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1 Introduction et Enoncés des Résultats

1.1 Introduction

Dés que l'on se place dans les espaces de Sobolev ou dans les espaces
C®°, il est bien connu que les problémes de Cauchy et de Goursat non
caractéristiques méme locaux pour les équations et systémes linéaires
hyperboliques non stricts ne sont pas bien posés sans d’autres hypothéses
supplémentaires appelées usuellement Conditions de Levi.

L’objet de cette thése est de comparer simultanément et de fagon semi
historique deux résultats.

Un ancien résultat datant de 1974 sur le probléme de Cauchy linéaire et un
nouveau résultat de 2005 sur le probléme de Goursat linéaire tous deux dans
les espaces de Sobolev avec des systémes d’équations aux dérivées partielles
et des conditions de Levi.

Le probléme de Cauchy linéaire dans les espaces de Sobolev et dans C'*° sur
R, x R} a été étudié en 1972-1974 pour les opérateurs matriciels faiblement
hyperboliques a caractéristiques doubles par D.Gourdin qui a généralisé
un résultat de Mizohata-Ohya pour une équation publiée en 1967 et qui
a montré qu’une seule condition scalaire de Levi suffit pour résoudre ce
probléme.

Il a utilisé les opérateurs de Calderon-Zygmund tels qu’ils étaient
présentés a cette époque notamment dans les conférences de S.Mizohata
au Tata Institute de Bombay publié¢ en 1969 et dans le livre de S.Mizohata
publié en 1973 au Cambridge University Press ainsi que les classifications
des systeémes d’équations aux dérivées partielles de J.Vaillant (1965) .
D.Gourdin n’avait pas étudié a cette époque (1972-1974) le domaine de
dépendance .

Nous améliorons le résultat précédent en calculant le domaine de dépen-
dance dans la premiére partie de cette thése tout en rappelant le détail des
démonstrations utilisées .

Dans la seconde partie de cette thése, nous étudions le probléeme de Gour-
sat dans les espaces de Sobolev pour un systéme de N équations & N fonctions
inconnues des variables (t,z,y) € R; x R, x R},

Ce systéme peut étre décrit comme une composition de deux opérateurs aux
dérivées partielles a coefficients matriciels hyperboliques respectivement dans
la direction de ¢ pour le premier et dans la direction de x pour le second avec
des caractéristiques doubles et des conditions de Levi scalaires comme en
1972-1974 et avec un opérateur matriciel aux dérivées partielles additif rési-



duel spécifique.

Les données du probléme de Goursat sont sur t = 0 et x = 0 . Cela est
suffisant pour résoudre le probléme posé, qui généralise ainsi un résultat de
Mme Y. Hasegawa obtenu pour une seule équation.

On utilise dans cette seconde partie les opérateurs pseudo-différentiels clas-
siques de Hormander et la classification de J.Vaillant .

Nous calculons aussi le domaine de dépendance du probléme de Goursat.



Summary

In the framework of Sobolev or C*° spaces, it is well-known that the
Cauchy and Goursat problems even for local non characteristic linear non
strict hyperbolic equations and systems are not well posed without other
additional assumptions usually called Levi conditions.

The aim of this thesis is to compare simultaneously and semi-historical
two results for systems :
an old result of Pr. D. Gourdin (1974) about linear Cauchy Problem and a
new result (2005) about linear Goursat Problem in the framework of Sobolev
spaces and under suitable Levi type conditions.

The linear Cauchy problem in Sobolev and C* spaces on R, x R”
was studied for the matrix operators nor strictly hyperbolic with double
characteristics by Pr. D.Gourdin in 1972-1974 who generalized a result of
Mizohata-Ohya for one scalar equation published in 1967 and who showed
that a unique scalar Levi condition was enough to solve this problem.

He used the Calderon-Zygmund operators as exhibited in lectures of
S.Mizohata in Tata Institute of Bombay, published in 1969, the book of
S.Mizohata published in 1973 in Cambridge University Press, and the
Classification of the Systems of Partial differential equations of J.Vaillant
(1965).

Pr. D.Gourdin had not studied in the obventionned works in 1972-1974 the
domain of dependence.

We improve the former result by calculating the domain of dependence in
the first part of this thesis while pointing out the detail of the demonstrations
used.

In the second part of this thesis, we study the Goursat problem in
Sobolev spaces for a system of N equations to N unknown functions of the
variables (¢, z,y) € R, x R, x R.

This system can be described as a composition of two linear partial
differential with matrix coefficients hyperbolic, respectively in the direction
of t for the first and in the direction of x for the second with double
characteristics and scalar conditions of Levi as in 1972-1974 and with
one matrix operator with on additive residual specific matricial partial
differential operators.



The data of the Goursat problem are on ¢ = 0 and x = 0. That is
sufficient to solve the problem arising, which thus generalizes a result of Mrs.
Y. Hasegawa obtained for only one equation.

One uses in this second part the traditional pseudo-differentials operators of
Hoérmander and the classification of J.Vaillant.
Then, we calculate the domain of dependence of Goursat problem .
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1.2 Notations et Définitions

Soient N, m € N, le point générique de R x R x R", sera noté (t,z,y).
On utlisera les notations habituelles de dérivations, & savoir :

0 0 0 0 :
Di=—i—, D, =—i— et D, = (— T—. .., —i—) et les variables
O Oy Oy, Oy,
duales de ¢, x et y sont notées 7, £ et 7.
To = STH(R™) est l'espace des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m

défini dans [14] et BST cet méme espace borné.
On notera Dy = (1)lel(2)e = (1)l () (L) (2 )on,

Va=(a,ae,...,0,) € N" avec | a |= Zo‘j
j=1
On notera également & 'espace des fonctions C* en t,

A = {f e C) / / | DD f(2,y) |Pdady < o0, ¥ a, B, X > o}.
|z|<X n

I'espace des fonctions de classe C°(R x R™) dont toutes les dérivées sont
bornées sur B(0, X) x R”, pour tout X > 0, ou B(0,X) ={z € R,| z |< X}
et

H;”Oyz{f € Oy // |D§;D5f(x,y) ?dxdy < oo, Va,ﬁ>0}.
R JR"

V k, on notera également les normes suvantes :

FARTTEEY | DIDS f |*dzdy
o)<k O
ol = 12 g, g
)%= /| D2 2y
|| <k

Rappelons 'expression du polynéme sous-caractéristique d’un opérateur
h faiblement hyperbolique a caractéristique a multiplicité constante au plus
deux (J. Vaillant [22] page 15), en utilisant les notations de sommation d’Ein-
stein

1 1
Ky =[Hy - §a§(H§)hA5B + §H§(3A5BaWA — 0My40x67)

avec v et 0 vecteurs propres respectivement & gauche et & droite de la
matrice caractéristique Hz et H3' la matrice sous principale calculée sur

11



les racines caractéristiques de multiplicité 2 (cf $ 2.1) Rappelons quelques
définitions suivantes :

1. Intégrale Oscillante|21]

Soient § € R™, x € X avec X un ouvert de R” et u(z) € C§°(R"), c’est-
a~dire u(z) € C**(R") et il existe un compact K C X tel que v, = 0.

On considere l'intégrale oscillante suivante :

I(a, 6)(x) = / ¢ 0q (2, 0)d0

n

et on considére :

(x) < I(a,¢),u>= // @O q(x, )u(x)drdd

Pour décrire a(z,0) et ¢(z,0), nous introduisons les définitions sui-
vantes :

Définition 1.1 [21]
Soient m,p et 0 des nombres réels; 0 < 6 < 1,0 < p <1 avec 0 <
6 < p<1. La classe S]5(X x R") est la classe des fonctions a(x,0) €

C®(X xR™) telle que pour tout multi-indices o, 3 et pour tout compact
K C X, pour tout v € K et 0 € R", il existe une constante Cy, gk tel
que :

| 0505%a(x,0) |< Copre < O >mPlel+3lBl

On notera S™(X x R™) au lieu de S7(X x R") et S ﬂSm

Définition 1.2 .

On dit que ¢(x,0) est une fonction phase, si ¢(x,0) € C*(X x (R™\
0)),6(z,0) prend ses valeurs dans R et est positivement homogéne de
degré 1 en 6.

Ce qui équivaut & pour toutt >0, x € X et € R" ¢(x,t0) = tp(x, 0)
et ¢(x,0) n'a pas de points critiques pour tout @ # 0 . C’est-a-dire pour
toutw € X, 6 € (R"\0),¢/ ,(x,0) # 0 (avec ¢’  (x,0) définit le gradient
de ¢(x,0)) respectivement en x et 0).

Définition 1.3 .

Pour tout a(z,0) € ST5(X x R") et ¢(x,0) étant une fonction phase,
alors (x) est appelée une intégrale oscillante.
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2. Opérateurs intégraux de Fourier|21]

Soient X,Y deux ouverts de R™, u(y) € C3°(Y), z € X, a(x,y,0) €
S™MX XY xR") et ¢(x,y,0) est une fonction phase dans X x Y x R™.
On considére 'expression suivante :

(o) Au(z) = / / =802y 0)u(y)dydd

Définition 1.4 .
Un opérateur A de la forme (xx) est appelé opérateur d’intégrale de
Fourrier avec la fonction phase ¢(z,y,0)

Définition 1.5 .
Soit w € C(X x Y).La distribution K4 € D'(X x Y) définie par
[intégrale oscillante

< Ky,w> = ///ei¢(w’y’9)a(x,y,@)w(x,y)dzdyd@

est appelé le noyau de A.

Définition 1.6 Fonction Phase

Une fonction ¢(z,y,0) est une fonction phase, si les deuzx conditions
sutvantes sont remplies :

¢ (. y.0) #0VO#0, z€ X, yeY
¢ (2,y,0) OV O#0, z€ X, yeY

3. Opérateurs pseudo-différentiels|21]

Définition 1.7 .
Soient X =Y, a(z,y,0) € ST5(X x X X R") et ¢(z,y,0) = (z —y).0,
alors

() Aue) = [ [ D0ty 0)uty)dyas
est appelé Opérateur pseudo-différentiel d’ordre m.

Propriétés [21]

Soient A un opérateur pseudo-différentiel définit par la formule (%)’ et
K4 le noyau de A et A le diagonal dans X x X, alors

13



(a) K4 € C®((X x X)\ A);
(b) A définit une application linéaire continue
A:CyF e
C5(X) — C=(X) pour u € &'
A8 (X)) — D(X)

(c) Si la fonction a(x,y,0) € S)%5(X x X x R") qui s’annule pour
x =y et d < p,alors on peut écrire A sous la forme de (xx)" avec
b(x,y,0) € SZ(;_(’)_&)(X x X x R™) a la place de a(z,y,0)

(d) Si a(z,y,0) a un zéro d’ordre infini quand = = y, alors K4 €
C>®(X x X x R") et 'opérateur A transforme £'(X) en C*(X)

Proposition [21]

Soit A un opérateur pseudo-différentiel et on suppose que A est une
application continue de C§° dans lui méme,alors A définit une appli-
cation : A : C§°(X) — C§°(X) qui peut s’étendre & des applications
continues suivantes :

A:E(X)—E'(X)
A C®(X) — C(X)
A:D(X)— D(X)

. L’algébre A des opérateurs de Calder6én Zygmund [10]

Pour rappeler le théoréme relatif au probléme de Cauchy hyperbo-
lique C*° a caractéristiques de multiplicité constante au plus deux
et sa démonstration suivant [10][9],on va utiliser aussi une algébre de
composition A, proposée par S.Mizohata [18] engendrée par les opé-
rateurs de la forme Z Hap,0)(t, 2 D) D Dy et leurs adjoints,
[(0,0) <7
ol Haga)(t,z; Dy) est un opérateur intégral singulier de Calderén-
Zygmund de classe C3; = ﬂ Cr° dépendant uniformément du para-

reN
meétre t € [0,7] :

Hay)9 = (2m) F /R g (2 )DL )™ dE avee ¢ € Ei(Da(R"))

ol gzg est 'image de Fourier de ¢ pour la dualité < x,& > ~lAz(ao,a) (t,x;€)
est indéfiniment dérivable par rapport a ¢ et pour tout vy >
0, (%)”Oh(ao’a)(t,x;f) est homogeéne de dégré 0 en & et de classe

14



C2(R™;C,0) (C.0 : lire complémentaire de 0 par rapport a y dans R™)
uniformément par rapport a t € [0,7] :

0 0 0. -
Sup(t,eyeaSupie>1 | (5)”0(%)”(8—5)%(%@)(@:v;ﬁ) |< 00 V v, v,

> Hio(t, 2 Dy)DfODS

l(a0,0) <7
est d’ordre r, admet un symbole

Z B(ao,a) (tv €T; g)Tozoga

|(a0,)|<r

et un symbole principal

Z ]tL(ozo,oa) (t7 x; 5)7_04050['

|(a0,0)|=r

En particuliers,on désigne par A l'opérateur d’ordre 1 et de symbole

I3k
Ag = (2m) 7 / T | €| de avec d(t,€) € &(Dy(R™))

voir [18] .

Les opérateurs H (t,z; D,) ont les propriétés suivantes [18] : H se pro-
longe en un opérateur linéaire continu de &(LP(R™)); (0 <t <T;1 <
p < 00) dans lui-méme et on a :

9,
I Ho |, (t) < C(n,p) Y Supaeo | (8_) Mag.a (2 €) [ 1| 6y (1)

v<2n

ot C'(n,p) est une constante ne dépendant que de n et p .
Le noyau h(t,z;y) de H est de la forme :

h(t,xz;y) = a(t,z)o, + (v.p), f(t, z;y)

ol @ est indéfiniment dérivable, & dérivées bornées; f(t,z;y) est indéfi-
niment dérivable par rapport a ¢ et V v > 0, ()" f (t,x; y) est positive-
ment homogeéne de degré —n par rapport a y et de classe CZ(R™; C,0)
uniformément par rapport a t .

15



Jgn-r f(t,x;y)doy, = 0 pour tout (t,z) € Q; doy, est la mesure superfi-
cielle de Lebesgue sur la sphére unité Sz’]_l de R.
On a:

Ho(t,z) =a(t,x)o(t,x) +v.p.f* ¢

pour toute ¢ € &(D(R?)).
On désigne par H" l'opérateur intégral singulier de CZ de symbole
o(H)(t,x;€), H l'opérateur adjoint de H :

ﬁgb(t, 7) = a(t,z)é(t, z) +v.p.fxod
pour ¢ € &(D(R})).

Soient H et K deux opérateurs intégraux singuliers de Calderén Zyg-
mund d’ordre 0, alors

(AHoK — HK),(Ho K — HK)A,(H o K — KH)A,
AMNHK — KH),AH — HA, HA — AH, (H — H)A, A(H" — H)
opérent continuement de E(DY,) — &(D}.).

Plus généralement le composé de deux opérateurs de Qi et leur convolé

| sont de méme ordre et la dif férence est d'ordre strictement inférieur.

D’autre part, on a pour toute ¢ € £} (Dyz2), on a :

0 0 0
o Ho(tw) — Hooo(t, @) = [ H(t,w; Do)l 2)
En effet :
[Ho)(t + h,x) — [Ho|(t,x) — h[%H (t,z; Do)o(t, ) + H gcb(u 7)) =
0 0 0.0
H(t + h,x; %)¢(t+h,x) — Ha—gb( x) — hH(t,+h,; B )aqb(t,x)—i—
+h[H(t + h,z; aa) H(t,x;%)]ad}( z)
HH(t+ b ) (t,x) — H(t, z; a%)qﬁ(t,w‘)
OH 0
—ha(twr; %)Qﬁ(twr)

D’ou

I LHQ)+ h) — [HOI(E ) ~ B s D)ol 2) + H -6t 2)] e (0) <

ot
16



<c {[Zsuptx)ems>1|(§) it 2:) || 1 ot 2)-9(6,2)~h % 1,2)

[%Sup(tx )eg>1 | (g) h(t+h,x; &) — (ﬁaf) h(t,x;€) |} I —(t ) |12
[Z SUP(t.2)e0,le)>1 | ( 8> h(t+h,x;&)— (t T €)— (886) lAz( ) |] I %(tw) Iz };

v<2n

avec les hypothéses sur ﬁ(t, x; &) cette majoration est de la forme he(h) avec
¢(h) — 0 quand h — 0.

17



1.3 Hypotheéses

On considére w un opérateur matriciel d’opérateurs différentiels par rap-
port & t et x, et pseudo-différentiels par rapport & y d’ordre 8. On suppose
que w admet la décomposition suivante :

(1.1) w=hk—r

ou h, k et r satisfont les hypothéses suivantes :

(1.2) h(t,z,y; D1, Do, D) = > ai(t,x,y; Dy) DD}

i+j<m

ou a;(t,z,y;D,) est un opérateur matriciel d’opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre m — (i + 7) .
Nous supposons que

aij(t.x,y;m) € [BSTy " vwn
(t,x) est considéré comme un parameétre et 'application
(t,z) € Ry x R a;;(t,z,y) € [BST()_(i+j)]NxN est C™

Soit h,, la matrice principale de h, c’est & dire que :
hn(t, 2,957, 6m) = Y ag(t @,y )¢k
j+k<m
ol a;k(t,x,y;n) est homogéne de dégrés m — (j + k) en 7.
On considére H,, son déterminant

On suppose qu’on peut décomposer H,, sous la forme

n//

Hy(t,2,y;7,6m) = [ [ (0 = 7t 2, 95€,m))™

Jj=1

On impose 'hypothése suivante :

(A-1) Les racines 7; de H,,(t, x,y;7,&,m) = 0 sont réelles de multiplicité
constante au plus 2 . De plus, il existe une constante positive § ( qui est

18



indépendant de (¢,z,y) et (£,n) , mais dépendant de (T, X)) tel que, pour
i# 7, (t,x,y) €[0,T] x [-X, X]xR", T,X >0,(¢,n) € R"\{0}, on ait :

| Tz‘(t,%y;f,n) - Tj(t7$7y;€7n) |Z 5 | (5777) |

Plus exactement

Hm = H(T - Tj(ta%y;fﬂ))z H (7— - Tj(t7x7y;§7n)) = (Hm1)2H7/ng—m1
j=1 j=mq+1

Avec 2my + (mg — my) = mae +my = Nm.

(A-2) (voir [22], [1])
(i) On suppose que la matrice réduite de h,, dans le localisé de 'anneau des
polynémes R|[7] par le sous-anneau des polynomes divisible par 7 — 7; est :

(r—7)? 0 ... ... ... 0
0 1 :

i)

<= J un mineur de h,, non divisible par 7 —7;, V 7 =1,...,m,.

(ii) De plus h satisfait a la condition de Levi suivante ( Hyperbolicité
faible dans la direction de t ) :

(L-1) Le polynéme sous caractéristique de h est divisible par

mi
Huy = [[(r = 7t 2,9:6,m)
j=1
Ce qui équivaut a :
I existe p ( resp. p' ) différentiel en ¢ et pseudo-différentiel en (z,y) de
symbole principal P = cof(h,,) d’ordre Nm —m = N(m — 1), A(m;) (resp.
A’'(my)) de symbole principal H,,, et A(msg) (resp. A’(mgy)) de symbole
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principal H, . différentiels en ¢ et pseudo-différentiels en (x,y) tels que :

ph = A(ma)A(my) Iy + C(my — 1)A(my) + C(my + my — 2).
( resp.
hp' = A'(ma)A'(my)Insn + C'(mg — 1)A'(my) + C'(ma + my — 2)).

Ou C(mg—1) (resp. C'(mg—1)) et C(ma+my—2) (resp. C'(mg+mq—2))
sont d’ordre respectifs my — 1 et my +mq — 2.

Remarque 1.1 .
Lorsque m =1, (A — 2.i) signifie que la réduite de Jordan de hy, est :

T—11 |&n] 0 0 0 0
0 T—T 0 0 0 0
0 0 : :
th : T_Tml |§77]| O
...... 0 T — Ty 0 0
0 T — T4l - 0
: : " T 0
0 0 0 0 7—"Tm,

En ce qui concerne k :

l
(1.3) k(t,x,y; Dy, D,) = Y _b;(t,x,y; D,)D]

J=0

avec b;(t,z,y; D,) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre [ — j en y.
On suppose

bi(t,z,yim) € [BSid]nxn-

(cf [3]) (t,x) est considéré comme un paramétre et 'application
(t,z) € Ry x R bj(t,z,y;n) € [BSﬁ)j]NxN est C*°.

Soit k; la matrice principale de k.

20




l

kit e, y; &m) = b5 ym)E

5=0
ot b’;(t,z,y;n) est homogeéne de dégré [ — j en 7.
On considére K; son déterminant, c¢’est-a-dire

K, = det(ki(t,z,y;&,m))

On suppose qu’on peut décomposer K sous la forme

K(txysnzﬂf &(t,,y;m))"
7j=1

(A-3) Les racines §; de K;(t,z,y;&,m7) = 0 sont réelles de multiplicité
constante au plus égale a 2.

En plus, il existe une constante positive ¢’ tel que pour tout i # j,
(t,z,y) € [0, 7] x [-X, X] xR™, T, X > 0,n € R"\{0}, on ait :

| &tz ysn) — &t y3m) 120" | n |
Plus exactement

ll l2

Kl = H(£ - 5j(tax>y§77))2 H (5 - fj(t%?ﬁﬁ)) = (Kll) Kllz 1

j=1 j=li+1
Avec 2[1 + (lz - l1> = l2 + ll = NI.
(A-4) (voire [22], [1])

(i) On suppose que la matrice réduite de k; dans le localisé de 'anneau des
polynomes R[¢] par le sous-anneau divisible par £ — &; est :

E—¢)2 0 ... ... ...0
0 1 - :
kl ~ . .. . .. : vj: 17”_7l1.
1 0
0 0 1




<= 3 un mineur de k; non divisible par { —&;, Vi =1,..., ;.

(ii) De plus k satisfait a la condition de Levi suivante ( Hyperbolicité
faible dans la direction de z ) :

(L-2) Le polynéme sous caractéristique de k est divisible par

I
K, =[J€ =&tz um)
j=1
Ce qui équivaut a :

Il existe ¢ (resp. ¢') différentiel en z et pseudo-différentiel en y, de symbole
principal Q = “//(k;) d’ordre I, + 1y, T, (resp. I'},) de symbole principal K;,
et I, (resp. I'},) de symbole principal Kj _; différentiels en 2 et pseudo-
différentiels en y tels que :

gk =TT In + Cl 1Ly + Clyggy 2.
(resp. kq' =T, T; In + Cj, (T + C oy ).
Ou Cy, 1 (resp. Cy,_;) et Cpyyq,—2 (resp. Cj,; _,) sont d’ordre respectifs
lg—l et l2—|—l1—2.

Remarque 1.2 .

Lorsque | =1 , (A-4.1) signifie que la réduite de Jordan de k; est :

E—& |n| 0 0 0 0
0 E—-& 0 0 0 0
M 0 .'. 0 . .
k]m 5_511 ‘T]| 0
...... 0 £E=-¢&, 0 0
0 5_&14-1 0
: : 0
0 0 0 0 &£-¢,
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Ecrivons

81(92 c. (912 = F12
8182 Ce 811 = Fll

Oﬂlgllglg,et

&1,&,...,&, sont des racines doubles
&lit1s - - - &1, sont des racines simples

L’hypothése (A-4) est équivaut a I'hypothése (A-4)’ suivante :
(A-4)’ 1l existe un opérateur q de symbole principal Q ==// (k;) tel que :

kg = D(I)T(1)In + A(ls — D) + Al + 1o — 2)

ou A(i) = A(i;t,x,y, Dy, Dy) est un opérateur pseudo-différentiel suivant y
et différentiel suivant x, d’ordre total i et I est la matrice identité .

Pour r, on peut dire :
(A-5) r est d’ordre total m + [ — 2.
En désignant par R la matrice principale de r et par R* sa matrice sous-
principale,on suppose qu’il existe une matrice A; N x N homogéne de dégré
m — 2 telle que :

R=AK
(14) Y (R = AK* + ) AWK ] x “/(K))

laj=1

‘ﬁzfj

Ce qui est équivaut a :
rq = B2, Ity + Bryi,—3l, + Brypi—aln

o B; est un opérateur matriciel différentiel suivant ¢ et = , pseudo-
différentiel suivant y et d’ordre total au plus j . En plus 'ordre en D; dans
B(j) est au plus m — 2.

23



Les matrices R et R* vérifient :
1l existe une matrice A tels que R = AK et R* = AK™.

1.5
(15) Avec K la matrice caratéristique de k
et K* sa matrice sous-caractéristique
En effet

Ecrivons les décompositions de k' = kq et ' = rq en symboles homogeénes ;

On a :
K =kq=KQ+KQ+KQ +KQu + ..
r'=rqg=AKQ+ R'Q + AKQ* + (AK) Q) + ...

En désignant les décompositions en symboles homogénes de k,r, et ¢
respectivement :

=K+ K"+ ..
r=R+ R+ ..
I=Q+Q +..

et en supposant R = AK.

La partie principale de k" (resp. de ') est : KQ (resp. AKQ).
Les parties sous principales de &’ et de 7’ sont :

K" = K*Q+ KQ* + KQ()
R* = R*Q + AKQ* + (AK) Q)
Puisque

(AK)@) = A K + AK()
AYKQ(oy = ANKQ) () — AYK(Q = —AYK,)Q
Car A (KQ)@w =0 [mod(§ — &) V1 <j<lI.
On a:
R* = A(KQ* + K* + K9Q4)) + R*Q — AK*Q — AK,»hQ
Et
R* = AKQ* + K*Q + K“Qu) + (R* — AK* — AK,)Q
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Car
I
R'Q— AK*Q — AK4)Q = (R — AK* — A°K,)Q [mod] [(£ - &)]
j=1
Par 'hypothése (A — 4), il existe Q* tel que

I
KQ* + K*Q + K“Qa soit divisible par H(f — &)

j=1

D’ou I’équivalence entre 1.4 et 1.5.

Définition 1.8 .
On dit que w vérifie les conditions de Levi L, si h et k vérifient respectivement

(Ly) et (Ly).
1.4 Enoncé

On considére le probléme de Goursat suivant :

wult,z,y) = (hk — r)ult,z,y) = f(t,z,y)
(16) D;U ’t=0: ¢z($7 y) 0<i<m-—1
Diu|,_o=1;(t,y) o<j<i

avec les conditions de compatibilités suivantes :

(C) Di¢i(0,y) = Diy;(0,y), VO<i<m-—1,0<j<l—1

On obtient le premier résultat principal suivant :

Théoréme 1 .

Si Uopérateur w vérifie les conditions (A.1)-(A.5) et celles de Levi L,
alors pour tout f € &(H;;?y), ¢ € HY, , 0<i<m-—1ety; €

St(ﬁ?jo), 0 <j <Il—1, vérifiant les conditions de compatibilité (C), il existe
une unique solution u dans &(ﬁ;’f’y) du probleme (1.6).
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Exemple d’opérateur @ = hk —r (avecm =2etl=1)

_ 0 Di=Dg, | 0 D, 0 K3(tay) ]
“=\ p}-p? D? D, D, KP(tay) K3(ta.y)
_ [( Al(t,z,y) Ay(t,a,y) ) ( 0 D, ) N ( Ril(t,a,y) B3(t.a.) > ]
A1<t7$>y> AZ(tvxuy) DIE Dy vak (t7x7y> R; (t7x7y>
vérifie les conditions : (A-1)-(A-2) (L-1),(A-3)-(A-4) (L-2),

d’aprés J. Vaillant (|[Séminaire Goulaouic-Schartz exposé n°11, 1979|)
et (A-5) si et seulement si :

Ri' = A;K3Y et Ry = AJKT

puisqueK:(g g), ‘me:<_n§ (;g)

et que dans ces conditions :

- AR ( " 55 )5_0 =0

avec

Y (KK (B RS
A‘(A% az) R ke k) T e R )
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2 Preuve

Nous allons prouver le Théoréme 1 par induction en se ramenant a des
problémes de Cauchy pour h et k relativement hyperboliques a des données
sur les hyperplans t = 0 et = 0 et on construira un domaine de dépendance.
De plus, le Théoreme 2.0 que I'on va énoncer et démontrer aprés, est essentiel
pour la preuve longue et technique du Théoréme 1.

2.1 Préliminaires

2.1.1 Probléme de Cauchy faiblement hyperboliques a caractéris-
tiques multiples constantes égale & deux

(a)-Rappelons les hypothéses sur h.

(1) h(t,,y; Dy, Dy, Dy) = Y ai(t,,y; D,)D;D]
i+j<m
ol a;;(t, x,y; D,) est une matrice d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre
m — (i + j) de lalgébre de Calderon Zygmund (cf. [18], [10]).

Par la suite, nous supposerons que
(2) aylt,zyin) € [BSTG " nwn
(t,x) est considéré comme un parameétre et 'application
(t,z) € Ry x R a;;(t,z,y) € [BST(;(i+j)]NxN est C™

Soit h,, la matrice principale ou matrice caractéristique de h, c’est a dire

que :

han(t, 2,957, 6m) = Y ag(t @,y )¢k
jt+k<m
ol a;k(t,x,y;n) est la partie homogéne de dégrés m — (j + k) en n de
ajk(ta T,Y; 77)
On considére H,,n son déterminant

Hyn = det(hp(t, z,y;7,€,m))

On suppose qu’on peut décomposer H,,y sous la forme

,n//

HmN(t7x7y; T7£a 77) = H(T - Tj(t@»y;f»n))pj

J=1
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On impose 'hypothése suivante :

(A-1) Les racines 7; de Hy,n(t, z,y; 7, &, 1) = 0 sont réelles de multiplicité
constante p; au plus 2 .

De plus, il existe une constante positive ¢ ( qui est indépendant de (¢, z,y)
et (£,m) , mais dépendant de (T, X)) tel que, pour i # j, (t,z,y) € [0,T] x
X, X]xR™, T, X >0,(&n) € R"\{0}, on ait :

| 7t z,y:6,m) — 75t x,y:6,m) [= 6] (€n) |

Plus exactement

mi ma2

Hyy = H(T - Tj(t7$ay;€an))2 H (7- - Tj(t7$ay;€an)) = (Hm1)2H/

mo—m1
j=1 j=mi1+1

Avec 2my + (mg — my) = ma +my; = Nm.
(A-2) (voire [22], [1])

(i) On suppose que la matrice réduite de h,, dans le localisé de I'anneau

des polynomes R[7] par le sous-anneau des polynémes divisible par 7 — 7;
est :

(r—7)* 0 ... ... ... 0
0 1 :

~ hm \V/] = ]_, M.

i)

<= Pour chaque (¢, z,y) , 3 un mineur de h,, non divisible par 7 — 75, V
j =1,...,my (cofacteurs dans le developpement de det(h,,n)).

(ii) De plus h satisfait & la condition de Levi suivante ( Hyperbolicité
faible dans la direction de t ) :
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(L-1) Le polynéme sous caractéristique de h est divisible par

mi

H,, = H(T —7i(t, 2, y;6,m))

j=1

Ce qui équivaut a :
Il existe p ( resp. p’ ) différentiel en t et pseudo-différentiel en (z,y) de sym-
bole principal P = cof(h,,) d'ordre Nm —m = N(m — 1), A(m;y) (resp.
A’(my)) de symbole principal H,,, et A(my) (resp. A’(ms)) de symbole prin-
cipal H,,, _, différentiels en ¢ et pseudo-différentiels en (z,y) tels que :

ph = A(ma)A(my)Iyxn + C(ma — 1)A(my) + C(my + my — 2).

( resp.

hp' = A'(ma)A'(my)Inwun + C'(my — 1)A (my) + C'(mg + my — 2)).

Ou C(ma—1) (resp. C'(mge—1)) et C(mo+my—2) (resp. C'(ma+my—2))
sont d’ordre respectifs my — 1 et my + my; — 2.

Remarques

1. Lorsque m =1, (A — 2.7) signifie que la réduite de Jordan de h,, est :

T—1 |&n|] 0 0 0 0

0 T—T7 0 0 0 0

0 0 : :

: T — Ty , 0
h [ &m |
...... 0 T — Ty 0 0

0 T — Ty +1 0

: : . .. 0
0 0 0 0 7—"7Tm,

2. (A—1) implique que la matrice réduite de h,, dans le localisé de I'anneau
des polynomes R[r| par le sous-anneau des polynomes divisibles par
T — Tj est
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(r—7)? 0 ... ... ... 0
0 1 :

~ hm VJ =my + 1, ey Mo,

@)
O =
i)

<= Pour chaque (t,z,y), il existe un mineur de h,, non divisible
par 7 — 7; (Vj = my + 1,...,my) (cofacteur dans le developpement
de deth,, = H,,n).

On note P¥ le cofacteur de (h,,)5, PP¥ le cofacteur de (hy,)3(hy)E
dans le developpement du déterminant H,,ny de h,,.

3. On suppose que l'on puisse trouver « et (§ indépendanment de (¢, z, y)

etdej=1,...,my (o,8 €{l,...,N}) tels que le cofacteur P§ satis-
fasse (A —2)(4) et la remarque (2) issue de (A —1), c’est-a-dire tels que
Pg soit non divisible par (7 —7;) (Vj =mq +1,...,my).
Quitte a faire un changement dans l'ordre des équations et des in-
connues, on pourra alors choisir P!' non divisible par (7 — 7;) (Vj =
my + 1,...,my) quelque soit (¢,z,y). (i.e a = 3 =1). A fortiori, P! ne
sera pas divisible par H,,, (Y(t,z,y)).

Par conséquent

Pll(trray;T = Ti(taxay;n’nn-i-l = 5)777777n+1 = 5) 7£ 0

V (t,x,y), Vi, V(1,M.41) € S™ (sphere de centre 0 et de rayon 1 dans R™*1).
On suppose

92' = an[ | Pg((ta%y)QTi(t7I777777n+1)777777n+1) |1§A,D§N; (t;%y) S R+XR”+1; ("7777n+1 S Sn)} >0

Pour chaque € €]0, §;], il existe un voisinage ouvert S(i,€,t, z,y,n,n,11) du
point (¢, x,y,n, Nyr1) dans RT X R x R™ x S™ et des indices a(i, t, x, y,n, Nni1)
et d(@, tx,y,mn, nn-l—l) tels que

a(t,t,2,Y,NMn+1) (4 I 1. P o
| Pd(i,t,m,y,n,nn+1) (t LY 7Ti(t Yy LY T 777n+1)7?7 77]n+1> ’> 61 — €
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pour tout (t/J :1:/7 y/; 77,7 T]/) E S(Z7 67 t’ :I:, y7 777 nn+1)
On pose

Si(’t) = U S(%G,tax,yanﬂ]nﬂ)
(t,x,y;m, Nny1) € RT x R x R™ x 8™

a(iyt, T, Y, 0, Mnt1) = J
d(l7tax7y7n7nn+1) k

ot j et k sont des entiers de {1,..., N}
Soit U(i) = {(j, k) € [L,..., NJ?; S1(i) # 0}

Nous obtenons le lemme suivant :
Lemme

(Si(3)) Gkeuq) forme un recouvrement fini de RT xR x R™ x S™ formé
d’ouverts non vides dans lesquels

07; — € <| Ai (t/7 I/a y/; Ti(?la xla Y; 77/7 77;1+1)7 7, 77;1+1) |
v (t,>x,7y,;77/777;1,+1) € SIJC(Z)

D’autre part, nous avons :

Lemme de Bourbaki

> P = (Hu)?Hy, 05 PYPE = PEPY = (Hyw, ) Piy

mo—mi
1<B<N

Preuve cf. [1] .

Soit

,,,,,

Tmaz = ML, 011 jai<xy enn jemimtimt,myy | Ti(b T Y5 61) |

Supposons que
M x oo Trnaz < 00

Soient
D(to, xo) = {(t,z,y); | * — 20 |< Tonaa(t — o), t < 1o}

Q(to,XO U D to,.ﬁ(]g) X() > 0.

‘$0‘<X0
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On prend un point (tg, Xo) et on le fixe. Posons : Q(t, Xo) = 2.
Et on note €(s) l'intersection de ) et de I'hyperplan ¢ = s .

Soit Q(s) = 21 {(s,2,9)},
on obtient le deuxiéme résultat essentiel suivant :

Théoréme 2.0([5],[10])

Sous les hypothéses (A —1) — (A —2), la solution du probléme de Cauchy

0<i<m-—1

thv |t:0: ¢Z(I,y) - HOO

z,y
existe, est unique et vérifie I’éstimation suivante :

m+p—2

Z | Div | b4m—2+pi

=0

m—1 t p
< Cl(k:,p){ I T [ +/ > I DLF(S) lispi ds}
i=0 0 =0
Ce resultat est vrai sous I'hypothése (2) au lieu de (1).

Preuve du Théoréme 2.0

(b)- Existence de la solution du probléme de Cauchy (3)

Soit p un opérateur différentiel en t et pseudo-différentiel en (z,y) de
symbole principal P = “/h,, d’'ordre Nm —m = (N — 1)m.
On effectue un changement de fonctions inconnues dans (3) : u = pz.
Le probléme de Cauchy (3) se transforme en un probléme de Cauchy (4) :
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(4) 08:1 R
S(D21PE))(0.2) = 9P(x) (1< B<N)
C=1
gtn;_—1< [szc])(ow) =¢5 (x) (I<B<N)
C=1

On peut écrire

9\ m(N-1)
(5) b = PE(t,2,5;(1,0,0)) (5

B,0 2 m(N—=1)—|a|/ ¥ \a
ot + Z pC,a(at) (am)

1<|a|<m(N—1)
0 0
B,0 m(N—-1)—1—
+ Z Pc,g(a) =y lﬁ'(a—x)ﬂ
|Bl<m(N-1)-1
en appliquant % a pZ, on obtient :

m(N—1)+1 51,0 0
A Y \m(N-1)+1—|a|/ ¥ \o
) Z pC,a(at) (ax) ..
1<|a|<m(N—-1)+1
m(N—1)+2 O intriotal, O a
(%)21?5:Pg(t%%ﬂﬁﬁ))(%) > paalg)m TR
(6) 1<|al<m(N—1)+2

9p8 = PE(t,x,y;(1,0,0)) (%

mN—1 —_ 0 N —1—la 0 N
(%)m‘lpgZPg(t,x,y;(l,O,O))(%> D R o = K ) L

ot Ox
1<]al<mN -1
ol les pg:g(,u =0,....m—1et1<|a|<mN —1) sont des opérateurs

pseudo-différentiels d’ordre 0 (de classe [S?o]nxn)-
D’autre part, on a :

det(P)det(HE)(t,2,;1,0,0) = Hyun(t,2;1,0,0)1 # 0

Donc les relations (4)(5)(6) permettent de calculer
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(2" 0201(0,2,y) = 251 (@)

_(%)m(Nfl)JrlZC} (0,2,9) = 25 1)1 (2, 9)

()7 120] (0,2, ) = 25 (2,9)

quelque soit C, en fonction des ¢o(z,y),...,¢m—1(x,y) et des valeurs

25 (x,y), ..., zf;:( N_l)_l(:(:, y) prises arbitrairement (nulles par exemple) dans

les espaces convenables.

Il existe des données initiales (2§ (x,7),... ,zncl(Nfl)fl(x,y)) dans 1’espace
[HMNHP 5 gmN+p=1 5 x HPY tel que pour toute solution 2¢, ou
0 N
(zC ()" C) c [CO(R+,H7”N+P—1) x ... x CO(RY, H?)

du probléme de Cauchy

Zh‘gpgzc = hiY (1< A<N)

(7)
avec les données (2§,....255v ) (z,y)

yP = pB2C soit solution du probléeme de Cauchy (3),h, admet pour ma-
trice caractéristique H,,nI, on a H,n(t,x,y;1,0,0) =1

(c)- Résolution du systéme (7)

On peut supposer que les racines en 7 de H,,, sont ordonnées de fagon

strictement croissante : 71 < 7 < ... < T, de méme celles de H),,_,
Tmit1 < -+« < Tmy—m, ; €lles sont homogenes de dégré 1 en (£, 7).
Les coefficients de h(t, ,y; Dy, Dy, D,) étant indéfiniment différentielles et
a dérivées bornées dans 2 = [0, 7] x R", le théoréme des fonctions implicites
nous permettent de dire que 7;(, z,y; £, n) existe sur des ouverts de Q x C{py
sur €2 X Coy tout entier car le classement par ordre croissant donne le recol-
lement des 7; sur les intervalles d’ouverts .

On en déduit que (£)"7; (t TR (‘5 n\)> appartient a BOO(R”;;) x Cfoy) uni-

formément par rapport a ¢t et on considére les opérateurs pseudo-différentiels
en z,y : 7;(t,z,y; D,, D,) de symbole principal 7;(t, z,y;&, 1) € S*

aj = Dt - Tj(t> T, Y; Dﬂca Dy) de Symb01e Aj<t7 T, Y; 57 77) =T— Tj(ta T, Y; 57 77)
(1 < j < m) (50 =1= 80, (51 = 81,52 = 82817 cey 5m17m2 = 8m1+m2 .. .8281
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On a

Wma+mi — 8m28m2_1 ce 82818m1 e 81
et
Cé = h?(tax7y;Dtv D:Ea Dy) - wm2+m1(taxay; Dt7Dx7 Dy)ég

En exprimant la base 1,7, 72, ..., 7™2+t™~1 dans la base (1, T—T11, (T—T2) (T —

T )y (T=T)(T=Tny) oo (T=71), e o, (T—Tmg—1) .. (T—1)(T—T1) ... (T—

71) ), on peut écrire le symbole principal C4 de C'4 sous la forme :

(CA<t T, YT, 5 T]) (CB ,ma+mi— 1(75733:93577]) +C§,m2+m1—2(7— - 7—1)
(7) +CBm2+m1 o(T = Ton—1) - (T —711) + .
+(CB70( — Tmg1) - (T =T (T = Tpy) - .. (T — 1)

On considére des opérateurs pseudo-différentiels C4 B, w(tz,y; Dy, Dy) de sym-
boles principaux (CB Lt x,y; €, m) respectifs (0 < k < my +my — 1) et

C4(t,z,y; Dy, Dy, D)) = Cgmﬁmrl(t TR Dz,Dy) + C4 iy —2(t: 2,93 Dy, D) 01+
+(CB yma+mi— 3<t,$, Y; Dmv Dy)8281 +...+ (CB m2(t, xr,Y; DI, Dy)am1,1 . 81 + ...
_HCB,O(t T,Y; Dm Dy)amz_l NP 818m1 Ce 81

Alors
Ch(t,x,y; Dy, Dy, Dy) = Cp(t, x,y; Dy, Dy) + dp(t, z,y; Dy, Dy)

ott da(t,x,y; Dy, D,) est différentiel en ¢ d’ordre my + m; — 2 et pseudo-
différentiel en y et x d’ordre mo + m; — 2 globalement par rapport a ¢, x,y.
Le systéme (7) s’écrit en posant

I—(5 )1<AB<N7 7 = trans(217...,20,. ,ZN)' F = trans(fly'."fC"'wa)
C(t,l’ Y; Dt7D:C7D ) (CA(t x,Y, DtaDiL‘?Dy)) 1<A,B<N
C(t,x,y; Dy, Dy, Dy) = (C(t, x,y, Dy, Dy, Dy))1<a,B<n

on a alors

. { |@xm(ts2,9; Di, Dy, D)L+ C(t, 2,y Dy, Dy, D) 2 = F
Zg([E,gJ) = Z(O,x,y), SRR ZNm—l(xay) = ((gt)Nm 1Z)(0,J],y)

avec (Nm = my + ma).
On considére d’abord le systéme N x N :
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o {[Fnd + €|t .50 D2 D)2 (1 2,) = Pt 2,9)
Zo, 21 ...y ZNm—1  (Données de Cauchy)

On pose :

Z = (12,017,050, Z, ..., Omyr...000m, ... 0, 2)
F = 10,0,0,... ! F)

H(t,z,y; Dy, D,) I'opérateur de symbole

nl I I ... . I
. 7'2] .
Ty L
7'1[
: Tmg—11 I
Cm2+m1,1 Cm2+m172 te Cmg (szfl te Cl ngl + (CO

Soit A l'opérateur de symbole /| £ |24 | 1|2 et effectuons le nouveau

changement de fonctions inconnues

Z=t ((A 4 1ymatme2 tg (A 4 [ymetmi=3g tz (A4 1)memly, 0,17,
(A+ 1220, Oy 1+ O, Z, (A + 1)"2720,0,, .. O, 2, ... Oyt - 1Oy . altZ))

(9) équivaut alors a :
(10) D Z'(t,z,y) = Ho(t,z,y; Dy, Dy)AZ'(t, 2, y) + BZ' + F
Zi(x,y) = Z'(t,x,y) (données de Cauchy)

ou Ho(t,z,y; Dy, D) et B(t,z,y; D,, D,) sont des opérateurs d’ordre 0
de I’algebre A de Calderén -Zygmund .
(10)" En choisissant C,,, 4, - (t, 2, y;€,m) =0, (Vk =1,...,my), Ho(t, x,y; &, m)
s’écrit sous la forme :
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01 I
0,1 1

avec

3 n
VIEDP+ 012 V€124 n]?

Considérons la matrice n/(t,z,y;&,1m) qui est explicitée a la prochaine
page. 1 diagonalise Hy : n'Ho = Hoon' avec

)

ez(tv Z, Y, 57 77) = Ti(ta z,Y;

0,1
021

O, I
HOO =
0,1

Oy 1]
Oy I

' est le symbole d’un opérateur d’ordre 0 de Palgebre & de Calderon-
Zygmund.
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, At,z,y;¢,m) O )
t? x? 7 b =
1t 2, 4:6m) ( @) B(t,z,y;€,m)
ou
I I I I
0 (0 —60))1 (05 — 61)1 . . (O, — 61)1
A= 1" (B3 — 62)(03 — 6,)1 v (O, —02) (0, — O
0 O (97711 9m1—1) (G’ml - 01)1
I I I I
0 (6;—6))1 (03 — 6,)I Oy — 01)1
B = (03 - 92)(93 - 01)1 (emz 92)(9m2 91)1
0 0 Oy — Omy—1) .. (Ormo — 01)1
et

O est la matrice nulle .
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Composons a gauche le systéme (10) par l'opérateur 7' (¢, x, y; D,, D,), on
obtient

0 (t,2,y; D, Dy) Di2' (2, y) = 0 (t, 2, y; Do, Dy )JHoAZ' + 0/ BZ' + 0/ F
Or

77/(75,957?4; vaDy)DtZ/ = Dt [nl(t,l‘,y; Da:vDy)Z/} - [Dtn,(taxvy;Dany)] Z/
et

77/(757 x,y,; DI? Dy>H0(t7 €Y, Dw7 Dy)A
= Hoo(tal’»% Dwa Dy)n/(ta z,y,; DJC7 Dy)A + Bl(ta T,y Dwa Dy)
= Hoo(t, z,y; Dy, Dy)An (t, 2, y; Dy, Dy) + B” (¢, 2, y; Dy, Dy)

ot B’ et B” sont des opérateurs d’ordre 0 de .
En posant Z” = 12’  a partir du systéme (10),on obtient le systéme
d’équations
(11) D2 =HooAZ” + B+ Dy + B’ |2 + 1/ F
c’est-a-dire en posant B” =n'B+ Dy + B” et F' =n'F

(12) D,2" = HoAZ” + B 2 + F'

Choisissons Z’ dans
¢ ([0, 7, [£2 R ¥t} < €0 ([0, T, [H RVt )

ot N(my +my) = N?m.
On note <, > le produit scalaire dans [L*(R")]N*"; on a H}, étant I'adjoint
de Hoo,

d
< ELE > = i< (Hooh — AH) 27 20 > 42Re < BUE + FL 2 >

D’ou, il existe des constantes =y et ¢ positives indépendantes de 2/ 27 F’
et de t € [0, 7] telles que

d 7 b2
g W27 sy (127 e e | 2 e + 1 F [le

(HooA — AH, est d’ordre 0, Hog étant diagonale.
D’aprés S.Mizohata ([18],p.353), il existe [ constante strictement positive,
indépendante de ¢t € [0, 7] (5 suffisament grande) telle que

12" [lI=ln2" | +8 I (A +1)7"2"|
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définisse une norme dans [L*(R")]N*™ équivalente & la norme || Z’ || unifor-
mément par rapport a t € [0, T].

Proposition 1

Toute solution Z’ de classe C1([0,T], H™°(R™)) de (10) vérifie une inéga-
lité d’énergie notée (eg)pour la norme ||| . ||| donc pour la norme |||| :

(eo) 11 2" llz2 (1) < e(T){ I 25 l1z2 + / | F(s) llz2 ds |

Preuve
En effet
g w12 1=&( 1z 1481 (A +172' ] )
<y n2 |+ | o F | +e |l 2| +62( (A+1)12'|)
Or, on a

D,Z' = HoAZ' + BZ' + F

et

A+1D)7'D,Z = (A+ 1) "HAZ' + (A+1)7'BZ' + (A +1)"'F
Or

(A+1)"YHoA = (A + 1) 'AHy + (A + 1)1 B,

ol By est d’ordre 0 .
D’ou
d —1 ~/ / —1 = —1
A2 @ <a( 121+ 1 A+ D72 | )+ I A+ 1) F |
et en substituant dans (13), on obtient
d / / !/
o 2@ =~ 20O+ T F @)
Or

/ d d
v (t—s) | 2 ! A ! _ s /
N Z N ) = 1 211 (9)] = et = 5) I 2711 (5

D’ott en multipliant la derniére inégalité passée en s (au lieu de t) par
exp(v'(t — s))et en intégrant par rapport as de 0 & ¢, on obtient :

40



t
112"l @) <~ Il 2o ] +/0 I F(s) [+ (t = s)ds

et l'inégalité voulue pour tout t € [0, 7T

120 @) < {1121+ / PG e s

Extension a la norme dans [H"(R")]Y “m

On a :
Proposition 2

Toute solution Z’ de classe C*([0, T], HT>(R")) de (10) vérifie une inéga-
lité d’énergie (ey) :

t
@) 12 ez oD 25 L+ [ 17 e 5]
Preuve

Pour k = 0, on a déja démontré (ep).

Pour £ = 1, en dérivant par a% les deux termes de (10) et en posant 2" = 8%0
et ZV = %Z/_J ,ona:
Y
. - OH .o oF
Dy 2" = Hoo(t, 2, y, Dy, D)NZT+="2(t, x,y; Dy, D,)AZ'+B 2+ —— Z'+——
y; dy; Oy

(j=0,...,n) ou 27 € C°[0,T), L*(R")).
En posant » ||| Z7(t) |||= ¢:1(t), on a:

déy 0 0
< —
o Snen(t) + % 115,82l +; I3, 71l

On intégre les deux cotés de 'intégrale. D’aprés la proposition précédente,
on obtient (ey).
En répétant 'argument, k fois, on a (ey)

) 12 e {1 25l + [ 1 FG6) i )
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On consideére la norme

N
21012 = 1= 1%
B=1

N2m—1

ak
1251020 = > | yzB [ e ——
t

k=0

On a alors pour la solution z de (9), I’éstimation suivante :

D 2l 0 <D { Il A+ D2 1 )+ [ 1 F6) e ds}

(vt € [0,T7)
Considérons le systéme (7), on a :

(i) | dZ e () < (D) I 2 1]] (2)

() et (i7) nous permettent de résoudre le probléme de Cauchy (7) avec les
données dans [HT®°)™ x ... x [HT>°]™ et F dans C°([0,T], HT>).
En utilisant la méthode d’approximation successive, on a les mémes données
initiales :

[wNm + C|2o = F détermine Zq

[@nm + C)21 = F — dZ, détermine Z,

[wNm +C)2y=F —d2, détermine 2,

[wnm + C|Zk1 = F —dZ,_o détermine Zj_4

[wNm +C| 2y =F —dZ,_,  détermine Z

La suite (Z) est de Cauchy pour ||| . |||. Elle converge vers une fonction
Z de classe C7([0,T], Ht*), qui est solution du probléme posé par (7).

On montre par le lemme de Gronwall que la solution de (7) vérifie
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12 e )< STV 1A+ DZ vy O+ [ 1 FG6) 0 ds}

On en déduit P’existence de la solution du Probléme (3), pour des
données initiales sur ¢ = 0 telles que ¢ € Hy, 91 € HY ..o, om—1 € HYY,.

oy
Le théoréme est demontré modulo la proposition suivante :

Proposition 3

Le probléme (9) admet une solution Z vérifiant (i) lorsque les données
sont dans H>°(R").

Preuve

On utilise les résultas de M. Gourdin [9] et M. Mechab [19] appliqués au
systéme (9).
On peut aussi utiliser la proposition suivante pour terminer la résolution de
notre théoréme .

Proposition 4

Le probléme (10) admet une solution Z’ lorsque la donnée est dans H .

Preuve

On commence par la premiére équation ,on a d’abord le sous-systéme de
N équations a N inconnues suivant :

( %Z’NQ’” —irNm=m (¢ x oy D, Dy)AZ’N2m = z'}"NQm(t, x,y)

\ %Z/NQm—N—&-l — jrNm—my (t, T,y D:m Dy)AleQm—N+1 _ ifN2m_N+1 (t, z, y>

En utilisant la méthode des sémi-groupes, S.Mizohata [18| associe pour
. . . . 2 2,00 .
ces équations 'existence d’une solution Z/V™™ ... Z'N"m=N+1 continues en
t a valeurs dans HP™!, continuement dérivables dans HP pour le probléme
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de Cauchy a valeurs initiales sur ¢ = 0 dans HP™'(R"™) et les fonctions
FIN?m o FIN'meNFL 5 valeurs dans HPT continues en t.
Dans notre cas, nous obtenons donc ainsi une solution Z'V 2’",
de classe C}(H™°).On a ensuite le sous-systéme

IN?m—N+1
Z
ceny

( %Z/N2m7N+l o Z',7_Nmfmlfl(1«:7 T, D:cy Dy)Az/szfNJrl — ileQm + Z’]_‘NmeNJrl (t, x, y>

20 . _ _ 2, . 2, . 2,
\%Z/N m—2N+1 __ ZTNm mi 1(t,:v,y; Dx,Dy)AZ/N m—2N+1 _ ZZ/N m N+1Z:FN m 2N+1(t,$,y)

p R . L. 2 2
que I'on résoud de la méme facon, on obtient ainsi les composantes Z/V"m=-N Z/N"m=2N+l

de Z'.

De proche en proche, Z’ solution de (10) est ainsi déterminée.

(d)- La condition de Levi généralisée

Proposition 5

Il existe un opérateur différentiel p par rapport a ¢ d’ordre Nm — m,
de symbole principal P =/ (h,,) et a coefficients dans I’algébre A ., tels
que les symboles Cpy,,_; correspondants (cf (7)’) soient identiquement nuls
(¢ =1,...,my) si et seulement si l'invariant polynomial sous-caractéristique
ICr, de h est divisible par H,,, avec

1 1
K, = Z [(h*)g — éai(hjé) 46" + 5%3 (076" 0\ya — 0Mya0267)

1,B<N

Preuve

D'aprés [6],613 en posant 1y = 0,7 = (771’ e 777n)>77n+1 =&y =ty =
(y17' N 7yn)7yn+1 =I,0ona:

15~, 0,0 0
C(t7 T,y Tl? n, 77n+1) = |:h‘/]<(/'mfl+§ QZ:% (a_na(a_noh/]\/m))a_ya’rl} (t7 Ly Y3 Tiy T, 77H+1> Vi = Lo..om

W N (6, 2, 9310, 1, nr) + RS @, 500,15 gn) + -
ou
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R (2,530, r) = (Hiny ) H, o, (8,2, 55700,1, M1)05 est un poly-
nome homogéne de dégré Nm et W54 (t, x,y; 10,7, Nny1) est la partie homo-
geéne de degré Nm — 1 de h5.

On a donc

0 .
[a—%(hﬁvm)é} (t, 2,y 7 (6 2, Y3 1 M), s M) = 0

Vi=1,...,mq;(t,z,y) € Q et en dérivant par rapport & y*, on obtient :

0? 0

h’A)( T)+(3n20h/§)(7—:7>8770‘p0:0

(39 > Ono

D’autre part,

8 8 iy <A i i , .
anaanoh )(T—T)_(;B[(ano ml)(ﬁnaH )Hm2 ml](T—T)
(9 (9 1A iy A i i ) .
(g o i) (7 =) = 258 (5 Hie) (g Hos) iy | (7 = 7

Vi=1,....m;VYa=0,....n+1, (no=710= 01, sM) M1 = &)
(yo»ztay:(ylw"ayn)aynJrl_x)

D’ou
(Hpm, )? H;m ml(t,x,y; 1,0,...,0) (Cg(t,x,y;T =7'6m)
1
- n+1 (9 8
= U VB =) = Y. G Hon ) o] 83
n+1 a a
= (hlzvm_f)g(t,%?/ﬂ'lafﬂ?) - Z[(a_ay (h§Vm) ](t7$ay;7_la§777)

ount=1,... meta=0,....n+1

D’autre part '
(Pt )5 (2,957, €, m)

al ) 0
A_prC ApC A C .
CZ:; [ PEE + (hin1)ePg + ;(a—%hmc)(a—yaPBﬂ (t, o, y;7,6,m)
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D’ou

Ch(t,z,y;7 =7 (t,z,y:6,m),&m) =0

VAet B=1,...,NetVi=1,...,my siet seulement si la matrice
N NiL g 9
A pxC A pC o c
> [+ (a0 PE] + 32 (G B - )
1.0 0 al .
_5[8_8_hm3]}(t T,y 7 En) = {Z[hpr G+ (hm1) 6P+
Cc=1
N+1
9 a4 9 Lo / 0 9 \ca
= = P9~ [H ) (—— 7o
D Gy n) Gy PE) = e, (G o) G 038 1y 0

a tous des éléments nuls.
Pour tout (¢, z,y; 7%, &,m) de I'ouvert

ch(z) = {(t,x,y;n,nnH) = R+XRXR”X(R"+1\O); (t,z,y; HZ’Z—HHH) € S]]C(Z)}
y IIn+1

(T'.(4) forme un recouvrement ouvert de R* x RxR™x (R"*'\0)), on multiplie
la matrice précédente par laligne [P{, ..., Py, ..., PY](t, @, y; N'(t, 2, 9,1, g1) 1, st

a gauche ; cette ligne est non nulle dans I (¢) car P (t,x,y; X', 0, Npt1) # 0,
V(t, 2,951, i) € T3(0) ;

On obtient :
, o . 0 0 0
J (] * A pC J\ 7, A C J 7/
Pi(hyn_1)cPy — Za:(a—%PA)hc(a—%Pk) P H (anaHm)(a—%Hm)
: X
G
X |:P1]7 ey ey Pljaa <. ’P7jni| (ta z,Y; T(t,l’, ysn, 77n+1)7777 77n+1)

pour tout (£, 2,y;7, Nns1) € IY(0).
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En effet ; on :
PLPE = PSP!  (mod H?,,)

PA(32-PA) = —(3=P)hpe  (mod H,y,)

9 pc _ o (PpPY _
oy~ B 7 oy \ P

= L3 (PLPE) + PUPC (L) (mod Hi,)

et en multipliant cette derniére ligne membre a membre avec 1’égalité

.0 0
PA(W}%?@C) - _(ij)th?

on obtient le résultat.
Donc pour que la matrice (C(¢,z,y; 7%, 1, 7ar1)) soit nulle, il est necéssaire
que cette valeur propre, qui est aussi valeur propre de

(H A) H;nz m1<t7$ay; 170)<C<t7x7y;7_i77777]n+1)) - hﬁbcp*%(ﬂx,y;)\,ﬂﬂlml)
= Lp(t, 2,y 7,0, M)

soit nulle dans T, (i), ¢’est-a-dire que le numérateur

- o . 0 0 0 i
[PﬂhméPE—Z(WPﬂ)hﬁC(@PU PlH;,, ml(%HmJ(a—yaHml)] (t, 2, y; Ntz y; 7, 1))

soit nul pour tout (t,z,y;n, mr1) € To(i), (4, k) € P(i).
D’autre part, nous avons les relations :
PUIPAWAPE] = FIPA*EPS)  (mod Hy,)
Pl (5= P}) hise (52 PC) = = Pi P (5= hise) (2= FF)
PRI Py hA0) (= PO) = PL (5 Py hi (- PY)
~ P (o P2 b (hn) ) BE = =Pl (5= P3) (g i) PE

P”( P” YhA (jjap,f,) (mod H,y,,)
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On a donc

*A pC A C
.%Vmca—gﬁ%jm%d@jw—%mmngEM@ﬁmm
) ) 0 ., 0 . o 0
- P]g [P’ih*épkc; N Z(an Pfi )h;‘;‘C(%PIS) - Plg’Hmz—nu(WHﬁn)(@Hrm)

Py, (o o) (o) | (mod i)

ma2—mi\ dng OYa

a l'aide de cette relation, en déduit que

. 9 9 , 9 9
Py ePy — Z(ijx)hf@c(@ﬂc) - Plleg—ml(%Hm>(@Hm1>

«

est nécessairement nul pour g = 7 = 7° (1 <7 < my) dans [0, T] x [- X, X]| X
R™, c’est-a-dire que ce polyndéme en (19,7, 7,41) est divisible par H,,,.

On voit facilement que cela revient a dire que K}, est divisible par H,,, .
Reciproquement, supposons que K}, est divisible par H,,, .

Le systéme d’équations a résoudre

Cg@? T, Y, Ti(tv x,y,n, nn+1)7 n, 77n+1) =0

(Aet B=1,...,N;i=1,...,my) se met sous forme :

(Lo) e P Gt y; 7 0, ) + Ly (62,95 7,1, ) = 0

ot I'inconnue est la matrice P*$(t, z, y; 75, 1, Npy1) -
Séparons les inconnues en colonnes, en fixant ¢ et B.On a alors un systéme
linéaire de N équations a N inconnues P*§(t,z,v; 7%, 7, 1,.1) dont on va
chercher une solution particuliére localement dans [0,77] x [-X, X] x S"1.
Nous allons auparavant "élargir" les ouverts (.57(¢))(jx)ep() recouvrant [0, 7] x
[—X, X] x SmL.
Or, il existe une constante A, > 0 telle que

’ P,Z(t,x,y; )\i(t’%y;??,??ml)ﬂ%ﬁnﬂ) ’> A; v (t7$7y;77777n+1) € Sljc(l)

Pour tout

. . 1
(. yin ) € V() = DL () {10, TIXR X [= X, X] xCy02B"(0. 5) |

ou B"(0, 1) est la boule ouverte de rayon 3 dans R} et B}(0,r) celle fermée
de rayon r, centrée en 0, on a :
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, ; 1o veym )
‘ ij:(tv'raya )\ (tvxuy;n7nn+l)7n777n+l) |> A;<§>(N Y = B(Z)

On pose

Bi(l) = an{ ‘ P]z(taxay; )\i(t>$,y§77777n+1)a77>77n+1) ‘7 (t,ﬂ%yﬂ%nnﬂ) € ij(l)}
pour tout (j, k) € P(i).

On a: ’
By (i) = B(i)
D’autre part les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport & 4o, Y1, - - -, Yns Ynt 15705 M1y - - - » Dt
de h g(t, z,y; 1m0 = 7,1, Npy1) étant bornées dans Q = [0, T]xR" x [~ X, X] x
CB?(O,Q)B”(O, %) et celles des PE(t,x,y; 7", 1, mny1) le sont aussi dans €.
On désignera par B un majorant de ces quantités .
Soit U = (t,x,y; 1, Mus1) et U'(t, z,y; 1, pv1) deux points de Q, on a :

| PE(U; T (U)) — PE(US 7 (U) IS B U-U|
Soit

” . ; Bl(i
W) = {U € Q| Bty ne) > 20

Supposons que pour tout (j,k) € P(i),CaWi (i) # @, alors U € V{(i) et
U € CoW] (i), on a:

J /-

jo-v' 12 B9 o p2@ W) - PR > B

2B 2
On pose
: . Bl (i)
) . J k
Ui = {U € 9a(U.V}) < 2}
On a ;
. e . . B ,
0o Vi et i) = B,

les (U})(; »yep(i) forment un recouvrement de Q, tout comme les (V) (jx)ep@-

De plus U/ N ([0, 7] x R™ x [-X, X] x S"71) = S7(i) est un ouvert de
0,7] x R™ x [-X, X] x §"! contenant S (i) .
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On va chercher une solution particuliére sur chacun des ces ouverts §f€(z)
de [0, 7] x R" x [-X, X] x S~ 1. ‘
Le systéme (1) est de rang N — 1 car P! (t,2,y; 7,1, n11) # 0 dans S5(i). 11
est résoluble dans S7 (i) car

(Rl ... Ly ... hby]
det | Wi ... L ... mEy | (UT(U)=0
RN LY RN

dans ﬁi(i), puisque la matrice admet un noyau a gauche contenant la
ligne [P/,...,P],...,P{J(U,7(U)), (Kj étant divisible par H,,,) non nulle
dans S7,(i) (PL(U,7(U)) # 0 dans S}(1)).
Pour résoudre (1) dans S7(¢), on ne considére que les équations principales
(A # k) et on résoud par rapport aux inconnues principales C' # j :

[(han)2(P") + (hun)3 (P*) + L] (U, 7'(U)) = 0
Multiplions & gauche par la matrice (N — 1) x (N — 1) (ng(U, (U)))
avec E # j, on a d’aprés le lemme de Bourbaki [1]
(PLH;,, o P = PPH,,, P+ PILEU.7'(U)) = 0
On choisit une solution particuliére P*g’(j *) dans S9(i) :
P*%(j’k) = 0 dans S,(4)

pIELA . .

AP (U, r(U)) dans S9,(i)

P
Pl H!

m2—mj

Pour avoir une solution dans [0, 7] x R™ x [-X, X] x (R™\ 0) tout entier, on

fait une partition de I'unité (g; )¢ x)ep(;) indéfiniment différentiable, & dérivées
bornées, subordonnée au recouvrement (U,ﬂ)(%k)dep(i) de Q.
Alors

* 7 1 77 E‘7 4,k 7] —1l)m—
P g(t,ilf,y;T 777777n+1) = § gi(t,x,ZL ‘ ’)P*B (j )(t,l',y, ‘) | 77 ‘(N 1) !
GREP() " 1

est bien solution de (1¢) dans 'espace [0, 7] x R™ x [ X, X| x (R™\0) puisque

Z gi(t, z,y; L) =1 pour tout U € [0,T] x R" x [-X, X] x (R"\0)
(GR)EP() [l
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Si il existe (j, k) € P(i) tel que CoW/ (i) = @, alors les relations (2¢) sont va-
lables dans [0, T] x R" x [— X, X]x .S"! tout entier et une solution particuliére
de (1¢) peut s’écrire

" i «E,(j,k n —1)m—
Pg<t7$7y;7—77]>77n+1):PB(J )(t,a:,y;—) ’U‘(N b !

[ 7]

P*G(t, 2, y; 7', 1, Np41) est bien homogene de degré (N —1)m — 1 en 7 et
c¢’est un symbole de Calderon-Zygmund d’aprés les propriétés de (g7,) (jx)ep@)-
Le polynéme en 7 : P*$(t, z,y; 7,1, Nut1) de degré (N — 1)m — 1 homogéne
de degré (ng,n, Mys1) peut se mettre sous la forme :

P*g (t’ YT, 1, 77n+1) = P*g,(N—l)m—l(t7 LY, 7,1, 777L+1)+P*g,(]\7—1)m—2(t7 Y, T, 1, nn-l—l)(T_Tl)

+ .. .—I—P*g’o(t, T, YT, 1, 7]n+1)(T—T(N_1)m_ml_1) . (T—Tl)(T—Tml) . (T—Tl)

et existe donc pourvu que d'P*§ = (N — 1)m — 1 > nombre de valeurs —1
prises obligatoirement par P*$ aux points 7 = 7%,...,7 = 7™ soit m; — 1,
c'est-a-dire (N — 1)m — 1 > my — 1 soit Nm > m; +m

Or ceci est vérifié car :

PPPE — PPPP = (H,,)*P Ly dou d'PY > d'H,, =m

Or on a
h;’?’LB‘Pg - (Hm1)2H1/’n2—m16é
D’ou
d'hiypp < d'(Hp,)H,,, ., —cest—a—dire m < Nm—m

Construction de la partition de 'unité (gih(
nées

kj)ep@y) & dérivées bor-

La distance de BQUIZ: a 7,5 étant strictement positive, il existe une ap-
plication h),(U) a valeurs dans [0, 1] indéfiniment différentiable, a dérivées
bornées, telle que hl(U) = 0 dans CqU et hl(U) = 1 dans V_,j pour tout
(4, k) € P(i).

En effet, soit U = (t,x,y;1,h11) € RX R x R" x R*" x R

v(U) = k:.emp(HUH;Q_l) pour ||U [<1
v(U)=0 pour ||U|>1
avec
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1 1 U
k= du v5(U) = —=v(—
f”U”<1 GZEP(”U”+_1) ) 5( ) 52n+3 (5)
Soient A et B deux fermés de R?"™ tels que d(A, B) > 0 (A et B étant
disjoints), il existe une fonction R?*"*3 — [0, 1] indéfiniment différentiable, a
dérivées bornées, égale & 0 en tout point de A et a 1 en tout point de B .
Sid=d(A B) >0, B ={U;d(UB) <3}, C, ={U;d(U,B) < 2} et r un
nombre > 0 et strictement inférieur & 2, f une fonction : R*"*3 — [0, 1] égale
a1l sur By et 4 0 dans UACH et continue (f existe car R*"*3 est un espace
normal), alors

frU) = /teR2"+3 v.(U —1t)f(t)dt convient.

Les (V)(jkep@ forment un recouvrement de 2,

i _ hy (U)
<9k(U)— Z h](U))(jkeP

(4',k")EP(1)

est une partition différentiable, a dérivées bornées , de I'unité, subordonnées
du recouvrement ouvert (U} ) (. kyep@yde 2.

(e) - Unicité de la solution

Montrons que dans les espaces de Sobolev cités, la seule solution du pro-
bléme :

hi(t,x,y; Dy, Dy, D)y (t,2,y) = 0

(1) SyBy,x)=...=yB_(y,2)=0 (VB=1,...,N)
(Données de cauchy nulles sur t = 0)

est la solution nulle lorsque la condition de Levi généralisée est satisfaite .

En effet, considérons 1'adjoint de I'équation de I'opérateur (h%) que 1'on
notera (h4) = ((R)A); on a :

i o 0
() = (0" o+ (FD 3 5 B+ ()" h )

oil 'on reconnait que la matrice caractéristique de (hf) et ((—1)™ 'h2 ) et
la partie homogéne de degré m — 1 se son symbole complet est

g 0 Ml g
(D2 gy, Mn + I B
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en désignant par *M la transposée de la matrice M.

Si on applique a lopérateur (h4), la méthode de construction de solution
pour le probléeme de Cauchy relatif a (hy) expose précédemment, on forme

de la méme facon, en notant abusivement ((CA) le (C4) a opérateur h

A i ( 1)Nm A *C' t t pC
tay 1) = WA PO (L tpA ) tp
<CB( y LY T 51,7 +1) (H ) (H7/n2 ml)(twfay;laoa()){ mC ana Ya ) B
8 t1 A a Tt C _tpxAtpC ! 8 a A )
—{—8—% hm 8 h h C P [Hm2 mla Hmla_yaHml](SB}(t;-rayaT 777777n+1)
(‘on note aussi abusivement P*¢ le P*¢ relatif a h).
On a :
0 0 A ipc TV 9 0 t pC
O 9 pa_epoy 9y PS) 4+ (=L tpA ) tp
ana aya( mC B) (ana mC)(aya B) (ana aya ) B
0 0 0 0 0
thA o — ——'P§+(=—"h2 ) (=—"'PS) = 2H’ —H,, ) (=—H,, d H,
mca N 8ya (aya )(ana B) mo— ml(ana 1)<aya 1) (mo 1)
D’ou
@A(t T y.Ti n 77n+1) — (_1)Nm+1 { thA P*C+ h* étPC
B\ %y Yy s 1y (H >2HT/TLQ ml(t7I,y;1,0,0) B m—1
9 14 v 9 1o 0 0 0 9 9 A :
h P h P —-H _Hm _Hm1 5 t? » Ys Za y Hin
(g Phe) g PRV i = PG~ Hiy oy (o) Gy Hin )O3 0,71

pouri=1,... my;Aet B=1,...,N.

Multiplions CA(t, z, y: 7,1, n41) par la ligne [Py, ..., PP ... P)]agauche;
on trouve :
P hy 5P — (50 PO n (5= Fy)) — Hpy iy Pyl (55 Hony ) (5= Him, )

mo—m
Y1
Py

( 1)Nm+1 N L ‘
(H )QH/ (twy,l,O O)X[P517" P§17"'7P61](t7x7y;7—(t)xaya’rlunn-‘rl)?nann—l—l)

m2—mi

X

pour (t, @, ¥; 1, M+1) € Fgll
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Si Ky, est divisible par H,,,, (h4) posséde les mémes propriétés que (h4),
on peut donc appliquer le théoréme d’existence du paragraphe (d) et affirmer
que le probléeme de Cauchy rétrograde

BALA _ A

B g

(2r) < Données de Cauchy z2(0;x,v),. .., [(d‘zo )™ L2B)(05y, x)
pour 0 fixé dans [0, T

posséde une solution au moins dans les espaces déja cités.

Soit [0, 0] x R™ x R = by, on a 'existence et 1’égalité des intégrales

/ By Adtdyda = / Z (hiy®) 2 dtdyda
bg A

yB étant une solution du probléme (1p) et (%) une solution du probléme
(2¢) pour vu que les données [22(8;y,2), ..., (&)™ '2%(6;y, )] soient nulles
D’ou

/ ZyAgAdtdydx =0 pour toute fonction gy € CY(HP).
bo 4

On en déduit que
/ Z yAgddtdydr =0 pour toute fonction g* € CP(HP)
bo 4

En effet : C;(H?) C Cy(L?) et d’autre part D(R"™!) est dense dans H? pour
la norme de HP, donc pour la norme de L?; on approxime g par les fonctions
de la forme

gf(t l’, y) = {6a<lﬁ, y)(zlﬂ/) * [aa($/, y/)gA (t7 xla Z//)] } (t7 :Cu Z/)

(Yoshida,Functional Analysis, p.38).
pour la norme de L*(R"*!) uniformément par rapport a ¢ dans [0, 6]

/ — g(‘;‘)dtdxdy |

bg A

< / 1™ llaorsl (0% = g2 llaoys dyo
0
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<O (") llz2yy supgoeon | (9" = g2) lzzyx (yo) — 0 quand a — oo

D’ot1 y4 = 0 dans L? pour tout 6, car s'il existe 6 € [0, T tel que y* (0, .) #
0 pour la norme L? on pourrait trouver un voisinage Vy = [¢,0”] de 6 dans
[0,7] dans lequel inf{ I (™) llzz (yo); w0 € Vg} > 0 et en choisissant

g = y#, on aurait

6, 07’
0= / Z ly™ 11 2dyo > / Z |y || 2redyo > infyep o Z |y 122 2(yo) (07 —80)
0 A 9! 7 n

Ce qui est impossible.
D’ou
y(t,.) =0 dans L*(R"™) pour tout t € [0,T];
or y* € Cy(H™P=1), ... (&) 'y € Cy(H?), dou (y*)* nulle dans cet
espace .
Ceci compléte la preuve du Théoréeme 2.0.
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2.1.2 Domaine de dépendance pour le probléme de Cauchy C*
lorsque 'opérateur h vérifie les conditions de (A.1)-(A.2) et
que a;i(t,z,y; D,) est une matrice d’opérateurs différentiels
d’ordre m — (i + j), (V(i,j) tel que i+ j < m)

(181)

1. Propriétés d’hyperbolicité du radical caractéristique

En désignant par (v';n') = (¢t,z,y;7,&,1) le point générique du fibré
COtangent T*(RnJrZ) avec y/ = (tv l’,y) = (y—17y07 Y- - 7yn) < R?’L+2 et
= (1.6,0) = (N—1, 10, M1, - - - 1) € THR™2) = R™2 =R x R x R"
Soit N = (N_1,No, N) = (N_1, No, N1, Na, ..., ) un champ de co-

vecteurs sur R""2 de composantes en chaque point 3y’ € R"*2,

Pour tout ?]’ = (tax7y) = (taxvyh s 7?Jn) = (y—17y07y17y27 s 7y'fl) , Ol
a .

Ny=N"(y)=N=1(y ) No ()N () =N-1(y) No () Ni(y ) No (), - Nu(y)-
On désignera également le covecteur Z; (resp. Z,.) dont les composantes

sont (1=1,£ =0,7=0) (resp. (1=0,{£ =1,£ =1)).

Nous rappelons les définitions et propriétés suivantes :

Définition 2.1 (/14]).
L’ application

ma2

Rtz y;7,6m) = (Hoy Hpypy )2,y 7, 6m) = R(E 2,y L) [ [ (7 = 7 2, 9:6,m))
j=1

est le radical caractéristique de h des racines 77 (t, x,y; €, M) 1<j<my -

Définition 2.2 (/1}]).

On considere R(y',n') le radical caractéristique,il est dit hyperbolique
par rapport au champ de covecteur N' sur R"*? si pour tout y € R"*2,
on a :

(a) R(y N'y) #0
(b) R(y';n' + aN'y) n'a que des zéros réels en a quel que soit 1 €
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Propriété 1 (/14]).

Supposons que R soit hyperbolique par rapport au champ de covecteurs
N’ sur R"2,

Soit Ty (R, N",y) Uensemble des 8 € R™? tels que R(y';60 + aN'y)
n'ait que des zéros négatifs en a, y étant fizé dans R"*2. On a alors les
résultas suivants :

(a) Ty (R,N'y) est la composante connexe contenant Ny, de l'ouvert
{n e R Ry N'y) # 0}

(b) Ty Ry, N'y) est un demi-cone connexe, épointé de sommet 0.

(¢c) R(y,n') est hyperbolique par rapport a tout champ de covecteurs
0 tel que 6 € T, (R, N,) quel que soit y € R"2.

D’aprés les hypothéses sur h , le radical caractéristique R de h est hy-
perbolique par rapport au champ constant de covecteurs sur R"2 noté
T = (Zy)yern+> avec I, de comopantes 7y = L et gy =m = ... =
N, = 0 suivant h pour tout 3’ € R"*2,

Pour chaque ' € R"*2, on pose

['Y =T(R,Z,) C T*(R"+?) = R™2
I, =T(R,~I,) = —T} C T*(R"*?) = R"?
I, =T uUrl, C T*(R""?) =R"?

Propriété 2 .

R(y';n') est hyperbolique par rapport a tout champ de covecteurs N’
sur R™*? tel que N’ € Ty quel que soit y' € R™F2.

Rappelons que

0 < Tmaw = maz{ | 77 (y;6,m) [;| (En) |= 1,y e R 1< j<my} <

On note :

o7



Vit représente le demi — cone connexe, ouvert, de sommet 0,
d'équation T — Tynaq | (§,1) |> 0 dans T (R"*?),

V, représente le demi — cone connexe, ouvert, de sommet 0,
d'équation T — Tpaa | (&,1) |< 0 dans T, (R™?),

V, = V;" UV, représente le cone ouvert, de sommet 0,
d'équation (7)? = (Tnaz)” | (§,m) | * > 0 dans Ty, (R"?)
On a le résultat suivant :

Propriété 3 .

D’apres les notations précedentes, on a :

Ly(RN') =Ty si Nyely

Ly(R;N)) =T, si. Nyel,

I, €V, C r C Ty (R”“)2

~Zy €V, Cl, CT;(R")
Rappelons que Ai(y’; n)=1—7(y;&n) (G =1,...,my) suivant h . A
est de classe C°(R™2 x R"*2) lorsque 1’on prolonge 7; par continuité en
lui donnant la valeur 0 en tout point (y';0), 7;(resp. ;) étant homogéne

de degré 1 en 7. Grace a la connexité de la droite {n/ + aN’,;a € R}
et a 'hyperbolicité de R par rapport & N/, on a la propriété 4.

Remarque 2.1 .

A; désignera Afl

Propriété 4 .

Soit N" un champ de covecteurs sur R"*? tel que N',, € V, (Vy' € R"2).
Alors quels que soient y' € R"™2 et nf/ € R"*2, I’équation en o

Ay +aN'y) =0

posseéde une solution réelle et une seule o = ozjv,(y’;'r]’) et définit une
fonction ozj\// sur R"2 x R"™2 telle que ozfv,(y’;n’) soit positivement
homogéne de degré 1 en n' quel que soit y' € R" 2. On obtient de plus
les relations :
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(a) M0 +aN'y) =0 a— o (yin) =0

(b) Ry sN'y) = Ry T) [ [ (s V)

J=1

(¢) RUY:n +aN'y) = Ry L) [T & (v + aN'y)
j=1

(@) R0+ oaN'y) = Ry L) [ [ (@ = aN" (y/37))

j=1
Définition 2.3 .
On dira que le champ de covecteurs N sur R"*2 appartient au champ

de cone V (resp. de demi-cones V* ou V™) et on notera N €V (resp.
V©ouV~) si Ny € Vy (resp. V' ou V™) pour tout y' € R"2

Par simple application du théoréme des fonctions implicites dans le cas
ou h vérifie les bonnes hypothéses, on a la propriété suivante :

Propriété 5 .

Quel que soit le champ de covecteurs N € V, la fonction aj\/,(y’;n')
définie implicitement par ’équation en «

Aj(ysn +aN'y) =0

en chaque point (y';n') de R"™2 x R"™2 et positivement homogéne de
degré 1 en 1), est continue en 1’ dans R™"2 pour chaque y' fizé dans
R™+2,

A Paide de cette propriété 5, par des raisonnements de type ([14]),
on déduit successivement les unes des autres , les propriétés 6,7 et 8
suivantes :

Propriété 6 .
Lorsque N, €V, soit Ty (Ay,N'y) = {6 € R la racine en «

de N;j(y',n' + aN'y) = 0 soit strictement négative}; on a alors les
résultats suivants :

(a) Ty (Ay, N'y) est la composante connexe contenant Ny, de l'ou-

vert {6 € R"2, A;(y';6) # 0}
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(b) Ty (Ay,N'y) a pour frontiere Zi, d’équation A;(y';n') =0
(c) Ty (A, ,N'y) est un demi-cone , de sommet 0, épointé.

Propriété 7 .

Pour chaque y' fixé dans R"*2, on a :
Iy/ S Ver/ C F;r, C Fy/(Aj,Iy/)
Quel que soit N € VT et j =1;...maq,
—Iy/ S Viy/ C F;/ C Fy/(Aj, —Iy/)
Quel que soit N € V™ et j =1;...maq,
On pose :
jr;r' =Ty (Ay,N'y) et jF;' =Ly (Ay, —N'y)

D’ou .

ZeVhC T ngjcm)

~T€V™ C T (gjcmy
Propriété 8 .
Quels que soient N,y €V, (resp. V') et 6, € T}, (resp. jI’;,),
le segment [Ny, 0] joignant Ny a 0, dans R™* est inclus dans 'T ),
(resp. ’T )

Avec un raisonnement par ’absurde, on déduit de la propriété 8, la
propriété suivante

Propriété 9 .

Dans Ty(R"?) = R™", tout hyperplan tangent a Z;, en un point 1
est inclus dans Cgni2l'y

Soit A/ un champ C*° de covecteurs sur R""2 appartenant & }, on pose :

(2) (', 1) = ae(y',0,0,n) pour tout (y';n) € R™ x (R"\ (0,0)).
On a alors les relations suivantes déduites des équations (a) et
(d) de la Propriété 4 :

(b) Aj(ysaNu(y),n+aN(y)) =0 a—73(y'sn) =0
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-1

(¢) R aNi(y), n+aN(y)) = R((y'; aNy) [ [ (= 74 (&/; m)) pour
§=0
tout 4/ € R"™2 tout n e R*\Oet j=1,...,mq
Grace a la propriété 9, on démontre que
0 / / ! i /

0 (2 (15 aNi(y),n + aN (y))] # 0 lorsque @ = 73,(y/s )
Par application du théoréme des fonctions implicites, on obtient alors
le résultat de régularité C'*° suivant :

Propriété 10 .

Pour tout champ de covecteurs N = (N_1, N, N) sur R"*2 de classe
C>(R"™2) et tel que

inf{I Ni(y') | =7 [N(y) ;5 € R"*?} > 0,

la fonction T, : R"2 x (R™\ {(0,0)}) — R determinée implicitement
en chaque point (y',n) € R"™2 x (R™\ {(0,0)} par l’équation en «
Ay aN(y),n+ aN(y')) = 0 est de classe S*.

De plus Tj{/(y’;n) est positivement homogéne de degré 1 en n sur R\
{(0,0)} et peut étre donc se prolonger continument 4 R™ en posant

Tn(Y50) =0 (Vy € R"?).

Propriété 11 .

Quels que soient j = 1,...,my , por tout champ de covecteurs N sur
R"2 de classe C*°(R™"?) tel que

inf{| M) | =7 | N() |;4 € R"?} > 0,

il existe des fonctions réelles V(y';a,n) définies sur R"? x R x R®
positivement homogéne de degré 0 en (o, n), indéfiniment différentaibles

dans Uouvert {(y',a,n) € R"2 x R x R";n+ AN (y/) # 0,V\ € R} de
R™2 x R™2 et au voisinage de chaque point de type (', pi-(y'in),n) €
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R x R x (R"\ {0}) (Vy =1,...my) telles que

(Aj(y;aN(y'),n + aN(y') =

= (MY = P N, (s ) (e = Ty m))
pour tout (y’;a,n) de R"2 x R x R",

I—1,m—1
H U, (y';a,m) =1 pour tout (y’;o,n) de R"™? x R x R"
.\ J=0

2. Les conditions de Levi L; et 1'unicité de la solution du pro-
bléme de Cauchy local & données sur des hypersurfaces spa-
tiales de R"*? - Domaine de dépendance

A Taide des propriétés 10 et 11, on démontre le lemme suivant :

Lemme 1 .

Soit ® € C°(R"2) o dérivées premiéres bornéee sur R"™2 telle que
‘. §
inf{ | 92 | ~Taw | grady® iy = (t =y ., w =y, y) € R™2} >0,

Ve e R,Vy € R, ona ®(R,z,y) =R

(IM >0 et C €R tels que O(y') =t + C lorsque |y |> M

On a alors les résultats suivants :
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(a) La transformation ¥ : R"™? — R"*2 définie par
0= (m.&mn) =Yt z,y) = ¥(y)
T=®(t,z,y)

§=1—eg

n=y—ecole =(e_i,eye) est fixé dans R >

est un difféeomorphisme C* de R"2 sur R"+2.
(b) L’ opérateur h définis par

hv = (h(vo W¥)o ¥t
vérifie les mémes hypothéses que celles émises sur h .

(¢) Si h vérifie les conditions de Levi Ly,il est en de meéme pour h, .
Le diffécomorphisme @ transporte I'opérateur h et vérifiant L; en I'opé-
rateur W(h) = h de méme nature que h et vérifiant L.

Lemme 1’

Soit v € C™(Q) vérifiant

{hv =0 dans O voisinage de 0 € R""2

Vo= ... = D;"_lv“:g =0 sur ONIl

ou Iy est 'hyperplan de R"*2, d’équation t = 0.
Alors v s’annule dans un voisinage O’ C O de 0 € R*2,

Preuve

Le lemme 1’ résulte du lemme 1 par transport par ¥ du probléme pré-
cédent sur un probléme des paraboloides spatiaux , puis prolongement
sur le probléme suivant :

{iﬁ) =0 dans une bande [0, €] x R**!

¥ |imo= .. = (D" VY=o =0

auquel on applique le théoréme 2.0; d’ott v = 0 et par la suite v = 0.
On en déduit
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Proposition (Domaine de dépendance)

Soient ¢’ = (e_y, e, ¢) € R"™ tel que e_; > 0 et
D(e_1,ep,e) = {(t,x,y) € R | (x—ep, y—€) |< Trmax(e_1—1),t < e_1}
ou

Timaz = MAT,_

[0,e_1]|2| <X, y€RM, 1<i<ma:|(£,n)|=1,X >0 | 7i(t, 2, y5€,m) |

Soit v € (D(e_y, e, e)) N R vérifiant le probléme

hv=0 dans D(e_y,ep,e) NRE?
Vli—o= ... = D" vy=o = 0 sur Iy N D(e_1, €o, €)

alors v = 0 dans D(e_y,eg,e) "R} .
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2.2 Preuve du Théoréme 1

2.2.1 Inégalités d’Energie

Soit
(2.1) Tr/na:c = MAT 1y 0.1, 21<X,y €RP,|€|=1,i=1,...,mq} | 75t z,y;€,0) |
(22) D(to,x'o) = {(t,fﬂ,y), ’ T — Xy ‘< Tr/na:c(to — t), t < to}

Q(to,Xo) = U D(to,xo), Xo > 0.

‘I0‘<X0

On prend un point (¢, Xo) . Posons :
Q(to, X()) = .
Et on note €(s) I'intersection de €2 et de ’hyperplan t = s.Soit

Q(s) = Q0 {(s,2,9)}
Proposition 2.1 .

On considere le probleme suivant :

Div |,_y= ¢i(z,y) € HX,0<i<m—1

m7y’

(2.3) {h”:f € &(HT)

ol

iz, ={r e C;?y;/ / | D2D}f(.y) Pdady < 00, ¥, 0,X >0},
|z|<X n

Sous les suppositions (A — 1) et (A — 2), la solution du probléeme de Cauchy
(2.3) admet l’éstimation suivante :

m—2+p

(2.4) Z I Di“ ||E+m—2+p—z‘,9(t)

=0
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m—1
<R o +/ ZH D3 () s |
=0

E+m—14p—i,92(0)

ot C;(k,p) est une constante dépendante de k,p et (t) mais indépendante

de f et de {¢;} .

Preuve de la Proposition 2.1

Pour la preuve, nous allons utiliser le théoréme 2.0 et les deux lemmes
suivants, grace aux quelles,on localise les inégalités sur Q(t),Q(0) et Q(s)
respectivement( h n’est différentiel que relativement & ¢ et & = et pas par
rapport a y).

Lemme 2 .
On considére le probléme (2.3) .

On suppose (A —1), (A—2) et en plus f € E(H,), ¢i(w,y) € HY,, alors

la solution du probleme (2.3) a une éstimation suivante :

(2.5)

m—2+p m—1

Z ” Div |’l_c+m72+p7i < Cl<kvp){z H b; Hl_chmleri—i_/ Z H Dl ||k+p zd }
=0 i=0

Le lemme 2 résulte du Théoréme 2.0 .

Lemme 3 .
Dans le probleme de Cauchy (2.3), le domaine de dépendance du point (to, g, y)
est D(to, xo).
Ce qui signifie :

Si f=0 dans D(ty,zo) et ¢ =0 dans D(to, o) N {t = 0}, alors v =0
dans D(tg, o).

Preuve du Lemme 3
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Rappelons que :

Tonaz = AT (4 clo.1)zl<X,y R Jg|=1,i=1,...,mo} | 7i(t,z,v;€,0) |

avec My 0T yy < OO

D_(to, o) = D(to, r0) = {(t,2,9); | ¥ — 20 |< Thee(to — 1), t < to}
D+<t0,l’0) = {(t z y) ’ T — o ‘< maa:(t t )7 t S tO}
Soit v vérifiant

hv = f (=0 dans D_(ty, z9) NRT?)
Div|,_,= ¢;(z,y) (=0 dans D_(ty,xo) N{t =0,2,y} ;0<j<m—1

On consideére la famille de surfaces spatiales pour h notées S dans R"*?
d’équations

1
t:to—T,—\/)\+|x—x0|2 (A >0).

On a
D_ (to, l’o) = U S;

A€EJ0,(Thazto)?]

On démontre qu’il existe I'y > 0 et ©) € C' a valeurs dans [0, 1] tel que

@)\(m7y):@>\( )_1SZ |ZE—£L’0 |< ( 7/na:ct0)2_/\

Ox(z,y) =Ox(x) =0si |z — 20 |> /(Thauto)? — A+ Ty

Ot z,y) = oa(t, ) =t — 1o + GT)ZT—Z)\/)\‘|r | — x| 2
vérifie

(%7 > (T | %212 pour (t.2) € B2

max

Alors ¢, vérifie :
La fonction ¢y € C(R""2) est a dérivées premiéres bornées sur R"*?2 telle

que

Vi € R,QS(R, z) = R,
AM >0et CeR tel que ¢p(t,x) =t + C lorsque |z |> M
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On a alors
Lemme (cf. Lemme 8 de [10])
La transformation ¢ : R"*2 +— R"*2 définie par

(0,U,V) =t 2,y) = (t,z) avec

O = w(taxa y) = w)\(ta 'ZE)
(U, V) = (x — x0,y) ou xq est fixé dans R

est un diffeomorphisme C* de R™*? sur R"+2.
L’opérateur h = 1»(h) défini par

hw = (h(w o ) 04"

vérifie les mémes hypothéses que celles de h.
Si h vérifie les conditions de Levi, il en est de méme de h.
Soient o) 'hypersurface spatiale de R"™2 d’équation ¢, (t,z,y) = 0 et o} le
sous-ensemble de oy, tel que | z — xq | %2 < (7) ,.t0)* — A
On a:
U 0'3\ =D_ (t(), ZE()) N RT_,’Z_+2

AEJ0,(T/nazto)?

Fixons 4 tel que 0 < & < (7/,,.t0)? et posons

/ a'U 81}
A‘S = {)\ € [57 (Tmaxt0)2];v =...= (E)

et E et
Comme dans [18| (p.371), on montre que \s est ouvert grace a la propo-

sition suivante et fermé dans [4, (7/,,.t0)?]-

Comme \s contient le point (77 ty)?, on a

As =[5, (7] ..t0)?], § étant arbitraire.
On obtient v = 0 dans D_(ty, zo) N R
Si ty étant négatif, on procéderait de la méme fagon pour démontrer le Lemme

3 en utilisant la famille d’hypersurface spatiales de R"2 d’équations

m—

V=0 sur a)\}

1
t:t0+7/—\/)\+‘l‘—l’0’2 (/\>0),

Proposition (|10][18])
Si h vérifie les conditions de Levi, quel que soient I’hypersurface spatiale

o de R""2  le point e = (to, zo, yo) de o, le voisinage V de e dans R"*? et la
fonction u de classe C™ (V') vérifiant

68



hv =0 dansV
V="' "=Up1=0 surVNo

oun v; = [(£)y sont les données de Cauchy sur V N o, alors v est
J [(at v y )

nulle au voisinage de e dans R"2 .

Ainsi, on déduit le Lemme 3, qui implique avec le théoréme 2.0 le Lemme
2 et la Proposition 2.1.

3 _ /
Ensuite,on pose u = qu’ .
Ainsi,on a :

kqu' = v o Eu' =wv
hv = rqu’ + f hv=7ru+ f
On a alors :

Proposition 2.2 .

On consideére le probléme suivant :

(2.6) kqu =v € St(ﬁgf’y)
' Div' |,_y=(t,y) € EHE), 0<j<l+l—1=Nl—1

Sous les suppositions (A—3) et (A—4), la solution du probleme de Cauchy
(2.6) admet l’éstimation suivante :

P’ B
(2.7) Z | DTy = )0 )U'Y oy kspr— R
h=0
~ p’ Ni-1 B 4 B
< C2(k>p/){ Z Z || D?Q/J;(ta y) ” + Z || D?U ||E+p’—ﬁ,ﬂ(t)}
h=0 j=0 yk+p +l—1—j—h  h=0

0<i<l—1oug(i)=Nl—(+l)—i,
Cy(k,p') est une constante dépendante de k,p" et Q(t) mais indépendante
de v et de {1;}.

En particuliers si i = 2, l'inégalité (2.7) devient :
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/

p —
(2.8) Z | Dy’ |‘Nl72+12+p’7?1,9(t)

h=0
P Ni-1 ) 4 B

< C2<k7p/>{z Z | D?T?}(ta y) || + Z | Di'v Hmpuﬁ,a(t)}
h=0 j=0 yktp'—h  h=0

Preuve de la Proposition 2.2

On considére le probléme (2.6)

(2.6) Eu =kqu =v € Et(ﬁ;’f’y)
. D:jcu/|z:0:¢§(tay) € gt(ﬁ;o)voé.]SZZ_'_ll_l:Nl_l

On pose u = qu/'.

k' étant hyperbolique dans la direction de x .On considére t comme pa-
rametre . Par la théorie des équations hyperboliques, nous avons le lemme
sutvant :

Lemme J .
Le probléme de Cauchy (2.6) admet une solution unique
u € E,(H.°) et nous avons l'éstimation suivante :

q' (i)+p ‘
(2.9) I DALl = T W)W}y kg iy
j=0
< Clh, )1 Yt Y) 1|, 7 prrs +/ . SN D) || ey da’}
' |<|z §=0

On fize t et soit X(t) = max iy eaw | T |-
De (2.9), posons k =0, nous avons :

(i)+p
(2.10) /| e 2 I DUT = @) gy

Jj=0
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Nil-1

< C'(k,p){ D 145t y) Pypeniiogdat
|| <X(t)

=0

p
n / ( / | Do) ')}
2l <X () ; 2/[<]al o

Eton a :
q'(i)+p '
(2.11) / > DT — T (l)u} |Pyqyp—jde
|z| <X () =0

= || T(la — )T (L)u [Py )+p0c

Et en plus, on a :

p
/ Z(/ | D2v(") Hyp_jdx’>2dx
le|<X(¢) 5=0 /|2 I<]e] ’

p
< / > / 124y / | Do) [Py s
lz|<X(®) j—o |z’ <|z| 2| <|z|

p
<[ 3 {ex [ DL e’ s
lal<X(0) 5 j2/|<]o]
< 2X)? v 1Ppae):
Ainsi,on a :
(2.12) I Dl — )T () w [Py +p.00

< 0, {2X O ¥(t.9) [Pprrio + X OV v [0 |
Sip' =0 dans (2.7) alors (2.7) est équivalent & (2.12).
Ensuite on considére les éstimées de la dérivée dans la direction de t

.On différencie (2.12) par rapport a t. Et de la méme maniére,on obtient
l’éstimation de la dérivée dans la direction de t.
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Remarque 2.2 .

Posons :

u = qu’
Ui(ty) = Diul,, (0<j<m—1)

Pour p' =m —2 et k=0 ,l"inégalité (2.8) implique :

m—2 m—2
| D?U ||m—2—E7Q(t) < CZ | D?U, ||Nl—2+m—2—ﬁ7§2(t)
h=0 h=0
B m—2 NIl—1 ~ m—2 ~
< CCZ(kvp,){Z Z | D (t,y) || + Z I Dyw [ oL
h=0 7=0 ym—2—h  h=0
m—2m—1 ~ m—2 ~
< CCy(k, ) D Y | Dyt y) |l + > 1 DI s how}
h=0 j=0 ym—2—h  h=0

Ot v; et ¢} sont reliés par les relations

,QZ}O = qO |:c:0 ,[7Z}(/) + Q1 |z:0 1/}; + ctt + q(Nfl)l |z:0 wEN71>l

Vi1 = @1 sy Y1y + @2 oo Yia + - dv—1)t Lomo Y1y
avec DY (q(t,z,y; Dy, Dy)) = q;(t,,y; Dy, D),V 0 < j < (N — 1)1
Ainsi on a une proposition plus analogue a la Proposition 2.2 dont la
preuve est similaire a celle de la Proposition 2.2.

Proposition 2.3 .

Quel que soit k, le probléeme

(2.14) {k:u =v € &(Izlgf’y)

Diu|,_,=v;t,y) € &HF), 0<j<1—1

admet 'éstimation suitvante :
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m—2 m—2
(2.15) | Dh“ [ — o) = CZ | Dhul I Ni—24m—2- R,Q(t)
h=0 h=0
m—2m—1 m—2 ~
<c{ I DFest) |+ DE s )
h=0 j=0 ym—2—h  h=0

Preuve de la Proposition 2.3

Etablissons la premiére inégalité par récurrence sur h .

Prenons h = 0

A-t-on

| u Hm72,ﬂ(t) <l Hle2+m72,Q(t)?
Oui, car on a :

H qu Hm 2,Q(t <CHU Hm 2,Q(t) et que Nl>2

Pour h quelconque

Supposons (H.R)

m—3 m—3

Z | Dh“ [ — haw) = OZ | Dh "Nvi—am—s- ho €5t vrae
h=0 h=0

Prouvons que

m—2 m—2

I Dy (|, s Q) < CZ | D' ’|le2+m72771,(2(t) est aussi vraie
h=0 h=0

On a :

m—2 (m—+1)—3

m'—3
| D?“ iz, 2(t) = Z | D?“/ ||N1—2+(m+1)—3—ﬁ79(t> = Z I Dfu ||m'—3—B,Q(t)
h=0 h=0 h=

m’'—3 B m—2 ~
h h
<C Z | Dy’ HleQJFm’fol_z,Q(t) = CZ | Diu HNlerf2fi_z,Q(t)
h=0 h=0

D’ou la premiére inégalité .
La deuxiéme est exactement la Proposition 2.2 en prenant p’ = m — 2.
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2.2.2 Construction de la solution

Soit

(2.16) ku=v

Alors wu = (hk — r)u = f est équivalent a

(2.17) {k“:”

hv=ru-+ f

On re-écrit
(2.18) Dj(ku) |i—o= Z Cir(7,y; Dy, Dy) Opzy) = oz, y)
k=0

,ou C;z est un opérateur différentiel suivant x et pseudo-différentiel suivant
y et d’ordre total au plus [.

D’aprés le parargaphe 2.1, v; est une solution de :

h’Ul = f
Divy |i=o=¢(z,y) , 0<j<m—1

Et u; une solution de :

k;ul = U1
Diu |,—o=v;(t,y) , 0<j<1—1

En général, pour p > 2, v, est une solution de :

hv, = ru,—
Div, [=o=0, 0<i<m-—1

Et u, est solution de :

ku, = v,
Diu, |—0=0,0<j<1-1

Nous youlons montrer que la série uy + us + ... converge.
Prenons k et p’ dans (2.7) et on les fixe .
Par la preuve de la Proposition 2.1, nous avons :
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(2.19)

m—2+p m—1 t P
Z || Dzvl ||E+m—p—2—i,9(t) < Cl{ Z || i ||k+m+p—1—i,Q(O)+/ Z || D;f(S) ”I}—i—p—i,Q(s)dS}
i=0 i=0 0 =0

Et par la proposition 2.2, nous avons I’éstimation de u} (u; = qu}).
Dans l'inégalité (2.4), soit & comme dans le probléme (2.6) et p =m —2+p
Ainsi,on a :

k/ /:
(217" =
hv=1r"u+ f,r =rq
d’ordre total (m + 1 — 2)N, avec

(2.18)’ {“ -

!/

k' = kq d'ordre IN

on a:
(2.20)
p'=m—2+4p B
> I DTl = DT} gy sbsm—2ep-1-h
h=0
m—24+pIN-1 m—2+4p

y,k+m—24p+IN—j—h  h=0

<ol 3 3 1 Diuity) | DN 2T P
h=0 =1

Soit
Euy =wv (K =kq, uy = qu)
Diuy = ¥i(t,y), 0<j < Nl—1
hv, = 1", | (r' =rq, u, = qu,)
Djv, |1=0=0 (0 < j < Nl —1)
Ku, =v, (k' =kq, u, = qu))
Diu,=0,0<j<NI—1
Soient
m—1 ~
(2.21) D 6 lepmtipio0 = M
i=0
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(2.22) 3Up0<s<T{Z I Dif 8) lfsp-iet = K

m—2+p Ni—1 .
(2.23) > > I Dty |l = M,
h=0 J=0

y,k+m—24p+Ni—-1—j—h

De (2.20) & (2.23),0on a :

(2.24)

m—2+p

> I DHTW)T ()3} gy stmespioh

t
S OQMQ + 0201M1 + 0102/ Kds = CQMQ + CQClMl + Olcht
0
Par 'hypothése (A —5) et de (2.24), on a

(2 25)
2
ZH Dh (r'uf) Hker h,Q(t Z
i=0

En posant Cs = 3CY%, par (2.24) et (2.25), on a :

H DMHIT(lz = DT (W)U} gy srp1-noe

||'Mw

(2.26) Z I DIr'uh) sy < C2CsMa + C1CoC5 M, + C1CyC3Kt.

Et en général, par induction, on a :

La solution uj, du probleme

(2.27) {"’“2 = U (K =ka, vy = qu)

Diul, = (t,y), 0<j < NI —1

a ’éstimation suivante :
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m—2+p

(2.28) > 1D = P8} |y apo0

h=0

X tr—1 tP
< (GG (Cabdy + COM) gy + 0102KW}

En particuliers si i = 2, (2.28) devient :

m—2+p
h
(2.29) Z | Dy, ||Nl—2+m—2+p—7L,Q(t)

h=0
tr! tr
TR

ou M = CQMQ + 0102M1 ,K = ClczK.

< (CLCRCs)PH{M

Par conséquent
DD,
p=1
(0 < h <m—2+p) est convergente dans HN-2tm=2+k+p=h(Q) (1)),

En posant
[e.9]
r /
u = E u,
p=1

Alors Djul, € HNZHm=2tk2-h(Q)(#)),0 < h < m — 24 p,ou k et p sont
arbitraires,alors par le Lemme de Sobolev, v’ € C>(§(t)).

Tout comme dans le cas scalaire de Mme Y. Hasegawa, [13], Il est évident
que u = qu’ est solution du probléme de Goursat (1.6), en utilisant le lemme
suivant :

Lemme ([5][10] Prop.2.2)

Il existe des données initiales ¢} et ¢} de u' respectivement sur ¢ = 0 et
x = 0, tel que toute solution de

@'/ (t,x,y) = (k' — 1) (t,2,y) = f(t,2,y)
(1'6)/ Diu/ |t=o: gb;(x,y) 0<:<m-—1
Diu' |, _,=(t,y) 0<j<NI—1
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avec les conditions de compatibilités suivantes :

(C) Di¢i(0,y) = Dj';(0,y), Y0O<i<m—1,0<j<NI-1
u = qu’ soit solution de
wu(t, z,y) = (hk —r)ult,z,y) = (L, 2,y)

(1.6) D,fu ]t:O: ¢Z-(x,y) 0<:1<m-—1
Diu|,_,=v;ty) 0<j<l-1

avec les conditions de compatibilités suivantes :
(C) Digi(0,y) = Dyp;(0,y), YO<i<m—1,0<j<l-1

Preuve

La preuve de ce lemme consiste a résoudre le systéme d’équations

Diqu] |i=o= ¢i(z,y) (1);;, 0<i<m—1
DIqu'] |z=0= v;(t,y) (2);, 0<j<1-1

aux inconnus (Dju') |i—o= @focicm_1 €t (DIu) |a—o= Vhoci<(N-1)1 -
Prenons i=0 dans ’équation

(1); Djlqu'] |i=o= ¢i(z,y), 0<i<m—1
Elle devient :
(Lo (qu') =0= ¢o(z,y)
Soit
(qu') li=0= q(0, 7, y; Dy, Dy)u' (0,2, y) = do(z,y)
= k(0,2,y; Dy, Dy)q(0, 2, y; Do, Dy)u' (0,2, y) = k(0, z, y; Dy, Dy)do(, y)
= I, In(0, 2, y; Dy, Dy)u'(0, 2, y) 4 Cly—1(0, 2, y; Dy, D)Ly, ' (0, 2, y)
+Ciy11,-1(0, 2, y; Do, DY)’ (0, 2, y) = k(0, 2, y; Dy, Dy)o(, )

systéeme différentiel par rapport a x, pseudo-différentiel par y d’ordre [y +
l5, faiblement hyperbolique par rapport a D,, bien décomposable (au sens de
De Paris [2]).

Donc (1) admet une solution «/(0, x,y) = ¢{(z,y) pour un choix quelconque
de données initiales sur

r=0: 4/(0,0,y), Du'(0,0,y),..., Dlx1+l2_1u'(0, 0,v)
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quelconques fixés dans la classe de régularité voulue .

Puis, on prend i=1 , on a :

(D1D(qu’) [1=0= b1(z,y)

Soit
q =0 De(u') |i=0 +Dy¢(q) |e=0 v'(0,2,y) = ¢1(2,y)

= k(0,2,y; Dy, Dy)[q |i=0 Di(v) |1=0]+
k(0, 2, y; Dy, Dy)[Di(q) li=o u'(0, 2, y)] = k(0, 2, y; Dy, Dy) b1 (2, y)
= Kk(0,2,y; Dy, Dy)[q(0, 2, y; Dy, D) Dy (u) |10
= k(0,2,y; Du, Dy)d1(x,y) — k(0,2,y; Dy, Dy[Di(q) [e=o0 v'(0, 2, y)]

/

On résoud par rapport & Dy(u')(0,z,y) = ¢|(x,y) avec un choix quel-
conque de données initiales sur

r=0: (Dw)(0,0,y), D.(Dy)(0,0,y),... ,DQHQ_I(Dtu’)(O, 0,y)

De proche en proche, on établit I'existence de D" '/ |,—o= ¢/ _,(x,%)
solution de I’équation

(1)m—1D:fn_1[qul] li=0= Gm-1(z,y)

en fonction des ¢;(x,y);0 <7 <m — 2. Ainsi (1);9<i<m—1 est résolue .

Ensute, on résoud :
(2);D5(qu) lomo=¥5(t,y), 0<j<(N—-1)I-1

Comme x = 0 est non caractéristique par rapport a k donc est aussi non
caractéristique par rapport a ¢. Il existe donc

u'(t,0,y), Do(u)(t,0,9), ..., DNV (1,0, )
solution de I’équation précédente (cf Proposition 2.2).

Conditions de Compatibilité

On commence pour les 7, ce qui implique u/(¢,0,y),... ,Div(l_l)_lu’(t,(),y)
Aprés on passe aux i et les u/(0,0,y), . . ., Div(l_l)_lu’(o, 0,y) données initiales

pour les ¢ qui sont donc fixés.
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2.2.3 Unicité de la solution
Soient u' et u? deux solutions du probléme (1.6). Posons w = u! — u?.

Ainsi w satisfait

ww = (hk —r)w =0
(2.30) Diw |i—g=0, 0<i<m—1
Diwloo=0,0<j<l—1

kw=wv
hv = rw
Diw|,_,=0,0<i<m-1
Diw|,_,=0,0<;<1-1

Montrons que le probléme (2.30) a pour seule solution w = 0.

Par la Proposition 2.1, nous avons

m—2 ~ t
(2.31) | Ditw | <0 / | 7w g ds

= _ 0
h=0 m—2—h,Q(t)

Dans la Proposition 2.3, posons p’ = m — 2 et k = 0,nous avons

m—2 m—2
(2‘32) Z || D?w ||m—2—B,Q(t) <Gy Z ” Dziflkw ||m—2—E,Q(t)
h=0 h=0

Par I'hypothése (A —5), on a :

m—2
(2.33) Irw o < Cs Y | Djw lin—2-.0(s)
h=0
Soit
m—2
(2.34) Ms(t) =) | D} w [
h=0

Ainsi, de (2.32) & (2.34), nous avons
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t t
(2.35) M;s(t) < 30201/ | rw [|qds < 36’10203/ Ms;(s)ds
0 0
Posons N3 = supo<i<rM;3(t) et 3C1C2C5 = C, nous avons
t
0

Ainsi M3(t) < C'Ns(t).
Par (2.36), nous avons

t2

t
(2.37) Ms(t) < C / CN3sds < 02N32‘
D .

En général pour tout j arbitraire;j > 1, nous avons

)
J!
Ainsi M3(t) =0= w =0

Ceci compléte la preuve du Théoréme 1.
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