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2 RÉSUMÉ

Résumé

Le but de cette thèse est de donner une démonstration complète de la conjecture de l’inertie
modérée de Serre qui donne des contraintes (en fonction dee et der) sur l’action de Galois
sur le groupe de cohomologieHr

ét(XK̄ ,Z/pZ) si X est une variété propre et lisse, à réduction
semi-stable, sur un corpsp-adiqueK d’indice de ramification absoluee.

Pour ce faire, nous établissons, dans le caser < p− 1, un isomorphisme de périodes reliant le
groupe de cohomologie étale précédent à un groupe de cohomologie log-cristalline de la fibre
spéciale deX. Nous montrons ensuite que ce dernier groupe est un objet de la catégorieMr

définie par Breuil dans [Bre99a]. La conclusion découle finalement d’un examen relativement
fin des objets deMr.

Le dernier chapitre de cette thèse (qui est indépendant) estconsacré à la construction d’une
dualité sur la catégorieMr.

Mots clés: théorie de Hodge p-adique, cohomologie cristalline, log-structures

Abstract

The aim of this thesis is to give a complete proof of the tame inertia Serre’s conjecture which
gives constraints (in relation toe andr) on the Galois group of cohomologyHr

ét(XK̄ ,Z/pZ)

whereX is a proper smooth variety with semi-stable reduction on ap-adic fieldK with absolute
ramification indexe.

In order to do that, we establish, in the caseer < p−1, a period isomophism linking the former
étale cohomology group and a group of log-crystalline cohomology of the special fiber ofX.
Then, we show that this group defines an object of the categoryMr introduced by Breuil in
[Bre99a]. Finally, the conclusion follows from a careful study of the objects ofMr.

The last chapter of this thesis (which is independent) is devoted to the construction of a duality
on the categoryMr.

Key words: p-adic Hodge theory, crystalline cohomology, log-structures
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Notations

Chacun des chapitres de cette thèse définit ses propres notations. Toutefois les plus basiques
d’entre elles restent communes et ce sont elles que nous récapitulons ci-dessous.

Les données de base

Z l’anneau des entiers relatifs
Q le corps des nombres rationnels
p un nombre premier

Fp = Z/pZ l’unique corps fini de cardinalp
Zp l’anneau des entiersp-adiques
Qp le corps des nombresp-adiques

k un corps parfait de caractéristiquep
k̄ une clôture algébrique dek

Fpn l’unique sous-corps dēk de cardinalpn

W = W (k) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk

K0 = FracW le corps des fractions deW
K une extension finie totalement ramifiée deK0

π une uniformisante deK
E(u) polynôme minimal deπ surK0

K̄ une clôture algébrique deK
Knr l’extension maximale (dans̄K) non ramifiée deK
Kmr l’extension maximale (dans̄K) modérément ramifiée deK
σ le Frobenius surk,W etK0

Gk = Gal(k̄/k) le groupe de Galois absolu dek
GK = Gal(K̄/K) le groupe de Galois absolu deK
I le sous-groupe d’inertie deGK

Is le sous-groupe d’inertie sauvage deGK

It = I/Is le groupe d’inertie modérée
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e = [K : K0] le degré de l’extenstionK/K0

r un entier vérifiant0 6 er < p− 1

(et seulement0 6 r < p− 1 dans le chapitre V)

La situation géométrique

X un schéma propre et semi-stable1 surOK
XK = X ×OK

K la fibre générique deX
XK̄ = X ×OK

K̄

X̄ = X ×OK
k la fibre spéciale deX

Xn = X ×OK
(OK/pn)

Les anneaux de périodes

Acris l’anneau de Fontaine (voir [Fon94b] ou paragraphe III.1.2)
B+

cris = Acris⊗W K0

Acris,∞ = Acris⊗W K0/W

Âst = Acris 〈X〉 (voir [Bre97a] ou paragraphe III.1.2)
B̂+

st = Âst⊗W K0

Âst,∞ = Âst⊗W K0/W

S = ÂGK
st les points fixes dêAst sous l’action deGK

SK0 = S ⊗W K0

Sn = S/pnS

Les catégories et les foncteurs

Les objets listés ci-dessous sont définis en bloc et dans la plus grande généralité en V.1. Tou-
tefois, lorsque ces objets apparaissent dans les chapitresprécédents, la définition est redonnée à
ce niveau.

Mr
0,M

r

Mr,S/pS
0 ,Mr,S/pS

Mr,FI
0 ,Mr,FI

M
r,SK0
0 ,Mr,SK0 Catégories des modules filtrés surSK0

Mr,S
0 ,Mr,S Catégories des modules fortement divisibles

Tcris⋆, T
⋆
cris, Tst⋆, T

⋆
st Foncteurs vers les représentations galoisiennes

1C’est-à-direX régulier, de fibre générique lisse et dont la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux.
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Introduction

Sommaire

1 Énoncé de la conjecture de Serre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 11
Préliminaires sur lesFp-représentations irréductibles deI . . . . . . . . . . . . . . 12

Énoncé de la conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 13

2 Bref historique des cas connus de la conjecture . . . . . . . . . .. . . . . . . . 14
Le cas duH1 des variétés abéliennes à bonne réduction . . . . . . . . . . . . . . .14

Les cohomologies supérieures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 15

3 Schéma de la preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4 Plan de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Dans cette introduction, nous nous focalisons sur le résultat principal de cette thèse qui est
l’obtention d’une démonstration complète de la conjecturede l’inertie modérée de Serre. Dans
une première partie, après avoir mis en place les notations et fait les quelques préliminaires
nécessaires, on donne l’énoncé de la conjecture. Une seconde partie est dédiée aux cas déjà
connus de cette conjecture. En particulier, on s’attarde sur le cas duH1 des variétés abéliennes
ayant bonne réduction, qui est resté pendant longtemps le seul pour lequel on avait des résultats.
Enfin, dans une troisième partie, on se concentre sur le schéma de la preuve que l’on propose
dans cette thèse.

Cette introduction se termine en expliquant comment les divers chapitres de cette thèse
s’agencent.

1 Énoncé de la conjecture de Serre

On considèreK un corps de caractéristique nulle complet pour une valuation discrètev. On
noteOK son anneau des entiers,π une uniformisante etk = OK/π son corps résiduel que l’on
suppose parfait de caractéristiquep > 0. On note en outreW = W (k) l’anneau des vecteurs
de Witt à coefficients dansk. On dispose d’un morphisme canoniqueW → OK qui fait deOK
uneW -algèbre finie de range : c’est l’indice de ramification absolue deK.
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On noteK̄ une clôture algébrique deK. L’anneau des entiers dēK est local, et on notēk son
corps résiduel qui s’identifie à une clôture algébrique dek. On appelleGK le groupe de Galois
absolu deK. On désigne parI (resp.Is) le sous-groupe d’inertie (resp. d’inertie sauvage) de
GK et parIt = I/Is le groupe d’inertie modérée. On rappelle queIs est un pro-p-groupe et que
It est isomorphe (canoniquement) à

∏
Zℓ le produit étant étendu à tous les nombres premiers

ℓ 6= p.
Finalement, siq est une puissance dep, on désigne parFq le sous-corps dēk formé des

solutions de l’équationxq = x. En outre, on notēFp la réunion de tous lesFq, c’est une clôture
algébrique deFp.

Préliminaires sur lesFp-représentations irréductibles deI

Ce paragraphe se contente de rappeler des résultats classiques. Pour plus de détails sur la
question, on pourra consulter (par exemple) la section 1 de [Ser72].

SiG est un groupe, on appelleFp-représentationdeG tout morphismeρ : G → GL(V ) où
V est un espace vectoriel de dimension finie surFp. Il revient au même de se donner une action
linéaire deG sur V (l’élémentg agissant par l’endomorphismeρ(g)) et on note simplement
g · v = ρ(g)(v). On dit qu’une telle représentationV est irréductible si les seuls sous-espaces
vectoriels deV stables par tous lesρ(g) sont{0} etV lui-même.

SoitV uneFp-représentation irréductible deI, le sous-groupe d’inertie deGK . Elle définit
par restriction une représentation encore irréductible deIs, le sous-groupe d’inertie sauvage. Du
fait queIs est un pro-p-groupe et queV a pour cardinal un multiple dep, on déduit qu’il existe
v ∈ V stable par l’action de tous les éléments deIs. Par irréductibilité, on en déduit queIs agit
trivialement surV et donc que l’action deI se factorise en une action deIt.

Ainsi V devient uneFp-représentation deIt dont il est facile de vérifier qu’elle est encore
irréductible. D’après le lemme de Schur, l’ensembleE = End(V ) formé des endormorphismes
de V qui commutent à l’action deG est un corps. CommeV est un ensemble fini, il en va
de même deE qui est donc un corps fini (donc commutatif) de caractéristiquep. De plus,V
hérite d’une structure d’espace vectoriel surE de dimension1 par irréductibilité. Finalement,
la représentation de départ fournit un caractère :

ρ : It → E⋆.

Notonsq = ph le cardinal deE. Le corpsE est alors isomorphe (non canoniquement) àFq.
En composant par un tel isomorphismef : E → Fq, ρ fournit un caractèreρf : It → F⋆q. Or on
connaît un caractère deIt (à valeurs dansFq) particulier qui est :

θh : It → µq−1(K̄) ≃ F⋆q
g 7→ g(η)

η

où η désigne une racine(q − 1)-ième de l’uniformisanteπ. On aθq−1
h = id et commeIt est un

groupe pro-cyclique, il existe un unique entiernf ∈ {0, . . . , q − 2} tel queρf = θ
nf

h .
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Si g : E → Fq est un autre isomorphisme, on définit de même l’entierng. Puisquef et g
diffèrent d’un automorphisme deFq, c’est-à-dire d’une puissance du Frobenius, on obtient une
congruencenf ≡ pkng (mod q − 1) pour un certain entierk. On vérifie facilement que cela
implique (on utilise0 6 nf , ng 6 q− 2) que les chiffres de l’écriture en basep denf etng sont
les mêmes. Ces chiffres sont donc canoniquement attachés à la représentationV , on les appelle
lespoids de l’inertie modéréedeV .

Énoncé de la conjecture

SoitX un schéma propre et semi-stable surOK . On rappelle que cela signifie queX est
propre et régulier, que la fibre générique deX est lisse surK et que la fibre spéciale définit un
diviseur à croisements normaux dansX. Il revient au même de dire qu’étale-localementX est
un ouvert étale de SpecOK [X1,...,Xn]

X1···Xt−π
pour certains entierst 6 n.

NotonsXK̄ = X×OK
K̄. Fixons un entierr et considéronsV = Hr

ét(XK̄ ,Z/pZ)∨ (où «∨ »
signifie que l’on prend leFp-dual1). C’est uneFp-représentation deGK , et donc également, par
restriction, une représentation deI. Notons :

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V

une suite de Jordan-Hölder deV (vu comme représentation deI). Cela signifie que chacun des
Vi est un sous-espace vectoriel deV stable parI et que l’action deI sur chacun des quotients
Vi+1/Vi est irréductible. SoitW un quelconque de ces quotients. Par les préliminaires mention-
nés précédemment, on peut considérer les poids de l’inertiemodérée deW . La conjecture de
l’inertie modérée de Serre donne une borne sur ces poids. Précisément (voir paragraphe 1.13 de
[Ser72]) :

Conjecture I.i (Serre). Avec les notations précédentes, les poids de l’inertie modérée deW
sont compris entre0 et er.

Soulignons sans plus tarder que la conjecture de Serre est vide lorsqueer > p − 1 : en
effet, on se rappelle que les poids de l’inertie modérée sontdéfinis comme des chiffres en base
p et donc ils sont nécessairement inférieurs ou égaux àp − 1. Dans la suite de cette thèse, on
supposera donc pratiquement toujourser < p− 1.

De plus, quitte à remplacerK par la complétionp-adique deKnr, on peut supposer que le
corps résiduelk est algébriquement clos. En réalité, comme plusieurs résultats intermédiaires
que nous allons obtenir tout au long de cette thèse sont intéressants en soi et ne nécessitent pas
cette hypothèse supplémentaire, nous n’allons pas la fairesystématiquement. Toutefois, il est
bon de garder cette remarque à l’esprit.

1On rappelle que siT est uneFp-représentation d’un groupeG, T∨ est défini comme leFp-espace vectoriel
des formes linéaires surT muni de l’actiongf(v) = f(g−1v) pour toutg ∈ G et toutf : E → k linéaire.
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2 Bref historique des cas connus de la conjecture

Le cas duH1 des variétés abéliennes à bonne réduction

Le premier cas particulier à avoir été démontré est celui duH1 des variétés abéliennes ayant
bonne réduction,i.e. le casr = 1 avec les hypothèses supplémentairesX lisse surOK etXK

variété abélienne surK. Remarquons tout de suite qu’en utilisant la jacobienne on déduit de ce
cas la conjecture de Serre lorsquer = 1 pour lescourbesayant bonne réduction. En effet, on a
alors une identification :

H1
ét(XK̄ ,Z/pZ) ≃ H1

ét(Pic0XK̄ ,Z/pZ)

puisque le groupe de Néron-Séveri est sans torsion.

Reprenons la situation d’une variété abélienne à bonne réductionXK surK. Par hypothèse,
il existe un schéma abélienX surOK tel queX×OK

K = XK . Le noyauG de la multiplication
parp surX est un schéma en groupes commutatif fini et plat et on a un isomorphisme canonique
et compatible à l’action de Galois :

H1
ét(XK̄ ,Z/pZ)∨ ≃ G(K̄).

On en déduit qu’il suffit pour prouver la conjecture de Serre dans le cas duH1 des variétés
abéliennes à bonne réduction de montrer le théorème suivant:

Théorème I.ii. Supposonsk algébriquement clos. SoitG un schéma en groupes commutatifs
surOK , fini, plat et tué parp. Alors tout quotient de Jordan-Hölder de la représentationgaloi-
sienne2 G(K̄) a ses poids de l’inertie modérée compris entre0 et e.

Ce travail a été accompli pour la première fois par Raynaud dans le célèbre article [Ray74]
datant de 1974 (c’est-à-dire « seulement » deux ans après l’article de Serre). Précisément, en
reprenant les notations du théorème, Raynaud prouve dansloc. cit.que tout quotient de Jordän-
Holder deG(K̄) s’écritH(K̄) pour un certain schéma en groupesH surOK commutatif, fini,
plat, tué parp et vérifiant une hypothèse supplémentaire. Il parvient ensuite à donner une clas-
sification des schémas en groupes ainsi obtenus, ce qui lui permet de conclure.

L’année suivante, Fontaine (voir [Fon75a], [Fon75b] et [Fon75c]) établit une nouvelle clas-
sification, plus complète, de tous les schémas en groupes surW commutatifs, finis, plats et tués
par une puissance dep. Cette classification se fait par l’intermédiaire de nouvelles structures
algébriques appeléessystèmes de Honda, et c’est en 1977 que Berthelot (voir [Ber77]) l’utilise
pour donner une nouvelle preuve de la conjecture de Serre dans le case = r = 1 pour les
variétés abéliennes ayant bonne réduction.

Par ailleurs, Berthelot émet l’hypothèse que la classification de Fontaine par les systèmes de
Honda puisse s’étendre à la baseOK , et qu’il soit ainsi possible d’obtenir une nouvelle preuve

2Comme on a supposék algébriquement clos, on aI = GK et donc plus besoin de considérer la restriction de
la représentation.
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« générale » de la conjecture de Serre dans le cas de Raynaud. Bien que n’entraînant pas de
véritable difficulté supplémentaire, l’espoir de Berthelot fut assez long à se concrétiser, mais
en 1999, Conrad étend dans [Con99] la notion de systèmes de Honda et prouve que ceux-ci
permettent de classifier les schémas en groupes surOK commutatifs, finis, plats et tués par une
puissance dep, du moins lorsquee < p−1 (hypothèse vérifiée ici). Le chapitre II de cette thèse
montre comment il résulte de la classification de Conrad la conjecture de Serre dans le cas de
Raynaud.

Les cohomologies supérieures

Après la preuve de Raynaud, il fallut attendre une bonne décennie pour qu’un autre cas de
la conjecture de Serre soit prouvé. Les raisons sont facilesà cerner : les démonstrations dont
on dispose dans les casr > 1 reposent toutes sur des théorèmes de comparaison en théoriede
Hodgep-adique, et il était donc nécessaire que la théorie se développât (principalement sous
l’impulsion de Fontaine) suffisamment au préalable.

Le premier résultat concret pour la conjecture de Serre remonte à 1987 et résulte du travail
de Fontaine, Laffaille et Messing et plus précisément des deux articles [FL82] et [FM87]. Leur
méthode permet de démontrer la conjecture de Serre dans le cas e = 1 mais r quelconque,
toujours avec l’hypothèse de bonne réduction. Une preuve alternative (mais basée sur des idées
analogues) de ce cas a été donnée par Kato dans [Kat87a]. L’avantage de la démonstration de
Kato est qu’elle n’utilise pas (du moins explicitement) un isomorphisme de comparaison entre
cohomologie étale et cohomologie cristalline ; elle est donc en un sens plus directe.

Un autre grand pas dans la résolution de la conjecture de Serre fut franchi avec l’arrivée
des structures logarithmiques, d’abord pressenties par Fontaine et Illusie et finalement mises au
point par Kato en 1989 dans [Kat89]. Ces structures permettent en un sens vague de travailler
avec des schémas semi-stablescomme s’ils étaient lisses... et donc de reprendre les idées de
Fontaine-Laffaille-Messing et de les appliquer dans le casde réduction semi-stable.

Cette tâche difficile techniquement et parfois aussi conceptuellement fut réalisée en 1998 par
Breuil (voir principalement [Bre97a] et [Bre98]), et c’estainsi qu’il parvint à une démonstration
« complète » de la conjecture de Serre dans le case = 1.

3 Schéma de la preuve

On reprend les notations introduites précédemment. En particulier, X désigne un schéma
propre et semi-stable surOK , XK sa fibre générique,̄X sa fibre spéciale etXK̄ = X ×OK

K̄.
L’entier e désigne l’indice de ramification deK, et on considère un entierr vérifianter < p−1.

Le plan de la preuve que nous proposons dans cette thèse est tout à fait similaire à celui
des démonstrations de Fontaine-Laffaille-Messing et de Breuil. Très schématiquement, il se
décompose de la façon suivante :
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Étape I) Établir un isomorphisme faisant intervenir d’un côtéHr(XK̄ ,Z/pZ) et de l’autre
un certain groupe de cohomologie cristalline que nous notons Hr

log-cris(Xk) pour cette
introduction ;

Étape II) Montrer des propriétés du groupeHr
log-cris(Xk) ;

Étape III) En déduire la conjecture de Serre.

Les étapes I) et II) sont géométriques et font l’objet du chapitre IV de cette thèse. Détaillons-
les quelque peu dans cette introduction. Tout d’abord, mentionnons que le groupeHr

log-cris(Xk)

est le groupe de cohomologie log-cristalline du faisceau structural sur le site(Xk/T1)log-cris oùT1

est le log-schéma Speck[u]/up muni des puissances divisées sur l’idéal(u) définies parγi(u) =

0 pouri > p et de la log-structure associée au morphisme de monoïdesN→ k[u]/up, 1 7→ u.
AinsiM = Hr

log-cris(Xk) est naturellement unk[u]/up-module. Il peut par ailleurs être muni
de structures supplémentaires à savoir d’une filtration décroissante FiltM (pour la suite, on
ne retiendra que le crant = r de la filtration), d’une applicationφr : Fil rM → M et d’un
opérateurN : M → M, le tout soumis à des conditions de compatibilité que nous allons
donner rapidement.

Munissonsk[u]/up d’un opérateurφ défini comme étant l’élévation à la puissancep et d’un
opérateurk-linéaireN envoyantui sur−iui. Notons en outreE(u) le polynôme minimal de
π surW . C’est un polynôme d’Eisenstein et en particulier son coefficient constantE(0) est
multiple dep de sorte qu’il est légitime de définircπ = E(0)/p. L’étape II) du schéma de
preuve donné précédemment se concrétise par le théorème suivant :

Théorème I.iii. Avec les notations précédentes :

1. le moduleM est libre de rang fini surk[u]/up ;

2. on auerM⊂ Fil rM ;

3. l’applicationφr estφ-semi-linéaire et son image engendre toutM en tant quek[u]/up-
module ;

4. l’applicationN vérifie les trois conditions suivantes :
– pour touts ∈ k[u]/up etx ∈M, on aN(sx) = N(s)x+ sN(x)
– pour toutx ∈ Fil rM, on aueN(x) ∈ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

ueN
��

M

cπN
��

Fil rM
φr //M

Ce théorème est prouvé dans le chapitre IV (théorème IV.3.1.24). On obtient également par la
suite une version plus générale concernant des objets modulo pn (voir théorème IV.3.2.1).

Détaillons à présent l’étape I). Fixonsπ1 ∈ OK̄ une racinep-ième deπ et notons̄π1 ∈ OK̄/π

la réduction moduloπ deπ1. SoitÂ = OK̄/π 〈X〉 (où les crochets signifient que l’on considère
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l’algèbre polynômiale à puissances divisées surOK̄/π). Il s’agit d’unek[u]/up-algèbrevia le
morphisme qui envoieu sur π̄1

1+X
. On la munit d’un Filr défini par :

Fil rÂ =

{
∑

finie

at
X t

t!
, at ∈ Fil r−t(OK̄/π)

}

où Fil t(OK̄/π) consiste en les multiples deπet1 (et où par convention Filt(OK̄/π) = OK̄/π

pourt < 0). On définit un opérateur additifφr : Fil rÂ → Â en posant, pourat = π
e(r−t)
1 bt ∈

Fil r−t(OK̄/π) :

φr

(
at
X t

t!

)
= (−1)tbpt ·

1

t!

(
(1 +X)p − 1

p

)t

où le dernier facteur est d’abord calculé dansQ[X] avant d’être envoyé dansOK̄/π 〈X〉. On
définit également un opérateurOK̄/π-linéaireN : Â→ Â en posant :

N

(
X i

i!

)
= (1 +X) ·

X i−1

(i− 1)!
.

FinalementÂ est muni d’une action deGK : il opère de façon naturelle surOK̄/π et pour tout
g ∈ GK , on ag ·X = g(π1)

π1
(1 +X)− 1.

Avec ce qui précède, il est enfin possible de donner un énoncé précis pour l’étape I) :

Théorème I.iv. Avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme canonique compatible
à l’action de Galois :

Hr
ét(XK̄ ,Z/pZ)∨

∼ // Hom(Hr
log-cris(Xk), Â)

où Hom signifie que l’on considère les morphismes commutant àFil r, φr etN et oùGK agit
sur le terme de droitevia son action surÂ.

Ce théorème est prouvé sous une forme plus générale dans le chapitre IV (théorème IV.4.a).

A contrariodes deux premières étapes, l’étape III) ne fait intervenir que de l’algèbre semi-
linéaire. On définit en premier lieu une catégoriẽM

r
dont les objets sont les quadruplets

(M,Fil rM, φr, N) vérifiant les quatre conditions du théorème I.iii et dont les morphismes sont
les applicationsk[u]/up-linéaires commutant aux structures. On définit en outre un foncteurT ⋆st

de la catégoriẽM
r

dans celle desFp-représentations galoisiennes par la formule :

T ⋆st(M,Fil rM, φr, N) = Hom(M, Â)

où Hom signifie que l’on considère les morphismes commutant àFil r, φr etN .
En vertu des théorèmes I.iii et I.iv, on vérifie facilement que les quotients de Jordan-Hölder

qui apparaissent dans l’énoncé de la conjecture de Serre sont obtenus comme image d’objets
simples de la catégoriẽM

r
par le foncteurT ⋆st. L’étape III) de la preuve consiste d’une part à

donner une classification des objets simples deM̃
r

et d’autre part à calculer explicitement leur
image par le foncteurT ⋆st afin de vérifier que les poids de l’inertie modérée sont bien compris
entre0 et er. Précisément, on a la description suivante :
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Théorème I.v. Supposonsk algébriquement clos.
SoitM un objet simple dẽM

r
. Alors il existe unek[u]/up-base(e1, . . . , ed) deM et des

entiersn1, . . . , nd compris entre0 et er tels que
i) Fil rM soit l’espace engendré par lesuniei ;
ii) pour tout i, φr(uniei) = ei+1, les indices étant considérés modulod ;
iii) pour tout i,N(ei) = 0.

L’image deM par le foncteurT ⋆st est uneFp-représentation irréductible deGK = I dont les
poids de l’inertie modérée sont lesmi = er − ni. En particulier, ils sont compris entre0 et er.

Ce théorème est prouvé dans le chapitre III (voir théorèmes III.3.3.2 et III.4.2.2).

Signalons pour finir que pour des raisons de commodité, il estplus agréable de commencer
la preuve par la partie d’algèbre semi-linéaire, c’est-à-dire l’étape III). On traite ensuite l’étape
II) et on termine par l’étape I). C’est pour cette raison que l’étape III) est détaillée au chapitre
III alors que les étapes I) et II) sont reléguées au chapitre IV.

4 Plan de la thèse

Cette thèse se découpe en cinq grands chapitres de longueur et d’intérêt variables. Bien que
centrés autour d’un même thème, ces chapitres sont largement indépendants et redéfinissent
chacun leurs notations (même si un effort a été fait pour que celles-ci soient cohérentes, du
moins pour les objets les plus fréquemment utilisés). Il esttoutefois conseillé, sinon de lire
attentivement, du moins de parcourir le chapitre III avant de se lancer dans le IV ou le V.

D’un point de vue pratique, mentionnons que les chapitres sont numérotés par des chiffres
romains. Ceux-ci se divisent en parties, sous-parties et sous-sous-parties pour lesquelles la nu-
mérotation se fait avec les chiffres arabes. À l’intérieur d’un chapitre la numérotation des théo-
rèmes, propositions, définitions,etc.ne rappelle en général pas le numéro du chapitre. Égale-
ment, lorsque l’on se réfère à un énoncé du même chapitre, on ne reprécise pas ce numéro.

L’articulation de cette thèse se fait comme suit.

Le chapitre I (celui-ci) sert d’introduction générale.
Le chapitre II est un petit texte qui démontre la conjecture de Serre dans le cas duH1 des

variétés abéliennes à bonne réduction par des méthodes « élémentaires » dans le sens où elles
ne font pas intervenir de cohomologie cristalline ou syntomique.

Les chapitres III et IV sont la reprise (très légèrement adaptée) de deux articles de l’auteur.
Le chapitre III se focalise sur l’étape III) décrite précédemment. Le résultat principal de ce
chapitre est donc le théorème I.v. On y démontre en plus certains résultats importants sur le
foncteurT ⋆st comme la pleine fidélité. On en déduit pour finir une version faible3 de la conjecture

3En effet, en écrivant la suite exacte longue de cohomologie associé à0→ Zp → Zp → Z/pZ→ 0, on montre
qu’avec les notations du théorème I.vi queV/pV est un quotient d’une sous-représentation deHr

ét(XK̄ , Z/pZ)∨.
Ainsi tout quotient de Jordan-Hölder du premier est un quotient de Jordan-Hölder du second et la conjecture de
Serre implique le théorème I.vi.
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de Serre que voici :

Théorème I.vi. SoitX un schéma propre et semi-stable surOK . SoitV la restriction àI de
la partie libre de la représentation galoisienneHr

ét(XK̄ ,Zp)
∨ (où «∨ » signifie que l’on prend

le Zp-dual). Alors, les poids de l’inertie modérée sur tout quotient de Jordan-Hölder deV/pV
sont compris entre0 et er.

Le chapitre IV s’intéresse quant à lui à la partie géométrique de la preuve, c’est-à-dire aux
étapes I) et II). On y prouve des versions plus générales des théorèmes I.iii et I.iv. Comme
corollaire de la théorie développée, on obtient une démonstration complète de la conjecture de
Serre.

Le chapitre V est particulier d’une part parce qu’il n’a pas de rapport direct avec la conjec-
ture de Serre et d’autre part parce qu’il ne fait aucune hypothèse sur l’indice de ramificatione.
On prouve que si l’on oublie l’opérateurN tout objet deMr (voir4 définition V.1.1.1) s’écrit
comme quotient de deux modules fortement divisibles (voir définition V.1.1.1), ce qui répond
partiellement à une question de Breuil et Messing ([BM02]).On explique ensuite comment uti-
liser cela pour construire une dualité sur les catégoriesMr, au moins lorsqueer < p − 1 ou
r = 1. On prouve finalement que cette dualité correspondvia l’équivalence de catégories de
[Bre00a] à la dualité de Cartier sur les schémas en groupes.

4La définition est légèrement différente lorsqueer > p− 1.
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Chapitre II

Systèmes de Honda

Résumé

Soit K un corps local de caractéristique mixte dont l’indice de ramification vérifie e <
p− 1. On utilise la classification des schémas en groupes commutatifs finis et plats surOK ,
tués par une puissance dep (voir [Con99]) pour calculer explicitement la représentation
galoisienne d’un schéma enFq-espace vectoriel de rangq.
On applique ensuite ce calcul pour donner une nouvelle preuve d’un cas particulier de la
conjecture de l’inertie modérée de Serre (voir [Ser72], 1.13).

Sommaire
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Soit k un corps parfait de caractéristiquep > 0. On appelleW = W (k), l’anneau des
vecteurs de Witt à coefficients dansk. C’est un anneau complet pour une valuation discrète que
l’on note v. Son corps résiduel s’identifie canoniquement àk. On poseK0 = FracW et on
considèreK une extension totalement ramifiée deK0 de degrée. La valuationv se prolonge de
façon unique à toutK et, si l’on noteπ une uniformisante deK, on suppose quev est normalisée
parv (π) = 1 (et doncv (p) = e).

On noteK̄ (resp.k̄) une clôture algébrique deK (resp. dek). On noteGK le groupe de
Galois absolu deK, I le sous-groupe d’inertie,Is le sous-groupe d’inertie sauvage etIt = I/Is
le groupe d’inertie modérée. Siq = pd est une puissance dep, on noteFq le sous-corps dēk
formé des solutions de l’équationxq = x.

On note finalementσ le Frobenius défini surk et surW .
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Ce chapitre se propose de traiter dans le case < p − 1 ce qui est traité dans le case = 1

dans [Ber77]. Il se décompose en deux parties.
Tout d’abord, après quelques rappels, on détermine explicitement la structure du système de

Honda associé à un schéma enFq-vectoriel de rangq surOK . On retrouve ainsi la classification
établie par Raynaud dans [Ray74].

On s’attache ensuite au calcul de la représentation galoisienne associée et on prouve que les
exposants de l’inertie modérée (voir 2.2 pour une définition) sont tous compris entre0 et e. Ce
résultat était déjà connu par les travaux de Raynaud, mais lapreuve donnée ici est différente.

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposee < p− 1.

1 Les systèmes de Honda

1.1 Rappel sur la classification de Conrad

Dans [Con99], Conrad établit une anti-équivalence de catégories (déjà très largement pres-
sentie par Fontaine dans [Fon77]) entre la catégorie des schémas en groupes commutatifs, finis
et plats surOK tués par une puissance dep et la catégorie des systèmes de Honda. Le but de ce
paragraphe est de rappeler la définition d’un système de Honda, et de donner un foncteur (ainsi
qu’un quasi-inverse) réalisant cette anti-équivalence.

Si A est unek-algèbre finie, on définit lescovecteurs de Wittà coefficients dansA comme
l’ensembleCWk (A) des suites(. . . , a−n, . . . , a0) dont le terme générala−n est élément du
nilradical deA pourn suffisamment grand. On munit cet ensemble d’un structure deW -module.
Si a = (. . . , a−n, . . . , a0) et b = (. . . , b−n, . . . , b0) sont deux éléments deCWk (A), on pose :

a+ b = (. . . , s−n, . . . , s0)

où :
s−n = lim

m→∞
Sm (a−n−m, . . . , a−n, b−n−m, . . . , b−n)

les polynômesSm étant les polynômes universels qui définissent l’addition sur les anneaux de
vecteurs de Witt. On vérifie de plus :

p (. . . , a−n, . . . , a0) =
(
. . . , ap−n−1, . . . , a

p
−1

)

et, pour toutλ ∈ k :

[λ] (. . . , a−n, . . . , a0) =
(
. . . , λ1/pn

a−n, . . . , λa0

)

où [λ] = (λ, 0, . . . , 0, . . .) ∈W désigne le représentant de Teichmüller deλ.
Pour finir, on munitCWk (A) d’un opérateur deFrobeniuset d’un opérateur deVerschie-

bungdéfinis ainsi :

F (. . . , a−n, . . . , a0) = (. . . , ap−n, . . . , a
p
0)

V (. . . , a−n, . . . , a0) = (. . . , a−n−1, . . . , a−1)
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pour touta ∈ CWk (A). On remarque queF estσ-linéaire, queV estσ−1-linéaire et que
FV = V F = p.

Définition 1.1.1. On appelleDk-moduleun W -module muni d’un opérateurσ-linéaire F et
d’un opérateurσ−1-linéaireV vérifiantFV = V F = p.

SoitM unDk-module. On lui associe un moduleMOK
défini comme suit. En premier lieu,

on remarque que si l’on noteM (p) = W (σ)⊗M , le Frobenius (resp. le Verschiebung) induit une
application linéaireF : M (p) → M (resp.V : M → M (p)). On définitMOK

comme la limite
inductive du diagramme suivant :

m⊗W M
V M

//

φM
0

��

p−1
m⊗W M (p)

OK ⊗W M OK ⊗W M (p)FM
oo

φM
1

OO

où par définitionm désigne l’idéal maximal deOK , oùφM0 (resp.φM1 ) provient de l’inclusion
dem dansOK (resp. deOK dansp−1

m), oùV M est défini parV M (x⊗m) = p−1x⊗ V (m) et
où finalementFM est défini parFM (x⊗m) = x⊗ F (m).

On munit de plusMOK
de deux applications qui sont d’une partFM : p−1

m ⊗W M (p) →

MOK
déduite de l’inclusion canonique dep−1

m⊗WM (p) dans(OK ⊗W M)⊕
(
p−1

m⊗W M (p)
)

et d’autre partVM : MOK
→ OK ⊗W M (p) que l’on définit en remarquant que l’application

(1⊗ V0)⊕ (p⊗ id) : (OK ⊗W M)⊕
(
p−1

m⊗W M (p)
)
→ OK ⊗W M (p) passe au quotient.

Définition 1.1.2. Un système de Honda surOK est la donnée d’unDk-moduleM de longueur
finie en tant queW -module et d’un sous-OK-moduleL deMOK

satisfaisant les conditions
suivantes :

1. L/mL→ cokerFM est un isomorphisme

2. VM |L est une application injective

On peut désormais décrire le foncteur. SoitG un schéma en groupes commutatifs fini et
plat surOK et tué par une puissance dep. C’est un schéma affine :G = SpecA oùA est une
OK-bigèbre finie et libre. NotonsGk = G ⊗OK

k sa fibre spéciale. Elle définit, au même titre
queCWk, un foncteur contravariant entre la catégorie desk-algèbres finies dans la catégorie
des groupes commutatifs. On noteM (G) l’ensemble des transformations naturelles deGk vers
CWk, il hérite d’une structure deDk-module.

On définit par ailleurs une application :

wA : OK ⊗W CW (A/πA) → (A⊗OK
K)/mA

x⊗ (. . . , a−n, . . . , a0) 7→ x
∞∑

n=0

ap
n

−np
−n



24 CHAPITRE II. SYSTÈMES DEHONDA

(Si x ≡ y (mod π), alorsxp
n
≡ yp

n
(mod pnπ), de sorte que la formule précédente a bien

un sens.) On prouve (voir [Fon77]) qu’il existe une unique applicationw′
A faisant commuter le

diagramme suivant :

OK ⊗W CW (A/πA)
wA //

��

(A⊗OK
K)/mA

CWOK
(A/πA)

w′
A

55

oùCWOK
(A/πA) est leOK-module obtenu à partir deCW (A/πA) par la même construction

permettant d’obtenirMOK
à partir deM .

Finalement on définitL (G) comme le noyau de la composée :

M (Gk)OK

// CWOK
(A/πA)

w′
A // (A⊗OK

K)/mA .

Théorème 1.1.3 (Conrad).Le fonctionG 7→ (M (G) , L (G)) réalise une anti-équivalence de
catégories entre la catégorie desOK-schémas en groupes commutatifs, finis, plats et tués par
une puissance dep et la catégorie des systèmes de Honda surOK .

Un quasi-inverse peut-être décrit de la façon suivante. Si(M,L) = (M (G) , L (G)), alors
pour toutOK-algèbre finie et plateA, on a :

G (A) = Hom((M,L) , (CW (A/πA) , kerw′
A))

oùw′
A est défini de la même façon quew′

A.

1.2 Le système de Honda d’un schéma enFq-vectoriel de rangq

On considèreG un schéma en groupes commutatifs fini, libre de rangq = pd (pour un
certain entierd) surOK et on suppose donné pour toutλ ∈ Fq, un morphisme[λ] : G → G

soumis pour tousλ etµ dansFq aux relations :

1. [1] = id

2. [λµ] = [λ] ◦ [µ]

3. [λ+ µ] = m ◦ ([λ]× [µ])

oùm : G × G → G désigne la multiplication deG.

Une telle donnée consiste en un schéma enFq-vectoriel. On déduit du fait queFq est annulé
parp, qu’il en est de même deG. On peut donc considérer son système de Honda associé par
le foncteur décrit en 1.1. Notons-le(M,L). Les morphismes[λ] induisent des endomorphismes
du système de Honda(M,L) que nous notons encore[λ].
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1.2.1 Structure deM et deMOK

À partir de maintenant, on suppose que le corpsk est algébriquement clos.

CommeG est tué parp, il en est de même de(M,L). Ainsi M est unW -module tué par
p, c’est-à-dire unk-espace vectoriel. De plus, par des résultats classiques sur les modules de
Dieudonné,dimkM = d.

Définition 1.2.1. Un caractère deFq est un homomorphismeχ : F⋆q → k⋆. Un tel caractère est
dit fondamentalsi, en le prolongeant parχ (0) = 0, il réalise un morphisme d’anneaux.

Les caractères fondamentaux sont donc les éléments de Gal(Fq/Fp), c’est-à-dire les puis-
sances itérées du Frobenius. Appelons-lesχ1, . . . , χd avecχi+1 = χpi .

Pour tout caractèreχ, on définit l’endomorphismek-linéaire deM suivant :

pχ =
∑

λ∈F⋆
q

χ (λ)−1 [λ]

On vérifie facilement que lespχ sont des projecteurs deux à deux orthogonaux de somme l’iden-
tité. Ainsi, si on noteMχ = im pχ, on a la décomposition suivante :

M =
⊕

λ∈F⋆
q

Mχ.

De plus, on vérifie facilement que pour toutx ∈Mχ, l’opérateur[λ] agit par[λ] x = χ (λ)x.

Lemme 1.2.2.Siχ n’est pas un caractère fondamental, alorsMχ = 0.

Démonstration. SupposonsMχ 6= 0 et considéronsx ∈ Mχ, x 6= 0. Soientλ et µ dansFq.
On a[λ] x = χ (λ)x, [µ]x = χ (µ)x et [λ+ µ] x = χ (λ+ µ)x, d’où on déduitχ (λ+ µ) =

χ (λ) + χ (µ). Ainsi χ est fondamental. �

On poseMi = Mχi
pour des indicesi considérés dansZ/dZ, obtenant la décomposition

M = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Md. Le lemme suivant précise l’action des opérateursF etV agissant
surM :

Lemme 1.2.3.Avec les notations précédentes,F (Mi) ⊂ Mi+1 et V (Mi) ⊂ Mi−1 pour tout
i ∈ Z/dZ.

Démonstration.Soitx ∈Mi. Pour toutλ ∈ Fq, on calcule :

[λ] (F (x)) = F ([λ] (x)) = F (χi (λ) (x)) = χi (λ)p F (x) = χi+1 (λ)F (x)

et ceci suffit à prouver quex ∈Mi+1. La preuve est analogue pourV . �
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PosonsM (p)
i = W (σ)⊗Mi−1. Le lemme précédent assure queF induit un opérateur linéaire

Fi : M
(p)
i → Mi etV un opérateur linéaireVi : Mi →M

(p)
i . DéfinissonsMi,OK

comme la limite
inductive du diagramme :

m⊗W Mi

VM
i //

φ
Mi
0

��

p−1
m⊗W M

(p)
i

OK ⊗W Mi OK ⊗W M
(p)
i

FM
ioo

φ
Mi
1

OO

oùφMi
0 etφMi

1 sont déduites respectivement de l’inclusion dem dansOK et de celle deOK dans
p−1

m et oùV M
i = 1

p
⊗ Vi etFM

i = id⊗ Fi. Il est alors facile de vérifier que :

MOK
= M1,OK

⊕M2,OK
⊕ . . .⊕Md,OK

.

On considère en outre les applicationsFi,M : p−1
m ⊗W M

(p)
i → M1,OK

et Vi,M : M1,OK
→

OK ⊗W M
(p)
i , restrictions des opérateursFM etVM .

Comme le sous-OK-moduleL ⊂ MOK
est stable par chacun desλ, il se décompose de

façon unique sous la forme :
L = L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Ld

oùLi est un sous-OK-module deMi,OK
. En outre, les conditions dans la définition d’un module

de Honda se décomposent et donnent :

1. Li/mLi → cokerFi,M est un isomorphisme

2. Vi,M |Li
est injective

Lemme 1.2.4.Avec les notations précédentes, on adimkMi = 1 pour touti.

Démonstration.Supposons qu’il existe un indicei tel queM (p)
i = 0. AlorsMi,OK

s’identifie à
OK/m⊗W Mi et puis àMi sur lequelπ agit par0. Les applicationsVi,M etFi,M sont toutes les
deux nulles. Ainsi pour queVi,M |Li

soit injective, il fautLi = 0. Mais alorsLi/mLi = 0 n’est
pas isomorphe à cokerFi,M = Mi.

On en déduit que pour touti, dimkM
(p)
i > 1 et donc pour touti, dimkMi > 1. Mais la

somme de ces dimensions doit faireq. Il n’y a qu’une solution : c’estdimkMi = 1 pour touti.
�

Lemme 1.2.5.Il existe unek-base(e1, e2, . . . , ed) deM telle queei ∈ Mi et pour touti, une
des trois alternatives suivantes se produit :

1. Fi(e
(p)
i ) = −ei etVi (ei) = 0

2. Fi(e
(p)
i ) = 0 etVi (ei) = e

(p)
i

3. Fi(e
(p)
i ) = 0 etVi (ei) = 0

où par définitione(p)i = 1⊗ ei−1 ∈ M
(p)
i .
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Démonstration. Considérons pour touti un vecteur non nulei ∈ Mi. D’après ce qui a été vu
précédemment, la famille(e1, . . . , ed) forme une base deM . Posonse(p)i = 1 ⊗ ei−1. Il existe
des éléments dek, αi etβi tels queFi(e

(p)
i ) = αiei etVi (ei) = βie

(p)
i . En outre, deFiVi = 0 et

ViFi = 0 on déduitαiβi = 0.

Maintenant, commek est algébriquement clos, il est facile d’ajuster lesei et ainsi de suppo-
ser que les constantesαi etβi qui sont non nulles sont en fait égales à1 ou à−1. Cela conclut
la preuve. �

Remarque.Le signe dans le premier cas ne sert qu’à rendre plus homogènes les calculs par la
suite.

1.2.2 Structure deL

Soit i ∈ Z/dZ. Notonsei et e(p)i les éléments fournis par le lemme 1.2.5. Rappelons que
Mi,OK

est défini comme la limite inductive du diagramme :

m⊗W Mi

VM
i //

φ
Mi
0

��

p−1
m⊗W M

(p)
i

OK ⊗W Mi OK ⊗W M
(p)
i

FM
ioo

φ
Mi
1

OO

ou si l’on préfère :

Mi,OK
=

(OK ⊗W Mi)⊕ (p−1
m⊗W M

(p)
i )

{(φMi
0 (u)− FMi (v) , φMi

1 (v)− V Mi (u)) | u ∈ m⊗W Mi, v ∈ OK ⊗W M
(p)
i }

.

Il est possible de décrire explicitement tous lesOK-modules précédents en en donnant desk-
bases simples. Précisément on a :

m⊗W Mi =
〈
π ⊗ ei, π

2 ⊗ ei, . . . , π
e ⊗ ei

〉

OK ⊗W Mi =
〈
1⊗ ei, π ⊗ ei, . . . , π

e−1 ⊗ ei
〉

p−1
m⊗W M

(p)
i =

〈
1

p
π ⊗ e(p)i ,

1

p
π2 ⊗ e(p)i , . . . ,

1

p
πe ⊗ e(p)i

〉

OK ⊗W M
(p)
i =

〈
1⊗ e(p)i , π ⊗ e(p)i , . . . , πe−1 ⊗ e(p)i

〉

et il est également possible de décrire les applicationsφMi
0 etφMi

1 : d’une partφMi
0 (πj ⊗ ei) =

πj ⊗ ei si 1 6 j 6 e − 1 et φMi
0 (πe ⊗ ei) = 0, et d’autre partφMi

1 (1 ⊗ e(p)i ) = 1
p
πe ⊗ e(p)i et

φMi
0 (πj ⊗ e(p)i ) = 0 pour1 6 j 6 e− 1.

On traite désormais séparément chacun des cas mentionnés dans le lemme 1.2.5.
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Premier cas :Fi(e
(p)
i ) = −ei et Vi (ei) = 0 En explicitant complètement les flèchesFM

i et
V M
i et en calculant le quotient, on s’aperçoit queMi,OK

peut être décrit par le tableau suivant :

×π

1
p
π ⊗ e

(p)
i

1
p
π2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe ⊗ e

(p)
i = −1⊗ ei

où chaque ligne du tableau représente un vecteur d’unek-base deMi,OK
et où la multiplication

parπ (qui donne la structure deOK-module) envoie un vecteur sur le vecteur écrit immédiate-
ment en dessous (s’il n’y a aucun vecteur en dessous, le résultat est0).

Cette écriture est agréable car, par exemple d’après le théorème de structure des modules
sur les anneaux principaux, tout sous-OK-module deMi,OK

admet unek-base formée par lesn
dernières lignes du tableau précédent (n variant d’un sous-module à un autre). On pourra ainsi
représenter les sous-OK-modules deMi,OK

en grisant certaines cases du tableau.

Par exemple, le noyau deVi,M se représente comme suit :

×π

1
p
π ⊗ e

(p)
i

1
p
π2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe ⊗ e

(p)
i = −1⊗ ei

puisqueVi,M(1
p
πj ⊗ e

(p)
i ) = πj ⊗ e

(p)
i si 1 6 j 6 e − 1 et Vi,M(1

p
πe ⊗ e

(p)
i ) = 0 (les cases

grisées correspondent aux vecteurs formant une base de kerVi,M ). L’hypothèseVi,M |Li
injective

contraint à ce queLi n’intersecte pas kerVi,M , et la seule possibilité pour cela est d’avoirLi = 0.
L’applicationFi,M est l’« inclusion » de1

p
m ⊗W M

(p)
i dansMi,OK

. On voit sur la description
précédente qu’elle est surjective. Ainsi cokerFi,M = 0 etLi convient bien.

On vient donc de prouver le lemme :

Lemme 1.2.6.SiFi(e
(p)
i ) = ei etVi (ei) = 0, on aLi = 0.
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Deuxième cas :Fi(e
(p)
i ) = 0 et Vi (ei) = e

(p)
i En présentant les résultats comme précédem-

ment, on obtient les descriptions suivantes pour les inclusions de kerVi,M et de imFi,M dans
Mi,OK

:

×π

1⊗ ei

π ⊗ ei = 1
p
π ⊗ e

(p)
i

πe−2 ⊗ ei = 1
p
πe−2 ⊗ e

(p)
i

πe−1 ⊗ ei = 1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
iKerVi,M

×π

1⊗ ei

π ⊗ ei = 1
p
π ⊗ e

(p)
i

πe−2 ⊗ ei = 1
p
πe−2 ⊗ e

(p)
i

πe−1 ⊗ ei = 1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
iImFi,M

Visuellement, les conditions disent queLi ne doit contenir aucune case grisée de gauche et
une et une seule case blanche de droite (et que siLi contient une case, alors elle contient toutes
les cases situées en dessous). La seule solution ici estLi = Mi,OK

. On a donc prouvé :

Lemme 1.2.7.SiFi(e
(p)
i ) = 0 etVi (ei) = e

(p)
i , on aLi = Mi,OK

.

Troisième cas :Fi(e
(p)
i ) = 0 et Vi (ei) = 0 Dans ce dernier cas, la représentation est un peu

plus complexe. On obtient :

×π

1⊗ ei

1
p
π ⊗ e

(p)
i

1
p
π2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
iKerVi,M

×π

1⊗ ei

1
p
π ⊗ e

(p)
i

1
p
π2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−2 ⊗ e

(p)
i

1
p
πe−1 ⊗ e

(p)
iImFi,M

Ici, Mi,OK
n’est pas unOK/p-module libre et donc on ne peut plus appliquer le théorème

de structure. Cependant, on sait queLi/πLi doit être isomorphe à cokerFi,M et par suite, en
vertu de la description précédente,Li doit contenir un vecteur de la forme1 ⊗ ei + x où x ∈〈

1
p
π ⊗ e(p)i , . . . , 1

p
πe−1 ⊗ e(p)i

〉
. D’autre part, à cause deVi,M , le vecteur1⊗ei ne peut appartenir
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àLi et doncx est forcément non nul. On déduit de cela qu’il existeλ ∈ k⋆ et 1 6 ni 6 e − 1

tel que1⊗ ei + λ1
p
πni ⊗ e(p)i ∈ Li et puis que :

Li ⊂

〈
1⊗ ei + λ

1

p
πni ⊗ e(p)i ,

1

p
πni+1 ⊗ e(p)i , . . . ,

1

p
πe−1 ⊗ e(p)i

〉
.

Il est ensuite facile de vérifier que si l’inclusion était stricte, on aurait1 ⊗ ei ∈ Li, ce qui est
exclu. On a finalement le lemme suivant :

Lemme 1.2.8.Si Fi(e
(p)
i ) = 0 et Vi (ei) = 0, alors quitte à modifier lesei, il existe un entier

ni ∈ {1, . . . , e− 1} tel queLi soit le sous-OK-module deMOK
engendré par1⊗ei+ 1

p
πj⊗e(p)i ,

soit :

Li =

〈
1⊗ ei +

1

p
πni ⊗ e(p)i ,

1

p
πni+1 ⊗ e(p)i , . . . ,

1

p
πe−1 ⊗ e(p)i

〉
.

Démonstration. Il ne reste plus qu’à voir que quitte à modifier lesei, on peut supposerλ = 1.
En effet il suffit de remplacerei parλei, puis propager successivement àei+1, ei+2 et ainsi de
suite... On laisse le lecteur écrire les détails de la preuve. �

Remarque.On retrouve bien la classification faite par Raynaud dans [Ray74].

2 La représentation galoisienne associée

On conserve les notations introduites jusqu’alors. En particulier, on continue de fixer une
baseei qui satisfait toutes les propriétés que l’on a données précédemment.

Le but de cette section est de calculer la représentation galoisienneG(K̄) si G est le schéma
en groupes associé au système de Honda(M,L). Pour cela, on rappelle (voir fin du paragraphe
1.1) que siL est une extension finie deK, on a :

G (OL) = Hom
(
(M,L) ,

(
CW (OL/πOL) , kerw′

OL

))

Pour calculerG(K̄), il suffira de prendre la limite inductive de toutes les représentations pré-
cédentes. On fixe donc une extension finieL deK suffisamment grande. La valuationv se
prolonge àL de façon unique. On note encorev la valuation surL et on rappelle qu’elle est
normalisée parv (π) = 1.

Soitφ un morphisme de(M,L) dans
(
CW (OL/πOL) , kerw′

OL

)
. Notons :

φ (ei) = (. . . , ai,−n, . . . , ai,0)

oùai,−n ∈ OL/πOL. Posons égalementai = ai,0. Nous nous proposons dans un premier temps
de déterminer des relations que doivent vérifier cesai.
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2.1 Calcul d’un Hom entre systèmes de Honda

2.1.1 Cas des groupes de type multiplicatif

On rappelle que les groupes de type multiplicatif sont ceux pour lesquels le Verschiebung
V : M → M est bijectif. Cela implique que l’on est toujours dans le deuxième cas de la
description précédente, et donc en particulier queF (ei) = 0, V (ei) = ei−1 etLi = Mi,OK

pour
tout i considéré modulod.

La propriétéV (ei) = ei−1 et le fait queφ commute àV impliquent directementai,−n =

ai−n. De plus, deF (ei) = 0 pour touti, on déduit queapi ≡ 0 (mod π) ou encorev (ai) > 1
p

pour touti. Finalement, on doit avoirφ (Li) ⊂ kerw′
A, soit :

ai +
1

p
api−1 +

1

p2
ap

2

i−2 + . . .+
1

pn
ap

n

i−n + . . . ≡ 0 (mod π)

pour tout indicei. Sin > 2, on a :

v

(
1

pn
ap

n

i−n

)
> −ne + pn > −n (p− 1) + pn > 1

et donc la relation devient simplement :

api−1

p
≡ −ai (mod π).

2.1.2 Cas des autres groupes

Soit i un indice tel queV (ei) = 0 et soith le plus petit entier (éventuellement nul) tel que
V (ei+h+1) = 0. Dans ces conditions, on est nécessairement dans le deuxième cas pour touti′

variant entrei+1 et i+h (attention, sih = 0, cela ne recouvre aucun indice !) et dans le premier
ou le troisième pour l’indicei+ h+ 1.

De même que précédemment, on obtient :

φ (ei) = (. . . , 0, . . . , 0, ai)

φ (ei+1) = (. . . , 0, . . . , 0, ai, ai+1)
...

φ (ei+h) = (. . . , 0, . . . , 0, ai, . . . , ai+h)

φ (ei+h+1) = (. . . , 0, . . . , 0, ai+h+1)

et les équations :
api′−1

p
≡ −ai′ (mod π)

pour touti′ compris entrei + 1 et i + h (attention encore, sih = 0, cela ne donne aucune
équation !).



32 CHAPITRE II. SYSTÈMES DEHONDA

Examinons à présent ce qui se passe pour l’indicei + h + 1. Supposons dans un premier
temps que l’on soit dans le premier cas. On a alorsF (ei+h) = −ei+h+1 et puis la relation :

api+h ≡ −ai+h+1 (mod π).

Supposons à présent que l’on soit dans le troisième cas. On aF (ei+h) = 0 et le sous-module
Li+h+1 est donné par le lemme 1.2.8. En particulier,api ≡ . . . ≡ api+h ≡ 0 (mod π) et on doit
avoir (avec des notations évidentes) :

w′
OL

[
1⊗ (. . . , 0, . . . , 0, ai+h+1) +

1

p
πni+k+1 ⊗ (. . . , 0, . . . , 0, ai, . . . , ai+h)

(p)

]
= 0

Or la définition deCWOK
(OL/πOL) prouve que dans ce module, on a l’égalité :

1

p
πni+k+1 ⊗ (. . . , 0, . . . , 0, ai, . . . , ai+h)

(p) = πni+k+1 ⊗ (. . . , 0, . . . , 0, ai, . . . , ai+h, 0) .

Finalement en remarquant une nouvelle fois que pouri 6 i′ 6 i + h etn > 2, on a 1
pna

pn

i′ ≡ 0

(mod π), on obtient la relation :

πni+h+1
api+h
p
≡ −ai+h+1 (mod π).

2.1.3 Récapitulatif

On se rend compte que l’on peut regrouper tous les résultats précédents sous une forme
concise. Pour cela, on définitni = e lorsque l’indicei est dans le premier cas, etni = 0 lorsque
l’indice i est dans le deuxième cas, et alors :

Lemme 2.1.1.Avec les notations précédentes, dans tous les cas, lesai sont soumis aux rela-
tions :

πniapi−1

p
≡ −ai (mod π).

2.2 Expression de la représentation galoisienne

On souhaite désormais résoudre le système que l’on vient d’obtenir. Commek est supposé
algébriquement clos, on peut choisir pourπ une racinee-ième dep. Jusqu’à la fin de ce chapitre,
on fait ce choix.

La connaissance desai permet de reconstruire intégralementφ. Autrement dit, à chaque
solution du système qui nous intéresse, il correspond un et un seul morphisme de(M,L) dans(
CW (OL/πOL) , kerw′

OL

)
. D’autre part, l’ensemble de ces morphismes est de cardinalinfé-

rieur ou égal àq (puisqueG est supposé de rangq). Ainsi pour résoudre le système, il nous suffit
de trouverq solutions.
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Supposons queL soit suffisamment grand pour contenir une racine
(
pd − 1

)
-ième de l’uni-

formisanteπ. Notonsη ∈ OL une de ces racines. Posonsmi = e− ni et :

si = mip
d−1 +mi+1p

d−2 + . . .+mi+h−2p+mi+h−1.

On remarque alors que siε désigne une racine
(
pd − 1

)
de(−1) (qui existe dansOK puisquek

est supposé algébriquement clos), la famille définie parâi = (−1)i εp
i
ηsi définit après réduction

moduloπ une solution du système. Ces solutions, lorsqueε varie, sont deux à deux distinctes car
si < pd−1 ; elles sont donc au nombre deq−1. Si on leur ajoute la solutiona1 = . . . = ad = 0,
on obtient bienq solutions.

Lemme 2.2.1.SoitV la réduction moduloπ de l’ensemblêV = {x ∈ OK̄ / x
q = πsix}. C’est

uneFq-représentation deGK et elle est isomorphe en tant que telle à la représentationG(K̄).

Démonstration. En gardant les notations précédentes, un isomorphisme est celui qui envoie
φ ∈ G(K̄) sura0. �

Définition 2.2.2. SoitF la réduction moduloπ de l’ensemblêF = {x ∈ OK̄ / x
q = πx}, c’est

uneFq-représentation deGK . SoitV uneFq-représentation deGK isomorphe en tant queFq-
représentation àF⊗Fqn pour un certain entiern compris entre0 et q − 2.

Les chiffres de l’écriture den en basep s’appellent lesexposants de l’inertie modéréedeV .

Remarque.En premier lieu, il est facile de voir queF⊗Fq (q−1) ≃ F , ce qui explique la condition
0 6 n 6 q − 2. D’autre part, une représentationV peut être à la fois isomorphe àF⊗Fqn et
F⊗Fqm. Mais dans ce cas, sin etm sont compris entre0 etq−2, les chiffres den et dem en base
p sont les mêmes. (Pour une justification de la terminologie, et de nombreux compléments, on
pourra se reporter au début de [Ser72]. Par exemple, il y est prouvé que touteFp-représentation
simple duGK (on suppose toujoursk algébriquement clos) admet des exposants de l’inertie
modérée.)

Corollaire 2.2.3. Les exposants de l’inertie modérée de la représentationG(K̄) sont tous com-
pris entre0 et e.

Démonstration. Le lemme 2.2.1 affirme exactement que ces exposants sont les entiersmi =

e− ni. La conclusion découle directement de la remarque0 6 ni 6 e pour touti. �

2.3 Une conjecture de Serre

Le travail précédent peut s’appliquer pour prouver le théorème suivant :

Théorème 2.3.1.SoitK un corps complet pour une valuation discrète et soitOK son anneau
des entiers. SoitG un schéma en groupes commutatifs fini, plat surOK et dep-torsion. Les
exposants de l’inertie modérée sur un quotient de Jordan-Hölder deG(K̄) sont tous inférieurs
ou égaux à l’indice de ramification absolue deK.
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Démonstration. Les résultats de [Ray74] assurent qu’un quotient de Jordan-Hölder deG(K̄)

vu comme représentation du groupe d’inertie provient d’un schéma enFq-vectoriel de rangq
sur le complétép-adique de l’extension maximale non ramifiée deK. Il ne reste alors plus qu’à
appliquer le corollaire 2.2.3. �

Le résultat précédent n’est pas nouveau. Il est connu depuisles travaux de Raynaud (voir
[Ray74]), mais la démonstration que nous proposons ici est différente. Mentionnons par ailleurs
que Breuil a établi une autre classification des schémas en groupes commutatifs finis, plats et
depn-torsion qui a l’avantage de marcher pour toute (voir [Bre00a]). Il est également possible
de prouver le théorème précédent en utilisant cette classification.



Chapitre III

Étude des catégoriesMr

Résumé

Soit K un corps local de caractéristique mixte non absolument ramifié. La théorie de
Fontaine-Laffaille (voir [FL82]) permet de décrire lesZp-représentations galoisiennes cris-
tallines entières de torsion (p désigne la caractéristique du corps résiduel). Poursuivant les
précédents travaux, Breuil a introduit de nouveaux moduleset a obtenu une théorie entière
et de torsion pour les représentations semi-stables (voir [Bre97a]).
Dans ce chapitre, nous reprenons les travaux de Breuil et lesadaptons dans le cas où le corps
local K peut être absolument ramifié. Nous aurons toutefois une contrainte sur l’indice de
ramification absolu.
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Dans toute la suite de ce chapitre,p désigne un nombre premier etk un corps parfait de
caractéristiquep. On notek̄ une clôture algébrique dek, Fp le sous-corps premier dek et si
q = ph est une puissance dep, Fq l’ensemble des solutions dansk̄ de l’équationxq = x.

On désigne parW l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk. On rappelle que
commek est parfait, cet anneau est un anneau de valuation discrète complet de caractéristique
nulle dontp est une uniformisante et dont le corps résiduel s’identifie canoniquement àk. On
dispose en outre d’une applicationσ : W → W appelée Frobenius qui induit par passage au
quotient le Frobenius classique surk, c’est-à-dire l’élévation à la puissancep.

On appelleK0 le corps des fractions deW , c’est un corps local de caractéristique mixte.
On prendK une extension finie totalement ramifiée deK0. On notee le degré de l’extension
K/K0, c’est l’indice de ramification absolue deK. On appelleOK l’anneau des entiers deK et
on choisitπ une uniformisante de cet anneau. On fixeK̄ une clôture algébrique deK, on note
OK̄ l’anneau des entiers dēK etGK = Gal

(
K̄/K

)
le groupe de Galois absolu du corpsK.

On noteI le groupe d’inertie (c’est un sous-groupe deGK), Is le groupe d’inertie sauvage et
It = I/Is le groupe d’inertie modérée. Enfin, on appellev la valuation surK̄ normalisée par
v (π) = 1 (et doncv (p) = e).

UneZp-représentation (resp.Fp-représentation, resp.Fq-représentation, resp.Qp-représen-
tation) deGK est une action linéaire et continue deGK sur unZp-module (resp. unFp-espace
vectoriel, resp. unFq-espace vectoriel, resp. unQp-espace vectoriel). Afin d’étudier ces repré-
sentations, diverses catégories ont été introduites. Nousallons nous préoccuper dans ce chapitre
des catégoriesMr introduites par Breuil dans [Bre99a], et nous montrerons comment il résulte
de notre étude le théorème III.i ci-dessous.

Théorème III.i. SoitXK un schéma propre et lisse surK à réduction semi-stable sur l’anneau
des entiersOK . On fixer un entier. Les poids de l’inertie modérée sur la semi-simplifiée modulo
p deHr

ét (XK̄ ,Qp)
∨ (oùXK̄ est l’extension des scalaires deXK à K̄ et où «∨ » signifie que

l’on prend le dual) sont compris entre0 et er.

Ce théorème est à rapprocher de la conjecture formulée par Serre sur l’inertie modérée (voir
paragraphe 1.13 de [Ser72]) qui prédit le même résultat pourla représentationHr

ét (XK̄ ,Z/pZ)∨.
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Soit r un entier vérifianter < p − 1. Nous présentons dans la section 1, la catégorieMr

et le foncteurT ⋆st qui associe à tout objet de cette catégorie uneZp-représentation de torsion de
GK . La section 2 est consacrée à l’étude de la catégorieMr. En particulier, toujours dans le cas
er < p− 1, on démontre qu’elle est abélienne et artinienne.

Nous donnons ensuite dans la section 3 une description complète des objets simples deMr,
lorsque le corps résiduelk est supposé algébriquement clos. Plus précisément nous prouvons le
théorème suivant :

Théorème III.ii. Supposonsk algébriquement clos eter < p − 1. SoitM un objet simple de
Mr. Alors, il existe une base(e1, . . . , eh) deM et une suite d’entiers(ni) compris entre0 et
er, périodique de périodeexactementh, le tout tel que :

Fil rM = un1e1 + . . .+ unheh + Fil pS · M,

φr (uniei) = ei+1 etN (ei) = 0 pour touti (considéré moduloh).
En outre, ces objets sont tous simples et deux à deux non isomorphes.

Par la suite, nous nous intéressons véritablement au foncteur T ⋆st. On commence par déter-
miner son image sur les objets simples précédemment calculés. On obtient le théorème :

Théorème III.iii. Supposonsk algébriquement clos eter < p− 1. SoitM un objet simple de
Mr comme dans le théorème III.ii . Alors la représentation galoisienneT ⋆st (M) est isomorphe
à :

θm1
1 θm2

2 . . . θmh
h

oùmi est défini parni +mi = er et où lesθi sont les caractères fondamentaux de niveauh.
En particulier, pour tout objetM deMr tué parp, les exposants qui décrivent l’action de

l’inertie modérée sur la semi-simplifiée modulop deT ⋆st (M) sont compris entre0 et er.

La conclusion des sections 4 et 5 est une réponse affirmative àune conjecture formulée à la
fin de [Bre99a], énoncé que nous rappelons ici :

Théorème III.iv. Supposonser < p − 1, alors le foncteurT ⋆st de la catégorieMr dans la
catégorie des représentations linéaires deGK est exact, pleinement fidèle, d’image essentielle
stable par sous-objets et quotients et indépendante du choix de l’uniformisanteπ.

La section 6 étudie les conséquences de tout ce travail préliminaire. On commence par ré-
pondre à un cas particulier d’une conjecture formulée dans [Bre02] (conjecture 2.2.6) :

Théorème III.v. Supposonser < p−1. Alors le foncteurT ⋆st réalise une anti-équivalence de ca-
tégories entre la catégorie des modules fortement divisibles1 et la catégorie des réseaux stables
par Galois dans lesQp-représentations semi-stables deGK à poids de Hodge-Tate compris
entre0 et r.

On donne ensuite une preuve du théorème III.i.

1Voir le paragraphe 6.1 pour une définition.



38 CHAPITRE III. ÉTUDE DES CATÉGORIESMr

1 Présentation des objets

Les objets introduits dans cette partie ne sont pas nouveauxet décrits plus en détail dans les
articles [Bre97a] et [Bre99a]. La première de ces références n’étudie que le case = 1, et donc
ne présente les objets que dans ce cas particulier.

On fixe maintenant et jusqu’à la fin de ce chapitre un entierr positif ou nul vérifiant l’inéga-
lité er < p − 1. Les définitions que nous allons donner ont un sens pour tout entier r < p − 1

mais certains théorèmes ne sont plus vérifiés lorsqueer > p− 1.

1.1 La catégorieMr et ses variantes

1.1.1 L’anneauS

On commence par définir un anneau que l’on va munir de structures supplémentaires. Bien
que ces structures dépendent du corpsK et de l’uniformisanteπ choisie, nous le notons simple-
mentS par la suite.

SoitW [u] l’anneau des polynômes en une indéterminéeu à coefficients dansW . SoitE (u)

le polynôme minimal de l’élémentπ surK0, c’est un polynôme d’Eisenstein. On considère
l’enveloppe aux puissances divisées deW [u] par rapport à l’idéal principal engendré parE (u)

compatibles aux puissances divisées canoniques surpW [u]. On rappelle que cela signifie que

l’on ajoute formellement à l’anneauW [u] les éléments(E(u))i

i!
. En tant qu’anneau,S est le

complétép-adique de cette enveloppe aux puissances divisées. De façon plus terre à terre,S est
la sous-W -algèbre deK0 [[u]] suivante :

S =

{
∞∑

i=0

wi
(E (u))i

i!
, wi ∈W [u] , lim

i→∞
wi = 0

}

ou encore :

S =

{
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!
, wi ∈W, lim

i→∞
wi = 0

}

où q (i) désigne le quotient de la division euclidienne dei pare, e étant l’indice de ramification
absolu de corpsK, également le degré du polynômeE (u).

On prolonge le Frobenius à l’anneauS en définissant l’applicationφ par :

φ

(
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!

)
=

∞∑

i=0

σ (wi)
upi

q (i)!
.

Il s’agit d’une applicationσ-semi-linéaire.
On munit en outreS de l’applicationW -linéaireN définie par :

N

(
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!

)
= −

∞∑

i=1

iwi
ui

q (i)!
.
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Il s’agit d’une dérivation au sens classique mais pas de la dérivation classique par rapport àu,
le degré du polynôme n’étant pas abaissé.

On munit finalementS d’une filtration : pour tout entier positif ou nuln, on définit FilnS
comme le complétép-adique de l’idéal engendré par les éléments(E(u))i

i!
pouri > n. On a donc :

Fil nS =

{
∞∑

i=n

wi
(E (u))i

i!
, wi ∈W [u] , lim

i→∞
wi = 0

}
.

Il est évident que Fil0S = S, que FilnS ⊂ Fil n−1S et que
⋂
n∈N

Fil nS = 0. On vérifie de plus
certaines compatibilités avec les opérateurs définis précédemment :N (Fil nS) ⊂ Fil n−1S et,
pour0 6 n 6 p− 1, φ (Fil nS) ⊂ pnS. Ainsi, si0 6 n 6 p− 1, on poseφn = φ

pn : Fil nS → S.
L’élémentφ1 (E (u)) est une unité deS, on le noterac par la suite.

1.1.2 Définition des catégories

On rappelle quer est un entier fixé vérifianter < p− 1. Un objet de la catégorieMr est la
donnée :

1. d’unS-moduleM isomorphe à une somme directe (finie) deS/pnS pour des entiersn
convenables ;

2. d’un sous-module FilrM deM contenant FilrS · M ;

3. d’une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M vérifiant la condition :

φr (sx) =
1

cr
φr (s)φr ((E (u))r x)

pour tout éléments ∈ Fil rS et tout élémentx ∈ M et telle que imφr engendreM en
tant queS-module ;

4. d’une applicationW -linéaireN :M→M telle que :
– pour touts ∈ S et toutx ∈M,N (sx) = N (s)x+ sN (x)

– E (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Une flèche entre deux objetsM etM′ de cette catégorie est un morphismeS-linéaire de
M dansM′ respectant la filtration et commutant aux applicationsφr etN .

On peut définir également la catégorieMr
0. Il s’agit de la même chose sauf que l’on ne fait

pas cas de l’applicationN , les objets sont donc la donnée des trois premiers points exposés
précédemment.
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1.2 Le foncteur vers les représentations galoisiennes

1.2.1 L’anneauAcris

SoitR l’anneau limite projective du diagramme :

OK̄/pOK̄ ← OK̄/pOK̄ ← . . .← OK̄/pOK̄ ← . . .←

les applications de transition étant à chaque fois l’élévation à la puissancep. Un élément deR
est une suite

(
u(k)
)
k>1

d’éléments deOK̄/pOK̄ telle que pour tout entierk,
(
u(k+1)

)p
= u(k).

On considèreW (R) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansR et l’application
suivante :

θ̂ : W (R) → OCp

(a0, a1, . . . , an, . . .) 7→
∑

n>0 p
nx̂

(n)
n

où Cp désigne le complétép-adique deK̄ et où x̂(n)
n est la limite quandm tend vers l’infini

d’une suite(â(n+m)
n )p

m
, â(j)

i ∈ OK̄ désignant un relevé quelconque dea(j)
i .

On montre2 que le noyau dêθ est l’idéal principal deW (R) engendré par l’élémentξ =[
p
]
− p, où

[
p
]

est le représentant de Teichmüller dep ∈ R défini parp = (p1, . . . , pn, . . .),
les pn formant un système compatible de racinespn-ièmes dep. L’anneauAcris s’obtient en
introduisant des puissances divisées enξ, et en complètantp-adiquement :

Acris =

{
∑

i>0

ai
ξi

i!
, ai ∈W (R) , ai −→ 0

}
.

L’anneauAcris hérite d’un Frobeniusφ et d’une action du groupe de GaloisGK définisvia
leur action surW (R). On munit égalementAcris d’une filtration décroissante définie de la façon
suivante :

Fil nAcris =

{
∑

i>n

ai
ξi

i!
, ai ∈W (R) , ai −→ 0

}
⊂ Acris.

1.2.2 L’anneauÂst

L’anneauÂst s’obtient en complétantp-adiquement la PD-algèbre polynomialeAcris 〈X〉 :

Âst =

{
∑

i>0

ai
X i

i!
, ai ∈ Acris, ai −→ 0

}
.

On étend le Frobenius et l’action de Galois à̂Ast de la façon suivante. On poseφ (X) =

(1 +X)p − 1. Soit (π1, π2, . . . , πn, . . .) un système compatible de racinespn-ièmes de l’uni-
formisante3 π et soitg ∈ GK . Pour tout entiern, il existeεn (g) une racinepn-ième de l’unité

2Pour une preuve simple, voir le paragraphe II.2.2 de [Ber]
3Ainsi l’anneauÂst dépenda priori du choix de ce système compatible de racines. Cependant, on prouve que

ce n’est pas le cas.
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telle queg (πn) = εn (g)πn. La suite[εn (g)] définit un élément[ε (g)] ∈ Acris. L’élémentg agit
surX parg (X) = [ε (g)]X+[ε (g)]−1. La filtration surÂst est obtenue en faisant le produit de
convolution de la filtration deAcris par la filtration naturelle donnée par les puissances divisées
enX :

Fil nÂst =

{
∑

i>0

ai
X i

i!
, ai ∈ Fil n−iAcris, ai −→ 0

}
⊂ Âst

avec la convention FilkAcris = Acris si k < 0. Pourn 6 p − 1, on aφ(Fil nÂst) ⊂ pnÂst et on
poseφn = φ

pn
|Fil nÂst

.

On munit finalement̂Ast d’un opérateur de monodromieN défini comme l’unique dérivation
continueAcris-linéaire telle queN (X) = 1 +X.

L’anneauÂst n’est pas sans lien avecS : dans [Bre97b], Breuil prouve que le morphisme
de W -algèbresS → Âst, u 7→

[π]
1+X

([π] désigne le représentant de Teichmüller deπ =

(π̄1, . . . , π̄n, . . .) ∈ R, π̄i étant la réduction modulop deπi) identifieS avec l’ensemblêAGK
st

des invariants dêAst sous l’action du groupe de Galois. En outre, ce morphisme fait deÂst unS-
module. Toutefois,̂Ast ne vérifie pas les propriétés nécessaires pour être un objet de la catégorie
Mr.

1.2.3 Le foncteurT ⋆st

On poseÂst,∞ = Âst⊗W K0/W . L’action du groupe de Galois, le Frobenius, la filtration
et la monodromie s’étendent à̂Ast,∞ car FilnÂst ∩ prÂst = prFil nÂst. En outre, pour la même
raison, sir < p − 1, l’objet Âst,∞ hérite deφr. Ce n’est toutefois pas un objet de la catégorie
Mr : il n’est pas de longueur finie en tant queS-module, et l’image deφr n’engendre pas tout
l’espace. Il est quand même légitime de considérer l’ensemble des morphismes d’un objetM
deMr dansÂst,∞ et on définit :

T ⋆st (M) = Hom(M, Âst,∞)

le Hom précédent signifiant que l’on prend les morphismes compatibles au Filr, au Frobenius et
à l’opération de monodromie. Cet ensemble est naturellement uneZp-représentation galoisienne
de torsion, tuée par la puissance dep qui annuleM.

Notre but est principalement d’étudier le foncteurT ⋆st, et pour ce faire, nous allons quasiment
toujours procéder par dévissage en regardant dans un premier temps les objets tués parp, que
nous étudions dans le paragraphe suivant.

1.3 Les objets tués parp

1.3.1 La catégorieM̃
r

(e)

L’anneau important ici estk [u] /uep qui est relié àS/pS grâce à l’application de projection
σ : S/pS → k [u] /uep définie parσ (u) = u etσ(u

ei

i!
) = 0 pouri > p. Sur cet anneau, on définit
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une filtration par Filnk [u] /uep = uenk [u] /uep, un Frobeniusφ parφ (
∑
wiu

i) =
∑
wpi u

ip

(pourwi ∈ k) et un opérateur de monodromieN comme l’unique dérivationk-linéaire vérifiant
N (u) = −u

On définit ensuite la catégoriẽM
r

(e) : les objets sont les données des quatre points qui
suivent :

1. unk [u] /uep-moduleM libre de rang fini ;

2. un sous-module FilrM deM contenant Filrk [u] /uep · M = uerM ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M telle que l’image deφr engendreM en tant
quek [u] /uep-module ;

4. une applicationk-linéaireN :M→M telle que :

– pour toutλ ∈ k [u] /uep et toutx ∈M,N (λx) = N (λ)x+ λN (x)

– ueN (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

ueN
��

M

c(e),πN

��

Fil rM
φr //M

où c(e),π est la réduction dec dansk [u] /uep.

On introduit également la catégoriẽM
r

(e),0 définie commeM̃
r

(e) sauf que l’on oublie la
donnée de l’opérateurN .

On peut comparer les objets deMr tués parp et ceux deM̃
r

(e). SiM est un objet deMr tué
parp, c’est naturellement unS/pS-module (même libre de rang fini), et on peut donc considérer
le produit tensorielT (M) = M⊗(σ) k [u] /uep qui hérite d’une filtration, d’un Frobenius et

d’une monodromie et dont on vérifie qu’il est dans̃M
r

(e). Cette construction définit un foncteur

T allant de la sous-catégorie pleine deMr formée des objets tués parp dans la catégoriẽM
r

(e).

Proposition 1.3.1.Le foncteurT défini précédemment est une équivalence de catégories.

Démonstration. Elle est en tout point similaire à celle donnée pour la proposition 2.2.2.1 de
[Bre97a]. �

On obtient ainsi une description plus simple des objets deMr tués parp, les objets dẽM
r

(e)

pouvant être vus comme desk-espaces vectoriels de dimension finie.
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1.3.2 Description du quotientÂst/pÂst

SoitM un objet deMr tel quepM = 0. Alors T ⋆st (M) = Hom(M, Âst/p). Nous allons
dans un premier temps décrire explicitement le quotientÂst/p.

On rappelle que l’on a défini deux éléments deR qui sontp et π. On a le résultat suivant
(voir paragraphe 3.7 de [Fon83]) :

Lemme 1.3.2.Avec les notations précédentes,Acris/pAcris s’identifie à l’enveloppe aux puis-
sances diviséesRDP deR par rapport à l’idéal principal engendré parp. En outre, on peut
également identifier cet anneau àR [Xi] /

(
pp, Xp

i

)
i>1

, l’isomorphisme envoyantXi sur la pi-

ième puissance divisée
[p]

pi

(pi)!
∈ Acris/pAcris.

La première projectionR → OK̄/p induit un isomorphismeR/ppR ≃ OK̄/p. On déduit
du lemme précédent queAcris/pAcris s’identifie canoniquement àOK̄/p [Xi] /X

p
i , i décrivant

l’ensemble des entiers strictement positifs. Finalement on voit queÂst/p s’identifie à l’anneau
suivant :

(OK̄ [Xi] 〈X〉) / (p,Xp
i )i>1 .

On rappelle quep1 est une racinep-ième dep. Via les identifications précédentes, et pour
n < p, Fil n(Âst/p) est le sous-OK̄/p-module deÂst/p engendré par lespn−i1

Xi

i!
(pour i 6 n),

les Xi

i!
(pour i > n) et lesXi (pour i > 1). On aφr (Xi) = 0 et φ1 (X) = (1+X)p−1

p
= Y .

La monodromie est l’unique dérivation(Acris/pAcris)-linéaire et continueN qui envoieX
i

i!
sur

(1 +X) Xi−1

(i−1)!
.

1.3.3 Description du foncteurT ⋆st

Nous cherchons à faire le transportvia le foncteurT pour voir comment le foncteurT ⋆st

se réalise à travers la catégoriẽM
r

(e). L’objet à calculer est le produit tensoriel̂Ast/p ⊗S/pS

k [u] /uep. Pour cela, on définit̂A = (OK̄/p) 〈X〉. On a un morphisme deOK̄/p-modules :

pr : Âst/pÂst→ Â

donné,via la description précédente, par pr(X) = X et pr(Xi) = 0 pour touti. On vérifie que
pr estS/pS-linéaire. On définit également FilrÂ = pr(Fil rÂst/pÂst) et on vérifie que l’on peut
définir une unique applicationφr : Fil rÂ → Â (resp.N : Â → Â) vérifiantφr ◦ pr = pr ◦ φr
(resp.N ◦ pr = pr ◦N). Notons qu’il faut faire attention lorsque l’on veut effectuer des calculs
avecφr : avant d’élever à la puissancep, il faut toujours relever l’élément dans FilrÂst. Par
exemple, dansAcris/pAcris, on aφ1 (p1) = X1 − 1 et donc six ∈ OK̄/p est un multiple deπer1 ,
on obtientφr (x) = (−1)r x

p

pr , avec un signea priori inattendu.

De plus, on a une inclusionS/pS-linéaire :

i : k [u] /uep → Â
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définie pari (1) = 1. On peut former le produit :

pr · i : Âst/pÂst⊗S/pS k [u] /uep → Â.

Lemme 1.3.3.L’application précédente est un isomorphisme qui respecteles structures.

Démonstration.La surjectivité et le respect des structures sont immédiats. Commeσ : S/pS →

k [u] /uep est surjectif, tout élément dêAst/pÂst⊗S/pS k [u] /uep s’écritx⊗1 avecx ∈ Âst/pÂst.
Pour vérifier l’injectivité, il suffit donc de voir que(ker pr)⊗S/pSk [u] /uep = 0 mais ceci résulte
directement de :

Xi ⊗ 1 =
πep

i

1

(pi)!
⊗ 1 =

uep
i

(pi)!
⊗ 1 = 1⊗ σ

(
uep

i

(pi)!

)
= 0.

�

On construit une application :

Hom(M, Âst,∞)→ Hom(T (M) , Â)

déduite de la tensorisation park [u] /uep au-dessus deS/pS (et où tous les morphismes doivent
commuter aux structures supplémentaires).

Lemme 1.3.4.L’application précédente est un isomorphisme deZp-modules galoisiens.

Démonstration.Commençons par l’injectivité. Soitψ ∈ Hom(M, Âst,∞) induisant par tenso-
risation l’application nulleT (M)→ Â. Le diagramme suivant est commutatif :

M
ψ //

x 7→1⊗x
��

Âst/pÂst

pr
��

T (M)
0 // Â

d’où imψ ⊂ ker pr. On vérifie facilement queφr (ker pr) = 0. Commeψ commute àφr et
φ(Fil rM) engendreM, on en déduitψ = 0. L’application Hom(M, Âst,∞)→ Hom(T (M) , Â)

est injective.

Pour la surjectivité, notonsT (M)0 l’image deφr surT (M). La preuve de la proposition
2.2.2.1 de [Bre97a] fournit l’isomorphisme :

M≃ T (M)0 ⊗k[up]/uep S/pS.

Soit ψ̄ : T (M) → Â. D’après l’isomorphisme précédent, elle induit une applicationS/pS-
linéaireM→ Â ⊗k[up]/uep S/pS, et ce dernier module s’envoie de façon naturelle dansÂst,∞.
On vérifie finalement que l’application composée commute à Fil r, φr etN et relèveψ̄. �
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1.3.4 Description de l’anneauÂ

Lemme 1.3.5.SoitR un anneau dans lequel tous les entiers premiers àp sont inversibles. Alors
on a un isomorphisme :

(R [X ′] 〈Y 〉) / (X ′p − 1, p) −→ (R 〈X〉) /p

envoyantX ′ surX + 1 et Y
i

i!
sur 1

i!

(
(X+1)p−1

p

)i
.

Démonstration.D’abord, l’application précédente, disonsψ, est bien définie : on a(1 +X)p ≡

1 +Xp ≡ 1 (mod p).

Pour prouver queψ est un isomorphisme, on remarque que chacun des objets intervenant
est unR/p-module libre et queψ estR/p-linéaire. Une base du module source est donnée par

la famille
(
X ′i · Y

j

j!

)
06i6p−1, j>0

. Le module but admet pour base la famille
(
Xn

n!

)
n>0

. L’image

parψ de l’élémentX ′i · Y
j

j!
est :

ψ

(
X ′i ·

Y j

j!

)
= (1 +X)i ·

(
(1+X)p−1

p

)j

j!
.

Le terme dominant de cette dernière expression estXpj+i

pjj!
et si on notevp la valuationp-adique

normalisée parvp (p) = 1, on a :

vp ((pj + i)!) = j + vp (j!) = vp
(
pjj!

)

puisquei < p. Comme les entiers premiers àp sont par hypothèse inversibles dansR, l’égalité
précédente assure qu’il existe un élément inversibleα ∈ R/p tel quepjj! = α (pj + i)!. Ainsi
la « matrice » représentant l’applicationψ dans les bases données ci-dessus est triangulaire et
les termes diagonaux sont tous inversibles. Cela prouve queψ est bijective. �

L’anneauOK̄ vérifie les hypothèses du lemme que l’on vient de prouver ; on obtient donc le
corollaire suivant qui donne une nouvelle description relativement explicite de l’anneaûA :

Corollaire 1.3.6. On a un isomorphisme :

Â→ (OK̄ [X ′] 〈Y 〉) / (X ′p − 1, p)

En outre l’opérateur de monodromie s’exprime simplement sur cette description : on aN (X ′) =

X ′ etN
(
Y i

i!

)
= Y i−1

(i−1)!
.

1.3.5 Action de Galois sur l’anneauÂ.

On va déterminer l’action de Galois sur les élémentsX ′ etY . PourX ′ c’est facile puisque
par définition on ag (X ′) = ε (g)X ′ pour toutg ∈ GK .
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PourY , on pourrait être tenté d’écrire :

g (Y ) =
ε (g)p (1 +X)p − 1

p
= Y

mais on n’a pas le droit de faire ce calcul à cause de la division parp. Ce qu’il faut, c’est choisir
un relevé deY dansÂst, calculer l’action de Galois sur ce relevé et voir quel élément correspond
dansÂ.

Comme relevé, on pourrait choisir(1+X)p−1
p

mais on choisit d’abord :

log(1 +X) = X −
X2

2
+
X3

3
+ . . .+ (−1)i−1 X

i

i
+ . . . ∈ Âst

Soitg ∈ GK . On aglog(1 +X) = log(g (1 +X)) = log([ε (g)] (1 +X)) = g (Y ) = Y+t̂ (g)

où :

t̂ (g) = log([ε (g)]) = [ε (g)]−
[ε (g)]2

2
+

[ε (g)]3

3
+ . . .+ (−1)i−1 [ε (g)]i

i
+ . . . ∈ Acris.

Nous allons déterminer l’imaget (g) de t̂ (g) dansÂ. Remarquons que commet̂ (g) ∈ Acris,
on a simplementt (g) ∈ OK̄/p. Nous allons prouver qu’il s’agit d’une racine(p− 1)-ième de
(−p).

Lemme 1.3.7.Avec les notations précédentes,t (g) est l’image dansOK̄/p de :

−
(ε (g)− 1)p

p

oùε (g) ∈ OK̄ est la racinep-ième de l’unité telle queg (π1) = ε (g)π1.

Démonstration. Il est plus pratique ici d’écrire les choses sous la forme suivante :

Y −
Xp

p
=
X ′p − 1− (X ′ − 1)p

p

et de développer :

Y −
Xp

p
= a1X

′ + a2X
′2 + . . .+ ap−1X

′p−1

avecai =
(−1)i(p

i)
p

. En appliquantg, on obtient :

gY − g

(
Xp

p

)
= a1 [ε (g)]X ′ + a2 [ε (g)]2 X ′2 + . . .+ ap−1 [ε (g)]p−1X ′p−1

d’où dansÂ :

t (g) ≡ g

(
Xp

p

)
−

(ε (g)− 1)p

p
(mod X)
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Comme on sait quet (g) ∈ OK̄/p, il suffit pour conclure de prouver queg
(
Xp

p

)
est nul modulo

X. Mais dansÂst, on ag
(
Xp

p

)
= ([ε(g)](1+X)−1)p

p
et donc moduloX, on obtient :

g

(
Xp

p

)
≡

([ε (g)]− 1)p

p
(mod X)

On conclut en remarquant que[ε (g)]− 1 ∈ kerθ̂. �

Lemme 1.3.8.L’élémentt (g) est soit nul soit égal dansOK̄/p à la réduction modulop d’une
racine(p− 1)-ième de(−p) dansOK̄ .

Démonstration.Supposonst (g) 6= 0. Prouvons d’abord quet (g)p−1 ≡ −p (mod p2). D’après
le lemme 1.3.7, cela revient à montrer que :

(ε (g)− 1)p(p−1) ≡ −pp (mod pp+1).

Modulo1 +X + . . .+Xp−1, le polynôme(X − 1)p−1 s’écrita0 + a1X + . . .+ ap−2X
p−2 avec

ai = (−1)i
(
p−1
i

)
− 1. On vérifie queai est un multiple dep et on posebi = ai

p
. En élevant à la

puissancep, on obtient :

(X − 1)p(p−1) ≡ pp
(
b0 + b1X + . . .+ bp−2X

p−2
)p

(mod 1 +X + . . .+Xp−1)

d’où

(X − 1)p(p−1) ≡ pp (b0 + b1 + . . .+ bp−2) (mod 1 +X + . . .+Xp−1, pp+1).

Il ne reste plus qu’à vérifier queb0 + b1 + . . .+ bp−2 = −1 pour conclure.

Notonsη1, . . . , ηp−1 ∈ OK̄ les racines(p− 1)-ièmes de(−p). On a :

(t (g)− η1) . . . (t (g)− ηp−1) = 0 (mod p2)

ou encorev (t (g)− η1) + . . . + v (t (g)− ηp−1) > 2e. Il existe donci tel quev (t (g)− ηi) >
2e
p−1

. De plus pour touti, v (ηi) = e
p−1

et pouri 6= j, v (ηi − ηj) = e
p−1

car deux racines(p− 1)-
ièmes de l’unité sont encore distinctes dans le corps résiduel. Il vient, sij 6= i, v (t (g)− ηj) =

v ((t (g)− ηi) + (ηi − ηj)) = e
p−1

, puisv (t (g)− ηi) >

(
2− p−2

p−1

)
e > e. Cela conclut. �

2 Généralités sur les catégoriesMr et M̃
r

(e)

Outre de nombreuses explicitations, cette partie a pour butde démontrer les deux résultats
suivants. D’une part, les catégoriesMr définies précédemment ne dépendent pas du choix d’une
uniformisanteπ. D’autre part, ces catégories sont abéliennes et même artiniennes.
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2.1 Indépendance du choix de l’uniformisante

Considéronsπ et π′ deux uniformisantes deK. Notons respectivementE (u) etE ′ (u) les
polynômes minimaux deπ etπ′.

SoitP (u) un polynôme à coefficients dansW tel queP (π) = π′ etP (0) = 0. On définit
une applicationν : S → S en posantν (s) = s ◦ P . C’est un morphisme d’anneaux, bijectif.
Il n’est par contre compatible ni au Frobenius, ni à l’opérateur de monodromie, et nous allons
dans un premier temps voir commentν se comporte vis-à-vis de ces opérateurs.

PlongeonsS dansT = K0 [[u]] et prolongeons les opétateursφ et N à T . Ils vérifient la
relationNφ = pφN . De même la bijectionν s’étend en une bijection deT . Notons finalement
m l’idéal maximal deS, c’est l’idéal engendré parp, u et u

ei

i!
pouri > 1.

Lemme 2.1.1.Soitt ∈ m. L’application deT dansT définie par :

x 7→
∞∑

i=0

ti

i!
N i (x)

est l’unique morphisme d’anneaux qui envoieu suru exp (−t).

Démonstration. Puisquet ∈ m, on n’a aucun souci de convergence dansT . En outre, comme
N (u) = −u, il vientN i (u) = (−1)i u et doncu est bien envoyé suru exp (−t).

Il reste à vérifier que l’on a bien affaire à un morphisme d’anneaux. La stabilité par addition
est immédiate. Soientx ety dansT , calculons :

∞∑

i=0

ti

i!
N i (xy) =

∞∑

i=0

ti

i!

∑

k+l=i

(
i

k

)
Nk (x)N l (y)

=
∑

k,l>0

ti

k!l!
Nk (x)N l (y)

=

(
∞∑

k=0

tk

k!
Nk (x)

)
·

(
∞∑

l=0

tl

l!
N l (y)

)

ce qui conclut la preuve. �

Lemme 2.1.2.Il existe un (unique) élémentt ∈ m tel que l’applicationν−1 ◦ φ ◦ ν : S → S
soit donnée par la formule :

x 7→
∞∑

i=0

ti

i!
N i ◦ φ (x) .

Démonstration.Faisons les calculs dansT après avoir vérifié que si une suite d’éléments deS

admet une limite dansS, alors elle converge aussi dansT , et vers la même limite.
Regardons d’abord le cas oùP s’écrit uH (u) avecH ∈ 1 + m. Dans ces conditions on

est capable de définir logH ∈ T . D’autre part, notonsuS (u) l’image réciproque deu par
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ν. NotonsH(φ) le polynôme déduit deH en appliquantφ à chacun de ses coefficients : on a
φ (H) (u) = H(φ) (up).

Dans l’anneauT , on a alors les égalités suivantes :

ν (x) =
∞∑

i=0

(−logH (u))i

i!
N i (x) et ν−1 (x) =

∞∑

i=0

(−logS (u))i

i!
N i (x) .

Un calcul donne :

ν−1 ◦ φ ◦ ν (x) =

∞∑

i=0

[
−log

(
H(φ) (upS (u)p)

)]i

pii!
ν−1 ◦N i (φ (x)) .

On a d’autre part :

ν−1 ◦N i (φ (x)) =

∞∑

j=0

(−logS (u))j

j!
N i+j (φ (x))

et donc en regroupant :

ν−1 ◦ φ ◦ ν (x) =
∑

i,j>0

[
−log

(
H(φ) (upS (u)p)

)]

pii!

(−logS (u))j

j!
N i+j (φ (x))

ce que l’on réduit, grâce à la formule du binôme, en :

ν−1 ◦ φ ◦ ν (x) =
∞∑

i=0

1

i!

[
−logH(φ) (upS (u)p)

p
− logS (u)

]i
N i (φ (x)) .

On voit sur cette dernière écriture que l’on a trouvé un candidat pourt. Il se réécrit sous la forme
plus sympatique suivante :

t = −
1

p
log
[
S (u)pH(φ) (upS (u)p)

]

Mais par définition deS et deH, on aS (u)H (uS (u)) = 1 et donc en appliquantφ et en
regardant modulop, on trouveS (u)pH(φ) (upS (u)p) ≡ 1 (mod p). On en déduit quet ∈ S et
vérifie les conditions du lemme.

Si P n’est pas de la forme précédente, on peut toujours décomposer ν : S → S → S où la
première flècheν0 est de la forme précédente et la seconde un morphisme d’anneaux envoyant
u sur [λ] u, où [λ] est le représentant de Teichmüller d’unλ ∈ k. On vérifie que l’on a le
diagramme commutatif suivant :

S ν0
//

ν

**

ν−1φν= ν−1
0 φν0

��

S

φ
��

// S

φ
��

S ν0
// S // S

On est donc ramené au même problème avecν0, déjà traité. �
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Lemme 2.1.3.Il existe un (unique) élémentn ∈ S tel que l’applicationν−1 ◦N ◦ ν : S → S
soit donnée par la formule :

x 7→ nN (x)

Démonstration. Rappelons que l’applicationν était donnée parx 7→ x ◦ P , et que l’on peut
décrireN via la formuleN (s) = −us′ oùs′ désigne la dérivée usuelle des (par rapport àu).

On peut alors calculer :

ν−1 ◦N ◦ ν (x) = ν−1 [N (x ◦ P )] = ν−1 [−uP ′ · (x′ ◦ P )]

D’autre part, on a :
ν (N (x)) = ν (−ux′) = −P · (x′ ◦ P )

d’où :

ν−1 ◦N ◦ ν (x) = ν−1

(
−uP ′ (u)

P (u)

)
N (x)

et on a ainsi un candidat pourn. Or ν−1 (P (u)) = u par définition et parν−1, u s’envoie sur un

multiple deu : n = ν−1
(

−uP ′(u)
P (u)

)
∈ S et convient. �

2.1.1 Construction du foncteur

NotonsMr
π (resp.Mr

π′) la catégorie obtenue en choisissantπ (resp.π′) comme uniformi-
sante deK. On souhaite construire un foncteur (qui va s’avérer être une équivalence de caté-
gories) entre les catégoriesMr

π etMr
π′. Notons que sir = 0, les catégoriesM0

π etM0
π′ sont

identiques. On peut supposerr > 0 et doncp > 2 (puisqueer < p− 1).

SoitM un objet deMr. L’applicationν définie précédemment fait deS uneS-algèbre et on
remarque que si l’on munit les anneaux des filtrations correspondant respectivement au choix
des uniformisantesπ etπ′, l’applicationν est compatible aux filtrations.

Considérons les constantest etn fournies par les lemmes 2.1.2 et 2.1.3 et définissons :

M ′ = S ⊗(ν),S M

Fil rM ′ = S ⊗(ν),S Fil rM

φ′
r (s⊗ x) = φ (s)⊗

(
∞∑

i=0

ti

i!
N i ◦ φr (x)

)

N ′ (s⊗ x) = N (s)⊗ x+ s⊗ nN (x)

les deux dernières égalités étant définies pour touts ∈ S et respectivement toutx ∈ Fil rM et
toutx ∈M.

Lemme 2.1.4.Pour tout entieri > 1, le diagramme suivant est commutatif :

Fil rM
φr //

E(u)iN i

��

M

ciN i

��

Fil rM
φr //M
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Démonstration.On prouve la propriété par récurrence. Pouri = 1, elle est vraie par hypothèse.
Pour l’hérédité, juxtaposons les deux diagrammes :

Fil rM
φr //

E(u)iN i

��

M

ciN i

��

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Le grand rectangle est commutatif puisque les deux carrés lesont. Soientx ∈ M et s ∈ S. On
a :

(sN) ◦
(
siN i

)
(x) = s

[
N
(
si
)
N i (x) + siN i+1 (x)

]

= isiN (s)N i(x) + si+1N i+1(x).

En appliquant le calcul précédent deux fois et en utilisant la commutativité du diagramme, on
obtient, pour toutx ∈ Fil rM :

iciN (c)N i (φr (x)) + ci+1N i+1 (φr (x))

= φr

[
iE (u)iN (E (u))N i (x) + E (u)i+1N i+1 (x)

]

= iφ (N (E (u)))φr

(
E (u)iN i (x)

)
+ φr

(
E (u)i+1N i+1 (x)

)
.

On sait queφ (N (E (u))) = N (c), ce qui permet de conclure en utilisant une dernière fois
l’hypothèse de récurrence. �

Lemme 2.1.5.L’applicationφ′
r est bien définie et estφ-semi linéaire.

Démonstration. Dans un premier temps, six ∈ Fil rM, d’après le lemme 2.1.4 l’élément
1
i!
N i ◦ φr (x) est bien défini puisqu’égal àφr

(
E(u)i

i!
N i (x)

)
. Remarquons queE(u)i

i!
N i (x) est

toujours élément de FilrM : si i < r < p, c’est vrai cari! est inversible et sii > r, c’est vrai
par hypothèse.

D’autre part, pouri≫ 0, on a :

φr

(
E (u)i

i!
N i (x)

)
=

1

cr
φr

(
E (u)i

i!

)
φr
(
E (u)rN i (x)

)

et le facteurφr
(
E(u)i

i!

)
est multiple dep

i−r

i!
. Comme on a supposép > 2, la valuationp-adique

de ce dernier tend vers l’infini. Cela prouve que la suite des1
i!
N i ◦ φr (x) converge vers0 et

donc que la somme de la série est bien définie.
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Reste à voir que sis ∈ S etx ∈ Fil rM, on aφ′
r (1⊗ sx) = φ′

r (ν (s)⊗ x). Comme dans le
lemme 2.1.1, on prouve :

∞∑

i=0

ti

i!
N i (φr (sx)) =

(
∞∑

i=0

ti

i!
N i (φ (s))

)
·

(
∞∑

i=0

ti

i!
N i (φr (x))

)
.

Le premier facteur vautν−1 ◦ φ ◦ ν (s) d’après le lemme 2.1.2. Cela conclut, le fait queφ′
r est

φ-semi-linéaire étant évident. �

Lemme 2.1.6.L’applicationN ′ est bien définie et vérifie la condition de Leibniz.

Démonstration. Comme précédemment, il s’agit de vérifier que pours ∈ S et x ∈ M, on a
N ′ (1⊗ sx) = N ′ (ν (s)⊗ x). Calculons :

N ′ (1⊗ sx) = 1⊗ nN (sx) = 1⊗ nN (s) x+ 1⊗ nsN (x) .

Or d’après le lemme 2.1.3, on anN (s) = ν−1 ◦N ◦ν (s) et donc1⊗nN (s) x = N ◦ν (s)⊗x.
D’autre part, on a1⊗ nsN (x) = ν (s)⊗ nN (x). On en déduit que :

N ′ (1⊗ sx) = N ◦ ν (s)⊗ x+ ν (s)⊗ nN (x)

comme on voulait. �

Proposition 2.1.7. L’objetM′ muni de FilrM′, deφ′
r et deN ′ est un objet de la catégorie

Mr
π′ .

Démonstration. La seule vérification qui pose problème est la commutativitédu diagramme
reliantφ′

r àN ′. Par un simple calcul, on prouve dans un premier temps qu’il existe une constante
c′ faisant commuter le diagramme suivant :

Fil rM′ φ′r //

ν(E(u))N ′

��

M′

c′N ′

��

Fil rM′ φ′r //M′

Commeν (E (u)) s’obtient à partir deE ′ (u) simplement par la multiplication par une unité de
S, un diagramme équivalent, dans lequel on a remplacéν (E (u)) parE ′ (u) et dans lequel la
constantec′ a été modifiée, commute. D’autre part, le calcul prouve que laconstantec′ obtenue
ne dépend pas deM.

Soientn un entier etM = S/pnS · e1 muni de FilrM = M, φr (e1) = e1 etN (e1) = 0.
On a(c′N ′) ◦ φ′

r (u⊗ e1) = φ′
r ◦ (E ′ (u)N) (u⊗ e1), ce qui donne après calcul :

[c′pup − upφ (E ′ (u))]⊗ e1 = 0.

Ainsi pn divisec′pup − upφ (E ′ (u)) pour toutn et finalementc′ = φ1 (E ′ (u)). �

On a ainsi défini un foncteur (la définition sur les flèches est évidente)Mr
π →M

r
π′ .
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2.1.2 Canonicité et compatibilité

Proposition 2.1.8.Le foncteur défini précédemment ne dépend pas du choix de l’élémentP ∈
S.

Démonstration.Avec les notations précédentes, il suffit de prouver que siP = uH est tel que
P (π) = π, alorsM etM′ sont canoniquement isomorphes. Notonsν : S → S le morphisme
d’anneau tel queν (u) = P (u). La condition impliqueH (u) − 1 ∈ Fil 1S et donc l’élément
log(H (u)) est bien défini dansS.

SiM est un objet deMr
π, on peut définir l’application :

S ⊗(ν),SM → S

s⊗ x 7→ s
∞∑

i=0

(−logH (u))i

i!
N i (x)

Comme log(H (u)) ∈ Fil 1S, l’élément (−logH(u))i

i!
est bien défini. En outre le fait que dansT ,

exp (logH (u)) = H (u) ∈ S prouve que la suite(logH(u))i

i!
converge vers0 et finalement que

l’application est bien définie.
Il ne reste plus qu’à voir que c’est un isomorphismeS-linéaire et compatible à toutes les

structures ; c’est donc une flèche dansMr
π. �

Corollaire 2.1.9. Le foncteur défini précédemment est une équivalence de catégorie.

Si, comme précédemment,π et π′ sont deux uniformisantes deK, on peut définirÂstπ et
Âstπ′ . Pour cela, rappelons que l’on avait choisi(π1, . . . , πn, . . .) (resp.(π′

1, . . . , π
′
n, . . .)) un

système compatible de racinespn-ièmes deπ (resp. deπ′). On définitωn en imposantπn =

ωnπ
′
n, obtenant ainsi(ω̄1, . . . , ω̄n, . . .) ∈ R puis [ω] ∈ Acris (notez queAcris ne dépend pas du

choix d’une uniformisante).
L’unique morphisme deAcris-algèbreÂstπ → Âstπ′ envoyant(1 +X) sur[ω] (1 +X) est un

isomorphisme compatible àφr, àN et à l’action du groupe de GaloisGK .

Proposition 2.1.10.Le diagramme suivant est commutatif :

Mr
π

T ⋆
st π !!C

CC
CC

CC
C

//Mr
π′

T ⋆
st π′}}zz

zz
zz

zz

RepZp
(GK)

où la flèche horizontale est le foncteur défini précédemment.

Démonstration.L’anneauS s’identifie à la fois aux points fixes sous l’action de Galois de Âstπ

et deÂstπ′. Notonsρ : S → Âstπ et ρ′ : S → Âstπ′ les inclusions correspondantes. Il existe un
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unique morphisme deAcris-algèbre,ν : Âstπ → Âstπ′ faisant commuter le diagramme suivant :

S
ν //

ρ

��

S

ρ′

��

Âstπ
ν // Âstπ′

En effet, le diagramme impose la valeur deν
(
Xi

i!

)
et on vérifie que l’application ainsi définie

convient. En outre, elle estGK-équivariante et induit une flècheν : Âst,∞π → Âst,∞π′ encore
GK-équivariante.

SoitM un objet deMr
π etM′ l’objet deMr

π′ qui lui est associé par le foncteur précédent.
On rappelle qu’en tant que module, on aM′ = S ⊗(ν),SM. Soitf ∈ T ⋆st (M). On lui associe
l’application suivante :

M′ → Âst,∞π′

s⊗ x 7→ ρ′ (s) · ν ◦ f (x)

On vérifie qu’elle estS-linéaire et compatible aux structures définissant ainsi unélément de
T ⋆st (M

′).
On définit ainsi une applicationT ⋆st (M)→ T ⋆st (M

′). Elle estZp-linéaire et bijective puisque
l’on peut construire l’application réciproque de façon analogue. On vérifie qu’elle est compa-
tible à l’action de Galois et donc qu’il s’agit d’un isomorphisme dans la catégorie desZp-
représentations galoisiennes. �

2.2 Description des objets dẽM
r

(e)

On considère dans ce paragraphe un objetM deM̃
r

(e). Il s’agit d’unk [u] /uep-module libre
de rang finidmuni d’une filtration, d’une applicationφr et d’une applicationN , le tout vérifiant
les propriétés données précédemment.

2.2.1 Bases adaptées

On a dans un premier temps un résultat bien utile (et classique) qui est le suivant :

Proposition 2.2.1. Il existe une base(e1, . . . , ed) deM et des entiersn1, . . . , nd tels que :

Fil rM =
d⊕

i=1

unik [u] /uep · ei.

Une telle base est par définition unebase adaptéedeM.

Démonstration.CommeM est libre, il existe unk [u]-module libreM′ tel queM′/uepM′ =

M. Autrement dit, il existe une flèchef : M′ → M dont le noyau est exactementuepM′.
Définissons FilrM′ = f−1 (Fil rM). C’est un sous-k [u]-module deM′.
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Puisquek [u] est un anneau principal, d’après le théorème de structure, il existe une suite de
polynômesP1, . . . , Pd tels quePi divisePi+1 pour touti et une base(ê1, . . . , êd) deM′ telle
que(P1ê1, . . . , Pdêd) soit une base de FilrM′. D’autre part,uerM′ ⊂ Fil rM′ et donc tous les
polynômesPi sont des diviseurs deuer ; ils sont donc de la formePi = uni pour certains entiers
ni.

En posantei = f(êi), on a bien le résultat annoncé. �

Remarque. Les entiersni ne dépendent pas à permutation près de la base considérée. Eneffet,
la dimension en tant quek-espace vectoriel du quotient FilrM/

(
ukM∩ Fil rM

)
est donnée

par la somme desk − ni, somme étendue à tous lesi pour lesquelsni 6 k. On voit facilement
que la connaissance de toutes ces sommes permet de déterminer lesni à permutation près.

Fixons à présent(e1, . . . , ed) une base adaptée deM. Nous allons essayer de décrire un peu
mieux la fonctionφr et pour cela nous introduisons la définition suivante.

Définition 2.2.2. Soitx ∈M\uM, et soitn le plus petit entier tel queunx ∈ Fil rM. On pose
ϕr (x) = φr (unx).

Soitxi = ϕr (ei) pour1 6 i 6 d. On rappelle que la famille desei est la base adaptée que
l’on s’est fixée précédemment.

Proposition 2.2.3.Avec les notations précédentes,(x1, . . . , xd) est une base deM.
D’autre part, six ∈M\uM, alorsϕr (x) ∈M\uM.

Démonstration.Pour le premier énoncé, il suffit de voir que six ∈ Fil rM, alorsφr (x) s’écrit
comme une combinaison linéaire (à coefficients dansk [up] /uep) desxi. Comme imφr engendre
M commek [u] /uep-module, il en est de même de la famille(x1, . . . , xd). Comme elle est de
bon cardinal, elle en est une base.

Soitx ∈M\uM. On voit en décomposantx sur la base desei, queϕr (x) s’écrit forcément
sous la forme :

ϕr (x) = Q1(u
p)x1 + . . .+Qd(u

p)xd

où au moins l’un des polynômesQi est de valuation nulle. Dans ce cas, on a directement
ϕr (x) ∈M\uM. �

Remarque. La deuxième partie de la proposition précédente permet de définir correctement les
itérés deϕr.

2.2.2 L’opérateur de monodromie

Nous allons à présent étudier l’opérateur de monodromie. Pour cela, nous notonsM0 =

imφr. Par ce qui précède,M0 s’identifie auk [up] /uep-module engendré par lesxi. Nous avons
alors :

Proposition 2.2.4.Pour touti, l’opérateurci(e),πN
i induit une applicationk [up] /uep-linéaire

deM0 sur lui-même. Cette application est nulle sii > p.
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Démonstration.Le lemme 2.1.4 assure que le diagramme suivant :

Fil rM
φr //

ueiN i

��

M

ci
(e),π

N i

��

Fil rM
φr //M

commute. Ainsi six est dans l’image deφr, alors il en est de même deci(e),πN
i (x), et donc

ci(e),πN
i induit une application deM0 dans lui-même. D’autre part,N (upx) = N (up)x +

upN (x) = −pupx+ upN (x) = upN (x), ce qui prouve bien la linéarité annoncée.
Pouri > p, l’applicationueiN i est nulle et donc il en est de même deci(e),πN

i. �

Corollaire 2.2.5. Il existe un élémentx ∈M0 non divisible paru tel queN (x) = 0.

Démonstration. Du fait quecp(e),πN
p = 0, il existex′ ∈ M0, x′ 6= 0, tel queN (x′) = 0.

Écrivonsx′ = upkx′′ où x′′ est un élément deM0 non divisible paru et oùk < e. On a alors
N
(
upkx′′

)
= upkN (x′′) = 0 et doncN (x′′) est un multiple deup. Notonsn le plus petit entier

tel queunx′′ ∈ Fil rM de telle sorte que l’on aitϕr (x′′) = φr (unx′′) = x. On a :

φr (ueN (unx′′)) = c(e),πN (φr (unx′′)) = c(e),πN (x) .

Mais N (unx′′) = −nunx′′ + unN (x′′). Le premier terme de cette somme est dans FilrM

puisqueunx′′ y est. Le second y est également puisqueN (x′′) est un multiple deup. On en
déduit queN (unx′′) ∈ Fil rM et donc queφr (ueN (unx′′)) = 0. Ainsi N (x) = 0. D’autre
part, on ax = ϕr (x′′) et donc d’après la proposition 2.2.3,x n’est pas divisible paru. Ceci
conclut la preuve du corollaire. �

2.2.3 Description matricielle

Le but de ce paragraphe est d’écrire sous forme matricielle les applicationsφr etN , explici-
tations que nous utiliserons dans la suite. On fixeM un objet deM̃

r

(e) et (e1, . . . , ed) une base
adaptée deM, les entiers correspondant étantn1, . . . , nd.

On note∆ la matrice diagonale suivante :

∆ =



un1

und




Définition 2.2.6. La matricedeφr dans la base adaptée(e1, . . . , ed) est la matriceG définie
par l’égalité suivante :




φr (un1e1)
...

φr (unded)


 = φr


∆ ·




e1
...
ed





 = tG ·




e1
...
ed



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Remarque. Cette définition n’a de sens que si la base(e1, . . . , ed) est adaptée. De plus, la pré-
sence de la transposée sert à rester fidèle à la définition classique de la matrice d’une application
linéaire.

En gardant les notations du paragraphe précédent, on voit queG est simplement la matrice
de passage de la base(e1, . . . , ed) à la base(x1, . . . , xd). En tant que telle, il s’agit d’une matrice
inversible.

Définition 2.2.7. Soit(a1, . . . , ad) une base deM. La matricedeN dans la base(a1, . . . , ad)
est la matriceH définie par l’égalité suivante :




N (a1)
...

N (ad)


 = N




a1
...
ad


 = tH ·




a1
...
ad




On a une formule de changement de base :

Proposition 2.2.8.SoientA = (a1, . . . , ad) etB = (b1, . . . , bd) deux bases deM, et soitP la
matrice de passage deA à B. On noteHA (resp.HB) la matrice deN dans la baseA (resp.
dans la baseB). On a alors la relation :

HB = P−1HAP + P−1N (P )

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul. On écrit :



N (b1)
...

N (bd)


 = N




b1
...
bd


 = N


tP ·




a1

...
ad







= N (tP ) ·




a1

...
ad


+ tP ·N




a1

...
ad




= N (tP ) tP−1 ·




b1
...
bd


+ tPHA

tP−1




b1
...
bd




ce qui donnetHB = N (tP ) tP−1 + tPHA
tP−1 puis le résultat annoncé en prenant la transposée.

�

Remarque. Un simple calcul prouve que siA etB sont des matrices à coefficients dansk [u] /uep,
alorsN (AB) = N (A)B+AN (B), et en particulierP−1N (P ) = −N (P−1)P . On en déduit
la cohérence de la formule lorsque l’on passe d’une baseA à une baseB puis que l’on revient à
A.

Proposition 2.2.9. Si lesni sont rangés par ordre croissant, la matrice dec(e),πN dans la
base(x1, . . . , xd) (où on rappelle quexi = φr (uniei)) est à coefficients dansk [up] /uep et
triangulaire inférieure avec des0 sur la diagonale.
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Démonstration.La preuve résulte du diagramme commutatif suivant :

Fil rM
φr //

ueN
��

M

c(e),πN

��

Fil rM
φr //M

En effet, fixons un entieri et partons de l’élémentuniei. Parφr, il s’envoie surxi par définition.
Puis parc(e),πN , il s’envoie surc(e),πN (xi). Par l’autre chemin, on a d’abord :

ueN (uniei) = −niu
e+niei + ue+niN (ei)

Commeuniei ∈ Fil rM, le premier terme de la somme précédente s’envoie sur0 par φr et
ue+niN (ei) ∈ Fil rM. Pour le second terme, décomposonsN (ei) =

∑d
j=1 ajej où aj ∈

k [u] /uep est tel queue+niN (ei) ∈ Fil rM (i.e.ue+niaj ∈ unjk [u] /uep). On a alors :

φr (ueN (uniei)) =

d∑

j=1

φ
(
ue+ni−njaj

)
xj

et lesφ (ue+ni−njaj) sont les coefficients de laj-ième colonne de la matrice dec(e),πN . Ils sont
donc déjà tous bien dansk [up] /uep.

De plus, sij 6 i, on a par hypothèsenj 6 ni et donce+ni−nj > e. Ainsiφ (ue+ni−njaj) =

0 et on a bien démontré le résultat annoncé. �

Remarque. Cette dernière proposition redémontre en particulier, endonnant un résultat plus
précis, la proposition 2.2.4 et le corollaire qui s’ensuit.

2.3 La catégorieM̃F
r

Dans cette partie, nous introduisons des sous-catégories pleinesM̃F
r

deM̃
r

(e) qui corres-
pondent aux catégories de Fontaine-Laffaille (voir [FL82]) tuées parp poure = 1.

Commençons par donner une proposition qui caractérise les objets de cette sous-catégorie.
SoitM un objet deM̃

r

(e),0. NotonsM0 = imφr et plus généralementMi = uiM0 pour un
entieri compris entre0 etp− 1. LesMi sont desk [up] /uep-modules libres et :

M =

p−1⊕

i=0

Mi.

Proposition 2.3.1.Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Fil rM =

p−1⊕

i=0

Fil rM∩Mi ;

ii) il existe une base adaptée deM formée d’éléments deM0 ;
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iii) On peut munirM d’un opérateur de monodromie nul surM0, faisant deM un objet
deM̃

r

(e).

Démonstration. La propriété ii) implique de façon presque immédiate les deux autres. Nous
allons montrer que iii) implique i) puis que i) implique ii).

Supposons iii). Prouvons dans un premier temps que cela implique queN (Fil rM) ⊂

Fil rM. Soitx ∈ Fil rM. D’après le diagramme suivant :

Fil rM
φr //

ueN
��

M

c(e),πN

��

Fil rM
φr //M

on aφr (ueN (x)) = 0. La proposition 2.2.3 implique facilement que kerφr = ueFil rM et
donc il existey ∈ Fil rM tel queueN (x) = uey. La différenceN (x) − y est tuée parue.
Elle s’écritue(p−1)z pour un certainz ∈ M. Commee (p− 1) > er, ue(p−1)z ∈ Fil rM d’où
N (x) ∈ Fil rM. Ceci prouve la propriété annoncée.

Soity ∈ Fil rM. On cherche à construire desyi ∈ Fil rM∩Mi tels quey = y0+ . . .+yp−1.
On peut déjà écrire une égalité de ce type avecyi ∈ Mi. Appliquons l’opérateurN à cette
égalité en remarquant que puisqueN est supposé nul surM0, on aN (yi) = −iyi. On obtient
successivement :

y = x0 + y1 + . . .+ yp−1

N (y) = −y1 + . . .− (p− 1) yp−1

N2 (y) = y1 + . . .+ (p− 1)2 yp−1

...

Np−1 (y) = y1 + . . .+ (p− 1)p−1 yp−1.

Les coefficients qui apparaissent forment une matrice de Vandermonde inversible. Ainsi on
peut exprimer lesyi comme combinaisons linéaires à coefficients dansFp desN j (y). Par ce qui
précède, cela entraîneyi ∈ Fil rM et donc bien la propriété voulue.

Supposons i). Fixons(e1, . . . , ed) une base deM0 commek [up] /uep-module, et notons
M′

0 le sous-k-espace vectoriel deM0 engendré par lesei. Notons égalementM′
i = uiM′

0.
Pour tout entieri, on a un isomorphismefi :M′

0 →M
′
i qui est la multiplication parui. Notons

F ′
i = f−1

i (Fil rM∩M′
i). On obtient une filtration croissante par des sous-k-espaces vectoriels.

Il suffit alors pour répondre à la question de considérer une base(x1, . . . , xd) deM′
0 compatible

à cette filtration. �

Définition 2.3.2. On noteM̃F
r

0 la sous-catégorie pleine dẽM
r

(e),0 formée des objets satisfaisant

les propriétés de la proposition précédente. On notẽMF
r

la sous-catégorie pleine dẽM
r

(e)

formée des objets dont l’image dans̃M
r

(e),0 par le foncteur d’oubli satisfait les propriétés de la
proposition précédente.
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Les lettres MF font référence à « modules filtrés » car l’on peut donner une nouvelle interpré-
tation de ces objetsvia des modules filtrés. Avant cela, faisons quelques remarquesgénérales :

Proposition 2.3.3.La catégorieM̃F
r

est une sous-catégorie abélienne dẽM
r

(e) stable par sous-

objets et par quotients. De plus, elle est égale à̃M
r

(e) si et seulement sie = r = 1.

Démonstration. Nous ne savons pas encore à ce stade queM̃
r

(e) est une catégorie abélienne.
Nous allons l’admettre momentanément pour prouver la première partie de la proposition. Il
suffit de prouver la stabilité par sommes directes, sous-objets et quotients, un noyau étant un
sous-objet et un conoyau un quotient. Tout cela est immédiatavec la caractérisation iii).

Traitons le case = r = 1. SoitM un objet deM̃
r

(e),0 et soitx ∈ Fil rM. On peut écrire
x = x0 + . . . + xp−1 avecxi ∈ Mi. Par hypothèseuM ⊂ Fil rM, et doncxi ∈ Fil rM
pour i > 1, puisx0 ∈ Fil rM. On a ainsi vérifié la propriété i). Réciproquement, considérons
M = k [u] /uepe1 ⊕ k [u] /uepe2, Fil rM = (e1, u

2e2), φr (e1) = e2, φr (u2e2) = e1 + ue2.
D’après la proposition 2.2.9, un opérateur de monodromie surM doit vérifierN (e1 + ue2) =

0 et N (e2) = a (e1 + ue2) pour un certaina ∈ k [up] /uep. On doit avoircN ◦ φr (e1) =

φr (ueN (e1)), ce qui donne après calcula = −up(e−1). Il existe donc un uniqueN valable, et il
n’est pas nul sur imφr. Cela conclut. �

Proposition 2.3.4.Tout objet non nul dẽM
r

(e),0 (resp. deM̃
r

(e)) admet un sous-objet non nul

dansM̃F
r

0 (resp. dansM̃F
r

pour lequelN est nul sur imφr).

Démonstration.La preuve de cette propriété est donnée dans le paragraphe 3.1 lors de l’étude
des objets simples. �

2.3.1 Les objets dẽMF
r

comme modules filtrés

Il est possible de décrire la catégoriẽMF
r

avec des objets plus proches des objets de Fontaine-
Laffaille du case = 1. SoitM un objet dẽMF

r
. PosonsM0 = imφr etMi = uiM0, pour

0 6 i 6 p − 1. On a un isomorphismefi : M0 → Mi qui est la multiplication parui. Défi-
nissonsFi/e = f−1

er−i (Fil rM∩Mer−i). On obtient une suite décroissante de sous-k [up] /uep-
modules deM0 contenantupM0 telle queF0 =M0 par hypothèse.

L’applicationφr induit des applicationsφi : Fi →M0 faisant commuter les diagrammes :

Fi+ 1
e

//

φ
i+ 1

e
��

Fi

φi

��

M0
up

//M0

La monodromie, quant à elle, définit une applicationc(e),πN : M0 → M0 qui vérifie
φ(c(e),π)

[(
c(e),πN

)
◦ φi

]
= φi−1 ◦

(
c(e),πN

)
.

Si on remarque pour finir quek [up] /uep est isomorphe en tant qu’anneau àOK/p (en en-
voyantup surπ), on obtient la proposition suivante qui énonce précisément le pont entre les
catégoriesMr et celles de Fontaine-Laffaille, du moins dans le cas modulop :
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Proposition 2.3.5. La catégorieM̃F
r

est équivalente à la catégorie dont les objets sont les
données suivantes :

1. unOK/p-module libre de rang finiM ;

2. une filtration décroissante(Fi) de sous-modules deM contenantπM indexée par les
rationnels de dénominateure compris entre0 et r telle queF0 =M ;

3. des applicationsφ-semi-linéairesφi : Fi → M vérifiantφi|F
i+1

e

= πφi+ 1
e
, φi+ j

e
(πx) =

πp−jφi(x) pour toutx ∈ Fi et0 6 j 6 p, et telles que
∑

i imφi engendreM ;

4. d’une application linéaireN :M→M telle queφ(cπ) ·N ◦ φi = φi−1 ◦N pour touti

et où les flèches sont les morphismesOK/p-linéaires compatibles à toutes les structures.

Remarque.Dans le cas non ramifié (i.e. e = 1 et c(e),π = 1), on retrouve exactement la des-
cription des catégories de Fontaine-Laffaille modulop (voir [FL82]). On peut étendre cette re-
marque à toute une sous-catégorie deMr comme expliqué dans le paragraphe 2.4.1 de [Bre97a].

On peut résumer tout ce qui précède par le diagramme suivant :

M̃F
r

0
� � //

Yy

��

M̃
r

(e),0

M̃F
r

OO

� � // M̃
r

(e)

OO

Les flèches qui montent correspondent aux foncteurs d’oubliévidents. La flèche courbe est un
foncteur «N canonique » qui munit un objet dẽMF

r

0 duN (nécessairement unique) donné par
le iii) de la proposition 2.3.1. On pourrait se demander s’ilest possible de prolonger ce foncteur
à toutM̃

r

(e),0. La réponse est oui dans le casr = 1 (voir le lemme 5.1.2. de [BCDT01]), et

non dans le cas général puisqu’il n’est déjà pas vrai que le foncteur d’oubliM̃
r

(e) → M̃
r

(e),0

est toujours essentiellement surjectif (reprendre l’exemple donné dans la démonstration de la
proposition 2.3.3)

2.4 Un mot sur le casr = 1

Ce cas est amplement discuté dans [Bre00b]. Plus exactement, Breuil construit là un foncteur

contravariant entre la catégoriẽM
1

0 et la catégorie des schémas en groupes finis et plats sur
OK tués parp. Il prouve ensuite, en exhibant en quasi-inverse, que ce foncteur est une anti-
équivalence de catégories.

Il étend par la suite ce foncteur à toute la catégorieM1
0 et atteint tous les schémas en groupes

surOK tués par une puissance dep. De cette façon, Breuil retrouve la classification des schémas
en groupes surOK débutée par Raynaud ([Ray74]) et poursuivie par Fontaine ([Fon75d]) et
Conrad ([Con99]), et étend même cette classification sans restriction sur la ramification.
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2.5 Des catégories abéliennes et artiniennes

Nous montrons dans ce paragraphe que les catégoriesM̃
r

(e) etMr sont abéliennes. Nous
rappelons dans un premier temps que ce résultat est prouvé dans [Bre97a] lorsquee = 1.

2.5.1 La catégorieM̃
r

(e)

NotonsM̃
r

la catégorieM̃
r

(e) obtenue en considérant desk [u] /up-modules libres à la
place dek [u] /uep-modules libres. Un raisonnement rigoureusement identique à celui établi
pour prouver le corollaire 2.2.3.2 de [Bre97a] donne :

Théorème 2.5.1.La catégorieM̃
r

est abélienne et artinienne. Plus précisément soitf : X →

Y un morphisme dans̃M
r
, alors :

i) f (Fil rX ) = Fil rY ∩ f (X ) ;
ii) Soit K le noyau de l’applicationk [u] /up-linéaire sous-jacente, FilrK = Fil rX ∩ K,
φr : Fil rK → K la restriction deφr : Fil rX → X etN : K → K la restriction de
N : X → X . Avec ces structures,K est un objet dẽM

r
et donne le noyau def dans

M̃
r
;

iii) Soit C le conoyau de l’applicationk [u] /up-linéaire sous-jacente, FilrC l’image de
Fil rY dansC, φr : Fil rC → C l’application qu’induitφr : Fil rY → Y etN : C → C le
quotient deN : Y → Y . Avec ces structures,C est un objet dẽM

r
et donne le conoyau

def dansM̃
r
.

Nous allons à présent montrer les propriétés analogues pourla catégorieM̃
r

(e).

Soit f : X → Y un morphisme de la catégoriẽM
r

(e). NotonsX̄ (resp.Ȳ) la réduction de
X (resp. deY) moduloup, etpX : X → X̄ (resp.pY : Y → Ȳ) la projection correspondante.
On munitX̄ et Ȳ de Filr, Frobenius et opérateurs de monodromie en regardant les structures
quotients. On obtient des objets de la catégorieM̃

r
et la flèchef induit un morphismēf : X̄ →

Ȳ dans cette catégorie. Finalement, puisqueer < p− 1, on a :

Fil rX = p−1
X

(
Fil rX̄

)
et Fil rY = p−1

Y

(
Fil rȲ

)

Lemme 2.5.2.L’image (au sens classique) def est unk [u] /uep-module libre.

Démonstration. Commef commute àφr, elle induit une application (k [up] /uep-linéaire)f :
φr (Fil rX ) → φr (Fil rY). En recopiant l’argument de la preuve de la proposition 2.2.1, on
prouve qu’il existe des élémentse1, . . . , ed, e′1, . . . , e

′
d′ et des entiersn1, . . . , nd, n

′
1, . . . , n

′
d′ tels

quen′
i′ > 0 et :

im f = k [u] /uepe1 ⊕ . . .⊕ k [u] /ueped ⊕ upn
′
1k [u] /uepe′1 ⊕ . . .⊕ upn

′
d′k [u] /uepe′d′

Fil rY ∩ im f = un1k [u] /uepe1 ⊕ . . .⊕ undk [u] /ueped ⊕ upn
′
1k [u] /uepe′1 ⊕ . . .⊕ upn

′
d′k [u] /uepe′d′

De plus, commeφr(Fil rX ) doit engendrerX et quef(Fil rX ) ⊂ Fil rY , on en déduit que
φr(Fil rY ∩ im f) doit au moins engendrer imf . Mais, puisqueer < p − 1, on a forcément
φr(u

pY) ⊂ u2pY et par un argument de dimension, le seul moyen de tout concilier est d’avoir
d′ = 0, ce qui achève la démonstration. �
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Lemme 2.5.3.Le noyau et le conoyau def sont desk [u] /uep-modules libres.

Démonstration.En tant quek [u] /uep-module, l’image def s’identifie au quotientX /kerf et
le conoyau au quotientY/im f . Le lemme résulte du fait que siN ⊂ M sont desk [u] /uep-
modules de type fini et si deux modules parmiM , N etM/N sont libres surk [u] /uep, alors il
en est de même du troisième. �

NotonsK le noyau def , C le conoyau def , K̄ le noyau def̄ et C̄ le conoyau def̄ et
considérons le diagramme suivant :

0 // K //

pK
��

X
f //

pX
��

Y //

pY
��

C //

pC
��

0

0 // K̄ // X̄
f̄ // Ȳ // C̄ // 0

Lemme 2.5.4.La flèchepK (resp.pC) définie par le diagramme précédent est surjective et de
noyauupK (resp.upC). Autrement ditK̄ s’identifie àK/upK et C̄ à C/upC.

Démonstration.Commençons par le noyau et la surjectivité. Soitx̄ ∈ K̄. Il se relève enx ∈ X
tel quef (x) = 0 (mod up). Il existe doncy ∈ Y tel quef (x) = upy. On aupy ∈ im f

et, puisque imf est libre surk [u] /uep, il existey′ ∈ im f tel queupy = upy′ et doncupy =

f (upx′) pour un certainx′ ∈ X . Mais alorsx− upx′ ∈ K s’envoie sur̄x parpK. Ceci prouve la
surjectivité.

Soit maintenantx ∈ K tel quepK (x) = 0. On apX (x) = 0 et doncx est un multiple de
up dansX . Il l’est aussi dansK puisqueK est unk [u] /uep-module libre. Finalement kerpK =

upK.
On utilise des arguments analogues pour le conoyau. �

Lemme 2.5.5.On af (Fil rX ) = Fil rY ∩ f (X ).

Démonstration.On a évidemment toujours l’inclusionf (Fil rX ) ⊂ Fil rY ∩ f (X ).
Soit y ∈ Fil rY ∩ f (X ). La réductionȳ dey moduloup est un élément de FilrȲ ∩ f̄

(
X̄
)

(en gardant les notations précédentes) et d’après le théorème 2.5.1,ȳ ∈ f̄
(
Fil rX̄

)
. Il existe

x̄ ∈ Fil rX̄ tel queȳ = f̄ (x̄). Notonsx un relevé dēx dans FilrX . Il existe un élémenty′ ∈ Y
tel quey = f (x) + upy′. Les élémentsy et f (x) sont dans imf , il en est donc de même de
upy′ et puisque imf est libre surk [u] /uep, il existey′′ ∈ im f tel queupy′ = upy′′. On écrit
y′′ = f (x′′) pour un certainx′′ ∈ X , et il vient y = f (x+ upx′′). CommeuerX ⊂ Fil rX et
er < p− 1, on aupx′′ ∈ Fil rX et doncx+ upx′′ ∈ Fil rX . Finalementy ∈ f (Fil rX ). �

On définit FilrK = K ∩ Fil rX , un Frobeniusφr : Fil rK → K et un opérateur de mono-
dromieN : K → K déduits des opérateurs surX . De même, on définit FilrC comme l’image
de FilrY par la projectionY → C, un Frobenius et un opérateur de monodromie surC, les
opérateurs surY passant au quotient.
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Lemme 2.5.6.Munis des structures précédentes, les objetsK etC sont des objets de la catégorie
M̃

r

(e) et respectivement un noyau et un conoyau de l’applicationf .

Démonstration.Les conditions de compatibilité et le fait que si les objets sont dans la catégorie,
ils sont noyau ou conoyau est évident. Le seul point délicat est la « surjectivité » desφr.

Moduloup, les objetsK etC avec toutes leurs structures se réduisent d’après le lemme 2.5.4
surK̄ et C̄ et on sait alors que lesφr définis sur ces objets sont « surjectifs ». Notons(e1, . . . , ed)

une base adaptée deK (qui existe bien) etG la matrice deφr dans cette base. Cette matrice
est inversible moduloup et donc son déterminant est inversible moduloup puis modulouep. La
matriceG est donc inversible et imφr engendre bien toutK. On raisonne de même pourC. �

En rassemblant tous les résultats précédents, on obtient :

Corollaire 2.5.7. La catégorieM̃
r

(e) est abélienne et artinienne. Plus précisément soitf : X →

Y un morphisme dans̃M
r

(e), alors :
i) f (Fil rX ) = Fil rY ∩ f (X ) ;
ii) Soit K le noyau de l’applicationk [u] /uep-linéaire sous-jacente, FilrK = Fil rX ∩ K,
φr : Fil rK → K la restriction deφr : Fil rX → X etN : K → K la restriction de
N : X → X . Avec ces structures,K est un objet dẽM

r

(e) et donne le noyau def dans

M̃
r

(e) ;
iii) Soit C le conoyau de l’applicationk [u] /uep-linéaire sous-jacente, FilrC l’image de

Fil rY dansC, φr : Fil rC → C l’application qu’induitφr : Fil rY → Y etN : C → C le
quotient deN : Y → Y . Avec ces structures,C est un objet dẽM

r

(e) et donne le conoyau

def dansM̃
r

(e).

2.5.2 La catégorieMr

On procède par dévissage. La preuve est en tout point analogue à celle déjà connue dans
le case = 1 et présentée dans le paragraphe 2.3 de [Bre97a]. Les lemmes et les propositions
successives gardent un sens dans ce contexte plus général, et sont également vrais, les preuves
étant encore textuellement les mêmes. Nous n’insisterons donc pas davantage et laissons le
lecteur se reporter à cette référence.

Énonçons toutefois complètement le théorème que l’on obtient, très analogue au corollaire
2.5.7 :

Théorème 2.5.8.La catégorieMr est abélienne et artinienne. Plus précisément soitf : X →
Y un morphisme dansMr, alors :

i) f (Fil rX ) = Fil rY ∩ f (X ) ;
ii) Soit K le noyau de l’applicationS-linéaire sous-jacente, FilrK = Fil rX ∩ K, φr :

Fil rK → K la restriction deφr : Fil rX → X etN : K → K la restriction deN : X →
X . Avec ces structures,K est un objet deMr et donne le noyau def dansMr ;

iii) Soit C le conoyau de l’applicationS-linéaire sous-jacente, FilrC l’image de FilrY dans
C, φr : Fil rC → C l’application qu’induitφr : Fil rY → Y etN : C → C le quotient de
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N : Y → Y . Avec ces structures,C est un objet deMr et donne le conoyau def dans
Mr.

Remarque.De même, on prouve que les catégories̃M
r

(e),0 etMr
0 sont abéliennes et artiniennes.

3 Classification des objets simples

Nous allons donner une classification complète des objets simples de la catégorieMr

lorsque le corps résiduelk est algébriquement clos. Nous essaierons également d’expliquer
ce qui se passe lorsque ce n’est pas le cas. Pour l’instant, onne fait aucune hypothèse supplé-
mentaire surk.

On considèreM un objet simple (donc non nul) deMr. Il est obligatoirement tué parp. En
effet, si ce n’était pas le cas, le noyau de la multiplicationparp dansM fournirait un sous-objet
strict deM (notez que la multiplication parp ne peut pas être injective car elle est nilpotente :
M est supposé être tué par une puissance dep). L’objet simpleM peut être vu dans la catégorie
M̃

r

(e) (du moins sir > 0, mais dans le cas contraire, le résultat est immédiat et laissé au lecteur) :
c’est unk [u] /uep-module muni d’un Filr, d’un φr et d’un opérateur de monodromie vérifiant
les bonnes propriétés.

3.1 La monodromie

Si l’on noteM0 = imφr, l’application de monodromieN induit une application linéaire
c(e),πN : M0 → M0 (voir proposition 2.2.4) et il existex1 ∈ M0\uM0 tel queN (x1) = 0

(voir corollaire 2.2.5). Notonsx2 = ϕr (x1) (voir définition 2.2.2) puis par récurrencexi+1 =

ϕr (xi), ce qui est possible d’après la deuxième partie de la proposition 2.2.3. On aN (xi) = 0

pour tout entieri.

Notonsx̄i la réduction moduloup dexi. Les x̄i sont des éléments non nuls deM0/u
pM0

qui est unk-espace vectoriel de dimension finie. Notonsn > 1 le plus petit indice tel quēxn+1

puisse s’écrire comme combinaison linéaire desx̄i pouri variant de1 àn. Il existe doncλi ∈ k
tels que :

x̄n+1 = λ1x̄1 + . . .+ λnx̄n

et on peut supposerλ1 6= 0 quitte à remplacerx1 par le plus petit indicei tel queλi 6= 0. Comme
x̄n+1 6= 0, lesλi ne peuvent être tous simultanément nuls.

Nous allons à présent corriger lesxi pour que cette relation ne soit plus vraie seulement
moduloup. On procède par approximations successives et on construitune suite indexée par
j d’élémentsx(j)

i qui sont tels quex(j)
i ≡ xi (mod up), x(j)

i+1 = ϕr(x
(j)
i ), N(x

(j)
i+1) = 0 et

finalement :
x

(j)
n+1 ≡ λ1x

(j)
1 + . . .+ λnx

(j)
n (mod ujp)
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les λi restant inchangés. On a une solution pourj = 1. Supposons qu’on l’ait pourj et
construisons-en une pourj + 1. On cherche un élémentr ∈ M0 tel que l’on puisse po-
serx(j+1)

1 = x
(j)
1 + ujpr. On définirait alors lesx(j+1)

i via la formule de récurrencex(j+1)
i+1 =

ϕr(x
(j+1)
i ) et il est facile de vérifier que pour touti > 2, on auraitx(j+1)

i ≡ x
(j)
i (mod u(j+1)p).

Au final, il suffit de trouverr tel que :

x
(j)
n+1 ≡ λ1

(
x

(j)
1 + ujpr

)
+ λ2x

(j)
2 + . . .+ λnx

(j)
n (mod u(j+1)p)

mais comme par hypothèse, on ax(j)
n+1 ≡ λ1x

(j)
1 + . . .+λnx

(j)
n (mod ujp), on a bien l’existence

d’un tel r : il suffit de le prendre tel queujpλ1r = x
(j)
n+1 − λ1x

(j)
1 − . . . − λnx

(j)
n . De plus, en

appliquantN à cette dernière égalité, on voit queN (ujpλ1r) = λ1u
jpN (r) = 0 et donc que

N(x
(j+1)
1 ) = 0 puisqueλ1 est supposé non nul. Ceci implique la nullité de tous lesN(x

(j+1)
i ).

Pourj = e, l’égalité a lieu modulouep et donc dansM. SoitK le sous-k [u] /uep-module
engendré par lesx(e)

i , pour1 6 i 6 n. La liberté surk desx̄i assure queK est un module libre
de rangn. NotonsMi le sous-module deM engendré parx(e)

i , Fil rMi = Fil rM ∩Mi et
finalement FilrK =

∑n
i=1 Fil rMi ∩ K. Par construction,N stabiliseK etφr envoie FilrK sur

K. En outre, encore par construction, l’image de la restriction deφr à Fil rK engendreK : on
voit que l’objetK est dans la catégoriẽMF

r
. CommeM est simple, ce sous-objet est toutM.

Ainsi on a prouvé la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. SoitM un objet simple deMr. AlorsM est dans la catégoriẽMF
r

et
l’opérateur de monodromieN est nul sur imφr. De plusM admet une base adaptée de la
forme(x1, . . . , xd) telle queN (xi) = 0, xi+1 = ϕr (xi) (voir définition 2.2.2) et :

ϕr (xd) = λ1x1 + . . .+ λdxd

où lesλi sont des éléments dek tels queλ1 6= 0.

qui admet pour corollaire immédiat la proposition 2.3.4 quel’on vient donc de démontrer.

3.2 Une base adaptée simple

Nous allons dans ce paragraphe préciser un peu plus l’énoncéde la proposition 3.1.1 dans
le cas où le corps résiduelk est algébriquement clos.

Lemme 3.2.1.Supposonsk algébriquement clos. SoitM un objet simple deMr. AlorsM est
dansM̃

r

(e) et il existe(e1, . . . , ed) une base adaptée deM telle queN (ei) = 0, ei+1 = ϕr (ei),
les indicesi étant considérés dansZ/dZ.

Démonstration.On sait d’après la proposition 3.1.1 qu’il existe une base adaptée(x1, . . . , xd)

telle queϕr (xi) = xi+1 pour i compris entre1 et d − 1 et ϕr (xd) = λ1x1 + . . . + λdxd où
λi ∈ k etλ1 6= 0.
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Parmi toutes les bases adaptées qui vérifient ces conditions, choisissons-en une pour laquelle
le nombre deλi non nuls est minimal. On écrit alors plutôt :

xd+1 = ϕr (xd) = λ1xi1 + . . .+ λkxik

où tous lesλi sont non nuls et les indicesik sont compris entre1 et d. De plus, on ai1 = 1.
Notons pour touti, ni le plus petit entier tel queunixi ∈ Fil rM. Si tous lesnij n’étaient pas
égaux,ϕr (xd+1) s’écrirait comme une combinaison linéaire dex2, . . . , xd+1 faisant intervenir
strictement moins dek termes et la famille(x2, . . . , xd+1) fournirait une base adaptée deM
(en reprenant l’étude faite dans le paragraphe précédent).Mais ceci est en contradiction avec la
minimalité considérée.

Ainsi tous lesnij sont égaux et donc égaux ànd+1. Par récurrence, on prouve que pour tout
entier fixéa, tous lesnij+a sont égaux, les indicesij + a étant considérés modulod.

Notonst le plus grand commun diviseur ded et de toutes les différencesij − ij′. D’après
ce qui précède la suite desni est périodique de période (divisant)t. On considère alors le sous-
k-espace vectoriel deM engendré par lesxtn où n parcourtZ/dZ. L’applicationϕtr stabilise
ce sous-espace et y estφt-semi-linéaire. En particulier, puisquek est algébriquement clos, il
existe un élémente1 de ce sous-espace tel queϕtr (e1) = λe1 pour un certainλ ∈ k⋆. Quitte à
multiplier e1 par un élément dek, on peut supposerλ = 1.

On définitei+1 = ϕr (ei). La famille(e1, . . . , et) engendre un espace stable parN et parφr
qui est par construction un sous-objet non nul deM. C’est donc toutM. De plus, d’après la
proposition 3.1.1,N (ei) = 0 pour touti. Finalement(e1, . . . , et) est une base adaptée vérifiant
les conditions du lemme. Cela conclut. �

3.3 Classification proprement dite

Définition 3.3.1. Soit (ni) une suite périodique4 d’entiers compris entre0 et er. On noteh la
période de cette suite. On définit l’objetM (ni) ∈ M̃

r

(e) de la façon suivante :

1. M (ni) =
⊕

i∈Z/hZ

k [u] /uepei ;

2. Fil rM (ni) =
⊕

i∈Z/hZ

unik [u] /uepei ;

3. φr (uniei) = ei+1 pour tout indicei ;

4. N (ei) = 0 pour tout indicei.

Il est facile de vérifier que tous ces objets sont bien dans la catégorieM̃
r

(e) et on a le théorème
suivant :

Théorème 3.3.2.Supposonsk algébriquement clos. Les objetsM (ni) sont des objets simples
de la catégorieM̃

r

(e). De plus, siM est un objet simple de la catégoriẽM
r

(e), alors il est
isomorphe à un certainM (ni).

4Par « périodique », on entend dans ce chapitre « périodique dès le début » et pas « périodique à partir d’un
certain rang ».
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Démonstration. Voyons d’abord la simplicité deM (ni). SoitM un sous-objet non nul de
M (ni). L’image de la restriction deφr àM∩ Fil rM (ni) est supposée engendrer toutM ; en
particulier elle n’est pas réduite à0 et comprend un élément non divisible parup, disonsx. On
écrit x = λ1e1 + . . . + λheh où lesλi sont des polynômes à coefficients dansk [up] /uep. On
peut supposerλi ∈ k quitte à remplacerx parϕr ◦ ϕr ◦ ϕr (x).

Considérons unx pour lequel le nombre deλi non nuls est minimal et écrivons :

x = λ1ei1 + . . .+ λkeik

avec ici tous lesλi non nuls. En appliquantϕr éventuellement plusieurs fois, on voit que tous
lesnij doivent être égaux car sinon, on obtient un nouvelx qui serait combinaison d’un nombre
plus petit deei. On applique alorsϕr à l’égalité précédente et comme précédemment, on prouve
que tous lesnij+1 sont égaux. Par récurrence, on voit que poura fixé tous lesnij+a sont égaux.
Ainsi, pour que la suite(ni) soit périodique de période exactementh, il faut quek = 1, c’est-à-
dire quex soit multiple de l’un desei. Mais alors le sous-objet engendré parx est toutM (ni)

et finalementM =M (ni). Ce qui assure la simplicité.

Voyons la réciproque. On applique le lemme 3.2.1 qui donne une description explicite de
l’objetM. Il reste juste à démontrer que la suite(ni) ne peut être périodique de période divisant
strictementh. Mais supposons que ce soit le cas et notonst cette période. On considère le sous-
objet engendré par l’élémentx = et + e2t + . . .+ eh et on vérifie immédiatement qu’il est non
nul et strictement inclus dansM. C’est une contradiction. �

Remarque.En utilisant la correspondance de [Bre00b], on retrouve exactement la classification
donnée par Raynaud dans [Ray74].

3.3.1 Étude des endomorphismes

On suppose toujours le corpsk algébriquement clos. SoitM un objet simple dẽM
r

(e). Soit
(e1, . . . , eh) une base adaptée deM vérifiant les conditions du théorème 3.3.2. Nous allons en
fait voir que lesei sont presque uniquement déterminés. Plus précisément, on a:

Théorème 3.3.3.Supposonsk algébriquement clos. Siλ ∈ k vérifieλp
h

= λ, alors l’appli-
cationψ : M → M définie parψ (ei) = λp

i
ei est un endomorphisme deM. Ce sont les

seuls.

Démonstration. Déjà il est facile de vérifier que les applications définies dans l’énoncé du
théorème sont bien compatibles au Filr, au Frobenius et à l’opérateur de monodromie.

Pour la réciproque, nous allons anticiper sur des résultatsultérieurs donnant une application
non nulle End(M)→ End(T ⋆st (M)) (la non-nullité se déduit de la fidélité du foncteurT ⋆st selon
le corollaire 4.3.4). D’autre part End(M) est un corpsa priori non commutatif et End(T ⋆st (M))

est un corps fini àph éléments (cela se déduit de théorème 4.2.2). On en déduit facilement que
la flèche End(M)→ End(T ⋆st (M)) est bijective, ce qui prouve le théorème. �
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Corollaire 3.3.4. Les objets simplesM (ni) etM (mi) sont isomorphes si et seulement si la
suite(mi) se déduit de la suite(ni) par translation.

Démonstration. Si deux objetsM (ni) etM (mi) sont isomorphes, on peut transporter une
base adaptée deM (ni) àM (mi) et le théorème précédent entraîne la conclusion voulue.�

3.3.2 Un autre point de vue

Donnons finalement un point de vue différent sur cette classification, peut-être plus agréable
à retenir.

Soit(ni)i∈N
une suite quelconque d’entiers compris entre0 etp−1 et soitt le rationnel dont

le développement « décimal » en basep est :

t = 0 , n1 n2 n3 n4 . . .

On a une propriété classique :

Propriété 3.3.5. Avec les notations précédentes, les suites périodiques sont exactement celles
qui correspondent aux rationnels deZ(p) ∩ [0, 1] oùZ(p) désigne le localisé deZ enp.

On peut alors poser la définition suivante :

Définition 3.3.6. SoitR l’ensemble des classes d’équivalence d’éléments deZ(p) pour la re-
lation d’équivalence suivante :a ∼ b si et seulement s’il existe un entiern tel quea ≡ pnb
(mod Z).

La dernière relation d’équivalence n’est pas mystérieuse :elle correspond simplement à un
décalage des décimales du nombre. En particulier, à cause dela périodicité, les classes d’équi-
valence sont toutes finies.

Dans ces conditions,R classifie exactement les objets simples de la catégorieMr (via la
correspondance que l’on a décrite précédemment).

Nous verrons par la suite que le «rationnel classifiant» va réapparaître de façon naturelle.

4 Étude du foncteurT ⋆st

4.1 Un système préliminaire

Ce paragraphe présente une version légèrement différente de résultats classiques et par
exemple déjà discutés dans [Wac97] ou dans le paragraphe 3.3.2 de [Bre97a]. On suppose dans
ce paragraphe que le corps résiduelk est algébriquement clos.

On considère un entierh strictement postitif. On fixeη(h) une racine
(
ph − 1

)
-ième de l’uni-

formisanteπ deK et on appelleK(h) l’extension deK engendrée par cette racine. On rappelle
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queK(h)/K est totalement et modérément ramifiée de degréph−1. On rappelle également que
la limite inductive de toutes ces extensions est l’extension maximale modérément ramifiée de
K. Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas de risque d’ambiguité,on noteraη à la place deη(h). On
rappelle enfin queπ1 désigne une racinep-ième deπ.

On s’intéresse au système d’équations suivant :

(S) :





(πn1
1 x̂1+ĉ1)

p

πer = ̟x̂2 + r̂1
(πn2

1 x̂2+ĉ2)
p

πer = ̟x̂3 + r̂2
...

(πnh
1 x̂h+ĉh)

p

πer = ̟x̂1 + r̂h

où̟ ∈ {−1, 1} est un signe, lesni sont des entiers fixés tous compris entre0 et er, et où les
r̂i et lesĉi sont des éléments deOK̄ . Les inconnues sont leŝxi que l’on cherche également dans
OK̄ . On pose dans la suitemi = er − ni.

4.1.1 Sans coefficient constant

On s’intéresse tout d’abord au cas où toutes les constantesr̂i et ĉi sont nulles. Il est alors
possible de résoudre directement le système dansOK̄ . En effet, le système se réécrit simple-
ment :

x̂pi = ̟πmix̂i+1.

Par des manipulations simples, on voit quex̂1 doit être solution de l’équation :

x̂p
h

1 = ̟hπs1x̂1

oùs1 est défini par la formule :

s1 = m1p
h−1 +m2p

h−2 + . . .+mh−1p +mh.

Cette équation admetph solutions qui sont0 et toutes les racines
(
ph − 1

)
-ièmes de̟ hπs1 . À

partir dex̂1, on reconstruit les autreŝxi et on vérifie qu’ils forment bien une solution du système.

On peut présenter les choses de façon plus homogène en procédant comme suit. On pose
pour touti ∈ Z/hZ :

si = mip
h−1 +mi+1p

h−2 + . . .+mi+h−2p+mi+h−1.

Si ε est une racine
(
ph − 1

)
-ième de̟h (qui est déjà dansK), la famille desx̂i = ̟iεp

i
ηsi

est une solution de(S). Toutes les solutions s’obtiennent ainsi à l’exception de la solution nulle
x̂1 = . . . = x̂h = 0.
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4.1.2 Un lemme à la Hensel

On ne suppose plus que les constantes sont nulles et on cherche un lien entre les solutions
de(S) modulop et les solutions de(S) dansOK̄ :

Lemme 4.1.1.Avec les notations précédentes, si le système(S) admet une solution(x1, . . . , xh)
modulop, alors cette solution se relève dansOK̄ en une solution(x̂1, . . . , x̂h).

Démonstration.On construit cette solution par approximations successives. Fixons tout d’abord
une extension finieL deK(h) suffisamment grande pour contenir tous lesr̂i, les ĉi et pour que
tous lesxi puissent s’y relever. L’extensionL/K(h) est totalement ramifiée (puisquek est sup-
posé algébriquement clos), disons de degréd. NotonsOL l’anneau des entiers deL.

On va construire une suite de(x(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
h ) de solutions compatibles du système(S)

moduloηn dansOL. Il suffira par la suite de prendre la limite de cette suite pour avoir une
solution du système dansOL et donc dansOK̄ .

On a déjà, par hypothèse, unh-uplet pourn = e
(
ph − 1

)
. Les suivants se construisent par

récurrence. On part d’un entiern > e
(
ph − 1

)
et d’élémentsx(n)

1 , . . . , x
(n)
h vérifiant :

(
πni

1 x
(n)
i + ĉi

)p

πer
≡ ̟x

(n)
i+1 + r̂i (mod ηn)

pour tout indicei pris dansZ/hZ et on cherche à construirey1, . . . , yh, tels que :
(
πni

1 x
(n)
i + ĉi + πni

1 η
nyi

)p

πer
≡ ̟

(
x

(n)
i+1 + ηnyi+1

)
+ r̂i (mod ηn+1)

Un calcul donne :
(
πni

1 x
(n)
i + ĉi + πni

1 η
nyi

)p

πer
=

(
πni

1 x
(n)
i + ĉi

)p

πer
+

p∑

k=1

(
p

k

)
πkni

1 ηkn

πer
yki

(
πni

1 x
(n)
i + ĉi

)p−k

Soit un entierk > 1. On av

(
π

kni
1 ηkn

πer

)
= kni

p
+ kn

ph−1
− er. D’autre part,(π

ni
1 x

(n)
i +ĉi)

p

πer est un

entier, donc de valuation positive et on en déduit quev(πni
1 x

(n)
i + ĉi) > er

p
. On obtient :

vk = v

(
πkni

1 ηkn

πer

(
πni

1 x
(n)
i + ĉi

)p−k
)

>
kn

ph − 1
+
kni
p
− er + (p− k)

er

p

=
n

ph − 1
+ (k − 1)

n

ph − 1
−
kmi

p

Comme par hypothèsen > e
(
ph − 1

)
etmi 6 er, il vient :

vk >
n

ph − 1
+ e (k − 1)−

ker

p
=

n

ph − 1
− e+ ek

(
1−

r

p

)
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Maintenant sik < p, le coefficient binomial
(
p
k

)
est multiple dep et donc :

v

((
p

k

)
πkni

1 ηnk

πer

(
πni

1 x
(n)
i + ĉi

)p−k
)

> e+ vk >
n

ph − 1
+ ek

(
1−

r

p

)
>

n+ 1

ph − 1

la dernière inégalité résultant du fait quer 6 er 6 p− 2.

On en déduit que tous les termes de la somme pourk compris strictement entre0 et p sont
nuls moduloηn+1. En fait, c’est aussi le cas pourk = p. En reprenant les égalités précédentes,
on voit que :

vp >
n

ph − 1
+ e (p− 1− r)

maisp − 1 − r > 1 et donc on a égalementvp > n+1
ph−1

. Finalement le système que l’on a à
résoudre se réduit à :

(
πmi

1 x
(n)
i + ĉi

)p

πer
≡ ̟

(
x

(n)
i+1 + ηnyi

)
+ r̂i (mod ηn+1)

mais on sait que la différence(π
mi
1 x

(n)
i +ĉi)p

πer − ̟x(n)
i+1 − r̂i est un multiple deηn, et donc s’écrit

ηnqi. Il suffit ensuite de choisiryi = ̟qi pour avoir la solution que l’on cherchait. �

4.1.3 Résolution du système

Une première conséquence du lemme que l’on vient de prouver est la résolution du système
(S) modulop lorsque les constanteŝri et ĉi sont toutes nulles :

Lemme 4.1.2.Supposons que les constantesr̂i et ĉi soient nulles. Mise à part la solution nulle,
les solutions de(S) dansOK̄/p s’écriventxi = ̟iεp

i
η̄si où ε ∈ OK est une racine

(
ph − 1

)
-

ième de̟ h, η̄ est la réduction deη dansOK̄/p et :

si = mip
h−1 +mi+1p

h−2 + . . .+mi+h−2p+mi+h−1.

Démonstration.Si ε est une racine
(
ph − 1

)
-ième de̟ h et sixi désigne la réduction modulo

p de̟iεp
i
ηsi, le uplet(x1, . . . , xh) est solution du système dansOK̄/p. De plus, siε et ε′ sont

deux racines
(
ph − 1

)
-ièmes de̟ h distinctes, on a pour tout entieri, εp

i
6= ε′p

i
dans le corps

résiduel et doncεp
i
− ε′p

i
est de valuation nulle. On en déduit, puisquev(ηsi) = si

ph−1
< 1, que

xi = ̟iεp
i
ηsi etx′i = ̟iε′p

i
ηsi sont distincts dansOK̄/p.

On a ainsi trouvéph solutions à(S) modulop. Le lemme 4.1.1 assure qu’il y en a au moins
autant dansOK̄ . Mais on a vu qu’il y en a exactementph dansOK̄ , on les a donc toutes. �

Passons au cas général. On reprend le système(S) mais on ne suppose plus la nullité der̂i
et deĉi.
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Théorème 4.1.3.Supposons que le système(S) admette une solution dansOK̄ , alors il admet
toujoursph solutions dansOK̄ et ph solutions dansOK̄/p. De plus l’application de réduction
modulop définit une bijection entre ces ensembles de solutions.

En outre si(x1, . . . , xh) et (y1, . . . , yh) sont deux solutions distinctes dansOK̄/p, alors il
existeε une racine

(
ph − 1

)
-ième de̟ h telle queyi = xi+̟iεp

i
ηsi pour tout indicei ∈ Z/hZ

oùsi est défini par la formule :

si = mip
h−1 +mi+1p

h−2 + . . .+mi+h−2p+mi+h−1

Démonstration. Soit (x̂1, . . . , x̂h) une solution de(S) dansOK̄ . Si l’on notexi ∈ OK̄/p la
réduction modulop de x̂i, le uplet(x1, . . . , xh) est solution de(S) modulop. Prenonsε une
racine

(
ph − 1

)
-ième de̟ h et posonsyi = xi +̟iεp

i
ηsi. Un calcul donne :

(
πni

1 x̂i + πni
1 ̟

iεp
i
ηsi + ĉi

)p

= (πni
1 x̂i + ĉi)

p + πni̟iεp
i+1

ηpsi +

p−1∑

k=1

(
p

k

)
πkni

1 ̟kiεkp
i

ηksi (πni
1 x̂i + ĉi)

p−k

Or lesx̂i forment une solution de(S) et donc on av(πni
1 x̂i+ ĉi) > er

p
. Également, on av (ηsi) =

si

ph−1
> mi

p
. Finalement, on obtient :

v
(
πkni

1 ̟kiεkp
i

ηksi (πni
1 x̂i + ĉi)

p−k
)

> k
ni
p

+ k
mi

p
+ (p− k)

er

p
= er

Ainsi tous les termes de la somme sont des multiples depπer. Modulop, il reste :

1

πer

(
πni

1 x̂i + πni
1 ̟

iεp
i

ηsi + ĉi

)p
≡

(πni
1 x̂i + ĉi)

p

πer
+
πni̟iεp

i+1
ηpsi

πer
(mod p)

≡ ̟x̂i+1 + r̂i +̟
̟i+1εp

i+1
ηpsi

πmi
(mod p)

On remarque quepsi = si+1+mi

(
ph − 1

)
, puis que(y1, . . . , yh) est solution de(S). On conclut

en reprenant la démonstration du lemme 4.1.2. �

Voici un dernier corollaire qui nous sera utile par la suite :

Corollaire 4.1.4. Soitg un élément du groupe de GaloisGK qui fixe tous leŝri, tous leŝci etπ1.
Soit(x̂1, . . . , x̂h) une solution de(S) dansOK̄ . On notexi la réduction modulop de x̂i. Alors,
pour touti ∈ Z/hZ, g fixe x̂i si et seulement sig fixexi.

Démonstration.Il suffit de montrer que sig fixe lesxi alors(gx̂1, . . . , gx̂h) est aussi solution de
(S). En effet, d’après le théorème précédent, si ces deux solutions sont distinctes dansOK̄ , elles
le sont aussi modulop. Le théorème 4.1.3 donne ceci : dans le cas où les deux solutions sont
distinctes, dansOK̄ comme dansOK̄/p, toutes les « coordonnées » desh-uplets sont distinctes.
Le corollaire en découle directement. �

Remarque.Dans le cas où tous leŝci sont nuls, il existe toujours une solution au système dans
OK̄ . En effet, en combinant les équations, on aboutit à une unique équation polynomiale à
coefficients entiers que doit vérifierx̂1. CommeK̄ est algébriquement clos, cette équation admet
une solution.
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4.2 Calcul sur les objets simples

Dans ce paragraphe uniquement, on suppose le corps résiduelk algébriquement clos. On
suppose également queπ est choisi tel queπe = p, ce qui est toujours possible sir > 0 (si
r = 0, les résultats se démontrent indépendamment et facilement). Ainsi E (u) = ue − p et
c(e),π = −1. SoitM un objet simple deMr. Le théorème 3.3.2 affirme queM est de la forme
M (ni) pour une certaine suite périodique(ni). Notonsh sa période.

L’image deM par le foncteurT ⋆st s’identifie, comme le prouve le lemme 1.3.4, à l’ensemble
Hom(M, Â). Se donner un tel morphisme revient à se donner pour touti, un élémentxi ∈ Â,
image deei, ces élémentsxi étant soumis à certaines relations que nous allons expliciter. On
rappelle que d’après le lemme 1.3.3, l’anneauÂ s’identifie à(OK̄ 〈X〉) /p.

Lemme 4.2.1.L’ensemble desx ∈ Â tels queN (x) = 0 estOK̄/p.

Démonstration.Le lemme résulte directement du fait queN (X) est une unité dêA. �

De N (ei) = 0, on déduitN (xi) = 0 et donc d’après le lemme précédentxi ∈ OK̄/p.
Intéressons-nous maintenant à la condition imposée par le Frobenius. Sur l’objetM, φr est
défini parφr (uniei) = ei+1. Cela impose donc deux choses : l’élémentunixi appartient à
Fil r (OK̄ 〈X〉) /p et on a l’égalitéφr (unixi) = xi+1.

On rappelle que l’on avait désigné parp1 (resp.π1) une racinep-ième dep (resp. deπ) et
commeπe = p, on peut supposer en outreπe1 = p1. D’autre part, six =

∑
i>0 ai

Xi

i!
∈ Â

(ai ∈ OK̄/p), alorsx ∈ Fil rÂ si et seulement siai est un multiple dēpr−i1 pour tout entier
i compris entre0 et r. Comme, danŝA, u = π1

1+X
, on aunixi ∈ Fil rÂ si et seulement si

πni
1 xi ∈ Fil rÂ, c’est-à-direπer−ni

1 divisexi pour touti ∈ Z/hZ.

Soit x̂i un relevé dexi dansOK̄ qui est un multiple deπer−ni
1 . Par définitionφr (unixi) est

la réduction modulop de :

1

pr
· φ

(
πni

1

(1 +X)ni
x̂i

)
=

(−1)r

pr
·

πpni
1

(1 +X)pn1
x̂pi = (−1)r

1

(1 +X)pn1
·

1

πer−ni
x̂pi .

Or modulop, (1 +X)p = 1 et finalementφr (unixi) = (−1)r
xp

i

πer−ni
.

Ces équations fournissent un système qui est exactement celui étudié dans le paragraphe 4.1
avec̟ = (−1)r et ĉi = r̂i = 0. En particulier, le lemme 4.1.2 nous fournit directement les
solutions.

On vient de prouver le théorème III.iii dont nous rappelons l’énoncé :

Théorème 4.2.2.Supposonsk algébriquement clos eter < p−1. Si l’objet simpleM s’identifie
àM (ni) pour une suite(ni) périodique de périodeh (voir théorème 3.3.2), alors la représen-
tation galoisienneT ⋆st (M) est isomorphe à :

θm1
1 θm2

2 . . . θmh
h

oùmi est défini parni +mi = er et où lesθi sont les caractères fondamentaux de niveauh.
En particulier, pour tout objetM deMr tué parp, les exposants qui décrivent l’action de

l’inertie modérée sur la semi-simplifiée modulop deT ⋆st (M) sont tous compris entre0 et er.
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4.3 Exactitude et fidélité

4.3.1 Exactitude

Théorème 4.3.1.Le foncteurT ⋆st de la catégorieMr dans la catégorie desZp-représentations
galoisiennes de torsion est exact.

Démonstration.La preuve est en tout point semblable à celle donnée dans le paragraphe 3.2.1.
de [Bre97a], et dans le paragraphe 2.3.1. de [Bre99a]. �

4.3.2 Fidélité

Commençons par le lemme suivant :

Lemme 4.3.2.Supposonsk algébriquement clos. L’image par le foncteurT ⋆st d’un objet simple
deMr est une représentation irréductible.

Démonstration.Par le théorème 4.2.2, on connaît l’image d’un objet simple par le foncteurT ⋆st.
On vérifie directement que cette image est une représentation galoisienne irréductible. �

Corollaire 4.3.3. Supposonsk algébriquement clos. SiM est un objet deMr, on a :

long (M) = long (T ⋆st (M))

Démonstration.Cela découle directement du lemme précédent et de l’exactitude. �

Remarque.Ces deux derniers résultats restent vrais sik n’est pas algébriquement clos (voir
théorème 5.4.4).

Corollaire 4.3.4. Le foncteurT ⋆st de la catégorieMr dans la catégorie desZp-représentations
galoisiennes de torsion est fidèle.

Démonstration.Supposons dans un premier tempsk algébriquement clos. Soitf : X → Y un
morphisme dans la catégorieMr tel queT ⋆st (f) = 0. On a la suite exacte dansMr :

0 // kerf // X
f̃ // im f // 0

En outre l’application imf → Y est injective et donc la flèche déduiteT ⋆st (Y)→ T ⋆st (im f)

est surjective. On en déduit queT ⋆st(f̃) = 0. En appliquant le foncteur exactT ⋆st à la suite exacte
écrite précédemment, on voit queT ⋆st (im f) = 0. D’après le corollaire précédent, imf = 0,
puisf = 0.

Pour le cas général, notonsKnr le complétép-adique de l’extension maximale non ramifiée
deK. Son corps résiduel s’identifie à une clôture algébriquek̄ dek. Désignons parSnr l’anneau
S construit à partir deKnr et parMr

nr la catégorie de modules surSnr.
SiM est un objet deMr, alorsMnr = Snr⊗SM est un objet deMr

nr et l’application :

T ⋆st (M) → T ⋆st(Mnr)

f 7→ [s⊗ x 7→ sf (x)]
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est un isomorphisme commutant à l’action de Gal
(
K̄/Knr

)
. De plus, le morphismeιM :M→

Mnr, x 7→ 1⊗ x est injectif.
Soit f : X → Y un morphisme dans la catégorieMr tel queT ⋆st (f) = 0. Il induit un

morphismefnr : Xnr → Ynr de la catégorieMr
nr et on aT ⋆st(fnr) = 0. Par la fidélité dans le cas

algébriquement clos, il vientfnr = 0. La composéeιY ◦ f : X → Ynr est nulle et commeιY est
injectif, f est nulle. Ceci démontre la fidélité. �

5 Pleine fidélité du foncteurT ⋆st

Dans cette partie, on suppose à nouveau dans un premier tempsque le corps résiduelk
est algébriquement clos. La propriété de pleine fidélité reste valable sans cette hypothèse et
nous verrons dans le dernier paragraphe comment le cas général se déduit simplement du cas
« algébriquement clos ».

Par un argument classique (voir [FL82]), on se ramène à prouver le lemme suivant :

Lemme 5.a.SoientM etN deux objets simples deMr. La flèche canonique Ext1 (M,N )→
Ext1 (T ⋆st (N ) , T ⋆st (M)) est injective.

5.1 Le moduleAss

Pour prouver le lemme 5.a, on considèreM etN deux objets simples,X une extension
dans la catégorieMr de ces deux objets telle queT ⋆st (X ) soit isomorphe au produit direct
T ⋆st (M)× T ⋆st (N ). Il nous faut montrer queX est isomorphe àM×N .

Les hypothèses impliquent queX est tué parp. En effet,T ⋆st (X ) est tué parp, ce qui signifie
que la multiplication parp surT ⋆st (X ) est l’application nulle. Par fidélité, on en déduit que la
multiplication parp surX est également l’application nulle. Ainsi on peut travailler dans les
catégoriesM̃

r

(e). D’autre part, sir = 0, il y a un unique objet simple à isomorphisme près, ce
qui règle rapidement ce cas. Ainsi on peut supposerr > 0 et supposer à nouveauπe = p.

Commençons par donner une caractérisation, faisant intervenir explicitement le foncteurT ⋆st,
des objets dẽM

r

(e) qui sont semi-simples.

On construit un sous-moduleAss de Â (ss poursemi-simple). Pour cela, comme dans le
paragraphe 4.1, on fixe, pour tout entierh, η(h) une racine

(
ph − 1

)
-ième de l’uniformisanteπ.

On impose en outre une condition de compatibilité : on demande que lorsqueh′ diviseh, on
ait : (

η(h′)
) ph−1

ph′
−1 = η(h)

De cette façon, sis ∈ Z(p) (le localisé deZ en p) on pourra sans ambiguité parler deπs. En
effet, comme tout nombre premier àp admet un multiple de la formeph − 1, on peut toujours
écrires = a

ph−1
, et poser :

πs =
(
η(h)
)a
.
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La condition de compatibilité dit précisément que le résultat ne dépend pas de la fraction choisie
pour représenters. En outre, on a les formules évidentesπs× πs

′
= πs+s

′
etπns = (πs)n si s et

s′ sont dansZ(p) et sin est un entier.

Reprenons la description donnée tout à la fin du paragraphe 3.3. Choisissons un élément
t ∈ R classifiant un certain objet simpleM de la catégorieM̃

r

(e). Appelonst1, . . . , th les
rationnels deZ(p) ∩ [0, 1[ correspondant àt. Précisément si c’est la suite(ni)i∈Z/hZ

qui classifie
M, on aura :

ti = 0 , nini+1. . .ni+h−1 nini+1. . .ni+h−1 . . .

Si l’on posevi = er
p−1
− ti, on voit d’après le calcul fait dans le paragraphe 4.2 que tout élément

deT ⋆st (M) tombe dans le sous-k [u] /uep-module deÂ engendré par lesπvi . On pose, pour tout
t ∈ R :

Asst = k [u] /uep · πv1 + k [u] /uep · πv2 + . . .+ k [u] /uep · πvh

où l’entier h dépend det. La somme précédente est directe (voir lemme 5.1.2). Il fautfaire
attention au fait que les modulesk [u] /uep ·πvi ne sont pas libres, car, par exemple, on a toujours
uep−1πvi = 0, sauf dans le cas très particulier oùh = 1 etn1 = er. En particulierAsst n’estpas
isomorphe àM.

Définition 5.1.1. On pose :

Ass =
∑

t∈R

Asst ⊂ Â.

Autrement dit,Ass est le sous-k [u] /uep-module engendré par lesπt
′
où t′ parcourt l’ensemble

des rationnels deZ(p)∩ [0, 1[ dont l’écriture « décimale » en basep ne comporte que des chiffres
compris entre0 et er.

Lemme 5.1.2.Le morphisme évident :

⊕

t′

k [u] /uep · πt
′

→ Ass

est un isomorphisme (où la somme est à nouveau étendue auxt′ rationnels compris strictement
entre0 et1 et dont l’écriture « décimale » en basep ne comporte que des chiffres compris entre
0 et er).

Avant de faire la démonstration, insistons sur le fait que lanotation est trompeuse : le module
k (u) /uep · πt

′
n’est pas libre, il doit être vu comme un sous-module deÂ. Le lemme dit donc

que la somme danŝA de tous ces sous-modules est directe.

Démonstration.La surjectivité est une conséquence immédiate de la définition deAss. Passons
à l’injectivité. Considérons une relation de la forme :

P1 (u)πv1 + . . .+ Pn (u)πvn = 0
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où lesvi sont deux à deux distincts et où on peut supposer que tous les polynômesPi ∈ k [u] /uep

sont non nuls. Il faut alors montrer que tous les termes de la sommePi (u)πvi sont nuls, et ceci
va résulter d’un simple calcul de valuation.

On écritu = π1X
′p−1 où l’on rappelle queX ′ = 1 + X vérifie la relationX ′p = 1. En

identifiant les coefficients enX ′, on obtient pour toutj compris entre0 et p− 1 des égalités de
la forme :

P
(j)
1 (π) πv1 + . . .+ P (j)

n (π)πvn = 0

où lesP (j)
i sont des polynômes à coefficients dansk . On rappelle que l’on dispose d’une

valuation surOK̄/p et que le fait d’être nul signifie simplement d’être de valuation supérieure à
e. La valuation deP (j)

i (π) est un entier. Commevi ∈ Z(p) ∩ [0, 1[, et que tous lesvi sont deux

à deux distincts, les valuations deP (j)
i (π) πvi sont aussi deux à deux distinctes, et on a :

v
(
P

(j)
1 (π)πv1 + . . .+ P (j)

n (π) πvn

)
= min

i
v
(
P

(j)
i (π)πvi

)

En particulier, la somme est nulle si et seulement si tous lestermes sont nuls, ce qui est bien ce
que l’on voulait prouver. �

Soit X un objet de la catégoriẽM
r

(e). L’injection Ass → Â fournit une flèche injective
Hom(X , Ass)→ T ⋆st (X ).

Lemme 5.1.3.L’objet X est semi-simple si et seulement si la flèche précédente est surjective
(et donc un isomorphisme).

Démonstration.Le sens direct est facile : siX est semi-simple et s’écrit donc comme la somme
X = M1 ⊕ . . . ⊕Mn pour certains objets simplesMi, alorsT ⋆st (X ) se décompose lui aussi
comme la somme directe :

T ⋆st (X ) = T ⋆st (M1)⊕ . . .⊕ T
⋆
st (Mn)

et on a déjà vu queT ⋆st (Mi) = Hom(Mi, Ass).

Faisons la réciproque. Le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] affirme que le cardinal deT ⋆st (X ) est
prgX où rgX désigne le rang deX en tant quek [u] /uep-module. On prouve par récurrence sur
la longueur de l’objetX que Card Hom(X , Ass) 6 prgX et qu’il y a égalité si et seulement siX
est semi-simple. Cela entraînera bien le résultat annoncé dans le lemme.

Le résultat est évident siX est simple (de longueur1). Prenons un objetX de longueur
n+ 1. Il existe une suite exacte courte de la forme :

0 //M // X //N // 0

oùM est un objet simple etN est un objet dẽM
r

(e) de longueurn. Par application du foncteur
contravariant Hom(·, Ass), on en déduit une suite exacte à gauche :

0 // Hom(N , Ass) // Hom(X , Ass) // Hom(M, Ass)
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d’où :

Card Hom(X , Ass) 6 Card Hom(N , Ass) · Card Hom(M, Ass) 6 prgN · prgM = prgX

Pour que les deux inégalités précédentes soient des égalités, il faut que la flèche Hom(X , Ass)→

Hom(M, Ass) soit surjective et que Card Hom(N , Ass) = prgN . D’après l’hypothèse de récur-
rence, cette dernière condition implique queN est semi-simple.

Exploitons la première condition. Soitψ ∈ Hom(M, Ass),ψ 6= 0. Si t désigne le « rationnel
classifiant » deM, ψ tombe dans unAsst qui est un facteur direct deAss. Par hypothèse,ψ se
prolonge à toutX . On s’intéresse à la composées : X → Ass→ Asst où la première flèche est
ψ ainsi prolongée et la seconde flèche est la projection canonique.

Notons(e1, . . . , ed) une base adaptée deX pour les entiersn1, . . . , nd et notons pour tout
i, fi un relevé des (ei) dansM, qui existe puisque tous les morphismes non nulsM → Asst

sont surjectifs. Nous allons corriger lesfi pour que la flèches : X →M, ei 7→ fi définisse un
scindage de :

0 //M // X // N // 0 .

Lesfi sont uniques moduloueFil rX (on peut faire beaucoup mieux en fait, mais ce ne sera pas
utile). En particulier, quelle que soit la façon de les choisir, la flèches obtenue respecte Filr.
D’autre part, on a :




φr (unifi)
...

φr (undfd)


 = tG




fi
...
fd


+




ri
...
rd




oùG désigne la matrice deφr dans la base adaptée(e1, . . . , ed) et où lesri sont des éléments

deueFil rX . On voit donc que si l’on remplace le vecteur




fi
...
fd


 par le vecteur




fi
...
fd


 +

tG−1




ri
...
rd


, on obtient une flèche compatible à Filr et àφr.

Pour prouver que cette rétraction est également compatibleàN , on considère le diagramme
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commutatif suivant :

Fil rM
φr //

��

M

cN

��

Fil rX //

ueN

��

s
;;xxxxxxxx

ueN

φr
X

��

s
AA��������

Fil rM //φr

cN

M

Fil rX
φr //

s
;;xxxxxxxx

X

s
AA��������

Les faces du cube situées devant, derrière, au-dessus et au-dessous commutent. La face de
gauche commute moduloueFil rM et doncφr ◦ (ueN) ◦ s = φr ◦ s ◦ (ueN). Une chasse
au diagramme permet d’obtenir(cN)◦s◦φr = s◦(cN)◦φr, ce qui permet de conclure puisque
φr (Fil rX ) engendre toutX . �

5.2 Le calcul de Hom(N , Â/Ass)

Rappelons que notre objectif est de prouver le lemme 5.a. On considère doncX , objet de
M̃

r

(e) et extension de deux objets simplesM etN . On suppose queT ⋆st (X ) ≃ T ⋆st (M)×T ⋆st (N )

et on veut montrer queX est semi-simple. Pour cela d’après le lemme 5.1.3, il suffit de prouver
que tout élément deT ⋆st (X ) définit un morphisme qui tombe dansAss. Soit ψ ∈ T ⋆st (X ). On
peut dessiner le diagramme suivant :

0 //M
f //

0

��5
55

55
55

55
55

55
5

X //

ψ
��

N //

ψ̃

��

0

Â

pr
��

Â/Ass

La composéeψ ◦ f est un morphisme deM dansÂ, qui tombe dansAss par simplicité deM
et devient nulle lorsqu’elle est composée avec la projection canonique. Il existe donc une flèche
ψ̃ : N → Â/Ass faisant commuter le diagramme. L’objectif de ce paragrapheest d’étudier plus
en détail cette flèche.

Notons d’abord que le quotient̂A/Ass hérite d’une filtration, d’un Frobenius et d’un opéra-
teur de monodromie : on définit Fili(Â/Ass) = pr(Fil iÂ) et on vérifie queN (Ass) ⊂ Ass et
queφi(Ass∩ Fil iÂ) ⊂ Ass. Cela suffit pour transporter les structures.

CommeM est un objet simple, on sait le décrire précisément : par le théorème 3.3.2, il existe
un entierh, des élémentse1, . . . , eh qui forment une base deM et des entiersn1, . . . , nh le tout
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tel que FilrM soit engendré par les vecteursun1e1, . . . , u
nheh, φr (uniei) = ei+1 etN (ei) = 0,

les indices étant considérés dansZ/hZ. De même, on a une description deN : il existe un entier
h′, des élémentse′1, . . . , e

′
h′ et des entiersn′

1, . . . , n
′
h′ le tout vérifiant des conditions analogues.

Dans un premier temps, commeψ commute àN , on aN(ψ̃ (e′i′)) = 0 pour tout indicei′.
On cherche donc les éléments deÂ dont l’image parN tombe dansAss. C’est l’objet du lemme
suivant. On rappelle que, par le lemme 1.3.5 :

Â ≃ (OK̄ [X ′] 〈Y 〉) / (X ′p − 1, p)

l’isomorphisme consistant à faire correspondreX ′ à1 +X et Y
i

i!
à 1
i!

(
(1+X)p−1

p

)i
.

Lemme 5.2.1.Avec les notations précédentes, l’ensemble desx ∈ Â tels queN (x) ∈ Ass est
Ass+OK̄/p+ (Ass∩ OK̄/p) Y .

Démonstration.Soitx ∈ Â tel queN (x) ∈ Ass. Il s’écrit :

x =
∑

j>0

Pj (X ′)
Y j

j!

lesPj étant des polynômes de degré inférieur àp−1 à coefficients dansOK̄/p nuls pourj ≫ 0.
On a :

N (x) =
∑

j>0

(
X ′P ′

j (X ′) + Pj+1 (X ′)
) Y j

j!
.

On remarque quevia les identifications faites,Assest entièrement inclus dansOK̄/p [X ′] /(X ′p−

1) et donc il suffit de vérifier les conditions :

1. X ′P ′
0 (X ′) + P1 (X ′) ∈ Ass

2. X ′P ′
j (X ′) + Pj+1 (X ′) = 0 pour toutj > 1

La deuxième condition entraîneP1 (X ′) = b pour un certainb ∈ OK̄/p et Pj (X ′) = 0 pour
tout j > 2.

Exploitons maintenant la première condition. ÉcrivonsP0 (X ′) = a0+a1X
′+. . .+ap−1X

′p−1

oùai ∈ OK̄/p. On obtient :

b+ a1X
′ + 2a2X

′2 + . . .+ (p− 1) ap−1X
′p−1 ∈ Ass.

Par définition deAss et en remarquant queu ∈ Âst correspond àπ1X
′p−1 ∈ Â, on voit que tous

les termes de la somme précédente sont éléments deAss. En particulier on ab ∈ Ass. D’autre
part, les entiers2, . . . , p− 1 sont inversibles dansOK̄/p et donc tous lesaiX ′i, pouri > 1, sont
aussi éléments deAss. Cela prouve finalement queP0 (X ′) ∈ Ass + OK̄/p puis la conclusion
annoncée.

Il reste à faire la réciproque, mais elle est immédiate au vu du calcul précédent. �
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5.3 Fin de la preuve

Choisissons des relevés dee′i′ dansX , relevés que l’on appelle encoree′i′ . D’après le lemme
5.2.1, l’applicationψ a la forme suivante :

ψ (ei) = xi

ψ (e′i′) = ai′ + a′i′ + bi′Y

où ai′ ∈ OK̄/p, a
′
i′ ∈ Ass, bi′ ∈ Ass∩ OK̄/p, et où on connaît précisément la forme desxi

d’après le calcul fait dans le paragraphe 4.2 : sixi 6= 0, si l’on note comme dans le paragraphe
5.1 :

ti = 0 , nini+1. . .ni+h−1 nini+1. . .ni+h−1 . . .

t′i′ = 0 , n′
i′n

′
i′+1. . .n

′
i′+h′−1 n

′
i′n

′
i′+1. . .n

′
i′+h′−1 . . .

et si on posevi = er
p−1
− ti etv′i′ = e(r−1)

p−1
− t′i′ , il existe deux racines

(
ph − 1

)
-ièmes de l’unité,

ε et ε′, telles quêxi = (−1)ri εp
i
πvi et oùxi est la réduction modulop dex̂i (respb̂i′).

De plus, en remarquant qu’il existez ∈ M tel queun
′
i′e′i′ + z ∈ Fil rX , on obtient des

relations de la forme :

φr

(
un

′
i′ (ai′ + bi′Y ) + ci′

)
= ai′+1 + bi′+1Y + ri′+1 (1)

où ci′ etri′ sont des éléments deAss. Écrivons :

ci′ = c
(0)
i′ + c

(1)
i′ u+ . . .+ c

(p−1)
i′ up−1

avec c(j)i′ ∈ Ass ∩ OK̄/p. On peut supposerc
n′

i′

i′ = 0 quitte à modifierai′ . Décomposons
un

′
i′ (ai′ + bi′Y ) + ci′ de la façon suivante :

un
′
i′ (ai′ + bi′Y ) + ci′ ≡ π

n′
i′

1 ai′ + c
(0)
i′ + c

(1)
i′ π1 + . . .+ c

(p−1)
i′ πp−1

1

−
[
n′
i′π

n′
i′

1 ai′ + c
(1)
i′ π1 + . . .+ (p− 1) c

(p−1)
i′ πp−1

1 + π
n′

i′

1 bi′
]
X

≡ U − V X (mod
X i

i!
, i > 2)

Cette quantité doit appartenir à FilrÂ. On en déduit queπer1 diviseU etπer−e1 diviseV . De plus,
en identifiant les termes constants enY dans (1), on obtient les relations :

φr (U) = ai′+1 + ri′+1

qui impliquentri′ ∈ Ass∩OK̄/p. Notonsâi′ ∈ OK̄ un relevé deai′ et ĉ(j)i′ ∈ OKmr (Kmr désigne
l’extension maximale modérément ramifiée deK) des relevés dec(j)i′ et posons :

ĉi′ = ĉ
(0)
i′ + ĉ

(1)
i′ π1 + . . .+ ĉ

(p−1)
i′ πp−1

1 ∈ Kmr [π1] .
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Notons finalement̂ri′ ∈ OKmr un relevé deri′. Intéressons-nous au système (dont les inconnus
sont leŝxi′) donné par les équations :

(
π
n′

i′

1 x̂i′ + ĉi′
)p

πer
= (−1)r (x̂i′+1 + r̂i′+1) .

On vient de voir que lesai′ forment une solution modulop, qui se remonte d’après le lemme
4.1.1 en une solution dansOK̄ que l’on notêai′ . Le corollaire 4.1.4 s’applique : un élément du
groupe de GaloisGK qui fixe lesĉi′ , lesr̂i′ etπ1, fixe âi′ si et seulement s’il fixeai′ .

D’autre part, on rappelle que par hypothèse la suite :

0 // T ⋆st (N ) // T ⋆st (X ) // T ⋆st (M) // 0

est exacte et que l’on dispose d’une sections : T ⋆st (M) → T ⋆st (X ) qui commute à l’action de
Galois.

Soitψ ∈ T ⋆st (M) décrit comme on vient de le voir. Le morphismes (ψ) ∈ T ⋆st (X ) prolonge
ψ, on l’appellera simplementψ par la suite. Commes est compatible à Galois, pour tout élément
σ stabilisant lesxi, on a :

σ (ai′ + a′i′ + bi′Y ) = σai′ + σa′i′ + σbi′t (σ) + σbi′Y = ai′ + a′i′ + bi′Y

où on rappelle queσ (Y ) = Y + t (σ). On a vu quet (σ) ∈ OK̄/p (voir lemme 1.3.7) et donc
de l’égalité précédente, on déduit en particulier :

σai′ + σa′i′ + σbi′t (σ) = ai′ + a′i′ .

Si t (σ) = 0 et siσ fixe a′i′, on obtientσai′ = ai′ . En particulier, toutσ ∈ Gal
(
K̄/Kmr [π1]

)

vérifieσai′ = ai′. Comme de plus tout telσ fixe ĉi′ et r̂i′ , il vient σâi′ = âi′ puisâi′ ∈ Kmr [π1].
Dès lors, la relationφr(U) = ai′+1 + ri′+1 entraîne queai′+1 ∈ OKmr/p, et ce bien sûr pour

tout i. Ainsi, il existe un entierd tel que l’on puisse écrire :

ai′ =
∑

v∈I

λvπ
v

où I désigne l’ensemble des rationnels dans[0, 1[ et ayant pour dénominateur
(
pd − 1

)
et où

lesλv sont des éléments deOK/p. Soit Iss l’ensemble des rationnels appartenant àI dont le
développement « décimal » en basep ne fait intervenir que des chiffres compris entre0 et er.
Soit Iss = I\Iss. On pose :

ass,i′ =
∑

v∈Iss

λvπ
v et ass,i′ =

∑

v∈Iss

λvπ
v.

Alors ai′ = ass,i′ + ass,i′, ass,i′ ∈ Ass et on vérifie que :

φr

(
π
n′

i′

1 ass,i′

)
= ass,i′+1.
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On sait résoudre cette équation et ses solutions sont dansAss. Cela entraîneass,i′ = 0 pour tout
indicei′. Ainsi ai′ ∈ Ass.

Reprenons à présent l’élémentU = π
n′

i′

1 ai′ + c
(0)
i′ + c

(1)
i′ π1 + . . . + c

(p−1)
i′ πp−1

1 . Comme on
a vu queai′ ∈ Ass, sa valuation est un élément deZ(p). Ainsi les valuations de termes non nuls
intervenant dansU sont deux à deux distinctes. Puisqueπer diviseU , on en déduit qu’il divise
chacun de ces termes. En particulier, cela implique :

φr−1 (V ) = φr−1

(
πn

′
i′ bi′
)

et en regardant la composante surY , la relation (1) implique :

φr−1

(
πn

′
i′ bi′
)

= bi′+1

On a déjà résolu plusieurs fois ce système. En particulier (c’est tout ce dont on aura besoin),
bi′ ∈ Ass et sibi′ 6= 0, on a :

v (bi′) 6
e (r − 1)

p

Supposons par l’absurde qu’il existe un indicei′ tel quebi′ 6= 0. Soit σ ∈ Gal
(
K̄/Kmr

)
ne

fixant pasπ1. On aσbi′ = bi′ et t (σ) 6= 0. On a démontré dans le lemme 1.3.8 quet (σ) était
congru à une racine(p− 1)-ième de(−p). En particulier, il est de valuatione

p−1
. On en déduit :

v (bi′t (σ)) 6
e (r − 1)

p− 1
+

e

p− 1
=

er

p− 1
< e

et doncbi′t (σ) est non nul dansOK̄/p. Mais on a l’égalité :

σai′ + σa′i′ + σbi′t (σ) = ai′ + a′i′

qui se simplifie ici enbi′t (σ) = 0. C’est une contradiction. Ainsibi′ = 0 pour touti.

En conclusion, l’applicationψ prend la forme suivante :

ψ (ei) = xi

ψ (e′i′) = ai′ + a′i′

avecxi, ai′ eta′i′ éléments deAss. On en déduit queψ tombe dansAss.

Maintenant, tout élément de Hom(X , Â) s’écrit comme somme d’un élément de Hom(M, Â)

et de l’image pars d’un élément de Hom(N , Â). Ainsi on a bien prouvé que Hom(X , Â) =

Hom(X , Ass) et par suite que le foncteurT ⋆st est pleinement fidèle, du moins dans le cas oùk est
algébriquement clos.
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5.4 Récapitulatif et conclusion

Récapitulons tout ce que l’on vient de voir. On a prouvé sans hypothèse sur le corps résiduel
k que le foncteurT ⋆st est toujours exact et fidèle. On a également prouvé, pour l’instant, que si ce
corps résiduel est algébriquement clos, alors le foncteurT ⋆st était également plein. En procédant
comme dans le paragraphe 6.2 de [FL82], on peut déduire le résultat pourk quelconque du
résultat pourk algébriquement clos :

Théorème 5.4.1.Le foncteurT ⋆st de la catégorieMr dans la catégorie des représentations
Zp-linéaires de torsion du groupe de GaloisGK est exact et pleinement fidèle.

Remarque.L’image essentielle du foncteurT ⋆st est incluse dans la catégore desZp-représenta-
tions de longueur finie deGK comme le montre le théorème 5.4.4 que nous prouvons par la
suite.

Nous pouvons finalement répondre complètement à la conjecture A.2 de [Bre99a]. Mais
avant cela, nous allons énoncer et prouver une propriété formelle :

Propriété 5.4.2. SoientA etB deux catégories abéliennes et artiniennes. SoitF : A → B un
foncteur additif, exact et pleinement fidèle qui est tel que l’image de tout objet simple deA est
encore simple dansB. Alors l’image essentielle deF est stable par sous-objets et par quotients.

Démonstration. On se ramène directement au cas oùA est une sous-catégorie pleine deB.
L’hypothèse dit que les objets simples deA restent simples dansB. En particulier siM est un
objet deA et si :

0 = M0 ⊂M1 ⊂ . . . ⊂Mm = M

est une suite de Jordan-Hölder dansA, elle restera une suite de Jordan-Hölder dansB. Il s’agit
de prouver que la catégorieA est stable par sous-objets et par quotients.

Introduisons pour celaA′ la sous-catégorie pleine deB formée des objets dont tous les
quotients de Jordan-Hölder sont dansA. C’est une sous-catégorie abélienne deB qui est stable
par sous-objets et par quotients. ÉvidemmentA est une sous-catégorie deA′, on peut donc
supposer queA′ = B ou si l’on préfère que les objets simples deA′ et ceux deB sont les
mêmes.

SoitM un objet deA etN un sous-objet deM . En considérant des suites de Jordan-Hölder
deN et deM/N , on voit que l’on peut écrire une suite de Jordan-Hölder de laforme suivante :

0 = M0 ⊂M1 . . . ⊂Mn = N ⊂Mn+1 ⊂ . . . ⊂Mm = M

Le quotientMm/Mm−1 est un objet simple et donc un objet deA. Par suite le noyau de la
projectionMm → Mm/Mm−1 qui s’identifie àMm−1 est également objet deA. Par récurrence,
on montre que tous lesMi sont objets deA et donc qu’il en est de même deN . Ceci prouve la
stabilité par sous-objets. La stabilité par quotients se traite de façon totalement identique.�

Remarque.Cette propriété redémontre en particulier le fait que la sous-catégoriẽMF
r

deM̃
r

(e)

est stable par sous-objets et par quotients, puisque l’on a vu dans la proposition 2.3.4 que tous
les objets simples dẽM

r

(e) étaient dans̃MF
r
.
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On peut désormais énoncer le théorème qui résout la conjecture mentionnée précédemment :

Théorème 5.4.3.L’image essentielle du foncteurT ⋆st est stable par sous-objets et par quotients
et indépendante du choix de l’uniformisanteπ.

Démonstration.L’indépendance du choix de l’uniformisante est une conséquence directe de la
propriété 2.1.10.

Supposonsk algébriquement clos. On sait, par le lemme 4.3.2, que l’image par le fonc-
teurT ⋆st d’un objet simple deMr est une représentation irréductible. Le foncteurT ⋆st vérifie les
conditions de la propriété précédente, ce qui conclut.

Pour le cas général, notonsKnr le complétép-adique de l’extension maximale non ramifiée
deK etM̃

r

(e),nr la catégorieM̃
r

(e) construite à partir deKnr. SoitM un objet simple deMr. Il

est tué parp et donc peut être vu comme un objet dẽM
r

(e). Il suffit de prouver queT ⋆st (M) est
une représentation irréductible. NotonsMnr = k̄ ⊗kM. L’application :

T ⋆st (M) → T ⋆st(Mnr)

f 7→ [λ⊗ x 7→ [λ] f (x)]

(où [λ] ∈ W (k̄) ⊂ OK̄ est le représentant de Teichmüller deλ ∈ k̄) est un isomorphisme
commutant à l’action deGKnr = Gal

(
K̄/Knr

)
.

Supposons par l’absurde qu’il existeV un sous-Zp-module deT ⋆st (M), strict, non nul et
GK-équivariant. C’est aussi un sous-Zp-module deT ⋆st(Mnr) GKnr-équivariant et donc d’après
le cas précédent, on peut écrireV = T ⋆st(Cnr) (égalité de représentations deGKnr) où Cnr est un
quotient deMnr dans la catégorieMr

nr. SoitM′
nr le noyau de la projectionMnr→ Cnr, c’est un

sous-objet strict et non nul deMnr dans la catégoriẽM
r

(e),nr.
Soientσ ∈ Gal(Knr/K) et σ̂ ∈ GK un prolongement deσ. Soientψ ∈ V ⊂ T ⋆st (M) etψnr

son image dansT ⋆st(Mnr). L’élémentσ̂ agit surψnr de la façon suivante :

σ̂ψnr : Mnr → Â

s⊗ x 7→ s σ̂ψ (x)

De plus,σ définit une applicationσ-semi-linéaireσ :Mnr→Mnr. On vérifie qu’elle commute
à φr et àN (ainsi σM′

nr est un sous-objet deMnr) et qu’elle fait commuter le diagramme
suivant :

Mnr
σ //

σ̂−1ψnr

��

Mnr

ψnr

��

Â
σ̂

// Â

Commeψ ∈ V , on aψ|M′
nr

= 0 et par le diagramme précédent,ψ|σM′
nr

= 0.
On obtient un diagramme de la forme :

0 // V // T ⋆st(Mnr) // T ⋆st(M
′
nr)

// 0

0 // V // T ⋆st(Mnr) // T ⋆st(σM
′
nr)

// 0
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qui fournit un isomorphismeT ⋆st(M
′
nr) → T ⋆st(σM

′
nr), se relevant par pleine fidélité en un iso-

morphismeσM′
nr→M

′
nr faisant commuter le diagramme suivant :

0 // σM′
nr

��

//Mnr

0 //M′
nr

//Mnr

On en déduitσM′
nr =M′

nr pour toutσ ∈ Gal(Knr/K).

On poseM′ =M′
nr ∩M =M′

nr
Gal(Knr/K). On va montrer queM′ est un sous-objet strict

et non nul deM dans la catégoriẽM
r

(e), ce qui est une contradiction. Soit(e1, . . . , ed) une
k [u] /uep-base deM. Soity ∈M′

nr, y 6= 0. On peut écrire :

y = P1 (u) e1 + . . .+ Pd (u) ed

où lesPi sont des polynômes à coefficients dansℓ [u] /uep pour ℓ une extension finie dek.
D’autre part, siP ∈ ℓ [u] /uep, on peut définir Trℓ/k (P ) en calculant la trace de chacun des
coefficients. En outre, commeℓ/k est séparable, on peut supposer Trℓ/k (P1) 6= 0, quitte à
multiplier y par un élément non nul deℓ. Posons :

x = Trℓ/k (P1 (u)) e1 + . . .+ Trℓ/k (Pd (u)) ed.

C’est un élément deM et, puisqueσM′
nr = M′

nr pour toutσ ∈ Gal(Knr/K), c’est aussi un
élément deM′

nr. Comme on a supposé Trℓ/k (P1 (u)) 6= 0, on ax 6= 0, puisM′ 6= 0 comme on
voulait.

On pose FilrM′ = M′ ∩ Fil rM′
nr. L’opérateurφr : Fil rM′

nr → M
′
nr (resp.N : M′

nr →

M′
nr) induit une applicationφr : Fil rM′ → M′ (resp.N : M′ → M′). Ces applications

vérifient les bonnes conditions pour définir un objet dẽM
r

(e). Le seul point délicat est le fait
queφr (Fil rM′) engendreM′ en tant quek [u] /uep-module. Soitx ∈ M′. On sait qu’il existe
λi ∈ k̄ [u] /uep etyi ∈ Fil rM′

nr tels que :

x = λ1φr(y1) + . . .+ λnφr(yn).

De plus, quitte à rentrer les constantes à l’intérieur desφr, on peut supposer queλi = usi pour
certains entierssi. Soit(e1, . . . , ed) unek [u] /uep-base deM. Écrivons :

yj = P1,j (u) e1 + . . .+ Pd,j (u) ed

oùPi,j ∈ k̄ [u] /uep. Soitℓ une extension finie dek contenant tous les coefficients des polynômes
Pi,j définis ci-dessus. Comme précédemment, on peut définir Trℓ/k (P ) pourP ∈ ℓ [u] /uep. Soit
α ∈ ℓ un élément tel que Trℓ/k (α) = 1. On pose :

xj = Trℓ/k (αP1,j (u)) e1 + . . .+ Trℓ/k (αPd,j (u)) ed.
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On a alorsxi ∈ Fil rM′ et :

x = us1φr (x1) + . . .+ usnφr (xn)

ce qui prouve bien queφr (Fil rM′) engendreM′ en tant queS-module. �

Remarque.Comme conséquence du théorème précédent et de la pleine fidélité deT ⋆st, un objet
M∈Mr est semi-simple si et seulement siT ⋆st (M) est une représentation semi-simple.

Il résulte de la démonstration précédente et de l’exactitude du foncteurT ⋆st le théorème sui-
vant :

Théorème 5.4.4.SiM est un objet deMr, on a :

long (M) = long (T ⋆st (M))

Proposition 5.4.5. SoitM un objet deMr isomorphe en tant queS-module àS/pn1S ⊕
. . . ⊕ S/pndS pour certains entiersni. Alors en tant queZp-module,T ⋆st (M) est isomorphe
à Zp/p

n1Zp ⊕ . . .⊕ Zp/p
ndZp.

Démonstration.Le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] dit que siM est un objet dẽM
r

(e), alorsT ⋆st (M)

est unFp-espace vectoriel de dimension rgM. On en déduit par exactitude du foncteurT ⋆st que :

longS (M) = longZp (T ⋆st (M))

où les longueurs sont calculées respectivement dans la catégorie desS-modules et dans celle
desZp-modules.

SoitM un objet deMr isomorphe en tant queS-module àS/pn1S ⊕ . . . ⊕ S/pndS. La
représentation galoisienneT ⋆st (M) est unZp-module de longueur finie et donc est isomorphe
en tant queZp-modules àZp/p

n′
1Zp ⊕ . . .⊕Zp/p

n′
dZp pour certains entiersn′

i. Soitn un entier.
Le noyau de la multiplication parpn surM s’envoie par le foncteur exactT ⋆st sur le conoyau de
la multiplication parpn surT ⋆st (M). On en déduit en regardant les longueurs que :

d∑

i=1

min (ni, n) =
d′∑

i=1

min (n′
i, n) .

Cela permet de conclure. �

6 Conséquences

6.1 Modules filtrés et modules fortement divisibles

6.1.1 Définitions

On reprend dans ce paragraphe les définitions et propriétés du paragraphe 4.1.1 de [Bre97a].
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On rappelle queK0 désigne le corps des fractions deW , anneau des vecteurs de Witt à
coefficients dansk. On définitSK0 = S ⊗W K0. C’est l’ensemble suivant :

SK0 =

{
∞∑

i=0

wi
(E (u))i

i!
, wi ∈ K0 [u] , lim

i→∞
wi = 0

}
.

On munitSK0 d’une filtration en posant FilnSK0 = Fil nS ⊗W K0, ou encore :

Fil nSK0 =

{
∞∑

i=n

wi
(E (u))i

i!
, wi ∈ K0 [u] , lim

i→∞
wi = 0

}
.

On prolonge de manière évidente le Frobenius et l’opérateurde monodromie définis surS à tout
SK0.

On définit unmodule fortement divisible(resp. unmodule filtré surSK0) comme la donnée
suivante :

1. unS-module (resp. unSK0-module)M libre de rang fini ;

2. un sous-S-module (resp. un sous-SK0-module) deM, noté FilrM contenant FilrS · M
(resp. contenant FilrSK0 · M) et tel queM/Fil rM soit sansp-torsion (cette dernière
condition est automatique pour les modules filtrés surSK0) ;

3. d’une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M vérifiant la condition :

φr (sx) =
1

cr
φr (s)φr ((E (u))r x)

et ce pour tout éléments ∈ Fil rS (resp. tout éléments ∈ Fil rSK0) et tout élémentx ∈M
telle que imφr engendreM en tant queS-module (resp. en tant queSK0-module) ;

4. une applicationW -linéaire (resp. une applicationK0-linéaire)N :M→M vérifiant les
trois conditions :
– pour touts ∈ S (resp. pour touts ∈ SK0) et toutx ∈M,N (sx) = N (s) x+ sN (x)

– E (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Suivant toujours [Bre97a], on définit de manière évidente lacatégorie des modules filtrés
surSK0 et celle des modules fortement divisibles. Elles sont équipées d’un foncteur vers les
représentations galoisiennes. Précisément, siM est un module filtré surSK0, on poseT ⋆st (M) =

Hom(M, B̂+
st) où par définitionB̂+

st = Âst⊗W K0 muni des structures induites et où Hom est
compatible à toutes les structures ; on obtient uneQp-représentation deGK . De même siM
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est un module fortement divisible, on définitT ⋆st (M) = Hom(M, Âst), le Hom étant encore
compatible à toutes les structures. On obtient uneZp-représentation libre deGK . Les rangs des
représentations obtenues coïncident avec les rangs des objetsM.

SiM est un module fortement divisible, on vérifie immédiatementqueM⊗W K0 est un
module filtré surSK0 et que pour tout entiern > 1,M/pnM est un objet de la catégorieMr.
De plus, on montre queM s’identifie à la limite projective deM/pnM, puis queT ⋆st (M)

s’identifie à la limite projective deT ⋆st (M/pnM). On déduit de la pleine fidélité prouvée pré-
cédemment le corollaire suivant :

Théorème 6.1.1.Le foncteurT ⋆st de la catégorie des modules fortement divisibles dans la caté-
gorie desZp-représentations (libres) deGK est pleinement fidèle.

6.2 Modules fortement divisibles et foncteurT ⋆
st

Nous démontrons dans ce paragraphe le théorème III.v, ou plus exactement la formulation
équivalente mais légèrement différente suivante :

Théorème 6.2.1.On supposeer < p−1. SoitM un module fortement divisible surS, et soitV
la représentation galoisienne associéevia le foncteurT ⋆st àMK0 =M⊗WK0 qui est un module
filtré surSK0. Le foncteurT ⋆st réalise une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des
sous-modules fortement divisibles deMK0 et celle des sous-Zp-réseaux deV stables parGK .

Démonstration.Nous suivons pas à pas la preuve de la proposition 3 de [Bre99b], qui n’utilise
essentiellement que la pleine fidélité du foncteurT ⋆st et un équivalent du théorème 5.4.3.

Dans un premier temps, la pleine fidélité du foncteurT ⋆st considérée dans l’énoncé du théo-
rème se déduit directement du théorème 6.1.1.

Reste l’essentielle surjectivité. SoitT un Zp-réseau deV stable parGK . Il existe un entier
n0 tel que :

pn0T ⊂ T ⋆st (M) ⊂ (1/pn0)T

On en déduit que pourn > n0, pn0T/pnT est un sous-objet deT ⋆st (M) /pnT , ce dernier étant un
quotient deT ⋆st (M/pn+n0M). Le théorème 5.4.3 assure alors quepn0T/pnT s’écrit T ⋆st (Mn)

pourMn un certain objet deMr.
La pleine fidélité deT ⋆st assure l’existence d’une unique flècheMn → Mn+1 relevant la

projectionpn0T/pn+1T → pn0T/pnT , et la limite inductive de ce système s’identifie àM∞⊗Zp

Qp/Zp pour un certain module fortement divisibleM∞ qui répond à la question. �

Remarque.Notez que siM est unSK0-module filtré « faiblement admissible », alors il contient
toujours un module fortement divisible par [Bre99a].

6.3 Variante d’une conjecture de Serre

Dans ce paragraphe, on se propose d’expliquer comment le théorème donné dans l’introduc-
tion et que nous rappelons ci-dessous est conséquence de la théorie présentée précédemment.
Notez qu’ici, on ne supposea priori plus rien ni sure, ni surr.
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Théorème 6.3.1.SoitXK un schéma propre et lisse surK et à réduction semi-stable sur l’an-
neau des entiersOK . On fixer un entier. Les poids de l’inertie modérée sur la semi-simplifiée
modulop deHr

ét (XK̄ ,Qp)
∨ (oùXK̄ est l’extension des scalaires deXK à K̄ et où «∨ » signifie

que l’on prend le dual) sont tous compris entre0 et er.

Démonstration. Dans un premier temps, il est clair que l’on peut supposerer < p − 1, le
théorème étant trivialement vérifié dans le cas contraire. On peut donc utiliser les résultats pré-
cédents.

D’après les résultats de [Tsu99] et du paragraphe 2.2 de [Bre02], laQp-représentationV =

Hr
ét (XK̄ ,Qp)

∨ (le dual étant cette fois-ci leQp-dual) provientvia le foncteurT ⋆st d’un module
filtré MK0 sur SK0, et d’après les résultats de [Bre99a], ce module admet un sous-module
fortement divisibleM.

La Zp-représentationT = T ⋆st(M) est un réseau deV stable par Galois. La représentation
quotientT/p correspondvia le foncteurT ⋆st àM/p qui est un objet dẽM

r

(e). La semi-simplifiée
de T/p est la somme directe de ses quotients de Jordan-Hölder, et chacun de ces quotients
correspond à un objet simple dẽM

r

(e). Le théorème 4.2.2 permet de conclure. �

Remarque.Si l’on préfère, on peut ne pas utiliser le théorème 6.2.1, mais dire à la place que si
T etT ′ sont deuxZp-réseaux deV stables par Galois, alors les semi-simplifiées des réductions
modulop de ces deux représentations sont isomorphes. On aurait doncpu garder le premier
module fortement divisibleM.
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Chapitre IV

Un théorème de comparaison

Résumé

On considèreK un corps complet pour une valuation discrète, de caractéristique nulle et
dont le corps résiduel est supposé parfait de caractéristique p. On appelleOK l’anneau
des entiers deK, et K̄ une clôture algébrique. SoitXK un schéma propre et lisse surK
admettant un modèle propre et semi-stableX surOK . Dans cet article, on démontre un iso-
morphisme de périodes reliant ler-ième groupe de cohomologie étale deXK̄ à coefficients
dansZ/pnZ et unr-ième groupe de cohomologie log-cristalline de la fibre spéciale deX.
Nous avons toutefois la restrictioner < p− 1 où e désigne l’indice de ramification absolu
deK.
On en déduit une preuve complète de la conjecture de Serre surl’inertie modérée (voir
[Ser72]).
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Tout au long de cet article, on considèrep un nombre premier etk un corps parfait de
caractéristiquep. On noteW = W (k) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk etK0

son corps des fractions. On noteσ le Frobenius surk, surW et surK0. On considèreK une
extension totalement ramifiée deK0 de degrée. On fixeπ une uniformisante deK et on note
E (u) son polynôme minimal surK0. Il s’agit d’un polynôme d’Eisenstein. On note de plusOK
l’anneau des entiers deK. Le corps résiduelOK/π s’identifie àk.

On fixe K̄ (resp.k̄) une clôture algébrique deK (resp. dek) et on définitGK (resp.Gk)
comme le groupe de Galois absolu deK (resp. dek). On désigne parKnr (resp.Kmr) l’extension
maximale non ramifiée (resp. modérément ramifiée) deK et I comme (resp.Is) le groupe
d’inertie (resp. d’inertie sauvage), c’est-à-dire le groupe de Galois deK̄ surKnr (resp. sur
Kmr). Le quotientIt = I/Is est le groupe d’inertie modérée.

Le but de cet article est de comparer, lorsqueX est un schéma propre et semi-stable surOK ,
la cohomologie log-cristalline (définie par Kato — voir [Kat89]) de la fibre spéciale deX et la
cohomologie étale deXK̄ = X ×OK

K̄. Ces théorèmes de comparaison s’inscrivent dans une
grande lignée amorcée par Grothendieck, Tate et Raynaud et poursuivie par Fontaine, Messing,
Faltings, Kato, Tsuji, Breuil... Nous nous intéressons particulièrement aux cas des coefficients
de torsion. Précisément nous obtenons le théorème :

Théorème IV.i. On garde les notations précédentes et on fixer un entier vérifianter < p− 1.
SiXn = X ×OK

OK/pn, on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

H i
ét(XK̄ ,Z/p

nZ)(r) = Tst⋆(H
i
log-cris(Xn/(S/p

nS)))

pour touti < r (et aussii = r si n = 1).

Dans ce théorèmeS et Tst⋆ désignent respectivement une certaineW -algèbre, et un certain
foncteur d’une catégorie deS-modules de torsionMr vers la catégorie desZp-représentations
galoisiennes, tous deux introduits par Breuil dans [Bre97a] (pour le case = 1) et [Bre99a]
(pour le cas général), et étudiés dans le chapitre III de cette thèse. Notons qu’apparement le
terme de droite de l’isomorphisme donné par le théorème ne dépend pas der alors que celui
de gauche en dépend manisfestement ; en réalité pour pouvoirappliquer le foncteurTst⋆, il faut
munirH i

log-cris(Xn/(S/p
nS)) qui dépendent, elles, der mais qui n’apparaissent pas dans cette

formulation simplifiée du théorème.

Comme conséquence du théorème IV.i et des résultats du chapitre III, nous donnons une
réponse affirmative à une question formulée par Serre dans leparagraphe 1.13 de [Ser72] :

Théorème IV.ii. On garde les notations précédentes et on fixer un entier quelconque. SoientV
la restriction au groupe d’inertieI de laFp-représentationHr

ét(XK̄ ,Z/pZ)∨ (où «∨ » signifie
que l’on prend leFp-dual) etV ss la semi-simplifiée deV . Alors les poids de l’inertie modérée
surV ss sont tous compris entre0 eter.
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Cet article s’articule comme suit. Les deux sections qui suivent cette introduction se bornent
à présenter les principaux objets : la section 1 est consacréaux objets d’algèbre linéaire (l’an-
neauS, les catégoriesMr et les foncteursT ⋆st et Tst⋆), alors que la section 2 plus géométrique
introduit le site log-syntomique et les faisceauxOst

n et J [s]
n , ainsi que certaines variantes, qui

s’avèreront cruciaux pour la preuve du théorème IV.i.
Dans la section 3, on prouve que le groupe de cohomologieHr

log-cris(Xn/(S/p
nS)) peut être

muni de structures supplémentaires qui en font un objet de lacatégorieMr (auquel on peut
alors appliquer le foncteurTst⋆). La démonstration se découpe en deux parties : en premier lieu,
on montre le résultat lorsquen = 1, puis on l’étend à toutn par un dévissage.

Finalement, dans la section 4, on étudie la cohomologie étale et on prouve le théorème IV.i,
d’où nous déduisons directement le théorème IV.ii .

1 Les objets d’algèbre linéaire

1.1 La catégorieMr

On reprend les notations du début de l’introduction et on fixedans tout ce chapitre un entier
r positif ou nul vérifiant l’inégalitéer < p−1. On rappelle quee désigne le degré de l’extension
K/K0, c’est-à-dire l’indice de ramification absolue deK.

1.1.1 L’anneauS

SoitW [u] l’anneau des polynômes en une indéterminéeu à coefficients dansW . Par défini-
tion,S est le complétép-adique de l’enveloppe aux puissances divisées deW [u] par rapport à
l’idéal principal engendré parE (u) compatibles aux puissances divisées canoniques surpW [u].
Concrètement,S est la sous-W -algèbre deK0 [[u]] suivante :

S =

{
∞∑

i=0

wi
(E (u))i

i!
, wi ∈W [u] , lim

i→∞
wi = 0

}

ou encore :

S =

{
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!
, wi ∈W, lim

i→∞
wi = 0

}

où q (i) désigne le quotient de la division euclidienne dei pare.

On munitS d’un Frobeniusφ défini comme l’unique applicationσ-semi-linéaire vérifiant
φ(ui/q(i)!) = upi/q(i)! et d’un opérateur de monodromieN défini comme l’unique application
W -linéaire vérifiantN(ui/q(i)!) = −iui/q(i)!. On munit égalementS d’une filtration : pour
tout entier positif ou nuln, on définit FilnS comme le complétép-adique de l’idéal engendré
par les éléments(E(u))i

i!
pour i > n. On a Fil0S = S, Fil nS ⊂ Fil n−1S,

⋂
n∈N

Fil nS = 0, et
certaines compatibilités vis-à-vis des opérateurs à savoir N (Fil nS) ⊂ Fil n−1S et, pour0 6

n 6 p − 1, φ (Fil nS) ⊂ pnS. Cela permet de définir, pour0 6 n 6 p − 1, l’application
φn = φ

pn : Fil nS → S. L’élémentφ1 (E (u)) est une unité deS, on le noterac par la suite.
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On noteSn = S/pnS. Le Frobenius, l’opérateur de monodromie et la filtration passent au
quotient et définissent des structures analogues surSn.

1.1.2 Définition des catégories

Par définition, un objet de la catégorieMr est la donnée :

1. d’unS-moduleM isomorphe à une somme directe (finie) deSn pour des entiersn conve-
nables ;

2. d’un sous-module FilrM deM contenant FilrS · M ;

3. d’une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M vérifiant la condition :

φr (sx) =
1

cr
φr (s)φr ((E (u))r x)

pour tout éléments ∈ Fil rS et tout élémentx ∈ M et telle que imφr engendreM en
tant queS-module ;

4. d’une applicationW -linéaireN :M→M telle que :
– pour touts ∈ S et toutx ∈M,N (sx) = N (s)x+ sN (x)

– E (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Une flèche entre deux objetsM etM′ de cette catégorie est un morphismeS-linéaire de
M dansM′ respectant la filtration et commutant aux applicationsφr etN .

Nous renvoyons au chapitre III pour l’étude de la catégorieMr. Il y est prouvé en particulier
queMr est une catégorie abélienne et artinienne.

1.2 Les objets tués parp

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la sous-catégorie pleine deMr formée des
objets tués parp. Cette dernière catégorie est équivalente à une catégorie d’objets surk [u] /uep

plus simple à manipuler que les objets deMr (voir chapitre III par exemple). Cependant, nous
aurons besoin d’une description encore différente utilisant des objets surk [u] /up, et c’est celle-
ci que nous allons détailler dans ce paragraphe.

On commence par rappeler le résultat suivant :
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Lemme 1.2.1.SoitM un objet deMr tué parp. Alors l’application :

S1 ⊗k[u]/ue Fil rM/E(u)Fil rM
id⊗φr //M

est un isomorphisme (oùS est vu comme unk [u] /ue-modulevia le Frobeniusφ : ui 7→ upi).

Démonstration. Le cas général est similaire au case = 1 traité dans [Bre97a] (corollaire
2.2.2.2). �

On déduit directement de ce lemme le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.2. SoientM etN deux objets deMr tués parp. Soitf :M→N une applica-
tionS1-linéaire telle quef(Fil rM) ⊂ Fil rN . Alors il existe une unique applicationS1-linéaire
g :M→N faisant commuter le diagramme suivant :

Fil rM
f //

φr

��

Fil rN

φr

��

M
g // N

Soit S̃ = k [u] /up. On munitS̃ d’un Frobeniusφ, unique applicationσ-semi-linéaire vé-
rifiant φ(ui) = uip, et d’un opérateur de monodromieN , unique applicationk-linéaire véri-
fiant N(ui) = −iui. On définit également une filtration sur̃S en posant pour tout entiern,
Fil nS̃ = uenS̃. On dispose d’un morphisme d’anneauxS1 → S̃ qui envoieu suru et toutes les
puissances diviséesui/q(i)! sur0 pouri > p.

On définit la catégoriẽM
r

en adaptant la définition de la catégorieMr. Un objet deM̃
r

est
la donnée suivante :

1. unS̃-moduleM̃ libre de rang fini ;

2. un sous-module FilrM̃ deM̃ contenant FilrS̃ · M̃ = uerM̃ ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM̃ → M̃ telle que l’image deφr engendreM̃ en tant
queS̃-module ;

4. une applicationk-linéaireN : M̃ → M̃ telle que :
– pour toutλ ∈ S̃ et toutx ∈ M̃,N (λx) = N (λ)x+ λN (x)

– ueN(Fil rM̃) ⊂ Fil rM̃
– le diagramme suivant commute :

Fil rM̃
φr //

ueN
��

M̃

cπN
��

Fil rM̃
φr // M̃

où cπ est la réduction dec dansS̃.
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Les morphismes entre deux objets dẽM
r

sont les applications̃S-linéaires qui respectent le Filr

et commutent au Frobenius et à l’opérateur de monodromie.

On dispose pour les objets dẽM
r

de la proposition suivante, fort utile pour les manipula-
tions :

Proposition 1.2.3.SoitM̃ un objet deM̃
r
. Alors il existe(e1, . . . , ed) uneS̃-base deM̃ et des

entiersn1, . . . , nd compris entre0 et er tels que :

Fil rM̃ =

d⊕

i=1

unik [u] /up · ei.

Une telle famille(e1, . . . , ed) est appelée unebase adaptéedeM̃.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théorème de structure des modules de type
fini sur un anneau principal (l’anneau étant icik [u]). �

Par ailleurs, on dispose d’un foncteurT de la sous-catégorie pleine deMr formée des objets
tués parp dans la catégoriẽM

r
défini de la façon suivante. SoitM un objet deMr tué parp.

C’est en particulier unS1-module libre de rang fini et le produit tensoriel̃M = M ⊗S1 S̃

est unS̃-module libre de rang fini. On dispose d’une projection canoniqueM → M̃. On
définit Fil rM̃ comme l’image de FilrM par cette projection, et on vérifie facilement que les
opérateursφr etN définis surM passent au quotient pour fournir respectivement des opérateurs
Fil rM̃ → M̃ etM̃ → M̃ encore notésφr etN .

Notonsκ = ker(S1 → S̃) et prouvons un lemme concernant ce noyau :

Lemme 1.2.4.On supposer 6= 0, c’est-à-dire1 6 er 6 p − 2. Alorsκ ⊂ Fil rS1, φr(κ) ⊂
Fil rS1 etφr ◦ φr(κ) = 0.

Démonstration.On constate queκ est l’idéal engendré par lesui/q(i)! pouri > p. En particu-
lier, on a bienκ ⊂ Fil rS1. Par ailleurs, puisquer > 0, on a, pouri > p :

φr

(
ui

q(i)!

)
= φr

(
uer

ui−er

q(i)!

)
= φr (uer)φ

(
ui−er

q(i)!

)
= cr

up(i−er)

q(i)!
. (1)

Commeer 6 p− 2, on ap(i− er) > 2p et doncφr(κ) est inclus dansκ′, l’idéal engendré par
lesui/q(i)! pouri > 2p. En particulier,φr(κ) ⊂ Fil rS1.

D’autre part, sii > 2p, on ap(i − er) > i + ep et vp((p(i − er))!) > vp(q(i)!) d’où par la
formule (1)φr(ui/q(i)!) = 0 (dansS1). Ainsi φr(κ′) = 0, d’oùφr ◦ φr(κ) = 0. �

On a alors la proposition suivante qui permet de réduire l’étude de la catégorieMr à celle
de la catégoriẽM

r
et à des dévissages.

Proposition 1.2.5.Le foncteurT est une équivalence de catégories
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Démonstration. Il faut traiter à part le cas trivialr = 0 qu’on laisse au lecteur. On suppose à
partir de maintenant1 6 er 6 p− 2.

Prouvons la pleine fidélité du foncteurT . SoientM etM′ deux objets deMr tués parp et
f : M → N un morphisme entre ces objets. On suppose quef vaut0 dansM̃

r
, c’est-à-dire

quef(M) ⊂ κN . En particulier,f(Fil rM) ⊂ κN et donc :

f ◦ φr(Fil rM) = φr ◦ f(Fil rM) ⊂ φr(κ)N .

Par hypothèseφr (Fil rM) engendre toutM, et doncf(M) ⊂ φr(κ)N . En réitérant l’argu-
ment, et puisqueφr ◦ φr(κ) = 0 (lemme 1.2.4), on obtientf(M) = 0 et doncf = 0, ce qui
assure la fidélité du foncteur.

Considérons à présentM etN deux objets deMr tués parp. NotonsM̃ et Ñ leurs images
respectives dans la catégoriẽM

r
. Soit f̃ : M̃ → Ñ un morphisme de la catégoriẽM

r
. On veut

montrer qu’il existe un morphisme (nécessairement unique)de la catégorieMr, f :M → N

tel quef ≡ f̃ (mod κN ). On construitf par approximations successives. On considère dans un
premier tempsf0 :M→ N un relevéS1-linéaire quelconque dẽf . CommeκN ⊂ Fil rN , le
relevéf0 est automatiquement compatible à Filr et les applicationsf0 etφr commutent modulo
κN . Par le corollaire 1.2.2, il existe une unique applicationS1-linéairef1 : M → N faisant
commuter le diagramme suivant :

Fil rM
f0 //

φr

��

Fil rN

φr

��

M
f1 // N

On vérifie directement quef0 ≡ f1 (mod κN ), ce qui implique d’une part quef1 respecte les
Fil r et d’autre part, par un argument analogue à celui utilisé pour la fidélité, queφr◦f0 ≡ φr◦f1

(mod φr(κ)N ). Ainsi f1 et φr commutent moduloφr(κ)N . On construit de mêmef2 à partir
def1, et celui-ci convient.

Il reste à prouver quef2 commute automatiquement àN . Il s’agit à nouveau d’un argument
analogue. Pour plus de précisions, on pourra consulter la finde la preuve du lemme III.5.1.3.

Montrons pour finir l’essentielle surjectivité. Soit̃M un objet de la catégoriẽM
r
. Considé-

rons(e1, . . . , ed) une base adaptée dẽM pour les entiersn1, . . . , nd. NotonsM le S1-module
engendré par des élémentsê1, . . . , êd et définissons :

Fil rM = Fil rS1 · M+

d∑

i=1

uniS1 · êi ⊂M.

Soit pr :M→ M̃ l’applicationS1-linéaire définie par pr(êi) = ei pour touti. Elle est surjective
et respecte les Filr. Pour touti, notonsx̂i un relevé (i.e. un antécédent par pr) deφr (ei) et
définissonsφr(êi) = x̂i. On prolongeφr à tout FilrM (de façon à respecter les conditions de
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la catégorieMr) obtenant ainsi une applicationφr : Fil rM→M, dont il est facile de vérifier
que l’image engendre toutM.

Il reste à définir un opérateur de monodromie surM. Pour cela, on procède à nouveau par
approximations successives. On commence par définirN0 en imposant la condition de Leibniz et
queN0(êi) soit un relevé deN(ei). On vérifie immédiatement queE(u)N0(Fil rM) ⊂ Fil rM
et que le diagramme suivant :

Fil rM
φr //

E(u)N0

��

M

cN0

��

Fil rM
φr //M

commute moduloκM. Une variante du corollaire 1.2.2 assure que l’on peut construire une
applicationN1 vérifiant la condition de Leibniz et faisant commuter le diagramme suivant :

Fil rM
φr //

E(u)N0

��

M

cN1

��

Fil rM
φr //M

Mais alorsN1 est un autre relevé deN , ce qui implique queE(u)N1(Fil rM) ⊂ Fil rM. Et par
ailleurs, le diagramme :

Fil rM
φr //

E(u)N1

��

M

cN1

��

Fil rM
φr //M

commute moduloφr(κ)M. L’applicationN2 obtenue à partir deN1 de la même façon queN1

a été obtenue à partir deN0 répond finalement à la question. �

1.3 Foncteurs vers les représentations galoisiennes

Il existe deux versions du foncteur vers les représentations galoisiennes. La première, que
nous notonsTst⋆, est covariante et la seconde,T ⋆st, est contravariante. Dans le chapitre III, seule
la version contravariante est présentée et étudiée. Cependant, il sera plus commode, pour ce
que nous voulons faire, d’utiliser la version covariante. Nous sommes donc dans l’obligation de
présenter ici les deux foncteurs et d’établir les liens qui les relient. C’est le but de ce paragraphe.

1.3.1 Un anneau de périodes

Avant de pouvoir définir ces foncteurs, il faut introduire l’anneau de périodeŝAst. Cet anneau
a une interprétation cohomologique que nous passons sous silence pour l’instant.
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Pour tout entiern, on considère l’application :

θ̂n : Wn(OK̄/p) → OK̄/p
n

(a0, a1, . . . , an−1) 7→ âp
n

0 + pâp
n−1

1 + · · ·+ pn−1âpn−1

où âi ∈ OK̄/p
n est un relevé quelconque deai. On noteWn(OK̄/p)

DP l’enveloppe aux puis-
sances divisées deWn(OK̄/p) par rapport à ker̂θn (et compatibles avec les puissances divisées
canoniques surpWn(OK̄/p)). LesWn(OK̄/p)

DP forment un système projectif pour les appli-
cations de transition données par le Frobenius sur les vecteurs de Witt. On noteAcris la limite
projective de ce système. On voit facilement que le Frobenius sur les vecteurs de Witt induit une
applicationφ : Acris→ Acris. En outre, on définit surAcris une filtration obtenue à partir des fil-
trations données par les puissances divisées surWn(OK̄/p)

DP. Si t < 0, on pose par convention
Fil tAcris = Acris. Par ailleurs,Acris est muni d’une action du groupe de GaloisGK .

Par définitionÂst est le complétép-adique deAcris 〈X〉. On munitÂst d’une filtration en
posant :

Fil tÂst =

{
∞∑

i=0

ai
X i

i!
, lim
i→∞

ai = 0, ai ∈ Fil t−iAcris

}

pour tout entiert. On étend le Frobenius à̂Ast en imposantφ(X) = (1 + X)p − 1. On vérifie
queφ(Fil tÂst) ⊂ ptÂst, ce qui permet de définir une applicationφt = φ/pt : Fil tÂst → Âst.
D’autre part, on définit sur̂Ast une dérivationAcris-linéaire, par la formule :

N

(
X i

i!

)
= (1 +X)

X i−1

(i− 1)!
.

On étend également l’action deGK à toutÂst. Pour cela, on commence par fixer1 π = (πn) un
système compatible de racinespn-ièmes deπ. Soit g ∈ GK . On définitεn(g) comme l’unique
élément deOK̄ vérifiantg(πn) = εn(g)πn. La famille des(εn(g)) forme un système compatible
de racinespn-ièmes de l’unité et par suite un élément[ε(g)] ∈ Acris obtenu à partir des représen-
tants de Teichmüller[εn(g)] ∈ Wn(OK̄/p). L’action deg surX est alors donnée par la formule
g(X) = [ε(g)](1 +X)− 1. On étend cette action à tout̂Ast par semi-linéarité.

L’anneauS n’est pas sans rapport avecÂst. Si l’on note[π] l’élément deÂst défini à partir du
système(πn) fixé précédemment,̂Ast peut être vu comme uneS-algèbrevia l’unique morphisme
W -linéaireS → Âst qui envoieu sur [π]

1+X
. Ce morphisme est injectif et identifieS aux invariants

deÂst sous l’action du groupeGK .

1.3.2 La version contravariante

Nous commençons par la version contravariante qui est plus simple à définir. SoitM un
objet deMr. On pose :

T ⋆st(M) = Hom(M, Âst,∞)

1Ainsi Âst dépenda priori de ce choix. Cependant, on peut montrer qu’il n’en dépend pasà isomorphisme
canonique près.
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où par définitionÂst,∞ = Âst⊗W K0/W et où le Hom précédent signifie que l’on ne considère
que les morphismesS-linéaires, compatibles à Filr, à φr et àN . L’objet T ⋆st(M) est unZp-
module de torsion (de type fini) qui hérite d’une action deGK . On a donc ainsi bien défini un
foncteur deMr dans la catégorie desZp-représentations (de torsion) du groupeGK .

Ce foncteur est étudié en détail dans [Bre97a] (pour le case = 1) et dans le chapitre III. Le
théorème suivant résume ses propriétés :

Théorème 1.3.1.Le foncteurT ⋆st est exact, pleinement fidèle, d’image essentielle stable par
quotients et par sous-objets. De plus, siM est un objet deMr isomorphe en tant queS-module
à Sn1 ⊕ · · · ⊕ Snd

, alors la représentation galoisienneT ⋆st(M) est isomorphe en tant queZp-
module àZ/pn1Z× · · · × Z/pndZ.

On dispose en outre d’une description plus simple du foncteur T ⋆st pour les objets tués par
p. Considérons pour cela l’anneaũA = Âst/p ⊗S1 S̃. Comme dans le paragraphe III.1.3, on
montre queÃ s’identifie à(OK̄/π) 〈X〉. Il est possible de décrire les structures supplémentaires
sur (OK̄/π) 〈X〉. Exactement, Filt(OK̄/π) 〈X〉 est l’idéal engendré par lesπe(t−i)1

Xi

i!
. La mo-

nodromie est l’unique opérateurOK̄/π-linéaire envoyantX
i

i!
sur(1 +X) X

i−1

(i−1)!
. Il faut toutefois

faire attention àφt car six ∈ OK̄ est un multiple deπet1 et si x̄ désigne la réduction moduloπ
dex, alorsφt(x̄) est la réduction moduloπ de(−1)t x

p

pt (et pasx
p

pt ). On a ensuite la proposition
suivante :

Proposition 1.3.2.SoitM un objet deMr tué parp. Alors :

T ⋆st(M) = Hom(T (M), Ã)

où Hom signifie que l’on considère les morphismesS̃-linéaires et commutant à Filr, à φr et à
N .

Démonstration.La tensorisation par̃S au-dessus deS1 fournit une application :

T ⋆st(M)→ Hom(T (M), Ã).

On vérifie directement que cette application commute à l’action de Galois.
Soitψ ∈ T ⋆st(M) qui s’envoie sur0 par l’application précédemment définie. On a alors un

diagramme commutatif :

M
ψ //

��

Âst/pÂst

��

T (M)
0 // Ã

où les flèches verticales sont déduites de la projectionS1 → S̃. Ainsi, en reprenant les notations
du lemme 1.2.4, on a imψ ⊂ κÂst/pÂst. Orψ commute par définition àφr, d’où on déduitψ ◦
φr(Fil rM) = φr ◦ ψ(Fil rM) ⊂ φr(κ)Âst/pÂst. Comme par hypothèse,φr(Fil rM) engendre
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M, il vient imψ ⊂ φr(κ)Âst/pÂst. En appliquant à nouveau l’argument, et en utilisantφr ◦

φr(κ) = 0, on obtient imψ = 0 et doncψ = 0. Ceci démontre l’injectivité de la flèche.

Pour la surjectivité, on procède par approximations successives. Soitψ̃ : T (M) → Ã un
morphismeS̃-linéaire compatible aux structures. On noteψ : M → Âst/pÂst un morphisme
S1-linéaire faisant commuter le diagramme :

M
ψ //

��

Âst/pÂst

��

T (M)
ψ̃ // Ã

Dans un premier temps, on vérifie qu’automatiquementψ respecte le Filr et commute àφr
moduloκÂst/pÂst. D’après une variante du corollaire 1.2.2, il existe une unique application
S1-linéaireψ1 faisant commuter le diagramme :

Fil rM
ψ //

φr

��

Fil rÂst/pÂst

φr

��

M
ψ1 // Âst/pÂst

L’applicationψ1 respecte encore le Filr et commute àφr moduloφr(κ)Âst/pÂst. De même, à
partir deψ1, on construitψ2, qui respecte le Filr et commute àφr sans restriction.

Par un argument analogue (voir la fin de la preuve du lemme III.5.1.3), on montre queψ2

commute également àN . �

1.3.3 La version covariante

On commence par une définition, déjà présente dans [Bre98] (définition 3.2.1.1) :

Définition 1.3.3. SoitM un objet deMr (resp. deM̃
r
). On appellefiltration admissibledeM

toute filtration décroissante(FiltM)06t6r par des sous-S-modules (resp. des sous-S̃-modules)
vérifiant :

1. Fil 0M =M et Fil rM est « le » FilrM deM ;

2. pour tous0 6 t 6 t′ 6 r, Fil t
′−tS ·Fil tM⊂ Fil t

′
M (resp. Filt

′−tS̃ ·Fil tM⊂ Fil t
′
M) ;

3. pour tout1 6 t 6 r,N(Fil tM) ⊂ Fil t−1M.

Si(FiltM)06t6r est une filtration admissible deM, on définit des opérateursφt : Fil tM→M
par φt(x) = ct−rφt(E(u)r−tx).

SoitM un objet deMr. On considère le produit tensoriel̂Ast ⊗S M. Il s’agit d’un Âst-
module de torsion naturellement muni d’une action deGK (en regardant son action sur le pre-
mier facteur). On le munit en outre d’un opérateur de monodromieN : Âst⊗SM→ Âst⊗SM

en posantN(a⊗ x) = N(a)⊗ x+ a⊗N(x).
On considère surM une filtration admissible quelconque2. On peut alors définir, pour tout

2Il en existe toujours : on peut par exemple prendre FiltM = {x ∈ M / E(u)r−tx ∈ Fil rM}.
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s compris entre0 et r :

Fil s(Âst⊗SM) =

s∑

t=0

Fil tÂst⊗ Fil s−tM.

C’est un sous-̂Ast-module deÂst⊗SM qui dépend de la filtration admissible choisie. On définit
finalementφs : Fil s(Âst⊗SM) → Âst⊗SM comme l’unique application additive vérifiant
φs(at ⊗ xt) = φt(at)⊗ φs−t(xt) pourat ∈ Fil tÂst etxt ∈ Fil s−tM.

On pose finalement :
Tst⋆(M) = Fil r(Âst⊗SM)φr=1

N=0

où la notation signifie que l’on ne retient que lesx ∈ Fil r(Âst⊗SM) pour lesquelsN(x) = 0

et φr(x) = x. On obtient alors unZp-module galoisien qui dépenda priori du choix d’une
filtration admissible. Toutefois, nous allons prouver dansla suite que ce n’est pas le cas (voir la
remarque faisant suite au corollaire 1.3.8).

Encore une fois,Tst⋆(M) a une description plus simple lorsqueM est tué parp. Pour la
donner, posonsM̃ = T (M) et notons pr: M → M̃ la projection canonique. On vérifie
facilement que si(Fil tM) est une filtration admissible deM, alors(pr(Fil tM)) est une fil-
tration admissible deM̃. En recopiant les constructions précédentes, on définit leZp-module
galoisien :

Fil r(Ã⊗S̃ M̃)φr=1
N=0

et on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3.4.SiM est un objet deMr tué parp alors :

Tst⋆(M) = Fil r(Ã⊗S̃ T (M))φr=1
N=0 .

Démonstration.SiM est tué parp, le Âst-moduleÂst⊗SM l’est également. Il s’identifie au
Âst/pÂst-moduleÂst/pÂst⊗S1 M, et on dispose d’une application canonique :

Âst/pÂst⊗S1 M→ Ã⊗S̃ T (M).

Cette application est clairement surjective, et en reprenant les notations du lemme 1.2.4, son
noyau s’identifie àκ(Âst/pÂst⊗S1M). En outre, on vérifie directement qu’elle induit une flèche
compatible à l’action deGK :

Ψ : Fil r(Âst/pÂst⊗S1 M)φr=1
N=0 → Fil r(Ã⊗S̃ T (M))φr=1

N=0 .

Reste à prouver que cette dernière application est un isomorphisme. Soitx ∈ kerΨ. On a
x ∈ Fil r(Âst/pÂst⊗S1 M)φr=1

N=0 et doncφr(x) = x. Par ailleurs, on ax ∈ κ(Âst/pÂst⊗S1 M),
d’où on déduitx = φr(x) ∈ φr(κ)(Âst/pÂst⊗S1M) puisx = φr(x) = 0, puisqueφr◦φr(κ) = 0

(lemme 1.2.4). L’applicationΨ est donc injective.



1. LES OBJETS D’ ALGÈBRE LINÉAIRE 105

Passons à la surjectivité. Considéronsx ∈ Fil r(Ã⊗S̃T (M))φr=1
N=0 et notonŝx ∈ Âst/pÂst⊗S1

M un relevé quelconque dex. On vérifie alors quêx ∈ Fil r(Âst/pÂst⊗S1 M) et queφr(x̂) =

x̂+ y pour un certainy ∈ κ(Âst/pÂst⊗S1M). Posonŝx1 = x̂+ y ∈ Fil r(Âst/pÂst⊗S1M). On
a x̂1 ∈ Fil r(Âst/pÂst⊗S1M) etφr(x̂1) = x̂1 + y′ pour un certainy′ ∈ φr(κ)(Âst/pÂst⊗S1M).
On pose alorŝx2 = x̂1 + y′ ∈ Fil r(Âst/pÂst⊗S1 M)φr=1. On vérifie finalement queN annule
x̂2, ce qui assure quêx2 est un antécédent parΨ dex. �

1.3.4 Lien entre les foncteursT ⋆st et Tst⋆

Fixonsε une suite de racinespn-ièmes de l’unité et définissonst = log([ε]) ∈ Acris où le
log est donné par la série usuelle. On aφ (t) = pt et plus exactement l’ensemble des solutions
dansAcris de φ (t) = pt est leZp-module engendré part. C’est unZp-module libre de rang
1 isomorphe àZp (1) en tant que représentation galoisienne. Autrement dit(Fil rÂst)

φr=1
N=0 =

(Fil rAcris)
φr=1 est isomorphe en tant que représentation galoisienne àZp(r). De même, la re-

présentation galoisienne(Fil rÂst,∞)φr=1
N=0 est isomorphe àQp/Zp(r).

On ne sait toujours pas que le foncteurTst⋆ est bien défini mais siM est un objet deMr

muni d’une filtration admissible fixée, on peut définir une application :

Ψ : Tst⋆(M)→ T ⋆st(M)∨(r)

où par définitionT ⋆st(M)∨(r) est la représentation galoisienne Hom(T ⋆st(M),Qp/Zp(r)). En
effet, soientx =

∑
i ai ⊗ xi ∈ Fil r(Âst ⊗S M)φr=1

N=0 , et f : M → Âst,∞ compatible aux
structures. On poseΨ(x)(f) =

∑
i aif(xi). C’est un élément de(Fil rÂst,∞)φr=1

N=0 soit, en vertu
de l’isomorphisme décrit précédemment, un élément deQp/Zp(r). On vérifie immédiatement
queΨ est un morphismeZp-linéaire commutant à l’action de Galois.

On veut démontrer queΨ est un isomorphisme pour tout objetM ∈ Mr et pour cela on
suit la démonstration du paragraphe 3.2.1. de [Bre98] (qui concerne le case = 1) : la méthode
consiste à prouver queΨ est un isomorphisme pour les objets tués parp, à démontrer que le
foncteurTst⋆ est bien défini et exact, puis à conclure à l’aide d’un dévissage.

On rappelle, dans un premier temps, que les objets simples deMr ont une structure relati-
vement simple (proposition III.3.1.1) :

Proposition 1.3.5.SoitM un objet simple deMr. AlorsM est tué parp et admet une base
adaptée(e1, . . . , ed) pour des entiersn1, . . . , nd. De plusN(ei) = 0 pour touti et il existe une
(unique) matriceG inversible à coefficients dansk telle que :




φr(u
n1e1)
...

φr(u
nded)


 = tG




e1
...
ed


 .

On introduit les modules suivants :

Fil tXÂst =

{
m∑

i=t

ai
X i

i!
, m ∈ N, at ∈ Acris

}
(2)
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et on démontre (comme dans le lemme 3.1.2.1. de [Bre98]) que Fil tX(Âst/p
n) = (Fil tXÂst)/p

n

est plat surSn. SiM est un objet deMr et (FiltM) est une filtration admissible deM, on
définit pour touts compris entre0 et r :

Fil sX(Âst⊗SM) =

s∑

t=0

Fil tXÂst⊗S Fil s−tM.

On a les deux lemmes suivants :

Lemme 1.3.6.SoitM un objet deMr et (Fil tM) une filtration admissible deM. Alors, pour
touts compris entre0 etr, on a FilsX(Âst⊗SM) = Fil s(Âst⊗SM) et sis > 1, on a une suite
exacte :

0 //
s⊕

t=1

Fil tXÂst⊗S Fil s+1−tM //
s⊕

i=0

Fil tXÂst⊗S Fil s−tM // Fil s(Âst⊗SM) // 0

où la première flèche est la somme des applications suivantes:

Fil tXÂst⊗S Fil s+1−tM → Fil t−1
X Âst⊗S Fil s+1−tM ⊕ Fil tXÂst⊗S Fil s−tM

xt ⊗ ys+1−t 7→ xt ⊗ ys+1−t ⊕ −xt ⊗ ys+1−t

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle du lemme 3.2.1.2 de [Bre98]. Pour la
première assertion, on a déjà clairement Fils

X(Âst⊗SM) ⊂ Fil s(Âst⊗SM).
On a une description alternative deAcris (voir [Fon94a]). Si on noteR = lim←−n∈N

OK̄/p pour
les applications de transitions données par le Frobenius, on peut définir un morphisme :

θ̂ : W (R) → OCp

(a0, a1, . . . , an, . . .) 7→
∑

n>0 p
nx̂

(n)
n

oùCp désigne le complétép-adique deK̄ et oùx̂(n)
n est la limite quandm tend vers l’infini d’une

suite(â
(n+m)
n )p

m
, â(j)

i ∈ OK̄ désignant un relevé quelconque dea(j)
i . L’anneauAcris s’identifie

alors à l’enveloppe aux puissances divisées deW (R) relativement à ker̂θ (et compatibles aux
puissances divisées canoniques surpW (R)). On vérifie facilement que[π] ∈ Acris (défini à la
fin du paragraphe 1.3.1) correspond bien au représentant de Teichmüller deπ (défini au même
endroit). Par ailleurs, on montre (voir [Fon94a]) que kerθ̂ est un idéal principal, engendré par
E([π]).

Ainsi, six ∈ Fil s(Âst⊗SM), il s’écrit comme une somme de termes de la forme :

aγj(E([π]))γk(X)⊗m

(où γj(x) = xj

j!
) aveca ∈ Acris, m ∈ Fil s−tM et j + k > t. Mais [π] = u(1 + X) et donc

E([π]) − E(u) est un multiple deuX. On peut donc écrireE([π]) = E(u) + uXb pour un
certainb ∈ Âst puis :

γj(E([π])) =

j∑

ℓ=0

γj−ℓ(E(u))(ub)ℓγℓ(X).

En réinjectant cette expression dansx, on obtient bienx ∈ Fil sX(Âst⊗SM).
Pour la deuxième partie du lemme, la démonstration est exactement la même que celle de

[Bre98]. �
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Lemme 1.3.7.SoitM un objet deMr. Pour touts compris entre0 etr, on a une suite exacte :

0 // Fil s(Âst⊗SM)N=0
// Fil s(Âst⊗SM)

N // Fil s−1(Âst⊗SM) // 0

où par convention Fil−1(Âst⊗SM) = Âst⊗SM.

Démonstration. La démonstration est la même que celle du lemme 3.2.1.3 de [Bre98]. Toute-
fois, on se ramène à la fin, non pas à un objet deMF f,r

k (en reprenant les notations de l’article),
mais à un objet simple de la catégorieMr dont la structure est connue par la proposition 1.3.5.
Le même argument s’applique alors. �

On déduit des deux lemmes précédents le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.8. SoitM un objet deMr. Alors Fil r(Âst ⊗S M)N=0 ne dépend pas de la
filtration admissible choisie et si :

0 //M′ //M //M′′ // 0

est une suite exacte dansMr, alors la suite induite :

0 // Fil r(Âst⊗SM′)N=0
// Fil r(Âst⊗SM)N=0

// Fil r(Âst⊗SM′′)N=0
// 0

est également exacte.

Démonstration. C’est la même que celle de la proposition 3.2.1.4 de [Bre98],en remplaçant
à nouveauMF f,r

k par la sous-catégorie deMr formée des objets tués parp, et en utilisant la
proposition 1.3.5 qui donne la structure de tels objets. �

Remarque.On prouve de même que si0 //M′ //M //M′′ // 0 est une suite exacte

dansMr, alors la suite :

0 // (Âst⊗SM′)N=0
// (Âst⊗SM)N=0

// (Âst⊗SM′′)N=0
// 0

l’est aussi.
D’autre part, le corollaire précédent prouve en particulier queTst⋆(M) ne dépend pas de la

filtration choisie. Ainsi le foncteurTst⋆ est bien défini.

Lemme 1.3.9.SiM est un objet deMr, on a une suite exacte :

0 // Fil r(Âst⊗SM)φr=1
N=0

// Fil r(Âst⊗SM)N=0
φr−id // (Âst⊗SM)N=0

// 0 .
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Démonstration. Il suffit de montrer queφr − id est surjective. De même que dans le lemme
3.2.1.6 de [Bre98], on se ramène au cas d’un objet simple deMr.

SoitM un objet simple deMr. D’après la proposition 1.3.5, on peut écrireM = S1e1 ⊕

· · · ⊕ S1ed où e1, . . . , ed sont tels queN(ei) = 0 et Fil rM est le sous-module deM engendré
par FilpS · M et lesun1e1, . . . u

n1ed pour certains entiersni compris entre0 et er. On a alors
directement :

Âst⊗SM = Âst/pÂst · e1 ⊕ · · · Âst/pÂst · ed

(Âst⊗SM)N=0 = Acris/pAcris · e1 ⊕ · · ·Acris/pAcris · ed

Fil r(Âst⊗SM)N=0 =

p∑

i=1

(Acris/pAcris · u
nie1 + Fil pAcris/pAcris · ei).

On noteG l’unique matrice inversible à coefficients dansk telle que :



φr(u
n1e1)
...

φr(u
nded)


 = tG




e1
...
ed




et on conclut de même que dans le lemme 3.2.1.6 de [Bre98]. �

Corollaire 1.3.10. Le foncteurTst⋆ est exact.

On déduit finalement de cette étude le théorème suivant :

Théorème 1.3.11.L’application Ψ définie précédemment induit une transformation naturelle
inversible entre les foncteursTst⋆ et (T ⋆st)

∨(r).

Démonstration. Comme la catégorieMr est artinienne, et que les foncteursT ⋆st et Tst⋆ sont
exacts, il suffit de montrer le résultat lorsqueM est un objet simple deMr.

SiM est un objet simple deMr, la proposition 1.3.5 nous assure dans un premier temps
queM est tué parp. On a donc :

T ⋆st(M) = Hom(T (M), Ã) et Tst⋆(M) = Fil r(Ã⊗S̃ T (M))φr=1
N=0 .

Par ailleurs la même proposition fournit une description explicite deT (M) et de ses structures
supplémentaires. Précisément, il existe des entiersni tels que :

T (M) = S̃e1 ⊕ · · · ⊕ S̃ed

Fil rT (M) = S̃un1e1 ⊕ · · · ⊕ S̃u
nded

avec de surcroîtN(ei) = 0 pour touti. Par ailleurs, quitte à passer à une extension non ramifiée
deK, on peut supposer (voir théorème III.3.3.2) queφr est donné parφr(uniei) = ei+1, les
indices étant considérés modulod.

Des descriptions précédentes, on déduit facilement :

Fil r(Ã⊗S̃ T (M))N=0 = π̄n1
1 OK̄/π · e1 ⊕ · · · ⊕ π̄

n1
1 OK̄/π · ed
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où π̄1 est la réduction moduloπ deπ1 (qui, on le rappelle, est une racinep-ième deπ fixée).
L’opérateurφr agit sur ce module parφr(π̄

ni
1 ei) = ei+1. Tout élément de Filr(Ã⊗S̃ T (M))N=0

s’écrit de façon uniquex =
∑d

i=1 ai⊗ei avecai = πni
1 xi et un tel élément appartient àTst⋆(M)

si, et seulement si :
xpi = π̄

ni+1

1 xi+1

pour tout indicei ∈ Z/dZ.
Par ailleurs, se donner un élément deT ⋆st(M) revient à se donner l’imagebi de chacun desei,

ces images devant vérifierN(bi) = 0, unibi ∈ Fil rÃ et commuter àφr. La première condition
imposebi ∈ OK̄/π. La deuxième condition assure quebi = πmi

1 yi pourmi = er − ni et
yi ∈ OK̄/π. Finalement, la commutation àφr impose les relations :

(−1)rypi = π̄
mi+1

1 yi+1.

On est finalement ramené à prouver que l’accouplement :

(a1, . . . , ad)× (b1, . . . , bd) 7→
d∑

i=1

aibi

défini sur les couples ded-uplets solutions des systèmes précédents et à valeurs dans(OK̄/π)φr=1.
Ce dernier espace est encoret̄Fp (ou t̄ est la réduction moduloπ d’une racine(p− 1)-ième de
pr) est non dégénéré. Or par le lemme III.4.1.23, si on choisitη une racine(ph − 1)-ième deπ,
si on noteη̄ sa réduction moduloπ, et si on pose :

si = nip
d−1 + ni+1p

d−2 + · · ·+ ni+d−1

ti = mip
d−1 +mi+1p

d−2 + · · ·+mi+d−1

les solutions de ces systèmes s’écrivent :

ai = ap
i

η̄si et bi = (−1)ribp
i

η̄ti

où a décrit Fq (q = pd), l’ensemble des racines dansk̄ de l’équationxq = x, et oùb décrit
l’ensemble des racines dansk̄ de l’équationxq = (−1)rdx.

Si rd est pair,
∑d

i=1 aibi = TrFq/Fp(ab) · η̄
v où v = si + ti = er · q−1

p−1
est indépendant dei,

et on conclut en remarquant que la trace deFq àFp est une forme bilinéaire non dégénérée.
Si rd est impair, on noteε ∈ k̄ une racine(p − 1)-ième de−1, on vérifie que

∑d
i=1 aibi =

εTrFq/Fp(ab/ε) · η̄
v et on conclut comme dans le cas précédent. �

En vertu de ce théorème, tous les résultats démontrés sur le foncteurT ⋆st se transposent au
foncteurTst⋆. On obtient ainsi un équivalent du théorème 1.3.1 :

Théorème 1.3.12.Le foncteurTst⋆ est exact, pleinement fidèle, d’image essentielle stable par
quotients et par sous-objets. De plus, siM est un objet deMr isomorphe en tant queS-module
à Sn1 ⊕ · · · ⊕ Snd

, alors la représentation galoisienneTst⋆(M) est isomorphe en tant queZp-
module àZ/pn1Z× · · · × Z/pndZ.

3Dans le chapitre III, on travaillait non pas moduloπ mais modulop. Cependant, on vérifie sans mal que la
méthode marche dans les deux cas.
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2 Les faisceaux sur le site log-syntomique

2.1 Rappels et préliminaires

2.1.1 Log-schémas et sites usuels

On renvoie à [Kat89] pour la définition et les propriétés des log-schémas et des morphismes
de log-schémas (en particulier des morphismes log-lisses ou log-étales). Tous les log-schémas
considérés dans ce papier sont intègres. SiS est un log-schéma, on noteṠ le schéma sous-jacent.
Si M est un monoïde, on noteMgp le groupe associé, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de
la formeab−1 pour a et b dansM où deux élémentsab−1 et cd−1 sont identifiés s’il existe
s ∈ M tel quesad = sbc (i.e. simplementad = bc si M est intègre). SiM est un monoïde et
G un sous-groupe deMgp, on définit le quotientM/G comme le quotient deM par la relation
d’équivalencex ∼ y ↔ xy−1 ∈ G.

Si S est un log-schéma fin dont le schéma sous-jacent est tué par unentier non nul et muni
d’un idéal à puissances divisées et siX est un log-schéma fin surT auquel les puissances divi-
sées s’étendent, on note(X/S)cris le petit site (log-)cristallin fin (défini dans [Kat89], chapitre
5) et (X/S)CRIS le gros site (log-)cristallin fin (défini dans [Bre96], chapitre 3). On noteOX/S
le faisceau structural sur ces sites,JX/S son idéal à puissances divisées etJ [n]

X/S les puissances
divisées successives deJX/S.

De même, siS est un log-schéma fin, on noteSét = Ṡét le petit site (log-)étale deS : c’est
la catégorie des log-schémasX pour lesquelsẊ est étale suṙS et la log-structure surX est
induite par celle deS, les recouvrements étant les recouvrements étales usuels (sur les schémas
sous-jacents). On note égalementSÉT le gros site (log-)étale deS défini comme la catégorie des
log-schémas fins localement de type fini surS et munie de la topologie étale. On noteOX le
faisceau structural sur chacun de ces deux sites.

2.1.2 Topologie log-syntomique

On rappelle la définition d’un morphisme de log-schémas log-syntomiques, due à Kato (voir
[Kat89]) :

Définition 2.1.1. Un morphisme de log-schémas finsf : Y → X est ditlog-syntomiques’il est
intègre, siḟ : Ẏ → Ẋ est localement de présentation finie, et sif peut s’écrire étale localement
comme la composée d’un morphisme log-lisse avec une immersion fermée exacte dont l’idéal
est engendré en chaque point par une suite transversalementrégulière relativement àX.

On montre (voir [Bre96]) que les morphismes log-syntomiques sont stables par changement
de base et par composition. En outre, on dispose de la propriété remarquable suivante :

Proposition 2.1.2. Si Y → X est une immersion fermée exacte définie par un nil-idéal, on
peut étale-localement relever les morphismes log-syntomiques surY en des morphismes log-
syntomiques surX.
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Il est de plus possible de donner une description locale trèsexplicite des morphismes log-
syntomiques. Précisément, sif : Y → X est un morphisme log-syntomique, alors il existe une
carte (locale pour la topologie étale) sur laquellef prend la forme suivante :

P ⊕ Nr

G
// (A⊗Z[P ] Z[(P ⊕Nr)G][X1, . . . , Xs]

I

P //

f

OO

A

f

OO

oùA est un anneau,P est un monoïde intègre,r ets des entiers,G un sous-groupe deP gp⊕Zr

et I un idéal contenant les[g] − 1 (pour g ∈ G) et engendré par une suite transversalement
régulière relativement àA.

Si S est un log-schéma fin, on noteSSYN le gros site (log-)syntomique surX, c’est-à-dire
la catégorie des log-schémas fins localement de type fini surX munie de la topologie log-
syntomique : une famille(fi : Xi → X) recouvreX si tous les morphismesfi sont log-
syntomiques et si topologiquementẊ =

⋃
i fi(Ẋi). De même on définit le petit site (log-

)syntomiqueSsyn en se restreignant à la catégorie des log-schémas log-syntomiques surS.

2.1.3 Plusieurs bases

Pour la suite, on sera amené à considérer plusieurs bases quisont :

(
N → OK/pn

1 7→ π

)
;

(
N → Sn
1 7→ u

)
;

(
N → S̃

1 7→ u

)
;

(
N → k

1 7→ 0

)

On note simplementTn la première,En la deuxième,̃E la troisième et̄E = T̄ la quatrième. Ces
quatre bases sont munies de puissances divisées : surTn, elles sont prises par rapport à l’idéal
engendré parp, surEn et Ẽ par rapport à l’idéal engendré par lesE(u)i

i!
pour i > 1 et sur la

dernière par rapport à l’idéal nul. On a un diagramme :

T1
� � //

t T

����
��
��


 j

��0
00

00
0

T2
� � //

� _

��

· · · �
� // Tn

� _

��

� � // · · ·

Ẽ � � // E1
� � // E2

� � // · · · �
� // En

� � // · · ·

où tous les morphismes sont des épaississements, les flèchesverticales étant obtenues en en-
voyantu surπ.

Les basesEn, Ẽ et Ē sont munies d’un relèvement du Frobenius : c’est la multiplication par
p sur les monoïdes, l’élévation à la puissancep sur S̃ et k et le Frobenius défini au paragraphe
1.1.1 surSn.



112 CHAPITRE IV. UN THÉORÈME DE COMPARAISON

2.2 Les faisceauxOst
n etJ [s]

n

Dans ce paragraphe, on définit des faisceauxOst
n etJ [s]

n sur le site syntomique qui permettent
de calculer la cohomologie cristalline. On donne ensuite une description locale explicite de ces
faisceaux, technique mais cruciale pour mener à bien les calculs.

2.2.1 Définition et description locale

Pour tout entiern et tout entier (relatif)s, on définit sur(Tn)SYN les préfaisceauxJ [s]
n par la

formule :
J [s]
n (U) = H0((U/En)cris,J

[s]
U/En

) = H0((U/En)CRIS,J
[s]
U/En

)

oùU surTn est vu surEn via l’épaississement du paragraphe 2.1.3. On poseOst
n = J [0]

n . On
montre (voir [Bre96]) que lesJ [s]

n sont des faisceaux et qu’ils calculent la cohomologie log-
cristalline dans le sens où :

H i(Xsyn,J
[s]
n ) = H i(XSYN,J

[s]
n ) = H i((X/En)cris,J

[s]
X/En

) = H i((X/En)CRIS,J
[s]
X/En

)

pour tout entieri et tout log-schémaX fin localement de type fini surEn.

SoitU un log-schéma log-syntomique sur la baseTn. On a vu qu’étale-localement, on peut
trouver une carte du morphismeU → Tn qui prend la forme :

Nx0 ⊕ Nx1 ⊕ · · · ⊕ Nxr
G

α // OK/p
n[(Nx0 ⊕Nx1 ⊕ · · · ⊕ Nxr)G][X1, . . . , Xs]

([x0]− π, f1, . . . , ft)

Nx0
//

OO

OK/pn

OO

oùG est un sous-groupe deZr+1 et([x0]−π, f1, . . . , ft) est une suite transversalement régulière
relativement àOK/pn et telle que l’idéal engendré contienne tous les[g]− 1, pourg ∈ G.

NotonsQ = Nx0 ⊕ Nx1 ⊕ · · · ⊕ Nxr, P = Q/G et A = OK/p
n[QG][X1,...,Xs]

([x0]−π,f1,...,ft)
, de sorte

que (étale-)localementU = (SpecA,P ). Décrire localement (pour la topologie syntomique)
les faisceauxOst

n et J [s]
n serait par exemple donner des formules explicites pour les modules

Ost
n(SpecA,P ) et J [s]

n (SpecA,P ). Cependant, on ne sait donner de telles formules que si le
Frobenius est surjectif surA et surP , ce qui n’esta priori pas le cas ici. Nous allons donc
devoir considérer des ouverts encore plus petits (toujourspour la topologie syntomique) pour
forcer cette condition de surjectivité.

NotonsQi = Nxp
−i

0 ⊕Nxp
−i

1 ⊕· · ·⊕Nxp
−i

r ,P i = Qi/G etAi =
OK/p

n[QiG][Xp−i

1 ,...,Xp−i

s ]

([x0]−π,f1,...,ft)
. On a

des morphimes de log-schémas(SpecAi+1, P i+1)→ (SpecAi, P i) qui sont des recouvrements
log-syntomiques, et le Frobenius devient surjectif sur la limite de ces recouvrements. On est
amené à décrire explicitement les objets suivants :

Ost
n(A

∞, P∞) = lim−→
i

Ost
n(SpecAi, P i) et J [s]

n (A∞, P∞) = lim−→
i

J [s]
n (SpecAi, P i).
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NotonsQ∞ = Nx1/p∞

0 ⊕Nx1/p∞

1 ⊕· · ·⊕Nx1/p∞

r ,P∞ = Q∞/G etA∞ =
OK/p

n[Q∞G][X
1/p∞

1 ,...,X
1/p∞

s ]

([x0]−π,f1,...,ft)
.

Par ailleurs, siM est un monoïde etn un entier, posons :

M (n) =
{
x ∈Mgp/ xp

n

∈M
}
.

Si de plusM est muni d’un morphisme de monoïdesN → M , on définitN ⊕(φn),N M comme

la limite inductive du diagrammeN N
pn

oo // M . Posons :

W st
n (A∞, P∞) = Wn(A

∞/pA∞)⊗Z[P∞] Z[(N⊕(φn),N P
∞)(n)].

On dispose d’un morphisme canonique surjectif :

W st
n (A∞, P∞) → A∞

(a0, . . . , an−1)⊗ [h] 7→ (âp
n

0 + · · ·+ pn−1ân−1) · α(hp
n
)

où âi ∈ A∞ désigne un relevé quelconque deai. On note finalementW st,DP
n (A∞, P∞) l’en-

veloppe aux puissances divisées relativement à l’ideal noyau (et compatible aux puissances
divisées canoniques sur l’idéal(p)). On munitW st,DP

n (A∞, P∞) d’une structure deSn-module
en envoyantu sur l’élément1 ⊗ [1 ⊕ (0, . . . , 0)]. Comme dans l’appendice D de [Bre98], on
montre la proposition suivante :

Proposition 2.2.1.Avec les notations précédentes, il existe un isomorphismeSn-linéaire cano-
nique :

Ost
n(A

∞, P∞)
∼ // W st,DP

n (A∞, P∞) .

Il existe une autre description locale qui a l’avantage d’être légèrement plus simple, mais
l’inconvénient d’être non canonique. Notons pour cela :

W cris
n (A∞, P∞) = Wn(A

∞/pA∞)⊗Z[P∞] Z[(P∞)(n)]

et W cris,DP
n son enveloppe à puissances divisées par rapport à l’idéal noyau de l’application

(a0, . . . , an−1)⊗ [h] 7→ (âp
n

0 + · · ·+pn−1ân−1)α(hp
n
) où âi ∈ A∞ désigne un relevé quelconque

de ai. On a alors le lemme suivant qui établit un lien entre les anneauxW cris,DP
n (A∞, P∞) et

W st,DP
n (A∞, P∞) :

Lemme 2.2.2.On garde les notations précédentes et on noteg ∈ P∞ l’image dex0. Soith ∈
P∞ une racinepn-ième deg. Alors l’applicationW cris,DP

n (A∞, P∞) 〈X〉 → W st,DP
n (A∞, P∞)

qui envoieX sur (1⊗ (1⊕ h))− 1 est un isomorphisme.

On en déduit directement la proposition :

Proposition 2.2.3.Avec les notations précédentes, il existe un isomorphismeSn-linéaire :

Ost
n(A

∞, P∞)
∼ // W cris,DP

n (A∞, P∞) 〈X〉

où la structure deSn-module est donnée surW cris,DP
n (A∞, P∞) 〈X〉 par ui

i!
7→ T i

0

i!
1

1+X
où T0

désigne une racinepn-ième de[x0]. En outre, cet isomorphisme est compatible à la filtration
donnée à gauche par lesJ [s]

n (A∞, P∞) et à droite par les puissances divisées.

Remarque.Attention l’isomorphisme précédent n’est pas canonique : il dépend du choix d’une
racinepn-ième deg, image dex0 dansP∞.
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2.2.2 Les opérateursφs etN

La description précédente permet de prouver la propositionsuivante importante :

Proposition 2.2.4.Le faisceauOst
n est plat surSn et les faisceauxJ [s]

n sont plats surWn.

Démonstration.L’argument est le même que celui de la proposition 2.1.2.1 de[Bre98]. �

Si n et m sont deux entiers avecn 6 m, on a un épaississementi : Tn →֒ Tm. Ainsi
pour tout faisceauF sur(Tn)syn, on peut former le faisceaui⋆F sur(Tm)syn. Le foncteuri⋆ est
exact (c’est une conséquence de la propriété 2.1.2) et, par abus, on note encoreF le faisceau
i⋆F . L’exactitude assure qu’il revient au même de calculer les cohomologies deF sur les sites
(Tn)syn et (Tm)syn.

Les descriptions locales données précédemment permettentfacilement de prouver l’exacti-
tude des deux suites de faisceaux (sur(Tm)syn) suivantes :

0 // Ost
i

pn
// Ost

n+i
// Ost

n
// 0

0 // J [s]
i

pn
// J [s]

n+i
// J [s]

n
// 0

pour tout entieri tel quen + i 6 m. D’autre part, toujours pourn + i 6 m, la multiplication
parpi identifie sur le site(Tm)syn les faisceauxOst

n etpiOst
n+i. Comme la baseEn est munie d’un

relèvement du Frobenius (voir paragraphe 2.1.3), les groupesOst
n(U) = H0((U/En)cris,OU/En)

héritent d’un opérateur de Frobeniusφ qui s’étend immédiatement en un morphisme de fais-
ceauxφ : Ost

n → O
st
n .

Par ailleurs, on vérifie directement en utilisant la platitude et la description locale que pour
tout entiers 6 p−1, on a l’inclusionφ(J [s]

n ) ⊂ psOst
n. Les suites exactes précédentes permettent

alors de définir un morphisme de faisceauxφs sur le site(Tm)syn (pourm > n + s) comme la
composée :

J [s]
n J [s]

n+s/p
n∼oo φ // psOst

n+s Ost
n

∼

ps
oo

après avoir vérifié queφ passe au quotient.

Remarque.Les faisceauxJ [s]
n etOst

n sont définis sur le site(Tn)syn maisφs n’est, lui, défini que
sur(Tn+s)syn.

Finalement on peut munirOst
n d’un opérateurN qui sur la description locale (voir propo-

sition 2.2.3) est simplement défini comme l’unique application W cris,DP
n (A∞, P∞)-linéaire qui

envoieXi

i!
sur(1 + X) X

i−1

(i−1)!
(cette application ne dépend pas d’un choix d’une racinepn-ième

deg, elle est donc canoniquement définie et peut se recoller).

2.3 Le cas de la caractéristiquep

Dans ce paragraphe, on se concentre sur le casn = 1 et on donne des descriptions plus
faciles à manipuler des faisceaux précédemment introduits. En effet, par la suite, nous procéde-
rons systématiquement par dévissages et donc le casn = 1 aura toujours un statut particulier.
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2.3.1 Une nouvelle description des faisceauxOst
1 etJ [s]

1

On reprend la description donnée par la proposition 2.2.3 dans le casn = 1 :

Ost
1 (A∞, P∞) = W cris,DP

1 (A∞, P∞) 〈X〉 .

Un calcul facile prouve que le morphisme qui envoieπ sur[x0] identifieW cris,DP
1 (A∞, P∞) à :

(
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ]

([x0]e, f1, . . . , ft)

)DP

où l’on nomme encore de façon abusivefi ∈ k[Q∞G1/p][X
1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ] l’image defi ∈
OK/p[Q∞G][X1, . . . , Xs] et où par définitionG1/p désigne le sous-groupe de(Q∞)gp formé
desx tels quexp ∈ G. On remarque en outre que la suite([x0]

e, f1, . . . , ft) est encore régulière
dansk[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ].
Soit ψi ∈ k[Q∞G][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ] vérifiant ψpi = fi. En explicitant les puissances
divisées, on voit queOst

1 (A∞, P∞) s’identifie à :
⊕

m0,...,mt+1∈N

B · γpm0(u
e)γpm1(ψ1) · · · γpmt(ψt)γpmt+1(X) (3)

oùu =
[x

1/p
0 ]

1+X
et où on a posé :

B =
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ][X]

([x0]e, f1, . . . , ft, Xp)
. (4)

La description précédente fournit également une description locale des faisceauxJ [s]
1 :

J [s]
1 (A∞, P∞) s’identifie au sous-B-module deOst

1 (A∞, P∞) engendré par les :

γm0(u
e)γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X) avec m0 + · · ·+mt > s.

Les quotientsJ [s]
1 /J [s+1]

1 ont également une écriture sympathique :

J [s]
1 (A∞, P∞)

J [s+1]
1 (A∞, P∞)

=
⊕

P

mi=s

(B/(ue, ψ1, . . . , ψt, X)) · γm0(u
e)γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X).

(5)
Si s < p, donc en particulier pours 6 r, la dernière description se simplifie légèrement et

donne :

J [s]
1 (A∞, P∞)

J [s+1]
1 (A∞, P∞)

=
⊕

P

mi=s

(B/(ue, ψ1, . . . , ψt, X)) · uem0ψm1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 (6)

Comme ces quotients ne sont pas tués paru, on introduit de nouveaux faisceaux intermé-
diaires :
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Définition 2.3.1. Soitq un nombre rationnel de la formet
e

où t est un entier positif ou nul. Si
t = se+ δ est la division euclidienne det par e, on pose :

J [q]
1 = uδJ [s]

1 + J [s+1]
1 .

On peut à nouveau évaluer les quotients successifs comme le résume la proposition suivante :

Proposition 2.3.2.Soit0 6 q < p un nombre rationnel de la formet
e

pour un certain entier
t. Notonst = se + δ la division euclidienne det par e. Alors, en reprenant les notations
précédentes :

J [q]
1 (A∞, P∞)

J [q+1/e]
1 (A∞, P∞)

=
⊕

P

mi=s

C · uem0+δψm1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 (7)

où :

C =
B

(u, ψ1, . . . , ψt, X)
=
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ]

([x
1/p
0 ], ψ1, . . . , ψt)

. (8)

Démonstration. Il est clair que J
[q]
1 (A∞,P∞)

J
[q+1/e]
1 (A∞,P∞)

s’identifie à

uδ(J [s]
1 (A∞, P∞)/J [s+1]

1 (A∞, P∞))

uδ+1(J [s]
1 (A∞, P∞)/J [s+1]

1 (A∞, P∞))
.

D’après la formule (6), il suffit de montrer que si l’on poseB = B/(ue, ψ1, . . . , ψt, X), l’ap-
plication de multiplication paruδ induit un isomorphisme deC = B/uB dansuδB/uδ+1B. La
surjectivité est claire.

Montrons l’injectivité. SoitB′ = k[Q∞G1/p][X
1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ]. Il suffit de montrer que
s’il existe un entierδ 6 e et des élémentsx, y, y1, . . . , yt deB′ tels que :

uδx = uey + y1ψ1 + · · ·+ ytψt (9)

alors, il existey′1, . . . , y
′
t ∈ B

′ tels que :

x = ue−δy + y′1ψ1 + · · ·+ y′tψt.

Nous allons prouver ce résultat par récurrence surt. On rappelle que la famille(ψ0, ψ1, . . . , ψt)

est une suite régulière deB et que, dansB, on aue = ψ0 (puisqueX est nul).
L’initialisation de la récurrence provient simplement du fait queu n’est pas diviseur de0

dansB (puisqueue ne l’est pas). Pour l’hérédité, on suppose que l’équation (9) est vérifiée. Cela
entraîneuδx ≡ ytψt (mod ue, ψ1, . . . , ψt−1) et doncue−nδytψt ≡ 0 (mod ue, ψ1, . . . , ψt−1).
Puisque la suite(ue, ψ1, . . . , ψt) est régulière, il vientue−δyt ≡ 0 (mod ue, ψ1, . . . , ψt−1), et
donc il existez, z1, . . . , zt−1 ∈ B tels que :

ue−δyt = zue + z1ψ1 + · · ·+ zt−1ψt−1.
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En appliquant l’hypothèse de récurrence, on obtient l’existence d’élémentsz′, z′1, . . . , z
′
t−1 dans

B tels que :
yt = z′uδ + z′1ψ1 + · · ·+ z′t−1ψt−1.

En réinjectant dans (9), il vient :

uδ(x− z′yt) = uey + (y1 + z′1yt)ψ1 + · · ·+ (yt−1 + z′1yt−1)ψt−1

et une nouvelle application de l’hypothèse de récurrence permet de conclure. �

Remarque.Sur les quotients de la proposition qui précède, la structure deA∞-module est simple
à décrire. En effet, ces quotients sont tués paru et par tous lesψi, et donc la structure deA∞-
module se factorise en une structure deC-module, qui est décrite de façon transparente sur la
somme directe précédente.

Finalement, remarquons que sis 6 p−1 et sip > 3, il est possible de donner une définition
alternative deφs : J [s]

1 → O
st
1 qui est déjà valable sur le site(T2)syn. On remarque pour cela que

φ1 s’annule surJ [2]
1 et qu’il définit ainsi par passage au quotient un morphisme defaisceaux

(sur le site(T2)syn) J
[1]
1 /J [2]

1 → O
st
1 . En outre, on a le lemme suivant :

Lemme 2.3.3.Le morphisme de faisceaux canoniques SymO1
J [1]

1 /J [2]
1 → J [s]

1 /J [s+1]
1 est un

isomorphisme.

Démonstration. Avec les descriptions précédentes, c’est une conséquence directe de l’alinéa
I.3.4.4 de [Ber77]. �

On vérifie que l’applicationφs s’obtient comme la composée :

J [s]
1

// J [s]
1 /J [s+1]

1

Symsφ1 // Ost
1 .

Cette dernière formule assure, au moins pours 6 p − 1 et p > 3, queφs ne dépend que deφ1

et peut être défini sur(T2)syn.

2.3.2 Les faisceaux̃Ost, J̃ [q]

Lorsquen = 1, on définit des versions simplifiées des faisceauxOst
1 etJ [s]

1 en remplaçant
la baseE1 par la basẽE (voir le paragraphe 2.1.3 pour la définition).

SiU est un log-schéma surT1, on définit pour tout entiers :

J̃ [s](U) = H0((U/Ẽ)cris,J
[s]

U/Ẽ
) = H0((U/Ẽ)CRIS,J

[s]

U/Ẽ
)

et Õst = J̃ [0]. Comme précédemment, les préfaisceauxJ̃ [s] sont des faisceaux sur le gros site
syntomique(T1)SYN et calculent la cohomologie log-cristalline :

H i(Xsyn, J̃
[s]) = H i(XSYN, J̃

[s]) = H i((X/Ẽ)cris, J̃
[s]

X/Ẽ
) = H i((X/Ẽ)CRIS,J

[s]

X/Ẽ
).
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De même que précédemment, on pose pourq = s+ δ
e

où s > 0 et0 6 δ < e sont des entiers :

J̃ [q] = uδJ̃ [s] + J̃ [s+1].

Il est encore possible de donner une description locale trèsexplicite de ces faisceaux. En
reprenant les arguments utilisés pour les faisceauxOst

1 etJ [s]
1 , et en reprenant les notations des

paragraphes 2.2.1 et 2.3.1, on aboutit à :

Õst(A∞, P∞) =
⊕

m1,...,mt+1∈N

B̃ · γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X) (10)

avec :

B̃ =
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ][X]

([x0], f1, . . . , ft, Xp)
=
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ][X]

(up, f1, . . . , ft, Xp)
. (11)

et, pourq = s+ δ
e
< p

e
(par exemple siq 6 r) :

J̃ [q](A∞, P∞)

J̃ [q+1/e](A∞, P∞)
=

⊕
P

mi=s

C̃ · uem0+δψm1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 (12)

où C̃ = C. La structure deA∞-module sur ce dernier quotient se factorise en une structure de
C̃-module, qui est celle qui correspond à l’écriture sous forme de somme directe.

En comparant les formules (7) et (12), on en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.3.4. Pour q ∈ 1
e
N, q < p

e
, la projection canonique induit un isomorphisme de

faisceaux :

J [q]
1 /J [q+1/e]

1
∼ // J̃ [q]/J̃ [q+1/e] .

Par ailleurs, pour tout entiers < p
e
, l’opérateurφs : J [s]

1 → Ost
1 induit par passage au

quotient un morphismeφs : J [s]
1 /J [s+1/e]

1 → Ost
1 /u

pOst
1 . D’autre part, la projection canonique

Ost
1 → Õ

st s’annule surupOst
1 et donc fournit un morphisme de faisceauxOst

1 /u
pOst

1 → Õ
st

(attention, ce n’est pas un isomorphisme). Tout cela, avec la proposition précédente, permet de
définir un opérateur̃φs comme la composée :

J̃ [s] // J̃ [s]/J̃ [s+1/e] J [s]
1 /J [s+1/e]

1
∼oo φs // Ost

1 /u
pOst

1
// Õst .

Encore une fois, le morphismẽφs n’est pas défini sur(T1)syn, maisa priori simplement sur
(Ts+1)syn.

Finalement, on munit le faisceaũOst d’un opérateur̃N , après avoir remarqué que l’opérateur
N : Ost

1 → O
st
1 passe au quotient puisqueN(upOst

1 +
∑

i>p γi(u)O
st
1 ) ⊂ upOst

1 +
∑

i>p γi(u)O
st
1 .
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2.3.3 Les faisceaux̄Ost et J̄ [s]

On recopie les définitions précédentes en se plaçant désormais sur la basēE (voir paragraphe
2.1.3) : pour tout entiers et toutU ∈ (T1)SYN, on pose

J̄ [s](U) = H0((Ū/Ē)cris,J
[s]

Ū/Ē
) = H0((Ū/Ē)CRIS,J

[s]

Ū/Ē
)

où Ū = U ×T1 Ē. On obtient ainsi des faisceaux sur le site(T1)SYN qui, comme précédemment,
calculent la cohomologie log-cristalline. On pose en outreŌst = J̄ [0].

On dispose encore d’une description locale du faisceauŌst. En gardant les mêmes notations,
on a :

Ōst(A∞, P∞) =
⊕

m1,...,mt+1∈N

B̄ · γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X) (13)

avec :

B̄ =
k[Q∞G1/p][X

1/p∞

1 , . . . , X
1/p∞

s ][X]

(u, f1, . . . , ft, Xp)
. (14)

L’élémentu est nul par hypothèse dans̄E et donc également dans̄Ost. On ne définit donc
pas les faisceaux intermédiaires̄J [q] pourq rationnel, mais, sis est un entier, on a toujours une
description explicite du quotient :

J̄ [s](A∞, P∞)

J̄ [s+1](A∞, P∞)
=

⊕
P

mi=s

C̄ · γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X) (15)

où C̄ = C̃ = C. Il est encore une fois possible de décrire la structure deA∞-module sur ce
quotient : elle se factorise par la structure deC̄-module naturelle sur la somme directe. Finale-
ment, en comparant les formules (7) et (15), on voit que le morphisme naturelJ [s]

1 /J [s+1/e]
1 →

J̄ [s]/J̄ [s+1] est un isomorphisme pours < p. Cela permet de définir un opérateurφ̄s comme la
composée :

J̄ [s] // J̄ [s]/J̄ [s+1] J [s]
1 /J [s+1/e]

1
∼oo φs // Ost

1 /u
pOst

1
// Ōst .

2.3.4 Les faisceauxOcar
1 , Õcar et Ōcar

Sur un log-schéma de caractéristiquep, on définit le Frobenius absolu de la façon suivante :
c’est le Frobenius absolu classique sur le schéma sous-jacent et la multiplication parp sur le
monoïde (à supposer qu’il soit noté additivement).

SoitU un log-schéma fin (localement de présentation finie) surT1. On voitU surE1 grâce
à l’épaississementT1 →֒ E1. On noteU ′ = U ×E1 E1 où E1 est vu sur lui-même par le
morphisme de Frobenius absolu. Le Frobenius absolu surU se factorise parU ′ et fournit donc
un morphismeU → U ′ appelé Frobenius relatiffU .

Dans la terminologie de Kato (voir [Kat89], paragraphe 4.9), la flèchefU est faiblement
purement inséparable et d’après le théorème 4.10 deloc. cit., elle se factorise de façonunique
sous la forme :

fU : U → U ′′ → U ′
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où le premier morphisme est purement inséparable et le second est log-étale. On définit alors,
comme dans le paragraphe 2.2.1 de [Bre98] :

Ocar
1 (U) = Γ(U ′′,OU ′′).

On prouve (voir appendice B de [Bre98]) que l’on définit ainsiun faisceauOcar
1 sur le gros

site syntomique(T1)SYN. Par ailleurs, d’après les résultats de [Kat89], siU = (SpecA,P ), on a
simplement :

Ocar
1 (U) = (S1 ⊗(φ),k A/πA)⊗Z[N⊕(φ),NP ] Z[(N⊕(φ),N, P )(1)].

Avec les notations introduites précédemment, ceci se réécrit :

Ocar
1 (A∞, P∞) =

⊕

m0∈N

B · γpm0(u
e) (16)

où on rappelle queB est défini par la formule (4).

On définit de même sur le site(T1)SYN les faisceauxÕcar et Ōcar en remplaçant la baseE1

respectivement par les basesẼ et Ē. Comme précédemment, on peut donner une description
explicite des faisceaux obtenus. On obtient :

Õcar(A∞, P∞) = B̃ et Ōcar(A∞, P∞) = B̄ (17)

où les anneaux̃B et B̄ sont définis respectivement par les formules (11) et (14).

Pour finir, mentionnons que la structure deA∞-module sur l’objetÕcar(A∞, P∞) est donnée
par l’applicationA∞ → B̃ déduite du Frobenius. En particulier, on constate que cetteapplica-
tion se factorise parC = C̃ = C̄. Il en va de même pour̄Ocar(A∞, P∞).

3 Calcul de la cohomologie cristalline

On montre dans cette partie comment associer à un log-schémaX propre et log-lisse sur
la baseT = (N → OK , 1 7→ π) dont la réduction modulop est dutype de Cartier(voir
définition 4.8 de [Kat89]) surX ×T T1, et à un entiern des objets des catégoriesMr tués par
pn. Précisément, il s’agit, pour touti < r, des quadruplets :

(H i((Xn)syn,O
st
n), H

i((Xn)syn,J
[r]
n ), φr, N)

où par définitionXn = X ×T Tn. On fait remarquer une fois de plus que le morphismeφr
n’est défini que sur(Xn+r)syn. Toutefois, l’écriture précédente du quadruplet est légitime car on
dispose d’isomorphismes canoniques entre(H i((Xn)syn,Ost

n) et (H i((Xn+r)syn,Ost
n) d’une part

etH i((Xn)syn,J
[r]
n ) etH i((Xn+r)syn,J

[r]
n ) d’autre part.

On commence par traiter le casn = 1 (sous-partie 3.1) : alors, l’élément deMr est tué par
p et peut-être donc vu dans̃M

r
. On procède ensuite par dévissage avant de passer un passageà

la limite projective pour proposer une version entière (sous-partie 3.2).
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3.1 En caractéristiquep

On se donne ici, un log-schéma finX1 propre et log-lisse sur la baseT1 (voir paragraphe
2.1.3). En particulier, le morphisme structuralX1 → T1 est log-syntomique. On suppose que
X1 est du type de Cartier et qu’il admet un relèvementX2 fin et log-lisse surT2. Ce relèvement
est automatiquement log-syntomique surT2.

Le but, ici, est de prouver que le quadruplet(H i((X1)syn,Ost
1 ), H i((X1)syn,J

[r]
1 ), φr, N) dé-

finit un objet de la catégorieMr pour touti 6 r. On montre d’abord l’énoncé équivalent avec
la baseẼ, i.e. que le quadruplet(H i((X1)syn, Õst), H i((X1)syn, J̃ [r]), φ̃r, Ñ) définit un objet de
M̃

r
. Le point le plus difficile est la liberté dũS-moduleH i((X1)syn, Õst). Les deux paragraphes

3.1.1 et 3.1.2 y sont consacrés. Dans le paragraphe 3.1.3, onexplique comment on termine la
preuve pour la basẽE avant d’en déduire dans le paragraphe 3.1.4, le théorème surla baseE1.

3.1.1 Des isomorphismes sur les faisceaux

On suit pratiquement à la lettre la méthode initiée par Fontaine et Messing ([FM87]) et
développée par Breuil ([Bre98]) dans le cas qui nous intéresse. Pour tout entiers > 1, on note

J 〈s〉
1 le noyau du morphisme composéOst

s+1

φ // Ost
s+1

// Ost
s . On noteνs : J 〈s〉

1 → Ost
1 la

réduction modulop et on définitf̂s : J 〈s〉
1 → Ost

1 par f̂s(x) = y si φ(x) = psŷ où ŷ est une
section (locale) du faisceauOst

s+1.
On définit ensuiteF sOst

1 = im νs etFsOst
1 = im f̂s. Ce sont deux sous-faisceaux d’anneaux

deOst
1 . On montre facilement que la suite(F sOst

1 ) est décroissante alors que la suite(FsO
st
1 ) est

croissante. En outre, le morphismef̂s se factorise en un isomorphisme :

fs : F sOst
1 /F

s+1Ost
1

∼ // FsOst
1 /Fs−1Ost

1 .

On noteF car
s O

st
1 le sous-faisceau deOcar

1 -algèbre deOst
1 engendré parF sOst

1 etF car
s Õ

st (resp.
F car
s Ō

st) l’image deF car
s O

st
1 dansÕst (resp. dans̄Ost). On note égalementF sŌst la réduction de

F sOst
1 dansŌst.

SoientO1 le faisceau structural sur le site(T1)SYN, et Ō sa réduction moduloπ. On a, en
reprenant les notations du paragraphe 3.1, les descriptions locales suivantes :

O1(A
∞, P∞) = A∞ et Ō(A∞, P∞) = A∞/π. (18)

On dispose de flèches naturellesO1 → Ocar
1 , Ō → Õcar et Ō → Ōcar qui localement sur les

descriptions précédentes sont données par l’élévation à lapuissancep. Ces flèches se factorisent
toutes les trois parC.

Proposition 3.1.1. i) Pour tout entiers, on aF sŌst = J̄ [s].

ii) On a
⋃
s∈N

F car
s O

st
1 = Ost

1 ,
⋃
s∈N

F car
s Õ

st = Õst et
⋃
s∈N

F car
s Ō

st = Ōst.
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iii) Pour tout entiers, l’isomorphismefs se factorise en des isomorphismes de faisceaux sur
(Ē)syn :

Ocar
1 ⊗O1 J̄

[s]/J̄ [s+1] ∼ // F car
s O

st
1 /F

car
s−1O

st
1

Õcar ⊗O1 J̄
[s]/J̄ [s+1] ∼ // F car

s Õ
st/F car

s−1Õ
st

Ōcar ⊗O1 J̄
[s]/J̄ [s+1] ∼ // F car

s Ō
st/F car

s−1Ō
st

Démonstration.Elle est entièrement analogue à celle de la proposition 2.2.2.2 de [Bre98]. Si-
gnalons toutefois une subtilité peut-être insuffisamment soulignée dansloc. cit. : une fois prou-
vés i) et ii), on est amené à évaluer, pour le premier isomorphisme de iii), le produit tensoriel :

Ocar
1 (A∞, P∞)⊗A∞

J̄ [s](A∞, P∞)

J̄ [s+1](A∞, P∞)

qui d’après les descriptions précédentes s’identifie à :

Ocar
1 (A∞, P∞)⊗A∞


 ⊕

P

mi=s

C̄ · γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X)


 .

Il faut alors se souvenir que chacun des facteurs du produit tensoriel est tué paru et tous lesψi,
de sorte que la structure deA∞-module sur ces deux facteurs se factorise en une structure de
C̄-module. Ayant constaté cela, le produit tensoriel se réécrit :

Ocar
1 (A∞, P∞)⊗C̄


 ⊕

P

mi=s

C̄ · γm1(ψ1) · · · γmt(ψt)γmt+1(X)




et donc vaut bien :
⊕

P

mi=s

Ocar
1 (A∞, P∞) · γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X)

comme annoncé dansloc. cit.La fin de la preuve reste inchangée. �

Notons qu’au passage la preuve de [Bre98] donne des descriptions locales explicites pour
les faisceauxF car

s , qui sont (toujours en gardant les mêmes notations) :

F car
s O

st
1 =

⊕

m0∈N

mi+···+mt+16s

B · γpm0(u
e)γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X)

F car
s Õ

st =
⊕

m1+···+mt+16s

B̃ · γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X)

F car
s Ō

st =
⊕

m1+···+mt+16s

B̄ · γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X).

De ces descriptions explicites, on déduit le théorème suivant :
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Théorème 3.1.2.Soits < p
e

un entier (sip = 2 et e = 1, on imposes = 0). On a alors des
isomorphismes de faisceaux sur le site(T2)syn :

Õcar⊗Ō J
[s]
1 /J [s+1/e]

1 = Õcar ⊗Ō J̃ [s]/J̃ [s+1/e] ∼

id⊗φs

// F car
s Õ

st

Ōcar⊗Ō J
[s]
1 /J [s+1/e]

1 = Ōcar ⊗Ō J̃ [s]/J̃ [s+1/e] ∼

id⊗φs

// F car
s Ō

st.

Démonstration.Encore une fois, la preuve est identique à celle du théorème 2.2.2.3 de [Bre98].
Notons toutefois que la subtilité mentionnée dans la preuvede la proposition précédente apparaît
à nouveau ici. �

Remarque.On démontre de façon tout à fait identique que l’on a également les isomorphismes
suivants, pours 6

p
e
− 1 :

Ocar
1 ⊗O1 J

[s]
1 /J [s+1]

1
∼

id⊗φs

// F car
s O

st
1

Õcar⊗O1 J
[s]
1 /J [s+1]

1 = Õcar⊗O1 J̃
[s]/J̃ [s+1] ∼

id⊗φs

// F car
s Õ

st

Ōcar⊗O1 J
[s]
1 /J [s+1]

1 = Ōcar⊗O1 J̃
[s]/J̃ [s+1] ∼

id⊗φs

// F car
s Ō

st.

certainement plus proches de ceux de [Bre98] (rappelons queÕcar et Ōcar sont tués parπ).

Par ailleurs, si l’on ne se préoccupe que de la version «J1 » et pas de la version «̃J », les
isomorphismes précédents sont valables pour touts 6 p− 1.

3.1.2 Des isomorphismes sur les groupes de cohomologie

Nous aimerions à présent déduire du théorème 3.1.2 des isomorphismes sur les groupes de
cohomologie et, pour cela, nous allons projeter ces faisceaux sur le site étale : l’intérêt est que
sur ce site le faisceaũOcar (resp.Ōcar) se réduit simplement à̃S ⊗(φ),k Ō (resp. àS̄ ⊗(φ),k Ō).

SoitX un log-schéma fin localement de type fini sur une des trois basesE1, Ẽ ou Ē. On
dispose dans ces conditions d’un morphisme de topoï :

α : X̃SYN→ X̃ét

défini de la façon suivante : siF est un faisceau surXSYN, on définitα⋆F comme la restriction
deF au siteXét, et on vérifie que l’on obtient ainsi un faisceau pour la topologie étale. Réci-
proquement siF est un faisceau surXÉT, on définitα⋆F comme le faisceau associé (pour la
topologie syntomique) au préfaisceauF .

Si ΓSYN (resp.ΓÉT) désigne le foncteur des sections globales pour la topologie syntomique
(resp. étale), on a évidemment la relationΓSYN = ΓÉT◦α⋆ d’oùRΓSYN = RΓÉT◦Rα⋆. Ainsi pour
calculer la cohomologie syntomique d’un faisceau, il suffitde calculer leRα⋆ de ce faisceau puis
de déterminer l’hypercohomologie étale du complexe obtenu. C’est ce que nous allons faire.
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Calcul desRα⋆ de plusieurs faisceaux Pour calculer lesRα⋆ des faisceaux précédemment
introduits, on aimerait utiliser les résolutions de Berthelot et Kato. Cependant, celles-ci sont
valables sur le site cristallin et non sur le site syntomique. Il nous faut donc faire un pont
entre cohomologie cristalline et cohomologie syntomique,pont qui passe par la cohomologie
cristalline-syntomique.

SoitX un log-schéma fin localement de type fini sur une des trois basesE1, Ẽ ou Ē. Repre-
nant les notations de [Bre98] auquel on aura besoin de se référer par la suite, on noteΥ la base
retenue.

On définit lesite cristallin-syntomiquesurX/Υ en munissant la catégorie sous-jacente au
site cristallin surX/Υ de la topologie syntomique : il s’agit donc d’une catégorie de couples
(U →֒ T ) et on convient qu’une famille de couples(Ui →֒ Ti) recouvre(U →֒ T ) si lesTi
forment un recouvrement syntomique deT et si les diagrammes :

Ui //

��

Ti

��

U // T

sont cartésiens.
Bien entendu, selon que l’on considère la catégorie sous-jacente au petit site cristallin sur

X/Υ ou au grand, on obtient respectivement les petit et grand sites cristallin-syntomiques sur
X/Υ. On les note(X/Υ)syn-criset (X/Υ)SYN-CRIS. Par les résultats de [Bre96] (lemme 3.3.1), on
a des morphismes de topoï entre les différents catégories defaisceaux sur les sites précédents
comme le résume le carré commutatif suivant :

(X̃/Υ)SYN-CRIS
v //

w

��

(X̃/Υ)CRIS

u

��

X̃SYN
α // X̃ét

Par ailleurs, il est possible de définir, comme en 2.3.4, sur le site (X/Υ)SYN-CRIS (resp
(X/Υ)syn-cris) des faisceauxOcar

1 , Õcar et Ōcar en posantOcar
1 (U →֒ T ) = Ocar

1 (U) (où le
deuxièmeOcar

1 est celui défini précédemment4) et des formules analogues pour les autres fais-

ceaux. (Attention, dans [Bre98], ces faisceaux sont notés respectivementOcar,E1

X , Ocar,Ẽ1

X et
Ocar,Ē1

X .) De même, ces faisceaux vivent également sur les sites(X/Υ)CRIS (resp.(X/Υ)cris)
etXÉT (resp.Xét).

SoitF un faisceau sur un des sites(X/Υ)CRIS, (X/Υ)cris, (X/Υ)SYN-CRIS ou (X/Υ)syn-cris.
Pour toutT apparaissant dans un couple de la forme(U →֒ T ), on sait queF définit un faisceau

4Notez que siU →֒ T est un objet de(X/Υ)SYN-CRIS, alorsU → X est étale et donc en particulier log-
syntomique.
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F|U →֒T surTét. On dit queF est àcomposantes quasi-cohérentessi tous les faisceauxF|U →֒T

sont desOT -modules quasi-cohérents.
On montre (en adaptant la preuve du lemme 3.3.2 de [Bre96]) que siF est un faisceau à

composantes quasi-cohérentes sur(X/Υ)SYN-CRIS, alorsRiv⋆F = 0 pour touti > 1. Autrement
dit Rv⋆F ≃ v⋆F . De même, par un calcul de Cech, on prouve (voir [Bre98], appendice C.1)
queRw⋆F ≃ w⋆F (toujours en supposant queF est à composantes quasi-cohérentes).

On dispose d’un résultat de comparaison entre cohomologie log-cristalline et cohomolo-
gie de de Rham (théorème 6.4 de [Kat89]) qui donne avec les rappels précédents le théorème
suivant :

Théorème 3.1.3.SoitX un log-schéma fin localement de type fini surΥ. On suppose que l’on
a uneΥ-immersion ferméeX →֒ Y avecY log-lisse surΥ. SoitD l’enveloppe aux puissances
divisées deX dansY (voir paragraphe 6.n de [Kat89] pour une définition). Alors,pour tout
entiers :

– siΥ = T1 :

Rα⋆J
[s]
1 = J [s]

D → J
[s−1]
D ⊗OY

ω1
Y/T1
→ J [s−2]

D ⊗OY
ω2
Y/T1
→ · · ·

– siΥ = T̃ :

Rα⋆J̃
[s] = J [s]

D → J
[s−1]
D ⊗OY

ω1
Y/T̃
→ J [s−2]

D ⊗OY
ω2
Y/T̃
→ · · ·

– siΥ = T̄ :

Rα⋆J̄
[s] = J [s]

D → J
[s−1]
D ⊗OY

ω1
Y/T̄ → J

[s−2]
D ⊗OY

ω2
Y/T̄ → · · ·

et :
– siΥ = T1 :

Rα⋆

(
J [s]

1 /J [s+1]
1

)
=
J [s]
D

J [s+1]
D

→
J [s−1]
D

J [s]
D

⊗OY
ω1
Y/T1
→
J [s−2]
D

J [s−1]
D

⊗OY
ω2
Y/T1
→ · · ·

– siΥ = T̃ :

Rα⋆

(
J̃ [s]/J̃ [s+1]

)
=
J [s]
D

J [s+1]
D

→
J [s−1]
D

J [s]
D

⊗OY
ω1
Y/T̃
→
J [s−2]
D

J [s−1]
D

⊗OY
ω2
Y/T̃
→ · · ·

– siΥ = T̄ :

Rα⋆
(
J̄ [s]/J̄ [s+1]

)
=
J [s]
D

J [s+1]
D

→
J [s−1]
D

J [s]
D

⊗OY
ω1
Y/T̄ →

J [s−2]
D

J [s−1]
D

⊗OY
ω2
Y/T̄ → · · ·

Remarque.En gardant les notations du théorème, si on suppose en plusX log-lisse surΥ, on
peut choisirY = X et alorsJ [s]

D = OX si s 6 0 etJ [s]
D = 0 sinon. Les expressions desRα⋆ se

simplifient alors considérablement. Par exemple, dans le cas oùΥ = T̄ , on obtient :

Rα⋆J̄
[s] = 0→ · · · → 0→ ωsX/T̄ → ωs+1

X/T̄
→ ωs+2

X/T̄
→ · · ·
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Rα⋆
(
J̄ [s]/J̄ [s+1]

)
= 0→ · · · → 0→ ωsX/T̄ → 0→ · · · .

Retenons ces résolutions que l’on sera amené à réutiliser par la suite.

On peut montrer également (voir appendice B de [Bre98]) un raffinement du théorème pré-
cédent qui permet de tenir compte des faisceauxOcar

1 :

Théorème 3.1.4.SoitX un log-schéma fin localement de type fini surT1. On suppose que l’on
a uneT1-immersion ferméeX →֒ Y avecY log-lisse surT1. SoitD l’enveloppe aux puissances
divisées deX dansY . Alors, pour tout entiers :

Rα⋆

(
Ocar

1 ⊗
SYN
O1
J

[s]
1 /J

[s+1]
1

)
=

Ocar
1 ⊗OX

J
[s]
D

J
[s+1]
D

→

(
Ocar

1 ⊗OX

J
[s−1]
D

J
[s]
D

)
⊗OY

ω1
Y/T1

→

(
Ocar

1 ⊗OX

J
[s−2]
D

J
[s−1]
D

)
⊗OY

ω2
Y/T1

→ · · ·

où «⊗SYN» signifie que l’on prend le faisceau associé au faisceau produit tensoriel pour la
topologie syntomique surX.

On a d’autre part des versions analogues avec les basesT̃ et T̄ .

Remarque.SiX est de plus du type de Cartier, le faisceauOcar
1 surXét s’identifie àΣ⊗(φ),k OX

oùΣ est l’anneau deΥ. Dans ce dernier cas, on obtient une résolution plus simple.

Intéressons-nous maintenant à un analogue du théorème 3.1.3 pour les faisceauxJ [q]
1 , J̃ [q]

et J̄ [q] où q n’est pas forcément un entier. Soitq ∈ 1
e
N. SiX/Υ est comme précédemment un

log-schéma fin, localement de type fini, on commence par définir des faisceauxJ [q]
X/Υ sur les

sites(X/Υ)CRIS et (X/Υ)SYN-CRIS en posant :

J [q]
X/Υ = uδJ [s]

X/Υ + J [s+1]
X/Υ

si eq = es + δ est la division euclidienne deeq pare. (On remarque que lorsqueΥ = Ē, on a
u = 0 et donc le premier terme de la somme n’intervient que siδ = 0).

On s’intéresse particulièrement au quotientJ̃ [s]/J̃ [q]. Par définition, on a immédiatement :

J̃ [s]/J̃ [q] =
J̃ [s]/J̃ [s+1]

uδ(J̃ [s]/J̃ [s+1])

et une égalité analogue pour les faisceauxJ [·]
X/Υ. Du fait queRv⋆F = v⋆F (resp.Rw⋆F = w⋆F )

siF est un faisceau à composantes quasi-cohérentes, on déduit :

Rv⋆

(
J [s]

X/T̃
/J [q]

X/T̃

)
= J [s]

X/T̃
/J [q]

X/T̃
(resp.Rw⋆

(
J [s]

X/T̃
/J [q]

X/T̃

)
= J̃ [s]/J̃ [q]).

En vérifiant soigneusement que la démonstration de l’appendice B de [Bre98] s’applique
encore dans ce contexte, on obtient le théorème suivant :
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Théorème 3.1.5.Avec les notations précédentes, on a :

Rα⋆

(
J̃ [s]/J̃ [q]

)
=

J [s]
D /J [s+1]

D

uδ(J [s]
D /J [s+1]

D )
→

J [s−1]
D /J [s]

D

uδ(J [s−1]
D /J [s]

D )
⊗OY

ω1
Y/T̃
→

J [s−2]
D /J [s−1]

D

uδ(J [s−2]
D /J [s−1]

D )
⊗OY

ω2
Y/T̃
→ · · ·

et :

Rα⋆

(
Õcar ⊗O1 J̃

[s]/J̃ [q]
)

=

Õcar ⊗OX

J [s]
D /J [s+1]

D

uδ(J [s]
D /J [s+1]

D )
→

(
Õcar ⊗OX

J [s−1]
D /J [s]

D

uδ(J [s−1]
D /J [s]

D )

)
⊗OY

ω1
Y/T̃
→ · · ·

.

Remarque.Bien évidemment, on a des versions analogues pour les basesT1 et T̄ . En outre, il
est possible d’écrire des résolutions de ce type pour beaucoup d’autres faisceaux. Cependant,
pour cet article, nous aurons seulement besoin de celle-ci.

Des isomorphismes à la Deligne-Illusie On reprend les notations et les hypothèses du début
de paragraphe 3.1 :X1 désigne un log-schéma propre, log-lisse et du type de Cartier surT1 et
on suppose qu’il admet un relèvement fin et log-lisseX2 surT2.

Théorème 3.1.6.On garde les notations que l’on vient de rappeler. Alors, pour tout 0 6 i 6

s < p
e
, on a :

S̃ ⊗(φ),k H
i((X1)syn, J̃ [s]/J̃ [s+1/e])

∼

id⊗φs

// H i((X1)syn, Õst
1 )

H i((X1)syn, J̃ [s]/J̃ [s+1/e])
∼

φs

// H i((X1)syn, Ōst
1 )

et des versions équivalentes en remplaçant «J̃ » par «J1 ».

Démonstration. Comme les deux faisceaux̃Ocar et J̃ [s]/J̃ [s+1/e] sont tués parπ, le produit
tensorielÕcar⊗O1 J̃

[s]/J̃ [s+1/e] est isomorphe à̃Ocar⊗Ō J̃
[s]/J̃ [s+1/e].

CommeX1 est supposé du type de Cartier, le faisceauÕcar sur le site(X1)ét s’identifie à
S̃ ⊗(φ),k Ō. Dans ces conditions, le théorème 3.1.5 assure que la flèche canonique :

S̃ ⊗(φ),k Rα⋆(J̃
[s]/J̃ [s+1/e])→ Rα⋆(Õ

car⊗Ō J̃
[s]/J̃ [s+1/e]) = Rα⋆(Õ

car⊗O1 J̃
[s]/J̃ [s+1/e])

(19)

est un isomorphisme (α désigne le morphisme de topoï̃(X1)SYN → (̃X1)ét). Par le théorème
3.1.2, on a un nouvel isomorphisme :

Rα⋆(Õ
car⊗O1 J̃

[s]/J̃ [s+1/e]) ≃ Rα⋆(F
car
s Õ

st). (20)

D’autre part, en combinant la proposition 3.1.1 et le théorème 3.1.4, on obtient pour tout
entiert :

Rα⋆(F
car
t Õ

st/F car
t−1Õ

st) ≃ S̃ ⊗(φ),k Rα⋆(J̄
[t]/J̄ [t+1]) = S̃ ⊗(φ),k ω

t
X̄/T̄ [−t]
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où X̄ = X ×T1 T̄ . On en déduit que :

τ6t−1Rα⋆(F
car
t Õ

st) ≃ τ6t−1Rα⋆(F
car
t−1Õ

st)

et puis par une récurrence immédiate :

τ6sRα⋆(F
car
s Õ

st) ≃ τ6sRα⋆(F
car
t Õ

st)

pour tout entiert > s. Le théorème découle alors de la propriété
⋃
t∈N

F car
t Õ

st = Õst (proposi-
tion 3.1.1) et des isomorphismes (19) et (20).

On traite de manière exactement similaire le cas de «J1 ». �

Remarque.En utilisant l’isomorphisme donné par la remarque qui suit le théorème 3.1.2, on
obtient des isomorphismes analogues qui s’écrivent :

S̃ ⊗(φ),OK/p H
i((X1)syn, J̃ [s]/J̃ [s+1])

∼

id⊗φs

// H i((X1)syn, Õst
1 )

k ⊗(φ),OK/p H
i((X1)syn, J̃ [s]/J̃ [s+1])

∼

id⊗φs

// H i((X1)syn, Ōst
1 )

oùΣ = k ou S̃ est vu comme uneOK/p-algèbre par la composéeOK/p→ k → Σ, la première
flèche étant la projection canonique et la seconde le Frobenius. En particulier, mis ensemble ces
isomorphismes impliquent que le morphisme naturel :

H i((X1)syn, J̃
[s]/J̃ [s+1])

u ·H i((X1)syn, J̃ [s]/J̃ [s+1])
−→ H i((X1)syn, J̃

[s]/J̃ [s+1/e])

est un isomorphisme pour touti 6 s < p
e
.

3.1.3 Fin de la preuve

On garde les notations et les hypothèses introduites au début du paragraphe 3.1.

Au vu du théorème 3.1.6, il reste à prouver, pour s’assurer que le quadruplet :

(H i((X1)syn, Õ
st), H i((X1)syn, J̃

[r]), φr, N)

est un objet dẽM
r
, les deux choses suivantes :

1. la flèche canoniqueH i((X1)syn, J̃
[r])→ H i((X1)syn, J̃

[r]/J̃ [r+1/e]) est surjective,

2. la flèche canoniqueH i((X1)syn, J̃ [r])→ H i((X1)syn, Õst) est injective,

les autres propriétés de compatibilité étant claires.
Si F est un faisceau sur(X1)syn, nous notons simplementH i(F) pourH i((X1)syn,F) et si

ce dernier est un espace vectoriel de dimension finie surk, nous notonshi(F) sa dimension.
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Propriétés de finitude. Pour la suite, nous aurons besoin de raisonner sur les dimensions de
certains groupes de cohomologie. Il nous faut donc prouver dans un premier temps qu’ils sont
de dimension finie. Nous commençons par donner un résultat agréable sur les faisceauxukÕst :

Proposition 3.1.7. Pour tous entiersk et i < p
e

(on imposei = 0 si p = 2 et e = 1), les
k-espaces vectorielsH i(ukÕst) sont de dimension finie et égaux àukH i(Õst).

Démonstration.En premier lieu, on remarque que sik > p, tout est nul et donc la proposition
est trivialement vérifiée. Montrons queH i(Õst) est de dimension finie surk. Le log-schéma
X̄ = X1 ⊗T1 T̄ est log-lisse sur̄T = Ē par changement de base et donc, par la remarque qui
suit le théorème 3.1.3,Rα⋆Ōst = OX̄/Ē → ω1

X̄/Ē
→ · · · . CommeX̄ est propre, lesωj

X̄/Ē
sont

de dimension finie, et il en est donc de même deH i(Ōst). Le théorème 3.1.6 permet alors de
conclure.

Prouvons désormais la proposition par récurrence suri. En écrivant la suite exacte longue
associée à :

0 // ukÕst // Õst up−k
// up−kÕst // 0

et en appliquant l’hypothèse de récurrence, on prouve que laflècheH i(ukOst) → H i(Ost) est
injective. AinsiH i(ukÕst) est de dimension finie car inclus dansH i(Õst). Par ailleurs, on vérifie
facilement que l’on dispose d’une suite exacte de faisceaux, pour tout entierk 6 p− 1 :

0 // up−1Õst // ukÕst u // uk+1Õst // 0 .

Par l’hypothèse de récurrence, la suite exacte longue associée prend la forme :

0 // H i(up−1Õst) // H i(ukÕst) // H i(uk+1Õst)

et fournit une inégalité sur les dimensions à savoirhi(ukÕst) 6 hi(uk+1Õst) + hi(up−1Õst).
Or up−1Õst ≃ Ōst, d’où en additionnant les inégalités précédentes pourk variant de0 à p, on
obtienthi(Õst) 6 phi(Ōst). Or le théorème 3.1.6 prouve qu’il y a en fait égalité entre les deux
nombres précédents. Cela implique que toutes les inégalités sommées sont des égalités et par
suite que l’on a des suites exactes courtes :

0 // H i(up−1Õst) // H i(ukÕst) // H i(uk+1Õst) // 0 .

Si k 6 p, le morphisme de multiplication paruk se factorise parH i(Ost) → H i(ukOst) →

H i(Ost). D’après ce qui précède, la première flèche est surjective etla seconde est injective. On
en déduit le résultat annoncé. �

Intéressons-nous à présent aux faisceauxukJ̃ [q] et commençons par un lemme qui les relie
entre eux :
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Lemme 3.1.8.Soientk ∈ {0, . . . , p− 1} et q ∈ 1
e
N. Notonss la partie entière deq. Alors on a

une suite exacte :

0 // uk+1J̃ [q] // ukJ̃ [q+1/e] // J̄ [s+1] // 0 .

Démonstration.Commençons par préciser les flèches qui apparaissent dans lasuite exacte. La
premièreuk+1J̃ [q] → ukJ̃ [q+1/e] est simplement l’inclusion naturelle entre deux sous-faisceaux
deÕst. La seconde flèche est légèrement plus subtile. Remarquons en premier lieu, que si l’on
noteK le noyau de la projection (multiplication paruk) J̃ [s] → ukJ̃ [s], on dispose d’un dia-
gramme comme suit :

0 // K

��>
>>

>>
>>

>
// J̃ [s]

��

uk
// ukJ̃ [s] // 0

J̄ [s]

La flèche diagonale composée est nulle : en effet, d’après lesdescriptions locales, tout élément
deK est un multiple deu (au moins dansÕst) et donc s’annule lorsqu’on le projette dans
J̄ [s]. On en déduit un morphisme de faisceauxukJ̃ [s] → J̄ [s] (qui correspond moralement à la
division paruk). Par ailleurs, on dispose d’une inclusioñJ [q+1/e] → J̃ [s] et la seconde flèche
de la suite exacte est la composéeukJ̃ [q+1/e] → ukJ̃ [s] → J̄ [s].

Il reste à vérifier que la flèche précédente tombe en fait dansJ̄ [s+1] et que la suite obtenue
ainsi est bien exacte. Montrons dans un premier temps un résultat analogue sur les faisceaux
«J1 », à savoir que la suite :

0 // uJ [q]
1

// J [q+1/e]
1

// J̄ [s]

est exacte et que l’image de la dernière flèche estJ̄ [s+1]. Notonsf : uJ [q]
1 → J [q+1/e]

1 et
g : J [q+1/e]

1 → J̄ [s] les applications qui interviennent. Il est clair quef est injective et que
g ◦ f = 0. Notonsq = s + δ

e
avec0 6 δ < e. En reprenant les notations du paragraphe 2.3,

un élément deJ̃ [q+1/e](A∞, P∞) s’écrit comme une somme de multiples de termes d’une des
deux formes suivantes :

i) uem0+δ+1ψm1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 avecm0 + · · ·+mt+1 > s ;

ii) uem0ψm1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 avecm0 + · · ·+mt+1 > s+ 1.

On vérifie directement que les éléments du premier type s’envoient sur0 par g et que les élé-
ments du second type s’envoient dansJ̄ [s+1]. Finalement l’applicationg tombe bien dans̄J [s+1]

comme annoncé. En outre, un élément deJ̃ [s+1] s’écrit comme une somme de multiples de
uem0ψ

m1
1 · · ·ψ

mt
t Xmt+1 avecm0 + · · ·+mt+1 > s + 1, et admet donc un antécédent parg.

Il ne reste qu’à vérifier l’exactitude au milieu. Soitx ∈ J [q+1/e]
1 (A∞, P∞) tel queg(x) = 0.

La flècheuJ [q]
1 /J̃ [s+1] → J [q+1/e]

1 /J̃ [s+1] résultant de l’inclusion canonique est un isomor-
phisme et donc, quitte à modifierx, on peut supposer qu’il est élément deJ [s+1]

1 (A∞, P∞).
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Notonsx̄ l’image dex dans :

J̃ [s+1](A∞, P∞)

J̃ [s+2](A∞, P∞)
=

⊕
P

mi=s+1

(B/(ue, ψ1, . . . , ψt, X)) · uem0γm1(ψ1) · · ·γmt(ψt)γmt+1(X).

Le fait queg(x) = 0 implique que dans la somme directe précédente,x̄ n’a des composantes
non nulles que sur les(B/(ue, ψ1, . . . , ψt, X)) ·uem0ψm1

1 · · ·ψ
mt
t Xmt+1 avecm0 > 0. Il s’ensuit

x ∈ uJ [s+1]
1 + J [s+2]

1 ⊂ uJ [q]
1 + J [s+2]

1 . Quitte à faire une nouvelle modification, on peut donc
supposerx ∈ J [s+2]

1 (A∞, P∞), et par une récurrence immédiatex ∈ J [Np]
1 (A∞, P∞) pour un

certain entierN qu’il reste à choisir.
Par ailleurs, on dispose d’une décomposition deOst

1 (A∞, P∞) (formule (10)) :

Ost
1 (A∞, P∞) =

⊕

m1,...,mt+1∈N

B̃ · γpm1(ψ1) · · ·γpmt(ψt)γpmt+1(X)

et d’une décomposition analogue deŌst(A∞, P∞) :

Ōst(A∞, P∞) =
⊕

m1,...,mt+1∈N

B̄ · γpm1(ψ1) · · · γpmt(ψt)γpmt+1(X).

On vérifie directement queg respecte ces décompositions. On peut donc supposer quex est
élément de l’un des termes correspondant à un uplet(m0, . . . , mt+1) de la première somme
directe. De plus commex ∈ J̃ [Np](A∞, P∞), on vérifie que six 6= 0, alorsm = m0 + · · · +

mt+1 > N − t − 2. Mais alors l’hypothèseg(x) = 0 implique x ∈ uJ [mp]
1 (A∞, P∞) ⊂

uJ [q]
1 (A∞, P∞) siN est choisi suffisamment grand.

Pour en déduire le lemme, on raisonne à partir du diagramme commutatif suivant :

uJ [q]
1

f //

uk

��

J [q+1/e]
1

g

((RRRRRRRRRR

uk

��

J̄ [s]

uk+1J̃ [q] fk // ukJ̃ [q+1/e]

gk
66lllllllll

où les multiplications paruk sont surjectives. On en déduit dans un premier temps imgk =

im g = J̄ [s+1]. Par ailleurs l’injectivité de la flèchefk et le fait quegk ◦ fk = 0 sont immédiats.
Une chasse au diagramme facile permet alors de conclure. �

En corollaire, on en déduit enfin la proposition suivante :

Proposition 3.1.9.Pour tout entierk, toutq ∈ 1
e
N et tout entieri, l’espace vectorielH i(ukJ̃ [q])

est de dimension finie surk.

Démonstration.Pourk > p, l’assertion est évidente puisqueukJ̃ [q] = 0.
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Par ailleurs, commēX = X1 ×T1 T̄ est log-lisse sur̄T = Ē, on a par la remarque qui suit
le théorème 3.1.3,Rα⋆J̄ [s] = 0 → · · · → 0 → ωs

X̄/Ē
→ ωs+1

X̄/Ē
→ · · · , et donc puisquēX

est propre sur̄E, les groupesH i(J̄ [s+1]) sont de dimension finie pour tous entiersi et s. Si
k 6 p − 1, le lemme 3.1.8 assure queH i(ukJ̃ [q+1/e]) est de dimension finie si et seulement si
H i(uk+1J̃ [q]) l’est. On se ramène ainsi àk = p ouq = 0. Le premier cas est traité précédemment
et le second par la proposition 3.1.7. �

Surjectivité de H
i((X1)syn, J̃

[r])→ H
i((X1)syn, J̃

[r]/J̃ [r+1/e]). On commence par prouver
un lemme :

Lemme 3.1.10.Soienti ∈ N et q ∈ 1
e
N. Supposons0 6 i 6 q < p

e
(et i = q = 0 si p = 2 et

e = 1). On a des suites exactes courtes :

0 // H i(Ōst) // H i(J̃ [q]) // H i(uJ̃ [q]) // 0 .

Démonstration.Montrons tout d’abord que la suite :

0 // Ōst // J̃ [q] u // uJ̃ [q] // 0

est exacte. La première flèche résulte de l’inclusionŌst = up−1Õst ⊂ J̃ [q] et donc est injective.
La surjectivité est également claire. Par ailleurs, le noyau de la multiplication paru surÕst est
up−1Õst et donc le noyau dẽJ [q] → uJ̃ [q] s’identifie à(up−1Õst∩ J̃ [q]) = up−1Õst.

En écrivant la suite exacte longue associée à la suite exactecourte précédente, on obtient
déjà l’exactitude au milieu dans la suite de l’énoncé du lemme. Pour l’injectivité, on remarque
que d’après la proposition 3.1.7, on aH i(Ōst) = up−1H i(Õst) et donc la flèche composée
H i(Ōst) → H i(J̃ [q]) → H i(Õst) est injective. Il en est donc de même de la flècheH i(Ōst) →

H i(J̃ [q]). La surjectivité découle de l’injectivité car les flèches debord sont nulles. �

La surjectivité deH i(J̃ [r]) → H i(J̃ [r]/J̃ [r+1/e]) résulte directement de la proposition plus
générale suivante :

Proposition 3.1.11.Soienti un entier etq ∈ 1
e
N vérifiant0 6 i 6 q < p

e
(et i = q = 0 si p = 2

ete = 1). On a des suites exactes courtes :

0 // H i(J̃ [q+1/e]) // H i(J̃ [q]) // H i(J̃ [q]/J̃ [q+1/e]) // 0 .

En outre, sis désigne la partie entière deq, on a également un début de suite exacte :

0 // Hs+1(J̃ [q+1/e]) // Hs+1(J̃ [q]) // Hs+1(J̃ [q]/J̃ [q+1/e]) .

Démonstration. La preuve résulte d’un calcul de dimension. Précisément, onva prouver que
pour tout0 6 i 6 q < p

e
, on ahi(J̃ [q]) = hi(J̃ [q+1/e]) + hi(J̃ [q]/J̃ [q+1/e]). On déduira alors la

proposition par une récurrence immédiate suri.
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D’après le lemme précédent, on a déjàhi(J̃ [q]) = hi(Ōst) + hi(uJ̃ [q]). La formule (12)
montre que la multiplication parue(q−s) induit un isomorphisme entre les faisceauxJ̃ [s]/J̃ [s+1/e]

et J̃ [q]/J̃ [q+1/e]. Le théorème 3.1.6 implique alorshi(Ōst) = hi(J̃ [q]/J̃ [q+1/e]). D’autre part,
on a la suite exacte (lemme 3.1.8) :

0 // uJ̃ [q] // J̃ [q+1/e] // J̄ [s+1] // 0 .

Or, puisqueRα⋆J̄ [s+1] = 0 → · · · → 0 → ωs+1
X̄/Ē
→ ωs+2

X̄/Ē
→ · · · (par la remarque qui suit le

théorème 3.1.3), on aHj(J̄ [s+1]) = 0 pour toutj 6 s. On en déduitHj(uJ̃ [s]) = Hj(J̃ [s+1/e])

pour toutj 6 s. En particulierhi(uJ̃ [s]) = hi(J̃ [s+1/e]) ce qui conclut la démonstration. �

Injectivité de H
i((X1)syn, J̃

[r])→ H
i((X1)syn, Õ

st). Commençons par énoncer le lemme sui-
vant :

Lemme 3.1.12.Pour touti < p
e
, l’applicationH i(up−eiJ̃ [i])→ H i(J̃ [p/e]) est injective.

Démonstration. Par un raisonnement analogue à celui utilisé pour la preuve du lemme 3.1.8,
on montre que l’on a une suite exacte :

0 // up−eiJ̃ [i] // J̃ [p/e] uei
// ueiJ̃ [p/e] // 0 .

Il suffit donc de prouver queH i−1(ueiJ̃ [p/e]) = 0. Par le même argument que celui utilisé dans
la preuve de la proposition 3.1.11, on montre queHj(ueiJ̃ [p/e]) = Hj(J̃ [i+p/e]) pour toutj 6

p
e

et donca fortiori pour toutj 6 i. Posonsq = i+ p
e

et notonss la partie entière deq. On a une
suite exacte :

0 // J̃ [q] // J̃ [s] // J̃ [s]/J̃ [q] // 0 .

Étale-localement, on peut releverX1 et un log-schémaY1 log-lisse (auquel on étend les puis-
sances divisées) sur̃E. Par les théorèmes 3.1.3 et 3.1.5, la flècheRα⋆J̃ [s] → Rα⋆(J̃ [s]/J̃ [q])

s’écrit explicitement :

J [s]
Y1

//

��

J [s−1]
Y1

⊗OX1
ω1
Y1/Ẽ

//

��

J [s−2]
Y1

⊗OX1
ω2
Y1/Ẽ

//

��

· · ·

J
[s]
Y1
/J

[s+1]
Y1

uδ(J
[s]
Y1
/J

[s+1]
Y1

)
// J

[s−1]
Y1

/J
[s]
Y1

uδ(J
[s−1]
Y1

/J
[s]
Y1

)
⊗OX1

ω1
Y1/Ẽ

// J
[s−2]
Y1

/J
[s−1]
Y1

uδ(J
[s−2]
Y1

/J
[s−1]
Y1

)
⊗OX1

ω2
Y1/Ẽ

// · · ·

où δ est le reste de la division euclidienne dep par e. Or, si j < i, on as − j >
p
e

et donc

γs−j(u) = 0. Il s’ensuitJ [s−j]
Y1

= 0. On montre de même queJ [s−i]
Y1

est tué paruδ. Ainsi
Hj(J̃ [s]) = Hj(J̃ [s]/J̃ [q]) = 0 pour j < i et la flècheH i(J̃ [s]) → H i(J̃ [s]/J̃ [q]) est un
isomorphisme. La nullité deH i−1(ueiJ̃ [p/e]) (et donc le lemme) résulte alors d’une écriture de
la suite exacte longue associée à la suite exacte courte :

0 // J̃ [q] // J̃ [s] // J̃ [s]/J̃ [q] // 0 .

�
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Proposition 3.1.13.Pour tout i et q ∈ 1
e
N tels queq 6 i 6 r, l’application H i(J̃ [i]) →

H i(J̃ [q]) est injective.

Démonstration. Si p = 2, on a nécessairementq = i = r = 0 et le résultat est évident.
Supposons doncp > 3.

On raisonne par récurrence descendante surq. Le résultat est trivial pourq = i. Supposons-
le vrai pour un certainq et démontrons-le pourq− 1

e
. On vérifie facilement que l’on a des suites

exactes courtes de faisceaux :

0 // ueiÕst // J̃ [i]

��

up−ei
// up−eiJ̃ [i]

��

// 0

0 // ueiÕst // J̃ [q−1/e] up−ei
// up−eiJ̃ [q−1/e] // 0

qui donnent lieu à de nouvelles suites exactes :

H i(ueiÕst) // H i(J̃ [i])

��

// H i(up−eiJ̃ [i])

��

0 // H i(ueiÕst) // H i(J̃ [q−1/e]) // H i(up−eiJ̃ [q−1/e])

La deuxième suite est exacte à gauche car la flèche composéeH i(ueiÕst) → H i(J̃ [q−1/e]) →

H i(Õst) est injective (voir preuve de la proposition 3.1.7). On veutmontrer que la flèche verti-
cale du milieu est injective, et une chasse au diagramme laissée au lecteur assure que pour cela,
il suffit de prouver que la flèche verticale de droite l’est.

Or, on peut former le carré commutatif suivant :

H i(up−eiJ̃ [i])

��

// H i(J̃ [p/e])

��

H i(J̃ [i])

��

H i(up−eiJ̃ [q−1/e]) // H i(J̃ [q])

La flèche du haut est injective d’après le lemme 3.1.12 et celles de droite le sont également
respectivement d’après la proposition 3.1.11 et l’hypothèse de récurrence. On en déduit que
celle de gauche l’est aussi comme on le souhaitait. �

On a finalement le théorème :

Théorème 3.1.14.Pour touti 6 r, le quadruplet(H i((X1)syn, Õ
st), H i((X1)syn, J̃

[r]), φr, N)

définit un objet de la catégoriẽM
r
.

Démonstration.Il restait à prouver la surjectivité deH i(J̃ [r])→ H i(J̃ [r]/J [r+1/e]) et l’injecti-
vité deH i(J̃ [r])→ H i(Õst). Le premier point est une conséquence immédiate de la proposition
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3.1.11. Pour le second point, on remarque que le morphismeH i(J̃ [r]) → H i(Õst) se factorise
parH i(J̃ [r]) → H i(J̃ [i]) → H i(Õst). La première des deux flèches précédentes est injective
par la proposition 3.1.11 et la seconde est aussi injective par la proposition 3.1.13. Ceci clôt la
démonstration. �

3.1.4 Reformulation sur la baseE1

On montre dans ce paragraphe que le quadruplet :

(H i((X1)syn,O
st
1 ), H i((X1)syn,J

[r]
1 ), φr, N)

est un objet de la catégorieMr pour touti 6 r. Pour cela, on commence par recopier à la lettre
les arguments des paragraphes 3.1.2 et 3.1.3 pour obtenir unéquivalent du théorème 3.1.6 qui
s’énonce comme suit :

Théorème 3.1.15.Pour 0 6 i 6 s 6 p − 1 (et seulement pouri = s = 0 si p = 2), on a un
isomorphisme :

S1 ⊗(φ),k[u]/ue H i((X1)syn,J
[s]
1 /J [s+1]

1 )
∼

id⊗φs

// H i((X1)syn,Ost
1 ) .

Dans un premier temps, il nous faut montrer queH i((X1)syn,Ost
1 ) est unS1-module libre et

pour cela il suffit de prouver queH i((X1)syn,J
[r]
1 /J [r+1]

1 ) est unk[u]/ue-module libre par le
théorème 3.1.15. C’est évident sie = 1. À partir de maintenant et jusqu’à la fin de cette partie,
on supposee > 2.

Dans ce cas, on est tenté de comparer les deux faisceauxJ [r]
1 /J [r+1]

1 et J̃ [r]/J̃ [r+1] puisque
la version «˜ » a déjà été étudiée. Cependant, en regardant les descriptions explicites, on se
rend compte qu’il n’est pas vrai en général que ces deux faisceaux sont isomorphes ; c’est le cas
simplement lorsqueer 6 p− e.

La solution consiste à introduire une nouvelle catégorie d’objets modulou2p et à procéder
en deux étapes : on passe des objets moduloup aux objets modulou2p puis de ces derniers aux
objets deMr.

Les objets modulou2p On rappelle que tout au long de ce paragraphe, on supposee > 2.

On introduit une nouvelle catégorie, notéẽM
r

(2) dont la définition est très proche des autres

catégories déjà introduites. On poseS̃(2) = k [u] /u2p. C’est un anneau muni d’un Frobeniusφ
semi-linéaire envoyantui surupi et d’un opérateur de monodromieN k-linéaire envoyantui sur
−iui. Un objet deM̃

r

(2) est la donnée de :

1. unS̃(2)-moduleM̃ libre de rang fini ;

2. un sous-module FilrM̃ deM̃ contenantuerM̃ ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM̃ → M̃ telle que l’image deφr engendreM̃ en tant
queS̃(2)-module ;
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4. une applicationk-linéaireN : M̃ → M̃ telle que :
– pour toutλ ∈ S̃(2) et toutx ∈ M̃,N (λx) = N (λ) x+ λN (x)

– ueN(Fil rM̃) ⊂ Fil rM̃
– le diagramme suivant commute :

Fil rM̃
φr //

ueN
��

M̃

c(2),πN

��

Fil rM̃
φr // M̃

où c(2),π est la réduction dec dansS̃(2).

Les morphismes dẽM
r

(2) sont les applications̃S(2)-linéaires qui commutent à toutes les struc-
tures.

On prouve comme dans le paragraphe 1.2 que les catégoriesMr, M̃
r

(2) et M̃
r

sont toutes
les trois équivalentesvia les foncteurs de réduction modulou2p et moduloup.

Pour tout rationnelq ∈ 1
e
N, on définit sur le site(T1)SYN un faisceauJ̃ [q]

(2) par la formule :

J̃ [q]
(2) =

J̃ [q]

J̃ [q] ∩ u2pÕst
.

On définit également̃Ost
(2) = J̃ [0]

(2). Finalement, on vérifie que les applicationsφs etN passent
au quotient et définissent des opérateurs encore notésφs etN sur ces nouveaux faisceaux.

Remarque.On peut vérifier que si l’on notẽE(2) la réduction de la baseE1 modulou2p, on a :

J̃ [s]
(2)(U) = H0((U/Ẽ(2))cris,J

[s]

U/Ẽ(2)
) = H0((U/Ẽ(2))CRIS,J

[s]

U/Ẽ(2)
)

pour tout entiers et tout log-schémaU fin et localement de type fini surT1. En outre, on a
également :

H i(Xsyn,J
[s]
(2)) = H i(XSYN,J

[s]
(2)) = H i((X/Ẽ(2))cris,J

[s]

X/Ẽ(2)
) = H i((X/Ẽ(2))CRIS,J

[s]

X/Ẽ(2)
)

pour tout entieri et tout log-schémaX fin localement de type fini surEn. On a également la
relationJ̃ [q]

(2) = uδJ̃ [s]
(2) + J̃ [s+1]

(2) si eq = es + δ est la division euclidienne deeq pare.

Il est alors possible, de manière analogue à ce que nous avonsfait dans le paragraphe 2.3,
de donner des descriptions locales très explicites des faisceaux précédents. On retiendra simple-
ment un équivalent de la proposition 2.3.4 :

Proposition 3.1.16.Supposonsr > 0. Sur le site(T1)syn les projections canoniques induisent
des isomorphismes de faisceaux :

J̃ [r]
(2)/J̃

[r+2/e]
(2)

∼ // J̃ [r]/J̃ [r+2/e] et J [r]
1 /J [r+1]

1
∼ // J̃ [r]

(2)/J̃
[r+1]
(2) .

Démonstration.Elle est tout à fait analogue à celle de la proposition 2.3.4.Remarquons cepen-
dant que l’hypothèseer 6 p− 2 est cruciale pour le premier isomorphisme. Le second, quantà
lui, utilise la majoration moins fine (car on a supposér > 0) er + e 6 2p. �
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Un objet de la catégorieM̃
r

(2) Nous nous proposons de prouver, ici, que le quadruplet :

(H i((X1)syn, Õ
st
(2)), H

i((X1)syn, J̃
[r]
(2)), φr, N)

est un objet de la catégoriẽM
r

(2). On suppose à partir de maintenant quer > 0.
On recopie encore une fois les arguments des paragraphes 3.1.2 et 3.1.3 afin obtenir le

théorème suivant :

Théorème 3.1.17.Pour0 6 i 6 s 6
2p−2
e

(pour i = s = 0 si p = 2), on a un isomorphisme :

S̃(2) ⊗(φ),k[u]/u2 H i((X1)syn, J̃
[s]
(2)/J̃

[s+2/e]
(2) )

∼

id⊗φs

// H i((X1)syn, Õst
(2)) .

Comme précédemment, pour simplifier, siF est un faisceau sur(X1)syn, on noteH i(F)

pourH i((X1)syn,F) et si cet espace est de dimension finie surk, on notehi(F) sa dimension.
On a alors :

Théorème 3.1.18.Pour touti 6 r, le groupe de cohomologieH i(Õst
(2)) est libre de rang fini

sur S̃(2).

Démonstration.D’après le théorème 3.1.17, il suffit de montrer queH i(J̃ [r]
(2)/J̃

[r+2/e]
(2) ) est libre

de rang fini surk[u]/u2. Or on a un isomorphismẽJ [r]
(2)/J̃

[r+2/e]
(2) ≃ J̃ [r]/J̃ [r+2/e] (proposition

3.1.16). Il suffit donc de prouver queH i(J̃ [r]/J̃ [r+2/e]) est libre de rang fini surk[u]/u2.

NotonsM = H i(Õst), c’est unk[u]/up-module libre de rang fini, disonsd, d’après le
théorème 3.1.14. Pour toutq ∈ 1

e
N, q > r, le morphismeH i(J̃ [q])→M est injectif d’après les

propositions 3.1.11 et 3.1.13. Notons FilqM son image. On obtient ainsi une suite décroissante
de sous-̃S-modules deM.

Puisque la multiplication paru se factorise par FilrM → Fil r+1/eM → Fil rM, on a
uFil rM ⊂ Fil r+1/eM. Par ailleurs, à nouveau la proposition 3.1.11 nous dit que le quo-
tient Fil rM/Fil r+1/eM est unk-espace vectoriel de dimensiond. Or il en est de même de
Fil rM/uFil rM. Il en résulte que lesk-espaces vectoriels Filr+1/eM et uFil rM ont même
dimension. L’inclusion trouvée précédemment prouve alorsqu’ils sont égaux.

De même en remplaçantr parr + 1/e (et en vérifiant que la proposition 3.1.11 s’applique
encore), on obtient Filr+2/eM = uFil r+1/eM = u2Fil rM. L’inégalitéer 6 p−2 et l’inclusion
uerM ⊂ Fil rM assurent que le quotient FilrM/Fil r+2/eM = Fil rM/u2Fil rM est libre de
rangd surk[u]/u2.

Par ailleurs, on a une suite exacte longue :

H i(J̃ [r+2/e]) // H i(J̃ [r]) // H i(J̃ [r]/J̃ [r+2/e]) // H i+1(J̃ [r+2/e]) // H i+1(J̃ [r])

et d’après la proposition 3.1.11 les première et dernière flèches sont injectives. On en déduit que
H i(J̃ [r]/J̃ [r+2/e]) s’identifie au quotient FilrM/Fil r+2/eM et donc qu’il est libre de rang fini
surk[u]/u2. �
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Remarque.La preuve précédente implique en outre quehi(Õst
(2)) = phi(J̃ [r+2/e]/J̃ [r]) =

2phi(J̃ [r+1/e]/J̃ [r]) = 2phi(Ōst).

Avec cette dernière égalité, on peut refaire la démonstration de la proposition 3.1.7 et obtenir
ainsi :

Proposition 3.1.19.Pour tous entiersk et i < 2p
e

(on imposei = 0 si p = e = 2), on a
H i(ukÕst

(2)) = ukH i(Õst
(2)).

Sans surprise, on dispose d’un analogue de la proposition 3.1.11 dans cette nouvelle situa-
tion :

Proposition 3.1.20.Soienti un entier etq ∈ 1
e
N vérifiant0 6 i 6 q < E(p

e
) + 1 (et i = q = 0

si p = 2 et e = 1) oùE(p
e
) désigne la partie entière dep

e
. On a des suites exactes courtes :

0 // H i(J̃ [q+1/e]
(2) ) // H i(J̃ [q]

(2))
// H i(J̃ [q]

(2)/J̃
[q+1/e]
(2) ) // 0 .

En outre, sis désigne la partie entière deq, on a également un début de suite exacte :

0 // Hs+1(J̃ [q+1/e]
(2) ) // Hs+1(J̃ [q]

(2))
// Hs+1(J̃ [q]

(2)/J̃
[q+1/e]
(2) ) .

Démonstration.La démonstration est très proche de celle de la proposition 3.1.11.

On commence par remarquer que puisquer > 0, on ae 6 p − 2 et E(p
e
) + 1 6

2p−2
e

.

Cela implique que sis désigne la partie entière deq, on a les identifications̃J [q]
(2)/J̃

[q+1/e]
(2) ≃

J̃ [s]
(2)/J̃

[s+1/e]
(2) ≃ J̃ [s]/J̃ [s+1/e]. Ainsi, on obtienthi(J̃ [q]

(2)/J̃
[q+1/e]
(2) ) = hi(J̃ [s]/J̃ [s+1/e]) =

hi(Ōst) pour tout entieri. (La dernière égalité résulte du théorème 3.1.6.)
Par ailleurs, une adaptation simple du lemme 3.1.10 fournitla suite exacte :

0 // H i(Ōst) // H i(J̃ [q]
(2))

u // H i(uJ̃ [q]
(2))

// 0

et donc l’égalitéhi(J̃ [q]
(2)) = hi(uJ̃ [q]

(2)) + hi(Ōst). De même en adaptant le lemme 3.1.8, on
obtient la suite exacte de faisceaux :

0 // uJ̃ [q]
(2)

// J̃ [q+1/e]
(2)

// J̄ [s+1] // 0

et puisqueRα⋆J̄ [s+1] = 0 → · · · → 0 → ωs+1
X̄/Ē
→ ωs+2

X̄/Ē
→ · · · , on aHj(J̄ [s+1]) = 0 pour

toutj 6 s puisH i(uJ̃ [s]) = H i(J̃ [s+1/e]). En particulierhi(uJ̃ [s]) = hi(J̃ [s+1/e]) d’où il vient
hi(J̃ [q]

(2)) = hi(J̃ [q+1/e]
(2) ) + hi(J̃ [q]

(2)/J̃
[q+1/e]
(2) ). On termine alors la démonstration en raisonnant

par récurrence suri. �

On a finalement la proposition :

Proposition 3.1.21.Pour touti 6 r, l’applicationH i(J̃ [r]
(2))→ H i(Õst

(2)) est injective.
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Démonstration. Il est possible d’adapter la démonstration de la proposition 3.1.13, mais nous
pouvons également déduire l’énoncé de la proposition 3.1.13. En effet, on a le diagramme sui-
vant :

H i(upÕst
(2))

// H i(J̃ [r]
(2))

//

��

H i(J̃ [r])

��

0 // H i(upÕst
(2))

// H i(Õst
(2))

// H i(Õst) // 0

et la suite du bas est exacte d’après la proposition 3.1.19 (notez que la multiplication parup sur
Õst

(2) identifieÕst etupÕst
(2)). Par la proposition 3.1.13, la flèche verticale de droite est injective.

On vérifie facilement qu’il en est alors forcément de même de la flèche verticale centrale. D’où
la proposition. �

On en déduit finalement le théorème :

Théorème 3.1.22.Pour touti 6 r, le quadruplet(H i((X1)syn, Õst
(2)), H

i((X1)syn, J̃
[r]
(2)), φr, N)

définit un objet de la catégoriẽM
r

(2).

Un objet de la catégorieMr On veut ici enfin prouver que(H i(Ost
1 ), H i(J [r]

1 ), φr, N) est un
objet deMr pour touti 6 r. Pour cela, on reprend à nouveau les arguments précédents.

On commence par prouver queH i(Ost
1 ) est un module libre (de rang fini) surS1. D’après

le théorème 3.1.15, il suffit de prouver queH i(J [r]
1 /J [r+1]

1 ) est libre surk[u]/ue. Or le fais-
ceauJ [r]

1 /J [r+1]
1 s’identifie àJ̃ [r]

(2)/J̃
[r+1]
(2) (proposition 3.1.16) et il suffit donc de prouver que

H i(J̃ [r]
(2)/J̃

[r+1]
(2) ) est libre de rang fini surk[u]/ue. Pour cela, on adapte facilement les arguments

de la preuve du théorème 3.1.18 en remplaçant les référencesaux propositions 3.1.11 et 3.1.13
respectivement par des références aux proposition 3.1.20 et 3.1.21.

Lemme 3.1.23.Pour tous entiersi et s tels que0 6 i 6 s < p
e
, la flècheH i(J [s]

1 )→ H i(J̃ [s]
(2))

est surjective.

Démonstration. On raisonne par récurrence surs. Pour le cass = 0, on a les isomorphismes
suivants :

H i(Ost
1 ) ≃ S1 ⊗(φ),k[u]/ue H i(J [i]

1 /J
[i+1]
1 )

H i(Õst
(2)) ≃ S̃(2) ⊗(φ),k[u]/u2 H i(J̃ [i]

(2)/J̃
[i+2/e]
(2) ).

On vérifie que la flècheH i(Ost
1 ) → H i(Õst

(2)) s’obtient à partir de la projectionS1 → S̃(2) et

le morphisme naturelH i(J [i]
1 /J

[i+1]
1 ) → H i(J̃ [i]

(2)/J̃
[i+2/e]
(2) ). Il suffit donc de prouver que ce

dernier morphisme est surjectif. Or, d’une part, le faisceau J [i]
1 /J

[i+1]
1 s’identifie àJ̃ [i]

(2)/J̃
[i+1]
(2)

(proposition 3.1.16) et, d’autre part, on a le diagramme commutatif suivant :

0 // H i(J̃ [i+1]
(2) ) //

��

H i(J̃ [i]
(2))

// H i(J̃ [i]
(2)/J̃

[i+1]
(2) ) //

��

0

0 // H i(J̃ [i+2/e]
(2) ) // H i(J̃ [i]

(2))
// H i(J̃ [i]

(2)/J̃
[i+2/e]
(2) ) // 0



140 CHAPITRE IV. UN THÉORÈME DE COMPARAISON

où les lignes sont exactes : l’injectivité provient de la proposition 3.1.20 et la surjectivité pro-
vient de l’injectivité analogue sur lesH i+1 (toujours conséquence de la même proposition). On
en déduit directement la surjectivité de la flèche verticalede droite, ce qui conclut le cass = 0.

On procède ensuite par récurrence surs. On considère le diagramme commutatif :

H i(J̃ [s+1]
1 ) //

��

H i(J̃ [s]
1 ) //

��

H i(J̃ [s]
1 /J̃

[s+1]
1 )

0 // H i(J̃ [s+1]
(2) ) // H i(J̃ [s]

(2))
// H i(J̃ [s]

(2)/J̃
[s+1]
(2) )

La flèche verticale de droite est un isomorphisme par la proposition 3.1.16. La flèche verticale du
milieu est surjective par hypothèse de récurrence. Une chasse au diagramme prouve facilement
que la flèche verticale de gauche est aussi surjective, ce quiconclut. �

Remarque.Le lemme est également vrai pours ∈ 1
e
N, 0 6 i 6 s < E(p

e
) + 1. Ce raffinement

se démontre de manière analogue en choisissant un pas de1
e

(au lieu de1) dans la récurrence.

On parvient finalement au but de tout ce paragraphe :

Théorème 3.1.24.Pour touti 6 r, le quadruplet(H i((X1)syn,Ost
1 ), H i((X1)syn,J

[r]
1 ), φr, N)

définit un objet de la catégorieMr.

Démonstration.Comme précédemment, il ne reste plus qu’à prouver que la flècheH i(J [r]
1 )→

H i(J [r]
1 /J [r+1]

1 ) est surjective et que la flècheH i(J [r]
1 )→ H i(Ost

1 ) est injective.

Pour le premier point, on considère le carré commutatif suivant :

H i(J [r]
1 ) //

��

H i(J [r]
1 /J [r+1]

1 )

��

H i(J̃ [r]
(2))

// H i(J̃ [r]
(2)/J̃

[r+1]
(2) )

La flèche de droite est un isomorphisme (proposition 3.1.16). La flèche de gauche est surjective
(lemme 3.1.23), et celle du bas l’est également (proposition 3.1.20). On en déduit que celle du
haut l’est aussi.

Pour le second point, on reprend les arguments de la preuve dela proposition 3.1.21. On
raisonne à partir du diagramme suivant :

0 // K // J [r]
1

//

��

J̃ [r]
(2)

//

��

0

0 // K // Ost
1

// Õst
(2)

// 0
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où K = upOst
1 et où les deux suites horizontales sont exactes. Il donne lieu à un nouveau

diagramme :

H i(K) // H i(J [r]
1 ) //

��

H i(J̃ [r]
(2))

��

0 // H i(K) // H i(Ost
1 ) // H i(Õst

(2))

La suite du bas est exacte à gauche car, par le lemme 3.1.23, laflècheH i−1(Ost
1 )→ H i−1(Õst

(2))

est surjective. Mais la flèche verticale de droite est injective (proposition 3.1.21). On en déduit
que la flèche verticale du milieu l’est également. Ceci termine la preuve. �

3.1.5 Le casr = 0

Lorsquer = 0, la conditioner 6 p − 2 est automatique et n’impose aucune borne sure.
Pour obtenir le théorème 3.1.24, dans ce cas, on a besoin d’introduire plus de catégories-étapes.

Plan de la preuve On reprend les constructions du début du paragraphe 3.1.4 enremplaçant
« (2) » par «(t) ».

Pour tout entier1 6 t 6 e, on commence par définir une catégoriẽM
r

(t) d’objets modulo

utp. On considère pour cela l’anneaũS(t) = k [u] /utp que l’on munit d’un Frobeniusφ semi-
linéaire envoyantui surupi et d’un opérateur de monodromiek-linéaire envoyantui sur−iui.
Un objet deM̃

r

(t) est la donnée de :

1. unS̃(t)-moduleM̃ libre de rang fini ;

2. un sous-module FilrM̃ deM̃ contenantuerM̃ ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM̃ → M̃ telle que l’image deφr engendreM̃ en tant
queS̃(t)-module ;

4. une applicationk-linéaireN : M̃ → M̃ telle que :
– pour toutλ ∈ S̃(t) et toutx ∈ M̃,N (λx) = N (λ)x+ λN (x)

– ueN(Fil rM̃) ⊂ Fil rM̃
– le diagramme suivant commute :

Fil rM̃
φr //

ueN
��

M̃

c(t),πN

��

Fil rM̃
φr // M̃

où c(t),π est la réduction dec dansS̃(t).

Les morphismes dẽM
r

(t) sont les applications̃S(t)-linéaires qui commutent à toutes les struc-

tures. On prouve comme dans le paragraphe 1.2 que les catégoriesM̃
r

(t) sont toutes équivalentes
àMr via les foncteurs de réduction moduloutp.
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D’autre part, pour tout rationnelq ∈ 1
e
N, on définit sur le site(T1)SYN un faisceauJ̃ [q]

(t) par :

J̃ [q]
(t) =

J̃ [q]

J̃ [q] ∩ utpÕst
.

On poseÕst
(t) = J̃ [0]

(t) et on vérifie que les applicationsφs etN passent au quotient et définissent
des opérateurs encore notésφs etN sur ces nouveaux faisceaux.

On va prouver par récurrence surt la proposition suivante (on rappelle qu’icir = 0) :

Proposition 3.1.25.Pour toutt 6 e, le quadruplet(H0(Õst
(t)), H

0(Õst
(t)), φ0, N) définit un objet

de la catégorieM̃
0

(t) et la suite :

0 // H0(J̃ [q+1/e]
(t) ) // H0(J̃ [q]

(t))
// H0(J̃ [q]

(t)/J̃
[q+1/e]
(t) ) // 0

est exacte pourq ∈ 1
e
N, q 6 t

e
.

On déduira ensuite du cast = e un équivalent du théorème 3.1.24 à savoir :

Théorème 3.1.26.Le quadruplet(H0(Ost
1 ), H0(Ost

1 ), φ0, N) définit un objet de la catégorie
M0.

La récurrence Le but de cette sous-partie est de prouver la proposition 3.1.25. Pour cela,
comme nous l’avons déjà dit, on raisonne par récurrence surt et on suit pas à pas la démonstra-
tion de la partieUn objet de la catégoriẽM

r

(2) du paragraphe 3.1.4. On redonne rapidement les
grandes étapes.

On considère un entiert compris entre2 et e. Les compatibilités entre les opérateurs ne
posant pas de problème, il suffit de montrer queH0(Õst

(t)) est libre de rang fini sur̃S(t) et que

l’image deφ0 engendre toutH0(Õst
(t)). Or comme précédemment, on dispose du théorème sui-

vant :

Théorème 3.1.27.Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme :

S̃(t) ⊗(φ),k[u]/ut H0(Õst
(t)/J̃

[t/e]
(t) )

∼

id⊗φ0

// H0(Õst
(t)) .

Il suffit donc de prouver queH0(Õst
(t)/J̃

[t/e]
(t) ) est libre de rang fini surk[u]/ut et que la suite :

0 // H0(J̃ [q+1/e]
(t) ) // H0(J̃ [q]

(t))
// H0(J̃ [q]

(t)/J̃
[q+1/e]
(t) ) // 0

est exacte pourq ∈ 1
e
N, q 6 t. (On remarque que seule la surjectivité n’esta priori pas claire).

On dispose d’un équivalent de la proposition 3.1.16 qui se démontre de façon tout à fait
analogue :
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Proposition 3.1.28.Sur le site(T1)syn la projection canonique induit un isomorphisme de fais-
ceaux :

Õst
(t)/J̃

[t/e]
(t)

∼ // Õst
(t−1)/J̃

[t/e]
(t−1) .

Remarque.Pour la preuve de la proposition précédente, on utilise l’inégalitét 6 p(t − 1) qui
est bien vérifiée lorsquet > 2.

Lemme 3.1.29.Le moduleH0(Õst
(t)) est libre de rang fini sur̃S(t).

Démonstration.Elle est assez semblable à la preuve du théorème 3.1.18.
Il suffit de démontrer queH0(Õst

(t)/J̃
[t/e]
(t) ) est libre surk[u]/ut. Par ailleurs d’après la pro-

position précédente, le faisceaũOst
(t)/J̃

[t/e]
(t) s’identifie àÕst

(t−1)/J̃
[t/e]
(t−1).

On utilise à ce niveau l’hypothèse de récurrence qui assure queM = H0(Õst
(t−1)) muni de

ses structures supplémentaires est un objet deM̃
0

(t−1). C’est en particulier uñS(t−1)-module

libre de rang fini, disonsd. Notons, pourq ∈ 1
e
N, Fil qM = H0(J̃ [q]

(t−1)). Ils forment une suite

décroissante de sous-S̃(t−1)-modules deM.
Par ailleurs, on auM ⊂ Fil 1/eM, et encore l’hypothèse de récurrence fournit la suite

exacte :

0 // Fil 1/eM //M // H0(Õst
(t−1)/J̃

[1/e]
(t−1))

// 0 .

Par ailleurs on vérifie que pour toutq ∈ 1
e
N, q < t

e
, la multiplication paruq induit un isomor-

phisme entre les faisceaux̃Ost
(t−1)/J̃

[1/e]
(t−1) et J̃ [q]

(t−1)/J̃
[q+1/e]
(t−1) . On en déduit :

dimkH
0(Õst

(t−1)/J̃
[1/e]
(t−1)) =

1

t
dimkH

0(Õst
(t−1)/J̃

[t/e]
(t−1)) = d

la dernière égalité étant une conséquence du théorème 3.1.27 appliqué pourt− 1. D’autre part,
dimk(M/uM) = d d’où il vient Fil 1/eM = uM. On montre de même par récurrence que
Fil qM = ueqM pour toutq ∈ 1

e
N, q 6 t

e
.

Finalement, on a une suite exacte longue :

0 // H0(J̃
[t/e]
(t−1))

// H0(Õst
(t−1))

// H0(Õst
(t−1)/J̃

[t/e]
(t−1))

// H1(J̃
[t/e]
(t−1))

// H1(Õst
(t−1)) .

D’après l’hypothèse de récurrence, toutes les flèchesH1(J̃ [q+1/e]
(t−1) ) → H1(J̃ [q]

(t−1)) sont injec-

tives pourq 6 t−1
e

et donc la flècheH1(J̃ [t/e]
(t−1)) → H1(Õst

(t−1)) l’est aussi. On en déduit que

H0(Õst
(t−1)/J̃

[t/e]
(t−1)) s’identifie àM/Fil t/eM = M/utM qui est un bien unk[u]/ut-module

libre de rang fini (en l’occurrenced). �

Les propositions 3.1.19 et 3.1.20 ont des équivalents transparents dans ce nouveau contexte
qui se démontrent de façon analogue. On conclut comme cela larécurrence.
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La fin de la preuve Pour déduire le théorème 3.1.26 du cast = e de la proposition 3.1.25, on
dégage tout d’abord le lemme suivant (preuve analogue à celle de la proposition 2.3.4) :

Lemme 3.1.30.Sur le site(T1)syn la projection canonique induit un isomorphisme de faisceaux :

Ost
1 /J

[1]
1

∼ // Õst
(e)/J̃

[1]
(e) .

En combinant ce précédent lemme au théorème 3.1.15, on prouve la liberté surS1 de
H0(Ost

1 ). Par suite, on démontre que la flècheH0(Ost
1 ) → H0(Õst

(e)) est surjective en utili-
sant les mêmes arguments que ceux présentés dans l’étape d’initialisation de la récurrence du
lemme 3.1.23. Finalement, en recopiant la première partie de la preuve du théorème 3.1.24,
on parvient à prouver la surjectivité du morphismeH0(Ost

1 ) → H0(Ost
1 /J

[1]
1 ). Cela conclut la

preuve du théorème 3.1.26.

3.2 Dévissages

Le but de cette partie est de déduire à partir du casn = 1 traité précédemment le cas
n quelconque. Exactement, siXn désigne un log-schéma propre et log-lisse surTn, et que
X1 = Xn ×Tn T1 est du type de Cartier (sin = 1, on suppose en outre queX1 admet un
relèvement propre et log-lisse surT2), nous allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.2.1.Pour touti < r et tout entiern, le quadruplet :

(H i((Xn)syn,O
st
n), H

i((Xn)syn,J
[r]
n ), φr, N)

définit un objet de la catégorieMr.

Remarque.On rappelle que le morphismeφr n’est pas défini sur(Xn)syn mais seulement sur
(Xn+r)syn mais que cela n’est pas grave du fait des identifications canoniquesH i((Xn)syn,Ost

n) ≃

H i((Xn+r)syn,Ost
n) etH i((Xn)syn,J

[r]
n ) ≃ H i((Xn+r)syn,J

[r]
n ).

Démonstration. On raisonne par récurrence surn. L’initialisation est donnée par le théorème
3.1.24. Pour l’hérédité, on considère les suites exactes courtes suivantes :

0 // J [r]
1

pn
// J [r]

n+1
// J [r]

n
// 0

0 // Ost
1

pn
// Ost

n+1
// Ost

n
// 0.

Elles fournissent deux suites exactes longues de cohomologie qui s’insèrent dans le diagramme
commutatif suivant :

H i−1(J [r]
n ) //

φr

��

H i(J [r]
1 ) //

φr

��

H i(J [r]
n+1)

//

φr

��

H i(J [r]
n ) //

φr

��

H i+1(J [r]
1 )

φr

��

H i−1(Ost
n)

// H i(Ost
1 ) // H i(Ost

n+1)
// H i(Ost

n)
// H i+1(Ost

1 )
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où tous les groupes de cohomologie sont calculés sur le site(Xn)syn. Par hypothèse de récur-
rence, les deux quadruplets(H i−1(Ost

n), H
i−1(J [r]

n ), φr, N) et (H i(Ost
1 ), H i(J [r]

1 ), φr, N) sont
des objets de la catégorieMr. Comme celle-ci est abélienne, il en est de même de leur image
que l’on note(M′,Fil rM′, φr, N). De même, les deux quadruplets(H i(Ost

n), H
i(J [r]

n ), φr, N)

et (H i+1(Ost
1 ), H i+1(J [r]

1 ), φr, N) sont des objets deMr, le premier en vertu de l’hypothèse de
récurrence et le second par le théorème 3.1.24. Leur noyau(M′′,Fil rM′′, φr, N) est donc aussi
objet deMr.

En outre, on dispose d’un diagramme :

0 // Fil rM′ //

φr

��

H i(J [r]
n+1)

//

φr

��

Fil rM′′ //

φr

��

0

0 //M′ // H i(Ost
n+1)

//M′′ // 0

où les deux lignes horizontales sont exactes. Une adaptation directe du lemme 2.3.1.2 de [Bre98]
entraîne alors que(H i(Ost

n+1), H
i(J [r]

n+1), φr, N) est un objet deMr, ce qui achève la récur-
rence. �

Remarque.Il est fort probable que le théorème précédent reste vrai lorsquei = r, mais ce cas
particulier échappe à la preuve que l’on vient de donner.

Le cas entier

Après avoir obtenu un théorème modulopn pour tout entiern, il est tentant de passer à la
limite projective. Précisément, posons, au moins pouri < r :

M = lim←−
n>1

H i((Xn)syn,O
st
n)

Fil rM = lim←−
n>1

H i((Xn)syn,J
[r]
n ).

Les applicationsφr etN passent à la limite pour finir respectivement des applications FilrM→
M etM→M que l’on note encoreφr etN .

SoitMtors l’ensemble des éléments deM tué par une puissance dep, etMfree =M/Mtors.
On munit sans problème ces modules d’un Filr, d’unφr et d’unN , et en copiant les arguments
du paragraphe 4.1 de [Bre98], on obtient le théorème suivant:

Théorème 3.2.2. i) Le moduleMtors muni des structures supplémentaires est un objet de
Mr.

ii) Le moduleMfree muni des structures supplémentaires est un module fortement divisible5.

5Pour une définition, on pourra se reporter au paragraphe III.6.1.
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4 Calcul de la cohomologie étale

On fixe toujours un entierr vérifianter < p−1. On se donne de plusXK un schéma (au sens
classique) propre et lisse surK et on suppose queXK admet un modèle propre et semi-stable
X sur l’anneau des entiersOK . Le diviseur donné par la fibre spéciale fait deX un log-schéma
défini sur la baseT = (SpecOK ,OK \ {0}) propre, log-lisse, et dont la fibre spéciale est du
type de Cartier. Nous sommes donc en situation d’utiliser les résultats de la partie précédente.
En particulier, siXn = X ×T Tn, le théorème 3.2.1 s’applique et assure que pour toutn et pour
tout i 6 r le quadruplet :

(H i((Xn)syn,O
st
n), H

i((Xn)syn,J
[r]
n ), φr, N)

est un objet deMr. D’autre part, par le théorème 3.1.24, le résultat demeure pour i = r lorsque
n = 1.

Le but de cette partie est de démontrer le théorème IV.i, dont nous précisons l’énoncé :

Théorème 4.a.Pour tout entierr tel queer < p− 1, pour tout entiern et pour tout0 6 i < r
(et aussii = r si n = 1), on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

H i((XK̄)ét,Z/pnZ)(r)
∼ // Tst⋆(H

i((Xn)syn,Ost
n), H

i((Xn)syn,J
[r]
n ), φr, N) .

Fixons avant tout quelques notations. SiL est une extension algébrique deK, définissons
TL = (SpecOL,OL \ {0}) et sin est un entier etY est un log-schéma surT , posonsYn =

Y ×T Tn, YL = Y ×T TL etYn,L = Yn ×T TL = YL ×T Tn.

Le premier (et principal) ingrédient de la preuve est un résultat de Kato et Tsuji qui s’énonce
comme suit :

Théorème 4.b.Pour 0 6 i 6 s 6 p − 2, on a des isomorphismes canoniques compatibles à
l’action de Galois :

H i((Xn,K̄)ét, s
log
n,XK̄

(s))
∼ // H i((XK̄)ét,Z/pnZ)(s) .

Dans le théorème précédent,slog
n,XK̄

(s) désigne un certain complexe de faisceaux étales surXn,K̄

construit par Kato (voir [Kat87b]). Par ailleurs, Breuil démontre (lemme 3.2.4.3 de [Bre98] —
la démonstration est écrite dans le cas non ramifié, mais ellefonctionne de la même façon dans
le cas général) le théorème suivant :

Théorème 4.c.Pour tout entieri, et touts ∈ {0, · · · , p − 1}, on a des isomorphismes cano-
niques compatibles à l’action de Galois :

lim−→
L

H i((Xn+s,L)syn,S
s
n)

∼ // H i((Xn,K̄)ét, s
log
n,XK̄

(s))

où la limite inductive est prise sur toutes les extensions finiesL deK.
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Ici, Ssn désigne un certain faisceau sur le site log-syntomique dontle rappel de la définition est
l’objet du paragraphe 4.1. Forts de cela, il ne reste plus pour conclure qu’à prouver :

Proposition 4.d. Pour 0 6 i < r (et aussii = r lorsquen = 1), on a des isomorphismes
canoniques compatibles à l’action de Galois :

lim−→
L

H i((Xn+r,L)syn,S
r
n)

∼ // Tst⋆(H
i((Xn)syn,Ost

n), H
i((Xn)syn,J

[r]
n ), φr, N) . (21)

La démonstration de cette proposition est l’objet du paragraphe 4.2. Finalement, le paragraphe
4.3 qui termine cette partie explique comment on déduit des résultats précédents le théorème
IV. ii .

4.1 Les faisceauxSs
n

On noteT triv
n le log-schéma SpecOK/pn muni de la log-structure triviale. Comme on avait

défini les faisceauxJ [s]
n sur le site(Tn)syn (voir paragraphe 2.2.1), on définit sur le site(T triv

n )syn

des faisceauxJ cris,[s]
n en posant :

J cris,[s]
n (U) = H0((U/T triv

n )cris,J
[s]

U/T triv
n

) = H0((U/T triv
n )CRIS,J

[s]

U/T triv
n

)

pour toutU log-syntomique surT triv
n . On pose égalementOcris

n = J cris,[0]
n .

Le morphisme naturelTn → T triv
n est log-syntomique, et donc les faisceaux précédents

définissent par restriction des faisceaux sur le site(Tn)syn encore notésJ cris,[s]
n et Ocris

n . On
dispose de descriptions explicites locales des faisceaux précédents :

Proposition 4.1.1.En reprenant les notations (A∞, P∞ etW cris,DP
n (A∞, P∞)) du paragraphe

2.2.1, on a un isomorphisme canonique :

Ocris
n (A∞, P∞)

∼ // W cris,DP
n (A∞, P∞) .

Par ailleurs, cet isomorphisme respecte la filtration donnée à gauche par lesJ cris,[s]
n (A∞, P∞)

et à droite par la filtration canonique par les puissances divisées.

Comme dans le cas « st », on définit pours 6 p − 1, des applicationsφs : J cris,[s]
n → Ocris

n .
Finalement, on appelleSsn le noyau de l’applicationφs − id.

La proposition suivante réunit deux suites exactes importantes à propos des faisceaux intro-
duits précédemment :

Proposition 4.1.2.Pour tous entiersn ets, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le site
(Tn)syn :

0 // J cris,[s]
n

// J [s]
n

N // J [s−1]
n

// 0 .

Pour tout entiern et touts ∈ {0, . . . , p − 1}, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le
site(Tn+s)syn :

0 // Ssn // J cris,[s]
n

φs−id // Ocris
n

// 0 .
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Démonstration.La première suite exacte résulte des descriptions précédentes si l’on se rappelle
que :

N

(
X i

i!

)
= (1 +X)

X i−1

(i− 1)!
.

On pourra consulter la preuve de la proposition 3.1.3.1 de [Bre98] pour plus de détails.
Pour la seconde suite exacte, il suffit de prouver la surjectivité deφs − id et avec les des-

criptions locales précédentes, on construit explicitement un antécédent (local pour la topologie
log-syntomique) à tout élément deOcris

n (A∞, P∞). Exactement, la preuve est identique à celle
de la proposition 3.1.4.1 de [Bre98], sauf le dernier argument qui est remplacé par celui du
lemme 1.3.6. �

4.2 La preuve

Le but de ce chapitre est de donner une preuve de la proposition 4.d, ce qui est suffisant
comme nous l’avons expliqué, pour démontrer le théorème IV.i. On suit encore une fois de très
près la démonstration de [Bre98] valable pour le case = 1.

On noteM = H i((Xn)syn,Ost
n). Pour tout entiers, on a un morphisme (pas nécessairement

injectif) H i((Xn)syn,J
[t]
n )→M et on note FiltM son image. On vérifie que l’on obtient ainsi

une filtration admissible (voir définition 1.3.3) surM. Par définition (voir paragraphe 1.3.3), le
membre de droite de l’isomorphisme 21 s’identifie à :

Fil r(Âst⊗SM)φr=1
N=0

avec :

Fil r(Âst⊗SM) =
r∑

t=0

Fil tXÂst⊗S Fil s−tM

où on rappelle que les FiltX sont définis par la formule (2) et qu’ils sont plats surSn. On rappelle
également que l’on dispose du lemme 1.3.6 qui permet de voir le module Filr(Âst⊗SM) comme
le conoyau d’un morphisme.

La preuve de la proposition 4.d passe par les calculs successifs des modules Filr(Âst⊗SM),
Fil r(Âst⊗SM)N=0 et finalement Filr(Âst⊗SM)φr=1

N=0 = Tst⋆(M). Ceux-ci sont traités respec-
tivement dans les paragraphes 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4. Le paragraphe 4.2.1, quant à lui, rappelle
quelques préliminaires nécessaires pour la gestion des limites inductives.

4.2.1 Le foncteurj⋆

Dans ce paragraphe, on rappelle comment construire des faisceaux sur le site(Xn)syn dont
la cohomologie s’identifie àlim−→L

H i((Xn,L)syn,J
[s]
n ).

Si L est une extension deK, on a un morphisme canoniquejL : TL → T . On montre
(lemme 3.1.1.1 de [Bre98]) qu’il est log-syntomique et doncqu’il induit un morphisme de
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topoï(T̃n,L)syn→ (T̃n)syn. SoitF un faisceau de groupes abéliens sur(Tn)syn. Pour toutL, on
considère le faisceaujL⋆j⋆LF et on remarque que siL′ est une extension finie deL, on a un
morphismejL⋆j⋆LF → jL′⋆j

⋆
L′F . On pose finalement :

j⋆F = lim−→
L

jL⋆j
⋆
LF .

C’est un faisceau sur(Tn)syn et on montre (corollaire 3.1.1.4 de [Bre98]) que l’on a une identi-
fication canonique :

lim−→
L

H i((Xn,L)syn,J
[s]
n ) = H i((Xn)syn, j⋆J

[s]
n )

pour tout entiers.

4.2.2 Le calcul de Filr(Âst⊗SM)

Le but de ce paragraphe est de donner une description en termede conoyau (analogue à
celle du lemme 1.3.6) de Filr(Âst⊗SM). Pour cela, on commence par rappeler que l’anneau
Âst admet une interprétation cohomologique incarnée par l’isomorphisme canonique suivant :

Âst/p
n = lim−→

L

H0((Tn,L)syn,O
st
n)

où la limite inductive est prise sur les extensions finiesL deK. Il existe aussi un isomorphisme
analogue pour décrire la filtration sur̂Ast qui est :

Fil t(Âst/p
n) = Fil tÂst/p

n = lim−→
L

H0((Tn,L)syn,J
[t]
n ).

Ces isomorphismes permettent de construire une application canonique :

Fil tÂst/p
n ⊗Sn H

0((Xn)syn,J
s−t
n )→ lim−→

L

H0((Xn,L)syn,J
[s]
n ) = H0((Xn)syn, j⋆J

[s]
n )

et donc un morphisme de faisceaux :

s⊕

t=0

Fil tXÂst/p
n ⊗Sn J

[s−t]
n →

s⊕

t=0

Fil tÂst/p
n ⊗Sn J

[s−t]
n → j⋆J

[s]
n .

On a alors le lemme suivant, à mettre en parallèle avec le lemme 1.3.6 :

Lemme 4.2.1.Pour tout entiers 6 r, on a un diagramme commutatif :

0 //
s

M

t=1

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

H
i
(J

[s+1−t]
n

)

��

//
s

M

t=0

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

H
i
(J

[s−t]
n

) //

��

Hi(j⋆J
[s]
n ) //

��

0

0 //
s

M

t=1

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

Fil s+1−t
M //

s
M

t=0

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

Fil s−t
M // Fil s(Âst ⊗S M) // 0

où tous les morphismes respectent l’action de Galois, et où les deux lignes sont exactes et les
flèches verticales surjectives. (Notez que tous les groupesde cohomologie sont calculés sur le
site(Xn)syn.)
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Démonstration. Tout d’abord, précisons les flèches. Dans la suite exacte du haut, la première
flèche a déjà été définie dans l’énoncé du lemme 1.3.6. La flèchecorrespondante dans la suite
exacte du bas a une définition tout à fait analogue. Les autresflèches ne posent pas de problème,
à parta priori la flèche verticale de droite. Cependant, elle n’en posera plus lorsque l’on aura
prouvé l’exactitude des deux suites (puisque ce sera alors simplement la flèche induite sur les
conoyaux).

L’exactitude de la ligne du haut n’est autre que l’objet du lemme 1.3.6. Les surjectivités des
deux premières flèches verticales sont immédiates. Il ne reste donc plus qu’à prouver l’exac-
titude de la suite exacte du bas (de laquelle résultera directement la surjectivité de la flèche
verticale de droite).

On commence par prouver que la suite de faisceaux sur le site(Tn)syn :

0 //
s⊕

t=1

Fil tXÂst/p
n ⊗Sn J

[s+1−t]
n

//
s⊕

t=0

Fil tXÂst/p
n ⊗Sn J

[s−t]
n

// j⋆J
[s]
n

// 0

est exacte. Par un dévissage, on se ramène dans un premier temps au seul casn = 1. De plus, en
recopiant les arguments de la preuve de la proposition 3.1.2.3 de [Bre98], on se ramène au cas
s = 0. Il s’agit donc de montrer quêAst/p

n ⊗Sn O
1
st ≃ j⋆Ost

1 . C’est à nouveau un calcul local
pour la topologie log-syntomique, en tout point analogue à celui mené dans la démonstration du
lemme 3.1.2.2 de [Bre98]. �

4.2.3 Le calcul de Filr(Âst⊗SM)N=0

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant qui constitue la deuxième étape de
la preuve.

Lemme 4.2.2.On a des isomorphismes de modules galoisiens :

lim−→
L

H i((Xn,L)syn,O
cris
n )

∼ // (Âst⊗SM)N=0

lim−→
L

H i((Xn,L)syn,J
cris,[r]
n )

∼ // Fil r(Âst⊗SM)N=0

Démonstration. La démonstration est identique à celle du corollaire 3.2.3.5 de [Bre98]. Nous
redonnons simplement les grandes lignes. Tout d’abord, on montre comme dans le lemme
3.1.1.2 de [Bre98] la nullité delim−→L

RijL⋆j
⋆
LJ

[s]
n d’où on déduit, à partir de la première suite

exacte de la proposition 4.1.2, une suite exacte de faisceaux :

0 // j⋆J
cris,[s]
n

// j⋆J
[s]
n

N // j⋆J
[s−1]
n

// 0

de laquelle on déduit une suite exacte courte sur les groupesde cohomologie :

0 // H i(j⋆J
cris,[s]
n ) // H i(j⋆J

[s]
n )

N // H i(j⋆J
[s−1]
n ) // 0
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où tous les groupes de cohomologie sont calculés sur le site(Xn)syn (l’argument est le même
que celui utilisé pour la proposition 3.2.3.1 de [Bre98]).

La suite de la preuve consiste à reprendre le diagramme du lemme 4.2.1 et à procéder à une
étude relativement fine des noyaux des flèches verticales. Précisément, si on note :

Kt = ker(H i(J [t]
n )→ H i(Ost

n)) = ker(H i(J [t]
n )→ Fil tM)

K̄t = ker(H i(j⋆J
[t]
n )→ Fil t(Âst⊗SM))

on peut compléter le diagramme de la façon suivante :

0

��

0

��

0

��
0 //

s
M

t=1

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

K
s+1−t

��

//
s

M

t=0

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

K
s−t //

��

K̄s //

��

0

0 //
s

M

t=1

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

H
i
(J

[s+1−t]
n

)

��

//
s

M

t=0

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

H
i
(J

[s−t]
n

) //

��

Hi(j⋆J
[s]
n ) //

��

0

0 //
s

M

t=1

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

Fil s+1−t
M //

��

s
M

t=0

Fil t

X
Âst/p

n
⊗Sn

Fil s−t
M //

��

Fil s(Âst ⊗S M) //

��

0

0 0 0

L’opérateurN induit un morphisme entre le diagramme précédent et son équivalent lorsque
l’on remplaces par s − 1 (en particulier, il induit une applicationN : K̄s → K̄s−1 pour tout
s ∈ {0, . . . , r} en convenant queK−1 = K0). La suite exacte du haut implique en prenants = 0

queK̄0 = 0. Par ailleurs, une étude un peu minutieuse de cette même suite exacte (voir lemmes
3.2.3.3 et 3.2.3.4 de [Bre98]) montre que l’applicationN : K̄r → K̄r−1 est un isomorphisme.

En considérant la suite exacte de droite, ceci implique que pour s = 0 et s = r, on a des
isomorphismes :

lim−→
L

H i((Xn,L)syn,J
cris,[s]
n ) = H i((Xn)syn, j⋆J

cris,[s]
n )

∼ // Fil s(Âst⊗SM)N=0

ce qui termine la preuve du lemme. �

4.2.4 Le calcul de Filr(Âst⊗SM)φr=1
N=0

Il n’est plus difficile à présent de terminer la preuve de la proposition 4.d. En effet, la
deuxième suite exacte de la proposition 4.1.2 nous fournit une suite exacte longue :

· · · // H i((Xn+r)syn,Srn)
// H i((Xn)syn,J

cris,[r]
n )

φr−id //// H i((Xn)syn,Ocris
n ) // · · ·

et puis, comme le foncteurlim−→L
est exact (la limite est filtrante) on obtient une nouvelle suite

exacte longue :

· · · // lim−→
L

H i((Xn+r)syn,S
r
n)

// lim−→
L

H i((Xn)syn,J
cris,[r]
n )

φr−id // // lim−→
L

H i((Xn)syn,O
cris
n ) // · · · .



152 CHAPITRE IV. UN THÉORÈME DE COMPARAISON

Par ailleurs, la flècheφr − id : lim−→L
H i((Xn)syn,J

cris,[r]
n ) → lim−→L

H i((Xn)syn,Ocris
n ) s’identifie

via les isomorphismes du lemme 4.2.2 à la flèche :

Fil r(Âst⊗SM)N=0
φr−id // (Âst⊗SM)N=0

et on sait par le lemme 1.3.9 que celle-ci est surjective. On en déduit que la suite exacte longue
se coupe en suites exactes courtes :

0 // lim−→
L

H i((Xn+r)syn,S
r
n)

// lim−→
L

H i((Xn)syn,J
cris,[r]
n )

φr−id // // lim−→
L

H i((Xn)syn,O
cris
n ) // 0

ce qui termine la preuve.

4.3 Une conjecture de Serre

On montre dans ce paragraphe comment la théorie développée au long de cet article per-
met de résoudre complètement la conjecture de l’inertie modérée de Serre formulée dans le
paragraphe 1.13 de [Ser72].

Avant de rappeler l’énoncé de la conjecture, faisons quelques préliminaires et profitons-
en pour fixer les notations (pour plus de précisions, voir le paragraphe 1 de [Ser72]). SoitV
uneFp-représentation de dimension finie irréductible du sous-groupe d’inertieI de groupe de
Galois absolu deK. Par un résultat classique de théorie des groupes, du fait que V a pour
cardinal un multiple dep, le sous-groupe d’inertie sauvage (qui est un pro-p-groupe distingué)
agit trivialement. Ainsi l’action deI se factorise à travers une action du groupe d’inertie modérée
It.

Par ailleurs, puisqueV est supposée irréductible, l’anneauE des endomorphismes équiva-
riants deV est un corps fini etV hérite d’une structure d’espace vectoriel de dimension1 sur
ce corps. La représentation de départ fournit un caractèreρ : It → E⋆. Notonsq = ph le car-
dinal deE et Fq le sous-corps dēk formé des solutions de l’équationxq = x. On dispose de
l’application suivante appeléecaractère fondamental de niveauh :

θh : It → µq−1(K̄) ≃ F⋆q
g 7→ g(η)

η

oùη désigne une racine(q − 1)-ième de l’uniformisanteπ.
Les corpsE et Fq sont finis de même cardinal et donc isomorphes (non canoniquement).

Si l’on composeθh par un tel isomorphismef , on obtient une applicationθh,f : It → E⋆ et
on montre facilement (voir la proposition 5 du paragraphe 1 de [Ser72]), queρ = θnh,f pour un
certain entiern compris entre0 et q− 2. L’entiern dépend de l’isomorphismef choisi mais les
chiffres de son écriture en basep, eux, n’en dépendent pas. Ce sont par définition lesexposants
de l’inertie modéréede la représentationV .

La conjecture de Serre s’énonce alors comme suit :
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Théorème 4.3.1.SoitX un schéma propre et lisse surK à réduction semi-stable surOK et
soit r un entier. Les exposants de l’inertie modérée sur un quotient de Jordan-Hölder de la
restriction au groupe d’inertie de la représentation galoisienneHr

ét (XK̄ ,Z/pZ)∨ (où «∨ »
désigne le dual) sont compris entre0 et er.

Démonstration.On remarque dans un premier temps que le résultat est évidentsi er > p − 1

(des chiffres en basep sont nécessairement inférieurs ou égaux àp− 1). On peut donc supposer
er < p− 1 et appliquer les résultats de cet article.

Par le théorème IV.i, la représentation galoisienneV = Hr
ét (XK̄ ,Z/pZ) (r) est dans l’image

essentielle du foncteurTst⋆. Puisque cette image essentielle est stable par sous-objets et quotients
(théorème 1.3.1), tout quotient de Jordan-Hölder deV est également dans l’image essentielle
deTst⋆. Par ailleurs, un tel quotient de Jordan-Hölder est par définition irréductible et donc ne
peut être l’image parTst⋆ que d’un objet simple.

Le théorème résulte à ce niveau du théorème III.4.2.2. �

Remarque.On a un résultat équivalent avec les groupes de cohomologieH i
ét (XK̄ ,Z/p

nZ)∨

lorsquei < r eter < p−1 (ou autrement dit lorsquei < E((p−2)/e),E(·) désignant la partie
entière).
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Chapitre V

Une dualité sur les catégoriesMr

Résumé

Soit K un corps de caractéristique nulle complet pour une valuation discrète de corps rési-
duel parfait de caractéristiquep > 0 et d’indice de ramification absoluee. À cette donnée
complétée par une uniformisante deK et à tout entierr < p−1, il est associé une catégorie
Mr largement étudiée dans les chapitres précédents. Le but de ce chapitre est de poursuivre
cette étude en prouvant dans un premier temps que tout objet deMr sur lequel on oublie
la donnée deN s’écrit comme quotient de deux modules fortement divisibles (voir défini-
tion 1.1.1), puis en utilisant ce fait pour construire une dualité surMr, au moins lorsque
er < p−1 our = 1. On examine ensuite comment cette dualité se transpose sur la catégorie
desZp-représentations du groupe de Galois absolu deK puisvia l’équivalence de [Bre00a]
à la catégorie desOK-schémas en groupes.
Ce chapitre se distingue du reste de cette thèse par le fait qu’il travaille dans une plus grande
généralité : les constructions ne font aucune hypothèse sure, seule la preuve de la dualité
supposeer < p− 1 ou r = 1 (hypothèse que l’on devrait pouvoir éliminer).
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Soientk un corps parfait de caractéristiquep etW = W (k) l’anneau des vecteurs de Witt
à coefficients dansk. C’est un anneau local dont l’idéal maximal est engendré parp et dont le
corps résiduel s’identifie canoniquement àk. SoitK0 = FracW , le corps des fractions deW .
SoitK une extension finie totalement ramifiée deK0 de degrée. On noteOK la clôture intégrale
deW dansK, etπ ∈ OK une uniformisante. On désigne parE (u) le polynôme minimal deπ
surK, c’est un polynôme d’Eisenstein. Finalement, on appelleK̄ une clôture algébrique deK
etGK = Gal

(
K̄/K

)
le groupe de Galois absolu deK.

Pour étudier lesZp-représentations deGK , Breuil a introduit dans [Bre97a] et [Bre99a],
pour tout entierr < p− 1, les catégoriesMr etMr

0 ainsi que d’autres catégories de « modules
fortement divisibles » toutes équipées d’un foncteur vers la catégorie desZp-représentations
galoisiennes. La première partie de ce chapitre est consacrée à un rappel systématique de la
définition de chacune de ces catégories et des foncteurs associés.

Dans la seconde partie, nous prouvons le théorème suivant :

Théorème V.i. Tout objet deMr
0 peut s’écrire comme quotient de deux modules fortement

divisibles.

Notons que ce théorème donne en particulier une réponse partielle à une interrogation mention-
née dans [BM02] (voir ce qui suit immédiatement la question 5.2.2.5).

Dans la troisième partie, on utilise le théorème V.i pour construire une dualité sur les caté-
goriesMr

0 etMr, au moins1 lorsqueer < p− 1 our = 1. On étudie ensuite, dans la quatrième
section, comment cette dualité se transporte sur les représentations galoisiennes. Plus précisé-
ment, on prouve :

Théorème V.ii. Supposonser 6 p−1 our = 1. SoitM un objet deMr. SoitM∨ l’objet dual.
Désignons respectivement parV etV ′ les représentations galoisiennes associées àM etM∨.
Alors, on a un isomorphisme deZp-modules galoisiens :

V ′ ≃ V ⋆ (r)

où «⋆ » désigne leZp-dual classique et où «(r) » désigne le twist de Tate.

1La construction fonctionne sans ces hypothèses, mais on lesutitise pour prouver qu’il s’agit bien d’une dualité.
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Finalement, dans la cinquième section, on prouve que, par l’équivalence de catégories cons-
truite par Breuil dans [Bre00a], la dualité surM1

0 correspond à la dualité de Cartier sur les
schémas en groupes.

1 La situation

On redonne rapidement ici la définition de toutes les catégories et de tous les foncteurs que
l’on aura à considérer par la suite. Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter aux autres
chapitres de cette thèse ou aux articles [Bre97a], [Bre99a], [Bre00a].

1.1 Définition des catégories

1.1.1 Les anneauxS et SK0

On noteS le complétép-adique de l’enveloppe à puissances divisées deW [u] par rapport
à l’idéal principal engendré parE(u) (le polynôme minimal deπ surK) compatibles avec les
puissances divisées canoniques sur l’idéal(p). Cet anneau est muni d’un Frobenius défini par :

φ

(
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!

)
=

∞∑

i=0

σ (wi)
upi

q (i)!

oùσ désigne le Frobenius usuel surW et q(i) le quotient de la division euclidienne dei pare.
De plus, on définit une applicationN : S → S via la formule :

N

(
∞∑

i=0

wi
ui

q (i)!

)
= −

∞∑

i=1

iwi
ui

q (i)!
.

On a la relationNφ = pφN . On définit finalement pour tout entiers > 0, Fil sS comme le
complétép-adique de l’idéal engendré par les éléments(E(u))i

i!
pour i > s. On aN (Fil sS) ⊂

Fil s−1S et, pour0 6 s 6 p−1,φ (Fil sS) ⊂ psS, ce qui permet de définirφs = φ
ps : Fil sS → S.

L’élémentφ1 (E (u)) est une unité deS, on le notec.

On poseSK0 = S ⊗W K0 et Fil sSK0 = Fil sS ⊗W K0 ⊂ SK0. Le Frobenius et l’opé-
rateur de monodromie se prolongent naturellement en des applicationsφ : SK0 → SK0 et
N : SK0 → SK0 . Elles vérifient encore la relationNφ = pφN . Commep est inversible dans
SK0, l’application φ

ps est toujours bien définie. On noteφs = φ
ps : Fil tSK0 → SK0.

1.1.2 Les catégories de modules surS

On fixe à partir de maintenant et jusqu’à la fin de ce chapitre unentierr vérifiantr < p−1.
À cet entier sont associées plusieurs catégories. On introduit tout d’abord la « vaste » catégorie
C suivante. Les objets sont la donnée de :

1. unS-moduleM de type fini ;
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2. un sous-S-module deM noté FilrM contenant FilrS · M ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M vérifiant la condition :

φr (sx) =
1

cr
φr (s)φr ((E (u))r x)

pour touts ∈ Fil rS et toutx ∈ M et telle que imφr engendreM en tant queS-module

4. une applicationW -linéaireN :M→M vérifiant les trois conditions :
– pour touts ∈ S et toutx ∈M,N (sx) = N (s)x+ sN (x)

– E (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Les morphismes dans cette catégorie sont les applicationsS-linéaires commutant à toutes les
structures additionnelles. La catégorieC n’est pas abélienne mais on a dans celle-ci une notion
de suite exacte. Précisément, siM,M′ etM′′ sont des objets deC, on dit que la suite :

0 //M′ //M //M′′ // 0

est exacte dansC si elle est exacte comme suite deS-modules et si la suite :

0 // Fil rM′ // Fil rM // Fil rM′′ // 0

l’est également.

On définit à présent plusieurs sous-catégories pleines deC.

Définition 1.1.1. On noteMr,S la sous-catégorie pleine deC formée par les objetsM qui sont
libres (de rang fini) surS et tels queM/Fil rM soit sansp-torsion. Un tel objet est appelé un
module fortement divisible.

On noteMr,FI la sous-catégorie pleine deC formée par les objetsM qui sont isomorphes
à une somme directe (forcément finie) deS/pnS pour certains entiersn.

On noteMr,S/pS la sous-catégorie pleine deMr,FI formée par les objets tués parp. Les
objets deMr,S/pS sont donc desS/pS-modules libres de rang fini.

On noteMr la plus petite sous-catégorie pleineC contenantMr,S/pS et stable par exten-
sions dansC.

Les rapports et les différences entre les catégoriesMr,FI etMr sont donnés par le lemme
suivant :

Lemme 1.1.2.Tout objet deMr est tué par une puissance dep. La catégorieMr,FI est une
sous-catégorie (pleine) deMr et les objets tués parp de ces deux catégories se correspondent
bijectivement.
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Démonstration. La première assertion est claire, la seconde se démontre pareillement que le
corollaire 2.1.1.4 de [Bre00a] et la troisième est vraie cartoute extension tuée parp de deux
S/pS-modules libres est encore unS/pS-module libre. �

Remarque.Les catégoriesMr,FI etMr sont identiques lorsqueer 6 p− 1. Ce n’est en général
plus vrai sans cette hypothèse comme le montre l’exemple donné dans la preuve du corollaire
2.1.1.4 de [Bre00a].

Finalement, on définit de même les catégoriesC0, M
r,S
0 , Mr,FI

0 , Mr,S/pS
0 etMr

0 en ou-
bliant partout l’opérateurN . Le lemme 1.1.2 admet un équivalent transparent dans ce nouveau
contexte.

1.1.3 Les modules filtrés surSK0

SurSK0 , on a une notion analogue à celle des modules fortement divisibles. Elle est donnée
par la définition suivante :

Définition 1.1.3. Un module filtré surSK0 est la donnée de :

1. unSK0-moduleM libre de rang fini ;

2. un sous-SK0-module deM, noté FilrM contenant FilrSK0 · M ;

3. une flècheφ-semi-linéaireφr : Fil rM→M vérifiant :

φr (sx) =
1

cr
φr (s)φr ((E (u))r x)

pour touts ∈ Fil rSK0 et toutx ∈ M et telle que imφr engendreM en tant queSK0-
module ;

4. une applicationK0-linéaireN :M→M vérifiant les trois conditions :
– pour touts ∈ SK0 et toutx ∈M,N (sx) = N (s)x+ sN (x)
– E (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM
– le diagramme suivant commute :

Fil rM
φr //

E(u)N
��

M

cN
��

Fil rM
φr //M

Remarques.La condition «M/Fil rM sansp-torsion » est automatique puisquep est inversible
dansSK0 ; il n’est donc plus nécessaire de la mettre dans les hypothèses.

Par ailleurs, en utilisant à nouveau l’inversibilité dep dansSK0 , on montre facilement que
la donnée deφr est équivalente à la donnée d’un morphisme semi-linéaireφ :M→M, relié à
φr par la formule :

φ(x) =
1

cr
φr(E(u)rx).
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La relation de commutation entreφr etN s’écrit alors simplementNφ = pφN .

On noteMr,SK0 la catégorie des modules filtrés surSK0 etM
r,SK0
0 la catégorie obtenue en

oubliant l’opérateurN . Breuil démontre dans [Bre97b] queMr,SK0 etM
r,SK0
0 sont équivalentes

à des catégories plus simples introduites par Fontaine (voir [Fon94b]) formées deK0-espaces
vectoriels munis de structures supplémentaires. Nous n’aurons toutefois pas besoin dans ce
chapitre de ce résultat.

1.1.4 Bases adaptées

Pour ne pas surcharger les énoncés, toutes les définitions ettous les résultats de ce para-
graphe concernent les catégoriesMr,SK0 ,Mr,S etMr,S/pS, mais ceux-ci demeurent valables
avec les catégoriesM

r,SK0
0 ,Mr,S

0 etMr,S/pS
0 .

Définition 1.1.4. SoitM un module filtré surSK0 (resp. un module fortement divisible, resp.
un objet deMr,S/pS). On dit que laSK0-base (resp. laS-base, resp. laS/pS-base)(e1, . . . , ed)
deM estadaptée(à la filtration) s’il existe des entiersn1, . . . , nd compris entre0 et r (resp.
entre0 et r, resp. entre0 et er) tels que :

Fil rM = SK0E(u)n1e1 + . . .+ SK0E(u)nded + Fil pSK0 · M

(resp.FilrM = S · E(u)n1e1 + . . .+ S · E(u)nded + Fil pS · M,

resp.FilrM = S · un1e1 + . . .+ S · unded + Fil pS · M).

Une propriété fondamentale et bien utile est la suivante :

Proposition 1.1.5. Tout module filtré surSK0 et tout objet deMr,S/pS admettent une base
adaptée.

Démonstration. Pour les modules filtrés surSK0 , la preuve de cette proposition est essentiel-
lement donnée dans l’appendice de [Bre97b]. Toutefois les objets manipulés dans cet article
diffèrent légèrement des précédents. Nous donnons donc unepreuve directe (et plus simple).

La donnée d’un sous-SK0-module deM contenant FilrSK0M est équivalente à la donnée
d’un sous-SK0/Fil rSK0-module deM/F ilrSK0M. Mais l’anneauSK0/Fil rSK0 s’identifie à
K0 [u] / (E (u))r etM/F ilrSK0M est un module libre de rang fini sur cet anneau. Le théorème
de structure des modules de type fini sur les anneaux principaux (ici K0[u]) permet de conclure
directement.

La preuve est analogue pour les objets deMr,S/pS. �

On a également une version bien plus faible de la propositionprécédente pour les modules
fortement divisibles :

Proposition 1.1.6.On supposer = 1. Alors, tout module fortement divisible admet une base
adaptée.
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Démonstration. SoitM un module fortement divisible. Posons̃M = M/Fil 1SM. C’est un
S/Fil 1S ≃ OK-module libre. Notons Fil1M̃ l’image de Fil1M dansM̃. C’est un sous-module
deM̃ et par le théorème de structure des modules de type fini sur lesanneaux principaux, il
existe une base(ẽ1, . . . , ẽd) de M̃ et des entiersn1, . . . , nk (aveck 6 d) tels que la famille
(πn1 ẽ1, . . . , π

nk ẽk) forme une base de FilrM̃.
Or, puisquer = 1, on a Fil1SM⊂ Fil 1M et donc un isomorphisme :

M/Fil 1M≃ M̃/Fil 1M̃

induit par la projection canonique. Par hypothèse ce dernier module est sansp-torsion, d’où on
déduitn1 = · · · = nk = 0.

Si pour touti, on choisitei ∈ M un relevé dẽei, les considérations précédentes assurent
que(e1, . . . , ed) forme une base adaptée deM pour les entiersmi = 0 si i 6 k etmi = 1 sinon.
�

Remarque.Bien entendu, cette propriété est fausse en général dès quer > 1.

Lemme 1.1.7.Si (e1, . . . , ed) est une base adaptée d’un module filtré surSK0 (resp. d’un mo-
dule fortement divisible, resp. d’un objet deMr,S/pS) M pour les entiersn1, . . . , nd, alors
la famille (φr(E(u)n1e1), . . . , φr(E(u)nded)) (resp. (φr(E(u)n1e1), . . . , φr(E(u)nded)), resp.
(φr(u

n1e1, . . . , φr(u
nded))) est une base deM.

Démonstration.On ne traite que le cas des modules filtrés surSK0, l’autre étant analogue. Soit
x ∈ Fil rM. Il s’écrit :

x = s1E(u)n1e1 + · · ·+ sdE(u)nded + y

oùsi ∈ SK0 ety ∈ Fil pSK0M. En appliquantφr, on obtient :

φr(x) = s1x1 + · · ·+ sdxd + φr(y) ≡ s1x1 + · · ·+ sdxd (mod Fil pSK0M).

Si x̄i désigne la réduction modulo FilpSK0M dexi, la famille des̄xi engendreM/Fil pSK0M.
CommeSK0 est un anneau local et FilpSK0 un idéal strict, le lemme de Nakayama assure que
la famille desxi engendreM. Comme elle a le bon cardinal, elle est aussi libre. �

1.2 Les foncteurs vers les représentations galoisiennes

1.2.1 Les anneaux de période

On renvoit à [Bre97a] ou au paragraphe 1.2 du chapitre III de cette thèse pour la défini-
tion des anneauxAcris et Âst. On rappelle simplement qu’il s’agit deS-algèbres munies d’une
filtration, d’un Frobenius, d’un opérateur de monodromie etd’une action du groupe de Galois
GK .
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On poseB+
cris = Acris ⊗W K0, Acris,∞ = Acris ⊗W K0/W , B̂+

st = Âst ⊗W K0 et Âst,∞ =

Âst⊗W K0/W . CommeAcris et Âst sont plats surW (puisque sans torsion), on a les deux suites
exactes suivantes :

0 // Acris
// B+

cris
// Acris,∞

// 0

0 // Âst
// B̂+

st
// Âst,∞

// 0.

1.2.2 Définitions des foncteurs

SiM est un module filtré surSK0 (resp. un module fortement divisible, resp. un objet de
Mr), on pose :

T ⋆st (M) = Hom(M, B̂+
st)

(resp.T ⋆st (M) = Hom(M, Âst),

resp.T ⋆st (M) = Hom(M, Âst,∞))

où Hom signifie que l’on considère les morphismesS-linéaires compatibles à Filr, à φr et à
l’opérateur de monodromie. LeZp-moduleT ⋆st(M) hérite d’une action du groupe de Galois
GK .

On définit de même les foncteursT ⋆cris sur les catégoriesM
r,SK0
0 ,Mr,S

0 etMr,S en rempla-
çant partout dans ce qui précède la mention « st » par « cris ». Attention, ces derniers foncteurs
ne sont pas à valeurs dans la catégorie des représentations deGK mais seulement dans celles de
Gal(K̄/K(π1/p∞)). Toutefois, nous n’aurons pas par la suite à utiliser l’action de Galois sur ces
objets.

Dans le caser < p − 1, les foncteurs précédents admettent de nombreuses propriétés
agréables. On pourra se reporter au chapitre III pour avoir une présentation assez complète
de celles-ci.

2 Modules fortement divisibles et objets deMr
0

SiM est un module fortement divisible et siN est un sous-module fortement divisible de
M, on peut former le quotientM/N qui hérite2 d’un Fil r, d’un Frobenius et d’un opérateur
de monodromie. En outre, il est facile de vérifier queφr (Fil r (M/N )) engendreM/N en tant
queS-module. Ainsi, par exemple, siM/N est isomorphe en tant queS-module àS/pn1S ⊕

. . .⊕ S/pndS pour certains entiersni,M/N muni des structures supplémentaires est un objet
de la catégorieMr (et même deMr,FI). On peut se demander si tout objet deMr peut s’obtenir
ainsi.

Le but de cette partie est de donner une preuve du résultat partiel suivant :

Théorème 2.a.Tout objet deMr
0 peut s’écrire comme quotient de deux objets deMr,S

0 .

2D’après les résultats de [Bre99a], on a automatiquement FilrN = N ∩ Fil rM.
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SiM est un objet deC, pour touts 6 r, posons :

Fil sM = {x ∈M /E(u)r−sx ∈ Fil rM}.

Pour des besoins techniques, nous allons prouver un résultat plus fort que le théorème 2.a, à
savoir :

Proposition 2.b. SoitM un objet deMr
0. Alors il existeM̂′ ⊂ M̂ deux objets deMr,S

0 tels
que l’on ait la suite exacte :

0 // M̂′ // M̂ //M // 0

(les morphismes étant compatibles au Filr et au Frobenius) et induisant pour touts compris
entre0 et r une suite exacte :

0 // Fil sM̂′ // Fil sM̂ // Fil sM // 0 . (1)

En outre il existe des élémentsf̂1, . . . , f̂d ∈ Fil rM̂ tels que la famille desφr(f̂i) soit uneS-base
deM̂ et :

Fil rM̂ = Fil pS · M̂+
d∑

i=1

Sf̂i.

Remarques.Avec les notations de la proposition, la flèchêM′ → M̂ induit un isomorphisme
M̂′ ⊗S SK0 → M̂⊗S SK0. En effet, l’injectivité résulte de la platitude deSK0 surS (c’est un
localisé) et la surjectivité du fait queM⊗S SK0 = 0 puisqueM est tué par une puissance dep.

En général, la suite (1) est seulement exacte à gauche ; il s’agit donc bien là d’une condition
supplémentaire que de demander son exactitude. En contrepartie, l’existence deŝfi vérifiant les
propriétés de la proposition est automatique (voir par exemple la preuve du lemme 3.2.3.2 de
[Bre99a]). Toutefois, nous n’aurons pas besoin d’utiliserce résultat par la suite.

Les hypothèses sur leŝfi assurent qu’ils forment une familleS-libre. En effet, supposons
que l’on ait une relation de la formes1f̂1 + · · ·+ sdf̂d = 0. En appliquantφr, on obtient :

φ(s1)φr(f̂1) + · · ·+ φ(sd)φr(f̂d) = 0

et puisque la famille desφr(f̂i) est uneS-base deM̂, il vient φ(si) = 0 pour touti. Ceci
entraînesi = 0 pour touti, et donc la famille(f̂1, . . . , f̂d) est bien libre.

La preuve de la proposition 2.b se découpe en trois parties : tout d’abord, nous montrons qu’il
n’est pas nécessaire de se soucier deM̂ (paragraphe 2.1) puis nous traitons le cas des objets de
Mr,S/pS

0 (paragraphe 2.2) avant de s’intéresser aux extensions (paragraphe 2.3).
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2.1 Une réduction

Ce paragraphe est consacré à réduire la preuve de la proposition 2.b à la proposition suivante
qui ne fait pratiquement plus cas du modulêM′ :

Proposition 2.1.1.SoitM un objet deMr
0. Alors il existeM̂ un objet deMr,S

0 et une surjection
(compatible au Filr et au Frobenius)f : M̂ → M induisant pour touts compris entre0 et r
des surjections FilsM̂ → Fil sM et telle queφr(kerf ∩ Fil rM̂) engendre kerf .

En outre il existe des élémentŝf1, . . . , f̂d ∈ Fil rM̂ tels que la famille desφr(f̂i) soit une
S-base deM̂ et :

Fil rM̂ = Fil pS · M̂+

d∑

i=1

Sf̂i.

Pour cela, on démontre le théorème suivant :

Théorème 2.1.2.SoientM̂ un objet deMr,S (resp. deMr,S
0 ),M un objet deMr (resp. de

Mr
0) et f : M̂ → M un morphisme surjectif (respectant les structures additionnelles). On

suppose queφr(kerf ∩Fil rM̂) engendre kerf . Alors kerf hérite des structures additionnelles
deM̂ qui en font un objet deMr,S (resp. deMr,S

0 ).

On laisse au lecteur le soin de se convaincre que la combinaison du théorème précédent et
de la proposition 2.1.1 permet bien d’obtenir la proposition 2.b. On se concentre à présent sur
la preuve du théorème 2.1.2. Commençons par un lemme facile :

Lemme 2.1.3.SoitM un objet deMr. Alors il existe desS-modules libres de rang finiA etB
et une suite exacte deS-modules :

0 // A // B //M // 0 .

Démonstration. On procède par récurrence sur la longueur3 (nécessairement finie) deM. Si
M est un objet deMr,S/pS, c’est unS/pS-module libre de rang fini et la propriété est alors
évidente.

Sinon, par définition deMr, il existe une suite exacte :

0 //M′ //M //M′′ // 0

oùM′ etM′′ sont des objets non nuls deMr. En particulier, leur longueur est strictement
inférieure à celle deM et on peut leur appliquer l’hypothèse de récurrence. On obtient ainsi le

3Dans tout ce chapitre, les longueurs seront toujours calculées dans la catégorie desS-modules.
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diagramme suivant :

0

��

0

��

A′

��

A′′

��

B′

��

B′′

��

0 //M′ //

��

M //M′′ //

��

0

0 0

oùA′, B′, A′′ etB′′ sont desS-modules libres de rang fini. PosonsB = B′ ⊕ B′′. CommeB′′

est libre, il est facile de construire une application surjectiveS-linéaireB →M qui complète
le diagramme précédent de la façon suivante :

0

��

0

��

A′

��

A′′

��

0 // B′ //

��

B //

����

B′′ //

��

0

0 //M′ //

��

M //M′′ //

��

0

0 0

NotonsA le noyau deB → M. On a évidemment une suite exacte0 → A → B →

M→ 0 mais le lemme du serpent appliqué au diagramme précédent fournit l’autre suite exacte
0 → A′ → A → A′′ → 0. On en déduit, puisqueA′ etA′′ sont libres de rang fini, qu’il en est
de même deA. Ceci conclut la preuve du lemme. �

Prouvons à présent le théorème 2.1.2. On traite seulement lecas des objets deMr,S etMr,
l’autre étant absolument identique. Il est facile de se convaincre que la seule difficulté réside
dans la liberté de kerf en tant queS-module.

On utilise le lemme 2.1.3 : il existe desS-modules libres de rang finiA etB tels que l’on
ait une suite exacte (deS-modules) :

0 // A
g // B

h //M // 0 .
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Par ailleurs commeB etM̂ sont libres, on peut construire des applicationsS-linéairesα : B →

M̂ etβ : B → M̂ rendant les diagrammes suivants commutatifs :

B
α //

h
��

M̂

f
��

M M

;

B

h
��

M̂

f
��

βoo

M M

(2)

Le morphismeα n’est pas nécessairement surjectif. Nous allons dans un premier temps agrandir
B (etA) pour qu’il le devienne. Pour cela, nous allons avoir besoind’une hypothèse de type
« noethérien » et nous allons donc devoir travailler sur un anneauT plus petit queS.

LesS-modulesA, B etM sont libres de rang fini surS. Fixons une base de chacun de
ces modules et considérons les matrices des applicationsg, α et β dans ces bases. SoitT le
sous-anneau deS engendré par les coefficients de ces matrices. D’une part, c’est un anneau
noetherien, et d’autre part il existe desT -modulesAT ,BT etM̂T et des applicationsT -linéaires
gT : AT → BT ,αT : BT → M̂T etβT : M̂T → BT le tout tel queA = AT⊗TS,B = BT⊗TS,
M̂T = M̂ ⊗T S, g = gT ⊗ ι, α = αT ⊗ ι etβ = βT ⊗ ι où ι désigne l’inclusion deT dansS.

L’applicationgT est injective et identifie doncAT à un sous-module deBT . On poseMT =

BT/AT , obtenant par le fait une suite exacte :

0 // AT
gT // BT

hT //MT
// 0 .

Après tensorisation parS (au-dessus deT ), on obtient une nouvelle suite exacte :

0 // A // B //MT ⊗T S // 0

(l’exactitude à gauche est vraie car l’applicationA → B n’est autre queg). On en déduit que
M s’identifie canoniquement àMT ⊗T S. Cela permet de définirfT = hT ◦ βT . On dispose
alors de deux diagrammes commutatifs surT redonnant par tensorisation parS les diagrammes
(2).

Supposons à présent que l’applicationαT ne soit pas surjective. Alors il existex ∈ M̂T

n’appartenant pas à l’image desT . PosonsA(1)
T = BT ⊕ T etB(1)

T = BT ⊕ T . Considérons
y ∈ BT un antécédent parhT de fT (x) et définissons les applicationsg(1)

T : A
(1)
T → B

(1)
T ,

h
(1)
T : B

(1)
T → MT , α(1)

T : B
(1)
T → M̂T et β(1)

T : M̂T → B
(1)
T définies par les formules

suivantes :

g
(1)
T (a⊕ t) = (gT (a)− ty)⊕ t

h
(1)
T (b⊕ t) = hT (b) + tfT (x)

α
(1)
T (b⊕ t) = αT (b) + tx

β
(1)
T (m) = βT (m)
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aveca ∈ AT , b ∈ BT ,m ∈ M̂ et t ∈ T . On vérifie que les diagrammes :

B
(1)
T

α
(1)
T //

h
(1)
T ��

M̂T

f
(1)
T��

MT MT

;

B
(1)
T

h
(1)
T ��

M̂T

f
(1)
T��

β
(1)
Too

MT MT

sont commutatifs et que la suite :

0 // A
(1)
T

g
(1)
T // B

(1)
T

h
(1)
T //MT

// 0 .

est exacte. Siα(1)
T est surjective, on a fini. Sinon, on itère le procédé pour construire successi-

vement desT -modules libresA(s)
T etB(s)

T et des applicationsg(s)
T , h(s)

T , α(s)
T etβ(s)

T vérifiant des
axiomes analogues à ceux écrits précédemment.

NotonsIs ⊂ M̂T l’image deα(s)
T . LesIs forment une suite strictement croissante de sous-

T -modules deMT , qui est un module libre sur l’anneau noethérienT . On en déduit que la suite
(Is) est finie, et donc qu’il existe un entiers pour lequel l’applicationβ(s)

T est surjective.

Finalement en tensorisant parS et en s’affranchissant désormais des notations «(s) », on a
construit le diagramme commutatif suivant :

0

��

0

��

0 // kerα // A //

��

kerf //

��

0

0 // kerα // B
α //

��

M̂ //

f

��

0

M

��

M

��

0 0

où toutes les suites sont exactes (les flèches en pointillé existent et forment une suite exacte par
application du lemme du serpent). Par ailleurs, commeM̂ est libre, la suite exacte horizontale
du bas est scindée et il en est donc de même de la suite exacte enpointillés. On en déduit une
écritureA = kerα ⊕ kerf qui implique que kerf est projectif (puisque facteur direct d’un
module libre). Comme l’anneauS est local, on en déduit que kerf est libre comme désiré.
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2.2 Le cas des objets deMr,S/pS
0

Dans ce paragraphe, nous prouvons la proposition 2.1.1 lorsque l’objetM est tué parp.
Soit doncM un objet deMr,S/pS

0 . D’après la proposition 1.1.5, il existe(e1, . . . , ed) une base
adaptée deM pour des entiersn1, . . . , nd.

NotonsL la clôture galoisienne deK dansK̄. C’est une extension finie de degréD deK
dans laquelle on a une écriture :

E (u) = (u− π1) (u− π2) . . . (u− πe)

pour desπi ∈ OL. La valuationv (normalisée parv(π) = 1) s’étend de façon unique àL en
une valuation que l’on note encorev. SoientπL une uniformisante deL et ℓ = L/πL son corps
résiduel. On fixe(b1, . . . , bD) uneOK-base deOL avecb1 = 1 etv(bj) > 0 pour toutj > [ℓ : k].

Soit SOL
= S ⊗W OL. C’est uneS-algèbre, libre de rangD en tant queS-module dont

une base est(1⊗ b1, 1⊗ b2, . . . , 1⊗ bD). On étend la filtration àSOL
en posant FilsSOL

=

Fil sS ⊗W OL ⊂ SOL
. On étend également le Frobenius et l’opérateur de monodromie en des

applicationsφL : SOL
→ SOL

et NL : SOL
→ SOL

respectivementφ-semi-linéaires etS-
linéaires définies parφ(1⊗ bj) = 1⊗ bj etN(1 ⊗ bj) = 0. Par abus, on désigne encore parπi
(resp.πi) l’élément1 ⊗ πi ∈ SOK

(resp.1 ⊗ πi ∈ SOK
). Si n est un entier supérieur àe, on

définitπn = πn′ oùn′ désigne le reste de la division euclidienne den pare. On pose enfin :

En (u) = (u− π1) (u− π2) . . . (u− πn) .

On a immédiatementEne (u) = E (u)n et plus généralementEne+m (u) = E (u)nEm (u) pour
tous entiersn etm. En outre,En (u) ≡ un (mod πL) pour toutn.

Définissons :

M̂ =
d⊕

i=1

SOL
êi

Fil rM̂ =
d∑

i=1

SOL
Eni

(u) êi + Fil pSOL
· M̂ ⊂ M̂.

CommeSOL
est unS-module libre de rangD, M̂ est unS-module libre de rangdD. De plus,

l’inégaliténi 6 er donne l’inclusion FilrS · M̂ ⊂ Fil rSOK
· M̂ ⊂ Fil rM̂.

Lemme 2.2.1.Avec les notations précédentes, on apFil rM̂ = Fil rM̂ ∩ pM. Autrement dit,
le quotientM̂/Fil rM̂ est sansp-torsion.

Démonstration. Il suffit de vérifier que six ∈ SOL
est tel quepx appartient àSOL

En (u) +

Fil pSOL
, alors il en est de même dex.

Supposons qu’il existes ∈ SOL
et t ∈ Fil pSOL

tels quepx = En (u) s + t. Ainsi px ≡
En (u) s (mod Fil pSOL

). Mais, on a l’identification :

SOL
/Fil pSOL

≃ OL [u] /E (u)p .
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Du fait que l’anneauOL est factoriel et queEn(u) diviseE(u)p, on déduit ques est un multiple
de p dansSOL

/Fil pSOL
. Autrement dit, il existes′ ∈ SOL

et t′ ∈ Fil pSOL
tels quepx =

En (u) ps′ + t′. Ainsi t′ ∈ Fil pSOL
∩ pSOL

et cette intersection s’identifie àpFil pSOL
puisque

SOL
/Fil pSOL

est sansp-torsion. Cela conclut. �

Lemme 2.2.2.Pour tout entiers compris entre0 et r, l’application Fil sM̂ → Fil sM est
surjective.

Démonstration.On vérifie :

Fil sM̂ =

d∑

i=1

SOL
·Emax(es−mi,0) (u) êi + Fil pSOL

· M̂

Fil sM =

d∑

i=1

S/pS · umax(es−mi,0)ei + Fil pS/pS · M

où par définitionmi = er − ni. Le résultat en découle directement. �

On dispose d’une applicationS-linéaire surjectiveM̂ → M, êi 7→ ei, bj êi 7→ 0 (j > 1).
qui respecte le Filr. On définit à présent l’applicationφr : Fil rM̂ → M̂. Pour cela, pour tout
i, on choisitx̂i ∈

∑d
i=1 Sêi un relevé (quelconque) deφr(ei) ∈ M. Si x = aEni

(u)êi, on
définitφr(x) = φL(a)x̂i. Comme lesEni

(u)êi forment une famille libre surSOL
de FilrM, la

définition précédente conduit à une unique application additive :

φr :

d∑

i=1

SOL
Eni

(u)êi → M̂.

On s’aperçoit facilement queφr estφ-linéaire et qu’elle se prolonge par linéarité et continuité à
tout Fil rM.

L’image deφr contient à l’évidence tous lesbj x̂i, et ceux-ci forment une famille génératrice
(en tant queS-module) deM. On en déduit que imφr engendre bien tout̂M.

Lemme 2.2.3.Le module fortement divisiblêM admet une base adaptée.

Démonstration. Il suffit de prouver le lemme lorsqued = 1. Notonsn1 = αe + β la division
euclidienne den1 pare. La famille formée des :

bj(u− πβ+1) · · · (u− πβ+i)ê1

pour0 6 i 6 e− 1 et1 6 j 6 D est une famille génératrice deMmodulo l’idéal maximal de
S. D’après le lemme de Nakayama, c’est donc une famille génératrice deM (c’est même une
base puisqu’elle compte le bon nombre de vecteurs).

Tout élément de FilrM s’écrit donc, à un élément de FilpS · M près, comme une combi-
naison linéaire des :

bjEn1(u)(u− πβ+1) · · · (u− πβ+i)ê1 = bjE(u)αEb+i(u)
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pour0 6 i 6 e − 1 et 1 6 j 6 D. On en déduit que la famille formée desbjEi(u) (toujours
pour0 6 i 6 e− 1 et1 6 j 6 D) est une base4 adaptée pour les entiersni,j avecni,j = α + 1

si i < β etni,j = α sinon. �

Avec tout ce qui précède, il ne reste plus qu’à prouver le lemme suivant pour déduire la
proposition 2.1.1 dans le cas d’un objetM de la catégorieMr,S/pS

0 : l’existence deŝfi provient
de l’existence d’une base adaptée par le lemme 1.1.7.

Lemme 2.2.4.Sif désigne la projectionM̂ →M, alorsφr(kerf ∩ Fil rM̂) engendre kerf .

Démonstration.En reprenant les notations précédentes, lesx̂i forment uneS-base de
∑d

i=1 Sêi.
Il suffit donc de montrer que lesbj x̂i (j > 1) et lespx̂i peuvent s’écrire comme combinaisons
linéaires d’éléments deφr(kerf ∩ Fil rM̂). Mais les hypothèses faites sur lesbj assurent que
la décomposition sur la base(b1, . . . , bD) d’un a ∈ OL de valuation strictement positive ne fait
intervenir que desbj avecj > [ℓ : k]. En particulier,x ⊗ a ∈ kerf pour toutx ∈

∑d
i=1 Sêi,

d’où :

bjEni
(u)êi ≡ uni êi ⊗ bj ≡ 0 (mod kerf)

pour toutj > 1. Or bj x̂i = φr(biEni
(u)êi) et doncbj x̂i est dansφr(kerf ∩ Fil rM̂). De même,

px̂i = φr(pEni
(u)êi), puispx̂i ∈ φr(kerf ∩ Fil rM̂). �

2.3 Le cas des extensions

On raisonne à présent par récurrence sur la longueur d’un objetX deMr
0. SiX est de lon-

gueur1, il est dansMr,S/pS
0 et le paragraphe 2.2 permet de conclure. On considère maintenant

un objetX deMr
0 et on suppose que la proposition 2.1.1 est prouvée pour tous les objetsM

deMr
0 de longueur strictement inférieure àX . SiX est dansMr,S/pS

0 , le travail a déjà été fait
dans le paragraphe 2.2. On suppose donc que ce n’est pas le cas.

On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.3.1.SoitX un objet deMr
0 qui n’est pas annulé parp. Il existe une suite exacte dans

Mr
0 :

0 //M // X //N // 0

oùM etN sont des objets non nuls deMr et oùN ∈Mr,S/pS
0 .

Démonstration. Il existe par hypothèse une suite exacte de la forme0→M→ X → N → 0

oùM etN sont des objets non nuls deMr
0. SiN ∈Mr,S/pS

0 , on a fini. Sinon, on peut construire
une seconde suite exacte0 → N ′ → N → N1 → 0 oùN ′ etN1 sont des objets non nuls de

4C’est une base pour la même raison que précédemment.
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Mr
0. Ces deux suites exactes s’insèrent dans le diagramme commutatif suivant :

0

��

0

��

0 //M //M1
//

��

N ′ //

��

0

0 //M // X //

��

N //

��

0

N1

��

N1

��

0 0

oùM1 désigne le noyau de la composéeX → N → N1 et où toutes les suites écrites sont
exactes. La suite exacte du haut assure queM1 est un objet non nul deMr

0, et la suite exacte
verticale de gauche permet de voirX comme extension deM1 etN1. Par ailleurs commeN ′

n’est pas nul, la longueur deN1 est strictement inférieure à celle deN . Une itération de ce
procédé permet de conclure. �

À partir de maintenant, on considère une suite exacte fournie par le lemme 2.3.1. La non
nullité deM etN implique qu’ils sont de longueur strictement inférieure à celle deX . On
peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence qui donne l’existence d’objets deMr,S

0 , M̂ etN̂
munis de surjections FilsM̂ → M et Fil sN̂ → N pour tout0 6 s 6 r. De plus, il existe des
m̂i ∈ Fil rM̂ tels que :

Fil rM̂ = Sm̂1 + · · ·+ Sm̂h + Fil pS · M̂ (3)

et (φr(m̂1), . . . , φr(m̂h)) forme une base deM̂. En outre, d’après le lemme 2.2.3, on peut
supposer donnée(ê1, . . . , êd) une base adaptée dêN pour les entiersn1, . . . , nd (compris entre
0 et r).

On veut construirêX un objet deMr,S
0 et les flèches en pointillé du diagramme suivant pour

le rendre commutatif :

0 // M̂ //

����

X̂ //

pr
����

N̂ //

����

0

0 //M // X // N // 0

En tant queS-module, on posêX = M̂ ⊕ N̂ , et on définit les flèches horizontales de façon
évidente. Pour1 6 i 6 d, notonsê′i = (0, êi) ∈ X̂ et ei l’image deêi dansN . Considéronse′i
un relevé deei dansX . L’application pr est définie par pr(ê′i) = e′i, elle est surjective.
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2.3.1 Construction de FilrX

Notonsfi = E (u)ni e′i ∈ X . L’image defi dansN estE(u)niei. C’est un élément de
Fil rN . Puisque les suites :

0 //M // X // N // 0

0 // Fil rM // Fil rX // Fil rN // 0

sont exactes, il existeg′i ∈ M tel quef ′
i = fi + g′i ∈ Fil rX . En multipliant parE (u)mi (où

mi = r − ni), il vient E (u)r e′i + E (u)mi g′i ∈ Fil rX et doncE(u)mig′i ∈ Fil rX . Comme
g′i ∈ M, il s’envoie sur0 dansN et donc d’après la suite exacte précédente (sur les Filr), on a
E(u)mig′i ∈ Fil rM, soit g′i ∈ Fil niM. D’après les hypothèses, il existeĝ′i ∈ Fil niX̂ relevant
g′i. Posonsf̂ ′

i = E (u)ni ê′i + ĝ′i et définissons :

Fil rX̂ = Fil rM̂+

d∑

i=1

Sf̂ ′
i + Fil pS · N̂ ⊂ X̂ . (4)

On aE (u)r ê′i = E (u)mi f̂ ′
i − E (u)mi ĝ′i ∈ Fil rX̂ et donc FilrS · X ⊂ Fil rX̂ .

Lemme 2.3.2.Avec les notations précédentes, FilrM̂ = M̂ ∩ Fil rX̂ et la suite :

0 // Fil rM̂ // Fil rX̂ // Fil rN̂ // 0

est exacte.

Démonstration. Soit x̂ ∈ M̂ ∩ Fil rX̂ . Par définition de FilrX̂ , il existe des élementŝm ∈
Fil rM, s1, . . . , sd ∈ S et t1, . . . , td ∈ Fil pS tels que :

x̂ = m̂+ s1f̂
′
1 + · · ·+ sdf̂

′
d + t1ê

′
1 + · · ·+ tdê

′
d

= m̂+ s1ĝ
′
1 + · · ·+ sdĝ

′
d + (E(u)n1s1 + t1)ê

′
1 + · · ·+ (E(u)ndsd + td)ê

′
d

Commex̂, m̂ et les ĝ′i sont des éléments deM, en projetant l’égalité précédente surN on
obtientE(u)nisi + ti = 0 pour touti. Ceci assureE(u)nisi ∈ Fil pS, c’est-à-dire queE(u)nisi
est nul dans le quotient :

S/Fil pS ≃ W [u] /E(u)p.

Comme l’anneauW [u] est factoriel, il vientsi = E(u)p−nis′i + s′′i avecs′i ∈ S et s′′i ∈ Fil pS.
On en déduitsiĝ′i ∈ Fil pM ⊂ Fil rM et finalement̂x ∈ Fil rM. Ceci démontre le premier
point.

Pour le second point, l’injectivité et la surjectivité sontimmédiates. L’exactitude au centre
résulte directement du premier point. �

Lemme 2.3.3.Le quotientX̂ /Fil rX̂ est sansp-torsion.
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Démonstration. Remarquons que cela revient à prouver que sipx̂ ∈ Fil rX̂ , alorsx̂ ∈ Fil rX̂ .
Soit doncx̂ ∈ X̂ tel quepx̂ ∈ Fil rX̂ . Notonsŷ l’image dex̂ dansN̂ .

Par hypothèse, on apŷ ∈ Fil rN̂ et donc puisquêN est un objet deMr,S
0 , il vient ŷ ∈ Fil rN̂ .

L’exactitude des deux suites :

0 // M̂ // X̂ // N̂ // 0

0 // Fil rM̂ // Fil rX̂ // Fil rN̂ // 0

implique l’existence dêx0 ∈ Fil rX̂ et x̂1 ∈ M̂ tels quex̂ = x̂0 + x̂1. De px̂ ∈ Fil rX̂ , on
déduitpx̂1 ∈ Fil rX̂ et puispx̂1 ∈ Fil rM̂ d’après la première partie du lemme 2.3.2. Ainsi
x̂1 ∈ Fil rM̂ puisx̂ ∈ Fil rX̂ . �

Lemme 2.3.4.La projectionX̂ → X induit une application surjective FilrX̂ → Fil rX .

Démonstration.On considère le diagramme commutatif suivant :

0 // Fil rM̂ //

��

Fil rX̂ //

��

Fil rN̂ //

��

0

0 // Fil rM // Fil rX // Fil rN // 0

La ligne du haut est exacte par le lemme 2.3.2, et celle du bas l’est par hypothèse. Les deux
flèches verticales extrêmes sont surjectives, il en est doncde même de celle du milieu. �

2.3.2 Construction du Frobenius

Pour construire le Frobeniusφr, il suffit de construire une applicationφ : X̂ → X̂ (φ-
semi-linéaire) telle queφ(Fil rX ) ⊂ prX . Il suffira ensuite de poserφr = φ

pr . Or, pour définir
l’applicationφ, il suffit de la définir surM et de donner ses valeurs sur lesêi.

Pourx ∈M, on poseφ(x) = 1
cr
φr(E(u)rx). Pour touti, on choisitx̂i un élément dêX qui

s’envoie surφr(f ′
i) dansX et surφr(E(u)ni ê′i) dansN̂ (c’est possible car ces deux éléments

ont la même image dansN ) et on définit :

φ(êi) =
1

cni
pmi x̂i −

1

cr
φr(E(u)mi ĝ′i).

Lemme 2.3.5.Avec les définitions précédentes, on aφ(Fil rX ) ⊂ prX et le diagramme :

0 // Fil rM̂ //

φr

��

Fil rX̂ //

φ
pr

��

Fil rN̂ //

φr

��

0

0 // M̂ // X̂ // N̂ // 0

est commutatif. De plus l’image de la flècheφ
pr engendreX .
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Démonstration.Les deux premières assertions du lemme résultent du calcul suivant :

φ(f̂ ′
i) = φ(E(u)niêi + ĝ′i) = cnipniφ(êi) + φ(ĝ′i)

= prx̂i −
1

cmi
φr(E(u)mi ĝ′i) +

1

cr
φr(E(u)rĝ′i) = prx̂i

Le fait que l’image de la flècheφ
pr engendreX découle alors d’une chasse au diagramme facile.

�

On définit finalementφr = φ
pr : Fil rX̂ → X̂ .

2.3.3 Surjectivité sur les Fils

On a construitX̂ un objet deMr,S
0 et une projectionX̂ → X compatible aux structures. Il

n’y a par contre pour l’instant aucune raison que les flèches déduites FilsX̂ → Fil sX soient
surjectives. Nous allons maintenant agrandirX̂ pour qu’elles le deviennent.

Supposons qu’il existe un entier0 6 s 6 r (en fait, il est impossible ques = 0 ou s = r)
et un élémentx ∈ Fil sX ne pouvant pas se relever dans FilsX̂ . Il se relève toutefois danŝX :
notonsx̂ un tel relevé. Soit̂e un « nouveau » vecteur. Définissons :

X̂1 = X ⊕ Sê

Fil rX̂1 = Fil rX + Sf̂ + Fil pS · ê (5)

où f̂ = E (u)r−s [ê+ x̂]. On étend la projection pr en posant pr(ê) = 0. Alors pr(f̂) =

E (u)r−s x ∈ Fil rX et pr : X̂1 → X1 respecte encore le Filr. D’autre part, on aE (u)r ê =

E (u)s f̂ −E (u)r x̂ ∈ Fil rX̂ d’où on déduit FilrS · X̂1 ⊂ Fil rX̂1. Finalement, les lemmes 2.3.2
et 2.3.3 restent valables lorsqueX est remplacé parX1 et les preuves sont analogues.

On étend le Frobeniusφr à tout FilrX̂1 comme en 2.3.2 en définissant une applicationφ :

X1 → X1 telle queφ(Fil rX1) ⊂ prX1. Soit f = pr(f̂) = E (u)n−r x ∈ Fil rX . Notonsŷ ∈ X̂
un antécédent deφr (f). On définit

φ(ê) =
1

cr−s
ps(ê+ ŷ)− φ(x̂)

et on vérifie comme dans le lemme 2.3.5 que l’on obtient comme cela un module fortement
divisibleX1 muni d’un morphisme compatible aux structures pr: X̂1 → X . Avec ces nouveaux
objetsx ∈ Fil sX admet un antécédent dans FilsX̂1 qui estê+ x̂.

Si toutes les applications FilsX̂1 → Fil sX sont surjectives, on a fini. Sinon, on continue la
construction, obtenant ainsi successivementX̂2, . . . , X̂k, . . ..

Lemme 2.3.6.La construction précédente s’arrête nécessairement au bout d’un nombre fini
d’étapes.
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Démonstration.Soitk un entier. Pour tout entiers, notonsIs,k l’image du morphisme FilsX̂k →
Fil sX . C’est un sous-module deX contenant FilpS · X (on peut faire bien mieux, mais ce ne
sera pas utile pour la suite). NotonsIs,k l’image deIs,k par la projectionX → X /Fil pSX . Elle
détermine uniquement le moduleIs,k. Posons finalement :

Ik =

r⊕

s=0

Is,k.

LesIk forment une suite strictement croissante de sous-S/Fil pS-modules de(X /Fil pSX )r+1.
Mais l’anneauS/Fil pS (qui s’identifie àW [u] /E (u)p) est noethérien et(X /Fil pSX )r+1 est
un module libre sur cet anneau. On en déduit que la suite desIk est forcément finie. Cela
conclut. �

NotonsX̂∞ le moduleX̂k obtenu lorsque la construction s’arrête. Par définition, pour touts,
la projection pr: Fil sX̂∞ → Fil sX est surjective.

On démontre en utilisant l’argument du lemme 2.3.5 que sif désigne la projection̂X∞ →

X̂ , alorsφr(kerf ∩ Fil rX̂∞) engendre kerf . On déduit de tout ce qui précède la proposition
2.1.1. En effet, tout a été prouvé précédemment sauf l’existence deŝfi (en reprenant les nota-
tions de la proposition 2.b), mais les formules (3), (4) et (5) et la définition deφr montrent que
la famille formée par leŝmi, lesf̂ ′

i et les éventuelŝe convient.

2.4 Remarques

L’auteur ne sait pas si le résultat du théorème 2.a reste valable lorsque l’on ajoute l’opérateur
de monodromie, autrement dit s’il est vrai que tout objet deMr s’écrit comme quotient de deux
modules fortement divisibles. Cette question avait déjà été posée dans [BM02] dans le case = 1.

Pour atteindre ce résultat plus général, on aurait envie de reprendre la démarche donnée
précédemment. Le cas des objets deMr,S/pS ne pose pas véritablement problème : on peut
avec un peu de travail définir unN convenable sur le relevé défini dans le paragraphe 2.2. Le
véritable souci arrive lorsque l’on veut gérer les extensions, la difficulté provenant de la relation
de commutation entreφr etN .

Remarquons finalement que si la réponse à cette question s’avère être affirmative, elle im-
pliquerait le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. On supposeer < p − 1. Alors, l’image essentielleT ⋆st est formée exacte-
ment aux quotients de torsion de sous-Zp-représentations deQp-représentations semi-stables
de Galois.

Démonstration.C’est une conséquence immédiate du théorème 2.a et du théorème III.6.2.1.�

Remarque.On rappelle que sous l’hypothèseer < p − 1, la foncteurT ⋆st est pleinement fidèle
(voir section 5 du chapitre III).
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3 Construction de la dualité

Dans cette partie, nous donnons une application du théorème2.a. Il nous sert à construire
une dualité (dans le sens « anti-équivalence de catégorie sur elle-même ») sur les catégories
introduites dans la première partie.

3.1 Sur les modules filtrés

SoitM un module filtré surSK0 . En tant queSK0-module, le dual deM est défini par
M∨ = HomSK0

(M, SK0) où HomSK0
signifie que l’on considère tous les morphismesSK0-

linéaires sans autre condition.

3.1.1 Filtration et Frobenius

On pose :
Fil rM∨ = {f ∈M∨ / f (Fil rM) ⊂ Fil rSK0} .

Lemme 3.1.1.SoientM un module filtré surSK0 et f : Fil rM → Fil rSK0 une applica-
tion SK0-linéaire. Alors il existe uneuniqueapplicationg : M → SK0 faisant commuter le
diagramme suivant :

Fil rM
φr //

f
��

M

g

��

Fil rSK0

φr // SK0

Démonstration. L’unicité résulte simplement du fait que imφr engendreM en tant queSK0-
module.

Pour l’existence, on considère(e1, . . . , ed) est une base adaptée deM pour les entiers
n1, . . . , nd (voir proposition 1.1.5). Posonsxi = φr(E(u)niei). Par le lemme 1.1.7,(x1, . . . , xd)

est une base deM. On pose alorsg(xi) = φr ◦f(E(u)niei) et on prolonge l’applicationg à tout
M parSK0-linéarité. Il est immédiat de vérifier que l’applicationg ainsi définie convient. �

Si f ∈ Fil rM∨, il induit une applicationSK0-linéaire FilrM→ Fil rSK0 et on noteφ∨
r (f)

l’unique applicationg déterminée par le lemme précédent. On définit ainsi une applicationφ∨
r :

Fil rM∨ → M∨ dont il est formel de vérifier qu’elle estφ-semi-linéaire et qu’elle satisfait
l’équation :

φ∨
r (sx) =

1

cr
φ∨
r (s)φ∨

r ((E (u))r x)

pour touts ∈ Fil rSK0 et toutx ∈M∨.

Lemme 3.1.2.Soit (e1, . . . , ed) une base adaptée deM pour les entiersn1, . . . , nd. Alors la
base duale(e∨1 , . . . , e

∨
d ) deM∨ est également adaptée pour les entiersn∨

1 , . . . , n
∨
d où n∨

i =
r − ni.

De plus si l’on posexi = φr (E (u)ni ei) et x∨i = φ∨
r (E (u)n

∨
i e∨i ), les familles(x1, . . . , xd)

et (x∨1 , . . . , x
∨
d ) sont des bases duales l’une de l’autre.
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Démonstration. La famille dese∨j est définie par les égalitése∨j (ei) = δij où δ désigne le
symbole de Kronecker. Soitf ∈ Fil rM∨. On peut décomposerf sur la base dese∨j et donc
écrire :

f = s1e
∨
1 + . . .+ sde

∨
d

pour certains élémentssi ∈ SK0. Commef ∈ Fil rM∨, il vient f (E (u)ni ei) ∈ Fil rSK0. Or
f (E (u)ni ei) = E (u)ni si. Cela prouve quesi est un élément de Filn

∨
i SK0 et donc que la base

(e∨1 , . . . , e
∨
d ) est adaptée pour les entiersn∨

1 , . . . , n
∨
d .

Passons à la seconde partie du lemme. Déjà(x1, . . . , xd) est une base deM d’après le lemme
1.1.7. Considérons le diagramme commutatif suivant :

Fil rM
φr //

f
��

M

φ∨r (f)
��

Fil rSK0

φr // SK0

En prenantf = E (u)n
∨
j e∨j et en regardant quelle est l’image deE (u)ni ei par chacun des deux

chemins, on obtientx∨j (xi) = δij, ce qui conclut. �

Corollaire 3.1.3. L’image deφ∨
r engendreM∨ en tant queSK0-module.

Démonstration. C’est immédiat d’après le lemme 3.1.2 puisque (en gardant les notations du
lemme) lesx∨i forment une base deM∨ d’éléments deφr(Fil rM∨). �

3.1.2 La monodromie

Soit f ∈ M∨. On définitN∨ (f) par la formule :N∨ (f) = N ◦ f − f ◦ N , où le pre-
mierN désigne l’opérateur surSK0 et le second l’opérateur surM. On vérifie facilement que
l’applicationN∨ (f) estSK0-linéaire et définitN∨ :M∨ →M∨.

Il est immédiat de vérifier laK0-linéarité et la condition de Leibniz. En outre, sif ∈
Fil rM∨, on a f (Fil rM) ⊂ Fil rSK0 doncN ◦ f (Fil rM) ⊂ Fil r−1SK0 , puisE (u)N ◦

f (Fil rM) ⊂ Fil rSK0. Aussi, par hypothèse, on aE (u)N (Fil rM) ⊂ Fil rM d’oùE (u) f ◦

N (Fil rM) ⊂ Fil rSK0. Finalement,E (u)N∨ (f) ∈ Fil rM∨, d’où on trouve :

E (u)N∨ (Fil rM∨) ⊂ Fil rM∨.

Lemme 3.1.4.Le diagramme suivant est commutatif :

Fil rM∨ φ∨r //

E(u)N∨

��

M∨

cN∨

��

Fil rM∨ φ∨r //M∨
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Démonstration.Soit f ∈ Fil rM∨. Considéronsx ∈ Fil rM et posonsy = φr (x). Par défini-
tion, on aφ∨

r (f) (y) = φr (f (x)), d’où :

cN∨ (φ∨
r (f)) (y) = cN ◦ φ∨

r (f) (y)− φ∨
r (f) ◦ (cN) (y)

= cN ◦ φr (f (x))− φ∨
r (f) (cN ◦ φr (x))

= φr ◦ (E (u)N) (f (x))− φ∨
r (f) (φr ◦ (E (u)N) (x))

= φr ◦ (E (u)N) (f (x))− φr (f (E (u)N (x)))

= φr [E (u) (N ◦ f − f ◦N) (x)]

= φr [E (u)N∨ (x)] = φ∨
r (E (u)N∨) (y)

ce qui démontre bien la commutativité. �

Les résultats précédents mis ensemble donnent la proposition suivante :

Proposition 3.1.5.L’objetM∨ muni de la filtration, du Frobenius et de l’opérateur de mono-
dromie défini précédemment est un module filtré surSK0.

En outre, sif est un morphisme entre modules filtrés, on vérifie sans peine que sa transposée
(au sens classique) est compatible à toutes les structures et donc aussi un morphisme entre
modules filtrés. On a ainsi défini un foncteur∨ contravariant de la catégorie des modules filtrés
sur elle-même.

Proposition 3.1.6.Le foncteur∨ est une anti-équivalence de catégories (et donc une dualité).
De plus, il transforme suites exactes courtes en suites exactes courtes.

Démonstration.Le foncteur∨ est son propre quasi-inverse. En effet, on a un morphisme cano-
nique deSK0-modules deM dansM∨∨ donné parx 7→ (f 7→ f (x)). C’est un isomorphisme
puisqueM est libre surS. Il est facile de vérifier que cet isomorphisme respecte Filr, φr etN .
Le seul point délicat est de montrer la surjectivité de FilrM→ Fil rM∨∨. Cela revient à mon-
trer que six 6∈ Fil rM, alors il existef ∈ Fil rM∨ tel quef(x) 6∈ Fil rSK0. On considère pour
cela(e1, . . . , ed) une base adaptée deM pour les entiersn1, . . . , nd. On a alors une écriture :

x = s1e1 + · · ·+ sded

avecsi ∈ SK0 et commex 6∈ Fil rM, il existe un indicei tel quesi 6∈ E(u)niSK0 + Fil pSK0.
On vérifie alors aisément que l’applicationSK0-linéairef : M → SK0 définie parf(ei) =

E(u)r−ni etf(ej) = 0 pourj 6= i convient.

Montrons à présent le second point. Considérons0 → M′ → M → M′′ → 0 une suite
exacte de modules filtrés surSK0. PuisqueM′′ est unSK0-module libre, la suite0 →M′′∨ →

M∨ →M′∨ → 0 est exacte comme suite deSK0-modules. Par ailleurs, la suite :

0 // Fil rM′′∨ // Fil rM∨ // Fil rM′∨ // 0
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est exacte à gauche. Il s’agit simplement de démontrer la surjectivité de FilrM∨ → Fil rM′∨.
Notons FilrN l’image de ce morphisme. On vérifie directement que ce Filr fait deM′∨ un
second module filtré surSK0 : notons leN . On a, dansMr,SK0 , une suite exacte0 →M′′∨ →

M∨ → N → 0.
D’autre part, l’identité fournit un morphismef : N → M′ dans la catégorieMr,SK0 dont

le dual s’insère dans le diagramme commutatif suivant :

0 // Fil rM′ //

f∨

��

Fil rM // Fil rM′′

0 // Fil rN ∨ // Fil rM // Fil rM′′

On en déduit quef∨ est un isomorphisme dansMr,SK0 , puis qu’il en est de même def = (f∨)∨.
Finalement FilrN = Fil rM′, et la surjectivité de FilrM∨ → Fil rM′∨ en découle. �

3.2 Sur les objets deMr,S/pS

SiM est un objet deMr,S/pS, on lui associe son dualM∨ en recopiant mot pour mot les
constructions du paragraphe 3.1 en remplaçant systématiquement l’anneauSK0 par l’anneau
S/pS. Toutes les démonstrations se transposent directement (lepoint essentiel est que les objets
deMr,S/pS admettent encore des bases adaptées — voir proposition 1.1.5) et on obtient la
proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Pour tout objetM deMr,S/pS, M∨ est encore un objet deMr,S/pS. Le
foncteur∨ ainsi défini établit une anti-équivalence de catégories de la catégorieMr,S/pS sur
elle-même.

Remarque.Comme précédemment, le foncteur∨ est son propre quasi-inverse.

3.3 Sur les modules fortement divisibles

SoitM un module fortement divisible. On définitM∨ en recopiant les constructions faites
dans le paragraphe 3.1. Toutefois, il y a plusieurs points qui utilisent de façon déterminante
l’existence de bases adaptées et qui ne sont donca priori pas clairs dans cette nouvelle situation.
Ces points sont :

1. l’existence, pour toutf ∈ Fil rM∨, d’une applicationφ∨
r (f) faisant commuter le dia-

gramme suivant :

Fil rM
φr //

f
��

M

φ∨r (f)
��

Fil rS
φr // S
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2. le fait queφ∨
r engendreM en tant queS-module.

Pour prouver le premier point, on plongeM dans le module filtréMK0 = M⊗S SK0.
Considéronsf ∈ Fil rM∨. Il induit une applicationfK0 ∈ Fil rM∨

K0
et d’après le lemme 3.1.1,

il existe une applicationφ∨
r (fK0) faisant commuter le diagramme suivant :

Fil rMK0

φr //

fK0

��

MK0

φ∨r (fK0)
��

Fil rSK0

φr // SK0

Pour conclure, il suffit donc de montrer que six ∈M, alorsφ∨
r (fK0) (x) ∈ S. Soitx ∈M. Par

hypothèseφr (Fil rM) engendreM en tant queS-module, donc il existe des élémentssi ∈ S
et des élémentsfi ∈ Fil rM tels quex = s1φr (f1) + . . .+ snφr (fn). Or fK0 (fi) ∈ Fil rS d’où
φr ◦ fK0 (fi) ∈ S. Ainsi φ∨

r (fK0) (φr (fi)) ∈ S puisφ∨
r (fK0) (x) ∈ S.

Passons au second point. On poseX =M/pM. C’est un objet deMr,S/pS et on noteX ∨

son dual défini en 3.2. La même preuve que celle qui sera donnéedans le lemme 3.4.1 implique
queX ∨ s’identifie commeS-module au quotientM∨/pM∨. De plus cette identification est
compatible au Filr (on a une inclusion évidente et le lemme 4.2.1.4 de [Bre00a] permet de
conclure) et àφ∨

r . Le second point résulte alors du fait queφ∨
r (Fil rX ∨) engendreX ∨.

On a finalement :

Proposition 3.3.1. Le foncteur∨ est une dualité de la catégorie des modules fortement divi-
sibles. De plus, il transforme suites exactes courtes en suites exactes courtes.

Démonstration. On raisonne comme dans la proposition 3.1.6, le seul point délicat est à nou-
veau de montrer la surjectivité de FilrM→ Fil rM∨∨ (pour un module fortement divisibleM).
Soitx 6∈ Fil rM, on cherche à prouver l’existence d’unf ∈ Fil rM∨ tel quef(x) 6∈ Fil rS.

On poseMK0 =M⊗SSK0 et Fil rMK0 = Fil rM⊗SSK0 ⊂MK0. D’après la preuve de la
proposition 3.1.6, il existe une applicationSK0-linéairefK0 :MK0 → SK0 telle quefK0(x) 6∈

Fil rSK0. Il existe un entiern tel quepnfK0(M) ⊂ S. On définitf comme la restriction àM de
pnfK0 . Elle est bienS-linéaire et, puisqueS ∩ Fil rSK0 = Fil rS, elle envoie FilrM sur FilrS,
et vérifief(x) 6∈ Fil rS.

Les autres étapes de la preuve se traitent de façon analogue àce qui a été présenté pour la
proposition 3.1.6. �

3.4 Sur les objets deMr

SoitM un objet deMr. On définitM∨ de la même façon que dans le paragraphe 3.3, sauf
que l’on remplace partoutS parS∞ = S⊗WK0/W que l’on munit de la filtration, du Frobenius
et de l’opérateur de monodromie induits. On va prouver :
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1. pour toutf ∈ Fil rM∨, il existe une applicationφ∨
r (f) faisant commuter le diagramme

suivant :

Fil rM
φr //

f
��

M

φ∨r (f)
��

Fil rS∞
φr // S∞

2. l’image deφ∨
r engendreM∨ en tant queS-module.

On utilise le théorème 2.a (et plus exactement la proposition 2.b plus précise) : il existe des
objets deMr,S

0 , M̂′ ⊂ M̂ tels que FilrM̂′ = M̂′ ∩ Fil rM̂ et que l’on ait une suite exacte :

0 // M̂′ // M̂ //M // 0

les flèches étant compatibles au Filr et au Frobenius et induisant une seconde suite exacte :

0 // Fil rM̂′ // Fil rM̂ // Fil rM // 0 .

De plus sid désigne le rang dêM surS, on peut supposer qu’il existêf1, . . . , f̂d des éléments
de FilrM̂ tels que la famille deŝxi = φr(f̂i) soit une base deM et :

Fil rM̂ = Fil pS · M+

d∑

i=1

Sf̂i.

On rappelle (voir remarque suivant la proposition 2.b) que cela implique que(f̂1, . . . , f̂d) est
une famille libre surS.

Lemme 3.4.1.On a une suite exacte courtes deS-modules :

0 // M̂∨ // M̂′∨ //M∨ // 0 .

Démonstration.Définissons dans un premier temps les flèches. La première estsimplement la
transposée de l’inclusion̂M′ →֒ M̂. Pour la seconde, considéronsf ∈ M̂′∨ et x ∈ M. Soit
x̂ ∈ M̂ un relèvement dex. CommeM est tué par une puissance dep, il existe un entiern tel
quepnx̂ ∈ M̂′. La réduction dansS∞ de 1

pnf (pnx̂) ne dépend ni de l’entiern, ni du relèvement
x̂ choisi. Cela permet de définir une applicationS-linéaireM→ S∞.

Par exactitude à gauche, le noyau dêM∨ → M̂′∨ s’identifie à HomS(M, S) qui est nul
puisqueM est tué par une puissance dep. La première flèche est donc bien injective.

Prouvons l’exactitude au milieu. Soitf : M′ → S une applicationS-linéaire. On suppose
que l’image def dansM∨ est nulle et on veut montrer quef se prolonge àM. Soientx ∈ M
etn un entier tel quepnx ∈ M′. Par hypothèse1

pnf (pnx) est nul dansS∞, ce qui signifie que

f (pnx) est un multiple depn. On définit alorsf (x) = f(pnx)
pn (qui est bien défini puisqueS est

intègre).
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Passons à la surjectivité. Soitf : M → S∞ une applicationS-linéaire. Considérons
(ê1, . . . , êd) une base deM̂ et notonsei l’image dansM de êi. La projectionK0 → K0/W in-
duit une application surjectiveSK0 → S∞. Pour touti, notonŝxi un relevé quelconque dansSK0

dexi = f (ei). On définitf̂ (êi) = x̂i et par linéarité on étend̂f en une applicationM∨ → SK0.
On vérifie alors que la restriction dêf àM̂′ tombe dansS et qu’elle induitf dansM∨. �

Définissons :

fil rM̂ =
d∑

i=1

Sf̂i ⊂ Fil rM̂.

C’est unS-module libre de rangd dont lesf̂i forment une base. Notons filrM̂′ = M̂′ ∩ fil rM̂
et fil rM l’image de filrM̂ dansM. On dispose d’une suite exacte :

0 // fil rM̂′ // fil rM̂ // fil rM // 0 (6)

et d’un analogue du lemme 3.4.1 :

Lemme 3.4.2.On a une suite exacte courte deS-modules :

0 // HomS(fil rM̂,Fil rS) // HomS(fil rM̂′,Fil rS) // HomS(fil rM,Fil rS∞) // 0 .

(On rappelle que HomS signfie que l’on prend tous les morphismesS-linéaires.)

Démonstration.Elle est tout à fait analogue à celle du lemme 3.4.1. �

Signalons encore une variante plus forte mais qui ne s’applique hélas pas toujours :

Lemme 3.4.3.Supposonser < p−1 ou queM̂ admette une base adaptée. Alors la suite exacte
du lemme 3.4.1 induit une nouvelle suite exacte :

0 // Fil rM̂∨ // Fil rM̂′∨ // Fil rM∨ // 0 .

Démonstration. L’injectivité et l’exactitude au milieu sont vraies sans les hypothèses «er <
p − 1 » ou «M̂ admette une base adaptée » et se traitent de même que dans le lemme 3.4.1.
(Pour l’exactitude au centre, on utilise queS/Fil rS est sansp-torsion.)

Concentrons-nous à présent sur la surjectivité. Dans le caser < p−1, on définitN =M∨ et
Fil rN comme l’image de la flèche FilrM′∨ → Fil rM∨. On munitN duφr induit et on vérifie
facilement que l’on obtient ainsi un objet deMr. On a en outre un morphismeN →M∨ dans
Mr. Or, d’après le théorème III.2.5.8, tout morphisme deMr est strictement compatible aux
filtrations, ce qui ici donne FilrM∨ = Fil rN puis la surjectivité voulue.

Traitons le second cas. Soitf ∈ Fil rM∨. On considère(ê1, . . . , êd) une base adaptée de
M̂ pour les entiersn1, . . . , nd. Notonsei l’image dansM de êi. Par hypothèseE(u)nif(ei) ∈

Fil rS∞ et cela assure qu’il existêxi ∈ SK0 relevantf(ei) et tel queE(u)nix̂i ∈ Fil rSK0.
L’applicationf̂ définie parf̂(êi) = x̂i se restreint alors à̂M′ en un élément de FilrM̂′∨ qui est
un antécédent def . �
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Remarque.Si r = 1 ou siM est tué parp, la condition «M̂ admet une base adaptée » est
automatique (respectivement en vertu de la proposition 1.1.6 et du lemme 2.2.3). Le lemme
précédent est donc toujours vrai dans ces situations.

Soit f ∈ Fil rM∨. Il induit une application FilrM → Fil rS∞ et par restriction, puisque
fil rM ⊂ Fil rM, il induit également une application filrM → Fil rS∞. D’après le lemme
3.4.2, cette dernière application fournit une flèche filrM̂′ → Fil rS. En tensorisant parSK0,
on obtient une application filrM̂′ ⊗S SK0 → Fil rSK0. Par ailleurs, la suite exacte (6) fournit,
puisqueSK0 est plat surS, un isomorphisme filrM̂⊗S SK0 ≃ fil rM̂′⊗S SK0. On obtient ainsi
une flèche filrM̂ ⊗S SK0 → Fil rSK0 puis par restriction une flèchêf : fil rM̂ → Fil rSK0.
Une adaptation immédiate du lemme 3.1.1 assure l’existenced’un morphismeφ∨

r (f̂) faisant
commuter le diagramme suivant :

fil rM̂
φr //

f̂
��

M̂

φ∨r (f̂)
��

Fil rSK0

φr // SK0

On vérifie quef̂ se prolonge par linéarité et continuité en une application Fil rM̂ → Fil rSK0

et que cef̂ ainsi prolongé fait commuter un diagramme analogue au précédent. D’autre part,
on vérifie également queφ∨

r (f̂)(M̂′) ⊂ S, ce qui permet de définir par passage au quotient une
applicationφ∨

r (f) :M→ S∞ qui fait commuter le diagramme suivant :

Fil rM
φr //

f
��

M

φ∨r (f)
��

Fil rS∞
φr // S∞

Cela démontre le premier point.

Pour le second point, on considère le carré commutatif suivant :

Fil rM̂ //

φr

��

Fil rM

φr

��

M̂ //M

où les flèches horizontales sont définies de façon analogue à celles du lemme 3.4.1. La flèche
de gauche est surjective comme cela a été prouvé dans le paragraphe 3.3. La flèche du bas l’est
aussi (lemme 3.4.1). On en déduit que celle de droite l’est également. C’est exactement ce que
l’on voulait.

L’auteur malheureusement ne sait pas si un énoncé du type de la proposition 3.1.6 est vrai
en toute généralité. On a toutefois :
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Proposition 3.4.4.Supposonser < p − 1 ou r = 1. Alors le foncteur∨ est une dualité de la
catégorieMr. De plus, il transforme suites exactes courtes en suites exactes courtes.

Démonstration.On a une application naturelleM→M∨∨, x 7→ (f 7→ f(x)). On vérifie sans
mal que cette application respecte Filr, φr etN . Soit une suite exacte0→ M̂′ → M̂ →M→

0 oùM̂′ etM̂ sont deux modules fortement divisibles. On a un diagramme commutatif :

0 // M̂′ //

∼
��

M̂

∼
��

//M //

��

0

0 // M̂′∨∨ // M̂∨∨ //M∨∨ // 0

où les lignes sont exactes. Une application du lemme des cinqprouve que le morphismeM→
M∨∨ est un isomorphisme. De même, on prouve la bijectivité de l’application déduite FilrM→
Fil rM∨∨ en utilisant le lemme 3.4.3 pour avoir l’exactitude de la suite du bas.

Montrons à présent l’exactitude. On ne traite que l’exactitude en tant queS-module, celle
au niveau des Filr étant en tout point analogue. Soit0→M→ X → N → 0 une suite exacte
dansMr. SiN est tué parp, il existe par les résultats de la partie 2.3, un diagramme commutatif
de la forme :

0

��

0

��

0

��

0 // M̂′ //

��

X̂ ′ //

��

N̂ ′ //

��

0

0 // M̂ //

��

X̂ //

��

N̂ //

��

0

0 //M //

��

X //

��

N //

��

0

0 0 0

oùM̂, M̂′, X̂ , X̂ ′, N̂ et N̂ ′ sont des modules fortement divisibles. En dualisant, on obtient :

0 // N̂ ′∨ //

����

X̂ ′∨ //

����

M̂′∨ //

����

0

0 // N ∨ // X ∨ //M∨

où la ligne du haut est exacte (proposition 3.3.1) et les flèches verticales sont surjectives (lemme
3.4.1). La surjectivitéX ∨ → M∨ résulte alors d’une chasse au diagramme triviale. Pour
conclure, on procède par récurrence sur la longueur deN . Par le lemme 2.3.1, il existe une
suite exacte0 → N ′ → N → N ′′ → 0 dansMr avecN ′′ tué parp et N ′ de longueur
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strictement inférieure à celle deN . Cette suite exacte s’insère dans le diagramme commutatif
suivant :

0

��

0

��

0 //M // X ′ //

��

N ′ //

��

0

0 //M // X //

��

N //

��

0

N ′′

��

N ′′

��

0 0

oùX ′ est le noyau de la composéeX → N → N ′′. D’où, en dualisant :

0 // N ∨ //

����

X ∨ //

����

M∨

0 // N ′∨ // X ′∨ //M∨ // 0

où les deux flèches verticales sont surjectives puisqueN ′′ est tué parp. Par hypothèse de récur-
rence, la suite du bas est exacte, il en est donc de même de la suite du haut.

Finalement le fait que le foncteur∨ stabilise la catégorieMr découle de l’exactitude prouvée
précédemment et de la proposition 3.2.1. �

Remarque.Les caser < p − 1 et r = 1 restent toutefois les cas les plus intéressants car alors
les objets deMr sont reliés à des objets de nature géométrique.

4 Dualité et représentations galoisiennes

Les catégoriesMr,SK0 ,Mr,S etMr sont toutes les trois équipées d’un foncteurT ⋆st vers les
représentations galoisiennes. SiM est un objet deMr,S ou deMr, et siM∨ désigne son dual
défini dans la section 3, le but de cette section est de comparer les représentations galoisiennes
T ⋆st(M) etT ⋆st(M

∨).
Pour cela, siM est un objet deMr,SK0 (resp. deMr,S, resp. deMr), on commence par

construire une application :

D : T ⋆st(M)× T ⋆st(M
∨)→ Qp(r)

(resp.D : T ⋆st(M)× T ⋆st(M
∨)→ Zp(r),

resp.D : T ⋆st(M)× T ⋆st(M
∨)→ Qp/Zp(r)).
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Les paragraphes 4.1 traitent les deux premiers cas alors quele paragraphe 4.2 est consacré au
troisième. On montre finalement que dans les deux derniers cas l’applicationD réalise une
dualité parfaite.

4.1 Construction deD pour les modules libres

4.1.1 Les matrices deφr etN

On rappelle simplement les deux définitions suivantes :

Définition 4.1.1. SoitM un objet deMr,SK0 . Notons(e1, . . . , ed) une baseadaptéedeM
pour les entiersn1, . . . , nd. La matrice deφr dans la base adaptée(e1, . . . , ed) est par définition
l’unique matriceG telle que :




φr (E(u)n1e1)
...

φr (E(u)nded)


 = tG ·




e1
...
ed




Remarques. Le fait queφr(Fil rM) engendre toutM se traduit par le fait que la matriceG est
inversible.

La présence de la transposée sert à rester fidèle à la définition classique de la matrice d’une
application linéaire.

Finalement, il est possible de donner une définition analogue pour les objets deMr,S/pS

puisqu’ils admettent eux aussi des bases adaptées.

Définition 4.1.2. SoitM un objet deMr,SK0 ou deMr,S. Soit (e1, . . . , ed) une base (surS
ou surSK0 selon) deM. La matrice deN dans la base(e1, . . . , ed) est par définition l’unique
matriceH telle que :




N (a1)
...

N (ad)


 = N




a1
...
ad


 = tH ·




a1
...
ad




4.1.2 Deux lemmes généraux

Par la suite, on aura à utiliser plusieurs fois le résultat suivant :

Lemme 4.1.3.SoitM un module libre de rang finid sur un anneauR. NotonsM∨ son dual
algébrique. ConsidéronsA uneR-algèbre,f : M → A et g : M∨ → A deux applications
R-linéaires.

Notons(e1, . . . , ed) une base deM et (e∨1 , . . . , e
∨
d ) la base duale. Alors la somme :

d∑

i=1

f (ei) g (e∨i )

ne dépend pas de la base(e1, . . . , ed) choisie.
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Démonstration.On fait un calcul matriciel. On considère(x1, . . . , xd) une seconde base deM
et on note(x∨1 , . . . , x

∨
d ) sa base duale. On définit les vecteurs colonnes suivants :

e =




e1
...
ed


 ; e∨ =




e∨1
...
e∨d


 ; x =




x1

...
xd


 ; x∨ =




x∨1
...
x∨d


 .

On noteP la matrice de passage de(e1, . . . , ed) à (x1, . . . , xd). Dans ces conditions,tP−1 est
la matrice de passage entre les bases duales correspondantes, d’où les relationsx = tPe et
x∨ = P−1e∨ puis :

tf (x) · g (x∨) = t(tPf (e)) · P−1g (e∨) = tf (e)P · P−1g (e∨) = tf (e) · g (e∨)

ce qui est bien ce que l’on voulait. �

Remarque.Plus conceptuellement, on peut remarquer que puisqueM est libre surR, on a un
isomorphismeϕ :M⊗RM∨ → EndR(M). La quantité définie dans le lemme précédent n’est
autre quefg(ϕ−1(idR)).

Le lemme 4.1.3 admet une généralisation qui nous sera également utile :

Lemme 4.1.4.SoientM et M ′ deux modules libres de rang fini sur un anneauR. Notons
(e1, . . . , en) une base deM et (e′1, . . . , e

′
n′) une base deM′. NotonsM∨ (resp.M ′∨) le dual

algébrique deM (resp. deM ′) et appelons(e∨1 , . . . e
∨
n) (resp.(e′1

∨, . . . , e′n′
∨)) la base duale de

(e1, . . . , en) (resp. de(e′1, . . . , e
′
n′)). SoitA uneR-algèbre.

Soitψ : M → M ′ une applicationR-linéaire. Notonsψ∨ : M ′∨ → M∨ l’application
transposée. Soientf : M → A, g : M∨ → A, f ′ : M ′ → A et g′ : M ′∨ → A quatre
applicationsR-linéaires vérifiantf = f ′ ◦ ψ et g′ = g ◦ ψ∨. Alors :

n∑

i=1

f(ei)g(e
∨
i ) =

n′∑

i′=1

f ′(e′i′)g
′(e′i′

∨
).

Démonstration.Elle est tout à fait analogue à celle donnée pour le lemme 4.1.3. �

Remarque.Le lemme précédent est une généralisation du lemme 4.1.3, cedernier correspondant
au cas oùψ est un isomorphisme.

4.1.3 Pour les modules filtrés surSK0

SoitM un module filtré surSK0. Soit (e1, . . . , ed) une base deM et (e∨1 , . . . , e
∨
d ) la base

duale deM∨. Par le lemme 4.1.3, l’application :

D : T ⋆st (M)× T ⋆st (M
∨) → B̂+

st

(f, g) 7→
d∑

i=1

f (ei) g (e∨i )

est bien définie.
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Lemme 4.1.5.Pour toutf ∈ T ⋆st (M) et toutg ∈ T ⋆st (M
∨), on aN (D (f, g)) = 0. Autrement

dit, l’applicationD tombe dansB+
cris.

Démonstration.On fait à nouveau un calcul matriciel. NotonsH la matrice deN dans la base
(e1, . . . , ed) (voir définition 4.1.2) et définissons les vecteurs colonnescomme dans la preuve du
lemme 4.1.3. Matriciellement, on aD (f, g) = tf (e) · g (e∨), d’où :

N (D (f, g)) = t(N (f (e))) · g (e∨) + tf (e) ·N (g (e∨))

Commef ∈ T ⋆st (M), f commute àN et doncN (f (e)) = f (N (e)) = f (tHe) = tHf (e). De
mêmeN (g (e∨)) = −Hg (e∨). FinalementN (D (f, g)) = 0. �

Lemme 4.1.6.Pour tout f ∈ T ⋆st (M) et tout g ∈ T ⋆st (M
∨), on aD (f, g) ∈ Fil rB̂+

st et
φr (D (f, g)) = D (f, g).

Démonstration. Dans cette preuve,(e1, . . . , ed) est une base adaptée deM pour les entiers
n1, . . . , nd. Par le lemme 3.1.2,(e∨1 , . . . , e

∨
d ) est une base adaptée pour les entiersn∨

1 , . . . , n
∨
d ,

oùn∨
i = r − ni.

Par hypothèse,f et g respectent le Filr. Ainsi f (E (u)ni ei) ∈ Fil rB̂+
st . Or par linéaire,

f (E (u)ni ei) = E (u)ni f (ei). Ceci entraîneE (u)ni f (ei) ∈ Fil rB̂+
st . De même, il vient

E (u)n
∨
i g (e∨i ) ∈ Fil rB̂+

st . On en déduitD (f, g) ∈ Fil rB̂+
st .

SoitG la matrice deφr dans la base(e1, . . . , ed) (voir définition 4.1.1). Définissons pour
x ∈M, φ(x) = 1

cr
φr(E(u)rx). La compatibilité def àφr donne :




p−rφ (f (E (u)n1 e1))
...

p−rφ (f (E (u)nd ed))


 =




φr (f (E (u)n1 e1))
...

φr (f (E (u)nd ed))


 = tG




f (e1)
...

f (ed)


 .

De même : 


p−rφ
(
f
(
E (u)n

∨
1 e∨1

))

...

p−rφ
(
f
(
E (u)n

∨
d e∨d

))


 = G−1




f (e∨1 )
...

f (e∨d )


 .

Le produit scalaire des deux dernières égalités fournit le résultat. �

On sait (voir [Fon94a]) qu’il existe un élémentt ∈ Acris tel que le sous-Zp-module deAcris

engendré part soit isomorphe en tant que représentation galoisienne àZp(1). En outre, on a
φ (t) = pt et plus précisément l’ensemble des solutions dansAcris deφ (t) = pt est exactement
le Zp-module engendré part. On déduit de cela que l’ensemble des solutions de l’équation
φr (t) = t dansB+

cris est leQp-espace vectoriel engendré partr, isomorphe àQp (r) en tant que
représentation galoisienne. Finalement, par les lemmes 4.1.5 et 4.1.6, on a bien construit :

D : T ⋆st (M)× T ⋆st (M
∨)→ Qpt

r ≃ Qp (r)
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comme on le désirait.

Remarque.Du lemme 4.1.4, on déduit que l’applicationD que l’on vient de définir est « foncto-
rielle », dans le sens où siα :M→M′ est un morphisme entre deux modules filtrés surSK0,
alors :

D(f ◦ α, g) = D(f, g ◦ α∨)

pour toutf ∈ T ⋆st(M
′) et g ∈ T ⋆st(M

∨).

4.1.4 Pour les modules fortement divisibles

SoitM un module fortement divisible. PuisqueM est unS-module libre, le lemme 4.1.3
permet de définir l’application :

D : T ⋆st (M)× T ⋆st (M
∨) → Âst

(f, g) 7→
d∑

i=1

f (ei) g (e∨i )

SoitMK0 =M⊗W K0. Le diagramme suivant est commutatif :

T ⋆st (M)× T ⋆st (M
∨)

D //

��

Âst
� _

��

T ⋆st (MK0)× T
⋆
st

(
M∨

K0

) D // B̂+
st

On en déduit que l’image deD est incluse danŝAst ∩ Qpt
r = Zpt

r qui est une représentation
galoisienne isomorphe àZp (r). On définit ainsi une application :

D : T ⋆st (M)× T ⋆st (M
∨)→ Zp (r) .

4.2 Construction deD pour les objets deMr

4.2.1 La définition deD

SoitM un objet deMr. D’après le lemme 2.1.3, il existe desS-modules libresA etB et
une suite exacte deS-modules :

0 // A // B //M // 0 .

NotonsA∨ (resp.B∨) le dual algébrique deA (resp. deB). Ce sont encore desS-modules libres
de rang fini, et par le lemme 3.4.1 (très légèrement adapté), on a une suite exacte :

0 // B∨ // A∨ //M∨ // 0 .
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Soientf ∈ T ⋆st(M) et g ∈ T ⋆st(M
∨). PuisqueB etA∨ sont libres, il est facile de construire

des applicationŝf et ĝ faisant commuter les deux diagrammes suivants :

0 // A

f̂|A
��

// B

f̂
��

//M

f
��

// 0

0 // Âst
// B̂+

st
// Âst,∞

// 0

0 // B∨

ĝ|B∨

��

// A∨

ĝ
��

//M∨

g
��

// 0

0 // Âst
// B̂+

st
// Âst,∞

// 0

PuisqueM est tué par une puissance dep, on remarque queA ⊗S SK0 ≃ B ⊗S SK0. C’est un
SK0-module libre que nous notonsAK0. Si l’on noteA∨

K0
le dual algébrique deAK0, on a en

outre les identificationsA∨⊗S SK0 ≃ B∨⊗S SK0 ≃ A∨
K0

. Les applicationŝf et ĝ se prolongent
en des applicationŝf : AK0 → B̂+

st et ĝ : A∨
K0
→ B̂+

st . Définissons :

D(f, g) =

d∑

i=1

f̂(ei)ĝ(e
∨
i ) ∈ Âst,∞

où (e1, . . . , ed) est une base deAK0 et où (e∨1 , . . . , e
∨
d ) désigne la base duale. La valeur de

D(f, g) ne dépend pas du choix d’une telle base d’après le lemme 4.1.3. En réalité, la quantité
D(f, g) est encore plus intrinsèque comme le montrent les deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.1.La valeur deD(f, g) ne dépend pas du choix des applicationsf̂ et ĝ relevantf
etg.

Démonstration. Si f̂0 et f̂1 sont deux applications relevantf , leur différence induit une appli-
cationB → Âst. Choisissons(e1, . . . , ed) uneS-base deB et notons(e∨1 , . . . , e

∨
d ) sa base duale

(lese∨i sont éléments deB∨). La base(e1, . . . , ed) est également uneSK0-base deAK0 dont la
base duale est précisément(e∨1 , . . . , e

∨
d ). On a alors :

d∑

i=1

f̂0(ei)ĝ0(e
∨
i )−

d∑

i=1

f̂1(ei)ĝ0(e
∨
i ) ∈ Âst

et donc cette quantité est nulle dansÂst,∞. Cela prouve le lemme. �

Lemme 4.2.2.La valeur deD(f, g) ne dépend pas du choix de la résolution0 → A → B →
M→ 0.

Démonstration. Donnons-nous0 → A′ → B′ → M → 0 une seconde résolution (avecA′

et B′ desS-modules libres de rang fini). Par liberté deB, on peut construire un diagramme
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commutatif :
0 // A

��

// B

��

//M // 0

0 // A′ // B′ //M // 0

La conclusion résulte alors du lemme 4.1.4. �

4.2.2 UnD alternatif : Dcris

On considère toujoursM un objet deMr, f ∈ T ⋆st(M) etg ∈ T ⋆st(M
∨). On note pr: B̂+

st →

B+
cris la projection canonique. Elle induit des applications encore notées pr dêAst dansAcris et de

Âst,∞ dansAcris,∞. Par composition par pr,f etg définissent des élémentsfcris ∈ T
⋆
cris(M) (après

oubli duN sur l’objetM) et gcris ∈ T ⋆cris(M
∨). On montre (voir lemme 2.3.1.1 de [Bre99a])

qu’il est possible de reconstruiref à partir defcris par la formule explicite suivante :

f (x) =
∑

i>0

fcris

(
N i (x)

) (log(1 +X))i

i!

(on prouve que cette somme infinie a bien un sens). On a évidemment une formule analogue
pourg et gcris.

Comme précédemment, considérons une suite exacte0 → A → B → M → 0 oùA etB
sont desS-modules libres. On a alors une suite exacte0 → B∨ → A∨ →M∨ → 0 et il existe
des applicationŝfcris et ĝcris rendant commutatifs les deux diagrammes suivants :

0 // A

f̂cris|A
��

// B

f̂cris
��

//M

fcris
��

// 0

0 // Acris
// B+

cris
// Acris,∞

// 0

0 // B∨

ĝcris|B∨

��

// A∨

ĝcris
��

//M∨

gcris
��

// 0

0 // Acris
// B+

cris
// Acris,∞

// 0

Les applicationŝfcris et ĝcris se prolongent respectivement àAK0 = A⊗S SK0 = B ⊗S SK0 et à
A∨
K0

= A∨ ⊗S SK0 = B∨ ⊗S SK0 (qui s’identifie au dual algébrique deAK0). On définit :

Dcris(f, g) =

d∑

i=1

f̂cris(ei)ĝcris(e
∨
i ) ∈ Âst,∞

où(e1, . . . , ed) est une base deAK0 et où(e∨1 , . . . , e
∨
d ) désigne la base duale. De même que dans

la première partie de ce paragraphe, on prouve queDcris(f, g) ne dépend ni du choix d’une base,
ni du choix de relevéŝfcris et ĝcris, ni du choix d’une résolution0→ A→ B →M→ 0.
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Proposition 4.2.3.Pour toutf ∈ T ⋆st(M) et toutg ∈ T ⋆st(M
∨), on aD(f, g) = Dcris(f, g).

Démonstration. On garde les notations précédentes :A, B, (e1, . . . , ed), f̂cris, ĝcris, etc. Par
contre, nous ne considérons pas desf̂ et ĝ arbitraires. Nous allons en définir des particuliers
dans cette preuve.

ConsidéronsN : AK0 → AK0 une applicationK0-linéaire, vérifiant la condition de Leibniz
et faisant commuter le diagramme (il est facile d’en construire puisqueB est libre) :

B
N|B //

��

B

��

M N //M

Pourx ∈ AK0, on définit :

f̂ (x) =
∑

i>0

f̂cris

(
N i (x)

) (log(1 +X))i

i!
.

Cette somme ne converge pasa priori dansB̂+
st , mais elle converge dansB+

cris [[X]]. On définit
ainsi une application̂f : AK0 → B+

cris [[X]]. Le diagramme suivant :

B
f̂

//

f̂cris

++

��

B+
cris [[X]] pr

// B+
cris

��

M
f //

fcris

22Âst,∞
pr // Acris,∞

est commutatif.
On définitN∨ surA∨

K0
via la formuleN∨ = · ◦ N − N ◦ ·. Ceci permet de refaire la

construction précédente pour le dual et ainsi de définir une application ĝ : A∨
K0
→ B+

cris [[X]]

faisant commuter un diagramme analogue au précédent. On calcule :

d∑

i=1

f̂(ei)ĝ(e
∨
i ) =

d∑

i=1

∑

k,l>0

f̂cris(N
k(ei))ĝcris(N

l(e∨i ))
(log(1 +X))k+l

(k + l)!
=
∑

s>0

cs
(log(1 +X))s

s!

où cs est défini par :

cs =

d∑

i=1

∑

k+l=s

(
k

s

)
f̂cris(N

k(ei))ĝcris(N
l(e∨i )) ∈ B

+
cris.

L’opérateurN se prolonge sans problème àB+
cris [[X]] et comme par hypothèse, pour touti,

pr ◦N i ◦ f = pr ◦ f ◦N i = fcris ◦N i, on obtient pr◦N i ◦ f̂ ≡ f̂cris ◦N i (mod Acris). On en
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déduit :

c̄s ≡ pr

(
d∑

i=1

∑

k+l=s

(
k

s

)
Nk(f̂(ei))N

l(ĝ(e∨i ))

)
= pr

(
d∑

i=1

N s(f̂(ei)ĝ(g
∨
i ))

)
(mod Acris).

Or, de même que dans le lemme 4.1.5, on montre queN(f̂(ei)ĝ(e
∨
i )) ∈ Acris et donc, pour

s > 1, on acs ∈ Acris. Finalement, il reste :

d∑

i=1

f̂(ei)ĝ(e
∨
i ) ≡ c0 =

d∑

i=1

f̂cris(ei)ĝcris(e
∨
i ) (mod Acris).

En réduisant danŝAst,∞ (la congruence précédente assure qu’il n’y a pas de problèmes bien que
f̂ et ĝ soient à valeurs dansB+

cris [[X]] qui n’est pas muni d’une application de réduction vers
Âst,∞), il vientD(f, g) = Dcris(f, g) comme annoncé. �

4.2.3 Les propriétés deD

Tout d’abord, la proposition 4.2.3 impliqueD(f, g) ∈ Acris,∞ puisque, par définition, c’est
le cas deDcris(f, g).

On souhaite à présent prouver queD(f, g) ∈ (Qp/Zp)t
r. Pour cela, on aura besoin du

résultat intermédiaire suivant :

Lemme 4.2.4.On a une suite exacte deZp-modules :

0 // T ⋆cris(M̂) // T ⋆cris(M̂
′) // T ⋆cris (M) // 0 .

Si de pluser 6 p− 1 ou siM̂ admet une base adaptée, on a une autre suite exacte duale de la
précédente :

0 // T ⋆cris(M̂
′∨) // T ⋆cris(M̂

∨) // T ⋆cris (M∨) // 0 .

Démonstration.Commençons par prouver l’exactitude de la première suite. On a une notion de
suite exacte dans la catégorie dont les objets sont les triplets(M,Fil rM, φr) où l’on n’impose
pas la condition «φr(Fil rM) engendre FilrM » : une suite est exacte si elle est en tant que
suite deS-modules et si la suite qu’elle induit sur les Filr est également exacte. L’avantage de
cette catégorie plus grosse est queAcris en est un objet. Dans cette catégorie, on a également une
notion de Ext1 et ceux-ci s’insèrent dans les suites exactes longues obtenues après application
d’un foncteur Hom à une suite exacte courte. De la suite exacte :

0 // M̂′ // M̂ //M // 0

on déduit l’exactitude de :

0 = Hom(M, Acris) // Tcris(M̂) // Tcris(M̂′) // Ext1(M, Acris) // Ext1(M̂, Acris) = 0
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où les Hom sont compatibles aux structures. La nullité de Ext1(M̂, Acris) provient de l’exac-
titude deT ⋆cris sur les modules fortement divisibles, exactitude que l’on déduit du fait ana-
logue sur les objets deMr

0 par passage à la limite. Pour conclure, il suffit donc de prouver
que Ext1(M, Acris) est isomorphe àT ⋆cris(M).

La suite exacte0 → Acris → B+
cris → Acris,∞ → 0 fournit par application du foncteur

Hom(M, ·) une autre suite exacte :

0 = Hom(M, B+
cris)

// Tcris (M) // Ext1 (M, Acris) // Ext1
(
M, B+

cris

)
.

D’autre part, si on a une suite exacte de la forme :

0 // B+
cris

// X //M // 0

on construit directement une rétractions : X → B+
cris : soientn un entier tel quepnM = 0 et

x ∈ X , on apnx ∈ B+
cris et on poses (x) = 1

pn (pnx) ∈ B+
cris. On en déduit Ext1

(
M, B+

cris

)
= 0,

et puisTcris (M) ≃ Ext1(M, Âst), comme on le souhaitait.

Passons à la seconde suite. Vu les hypothèses faites, les lemmes 3.4.1 et 3.4.3 assurent que
l’on a une suite exacte dansC :

0 // M̂∨ // M̂′∨ //M∨ // 0 .

Pour conclure, on applique la première partie du lemme à la suite exacte précédente. �

À partir de maintenant, on supposerer 6 p − 1 ou r = 1 ou encoreM tué parp. Ceci
entraîne que les hypothèses (et donc la conclusion) du lemme4.2.4 sont vérifiées. On utilise à
présent le théorème 2.a et on considère une suite exacte (dansC) :

0 // M̂′ // M̂ //M // 0

oùM̂′ etM̂ sont des modules fortement divisibles. NotonsM̂K0 = M̂′⊗S SK0 = M̂⊗S SK0.
D’après le lemme 4.2.4, il existêfcris ∈ T ⋆cris(M̂) et ĝcris ∈ T ⋆cris(M̂

′∨) relevantfcris = pr ◦
f et gcris = pr ◦ g. Ces applications se prolongent respectivement àM̂K0 et àM̂∨

K0
. Soient

(e1, . . . , ed) uneSK0-base deM̂K0 et (e∨1 , . . . , e
∨
d ) sa base duale. Définissons :

Dcris(f̂ , ĝ) =

d∑

i=1

f̂cris(ei)ĝcris(e
∨
i ) ∈ B

+
cris.

Par une adaptation immédiate au cas cristallin du lemme 4.1.6, on aDcris(f̂ , ĝ) ∈ Qpt
r. Or

par définition,D(f, g) = Dcris(f, g) est la réduction moduloAcris deDcris(f̂ , ĝ). On en déduit
D(f, g) ∈ (Qp/Zp)t

r ≃ Qp/Zp(r).

Finalement, on a bien construit une application :

D : T ⋆st(M)× T ⋆st(M
∨)→ Qp/Zp(r)

qui est compatible à l’action de Galois (c’est clair sur la définition deD).
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Lemme 4.2.5.Soitα :M→M′ un morphisme dans la catégorieMr. On a :

D(f ◦ α, g) = D(f, g ◦ α∨)

pour toutf ∈ T ⋆st(M
′) et g ∈ T ⋆st(M

∨).

Démonstration. Par le même argument que celui utilisé dans la preuve du lemme4.2.2, on
construit un diagramme commutatif :

0 // A

��

// B

��

//M

α
��

// 0

0 // A′ // B′ //M′ // 0

et un diagramme commutatif analogue obtenu en dualisant. Lelemme résulte alors du lemme
4.1.4 et d’un petit calcul. �

4.3 Une dualité parfaite

Théorème 4.3.1.On supposeer 6 p − 1 ou r = 1. SoitM un objet deMr. Alors l’appli-
cationD : T ⋆st(M) × T ⋆st(M

∨) → Qp/Zp(r) est une dualité parfaite. Autrement dit, on a une
isomorphisme canonique et fonctoriel de modules galoisiens :

T ⋆st(M
∨) ≃ T ⋆st(M)⋆(r).

Démonstration. Notons en premier lieu que la fonctorialité découle directement du lemme
4.2.5. Cela permet, par un dévissage facile, de se ramener aucas d’un objetM deMr,S/pS.

On notep1 une racinep-ième deπ et p̄1 sa réduction modulop. On munit l’anneauOK̄/p
d’une filtration en posant FilsOK̄/p = p̄s1OK̄ . De plus six = p̄s1y ∈ Fil sOK̄/p, on poseφs(x) =

(−1)sys (la valeur ne dépend pas du choix dey). On fait finalement deOK̄/p uneS-algèbre en
envoyantu sur π̄1 où π1 désigne une racinep-ième deπ. SoientM̃ = M⊗S/pS k[u]/u

ep et
M̃∨ =M∨⊗S/pS k[u]/u

ep (oùk[u]/uep est vu comme uneS/pS-algèbre par la flèche évidente.
Par une adaptation au cas cristallin du lemme 1.3.4 du chapitre III et par le lemme 2.3.1.1 de
[Bre99a], on aT ⋆st(M) ≃ Hom(M̃,OK̄/p) (et T ⋆st(M

∨) ≃ Hom(M̃∨,OK̄/p)) où le Hom
signifie que l’on considère les morphismesS-linéaires compatibles au Filr et àφr.

NotonsR = lim←−nOK̄/p (les applications de transition étant données par le Frobenius) et
ξ = (p̄1, p̄2, . . .) ∈ R où lespn forment un système compatible de racinespn-ièmes dep. On
pose FilsR = ξsR, etφs(x) = (−1)sys pourx = ξsy ∈ Fil sR. Définissonsζ = (π̄1, π̄2, . . .) ∈

R où lesπn forment un système compatible de racinespn-ièmes deπ et faisons deR uneS-
algèbre en envoyantu sur ζ . Par une méthode d’approximations successives, on montre que
T ⋆st(M) ≃ Hom(M̃, R) (et T ⋆st(M

∨) ≃ Hom(M̃∨, R)) où le Hom signifie toujours que l’on
considère les morphismes compatibles au Filr et àφr.
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Soient(e1, . . . , ed) une base adaptée deM pour les entiersn1, . . . , nd etG la matrice deφr
dans cette base (voir définition 4.1.1). D’après ce qui précède, se donner un élémentf ∈ T ⋆st(M)

revient à se donner und-uplet(x1, . . . , xd) ∈ Rd tel queζnixi ∈ Fil rR et :




φr (ζn1x1)
...

φr (ζndxd)


 = tG ·




x1

...
xd




ou encore, puisqueR est intègre :

(−1)r




(
ζn1x1

ξr

)p

...(
ζndxd

ξr

)p


 = tG ·




x1

...
xd


 . (7)

Réciproquement, la donnée d’und-uplet (x1, . . . , xd) solution du système précédent fournit
un élément deT ⋆st(M). De plus, lorsquef parcourtT ⋆st(M), lesd-uplets(x1, . . . , xd) associés
forment une famille génératrice de(FracR)d : en effet, dans chaque hyperplan de(FracR)d le
système (7) ne peut admettre quepd−1 solutions et on sait par le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] que
T ⋆st(M) est de cardinalpd.

Montrons finalement queD : T ⋆st(M) × T ⋆st(M
∨) → Qp/Zp(r) est non dégénérée. Déjà,

commeM est tué parp, l’applicationD tombe dans les éléments dep-torsion deQp/Zp(r),
c’est-à-dire dansFp(r). Soit (e∨1 , . . . , e

∨
d ) la base duale de(e1, . . . , ed). On vérifie facilement

queD(f, g) est donné par la formule :

D(f, g) =
d∑

i=1

f(ei)g(e
∨
i ).

Soit g ∈ T ⋆st(M
∨) tel queD(f, g) = 0 pour toutf ∈ T ⋆st(M). L’applicationg peut être vue

comme un morphisme dẽM∨ dansR : notonsyi ∈ R l’image dee∨i . L’hypothèse assure que
le vecteur(y1, . . . , yd) est orthogonal à tous les(x1, . . . , xd) solutions de (7), et cela implique
y1 = · · · = yd = 0, puisg = 0. �

Remarque.Le théorème précédent est vrai sans hypothèse sure etr pour les objets deMr,S/pS.

Corollaire 4.3.2. On supposeer 6 p − 1 ou r = 1. SoitM un module fortement divisible.
Alors l’applicationD : T ⋆st(M)× T ⋆st(M

∨)→ Zp(r) est une dualité parfaite.

Démonstration.Il s’agit d’un simple passage à la limite projective, puisque siM est un module
fortement divisible, alors pour tout entiern,M/pnM est un objet deMr,M≃ lim←−nM/pnM

et T ⋆st(M) ≃ lim←−n T
⋆
st(M/pnM) où (pour la dernière limite projective) les applications de

transition sont induites par les morphismesM/pn+1M → M/pnM de multiplication parp.
�
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5 Dualité et schémas en groupes

Dans [Bre00a], Breuil construit une (anti-)équivalence decatégorie entreM1
0 et la catégorie

desOK-schémas en groupes commutatifs, finis, plats et annulés parune puissance dep. On note
Gr le foncteur qui à un objet deM1

0 associe son schéma en groupes et Mod son quasi-inverse.
D’autre part, en utilisant le théorème 2.a (de ce chapitre) et la proposition 5.1.3 de [Bre00a] (et
en vérifiant que leN dont il est question commute nécessairement à tout morphisme deMr,S),
on obtient un foncteur5 pleinement fidèleM1

0 → M
1 dont l’image essentielle consiste en les

objetsM pour lesquelsN(M) ⊂ uM.

On vérifie que la dualité définie surM1 stabiliseM1
0. Par ailleurs, on dispose d’une dualité

naturelle sur la catégorie des schémas en groupes qui est la dualité de Cartier. Il est alors tentant
de conjecturer que ces deux dualités se correspondentvia les foncteurs Gr et Mod. C’est ce
que nous prouvons dans ce chapitre. Nous commençons par traiter le case < p − 1 qui, bien
qu’englobé par la preuve générale, se démontre de façon beaucoup plus simple (avec ce que
l’on a déjà fait).

5.1 Le case < p− 1

On démontre donc dans ce paragraphe le résultat partiel suivant :

Proposition 5.1.1.Supposonse < p− 1. ConsidéronsG unOK-schéma en groupes commuta-
tifs, finis, plats et annulés par une puissance dep. NotonsG∨ son dual de Cartier etM l’objet
deM1 qui lui est associé par le foncteur de Breuil.

Alors l’objet associé au schéma en groupesG∨ estM∨.

Démonstration. L’hypothèsee < p − 1 permet d’utiliser la pleine fidélité du foncteurT ⋆st. Le
théorème résulte alors principalement des résultats de la section 4.

Précisément, la définition du foncteur Gr (voir paragraphe 3.1 de [Bre00a]) fournit directe-
ment la formule :

Gr(X )(OK̄) = T ⋆st(X ) (8)

(égalité deZp-représentations galoisiennes) pour tout objetX ∈ M1. NotonsM′ l’objet de
M1 associé àG∨. En appliquant la formule (8) avecX = M etX = M′, on obtient l’égalité
de représentations galoisiennes :

T ⋆st(M) = T ⋆st(M
′)⋆(1) = T ⋆st(M

′∨)

la dernière égalité résultant du théorème 4.3.1. CommeT ⋆st est pleinement fidèle (voir section 5
du chapitre III), on obtientM =M′∨. D’où la proposition. �

5Attention, ce foncteur n’existe que lorsquer = 1.
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5.2 Rappels de théorie de Dieudonné cristalline

Pour tout entiern, on noteSn la réduction modulopn de l’anneauS introduit en 1.1.1 et par
En le schéma Spec(Sn). On pose égalementTn = Spec(OK/pn). Les deux schémas précédents
sont munis de puissances divisées (définies respectivementsur les idéaux(E(u)) et (p)) et on
dispose d’un épaississementTn →֒ En.

5.2.1 Sites syntomique et cristallin

On rappelle qu’un morphisme de schémaX → Y est ditsyntomiques’il est plat, localement
de présentation finie et s’il se factorise localement en une immersion fermée régulière dans un
X-schéma lisse. Les morphismes syntomiques sont stables parcomposition et changement de
base. SiX est un schéma, on définit le gros (resp. le petit) site syntomiqueXSYN (resp.Xsyn)
comme la catégorie deX-schémas (resp. desX-schémas syntomiques) munie de la topologie
syntomique : une famille de morphismesfi : Ui → U est un recouvrement si chacun desfi est
syntomique et si topologiquementU̇ =

⋃
fi(U̇i).

Soit Υ un schéma muni de puissances divisées et sur lequelp est localement nilpotent. Si
X → Υ est tel que les puissances divisées surΥ s’étendent àX, on définit le site syntomique-
cristallin (ou simplement cristallin) associé au morphisme X → Υ de même que dans le
paragraphe IV.3.1.2 (à l’exception que l’on n’a plus désormais de log-structures). On note
(X/Υ)SYN-CRIS ce site.

Si on note, encore comme en IV.3.1.2,̃XSYN et (X̃/Υ)SYN-CRIS les catégories de faisceaux
abéliens sur les deux sites précédents, on a un morphisme de topoï :

w : (X̃/Υ)SYN-CRIS→ X̃SYN

donné par le couple de foncteurs adjoints(w⋆, w⋆) définis par les formules suivantes :

w⋆F(U, T ) = F(U)

w⋆F(U) = H0((U/Υ)SYN-CRIS,F|(U/Υ)SYN-CRIS).

On vérifie directement quew⋆◦w⋆ = id, d’où on déduit quew⋆ est pleinement fidèle. On renvoie
le lecteur au paragraphe 1.2 de [BBM82] pour la définition d’un cristalsur le site(X̃/Υ)SYN-CRIS

et l’interprétation de ceux-ci en termes de modules à connexion intégrable et quasi-nilpotente.

On dispose en outre de faisceaux importants sur les sites précédents. Sur le site syntomique,
on montre que le préfaisceauU 7→ Γ(U,OU) est un faisceau que l’on appelle lefaisceau struc-
tural. Sur le site cristallin, on définit les faisceauxOX/Υ etGa par les formules :

OX/Υ(U, T ) = Γ(T,OT ) et Ga(U, T ) = Γ(U,OU).

On a un morphisme naturel et surjectifOX/Υ → Ga. On noteJX/Υ son noyau, ce qui donne

naissance tautologiquement à une suite exacte dans(X̃/Υ)SYN-CRIS :

0 // JX/Υ // OX/Υ // Ga
// 0 . (9)
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Soulignons pour clore ce paragraphe que par la suite les notations Hom etHom (la ver-
sion « faisceautique » de Hom) entre deux faisceaux abélienssur un des sites précédemment
introduits feront toujours référence à des morphismes de faisceauxabéliens.

5.2.2 Les faisceauxOcris
n etJ cris

n

À partir de maintenant, on fixe un entiern et on s’intéresse plus particulièrement au casX =

Tn et Υ = En. On noteOn le faisceau structural sur(Tn/En)SYN-CRIS défini parOn = w⋆Ga.
On définit pareillementOcris

n = w⋆OTn/En etJ cris
n = w⋆JTn/En. Il s’agit de faisceaux sur le gros

site syntomique que l’on sait décrire localement sur la restriction au petit site syntomique.

Soit U un schéma syntomique surTn. Étale-localement, c’est le morphisme de schémas
associé au morphisme d’anneauxOK/pn → A avec :

A =
OK/pn[X1, . . . , Xs]

(f1, . . . , ft)

oùX1, . . . , Xs sont des indéterminées et(f1, . . . , ft) une suite transversalement régulière rela-
tivement àOK/pn. Posons pour tout entieri :

Ai =
OK/p

n[X
1/pi

0 , X
1/pi

1 , . . . , X
1/pi

s ]

(X0 − π, f1, . . . , ft)

etA∞ = lim−→Ai (pour les morphismes de transition évidents). NotonsWn l’anneau des vecteurs
de Witt de longueurn à coefficients dansk etφ le Frobenius sur cet anneau. Posons :

W cris
n (A∞) = Wn(A

∞/pA∞)⊗Wn,(φn) Wn[u].

On dispose d’une surjections : W cris
n (A∞) → A∞ qui envoieu surX0 et (a0, . . . , an−1) ∈

Wn(A
∞/pA∞) sur âp

n

0 + pâp
n−1

1 + · · · + pn−1âpn−1 où âi ∈ A∞ désigne un relevé deai. On
noteW cris,DP

n (A∞) l’enveloppe à puissances divisées deW cris
n (A∞) par rapport au noyau des

(et compatibles avec les puissances divisées sur l’idéal(p)). La surjections se prolonge en une
applicationW cris,DP

n (A∞)→ A∞ que l’on note encores.

Lemme 5.2.1.Avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme canonique :

lim−→
i

Ocris
n (Ai)→W cris,DP

n (A∞)

faisant commuter le diagramme suivant :

lim−→i
Ocris
n (Ai)

∼

��

// lim−→i
On(Ai)

W cris,DP
n (A∞)

s // A∞

où la flèche du haut est obtenue en appliquantw⋆ au morphisme de faisceauxOTn/En → Ga.
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Démonstration.Voir preuve du lemme 2.3.2 de [Bre00a]. �

On déduit directement du lemme précédent l’exactitude de lasuite :

0 // J cris
n

// Ocris
n

// On // 0 (10)

obtenue en appliquant le foncteurw⋆ à la suite exacte (9). Ce même lemme assure également
que le faisceauOcris

n est plat surSn tandis queJ cris
n l’est surWn (voir6 à nouveau le lemme

2.3.2 de [Bre00a]). Comme en IV.2.2.2, on en déduit un morphismeφ1 : i⋆J
cris
n → i⋆O

cris
n où i

désigne l’épaississementTn →֒ Tn+1.

5.2.3 Cristal de Dieudonné et foncteur Mod

SoitG un schéma en groupes commutatifs fini, plat et tué parpn. Pourm = n etm = n+1,
on noteGm = G ×Spec(OK) Tm. Ces schémas définissent des faisceaux sur les sites(Tn)syn (resp.
(Tn/En)SYN-CRIS) et (Tn+1)syn que l’on note encoreGn et Gn+1. On appelle encorei l’épaissis-
sementTn →֒ Tn+1. L’objet Mod(G) est défini par (voir paragraphe 4.2.1 de [Bre00a]) :

Mod(G) = Hom(Gn,O
cris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆O

cris
n )

Fil 1Mod(G) = Hom(Gn,J
cris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆J

cris
n )

etφ1 : Fil 1Mod(G)→ Mod(G) est la flèche induite parφ1 : i⋆J cris
n → i⋆Ocris

n .

Remarques.L’égalité Hom(Gn,Ocris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆Ocris

n ) résulte du fait que ces deux termes
s’identifient au même sous-ensemble deOcris

n (Gn) puisqueGn (resp.Gn+1) est syntomique sur
Tn (resp.Tn+1) (voir proposition 2.2.2 de [Bre00a]).

La définition de [Bre00a] n’est pas exactement la même que celle que l’on vient de donner.
En effet, dansloc. cit., il est question des faisceauxOcris

∞ etJ cris
∞ et de schémas formels. Tou-

tefois, on montre sans mal (en utilisant le même argument quedans la première partie de cette
remarque) que les deux définitions coïncident.

Par ailleurs, dans [BBM82] (voir définition 3.1.5), Berthelot, Breen et Messing associent à
Gn un cristal sur le site7 (Tn/En)SYN-CRIS, appelécristal de DieudonnédeGn et notéD(Gn). Par
définition, on aD(Gn) = Ext1(Gn,OTn/En). (On rappelle que siF etF ′ sont deux faisceaux sur
(X/Υ)SYN-CRIS, le faisceauExt1(F ,F ′) est par définition le faisceau associé au préfaisceau :

(U, T ) 7→ Ext1(F|(U,T ),F
′
|(U,T ))

ce dernier Ext1 étant calculé dans la catégorie des faisceaux abéliens sur le site(U/T )SYN-CRIS.)

6Dans ce lemme, seule la platitude surWn est annoncée mais la platitude surSn est également vraie en repre-
nant les arguments de la proposition 2.1.2.1 de [Bre98].

7En réalité dans [BBM82], il n’est pas du tout question de topologie syntomique. Cependant d’après le corol-
laire 2.3.11 de [BBM82], il s’agit bien du même préfaisceau.



5. DUALITÉ ET SCHÉMAS EN GROUPES 201

D’autre part, de façon très générale, siA etB sont deux objets d’une catégorie abélienne
tués par un entierN , on a une flèche canonique :

Ext1(A,B)→ Hom(A,B)

qui à une extensionE associe la flèche du serpent associée au diagramme commutatif à lignes
exactes suivant :

0 // B //

0��

E //

N��

A //

0��

0

0 // B // E // A // 0

PuisqueGn etOTn/En sont tués parpn, ceci s’applique à notre situation et fournit une flèche
canonique :

σ : D(Gn)→Hom(Gn,OTn/En) (11)

qui, d’après la proposition 4.2.9 de [BBM82], induit un isomorphisme sur les sections globales.
Autrement dit :

D(Gn)(Tn, En) ≃ Hom(Gn,OTn/En) = Mod(G) (12)

la dernière égalité étant obtenue grâce à l’adjonction des foncteursw⋆ etw⋆ (les Hom calculés
sur les petit et gros sites syntomiques sont les mêmes puisqueGn est représentable par un schéma
syntomique surTn). L’isomorphisme (12) est celui qui fournit le lien entre lepoint de vue de
[BBM82] (cristal de Dieudonné) et le point de vue de [Bre00a](objet deM1

0).

5.3 Construction du morphisme de comparaison

On garde les notations du paragraphe précédent. On note, en outre,G∨ le dual de Cartier de
G etG∨m = G∨ ×Spec(OK) Tm pourm = n etm = n + 1. On désigne encore parG∨n le faisceau
sur le site(Tn/En)SYN-CRIS défini par le schémaG∨n . On rappelle queG∨n = Hom(Gn,Gm) où
Gm est défini parGm(U, T ) = Γ(U,OU)⋆.

Le but, ici, est d’obtenir un isomorphisme canonique et fonctoriel :

Mod(G)∨ → Mod(G∨).

Or, on dispose d’une suite exacte de faisceaux abéliens :

0 // 1 + JTn/En
// O⋆Tn/En

// Gm
// 0

et la flèche de cobord associée au foncteur Hom(Gn, ·) induit un morphismeG∨n → Ext1(Gn, 1+

JTn/En). Par ailleurs, on a un morphisme log: 1 + JTn/En → OTn/En défini par :

log(1 + x) = 1− x+
x2

2
−
x3

3
+
x4

4
− · · ·
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qui induit, par fonctorialité, un morphismeExt1(Gn, 1+JTn/En)→ Ext1(Gn,OTn/En) = D(Gn).
En composant les deux flèches précédentes, on définit :

αCRIS : G∨n → D(Gn).

Finalement, par application du foncteur Hom(·,OTn/En), on obtient :

α⋆CRIS : HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)→ Hom(G∨n ,OTn/En)

où la notation « HomOTn/En
» signifie que l’on se restreint aux morphismesOTn/En-linéaires.

D’après le théorème 5.2.7 de [BBM82],α⋆CRIS est un isomorphisme.
Le but deα⋆CRIS s’identifie (grâce à l’adjonction des foncteursw⋆ etw⋆) à Mod(G∨), tandis

que la source est naturellement munie d’un morphismeγ (obtenu en regardant les sections
globales) vers HomSn(Mod(G), Sn).

Lemme 5.3.1.Le morphismeγ : HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En) → HomSn(Mod(G), Sn) est un

isomorphisme.

Démonstration. On remarque queD(Gn) etOTn/En sont tous les deux des cristaux sur le site
(Tn/En)SYN-CRIS. Le lemme résulte alors de la description de la catégorie de ces cristaux en
terme de modules à connexion intégrable et quasi-nilpotente (dans cette situation, la connexion
est nécessairement nulle). �

Au final, la composéeβ⋆ = α⋆CRIS ◦ γ
−1 fournit un isomorphisme :

β⋆ : Mod(G)∨ → Mod(G∨)

dont on vérifie directement qu’il est fonctoriel enG. Il reste à prouver queβ⋆ est isomorphisme
dans la catégorieMr. C’est l’objet des paragraphes suivants.

5.4 Cas des groupes de la formeH(n)

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas particulier oùG est le noyau de la multiplication
parpn sur un groupep-divisibleH. Notons, pour simplifier,Hn = H×Spec(OK) Tn et pour tout
m, Hn(m) le noyau de la multiplication parpm surHn. La supposition que l’on vient de faire
entraîne alorsGn = Hn(n).

Cette hypothèse supplémentaire a l’avantage de fournir un inverse au morphismeσ défini
en (11). En effet, on dispose alors d’une suite exacte :

0 // Gn //Hn(2n)
pn

// Gn // 0

et on notes le morphisme de cobord :

s : Hom(Gn,OTn/En)→ Ext1(Gn,OTn/En) = D(Gn)

associé au foncteur Hom(·,OTn/En).
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Lemme 5.4.1.Les morphismesσ et s sont inverses l’un de l’autre. En particulier, le faisceau
Hom(Gn,OTn/En) est un cristal sur(Tn/En)SYN-CRIS.

Démonstration. On vérifie facilement, en déroulant les définitions, queσ ◦ s = id. Il suffit,
pour conclure, de prouver ques est un épimorphisme. Considérons(U, T ) ∈ (Tn/En)SYN-CRIS

avecT = SpecS affine et le diagramme commutatif suivant :

Hom(Gn,OTn/En)(Tn, En)⊗Sn S //

s(Tn,En)⊗id
��

Hom(Gn,OTn/En)(U, T )

s(U,T )

��

D(Gn)(Tn, En)⊗Sn S // D(Gn)(U, T )

La flèche de gauche est un isomorphisme, ainsi que celle du baspuisqueD(Gn) est un cristal
sur(Tn/En)SYN-CRIS. On en déduit ques(U,T ) est surjectif, ce qui suffit pour conclure. �

Notons :

σ⋆ : HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)→ HomOTn/En

(D(Gn),OTn/En)

(resp.s⋆ : HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)→ HomOTn/En

(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En))

le morphisme induit parσ (resp. pars) via le foncteur HomOTn/En
(·,OTn/En).

5.4.1 Les morphismesβCRIS et βsyn

On poseβCRIS = σ ◦ αCRIS. Sur lepetit site syntomique, à partir de la suite exacte (que l’on
déduit de (10)) :

0 // 1 + J cris
n

// Ocris
n

⋆ // O⋆n // 0

on définit un morphismeHom(Gn,O
⋆
n) → Ext1(Gn, 1 + J cris

n ) qui fournit, après composition
par log, un morphismeαsyn : Hom(Gn,O⋆n)→ Ext1(Gn,Ocris

n ). Le morphismeβsyn s’obtient de
façon analogue en composant par la flèche canoniqueExt1(Gn,Ocris

n )→Hom(Gn,Ocris
n ).

On vérifie, en déroulant les définitions, queβsyn se décrit localement de la façon expli-
cite suivante. Soitf ∈ Hom(Gn,O⋆n). Soit U ∈ (Tn)syn. On cherche à décrire l’élément
βsyn(f(U)) ∈ Hom(Gn|U ,O

cris
n |U). Considérons pour celaV ∈ Usyn suffisamment petit pour

que la suite0 → 1 + J cris
n (V ) → Ocris

n
⋆
(V ) → O⋆n(V ) → 0 soit exacte. L’élémentf fournit

par restriction àV une applicationg : Gn(V )→ O⋆n(V ). Soientx ∈ Gn(V ) ety ∈ Ocris
n

⋆
(V ) un

relevé quelconque deg(x). On vérifie directement queyp
n

ne dépend que dex et que c’est un
élément de1 + J cris

n (V ). Le morphismeβsyn(f(U)) est alors celui qui, surV , associe log(yp
n
)

àx.

Finalement, notons que l’on aura également besoin d’utiliser le morphismei⋆βsyn où on
rappelle quei désigne l’inclusionTn →֒ Tn+1 ; par abus, on notera ce morphisme encoreβsyn.
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Par ailleurs, siF est un faisceau de(Tn)SYN etF ′ un faisceau de(Tn/En)SYN-CRIS, les mor-
phismes d’adjonction permettent de construire un morphisme canonique :

w⋆Hom(F , w⋆F
′)→Hom(w⋆F ,F ′). (13)

AvecF = Gn etF ′ = OTn/En , on obtient une flèchew⋆Hom(Gn,Ocris
n ) → Hom(Gn,OTn/En)

puis, par application du foncteur Hom(·,OTn/En) :

HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En) → HomOTn/En

(w⋆Hom(Gn,O
cris
n ),OTn/En)

≃ HomOcris
n

(Hom(Gn,Ocris
n ),Ocris

n )

et finalement par restriction au petit site puis applicationdu foncteuri⋆, un morphisme :

γ1 : HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)→ HomOcris

n
(Hom(Gn,O

cris
n ),Ocris

n )

où, cette fois-ci, le dernier Hom est calculé sur le(Tn+1)syn. (On remarque que puisqueGn est
représentable par un schéma syntomique, on a une identification canoniquei⋆Hom(Gn,O

cris
n ) =

Hom(Gn, i⋆Ocris
n ).)

De plus, on vérifie facilement que siF ′ est de la formew⋆F ′′, alors le morphisme (13)
est un isomorphisme. Autrement ditHom(w⋆F , w⋆F ′) = w⋆Hom(F ,F ′) pourF etF ′ des
faisceaux sur le gros site syntomique. En particulier, en prenantF = Gn et F ′ = O⋆n, on
obtient un isomorphisme (sur le site cristallin) entreG∨n etw⋆Hom(Gn,O⋆n). On en déduit que
Hom(Gn,O

⋆
n) est le faisceau sur(Tn)SYN défini par le schémaG∨n . On note ce faisceau encore

G∨n . Les propriétés d’adjonction fournissent des égalités :

Hom(G∨n ,OTn/En) = Hom(G∨n ,O
cris
n ) = Mod(G∨)

les Hom étant calculés sur les gros ou petits sites.

Le diagramme commutatif suivant résume les liens entre nombreux des morphismes intro-
duits jusqu’alors :

HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)

σ⋆

��

α⋆
CRIS

∼
++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

∼ γ

**

HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)

s⋆

OO

β⋆
CRIS

∼
//

γ1
��

Hom(G∨n ,OTn/En)

HomOcris
n

(Hom(Gn,Ocris
n ),Ocris

n )
β⋆

syn //

γ2
��

Hom(G∨n ,O
cris
n )

Mod(G)∨
β⋆

∼
// Mod(G∨)
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Le morphismeγ2 est obtenu simplement en regardant le morphisme induit sur les sections glo-
bales et les morphismesβ⋆CRIS etβ⋆syn ont des définitions évidentes. Notons de plus que tous les
faisceaux syntomiques sont considérés sur le site(Tn+1)syn. Commeβ⋆syn ◦ γ1 est un isomor-
phisme, le morphismeγ1 est injectif. Notons HomCRIS

Ocris
n

(Hom(Gn,Ocris
n ),Ocris

n ) son image. Le
diagramme précédent se modifie alors de la façon suivante :

HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)

σ⋆

��

α⋆
CRIS

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

γ

**

HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)

s⋆

OO

β⋆
CRIS //

γ1
��

Hom(G∨n ,OTn/En)

HomCRIS
Ocris

n
(Hom(Gn,O

cris
n ),Ocris

n )
β⋆

syn //

γ2
��

Hom(G∨n ,O
cris
n )

Mod(G)∨
β⋆

// Mod(G∨)

où désormaistoutesles flèches sont des isomorphismes comme on le vérifie facilement. Lorsque
nous aurons à considérer par la suite des morphismesγ1, γ2 et β⋆syn, l’ensemble de départ ou
d’arrivée (selon le cas) sera toujours HomCRIS

Ocris
n

(Hom(Gn,Ocris
n ),Ocris

n ). En particulier, ces trois
morphismes deviennent des isomorphismes.

5.4.2 Compatibilité à Fil1

Le but de ce paragraphe est de montrer que le morphismeβ⋆ envoie Fil1Mod(G)∨ sur
Fil 1Mod(G∨). En réalité, cela résulte presque directement du lemme suivant :

Lemme 5.4.2.Soitf ∈ Fil 1Mod(G)∨. La restriction deγ−1
2 (f) à Hom(Gn,J cris

n ) tombe dans
J cris
n .

Démonstration. Pour cette preuve on travaille sur lepetit site cristallin(Tn/En)syn-cris : c’est
la restriction du gros site aux couples(U, T ) pour lesquelsU est syntomique surTn. Notons
f̃ la restriction du faisceauγ−1

1 ◦ γ
−1
2 (f) au petit site(Tn/En)syn-cris. Il suffit de montrer que la

restriction def̃ àHom(Gn,JTn/En) tombe dansJTn/En et pour cela de construire un morphisme
g̃ : Hom(Gn,Ga)→ Ga faisant commuter le diagramme suivant :

0 // Hom(Gn,JTn/En) // Hom(Gn,OTn/En)
pr⋆ //

f̃
��

Hom(Gn,Ga)

g̃

��

0 // JTn/En
// OTn/En

pr // Ga
// 0

(14)

CommeHom(Gn,Ga) = w⋆Hom(Gn,On) et Ga = w⋆On, il revient au même de construire
un morphismeHom(Gn,On) → On sur le petit site syntomique(Tn)syn. On construit celui-ci
localement.
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D’après la proposition 3.2.9 de [Bre00a] (en remplaçantH(1) parH(n) ce qui ne modifie
pas la preuve) le morphisme Hom(Gn,OTn/En) → Hom(Gn,On) est surjectif, et donc l’hypo-
thèse du lemme fournit, à partir def , une flècheg : Hom(Gn,On)→ OK/pn.

Par ailleurs, puisqueGn est fini surTn, il est nécessairement affine : notonsAn son anneau
et c : An → An ⊗OK/pn An la comultiplication. NotonsAcn le noyau dec − 1 ⊗ id − id ⊗ 1.
ConsidéronsU ∈ (Tn)syn, c’est en particulier un schéma plat surTn. On suppose en outre que
U = SpecR est un schéma affine. On a alors :

Hom(Gn,On)(U) =
{
x ∈ A⊗OK/pn R/ c(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1

}
= Acn ⊗OK/pn R

la dernière égalité provenant de la platitude deR sur OK/pn. Le morphismeg : Acn →

OK/pn construit précédemment donne, par tensorisation parR au dessus deOK/pn, une flèche
Hom(Gn,On)(U) → On(U). Par recollement, on construit un morphisme de faisceaux sur le
site syntomique qui correspond à un morphismeg̃ : Hom(Gn,Ga) → Ga sur le site cristallin.
Il ne reste plus qu’à vérifier quẽg fait commuter le diagramme (14). On considère pour cela
(U, T ) ∈ (Tn/En)syn-cris et on vérifie la commutativité du diagramme sur l’ouvert(U, T ). On
peut supposerU etT affines, disonsU = SpecR etT = SpecS. On considère le diagramme
suivant :

Hom(Gn,OTn/En)(U, T )
pr⋆(U,T ) // Hom(Gn,Ga)(U, T )

Mod(Gn)⊗Sn S

f⊗id
��

pr⋆(Tn,En)⊗pr(U,T ) // Acn ⊗OK/pn R

g⊗id
��

S
pr(U,T ) // R

On vérifie directement que le carré du haut est commutatif. Celui du bas l’est également par
construction. Ainsi tout le diagramme commute, ce qui termine la preuve du lemme. �

Proposition 5.4.3.Le morphismeβ⋆ envoie Fil1Mod(G)∨ sur Fil 1Mod(G∨).

Démonstration. Soit f ∈ Fil 1Mod(G)∨. Par le lemme précédent, il existe un morphisme de
faisceaux̃g faisant commuter le diagramme suivant :

Hom(Gn,Ocris
n )

f̃=γ−1
2 (f)

// Ocris
n

Hom(Gn,J
cris
n )

g̃ //
?�

OO

J cris
n

?�

OO

Par ailleurs, le morphisme log: 1 + J cris
n → Ocris

n prend ses valeurs dansJ cris
n et doncβsyn se
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factorise de la façon suivante :

G∨n
βsyn //

''

Hom(Gn,Ocris
n )

Hom(Gn,J cris
n )

?�

OO

En concaténant les deux diagrammes précédents, on remarqueimmédiatement que la com-
poséef̃ ◦ βsyn tombe dansJ cris

n . Ainsi β⋆syn(f̃) ∈ Hom(Gn,J cris
n ) ce qui impliqueβ⋆(f) ∈

Fil 1Mod(G∨) comme annoncé. �

5.4.3 Compatibilité àφ1

Dans ce paragraphe, on prouve queβ⋆ est compatible àφ1. Pour cela, on introduitSn le sous-
faisceau deJ cris

n défini comme le noyau du morphismeφ1 − id : J cris
n → Ocris

n . On commence
par montrer un lemme concernant ce faisceau :

Lemme 5.4.4.Le morphismeβsyn se factorise parG∨n →Hom(Gn,Sn) →֒Hom(Gn,Ocris
n ).

Démonstration. Il s’agit d’un calcul local pour la topologie syntomique. Onreprend les nota-
tions (A∞, etc.) du paragraphe 5.2.2. En particulier, on dispose d’une suite exacte :

0 // 1 + J cris
n (A∞) // W cris,DP

n (A∞)⋆
s // (A∞)⋆ // 0 .

D’après la description faite au début du paragraphe 5.4.1, il suffit de montrer que six ∈ (A∞)⋆

vérifiexp
n

= 1 et siy ∈W cris,DP
n (A∞)⋆ désigne un antécédent (que l’on a le droit de choisir) de

x alorsφ1(log(yp
n
)) = log(yp

n
). Considérons un telx.

Il est immédiat de vérifier quex admet un antécédent de la formey = (y0, . . . , yn−1) ∈

Wn(A
∞/pA∞). On notez = yp

n
= (yp

n

0 , 0, . . . , 0) et ẑ = (yp
n−1

0 , 0, . . . , 0) ∈Wn+1(A
∞/pA∞).

Par définition,φ1(log(yp
n
)) est la réduction modulopn de 1

p
φ(logẑ). Mais :

φ(logẑ) = log(φ(ẑ)) = log(ẑp) = p logẑ

l’égalité φ(ẑ) = ẑp étant vérifiée car̂z est un représentant de Teichmüller. On en déduit bien
φ1(log(yp

n
)) = log(yp

n
) comme voulu. �

Lemme 5.4.5.Soientf ∈ Fil 1Mod(G)∨ et h = φ1(f). Alors, le diagramme de faisceaux sur
(Tn+1)syn suivant :

Hom(Gn,J cris
n )

γ−1
2 (f)

//

φ1

��

J cris
n

φ1

��

Hom(Gn,Ocris
n )

γ−1
2 (h)

// Ocris
n

est commutatif.
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Démonstration. Notonsf̃ = γ−1
2 (f) et h̃ = γ−1

2 (h). On fait à nouveau un calcul local : on
reprend les notations (A∞, etc.) du paragraphe 5.2.2. CommeHom(Gn,OTn/En) est un cristal,
on a :

w⋆Hom(Gn,OTn/En) ≃ Mod(G)⊗Sn O
cris
n

et le morphismẽf (resp.̃h) s’écrit surA∞ :

f̃A∞ : Hom(Gn,Ocris
n )(A∞)

η // Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞)

f⊗id // Ocris
n (A∞)

(resp.̃hA∞ : Hom(Gn,Ocris
n )(A∞)

η // Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞)

h⊗id // Ocris
n (A∞) ).

Notons :

K = Fil 1Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞) + Mod(G)⊗Sn J

cris
n (A∞) ⊂ Mod(G)⊗Sn O

cris
n (A∞)

et montrons queη envoieHom(Gn,J
cris
n )(A∞) dansK. En reprenant les notations de la preuve

du lemme 5.4.2, on a un diagramme commutatif :

0 // Hom(Gn,J cris
n )(A∞) // Hom(Gn,Ocris

n )(A∞) //

η

��

Hom(Gn,On)(A∞)

��

Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞)

pr⋆⊗s // Acn ⊗OK/pn A∞

où s est la flèche définie en 5.2.2 et où pr⋆ : Mod(G) → Acn était noté pr⋆(Tn,En) dans le lemme
5.4.2. Il suffit donc de montrer que le noyau de pr⋆⊗ s est inclus dansK. Pour cela, on rappelle
que l’on a une suite exacte :

0 // Fil 1Mod(G) // Mod(G) // Acn // 0

la surjectivité résultant du corollaire 3.2.10 de [Bre00a](avecH(n) à la place deH(1)). Elle
fournit le diagramme suivant :

Mod(G)⊗Sn J
cris
n (A∞) //

��

Acn ⊗Sn J
cris
n (A∞) //

��

0

0 // Fil 1Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞) // Mod(G) ⊗Sn O

cris
n (A∞) //

��

η

))

Acn ⊗Sn O
cris
n (A∞) //

��

0

Mod(G) ⊗Sn A∞ //

��

Acn ⊗Sn A∞ //

��

0

0 0
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où toutes les lignes et colonnes sont exactes, l’exactitudede la ligne centrale résultant de la
platitude deOcris

n (A∞) surSn. Une chasse au diagramme donne alors le résultat : le noyau deη

est inclus dansK.
On voit quef ⊗ id envoieK surJ cris

n (A∞) et que la restrictioñf : Hom(Gn,J
cris
n )→ J cris

n

s’écrit surA∞ de la façon suivante :

f̃A∞ : Hom(Gn,J cris
n )(A∞)

η // K
f⊗id // J cris

n (A∞) .

On considère pour terminer le diagramme suivant :

Hom(Gn,J cris
n )(A∞)

η //

φ1

��

K
f⊗id //

φ1⊗φ+φ⊗φ1

��

J cris
n (A∞)

φ1

��

Hom(Gn,Ocris
n )(A∞)

η // Mod(G)⊗Sn O
cris
n (A∞)

h⊗id // Ocris
n (A∞)

où φ : Mod(Ĝ) → Mod(Ĝ) est défini par la formuleφ(x) = 1
c
φ1(E(u)x)). On vérifie que

les deux carrés commutent. On en déduit que tout le diagrammecommute, ce qui démontre le
lemme. �

Remarque.En examinant la preuve précédente, on constate qu’elle fournit une autre démons-
tration (pas très éloignée toutefois) du lemme 5.4.2.

Proposition 5.4.6.Le morphismeβ⋆ est compatible àφ1.

Démonstration. Pour cette preuve, on note encoreβsyn le morphismeG∨n → Hom(Gn,J cris
n )

induit parβsyn.
Soitf ∈ Fil 1Mod(G)∨. Notonsf̃ = γ−1

2 (f). D’après le lemme 5.4.2, il existe un morphisme
g̃ : Hom(Gn,J cris

n )→ J cris
n faisant commuter le diagramme suivant :

Hom(Gn,Ocris
n )

f̃ // Ocris
n

Hom(Gn,J cris
n )

g̃ //
?�

OO

J cris
n

?�

OO

Le morphismeφ1(β
⋆f) est alors défini comme la composéeφ1 ◦ g̃ ◦ βsyn. On considère le

diagramme suivant :

G∨n
βsyn // Hom(Gn,J cris

n )
g̃ //

φ1

��

J cris
n

φ1

��

G∨n
βsyn // Hom(Gn,Ocris

n )
γ−1
2 (φ1(f))

// Ocris
n
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Le carré de gauche commute (lemme 5.4.4), ainsi que celui de droite (lemme 5.4.5). On en
déduit que tout le diagramme commute et donc que :

β⋆(φ1(f)) = β⋆syn◦ γ
−1
2 (φ1(f)) = γ−1

2 (φ1(f)) ◦ βsyn = φ1 ◦ g̃ ◦ βsyn = φ1(β
⋆f)

ce qui implique la proposition. �

5.5 Cas général

Le but de ce dernier paragraphe est de prouver le théorème suivant :

Théorème 5.5.1.SoitG unOK-schéma en groupes commutatifs fini, plat et tué par une puis-
sance dep. Alors on a un isomorphisme canonique et fonctoriel :

Mod(G)∨ ≃ Mod(G∨)

dans la catégorieM1
0.

Démonstration.Bien sûr, l’isomorphisme dont il est question estβ⋆ défini en 5.3.

On montre dans un premier temps que le morphismeβ⋆ est compatible à Fil1 etφ1. D’après
ce que l’on a fait précédemment c’est vrai siG est de la formeH(n) pour un groupep-divisible
H. Dans le cas général, il existe, par un résultat de Raynaud, un épimorphismeH(n) → G

pour un certain groupep-divisibleH et un certain entiern. D’après la proposition 3.4.4 et la
proposition 4.2.1.5 de [Bre00a], on a un diagramme commutatif :

Mod(H(n))∨
u //

β⋆
H(n)

��

Mod(G)∨

β⋆
G

��

Mod(H(n)∨)
v // Mod(G∨)

et la flèche induiteu : Fil 1Mod(H(n))∨ → Fil 1Mod(G)∨ est surjective. Soientx ∈ Fil 1Mod(G)∨

et y ∈ Fil 1Mod(H(n))∨ un antécédent paru dex. On aβ⋆G(x) = v ◦ β⋆H(n)(y) d’où, puisquev
etβ⋆H(n) respectent le Fil1, il vient β⋆G(x) ∈ Fil 1Mod(G∨) et la compatibilité recherchée.

Passons à la compatibilité avecφ1. On considère cette fois-ci un monomorphismeG →
H(n), qui donne naissance au cube commutatif suivant :

Mod(G)∨ � � //

��

Mod(H(n))∨

β⋆
H(n)

��

Fil 1Mod(G)∨ � � //

β⋆
G

��

φ1
77nnnnnnnnnn

β⋆
G

Fil 1Mod(H(n))∨

��

φ1
55lllllllllll

Mod(G∨) � � //

β⋆
H(n)

Mod(H(n)∨)

Fil 1Mod(G∨) � � //

φ1
77nnnnnnnnnn

Fil 1Mod(H(n)∨)

φ1
55lllllllllll
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Les flèches horizontales sont toutes injectives et toutes les faces, saufa priori celle de gauche,
commutent. Une chasse au diagramme permet de prouver que la face de gauche est aussi com-
mutative (on utilise l’injectivité de Mod(G)∨ → Mod(H(n))∨) et donc de conclure.

Finalement, il ne reste plus qu’à prouver queβ⋆ : Fil 1Mod(G)∨ → Fil 1Mod(G∨) est sur-
jectif. Or, par le lemme (facile) 4.2.14 de [Bre00a], cela est automatique lorsqueG est tué parp.
On conclut par un dévissage aisé laissé au lecteur. �
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N=0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
4.3 Une conjecture de Serre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 152

Chapitre V

Une dualité sur les catégoriesMr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
1 La situation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

1.1 Définition des catégories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 157
1.1.1 Les anneauxS etSK0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
1.1.2 Les catégories de modules surS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
1.1.3 Les modules filtrés surSK0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
1.1.4 Bases adaptées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

1.2 Les foncteurs vers les représentations galoisiennes . .. . . . . . . . . . . . . 161
1.2.1 Les anneaux de période . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
1.2.2 Définitions des foncteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 162

2 Modules fortement divisibles et objets deMr
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

2.1 Une réduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
2.2 Le cas des objets deMr,S/pS

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
2.3 Le cas des extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 170

2.3.1 Construction de FilrX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
2.3.2 Construction du Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 173
2.3.3 Surjectivité sur les Fils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

2.4 Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
3 Construction de la dualité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

3.1 Sur les modules filtrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 176
3.1.1 Filtration et Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 176



TABLE DES MATIÈRES DÉTAILLÉE 221

3.1.2 La monodromie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
3.2 Sur les objets deMr,S/pS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
3.3 Sur les modules fortement divisibles . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 179
3.4 Sur les objets deMr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

4 Dualité et représentations galoisiennes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
4.1 Construction deD pour les modules libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

4.1.1 Les matrices deφr etN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
4.1.2 Deux lemmes généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
4.1.3 Pour les modules filtrés surSK0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
4.1.4 Pour les modules fortement divisibles . . . . . . . . . . . . .. . . . . 189

4.2 Construction deD pour les objets deMr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
4.2.1 La définition deD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
4.2.2 UnD alternatif :Dcris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
4.2.3 Les propriétés deD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

4.3 Une dualité parfaite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 195
5 Dualité et schémas en groupes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

5.1 Le case < p− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
5.2 Rappels de théorie de Dieudonné cristalline . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 198

5.2.1 Sites syntomique et cristallin . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 198
5.2.2 Les faisceauxOcris

n etJ cris
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5.2.3 Cristal de Dieudonné et foncteur Mod . . . . . . . . . . . . . . .. . . 200
5.3 Construction du morphisme de comparaison . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 201
5.4 Cas des groupes de la formeH(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

5.4.1 Les morphismesβCRIS etβsyn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
5.4.2 Compatibilité à Fil1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
5.4.3 Compatibilité àφ1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

5.5 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

Table des matières détaillée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217


