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RESUME

Résumé

Le but de cette these est de donner une démonstration ceng@da conjecture de I'inertie
modérée de Serre qui donne des contraintes (en fonctienetieler) sur I'action de Galois
sur le groupe de cohomologiéy (X, Z/pZ) si X est une variété propre et lisse, a réduction
semi-stable, sur un corpsadiqueK d’indice de ramification absolue

Pour ce faire, nous établissons, dans leecas p — 1, un isomorphisme de périodes reliant le
groupe de cohomologie étale précédent a un groupe de cobgimdbg-cristalline de la fibre
spéciale deX. Nous montrons ensuite que ce dernier groupe est un objet cltégorieM”
définie par Breuil dans [Bre99a]. La conclusion découle @madnt d’'un examen relativement
fin des objets de\1".

Le dernier chapitre de cette thése (qui est indépendantjoesiacré a la construction d’une
dualité sur la catégorig1”.

Mots clés. théorie de Hodge p-adique, cohomologie cristalline,dtgetures

Abstract

The aim of this thesis is to give a complete proof of the tanegtia Serre’s conjecture which
gives constraints (in relation t@andr) on the Galois group of conomolog¥ (X%, Z/pZ)
whereX is a proper smooth variety with semi-stable reduction pradic field X' with absolute
ramification indexe.

In order to do that, we establish, in the case< p — 1, a period isomophism linking the former
étale cohomology group and a group of log-crystalline coblogy of the special fiber ok .
Then, we show that this group defines an object of the categdfyintroduced by Breuil in
[Bre99a]. Finally, the conclusion follows from a carefulidy of the objects ofM".

The last chapter of this thesis (which is independent) i®til/to the construction of a duality
on the category".

Key words: p-adic Hodge theory, crystalline cohomology, log-stanes
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Notations

Chacun des chapitres de cette these définit ses propremnstdibutefois les plus basiques
d’entre elles restent communes et ce sont elles que noysittdoas ci-dessous.

Les données de base

Z I'anneau des entiers relatifs
Q le corps des nombres rationnels
P un nombre premier
F, =Z/pZ I'unique corps fini de cardinal
Ly, 'anneau des entiegsadiques
Q, le corps des nombregsadiques
k un corps parfait de caractéristigue
k une cléture algébrique de
Fyn I'unique sous-corps de de cardinap™
W =W(k) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dians
Ky = FraclW le corps des fractions dé&
K une extension finie totalement ramifiée Mg
T une uniformisante dé&
E(u) polyndme minimal der sur K,
K une cloture algébrique d&
K™ I'extension maximale (dank’) non ramifiée de<
KM I'extension maximale (dank) modérément ramifiée d&
o le Frobenius suk, W et K,
G, = Gal(k/k) le groupe de Galois absolu de
Gk = GalK/K) le groupe de Galois absolu dé
1 le sous-groupe d’inertie d€
I le sous-groupe d’inertie sauvage@e

I, =1/1; le groupe d’inertie modérée
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NOTATIONS

e =K : Ko

La situation géométrique

X
Xk =X xo, K

X =X xo, K
XIXXOK/{

Xn =X XOK (C’)K/p”)

Les anneaux de périodes

Acris
B;is = Acris Qw KO

Acris,oo = Acris Qw KO/W

ffist - /}cris <X>

ABSE = f}st Qw Ko
AsLoo - Ast Qw KO/W

S = A§x
SKO == S ®W KO
S, =S/p"S

Les catégories et les foncteurs

le degré de I'extenstiok’/ K
un entier vérifiand <er <p—1
(et seulement < r < p — 1 dans le chapitre V)

un schéma propre et semi-statsder O
la fibre générique d&’

la fibre spéciale d&

I'anneau de Fontaine (voir [Fon94b] ou paragraphe 111.1.2)

(voir [Bre97a] ou paragraphe 111.1.2)

les points fixes del; sous I'action de

Les objets listés ci-dessous sont définis en bloc et dansdagphnde généralité en V.1. Tou-
tefois, lorsque ces objets apparaissent dans les chapifeddents, la définition est redonnée a

ce niveau.

—67 MT
MQS/I’S’ Mr,S/pS
MS,FI’ Mr,FI
M, p S
MS,S7 Mr,S
Tcris*> o Tst*>T§

cris»

Catégories des modules filtrés siyf,
Catégories des modules fortement divisibles
Foncteurs vers les représentations galoisiennes

1C’est-a-direX régulier, de fibre générique lisse et dont la fibre spécidlerediviseur a croisements normaux.
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Dans cette introduction, nous nous focalisons sur le ré@tspiincipal de cette these qui est
I'obtention d’'une démonstration compléte de la conjectigdinertie modérée de Serre. Dans
une premiere partie, aprés avoir mis en place les notatibfetdes quelques préliminaires
nécessaires, on donne I'énoncé de la conjecture. Une seqante est dédiée aux cas déja
connus de cette conjecture. En particulier, on s’attardéestas dud ! des variétés abéliennes
ayant bonne réduction, qui est resté pendant longtempsllpaer lequel on avait des résultats.
Enfin, dans une troisieme partie, on se concentre sur le sthénta preuve que I'on propose
dans cette these.

Cette introduction se termine en expliguant comment lesrdichapitres de cette thése
s’agencent.

1 Enoncé de la conjecture de Serre

On considérds un corps de caractéristique nulle complet pour une valnaigcreter. On
noteOy son anneau des entiersune uniformisante et = Ok /7 son corps résiduel que I'on
suppose parfait de caractéristique- 0. On note en outrél” = W (k) I'anneau des vecteurs
de Witt a coefficients dans On dispose d’'un morphisme canoniglie— Oy qui fait deOy
unel¥/-algebre finie de rang: c’est I'indice de ramification absolue d€.
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On noteK une cloture algébrique d€. L'anneau des entiers d€ est local, et on notk son
corps résiduel qui s’identifie & une cl6ture algébriqué: den appelle- x le groupe de Galois
absolu dek. On désigne pafr (resp.l,) le sous-groupe d’inertie (resp. d’inertie sauvage) de
Gk etparly = I/ le groupe d’'inertie modérée. On rappelle quest un prop-groupe et que
I; est isomorphe (canoniquement] pBZ, le produit étant étendu a tous les nombres premiers
l# p. )

Finalement, siy est une puissance ¢e on désigne paF, le sous-corps dé formé des
solutions de I'équation? = z. En outre, on not&,, la réunion de tous I€E,, c’est une cléture
algébrique dé,.

Préliminaires sur lesF,-représentations irreductibles de/

Ce paragraphe se contente de rappeler des résultats sEssRpur plus de détails sur la
question, on pourra consulter (par exemple) la section Bderp].

Si G est un groupe, on appellg-représentatiorde G tout morphisme : G — GL(V') ou
V est un espace vectoriel de dimension finielsuil revient au méme de se donner une action
linéaire deG surV (I'élémentg agissant par 'endomorphism#g)) et on note simplement
g -v = p(g)(v). On dit qu’une telle représentatidn est irréductible si les seuls sous-espaces
vectoriels dé/ stables par tous legg) sont{0} etV lui-méme.

Soit V' uneF,-représentation irréductible de le sous-groupe d’inertie d€ . Elle définit
par restriction une représentation encore irréductiblg de sous-groupe d’inertie sauvage. Du
fait que/, est un prop-groupe et qué” a pour cardinal un multiple de on déduit qu'il existe
v € V stable par I'action de tous les élémentsidePar irréductibilité, on en déduit que agit
trivialement sufi” et donc que I'action dé se factorise en une action de

Ainsi V' devient undF,-représentation dé dont il est facile de verifier qu’elle est encore
irréductible. D’aprés le lemme de Schur, 'ensemble- End(1') formé des endormorphismes
de V' qui commutent a I'action dé’ est un corps. Comme& est un ensemble fini, il en va
de méme de&v qui est donc un corps fini (donc commutatif) de caractéustig De plus,V
hérite d’'une structure d’espace vectoriel sude dimensiorl par irréductibilité. Finalement,
la représentation de départ fournit un caractére :

p: Iy — E*.

Notonsg = p" le cardinal def. Le corpsE est alors isomorphe (non canoniquemerif) a
En composant par un tel isomorphisthe £ — F,, p fournit un caracterg; : I, — F;. Or on
connait un caractéere de(a valeurs dang,) particulier qui est :

On: I, — pg(K)~F;
g 9(n)
n

o7 désigne une racing — 1)-iéme de I'uniformisanter. On ad? " = id et commel, est un
groupe pro-cyclique, il existe un unique entigre {0,...,q — 2} tel quep; = 6, .
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Sig : E — F, est un autre isomorphisme, on définit de méme I'entjerPuisquef et g
different d’'un automorphisme dg,, c’est-a-dire d’'une puissance du Frobenius, on obtient une
congruencer; = p*n, (mod ¢ — 1) pour un certain entiek. On vérifie facilement que cela
implique (on utilised < nys,n, < g — 2) que les chiffres de I'écriture en bagelen ; etn, sont
les mémes. Ces chiffres sont donc canoniquement attachésgrésentatiol’, on les appelle
lespoids de l'inertie modéréde V.

Enoncé de la conjecture

Soit X un schéma propre et semi-stable §4yt. On rappelle que cela signifie qué est
propre et régulier, que la fibre génériqueXieest lisse sufs et que la fibre spéciale définit un
diviseur a croisements normaux daks|l revient au méme de dire qu’étale-localemehest
un ouvert étale de Spé&XL-Xxl pour certains entiers< n.

1

NotonsX; = X X, K. Fixons un entier et considéron¥ = Hg (X, Z/pZ)" (00 «V »
signifie que I'on prend I&,-dual). C’est uneF,-représentation dé'x, et donc également, par
restriction, une représentation deNotons :

0=VoCWC--CVo, 1 CVy=V

une suite de Jordan-Hdolder dfle(vu comme représentation d@ Cela signifie que chacun des
V; est un sous-espace vectoriel destable patl et que I'action d& sur chacun des quotients
Vi+1/V; estirréductible. SoitV un quelconque de ces quotients. Par les préliminaires arenti
nés précédemment, on peut considérer les poids de I'imadaérée dél'. La conjecture de
I'inertie modérée de Serre donne une borne sur ces poidssBmdéent (voir paragraphe 1.13 de
[Ser72]):

Conjecture l.i (Serre). Avec les notations précédentes, les poids de l'inertie méedéellV’
sont compris entre eter.

Soulignons sans plus tarder que la conjecture de Serredsianisqueer > p — 1 : en
effet, on se rappelle que les poids de l'inertie modérée déimis comme des chiffres en base
p et donc ils sont nécessairement inférieurs ou égapix-al. Dans la suite de cette thése, on
supposera donc pratiquement toujoairs< p — 1.

De plus, quitte a remplacédt par la complétiorp-adique dek™, on peut supposer que le
corps résiduek est algébriquement clos. En réalité, comme plusieurstegsuhtermédiaires
gue nous allons obtenir tout au long de cette these soneggants en soi et ne nécessitent pas
cette hypothése supplémentaire, nous n'allons pas laggg&matiquement. Toutefois, il est
bon de garder cette remarque a I'esprit.

10n rappelle que s est uneF,-représentation d’un group®, TV est défini comme I& ,-espace vectoriel
des formes linéaires st muni de I'actiong f(v) = f(g~'v) pourtoutg € G ettoutf : E — k linéaire.
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2 Bref historique des cas connus de la conjecture

Le cas duH! des variétés abéliennes a bonne réduction

Le premier cas particulier a avoir été démontré est celuiddes variétés abéliennes ayant
bonne réductioni.e. le casr = 1 avec les hypotheses supplémentaikesse surOy et X
variété abélienne sut. Remarquons tout de suite qu’en utilisant la jacobiennegaluid de ce
cas la conjecture de Serre lorsque- 1 pour lescourbesayant bonne réduction. En effet, on a
alors une identification :

puisque le groupe de Néron-Séveri est sans torsion.

Reprenons la situation d’une variété abélienne a bonnetiéduX ;- sur K. Par hypothese,
il existe un schéma abéliexi surOx tel queX xo, K = Xk. Le noyaug de la multiplication
parp surX est un schéma en groupes commutatif fini et plat et on a un ig@nsone canonique
et compatible a I'action de Galois :

HY( X, Z/pZ)" ~ G(K).

On en déduit qu'il suffit pour prouver la conjecture de Semedlle cas duf' des variétés
abéliennes a bonne réduction de montrer le théoréme suivant

Théoréme lii. Supposong algébriquement clos. Soft un schéma en groupes commutatifs
sur O, fini, plat et tué pap. Alors tout quotient de Jordan-Hélder de la représentataitoi-
sienné G(K) a ses poids de I'inertie modérée compris ertiet .

Ce travail a été accompli pour la premiere fois par Raynaund tiacélebre article [Ray74]
datant de 1974 (c’est-a-dire « seulement » deux ans apréisléade Serre). Précisément, en
reprenant les notations du théoréme, Raynaud prouveldargt. que tout quotient de Jordan-
Holder deG(K) s’écrit H(K) pour un certain schéma en grougésur O, commutatif, fini,
plat, tué pap et vérifiant une hypothése supplémentaire. Il parvientiemsudonner une clas-
sification des schémas en groupes ainsi obtenus, ce quirhagpee conclure.

L’'année suivante, Fontaine (voir [Fon75a], [Fon75b] etr{Pac]) établit une nouvelle clas-
sification, plus compléte, de tous les schémas en groupék semmutatifs, finis, plats et tués
par une puissance ge Cette classification se fait par I'intermédiaire de nolesektructures
algébriques appeléaystemes de Hondat c’est en 1977 que Berthelot (voir [Ber77]) I'utilise
pour donner une nouvelle preuve de la conjecture de Serreldatase = r = 1 pour les
variétés abéliennes ayant bonne réduction.

Par ailleurs, Berthelot émet I'hypothése que la classifioate Fontaine par les systemes de
Honda puisse s’étendre a la ba8g, et qu’il soit ainsi possible d’obtenir une nouvelle preuve

2Comme on a supposgéalgébriquement clos, onk= Gk et donc plus besoin de considérer la restriction de
la représentation.
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« générale » de la conjecture de Serre dans le cas de Raynaadque n’entrainant pas de
véritable difficulté supplémentaire, I'espoir de Berthdlat assez long a se concrétiser, mais
en 1999, Conrad étend dans [Con99] la notion de systemes déaHz prouve que ceux-Ci
permettent de classifier les schémas en groupe® glsommutatifs, finis, plats et tués par une
puissance dg, du moins lorsque < p — 1 (hypothése vérifiée ici). Le chapitre Il de cette thése
montre comment il résulte de la classification de Conrad tgexture de Serre dans le cas de
Raynaud.

Les cohomologies supérieures

Apres la preuve de Raynaud, il fallut attendre une bonnergéegour qu’un autre cas de
la conjecture de Serre soit prouvé. Les raisons sont fagiesrner : les démonstrations dont
on dispose dans les cas> 1 reposent toutes sur des théoremes de comparaison en ttiéorie
Hodgep-adique, et il était donc nécessaire que la théorie se d@valdprincipalement sous
I'impulsion de Fontaine) suffisamment au préalable.

Le premier résultat concret pour la conjecture de Serre mézrep 1987 et résulte du travalil
de Fontaine, Laffaille et Messing et plus précisément des deticles [FL82] et [FM87]. Leur
méthode permet de démontrer la conjecture de Serre dans te-eal maisr quelconque,
toujours avec I'hypothése de bonne réduction. Une preugenative (mais basée sur des idées
analogues) de ce cas a été donnée par Kato dans [Kat87antzae de la démonstration de
Kato est qu’elle n'utilise pas (du moins explicitement) samorphisme de comparaison entre
cohomologie étale et cohomologie cristalline ; elle estocdemun sens plus directe.

Un autre grand pas dans la résolution de la conjecture de &erfranchi avec l'arrivée
des structures logarithmiques, d’abord pressenties paake et lllusie et finalement mises au
point par Kato en 1989 dans [Kat89]. Ces structures permtette un sens vague de travailler
avec des schémas semi-staldesime s'ils étaient lisseset donc de reprendre les idées de
Fontaine-Laffaille-Messing et de les appliquer dans ledesatduction semi-stable.

Cette tache difficile techniguement et parfois aussi conetiement fut réalisée en 1998 par
Breuil (voir principalement [Bre97a] et [Bre98]), et c’eshsi qu'il parvint a une démonstration
« complete » de la conjecture de Serre dans leecad.

3 Schéma de la preuve

On reprend les notations introduites précédemment. Eircpbet, X désigne un schéma
propre et semi-stable sy, X sa fibre générique sa fibre spéciale eXz = X xo, K.
L'entier e désigne l'indice de ramification d€, et on considere un entieveérifianter < p—1.

Le plan de la preuve que nous proposons dans cette thésaueatfat similaire a celui
des démonstrations de Fontaine-Laffaille-Messing et d=uiBrTrés schématiquement, il se
décompose de la fagon suivante :
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Etape |) Etablir un isomorphisme faisant intervenir d’'un c@é(X ;, Z/pZ) et de l'autre
un certain groupe de cohomologie cristalline que nous o), s(Xx) pour cette
introduction;

Etape 1) Montrer des propriétés du groupg, .s(Xx) ;

Etape Ill) En déduire la conjecture de Serre.

Les étapes 1) et Il) sont géométriques et font I'objet du dinapv de cette these. Détaillons-
les quelque peu dans cette introduction. Tout d’abord, inenons que le groupBy .is(Xr)
est le groupe de cohomologie log-cristalline du faisceauctiral sur le Sit¢.X}, /17 )iog-cris OU T}
est le log-schéma Spé¢u| /u? muni des puissances divisées sur I'idéal définies pary;(u) =
0 pouri > p et de la log-structure associée au morphisme de mondidesk|u]/u?, 1 — w.

Ainsi M = Hjyg ois( X)) €st naturellement ubfu]/u?-module. Il peut par ailleurs étre muni
de structures supplémentaires a savoir d’'une filtratiomaigsante Fil M (pour la suite, on
ne retiendra que le cran= r de la filtration), d’une application, : Fil"M — M et d'un
opérateurN : M — M, le tout soumis a des conditions de compatibilité que noussl
donner rapidement.

Munissonsk[u] /u? d’un opérateury défini comme étant I'élévation a la puissanpogt d'un
opérateurk-linéaire N envoyantu’ sur —iu’. Notons en outré”(u) le polynéme minimal de
7 surW. C'est un polynéme d’Eisenstein et en particulier son coieffit constant(0) est
multiple dep de sorte qu'il est l1égitime de définir, = E(0)/p. L'étape 1) du schéma de
preuve donné precédemment se concrétise par le théorévaatsui

Théoreme liii. Avec les notations précedentes :
1. le moduleM est libre de rang fini suk[u]/u?;
2. onau”M C Fil "M ;

3. l'application ¢, est¢-semi-linéaire et son image engendre tdut en tant quek|[u] /u?-
module;
4. I'application N vérifie les trois conditions suivantes :
— pour touts € kfu]/u? etz € M, onaN(sx) = N(s)x + sN(z)
— pour toutr € Fil "M, on au®N(z) € Fil "M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 M

ueNl lch

Fil "M —2 M

Ce théoréme est prouvé dans le chapitre IV (théoreme \28)10n obtient également par la
suite une version plus générale concernant des objets mpdoir théoréme 1V.3.2.1).

Détaillons a présent I'étape I). Fixons € Oy une racine-ieme der et notonst; € Ok /7
la réduction moduler de ;. SoitA = O /7 (X) (ou les crochets signifient que I'on considére



3. SCHEMA DE LA PREUVE 17

I'algébre polynémiale & puissances divisées@ut/7). Il s’agit d’'une k[u|/uP-algébrevia le

morphisme qui envoie sur glx. On la munit d’un Fil défini par :

o Xt .
Fil"A = {Z Cl,t?, ay € F|Ir_t(OK/7T)}

finie

ou Fil*(Ox/m) consiste en les multiples dg* (et ou par convention FilOz /1) = Og/m
pourt < 0). On définit un opérateur additif. : Fil”A — A en posant, pous, = 7°" b, €

Fil ~/(Og /) XN\ 1 (A xp -1
o <at7) = (D05 (#)

ou le dernier facteur est d’abord calculé d&pis(]| avant d’étre envoyé dar@y /7 (X). On
définit également un opératefd; /7-linéaire N : A — A en posant :

N(f—!i):(u)()-%.

FinalementA est muni d’une action dé€'x : il opére de facon naturelle sdr; /m et pour tout
geGg,onag- X =4 (1 4 X)—1.

1

Avec ce qui précede, il est enfin possible de donner un énadcéspour I'étape 1) :

Théoreme liv. Avec les notations précédentes, il existe un isomorphiam@ique compatible
a l'action de Galois :

~

Hgt(XfO Z/pZ)v — Horr(ngg—Cris(Xk)u A)

ou Hom signifie que I'on consideére les morphismes commuté&iit'as, et N et ouGy agit
sur le terme de droit&ia son action SurA.

Ce théoreme est prouvé sous une forme plus générale darepigrelV (théoreme IV.4.a).

A contrariodes deux premieres étapes, I'étape Ill) ne fait intervené de I'algébre semi-
linéaire. On définit en premier lieu une catégo@r dont les objets sont les quadruplets
(M, Fil" M, ¢,, N) vérifiant les quatre conditions du théorénii et dont les morphismes sont
les applicationg[u]/uP-linéaires commutant aux structures. On définit en outreuanteur?y;
de la catégoriﬂ dans celle deB ,-repreésentations galoisiennes par la formule :

T4(M,Fil" M, ¢,, N) = Hom(M, A)

ou Hom signifie que I'on considére les morphismes commutéit'ag, et V.

En vertu des théoremeidiil.et Liv, on vérifie facilement que les quotients de Jordan-Hdolder
qui apparaissent dans I'’énonceé de la conjecture de Sertebtanus comme image d’objets
simples de la catégori&_f par le foncteurT. L'étape lll) de la preuve consiste d’une part a
donner une classification des objets simpleﬁeet d’autre part a calculer explicitement leur
image par le foncteury; afin de vérifier que les poids de l'inertie modérée sont bienpres
entre( eter. Précisément, on a la description suivante :
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Théoréme lv. Supposons algébriquement clos.

Soit M un objet simple de\ . Alors il existe uneju|/uP-base(ey, ..., e,) de M et des
entiersny, ..., ny compris entre) eter tels que

i) Fil "M soit 'espace engendré par legie; ;

ii) pourtouti, ¢,.(u"e;) = e;11, les indices étant considérés moddlp

iif) pour tout, N(e;) = 0.
L'image deM par le foncteurly; est unel,-représentation irréductible d&'x = I dont les
poids de I'inertie modérée sont les; = er — n;. En particulier, ils sont compris enti@eter.

Ce théoréme est prouvé dans le chapitre Il (voir théorém@s3.2 et 111.4.2.2).

Signalons pour finir que pour des raisons de commodité, plastagréable de commencer
la preuve par la partie d’algébre semi-linéaire, c’estra-tEtape Ill). On traite ensuite I'étape
II) et on termine par I'étape 1). C’est pour cette raison daepe lll) est détaillée au chapitre
[l alors que les étapes |) et Il) sont reléguées au chapitre |

4 Plan de la these

Cette thése se découpe en cing grands chapitres de longuEintérét variables. Bien que
centrés autour d’'un méme theme, ces chapitres sont largentEpendants et redéfinissent
chacun leurs notations (méme si un effort a été fait pour @lieszci soient cohérentes, du
moins pour les objets les plus frequemment utilisés). Iltestefois conseillé, sinon de lire
attentivement, du moins de parcourir le chapitre 11l avansd lancer dans le IV ou le V.

D’un point de vue pratique, mentionnons que les chapitras mamérotés par des chiffres
romains. Ceux-ci se divisent en parties, sous-partiesust-sous-parties pour lesquelles la nu-
mérotation se fait avec les chiffres arabes. A l'intéricuncchapitre la numérotation des théo-
rémes, propositions, définitionstc. ne rappelle en général pas le numéro du chapitre. Egale-
ment, lorsque I'on se référe a un énoncé du méme chapitree cepinécise pas ce numéro.

L'articulation de cette these se fait comme suit.

Le chapitre | (celui-ci) sert d’'introduction générale.

Le chapitre Il est un petit texte qui démontre la conjectigeSdrre dans le cas dili* des
variétés abéliennes a bonne réduction par des méthodemerdghires » dans le sens ou elles
ne font pas intervenir de cohomologie cristalline ou syntpra.

Les chapitres Il et IV sont la repris&réslégerement adaptée) de deux articles de l'auteur.
Le chapitre Ill se focalise sur I'étape Ill) décrite précéueent. Le résultat principal de ce
chapitre est donc le théoreme.10n y démontre en plus certains résultats importants sur le
foncteurT; comme la pleine fidélité. On en déduit pour finir une versidaléd de la conjecture

3En effet, en écrivant la suite exacte longue de cohomolasgieaé & — Z, — Z, — Z/pZ — 0, on montre
qu'avec les notations du théoremei lqueV/pV est un quotient d’une sous-représentationg X ;, Z/pZ)" .
Ainsi tout quotient de Jordan-Hdélder du premier est un qunitde Jordan-Hélder du second et la conjecture de
Serre implique le théorémevl.
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de Serre que voici :

Théoreme lvi. Soit X un schéma propre et semi-stable €. SoitV la restriction al de
la partie libre de la représentation galoisient&,( Xz, Z,)" (ou «V » signifie que I'on prend
le Z,-dual). Alors, les poids de I'inertie modérée sur tout gantide Jordan-Holder d&'/pV’
sont compris entré eter.

Le chapitre IV s’intéresse quant a lui a la partie géométride la preuve, c’est-a-dire aux
étapes ) et Il). On y prouve des versions plus généraleshdmsemes iii et Liv. Comme
corollaire de la théorie développée, on obtient une dématnmt compléete de la conjecture de
Serre.

Le chapitre V est particulier d’une part parce qu’'il n’a pasrdpport direct avec la conjec-
ture de Serre et d’autre part parce qu'’il ne fait aucune thgss sur I'indice de ramificatian
On prouve que si I'on oublie 'opérate tout objet deM” (voir* définition V.1.1.1) s’écrit
comme quotient de deux modules fortement divisibles (véfimition VV.1.1.1), ce qui répond
partiellement a une question de Breuil et Messing ([BMOQJ.explique ensuite comment uti-
liser cela pour construire une dualité sur les catégoki€s au moins lorsquer < p — 1 ou
r = 1. On prouve finalement que cette dualité correspaad’équivalence de catégories de
[Bre00a] a la dualité de Cartier sur les schémas en groupes.

4La définition est Iégérement différente lorsque> p — 1.
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INTRODUCTION




Chapitre |l

Systemes de Honda

Résumé

Soit K un corps local de caractéristique mixte dont I'indice deifiation vérifiee <
p— 1. On utilise la classification des schémas en groupes contifsdiais et plats su®,
tués par une puissance ggvoir [Con99]) pour calculer explicitement la représeiatat
galoisienne d’'un schéma &h-espace vectoriel de rang

On applique ensuite ce calcul pour donner une nouvelle preltun cas particulier de la
conjecture de l'inertie modérée de Serre (voir [Ser72]31L.1

Sommaire

1 LessystemesdeHonda . ... .. ... ... . . . ... ... 2 2
1.1 Rappel sur la classificationdeConrad . . . ... .. .. ... . . .... 22
1.2 Le systeme de Honda d’'un schémaFgrvectoriel derang . . . . . . . .. 24

2 Lareprésentation galoisienne associée . . . . . . . ... .00 30
2.1 Calcul d’'un Homentre systtmesdeHonda . ... ... .. ... ... 31
2.2 Expression de la représentation galoisienne . . . .. .. ... ... .. 32
2.3 Uneconjecturede Serre . .. . ... .. .. 33

Soit £ un corps parfait de caractéristiqgue> 0. On appellelW’ = W (k), 'anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dahsC’est un anneau complet pour une valuation discrete que
I'on note v. Son corps résiduel s’'identifie canoniquemerit. ®n poseK, = FraclV et on
consideres une extension totalement ramifiée Hg de degré:. La valuationv se prolonge de
facon unique a touk” et, si 'on noter une uniformisante d&’, on suppose queest normalisée
parv (m) = 1 (et doncw (p) = e).

On noteK (resp.k) une cléture algébrique d& (resp. dek). On noteG le groupe de
Galois absolu dé«, I le sous-groupe d'inertid, le sous-groupe d’inertie sauvagelet= 1/1
le groupe d'inertie modérée. i= p? est une puissance ge on noteF, le sous-corps dé
formé des solutions de I'équatiafi = .

On note finalement le Frobenius défini suk et surlV.
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Ce chapitre se propose de traiter dans leecasp — 1 ce qui est traité dans le cas= 1
dans [Ber77]. Il se décompose en deux parties.

Tout d’abord, aprés quelques rappels, on détermine etgtieint la structure du systeme de
Honda associé a un schémalpavectoriel de rang surOx. On retrouve ainsi la classification
établie par Raynaud dans [Ray74].

On s’attache ensuite au calcul de la représentation gatwisiassociée et on prouve que les
exposants de l'inertie modérée (voir 2.2 pour une définjtsmmt tous compris enteete. Ce
résultat était déja connu par les travaux de Raynaud, mprelave donnée ici est différente.

Dans toute la suite de ce chapitre, on supposep — 1.

1 Les systemes de Honda

1.1 Rappel sur la classification de Conrad

Dans [Con99], Conrad établit une anti-équivalence de caiteg) (d€ja tres largement pres-
sentie par Fontaine dans [Fon77]) entre la catégorie désrahen groupes commutatifs, finis
et plats suQg tués par une puissance get la catégorie des systemes de Honda. Le but de ce
paragraphe est de rappeler la définition d’'un systéeme dedj@bdie donner un foncteur (ainsi
gu’un quasi-inverse) réalisant cette anti-équivalence.

Si A est unek-algébre finie, on définit lesovecteurs de Witk coefficients dangl comme
I'ensembleCW;, (A) des suites...,a_,,...,qay) dont le terme général_,, est élément du
nilradical deA pourn suffisamment grand. On munit cet ensemble d’un structuf& deodule.
Sia=(...,a_p,...,a0)€tb=(...,b_p,...,by) sont deux éléments delV, (A), on pose :

a+b=1(...,8n,...,5)

Sp= lm Sp(a_p_m,. -0 pn by, ., b_p)

les polyndbmesS,, étant les polyndbmes universels qui définissent I'additionles anneaux de
vecteurs de Witt. On vérifie de plus :

Pl p, ... a0) = (...,afnfl,...,afl)
et, pour tout\ € k :
A Gyan,. .. a) = (...,Al/pna_n,...,)\ao)

ou[\ = (A0,...,0,...) € W désigne le représentant de Teichmullende
Pour finir, on munitCW;, (A) d’un opérateur dérobeniuset d’'un opérateur deerschie-
bungdéfinis ainsi :

F(..,a_p,...,a0) = (...,d"%,, ... abh)

V(. a p...;a0) = (..,ap1,...,0_1)
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pour touta € CW} (A). On remarque qué’ esto-linéaire, queV esto~!-linéaire et que
FV =VF =p.

Définition 1.1.1. On appelleD,-moduleun W-module muni d’un opérateur-linéaire F' et
d’un opérateurr—!-linéaire V vérifiant F'V = VF = p.

Soit M un D;-module. On lui associe un moduléy,,. défini comme suit. En premier lieu,
on remarque que Si I'on nofel (?) = W (o) ® M, le Frobenius (resp. le Verschiebung) induit une
application linéaire” : M® — M (resp.V : M — M®), On définitMy, comme la limite
inductive du diagramme suivant :

M

m®WM p_1m®w M(p)

o L

O @w M ~—L" 0, @ M®

ou par définitionm désigne I'idéal maximal d&y, ot ¢! (resp.4?) provient de I'inclusion
dem dansOy (resp. deDx dansp~'m), ou VM est défini pal’ (xr @ m) = p~lz @V (m) et
ou finalement est défini pat™ (z @ m) =z @ F (m).

On munit de plus\/y,. de deux applications qui sont d’'une péit; : p~'m @y M® —
Mo, déduite de I'inclusion canonique ge'm®@y M® dans(Ox @w M)® (p~'m @y M®P)
et d’autre part/y, : Mo, — Ox @w M® que I'on définit en remarquant que I'application
(1® V) @ (p@id) : (Ox @w M) @ (p~'m @w MP)) — Ok @y MP passe au quotient.

Définition 1.1.2. Un systeme de Honda s@¥ est la donnée d'uD,-moduleM de longueur
finie en tant quél -module et d’'un sou§}x-moduleL de My, satisfaisant les conditions
suivantes :

1. L/mL — cokerF, est un isomorphisme

2. Vi, est une application injective

On peut désormais décrire le foncteur. S®itin schéma en groupes commutatifs fini et
plat surOy et tué par une puissance geC’est un schéma affineG = SpecA ou A est une
Ok-bigebre finie et libre. Noton§;, = G ®¢,. k sa fibre spéciale. Elle définit, au méme titre
que C'W,, un foncteur contravariant entre la catégorie Hedgebres finies dans la catégorie
des groupes commutatifs. On nadté(G) I'ensemble des transformations naturellesidevers
CWh, il hérite d’une structure d®,-module.

On définit par ailleurs une application :

wa: Og @w CW (A/7d) — (A®o, K)/mA

P —n
TR (oA, .., ap) ZL‘E a’,.p
n=0
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(Siz = y (mod ), alorsz?” = y?" (mod p"r), de sorte que la formule précédente a bien
un sens.) On prouve (voir [Fon77]) qu’il existe une uniqupleationw’, faisant commuter le
diagramme suivant :

O ®w CW (A/1A) == (A®o,, K)/mA

W 4

CWo, (A/TA)

ouCWo, (A/mA)estleOx-module obtenu a partir deiV (A/m.A) par la méme construction
permettant d’obtenif/,, a partir de)M.
Finalement on définit. (G) comme le noyau de la composée :

!
Wy

M (Gr) o, — CWo, (A/TA) —> (A®o, K)/mA.

Théoréme 1.1.3 (Conrad).Le fonctionG — (M (G), L (G)) réalise une anti-équivalence de
catégories entre la catégorie dé¥;-schémas en groupes commutatifs, finis, plats et tués par
une puissance deet la catégorie des systemes de Honda@u.

Un quasi-inverse peut-étre décrit de la fagon suivant¢\SIL) = (M (G), L (G)), alors
pour toutOx-algebre finie et platel, on a :

G(A)=Hom((M,L),(CW (A/TA), keruw',))

ouw’, est défini de la méme fagon qué,.

1.2 Le systeme de Honda d’'un schéma d,-vectoriel de rangq

On considéreg un schéma en groupes commutatifs fini, libore de rang p¢ (pour un
certain entierd) sur Ok et on suppose donné pour toute F,, un morphismg)] : G — G
soumis pour tous et danskF, aux relations :

1. [1] = id

3. [A+pu] =mo([A] x [u])
oum : G x G — G désigne la multiplication d§.

Une telle donnée consiste en un schémé& gwectoriel On déduit du fait qué, est annulé
parp, qu’il en est de méme dg. On peut donc considérer son systeme de Honda associé par

le foncteur décrit en 1.1. Notons{@/, L). Les morphismeg\] induisent des endomorphismes
du systéme de Honda/, L) que nous notons encoyk|.
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1.2.1 Structure deM etde Mo,
A partir de maintenant, on suppose que le corsst algébriquement clos

Commeg est tué pap, il en est de méme de\/, L). Ainsi M est uni¥-module tué par
p, c'est-a-dire urk-espace vectoriel. De plus, par des résultats classiqudesmodules de
Dieudonnédim; M = d.

Définition 1.2.1. Un caractere d&, est un homomorphisme: F; — &*. Un tel caractere est
dit fondamentasi, en le prolongeant pay (0) = 0, il réalise un morphisme d’anneaux.

Les caracteres fondamentaux sont donc les éléments d& (A&l,), c’'est-a-dire les puis-
sances itérées du Frobenius. Appelonsydges. ., xq avecy;.1 = x%.
Pour tout caractérg, on définit 'endomorphismg-linéaire deM suivant :

Dx = Z X ()‘)_1 (Al

AEFY

On veérifie facilement que lgs, sont des projecteurs deux a deux orthogonaux de somme-I'iden
tite. Ainsi, si on notel/,, = imp,, on a la décomposition suivante :

M= M,.

AEFy
De plus, on vérifie facilement que pour taut M, , 'opérateur|\] agit par[A\| z = x () z.
Lemme 1.2.2.Siy n'est pas un caractéere fondamental, aldi, = 0.

Démonstration. Supposons/, # 0 et considérons € M,, z # 0. Soient) et i danskF,.
Ona[Mz=xNz, [p)e=x(p)xet\+ ulx = x (A + u)z, dou on déduity (A + p) =
X (A) + x (). Ainsi x est fondamental. O

On poselM; = M,, pour des indices consideres dans/dZ, obtenant la décomposition

[

M= M & M,®...® M, Le lemme suivant précise I'action des opératduest I agissant
surhM :

Lemme 1.2.3.Avec les notations précédentds(M;) C M, etV (M;) C M;_, pour tout
i € 7)dZ.

Démonstration. Soitx € M;. Pour tout € F,, on calcule :
Al (F(2) = F (A (2) = F (xi (A) () = xi (N F (2) = Xit1 (A) F (2)

et ceci suffit a prouver que € M, . La preuve est analogue polit O
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PosonsMi(”) = W) ®M,;_;. Le lemme précédent assure quénduit un opérateur linéaire
E; - Mi(”) — M; etV un opérateur linéairg, : M; — Mi(p). Définissons\/; »,, comme la limite
inductive du diagramme :

V]M

l(bMi T(bMi
0 1

FM )
Ok @w M; : Ok ®@w Mi(p

ou gbé”i et¢' sont déduites respectivement de l'inclusiomddansO et de celle d& dans
p'metouVM = }9 ®V; et FM = id @ F;. Il est alors facile de vérifier que :

MOK = MLOK () M27(’)K b...b Md70K‘

On considéere en outre les applicatiafis, : p~'m ®u MZ.(”) — Mo, €tViy @ Myo, —
Ox Qw MZ.(”), restrictions des opérateuky; etV),.

Comme le soug?x-module L C My, est stable par chacun dasil se décompose de
facon unique sous la forme :
L:Ll@L2®@Ld

ou L; est un sous?,-module del/; .. En outre, les conditions dans la définition d’'un module
de Honda se décomposent et donnent :
1. L;/mL; — cokerF; ,; est un isomorphisme

2. VLMW est injective
Lemme 1.2.4.Avec les notations précédentes, otim, M; = 1 pour tout:.

Démonstration. Supposons gu'il existe un indiceel queMi(”) = 0. Alors M, o,. s'identifie a
Ok /m ®@w M; et puis a)/; sur lequelr agit par0. Les application$; »; et F; 5, sont toutes les
deux nulles. Ainsi pour QU s, soit injective, il fautL;, = 0. Mais alorsL;/mL; = 0 n’est
pas isomorphe a cokét ,; = M.

On en déduit que pour touf dimy, Mi(p) > 1 et donc pour tout, dim, M; > 1. Mais la
somme de ces dimensions doit faitdl n’y a qu’une solution : c’estlim;, M; = 1 pour toutz.
O

Lemme 1.2.5.11 existe unek-base(ey, e, ..., e4) de M telle quee; € M; et pour tout:, une
des trois alternatives suivantes se produit :

1. Fy(e?) = —¢; etVi(e;) = 0
2. Fi(egp)) =0etV(e) = e?’)
3. Fi(eP)y = 0etV; (e;) =0
ol par définitione” = 1 ® e;_, € M.

% )
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Démonstration. Considérons pour toutun vecteur non nut; € M;. D’apres ce qui a été vu
précédemment, la famille,, . . ., ;) forme une base d#/. Poson%ﬁ”) =1®e;_;. Il existe
des éléments de, o; et 3; tels queFZ-(eE”)) = a;e; etV (e;) = ﬁiel@). En outre, deF,V, = 0 et
Vi F; = 0 on déduito; 5; = 0.

Maintenant, commé est algébriquement clos, il est facile d’ajusterdgest ainsi de suppo-
ser que les constantes et 3; qui sont non nulles sont en fait égale$ au a—1. Cela conclut

la preuve. O

Remarquele signe dans le premier cas ne sert qu’a rendre plus homsd¢g&nealculs par la
suite.
1.2.2 Structure deL

Soiti € Z/dZ. Notonse; et eﬁp) les éléments fournis par le lemme 1.2.5. Rappelons que
M, o, est defini comme la limite inductive du diagramme :

V~AJ

l(bMi T(bMi
0 1
M
Ok @y M; ~———— O @y MP

ou si I'on préfére :

(Ok @w M;) ® (p~'m @w Mi(p))
{(86" () = FM: (0) 61" (v) = VM (u)) [u € m @y M, v € O @w M”}

’i,OK =

Il est possible de décrire explicitement tous &g-modules précédents en en donnant kles
bases simples. Précisémenton a :

mewy M, = <7T®€i,7T2®€Z-,...,7Te®€Z->
OK®WM2 = <1®€Z‘,7T®€Z‘,...,7T6_1®62‘>

1 1 1
pimey MP = <—7r®e§p’,—n2®e§.p),...,—7re®e§p)>
p p p
Ok @w MP = <1®e§p),w®e§p),...,w€*1®e§p’>

et il est également possible de décrire les applicatigfiset o) : d’'une partp)” (77 @ e;) =
T e sil<j<e—1etedl (r°®e) = 0, et dautre party)i (1 @ elP)) = ST ® ) et
oMi(77 @ el?) = 0 pourl < j <e— 1.

On traite désormais séparément chacun des cas mentiomegedamme 1.2.5.
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Premier cas : Fj(e!”)) = —e; et V; (¢;) = 0 En explicitant complétement les flechgs! et
VM et en calculant le quotient, on s'apercoit qugo,. peut étre décrit par le tableau suivant :

%7‘( X 62(,1’)
X

(p)
Sl ®e’

%ﬂ.e—l ® el(_p)

%ﬂe®e§p):—1®ei

ou chaque ligne du tableau représente un vecteur d'tveese deV/; o, et ou la multiplication
parm (qui donne la structure d@,-module) envoie un vecteur sur le vecteur écrit immeédiate-
ment en dessous (s’il N’y a aucun vecteur en dessous, ldatssi0).

Cette écriture est agréable car, par exemple d’apres leeim&ode structure des modules
sur les anneaux principaux, tout salg—module del/; o, admet une:-base formée par les
dernieres lignes du tableau précédenvdriant d’'un sous-module a un autre). On pourra ainsi
représenter les sou8x-modules deV/; »,. en grisant certaines cases du tableau.

Par exemple, le noyau dg¢ ,, se représente comme suit :

%7‘( X 62(,1’)
X

()
S @ e’

puisquewM(%wﬂ' ® e§p>) =71 ® e§p> sil<j<e—1let I/;M(iwe ® el(.p)) = 0 (les cases
grisées correspondent aux vecteurs formant une base tg,\kerhypothesel’;, ML, injective
contraint a ce qué; n’intersecte pas kér; ,,, et la seule possibilité pour cela est d’avbjr= 0.
L'application F; 5, est '« inclusion » de}l;m Qw Mi(p) dansM; o,.. On voit sur la description

précédente qu’elle est surjective. Ainsi cokgk, = 0 et L, convient bien.

On vient donc de prouver le lemme :

Lemme 1.2.6.Si F;(el”)) = ¢; etV; (¢;) = 0, on aL; = 0.
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Deuxiéme cas F;(el”)) = 0 etV; (¢;) = ¢’ En présentant les résultats comme précédem-
ment, on obtient les descriptions suivantes pour les imssde keW 5, et de imF; 5, dans

Mi,OK .
1 &® €; 1 X €;
7T®6¢:Z%7T®65p) 7r®ei:1%7r®e£p)
2 @e; = %7‘.@—2 ® el(p) 2 Qe; = %ﬂ_e—2 ® ez(p)
el @e; = %We—l ® egp) el Qe = %ﬂ.e—l ® ez(p)
KerVLM III]FLM

Visuellement, les conditions disent gliene doit contenir aucune case grisée de gauche et
une et une seule case blanche de droite (et qlie®ntient une case, alors elle contient toutes
les cases situées en dessous). La seule solution iEj estV; »,.. On a donc prouve :

on aLl == MZ’7OK'

7

Lemme 1.2.7.Si F; (") = 0 etV (¢;) = €

Troisieme cas :Fi(egp)) =0etV;(e;) =0 Dans ce dernier cas, la représentation est un peu
plus complexe. On obtient :

1 (p) 1 (»)
Eﬂ- ® 62 pﬂ' ® ei
X X
1,2 (p) 1,2 (»)
pT Qe P Qe
1re=2 o el(_p) %7.(.8—2 ® el(p)
1Qe; %ﬂ.e—l ® el(_p) 1 e %ﬂ.e—l ® el(_p)
Ker Vi m Im F; v

Ici, M; 0, n'est pas urOg /p-module libre et donc on ne peut plus appliquer le théoreme
de structure. Cependant, on sait qu¢rL; doit étre isomorphe a cokéf ,, et par suite, en
vertu de la description précédenig, doit contenir un vecteur de la forme® e; + xz oz €

<Il)7r ®e? ..., ST eﬁp)>. D’autre part, a cause dé ,,, le vecteurl ®e; ne peut appartenir
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a L; et doncx est forcément non nul. On déduit de cela qu'il existe k*etl < n; <e—1
tel quel @ e; + A\ 7™ @ e?) € I, et puis que :

1 1 1
Li C <1 & e; + A—T"® €z(~p), —7Tni+1 ® €§p), ceey —7T671 ® egp)> .
p p
Il est ensuite facile de vérifier que si I'inclusion étaitictie, on auraitl ® e; € L;, ce qui est
exclu. On a finalement le lemme suivant :

Lemme 1.2.8.Si megp)) = 0 etV (e;) = 0, alors quitte & modifier les;, il existe un entier
n; € {1,...,e — 1} tel queL; soit le sous?d-module de\/,. engendré paﬂ@eﬁ}l—,ﬂ ®e§p),
Soit :

1 1 1

L, = <1 Qe+ -1 @ il el | Sl egp)> .

p p
Démonstration. Il ne reste plus qu’a voir que quitte & modifier lgson peut supposey = 1.
En effet il suffit de remplacer; par \e;, puis propager successivement; a;, ;.- et ainsi de
suite... On laisse le lecteur écrire les détails de la preuve O

RemarqueOn retrouve bien la classification faite par Raynaud dang{&ga

2 Lareprésentation galoisienne associée

On conserve les notations introduites jusqu’alors. Eni@dier, on continue de fixer une
basee; qui satisfait toutes les propriétés que I'on a données pgegnénent.

Le but de cette section est de calculer la représentatiaisgaines (K) si G est le schéma
en groupes associé au systéeme de Hdddal). Pour cela, on rappelle (voir fin du paragraphe
1.1) que siL est une extension finie d€, on a :

G (OL) =Hom((M, L), (CW (Or/7Op) , kerup, )

Pour calculeiG(K), il suffira de prendre la limite inductive de toutes les repréations pré-
cédentes. On fixe donc une extension fihigle K suffisamment grande. La valuationse
prolonge aL de facon unique. On note encarda valuation surl et on rappelle qu’elle est
normalisée pav (7) = 1.

Soit¢ un morphisme dé), L) dans(CW (O, /7O,) , kerwy, ). Notons :

(b (61) = ( - ,CLL,n, e ,CLZ'70)

oua; —, € Or/mO. Posons égalemenf = a, (. Nous nous proposons dans un premier temps
de déterminer des relations que doivent vérifieres
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2.1 Calcul d'un Hom entre systemes de Honda

2.1.1 Cas des groupes de type multiplicatif

On rappelle que les groupes de type multiplicatif sont ceaxr pesquels le Verschiebung
V . M — M est bijectif. Cela implique que I'on est toujours dans le>deme cas de la
description précédente, et donc en particulier fue;) = 0,V (e;) = e;_1 etL;, = M, o, pour
touti considéré moduld.

La propriétéV (e;) = e;—; et le fait quep commute & impliquent directement; _,, =
a;—,. De plus, deF (e;) = 0 pour touti, on déduit que’ = 0 (mod 7) ou encorev (a;) > %
pour touti. Finalement, on doit avois (L;) C kerw’,, soit :

1 1 1
a; + —af_l + —QCLfiQ 4+ ...+ —d°
p p "
pour tout indice. Sin > 2,0na:
1 =
vl —ad’ | = -ne+p" > -np-1)+p">1
pTL

et donc la relation devient simplement :

2.1.2 Cas des autres groupes

Soit: un indice tel qué/ (e;) = 0 et soith le plus petit entier (éventuellement nul) tel que
V (e;+n+1) = 0. Dans ces conditions, on est nécessairement dans le deugasypour tout
variant entreé + 1 et:+ h (attention, sh = 0, cela ne recouvre aucun indice !) et dans le premier
ou le troisieme pour I'indice + A + 1.

De méme que précédemment, on obtient :

¢(€Z) = (...,O,...,O,ai)
¢(€iv1) = (--,0,...,0,a;a:11)

¢(€i+h) = (...,0,...,O,ai,...,az~+h)

¢ (eirnt1) = (-,0,...,0,ai4p41)

et les équations :

— = —ay (mod )

pour tout:’ compris entrei + 1 et: + h (attention encore, s = 0, cela ne donne aucune
eéquation!).
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Examinons a présent ce qui se passe pour l'indi¢eh + 1. Supposons dans un premier
temps que I'on soit dans le premier cas. On a alo(8;,,) = —e;.,41 €t puis la relation :

aj,, = —Qiypy1  (mod ).

Supposons a présent que I'on soit dans le troisieme cas F-Jn;a;,) = 0 et le sous-module
Litp+1 est donné par le lemme 1.2.8. En particuliér= ... = o}, = 0 (mod 7) et on doit
avoir (avec des notations évidentes) :

1
wEQL 1®(...,0,...,0, a4 p41) + -7 ® (_..,07__.70’%7”.7%_’_11)(17) —0
p
Or la définition deC'Wo,. (O /7Oy) prouve que dans ce module, on a I'égalité :

1
St @ (0,0 a . ain) P = @ (0,00, a4, - . Gien, 0) .
p

Finalement en remarquant une nouvelle fois que paur’ < i+ h etn > 2, on a#af/" =0
(mod ), on obtient la relation :

p

at
: h
plithet 5 = g, 01 (mod ).

b

2.1.3 Récapitulatif

On se rend compte que I'on peut regrouper tous les résultategents sous une forme
concise. Pour cela, on défimif = e lorsque I'indice; est dans le premier cas,et= 0 lorsque
I'indice i est dans le deuxieme cas, et alors :

Lemme 2.1.1.Avec les notations précéedentes, dans tous les cas, Esnt soumis aux rela-

tions : )
m™a, 4

——= = —q; (mod ).
p ( )

2.2 Expression de la représentation galoisienne

On souhaite désormais résoudre le systeme que I'on viehtatio. Comme: est supposé
algébriquement clos, on peut choisir pawine racine-ieme dep. Jusqu’a la fin de ce chapitre,
on fait ce choix.

La connaissance des permet de reconstruire intégralementAutrement dit, a chaque
solution du systeme qui nous intéresse, il correspond un seul morphisme dé\V/, L) dans
(CW (OL/70OL) , kerw),, ). D'autre part, l'ensemble de ces morphismes est de caritiféal
rieur ou égal & (puisquey est supposé de rand. Ainsi pour résoudre le systéme, il nous suffit
de trouver; solutions.
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Supposons qué soit suffisamment grand pour contenir une rac(ip@é— 1)-iéme de l'uni-
formisanter. Notonsy € Oy une de ces racines. Posons= ¢ — n; et :

d—1 d—2
S; =mp" A+ mipp” T Mypp—2D + Mypp1.

On remarque alors que sidésigne une racin@ad — 1) de(—1) (qui existe dan®)x puisquek
est supposé algébriquement clos), la famille définigipar (—1) ='n* définit aprés réduction
modulor une solution du systeme. Ces solutions, lorsquerie, sont deux a deux distinctes car
s; < p?—1; elles sont donc au nombre de- 1. Si on leur ajoute la solutiom = ... = a; = 0,

on obtient biery solutions.

Lemme 2.2.1.SoitV' la réduction moduler de I'ensemblé” = {z € Ok /27 = 7z}. C'est
uneF ,-représentation dé et elle estisomorphe en tant que telle & la représentagigil).

Démonstration. En gardant les notations précédentes, un isomorphismelestotii envoie
¢ € G(K) suray. O

Définition 2.2.2. Soit F' la réduction modulor de 'ensemblé” = {z € O / 27 = nz}, c'est
unelF -représentation d& k. SoitV uneF -représentation dé/x isomorphe en tant qUE,-
représentation & ®™ pour un certain entier, compris entre) etq — 2.

Les chiffres de I'écriture de en base s’appellent leexposants de I'inertie modérde V.

RemarqueEn premier lieu, il est facile de voir que®(*~Y ~ F ce qui explique la condition

0 < n < ¢ — 2. D’autre part, une représentatidhpeut étre a la fois isomorphe&® " et
F®5™ Mais dans ce cas, sietm sont compris entré etq— 2, les chiffres dex et dem en base

p sont les mémes. (Pour une justification de la terminologideenombreux compléments, on
pourra se reporter au début de [Ser72]. Par exemple, il yreavp que tout&,-représentation
simple duGx (on suppose toujours algébriguement clos) admet des exposants de l'inertie
modérée.)

Corollaire 2.2.3. Les exposants de I'inertie modérée de la représentafidii) sont tous com-
pris entre( ete.

Démonstration. Le lemme 2.2.1 affirme exactement que ces exposants sonitlessen; =
e — n;. La conclusion découle directement de la remaf@sen; < e pour tout:. O

2.3 Une conjecture de Serre
Le travail précédent peut s’appliquer pour prouver le théw suivant :

Théoréme 2.3.1.Soit K un corps complet pour une valuation discrete et §dit son anneau
des entiers. Soif un schéma en groupes commutatifs fini, plat &y et dep-torsion. Les
exposants de I'inertie modérée sur un quotient de JordalutdeG(K) sont tous inférieurs
ou égaux a l'indice de ramification absolue #e
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Démonstration. Les résultats de [Ray74] assurent qu’un quotient de Jorttdder deG(K)
vu comme représentation du groupe d’inertie provient dcimésna erff,-vectoriel de rang;
sur le complét@-adique de I'extension maximale non ramifieeklell ne reste alors plus qu’a
appliquer le corollaire 2.2.3. O

Le résultat précédent n’est pas nouveau. Il est connu dégmiisavaux de Raynaud (voir
[Ray74]), mais la démonstration que nous proposons iciigétehte. Mentionnons par ailleurs
qgue Breuil a établi une autre classification des schémasapgs commutatifs finis, plats et
dep"-torsion qui a 'avantage de marcher pour teyvoir [Bre00a]). Il est également possible
de prouver le théoreme précédent en utilisant cette Cleestsifi.
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Résumé

Soit K un corps local de caractéristique mixte non absolumentfi@niia théorie de
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Dans toute la suite de ce chapitgedésigne un nombre premier ktun corps parfait de
caractéristique. On notek une cloture algébrique de, F, le sous-corps premier deet si
q = p" est une puissance geFF, 'ensemble des solutions dahsle I'équationz? = z.

On désigne pafV I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dan®©n rappelle que
commek est parfait, cet anneau est un anneau de valuation disanétglet de caractéristique
nulle dontp est une uniformisante et dont le corps résiduel s'identdigooiquement & On
dispose en outre d’'une application: W — W appelée Frobenius qui induit par passage au
quotient le Frobenius classique syrc’est-a-dire I'élévation a la puissange

On appelleK, le corps des fractions dé’, c’est un corps local de caractéristique mixte.
On prendK une extension finie totalement ramifiée Hg. On notee le degré de I'extension
K/ K,, c’estl'indice de ramification absolue dé. On appell&)x I'anneau des entiers d€ et
on choisitr une uniformisante de cet anneau. On fixaune cl6ture algébrique d&, on note
O l'anneau des entiers d€ et G, = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu du corfis
On note! le groupe d’'inertie (c’est un sous-groupe@e), I, le groupe d’inertie sauvage et
I, = I/I, le groupe d'inertie modérée. Enfin, on appell&a valuation surk’ normalisée par
v(m) =1 (etdoncv (p) = e).

UneZ,-représentation (resfy,-représentation, resf,-représentation, resf,-représen-
tation) deGx est une action linéaire et continue @g sur unZ,-module (resp. uif,-espace
vectoriel, resp. uff,-espace vectoriel, resp. @h,-espace vectoriel). Afin d’étudier ces repre-
sentations, diverses catégories ont été introduites. Bltnrss nous préoccuper dans ce chapitre
des catégoried1” introduites par Breuil dans [Bre99a], et nous montreromsroent il résulte
de notre étude le théoreme ilti-dessous.

Théoreme lll.i. Soit X, un schéma propre et lisse shra réduction semi-stable sur 'anneau
des entier® . On fixer un entier. Les poids de I'inertie modérée sur la semi-sifi@dimodulo
pde HL (X%, Q,)" (o0l X est I'extension des scalaires d&, a K et ol «V » signifie que
I'on prend le dual) sont compris entfeeter.

Ce théoreme est a rapprocher de la conjecture formulée par e I'inertie modérée (voir
paragraphe 1.13 de [Ser72]) qui prédit le méme résultatipoaprésentatiofl}, (X -, Z/pZ)" .
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Soitr un entier vérifianer < p — 1. Nous présentons dans la section 1, la catégbtie
et le foncteurTZ, qui associe a tout objet de cette categorie Apeeprésentation de torsion de
G k. La section 2 est consacrée a I'étude de la catégetieEn particulier, toujours dans le cas
er < p — 1, on démontre qu’elle est abélienne et artinienne.

Nous donnons ensuite dans la section 3 une description étenges objets simples de”,
lorsque le corps résiduglest supposé algébriquement clos. Plus précisément nougom®le
théoréme suivant :

Théoréme lll.ii. Supposong algébriquement clos et < p — 1. Soit.M un objet simple de
M". Alors, il existe une basg, ..., e,) de M et une suite d’entierén;) compris entre) et
er, périodique de périodexactement, le tout tel que :

Fil "M =u"e; +...+u"e, +Fl?S - M,

or (ue;) = e;41 €N (e;) = 0 pour tout: (considéré modula).
En outre, ces objets sont tous simples et deux a deux nonrigbas

Par la suite, nous nous intéressons véritablement au farifte On commence par déter-
miner son image sur les objets simples précédemment calciéobtient le théoreme :

Théoréme lll.iii. Supposong algébriquement clos et < p — 1. Soit M un objet simple de
M" comme dans le théoreme lil.Alors la représentation galoisieni&; (M) est isomorphe
a:

67" 05 .. 0"
oum; est défini pam; + m; = er et ou lesy); sont les caractéres fondamentaux de niveau

En particulier, pour tout objetM de M" tué parp, les exposants qui décrivent I'action de
I'inertie modérée sur la semi-simplifiée modulde 7 (M) sont compris entré eter.

La conclusion des sections 4 et 5 est une réponse affirmatime aonjecture formulée a la
fin de [Bre99a], énoncé que nous rappelons ici :

Théoréme lll.iv. Supposonsr < p — 1, alors le foncteurT} de la catégorieM” dans la
catégorie des représentations linéaires@g est exact, pleinement fidéle, d'image essentielle
stable par sous-objets et quotients et indépendante dx clediuniformisanter.

La section 6 étudie les conséquences de tout ce travaibpnélire. On commence par ré-
pondre a un cas particulier d’'une conjecture formulée dBre02] (conjecture 2.2.6) :

Théoreme lll.v. Supposonsr < p—1. Alors le foncteufl; réalise une anti-equivalence de ca-

tégories entre la catégorie des modules fortement disilgit la catégorie des réseaux stables
par Galois dans leg),-représentations semi-stables dg: a poids de Hodge-Tate compris

entre( etr.

On donne ensuite une preuve du théoreme lIl.

\oir le paragraphe 6.1 pour une définition.
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1 Présentation des objets

Les objets introduits dans cette partie ne sont pas nouwatalécrits plus en détail dans les
articles [Bre97a] et [Bre99a]. La premiére de ces référemd&tudie que le cas = 1, et donc
ne présente les objets que dans ce cas patrticulier.

On fixe maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre un entpsitif ou nul vérifiant I'inéga-
lité er < p — 1. Les définitions que nous allons donner ont un sens pour tdigre < p — 1
mais certains théoremes ne sont plus verifiés lorsque p — 1.

1.1 LacatégorieM" et ses variantes
1.1.1 LanneausS

On commence par définir un anneau que I'on va munir de stegsupplémentaires. Bien
que ces structures dépendent du cdtpst de I'uniformisanter choisie, nous le notons simple-
mentS par la suite.

SoitWW [u] I'anneau des polyndmes en une indéterminéecoefficients dand’. Soit £ (u)
le polyndbme minimal de I'élément sur K, c’est un polynéme d’Eisenstein. On considére
I'enveloppe aux puissances diviséedtégu| par rapport a I'idéal principal engendré paru)
compatibles aux puissances divisées canoniqueglyr]. On rappelle que cela signifie que
I'on ajoute formellement & I'anneald’ [u] les élémenté%”l. En tant qu'anneau$ est le
complétép-adique de cette enveloppe aux puissances divisées. Degagoterre a terre§ est
la sousH/-algébre deX [u] suivante :

1— 00

S = {Z’Zwi%;u))i’ w; € Wlu|, lim w; :O}

ou encore .
U
S = wi———, w; € W, lim w; =0
(S gt e =0}

ou ¢ (i) désigne le quotient de la division euclidienneigere, e étant I'indice de ramification
absolu de corp&’, également le degré du polyndmgu).
On prolonge le Frobenius a 'anne&ten définissant I'application par :

¢ (szm> = Za(wi) q(i)!'

=0 =0

Il s’agit d’'une applicatiorv-semi-linéaire.
On munit en outreS de I'applicationi¥/ -linéaire N définie par :

i=1
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Il s’agit d’une dérivation au sens classique mais pas deraati®n classique par rapporta
le degré du polynéme n’étant pas abaissé.

On munit finalement d’une filtration : pour tout entier positif ou nul, on définit Fil*S
comme le complétg-adique de I'idéal engendré par les éléméﬁf#m pouri > n.Onadonc:

7! i—00

Fil"S = {iwl(E(u))Z’ w; € Wlu], lim wizo}.

Il est évident que FAS = S, que Fil"S C Fil"~'S et que(,, . Fil *S = 0. On vérifie de plus
certaines compatibilités avec les opérateurs définis gefsgent :N (Fil *S) C Fil" 1S et,
pour0 < n < p—1, ¢ (Fil™S) C p*S. Ainsi, si0 < n < p— 1, on posep, = p% - Fil"S — S.
L'élément¢, (E (u)) est une unité dé&, on le notera: par la suite.

1.1.2 Définition des catégories
On rappelle que est un entier fixé vérifiantr < p — 1. Un objet de la catégorig1” est la
donnée :

1. d’'un S-module M isomorphe a une somme directe (finie) ¥&"S pour des entiers
convenables;

2. d’'un sous-module FilM de M contenant FifS - M ;
3. d’'une flechep-semi-linéairep, : Fil "M — M vérifiant la condition :

1 r
Or (s2) = —0r (5) v (B (u))" )
pour tout élément € Fil "S et tout élément € M et telle que imp, engendreM en
tant queS-module;
4. d’'une applicatioiV -linéaire N : M — M telle que :

— pour touts € S ettoutr € M, N (sz) = N (s)x + sN (x)
— E(u) N (Fil" M) C Fil"M
— le diagramme suivant commute :
- br
Fil')M ——— M
E(u)Nl lcN
Fil ' M —2—— M
Une fleche entre deux objets! et M’ de cette catégorie est un morphissidinéaire de
M dansM’ respectant la filtration et commutant aux applicatippst V.

On peut définir également la catégand;,. Il s’agit de la méme chose sauf que I'on ne fait

pas cas de l'applicatiotV, les objets sont donc la donnée des trois premiers pointssésp
précédemment.
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1.2 Le foncteur vers les représentations galoisiennes

1.2.1 LanneauAgi

Soit R I'anneau limite projective du diagramme :
Of(/pOf( — Of(/pOf( — L Of(/pOf( — L

les applications de transition étant a chaque fois I'éiéwad la puissance. Un élément d&?

est une suit¢u®), _ d'éléments d&y /pOr, telle que pour tout entiek, (u*+1)" = u®.

On considéerdV (R) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients d&nst I'application
Suivante :

0: W(R) — Oc,
(ag, @1y ... Qp,...) — Zn>0p”:f:$1n)
ou C, désigne le complétg-adique dek et oU 2 est la limite guandn tend vers l'infini

d’une suite(a!""™)?", dgj) € Oy désignant un relevé quelconqueaﬁ@.

On montré que le noyau dé est I'idéal principal déV (R) engendré par I'élément =
[p] — p, ou [p] est le représentant de Teichmiller gee R défini parp = (p1,...,pp, - - .),
les p,, formant un systéme compatible de racingésemes dep. L'anneauA.s S'obtient en
introduisant des puissances diviséeg egt en complétant-adiquement :

Acris: {Zaiﬁ, a; € W(R), a; — O} .
i=0 ’

L'anneauAg;s hérite d’'un Frobeniug et d’'une action du groupe de Galdais, définisvia

leur action suitV (R). On munit également;s d’'une filtration décroissante définie de la fagon

suivante : ‘
Fil nAcris = {Z a’iﬁ) a; € W (R)a a; — O} C Acris~
i>n
1.2.2 LanneauAg
L'anneauAg s'obtient en complétant-adiquement la PD-algébre polynomialgis (X):
. X
Ast = {Z i @i € Acris, a; — 0} :
120

On étend le Frobenius et I'action de Galoisd4a de la fagon suivante. On pose(X) =
(1+ X)” — 1. Soit (7, 72, ..., T, . ..) UN Systéme compatible de racingsiemes de 'uni-
formisanté 7 et soitg € G . Pour tout entier, il existee,, (g) une racing"-iéme de I'unité

2Pour une preuve simple, voir le paragraphe 11.2.2 de [Ber]
3Ainsi 'anneauAg; dépenda priori du choix de ce systéme compatible de racines. Cependantpamepque
ce n'est pas le cas.
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telle queg (7,,) = €, (9) ™. La suitele, (g)] définit un élémenfe (g)] € Agris. L'élémentg agit
surX parg (X) = [e (9)] X +[£ (9)] — 1. La filtration surAg est obtenue en faisant le produit de
convolution de la filtration delg;s par la filtration naturelle donnée par les puissances digisé
enx :
s X o .
Fil "Ag = {Zaij, a; € Fil " Agis, a; — o} C Ag

i>0
avec la convention FilA¢is = Agis Sik < 0. Pourn < p — 1, on ag(Fil ”Ast) C p"Ag et on
pose¢n =2

P IFiln Agt’
On munit finalementig d’un opérateur de monodromié défini comme 'unique dérivation
continueA.qs-linéaire telle queV (X) =1+ X.

L'anneauAg n’est pas sans lien avet: dans [Bre97b], Breuil prouve que le morphisme
de W-algébresS — Ag, u +— 1%{ [r] désigne le représentant de Teichmullerde=
(T1,...,Tn,...) € R, m; étant la réduction modulp de 7;) identifie S avec I'ensembled$ s
des invariants dely sous I'action du groupe de Galois. En outre, ce morphisnedad un S-
module. ToutefoisAg ne vérifie pas les propriétés nécessaires pour étre un edi@tatégorie

M.

1.2.3 Le foncteurT}

On posedg., = Ag @w Ko/W. Laction du groupe de Galois, le Frobenius, la filtration
et la monodromie s’étendentAy, ., car Fil" Ag N p" Ag, = p’Fil *Ag. En outre, pour la méme
raison, sir < p — 1, l'objet flsm hérite deg,. Ce n’est toutefois pas un objet de la catégorie
M" il n'est pas de longueur finie en tant gdemodule, et 'image de, n'’engendre pas tout
I'espace. Il est guand méme Iégitime de considérer I'en&eaids morphismes d’'un objéi
de M" dansAg., et on définit :

Ty (M) = Hom(M, Agio0)

le Hom précédent signifiant que I'on prend les morphismespatibles au Fil, au Frobenius et
al'opération de monodromie. Cet ensemble est naturelleam®Z,-représentation galoisienne
de torsion, tuée par la puissancepdgui annuleM.

Notre but est principalement d’étudier le fonct&yy et pour ce faire, nous allons quasiment
toujours procéder par dévissage en regardant dans un premips les objets tués pay que
nous étudions dans le paragraphe suivant.

1.3 Les objets tués pap
1.3.1 LacatégorieM,,

L'anneau important ici est [u] /u” qui est relie a/pS grace a I'application de projection
o :S/pS — k[u] /u définie paw (u) = ueto (%) = 0 pouri > p. Sur cetanneau, on définit
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une filtration par Fil'k [u] /u®® = u®k [u] /u’?, un Frobeniusp par ¢ (3 wu’) = > whu
(pourw; € k) et un opérateur de monodromiecomme I'unique dérivation-linéaire vérifiant
N (u) = —u

On définit ensuite la catégor@e) . les objets sont les données des quatre points qui
suivent :

1. unk [u] /u’-moduleM libre de rang fini;
2. un sous-module FilM de M contenant Filk [u] /u®? - M = u*" M

3. une fleche-semi-linéairey,. : Fil "M — M telle que I'image de&, engendreM en tant
quek [u] /uP-module;;

4. une applicatio-linéaire N : M — M telle que :
— pour touth € k [u] /u? ettoutr € M, N (A\x) = N (A\)z + AN (z)
— u*N (Fil" M) C Fil "M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 M

U,EN\L lc(e),TrN

Fil ' M —2 M
ol c(.),~ est la réduction de dansk [u] /u?.

On introduit également la catégor@/'(nexO définie comme/\_A/l/E@ sauf que I'on oublie la
donnée de 'opérateuy.

On peut comparer les objets dd" tués pap et ceux dﬂe). Si M estun objet de\" tue
parp, c’est naturellement ui/pS-module (méme libre de rang fini), et on peut donc considérer
le produit tensoriell’ (M) = M ®, k[u] /u® qui hérite d’'une filtration, d’'un Frobenius et
d’une monodromie et dont on vérifie qu’il est daﬁt(i). Cette construction définit un foncteur
T allant de la sous-catégorie pleine fi¢" formée des objets tués padans la catégoriﬂe).

Proposition 1.3.1. Le foncteurI’ défini précédemment est une équivalence de catégories.

Démonstration. Elle est en tout point similaire a celle donnée pour la prars2.2.2.1 de
[Bre97a]. O

On obtient ainsi une description plus simple des objetd tigués pamp, les objets dﬂe)
pouvant étre vus comme desespaces vectoriels de dimension finie.
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1.3.2 Description du quotientAg/pAg

Soit M un objet deM" tel quepM = 0. Alors T (M) = Hom(M, Ag/p). Nous allons
dans un premier temps décrire explicitement le quotﬂgmp.

On rappelle que I'on a défini deux éléments/dejui sontp etz. On a le résultat suivant
(voir paragraphe 3.7 de [Fon83)) :

Lemme 1.3.2.Avec les notations précédentekyis/pAcis S'identifie & 'enveloppe aux puis-
sances divisée&P" de R par rapport a l'idéal principal engendré pap. En outre, on peut

également identifier cet anneaur®X;] / (QP,XZ.”)M, I'isomorphisme envoyant; sur la p‘-

7

p
ieme puissance divis% € Acris/PAcris-

La premiere projectiol? — O /p induit un isomorphismé?/p? R ~ Oy /p. On déduit
du lemme précédent quégis/pAcis S'identifie canoniquement @ /p [X;] /X?, i décrivant
I'ensemble des entiers strictement positifs. Finalementat que!lst/p s’identifie a 'anneau
suivant :

(O (X (X)) / (0, X7)i51 -

On rappelle que, est une racing-ieme dep. Via les identifications précédentes, et pour
n < p, Fil"(Ag/p) est le sousd /p-module dedy/p engendré par leg) 2" (pouri < n),
les X (pouri > n) et lesX; (pouri > 1). On ag, (X;) = 0 et¢; (X) = H2= =y,
La monod.r?mie est I'unique dérivatidi s/ pAcris)-linéaire et continuéV qui envoie)f—f sur
(1+X)
1.3.3 Description du foncteurT

Nous cherchons a faire le transperé le foncteur? pour voir comment le foncteury;
se réalise a travers la catégosid . . L'objet a calculer est le produit tensorigk:/p ®s,s

k [u] /uc?. Pour cela, on définil = (O /p) (X). On a un morphisme dé@ /p-modules :
pr: Ast/p/ist — A

donnéia la description précédente, par(pf) = X et pr(X;) = 0 pour tout:. On vérifie que
pr estS/pS-linéaire. On définit également Fill = pr(Fil TAst/pAst) et on vérifie que I'on peut
définir une unique application, : Fil”A — A (resp.N : A — A) vérifiante, o pr = pro ¢,
(resp.N o pr = pro N). Notons qu'’il faut faire attention lorsque I'on veut effeer des calculs
avecg, : avant d'élever a la puissange il faut toujours relever I'élément dans Fil. Par
exemple, danslyis/pAcris, ON &g (p1) = X7 — 1 etdonc sic € O /p est un multiple der{”,

on obtienty, (z) = (—1)" ;—” avec un signe priori inattendu.

De plus, on a une inclusiafi/pS-linéaire :

i ku) /u? — A
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définie pari (1) = 1. On peut former le produit :
pr-i: Ast/pflst(}bg/pg k[u] /u® — A,
Lemme 1.3.3.L’application précédente est un isomorphisme qui respleststructures.

Démonstration.La surjectivité et le respect des structures sontimmédiatsmer : S/pS —
k [u] /u” est surjectif, tout élément dés,/pAs @ ps k [u] /u S'écritz @1 avecr € Ag/pAs.
Pour vérifier I'injectivite, il suffit donc de voir queker pr ®s,,s k [u] /u® = 0 mais ceci résulte
directement de :

Yol Wfpi o1 uer' Sl uer'
(p")! (p")! (p")!

On construit une application :

~

Hom(M, Ag;os) — Hom(T (M), A)

déduite de la tensorisation p@afu] /u® au-dessus d€/pS (et ou tous les morphismes doivent
commuter aux structures supplémentaires).

Lemme 1.3.4.L’application précédente est un isomorphismeéZjemodules galoisiens.

Démonstration. Commencgons par l'injectivité. Soit € Hom(M, ASLOO) induisant par tenso-
risation I'application nullel’ (M) — A. Le diagramme suivant est commutatif :

M v Ast/ pAst

xn—>1®xl lpr

T (M) 2 A

d’ou imy C kerpr. On vérifie facilement que, (kerpr) = 0. Commey commute &p, et
o (Fil " M) engendreM, on en déduity = 0. Lapplication Hom{M, Ag..) — Hom(T (M), A)
est injective.

Pour la surjectivité, notons (M), 'image de¢, surT (M). La preuve de la proposition
2.2.2.1 de [Bre97a] fournit 'isomorphisme :

M>~T (M)O ®k[up}/uep S/pS

Soity : T (M) — A. D’aprés I'isomorphisme précédent, elle induit une agian S/pS-
lineaire M — A ®guri/uer S/pS, €t ce dernier module s’envoie de fagon naturelle déns .
On vérifie finalement que I'application composée commutd 3 Bj. et N et relévey. O
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1.3.4 Description de I'anneaud

Lemme 1.3.5.SoitR un anneau dans lequel tous les entiers premigrsant inversibles. Alors
on a un isomorphisme :

(RIXT(Y)) /(X" = 1,p) — (R(X)) /p

envoyantX’ sur X + 1 et% suri ((X+119)P71) |

il

Démonstration.D’abord, I'application précédente, disonsest bien définie:on@ + X )" =
1+ X? =1 (mod p).
Pour prouver que est un isomorphisme, on remarque que chacun des objetgengart

est unR/p-module libre et que) estR/p-linéaire. Une base du module source est donnée par

la famille (X’i il . Le module but admet pour base la fami(®-) _ . L'image
7 ) 0<i<p—1,520 il /n>0

pary de I'élémentX” - X est :
J:

((1+X)P1>j
NP7

" YI i
o) =S

Le terme dominant de cette derniére expression’%%%i et si on notey, la valuationp-adique
normalisée pav, (p) = 1,ona:

v (P +0)1) = j + v, (3) = v, (¥51)

puisquel < p. Comme les entiers premierg&ont par hypothese inversibles dand’égalité
précédente assure qu'il existe un élément inversibte R/p tel quep’j! = a (pj + 1)!. Ainsi

la « matrice » représentant I'applicatigndans les bases données ci-dessus est triangulaire et
les termes diagonaux sont tous inversibles. Cela prouve st bijective. O

L'anneauQ vérifie les hypotheses du lemme que I'on vient de prouver jatieot donc le
corollaire suivant qui donne une nouvelle descriptiontietaent explicite de I'annead :

Corollaire 1.3.6. On a un isomorphisme :
A= (0g [X(Y) /(X" —1,p)
En outre I'opérateur de monodromie s’exprime simplementstie description:on & (X') =

ety () =

=

1.3.5 Action de Galois sur I'anneaud.

On va déterminer I'action de Galois sur les élémexitet Y. Pour X’ c’est facile puisque
par définition on g (X') = ¢ (g) X’ pour toutg € G.
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PourY’, on pourrait étre tenté d’écrire :

mais on n'a pas le droit de faire ce calcul a cause de la divigaop. Ce qu'il faut, c’est choisir
un relevé d& dansAg, calculer I'action de Galois sur ce relevé et voir guel életeerrespond
dansA.
Comme relevé, on pourrait choisi*"~ mais on choisit d’abord :
X2 X3 i X .
log(1+X) = X — -4 4.+ (1) 17+... € Ag
Soitg € G.Onaglog (1 + X) = log (g (1 + X)) = log ([ (9)] (1 + X)) = g (Y) = Y+i (g)
ou :

I

—~

o)

=
|

t(g)=1log([z(g)) =

Nous allons déterminer 'imagd g) dei (¢) dansA. Remarquons que comméy) € A,
on a simplement (g) € O /p. Nous allons prouver qu'il s’agit d'une racirig — 1)-iéme de

(=p).
Lemme 1.3.7.Avec les notations précédentégy) est I'image dan®); /p de :
(elg) - 1)
p

oue (g) € O estlaracinep-ieme de I'unité telle que () = ¢ (g) 7.

Démonstration. Il est plus pratique ici d’écrire les choses sous la formeasiie :

XP XP—1— (X —1)
Y——:
p p

et de développer :
p

X .
Y — = X'+ X+ +a, X
p

aveca; =

- (715(5)- En appliquany, on obtient :

gY —g <%) = ay [ (9)] X'+ a, e (g)P X%+ .+ a, 1 e (Q)]p—l xPl

d’oll dansA :

tg)=y (ﬁ) - W (mod X)
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Comme on sait que(g) € Ox/p, il suffit pour conclure de prouver mge(%) est nul modulo

X . Mais dansAg, on ag (%) = w et donc moduloX, on obtient :

On conclut en remarquant qie(g)] — 1 € kerd. O

Lemme 1.3.8.L’élémentt (g) est soit nul soit égal dan®; /p a la réduction module d’'une
racine (p — 1)-ieme deg(—p) dansOj..

Démonstration. Supposons(g) # 0. Prouvons d’abord que(g)” ' = —p (mod p?). D'aprés
le lemme 1.3.7, cela revient a montrer que :

(e(9) ="V = —p” (mod p*).

Modulol+ X +...+ X?!, le polyndbme X — 1)"~" s’écritag +a;. X + ... 4 a, o X7~ avec
a; = (—1)° (pgl) — 1. On vérifie quez; est un multiple de et on poseé, = 4. En élevant a la
puissance, on obtient :

(X —1PP ) =pP (b + 01X + ...+, o XP72)"  (mod 1+ X +...+ XP71)
d’ou
(X —1)P" ) = pP (bg+by + ...+ b,y) (mod 1+ X +... 4+ X771 ppth),

Il ne reste plus qu’a vérifier qug + b, + ... + b,_» = —1 pour conclure.

Notonsn, ..., n,—1 € O lesracinegp — 1)-iémes dg—p). On a:

(t(g9) —m)...(t(g) —mp-1) =0 (mod p?)

ou encorey (t(g) —m) + ...+ v (t(g) —np—1) = 2e. ll existe donci tel quev (t (g) —n;) >
p%el. De plus pour tout, v (1;) = ;% etpour: # j, v (n; — n;) = % car deux racineg — 1)-
iemes de I'unité sont encore distinctes dans le corps rékillwient, sij # i, v (t (g) — n;) =
v ((t(g) —m) + (s —my)) = 35, puisv (t (g) —m:) > <2 - 1;%?) e > e.Celaconclut. [

2 Geénéralités sur les catégoried 1" et Ee)

Outre de nombreuses explicitations, cette partie a poudduatemontrer les deux résultats
suivants. D’une part, les catégorig#s” définies préecédemment ne dépendent pas du choix d’'une
uniformisanter. D’autre part, ces catégories sont abéliennes et mémeéearties.
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2.1 Indépendance du choix de l'uniformisante

Considéronsr et 7’ deux uniformisantes d&’. Notons respectivemett (u) et £’ (u) les
polynbmes minimaux de et .

Soit P (u) un polynéme a coefficients dams tel queP (r) = 7’ et P (0) = 0. On définit
une applications : S — S en posant (s) = s o P. C’est un morphisme d’anneaux, bijectif.
Il n'est par contre compatible ni au Frobenius, ni a 'opéuatde monodromie, et nous allons
dans un premier temps voir commenge comporte vis-a-vis de ces opérateurs.

PlongeonsS dansT = K, [u] et prolongeons les opétateusset N a T. lls vérifient la
relationN¢ = p¢oN. De méme la bijection s’étend en une bijection dE. Notons finalement
m l'idéal maximal deS, c’est I'idéal engendré par, u et - u pourz > 1.

Lemme 2.1.1.Soitt € m. L'application de7" dansT définie par :
T Z —N'(2)

est I'unique morphisme d’anneaux qui enveisur u exp (—t).

Démonstration. Puisquel € m, on n’a aucun souci de convergence dan&n outre, comme
N (u) = —u, il vient N* (u) = (—1)" u et doncu est bien envoyé surexp (—t).

Il reste a vérifier que I'on a bien affaire a un morphisme d&aux. La stabilité par addition
est immédiate. Soientety dansT’, calculons :

Sive = L4 (v e

i=0 i=0 " k+l=i
_ tz k l
k>0
=tk . =t
= ZHN (@) | - ZﬁN (v)
k=0 =0
ce qui conclut la preuve. O

Lemme 2.1.2.1l existe un (unique) élémentc m tel que l'applicationv o pov : S — S

soit donnée par la formule :
x Z ENZ o ¢ (x)
1=0

Démonstration. Faisons les calculs dafisaprés avoir vérifié que si une suite d’élémentssde
admet une limite dans, alors elle converge aussi dafiset vers la méme limite.

Regardons d’abord le cas dqts’écrituH (u) avecH € 1+ m. Dans ces conditions on
est capable de définir 1éf) € 7. D’autre part, notons.S (u) I'image réciproque de: par
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v. NotonsH®) le polyndme déduit dé7 en appliquant) & chacun de ses coefficients : on a
¢ (H) (u) = H? (uP).
Dans I'annead’, on a alors les égalités suivantes :
>, (~logH (u))" ., _ o (—logs (w)"
u(x):Z%N (x) et v 1(@:2¢N ().
i=0 i=0

Un calcul donne :

viogov(r)= Z -log

=0

(H@ (urS (U)P))}i
pti!

v o N (6 ().

On a d’autre part :

et donc en regroupant :

3 [—log (H' (u”S (w)"))] (~log$ (u))’

- RN (6 (@)

viogov(z)=

i,j >0
ce que I'on réduit, grace a la formule du binbme, en :

© 1 T l0aH® (u?S (1) i
v togor @) =Y 5 | T Dogs | v (6 (o).

=0

1!

On voit sur cette derniere écriture que I'on a trouvé un adatdioutt. Il se réécrit sous la forme
plus sympatique suivante :

t= —%Iog [S (u)? HO) (uPS (u)?)]

Mais par définition de&5 et deH, on asS (u) H (uS (u)) = 1 et donc en appliquant et en
regardant modulg, on trouvesS (u)” H® (uPS (u)’) = 1 (mod p). On en déduit que € S et
vérifie les conditions du lemme.

Si P n’est pas de la forme précédente, on peut toujours décomposg — S — S ou la
premiéere fleche, est de la forme précédente et la seconde un morphisme dianeagoyant
w sur [A] u, ou [A\] est le représentant de Teichmdller d'ane k. On vérifie que I'on a le
diagramme commutatif suivant :

/’L\
§=— s
V1¢VV0_1¢VOl @ l¢
S S S

vo

On est donc ramené au méme probleme ayedéja traite. O
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Lemme 2.1.3.1l existe un (unique) élémentc S tel que l'applicationv"*o Nov : S — S
soit donnée par la formule :
x +— nN (z)

Démonstration. Rappelons que l'applicationm était donnée pat — z o P, et que I'on peut
décrireN viala formuleN (s) = —us’ ou s’ désigne la dérivée usuelle dépar rapport a).
On peut alors calculer :
vioNov(z)=v ' [N(zoP)]=v"'[—uP - (2'0P)]
D’autre part,on a:
v(N(z))=v(—uz')=—P- (2o P)
d'ou:

vioNov(z)=v" <%;L()“)) N ()

et on a ainsi un candidat pour Orv~! (P (u)) = u par définition et par—!,  s’envoie sur un

multiple dew : n = ! (%{f;‘)) € S et convient. O

2.1.1 Construction du foncteur

Notons M’ (resp.M’,) la catégorie obtenue en choisissar(resp.7’) comme uniformi-
sante dei(. On souhaite construire un foncteur (qui va s’avérer éteeégquivalence de caté-
gories) entre les catégoriggl” et M”,. Notons que si- = 0, les catégorieg1° et M?, sont
identiques. On peut supposer- 0 et doncp > 2 (puisqueer < p — 1).

Soit M un objet deM". L'applicationv définie précédemment fait deune S-algébre et on
remarque que si 'on munit les anneaux des filtrations cpmedant respectivement au choix
des uniformisantes et ', 'application» est compatible aux filtrations.

Considérons les constantestn fournies par les lemmes 2.1.2 et 2.1.3 et définissons :

M = S®(,,)75M
Fil"M' = S@(,,)ﬁ Fil "M

o (s®w) = ¢<s>®<Z%N%¢r<x>)

N (s®z) = N(s)®@x+s®@nN ()

les deux dernieres égalités étant définies pourdautS et respectivement tout € Fil "M et
toutz € M.

Lemme 2.1.4.Pour tout entieri > 1, le diagramme suivant est commutatif :
Fil 'M—2— M
E(u)iNil lciNi
Fil 'M—2— M
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Démonstration.On prouve la propriété par récurrence. Podr 1, elle est vraie par hypothése.
Pour I'hérédité, juxtaposons les deux diagrammes :
- ¢r
Fill'M — M
E(u)'N? ¢iN?
Fil "M —2—— M

E(u)N cN

Fil "M —2 M

Le grand rectangle est commutatif puisque les deux carssnie Soient: € M ets € S. On
a:
(sN)o (s'N') (z) = s[N(s')N'(z)+ s N (2)]
= is'N (s) N'(z) + s"TI Nt (2).

En appliquant le calcul précédent deux fois et en utilisarddmmutativité du diagramme, on
obtient, pour tout: € Fil" M :

N () N' (¢ () + TINT (6 () |
= ¢, |iE (u)' N (E (u)) N* (z) + E (u)"T' N+ (2)

= i6 (N (B () 6, (E (W' N (@)) + &, (B () "' N¥ (@)

On sait quep (N (E (u))) = N (c), ce qui permet de conclure en utilisant une derniére fois
I'hypothése de récurrence. O

Lemme 2.1.5.’application ¢/, est bien définie et estsemi linéaire.

Démonstration. Dans un premier temps, si € Fil"M, d’aprés le lemme 2.1.4 |'élément
%Ni o ¢, (z) est bien défini puisqu’égal &. (E(“ N (z )). Remarquons qug(i?—yNi (x) est
toujours élément de FilM : sii < r < p, c’est vrai car! est inversible et si > r, c’est vrai
par hypothése.

D’autre part, poui > 0,ona:

@(TVM@Q:§@<TW> (B ) V' (2)

et le facteurp, (E(f,‘)> est multiple de’% Comme on a suppoge> 2, la valuationp-adique

de ce dernier tend vers l'infini. Cela prouve que la suite -Z}gié’é o ¢, (x) converge vers et
donc que la somme de la série est bien définie.
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Reste a voirque si € S etz € Fil" M, ona¢. (1 ® sx) = ¢. (v (s) ® z). Comme dans le
lemme 2.1.1, on prouve :

ot ot N
D> N (6 (s2)) = (Z FRRC <s>>) - <Z FRC <x>>) .
Le premier facteur vaut—! o ¢ o v (s) d’aprés le lemme 2.1.2. Cela conclut, le fait gtjeest

¢-semi-linéaire étant évident. O

Lemme 2.1.6.L’application N’ est bien définie et vérifie la condition de Leibniz.

Démonstration. Comme précédemment, il s’agit de vérifier que pew S etz € M, on a
N (1®sx) = N'(v(s)®x). Calculons :

N (1®sr)=1®@nN (sx)=1®nN (s)z+1®nsN (z).
Or d'aprés le lemme 2.1.3, oV (s) = v 'oNov (s) etdoncl @nN (s)x = Nov (s) ®x.
D’autre part,on d ® nsN (z) = v (s) ® nN (z). On en déduit que :
N (1®sx)=Nov(s)®@z+v(s)@nN (z)
comme on voulait. O

Proposition 2.1.7. L’'objet M’ muni de Fil"' M’, de ¢/. et de N’ est un objet de la catégorie
M.

Démonstration. La seule vérification qui pose probleme est la commutatiitéiagramme
reliant¢’ a N’. Par un simple calcul, on prouve dans un premier temps gadteune constante
¢ faisant commuter le diagramme suivant :

F”TMILMI

V(E(u))N/l lc’N’
F|| TM/ L MI
Commev (E (u)) s'obtient a partir de&&’ (u) simplement par la multiplication par une unité de
S, un diagramme équivalent, dans lequel on a rempledé(«)) par E’ (u) et dans lequel la

constante’ a été modifiée, commute. D’autre part, le calcul prouve quetestante’ obtenue
ne dépend pas d#1.

Soientn un entier etM = S/p"S - e; muni de FirM = M, ¢, (e1) = e; €t N (e1) = 0.
Ona(dN)o¢, (u®ey)=¢.o(E (u)N)(u® ep), ce qui donne apres calcul :

[pu? — P (E' (u))] @ eq = 0.
Ainsi p" divised'pu? — uP¢ (E’ (u)) pour toutn et finalement’ = ¢, (£’ (u)). O

On a ainsi défini un foncteur (la deéfinition sur les fleches estate) M — M.
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2.1.2 Canonicité et compatibilité

Proposition 2.1.8. Le foncteur défini précédemment ne dépend pas du choix denkéitP <
S.

Démonstration. Avec les notations précédentes, il suffit de prouver que si uH est tel que
P (m) = m, alorsM et M’ sont canoniquement isomorphes. NotonsS — S le morphisme
d’anneau tel que (u) = P (u). La condition impliqueH (u) — 1 € Fil1S et donc I'élément
log (H (u)) est bien défini dan§.

Si M est un objet deV’, on peut définir I'application :

S®usM — 8

o0

S® Z —IogH Ni (x)

=0

Comme log H (u)) € Fil 1S, I'élément =R92)" est bien défini. En outre le fait que dafis
exp (I0gH (u)) = H (u) € S prouve que la suité*@2“)" converge vers et finalement que
I'application est bien définie.

Il ne reste plus qu’a voir que c’est un isomorphisfinéaire et compatible a toutes les
structures ; c’est donc une fleche davs. O

Corollaire 2.1.9. Le foncteur défini precédemment est une équivalence deocetég

Si, comme précédemment,et 7’ sont deux uniformisantes d€, on peut définirdg,, et
Agr. Pour cela, rappelons que I'on avait chaofsi, ..., m,,...) (resp.(7,...,7,...)) un
systéme compatible de racing&iémes der (resp. der’). On définitw, en imposantr, =
wyl, obtenant ainsfwy, ..., w,,...) € R puis|w] € Aqis (NnOtez qued.is ne dépend pas du
choix d'une uniformisante).

L'unique morphisme delis-algébreds,, — Ag, envoyant(l + X) sur[w] (1 4+ X) est un
isomorphisme compatible@., a N et a 'action du groupe de Galoisy .

Proposition 2.1.10.Le diagramme suivant est commutatif :

M, M,

™
7& A‘F,

Rep,, (Gx)

ou la fleche horizontale est le foncteur défini précédemment.

Démonstration. L'anneaus s'identifie & la fois aux points fixes sous I'action de Galasig,,
et deAg,. Notonsp : S — Ag, ety : S — Ag, les inclusions correspondantes. |l existe un
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unique morphisme dds-algébrey : Ag, — Ag, faisant commuter le diagramme suivant :

S ; S

pl lp,

~

5 .
Agp Vo > Agtrr

En effet, le diagramme impose la valeurzdéf—f) et on vérifie que I'application ainsi définie

convient. En outre, elle est x-équivariante et induit une fleche: Ast,oow — fls;m/ encore
G kg-équivariante.

Soit M un objet deM’ et M’ I'objet de M, qui lui est associé par le foncteur précédent.
On rappelle qu’en tant que module, oM = S ®(,),s M. Soit f € T (M). On lui associe
I'application suivante :

M = Ast,oow’
s@x — p'(s)-vof(x)
On vérifie gu’elle estS-linéaire et compatible aux structures définissant ainstlément de
T (M),

On définit ainsi une applicatidfi; (M) — T (M’). Elle estZ,,-linéaire et bijective puisque
I'on peut construire I'application réciproque de faconlagae. On vérifie qu’elle est compa-
tible a I'action de Galois et donc qu’il s’agit d'un isomoipime dans la catégorie des-
représentations galoisiennes. O

2.2 Description des objets deﬁ_m/ljz‘e)

On considére dans ce paragraphe un ijtedeﬂe). Il s’agit d’'un & [u] /u’-module libre
de rang finik muni d’une filtration, d’une application, et d’'une applicationV, le tout vérifiant
les propriétés données précédemment.

2.2.1 Bases adaptées
On a dans un premier temps un résultat bien utile (et clasymui est le suivant :
Proposition 2.2.1.11 existe une basée, . .., e;) de M et des entiers,, ..., ny tels que :
d
Fil "M = @u”lk [u] /u® - e;.
=1
Une telle base est par définition ubase adaptéde M.

Démonstration. CommeM est libre, il existe urk [u]-module libreM’ tel que M’ /uP M’ =
M. Autrement dit, il existe une flechg : M’ — M dont le noyau est exactemes®’ M’.
Définissons Fit M’ = f~! (Fil " M). C’est un souse[u]-module deM'.
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Puisquek [u] est un anneau principal, d’apreés le théoréme de structendste une suite de
polyndmesP;, . .., P, tels queP; divise P, ; pour tout: et une baséé,, ..., é,) de M’ telle
que(Pyéy, ..., Pié,) soit une base de FiM'. D’autre partu" M’ C Fil" M’ et donc tous les
polyndmesP; sont des diviseurs de&™ ; ils sont donc de la formé&; = ™ pour certains entiers
n;.

En posant; = f(é;), on a bien le résultat annonceé. O

RemarquelLes entiers; ne dépendent pas a permutation pres de la base considérétetzn
la dimension en tant que-espace vectoriel du quotient Fil1 / (ukM N Fil TM) est donnée
par la somme dek — n;, somme étendue a tous lepour lesquels; < k. On voit facilement

que la connaissance de toutes ces sommes permet de détdesine permutation pres.

Fixons a préserte, . . ., e4) une base adaptée de. Nous allons essayer de décrire un peu
mieux la fonctiony, et pour cela nous introduisons la définition suivante.

Définition 2.2.2. Soitz € M\uM, et soitn le plus petit entier tel que”x < Fil " M. On pose
or (1) = ¢ (u").

Soitz; = ¢, (e;) pourl < ¢ < d. On rappelle que la famille des est la base adaptée que
I'on s’est fixée précédemment.

Proposition 2.2.3. Avec les notations précédentés,, ..., z;) est une base da1.
Dautre part, siz € M\uM, alorsg, (x) € M\uM.

Démonstration. Pour le premier énoncé, il suffit de voir querse Fil "M, alors¢, (z) s’écrit
comme une combinaison linéaire (a coefficients dang] /u) desz;. Comme imp, engendre
M commek [u] /u®P-module, il en est de méme de la famille, . .., z;). Comme elle est de
bon cardinal, elle en est une base.

Soitz € M\uM. On voit en décomposantsur la base des, quey, (x) s’écrit forcément
sous la forme :

or () = Q1(uP)x1 + ... + Qq(uP)zq
ou au moins l'un des polyndmeg; est de valuation nulle. Dans ce cas, on a directement
o () € M\uM. O

RemarquelLa deuxiéme partie de la proposition précédente permeéfieidcorrectement les
itérés dep,.

2.2.2 Lopérateur de monodromie

Nous allons a présent étudier 'opérateur de monodromier Bela, nous notondA, =
im ¢,.. Par ce qui précédey, s'identifie auk [u?] /u®’-module engendré par les. Nous avons
alors :

Proposition 2.2.4. Pour touti, 'opérateurc(,, . N* induit une applicatiork [u”] /u-linéaire
de M, sur lui-méme. Cette application est nulle st p.



56

CHAPITRE Ill. ETUDE DES CATEGORIESM”

Démonstration. Le lemme 2.1.4 assure que le diagramme suivant :

Fil'M —2 M

uEiNil lcée),ﬁNi

Fil "M —2 M

commute. Ainsi siv est dans I'mage de,, alors il en est de méme dg, N’ (), et donc
Cée),ﬂNi induit une application de\, dans lui-méme. D’autre party (u’z) = N (uP)x +
uPN (z) = —puPz + uPN (z) = uP N (z), ce qui prouve bien la linéarité annoncée.

Pouri > p, 'applicationu® N est nulle et donc il en est de mémec@egmNi. O

Corollaire 2.2.5. Il existe un élément € M, non divisible paru tel queN (z) = 0.

Démonstration. Du fait quec’(’e)mNp = 0, il existez’ € M,, 2’ # 0, tel queN (2') = 0.
Ecrivonsz’ = u”*z” ol z” est un élément dé1, non divisible pam et ok < e. On a alors
N (uPk2") = uP*N (") = 0 et doncN (z”) est un multiple de”. Notonsn. le plus petit entier
tel queu”z” € Fil" M de telle sorte que 'on aip, (") = ¢, (u"z") =x.Ona:

¢p (uN (u"z")) = ¢y« N (¢ (u"2")) = (o) =N ().

Mais N (u"z") = —nu™z"” + u™N (2"). Le premier terme de cette somme est dans. Ml
puisqueu™z” y est. Le second y est également puis@uéz”) est un multiple de’. On en
déduit queN (u"z") € Fil" M et donc quep, (u°N (u"z")) = 0. Ainsi N (z) = 0. D’autre
part, on ar = ¢, (z”) et donc d’apreés la proposition 2.2.8,n'est pas divisible pat. Ceci
conclut la preuve du corollaire. O

2.2.3 Description matricielle

Le but de ce paragraphe est d’écrire sous forme matriceslapplications, et N, explici-
tations que nous utiliserons dans la suite. On fieun objet deM(e) et(ey,...,eq) UNE base
adaptée deM, les entiers correspondant étant. . . , ng.

On noteA la matrice diagonale suivante :

u™
A =
und
Définition 2.2.6. La matricede ¢, dans la base adaptée,...,e,) est la matriceG définie
par I'égalité suivante :
or (uer) €1 el

(br (und ed) €d ed
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RemarqueCette définition n'a de sens que si la bésg. . ., e,) est adaptée. De plus, la pré-
sence de la transposée sert a rester fidéle a la définitiaiquiade la matrice d’une application
linéaire.

En gardant les notations du paragraphe précédent, on @ @st simplement la matrice

de passage delabags, ..., e;) alabasédz, ..., z,4). Entant que telle, il S’agit d’'une matrice
inversible.
Définition 2.2.7. Soit(ay, . .., as) une base deV. La matricede N dans la baséay, .. ., a,)
est la matriceH définie par I'égalité suivante :
N(al) aq aq
: =N| | =H-| :
N(ad) Qgq aq

On a une formule de changement de base :

Proposition 2.2.8.SoientA = (a4, ...,aq) €tB = (by, ..., by) deux bases da1, et soitP la
matrice de passage dé a B. On noteH 4 (resp. Hg) la matrice deN dans la baseA (resp.
dans la basd&3). On a alors la relation :

Hp =P 'H4P + P 'N(P)

Démonstration. Il s’agit d’'un simple calcul. On écrit :

N (by) by a
: = N| : | =N|P| :
N (bg) by aq
a1 a1
= N(P)- +'P-N|
a4 Qq
by by
= NP | i | +PHANP|
ba ba

ce qui donné; = N ('P)'P~! +'PH 4'P~! puis le résultat annoncé en prenant la transposée.
]

RemarqueUn simple calcul prouve que diet B sont des matrices a coefficients dans] /u?,
alorsN (AB) = N (A) B+ AN (B), eten particulie !N (P) = —N (P~') P. On en déduit
la cohérence de la formule lorsque I'on passe d’'une baaeaine bas® puis que I'on revient a
A.

Proposition 2.2.9. Si lesn; sont rangés par ordre croissant, la matrice dg) /N dans la
base(xy,...,z4) (OU on rappelle quer; = ¢, (u"e;)) est a coefficients dans|u?] /u® et
triangulaire inférieure avec de$sur la diagonale.
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Démonstration. La preuve résulte du diagramme commutatif suivant :

Fil "M —2 M

ueNl lc(e),wN

Filr M — M

En effet, fixons un entieret partons de I'élément*ie;. Parg,., il s'envoie surz; par définition.
Puis parc) . N, il s’envoie surc . N (z;). Par 'autre chemin, on a d’abord :

u®N (u™e;) = —nue; + utN (e;)

Commeu™e; € Fil" M, le premier terme de la somme précédente s’envoid) fuar ¢, et
ut™ N (e;) € Fil” M. Pour le second terme, décomposavige;) = Z;l:l aje; ol a; €
k[u] /u? esttel que*™ N (e;) € Fil "M (i.e.u*™a; € "k [u] /u®). On a alors :

d

Cbr (UCN (umez)) — Z ¢ (ue-l-ni—njaj) :ij

J=1

etles (ut™ " a;) sont les coefficients de Jaiéme colonne de la matrice dg,) . N. lls sont
donc déja tous bien dakgu?] /uc?.

De plus, sij < 4, on a par hypothése, < n; etdonce+n;—n; > e. Ainsi ¢ (u“ "a;) =
0 et on a bien démontré le résultat annoncé. O

Remarque Cette derniére proposition redémontre en particulierd@mnant un résultat plus
précis, la proposition 2.2.4 et le corollaire qui s’ensulit.

2.3 La catégorie@r

Dans cette partie, nous introduisons des sous-catégdeiesMF de M ,, qui corres-
pondent aux catégories de Fontaine-Laffaille (voir [FD88Ees pap poure = 1.

Commencons par donner une proposition qui caractérisebjessale cette sous-catégorie.
Soit M un objet deM,,, ,. NotonsM, = im ¢, et plus généralementt; = u' M, pour un
entier: compris entrd) etp — 1. Les M, sont des: [u?] /u’-modules libres et :

p—1
M =P M,
=0
Proposition 2.3.1. Avec les notations précédentes, les propriétés suivaateseguivalentes :

p—1

i) Fil "M =EPFil"MnM;;

=0
i) il existe une base adaptée de formée d’éléments déf ;



. L . L T
2. GENERALITES SUR LES CATEGORIESM" ET M 59

iii) On peut munirM d’un opérateur de monodromie nul s, faisant deM un objet
deM.,,.
£22(e)

Démonstration. La propriété ii) implique de facon presque immédiate lesxdmutres. Nous
allons montrer que iii) implique i) puis que i) implique ii).

Supposons iii). Prouvons dans un premier temps que celagugphueN (Fil" M) C
Fil " M. Soitx € Fil" M. D’'aprés le diagramme suivant :

Fil "M —2 M

ueNl lc(e),wN

Fil "M —2 M

on a¢, (u°N (z)) = 0. La proposition 2.2.3 implique facilement que ker= u°Fil" M et
donc il existey € Fil" M tel queu®N (z) = ufy. La différenceN (x) — y est tuée par°.
Elle s’écrituc®=Vz pour un certaire € M. Commee (p — 1) > er, u“P~Yz € Fil” M d’ou
N (z) € Fil" M. Ceci prouve la propriété annonceée.

Soity € Fil" M. On cherche a construire dgsc Fil "M NM; telsquey = yo+. ..+ yp-1.
On peut déja écrire une égalité de ce type ayee M;. Appliquons I'opérateurV a cette
égalité en remarquant que puisgieest supposé nul su¥t,, on aN (y;) = —iy;. On obtient
successivement :

Yy = x0+y1+...+yp,1
N = —yi+...—(p—1)yp
N (y) = 4.+ =1 ypa

N (y) = 4.+ (p—1)" Ty,

Les coefficients qui apparaissent forment une matrice del&amonde inversible. Ainsi on
peut exprimer leg; comme combinaisons linéaires a coefficients dgndesN’ (y). Par ce qui
précede, cela entrainge € Fil " M et donc bien la propriété voulue.

Supposons i). Fixongey, ..., e;) une base de\l, commek [u?] /u®’-module, et notons
M, le sousk-espace vectoriel da1, engendré par les;. Notons égalementt) = u'M,,.
Pour tout entief, on a un isomorphismg : M — M’ qui est la multiplication pax’. Notons
F! = f71 (Fil" M N M.). On obtient une filtration croissante par des sbespaces vectoriels.
Il suffit alors pour répondre a la question de considérer ase(a, . . ., x,) de M|, compatible
a cette filtration. O

Définition 2.3.2.0n noteIE:J la sous-catégorie pleine dﬂz)p formée des objets satisfaisant
les propriétés de la proposition précédente. On nidie la sous-catégorie pleine d#1,,

formée des objets dont I'image dar'\;»f(“e)’0 par le foncteur d’oubli satisfait les propriétés de la
proposition précedente.
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Les lettres MF font référence a « modules filtrés » car I'ort geaner une nouvelle interpré-
tation de ces objetda des modules filtrés. Avant cela, faisons quelques remaggresales :

Proposition 2.3.3.La catégoriel@r est une sous-catégorie abélienneﬁére) stable par sous-
objets et par quotients. De plus, elle est éga@q)e) sietseulementsi=r = 1.

Démonstration. Nous ne savons pas encore a ce stad@g est une catégorie abélienne.
Nous allons 'admettre momentanément pour prouver la pregrpartie de la proposition. I
suffit de prouver la stabilité par sommes directes, soustslgt quotients, un noyau étant un
sous-objet et un conoyau un quotient. Tout cela est immédeat la caractérisation iii).

Traitons le cag = r = 1. Soit M un objet deM/Ee),O et soitx € Fil” M. On peut écrire
r = 29+ ...+ x,1 aveczy; € M,. Par hypotheseM C Fil" M, et doncz; € Fil" M
pour: > 1, puiszy € Fil" M. On a ainsi vérifié la propriété i). Réciproquement, considg
M = ku] Ju®Pe; & k[u] JuPey, Fil"TM = (er,u’es), ¢, (e1) = ea, ¢ (u?e3) = €1 + ues.
D’aprés la proposition 2.2.9, un opérateur de monodromie\dudoit vérifier N (e; + ues) =
0 et N(e2) = a(e; +uey) pour un certaime € k[u?] /u. On doit avoircN o ¢, (e;) =
¢, (u°N (e1)), ce qui donne apreés calcul= —u?~Y. Il existe donc un uniqué’ valable, et il
n'est pas nul sur im,.. Cela conclut. O

Proposition 2.3.4. Tout objet non nul dﬂe)ﬁ (resp. dﬂe)) admet un sous-objet non nul
dansMF, (resp. dansviF pour lequelN est nul sur imp,).

Démonstration. La preuve de cette propriété est donnée dans le paragraplws3de I'étude
des objets simples. O

2.3.1 Lesobjets del\Er comme modules filtrés

Il est possible de décrire la catég@r avec des objets plus proches des objets de Fontaine-

Laffaille du case = 1. Soit M un objet deMF . PosonsM, = im ¢, et M; = uiM,, pour
0 < i < p— 1. 0Onaunisomorphismg : M, — M, qui est la multiplication pat’. Défi-
nissonsF; /. = f.L, (Fil"M N M.,,_;). On obtient une suite décroissante de sbig /u-

modules deM,, contenant? M, telle quef, = M, par hypothese.
L'application¢, induit des applications; : F; — M, faisant commuter les diagrammes :

Fz‘+§ F;
¢i+il lqﬁi
MOL>MO

La monodromie, quant a elle, définit une applicatign N : M, — M, qui vérifie
$(c(e)r) [(c@aN) 0 ¢i] = ¢im1 0 (ce)= V).

Si on remarque pour finir que[u?] /u? est isomorphe en tant qu’annea®a /p (en en-
voyantu? sur ), on obtient la proposition suivante qui énonce précisédrieepont entre les
catégoriesM" et celles de Fontaine-Laffaille, du moins dans le cas moglulo
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Proposition 2.3.5. La catégorie@r est équivalente a la catégorie dont les objets sont les
données suivantes :
1. unOk /p-module libre de rang fini\t ;
2. une filtration décroissantgF;) de sous-modules d&! contenantt M indexée par les
rationnels de dénominatedrcompris entre) et r telle quefy = M ;
3. des applicationg-semi-linéairesp; : F; — M vérifiant@m+l = mbi%, qﬁH%(mc) =
7P~ ¢;(x) pour toutz € F; et0 < j < p, ettelles que_, im¢; engendreM ;
4. d’'une application linéaireV : M — M telle queg(c,) - N o ¢; = ¢;_1 o N pour touti
et ou les fleches sont les morphisrigs/p-linéaires compatibles a toutes les structures.

RemarqueDans le cas non ramifié.¢. ¢ = 1 etcy), = 1), on retrouve exactement la des-
cription des catégories de Fontaine-Laffaille modulwoir [FL82]). On peut étendre cette re-
margue a toute une sous-catégorie\décomme expliqué dans le paragraphe 2.4.1 de [Bre97a).

On peut résumer tout ce qui précéede par le diagramme suivant :

ME, = M)

I |

MF'———— M,
Les fleches qui montent correspondent aux foncteurs d’é@vidients. La fleche courbe est un
foncteur «N canonique » qui munit un objet (IES du N (nécessairement unique) donné par
le iii) de la proposition 2.3.1. On pourrait se demanderesiipossible de prolonger ce foncteur
a toutﬂe)vo. La réponse est oui dans le cas= 1 (voir le lemme 5.1.2. de [BCDTO01]), et
non dans le cas général puisqu’il n’est déja pas vrai queretéor d’oubliﬂe) — Ee»o

est toujours essentiellement surjectif (reprendre I'gdendlonné dans la démonstration de la
proposition 2.3.3)

2.4 Unmotsurlecas =1

Ce cas est amplement discuté dans [Bre00b]. Plus exactgBnentl construit |a un foncteur
contravariant entre la catégor'@é et la catégorie des schémas en groupes finis et plats sur
Ok tués parm. Il prouve ensuite, en exhibant en quasi-inverse, que cetéan est une anti-
équivalence de catégories.

Il étend par la suite ce foncteur a toute la catégariget atteint tous les schémas en groupes
surOg tués par une puissance geDe cette fagon, Breuil retrouve la classification des sa@®m
en groupes su@, déebutée par Raynaud ([Ray74]) et poursuivie par Fontairen{{5d]) et
Conrad ([Con99]), et etend méme cette classification satigateon sur la ramification.
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2.5 Des catégories abéliennes et artiniennes

Nous montrons dans ce paragraphe que les catég@/ri@)set M" sont abéliennes. Nous
rappelons dans un premier temps que ce résultat est pronsdBi@97a] lorsque = 1.

251 La catégorie/ﬂ%

Notonsﬂ la catégorieEe) obtenue en considérant désu| /uP-modules libres a la
place dek [u] /u®’-modules libres. Un raisonnement rigoureusement ideatéyeelui établi
pour prouver le corollaire 2.2.3.2 de [Bre97a] donne :

Théoréme 2.5.1.La catégorie/\_A/fr est abélienne et artinienne. Plus précisément goitt’ —
Y un morphisme danﬁz, alors:
) f(RI"X)=Fl"YnNf(X);

ii) Soit K le noyau de I'applicatiork [u] /uP-linéaire sous-jacente, FilC = Fil "X N K,

¢, : Fil"KC — K la restriction de¢, : Fil"XY — X et N : K — K la restriction de

N : X — X. Avec ces structurek est un objet dﬂ et donne le noyau d¢ dans

M

iif) Soit C le conoyau de l'applicatiork [u] /uP-linéaire sous-jacente, FiC I'image de
Fil "y dansC, ¢, : Fil "C — C I'application gu’induit¢, : Fil"Y — Y etN : C — Cle
qguotient deN : Y — ). Avec ces structures§, est un objet dﬂ et donne le conoyau

de f dansM .
Nous allons a présent montrer les propriétés analoguesia)oatégorieEe).

Soit f : X — )Y un morphisme de la catégo@e). NotonsX (resp.))) la réduction de
X (resp. deY) modulou?, etpy : X — X (resp.py :  — ) la projection correspondante.
On munitX et de Fil", Frobenius et opérateurs de monodromie en regardant legists
quotients. On obtient des objets de la catégﬂaet la flechef induit un morphismef : X —
) dans cette catégorie. Finalement, puisgue: p — 1, 0na:

Fil’X =py' (Fil’X) et Fil"Y =p3' (Fil"Y)
Lemme 2.5.2.L'image (au sens classique) gieest unk [u] /u“’-module libre.

Démonstration. Commef commute &p,, elle induit une applicationk([u?] /u?-linéaire) f :
or (Fil"X) — ¢, (Fil"Y). En recopiant I'argument de la preuve de la proposition12.@n

prouve qu’il existe des élements, ..., eq, €}, ..., €}, etdes entiers,, ..., ng,n}, ..., nl, tels
quen;, > 0et:

imf = klu/u®e; ®...0k[u] /uPeq ®uP"k [u] JuPel @ ... DUk [u] JuPel,
Fil"ynimf = u"ku] /u®e; @ ... u"k[u] /u®Pey ® Pk [u] Ju®Pe] & ... d P k [u] /uPel,

De plus, commep,.(Fil "X') doit engendrett’ et que f(Fil"X) C Fil"), on en déduit que
o.-(Fil"Y Nnim f) doit au moins engendrer ifh Mais, puisquesr < p — 1, on a forcément
o, (uPY) C u?*Y et par un argument de dimension, le seul moyen de tout cenedit d’avoir
d = 0, ce qui acheve la démonstration. O
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Lemme 2.5.3.Le noyau et le conoyau désont deg: [u] /u“’-modules libres.

Démonstration. En tant quekt [u] /u®’-module, I'image def s’identifie au quotien®’ /ker f et
le conoyau au quotierl /im f. Le lemme résulte du fait que 81 C M sont desk [u] /u®?-
modules de type fini et si deux modules pathj N et M/ /N sont libres suk [u] /u?, alors il
en est de méme du troisieme. O

NotonsC le noyau def, C le conoyau def, K le noyau def et C le conoyau def et
considérons le diagramme suivant :

0 K x—I .y C 0
plcl/ p){l pyl pcl
0 K -1 .y ¢ 0

Lemme 2.5.4.La flechepi (resp.pc) définie par le diagramme précédent est surjective et de
noyauu?K (resp.u”C). Autrement difC s’identifie akC/uPK etC aC/u?C.

Démonstration. Commencons par le noyau et la surjectivité. Soit K. Il se reléve e € X
tel quef (z) = 0 (mod w?). Il existe doncy € Y tel quef (z) = wPy. On auPy € im f
et, puisque iny est libre surk [u] /u°?, il existey’ € im f tel queuPy = uPy’ et doncuPy =
f (uPz") pour un certain’ € X. Mais alorsr — uPx’ € K s’envoie sutt parpx. Ceci prouve la
surjectivité.

Soit maintenant: € K tel quepk (x) = 0. On apx (z) = 0 et doncx est un multiple de
uP dansX'. Il I'est aussi dan€C puisquelC est unk [u] /uP-module libre. Finalement kek. =
uPIC.

On utilise des arguments analogues pour le conoyau. O

Lemme 2.5.5.0naf (Fil "X) =Fil"Y N f (X).

Démonstration. On a évidemment toujours l'inclusiof(Fil "X) C Fil"Y N f (X).
Soity € Fil"Y N f (X). La réductiony dey modulou? est un élément de Fi)y N f (X)
(en gardant les notations précédentes) et d’apres le théo2es.1,y € f(FiI ’"2?). Il existe
z € Fil"X tel quey = f (z). Notonsz un relevé der dans Fil' X. Il existe un élémeny’ € )
tel quey = f(z) + uPy'. Les élémentg et f (z) sont dans inf, il en est donc de méme de
uPy’ et puisque iny est libre surk [u] /u?, il existey” € im f tel queu?y’ = uPy”. On écrit
y" = f (") pour un certaine” € X, etil vienty = f (z 4+ uPz”). Commeu® X C Fil"X et
er <p—1,0nauPz” € Fil "X etdoncr + uPz” € Fil "X. Finalemeny € f (Fil "X). O
On définit Fil'C = K N Fil "X, un Frobeniusy, : Fil " — K et un opérateur de mono-
dromieN : K — K déduits des opérateurs stit De méme, on définit FilC comme I'image
de Fil"Y par la projection)y) — C, un Frobenius et un opérateur de monodromiesues
opérateurs suy passant au quotient.
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Lemme 2.5.6.Munis des structures précédentes, les olijeetC sont des objets de la catégorie
M., et respectivement un noyau et un conoyau de I'applicafion

Démonstration.Les conditions de compatibilité et le fait que si les objerstslans la catégorie,
ils sont noyau ou conoyau est évident. Le seul point délisiabe« surjectivité » des,.
Modulou?, les objetsC etC avec toutes leurs structures se réduisent d’aprés le lentmk 2
surK etC et on sait alors que les. définis sur ces objets sont « surjectifs ». Notens. . . , e,)
une base adaptée de (qui existe bien) et7 la matrice dep, dans cette base. Cette matrice
est inversible modula? et donc son déterminant est inversible modufigouis modulou?. La
matriceG est donc inversible et im,. engendre bien tou€. On raisonne de méme patir [J

En rassemblant tous les résultats précédents, on obtient :

Corollaire 2.5.7. La catégorieﬂe) est abélienne et artinienne. Plus précisément oi’ —

Y un morphisme da@e), alors:
) f(FI"X)=Fl"YnN f(X);

ii) Soit K le noyau de I'applicatiork [u] /uP-linéaire sous-jacente, FilC = Fil "X N K,

¢, : Fil"KK — K la restriction de¢, : Fil"X — X et N : K — K la restriction de

N : X — X. Avec ces structureg; est un objet dﬂe) et donne le noyau d¢ dans

M,
_(e) )

iif) Soit C le conoyau de I'applicatiork [u] /u’-linéaire sous-jacente, FiC I'image de
Fil "y dansC, ¢, : Fil "C — C I'application gu’induit¢, : Fil"Y — Y etN : C — Cle
guotientde/N : ) — ). Avec ces structure§, est un objet dﬂe) et donne le conoyau

def dansEe).

2.5.2 La catégorieM”

On procede par dévissage. La preuve est en tout point areafbgelle déja connue dans
le case = 1 et présentée dans le paragraphe 2.3 de [Bre97a]. Les lemnesspgopositions
successives gardent un sens dans ce contexte plus génhémilt également vrais, les preuves
étant encore textuellement les mémes. Nous n’insisterons gas davantage et laissons le
lecteur se reporter a cette référence.

Enoncons toutefois complétement le théoréme que I'on wihties analogue au corollaire
2.5.7:

Théoréme 2.5.8.La catégorieM” est abélienne et artinienne. Plus précisément goitt’ —
Y un morphisme dang1", alors :
) f(FI™X)=Fl"YnNf(X);
i) Soit I le noyau de I'applicationS-linéaire sous-jacente, FilC = Fil"X N K, ¢, :
Fil "IC — K la restriction deg, : Fil"X — X etN : K — K larestriction deN : X —
X. Avec ces structures; est un objet deé\” et donne le noyau dé dansM”;
iii) Soit C le conoyau de I'applicatioy-linéaire sous-jacente, FilC I'image de Fil") dans
C, ¢, : Fil "C — C l'application qu'induite, : Fil"Y — Y et N : C — C le quotient de
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N : Y — ). Avec ces structureg, est un objet deM" et donne le conoyau dg dans
M.

~ ’ /\/r Ve Ll - -
RemarqueDe méme, on prouve que les categom%j),0 et M sont abéliennes et artiniennes.

3 Classification des objets simples

Nous allons donner une classification compléte des objetplss de la catégorig1”
lorsque le corps résiduél est algébriquement clos. Nous essaierons également wjegpl
ce qui se passe lorsque ce n'est pas le cas. Pour I'instant fait aucune hypothese supplé-
mentaire suk.

On considéreM un objet simple (donc non nul) det". Il est obligatoirement tué par En
effet, si ce n'était pas le cas, le noyau de la multiplicapanp dansM fournirait un sous-objet
strict de M (notez que la multiplication par ne peut pas étre injective car elle est nilpotente :
M est supposé étre tué par une puissangg.deobjet simpleM peut étre vu dans la catégorie
Ee) (dumoins sir > 0, mais dans le cas contraire, le résultat estimmédiat sgais lecteur) :
c’est unk [u] /u’-module muni d’'un Fil, d'un ¢, et d’'un opérateur de monodromie vérifiant
les bonnes propriétés.

3.1 La monodromie

Si 'on note M, = im ¢,, I'application de monodromié/ induit une application linéaire
ey N : My — M, (voir proposition 2.2.4) et il existe; € My\uM, tel queN (z1) = 0
(voir corollaire 2.2.5). Notons, = ¢, (x1) (voir définition 2.2.2) puis par récurrenag,; =
¢, (z;), ce qui est possible d’aprés la deuxiéme partie de la prpos.2.3. On aV (z;) = 0
pour tout entiet.

Notonsz; la réduction modula® de x;. Lesz; sont des éléments non nuls dé, /u? M,
qui est unk-espace vectoriel de dimension finie. Notens 1 le plus petit indice tel que,,,
puisse s’écrire comme combinaison linéaire dgsour: variant del an. Il existe donc\; € k
tels que :

Tpi1 = MT1+ ...+ T

et on peut supposey # 0 quitte a remplacer, par le plus petitindicetel que); # 0. Comme
Tni1 7 0, les); ne peuvent étre tous simultanément nuls.

Nous allons a présent corriger lespour que cette relation ne soit plus vraie seulement
modulo«?. On procéde par approximations successives et on constraisuite indexée par
j d’élémentsz?) qui sont tels quer'’”) = z; (mod wP), 2 = o, (), N(=¥)) = 0 et
finalement :
xfﬁrl = Alxgj) + .o+ Xz (mod wP)
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les \; restant inchangés. On a une solution pgue 1. Supposons qu’on l'ait pouj et
construisons-en une poyr+ 1. On cherche un élément € M, tel que I'on puisse po-
serzV*" = 2 4 wirr, On définirait alors les:’ " via la formule de récurrence!’ " —
o) G+ ) etil est facile de vérifier que pour touit> 2, on auraitr’ " = 2% (mod w0V,

Au final, il suffit de trouver- tel que :
n+1 =N ( v + Ujp"’) + )\233‘2 .+ )\nxgj) (mod u(j+1)p)

mais comme par hypothése, omﬁ%\ll =\ :zc(lj) +. +)\nan (mod u’?), on a bien 'existence
d'un tel r : il suffit de le prendre tel que’”\;r = z! +1 — A xl — ... = /\nxﬁf). De plus, en
appliquantN a cette derniere égalité, on voit qde&(u/?\;r) = \u/?N (r) = 0 et donc que
N(zY™) = 0 puisque), est supposé non nul. Ceci implique la nullité de tousVeés!’ ).

Pourj = e, I'égalité a lieu modula:* et donc dans\t. Soit K le sousk [u] /u®P-module
engendré par Iesge), pourl < i < n. Laliberté surk desz; assure quéC est un module libre
de rangn. Notons M; le sous-module dé engendré parge), Fil"M; = Fil"M N M, et
finalement Fir'C = "7 | Fil "M, N K. Par constructiony stabilisekC et ¢, envoie Fil"IC sur
KC. En outre, encore par construction, 'image de la restncte¢, a Fil”C engendreC : on
Voit que I'objet/C est dans la catégor@r. CommeM est simple, ce sous-objet est tout.
Ainsi on a prouvé la proposition suivante :

Proposition 3.1.1. Soit M un objet simple deM". Alors M est dans la catégori@r et
I'opérateur de monodromiéV est nul sur imp,. De plusM admet une base adaptée de la
forme(zy,...,x,) telle queN (x;) = 0, z;,41 = @, (x;) (voir définition 2.2.2) et :

Dy (l’d) = )\133'1 + ...+ )\dxd
ou les)\; sont des éléments detels que); # 0.

qui admet pour corollaire immeédiat la proposition 2.3.4 Hoe vient donc de démontrer.

3.2 Une base adaptée simple

Nous allons dans ce paragraphe préciser un peu plus I'ém@ni@@proposition 3.1.1 dans
le cas ou le corps résiduklest algébriquement clos.

Lemme 3.2.1.Supposong algébriguement clos. Sait un objet simple de\". Alors M est
dansM(e) etil existe(ey, . .., eq) une base adaptée def telle queN (e;) = 0, ;41 = ¢, (€;),
les indices étant considérés dar/dZ.

Démonstration. On sait d’apres la proposition 3.1.1 qu’il existe une baseptee(z, . .., z4)

telle quey, (z;) = z,41 pouri compris entrel etd — 1 ety, (zg) = Mx; + ... + Adxd ou
A € ket) #0.
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Parmi toutes les bases adaptées qui vérifient ces conditinmisissons-en une pour laquelle
le nombre de\; non nuls est minimal. On écrit alors plutét :

Tap1 = @p (Tg) = Mxi, + ...+ AkTi,

ou tous les\; sont non nuls et les indicés sont compris entré etd. De plus, on a; = 1.
Notons pour tout, n; le plus petit entier tel que™iz; € Fil"M. Si tous lesy;, n’étaient pas
égaux,yp, (r4+1) S'écrirait comme une combinaison linéairexde. . ., x4, faisant intervenir
strictement moins dé termes et la famillgz,, ..., z4.1) fournirait une base adaptée de
(en reprenant I'étude faite dans le paragraphe précédéaiy.ceci est en contradiction avec la
minimalité considérée.

Ainsi tous lesn;; sont égaux et donc eégauxag, ;. Par récurrence, on prouve que pour tout
entier fixéa, tous lesy;, ., sont égaux, les indices + a étant considérés moduib

Notonst le plus grand commun diviseur deet de toutes les differenceés— ;.. D’aprés
ce qui précede la suite desest péeriodique de période (divisantlOn considére alors le sous-
k-espace vectoriel da1 engendré par les,, oun parcourtZ/dZ. L'application ¢’ stabilise
ce sous-espace et y estsemi-linéaire. En particulier, puisqueest algébriguement clos, il
existe un élément; de ce sous-espace tel gue(e;) = Ae; pour un certaiml\ € £*. Quitte &
multiplier e; par un élément dg, on peut supposeyr = 1.

On définite; 11 = ¢, (e;). La famille (e, . . ., e;) engendre un espace stable paet parg,
qui est par construction un sous-objet non nulMe C’est donc toutM. De plus, d’apres la
proposition 3.1.1)N (e;) = 0 pour touti. Finalemente, . .., e;) est une base adaptée vérifiant
les conditions du lemme. Cela conclut. O

3.3 Classification proprement dite

Définition 3.3.1. Soit(n;) une suite périodigufed’entiers compris entr® eter. On noteh la
période de cette suite. On définit 'obj#t (n;) € Ee) de la fagon suivante :

L M) = € kul /ue;;

i€Z/hZ
2. Fil'M (n)) = @ w"k [u] /ue;;
i€Z/hZ

3. ¢, (u™e;) = e;11 pour tout indice ;
4. N (e;) = 0 pour tout indicei.

Il est facile de vérifier que tous ces objets sont bien darm@orieﬂ?e) eton ale théoréme
suivant :

Théoreme 3.3.2.Supposons algébriquement clos. Les objetd (n;) sont des objets simples

de la catégoriﬂe). De plus, siM est un objet simple de la catégo@e), alors il est
isomorphe a un certaitM (n;).

4Par « périodique », on entend dans ce chapitre « périodicuéediébut » et pas « périodique a partir d’un
certain rang ».
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Démonstration. Voyons d’abord la simplicité deV (n;). Soit M un sous-objet non nul de
M (n;). L'image de la restriction de,. a M N Fil "M (n;) est supposée engendrer taut; en
particulier elle n’est pas réduitetaet comprend un élément non divisible pér disonsz. On
écritz = A\je; + ... + \nep, OU les); sont des polynémes a coefficients daris?] /u. On
peut supposek; € k quitte a remplacer pary, o ¢, o @, (z).

Considérons um pour lequel le nombre di non nuls est minimal et écrivons :

xr = )\1€i1 ++)\kelk

avec ici tous les\; non nuls. En appliquant, éventuellement plusieurs fois, on voit que tous
lesn;, doivent étre égaux car sinon, on obtient un nouveli serait combinaison d’'un nombre
plus petit dez;. On applique alorg, aI’égalité précédente et comme précédemment, on prouve
que tous les;;, ;1 sont égaux. Par récurrence, on voit que pofixe tous les;, ., sont égaux.
Ainsi, pour que la suitén;) soit périodique de période exactemént faut quek = 1, c'est-a-

dire quer soit multiple de I'un deg;. Mais alors le sous-objet engendré pagst toutM (n;)

et finalementM = M (n;). Ce qui assure la simplicite.

Voyons la réciproque. On applique le lemme 3.2.1 qui donreedescription explicite de
I'objet M. Il reste juste & démontrer que la suitg) ne peut étre périodique de période divisant
strictement,. Mais supposons que ce soit le cas et notaedte période. On considere le sous-
objet engendré par I'élément= ¢, + ey + . .. + €5, et on verifie immeédiatement qu’il est non
nul et strictement inclus dan®t. C’est une contradiction. O

RemarqueEn utilisant la correspondance de [Bre00b], on retrouvetexaent la classification
donnée par Raynaud dans [Ray74].

3.3.1 Etude des endomorphismes

On suppose toujours le corpsalgébriquement clos. Sait un objet simple dﬂe). Soit
(e1,...,ex) une base adaptée déd vérifiant les conditions du théoréme 3.3.2. Nous allons en
fait voir que lese; sont presque uniquement déterminés. Plus précisément, on a

Theéoreme 3.3.3.Supposong algébriqguement clos. Si € k vérifie A" = ), alors I'appli-
cationy : M — M définie pary (e;) = M'e; est un endomorphisme def. Ce sont les
seuls.

Démonstration. Déja il est facile de vérifier que les applications définieasdéénoncé du
théoreme sont bien compatibles au"awu Frobenius et a I'opérateur de monodromie.

Pour la réciproque, nous allons anticiper sur des résullseurs donnant une application
non nulle End.M) — End(7% (M)) (la non-nullité se déduit de la fidélité du fonctéyrselon
le corollaire 4.3.4). D’autre part Erf{dM) est un corps priori non commutatif et Endl’y; (M))
est un corps fini " éléments (cela se déduit de théoréme 4.2.2). On en dédilénfent que
la fleche EndM) — End(7% (M)) est bijective, ce qui prouve le théoréme. O
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Corollaire 3.3.4. Les objets simpled1 (n;) et M (m;) sont isomorphes si et seulement si la
suite(m;) se déduit de la suitez;) par translation.

Démonstration. Si deux objetsM (n;) et M (m;) sont isomorphes, on peut transporter une
base adaptée det (n;) a M (m;) et le théoréme précédent entraine la conclusion voulle.

3.3.2 Un autre point de vue

Donnons finalement un point de vue différent sur cette diaation, peut-étre plus agréable
a retenir.

Soit (n;),. Une suite quelconque d’entiers compris eotetp — 1 et soitt le rationnel dont
le développement « décimal » en basest :

t=0,n1n2n3n4

On a une propriété classique :

Propriété 3.3.5. Avec les notations précedentes, les suites périodiqueésgantement celles
qui correspondent aux rationnels @g,) N [0, 1] ouZ,, désigne le localisé d& enp.

On peut alors poser la définition suivante :

Définition 3.3.6. Soit’R I'ensemble des classes d’équivalence d'élements glepour la re-
lation d’équivalence suivantea ~ b si et seulement s'il existe un entiertel quea = p"b
(mod Z).

La derniére relation d’équivalence n’est pas mystérie@de correspond simplement a un
décalage des décimales du nombre. En particulier, a causgpéeodicite, les classes d’équi-
valence sont toutes finies.

Dans ces conditiongy classifie exactement les objets simples de la catégetigvia la
correspondance que I'on a décrite précédemment).

Nous verrons par la suite que leationnel classifianp va réapparaitre de fagon naturelle.

4 Etude du foncteur T,

4.1 Un systeme préliminaire

Ce paragraphe présente une version légerement différentésdltats classiques et par
exemple déja discutés dans [Wac97] ou dans le paragrapi2edg. BBre97a]. On suppose dans
ce paragraphe que le corps résiduelst algébriquement clos.

On considére un entiérstrictement postitif. On fixg") une racingp" — 1)-iéme de I'uni-
formisanter de K et on appellel® I'extension deK engendrée par cette racine. On rappelle
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queK ) / K est totalement et modérément ramifiée de dgtjré 1. On rappelle également que
la limite inductive de toutes ces extensions est I'extemsi@ximale modérément ramifiée de
K. Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas de risque d’ambiguité noteran a la place de)™). On
rappelle enfin que; désigne une racineieme der.

On s’intéresse au systeme d’équations suivant :

( (71 214e)” . .

T I N

(S): i T
G )

\ Ter

ouw € {—1,1} est un signe, les; sont des entiers fixés tous compris eritret er, et ou les
7; et les¢; sont des éléments @5 . Les inconnues sont lés que I'on cherche également dans
Of. On pose dans la suite; = er — n;.

4.1.1 Sans coefficient constant

On s'intéresse tout d’abord au cas ou toutes les constangétg; sont nulles. Il est alors
possible de résoudre directement le systeme dgpskn effet, le systéme se réécrit simple-
ment :

=™z,
Par des manipulations simples, on voit gueloit &tre solution de I'équation :

h
A
Ty

A

= whr13,
ou s, est défini par la formule :
S = mﬂDh_1 + mgph_2 + ...+ mp_1p + my.

Cette équation admet' solutions qui sonb et toutes les racine@” — 1)-iémes dew" 7. A
partir dez, on reconstruit les autrés et on vérifie qu’ils forment bien une solution du systeme.

On peut présenter les choses de fagon plus homogene en anbo@étnme suit. On pose
pour touti € Z/hZ :

h—1 h—2
S; =mp" T +mipp T+ Mypp2oD + Mypp1.

Si ¢ est une racindp" — 1)-iéme dex” (qui est déja dan), la famille desz; = wis?'n*
est une solution deS). Toutes les solutions s’obtiennent ainsi a I'exceptionadedlution nulle
T1=...=2,=0.
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4.1.2 Unlemme ala Hensel

On ne suppose plus que les constantes sont nulles et on eherdien entre les solutions
de(S) modulop et les solutions déS) dansOy :

Lemme 4.1.1.Avec les notations précédentes, si le systéfn@dmet une solutiofx, . . ., z;)
modulop, alors cette solution se reléve da@ en une solutionizy, . .., ).

Démonstration.On construit cette solution par approximations successhigons tout d’abord
une extension finid de K suffisamment grande pour contenir tousigdesé; et pour que
tous lesz; puissent s'y relever. L'extensiah/ K (" est totalement ramifiée (puisqiesst sup-
poseé algébriquement clos), disons de defgfdotonsO; I'anneau des entiers de

On va construire une suite ajel ,:cg ). ,:1:2")) de solutions compatibles du systénsg
modulon™ dansOy. Il suffira par la suite de prendre la limite de cette suiterpaoir une
solution du systeme daid3; et donc dang);.

On a déja, par hypothése, truplet pourn = e (p" — 1). Les suivants se construisent par
récurrence. On part d’un entier> e (p" — 1) et d'éléments:(”, .. ., 2" vérifiant :

i ‘ n . - n
— = wx;y + 7 (mod n")

pour tout indice pris dansZ/hZ et on cherche a construite, . . ., ys, tels que :

P
( e ,E ) + Cz + 7T1 77”%) (n) 1
er w (xi-i-l + 77nyi+1> +7;  (mod n"*)

Un calcul donne :

- mgp® e
(wheal™ + &+ mp y) (el +e) 2 (p) it : (pal® A>p‘k
—y |\ G

7T€T ﬂ-er ﬂ-er

kng kn

Soit un entierk > 1. On av <”1 i ) = "7”1 + 5 fn_ — er. D'autre part4+c” est un

er

entier, donc de valuation positive et on en déduit gug" x V) > <. On obtient :

kn;

o n p—Fk kn kn; er
U = 777< ()+cl> > — + —er+(p—k)—

mer pr—=1 p p

n n km;
- " 4 (k-1 _
ph—1+( )ph—l p

Comme par hypothése> e (p — 1) etm; <er, il vient:

n ker n T
> k—1)— — = — El1— -
vk/ph_1+e( ) , P ete ( )
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Maintenant sk < p, le coefficient binomia(z) est multiple dep et donc :

kn;
p\ m (n) p—k n r n+1
U((k) —or ( -I—CZ) >e+vk>p4h_1+ek 1—5 >ph—1

la derniere inégalité résultant du fait quec er < p — 2.

On en déduit que tous les termes de la somme paampris strictement enti@et p sont
nuls moduloy™**. En fait, c’est aussi le cas pokir= p. En reprenant les égalités précédentes,
on voit que :

n
Z —-1-
Uy ph_l—l—e(p T)

maisp — 1 —r > 1 et donc on a egalemenf >
résoudre se réduit a :

p
(7™ + )

7T€T’

=w (5’3@(1)1 + 77”?%) +7;  (mod n™*")

mais on sait que la dlfferenéé—”L“)p wxzﬂ — 7; est un multiple dey”, et donc s’écrit
n"q;. Il suffit ensuite de choisiy; = wq; pour avoir la solution que I'on cherchait. O

4.1.3 Résolution du systéeme

Une premiere conséquence du lemme que I'on vient de prosvéx gésolution du systéme
(S) modulop lorsque les constantéset ¢; sont toutes nulles :

Lemme 4.1.2.Supposons que les constantgst¢; soient nulles. Mise a part la solution nulle,
les solutions d¢.S5) dansOy /p s’écriventz; = w'e? ;" olie € Ok est une racingp” —1)-
ieme dexw”, 77 est la réduction dg dansOy /p et :

h—1 h—2
S =mp " +mipp T+ ..+ Mypp2oD + Myipp1.

Démonstration. Si € est une racineéph — 1)-iéme dex” et siz; désigne la réduction modulo
pdew’s? %, le uplet(zy, . .., x,) est solution du systéme dad; /p. De plus, si ete’ sont
deux racinegp" — 1)-iémes dex” distinctes, on a pour tout entiérs”" # ¢ dans le corps
résiduel et done?’ — &”7" est de valuation nulle. On en déduit, puisqug®’) = o
z; = w'eP' % et = w'e % sont distincts dan® /p.

On a ainsi trouvé" solutions & S) modulop. Le lemme 4.1.1 assure qu'il y en a au moins
autant dan®) . Mais on a vu qu’il y en a exactemepit dansOp, on les a donc toutes. [

Passons au cas général. On reprend le systShnmais on ne suppose plus la nullité ¢je
et deg;.
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Théoreme 4.1.3.Supposons que le systétd admette une solution dari3, alors il admet
toujoursp” solutions dan€); et p” solutions dang); /p. De plus I'application de réduction
modulop définit une bijection entre ces ensembles de solutions.

En outre si(xy,...,x5) et (yi,...,ys) Sont deux solutions distinctes daf /p, alors il
existes une racine(p" — 1)-ieme dew” telle quey; = x; +w'e?'n* pour tout indicel € Z/hZ
ou s; est défini par la formule :

h—1 h—2
S =mp" T +mipp T+ .o+ Mypp2p + Mirp

Démonstration. Soit (Z4, ..., #;) une solution dg.S) dansOy. Si I'on notez; € O /p la
réduction modulg de z;, le uplet(xy,...,z;) est solution d€.S) modulop. Prenons une
racine(p”" — 1)-iéme dew” et posong; = z; + w's” n*. Un calcul donne :

o P
n; ~ n; (2 . A
(wl’xi + el ptt 4 ci)

p—1

= (A& + &) + TVwler " P+ ( ) A RN
k=1

Or les; forment une solution dS) et donc on a(;"d;+¢;) > . Egalement, ona(n™) =

> m? Finalement, on obtient :

p
v (kawmskp i (m1id; + ¢ ) = k:B + kﬁ +(—k) 2= er
p p p

Ainsi tous les termes de la somme sont des multiplesde Modulop, il reste :

1 , . \P TR+ )P mriggie T ppsi
(ﬂ“:ﬁi + e cl-) = mhta) T— (mod p)
7T€T 71-67‘ 71-67‘
it e T psi
VI
Onremarque ques; = s;41+m; (ph — 1), puis qugy, . . ., y,) estsolution dé¢.S). On conclut
en reprenant la démonstration du lemme 4.1.2. O

Voici un dernier corollaire qui nous sera utile par la suite :

Corollaire 4.1.4. Soitg un élément du groupe de Galdis, qui fixe tous les;, tous les; et .
Soit(zy, ..., z,) une solution d&.S) dansOy. On noter; la réduction modulg de z;. Alors,
pour touti € Z/hZ, g fixez; si et seulement gifixex;.

Démonstration. Il suffit de montrer que sj fixe lesz; alors(gz, . . ., g&;,) est aussi solution de
(9). En effet, d'apres le théoreme précédent, si ces deux snkusiont distinctes dad®;, elles
le sont aussi modulp. Le théoreme 4.1.3 donne ceci : dans le cas ou les deux swgmnt
distinctes, dan®; comme dan®); /p, toutes les « coordonnées » deaplets sont distinctes.
Le corollaire en découle directement. O

RemarqueDans le cas ou tous lés sont nuls, il existe toujours une solution au systéeme dans

Of. En effet, en combinant les équations, on aboutit a une enéquation polynomiale a

coefficients entiers que doit vérifigr. Commelk est algébriquement clos, cette équation admet

une solution.
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4.2 Calcul sur les objets simples

Dans ce paragraphe uniquement, on suppose le corps résidiggbriquement clos. On
suppose également queest choisi tel quer = p, ce qui est toujours possible si> 0 (Si
r = 0, les résultats se démontrent indépendamment et facilgrmfgnsi £ (u) = u® — p et
C(e),» = —1. Soit M un objet simple deV". Le théoreme 3.3.2 affirme quet est de la forme
M (n;) pour une certaine suite périodigue ). Notonsh sa période.

Limage deM par le foncteufl; s'identifie, comme le prouve le lemme 1.3.4, a 'ensemble
Hom(M, A). Se donner un tel morphisme revient & se donner pourifaut élément:; € A,
image dee;, ces éléments; étant soumis a certaines relations que nous allons exguli€in
rappelle que d’aprés le lemme 1.3.3, 'annebs'identifie a(0x (X)) /p.

Lemme 4.2.1.L'ensemble des € A tels queN (z) = 0 estOx /p.
Démonstration. Le lemme résulte directement du fait gi¥g X ) est une unité del. O

De N (e;) = 0, on déduitN (z;) = 0 et donc d’apres le lemme précédente Og/p.
Intéressons-nous maintenant a la condition imposée paroleeRius. Sur I'objetM, ¢, est
défini par¢, (u"e;) = e;1. Cela impose donc deux choses : I'élémehtr; appartient a
Fil" (Og (X)) /peton alégalitép, (u"xz;) = x;1;.

On rappelle que I'on avait désigné par(resp.m;) une racinep-ieme dep (resp. der) et
commer® = p, on peut supposer en outr¢ = p;. D’autre part, siv = >, al% e A
(a; € Og/p), alorsz € Fil"A si et seulement si; est un multiple dep, " pour tout entier

i compris entred etr. Comme, dansd, u = -, on au™z; € Fil"A si et seulement si

7z, € Fil " A, c’est-a-direr? " divisex; pour touti € Z/hZ.

Soit z; un relevé der; dansOj qui est un multiple deri" ™. Par définitionp, (u™z;) est
la réduction module de :

1 ﬂ-;h S (_1)7’ anl p 1 1 .

_ L — . — _1 T X p

pT (b ((]_ ‘l‘ X)?’LI:U) pr (1 + X)pn1 xz ( ) (1 _I_ X)pnl 7-(-67’—7177 .%’z
r ol

Or modulop, (1 + X)" = 1 et finalement, (u"z;) = (—1)" .
Ces équations fournissent un systeme qui est exactemenétedié dans le paragraphe 4.1
avecw = (—1)" eté; = #; = 0. En particulier, le lemme 4.1.2 nous fournit directemest le

solutions.

On vient de prouver le théoréme liil.dont nous rappelons I'énoncé :

Théoreme 4.2.2 Supposons algébriguement clos et < p—1. Sil'objet simpleM s’identifie
a M (n;) pour une suitén;) périodique de périodé (voir théoréme 3.3.2), alors la représen-
tation galoisiennd; (M) est isomorphe a:

m
67 05 ... 0"
oum; est défini pam; + m; = er et ou lesy); sont les caracteres fondamentaux de niveau

En particulier, pour tout objetM de M" tué parp, les exposants qui décrivent I'action de
I'inertie modérée sur la semi-simplifiée modplde 7 (M) sont tous compris enti@eter.
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4.3 Exactitude et fidélité
4.3.1 Exactitude

Théoreme 4.3.1.Le foncteurly; de la catégorieM” dans la catégorie deB,-représentations
galoisiennes de torsion est exact.

Démonstration. La preuve est en tout point semblable a celle donnée dansdgrpahe 3.2.1.
de [Bre97a], et dans le paragraphe 2.3.1. de [Bre99a]. O

4.3.2 Fidelité

Commencgons par le lemme suivant :

Lemme 4.3.2.Supposons algébriquement clos. L'image par le fonctéljf d’'un objet simple
de M" est une représentation irréductible.

Démonstration. Par le théeoreme 4.2.2, on connait I'image d’un objet simptdgfoncteufly;.
On vérifie directement que cette image est une représemgdioisienne irréductible. [

Corollaire 4.3.3. Supposons algébriquement clos. SV est un objet de\”, ona:
long (M) = long (T (M)
Démonstration. Cela découle directement du lemme précédent et de I'endetit O

RemarqueCes deux derniers résultats restent vraig siest pas algébriquement clos (voir
théoreme 5.4.4).

Corollaire 4.3.4. Le foncteurl}; de la catégorieM” dans la catégorie deg,-représentations
galoisiennes de torsion est fidéle.

Démonstration. Supposons dans un premier tenipalgébriquement clos. Sojt: X — ) un
morphisme dans la catégov” tel queTy; (f) = 0. On a la suite exacte dapgl" :

0——kerf — X —L

im f 0

En outre I'application iny’ — ) est injective et donc la fleche déduitg (V) — 7% (im f)
est surjective. On en déduit qag(f) = 0. En appliquant le foncteur exaty; a la suite exacte
écrite précédemment, on voit qdé (im f) = 0. D’apres le corollaire précédent, ifn= 0,
puis f = 0.

Pour le cas général, notohS" le complété-adique de I'extension maximale non ramifiée
de K. Son corps résiduel s’identifie & une cloture algébrikjde k. Désignons pas,,, 'anneau

S construit a partir dé("" et parM;, la catégorie de modules sfi,.
Si M estun objet deU”, alorsM,,, = Sy, ®s M est un objet deU |, et 'application :

TGM) — TE( M)
[ [s®xwsf(z)]
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est un isomorphisme commutant a I'action de (Z‘féVK”r). De plus, le morphisme, : M —
My,  — 1 ® x est injectif.

Soit f : X — Y un morphisme dans la catégovld” tel queTy (f) = 0. Il induit un
morphismef,, : X, — Vi de la catégorieM;, et on a7 (f) = 0. Par la fidélité dans le cas
algébriquement clos, il vienf,, = 0. La composéey, o f : X — Y, est nulle et comme), est
injectif, f est nulle. Ceci démontre la fidélité. O

5 Pleine fidelité du foncteurT

Dans cette partie, on suppose a nouveau dans un premier tpragds corps résiduet
est algébriguement clos. La propriété de pleine fidélitéergalable sans cette hypothese et
nous verrons dans le dernier paragraphe comment le casatjéaétéduit simplement du cas
« algébriqguement clos ».

Par un argument classique (voir [FL82]), on se ramene a prdayemme suivant :

Lemme 5.a. SoientM et deux objets simples det". La fleche canonique ExtM, ) —
Ext' (Tg (N), T4 (M)) estinjective.

5.1 Le moduleAgs

Pour prouver le lemme 5.a, on considevé et N deux objets simplesY une extension
dans la catégorie\!” de ces deux objets telle qu&, (X') soit isomorphe au produit direct
T4 (M) x T (N). Il nous faut montrer qué’ est isomorphe M x N

Les hypothéses impliquent quéest tué pap. En effet, 7 (X') est tué pap, ce qui signifie
que la multiplication pap surT% (X) est I'application nulle. Par fidélité, on en déduit que la
multiplication parp sur X’ est également I'application nulle. Ainsi on peut travaillians les
catégoriesEe). D’autre part, si- = 0, il y a un unique objet simple a isomorphisme pres, ce
qui régle rapidement ce cas. Ainsi on peut suppeser) et supposer a nouveat = p.

Commencons par donner une caractérisation, faisant engrmexplicitement le fonctedry,
des objets dﬂ(e) qui sont semi-simples.

On construit un sous-moduléss de A (ss poursemi-simple Pour cela, comme dans le
paragraphe 4.1, on fixe, pour tout entier) une racine(p” — 1)-iéme de I'uniformisanter.
On impose en outre une condition de compatibilité : on demand lorsqué:’ divise h, on
ait :

ph—1
(77<h/>) 1 ()
De cette fagon, si € Z, (le localisé deZ enp) on pourra sans ambiguité parler d& En

effet, comme tout nombre premiepadmet un multiple de la formg® — 1, on peut toujours
écrires = -1, et poser :

= (n(h))a.
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La condition de compatibilité dit précisément que le réduie dépend pas de la fraction choisie
pour représenter. En outre, on a les formules évidentgsx 7' = 75+ et7"* = (7°)" sis et
s’ sont dangZ,) et sin est un entier.

Reprenons la description donnée tout a la fin du paragrafheCBoisissons un élément
t € R classifiant un certain objet simpl&t de la catégoriﬂe). Appelonst, ..., t, les
rationnels deZ,) N [0, 1] correspondant & Précisément si c'est la suite; ), ,,;, qui classifie
M, onaura:

ti =0, NNy Nign1 M1 - Migh1 ---

Sil'on posev; = % —t;, on voit d’aprés le calcul fait dans le paragraphe 4.2 quedigment
deTZ (M) tombe dans le sousfu] /u’-module ded engendré par les*:. On pose, pour tout
teR:

Asg = k [u] /uep STk [u] /uep T2 e+ k [u] /uep . oh

ou I'entier h dépend de. La somme précédente est directe (voir lemme 5.1.2). |l it
attention au fait que les modulgés$u| /u? - ¥ ne sont pas libres, car, par exemple, on a toujours
u~ 1Y = 0, sauf dans le cas trés particulier b= 1 etn; = er. En particulierdsg, n'estpas
isomorphe aM.

Définition 5.1.1. On pose :
As=) A CA

teR

Autrement dit Ags est le sous: [u] /uP-module engendré par leg’ out’ parcourt 'ensemble
des rationnels dé& ) N[0, 1[ dont I'écriture « décimale » en bagene comporte que des chiffres
compris entre) eter.

Lemme 5.1.2.Le morphisme évident :
@ k[u] Ju - - Ass
t/

est un isomorphisme (ou la somme est a nouveau étenduératinnnels compris strictement
entre( et 1 et dont I'écriture « décimale » en bagene comporte que des chiffres compris entre
0 eter).

Avant de faire la démonstration, insistons sur le fait quedtation est trompeuse : le module
k (u) /u® - 7 n'est pas libre, il doit étre vu comme un sous-moduleddée lemme dit donc
gue la somme dang de tous ces sous-modules est directe.

Démonstration. La surjectivité est une conséquence immeédiate de la définiie Ass. Passons
a l'injectivité. Considérons une relation de la forme :

Pl(u)7r”1+...+Pn(u)7T”":O
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ou lesy; sont deux a deux distincts et ou on peut supposer que touslig®mesp; € k [u] /u?
sont non nuls. Il faut alors montrer que tous les termes dertare P; (u) 7% sont nuls, et ceci
va résulter d’'un simple calcul de valuation.

On écritu = m X’?~! ol I'on rappelle queX’ = 1 + X vérifie la relationX”” = 1. En
identifiant les coefficients eN’, on obtient pour touf compris entré) etp — 1 des égalités de
la forme :

PP (m)y7 + ...+ PY (7) 7’ =0

ou IesPZ.(j) sont des polyndmes a coefficients ddns On rappelle que I'on dispose d’une
valuation suiQg /p et que le fait d’étre nul signifie simplement d’étre de valuasupérieure a
e. La valuation deDZ.(]) (7) est un entier. Comme € Z, N [0, 1], et que tous les; sont deux
a deux distincts, les valuations ;Bé’) (m) ¥ sont aussi deux a deux distinctes, eton a:

v <P1(j) (m) 7 + ...+ PY) (7) 7r””> = minv (Pi(j) (m) 7r”i>

(2

En particulier, la somme est nulle si et seulement si toutel®ses sont nuls, ce qui est bien ce
gue I'on voulait prouver. O

Soit X un objet de la catégoriﬁe). L'injection Ass — A fournit une fleche injective
Hom (X', Asg) — T& (X).

Lemme 5.1.3.L'0objet X' est semi-simple si et seulement si la fleche précédentergsttaie
(et donc un isomorphisme).

Démonstration.Le sens direct est facile : & est semi-simple et s’écrit donc comme la somme
X =M; @...H M, pour certains objets simplest;, alorsT; (X') se décompose lui aussi
comme la somme directe :

TH(X)=T5g(My) @ ... T5E(M,)

et on a déja vu qu&Z (M;) = Hom(M;, As).

Faisons la réciproque. Le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] affiroeelg cardinal d&€3 (X) est
p"9* ol rgX désigne le rang d& en tant que [u] /uP-module. On prouve par récurrence sur
la longueur de I'objeft’ que Card HoniX', As) < p@* et qu'il y a égalité si et seulement&i
est semi-simple. Cela entrainera bien le résultat anncamt# ld lemme.

Le résultat est évident st est simple (de longueur). Prenons un obje’ de longueur
n + 1. Il existe une suite exacte courte de la forme :

0 M X N 0

ol M est un objet simple eV est un objet dﬂe) de longueur. Par application du foncteur
contravariant Hong-, Ass), on en déduit une suite exacte a gauche :

0 —Hom (N, Ass) — Hom (X', Ass) — Hom (M, Ay
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dou :

Card Hom(X, A9 < Card Hom(\, Ag) - Card Hom(M, Agg) < p@V - paM = p9¥

Pour que les deux inégalités précédentes soient des &gihfiséit que la fleche Horit', Asg) —
Hom(M, Ass) soit surjective et que Card Hof, Asg) = p'9V. D’aprés I'hypothése de récur-
rence, cette derniére condition implique gueest semi-simple.

Exploitons la premiére condition. Saite Hom (M, Asg), ¥ # 0. Sit désigne le « rationnel
classifiant » deM, ) tombe dans umsy qui est un facteur direct dédss. Par hypothése) se
prolonge a toutt’. On s’intéresse a la composé€e X' — Ags — Asgq OU la premiere fleche est
1 ainsi prolongée et la seconde fleche est la projection cgueni

Notons(e, ..., eq) Une base adaptée dépour les entiers,, ..., n, €t notons pour tout
i, f; un relevé des (e;) dansM, qui existe puisque tous les morphismes non puls— Asg
sont surjectifs. Nous allons corriger Igspour que la fleche : X — M, e; — f; définisse un
scindage de :

0 M X N 0.

Les f; sont uniques modulo°Fil "X’ (on peut faire beaucoup mieux en fait, mais ce ne sera pas
utile). En particulier, quelle que soit la facon de les chipla fleches obtenue respecte Fil
D’autre part,on a:

ér (U™ fq) fa T4

ou G désigne la matrice de, dans la base adaptée, ..., e;) et ou lesr; sont des éléments
fi fi
de u°Fil "X’. On voit donc que si I'on remplace le vectepr : par le vecteur| : +

Ja fa
T
G-t : |, onobtientune fleche compatible a Fédt a¢,..

Td

Pour prouver que cette rétraction est également compatilleon considere le diagramme
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commutatif suivant :
br

Fil " M M
F|| TX o X cN
u¢N
we N Fil "M —— %2 M
/ CN /

br

Fil"x X

Les faces du cube situées devant, derriére, au-dessusdetsaods commutent. La face de
gauche commute modul@Fil "M et donce, o (u°N) o s = ¢, o s o (u°N). Une chasse
au diagramme permet d’obterfirN) o so ¢, = so(c¢N)o ¢, ce qui permet de conclure puisque
o, (Fil"X') engendre tout’. O

5.2 Le calcul de Hom\, A/ Ay

Rappelons que notre objectif est de prouver le lemme 5.a.0@sidere donct’, objet de
Ee) et extension de deux objets simpleset /. On suppose qUE;; (X) ~ T (M) x T (N)
et on veut montrer qué& est semi-simple. Pour cela d’apres le lemme 5.1.3, il sudfpruver
que tout élément dé&y; (X') définit un morphisme qui tombe danks Soity € T (X). On
peut dessiner le diagramme suivant :

0 M

T x N 0
e "

N A
e

A/Ass

)

La composée o f est un morphisme d&1 dansA, qui tombe dansis par simplicité dem

et devient nulle lorsqu’elle est composée avec la projactamonique. Il existe donc une fleche
Y : N — A/ Agsfaisant commuter le diagramme. Lobjectif de ce paragragshe’étudier plus
en détail cette fleche.

Notons d’abord que le quotielzaﬁt/AsS hérite d’une filtration, d’'un Frobenius et d’un opéra-
teur de monodromie : on définit F{lA/Ass) = pr(Fil ?A) et on vérifie queV (Asy) C Agset
que¢;(AssN Fil 'A) C Ags Cela suffit pour transporter les structures.

CommeM estun objet simple, on sait le décrire précisément : paéleréime 3.3.2, il existe
un entierh, des éléments,, . . ., e, qui forment une base de1 et des entiers,, ..., n, le tout
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tel que Fil" M soit engendré par les vecteurS ey, ..., u"ep, ¢, (ue;) = e;41 €N (€;) =0,
les indices étant considérés datydiZ. De méme, on a une description.fe: il existe un entier
I, des éléments,, . .., e}, et des entiers], ..., n;, le tout vérifiant des conditions analogues.
Dans un premier temps, comnjecommute &V, on aN (¢ (e,)) = 0 pour tout indicei’.
On cherche donc les élémentsdlelont I'image parV tombe dansiss C'est I'objet du lemme

suivant. On rappelle que, par le lemme 1.3.5:
A= (O [X(Y) /(X" =1,p)

) )
l'isomorphisme consistant  faire correspondrea 1 + X et X al (%) .

Lemme 5.2.1.Avec les notations précédentes, I'ensemblesdesA tels queN () € Ay est
Ass"‘ OK/p + (Assm Of(/p) Y.

Démonstration. Soitz € A tel queN (z) € Ass Il S'écrit :

Yi
x:ZPj(X’)7

>0

les P; étant des polyndémes de degré infériepr-al a coefficients dan®z /p nuls pourj >> 0.

Ona: ‘
Y
>0
On remarque queiales identifications faitesissest entierement inclus dag; /p [ X'] /(X"P—
1) et donc il suffit de vérifier les conditions :

1. X'P,(X') 4+ P, (X') € Ass
2. X'P}(X") + Pj;1 (X') = 0 pour toutj > 1

La deuxieme condition entrain® (X’) = b pour un certairb € O /p et P; (X’) = 0 pour
toutj > 2.

Exploitons maintenant la premiére condition. Ecrivéy$X’) = ap+a; X'+. . .+a, 1 X7
oua; € Ok /p. On obtient :

b4+ a X' +2aX?*+ ...+ (p—1)a, 1 XP7' € Ags

Par définition dedss et en remarquant quec Ag correspond &; X”?~! € A, on voit que tous
les termes de la somme précédente sont élémentisdEn particulier on & € Ag D’autre
part, les entierg, ..., p — 1 sontinversibles dan® /p et donc tous les, X", pouri > 1, sont
aussi éléments dds. Cela prouve finalement qu@, (X') € Ass+ Og/p puis la conclusion
annoncée.

Il reste a faire la réciproque, mais elle est immédiate auwoadicul précédent. O
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5.3 Finde la preuve

Choisissons des relevés gedansX’, relevés que I'on appelle encare. D’apres le lemme
5.2.1, I'application) a la forme suivante :

(0 (ei) = I
Ye,) = ap+ay+byY
ouay € Og/p, ai, € Ass by € AssN O /p, €t 0U on connait précisement la forme des

d’apres le calcul fait dans le paragraphe 4.2z;s¥ 0, si 'on note comme dans le paragraphe
51:

ti = 0, nnipr. . Nipp—1 M1 Migp—1 -

/ _ / !/ / / / !/
ti/ —_— 0 3 nz/n,L/Jrl. . 'n’i,+h,71 nl/nZ/Jrl' . .ni/Jrh/il o ..

et sion pose; = =5 —t; etv;, = 6(%1) — t},, il existe deux racinegp" — 1)-iémes de l'unité,

e ete, telles quei; = (—1)" e’ 7% et oliz; est la réduction modulp de #; (respby).

De plus, en remarquant qu'il existee M tel queu”?eg, + z € Fil" X, on obtient des
relations de la forme :

Or (un;/ (ay +byY) + Ci’) = ayy1 + by 1Y + gy (1)
olc¢; etr; sont des éléments di. Ecrivons :

Cir = CE,O) —+ C,f,l)u + ...+ Cz(vpil)upil
ave0c§7) € AssN Og/p. On peut supposecrzi’ = 0 quitte & modifiera;;. Décomposons
u™ (ay + byY) 4 ¢ de la fagon suivante :

un;’ (a’i/ -+ b’L/Y) + Cyr = W?i/ai/ + C(~0)

Z/

4P+ gt

— [n;m?“ai/ + CZ(~,1)7T1 + ...+ (p — 1) Cg?il)ﬂ'{)_l + W?i/bi/ X

X
= U-VX (mod —,i>2)

1.

Cette quantité doit appartenir & Fil. On en déduit que{” diviseU etn{"“ diviseV. De plus,
en identifiant les termes constants¥mans (1), on obtient les relations :

¢ (U) = ajrq1 + 11

quiimpliquentr; € AssN Ok /p. Notonsa, € O un relevé dey; etég,j) € Ogm (K™ désigne
I'extension maximale modérément ramifiée/dgdes relevés deg,]) et posons:

A~

Cpyr = é’f,o) + 65/1)71'1 4+ ...+ égg)il)ﬂ{)il c Kmr [’7'('1] .
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Notons finalement;, € Ogm un relevé de;.. Intéressons-nous au systeme (dont les inconnus
sont lesz;/) donné par les équations :

n;/ R ~\P
T Ty 4 Cy

7T€T’

= (=1)" (T2 + Firsa) -

On vient de voir que les; forment une solution modulp, qui se remonte d’aprés le lemme
4.1.1 en une solution dard®; que I'on notea;,. Le corollaire 4.1.4 s’applique : un élément du
groupe de Galoi&: x qui fixe lesé¢;, lest; et fixe a; si et seulement s’il fixe,: .

D’autre part, on rappelle que par hypothese la suite :
0 —T4N) — T4 (X) —TG(M) —0

est exacte et que I'on dispose d’'une sectian?} (M) — TZ% (X) qui commute a I'action de
Galois.

Soity € T (M) décrit comme on vient de le voir. Le morphismg)) € TZ (X) prolonge
1, on I'appellera simplement par la suite. Commeest compatible a Galois, pour tout élément
o stabilisant les;;, on a:

o(ay +a, +byY)=o0ay +oal, +obyt (o) + obyY = ay + ay + by Y

ou on rappelle que (YY) =Y +t(0). Onavu que (o) € Og/p (voir lemme 1.3.7) et donc
de I'égalité précédente, on déduit en particulier :

oay + oy + obyt (0) = ay + al,.

Sit (o) = 0 et sio fixe a,, on obtientra; = a;. En particulier, tour € Gal (K /K™ [r])
vérifie ca; = ay. Comme de plus tout tel fixe ¢ etry, il vient oa; = ay puisa; € K™ [m].

Des lors, la relatiom,.(U) = a; 41 + ry11 entraine que, .1 € Oxm/p, €t ce bien sar pour
tout:. Ainsi, il existe un entier] tel que I'on puisse écrire :

ay = g AT

ou / désigne I'ensemble des rationnels dénd [ et ayant pour dénominate(lpd — 1) et ou
les \, sont des éléments dBx /p. Soit Iss 'ensemble des rationnels appartenant d@ont le
développement « décimal » en basee fait intervenir que des chiffres compris enfret er.
Soit Iss = I\ Iss. On pose :

Assir = g A’ et sy = E AT’
vEIss vElss

Alors a; = assir + assir, assir € Ass €t On vérifie que :

’

.
¢ (T Usgi’ | = Asgi/41-
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On sait résoudre cette équation et ses solutions sont4lgnSela entrainess;; = 0 pour tout
indice?. Ainsia; € Ass

Reprenons a présent I'élémdit= 7," a, + cf?) + cg,% +...+ cgf”l)w{’”. Comme on
avu quea; € Ass sa valuation est un elément dg,). Ainsi les valuations de termes non nuls
intervenant dan&’ sont deux a deux distinctes. Puisqtfé divise U, on en déduit qu'il divise

chacun de ces termes. En patrticulier, cela implique :

or1 (V) = ¢ra <7Tn;/bi’>

et en regardant la composante ¥yia relation (1) implique :

Gr—1 (Wn;’ bi/> = by 1

On a déja resolu plusieurs fois ce systeme. En particuliest(¢out ce dont on aura besoin),
by € Assetsiby #0,0na:
e(r—1)

v (bz’) < D

Supposons par I'absurde qu'il existe un indiceel queb; # 0. Soito € Gal (K/K”") ne

fixant pasr,. On acb; = by ett (o) # 0. On a démontré dans le lemme 1.3.8 que) était
congru a une racing — 1)-ieme de(—p). En particulier, il est de valuatiogt5. On en déduit :

e(r—1) e er

b‘/t < —=

<e

et donch;t (o) est non nul dan®y /p. Mais on a I'égalité :
oay + oay + obyt (0) = ay + aj
qui se simplifie ici erb; ¢ (o) = 0. C’est une contradiction. Aingi, = 0 pour tout:.
En conclusion, I'application prend la forme suivante :

Vi) = w
v(ey) = ap+d,

avecz;, a; eta;, éléments delss. On en deduit que tombe dansiss

Maintenant, tout élément de Hg#i, A) s’écrit comme somme d’un élément de Howi, A)
et de I'image pas d’'un élément de Hoif\", A). Ainsi on a bien prouvé que Ham, 4) =
Hom(X, Ass) et par suite que le fonctelt; est pleinement fidele, du moins dans le cag et
algébriquement clos.
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5.4 Récapitulatif et conclusion

Récapitulons tout ce que I'on vient de voir. On a prouvé sgpsthése sur le corps résiduel
k que le foncteufZ; est toujours exact et fidele. On a également prouvé, poustditt, que si ce
corps résiduel est algébriquement clos, alors le fondgétait également plein. En procédant
comme dans le paragraphe 6.2 de [FL82], on peut déduire ldtatépour ki quelconque du
résultat pouk algébriquement clos :

Théoréme 5.4.1.Le foncteurZy, de la catégorieM” dans la catégorie des représentations
Z,-linéaires de torsion du groupe de Galdi§, est exact et pleinement fidele.

RemarquelL’'image essentielle du fonctedt; est incluse dans la catégore dgsreprésenta-
tions de longueur finie dé&'x comme le montre le théoréme 5.4.4 que nous prouvons par la
suite.

Nous pouvons finalement répondre completement a la congegti2 de [Bre99a]. Mais
avant cela, nous allons énoncer et prouver une propriateeite :

Propriété 5.4.2. SoientA et B deux catégories abéliennes et artiniennes. SoitA — B un
foncteur additif, exact et pleinement fidéle qui est tel gugalge de tout objet simple dé est
encore simple danB. Alors I'image essentielle d& est stable par sous-objets et par quotients.

Démonstration. On se raméne directement au casA®st une sous-catégorie pleine Be
L’hypothése dit que les objets simples deestent simples dan8. En particulier siM est un
objet deA et si:

O=MyCcM,C...CM,, =M

est une suite de Jordan-Holder dah<elle restera une suite de Jordan-Holder d&nH s’agit
de prouver que la catégorieest stable par sous-objets et par quotients.

Introduisons pour cela’ la sous-catégorie pleine deé formée des objets dont tous les
quotients de Jordan-Holder sont dahsC’est une sous-catégorie abélienneizlgui est stable
par sous-objets et par quotients. Evidlemméngst une sous-catégorie d&, on peut donc
supposer quel’ = B ou si I'on préfére que les objets simples deet ceux deB sont les
mémes.

Soit M un objet ded et N un sous-objet d@/. En considérant des suites de Jordan-Holder
de N et deM/N, on voit que I'on peut écrire une suite de Jordan-Hélder derlae suivante :

0=MyCM...CMy=NCMy;C...CMy=M

Le quotient)M,,,/M,,_, est un objet simple et donc un objet de Par suite le noyau de la
projectionM,, — M,,/M,,_1 qui s'identifie ai/,,_; est également objet dé. Par récurrence,
on montre que tous lel/; sont objets ded et donc qu'’il en est de méme dé. Ceci prouve la

stabilité par sous-objets. La stabilité par quotientsai¢etde facon totalement identique.[]

RemarqueCette propriété redémontre en particulier le fait que Iessrcmégorid/\/l_vFr deﬂe)
est stable par sous-objets et par quotients, puisque I'andars la proposition 2.3.4 que tous
les objets simples d&4,,, étaient danMF .
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On peut désormais énoncer le théoréme qui résout la corgauntionnée précédemment :

Théoreme 5.4.3.L'image essentielle du foncteil; est stable par sous-objets et par quotients
et indépendante du choix de l'uniformisante

Démonstration. L'indépendance du choix de I'uniformisante est une consgqge directe de la
propriété 2.1.10.

Supposong: algébriquement clos. On sait, par le lemme 4.3.2, que I'engar le fonc-
teurT} d’'un objet simple deM” est une représentation irréductible. Le fonctéférifie les
conditions de la propriété précédente, ce qui conclut.

Pour le cas général, notohS" le complété-adique de I'extension maximale non ramifiée
de K et&ffe%nr la catégoriﬂe) construite a partir d&™. Soit M un objet simple deu". Il

est tué pap et donc peut étre vu comme un objetﬁe). I suffit de prouver quéy; (M) est
une représentation irréductible. Notohs, = £ ®, M. Lapplication :

T& (M) — TEH( M)
fo= Pez= A f(2)
(ot [A] € W(k) C O est le représentant de Teichmuiller dec k) est un isomorphisme
commutant & I'action d&xn = Gal (K /K™).

Supposons par I'absurde qu'il existé un sousZ,-module deTy; (M), strict, non nul et
G'k-équivariant. C'est aussi un sofds-module del(Mp) Ggn-€équivariant et donc d'apres
le cas précédent, on peut écrire= T}(Cyr) (égalité de représentations @g~) ou C,, est un
quotient deM,, dans la catégorig ;.. Soit M}, le noyau de la projectiom ,, — Cpr, C'€St un
sous-objet strict et non nul dét,, dans la catégoriﬂe)vm.

Soients € Gal(K"/K) eto € Gk un prolongement de. Soienty) € V' C T (M) et
son image dans}(M,,). Léléments agit suryy, de la fagon suivante :

oY : Mp — 121
sQx +— so(x)
De plus,o définit une applicatiom-semi-linéairer : My, — M. On vérifie qu’elle commute
a ¢, et aN (ainsioM,, est un sous-objet da1,,) et qu’elle fait commuter le diagramme
suivant :
Mnr — Mnr

&1wnrl lwnr

~ ~

A s A

Commey € V, on ayry, = 0 et par le diagramme précédent, ;= 0.
On obtient un diagramme de la forme :

0 1% T3 Moy

0 4 T&(Mar)

T5(Myy)

Tg(oMpy) ———=0
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qui fournit un isomorphismé&j(M;,) — T&(oM;,), se relevant par pleine fidélité en un iso-
morphismer M|, — M, faisant commuter le diagramme suivant :

04>0'M;1r4>./\/‘nr

| |

0 M, Moy

On en déduit M|, = M, pour touts € Gal(K"/K).

On poseM’ = ML N M = M/ CAEYEK) Onva montrer queM’ est un sous-objet strict
et non nul deM dans la catégorigM ), ce qui est une contradiction. Sdit;, ..., e,) une
k [u] /uP-base deM. Soity € M,,, y # 0. On peut écrire :

y=PFP (u)e;+...4+ Pi(u)eq

ou les P, sont des polynémes a coefficients ddns] /u’ pour ¢ une extension finie dé.
D’autre part, siP € ¢ [u] /u®, on peut définir Ty, (P) en calculant la trace de chacun des
coefficients. En outre, comm&'k est séparable, on peut supposer,ItP;) # 0, quitte a
multiplier y par un élément non nul de Posons :

x=Try (P (u))er+ ...+ Try (Py(u)) eq.

C’est un element dé1 et, puisquer M, = M, pour toutc € Gal(K"/K), c’est aussi un
éléement deM;,. Comme on a supposé Jir (P; (u)) # 0, on ax # 0, puisM’ # 0 comme on
voulait.

On pose Fit M’ = M’ N Fil " M;,. Lopérateurg, : Fil" M|, — M|, (resp.N : M|, —
M) induit une applicationp, : Fil”" M — M’ (respi\fr : M — M'). Ces applications
vérifient les bonnes conditions pour définir un objetde,,. Le seul point délicat est le fait
queo, (Fil" M’) engendreM’ en tant qué: [u] /u®’-module. Soitz € M’. On sait qu'il existe
\i € k[u] Ju? ety; € Fil" M/, tels que :

r = )\lgbr(yl) +.. .+ )‘n(br(yn)

De plus, quitte a rentrer les constantes a l'intérieurg@le®n peut supposer que = u* pour
certains entiers;. Soit(ey, . .., eq) unek [u] /u’-base dem. Ecrivons :

yj = Pl,j (u) €1 + ...+ Pd,j (u) €d

oU P, ; € k [u] /uP. Soit/ une extension finie decontenant tous les coefficients des polyndmes
P, ; définis ci-dessus. Comme précédemment, on peut définjr(F) pour P € ¢ [u] /u?. Soit
a € (un élément tel que T, (o) = 1. On pose .

x5 = Tryp (aPrj(w) er + ... 4 Tryp (P (u)) eq.
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Onaalorsr; € Fil "M’ et :
r=u"'¢, (xl) +... tuo, (:L‘n)
ce qui prouve bien que, (Fil " M’) engendreM’ en tant ques5-module. O

RemarqueComme conséquence du théoréme précédent et de la pleine i, un objet
M e M" est semi-simple si et seulementgj (M) est une représentation semi-simple.

Il résulte de la démonstration précédente et de I'exactithdfoncteufl; le théoreme sui-
vant :

Théoréme 5.4.4.Si M est un objet de\1", on a :
long (M) = long (7 (M))

Proposition 5.4.5. Soit M un objet deM" isomorphe en tant qu&-module aS/p™S @
... @ S/p™S pour certains entiers;,. Alors en tant queZ,-module, T (M) est isomorphe
AZy /P Ly ® ... B Ly/p Ly

Démonstration.Le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] dit que/si est un objet dﬂe), alorsTy (M)
est unk,-espace vectoriel de dimensiontg. On en déduit par exactitude du fonctédygrque :

longs (M) = longz, (Tg (M))

ou les longueurs sont calculées respectivement dans IgocegélesS-modules et dans celle
desZ,-modules.

Soit M un objet deM" isomorphe en tant que-module aS/p™S @ ... ® S/p™S. La
représentation galoisieng; (M) est unZ,-module de longueur finie et donc est isomorphe
en tant quéZ,-modules &, /p™Z, @ . .. ® Z,/p"aZ, pour certains entiers,. Soitn un entier.
Le noyau de la multiplication par* sur. M s’envoie par le foncteur exa€t; sur le conoyau de
la multiplication pamp™ surTZ (M). On en déduit en regardant les longueurs que :

d d
Zmin (ni,n) = Zmin (n},m).
i=1 i=1

Cela permet de conclure. O

6 Conséquences

6.1 Modules filtrés et modules fortement divisibles
6.1.1 Définitions

On reprend dans ce paragraphe les définitions et proprietégregraphe 4.1.1 de [Bre97a].
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On rappelle ques, désigne le corps des fractions @€, anneau des vecteurs de Witt &

coefficients dan. On définitSx, = S @ K,. C'est 'ensemble suivant :

00 E i
SK():{ZU}Z( /E'u)) 7szKO[u]7ZlLI&wz:O}
i=0 )

On munitSk, d’'une filtration en posant FilSk, = Fil *S ®y K,, ou encore :

Fil "Sy, = {iw (E (_‘“))i

, w; € Ko[ul, limwi:O}.
(2 1—00

On prolonge de maniére évidente le Frobenius et I'opérakeunonodromie définis s a tout

Sko-

On définit unmodule fortement divisibl@esp. untmodule filtré surS,,) comme la donnée

suivante :
1. unS-module (resp. utyx,-module) M libre de rang fini;

2. un sousS-module (resp. un souSk,-module) deM, noté Fil" M contenant Fif.S - M
(resp. contenant FilSg, - M) et tel queM /Fil " M soit sang-torsion (cette derniére

condition est automatique pour les modules filtrés$yy) ;
3. d’'une flechep-semi-linéairep, : Fil "M — M vérifiant la condition :
1 r
¢r (52) = — o (5) dr ((E (u))" z)

C

et ce pour tout élémente Fil "S (resp. tout élément € Fil " S, ) et tout élément € M

telle que imp,. engendreM en tant queS-module (resp. en tant qug.,-module) ;

4. une applicationl -linéaire (resp. une applicatidiiy-linéaire) N : M — M vérifiant les

trois conditions :

— pour touts € S (resp. pour tou € Sk,) ettoutr € M, N (sz) = N (s) x + sN (z)

— E(u) N (Fil"M) C Fil" M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 = M

Fil "M —2 M

Suivant toujours [Bre97a], on définit de maniére évidentealg@gorie des modules filtrés

sur Sk, et celle des modules fortement divisibles. Elles sont &pspd’'un foncteur vers les
représentations galoisiennes. Précisémenf sist un module filtré suf,,, on posel’y; (M) =

Hom(M, BZ) ol par définitionBd; = Ag @y K, muni des structures induites et ol Hom est

compatible a toutes les structures ; on obtient @paeprésentation dé&'x. De méme siM
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est un module fortement divisible, on défifii (M) = Hom(M, Ag), le Hom étant encore
compatible a toutes les structures. On obtientZipeepresentation libre dé'x. Les rangs des
représentations obtenues coincident avec les rangs dss.bbj

Si M est un module fortement divisible, on vérifie immédiatenwrd M ®y, K, est un
module filtré surSg, et que pour tout entiet > 1, M /p"M est un objet de la catégorjet".
De plus, on montre qué s’identifie & la limite projective de\ /p" M, puis queTy (M)
s'identifie a la limite projective d&y; (M /p"M). On déduit de la pleine fidélité prouvée preé-
cédemment le corollaire suivant :

Théoreme 6.1.1.Le foncteurTy; de la categorie des modules fortement divisibles dans k& cat
gorie desZ,-représentations (libres) d€'x est pleinement fidéele.

6.2 Modules fortement divisibles et foncteurTZ

Nous démontrons dans ce paragraphe le théoremedl.plus exactement la formulation
équivalente mais légérement différente suivante :

Théoreme 6.2.1.0n supposer < p— 1. SoitAM un module fortement divisible sfr, et soitV”
la représentation galoisienne associéele foncteur’; a M i, = M®yw K, qui estun module
filtré sur Sk, . Le foncteurT réalise une anti-équivalence de catégories entre la catégies
sous-modules fortement divisibles.8ley, et celle des sou%;-réeseaux dé’ stables paiGx.

Démonstration. Nous suivons pas a pas la preuve de la proposition 3 de [Bfe®%in'utilise
essentiellement que la pleine fidélité du fonctéget un équivalent du théoréme 5.4.3.

Dans un premier temps, la pleine fidélité du fonctéficonsidérée dans I'énoncé du théo-
reme se déduit directement du théoréme 6.1.1.

Reste I'essentielle surjectivité. Sditun Z,-réseau dé’ stable paiG k. Il existe un entier

no tel que :
pT CTgM) c (1/p™)T

On en déduit que pour > ng, p"T'/p™T est un sous-objet d&; (M) /p"T, ce dernier étant un
quotient deT (M /p"t™ M). Le théoréme 5.4.3 assure alors quiel’ /p"T s'écrit T, (M.,)
pour M,, un certain objet de\".

La pleine fidélité del; assure I'existence d’'une unique flechd, — M, relevant la
projectionp™ T /p" 1T — p™T/p"T, et la limite inductive de ce systéme s'identifidé. ®z,
Q,/Z, pour un certain module fortement divisibM .., qui répond a la question. O

RemarquelNotez que siM est unSk,-module filtré « faiblement admissible », alors il contient
toujours un module fortement divisible par [Bre99a].

6.3 Variante d’'une conjecture de Serre

Dans ce paragraphe, on se propose d’expliquer commendethé donné dans l'introduc-
tion et que nous rappelons ci-dessous est conséquenceldmigetprésentée précédemment.
Notez qu’ici, on ne supposepriori plus rien ni suk, ni surr.
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Théoréme 6.3.1.Soit X ;- un schéma propre et lisse shr et a réduction semi-stable sur I'an-
neau des entier® . On fixer un entier. Les poids de l'inertie modérée sur la semi-sifigai
modulop de H}, (X, Q,)" (o0 X ¢ estI'extension des scalaires dg; & K et ou «V » signifie
que I'on prend le dual) sont tous compris enfret er.

Démonstration. Dans un premier temps, il est clair que I'on peut suppesex p — 1, le
théoreme étant trivialement vérifié dans le cas contrainep€ut donc utiliser les résultats pré-
cedents.

D’apres les résultats de [Tsu99] et du paragraphe 2.2 dOPRriaQ,-représentatioy’ =
HL(Xz,Q,)" (le dual étant cette fois-ci 1@,-dual) provientvia le foncteur7y d’'un module
filtré Mg, sur Sk,, et d'apres les résultats de [Bre99a], ce module admet us-madule
fortement divisibleM.

La Z,-représentatiof’ = T5(M) est un réseau dg stable par Galois. La représentation
quotient?’/p correspondiia le foncteurZ, a. M /p qui est un objet dﬂe). La semi-simplifiée
de T'/p est la somme directe de ses quotients de Jordan-Holderaeticide ces quotients
correspond a un objet simple ﬂe). Le théoreme 4.2.2 permet de conclure. O

RemarqueSi I'on préfere, on peut ne pas utiliser le théoreme 6.2.1s mige a la place que si
T etT’ sont deuxZ,-réseaux dé  stables par Galois, alors les semi-simplifiées des récgtio
modulop de ces deux représentations sont isomorphes. On auraitpdogarder le premier
module fortement divisiblg\.
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Chapitre IV

Un théoreme de comparaison

Résumé

On considerell un corps complet pour une valuation discréte, de caratitgrésnulle et
dont le corps résiduel est supposé parfait de caracténrstiqgOn appelleOk I'anneau
des entiers dé(, et K une cloture algébrique. Sal x un schéma propre et lisse sk
admettant un modele propre et semi-stablsur O . Dans cet article, on démontre un iso-
morphisme de périodes reliantiééme groupe de cohomologie étale Xg a coefficients
dansZ/p"Z et unr-itme groupe de cohomologie log-cristalline de la fibre spéde X .
Nous avons toutefois la restrictiem < p — 1 oue désigne l'indice de ramification absolu

de K.
On en déduit une preuve compléte de la conjecture de Serdarmitie modérée (voir
[Ser72)]).
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Tout au long de cet article, on considérain nombre premier et un corps parfait de
caractéristique. On notelW’ = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dars K,
son corps des fractions. On natde Frobenius suk, surl et surK,. On considerds une
extension totalement ramifiee d&, de degré. On fixew une uniformisante dé& et on note
E (u) son polyndme minimal suk). Il s’agit d’'un polyndme d’Eisenstein. On note de pllg
I'anneau des entiers d€. Le corps résiduaD /7 s’identifie ak.

On fixe K (resp.k) une cloture algébrique d& (resp. dek) et on définitGx (resp.Gy,)
comme le groupe de Galois absoluidgresp. de:). On désigne pak™ (resp.K™) I'extension
maximale non ramifiée (resp. modérément ramifiée)sdet I comme (respl,) le groupe
d'inertie (resp. d’inertie sauvage), c’est-a-dire le grewde Galois dek sur K™ (resp. sur
K™). Le quotientl, = I /I est le groupe d’inertie modérée.

Le but de cet article est de comparer, lorsgiiest un schéma propre et semi-stable@yr,
la cohomologie log-cristalline (définie par Kato — voir [I8&81) de la fibre spéciale d& et la
cohomologie étale d& z = X x(, K. Ces théoréemes de comparaison s'inscrivent dans une
grande lignée amorceée par Grothendieck, Tate et Raynawigtpvie par Fontaine, Messing,
Faltings, Kato, Tsuiji, Breuil... Nous nous intéressongipalierement aux cas des coefficients
de torsion. Précisément nous obtenons le théoréme :

Théoreme IVi. On garde les notations précédentes et onfixm entier vérifianter < p — 1.
SiX, =X Xp, Og/p™, onaunisomorphisme canonique de modules galoisiens :

Hét<Xf(7 Z/an> (T) = Tst*(Hll'og-cris(Xn/(S/an)))
pour tout: < r (et aussi = r sin = 1).

Dans ce théorems' et Ty, désignent respectivement une certaifiealgebre, et un certain
foncteur d’'une catégorie de-modules de torsio" vers la catégorie deég,-représentations
galoisiennes, tous deux introduits par Breuil dans [Brg¢9@aur le case = 1) et [Bre99a]
(pour le cas général), et étudiés dans le chapitre Il de ¢hése. Notons qu’apparement le
terme de droite de I'isomorphisme donné par le théoreme pertEpas de alors que celui
de gauche en dépend manisfestement; en réalité pour papgiguer le foncteufy,, il faut
munir H, io( X/ (S/p™S)) qui dépendent, elles, demais qui n'apparaissent pas dans cette
formulation simplifiée du théoreme.

Comme conséquence du théoreme BYf.des résultats du chapitre Ill, nous donnons une
réponse affirmative a une question formulée par Serre dgadgraphe 1.13 de [Ser72] :

Théoreme IVii. On garde les notations précédentes et on/fina entier quelconque. Soievit
la restriction au groupe d'inertid de laF,-représentationH( Xz, Z/pZ)" (ou «” » signifie
que I'on prend |eF,-dual) etV**la semi-simplifiée d&". Alors les poids de l'inertie modérée
sur Vs*sont tous compris enti@eter.



1. LES OBJETS DALGEBRE LINEAIRE 95

Cet article s’articule comme suit. Les deux sections guiesticette introduction se bornent
a présenter les principaux objets : la section 1 est consanrébjets d’algeébre linéaire (I'an-
neaus, les catégorieg1” et les foncteurdy; et Ty, ), alors que la section 2 plus géométrique
introduit le site log-syntomique et les faiscea(®¥' et T ainsi gue certaines variantes, qui
s’avereront cruciaux pour la preuve du théoréme IV.

Dans la section 3, on prouve que le groupe de cohomoldgjg,s(X./(S/p"S)) peut étre
muni de structures supplémentaires qui en font un objet datigorieM™ (auquel on peut
alors appliguer le fonctelry, ). La démonstration se découpe en deux parties : en premugr li
on montre le résultat lorsque= 1, puis on I'étend a tout par un dévissage.

Finalement, dans la section 4, on étudie la cohomologie étabn prouve le théoréeme 1.
d’ou nous déduisons directement le théorema.|V.

1 Les objets d’algebre linéaire

1.1 LacatégorieM”

On reprend les notations du début de I'introduction et ondexes tout ce chapitre un entier
r positif ou nul vérifiant 'inégalitér < p—1. On rappelle que désigne le degré de I'extension
K/K,, c'est-a-dire I'indice de ramification absolue fle

1.1.1 LanneauS

SoitWW [u] 'anneau des polyndmes en une indéterminéecoefficients dand’. Par défini-
tion, S est le complété-adique de I'enveloppe aux puissances diviséed/de] par rapport a
I'idéal principal engendré pdr (u) compatibles aux puissances divisées canoniquesEur|.
Concrétement$ est la soudd’-algébre deX, [u] suivante :

S = {i{)wi%, w; € Wlu|, lim w; :O}

1—00
Oou encore :
o0 Ul
q(7)! im0
1=0

ou ¢ (i) désigne le quotient de la division euclidienneigere.

On munitS d’'un Frobeniusy défini comme l'unique application-semi-linéaire vérifiant
d(u'/q(i)!) = uP"/q(i)! et d’un opérateur de monodromieédéfini comme I'unique application
W-linéaire vérifiantV (u’/q(i)!) = —iu’/q(i)!. On munit égalemen$ d’une filtration : pour
tout entier positif ou nuhk, on définit Fil*.S comme le complétg-adique de l'idéal engendre
par les élémenté’%”z pouri > n. OnaFil’s = S, Fil"S C Fil™ 1S5, N,y Fil"S = 0, et
certaines compatibilités vis-a-vis des opérateurs a savdgFil *.S) C Fil"~1S et, pour0 <
n < p-—1,¢(Fil™S) C p*S. Cela permet de définir, pour < n < p — 1, I'application
On = I% :Fil™S — S. L'élémenty, (F (u)) est une unité dé, on le notera: par la suite.
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On noteS,, = S/p"S. Le Frobenius, I'opérateur de monodromie et la filtratiosgeat au
quotient et définissent des structures analogues,sur

1.1.2 Définition des catégories

Par définition, un objet de la catégospid” est la donnée :

1. d'unS-moduleM isomorphe a une somme directe (finie)$}gpour des entiers conve-
nables;

2. d'un sous-module FilM de M contenant FilS - M ;

3. d’'une fleches-semi-linéairep,. : Fil "M — M vérifiant la condition :

60 (57) = 261 (5) 60 ((E () )

pour tout élément € Fil"S et tout élément € M et telle que imp, engendreM en
tant queS-module;

4. d’'une applicatioiV-linéaire N : M — M telle que :
— pourtouts € S ettoutr € M, N (sz) = N (s)x + sN (x)
— E(u) N (Fil" M) C Fil"M
— le diagramme suivant commute :

Fil M —2 M

Fil M —2 M

Une fleche entre deux objets! et M’ de cette catégorie est un morphissidinéaire de
M dansM'’ respectant la filtration et commutant aux applicatipnst V.

Nous renvoyons au chapitre 11l pour I'étude de la categdie 1l y est prouvé en particulier
queM" est une catégorie abélienne et artinienne.

1.2 Les objets tués pap

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la sous-catgigore deM" formée des
objets tués pap. Cette derniére catégorie est équivalente a une catédobiets surk [u] /u?
plus simple a manipuler que les objets &€ (voir chapitre Il par exemple). Cependant, nous
aurons besoin d’une description encore différente utitidas objets sut [u] /u?, et c’est celle-
ci que nous allons détailler dans ce paragraphe.

On commence par rappeler le résultat suivant :
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Lemme 1.2.1.Soit M un objet deM" tué parp. Alors I'application :

id®¢r

S1 Okfu] /ue Fil TM/E(U)F” "M M

est un isomorphisme (atlest vu comme uh[u] /u¢-modulevia le Frobeniusp : u® — u??).

Démonstration. Le cas général est similaire au cas= 1 traité dans [Bre97a] (corollaire

2.2.2.2). O
On déduit directement de ce lemme le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.2. SoientM et N deux objets deU” tués parp. Soitf : M — N une applica-
tion S;-linéaire telle quef (Fil " M) C Fil "A/. Alors il existe une unique applicatidfy-linéaire
g : M — N faisant commuter le diagramme suivant :

Fl "M —L ~Fil"AN

‘| o

M J N

Soit S = k[u] /u”. On munitS d’un Frobeniusp, unique applicationr-semi-linéaire vé-
rifiant ¢(u’) = «, et d’'un opérateur de monodromié, unique applicatiork-linéaire véri-
fiant N(u’) = —iu’. On définit également une filtration si§ren posant pour tout entier,
Fil ».S = u"S. On dispose d’un morphisme d’anneatix— S qui envoieu suru et toutes les
puissances diviséesd/q(i)! sur0 pouri > p.

On définit la catégorig en adaptant la définition de la catégohi€'. Un objet deM est

la donnée suivante :

1. unS-moduleM libre de rang fini;

2. un sous-module FilM de M contenant FitS - M = u" M ;

3. une fleche-semi-linéairep, : Fil "M — M telle que 'image de, engendre\ en tant
gueS-module;

4. une application-linéaire N : M — M telle que :
— pour toutA € S ettoutz € M, N (Ax) = N (A)z+ AN (2)
— u*N(Fil"M) C Fil" M
— le diagramme suivant commute :

Fil" M —2 M

ueNl lch

Fil" M —2 M

ol ¢, est la réduction de danss.
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Les morphismes entre deux objets@g sont les applicationS-linéaires qui respectent le Fil
et commutent au Frobenius et a I'opérateur de monodromie.

On dispose pour les objets mﬂr de la proposition suivante, fort utile pour les manipula-
tions :

Proposition 1.2.3.Soit M un objet deM . Alors il existe(e;, . . . , e) uneS-base deM et des
entiersn,, ..., ng cCOMpris entre) eter tels que :

d
Fil "M = @u”lk [u] /uP - e;.

=1
Une telle famille(es, . . . , e4) est appelée unease adaptéde M.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme de structureatkden de type
fini sur un anneau principal (I'anneau étantkdi.|). O

Par ailleurs, on dispose d’un fonctélide la sous-catégorie pleine dd" formée des objets
tués pamp dans la categorua/l défini de la facon suivante. Solt un objet deM” tué parp.
C’est en particulier urS;-module libre de rang fini et le produit tensorigf = M ®s, S
est unS-module libre de rang fini. On dispose d’une projection camam M — M. On
définit Fil” M comme I'image de Fil M par cette projection, et on vérifie facilement que les
opérateurs, et N définis surM passent au quotient pour fournir respectivement des apéeat
Fil” M — M et M — M encore notés, et N.

Notonsk = ker(S; — S) et prouvons un lemme concernant ce noyau :

Lemme 1.2.4.0n suppose # 0, c'est-a-direl < er < p — 2. Alorsk C Fil Sy, ¢,(k) C
Fil ") etg, o ¢.(k) = 0.

Démonstration. On constate que est I'idéal engendré par leg/q(i)! pouri > p. En particu-
lier, on a bienx C Fil " S;. Par ailleurs, puisque > 0, on a, pout > p:

(i) = (i) oo () - @

Commeer < p — 2,0nap(i — er) > 2p et doncy,.(x) est inclus dang’, I'idéal engendré par
lesu’/q(i)! pouri > 2p. En particulierg, (k) C Fil "S;.

D’autre part, si > 2p, on ap(i — er) > i + ep etv,((p(i — er))!) > v,(¢(:)!) d'ou par la
formule (1)¢,(u'/q(i)!) = 0 (dansS;). Ainsi ¢, (k") = 0, d'oU ¢, o ¢,.(k) = 0. O

On a alors la proposition suivante qui permet de réduirediétde la catégorigt” a celle
7 . T Y 7 -
de la catégorie\ et a des dévissages.

Proposition 1.2.5. Le foncteurT’ est une équivalence de catégories
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Démonstration. Il faut traiter a part le cas triviat = 0 qu’on laisse au lecteur. On suppose a
partir de maintenant < er < p — 2.

Prouvons la pleine fidélité du fonctelit SoientM et M’ deux objets deM” tués pamp et
f : M — N un morphisme entre ces objets. On suppose fquaut0 dansﬂ, c’est-a-dire
quef(M) C «N. En particulier,f (Fil "M) C kN etdonc:

Fo o, (Fil"M) = ¢, o f(Fil"M) C ¢,(r)N.

Par hypothése, (Fil " M) engendre toutM, et doncf(M) C ¢,(k)N. En réitérant l'argu-
ment, et puisqueé, o ¢,.(x) = 0 (lemme 1.2.4), on obtient(M) = 0 et doncf = 0, ce qui
assure la fidélité du foncteur.

Considérons a présent et \” deux objets de\” tués pap. NotonsM et A leurs images
respectives dans la catégoné . Soit f : M — A un morphisme de la catégodel . On veut
montrer qu’il existe un morphisme (nécessairement unigeda catégorie\”, f : M — N
telquef = f (mod xN). On construitf par approximations successives. On considéere dans un
premier tempg, : M — A un relevés;-linéaire quelconque dé. Commex N C Fil ", le
relevé f, est automatiquement compatible a'rékt les applicationg, et ¢, commutent modulo
kN Par le corollaire 1.2.2, il existe une unique applicatigdinéaire f; : M — N faisant
commuter le diagramme suivant :

Fil'M — 2 Rl

o |o

M i N

On vérifie directement qué = f; (mod xN\), ce qui implique d’'une part quf respecte les
Fil " et d’autre part, par un argument analogue a celui utilisé ladidélité, quep, o fo = ¢, o f;
(mod ¢,(k)N). Ainsi f; et ¢, commutent modul®, (). On construit de mémg, a partir
de f1, et celui-ci convient.

Il reste a prouver qué¢, commute automatiquement\a Il s’agit a nouveau d’un argument
analogue. Pour plus de précisions, on pourra consulter tiefla preuve du lemme 111.5.1.3.

Montrons pour finir I'essentielle surjectivité. Soit un objet de la catégor@/r. Considé-
rons(es, ..., eq) Une base adaptée de pour les entiers,y, . .., ng. NotonsM le S;-module
engendré par des élémeats. . ., é; et définissons :

d
Fil "M =Fil "S- M+ > u™Sy - é C M.
=1

Soitpr: M — M l'applicationS;-linéaire définie par g¢;) = e; pour touti. Elle est surjective
et respecte les Fil Pour touti, notonsz; un relevé {.e. un antécédent par pr) dg. (e;) et
définissonsy,.(é;) = ;. On prolongeyp, a tout Fil" M (de fagon a respecter les conditions de
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la catégorieM") obtenant ainsi une applicatieh : Fil "M — M, dont il est facile de vérifier
gue I'image engendre tout1.

Il reste a définir un opérateur de monodromie 84dir Pour cela, on procede a nouveau par
approximations successives. On commence par défiren imposant la condition de Leibniz et
queNy(é;) soit un relevé deV(e;). On vérifie immédiatement qué(u) Ny (Fil " M) C Fil " M
et que le diagramme suivant :

- br
Fill'M — M
E(u)Nol lcNo
Fil "M —2 M
commute modulo:M. Une variante du corollaire 1.2.2 assure que I'on peut coimstune
applicationN; vérifiant la condition de Leibniz et faisant commuter le daagme suivant :

Filr M — M
E'(u)Nol \LCNI
Filr M — M

Mais alorsN; est un autre relevé d¥, ce qui implique quée®(u) N, (Fil" M) C Fil " M. Et par
ailleurs, le diagramme :

Filr M — M
E(U)Nll lCNl
Filr M — M

commute modul@, (k) M. L'application N, obtenue a partir d&/; de la méme fagon qud,
a été obtenue a partir d€, répond finalement a la question. O

1.3 Foncteurs vers les représentations galoisiennes

Il existe deux versions du foncteur vers les représentaij@aoisiennes. La premiere, que
nous noton9y,, est covariante et la secondg,, est contravariante. Dans le chapitre Ill, seule
la version contravariante est présentée et étudiée. Capgridsera plus commode, pour ce
que nous voulons faire, d’utiliser la version covarianteuslsommes donc dans 'obligation de
présenter ici les deux foncteurs et d’établir les liens gsirklient. C’est le but de ce paragraphe.

1.3.1 Un anneau de périodes

Avant de pouvoir définir ces foncteurs, il faut introduirarheau de périodek;. Cet anneau
a une interprétation cohomologique que nous passons sensespour I'instant.
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Pour tout entier, on considere I'application :

0, : Wn(Og/p) — Og/p"

A" Apn Tl n—1p
(ap, a1, ...,Gp—1) — ag +pay +---+p"ta,_,

oua; € Og/p" est un relevé quelconque dg On noteW,, (O /p)PP I'enveloppe aux puis-
sances divisées d&, (O /p) par rapport & ke, (et compatibles avec les puissances divisées
canoniques supW,,(Ox /p)). LesW, (O /p)PF forment un systeme projectif pour les appli-
cations de transition données par le Frobenius sur leswmsotie Witt. On noteds la limite
projective de ce systeme. On voit facilement que le Frotsesiu les vecteurs de Witt induit une
applicationg : Agis — Acis- En outre, on définit suds une filtration obtenue a partir des fil-
trations données par les puissances diviséed500 ¢ /p)PF. Sit < 0, on pose par convention
Fil t Agis = Agris. Par ailleurs Agis st muni d’une action du groupe de Gal6ig.

Par définitionAg est le complété-adique deAgs (X). On munit Ay d’une filtration en
posant :

g =X i

FII tAst — {Z alz_'7 Z]LI& al — 07 al 6 FII t ZAcris}
=0

pour tout entiet. On étend le Frobenius & en imposani(X) = (1 + X)? — 1. On vérifie

queo(Fil ‘Ag) C p'Ag, ce qui permet de définir une application= ¢/p' : Fil ‘Ag — Ag.

D’autre part, on définit SuA¢ une dérivationds-linéaire, par la formule :

N(%):Q+Xw?$r

On étend également I'action dex a tout Ag.. Pour cela, on commence par fixer = (m,) un
systéeme compatible de racingsiémes der. Soitg € G . On définite,,(¢g) comme l'unique
élément d&); vérifiantg(m,) = €,(g)m,. La famille dege,(g)) forme un systeme compatible
de racineg"-iémes de I'unité et par suite un élémérily)] € Aqis Obtenu a partir des représen-
tants de Teichmullele,,(g)] € W,,(Ox/p). Laction deg sur X est alors donnée par la formule
g(X) = [e(9)](1 + X) — 1. On étend cette action & todt, par semi-linéarité.

L'anneaus n’est pas sans rapport avég. Si l'on note[r| I'élément deAg, défini & partir du
systemém, ) fixé précédemmenti; peut étre vu comme uni&-algébrevial’'unique morphisme
W-linéaireS — A qui envoieu surl%(. Ce morphisme est injectif et identifitaux invariants
de A sous I'action du group€&/x.

1.3.2 La version contravariante

Nous commencons par la version contravariante qui est plysies a définir. SoitM un
objet deM". On pose :
T4H(M) = Hom(M, Agi o)

IAinsi Ag; dépenda priori de ce choix. Cependant, on peut montrer qu'il n'en dépendipasmorphisme
canonique pres.
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ou par définitionflsm = Ag@w K,/W et ou le Hom précédent signifie que I'on ne considere
que les morphismeS-linéaires, compatibles a Fil a ¢, et aN. L'objet T4(M) est unZ,-
module de torsion (de type fini) qui hérite d’une action(de. On a donc ainsi bien défini un
foncteur deM" dans la catégorie des,-representations (de torsion) du groupg.

Ce foncteur est étudié en détail dans [Bre97a] (pour leecad) et dans le chapitre Ill. Le
théoréme suivant résume ses propriétés :

Théoreme 1.3.1.Le foncteurTy; est exact, pleinement fidele, d'image essentielle stable pa
quotients et par sous-objets. De plusjdiest un objet de\t" isomorphe en tant qug-module
as,, @---@8,,, alors la représentation galoisienri€;(M) est isomorphe en tant qu&,-
module & /p™Z x - -- X Z/p"*Z.

On dispose en outre d’'une description plus simple du fomctgpour les objets tues par
p. Considérons pour cela 'anneal = Ast/p ®s, S. Comme dans le paragraphe 111.1.3, on
montre qued s'identifie &(O /7) (X). Il est possible de décrire les structures supplémentaires
sur(Og/7) (X). Exactement, Fil(Oz /) (X) est ldéal engendré par le§" 2", La mo-
nodromie est I'unique opératedy /w-linéaire envoyanfi(—!i sur(1 -+ X)%. Il faut toutefois
faire attention ap; car siz € O est un multiple der¢’ et siz désigne la réduction moduto
dez, alors¢,(z) est la réduction module de (—1)'%; (et pasZ;). On a ensuite la proposition

pt pt
suivante :

Proposition 1.3.2. Soit M un objet deM" tué parp. Alors :

T3(M) = Hom(T(M), 4)

ou Hom signifie que I'on considére les morphismieinéaires et commutant & Fil & ¢, et &
N.

Démonstration. La tensorisation pa$ au-dessus dg; fournit une application :
TEH(M) — Hom(T(M), A).

On vérifie directement que cette application commute aibaale Galois.
Soity € T(M) qui s’envoie sub par I'application précédemment définie. On a alors un
diagramme commutatif :

M v Ast/ pAst

| |

T (M) 0 A

ou les fleches verticales sont déduites de la proje&ion S. Ainsi, en reprenant les notations
du lemme 1.2.4, on aim C kAg/pAg. Ory) commute par définition &,, d’ot on déduit) o
¢r(Fil " M) = ¢, o h(Fil "M) C ¢,(r)As/pAs. Comme par hypothése, (Fil M) engendre
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M, il vientimy C qﬁr(n)flst/p/lst. En appliquant & nouveau I'argument, et en utilisand
¢-(k) = 0, on obtientimy) = 0 et doncy = 0. Ceci démontre I'injectivité de la fleche.

Pour la surjectivité, on procéde par approximations swives. Soit) : 7(M) — A un
morphismeS-linéaire compatible aux structures. On ngte M — Ag/pAg un morphisme
Sp-linéaire faisant commuter le diagramme :

M v Ast/ pAst

L

T (M) A

<

Dans un premier temps, on vérifie qu’automatiquememespecte le Fil et commute &,
modulo kAg/pAs. D’aprés une variante du corollaire 1.2.2, il existe unequaiapplication
Sp-linéairet, faisant commuter le diagramme :

P

Fil " M Fil " Agt/pAst

.| K

M o Ast/ pAst

L'application); respecte encore le Filet commute ap, modulo¢r(n)flst/pflst. De méme, a
partir devy;, on construit),, qui respecte le Fil et commute &, sans restriction.

Par un argument analogue (voir la fin de la preuve du lemn&1lB), on montre qué»,
commute également/a. O

1.3.3 La version covariante

On commence par une définition, déja présente dans [Bre@8hitibn 3.2.1.1) :

Définition 1.3.3. Soit.M un objet deM" (resp. de/\z). On appelldiltration admissiblele M
toute filtration décroissanteF'il* M)y« <, par des souss-modules (resp. des sowsmodules)
vérifiant :
1. Fil°M = M etFil" M est «le » Fir M de M ;
2. pourtoud) < t < ¢ <, Fil "S- -Fil tM C Fil ¥ M (resp. Fil* ~tS-Fil tAMM C Fil Y M);
3. pourtoutl <t <, N(Fil ‘M) C Fil =1 M.
Si(Fil' M)o<i<- €st une filtration admissible dét, on définit des opérateurs : Fil ‘M — M
par ¢i(z) = " (E(u)" ).

Soit M un objet deM". On considere le produit tensoridl; ©g M. I s’agit d'un Ay
module de torsion naturellement muni d’une actior(e (en regardant son action sur le pre-
mier facteur). On le munit en outre d’un opérateur de monmadkaV : Ag®@s M — Ag®5 M
en posaniV(a ® ) = N(a) ® z + a @ N(z).

On considére suM une filtration admissible quelcongugOn peut alors définir, pour tout

2]l en existe toujours : on peut par exemple prendré il = {x € M / E(u)" "tz € Fil"M}.
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s compris entré) etr :

Fil *(Ag @5 M) = > Fil'Ag @ Fil "' M.

t=0

C’est un sousdg-module dedg @ M qui dépend de la filtration admissible choisie. On définit
finalemento, : Fil S(Ast ®s M) — Ay ®g M comme 'unique application additive vérifiant
gbs(at X l't) = qbt(at) X ¢s—t(l‘t) poura; € Fil tAst et[L‘t S Fil SitM.

On pose finalement :
T (M) = Fil "(Ag 05 M)%=)

ou la notation signifie que I'on ne retient que les Fil "(Ag; ®g M) pour lesquelsV(z) = 0

et ¢.(x) = x. On obtient alors urZ,-module galoisien qui déperal priori du choix d’une
filtration admissible. Toutefois, nous allons prouver darsuite que ce n’est pas le cas (voir la
remarque faisant suite au corollaire 1.3.8).

Encore une fois7, (M) a une description plus simple lorsqud est tué pap. Pour la
donner, posong\{ = T(M) et notons pr: M — M la projection canonique. On vérifie
facilement que s{Fil ‘M) est une filtration admissible d&1, alors(pr(Fil ‘tM)) est une fil-
tration admissible de\. En recopiant les constructions précédentes, on défidifmodule
galoisien :

Fil "(A @z M)Y2,
et on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3.4.Si M est un objet de\" tué parp alors :
Ta (M) = Fil (A @3 T(M))55,.

Démonstration. Si M est tué pap, le Ag-moduleAg ®s M l'est également. Il s’identifie au
Ast/pAsrmoduleAs/pAst ®s, M, et on dispose d’une application canonique :

Ast/pAst®Sl M — A ®g T(M).

Cette application est clairement surjective, et en repreles notations du lemme 1.2.4, son
noyau s'’identifie & (As/pAst®s, M). En outre, on vérifie directement qu’elle induit une fleche
compatible a l'action dé&/ :

U Fil "(Ag/pAs @5, M)%=y — Fil (A @5 T(M)% 2.

Reste a prouver que cette derniére application est un iggnsone. Soitr € ker¥. On a
z € Fil "(Agy/pAg @5, M)% =) et donce,(z) = . Par ailleurs, on a € k(Ag/pAg ®g, M),
d’ot on déduit: = ¢, () € ¢,(k)(As/pAs®s, M) puisz = ¢, (z) = 0, puisquep, o, (k) = 0
(lemme 1.2.4). L'applicationr est donc injective.
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Passons & la surjectivité. Considérens Fil "(A® s T(M))%=, etnotons: € Ag/pAg®s,
M un relevé quelconque de On vérifie alors qué € Fil "(Ag/pAg ®g, M) et queg, (&) =
i +y pour un certainy € k(Ag/pAg®g, M). Posonsi; = i +y € Fil "(Ag/pAs®s, M). On
aiy € Fil "(Ag/pAs®s, M) et¢,(&1) = &1+ pour un certainy € ¢, (k)(As/pAs®g, M).
On pose alors, = &, + ' € Fil "(As/pAg ®g, M)?=". On vérifie finalement qué&’ annule
T, C€ qui assure que, est un antécédent pardex. O

1.3.4 Lien entre les foncteursl;; et T,

Fixonse une suite de racingg'-iémes de l'unité et définissorns= log([e]) € Acis OU le
log est donné par la série usuelle. On @) = pt et plus exactement I'ensemble des solutions
dansAgis de ¢ (t) = pt est leZ,-module engendré par C’est unZ,-module libre de rang
1 isomorphe &, (1) en tant que représentation galoisienne. Autrementrit As)% = =
(Fil " Agris)?r=1 est isomorphe en tant que représentation galoisierifygrd. De méme, la re-
présentation galoisienr€il " A, )%=, estisomorphe &,/Z,(r).

On ne sait toujours pas que le fonctduyy, est bien défini mais sM est un objet deMt”
muni d’une filtration admissible fixée, on peut définir unelaggpion :

Vs T (M) — THM)(r)

ou par définitionT(M)Y(r) est la représentation galoisienne Ham(M), Q,/Z,(r)). En
effet, soientr = 3,4, ® x; € Fil"(Aq @5 M)Y=), et f : M — Ag,, compatible aux
structures. On pos&(z)(f) = >, a;f(x;). C'est un élément déFil " Astoo) U=, SOIL, €N vertu
de l'isomorphisme décrit précedemment, un elemer@géZ, (). On verifie immédiatement
que¥ est un morphismé,-linéaire commutant a I'action de Galois.

On veut démontrer qué& est un isomorphisme pour tout objgt € M" et pour cela on
suit la démonstration du paragraphe 3.2.1. de [Bre98] (ocerne le cas = 1) : la méthode
consiste a prouver qué est un isomorphisme pour les objets tués jpa démontrer que le
foncteurTy, est bien défini et exact, puis a conclure a I'aide d’un dégssa

On rappelle, dans un premier temps, que les objets simpldd'dent une structure relati-
vement simple (proposition 111.3.1.1) :

Proposition 1.3.5. Soit M un objet simple de\". Alors M est tué pamp et admet une base

adaptégle, ..., eq) pour des entiers,, ..., n,. De plusN(e;) = 0 pour tout: et il existe une
(unique) matrice= inversible a coefficients daristelle que :
or(urer) el
. — tG .
¢ (udeq) €d

On introduit les modules suivants :

. N - XZ
Fil g(Ast = {Z 6%7, meN, a € Acris} (2)
i=t '
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et on démontre (comme dans le lemme 3.1.2.1. de [Bre98]) tjiyd F;/p") = (Fil { Ag) /p"
est plat surS,,. Si M est un objet de" et (F'il' M) est une filtration admissible d&1, on
définit pour touts compris entre) etr :

Fil 5 (As @5 M) =) _Fil Aq @ Fil *'M.
t=0

On a les deux lemmes suivants :

Lemme 1.3.6.Soit M un objet deM’"Aet(FiI ‘M) une fiItAration admissible da1. Alors, pour
tout.s compris entré) etr, on a Fil% (Ast ®s M) = Fil *(Ast®g M) etsis > 1, on a une suite
exacte :

0 — EPFil &k As®s Fil 7'~ M — DFil & Ast @ Fil ' M — Fil (A @5 M) —= 0

t=1 =0
ou la premiére fleche est la somme des applications suivantes
Fil & Ast @ Fil St ' M —  Fil Tl Ag@g Fil 5717 M @ Fil § A @ Fil *~*M
Tt @ Ys1—t — Tt @ Yst1—t 5> —Tt @ Ys4+1—t

Démonstration. La preuve est une adaptation de celle du lemme 3.2.1.2 d@§BrBour la
premiére assertion, on a déja clairementfilly @5 M) C Fil #(Ag ®5 M).

On a une description alternative dg;s (voir [Fon94a]). Si on noté&k = yinneN Og/p pour
les applications de transitions données par le Frobeniugeat définir un morphisme :

0 : W(R — Oc,

(ag, @1y ... Qp,...) — Zn>0p”§:7(1n)
ouC, désigne le complété-adique dex et otz est la limite guandn tend vers l'infini d’'une
suite (@™, 4 € O désignant un relevé quelconqued®. L'anneauA; s'identifie
alors a I'enveloppe aux puissances divisée$lddr) relativement a ket (et compatibles aux
puissances divisées canoniquesgiiif( R)). On vérifie facilement quér| € A (défini a la
fin du paragraphe 1.3.1) correspond bien au représentargickeuller der (défini au méme
endroit). Par ailleurs, on montre (voir [Fon94a]) que ket un idéal principal, engendré par
E([x]). A

Ainsi, siz € Fil *(Ag ®s M), il s’écrit comme une somme de termes de la forme :

ary; (E([x])) 3 (X) @ m

(ou;(x) = “]”—?) aveca € Agis, m € Fil* "M etj+ k > t. Mais [r] = u(1 + X) et donc
E([x]) — E(u) est un multiple de:X. On peut donc écriré’([x]) = E(u) + uXb pour un
certainb € Ag puis :

j
% (E(m]) = D v-e(E(w)) (ub) ye(X).
=0
En réinjectant cette expression dansn obtient bien: € Fil 5 (Ag @5 M).
Pour la deuxiéme partie du lemme, la démonstration est @xeagtit la méme que celle de
[Bre9s8]. O
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Lemme 1.3.7.Soit M un objet deM". Pour touts compris entré) etr, on a une suite exacte :
0 — Fil *(Agt @5 M) y—o —= Fil (Ag @5 M) —2> Fil *1(Ag 05 M) —= 0

oul par convention Fit'(Ag ®g M) = Agq @5 M.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du lemme 3.2.1.3 @é98RrToute-
fois, on se ramene a la fin, non pas a un obje!l@ﬁ”’ (en reprenant les notations de l'article),
mais a un objet simple de la catéganNg” dont la structure est connue par la proposition 1.3.5.
Le méme argument s’applique alors. O

On déduit des deux lemmes précédents le corollaire suivant :

~

Corollaire 1.3.8. Soit M un objet deM". Alors Fil"(As ®s M)n—o Ne dépend pas de la
filtration admissible choisie et si :

0 M M M 0
est une suite exacte dappg”, alors la suite induite :
0 — Fil "(Ag ®5 M) y—og — Fil "(Agt @5 M) y—g — Fil "(Ag ©5 M") =g —> 0
est également exacte.

Démonstration. C’est la méme que celle de la proposition 3.2.1.4 de [Bre&8,emplacant
a nouveau\/ Fﬁ”” par la sous-catégorie det” formée des objets tués paret en utilisant la
proposition 1.3.5 qui donne la structure de tels objets. O

RemarqueOn prouve de méme que 8§i M’ M M 0 est une suite exacte
dansM", alors la suite :

~ ~ ~

00— (Ast ®s M) oo — (Ast s M) np — (Ast ®s M )n—g —=0

I'est aussi.
D’autre part, le corollaire précédent prouve en particuige 7, (M) ne dépend pas de la
filtration choisie. Ainsi le foncteury, est bien défini.

Lemme 1.3.9.Si M est un objet de\", on a une suite exacte :

. A _ . A —id A
0 ——Fil T(Ast Kg M)ﬁ;;ol — Fil T(Ast XRg M)N:() u (Ast XRg M)N:() —0.
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Démonstration. Il suffit de montrer queb, — id est surjective. De méme que dans le lemme
3.2.1.6 de [Bre98], on se ramene au cas d’'un objet simplettie

Soit M un objet simple de\". D’apres la proposition 1.3.5, on peut écrité = Sie; @
- @ Sieq Oley, ..., eq SONt tels queV(e;) = 0 et Fil" M est le sous-module d&1 engendré
par Fil?S - M et lesu™'eq,...u"'ey pour certains entiers; compris entre) eter. On a alors
directement :

~

Ag@s M = Ast/p/ist' e1P-- ‘Ast/p/ist‘ €d
(Ast Ks M)N:O = Acris/pAcris e D Acris/pAcris €4

p

Fil T(Ast Ks M)N:O = Z(Acris/pAcris -u"eqy + Fil pAcris/pAcris : ei)-

i=1

On noteG I'unique matrice inversible a coefficients dangelle que :

or(urer) el
5 ='G
or(u"dey) ed
et on conclut de méme que dans le lemme 3.2.1.6 de [Bre98]. O

Corollaire 1.3.10. Le foncteurTy, est exact.

On déduit finalement de cette étude le théoreme suivant :

Théoréeme 1.3.11.L'application ¥ définie précédemment induit une transformation naturelle
inversible entre les foncteufs;, et (7%)Y(r).

Démonstration. Comme la catégorig\l” est artinienne, et que les fonctedr$ et Ty, sont
exacts, il suffit de montrer le résultat lorsgi est un objet simple da1".

Si M est un objet simple déa1", la proposition 1.3.5 nous assure dans un premier temps
queM est tué pap. On adonc:

TiH(M) = Hom(T(M),A) et Ty (M)=Fil"(Aos T(M))N,.

Par ailleurs la méme proposition fournit une descriptioplieke de7'(M) et de ses structures
supplémentaires. Précisément, il existe des entigiels que :

T(M) = §61®'~'®§ed
Fil'"T(M) = Su™e, @---@® Su™eg
avec de surcroiV (e;) = 0 pour touti. Par ailleurs, quitte a passer a une extension non ramifiée
de K, on peut supposer (voir théoréme 111.3.3.2) ghyeest donné pav,(uie;) = e;11, les

indices étant considérés modulo
Des descriptions précédentes, on déduit facilement :

Fil (A @g T(M)) oo = T O /7 -1 @ - ® T O /7 - €4
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ou 7, est la réduction module de m; (qui, on le rappelle, est une racipadéme der fixée).
L'opérateurp, agit sur ce module paf, (7e;) = e;.1. Tout élément de Fil(A ®gT(M))n=0
s’écrit de fagon unique = Zle a; ® e; aveca; = 7y z; et un tel élément appartientg, (M)
si, et seulement si :

o’ =7
pour tout indice € Z/dZ.

Par ailleurs, se donner un élémentidg M ) revient a se donner 'imade de chacun des,
ces images devant Vérifief(b;) = 0, u"b; € Fil”A et commuter &,. La premiére condition
imposeb; € O /m. La deuxieme condition assure ge= =;"'y; pourm; = er — n; et
y; € O /7. Finalement, la commutation@ impose les relations :

(=1)"y? = 7"y

On est finalement ramené a prouver que I'accouplement :

d
(ala"'7ad> X (b17"'7bd) = Zazbz
=1
défini sur les couples deuplets solutions des systémes précédents et a valeur&dans )¢ =1
Ce dernier espace est encdofg (out est la réduction module d’une racing(p — 1)-iéme de
p") est non dégénéré. Or par le lemme I111.431 2 on choisity une racingp" — 1)-iéme der,
si on notey sa réduction module, et si on pose :

d—1 d—2
Si = NP NP T A A Nigd—

-1 -2
ti = mp" "+ migapT M
les solutions de ces systémes s’écrivent :
a; = apiﬁsi et bz = (_1)rsz7,’7tl

ol a décritF, (¢ = p?), 'ensemble des racines dahgle I'équationz? = =z, et oub décrit
I'ensemble des racines dahsle I'équationz? = (—1)"z.
Sird est pairy_i_, a;b; = Tre, /s, (ab) - 1 OUv = s; + t; = er - =} est indépendant de
et on conclut en remarquant que la tracé&gaF, est une forme bilinéaire non degénéree.
Sird est impair, on note € k une racing(p — 1)-iéme de—1, on vérifie que>"?_, a;b; =
eTrg,/r,(ab/e) - 7 €t on conclut comme dans le cas précedent. O

En vertu de ce théoréme, tous les résultats démontrés somdeetir7;; se transposent au
foncteurTy,. On obtient ainsi un équivalent du théoréme 1.3.1 :

Théoreme 1.3.12.Le foncteurTy, est exact, pleinement fidele, d'image essentielle stable pa
quotients et par sous-objets. De plusjdiest un objet de\t" isomorphe en tant qug-module
as, @--- @S, alors la représentation galoisienig;, (M) est isomorphe en tant qug,-
module & /p™Z x - -- X Z/p"Z.

3Dans le chapitre 11, on travaillait non pas modutanais modulgp. Cependant, on vérifie sans mal que la
méthode marche dans les deux cas.
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2 Les faisceaux sur le site log-syntomique

2.1 Rappels et préliminaires

2.1.1 Log-schémas et sites usuels

On renvoie a [Kat89] pour la définition et les propriétés dgsdchémas et des morphismes
de log-schémas (en particulier des morphismes log-lissésgaétales). Tous les log-schémas
considérés dans ce papier sont intégres. &t un log-schéma, on nofde schéma sous-jacent.
Si M est un monoide, on not&/ % |le groupe associe, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de
la formeab~! poura et b dansM ou deux élémentab~! et cd—! sont identifiés s'il existe
s € M tel quesad = sbe (i.e. simplementd = be si M est integre). SiV/ est un monoide et
G un sous-groupe d&/%, on définit le quotienfi/ /G comme le quotient dé/ par la relation
d’équivalencer ~ y < 2y~ € G.

Si S est un log-schéma fin dont le schéma sous-jacent est tué @aatien non nul et muni
d’un idéal a puissances divisées efsest un log-schéma fin st auquel les puissances divi-
sées s’étendent, on nat& /.S)qis le petit site (log-)cristallin fin (défini dans [Kat89], chap
5) et(X/S)cris le gros site (log-)cristallin fin (défini dans [Bre96], chiapi3). On noteDx g
le faisceau structural sur ces sitgh;,s son idéal a puissances diviséegéf/]s les puissances
diviseées successives g&s.

De méme, siS est un log-schéma fin, on nofe; = Se; le petit site (log-)étale dé : c’est
la catégorie des log-schémaspour lesquelsX est étale sus et la log-structure sukX est
induite par celle d&, les recouvrements étant les recouvrements étales usuele¢ schémas
sous-jacents). On note égalemgpt le gros site (log-)étale d& défini comme la catégorie des
log-schémas fins localement de type fini suet munie de la topologie étale. On nafy le
faisceau structural sur chacun de ces deux sites.

2.1.2 Topologie log-syntomique

On rappelle la définition d’'un morphisme de log-schémassiggtomiques, due a Kato (voir
[Kat89]) :

Définition 2.1.1. Un morphisme de log-schémas fihsY — X est ditlog-syntomiques’il est
intégre, sif : Y — X est localement de présentation finie, ef sieut s'écrire étale localement
comme la composée d’'un morphisme log-lisse avec une imondesimée exacte dont 'idéal
est engendré en chaque point par une suite transversalegmguitere relativement &.

On montre (voir [Bre96]) que les morphismes log-syntomgys@nt stables par changement
de base et par composition. En outre, on dispose de la pt@peidarquable suivante :

Proposition 2.1.2.SiY — X est une immersion fermée exacte définie par un nil-idéal, on
peut étale-localement relever les morphismes log-synfoes surY” en des morphismes log-
syntomiques Suk.
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Il est de plus possible de donner une description localeetxpicite des morphismes log-
syntomiques. Précisément,fst Y — X est un morphisme log-syntomique, alors il existe une
carte (locale pour la topologie étale) sur laquéllerend la forme suivante :

Pe N (A Qz[P] Z[(P@NT)GHXl,...,XS]

G I
| d
P A

ou A est un anneau; est un monoide integre et s des entiers(s un sous-groupe dB%® ¢ Z"
et I un idéal contenant lefg] — 1 (pourg € G) et engendré par une suite transversalement
réguliere relativement 4.

Si S est un log-schéma fin, on not&yy le gros site (log-)syntomique sW¥, c’est-a-dire
la catégorie des log-schémas fins localement de type finiXsanmunie de la topologie log-
syntomique : une familléf; : X; — X) recouvreX si tous les morphismeg sont log-
syntomiques et si topologiquemeit = |J, f;(X;). De méme on définit le petit site (log-
)syntomiqueSsy, €n se restreignant a la catégorie des log-schémas logrsigntes suiS.

2.1.3 Plusieurs bases

Pour la suite, on sera amené a considérer plusieurs basssmui
N — Og/p" . N — 5, . N — § . N — &k
1 — ’ 1 — u ’ 1 — u ’ 1 — 0
On note simplemeri, la premiére F,, la deuxiémeF la troisiéme et = T la quatriéme. Ces
quatre bases sont munies de puissances diviséed;, selles sont prises par rapport a l'ideal

engendré pap, sur E, et E par rapport a I'idéal engendré par I@%ﬁ pouri > 1 et surla
derniéere par rapport a I'idéal nul. On a un diagramme :

T\C TyC C T, ¢
EC E\C e ..C E, ¢

ou tous les morphismes sont des épaississements, les figatieales étant obtenues en en-
voyantu surr.

Les based,,, E et E sont munies d’un relévement du Frobenius : c’est la mutition par
p sur les monoides, I'élévation a la puissapcir S etk et le Frobenius défini au paragraphe
1.1.1 surs,,.
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2.2 Les faisceawOst et 7,

Dans ce paragraphe, on définit des faisce(aﬂ)etj,?] sur le site syntomique qui permettent
de calculer la cohomologie cristalline. On donne ensuitedsascription locale explicite de ces
faisceaux, technique mais cruciale pour mener a bien leslsal

2.2.1 Définition et description locale

Pour tout entier. et tout entier (relatify, on définit surT,,)syn les préfaisceaux7n[8} par la
formule :

TN = HO(U/Ey)eris, T /En) H((U/E,)cris: J([JS)EH)

ol U surT, estvu surk, via l'épaississement du paragraphe 2.1.3. On oge= 7"
montre (voir [Bre96]) que les7!! sont des faisceaux et qu’ils calculent la cohomologie log-
cristalline dans le sens ou :

H' (Xsyn, TWY) = H'(Xswv, Tf) = H'((X/En)ers, T s,) = H'(X/En)eris, T,
pour tout entier et tout log-schém& fin localement de type fini sut,,.

SoitU un log-schéma log-syntomique sur la bdseOn a vu qu’étale-localement, on peut
trouver une carte du morphisme— 7,, qui prend la forme :

Nzg ® Ny ® - - - @ Nz, o Ok /p"[(Nxg & Nxy @ - - - & Nz, )G|[ X7, . . ., X{]

T ([:UO]_/]Tufh"'uft)
Nz OK/pn
ouG est un sous-groupe d&*! et ([xg] — 7, fi, ..., f;) estune suite transversalement réguliere

relativement &k /p™ et telle que I'idéal engendré contienne tous|igs- 1, pourg € G.

Notons@Q = Nzg @& Nzy & --- @ Nz, P = Q/G et A = OK({;’ ][nyff:};x] de sorte
que (étale-)localemerif = (SpecA, P). Décrire localement (pour la topologie syntomique)
les faisceawOs! et T serait par exemple donner des formules explicites pour ledutes
Os(SpecA4, P) et jygs](SpecA, P). Cependant, on ne sait donner de telles formules que si le
Frobenius est surjectif sud et sur P, ce qui n'esta priori pas le cas ici. Nous allons donc
devoir considérer des ouverts encore plus petits (toujpous la topologie syntomique) pour

forcer cette condition de surjectivité.

NotonsQ' = Nafy ' @Na? ' @- - -@Nat ™, P! = Q' /G et Al = O/l QO Xt | ong
des morphimes de log-schén{&pecA‘™!, Pitl) — (Specd?, P?) qui sont des recouvrements
log-syntomiques, et le Frobenius devient surjectif suiifaté de ces recouvrements. On est

amené a décrire explicitement les objets suivants :

OF(A%, P) = lim O(Specd’, P') et JI(A™, P*) = lim 7}(Specd’, P').

7 %
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oo oo oo n oo 1/ o0
NotonsQ> = Nxé/” SNz P" @ - @Nz,P™, P® = QG et A® = Orclp [ﬁxﬁf}lpm
Par ailleurs, siV/ est un monoide et un entier, posons :

M™ ={zeM® /" € M}

Si de plusM est muni d’'un morphisme de monoid¥s— M, on définitN ©4») v M comme

la limite inductive du diagrammél £~ N — M . Posons :

WA, P®) = W, (A% [pA®) @gipe) Z[(N @ (gmx P7)™)].
On dispose d’un morphisme canonique surjectif :
WS(A®, P>®) — A
(ag, ... ,an_1) @ [h] +— (d’gn + e pttanTl) (bR
olla; € A désigne un relevé quelconque @de On note finalementVstPP( A%, P>) I'en-
veloppe aux puissances divisées relativement a I'ideabhudgt compatible aux puissances
divisées canoniques sur I'idégl)). On munitWstPP(A% P>) d’'une structure de,,-module
en envoyant: sur I'élémentl ® [1 @ (0,...,0)]. Comme dans I'appendice D de [Bre98], on
montre la proposition suivante :
Proposition 2.2.1. Avec les notations précédentes, il existe un isomorphispiméaire cano-
nique :
OSY(A>® P>®) = WSPP(Ago pe)

Il existe une autre description locale qui a 'avantagerd'&géerement plus simple, mais

I'inconvénient d’étre non canonique. Notons pour cela :

Wgris(Aoo, Poo) _ Wn(AOO/pAOO) ®Z[P°°} Z[(POO)(n)]
et WsPP son enveloppe a puissances divisées par rapport a l'idéaunde I'application
(ags - -y an_1) @ [h] = (@8 4+ - -+ p" an_1)a(h?") ola; € A désigne un relevé quelconque
de a;. On a alors le lemme suivant qui établit un lien entre les anrl/c'SPP( A% p>) et
WSPP( A% poe)
Lemme 2.2.2.0n garde les notations précédentes et on gote P> l'image dex,. Soith €
P> une racinep"-iéme deg. Alors I'application WsPP( 4% p) (X) — WSDP(4 po)
qui envoieX sur (1 ® (1 & h)) — 1 est un isomorphisme.
On en déduit directement la proposition :

Proposition 2.2.3. Avec les notations précédentes, il existe un isomorphispiméaire :
Of‘lt(Aoo,Poo) ~ W;riS’DP(AOO,POO) <X>

ou la structure deS,-module est donnée suyS™sOP(A% P>) (X) par & %1%{ ou T,

désigne une racing”-iéme defzy|. En outre, cet isomorphisme est compatible a la filtration

donnée a gauche par Iejﬁl[s](Aoo, P>) et a droite par les puissances divisées.

RemarqueAttention 'isomorphisme précédent n’est pas canoniqudépend du choix d’'une
racinep”-iéme deg, image dery danspP.
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2.2.2 Les opérateursp, et N

La description précédente permet de prouver la proposstiorante importante :
Proposition 2.2.4. Le faisceauDs! est plat surS,, et les faisceauy;” sont plats sufv,,.

Démonstration. Largument est le méme que celui de la proposition 2.1.2[Bde98]. [

Si n et m sont deux entiers avee < m, on a un épaississement 7, — T,,. Ainsi
pour tout faiscealF sur(7,,)syn, ON peut former le faisceayF sur (7, )syn. Le foncteuri, est
exact (c’'est une conséquence de la propriété 2.1.2) etgoar an note encorg le faisceau
i.JF. Lexactitude assure gu'’il revient au méme de calculer tdsomologies deF sur les sites
(T5)syn €t (1) syn-

Les descriptions locales données précédemment permigttdement de prouver I'exacti-
tude des deux suites de faisceaux (S )syn) Suivantes :

0— 05t ot

n—+1

o3t 0
0— g1 > gl —— T ——0

pour tout entier tel quen + ¢ < m. D’autre part, toujours pout + i < m, la multiplication

parp’ identifie sur le sitéT}, )syn les faisceauwOs etp' O3 ;. Comme la basé,, est munie d’un

relevement du Frobenius (voir paragraphe 2.1.3), les @e0f(U) = H°((U/E,)cis, Ovyi,)

héritent d’un opérateur de Frobenigisqui s’étend immédiatement en un morphisme de fais-

ceauxg : Ot — O3,

Par ailleurs, on vérifie directement en utilisant la platéwet la description locale que pour
tout entiers < p—1, on al'inclusiong( n[s]) C p* O3l Les suites exactes précédentes permettent
alors de définir un morphisme de faisceawsur le site(7,,)syn (POUrm > n + s) comme la
composeée :

s| o~ s n @ s ~
W Tl Ot < O

apres avoir verifié que passe au quotient.

Remarqueles faisceaux” et O3''sont définis sur le sitéT}, )syn Maiso, n'est, lui, défini que
Sur (1,45 )syn-

Finalement on peut muni®s' d’'un opérateurN qui sur la description locale (voir propo-
sition 2.2.3) est simplement défini comme I'unique appiaaiV/csPP(A> P>)-linéaire qui
envoieX" sur (1 + X)#; (cette application ne dépend pas d'un choix d'une rapingme
deg, elle est donc canoniquement définie et peut se recoller).

2.3 Le cas de la caractéristique

Dans ce paragraphe, on se concentre sur lexcas1 et on donne des descriptions plus
faciles a manipuler des faisceaux précédemment introdtriteffet, par la suite, nous procéde-
rons systématiquement par dévissages et donc le ea$ aura toujours un statut particulier.
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2.3.1 Une nouvelle description des faisceau®! et 7;*

On reprend la description donnée par la proposition 2.203 tlacas: = 1 :
OF(A®, P>) = W"sPP(A®, P>) (X) .

Un calcul facile prouve que le morphisme qui enveisur[z,] identifie W "PP(A> P>) & :

o0 oo DP
(k[@oo@l/p] X ])

([:L‘O]e7 flu R ft)

ol 'on nomme encore de fagon abusifiec k[Q*G'/7][X1/P" ... X" ] limage def; €
Ok /plQ=G][X1, ..., X,] et ou par définition'/» désigne le sous-groupe d@>)% formé
desz tels quer? € G. On remarque en outre que la suitey), fi, ..., fi) est encore réguliere
dansk[Q>G/P][ X177, ... X7,

Soity; € K[Q®G|[X:™7, ..., Xs/"7] vérifiant ¢ = f,. En explicitant les puissances
divisées, on voit quES(A>, P>) s'identifie a :

@ B- Ypmo (ue)%?rnl (wl) © pmy (wt)'ypmtﬂ(X) (3)

ou —Meto‘ona 0sé :
Uu = 105 u pOSé :

QeGX,, . X)X

_ K
b= frr o o )

(4)
La description précédente fournit également une desonigbcale des faisceaujls] :
(4% P>=) s'identifie au sousB-module deDs{(A>, P>=) engendré par les :
Ymo (ue)’yrm (1/}1) C Yy (wt)ﬂymzﬂ (X) avec mo+---+my = s.
Les quotients7*" / 7.* " ont également une écriture sympathique

jls} (Aoo7 POO)
Iy (A, P)

= @ (B/(uev wlv s 71/11&, X)) ’ ’VMO(ue)’Vm1 (w1> T Yy (’l/}t)’ymt-&-l(X)'
S mi=s
(5)

Si s < p, donc en particulier pow < r, la derniére description se simplifie légerement et
donne :
jl[S] (A, P>)
‘71[8+1}(AOO,POO)

= @ (B/(ue7 wh o 7¢t7 X)) . uemow?lﬂl . ‘w;anth (6)
S mi=s

Comme ces quotients ne sont pas tuésypamn introduit de nouveaux faisceaux intermeé-
diaires :
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Définition 2.3.1. Soitg un nombre rationnel de la formeou ¢ est un entier positif ou nul. Si
t = se + ¢ est la division euclidienne depar e, on pose :

1]
j[Q] _ quj[S T j[SJr
On peut a nouveau évaluer les quotients successifs comése la proposition suivante :

Proposition 2.3.2.Soit0 < ¢ < p un nombre rationnel de la formfé pour un certain entier
t. Notonst = se + ¢ la dIVISIOI’l euclidienne de par e. Alors, en reprenant les notations
précédentes :

jl[Q}(Aoo POO emo+4d me YV Mmi41
ZET A ) — P Curmothy e (7)
> mi=s
ou
o B B k,[QooGl/p] [Xll/P L 7X'Sl/P ] (8)
(uaqu)la"')wtaX) ([l’é/p],’l/}l,...,wt) '
Démonstration. Il est clair que [fil/(ﬁ(jpp) s'identifie a

W (TP (A, Pe) /7P (A=, P=)
WY (A, ) [ 73 (A, )

D’aprés la formule (6), il suffit de montrer que si I'on poBe= B/(u®, ¢, ..., 1, X), I'ap-
plication de multiplication par® induit un isomorphisme dé = B/uB dansu’B/u’*!'B. La
surjectivité est claire.

Montrons l'injectivité. SoitB’ = k[Q°GV?|[X1/*™ ..., X/P™]. Il suffit de montrer que
s'il existe un entiep < e et des éléments, y, v, ..., y; de B’ tels que :
W = uy + i+ Yty 9)

alors, il existeyy, . ..,y; € B’ tels que:

= u"y + Y+ + Y.

Nous allons prouver ce résultat par récurrence sOn rappelle que la famille), v, . . ., ¥y)
est une suite réguliere dg et que, dans3, on au® = v, (puisqueX est nul).

Linitialisation de la récurrence provient simplement @ut fquew n’est pas diviseur dé
dansB (puisqueu® ne I'est pas). Pour I'hérédité, on suppose que I'équatipagbvérifiée. Cela
entraineu’s = y,0; (mod u®, 9y, ..., 1) et doncu® ™y.h, = 0 (mod u®, vy, ..., 0 1).
Puisque la suitéu®, 11, ..., ;) est réguliére, il vient:c %y, = 0 (mod u®, ¥, ..., 10 1), €t
donc il existez, zy, ..., 2,1 € Btelsque:

U0y, = 2ut 2+ 2z
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En appliquant I'nypothése de récurrence, on obtient ltexice d’éléments’, 21, ..., 2, , dans
B tels que :
g =20+ A+ 2.

En réinjectant dans (9), il vient :
Wz — 2'y) = uy+ (1 + 21y + -+ (Wee1 + 2 %-1) i
et une nouvelle application de I'hypothése de récurrenca@iede conclure. O

RemarqueSur les quotients de la proposition qui précede, la stracta>°-module est simple

a décrire. En effet, ces quotients sont tués«pat par tous leg);, et donc la structure da>-
module se factorise en une structureddmodule, qui est décrite de fagon transparente sur la
somme directe précédente.

Finalement, remarquons quessk p — 1 et sip > 3, il est possible de donner une définition
alternative dey, : .715] O3 qui est déja valable sur le sit&:)sy,. On remarque pour cela que
¢, S'annule surjlm et qu'il définit ainsi par passage au quotient un morphisméadseeaux
(sur le site(T3)syn) jl[”/jlm — O$'. En outre, on a le lemme suivant :

Lemme 2.3.3.Le morphisme de faisceaux canoniques é)mﬁ”/jl[ jls/ JE T est un
iIsomorphisme.

Démonstration. Avec les descriptions précédentes, c’est une conséquéamrotedde 'alinéa
.3.4.4 de [Ber77]. O

On vérifie que I'applicatior, s’obtient comme la composée :

Sym® é1

‘71[3} jls / [5+1 Ost

Cette derniere formule assure, au moins posf p — 1 etp > 3, queg, ne dépend que dg;
et peut étre défini sU:)syn.
2.3.2 Les faisceau0st, 7l

Lorsquen = 1, on définit des versions simplifiées des faisce@jxet .71[5] en remplacant
la baseE; par la base? (voir le paragraphe 2.1.3 pour la définition).

Si U est un log-schéma sk, on définit pour tout enties :

JHU) = B(U/E)eis, Jy) ) = H((U/ E)eris T )

et Ot = 719, Comme précédemment, les préfaisceaiix sont des faisceaux sur le gros site
syntomique7} )syn et calculent la cohomologie log-cristalline :

H' (X T) = H' (Xsyn, T) = H((X/ B)ens, TE) = H((X/ E)ers, L)
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De méme que précédemment, on pose podrs + g ous > 0et0d <0 < esontdes entiers :
Fla = 8 7l 4 Flst,

Il est encore possible de donner une description localeettpkcite de ces faisceaux. En
reprenant les arguments utilisés pour les faiscéaiﬁ)etj[s}, et en reprenant les notations des
paragraphes 2.2.1 et 2.3.1, on aboutit a :

@St(Aoov POO) = @ B " Ypma (1/}1) C Yoy (wt>7pmz+1 (X) (10)
mi,..., mt+16N
avec .
g MG\, XTTIX]  MQEGMXG L XX (11)
([x0]7f17"'7ft7Xp) (up7f17"'7ft7Xp)
et, pourg = s + 2 < 2 (par exemple sj < r) :
7lal( 400, poo )
\7 ( ) ) @ C. uemo+5w{n1 . w;ntth_H (12)

j[qul/e](Aoo’Poo> - o

ouC = C. La structure ded>-module sur ce dernier quotient se factorise en une streicter
C-module, qui est celle qui correspond a I'écriture sous #oda somme directe.

En comparant les formules (7) et (12), on en déduit la préjpoossuivante :

Proposition 2.3.4.Pour g € éN, q < , la projection canonique induit un isomorphisme de
faisceaux :

jl[q}/jl[qﬂ/e} _~ j[q]/j[q+1/€] )

Par ailleurs, pour tout entier < 2, I'opérateurs, : Ji* — O induit par passage au
quotient un morphisme, : 7%/ 79 — Ost/urOSt. D'autre part, la projection canonique
Ot — O s'annule sun?O et donc fournit un morphisme de faiscealif!/u? Ot — O
(attention, ce n’est pas un isomorphisme). Tout cela, av@cdposition précédente, permet de
définir un opérateup, comme la composée :

Jls) _>j[s}/j[s+1/e] -~ jl[s]/jl[sﬂ/e] &Oit/upoft%@st'

Encore une fois, le morphismg, n’est pas défini sufTy)syn, Maisa priori simplement sur
(Ts-i-l)syn-

Finalement, on munit le faisce@#! d’un opérateurV, aprés avoir remarqué que I'opérateur
N : Of' — Of' passe au quotient puisqdgu” O + 3o 7i(u)OF) C PO+ 375 7i(u) OF
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2.3.3 Les faisceaust et 7

On recopie les définitions précédentes en se placant déismunda basé (voir paragraphe
2.1.3) : pour tout enties et toutU € (7})syn, ON pose

TEW) = H(T)E)ers, 75/]@) = H°(U/E)cris, \75}1;)

ouU = U x7, E. On obtient ainsi des faisceaux sur le §if¢)syn qui, comme précédemment,
calculent la cohomologie log-cristalline. On pose en o@ite= 7.
On dispose encore d’une description locale du faisé@alEn gardant les mémes notations,
ona:
@St(Aooa POO) = @ B- Ypma (wl) U mez(@bt)%?mtﬂ (X) (13)

mi,...,mgr1EN
avec : N - .
5 k@ GVP X XX
(w, fry- ooy f1, XP)

L’élémentu est nul par hypothése daiset donc également daid®™. On ne définit donc
pas les faisceaux intermédiairg¥! pourq rationnel, mais, sé est un entier, on a toujours une

description explicite du quotient :
Je(A=, pey
Jlst1 (Ao, poe)

(14)

B C v (W1) Yo (V)Y (X) (15)
Smi=s

ouC = C = C. Il est encore une fois possible de décrire la structureltfemodule sur ce
quotient : elle se factorise par la structure@eodule naturelle sur la somme directe. Finale-
ment, en comparant les formules (7) et (15), on voit que lgomeme nature\m[s]/jl[s“/e} —
Jl Jl=+1 est un isomorphisme pour< p. Cela permet de définir un opérateurcomme la
composeée :

7l Jhl) Fls1) jl[s] / jl[sﬂ/e] Ps O/ O Ost

2.3.4 Les faisceau)s¥, O et O

Sur un log-schéma de caractéristiguen définit le Frobenius absolu de la fagon suivante :
c’est le Frobenius absolu classique sur le schéma soustjatéa multiplication pap sur le
monoide (a supposer qu'il soit noté additivement).

SoitU un log-schéma fin (localement de présentation finie)/3uOn voitU sur E; grace
a I'épaississemerif; — F;. On noteU’ = U xpg, E; ou E; est vu sur lui-méme par le
morphisme de Frobenius absolu. Le Frobenius absoll/ se factorise pat/’ et fournit donc
un morphismd/ — U’ appelé Frobenius relatjf;.

Dans la terminologie de Kato (voir [Kat89], paragraphe Al&)leche f;; est faiblement
purement inséparable et d’aprés le théoréme 4.10deit., elle se factorise de facamique
sous la forme :

fo:U—=U"=U
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ou le premier morphisme est purement inséparable et le dexxiriog-étale. On définit alors,
comme dans le paragraphe 2.2.1 de [Bre98] :

OS(U) = T(U", Oyn).

On prouve (voir appendice B de [Bre98]) que I'on définit amsifaisceauO$*" sur le gros
site syntomiquéT; )syn. Par ailleurs, d’apres les résultats de [Kat89]/ sk (SpecA, P), on a
simplement :

OF(U) = (51 ®g)k A/TA) Qo gy P ZI(NS(g)m, P)V].
Avec les notations introduites précédemment, ceci seitéécr
O (A*, P*) = B B Ypm(u (16)
mo€EN

ou on rappelle qu# est défini par la formule (4).

On définit de méme sur le sité )syn les faisceauxO® et O° en remplacant la basé,
respectivement par les basBset £. Comme précédemment, on peut donner une description
explicite des faisceaux obtenus. On obtient :

O%(A®, P*)=B et O%(A™ P>)=B (17)
ou les anneau# et B sont définis respectivement par les formules (11) et (14).

Pour finir, mentionnons que la structure4f&-module sur 'objet)*¥(A>, P>) est donnée
par I'applicationA>~ — B déduite du Frobenius. En particulier, on constate que egipica-
tion se factorise paf = C = C. Il en va de méme poup(A>, P>).

3 Calcul de la cohomologie cristalline

On montre dans cette partie comment associer a un log-schéprapre et log-lisse sur
la basel’ = (N — Ok,1 — 7) dont la réduction modulg est dutype de Cartier(voir
définition 4.8 de [Kat89]) suX xr 717, et a un entien, des objets des catégorigd” tués par
p". Précisément, il s’agit, pour tout< r, des quadruplets :

(H'(Xa)syn, O3, H' (X )syn, T}, 67, N)

ou par définitionX, = X xr T,. On fait remarquer une fois de plus que le morphistpe
n’est deéfini que suf.X,, .. )syn. TOutefois, I'écriture précédente du quadruplet estiégitcar on
dispose d’'isomorphismes canoniques entie((X,,)syn, O) et (H (Xt )syny OFF) d’'une part
et Hi((X,)syn Ji) €t Hi((Xpir)syns Ji')) d'autre part,

On commence par traiter le cas= 1 (sous-partie 3.1) : alors, I'élément dd” est tué par

p et peut-étre donc vu davﬂr . On procede ensuite par dévissage avant de passer un passage
la limite projective pour proposer une version entiere g¢spartie 3.2).
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3.1 En caractéristiquep

On se donne ici, un log-schéma fify propre et log-lisse sur la bagé (voir paragraphe
2.1.3). En patrticulier, le morphisme structufeél — T; est log-syntomique. On suppose que
X estdu type de Cartier et qu’il admet un relevem&nffin et log-lisse suff;. Ce relevement
est automatiqguement log-syntomique $uir

Le but, ici, est de prouver que le quadruglBt ((X:)syn, O, H'((X1)syn, T, ér, N) dé-
finit un objet de la catégorig1” pour touti < r. On montre d’abord I'’énoncé équivalent avec
la baseF, i.e. que le quadrupletH((X;)syn, O%), H'((X1)syn, J), b, N') définit un objet de
M . Le point le plus difficile est la liberté dﬁ-moduIeHi((Xl)syn, O%). Les deux paragraphes
3.1.1 et 3.1.2 y sont consacrés. Dans le paragraphe 3.1e6ptique comment on termine la
preuve pour la basE avant d’en déduire dans le paragraphe 3.1.4, le théorénie lsaser; .

3.1.1 Des isomorphismes sur les faisceaux

On suit pratiquement a la lettre la méthode initiée par Foatat Messing ([FM87]) et
développée par Breuil ([Bre98]) dans le cas qui nous ing&.eBour tout entier > 1, on note

I le noyau du morphisme compos®s! —(b>(9§t+1 — O, On noter, : 7" — O5'la

réduction modulg et on définitf, : 7 — Ot par f,(z) = y si ¢(z) = p*y o1 § est une
section (locale) du faiscea®?' ;.

On définit ensuitd* O = im v, et F,O$' = im fs. Ce sont deux sous-faisceaux d’anneaux
de O$'. On montre facilement que la suiteO$') est décroissante alors que la syifeOs") est
croissante. En outre, le morphismese factorise en un isomorphisme :

fo: FSOYFHO3 > F,03/F,_,O%.

On noteF @O |e sous-faisceau d8$*-algébre dest engendré paF* O et FSOS! (resp.
FSO%) 'image deFSOst dansO*t (resp. dan®™!). On note égalemerft*Ost la réduction de
F30O$tdansO*.,

SoientO; le faisceau structural sur le sit&})syn, et O sa réduction modula. On a, en
reprenant les notations du paragraphe 3.1, les descigdboales suivantes :

O(A®, P¥) = A et  O(A®,P¥) = A®/x. (18)

On dispose de fléches naturel@ — O, O — O et ® — O qui localement sur les
descriptions précédentes sont données par I'élévatiopuidaance. Ces fleches se factorisent
toutes les trois pa’.

Proposition 3.1.1. i) Pour tout entiers, on aF*Ost = I,
i) Ona U FcarOTt — Oft, U Fear@st — st gt UseN Fscar@st — Ost,

seN T s seN s
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iii) Pour tout entiers, 'isomorphismef; se factorise en des isomorphismes de faisceaux sur
(E)syn
Of @0, 1/ T+ —=— FEOF Fe OFf

@car R0, j[s]/j[erl} ~ Fscar@st/FscErlést

Ocar R0, j[s]/j[s-i-l} ~ F;ar@st/FScErI@st

Démonstration. Elle est entierement analogue a celle de la propositio2 2.2ie [Bre98]. Si-

gnalons toutefois une subtilité peut-étre insuffisammeanlignée danfoc. cit. : une fois prou-

Veés i) etii), on est amené a évaluer, pour le premier isomsmpdde iii), le produit tensoriel :
j[s}(Aoo’ Poo)

oo ‘7[3-1—1}(14007 Poo)

qui d’apres les descriptions précédentes s’identifie a :

O%ﬂr(AOO’ POO) ®A

O(far(Aoov POO) @ A% @ C- TYma (wl) U /ymz(qu)t)/ymtﬂ (X)
> mi=s

Il faut alors se souvenir que chacun des facteurs du proghsbriel est tué par et tous les);,
de sorte que la structure d&°-module sur ces deux facteurs se factorise en une structure d
C-module. Ayant constaté cela, le produit tensoriel se iégcr

O(far(Aoo> POO) ®(f @ C_ * Yma (¢1) o '/ymz(qu)t)/ymtﬂ (X)
S mi=s

et donc vaut bien :
@ Ogar(Aoo7 POO) "V (¢1) T Ymy (wt)'ymtﬂ(X)
S mi=s
comme annoncé datac. cit. La fin de la preuve reste inchangée. O

Notons gu’au passage la preuve de [Bre98] donne des desospbcales explicites pour
les faisceaux'®, qui sont (toujours en gardant les mémes notations) :

Fscaro_;,t = @ B - Ypmg (ue)'yprm (1) - *Ypme (wt)”Ypth (X)
mo€eN
mi+-+mi1<s
Fscar@st = @ B : mel(@bl) © pmy (wt)metH(X)
mi+--+mip1<s
Fscar@st = @ B : mel(@bl) © pmy (wt)metH(X)'

mi+-4+myp1<s

De ces descriptions explicites, on déduit le théoreme stiiva
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Théoreme 3.1.2.Soits < 2 un entier (sip = 2 ete = 1, on imposes = 0). On a alors des
isomorphismes de faisceaux sur le $ifg)syn:

Ocar 26 j[s /j stl/e] _ Acar ®6 T 3]/j s+1/e] Fscar@st

O 25 j[s 174 [s+1/e] _ Acar ®6 J 5]/j stlfe] __ ~ —das FcarOst

Démonstration. Encore une fois, la preuve est identique a celle du théore2.2 de [Bre98].
Notons toutefois que la subtilité mentionnée dans la preeva proposition précédente apparait
a nouveau ici. O

RemarqueOn démontre de fagon tout a fait identique que I'on a égaléeensomorphismes
suivants, pous < 2 —1:

O%ar ®o, jls}/jl[ﬂl] Fcarost

|d®¢
ocar R0 \718 17, [$+1 — Ocar 0, j[s}/j[erl} 950 Fscar@st
Ocar® \718/ [8+1 @car®01 j[s}/j[erl} o ¢ Fcarost

certainement plus proches de ceux de [Bre98] (rappelongtiet O sont tués par).

Par ailleurs, si I'on ne se préoccupe que de la versighxet pas de la version% », les
isomorphismes précédents sont valables poursdaUp — 1.

3.1.2 Des isomorphismes sur les groupes de cohomologie

Nous aimerions a présent déduire du théoreme 3.1.2 desiighisimes sur les groupes de
cohomologie et, pour cela, nous allons projeter ces faiscear le site étale : I'intérét est que
sur ce site le faiscea®® (resp.0) se réduit simplement 8 ® 4, O (resp. &5 @)« O).

Soit X un log-schéma fin localement de type fini sur une des troissh&geE ou E. On
dispose dans ces conditions d’'un morphisme de topoi :

a: Xsyn — Xet
défini de la facon suivante : & est un faisceau suXsyy, on définita, F comme la restriction
de F au site X, et on vérifie que I'on obtient ainsi un faisceau pour la toga étale. Réci-
proguement siF est un faisceau suX., on définita*F comme le faisceau associé (pour la
topologie syntomique) au préfaisceau

SiI'syn (resp.I's7) désigne le foncteur des sections globales pour la topekkgitomique
(resp. étale), on a évidemment larelatiay = ['groa, d'ol RI'syny = RI'gro Ra,. Ainsi pour
calculer lacohomologie syntomique d’un faisceau, il sditalculer leR«, de ce faisceau puis
de déterminer I'hypercohomologie étale du complexe obt€rest ce que nous allons faire.
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Calcul des Ra, de plusieurs faisceaux Pour calculer lesa, des faisceaux précédemment
introduits, on aimerait utiliser les résolutions de Belahet Kato. Cependant, celles-ci sont
valables sur le site cristallin et non sur le site syntomigu@ous faut donc faire un pont
entre cohomologie cristalline et cohnomologie syntomiquamt qui passe par la cohomologie
cristalline-syntomique.

Soit X un log-schéma fin localement de type fini sur une des troissiase” ou E. Repre-
nant les notations de [Bre98] auquel on aura besoin de serdfér la suite, on not¥ la base
retenue.

On définit lesite cristallin-syntomiqusur X /Y en munissant la catégorie sous-jacente au
site cristallin surX/Y de la topologie syntomique : il s’agit donc d’'une catégomecduples
(U — T) et on convient qu'une famille de couplés; — T;) recouvre(U — T) silesT;
forment un recouvrement syntomiquedet si les diagrammes :

U —=1;

L

U——=T

sont cartésiens.

Bien entendu, selon que I'on considére la catégorie saesia au petit site cristallin sur
X/7T ou au grand, on obtient respectivement les petit et graed siistallin-syntomiques sur
X/Y.0n les notd X /Y )syn-cris€t (X/T)syn-cris: Par les résultats de [Bre96] (lemme 3.3.1), on
a des morphismes de topoi entre les difféerents catégoritasieaux sur les sites précédents
comme le réesume le carré commutatif suivant :

(ﬁ)SYN—CRIS - ()/%)CRIS

w u

— N
XsyN Xet

Par ailleurs, il est possible de définir, comme en 2.3.4, swsite (X /T )syn-cris (resp
(X/Y)syncrid des faisceawOs®, O et O en posantO$¥ (U — T) = O(U) (ou le
deuxiémeO$" est celui défini précédemmépet des formules analogues pour les autres fais-
ceaux. (Attention, dans [Bre98], ces faisceaux sont naépectivemenO$™", O™ et
O$""'.) De méme, ces faisceaux vivent également sur les 6X6¥ )cris (resp. (X/T)eis)
et Xgr (resp.Xe).

Soit F un faisceau sur un des SiteK/T)Cms, (X/T)CriSa (X/T>SYN—CRIS ou (X/T)syn—cris-
Pour toutl” apparaissant dans un couple de la fofifie— 7'), on sait queF définit un faisceau

“Notez que siU — T est un objet dé X/Y)syn.cris, alorsU — X est étale et donc en particulier log-
syntomique.
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Fiy.r surTg. On dit queF est acomposantes quasi-cohérensggous les faisceaukj;.r
sont desDr-modules quasi-cohérents.

On montre (en adaptant la preuve du lemme 3.3.2 de [Bre9@])sg# est un faisceau a
composantes quasi-cohérentes(sUrY)syn.cris, alorsRiv, F = 0 pour touti > 1. Autrement
dit Rv,F ~ v, JF. De méme, par un calcul de Cech, on prouve (voir [Bre98], agipe C.1)
que Rw, F ~ w,F (toujours en supposant queest a composantes quasi-cohérentes).

On dispose d’'un résultat de comparaison entre cohomologieristalline et cohomolo-
gie de de Rham (théoreme 6.4 de [Kat89]) qui donne avec lgelsmprécédents le théoreme
suivant :

Théoreme 3.1.3.Soit X un log-schéma fin localement de type fini 3urOn suppose que I'on
a uneY-immersion fermé& — Y avecY log-lisse surY. SoitD I'enveloppe aux puissances
divisées deX dansY (voir paragraphe 6.n de [Kat89] pour une définition). Alopur tout
entiers :

-siY="1T;:

Roz*Jl[S] = \7,;[}9] — [S ! R0y W)I//Tl — jDS ? R0y WY/Tl —
R, 715l — 71 [s 1] [8 2]
o J \7[) - ®OY Y/T - ®OY Y/T

R, J™ = 75 — g5 @0, wy iz — T 77 @0y wip —

et:
-siY="1T1;:
s] [s—1] [s—2]
S s+1 \7 \7
(71 )T ]> [ﬁu — 25 ®oy Wyym = o ®oy Wiyn
D LZD
—siT="T:
s s _ I Tb T )
Rov, <j /T > = [[39+1] - j[[f] Koy Wy 7 — jg_1] Koy Wy 7 —
—-siT="T:
8] ) #ls+1] ) 5! 1 5 >
Ra, (js /js ) = jEJrl] - ._75] ®oy Wy p — jl[)s,u ®oy Wyp —

RemarqueEn gardant les notations du théoréme, si on suppose enXplag-lisse surY’, on
peut choisiry’ = X et alorsj[ =0OxsSis<0 etj = 0 sinon. Les expressions dé&sy, se
simplifient alors considérablement. Par exemple, danss®éd = T, on obtient :

s+1 s+2

x/T 7 Wxyr T

Ra*j[s}=0—>---—>0—>w§(/f—>w
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Retenons ces résolutions que I'on sera amené a réeutiliséa paite.

On peut montrer également (voir appendice B de [Bre98]) ffiimeament du théoreme pré-
cédent qui permet de tenir compte des faisce@fi:

Théoréeme 3.1.4.Soit X un log-schéma fin localement de type fini $urOn suppose que I'on
a uneT;-immersion fermé&’ — Y avecY log-lisse surT;. SoitD I'enveloppe aux puissances
divisées deX dansY'. Alors, pour tout entiek :

Ra, (05 a7l g+ =
[s] [s—1] [s—2]

Ib Ip 3 Y
Ocar R0y 7 e+1] <Ocar R0y J[[; ) R0y wy/T ((’)%ar Rox #) R0y C/Jy/T1 —

ou «®5"N» signifie que I'on prend le faisceau associé au faisceau yitaensoriel pour la
topologie syntomique sux.
On a d’autre part des versions analogues avec les basefsl .

RemarqueSi X est de plus du type de Cartier, le faisc€2id’ sur X s'identifie aX ® 4 » Ox
ou X est 'anneau d& . Dans ce dernier cas, on obtient une résolution plus simple.

Intéressons-nous maintenant a un analogue du théorér3epdur. les faisceauﬂ[q] Tl
et 719 ol ¢ nest pas forcément un entier. Sgit %N. Si X/T est comme précédemment un
log-schéma fin, localement de type fini, on commence par défes faisceawg[q] sur les
sites(X/T)cris et (X/T)syn-cris €N posant :

Ty =’ Ty + T

Sieq = es + ¢ est la division euclidienne dey pare. (On remarque que lorsquié = £, on a
u = 0 et donc le premier terme de la somme n’intervient que=sio0).
On s'intéresse particuliérement au quotighit / 714, Par définition, on a immédiatement :

j[s}/j[erl]
ué(j[s]/j[s-}—l])

) 7l —

et une égalité analogue pour les faiscedg[g%. Du fait queRv, F = v, F (resp.Rw,F = w,F)
si F est un faisceau a composantes quasi-cohérentes, on déduit :

[s lq] [s] [q] Al A
(jX/T/jXq/T> jX/T/jXq/T (resp.Rw*( X/T/ X/T) _j[]/j[(ﬂ)_

En vérifiant soigneusement que la démonstration de I'apperi#i de [Bre98] s’applique
encore dans ce contexte, on obtient le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.5.Avec les notations précédentes, on a :

Ra, (jw /71) =
[s] [s+1] [s—1] [s} 5—2] [s 1]
D/jD jD / 1 jD / 2
S S - S— ®O w P S— S— ®O w I
WIS TSy W gy g T e gy gy

et:

Ra, (@car ®0, j[s}/j[q}) _
B / [8+1 N [8 1 /
Ocar (9 - Ocar ®(9x ) ®@Y a))l,/T —

u (T8 175 u<J5 ”/ Tp

RemarqueBien évidemment, on a des versions analogues pour les Bas#d". En outre, il
est possible d’écrire des résolutions de ce type pour begut@utres faisceaux. Cependant,
pour cet article, nous aurons seulement besoin de celle-ci.

Des isomorphismes a la Deligne-lllusie On reprend les notations et les hypothéeses du début
de paragraphe 3.1X; désigne un log-schéma propre, log-lisse et du type de Carid et
on suppose qu’il admet un relevement fin et log-lidsesurTs.

Théoreme 3.1.6.0n garde les notations que I'on vient de rappeler. Alors,mpout 0 < i <
s<Eona:

S Q(g),k Hi<<Xl)Syna j[sl/j[s+1/e]) Hi((Xl)SYna @§t>

d®s

H'((X1)syn, T1/TEH) —=— H'((X1)syn, OF)
et des versions équivalentes en remplacafitxpar «7; ».

Démonstration. Comme les deux faisceaul® et 715!/ 7ls+1/¢l sont tués parr, le produit
tensoriel0%® @, 71!/ 7ls+1/¢ estisomorphe & @4 Jll/ Fls1/,

CommeX; est supposé du type de Cartier, le faisc&¥d sur le site( X )¢ S'identifie &
S ® ) x O. Dans ces conditions, le théoréme 3.1.5 assure que la flacoaique

S (), k R&*(j[S]/j[s—f—l/e]) — RQ*(@car 26 j[s]/j[s-i—l/e}) _ R&*<@Car®01 j[s}/j[s_,_l/e})

o o (19)

est un isomorphismex(désigne le morphisme de topoX;)syn — (Xi)s). Par le théoréme
3.1.2, on a un nouvel isomorphisme :

RO[*(@Car@O1 j[s]/j[erl/e}) ~ Ra*(F;ar@St). (20)

D’autre part, en combinant la proposition 3.1.1 et le théwm&.1.4, on obtient pour tout
entiert :

R&*(Ftcar@st/Ftcia;@st) ~ Sv ®(¢),k: Ra*(j[t]/j[tJrﬂ) — 5‘ ®(¢),k: w%/T[_t]



128

CHAPITRE IV. UN THEOREME DE COMPARAISON

ouX = X xp, T.On en déduit que :
Tr-1 R, (FRO™) ~ 7o, Ra, (F O
et puis par une récurrence immédiate :
T<s R (F¥O™) ~ 1 Ra, (FR'O)

pour tout entiet > s. Le théoréme découle alors de la proprighé Ftcar@5‘ — O (proposi-
tion 3.1.1) et des isomorphismes (19) et (20).
On traite de maniéere exactement similaire le cas de x. O

RemarqueEn utilisant I'isomorphisme donné par la remarque qui siitheoreme 3.1.2, on
obtient des isomorphismes analogues qui s’écrivent :

S ®(¢),OK/p Hi((Xl)syna j[s}/j[s—’—l]) idé;;ﬁs Hi(<X1)Syn7 O?)

k ®),0x/p Hi((Xl)Synv j[s}/j[sﬂ]) id(;qu Hi((Xl)Syna @?t)

oY = k ou S est vu comme unéy /p-algébre par la composé¥, /p — k — %, la premiére
fleche étant la projection canonique et la seconde le Frabeln particulier, mis ensemble ces
iIsomorphismes impliquent que le morphisme naturel :

HY((X1)syn, TE/ Tl
u - Hi((Xl)syna j[s}/j[s—"l])

— H'((X1)syn, Jbl ) gls+ifely
est un isomorphisme pour tol s < 2.

3.1.3 Finde la preuve

On garde les notations et les hypothéses introduites au détparagraphe 3.1.

Au vu du théoreme 3.1.6, il reste a prouver, pour s’assurefl@quadruplet :
(Hi((Xl)syna @St)a Hi((Xl)syna j[r])’ ¢7‘7 N)

est un objet dﬂ, les deux choses suivantes :
1. la fleche canoniqusl (X, )syn, J) — HI((X1)syn, T/ T H1/]) est surjective,
2. lafleche canoniquB’((X1)syn, J) — Hi((X1)syn, O%) est injective,

les autres propriétés de compatibilité étant claires.
Si F est un faisceau syrX; )syn, NOus notons simplemeit’(F) pour H*((X;)syn, F) €t Si
ce dernier est un espace vectoriel de dimension finié suous notong’(F) sa dimension.
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Propriétés de finitude. Pour la suite, nous aurons besoin de raisonner sur les diomsrde
certains groupes de cohomologie. Il nous faut donc prouaes din premier temps qu’ils sont
de dimension finie. Nous commencons par donner un résult@alblg sur les faisceauk O :

Proposition 3.1.7. Pour tous entiers: eti < 2 (on imposei = 0 sip = 2 ete = 1), les
k-espaces vectoriel(u*O%) sont de dimension finie et égaux/aH(O%).

Démonstration. En premier lieu, on remarque queise p, tout est nul et donc la proposition
est trivialement vérifiée. Montrons qué’'(O%) est de dimension finie sur. Le log-schéma

X = X, ®p, T estlog-lisse suf’ = E par changement de base et donc, par la remarque qui
suit le théoréeme 3.1.%0,0% = Ox 5 — w}(/E — CommeX est propre, less%, ; sont

de dimension finie, et il en est donc de mémerHt¢Os!). Le théoreme 3.1.6 permet alors de
conclure.

Prouvons désormais la proposition par récurrence.dbn écrivant la suite exacte longue
associee a:
0——> uk@st - @st ﬂ> upfk@st —
et en appliquant I'hypothése de récurrence, on prouve gfiedae H'(u*O%) — H'(O) est
injective. AinsiH'(u*O%') est de dimension finie car inclus dafi§(O%). Par ailleurs, on vérifie
facilement que I'on dispose d’une suite exacte de faiscgaauxr tout entiek < p —1:

0 up—l@st uk@st u uk-ﬁ-l@st 0.
Par I'hypothése de récurrence, la suite exacte longueigssoend la forme :
0 H (up—l @st) H (uk @st) H (uk:+1 @st)
et fournit une inégalité sur les dimensions a savoi*Os) < hi(u* 1O + hi(uP~10%).
Or uP~1O%t ~ O d’'oul en additionnant les inégalités précédentes powariant de a p, on
obtienth?(O%) < phi(O%). Or le théoréme 3.1.6 prouve qu’il y a en fait égalité enteedeux

nombres précédents. Cela implique que toutes les inégalitdmées sont des égalités et par
suite que I'on a des suites exactes courtes :

0 H’i(up—lést> Hz‘(uk@st) Hz‘(ulc+1@st) 0.
Si k < p, le morphisme de multiplication par* se factorise pa{(O%) — Hi(u*O%) —
H'(O*). D’aprés ce qui précéde, la premiére fleche est surjectiaeseiconde est injective. On

en déduit le résultat annoncé. O

Intéressons-nous a présent aux faiscedux'? et commencons par un lemme qui les relie
entre eux :
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Lemme 3.1.8.Soientk € {0,...,p— 1} etq € %N. Notonss la partie entiere dey. Alors on a
une suite exacte :

O . uk'f'lj[‘ﬂ _ ukj[q-i—l/e} [ j[s'i_l} _— O .

Démonstration. Commencons par preciser les fleches qui apparaissent daungel@xacte. La
premiéreut1 74 — y* 7lat1/el est simplement I'inclusion naturelle entre deux sousckasix

de O La seconde fleche est légérement plus subtile. Remarqugmemier lieu, que si I'on
note K le noyau de la projection (multiplication paf) 7! — «*7!!, on dispose d’un dia-
gramme comme Suit :

k

0 K Flsl kAl

N

71

La fleche diagonale composée est nulle : en effet, d’apradelesiptions locales, tout élément
de K est un multiple dex (au moins dan®) et donc s'annule lorsqu’on le projette dans
J5!. On en déduit un morphisme de faisceati ') — 7'*! (qui correspond moralement a la
division paru*). Par ailleurs, on dispose d’une inclusigitt'/¢l — 715! et la seconde fléche
de la suite exacte est la composégrlati/e — ok 7lsl — 7],

Il reste & vérifier que la fleche précédente tombe en fait gans! et que la suite obtenue
ainsi est bien exacte. Montrons dans un premier temps uttatanalogue sur les faisceaux
« J1 », a savoir que la suite :

0 Ujl[q} j1[q+1/€] j[s}

est exacte et que I'image de la derniére fleche 8st!). Notons f : ujl[‘” — jl[q“/e] et
g : jl[q“/e] — Jb les applications qui interviennent. Il est clair gieest injective et que
go f = 0.Notonsqg = s + S avecO < § < e. En reprenant les notations du paragraphe 2.3,
un élément de7 a1/ (A, P>) s’écrit comme une somme de multiples de termes d’une des
deux formes suivantes :

) pemototlepint gyt XMkl gueemy 4 - - 4 My = S

i) wemo™ - - XM avecmgy + - - - 4+ mypy = 5+ 1.
On vérifie directement que les éléments du premier type sientsur0 par g et que les élé-
ments du second type s’envoient dafist!). Finalement I'application tombe bien dang’[s+!
comme annoncé. En outre, un élément/det! s’écrit comme une somme de multiples de
Uemo®] ™ -+ - W X ™+ avecmy + - - - + myy1 = s + 1, et admet donc un antécédent par

Il ne reste qu’'a vérifier I'exactitude au milieu. Seit jl[q“/e}(Aoo, P>) tel queg(z) = 0.
La flecheu 7/ 711 — glat/e) 7141 résultant de linclusion canonique est un isomor-
phisme et donc, quitte a modifier on peut supposer qu’il est élément dé””(AOO,POO).
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Notonsz I'image dex dans :

j[s—l—l] (AOO, Poo) . emo
j[s+2](Aoo’ Poo) - Zmﬁi;ﬁ—l(lg/(u 7¢1> cee 777Z)t7 X)) U 7m1(¢1) o 'th(wt)'ymtﬂ(X)'

Le fait queg(xz) = 0 implique que dans la somme directe précédentga des composantes
non nulles que sur lg8B/(u, 1y, ..., 1y, X)) -ucmo™ - - b XM+t avecmy > 0. Il s’ensuit
z e w4+ g cugl? + 7. Quitte & faire une nouvelle modification, on peut donc
supposer € \71[”2](/100, P*), et par une récurrence immédiatec Jl[Np](AOO, P>) pour un
certain entiertV qu'il reste a choisir.

Par ailleurs, on dispose d'une décompositiortj& A>, P>) (formule (10)) :

Oit(AOO> POO) = @ B- Ypma (wl) U mez(@bt)%?mtﬂ (X)

et d’une décomposition analogue @&(A>, P>) :

@St(Aoov Poo) = @ B " Ypma (1/}1) T Ypmy (wt>7pmz+1 (X)

mi,...,m¢41EN

On vérifie directement que respecte ces décompositions. On peut donc supposer gae
élément de I'un des termes correspondant a un uplgt. .., m;,,) de la premiére somme
directe. De plus comme € JINPl(A>, P*), on vérifie que sic # 0, alorsm = mg + - - - +
mi1 = N —t — 2. Mais alors I'hypothéseg(z) = 0 implique z € ujl[m”](AOO,POO) C
uJB(A>, P>) si N est choisi suffisamment grand.

Pour en déduire le lemme, on raisonne a partir du diagrammencatif suivant :

w jl[q] f jl[q+1/ e]

uk L 7l Tr uk Jlat1/el

ou les multiplications par* sont surjectives. On en déduit dans un premier tempg, irs
img = JY. Par ailleurs l'injectivité de la flechg, et le fait quey,, o f, = 0 sont immédiats.
Une chasse au diagramme facile permet alors de conclure. O

En corollaire, on en déduit enfin la proposition suivante :

Proposition 3.1.9.Pour tout entietk, toutq € 1N et tout entier;, I'espace vectoriel(u* J14)
est de dimension finie sir

Démonstration. Pourk > p, I'assertion est évidente puisqu&7!e = 0.
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Par ailleurs, comm&’ = X, x, T estlog-lisse suf’ = E, on a par la remarque qui suit
le théoréme 3;1.33a*j[8} =0 = 20— wyp — W?L/E — ..., et donc puisqueX
est propre suiZ, les groupes?’(7*+!) sont de dimension finie pour tous entiéret s. Si
k < p—1,lelemme 3.1.8 assure qu€ (u* 7177/ est de dimension finie si et seulement si
Hi(uF+1 719 'est. On se rameéne ainska= p ouq = 0. Le premier cas est traité précédemment

et le second par la proposition 3.1.7. O
Surjectivité de Hi((Xy)syn, J™) — H((Xy)syn, T/ TE1/). On commence par prouver
un lemme :

Lemme 3.1.10.Soienti € Netg € IN. Supposons < i < ¢ < Z(eti=q=0sip=2et
e = 1). On a des suites exactes courtes :

0 —— H'(O%) — H(J) — I (uJ ) —0.

Démonstration. Montrons tout d’abord que la suite :

0 Ost gl 2 ygld ——~

est exacte. La premiére fléche résulte de l'inclugibh= «»—10% c 714 et donc est injective.
La surjectivité est également claire. Par ailleurs, le naya la multiplication par sur O est
uP~ 1O et donc le noyau dg'¥ — uJ19 s’identifie a(u?~1O% N J1) = up~ 10,

En écrivant la suite exacte longue associée a la suite egaatée précédente, on obtient
déja I'exactitude au milieu dans la suite de I'énoncé du lemifour I'injectivité, on remarque
que d’aprés la proposition 3.1.7, onf&(O%) = w*~'H(O%) et donc la fleche composée
HI(O%) — Hi(Jl) — HI(O%) est injective. Il en est donc de méme de la flegHéos) —
Hi(J). La surjectivité découle de I'injectivité car les fléchesaed sont nulles. O

La surjectivité ded’(7") — Hi (g FI+1/) résulte directement de la proposition plus
générale suivante :

Proposition 3.1.11.Soienti un entier ey € +N vérifiant0 < i < ¢ < 2 (eti=¢g=0sip=2
ete = 1). On a des suites exactes courtes :

0 — Hi(JltVe) —— Fi(Jl) —— gi(gld ) Flat1/ely —
En outre, sis désigne la partie entiere dg on a également un début de suite exacte :

0 —> Hs+1(j[q+1/e]) - Hs+1(j[q]) - Hs+1(j[q]/j[q+1/e]) )
Démonstration. La preuve résulte d'un calcul de dimension. Précisémenvaogprouver que

pour toutd < i < ¢ < 2, onahi(JW) = pi(Jlett/e) 4 pi(gld )/ gla+l/e). On déduira alors la
proposition par une récurrence immediateisur
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D’aprés le lemme précédent, on a déja74) = h'(O% + hi(uJ). La formule (12)
montre que la multiplication par?—*) induit un isomorphisme entre les faisceafix! / 7 s+1/¢]
et 74/ glat1/el e théoréme 3.1.6 implique alok$(OY) = hi(Jl4l/ Flat1/el), D'autre part,
on a la suite exacte (lemme 3.1.8) :

0——>uJld —~ Flati/ed 7+

Or, puisqueRa, J s+ = (3 — =0 — w?}lE — wi;fE — .- (par Ia~remarque (Nqui suit le
théoréme 3.1.3), on H’(J7**1) = 0 pour toutj < s. On en déduitd’ (u ) = HI(Fls1/e)

pour toutj < s. En particulierh!(u 7)) = hi(F5t1/<) ce qui conclut la démonstration. [

Injectivité de H((Xy)syn, J) — HI((Xy)syn, O%). Commengons par énoncer le lemme sui-
vant :

Lemme 3.1.12.Pour touti < 2, I'application H'(u*~<J1l) — H(JP/¢l) est injective.

Démonstration. Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour la preuMerdme 3.1.8,
on montre que I'on a une suite exacte :

0 —— upei Jll o Flo/el 2 ei Flofel ()

Il suffit donc de prouver quél’—! (v 7P/¢) = 0. Par le méme argument que celui utilisé dans
la preuve de la proposition 3.1.11, on montre Gligu 7/ = HI(Fl+#/¢) pour toutj < 2

et donca fortiori pour toutj < 7. Posons; = i + £ et notonss la partie entiere de. On a une
Suite exacte :

0 Fldl sl NaGyR I —

Etale-localement, on peut relevat et un log-schéma; log-lisse (auquel on étend les puis-
sances divisées) sif. Par les théorémes 3.1.3 et 3.1.5, la fleéhe 7*) — Ra, (J8/J19)
s’écrit explicitement :

S s—1 s—2
7 ——— 7 @o,, Wy, 1 T ®oy, Wy g

| l |

s s+1 s—1 s s—2 s—1
g gt a1y oAy
(3 AT

1 2
Qoy, Wy, /i =1 Rox, Wy, /i g
1

ué(Jx[/slim/Jyl

ou J est le reste de la division euclidienne g@are. Or, sij < i, onas — j > £ et donc
Ys_s(u) = 0.1l sSensuit 7,7 = 0. On montre de méme qué " est tué pan’. Ainsi
HI(JWE) = HI(JE/ 74y = 0 pourj < i et la flecheH (7)) — HY(J#/74) est un
isomorphisme. La nullité dé/*~" (v 7/<)) (et donc le lemme) résulte alors d’une écriture de
la suite exacte longue associée a la suite exacte courte :

0 gl gl j[s}/j[q} — 0.
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Proposition 3.1.13.Pour touti et € N tels queq < i < r, l'application H((J) —
Hi(J) est injective.

Démonstration. Si p = 2, on a nécessairement= i = r = 0 et le résultat est évident.
Supposons dong > 3.

On raisonne par récurrence descendante.due résultat est trivial pouy = i. Supposons-
le vrai pour un certaig et démontrons-le pour— % On vérifie facilement que I'on a des suites
exactes courtes de faisceaux :

—ei

0 ueOst j[i] uP uP—e jm 0

H ’ !

0 ueOst . j[qfl/e] ﬂ) upfeij[qfl/e} — =0

qui donnent lieu a de nouvelles suites exactes :

Hi ( U @st) Hi ( j[i]) H ( uP—e j[i})

H | !

0 Hi(ueiést) Hi(j[qfl/e]) Hi(upfeij[qfl/e})

La deuxiéme suite est exacte & gauche car la fleche compb$eeOs) — H'(Jla-1/e) —
H(O%) est injective (voir preuve de la proposition 3.1.7). On waaintrer que la fléche verti-
cale du milieu est injective, et une chasse au diagrammeekisu lecteur assure que pour cela,
il suffit de prouver que la fleche verticale de droite I'est.

Or, on peut former le carré commutatif suivant :

()
v
()
v
Hi(upfeij[qfl/e]) - . Hl(j[‘ﬂ)

Hi(up—eij[i])

La fleche du haut est injective d’apres le lemme 3.1.12 eesalk droite le sont également
respectivement d’apres la proposition 3.1.11 et 'hyps¢hée récurrence. On en déduit que
celle de gauche I'est aussi comme on le souhaitait. O

On a finalement le théoréme :

Théoréme 3.1.14.Pour touti < r, le quadruplet H((X))syn, O%), H((X1)syn T), 61, N)
définit un objet de la catégoriéj.

Démonstration. |l restait & prouver la surjectivité dé’(7"1) — H(J/ 7lr+1/) et linjecti-
vité de H'(J") — H'(O%). Le premier point est une conséquence immédiate de la ftimpos
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3.1.11. Pour le second point, on remarque que le morphigg!)) — Hi(O) se factorise

par H(J") — Hi(J) — HI(O%). La premiére des deux fléches précédentes est injective
par la proposition 3.1.11 et la seconde est aussi injectivégoproposition 3.1.13. Ceci clot la
démonstration. O

3.1.4 Reformulation sur la baseE;

On montre dans ce paragraphe que le quadruplet :

(H'((X1)syn, O, H((X1)syn, Ji), 61, N)

est un objet de la catégoriet” pour touti < r. Pour cela, on commence par recopier a la lettre
les arguments des paragraphes 3.1.2 et 3.1.3 pour obteégquivalent du théoréme 3.1.6 qui
s’énonce comme suit :

Théoreme 3.1.15Pour0 < i < s < p— 1 (et seulement pour= s = 0 sip = 2), on a un
isomorphisme :

Sy @y wtatfue HI(Xsyn T/ TS 52 HI(X)oyn OF) -

Dans un premier temps, il nous faut montrer gifé(X; )syn, O5") est unS;-module libre et
pour cela il suffit de prouver quUE((X:)eyn Ji" /T ") est unk[u]/uc-module libre par le
théoréme 3.1.15. C’est évidentesi= 1. A partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette partie,
on suppose > 2.

Dans ce cas, on est tenté de comparer les deux faisggauy" ™ et 71/ 7+ puisque
la version «~ » a déja été étudiée. Cependant, en regardant les destsigkplicites, on se
rend compte gu'’il n’est pas vrai en général que ces deuxdaiscsont isomorphes; c’est le cas
simplement lorsquer < p — e.

La solution consiste a introduire une nouvelle catégorabjdts modula:?” et a procéder
en deux étapes : on passe des objets modubx objets modula?®” puis de ces derniers aux
objets deM".

Les objets modulou? On rappelle que tout au long de ce paragraphe, on suppopsk

On introduit une nouvelle catégorie, not@é&) dont la définition est trés proche des autres
catégories déja introduites. On pase = k [u] /u*. C’est un anneau muni d’un Frobenigs
semi-linéaire envoyant’ suru?® et d’'un opérateur de monodromiék-linéaire envoyant’ sur
—iu’. Un objet de/\;/f(rg) est la donnée de :

1. unS(y-moduleM libre de rang fini;
2. un sous-module FilM de M contenant:c” M :

3. une fléche-semi-linéaires, : Fil” M — M telle que I'image de, engendreM en tant
queS()-module;
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4. une applicatiort- -linéaireN : M — M telle que :
— pour tout\ € Sy et toutr € M, N (A\z) = N (\)z + AN (2)
— weN(Fil"™M) C F|I "M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 M

ueNl lc(z)mN

Fil "M —"—— M
olicz) » est la réduction de dansS ).

Les morphismes d@m sont les application§(2)-Iinéaires qui commutent a toutes les struc-
tures.

On prouve comme dans le paragraphe 1.2 que les catég‘gﬁeﬂz) etﬂ sont toutes
les trois équivalenteda les foncteurs de réduction modulé” et modulou?.

Pour tout rationnej € %N, on définit sur le sit¢77)syn Un faiscealﬁ([g} par la formule :

j[‘ﬂ _ Jld ]
(2) j[q} N UQpOSt.
On définit égalemer(f)(sg) = j([g)] Finalement, on vérifie que les applicatiofiset N passent
au quotient et définissent des opérateurs encore nRQESV sur ces nouveaux faisceaux.
RemarqueOn peut vérifier que si I'on noté(g) la réduction de la basg, modulou?®”, ona:
T(U) = H(U/E@)eis Ty, ) = HU(U/E)ers, Ty, )

pour tout entiers et tout log-schém&’ fin et localement de type fini suf;. En outre, on a
également :

H' (Xoy J3) = H' (Xsw, J5) = H'((X/E))ois, T ) = H((X/E)ors: Ty, )
pour tout entier et tout log-schém& fin localement de type fini suf,,. On a également la
relatlonj([Q] = u‘;j([ + \7([“rl Sieq = es + ¢ est la division euclidienne degy pare.

Il est alors possible, de maniere analogue a ce que nous faibdans le paragraphe 2.3,
de donner des descriptions locales tres explicites deefais précédents. On retiendra simple-
ment un équivalent de la proposition 2.3.4 :

Proposition 3.1.16.Supposons > 0. Sur le site(7} )syn les projections canoniques induisent
des isomorphismes de faisceaux :

[r] /j [r+2/e]  ~ j[r]/j[r+2/e] et [r]/ [r+1] _~ [r] /j r+1]

Démonstration. Elle est tout a fait analogue a celle de la proposition 2RBetmarquons cepen-
dant que I'hypotheser < p — 2 est cruciale pour le premier isomorphisme. Le second, cuant
lui, utilise la majoration moins fine (car on a suppose 0) er + e < 2p. O
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Un objet de la catégorieEZ) Nous nous proposons de prouver, ici, que le quadruplet :
(Hi((Xl)sym @(sé)% Hi((Xl)syna \-7([27,)})7 ¢7“7 N)

est un objet de la catégorﬂé). On suppose a partir de maintenant que- 0.
On recopie encore une fois les arguments des paragraph@seB.2.1.3 afin obtenir le
théoreme suivant :

Théoréme 3.1.17Pour0 < i < s < 222 (pouri = s = 0 sip = 2), on a un isomorphisme :

S O kiuluz H(X)syn T/ T (5" gz HH(X1)syn OF)) -
Comme précédemment, pour simplifier,/Siest un faisceau sutX;)syn, 0N Note H'(F)
pour H'((X1)syn, F) €t si cet espace est de dimension finie/susn noteh'(F) sa dimension.
On aalors :

Théoréeme 3.1.18.Pour tout: < r, le groupe de cohomologiH"(@f;)) est libre de rang fini
sur S

Démonstration.D’apres le théoreme 3.1.17, il suffit de montrer q‘ﬂ%éjm/j(’"“/e ) est libre
de rang fini sutk[u]/u. Or on a un |somorph|sm§(2)/j(;")+2/e ~ gl glr+2/el (proposition
3.1.16). Il suffit donc de prouver qué’ (7" / 7I"+2/<l) est libre de rang fini suf[u] /u2.

Notons M = H(O%), c’est unk[u]/uP-module libre de rang fini, disond d’'aprés le
théoreme 3.1.14. Pour togte %N, q > r, le morphismed?(714)) — M est injectif d’aprés les
propositions 3.1.11 et 3.1.13. Notons ¥l son image. On obtient ainsi une suite décroissante
de sousS-modules deM.

Puisque la multiplication pat se factorise par FilM — Fil"*'/* M — Fil" M, on a
uFil” M c Fil™t/¢ M. Par ailleurs, & nouveau la proposition 3.1.11 nous dit guguio-
tient Fil" M /Fil "*1/¢ M est unk-espace vectoriel de dimensidn Or il en est de méme de
Fil "M /uFil " M. Il en résulte que les-espaces vectoriels Fit'/c M et uFil " M ont méme
dimension. Linclusion trouvée précédemment prouve ajorgs sont égaux.

De méme en remplacantparr + 1/e (et en vérifiant que la proposition 3.1.11 s’applique
encore), on obtient Fil2/¢ M = uFil "*1/¢ M = *Fil " M. Linégalitéer < p—2 et l'inclusion
u® M C Fil” M assurent que le quotient FiM /Fil "/ M = Fil " M /u*Fil " M est libre de
rangd surk[u] /u?.

Par ailleurs, on a une suite exacte longue :

Hi(j[rJrZ/e}) — Hi(j[r]) - Hi(j[r}/j[rJrQ/e]) Hz’Jrl(j[rJrz/e}) . Hi+1(jm)

et d’aprés la proposition 3.1.11 les premiére et derniécbdlg sont injectives. On en déduit que
Hi(Jl) Jlr+2/<]) s'identifie au quotient FIlM /Fil 7+2/< M et donc qu'il est libre de rang fini
surku] /u?. O
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Remarquela preuve précédente implique en outre qﬁ(a@g)) = phi(Jlrt¥d) gy =
2phi(j[r+1/e]/j[r]) _ Qphi(@St).

Avec cette derniere égalité, on peut refaire la démonetrake la proposition 3.1.7 et obtenir
ainsi :

Proposition 3.1.19.Pour tous entiers: et < %p (onimpose; = 0sip = e = 2),0n a

Sans surprise, on dispose d’'un analogue de la propositlohl3dans cette nouvelle situa-
tion :

Proposition 3.1.20.Soient; un entier ety € %N vérifiant0 <i < g < E(2)+1(eti=¢qg=0
sip =2 ete = 1) ou E(2) désigne la partie entiere de On a des suites exactes courtes :

0 Hz(j[q+1/€]) : Hz(jg})) Hz( 2)/j[q+1/€]) -0 .

En outre, sis désigne la partie entiere dg on a également un début de suite exacte :
0 Hs+1(j£(§)r1/e}) Hs—i—l(j[q] ) : Hs+1(j[CI] /j[qul/e])

Démonstration. La démonstration est trés proche de celle de la propositibt B

On commence par remarquer que puisque 0, on ae < p — 2 et B(2) +1 € 22

Cela implique que si désigne la partie entiére deon a les |dent|f|cat|on57([q]/j([q“/e] ~
\7([2""’)_/\7(5;1/61 ~ gl gls+1/e - Ainsi, on obtlenth’(j(k”/j([q“/e]) = hi(Jkl)glsti/ey =
h'(O%) pour tout entiet. (La derniére égalité résulte du théoréme 3.1.6.)

Par ailleurs, une adaptation simple du lemme 3.1.10 folamsitite exacte :

et donc Iegallteh’(j([ }) hz(uj ) + hi(O%). De méme en adaptant le lemme 3.1.8, on
obtient la suite exacte de falsceaux

0 qu j[q;rl/el s gl 0
et puisqueRa, JE =0 — .- — 0 — w‘;j/g — wjj/% — .-, onaH(Jkt) = 0 pour

toutj < s puis Hi(uJ¥) = H{(J+1/4). En parUcuherh’(uj 5]) = hi(Jlt1/e) dou il vient
hi(j([g)]) = h’(j ‘1“/6) + hi(.i([;];/.i([g)+1/e ). On termine alors la démonstration en raisonnant
par récurrence sur O

On a finalement la proposition :

Proposition 3.1.21.Pour touti < r, I'application H(J3)) — H'(O%)) estinjective.
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Démonstration. Il est possible d’adapter la démonstration de la propasi3id.13, mais nous
pouvons également déduire I'énoncé de la proposition 3. Ed effet, on a le diagramme sui-
vant :
H' (@ 0)) —= H'(J (3)) —= H'(J")
0 — H'(wO})) — H(O%) —— H'(O) —0
et la suite du bas est exacte d’aprés la proposition 3.1dt@Zmue la multiplication par? sur
0(5;) identifie Ot etuPOf';)). Par la proposition 3.1.13, la fleche verticale de droitérgsctive.

On vérifie facilement qu’il en est alors forcément de mémeadthe verticale centrale. D’ou
la proposition. O

On en déduit finalement le théoreme :
Théoréme 3.1.22Pour touti < 7, le quadruple Hi((X;)oyn O%)), H'((X1)syn J3)): 61, N)
définit un objet de la catégorm(z)

Un objet de la catégorieM”  On veut ici enfin prouver qued(OSY), Hi(J\"), 6., N) est un
objet deM" pour touti < r. Pour cela, on reprend a nouveau les arguments précédents.

On commence par prouver qu€ (0% est un module libre (de rang fini) sgi. D'apres
le théoréme 3.1.15, il suffit de prouver qag (7" /7" ™) est libre surk[u]/uc. Or le fais-
ceauj[’"]/jl[”” s'identifie aj(g";/j(g")*” (proposition 3.1.16) et il suffit donc de prouver que
HY(J, 2)/\7 [r] ) est libre de rang fini sut[u| /uc. Pour cela, on adapte facilement les arguments
de la preuve du théoréme 3.1.18 en remplacant les référanggmopositions 3.1.11 et 3.1.13
respectivement par des références aux proposition 3.120.21.

Lemme 3.1.23.Pour tous entiers et s tels que) < i < s < £, laflecheH (7}") — H'(J3))
est surjective.

Démonstration. On raisonne par récurrence surPour le cas = 0, on a les isomorphismes
suivants :
H(OT) = S @auue H'(R /)
i (/A 7 ~i ~li+2/e
H(O%) = S Qe H (T /Ty ).
On vérifie que la flechél* (O35 — HZ((QSt ) s’obtient a partir de la projectiof; — 5‘(2 et
le morphisme natureti(7 / 7/ — H’(j(m /T4 ). I suffit donc de prouver que ce
dernier morphisme est surjectif. Or, d’une part, le falsnéé /7 s'identifie a7,/ 75"
(proposition 3.1.16) et, d’autre part, on a le diagrammerooatif suivant :

0—— H{(J iy ") ——= H(T ) —= HI(T {5/ T (5y) —=0

| !

0 HZ(j [1+2/e] ) Hz(jg)) HZ( -)/j[z+2/e]) 0

=<



140

CHAPITRE IV. UN THEOREME DE COMPARAISON

ou les lignes sont exactes : I'injectivité provient de lapmsition 3.1.20 et la surjectivité pro-
vient de l'injectivité analogue sur |€8™! (toujours conséquence de la méme proposition). On
en déduit directement la surjectivité de la fleche vertidaelroite, ce qui conclut le cas= 0.

On procede ensuite par réecurrence sudn considere le diagramme commutatif :

H(FP) ——=H (T —— /(T T
} | H

i Alstl i 7lS i 7ls 7ls+1
0—H(J G —=HI(TG)—H(T5/T5")

La fleche verticale de droite est un isomorphisme par la itipa 3.1.16. La fleche verticale du
milieu est surjective par hypothése de récurrence. Unesetas diagramme prouve facilement
que la fleche verticale de gauche est aussi surjective, amqulut. O

Remarquele lemme est également vrai pouE éN, 0<i<s< E(2)+ 1. Ce raffinement
se démontre de maniere analogue en choisissant un [ieaéadéieu del) dans la récurrence.

On parvient finalement au but de tout ce paragraphe :

Théoréme 3.1.24.Pour touti < r, le quadruplet H((X1)syn O, Hi(X1)syn T, ¢rs N)
définit un objet de la catégorig1”.

Démonstration. Comme précédemment, il ne reste plus qu’'a prouver que Iaefl@é(nﬂ’"}) —
Hi(F ) g™ est surjective et que la flech& (71) — Hi(OS) est injective.

Pour le premier point, on considéere le carré commutatifastiv

H(J) —— 1T g )

| |

i/ T i/ T Zlr+1
H{(T () —=H (T /T i)

La fleche de droite est un isomorphisme (proposition 3.1L&jleche de gauche est surjective
(lemme 3.1.23), et celle du bas I'est également (propasBi@.20). On en déduit que celle du
haut I'est aussi.

Pour le second point, on reprend les arguments de la preulzepteposition 3.1.21. On
raisonne a partir du diagramme suivant :

0 K—>g/" T 0

H ! !

0 K o o 0
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ou K = wPO5' et ou les deux suites horizontales sont exactes. Il donoedlian nouveau
diagramme :
HY(K) —= HY()) —= H'(T )

0 H'(K) — H'(Of) — H'(O%)

La suite du bas est exacte a gauche car, par le lemme 3.1fB&&HaH 1 (O — H"*l(@f;))
est surjective. Mais la fleche verticale de droite est injedfproposition 3.1.21). On en déduit
que la fleche verticale du milieu I'est également. Ceci tagta preuve. O

3.15 Lecasg =0

Lorsquer = 0, la conditioner < p — 2 est automatique et n'impose aucune borneesur
Pour obtenir le théoreme 3.1.24, dans ce cas, on a besoirodirire plus de catégories-étapes.

Plan de la preuve On reprend les constructions du début du paragraphe 3.Xehglacant
«(2) » par «(t) ».

Pour tout entied < ¢ < e, on commence par définir une catég@t) d’objets modulo
u'?. On considére pour cela 'annedy, = k [u] /u’ que I'on munit d’'un Frobeniug semi-
linéaire envoyant:’ suru?® et d’'un opérateur de monodromiidinéaire envoyant.’ sur —iu’.
Un objet deEt) est la donnée de :

1. unSy-moduleM libre de rang fini;
2. un sous-module FilM de M contenant*” M ;
3. une fléches-semi-linéairep, : Fil” M — M telle que I'image de, engendreM en tant
queS(,)-module;
4. une applicatior-linéaire N : M — M telle que :
— pour tout\ € S, ettoutr € M, N (Az) = N (\) z + AN ()
— u*N(Fil” M) C Fil" M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 M

ueNl lc(t),TrN
. ~ d)'r ~

F' M —M

olicy » est la réduction de dansS|.

Les morphismes dﬂt) sont les applicationé(t)-Iinéaires gui commutent a toutes les struc-

tures. On prouve comme dans le paragraphe 1.2 que les da&éﬁﬂé) sont toutes équivalentes
aM’" viales foncteurs de réduction modul&.
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D’autre part, pour tout rationnel ¢ %N, on définit sur le sité7} )syn un faisceatﬁ([f)] par :

j[q] B Jld
® j[q] N utpést.

On pose@f}) = j([ )] et on vérifie que les applicatios et N passent au quotient et définissent
des opérateurs encore notgset NV sur ces nouveaux faisceaux.

On va prouver par récurrence sua proposition suivante (on rappelle qu’ici= 0) :
Proposition 3.1.25.Pour toutt < ¢, le quadruple{ H°(OF)), H(O)), ¢o, N) définit un objet

de la categorle/\_/l(t) et la suite :

0 HO(jE(i;rl/e]) (j[q]) ( [Q] /j lq+1/e] ) —=0

est exacte pouf € 1N, ¢ < L.
On déduira ensuite du cas= e un équivalent du théoreme 3.1.24 a savoir :

Théoreme 3.1.26.Le quadruplet(H°(O$Y), H°(O%Y), ¢, N) définit un objet de la catégorie
M.

La récurrence Le but de cette sous-partie est de prouver la propositior23.Pour cela,
comme nous I'avons déja dit, on raisonne par récurrenceeduwn suit pas a pas la démonstra-
tion de la partidJn objet de la catégoriﬂm du paragraphe 3.1.4. On redonne rapidement les
grandes étapes.

On considére un entigrcompris entre2 et e. Les compatibilités entre les opérateurs ne
posant pas de probleme, il suffit de montrer (ﬂfé{(’)SI est libre de rang fini suf;, et que

'image de¢, engendre touHO(Oftt)). Or comme précédemment, on dispose du théoreme sui-
vant :

Théoréme 3.1.27 Avec les notations précédentes, on a un isomorphisme :

[t/e]
St @@atulpet H(O% /T )7) ~gogm H°

(OF) -
Il suffit donc de prouver qué[O(OSt /j([t/e ) est libre de rang fini sutt[u]/u’ et que la suite :
0 HO(j [q+1/€] ) — (j[‘ﬂ) Ho(j[‘ﬂ /j [q+1/€] ) —=0

est exacte pouy € 1N g < t. (On remarque que seule la surjectivité n‘agtriori pas claire).

On dispose d’'un équivalent de la proposition 3.1.16 qui seahdre de facon tout a fait
analogue :
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Proposition 3.1.28.Sur le site(7} )syn la projection canonique induit un isomorphisme de fais-
ceaux :

@?; /j[t/e Ost 3 /j[t/e

(t— (t-1) °

RemarquePour la preuve de la proposition précédente, on utilisédjaiitét < p(t — 1) qui
est bien vérifiée lorsque> 2.

Lemme 3.1.29.Le moduleH (O est libre de rang fini suf

Démonstration. Elle est assez semblable a la preuve du théoreme 3.1.18.
Il suffit de démontrer quélfo(OSt /.7 t/e]) est libre surk[u]/u'. Par ailleurs d’aprés la pro-

position précédente, le falsceél?t /‘7(”61 s'identifie aOSt 1)/jt/e]

On utilise & ce niveau I'hypothése de récurrence qui assugeM = HO(OS'

(1)) Muni de

ses structures supplémentaires est un objeﬂ%a ;). C'est en particulier umﬁ‘(t,l)-module
libre de rang fini, disond. Notons, pouy € N, Fil 1M = H°(J ). lls forment une suite
décroissante de SOL&H -modules deM.
Par ailleurs, on azM C Fil /¢ M, et encore I'hypothése de récurrence fournit la suite
exacte :
0—Fil VM —> M —= H(O%_ /T/) —0.

(t—1)

Par ailleurs on vérifie que pour toyte 1N q < *, la multiplication paru? induit un isomor-
phisme entre les faiscead!_ /J,"") etj([‘” /.7 at1/4 On en déduit :

(t—1)

dimy, HO(O(t ) /j([l/e ) = —dlmk HO(OSE 1 /Jtt/el])) d
la derniere égalité étant une conséquence du théorem@& agdpaqué pout — 1. D’autre part,
dimy (M /uM) = d d’ou il vient Fil'/*M = uM. On montre de méme par récurrence que
Fil M = u®?M pour toutg € iN, ¢ < &

Finalement, on a une suite exacte longue :

0 —> HO(j[t/e] ) g (Ost

- 1t/e) - 1t/¢) .
(i-1) o) — HO(OF ) /T ([5) — HN(T (5) — HY(OF ) -

D'apres I hypothese de récurrence, toutes les flediibgy, f*ll)/ Y — H 1(.7([,5} ;y) sont injec-

tives pourg < =t et donc la flecheql(j([t/e ) — Hl(Of'tt_l)) I'est aussi. On en déduit que
(O3, /J,f/‘;])) s'identifie M /Fil s M = M /u‘M qui est un bien urk[u] /u-module
libre de rang fini (en I'occurrencé). O

Les propositions 3.1.19 et 3.1.20 ont des equivalentspgrats dans ce nouveau contexte
qui se démontrent de fagon analogue. On conclut comme cefadarence.
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La fin de la preuve Pour déduire le théoréme 3.1.26 du tase de la proposition 3.1.25, on
dégage tout d’abord le lemme suivant (preuve analogue @ della proposition 2.3.4) :

Lemme 3.1.30.Sur le sitg( T} )synla projection canonique induit un isomorphisme de faisceau
Oy == 0%/ T ) -

En combinant ce précédent lemme au théoréme 3.1.15, onedauNberté surS; de
H°(O%Y. Par suite, on démontre que la fleché(O) — HO(@f;)) est surjective en utili-
sant les mémes arguments que ceux présentés dans I'étapialdsation de la récurrence du
lemme 3.1.23. Finalement, en recopiant la premiére paditagreuve du théoreme 3.1.24,
on parvient a prouver la surjectivité du morphisfd&(Ost) — H°(0st/7"). Cela conclut la
preuve du théoreme 3.1.26.

3.2 Deévissages

Le but de cette partie est de déduire a partir durcas 1 traité précédemment le cas
n quelconque. Exactement, &i,, désigne un log-schéma propre et log-lisse Bur et que
X1 = X, xp, T est du type de Cartier (3i = 1, on suppose en outre qué, admet un
relevement propre et log-lisse siif), nous allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1.Pour touti < r et tout entiem, le quadruplet :
(H'((Xa)sym O3), H(Xn)syn T3)), b, N)
définit un objet de la catégorig1”.

RemarqueOn rappelle que le morphismg n’est pas deéfini sufX,,)s,» mais seulement sur
(Xn4r)synmais que cela n’est pas grave du fait des identificationsrignesH" (X, )syn, O) ~
H(Xnir)sym O €L (X )syn, Ti) = HH((Xorr)syn Tu).

Démonstration. On raisonne par récurrence surl'initialisation est donnée par le théoréme
3.1.24. Pour I'hérédité, on considére les suites exactagaosuivantes :

0 jlm 2 ‘-77”[;1 1 7£T] 0

0 ot —". 0%t ot 0.

Elles fournissent deux suites exactes longues de cohomajags’insérent dans le diagramme
commutatif suivant :

HH I —— B —— H(T,) —— BT —— 1 ()

o] o] - o] o

Hz 1 (Ost) Hz (Ost) Hz (Ozt_i_l) Hz’ (OZI) Hz’+1 (O:i:t)
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ou tous les groupes de cohomologie sont calculés sur l¢sjte,,. Par hypothése de récur-
rence, les deux quadruplet& =1 (0s), Hi=Y(F), ¢,, N) et (HI(O%), H (J"), 6., N) sont
des objets de la catégoriet”. Comme celle-ci est abélienne, il en est de méme de leur image
que I'on note{ M, Fil "M’, ¢,, N). De méme, les deux quadrupl¢fi(Os), Hi(J), 6., N)
et (HH1(O), HHY(JI), ¢,, N) sont des objets de1”, le premier en vertu de I'hypothése de
récurrence et le second par le théoréme 3.1.24. Leur noyHuFil "M” . ¢,., N) est donc aussi
objet deM".

En outre, on dispose d’'un diagramme :

0 —Fil "M’ —— H(J! ) —— Fil " M" ——0

o] o] |

0 M Hi(O,,) M 0

ou les deux lignes horizontales sont exactes. Une adaptiitiecte du lemme 2.3.1.2 de [Bre98]
entraine alors queH*(O%', ), H(J1)), ¢,, N) est un objet deM’, ce qui achéve la récur-

n

rence. O

Remarquell est fort probable que le théoreme précédent reste vragjlaxi = r, mais ce cas
particulier échappe a la preuve que I'on vient de donner.

Le cas entier

Apres avoir obtenu un théoreme modglopour tout entiem, il est tentant de passer a la
limite projective. Précisément, posons, au moins peur- :

M = lim H'((Xy)syn, OF)

n>1

Fil 'M = lim H((X,))syn, JI).

n>1

Les application®, et N passent a la limite pour finir respectivement des applinatiol” M —
M et M — M que I'on note encore, et V.

Soit M5 'ensemble des éléments dd tué par une puissance geet Msee = M/ Migrs.
On munit sans probleme ces modules d’'urf Fil'un ¢,. et d’'un N, et en copiant les arguments
du paragraphe 4.1 de [Bre98], on obtient le théoréme suivant

Théoreme 3.2.2. i) Le moduleM,,s muni des structures supplémentaires est un objet de
M.
i) Le moduleM;ee muni des structures supplémentaires est un module fortehasible’.

SPour une définition, on pourra se reporter au paragrapleelll.
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4 Calcul de la cohomologie éetale

On fixe toujours un entiervérifianter < p—1. On se donne de plusx un schéma (au sens
classique) propre et lisse sfr et on suppose qu& ;. admet un modele propre et semi-stable
X sur 'anneau des entie@y . Le diviseur donné par la fibre spéciale fait.deaun log-schéma
défini sur la bas@” = (SpedDy, Ok \ {0}) propre, log-lisse, et dont la fibre spéciale est du
type de Cartier. Nous sommes donc en situation d’utiliserésultats de la partie précédente.
En particulier, siX,, = X x1 T, le théoreme 3.2.1 s’applique et assure que pount@ipour
touti < r le quadruplet :

(H'(Xn)syn, O3 H' (X )syn, T, 67, N)

est un objet de\t". D’autre part, par le théoréme 3.1.24, le résultat demeomeip= r lorsque
n=1.
Le but de cette partie est de démontrer le théoremedunt nous précisons I'énoncé :

Théoreme 4.a.Pour tout entier- tel queer < p — 1, pour tout entiem et pour tout) < i < r
(et aussii = r sin = 1), on a un isomorphisme canonique de modules galoisiens :

H((X)ew Z/p"Z) (r) —> T (H'(X)syn O5), H'((Xo)syn Tu), &1, N) -

Fixons avant tout quelques notations.ISest une extension algébrique fle définissons
T, = (SpedD, O \ {0}) et sin est un entier et” est un log-schéma sar, posonsy,, =
Y x¢ T, Y =Y xp T}, etYmL =Y, xrT, =Y, xpT,.

Le premier (et principal) ingrédient de la preuve est unitésde Kato et Tsuji qui s’énonce
comme suit :

Théoreme 4.b.Pour0 < i < s < p — 2, on a des isomorphismes canoniques compatibles a
I'action de Galois :

H((Xon)ets Spoxye () = H'(Xg)et Z/p"Z)(s) -
Dans le théoreme précédes{fg(f{(s) designe un certain complexe de faisceaux etalexsyr
construit par Kato (voir [Kat87b]). Par ailleurs, Breuilrdéntre (lemme 3.2.4.3 de [Bre98] —
la démonstration est écrite dans le cas non ramifié, maigogitgionne de la méme fagon dans
le cas général) le théoreme suivant :

Théoréme 4.c.Pour tout entieri, et touts € {0,---,p — 1}, on a des isomorphismes cano-
niques compatibles a I'action de Galois :

h—r>nHi((Xn+s,L)Sym Sy) —= H'(X0.8)et S (s))

n, Xk
L

ou la limite inductive est prise sur toutes les extensionedih de K.
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Ici, S¢ désigne un certain faisceau sur le site log-syntomique léamippel de la définition est
I'objet du paragraphe 4.1. Forts de cela, il ne reste plus ponclure qu’a prouver :

Proposition 4.d. Pour 0 < 7 < r (et aussii = r lorsquen = 1), on a des isomorphismes
canonigues compatibles a I'action de Galois :

i (X, 2)sym Sp) = Tat, (Y (Xa)sym OF), H(X)syn T), 60, N) - (21)
L
La démonstration de cette proposition est I'objet du paalge 4.2. Finalement, le paragraphe

4.3 qui termine cette partie explique comment on déduit dssltats précédents le théoreme
IV.ii.

4.1 Les faisceauxS’

On noteT™ le log-schéma SpeaBy /p™ muni de la log-structure triviale. Comme on avait
défini les faisceauxzﬂ sur le site(7},)syn (voir paragraphe 2.2.1), on définit sur le s(ﬁé[‘v)syn

cris, [s]

des faisceauy, en posant :

TSN = HO(U/T™) eris, J;)Tgw) = H((U/T")cris, jz[Js/]T;{iv)

pour toutl log-syntomique sui’™. On pose égalemers = 7,

Le morphisme naturel,, — TV est log-syntomique, et donc les faisceaux précédents
définissent par restriction des faisceaux sur le &ltgl,, encore notés7:"™ et Ocfs. On
dispose de descriptions explicites locales des faisceaoégdents :

Proposition 4.1.1.En reprenant les notationsi(°, P> et W¢sPP( 4> p>=)) du paragraphe
2.2.1, on a un isomorphisme canonique :
OCFiS(Aoo Poo) ~ Wcris,DP(Aoo Poo) )

Par ailleurs, cet isomorphisme respecte la filtration domaégauche par legS™l (4 po)
et a droite par la filtration canonique par les puissancesshes.

Comme dans le cas « st », on définit peut p — 1, des applications, : 7™ — ogis,
Finalement, on appell§’ le noyau de l'applicatiop, — id.

La proposition suivante réunit deux suites exactes imptetaa propos des faisceaux intro-
duits préecédemment :

Proposition 4.1.2. Pour tous entiers et s, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le site
(Tn)syn :

0 jrg:ris,[s] jTgs] N jrgsfl] 0.

Pour tout entiern et touts € {0,...,p — 1}, on a une suite exacte courte de faisceaux sur le
site (T5,+5)syn

0 Ss jﬁris’[s] ¢s—id Ogis 0.
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Démonstration.La premiere suite exacte résulte des descriptions préteEsigii’'on se rappelle

que:
Xi Xz‘—l
N{—|=01+X)——-.
(,“) I+ X5
On pourra consulter la preuve de la proposition 3.1.3.1 ded8] pour plus de détails.

Pour la seconde suite exacte, il suffit de prouver la suvjigetile , — id et avec les des-
criptions locales précédentes, on construit expliciternarantécédent (local pour la topologie
log-syntomique) a tout élément d&"S(A>, P><). Exactement, la preuve est identique a celle
de la proposition 3.1.4.1 de [Bre98], sauf le dernier argunggii est remplacé par celui du
lemme 1.3.6. O

4.2 Lapreuve

Le but de ce chapitre est de donner une preuve de la propoditih ce qui est suffisant
comme nous lI'avons expliqué, pour démontrer le théoréne@v suit encore une fois de trés
pres la démonstration de [Bre98] valable pour lecas].

On noteM = H'((X,,)syn, OSY). Pour tout entieg, on a un morphisme (pas nécessairement
injectif) H*((X,,)syn, #}) — M et on note Fil M son image. On vérifie que I'on obtient ainsi
une filtration admissible (voir définition 1.3.3) sil. Par définition (voir paragraphe 1.3.3), le
membre de droite de I'isomorphisme 21 s’identifie a :

Fil "(Asr ®5 M)YZ)
avec .
Fil "(As @5 M) = > Fil Ag @5 Fil ' M
t=0

ou on rappelle que les Fjl sont définis par la formule (2) et gu’ils sont plats Syr On rappelle
eégalement que I'on dispose du lemme 1.3.6 qui permet deevoiodule Fir(AS@SM) comme
le conoyau d’'un morphisme.

A

La preuve de la proposition 4.d passe par les calculs sufscdes modules Fil( Ag®s.M),
Fil "(Ag®g M)y~ et finalement Fif (Ag @5 M)%=) = Ts,(M). Ceux-ci sont traités respec-
tivement dans les paragraphes 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4. Lgnagize 4.2.1, quant a lui, rappelle
quelques préliminaires nécessaires pour la gestion déssimductives.

4.2.1 Le foncteurjy,

Dans ce paragraphe, on rappelle comment construire desdais sur le sit¢X,,)s,, dont
la cohomologie s'identifie &im  H* (X, 1)syn, T,

Si L est une extension d&, on a un morphisme canoniqye : 7, — 7. On montre
(lemme 3.1.1.1 de [Bre98]) qu'il est log-syntomique et daycil induit un morphisme de
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topoi (f,;/L)syn — (T,)syn- SOit F un faisceau de groupes abéliens &ly)syn. Pour toutZ, on
considére le faisceajy.j; F et on remarque que €i' est une extension finie de, on a un
morphismej., i1 F — jr.j7.F. On pose finalement :

]*f:hLQ]L*jz:F
L

C’est un faisceau suff;, )s,, €t on montre (corollaire 3.1.1.4 de [Bre98]) que I'on a ureniit
fication canonique :

lim H((Xo.0)sym TE1) = H'((Xn)sym e T
L

pour tout entie.

~

4.2.2 Le calcul de Fil' (Ag ®5 M)

Le but de ce paragraphe est de donner une description en tErroenoyau (analogue a

~

celle du lemme 1.3.6) de Fi(As ®s M). Pour cela, on commence par rappeler que I'anneau

~

Ast admet une interprétation cohomologique incarnée pamtimphisme canonique suivant :
Ast/ p" = hLQ H 0((Tn,L)syna Oy
L

ou la limite inductive est prise sur les extensions fidiede . |l existe aussi un isomorphisme
analogue pour décrire la filtration sdg; qui est :

Fil t(Ast/pn) = Fil tAst/pn = hi>n HO((Tn,L)syna J,Eﬂ).
L

Ces isomorphismes permettent de construire une applicedioonique :

Fil ' Asi/p" @5, H((Xn)syn Ti~") = lim HO((X, p)syn TT) = HO((X)sym 4o T )

L

et donc un morphisme de faisceaux :
PFilkAy/p" @5, T — @ Fil Ag/p" ®s, T — 5. T8
t=0 t=0
On a alors le lemme suivant, a mettre en paralléle avec le &ing6 :

Lemme 4.2.1.Pour tout entiers < r, on a un diagramme commutatif :

s s
0 — PFi k Aa/p" @5, H (T ) — PFil k Aa/p" @5, H (T ) —— HI G T} —0
t=1 t=0
. . R
0 — PFil % Ast/p" ®s,, Fil T TP M ——— PFiIl % As/p"™ ®s,, Fil *TFM —— Fil (A @5 M) —> 0

t=1 t=0

ou tous les morphismes respectent I'action de Galois, eesuléux lignes sont exactes et les
fleches verticales surjectives. (Notez que tous les grodpeshomologie sont calculés sur le
site (X, )syn)
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Démonstration. Tout d’abord, précisons les fleches. Dans la suite exacteady ka premiére
fleche a déja été définie dans I'énoncé du lemme 1.3.6. La fléainespondante dans la suite
exacte du bas a une définition tout a fait analogue. Les digkses ne posent pas de probleme,
a parta priori la fleche verticale de droite. Cependant, elle n’en posers Ipfsque I'on aura
prouvé I'exactitude des deux suites (puisque ce sera dlopement la fleche induite sur les
conoyaux).

L'exactitude de la ligne du haut n’est autre que I'objet duee 1.3.6. Les surjectivités des
deux premieres fleches verticales sont immédiates. Il rte demc plus qu’'a prouver I'exac-
titude de la suite exacte du bas (de laquelle résulteratdimamt la surjectivité de la fleche
verticale de droite).

On commence par prouver que la suite de faisceaux sur I€7Sitg :

0— EPFily As/p" ®s, T —= EPFil Ag/p" ®s, T — j.Ta —=0
t=1 =0
est exacte. Par un dévissage, on se ramene dans un prenpsraeseul cas = 1. De plus, en
recopiant les arguments de la preuve de la proposition.3.8l2[Bre98], on se ramene au cas
s = 0. Il sagit donc de montrer quég/p" ®g, OL ~ j, O C'est & nouveau un calcul local
pour la topologie log-syntomique, en tout point analoguelaienené dans la démonstration du
lemme 3.1.2.2 de [Bre98]. g

~

4.2.3 Le calcul de Fil (Ag ®5 M) y—o

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant austitoe la deuxieme étape de
la preuve.

Lemme 4.2.2.0n a des isomorphismes de modules galoisiens :

Lim H (X, )sym OS) —— (A @5 M) v

L

lmH' (X, )sym Tii1) ——Fil "(Ast @5 M) n=o
L

Démonstration. La démonstration est identique a celle du corollaire 352d@. [Bre98]. Nous
redonnons simplement les grandes lignes. Tout d’abord, ontre comme dans le lemme
3.1.1.2 de [Bre98] la nullité dém Rij. it 75 d'oti on déduit, a partir de la premiére suite
exacte de la proposition 4.1.2, une suite exacte de faigceau

(R o pu— R S S () —

de laquelle on déduit une suite exacte courte sur les gralgpeshomologie :

0— H'(j. I — H(j. T8 == H (. T8 ) —=0
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ou tous les groupes de cohomologie sont calculés sur l¢sjtg,, ('argument est le méme
que celui utilisé pour la proposition 3.2.3.1 de [Bre98])).

La suite de la preuve consiste a reprendre le diagramme dudeft?.1 et a procéder a une
étude relativement fine des noyaux des fleches verticalésisement, si on note :

K' = ker(H'(J) — H'(O})) = ker(H'(J}) — Fil 'M)
K' = ker(H'(j,J) — Fil'(Ag ®g M))

on peut compléter le diagramme de la fagon suivante :

0 0 0
o o }
00— PFilk Ag/p" ®s,, K°T177 PFil i Ast/p" ®s,, K57* K® 0
t=1 t=0
N S |
0 —> @PFilY Aa/p" ®s, H(TETY) —» @PFilY Aa/p”™ ®5,, H(TE ™) —— Hi(G. TL) —— 0
t=1 t=0
L . R
0 — PFil% Ast/p™ ®s,, Fil T TP M ——— PFilk As/p" ®s,, Fil 7'M —— Fil (At ®5 M) —> 0
t=1 \l/ t=0 \ll \l/
0 0 0

L'opérateur N induit un morphisme entre le diagramme précédent et sorvagui lorsque
I'on remplaces pars — 1 (en particulier, il induit une applicatio®v : K, — K,_; pour tout
s €{0,...,r}enconvenantqu&_; = K;). La suite exacte du hautimplique en prenast 0
quek, = 0. Par ailleurs, une étude un peu minutieuse de cette ménseesaitte (voir lemmes
3.2.3.3 et 3.2.3.4 de [Bre98]) montre que I'applicatién K, — K,_; est un isomorphisme.

En considérant la suite exacte de droite, ceci implique que p= 0 ets = r, on a des
isomorphismes :

h_f>nHi((Xn,L)syn> jncris,[s}) = Hi((Xn)syna j*jrfris’[s]) —— Fil S(Ast K M)N:O
L

ce qui termine la preuve du lemme. O

4.2.4 Le calcul de Fif (Ag @5 M)% =0
Il n'est plus difficile a présent de terminer la preuve de lapmsition 4.d. En effet, la
deuxieme suite exacte de la proposition 4.1.2 nous founsitauite exacte longue :

. . is. [ -—id . .
e HU(Xog ) sym SE) — HO(X)syn TS 222 B (X, )5y, OC18) — -

et puis, comme le fonCtel]E)nL est exact (la limite est filtrante) on obtient une nouvellgéesu
exacte longue :

Y r i is,[r]y $rid by i
e T H (X Jsyn: ) = H (X )eyn, T™0) S T HY (X )yn, OFF%) — -

L L L
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Par ailleurs, la fleche, — id : lim  Hi((X,,)eyn, Ti™>")) — lim | H((X,)syn, OF) s'identifie
via les isomorphismes du lemme 4.2.2 a la fleche :

Fil "(Agt ®5 M) n—o o

(Ag @5 M) n—o

et on sait par le lemme 1.3.9 que celle-ci est surjective. ©aéeluit que la suite exacte longue
Se coupe en suites exactes courtes :

pr—id

0—— h_r)nHi((Xn-i-r)syn, S;;) — li_r)n[{i(()(n)syn7 jrtl:ris,[r]) . h_r)nHz‘((Xn)sym OrclriS) 0
L L I

ce qui termine la preuve.

4.3 Une conjecture de Serre

On montre dans ce paragraphe comment la théorie développéegde cet article per-
met de résoudre complétement la conjecture de l'inertieéré@mde Serre formulée dans le
paragraphe 1.13 de [Ser72].

Avant de rappeler I'énoncé de la conjecture, faisons quslquréliminaires et profitons-
en pour fixer les notations (pour plus de précisions, voirdegraphe 1 de [Ser72]). Sdit
unelF,-représentation de dimension finie irréductible du sowsxge d’inertie/ de groupe de
Galois absolu de<. Par un résultat classique de théorie des groupes, du faii’ga pour
cardinal un multiple de, le sous-groupe d’inertie sauvage (qui est un pgroupe distingué)
agit trivialement. Ainsi I'action dé se factorise a travers une action du groupe d’inertie medére
I;.

Par ailleurs, puisqu& est supposée irréductible, I'anneawdes endomorphismes équiva-
riants deV” est un corps fini et/ hérite d’'une structure d’espace vectoriel de dimengisar
ce corps. La représentation de départ fournit un caraptére — E*. Notonsq = p” le car-
dinal deE etF, le sous-corps dé formé des solutions de I'équatiari = =. On dispose de
I'application suivante appelémaractere fondamental de niveau

oun désigne une racing — 1)-iéme de 'uniformisanter.

Les corpsE et F, sont finis de méme cardinal et donc isomorphes (non canamieji.
Si 'on composg),, par un tel isomorphismg, on obtient une applicatio#y, s : I, — E* et
on montre facilement (voir la proposition 5 du paragraphe ISer72]), que = 6} , pour un
certain entiern compris entré) etq — 2. L'entier n dépend de I'isomorphismgchoisi mais les
chiffres de son écriture en bageeux, n’en dépendent pas. Ce sont par définitioeigmsants
de l'inertie modéréele la représentatiovi.

La conjecture de Serre s’énonce alors comme suit :
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Théoreme 4.3.1.Soit X un schéma propre et lisse siéf a réduction semi-stable s et
soit r un entier. Les exposants de l'inertie modérée sur un qubtienJordan-Hdélder de la
restriction au groupe d'inertie de la représentation gaienne 7} (X g, Z/pZ)" (00 «V »
désigne le dual) sont compris entreter.

Démonstration. On remarque dans un premier temps que le résultat est égident p — 1
(des chiffres en bagesont nécessairement inférieurs ou égapx-al). On peut donc supposer
er < p — 1 et appliquer les résultats de cet article.

Par le theoreme 1V, la représentation galoisienie= HE, (Xz,Z/pZ) (r) estdans 'image
essentielle du fonctell;, . Puisque cette image essentielle est stable par sous-ebggpiotients
(théoreme 1.3.1), tout quotient de Jordan-Hdldel’/dest également dans 'image essentielle
deTy,. Par ailleurs, un tel quotient de Jordan-Hdlder est par iéfnirréductible et donc ne
peut étre 'image pafy, que d’'un objet simple.

Le théoréeme résulte a ce niveau du théoréme 111.4.2.2. O

RemarqueOn a un résultat équivalent avec les groupes de cohomoldgieX x, Z/p"Z)"
lorsque; < r eter < p—1 (ou autrement dit lorsque< E((p—2)/e), E(-) désignant la partie
entiere).
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Chapitre V

Une dualité sur les catégories\t”

Résumé

Soit K un corps de caractéristique nulle complet pour une valuatiscréte de corps rési-
duel parfait de caractéristiqye> 0 et d’indice de ramification absolue A cette donnée
complétée par une uniformisante Heet a tout entier < p — 1, il est associé une catégorie
M" largement étudiée dans les chapitres précédents. Le batdpitre est de poursuivre
cette étude en prouvant dans un premier temps que tout abjet’dsur lequel on oublie
la donnée déV s’écrit comme quotient de deux modules fortement divisilfleir défini-
tion 1.1.1), puis en utilisant ce fait pour construire unaldé surM", au moins lorsque
er < p—1our = 1. On examine ensuite comment cette dualité se transpose catelgorie
desZ,-représentations du groupe de Galois absolikdauisvia I'équivalence de [Bre00Oa]
a la catégorie de®x-schémas en groupes.

Ce chapitre se distingue du reste de cette thése par le Thirguaille dans une plus grande
généralité : les constructions ne font aucune hypothése, saule la preuve de la dualité
supposer < p — 1 our = 1 (hypothése que I'on devrait pouvoir éliminer).

Sommaire
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Soientk un corps parfait de caractéristigupet W = W (k) 'anneau des vecteurs de Witt
a coefficients dank. C’est un anneau local dont I'idéal maximal est engendré mrdont le
corps résiduel s’identifie canoniquement.&Soit K, = Fracl, le corps des fractions dé’.
Soit K une extension finie totalement ramifiéeldgde degre.. On noteD la cléture intégrale
delV dansk, etr € Ok une uniformisante. On désigne péi«) le polynéme minimal der
sur K, c’est un polynéme d’Eisenstein. Finalement, on app&llene cloture algébrique d&
etGx = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu dé.

Pour étudier leg,-représentations d€'s, Breuil a introduit dans [Bre97a] et [Bre99a],
pour tout entier < p — 1, les catégoried A" et My ainsi que d’autres catégories de « modules
fortement divisibles » toutes équipées d’un foncteur varsdtégorie de&, -représentations
galoisiennes. La premiere partie de ce chapitre est camsacun rappel systématique de la
définition de chacune de ces catégories et des foncteursiésso

Dans la seconde partie, nous prouvons le théoréeme suivant :

Théoréme Vi. Tout objet deM( peut s’écrire comme quotient de deux modules fortement
divisibles.

Notons que ce théoreme donne en particulier une réponsellgsditune interrogation mention-
née dans [BMO02] (voir ce qui suitimmeédiatement la questi@Xs5).

Dans la troisieme partie, on utilise le théoremepdur construire une dualité sur les caté-
goriesM;, et M", au moins lorsqueer < p — 1 our = 1. On étudie ensuite, dans la quatrieme
section, comment cette dualité se transporte sur les NS galoisiennes. Plus préciseé-
ment, on prouve :

Théoreme Vii. Supposonsr < p—1our = 1. SoitM un objet deM". Soit MY I'objet dual.
Désignons respectivement piaret IV’ les représentations galoisiennes associégd @&t M.
Alors, on a un isomorphisme d-modules galoisiens :

V'~ V*(r)

ou «x » désigne |&Z,-dual classique et ou ) » désigne le twist de Tate.

!La construction fonctionne sans ces hypothéses, mais atitise pour prouver qu'il s’agit bien d’une dualité.
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Finalement, dans la cinquieme section, on prouve que, @aguivalence de catégories cons-
truite par Breuil dans [Bre00a], la dualité siut; correspond & la dualité de Cartier sur les
schémas en groupes.

1 La situation

On redonne rapidement ici la définition de toutes les catéget de tous les foncteurs que
I'on aura a considérer par la suite. Pour plus de détailgdeur pourra se reporter aux autres
chapitres de cette thése ou aux articles [Bre97a], [Bre9Bed00a].

1.1 Définition des catégories

1.1.1 Lesanneauxs et Sk,

On noteS le complétép-adique de I'enveloppe a puissances diviséed/de| par rapport
a l'idéal principal engendré pdf(u) (le polynéme minimal der sur K') compatibles avec les
puissances divisées canoniques sur I'idgal Cet anneau est muni d’'un Frobenius défini par :

’ <Zwm> =2 Gy

=0 =0

ou o désigne le Frobenius usuel Siif et ¢(:) le quotient de la division euclidienne d@are.
De plus, on définit une applicatios : S — S viala formule :

N Wi——— | = — w; ——.

<Z q<z>!> Z ¢ (0)!

On a la relationNV¢ = ppN. On définit finalement pour tout entier> 0, Fil*S comme le
complétép-adique de lidéal engendré par les éléme#ts pouri > s. On aN (Fil*S)
Fil s=1S et, pour) < s < p—1, ¢ (Fil S) C p*S, ce qui permet de définif, = I% :Fil*S — S.
L'élément¢, (E (u)) est une unité dé&, on le noter.

On poseSk, = S ®w Ky et Fil*Sk, = Fil*S @w Ky C Sk,. Le Frobenius et I'opé-
rateur de monodromie se prolongent naturellement en ddgagms ¢ : Sk, — Sk, €t
N : Sk, — Sk, Elles vérifient encore la relatioN¢ = ppN. Commep est inversible dans
Sk, 'application £ est toujours bien définie. On nate = 2 : Fil ‘S, — Sk,.

1.1.2 Les catégories de modules su

On fixe a partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitrentierr vérifiantr < p— 1.
A cet entier sont associées plusieurs catégories. On uitrmlit d’abord la « vaste » catégorie
C suivante. Les objets sont la donnée de :

1. unS-module M de type fini;
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2. un sousS-module deM noté Fil" M contenant FifS - M ;
3. une flechey-semi-linéairep, : Fil” M — M vérifiant la condition :

e (52) = ~6, ()60 (B () 2)

pour touts € Fil "S et toutz € M et telle que imp,. engendreM en tant quesS-module
4. une applicatio®V-linéaire N : M — M vérifiant les trois conditions :
— pour touts € S ettoutr € M, N (sz) = N (s)x + sN (x)
— E(u) N (Fil" M) C Fil"M
— le diagramme suivant commute :
- br
Fil')M ——— M
Fil ' M ——— M

Les morphismes dans cette catégorie sont les applicaidimgaires commutant a toutes les
structures additionnelles. La catégafi@’est pas abélienne mais on a dans celle-ci une notion
de suite exacte. Précisement\di, M’ et M” sont des objets d&, on dit que la suite :

0 M M M 0

est exacte darns si elle est exacte comme suite Sanodules et si la suite :
0—Fil"M' —Fil" M —Fil"M" —=0
I'est également.

On définit a présent plusieurs sous-catégories plein€s de

Définition 1.1.1. On noteM"* la sous-catégorie pleine deformée par les objets1 qui sont
libres (de rang fini) surS et tels queM /Fil " M soit sang-torsion. Un tel objet est appelé un
module fortement divisible

On noteM™! |a sous-catégorie pleine d&formée par les objetd qui sont isomorphes
a une somme directe (forcément finie)j@™ S pour certains entiers.

On noteM™%/PS |a sous-catégorie pleine d&1™" formée par les objets tués par Les
objets deM"™*/?% sont donc des$/pS-modules libres de rang fini.

On noteM" la plus petite sous-catégorie pleigecontenantM™*/?% et stable par exten-
sions dan€’.

Les rapports et les différences entre les catégois’ et M” sont donnés par le lemme
suivant :

Lemme 1.1.2.Tout objet deM” est tué par une puissance gela catégorieM”" est une
sous-catégorie (pleine) d&1" et les objets tués parde ces deux catégories se correspondent
bijectivement.
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Démonstration. La premiéere assertion est claire, la seconde se démontédi@aent que le
corollaire 2.1.1.4 de [Bre00a] et la troisiéme est vraietoate extension tuée parde deux
S/pS-modules libres est encore WipS-module libre. O

Remarqueles catégories "™ et M" sont identiques lorsque: < p — 1. Ce n’est en général
plus vrai sans cette hypothése comme le montre I'exemplaé&ldans la preuve du corollaire
2.1.1.4 de [Bre00a].

Finalement, on définit de méme les catégoﬂ@sM"S, MQFI, MS’S/”S et M; en ou-

bliant partout I'opérateuN. Le lemme 1.1.2 admet un équivalent transparent dans ceeaguv
contexte.

1.1.3 Les modules filtrés surS,

SurSk,, on a une notion analogue a celle des modules fortementtdassElle est donnée
par la définition suivante :

Définition 1.1.3. Un module filtré surSg, est la donnée de :
1. unSgk,-moduleM libre de rang fini;
2. un sousSk,-module deM, noté Fil" M contenant Fil' Sk, - M ;
3. une fleche-semi-linéairep, : Fil "M — M vérifiant :

60 (57) =~ 61 (5) 60 ((E () )

pour touts € Fil Sk, et toutz € M et telle que in®, engendreM en tant queSk, -
module;
4. une applicationk-linéaire N : M — M vérifiant les trois conditions :
— pour touts € Sk, ettoutr € M, N (sz) = N (s)x + sN (x)
— E(u)N (Rl" M) C Fil" M
— le diagramme suivant commute :

Fil "M —2 M

E(u)Nl lcN

Fil "M —2 M

Remarqued.a condition «M /Fil " M sangp-torsion » est automatique puisquest inversible
dansSk, ; il n’est donc plus nécessaire de la mettre dans les hypeghés

Par ailleurs, en utilisant a nouveau l'inversibilité geansSk,, on montre facilement que
la donnée de, est équivalente a la donnée d’un morphisme semi-linégaird1 — M, relié a
¢, par la formule :

8(r) = ~6,(B(u)'s).
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La relation de commutation entie et N s’écrit alors simplemeny¢ = poN.

On noteM"™5%o la catégorie des modules filtrés S, etMQSKO la catégorie obtenue en
oubliant 'opérateurV. Breuil démontre dans [Bre97b] que " %o etMg’SKO sont équivalentes
a des catégories plus simples introduites par Fontaine [fvon94b]) formées dé{,-espaces
vectoriels munis de structures supplémentaires. Nousrarautoutefois pas besoin dans ce
chapitre de ce résultat.

1.1.4 Bases adaptées

Pour ne pas surcharger les énoncés, toutes les définitiagnasetes résultats de ce para-
graphe concernent les catégoriet <o, M"* et M™*/?% mais ceux-ci demeurent valables
p . .S
avec les catégoriest; ", M>* et My5/7°,

Définition 1.1.4. Soit M un module filtré suiSk, (resp. un module fortement divisible, resp.
un objet deM"*/5). On dit que laSx,-base (resp. l&5-base, resp. le&5/pS-base)(ey, . . ., eq)
de M estadaptéda la filtration) s’il existe des entiers,, ..., ny compris entre) et r (resp.
entre( etr, resp. entrd) eter) tels que :

Fil "M = SKOE(u)mel + ...+ SKOE(U)”ded + Fil pSKO - M

(resp.Fil' M = S - E(u)"e; + ...+ S - E(u)"eq + Fil S - M,
resp.Fill M = S -uey + ...+ S - ueg + Fil °S - M).

Une propriété fondamentale et bien utile est la suivante :

Proposition 1.1.5. Tout module filtré suiSk, et tout objet deM™/PS admettent une base
adaptée.

Démonstration. Pour les modules filtrés suifx,, la preuve de cette proposition est essentiel-
lement donnée dans I'appendice de [Bre97b]. Toutefois lbgst® manipulés dans cet article
different legerement des précédents. Nous donnons dongranee directe (et plus simple).

La donnée d’'un sou$yx,-module deM contenant Fil.S,, M est équivalente a la donnée
d’'un sousSy, /Fil "Sk,-module deM /Fil" Sk, M. Mais 'anneauSk, /Fil "Sk, s’identifie a
Kolu]/ (E (u))" etM/Fil" Sk, M estun module libre de rang fini sur cet anneau. Le théoréme
de structure des modules de type fini sur les anneaux primcifie £[«]) permet de conclure
directement.

La preuve est analogue pour les objets\d&®/?* O

On a également une version bien plus faible de la propogitiéoédente pour les modules
fortement divisibles :

Proposition 1.1.6.0n suppose = 1. Alors, tout module fortement divisible admet une base
adapteée.
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Démonstration. Soit M un module fortement divisible. Posond = M /Fil 1S M. C’est un
S/Fil1S ~ Ox-module libre. Notons Fll.M I'image de Fil' M dansM. C’est un sous-module
de M et par le théoréme de structure des modules de type fini sankesaux principaux, il
existe une basé, ..., é,) de M et des entiers, ..., ny (aveck < d) tels que la famille
(m™é, ..., n"¢,) forme une base de FiM.

Or, puisquer = 1, on a Fil' S M c Fil ' M et donc un isomorphisme :

M/Fil* M ~ M /Fil ' M

induit par la projection canonique. Par hypothése ce demaslule est sang-torsion, d’ou on
déduitn; = --- =n;, = 0.

Si pour touti, on choisite; € M un relevé de;, les considérations précédentes assurent
que(ey, . .., eq) forme une base adaptée. di¢ pour les entiersy; = 0 si¢ < k etm; = 1 sinon.
O

RemarqueBien entendu, cette propriété est fausse en général désxgue

Lemme 1.1.7.Si (ey, . .., eq) €St une base adaptée d’'un module filtré Sy, (resp. d’un mo-
dule fortement divisible, resp. d’un objet del™*/?°) M pour les entiersuy, . .., ny, alors

la famille (¢,.(E(u)™eq), ..., o.(E(u)"ey)) (resp. (¢, (E(u)™ey), ..., o.(E(u)"eq)), resp.
(¢ (u™eq, ..., or(uey))) est une base da1.

Démonstration. On ne traite que le cas des modules filtressyy, I'autre étant analogue. Soit
x € Fil" M. Il s’écrit :

r=s51FE(u)"e; + -+ sqE(u)"eq +y
ous; € Sk, ety € Fil?Sk, M. En appliqguant,, on obtient :
Or(z) = s121 + -+ Saxa + Or(y) = s121 + -+ - + Sqxg (mod Fil S, M).

Si z; désigne la réduction modulo Pi$ s, M dex;, la famille desz; engendreM /Fil P.Sg, M.
CommeSk, est un anneau local et P, un idéal strict, le lemme de Nakayama assure que
la famille desz; engendreM. Comme elle a le bon cardinal, elle est aussi libre. O

1.2 Les foncteurs vers les représentations galoisiennes
1.2.1 Les anneaux de période

On renvoit a [Bre97a] ou au paragraphe 1.2 du chapitre lllateeachése pour la défini-
tion des anneauXs et As. On rappelle simplement qu'il s'agit dé-algébres munies d’une
filtration, d’'un Frobenius, d'un opérateur de monodromid’ahe action du groupe de Galois
Gg.
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On poseB+ - Acris Qw Ko, Acris,oo - Acris Qw KO/W, B;E - Ast Qw KO et Asf,oo =

cris
Ast@w Ko/W. CommeA;s et Ag sont plats subl (puisque sans torsion), on a les deux suites
exactes suivantes :

0 Acris B -

cris

Acris,oo >0

1.2.2 Définitions des foncteurs

Si M est un module filtré sufx, (resp. un module fortement divisible, resp. un objet de
M?"), on pose :
T4 (M) = Hom(M, BY)

(resp.T% (M) = Hom(M, Ag),
resp.T% (M) = Hom(M, Ago0))

ou Hom signifie que I'on considére les morphisnteinéaires compatibles a Fil a ¢, et a
I'opérateur de monodromie. L&,-moduleTy (M) hérite d’une action du groupe de Galois
Gg.

On définit de méme les foncteury,, sur les catégorieMQSKO, Mp® et M™ en rempla-
cant partout dans ce qui précede la mention « st » par « crigentfon, ces derniers foncteurs
ne sont pas a valeurs dans la catégorie des représentatioismais seulement dans celles de
Gal(K /K (x'/7™)). Toutefois, nous n'aurons pas par la suite a utiliser ltactle Galois sur ces
objets.

Dans le caser < p — 1, les foncteurs précédents admettent de nombreuses pésprié
agréables. On pourra se reporter au chapitre Ill pour avoér présentation assez compléte
de celles-ci.

2 Modules fortement divisibles et objets deM;,

Si M est un module fortement divisible et§f est un sous-module fortement divisible de
M, on peut former le quotientt /A qui hérit¢ d'un Fil", d'un Frobenius et d’'un opérateur
de monodromie. En outre, il est facile de vérifier queFil " (M/N)) engendreM /A en tant
que S-module. Ainsi, par exemple, $¢1/A\ est isomorphe en tant quemodule asS/p™ S &

... @® S/p™S pour certains entiers;, M /N muni des structures supplémentaires est un objet
de la catégorig\” (et méme deM™ ). On peut se demander si tout objet& peut s’obtenir
ainsi.

Le but de cette partie est de donner une preuve du résultalzanivant :

Théoréme 2.a.Tout objet deMj peut s’écrire comme quotient de deux objets\_dgs.

2Draprés les résultats de [Bre99a], on a automatiquemeftFi= A N Fil " M.
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Si M est un objet d€, pour touts < r, posons :
Fil’M ={z e M/ E(u)"°z € Fil" M}.

Pour des besoins techniques, nous allons prouver un réplutafort que le théoreme 2.a, a
savoir :

Proposition 2.b. Soit M un objet deM}. Alors il existeM’ C M deux objets de\([® tels
gue I'on ait la suite exacte :

~

0 M M M 0

(les morphismes étant compatibles au"Fét au Frobenius) et induisant pour tostcompris
entre( etr une suite exacte :

0 — Fil * M’ — Fil M —— Fil *M —0 . (1)

En outre il existe des élémenfs .. ., £, € Fil "M tels que la famille des, ( f;) soit uneS-base
deMet:

d
Fil "M =Fil?S - M+ Sf.
i=1

RemarquesAvec les notations de la proposition, la flech¢ — A induit un isomorphisme
M ®g Sk, — M ®g Sk,- En effet, l'injectivité résulte de la platitude d&, surS (c’est un
localisé) et la surjectivité du fait quet @5 Sk, = 0 puisqueM est tué par une puissancejde

En général, la suite (1) est seulement exacte a gauchegit d@nc bien la d’'une condition
supplémentaire que de demander son exactitude. En corttegpaxistence deg; vérifiant les
propriétés de la proposition est automatique (voir par g@tera preuve du lemme 3.2.3.2 de
[Bre99a]). Toutefois, nous n'aurons pas besoin d’utilcerésultat par la suite.

Les hypothéses sur les assurent qu'ils forment une famillg-libre. En effet, supposons
que 'on ait une relation de la formﬂfl + -4 sdfd = 0. En appliquant,., on obtient :

A~ A~

¢<Sl)¢r<f1> + -+ ¢<Sd>¢r(fd> =0

et puisque la famille des, (f;) est uneS-base deM, il vient ¢(s;) = 0 pour touti. Ceci

~

entraines; = 0 pour tout;, et donc Iafamille(fl, ..., fa) estbien libre.

La preuve de la proposition 2.b se découpe en trois partasg dtabord, nous montrons qu'il
n'est pas nécessaire de se soucieMdéparagraphe 2.1) puis nous traitons le cas des objets de
My 5P (paragraphe 2.2) avant de s'intéresser aux extensioragfahe 2.3).
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2.1 Une réduction

Ce paragraphe est consacré aréduire la preuve de la piop@shi a la proposition suivante
qui ne fait pratiguement plus cas du modu€ :

Proposition 2.1.1.Soit M un objet deMj. Alorsiil existeM un objet deMQS et une surjection
(compatible au Fif et au Frobenius) : M — M induisant pour touts compris entre) et r
des surjections FilM — Fil * M et telle quep, (ker f N Fil "M) engendre kef.

En outre il existe des éléments ..., f, € Fil "M tels que la famille des, (f;) soit une
S-base deM et :

d
Fil "M =Fil?S - M+ Sf.

i=1

Pour cela, on démontre le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.2.SoientM un objet deM™ (resp. deM’®), M un objet deM” (resp. de
Mp)etf: M — M un morphisme surjectif (respectant les structures aduliteles). On
suppose qué, (ker f NFil 7’/\?1) engendre kef. Alors kerf hérite des structures additionnelles
de M qui en font un objet dg1™* (resp. deM[®).

On laisse au lecteur le soin de se convaincre que la combmdis théoreme précédent et
de la proposition 2.1.1 permet bien d’obtenir la propositzob. On se concentre a présent sur
la preuve du théoréme 2.1.2. Commencgons par un lemme facile :

Lemme 2.1.3.Soit M un objet deM". Alors il existe des-modules libres de rang fim et B
et une suite exacte demodules :

0 A B M 0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur la longddnécessairement finie) det. Si
M est un objet de\"*/?5, c’est unS/pS-module libre de rang fini et la propriété est alors
évidente.

Sinon, par définition deU1", il existe une suite exacte :

0 M’ M M 0

ou M’ et M” sont des objets non nuls det". En particulier, leur longueur est strictement
inférieure a celle dé\ et on peut leur appliquer I'hypothése de récurrence. Orenbéinsi le

3Dans tout ce chapitre, les longueurs seront toujours @sudans la catégorie désmodules.
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diagramme suivant :

0 0
J !
A/ A//
J }
B/ B//
J !
0 M M M 0

ouA’, B’, A” et B” sont desS-modules libres de rang fini. PosoBs= B’ & B"”. CommeB”
est libre, il est facile de construire une application stiiye S-linéaire B — M qui compléte
le diagramme précédent de la fagon suivante :

0 0
i !
A A
i }

0 B B B 0
i i !

0 M M M 0
i !
0 0

Notons A le noyau deB — M. On a évidemment une suite exabte—~ A — B —
M — 0 mais le lemme du serpent appliqué au diagramme précédenitfbautre suite exacte
0— A — A— A” — 0. On en déduit, puisqud’ et A” sont libres de rang fini, qu’il en est
de méme del. Ceci conclut la preuve du lemme. O

Prouvons & présent le théoréme 2.1.2. On traite seulemeas ldes objets d&1"* et M",
l'autre étant absolument identique. Il est facile de se aomre que la seule difficulté réside
dans la liberté de kef en tant ques-module.

On utilise le lemme 2.1.3 : il existe désmodules libres de rang fiM et B tels que I'on
ait une suite exacte (de-modules) :

0 A-2-p-" M 0.
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Par ailleurs commé et M sont libres, on peut construire des applicatiSinéairesa : B —
Metjs: B — M rendant les diagrammes suivants commutatifs :

B— M B2 M
" o s @
M=M M=M

Le morphismey n’est pas nécessairement surjectif. Nous allons dans amg@réemps agrandir
B (et A) pour gu'il le devienne. Pour cela, nous allons avoir besbime hypothése de type
«noethérien » et nous allons donc devoir travailler sur uneaa?” plus petit ques.

Les S-modulesA, B et M sont libres de rang fini sus. Fixons une base de chacun de
ces modules et considérons les matrices des applicafianset 5 dans ces bases. Sditle
sous-anneau d€ engendré par les coefficients de ces matrices. D’'une padt ah anneau
noetherien, et d’autre part il existe désnodulesAr, By etMT et des applications-linéaires
gr : Ar — By, ar : Br — My etfr : My — Brletouttelqued = Ar®+S, B = Br&rS,
Mr=M@rS5,9g=gr®.,a=ar®.etf=pFr .ol désigne l'nclusion dg” danss.

L'applicationgr est injective et identifie dond, a un sous-module dB;. On poseM =
Br/Ar, obtenant par le fait une suite exacte :

Aprés tensorisation paf (au-dessus d€), on obtient une nouvelle suite exacte :

0 A B Mp@p S —0

('exactitude a gauche est vraie car I'applicatidn— B n’est autre que). On en déduit que
M s’identifie canoniqguement &, ®+ S. Cela permet de définifr = hy o B7. On dispose
alors de deux diagrammes commutatifs’Buedonnant par tensorisation pafes diagrammes
(2). )

Supposons a présent que I'applicatiop ne soit pas surjective. Alors il existe € M
n'appartenant pas a l'image de. PosonsAg}) = Br o T et B(Tl) = Br & T. Considérons
y € Br un antécédent pdir de fr(z) et définissons les application Do A(Tl) — B(Tl),
D BY = My, ol - BY - Mpetpd o My — BYY définies par les formules
suivantes :

g a@t) = (gr(a) —ty) @t
WYPb@t) = he(b) +tfr(a)
dbat) = ap®) +ta

)

= fBr(m)
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aveca € Ar,b € Br,m € M ett € T. On vérifie gue les diagrammes :

W oy o m_ e
BT MT BT MT
hg)i l o : h(Tl)l l o
MT —_— MT MT = MT
sont commutatifs et que la suite :
(1) B
00— AW 2 BW T My ——0.

est exacte. Scix(Tl) est surjective, on a fini. Sinon, on itére le procédé pour ttoms successi-
vement deg’-modules Iibres4§f) et Bﬁ) et des application§§f), hgf), ag‘f) etﬁéf) vérifiant des
axiomes analogues a ceux écrits précédemment.

NotonsZ, C Mr 'image deagf). LesZ, forment une suite strictement croissante de sous-
T-modules deM, qui est un module libre sur 'anneau noethérierOn en déduit que la suite
(Z,) est finie, et donc qu'il existe un entiepour lequel I’applicationﬁéf) est surjective.

Finalement en tensorisant péret en s’affranchissant désormais des notatiofig %, on a
construit le diagramme commutatif suivant :

0 0
[ - = K@y vvoereeeeos = A - kerf ................ > ()
0 kera B—— M 0
!
M _——— M
0 0

ou toutes les suites sont exactes (les fleches en pointifteaket forment une suite exacte par
application du lemme du serpent). Par ailleurs, comvest libre, la suite exacte horizontale
du bas est scindée et il en est donc de méme de la suite exgoténgitiés. On en déduit une
ecriture A = kera @ ker f qui implique que key est projectif (puisque facteur direct d’'un
module libre). Comme I'anneati est local, on en déduit que kérest libre comme désiré.
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2.2 Le cas des objets da1*/"°

Dans ce paragraphe, nous prouvons la proposition 2.1.@¢uersobjet M est tué pamp.
Soit doncM un objet dMS’S/pS. D’aprés la proposition 1.1.5, il existey, .. ., e;) une base
adaptée de\V pour des entiers,, . .., ng.

NotonsL la cléture galoisienne d& dansk. C’est une extension finie de degiéde K
dans laquelle on a une écriture :

Ew =(u—m)u—m)...(u—m)

pour desr; € Op. La valuationv (normalisée pap(w) = 1) s’étend de fagon unique aen
une valuation que I'on note encoseSoientr;, une uniformisante dé et¢ = L /7, son corps
résiduel. On fixgby, ..., bp) uneOk-base d&);, avech, = 1 etv(b;) > 0 pour toutj > [¢ : k.
Soit Sp, = S ®@w Op. C’est uneS-algebre, libre de ran@ en tant queS-module dont
une base estl ® b1,1 @ bs,...,1 ®bp). On étend la filtration &», en posant FilSp, =
Fil*S @w O C So,. On étend également le Frobenius et 'opérateur de monadremdes
applicationsg,, : So, — So, et N, : So, — So, respectivemenp-semi-linéaires et-
linéaires définies pas(1 ® b;) = 1 ® b; et N(1 ® b;) = 0. Par abus, on désigne encore par
(resp.7?) I'élémentl @ m; € So,. (resp.1 ® 7 € Sp,.). Sin est un entier supérieur& on
définitr, = 7, oun’ désigne le reste de la division euclidiennexdgare. On pose enfin :

E,(u)=(u—-m)(u—m)...(u—m,).

On a immédiatement,,. (u) = F (u)" et plus généralemett,. ., (u) = FE (u)" E,, (u) pour
tous entiers: etm. En outre,F,, (u) = v" (mod 7) pour toutn.

Définissons :
. d
M == @ SOLéi

=1

~ d ~ ~

Fil'M = ) So, By, (u)é +Fil?So, - M C M.
=1
CommeSp, est unS-module libre de rand, M est unS-module libre de rangD. De plus,

linégalitén; < er donne linclusion Filr'S - M C Fil"Sp,. - M C Fil " M.

Lemme 2.2.1.Avec les notations précédentes, opFa "M = Fil "M N pM. Autrement dit,
le quotientM /Fil "M est sang-torsion.

Démonstration. Il suffit de vérifier que sic € Sp, est tel quepz appartient &8¢, E,, (u) +
Fil?So, , alors il en est de méme de

Supposons qu'il existe € Sp, ett € Fil?Sp, tels quepzr = E, (u) s + t. Ainsi px =
E, (u)s (mod Fil?Sp, ). Mais, on a l'identification :

SOL/FilpSOL >~ OL [U] /E (u)p .
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Du fait que I'anneau),, est factoriel et qué’,, (u) divise E(u)?, on déduit ques est un multiple
de p dansSp, /Fil?Sp,. Autrement dit, il existes’ € Sp, ett’ € Fil?Sy, tels quepzr =
E, (u)ps +t'.Ainsit’ € Fil?So, N pSe, et cette intersection s’identifiezdril Sy, puisque
So, /Fil?Se, est sang-torsion. Cela conclut. O

Lemme 2.2.2.Pour tout entiers compris entre) et r, I'application Fil A — Fil *M est
surjective.

Démonstration. On vérifie :

d
Fil*M = S0, * Emaxes—m,0) () & + Fil ?’So, - M
=1

d
Fil*M = ) 5/pS - umsmile, 4 Fil?S/pS - M

i=1
ou par définitionm; = er — n;. Le résultat en découle directement. O

On dispose d’une applicatioftlinéaire surjectiveM — M, é; — ¢;, biéi — 0( = 1).
qui respecte le Fil. On définit & présent I'applicatiop, : Fil "M — M. Pour cela, pour tout
i, on choisiti; € S 7 Sé; un relevé (quelconque) de.(e;) € M. Siz = aE,, (u)é;, on
définit¢,.(z) = ¢r(a)z;. Comme lest, (u)é; forment une famille libre suf,, de Fil" M, la
définition précédente conduit a une unigue applicationtagdi

d
O - ZSOLEni(u)éi — M.
i=1

On s’apercoit facilement qug. est¢-linéaire et qu’elle se prolonge par linéarité et conti@ait
tout Fil” M.

L'image deg, contient a I'évidence tous lész;, et ceux-ci forment une famille génératrice
(en tant queS-module) deM. On en déduit que ira, engendre bien tout.

Lemme 2.2.3.Le module fortement divisibl&! admet une base adaptée.

Démonstration. Il suffit de prouver le lemme lorsqué= 1. Notonsn; = ae + (3 la division
euclidienne dey; pare. La famille formée des :

bj(u—mg41) -+ (u — Tg4i) 1

pour0 < i <e—1letl <j < D estune famille génératrice det modulo I'idéal maximal de
S. D’'apres le lemme de Nakayama, c’est donc une famille géiégale M (c’est méme une
base puisqu’elle compte le bon nombre de vecteurs).

Tout élément de FilM s’écrit donc, a un élément de F§ - M prés, comme une combi-
naison linéaire des :

bj B, (u)(u —mpq1) - -+ (u — m4i) €1 = by E(u)* Eypi(u)
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pour0 < ¢ <e—1letl < j < D.On en deéduit que la famille forméee dede;(u) (toujours
pour0 <i < e—1etl < j < D)estune badeadaptée pour les entiens; avecn; ; = a + 1
sit < fetn,;; = a sinon. O

Avec tout ce qui précede, il ne reste plus qu’a prouver le lensoivant pour déduire la
proposition 2.1.1 dans le cas d’'un ohjet de la catégorieMS’S/”S : 'existence deg; provient

de I'existence d’'une base adaptée par le lemme 1.1.7.
Lemme 2.2.4.Si f désigne la projectiop\t — M, alors¢,.(ker f N Fil ’"/\?l) engendre kef.

Démonstration.En reprenant les notations précédentes;Jésrment uneS-base der:l Sé;.
Il suffit donc de montrer que ldgz; (j > 1) et lespz; peuvent s’écrire comme combinaisons
linéaires d’éléments de, (ker f N Fil " M). Mais les hypothéses faites sur lgsassurent que
la décomposition sur la basg, ..., bp) d'una € Oy de valuation strictement positive ne fait
intervenir que de$; avec; > [¢ : k]. En particulier,s ® a € ker f pour toutz € Zle Sé;,
d'ou:

biE,,(u)é; =u"é;®b; =0 (mod kerf)

pour toutj > 1. Orb;@; = ¢,(b; E,,, (u)é;) et donch;i; est dang, (ker f N Fil " M). De méme,
pi; = ¢ (pEn, (u)é;), puispi; € ¢, (ker f N Fil " M). O

2.3 Le cas des extensions

On raisonne a présent par récurrence sur la longueur d'@ &hje M;. Si X est de lon-
gueurl, il est dansMQS/”S et le paragraphe 2.2 permet de conclure. On considéere mairtte
un objetX de M et on suppose que la proposition 2.1.1 est prouvée pour ésusbjetsM
de M de longueur strictement inférieureta Si X est dansM>*/"% | le travail a déja été fait

dans le paragraphe 2.2. On suppose donc que ce n’est pas le cas

On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.3.1.SoitX un objet deM; qui n’est pas annulé pay. Il existe une suite exacte dans
My :

0 M X N 0

ou M et sont des objets non nuls del” et ouN € MS’S/”S.

Démonstration. Il existe par hypothése une suite exacte de la fabme M — X — N — 0
ouM et sont des objets non nuls delj. SiN € MS’S/”S, on afini. Sinon, on peut construire
une seconde suite exadte—» N/ — N — N; — 0 ou N’ et N} sont des objets non nuls de

4C’est une base pour la méme raison que précédemment.
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M;. Ces deux suites exactes s’insérent dans le diagramme daifrauivant :

0 0
0 M My N 0
0 J/l X N 0

Ny =——=—=M

0 0

ou M, désigne le noyau de la compos&— N — N et ou toutes les suites écrites sont
exactes. La suite exacte du haut assure.fftieest un objet non nul dé;, et la suite exacte
verticale de gauche permet de vdircomme extension da; et \;. Par ailleurs commg/’
n'est pas nul, la longueur d&; est strictement inférieure a celle dé. Une itération de ce
procédé permet de conclure. O

A partir de maintenant, on considére une suite exacte feypar le lemme 2.3.1. La non
nullité de M et / implique qu’ils sont de longueur strictement inférieureedleede X. On
peut donc appliquer I'hypothése de récurrence qui donmistence d'objets dgA?°, M et N/
munis de surjections FilM — M et Fil*N — N pour tout0 < s < r. De plus, il existe des
m; € Fil " M tels que :

Fil "M = Sviy + - - - 4+ Sriny, + FilPS - M (3)
et (¢,(1), ..., ¢, (1)) forme une base dé1. En outre, d'aprés le lemme 2.2.3, on peut
supposer donnég,, ..., é;) une base adaptée Aé pour les entiers., . . ., ny (compris entre

0 etr).

On veut construirel un objet deM[” et les fleches en pointillé du diagramme suivant pour
le rendre commutatif :

0 s M o = X >N 0
i o
¥
0 M X N 0

En tant queS-module, on pos&t = M @ N, et on définit les fléches horizontales de fagon
évidente. Pout < i < d, notonsé, = (0,¢;) € X ete; 'image deé; dans\. Considérons,
un relevé de; dansX’. L'application pr est définie par fit,) = €/, elle est surjective.
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2.3.1 Construction de Filr'x

Notonsf; = E (u)" e, € X. Limage def; dansN est E(u)"¢;. C'est un élément de
Fil " . Puisque les suites :

0 M X N 0
0—Fil"M —Fil"X —Fil’"N —0

sont exactes, il existg. € M tel quef/ = f; + g/ € Fil”X. En multipliant parE (u)™ (ou
m; = r—mny), ilvient E(u) e, + E(u)™ g, € Fil"X et doncE(u)™g, € Fil"X. Comme
g. € M, il s’envoie sur0 dans\ et donc d’apres la suite exacte précédente (sur €%, ih a
E(u)™g. € Fil” M, soitg, € Fil™ M. D'aprés les hypothéses, il exisjee Fil " X relevant
g\. Posong/! = E (u)™ & + §, et définissons :

d
Fil'X =Fil "M+ ) " Sfl+Fil?S-N C X. (4)
=1
Onak (u)" & = E (u)™ f/ — E (u)™ §, € Fil "X etdonc Fir'S - X c Fil " X.

Lemme 2.3.2.Avec les notations précédentes,”Bf = M N Fil "X et la suite :
0 — Fil "M —Fil "X —Fil "N —0
est exacte.

Démonstration. Soit & € M N Fil "X. Par définition de FilX, il existe des élements <
Fil "M, s1,...,84 € Setty,...,ty € FilPS tels que :

i o= A sifi 4+ saf)+0E + -+ taé,
= M+ sigy+ -+ sadg + (B(u)"s1 +t)éy + -+ (E(u)"sa + ta)éy

Commez, m et lesg, sont des éléments d#&1, en projetant I'égalité précédente s\ on
obtientE(u)™s; + t; = 0 pour touti. Ceci assurd’(u)"s; € Fil?S, c’est-a-dire que (u)™s;
est nul dans le quotient :

S/FIPS ~ W [u] /E(u)P.

Comme l'anneadV [u] est factoriel, il vients, = E(u)P~™s; + s avecs, € S ets! € Fil?S.
On en déduits;g; € Fil?PM C Fil" M et finalement: € Fil " M. Ceci démontre le premier

point.
Pour le second point, I'injectivité et la surjectivité sammeédiates. L'exactitude au centre
résulte directement du premier point. O

Lemme 2.3.3.Le quotient)Q/FiI "X est sang-torsion.
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Démonstration. Remarquons que cela revient a prouver queise Fil "X, alorsz € Fil "X
Soit donci € X tel quepz € Fil " X'. Notonsj 'image dei dans\.

Par hypothése, onyg) € Fil "A et donc puisqué/ est un objet de\1[°, il vient § € Fil "A/.
L'exactitude des deux suites :

~ ~

0 M X N 0

0 —Fil "M —=Fil" ¥ —=Fil "N —=0

implique I'existence dei, € Fil"X et#; € M tels quei = &, + #,. Depi € Fil"X, on
déduitpi, € Fil "X et puispi;, € Fil”M d’aprés la premiére partie du lemme 2.3.2. Ainsi
iy € Fil "M puisi € Fil "X O
Lemme 2.3.4.La projectionX — X induit une application surjective Filt — Fil "X

Démonstration. On considére le diagramme commutatif suivant :

0 ——Fil"M —=Fil"X — Fil 'N —=0

T

0—Fil"M —Fil"X —Fil"N —=0

La ligne du haut est exacte par le lemme 2.3.2, et celle du’dstsgdar hypothése. Les deux
fleches verticales extrémes sont surjectives, il en estdemeéme de celle du milieu. O

2.3.2 Construction du Frobenius

Pour construire le Frobenius., il suffit de construire une application : X — X (¢-
semi-linéaire) telle que(Fil"X) C p"X. Il suffira ensuite de posefr, = I% Or, pour définir
I'application, il suffit de la définir sutM et de donner ses valeurs sur égs

Pourz € M, on posep(z) = ¢, (E(u)"z). Pour tout, on choisitz; un élément det’ qui
s’envoie surp,(f!) dansX et sur¢,(E(u)"¢,) dansN (c'est possible car ces deux éléments
ont la méme image daul§) et on définit :

1 1

0(6) = Zop" i~ —0n (B 3)

Lemme 2.3.5.Avec les définitions précédentes, on(&il "X) C p"X et le diagramme :

0—Fil " M —Fil" X ——Fil "N —0

bbb

~ A ~

0 M X N 0

5|

est commutatif. De plus I'image de la flécﬁeengendre)(.



174

CHAPITRE V. UNE DUALITE SUR LES CATEGORIESM"

Démonstration. Les deux premiéres assertions du lemme résultent du calivals :

o(f)) = o(B(w)"eéi+gj) = po(&) + $(3)
1 Al 1 ral T4
= P 0 (B@)™5) + S on(B()'d) = 1,
Le fait que I'image de la fléchl;é engendreY’ découle alors d’'une chasse au diagramme facile.
O

A

On définit finalemen, = % : Fil "X — X.

2.3.3 Surjectivité sur les Fil®

On a construitt’ un objet dwgs et une projectiont — X’ compatible aux structures. ||
N’y a par contre pour l'instant aucune raison que les flecléeliites FiFX — Fil *X soient
surjectives. Nous allons maintenant agramdipour qu’elles le deviennent.

Supposons qu’il existe un entier< s < r (en fait, il est impossible que=0ous = r)
et un élément € Fil *X’ ne pouvant pas se relever dans*Fil Il se reléve toutefois dan¥ :
notonsz un tel relevé. Soié un « nouveau » vecteur. Définissons :

Xl X@S@

Fil X, = Fil "X + Sf 4+ Fil?S - ¢ (5)

ol f = E(u) *[é+i]. On étend la projection pr en posani{gr = 0. Alors pr(f) =
E(u)" "z e Fil"X etpr: X, — X, respecte encore le Fil D’autre part, on & (u)" é =
E(u)° f—FE (u)" & € Fil "X d’ot on déduit Fir S - X; C Fil " X;. Finalement, les lemmes 2.3.2
et 2.3.3 restent valables lorsgeest remplaceé pat; et les preuves sont analogues.

On étend le Frobenius, & tout Fil” X; comme en 2.3.2 en définissant une appllca&ian

X, — X, telle queg(Fil "X,) C p ;. Soit f = pr(f) = E (u)" "z € Fil"X. Notonsj € X
un antécédent dg, (f). On définit

06) = —=p"(e +4) — 9(2)
et on vérifie comme dans le lemme 2.3.5 que I'on obtient comefe €n module fortement
divisible X7 muni d’'un morphisme compatible aux structures gy, — X’. Avec ces nouveaux

objetsz € Fil *X admet un antécédent dansFH, qui esté + 7.

Si toutes les applications Fil;, — Fil *.X’ sont surjectives, on a fini. Sinon, on continue la
construction, obtenant ainsi successivem®gnt .., A}, . . ..

Lemme 2.3.6.La construction précédente s’arréte nécessairement at ¢fom nombre fini
d’étapes.
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Démonstration. Soitk un entier. Pour tout entigr notons/; ,, 'image du morphisme Filx, —

Fil *X. C’est un sous-module d& contenant FitS - X (on peut faire bien mieux, mais ce ne
sera pas utile pour la suite). Notahs; I'image del; ;. par la projectiort’ — X /Fil?SX. Elle
détermine uniqguement le modulg,. Posons finalement :

I, = P
s=0

LesZ; forment une suite strictement croissante de s®)Si#?S-modules dg X /Fil PSX)
Mais I'anneauS/Fil *S (qui s'identifie &IV [u] /E (u)") est noethérien &tY /Fil?Sx) ™" est
un module libre sur cet anneau. On en déduit que la suiteZgest forcément finie. Cela
conclut. O

r+1

NotonsX,. le moduleX;, obtenu lorsque la construction s'arréte. Par définitiony pouts,
la projection pr: Fil X, — Fil *X’ est surjective.

On démontre en utilisant 'argument du lemme 2.3.5 qugdésigne la projectioit,, —
X, alors¢,.(ker f N Fil 7’2300) engendre kef. On déduit de tout ce qui précede la proposition
2.1.1. En effet, tout a été prouvé précédemment sauf lexist des/; (en reprenant les nota-
tions de la proposition 2.b), mais les formules (3), (4) ¢tetda définition dep, montrent que
la famille formée par les;, Iesfl.’ et les éventuelé convient.

2.4 Remarques

L'auteur ne sait pas si le résultat du théoreme 2.a restbledtarsque I'on ajoute I'opérateur
de monodromie, autrement dit s'il est vrai que tout objefdés’écrit comme quotient de deux
modules fortement divisibles. Cette question avait d&§d@étée dans [BM02] dans le cas: 1.

Pour atteindre ce résultat plus général, on aurait envieegesndre la démarche donnée
précédemment. Le cas des objets,@&/?° ne pose pas véritablement probléme : on peut
avec un peu de travail définir ulM convenable sur le relevé défini dans le paragraphe 2.2. Le
véritable souci arrive lorsque I'on veut gérer les extemsijda difficulté provenant de la relation
de commutation entrg, et V.

Remarguons finalement que si la réponse a cette questicdra’atre affirmative, elle im-

pliquerait le résultat suivant :

Proposition 2.4.1.0On supposer < p — 1. Alors, 'image essentiell@}; est formée exacte-
ment aux quotients de torsion de sdlisrepresentations dé€),-représentations semi-stables
de Galois.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme 2.a et duth@dies.2.1.[]

RemarqueOn rappelle que sous 'hypothése < p — 1, la foncteurT; est pleinement fidele
(voir section 5 du chapitre 111).
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3 Construction de la dualité

Dans cette partie, nous donnons une application du théo?émd nous sert a construire
une dualité (dans le sens « anti-équivalence de catégariellstméme ») sur les catégories
introduites dans la premiere partie.

3.1 Surles modules filtrés

Soit M un module filtré surSk,. En tant queSk,-module, le dual deM est défini par
MY = Homs, (M, Sk,) ou Hom, signifie que I'on considére tous les morphisnigs-
linéaires sans autre condition.

3.1.1 Filtration et Frobenius

On pose :
Fil" MY ={fe MY/ f(Fil"M) C Fil"Sgk,}.

Lemme 3.1.1.SoientM un module filtré surSg, et f : Fil"M — Fil"Sk, une applica-
tion Sk, -linéaire. Alors il existe un@iniqueapplicationg : M — Sk, faisant commuter le
diagramme suivant :

Fil "M —2 M

fl lg

Fil 7S, —2— S,

Démonstration. L'unicité résulte simplement du fait que im engendreM en tant queS, -
module.

Pour I'existence, on considéfe,...,e;) est une base adaptée dd pour les entiers
ni, ..., nq (Voir proposition 1.1.5). Posons = ¢,.(E(u)"e¢;). Parlelemme 1.1.7xy, ..., z4)
est une base d&1. On pose alorg(z;) = ¢, o f(E(u)™e;) et on prolonge I'applicatiop a tout
M par Sk, -linéarité. Il estimmeédiat de vérifier que I'applicatigrainsi définie convient. [J

Si f € Fil” MY, il induit une applicatiorS,-linéaire Fil" M — Fil "Sg, et on notep, (f)
I'unique applicatiory déterminée par le lemme précédent. On définit ainsi unecgng,’
Fil" MY — MY dont il est formel de vérifier qu’elle est-semi-linéaire et qu’elle satisfait
I'équation :

1 r
o) (s2) = —o) () 6} (B (w) )

pour touts € Fil " Sk, et toutz € M.

Lemme 3.1.2.Soit ey, ..., e4) Une base adaptée det pour les entiersyy, ..., ny. Alors la
base dualeey, ..., ey) de MY est également adaptée pour les entigls...,ny oun/ =
r—mn;.

De plus si I'on poser; = ¢, (E (u)" ¢;) etzy = ¢¥(E (u)™ €Y), les familles(z:, .. . , z4)
et(z/,...,zy) sont des bases duales I'une de l'autre.
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Démonstration. La famille dese; est définie par les egaliteg (e;) = d;; ol § désigne le
symbole de Kronecker. Sojt € Fil"M". On peut décomposef sur la base des; et donc
écrire :

f=sief + ...+ sqey
pour certains éléments € Sg,. Commef € Fil" MY, il vient f (E (u)" e;) € Fil"Sk,. Or
f(E(u)"e;) = E (u)™ s;. Cela prouve que; est un élément de Fil Sk, et donc que la base
(ef,...,ey) estadaptée pour les entiers, ..., n.

Passons ala seconde partie du lemme. Déja . ., x,) estune base d&1 d’aprés le lemme
1.1.7. Considérons le diagramme commutatif suivant :

Fil'M —2 o M

fl l%v(f)

br

Fil "Sy, — 2~ Sk

0

En prenantf = F (u)”ﬂv ej eten regardant quelle est I'image Heu)™ e; par chacun des deux
chemins, on obtient (r;) = d,;, ce qui conclut. O
Corollaire 3.1.3. L'image deg,’ engendreM" en tant queSk,-module.

Démonstration. C’est immédiat d’apres le lemme 3.1.2 puisque (en gardanmdeations du
lemme) lesz; forment une base d&1" d’éléments de, (Fil "M"). O

3.1.2 La monodromie

Soit f € MY. On définit NV (f) par la formule :NV (f) = No f — f o N, ou le pre-
mier N désigne l'opérateur sufx, et le second I'opérateur suvl. On vérifie facilement que
I'application NV ( f) estSk,-linéaire et définitvy : MY — M.

Il est immeédiat de vérifier lay-linéarité et la condition de Leibniz. En outre, gi €
Fil” MY, on af (Fil"M) C Fil"Sk, donc N o f(Fil”M) C Fil" 1Sk, puis E (u) N o
f (Fil"M) C Fil"Sk,. Aussi, par hypothese, onfa(u) N (Fil "M) C Fil" M d'ou E (u) f o
N (Fil" M) C Fil"Sk,. FinalementE (u) NV (f) € Fil" MY, d’ou on trouve :

E (u) NY (Fil"MY) C Fil"M".
Lemme 3.1.4.Le diagramme suivant est commutatif :
Fil T MY — 2 MY
E(u)NVl lch
il T MY — MY
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Démonstration. Soit f € Fil" M. Considérons: € Fil” M et posong; = ¢, (z). Par défini-

tion, on agy (f) (y) = » (f (x)), d'ou:
NV (6! () (y) = eNogy(

= ( o
= & [E) N (2)] = ¢ (E(u) NV) (y)
ce qui démontre bien la commutativité. O

Les résultats précédents mis ensemble donnent la prapositivante :

Proposition 3.1.5. L’'objet M"Y muni de la filtration, du Frobenius et de I'opérateur de mono-
dromie defini précédemment est un module filtrésyyr.

En outre, sif est un morphisme entre modules filtrés, on vérifie sans peiesatransposée
(au sens classique) est compatible a toutes les structukene aussi un morphisme entre
modules filtrés. On a ainsi défini un foncteucontravariant de la catégorie des modules filtrés
sur elle-méme.

Proposition 3.1.6.Le foncteur’ est une anti-équivalence de catégories (et donc une dyalité
De plus, il transforme suites exactes courtes en suitedexaourtes.

Démonstration. Le foncteur” est son propre quasi-inverse. En effet, on a un morphisme can
nique deSk,-modules deM dansMYY donné pat: — (f +— f (z)). C'est un isomorphisme
puisqueM est libre surS. Il est facile de vérifier que cet isomorphisme respecté, kil et V.

Le seul point délicat est de montrer la surjectivité dé Fil — Fil " MYV, Cela revient a mon-
trer que sic ¢ Fil "M, alors il existef € Fil"M" tel quef(z) ¢ Fil "Sk,. On considére pour
cela(ey, ..., eq) une base adaptée dd pour les entiers, . .., ny. On a alors une écriture :

T = 5161+ -+ Sq€q

avecs; € Sk, et commer ¢ Fil "M, il existe un indice tel ques; ¢ E(u)" Sk, + Fil ?Sk,.
On vérifie alors aisément que I'applicaticfx,-linéaire f : M — Sk, définie parf(e;) =
E(u)"~™ et f(e;) = 0 pourj # i convient.

Montrons a présent le second point. Considéors M’ — M — M” — 0 une suite
exacte de modules filtrés sfik,. PuisqueM” est unSk,-module libre, la suit® — M"Y —
MY — M"Y — ( est exacte comme suite dg,-modules. Par ailleurs, la suite :

0 — Fil" M"Y —Fil" MY —Fil" M"Y —0
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est exacte a gauche. Il s’agit simplement de démontrer jactivité de Fil': MY — Fil " M"Y,
Notons Fil"’ ' 'image de ce morphisme. On vérifie directement que cé fait de M’ un
second module filtré susx, : notons leN. On a, dang\"*%o, une suite exacte — M"Y —
MY = N —0.

D’autre part, I'identité fournit un morphismg: N’ — M’ dans la catégorig1”°%o dont
le dual s’insére dans le diagramme commutatif suivant :

0 —Fil"M' — Fil"M —Fil"M"

7| \

0—Fil"NY —Fil" M —Fil" M"

On en déduit qug" est un isomorphisme dapg™ %o, puis qu'il en est de méme de= (f¥)".
Finalement Fil ' = Fil " M’, et la surjectivité de FilMY — Fil "M’ en découle. O

3.2 Sur les objets dem’5/PS

Si M est un objet deV\i™%/?%, on lui associe son dua¥1" en recopiant mot pour mot les
constructions du paragraphe 3.1 en remplagant systéreatent I'annealws,, par 'anneau
S/pS. Toutes les démonstrations se transposent directemerti(ieessentiel est que les objets
de M"“/?> admettent encore des bases adaptées — voir propositics) &tlon obtient la
proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Pour tout objetM de M™/PS AV est encore un objet da1"/?S. Le
foncteur” ainsi défini établit une anti-équivalence de catégoriesaledtégorieM™*/?S sur
elle-méme.

RemarqueComme précédemment, le foncteuest son propre quasi-inverse.

3.3 Sur les modules fortement divisibles

Soit M un module fortement divisible. On défioMt¥ en recopiant les constructions faites
dans le paragraphe 3.1. Toutefois, il y a plusieurs pointautilisent de facon déterminante
I'existence de bases adaptées et qui ne sontd@niori pas clairs dans cette nouvelle situation.
Ces points sont :

1. l'existence, pour touf € Fil" MY, d’'une applicationy,’ (f) faisant commuter le dia-
gramme suivant :

Filr M —2 o M
fl W
Y

Filrg — % . g
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2. le fait quep,’ engendreM en tant queS-module.

Pour prouver le premier point, on plonge dans le module filtré\V, = M ®g Sk,.
Considérong < Fil "M". Il induit une applicatiorfx, € Fil "M} et d’aprés le lemme 3.1.1,
il existe une application, (fr,) faisant commuter le diagramme suivant :

Fil "My, ——— My,

fKol laﬁl(fxo)
. o
Fil TSKO SKO

Pour conclure, il suffit donc de montrer querst M, alorse,’ (fx,) (z) € S. Soitz € M. Par
hypothesep, (Fil " M) engendreM en tant queS-module, donc il existe des élémentsc S
et des élément§ € Fil "M tels quer = s1¢,. (f1) + ...+ 5,0, (fn)- OF fx, (f;) € Fil"S d’ou
¢r o [i (fi) € S. Ainsi ¢ (fi,) (¢r (fi)) € S puise, (fi,) (x) € S.

Passons au second point. On pdse= M /pM. C'est un objet deM™/?S et on notex’
son dual défini en 3.2. La méme preuve que celle qui sera datamade lemme 3.4.1 implique
que XV s’identifie commeS-module au quotient” /pMY. De plus cette identification est
compatible au Fit (on a une inclusion évidente et le lemme 4.2.1.4 de [BreO@ahpt de
conclure) et &, . Le second point résulte alors du fait qpg(Fil "X) engendreX’”.

On a finalement :

Proposition 3.3.1. Le foncteur” est une dualité de la catégorie des modules fortement divi-
sibles. De plus, il transforme suites exactes courtes érsakactes courtes.

Démonstration. On raisonne comme dans la proposition 3.1.6, le seul politad@st a nou-
veau de montrer la surjectivité de FiM1 — Fil " M"Y (pour un module fortement divisibli1).
Soitz ¢ Fil "M, on cherche a prouver I'existence d'vire Fil " M" tel quef(x) ¢ Fil"S.

On poseM i, = M®g Sk, etFil" Mg, = Fil " M®g Sk, C Mg,. D’aprés la preuve de la
proposition 3.1.6, il existe une applicatiéix -linéaire fx, : Mg, — Sk, telle quefg,(x) &
Fil "Sk,. Il existe un entien tel quep™ fx, (M) C S. On définitf comme la restriction &1 de
" fx,- Elle est bienS-linéaire et, puisqué N Fil Sk, = Fil "S, elle envoie Fil M sur Fil" S,
et vérifief(z) € Fil 7S,

Les autres étapes de la preuve se traitent de facon analagugua a été présenté pour la
proposition 3.1.6. O

3.4 Sur les objets deM”

Soit M un objet deM". On définit MY de la méme facon que dans le paragraphe 3.3, sauf
que I'on remplace partout parS., = S®w Ko/W que I'on munit de la filtration, du Frobenius
et de I'opérateur de monodromie induits. On va prouver :
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1. pour toutf € Fil” MV, il existe une application,’ (f) faisant commuter le diagramme

suivant ;
Filr M — o M
fl W
Y
Filrg, — %~ 5

2. image dep, engendreMY en tant ques-module.

On utilise le théoreme 2.a (et plus exactement la proposib plus précise) : il existe des
objets deMj°, M’ ¢ M tels que Fir M’ = M’ N Fil "M et que I'on ait une suite exacte :

0 M’ M M 0
les fleches étant compatibles au’Félt au Frobenius et induisant une seconde suite exacte :
0 — Fil "M’ —Fil "M ——Fil '"M —0.

De plus sid désigne le rang dé sur S, on peut supposer qu'il existg, . . ., f; des éléments
de Fil" M tels que la famille des; = ¢.(f;) soit une base da1 et :

d
Fil "M =Fil?S - M+ " Sf.
=1

~

On rappelle (voir remarque suivant la proposition 2.b) gel@ anplique que(fl, ..., fa) €st
une famille libre sulS.

Lemme 3.4.1.0n a une suite exacte courtes glanodules :

0 MY MV MY —=0.

Démonstration. Définissons dans un premier temps les fleches. La premiesenggement la
transposée de l'inclusiom’ < M. Pour la seconde, considérofpss M’ etz € M. Soit
i € M un relévement de. CommeM est tué par une puissance;gél existe un entier. tel
quep™i € M'. Laréduction dans., de pl—nf (p"z) ne dépend ni de I'entier, ni du relévement
Z choisi. Cela permet de définir une applicatittinéaire M — S..

Par exactitude a gauche, le noyautit’ — M’ s'identifie & Hom(M, S) qui est nul
puisqueM est tué par une puissancedd.a premiere fleche est donc bien injective.

Prouvons I'exactitude au milieu. Soft: M’ — S une applicatior5-linéaire. On suppose
que I'image def dansMV est nulle et on veut montrer gyese prolonge a1. Soientr € M
etn un entier tel que"x € M'. Par hypothésg%f (p"x) est nul dan$*°, ce qui signifie que
f (p"x) est un multiple de". On définit alorsf (x) = £Z22 (qui est bien défini puisqus est
integre).
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Passons a la surjectivité. Soft : M — S, une applicationS-linéaire. Considérons
(é1,...,€4) UNe base det et notons:; I'image dansM deé;. La projectionK, — K,/W in-
duit une application surjectivﬁKO — S. Pour tout, notonsz; un relevé quelconque dafsg,
dex; = f (e;). On deflnltf (é;) =1, et par linéarité on etenﬁl en une applicatiotM” — Sk, .
On vérifie alors que la restriction cj‘éa/\/l’ tombe dansS et qu’elle induitf dansMY. O

Définissons :

d
fil ' M=Y"Sf; CFil"M.

C’est unS-module libre de rang dont lesf; forment une base. Notons M’ = M’ N fil "M
et fil "M l'image de fil" M dansM. On dispose d’'une suite exacte :

0 — fil "M" —fil "M —fil "M —0 (6)

et d'un analogue du lemme 3.4.1:

Lemme 3.4.2.0n a une suite exacte courte demodules :
0 — Hom(fil "M, Fil "S) — Homg(fil "M’ , Fil ") — Homg (fil "M, Fil "S,.) —0 .
(On rappelle que Homsignfie que I'on prend tous les morphisntesinéaires.)

Démonstration. Elle est tout a fait analogue a celle du lemme 3.4.1. O

Signalons encore une variante plus forte mais qui ne sapplhélas pas toujours :

Lemme 3.4.3.Supposonsr < p— 1 ou queM admette une base adaptée. Alors la suite exacte
du lemme 3.4.1 induit une nouvelle suite exacte :

0—Fil" MY —=Fil "M" —=Fil MY ——=0 .

Démonstration. L'injectivité et I'exactitude au milieu sont vraies sans leypothéses « <
p — 1 » ou «M admette une base adaptée » et se traitent de méme que damsnie 84.1.
(Pour I'exactitude au centre, on utilise gbigFil "S est sang-torsion.)

Concentrons-nous a présent sur la surjectivité. Dans lercasy— 1, on définit\V = MV et
Fil A/ comme I'image de la fleche FiM"" — Fil " M". On munit\ du ¢, induit et on vérifie
facilement que I'on obtient ainsi un objet dd”. On a en outre un morphisré — MY dans
M". Or, d’apres le théoreme 111.2.5.8, tout morphisme/d€ est strictement compatible aux
filtrations, ce qui ici donne FilMY = Fil "/ puis la surjectivité voulue.

Traitons le second cas. Sqgite Fil”MY. On considéréé, ..., é;) une base adaptée de
M pour les entiers, ... ., ny. Notonse; I'image dansM deé;. Par hypothesé& (u)™ f(e;) €
Fil"S, et cela assure qu'il existe; € Sk, relevantf(e;) et tel queE(u)™"z; € Fil"Sk,.
L'application f définie parf(¢;) = #; se restreint alors 21’ en un élément de FilM'Y qui est
un antécédent dg. O
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RemarqueSi » = 1 ou si M est tué pap, la condition <M admet une base adaptée » est
automatique (respectivement en vertu de la propositioré fidu lemme 2.2.3). Le lemme
précédent est donc toujours vrai dans ces situations.

Soit f € Fil” MY. Il induit une application Fit M — Fil"S,, et par restriction, puisque
fil” M c Fil” M, il induit également une application i\t — Fil"S_,. D’aprés le lemme
3.4.2, cette derniére application fournit une flechei’ — Fil"S. En tensorisant paby,,
on obtient une application filvt’ ®s Sk, — Fil"Sk,. Par allleurs, la suite exacte (6) fournit,
puisqueSy, est plat suiS, un isomorphisme filM @4 Sk, ~ fil "M’ ®5 Sk,. On obtient ainsi
une fléche fil M ®g Sk, — Fil Sk, puis par restriction une flechg : fil "M — Fil 7Sy, .

Une adaptation immédiate du lemme 3.1.1 assure I'existdhaemorphismep,’(f) faisant
commuter le diagramme suivant :

~

fil "M — M

fl l Y0

Fil "Sy, — 2~ Sk,

On vérifie quef se prolonge par linéarité et continuité en une applicatibh¥4 — Fil "Sk,

et que cef ainsi prolongé fait commuter un diagramme analogue au geftéD’autre part,

on vérifie également que’ (f)(M’) C S, ce qui permet de définir par passage au quotient une
applicationp) (f) : M — S qui fait commuter le diagramme suivant :

Filr M — M

| e

Filrg, — % -5

Cela démontre le premier point.

Pour le second point, on considére le carré commutatif atiiva
Fil "M ———Fil "M

.| o

M M

ou les fleches horizontales sont définies de fagon analogekea du lemme 3.4.1. La fleche

de gauche est surjective comme cela a été prouvé dans legganag.3. La fleche du bas I'est
aussi (lemme 3.4.1). On en déduit que celle de droite I'esliegent. C'est exactement ce que
I'on voulait.

L'auteur malheureusement ne sait pas si un énoncé du tyepteposition 3.1.6 est vrai
en toute généralité. On a toutefois :
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Proposition 3.4.4. Supposonsr < p — 1 our = 1. Alors le foncteur’ est une dualité de la
catégorieM". De plus, il transforme suites exactes courtes en suitestesaourtes.

Démonstration. On a une application naturellet — MYV x +— (f — f(x)). On vérifie sans
mal que cette application respecte’fib, et N. Soit une suite exacte— M’ - M — M —
0 ou M’ et M sont deux modules fortement divisibles. On a un diagrammenuatatif :

0 M M M 0

I > !

04>M/\/\/4>M\/\/4>M\/\/4>0

ou les lignes sont exactes. Une application du lemme degpcouye que le morphism#&t —
MYV estunisomorphisme. De méme, on prouve la bijectivité gmpliaation déduite FilM —
Fil " MYV en utilisant le lemme 3.4.3 pour avoir I'exactitude de laesdu bas.

Montrons a présent I'exactitude. On ne traite que I'exadgten tant qué-module, celle
au niveau des Fil étant en tout point analogue. Soit- M — X — N — 0 une suite exacte
dansM". SiN esttué pap, il existe par les résultats de la partie 2.3, un diagrammecotatif

de la forme :

0 0 0
! | !

0 M bl N 0
} | J

0 M X N 0
! | !

0 M X N 0
} | J
0 0 0

ouUM, M, X, X', N et N sont des modules fortement divisibles. En dualisant, orenbt

0 J\“/vv /@/v M/\/ 0
! } !
0 NV xV MY

ou la ligne du haut est exacte (proposition 3.3.1) et leséie®rticales sont surjectives (lemme
3.4.1). La surjectivitéYV — MY résulte alors d’'une chasse au diagramme triviale. Pour
conclure, on procede par récurrence sur la longueuk'd®ar le lemme 2.3.1, il existe une
suite exactd) — N/ — N — N” — 0 dansM" avec N tué parp et N/ de longueur
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strictement inférieure a celle d€. Cette suite exacte s’insere dans le diagramme commutatif
suivant :

0 0
! i
0 M X’ N’ 0
H ! i
0 M X N 0
} i
N = N
! i
0 0

ou X’ est le noyau de la composde— N — N”. D’ou, en dualisant :

0 NV xV MY
| ! H
0 N P MY 0

ou les deux fleches verticales sont surjectives puigdtiest tué pap. Par hypothése de récur-
rence, la suite du bas est exacte, il en est donc de méme deeldsinaut.

Finalement le fait que le fonctetistabilise la catégorig1™ découle de I'exactitude prouvée
précédemment et de la proposition 3.2.1. O

Remarqueles caser < p — 1 etr = 1 restent toutefois les cas les plus intéressants car alors
les objets deM” sont reliés a des objets de nature géométrique.

4 Dualité et représentations galoisiennes

Les catégorieg""%0, M"° et M" sont toutes les trois équipées d’'un fonctégvers les
représentations galoisiennes./&i est un objet de\™* ou deM”", et siMY désigne son dual
défini dans la section 3, le but de cette section est de comleareeprésentations galoisiennes
TE(M) etTHMY).

Pour cela, siM est un objet deM" %o (resp. deM”™, resp. deM"), on commence par
construire une application :

D THM) x THMY) — Qp(r)

(resp.D : TH(M) x THMY) — Z,y(r),
resp.D : TH(M) x TH(MY) — Q,/Z,(r)).
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Les paragraphes 4.1 traitent les deux premiers cas alorke quagagraphe 4.2 est consacré au
troisieme. On montre finalement que dans les deux dernier$agplication D réalise une
dualité parfaite.

4.1 Construction deD pour les modules libres
4.1.1 Les matrices de), et N
On rappelle simplement les deux définitions suivantes :

Définition 4.1.1. Soit M un objet deM" %o, Notons(ey, ..., eq) une baseadaptéede M
pour les entiersyy, . . ., ny. Lamatrice dep, dans la base adaptésq, . . ., e,) est par définition
I'unique matriceG telle que :

or (E(u)"ey) e
5 =G|
Or (E(u)"ey) €d
RemarquesLe fait queg, (Fil " M) engendre toutM se traduit par le fait que la matrice est

inversible.

La présence de la transposée sert a rester fidéle a la déficlaissique de la matrice d’'une
application linéaire.

Finalement, il est possible de donner une définition anaqmpur les objets dg"%/PS
puisqu’ils admettent eux aussi des bases adaptées.

Définition 4.1.2. Soit M un objet deM™ %0 ou de M™. Soit (e, ..., e;) une base (sus
ou sur Sk, selon) deM. Lamatrice deN dans la baséey, . . ., e;) est par définition I'unique
matrice H telle que :

N (al) ay a1
. = N : = tf[ . .
N (ad) Qq aq

4.1.2 Deux lemmes genéraux

Par la suite, on aura a utiliser plusieurs fois le résultats :

Lemme 4.1.3.Soit M un module libre de rang fini sur un anneau?. NotonsM" son dual
algébrique. Considérond une R-algébre,f : M — Aetg : MY — A deux applications
R-linéaires.

Notons(ey, ..., eq) une base dé/ et(ey, ..., ey) la base duale. Alors la somme :

ne dépend pas de la bage, .. ., ¢;) choisie.
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Démonstration. On fait un calcul matriciel. On considefe,, . . ., z;) une seconde base dd
eton notgzy, ...,z ) sa base duale. On définit les vecteurs colonnes suivants :
€1 6}/ x .I'Y
e=| : poel = , T= ;o=
€d ey Zq x)
On noteP la matrice de passage de,...,¢eq) (71, ...,74). Dans ces condition&?~! est

la matrice de passage entre les bases duales correspadiinteles relations: = 'Pe et
x¥ = P~ le¥ puis :
f(x)-g@)=Pf(e) P 'g(e”)="f(e)P- P lg(e") ="f(e) g (")

ce qui est bien ce que 'on voulait. O

RemarquePlus conceptuellement, on peut remarquer que puigguest libre surk, on a un
isomorphisme : M @z MY — Endg(M). La quantité définie dans le lemme précédent n’est

autre quefg (" (idz)).
Le lemme 4.1.3 admet une généralisation qui nous sera égatertile :

Lemme 4.1.4.SoientM et M’ deux modules libres de rang fini sur un anne@uNotons
(e1,...,e,) Une base dé/ et (e}, ..., ¢),) une base deVt’. NotonsMv (resp M) le dual
algébrique deM! (resp. deM’) et appelongey,...eY) (resp.(e}’,...,e.,")) labase duale de
(é1,...,€,) (resp. dele), ..., el,)). SoitA uneR- algebre

Soity : M — M’ une applicationR-linéaire. Notonsy¥ : M"Y — MV I'application
transposée. Soient : M — A, g : MV — A, f' : M — Aetyg : MV — A quatre
applicationsk-linéaires vérifiantf = f' oy etg’ = go V. Alors :

> flegle Zf ¢in)g' (i
i=1

Démonstration. Elle est tout a fait analogue a celle donnée pour le lemm&4.1. O

Remarquel.e lemme précédent est une généralisation du lemme 4.1d8yoeer correspondant
au cas oup est un isomorphisme.
4.1.3 Pour les modules filtrés suiSg,

Soit M un module filtré suiSk,. Soit (ey, ..., eq4) Une base deV et (e, ..., e}) la base
duale deM". Par le lemme 4.1.3, I'application :

D: TE(M)xTH(MY) — B
d
Zf(ei)g(ev)
=1

est bien définie.
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Lemme 4.1.5.Pour toutf € Tg (M) ettoutg € T (MY), onaN (D (f,g)) = 0. Autrement
dit, 'application D tombe dans3."

cris*

Démonstration. On fait & nouveau un calcul matriciel. NotoAsla matrice deV dans la base
(e1,...,eq) (voir définition 4.1.2) et définissons les vecteurs colormmsme dans la preuve du
lemme 4.1.3. Matriciellement, ona(f,g) = (e) - g (¢"), d'ou :

N (D (f.9) ="(N(f(e)))-g(e)+f(e)-N(g(e"))

Commef € T (M), f commute aV etdoncN (f (e)) = f (N (e)) = f (‘He) ='Hf (e). De
mémeN (g (e¥)) = —Hg (e"). FinalementV (D (f,g)) = 0. O

Lemme 4.1.6.Pour tout f € T (M) et toutg € T4 (M), on aD(f,g) € Fil"Bg et
¢ (D (f,9)) = D(f,9)-

Démonstration. Dans cette preuvée, ..., e,) est une base adaptée d¢ pour les entiers
ni,...,ng. Parlelemme 3.1.2¢7, ..., e;) est une base adaptée pour les entighs .., ny,
oun; =r—mn,.

Par hypothésef et g respectent le Fil. Ainsi f (E (u)" e;) € Fil”Bg. Or par linéaire,
f(E W)™ e) = E(u)" f(e;). Ceci entraineF (u)" f (e;) € Fil”B%. De méme, il vient
E )™ g(eY) € Fil"B%. On en déduiD (f, ) € Fil "B,

Soit G la matrice dep, dans la basge,, ..., e;) (voir définition 4.1.1). Définissons pour
€M, ¢(z) = £¢,(E(u)"z). La compatibilité def a¢, donne :

P (f (B (u)™ e1)) ¢r (f (B (u)™ €1)) f(e1)
: = : =G|
P (f (B (u)™ eq)) ¢r (f (B (u)" €q)) f (ea)
De méme :
p~o (f (E ()™ eY)) f(eY)
: =G :
o (f (B@er)) f )
Le produit scalaire des deux dernieres égalités fournédeltat. O

On sait (voir [Fon94a]) qu'il existe un élément Agis tel que le soug,-module deAgs
engendré pat soit isomorphe en tant que représentation galoisienAg(8). En outre, on a
¢ (t) = pt et plus précisément I'ensemble des solutions dapnsde ¢ (t) = pt est exactement
le Z,-module engendré par On déduit de cela que I'ensemble des solutions de I'equatio
o, (t) = t dansB; est leQ,-espace vectoriel engendré parisomorphe &), (r) en tant que

représentation galoisienne. Finalement, par les lemnie’s dt 4.1.6, on a bien construit :

D:TH{(M) x TH(MY) — Qut" ~Q, ()
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comme on le désirait.

RemarqueDu lemme 4.1.4, on déduit que I'applicatiéhque I'on vient de définir est « foncto-
rielle », dans le sens ou &si: M — M’ est un morphisme entre deux modules filtrésSyyr,
alors :

D(foa,g)=D(f.goa")
pour toutf € Tg(M') etg € TH(MY).

4.1.4 Pour les modules fortement divisibles

Soit M un module fortement divisible. Puisque est unS-module libre, le lemme 4.1.3
permet de définir 'application :

D: THE(M)xTHMY) — Ag

Soit Mg, = M @y K. Le diagramme suivant est commutatif :

~

T (M) x Tg (M) 2 Ast

l |

% * D >
Tst (MKO) X Tst( }/(0) B;E

On en déduit que I'image dB est incluse dansis N Q,t" = Z,t" qui est une représentation
galoisienne isomorpheZ, (). On définit ainsi une application :

D:TL{(M) xTLZ(MY) — Z, (r).

4.2 Construction deD pour les objets deM”
4.2.1 La définition deD

Soit M un objet deM". D’aprés le lemme 2.1.3, il existe désmodules libresA et B et
une suite exacte d&-modules :

0 A B M 0.

NotonsA" (resp.BY) le dual algébrique dd (resp. deB). Ce sont encore desmodules libres
de rang fini, et par le lemme 3.4.tt§slégérement adapté), on a une suite exacte :

0 BY AY MY 0.
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Soientf € TH(M) etg € TH(MY). PuisqueB et AY sont libres, il est facile de construire
des applicationg et g faisant commuter les deux diagrammes suivants :

0 A B M 0
"

0 Ag B Agtoo —0
0 BY AV MY 0
lﬁmv l@ lg
0 Ag B Astoo 0

PuisqueM est tué par une puissancegen remarque quél ®g Sk, ~ B ®g Sk,. C'est un
Sk,-module libre que nous notonk,. Si 'on note Ay le dual algébrique delx,, on a en
outre les identifications” ®¢ Sk, ~ BY ®s Sk, ~ A, . Les applicationg’ et g se prolongent
en des applications : A, — B etg: Ay — B&. Définissons :

d
Z ) € Agio

ou (e,...,eq) €St une base dédg, et ou(ey,...,e;) désigne la base duale. La valeur de
D(f, g) ne dépend pas du choix d’'une telle base d’apres le lemme &4 @alité, la quantité
D(f, g) est encore plus intrinséque comme le montrent les deux |smsmeants :

Lemme 4.2.1.La valeur deD( f, g) ne dépend pas du choix des applicatignst § relevantf
etg.

Démonstration. Si f, et f; sont deux applications relevayit leur différence induit une appli-
cationB — Ag. Choisissonge,, . . ., e;) uneS-base deB et notongeY, . . ., ¢Y) sa base duale
(lese; sont éléments dBY). La basgley, . .., e4) est également ungy -base dedy, dont la
base duale est précisémeay, ..., ey). Onaalors:

d d
Zf (ei)do(e Z filedo(e)) € Ast
i=1 i=1

et donc cette quantité est nulle da&ggoo. Cela prouve le lemme. O

Lemme 4.2.2.La valeur deD( f, g) ne dépend pas du choix de la résolutibr~ A — B —
M — 0.

Démonstration. Donnons-nou® — A’ — B’ — M — 0 une seconde résolution (ave¢
et B’ des.S-modules libres de rang fini). Par liberté d& on peut construire un diagramme
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commutatif :
0 A B M 0
0 A’ B’ M 0
La conclusion résulte alors du lemme 4.1.4. O

4.2.2 UnD alternatif : Dgyis

On considére toujourst un objet deM”, f € T(M) etg € T5(MY). On note pr. B
B la projection canonique. Elle induit des applications eaemtées pr dels, dansA.is et de
ASLOO dansA.is .. Par composition par pf, et g définissent des élemenfgis € 75(M) (aprés
oubli du N sur I'objet M) et geris € Tiio(MY). On montre (voir lemme 2.3.1.1 de [Bre99a])
gu'il est possible de reconstruiifea partir def.s par la formule explicite suivante :

iy (log(1+ X))’
£) =3 fos (¥ (a)) 1O ED)
120
(on prouve que cette somme infinie a bien un sens). On a évidairune formule analogue
pourg etgcris.
Comme précédemment, considérons une suite exacteA — B — M — 0ou A etB

sont desS-modules libres. On a alors une suite exdcte BY — AY — MY — 0 et il existe
des applicationgyis et geis rendant commutatifs les deux diagrammes suivants :

0 A B M 0
lfmsm lfms lfcns

00— Acris B Acgrisco —> 0

0 BY AY MY 0
lgcris\B\/ lgcris \Lgcris

0 Acris B Acris,oo 0

Les application§cris et gois S€ prolongent respectivementig, = A ®s Sk, = B ®g Sk, eta
Af, = AY ®5 Sk, = BY ®g Sk, (qui s'identifie au dual algébrique dé, ). On définit

Dyis f g feris ez gcns ) € ASLoo

IIF1;>~

ou(ey,...,eq) €St UNE base déy, et oU(eY, ..., e,;) désigne la base duale. De méme que dans
la premiére partie de ce paragraphe, on prouvelgiyg f, g) ne dépend ni du choix d'une base,
ni du choix de relevégs et gis, Ni du choix d’'une résolutiofh — A — B — M — 0.



192

CHAPITRE V. UNE DUALITE SUR LES CATEGORIESM"

Proposition 4.2.3. Pour toutf € T3(M) ettoutg € T4(MY), onaD(f,g) = Deris(f, 9)-

Démonstration. On garde les notations précédentes,:B, (ey,...,eq), fcris, Jeris, €tC. Par
contre, nous ne considérons pas dest g arbitraires. Nous allons en définir des particuliers
dans cette preuve.

ConsidéronsV : Ak, — Ak, une applicationk-linéaire, vérifiant la condition de Leibniz
et faisant commuter le diagramme (il est facile d’en comsrnpuisqueB est libre) :

N
B B
M—2 oM

Pourz € Ag,, on définit :

z) = chris (Ni (x)) M.

7!
i>0

Cette somme ne converge pR@riori dansBZ, mais elle converge darf3 [X]. On définit
ainsi une applicatiorf : Ay, — B [X]. Le diagramme suivant :

cris

fCI’IS
/\
B 7 B:Ls [[ ]] B:Ls
M ! Ast,oo il Acris,oo

\\_.._____/
fcris

est commutatif.

On définit NV sur Ay via la formule NY = - o N — N o -. Ceci permet de refaire la
construction précédente pour le dual et ainsi de définir ppticationg : Ay — B [X]
faisant commuter un diagramme analogue au précédent. Cuieal

Z f(ei)g(e;/) - Z Z fcns(N (€:)geris(N'(e))) = Ellﬂj—f)(')) - ch(log(ls—TX))s

i=1 i=1 k,1>0 530

ou ¢, est défini par :

55> (1) ¥ el ') €

=1 k+l=s

L'opérateurN se prolonge sans probléme3d, [ X] et comme par hypothése, pour tout
proNio f=profoN!= fuso N? on obtient pr NZ o f fcr,s o N (mod Agis). Onen
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déduit :
) . B\ nokp ot i
—pr (2 > (5t ) ~pr (ZNS (e)ils >>> (mod Ae).

Or, de méme que dans le lemme 4.1.5, on montre §(&(e;)j(e))) € Aqis €t donc, pour
s > 1,0nac, € Agis. Finalement, il reste :

d
> flenile)) =e

i=1

crls ez gcrls ) (mod Acris)-

HM&

En réduisant danésm (la congruence précédente assure qu’il N’y a pas de proklérae que
f et g soient a valeurs danB/. [ X] qui n’est pas muni d’'une application de réduction vers
SLOO), ilvient D(f, g) = Deis(f, g9) COMmMe annonce. O

4.2.3 Les propriétés deD

Tout d’abord, la proposition 4.2.3 implique( f, g) € Aais~ PUisque, par définition, c'est
le cas deDis(f, g).

On souhaite a présent prouver gl f.g) € (Q,/Z,)t". Pour cela, on aura besoin du
résultat intermédiaire suivant :

Lemme 4.2.4.0n a une suite exacte dg-modules :

0 Tgrls(M) Tgrls(~/\>l ) Tgrls (M) —0.

Side plus:r < p — 1 ou si.M admet une base adaptée, on a une autre suite exacte duale de la
précédente :

0

CI’IS(MIV)

This(MY)

crls (Mv) —0.

Démonstration. Commencons par prouver I'exactitude de la premiére suitea ne notion de
suite exacte dans la catégorie dont les objets sont lests{p\, Fil "M, ¢,.) ou I'on n’impose

pas la condition «,(Fil"M) engendre FitM » : une suite est exacte si elle est en tant que
suite deS-modules et si la suite qu’elle induit sur les Fast également exacte. L'avantage de
cette catégorie plus grosse est glgs en est un objet. Dans cette catégorie, on a également une
notion de Ext et ceux-ci s’insérent dans les suites exactes longuesudreapres application
d’un foncteur Hom a une suite exacte courte. De la suite exact

0 M M M 0

on déduit I'exactitude de :

0= Hom(M7 Acris) - Tcris(M) - Tcris(M/) - Eth (M7 Acris) - Eth (M7 Acris) =0
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ou les Hom sont compatibles aux structures. La nullité dé(lﬂk’g Agris) provient de I'exac-
titude deTg, sur les modules fortement divisibles, exactitude que I'éduit du fait ana-
logue sur les objets d&1[ par passage a la limite. Pour conclure, il suffit donc de pgouv
que Ext(M, Agis) estisomorphe & (M),

La suite exactd) — Agis — Bgis — Aciseo — 0 fournit par application du foncteur

Hom (M, -) une autre suite exacte :
0 = Hom(M, BZg) — Teris (M) — Ext" (M, Agris) — Ext' (M, B,o) -
D’autre part, si on a une suite exacte de la forme :

0—— B X M 0

cris

on construit directement une rétraction X — B 1 soientn un entier tel que@” M = 0 et
z € X,onap"r € Bjseton pose (v) = - (p"z) € Bl On en déduit EX(M, B) =0,

cris*

et puisTiis (M) ~ Ext'(M, Ag), comme on le souhaitait.

cris

Passons a la seconde suite. Vu les hypothéses faites, leeket4.1 et 3.4.3 assurent que
I'on a une suite exacte dads.

0 MV MY MY —=0.

Pour conclure, on applique la premiére partie du lemme aite exacte précédente. O

A partir de maintenant, on supposer < p — 1 our = 1 ou encoreM tué parp. Ceci
entraine que les hypothéses (et donc la conclusion) du lefri2ng sont vérifiées. On utilise a
présent le théoreme 2.a et on considere une suite exac&Jpan

~

0 M M M 0

ol M’ et M sont des modules fortement divisibles. Notavis,, = M’ ®g Sk, = M ®g Sk,.
D'aprés le lemme 4.2.4, il existgs € T% (M) et jeis € Cr,s(/\/l’v) relevant fgis = pro
f etgeis = pro g. Ces applications se prolongent respectlvemeJ'\Jtl@0 et aM}(O. Soient
(e1,...,eq) UNeSk,-base deM g, et(ey, ..., ey) sa base duale. Définissons :

Dcns f cns gCI’IS ) € B(;";IS

HM&

Par une adaptation immédiate au cas cristallin du lemmé,4oh. a Dis ( ,
par définition,D(f, g) = Deis(f, ) est la réduction modulelys de Deis(f, §
D(f,g) € (Qp/zp)tr = Qp/zp(r>-

Finalement, on a bien construit une application :

D : THM) x TEHMY) = Q,/Zy(r)

g) € Qut". Or
). On en déduit

qui est compatible a I'action de Galois (c’est clair sur l&rdéon de D).
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Lemme 4.2.5.Soita : M — M’ un morphisme dans la catégorie(”. On a:
D(foa,g)=D(f,goa)
pour toutf € TH(M') etg € TE(MY).

Démonstration. Par le méme argument que celui utilisé dans la preuve du lem2, on
construit un diagramme commutatif :

0 A B M 0
A B
0 Al B M 0

et un diagramme commutatif analogue obtenu en dualisarierhme résulte alors du lemme
4.1.4 et d’'un petit calcul. O

4.3 Une dualité parfaite

Théoréme 4.3.1.0n supposer < p — 1 our = 1. Soit M un objet deM". Alors I'appli-
cationD : TH(M) x THMY) — Q,/Z,(r) est une dualité parfaite. Autrement dit, on a une
iIsomorphisme canonique et fonctoriel de modules galassien

THMY) = TG(M)*(r).

Démonstration. Notons en premier lieu que la fonctorialité découle dineast du lemme
4.2.5. Cela permet, par un dévissage facile, de se ramemasaliun objet\ de M"/7%.

On notep; une racinep-ieme der et p; sa réduction modulp. On munit 'anneawy /p
d’une filtration en posant FilD ;- /p = p; O . De plus sic = pjy € Fil *Og /p, on posebs(z) =
(—1)°y® (la valeur ne dépend pas du choixgeOn fait finalement d& /p une S-algeébre en
envoyantu, sur; ol m, désigne une racing-iéme der. SoientM = M Qs/ps klu]/u® et
MY = MY ®gps k[u] /u? (0UK[u] /u” estvu comme ung/pS-algébre par la fleche évidente.
Par une adaptation au cas cristallin du lemme 1.3.4 du ckdfitet par le lemme 2.3.1.1 de
[Bre99a], on ary(M) ~ Hom(M, Ox/p) (et TH(MY) ~ Hom(MY,Ox/p)) ol le Hom
signifie que I'on considére les morphismgedinéaires compatibles au Fikt ag,.

NotonsR = lim Ox/p (les applications de transition étant données par le Fiaobgat
¢ = (p1,p2,...) € Roulesp, forment un systéme compatible de racipésemes dep. On
pose FiFR = £°R, etg,(x) = (—1)°y® pourz = &%y € Fil *R. Définissong, = (71, e, ...) €
R ou lesm, forment un systéme compatible de racipésémes der et faisons deRk une S-
algébre en envoyant sur (. Par une méthode d’approximations successives, on moa&e q
TH(M) ~ Hom(M, R) (et T5(MY) ~ Hom(MY, R)) ot le Hom signifie toujours que I'on
considere les morphismes compatibles ati Etlag, .
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Soient(ey, ..., eq4) une base adaptée dd pour les entiers,, ..., ny etG la matrice dep,
dans cette base (voir définition 4.1.1). D’apres ce qui mrécse donner un élémefite 15 (M)
revient a se donner ufruplet(x,, ..., z4) € R4 tel que¢™x; € Fil"R et :

o ((Mar) 1
. —. .

or (("2q) Tq

Ou encore, puisqul est integre :

map \P
v T

(=1 : =G . (7)
¢ndzg \P
(<) "
Réciproquement, la donnée d'uhuplet (z1,...,z4) solution du systéme précédent fournit
un élément d&(M). De plus, lorsque parcourtT3 (M), lesd-uplets(zy, . . ., z4) asSSOCiés

forment une famille génératrice dEracR)? : en effet, dans chaque hyperplan(@eacR)? le
systéme (7) ne peut admettre quie! solutions et on sait par le lemme 2.3.1.2 de [Bre99a] que
Tz(M) est de cardingh®.

Montrons finalement qu® : T3(M) x TE(MY) — Q,/Z,(r) est non dégénérée. Déja,
commeM est tué pap, I'application D tombe dans les éléments georsion deQ,/Z,(r),
c'est-a-dire dan&,(r). Soit (e}, ...,ey) la base duale déey, ..., e;). On vérifie facilement
queD(f, g) est donné par la formule :

d
D(f,g9) = Zf(ei)g(ez\‘/)'
=1
Soitg € TH(MY) tel queD(f,g) = 0 pour toutf € T(M). Lapplicationg peut étre vue
comme un morphisme d&1" dansR : notonsy; € R I'image dee. Lhypothése assure que
le vecteur(y, ..., y,) est orthogonal a tous lés;, ..., z,) solutions de (7), et cela implique
y1 = =yq =0, puisg = 0. U

Remarquele théoréme précédent est vrai sans hypothéseeturpour les objets dgA™%/7%.

Corollaire 4.3.2. On supposer < p — 1 our = 1. Soit M un module fortement divisible.
Alors I'application D : T4(M) x TH(MY) — Z,(r) est une dualité parfaite.

Démonstration. Il s’agit d’'un simple passage a la limite projective, puisguM est un module
fortement divisible, alors pour tout entiey M /p" M est un objet de\t", M ~ lim M /p" M

et TH(M) ~ lim T&H(M /p" M) ou (pour la derniére limite projective) les applications de
transition sont induites par les morphismest/p" ' M — M /p" M de multiplication pap.

0
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5 Dualité et schémas en groupes

Dans [Bre00a], Breuil construit une (anti-)équivalenceatégorie entré(; et la catégorie
desOk-schémas en groupes commutatifs, finis, plats et annuléspgruissance ge On note
Gr le foncteur qui & un objet d&1;, associe son schéma en groupes et Mod son quasi-inverse.
D’autre part, en utilisant le théoreme 2.a (de ce chapitrkg) groposition 5.1.3 de [Bre00a] (et
en vérifiant que 16V dont il est question commute nécessairement a tout morphisav1™),
on obtient un fonctedmleinement fidéleMé — M dont I'image essentielle consiste en les
objetsM pour lesquelsV(M) C uM.

On vérifie que la dualité définie suwt’ stabiliswé. Par ailleurs, on dispose d’une dualité
naturelle sur la catégorie des schémas en groupes qui estlitédle Cartier. Il est alors tentant
de conjecturer que ces deux dualités se corresponiieiieés foncteurs Gr et Mod. C’est ce
gue nous prouvons dans ce chapitre. Nous commencgons far teatase < p — 1 qui, bien
gu’englobé par la preuve générale, se démontre de facorcdgaylus simple (avec ce que
I'on a déja fait).

5.1 lLecase<p—1

On démontre donc dans ce paragraphe le résultat partielrguiv

Proposition 5.1.1. Supposons < p — 1. Considérong; un Ox-schéma en groupes commuta-
tifs, finis, plats et annulés par une puissancevdblotonsG" son dual de Cartier et 'objet
de M qui lui est associé par le foncteur de Breuil.

Alors I'objet associé au schéma en grougesest M.

Démonstration. L'hypothésee < p — 1 permet d’utiliser la pleine fidélité du foncteill;. Le
théoreme résulte alors principalement des résultats detas 4.

Précisément, la définition du foncteur Gr (voir paragrapied@ [Bre00a]) fournit directe-
ment la formule :

Gr(X)(Og) = Ta(X) (8)

(égalité deZ,-représentations galoisiennes) pour tout ojee M'. Notons M’ I'objet de
M associé &". En appliquant la formule (8) ave¥ = M et X = M’, on obtient I'égalité
de représentations galoisiennes :

TGM) = TEM)*(1) = THM™)

la derniére égalité résultant du theoreme 4.3.1. ComMnest pleinement fidele (voir section 5
du chapitre 111), on obtient{ = M'. D’ou la proposition. O

SAttention, ce foncteur n’existe que lorsque= 1.
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5.2 Rappels de théorie de Dieudonné cristalline

Pour tout entier, on noteS,, la réduction module™ de I'anneads introduiten 1.1.1 et par
E, le schéma Sped,,). On pose égalemefit, = Sped Ok /p"). Les deux schémas précédents
sont munis de puissances divisées (définies respectivesuetds idéauXF(u)) et(p)) et on
dispose d’'un épaississemdipt— F,,.

5.2.1 Sites syntomique et cristallin

On rappelle gu’'un morphisme de schéiia— Y est ditsyntomiques’il est plat, localement
de présentation finie et s'il se factorise localement en omaersion fermée réguliére dans un
X-schéma lisse. Les morphismes syntomiques sont stableopgoosition et changement de
base. SIX est un schéma, on définit le gros (resp. le petit) site symfoeXsyy (resp. Xsyn)
comme la catégorie d&-schémas (resp. des-schémas syntomiques) munie de la topologie
syntomique : une famille de morphismgés U; — U est un recouvrement si chacun deest
syntomique et si topologiquemetit= | J f;(T;).

Soit T un schéma muni de puissances divisees et sur lgegesi localement nilpotent. Si
X — T est tel que les puissances diviseesBw'étendent aX, on définit le site syntomique-
cristallin (ou simplement cristallin) associé au morpresm — T de méme que dans le
paragraphe 1V.3.1.2 (a I'exception que I'on n'a plus désmiarde log-structures). On note
(X/7T)syn-crisCe Site.

Si on note, encore comme en 1V.3.1%sv\ et (X/Y)syn-cris l€S catégories de faisceaux
abéliens sur les deux sites précedents, on a un morphisrpaie t

w ()/(W)SYN—CRIS - )/(;(/N
donné par le couple de foncteurs adjoifitg, w, ) définis par les formules suivantes :
wFUT) = F(U)
w,FU) = H°((U/T)syn-cris Fi/)smcns)-

On verifie directement que, ow* = id, d'ou on déduit quev* est pleinement fidéle. On renvoie
le lecteur au paragraphe 1.2 de [BBM82] pour la définitiomdustal sur le site X /T)syn-cris
et I'interprétation de ceux-ci en termes de modules a caonéartégrable et quasi-nilpotente.

On dispose en outre de faisceaux importants sur les sitegégeats. Sur le site syntomique,
on montre que le préfaiscedu— I'(U, Oy) est un faisceau que I'on appellefi@sceau struc-
tural. Sur le site cristallin, on définit les faisceal v et G, par les formules :

Oxx(U,T) =T(T,Or) et Ga(U, T) =T(U, Op).

On a un morphisme naturel et surjeaffy,x — Ga. On noteJx,y son noyau, ce qui donne
naissance tautologiquement a une suite exacte (d&fi¥)syn-cris

0 JIx/r Oxy —=Ga——0. (9)
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Soulignons pour clore ce paragraphe que par la suite lesioregeHom etszom (la ver-
sion « faisceautique » de Hom) entre deux faisceaux abé&lignan des sites précédemment
introduits feront toujours référence a des morphismesidedauxabéliens

5.2.2 Les faisceaux0c's et 7

A partir de maintenant, on fixe un entieet on s’intéresse plus particulierement au ¥as-
T, etY = E,. On noteO, le faisceau structural sUff},/ E,)syn-cris défini parQ,, = w,G,.
On définit pareillemen®®"™ = w,Or, /i, €tIT"™ = w,Jr, /5, || S'agit de faisceaux sur le gros
site syntomique que I'on sait décrire localement sur lai&in au petit site syntomique.

Soit U un schéma syntomique siff,. Etale-localement, c’est le morphisme de schémas
associé au morphisme d’annealx /p" — A avec:
_ OK/pn[Xl, Ce 7X3]
(f17 ) ft)

ou Xy, ..., X, sont des indéterminéesfh;, . . ., f;) une suite transversalement réguliére rela-
tivement &0 /p". Posons pour tout entier.

A

At — OK/pn[Xé/pilel/piv s 7X51/pi]
(XO_W7f17"'7ft)

et A> = lim A; (pour les morphismes de transition évidents). Notdfid'anneau des vecteurs
de Witt de longueur a coefficients dank et ¢ le Frobenius sur cet anneau. Posons :

WEB(A®) = W, (A /pA™) @, (4m) Walu].
On dispose d'une surjection: WES(A>) — A> qui envoieu sur X, et (ag,...,a,_1) €
W, (A®/pA=) sural 4+ pa" + -+ p*~'aP_, ola; € A™ désigne un relevé de. On
note WSPP( A=) 'enveloppe a puissances diviséesliig"s(A>) par rapport au noyau de

(et compatibles avec les puissances divisées sur I'i@énlLa surjections se prolonge en une
applicationW¢sPP( A=) — A* que I'on note encore.

Lemme 5.2.1.Avec les notations précédentes, il existe un isomorphismenique :

li_gnO;”S(Ai) N WT(l:ris,DP(Aoo)

)

faisant commuter le diagramme suivant :

lim OCS( A?) lim O, (A?)
—1 —1
Wcris,DP(Aoo) S A>®

ou la fleche du haut est obtenue en appliquangu morphisme de faiscealk;, /g, — Ga.
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Démonstration. Voir preuve du lemme 2.3.2 de [Bre00a]. O

On déduit directement du lemme précédent I'exactitude daite :

0—J —> O —~ 0, —0 (10)

obtenue en appliquant le foncteuwy a la suite exacte (9). Ce méme lemme assure également
que le faisceaW® est plat surS, tandis que7c™ I'est sur ¥, (voir® a nouveau le lemme
2.3.2 de [Bre00a]). Comme en 1V.2.2.2, on en déduit un merphi, : i, 7" — i, O™ ol
désigne I'épaississement — T, 1.

5.2.3 Cristal de Dieudonné et foncteur Mod

SoitG un schéma en groupes commutatifs fini, plat et tuépaPourm = netm = n+1,
on noteG,, = G Xspeqo,) Im- C€S schémas définissent des faisceaux sur leggjtgs, (resp.
(T, E)syn-crig) €t (Th,41)syn que I'on note encorg,, etg, ;. On appelle encorel’épaissis-
sement;,, — T,,.;. L'objet Mod(G) est défini par (voir paragraphe 4.2.1 de [Bre00a]) :

Mod(G) = Hom(G,, O%) = Hom(G,,.,i,0O°™)
Fil 'Mod(G) = Hom(G,, J™) = HOM(G,v.1, i, T¢™)

et : Fil 'Mod(G) — Mod(G) est la fleche induite pa#; : i, J — i, O,

Remarqued.’égalité Hom(G,,, O°") = Hom(G,,,1,i,O™) résulte du fait que ces deux termes
s'identifient au méme sous-ensemble@@s(G,,) puisqueg,, (resp.G,1) est syntomique sur
T, (resp.T},.1) (voir proposition 2.2.2 de [Bre00a]).

La définition de [Bre00a] n’est pas exactement la méme que ge€ I'on vient de donner.
En effet, dandoc. cit, il est question des faiscead®"s et 7™ et de schémas formels. Tou-
tefois, on montre sans mal (en utilisant le méme argumentigas la premiére partie de cette
remarque) que les deux définitions coincident.

Par ailleurs, dans [BBM82] (voir définition 3.1.5), BertbglBreen et Messing associent a
G, un cristal sur le site(7,/ E,,)syn.cris, appelécristal de Dieudonnéle G, et notéD(G,,). Par
définition, on d(G,,) = &xt' (G, Or,/E,)- (On rappelle que sk et 7’ sont deux faisceaux sur
(X/T)syn-cris le faisceauszt! (F, F') est par définition le faisceau associé au préfaisceau :

(U,T) — EXt'(Fiw.ry, Flur)

ce dernier EXtétant calculé dans la catégorie des faisceaux abéliens site(U /T)syn.cris.)

%Dans ce lemme, seule la platitude $Uy, est annoncée mais la platitude iy est également vraie en repre-
nant les arguments de la proposition 2.1.2.1 de [Bre98].

En réalité dans [BBM82], il n’est pas du tout question de togi@ syntomique. Cependant d’apreés le corol-
laire 2.3.11 de [BBM82], il s’agit bien du méme préfaisceau.
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D’autre part, de facon tres générale Aset B sont deux objets d’'une catégorie abélienne
tués par un entiel, on a une fleche canonique :

Ext'(A, B) — Hom(A, B)

qui a une extensio’ associe la fleche du serpent associée au diagramme confrauigiies
exactes suivant :

0 B E A 0
oo e
0 B E A 0

Puisqueg, et Oy, g, sont tués pap”, ceci s’applique a notre situation et fournit une fleche
canonique :
o :D(G,) — stom(G,, Or,/E,) (11)

qui, d’apres la proposition 4.2.9 de [BBM82], induit un isorphisme sur les sections globales.
Autrement dit :

(G ) (T, En) ~ HoM(G,,, Or,, /E,) = Mod(G) (12)

la derniere égalité étant obtenue grace a I'adjonction diestéursw™ etw, (les Hom calculés
sur les petit et gros sites syntomiques sont les mémes mgsmst représentable par un schéma
syntomique suff},). Lisomorphisme (12) est celui qui fournit le lien entredeint de vue de
[BBM82] (cristal de Dieudonné) et le point de vue de [BreO@dijet deM.).

5.3 Construction du morphisme de comparaison

On garde les notations du paragraphe précédent. On notatren®’ le dual de Cartier de
G etG) =G Xspeqoy) Im POUrm = n etm = n + 1. On désigne encore pg, le faisceau
sur le site(7,,/ E,,)syn-cris défini par le schémg,’. On rappelle qug,) = 7Zom(G,, Gn) ou
Gm est défini palGn (U, T) = I'(U, Oy )*.

Le but, ici, est d’obtenir un isomorphisme canonique et fonel :
Mod(G)" — Mod(G").
Or, on dispose d’une suite exacte de faisceaux abéliens :
0—>1+J1,/5, — 0%, 5, — Gm—>0

et la fleche de cobord associée au foncteur Hhm) induit un morphism& — &rt' (G, 1+
Jr,/E,)- Par ailleurs, on a un morphisme log + Jr, /g, — Or, /5, défini par :

2 1’3 .1'4

T
log(l+a)=1—a+— —— 4+ = ...
og(1 + z) Tt -3ty
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qui induit, par fonctorialité, un morphisne&t' (G,,, 1+Jr,/5,) — &xt' (Gn, Or,/5,) = D(G,).
En composant les deux fleches précédentes, on définit :

acris: G, — D(G,).

Finalement, par application du foncteur Hon®r, ,z, ), on obtient :

acris - Homo,. . (D(Gy), O, /E,) — Hom(G,/, O, /k,)

ou la notation « Horg,. . » signifie que I'on se restreint aux morphisn@s, /z,-linéaires.
D’aprés le théoréme 5.2.7 de [BBM82];x,s €St un isomorphisme.

Le but deaggs S'identifie (grace a I'adjonction des foncteur$ et w,) & Mod G"), tandis
que la source est naturellement munie d’'un morphisi{ebtenu en regardant les sections
globales) vers How) (Mod(G), S,,).

Lemme 5.3.1.Le morphismey : Homp,, . (D(G,), Or,/8,) — Homs, (Mod(G), S,,) est un
iIsomorphisme.

Démonstration. On remarque quB®(G,) et Oy, /g, sont tous les deux des cristaux sur le site
(T,./E.)syncris Le lemme résulte alors de la description de la catégorieedectstaux en
terme de modules a connexion intégrable et quasi-nilpeigains cette situation, la connexion
est nécessairement nulle). O

Au final, la composég* = agg,so v~ ! fournit un isomorphisme :
£ : Mod(G)Y — Mod(G")
dont on vérifie directement qu’il est fonctoriel gnll reste a prouver qué* estisomorphisme

dans la catégorie\t". C’est I'objet des paragraphes suivants.

5.4 Cas des groupes de la forme{(n)

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas particuligestie noyau de la multiplication
parp™ sur un groupe-divisible . Notons, pour simplifierH,, = 'H Xspeqo,) 1 €t pour tout
m, H,(m) le noyau de la multiplication par™ surH,. La supposition que I'on vient de faire
entraine alorgj,, = H,,(n).

Cette hypothese supplémentaire a I'avantage de fournineerse au morphisme défini
en (11). En effet, on dispose alors d’'une suite exacte :

0—G, — H,(2n) L”>gn—>0
et on notes le morphisme de cobord :

s : Hom(Gn, Or,/B,) — Ert' (G, Or,/8,) = D(G,)

associé au foncteur HQMOr, /i, ).
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Lemme 5.4.1.Les morphismes et s sont inverses I'un de I'autre. En particulier, le faisceau
Hom(Gy, Or, /i, estun cristal su T,/ E,)syn-cris

Démonstration. On vérifie facilement, en déroulant les définitions, gue s = id. Il suffit,
pour conclure, de prouver queest un épimorphisme. Considéraiig 7') € (7,,/E,)syn-cris
avecT = SpecS affine et le diagramme commutatif suivant :

f%m(gTuOTn/En)(TnaEn) ®Sn S f%m(gTuOTn/En)(Uv T)
S(Tn,En)®idl/ S(UyT)l

D(gn)(Tm En) s, S D(gn)(U> T)

La fleche de gauche est un isomorphisme, ainsi que celle dpuisgueD(G,,) est un cristal
sur(T,/E,)syn-cris On en deduit quey 1) est surjectif, ce qui suffit pour conclure. d

Notons :
U* : HO%Tn/En (%m<gn7 OTn/En>7 OTn/En) - Horn(DTn/En (]D)(gn)7 OTn/En)

(resp.s™: Homo,, .. (D(G,), Or,/k,) — Homo,, . (H#0m(Gn, Or,/5,), Or,/8,))

le morphisme induit pas (resp. par) via le foncteur Hore,, . (-, Or, /g, ).

5.4.1 Les morphismesicris €t Bsyn

On posescris = 0 © acris. SUr lepetit site syntomique, a partir de la suite exacte (que I'on
déduit de (10)) :

O_>1+j£ris_>(97clris*_>oz_>0

on définit un morphismezom(G,,, 05) — &xt*(G,, 1 + J) qui fournit, aprés composition
par log, un morphismasy, : ##om(G,, 05) — &xt* (G, O, Le morphismeJsy, s’obtient de

n

fagcon analogue en composant par la fleche canonfgtiég,,, OS) — J#om(G,, O%).

On veérifie, en déroulant les deéfinitions, g, se décrit localement de la fagon expli-
cite suivante. Soitf € Zom(G,,O}). Soit U € (1,)syn. On cherche a deécrire I'élément
Beyn(f(U)) € Hom(gnw,. Ogisw). Considérons pour celel € Usyn suffisamment petit pour
que la suite) — 1 + J(V) — O (V) — Ox(V) — 0 soit exacte. L'élémenf fournit
par restriction & une applicatiory : G,(V) — Ox(V). Soientr € G,(V) ety € O (V) un
relevé quelconque dgx). On vérifie directement qug’” ne dépend que deet que c’est un
élément de + J"S(V). Le morphismedeyn(f(U)) est alors celui qui, sur’, associe log”")
ar.

Finalement, notons que I'on aura également besoin d'etilie morphisme, Ssy, ou on
rappelle que désigne l'inclusior?;,, — 7,4 ; par abus, on notera ce morphisme engéyg
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Par ailleurs, siF est un faisceau d€’,)syn et F’ un faisceau d€7,,/ E,,)syn-cris, 1€S mor-
phismes d’adjonction permettent de construire un morpéisamonique :

w* Hom(F, w,F') — Hom(w*F,F"). (13)

Avec F = G, etF' = Or,g,, on obtient une fleche*.#om(g,, O — H#om(G,., Oz, /k,)
puis, par application du foncteur HemOy, /5, ) :
Horn@Tn/En (%m(gn, OTn/En)7 OTn/En) — Horn@Tn/En (w*jfom(gn, Ogris), OTn/En)
~ HO%%ris(%m(gn, Ogis), Ogis)

et finalement par restriction au petit site puis applicatlarfoncteuri,, un morphisme :
Tt Horn@Tn/En (%m(gna OTn/En), OTn/En> — Horno%ris(%m(gn, Ogris), Ogris)

ou, cette fois-ci, le dernier Hom est calculé suf1g_;)syn. (On remarque que puisqék est
représentable par un schéma syntomique, on a une idemificainoniqué, .;2om(g,,, O%s) =
Hom(G,, i, O°S).)

De plus, on vérifie facilement que &’ est de la formev*F”, alors le morphisme (13)
est un isomorphisme. Autrement ditom (w*F, w*F') = w*7#om(F,F') pour F et F' des
faisceaux sur le gros site syntomique. En particulier, em@gntF = G, et 7/ = O, on
obtient un isomorphisme (sur le site cristallin) erdreet w*.2om(G,,, OF). On en déduit que
Hom(G,, Or) est le faisceau sufT,,)syn défini par le schémg,’. On note ce faisceau encore
G,/. Les propriétés d’adjonction fournissent des égalités :

Hom(G,/, Or, /) = Hom(G,, O;%) = Mod(G")

les Hom étant calculés sur les gros ou petits sites.

Le diagramme commutatif suivant résume les liens entre nemxtdes morphismes intro-
duits jusqu’alors :

HornOTn/En (D(Gn), OTn/En)
e
ﬁ*
Horn(’)Tn/En (%m(gnu OTn/En)7 OTn/En) * Hom(g;b/’ OTn/En)

” ‘

Bayn

Homgeis(#0m (G, Ocris) Ocris) Hom(GY, O%s)

72

ﬁ*

Mod(G)¥ Mod(G")
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Le morphismey, est obtenu simplement en regardant le morphisme induieswsdctions glo-
bales et les morphismek s et 35, ont des définitions évidentes. Notons de plus que tous les
faisceaux syntomiques sont considérées sur le(§itg; )syn. Commesy,, o 41 est un isomor-
phisme, le morphisme; est injectif. Notons HolgRiS(#om/(G,,, O), O%) son image. Le
diagramme précédent se modifie alors de la fagoﬁ suivante :

Hom(ng/En (D(gn)7 OTn/En)

*
oY
CRIS

/6*
Homo,, .. (Hom(Gy, Or,/E,), O1,/E,) ————— Hom(G, Or,/E,)

71 ‘

HOMERS(Hom(G,., O1%), 02r%)

Hom(Gy., 0*)

72

Mod(G)" Mod(G")

ou désormaisoutedes fleches sont des isomorphismes comme on le vérifie fagilerorsque
nous aurons a considérer par la suite des morphismeg et 35, I'ensemble de départ ou
d’arrivée (selon le cas) sera toujours HGig(#om(G,,, OS), O). En particulier, ces trois
morphismes deviennent des isomorphisrnnes.

5.4.2 Compatibilité a Fil!

Le but de ce paragraphe est de montrer que le morphisnenvoie Fil'Mod(G)" sur
Fil 'Mod(G"). En réalité, cela résulte presque directement du lemmaustiv

Lemme 5.4.2.Soit f € Fil 'Mod(G)V. La restriction dey, *(f) & s#om(G,, &) tombe dans
jrg,ris.

Démonstration. Pour cette preuve on travaille surpetit site cristallin(7;,/E,, )syn-cris : C'€St

la restriction du gros site aux coupléS, T') pour lesqueld/ est syntomique suf,,. Notons

f la restriction du faisceati; ! o 45 (f) au petit site(7},/ E,, )syncris 1l SUffit de montrer que la
restriction def & #om/(G,., Jr, &, ) tombe dans7r, /z, et pour cela de construire un morphisme
g : Hom(G,, Gy) — G, faisant commuter le diagramme suivant :

0 — stom(G,, Ir,/E,) — H#om(Gy, Or,/E,) LN Hom(G,, Gy)

4 2
:

Ga 0

0 JI1./E,, Or,/E.

Commestom(G,, Ga) = w*#om(G,, 0,) etG, = w*O,, il revient au méme de construire
un morphismeom(G,, 0,) — O, sur le petit site syntomiqugl’;, )syn. On construit celui-ci
localement.
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D’apres la proposition 3.2.9 de [Bre00Oa] (en remplagdqt) parH(n) ce qui ne modifie
pas la preuve) le morphisme Hoéh,, Oy, /5,) — Hom(G,,, O,,) est surjectif, et donc I'hypo-
thése du lemme fournit, a partir geune flechg; : Hom(G,,, 0,,) — Ok /p".

Par ailleurs, puisqué,, est fini sur7,,, il est nécessairement affine : notoAs son anneau
etc: A, — A, ®o,/p Ay, la comultiplication. Notons4¢, le noyau dec — 1 ® id — id ® 1.
Considérond/ € (T,,)syn, C'est en particulier un schéma plat sj. On suppose en outre que
U = SpecR est un schéma affine. On a alors :

AHom(G,, 0,)(U) = {z € AQo/m R/ c(z) =1@z+1®1} = A Qoy/pm R

la derniére égalité provenant de la platitude Besur Ok /p™. Le morphismeg : A% —

Ok /p"™ construit précédemment donne, par tensorisatioripaw dessus d€ /p", une fleche
Hom(G,, 0,)(U) — O,(U). Par recollement, on construit un morphisme de faisceautesu
site syntomique qui correspond & un morphismes#om(g,,, Ga) — G, sur le site cristallin.

Il ne reste plus qu’a vérifier qué fait commuter le diagramme (14). On considére pour cela
(U,T) € (T,,/ Ey)syn-cris €t ON Vérifie la commutativité du diagramme sur I'ouvrt 7). On
peut supposel/ et affines, disong/ = SpecR et’l" = SpecS. On considere le diagramme
Suivant :

P, m)

‘%m(gTH OTn/En)(U7 T) ‘%m(gTh Ga)(Uu T)

Mod(G,) ®s, A5 @0 R

f®idl lg@)id

Prw,
S R

Pre(Tn , Bn) ®PN(U,T)

On vérifie directement que le carré du haut est commutatifii@e bas I'est également par
construction. Ainsi tout le diagramme commute, ce qui teeia preuve du lemme. O

Proposition 5.4.3.Le morphisme#* envoie Fil'Mod(G)" sur Fil 'Mod(G").

Démonstration. Soit f € Fil '!Mod(G)". Par le lemme précédent, il existe un morphisme de
faisceauxg faisant commuter le diagramme suivant :

%m(gn Ocris) F=1'(f) Ocris

oo

%m(gm j;fris) 9 jT(L:ris

Par ailleurs, le morphisme logl + Js — O prend ses valeurs dag&’™ et doncfsy, se
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factorise de la fagon suivante :

Gy — " Hom (G, O°F)

Hom(Gn, TS™)

En concaténant les deux diagrammes précédents, on remanqédiatement que la com-
poséef o sy, tombe dans7 ™. Ainsi 33,,(f) € Hom(G,, ™) ce qui impliques*(f) €
Fil 'Mod(G") comme annoncé. O

5.4.3 Compatibilité a¢,

Dans ce paragraphe, on prouve gii@st compatible &;. Pour cela, on introdué&,, le sous-
faisceau dg7¢"s défini comme le noyau du morphisme — id : 7S — O, On commence
par montrer un lemme concernant ce faisceau :

Lemme 5.4.4.Le morphismeds,, se factorise pag, — #om(G,,S,) — H#om(G,,, O).

Démonstration. Il s’agit d’un calcul local pour la topologie syntomique. @prend les nota-
tions (A, etc) du paragraphe 5.2.2. En particulier, on dispose d’urie gxacte :

0 1+ jncriS(Aoo) Wgris,DP(Aoo)* S (Aoo)* 0.

D’apres la description faite au début du paragraphe 5Msffit de montrer que si € (A>)*
vérifiez?" = 1 et siy € WESPP(A>)* désigne un antécédent (que I'on a le droit de choisir) de
x alors¢, (log(y”")) = log(y*"). Considérons un tel.

Il est immédiat de vérifier que admet un antécédent de la forme= (yo,...,yn-1) €
W, (A% /pA>). Onnoter = y?" = (42,0,...,0) etz = (48" ,0,...,0) € Wyi1(A®/pA™).
Par définitiong; (log(y?")) est la réduction modulg® de%gb(logé). Mais :

¢(logz) = log(4(2)) = log(z*) = plogz

I'égalité ¢(2) = 27 étant vérifiée cag est un représentant de Teichmuller. On en déduit bien
#1(log(y?")) = log(y?") comme voulu. O

Lemme 5.4.5.Soientf € Fil 'Mod(G)" eth = ¢:(f). Alors, le diagramme de faisceaux sur
(T41)synSUivVant :

Yo ! (f) jT(L:riS

l%
% (B s

Hom(Gr, TE™)

y

%m(gm Ogis)

est commutatif.



208

CHAPITRE V. UNE DUALITE SUR LES CATEGORIESM"

Démonstration. Notonsf = ~;!(f) eth = 5 (k). On fait & nouveau un calcul local : on
reprend les notationsi(®, etc) du paragraphe 5.2.2. Commi&m(G,, Oy, /g, ) €st un cristal,
ona:

w,Hom(Gy, Or, /5,) ~ Mod(G) ®g, ocrs

et le morphisme’ (resp.h) s'écrit SUrA™ :

fAOO . %m(gm O;:Lris) (Aoo) _n MOd(g) ®s, OgriS(Aoo> ﬂ ngiS(Aoo)

(resp.lige : Hom(G,, OF%)(A%) —= Mod(G) ®s, OS(A%) =5 O5(A) ).

Notons :
K = Fil 'Mod(G) ®g, O%(A>) + Mod(G) ®g, J(A>®) € Mod(G) ®s, OFS(A>)

et montrons que envoie#om(G,, J5™)(A>) dansK. En reprenant les notations de la preuve
du lemme 5.4.2, on a un diagramme commutatif :

0 ——= Hom(Gp, T;"®)(A%) ——= Hom(Gy, OFF)(A*) —— Hom(Gn, On)(A®)

! |

pr,®s

Mod(G) @s, O5(A%) P20 A2 9, A

ou s est la fleche définie en 5.2.2 et og pMod(G) — A5, était noté pf;, - , dans le lemme
5.4.2. Il suffit donc de montrer que le noyau de®rs est inclus dang(. Pour cela, on rappelle
que I'on a une suite exacte :

0 —= Fil 'Mod(G) — Mod(G) — A¢ —= 0

la surjectivité résultant du corollaire 3.2.10 de [BreO@ajecH(n) a la place d&(1)). Elle
fournit le diagramme suivant :

Mod(G) ®s, J"(A%) —= A5, @5, T5(A%) —=0

0 — Fil 'Mod(G) ®sg, O%S(A>®) — Mod(G) ®g, OFS(A®) —= AS ®5, OZS(A®) — 0

n

0

Mod(G) ®5, A AC @g, A%




5. DUALITE ET SCHEMAS EN GROUPES 209

ou toutes les lignes et colonnes sont exactes, I'exactitiedia ligne centrale résultant de la
platitude deDc"s(A>) surS,,. Une chasse au diagramme donne alors le résultat : le noyau de
est inclus dang.

On voit quef ® id envoieK sur 78 A>) et que la restrictiorf : sm(G,, &) — J°1
s’écrit surA*> de la fagon suivante :

f®id

fas + HOM(G, T (A®) —L> K JES(A®)
On considére pour terminer le diagramme suivant :
Hom(Go, TS)(A) ' K = T (A%)
¢>1l ¢1®¢+¢®¢>1l l%

Hom(Gn, OcriS) (A%) n Mod(G) ®s, Ogl’iS(Aoo) heid Ogl’iS(Aoo)

n

A ~

ol ¢ : Mod(G) — Mod(G) est défini par la formules(z) = 1¢1(E(u)z)). On vérifie que

les deux carrés commutent. On en déduit que tout le diagracomenute, ce qui démontre le
lemme. O

RemarqueEn examinant la preuve précédente, on constate qu’ell@itoume autre démons-
tration (pas trés éloignée toutefois) du lemme 5.4.2.

Proposition 5.4.6.Le morphismes* est compatible @ .

Démonstration. Pour cette preuve, on note encgig, le morphismegY — #om(G,, J™)
induit parGsyn.

Soit f € Fil 'Mod(G)". Notonsf = ~;!(f). D’aprés le lemme 5.4.2, il existe un morphisme
g : Hom(G,, JE) — J° faisant commuter le diagramme suivant :

%m(gn’ OgriS) f O;:Lris

o

%m(gn’ j;fris) 9 jT(L:ris

Le morphismeg, (5*f) est alors défini comme la composégo g o fsyn. On considére le
diagramme suivant :

Bsyn

g)l/ %m(gn ’ jTS,riS) g jncris

\ ) -

G Bsyn Hom(G, OFS) v o (f

) Ocris
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Le carré de gauche commute (lemme 5.4.4), ainsi que celuratedlemme 5.4.5). On en
déduit que tout le diagramme commute et donc que :

B*<¢1(f>> = ﬁ;yno 72_1(¢1<f)) = 72_1(¢1(f>> o ﬁsyn = ¢1 © g © ﬁsyn = ¢1(ﬁ*f)

ce qui implique la proposition. O

5.5 Cas général

Le but de ce dernier paragraphe est de prouver le théorenansui

Théoreme 5.5.1.SoitG un Ok -schéma en groupes commutatifs fini, plat et tué par une puis-
sance de. Alors on a un isomorphisme canonique et fonctoriel :

Mod(G)" ~ Mod(G")
dans la catégorie\U,.
Démonstration. Bien s(r, 'isomorphisme dont il est question gstdéfini en 5.3.

On montre dans un premier temps que le morphisimest compatible a Filet¢,. D’aprés
ce que I'on a fait précédemment c’est vragsest de la formé+(n) pour un groupe-divisible
H. Dans le cas général, il existe, par un résultat de Raynauépimorphismé-(n) — G
pour un certain groupg-divisible H et un certain entien. D’aprés la proposition 3.4.4 et la
proposition 4.2.1.5 de [Bre00a], on a un diagramme comnfiutat

Mod(H (n))” —“— Mod(G)

ﬁ;;(n)l lﬂé

Mod(H(n)") —~— Mod(G")

etla fléeche induite : Fil *Mod(H(n))¥ — Fil 'Mod(G)V est surjective. Soient € Fil *Mod(G)"
ety € Fil 'Mod(H(n))" un antécédent pardexz. On agy(z) = v o B3y (y) d'ou, puisquey
et/ respectentle Fil, il vient 85 (z) € Fil 'Mod(G") et la compatibilité recherchée.

Passons a la compatibilité ave¢. On considere cette fois-ci un monomorphisghe—
H(n), qui donne naissance au cube commutatif suivant :

Mod(G)V¢ Mod(H(n))"
Py o
Fil "Mod(G)"< Fil 'Mod(H (n))” Bt
%J ‘
5 Mod(G")¢ Mod(H(n)")
¢’/’ %(")L ¢/7

Fil 'Mod(GV)¢ Fil '"Mod(H(n)Y)
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Les fleches horizontales sont toutes injectives et toutefataes, saud priori celle de gauche,
commutent. Une chasse au diagramme permet de prouver caceldé gauche est aussi com-
mutative (on utilise I'injectivité de Mo@;)” — Mod(H(n))") et donc de conclure.

Finalement, il ne reste plus qu’'a prouver ggre: Fil *Mod(G)¥ — Fil *Mod(G") est sur-
jectif. Or, par le lemme (facile) 4.2.14 de [Bre00a], celtaagomatique lorsqué est tué pap.
On conclut par un dévissage aisé laissé au lecteur. O
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