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Introduction g enerale

Par définition, un milieu granulaire est un ensemble disgeegrains susceptibles d’in-
teragir entre eux. La granulométrie, la forme et I’ arramgat des grains, l'indice des
vides ou encore la présence de fluide intersticiel sontnauta parametres susceptibles
d’influencer le comportement mécanique des milieux graines. Ce comportement met
en jeu certaines propriétés macroscopiques caratitires (a I'echelle de I'echantillon),
comme la dilatandg 9][ 94], la localisation de la déformatiénou encore la ségrégativn
et I'effet de voité [1][40][58] dans des applications dynamiques.

De ces diverses constatations, Coulomi p montré que le frottement est en partie res-
ponsable du comportement complexe des milieux granulatrggoposa un critere de
rupture. A partir de ce critére et avec le développementadméthode de€lements
Finis (E.F.), les mécaniciens des sols ont intensifieefeslés sur les milieux granu-
laires, en développant des lois rhéologiques suscegtiddé rendre compte du compor-
tement complexe de ces milieux(J[31][32][9€]. Cependant, des essais de laboratoire
sur des matériaux analogiques de type Schneebati mis en évidence I'existence de
contacts privilegiés entre certaines particules patdimédiaire desquels sont transmis
les efforts BOJ[34][88][89][ 1L0(. C’est pourquoi, pour prendre en compte la transmission
hétérogene des efforts de contact, les modeles rhi&ples utilisés dans les méthodes
E.F. ne suffisent pas. Il faut alors développer d’autreseatesiqui puissent tenir compte

1Un milieu granulaire, pour se déformer, subit une variatie volume.

2Un milieu granulaire se cisaille le long de surfaces de meptu

30n parle aussi de I'effet “noix du brésil2[].

4Le mouvement d’'un milieu granulaire confiné ou ensilé eubloquer.

5Schneebeli§7] a montré la possibilité de réaliser un milieu granuwdaimomogeéne, bi-dimensionnel et

obéissant a la loi de Coulomb, par empilement de cylindegzontaux, de differents diameétres et de méme
longueur.
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des phénomenes qui ont lieu au niveau microscopiquéchdlle de la particule.

Ces modeles sont basés sur des théories d’homogéoiigai moyennent les informa-
tions microscopiques telles que la cinématique des getitass efforts intergranulaires
[15][16][17]. Il est donc nécessaire de développer des outils qui elinacces a ces in-
formations. On parle alors d’approche micromécaniquenBjue réaliste, elle est difficile
a mettre en oeuvre, tant expérimentalement que nuné@&reuat. En conséquence, dans
une premiere approximation, il est nécessaire de redeinombre de parametres, afin de
mieux les contrdler. On s’intéressera ici aux milieuxrgreaires composés de particules
qui ne sont soumises qu’a la pesanteur et aux forces deatonterparticulaires Dans
les modeles les plus courants, modeles de Schneébgli¢s grains ont une forme cir-
culaire ou sphérique et leurs contacts sont régis paoissle Coulomb. Les conditions
aux limites, ainsi que la maniéere de préparer I'échbotidle matériau modele (anisotro-
pie, compacité) {4] sont autant de parametres qu'il convient de maitriser permettre
une approche micromécanique qui s’effectue généralemre deux étapes. La premiere
consiste a récolter les informations microscopiquesdear essais de laboratoire ou des
méthodes numeériques et la seconde a utiliser une thddromogénéisation pour passer
du comportement microscopique au comportement macroggepi

Du point de vue expérimental, tous les essais de la mégarigs sols utilisant le modele
de Schneebelid/] sont réalisables, comme I'essai cedométriquiel], I'essai triaxial
[47], I'essai bi-directionnel §] et I'essai de cisaillement direcil]] Lavantage de ces
essais de laboratoire est de fournir des valeurs en grandetitgs dans des cas bien
déterminés de conditions limites et de chargement. Ds, plar des techniques de visua-
lisation appropriées, les essais sur matériau modéteiaent I'analyse de la microstruc-
ture. On peut distinguer la photoélasticité qui met eidéwce I'hétérogénéité des efforts
de contact et la technique du traitement d'images qui remdpte de la cinématique
des grains et de certains parametres structuraikq5][ 70]. Cependant, par manque de
répétabilité [47], les essais de laboratoire ne permettent pas d’identifide elassifier
avec précision les variables locales. Ce ne sera pas t'dbjaotre travafl.

6Cette définition exclut les milieux cohérents, pour leslgexistent des interactions électrochimiques,
et les poudres fines soumises a des forces de Vanderwaals.

"Pour un méme échantillon (mémes conditions initiale8mas conditions limites), les résultats sont
rarement identiques.

8Cependant, des essais de cisaillement dir&gtrjous permettront de valider notre modéle numérique.
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Notre travail s'inscrit dans le cadre des approches nujnes. On parle de méthode des
Eléments Discrets (E.D.) par opposition a la méthode Elésnents Finis (E.F.) cette
derniere étant utilisée lorsqu’une loi de comportentemhogénéisée a été choisie, assimi-
lant le milieu granulaire a un milieu continu. Nous alloappeler brievement la méthode
E.D. dont I'un des précurseurs est P.A. Cundal][27]. Il proposa une modélisation
du comportement de blocs rocheux en considérant un asagentle blocs rigides dont
les interactions étaient modélisées par des ressodsseamortisseurs. La méthode E.D.
consiste a suivre individuellement chaque particule @inguun contact interparticulaire
se produit, une loi de comportement locale détermine lesuaiments résultants des par-
ticules impliquées. Ainsi plusieurs modeélisations Eobt été proposées, chacune propo-
sant une gestion particuliere de la loi de contact et deshuultiples.

Dans pratiguement tous les cas, la loi de contact unilaéé&ec frottement sec est uti-
lisee pour modéliser le contact interparticulaire. €dtii permet de traduire a la fois la
condition de Signorini et le frottement de Couloniti]] 28]. C’est une loi dissipative
non linéaire comportant trois statuts : non-contact, acirdvec adhérence et contact avec
glissement. La difficulté pour implanter numériqguemegtte loi repose sur le fait qu’elle
est non-réguliére, c’est-a-dire que c’est une loi nvolgue.

Afin de gérer numériqguement le caractere multivoque d&edei de contact, certaines
modélisations E.D., comme la Dynamique Moléculaire (D.MO01], utilisent des ap-
proximations régularisantgd_es outils mathématiques nécessaires a une tellelisatién
sont les techniques usuelles de 'analyse non linéageligre. Dans ce cas, les interac-
tions de frottement et le mécanisme de restitution nine@ment que lorsque les parti-
cules s’interpénétrent, et deépendent de cette inté&tpation P][27][29][6F]. La réaction
normale de contact est proportionnelle a la pénétrétjat lorsque la vitesse de glisse-
ment est négligeable, la réaction tangentielle de comistgproportionnelle et opposée a
la vitesse de glisseméhtLa raideur impose des pas de discrétisation trés petitsou-
vent, des inerties ou des viscosités artificielles sombéhiites pour assurer la stabilité

%0n parle aussi de méthode de pénalisation.
10_a pente de la droite correspond a la raideur d’un ressort.
Elle correspond a un effet d’amortissement visqueux.
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numeérique. Ainsi, l'utilisation d’une telle loi nécesssiun compromis entre exigence de
précision et raideur des équations approximantes.

Une facon plus rigoureuse de modeéliser une telle loi deasinmultivoque est I'utilisa-
tion de la théorie moderne des fonctions convexes et dullcsdeis-differentiel (rappelés
en annex&\). A partir de ce formalisme mathématique, J.-J. More&d propose d’in-
troduire le concept de pseudo-potentiel, qui est convegerat-défini positif fg][81]. La
condition de Signorini et la loi de Coulomb s’expriment alspous forme de loi de sous-
normalité. Dans ce cas, la résolution numérique de ceislggmes de minimisationt]],
par des techniques du lagrangien augmeftf §1], utilise deux schémas de prédiction-
correction f][69]. La méthode de dynamique des contacts, développée-faiMbreau
et M. Jean §€][87], est basée sur ce formalisme.

La seconde difficulté de ces méthodes E.D. qui utilisesxttnditions de contact exactes
est de gérer les multiples collisions qui peuvent se predai sein du milieu granulaire
densé?. En effet, on ne peut utiliser efficacement les techniquessdues de discrétisations
en temps, puisqu’a tout moment la collision de deux paegpeut provoquer dans le
systeme des oscillations dont la frequence temporelle @ige supérieure a celle de la
discrétisation.

Pour résoudre ce probleme, une premiére facon de fatrd’etiliser une méthode gérée
par les eévénements, comme les méthodes collisionnelidée est de déterminer dans
un systeme particulaire la date de la prochaine collisiendéplacer toutes les particules
jusqu’a cette date et de calculer les vitesses des pasipartenaires apres le choc. Lune
des difficultés dans ce type de modélisation est d'éd® précis dans le calcul des temps
de collisions et dans la gestion des événements. Ainsg oeethode semble étre tres effi-
cace pour des simulations de milieux granulaires laches mapplicable des qu’il s’agit
de simuler des milieux granulaires denses||

Une deuxieme facon de faire permettant de gérer les ctstaultiples, est d'utiliser la
méthode de la Dynamique des Contacts (D.C.) développéd.fl. Moreau et M. Jean
[66][87]. C’est une méthode de type incrementale et implicite gjoiule a la fois les

12| es méthodes de D.M. qui utilisent les conditions de cdntégularisées ne sont pas affectées par
ce probleme, puisque I'amortissement di a la pénétrades particules permet d’éviter le phénomene
d'oscillations.
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milieux granulaires denses et laches. Cette méthodeoadé€ sur la dynamigque non-
reguliere B7]. A chaque pas de temps, I'ensemble des forces de contagtstinse est
déterminé itérativement par la méthode dite des #ayes successifs qui est basée sur
un schéma de Gauss-Seidel. Chaque force de contact esleean adoptant des va-
leurs provisoires des forces sur les autres contacts. Laeecgence est obtenue quand
chaque force interparticulaire vérifie la loi de contacilatéral avec frottement sec. Pour
la modélisation des chocs, la D.C. utilise la notion desg&eformelle au sens de J.-J.
Moreau BZ], pour des particules circulaires ou sphériques. Pareppbur des particules
plus complexes, telles que des polyedres, M. Fremanfi39[51][52][53][54] propose
une modélisation du contact multiple a partir du fornmalkisde la mécanique des milieux
continus. Lidée principale est de considérer un syst@t@formable constitué de corps
indéformables et d’introduire des efforts intérieurssygteme qui sont des forces ou des
percussions définies par leur travail. Les outils nédessa une telle résolution sont le
principe des travaux virtuels et la thermodynamique degemilcontinus.

Ainsi, les modeélisations Eléments Discret (E.D.), quescie la Dynamique Moléculaire
(D.M.), Dynamique des Contacts (D.C.) ou les méthodesstmfinelles, permettent ac-
tuellement d’approcher localement le comportement deemxilgranulaires. Cependant
les temps de calcul, qui augmentent avec le nombre de conggdeds au contact, ne per-
mettent pas la simulation de grands systemes granul&eegplus, le critere de conver-
gence classique basé sur les réactions de contact peautéderr dans des exemples com-
pliqués, completement inadapté, c’est-a-dire trdpremt ou inutilement sévere.

Notre étude consiste a développer une simulation nigmérde type Eléments Discrets
(E.D.) en deux dimensions du mouvement d’un ensemble de cigiges, entrant en col-

lision entre eux ou avec les parois d’'une enceinte, et sajdes forces de frottement lors
de ces chocs/p][47[48][49).

Dans le premier chapitre, nous nous attacherons a mettptaer les équations indis-
pensables a la modélisation de type Eléments Discréaisilidgation des coordonnées
généralisées nous permet d’aboutir au formalisme destéons de Lagrange qui sont
fonction du paramétrage utilisé. Le mouvement individigss particules étant conditionné
par d’éventuelles liaisons de contact, il sera indispelesd’ajouter aux équations de La-
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grange, des lois de comportement local entre les variahiekes régissant le contact lo-
cal. Nous préciserons les relations cinématiques eesredriables locales et les variables
généralisées.

Afin de modeliser et gérer numériquement la loi de conéetcte, nous utiliserons le
formalisme du bipotentield5]. Ce formalisme, présenté au second chapitre, permet de
conserver les avantages d’'une écriture de loi d’évofuid’aide d’'une fonction a va-
leurs scalaires et d'une loi de sous-normalité. G. de 84%8][ 36] a proposé d’aban-
donner I'idée d’'une séparation en deux pseudo-potantiehux et postuler I'existence
d’'une fonction unique des variables duales appelée hitieteElle doit &tre biconvexe
et satisfaire une inégalité généralisant celle de Reh@ partir de ce formalisme, G. de
Saxcé et Z.-Q. Fend3f] ont proposé une modeélisation du contact unilatératdvet-
tement sec pour des corps déformables, qui aboutit a widifiel de contact. Lintéerét
numerique est de n’utiliser qu’un seul schéma de praietorrection dans la recherche
des réactions de contact. Les corps sont considérés eqrarfaitement rigides et aucune
flexibilité au contact interparticulaire n’est prise emgate. Dans le cas d’une modélisation
E.D., le bipotentiel de contact doit étre réécrit eregrént la notion de collisions mul-
tiples. L'intérét est double : cela doit permettre de difrgy I'algorithme local qui predomine
dans les méthodes E.D. et d'utiliser, comme critére de@agence, une relation en loi de
comportement.

Dans le troisieme chapitre, on réécrira le systemejadions présenté dans le premier
chapitre avec le formalisme de la dynamique non-réegellg&veloppé par J.-J. Moreau
[87] et on proposera un algorithme global de la Dynamique desd@tsmbasé sur I'utili-
sation du bipotentiel de contact. On s’appliquera a moygrer des exemples numériques
de contacts simples et de contacts multiples, I'efficagéé’algorithme. En outre, une
autre originalité de I'algorithme sera d’utiliser, comer@ere de convergence, une erreur
en relation de comportement dont on présentera succiectelmformalisme et la vitesse
de convergence.

Dans le quatrieme chapitre, on présentera le code MULR$0n organigramme général
et son fonctionnement, ainsi que quelques simulationsenigoes de matériaux ensilés
[47][4€] et de cisaillement direct. On s’attachera a valider nataaele sur un exemple
guasi-statique de matériau analogique soumis a un leiseht direct, par comparaison
avec des essais de laboratoire que nous avons réalisetedzadre d’'un précédent travail

[45].
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Un autre probléme important dans les milieux granulaigscelui de la définition d’'un
tenseur des contraintes moyen. Nous avons vu que I'appro@remécanique doit per-
mettre le passage de I'échelle microscopique a une lecmelcroscopique. Dans ce cas,
l'utilisation d’'une modélisation E.D. est indispensaptair accéder aux informations lo-
cales telles que les efforts de contact et le mouvement deswpes. A I'échelle mésoscopiqug,
ces informations sont utilisées pour quantifier le tensiasrcontraintes et le tenseur des
déformations. Cependant, ces techniques d’homog@i@is ne sont valables que s'il
existe, a grande échelle, un comportement moyen bienidatiec peu de fluctuations,...

et si le Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R.), ®guel sont basées les moyennes
gu’impliguent toutes ces approches, est bien défini ettrpas de taille trop grande
par rapport a la taille de I'echantillon ou de la struct{it€][15]. D’autre part, compte
tenu de la non-périodicité du milieu granulaire les tfi€oclassiques d’homogénéisation
[97] ne sont pas applicables. Une possibilité est alors dsetilla formule de Webét
[15][16][17][10F qui permet de calculer un tenseur des contraintes moyearta ges
seules forces de contact. Cependant, cette formule, aqligeéles efforts volumiques
(gravité et efforts d’inertie), restreint son domaine gpécation aux problemes quasi-
statigues et ne permet pas d’appréhender les problemesdgues. Il serait donc intéressant
d’établir une expression du tenseur des contraintes mqueprenne en compte les ef-
forts de contact et les efforts volumiques.

Ce seral'objet de notre derniere partie. On proposera éfieition du tenseur des contraintes
moyen pour les milieux granulaires a partir du formalisneeld mécanique des mi-
lieux continus. Loriginalité de cette écriture est depdre en compte les forces volu-
miques (forces de pesanteur et forces d’inertie), qui damupart des applications sont
négligées. On montrera sur un exemple analytique et ngo&simple comment les ef-
fets dynamiques sont essentiels pour obtenir la symatrterseur des contraintes.

3Echelle ol les constituants de la matiére premiére sasiensemble et forment un tout équivalent a un

milieu homogeéne.
4Bien que C. ChreeZ]] ait &té un précurseur en la matiére, la formule du tanses contraintes est

attribuée par beaucoup d'auteurs a J.-C. Weber.
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Chapitre 1

Modelisation d’'un milieu granulaire
par un systeme multicorps

1.1 Introduction

L'objectif général de I'étude est de proposer une misadélon des milieux granulaires
par la méthode des Eléments Discrets (E.RG|[[27]. La premiere hypothese consiste a
limiter notre étude a un milieu granulaire composé deipales discretes qui n’ont pour
interactions que la pesanteur et les forces de contact. De@seconde hypothese, on
modélise ce milieu granulaire par un modele de Schnegbdligui permet d’approcher
le comportement réel des milieux granulairés][56][ 10(. On considere alors un milieu
p
granulaire modeélisé par un systéeme= U Q. dep corps rigideg,.
k=1

A partir des formules fondamentales de la cinématiquieliespour un corps rigide, nous
proposons de parameétrer un systemeonstitué dep corps rigides par des coordonnées

généraliséeq = (q1, qo, -, qn)-

Dans un premier temps nous établissons, a partir du percées puissances virtuelles, les
equations de la dynamique qui s’identifient aux equatdmkagrange et dans un second
temps, pour des corps en contact les uns avec les autre@sgcomment tenir compte
de ces liaisons supplémentaires.

13
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Dans notre cas, les équations de liaisons s’identifiemsdals de comportement dont on
présentera les variables duales. Chaque loi de compantéatent calculée dans un repére
local, nous établirons les relations cinématiques deg&ariables duales et les variables
généralisées afin de permettre la résolution du sys@aguations.

1.2 Cinematique pour un corps rigide

1.2.1 \ecteur position

On définit par< X, X, X5 >, le systéme de coordonnées attaché & un repére Galile
orthonormé(O; E4, Es, E3) que I'on noterakR, et < xy,x,, x5 > le systéme de coor-
données attaché au repére barycentrique orthon6@hé”;, £, E5) que I'on noterak,

ou O’ est le centre de gravité de&,, figurel.1l

FIG. 1.1 — Configuration d’un systeme multicorps modélisantnilieu granulaire.

La position d'un point M du solide, ayant subit un déplacatt solide rigide a I'instant
t, s'écrit
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O'M = R(t)0'M,

ou R(t) est la matrice de rotation de centf& et d’anglef autour deFEs;. De fagon
équivalente,

X(t) = X(t) + R(t).(X(0) — X(0)), (1.1)

ouX(t) =< Xi(t), Xao(t), X5(t) > représente le vecteur position du centre de gravité de
Qy, calculé dansk, a linstant t etX(t) =< X, (t), X»(t), X5(t) > la position du point
M calculé dang?, a l'instantt.

Par ailleurs, la matrice rotation vérifie la propriét®@dhogonalité,

R'R=RR'=1, (1.2)

oul est la matrice identité ' la matrice transposée d&. Son déterminant est égal a 1.

Ainsi, tout corps solide se présente comme un systemamige a six degrés de liberté,
trois en translation et trois en rotation.

Dans un systeme a deux dimensions, la matrice rotatioegede a

cos) —sinf 0
R(O)=| sind cosd 0O . (1.3)

0 0 1
Ry

La position du solide est alors non plus déterminée padagxés de liberté mais par trois :
2 en translation et 1 en rotation.

1.2.2 \ecteur vitesse

La dérivée par rapport au temps de I'equati@rl) dansRk, nous donne I'expression de
la vitesse Lagrangienne d’un point du corps rigide,

X(t) = X(t) + R(t).(X(0) — X(0)).
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En utilisant la relation 1.1) et la propriété d'orthogonalité€l(2), nous obtenons alors
I'écriture suivante :

X(t) = X(t) + j(w)-(X(t) = X(1)), (1.4)

ou ici j(w)! représente la matrice des vitesses angulaires définie par

0 —-w3 w
‘ ) . 3 2
— W2 w1 O

Ry

Dans le cas 2-D, on& =< wy, ws, w3 >=< 0,0, 0 >.

1.2.3 Parangtrage pour un syseme multicorps

Pour étudier le mouvement d’'un systemede p corps rigides);, il est nécessaire de
savoir caractériser leurs positions dans un repére paavamétrage adapté. De plus, les
solides sont généralement liés par des liaisons quidimileurs possibilites de mouve-
ment, ce qui influe sur le choix du paramétrage. Classiquéroe associe a toute position
du systeme’, un ensemble de variables réelligsappelées coordonnées généralisées. La
position d’'un point M deX est déterminée par la donnée des- 1 variables réelles

q1, 2, -+, Gn, t. Le vecteur position de M est donné par :

X(t) = M(t, q). (1.6)

p
Dans cette configuration, & = U ;. et en ne tenant pas compte des liaisons internes

k=1
et externes, il est possible de définir un paramétrageitiriamec n = 6p parametres;
en 3D etn = 3p en 2D. Soit sous forme matricielle

qt:(ql @ - qn>- (1.7)

Prenons I'exemple d’un corps rigide, en deux dimensioise Ide tout mouvement, la

14(x) est I'opérateur “produit vectoriel pai® défini parj(x)(y) = x Ay
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position d'un point de ce corps par rapport au réferemiglvu (1.1), est donnée par

(1.8)

%) = [ K1)+ Xa(0)cost(t) = Xa(0)sinb (1)
Xo(t) + X1(0)sinf(t) — Xo(0)cosO(t) |

Dans cette situation, les coordonnées généralisésgsdame composé d’'un corps rigide
libre de toute liaison, pourront &tre les coordonnéesathire de masse du corps et I'angle
de rotatiory, soit

d = ( Xit) X(t) 60 ). (1.9)

Cependant, la donnée des coordonnées généralisestgoa’s suffisante pour déterminer

le mouvement mécanique du systeme. |l faut aussi caeria#t vitesses. On définit les vi-
tesses généralisées, ¢o, ..., G, comme les dérivées par rapport au temps des parametres
q, ¢, ---, ¢, A cetinstant. La vitesse Lagrangienne d’'un poinEdet est définie en utili-
sant le théoreme des fonctions composeées :

Lo < OM(t,q) .  IM(tq)
X(t) = V(M) = ; P e (1.10)
oMt q)

o

Dans le cas scléeronomicgten a

1.3 Dynamique d’'un syséme multicorps

Nous venons de préciser le paramétrage que nous utitis@@ur suivre I'évolution d’'un
systeme: constitué de corps rigideé3,. Il nous faut maintenant préciser les équations de
la dynamique par rapport au paramétrage

1.3.1 Principe des puissances virtuelles

Soit le principe des puissances virtuelles :

2Si les liaisons, prises en compte dans la définition du parawey; , ¢-, ..., g,, sont indépendantes du
temps
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Théoreme 1 Il existe au moins unéaferentiel GalieenR, dans lequel, pour tout syane
p

matriel ¥ = U ;. et pour tout mouvement virtugl*, la puissance virtuelle des quan-

k=1
titeés d’acé&léeration estegalea la somme des puissances virtuelles des efforésiextrs
et des efforts ir@rieurs au systmeX:

PI(S/R,) = PX(S — S/R,) + P (S/R,). (1.11)

ol I'on noteral: le systéme extérieur 4.

Par application du principe des puissances virtuelleshorst un espace de mouvements
virtuels. Pour I'étude d’'un systeme de corps rigides, efirit ainsi 'espace de champ de
torseur suivant :

V(M) =" Sa (1.12)
i=1 ¢

ou g = qu, q; représentant la variation virtuelle du paramétrggePar rapport a la
vitesse réelle, il manque la contribution du tenhgsii est figé. D’apresl(10, on montre
gue si legy; et lesg; sont indépendantes alors :

V(M) oM
" (1.13)

Notons que le cham¥ (P) a une structure de torseur sur le corps rigide Ce qui
entraine :

V(P)=V(M)+PMAw. (1.14)
Par dérivation par rapport aux, nous obtenons

OV(P) V(M) Ow
9e -~ ag TEMAGL

(1.15)
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Etant donnéesl(12), (1.13 et (1.15), le champ des vitesses virtuell&s (€2,) posséde
également une structure de torseur qui se note pour chagps KGgides2;, :

ow
i=6 d4q;
V()] =) _dr [Vl avec [V;]= : (1.16)
i=1 OV (M)
94; M

Prenons I'exemple d’'un systeme composé d’'un corps rididechamp des vitesses vir-
tuelles étant un champ de torseur, il est rigidifiant powsdide(?,. soit alors :

Axiome 1 Dans tout mouvement rigidifiant d’un sgste maériel X, la puissance vir-
tuelle des efforts i@rieurs est nulle.

Il reste alors a calculer la puissance virtuelle des qtest’accélératio®* (€2, / R,) (Que
I'on noteraP;) et la puissance virtuelle des efforts extériefif$<2;, / R,) (que I'on notera
PX) pour le corpg2;. Soit par définition,

Pi= [ paGn-vona =g [ aon-SE v, (1.17)
Qp

Q dq;

OUA (M) représente I'accélération calculée d@tsLe terme sous l'intégrale se développe
d’apres (.13 comme suit

o 8- 2 2 i 2(35
— %{V(M) . a\g(q_im} — V(M) 88% <dd_1\t4>
= ator (50} (50

(1.17) s’écritdonc :
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Le terme sous lintégrale n'est autre que I'énergie timée 7°(2;,/R,). La puissance
virtuelle des quantités d’accélératiétj est alors égale a

e [f{) SR g

De méme, la puissance virtuelle des efforts extérieucakrile a partir du champ de tor-
seur des vitesses virtuelles et du champ de torseur desfexterieures. D’apred.(16),
ona:

Pr(%/Ry) = [V*] [F(% — Q)] Zqz (@ — Q/Ry) (1.19)

ou 2, s’identifie & I'extérieur dé,, et ou

désigne la force généralisée associ@é(®;, — ) pour la coordonnée généralisge
Alors, d’apres le principe des puissances virtuellegl) et d'apres 1.18 et (1.19, nous
avons :

=6
- 0T (Q/Ry) dT(Q;/R,) _ B
;qi {dt { 04; 94 Qi — Q/Ry)| = 0. (1.21)
Comme leg;; sont toutes indépendantes les unes des autres pour les(olipres de

toute liaison, nous obtenons

— QT — U/R,). (1.22)

d [OT(/R,)) _ OT(%/R,)
dt dd; dq;
Ces relations constituent les équations de Lagrange, yoogporps rigide?, paramétré
par des coordonnées généraliseemdéependantes. L'extension a un systeme discret de
p
p corps rigides: = U ., donne par sommation skylesn=6p équations de Lagrange

k=1
pour:

or(X/R, JoT(X/R jk=n
dt{ (6‘qi >} (0q/2 ) QS =SB+ Y QU e 0, (123)

jk=1
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ol lesQ;(X — X/R,) sont les forces généralisées associées aux efforésiexts du
systemet et lesQ);(£2; < ) sontles forces généralisées associées aux effortsdaat
entre lex?; et();, constituant le systeme.

1.3.2 Identification deséquations de Lagrange

p
On définit I'énergie cinétique d’un systerme= U Q. par

T(%/R,) / Vi(M (1.24)

ou m est la masse du systeme. D’aptke4 @), I'énergie cinétique s’écrit

T(S/R,) = 3 3 ¥t i, + 300t )i + pelt, a),

,] 7

avec

g OM oM 4 OM M oM\ 2
2] — [ bZ —_= _— d t - —_— d .
¢ s 0g; aqa . x Ot g moe e /2 ( ot ) .

Dans I'hypothese d’'un systeme scleronomique, I'éigecgétique se réduit a

1 G
T(S/Ry) = 5> a” (@), (1.25)
irj
ou dans ce cas” est une matrice symétrique. L'énergie cinétique estcdqumadratique
par rapport auy;. Dans la pratique, nous ne calculons pas I'énergie gjoéten intégrant
sur le systeme mais nous déterminons I'énergie cinétap chaque corps puis nous som-
mons sur 'ensemble des corps.

D’apres (.25, le premier terme du premier membre deA3 donne :
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OT(S/R,) 1 ey (945 . I
o a0 i
1 .
) a’(q) (4 + 40
7.k

d’ou les équations de Lagrange pour un systeme sclanane :

QJQk Qz(i - 2/R9)+Z QZ(QJ — Qk)

Z CL”(Q)(L'JFZ o Dy, 'j—% Z

J:k gk
En posant
1 9a/"(q) .
Fi(q,q) = Qi(X — X/R,y) 5 ( >Qij7
2 - 8qi
3.k j.k
on obtient la formulation classiqué4]
7,k=n
> ()i = Fi(a,q) + Y Qi > Q). (1.26)
J j,k=1

Dans I'hypothése d’une modélisation des caffspar des cylindres, la matricé’ est
indépendante deg, et lesn équations de Lagrange deviennent

J,k=n

(M&), = F; + Y Qi(Q < Q) pour i=1,..n, (1.27)

j,.k=1

oUM = > "a" etF; = Qi(E — /R,).

J
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1.4 Les liaisons com@mentaires

1.4.1 Utilisation d’'une loi de comportement

p
Supposons maintenant qiie= U (2; (possédana priori n=6p degrés de liberté) soit
j=1
soumis & liaisons supplémentaires entre les cdipdaissant. —k degrés de libert§’ =

(41,2, --, gn—r) ('ensemble des configurations permises par ces liaistas)ealisation
de telles liaisons implique I'action st d’efforts de liaisona priori inconnus, dont)’,
est la force généralisée. Il convient de définir lesriesbns auxquelles doivent satisfaire
les variables réelles

qt - (Q1> q2; -, qn)

du fait des liaisons complémentaires

f.(t,q) =0  (c=1,2..k). (1.28)

L'étude du mouvement, dans ce cas précis, nous obligeia @s informations sur ces
liaisons. Il existe alors differentes stratégies deoh@son. Dans le cas de liaisons bi-
latérales fermes, on peut utiliser les équations de Lraggdl.27) mais en tenant compte

des liaisons au niveau du calcul des forces général@é€sci introduit un terme supplémentaire
au second membre, fonction desnultiplicateurs de Lagrangk. associés aux liaisons,

soit :

k of
(M&), = F;+ Y Aca—q‘f. (1.29)
c=1 E

Pour notre part, nous utiliserons une autre strategiesi@ution qui consiste a utiliser les
n équations de Lagrangé.@?7) sans tenir compte des liaisons et d’ajouterdésjuations
(1.28 dans le systeme a résoudre. Ce qui nous donne, dansuesagn+k équations
pour lesn+k fonctions inconnuey ¢, ..., ¢,) et lesk efforts de liaisons). Le systeme est
donc résolvable.

Mais ici les informations concernant les efforts de liaisomt trés limitées. Dans le but
d’utiliser ces équations pour modeéliser le mouvemenndhilieu granulaire frottant, les
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équations 1.28 ne sont pas suffisantes. En particulier, dans le cas ou amuss des
liaisons traduisant le contact unilatéral entre les ssljd

f.(t,q) <0 (c=1,2....k), (1.30)
les liaisons fermes peuvent se rompre. Donc, si nous vowaeis de plus amples infor-

mations sur la sthénique des liaisons, nous devons teatksrliaisons de contact entre
les corps par une relation dite de comportement

loi(x,y) = .VRAL (c=1,2...,k), (1.31)
ou x ety sont des variables duales choisies pour traduire la liaibon point de vue

cinématique et sthénique. Le systeme d’équations ques aurons a résoudre devient
alors

J,k=n

(M@); = Fi+ > Qi€ & )
Jk=1 (1.32)

loi(x,y) = .VRAL (c=1,2...,k).
Avant de discuter plus en détails de la forme de la loi de cambepnent et de sa modeélisation
(chapitre2), nous allons, dans un premier temps, définir les variathledes qui vont in-
tervenir dans la loi de comportement. Dans un second terops, &tablirons les relations
cinématiques permettant de faire le lien entre les vaembduales del(31) et les coor-
données et forces généralisées intervenant dagg) (

1.4.2 Variables duales pour la loi de comportement

Afin de prendre en compte les possibles conditidn3@), nous faisons le choix d’utiliser
ici comme variables de comportemeit = 1, la vitesse relative locale de par rapport
af); etr;; = r, laréaction de contact de; sur(,.

1.4.2.1 Le regre local

A chaque paire de rouleauy; et(2;, candidats au contact, est associé un référentiel local
d’axes orientés suivant les deux vecteurs unitairest, respectivement normal et tangent
au plan de contach est dirigé de&?; vers(;, figure1.2
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FIG. 1.2 — Repere local

(Xi — X))
n=-——_——"- (1.33)
[1Xi = X
ett est orienté positivement par rapport au vectelit = e3 A n). La base locale ortho-

normée estn, t, £5) et T est la matrice de changement de base entre

(Eb E27 E3) L (1’1, t7 E3)7

qui s’écrit en 3-D

T tl 0

0 0 1
E;

Par suite, quand rien ne sera précisé, les matrices seqgmortées a la basé’;, Es, F3)
deR,.
1.4.2.2 Lavitesse relative locale

D’apres (.4), la vitesse relative du corpgpar rapport au corpgs’écrit

X, = X; + j(w) (X, — Xi) — X; — j(w)) (X, — X,). (1.35)
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Si les corps ont une géométrie sphérique ou, dans le eas phe géométrie circulaire,
nous pouvons écrire, dans le cas d’un point de contacturiace :

Xz’ —X; = —a,n et Xj — Xj = a;n (136)
ou a; eta; sont les rayons des corps i et j respectivement. Soit alorsraplagant dans

(1.39,

Or

j(wiln = —j(n)w; et j(w;n=—jm)w,,

soit alors I'expression de la vitesse relative :

Xij = Xi + a;j(n)w; — X; + azj(n)wy,

ou encore sous forme matricielle :

Xij = < I a;j(n) -1 ajj(n))

ol les vecteur¥;, w;, et Xj ,W;, représentent les vitesses généralisées des ¢eftps
respectivement. On a encore :

X = (T ajm) -1 ajm) ) (@), (1.38)
ou, dans le cas 3-[g est une matricé2 x 1, I la matrice identité de dimensiofis< 3 et
j(n) une matrice de dimensioBsx 3.

En projetant £.38 sur la base localén, t, F3), nous obtenons une relation, entre la vi-
tesse relative localé = thiij et les vitesses généralisées des deux corps candidats au

contactq, exprimée par une matride’

o= Plq avec Pt:Tt<I ah 1 ajﬁ). (1.39)
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La vitesse relative locale se décompose de la fagon sigivan

U= + d,n (1.40)

ou u,, représente la vitesse de séparation normale (en reféra la condition1.30) et
1, la vitesse de glissement.

1.4.2.3 La reaction de contact local

On modeélise les actions de contact, exercées par un $olisier un solide?;, en considérant
que, sur la surface de; en contact ave@;, agit un ensemble de forces auquel on associe
un torseur des actions de contact, figlirg

FiG. 1.3 — Schématisation du contact

Reprenant le repere local défini a la figure, les éléments de réduction du torseur des
actions de contact peuvent étre écrits sous la forme

r=r;+r,n

(R =
Cr=C,+Crn

(1.41)

Y

1

ou r, représente la réaction normale ou pression de contatd, force de frottement
ou force de résistance au glissement ou encore force efadbé,C;, le moment de
résistance au pivotement au point K&t le moment de résistance au roulement au point
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La loi de contact cherchéd.(31) s’écrit maintenant entre la vitesse relative locale st le
réactions de contact locales

loi(i,r) = .VRAL. (c=1,2.... k). (1.42)

1.4.3 Relations ciematiques
Nous avons défini enl(39 une relation entre la vitesse relative locale et les vésss
généralisées des deux corps candidats au contact par

u=Plq. (1.43)

Nous allons, de méme, préciser la relation entre les fogéméralisée®);, associées aux
efforts de contact entre les corps, définies €12@Q et les réactions de contact locales.
On prend le cas d’un systemeconstitué de deux corp®; et(),. Les efforts généralisés
correspondant a une liaison de contact entre les deux st@psvent

Qi = Qi(Q — Q1) + Qi(21 — ),

avec d'apresX.16 et (1.19

F 0w, ]
9
Qi( — ) = [ I'(2)1 ] . )
n| 9(T'Xy)
L 9a 1y

ou /; estle point de contact appartenafitaet oUT!X 1, désigne la vitesse de calculée
dans la base locale, t, £3) et

SLorsqu'ily a effectivement glissement, il est plus souMéngitime de négliger les frottements de roule-
ment et de pivotement. Par contre, dans le cas de non-gksgesnon néglige le frottement de pivotement,
le corps circulaire va, par exemple, tourner indéfinimeeniteésse contante, vois{].
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OwWs
9q;
Qi(Sn — ) = [ N ] |
L | 9(T'Xy,)
I/ S

ou /5 est le point de contact appartenafitaet outhil2 désigne la vitesse dg calculée
dans la base locala, t, E3).

D’apres le principe de I'action et de la réactipn = —r;, = r, hous avons

t > g
Qi=r AT Xl _, 00 (L.44)
94 o

donc d’apres1.39, nous obtenons

e = (Pr)- (1),

carP est indépendant des. Soit finalement

Qi=r-

Qi = (Pr),, (1.45)

ou (Pr); désigne la composante i du vect@.

En généralisant a 'ensemble des k contaat&in systeme multicorps, nous obtenons les
equations de Lagrange sous la forme suivante

k
Mg =F+) Pr. (1.46)

c=1

1.5 Conclusion

Nous constatons que I'équation de la dynamique est suiéigenur étudier le mouvement
d’un corps rigide libre, c’est-a-dire susceptible d’opeutoutes les positions dans l'es-
pace sous I'action de forces extérieures connues. Maisigesouvent, elle n’est pas suf-
fisante pour prévoir le mouvement d’'un systeme de corpdetgdes que certains d’entre
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eux se trouvent, soit en contact avec des obstacles @xtgru systeme), soit en contact
mutuel. On dit alors que le systeme est soumis a des liait@s efforts provenant de ces
contacts, ou “efforts de liaison”, constituent des incassupplémentaires venant s’ajou-
ter a celles qui définissent la configuration du systeneen@mbre des équations données
par 'énoncé fondamental est alors inférieur a celus sreonnues. Il faut donc adjoindre
a ces équations d’autres relations qui nous renseignemts efforts de contact priori
inconnus : ce sont les “lois de comportement des liaisong”systeme d'équations a
résoudre est alors

k
Mg=F+> Q
c=1

loi(u,r’) = .VRAL (c=1,2...,k)

avec les relations cinématiquas= P'q et Q° = Pr°.



Chapitre 2

Modelisation du contact frottant dans le
cas d'un syseme discret par I'approche
du bipotentiel

2.1 Introduction

Nous avons montré dans le chapifteque le comportement d’'un systeme discret
constitué de corps rigides pouvait étre régi par lesaéiqas suivantes :

k
Mg = F+> Q°, (2.1)
c=1

loi(u,r’) = .VRAL (c=1,2... k), (2.2)

ou (2.1) sont les équations de la dynamique pour un mouvemenlieegt (2.2) la loi de
comportement qui identifie les réactions de contéct edit contact, doit &tre modélisé
par une liaison qui n’est autre qu’une loi de force dont larfolation comporte deux types
d’'informations B0]. Des informations cinématiques et des informationssitpies. Dans
la littérature, pour un systeme multicorps nous distomggiprincipalement deux classes
de modélisations du contact ; soit la loi de contact edtlggsée, soit la loi de contact est
exacte.

31



32 Modélisation du contact frottant

L'approche classique de la loi de contact régulariséksatles théories de Hertz et de
Midlin. La théorie de Hertz étudie le contact élastiqumére deux grains sphériques ana-
logues, comprimés sous I'action d’une force de contaatnade F,, figure2.1a.

‘FH

Fy
d -
n
contact plan

circulaire

Fy
dp —g—

b

(a) (b)

FIG. 2.1 — Théorie de Hertz (a) et de Midlin (b).

Elle prédit un contact plan circulaire de rayomt le rapprochement, de leur centre.

2KF,
\/; )

a® = KF,r, d3? = (2.3)

M ou r, E etr sont respectivement le rayon de la sphere, le module
d’Young et le coefficient de Poisson. La théorie de Midliragua elle, tient compte, en
plus, des déformations irréversibles dues aux glissésnetatifs des points de contact
engendrés par la composante tangentielle de la force daatdt, figure2.1b. Au point

de contact, la force de contact est supposée obéir audddisttement solide qui utilisent
comme critere de plasticite, < F}, tan i, ou i est le coefficient de frottement. La force
normaleF,, est fixée, alors que la force tangentielle est supposée agir dans le plan
de contact avec une intensité croissant progressivengenéih a une certaine valeur. Il
se produit un anneau de glissement sur les bords du cerclentact, qui engendre un

avec Kk =



2.1. Introduction 33

déplacement relatif tangentiel irréversille

& =a (1 — (MF];H)) . (2.4)

Du point de vue modélisation, la composante normale duaobest classiguement représentée
par le modele rhéologique de Kelvin-\Voigt, qui associgarallele un ressort de rigidité

k, traduisant I'élasticité de contact et un amortisseuradfientc,, traduisant I'absorp-

tion d’énergie, figur®.2a. Le méme modele rhéologique est employé pour la coares
tangentielle du contact ou le comportement plastiqguewfr@tement de Coulomb est
ajouté sous la forme d’un patin de coefficientfigure2.2b.

A Hertz B Midlin

FiG. 2.2 — Modélisation du contact déformable.

Pour la résolution de ce type de contact, certaines ngat@ins E.D. comme la Dyna-
mique Moléculaire (D.M.) utilisent des approximatiorgularisantes mais les résultats
sont un compromis entre exigence de précision et raidesiiedaations approximantes

[101].

Dans le cas de la loi de contact exacte, aucune flexibiliteaact interparticulaire
n’est prise en compte. La modélisation utilise la loi detachunilatéral traduisant les
conditions de Signorini et la loi de Coulomb traduisant lettement interparticulaire.
La déperdition de la quantité de mouvement est alors t&niaee par un (ou des) co-
efficient(s) de restitution. La résolution classique estéd® sur une mise en equations
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exactes des problemes a liaisons unilatérales commeethade collisionnelle ou plus
recemment la Dynamique des Contacts (D.C.), développéd.-J. Moreau et M. Jean
(636465668586l 827 7][91].

Nous proposons, dans ce chapitre, une modélisation dactonbn déformable et une
résolution originale des équatiora 1) et (2.2), en utilisant le formalisme des matériaux
Standard Implicite’s(S.1.) initié par G. de Saxc&p|[36][39][60].

Nous procéderons, dans une premiere et deuxieme parteeprésentation des lois de
contact unilatéral et de Coulomb utilisées pour moeglis contact non déformable. Il

en résultera une écriture avec des pseudo-potentielawgaractere multivoque de ces
lois. Nous verrons que la loi est non-associée et que nowmsuout intéerét a utiliser

le formalisme des matériaux Standard Implicites, comatit la troisieme partie de ce
chapitre. Dans une quatrieme partie, nous présentegoresolution numeérique de la loi

de comportement par la méthode du lagrangien augmenté.

2.2 Loi de contact unilateral

Les corps sont considérés comme parfaitement rigidesi@iree flexibilité au contact
interparticulaire n’est prise en compte.

2.2.1 Conditions de Signorini

La loi de contact unilatéral traduit les conditions de Sigmi, c’est-a-dire la non-pénétrabilité,
la non-adhésion et I'état de contact ou de non-contact.

2.2.1.1 Non-gneétrabilit &

Les corps rigides peuvent entrer en contact, mais nontg@ri&in dans l'autre. Cette
propriété restreint 'ensemble des configurations gmesides corps I'un par rapport a

lvoir annexeB
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l'autre. Une telle restriction se traduit par :

flta) >0 (c=1,2...k), (2.5)

ou l'indice c désigne le contact potentiel entre deux corps.

Dans le cas d’'une modélisation d’'un matériau analogiqug&bmeétrie circulaire, deux
corps rigides(2; et (2; potentiellement en contact, qui ont pour frontieres deurfages
circulaires de centr®; et O, et de rayoru; eta; respectivement, la restriction s’écrit

OjOZ- Z a; + a, (26)

et (2.5) se traduit par la condition géométrique unilatéraligaute :

fe=11Xi = Xj| = (a;i + a;) > 0. (2.7)

On définit alors l'interstice ou le déplacement relatif entre les corg'scomme étant la
projection de 2.52 sur le repere local, figure.3

FIG. 2.3 — Définition graphique de linterstice.

2voir chapitre 1
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On obtient alors la condition de non-pénétration

siu, =0 !contact,
Up > 0 — o (2.8)
siu, >0 ! non contact.

2.2.1.2 Non-adi@sion
La condition de non-adhésion, dite condition statiqu@riexe que le point de contact |
du corps(2; ne doit pas coller au corgs;. Elle s’exprime dans le repere local par

Uy, =0 r, > 0. (2.9)
La réaction de contact normale est toujours supérieurégale a zéro. Les efforts ne
seront que des efforts de compression et non de traction.
2.2.1.3 Etat de contact ou de non-contact

Si I'interstice est supérieur a zéro, la réaction detaonnormale doit tre nulle, il n'y
a pas contact. Par contre, pour une réaction de contactab®mon nulle, c’est-a-dire
supérieure ou égale a zéro, il y a contact.et= 0.

On traduit généralement cette condition par

Up. T = 0. (2.10)

En résumé, les conditions de Signorini se traduispat

Uy, >0, r, >0, Uy, Ty = 0. (2.11)

2.2.2 Loide contact unilatral en vitesses

Il faut bien faire la distinction entre un contact persistinun contact ouvert. Un contact
persistant est un contact ou l'interstice est nul et lasggenormale relative nulle. Par

3Le caractere unilatéral de la liaison nous obligera pasuige a prendre en considération une loi de
choc qui traduit plus ou moins le phénoméne de dissipatemcontré lorsqu’il y a contact entre deux
corps. Nous nous intéresserons aux differentes lois deschu chapitre 3. Ici, nous allons traduire les
conditions de Signorini en fonction des vitesses.
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contre, pour un contact ouvert, l'interstice est toujoegal a zéro mais la vitesse relative
normale est positive. On traduit ces conditions par

i, >0, >0, iy = 0, (2.12)

soit graphiquement, figur2.4,

contact

reldchement

FiG. 2.4 —loi de contact unilatéral.

soit sous forme algorithmique,

Siu, > 0, alorsr,, =0 I relachement du contact,

| o (2.13)
et siu, = 0, alorsr,, > 0 ! compression si contact.

D’apres la figure?.4, la loi de contact unilatéral n’est pas un graphe de fonct¥est une

loi multivoque. Considérons le poimt, = 0, la “fonction” représentant la loi de contact
unilatéral n’est pas dérivable. Il existe une infinitbyperplans en contact avec le graphe
de la fonction eni,, = 0 et minorant toujours cette fonction. Il faut avoir recoar$a’
notion de sous-différentiels (annefg. Ici, nous avons toujours1, < 0. J.-J. Moreau
[80] propose alors d'introduire, _ (—1,,) comme potentiel, ow, . désigne la fonction
indicatrice deR™~ =] — oo, 0]. Cette fonction prend la valeur zéro-sii, € R~ et +oo
autrement. Soit alors le potentig}, (—,,) = Yr- (—1,).
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Définition 1 La loi de force qui existe entre la vitesse normale@assation et la action
normale de contact &crit sous forme d’un sous-défentiel ai ,,(—u,,) représente un
pseudo-potentiel

Tn € Opn(—1y,) (2.14)

et our, représente le sous-gradientgdgen(—1,), figure2.5

FIG. 2.5 — Sous-gradient,.

En effet,

Si —1,, < 0, ¢, (—u,) est dérivable= 0y, (—1u,) = {¢),(—u,)} = {0};
si i, = 0,p,(—1u,) est non dérivable> 0y, (0) = {r,tels quev — !, <0, —a! r, < 0}.
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De méme, la loi inverse de la loi de contact unilatéraltsiiprete, du point de vue algo-
rithmique, par

sir, > 0alorsu, =0 !contact,

, ' R (2.15)
sir, = 0alorswu,, >0 !relachement du contact,

soit graphiquement, figur2.6

reldchement
———

contact

#

Fic. 2.6 — Loi inverse de la loi de contact unilatéral.

Laloiinverse étant une fonction multivoque, on utilisel@me démarche que precédemment.
Soit alorsyg, (r,,) la fonction indicatrice d&®* = [0, +oo[. Cette fonction prend la va-
leur zéro sir,, € R* et—oo sinon. Soit alors le potentigl, (r,) = g, (75,).

Définition 2 La loi de force inverse qui existe entre la vitesse@gssation normale et la
réaction normale de contact&rit sous forme d’un sous-cdéfentiel a1 x,,(r,,) représente
un pseudo-potentiel

— Uy, € OXn (1), (2.16)

ou —1,, représente le sous-gradientgeenr,, figure2.7.
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FIG. 2.7 — Exemple de sous-gradient gdeen—,,.
En effet,

Siry, > 0, xn(r,) est dérivable= Oy, (r,) = {x},(m.)} = {0};
Sir, =0, x,(r,) est non dérivable> dy,,(0) = {—u,tels quevr,, > 0, —u,r,, < 0}.

En resumé, la loi de contact unilatéral et sa loi invefgers/ent sous forme de loi sous-
normale

Tn € Opn(—ly) <= —1y, € Oxn(Ty). (2.17)

2.3 Loi sur le frottement sec

2.3.1 Introduction

Les lois dites “macroscopiques”, d’origine purement e@kpéntale, qui régissent la sta-
tique et le mouvement de deux corps en contact, sont simfgepatence, mais elles
reposent sur des bases physiques complexes. Ces loisrpéolmgiques du frottement
de glissement entre corps ont été introduites delfesiecle par Léonard de Vinci.
observe que, pour mettre en mouvement un solide posé surtta) d faut exercer une
force tangentielle qui ne dépend pas de la surface en dpmads qui est proportionnelle
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a la force qui presse les deux solides I'un contre l'autreuPsiéecles plus tard, en 1699,
c’est au tour d’Amontons d’énoncer les deux lois du frottetrstatique :

— en contact sec, deux objets résistent au glissement setforce directement propor-
tionnelle a la charge normale;

— cette résistance au glissement est indépendante dédaesapparente de contact entre
les deux objets.

Dans son modele physique, les surfaces en contact peeseies aspérités qui s’emboitent
les unes dans les autres. Le frottement correspond a la fi@oessaire pour tirer une sur-
face sur les petits plans inclinés formés par les agggede I'autre. En 1789, Coulomb
confirme les lois d’Amontons, il établit egalement l'inmence de la déformation des
matériaux et de I'adhésion dans le frottement. De plustpidie le frottement “cinétique”
reprenant les travaux d’Euler de 1750. Dans le frottemerétimjue, I'objet est déja en
mouvement. Le frottement est la force qu’il est nécessdgr@aincre pour entretenir le
mouvement . Il remarque que lorsque les surfaces sont enenm, le frottement est
moins important que le frottement statique et a peu préstamt. C'est al20° siecle
gue ces lois vont &étre vérifiees. En étudiant le rdle’ddhésion dans le processus de
frottement, Bowden et Tabord proposent une explicatiorsfgue de la seconde loi de
frottement. Ils remarquent, dans un premier temps, queesoes surfaces sont plus ou
moins rugueuses. Quand elles sont en contact, seuls lesetsnd leurs aspérités se
touchent. A partir de cette constatation, ils montrent guedefficient de frottement,
c’est-a-dire le rapport de la résistance au glissemaniastharge normale, est 'egalfa

ou s représente la contrainte du cisaillement limite du matéle moins résistant et p la
pression moyenne. Cette simple analyse montre que laagsesau glissement dépend de
la charge : une conclusion en accord avec la premiére laiatement. De plus, la force
de frottement est indépendante de la dimension et de leefdera surface de contact ap-
parente, la deuxieme loi est ainsi confirmée. Les lois &mnentales du frottement solide
se réesument ainsi :

— la force de frottement est indépendante de 'aire appea® contact ;
— la force de frottement est proportionnelle a la force ralee contact ;
— il faut distinguer un frottement statique et un frottement dynamique; ou 1y < fis.
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2.3.2 Reaction normale et eaction tangentielle
2.3.2.1 FReaction normaler,

La réaction normale, exercée par le cofpssur(2;, est dirigée vers l'intérieur dg,. De
méme, la réaction normale, exercée par le cérpssur(2; est dirigée vers l'intérieur de
(2;. La réaction normale est donc une force de compressionretine force de traction.
Du point de vue de sa norme, la réaction normale a une valéwépend des conditions
du mouvement ou de I'équilibre et des autres actions extés qui s’exercent sut;.

2.3.2.2 FReaction tangentieller;

Les lois auxquelles satisfait la réaction tangentiella slifferentes suivant la valeur nulle
ou non nulle de la vitesse de glissemant

casalu, =0

Exercons sur le corgs;, en contact sans glissement avec le cérpsine force de traction
r, située dans le plan tangent en | aux surfaces limitart (2;, figure2.8. L'expérience
montre que la vitesse reste nulle tant que T n’atteint pasvalteur maximale égale a
||rtmaal| telle que

||rt7max|| = fis||7n]]. (2.18)

On a donc, dans le cas de non-glissement, I'inégalitéastiy

[Ieel| < pas|lral | (2.19)

Géomeétriqguement, la réactianest située a I'intérieur d’un cbne de révolution, cddda
normale en | au plan tangent, de sommet | et de demi-abhgte arctan u,. Ce cone est
appelé cone de frottement, figL2es.

casalw #0:
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Fic. 2.8 — Cbne de frottement.

La force de frottement,, qu’exerces); sur(2;, a méme support que la vitesse de glisse-
mentiy,,

I A\ l.lt =0. (220)

La force de frottement,, qu’exercef2; sur(2;, a un sens opposeé a celui de la vitesse de
glissement,,

r.u, < 0. (2.21)

Pour une vitesse de glissement fixée, la norme de la fora®tlerhent est proportionnelle
ala norme de la réaction normale :

[Irel| = pallrall; (2.22)

ou 4 est égal quy, le facteur de frottement dynamique. Celui-ci est ind&aen de la
vitesse de glissement et inférieur au facteur de frottersiatique 1 < .

On supposera, par la suite, I'egalité entre coefficierftaitement dynamique et statique.
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2.3.3 Mocklisation de la loi de Coulomb

Les conditions précédentes permettent de définir laniarise du frottement de Coulomb
de fagon algorithmique :

siu; = 0 alors||ry|| < pr,  !adhérence,
si —u,; > 0 alorsr, = ur, I glissement, (2.23)
si—u; < 0 alorsr, = —pur,, ! glissement.

Soit graphiquement, figur2.9

glissement

adhérence

FiG. 2.9 — Loi inverse de frottement.

J.-J. Moreau, dans3{J, a précisé que la valeur de la fonction de résitancer{tepar
un pseudo-potentiel) détermine la valeur de la puissaizsgpée. Soit I'introduction du
pseudo-potentiel dit de dissipatiop,: (—1;) = ur,|| — &

Définition 3 La loi inverse qui existe entre la vitesse de glissement et#ation de
contact tangentielle peut se mettre sous la forme d’'unaigich diferentielle

T € 0@y, (—1y). (2.24)
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En effet,

Si —t; > 0,0, (—1,) est dérivable= dp,, (—1;) = {¢] (=)} = pry;
Si —1; < 0,0, (—1) est dérivable= 0y, (—i,) = {¢,, (=)} = —pry;
siiy = 0,p,, (—1;) est non dérivables dy,, (0) = {rtels quev — u; < 0, —u,ry < 0}.

De méme, la loi de glissement

si||ry|| < pr, alorsa, =0  !adhérence,
Sir, = ur, alors—u; >0 I glissement, (2.25)
sir, = —ur, alors—u, <0 !glissement,

peut s’écrire sous forme d’une inclusion differentielRour ce faire, on introduit un in-

tervalle /,, = [—pur,, pury) et le potentiely,, (||r||) = 1, (||re||), oy, (r;) est une
fonction indicatrice qui prend la valeur zérorsic I, etoo sinon.

On va définir, comme en plasticité, une fonction de charge

Fra(lleel]) = [leef | = prn. (2.26)

Le cone de frottement est défini par

fra((leel]) <0, (2.27)

et le domaine de validité du frottement s’écrit

K(r,)={r; telsque f, (||r:]) <O0}. (2.28)

On posera) K (r,,) la surface de glissement.

A partir de ces differentes relations, on introduit la notte regle de normalité développée
par J.-J. Moreaud(]. Dans le cas de la loi de frottement, la vitesse de gliss¢asrper-
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pendiculaire a la surface de glissement. Soit le calcubd#erivée de I'eéquatior2(26)
par rapport a;,

Ofra _ T

ory B |[re]|

soit, en application de la regle de normalité

. Of, )
= Ay T (2.29)
Jry |||
ou le multiplicateur\ > 0.
Nous obtenons alors la loi de frottement sec de Coulomb
si||ry|| < pr, alorsu, =0 I'adhérence,
. : . . Ty . (2.30)
Si||ry|| = pr, alors3\ > 0 tel quen, = —)\H T I glissement.
ry
ou sous forme d’une inclusion differentielle
—, € M, (11). (2.31)

Graphiquement, nous obtenons, fig@r&0:

En réesumé, la loi de frottement sec et sa loi inverse pdus'égrire sous forme de loi
sous-normale

- € Ok, (1) <= 10 € Opr, (—1y). (2.32)
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Fic. 2.10 — Loi de frottement sec de Coulomb.

47
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2.4 Modelisation implicite de la loi de contact unilagéral
avec frottement sec

2.4.1 Loide contact compkte : loi non-asso@e

La loi de contact complete (unilatéral et frottement) @sé loi dissipative non-linéaire
incluant trois statuts : relachement, contact avec fnottet et contact avec glissement.
Sous forme d’'un schéma algorithmique, nous obtenons

sir, = 0 alorsw,, > 0 I relachement,

sir, > 0et||r,]| < pr, alorsa =0 I'adhérence,

sir, > 0 et||r,|| = pr, alorsu, =0, 3\ > 0 tel quety, = —)\Hr—tH I glissement.

ry
On définit le cone de frottement de Coulomb, fig@r#1,
—
"t
FIG. 2.11 — Cbne et cone dual de Coulomb.
K, ={(rn,r;) telsque f.,(r,,r;)=|r| — pr, <0}, (2.33)

et la surface de glissemeiis,, dans I'espacer,, r;).
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De méme, la loi inverse

Siu, > 0alorsr =0 I relachement,
siu=0alorsr € K, I'adhérence, (2.34)
si—u, < 0 alorsr,, > 0etr, = —,urnﬁ I glissement.

Ut

On définit le cone polaire d&,, figure2.11:
K, = {(tun, ;) telsque pl[a|+d, <0} (2.35)

L'interprétation géométrique nous permet de dire queeleteur de vitesse relativen’est
pas normal au céne de Coulomb, car, sur la surface de glessein, est égale a zéro.
D’autre part, au sommet du cone de Coulomb (relachemen$) les vecteura tels que
i, < 0 sont autorisés, figur2.12

\jﬁ
£

C4-O

Fic. 2.12 — Loi de contact unilatéral avec frottement sec.

Ces constatations ne nous permettent pas d’utiliser la dignormalité et donc de mettre
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la loi de contact unilatéral avec frottement sec sous fodfmee inclusion différentielle
du type—u € 9, (r). G. de Saxceé et Z.-Q. Fengd] ont montré que la loi de contact
unilatéral avec frottement sec peut se mettre sous la falenkinclusion differentielle
Suivante

— (0 + (i + pf[0e|[)n) € O, (r) (2.36)
mais qu’il n’existe pas de pseudo-potentiel car la conditie monotonie cyclique, condi-
tion nécessaire et suffisante provenant du théoréeme d&aRslar, n'est pas vérifiee.
Le comportement des matériaux ayant une loi complémentls ce type sont qualifies
de non-standard ou a loi non-associée. G. de Sax@éjfopose alors de généraliser la
loi de dissipation normale, basée sur la construction gotentiel unique, fonction des
variables flux et forces thermodynamiques. Il proposeatiet une nouvelle classe de
matériaux appelés Standard Implicites (S.l.), anrgx&lle généralise d’'une maniére
simple et claire les matériaux standard et non standard.

2.4.2 Bipotentiel de contact

On suppose un systeme matériel décrit par un espace ekses généralisées muni
d’une structure d’espace vectoriel SRirV est mis en dualité avec un espace vectoriel F
des forced par une forme bilinéair¢v, f) — v - f, représentant la puissance dissipée.
V et F sont munis de topologies localement convexes compat@vec leur dualité. Nous
proposons de modeéliser le contact unilatéral avec fmtet sec par le bipotentiel suivant

be(—1,1) = W (—ty,) + Vg, (r) 4+ pry || — 0| (2.37)
G. de Saxceé et Z.-Q. Fengd] ont montré, d’'une part, que cette fonction est un bipoten-
tiel, c’est-a-dire qu’elle vérifie I'inégalité suivém:

V=l r € R Wp (—ity) + Ur, (r) + pra|| — ]| = —(re + ), (2.38)

et d’autre part, que les couples extrémaux du bipotenéefient la loi de contact a frot-
tement sec, c’est-a-dire que le bipotentiel vérifie &g :

|| = || = —(Qr; + ry). (2.39)
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En conclusion, la loi de contact compléte et sa loi invem@vent &tre écrites respective-
ment sous forme de lois de sous-normalité implicites

—u € 0,b.(—1,r), r € 0_gb.(—1,r) (2.40)

2.5 Resolution de la loi de contact compite

L'approche classique pour la résolution du probleme deaxt avec frottement est basée
sur deux principes de minimum et sur deux inégalités vianaelles /][ 28][ 29][69]. La
premiere concerne le contact unilatéral, I'autre leteotent. En pratique, ceci conduit
a un algorithme de résolution alternative des deux @omigls jusqu’a la convergence.
L'utilisation de la méthode des matériaux S.l., conduitin seul principe variationnel
et une seule inégalité. Dans ce cas, le contact unilagér@ frottement sont couplés.
Pour la résolution numérique, nous utiliserons la mééhdu lagrangien augmenté/]
afin d'éviter les potentiels non differentiables qui amgissent dans la représentation du
contact.

2.5.1 Sckema prédicteur-correcteur

Nous avons établi er2(40 que la loi de contact avec frottement pouvait se mettre sous
la forme d’une loi de sous-normalité. Utilisant la défioit des sous-differentiels, nous
définissons une inéquation variationnelle :

vr' € K,, b.(—u,r')—b.(—u,r) > —u( —r). (2.41)
Choisissons alors un coefficienpositif dont la valeur est choisie dans un certain inter-
valle pour assurer la convergence numérique. L'inég#2it41) s’écrit alors :
Vi’ € K,, pb(—1a,r') — pb(—a,r) + [r — (r + p(—))].(x —r) > 0. (2.42)
Cette inéquation montre queest le proximal de la réaction augmentee- r — pu par

rapport a la fonctiomb(—1, r),

r = prox(r — pu, pb(—1,r)). (2.43)



52 Modélisation du contact frottant

Cette équation peut étre résolue en utilisant I'aldponié d’Usawa44][ 61]. Soit, (—;, r;)
une approximation a l'itération i, le calcul dg_; se décompose en deux étapes,

réd|Ct|0n f'z' =T, — l.ll )
p . +1 PA . (2.44)
correction : r;q = proz(ti 1, pb(—10;,1r;)) .
A partir de la définition du bipotentiel de contact, et erséait les hypotheses:;, > 0 et

r e K,
(2.37) s’écrit

vr' e Ky, pp(r, — )|l = wf[ + [r = (r + p(—0))].(r" = 1) > 0

soit encore :

vr'e K,,(r—7).(t' = 1) >0 (2.45)

ou T représente la réaction augmentée

r =1 — plity + (it + 1| — ,]])n)].

L'équation précédente montre quest la projection de sur le cone de Coulomb,

r = proj(r, K,). (2.46)

Cette équation correspond aux lois de contact avec freteispous une forme implicite.
L'algorithme d’Usawa, appliqué 2(46), conduit a une procédure itérative composée de
deux étapes

prédiction : 7t =1 — p[al + (0, + p|| — 0f]).n],

. | e (2.47)
correction : ™! = proj(r"t K,).

2.5.2 Interprétation graphique de la projection
L'étape de correction du schéna47) s’identifie aux trois possibilités suivantes :
siT € K}, relachement du contact,

siT e K, contact avec frottement, (2.48)
siT € R — (K, UK?) contactavec glissement,
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et elle est représentée graphiquement par la figura

adhérence

glissement

K

FIG. 2.13 — Projection de la réaction augmentée sur le corittement.

2.5.3 Interprétation analytique de la projection

L'étape de correction qui correspond a la projection der&diction sur le cone de Cou-
lomb peut étre reformulée comme une solution d’'un prot@éon-linéaire de minimisa-
tion sur un convexe :

. 1 9
r =proj(r,K,) = rléf}{fﬂ §Hr —7||% (2.49)

En d’autres termes2(49 est un probleme de minimisation sous contraintes utitita
technique des multiplicateurs de Lagrange :

r = proj(r, K,) =sup inf L(\, r,,1¢) (2.50)

A>0 Tn,Tt

ou L = |[r — 7[> + A[rel| — porn).

Soient les conditions de stationnarité
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oL
o ||lre|| — prp =0, (2.51)
L
oL = =T — pA=0, (2.52)
ory,
OL
el I WL S} (2.53)
ory |||
Calcul de \ :
De I'equation 2.53), nous avons
A
I't(l + ) = Tt (254)
|||

comme) > 0, on peut écrire que

A
e [(T+ 77—=5) = |7l
I

soit

[Ieel[ + A = {7l (2.55)

En reprenant I'eéquatior2(51), d’apres .55, nous obtenongr,, + A = ||r||. Comme
rn, = T, + uA, d'apres £.52), nous obtenons :

|| 7el| = p7n
A= —n— 7, 2.56
Calculder, etr; :
D’apres @.56) et (2.52
|7l — w7
D’apres .59
2
Tt — UTn R + HTn
ledl = Il = A = il = L=t Al + 7 g

1+ p? 1+ p2
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D’apres @.54), (2.56 et (2.58 nous obtenons :

Tt (HTtH - /ﬂn)
Il \ (T+p?) )7

sous forme condensée d’apr@sy?) et (2.59

ri =T —

pitl — il <||7_t2+1|| - W}ifrl) < TZ+1 _ ,un)
(1+p2) [Erandl

55

(2.59)

(2.60)
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La résolution de la loi de contact unilatéral utilise umlsschéma prédicteur-correcteur
avec l'utilisation de la projection sur le cone de Coulomb :

Réaction augmentée (prédiction)

T =1t — p [l + (4 + pl| — @|).n] ; (2.61)

Projection (correction)

Sip||7 | < —7* alorsrit! = 0 I relachement,

Etsi||7/ || < prit! alorsri*! = 7it! | frottement, (2.62)

‘ ‘ S T | i+1
Sinonr’™! = 77t — (HTt ! é”" ) ( S un) I glissement.
(14 p?) [eral

2.6 Conclusion

Nous avons présenté, dans ce chapitre, la loi de contédlet@nal avec frottement sec
qui utilise la condition de Signorini2(4) et la loi de CoulombZ.9). Nous avons fait le
choix d'utiliser la forme exacte et non les formes rég@aes classiquement admises pour
représenter le contact interparticulair@[P 7][ 29[ 63]. Ce choix nous a obligé a utiliser
les outils de I'analyse convexe et du calcul sous-difféetannexeA) puisque cette loi
est multivoque. A la difference des classiques lois datsips, cette loi ne vérifiant pas
la regle de normalité2.36), nous avons utilisé le formalisme des Matériaux Stathdar
Implicites (annexdd) [35]. Celui-ci nous a permis d’écrire la loi de contact en stlnt
un bipotentiel 2.37). On aboutit alors, par utilisation de méthodes numésgecomme le
lagrangien augmenté et I'algorithme d’Usawa, a un sedst@ de prédiction-correction
(2.47). L'étape de correction correspond a une projection swrdne de Coulomb. Les
possibilités de cette projection ont pour conséquenaiediair trois statuts : non-contact,
contact avec frottement et contact avec glissement.



Chapitre 3

Algorithme de la dynamique des
contacts bag sur le concept du
bipotentiel

3.1 Introduction

Nous discutons, ici, de la prise en compte de contacts nfestiglans la gestion du
systeme d’équations établi dans le chapitrd un instant t, une particule qui collisionne
un ensemble multicorps peut provoquer, au sein de ce sgstéme redistribution des ef-
forts de contact. Dans I'hypothése d’'une modélisatiotadei de comportememnt par
une loi de contact exacte, il est tres difficile numériqeatde résoudre ce probleme.
Certaines modélisations des Eléments Discrets (E.Danee la méthode collisionnefle
ou plus recemment la Dynamique des Contacts (D.C.), dppék par J.-J. Moreau et M.
Jean p6][87], fondée sur la dynamique non-réguliere, permetterd’dtfranchir de cette
situation de contacts multiples.

Nous proposons une méthode E.D. de type D.C. en deux diorendu mouvement d’'un
ensemble de rouleaux rigides. L'interaction est mo@eligar un bipotentiel qui utilise la
condition de non-pénétration et le frottement Coulombé&crit au chapitr@. Le contact

1Susceptibles de se produire au sein du milieu.
2I’idée est de déterminer, dans un systeme particultdreate de la prochaine collision, de déplacer

toutes les particules jusqu’a cette date et de calculesiiesses des particules partenaires apres le choc.

57
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est alors qualifié de non-déformable. Les corps sont dénss parfaitement rigides et
aucune flexibilité au contact interparticulaire n’estspren compte. La déperdition de la
guantité de mouvement doit alors étre prise en compte.

3.2 Evolution non-réguliere

3.2.1 Dynamique non-gguliere

Dans le chapitrd, nous avons établi, en utilisant le formalisme lagrangiénquation de
p

la dynamique pour un systeme= U Q. constitué de corps rigides, soit
k=1

k
Mg=F+> Q°
; (3.1)

loi(u,r’) = .VRAL (c=1,2...,k)

avec les relations cinématiquéas= P’ et Q° = Pr*.

Dans le cas d’'un mouvement régulier, les équati@f cont acceptables. Mais dans le
cas de chocs a répétition entre corps, le mouvement passtégulier. La vitessé n’est
plus une fonction continue du temps mais une fonction diticoe.

J.-J. Moreau§7][87][ 7€] propose alors I'utilisation de la mécanique non-régrdi dont
le cadre mathématique est celui des fonctions a variddicaement bornée. En utilisant
ce formalisme, 3.1) s’écrit

M(q" — ¢ ) =Fdt+ > Ps" (3.2)

ol g~ est la limite a gauche (vitesse avant le choa)efa limite a droite (vitesse aprés
le choc) et less sont définies comme étant I'elément dual des fonctensriation lo-
calement bornée, c’est-a-dire des mesures. Dans le dadne évolution réguliere, ces
mesures ont une densité par rapport a la mesure de Lebgsgaerrespond aux forces
appliguées. Par contre, lorsqu’il y a discontinuité desse, elles possedent une densité
par rapport a des mesures de Dirac.
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3.2.2 Loide choc

La modeélisation du contact unilatéral avec frottement définie au chapitr, qui utilise
le schéma prédicteur-correcteur suivant

prédiction: 7t =r' — pll + (0}, + p|| — 0i||).n],

_ . o (3.3)
correction : r'*' = proj(r"t', K,,),

n'est plus valable dans le cadre de la mécanique noniggulNous n’avons aucune
information sur I'état du systeme apres un choc. La ltégmn du probleme nécessite
I'utilisation d’'une relation supplémentaire qui nous &stirnie par la loi de choc. On
distingue differentes lois de chbc

3.2.2.1 Contact simple

On étudie ici le choc entre deux corps. On distingue les sheams frottement et les
chocs avec frottement. On ne décrira pas ici le modele dézHgi tient compte de la
déformabilité des corps.

En général, un choc sans frottement est modélisé pai [del restitution qui donne des
résultats tres satisfaisants par comparaison avec daseke laboratoireop]. Classique-
ment, on introduit le coefficient de restitution de Newtgn

U = —e,u. avec 0<e, <1 (3.4)

n

ouw,, estla vitesse normale avant le chod:gtla vitesse normale aprés le choc.

Couplée aux équation8.Q), la loi de restitution 8.3) permet la description du compor-
tement des deux corps, dans la direction normale au planmt@aoOn parle alors de
collision élastiqued,, = 0) et inélastiqued,, > 0)

Dans le cas d’'un choc avec frottement, la modélisationtéait compte des efforts tan-
gentiels qui ne peuvent étre négligés au cours d’'unésaal. Les efforts tangentiels sont

30n pourra trouver, dang[], une description détaillee des differentes modéiises des lois de choc.
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alors modélisés par la classique loi de Coulomb ré@éetit sens des mesures

|s¢] < pafsnl (3.5)

ou s; ets,, s’identifient respectivement aux impulsions tangentietleormale.

Dans une premiere approximation, on pourrait penser guei lde frottement est suf-
fisante pour décrire le phénomene dissipatif engendréecontact entre deux corps.
Mais dans le cas d’une collision, dans la formulation de i@lécontact unilatéral avec
frottement sec3.3), la vitesse normalé, et la vitesse tangentiellg sont corrélées, c’est-
a-dire qu’une vitesse normale non-réguliere impligne non-régularité de la vitesse de
glissement. Dans ce cas, la résolution est plus délidates le sens otB(5 va engen-
drer deux situations : une premiére situation dans laguelglissement est prépondérant
pendant toute la durée du choc (on est a la limite du corfeottement) et une seconde
situation dans laquelle le frottement est prépondértlat @tesse de glissement est nulle
(on est a l'intérieur du cone du frottement). D’autretp&.-M. Brach [LZ] a montré en
deux dimensions gu'il existe une situation intermédidiaas laquelle les forces de frot-
tement couplées aux effets d’inertie, inversent le sigméad/itesse de glissement. Dans
ce casy,; doit étre réécrite.

A partir de ces quelques considérations, differentesafisations ont été proposées][12[67][68][95][ 26].
On distingue le modelelPZ qui utilise trois coefficients : un coefficient de restitui

normale,, (3.4), un coefficient de frottement (3.5) et un coefficient de restitution tan-

gentiel défini par

il = —emi; avec —1<e <1 (3.6)

ou u;” etwu, représentent respectivement la vitesse aprés le chocaat & choc. Ce
modele permet de rendre compte du changement de signe iledsevde glissement.

3.2.2.2 Contacts multiples

On considere maintenant un systeme constitué de phsstaups. Dans ce cas, une col-
lision entre deux corps rigides va provoquer, a un instamné dans le systeme, une
modification de structure qui peut créer de nouveaux paletsontact ou au contraire
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supprimer des points de contact.

Dans ce cas, I'application d&.@Q) a des contacts multiples ne permet pas de rendre compte
d’une telle propogation. J.-J. MoreatiZ] propose alors, pour des corps circulaires ou
sphériques, d’utiliser une vitesse qui soit encore vraiergles contacts multipleS]

)+ ey, U ey
U, = ——""1 Uy = ————, 3.7
1+e, ! 1+e (3.7)

Cette vitesse formelle correspond a la vitesse réelkedarne évolution réguliere.

D’autre part, M. Frémond/1][ 39[51][52][53][ 54] propose une modélisation du contact
multiple pour des géomeétries diverses a partir du forsnad de la mécanique des milieux
continus. Lidée principale est de considérer un syst@t@formable constitué de corps
indéformables : le principe des travaux virtuels permabdrder de maniere systéematique
le probleme délicat des collisions et le second principeladthermodynamique pour
définir des évolutions thermodynamiques possibles. Darsdre, C. Chole?[] a montré
gue cette modélisation rend compte avec efficacité daiosrproblemes de contacts mul-
tiples comme par exemple, un systeme constitué de tribéslailignées, mais surtout per-
met de traiter les contacts entre corps anguleux.

Dans le cas d’une modélisation de corps circulaires, nbassaconsideré la vitesse for-
melle 3.7) au sens de J.-J. Moread]. Le schéma local de prédiction-correctidh3)
s’écrit alors :

prédiction : 77 =" — plui + (4}, + p|| — i||).n],

_ , L (3.8)
correction : s = proj(r"t!, K,,).

Dans ce contexte, nous présentons une méthode E.D. dBigpen deux dimensions du
mouvement d’'un ensemble de rouleaux rigides qui utiliseroertoi de contact un seul
schéma de prédiction-correction.
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3.3 Algorithme global

3.3.1 <lection des candidats aux contacts

Afin de réduire la taille du probleme non linéaire, onestlonne les contacts potentiels.
C’est-a-dire que le schéma de prédiction-correcti®®)(ne va pas s’appliquer a toutes
les paires de corps possibles, mais aux paires qui sonttgstement en contact. Pour ce
faire, nous introduisons une condition de contact basgkisegalité suivante

Up <€,

ou u,, représente une prédiction par un schéma explicite déefstice (ou déplacement
relatif, défini enR.2.1) ete est un petit parametre.

Dans le cas précis d’'une modeélisation bi-dimensionrkdjeobjets circulaires, la détection
des contacts (repérage de toutes les paires susceptibiteratjir) nécessite un algo-
rithme d’ordre 0f?). Dans notre cas, chaque contact est identifié par la dodeéses
deux candidats. C’est-a-dire que, dans un premier tempbpacle sur 'ensemble des
candidats,

1 = 1,nbcand
ce qui détermine le nom du corps situé en premiere posdans le contact potentiel et
dans un second temps, on effectue une boucle interne
j =1, (nbcand — 1)

ce qui permet d’identifier le corps situé en deuxieme pasitlans le contact potentiel.
L'ordre est ainsi reduit a
—1
0 (M) .
2

Par exemple, pour un systeme de 100 candidats, la sélexéfiectue sur 4950 paires de
candidats au lieu de 10 000 pour une détection classique.
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3.3.2 Sclema global de pgdiction-correction

On utilise un schéma global de prédiction-correction differences finies de type impli-
cite. On définitlt,,,t,.1] (avec t,.1 =t, + h) l'intervalle de discrétisation en temps.
On aboutit & un algorithme comportant, a chaque iténatime phase de résolution de
'équation de la dynamique, fournissant une nouvelle appnation de la vitesse, et une
phase d'utilisation du schéma.g) de la loi de contact, qui donne une nouvelle valeur de
la réaction ou plus exactement de I'impulsion.

Pour cela, nous introduisons le temps moygnet une prédiction sur les coordonnées
généralisées,, :

1 1
tyn =ty _h7 m — Un _h.rr
+2 q q +2 q

On sélectionne les candidats au contact,

Up (t, Am) < €,

et une nouvelle estimation de la vitesgg ; est alors calculée par résolution de I'eéquation
(3.2

Qo = Ao + M (Fdt + ) Ps™),

Une nouvelle estimation de I'impulsion pour chaque contast‘*!, est alors calculée
par utilisation du schéma loca3.g)

prédiction : 7+t = — p[a? + (4} + pl| — 4||).n],
correction : s = proj(r"t!, K ,).

ol la vitesse relative formell& s’écrit pour chaque contact

'+ . .+ Cpp—
Uy + eyu,, v U ey
1+e, 1+ e

ke
U, Uy 9

avec

U =P'qy, " = PGy,
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les vitesses avant et apres le chochba été précisé dans le chapitteS'il y a conver-
gence, les valeurs des coordonnées généraliséeslsmtiannées par

L,
dn+1 = Am + §hqn+17

et la simulation peut continuer au pas de temps suivant.nSamoréitere sur le schéma
local jusqu’a obtenir la convergence.

3.4 Calibrage du mockle : contact simple

Le modele numérique proposeé utilise, dans sa procédiiferents parametres. lls peuvent
étre internes a I'algorithme ; par exemple le paramgftratilisé dans 'algorithme local
(3.8). lls peuvent aussi dépendre des applications mais dudeola nature du milieu réel
a modéliser, comme le coefficient de frottement et les dmaefficients de restitution
normal et tangentiel. Nous allons, a partir d’'exemplesa#act simple, estimer, en vue
d’utilisation dans diverses applications, la valeur et vérifier si le modele de choc
utilisé est acceptable.

3.4.1 Estimation du paranetre p

D’apres @8.8), on constate que le coefficientparametre numérique intervenant dans le
schéma de prédiction-correction) a pour ordre de grandeu

impulsion
0| —— |- 3.9
P ( wtesse) (3:9)

Nous allons, a partir d’'un exemple classique de collisestimer la valeur de. Dans
un premier temps, afin de pouvoir appliquer la conservatehéahergie, on suppose une
collision élastiqued,, = 0) entre un objet de petites dimensions (m sa massetv* les
vitesses avant et apres le choc) et un objet de grandes simmsn(M sa massé,~ = 0
etV les vitesses avant et apres le choc), fiddide

4Provenant de la résolution par le lagrangien augmenté.
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AVANT LE CHOC APRES LE CHOC

FiG. 3.1 — Collision élastique frontale entre des corps ddgeeét de grandes dimensions :
a gauche, la configuration avant la collision, a droitesdafiguration apres la collision.

Dans un premier temps, nous détermineniset V. La conservation de la quantité de
mouvement nous donne I'équation suivante

—mv~ = -MVT +muT, (3.10)

et la conservation de I'énergie I'eéquation suivante

m(v)? = M(VT)? + m(vt)2 (3.11)

De (3.11), nous obtenons

m((v™)? — (v)?) = M(V )2 (3.12)

D’apres @.10 et (3.12, nous obtenons

V=0 —o™. (3.13)

D’apres ce qui précede, les vitesses apres le chocegates a

+ - + -
vi=—M ) et Vv :<7m> 207 (3.14)
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Dans un second temps, on suppose que I'objet de grandessionsrest une paroi de
e . /M . . R

masse |nf|n|e(M — 0) et fixe. Soit d’'apres3.14), v+ = v~ etV = 0. Dans ce cas,

impulsion s est égale d’apres3(10 et 3.14 a

S=r,dt =mp]=m(v" +0v7) =2mv". (3.15)
Nous estimons alors, pour une collision élastique entreanps circulaire et une paroi de
masse infinie, d'apre8(9) que

p = 2m. (3.16)

A partir de ces considérations et d’essais numeériguesissrexemples simples, nous
avons estimé le, pour des collisions frontales et inélastique de deuxtslje masse
respectiven, etm,;,

. (11+ 6?72_%-
(1+1)
A titre indicatif, pour un disque (de raydnnm et de masse volumiquel00kg.m~?) qui
rentre en contact avec une paroi de masse infinie, la valepregtiestimée a

(3.17)

pa 11.107%(1 +e,) suivant le coefficient de restitutian choisi.

3.4.2 \krification de la loi de restitution normale

On abandonne un disque sans vitesse initiale, & une hdyteurdessus d’un plan hori-
zontal. Le disque touche le plan avec une vitegseebondit et repart vers le haut avec
une vitesse, figure 3.2

Analytiquement, I'impact du disque sur le plan introduiteudissipation générant des
rebonds successifs de plus en plus petits suivant le cagfide restitution normal, uti-

lisé. Nous allons, dans un premier temps, établir anggment les altitudes maximales
successives du disqug, la durée dy*™ rebondt, et la durée totale de ces rebonds
7. Le choc du disque sur le plan s’accompagne en pratique dligsipation d’énergie
cinétique, m} < mv;. Soitv, ; etw, les vitesses de la bille juste avant et juste apres le

p“" rebond, avee, = e,v,_;. L'é€nergie cmethu% mvf, fait remonter le disque jusqu’a
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DUREE D’UN REBOND

FiG. 3.2 —Etude des rebonds successifs d'un disque sur un plan healzonfonction du
coefficient de restitution normale.

1 . . .
la hauteurh, telle que ngh, = 5mvj soit alorsh, = e2h,_;. Les altitudes maximales
successives du disque sont donc

hy, = holen)™. (3.18)
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Lorsque la bille remonte avec la vitesgg sa vitesse décroit selon la loi= v, — gt et

, ; |2h
s’annule pout = % Laduree dw“me rebond est, = 2,/ —~. Commev, = \/2gh,,
9 9

nous avons
|2h,
t, =2,/ el (3.19)
g

3 . [2h
La durée totale des rebonds successifsest2 —Oen(l + e, + ei +...F+el+..),
g

[2h
a2 S (3.20)
g 1_6n

Dans un second temps, nous montrons que I'algorithme a@&fi@i.3) permet de modéliser
cette dissipation, figurd.3 Le pas de temps est égal@* s. Pour chaque collision, la

soit

convergence est obtenue au bout de deux itérations. Datadbleau3.l, les résultats
numeériques (N) sont comparés aux résultats analyti¢fed a valeur dup, estimée en
(3.4.7), permet une bonne concordance entre les résultats iqumearet analytiques.

A N e=erreur relative
en (-) 1.0 0.9 0.8 1.0 0.9 0.8 1.0, 0.9 0.8
hi(m) || 0.1 | 0.081]| 0.064| 0.1 |0.0828| 0.0675| 0.0 0.021 | 0.051
he (m) || 0.1 | 0.065| 0.040| 0.1 | 0.0689| 0.0468| 0.0 0.056 | 0.145

t1(s) || 0.285| 0.258| 0.228|| 0.285| 0.257 | 0.244 | 0.0| 0.003 | 0.0655
to (S) || 0.285( 0.232] 0.182|| 0.285| 0.231 | 0.195 | 0.0| 0.004 | 0.067

7(S) - 2.570| 1.142 - 2.582 | 1.152 | - | 0.0046| 0.0086

TaB. 3.1 —Influence du coefficient de restitutionsur les rebonds successifs d’'un disque
sur un plan horizontal.
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FIG. 3.3 — Simulation d’une collision entre un disque et un plarizontal : influence du

coefficient de restitution normal sur les rebonds succgssdure, = 1.0 (a),¢e, = 0.9

(b) ete, = 0.8 (c).
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3.4.3 \krification de la loi avec frottement

On vérifie ici, que le schéma local de prédiction-cori@t(3.3) qui identifie les réactions
de contact normales et tangentielles, permet de validei lddssique de frottement qui
prédit que la vitesse d’un cylindre lancé sur un plan hmrtal s’Taccompagne d’'une phase
de glissement avant de rouleBoit alors un cylindre lancé avec une vitesse initiaje=
1m.s~1) sur un plan horizontal, figur8.4. Le coefficient de frottement est égal a 0.5.
Nous faisons I'hypothése que le contact est maintenu saretion de I'effort normat-,,.

FIG. 3.4 — Roulement d’un cylindre sur un plan horizontal : cohtaaintenu sans varia-
tion de I'effort normal N.

Analytiqguement, nous calculons le temps nécesgaiet la vitesse atteinte, pour que
la vitesse du cylindre se stabilise. Le principe fondametgda dynamique nous permet
d’écrire le systeme d’équations suivant :

C=1IA0 . 0=prit+0,  (a)
ry = My v = —ht + vo (b)
ouC est le coupler; estreliee qur,, = umg (g I'accélération de gravité, m la masse) et
2 ) . T . . .
In = m% le moment d’inertie par rapport a I'axe principal La vitesse de glissement
s’annule pour;, = af; (a=rayon et =vitesse de rotation), lorsque= ¢,. En remplacant

dans (a), on obtient

Vo

)
HTn Ia m

azur—ntl = —&tl +vg &t =
IA m

50n supposera négligeé le frottement de pivotema#it [
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Soit alors

v

tl -
39

2
et v, = g’Uo. (321)

La figure3.5 présente les résultats de la simulation, pour diffeseokefficients de frotte-
ment. Le pas de temps est égdl. B)—*s.

1K

==
I
O

0.95
0.9 s
0.85 -
v (m/s)
0.8 - i

0.75 F .

0.7 §

0.65 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 001 0.02 003 0.04 0.05 006 0.07 008 009 0.1

t(s)

FIG. 3.5 — Roulement d’un cylindre sur un plan horizontal : aalpumeérique de la loi
de frottement.

Par comparaison avec les résultats analytiques pe&sent8.21), nous constatons que la
simulation permet de modéliser avec précision la loi d&ément, tableaB.2

A N e=erreur relative
1 0.5 1.0 0.5 1.0 0.5 1.0

vi(m.s™1) | 0.666 | 0.666 | 0.666 | 0.666 | 0.0 0.0
t1 (S) 0.0679| 0.0339| 0.0679| 0.0353|| 0.0 0.039

TAB. 3.2 — Influence du coefficient de frottement sur la stabibsede la vitesse.
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3.4.4 Calibrage du moakle numérique : contacts multiples

Afin de calibrer le modéle numérique pour des contactsiplalf, nous procédons a des
essais numériques sur des échantillons constitués tiFimaanalogique homogene.

3.4.4.1 Cas quasi-statique

Soit un ensemble de cylindres homogenes confinés dansileecbnstituée de deux pa-
rois verticales et de deux parois horizontales immobilesidNaisons I'hypothése que les
cylindres et les parois sont parfaitement rigides. Chagliedre est sujet a I'accélération

de gravité g et a des efforts de contact dus aux parois etyindres voisins. Pour trois

arrangements initiaux des cylindres, nous présentonefesdtats de notre modélisation
(intensité et répartition des efforts de contact).

La figure3.6 présente la modélisation d’un exemple de contacts niedtipour un assem-
blage rectangulaire. L'algorithme modélise bien le ghr@éene de “descente des charges”
caractéristique de ce type d’arrangement : I'intensééadforce qui s’exerce sur un ob-
jet est fonction de sa hauteur dans I'échantillon consid€ependant, on constate que
les efforts de frottement ne sont pas apparents. En effetegcdisques sont homogéenes
(méme rayon) et assemblés rectangulairement. D’auttelpanodélisation donne pour
la résultante sur la paroi horizontale, située en basyvatear numérique de -17.2 N qui
est equivalente au poids de tous les cylindres.

La figure 3.7 présente la modélisation d’'un exemple de contacts niedtipour un as-
semblage triangulaire de 95 cylindres homogenes. Cet gleemet en valeur une ca-
ractéristique tres importante dans les milieux discré&gésultante des efforts de contact
sur la paroi horizontale inférieure (-15.9 N) n’est pasii@glente au poids total des cy-
lindres (-16.34 N) mais inférieure, car les parois la&saubissent des efforts de contact
normaux et tangentiels.

La figure3.8présente la modélisation d’'un exemple de contacts megdtipour un assem-
blage dit “boulets de canon” de 55 cylindres homogéenesidte des modeles analytiques
sur ce type d’assemblage qui permettent une identificatsrefforts de contact normaux
et tangentiels pour chaque objet/]. Une comparaison avec ce modele n’est pas en-
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visageable car les calculs analytiques ont été effscta@s parois latérales. Dans notre
modélisation, 'assemblage est constitué de cylindtgésg permettent pas sa stabilisa-
tion, c’est pourquoi l'utilisation de parois latérales eslispensable. On le constate sur
les figures3.7 et 3.8 ou les parois latérales subissent des efforts normaua gart des
cylindres situés aux extrémités (dans la premiere éarqpur3.8).

La figure 3.9 présente, pour un assemblage rectangulaire de 100 oytifdrmogenes,
une modeélisation des efforts de contact provenant d’'ungpcession isotrope de 100 N.
La modeélisation numérique permet de déterminer leg&sfiubis par chacune des parois.
Les valeurs numériques normales sont équivalentes daxsehppliqués pour chacune
des parois. D’autre part, on constate que les efforts deefrint sur les parois latérales
ne sont pas négligeables, de I'ordre de 6%.

La figure 3.10 présente, pour un systeme constitué de 2500 cylindregateilométrie
hétérogene, une modeélisation des efforts de contastemant d’'une compression bidi-
rectionnelle de 1000 N suivant la paroi verticale de droiteudvant la paroi horizontale
du bas. Cet exemple met en évidence I'hétérogéneiséefforts de contact a l'intérieur
d’'un assemblage discret de particules.

3.4.4.2 Cas dynamique

Nous présentons, figui 1l un exemple dynamique de cylindres monodisperses sou-
mis aux oscillations (de la gauche vers la droite) régetde la boite les contenant. On
constate l'instabilité de 'assemblage pour une faibdgfrence d’oscillations. Suivant les
parametres de contact (i = 1.0 ete; = 1.0 et = 0.0), le déséquilibre du “tas” sera
plus ou moins marqué.

Nous présentons figur@12 un exemple dynamique de grains polydisperses soumis a
la gravité. On constate que I'algorithme rend bien compteatactere impulsionnel des
efforts de contact au sein du matériau.



74 Algorithme de la dynamique des contacts basé sur le countcepipotentiel
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FIG. 3.6 — Visualisation des efforts normaux de contact (liépeur des segments est
fonction de l'intensité des efforts) pour un arrangemetangulaire de 100 objets cy-
lindrigues de granulométrie homogéne, en hdutifum, | = 1072m, u = 0.3 et

p = 1400kg.m=3) et en bas, représentation de la direction et de l'intén&h N) des
efforts qui s’exercent sur les parois, par rapport au rep@r E;, FJQ).
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FIG. 3.7 — Visualisation des efforts normaux de contact pourrtamgement triangulaire
de 95 objets cylindriques de granulométrie homogéneaem @ 4.1072 m, [ = 10~2m,
1 = 0.3 et en bas, représentation de la direction et de l'inten&t’ N) des efforts qui
s’exercent sur les parois, par rapport au remé),eﬁl, EQ).
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FIG. 3.8 — Visualisation des efforts normaux de contact pourrtengement dit “boulets
de canon” de 55 objets circulaires de granulométrie hamegen haut(4 mm,p =
1400kg.m~3) et en bas, représentation de la direction et de I'intén(gih N) des efforts
qui s’exercent sur les parois, par rapport au repéreE(pEz).
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FIG. 3.9 — Visualisation des efforts normaux et tangentielsatgarct pour un arrangement
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FiG. 3.10 — Visualisation des efforts normaux de contact poeraompression bilatérale
de 2470 objets circulaires en 2D de granulométrie égalB% del 1.3 mm, 50% dé)
1.6 mm et 25% dé) 2.0 mm. Les parametres de contact soaf = 0.0 ete, = 1.0 et

w=0.1.
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FiG. 3.11 — Vibration d’'un assemblage dit “boulets de canon”bbite est vibrée de la
droite vers la gauche.
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FiGc. 3.12 — Compactage par gravité d’environ 342 objets ciices en 2-D de granu-
lométrie égale a 25% di1.3 mm, 50% d@ 1.5 mm et 25% dé 1.8 mm. Les parametres
de contact sonte,, = 0.1, ¢, = 1.0 ety = 0.3 et le pas de temps = 8.10*s.
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3.5 Erreur en relation de comportement

3.5.1 [Efinition

Généralement, pour les méthodes E.D., le critere deargence est basé sur la norme
Euclidienne de la difference des réactions de contace elgux itérations consécutives

- ||Si+1 _Si||

(P 822

Nous proposons, dans notre modélisation, de contrdleoh&ergence par un indicateur
en relation de comportement

D bo(—,st1) 4 G.s't!
o D bc(—&, si+1)
ou la sommation porte sur les contacts actifs. Ce type eliera été proposé pour la
premiere fois par P. Ladevezél] dans la méthode des Elements Finis, et utilisé dans le
cadre des matériaux Standard Implicites par M. Hjia]] [ En effet, cette quantité, issue
du concept de bifonctionnelle, est toujours positive, \au@dfinition méme du bipotentiel
(annexeB)

, (3.23)

pourtout (v',f) eV x F, b, f)>0.f, (3.24)
et nulle lorsqu’un couple de variables duales est extreBahs notre cas, le bipotentiel
de contact2.37) s'identifie a

be(—11,8) = W (—11,) + Wi, (8) + p15,]] — Wel|. (3.25)

Afin d’obtenir une valeur finie du bipotentiel, on proceédendaniére a satisfaire exacte-
ment les conditions de non-pénétration et de Coulomist-iedire qué.(—1, s) s'iden-
tifie &

bc(_&v S) - :uSnH - ﬁt“v (326)

soit d’apres 8.24), I'inégalité suivante doit &tre respectée

isal| = | > ds. (3.27)
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D’une maniére générale, le taux de convergence de tatdur d’erreur relative dépend
fortement de la nature du probleme considéré. La comrerg des problemes quasi-
statigues semble paradoxalement plus délicate que @dlprdblemes dynamiques.

Pour le probleme de la figure.6, la sensibilité de I'erreur au nombre d'’itérations est
représentée dans le diagramme de la figui&

0.01
0.009 - .
0.008 - .

0.007
0.006
€ 0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

0 50 100 150 200 250
it

FiG. 3.13 — Graphe de I'évolution du critere de convergenbasé sur la relation en loi
de comportement, pour un assemblage rectangulaire deloydilnomogenes soumis a la
pesanteur.

On observe une accélération tres nette de la convergamekela d’'un certain nombre
seuil d'itérations, dans le cas d’especes autour de 3fsDa premier temps, le calcul
est instable. Cela peut s’expliquer par le fait que le catied réactions de contact est
implicite. Au départ, les valeurs des réactions sontega zéro. Afin de réduire la phase
d’instabilité, il serait intéressant d’introduire, glée départ, une valeur numérique de la
réaction qui pourrait étre évaluée en fonction de lasse relative. Aprés cette phase
critique autour de 30, la vitesse de convergence augmedeite.
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3.5.2 Performance de l'algorithme

Finalement, pour un exemple d’assemblage rectangulaipadieules homogenes, avec
les hypotheses numériques de la figBr@ on présente le graphe du nombre d’itérations
en fonction du nombre de particules, figd4

4500

4000
3500 - .
3000 - .
2500 - |

1t
2000 - |
1500 + |
1000 + .

500 .

0 ! ! ! !
0 500 1000 1500 2000 2500

FIG. 3.14 — Graphe de I'évolution du nombre d’itérations “&@f fonction du nombre
de particules “n”, pour un assemblage rectangulaire dedsgis homogenes soumis a la
pesanteur.

La dépendance est quasi-linéaire. Cela montre que leseimgalcul dépend de la taille
du probleme, suivant une loi de puissance pour laqueb@btsant est donné par la pente
de la droite, figure3.14 et approximativement égal a 1.042. Ces observatiomagient,
bien que I'exemple soit un cas particulier, d’évaluer apgmativement les temps de cal-
culs pour des exemples numeériques plus compliqués.

3.6 Conclusion

Dans une premiere partie, nous avons montré que notrersgsti’équations n’était pas
suffisant pour appréhender des systemes non-régubenpartant plusieurs contacts ac-
tifs. De ce fait, nous avons fait le choix d’utiliser, comnitegse de choc dans le schéma
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de prédiction-correction local, la vitesse formelle ansde MoreaudZ]. De plus, dans
le cadre de la dynamique non-réguliére, nous avongitd&guation de la dynamique
définie dans le chapitre D’apres toutes ces considérations, nous avons propqsatir
d’un algorithme de la Dynamique des Contacts, une modiisd’'un systeme de parti-
cules rigides. L'originalité de cet algorithme est le f@ittiliser, comme modélisation de
la loi de contact, le bipotentiel de contact. Son intesdét®uble : il permet, d'une part, de
déterminer les réactions de contact avec un seul schéddécfeur-correcteur et, d'autre
part, d’utiliser d’'une facon simple l'indicateur de I'eur en relation de comportement.
De nombreuses applications, tant quasi-statiques querdgoas, mettent en évidence la
convergence et la robustesse de I'algorithme.



Chapitre 4

Simulation numerique des milieux
granulaires

4.1 Introduction

A partir du modele numérigue exposé dans le chag@itreous présentons succinctement
le code MULTICOR que nous avons développé. Nous verrorisggrmet de simuler
les milieux granulaires pour differentes application# guasi-statiques que dynamiques.
Nous présentons, a travers quelques applications, la emglace numérique du milieu
granulaire, soit par compactage di a la gravité, soitparpactage dii a une compression
isotrope. Nous constaterons sur ces exemples que la mida@ndgiun matériau granu-
laire s’accompagne d’une anisotropie de structure.

De plus, nous procéderons a la simulation d’un milieu glaine dans le cas de vidanges
et d’essais de cisaillement direct dont les résultatsariqués seront comparés avec des
essais de laboratoire que nous avons effectué precédetpii).

4.2 Code de calcul MULTICOR

4.2.1 Logiciel CHARLY

Avant de présenter le code MULTICOR, nous rappelons qué-ceh été interfacé avec
le logiciel CHARLY, développé par G. de Saxc&/]. Le logiciel CHARLY a été concu,

85
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dans un premier temps, pour réaliser un programme moeuté@ééments finis de nou-
velle génération. Il a été appliqué dans ce sens avecesudans 0] et [60]. Le fait
d’interfacer un code de calcul avec le logiciel CHARLY petreatre autre d’intégrer
plus facilement et plus rapidement de nouvelles routin@snéliorer la lisibilité du pro-
gramme et la possibilité d’évoluer plus facilement ver® programmation paralléle
L'architecture de CHARLY repose : sur une base de donnéekingjte et normalise les
eéchanges d’informations entre unités de programme,siangage destiné a donner une
structure logique aux objets de la base et a commander deraaouple le déroulement
des calculs, et sur une base d’algorithmes linéaires etinéaires obtenue par segmen-
tation en unités autonomes échangeant les informatiains elles par I'intermédiaire des
primitives du Systeme de Gestion de la Base de DonnéesERG.

4.2.1.1 Lecode MULTICOR

Afin d’utiliser le logiciel CHARLY, nous avons défini les situres de données dans un
fichier “multicor.tex” du type de base de données et un fichiaulticor.cmd” ou I'on a
défini toutes les commandes permettant la fonctionndlitéode MULTICOR.

Le code MULTICOR permet la simulation en 2D du mouvement édnsemble de corps
rigides, entrant en collision entre eux ou avec les paraisel’enceinte, et sujets a des
forces de frottement lors de ces chocs. A partir de I'al¢ponié général défini dans le
chapitre3, nous proposons dans le tabledda I'architecture du code MULTICOR On
présente ici, en s’appuyant sér.{), le deroulement d’'une session de MULTICOR.

Dans un premier temps (constituant le POST-PROCESSEURIjjdateur doit choisir,
par I'intermédiaire de la variable “APL”, la simulation Gsouhaite effectuer (le cisaille-
ment direct, le cisaillement bidirectionnel, le compaetdgous pesanteur ou par com-
pression isotrope), la ségrégation ou les problemeydardique pure). La possibilité est
alors offerte de préciser la saisie des données (suigavaleur de “REP1”) soit par un
fichier d’application (commande SFICHIER), soit par uneigadlirecte au clavier (com-
mande SMANUEL). Une saisie par un fichier donne la possib(suivant la valeur de
“REP2") d’écrire dans le fichier d’application les donsé&elatives aux corps (position,

1 Qui, dans les modélisations E.D., ne serait pas a nagdligg
2 0On trouvera les caractéristiques de chaque commande dgns |
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vitesse, masse volumique, rayon) ou de générer les dnjgdsnatiguement (commande
GCORCI). Une fois que toutes les données relatives a lalation sont précisées, on
initialise les coordonnées, les vitesses et les aciideris généralisées (commande INI-
TIALE), et les données numériques telles que “ipas” ét ians le cas ou la simulation
est un compactage avec pesanteur, c’est la commande INBsultilisée.

Dans un second temps (constituant le PROCESSEUR), le addal simulation débute
au pas de temps “ipas=ipas+1“, et rentre ainsi dans le sah@lobal de prédiction-

correction de l'algorithme. Le MODULE 1 qui regroupe plusie commandes permet
de calculer :

e la prédiction sur le pas de temps moytenet les coordonnées généraliségs (com-
mande PREDICT),

1 1
tm :tn —h et m — Un _h.nu
+2 q q +2 q

e de sélectionner les candidats potentiels au contact (@mmSELCAND)

Up (tm, Am) < €,

e de calculer au pas “n+1” les vitesses généraligges (commande DYNAMIQ)

Qi1 = G + M7I(hF + > Ps').
Les impulsions §+1” sont calculées dans le schéma de prédiction-cornedtioal, par
I'intermédiaire du MODULE 2 constitué des commandes :

e CONTACT ou le schéma local est calculé,

prédiction : 77 =" — plui + (4}, + p|| — i||).n],
correction : st = proj(r"1 K,),

e ASSEMBL ou est assemblé pour chaque corps la résulta#elidferentes actions lo-
cales,

e et CONVERG qui permet, a partir de



88 Simulation numérique des milieux granulaires

3 bc(—&, Sz+1) + 4§t
€= = )
E bc(_a7 Si+1)

d’établir la convergence du schéma numérique.

Dans un troisieme temps (constituant le PRE-PROCESSEiR);onvergence est établie,
le MODULE 3 permet de corriger leg, , 1

1.
dn+1 = dm + éhqn+17

et d’interfacer les résultats avec le logiciel de visuatien GKS, par I'intermédiaire de la
commande GRAPHIC.
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DEBUT

ALLOCAT
APL, REP1

IPAS=IPAS+1 A N

NON

!

IT =IT+1

MODULE2

N
CRIT< &

OouI
v
MODULE3

ON
NON NON @

oul

INTERACT

NON

oul

FIN

TAB. 4.1 — Organigramme du code MULTICOR qui traduit un algarithcomportant, a
chaque itération “n”, une phase de résolution de I'éipmadie la dynamique, fournissant
une nouvelle approximation de la vitesse, et a chaquatitgr “it” une phase d’utilisation
du schéma de la loi de contact, fournissant une nouveleuvale la réaction.
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4.3 Mise en place d’'un maériau analogique

Dans MULTICOR, la mise en place d’'un matériau analogiqu# peffectuer de differentes
manieres, soit par génération automatique des pagscalr un réseau de petits carrés de
dimensions égales au diametre de la plus grande partsnitgpar deversement interactif
des particules soumises a la gravité.

4.3.1 Cerération automatique des particules

La figure4.1(a gauche) présente un échantillon de 248 objets amplegigénérés dans
une enceinte de 6.4 cm de coté. L'échantillon est carestite particules de 1 mm de
diametre (50%), de 1.5 mm de diametre (25%) et de 2.0 mm amatre (25%). La
figure 4.1 (a droite) présente un échantillon de 553 objets anglags générés dans un
silo. L'échantillon est constitué de particules de 1 mndaenetre (25%), de 1.5 mm de
diametre (50%) et de 2.0 mm de diametre (25%). Dans ce eapgdrticules n’étant pas
en contact ou tres lIégerement, il faut procéder au cataga du matériau. A partir de
I'état initial, le compactage du milieu granulaire pewtffectuer de deux maniéeres, soit
par gravité, soit par compression isotrope.

4.3.1.1 Compactage par gravi

On présente, a la figu#.2, le résultat d’'un compactage par gravite= 9.81ms=2) de
I'échantillon dont I'état initial est présenté e.8.1). L'échantillon contient 553 objets
de granulométrie comprise entre 1 et 4 mm de diametre. kanpetre numérique est :
7 = 5.10~%s. Les parametres de contact sont = 0.1 le coefficient de frottement, et
en = 0.1, e, = 1.0 les coefficients de restitution.

4.3.1.2 Compactage par compression

On présente a la figude. 3 le résultat de la simulation d’'un compactage par compoessi
isotrope de I'échantillon dont I'état initial est prege en 4.3.1). Chaque paroi est sou-
mise a une force de 100 N. Le pas de temps utilisé est étata. Les parametres de
contact sont » = 0.1 partout,e,, = 0.1 ete; = 1.0.
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FIG. 4.1 — Mise en place d’un matériau analogique par géigrautomatique dans une
enceinte (a gauche) constituée de deux parois vertiealdsux parois horizontales ou la
granulométrie est constituée de 50% d’objets de 1 mm deeti@, 25% d’objets de 1.5
mm de diameétre et de 25% d’objets de 2.0 mm de diameétre stwtagilo (a droite) ou la
granulométrie est constituée de 25% d’objets de 1 mm deéti@, 50% d’objets de 1.5
mm de diametre et de 25% d’objets de 2.0 mm de diametre.
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FIG. 4.2 — Compactage par gravité de 553 objets analogiquesutasilo ou la granu-
lométrie est constituée de 25% d'objets de 1 mm de diané6% d’objets de 1.5 mm
de diametre et de 25% d’objets de 2.0 mm de diameétre. Lengdra numérique est :
T = 5.107%s. Les parameétres de contact sopt= 0.1, ¢,, = 0.1 ete, = 1.0.
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FIG. 4.3 — Compactage par compression isotrope d’'un maténalogique constitué de
248 objets ou la granulométrie est constituée de 50%jeltslole 1 mm de diametre, 25%
d’objets de 1.5 mm de diameétre et de 25% d'objets de 2.0 mmiateadre. Le pas de
temps utilisé est égal20~*s. Les parametres de contact sopt= 0.1 partout,e,, = 0.1

et@t =1.0.
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4.3.2 [Deversement de particules soumisesla gravité

Pour générer les particules, le choix peut étre fait deediSer les particules dans une
configuration choisie. Cela permet de compacter “naturedigs’ le matériau.

La figure4.4 montre un exemple de particules déversées dans unedmianensions
assez grandes pour permettre une bonne répartition désuybes. La simulation a été
obtenue avec un pas de tempscde)—*s, des coefficients de restitution normaux et tan-
gentiels, égaux respectivement a 0.1 et 1.0 et un coeffidie frottement égal a 0.5. Les
particules sont générées tous les 10 pas de temps. Ldasiomuprésentée a demandé
3000 pas de temps.

On observe la formation d'un tas qui, ici, est principaleindin a la présence de parois
latérales qui empéchent le matériau de s’étaler eterlarprésence de frottement, puisque
dans notre configuration les particules sont circuldirBsautre part, on constate que les
particules de plus gros diametre (4 mm) ont tendancetalstésur la droite du tas. Cela

s’explique par le fait que ces particules sont toutesdashdu méme coté (a 1.5 mm a
droite du milieu).

La figure4.5 présente la méme simulation ou I'on a matérialisé lansp de vitesse. On
constate d’'une part, que les particules en surface ont teeda glisser ou rouler sur les
cotés, influencant la formation du tas. Cependant le ghdenvitesse a l'intérieur du tas
n’est pas nul pour certaines particules. Cela s’expliquelgéait qu'une particule qui
touche le tas va provoquer au sein de ce méme tas des "artighds de contact, figure
4.6* provoquant le déplacement de la particule ou la créatiantoes contacts au sein
de I'échantillon. Cela montre, sur ce cas, I'importancepdendre en compte, a chaque
instant, 'ensemble des contacts.

3La possibilité d’obtenir un tas est de coller des partisigler la paroi horizontale’[7].
4Sur cette planche, les 6 images n’'ont pas été prises amesidstants que sur les planche$et4.5.
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FiG. 4.4 — Déversement de particules soumises a la grawité (5.107%s, e¢,, = 0.1,
e; = 1.0 et = 0.5). Les particules sont générées tous les 10 pas de terasmulation
présentée a demandé 3000 pas de temps : visualisatiargdenulométrie.
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FIG. 4.5 — Déversement de particules soumises a la grawité (5.107%s, e, = 0.1,
e; = 1.0 ety = 0.5). Les particules sont générées tous les 10 pas de terapsmitation
présentée a demandé 3000 pas de temps : visualisatiahaegps de vitesse.
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FiG. 4.6 — Déversement de particules soumises a la grawité (5.107 s, e¢,, = 0.1,

e; = 1.0 et = 0.5). Les particules sont générées tous les 10 pas de terasmulation
présentée a demandé 3000 pas de temps : visualisatieffdes de contact normaux (en
noir) et de frottement (en gris). L'épaisseur des trait§@sction de I'intensité des efforts

de contact.
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4.3.3 Anisotropie de structure

La préparation de I'échantillon est tres importante @indnde beaucoup de précautions.
Le risque est d’introduire une anisotropig[[/][ 73] et de perturber la simulation. Afin
de mettre en évidence ce phénomeéne, nous proposongssexémples des figurds2
et4.3, une visualisation des forces normales et tangentielle®dtact et les graphes as-
sociés a la distribution des orientations de contactiatstribution des forces normales
et tangentielles de contact, figuter et figure4.8.

La distribution des orientations de contact est calcul&mroe dans le code Eléments
Discrets L.M.G.C. développé par M. Jean et J.-J. Moréad][ On subdivise l'intervalle
[0, 7] en 20 petits intervalles, soit

. . ™ .
Ii— [Z—,(Z—Fl)%] Z—O,lg.

Pour chaque contact, on détermine I'angle d’orientatiercdntact) que fait le vecteur
normaln a ce point de contact avec I'horizontale et on calcule) le nombre de contacts
dont I'angle d’orientation se trouve dans l'intervalle Soit alors la distribution des orien-
tations de contact

ou k est le nombre total de contacts. D’autre part, pour gbangtervallel;, on calcule
la moyenne des forces de contact normalg¥ (i) et des forces de contact tangentielles
(1), soit

moy
St

Lafigure4.7présente une caractéristique de I'état granulaird@rsssavoir que les parois
latérales subissent, de la part du matériau, des forceduli@act qui ne permettent pas
I'écoulement régulier. Ces observations sont appupeeses figureg.7A, 4.78 et4.7C.
De méme, la figurel.8 montre les efforts hétérogenes qui s’exercent adtiietir de la
boite sous compression isotrope.
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4.3. Mise en place d’un matériau analogique

té des forces de contact, des otiemsade contact (A), des distributions
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erogéneéi

s

FIG. 4.7 — Compactage par gravité d’'un matériau analogiqsd

de I'hét
des forces normales (B) et des forces tangentielles (C)
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FIG. 4.8 — Compactage par compression isotrope (100 N) d’uemaatanalogique dans
une enceinte de coté égal a 6.4 cm : mise en évidencend@tbgéneéité des forces de
contact, des orientations de contact (A), des distribstabes forces normales (B) et des

forces tangentielles (C).
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4.4 Simulation d’'un milieu granulaire ensilé

4.4.1 Mises erevidence de I'effet de vate dans les silos

Nous présentons le résultat numérique d’'une simuladion systeme de 250 rouleaux
analogiques ensilés de granulométrie étalée entre Btthmm de rayon, figuré.9. Les
parametres numériques utilisés sont égaupa = 0.7 (le coefficient de frottement entre
deux particules);., = 0.2 (le coefficient de frottement entre une particule et la paroi
e, = 0.1 ete; = 1.0. La simulation (en continu) montre que les rouleaux s’ésoude
facon saccadée. A un instant t, nous avons isolé une tigrferce qui caractérise I'effet
de voute. Une volte est une structure granulaire dangliegsiexercent des efforts de pe-
santeur, des efforts interparticulaires et des pressiempai. Elle se manifeste par la for-
mation d’'une véritable structure au-dessus de l'orificsaltie, empéchant I'écoulement
de la matiere, figurd.9. La résistance de ces voltes dépend fortement de la jgtioice
du silo et de la cohésion du milieu.

4.4.2 Milieu granulaire ensile avec pesence d’une inclusion

Nous présentons le résultat d’'une simulation d’un matéanalogique constitué de 800
rouleaux homogenes (4 mm de diametre) se vidangeant daua fond plat, figuregl.10,
4.11et4.12 Loriginalité de cet essai est d’avoir placé, a I'ingur de la structure, une
inclusion mobile de 8 mm de diametre. On constate d’'une pae 'inclusion reste a
la méme abscisse tout au long de la simulation, ce qui edire@npar des essais de
laboratoire []. Cela montre que, dans les modeles a fond plat, I'écoatd a travers un
orifice centré est symétrique. Confirmé aussi en obsémae I'inclusion descent plus
vite que les rouleaux positionnés a la méme hauteur. Ds, g mise en vidange du
silo, crée, sur une certaine hauteur (le quart de la hautewilo), une fluidification du
matériau. Cette remarque est mise en évidence par la flgliBou le champ de vitesse
est actif dans cette zone et nulle au-dela de cette limigauti® part, la figuret.11 montre
gue les efforts de contact ont tendance a converger vardusion. Cela s’explique par
le fait que I'assemblage initial est triangulaire et qu’wnpture dans celui-ci va créer un
déséquilibre de structure provoquant un squelette dest®fde contact identique a un
assemblage dit “boulets de canon” fig®.&.
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FIG. 4.9 — Simulation de rouleaux analogiques, ensilés : (@lga) visualisation de la ro-
tation des rouleaux indiquée par une barre initialemenribatal, (a droite) visualisation
des efforts de contact normaux : mise en évidence d’'un eéfebite.
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[ S

FIG. 4.10 — Simulation d’un matériau analogique ensilé &ifond plat) constitué de 800
rouleaux avec présence d’une inclusion mobile de 8 mm dedtiz.
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FIG. 4.11 — Simulation d’un matériau analogique ensilé &ifond plat) constitué de 800
rouleaux avec présence d’une inclusion mobile de 8 mm dedéti® : visualisation des
efforts de contact.
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FIG. 4.12 — Simulation d’un matériau analogique ensilé &ifond plat) constitué de 800
rouleaux avec présence d'une inclusion mobile de 8 mm dmdli® : visualisation du
champ de déplacement.
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4.5 Simulation d’'un matériau granulaire soumisa un ci-
saillement direct

Les résultats expérimentaux présentés ici ont &étéctfés dans le cadre d'un travalil
précédent de D.E.A4f]. Toutefois, afin de simuler numériquement les expésnéalisées
et de comparer les résultats obtenus, il nous sembleeggant de rappeler les principaux
résultats expérimentaux obtenus. On s’est intérassiettre en application I'utilisation
des matériaux modeles a travers des essais de labesgifectués sur une boite de ci-
saillement direct modifiéel], figure 4.13

CAPTEUR DE CAPTEUR DE
DEPLACEMENT | DEPLACEMENT

CAPTEUR DE

| FORCE
i s
)

j

\ CAPTEUR DE
DEPLACEMENT

COUVERCLE\A

DEMI-BOITE
SUPERIEURE

DEMI-BOITE
INFERIEURE

FENETRE DE
VISUALISATION

- CHARGE

FiG. 4.13 — Dispositif expérimental constitué d’'une boiee@asagrande de dimensions
(60 x 100 x 120mm?) avec ouvertures frontales : permet d’analyser globalereelu-
calement (par traitement d’'images) le cisaillement didan échantillon de rouleaux
polydisperses ou monodisperses.
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4.5.1 Resultats ex@rimentaux

Nous avons pu mettre en évidence le comportement macrogmopon-linéaire caractéristique
dans les milieux hétérogenes. La figdrd4 présente I'évolution de la contrainte de ci-
saillementr et de la variation de hauteur dh pour un déplacement redatifa boite
inférieure.

0.8 -
0.7 b dh (mm) - - - FIG. 4.14 — Reésultats macrosco-

0.6 : : : . .
0.5 piques d’un essai de cisaillement di-
0.4 - rect sur un échantillon constitué de
0.2 R 1052 rouleaux en P.V.C..

0.3

0 S ! ! ! !
0 2 4 6 8 10 12
déplacement relatif (mm)

Pour se convaincre de I'importance du frottement et desededg liberté, et dans une cer-
taine mesure, du glissement et du roulement dans les matégranulaires, nous avons
etudié expérimentalement le comportement d’échansl monodisperses constitués de
rouleaux de 4 mm de diametre. Le confinement est égal a &0Lkdssemblage est trian-
gulaire. Cet essai est équivalent au déplacement de decs tompacts sans mouvement
local des grains. C’est-a-dire que I'on a collé les routedbcalisés sur la bande de ci-
saillement sur des plaques de plexiglass, figuié&

FIG. 4.15 — Mise en place de rou-

leaux monodisperses pour tudier le
cisaillement direct sans degré de li-
berteé.




108 Simulation numérique des milieux granulaires

Les résultats de cet essai sont présentés a la figlie On constate que I'évolution de

la dilatance et de la contrainte de cisaillement suit unecygd période a peu prés égale
a 4 mm, equivalent au diametre d’un rouleau. Ici le déphaent des rouleaux s’effectue
simplement par glissement.

0.7 :
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.1 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
déplacement (mm)

FIG. 4.16 — Essais de cisaillement direct sur un matériau gigale bi-dimensionnel
monodisperse avec 0 degré de liberté, confinement de 50 kPa

4.5.2 Resultats nunériques
4.5.2.1 Cas d'un maériau monodisperses

Nous proposons ici le résultat numeérique d’'un essai dall@sent direct sur un assem-
blage de rouleaux monodisperses (4 mm de diametre). Afionigarer le résultat obtenu
a la figure4.16 nous considérons le contact sans frottement. Le pas destest égal a
5.107°s et le coefficient de restitution normal est égal,a= 0.1. La force sur le couvercle
est égale a 60 N et la vitesse de déplacement de la béteeire est égale@1ms—'. La
figure 4.17montre I'évolution de la simulation. On observe que l'égtillon passe d’'un
assemblage rectangulaire a un assemblage triangulagelpm assemblage triangulaire
a un assemblage rectangulaire. D’autre part, la figut8visualise les efforts de contact
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normaux. On observe la brisure des efforts lors du passage l&assemblage rectangu-
laire et triangulaire, caractérisant 'assemblage gidaire [3].

La figure4.20présente le résultat numérique de I'évolution de latinte de cisaille-
ment et de la dilatance pour un déplacement relatif de ife lférieure. Par comparaison
avec la figure4.16 on constate une bonne concordance entre le résultat ilqueést le
résultat expérimental.

4.5.2.2 Cas d'un maériau polydisperse

Nous proposons ici le résultat numeérique d’'un essai dall@sent direct sur un assem-
blage de 300 rouleaux polydisperses (50 % de rouleaux de eh@endiametre, 25%
de rouleaux de 1.0 mm de diametre et 25% de rouleaux de 1.5 endiachetre). Nous
considerons le contact sans frottement. Le pas de temggakhl0~°s et le coefficient
de restitution normal est égaleg = 0.1. La force sur le couvercle est égale a 400 N
et la vitesse de déplacement de la boite inférieure gae&0.1m.s~!. La figure4.20
montre I'état des efforts de contact normaux et tangendiglsi que le champ de vitesse a
un instan® de la simulation. On constate que I'echantillon est ppatément soumi dans
un premier temps, a un compactage par le haut di a la forpesée sur le couvercle.
L'échantillon est soumi des le départ a une anisotrdpiautre part, la figuré.21montre
I'évolution de la contrainte de cisaillement et de la dilate par rapport au déplacement
relatif de la boite inférieure. Les résultats numéeagufigure4.21, sont trés subjectifs,
puisque I'on s’est limité a un déplacement relatif de @ite inférieure autour de%.

En comparant avec la figu#e14, on constate que le résultat numérique (sur un tres pe-
tit deplacement) correspond a la phase de plastificatoobedhantillon. On dit qu’il se
compacte, comfirmé par I'évolution de la dilatance, figdu20.

Sjuste apres la mise en fonction du cisaillement direct.
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FIG. 4.17 — Simulation d’'un essai de cisaillement direct suecimantillon monodisperse :
7 = 5.107%s ete, = 0.1. La force sur le couvercle est égale a 60 N et la vitesse de
déplacement de la boite inféerieure est égalelas .
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FIG. 4.18 — Simulation d’'un essai de cisaillement direct sureghantillon monodis-
perse 7 = 5.107%s ete, = 0.1. La force sur le couvercle est égale a 60 N et la vitesse
de déplacement de la boite inférieure est egdlela.s~! : visualisation des forces de

contact normales
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FIG. 4.19 — Résultats numériques d’un essai de cisaillemesdtdsur un échantillon de
rouleaux monodisperses,= 5.10~°s ete, = 0.1. La force sur le couvercle est égale a
60 N et la vitesse de déplacement de la boite inferieurégale a0.1ms~! : variation
de la contrainte de cisaillement et de la variation de hawgedonction du déplacement
relatif de la boite inférieure.
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FIG. 4.20 — Simulation d’un essai de cisaillement direct sueahantillon de 300 rou-
leaux polydispersesr: = 10~°s ete,, = 0.1. La force sur le couvercle est égale a 400 N
et la vitesse de déplacement de la boite inférieuregade@0.1m.s~* : visualisation des
forces de contact normales et du champ de vitesse.
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FIG. 4.21 — Résultats numériques d’'un essai de cisaillemesdtdsur un échantillon de
rouleaux polydisperses,= 10~°s ete,, = 0.1. La force sur le couvercle est égale a 400
N et la vitesse de déplacement de la boite inferieuregalie’2.1ms ! : variation de la
contrainte de cisaillement et de la variation de hauteupantfon du déplacement relatif
de la boite inférieure.
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4.6 Conclusion

Dans la continuité du chapitr@)(nous avons présenté des simulations utilisant le code
MULTICOR. Une premiere simulation a permis de montrer desngples de matériaux
ensilés. L'intérét de ces exemples, était d'une pannettre en évidence I'effet de voite
qui du point de vu industriel pose énormément de diffesttD’autre part, nous avons
présenté une simulation d’un systeme de matériau gitple ensilé dans un silo a fond
plat. Pour montrer une caractéristique des silos a foat] plsavoir que I'ecoulement est
symeétrique, nous avons procédé a la mise en place dhaotesion mobile. Nous avons
constaté que I'inclusion garde une abscisse constant@atoong de la simulation, et de
plus elle crée une symétrie des efforts de contact normjaugonvergent tous vers I'in-
clusion.

Dans une seconde simulation, nous avons confronté letaBssnumeériques avec ceux
issus d’essais de laboratoire que nous avons effectuds Baite de Casagrande. Malgré
la difficulté engendrée par ce type de simulation, il senthle le code s’affranchisse as-
sez bien de ce probleme quasi-statique.



116 Simulation numérique des milieux granulaires



Chapitre 5

Contrainte moyenne dans les milieux
granulaires

5.1 Introduction

En mécanique des milieux continus il existe principalettgux facons d’introduire le
tenseur des contraintes, soit en modélisant les effoerscég par une partie du milieu sur
son complémentaire en une densité surfacique de forcatidées sur la surface séparant
les deux parties, soit en utilisant le principe des puisssnatuelles.

Pour introduire le tenseur des contraintes dans un mili@mgaire considéré comme
un milieu continu, les deux alternatives sont egalemessitdes. En négligeant le poids
propre de chaque grain et les effets dynamiques devantiessfae contact connues

qui lui sont appliquées, Webet (3 a calculé le tenseur des contraintes en un point par
une moyenne des forces de contact sur un volume V entourgatiice:

1 .
= — v t
o 2V§ dirt, (5.1)

ou la sommation porte sur les contaatsd” étant la distance entre les centres de gra-
vité des deux corpg; et(); en contact. Une autre approchie!][ 16][17][23] consiste a
postuler I'identité de la puissance virtuelle d’un milieontinu avec celle développée par
tous les efforts de contact pour des vitesses virtuellegoias déduites du champ des
vitesses virtuelles du milieu continu. On aboutit a la reéiarmulation 6.1). Dans les

117
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deux cas, le poids et les efforts dynamiques ont été géegli

D. Caillerie [L4], par le principe des puissances virtuelles, analyse s®terdes contraintes
et définit des cellules sur lesquelles sont effectuéesdesnations de5(1). D’apres I'au-
teur, ce tenseur des contraintes n’est pas symétriquettet ayetisymétrie provient des
grains qui sont situés a I'extérieur de chaque cellutecnséquence, il a essayé d’ana-
lyser I'ordre de grandeur de la partie antisymétrique déeoseur des contraintes. Cela
permet de définir une taille de la cellule et de négligerddip antisymétrique par rap-
port aux autres grandeurs, aboutissant a la notion tessicjue dans les théories d’ho-
mogeéneéisations de Volume Elémentaire ReprésentaifR.).

Pour essayer de prendre en compte cette partie antisguétlu tenseur des contraintes,
certains auteurso][ L8[ 19[20[33][ 72][ 2] utilisent la théorie micropolaire (ou dit de
Cosserat 74]) qui tient compte dans la description des efforts, des @supurfaciques,
modélisant les rotations locales entre les grains duesmatact frottant.

J.-J. Moreau{7], quant a lui, propose de ne pas négliger les efforts vajues et abou-
tit, dans le cas particulier de grains circulaires, a urséem des contraintes symétriques.
Ainsi, bien que pour un milieu continu le tenseur des contes soit depuis longtemps,
bien défini pour un milieu discret, le passage au continuemgdéfinissant le tenseur
des contraintes a partir des forces discretes, n’estrpaglair. On se propose, dans une
premiere partie, de trouver une expression généraledseur des contraintes a partir
d’une répatrtition des forces discretes permettant deuger 6.1), dans le cas particulier
ou les efforts de volumes (pesanteur et accélératiam)rgggligés. Dans un second temps,
un calcul analytique dans le cas tres simple d’un rouleausplan incliné, montre com-
ment les effets dynamiques sont essentiels pour syméeisenseur des contraintes. En-
fin, nous présenterons une simulation numérique utitisatie formulation pour calculer
le tenseur des contraintes dans un cas simple.

5.2 Contrainte de Cauchy

On suppose que I'on a un milieu continu de Cauchy occupanbumaihe V deR?. La
force 'el'ementairdﬁ(x) agissant sur un élément de surfag portée par deux vecteurs
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non colinéairegl?; etdr, de perturbation au point x, est donnée par :

dF (z) = —o(2)(dZ) A dT,), (5.2)

ou o (x)* désigne ici la contrainte s’exercant sur la cellulen@@taire du milieu continu
constituée par le cube de cotés,, dx, etdxs, figure5.1

FIG. 5.1 — Représentation de la cel-
lule elementaire constituant le milieu
continu

: T _ d7y A dT . .
Soit7i le vecteur normal unitaire a la surfage= —% etdS = ||dzy, A dZs||. On
e _dF
définit alors le vecteur de contrainge= S par :
7 =o(z)ii ouencore dF = o(x)dS (5.3)

Le probleme qui nous intéresse maintenant est le suivdatnment obtenir une expres-
sion du tenseur des contraintes a partir d’'une répantdi®forces discretes s’exercant sur
une cellule éléementaire, compatible avec les notiorssdaies du tenseur des contraintes
de Cauchy dans un milieu continu ?

L'idée est d’exprimer la contrainte de Cauchy en foncties @fforts qui s’exercent sur

Z p Z |~ H p-d 1 — — —
les faces du tétraedre dont le volume élémentaire gat &dv = gd:cl - (dZy N dT3)
considéré comme une cellule élémentaire du milieuioanfigure5.2
Pour cela on utilise la formule suivante :

Lle signe moins provient de la convention mécanicienne desidérer la contrainte normale positive en
traction et négative en compression



120 Contrainte moyenne dans les milieux granulaires

FIG. 5.2 — Passage du parallélépipede
au tétraedre de Cauchy

Théoreme 2 Soit E un espace vectoriel Euclidien de 3 dimensions mumiedforme
volume. Alors pour toui;, u, etus € E,ona:

Uy (i A tls)" + ty (s A tiy)" + ts(ty A tly)" =ty - (ta A is), (5.4)
ou’ désigne la transposée au sens du produit scalaire.

Par analogie avec notre probleme et le theoreme pegtedn peut écrire la matrice iden-
tité sous la forme :

A (dTy A ) + ATy (dT A dF)! + dTs(dT) A dT)"

I 5.5
dzy - (dZs N\ ds) (5-5)

Soit alors en multipliantd.5) paro, nous obtenons
R dfl(dfg N d.fg)tO' + dfg(dfg N df1>t0 -+ dfg(dfl N dl_’»g)tO" (56)

6dv
D’autre part, a partir de la symétrie du tenseur des cartra de Cauchy et de I'équation
(5.2, les forces élementaires s’exercant sur les facestlagdre s’écrivent :
dF! = dS'o (5.7)

oul lesdsS; définis par

L1 L1 L1
dSl = idfg N d.fg, dSQ = §df3 N dfl, ng - §dfl N dfg,

et dS, = %(dfg —d7)) A (dTy — dZ). (5.8)
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désignent les surfaces élementaires des faces oppas@emmetx; du tétraédre, figure
5.3

FIG. 5.3 — Représentation des surfaces
élémentaires du tétraedre de Cauchy

On a donc,

- 1 - 1 - 1
dFlt = —§(df2 VAN dfg)tU, dFQt = —i(dfg N dfl>t0' et ngf = _§<df1 N d.fg)tO'.

(5.9)
Soit alors en remplacant daris §),
[dfldﬁf + dsdFY + dTyd
o=— : (5.10)
3dv
soit sous forme d’'une sommation
1 3
_ = gt
0=—7 > dEdF]. (5.11)

On remarque, d’autre part, dars.11) que la sommation est indicée jusqu’a trois alors
que le tétraedre contient 4 faces. Cela vient du fait quesravons pris comme origine
I'un des sommet du tétraédrei{d= 0). Pour faire apparaitre cetté face dans§.11),
nous allons effectuer une translation unifortitede I'origine, soit

da'; = dz; — 7. (5.12)
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Fic. 5.4 — Translation uniforme de
P I'origine

Donc de 6.11) nous avons

3 3 3
“Bdv-o =Y didF =Y dadF + 6y dEY.
i=1 =1 =1
4
comme) _ dF; = 0, provenant de I'équilibre du tétraedré, {3 devient
i=1

3
“3dv-o =Y didF + (—62)dE,

i=1

t

7

4
Or d'apres §.19), da’y = ( — 6 = —67 donc—3dv - o = » _ da’;dF"

i=1

car les surfaces du tétraedre ne sont pas affectées pantdation dS, = d9;.

Finalement, on obtient

5.3 Definition de la contrainte moyenne

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Imaginons maintenant le contraire, c’est-a-dire que hse@r des contraintes ne soit pas

connu et que I'on cherche a trouver une expression du tedgsicontraintes en fonction
des forces discretes qui s’exercent sur le milieu. Dangésente partie, le milieu est
discret et non plus continu. Dans ce cas, nous allons cersidue la taille des cellules

est finie et rajouter les efforts de volumes dand p.
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5.3.1 Contrainte pour une celluleelementaire finie

Soit la cellule tétraedrique “c” de taille finie. Les quié®s infinitesimales, notées avec un
“d”, seront remplacées par leurs correspondantes finbés; A”. L'origine étant arbitrai-
rement choisie (vois.12), la position des vecteurs d&g'° sommets de toutes les cellules
sera notéé\z;. Dans ce cas, il faut rajouter les efforts de volumes, dorﬁﬂaltanteﬁﬁo,
est supposée s’exercer au barycentre de la cellule

4
S L1 Z S
ACO = A._'L'O = Z 2 AZE'] (516)
Donc de 6.15, on obtient le tenseur de contrainte pour la cellule finie “c

4
1 —

e = — E AZ; AFT. 5.17

“ Ve i=0 ! ! ( )

3A

N 1. . N , L s g
ouAv, = BA:cl - (AZy N AZ3) représente le volume de la cellule tétraédrique.

Maintenant, on veut revenir a la notion classique deséglres de Cauchy ou les efforts
sont exercés au centre de gravité des sections (flgye

4
1 1
A = = AT; — AT | = = (4ATZ, — AT;). 5.18
; (Z:; : ) 5 ATy — AT) (5.18)
S
N o7, o
BN / FIG. 5.5 — Représentation des ef-
i /‘ \d[} g - . .
I S N R forts surfaciques et volumique pour un
dFp / | tétraédre : équilibre en translation et en
dxi‘ oy | rotation de la cellule
AR AN
SR P
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4
CommeAF =Y~ AF; = ( etd'apres .16 et (5.18), on peut réecrire5.17)

1=0

—3Av.0. = Y AFAF + AT AF,

4 4
-y [4Af0dﬁ;} ~3% " AGdF + ATAF
] =1

@
Il
—

4
= —3) AGAF!, (5.19)
=0
d’ou
1 4
— & AF!
%= A ; AGAF!. (5.20)

5.3.2 Propriétés du tenseur des contraintes

On suppose Vérifié I'eéquilibre du tétraedre en tratistg

4
Y AF =0 (5.21)
et en rotation,
> AGAAF; =0 (5.22)
=0

Alors, on montre que les deux propriétés fondamentalksstque, I'invariance par trans-
lation du tenseur des contraintes, et la symétrie du tertesucontraintes sont veérifiees.

En effet, dans le cas ou I'origine du repere, dans lequétaaille, est translatée,

AE, = AG + 6¢
(5.20 devient

1
Av,

4 4 4

. 1 5 oc 5
E AC, + 6¢) AF! = E AGAF! + — E AF!
i=0 ( o 5) Z Ave i=0 ’ o Ave i=1 "

[
O, =
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d’'apres b.21), on a

o =o, (5.23)

C

est la propriété d’invariance par translation. De méuregalcul simple conduit

4

A 2 (aRad - acar) =

1=

t —
O, — 0=

4
1 -
' E AC; N AF;
AUC] (i:O CZ /\ Z> 9

d’'apres b.22), nous vérifions la symétrie du tenseur des contraintes :

~+

o, = 0. (5.24)

5.3.3 Contrainte pour un polyedre
5.3.3.1 [efinition

On définit maintenant un polyedre, représenté par la réunion deé. tétraédres “c”.
D’apres le principe de I'action et de la réaction que I'apgose vérifie, les efforts qui
s’exercent a l'intérieur du polyedre s’annulent deugeux, figure5.6. Nous obtenons

alors une sommation qui porte sur les efforts de contacesgext sur les faces situées a

la frontiére dev,. En indigant les faces de la frontiére dgepara (variant de 1 avy) de
centre de gravité\c,, on définit le tenseur des contraintes pour un polyedre.

FIG. 5.6 — Principe de l'action et
de la réaction : cas de 2 cellules

tétraédriques.
Ne Ny
1 - — - —
%= D AGAF, + Y AGAF, (5.25)
c=1 a=1
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ou Aﬁo(c) représente la force de volume agissant au barycedtig.) d’'une cellule
tetraedrique “c” constituant le polyedre.

De plus, le principe de l'action et de la réaction impligaeplropriété d’additivité des
moments 7]

Ne

Av.o,. (5.26)
1

1

Op = —
p

Up

c=

Les propriétés de5(25 sont identiques a celles définies au paragraplt®?).

5.3.3.2 Exemple de la spére en 3-D

On se propose de modeéliser une sphére de rayon a par uadpelgui est lui méme
constitué deVv, tétraedres, figurb.7.

On choisit de positionner, pour chaque tétraedre c, leevg@ositionAZ, au centre de la
sphere. Dans ce cas et par application de la formulaBd?b), les forces qui s’exercent
sur la sphére se réduisent a celles s'appliquant suckada surface élementaids, des
cellules élémentaires qui présentent un contact et

pour N.— +oo, ona Acy, — a.

’ FIG. 5.7 — Sphere modélisée par un
b dFy R o -

‘v//? NE polyedre lui méme constitué par un en-
semble de tétraedres.

v
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5.3.3.3 Remarques

Dans le cadre d'une décomposition “infinie” du polyedret&naedre, le passage a la li-
mite quand la taille des cellules tend vers zéro, implique g

e la distribution des forces de volumes devient une mesure,savec pour densit§¢
représentant les forces par unité de volutig = fduv,.

e la distribution des forces de surface sur la fronti@sg devient une mesure sdp, avec
pour densité’ représentant le vecteur de contrairité = pdS. Le vecteur position\¢
est alors noté&’ et les sommations dans.@5 se transforment en intégrale, soit

1 -
0y = — ( / Zftdv, + / fﬁdS) . (5.27)
Up v, Ovp

p
Ainsi, nous retrouvons la formulation de la contrainte muye due a Chree?p]. En
fait, (5.27) est un cas particulier d’'une formulation plus générale d Signorini 3. La
démonstration est donnée par Gurtin]f

5.3.4 Contrainte pour un ensemble de pokydres

On cherche maintenant a calculer le tenseur des contsginte un ensemble de polyedres.
Pour cela on définit maintenant un Volume Elémentaire Bsgntatif (V.E.R.) de volume
V, comme étant un ensemble d& polyedres “p”, figure5.8. Dans le cas particulier ou
V ne coupe pas les polyedres, le volume total de I'échantiést égal a,

V=S u(l+e), (5.28)

peV

ou e est l'indice des vides égal a

V—=>u, volume des vides
e = = < .
>, volume des polyedres

Les efforts surfaciques internes au V.E.R. s’annulentcdem indicant les faces de la
frontiere de V pary (variant de 1 avy, ), on définit le tenseur des contraintes moyen pour
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un ensemble de polyedres

Ny /N, Ny,
1 N — N —
=5 (Z <§ :ACo(aAFS(C)) + E ACaAFé) : (5.29)

FIG. 5.8 — Le V.E.R. de volume
V est un ensemble de polyedres :
cas d’'un ensemble de disques de
granulométrie hétérogene

Dans le cas ou l'origine du V.E.R. est le centre de gravéévlles forces de gravité
disparaissent. Il reste alors la contribution des forcefasigues sur les bords du V.E.R.
constituant I'echantillon étudié ainsi que la conttiba des effets dynamiques.

D’apres encore une fois la propriété d’additivité desments, on peut aussi définir la
contrainte moyenne pour un V.E.R. constitué par un ensendpolyedres par

1 1
o =1 vaap = m vaap. (5.30)

peV P peV

5.4 Influence des effets dynamiques sur la contrainte moyeen

La grande majorité des travaux sur les milieux granulamestendance a négliger les
effets dynamiques et les effets de pesanteur. On se pragosélisant 6.27), de calculer
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analytiqguement la contrainte moyenne d’un cylindre roukarec frottement sur un plan
incliné et de montrer que les efforts volumiques sont ipeisables pour symétriser le
tenseur des contraintes.

5.4.1 Cas d'un cylindre qui roule sur un plan incliné

SoitV}, un cylindre rigide qui roule sans glissement sur un planiméadi’un anglep, figure
5.9. Les caractéristiques du cylindre sont : a (raygnp)(densité) etn, = p,V;, (masse
totale). En deux dimensions, le cylindre sera assimila diaque. Les calculs seront ef-
fectués dans le repére orthonormal dirét = (0, €1, €5, €3), avece; parallele au plan
incliné. De plus, on considére le repére orthonorma iR, = (c, ¢/,, €5, ¢'), attaché
au cylindre et en mouvement par rapport au plan incliné¢ gaur vitesse angulaire :

w = fes.

Dans cette configuration, la vitesse d’'un point P du cylindeevecteur positio dans
le repereR,, est égale a

#(P/R,) = 6(P/Ry) + 0(c/R,) + 5 A CP,

ou v, représente la vitesse relative égale a zéro (cylindiide) etv, la vitesse d’entrai-
nement. Par la suite, on adoptera les notations réduites

T=C+uA(F-0), (5.31)
ol c' représente le vecteur position du centre de gravité dadsd, calculé comme suit

1
c=— [ v, (5.32)
b JV,

ou le point désigne la dérivée par rapport au temps, tarepererz,,.

5.4.1.1 Etude du mouvement

Les actions extérieures exercées Busont la pesanteur dont le torseur résultant en “c”
est
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<

FIG. 5.9 — Cylindre qui roule sans glis-
sement sur un plan incliné.

—

[ mpg(singpe] — cospes) ]
0

et les efforts de contact dont le torseur résultant gfpoint de contact) est

7’151 -+ 7’252
0
Zc

Les parametres du mouvement sgn¥) et les inconnues sthéniques spnétr,. Il nous
faut donc 4 équations. Soit alors le théoreme du centreaikese :

e/ 0 = ry—myQeosy

S B = mié — { €/ mpfy = 7t mgsing (5.33)

et le theoreme du moment dynamique appliqué en c:

> M (ext — Vi) = dit < / ZA (pb:?)dv) — 16 = ar, (5.34)
Vi

. " . . . , mya®
ou | est le moment d’inertie du cylindre suivant l'axg [ = . I nous manque une

equation pour que le systeme soit homogene. On utilises #hypothése de roulement
sans glissement qui stipule la nullité de la vitesse degiigent au point.., soit

¢+ ab = 0. (5.35)
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La résolution du systeme d’eéquatiors 33, (5.34) et (5.35 permet de déterminer les
inconnues du probleme

5 2ry . 2
f=—— et ¢ =—gsing
mpya 3
(5.36)
myg .
ry = —Tsmgo et ro = myQcosy

5.4.1.2 Calcul de la contrainte moyenne

On rappelle que les calculs seront effectués dans la(@ase ). Dans le cas considéré, il
n’y a qu’un seul contact concentré €n On modélise alors en premiere approximation,
le disque par un polyedre, et en seconde approximatiomligegre par une infinité de

by

tetraedres tel que le second terme du second menbrg.2/§ §’identifie az.r*, et la
contrainte moyenne est donnée par :

1 .
— (/ Zftav + :aft) . (5.37)
Up

Uy

A partir de la définition des forces de volume

—

f=p(G- D, (5.38)

et d'apres $.37), on decompose la contrainte en trois termes :

Oy, =0y + 04+ 05, (5.39)

ou o, représente la contrainte due aux efforts de contacteprésente la contrainte due
aux effets de pesanteur®f la contrainte due aux effets dynamiques.

e Calcul deg, :

D’apres 6.36), nous pouvons écrire que

op = —x.,r = —( —3Stny  cosp | .
Up Up —a
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Soit alors la contrainte due aux efforts de contact idefiiiaa la formulation usuelle
donnée par J. Webeb (1)

_Clg
o = o0 ( LSNP C1e08p ) ‘ (5.40)

a -
FSing  —acosp

Nous constatons que ce tenseur n’est pas symétrique.
e Calcul deg,, :
On suppose l'uniformité de la gravité et d’apr&s32, nous pouvons &crire que

. 1 R Nt - (&1 .
ag—v—b/va(pbg) dV—pbg< 0 ) < sing —cosgp).

Soit alors la contrainte due aux effets de la pesanteur

0, = Mg ( CISSW _clgos‘p ) . (5.41)

Nous constatons, de méme, que le tenseur des effets detquagsar permet pas de
symeétriser le tenseur,. Ainsi, il semble que les efforts d’inertie soient indispahles
pour satisfaire la symétrie du tenseur moyen des conésint

e Calcul deo, :

Soit

1 .
oy = ——/ T(pp?)'dV.
Ub S,

Se basant sub(31), I'accélération de tout point P appartenant au cylirebeégale a

T = Qp + de + .

oud,, I'accélération relative ei., 'accélération de Coriolis sont nulles (cylindre rigid

Donc I'accélération d’un point P se résume par le caleul'accélération d’entrainement

Qe
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Fmao=E4 TN F- D+ TN GAF - 8) = E+ (J@) + ((@)) (7 )

S

Sy

ou j(w).d = W A

«w étant constant sur le cylindre,

(] v+ [ 7@ ey () - i()).

Up

et d'apres .32 nous avons

/f(f—é)th:/(f—&)(f—&)tdv+5(/vbfdv—v;ﬁ)t:/(f—E)(f—B)th,

Up Uy Up

comme l'accélératioi est constante sur le cylindre

0y === (wctody + [ (7= @ = v (@) - ) ).

Uy

Finalement, par un theoréme di a Poinsot, la contraieseeffets dynamiques est égale a

. r . . o
0y = )" = - (Lid = J) (1) = (i) ) (5.42)
ou J représente la matrice d’inertie en ¢ du cylindre ¢a ffait tendre le cylindre vers un
disque),

(5.43)

o O =
o = O
O O

2

et7 = % son moment dinertie par rapport a I'axg etid l'identité deRR?.

Nous décomposons alors.42) en un terme de translation

Ut:—g(pbéjt:—pb<col><51 0)
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soit
g —%sz’ngp 0 (5.44)
g = .
t = Pb 0 0
et un terme de rotatios,
. - o
oy = ——(Lid — J) ((j(w))Q - j(w)) . (5.45)
Up
R 1 I 2 .
Or,dapres $.43, —(l.id — J) = —id = ﬂid, soit alors
Vp 2’Ub 4

- % <éj(53)—92(j(53))2> = % {é ( (1] _01 ) ~ ¢ ( _01 —01 )}

De plus, on supposera que pour t=0, le cylindre est immobitegpport au plan, c’est-a-
dire quec(0) = 9(0) = 0. D’apres 6.349) et (5.37), nous obtenons :

: 20t . gt? o 49C
0= —3, e L=c(t)—c(0)= "3 sing et 0° = 32 5 (5.46)

et le tenseur rotation devient

0 e g £si 0
os:pbg{< » 6‘”W>+< s )} (5.47)
—gsing 0 0 Ssing

Finalement, en additionnant les, o,, o, eto,, calculés respectivement en40), (5.41),
(5.49 et (5.47), nous obtenons le tenseur des contraintes moyen pouriteloylqui roule
sans glissement sur un plan incliné

0 siny L siny 0
oo f(LE)E(F ) e
& —Cosp a 0 3

On constate que la contribution deest essentielle pour symétriser le tenseur des contgainte
moyert.

2Cette remarque est confirmer si I'on prend I'origine du repgu centre de gravité du cylindre.
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5.4.2 Application numérique

5.4.2.1 Peliminaire

Afin de quantifier I'influence des tenseurs, o,, o, eto, sur I'évolution et le calcul du
tenseur des contraintes moyennes, nous avons simuléiteli®ylqui roule sur un plan
incliné avec le logiciel “MULTICORS, figure5.10

FIG. 5.10 — Simulation numérique
d’'un cylindre sur un plan incliné d
pente égale a-%rad.. Parametres
du cylindre : @ = 5.107°m, p, =
1400kg.m=3,1 = 103m ety = 0.3.
Parametres numériques: 7 = 10~ s,
e = 0.1 ett = 1. En gris, I intensité
de la force de contact.

D

Dans “MULTICOR?”, les calculs sont effectués par rappotrarepéere(0, E, Eg), situé

en bas a gauche de la simulation, figéré1l Afin de pouvoir comparer et valider le

calcul de la contrainte moyenne défini én48, nous avons utilisé deux propriétés : la

premiere est l'invariance par translation (vbi23 et la seconde est le fait qu’une matrice
Ty, T)

exprimée dans le repéf®, 7, 7»), S'écrit dans un autre repére orthonoriié z,, 7,

par la formulation suivante

VRe0; o =RoR (5.49)

ou R est la matrice de passage entre les deux reperes

R ( cosp  —sing ) . (5.50)

sty cosp

3Le calcul de la contrainte moyenne s'effectue dans la cond@@ONTRAI (0.
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s
L Fic. 5.11 — Position du
’ repére(0, £y, E,) dans le

calcul numérique du cy,|

. lindre qui roule sur un plan
”( incliné.

5.4.2.2 Calcul nunerique

A partir des parametres numeériques ;= 10~%s, e=0.1 et t=1, et des parameétres du
cylindre :a = 5.1073m, [ = 1073m, u = 0.3 et p, = 1400kg.m 3, nous présentons
le résultat numérique de la contrainte moyen@fe exprimée enV.m 3, a un instant t
donné ¢ = 4.1073s) pour une inclinaison du plan égale-a= %(rad.), calculée dans un

premier temps dans le repéfe, £, E,)* et dans un second temps, dgfise;, é;) par
application de I'equations(49 :

N —16.9 —24.28 . N 0.11 7.28
O, = soit o, =
b —24.28 —31.46 Lo b 7.28 —48.45 oL
(0,E1,E3) (0,€1,62)

Le calcul numérique s’identifie a la contrainte analyéqtjz déterminée eny(48, a une

A N

Up - Uvb
A 1
Ub

L (o012 81 8% 9%
U’U - e =
b 8.1 —48.43 L 9% 0%
(0761782)

41ci on présente les calculs dans les deux repéres pouaguiparaison soit possible, mais par la suite
tous les calculs numériques seront présentés danséea(é)pﬁfl, Eg).

erreur relative pres =
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On constate que la composantg de la contrainte moyenne prédomine.

D’autre part, pour montrer l'influence des tenseuafso,, o, et o, sur I'évolution et le
calcul du tenseur des contraintes moyen, nous présentansg p= 4.1073s les valeurs
numeriques de ces quatre tenseurs, tabl&al) (

24 45 0 —117 TAB. 5.1 — Calculs
o= < 168 312 ) %= < 0 —598 ) numeriques pour =
4.1073s, des compo+
santes des tenseuss,

—41 41 01 7.28 g, 01 €L 0, o les va-
7=\ 185 185 7=\ 798 01 leurs sont données €en

N.m™3.

On constate que les composanteggdeont assez faibles par comparaison avec les autres
tenseurs. Par contre, potir= 0.14s (moment ou le cylindre quitte le plan incliné), le
tenseur moyen est égal a

N ( 101 —24.28)
g —_=
vy .
2428 8T ) oo

Dans ce cas, les termes de rotation sont dominants, taldeu (
D’autre part, on présente I'évolution au cours du tempsatenposantes des tenseulrs

Ogy Oty 05 €LOy, .

5.5 Conclusion

A partir d’'un simple théoreme d’algebre linéaire, nawons établi une expression du
tenseur des contraintes moyen pour un ensemble de podyedréenant compte des ef-
forts de contact exercés sur les cellules élementa@iesj que des efforts volumiques.
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A - Evolution des composantes de 0, en N.m™3 B - Evolution des composantes de Og4 en N.m™3
350 T T T T T I— 0 T T T T T T T
300 e Oryi —— -100 = Tgry — _|

AU Ogoy - -
922
250 200 i
200 .
-300 .
150 .
100 N -400 .
50 - -500 = 7
0 ! ! ! ! ! ! | 600 ! ! ! ! ! !
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
t (s) t (s)

C - Evolution des composantes de 0; en N.m™3 D - Evolution des composantes de 04 en N.m™3
250 I I I I | | T 140 | | | I I )
200 — —

............. o pa— |
150 e U 120
100 - R P 100 7
50 21 T 80 i
58 60 -
-100 - 40 |
-150 4 20 i
-200 . 0
-250 | | | | | | -20 | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
t (s) t (s)

E - Evolution des composantes de 0, en N.m™3
120 T | | | | | |

100
0 L Tvpyy o
60 Uboy T
40 | vb22 P
20

0
220 = -

-40 | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
t(s)

Uvbll

— FIG. 5.12 —Evolution des composantes des ten-
seurss,, o,, 04, 05 €to,, en fonction du temps::

a partir de 0.14 s le cylindre quitte le plan in-
cliné
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o, = ( 185 343 ) o, = <0 _576> TAaB. 5.2 — Calculs
724 135 numeériques pout =

0.14s, des composantgs
des tenseurs,, oy, o,

o = —202 202 o, = 118 7.28 et o, : les valeurs sont
—24 24 —7.28 118 données eV.m 3.

Notons que si I'on annule la contribution des efforts volgugs, on retrouve exactement
la formule de Weberl03 qui ne tient compte que des efforts de contact. Cependans, n

avons montré analytiguement et numériquement, sur umpbesimple, que les forces

volumiques d’inertie sont essentielles pour symétrisgehseur des contraintes. A partir
de ce méme calcul analytique, nous avons obtenu I'exmmessiivante du tenseur des
contraintes moyen :

gui se decompose naturellement en deux termes. Le prenaesteucture d’'un tenseur
des contraintes dans un milieu solide avec des termes d#ecisent qui semblent pro-
venir du frottement. Le second terme, qui provient des effentrifuges, est sphérique. Il
correspond typiquement au terme de pression intervenastlda fluides non visqueux.
De plus, la contribution respective des deux termes, fluid®kde, est gouvernée par le
rapporté, ou £ peut étre interprété comme le libre parcourt moyen eténex chocset
oua (le Crlayon de la bille) correspond a la granulométrie duemnil Pour un milieu dense

ou — est petit, c’est la partie solide du tenseur des contramepredomine, alors que
a

SEn généralisant ce calcul analytique & un ensemble s bil



140 Contrainte moyenne dans les milieux granulaires

pour un milieu lache, oeﬁk peut étre grand, c’est la partie fluide qui prédomine. Riag
a
états intermédiaires, que I'on rencontre par exemple tbecoulements de silos, le rap-
L » .
port — gouverne la phase de transition entre un comportemenesetidn comportement
a
fluide.



Conclusion et perspectives

Nous avons proposé dans ce mémoire une méthode nura&igguEléments Discrets en
deux dimensions pour étudier, par une approche microméoge, le comportement des
milieux granulaires.

Nous avons établi le systeme d’équations régissartrigoortement de particules rigides.
Ce systeme est constitué des équations de Lagrangenet ldiude comportement utilisée
pour déterminer les inconnues dues aux contacts poteetitte les corps. Cette écriture
nous a permis d’établir les relations cinématiques elesevariables duales de la loi de
comportement et les variables généralisées.

L'originalité de notre modélisation réside d’une paaind la prise en compte d’'une loi de
comportement exacte, la loi de contact unilatéral aveitefnoent de Coulomb, et d’autre
part, dans l'utilisation du bipotentiel de contact écoup cette loi de contact. L'avantage
de ce formalisme est de n’utiliser qu’un seul schéma ddiptien-correction, ce qui n’est
pas a négliger lorsque le systeme a modéliser estite@stun grand nombre de corps.

Cependant, la prise en compte exacte des conditions derBigabdes conditions de
frottement nous a obligé a prendre en compte les phénesmée chocs multiples. Dans
ce cadre, nous avons utilisé le formalisme de la mécanmaqueréguliere qui emprunte
ses outils mathématiques aux fonctions a variationsléotant bornées, et redéfini les
variables duales du bipotentiel de contact en termes dssétrmelle et d’impulsion.
Nous avons abouti a un algorithme comportant, a chaguatioh, une phase de résolution
de I'équation de la dynamique, fournissant une nouvelfg@pmation de la vitesse par
un schéma implicite de type Euler, et une phase d'utiisate I'algorithme local de
prédiction-correction, fournissant une nouvelle valgef’impulsion.

141
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Des simulations numérigues nous ont permis de mettre idei@se I'efficacité et la vali-
dité de I'algorithme dans des situations quasi-statigielynamiques.

L'écriture de la loi de contact avec un bipotentiel permetcdntroler la convergence par
un critere basé sur I'erreur en relation de comporterfieqtii rend trés performants les
résultats de nos simulations. Cependant, les perfornsateéalgorithme restent subjec-
tives car aucune comparaison avec des codes E.D. existar@enéalisée

D’autre part, a partir du code développé et valide, nausns effectué des simulations
numeériques. Une premiere simulation a consisté a reomtes exemples de matériaux
ensilés. Lintérét de ces exemples était d'une part éétne en évidence I'effet de volte
qui est une propriété caractéristique des milieux gi@mnes et d’autre part de montrer
I'évolution d’'une inclusion mobile dans un silo a fond pl®ans une seconde simu-
lation, nous avons confronté les résultats numériques aeux issus d’essais de labo-
ratoire que nous avons effectués sur la boite de Casagyravalgrée la difficulté en-
gendrée par ce type de simulation, il semble que le codé&amhisse assez bien de
ce probleme quasi-statique. Cependant, il faudrait amggndée nombre des corps pour
permettre une meilleure stabilité de la boite supéeeeir pouvoir choisir un volume
elémentaire représentatif, dans I'optique d’utiliBapproche micromécanique.

Dans la derniere partie de ce travail, nous avons pu etaidi expression du tenseur des
contraintes pour un ensemble de polyédres, qui prend epteoles efforts volumiques.
Nous nous sommes apercu, par un calcul analytique et ngueesimple, que les effets
dynamiques, en I'occurence les effets rotationnels, sesgriels pour symétriser le ten-
seur des contraintes. De plus, nous avons pu mettre ennead®ir le méme exemple
analytique le fait que le tenseur des contraintes peut sendgoser en deux parties. Une
premiere qui semblerait correspondre a la partie fluideedseur des contraintes et qui se-
rait predominante dans les exemples de milieux grangd#ehes. Et une seconde partie

8Afin d’obtenir une valeur finie du bipotentiel de contact,alf procéder de maniére a satisfaire exac-

tement les conditions de non-pénétration et de Coulomb.
’0On peut souligner qu’une comparaison directe entre deugscpdur mesurer le temps de calcul reste

tres aléatoire dans la mesure ou il existe beaucoup dergdres tant numériques qu’algorithmiques, qui
sont susceptibles d’intervenir.
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qui correspondrait plutot a la partie solide du tensewr amntraintes, et qui serait domi-
nante dans les milieux granulaires denses.

A la vue des résultats encourageants que nous avons oppdmsisurs axes de recherche
peuvent étre envisageés.

Il conviendrait d’'une part, a partir du logiciel de simudats dont nous disposons, de
calculer le tenseur des contraintes moyen sur un grand reodbilles, a partir de la
formulation développée dans le dernier chapitre.

Il serait intéressant d’étudier dans differentes canfigions d’écoulement, de situations
guasi-statiques a des situations de dynamique rapidepditance respective de la par-
tie fluide et de la partie solide de ce tenseur des contraihtekjectif final serait de
pouvoir écrire une loi de comportement macroscopique diemgranulaire considére,
reliant les contraintes moyennes aux déformations mag®n@es dernieres devraient
pouvoir étre calculées en utilisant la méme démarcheepmur les contraintes moyennes.
On pourrait également envisager de modéliser des gran®mine polygonale. Cette
modeélisation, plus réaliste, devrait permettre d'&udes phénomenes instables, comme
le déclenchement des avalanches ou I'équilibre des.talus
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Annexe A

Quelgques lesultats d’analyse convexe

A.1 Ensemble et fonction convexes

SoientU un espace vectoriel réel etlj(une fonction a variable danset a valeur réelle
pouvant prendre les valeursdet -co.

e Un ensemble KC U est dit convexe si pour tout couple;(u,) de points de K, le
segmentifi;,u,] est inclus dans K. En d’autres termes :

Vu,u €K, YA€[0,1,  Aw+(1-MNu €K (A.1)

e Lafonction F est dite convexe siI'épigraphe (ensembldessus du graphe) est convexe.
En d’autres termes :

Vul, Uy € U, VA e [0, 1], F()\ul + (1 — )\)llg) S )\F(ul) -+ (]. — )\)F(llg) (A2)

¢ Si |la fonction F est dérivable une fois, on peut définir scadgent sous la forme d’'une
dérivée directionnelle :

OF (u) Su = lim F(u+ Aou) — F(u)
ou A—0 A

(A.3)
e La définitionA.2 de la convexité est peu commode et peut étre remplacéelelaadre
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des fonctions dérivables une fois par la suivante :

wmeU, P Fa) > T8 ) )

e Si F est convexe et dérivable deux fois, la matrice hessieshsemi-définie positive.

A.2 Sous-differentiels

e Considérons une fonction convexeuf-fion dérivable en un point;. Il existe une in-
finité d’hyperplans en contact avec le graphe de la fonation; et minorant toujours
cette fonction. Les vecteuss représentant la pente de ces hyperplans sont appelés sous
gradients de F en;.

Geéomeétriqguement les sous-gradients vérifient l'iniégga

VVl eU F(ug) - F(ul) Z Vi - (U.Q - ul)- (A5)

On appelle sous-differentiel de F en, 'ensemble de ces sous-gradients :

8F(u1) = {Vl tels que VUQ c U, F(UQ) - F(ul) Z Vi - (ll2 - 111)}' (A6)

Le sous-differentiel de F em est un ensemble convexe. Dire queest un sous-gradient
de F enu,; s'écrit :

vy € 8F(u1) (A7)

qui s’appelle une inclusion difféerentielle. Si F est ¢dable enu;, le seul sous-gradient
est le gradient de la fonction :

OF (u1) = {aF (w) } (A.8)

ou
OF(u) et d’autre part, il
u

résulte gu’une condition nécessaire et suffisante poelnguminimise F est que

D’une part,v € 9F (u) généralise I'opérateur de dérivatien=

0 € OF (uy) (A.9)
OF(u)

ce qui généralise la condition de stationnarité destfons dérivablesa— =0.
u
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A.3 Transformée de Legendre-Fenchel

SoientV et F deux espaces vectoriels munis de topologies localemenegea com-
patibles avec leur dualité et(v) une fonction définie suy, convexe et semi-continue
inférieurement (s.c.i.). La transformée de Legendredhel dep(v) (ou encore la conjuguée
dep(v)), notéep*(f), est définie par :

O (f) =sup{f-v—p(v)} vf e F. (A.10)

vev
Par constructiony*(f) est une fonction convexe et s.c.i.. Comme conséquence de la
définition (A.10), nous avons l'inégalité suivante :

e(v)+e*f)>f-v VWYweV, VfeF. (A.11)

appelée inégalité de Fenchel.

Un couple ¥, f) est dit extrémal si I'egalité\.11 est atteinte. De méme, nous avons les
implications suivantes :

fedp(v) < ov)+e(f)=Ff- v, (A.12)

vedp'(f) & o)+ (f)=1Ff-v. (A.13)
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Annexe B

Les materiaux Standard Implicites

On s’intéresse ici a I'écriture des lois de comportentkssipatives. On décrit un systeme
matériel par un espace V de vitesses généraligéesuni d’'une structure d’espace vec-
toriel surR. V est mis en dualité avec un espace vectoriel F des fdrpas une forme
bilinéaire(v, f) — v - f, représentant la puissance dissipée. V et F sont munispde t
logies localement convexes compatibles avec leur dualité

B.1 Potentiel et loi de normalite

Usuellement, la loi dissipative A et sa loi inverde! sont définies par :

AV = F v f=AW), (B.1)
AV F SV fes v = AN (B.2)
Mais dans beaucoup de comportements mécaniques, tostegdemations concernant

la loi dissipative sont contenus dans une unique fonctiatage continuement differen-
tiable mais non nécessairement convexe, appelée paltdatdissipation

p:V-oR:v— (V) (B.3)

Plus précisément, la loi dissipative s’écrit sous fouthene loi de normalité

(B.4)



150 Les matériaux Standard Implicites

Nous supposons de plus que la loi est inversible. On peuws dighinir le potentiel dual
suivant :

X(£) = £ A7) — p(A7H(E)), (B.5)
qui permet d’écrire la loi inverse sous forme d’une loi demalité
ox(f)
. B.6
of (B.6)
Les couples de variables dualgs f) vérifiant la loi dissipative, satisfont les deux lois de
normalité B.4) et (B.6) et de plus I'égalité suivante

u=

() +x(f) =v-f (B.7)

gui n'est autre que la transformée de Legendre.

B.2 Pseudo-potentiel et loi de sous-normakt

Pour une majorité de lois dissipatives, le concept de pigteriest pas applicable. Ces lois
ont la particularité d’avoir une relation “A” qui ne se tneeipas “résoluble” par rapport a
f ou v, c’est-a-dire qu’il existe des f correspondant a infmité de valeurs de v et des v
correspondant a une infinité de valeurs de f. On parle deldtivoque. L'idée pour ce
type de loi est d'introduire des sous-ensembleg) etI'(V) tels que

AV ST(F):v—feAWV)CF, (B.8)
A F-=T(V):f—=veA (f)cCV- (B.9)

La résolution mathématique de ces lois passe par I'atibs des techniques de la théorie
moderne des fonctions convexes et du calcul sous-diffietef®\), ce qui permet une
formalisation tout aussi univoque par rapport a f ou v.

A partir de ce formalisme mathématique, Moreaé] [propose d’introduire le concept de
pseudo-potentieb, défini surV, tel que

p:V — [—0o0,+00] : 1 — p(v), (B.10)
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lequel est convexe et semi-défini positif,

Vae R, {ueV telque ¢(0) <a}

Maintenant, la transformée de Legendre est remplacékipegalité de Fenchel

VL) eV X F, o) +x(F)>¥ - f, (B.11)

ou ¢ ety sont des pseudo-potentiels. Les coupled” relatifs a la loi dissipative sont
dits extrémaux dans le sens ou I'égalité précederiteézsiee

(V') + x(F) =¥ - f'- (B.12)

D’autre part, prenons’ = v dans B.11) et soustrayons membre a membB12) de
(B.11), nous obtenons

VP eF,  x(f)—x(f)>¥ - (f —f) (B.13)

La solutionv de cette inéquation est appelée sous-gradient, I'engegiqif ) de ces sous-
gradient est appelé le sous-difféerentiel. La loi multjue dissipative ainsi que sa loi in-
verse peuvent s’écrire sous forme de loi sous-normale :

v € Ox(f) (B.14)
f e dp(v)- (B.15)

Les matériaux, dont la loi complémentaire est représzmtar de telles relations, sont
appelés des matériaux Standard Généralisés (S2G.)Je plus I'existence d’'un pseudo-
potentiel est donnée par le théoreme de Rockafelladome une condition nécessaire et
suffisante pour quél _ C 0y et queA_ soit cycliqguement monotone. En d’autres termes,
pour toute famille de couples, f; € V x F,i = 0,1, ..., n, tels quev; € A(f;), I'inégalité
suivante doit étre vérifiee

(fo—£) - Vo + (£ = Fut) - Vit + oo + (1 — £0g) - Vo < O (B.16)
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En particulier, en considérant uniquement deux coupleasrobtenons l'inégalité sui-
vante :

(fo — 1) - (Vo — V1) = 0, (B.17)

ce qui signifie que I'application est monotone croissangs inégalitésg.16) et (B.17)
sont appelées respectivement I'inégalité de monotoyséque et I'inégalité de monoto-
nie. L'idée de la demonstration initiee par Rockafe#iat d’introduire le pseudo-potentiel
suivant

X(F) = sup{(f — £,) - Vi, + (£, — £01) - Vioo1 + oo + (F1 — £,20) - Vo }- (B.18)

ou le “sup” est étendu a toutes valeurs de n positif etud touplev;, f; € V' x F' tel
quew; € A_(f;). Si l'application est cycliquement monotone, la relati@l@) fournit
un moyen de trouver I'expression du pseudo-potentiel. Baarloi donnée, I'expression
du pseudo-potentiel est unique.

B.3 Bipotentiel et loi de sous-normalié implicite

Pour certains comportements, tels que les matériaux aes, la normalité généralisée
ne permet plus une description satisfaisante du comportei@es lois de comportement
sont dites non-standards. Pour conserver les avantages eariture de loi d’évolution a
I'aide d’'une fonction a valeurs scalaires et d’une loi dessaormalité, de Saxcé propose
de généraliser I'inégalité de Fenchel. Cette géigation consiste a abandonner l'idée
d’'une séparation en deux pseudo-potentiels duaux ettalpobexistence d’'une fonction
uniqueb(v, f) appelée bipotentiel. Soit b une fonction sux¥ a valeur dans—oo, +o0],
convexe par rapport &, lorsque la variable f est fixée, et convexe par rappori@$gue

la variablev est fixée.

Cette fonction est appelée bi-potentiel si elle vérifiedbalité suivante

V@i, f) eV xF, b, f)>v.f" (B.19)

Un couple ¢,f) est dit extrémal si I'égalité est atteinte pour ce pleu

b(v, f) = 0.f- (B.20)
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Tout couple extrémal vérifie donc les conditions de coitéeséparée

Vil eV, b, f) = (o, f) = [0 =), (B.21)
\V/f/EF, b(’l},f/)—b(’l},f) Z’U(f/_f) (822)

Soit en terme de sous-differentiel :
0 € 0rb(0, f), f € 0:0(v, f): (B.23)

Un matériau Standard Implicite est un matériau dont lesmartements réels corres-
pondent aux couples extremaux d’un certain bi-potertield’autres termes, les relations
(B.23) définissent la loi constitutive multivoque d’un tel midd.

Moreau B0] a montré que H, sur-potentiel, fonction sur V, et W sa faocpolaire sur F,
vérifient I'inégalité de Fenchel, c’est-a-dire

pourtout (', f eV xF, H@)+W(f)>d-f" (B.24)

La somme de H et W est donc un bi-potentiel séparé dont lgsles extrémaux vérifient
les inclusions differentielles

v e IW(f), f € 0H(v)- (B.25)

Ces relations définissent la loi constitutive d’un matérstandard usuel. Elles expriment
un lien explicite entre les vitesses et les forces. Au camtralans B.23), ce lien est
implicite, d’ou le nom choisi pour désigner la nouvellasse de matériaux.
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SIMULATION NUM ERIQUE DE LA DYNAMIQUE DES SYST EMES MULTICORPS APPLIQU EE AUX
MILIEUX GRANULAIRES

Notre travail s’inscrit dans le cadre de I'étude du comporent des milieux granulaires. Dans un premier temps,
nous présentons une méthode numérique par EléemerteRisie type Dynamique des Contacts, qui modélise en
2D le mouvement d’un ensemble de corps rigides, entrant Bigion entre eux et avec des parois, et sujets a des
forces de frottement lors de ces chocs. L'utilisation dwbgptiel de contact conduit a un algorithme local basé sur
un schéma prédicteur-correcteur par projection supleeade frottement et a un critere de convergence fondé sur
un indicateur d’erreur relative en loi de comportement. tiagoen compte exacte des conditions de Signorini et de
Coulomb nous oblige a considérer les phénomenes descholtiples. Dans ce cadre, nous utilisons le formalisme
de la mécanique non-réguliere. Nous aboutissons agoridime comportant, & chaque itération, une phase de
résolution de I'equation de la dynamique, fournissard mouvelle approximation de la vitesse, et une phase
d'utilisation de l'algorithme local, fournissant une nalie valeur de I'impulsion. Les simulations numériques
tant quasi-statiques que dynamiques mettent en évidarwmlergence et la robustesse de I'algorithme.

Dans un second temps, pour permettre le passage de I'échatoscopique a I'échelle macroscopique, nous
établissons une expression du tenseur des contraintesnngyi prend en compte les efforts volumiques. Nous
montrons sur un exemple analytique simple d’un grain rigigendrique roulant sur un plan incling, que les effets

dynamiques sont essentiels pour symétriser le tensewuieiaintes moyen.

MOTS-CLES :

milieux granulaires, Dynamique des Contacts, Méthode=tiaments Discrets, bipotentiel, tenseur des contraintes

NUMERICAL SIMULATION OF THE DYNAMIC OF MULTIBODIES SYSTEMS  APPLIED TO GRA-
NULAR MEDIUM

The general topic of this work is the study of granular medihdviour. In the first time, a Discret Element Method,
inspired from the Contact Dynamics approach is proposeis. filethod enables us to modelise in 2D the moving
rigid bodies running into themselves or into walls and satgd to friction forces during these collisions. The
use of the contact bipotential leads to an algorithm of w&smh based on the projection on the friction cone
and to a convergence criterion based on the estimator divelarror in constitutive law. The Signorini’'s and
Coulomb’s conditions constraint us to take into accountghenomenon of multiple collisions. In this frame,
we use the formalism of the nonsmooth mechanics. The issuam algorithm involving, at each iteration, a
global step producting a new value of the impulse. Numesgallations in quasi static or dynamic cases show
the convergence and the robustess of the algorithm. Witterframework of an homogeneization procedure, we
establish an expression of the mean stress tensor, takingaatount the body forces. We show, on a simple
analytical example of a cylindrical rigid bead rolling on extlined plane, that the inertia forces are essential to

insure the symmetry of the bead mean stress tensor.

KEYWORDS :
granular media, Contact Dynamics, Discrets Elements Mktbipotential, stress tensor.
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