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Résumeé

Cette thése présente plusieurs aspects de l'interaction entre la physique des hautes éner-
gies et la cosmologie. Elle étudie en détail les prédictions d’une classe de théories de physique
des particules au-deld du Modéle Standard concernant la formation des défauts topologiques
(cordes cosmiques en particulier). Ce cadre de travail permet aussi de définir des modéles
d’inflation bien motivés qui sont eux aussi étudiés. Dans le cadre des théories de Grande Uni-
fication supersymétrique, on construit une classe de modeéles en accord avec la phénoménologie
de la physique des particules et les observations de la cosmologie. Ces modéles doivent en par-
ticulier étre en accord avec les mesures sur la durée de vie du proton, doivent expliquer les
oscillations des neutrinos, et I’asymétrie matiére/antimatiére. Une phase d’inflation hybride
doit, par ailleurs, permettre de résoudre les probléemes de la cosmologie. Dans ce cadre mo-
tivé, la généricité de la formation des cordes cosmiques est démontrée. Ces cordes sont stables
et génériquement formées 4 la fin de la derniére phase d’inflation. Cela montre qu’elles sont
trés massives et ont un role potentiellement important dans la génération des fluctuations de
température du fond diffus cosmologique. Comme les observations cosmologiques indiquent
une role faible voire négligeable, cela contraint fortement les modéles théoriques.

Une étude de la contribution relative de ces cordes cosmiques aux anisotropies de tempéra-
ture pour les deux modéles standards d’inflation hybride supersymétrique permet de montrer
qu’ils sont tous deux en accord avec les observations, contrairement a ce que ’on pensait. Les
contraintes fortes sur la contribution admissible des cordes aux CMB se traduisent alors en
contraintes fortes sur tous les paramétres des modéles inflationnaires : constantes de couplage
et échelle d’énergie de l'inflation. A la lumiére de ces nouvelles contraintes, il devient possible
de s’exprimer quant & l’aspect naturel de ces théories. On montre ainsi qu’ils souffrent de
la nécessité d’ajuster finement leurs constantes de couplage : ceci est définitivement reconnu
comme non naturel.

La contrainte sur la phase inflationnaire est aussi étudiée du point de vue de ’extraction
de ses paramétres & partir des données d’expériences futures d’observation de la polarisa-
tion du CMB. Des outils statistiques permettant de mesurer les paramétres cosmologiques et
d’estimer l’erreur sur ces estimations sont numériquement implémentés. L’effet de lentille gra-
vitationnelle sur ces outils est ensuite étudié analytiquement et numériquement. Cela permet
de valider 'approximation usuelle qui consiste & négliger I'effet de lentille sur la non gaussia-
nité des données du CMB, & travers leur fonction de corrélation & quatre points.

Mots-clés : Défauts topologiques, Théories de Grande Unification supersymétriques, In-
flation hybride, Contraintes cosmologiques sur les paramétres inflationnaires, Fond diffus cos-
mologique et effet de lentille gravitationnelle.
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Abstract

This PhD thesis presents several aspects of the interplay between high energy physics
and cosmology. We study in details the predictions of a class of theories of particle physics
beyond the Standard Model concerning the formation of topological defects (and more es-
pecially cosmic strings). Within supersymmetric Grand Unified Theories (GUT), we define
a class of models that take into account phenomenological constraints from particle physics
and cosmology. These models have to be in agreement with proton decay measurements, and
have to explain the neutrinos oscillation and the matter/antimatter asymmetry. A phase of
hybrid inflation is well motivated in this framework and is also necessary to solve several ma-
jor problems of the standard model of cosmology. In this framework, the genericity of cosmic
string formation is shown. These strings are stable and generically form during the symmetry
breaking that ends the (last) hybrid inflationary phase. Therefore, their mass is of the GUT
scale, and they can have an important cosmological role. As experimental data show a weak
or even negligible role, we can constrain strongly theoretical models.

We have analysed the prediction of string contribution to the Cosmic Microwave Back-
ground (CMB) for the two standard models of supersymmetric hybrid inflation. We have
shown that they are both in agreement with CMB data, contrary to what was previously
thought. The strong limit on the allowed cosmic strings contribution can be translated into
constraints on all parameters of the inflationary models : couplings constants, energy scales
of inflation. These constraints show that both models suffer from the fine tuning of their su-
perpotential coupling constant, and this tends to reduce the naturalness and the attractivity
of these models.

Constraining inflationary physics can also be done through the extraction of parameters
from futur CMB experiments measuring polarisation. Several statistical tools exist to estimate
cosmological parameters and the errors on these estimations. We have implemented one of
these tools in a numerical code and studied analytically and numerically the effect of weak
lensing on such analysis. It allows us to validate the usual approximation consisting on ne-
glecting the weak lensing effect on the non-gaussianity (or the four point correlation function)
of the CMB signal.

Key words : Topological defects, Supersymmetric Grand Unified Theories, Hybrid in-
flation, Cosmological constraints on inflationary parameters, Cosmic microwave background
and weak lensing effect.
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“Before I came here I was confused about this subject.
Having listened to your lecture I am still confused.
But on a higher level.”

Enrico Fermi






Introduction

Les résultats récents de la cosmologie observationnelle, au premier rang desquels ceux
du satellite américain WMAP, ainsi que les observations & venir notamment avec le satel-
lite Planck, atteignent des précisions qui permettent d’espérer pouvoir poser des contraintes
fortes sur la physique de 'univers primordial et plus généralement sur la physique des hautes
énergies. Inversement, la physique des hautes énergies doit étre utilisée pour prédire les mé-
canismes susceptibles de se réaliser durant les phases primordiales de 'histoire de 1'univers.
Les travaux présentés dans cette thése illustrent deux aspects de cette interaction afin de
contraindre les théories de la Grande Unification ainsi que les théories inflationnaires en utili-
sant les données cosmologiques venant du fond diffus cosmologique (CMB) et de la formation
des défauts topologiques en général et les cordes cosmiques en particulier.

L’univers & grande échelle et pour des moments postérieurs & la nucléosynthése primordiale,
est trés bien décrit par le modéle standard de la cosmologie. Pour décrire I'univers a plus haute
énergie et jusqu’a la centaine de GeV, on peut sans probléme utiliser le Modéle Standard
(MS) de la physique des particules puisque c’est une des théories physiques testées avec
la plus grande précision en accélérateur. Il est basé sur un groupe de symétrie élargi par
rapport aux symétries de 'univers actuel et sur la brisure spontanée de ces symétries par la
dynamique d’un champ de Higgs. A plus haute énergie, ce Modéle Standard souffre cependant
de plusieurs problémes et ne donne vraisemblablement plus une description suffisante de la
nature. La récente détection de 1’oscillation des neutrinos est la premiére indication qu’il est
nécessaire de le plonger dans une théorie nouvelle puisque le MS ne prévoit pas de masse
(nécessaire pour expliquer les oscillations) pour le neutrino.

Le cadre de la Grande Unification supersymétrique est une des extensions les plus motivées
de ce MS a ce jour. En effet, I’évolution des constantes de couplage des groupes de symétrie
du MS suggére que ces groupes soient plongés dans un groupe de plus grande taille GgyT de
telle sorte que les trois interactions microscopiques (faible, forte et électromagnétique) soient
unifiées & haute énergie (de l'ordre de Mgyr ~ 10'6 GeV). Ces énergies ne sont pas acces-
sibles en accélérateur, du moins avec les technologies actuelles et les travaux présentés ici
illustrent comment utiliser la cosmologie afin de contraindre ces théories. Une premiére consé-
quence phénoménologique majeure de ces théories est I'introduction de nouvelles interactions
qui violent le nombre baryonique et qui rendent donc les baryons et notamment le proton
instable. Cependant, ces interactions sont transportées par des bosons ayant des masses de
I'ordre de Mgyt ce qui peut les rendre suffisamment peu fréquentes pour étre en accord avec
les mesures sur la durée de vie du proton.

Les théories de Grande Unification prédisent que l'univers a connu une série de brisures
de symétrie afin que 'univers passe d’un état invariant sous GguyT & un état invariant sous les
symétries du MS. Ces brisures de symétrie sont accompagnées de transitions de phase lors des-
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quelles, d’aprés le mécanisme de Kibble, des défauts topologiques se forment génériquement.
Ces sont des régions de ’espace dans laquelle est concentrée une trés grande densité d’éner-
gie. Leur nature, c’est-a-dire leur dimension spatiale dépend de la topologie de ’ensemble
des vides accessibles au champ de Higgs. Ces défauts sont stables et s’ils ne sont pas dilués
par un mécanisme, ils ont des effets observables sur la cosmologie. Les défauts ponctuels, et
surfaciques (respectivement appelés monopoles et murs de domaine) sont tellement massifs
qu’ils en viendraient & dominé rapidement la dynamique de ’univers en désaccord avec les
observations. Les défauts topologiques linéaires, les cordes cosmiques, sont compatibles avec
la cosmologie et générent des fluctuations de température dans le CMB. Les monopdles étant
inévitables dans le cadre de la Grande Unification, un mécanisme d’expansion accélérée de
I'univers, linflation, a été proposé pour les diluer et éviter une catastrophe cosmologique et
résoudre plusieurs autres problémes du modéle standard de la cosmologie. Du statut d’hypo-
these, l'inflation est devenue un paradigme lorsque les anisotropies de température mesurées
se sont révélées en parfait accord avec les prédictions de I’inflation, ce qui impose que ’effet
des cordes cosmiques, si elles existent, sur ces anisotropies est sous-dominant. On peut, de ce
fait, se demander s’il est théoriquement motivé de supposer leur existence et de continuer &
les étudier.

La premiére contribution originale de cette thése est d’étudier la généricité des cordes
cosmiques dans le cadre de la Grande Unification [1]. Pour ce faire, nous définirons une classe
de modeles en accord avec les contraintes phénoménologiques majeures de la cosmologie et de
la physique des particules. Nous imposerons que ces modéles résolvent de maniére standard le
probléme des monopoles, qu’ils expliquent ’asymétrie matiére/antimatiére de notre univers,
et la masse des neutrinos, et enfin qu’ils soient en accord avec les mesures sur la durée de
vie du proton. Nous considérerons un grand nombre de groupes de Grande Unification et
étudierons la formation de défauts topologiques dans tous les schémas de brisure compatibles
avec la phénoménologie. Nous quantifierons ainsi la probabilité d’avoir formation de cordes
cosmiques aprés la derniére phase d’inflation.

Nous allons montrer que ces cordes cosmiques sont trés génériques puisque, sous les hy-
pothéses faites, elles se forment toujours. Nous montrerons que si ’on relaxe ces hypothéses,
leur formation est encore trés générique (dans au moins 80% des modéles) et qu’elle se pro-
duit génériquement & la fin d’'une phase d’inflation hybride. Elles pourraient donc un réle
potentiellement important dans la génération des anisotropies de température du CMB en
apparente contradiction avec les observations.

La deuxiéme contribution de cette thése est motivée par ce résultat et présente une
étude des contributions relatives de l'inflation et des cordes cosmiques pour les deux classes
d’inflation hybride supersymétrique standards : I'inflation par terme F et I'inflation par terme
D. Les contraintes existantes sur I'inflation par terme F venaient des gravitinos, dont la surpro-
duction serait en désaccord avec la phase de nucléosynthése primordiale mais ces contraintes
sont faibles. Plusieurs études récentes des données WMAP contraignent la contribution des
cordes cosmiques a étre plus petite que 10 — 15%. Cela nous permet de contraindre fortement
I’espace des paramétres pour les deux modéles d’inflation, et notamment les constantes de
couplage et les échelles d’énergie. On peut ainsi statuer sur leur compatibilité avec les don-
nées observationnelles et sur la naturalité de ces deux modéles [2, 3]. Nous montrerons que
I'inflation par terme D est toujours un modéle compatible avec les observations contrairement
a ce que l'on pensait et que les deux modéles nécessitent cependant un réglage fin de leur
constante de couplage, ce qui atténue un peu leur attractivité. Il a récemment été proposé
pour éviter les problémes de naturalité dans les modeéles inflationnaires de découpler la dy-
namique de I’expansion et la génération des fluctuations primordiales par I'introduction d’un
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second champ scalaire, le curvaton, différent de l'inflaton afin de générer les anisotropies de
température. Nous allons donc étudier cette possibilité et montrer que dans ce cas, le probléme
de naturalité disparait.

Dans la derniére partie de cette thése, une approche différente sera utilisée pour contraindre
la phase inflationnaire grace aux futures expériences de détection du signal polarisé dans le
CMB. En effet, une partie des photons du CMB se polarisent par diffusion Thomson sur les
électrons et suivant les propriétés de parité du signal, on définit un signal polarisé E ou B.
L’énergie & laquelle s’est produite l'inflation est aujourd’hui totalement inconnue mais peut
étre déterminée, dans les modeéles les plus simples, par la mesure de l’amplitude des modes
de perturbation tensoriels c’est-a-dire dus aux perturbations tensorielles de la métrique. Ces
modes sont sous-dominants par rapport aux modes scalaires et donc indétectables hormis
dans le signal polarisé B ot ils sont I"unique contribution. Leur détection est donc primordiale
pour savoir & quelle énergie s’est produite I'inflation mais aussi si une phase d’inflation a bien
eu lieu ou encore pour savoir si un ou plusieurs champs y ont contribué. Grace a la détection
de ce signal, il sera possible d’en extraire la valeur des différents parameétres cosmologiques et
inflationnaires. La premiére étape est de mesurer le rapport des amplitudes entre les contri-
butions tensorielles et scalaire, ce qui est directement relié a I’énergie & laquelle s’est produite
I'inflation.

Plusieurs outils statistiques existent pour étudier la détectabilité d’un paramétre cosmolo-
gique. La méthode de Fisher est une méthode légére et rapide qui permet de relier les limita-
tions instrumentales d’une expérience mesurant les anisotropies du CMB aux contraintes que
I’on peut mettre notamment sur les paramétres inflationnaires du modéle cosmologique choisi.
Cette méthode repose sur le calcul de la matrice de covariance de 'information disponible c’est
& dire dans le cas présent la covariance des spectres de puissance du CMB polarisés ou non.
Cette matrice de covariance est proportionnelle au moment & quatre points des champs d’ani-
sotropie du CMB. Or ce rayonnement subit, d’aprés la relativité générale, une déviation de
la trajectoire des photons par les potentiels gravitationnels des grandes structures de notre
univers (galaxies, amas de galaxies) : on parle d’effet de lentille faible. Il a pour conséquence
de générer de nouveaux modes B qui viennent s’ajouter au signal primordial : ils sont méme
dominants & petites échelles.

La seconde conséquence de cet effet de lentille est de rendre la distribution des anisotropies
de température non gaussienne et donc d’introduire de nouvelles contributions & la fonction
de corrélation & quatre points. La derniére partie de cette thése est le calcul de ces nouvelles
contributions et ’étude des conséquences sur la détectabilité du signal primordial et des pa-
ramétres inflationnaires. Ce travail fait ’objet d’une publication en préparation [4].

Cette thése est organisée de la maniére suivante. La premiére partie présentera les modéles
standards de la cosmologie et de la physique des particules (chapitre 1 et 2). Leurs limitations
seront mises en avant en fin de chapitres, ce qui motive le cadre de travail ultérieur. Le cha-
pitre 3 étudiera en détail le mécanisme de brisure de symétrie par le mécanisme de Higgs et le
lien entre brisure de symétrie et représentation du champ de Higgs. Il présentera ensuite les
outils mathématiques nécessaires & une analyse systématique de la formation des défauts to-
pologiques lors de ces brisures de symétrie et passera en revue les conséquences cosmologiques
des différentes classes de défauts (topologiques et non topologiques). L’inflation est devenue
une extension standard du modéle cosmologique et est donc présentée dans cette partie. Le
chapitre 4 traite de la dynamique de 'inflation, de la résolution des différents problémes de
la cosmologie et abordera la génération des fluctuations primordiales dans ces modéles.

La seconde partie est dédiée au cadre de travail principal de la thése & savoir la Grande
Unification supersymétrique. La chapitre 5 en fera une présentation générale et completera
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les notions du chapitre 3 & la construction de schémas de brisures successives. Le chapitre 6
listera lui les contraintes phénoménologiques majeures & imposer & ces modéles et présentera
les mécanismes standards permettant d’en rendre compte. On construira de cette maniére
une classe de modéles phénoménologiquement viables dans lesquels la formation des défauts
topologiques sera étudiée au chapitre 7. Ce chapitre concluera sur la généricité des cordes
cosmiques et motivera l’analyse du chapitre 8 sur les contraintes sur les modéles d’inflation
hybride supersymétrique.

Enfin, la troisiéme partie présentera l’extraction de paramétres inflationnaires du fond
diffus cosmologique grice a la méthode de Fisher. L’effet de lentille gravitationnelle par les
grandes structures sur le signal est toujours négligé sur cette extraction; on présentera et
quantifiera cet effet dans le chapitre 9.

Les notations et les conventions utilisées sont présentées dans un chapitre préliminaire.
On y trouvera aussi quelques valeurs numériques utiles. En fin de thése, dans une annexe A
consacrée aux groupes de Lie, sont rassemblées un certain nombre d’informations utiles pour
la construction de schémas de brisure de symétrie pour la Grande Unification. On trouvera
notamment les sous-groupes maximaux de groupes de Lie candidat & étre des groupes de
Grande unification, des décompositions de certaines représentation du groupe SU(5) et les
générateurs de certains groupes étudiés dans cette thése.



Notations, Conventions et Valeurs
numeériques utiles

Voici ici quelques précisions & propos des notations et conventions utilisées dans cette
thése. En troisiéme partie, il est rappelé quelques valeurs numériques pour les grandeurs
usuelles utilisées.

0.1 Notations

Les grandeurs mathématiques en gras sont des vecteurs tandis que leur norme est notée
en caractére normal, ie z = |z|.

Les grandeurs évoluant au cours du temps qui sont indicées par 0 sont évaluées aujour-
d’hui, ie HO = H(to).

On définit les opérateurs V = §/0z%, i = 1,2,3 et O = 640,,.

Dans une expression c.c. désigne le complexe conjugué de ce qui préceéde. c.c. désigne le
hermitique conjugué.

Si M désigne une matrice ou un vecteur, M* désigne son conjugué complexe, et *M son

transposé. Si on considére un spineur & quatre composantes 1, alors ¥t = tp* et ¢ = pT0.

Enfin, on désignera par I,, la matrice identité de taille n.

0.2 Conventions

Concernant les unités, nous travaillerons dans la convention des unités “naturelles” ou la
vitesse de la lumiére, la constante de Planck et la constante de Boltzmann sont posées a 1,

c=h=kg=1.

Pour les applications numériques, un raisonnement aux dimensions permet de ré-introduire
ces constantes.

On choisit comme convention pour les métriques la signature (—1,1,1,1). La métrique de
Minkowski décrivant un espace temps plat et statique 7, s’écrit donc

-1

N =" = 1 : (0.2.1)
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Nous adopterons les conventions d’Einstein sur les indices covariants qui veut que tout
indice répété dans une expression soit implicitement sommé. Par exemple le produit scalaire
de deux 4-vecteurs z’, et y/ s'écrit ¢ -y =), 2'y" = §;j 2" y* = 2wy,

Il y a plusieurs conventions pour la dimension du facteur d’échelle a(t) (voir chapitre 1)
ce qui a une conséquence sur la définition des grandeurs comobiles comme sur la valeur de ag.
Nous choisirons la convention selon laquelle a(t) posséde la dimension d’une longueur. Il en
résulte que le paramétre k qui décrit la courbure de I'univers peut étre redéfini pour prendre
les valeurs 0, =1 tandis que les coordonées x ou r ne sont pas dimensionnés. Dans la deuxiéme
convention possible, a(t) n’est pas dimensionné, on peut normaliser sa valeur & 1 & un temps
donné (souvent ty) et les coordonnées comobiles r ou x ont la dimension d'une longueur ce
qui implique que le paramétre k a la dimension de l'inverse d’une longueur au carré.

Pour les transformées de Fourier, la convention utilisée est, pour un espace & n dimensions,
F(k) = Fip = /f(x) exp[—ik - x]d"x , (0.2.2)

pour la transformée de fourier directe, tandis que la transformée de Fourier inverse est donnée
par

1 : n

flx) = ./’T[F] = —(27r)” F(k)exp[ik - x]d"k . (0.2.3)

Dans cette convention, on peut montrer que

1 :
§(x—y)= (2n)" / expltk - (x —y)]d"k (0.2.4)
puis
1

Fira = gryn i * Tl (0-2.5)

ou * est le produit de convolution. Concernant la transformée de la dérivée, on vérifie que

Frpn = ikFy - (0.2.6)

0.2.1 Matrices vy de Dirac

Les matrices de Dirac v* = (7°,7%), avec i = 1,2, 3, sont définies par leur anticommutateur

Y =AY A = 29" (0.2.7)

ol g, est le tenseur métrique de I'espace-temps dans lequel les champs évoluent. Notons que
le signe — vient du choix de la convention pour la signature de la métrique. On définit aussi
une cinquieme matrice
5 = j40qln2y3 (0.2.8)
de telle sorte que (v°)%2 = I et {7°,7*} = 0. Pour descendre les indices, il faut utiliser le
tenseur métrique de la théorie, v, = g7, ce qui signifie que le choix de signature fait
précédemment affecte la forme des matrices v avec I’indice en bas uniquement.

Deux représentations permettent d’expliciter les matrices v, dans un espace-temps & 4
dimension décrit par la métrique de Minkowski 7),,,. Dans la représentation de Dirac, on a

I, 0 ; 0 o 0 1
0 _ 2 i _ ) 5 _

v
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Dans la représentation dite de Weyl, ou encore chirale,

o (0 L i (0 o 5 (I 0
7= <_I2 0/’ Y= gt 0/’ Y= 0 —I,) - (0210)

Les matrices de Pauli o® sont données en annexe A.

0.3 Valeurs numériques

Les distances astrophysiques se mesure en parsec (pc) avec 1 pc = 3.01 X 10'6 m. Un an
correspond & 3.15 x 107 secondes.

Les mesures expérimentales et observationnelles sont données avec des marges d’erreur.
Ces marges d’erreur sont données avec une probabilité, ou un degré de confiance, ce qui repré-
sente la probabilité que la mesure soit contenue dans cette marge d’erreur. Ces probabilités
s’expriment en terme de pourcentage ou en terme de 1’écart-type o de la distribution de pro-
babilité. Une erreur a 1 o signifie que pour un grand nombre de répétition de la mesure, les
résultats se trouvent, 68.3% du temps & moins d’un écart-type de la valeur moyenne : le degré
de confiance est de 68.3%. Des erreurs a 2 o et & 3 o correspondent respectivement & un degré
de confiance de 95.4% et 99.7%.

Quelques valeurs numériques et conversions utiles.

Constante symbole valeur

Constante de Hubble Hy ~72km.s '/Mpc

Constante de Hubble réduite h ~ (.72

Densité critique aujourd’hui Perit 1.88h2 x 1072 g.cm™3
8.10h? x 10747 (GeV)™.

Vitesse de la lumiére c 2.998 x 10% m.s™!

Constante de Boltzman kB 1.38 x 10723 JK~!

Constante de Planck réduite h 1.05 x 1073* J.s

Charge de l’électron —e —1.60 x 107 C

Constante symbole valeur (SI)

Masse de Planck mp) 1.22 x 10" GeV

Masse de Planck réduite Mp 2.43 x 10'® GeV

Constante de Fermi Gy 1.17 x 107° GeV—2

Nature Unité naturelle Unité SI

Energie 1 GeV 1.60 x 10710 J

Température 1 GeV 1.16 x 10% K

Masse 1 GeV 1.78 x 1072" Kg

Longeur 1 Gev~! 1.97 x 10716 m

Temps 1 GeV~! 6.65 x 10725 s
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Masse de Planck
Longueur de Planck
Temps de Planck

2.17 x 1078 kg
1.62 x 107%° m
5.39 x 107% s



Premiére partie

L’univers primordial






CHAPITRE 1
Le modele standard de cosmologie
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1.1 Introduction

L’objet de cette thése concernant la physique de I'univers primordial, il est nécessaire
d’introduire le cadre théorique dans lequel nous allons travailler. Ce chapitre nous permettra
d’introduire certaines notions trés générales correspondant au modéle standard de la cosmo-
logie afin d’en introduire le cadre et les concepts de base. Pour plus de détails et plus de
références sur toutes les notions abordées ici, nous renvoyons le lecteur aux livres et revues
standards notamment pour la relativité générale [5], pour la cosmologie [6, 7, 8], ou pour la
physique des particules [21, 22].

1.2 Décrire un Univers homogeéne isotrope

1.2.1 Quelques rappels de relativité générale

Pour décrire 'univers dans son ensemble, il est nécessaire de se placer dans le cadre de la
relativité générale d’Einstein. Celle-ci permet de décrire les trajectoires des particules dans un
univers courbe. La distance ds entre deux points de ’espace-temps s’exprime alors en fonction
de la métrique g, et du systéme de coordonnées z#, y = 0, ..., 3 par

ds® = g, dztdz” . (1.2.1)
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L’exemple le plus simple est celui d’'une métrique de Minkowski décrivant un espace plat et
statique! guv = diag(—1,1,1,1). Les événements de I’espace temps sont donc repérés par la
donnée de ses quatre coordonnées d’espace-temps z#. Dans cet espace temps, on peut définir
une dérivée covariante par D)y dont ’action sur un tenseur & un indice covariant et un indice
contravariant T, s’écrit

Dy\T*, = 0\T*, + T, T°, —T%,T", , (1.2.2)
ou les I' sont les symboles de Christoffel définis & partir du tenseur métrique par
A _ 1
L = 99 (Ougov + Ovguo — Osguv) - (1.2.3)

L’information sur la courbure de ’espace-temps est totalement contenue dans le tenseur
de Riemann qui se définit & partir de ces symboles de Christoffel

Ryw” = 0,5, — oy, + 5,15, — I‘;‘WI‘;’A . (1.2.4)

On définit aussi le tenseur de Ricci comme une contraction du tenseur de Riemann
Ry = Rug” (1.2.5)
et le scalaire de Ricci par la trace du tenseur de Ricci
R=¢" R, =R, . (1.2.6)

Une fois ces notions introduites, les équations d’Einstein relient la métrique de 1’espace
temps g, au contenu matériel de I'univers

1
Guw =Ry — ER 9w = 8TGNT ) — Aguw (1.2.7)

ou TH¥ est le tenseur énergie-impulsion du contenu matériel de ’espace temps. Ces équations
d’Einstein seront utilisées pour décrire dans la section qui suit 1’évolution globale de I'univers.
Dans la suite, nous noterons parfois

kn = 871Gy = 8 /mb; = 1/ M3, , (1.2.8)

ol Gy est la constante de gravitation de Newton, mp; = 1.2 X 10" GeV est la masse de Planck
et Mp; = 2.4 x 10'® GeV est la masse de Planck réduite.

Notons que I'on a introduit dans ’Eq. (1.2.7) une constante A appelée constante cosmolo-
gique qui est en toute généralité présente. Sa présence a longtemps fait I’'objet de débat mais
elle est aujourd’hui communément admise car pouvant rendre compte de 1’accélération ac-
tuelle de 'univers, accélération récemment mise en évidence notamment par les observations
de supernovae. Nous en reparlerons a la section 1.3.

Les 10 équations indépendantes (1.2.7) peuvent étre vues comme issues d’un principe de
moindre action & partir de l’action de Hilbert-Einstein?

1
S=5— / V=g(R - 2A)d"z + / V=9Lmas d*z (1.2.9)
N

ou g est le déterminant de la métrique g"¥. Le tenseur énergie-impulsion du contenu en énergie
est défini par la variation du lagrangien de matiére Lpa¢

2 §(/—gL
™ = (V=9Lmat) (1.2.10)
V=9 5g;w
'Notons que nous venons d’illustrer le fait que nous utilisons la convention d’écriture des relativistes diffé-

rente de celle des physiciens des particules pour qui il est d’usage de poser la signature (4, —, —, —).
?1l est souvent utile de connaitre la relation 6g = gg*”dg,.. -
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1.2.2 Dynamique de I’évolution de I'univers

Le modele standard de la cosmologie part d’une hypothése simplificatrice (il faut se de-
mander par la suite si cette hypotheése est effectivement réalisée) que l'on appelle Principe Cos-
mologique. Celui-ci postule que univers est homogéne et isotrope aux grandes échelles.
Une conséquence directe de cette hypothése est que ’on obtient la métrique de Friedmann -
Lemaitre - Robertson - Walker (FLRW), qui s’écrit en coordonnées sphériques,

ds® = —dt? + a(t)? [dx* + fx(x)? (d6* + sin® 6 d¢?) ] (1.2.11)
ou
siny k=+1
felx) =9 x k=0 (1.2.12)
sinhy k=-1.

Dans cette métrique, ¢ est le temps cosmique, et nous choisissons que a(t) est un facteur
ayant la dimension d’une longueur et x est la distance radiale comobile, sans dimension. Cette
meétrique permet de décrire un univers fermé, plat ou ouvert suivant que ’on a respectivement
k =1,0,—1. Une alternative standard pour la métrique de FLRW est de poser le changement
de variable r = fi(x) et ainsi de pouvoir écrire

dr?

2 _ 142 2
ds® = —dt* + a(t) Ty

+ 72 (d6* + sin® 6 d¢?) (1.2.13)

Nous utiliserons dans la suite principalement la forme (1.2.11) pour la métrique de RW.

On remarque que ces métriques sont de la forme ds? = —dt? + a(¢)?dl 2 ot I’élément de
longueur dl 2, représentant la métrique des sections spatiales, est multipliée par un facteur
a(t) ne dépendant que du temps que l'on appelle facteur d’échelle. On voit donc que 'on est
sur le point de décrire un univers qui peut étre en expansion ou en contraction.

On peut introduire une grandeur qui nous servira ultérieurement qui est le temps conforme
7. Il est relié au temps cosmique ¢t par dr = dt/a(t) et il permet notamment d’écrire cette
métrique de RW sous la forme

ds? = a(7)?(—d7? + i ?). (1.2.14)

Les trajectoires vérifiant ds? = 0 s’appellent trajectoires de genre lumiére car empruntées uni-
quement par des particules de masse nulle. Toute particule massive voyageant plus lentement
que la vitesse de la lumiére emprunte une trajectoire de genre temps ds? < 0. Une trajectoire
de genre espace ds? > 0 ne peut correspondre & un événement physique.

Dans ’hypotheése d’un univers homogéne et isotrope et donc de métrique de RW, les équa-
tions d’Einstein prennent la forme simplifiée des équations de Friedmann Lemaitre Robertson
Walker (FLRW). Si 'on suppose que l'univers est rempli par un fluide parfait de densité
d’énergie p et de pression P, le facteur d’échelle évolue selon

a\> kx k LA
«) " 3P 2730
a\ kN ( P ) A
—-]l=——1(=+P —.
(a) 2 \3 + + 3
Ces équations permettent de connaitre la dynamique du facteur d’échelle a(t) ou du para-

meétre de Hubble, défini par H(t) = a/a en fonction du contenu de I'univers. Intéressons nous
maintenant a ce contenu.

(1.2.15)



16 Le modéle standard de cosmologie

1.2.3 Contenu de I’Univers

Le contenu le plus simple est un fluide parfait, décrit par 2 parameétres, sa densité d’énergie
p et sa pression P. Dans ce cas, le tenseur énergie-impulsion prend la forme

TY = diag(—p, P, P, P) (1.2.16)
Sa conservation D, THY = ( s’écrit désormais
p+3H(p+P)=0, (1.2.17)

équation équivalente & la seconde équation de FLRW Eq. (1.2.15). En utilisant cette propriété
et en introduisant 1’équation d’état du fluide P = wp, on peut connaitre I’évolution de la
densité d’énergie en fonction du facteur d’échelle

pla) oxx a=30Fw) (1.2.18)
puis I’évolution du facteur d’échelle en fonction du temps?

t2/3  pourw =0,
a(t) o t'/2 pour w=1/3, (1.2.19)
eflt  pour w = —1 (avec H = cste) .

Ces trois évolutions correspondent & une univers dominé respectivement par la matiére non
relativiste (w = 0), par la radiation (w = 1/3), ou par une constante cosmologique (w = —1) :
on parle alors d’un univers de de Sitter.

Dans le cas ot I'on écrit les équations de Friedmann en prenant en compte toutes les formes
d’énergie, il est d'usage d’introduire la densité totale critique & une date ¢, peris = 3H? /KN au-
dela de laquelle 'univers doit se refermer dans le futur. Cela permet de définir Q; = p; /perit,
Qa = A/3HZ = pa/perit et QU = —k/[a(t)H(t)]?, ce qui représente le contenu de 1'univers &
une date ¢. La dépendance de la densité d’énergie en fonction du temps, Eq. (1.2.18), permet
de ré-écrire la premiére équation de Friedmann sous la forme

H\?2 a —3(14w;) a\ 2
=) =y (= Q0= Q 1.2.20
() =29 (s)  veb() v 2

ag
La premiére équation de Friedmann aboutit aussi a la relation de consistence

ZQZ- O+ =+ =1, (1.2.21)

3

et ce, & tout temps. Cela illustre le sens physique de perit @ Si Prot > Perit, Nécessairement
k = 41 et 'univers est donc fermé. Les données actuelles tendent & montrer que l'univers
est proche de la platitude Q0 ~ 0. Nous en reparlerons ultérieurement. La définition de Qg
permet aussi d’établir la valeur actuelle du facteur d’échelle *

1 1
HO V |1 - Q90t|

311 faut pour cela supposer une courbure spatiale nulle & = 0 ce qui est proche de ce qui est observé et
utiliser la premiére équation de Friedmann sous la forme H(t) = “Xp.

 Avec nos conventions, a(t) est dimensioné. Lorsque ’on choisit qu’il ne I’est pas, il est d’usage de poser
ap = 1. Voir discussion & la section 0.2.

ag = (1.2.22)
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1.2.4 Temps, distances, horizons et redshift

Une des grandeurs centrales en cosmologie pour parler de distances ou de temps est le
paramétre de Hubble défini par _
Ht) =2, (1.2.23)
a

ol le point signifie une dérivation par rapport au temps cosmique ¢. Notons que ’on définit
souvent le paramétre de Hubble comobile H = a’/a ou ' désigne la dérivation par rapport au
temps conforme 7 ; ils vérifient la relation H = aH.

Il est d’usage d’introduire h pour écrire la valeur numérique de la constante de Hubble Hy

Hy =100k km.s™' /Mpc , (1.2.24)

avec h de l'ordre de 0.7. Notons que H(¢) a la dimension de 'inverse d’un temps, ce qui permet
de définir un temps de Hubble tg et un rayon de Hubble Ry associés,

1 1
tg=—— et Ryp=——. 1.2.25
“am (1229
Ces grandeurs interviendront dans les définitions de ce paragraphe. Enfin notons que le temps
de Hubble aujourd’hui ¢z, ~ 9.77 h~! x 10% ans. Le rayon de Hubble aujourd’hui est de I'ordre
de Ry = 3000 h~! Mpc.

En astrophysique, le meilleur moyen d’avoir une information sur un objet est de collecter
des signaux (principalement des photons mais aussi des particules massives ou des ondes
de gravitation) venant de cet objet. Cela signifie que l’on est sensible a la maniére dont les
particules se propagent dans un univers de métrique g,,, générale. Dans cet espace courbe, le
mouvement z#(A) (A étant un parameétre défini plus loin) d’une particule test libre c’est-a-dire
soumise & aucune autre force que la gravitation, suit une trajectoire appelée géodésique. Cette
trajectoire définie le plus court chemin ie minimise I’action & = [ ds, ce qui revient a

it +TH 3t =0, (1.2.26)

avec M = dz# /d\ le vecteur tangent a cette trajectoire. Dans le cas ou la particule test est
massive, il est d’usage de choisir comme parameétre A le temps propre ce qui donne une forme
simplifiée a I’équation qui régit le vecteur u# = z* tangent a la trajectoire : g, utu” = —1. Si
la particule test est sans masse, alors le vecteur k* tangent & la trajectoire vérifie g, k*k” = 0
et I’on rappelle en outre que dans ce cas, I'intervalle d’espace temps ds? = 0.

Les notions de temps, de distance ne sont pas aussi triviales lorsque ’on parle de taille
cosmologique, que lors d’expériences locales. En effet, les tailles et les durées sont telles que
I’'on devient sensible & différents effets tel que le moyen de collecter de I'information sur une
région de 'univers ou la finitude de la vitesse de la lumiére.

— La dynamique de l'univers, est caractérisée par une expansion comme le montrent les
équations qui régissent le facteur d’échelle (voir le paragraphe précédent). Il en découle
que l'on introduit aussi la notion de décalage vers le rouge (en anglais redshift) z caracté-
risant & la fois une distance radiale d’un objet par rapport & I’observateur ou une époque
de ’histoire de l'univers. Supposons qu’un objet (une galaxie par exemple) émette deux
signaux lumineux aux temps t. et t. + dt., et qu’'un observateur sur la Terre les recoive
aux temps t, et ¢, + dt,.. Du fait de ’expansion de 'univers, ’émetteur en mouvement
va, avoir une fréquence d’émission différente de la fréquence de reception par simple effet
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doppler. Le redshift z = (v, — 1) /v, mesure cette modification de fréquence. Le trajet
emprunté par les photons est de genre lumiére donc d’aprés Eq. (1.2.11)

ol +dy . (1.2.27)

Ainsi, en intégrant le long de la trajectoire des photons émis en t, et en t, + dt,,

t, a tr+6t, a Xr

B — — 1.2.2
/ 0 / a(® / ax (1.2:28)
te te+6te Xe

puisque le coté droit de 1’égalité ne fait intervenir des grandeurs comobiles donc inchan-

gées dans le temps. Grace & une relation de Chasles adéquate sur la premiére égalité et

en supposant que a(t) ~ cste sur [t.,t. + dt.], on en conclue que
ve Ot  ap

14+2= o = 5, = 0 (1.2.29)
L’expansion de l'univers fait que la distance entre deux objets non liés gravitationnel-
lement augmente sous le simple effet de la dynamique de ’espace-temps. C’est pour-
quoi, on définit une distance physique lpnys et une distance comobile leom telle que
lohys = a(t)lcom- Cette derniére représente donc la distance de deux objets dans un
espace qui ne serait pas en expansion. Le premier exemple de distance comobile est la
distance radiale comobile x. d'un objet émettant un signal observé en x = 0. Elle peut
étre reliée au facteur d’échelle a. & ’époque de ’emission ou au redshift z. de ’émetteur
de la maniére suivante. Grace a la métrique Eq. (1.2.11) on voit que

Qe

B da Ry, f d
Xe_/GQH(a) = O/H(Z)/Ho . (1.2.30)

ao

On a utilisé le fait que dx = dt/a = da/a’H et que a/ag = 1/(1 + z). Notons que H (a)
est donné par I’Eq. (1.2.20).

Une conséquence de la finitude de la vitesse de la lumiére et de 1’dge de 1'univers est
I’existence de la notion d’horizon. En premier lieu, un observateur placé en xy = 0, au
temps ¢ peut posséder un horizon comobile des événements X;:(t) donné par

+00
X;(t):/ dé’_ (1.2.31)

c’est-a-dire telle qu'un photon émis en X;'L' au temps t attendra xy = 0 & la date t = oo.
Au dela de cette limite, aucune information ne pourra jamais parvenir a I’observateur en
un temps fini sans sortir du cone de lumiére c’est-a-dire sans emprunter une trajectoire
de genre espace.

Un second horizon appelé horizon comobile des particules délimite I’ensemble des régions
dont un observateur placé en Y = 0 a pu recevoir une information avant une date ¢. Cet
horizon X, est donné par

t
Xy, (1) zfaii,) : (1.2.32)
0
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Si un objet situé en x > x) a émis un photon dans la direction de I’observateur en
x = 0, celui n’a pas encore eu le temps d’arriver jusqu’a ’observateur au temps ¢. No-
tons que pour le calcul de cet horizon passé, le comportement du facteur d’échelle prés
de la limite ¢ — 0 est fondamental. Suivant I’histoire de a(t), x; peut étre fini ou infini.

— L’observateur est confiné & faire ses observations a partir d’un unique point, la position
de la Terre, dés que les distances sont grandes devant la taille du systéme solaire. C’est
pourquoi on introduit la notion de distance angulaire comobile ou diamétre angulaire
comobile D4 définie par le rapport D 4% = dSco™ /dQ°Ps | ou dS est la surface comobile
transverse d’un objet et dQ°P I’angle solide sous le lequel il est observé. En utilisant
le fait que la surface d’une sphére de rayon comobile x est 47 fy(x)?, il est clair que
D 4(z) = frlx(2)]- Cette grandeur est trés utile pour la description de leffet de lentille
gravitationnelle (voir chapitre 9).

— L’age de 'univers est aussi une question délicate pour un observateur cantonné & ses
mesures depuis la Terre. Une maniére simple de donner une estimation est de modéliser
le temps nécessaire pour la formation des plus vieux objets de notre galaxie. On obtient
ainsi une fourchette autour de 12 milliards d’années mais les différentes méthodes ne
sont pas toujours compatibles les unes avec les autres (voir [9] et leurs références).
Une maniére théorique de répondre & la question est de supposer qu'un photon parti
depuis la naissance de 1'univers puisse voyager sur une géodésique jusqu’a 1’observateur
aujourd’hui. Si ’on définit le début de I'histoire de I'univers comme le moment ou le
facteur d’échelle s’annule®, on peut évaluer I’Age de 1'univers Aynjv par intégration de
la dynamique du facteur d’échelle. En intégrant d¢t = da/aH pour un facteur d’échelle
entre 0 et ap ou un redshift entre 0 et oo,

1-|—z

v

o0
da H dz
Auniv = tHo 0 = tHO/ (1.2.33)
0

mais cela repose la encore sur beaucoup d’inconnues et notamment ’histoire de la dyna-
mique de 'univers pour ¢ — 0. Notons que cet 4ge de ’univers n’est que proportionnel &
tm,- Dans ce qui suit, et notamment lors de I’histoire thermique de I'univers, nous allons
donner pour les étapes mentionnées un age. Il est obtenu en supposant que l'univers
contient uniquement de la matiére et de la radiation jusqu’a I’échelle du TeV, en extra-
polant cette ére jusqu’a a — 0. En utilisant les équations de Friedmann Eq. (1.2.20), on
peut écrire que

a(t)
-Auniv(t) - tHg / da/a y (1234)
b e

?na.t (a/ap) =3 + Q?ad(a/ao)*‘l

Notons que cela n’est qu’une estimation car si 'univers a été dominé par d’autres formes
d’énergie plus tot, (ce qui est le cas d’aprés les modéles inflationnaires par exemple, voir
chapitre 4), I’age de I'univers est totalement inconnu et peut méme étre infini. Pour des
moments antérieurs & 1 TeV, nous ne ferons que donner un temps caractéristique par
simple raisonnement dimensionnel.

SCette hypothése ne correspond qu’a une extrapolation de 1'évolution du facteur d’échelle pour z — oco.
Celle suppose donc une singularité, ce qui pose des problémes mathématiques : 'Eq. (1.2.18) montre qu’alors,
la densité d’énergie serait infinie. Plusieurs modéles ont été proposés pour éviter cette singularité, dont les
plus récents, les modéles ekpyrotiques ou avec rebond par exemple (voir [10] et ses références).
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Afin d’évaluer le comportement de ces grandeurs pour des objets ou des événements assez
proches, il est utile de connaitre le comportement du paramétre de Hubble avec le redshift.
En écrivant un développement limité du facteur d’échelle pour des temps proches de g,

a(t) = ag {1 + Ho (t —t) — %qu(? (t—t)* + O [(t - to)?’}} : (1.2.35)

on introduit le facteur de décélération actuel de I'univers go défini par® ¢(t) = —d/aH?. La
seconde équation de Friedmann permet d’écrire ce parameétre en fonction du contenu matériel
de l'univers. En utilisant ’Eq. (1.2.20), on peut vérifier que pour z < 1 et en négligeant le
contenu en radiation actuel,

H(z)/Hy =1+ % (3 +2%) 2+ O(2%) =14 (g + 1)z + O(2?) . (1.2.36)

ou €, est le contenu actuel en matiére non relativiste de 'univers. Evidemment, ce qui est
beaucoup moins connu est le comportement de la dynamique de 'univers pour des redshifts
trés grands car comme nous allons le voir dans la section suivante, ['histoire primordiale de
l'univers est dictée par une physique moins établie (physique des hautes énergies) voire encore
en construction (théories des cordes et théories & dimensions supplémentaires).

1.3 Histoire thermique de I'Univers

L’histoire de 'univers peut étre décrite en deux étapes. Tout d’abord, I’histoire de la géo-
métrie de 'univers étudie 1’évolution de son facteur d’échelle en fonction de son contenu global.
La seconde étape est I’étude du comportement des particules a l'intérieur de cette géométrie.
De la thermodynamique en espace-temps en expansion est nécessaire pour une description
rigoureuse de ces mécanismes (voir [6, 7] et leurs références). Nous ne ferons qu’utiliser ses
conclusions pour mentionner les grandes étapes de I'histoire de 'univers. Notons que les no-
tions de physique des particules assez nombreuses dans cette section seront introduites dans
les sections 2.2 et 2.4 du chapitre prochain. Notons encore que de plus amples détails seront
donnés au chapitre 9 en ce qui concerne le fond diffus cosmologique.

1.3.1 Expansion et refroidissement

En 1929, ’astronome américain Edwin Hubble mesure la distance d’une vingtaine de
galaxies proches ainsi que leur redshift, ce dernier étant proportionnel 4 la vitesse radiale de
ces galaxies puisque traduisant un effet Doppler. Il remarque que les galaxies s’éloignent de
la notre avec un vitesse v vérifiant v = d x Hy. Cest l'origine de la constante de Hubble,
simple facteur de proportionnalité de la relation et c’est la raison de 1'unité originale de Hy.
Cela est lourd de conséquence car c’est la premiére preuve que notre univers est en expansion,
c’est & dire que le facteur d’échelle a(t) est une fonction croissante du temps. C’est le début
de la construction du modéle standard de la cosmologie, ou modéle du Big Bang chaud selon
lequel I'univers s’expand et se refroidit au cours du temps. De multiples preuves directes ou
indirectes ont été vérifiées depuis cette période. Il est aujourd’hui la trame incontournable de
tout modele cosmologique.

L’analyse du fond diffus cosmologique (CMBY) ainsi que ’étude de supernovae lointaines
ont notamment permis de confirmer cette hypothése et de montrer que I'univers a été dominé

5Notons qu’historiquement, c’est un paramétre de décélération (d’ot le signe -) qui avait été introduit car
on pensait que cela rendrait compte de la situation actuelle de 'univers. Mais comme il a été récemment
mesuré une accélération de I’expansion de 'univers, ce paramétre est actuellement négatif.

"L’acronyme vient de anglais “Cosmic Microwave Background”, puisque des fonds dans d’autres longueurs
d’onde ont été mis en évidence.
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par la radiation puis la matiére puis récemment une énergie “noire” dont la nature reste
encore & déterminer méme si elle semble proche de la constante cosmologique A introduite &
I'Eq. (1.2.7).

L’histoire thermique de 'univers se résume principalement & I’évolution de la température
des différentes espéces qui le compose en rapport avec ’évolution d’une température de réfé-
rence. Tant qu’une espéce i de température T; est en interaction avec le bain thermique a la
température T', c’est-a-dire tant que son taux d’interaction avec le bain de photons est plus
rapide que le taux d’expansion de l'univers, I' 2 H, alors 'espéce est thermalisée et T; ~ T.
Pour un systéme de volume a3, ’entropie du systéme est donnée par

2w

S =5 (T)T3a?, (1.3.37)

o)=Y, gi<%>3+g > gi(%)g. (1.3.38)

i=bosons i=fermions

avec

On en déduit tout d’abord que, au cours de 1’évolution adiabatique® de 1’univers, la tempéra-
ture de 'univers évolue selon la loi

T=T, x quﬁ : (1.3.39)
¢ étant indépendant de la température. Il est donné par I’Eq. (1.3.38) en ne sommant que
sur les espéces en équilibre thermique avec les photons. L’expansion de 'univers entraine
donc son refroidissement ainsi que le refroidissement de toutes les espéces qui le compose.
Si une espéce i devient découplée du bain thermique (I'; < H), une expression identique a
I'Eq. (1.3.37) peut étre écrite pour 'espéce i et cette entropie est séparément conservée. Il en
résulte qu’apres le découplage d’une espéce 7, le nombre g, est modifié et les températures 7'
et T; évolueront différemment.

Pour étudier le découplage d’une espéce, il faut calculer le taux de réaction qui permet &
I'espéce de rester thermalisée, I' ~ n{ov), n, et (ov) étant respectivement la densité de l'es-
péce qui se désintégrent, et la section efficace de désintégration. Pour une interaction via un
boson sans masse (interaction électromagnétique par exemple) de constante de couplage a, la
section efficace o ~ o2 /T? tandis que pour une interaction via un boson X (les bosons de 1’in-
teraction faible par exemple) de masse mx 2 T, la section efficace o ~ G%T? ~ o?T?/m’%-.
Notons de plus que la densité n des particules évolue comme n & a2 o« T2. On en déduit
que I’évolution en température du taux d’interaction dans le cas d’interaction via des bosons
sans masse ou de masse négligeable devant 7' vérifie I' «x T' tandis que lors de 1’ére dominée
par la radiation, la premiére équation de Friedmann permet de montrer que H ~ T?/Mp;.
Les espéces doivent donc toutes découpler & un moment donné. Cela va entrainer un certain
nombre de moments ol le nombre effectif de degrés de liberté relativistes évolue brusquement
(Fig. 1.1). Ces changements brusques s’accompagnent d’une modification profonde de la forme
sous laquelle se trouve le contenu matériel de 'univers.

Une autre classe de phénoménes se produit au cours de ce refroidissement. Au fur et a
mesure que la température T diminue, lorsque T' < m; ol m; est la masse d’une particule,
celle-ci passe du statut de relativiste au statut de matiére non relativiste. Son entropie est
alors transférée au bain de photons relativistes et aux autres particules relativistes puisque
d’apres I'Eq. (1.3.39), une diminution du nombre de particules relativistes augmente la tem-
pérature du bain de photon. Nous verrons que ce mécanisme est par exemple a l'origine de la

8Lors d’une transformation thermodynamique adiabatique I’entropie est conservée.
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différence de température aujourd’hui entre les photons et les neutrinos.

Pour étudier la thermodynamique des espéces, commencons par rappeler que ’on définit
la densité d’énergie p; d’une espéce en équilibre grace a la fonction de partition fi(p) suivant
que D'espéce satisfait a la statistique de Fermi-Dirac (signe +) ou de Bose-Einstein (signe —)

o= sy | P@)sE) (1.3.40)

ou on rappelle que
1

T CEAESR 340

f=(p)

Dans ces expressions, E? = |p|? +m? est I'énergie relativiste d’un état d’impulsion p, g; est le
nombre de degrés de liberté relativistes et u; et T; sont le potentiel chimique et la température
moyenne de I'espéce. Cela permet de calculer la densité d’énergie de radiation en fonction de
la température du bain thermique,

2
T
praa = 9:(T) | o= ) T*, (1.3.42)
30
ou g. est le nombre effectif de degrés de liberté relativistes. Celui-ci peut avoir des contribu-
tions fermioniques comme bosoniques et est donné de maniére générale par

g(T)= > 9i(%>4+£ > gi(%)4. (1.3.43)

i=bosons i=fermions

C’est donc une fonction du temps et son évolution (voir Fig. 1.1) illustre les transitions que
I'univers a subit au cours de son histoire. Aujourd’hui, seuls les photons (g, = 2) et 3 familles
de neutrinos [g, = 2 et T, /T, = (4/11)'/3] sont relativistes, ce qui entraine que g% = 3.36.
Cela permet de calculer le contenu en radiation actuel Qf)ad =8.31 x 107°.

150 MeV 400 MeV

degrees of freedom
2

10 10
T (GeV)

FiG. 1.1: Evolution de g, et g, au cours de I’histoire de I'univers. Figure tirée de [12].

Nous allons maintenant utiliser les notions introduites pour présenter les faits les plus
marquants de l'histoire thermique par ordre inversement chronologique.
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e Situation actuelle.

Le point de départ est donc aujourd’hui, quand notre univers a une température de Ty ~
2.73 K ~ 2.35 x 107 eV ; il est actuellement dominé par un fluide de type “constante cos-
mologique” ou une autre forme d’“énergie noire”. Les plus récentes observations dans les trois
domaines complémentaires du CMB, des relevés de structures a grande échelle et des dé-
tections de supernovae (SN) Ia indiquent que la situation actuelle concernant le contenu de
I'univers est la suivante : Q% ~ 0.72, Q0 .. ~ 0.28, dont une quantité de matiére baryonique
de anryon = 0.047. Le reste du contenu en matiére semble non baryonique et non relativiste
au moment du découplage (voir plus loin). C’est la raison pour laquelle on parle de matiére
noire froide. La densité totale d’énergie permettant de contraindre la géométrie de 'univers
est Q0. = 1.02 4 0.02, ce qui est compatible avec un univers plat.
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FiG. 1.2: Contraintes sur le contenu de I'univers venant du CMB, des supernovae et des relevés
de galaxies. Figure tirée de [8].

e Transition matiére/constante cosmologique.
S’il semble que l'univers est dominé par une énergie noire aujourd’hui, il était encore ré-
cemment dominé par la matiére non relativiste, phase pendant laquelle, a eu lieu toute la
formation des structures. Si I’on suppose qu’une constante cosmologique A est responsable de
I’accélération actuelle de l'univers, et sachant que la densité d’énergie de la matiére évolue
comme pma; x a3 o (1 + 2)% tandis que py = cste, le redshift zy de cette transition doit
vérifier

0 \1/3
142y = (QOA ) — 2y ~0.33. (1.3.44)

mat

e Découplage photon-matiére et émission du CMB.
Lorsque la température descend en dessous de 1’énergie de liaison de l'atome d’hydrogéne
(~ 13.6 €V), I’agitation thermique ne peut plus empécher la formation d’atomes d’hydrogéne
et I’on observe un déplacement de la réaction

e +p=H+vy (1.3.45)
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vers la droite. A l'issus de cette transition, les électrons désormais liés aux protons n’inter-
agissent quasiment plus avec les photons par diffusion élastique et par annihilation

e +y2e +y et e +et s yty, (1.3.46)

ce qui a pour effet de rendre le libre parcours moyen de ces derniers subitement plus grand
que le rayon de Hubble. L'univers devient alors “transparent” et les photons se propagent
librement. Ils constituent le rayonnement fossile ou fond diffus cosmologique. De notre point
de vue, ils ont été émis sur une sphére autour de nous appelée surface de derniére diffusion,
sphére dont les mesures du satellite WMAP? [143] montrent qu’elle se situe & un redshift
de zgec = 1089 =+ 2. Cela permet de déterminer la température du CMB au moment de son
émission en utilisant le fait qu’il est aujourd’hui & la température de Ty ~ 2.73 K. Ces photons
sont aujourd’hui collectés et analysés : ils constituent la plus vieille image électro-magnétique
que l’on puisse recevoir de notre univers. La température & ce moment est de

Tgee = To(1 + zdec) = 2976 K =~ 0.26 €V . (1.3.47)

ce qui correspond grace a I’Eq. (1.2.34) a un age de tgec ~ 360000 ans.

Notons que cela correspond aussi & une température inférieure & 13.6 €V car la densité relative
de photons par rapport au baryons étant trés grande, elle a tendance & déplacer la réaction
Eq. (1.3.45) vers la gauche et a retarder le découplage. Le CMB a été détecté pour la premiére
fois par Penzias et Wilson en 1964, en temps qu’'un “bruit” de fond parasite détectable dans
toutes les directions. Il a plus récemment été mesuré avec précision grace au satellite COBE!?,
ce qui a permis de vérifier que ce rayonnement vérifie une loi de corps noir jusqu’a une précision
jamais observée ailleurs (voir Fig. 1.3), & une température de

Tp = 2.728 £ 0.004 K . (1.3.48)

Cette observation permet de justifier a posteriori I’hypothése cosmologique d’un univers ho-
mogéne et isotrope, car les anisotropies de température ne sont détectables qu’avec une ex-
périence précise & 107°. Depuis COBE, plusieurs expériences ont analysé le CMB et mesuré
précisément ces écarts a l’isotropie et leurs statistiques. Leur analyse sera détaillée plus am-
plement au chapitre 9.

e Transition rayonnement-matiére.

Cette transition, comme la transition matiére/constante cosmologique, n’est pas due au re-
froidissement de ’univers mais simplement & la différence de solutions des équations de Fried-
mann pour un univers dominé par la radiation ou la matiére. On peut remarquer & par-
tir des solutions de 'Eq. (1.2.19) que la densité d’énergie pour la radiation évolue comme
praq < a~* o (14 2)* tandis que celle de la matiére évolue comme pma; < a2 o (14 2)%. On
peut directement en déduire que méme si initialement la radiation domine la densité d’énergie
dans l'univers, au fur et & mesure que le facteur d’échelle augmente avec le temps, la matiére
va de plus en plus contribuer & la densité totale de l'univers. On appelle “égalité matiére-
rayonnement” le moment ol les deux contributions sont égales. Avant cette date toq, on parle
de l’ére de la radiation tandis qu’aprés l'univers passe dans ’aire dominée par la matiére.
Cette transition a eu lieu & un redshift vérifiant

mat

QO
Prad = Pmat < 1 + Zeq = Qrad ~ 3369 . (1.3.49)
0

SWMAP pour “Wilkinson Microwave Anisotropy Probe” est un satellite de la NASA lancé en 2002. Voir
http ://map.gsfc.nasa.gov/.
PCOBE pour “COsmic Background Explorer”, est un satellite de la NASA lancé en 1990, voir
http ://lambda.gsfc.nasa.gov/product/cobe/.
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Fi1G. 1.3: Spectre du fond diffus cosmologique mesuré par l'instrument FIRAS a bord de
COBE. Notons que les erreurs représentées sont les erreurs a 4000. Figure tirée de [11].

ce qui correspond (Eq. (1.2.34)) a un age de teq =~ 51000 ans.

e Nucléosynthése primordiale.

Lorsque la température est passée en dessous de Ty =~ 0.1 MeV, I’énergie des photons
est devenue trop faible pour la dissociation des noyaux atomiques légers (I’énergie de liaison
du noyau d’hélium est 28.3 MeV), ce qui a permis la formation des premiers noyaux, les plus
légers aprés I’hydrogeéne : deutérium, tritium, hélium-3, hélium-4, et lithium (voir par exemple
[6, 12]). Ce mécanisme se produit & un redshift de ’ordre de zppn =~ 3 x 10®, 'univers est alors
dominé par la radiation, et il fait passer le nombre de degrés de liberté effectifs de g, = 10.75
a sa valeur actuelle. La situation initiale (T > 1 MeV) est la suivante. Les électrons, les
positrons, les neutrinos, et les photons sont en interaction les uns avec les autres via des
réactions d’interaction faible

Ve+nZp+e , e 4+n2p+v,, n2pte +0,, (1.3.50)
ainsi que des créations-annihilation de positrons-électrons
e tet 2y+7. (1.3.51)

Cela permet de maintenir toutes ces particules en équilibre thermique et le rapport proton-
neutron est de 'ordre de 1. Aux alentours de 1 MeV, les neutrinos se découplent (voir point
suivant) ce qui entraine une asymétrie entre les protons et les neutrons. A partir de Tgpn, le
deuterium qui a une énergie de cet ordre de grandeur ne sera plus photo-dissocié et permet la
formation par différentes réactions en chaine d’éléments plus lourds : 3H, 3He, “He, "Li, "Be.
Parmi ces éléments, le plus stable est 1'*He, qui va ainsi étre produit en quantité assez grande
en comparaison du D par exemple. Au deld, les éléments Li et Be sont produits en trés faible
quantité du fait de l'instabilité de noyau tel que A = 5 ou A = 8. Les autres éléments du
tableau périodique jusqu’au Fe et au-dela ne seront produits que bien plus tard au sein des
étoiles par réactions thermonucléaires; on parle alors de nucléosynthése stellaire.

Les mécanismes de la nucléosynthése primordiale (BBN!!) étant assez bien compris, les mo-
déles ont fait des prédictions trés précises sur les abondances relatives des différents éléments,
prédictions confirmées par les observations. Cela apporte notamment des contraintes fortes sur

" Cet acronyme vient de I’anglais Big Bang Nucleosynthesis.
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le nombre de familles de neutrinos, ou sur la densité de baryons dans 'univers. Cela permet
aujourd’hui de placer cette période, avec le CMB parmi les observations les plus contraignantes
sur les modéles de physique des hautes énergies proposés pour la description de 'univers plus
primordial. Notons que depuis récemment, les nouvelles précisions sur la mesure de venant de
WMAP entrainent un désaccord entre les mesures d’abondances du Lithium 7, les prédictions
des modéles théoriques et les mesures de WMAP sur la densité baryonique dans l'univers [13].
Cela est illustré sur la Fig. 1.4 et n’est pour le moment pas expliqué.
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Fi1a. 1.4: Comparaison entre les prédictions par les modéles de nucléosynthése primordiale
(courbes bleues), les mesures d’abondance relative des éléments (courbes vertes) et la mesure
sur la densité baryonique par WMAP (courbe jaune). Figure tirée de [13].

e Découplage des neutrinos et annihilation ete™.
Lorsque la température passe en dessous de T, ~ 1 MeV, le taux des interactions qui main-
tenaient les neutrinos en équilibre thermique avec le fond de photons devient plus petit que
le paramétre de Hubble. En effet, si les neutrinos n’interagissent pas directement avec les
photons car ils ne sont pas chargés, ils interagissent avec les électrons via les réactions

e +et2v+v , e +v2rvte . (1.3.52)

Ces particules interagissent via ’interaction faible et a ces énergies, le taux de réaction vérifie
I' ~ GpT® ce qui permet de vérifier que la température critique pour ce genre de processus
est bien 1 MeV. A cette température donc, les neutrinos vont découpler du plasma thermique
ambient. Peu de temps aprés, lorsque T atteint m. = 511 keV, les électrons et positrons
deviennent non relativistes, s’annihilent pour donner des photons si bien que la réaction

e tet 29+, (1.3.53)

ne se produit plus que vers la droite. Ils ne contribueront donc plus a g, qui passe de 2+ %(2 X
2) = L1 (photons, électrons et positrons) a 2 (photons). La température des neutrinos étant
donnée par la température des photons avant le découplage, on obtient que T, = (11/4)Y/3T,,.
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1.3.2 L’'Univers trés primordial

Nous avons arbitrairement choisi de parler d’univers trés primordial pour des énergies &
partir desquelles la description nécessite ’emploi unique de la physique des particules, des
énergies qui sont étudiées dans les accélérateurs de particules. Notons que 1& encore les méca-
nismes mis en jeu pour les étapes de I’histoire de I'univers sont succinctement décrits. Certaines
notions seront approfondies dans les sections et chapitre suivants : quelques notions basiques
sont introduites dans la section 2.2 et 2.4 du chapitre 2, les transitions de phase décrites par
le mécanisme de Higgs sont présentées en détails dans le chapitre 3, et enfin une présentation
de la Grande Unification est donnée au chapitre 5.

Nous continuons donc & remonter le temps, et donc a augmenter la température du bain ther-
mique de 'univers.

e Transition quark-hadron.

Le fait marquant suivant intervient aux alentours de Tqcp ~ 150 MeV, température a laquelle
le contenu de 'univers passe d'un plasma quarks-gluons a un plasma composé de hadrons (pro-
tons et neutrons). Cette température marque en effet la transition de phase qui accompagne
la brisure de la symétrie chirale, brisure & partir de laquelle les quarks restent confinés dans
des nucléons et ou le pion devient médiateur de l'interaction forte (voir [14] pour une revue
sur cette transition).

Cependant, bien que ce mécanisme ne se soit produit qu’a une température de 100 fois celle
de la nucléosynthése primordiale, le mécanisme est nettement moins bien compris. La raison
en est que la ChromoDynamique Quantique (QCD'2) est moins bien comprise que la théo-
rie électro-faible du fait que l'interaction est non perturbative. Il en résulte que I’étude de
phénoménes mettant en jeu cette interaction nécessite des simulations sur réseau complexes
et les calculateurs actuels ne peuvent faire des simulations fidéles aux propriétés connues de
la QCD. Une meilleure compréhension de ce phénoméne est pourtant indispensable puisque
responsable des conditions initiales pour la nucléosynthése primordiale.

Deux modéles sont aujourd’hui encore compatibles avec les contraintes venant de la BBN.
Dans le modéle le plus simple, la transition quark-hadron n’est pas une transition de phase
mais un “contournement”!3 (crossover) entrainant une nucléosynthése homogéne. Une transi-
tion de phase du second ordre est fortement improbable d’apreés les plus récentes simulations
de QCD sur réseau (voir [15] pour une revue sur les simulations de QCD pour réseau et voir
la figure 1 de cette référence pour la détermination de 'ordre de la transition en fonction
des masses des quarks). Les simulations les plus réalistes & ce jour tendent & montrer que la
situation la plus probable est une transition de phase du premier ordre [14]. Elle dure tz/10
et se fait par nucléation de bulles d’univers a l'intérieur desquelles la transition de phase s’est
produite. Ces bulles grandissent trés rapidement pendant le premier pourcent du temps total
de la transition puis grandissent lentement sous le simple effet de I’expansion.

Parmi les conséquences détectables mentionnons notamment le fait que la BBN pourrait se
produire de maniére inhomogéne ce qui modifierait les mécanismes de formation des éléments
de maniére significative, allant jusqu’a permettre la formation de noyaux plus lourd comme
le 2C. Une autre conséquence possible est la formation “QCD balls”, c’est-a-dire de quarks
piégés dans un défaut topologique surfacique, et pouvant contribuer & la matiére noire. Witten
a encore suggéré qu’une transition de phase fortement du premier ordre puisse entrainer la
génération d’ondes gravitationnelles lorsque la vitesse des bulles est plus grande que la vitesse

12Cet acronyme vient de I’anglais “Quantum ChromoDynamics”.
13Ce qui est contourné est un point multiple dans le diagramme des phases. Le systéme passe donc de
maniére continue d’une phase a lautre.



28 Le modéle standard de cosmologie

du son dans le plasma.

e Transition électro-faible.
Autour de Tvis ~ 300 GeV, une nouvelle transition de phase affecte fortement & la fois le
contenu de 'univers mais aussi la maniére dont les particules interagissent. En effet, cette tran-
sition de phase dite électro-faible, déclenchée par une brisure de la symétrie électro-faible fait
passer l'univers d’un état de symétrie du Modéle Standard Gys = SU(3)¢ x SU(2)r x U(1)y
dans ’état actuel des symétries SU(3)c X U(1)em- Cette brisure de symétrie est déclenchée par
le refroidissement de 1'univers et la dynamique d’un champ scalaire : le champ de Higgs. Elle
a pour conséquence que les particules couplées & ce champ de Higgs acquiérent une masse par
le mécanisme de Higgs. C’est notamment le cas des bosons de jauge (W et Zp) transmettant
I'interaction faible ainsi que des fermions du Modéle Standard (MS). En conséquence, aprés
cette transition de phase, l'interaction faible est transmise par des particules massives. Cette
transition de phase du point de vue de ses conséquences sur la physique des particules comme
du point de vue de sa description précise en terme de mécanisme de Higgs sera détaillée dans
les sections et chapitres suivants.

Avertissement : Jusqu’a présent, ce qui était décrit faisait partie de ce qui est appelé
modeéle standard c’est & dire ce qui est communément admis car ayant été observé ou testé
dans les accélérateurs de particules. Des énergies supérieures a 1 TeV n’ont pas encore été
atteintes en accélérateur; au-dela, on ne peut plus parler que de modéles théoriques plus ou
moins motivés. Il est alors nécessaire de motiver le cadre théorique dans lequel on se place.

e Transitions de Grande Unification et intermédiaires.
Si les théories de Grande Unification décrivent effectivement la physique des hautes énergies
comme on le pense aujourd’hui, (voir le chapitre 5 pour une présentation et les motivations de
ces théories), I'univers était, a des énergies de 'ordre de Mgyt ~ 10'¢ GeV, dans un état de
symétrie bien plus grand. Toutes les interactions étaient unifiées, ce qui se traduit notamment
par le fait qu’elles avaient la méme constante de couplage. Dans ces théories, les symétries du
MS étaient contenues dans un groupe de symétrie plus grand Ggyr. L’univers a donc connu
une succession de transitions de phase associées aux brisures de symétrie permettant de passer
de Ggut & Gus. Tout comme pour la transition électro-faible, lors de ces transitions de phase
certains bosons de jauge ainsi que d’autres particules acquiérent une masse par couplage avec
les champs de Higgs responsables de ces brisures de symétrie.

Ces transitions de phase, leur conséquences cosmologiques et les contraintes que ’on peut
établir feront I’objet d’un étude approfondie dans cette thése.

e Au-dela de MGUT-
Au dela de 'énergie de 10'® GeV, peu de choses sont connues pour des raisons évidentes.
Par un raisonnement dimensionnel, on peut construire pourtant une autre énergie qui marque
probablement un tournant dans la maniére dont le contenu de 'univers doit étre décrit.
En effet, construisant la masse de Planck avec les constantes fondamentales G, ¢ et A,
mp1 = (he®/Gx), on définit une limite au dela de laquelle une description de la gravitation a
I’échelle quantique est nécessaire. La communauté ne s’est pas & ce jour mise d’accord sur une
telle description méme si deux théories, en développement actif sont actuellement proposées.
La premiére est la gravité quantique (“Loop Quantum Gravity”) (voir [16] pour des revues
générales), qui propose une quantification canonique de la relativité générale. Sa concurrente
directe est la théorie des supercordes, basée sur la supersymétrie, une symétrie additionnelle
entre les bosons et les fermions, et sur le concept d’une corde fondamentale dont les différents
niveaux d’excitation donneraient lieu aux différentes particules de la nature (voir [17] pour des
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livres généraux sur cette théorie). Cette théorie requiert ’existence de 6 dimensions spatiales
supplémentaires (dans sa version minimale), et peut donner lieu & basse énergie aux théories
de GUT. 1l existe 5 familles de théorie des supercordes, comme 5 versions d’une hypothétique
théorie encore plus fondamentale, la M-théorie.

1.4 Limites du modéle standard de Cosmologie

Nous avons vu précédemment que le modéle standard de la cosmologie, basé sur une
métrique de RW en expansion donne une description de l'univers qui a été confirmée par
plusieurs observations qui avait été prédites : le fond diffus cosmologique, les accords trés
bons entre le modéle de nucléosynthése primordiale et les observations d’abondances, les
accords entre les différentes classes d’expériences (CMB, supernovae, cartographie des grandes
structures, etc. .. ) sur le contenu en énergie de l'univers (voir la Fig. 1.2). Cependant, hormis
les zones d’ombre de la description précédente & trés haute énergie, le modéle standard tel
que décrit ici présente un certain nombre de problémes dont voici une rapide description.

1.4.1 Le probléme de I’homogénéité du CMB

Comme nous l’avons vu précédemment, un des piliers observationnels du modéle standard
est l'observation du CMB. Son homogénéité permet de justifier de travailler avec une métrique
de RW. Pour comprendre cette homogénéité, il est nécessaire que les photons du CMB aient
été en contact causal les uns avec les autres avant la surface de derniére diffusion, surface &
partir de laquelle, ils sont propagés quasi librement. Mais pour qu’ils aient pu thermaliser, il
faut qu’ils fassent partie de la méme sphére causale. Si l'on utilise le rayon de Hubble pour
donner une estimation de cette sphére causale, on peut voir que le rayon de cette sphére est
vue aujourd’hui sous un angle de 1°. Il est difficile de ce fait d’expliquer pourquoi le CMB est
isotrope jusqu’a 1075 sur I’ensemble du ciel.

1.4.2 L'origine des perturbations

Le fait que le ciel & 3 Kelvin soit presque parfaitement & la méme température pose une
probléme de causalité. Mais le rayonnement de fond cosmologique observé par les différentes
expériences notamment la plus récente WMAP [143] montre des anisotropies de température
a une échelle de 1075, Ces anisotropies possédent un spectre de puissance représenté sur la
Fig. 1.5. 11 présente des pics acoustiques et une forme générale qui plébiscite une origine
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F1a. 1.5: Spectre de puissance observé par le satellite WMAP. Figure tirée de [143].

principalement adiabatique des fluctuations primordiales. Cela signifie que les zones de sur-
densité de matiére (c’est a dire les puits de potentiel gravitationnels) correspondent aux zones
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de sur-densité de photons. De plus, il traduit un spectre de puissance de ces fluctuations
quasiment invariant d’échelle [k~3P(k) oc cste]. Il est nécessaire de trouver une origine & ces
fluctuations.

1.4.3 Le probléme de la platitude

On a vu que les mesures actuelles notamment venant du CMB montre que la densité
d’énergie totale, ngt, est trés proche de 1, ce qui signifie que la densité de I'univers est trés
proche de la densité critique et que la courbure € est trés proche de 0. Cependant, si I'on
ré-écrit les équations de Friedmann en temps conforme, on peut montrer qu’elle se raméne &
I’équation de Raychaudhuri

d o 0 (OO0

E(Qtot —1) = H(1 + 3w) Qg (Qgop — 1) (1.4.54)
Cela illustre donc que pour un contenu vérifiant w > —1/3, ce qui inclut la radiation, et la
matiére mais pas un fluide de type constante cosmologique, Q2. évolue en s’écartant de la
valeur 1. Cela signifie que si 'univers dans son passé a toujours été dominé par la radiation
ou la matiére, il fallait que Q¥ , = 1 4 10799 prés a 1'échelle de Planck ce qui n’est pas naturel
et requiert un ajustement fin des parameétres pour comprendre 1’état actuel de notre univers.
Notons que la constante cosmologique qui domine aujourd’hui 'univers ne peut résoudre ce
probléme car sa densité d’énergie est constante au cours du temps ce qui signifie qu’elle n’a
pas pu dominer 1'univers dans le passé.

1.4.4 Le probléme des monopdles

Le groupe de symétrie qui décrit I'univers au dela de 300 GeV est Gys = SU(3)¢ X
SU(2)r, x U(1)y. Dans le cadre des théories de Grande Unification, les symétries de 'univers
aux alentours de 10'® GeV étaient décrites par un seul groupe Ggur et toutes les interactions
étaient donc unifiées. Cela impose que 'univers ait subit un certain nombre de transitions de
phase entre 10'® GeV et 300 GeV pour passer de Ggur & Gums. Lors de ces transitions de
phase, il est obligatoire d’avoir eu une brisure de la forme

G- HxUQ1). (1.4.55)

brisure qui entraine (voir le chapitre 3) la formation de défauts topologiques ponctuels appelés
monopoles. Pour avoir unification des couplages des trois interactions du MS, ils faut que
Ggur se soit brisé a haute énergie en Gys ce qui donne un masse de l'ordre de MgyT aux
monopodles. Or ceci est incompatible avec les observations actuelles puisque ces viendraient
rapidement & dominer I’énergie de I'univers et le refermerait rapidement [7].

1.4.5 Le probléme du secteur sombre, de la coincidence et du vide

Un des secteurs encore incertain de ce modéle est la nature de ce qui représente la majorité
du contenu en énergie de l'univers a savoir l’énergie noire et la matiére noire. La premiére
compte pour ~ 72% du contenu et la seconde pour ~ 23%. Pour plus de précisions, on pourra
consulter [19].

L’énergie noire a pour le moment été présentée comme une composante de “type constante
cosmologique”, ce qui est la maniére la plus simple de rendre compte de ’accélération actuelle
de ’expansion. Dans 1’absolu, pour rendre compte d’une accélération positive de 'univers, il
faut et il suffit qu’il soit dominé par un fluide dont ’équation d’état vérifie w < —1/3. Une
constante cosmologique vérifie w = —1, ce qui est en accord avec les mesures de supernovae
qui contraignent ’équation d’état a vérifier [18] —1.48 < w < —0.72 & 95% de confiance.
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Lorsque que I’on cherche une origine & cette constante cosmologique dans la physique des
particules, on voit que les contributions a cette constante cosmologique viennent de I’énergie
des fluctuations du vide, fluctuations fermioniques ou bosoniques, et cette énergie diverge.
En régularisant la théorie avec une coupure (cutoff en anglais) ultra-violette de ’ordre de
la masse de Planck, ce qui est le plus naturel, on obtient une densité d’énergie de I'ordre de
m%,l ~ 107 GeV*, soit 123 ordres de grandeur au dessus de la valeur mesurée aujourd’hui.
Dans tous les cas, la théorie doit étre régularisée avec une coupure supérieure a 1 TeV, ce
qui donne au minimum une densité d’énergie 35 ordres de grandeur au dessus de la valeur
observée. Cela souléve donc le probléme suivant appelé probléme de la constante cosmologique.
Si la valeur mesurée est si faible, il faut trouver un mécanisme qui annulent ces contributions
gigantesques.

On pourrait imaginer qu’il existe un mécanisme pour annuler totalement cette énergie du
vide. Apreés tout, la supersymétrie (voir chapitre 5) permet mais & haute énergie un mécanisme
similaire par introduction de nouvelles particules qui par symétrie annule exactement les
contributions des particules connues aux fluctuations de la masse des particules scalaires.
En revanche trouver un mécanisme qui introduit une contribution négative trés légérement
différente (4 au moins 35 décimales pres) de celle que 1'on connait demande un ajustement
trés fin de paramétres. Dernier probléme, si la valeur de A est si petite, sa densité d’énergie
a toujours été complétement négligeable, ce qui rend la période actuelle trés originale. Cette
coincidence qui fait que toutes les composantes de I'univers ont aujourd’hui une contribution
du méme ordre de grandeur ressemble 13 encore & une réglage fin des parameétres. On parle
de probléme de la coincidence.

L’alternative la plus étudiée & une constante cosmologique, est une grandeur dynamique
comme un champ scalaire, appelé champ de quintessence. Son équation d’état dépend du
temps ce qui en fait une composante radicalement différente de la constante cosmologique.
Soumis & un potentiel adapté, il est possible de rendre compte des observations tout en réglant
le probléme de la coincidence grace a des attracteurs dans la théorie. Notons que cette classe
de modéles n’explique pas comment la densité d’énergie actuelle peut étre inférieure aux
contributions venant des fluctuations du vide données par la physique des particules. Mais si
un argument est trouvé pour annuler exactement les contributions des fluctuations du vide,
ces modéles introduisent un mécanisme différent pour expliquer une petite valeur de Q4.

La seconde composante qualifiée de sombre dans le contenu de 'univers est la matiére noire.
Sa nature est encore inconnue bien qu’elle doive satisfaire un certain nombre de propriétés
d’apreés les observations faites. Elle a été proposée a la suite de 1’étude des courbes de rotation
des galaxies et des amas qui indiquaient une distribution en masse bien plus étendue que ce
que laissait supposer la matiére visible. L’appuis des mesures de CMB laisse & penser que :

— La matiére noire est de nature différente de 1’énergie noire puisqu’elle exerce une force
attractive et non répulsive.

— Cette matiére noire est non baryonique, n’interagissant pas avec la lumiére.

— Les simulations numériques de formation des structures indiquent que la matiére noire
doit étre non relativiste au moment du découplage (on parle de “Cold Dark Matter” par
opposition a la “Hot Dark Matter”) et doit étre composée de particules stables.

Parmi les particules du MS (voir chapitre suivant), aucune ne peut satisfaire ces contraintes.
Pour étre plus précis, nous savons que les neutrinos contribuent & cette matiére noire mais
ne peut rendre compte que d’une toute petite fraction de celle-ci. Il est donc nécessaire de
trouver d’autre candidat. La physique des hautes énergies a d’abord proposé un candidat
dans le cadre de la supersymeétrie, la particule supersymétrique la plus légére (LSP*). Nous
y reviendrons aux chapitres 5 et 6. La physique des hautes énergies propose un grand nombre

' Cet acronyme vient de ’anglais “Lightest Supersymmetric Particle”.
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d’autres candidats [102] notamment, pour les théories de Kaluza-Klein basées sur un univers
a p > b dimensions [20], exactement sur le méme principe que la LSP, I'existence d’une sy-
métrie qui rendrait stable la particule de Kaluza-Klein la plus légére (on parle de LKP). Les
recherches, via détection directe de ces nouvelles particules sont en cours, notamment avec les
expériences Edelweiss'® ou CDMS!. Pour le moment, elles n’ont pu mettre en évidence que
des domaines exclus de l'espace des paramétres. On pourra consulter [102] pour une revue
récente sur les recherches de matiére noire issue des théories de particules.

15http ://edelweiss.in2p3.fr/ .
http ://cdms.berkeley.edu/ .
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2.1 Introduction

Le chapitre précédent nous a montré combien il est nécessaire de connaitre précisément la
physique de l'infiniment petit lorsque 1’on cherche & décrire les moments les plus primordiaux
de T'histoire de 'univers. Nous en venons donc & une présentation du Modéle Standard de la
physique des particules (MS). Au cours de ce chapitre je ferais abondamment référence a [6]
et [7] pour la cosmologie, [23] pour la théorie quantique des champs, [21, 22] pour la physique
des particules, mais aussi [88], et [91] pour la grande unification et enfin [24] pour la théorie
des groupes.

2.2 Contenu en particules de I'Univers

Dans la nature, deux types de particules sont observés : les particules de spin entier
(les bosons) et les particules de spin demi-entier (les fermions). Alors que ces derniers sont
constitutifs de la matiére, les bosons, eux transportent les interactions entre les particules. Un
peu a part, le MS prévoit l'existence d’un boson de Higgs (pas encore observé aujourd’hui)



34 Le Modéle Standard de physique des particules

dont la dynamique serait responsable de la brisure de symétrie électro-faible, correspondant
a la transition électro-faible décrite lors de 1’histoire de 1'univers au chapitre précédent. Les
autres particules du MS ont acquis une masse par couplage avec ce boson de Higgs, lors de
cette brisure de symeétrie.

A Téchelle sub-millimétrique, trois interactions dominent sur l'interaction gravitationnelle,
si bien que cette derniére est toujours négligée lorsque ’on parle d’interaction entre particules
élémentaires. Cela se justifie lorsque ’on compare les intensités des forces des quatre interac-
tions qui sont rappelées dans la table ci-dessous.

Interaction Intensité de la force Ordre de grandeur
Forte g3 N /AT 15
Electromagnétique e? /Am 1/137
Faible Gp m% 107°
Gravitation GN m?) 1039

Les grandeurs données dans ce tableau pour évaluer I'intensité de la force sont les constantes
de couplage pour une interaction mettant en jeu deux protons de masse m, ~ 1 GeV. Notons
que la domination de la force de gravitation a grande échelle vient du fait qu’a la différence des
interactions électromagnétique ou forte, il n’y a pas de phénoméne d’écrantage gravitationnel
qui veut que globalement un corps soit neutre.

2.2.1 Les fermions

Les fermions se divisent en deux familles : les leptons sont sensibles a 'interaction électro-
magnétique et 'interaction faible tandis que les particules constituées de quarks sont sensibles
a l'interaction forte en plus. Il existe dans le MS trois leptons chargés négativement (e, u
et 77) et trois leptons neutres associés (ve, vy, et v;). Ces leptons sont usuellement rangés en
doublets pour traduire leur charge sous l'interaction faible, charge qui dans le cas d’un groupe
non abélien est donné par la représentation dans laquelle ils sont (voir section suivante) et
donc la maniére dont ils se transforment. Ainsi, on parle des doublets suivants

) G) G a1

respectivement la premiére, deuxiéme et troisiéme famille de leptons.

Six quarks existent en trois versions de couleur (I’équivalent de la charge pour l'interaction
forte) : u, d, ¢, s, t, b pour up, down, charm, strange, top et bottom. Les charges électroma-
gnétiques des quarks u, ¢, et ¢ sont 2/3 et —1/3 pour d, s, b et posséde aussi une couleur.
Ils ne sont jamais observés seuls, & des énergies inférieures & la transition quarks/hadrons’.
IIs sont regroupés (pour former un hadron) en trois quarks (baryon) ou en un quark et un
anti-quark (méson) de telle sorte & étre de charge électromagnétique entiére et globalement
neutre du point de vue de 'interaction forte. De la méme maniére que les leptons, les quarks
sont aussi des doublets de l'interaction faible,

5 ¢ ) 222

faisant chacun partie d’une famille différente. Notons que dans les deux cas, seule la premiére
famille contient des particules stables ; les familles suivantes possédent des nombres quantiques
identiques a la premiére mais les particules sont de plus en plus massives. Par analogie avec leur
charge (doublet) sous I'interaction faible, on peut aussi mentionner que les quarks font partie

!Comme nous le verrons ultérieurement, rien dans le MS n’oblige une particule a étre de charge électroma-
gnétique entiére. C’est un fait observé et non expliqué par le MS.
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de triplets de couleur, o les trois versions de couleur d’un méme quark sont regroupées dans
un triplet de l'interaction forte. Par exemple, le quark u apparait dans le triplet (u,,us,ug),
pour red, blue, green. En revanche les leptons ne ressentant pas l'interaction forte, ils sont
tous singlets sous cette interaction, c’est-a-dire non chargés.

Le fait d’avoir détecté I'existence du nombre exact de particules pour pouvoir les ranger
en doublet sous l'interaction faible ou en triplet sous l'interaction forte permet de supposer
quelque chose de fondamental dans la théorie et non le simple hasard. Cette structure est
idéalement décrite par la théorie des groupes comme nous allons le voir dans ce chapitre.
Ainsi, avant méme la détection du neutrino v, ou du quark top, leur existence ne faisaient
plus de doute. Cela se reflétera ultérieurement dans la description des interactions du MS.

2.2.2 Les bosons de jauge

Continuons le tour d’horizon des particules fondamentales du MS. Les particules inter-
agissent entres elles par échange d’autre particules dites médiatrices : les bosons. Ainsi, le
médiateur de linteraction électro-magnétique est le photon 7, les trois bosons Z° et W
transmettent I'interaction faible et les 8 gluons gj I'interaction forte. Le nombre de ces bosons
trouvera lui aussi une explication dans la formulation en terme de groupes de symétrie des
théories de jauge.

2.3 De la théorie des groupes aux groupes de jauge

Depuis toujours, on a compris I'importance des symétries dans la description des problémes
physiques. Elles sont le reflet d’une propriété du systéme étudié et nous enseignent aussi sur les
invariants de notre théorie. Les outils mathématiques pour décrire correctement ces symétries
sont dans la théorie des groupes.

2.3.1 Un peu de théorie des groupes

Commencons donc par quelques rappels élémentaires de théorie des groupes pour présenter
les notions employées dans la description des théories de GUT dans les chapitres suivants.
Nous présenterons plus particuliérement les groupes du MS.

Définitions générales

Définition : On appelle groupe tout ensemble G = {a,b,c,...} munis d’une loi *, qui
vérifie les propriétés suivantes.

—sia,be G, alorsa*xbeqG.

—ax(bxc)=(axb)xc.

—dee G,Va € G, tel que exa =a = a * e, e étant appelé élément neutre de G.

- Va € G,3be G tel que a*xb=e, b étant appelé 'inverse de a.

Définition : Tout groupe vérifiant Va, b, a x b = b % a est dit commutatif ou abélien.
Par exemple, le groupe discret cyclique Z, = {a,a?,...,a™ = e} est abélien.

Définition : Les groupes “unitaires” U(n), sont assimilables aux matrices n x n véri-
fiant UTU = UU' = I,,. Ils sont non abéliens dés que n > 2. Les groupes “spéciaux uni-
taires” SU(n) sont unitaires et vérifient VU € SU(n), det(U) = 1. Une autre classe de
groupes intéressante est SO(n) l'ensemble des matrices n X n orthogonales c’est-a-dire que
VA € SO(n), tAA = A'A = I. L’exemple le plus familier est SO(3) le groupe des rotations
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dans 1’espace & trois dimensions.

Définition : On définit le produit direct de deux groupes G x H par ’ensemble des couples
{9i, hj}i j, ce groupe étant munis de la loi * telle que {g;, h;} * {gk, i} = {gi * gk, hj * i}

L’étude d’un groupe est considérablement simplifiée si ce groupe peut étre décomposé
en produit direct d’autres groupes. Si cette décomposition n’est pas possible, le groupe est
dit simple. Par exemple, SU(n) est un groupe simple mais U(n) ne l'est pas car U(n) =
SU(n) x U(1). Un groupe est dit semi-simple si il peut s’écrire comme produit direct de
groupes simples sans aucun facteur abélien.?

Définition : Particuliérement intéressants pour la description de la physique, les groupes
de Lie peuvent étre dans un premier temps définis comme des groupes dont les éléments
sont libellés par un ou plusieurs paramétres continus (un angle par exemple dans le cas d’une
rotation). Ces paramétres notés ultérieurement {€,}q=1,... v peuvent étre indépendants des co-
ordonnées d’espace-temps, on parle alors d’'un groupe global ou dépendants de ’espace-temps,
€a = €o(z") et dans ce cas, la symétrie est locale. Le nombre N de paramétres du groupe
définit 1’ordre ou la dimension du groupe.

Représentations

Une représentation d’'un groupe est habituellement un ensemble de matrices tel que &
chaque élément a de G est associée une matrice M (a). Cela donne une maniére de visualiser la
notion abstraite d’élément d’un groupe. Ainsi le produit de groupe devient le produit matriciel
ie axb = c devient M (a) x M (b) = M(c). L’utilisation de représentations matricielles pour les
groupes ameéne souvent & identifier le groupe avec une de ses représentations possibles ce qui
est bien pratique mais mathématiquement abusif. Cette équivalence étant tellement usuelle,
c’est ce qui a été fait dans la présentation plus haut dans la définition des groupes SU(n) ou
SO(n).

On peut considérer les matrices carrées comme des applications linéaires d’un espace vec-
toriel, ce qui permet de comprendre la dimension d’une représentation comme étant la taille
des vecteurs dans cet espace.

Définition : Si une représentation M (a) peut étre mise sous la forme d’une matrice dia-
gonal par bloc, dont les blocs sont les M;(a), alors la représentation est dite réductible et est
notée M(a) = Mi(a) X Ma(a) X .... Dans le cas contraire on parle de représentation irréduc-
tible. Si M (a) est une représentation, I’ensemble M*(a) des matrices conjuguées est aussi une
représentation, appelée représentation complexe conjuguée.

Nous allons détailler maintenant un peu plus les groupes SU(2) et SU(3) pour deux
raisons : ils apparaissent dans la description du MS et illustrent simplement des propriétés
trés générales des groupes de GUT qu’il est difficile de se représenter dans des dimensions
plus grandes.

Les groupes SU(n)

Pour étre plus précis que précédemment, disons que les groupes SU(n) ont une représen-
tation irréductible qui est ’ensemble des matrices U, n X n, unitaires et spéciales.

2Pour savoir si un groupe est simple ou semi-simple, on peut utiliser une autre définition. Définissons tout
d’abord un sous-groupe invariant H de G siVh € H,V g € G, g+ h* g~' € H. Alors un groupe simple
ne posséde pas de sous groupe invariant, et une groupe semi-simple ne posséde pas de sous-groupe abélien
invariant. En effet on peut remarquer que chaque élément d’un produit direct est un sous-groupe invariant.
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Propriété : Toute matrice unitaire peut étre mise sous la forme de U = e*! ot H est une
matrice hermitienne (H = H).

Sachant que det(eA) = e 4 on voit que les matrices hermitiennes permettant de développer
les matrices de SU(n) sont de trace nulle. Il y a n? — 1 matrices n x n de trace nulle. Ces
matrices sont appelées générateurs de SU(n) notées J,. Elles permettent d’écrire tout élément

U sous la forme
n2-1

U(ea) =exp | ¢ Z €ada | (2.3.3)

a=1

ol les €, sont les paramétres de la transformation U.
Propriété : Un groupe est complétement caractérisé la relation de fermeture de ses générateurs,

[Ja, Jo) =i AgpJe (2.3.4)

c’est-a-dire la donnée de ses constantes de structure A;,. Elles sont réelles et vérifient \j, =
— Ao
ba

On peut remarquer d’aprés 'Eq. (2.3.3) que si les matrices J, sont des générateurs de
SU(n) dans une représentation M, les matrices —J; vérifient les mémes propriétés. Si les J,
et les —J7 sont équivalents c’est-a-dire s’il existe une matrice unique S telle que

SJ, 87 =—Jr, (2.3.5)

alors la représentation est dite réelle.

Définition : Tous les groupes SU (n) posséde une représentation particuliére, dite adjointe,
de dimension n? — 1. Elle est générée par les constantes de structure du groupe, c’est-a-dire
que dans cette représentation, les éléments de matrice des générateurs sont donnés par

1
(Ja)bc = g)\abc ; (2.3.6)

puisque ces générateurs satisfont a la relation de fermeture Eq. (2.3.4). Nous allons voir que

cette représentation a un réle important dans la description des interactions du MS.
Définition : On définit le rang d’un groupe par le nombre de ses générateurs qui commutent

entre eux. Les groupes SU(n) posséde n — 1 générateurs diagonaux d’ou rg[SU(n)] =n — 1.

Le groupe SU(2)

D’apres ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, on voit que SU(2) posséde trois
générateurs, et trois paramétres. Dans la représentation des matrices 2 X 2, les générateurs de
ce groupe sont proportionnels aux matrices de Pauli (voir Annexe A). Pour pouvoir écrire la
relation de fermeture pour les générateurs de SU(2), on définit les générateurs par J, = 0,/2
et ainsi

(i, J;] = desjp I - (2.3.7)

Les constantes de structure €;;; sont ici données par le tenseur de Levi-Civita (tenseur tota-
lement anti-symétrique et tel que €193 = 1).

L’ordre du groupe étant trois, sa représentation adjointe est de dimension trois. D’apreés
la définition donnée précédemment, Eq. (2.3.6) on peut construire les générateurs de cette
représentation et vérifier que (voir annexe A)

(Ji)jk = —i€ijk- (2.3.8)
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Représentations irréductibles de SU(2)

La représentation des matrices 2 x 2 n’est pas la seule représentation de SU(2). Pour
trouver toutes les représentations de ce groupe, on peut utiliser le formalisme des états propres
du moment angulaire. On définit J? = JZ + JZ + J7 un opérateur commutant avec les trois
opérateurs Ji, Jo et J3. Définissons aussi les opérateurs J+ = J; +4J5. Ces opérateurs agissent
sur la base des états |7, m) avec les valeurs propres

J?j,my = j(5 + 1)|5,m) ,

Tl m) = mlj.m) (239

Les opérateurs Ji agissent sur cette base en passant d’un état & un autre
Jeljm) = [( Fm)(j £ m+ 1] 2j,m+1) . (2:3.10)
Pour une valeur de j donnée, les vecteurs |j,m), m = —j, ..., j forment une base pour la

représentation “j” de SU(2). La représentation est donc de dimension 2j + 1. Notons que j
est nécessairement entier ou demi-entier.

Ezemple 1 : j = 1/2. La base des états est alors {|1/2,1/2); |1/2,—1/2)} notés respective-

1 0 . ..
ment ( 0) et ( 1) . Dans ce cas, peut vérifier d’aprés les valeurs propres de J3 et les définitions

de Ji et Jy en fonction de J+ que nécessairement les matrices J, sont les matrices données par
Jy = %Ua. Les représentations sont souvent notées par leur dimension et celle-ci sera notée 2
dans la suite.

Ezemple 2 : 7 = 1. La base des vecteurs de cet espace est

1 0
0 0

(2.3.11)

- o O

On peut vérifier 13 encore en construisant les matrices J3, puis J4 puis Ji et Jo que l'on
retrouve bien les matrices données en annexe A. Notons que toutes les représentations de
SU(2) sont réelles en utilisant I’'Eq. (2.3.5). Dans le cas de la représentation 2, S = o9 et dans
le cas de la représentation 3,

0 0 1
S=10 -1 0} . (2.3.12)
1 0 0

De maniére générale, les états de bases d’une représentation décrite par j peuvent étre
représenté sur un axe bornée par les valeurs j et —j et m variant par pas de 1/2.

La représentation j = 1/2 est appelée représentation fondamentale car on peut construire
& partir d’elle les autres représentations de plus grande dimension par produit de représenta-
tions. Pour SU(2) ce produit fonctionne comme ’addition de moment cinétique et ainsi

(2.3.13)
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Le groupe SU(3)

Ce groupe est de rang deux, et posséde huit générateurs dont deux sont diagonaux. La re-
présentation fondamentale est de dimension trois, et dans cette représentation, ses générateurs
notés {Aq}a=1,...,8 sont les matrices de Gell-Mann rappelées en annexe A.

Il y a deux maniéres de construire les représentations irréductibles de SU(3). La premiére
est de généraliser la démarche effectuée pour SU(2) au paragraphe précédent. Dans ce cas,
on introduit deux valeurs propres y et t3 des générateurs A3 et Ag pour caractériser une
état, ce qui remplace le nombre m. Les états seront donc représentés dans un plan (t3,y).
Il faut introduire pour décrire une représentation deux entiers (p,q), analogues de j, qui
détermineront les limites de l'espace du plan (¢3,y) accessible. Si les valeurs de ¢3 et y sont
correctement normalisées, p et g représentent les longueurs entiéres des cotés d’un hexagone
centré sur 0.

Representation (p,q) Representation (p,0) Representation (0,0)
y y y

N

w
|
w
IS
|
;

@ (b) ©

F1a. 2.1: Hlustration graphique des représentations irréductible de SU(3). En (a), représen-
tation (p,q) générale. En (b) et (c) représentation des représentations fondamentales 3 et
3.

On voit qu’il y a deux représentations fondamentales c’est-a-dire de taille minimale et qui
sont (1,0) et (0,1). Elles se représentent par deux triangles pointant vers le bas ou le haut
respectivement sur la Fig. 2.1. La dimension d’une représentation (p, q) est donnée par

p+q+2

2.3.14
== (23.14)

dp,q) = (p+1)(g+1)

donc on peut vérifier que les deux représentations fondamentales sont de dimension trois et
sont notées 3 et 3. Ces représentations sont fondamentales car elles permettent comme pour
SU(2) par produit direct de construire les représentations de plus grande dimension. Une
méthode graphique® permet de calculer le produit 3x 3 = 8 ®1 ou “8 = (1,1)” et “1 = (0, 0)".

Il est clair cependant que cette méthode graphique pour représenter et manipuler les
représentations est rapidement limitée lorsque l'on voudra travailler avec des groupes de rang
plus grand (ce sera le cas pour la GUT). On peut alors employer une autre méthode basée sur
les tableauzr de Young. On trouvera un explication pédagogique de cette méthode dans [21].

311 faut pour cela placer le barycentre d’un des triangles sur les sommets du second. Chaque point de ce
premier triangle définit alors un état de base. Voir Fig. 4.7 de [21].
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2.3.2 Les symétries de jauge
Cas d’'une symétrie abélienne

L’intérét d’avoir étudié des groupes de symétrie réside dans le fait que les symétries d’une
théorie influence énormément sa forme. On peut méme dire qu’elles la caractérise. A titre
d’exemple, on va voir que les grandes lignes de ’électrodynamique quantique (QED) qui
décrit l'interaction électromagnétique peuvent étre écrites simplement en imposant une inva-
riance de la théorie sous une symétrie U(1) locale.

Supposons que l'on veuille décrire un champ fermionique ¥(z) de masse m. Son lagrangien
s’écrit [23]
Lo =T(z) (iv*0, — m) U(z) . (2.3.15)
Yu sont les matrices de Dirac rappelées en début de cette thése. Ce lagrangien est clairement
invariant sous U(1) globale ¥(z) — €/*®¥(z) mais pas sous U(1) locale ¥(z) — @)W (z).
Pour éliminer le probléme, il est nécessaire d’introduire un boson vecteur (boson de jauge)
A" et de remplacer d,, par une dérivée covariante D, = 9, + ieA,. Si ce champ de jauge se
transforme suivant A, — A,(z) + é@ua(w), alors le lagrangien

Ly =Y(z) (iv*D, —m) ¥(z) , (2.3.16)

est bien invariant sous U(1) locale. Il suffit pour obtenir le lagrangien complet de la QED
d’ajouter un terme cinétique invariant de jauge pour le boson vecteur A,. Si F,, = 0,4, —
0, A, est le tenseur du champ force électromagnétique, alors on peut écrire le lagrangien total

Lagp = U(z) (i Dy —m) Ula) — 77" E, (2:3.17)

Notons qu’un terme de masse explicite mQA“Au briserait l'invariance de jauge et est donc
interdit. Deux possibilités s’offre & nous pour décrire une théorie de jauge : (i) le boson de
jauge est sans masse, ou (ii) il acquiert une masse par un mécanisme externe. Pour linter-
action électromagnétique, c’est le cas (i) qui est vérifié puisque le photon n’a pas de masse.
Pour d’autres interactions, la possibilité (ii) sera utilisée et le mécanisme en question est le
mécanisme de Higgs, explicité au paragraphe 2.5.

Cas d’une symétrie non abélienne (théorie de Yang-Mills)

Dans le cas d'une symétrie non abélienne [par exemple SU(2), SU(3)|, la démarche est
similaire. Supposons donc que 1'on veuille construire un lagrangien symétrique sous SU(n)
locale par exemple, c’est-a-dire invariant sous les transformations ¥ (z) — U(e,)¥(z) avec

U(eqs) = exp [—i Z J“ea(w)] ,

ce qui traduit le fait que U(e,) est une transformation du groupe SU(n). Si les parameétres
de la transformation €,(x) sont dépendants de l'espace-temps, le lagrangien Ly donné a
I’Eq. (2.3.15) n’est pas invariant de jauge 1a encore. La dérivée covariante qui doit étre intro-
duite est maintenant
D,=0,— z'gJaAZ ,

ou g est la constante de couplage de l'interaction. Notons qu’il y a nécessairement qutant de
champ de jauge que de générateurs du groupe de symétrie. L’objectif est que le lagrangien
suivant soit invariant de jauge

1

Lsum) = U(z)iv" D, (z) 1

FFS, —m¥(z) ¥(z) , (2.3.18)
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ot il a fallu introduire autant de tenseur Fj, que de champs de jauge Af,, et définis par

Fo, = 8,A% — 9, A% + g A AL AS . (2.3.19)

Dans une représentation M (a), la taille des matrices M définit la dimension n de cette repré-
sentation. Dans ce cas les champs décrivant les particules sont regroupés dans des multiplets,
c’est-a-dire des vecteurs de taille n, noté ici ¥. On voit donc d’aprés le lagrangien précédent
que les différentes composantes des multiplets sont traités identiquement.

Regardons maintenant un peu plus précisément comment se transforment les champs de
jauge. On peut vérifier que pour que D, ¥ — U(e,)D,V, il faut que JaAj, se transforme selon

A% T, — Uleq) A%T U (eq) — =[0,U (€a)]U (ea) (2.3.20)

1

g
Si on considére une transformation infinitésimale, (ie ¢, < 1), on peut vérifier que la trans-
formation des champs de jauge devient

1
A — A% 4 \Pee, AC — P (2.3.21)

otl ’on rappelle que les A%¢ sont les constantes de structure du groupe de symétrie.

Remarquons tout d’abord que dans le cas d’un symétrie globale, si le troisiéme terme dis-
parait, ce n’est pas le cas du second terme. Les bosons de jauge se transforment donc non
trivialement méme dans le cas d’un symétrie SU(n) globale. Le second terme faisant interve-
nir les constantes de structure du groupe, on voit que les bosons de jauge se transforment par
action des générateurs dans la représentation adjointe donnés a I’'Eq. (2.3.6) et que donc les
bosons doivent appartenir a la représentation adjointe.

2.4 Les interactions du Modéle Standard

On a présenté dans la section précédente une description d’une théorie de jauge, dans les
cas ol celle-ci est basée sur le groupe abélien U(1) ou basé sur un groupe SU(n). La raison
est que l'interaction électro-faible est aujourd’hui comprise comme une théorie de jauge basée
sur le groupe SU(2);, x U(1)y et linteraction forte comme basée sur le groupe SU(3)¢c (les
indices L, Y et C seront expliqués par la suite). Globalement, la théorie du Modéle Standard
est donc associée au groupe de symétrie Gys = SU(3)¢ x SU(2), x U(1)y. Voyons comment
cela se traduit dans la description de chacune des interactions.

2.4.1 L’interaction forte

L’interaction forte semble étre la moins bien comprise des théories du MS. Elle se décrit en
effet de 2 maniéres différentes suivant le régime dans lequel on se trouve, c’est-a-dire suivant
I’énergie.

A basse énergie, les quarks sont confinés et se regroupent en plusieurs quarks de telle sorte
que I’ensemble soit neutre sous* SU(3)c. On les trouve donc sous le forme de quark/anti-
quark, on parle alors de mésons (par exemple le pion 7° formé de dd), ou sous la forme de
trois quarks, c’est alors un baryon (par exemple le proton formé de udd). On ne peut trouver
de quark seul pour la raison suivante : si 'on tente de séparer deux quarks, l’énergie de
I’ensemble augmente avec la distance, & tel point qu’a partir d’une certaine distance, 1’énergie

*Neutre sous SU(3)¢ signifie étre de couleur blanche. Une particule est de couleur blanche si elle est
composé de trois quark de trois couleur différente ou d’un quark et d’un anti-quark de la méme couleur.
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est telle que des paires quark/antiquark sont créées a partir du vide afin de créer des mésons
ou des hadrons. On parle d’hadronisation.

Dans ce cas, ces particules non élémentaires que sont les baryons et les mésons n’ont pas de
couleur et l'interaction forte n’est qu’une interaction résiduelle entre particules globalement
neutre composées de particules non neutres. Une analogie particuliérement éclairante est celle
de la force de Van der Waals qui est une interaction résiduelle entre molécules globalement
neutre électriquement mais formées de particules chargées. L’interaction est dans ce régime
transmise par des particules elles aussi neutres en couleur : les pions 7t et 7%, Le pion est
une particule instable de masse entre 135 MeV (7°) et 139 MeV (7F) dont la durée de vie

» ~ h/(mgc®) ~ 8 x 10723 5. Tl en résulte une interaction & trés courte distance de ’ordre
de 1 fermi. La constante de couplage est alors ayy, = gIQV ~No /AT ~ 15. Puisque anng > 1,
on n’est pas dans un régime perturbatif. Cela signifie que les fluctuations quantiques ont
un role dominant devant le régime classique et le développement perturbatif usuel dans la
constante de couplage ne peut approximer l'interaction. Il en résulte la nécessité d’étudier
cette interaction par simulations numériques sur réseau.

Dans le second régime, a haute énergie c’est-a-dire au dessus de 1’échelle d’énergie de la
transition quarks/hadrons, l'interaction forte est alors une interaction entre des particules
fondamentales, les quarks, et est transmise par des gluons. Le modéle standard décrit 'inter-
action forte dans ce régime 1a. La théorie est appelée QCD pour Quantum ChromoDynamics
et est basée sur des particules portant une charge appelée couleur, ne pouvant prendre que 3
valeurs : rouge (1), bleu (b) et vert (g). Les quarks possédent une couleur ; on parle ainsi des
trois versions du quark up par exemple : uf, u} u¥. Les huit gluons g’B = g% transportent
deux couleurs et, en interagissant avec un quark, modifient sa couleur. La constante de cou-
plage gs de la théorie est distincte de celle l'interaction forte gynr. La QCD est décrite a
l’aide d’une théorie basée sur le groupe SU(3)c, c’est-a-dire avec un lagrangien [26]

1
Lqop = = Fi, F*" +i qu'y Wi (2.4.22)

avec

Fﬁu = ,ugg - allgz - gs)\abcgzgg )

AL (2.4.23)
. J
(Du)i = 030 +igs ) "9 -
a
Dans les expressions précédentes, ¢ désigne la saveur des quarks (c’est-a-dire up ou down si
on se restreint & la premiére famille), a,b,c =1,...8, 4,7 = 1,2,3, et fap et A® sont respecti-
vement les constantes de structure et les générateurs de SU(3) dans la représentation 3 (voir
annexe A).

Il est important de noter que cette théorie, a haute énergie, peut se décrire en terme d’une
théorie perturbative. Cela est dii au fait que la constante de couplage diminue & mesure que

I’énergie u des particules mises en jeu augmente. On parle de liberté asymptotique : o —2 0.
H—00

C’est dans ce régime que des tests de précision, similaires & ceux fait sur la force électro-
magnétique peuvent étre réalisés. La conséquence étonnante de ce point est que l'interaction
est mieux connue & haute énergie, c’est-a-dire & courte distance qu’a basse énergie.

2.4.2 L’interaction électro-faible

Secteur bosonique

D’aprés ce que l'on a vu a la section précédente, il est immédiat d’écrire le secteur de jauge
de la théorie. Il y a nécessairement 3 bosons de jauge pour la partie interaction faible [SU(2)]
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a

et un boson pour la partie U(1), noté respectivement Af,

cinétique s’écrit naturellement

a =1,2,3, et B,. Le lagrangien

Looson = —iFﬁuF“’“’ _ %GWG“" , (2.4.24)
avec Fy, donné par I'Eq. (2.3.19) avec pour constantes de structure le tenseur de Levi-Civita.
G est donné par son équivalent pour le cas d'une symétrie abélienne. Remarquons que pour
le moment cette théorie introduit 4 bosons de jauge de masse nulle. Nous ne pouvons pas
introduire de termes de masse explicites pour les bosons de jauge sans perdre l'invariance de
jauge de Lposon €t la renormalisabilité de la théorie.

Secteur fermionique

On se restreindra dans ce paragraphe a la premiére famille de fermions pour simplifier
la description. Les deux familles suivantes s’incorporent de maniére identique. L’effet de leur
introduction est mentionné & la fin de la section.

Comme 'ont montré les premiers développements des théories de l'interaction faible, ’état
de chiralité des fermions est fondamental dans leur maniére d’interagir via cette interaction.
On peut définir des projecteurs Pr, et Pr (pour Left et Right) par

1—~° 144+°
—= 7 p.= 27,

(2.4.25)

ol la matrice de Dirac 7° est donnée au début de cette thése. Ces opérateurs projettent
un fermion (spineur de Dirac & quatre composantes) ¥ dans son état de chiralité gauche
U, = PV et droite Ui = PV, ce qui est aisément identifiable en utilisant la représentation
chirale pour les matrices de Dirac. Les interactions de jauge conservant la chiralité, il est
nécessaire de traiter différemment chacune des projections des fermions. La premiére famille
contient donc 15 fermions : ey, er, Ver, uL, UR, dr, dgr, ces quatres dernieres particules
existant sous trois versions de couleur chacunes. Les charges associées a l'interaction faible

permettent de montrer que
_(¢c _ (UL
lr, = (VeL> et qr = (dL) (2.4.26)

sont des doublets de SU(2) tandis que ug, dg, et ey sont des singlets. Cette maniére dont les
fermions se transforment représente leur “charge” faible.

Le générateur Y de U(1)y doit étre une combinaison de la charge électrique @ (le géné-
rateur de la symétrie électromagnétique U(1)gps) et de T3 le générateur diagonal de SU(2)y.
C’est le cas de ’h Ypercharge Y = 2(Q—T3), qui posséde les bonnes propriétés de commutation
pour définir une charge. Les valeurs de ces charges sont rappelées dans le tableau 2.1.

Le lagrangien purement fermionique d’un fermion ¥ en interaction électro-faible avec les
quatre bosons de jauge s’écrit donc

Efermion = \IJ'V)’“DN\II ; (2427)
avec

Y
DU = (a“ —igJ® A% — ig'iBu) v, (2.4.28)

ou les J® sont les générateurs de SU(2) dans la représentation 2 si ¥ décrit un fermion faisant
partie d'un doublet et sont nuls dans le cas d’'un singlet. On désignera par Y D’opérateur
(générateur) d’hypercharge ou encore la valeur propre de cet opérateur pour un fermion ¥
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Particules SU(3)¢  SU(2)L Y  Qpum

er, singlet  doublet I, -1 -1
Ve singlet  doublet I, -1 0
eR singlet singlet -2 -1
u? triplet  doublet g, 1/3  2/3
¢ triplet  doublet ¢, 1/3 —1/3
u% triplet singlet 4/3 2/3
% triplet singlet -2/3 -1/3
gluons gg octuplet singlet 0 0
Wﬁt singlet  triplet W 0 +1
Zy singlet  triplet W 0 0
photon singlet singlet 0 0
or singlet  doublet ® 1 1
¢° singlet  doublet ® 1 0

TaB. 2.1: Charges des particules de la premiére famille sous les générateurs du MS. « et G
prennent trois valeurs possibles pour les trois versions de couleurs des quarks. Les triplets de
SU(3)¢ sont formés chaque fois des mémes quarks dans leur trois états de couleur.

(voir Table. 2.1). On a aussi défini ¥ = ¥f40 afin que ¥W soit un scalaire de Lorentz, c’est &
dire un objet invariant sous les transformations de Lorentz [7].

Avec les définitions précédentes pour les spineurs de chiralité gauche et droite, on peut
vérifier que

Uy, U =0y, 0+ Uy, Ug,
TP = ‘i‘L‘I/R + @R\I’L (2.4.29)
U U, =UpUp=0.

Cela montre que tout terme de masse U (explicite ou induit par mécanisme de Higgs) sera
de la forme WUy et que tout fermion qui n’existe que dans un seul état de chiralité ne peut
avoir de terme de masse. Dans le MS c’est le cas du neutrino.

D’apres I'Eq. (2.4.28), on voit que deux constantes de couplage a priori distinctes g et
g’ sont nécessaires pour décrire cette théorie électro-faible. Notons aussi qu’aucun terme de
masse ni pour les fermions ni pour les bosons n’a été introduit pour rester invariant de jauge.
Nous allons voir dans la section suivante comment les masses des particules apparaissent dans
le MS sans perdre 'invariance de jauge et la renormalisabilité.

2.5 Le secteur du Higgs

La description précédente des théories de jauge ne ressemble pas du tout & la réalité pour
le moment et ce pour plusieurs raisons : pour le moment les masses des bosons doivent étre
nulles pour garantir ’invariance de jauge des lagrangiens. Cela signifie que l'interaction faible
du MS a une portée infinie alors que dans la nature & notre énergie, cette interaction est a trés
courte portée. Il manque aussi dans la description précédente & rendre compte de la masse
des fermions, masse qui est trés différente d’une famille & "autre et d’'un fermion & ’autre.

Le moyen de rendre compte de ces caractéristique relatives aux masses des particules dans
le MS est le secteur du Higgs. Un champ scalaire est introduit, le champ de Higgs, dont la
dynamique permet de générer la brisure de la symeétrie électro-faible SU(2)r, x U(1)y —
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U(1)gm- Cette brisure de symétrie permet de donner une masse aux bosons de jauge Z et
W et de donner une masse aux fermions couplés & ce champ. Pour se faire il est nécessaire
d’introduire un champ de Higgs qui soit un doublet de SU(2) et dont ’hypercharge Y (®) =1

bo )
¢ = .
<¢+
Le lagrangien total de l'interaction électro-faible est donné par

Lew = Lyoson + Leermion + EHiggs + Lyukawa » (2-5-30)

ol les deux premiers termes sont donnés dans la section précédente et ol les deux derniers
sont explicités maintenant.

Le terme Luiggs décrit la dynamique du champ scalaire, dynamique qui doit étre invariante
de jauge sous SU(2)r x U(1)y. Un champ scalaire obéit a I’équation de Klein-Gordon ce
qui donne un lagrangien général composé d’un terme cinétique (9,®)'0#® et un terme de
potentiel —V(®, ®1), une fonction libre d’ordre inférieur a 4 si I’on impose d’avoir une théorie
renormalisable. Pour avoir un lagrangien invariant de jauge, il est nécessaire de remplacer J,
par la dérivée covariante donnée a I’Eq. (2.4.28). On obtient donc pour la dynamique de ce
champ scalaire le lagrangien

Ltiggs = (D, ®)'D'® — V(@) . (2.5.31)
Usuellement on utilise un potentiel de la forme
V(®) = —p?3Td + A(®T3)? . (2.5.32)

ce qui permet de générer la brisure de symétrie. En toute généralité il est possible d’avoir un
lagrangien de couplage entre ce champ de Higgs et les fermions sous la forme de couplages de
Yukawa ou couplages trilinéaires,

Lyvukawa = [ Ol Per + M qrOug + fDqrddg + hec. (2.5.33)

ou les constantes f sont les couplages de Yukawa, paramétres libres du MS et ou b = joy®*.

La description mathématique précise de la brisure d’un groupe SU(2) par un doublet est
donnée au chapitre prochain et la description précise du cas qui nous occupe est trés bien
détaillée dans [21]. Donnons ici une description des grandes lignes du mécanisme. Dans le
cas oil le paramétre 2 > 0 dans le potentiel Eq. (2.5.32), le potentiel en “chapeau mexicain”
(illustration Fig. 3.1 page 53) oblige le champ scalaire & choisir un état fondamental (®)( (on
parle de VEV pour Vacuum Expectation Value) qui ne sera plus invariant sous SU(2)r. Une
fois la VEV choisie, par exemple

avec v = /p?/A, il faut introduire quatre champs scalaires & un degré de liberté chacun
(puisque le champ de Higgs avait quatre degrés de liberté) pour décrire les oscillations du
champ autour de sa VEV. Trois de ces degrés de liberté seront “avalés” par les champs de
jauge A}, qui deviennent aprés redéfinition des champs massifs. Ils joueront essentiellement le
role des bosons vecteurs W et Zy. En effet, & partir des termes de masses pour les champs
AZ et By, il faut diagonaliser la matrice de masse pour connaitre les états propres de masse
donc les particules physiques. Les bosons Wj, Zg et le boson sans masse associé au photon
A;L sont donc reliés aux champs précédents en introduisant un angle de mélange Oy

)
— A%
v2

Z,, = cos HWAi’L —sinfw B, ,

Al, = sinfw A3, + cos Ow By,

”r:I: 1
(2.5.34)
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avec ,

tan Oy = % . (2.5.35)

Comme les masses de Z° et W+ s’expriment en fonction de cet angle (on montre que M2, =
M2 cos? By ), on a mesuré dans les collisionneurs LEP et SLAC que [88] sin? 8y ~ 0.23161 +
0.00018.

Le quatriéme degré de liberté devient une particule physique, le boson de Higgs, de masse

mp = V2u = V2w .

Cette particule fait toujours I'objet d’actives recherches en vue de sa détection dans les colli-
sionneurs de particules notamment au Fermilab®, et au futur LHC®. La VEV v étant direc-
tement reliée & la constante de Fermi Gr ou aux masses des bosons électro-faible, il a été
mesuré [26] que v = 247 GeV. Mais la constante d’auto-couplage A étant inconnue, le MS ne
prédit pas la masse du boson de Higgs. Le collisionneur LEP et LEP2 au CERN a permis
cependant de contraindre & 95% de confiance

mp > 114.4 GeV . (2.5.36)

Pour plus de détails sur les méthodes de production et de détection du bosons de Higgs, on
pourra consulter les Refs. [93, 26].

En ré-exprimant le lagrangien Lyykawa €N termes des nouveaux champs, on voit que les
termes trilinéaires de Yukawa deviennent des termes de masse pour les fermions mis en jeu
(tous sauf le neutrino puisque dans le MS, il n’existe pas de neutrino de chiralité droite. Nous
y reviendrons). Les fermions e, u et d acquiérent une masse donnée par f (e’“’d)v/ V2, masse
qui est donc propre a chacun des fermions.

Notons que l'introduction des deux familles de fermions manquante introduit un peu de
complexité dans la description. En effet I'invariance de jauge autorise des matrices de masses
non diagonale et les états propres de masses ne sont pas forcément états propres de jauge. Il
en résulte 'introduction de nouveaux parameétres pour décrire un “mélange entre les états”.
La matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) décrit le mélange entre les trois familles
de quarks et contient au minimum quatre paramétres libres.

2.6 Limites du Modéle Standard de physique des particules

Le Modéle Standard de la physique des particules est une théorie qui a été testée et vérifié
4 une trés grande précision dans les accélérateurs de particules. Il suffit pour le vérifier de
consulter le “Particle Data Group” [26] qui recense les mesures les plus récentes en physique
des particules. Nous allons cependant donner une bréve description des principaux problémes
de ce modéle qui font qu’il est nécessaire d’aller au-deld pour décrire la physique des particules
a des énergies grandes devant le TeV. Parmi ces problémes, un grand nombre trouvent une
solution dans les théories de Grande Unification supersymétriques (chapitre 5).

2.6.1 Une théorie limitée en énergie?

Notons Ay ’échelle d’énergie limite au-dela de laquelle le MS n’est plus valable et étu-
dions les conséquences d’une coupure A infinie. Dans ’approche du groupe de renormalisation,
une constante de couplage A n’est pas une constante mais dépend de I’énergie u des particules
mises en jeu. Nous en reparlerons dans le chapitre 5 & propos de I’évolution des couplages du

5http ://www.fnal.gov/ .
Shttp ://lhc-new-homepage.web.cern.ch/lhc-new-homepage/ .
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MS. Ainsi la constante de couplage A de 'Eq. (2.5.32) évolue suivant les équations du groupe
de renormalisation [27]

dA 3
My = BN = ﬁv SRS (2.6.37)

si ’on ne considére que la contribution & une boucle. Ce qui est mesurable est la valeur de
cette constante a I’échelle d’énergie v par exemple. La solution est une fonction A(x) monotone

et croissante 3
-1 | K

La théorie est correctement définie tant que cette constante de couplage reste finie
Ap) < oo & p < Aus -

Définissons le pdle de Landau Ajangay comme la limite supérieure de ’échelle de coupure Ans
de validité du MS et défini par A (Ajangau) = 0. Grace a I’équation précédente,

Alandau ~v 627r2/3)\(v) . (2639)

On voit donc que pour que le pole de Landau soit infini et que donc le MS ne soit pas limité
en énergie, il faut que la théorie soit triviale a basse énergie c’est-a-dire que A(v) = 0. En
pratique, cela signifie que & une énergie inférieure au poéle de Landau, il y a nécessairement
une échelle de nouvelle physique.

Le pole de Landau peut étre ré-exprimé en fonction de la masse du boson de Higgs

Alandau ~v 64”2”2/3mi ) (2.6.40)

et la limite inférieure sur la masse du Higgs donnée a 'Eq. (2.5.36) permet de donner une
limite supérieure sur 1’échelle de nouvelle physique au dela de laquelle le MS n’est plus valide.
On trouve que cette échelle

Avis S Atandan S 6 x 102 GeV (2.6.41)

ce qui est trés supérieur a la masse de Planck.

De plus, le MS n’inclut pas une description quantique de la gravitation ce qui est le pre-
mier de ses probléme. Par un raisonnement dimensionnel, on s’attend & ce que ce manque de-
viennent crucial pour des énergies approchant ou dépassant la masse de Planck. La description
quantique de la gravité est un probléme non résolu méme si les théories des supercordes [17]
ou de la gravité quantique a boucles [16] sont des candidats intéressants. Dans tous les cas,
on peut dire que la limite en énergie de validité du MS vérifie

Avs < mpy .

Il n’y a donc a priori pas de raison de considérer que le MS ne soit pas valide jusqu’a la
masse de Planck. Nous allons voir dans la section suivante que cela pose un gros probléme de
naturalité.

2.6.2 Les probléemes du secteur du Higgs

Le secteur du Higgs pose d’autres problémes : I’emploi de champs scalaires n’est en effet
pas sans danger pour la théorie. Le probléme le plus évident de ce secteur est le fait que pour
le moment aucune particule scalaire fondamentale n’a encore été détectée. Or le mécanisme
de Higgs est basé sur I’existence de telles particules.
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Le second probléme est appelé “probléeme de hiérarchie” et concerne la masse des champs
scalaires. Cette masse posséde des contributions quantiques qui tendent & la pousser & des
énergies de l'ordre de I’échelle Ay de coupure de la théorie. En effet, la masse du champ de
Higgs présente des contributions similaires & celle donnée en Fig. 2.2.

FiG. 2.2: Graphes de Feynman & une boucle contribuant & la masse du champ de Higgs. Ce
sont les contributions dominantes car le Higgs se désintégre principalement dans les particules
de grande masse. A gauche, une boucle du champ de Higgs lui-méme (interaction ¢*), & droite
une boucle de quark top permise par les couplage de Yukawa entre le Higgs et les fermions.

Cela qui a pour conséquence de générer des corrections a la masse fondamentale mg (incon-
nue) du champ scalaire de 'ordre de A. Plusieurs corrections contribuent & la masse effective
du champ de Higgs. Il y a des contributions positives, car venant d’une boucle fermionique,
notamment celle du quark fop et des contributions négatives venant des bosons W, Z et du
boson de Higgs lui méme, de telle sorte que [27]

3A2

A
87202 4mi — 2Mjy, — 4My —mj; + O (log ﬁ)] : (2.6.42)

2 _
5mh—

Seule la contribution du Higgs est utilisée dans la suite. A basse énergie, la masse effective est
donc la différence
AA?

2 2 2 2
m; = my+om; ~mg — o —-—=
h 0 h 0 1672’

(2.6.43)
ou my est la masse du Higgs dans la théorie fondamentale & haute énergie et « est de 'ordre
de l'unité.

Supposons maintenant que cette échelle est de I'ordre de la masse de Planck. Il n’est alors
pas naturel que la masse du champ de Higgs soit de I'ordre de 100 GeV. Pour que ce soit le cas,
il faut que m3 soit ajusté a une valeur donnée avec une précision de 30 ordres de grandeur ce
qui n’est pas satisfaisant. Cela pose un probléme de naturalité au sens ou t'Hooft I’a énoncé :
Une théorie est naturelle si, pour tous ses paramétres p petits devant ’échelle fondamentale
A, la limite p — 0 correspond & une augmentation de la symétrie du systéme.

Or ce n’est pas le cas du parameétre my,.

Pour régler ce probléme, on pourrait poser que 1’échelle de nouvelle physique est de ’ordre
de ’échelle de brisure électro-faible ce qui est du méme ordre de grandeur que la masse
du boson de higgs. Dans ce cas, effectivement le probléme disparait. Mais nous allons voir
que cette solution n’est plus valable dans le cadre de la GUT, ol 'on tente de décrire les
interactions jusqu’a Mgyt ~ 10'® GeV. Dans ce cas (et ce cadre), le probléme reste entier :
il est reformulé & la section 5.3.

Ce probléme du MS ou de la GUT est naturellement résolu dans le cadre supersymétrique
(voir chapitre 5) car de nouvelles contributions apparaissent parfaitement égales (par symétrie)
mais de signe opposé. Elles viennent alors compenser exactement les corrections existantes.
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2.6.3 Masse des neutrinos

On a longtemps cru que les neutrinos étaient de masse nulle. Il est encore aujourd’hui
difficile de sonder ces particules du fait qu’elles interagissent trés faiblement avec les autres
particules de matiére. Il a cependant été mis en évidence récemment que les neutrinos oscil-
lent [116] c’est-a-dire peuvent changer de saveur au cours du temps. Ces oscillations ont été
observées dans les neutrinos venant du soleil et les neutrinos créés dans ’atmosphére. Ce qui
est plus intéressant est que le fait qu’ils oscillent implique qu’il y a une différence de masse
entre les différentes particules physiques. Ces différences de masse mesurées

Am?y = (1.4 —3.3) x 1073 eV? |

2.6.44
Am3y = (7.2 —-9.1) x 107° eV? | ( )
ol les barres d’erreurs sont données & trois o. En utilisant ces résultats ainsi que d’autres
exclusions obtenues par des expériences complémentaires, il est aujourd’hui possible d’écrire
que

0.05eV S Y my, $0.23eV, (2.6.45)

Saveur

la limite supérieure étant obtenue a 95% de confiance par l’expérience WMAP[143]. Cette
contrainte doit étre remontée & quelques eV pour avoir une contrainte qui ne soit pas indépen-
dante des modéles théoriques. Notons que l'interprétation de ces résultats nécessiterait plus
de détails, notamment sur les différents scenarios de masse possibles. Voir le chapitre 6 pour
plus de détails et de références.

Le plus économique pour expliquer ces observations serait a priori d’étendre le MS en
introduisant trois nouveaux singlets de SU(2)r, : v%, vh et v;. Mais dans ce cas, il n'est
pas naturel d’observer une telle différence de masse entre les neutrinos et les autres fermions
du MS, si ces neutrinos possédent des masses de Dirac via le mécanisme de Higgs comme
les autres fermions. Cela nécessiterait une valeur trés petite pour les couplages de Yukawa
correspondants, ce qui pose la encore un probléme de naturalité. Une solution, le mécanisme
de “see-saw” est présentée au chapitre 6.

2.6.4 Complexité du MS et paramétres libres

Le MS posséde aussi des problémes d’arbitraire. En effet, sa formulation nécessite en tout
I'introduction de 19 paramétres voire 26 si I’on introduit un neutrino droit additionnel. Tous
ces parameétres sont totalement libres et doivent étre mesurés expérimentalement, ce qui ne
décrit pas une théorie trés prédictive.

De plus, il est basé sur un grand nombre de postulats qu’il n’explique pas :

— Pourquoi trois familles de particules ?

— Pourquoi le MS est-il basé sur un groupe non simple, constitué de trois facteurs, avec
trois constantes de couplage totalement différentes ?

— Pourquoi existe t-il une hiérarchie de masse entre les trois familles de fermions ?

Une autre observation non expliquée est celle de la quantification de la charge électroma-
gnétique. Les charges de la symétrie électromagnétique basée sur le groupe U(1)gym sont a
priori totalement libres d’étre réelles. Rien n’empéche donc a priori une charge du proton de
a fois celle de 'électron, avec o € R. En réalité, les charges observées dans la nature sont
quantifiées, Q(p) = —Q(e), Q(u) = Q(e), ... . Ceci sera trés simplement expliqué dans le
cadre de la GUT par des raisons de symétries (voir chapitre 5).
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Pour tous ces problémes, il est aujourd’hui clair que pour décrire 'univers primordial a
des énergies grandes devant le TeV, il est nécessaire de se placer dans un cadre plus large
qui englobe le MS et résout ses problémes majeurs. Dans la suite de ce travail, le cadre de la
Grande Unification supersymétrique est utilisé pour décrire la physique a des énergies entre
le TeV et la masse de Planck. Il est présenté au chapitre 5. Ce cadre peut naturellement étre
plongé dans une théorie des cordes afin de décrire la physique des énergies au-deld de la masse
de Planck.
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Brisures de symétrie et défauts
topologiques
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3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’illustrer le mécanisme des brisures de symétrie et d’introduire
les outils qui permettent d’étudier la formation et la nature des défauts topologiques qui se
forment lors de ces brisures de symétrie. Le but est de pouvoir construire des schémas de
brisure de symétrie dans le cadre de la GUT et d’étudier la formation de défauts topologiques
dans ce cadre.

Nous allons dans un premier temps montrer le lien entre représentations du champ de Higgs
et génération de brisures de symétrie. Dans un second temps, nous illustrerons la formation
de défauts topologiques lors de ces brisures de symétrie et nous introduirons le formalisme
des groupes d’homotopie pour 1’étude de leur formation. Ensuite nous présenterons les consé-
quences observationnelles des défauts topologiques. Enfin, nous présenterons une autre classe

de défauts, non topologiques, défauts qui peuvent aussi se former lors des brisures de symétrie
dans le cadre de la GUT.
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Je ferai référence aux quelques ouvrages suivants : [21] et [36] pour les méthodes de théorie
des groupes, [31] pour le formalisme de la théorie des champs a température finie, [30] pour une
revue générale sur les défauts topologiques, [35] et [92] pour les outils plus avancés concernant
les diagrammes de Dynkin. On pourra consulter [32], [33] et [34] pour des bases mathématiques
concernant les groupes d’homotopie et la topologie.

3.2 Représentations de Higgs et brisures de symétrie

Dans cette section, les calculs suivent ceux fait dans les références [21] et [30]. Nous al-
lons par quelques exemples illustrer des propriétés importantes des brisures de symétrie et
notamment leur liens avec les représentations du Higgs. Nous le ferons en explicitant quelques
cas trés simple. Pour aller plus loin, il est conseillé de consulter [101] pour approche similaire
a celle suivie dans cette section mais appliquée a des groupes utiles pour la GUT [SU(n),
SO(n)] ou [92] pour les techniques des diagrammes de Dynkin. Un certain nombre de notions
utiles sont introduites a la section 2.3.1 du chapitre précédent.

3.2.1 Cas abélien: U(1) —» I

Commencons par illustrer le mécanisme de Higgs' sur I’exemple le plus simple possible :
celui de la brisure d'une symétrie U(1) — I. Cette brisure de symétrie qui est la plus simple &
décrire est une brisure trés courante dans les modeéles de Grande Unification (GUT) puisque
tous les groupes de Lie sur lesquels sont basées les théories de GUT contiennent et donc
peuvent étre brisés en U(1). Ces facteurs abéliens doivent en général étre ensuite brisés pour
obtenir le MS, hormis s’il s’agit du facteur U(1)y.

Lagrangien et potentiel

Le groupe U(1) local rassemble toutes les transformations qui modifient la phase d’un
champ par un paramétre e(z#) qui dépend de ’espace-temps. On a vu dans le chapitre pré-
cédent comment construire un lagrangien invariant sous cette symétrie, décrivant un champ
scalaire ¢ de charge ¢ en interaction avec un champ de jauge A*, ces champs se transformant
sous U(1) via ¢ — €99®)p et A, — A, + due(z). On a obtenu

L= (D"$)"(Dud) — (™ ~V(9) (3.2.1)
avec

Du¢ = (au - iun)¢ )

(3.2.2)
Fu = 0,A, — 0,4, .

La brisure de symétrie peut étre générée par un potentiel V' (¢) usuel dit en “chapeau mexicain”

V($) = —12d* ¢+ A($"9)” . (3.2.3)

Ce potentiel est représenté sur la Fig. 3.1 pour une valeur positive (courbe jaune) et négative
(courbe bleue) de 2.

!Malgré cette dénomination, ce mécanisme a été suggéré pour la premiére fois par Anderson (1958) dans
le cadre de systéme de matiére condensée. Il a ensuite été développé par de nombreux autres physiciens dont
Englert et Brout, Guralnik, Hagen et Kibble, Higgs [28] dans le cadre de la théorie des champs.
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F1G. 3.1: Potentiel subit par un champs de Higgs abélien complexe avant (bleu) et aprés
(jaune) la brisure d’une symétrie U(1). Cela illustre que l’état fondamental (0|¢|0) passe de
0 & une valeur non nulle. L’ensemble des vides possibles forme un cercle & |$| constant. Figure
de P. Peter et A. Gangui.

Corrections thermiques au potentiel

La brisure de symétrie est induite lorsque 1’on passe d'une configuration ou p? < 0 (po-
tentiel bleu sur la Fig. 3.1) au cas u?2 > 0 (potentiel jaune sur la Fig. 3.1). Cette transition
apparait naturellement lors du refroidissement de 'univers (voir section 1.3) : la théorie des
champs & température finie (voir [31]) permet de montrer que les corrections thermiques
aboutissent & un potentiel [30]

Vveff(qsa T) = _:u‘sz|¢|2 + )‘|¢|4 ) (324)

avec )
plg = 3 (120* — T?) . (3.2.5)
On peut donc définir une température critique Terit = v/ 12v = 1/ 1212/ X en dessous de laquelle
la transition de phase se produit. En dessous de cette température, la norme du champ de
Higgs dans le nouvel état fondamental doit vérifier
(ol =~ avec v =/ (326
= — Vi v = —~ L.
0 \/i A

ot (4), désigne la VEV? du champ, c’est-a-dire la valeur du champ dans le minimum du
potentiel. Si on note |0) 'état fondamental, alors (¢), = (0|¢|0). La phase du champ quant
a elle est libre. Une fois un “choix” de phase fait, le nouvel état fondamental n’est donc plus
invariant sous une transformation de U(1) et la symétrie est spontanément brisée.

Spectre des particules

Pour étudier le spectre (les masses) des particules aprés la transition de phase, il est utile
de reparamétrer le probléme en introduisant deux champs réels p(z) et £(z) afin de décrire
séparément les deux degrés de liberté du champ initial. Posons donc

ia) = s o+ plo)] € (3:27)

2Cet acronyme vient de ’anglais Vacuum Ezpectation Value.
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On peut maintenant ré-écrire le lagrangien précédent en terme des nouveaux champs. On
peut vérifier que

D, = %e’f(z)/" [Oup(z) —ie(p +v)] By . (3.2.8)

ou l'on a défini B, = A, — ﬁ@uf (). Dans ce cas le lagrangien précédent s’écrit

1 1 1
_ (ol )2 -2 2 3 - 4
L= 2(8 p) +2/J, P )\’Up 4Ap

1 1 1
+ 5(6"’)23113“ — ZBWBW + EeQBuB“p (2v —p) ,

(3.2.9)
ot l'on a défini By, = 0,B,—0,B,. On voit que le champ &(z) a disparu de la description (pas
de terme de masse, pas de terme cinétique) ce qui montre que ce boson n’est pas physique :
on parle de pseudo-boson de Goldstone. En réalité il est devenu la composante longitudinale
du nouveau champ de jauge By, ce qui en fait un champ massif, de masse Mp = V2ev, a
la différence du champ de jauge initial A,. En ce qui concerne le degré de liberté associé au
champ p(z), il posséde un terme cinétique et est massif : il correspond donc & une particule
physique, appelée boson de Higgs. Sa masse est mp = v/2u. On dit alors que le groupe U(1)
est totalement brisé puisque tous les bosons de jauge (ici il n’y en a qu’un seul) sont devenu
massifs.

3.2.2 Cas non abélien : brisures de SU(2)

Pour voir le lien entre représentation et schémas de brisure, il est nécessaire d’étudier en
détail la brisure d’un groupe non-abélien, le plus simple étant SU(2). En effet, un champ
de Higgs dans la représentation fondamentale 2 brise SU(2) en l'identité I, cela se note

SU(2) 2 T tandis qu’un Higgs dans la représentation adjointe 3 brise SU(2) en sont sous-
groupe U(1), ce qui est noté SU(2) 3 U(1). C’est ce que nous allons illustrer maintenant.

sU(2) 31

On peut facilement généraliser le mécanisme de Higgs au cas non abélien. Dans le cas d'une
théorie invariante sous SU(2) et d'un champ de Higgs dans la représentation fondamentale 2,

¢

les champs sont des doublets de champs complexes ¢ = ( ¢;> et le lagrangien de la théorie
s’écrit

L= (D"¢$) (Dug) — %F[LFW - V(¢), (3.2.10)
avec

V(g) = -1’ (¢'¢) + MoT9)?
. 04 44
Dhg = (a“ - ngAM) b (3.2.11)
a a a abc 2b 4c
FS, = 0,A% — 0,A% + gA\" AL AS

oil a, b, c prennent les valeurs 1,2,3 et ot A% sont les constantes de structure de SU(2) (voir
section 2.3.1) et les o sont les trois matrices de Pauli génératrices de SU(2).

La encore, lorsque p? > 0, le potentiel V(¢) posséde un minimum qui vérifie

(pTd), =v%/2 avec v=+/u2/\ (3.2.12)
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On peut choisir que le vide sera de la forme

() = % (2) . (3.2.13)

Comme dans le cas abélien, pour étudier les conséquences phénoménologiques de la brisure
de symeétrie, il faut procéder comme suit [21].

1. Définir quatre nouveaux champs 7n(z) et {*(z) pour décrire les fluctuations autour du
vide et introduire une matrice U(z) de rotation pour se placer dans la jauge unitaire

telle que
-1 4 u .Oq a 0
¢=U"1¢" = exp (z— & ) win(e) | - (3.2.14)
v V2
2. Ecrire le lagrangien avec les nouveaux champs ¢* = U(z)¢, et B} tels que
_ .0g 1t 1
ouBj, = U?AZU — 5[8NU(33)]U (3.2.15)

I’intérét étant qu’alors les expressions des dérivées covariantes et du tenseur éléctroma-
gnétique restent inchangées en remplagant A}, par By, et D, devient Ul (z)D,. Le
lagrangien de I'Eq. (3.2.10) prend la forme
f w 2 A a1 v
L= (D) (Dug") + 5 (v +m)” = T+ ) = Fo F (3.2.16)
3. Pour compter le nombre de degré de liberté qui ont acquis une masse, il faut constater
que le terme cinétique fait apparaitre un terme quadratique en BB : tous les degrés
de liberté ont acquit une masse : le groupe SU(2) est totalement brisé.

Une autre maniére de voir que le groupe est totalement brisé est d’utiliser la propriété
suivante :

Propriété 3.1 : Soit un groupe G sous lequel est invariant un lagrangien
donné. L’ordre de G est le nombre N de ses générateurs J,. Un degré de
liberté est brisé par la VEV (¢)g d’un champ de Higgs lorsque pour un
générateur J, donné,

Ja(#)o £0. (3.2.17)

Si on note par N le nombre de degré de liberté brisés, l'ordre du groupe
non brisé aprés la brisure de symétrie est donné par Nyg = N — Ng.

On peut aller plus loin et regarder précisemment quel est le groupe laissé non brisé aprés la
brisure de G.

Définition : On définit le groupe non brisé H comme celui qui laisse invariant la VEV (¢)g.
Ce groupe (appelé “little group” en anglais) dépend évidemment de la VEV choisie. Parmis
les générateurs J, du groupe G, certains seront générateurs du groupe H. Si on note K, ces
générateurs, et U un élément quelconque de H,

NnB

U)o = ()0 < exp [—i Z 5aKa] (9)o = {d)o ,

a=1

(3.2.18)
& Va < NNB y Ka<¢)0 =0 y
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ol g, sont les parameétres de la transformation U. Cela montre que les générateurs vérifiant
I’Eq. (3.2.17) sont les générateurs du groupe qui laisse la VEV invariante et qui est donc non
brisé.

Pour conclure I’étude de la brisure de SU(2) par un doublet, pour le vide (¢)¢ donné a
I’Eq. (3.2.13), toutes les matrices de Pauli satisfont a 'Eq.(3.2.17) et SU(2) est totalement
brisé, ie brisé en I’identité.

sU(2) > u()

On a vu dans le paragraphe précédent que dans le cas ot le Higgs est dans la représentation
2, le groupe SU(2) est totalement brisé. Mais dans le cas ou le champ de Higgs est dans la
représentation 3, le champ de Higgs n’est plus un vecteur & deux composantes complexes mais
un vecteur & trois composantes réelles

b1
b= |2
¢3

Cette représentation existe du fait que SU(2) est isomorphe & SO(3) [on note SU(2) ~ SO(3)]
ce dernier étant le groupe des rotations dans l’espace & trois dimensions. En minimisant le
potentiel de ’'Eq. (3.2.11), on obtient la contrainte que |(¢),| = v/v/2. On peut choisir d’écrire
I’état fondamental comme

1 0
=70 (3.2.19)

et remarquer qu’il n’est effectivement plus invariant sous SO(3) car il pointe dans une direc-
tion privilégiée quoique choisie arbitrairement.

Pour voir si le groupe SU(2) est brise, il faut définir ¢'(z) = ¢(z) — (¢), et déveloper le
terme cinétique [Duqﬁ]2 ol es dérivées covariantes ne s’écrivent plus avec les matrices de Pauli
mais les générateurs de SU(2) en représentation 3 donnés en annexe A. On peut alors voir
qu’il n’apparait aucun terme quadratique en A3 u- On peut suivre la méthode de la propriété
3.1 et vérifier quun degré de liberté est non brisé puisque

J3{b)o =0

J3 est diagonal donc est générateur d’un groupe non brisé U(1) C SU(2).

La comparaison avec le paragraphe précédent illustre une propriété importante des bri-
sures de symétrie : I’emploi d’un champ de Higgs dans une représentation ou une autre permet
d’obtenir des schémas de brisure différents. Nous verrons cependant a la section 5.3.4 qu’une
méme représentation peut aboutir & deux schémas de brisure distincts pourvu que les poten-
tiels des champs de Higgs soient choisis de maniére appropriée.

su@2) 3 u@a) >z,

Cet exemple permet d’illustrer I’apparition de groupes discrets dans les brisures de symé-
trie. Ces groupes discrets ont plusieurs application & la cosmologie comme nous allons le voir
au cours de cette theése : formation de murs de domaine (voir plus loin), et stabilité du proton
et de la particule supersymétrique la plus stable dans les SUSY GUTs.

Précisons tout de suite que la notation usuelle SU(2) 3 U(1) 3 7, peut paraitre ambigué.
Evidemment le triplet qui permet la seconde brisure de symétrie et qui permet d’obtenir un
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groupe discret n’est pas un triplet de U(1) mais bien du groupe initial SU(2). Cela n’aurait
d’ailleur aucun sens de parler d’un triplet de U(1). Cet exemple illustre donc la maniére de
construire un schémas de brisure utilisant plusieurs champs de Higgs.

Propriété 3.2 : Tous les champs de Higgs utilisés pour construire un sché-
mas contenant plusieurs brisures sont contenus dans une représentation
du groupe initial.

La premiére étape a déja été donnée au paragraphe précédent. Le premier triplet de Higgs
(notons le ¢) permet de briser SU(2) via la VEV

(Plo=10]- (3.2.20)
Uy

Introduisons un second triplet de Higgs 1) et définissons un champ de Higgs global & = (i’;)
_(0/2 0
ba= ( 0 oa/2) |

Si l'on considére un lagrangien pour les deux champs de Higgs, en toute généralité, celui-ci
peut introduire un couplage entre les deux

et des générateurs étendus

V(o) = —p2(9070) + Ap(070)? — 2, (%) + Ay (¥T)” + g(ip - ). (3.2.21)

Pour minimiser le dernier terme de ce lagrangien, on doit choisir pour le champ 1 une VEV
orthogonale a celle de ¢ par exemple

0
0 0
() = | vy donc (@), = v(‘)"’ . (3.2.22)
0 o
0

Pour étudier le nombre de degrés de liberté brisés, on peut vérifier qu’aucun des générateurs
L, n’annule la VEV de ®. On en déduit qu’aucun groupe de Lie reste non brisé. Si 'identité
est le seul élément de SO(3) (groupe des rotations dans l’espace) qui laisse (®), invariant il
n'en est pas de méme pour les éléments de SU(2). Si un élément U € SU(2) correspond a
une rotation R(U) € SO(3), alors

R;;j(U) = Te[Ua;U o], (3.2.23)

et —U € SU(2) est associé a la méme rotation R(U) € SO(3). On en déduit que si I € SO(3)
est le seul élément laissant (@), invariant, alors {I, —I'} = Z de SU(2) laisse invariant la VEV
de ®. Cela illustre sur un exemple simple la possibilité de générer par brisure de symétrie des
groupes discrets tels que Zs. Les groupes discrets Z,, et ce groupe en particulier présente un

intérét pour la construction de modéles de GUT réalistes comme nous le verrons au chapitre
6.
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3.2.3 Pour aller plus loin : les diagrammes de Dynkin

Dans la section précédente, nous avons explicité différentes brisures de symétrie pour des
groupes trés petits. Pour des schémas de brisure de symétrie de groupes plus complexes tels
que ceux qui apparaissent en GUT, ces dérivations “pédestres” ne sont pas assez puissantes.

Les diagrammes de Dynkin associés aux labels de Dynkin permettent un traitement plus
automatique des brisures de symétrie pour des groupes de rang supérieur a 4. Ce formalisme
permet de

— trouver les sous-groupes (réguliers) d’un groupe de symmeétrie G donné. Cela est néces-
saire pour savoir & partir de quel groupe de GUT, il est possible d’obtenir le groupe du
MS.

— décomposer une représentation de G dans les représentations de chacun de ses sous-
groupes. Cela permet de savoir quelle représentation utiliser pour générer un brisure de
symétrie donnée. Cela permet aussi de savoir dans quelle représentation il est possible de
ranger les fermions du MS afin de retrouver les bons nombres quantiques des particules
sous le groupe du MS.

Ce formalisme est expliqué en détail dans la revue de R. Slansky [92] ainsi que dans [35].
Dans la premiére référence, on trouve aussi un grand nombre de résultats de 1'utilisation de
ces diagrammes pour les groupes et les représentations usuels. Nous utiliserons ces résultats
et quelques-uns d’entres eux sont rappelés en annexe A.

3.3 Brisure de symétrie et formation des défauts topologiques

Le but de cette section est d’étudier la formation des défauts topologiques et de la relier &
la physique des brisures de symétrie. On suivra le livre de Vilenkin et Shellard [30] et le livre
de Nakahara [32] pour le formalisme mathématique nécessaire.

3.3.1 Rappels de topologie

Dans cette section, nous allons utiliser certains concepts d’ensemble et de topologie qu’il
faut définir [32]. Nous introduisons aussi les propriétés utiles pour la suite de ce chapitre.

Applications

Définition : Une application f d’'un ensemble X vers un ensemble Y, X i) Y associe a tout
élément & € X, un élément y € Y appelé image de z. Inversement z est appelé antécédent de
1.

Définition :

(a) Une application f est dite injective si tout élément y € Y posséde au plus un antécédent.
(b) f est dite surjective si tout élément y € Y posséde au moins un antécédent.

(c) f est dite bijective si elle est injective et surjective. Dans ce cas tout élément de Y possede
exactement un antécédent dans X.

Définition : une application f entre deux groupes X et Y qui préserve la structure de
groupe de X et Y est appelée homomorphisme. Si de plus et qui est bijective, cette application
est un isomorphisme et X et Y sont dit isomorphe, ce qui sera noté par la suite X ~ Y.

Propriété : Une application f entre deux ensembles X et Y est bijective si et seulement
si 'image de l’application Im(f) = f(X) est égale & Y et que le noyau de f, Ker(f) = {z €
X|f(z) = 0} se restreint & I’élément nul 0.
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Classe d’équivalence et groupe quotient

Définition : Une relation d’équivalence ~ est une relation qui vérifie
-an~a,

- Sia~b,alorsb~a,

—Sia~b,etb~c,alorsa~c.

Soit un ensemble X, muni d’une relation d’équivalence ~. X est composé de sous-ensemble
mutuellement disjoint appelés classes d’équivalence. Pour tout élément a € X, la classe [a] est
définie par ’ensemble des éléments z tels que z ~ a

[a] ={z € X|z ~ a} . (3.3.24)

Tout élément quelconque de [a], par exemple a, est un représentant de la classe.
Définition : Un espace quotient X/ ~ est défini par une relation d’équivalence ~ dans
I’ensemble X par un ensemble contenant un représentant de chaque classe d’équivalence.
Définition : Considérons un groupe G et un de ses sous-groupes H. On introduit une
relation d’équivalence ~ entre deux éléments g, g’ de G par

g~g & JheH, gd=g*h.
La classe [g], notée gH, est donc
gH ={g+hlhe H} . (3.3.25)

Pour une classe gH donnée, toute autre classe g'H vérifie gH = ¢'H ou gH Ng'H = 0.
On note G/H l’espace quotient de G pour cette relation d’équivalence (forcément dépendant
de H). Cet espace est un groupe, le groupe quotient, si H est un sous-groupe normal, c’est-a-
dire si

Vge G ,Yhe G, ghg 'eH,

et en munissant ’ensemble d’une opération x telle que (gH) * (¢'H) = (g x ¢')H. )
Définition : Soit un groupe G. On peut définir son groupe de recouvrement universel G

par le fait que [34] G contient un sous-groupe invariant discret N tel que G ~ G /N.

Variété et connexité

Définition : Une variété est un espace localement isomorphe & R* c’est & dire un espace qui
peut se déformer continuement en un espace euclidien. Cependant, elle n’est pas forcément
isomorphe & R" globalement.

Définition :

(a) Une variété X est dite conneze si elle ne peut étre écrite comme la réunion d’ensembles
ouverts d’intersection nulle.

(b) Un ensemble X est dit conneze par arc lorsque pour tout point zg et z1 € X, il existe un
chemin « (c’est-a-dire une application de [0,1] dans X) restant dans X et tel que a(0) = zg
et Oé(l) = I1.

Un théoréme assure [32] que tout groupe connexe par arc est connexe. A quelques cas patho-
logiques prés, la réciproque est vraie.

Définition : Une variété X est simplement connexe si toute boucle f est contractible en
un point ce qui signifie que f peut étre continuement déformée en un point. Si X posséde un
“trou” ce ne sera plus le cas car une boucle qui entoure ce “trou” n’est pas contractible en 1
point. C’est le cas des boucles rouges sur la figure 3.2. Une définition de la simple connexité
faisant appel au groupe d’homotopie 7; sera donnée plus loin.
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Définition : Une variété X est multiplement conneze si elle est connexe mais pas simple-
ment connexe.

Par exemple, R> — R n’est pas connexe par arc, R2 — {0} est connexe par arc mais pas
simplement connexe et R3 — {0} est connexe par arc et simplement connexe.

3.3.2 Le mécanisme de Kibble

Les défauts topologiques sont des reliques des transitions de phase qui accompagnent
les brisures de symétrie. Leur formation et leur nature sont conditionnées par les propriétés
topologiques du vide (c’est a dire les propriétés géométriques de la variété formeée par les états
fondamentaux accessibles au champ de Higgs). Cette variété sera notée M dans la suite.

Définition : La variété des vides M est définie comme ’ensemble des configurations du
champ de Higgs qui correspondent & un état fondamental (vide) possible

M = {(d)o | (0]¢]0) = {#)o}- (3.3.26)

Propriété 3.3 : Lors d’une brisure de symétrie G — H, la variété des vides
M est reliée auz groupes de symétrie G et H ; elle s’écrit comme le groupe
quotient M = G/H de ces deuz groupes.

Nous allons maintenant illustrer sur deux exemples pourquoi la brisure de symétrie peut
donner lieu & la formation de défauts topologiques et en quoi les propriétés de M sont direc-
tement reliées 4 la nature des défauts formés.

Formation de mur de domaine

Supposons dans un premier temps la brisure spontanée d’une symétrie discréte Zs. On
peut la décrire avec le potentiel de 'Eq. (3.2.3), si le champ de Higgs qui engendre la brisure
de symétrie est réel. Les deux états fondamentaux sont alors

<¢>0 = :i:n =+ [,L2/2)\ , soit M = {+77, —’I]} ~ ZQ . (3327)

Si I’on considére deux régions de ’espace dont la distance entre les deux est plus grande que
la longueur de corrélation, il n’y a aucune raison que le champ de Higgs choisisse le méme
état fondamental. Les régions 47 seront alors nécessairement séparées des régions —n par une
région de l'espace, de dimension 2, ou (¢(z)) = 0, et ce par continuité du champ. En ces
points singuliers, le champ de Higgs est dans 1’état fondamental de la théorie avant la brisure,
ce qui est permit par interaction avec ses voisins. C’est ce qui défini un défaut topologique.
Dans cet exemple, la région oil le champ de Higgs s’annule est surfacique : c’est pourquoi on
parle de mur de domaine. Sa formation traduit le fait que M est non connexe.

Formation de cordes cosmiques

Considérons maintenant le potentiel de ’Eq. (3.2.3) avec un champ de Higgs complexe. Le
potentiel est invariant sous une symétrie U(1). Mais lorsque la température passe en dessous
de la température critique, les vides possibles de la théorie sont

M={¢| p=ne? 0c0,27]} ~ S, (3.3.28)
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variété qui est isomorphe a S', le cercle, comme l'illustre la Fig. 3.1. Lorsque le Higgs prend
une VEV appartenant a M, la symétrie U(1) est brisée.

Si 'on considére un chemin dans ’espace réel de taille plus grande que la longueur de
corrélation, en trois points opposés sur ce chemin, les choix de phase sont décorrélés les uns
des autres. Si la phase du champ de Higgs parcourt le long de ce chemin une ou plusieurs fois
le segment [0, 27] (la probabilité est supérieure a 1/2), il y a forcément par continuité de la
phase du champ?) un point dans le plan de ce chemin pour lequel le champ de higgs ne peut
choisir de phase et doit donc rester dans ’ancien état fondamental tel que (¢)o = 0. Ce sont
donc des défauts linéaires (des cordes cosmiques) qui se forment. Cela traduit le fait que la
variété des vides n’est pas simplement connexe car ¢ = 0 ne fait pas partie de M.

Les cordes cosmiques sont nécessairement des objets infinis (c’est-a-dire de taille grande
devant le rayon de Hubble) ou des boucles fermées. En effet si on considére une région linéaire
de taille finie se forment, et un chemin le long duquel la phase est constante (cas n = 0) sur la
Fig. 3.3, on peut passer continuement de la situation oil le chemin n’entoure pas la corde & la
situation ou le chemin entoure la corde. Cela signifie que ’enroulement de phase autour de la
corde n’est pas stable. Entre la température critique et la température dite de Ginzburg T,
les fluctuations thermiques sont suffisamment énergétiques pour permettre au champ de Higgs
de passer d’un état fondamental & un autre. Une fois la température descendue en dessous
de Tg, les fluctuations thermiques ne permettent plus au champ de Higgs de changer d’état
fondamental et le défaut topologique est stable.

Deux classe de défauts topologiques existe suivant les symétries G — H mises en jeu pour
leur formation. Ils sont dit globauz lorsque les symétries G et H sont globales et locauz si les
symétries sont locales. Dans le cadre de la physique des particules, les groupes de symétrie
mis en jeu sont génériquement locaux, donc les défauts locaux sont les plus génériques.

3.3.3 Le formalisme des groupes d’homotopie

Pour une étude plus systématique de la topologie des variétés de vide M, le formalisme
adapté est celui des groupes d’homotopie que ’on va maintenant détailler et appliquer.

Le premier groupe d’homotopie : le groupe fondamental

On définit tout d’abord le premier groupe d’homotopie ou groupe fondamental 71. Consi-
dérons deux chemins fermés f et g sur la variété M ayant le méme point = de départ et
d’arrivé. Mathématiquement, ces chemins sont des applications continues de [0, 1] dans M
vérifiant f(0) = f(1) =z et g(0) = ¢g(1) = z. On dit que ces deux chemins sont homotopiques
si 'on peut les déformer continuement 1'un en lautre (voir la Fig. 3.2). On peut ainsi définir
des classes d’équivalence de boucles de M oul toutes les boucles homotopiques & f feraient
partie de la méme classe d’équivalence que ’on notera [f]. Les éléments de m1[M, z] sont les
différentes classes d’équivalence qui existent dans M lorsque les boucles sont définies & partir
de z. L’élément constant I de cet ensemble est la boucle constante qui se réduit au point z.
Pour définir le groupe m1[M, z], il faut encore le munir d’une opération de produit * sur ses
éléments. Commencons par définir une opération * sur deux boucles f et g par :

ey, o<
o ={ 100 9%

3Si en un point le champ choisit une phase 6;, alors en un point trés proche, la phase aura une grande
probabilité de prendre une valeur proche de 6.

1
2 (3.3.29)
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Intuitivement cela revient & dire que le chemin-produit parcourt la boucle f puis la boucle g.
Ensuite on peut définir le produit pour les éléments [f] et [g] de m; par

[f]*[g] = [f * g]. (3.3.30)

Lorsque la variété M est connexe par arc, le groupe m1[M, z] ne dépend pas de z. On peut
donc noter ce groupe w1 [M] : c’est le groupe fondamental de la variété M.

Ce groupe est dit trivial (on note m1[M] ~ I) lorsqu’il ne contient qu’une seule classe
d’équivalence c’est & dire que toutes les boucles sont homotopiques & un point. Cela signi-
fie que M est simplement connexe. On peut appliquer cette propriété au cas ou la variété
M = G/H est la variété des vides aprés une brisure de symétrie G — H, M = G/H. Dans
ce cas, on en conclut que si m1[M] » I, alors il y a formation de cordes cosmiques lors de la
brisure de symétrie.

FiG. 3.2: Représentation d’une variété M. La partie hachurée représente une région ne faisant
pas partie de M. Les boucles de méme couleur sont homotopiques. La variété M présente
donc plusieurs classes d’équivalence si la relation d’équivalence est “est homotopique a”.

Ezemple 1 : Le groupe fondamental de S' est isomorphe & Z le groupe des entiers relatifs,
m[SY) ~Z . (3.3.31)

Cela permet de retrouver grace a 'Eq. (3.3.28) que la brisure de U(1) en l'identité produit
des cordes cosmiques puisque le premier groupe d’homotopie de M =U(1)/I = U(1) est non
trivial. Ce résultat est illustré grace a la Fig. 3.3 ot ’on peut voir que le groupe fondamental
de M contient plusieurs classes d’équivalence de boucles fermées. Les élements de ce groupe
71[S1] sont usuellement repérés par leur nombre d’enroulement comme illustré sur la Fig. 3.3.
Chacune de ces classes d’équivalence peut aussi étre vue comme une configuration de la phase
du champ de Higgs autour du défaut. C’est ce qu’illustre la Fig. 3.3.

Ezemple 2 : Pour les sphéres de dimension plus grande, toute boucle est homotopique &
un point, ce qui permet d’écrire

Vn>2, m[S"]~1. (3.3.32)

Ainsi, toute brisure de symétrie dont la variété des vides est isomorphe & S™ ne donne pas
lieu & la formation de cordes cosmiques. C’est le cas de la brisure électro-faible puisque dans
ce cas, cette variété s’écrit M ~ SU(2)/I ~ SU(2) ~ S3.

Les autres groupes d’homotopie

De la méme maniére que le premier groupe d’homotopie teste l'existence de boucles non
homotopiques & un point, le groupe d’homotopie my[M)] teste l'existence de surfaces & deux
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Nombre d’enroulement Classes d’équivalence de Configuration des phases du chamy
boucle de U autour du défaut
: T
n=0 Q T ° T
X
~ T 7
n=1 e * N
X
n=-1 - ° ™~
N ¢ e
X
n=2 e
N T e
X

F1a. 3.3: Tllustration des classes d’équivalence de M dans le cas d’une brisure de U(1) dans
le double langage des chemins fermés lorsque 1’on identifie M avec R? et dans le langage des
configuration des phases du champ autour du défaut.

Groupe non trivial Type de défauts formés Dimension

mo[M] Mur de domaine 2
T [M] Corde cosmique 1
o[ M] monopole 0
m3[M] Texture -

TAB. 3.1: Lien entre les propriétés topologiques de la variété des vides d’une brisure de symétrie
et la nature des défauts topologiques formés lors de la brisure de symétrie.

dimension fermées qui ne sont pas contractibles en un point. C’est le cas par exemple de la
sphére S? pour laquelle le deuxiéme groupe d’homotopie ne sera pas trivial. Le groupe mg[M]
quant & lui n’est trivial que lorsque M est connexe (ce qui n’est pas le cas de Zy par exemple).
mo » I est donc la condition pour former des murs de domaine. Ces résultats sont rassemblés
dans le tableau 3.1.

L’étude de la formation de défauts topologiques revient donc & évaluer les groupes d’homo-
topie des groupes quotients introduits par les brisures de symétrie. Dans ’objectif de 1’étude
de brisures de symétrie dans le cadre du Modéle Standard ou de la Grande Unification, il
est utile de donner un certain nombre de propriétés des groupes d’homotopie dans le cas de
brisures mettant en jeu des groupes de Lie [30, 33, 32].
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Théorémes fondamentaux

Une premiére propriété des groupes d’homotopie utile pour les schémas de brisure qui
nous intéresseront concerne les groupes d’homotopie de groupes du type G x F'.

Propriété 3.4 : Lorsque G et F' sont connexes par arc, le groupe d’homo-
topie du produit s’exprime

]G X F| ~ 1G] @ ma[F]. (3.3.33)

ot @ est la somme direct entre les groupes.

Théoréme 1 : Dans le cas ot G est un groupe conneze et simplement connexe, on peut
écrire que*
m[G/H| ~ mo[H] . (3.3.34)

L’étude de la formation ou non de cordes cosmique devient donc bien plus simple dans ce cas
car elle revient a savoir si le groupe des symétries non brisées est connexe ou non.

Ezemple 3 : SU(2) 3 U(1)
SU(2) étant connexe et simplement connexe, on peut appliquer le théoréme 1. Comme U (1)
est connexe (mo[U(1)] ~ I), cette brisure de symétrie ne produit pas de cordes.

Ezemple 4 : U(1) 5T

Une application naive du théoréme 1 aboutirait & un résultat faux car U(1) n’est pas sim-
plement connexe. Il faut dans ce cas remplacer U(1) par son groupe de recouvrement uni-
versel pour retrouver le résultat de l’exemple 1 m1[U(1)] = Z. Dans le cas ou le groupe G
de I'Eq. (3.3.34) n’est que multiplement connexe, il doit étre remplacé par son groupe de
recouvrement universel G. L’intervalle [27(n — 1), 2nn] = R/Z est isomorphe & U(1), connexe
et simplement connexe donc m1[U(1)] ~ m1[R/27Z] ~ my[Z] ~ Z. En conclusion cette brisure
de symétrie donne bien lieu & la formation de cordes.

On peut énoncer un second théoréme équivalent au premier pour le groupe d’homotopie
de rang 2.
Théoréme 2 : Si G est conneze et vérifie m[G] ~ I, et m3[G] ~ I° et si H est un de ses
sous-groupes,
mo|G/H| ~ m[Ho| , (3.3.35)

ou Hy est la partie du sous-groupe H contenant l’identité.
Une des conséquences intéressante de ce théoréme 2 est que

Propriété 3.5 : Toute brisure du type
G—HxUQ), (3.3.36)

ot G est connexe et simplement connexe, s’accompagne de la formation de
momnopdles.

*Pour la preuve de ce théoréme, voir [30].
5Cette derniére hypothése est automatiquement vérifiée lorsque G est un groupe de Lie d’aprés un théoréme
de Cartan, cf Eq. (3.3.43).
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Exemple 5 : SU(2) 3 U(1)
SU(2) étant simplement connexe [SU(2) ~ S%], on peut immédiatement appliquer le théoréme
(3.3.35) et écrire que m[SU(2)/U(1)] ~ m1[U(1)] ~ Z ce qui implique qu’il y aura formation
de monopdles.

Ezemple 6 : SU(2) 3 U(1) x Zy
L& encore on peut appliquer le théoréme 2 mais cet exemple en illustre une utilisation plus
fine. Dans ce cas en effet, mo[SU(2)/U(1) x Z2] ~ m1[U(1)] ~ Z car c’est U(1) qui est la partie
de H connexe & l'identité. Cette brisure formera donc des monopdles. Notons qu’il y aura
aussi formation des cordes cosmiques puisque 71 [SU(2)/U (1) x Za] ~ mo[U(1)] & mo[Z2] ~ Zo.

Ezemple 7 : U(1) = Z,
Pour cet exemple, on ne peut pas appliquer le théoréme 2, U(1) n’ayant pas les propriétés re-
quises. Il faut comme dans 'exemple 4, mettre le groupe quotient sous une forme qui permette
de calculer les groupes d’homotopie. On peut montrer que® U(1)/Z; ~ R/7Z ~ U(1) ce qui
permet de conclure a la présence de cordes cosmiques (71[U(1)/Zs] ~ m[R/Z] ~ my[Z] ~ Z)
mais & I’absence de monopoles (mo[U(1)/Z3] ~ ma[R/Z] ~ m1[Z] ~ I) ou de murs de domaine
(rolU(1)/ 2] ~ mo[U(1)] ~ I).

Généralisation et propriétés des groupes d’homotopie

On peut étre plus général et énoncer les théorémes précédents dans le cas du n'“™® groupe

d’homotopie.

Théoréme 3 : Pour tout groupe G, et H sous groupe de G,
n|G/H| ~ mp_1[H] , (3.3.37)

si mp[G] ~ mp1[G] ~ I.

Rappelons que lorsque G n’est pas simplement connexe, pour utiliser les théorémes 1,2 et 3,
il faut remplacer G par son groupe de recouvrement universel.

Le théoréme 3 se démontre dans le cas des groupes de Lie en utilisant les séquences exactes.
Considérons la séquence suivante :

e [ D malG H) B e [H] B iG] (3.3.38)

ol une fléche entre un groupe A et un groupe B signifie qu’il existe un homomorphisme qui va
de A vers B. Cette séquence d’application est dite ezacte lorsque Vn, Im(f,) = Ker(fn+1),
ce qui est le cas pour des groupes de Lie compacts.

Un cas particulier intéressant pour démontrer le théoréme 3 est lorsque m,[G] = 7, 1[G] =
I. Dans ce cas, on peut vérifier que ces deux conditions imposent que fo est injectif [car
Ker(f2) = 0] et surjectif [car Im(f2) = mp—1[H]] donc que fo est bijectif. Les deux groupes
sont donc isomorphes m,[G/H]| ~ mp_1[H].

5Cela se justifie par le fait que V (a,b) € Z, R/aZ ~ R/bZ et au fait que U(1) ~ R/27Z tandis que
U(1)/Z, ~R/7Z.
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3.3.4 Résultats utiles sur les groupes d’homotopie

On concluera ce chapitre par quelques résultats utiles [30, 32] pour pouvoir appliquer les
théorémes précédents. Tout d’abord, concernant les propriétés des sphéres de dimension n,
on peut voir que

VneN, m,[S"|~Z, (3.3.39)

et
VnmeN, m,[S"]~1 si m>n. (3.3.40)

Ci-dessous, nous allons étudier les propriétés des groupes suivants : SO(n) pour n > 2,

Spin(n) pour n > 3, U(n) pour n > 1, SU(n) pour n > 2, S, 3, S*, Z, Zy et les groupes de
Lie exceptionnels Go, Fy, Eg, E7 et Eg.

Les groupes SO(n) et O(n) n’étant pas simplement connexes, on introduit leur groupes
de recouvrement universel respectivement Spin(n) et Pin(n) qui s’identifie pour certains
a des groupes semi-simples. Par exemple, Spin(3) = SU(2), Spin(4) = SU(2) x SU(2),
Spin(6) = SU(4) ou encore Pin(2) = U(1) x Zs.

Tout d’abord & propos de la connexité, on peut montrer que

Z, pour G =17,
mo[G) ~ { Zs, pour G = Zy, (3.3.41)
I, pour les autres groupes.

Pour les groupes d’homotopie d’ordre supérieurs,

Z, pour G=U(n) (n>1), SO(2),
m[G] ~ { Z2, pour G = SO(n) (n>3), (3.3.42)
I, pour les autres groupes.

7, pour S?
m2[G] ~ { I, pour les autres groupes sauf Z et Zs. (3.3.43)
I, pour G = U(1), SO(2), §*
m3[G] =4 Z®Z, pour G=SO(4) (3.3.44)
Z, pour les autres groupes sauf Z et Zs.

A T’aide de ces propriétés sur les groupes d’homotopie, il est maintenant possible de prédire
quel type de défauts seront produits lors d’'une brisure de symétrie mettant en jeu ces groupes.
Ces résultats seront abondamment utilisés au chapitre 7.

3.4 Deéfauts topologiques et conséquences observationnelles

Nous avons vu précédemment que lors des brisures de symétrie qu’a connus l'univers,
il est possible que des défauts topologiques se soit formés. La propriété 3.5 montre que la
formation des monopoles est aussi inévitable au cause du facteur U(1)y de Gys. De plus la
formation de murs de domaine est plausible du fait de ’existence de symétries discrétes dans
les modéles réalistes de physique des hautes énergies (voir chapitre 6). Enfin au chapitre 7
nous montrerons que les cordes cosmiques se forment de maniére générique dans le cadre de
la Grande Unification supersymétrique.

Il est donc nécessaire de mentionner rapidement les conséquences cosmologiques de la
formation de ces défauts topologiques pour voir en quoi la formation de ces défauts et donc
les brisures de symétrie peuvent étre contraintes par les observations cosmologiques. Un étude



3.4 Défauts topologiques et conséquences observationnelles 67

compléte de la configuration des champs dans et autour des défauts topologiques est nécessaire
pour étudier I'impact cosmologique de leur formation. Celle-ci est faite dans [30] et [7], et nous
allons ici uniquement utiliser les résultats et présenter leur conséquences sur la cosmologie.
Outre les deux ouvrages précédents, mentionnons aussi une revue de M. Sakellariadou [37]
sur les conséquences observationnelles des défauts et des cordes en particulier.

Les grandeurs centrales pour ’étude de l'impact cosmologique des défauts sont leur den-
sité, et leur masse tandis que le paramétre dimensionné central est la température critique
Terit & laquelle ils se forment ou de maniére équivalente la VEV v du champ de Higgs. Les
caractéristiques des défauts doivent aussi dépendre des autres paramétres du lagrangien du
champ de higgs & savoir la constante d’auto-couplage A ou la constante de couplage g du
groupe de jauge.

3.4.1 Densité de défauts

Concernant leur densité, il est possible de 1’évaluer en connaissant leur longueur de corré-
lation &, puisque en moyenne, comme le montre le raisonnement fait au paragraphe 3.3.2 sur
la formation des cordes ou des murs de domaine, il y a un défaut qui se forme par sphére de
rayon £. On en déduit que la densité initiale de défaut n; = p€~3, ot p est la probabilité de
formation d’un défaut dans une sphére de longueur de corrélation. A priori, cette probabilité
p ~ 1/2. De plus, nécessairement la longueur de corrélation est plus petite que le rayon de
Hubble & < Ry ().

Dimensionnellement, on peut écrire que la longueur de corrélation est donnée par 'inverse
de la masse du propagateur, ce qui est du méme ordre que la température critique

1

f N Tcrit )

(3.4.45)

Cela donne une approximation raisonnable pour faire des prédictions sur le réle cosmologique
de tels objets. Mathématiquement on peut vérifier cette évaluation en calculant par exemple
la distance physique entre deux vides opposés lors de la formation d’un mur de domaine. C’est
ce qui est fait dans la section suivante.

Notons que pour une étude rigoureuse de ce point, des simulations de transition de phase
sur réseau sont nécessaires. Elles seules permettent de prendre en compte de la micro-physique
des défauts, les paramétres de la transition de phase (son ordre, les exposants critiques du
probléme. etc...).

3.4.2 Murs de domaine

Les murs de domaine sont des défauts surfaciques, qui comme nous ’avons vu dans les
sections précédentes sont formés lors de la brisure de symétries discrétes (par exemple la
symétrie Z,) par un champ de Higgs ¢ réel soumis au lagrangien

Loy = H 0y + p°¢* — A" . (3.4.46)

Ce lagrangien impose un état fondamental (¢p)g = £n = £+/p?/2X. En cherchant les configu-
rations de champ ¢(z#) satifaisant aux équations d’Euler-Lagrange

a ;Cmur a 8£IIIUI‘

39 = 50 0,4 (3.4.47)
ce qui impose pour une solution statique [7]
2
4mw%w%:8¢ (3.4.48)

022’
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si on a supposé un mur plat et ol z est la direction transverse au mur.
On peut étudier la distribution du champ dans ’espace et la solution de 'Eq. (3.4.48) est

¢(z) = nth (i) , avec z,= (\/ﬁn)_l =u L. (3.4.49)

Zc

On voit que le champ s’annule bien en z = 0 ce qui donne la position du mur et asymptotique-
ment, le champ vaut £n ce qui correspond aux deux minima du potentiel. La distance typique
entre les deux vides distincts est donnée par d ~ 4z, ~ Tc;ilt. Cela donne une évaluation de la
distance typique entre deux vides distincts et donc de la distance typique entre deux defauts.
Cela justifie I’évaluation de la longueur de corrélation ¢ de 'Eq. (3.4.45).

On peut aussi calculer la densité d’énergie d’un mur de domaine. Dans le cas d’une solution
statique, I’énergie par unité de surface est obtenue par intégration de la densité d’énergie sur

la coordonnée transverse au mur z et [7]

Unur = =4[ = 71° . (3.4.50)

Pour une brisure de symétrie 4 1’échelle de Grande Unification (u ~ Mgyt ~ 106 GeV
comme nous le verrons au chapitre 5), un mur de la taille du rayon de Hubble posséde une
masse de 103 masses solaires par millimétre carré. Inversement on peut contraindre ’échelle
de brisure de symétrie n & étre inférieure & 100 MeV pour qu’un mur de la taille du rayon
de Hubble ne referme pas 'univers. Une autre contrainte vient du fait qu’un mur de domaine
par interaction avec les photons induirait dans le CMB des anisotropies [7]

AT -6 n \3
(T) ~ 107 (131) (34.51)

ce qui contraint I’échelle de brisure a étre encore plus petite pour étre en accord avec les
observations, & des échelles d’énergie trés bien contraintes par les expériences en accélérateurs.

L’existence de murs de domaine est donc aujourd’hui quasiment exclue, ce qui contraint
les schémas de brisure de GUT a ne pas les produire ou & utiliser un mécanisme capable de les
diluer suffisamment pour expliquer leur inexistence dans notre sphére de Hubble aujourd’hui.

3.4.3 Monopoles

Nous avons vu que la masse des murs de domaine est telle qu’ils sont incompatibles avec
les observations. La présence des monopoles est elle aussi incompatible pour une large fenétre
de paramétres en raison non pas de leur masse mais de leur nombre cette fois. Cela permet
d’expliquer en quoi le probléme des monopdles présenté en fin de chapitre 1 est crucial. Nous
avons vu dans les sections précédentes que d’aprés la propriété 3.5, tout brisure de symétrie
de la forme

G—HxU(1),

donne lieu & la formation de monopéles. Or dans le MS, il reste une symétrie U(1)y non
brisée & basse énergie. Dans le cadre des théories de GUT, les groupes de jauge du MS sont
plongés dans un groupe Ggur simple, et dans ce contexte, il est inévitable de donner lieu &

une brisure de symétrie du type de celle donnée ci-dessus.

La formation des monopoles se produit par exemple lors de la brisure SU(2) N U(1)

(détaillée a la section 3.2), et I’on peut 1a encore chercher des configurations pour les champs
de Higgs et de jauge, qui soient solutions des équations d’Euler-Lagrange. Le calcul du ten-
seur énergie-impulsion permet de montrer [7] que la masse de monopdles statiques (appelés
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monopdles de 't Hooft-Polyakov) est donnée par

(q2/>\)—0.53

Dans la limite ot ¢/\ — oo (on parle de “limite BPS [39]”), la masse des monopdles s’écrit
Mmon =~ 47n/q. La configuration des champs, solutions des équations, permet de calculer la
taille a partir de laquelle les champs scalaires et les champs de jauge ont atteint leur valeur
asymptotique. Par comparaison de cette taille avec leur longueur d’onde Compton, on peut
montrer [30] que les monopoles peuvent étre traités comme des objets classiques.

(3.4.52)

Mmon = 477

Les monopoles possédent, en plus de leur masse, une charge magnétique (raison pour
laquelle on parle de “monopdles magnétiques”). On montre [30], dans le cas précédent d’un
monopodle de 't Hooft-Polyakov, que le champ magnétique autour du monopédle est

qr

B=-— 3.4.53
i ( )

ce qui correspond & un monopodle de charge
qg=4n/g . (3.4.54)

De maniére générale, la charge des monopoéles est nécessairement quantifiée en multiple de la
charge fondamentale g de la théorie de jauge sous-jacente. Un anti-monopoéle est un monopoéle
de charge opposée.

Pour connaitre leur influence sur la cosmologie, il reste a étudier leur densité initiale et

leur évolution cosmologique afin de calculer leur densité d’énergie aujourd’hui.
La densité initiale de monopoles dépend de la maniére dont s’est passée la transition de phase,
c’est & dire de son ordre et des paramétres de la transition. Par exemple pour une transition
de phase du premier ordre, c’est-a-dire par formation de bulles de phases différentes qui
grandissent, les parameétres de transition peuvent donner lieu & une probabilité de formation
trés faible, ce qui donne une premiére solution au probléme des monopoles.

Une transition de phase du second ordre donne lieu & la formation de nombreux monopéles :
toujours avec l'argument standard du mécanisme de Kibble (voir section 3.4.1), la densité
initiale s’écrit

Nmon(ti) = p&3 , (3.4.55)

ou p est la probabilité de former un monopoéle et £ est la longueur de corrélation. Dans le
cas de la brisure SU(2) — U(1), T. Kibble a montré [40] que p ~ 10~. De plus, on a vu
que & S Ry (t;). Juste aprés leur formation, les monopdles peuvent s’annihiler avec des anti-
monopodles : ces mécanismes d’annihilation et ’expansion régissent 1’évolution du réseau de

monopodles-antimonopoles
dNmon

dt

ou D est le coefficient de diffusion, grandeur qui caractérise la probabilité d’annihilation et
ol le premier terme du coté droit décrit la dilution des monopdles due a I’expansion. On peut
calculer leur rapport & lentropie totale nmen/s ol 8 & g.(T)T? (voir chapitre 1). On peut
montrer [30] que si, comme cela semble inévitable dans le cadre de la GUT, les monopoles
sont formés & des températures de 1’ordre de 10'® GeV, leur densité actuelle est

= —3Hnmon — D2, , (3.4.56)

_ m
Nmon (o) /s ~ 10 Hﬁ , (3.4.57)
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i Mmon ~ 1010 GeV et

— Mmon 3
Tmon(to)/s 2 10 12 (m) , (3.4.58)

sinon. Or ces valeurs donnent lieu & un conflit important avec les observations. La premiére
des contraintes observationnelle est d'imposer que MmonTmon(to) < Perit, Ce qui aboutit &

_ TMmon -1 _
Punon(to) < 10721 (m) cm3 . (3.4.59)

Cela se traduit en une contrainte plus basse de plusieurs ordres de grandeur par rapport a
la prédiction sur la densité de monopdles [7]. Autrement dit, leur formation & des énergies
de Grande Unification aurait rapidement donné lieu & la fermeture de 'univers. Une autre
contrainte importante est d’imposer que les monopoéles ne dominent pas 'univers au moment
de la nucléosynthese primordiale car cela serait en violent désaccord avec les observations. La
encore les prédictions pour des monopdles de GUT aboutissent & des densités de ’ordre de 9
ordres de grandeur trop élevées.

Il existe des solutions plus ou moins naturelles a ce probléme des monopoles. La solution la
plus attrayante est celle d'un phase d’inflation, c’est-a-dire d’expansion accélérée de 'univers
qui diluerait les monopodles et ce faisant réduirait exponentiellement leur contribution au
contenu en énergie de I'univers. Cette solution est attractive car une phase d’inflation est aussi
la maniére le plus simple de résoudre les problémes de I’horizon, et de la platitude (chapitre 1),
de donner une origine aux fluctuations primordiales en rendant compte du spectre du CMB
observé aujourd’hui. Nous y reviendrons au chapitre 4.

Mentionnons que d’autres mécanismes ont été proposés pour résoudre le probléme des
monopdles. Par exemple, un mécanisme, proposé par Langacker et Pi [38] est la formation de
défauts topologiques hybrides. La formation des monopoéles pourrait étre suivie de la formation
de cordes par une suite de brisures de la forme

G KxUQl) K. (3.4.60)

La premiére transition de phase donne lieu & la formation de monopoles et la seconde forme
des cordes cosmiques. Dans ce type de scénario, les paires monopoles/anti-monopdles peuvent
alors étre reliées par les cordes cosmiques ce qui entrainerait leur annihilation avec une grande
efficacité. Le probléme de ce scénario est sa grande dépendance dans la microstructure et les
paramétres du secteur de Higgs (représentations, température critique notamment).

Une autre solution, plus drastique, serait d’abandonner la notion de GUT et de plonge-
ment du MS dans un groupe de symétrie simple & haute énergie. Dans ce cas, il n’y a pas
nécessairement de brisure de symétrie qui donne lieu & la formation de monopéles. Cette
solution ne sera pas considérée dans cette thése puisque le cadre de la Grande Unification
supersymétrique est choisi comme cadre de travail. La solution la plus naturelle est alors celle
d’une phase d’inflation (voir chapitre 4).

3.4.4 Cordes cosmiques

Un mécanisme de Higgs donnant lieu a la formation de cordes cosmiques est détaillé dans la
section 3.2, cas abélien. Les cordes cosmiques se forment typiquement lors de la brisure d’une
symétrie U(1) ou lors de toute brisure de la forme G — H X Z,. Dans le premier cas, on parle
de cordes “abéliennes” tandis que dans le second cas on parle de formation de “cordes Z,,”. Nous
venons de voir que les monopoles et les murs de domaine sont trés difficilement compatibles
avec les observations cosmologiques. Ils correspondent & des défauts topologiques de dimension
spatiale 0 et 2 respectivement. Etudions maintenant les conséquences cosmologiques de la
formation de défauts topologiques linéaires.
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Evolution cosmologique

Les signatures observationnelles et les conséquences cosmologiques des cordes cosmiques
ont une évolution radicalement différente de celle des monopéles. Voyons dans un premier
temps quelle est la distribution initiale des cordes juste aprés leur formation puis l'action
régissant 1’évolution d’une ou plusieurs cordes et enfin les conséquences des intercommutations
entre cordes.

Peu de temps aprés la transition de phase, une fois la température T inférieure a la
température de Ginzburg, les configurations du champ de Higgs sont figées. En ordre de
grandeur il y a une corde cosmique par régions séparées par la longueur de corrélation &. La
distribution initiale est bien modélisée par ’algorithme de T. Vachaspati et A. Vilenkin [41] qui
aloue, sur une grille cubique de pas &, une phase aléatoire parmis les valeurs 0, 27/3, 47/3.
Suivant ’enroulement de la phase il est ensuite possible d’identifier les cubes & l'intérieur
desquels passe une corde cosmique. On aboutit & une situation initiale similaire & celle de la
Fig. 3.6 page 79. Initiallement, la distribution compte 80% de cordes “infinies”” et 20% de
boucles.

Les cordes de Nambu-Goto (NG) sont les cordes cosmiques les plus simples, c’est-a-dire
sans structure interne et infiniment fines. Elles sont décrites par un lagrangien trés simple
L = —pgtr, ol pgr est 'énergie par unité de longueur de la corde. On montre que cette
énergie est [30]

p = 2107 age(N/2€2) (3.4.61)

ou 7 est la valeur du module du champ de Higgs dans 1’état fondamental défini au début de la
section 3.2 et oll asgr(A/2€?) est une fonction faiblement croissante, proche de 'unité [30]. De
maniére équivalente, on introduit usuellement la grandeur sans dimension Gx st = (7/mp1)?
pour désigner la masse des cordes. Pour une corde formée & une énergie de GUT (n ~ 106
GeV), on a donc Gy pstr ~ 1078, C’est le paramétre naturel pour décrire les effets gravita-
tionnels d’une ou de plusieurs cordes cosmiques.

La surface balayée par une corde cosmique peut étre repérée par deux coordonnées, une
temporelle ¢° et une spatiale ¢!. On peut définir dans ’espace-temps du fond de métrique
9uv, une métrique induite

ozt oxr”
Yab = guua—@a—cb )

avec a,b =0, 1. L’action d’une corde de Nambu-Goto s’écrit

§= [VALEC = —ar [ VFEC, (3.4.62)

ou v est le déterminant de la métrique .- A partir de cette action, il est possible de tirer
les équations du mouvement, par différentiation vis a vis de z#({%), ou le tenseur énergie-
impulsion par différentiation vis & vis de la métrique g,,. Cela permet de calculer I’énergie
par unité de longueur ugr par intégration de sa composante temporelle sur les coordonnées
autres que longitudinale. Cela permet aussi de définir la tension de la corde, Ty, comme la
composante zz du tenseur énergie-impulsion intégré sur les mémes coordonnées. On montre
que, tant que 'invariance de Lorentz le long de la corde est conservé, c’est-a-dire tant que la
corde n’est pas parcourue par des courants, cette tension est nécessairement égale a la masse
par unité de longueur Tyt = fhgtr-

Les équations du mouvement des cordes requiérent une résolution numérique pour 1’étude
de I’évolution d’un réseau de cordes cosmiques. A ce jour, il existe deux codes pour I’étude de
cordes cosmiques locales (issue de la brisure d’une symétrie locale) décrivant leur évolution en

"On appelle corde infinie une corde de taille supérieure au rayon de Hubble.
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espace-temps de FLRW [45] : celui de B. Allen et P. Shellard repris par C. Martins et celui de
D. Bennett et F. Bouchet, amélioré et parallélisé par C. Ringeval. Il existe en outre plusieurs
codes permettant 1’étude de 1’évolution de réseaux de cordes en espace temps de Minkowski
(voir par exemple [46]). Cela donne une information sur la maniére dont évoluent ces objets
mais ne peut étre utilisé pour une étude cosmologique. Notons enfin que cette évolution est
différente dans la phase dominée par le rayonnement ou la phase dominée par la matiére.

Si deux cordes cosmiques se coupent, elles échangent leur brins avec une probabilité qui
dépend de la micro-structure des cordes. Pour des cordes qui ne sont parcourues par aucun
courant, cordes de NG, cette probabilité est égale a 1. Lors de ces intercommutations, il y a
formation de boucles de cordes de plus en plus petites, & partir de cordes initialement infinies.
Cela donne lieu & des boucles présentant des points anguleux (kink en anglais), régions a
partir desquelles, les cordes cosmiques émettent du rayonnement gravitationnel fort. Cette
émission entraine une perte d’énergie des boucles de cordes qui décroissent et disparaissent
au cours du temps sous 'effet de leur tension. Notons que les cordes infinies aussi présente au
cours de leur évolution des kinks et émettent donc des ondes gravitationnelles.

Dans le cas de cordes parcourues par des courants (possibilité proposée par E. Witten [42]),
un grand nombre de phénoménes électromagnétiques enrichissent la phénoménologie de tels
objets (voir par exemple [44]). Une premiére propriété importante est que la tension de la
cordes équilibre parfaitement la force centrifuge de la corde due & l’existence d’un moment
cinétique. Ces boucles de cordes sont des états d’équilibre : elles sont appelées vortons. Leur
stabilité est fortement dépendante du modéle et en particulier des particules qui forment
les courants, leurs couplages, de I’histoire des brisures de symétrie aprés leur formation [43].
Leur existence, en cas de trop grande stabilité, peut étre incompatible avec les contraintes
observationnelles actuelles si ils venaient & dominer 'univers aujourd’hui ou & I’époque de la
nucléosynthése primordiale par exemple.

Les codes d’évolution des cordes ont montré [44] dans un premier temps, que les réseaux de
cordes cosmiques produit par intercommutations successives des boucles de cordes a partir de
cordes infinies. Ces boucles forment par le méme mécanisme des boucles encore plus petites.
Ces boucles, une fois de taille plus petite que la longueur de Hubble, perdent de 1’énergie
par émission de rayonnement gravitationnel (et peut étre émission d’autres particules) par
leurs points anguleux. A la fin de I’ére de matiére, les cordes cosmiques sont en quasi-totalité
des boucles, avec quelques cordes de taille cosmologique. La seconde conclusion est que le
réseau de cordes atteint un régime d’échelle ce qui signifie que la densité d’énergie des cordes
par rapport & la densité totale d’énergie devient stationnaire. Cela est fondamental car cela
permet aux cordes de jouer un réle cosmologique non négligeable sans pour autant en venir
4 dominer 'univers (cas des monopoles) ce qui obligerait a trouver des mécanismes pour les
éliminer. Cette évolution est modélisée et représentée sur la Fig. 3.6 en fin de chapitre.

Ondes gravitationnelles

Comme nous ’avons présenté dans la section précédente, lors des intercommutations de
deux cordes, il y a échange des brins au point d’intersection. Au cours de son évolution,
les boucles de cordes oscillent sous l’effet de leur tension. Elles produisent un fond d’ondes
gravitationnelles stochastique, émis sur une large fenétre en fréquence. En effet, pour une
boucle de corde de masse M et d’énergie par unité de longueur y, on définit la “longueur
invariante” L = M /u. Les fréquences d’émission de cette boucle sont alors données par

wp = 4mn/L . (3.4.63)

Une réseau de cordes qui évolue et forme & toutes les époques des boucles de cordes de
toutes tailles, émet un fond d’ondes gravitationnelles de fréquences trés variées. Le calcul de
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Iintensité de ce fond requiert ’étude de la quantité d’énergie des boucles de cordes qui est
transféré en émission gravitionelle. Le taux de perte d’énergie est donné par [30]

E =T4Gn p? . (3.4.64)

Le facteur numérique I',q est indépendant de la taille de la boucle qui oscille; il vaut en
moyenne ['yoq ~ 50 —100. On peut de ce fait construire le temps de vie d’une boucle de masse
M et taille L = M/p par le rapport

M L

T=—"=="=".

E 1—‘rad G’N 1%
Les détecteurs d’ondes gravitationnelles actuels VIRGO®, LIGO? et surtout futurs (LISA'®
par exemple) pourraient permettre d’atteindre des seuils de sensibilité suffisant pour mesurer
ce fond d’ondes gravitationnelles [48].

Fond Diffus Cosmologique

Un second effet gravitationnel d’une corde cosmique est son interaction avec les photons
du CMB et donc la génération d’anisotropies de température. L’origine de ce phénoméne est
la forme de la métrique autour de la corde cosmique (voir Fig. 3.5 et section suivante). Cette
figure illustre le fait que si deux corps se déplacent perpendiculairement & la corde et avec une
vitesse relative nulle, en passant autour d’une corde, leurs trajectoires sont modifiées et leur
vitesse relative devient non nulle : les deux coprs se rapprochent. N. Kaiser et A. Stebbins ont
appliqué ce phénomeéne au cas oul les deux corps sont ’observateur et un photon du CMB. Ils
ont montré [47| que par simple effet Doppler, si une corde alignée suivant le vecteur unitaire
t se déplace a la vitesse v (par rapport au photons du CMB) et passe entre I’observateur et
les photons du CMB, alors la vitesse relative des deux (photons et observateur) est modifiée.
Cela implique une modification de la fréquence du photon regu soit une anisotropie

0T

T (n) =81Gnpyn - (v xt), (3.4.65)

oll 1 est le vecteur unitaire le long de la ligne de visée, v = |v| et v = (1 — v?)71/2 est le
facteur de Lorentz de la corde. La carte des anisotropies dues & un réseau de cordes cosmiques
évoluant entre nous et la surface de derniére diffusion peut étre obtenue en superposant toutes
les contributions de toutes les cordes cosmiques présentes entre les redshifts 0 et zgec-

Ces anisotropies du CMB peuvent étre étudiée par leur statistique c’est a dire la connais-
sance de leurs fonctions de corrélation. C’est la fonction & deux points qui est principalement
étudiée méme si les fonctions d’ordre plus élevée seraient plus adaptée pour la recherche de
signature. La raisons est que les cordes cosmiques générent des anisotropies non gaussiennes.
Pour définir la fonction de corrélation & deux points, on décompose les anisotropies sur la
base des harmoniques sphériques Y,"

o0 £
%T(n) =>">" am¥". (3.4.66)

=2 m=—¢

On peut ainsi calculer le moment multipolaire Cp

V4
— 1 2
Ce=5 i1 mzz|a@m| : (3.4.67)

8http ://www.virgo.infn.it/
thtp ://www.ligo.caltech.edu/
Ohttp ://lisa.jpl.nasa.gov/
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Le spectre de puissance Cy pour un réseau de cordes locales en espace de FLRW, et
pour une évolution cosmologique compléte est un calcul trés complexe. Différents travaux
ont pour le moment permis de mettre en évidence certaines caractéristiques générales de ce
spectre. On sait que les cordes cosmiques générent des fluctuations de température qui ne
possédent pas une statistique gaussienne. Cela a pour effet de mélanger la puissance entre
différents multipoles et le spectre qui en résulte est plus étalé que dans le cas d’une origine
inflationnaire qui génére des fluctuations gaussiennes. Il est possible de comparer un spectre
de cordes globales avec les données de CMB [49], comparaison représentée sur la Fig. 3.4.
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FiG. 3.4: Comparaison entre les données Boomerang, Maxima, et Dasi et comparaison avec
un spectre de cordes cosmiques globales. Figure tirée de [49].

M. Landriau et P. Shellard ont étudié plus récemment [50] I’évolution partielle d’un réseau
de cordes locales et prédit le spectre de puissance a trés grandes échelles (petits £) pour des
cordes locales dans une cosmologie réaliste. Des études sont en cours [51] pour connaitre le
spectre de cordes globales complet simulé pour un espace de FLRW. Cette étude permettra
de connaitre 1’effet des grandes et des petites échelles grace a une analyse de I’évolution d’un
réseau de cordes dans les deux éres de radiation et de matiére ainsi que lors de la transition
entre les deux éres.

En conclusion, il est aujourd’hui clair que les cordes cosmiques, étant des sources d’ani-
sotropies non gaussiennes, ne peuvent 3 elles seules rendre compte du spectre observé, et ce
depuis que des pics accoustiques ont été mis en évidence par COBE (voir Fig. 3.4). Ceci tra-
duit une origine adiabatique pour les fluctuations primordiales, ce qui favorise les scénarios
inflationnaire pour les fluctuations primordiales. Cependant rien n’empéche que les cordes
cosmiques contribuent au spectre de puissance des fluctuations. Comme ’ont initié les au-
teurs de [49], le plus intéressant est de contraindre la contribution A de cordes cosmiques a
l’anisotropie quadrupolaire (£ = 2) par exemple. A partir des plus récentes données CMB du
satellite WMAP [143], combinées aux données de I’expérience SDSS, une analyse Monte-Carlo
sur 8 parameétres dont six paramétres cosmologiques [52] a montré que, a 95% de degré de
confiance,

Acs S 14% . (3.4.68)

Une analyse indépendante, plus récente vient d’étre proposée par A. Fraisse [53] avec une
analyse Monte-Carlo sur sept paramétres. Elle conclue & une contrainte moins forte (a 95%
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de degré de confiance)

‘ACS <

~J

23% , (3.4.69)

et une contribution nulle est compatible avec les données a ce degré de confiance. Une contri-
bution nulle n’est exclue qu’a 1 o (68%) et le meilleur ajustement des données est obtenue
pour Aq ~ 4%. Ces deux études obtiennent des résultats compatibles malgré le fait que la
seconde étude utilise un spectre de cordes globales alors que la premiére utilise un spectre
de cordes locales & partir du code & une échelle de Martins et Shellard [45]. Les données
CMB ne peuvent donc pour le moment pas exclure une contribution sous-dominante mais
non négligable de cordes cosmiques aux fluctuations de température du CMB. Comme nous
le montrerons au chapitre 8, cela permet en effet de contraindre fortement les paramétres de
I’histoire de I'univers primordial.

Lentille gravitationnelle et rayons cosmiques

Notons que d’autres effets observables existent pour la détection de cordes cosmiques
dans l'univers. Une corde cosmique infinie peut jouer le role de lentille gravitationnel [54],
en exploitant le fait que la métrique autour de la corde est conique, c’est-a-dire plate avec
un angle manquant. On montre [30] que cet angle est proportionnel a 1’énergie par unité de
longueur de corde

06 ~ 8GN 1 - (3.4.70)

Ainsi les rayons lumineux qui passe & proximité d’une corde de taille cosmologique sont déviés
par sa métrique comme l'illustre la Fig. 3.5.

FiG. 3.5: Ilustration de la forme conique de la métrique autour d’une corde cosmique. Elle
est plate mais présente un angle manquant proportionnel au paramétre de masse de la corde
G\ - Tmage de C. Ringeval.

La signature de l’effet de lentille par une corde cosmique est unique par rapport i un
effet de lentille par une distribution de matiére non linéaire. En effet dans le cas d’'un effet
de lentille par une corde, seules deux images identiques d'un objet plus lointain sont formées.
L’angle de séparation des images permet de remonter au parameétre de masse de la corde
Gx i En outre, plusieurs effets de lentille doivent pouvoir étre observés tout au long de la
corde. Récemment des investigations sur de larges champs de données optiques ont été lancées.

Un second effet observable des cordes cosmique est celui de source pour I’émission de rayons
cosmique de ultra-haute énergie [56]. Il est en effet difficile d’expliquer que les détecteurs de
I'expérience AGASA aient détecté [55] des rayons cosmiques & des énergies au-dela de limite
GZK (du nom des trois chercheurs qui l'ont introduite Greisen, Zatsepin et Kuz’min). Au-
dela d’une énergie de 5 x 10 eV, un rayon cosmique supposé étre un proton interagit avec
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forcément avec les photons du CMB et perd son énergie pour former des pions ou autres
particules. En conséquence un rayon cosmique de cette énergie ne peut étre observé que s’il
est émit dans notre voisinage (4 moins de 10 Mpc). Or dans cette région, aucune source
astrophysique ne semble pouvoir expliquer des rayons cosmiques d’une telle énergie.

Les cordes supraconductrice sont parcourues par des courants et ont une distribution ho-
mogéne autour de la Terre. Elles peuvent émettre des particules & des énergies au-dela de
la limite GZK. Si les cordes sont responsables de 1’émission de ces rayons cosmiques, elles
peuvent émettre [56] des états liés de particules massives, et leur signature est unique (spectre
de raies et origine isotrope des rayons cosmiques) ce qui rend le modéle falsifiable et donc inté-
ressant. D’autres signatures existent pour identifier si les cordes cosmiques sont responsables
des rayons cosmiques de ultra hautes énergies, notamment la nature des rayons cosmiques
primaires (ceux qui créent la gerbe en arrivant dans l’atmosphére). Les données venant du
projet Auger'! en Argentine devrait dans les années qui viennent étre en mesure d’infirmer
ou confirmer I’existence de la coupure GZK et ce modéle.

Nous concluerons ce chapitre en insistant sur le fait que malgré la richesse des signa-
tures observables de la présence de cordes cosmiques, aucune détection ferme n’a été faite.
Récemment, certaines équipes ont émis 'hypothése d’une observation de corde cosmique par
effet de lentille gravitationnelle [57] ou dans le CMB [58] mais ’état actuel reste de 'ordre
de I'hypothése. C’est la raison pour laquelle nous allons étudier au chapitre 7 la généricité
des cordes cosmiques dans les modéles théoriques, dans le cadre de la Grande Unification
supersymétrique (SUSY GUTs).

3.5 Deéfauts non topologiques

Il existe une classe de défauts dont nous n’avons pas encore parlés car ils ne font pas partie
a proprement parler des défauts topologiques. Ces “défauts de plongement” (traduction de
embedded defects) [59] ne sont pas produits sous les mémes critéres que les défauts topologiques
et n’ont pas, de ce fait, la méme stabilité ce qui influe sur leur réle en cosmologie [60].
L’intérét de 1’étude fine des ces objets est que leur formation est prédite lors de la brisure
électro-faible méme si aucun défaut vraiment topologique ne se forme. Dans ce cas, des défauts
linéaires se forment, appelé cordes électro-faibles ou cordes semi-locales. Nous verrons aussi au
chapitre 7 que ces défauts se forment aussi fréquemment dans les GUT. Nous allons rapidement
dans cette section présenter la maniére dont ces objets se forment et leurs conséquences
observationnelles.

3.56.1 Formation

L’étude de la formation de défauts de plongement ne fait que partiellement appel aux outils
de la topologie introduits & la section 3.3. Considérons une brisure de symétrie G — H réalisée
par un champ de Higgs ® soumis & un potentiel V(®). Le groupe G n’est pas forcément simple.
Pour illustrer le propos, on peut consulter les exemples donnés dans la seconde référence
de [59]. La premiére étape est d’identifier deux sous-groupes Gemp C G et Hemp C H. Parmis
les générateurs de G, on note J, ceux qui sont aussi générateurs de Gemp, et Jg les autres.
Nous allons nous intéresser a la situation o1, lorsque ® acquiert une VEV non nulle (®)y, il
entraine la brisure de G, et celle de Gemp

G ,
(3.5.71)

“http ://auger.cnrs.fr/.



3.5 Défauts non topologiques 77

et nous allons considérer le cas ou cette seconde brisure de symétrie entraine la formation de
défauts topologiques
Tn[Gemb/Hemp] # I, pour 0<n<3. (3.5.72)

11 est possible de décomposer le champ de Higgs en deux composantes ® = +¢ | telles que
1) soit dans une représentation irréductible non triviale de Gemp. La brisure de ce groupe par
la composante 1, puisqu’elle forme des défauts, donne lieu & une configuration des champs
de higgs Yemp et de jauge [Aﬁ]emb décrivant le défaut. La seconde étape est d’écrire une
configuration de champ pour décrire la solution de défaut.

<I)emb = "pemb ’
AL = [A% g (3.5.73)
Al =0,

ou l'indice o correspond aux champs associés aux générateurs de Geyp €t 8 aux autres géné-
rateurs.

La derniére étape consiste a vérifier [59] que cette configuration satisfait aux équations du
mouvement de la théorie compléte. La premiére est une condition d’énergie minimale

OV (Pemp)
01

Cela signifie que cette configuration de champ candidate doit représenter un minimum du
potentiel pour qu’il y ait bien formation du défaut de plongement. La seconde contrainte
impose une condition d’orthogonalité entre les composantes 1 et les transformations de la
configuration ®¢my, par les générateurs Jg.

D’apres T. Vachaspati, les contraintes de la derniére étape sont facilement réalisées. De
plus, il est aisé de trouver une brisure Gemp — Hemb qui donne des cordes car tous les groupes
de Lie sur qui il est possible de construire une théorie de GUT possédent Geyp = U(1) comme
sous-groupe. En choisissant donc Hemp = I, on voit que la formation de cordes de plongement
est trés générique.

Mais la formation de ces défauts ne présume en rien de leur stabilité. En effet, la topo-
logie de la variété de vide étant globalement triviale, ces défauts de plongement souffrent
d’instabilité ce qui a des conséquences sur leurs effets cosmologiques.

=0. (3.5.74)

3.5.2 Conséquences observationnelles

La formation de défauts de plongement est différente du cas topologique dans le sens ou
globalement la variété des vides a une topologie triviale. Il en résulte une instabilité de la
configuration de champ donnant lieu au défaut. Leur dynamique a aussi tendance a les rendre
instables [61].

Il a été montré que les monopdles de plongement souffre de l'instabilité de “Brandt-Neri-
Coleman” [62]. Il en est de méme de tout les défauts globaux de plongement [59]. Si ces objets
sont instables, il semble clair que sans un mécanisme qui les stabiliserait, ils ne peuvent jouer
aucun roéle en cosmologie.

Les cordes locales de plongement sont quant & elles instables génériquement hormis pour
certaines valeurs des paramétres de la micro-physique. Ainsi, les cordes électro-faibles pour-
raient pour certaines valeurs de ’angle de mélange Oy étre stables. De maniére générale, la
micro-physique n’est pas connue si ’on considére des défauts qui se forment lors des brisures
de symétrie a plus haute énergie. Indépendamment de la micro-physique, un mécanisme a
été proposé pour stabiliser ces cordes de plongement [63] par des effets d’interaction avec le
plasma de photons. Ce mécanisme semble assez générique mais des études manquent pour
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quantifier la durée de vie qui en résulte pour les cordes. Si cette durée de vie est de taille cos-
mologique, les cordes auraient alors des conséquences similaires & celui des cordes cosmiques
(topologiques). Pour cette raison, au chapitre 7, leur formation dans les modéles de GUT sera
étudiée au méme titre que les cordes cosmique tout en sachant que les contraintes qui peuvent
étre tirée dépendent des paramétres de la théorie.
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FiG. 3.6: En haut, situation initiale pour un réseau de cordes cosmique issus de l'algorithme
de Vachaspati Vilenkin. La taille de la simulation est 18£. En bas, réseau de cordes cosmiques
une fois avoir évolué jusqu’a la fin de I’ére de matiére. La simulation est ici arretée lorsque la
taille comobile d’univers atteint la taille de Hubble. En rouge sont représentées les boucles de
cordes tandis que les cordes plus grande que la taille de Hubble sont représentées en blanc.
Cela illustre la formation massive au cours de 1’évolution de boucle de cordes de toutes tailles.
C’est de cette maniére puis par émission de rayonnement gravitationnel que le réseau perd de
I’énergie et atteint une régime d*échelle”. Images de C. Ringeval.
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CHAPITRE 4
L 'inflation
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L’inflation [64] est une période supposée de l'histoire de I'univers ou celui-ci a été en
expansion accélérée. Elle parait aujourd’hui incontournable tant le nombre de probléme de
la cosmologie qu’elle permet de résoudre est grand. En outre, elle permet la génération de
fluctuations de densité qui par croissance ont donné lieu aux grandes structures. Ces modéles
ont prédit certaines propriétés des fluctuations primordiales, prédictions qui se sont révélées
vérifiées par différentes expériences de détection des fluctuations du fond diffus cosmologique
(CMB) : origine principalement adiabatique des fluctuations primordiales, platitude de 'uni-
vers, spectre des fluctuations invariant d’échelle.

L’inflation est générée par un champ scalaire, I'inflaton, dont la dynamique est décrite par
un potentiel devant simplement étre trés plat. Tout comme le mécanisme de Higgs, l'inflation
est donc basée sur 'existence de champs scalaires qui n’ont pour le moment pas encore été
découverts. Le potentiel dans lequel se trouve l'inflaton peut aujourd’hui étre contraint avec
la précision croissante des mesures des anisotropies du CMB.
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Dans ce chapitre, nous allons présenter dans un premier temps le paradigme de 'inflation
en roulement lent puis nous montrerons comment cette phase d’inflation permet de résoudre un
certain nombre de probléme de la cosmologie. Ensuite nous présenterons trois grandes classes
de modéles avec leurs prédictions. Dans un second temps nous présenterons la génération des
fluctuations de densité de matiére dans 1'univers primordial et nous ferons le lien entre les
prédictions des modéles et les observables du fond diffus cosmologique.

Je ferai abondamment référence a [65, 66] pour le mécanisme de l'inflation en général et
sur les aspects de construction de modéles. On trouvera dans [67, 68, 71| des présentations
générales plus rapides et pédagogiques. Pour la description des perturbations générées par
I'inflation, je ferais référence a [77, 81]. Pour faire le lien entre les perturbations générées par
I'inflation et le spectre du CMB détecté aujourd’hui, on pourra consulter [83, 7].

4.1 Dynamique de l'inflation

4.1.1 Accélération de I'expansion

Pour avoir une phase d’expansion accélérée, il faut trouver une forme d’énergie dominant
la dynamique de 'univers qui permette d’obtenir un facteur de décélération négatif

i p+3P
g=-———> =0T ¢

—_— = . 4.1.1
aH2 2pcrit 0 ( )

La seconde égalité est obtenue grace aux équations de Friedmann Eqs. (1.2.15). Il est donc
nécessaire de trouver un fluide dont 1’équation d’état contenu de l'univers vérifie p < —3P.

Nous avons vu au chapitre 1 que la domination d’une constante cosmologique satisfait &
cette inégalité car dans ce cas, P = —p. Cependant une phase dominée par une constante
cosmologique donne lieu & une expansion exponentielle éternelle de I'univers puisque durant
cette période la densité d’énergie de la radiation et de la matiére diminue tandis que la densité
d’énergie de la constante cosmologique est constante. Il n’est donc pas possible de terminer
I'inflation ni d’obtenir ensuite une ére dominée par la radiation pour reprendre 1'évolution
standard de 1'univers.

Dans le modéle d’inflation, la forme d’énergie qui domine la dynamique de I'univers est
un champ scalaire ¢, Uinflaton, plongé dans un potentiel V(¢) devant satisfaire certaines
contraintes. Supposons donc que le champ ¢ est décrit par un lagrangien

Liibre = % 0 d —V(9) . (4.1.2)
Son tenseur énergie-impulsion s’écrit
TV = —0,40"$ + 8" %awa&/) “v)l , (4.1.3)
ce qui permet de définir un densité d’énergie p = —T( et une pression P telle que Tij = P(Sg .
Cela permet de montrer que
p=F12+V($), P=¢/2-V(¢). (4.1.4)

Si on suppose que le potentiel V(¢) est trés plat, ’énergie potentiel est trés supérieure a
Iénergie cinétique ¢ < V(¢), alors l'inflaton peut étre assimilé a un fluide parfait de den-
sité d’énergie et de pression respectivement proche de V(¢) et —V(¢), ce qui vérifie bien
I’Eq. (4.1.1). On en déduit que pendant l'inflation, la premiére équation de Friedmann s’écrit

(1) = ?V[qﬁ(t)] . (4.1.5)
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Dans ’hypotheése ou le potentiel est trés plat, V[¢(t)] ~ cste et I’évolution du facteur d’échelle
au cours du temps est proche de celle d’un espace-temps de de Sitter a(t)/a(t;) ~ exp[H (t—t;)]
et le paramétre de Hubble est presque constant .

4.1.2 Champ d’inflaton en roulement lent

Pour connaitre I’évolution du champ ¢(t), il faut varier son action

S¢ = /d4.’13 V=g (»Clibre + /Ccoupl) , (4.1.6)

ol l'on a introduit en plus du lagrangien précédent, un terme de couplage Loupr du champ
¢ avec les autres particules du MS. On supposera que ce lagrangien permet & 'inflaton de se
désintégrer en des particules dites “légéres” puisque nécessairement plus légéres que l'inflaton.
La variation de ’action permet d’établir I’équation d’évolution compléte

b+3Hp+Th+V'(p) =0, (4.1.7)

ou le ' désigne la dérivation par rapport a ¢, et ou le ~ désigne la dérivation par rapport au
temps cosmique ¢ et ou I' est la largeur de désintégration issue du lagrangien Loupi- On va
supposer que cette largeur de désintégration induit un temps de désintégration tq = ['"! trés
grand devant le temps de Hubble H~!. Dans ce cas le terme proportionnel & T' peut étre
négligé et I’équation précédente devient

d+3Hp+V' () =0. (4.1.8)

Supposons en outre que U'inflaton posséde un potentiel tellement plat que sa variation est tres
faible et que de ce fait le terme ¢ est négligeable devant le terme de friction proportionnel a
¢. L’équation d’évolution Eq. (4.1.8) se réduit alors a

3H$=-V'(¢) (4.1.9)

ce qui permet d’écrire

V(g V()

¢=— + H () . 4.1.10
() s (4110
L’hypothése précédente de négliger le terme en é n’est donc valide que si
2 ! 2 2 "
_ mp [V'(9) _ mp | V7(¢)
=—0 |—= 1 = —=|—= 1. 4.1.11
T6m [V(qs) <1 =g 1 | € (4.1.11)

Les paramétres € et 7 sont appelés paramétres de roulement lent! : ils décrivent I’écart du
potentiel inflationnaire par rapport a la platitude parfaite. Pour qu’une phase d’inflation en
roulement lent puisse avoir lieu, il faut et il suffit que ces paramétres soient petits devant
I'unité. Dans tous les cas, € ~ 1 entraine nécessairement la fin de I'inflation. Pour décrire la
dynamique de ces deux paramétres il est utile de définir un troisiéme parameétre de roulement

lent,
VIV
= Jv[,%.lT : (4.1.12)

La fin de l'inflation en roulement lent se produit dés que 'un de ces paramétres est de
I'ordre de 1, et on notera ¢ la valeur du champ a ce moment. On peut définir un temps de

!Traduction de slow roll.
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fin d’inflation ¢y ~ H '(¢s). On mesure usuellement la durée de inflation par le nombre
d’e-fold N entre le début et la fin de l'inflation défini par

N(¢i = ¢5) =In [Z((Z))] : (4.1.13)

ce qui correspond au nombre de facteur e dont augmente le facteur d’échelle pendant 1'in-
flation, a(tf) = a(t;)e”¥. On montre que ce nombre N peut étre exprimer en fonction du
potentiel

Vv
VI

Ly by
(#)
N(¢; = ¢5) = | Hdt = —8nGx do . (4.1.14)

Un autre ensemble de paramétres de roulement lent peut étre utilisé pour paramétrer le
potentiel inflationnaire [69]. Ils sont définis par
H(N;) _ dln|ep|
, €En+1 =
H(N) dN

(4.1.15)

ol N; est le nombre d’e-fold & une date ¢; donnée et N est le nombre d’e-fold entre entre t;
et une date . On peut vérifier que €1 = € et que les paramétres suivants paramétrisent les
dérivées successives du potentiel. Ainsi, les correspondances s’écrivent

€6=¢€¢, € =2—279, 6263:462—6677+2§2,... . (4.1.16)

Dans cette paramétrisation, les €, sont tous du méme ordre de grandeur et la condition de
roulement lent s’écrit |e,| < 1, pour tout n > 0. L’intérét de cette paramétrisation est de
définir les parameétres & partir de grandeurs géométrique indépendante du modéle : les ¢, sont
en effet le rayon de Hubble et ses dérivées successives. De ce fait, cette paramétrisation est
par exemple toujours valable méme dans le cas d’'un modéle & plusieurs champs.

4.1.3 Fin de l'inflation et réchauffage post-inflationnaire

A la fin de Vinflation, le terme ¢ devient dominant sur le terme de friction en ¢ dans
I’Eq.(4.1.8). L’équation d’évolution se raméne donc & celle d'un oscillateur amorti. L’énergie
perdue par friction est donnée par

d

) 1. .

en utilisant U'Eq.(4.1.8) et le fait que p = ¢2/2+ V et P = ¢2/2 — V. En moyennant P sur
une oscillation de ¢, on peut en déduire que p x a~31+%) ou P = wp est ’équation d’état
du fluide a la fin de l'inflation. En supposant un potentiel V(¢) symétrique, on peut exprimer

cette équation d’état en fonction des caractéristiques de ’oscillation

T y max y
_ o 4t [5medg
- T - max i ’
Jo pdt [ (p/¢)dp
ol ¢max est la valeur du champ au maximum de ’oscillation.

Réintroduisons maintenant le terme de désintégration de I'Eq. (4.1.7). La perte d’énergie
de l'inflaton est maintenant due & une friction et une désintégration,

14+w

(4.1.18)

p= % B& + V(qﬁ)] = —(3H +1N¢?, (4.1.19)
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dont la solution est [67]

a —3(14w)
(t) ] expl— (1 + w)I(t — 1;)] - (4.1.20)

a(ty)

Le second et troisiéme facteur dans le coté droit de 1’égalité sont les effets de ’expansion et
de la désintégration de l'inflaton en particules légéres du MS. Toutes les particules présentes
avant l'inflation ont été diluées par un facteur (eN )3 et ne contribuent plus significativement 4
la densité d’énergie totale (on parle de vieille radiation). La désintégration de I'inflaton génére
une “nouvelle radiation” dont la densité d’énergie vérifie

o(t) = plty) [

pr=—4Hp, + 1 +w)lp . (4.1.21)

Les deux termes du coté droit représentent respectivement 1’effet de la dilution et le transfer
d’énergie venant de Iinflaton. Si on pose pr.(t;) = 0, on peut résoudre cette équation et obtenir
le densité d’énergie en fonction du temps. Dans le cas d’un potentiel V' (¢) = m?$?, on montre
que [67]

3 3 9 9

pr(t) = —plt |1+ Tt + —(Tt)" +...| , (4.1.22)

5 8 88
avec p = p(ts)(t/ty) 2 exp(—Tt). La densité d’énergie de radiation croit relativement & la
densité d’énergie de 'inflaton en oscillation. Les deux densités deviennent du méme ordre au
temps t; = I'"!. Aprés ce moment, l'univers entre dans une ére dominée par la radiation
et le modeéle standard de la cosmologie est retrouvé. La température & ce moment définit la
température de réchauffage post-inflationnaire Try = T(tg). Il est possible d’évaluer cette
température & partir de la conservation de l'entropie Eq. (1.3.39) et de ’évolution du facteur
d’échelle dans ’ére de radiation. On obtient [67]

Try = T 4.1.
RH (167r3g*) (Cmpy) ™~ (4.1.23)

ou g, est le nombre de degrés de liberté relativistes effectifs, donné au chapitre 1, Eq. (1.3.43).
11 existe des contraintes sur cette température de réchauffage post-inflationnaire. En effet, elle
fixe le niveau de production thermique des particules dans ce bain de radiation. Or la compo-
sition des éléments dans 1'univers est fortement contrainte par la nucléosynthése primordiale.
Dans le cadre supersymétrique, il existe notamment le danger d’une trop grande production
de gravitinos (le partenaire supersymétrique du graviton). Dans ce cadre, cette température
de réchauffage est limitée a Try < 109 GeV [120].

4.2 Inflation et problémes de la cosmologie

Un certain nombre de problémes du modéle standard de la cosmologie ont été mis en
évidence a la fin du chapitre 1. Nous allons montré dans cette section qu'un grand nombre
d’entre eux sont résolus par une phase d’inflation.

4.2.1 Probléme de la platitude

La probléme de la platitude avait montré [voir Eq. (1.4.54)] que Q = 0 était une solution
instable des équations de Friedmann mises sous la forme
d o

E(Qtot — 1) = H(L + 3w) Qe (Vo — 1) - (4.2.24)
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I

L

FiG. 4.1: Lorsqu’un objet initialement de courbure non nulle subit une inflation, sa géométrie
tend & devenir euclidienne. Figure tirée de [65].

Cependant cette conclusion est modifiée si 'univers est dominé pendant un temps par un
fluide vérifiant w < —1/3. Dans ce cas le membre de droite de 'Eq. (4.2.24) devient négatif
et la situation Q; = 0 devient alors un attracteur. La platitude de I'univers est donc une
prédiction de l'inflation. C’est ce que représente la Fig. 4.1.

Notons que inversement, mesurer un écart & cette platitude serait difficile & rendre com-
patible avec une phase d’inflation. Pour le moment les mesures de WMAP imposent & 68%
de degré de confiance [143]

1+ Q) = Quop = 1.0240.02 . (4.2.25)

ce qui est totalement compatible avec la platitude.

4.2.2 Probléme de I'horizon

L’observation du CMB montre que tout le ciel était & la méme température (4 1075 prés) au
moment du découplage et de I’émission des photons du fond diffus cosmologique. Or le calcul
de I'horizon des particules [Eq.(1.2.32)] & cette période, dans I’hypothése d’une domination de
I'univers par la radiation, donne une taille vue maintenant sous un angle de 0.86 ° sur le ciel.
Cela pose donc un probléme de causalité pour comprendre comment il est possible que toutes
ces sphéres de causalité (environ 14000 sur le ciel) soient thermalisées sans contact causal.

Supposons maintenant qu'une phase d’inflation ait précédé le moment du découplage.
Pendant la phase d’inflation, I’horizon des particules x, () s’écrit

t

X, (1) = th/ e‘ﬁ, ~ H_{ {exp[H(t —t;)] — 1} . (4.2.26)
t;

Cet horizon grandit donc exponentiellement pendant I'inflation et la fin de I'inflation (¢ = ty),
X, (tf) =~ H e, ot N = Hie(t; — ;) est le nombre d’e-fold total. Pendant oscillation de
I'inflaton et le réchauffage, 1’horizon est multiplié par un facteur ~ 10° [67], dépendant des
détails de la phase de réchauffage, notamment de sa température. Enfin, entre le réchauffage
a la température Try et aujourd’hui, cette longueur est encore modifiée d'un facteur Try /Ty,
puisqu’alors l'univers est dominé par une cosmologie standard. Pour résoudre le probléme de
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I'horizon il est nécessaire d’avoir suffisamment d’inflation (en terme du nombre d’e-fold) pour
rendre cet horizon au moins de la taille du rayon de hubble aujourd’hui (en fait 2H; 1) ce qui
correspond & 1’échelle la plus grande auxquelles une expérience mesurant les anisotropies du
CMB est sensible. En conclusion, la taille de ’horizon des particules au moment de 'inflation,
vu aujourd’hui, dj doit satisfaire

T

dy, = H}eN10° (%) > 2H;? (4.2.27)
0

Hi,s étant le facteur de Hubble pendant 'inflation. On en déduit un nombre d’e-fold devant

vérifier N > 60, si 'on suppose une inflation due & un potentiel V ~ M?*, avec M ~ 10'6

GeV.

4.2.3 Probléme des monopébles

Le probléme des monopoles a déja été discuté a la fin du chapitre 1 et au chapitre 3. Le
principe est que si & haute énergie les symétries du MS sont plongées dans un groupe simple
Ggur, lors de la succession de brisure de symétrie qui permettent d’aboutir & Gys, il y a
nécessairement une brisure de la forme

G- HxU(Q) . (4.2.28)

Or ce type de brisure donne lieu a la formation de monopoles (voir prop. 3.5 page 64). Nous
avons vu cependant, au chapitre 3 que la formation des monopoles donne lieu & une catastrophe
cosmologique puisque leur densité d’énergie tend a refermer 1'univers rapidement.

Cependant, une phase d’inflation qui dure environ N 2 60 e-fold entraine une augmenta-
tion du facteur d’échelle d’un facteur €% ~ 10%6. Ainsi, le volume est augmenté d’un facteur
107 et les densités d’énergie sont donc divisées par le méme facteur. Il est donc clair que
les monopoles ne peuvent plus dominer la dynamique de 1'univers aprés plus de 60 e-fold
d’inflation.

En conclusion, nous avons montré qu’une phase d’inflation qui se produirait avant le dé-
couplage et qui durerait au moins 60 e-fold si elle se produit 4 une énergie de 1'ordre de 10'6
GeV permet de résoudre les trois problémes précédents. Les contraintes sont de supposer que
I'inflaton évolue dans un potentiel trés plat mais pas parfaitement plat, et que son lagrangien
posséde des termes de couplage avec la matiére ordinaire de telle maniére qu’a la fin de l'infla-
tion I'inflaton se désintégre en particules ce qui donne lieu & une ére de radiation. Il existe aussi
des contraintes sur la température de réchauffage post-inflationnaire afin d’éviter un conflit
avec les observations de la nucléosynthése primordiale, dans le cadre supersymétrique [120].

4.3 Quelques modéles d’inflation

Il existe un grande nombre de modéles d’inflation distincts basés sur des potentiels pour
I'inflaton différents. On peut en classer un grand nombre dans les trois familles présentées
maintenant.

4.3.1 Modéles a grandes valeurs de I'inflaton

Ces modéles sont basés sur un potentiel pouvant se mettre sous la forme

V() = M* (iy : (4.3.29)

mpi
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FiG. 4.2: Trois classes de modéles d’inflation. De gauche & droite, les modéles & grandes valeur
du champ, les modéles a petite valeurs du champ, et les modéles hybrides.

V)

Tous les potentiels en loi de puissance sont donc regroupés dans cette classe. L’exemple typique
de ces modéles est “A\¢*". Les parameétres de roulement lent s’écrivent

p? (i>_2 ’ 5;@( ¢ >_2 , (4.3.30)

€= 167 mpl 167 m—p1

On peut aussi calculer le nombre d’e-fold

of
N,=In (“—f> = —8—Zl/¢'d¢' . (4.3.31)

En conséquence, on peut calculer les paramétres de roulement lent

___» _ 1
el—w, eg—m, (4.3.32)

donc ces modéles sont représentés par des droites dans le plan (€1, €2) de la Fig. 4.3.

Ces modéles, proposé par A. Linde [72]| sont I’exemple typique de potentiel ne possédant
pas de limite supérieure. Linde a montré que pour que pour ce type de modeéles, le champ
doit initialement avoir une trés grande valeur, ¢ 2 mp;. Pour motiver cette grande valeur de
Iinflaton, il a été suggéré que 'univers soit initialement dans un état chaotique c’est & dire que
les champs scalaires et 'inflaton en particulier posséde des valeurs aléatoires trés différentes
d’un endroit & 'autre.

Cependant la nécessité d’une valeur supérieure & la masse de Planck pour la valeur initiale
pose un probléme de cadre théorique (de physique des particules) pour la description du
modéle. De plus, pour pouvoir rendre compte des données du CMB avec ce modéle, il est
nécessaire que M/mp; < 1 ce qui n’est pas naturel dans certain cas. Par exemple, pour p = 4,
il est nécessaire d’imposer A = (M /mp)* ~ 10713,

4.3.2 Modéles a petites valeurs de I'inflaton

Pour ces modéles le potentiel est similaire & un potentiel de champ de Higgs puisque
I'inflaton va, & la fin, se trouver dans un état fondamental non nul, ¢ = u (voir Fig. 4.2). Le
potentiel peut génériquement se mettre sous la forme

V(¢) = M* [1 — (%)p] : (4.3.33)
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L’inflation se déroule lorsque l'inflaton a des valeurs petites devant u. Pour le potentiel pré-
cédent les paramétres de roulement lent sont donnés par

p? (mPl) 2 (¢/w)r?

T\ w ) T (@R’ (4334)
f— —c_Plp—1) (mm)2 (¢/p)P?
s\ u ) - (¢/wP]

4.3.3 Modéles d’inflation hybride

L’inflation hybride introduit un champ auxiliaire % couplé a l'inflaton ¢, champ qui per-
met uniquement de terminer I'inflation. Le premier modéle de ce type a été proposé par A.
Linde [74]

V(b %) = i/\(d)2 - M?)? + %quﬁZ + %)\I¢21/)2. (4.3.35)

Les valeurs initiales des champs scalaires sont un probléme délicat puisque cela demande
une connaissance précise de la maniére de décrire la physique autour et au-deld de la masse de
Planck et de connaitre I'état de I'univers avant I'inflation. Pour une étude de cette question, on
peut consulter [75]. Une seconde contrainte concernant les valeurs initiales des champs scalaires
est de réaliser une inflation suffisamment longue pour résoudre les probléme de ’horizon et des
monopdles. Plusieurs études [76] semblent montrer que les valeurs initiales qui le permettent
ne sont pas génériques hormis si 9 est initialement nul. Ceci semble étre un probléme de ces
modéles inflationnaires.

Supposons cependant que, comme pour l'inflation en loi de puissance, 'inflaton posséde
initialement une valeur grande devant sa valeur critique ¢. = M+/A/X et que le champs ¢ a
une valeur initiale proche de 0. Pendant la phase inflationnaire, le champ auxiliaire v s’annule
et le potentiel se met sous la forme

V(p,9) = %AM‘1 + %m2¢2 : (4.3.36)

L’inflation se déroule donc dans un minimum local du potentiel, ce qui explique la dénomina-
tion de False vacuum inflation [134].
De maniére générale tous les potentiels d’inflation hybride peuvent étre mis sous la forme

V(p) = M* [1 + (g)p] : (4.3.37)

ol M est I’échelle d’énergie caractéristique de I'inflation et p > ¢. Grace au potentiel complet
de I’Eq. (4.3.35), on peut vérifier que la fin de I'inflation est déclenchée lorsque 'inflaton atteint
une valeur critique ¢, = M+/A/X. Le champ 1 développe alors une VEV non nulle, ce qui
entraine la fin des conditions de roulement lent.

Ces modéles prédisent des paramétres de roulement lent qui vérifient

Z_i —9_ @ (%) , (4.3.38)

On peut vérifier que ces modéles prédisent un paramétre e < 0 et un indice spectral ng > 1
ce qui fait leur particularité. Nous verrons cependant au chapitre 6 que la version supersymé-
trique de ce modeéle prédit un indice spectral scalaire inférieur & 1.

Les prédictions de ces différentes classes de modéles concernant les paramétres de roule-
ment lent sont rassemblées et représentées sur la Fig. 4.3.
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F1G. 4.3: Les trois classes de modéles et leur prédictions quant aux paramétres de roulement
lent €1 et eo définis & I'Eq. (4.1.15). Figure tirée de [71].

4.3.4 Autres modéles

De nombreux autres modéles d’inflation existent [66, 70] suivant le champ utilisé pour
Iinflaton, suivant le cadre de physique des particules dans lequel on se place, suivant le
potentiel utilisé, suivant 'existence de contraintes sur la présence de termes renormalisables
dans le potentiel, suivante le nombre de champs scalaires contribuant & U'inflation, . ...

Dans le cadre de la Grande Unification supersymétrique (présentée au chapitre 5), nous
verrons que l'inflation hybride supersymétrique est un modeéle bien motivé du point de vue
de la physique des particules. Ce modéle sera présenté plus en détail au chapitre 6 et sera le
cadre de travail du chapitre 8.

4.4 Génération des fluctuations primordiales

Les perturbations cosmologiques sont issues des fluctuations quantiques lors de 'inflation,
fluctuations dont l’ordre de grandeur est donné par le parameétre de Hubble A¢ ~ H/27. Par
instabilité gravitationnelle, elles ont donné lieu par la suite aux grandes structures actuelles.
Nous allons maintenant introduire la description d’inhomogénéités dans l'univers et montrer
comment l'inflation peut générer ces perturbations. On suivra la description des Ref. [81, 71].

4.4.1 Perturbations cosmologiques

La meétrique plate (k = 0) de FLRW en temps conforme 7,

ds® = a®(1)(—d7? + 6;;dz'da?) , (4.4.39)
ol les indices 4,5 = 1,2,3 sont des indices spatiaux, décrit un espace-temps homogéne et
isotrope (principe cosmologique). Dans cette section nous allons décrire des écarts a cette
homogénéité. Les mesures d’anisotropie du CMB, §7"/T montre que ces écarts sont faibles et
qu’une théorie perturbative est adaptée. Pour décrire des perturbations, la premiére étape est
de perturber cette métrique

ds® = (g (7) + eplu (1, 2) + gmy (1,2) + - - ] datda” . (4.4.40)
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ol €, est un parametre quelconque petit devant 1'unité paramétrant le développement pertur-
batif.

De méme que la métrique, les champs décrivant la matiére au sens général, c’est & dire
le contenu en énergie de 'univers sont perturbés. Dans le cas qui nous intéresse, nous allons
considérer uniquement un champ scalaire quelconque, possédant une valeur homogene ¢(7)
dont la perturbation s’écrit

(1, @) = @(7) + b1, @) + 0P (1, @) + -+ . (4.4.41)

De maniére général, tout le tenseur énergie-impulsion peut étre perturbé de maniére analogue
au tenseur métrique
0 1 2(2
Ty =T + T + T3 + -+ (4.4.42)

Les équations du mouvement qui permettent de décrire I’évolution des perturbations £,,, et
dp sont les équations d’Einstein perturbées. Elles nécessitent l'introduction de perturbations
au tenseur d’Einstein

Gu =G0 +6G%) +G2) +--- (4.4.43)
ce qui permet d’écrire
0) _ BN 1) _ BNp(
GY) = ?TIS,) , GY)= ?T}W) , e (4.4.44)

Dans la suite, nous ne considérerons que les perturbations du premier ordre c’est & dire
proportionnelle & €,. Le tenseur de perturbation £, peut étre décomposé en composantes
scalaires, vectorielles et tensorielles [77]

ds? = aQ(T){—(1 — 2¢)d72 + 2(;B — S;)dzidr + [(1 — 2)6;
o (4.4.45)
+ 281'8]'E + 6,-Fj + ajﬂ + hij]diL‘ZdIJ} .

D’apreés ce que ’on a vu sur la résolution du probléme de platitude, nous avons considéré ici
les perturbations a une métrique spatialement plate. Des perturbations scalaires sont décrites
par les fonctions ¢, 1, E et B. Les grandeurs S; et F; vérifient 6°S; = 0'F; = 0 et décrivent
des perturbations vectorielles. Enfin h;; satisfait a hé = 0 et Oh;;/0z; = 0 et décrit des per-
turbations tensorielles c’est-a-dire des ondes gravitationnelles. Les perturbations vectorielles,
ne pouvant pas étre générées par l'inflation, seront négligées dans la suite de ce chapitre.
Dans le secteur scalaire, il existe un degré de liberté non physique que l’on peut éliminer
en choisissant une jauge particuliére ou en travaillant avec des grandeurs invariantes de jauge.
Cette démarche est adoptée dans ce qui suit. Deux grandeurs invariantes de jauge peuvent
étre introduites pour les composantes scalaires, appelés potentiels de Bardeen et définis par

!

=g+ %[a(B B, U=4- %(B —E), (4.4.46)

ou ' désigne la dérivation par rapport au temps conforme 7. On peut montrer que dans le cas
ol la matiére est décrite par un champ scalaire, les deux potentiels de Bardeen sont égaux et
le probléme se raméne & I’étude unique de ®. Dans le secteur de la matiére, on peut définir
la grandeur invariante de jauge

5™ = 6o + ' (B — E') (4.4.47)

Puisqu’on a considéré que les sections spatiales de la métrique sont plates et que 1’on travaille
au premier ordre en perturbation (ordre linéaire), il est utile de décomposer les potentiels en
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mode de Fourier ®(7,z) = [ ®(r, k)e’®®, car chaque mode évoluent de maniére indépendante.
Il en est de méme pour les perturbations tensorielles et les perturbations de I'inflaton.

La dynamique des deux grandeurs ® et d¢™ sont reliées par les équations d’Einstein
perturbées Eq. (4.4.44). La description des perturbations scalaires peut se réduire [77] a la
dynamique d'une unique variable [71] ugs o< (6™ + ¢'®/H). De méme dans le secteur ten-
soriel, une variable similaire p7 o< h;; permet de décrire la dynamique des perturbations. Les
deux types de perturbations, de nombre d’onde comobile k£ donné, obéissent au méme type

d’équation [71]

pr + wg’,T(ka T = per + [k* = Us;r ()] psr = 0. (4.4.48)

Elle peut s’interpréter comme 1’équation d’un oscillateur paramétrique dont la fréquence est
une fonction dépendante explicitement du temps, ou comme une équation de Schrodinger de
potentiel Ug . Les variables ps 7 sont intéressantes car les spectres de puissance des pertur-
bations scalaire P¢(k) et tensorielles Pp(k), quantités directement observables, s’expriment

ol

k3 | us ? 2k3 HT
13 (k 3 ‘ ‘ 4.4.49
Pb) =gz |45+ KR (4.4.49)
On peut en effet vérifier que si 'on introduit la variable[71]
2HD + &
c=_H5 _ Hore 5 (4.4.50)

20,y 3 1+w

ou w est I’équation d’état du fluide, alors on a bien défini de maniére standard un spectre
de puissance (272)6(k — K')P¢(k) = (¢*(k)¢(K')). On définit des indices spectraux afin de
paramétrer la dépendance en k de ces spectres

dlnk3 In k3
ns—lzniﬂ et nTEdnkPh

SR 4451
dink |,_,. dink |,_y. (4.4.51)

En conséquence, méme si l'inflation génére une spectre invariant d’échelle a 1’ordre zéro
k3P(k) = cste, au premier ordre dans les paramétres de roulement lent, on peut écrire les
spectres de puissance comme

EPc(k) = Ask™ ™, E*Py(k) = Ar k" . (4.4.52)

On peut peut continuer a paramétrer la dépendance des spectres en fonction du nombre d’onde
en définissant
d? In k3P, d? Ink*Py,
s = ———> et ar=

=tk (4.4.53)
d(nk)? |,y d(nk)? |,

Dans les expressions précédentes, k, représente une échelle arbitraire appelée échelle pivot.

4.4.2 Solutions des perturbations

Etudions le comportement des solutions des Eqgs. (4.4.48). Trois longueurs caractéristiques
existent dans ce probléme. Tout d’abord la longueur d’onde physique correspondant & un mode
k et donnée par \(1) = (27/k)a (7). Ensuite, il y a la longueur de Hubble Iy = H~! = a?/d’.
Enfin il y a la longueur associée au potentiel Us r de I’équation d’évolution Eq. (4.4.48), définie
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par ly = a(’T)U‘;’ ;/ 2 A titre d’illustration, supposons que ’évolution du facteur d’échelle est

parfaitement de Sitter pendant linflation [c’est une bonne approximation pendant l'inflation
en roulement lent d’aprés 'Eq. (4.1.4)], et que donc a(7) o |7|~!. Le rayon de Hubble est donc
constant pendant l'inflation, évolue donc comme a? pendant ’ére dominée par la radiation
et comme a®? pendant l'ére dominée par la matiere. Ces évolutions sont représentées sur
la Fig. 4.4. Initialement, les longueurs d’onde physique sont plus petites que la longueur de
Hubble (et méme plus petites que la longueur de Planck ce qui permet l'existence d’effets
transplanckiens [78] et motive la recherche de physique transplanckienne dans les données
CMB [79]). En conséquence, pendant l'inflation les longueurs d’onde des perturbations de-
viennent tour & tour super-Hubble (on dit qu’elles sortent du rayon de hubble) et ré-entrerons
dans la sphére de Hubble ultérieurement.

v(¢) p
N |

Log(1/H)

Rl Planck length

N=Log(a)

F1G. 4.4: Evolution des longueurs de Hubble, de trois longueurs d’onde de perturbation (droite
rouge, bleue et verte) en fonction du temps ou de maniére équivalente en fonction du nombre
d’e-fold pendant l'inflation, et les éres de radiation et de matiére. La courbe bleue en trais
plein représente 1’évolution du paramétre de Hubble quasiment plat pendant 'inflation puis
pendant les phase dominées par la radiation et la matiére. L’auteur a représenté notamment
la durée (7 e-fold) pendant laquelle les échelles accessibles accessibles dans le CMB deviennent
super-Hubble, et la durée entre le moment ot I’échelle de Hubble actuelle devient super-Hubble
et la fin de l'inflation (60 e-fold). Figure tirée de [81].

L’équation d’onde Eq. (4.4.48) met en jeu la longueur ;. C’est elle qui contrdle donc le
comportement des solutions et non la longueur de Hubble. Si on suppose une phase pure-
ment de Sitter, le potentiel s’écrit simplement [71] Ugz ~ 772 ~ H?. Par conséquent, on
voit que les longueurs [y et [z ont une évolution (représentée en trait plein sur la Fig. 4.4)
similaire pendant les différentes périodes ce qui entraine parfois une confusion entre les deux.
Initialement, un mode de perturbation k donné est plus grand que le potentiel (situation
correspondant a la longueur d’onde sub-Hubble). Puis pendant I'inflation, le mode traverse le
potentiel (le longueur d’onde devient super-Hubble). Ces deux régimes se traduisent par des
comportement différents des modes de perturbation. Dans le premier cas, k2 > U(7) (mode
sub-Hubble) et la solution est oscillante

ps =~ Ap(k)e T 4 Ag(k)ethT (4.4.54)

Dans le second cas, le potentiel domine U(7) > k? (mode super-Hubble), et les solutions sont
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de la forme T
dr’
~ —_ 4.4.
s = Cy(k)av/7 + Coan/y / e (4.4.55)

décrivant une composante croissante et une composante décroissante. Pour les ondes gravita-
tionnelles, la solution est identique en posant y = 1.

Il ne reste plus qu’a fixer les constantes d’intégration A (k) grace au calcul des conditions
initiales des solutions. Cela nécessite [81, 84| une description quantique des perturbations.
Dans ce cadre uniquement, des conditions initiales bien motivées peuvent étre établies. Des
conditions initiales adiabatiques pour les solutions permettent de fixer les constantes [71]

4.4.3 Spectres de puissance issus de l'inflation

Nous allons maintenant évaluer P, et montrer que linflation donne lieu & un spectre
invariant d’échelle, c’est & dire vérifiant k?’Pg = cste.

Pour un mode super-Hubble pendant l'inflation, le mode croissant est donné par ug ~
C1(k)a\/v, ce qui permet d’écrire, d’aprés la définition du spectre de puissance,

E3P; o k3|C1(K)|? (4.4.56)

Il est possible d’exprimer la fonction Cy en fonction de A;(k) par simple continuité d’une
solution dans les deux régimes, c’est a dire au moment 7; ot k? = U(7;)

A1 (k)e™™* = Cy(k)(ay/7) (1)) - (4.4.57)

Avec ’hypothése d’une inflation en loi de puissance, a(7) o |[7|'*#, et le potentiel est donné

par U(7) o< 772, ce qui permet d’écrire Tj X k~'. En sachant que pour une inflation en loi de
puissance, 7y est une constante,
K3P: o k| A1 (k)|? oc KO, (4.4.58)
/2

puisque les conditions initiales imposent A; o< &~

Une analyse plus fine notamment de la jonction entre les différents régimes entre le moment
ol les modes sont super-hubble et sub-hubble permet d’obtenir les écarts au spectre invariant
d’échelle décrit précédemment. On montre en effet que le potentiel s’écrit [71]

n
2 _
(av) _2+6e—30 ’ (4.4.59)

(ay/7) 72

ol § = 1 — € est une combinaison des paramétres de roulement lent. Pour les modes tensoriels,
on obtient une expression similaire

Us(T)

2+ 3e
Ur = 5 -

T

Ces expressions permettent une résolution analytique des équations Eqs. (4.4.48), et per-
mettent d’écrire, au premier ordre en parameétres de roulement lent

H2 k
3p, ~ Tinf 19 e —2C(e — 6) — 2(2¢ — §) In — 4.4.
kE°P¢ rem?, [ (C+1)e—2C(e—6) —2(2¢ —d)In e (4.4.60)
et )
16 H:
Py, = Lan [1 —2(C +1)e — 2¢ln ﬁ] , (4.4.61)
TN, k.
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La constante numérique vaut C' ~ —0.73 et Hj,¢ est la valeur du paramétre de Hubble pendant
la période ou les échelles accessibles dans les données CMB redeviennent sub-Hubble. Cette
période dure environ 7 e-fold et commence 60 e-fold avant la fin de 'inflation [81]. Cette valeur
du paramétre de Hubble peut étre trés différente de sa valeur au début de l'inflation. Nous
pouvons vérifier qu’au premier ordre dans les paramétres de roulement lent, 'inflation génére
bien des spectres de fluctuations invariants d’échelle.

4.5 Fluctuations de température du CMB

4.5.1 Fluctuations de densité

Les spectres des perturbations du champ d’inflaton générent & la fin de l'inflation des
fluctuations de densité d’énergie de radiation 6, = dp,/p, et de matiére 6, = dpm/pm- Elles
représentent les perturbations & 1’homogénéité d’un univers de FLRW standard. Ces fluc-
tuations de densité d’énergie évoluent d’apres les équations d’Einstein perturbées présentées
précédemment mais désormais le contenu du tenseur énergie-impulsion est de la radiation et
de la matiére. On parle de fluctuations adiabatiques lorsque les conditions initiales de cette
évolution conserve I’entropie. On a vu au chapitre 1 que S o« T3a3. De plus, la loi de Stephan
permet d’écrire p, o< T* et on a vu que p,, o< a— 3. On en déduit que la fluctuation d’entropie

%S x %(5,« —Om -

La conservation de ’entropie 45/ = 0 impose que les fluctuations de radiation et de matiére
soit couplées c’est-a-dire que les deux formes d’énergie soit en équilibre. Les zones de sur-
densité de photons correspondent donc aux zones de sur-densité de matiére et donc aux puits
de potentiel. L’inflation & un champ ne produit que ce type de conditions initiales pour les
fluctuations. Un second type de conditions initiales existe, les fluctuations isocourbes et sont
générées notamment par les modéles inflationnaires possédant plusieurs champs en roulement
lent [82]. Dans ce cas, les fluctuations de densité se compensent globalement de telle sorte
qu’en tout point, la sur-densité totale et donc la courbure sont nulles.

4.5.2 Fluctuations de température

Le signal du CMB regu aujourd’hui contient cette information sur les fluctuations (pri-
mordiales) de densité, combinée a un grand nombre de mécanismes électromagnétiques et
gravitationnels subis par les photons entre la surface de derniére diffusion et ’observateur
(voir [7, 83]). Ces mécanismes seront présentés succinctement au chapitre 9. Les modes de
perturbation devenus récemment sub-Hubble ne sont quasiment pas sensibles aux parameétres
cosmologiques. Dans ce cas, le calcul de la fonction de transfert entre les fluctuations primor-
diales de densité et les fluctuations de température du CMB peut étre fait analytiquement.
Le seul effet subi par les photons associés & ces modes est 'effet Sachs-Wolfe, c’est a dire une
modification de leur énergie due au puits de potentiel gravitationnel ressenti dans la région
d’émission. On montre que pour les grandes échelles ’anisotropie de température due aux
perturbations scalaires, ce qui est la principale contribution, est simplement proportionnelle
au potentiel de Bardeen [81]

oT

7 (1) = é(I)(TC’MB,-’DE) : (4.5.62)

ol TcmB est le temps conforme d’émission du CMB et &g est la position d’émission. Cela
permet de calculer le spectre de puissance de ces anisotropies pour les grandes échelles c’est-
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a-dire pour les bas multipdle £,
o0
4 dk
o 2—” / P2(k)K3P (4.5.63)
0

ou jg est la fonction de Bessel sphérique d’ordre £. En utilisant I’'Eq. (4.4.60) et en négligeant
le terme logarithmique, on obtient

or - 2H2, 1
25em?) L(L+ 1)’
Pour le calcul du reste du spectre du CMB, il est trés difficile de conserver ’approche
analytique. Pour une précision comparable & celle des mesures expérimentales, il est né-
cessaire d’employer un code numérique. Il en existe deux actuellement d’égale précision et
publiques : CAMB? et CMBfast®. Notons qu'une approche semi-analytique intéressante est
proposée par [80] pour la dérivation du spectre des fluctuations de température.

pour £ < 20. (4.5.64)

4.5.3 Paramétres de roulement lent et observables

Les expériences de détection des anisotropies de température du CMB sont sensibles aux
paramétres du spectre de puissance scalaire (et tensoriel lorsque I’on détectera le signal polarisé
B). La précision des récentes et futures expériences CMB permet de contraindre les indices
spectraux ng, nr, et leur dérivée o, ar de ces spectres de puissance des perturbations. Une
cinquiéme observable est le rapport tenseur/scalaire primordial r défini par

3
p=EPh _Ar , (4.5.65)
kE3P;  As
la seconde égalité n’étant vraie qu’au premier ordre dans les paramétres de roulement lent.

Les parameétres de roulement lent €, n, £ (ou de maniére équivalente €,) quant a eux
décrivent chacun une dérivée du potentiel scalaire dans lequel évolue I’inflaton. La détection
du CMB permet de donc de discriminer parmi les différents types de potentiel existants.
A partir des Eqgs. (4.4.60) et (4.4.61), on peut relier les parameétres de roulement lent aux
paramétres des spectres de puissance [66]

ng—1=—6e+27n, (4.5.66)
;= —16en+246® +2£2 (4.5.67)
ny = —2¢€ . (4.5.68)

Concernant le rapport tenseur/scalaire défini précédemment, il s’écrit trés simplement au
premier ordre dans les paramétres de roulement lent

r=16e, (4.5.69)

ce qui montre que dans ’approximation du roulement lent, les perturbations tensorielles sont
sous-dominantes en comparaison des perturbations scalaires puisque € < 1.

Sur la Fig. 4.5 sont représentées les contraintes mises par le satellite WMAP sur les para-
meétres de roulement lent. Ces contours peuvent étre comparés aux prédictions des différents
modeles représentées sur la Fig. 4.3. Les données actuelles contraignent fortement les modéles
basé sur un potentiel en loi de puissance V(¢) x ¢P. Seuls les modéles tels que p < 4 sont
encore compatibles avec les données, le cas p = 4 étant fortement contraint. En revanche les
modéles hybrides sont en revanche plutét favorisés [73, 143].

2Ce code, en langage FORTRAN 90 a été développé par A. Lewis et A. Chalinor et est accessible &
http ://camb.info/.

3Ce code, en FORTRAN 77 a été développé par U. Seljak et M. Zaldarriaga et est accessible a
http ://www.cmbfast.org/.
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F1G. 4.5: Contraintes sur les paramétres de roulement lent imposés par le satellite WMAP.
Les courbes interne et externe représentent respectivement les contraintes a 68% et 95% de
degré de confiance. Figure tirée de la premiére Ref. de [73].

4.5.4 Ondes gravitationnelles primordiales

Nous avons vu que la détection des fluctuations de température du CMB offre un moyen
de contraindre la phase inflationnaire. Une seconde source d’informations sur les fluctuations
primordiales vient des fluctuations tensorielles c’est & dire des ondes gravitationnelles primor-
diales. Il est nettement plus difficile de détecter le signal de ces fluctuations. Leur détection
est cependant d’un grand intérét pour deux raisons.

La premiére est qu’elle fournirait le seul test réel que l'origine des fluctuations est bien
inflationnaire et non un quelconque mécanisme générant des fluctuations adiabatiques. Cela
nécessite de vérifier la relation de consistence, valable si I'inflation est généré par la dynamique
de deux champs au maximum

r=—8nrsin® A . (4.5.70)

Dans le cas d’une inflation & un champ, sin? A = 1 et on peut vérifier cette relation avec les
expressions précédentes de 7 et ny. Dans le cas d’une inflation & deux champs, A # 7/2 et
ce paramétre [85] mesure la corrélation entre les deux champs, corrélation responsable de la
génération de perturbations non adiabatiques.

La seconde raison est liée & la relation entre 1’échelle d’énergie a laquelle a eu lieu l'infla-
tion et le rapport tenseur/scalaire. On peut définir un rapport tenseur/scalaire observé 7'/S,
défini comme le rapport des contributions scalaire et tensorielle au spectre de puissance des
fluctuations de température

T T
(—) = C—%S, ~ —fnp ~2fe, (4.5.71)
Q 2

ou f est une fonction dépendante des parameétres cosmologiques, f = f(h, Qm, Q4,...). Ce
rapport est directement mesurable mais dépend des paramétres cosmologiques. Pour un mo-
déle cosmologique ajustant au mieux les données actuelles, c’est & dire une modéle possédant
de la matiére noire et une constante cosmologique, f(h, 2y, Q2,...) =~ 5. La mesure de ce
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rapport donne une mesure de € et donc de la valeur du parameétre de Hubble pendant 'in-
flation Hiue. Il faut pour cela utiliser 'Eq. (4.5.64) et la mesure de I’amplitude absolue de
Panisotropie de température faite par COBE et WMAP (7" ~ 2.7 K)

oT 150 —6

Cette anisotropie est reliée au paramétre de Hubble pendant I'inflation

H? T\?

Hine _gore (L) (4.5.73)
2 T

mp, Q

Ce parameétre de Hubble Hinf renseigne directement sur la valeur du potentiel Vips pendant
I'inflation grace & ’équations de Friedmann et donc & ’échelle d’énergie & laquelle cette infla-
. , . _ 1 1/4
tion s’est produite Mi,s =V, .
Malheureusement, la détection de ces ondes gravitationnelles primordiales est trés difficile.
Elles sont fortement sous-dominantes dans le spectre de température et 'effet de lentille
gravitationnel est une source de de bruit de fond puissante dans le spectre polarisé du CMB.

Nous en reparlerons au chapitre 9.
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5.1 Introduction et motivations

Nous allons maintenant présenter le cadre principal du travail & suivre, a savoir la Grande
Unification supersymeétrique (SUSY GUTS). Ce cadre permet d’aller au-dela du Modéle Stan-
dard (MS) de physique des particules et du modéle standard de la cosmologie, et de résoudre
naturellement un grand nombre de leurs problémes mentionnés aux chapitres 1 et 2. Nous al-
lons montrer comment l'introduction d’une nouvelle symétrie, la supersymétrie (SUSY), bien
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que pour le moment non observée permet de résoudre naturellement le probléme de hiérarchie
du MS. Cette symétrie nécessite I'introduction d’autant de nouvelles particules que celles que
nous connaissons déja, et la plus légére d’entre elles est un candidat naturel de matiére noire.

La seconde composante du cadre de travail est la Grande Unification dont 1’idée maitresse
est de continuer l'unification des interactions et des particules & haute énergie. Dans le MS,
méme si les trois interactions microscopiques présentent de grandes similitudes, il existe trois
constantes de couplage différentes associées & trois groupes de symétrie distincts. Dans les
modeéles de GUT, ces trois interactions sont unifiées en une seule & haute énergie, transpor-
tée par de nouveaux bosons portant des charges faible, forte, et électromagnétique. Cela a
des conséquences potentiellement catastrophiques pour la cosmologie. Ces conséquences per-
mettent de placer des contraintes fortes sur les théories, contraintes qui seront étudiées au
chapitre 6.

Pour présenter ces théories, nous allons illustrer le propos sur ’exemple de GUT le plus
simple & savoir une unification basée sur SU(5). C’est le premier modéle de GUT histori-
quement proposé par H. Georgi et S. Glashow [86], suivant ainsi la tentative d’unification
partielle de J. Pati et A. Salam [87]. Unifier la physique des particules dans ce groupe cor-
respond & suivre une approche minimale puisque SU(5) est de rang 4 le méme que celui de
Gnus- Ce modeéle semble aujourd’hui, sinon exclu (il existe une controverse a ce sujet), du
moins fortement défavorisé [128, 99| par les données récentes sur la durée de vie du proton
notamment (voir chapitre 6 et 7). Les modéles basés sur les groupes SO(10) ou Eg satis-
font eux aux contraintes actuelles (voir chapitre 6). Cependant, le modele de Georgi-Glashow
illustre trés bien les caractéristiques principales de la GUT. Pour une présentation de SO(10)
en version non supersymeétrique et supersymeétrique, on peut consulter [88]. Dans le cadre de
la supergravité, certains aspects de la GUT basée sur SU(5) sont présentés dans la Ref. [95].

Pour une présentation générale spécifiquement sur les SUSY GUTs, on pourra consulter
l'ouvrages et la revue de R. Mohapatra [88, 89]. Nous ferons aussi référence a [95, 96] pour la
supersymeétrie et la supergravité, et a [21, 91] pour les théories de GUT. Les notes de cours
de F. Cuypers [93] introduisent simplement les bases de GUT et de SUSY. Pour les outils
mathématiques, on consultera le livre de H. Georgi [90] (méthodes dans SU(n), tableaux
de Young) et la revue de R. Slansky [92] (diagrammes de Dynkin, sous-groupes, décompo-
sitions de représentations) pour ’étude des brisures de symétrie dans les GUTs. On pourra
consulter [101] pour la construction de schémas de brisures de symeétrie. Enfin, & propos de la
phénomeénologie de ces théories, on pourra consulter [128, 99, 127] et les autres références du
chapitre 6. On trouvera en annexe A certains résultats utiles sur SU(5), notamment les géné-
rateurs dans la représentation fondamentale, et la décomposition de certaines représentations
sous deux sous-groupes de ce groupe.

5.2 Fermions, bosons et représentations en GUT

5.2.1 Représentations fermioniques

Etudions maintenant plus en détail les différents aspects de la Grande Unification sur
Pexemple du modéle de Georgi-Glashow basé sur SU(5). Une fois le groupe de symeétrie choisi,
il faut choisir une représentation adaptée & laquelle appartiennent les fermions du MS. La
représentation fondamentale de SU(5) est la 5 ; elle est complexe (5 # 5). Les représentations
de SU(5) de plus petite taille se décomposent de la maniére suivante dans les représentations
de SU(3) x SU(2)

5=(3,1) +(1,2),
5=(3,1)+(1,2), (5.2.1)
10=(3,1) +(3,2) + (1,1)



5.2 Fermions, bosons et représentations en GUT 103

La représentation adaptée pour ranger les fermions est soumise & un certain nombre de
contraintes fortes (représentation complexe, absence d’anomalies, etc . .. Voir chapitre 6). Pour
le groupe SU(5), c’est le cas de la combinaison 5 + 10 qui permet de classer les fermions de
la premiére famille dans deux représentations distinctes

di 0 ug  —u§ up  dp
ds 1 —ug 0 u§ uo  do
U(5)=| d§ , x(10) = 7 u§y —uf O uz  d3 (5.2.2)
e~ —u; —ug —ugz 0 eT
—Ug L —d1 —d2 —d3 —€+ 0 L

Dans la matrice précédente, ’exposant “¢” signifie “conjugué de charge”. I1 désigne 'image par

un opérateur de conjugaison de charge C défini par C*IWC’ = —'y,. Dans la représentation
de Dirac, C = —C~! = —!C = iy?4Y. 1l agit sur spineur de Dirac selon
P =0 (") =C (") p* =ir’y*, (5.2.3)

la derniére égalité n’étant valable que dans la représentation de Dirac des matrices . Grace a
cette définition, la particule u§ par exemple décrit les mémes degrés de liberté que ug puisque
les deux types de fermions sont reliés par la bijection

Yir=C (“Prr) - (5.2.4)

On en conclut que dans la repartition de I'Eq. (5.2.2), on a placé tous les fermions du MS et
qu’il n’est pas de place pour un fermion additionnel.

Les décompositions des représentations de SU(5) sous SU (3) x SU(2) données a I’Eq. (5.2.1)
permettent de vérifier que le fait de ranger les fermions comme précédemment assigne les bons
nombres quantiques sous SU(3)¢ et SU(2)r une fois le groupe SU(5) brisé. Par exemple, la
décomposition de 5 permet de voir que les trois premiéres composantes du multiplet se trans-
formeront comme un triplet de SU(3) et les deux suivantes comme un doublet de SU(2).
Pour le dernier nombre quantique (I’hypercharge), il reste & construire un opérateur Y a par-
tir des générateurs de SU(5) afin de rendre compte des charges observées pour les particules
du MS. Nous verrons que pour ce groupe, Y est simplement proportionnel au générateur Aog.
Pour des modéles basés sur un groupe quelconque, cette derniére contrainte n’est pas triviale.
Globalement cette démarche permet de voir comment le MS (avec ses caractéristiques et ses
nombres quantiques) est plongé dans le groupe de Grande Unification.

Dans la version minimale du modéle de Georgi-Glashow, il n’y a pas présence d’un fermion
droit, ce qui permettrait de rendre compte des oscillations de neutrinos observés [116]. De ce
point de vue, une grande unification basée sur SU(5) ne résout pas ce probléme. Il est possible
bien entendu d’ajouter un singlet de SU(5) supplémentaire pour inclure cette particule. On
voit cependant que 'on ne peut pas (avec ou sans neutrino droit) placer toutes les particules
du MS dans une représentation fermionique unique. Ce point est plus élégamment traité
pour une GUT basée sur le groupe SO(10), pour lequel les quinze fermions sont placés dans
une représentation unique (la représentation 16) et il reste la place d’une “nouvelle” particule,
place que pourrait occuper le neutrino droit puisque les nombres quantiques de cette particule
sont compatibles avec cette particule. On peut méme dire que l'unification dans SO(10) prédit
I’existence du neutrino droit.

5.2.2 Quantification de la charge

Dans la présentation du MS faite au chapitre 2, nous avons montré qu’un des problémes
de ce modele est que le nombre quantique sous une symétrie U(1) est libre d’étre réel (donc
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pas forcément un entier naturel). Or, les expériences nous montrent que la charge électro-
magnétique est quantifiée. Nous allons voir que ce point est une conséquence naturelle des
théories de GUT.

L’opérateur de charge électromagnétique @, diagonal, est nécessairement une combinaison
linéaire des opérateurs T3 et Y. Ces générateurs sont eux-méme combinaison linéaire des
générateurs Az et Agqy de SU(5). On peut donc écrire que @ = alz + bAgy. Le fait que les
générateurs de SU(5) soit de trace nulle implique donc qu'’il en est de méme pour Q. Le plus
simple est de calculer

— 1
T[RB)] =0 & 3Q(d°) + Q) + Q) =0 & Qd) = —5Q(e) - (5.2.5)
Ainsi, les quarks possédent une charge de 1/3 simplement car ils ont trois couleurs possibles.

5.2.3 Anomalies des représentations fermioniques

Une fois faite la répartition des fermions dans les représentations fermioniques, il est simple
d’étudier si ce choix, a savoir 5 + 10 posséde ou non des anomalies [94]. Elles rendraient la
théorie instable en entrainant des interactions brisant la renormalisabilité de la théorie. Pour
un choix de représentation fermionique R, I’anomalie A(R) est proportionnelle a la trace [21]

o [{1o(r), 1°(R)} T°(B)) = %A(R)d‘”’c , (5.2.6)

ot T est un générateur dans la représentation R et oti d%° est une matrice symétrique de
constantes introduite par l’anti-commutateur des générateurs de SU(5)

{2, AP} = 249be )¢ (5.2.7)

Notons que la définition de ’anomalie dans 1’équation précédente ne dépend que de la re-
présentation et non des générateurs. De plus, elle est normalisée & 1 pour la représentation
fondamentale. On peut donc choisir 7% = T = T° = Q et calculer [21]

A(5) _ Tr[Q° (5)]

A(10)  Tr[@3(10)]
_ 3(1/3)% + (=12 + 03
©3(—2/3)3 +2(2/3)3 +3(—1/3)3 +13

(5.2.8)

=-1,

ce qui permet de vérifier que A (5 + 10) = 0. La théorie est donc stable du point de vue des
anomalies fermioniques.

5.2.4 Représentation bosonique

Le groupe SU(5) posséde 52 — 1 = 24 générateurs et le méme nombre de bosons. Ceux-ci
sont forcément rangés dans la représentation adjointe 24 de SU(5) [voir Eq. (2.3.21)]. Cette
représentation se décompose sous SU(3) x SU(2) de la maniére suivante

24 =(8,1)+(1,3) + (1,1) +(3,2) + (3,2) (5.2.9)
dont les composantes s’interprétent de la maniére suivante :
— (8,1) est I'octuplet de SU(3) de gluons g,

~ (1,3) est le triplet de SU(2) de jauge W=, W3,
- (1,1) est le boson B, de U(1) essentiellement le photon.
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On voit que les autres bosons sont non trivialement chargeés sous SU(3)¢ et sous SU(2)r.
Ils sont au nombre de douze, et sont usuellement notés (3,2) : (Xa,Ya), (3,2) : (X2, Y%).
Ils jouent un role fondamental dans la phénoménologie de la Grande Unification puisque
qu’ils sont, du fait de leurs nombres quantiques, médiateurs de nouvelles interactions qui
ne conservent pas le nombre baryonique. Il résulte de ces interactions une possible
désintégration des nucléons, ce qui peut devenir problématique si leur durée de vie n’est pas
compatible avec les mesures expérimentales. Ce qui peut protéger cette durée de vie est une
masse de bosons médiateurs X,Y suffisamment élevée pour diminuer la probabilité de ces
désintégrations. La masse de ces bosons de jauge étant fortement reliée & 1’échelle de brisure
du groupe SU(5) en Ggur, les données observationnelles permettent de contraindre cette
derniére. Ceci sera étudié plus en détail dans le chapitre 6.

Les générateurs A\, dans la représentation fondamentale sont rappelés en annexe A. Les
24 bosons peuvent étre écrits en représentation matricielle [21, 91],

24 Aa e
A, = i
g 2
a=1
g 9 g X1 N 9
O O e 5 9 (5.2.10)
——|ld &8 ¢ X Y|, 2w 9
V2 1 y2 y3 wd + 215
XXX g W +3
vtov? vyd ow- W2 +3

5.2.5 Lagrangiens fermioniques et bosoniques

Une fois les fermions et les bosons placés dans une (des) représentation(s), et écrits sous
forme matricielle, il est plus aisé d’écrire leur lagrangien d’interaction. En effet, de maniére
similaire aux théories de jauge basées sur des groupes de rang inférieurs, le lagrangien fermio-
nique s’écrit [93]

Leermion = \TJ'Y/LDN“IJ + TI'()Z'Y;LDNX)

IR O (5.2.11)
= W'y, (D*); ¥ + x"yu(D )ijz' )

avec 4,5,k =1,...,5.

Les dérivées covariantes sont construites avec une contribution des bosons afin de conserver

Iinvariance de jauge

D,V =8,V +igs A, ¥
igs (5.2.12)
= 0,0 + AT

avec gs le couplage de jauge de SU(5), tandis que

D,x = 0ux +igsAux

e (5.2.13)
= Oux + 195 (AL )k AaXki 5

oua=1,...,24. Ces expressions peuvent étre développées pour écrire les couplages possibles
entre les fermions et les bosons. Il est possible & partir de ces expressions d’expliciter par
exemple les nouveaux couplages faisant intervenir les bosons X et Y afin d’illustrer l'origine
de la désintégration du proton. On obtient & partir du lagrangien de ’Eq. (5.2.11) des termes
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couplant trilinéairement des quarks et des leptons via les bosons X et Y. Par exemple, pour
1=1,2,3 et j =4, on obtient

I = = i =
g [\P17M(Au)% + ‘IJQ’YM(AM)% + ‘P3VM(AN)§] Uy = %Xudc’)’ueL ) (5.2.14)

ce qui donne lieu & des vertex comme ceux des graphes de désintégration du proton de la
Fig. 6.3 page 144. Puisque ces bosons X, Y couplent des leptons et des quarks, ils sont appe-
lés des lepto-quarks.

Le lagrangien de SU (5) posséde aussi une composante purement bosonique sous la forme [91]

1 , 1 S
Eboson = _ZF,ZJFU'# = _Z(ij)g(F“ ); ; (5.2.15)

avec ) . ‘ ‘ .
(Fuw)] = 0u(A)] — 8,(A)! +igs [(Au)f(A,,)fc — (Au)f(Au);] . (5.2.16)

5.3 Brisures de symétrie dans les GUT

5.3.1 Schémas de brisure et champs de Higgs

Si ’on part de '’hypothése qu’a haute énergie, les interactions étaient unifiées en un seul
groupe de symétrie SU(5), le secteur de Higgs permet de comprendre comment & basse énergie,
nous observons les symétries SU(3)c X U(1)gm- On souhaite donc réaliser le schéma de brisure

suG) Y su@)e x SU@)L x U)y 25 SUG)e x U(1)mw - (5.3.17)
Mgut Mew

Tout d’abord, les données expérimentales imposent clairement d’utiliser deux champs de
Higgs distincts pour réaliser ces deux brisures puisqu’elles doivent étre réalisées & des énergies
totalement différentes, deux échelles que 1'on note Mgyt ~ 10' GeV et Mpw ~ 102 GeV.
Cela est nécessaire afin de rendre compte de la masse des bosons de jauge observés et du fait
que les bosons X et Y doivent étre trés massifs afin d’étre compatibles avec les données sur
la durée de vie du proton.

On pourrait penser & premiére vue que le mécanisme de Higgs exposé au chapitre 2 lors
de la description du MS peut étre ré-utilisé ici pour réaliser la derniére partie de ce schéma de
brisure. En réalité ce n’est pas possible car les champs de Higgs, comme les toutes les particules,
doivent étre dans des représentations de SU(5) (prop. 3.2). Pour que SU(5) soit un groupe
de symétrie sur lequel on peut baser un modele, il est nécessaire que SU(3) x SU(2) x U(1)
soit un sous-groupe de SU(5), ce qui est le cas (voir la table A.1 de 'annexe A). Il faut
ensuite étudier comment se décomposent les différentes représentations de SU(5) et trouver
les représentations appropriées qui permettent de réaliser les brisures voulues.

5.3.2 Brisure de Grande Unification

Pour suivre la démarche minimale, le schéma de brisure Eq. (5.3.17) est réalisé avec un
champ H dans la représentation 24 et un champ ® dans la représentation5. Le champ H
étant dans la représentation adjointe, il peut étre mis sous la forme d’une matrice 5 X 5 de
trace nulle,

24

He)\®

H:Z 5 (5.3.18)
a=1
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Le lagrangien de ce champ scalaire est supposé, dans un premier temps, découplé du champ
®. Dans ce cas,

L(H) =Tx|D,H|* - Vi(H) ,

) ) o 2 A , 3 (5.3.19)
Vi(H) = —mf (TrH?) + X\ (TrH?)™ + X2 (TrH®) + Xy (TrH?) .

En pratique, on souhaite imposer que ce lagrangien soit aussi invariant sous' H — —H, d’oul
la contrainte A, = 0. Si les deux secteurs de Higgs sont indépendants, il faudrait introduire
un lagrangien pour le champ ®

L(D) = D" - V2(9) ,

5.3.20

Va(®) = —m3®T® + X\3(07®)2 . ( )
Mais cela aboutirait [91] & une phénoménologie différente de celle observée : elle introduirait
un boson neutre sans masse, chargé sous SU(3)c. La solution est de considérer un potentiel
couplant H et ¢

V(H,®) = Vi(H) + Va(®) + Ay (TrH2) (B10) + As (CI)TH2<I>> . (5.3.21)

Ainsi les termes de couplage entre H et & permettront au boson problématique précédent
d’acquérir une masse. En toute généralité [101], une fois le potentiel V(H, ®) établi, il faut
le minimiser et étudier & chaque minimum par lequel passe le systéme, quelle est la symétrie
du systéeme. Evidemment cette dérivation dépend des valeurs numériques des paramétres A.
L’objectif lors de la construction de modéles est de trouver un espace des paramétres pour
lequel le modéle standard soit un minimum absolu de la théorie. Plagons nous dans un premier
temps dans le cas ou les couplages A4 et A5 sont petits devant 1, et ot le minimum de V (H, ®)
est celui de Vi (H). Pour Ay < 0, on montre [101] que le minimum du potentiel est

(H)o = vy diag(2,2,2,2,—8) (5.3.22)

et la symétrie du systéme est SU(4) x U(1). En revanche pour Ay > 0 et A; > —5 X9, le
minimum du potentiel est

(H)o = v1 diag(2,2,2,-3,-3) . (5.3.23)
avec )
2 my

= = 5.3.24

L7 600 + 14X (5.3.24)

Dans ce second cas, la symétrie du systéme est SU(3) x SU(2) x U(1) et c’est donc cet espace
des paramétres qui nous intéresse. La démarche pour étudier le spectre des particules est
similaire en tous points aux raisonnements faits pour le MS. Elle passe par ’étape centrale
de définir un nouveau champ H'(z) décrivant les oscillations du Higgs autour du vide de
I'Eq. (5.3.23)

H'=H— (H)
[Hs)i [Hsl; [Hs)y Hxi Hy, _9
[Hs]} [Hs)s [Hsl3
Hgli [Hsl; [Hs]3 Hxp Hys 9
_ | [Hs]} [Hs)3 [Hs]3 H)§3 Hys | 4 Hy 9 . (5.3.25)
H;(I H;(Q H;(S % H+ 2\/ﬁ +3
Hlffl HI’Z H;L/?, H~ _HTS +3

!Cela revient finalement & considérer une théorie basée non plus sur SU(5) mais sur SU(5) x Z».
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Les masses de chacun de ces champs sont évaluées en calculant la dérivée seconde du potentiel
par rapport a ces champs. Les degrés de liberté Hx et Hy sont sans masse et permettent une
redéfinition des bosons de jauge X et Y qui acquiérent de ce fait des masses

/25
MX = My = 395’01 ; (5326)

ou g5 est la constante de couplage de SU(5).

Notons que si ’on ne suppose plus Ay = A5 = 0 pour le calcul de la VEV de H, celle-ci est
modifiée d’un paramétre € o< vy/v1, avec vy, la VEV de la brisure électro-faible. Ce parameétre
vérifie € < 1 dans la limite oll v9 < w1 et nous allons voir que c’est nécessairement le cas.
Cela brise aussi la dégénérescence de masse entre les bosons X et Y.

5.3.3 Brisure électro-faible

Lorsque le champ H prend sa VEV |Eq. (5.3.23)], le champ ® acquiert lui aussi une masse
par couplage avec H (termes A\g et A5). Si on réécrit

en séparant la composante ¢; : (3,1) triplet de SU(3) de la composante ¢4 : (1,2), doublet
de SU(2), on peut établir leurs masses respectives
= —m3 + (30 + 4)5) v? |

my
LT ! (5.3.27)
md = _m2 =+ (3OA4 =+ 9A5) Ul .

Le doublet ¢4 jouera le role du doublet de Higgs du MS qui permet de briser Gys — SU(3) ¢ X
U(1)em-. En effet, le potentiel effectif de ce champ est

Vet (Ba) = —m2phba + A3(dhda)? | (5.3.28)

et la brisure de symétrie est réalisée lorsque ce champ prend la VEV

($a)o = % (1?2) , (5.3.29)

m2
vg = /\—d ~ 250 GeV . (5.3.30)
3

Cette derniére égalité est imposée par les mesures expérimentales. Mais elle illustre deux
problémes des modéles de GUT. Nous allons voir dans la section 5.4 comme au chapitre 6,
qu’il est nécessaire de trouver un mécanisme pour expliquer que

avec

v 2102 v, . (5.3.31)

C’est en réalité une autre maniére de formuler le probléme de hiérarchie mentionné au cha-
pitre 2. Une troisiéme maniére de le formuler est de comprendre par quel mécanisme la masse
m? dans IEq. (5.3.27) peut vérifier m2 < vi.
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Le second probléme du mécanisme décrit précédemment est de comprendre comment il
est possible de rendre le champ ¢; trés massif (m; ~ v1) par rapport au champ ¢4. Cela
est nécessaire car ce champ ¢; contribue a la désintégration du proton via les opérateurs de
dimension 5 (voir chapitre 6). Il faut donc trouver un mécanisme qui traite différemment le
triplet de Higgs et le doublet, et qui sépare leur masse sur plus de dix ordres de grandeur
alors qu’ils font partie du méme multiplet ®. Ce probléme, est appelé en anglais doublet-triplet
splitting problem. Plusieurs mécanismes existent [89] pour le résoudre.

5.3.4 Schémas de brisures et représentation de Higgs

L’exemple développé dans cette section pour la réalisation de la brisure
SU5) 22 SUB3)c x SU@)L x U(l)y — SUB)e x U(L)ewm , (5.3.32)

illustre le fait que la situation décrite au chapitre 3 pour briser des groupes de petite taille
[U(1), SU(2)] se complique pour des groupes de GUT reéalistes.

Dans ce cadre, si I’on veut réaliser une brisure donnée G — H, la premiére étape est de
regarder les décompositions des représentations de G sous H.

Propriété 5.1 : Pour qu’un groupe G puisse étre brisé en un de ses sous-
groupes H, il faut que G posséde une représentation R dont la décomposi-
tion sous H contienne l’identité, i.e. une partie trivialement chargée sous
H. On rappelle qu’une partie trivialement chargée signifie de charge nulle
sous tous les facteurs U(1) et singlet sous tous les autres facteurs.

Il convient d’ajouter qu’une fois choisie la représentation, il reste a trouver un potentiel
)
permettant de réaliser la brisure. D’aprés T. Kibble, si aucune restriction n’est faite sur ce
potentiel, il est toujours possible d’en trouver un. Par contre, si on se restreint & des potentiels
de degré inférieur & quatre (pour étre renormalisables), il se peut que certaines brisures ne
7
soient pas possibles.

La propriété précédente s’inverse pour se demander quel groupe H peut rester non brisé
a partir de ’emploi d’un champ de Higgs dans une représentation R d’un groupe G.

Propriété 5.2 : Soit un groupe G, et une de ses représentations non triviale
R. Pourvu qu’un potentiel adapté soit trouvé, le sous-groupe H peut rester
non brisé si et seulement si la décomposition de R sous H posséde une
composante triviale.

On peut illustrer 'emploi de la prop. 5.1 sur 'exemple de SU(5) précédent. En effet la
premiére brisure & été réalisée par une représentation 24. En annexe A, sont données quelques
décompositions de certaines représentations de SU(5) sous deux de ses sous-groupes. On vé-
rifie donc que sous SU(3) x SU(2) x U(1), 24 = (1,1)(0) + - --. Notons que c’est aussi le cas
de la 75 et il existe [100] des études de la brisure de SU(5) via cette représentation.

Mais on peut aussi vérifier que la décomposition de 24 posséde aussi une composante
trivialement chargée sous SU(4) x U(1). Cela illustre que
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Propriété 5.3 : La représentation de Higgs ne fixe pas forcément a elle seule
le schéma de brisure d’un groupe. Celui-ci dépend de la VEV développée par
le Higgs (voir prop. 3.1) qui dépend des paramétres du potentiel. Ce dernier
peut domc présenter des minima invariants sous différentes symétries.

L’exemple de la brisure de SU(5) illustre un dernier point concernant les brisures de symé-
trie successives. Nous pouvons voir de la décomposition de 5 (voir annexe A) qu’un champ de
Higgs ® dans cette représentation posséde une composante trivialement chargée sous SU(3)¢
mais pas sous SU(2)y ni U(1)y. Une fois le groupe SU(5) brisé en Gys, la décomposition
précédente nous donne les charges de ® sous Gus. Le champ permet donc de briser le groupe
électro-faible SU(2);, x U(1)y. L’autre composante de ® étant chargée sous SU(3)¢, il faut
que la VEV de @ soit nulle pour ces composantes afin de laisser SU(3)¢ non brisée.

On conclura cette section en donnant une méthode générale (& partir de la Ref. [101])
pour construire un schéma de brisure afin de rassembler toutes les propriétés sur la question.
La Ref. [100] illustre cette méthode sur une brisure non-standard de SU(5) (brisure via la
représentation 75). Supposons donc que l'on souhaite briser un groupe G en un de ses sous-
groupes H. Il faut

1. Lister les représentations M; de G et étudier leur décomposition sous le groupe H. Pour
pouvoir réaliser la brisure, il faut que M; contienne une composante trivialement chargée
sous H. Cette représentation est alors choisie pour le champ de Higgs ®.

2. Ecrire le potentiel V(®) le plus général qui soit invariant sous G. Son degré peut étre
restreint & quatre pour garder une théorie renormalisable.

3. Chercher le minimum ou les minima de ce potentiel V(@) en résolvant 0V/9® = 0. Il
faut distinguer les minima locaux et globaux. Notons (®)¢ le minimum choisi par le
systéme.

4. Parmi les générateurs J, de G, ceux qui vérifie J,(®)o = 0 seront générateurs du groupe
laissé non brisé apreés la brisure de symétrie. Il faut vérifier que ce groupe non brisé est
bien le groupe H voulu.

On peut consulter [101] pour une étude large de la construction de schémas de brisure a partir
des groupes SU(n) et SO(n).

5.3.5 Formation de défauts topologiques dans SU (5)

On peut rapidement voir quels types de défauts se forment lors du schéma de brisure de
I’Eq. (5.3.17). Nous savons déja que la deuxiéme partie de ce schéma ne donne aucun défaut
topologique (mais donne en revanche des défauts de plongement, voir section 3.5) puisque le
formalisme des groupes d’homotopie (voir chapitre 3) permet d’écrire que

m,[SU(3) x SU(2) x U(1)/SU(3) x U(1)] ~ mx[SU(2)] ~ I, (5.3.33)
pour k=10,1,2.
La formation des défauts de la premiére partie du schéma est encore plus simple puisque

I'on peut directement utiliser la propriété 3.5. On en déduit que cette brisure de symétrie
donne lieu & des monopoles. C’est une illustration du probléme des monopoles.
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5.4 Unification des constantes de couplage

Le principe de la Grande Unification est d’avoir une théorie qui, & haute énergie, unifie
les trois interactions. De ce fait, les trois constantes de couplage doivent s’unifier en une
seule valeur, celle du groupe GguT. Nous allons maintenant illustrer comment évoluent les
constantes de couplage avec 1’énergie, pour voir & quelle énergie Mgyt se fait 'unification. Ce
point est fondamental pour la phénoménologie des GUTs puisque cette énergie donne 1’ordre
de grandeur de la masse des bosons X,Y et donc un ordre de grandeur de I’inverse du temps
de vie du proton.

A basse énergie (c’est a dire autour de 100 GeV), les constantes de couplage de la théorie
sont les constantes forte g, et électro-faible g, g’. On continuera & désigner par g5 la constante
de couplage du groupe SU(5). En conséquences, les dérivées covariantes s’écrivent

8 3
Dy =0u+igs Y gada/2+ig Yy Wia"/2+ig'B,Y/2, (5.4.34)
a=1 a=1
dans le MS et o
Dy =0y +igs > AlXa/2, (5.4.35)
a=1

a haute énergie on la symétrie du lagrangien est SU(5).
Les couplages dépendent des normalisations des générateurs. Nous imposerons ici que
Tr (/\“)\b) = 26%. On doit donc redéfinir

93=9s, 92=9, ¢ =791, (5.4.36)

ol r est un facteur numérique a déterminer afin que g; décrivent le sous-groupe U(1) de
SU(5) et non plus le facteur U(1)y. [On n’a pas eu le méme probléme pour g2 et g3 car les
matrices de Gell-Mann de SU(5) généralisent directement les matrices de Gell-Mann 3 x 3
et les matrices de Pauli.] Le générateur associé a ¢’ est Y (5) = diag(—2/3,—2/3,-2/3,1,1)

tandis que le générateur associé & gy est A9y = ﬁdiag(2,2,2,—3, —3). On en déduit que

r = —(3/5)1/2 afin que g'Y = g1 \g4. Enfin la constante de couplage g5 de SU(5) est définie
par la condition aux limites

95 = 91(Mgur) = g2(Mgur) = gs(Mcur) , (5.4.37)

ce qui illustre le principe de la Grande Unification. On définit usuellement les constantes de
structure fine
Qp = ﬁ (5.4.38)
" 4 o
et nous allons étudier leur évolution avec 1’énergie, ce qui est strictement équivalent aux
constantes g,.

Tous les paramétres d’un lagrangien, notamment les constantes de couplage, évoluent en
fonction de l’échelle d’énergie p (en anglais on parle de running). Cela vient du fait que I'on
ne connait pas la théorie ultime & toutes les énergies. On utilise donc & basse énergie des
théories effectives dont les parameétres sont donnés par les mesures expérimentales. C’est le
cas du Modéle Standard. La renormalisation consiste & reparamétrer la théorie en termes
de quantités adaptées a I'échelle d’énergie considérée. Cette dépendance des constantes de
couplage est donnée par les équations de groupe de renormalisation [23]. Elles donnent «,, a

une énergie u < MguT,

Jay,

Olny = Bn(an) = —5-0,, n=123. (5.4.39)
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ou b, sont des constantes et [, sont appelées “fonctions §”. Il en résulte ’évolution suivante,

1 1 b, . MguT
an(p)  an(Mgur) 2w L ( )

Les coefficients b,, sont données par? [93]

4 1 41
b gVt =1 7%
22 4 1 19
by = —— —-N —-N :——<O, 5.4.41
2 3+3 f+6 H 6 ( )
33 4
b3 =—— +— =-7<0.
3 3+3 f <

Le premier terme des coefficients b, est une contribution bosonique, donnée par —11N/3 pour
un groupe SU(N), et nulle pour les groupes abéliens. Les termes suivants font intervenir le
nombre de génération de fermions Ny et de doublet de Higgs Ny. Sil’on ne prend en compte
que les particules du MS, alors Ny = 3 et Ny = 1. On verra dans les sections suivantes que
I'introduction de la SUSY modifie ces nombres et donc 1’évolution des constantes de couplage.

L’évolution donnée par les équations Eq. (5.4.39) doit étre en accord avec les mesures
faites & basse énergie (de l'ordre de la masse du boson Z) grace aux expériences faites au LEP
et & SLAC notamment, & savoir [88]

o] '(Mz) = 58.97 £ 0.05 ,
o, (Mz) = 29.61 £0.05 , (5.4.42)
az'(Mz) = 8.47+0.22 .

Cela apporte une autre condition aux limites, donnée cette fois par les mesures expérimentales.
Cela permet de tester si I'unification des trois constantes de couplage se fait vraiment et a
quelle énergie. Les trois équations linéaires Eq. (5.4.39) a trois inconnues peuvent étre résolues
numériquement, et ’on obtient

Mgyt ~ 2.1 x 10™ GeV ,
1

E ’

sin® Oy (Mz) ~ 0.214 .

(5.4.43)

a5 ~

On observe tout d’abord sur la Fig. 5.1 que les constantes de couplage convergent bien vers
une valeur unique & haute énergie. Ce résultat est une des motivations les plus forte en faveur
de des théories de GUT. La prédiction ci-dessus concernant sin? @y est proche de la valeur
mesurée (sin? Oy ~ 0.23) ce qui est un premier succés des théories de GUT. On voit cependant
sur la Fig. 5.1 que 'unification n’est pas parfaite et qu’elle se fait a relativement basse énergie
(Mgur ~ 10 GeV). On verra au chapitre 6 que cette énergie est effectivement légérement
trop basse pour étre en accord avec les mesures de durée de vie du proton.

Notons qu’au-delad de MguT, il n’y a plus qu'une constante de couplage a5 qui posséde
une fonction § similaire & celles données précédemment. Elle diminue jusqu’a mp;. Au-deld,
une théorie permettant de prendre en compte la gravité dans la description est nécessaire.

Il convient de mentionner que l'unification sur SU(5) posséde un grand nombre de pro-
blémes [89, 91] ce qui pousse la communauté & considérer des groupes d’unification plus

2 Attention, dans la littérature, on trouve parfois des valeurs différentes pour le coefficient b; car certains
considérent I’évolution de o/ = ¢g'*/4w au lieu de a;. Les coefficients différent donc d’un facteur 3/5.
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FiG. 5.1: Evolution des constantes de couplage avec l’énergie u. Dans le cadre de la grande
unification standard avec le spectre standard des particules, I'unification n’est qu’approxima-

tive et & une énergie de I'ordre de 10'* GeV. Cette figure est & comparer 4 la Fig. 5.2, traitant
de l'unification supersymétrique. Figure tirée de [93].

grands tels que SO(10) ou Eg. De nombreux aspects phénoménologiques manquent & la des-
cription précédente. Certains d’entre eux seront détaillés au chapitre 6, et ces conséquences
cosmologiques seront utilisées comme contraintes sur les modéles. Cependant ces contraintes
dépendent du cadre précis dans lequel nous allons travailler. Il est donc nécessaire d’introduire
la seconde composante de notre cadre de travail, la supersymétrie (SUSY). Dans les sections
qui suivent, on attachera de 'importance surtout & 'influence de la SUSY sur la cosmologie,
notamment sur la description des modéles inflationnaires, sur le MS et la Grande Unification.

5.5 Eléments de supersymétrie

La supersymétrie (SUSY) est une symétrie additionnelle entre les deux grandes classes de
particules, les bosons et les fermions. En effet les transformations de SUSY permettent de
passer d’'un boson a un fermion, ce qui est souvent noté

Q|boson) = |fermion) , Q|fermion) = |boson) , (5.5.44)

ol Q et @ représente des opérateurs de SUSY. Nous allons voir que I’on peut générer avec
ces opérateurs une symétrie, la SUSY. Dans ce cadre, il est nécessaire d’introduire autant de
particules que celles que 'on connait déja, des particules supersymétriques (appelées sparti-
cules). Pour chacune des particules du MS, son partenaire supersymétrique posséde les mémes
nombres quantiques et posséde, tant que la symétrie est exacte, la méme masse. Nous voyons
immédiatement que du fait que les sparticules n’ont jamais été observées, cette brisure de
symétrie doit nécessairement intervenir & une énergie Mgygy > 100 GeV.
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5.56.1 Motivations

Les motivations & introduire cette nouvelle symétrie, sont variées, venant tant de la théorie
que de la cosmologie. La premiére motivation est sans conteste celle de résoudre le probléme de
hiérarchie (voir sous-section 2.6.2). L’introduction de nouvelles particules de masse identique
mais de spin différent entraine de nouvelles contributions identiques mais de signe opposé
aux corrections radiatives & la masse du boson de Higgs. Notons que si la SUSY est brisée
aujourd’hui, elle permet tout de méme de résoudre le probléme de hiérarchie tant que ’échelle
Mgsysy est proche de 1 TeV. Dans ce cas, la déviation est faible et on ne peut plus parler de
probléme de naturalité.

La seconde motivation concerne la Grande Unification. Nous avons vu que 'unification
des couplages & haute énergie est une des motivations de ces théories. Cependant, on vient de
montrer que cette unification n’est qu’approximative et se produit & une énergie trop basse aux
vues des plus récentes mesures sur la durée de vie des protons (voir le chapitre 6). La SUSY
modifie I’évolution des couplages pour deux raisons : elle introduit de nouvelles particules ce
qui modifie les fonctions [ et posséde une nouvelle échelle d’énergie Mgysy, qui est pour le
moment libre de toute observation. On montre a la Fig. 5.2 page 123 que 'unification devient
plus précise et 4 une énergie compatible avec les données expérimentales (106 GeV). Cette
meilleure convergence des constantes de couplage est obtenue pour Msysy ~ 1 TeV.

Les autres motivations viennent de la cosmologie. La premiére est le fait que la supersymeé-

trie propose naturellement un candidat de matiére noire, joué par la particule supersymétrique
la plus légére (souvent noté LSP?). Nous y reviendrons au chapitre 6. Mentionnons juste, pour
le moment, que pour que cette particule puisse contribuer de maniére significative a la matiére
noire, il faut que sa masse soit supérieure & ~ 100 GeV.
De plus la SUSY introduit autant de champs scalaires que de fermions du MS. Tout ces
champs scalaires sont trés utiles pour la cosmologie moderne qui leur fait jouer des roles va-
riés et importants. Le premier exemple le plus immédiat est 'inflaton qui génére une phase
d’expansion accélérée de 'univers primordial (voir chapitre 4). En outre, pour obtenir une
inflation qui rendent compte des observations, le plus simple est de plonger ’inflaton dans un
potentiel trés plat, ce qui est générique dans un cadre supersymétrique.

Voila les principales raisons qui poussent les cosmologistes et physiciens des particules & se
placer dans un cadre supersymétrique et a supposer Mgysy ~ 1 TeV. Cette théorie manque
cependant d’une confirmation observationnelle. On en attend venant des futurs accélérateurs
de particules et de la cosmologie : détection de particules massives interagissant faiblement
(WIMP*) par des détecteurs sur Terre (c’est le cas des expériences Edelweiss® ou CDMS®),
ou détection de photons gamma produits par annihilation de particules supersymétriques
(voir [102] pour une revue récente sur les recherches de matiére noire issue des théories des
hautes énergies).

5.56.2 Algébre de supersymétrie

L’algébre de la SUSY étend l'algébre des transformations de Poincaré sous lesquelles toute
théorie des champs relativiste est invariante. Cette algébre de Poincaré basée sur le groupe de
Lie SO(3,1) contient des transformations de I’espace-temps (symeétrie externe) a la différence
des transformations de jauge qui agissent sur les champs. Elle rassemble les transformations
de Lorentz (rotations et “boost”) et les translations de ’espace-temps [24, 25]. Ses générateurs
sont ceux du groupe de Lorentz M, et ceux des translations P,.

3Cet acronyme vient de 'anglais Lightest Supersymmetric Particle.
“Cet acronyme vient de I'anglais Weakly Interacting Massive Particle.
5http ://edelweiss.in2p3.fr/ .

Shttp ://cdms.berkeley.edu/ .
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La SUSY étend cette algébre en y ajoutant des générateurs spinoriels Q?, et Q%, avec a =

1,2, =1,2et o4 =1,...,N. Dans la suite, nous nous restreindrons au cas le plus simple
d’une “SUSY N = 1”7 : on introduit donc quatre nouveaux générateurs. Ces transformations
vérifient notamment les relations de commutation et anti-commutation suivantes :

[P'ana] = [P'anﬁ] =0,
[M"™,Qa] = —ich"P Qg ,

_ 5.5.45
{Qa,Qﬂ} :{Qa,Qﬁ}:O ) ( )
(Qas Qs = 20", P,
ce qui définit I’algébre dite de Lie graduée. On a défini o = (I, 0", 0%,03) et oM = %['y“, 71,

o' étant les matrices de Pauli (voir annexe A) et y* étant les matrices de Dirac en représenta-

tion de Weyl (voir chapitre Notations, conventions et valeurs numériques en début de thése).
Cette algébre agit dans un espace étendu, repéré par les coordonnées d’espace-temps et

quatre nouvelles coordonnées 6, et 04 appelées coordonnées de Grassman. Elles vérifient

{00,053 =0, {0a,0;}=0, 0;=0, 65=0, (5.5.46)

ou a, (3, a, ﬁ = 1,2. Les éléments de cette algébre généralisent la notion de translation dans
I’espace temps et s’écrivent

G(z,0,0) = =" PutbQ+6Q) (5.5.47)
ce qui entraine une transformation

0—0+¢,
0 —6+¢e, (5.5.48)

Ty — Ty +ay +i00,€ — iealﬁ_ ,
ol ay, € et € sont les paramétres de transformation. Cela permet d’expliciter l'action des
générateurs @ et @
0

. Aa ~ 0 )
Qa = 87 — ZO‘Zde al“ Qd = _ﬁ + z@aagdau . (5549)
o o

5.5.3 Supermultiplets

11 existe deux types de superchamps sur lesquels agissent les opérateurs de la SUSY. Les su-
perchamps chirauz contiennent des champs fermioniques et leur superpartenaires bosoniques.
Les superchamps vectoriels contiennent des champ de jauge et leurs superpartenaires fermio-
niques.

Pour le visualiser, on peut développer en puissance des coordonnées de Grassman un super-
champ chiral, ce qui se réduit d’aprés 'Eq. (5.5.46) a

d(y,0) = Aly) + V260¢(y) + 60F (y) .
_ A(x) + 60160, A(z) + ioeéé DA(z) + V200 (x) (5.5.50)

V2

ou ’'on a posé y = z +11000. et ol les sommations sur les indices de Grassman sont implicites.
Dans l'expression précédente, les degrés de liberté du superchamp sont contenus dans les

000,1)(x)0,0 + 60F (z) ,
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champs A(z), ¥(z) et F(z), appelés composantes du superchamp. Le premier est un champ
scalaire complexe & deux degrés de liberté, partenaire bosonique du champ fermionique 1,
un spineur de Weyl”. Enfin F(z) est un champ auxiliaire ne correspondant pas & un degré
de liberté physique. Il peut étre ré-exprimé en fonction des deux autres champs grice & ses
équations du mouvement. Un superchamp chiral posséde donc autant de degrés de liberté
bosoniques que fermioniques. Une transformation de SUSY permet de passer de I'un & ’autre

8A =V2e1p
Seth = iV20HE0, A+ V2F (5.5.52)
8.F = iv2e0" 9,y .

Un superchamp chiral vérifie Ds® = 0 oit Dy est la dérivée covariante généralisée

_ 0 .
Dg = ~a0 i(0ct) 50y .
On peut aussi construire un superchamp antichiral ®' vérifiant
0 _
Do®' =0 avec D, = 5o (@00, - (5.5.53)
[

Notons enfin que le produit de deux superchamps chiraux est un superchamp chiral.

Un superchamp vectoriel V se développe aussi en composantes et dans la jauge de Wess-
Zumino,

_ _ _ __ 1
V(2,0,0) = ~00"Gvu(c) + i009X(x) — i090A(z) + 50000 D(z) . (5.5.54)

Il a la propriété d’étre réel V* = V. Les degrés de liberté physiques sont contenus dans les
champs v, (z), un boson vecteur de jauge, et A(z), un spineur de Majorana®. Notons que ce
superchamp posséde la particularité (dans la jauge de Wess-Zumino) que tous ses termes sont
des puissances non nulles des coordonnées de Grassman. En conséquence, grace a I’'Eq. (5.5.46),
on voit que

1 -
V2= —509091)“@)1)“(&6) , et VP=0,n>3.

5.5.4 Lagrangiens supersymétriques

On peut construire a partir des superchamps chiraux et vectoriels, les lagrangiens les
plus généraux, invariants de SUSY. L’objectif est d’obtenir les lagrangiens usuels pour les
composantes de ces superchamps. A partir de superchamps chiraux ®; et antichiraux @I, on
peut construire le lagrangien

Lehiral = / d20d%0 ! ®; + / oW (®;) + hec. , (5.5.56)

"Un spineur de Weyl, 4 deux composantes, est relié aux habituels spineurs de Dirac par le fait que dans la
représentation de Weyl, il représente les deux degrés de liberté de chiralité donnée du spineur de Dirac ¥p

Up = (é‘;) . (5.5.51)

8Un spineur de Majorana posséde quatre composantes mais seulement deux degrés de liberté. Il est défini
comme un spineur de Dirac vérifiant ¥§, = ¥/, ce qui permet de P’écrire avec un seul spineur de Weyl 1),
sous la forme

Ty = (Zg) . (5.5.55)
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ol le premier terme correspond aux termes cinétiques des composantes des superchamps ®;.
W(®;) est appelé le superpotentiel de la théorie. C’est un polynoéme dans les superchamps

1

1
W(®;) = ¢;®; + ;m; ;P + gyijk‘l)iq)jq)k +-e- (5.5.57)

2
Les pointillés correspondent & des termes d’ordre supérieur a trois ce qui induiraient des termes
non renormalisables. On a introduit une intégrale de Grassman qui est une maniére élégante
de sélectionner des composantes du superchamp chiral qui est intégré. Par exemple, [ d20d%e
est équivalent & prendre la composante proportionnelle & 8660 dans le développement en série
de 'Eq.(5.5.50). Pour les régles d’intégration qui permettent de le montrer, voir [95, 96].
Une fois I'intégration sur les variables de Grassman faite, le lagrangien Lepniral Se développe en
composantes selon

n T 1 1 -
Leniral =i0u1pio i + A{OA; — smijihispj — gmijihi;
— Yiie it Ak — Y A + Vi (4i)
ou VF est une partie du potentiel des champs scalaires A;, dont la premiére contribution

vient du terme F; ,I Fy,. Cette forme pour le lagrangien est obtenue en utilisant les équations du
mouvement pour les champs F et F!

0 /Cchira,l 0 »Cchiral
—0, =0, 5.5.59
OF OF) (5:5.59)

(5.5.58)

équation du mouvement qui permettent d’éliminer Fj, et F,I au profit de leur expression en
fonction des champs physiques. Le lagrangien Lchira contient donc les termes cinétiques et les
interactions entre les composantes des superchamps chiraux.

Pour étre complet, il faut construire des lagrangiens qui soient aussi invariants de jauge.
Considérons donc une symétrie de jauge de constante de couplage g, de constantes de structure
fabe et de générateur J,. On introduit un superchamp vectoriel V' généralise V. =3 VJ,. Le
lagrangien doit contenir un terme cinétique pour le champ de jauge et un terme d’interaction
avec la matiére (contenue dans les superchamps chiraux ®;). Introduisons dans un premier
temps 1’équivalent du tenseur F* grace & ?

1_ _ 1 _
Wy = —ZDQeVDae_V , Wa = —ZDQeVDde_V ,

ol €9 =1+ gV + ¢?V2. On peut vérifier en développant W, en composantes, qu’il contient
un terme proportionnel a 6 de la forme J,Fy, avec Fj, = dyvy — Oyvy, + frv, byc. Ainsi, le
lagrangien le plus général invariant SUSY et invariant de jauge s’écrit donc pour une théorie
abélienne

1 1 . _
5 =7 [ @owewa s [ @owiws+ [ Pocaaleva,

(5.5.60)
+ / d?0d%0¢v + / d*0W(®;) + h.c. .
Pour une théorie de Yang-Mills, la généralisation est immédiate,
1 - _
LBy == / d?0 Te(WeW,,) + / A0 Te(WeW,,) + / d%0d*0 &}, ("), @
(5.5.61)

/d20W /d29W

9Notons que dans le cas d’une invariance sous un groupe abélien, les expressions de ces tenseurs est simplifiée
AW, =-1D’D,V et Ws = —1D’DsV.
1 1
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Cependant une grande différence existe : le terme dit de Fayet-Tliopoulos (FI) [ d?0d%@¢V
n’est plus invariant de jauge et est donc interdit dans une théorie de Yang-Mills. Il sera utile
pour la suite de développer le lagrangien général d’une théorie de Yang-Mills en composantes,
ce qui donne

L3sy = — 4F,:‘,,F“““ — X0 Dy A + 2D“D“ (OuAi — igui J®A;:) (0, Ai — igui JAy)
— pia* (Outhi — igqul J°eh;) + gD AL T A; — iV2ALTONp; + iV 2 T AN
tr OV oW 1 W 1 0*W _
HE R B aATF 2oda4, Vi ZaAJraAthwﬂ

(5.5.62)

Notons que dans l'expression précédente, la notation 0WW/0A; signifie en réalité prendre la
composante scalaire (§ = 6 = 0) de OW/0®;.

Pour obtenir le lagrangien final, il est nécessaire de calculer les équations du mouvement pour
les champs auxiliaires D% et F;. Cela permet notamment de vérifier que toutes les composantes
d’un superchamp ®;, c’est-a-dire les fermions ; et les bosons A; ont la méme masse. Pour
le voir, il faut calculer le potentiel scalaire, ce qui est fait dans la sous-section suivante. Il
faut aussi calculer le terme de masse fermionique, contenu dans les deux derniers termes de
I'Eq. (5.5.62). On rappelle que 1; sont des spineurs de Weyl et que donc un terme de masse
pour un fermion de Dirac m p®p®p devient mp (111)2 +¢1¢2) si 11 et Yo sont les composantes

de\I/D.
_(h
\pD_(%).

Etudions maintenant le potentiel des champs scalaires A;, contenus dans les superchamps
chiraux @;. Contrairement aux théories non supersymétriques ou le potentiel est une fonction
libre, en supersymeétrie ce potentiel est déterminé par le superpotentiel W(®;). Pour que la
théorie soit renormalisable, c’est & dire pour que V(A4;) soit de degré inférieur ou égal a 4, il
faut que W soit de degré inférieur ou égal & 3. Si on suppose un superpotentiel général de la
forme de I'Eq. (5.5.57), deux termes contribuent au potentiel scalaire

5.5.5 Potentiels scalaires

V(4i)=Vr+Vp, (5.5.63)

termes que l'on appelle respectivement “termes F” et “termes D”. Ces contributions sont cal-
culées en résolvant les équations du mouvement pour Fj, F;r et D®.

Le calcul de VF est le plus rapide. En utilisant 'Eq. (5.5.62), les équations du mouvement
Eq. (5.5.59) s’écrivent

gl F; = _a_y\: , (5.5.64)
DA

ce qui permet de réécrire le potentiel

2
~Lrp=Y FiF=Y" ‘%‘ : (5.5.65)

Pour le calcul de Vp, il faut résoudre les équations du mouvement pour les champs D%. On
peut extraire le lagrangien contenant tous les termes ou D intervient a partir de I'Eq (5.5.62).
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On obtient Lp = $D*D*+gD*(J%);;Af A; et donc des équations du mouvement dLp /0D =
0 qui imposent

D* = —g(Ja)ijA?Aj . (5566)
En utilisant ces expressions, on obtient Lp = —%D“D“ et donc
1
Vp = ED“D“ . (5.5.67)

Notons que dans le cas d’un lagrangien invariant sous une symétrie U(1), il est possible
d’avoir un terme additionnel de la forme £D dans Lp et la solution de ’équation du mouve-
ment donne alors

D% = —gJijA;kAj +§ . (5.5.68)

J est le générateur de la symétrie U(1)¢ et est donc une matrice diagonale contenant les
charges ¢; des superchamps ®;, J;; = g;0;;. Ces résultats sont utilisés pour décrire l'inflation
hybride supersymétrique aux chapitres 4 et 8.

Mentionnons enfin que les formules précédentes donnent le potentiel scalaire & l'ordre des
arbres. Pour plus de précision, il est nécessaire de prendre en compte les corrections quantiques
(ou corrections radiatives). Si on suppose que les champs évoluent dans un espace-temps de
Minkowskil?, la formule de Coleman-Weinberg [104] s’applique et la correction & une boucle
au potentiel s’écrit

1 R 4y M7
AVitoop = 51— Z(—1) fmin S (5.5.69)
3

ol la sommation est faite sur tous les états ¢ de chiralité, F; est leur nombre fermionique, m;
leur masse et A est I’échelle de coupure ultra-violette de la théorie. Il faut remarquer que tant
que la SUSY n’est pas brisée, les différentes composantes des supermultiplets sont de méme
masse et la correction est nulle. Cela illustre la maniére dont la SUSY résout le probléme de
hiérarchie.

5.5.6 Brisure de SUSY

Nous avons vu que si la SUSY est une symétrie de la nature, elle doit nécessairement étre
brisée & une énergie supérieure & 100 GeV. En effet, tant que la SUSY est exacte, les particules
et leurs partenaires supersymétriques ont la méme masse ce qui est en contradiction avec les
observations. Il existe 2 classes de mécanismes qui permettent de briser la supersymétrie. La
premiére rassemble les brisures spontanées de SUSY tandis que la seconde est une brisure
erplicite, qui introduit des termes dans le lagrangien violant explicitement la SUSY. Nous
commengons par les brisures spontanées.

Brisures spontanées de SUSY

L’état fondamental de la théorie étant noté |0), son énergie est donnée par Ey = (0| H|0),
le hamiltonien H étant donné par I'opérateur de Poincaré Py. En utilisant les relations d’anti-
commutation Eq. (5.5.45), on peut montrer que

By =7 3 (0HQar Qu}l0) = 1 7 1Qul0)? > 0. (5.5.70)

a=1,2

Pour qu’il y ait brisure spontanée de SUSY;, il faut que l'état fondamental |0) ne soit pas
invariant de SUSY, c’est-a-dire que Q4|0) # 0 ou Q4|0) # 0, ce qui revient & Ey > 0 ou encore

10Ce qui n’est pas réaliste lorsque ’on décrit une phase inflationnaire. Cependant peu de travaux sont faits
sur les calculs de corrections radiatives en espace de de Sitter. Voir [103].
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(V)o > 0. Dés lors, la brisure de SUSY ne peut avoir que deux origines : une contribution des
termes F (mécanisme de O’Raifeartaigh [105]), ou D (mécanisme de Fayet-Iliopoulos [106])
doit étre non nulle dans ’état fondamental.

Voici un exemple de brisure via un terme F. Supposons un superpotentiel de la forme

W(®1, Bo, B3) = A\ & (3 — M?) + udy®; . (5.5.71)

Les équations du mouvement imposent les expressions suivantes

ow
ot ow 9
Fy = A, uAs (5.5.72)
W )
P3 = —6A3 =2A\1A1A3 +MA2 .

On peut voir qu’il n’existe pas de solution ou tous les champs Fl]L s’annulent en méme temps
(si M #0). Pour vérifier explicitement que la SUSY est brisée on peut écrire explicitement le
potentiel, en trouver le minimum et vérifier que (Vg) # 0.

On peut aussi vérifier que les masses des différentes composantes des superchamps chiraux
ne sont pas égales. On montre en effet que dans ce modéle, les fermions associés aux A; ont
une masse u tandis que les termes quadratiques en A; dans le potentiel montrent que les états

propres de masse sont donnés par \/u? + 2X\; M.

Pour réaliser une brisure de SUSY via un terme D, il faut supposer une théorie invariante
sous une symétrie U(1)¢ contenant un terme de Fayet-Iliopoulos { non nul. Supposons par
exemple, trois superchamps chiraux ®; de charges ¢; sous U(1)¢ de telle sorte que (J);; =
diag(0,0, g3). Le potentiel s’écrira

1 2

g 2
_D? = 5 (€ + g3A3) (5.5.73)

Vp(4;) = 5

Dans le cas ou £g3 > 0, le minimum du potentiel est obtenu pour (Asz)o = 0. Le potentiel
n’est donc pas nul dans 1'état fondamental (Vp)y = g2£/2 et la SUSY est brisée. Notons
que si £g3 < 0, le champ A3 développe une VEV non nulle (43)g = v/—£/q¢3. Il génére une
mécanisme de Higgs, brisant ainsi la symétrie U(1)e.

Dans Iexemple précédent, on remarque que TrJ = ) .q; # 0. La symétrie U(1)¢ est
alors dite anormale!!. Il est possible de réaliser le méme mécanisme avec une symétrie sans
anomalie. Pour cela on peut considérer un potentiel général

2 2
Vp(4i) = % (5 + ZM?) ; (5.5.74)

et supposer que les champs A; possédent un masse élevée, via le superpotentiel par exemple.
Dans ce cas, le potentiel total est encore minimisé par (4;)9 = 0 et méme avec TrJ = 0, on
obtient le méme résultat.

Ce mécanisme ne peut fonctionner que dans le cas d’un lagrangien invariant sous une
symétrie U(1). Mais la symétrie U(1)y du MSSM'? (I’extension supersymétrique minimale

""La théorie des cordes faiblement couplée [107] génére naturellement des symétries U(1) anormales : un
terme de Fayet-Iliopoulos existe alors, ¢ o« TrJMP,. Voir [108] pour illustrer un mécanisme de FI via une
Symétrie anormale.

12Cet acronyme vient de anglais Minimal Supersymetric Standard Model.
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du MS) ne peut jouer ce role. Les champs du MSSM (squark ou sleptons notamment) n’ont
pas de termes de masse venant d'un superpotentiel qui imposeraient une VEV nulle. Cer-
tains de ces champs pourraient donc acquérir une VEV non nulle pour minimiser le potentiel
de I’Eq. (5.5.74). Cela entrainerait la brisure des symeétries sous lesquelles sont chargés ces
champs, c’est-a-dire U(1)y mais aussi SU(3)¢. Cela pose le probléme de l'origine de cette
symétrie U(1)¢ [135]. Elle ne peut pas étre un sous-groupe d'un groupe simple (non abélien)
de Grande Unification, car dans ce cas, tout terme de FI ne serait pas invariant de jauge.
Usuellement, cette symétrie doit appartenir & un “secteur caché” qui n’est que peu couplé au
secteur du MSSM.

Secteur caché et brisures explicites de SUSY

Mentionnons ’existence d’autres mécanismes pour briser la SUSY. Ces mécanismes ont
été introduits car les champs du MSSM ne peuvent réaliser une brisure spontanée de SUSY
sans étre en conflit [97] avec la phénoménologie observée (brisure des symétries du MSSM
dans le cas d'une brisure via des termes D et spectre des particules incompatible dans le cas
d’une brisure via des termes F).

Il a donc été proposé que la brisure de SUSY ait lieu dans un secteur caché n’ayant
pas (ou de trés faibles) de couplage avec le secteur du MSSM. Dans ce secteur caché, une
brisure spontanée de SUSY peut avoir lieu, sans poser de problémes phénoménologiques. 11
faut ensuite trouver un “médiateur” qui transmet la brisure de supersymétrie du secteur caché
au secteur visible. Ces messagers peuvent étre de différentes origines : secteur de jauge ou
secteur de la gravité notamment [97].

Par un mécanisme ou un autre, considérons donc que des termes non invariants de SUSY
doivent apparaitre dans le lagrangien effectif de la théorie. Ceci peut étre décrit en considérant
une brisure de SUSY dite ezplicite ou douce. Dans ce cas, des termes (de masse) sont ajou-
tés “4 la main” dans le lagrangien. Les possibilités pour ces termes de brisure explicite sont
limitées car ils doivent vérifier les symétries de jauge du MS et ne doivent pas introduire de
nouvelles divergences quadratiques qui détruiraient la solution supersymétrique au probléme
de hiérarchie. Ce peut étre des termes de masse pour les jauginos (partenaires supersymeé-
triques des bosons de jauge) A%, pour les squarks ¢ ou les sleptons l , ou encore des termes de
masse pour les multiplets de Higgs. Ces termes de masse doivent étre de ’ordre de 1’échelle
Msyusy ~ 1 TeV de brisure de SUSY.

5.6 Supersymétrie et Grande Unification

Nous allons mentionner quelques aspects des modifications de la SUSY sur la GUT basée
sur le groupe SU(5).

5.6.1 Superchamps et représentations de GUT

Comme nous 'avons vu & la section précédente, les fermions du MSSM sont les compo-
santes fermioniques de superchamps chiraux. Ce sont donc désormais ces superchamps chiraux
1 et T' qui appartiennent & des représentations du groupe de GUT. Comme dans le cas non
supersymétrique, les représentations nécessaires sont ¥ : 5 et T : 10.

Le MSSM nécessite 'introduction de deux superchamps de Higgs doublets sous SU(2)y,
contrairement au MS non supersymétrique

0 +
H:(,’;> et Hd:(Z%).
u d
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Cela est dii au fait qu’un lagrangien invariant par supersymétrie ne peut &tre construit avec
un seul superchamp. Ces deux superchamps appartiennent aux représentations 5 et 5. Pour la
brisure de symétrie de SU(5), un superchamp de Higgs additionnel ® dans la représentation
24 est nécessaire.

La description du modéle découle de I’écriture du superpotentiel de la théorie, W(H,,, Hy, ®, U, T).
Ce superpotentiel est soumis aux contraintes suivantes.

— T1 doit réaliser la brisure de SU(5) en Gys,
— Il doit donner une masse aux quarks et aux leptons.

Le choix usuel est [88]
W = hyeH ™ T Ty (Hy)m + ha Ty O HS 4 2Te® + 2Trd? + yTrd?

o ) 5.6.75
+ A [(Hu)zHéqs; + ml(Hu)ZHtZi] - ( )

Dans cette équation, %™ est le tenseur de Levi-Civita d’ordre 5 : les indices i, 5, k,l,m =
1,...,5. hy, hg, T, y, 2, A\ et m' sont les paramétres du superpotentiel.

Ce potentiel aboutit & une dégénérescence dans les vides possible pour ®. Dans les trois vides
possibles, les symétries non brisées sont respectivement SU(5), SU(4) x U(1) ou SU(3) x
SU(2) x U(1). 1l est possible d’ajouter dans la description un superchamp chiral X supplé-

mentaire en interaction avec ® de la forme
Wx = WX (Trd? — 4?) ,

superpotentiel qui remplacerait le secteur ® dans I’'Eq. (5.6.75), afin d’éliminer le vide invariant
sous SU(5). Cependant il n’est pas possible de séparer les dégénérescences entre les deux
autres. C’est un des problémes du modeéle SU(5) supersymétrique.

5.6.2 L’unification des constantes de couplage

Comme nous ’avons déja mentionné précédemment, la SUSY affecte les équations d’évolu-
tion des constantes de couplage du MS pour plusieurs raisons. La théorie posséde une nouvelle
échelle d’énergie Mgysy a laquelle la SUSY est brisée. Les constantes 8 impliquées dans ces
équations dépendent en outre du contenu en champs (plus précisément des degrés de liberté)
de la théorie. Pour un groupe SU(N) les contributions bosoniques passent de 11N/3 a 3N.
Notons que I’on a du introduire un second doublet de Higgs (N = 2). Enfin, les contributions
fermioniques sont aussi modifiées et 'on obtient

1 1 bn . Mgur
= + —In——, n=12,3 5.6.76
o) ~ an(aor) Far (5:6:70)

avec [109] (a comparer avec I'Eq. (5.4.41))
1 3 21
1
by=—6+2N;+ 3Ny =1>0, (5.6.77)
b3:—9+2Nf =-3<0.

Notons qu’avec Ny = 3, by est maintenant positif. La résolution des équations permet d’obtenir
avec les valeurs précédentes (pour Ny = 3 et Ny = 2),

MGUT ~ 1016 GeV ;
1
~ L 5.6.78
aGguT 25 ) ( )
sin Oy =~ 0.236 + 0.002 .
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On obtient 1’évolution de constantes de structure fine représentée sur la Fig. 5.2. On voit
que Deffet de la supersymétrie (aux échelles d’énergie ou elle est exacte) est de diminuer
la pente de I’évolution des constantes «,, ce qui retarde ’unification. L’unification se fait
désormais & une énergie de I'ordre de 10'® GeV. L’unification est aussi plus précise, ce qui est
permis par le degré de liberté associé a 1’échelle Mgysy de brisure de la SUSY (point d’inflexion
dans les courbes). Cette échelle est fixée autour de 1 TeV. L’amélioration de l'unification des
couplages peut étre quantifiée par le parameétre [89],

Aa=a-uxb (5.6.79)

avec @ = (al_l,agl,agl), u = Oé(_}%JTIg et b = (b1,b2,b3). Dans le cas d’une unification

parfaite, Aa = 0. Pour l'unification non supersymétrique avec le contenu en particule du
MS [89], (Aa)ms = —11.7, tandis que dans le cas du MSSM, (Aa)mssm = —0.5 £ 3.5.
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F1G. 5.2: Evolution des constantes de couplage avec 1’énergie u en SUSY GUTs. A la différence
de la Fig. 5.1, il est supposé comme spectre de particules, outre celle du MS, leur partenaires
supersymétrique. Figure tirée de [93].

5.7 Eléments de supergravité

5.7.1 Supersymétrie locale

La plupart des symétries de la physique des particules sont des symétries locales. Il est
donc naturel de se demander ce qu’une formulation locale de la SUSY modifie dans la théorie.
Introduisons donc une dépendance des paramétres de transformation e(z#) et a(z") dans
I'Eq. (5.5.48) dans les coordonnées d’espace-temps. On obtient alors une théorie non renor-
malisable (du moins & quatre dimension) mettant en jeu des particules de spin 2 et 3/2,
particules qui peuvent jouer le role de graviton hy, et gravitino ¥, (son partenaire supersy-
meétrique). Elles sont regroupées dans un supermultiplet de la gravité. C’est la raison de la
dénomination de supergravité (SUGRA). La supergravité est une théorie non-renormalisable.
Il est donc clair qu’elle ne peut étre vue que comme une théorie effective “4 basse énergie”
d’une théorie renormalisable la contenant.

Le graviton h,, décrit les excitations de la métrique

Juv = Nuv + ﬁNhuu (5.7.80)
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ol 7, désigne la métrique de Minkowski. L’action de ce secteur gravitationnel généralise donc
celle de la relativité générale avec [95]

1 1 - ~
S = —%/d‘l:ﬂdet e|lR — §/d4$ eMPo 5y, DpWy . (5.7.81)

ou R est le scalaire de Ricci (voir chapitre 1), e#*?? est le tenseur de Levi-Civita totalement
anti-symétrique tel que €12 = 1 et D généralise la dérivée covariante de la relativité générale
en prenant en compte l'existence du gravitino. Le second terme correspond & l'action de
Rarita-Schwinger qui décrit une particule de spin 3/2. | det e| est le déterminant du vierbein,
e%(z), avec a = 1,...,4. Ces champs de vecteurs définissent une base orthonormée locale.

“w
C’est une généralisation de la métrique qui lui est reliée par [110]

v = eZ(x)eg(:z;)nab . (5.7.82)

On en déduit la relation /| det g,.,,| = | det ef|.
La SUSY globale peut étre vue comme la limite de la supergravité lorsque 1’on fait tendre

la masse de Planck mp; vers l'infini. Cela implique que ses effets se ressentent principalement
a 'approche de mp; méme s’il est possible de trouver des effets & des énergies bien plus basses
voire méme de 'ordre de la brisure électro-faible. La question de la limite de validité de la
SUSY globale et de la SUGRA est donc délicate. De maniére effective, la démarche usuelle
consiste a comparer les VEV v des champs étudiés a mp). Si v/mp; < 1 alors la SUSY est
suffisante. Dans le cas contraire, tant que v/mp; < 1, la SUGRA doit étre employée. Lorsque
v/mp; > 1, la supergravité ne peut étre utilisée que si les corrections de gravité quantique sont
négligeables [214]'3. Ces corrections pour un potentiel scalaire V (¢) sont données par [214]

PV v 174
AVgay = C1 — —— + Co—— , 5.7.83
B ' d¢? m%l - 2m4P1 ( )

ot C et Cy ont des valeurs de l'ordre de I'unité. Cela signifie que la SUGRA peut étre utilisée
tant que
a’v
T ag?
V(¢) < mip -

mg < mg,

(5.7.84)

5.7.2 Couplage de la supergravité a la matiére

Le but de cette section est de généraliser le lagrangien de SUSY, en prenant en compte les
couplages du secteur de la gravité avec des superchamps chiraux et des superchamps vectoriels.
Puisque la SUGRA n’est pas renormalisable, il est possible d’autoriser le superpotentiel W(®;)
& avoir un degré supérieur a 3. De plus, si la SUSY était décrite en terme d’une fonction
libre W(®;) uniquement, la SUGRA autorise 'introduction d’une seconde fonction libre des
superchamps chiraux J (<I>;r, ®;) afin de généraliser le terme cinétique

/ ®'®; par / d20J (e}, ;) .

En réalité le lagrangien ne dépend que d’une certaine fonction de J (CI>2-L,<I>Z~) et W(®;). On
définit le potentiel de Kihler'* comme la fonction sans dimension suivante

G(®!, ) = —- +1n (5.7.85)

1371 faut noter qu’il y a un désaccord & ce sujet entre A. Linde et D. Lyth. Ce dernier considére que si la
VEV des champs dépasse mpi, seule une théorie renormalisable peut étre employée.

14Ce terme de potentiel de Kihler désigne parfois la fonction K de I’Eq. (5.7.85) uniquement. Ce sera le cas
au chapitre 8.
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ou la fonction K est reliée a la fonction J par K = —31In(—J/3). Dans sa version minimale,
la fonction K(@}, Q) => (P}(I%-.
Le lagrangien total peut étre divisé en plusieurs parties

Lsugra = LB + Lr + Lk - (5.7.86)

Ces trois termes contiennent respectivement le secteur bosonique, fermionique et les termes
cinétiques des fermions. Nous allons expliciter les lagrangiens bosoniques et fermioniques qui
seront utilisés par la suite. Tout d’abord,

1 , )
|dete|™*Lp = —5R+ G!D,A;D*(AT)* — Vi (G) . (5.7.87)

La contribution des termes F au potentiel des champs scalaires est une fonction de G unique-
ment, mais peut aussi étre développée en termes des fonctions K et W

Vi(G) = e [Gi(G1)iGT — 3]

o . 5.7.88
= eKPMh [ (Wi + MWK (KT)S (W + Ma?WE;)" = 32w ] o
ou l'on utilise les notations suivantes (valable pour G, K ou W)
. . 2
Gi=9¢ =90 i _9C (5.7.89)

Le lagrangien fermionique donne accés aux termes de masse pour les fermions des super-
champs chiraux duquel il est possible d’extraire les termes de masse pour les fermions des
superchamps chiraux. On montre que le développement en composantes donne le lagrangien
fermionique [95]

- 1 . o - -
| det €| Leermion = —€/2T 0" T, + [ieG/z (—G” ~ G'GY + G;J(G—l)fcl) xpiL\IJjR]

i G /2 i,
+ Ee / GZ‘IJ“L’Y“\IJZ'L 4+ c.c. .
(5.7.90)

Dans cette expression W, désigne le gravitino, ¥; désigne un spineur de Majorana construit
& partir du spineur de Weyl, contenu dans le superchamp ®;.

Lorsqu’on introduit des couplages de la SUGRA avec le secteur de jauge, une troisiéme
fonction libre fu5(®;) doit étre introduite, la fonction cinétique de jauge afin de généraliser

/ LOWS(Wa)a par / 20 £ (D)WE(Wi)a ,

ol a, b sont des indices de jauge et « est un indice spinoriel. Dans sa version minimale (renor-
malisable), fqp = dap- Le couplage & un secteur de jauge introduit de nouvelles contributions
au trois lagrangiens précédents puisque de nouveaux champs bosoniques et fermioniques sont
introduits. Les termes cinétiques des lagrangiens sont aussi modifiés dans le sens ou les dé-
rivées covariantes doivent désormais étre covariantes par rapport aux groupes de jauge en
plus d’étre covariantes par rapport aux symétries de la gravité. Enfin le potentiel de Ké&hler
précédent est encore généralisé a

/ L2071 | ,) .
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Avec un secteur de jauge, le lagrangien bosonique comprend d’autres nouveaux termes. En
particulier, une contribution au potentiel scalaire venant des termes D apparait. Elle s’exprime
par [95]

2 .
Vp = %(Refa_bl)Gz(Ja)ijAij(Jb)klAl . (5.7.91)

Cette contribution est regroupée avec les termes cinétiques pour les champs de jauge dans un
second lagrangien bosonique,

]. v IL 14
{)oson = _Z(Refab)(Fa);wau + Z(Imfab)(Fa)uuFIf - VD . (5-7-92)

avec
(Fa)uu = auVVa - aVVua - g)\achuquc . (5.7.93)

et F est son dual (ﬁ’a) = euvpo Fl" -
py
Pour les expressions des autres lagrangiens, il est suggéré de consulter la Ref. [95].



CHAPITRE 6

Contraintes phénoménologiques sur
les modeéles de GUTs SUSY
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Une fois le cadre théorique défini, nous allons présenter les différentes contraintes phéno-
ménologiques qui doivent étre prises en compte pour construire un modéle de SUSY GUTs.
Le but de ce chapitre est de construire une liste de modéles en accord avec ces contraintes :
ils seront étudiés du point de vue de la formation de défauts topologiques au chapitre 7.
Pour chaque contraintes, nous allons présenter les modéles usuels dans le cadre des SUSY
GUTs qui permettent d’en tenir compte. Deux classes de contraintes sont prises en compte :
celles venant de la physique des particules et celles venant de la cosmologie (pour autant que
cette séparation soit possible). Elles concernent la durée de vie des protons [91, 128, 127],
la phénoménologie du MS [26], la physique des neutrinos [112, 111, 114] et le mécanisme de
“see-saw” [132, 113], la génération d’une asymétrie baryon/anti-baryon [119], le probléme des
monopoles et les données du CMB.
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Groupes Fenétre en n € N* Ordre Rang
SU(n+1) n>1 n(n + 2) n
SO(2n+1) n>2 n(2n + 1) n
Span n>3 n(2n +1) n
SO(2n) n>4 n(2n —1) n
Go 14 2
Fy 52 4
Eg 78 6
E; 133 7
Eg 248 8

TAB. 6.1: Groupes de Lie classifiés par Cartan. Sont donnés leur ordre (nombre de gé-
nérateurs), et leur rang (nombre de générateurs diagonalisables simultanément). Certains
groupes sont omis s’ils sont équivalents & d’autres. C’est le cas de SO(6) ~ SU(4), SO(4) ~
SU(2) x SU(2), SO(3) ~ SU(2), Sps ~ SO(5), et Spy ~ SU(2).

6.1 Contraintes sur les groupes de symétrie et les représentations

6.1.1 Contraintes sur Ggyr

Du point de vue du groupe de symétrie sur lequel la grande unification sera basée, un
certain nombre de contraintes peuvent étre posées.

Une seule constante de couplage

On peut utiliser la définition de P. Langacker [91] de la Grande Unification, & savoir une
théorie ne possédant au haute énergie qu'une seule constante de couplage. Ceci est automa-
tiquement réalisé en considérant des théories basées sur un groupe de symétrie G simple.
L’unique autre possibilité est de considérer des groupes non simples mais semi-simples, pro-
duits directs de groupes simples identiques de la forme G = H x H x .... Il faut en outre
imposer une symétrie dans 1’échange des facteurs de telle sorte que leurs constantes de couplage
soient toutes égales. Par souci de simplicité nous allons considérer uniquement des modéles
basés sur un groupe simple.

Cartan a montré que les groupes de Lie simples peuvent étre classés en quatre familles
infinies [SU(n + 1), SO(2n + 1), Sp(2n) et SO(2n)| ot n est le rang du groupe et 5 groupes
simples dit exceptionnels car ils n’appartiennent pas & une famille infinie : Go, Fy, Eg, FE7, Eg
ou l'indice correspond au rang du groupe. Leur propriétés sont rassemblées dans la Table. 6.1.

Rang

Pour construire une théorie unifiée des interactions englobant le MS, il est nécessaire
d’utiliser un groupe de rang supérieur ou égal & celui du groupe sur lequel repose le MS
[Gms = SU(3) x SU(2) x U(1)] ie quatre. Cela exclut d’ores et déja le groupe G et les
premiers groupes de chacune des familles infinies.

Les groupes de rang 4 sont SU(5), SO(9), Sp(8), SO(8), Fy pour les groupes simples, et
SU(3) x SU(3) noté [SU(3)]?, [G2]?, [SU(2)]%, [SO(5)]? pour les groupes semi-simples n’ayant
que des facteurs identiques. Les deux derniers groupes ne sont pas acceptables car ils ne
contiennent pas de facteur SU(3) [92]. Parmi tous ces groupes, seuls SU(5) et [SU(3)]? pos-
sédent des représentations complexes nécessaires pour décrire 'interaction électro-faible telle
qu’on la connait (voir plus loin). Cependant [SU(3)]? ne peut décrire des particules de charge
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électromagnétiques entiéres et fractionnaires [91] & la fois ce qui le rend phénoménologique-
ment inutilisable. Le seul groupe de rang quatre qui soit acceptable est donc SU(5). Le modéle
de Georgi-Glashow (présenté chapitre précédent) est donc le modéle minimal de GUT.

Si 'on a comme objectif d’étre exhaustif, il reste encore un nombre infini de groupes
possibles : il est donc nécessaire d’'imposer une limite supérieure sur le rang des groupes
considérés. Imposer que les modéles de SUSY GUTs puissent étre inclus dans une théorie
des cordes peut sembler raisonnable. Deux de ces théories sont basées sur les groupes de
symétrie Eg x Eg [187] et SO(32), tous les deux de rang 16. Cependant, en toute généralité,
la théorie des cordes ne peut imposer une limite plus ferme que rg < 22 [188], limite qui passe
a rg < 10° [189] dans le cadre de la M-théorie. Nous choisirons de limiter le rang & 8 pour
plusieurs raisons. La premiére est que plus le rang augmente, moins la théorie est prédictive.
La seconde est que pour les groupes de rang plus grand, trop peu d’études existent pour savoir
comment (et si) il est possible de plonger le MS dans la théorie.

6.1.2 Contraintes sur les représentations fermioniques
Représentations réelles et Représentations complexes

La théorie électro-faible est basée sur la chiralité c’est & dire la différence entre les fermions
droits et gauches. Pour pouvoir en rendre compte, il est nécessaire [91] que le groupe de
symétrie choisi posséde des représentations complexes pour placer les fermions. [La distinction
entre représentation réelle et complexe est présentée au chapitre 2, Eq. (2.3.5).] Ainsi, si 'on
place les fermions gauches dans une représentation M7, alors les fermions droits' g = C tah¢
appartiennent & la représentation conjuguée complexe Mr = Mj. Si My, est réelle, les deux
représentations Mp et My sont équivalentes (Mg ~ M) tandis que si la représentation
est complexe, Mr ~ Mp. Nous allons donc imposer que la représentation fermionique soit
complexe. Une classification de M. Mehta et P. Srivastava a recensé les groupes possédant des
représentations complexes : SU(I) (avec I > 2), SO(4l + 2) et Es.

Anomalies

Une anomalie [94, 91] est une singularité dans des contributions au vertex & trois courants
(diagrammes en triangle). Elle entraine des divergences dans les courants en théorie des per-
turbations et dans le cas ou les courants en question sont associés & des symétries de jauge,
la divergence ne peut étre régularisée tout en respectant ’invariance de jauge : on perd donc
I'invariance de jauge et la renormalisabilité. On peut calculer le coefficient de ’anomalie A(R)
d’une représentation R donnée

I [(1°(R), TN R) T*(R)| = %A(R)da”c , (6.1.1)

ot T% est un générateur dans la représentation R et ol d%° est une matrice symétrique de
constantes introduite par ’anticommutateur des générateurs A® du groupe

{2, N0} = 249 )¢ | (6.1.2)

Pour qu’une représentation fermionique puisse étre utilisée, il est nécessaire qu’elle ne
présente pas d’anomalie globalement [A(R) = 0]. Pour certains groupes, toutes les représen-
tations introduisent des anomalies. C’est ainsi qu’on peut éliminer SO(6). En revanche pour
tous les autres groupes SO(4l + 2), Georgi et Glashow ont montré qu’ils ne présentent pas

1 opérateur C de conjugaison de charge est défini au chapitre 5. On rappelle que dans la représentation
de Dirac, C = iy’7° et que ¢° = C (*¢).
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d’anomalies. Giirsey, Ramond et Sikivie en ont fait de méme avec Fyg.

Concernant SU(n), les choses sont plus complexes car certaines représentations sont sans
anomalie mais pas toutes. Utiliser un tel groupe nécessite de n’utiliser que des représentations
sans anomalie ou une combinaison de plusieurs représentations dont les anomalies s’annulent.
C’est le cas de 5 + 10 dans SU(5) (voir chapitre 5). Cette annulation n’est pas le fruit du
hasard mais est due au fait que SU(5) est un sous-groupe de SO(10) qui n’a pas d’anomalies.

6.1.3 Groupes de Grande Unification

On pense désormais que SU(5) méme supersymétrique ne peut convenir [99, 128] & cause
notamment des contraintes expérimentales sur la durée de vie du proton?. Il existe encore une
controverse a ce sujet donc nous ne ’écarterons pas a priori. Pour résoudre certains problémes
du modeéle de Georgi-Glashow, il a été proposé un modeéle appelé “fipped SU(5)”[99] [noté

—~—

SU(5) x U(1)]; il est basé sur le groupe SU(5) x U(1) et est trés proche de SU(5) hormis une
disposition différente des particules dans les multiplets 5, 10 et 'introduction d'un singlet
additionnel. L’extension est attractive car minimale, mais comme il a été choisi de ne consi-
dérer que des groupes simples, ce groupe ne sera étudié que comme un sous groupe de SO(10).

Concernant SU(6), SU(7), SU(8) et SU(9), nous allons dans un premier temps utiliser
ces groupes comme s’ils ne présentaient pas d’anomalie. Pour construire une théorie compléte
avec ces groupes, il faudrait prendre soin de vérifier ce point pour chaque cas.

Dans la famille SO(4l + 2), le premier groupe utilisable est SO(10). C’est un des groupes
les plus intéressants du point de vue des SUSY GUTs. Son premier intérét est de placer
les fermions dans une représentation fermionique complexe, irréductible, sans anomalie, et
de taille 16, ce qui “prédit” ’existence d’un neutrino droit. Il posséde de plus la symétrie
U(1)p-1 ce qui est trés utile du point de vue phénoménologique (voir sections suivantes).
Il a été étudié en détail autant du point de vue de la physique des hautes énergies que de
la cosmologie [91, 132, 88|. Si on passe & des rangs plus grands, seul SO(14) posséde un
rang inférieur & 8. Le seul groupe exceptionnel qui satisfasse aux contraintes précédentes
est Fg, dont 'un des sous-groupe est [SU(3)]3. Certaines théories des cordes débouchent
naturellement sur ces deux groupes de GUT.

6.1.4 Contraintes sur les schémas de brisure
Sous-groupes réguliers et spéciaux

Pour un groupe de symétrie GguyT donné, les sous-groupes peuvent étre classés en deux
catégories : les sous-groupes réguliers et les sous-groupes spéciauz. La définition rigoureuse
des sous-groupe réguliers et spéciaux est donnée dans [92] et est basée sur le formalisme des
diagramme de Dynkin. Elle se traduit de la maniére suivante en termes de générateurs. Un
sous-groupe régulier H présente la caractéristique d’étre naturellement identifiable & partir
du groupe initial G. Ses générateurs sont en effet obtenus en identifiant dans les générateurs
de G des blocs qui sont générateurs d’une symétrie. L’exemple le plus simple est SU(3) dont
SU(2) x U(1) est un sous-groupe régulier tandis que que SU(2) est un sous-groupe spécial.
Pour le visualiser, il suffit d’identifier dans les trois premiers générateurs de SU(3) (donnés

?De nombreux problémes ont été mis en avant 4 propos de ce modéle : la durée de vie du proton, la dégéné-
rescence entre les différents vides pour le champ de Higgs ®24, I’absence de neutrinos droit & priori et ’absence
d’explication de la hiérarchie entre leur masse et celle des autres fermions, le fait que les fermions doivent étre
placés dans une représentation réductible 5 + 10 et enfin une formation de monopéles inévitablement & une
masse de 'ordre de 10'® GeV.
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en annexe A) un bloc 2 x 2 identique aux matrices de Pauli et un bloc nul de taille 1 x 1.
Le sous-groupe SU(2) x U(1) est donc généré par Aj, j = 1,2,3 et Ag, ce dernier, diagonal,
permettant de générer le facteur U(1). En revanche pour générer le sous-groupe spécial SU(2),
il faut utiliser les générateurs Aa, As, et A7. Le méme raisonnement peut étre fait pour les
sous-groupe SU(5). Il est tres difficile de retrouver simplement la phénoménologie du MS
en utilisant des sous-groupes spéciaux et seul les sous-groupes réguliers seront utilisés pour
construire des modéles de GUT. Les sous-groupes réguliers maximaux des groupes de GUT
utilisé sont donnés en annexe A.

Sous-groupes discrets

Nous avons montré au chapitre 3 que la brisure de groupe de Lie peut donner lieu & I'ap-
parition de groupes discrets. De plus, certains de ces groupes discrets sont intéressants pour la
construction de modéles réalistes. L’étude détaillée des groupes SO(10) et Eg montre que les
groupes discrets contenus de maniére générique sont les Z,, [190, 191]. Parmi eux, seuls deux
groupes peuvent étre non brisés & basse énergie : la Zo de R-parité que nous allons présenter
plus en détail & la section 6.5 et une symétrie Zs appelée “baryon parity”. Cependant nous ne
considérerons pas cette derniére dans 1’étude du chapitre 7 et toutes les symétries discrétes
autres que la R-parité ne seront pas considérées. En effet elles devront forcément étre brisées
a basse énergie, ce qui entrainerait la formation de murs de domaine. Cette brisure de symé-
trie devra donc intervenir avant une phase d’inflation afin de résoudre un potentiel probléme
cosmologique : son apparition et leur brisure n’auront donc aucune conséquence observable.

Champs de Higgs

Il n’y a pas de raison & priori de limiter le nombre de brisures de symétries entre 1’échelle
de GUT et ’échelle d’énergie du Modéle Standard. Cela signifie que ’on peut avoir a priori
autant de champs de Higgs que 1’on veut et que ’on ne peut rien dire sur le nombre d’échelles
de nouvelle physique entre Mgyt et 1’énergie du MS.

Dans ce qui suit, nous allons supposer qu’il y a toujours une représentation de Higgs et un
potentiel qui permettent de réaliser n’importe quel schéma de brisure (voir section 5.3). Méme
si aucun théoréme ne permet de 'affirmer, il semble toujours possible de trouver une repré-
sentation de Higgs adéquate pour toute brisure de symétrie entre un groupe et un sous-groupe
(celle-ci peut cependant étre de trés grande taille). Cependant, plus le nombre de champs de
Higgs est élevé, plus il est difficile de trouver un potentiel adéquat pour ces champs et plus le
modéle est complexe. Parmi les schémas de brisure du chapitre 7, certains seront donc plus
réalistes que d’autres lorsqu’ils minimisent le nombre de champs de Higgs nécessaires. Il s’agit
néanmoins d’une contrainte plus esthétique que réellement physique.

6.1.5 Retrouver la phénoménologie du Modéle Standard

Tout modele de GUT doit pouvoir & basse énergie étre en accord avec le MS. Cela signifie
que le groupe de symétrie doit posséder Gyis parmi ses sous-groupes. Cela signifie aussi qu’il
faut trouver une maniére de plonger les particules du MS dans des représentations fermioniques
de telle sorte & pouvoir rendre compte de leurs nombres quantiques (charges sous Gys).
Pour cela, il est nécessaire de regarder les décompositions des représentations de Ggyr au
cours des brisures successives de symétrie. La Ref. de Slansky [92] est trés utile pour cela.
Le plus délicat est de pouvoir expliquer les valeurs des hypercharges des particules. Il est
nécessaire de trouver un “plongement” de la symétrie U(1)y dans le groupe Ggur. Cela signifie
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concrétement trouver une expression analytique de Uopérateur Y d’hypercharge [le générateur
de U(1)y] en fonction des générateurs de Ggyur. Dans la suite, lorsque ’on considérera un
modéle basé sur un groupe, il faudra savoir quelles sont les différentes maniéres de plonger le
MS dans le groupe considéré. Dans le chapitre précédent, nous avons illustré cette contrainte
pour le cas d'une GUT basée sur SU(5) et montré que le choix de représentation fermionique
5+ 10 et 'expression Y = —(5/3)1/2\y4 était en accord avec les charges observées. Pour les
autres groupes, nous nous baserons sur les études existantes. Pour les groupes trés étudiés [tels
que SO(10) et Eg| ceci ne pose aucun probléme et de nombreux plongements possibles sont
connus. En revanche ce sera une limitation pour les groupes de la famille SU(N), nettement
moins étudiés.

6.2 Inflation hybride supersymétrique

Un grand nombre des notions abordées ici concernant I’inflation en général sont introduites
au chapitre 4. Dans ce méme chapitre, ont été abordées les motivations qui justifient de
supposer que 1'univers a connu une phase d’inflation.

6.2.1 Motivations pour l'inflation hybride supersymétrique

Un des modéles historiques d’inflation proposait de placer le champ d’inflaton ¢ dans un
potentiel V en loi de puissance d’ordre quatre [65]

1 1
V= §m2q’>2 + ZA¢4 (6.2.3)

Les prédictions de ce modéle concernant la valeur des paramétres de roulement lent sont
cependant défavorisées pour le cas m = 0 par les données CMB les plus récentes WMAP [73].
Le cas A = 0 est encore en accord avec les données méme si ce n’est pas le modéle qui ajuste
le mieux les contraintes existante. Ces données sont en revanche plus en faveur des modéles
d’inflation hybride.

De plus ce modéle souffre d’un probléme de naturalité depuis que le satellite COBE a me-
suré une anisotropie de température & une échelle de 107%. La comparaison avec les prédictions
du modéle imposait des paramétres de potentiel vérifiant [67, 134]

6T
(?) ~6.6x10 % Ax26x1071", et m <108 GeV . (6.2.4)
0/Q

Cette contrainte sur la constante d’auto-couplage, une parameétre sans dimension & priori de
I'ordre de I'unité ne parait pas trés naturelle.

L’inflation hybride [74, 134] a été introduite pour pouvoir rendre compte de 1’anisotropie
de température sans la nécessité de paramétres sans dimension trés petits devant 1'unité. Le
modeéle est basé sur le couplage de l'inflaton avec un second champ scalaire

V(g,9) = %A(dﬁ — M?)?*+ %m2q§2 + %qu?z/)?. (6.2.5)

Dans ce modéle, 'inflaton ¢ est le champ en roulement lent dans le potentiel tandis que le
champ v est responsable de la déstabilisation du potentiel qui termine I'inflation. Lors de
Iinflation, il est dans un minimum local du potentiel en ¥ = 0 ce qui permet au potentiel
d’étre non nul et donc génére une énergie du vide (c’est pourquoi on parle de “false vacuum
inflation”). Lorsque 'inflaton atteint une valeur critique, le champ 1 tombe dans le minimum
global du potentiel, en prenant une VEV non nulle. Ce champ est donc un champ de Higgs
et peut étre responsable de la brisure d’une symétrie. L’intérét est de pouvoir rendre compte
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de la petitesse des anisotropies du CMB avec des constantes de couplage du potentiel ayant
des valeurs plus naturelles (A, X ~ O(1)).

Dans la version supersymétrique de I’'inflation hybride, nous allons voir que les prédictions
concernant les paramétres observables sont en accord avec les plus récents résultats. Nous
avons vu que le principe de l'inflation est d’avoir un potentiel non nul dans I’état fondamental
pendant la phase d’inflation. Or comme nous 1’avons montré dans le chapitre 5, dans le cadre
de la supersymeétrie, le potentiel contient des contributions venant des termes F et des termes
D. De ce fait, deux classes d’inflation hybride existent suivant l'origine de la contribution
non nulle au potentiel, termes F ou termes D. Ces deux classes de modéles sont présentées
maintenant. Ces modéles d’inflation, couplant une paires de superchamps de Higgs & avec
un superchamp S contenant l’inflaton, paraissent plus naturels dans le cadre des SUSY GUTs.

6.2.2 Inflation hybride venant des termes F

L’inflation “hybride F”3 [133] est la généralisation de la version non supersymétrique décrite
par le potentiel Eq. (6.2.5) mais contient uniquement deux constantes libres dans le potentiel
au lieu de quatre. Dans cette section, on notera ®. deux superchamps chiraux de Higgs et
¢+ leurs composantes scalaires. On notera par S a la fois le superchamp d’inflaton et sa
composante scalaire. L’inflation hybride F est basée sur le superpotentiel

Wr = kS(®,&_ — M?), (6.2.6)

contenant deux constantes libres : une constante de couplage x et une échelle d’énergie M.
Supposons que les superchamps @ soient dans deux représentations non triviales, conjuguées
et de dimensionnalité A/ du groupe G et le brisent lorsqu’ils prennent une VEV non nulle.
Ils sont couplés a l'inflaton S, singlet sous G. La forme du superpotentiel ci-dessus peut étre
protégée par une symétrie. Usuellement, on impose l'existence d’une symétrie U(1)r sous
laquelle les superchamps se transforment de la maniére suivante :

S—elS, P B D, W eW.

Cette contrainte est la seule maniére [133] de protéger la forme du superpotentiel afin d’obtenir
une phase d’inflation. Elle permet notamment d’interdire des termes S™ avec n > 2 tout en
autorisant le terme linéaire & S.

Le potentiel & ’ordre des arbres qui en dérive est donné par la somme des termes F et des
termes D,

V(ps,d-,8) =Vp+Vp =2 M> — ¢ 6> + £[S[(|¢+ > + |¢-|*) + V. (6.2.7)

Dans ce modéle, on supposera que les termes D ne jouent aucun réle (ils peuvent étre rendu
nuls par exemple pendant la phase inflationnaire) et ne sont donc pas explicités. Le potentiel
scalaire est représenté sur la Fig. 6.1.

En supposant des conditions initiales chaotiques, le champ scalaire S est trés grand devant
sa valeur critique S, = M au début de 'inflation. Dans ce régime, le minimum du potentiel est
local et est obtenu lorsque ¢+ = 0. Dans cette vallée inflationnaire (voir Fig. 6.1), I'inflaton
est en roulement lent et le potentiel est non nul, V = k2M* : il est donc responsable d'une
phase d’inflation. Pendant cette phase, il faut aussi noter que la supersymeétrie est brisée
puisque (Vr)o # 0. Nous reviendrons plus loin sur les conséquences de cette brisure de SUSY.
Lorsque l'inflaton S atteint la valeur critique, S., on peut vérifier que le minimum du potentiel
Eq. (6.2.7) est alors pour ¢+ = M ce qui génére la brisure de la symétrie G. Cette brisure

3En anglais on parle de F-term inflation.
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V@ ,S)

F1G. 6.1: Tracé du potentiel V (¢4, ¢_,S) en posant ¢, = ¢_.

de symétrie entraine la fin des conditions de roulement lent de l’inflaton et donc la fin de
Iinflation. La supersymétrie est restaurée car le potentiel devient nul dans 1’état fondamental.

Lors de la phase inflationnaire, le potentiel & ’ordre des arbres est constant Vy = x2M?*,
illustrant ainsi la propriété de la supersymétrie de générer naturellement des potentiels plats,
propriété intéressante pour réaliser un potentiel inflationnaire. Cependant si le potentiel est
parfaitement plat, ceci empéche tout roulement de l'inflaton et la phase d’inflation serait alors
éternelle. Heureusement les corrections radiatives & une boucle, créent une légére pente* dans
le potentiel. Nous avons vu que la valeur non nulle du potentiel entraine la brisure spontanée
de la SUSY (voir chapitre 5). Cela entraine une brisure de la dégénérescence des masses
entre les composantes fermioniques et bosoniques des superchamps ®.. On peut facilement
vérifier grace a 'Eq. (5.5.62) et au superpotentiel (6.2.6) que la composante fermionique
(spineur de Weyl & deux degrés de liberté) de chacun des superchamps @ posséde une masse
Mfermion = K|S]- Le potentiel Eq. (6.2.7) permet de veérifier que les deux degrés de liberté
bosoniques de chacun des superchamps ® 1 possédent eux des masses my = /k2|S|? + kK2M4.
On peut donc appliquer la formule de Coleman-Weinberg [104] pour calculer les corrections
radiatives & une boucle au potentiel

1 , m?
AVitoop = 515 2':(_1)1“%;1 In 75 (6.2.8)
7

ou la sommation est faite sur les degrés de liberté 4, ces états étant de masse m;, de nombre
fermionique Fj. A désigne 'échelle de renormalisation de la théorie (mp; typiquement) et N
est la dimensionnalité des champs de Higgs ®1. On obtient pour la vallée inflationnaire le
potentiel effectif

Véﬁ' = % + AVvl—loop

KIN
3272

‘S|2H2
A2

= k2M* {1 + [2 In +(z+1)2In(1+ 2" + (2 —1)*In(1 — 2_1)] } :

(6.2.9)

Dans l'expression précédente, on a défini la variable z = |S|?/M?2. Dans la littérature, il est
souvent utilisé au lieu de ce potentiel effectif, son développement lorsque l'inflaton S > S,

4Ce n’était a priori pas évident : les corrections radiatives peuvent dans certains cas rendre le modéle
incapable de produire la quantité d’inflation requise en générant des pentes trop fortes par exemple.
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donné par

2 2,2
V ~rg‘M* |1+ 1 + - — + .. . 2.1
eir(|S) = r [ 1672 (n A2 2 1222 (6.2.10)

Cependant ’approximation S > M n’est pas toujours valable car cette inflation hybride
présente la particularité de pouvoir étre réalisée avec des valeurs 'inflaton toujours trés proches
de sa valeur critique M. Il est donc nécessaire, dans le cas général, de travailler avec le potentiel
complet. A partir de ce potentiel effectif, ’étude du modele et de ses prédictions peut étre
fait.

Un point important & noter dans ce modéle est qu'un groupe G est brisé & la fin de
Iinflation. Il est donc nécessaire que cette brisure ne produise ni monopoles ni murs de domaine
afin de ne pas créer de catastrophe cosmologique. Dans le cadre de la GUT, cette brisure
est une des étapes du schémas qui permet de passer de Ggur & Gms. Nous allons voir au
chapitre 7 que cette brisure donne génériquement lieu & la formation de cordes cosmiques. Les
conséquences de cette formation seront étudiées au chapitre 8.

Notons que les points forts de ce modéle inflationnaire sont nombreux [133, 67, 135] :

— Il prend en compte le couplage de deux champs nécessairement présents dans la théo-
rie : un champ de Higgs de GUT et 'inflaton. Ce couplage est profitable aux deux
mécanismes : les champs de Higgs permettent a l'inflation de se terminer tandis que le
roulement lent permet de générer dynamiquement la brisure de symétrie.

— A priori, il n’y a pas besoin de réglage fin du paramétre de couplage x pour pouvoir
rendre compte de l’anisotropie de température observée. C’est ce que 'on montre[210]
en normalisant les contributions inflationnaires scalaire et tensorielle & la mesure de
COBE. Ce point sera ré-étudié au chapitre 8.

— Il est basé sur le superpotentiel le plus général qui soit (i) renormalisable (ii) invariant
sous la symétrie G, et enfin (iii) invariant sous la symétrie U(1)g.

— Le modéle est stable aprés prise en compte des corrections radiatives a une boucle.

— Les corrections de supergravité (pour une supergravité minimal c’est-a-dire avec un
potentiel de Kihler K = |®, |2 + |®_|? + |S|?) ne modifient pas les caractéristiques
essentielles de ce modeéle. Notons [134] qu’usuellement une inflation basée sur un terme
F est instable dans le cadre de la supergravité car le paramétre de slow-roll n (voir
chapitre 4) acquiert une contribution de l'ordre de l'unité ce qui entraine la fin de
Iinflation en roulement lent. Ceci ne se produit pas dans ce modeéle grace a la forme
particuliére du superpotentiel et du potentiel de Kéhler. Ceci peut étre considéré [134]
comme un réglage fin des potentiels.

6.2.3 Inflation hybride par termes D

L’inflation hybride par termes D [136, 137] posséde des avantages et des inconvénients par
rapport & l'inflation hybride F. Elle nécessite I'introduction d’une symétrie U(1)¢, symétrie
qui ne peut étre [135] un sous-groupe des groupes de GUT, si I’on veut autoriser une constante
de Fayet-Iliopoulos non nulle (voir [66, 135] pour une étude sur lorigine de cette symétrie).
En revanche, dans ce modéle, la supergravité ne risque pas de détruire le roulement lent
(comme c’est génériquement dans le cas d’une inflation hybride F) puisque seuls les termes
F contribuant au potentiel scalaire sont modifiés. Ceci est vrai pour n’importe quelle forme
du potentiel de Kéahler, potentiel a priori libre. Ajoutons aussi que 'inflation hybride D est
naturellement implémentée dans le cadre des théories des cordes [66].

En anglais on parle de D-term inflation.
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Dans l'inflation hybride D, on introduit 14 encore deux superchamps de Higgs ®. dont
la VEV non nulle brise une symétrie U(1)¢. Dans cette section, nous désignerons par ¢ les
composantes scalaires des superchamps ®4. Ils sont couplés a un inflaton S

Wp = AS®, &_ . (6.2.11)

Les superchamps ®+ et S sont de charges respectives 1 et 0 sous U(1)¢, et on suppose en
outre que la théorie, invariante sous ce facteur abélien, posséde un terme de Fayet-Iliopoulos
constant . Comme nous le reverrons au chapitre 8, cette inflation doit étre décrite dans le
cadre de la supergravité car la valeur des champs peut étre non négligeable devant la masse
de Planck. Dans la suite on supposera une SUGRA minimale c’est & dire avec une potentiel
de Kéhler

K= +[2>+]S]?, (6.2.12)

et une fonction cinétique de jauge fqp = dqp- On rappelle (voir chapitre 5) que en SUGRA, le
potentiel scalaire s’écrit

e o 1 -
V =301 [Gi(GT))G7 = 3] + S[Refan(®:)] '¢"D? (6.2.13)
Pl
avec
K W? o
G= +In—£  D=¢(T) K’ +¢. (6.2.14)
M3 M T

Dans ces équations et les suivantes, les indices et exposants ¢ pour les fonctions G et K
désignent des dérivations par rapport aux composantes scalaires des superchamps, & savoir

oG oG , a
Gi=—r, Gi=—" ... 6.2.15
oi ’ o¢" 7 0pi0pl ( )

Dans le cas de l'inflation par terme D, T' = diag(+1, —1,0) et on obtient finalement [136, 137]

o | + |12 + |SI2>

G'=

Vdyara = A% exp (

M3,
[I¢+¢ 2 (1 L 15 ‘f) T 164SP2 (1 T '¢1'4) TSP (1 T '¢+4'4)
MP] MP] MP]
_.S|?
# BB & (1,2 oo ey
(6.2.16)

Le déroulement de l'inflation est tres similaire au cas de l'inflation hybride F. Pour des condi-
tions initiales chaotiques S > /£, le minimum local du potentiel est une vallée définie par
¢+ = ¢_— = 0 dans laquelle l'inflaton S est en roulement lent. Le potentiel & ’ordre des
arbres est constant Vy = ¢?¢2/2. La brisure de supersymétrie dans la vallée inflationnaire
est encore responsable d’une brisure de la dégénérescence entre les masses des composantes
fermioniques et bosoniques des superchamps ®... Les masses de ces composantes peuvent étre
calculées a partir du potentiel Eq. (6.2.16) pour les masses bosoniques et & partir du lagran-
gien Eq. (5.7.90) pour les composantes fermioniques. Un potentiel effectif est alors construit a
partir de la formule de Coleman-Weinberg Eq. (6.2.8). Rappelons que la formule de Coleman-
Weinberg [233] a été obtenue en espace-temps de Minkowski. Cette formule est donc peu
adaptée pour décrire les corrections quantiques pendant ’inflation en espace temps de de Sit-
ter. Cependant le calcul des corrections radiative n’a pas été fait en espace-temps de de Sitter
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méme si 'analyse de [103] est prometteuse dans cette direction. On montre au chapitre 8 que
le potentiel effectif pendant la phase d’inflation s’écrit

2¢2 2 S|2A2 |S|2
V]i?f—SUGRA _9& 1+ _|2m | exp (—) +(z+1)°In(1+27")
e 2 1672 A2 M3,

(6.2.17)
+(z—1)%In(1 — z_l)] } ,

avec z = [A2|S|2/(g%¢)] eXP(‘SP/M}Q)l)'

La fin de l'inflation est provoquée lorsque l'inflaton atteint sa valeur critique S. = /€,
car le champ de Higgs ¢, prend une VEV (¢, )9 = /€ et I'inflaton entre dans une phase de
roulement rapide qui termine l'inflation. Le systéme atteint le minimum global du potentiel
({(d-)o = (S)o = 0, (p+)o = V&), minimum qui est nul : la SUSY est restaurée. Lorsque le
champ de Higgs prend une VEV non nulle, il brise la symétrie U(1)¢ car il est chargé sous
cette symétrie. La brisure de cette symétrie s’accompagne forcément de la formation de cordes
cosmiques comme toute brisure d'une symétrie U(1) (voir chapitre 3). Nous verrons au chapitre
8 comment utiliser cette formation de cordes pour contraindre le modéle inflationnaire.

6.3 Masse des neutrinos

6.3.1 Oscillation des neutrinos

De nombreuses expériences, notamment Superkamiokande, KamLAND, CHOOZ, ou SNO,
ont mesuré le flux de neutrinos venant du soleil et venant de l'interaction des rayons cosmiques
de haute énergie avec ’atmosphére. Elles ont toutes observé une oscillation des neutrinos c’est-
a-dire le fait que des neutrinos changent de saveur (neutrinos p qui devient un neutrino 7 par
exemple). Cela ne peut s’interpréter que s’il existe une différence entre leurs masses et que
la matrice de masse n’est pas diagonale dans la base des états de saveur. Il y a alors oscil-
lations car les états physiques sont des combinaisons linéaires des états propres de saveur.
Des données venant de la cosmologie (CMB) et des désintégrations de tritium apportent des
observations indépendantes. Ces observations sont les premiéres preuves de ’existence d’une
physique au-dela du MS.

Pour décrire ces oscillation introduisons donc des états physiques v, vo, v3, de masse m;
ainsi qu’une matrice de mélange U entre les états de saveurs avec 4,5 = 1,2, 3 correspondant
aux états propres de masse [112]

Ve Uel UeZ Ue3 V1
vyl = Ut Up2 U Vo (6.3.18)
Vr UTI UTQ U’T‘3 v3

Les oscillations permettent de mesurer les grandeurs Am%j =m? — m?, ainsi que certains
angles de mélange 6;; qui sont une autre maniére de paramétrer la matrice U. Ainsi venant

des oscillations atmosphériques et solaires respectivement on mesure

Am?2, = (1.4 —3.3) x 1073 eV? |

6.3.19
Am3; = (8.1+£1.1) x 107° eV? . ( )

Plusieurs configurations sont compatibles avec ces observations, qui donnent lieu & trois types
de scénario : le scénario hiérarchique m; < mo < mgs, le scénario hiérarchique inverse m; ~
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m?2 m?2
A -V, A
Vu
-V
mg?L | E— — 1,7
solar~7x107V2 )
atmospheric T
~2x1073gV/2 _
atmospheric
m22__ I ~2><10_3eV2
solar~7x107%eV2
my?+ I — | 157
?
0 0

Fi1a. 6.2: Masses et mélanges des neutrinos dans les deux modéles, hiérarchique et hiérar-
chique inverse, selon les mesures d’oscillation de neutrinos atmosphérique et solaires. Figure
tirée de [111].

mg > m3 ou dégénéré m; ~ mo =~ ms3. Les deux premiers scénario sont schématisés sur la
Fig. 6.2.

Pour le moment, les dégénérescences entre tous les paramétres de masse et de la ma-
trice de mélange n’ont pas toutes été levées. Cependant, les limites venant de la cosmologie
(expériences WMAP et SDSS) sont sensibles a la somme des masses des états physiques et
permettent de contraindre [111]

> mi S(0.7—2)eV . (6.3.20)

I1 faut donc pouvoir expliquer (i) pourquoi les neutrinos ont une masse et (ii) pourquoi cette
masse est extrémement petite devant celle des autres fermions du MS [par exemple, pour
Iélectron qui est dans le méme doublet, m(e) = 511 keV].

6.3.2 Modéles de neutrinos massifs

Pour rendre compte des observations précédente, il suffit de permettre au neutrinos d’étre
massif, ce qui n’est pas la cas dans le MS. La solution minimale consiste & introduire un
nouveau spineur de Dirac Npg, singlet sous SU(2)r. C’est ce qui peut étre fait dans le MSSM
ou pour étendre le modeéle de Georgi-Glashow basé sur SU(5). Mais dans ce cas, rien ne peut
expliquer la différence de masse entre les neutrinos et les autres fermions du MS.

Dans le cadre des SUSY GUTs le mécanisme le plus naturel® est celui du see-saw [117]. Ce
mécanisme est basé sur 'introduction d’un neutrino droit vg et I'hypothése que les neutrinos
sont des particules de Majorana (ie vérifiant Ups = ¥§,). On peut construire & partir des
composantes droite et gauche d’un spineur de Dirac ¥ deux spineurs de Majorana, ¥, =
Ur + U5 et U, = Up + ¥S. On rappelle que les deux contributions & chacun des spineurs
de Majorana ne sont pas indépendantes car liées par

i r=C ("Yrr) - (6.3.21)

5Le but est de ne pas devoir introduire des paramétres sans dimension anormalement petits
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Les fermions de Majorana ont des termes de masse propre
ML\IJML\I’ML = ML(\?L\I/%-l—h.C.) , (6‘3‘22)
MR\IIMRQMR = MR(\I/R\I/L + hC) .

Ces termes de masse peuvent donner lieu & des processus violant le nombre leptonique. Cela
sera utilisé a la section 6.4 pour la leptogénése. Le lagrangien de masse des neutrinos comporte
alors un terme de masse de Dirac (Mp) et des termes de masse de Majorana (Mr, Mg),

L, = DLWNauVL + DR’)’“@‘VR + MD(DLI/R + I7LI/R)
My Mg — (6.3.23)
+ TL(VIC%I/L + h.c.) + TR(I/EI/R + h.c.)
Introduisons deux champs f = (v1, +v%)/v2 et F = (vg + v£)/v/2. Le lagrangien précédent

peut alors se récrire

L, = Fin"0,f + Fy"0,F + (f F) (ﬁz %I’;) (é) , (6.3.24)
ou

Mp Mg

est appelée matrice de masse des neutrinos. Le principe du mécanisme est de supposer que

(i 3

— la masse de Dirac M est générée par la brisure électro-faible (Mp ~ Mlepton),
— la masse de Majorana My, est nulle,

— la masse de Majorana Mp est générée par un couplage de Yukawa avec un champ de
Higgs ®p_, brisant la symétrie U(1)g_y, & une échelle de Grande Unification (couplage
AQB—L(VEVR + hC) d’'ou Mg = )‘<q)B—L>)-

Pourquoi le champ de Higgs qui donne lieu a la masse de Majorana est celui qui brise la
symétrie U(1)g_r, 7 Sil’on introduit trois neutrinos droits de Majorana, la symétrie du secteur
électro-faible est élargie [113] & SU(2)r xU(1)g xU(1)p_1, ou un groupe qui le contient”. Dans
ces modéles la symétrie d’hypercharge Y est une combinaison linéaire des groupes abéliens
U(1)g et U(1)p_1. Dans tous les cas cependant, les neutrinos droits portent une charge non
triviale sous la symétrie U(1)g_1, et un terme de masse de Majorana brise cette symétrie.
Cette masse ne peut donc étre générée qu’au moment de la brisure de la symétrie U(1)g_1,
(c’est le cas minimal) ou plus tard®.

Pour connaitre les états propres de masse, il faut diagonaliser la matrice M,,. Les vecteurs

propres sont

M,
R (6.3.25)
Vi=f— @F
Mg
correspondant respectivement aux valeurs propres (il faut supposer Mp < Mpg)
MN >~ MR
M,,I =~ - D . ( )
Mg

"C’est le cas notamment des modéles “droite-gauche” de la forme SU(3)¢c x SU(2)r x SU(2)r x U(1)p-1,
groupe contenu dans le modéle de Pati-Salam Gps = SU(4)¢ x SU(2)r x SU(2)r lui méme contenu dans

811 existe des modéles oi la masse de Majorana est obtenue par couplage avec une symétrie horizontale
SU(2)x [113].
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En redéfinissant v = 52/, on obtient une masse positive pour le neutrino léger

Avec des masses Mp [ou de maniére équivalente Mp_j, I’échelle de brisure de U(1)p_1] &
des échelles de Grande Unification et une masse Mp de l'ordre de 1’échelle électro-faible, on
peut rendre compte de neutrinos légers de masses trés inférieures aux autres fermions du MS.
Notons que ’échelle de brisure de la symétrie U(1)g_1, est totalement inconnue. Suivant le
modeéle dans lequel est réalisé le mécanisme de see-saw, il est possible d’utiliser les observations
sur les neutrinos légers pour prédire la masse des neutrinos lourds. Par exemple, pour le cas
d’une Grande Unification basée sur SO(10) ou sur Gps = SU(4)¢ x SU(2)r, x SU(2)r, on
montre que [128]

My, ~ Mg ~ (0.5 —1) x 10'° GeV
My, ~ (1 —2.5) x 10'? GeV (6.3.27)
My, ~ (2.5 — 20) x 10° GeV .

Dans certains modéles issus de la compactification des théories de cordes, la symétrie
U(1)_1, peut étre brisée a I’échelle du TeV. Dans ce cas, la petitesse de la masse des neutrinos
légers peut étre expliquée par un mécanisme de “double see-saw” [118] faisant intervenir une
échelle de masse de GUT et une échelle de masse issue de la théorie des cordes.

6.4 Implémenter un mécanisme de baryogénése

6.4.1 Asymétrie matiére/anti-matiére

Le simple fait que 'univers observé soit constitué uniquement de matiére et non d’anti-
matiére nécessite I'introduction d’'un mécanisme générant une asymeétrie des interactions met-
tant en jeu les baryons et les anti-baryons si on ne veut pas devoir régler précisément les
conditions initiales. Du fait que 'on a pas détecté de quantité significative d’anti-baryons,
l'asymétrie est directement donné par le rapport de la densité de baryon npg sur celle des
photons n,, ce rapport étant donné de facon théorique par les modeles de nucléosynthese
primordiale (voir [26], chapitre 20)

BB o ="B = (34-6.9) x 10710, (6.4.28)
Toy Toy

ot ny, ~ 400/ cm3. Cette valeur est en accord avec celle obtenue par 1’analyse des données
d’observations, notamment venant du CMB [143]

BB — (6.1703) x 10710 . (6.4.29)

Ty

Une asymeétrie matiére/anti-matiére peut étre dynamiquement générée dans un espace en
expansion si les interactions entre particules et ’évolution cosmologique vérifient les conditions
de Sakharov :

— Existence de réactions violant le nombre baryonique B,
— Existence de réactions violant les symétries® C et CP,

— Etre en dehors de 1’équilibre thermique.

®Nous avons introduit 'opérateur de conjugaison de charge C au chapitre 5. L’opérateur de parité P agit
sur les spineurs de Dirac par ¥(z,t) - U(—x,t).
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6.4.2 Meécanismes de baryogénése

Il existe principalement quatre classes de modéles de baryogénése (voir [119] pour une
courte présentation de chacun de ces modéles et des modéles alternatifs). Le premier est la
baryogénese électro-faible. Le MS (ou le MSSM) posséde en effet tous les ingrédients pour
réaliser les conditions de Sakharov, méme si les nombres baryoniques et leptoniques sont
conservés a basse énergie. En effet, & hautes températures, au-dela de la brisure électro-faible,
des effets quantiques induisent des processus violant le nombre baryonique (“transitions de
sphalérons” [123]). De plus une transition de phase électro-faible fortement du premier ordre
permet un écart & I’équilibre thermique. Cependant, dans le cadre du MS, les termes de vio-
lation de CP présents dans la matrice CKM ne sont pas suffisants pour rendre compte de
I’asymétrie observée. En outre, les limites inférieures sur la masse du boson de Higgs électro-
faible excluent désormais ce mécanisme dans le cadre du MS. Dans le MSSM en revanche, le
modéle est encore viable pour certaines régions de 1’espace des paramétres, car la SUSY in-
troduit de nouvelles sources de violation de CP. Cependant méme dans ce cadre, il est difficile
de générer une asymétrie aussi élevée.

Dans le second mécanisme de baryogénése de Grande Unification, I’écart & 1’équilibre ther-
mique est réalisé lors de désintégration de particules trés massives (couplées aux champs de
Higgs de GUT). Les nouvelles interactions portées par les nouveaux bosons de jauge violent
inévitablement le nombre baryonique et la symétrie CP. Lorsque la température passe en
dessous de la masse des bosons X et Y de GUT (de masse de ’ordre de Mgur), leur produc-
tion n’est plus assez rapide pour maintenir 1’équilibre thermodynamique et les conditions de
Sakharov sont satisfaites. Cependant, on pense aujourd’hui que le mécanisme ne peut fonc-
tionner : une phase d’inflation doit nécessairement avoir lieu, diluant ainsi toute asymétrie
baryonique précédemment créée. Pour éviter une production de gravitinos incompatible avec
la nucléosynthése primordiale, la température de réchauffage post-inflationnaire doit étre as-
sez basse, de 1'ordre de 107 GeV [120], ce qui est bien plus bas que la masse des bosons X et Y.

Le troisiéme mécanisme est le modéle de Affleck-Dine. Ce modéle nécessite 1’existence de
la SUSY car il est basé sur la dynamique des champs scalaires partenaires supersymétriques
des quarks et des leptons, particules portant donc des charges baryoniques et leptoniques. Si
ces champs sont dans un potentiel suffisamment plat (on a vu que la SUSY produit natu-
rellement des potentiels plats), ils peuvent produire des baryons en nombre important par
oscillation cohérente. Ce mécanisme produit en outre de la matiére noire sous la forme de
corps composés de squarks (Q-balls) interagissant avec la matiére uniquement via la QCD.
Ce peut étre un test important de ce modéle. Un autre test est la nécessité d’un neutrino
léger ultra-léger (my ~ 1072 éV). Cest, avec le mécanisme de leptogénése discuté ci-apreés, le
modéle le plus plausible. Ce mécanisme est décrit en détails dans [119].

6.4.3 Baryogénése via leptogénése

Dans le cadre des SUSY GUTs, le modéle le plus naturel est celui de la baryogénése via
leptogénése [121, 122], car il est basé sur les mémes hypothéses que le see-saw décrit a la
section 6.3.2. Nous en donnons les grandes lignes ci-dessous. On supposera que les ingrédients
pour implémenter le see-saw sont réunis.
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6.4.4 Leptogénése thermique

Comme nous l'avons mentionné a la section précédente, les termes de masse de Majorana
Eq. (6.3.22) ne conservent pas le nombre leptonique. Si trois neutrinos droits super-massifs
sont introduits et si les couplages nécessaires sont présents dans le superpotentiel, 'un d’entre
eux, N1, peut se désintégrer en des paires leptons-Higgs, lorsque la température du bain
thermique descend en dessous de sa masse M;

M—i+d, (6.4.30)

N 1 — |+ H.
A Tordre des arbres, les deux désintégrations ne créent pas d’asymétrie. Mais si ’on prend en
compte les corrections quantiques, il y a génération d’une asymétrie leptonique proportionnelle
a la partie imaginaire e (terme responsable de la violation de CP) du couplage de Yukawa
entre les neutrinos Nj et le champ de Higgs

T[Ny — [H] = %(1 +or,
1 (6.4.31)
T [Ny — [H] = 5(1 — el .

ou I' est la largeur de désintégration totale.

La génération d’'une asymétrie baryonique & partir de I’asymétrie leptonique se fait ensuite
par des processus non perturbatifs, des transitions de sphalérons [123], qui se produisent dans
la théorie électro-faible & haute température (entre 1'échelle électro-faible et 10'? GeV). Ces
processus violent le nombre leptonique et baryonique mais préservent B — L. Ainsi une asymé-
trie leptonique Y7, = (nr, — ng)/s est partiellement transformée en une asymétrie baryonique
Y. Une analyse des potentiels chimiques mis en jeu montre que [119]

a
a—1

YB = OtYB_L = YL (6432)

ol a= 23%‘;71% = 28/79 pour un nombre de générations de neutrinos N, = 3.

Cette leptogénése thermique, pour étre efficace, doit se produire aprés l'inflation. Il est donc
nécessaire que la température de réchauffement Try 2> M. Il existe cependant des contraintes
fortes venant de la nucléosynthése primordiale sur cette température. Une température Try
trop élevée, ie Try > 10° GeV [120], aboutirait 4 une production de gravitinos incompatible
avec la nucléosynthése primordiale. Or on voit que 10° GeV correspond & ’ordre de grandeur
du neutrinos droit le plus léger comme on le voit sur I’exemple de SO(10) a I'Eq. (6.3.27).
Cela entraine donc une tension dans la valeur des parameétres pour étre en accord & la fois
avec la masse des neutrinos legers et avec la contrainte venant des gravitinos.

6.4.5 Leptogénése non thermique

Dans cette variante [124] du modéle précédent, le mécanisme de leptogénése est couplé au
modele d’'inflation hybride supersymétrique présenté a la section 6.2. L’intérét est d’éviter la
tension sur les paramétres du modéle décrite ci-dessus. On rappelle que le superpotentiel de
Iinflation hybride F s’écrit

Wi =kS(®,®_ —p?), (6.4.33)

ot S est le superchamp d’inflaton et @, et ®_ sont deux doublets de Higgs brisant une
symétrie a une énergie de GUT. Dans le modéle de leptogénése non thermique, les neutrinos
de Majorana acquiert leur masse Mg par couplage avec ce superchamp de Higgs,

Wy = An®, NpNg | (6.4.34)
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ce champ de Higgs étant donc responsable de la brisure de la symétrie U(1)p—_1, (ou d’un groupe
la contenant'?). A la fin de la phase d’inflation hybride, la brisure de symétrie induit un terme
de masse pour les neutrinos droits. Lors du réchauffage post-inflationnaire, 'inflaton et le
champ de Higgs oscillent et se désintégrent notamment en paires de neutrinos droits [125, 126].
C’est ensuite la désintégration de ces neutrinos qui donne lieu a la leptogénése. La tension
due aux contraintes venant des gravitinos est relaxée car, dans ce modéle, ce n’est plus la
température de réchauffage post-inflationnaire qui doit étre supérieure a la masse des neutrinos
droits mais la masse de 'inflaton qui se désintégre en neutrinos

Minf = V2Kp > 2M; (6.4.35)

pour que le mécanisme soit cinématiquement possible. La fin du mécanisme est identique &
la leptogénése thermique. Voir [126] pour une étude large et indépendante des relations entre
leptogéneése et inflation. En conclusion, on peut dire que pour une large fenétre pour la masse
du gravitino mg/; € [100 GeV — 1 TeV], la leptogénése non thermique ne présente aucun
désaccord [126] avec les contraintes actuelles de la nucléosynthése primordiale.

6.5 Désintégration du proton et mécanismes de protection

6.5.1 Origines de la désintégration du proton

Nous avons vu dans le chapitre 5 que, dans le cadre de la GUT, de nouveaux bosons de
jauge sont nécessairement introduits et ce méme pour un groupe de GUT de taille minimale
[SU(5)]. Ces bosons étant chargés sous SU(2), et sous SU(3)¢, ils transmettent des inter-
actions pouvant violer la conservation du nombre baryonique B. Le proton n’est donc plus
une particule stable et peut se désintégrer par échange de ces bosons X, Y. Evidemment, une
durée de vie trop petite serait en désaccord évident avec nos observations.

Des expériences de détection de produits de désintégration de protons ou neutrons, notam-
ment Soudan IT'!' et Super-Kamiokande!? n’ont jamais observé de désintégration significative
de nucléons. Elles ont donc seulement pu mettre des limites inférieures sur leur durée de
vie [128],

-1
I 'p—et+7% >6x10% ans , [Z I'(p—yK')| >1.9%x10*ans. (6.5.36)
l

11 existe quatre origines possibles de désintégration du proton dans les SUSY GUTs, classi-
fiées selon la “dimension de 'opérateur” responsable des interactions violant le nombre baryo-
nique. Cette dimension des opérateurs désigne la dimension en masse du terme responsable
de la désintégration dans le lagrangien. Elle peut se visualiser sur les graphes de Feynman
en comptant le nombre de pattes fermioniques qui contribuent pour 3/2 et le nombre de
pattes bosoniques qui contribuent pour 1. On trouvera une bonne présentation de trois types
d’opérateurs sur les quatre dans la Ref. [128].

Tout d’abord, la Grande Unification introduit de nouveaux bosons X,Y transmettant
une interaction qui viole le nombre baryonique. Le mode dominant pour ces opérateurs est
p — et + 7°. Des exemples de graphes de Feynman de cette interactions sont donnés sur la

10Cette remarque permet de comprendre que la leptogénése non thermique ne s’accompagne pas inévita-
blement de la formation de cordes cosmiques a priori. La brisure de la symétrie U(1)g—1 peut par exemple
étre réalisée par exemple lors de la brisure SU(4)c — SU(3)c qui ne forme pas de défauts. Tout dépend de
la maniére de plonger le MS dans le groupe de GUT. Voir chapitre 7.

11h‘l'.tp ://www.hep.umn.edu/soudan/ .

2http ://wuw-sk.icrr.u-tokyo.ac.jp/sk/ .
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Fig. 6.3. On voit que ces opérateurs sont de dimension 6, les quatre pattes externes contribuant
pour 3/2.

u d° q q

X,Y

U + q I
e
F1G. 6.3: Graphes de Feynman responsables du canal principal (p — e*7g) de désintégration
du proton via les opérateurs de dimension 6.

Plus les masses des bosons X et Y sont basses, plus la probabilité de ces interactions est
grande et plus la durée de vie du proton est courte. On voit donc que la masse des bosons
X et Y étant donnée par I’échelle de GUT, cet opérateur va permettre de mettre une limite
inférieure sur ’échelle MguyT.

La deuxiéme classe d’opérateurs qui contribuent & la désintégration du proton sont les
opérateurs [127, 26] de dimension'? 4. Ils sont potentiellement trés dangereux : ils prédisent
une désintégration trés rapide du proton puisqu’alors celle-ci est due & 1’échange de squarks.
Ceux-ci ont en effet une masse bien plus faible que la masse de GUT : elle est reliée a la
brisure de la SUSY et celle-ci semble étre de l'ordre de 1 TeV. Un exemple de ces opérateurs
est donné sur la Fig. 6.4 ci-dessous.

u q

u !
FiG. 6.4: Exemple de graphes de Feynman responsables de la désintégration du proton via les
opérateurs de dimension 4.

Enfin, il existe des désintégrations du proton par échange de higgsinos, triplet de couleur.
Suivant la représentation dans laquelle se trouve les higgsinos, les opérateurs différent. Dans
le cas “standard”, les higgsinos échangés font partie des superchamps de Higgs couplés aux
fermions du MS (représentation 5 et 5 pour le cas de SU(5), voir chapitre 5). Dans le cas
des “nouveaux” opérateurs, les higgsinos échangés font partie des superchamps de Higgs qui
donnent lieu & la masse des neutrinos droits (voir section 6.3.2). Les deux classes d’opérateurs
sont d’égale importance. Ils provoquent des opérateurs de dimension'* 5 dont un exemple
dans le cas standard est donné a la Fig. 6.5.

13La dimension quatre se comptabilise avec les trois pattes d'un des deux vertex de la Fig. 6.4 : 4 =
3/2+3/2+1.

41,3 dimension est donné par les contributions des pattes externes d’un demi-graphe de la Fig. 6.5. Ici on
a deux squarks ¢ (1 + 1) et deux quarks q (3/2 + 3/2).
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q

q
F1G. 6.5: Graphe de Feynman responsable du canal principal (p — e' ) de désintégration
du proton via les opérateurs de dimension 5.

Les modes dominants via ce type d’opérateurs sont p — 7K et p — 7w ". En présence de
ces opérateurs, il est nécessaire d’implémenter un mécanisme efficace de séparation doublet-
triplet'® afin de donmner & ces Higgs triplets de couleur une masse de 1’ordre de Mgyt (au
chapitre 5 nous avons mentionné ce mécanisme pour expliquer qu’a basse énergie seul le
doublet de Higgs soit observé.). Cela est nécessaire afin d’avoir une suppression suffisante de
ce canal de désintégration. Ces opérateurs doivent étre étudiés pour chaque modéle afin de
calculer les prédictions de probabilité de désintégration.

6.5.2 Meécanismes de protection de la duré de vie du proton

Pour protéger le proton d'une désintégration trop rapide, deux mécanismes sont connus
pour le moment. Ils permettent de limiter ’effet des opérateurs de dimension quatre et six.
Ces mécanismes n’existent pas pour les opérateurs de dimension cing. Il faudra donc regarder
les prédictions pour chaque modéle.

Une unification & suffisamment haute énergie permet tout d’abord de controler les opéra-
teurs d = 6. On peut illustrer ces contraintes dans le cas de la grande unification basée sur
SU(5) présentée au chapitre précédent. Dans la section 5.3 présentant le secteur de Higgs,
nous avons calculé les masses des bosons X, Y par couplage avec le champ ®o4

/25
MX ~ My ~ ?gg,’l)l , (6537)

ol g5 est la constante de couplage de SU(5) et v; est la VEV du champ de Higgs ®o4. La
probabilité de désintégration est donnée par |7]
4,5
m
T(p— etn®) =~ B2 (6.5.38)
mx
ol my, ~ 938 MeV désigne la masse du proton. Cette probabilité donne directement la durée
de vie du proton 7, = I'~!. Imposer Tp > 6 X 1033 ans se traduit en une limite inférieure sur

la masse des bosons X,Y
mxy 2 1.6 x 10'® GeV . (6.5.39)

Cela impose une échelle de grande unification du méme ordre de grandeur et montre que la
version non supersymétrique de la grande unification ne semble pas étre un modéle réaliste.
Cela montre la nécessité d’une unification & une échelle de I’ordre de 2 x 1016 GeV, et motive
I'existence de la SUSY. Celle-ci, en retour, suggére que la désintégration du proton pourrait
étre bientot détectée.

5En anglais on parle de doublet-triplet splitting.
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Concernant les opérateurs de dimension 4, il est communément proposé ([26] chapitre 16
et [127]) de conserver la R-parité non brisée & basse énergie. La R-parité [129, 130]) est une
symétrie discréte Zo dont la valeur est donnée par

R = (=1)?5(=1)3B-1) | (6.5.40)

On peut noter que la parité des particules du MS est +1 tandis que celle des superpartenaires
est —1. Imposer qu’elle ne soit pas brisée a basse énergie a des conséquences sur le superpo-
tentiel du MSSM ou de la théorie en générale en interdisant certains couplages de Yukawa,
tels que ceux de la forme [98; 131]

Wir = Awudd , WY = p'LH + }QLd + M LLe . (6.5.41)

Dans les expressions précédentes, @ et L désigne les superchamps doublets de SU(2)1, conte-
nant les quark et les leptons respectivement. u,d, e désigne eux les singlets de SU(2)r. Des
limites expérimentales sévéres existent d’ores et déja sur les constantes de couplage de Yukawa,

a savoir A} < 1072, Ay, A3 < 10™* car ces termes violent le nombre baryonique B [Wl(\g{)] ou
(L)

leptonique [WNR] alors que ces processus ne sont pas observés. Pour plus de détails, voir la
Ref. [130].

Si la R-parité est conservée, les deux superpotentiels précédents sont interdits par symétrie,
et les particules supersymétriques doivent étre créées par paires, et s’annihilent par paires
aussi. La premiére conséquence est d’interdire les opérateurs de dimension 4 puisque la réaction
g+ q — § (voir Fig. 6.4) est désormais interdite.

La R-parité interdit aussi toute désintégration d’une particule supersymétrique en un par-
ticule du MS. En conséquence la particule supersymétrique la plus légére (LSP), appelée
neutralino car c’est une combinaison linéaire des jauginos neutres, est une particule stable.
Cela a un grand intérét cosmologique puisqu’elle peut dans ce cas jouer le role de matiére
noire. Pour plus de détails, consulter [102].

La symétrie Zy sous-groupe de U(1)p_r, peut jouer ce role [131] de R-parité comme le
suggere Iexpression de la R-parité Eq. (6.5.40). Elle peut donc exister dans des modéles basés
notamment sur SO(10), Eg, ou SU(N) avec N > 8 puisque ces groupes contiennent U(1)g_r,.
Il n’est cependant pas systématique de conserver la R-parité non brisée lors de la succession
de brisure de symeétrie, car U(1)g_, doit étre brisée puisque ne faisant pas partie de Gys.
Il faut pour cela remplir certains critéres quant aux représentations de Higgs utilisées [131].
Par exemple, pour préserver la R-parité lors de la brisure du groupe SO(10), la 16 ne peut
étre utilisée. En revanche, les représentations 45, 54,126 + 126,210 notamment, préservent
la symétrie. Cette contrainte motive la construction de modéles de GUT basés sur des groupes
contenant U(1)g_r, et 'emploi de représentations de Higgs permettant de garder non brisée
la R-parité.

6.5.3 Conséquence sur les modéles de GUT

Comparons maintenant les prédictions de certains modéles de GUT aux données expéri-
mentales [128].

Concernant tout d’abord les opérateurs d = 6, les versions supersymétriques de SU(5) et
SO(10) permettent une masse d’unification suffisamment élevée pour étre en accord avec les
limites expérimentales.
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En revanche les canaux de désintégration via les opérateurs d = 5 standards impliquent
que le MSSM contenu dans SU(5) prédit une durée de vie

I''(p—=vK')<1.2x10% ans (6.5.42)

ce qui est exclu par les expériences. De plus, ce groupe ne contient pas la symétrie B — L : il
ne peut donc pas posséder de R-parité qui protége le proton des opérateurs d = 4.
Pour le MSSM contenu dans SO(10) les choses sont différentes puisque ce modéle prédit

I 'p—oKT)<1x10% ans . (6.5.43)

Cela reste en accord avec les limites expérimentales méme si le modéle pourrait étre exclu si
la désintégration du proton n’est pas détectée dans un avenir proche [128]. Inversement, on
peut dire que la GUT basée sur SO(10) prédit que la désintégration du proton sera bientot
observée. Les contraintes venant nouveaux opérateurs d = 5 ne permettent pas d’exclure
d’autres modeles.
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7.1 Présentation du travail, résultats et discussion

7.1.1 Présentation du travail

Nous avons vu dans les chapitres précédent que le cadre de la Grande Unification super-
symétrique (SUSY GUTS) est un cadre intéressant et motivé pour aller au-dela du Modéle
Standard (MS) pour la description de la physique des hautes énergies. Mais si l'on base la
théorie sur le plongement des symétries du MS dans un groupe simple, il est nécessaire d’avoir
un certain nombre de brisures de symétries. Nous avons vu au chapitre 3 qu’elles s’accom-
pagnent de la formation de défauts topologiques. La formation de monopoles et de murs de
domaine donne lieu & des catastrophes cosmologiques : cela va permettre de contraindre les
schémas de brisure compatibles avec les observations cosmologiques. De plus, les cordes cos-
miques ne sont pas détectées dans les données du CMB. Dans ce premier travail de theése,
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nous allons chercher & quantifier la probabilité que de tels objets se forment dans le cadre des
SUSY GUTs.

Pour cela nous chercherons & étre le plus exhaustif possible quant aux groupes de GUT
choisis pour lesquels nous étudierons tous les schémas de brisure que 1’on peut construire
qui permettent d’obtenir le MS & basse énergie. Tout schémas de brisure doit étre basé sur
un plongement précis et connu du MS dans le groupe Ggur. Nous limiterons le rang du
groupe & 8 afin d’avoir un nombre fini de schémas de brisure & étudier. Avec les contraintes
présentées au chapitre précédent, cela restreint I’étude aux groupes suivants : SO(10), SU(5),
SU(6), SU(7), SU(8), Eg, SO(14), et SU(9). Nous imposerons aux modéles que ’on étudie
d’étre en accord avec un certain nombre de contraintes observationnelles et expérimentales
venant de la cosmologie (problémes des monopoles, observations du CMB, génération d’une
asymétrie baryonique) et de la physique des particules (masse des neutrinos, durée de vie du
proton, phénoménologie du MS). Les mécanismes choisis pour rendre compte de ces contraintes
sont les mécanismes les plus standards dans le cadre des SUSY GU'Ts. Ils sont présentés au
chapitre 6. Ainsi, nous imposerons une phase d’inflation hybride supersymétrique aprés la
derniére formation de monopédles, une phase de leptogénése non thermique, et la conservation
de la R-parité & basse énergie.

Une fois la liste des groupes & étudier définie, il faut lister tous les schémas de brisure
de symétrie qui permettent de passer d’un univers invariant sous la symétrie initiale Ggur
et le groupe de symétrie du Modeéle Standard Gugs voire Gumg X Za si 'on impose que la R-
parité soit non brisée a basse énergie. [llustrons le propos en choisissant une théorie basée sur
S0(10). L’écriture de tous les schémas de brisure admissibles est dictée par les sous-groupes
que posséde le groupe initial puis de chacuns des facteurs a chaque étape du schémas de brisure.
Les sous-groupes maximaux des groupes utiles sont donnés en annexe A. Par exemple, SO(10)
peut étre brisé en ses sous-groupes maximaux SU(5) x U(1) ou SU(4) x SU(2) x SU(2) ou
I'un de leurs sous-groupes. Pour étre sur de considérer tous les schémas de brisure possible
on peut dans un premier temps écrire des schémas de brisure maximaux, c’est-a-dire dans
lesquels un seul facteur est brisé en un de ses sous-groupes maximaux. C’est par exemple le
cas de

50(10) — 4C 21, 2R — 3c 1 1,21, 2R — 3(} 11,21, 1R — GMS X Z2 (7.1.1)

ou l'on note SU(n) par n, et U(1) par 1. Les indices permettent d’identifier la maniére dont
le groupe Gus est plongé dans le groupe de Grande Unification ou permettent de nommer
les générateurs des facteurs abéliens. On voit par exemple que le facteur SU(3) de couleur du
MS est contenu dans le facteur SU(4) sous-groupe de SO(10).

Ensuite, on doit considérer des schémas de brisure plus directs dans lesquels on réalise
plusieurs étapes des schémas précédent en une seule fois. Le schémas de brisure précédent
permet donc d’écrire

— 3¢ 21, 2g 11, — .-
50(10) — 3¢ 21 1g 1s-.1. — Gus (Zz) (7.1.2)
-  Gus (%2)

Il existe de nombreux autres schémas de brisures de symétrie possibles pour le groupe SO(10).
En effet, il existent d’autres schémas plus directs non plus & partir de SO(10) mais & partir des
sous-groupes de chacunes des étapes. Mais SO(10) posséde aussi un second sous-groupe maxi-
mal SU(5) x U(1) avec plusieurs plongements possibles du MS, ce qui engendre de nombreux
schémas maximaux comme plus directs.

Comme nous l’avons présenté & la section 5.3.4 du chapitre 5, cette démarche ne donne
qu’un ensemble contenant les schémas de brisures possibles. Il faudrait pour s’assurer qu’un
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schémas est réaliste trouver un contenu en champs de Higgs et des potentiels pour ces champs
qui permettent de réaliser les brisures de symétrie. Dans la section 5.3.4 du chapitre 5, une
méthode générale a été présentée pour mettre en ceuvre cette démarche.

Un second point fondamental pour ne pas écrire des schémas de brisure incompatible avec
la phénoménologie des particules est de connaitre les plongements du générateur d’hypercharge
Y et du générateur de la symétrie U(1)p_r, noté B — L et cela afin de garder non brisées les
symétries du MS, ou la R-parité. L’exemple de I'Eq. (7.1.1) ne peut étre écrit que si l'on sait
que le générateur de I’hypercharge du MS est combinaison linéaire du générateur diagonal de
SU(2)g et du générateur de U(1)g_1,

Y_ +I3 + l(B -L), (7.1.3)
2 2
et que cette symétrie U(1)g_1, est contenue dans le facteur SU(4)c et est orthogonale au
facteur SU(3)¢. Cela nécessite donc de connaitre un ou plusieurs plongements possibles du MS
dans les groupes de GUT étudiés, ce qui repose sur les études existantes de ces plongements.
Tous les plongements connus que ’on a trouvé dans la littérature sont étudiés dans ce chapitre.
Une fois les schémas de brisures écrits pour tous les groupes de symétrie, la derniére étape
est de calculer grace au formalisme des groupes d’homotopie rappelé au chapitre 3. La for-
mation de défaut est dans la suite de ce chapitre noté par un chiffre au dessus des brisures
de symétrie, 0,1,2 ou 3 signifiant respectivement pas de défaut, formation de monopoles, de
cordes cosmiques ou de murs de domaine. Les conséquences de tous ces défauts topologiques
ont été étudié au chapitre 3. Un peu a part, 2’ signifie la formation de cordes de plongement,
présentée elles aussi au chapitre 3. Elles sont a priori instables donc sans effets détectables sur
la cosmologie mais des mécanismes assez génériques existent pour stabiliser leur durée de vie,
et elles pourraient avoir un réle équivalent aux cordes cosmiques topologiques si leur durée
de vie est stabilisée suffisamment. C’est la raison pour laquelle leur formation est mention-
née lorsqu’aucun autre défauts ne se forment. Dans l’exemple précédent de I’Eq. (7.1.1), on
obtiendra

50(10) £> 4(} 2L 2R i) 3(] lB—L 2L 2R —1) 3c 1B—L 2L 1R 29)) GMs(XZQ) . (7.1.4)

La notation a—(?) Gus(XxZy) signifie que deux modeles existent suivant que Zs est ou non
brisée. Pour la formation de défauts topologiques, a se rapporte au cas ol le groupe discret
est brisé tandis que b se rapporte au cas ou il ne ’est pas. Dans les deux cas pour ce modeéle,
il y a formation de cordes topologiques’.

La derniére étape de ’étude est de placer un phase d’inflation hybride terminée par 1'une
des brisures de symétrie écrites précédemment. La seule contrainte est que cette phase doit
intervenir apreés la derniére formation de défauts topologiques donnant lieu & des catastrophes
cosmologiques. Dans ce cas, le modéle, c’est-a-dire I’ensemble d’un schémas de brisure et d'un
moment pour l'inflation sera considéré comme admissible. C’est uniquement le cas pour le
scénario suivant,

50(10) % 4020 2% 55 3c1p.1202% > 3c1p 12 Ir 21%) Gis (X% Zo) - (7.1.5)

ou Infl signifie que I'inflation hybride est couplée a cette brisure de symétrie.

La généricité des cordes cosmiques est alors quantifiée en comparant le nombre de modéles
formant des cordes cosmiques topologiques aprés la phase d’inflation au nombre de modéles
admissibles par les contraintes observationnelles et expérimentales.

"l y a, a priori, aussi formation de cordes de plongement.
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7.1.2 Reésultats et discussion

Avec les hypothéses de travail listées précédemment, il y a formation de cordes cosmiques
apres 'inflation pour 100% des schémas de brisure. Génériquement, cette formation se produit
lors de la brisure de symétrie a la fin de la phase d’inflation hybride. Ceci est méme inévitable
pour les groupes les plus petits tels que SO(10), ou SU(6). En conséquence, la masse par unité
de longueur de ces cordes cosmiques est directement reliée & 1’échelle de masse de 'inflation.
Elle est donc nécessairement de ’ordre de la masse de Grande Unification ce qui peut avoir
des conséquences sur les modeéles inflationnaires. Voir I’étude du chapitre 8.

Parmi tous les schémas de brisure données dans la suite de ce chapitre, il faut mentionner
qu’un certain nombre d’entre eux sont plus réalistes que d’autres. En effet, nous n’avons pas
fait une étude compléte de chacun afin de voir quels sont le nombre et les représentations des
champs de Higgs nécessaires pour les réaliser. Il est plus réaliste de considérer des modéles
contenant un nombre limité de champs de Higgs et avec des champs dans des représenta-
tion de taille réduite. En effet, plus le modéle contient un grand nombre de champs et des
représentations de grande taille, moins le modéle est prédictif.

Il est intéressant et instructif, pour comprendre 'origine de ces résultats, d’étudier leur
dépendance dans les hypothéses faites. On peut en effet considérer d’autres mécanismes de
baryogénése que celui de la leptogénése non thermique voire méme relaxer certaines hypothéses
méme si des mécanisme alternatifs n’existent pas encore. Les comptages ont été refaits pour
Eg en relaxant deux hypothéses qui semblaient cruciales.

On pourrait penser que ’emploi de la leptogénése non thermique biaise I’analyse puisque,
pour ne pas diluer 'asymétrie produite par la désintégration des neutrinos droits, il faut
briser la symétrie U(1)g_1, aprés U'inflation. On a déja mentionné au chapitre précédent que
la brisure de U(1)g_1, peut a priori se produire lors de brisure qui ne forment pas de cordes
cosmiques (lors de SU(4)c — SU(3)c par exemple). Si on autorise une leptogénése thermique,
tout en conservant la R-parité non brisée a basse énergie, on obtient 98% de schémas de Fg
qui forment des cordes aprés la phase d’inflation.

La seconde hypothése que ’on peut relaxer est celle qui impose que la R-parité est non
brisée & basse énergie. Il faut alors absolument trouver un nouveau mécanisme de protection
de la durée de vie du proton vis & vis des opérateurs de dimension 4 (voir chapitre 6). Nous
ne connaissons pas de tel mécanisme mais supposons que l’on peut en trouver. Dans ce cas,
et en autorisant en outre une leptogénése thermique, on obtient 80% de schémas de Eg qui
forment des cordes aprés la phase d’inflation.

Les autres hypothéses n’ont a priori pas d’effet sur le résultat. On voit donc que la forma-
tion des cordes cosmiques est principalement due & la maniére dont les symétries du Modéle
Standard sont plongées dans le groupe de Grande Unification. Cela montre que la formation
de cordes cosmiques est générique.

L’étude présentée ci-apres est publiée dans Physical Review D en 2003 [1].
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Abstract

We study cosmic string formation within supersymmetric grand unified theories. We consider
gauge groups having a rank between 4 and 8. We examine all possible spontaneous symmetry
breaking patterns from the GUT down to the standard model gauge group. Assuming standard
hybrid inflation, we select all the models which can solve the GUT monopole problem, lead to
baryogenesis after inflation and are consistent with proton lifetime measurements. We conclude
that in all acceptable spontaneous symmetry breaking schemes, cosmic string formation is
unavoidable. The strings which form at the end of inflation have a mass which is proportional
to the inflationary scale. Sometimes, a second network of strings form at a lower scale. Models
based on gauge groups which have rank greater than 6 can lead to more than one inflationary
era; they all end by cosmic string formation.
Pacs 12.10.Dm, 98.80.Cq, 11.27+d

7.2 Introduction

The interface between high energy physics and cosmology is very fruitful. Both high energy
physics and cosmology enter the description of the evolution of the early universe, at micro-
scopic and macroscopic levels respectively. However, cosmological models such as inflation
must originate from the particle physics model describing interactions of the constituents of
the early universe plasma. Cosmology provides the ground to test fundamental theories at
energies far beyond the ones accessible by any terrestrial accelerator.

The particle physics Standard Model (SM) has been tested to a very high precision.
However, evidence of neutrino masses [138, 139, 140] proves that one must go beyond this
model. The simplest explanation of the data is that neutrino get masses via the see-saw
mechanism [117] which results from the breaking of some left-right symmetry. This is the
first hint suggesting an extension of the SM gauge group, although this is not strictly needed
since right-handed neutrinos could be present without invoking any extra gauge symmetry.
At present, Supersymmetry (SUSY) is the only viable theory for solving the gauge hierarchy
problem. In addition, in the supersymmetric standard model the gauge coupling constants
of the strong, weak and electromagnetic interactions, with SUSY broken at the TeV-scale,
meet in a single point at around Mgyt =~ (2 — 3) x 106 GeV. This strengthens the idea that
there may be a gauge group G with a single gauge coupling constant, which describes the
interactions between particles above the scale Mgyr. These are the so-called Supersymmetric
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Grand Unified Theories (SUSY GUTS). From the point of view of cosmology, SUSY GUTs can
provide the scalar field needed for inflation, they can explain the matter-antimatter asymmetry
of the universe, and they can provide a candidate for cold dark matter, namely the lightest
superparticle (LSP).

An acceptable SUSY GUT model should be in agreement with both the standard model
and cosmology. The grand unified gauge group must be broken at the GUT scale down to
the standard model gauge group. The GUT gauge group must therefore contain the SM
gauge group SU(3)c x SU(2)p, x U(1l)y, and it must predict the phenomenology that has
been observed at accelerators [141]. Constraining SUSY GUTS at accelerators is a challenge
which will be undertaken in the future. On the other hand, even if accelerators can find SUSY
particles and constrain the Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM), they will
probably say only very little about GUTs and symmetry breaking patterns. Luckily, a number
of new astrophysical data can be used to constrain the various schemes of Spontaneously
Symmetry Breaking (SSB) from a grand unified gauge group down to the standard model.

In building SUSY GUTs, one faces the appearance of undesirable stable topological defects,
mainly monopoles, but also domain walls, according to the Kibble mechanism [142]. To get rid
of the unwanted topological defects, one employs the mechanism of inflation. Inflation is also
the most promising mechanism for generating density perturbations which lead to structure
formation and Cosmic Microwave Background (CMB) temperature anisotropies, as confirmed
by the recent Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) measurements [143]. On the
other hand, inflation usually requires fine-tuning of its parameters, leading to the naturalness
issue. These fine-tuning problems can be circumvented in SUSY models. In principle, we could
build an inflationary scenario using a random scalar field with a given potential, which has
nothing to do with either the SM, or a gauge theory containing the SM. This could come,
for example, from a hidden sector. An interesting possibility is that inflation comes from
extensions of the SM, such as a GUT model, which is then self-consistent : monopoles form,
inflation originates from the GUT itself and solves the monopole problem, and in addition it
fits with CMB data, as well as other data such as the baryon asymmetry which is generated by
oscillations of the inflaton field. Models along these lines have been constructed [173, 174, 175].
This scheme is the philosophy which we follow here.

Given an inflationary scenario, we investigate the topological defects which may be produ-
ced at subsequent phase transitions. We consider all possible symmetry breaking schemes and
examine which kind of topological defects are left after inflation, if any. In all schemes, only
local topological defects can arise, since we only consider gauge symmetries. If monopoles or
domain walls are produced after inflation, then these SSB patterns are discarded, since these
defects should have closed the universe. The only acceptable SSB patterns are those which,
after the inflationary stage, either lead to the formation of cosmic strings or to no defects at
all. If cosmic strings (topological defects) are formed, we should examine their type (Nambu-
Goto strings, superconducting strings) and then check their compatibility with the constraint
coming from the recent measurements of the CMB temperature anisotropies [143], [144]. If
embedded strings are formed, then we should examine their stability (they are in general uns-
table under small perturbations). The symmetry breaking patterns leading to the formation
of textures cannot be constrained, since local textures decay very fast [145] and therefore play
no role in cosmology.

We organize the rest of the paper as follows : In Section 2, we discuss the theoretical
framework of our study. We discuss the various kinds of topological defects which may form,
and the criterion for their formation. We briefly review the standard model for inflation in
SUSY GUTs, and we comment on leptogenesis. In Section 3, we discuss the choice of the
gauge groups which we consider. In Section 4, we list all possible SSB patterns from the
selected GUT gauge groups down to the standard model gauge group. We review the most
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common embeddings of the standard model in each GUT. Each embedding leads to specific
SSB patterns. We list them all, giving the type of defect which is formed at each phase
transition. We then discuss which of the SSB patterns are allowed from cosmology and we
count for each group the number of schemes where strings are formed after inflation, as
compared to the number of schemes with no defect. We round up with our conclusions in
Section 5. Finally, in Appendix A, we list the maximal sub-algebras which we employ for the
groups considered in our study.

7.3 Theoretical framework

7.3.1 Topological Defects

The assumption of a GUT implies that our universe has undergone a series of phase
transitions associated with the spontaneous symmetry breaking of the GUT gauge group
Ggut down to the standard model gauge group Gsm = SU(3)c x SU(2), x U(1)y at Mgyt ~
3% 10'® GeV. The last phase transition of the SSB pattern is the electroweak phase transition
which takes place at Mgw ~ 102 GeV as Ggy breaks down to SU(3)c x U(1)q. There might
be one, more than one, or none intermediate symmetry group between GgyT and Ggym. The
important cosmological consequence of these SSB schemes is the formation of topological
defects via the Kibble mechanism [142].

If we have a system with a topologically non-trivial vacuum manifold, then fields in dif-
ferent spatial regions fall into different ground states, and thus SSB may be followed by the
emergence of a network of topological defects during the associated phase transition. (For a
review on topological defects the reader is referred to Refs. [146], [147]). This leads to the GUT
monopole problem : all GUTs based on simple gauge groups lead to the formation of topologi-
cally stable monopoles whose density is about 10'® times greater than the experimental limit.
Homotopy theory tells us that topologically stable monopoles always form. Moreover, a wide
variety of other defects may also form, leading to important astrophysical and cosmological
implications.

In this paper, we study the formation of topological defects in realistic GUTs considering
all possible SSB patterns of a given group. Allowing for standard hybrid inflation we can then
throw away all schemes which lead to the formation of unwanted defects and check whether
strings form at the end of inflation or after inflation has completed.

Let us consider the symmetry breaking of a group G down to a sub-group H of G. In
order to see whether topological defects form during the phase transition associated with the
breaking of G down to H, we can study the homotopy groups m(G/H) of the vacuum manifold
M, = G/H . If m(G/H) # 0, then topological defects are formed ; if k¥ = 0 then domain walls
form, if k¥ = 1 then cosmic strings form, if & = 2 then monopoles form, and if & = 3 then
textures appear.

Spontaneous symmetry breaking patterns which lead to the formation of monopoles or
domain walls are ruled out since they are incompatible with our universe, except if an in-
flationary era took place after their formation. The reason for which monopoles and domain
walls are undesirable, is that in both cases they soon dominate the energy density of our
universe and close it. The textures are not studied in this work because in the local case, their
relative contribution to the energy density of the universe decreases rapidly with time [145].
Thus, we cannot constrain SSB patterns with textures because they cannot play a significant
role in cosmology.

In addition to topological defects, a gauge field theory may have non-topological defects.
It is possible to obtain a sub-manifold M, (m < n), of the original vacuum manifold M,,, by
freezing out some combinations of the original fields. If the topology of the M,, is such that
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the theory admits topological defects, then one can create configurations of the unconstrained
fields which correspond to topological defects. Provided these configurations satisfy the equa-
tions of motion of the unconstrained theory, then embedded defects appear [148], [149]. More
precisely, if we have a symmetry breaking G— H and Gemp — Hemb, With Gemp C G and
Hemb C H, we examine whether 7 (Gemb/Hemb) 7 0, which is the criterion for the appearance
of embedded (2 — k)-dimensional defects.

Embedded defects are not topologically stable and in general they are not dynamically
stable either [150]. However, a number of mechanisms have been proposed in the literature,
which may stabilize the embedded strings and therefore, they may play an important role in
cosmology. For example, the pion string in the theory of strong interactions, and the elec-
troweak Z-string in the standard electroweak theory can be stabilized in the early universe
via finite-temperature plasma effects [151]. In addition, an electroweak Z-string can be also
stabilized by the presence of bound states of a complex scalar field [152]. Embedded gauge
monopoles always suffer [153] from a long range instability (the Brandt-Neri-Coleman insta-
bility [154]), and therefore, we do not consider them.

7.3.2 Inflation in Supersymmetric Unified Theories

Inflation is at present the most appealing theory which describes the early universe. In-
flation essentially consists of a phase of accelerated expansion which took place at a very
high energy scale. Even though only special initial conditions eventually lead to successfully
inflationary cosmologies, it has been argued [155] that these initial conditions are precisely
the likely outcomes of quantum events occurred before the inflationary era. Thus, inflation
is itself generic [155]. In addition, when the principles of quantum mechanics are taken into
account, inflation provides a natural explanation for the origin of the large scale structures
and the associated temperature anisotropies in the CMB radiation. With the increasing data
on the CMB, which seem to confirm an early inflationary era [143], one needs to find the
most natural framework for inflation which can match the data. Inflation is most naturally
realized in SUSY models. (For a review on inflation in SUSY models the reader in referred
to Ref. [157].) The most natural scenario for inflation, up-to-date, is the so-called standard
hybrid inflation (the reader is referred to Refs. [158], [134], [159]).

Let us summarize how inflation arises naturally in SUSY GUTs based on gauge groups
with rank greater or equal to five. By naturally we mean that no extra-field, nor any extra-
symmetry, are needed for inflation except those needed to build the GUT itself. In order
to satisfy COBE data the inflationary scale has to be ~ 10'%® GeV [159] which is close to
the GUT scale. Note that the problem of initial conditions is not completely solved, but the
argument is that all the fields would come out from the quantum gravity period taking values
which are of the order of the cut-off scale of the ultimate theory, which can be taken to be
the Planck scale Mp; or the string scale [160]. The horizon problem is solved for coupling
constants of the order of 1072. The spectral index is predicted to be very close to one (we
usually get n ~ 0.98). Supergravity (SUGRA) corrections can be kept small [161].

The superpotential for hybrid inflation in SUSY GUTs is given by :

W =aS®d — 125, (7.3.6)

where S is a GUT singlet, ® and ® are GUT Higgs fields in complex conjugate representations
which lower the rank of the group by one unit when acquiring non-zero VEV, and « and p are
two constants (4 has dimensions of mass) which can both be taken positive with field redefi-
nition. The superpotential given in Eq. (7.3.6) is the most general superpotential consistent
with an R-symmetry under which W — W ,® — e~ #% ,® — €#®, and S — €'P.

The potential has two minima : one valley of local minima, for S greater than its critical
value S. = pu/\/a, ® = @, and one global supersymmetric minimum (V=0) at S = 0 and
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® = ® = p/+/a. Imposing chaotic initial conditions, i.e. S > S, the fields quickly settle down
the valley of local minima. The potential V = y* # 0 and inflation can take place. SUSY is
broken and the one-loop corrections to the effective scalar potential can be calculated [159].
This gives a little tilt to the scalar potential which helps the scalar field S to slowly roll
down the valley of minima. The last 50 or so e-folds of inflation take place much below the
Planck scale. When § falls below its critical value S, inflation stops by a waterfall regime,
and the fields quickly settle down to the global minimum of the potential and supersymmetry
is restored. SSB occurs at the end of inflation (@ and ® acquire non zero VEVs after inflation,
or at most during the last e-fold ; this is GUT model dependent). This is very important for
cosmology because it implies that topological defects (if any) form at the end of inflation
with a mass per unit length o< u/y/a. Henceforth no monopole nor domain walls should
be associated with the SSB induced by the ® and ® VEVs. They should not form at any
subsequent phase transition either. We shall use this argument to constraint all SSB of a given
Ggur. It was already done for supersymmetric SO(10) models [162]. It was found that among
all the SSB patterns from SO(10) down to the standard model gauge group involving at most
one intermediate symmetry breaking scale, only three are in agreement with observations. The
proton is “stable” (R-parity is conserved) and no unwanted defects form after inflation. In all
these three SSB patterns, cosmic strings form at the end of inflation. They imply a mixed
scenario with inflation and cosmic strings to account for the CMB temperature anisotropies.
We shall generalize this to all GUTs predicting neutrinos masses via the see-saw mechanism.

Let us comment on CMB anisotropies from inflation and cosmic strings in SUSY GUTs
models. In these scenarios, the multipole moments C; add quadratically and they are pro-
portional to the same scale Aj,g = p/+/a with a proportionality constant which is model
dependent [163]. This can be rewritten as Cf° = (1 — z)CI" 4 2G5 where O C5tT
(Ajng/Mpy). Here = depends on the CMB normalization for each scenario, on the coupling
constant « of the trilinear term a.S®® in Eq. (7.3.6), on the dimension of ®, and on the GUT
itself. Local cosmic string predictions are unfortunately not very well established in detail
and range from an almost flat spectrum [164] to a single wide bump at £ ~ 500 [165] with
extremely rapidly decaying tail. Recent numerical simulations of local string networks [166]
confirm the existence of a bump at around £ ~ 600. It seems that the microphysics of the
string network plays a crucial role in the height and in the position of the bump [167], [168].
Studies of mixed perturbation models (inflation + cosmic strings) impose strong constraints
on the maximum contribution of the string network [165, 144]. The initial condition is also
not taken into account (the distribution of strings forming at the end of inflation and their
micro-structure may be very different from those concerning strings formed at standard phase
transitions). What we can conclude is that the effect of cosmic strings on the CMB power
is to lower the height of the first acoustic peak, and to displace it to smaller angular scales,
as well as to wash out any secondary peaks [169]. In addition, topological defects induce
non-Gaussian statistics, due to their non-linear evolution [169].

So far, we have been discussing F-term inflation. D-term inflation [170] requires the exis-
tence (in addition to the GUT) of a U(1) factor with a non-vanishing Fayet-Iliopoulos term
which can only appear if Tr@Q # 0, where @ stands for the U(1) charge [171]. D-term inflation
occurs in the following way : If one assumes an appropriate set of discrete and continuous
symmetries, the linear term in Eq. (7.3.6) can be forbidden. The VEV of the fields ® and &
can be then forced to equal the Fayet-Iliopoulos term which also sets the scale of inflation.
This is the so-called D-term inflation [172]. The main advantage of D-term inflation is that
it works for general Khiler potentials. However, if this extra U(1) is anomalous coming from
string theory (this would be the best way to justify its presence), the F-term is calculated
using the Green-Schwarz mechanism and would be at the string scale which is far too high for
inflation. At the end of D-term inflation cosmic strings always form (this is easy to unders-
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tand since we are breaking a U(1) gauge symmetry). In this case they satisfy the Bogolomny
bound and their contribution to the Cj’s is = 0.75 [163]. The string contribution is smaller
in the F-term case [163] and as mentioned above, model dependent. We conclude that D-term
inflation is not consistent with observations [144], but it does not concern us anyway, since
we are interested in GUTs based on simple gauge groups.

Since topological defects always form at the end of standard hybrid inflation, it is easy
to conclude that at least one intermediate symmetry breaking is needed between Ggyr and
Ggsm. One way to avoid the monopole problem in single step breaking GUTs is to consider
the first non-renormalisable term in Eq. (7.3.6) [173]. Its effect on the scalar potential is to
“shift” the inflationary valley of local minima to a valley in which the GUT Higgs have already
a non-vanishing VEV, implying that the GUT is already broken during inflation so that no
topological defects form at the end of inflation [173], [174]. Note that non-renormalisable
terms of all orders are in general present in the superpotential if no R-symmetry is invoked
to cancel them. However, their effect on the scalar potential is usually negligible. The way
one can solve the monopole problem with SUSY GUTs hybrid inflation has been discussed in
Ref. [175].

We thus assume standard hybrid inflation which can only occur when the rank of the group
is lowered by (at least) one unit. We can then discuss how frequently cosmic strings form at
the end of inflation with a mass proportional to the inflationary scale as discussed above, so
that both inflation and cosmic strings contribute to the CMB temperature anisotropies. We
point out that for GUTs based on gauge groups with rank strictly greater than five, more
than one stage of inflation can occur. This could lead to a multiple inflationary scenario with
or without cosmic strings at each stage. If more than one stage of the SSB pattern lowers the
rank of the group, there can be a succession of short bursts of inflation [176] which occur at
different scales below the Planck scale and leave behind a distinctive signature in the spectrum
of the generated scalar density perturbations [177]. In our scenarios, i.e. in the selected SSB
which lead to various stages of inflation as well as to cosmic string formation at the end of
each stage, multiple inflation combined with multiple string networks arises.

7.3.3 Leptogenesis

A cosmological scenario is incomplete if it does not discuss baryogenesis which has to
occur after inflation has taken place. GUT baryogenesis is washed out by inflation and the
window left for electroweak baryogenesis is very small. The most appealing scenario today
for baryogenesis is that of leptogenesis [121] which requires non-zero neutrino masses. This
scenario is strongly favored since the discovery of non-zero neutrino masses [138, 139, 140].
(For a review on baryogenesis scenarios and on the cosmological arguments which they render
most of them unlikely, the reader is refered to Ref. [182].)

The most economical way for getting neutrino masses is the see-saw mechanism [117].
This requires the existence of SM gauge singlets (the right-handed neutrinos), which must
get masses around Mr ~ 10** GeV from data on neutrino oscillations [138, 139, 140]. This
means, that there exist a superpotential mass term for the right-handed neutrinos of the
form MgrN;N;, where 4,5 = 1,2,3 and Mg is a 3 X 3 mass matrix. The N;’s are SM singlets
which couple with the MSSM lepton doublets L and electroweak up-type Higgs H, via the
superpotential term h;;l; H,Nj, where h;; is a 3 x 3 complex Yukawa matrix. This gives rise to
a non-zero mass matrix M, for the left-handed neutrinos. The basic idea of letogenesis [121], is
that when the universe cools down and its temperature falls below T' ~ Mg, the right-handed
(s)neutrinos stop being in thermal equilibrium with the surrounding plasma and decay into
(s)leptons and electroweak Higgs (higgsinos); lepton number and CP are violated [183]. A
net lepton asymmetry is produced which is then transformed into a baryon asymmetry via
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sphaleron transitions, which are effective between 10'2 and 102 GeV [123]. The reheating
temperature in supersymmetric models is bounded by above, i.e. Ty < 100 GeV, to avoid
an overproduction of gravitinos which would overclose the universe.

The most effective way for leptogenesis is therefore non-thermal. This happens for example
if the inflaton field decays into right-handed neutrinos and sneutrinos (see for example Ref. [184]).
The resulting lepton asymmetry is then proportional to the reheating temperature, inversely
proportional to the inflaton mass, and depends on neutrino mass parameters. Constraints
from successful inflation, reheating and neutrino masses can be satisfied. In these scenarios,
the right-handed neutrino masses come from a superpotential term x;;®N; N;, where the GUT
Higgs field @ is identified with the GUT Higgs field entering the inflationary superpotential
given in Eq. (7.3.6). This is the same Higgs field which breaks B-L (B and L are respecti-
vely baryon and lepton numbers) in GUTs, predicting right-handed neutrinos. Such GUTs
contain a U(1)p_r, gauge symmetry and the scale of neutrino masses is proportional to the
B-L breaking scale.

Another non-thermal process for leptogenesis is via decaying B-L cosmic strings [185].
The Higgs field responsible for string formation is the same Higgs field which is used to break
B-L. Since it gives mass to the right-handed neutrinos, there are right-handed neutrino zero
modes trapped in B-L cosmic string cores. These are released when cosmic string loops decay
and leptogenesis takes place. If the superpotential given in Eq. (7.3.6) is used for inflation,
as well as to break B-L, then B-L cosmic strings form at the end of inflation. Such models
were discussed in Ref. [186]. In this case both processes contribute to the lepton asymmetry of
the universe : the non-thermal process from reheating after inflation and the decay of cosmic
strings.

In any case, the SSB patterns which can explain the baryon asymmetry of the universe
have the B-L gauge symmetry broken at the end or after inflation. If inflation takes place
at the B-L breaking scale, both non-thermal scenarios will compete, somehow in the same
way that both strings and inflation can contribute to CMB anisotropies. It would be very
interesting to calculate in which proportion they contribute to the net baryon asymmetry of
the universe today.

7.4 Grand Unified Theories

GUTs can solve many of the SM problems, such as the quantization of the electric charge,
the quarks and leptons masses, and the origin of neutrino masses. On the other hand, SUSY
solves the gauge hierarchy problem. In the MSSM with SUSY broken at around 10® GeV the
strong, weak, and electromagnetic gauge coupling constants run with energy and reach the
same value at Mgyt ~ 3 x 10'6 GeV. Hence SUSY GUTs can describe particle interactions at
energies above Mgyt and it must be broken down to the standard model gauge group. In this
section, we select GUT gauge groups which lead to the correct SM phenomenology without
fine-tuning [178], [179], [180].

A single value for the three gauge coupling constants of the standard model can be ob-
tained with a simple group or with a group which is the direct product of n identical simple
groups with the addition of a discrete symmetry Z,. Simple groups are divided into four in-
finite families, SU(n + 1),SO(2n + 1),Sp(2n) and SO(2n), where n denotes the rank of the
group. In addition there are five simple exceptional groups, Ga, Fy, Eg, E7, Eg, where the index
corresponds to the rank of the group. The basic requirement for a GUT is that it must contain
the standard model gauge group Gsy = SU(3)c x SU(2)1, x U(1)y as a sub-group. Its rank
must therefore be greater or equal to 4, which is the rank of Ggy. Simple groups of rank 4
are SU(5), SO(9), Sp(8), SO(8), F4 and we can add the semi-simple group SU(3) x SU(3).
Among these groups of rank 4, only SU(5) and SU(3) x SU(3) have complex representations,
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which are needed in order to describe electroweak interactions. However, SU(3) x SU(3) can-
not describe particles of integer and fractional charge and therefore it is also excluded. Thus,
the only group of rank 4 which remains is SU(5) [178].

In selecting GUT gauge groups, we have two additional constraints : the group must
include a complex representation which is necessary to describe the standard model fermions,
and it must be anomaly free. In principle, SU(n) may not be anomaly free [181] ; more precisely
it depends on the chosen fermionic representation [178]. We assume that the SU(n) groups
which we use have indeed a fermionic representation that certifies that the model is anomaly
free. With these constraints taken into account (we do not yet require see-saw mechanism for
neutrino masses), only SO(4n + 2) with n > 2, SU(n) with n > 5, and Eg can be kept. We
also point out that minimal SUSY SU(5) is ruled out by proton lifetime measurements.

The last constraint comes from neutrino masses. The fairly recent discovery of neutrino os-
cillations at Superkamiokande [138] implies that neutrino have a mass. The Sudbury Neutrino
Observatory (SNO) [139] results and the KamLAND [140] direct measurement of neutrino
mixing have confirmed the existence of non zero neutrino masses. Since the standard model
does not predict the existence of mass for the neutrino, we must go beyond. The simplest
possibility is to add a singlet which plays the role of right-handed neutrino. One can also add
a triplet of Higgs to the SM. But neutrino masses are predicted in GUTs which contain a
U(1)p_r, gauge symmetry [117]. The requirement of see-saw mechanism is our next constraint
on the choice of the group. We point out that these models can also automatically lead to R-
parity conservation [131] and baryogenesis via leptogenesis [121]. SUSY GUT models that we
shall select at the end are self-consistent : they predict neutrino masses and R-parity conser-
vation, they solve their own monopole problem with inflation, and at the end of inflation
baryogenesis via leptogenesis can take place.

Regarding the upper bound on the rank, we limit our study to groups with rank, r, less
than or equal to 8. Clearly, the choice of the maximum rank is in principle arbitrary. The
choice of 7 < 8 could, in a sense, be motivated by the Horava-Witten [187] model, based on
Eg x Eg. Each factor Eg (rank 7 = 8) can be seen as confined in one brane. Thus, within
a four-dimensional theory (no extra dimensions), the rank can be limited to r = 8. To be
more precise, within the framework of five consistent string theories in ten-dimensions (i.e.,
type I open strings, type ITA and IIB closed strings and the two closed heterotic strings),
the rank of the gauge group is bounded to r < 22 [188]. However, it is at present believed
that the five string theories are related by strong-weak coupling dualities, and they can be
seen as different limits of one underlying theory, the M-theory. In this context, one gets non-
perturbative strings which have their own non-perturbative gauge group, thus enhancing, by
a really a lot, the maximum rank required in perturbation theory [188] (a few years ago, the
upper bound of the rank was found to be 10° [189]). Even though we limit our study to r < 8,
we believe that we still capture the main results. Indeed, higher rank groups lead (as one can
see in the next sections) to similar SSB patterns as the one considered for groups of smaller
rank. At last, but not least, a fully exhaustive analysis is clearly impossible.

7.5 Spontaneous Symmetry Breaking Patterns

In the previous section, we showed that a number of constraints restrict the choice of
symmetry groups Ggur- In this section, we study all possible spontaneous symmetry breaking
patterns from Ggyur down to the standard model gauge group Ggy (or Gsy X Z2) and we
look for defect formation. Here Z, is a sub-group of the U(1)g_1, gauge symmetry which is
contained in various gauge groups such as SO(10), E(6) and SU(8). It plays the role of R-
parity. Recall that R-parity in SUSY forbids all dimensions 3 and 4 (even dimension 5) baryon
and lepton number violating operators, therefore forbidding fast proton decay. This discrete
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Zo symmetry can be left unbroken down to low energy when appropriate representations are
used to implement the SSB pattern [131]. R-parity is thus an automatic consequence of SUSY
GUTs which contain U(1)g_1,. Only models with unbroken Z; at low energy are consistent
with the proton lifetime measurements. Therefore when it appears in a SSB scheme, we keep
it unbroken down to low energy.

We only consider maximal regular sub-groups [180]; they are listed explicitly in Appen-
dix 7.7. We disregard special maximal sub-groups because it is then really non trivial to get
Ggm with the correct phenomenology. We write down SSB schemes which are consistent with
both group theory and particle physics phenomenology. Some of the SSB schemes may be ex-
tremely complicated for model building. For example, non-trivial Higgs representations may
be needed. In fact, in model building with a minimal set of Higgs, we do not usually get
many intermediate SSB scales. Also, in going beyond one or two intermediate SSB scales, the
model loses its predictability. However, this is beyond the scope of the systematic search we
are aiming to.

For each group, there may be different ways of embedding Ggy in a given maximal sub-
group. We use different indices to refer to the embedding that we consider. The three indices
C,L,Y stand for Color, Left and Hypercharge respectively, but we use more generally the
index C (respectively L) when SU(n)c D SU(3)c (respectively SU(n)r, D SU(2)1,). We use
several other indices which correspond to different possible embeddings of Ggy in maximal
sub-groups of Ggur. They are explained below when we list the various SSB patterns for each
group. The definition of the weak hypercharge is given where needed. The microstructure
of cosmic strings is very much dependent on these assignments, which can imply different
cosmological and astrophysical effects such as superconductivity, non-thermal production of
baryons, lepton asymmetry or dark matter.

In order to simplify the notation, we write 4¢ 21, 2g which stands for SU(4)c x SU(2)1, x
SU(2)r, 3¢ 21 2r 1p-r for SU(3)c x SU(2), x SU(2)r x U(1)p_L, etc. We also use the
numbers 1,2,2",3 over an arrow to distinguish the type of gauge defect which is formed
during the corresponding phase transition : 1 stands for monopoles, 2 for topological cosmic
strings, 2’ for embedded strings and 3 for domain walls; 0 indicates that no defect forms. If
the number is given in brackets, it stands for the type of defect formed during the SSB of the

same gauge group down to the same sub-group x Zs. As an example, G ! (—1>’2) H (Z3), means
that monopoles form when G breaks down to H, while both monopoles and cosmic strings
form when G breaks down to H x Zy. If (Z2) appears but there is no number in brackets, it is
because the Zy appeared during a previous transition and the type of defect which forms in
the SSB with unbroken Zs is identical the one without it. Finally, G — ... means that the
SSB patterns of G down to Ggy have already been given.

7.5.1 Discrete Symmetries

We briefly discuss various discrete symmetries which may appear during the SSB patterns.
The Zy sub-group of U(1)g_1, which plays the role of R-parity is the only discrete symmetry
that we shall consider in the SSB patterns. It must be there by naturalness for keeping the
proton lifetime above the experimental limits, since we do not consider the existence of any
other symmetry than Ggyr at the GUT scale.

Nevertheless, we point out that some discrete Z,, symmetries may be left unbroken when
the rank of the group is lowered. This depends on the Higgs representation which is used
to implement the SSB. However, only two discrete symmetries, the standard Z parity and
one Zs parity, are anomaly free and can remain unbroken at low energy [190]. (Note that by
adding some gauge singlets and/or doublets two more Zs could be allowed.) Also, in order
to get the Z3 symmetry some very high Higgs dimensional representations are needed [191].
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For example, in order to get a residual Z3 from Eg, one has to choose a 3003-dim Higgs
representation. To simplify our work, we disregard these Z,. They must be broken at some
stage during the SSB pattern, so that they are broken today. From a cosmological point of
view, when these discrete symmetries break, unwanted domain walls form. In a full model,
they must therefore appear and be broken before inflation.

Another discrete symimetry, ZQC, can also be left unbroken when Pati-Salam or Left-Right
symmetry groups appear. This leads to the formation of Zs-strings which get connected via
domain walls when Z$ breaks [192]. (This is not coming from the breaking of a gauge U(1)
symmetry and hence does not enter in the comments above.) The Z$ symmetry is also known
as D-parity [193]. The scale of breaking of Z$ and SU(2)g may be, in principle, separated.
We discuss all the SSB patterns for SUSY SO(10) with and without unbroken D-parity at
high scale. Although the unbroken D-parity may also appear in Eg models, for reasons of
simplification, we do not discuss it. The important issue is that it must be broken before
inflation takes place.

7.5.2 SU(5)

The discussion of SU(5) GUT is very short, since SU(5) has rank 4 and can only break
directly down to the standard model gauge group. This SSB leads to the formation of to-
pologically stable monopoles which are inconsistent with observations. One way to solve the
monopole problem in SUSY SU(5) is to introduce an extra singlet and to give non-trivial
initial conditions to the fields in the Higgs potential [194]. In the following section we discuss
GUT gauge groups with rank greater or equal to five.

7.5.3 SO(10)

SO(10) is a gauge group of rank 5, which contains as maximal sub-groups SU(5) x U(1)
and the Pati-Salam gauge group Gps = SU(4)c x SU(2)gr x SU(2)L, where SU(4)¢ D SU(3)¢ x
U(l)B_L.

In order to give explicit definition for the hypercharge, we consider the following decom-
position [195]

SO(10) > SU(5) x U(1)y O SU(3)c x SU2)1, x U(1)z x U(1)y. (7.5.7)

There are two possible assignments for the hypercharge Y that reproduce the SM and they
depend on whether it is only included in SU(5) or also in SO(10). In the first case

Y

— =7 0.

5 (7.5.8)

It is used for SSB via the Georgi-Glashow model [196] ; we add no subscript to SU(5). In the

second case v )
—=(Z+V), (7.5.9)

2

and it is used for the breakings via the flipped SU(5) model [197], in which case we add the
subscript F, i.e. we write 5p. In SO(10), all the standard model fermions of each family plus
a right-handed neutrino belong to the 16-dimensional representation. The decomposition of
the 16 under SU(5) and SU(5)r is given in Refs. [196, 197].

Thus, there are two ways of embedding SU(5) x U(1)y D SU(3)¢ x SU(2)r, x U(1)z in
minimal SO(10) GUT, but there is only one way for SU(2)g [195]. Here V is related to the
third component I3 of SU(2)g and to B — L, which is contained in SO(10) by

V=43 -3(B-1L), (7.5.10)
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and to Z by

Z=-I} + %(B —-L). (7.5.11)
Thus, in the first case,

; =-I}+ %(B ~L), (7.5.12)
while in the second case

; — Iﬁ + %(B -L). (7.5.13)

We list below the SSB schemes of SO(10) via SU(5) sub-groups. We indicate the type of
defect(s) formed at each phase transition
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In Ref. [198] it has already been shown that if a 126-dimensional Higgs field is used, SO(10)
is broken down to SU(5)xZ and stable cosmic strings arise. However, since the next SSB
leads to monopole formation, this model is incompatible with cosmology.

SO(10) can also break via the left-right symmetric groups Gps O SU(3)c x SU(2)r X
SU(2), x U(1)B_1, in which case the assignment of the hypercharge is given by Eq. (7.5.13).
As explained in the previous section, a discrete symmetry know as D-parity (noted as Z3)
can appear, leading to the formation of walls bounded by strings; such configurations are
not problematic for cosmology. However, if inflation takes place before the formation of do-
main walls, then these would become cosmologically catastrophic; this situation is forbidden.
Another Z, appears when SO(10) is breaking via Gpg [192]; indeed, it is not SO(10) but its
universal covering group Spin(10) which is really broken to [(Spin(6) x Spin(4))/Z>](x ZY)
(We remind to the reader that SU(4) x SU(2) x SU(2) ~ Spin(6) x Spin(4).) The quotient Z,
results from the non-trivial intersection of Spin(6) and Spin(4) and implies the formation of
monopoles.

The SSB patterns of Gpg and Gpg with D-parity down to Ggy (Z2) are respectively given
by

¢ 1 2 (2)
1 — 3c2L1lglgp.. — G Z
— 3¢ 21, 2r 11, 2 (3 GC L(ZR) o e (2)
SM 2
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(7.5.15)



164 Généricité des cordes cosmiques dans les GUTs SUSY (Article)
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1 C 1,3 2 (2)
—  4c 2y 1R Z; y — 3c2L1lrlpy, —F Gsm (Z2)
40 21 2R Z§ < \ e Gsm (Z2)
By 402 2% —» Eq. (7.5.15)
1
— 4c 21, 1y —
L3, 3c 2L 2r 1L —
1,3 2(2)
— 3¢ 2p 1r 1_1 —+  Gsum (22)
1,3 (1,2,3
L (—> ) GSM (ZQ).

7.5.16
The SSB schemes of SO(10) via the left-right groups with associated defect forma‘gion ari
(L dc 21 2 — Eq. (7.5.15)
L5 4e2,2v 28— Eq. (7.5.16)
E) 4C 21, 1 Z2C —
L) 4C 21, 1y — tee
SO(10) ¢ 12 (7.5.17)
- 3c 21, 2r 11 ZQC — v
L) 3c 21, 2r 181, —
L e lrlpr 2B Gsu (%)
= Gewt (%)

The SSB patterns listed above and the type of defect indicated above the arrows, contain
all the information one needs to address the question of whether cosmic strings (topological
or embedded) are expected to exist in models which are compatible with both particle physics
and cosmology. The acceptable models must be consistent with proton lifetime measurements,
solve the GUT monopole problem with inflation, and explain the baryon asymmetry of the
universe. Inflation takes place when the rank of the group is lowered and non-thermal lepto-
genesis (i.e. B-L breaks at the end of inflation) is efficient. For GUTs based on gauge groups
which have rank less or equal to five such as SO(10) or SU(6), in each SSB pattern, there is
one single choice for the phase transition where hybrid inflation can take place. In SO(10),
non-thermal leptogenesis always takes place at the end of inflation. On the other hand, for
GUTs based on gauge groups which have rank greater than five, there may be more than one
choice for the phase transition which leads to inflation. In these GUTs where inflation can
take place at different stages in the SSB patterns, B-L is not necessarily broken at the end
of inflation. Models satisfying all constraints must lead to efficient leptogenesis; B-L must be
broken at the end of inflation.

Since in standard hybrid inflation SSB takes place at the end of inflation, in the schemes
which are consistent with cosmology from a defect point of view, inflation can only take place
during a given phase transition, with no monopoles or domain walls at this or at a subsequent
phase transition.

For SO(10), we find that there are 68 SSB patterns which do not lead to formation of
unwanted defects after inflation and all these models lead to the formation of topological
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strings or embedded ones, at the end of inflation. More precisely, we find that there are 34
SSB patterns with topological strings and unbroken matter parity, i.e. Gsm X Za. There are
21 SSB patterns leading to the formation of topological strings, but with broken R-parity.
Finally, there are 13 SSB schemes with embedded strings. In SO(10), when embedded strings
are formed, R-parity is always broken. In all these models, B-L is broken at the end of inflation
and leptogenesis is efficient. As discussed earlier, the proton lifetime measurements require
unbroken R-parity. There are therefore only 34 SSB patterns which satisfy all the constraints
and they all lead to the formation of topological cosmic strings at the end of inflation.

7.5.4 SU(6)

SU(6) is the second group of rank 5. The maximal sub-groups of SU(6) are given in
Table 7.7. Recall that SU(6) does not contain B-L and, therefore it cannot accommodate the
data on neutrino oscillations. There are only few possibilities for the spontaneous symmetry
breaking patterns from SU(6) down to the Ggm. We list them below, indicating also the type
of defects, if any, formed at each phase transition.

( 2, 5 1y Qs
—1>516 —1>3C2L11 i)GSM
1,2
— GSM
1 2
— 3c211 — G
L 40201 { L, et SM
SU(6) ¢ 7 Gsm ) G (7.5.18)
— 3c2;11 —
1y o3031 " c 2L SM
— GSM
1302011 -3 Geu
2 5 1y Gsu
1
.\ — Gsu

Following the same approach as in the case of SO(10), one finds that there are six cosmo-
logically allowed SSB schemes (from a defect point of view). They all lead to the formation
of topological strings or embedded ones, at the end of inflation. There are four schemes with
topological strings and two with embedded ones. However, SU(6) does not contain U(1)g_r,,
data on neutrino oscillations cannot be accommodated without extension of the minimal ver-
sion and R-parity is not there. Thus, minimal SU(6) is not an acceptable group for particle
physics.

755 Eg

Eg is a group of rank 6 and it has three regular maximal sub-groups which can accommo-
date the standard model

SO(10) x U(1)yr
SU(3)c x SU3)L x SU(3) ()
SU(6) x SU(2)

We study the SSB patterns of Eg via each of them in the following sections. (We follow the
notation of Ref. [195]).
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Breaking E; via SO(10) x U(1)

Let us start with Eg D SO(10) x U(1)y» and SO(10) D SU(5) x U(1)y. There are three
possible assignments for the hypercharge Y which reproduce the SM depending on whether
U(1)y € SU(5), or U(1)y € SO(10), or U(1)y C Eg. They are respectively given by [195]

Y
5 =2 (7.5.19)
Y 1
5= _g(z +V) (7.5.20)
Y 1

So the U(1)y with hypercharge given in Eq. (7.5.19) is only contained in SU(5) and is valid
for the breakings through the Georgi-Glashow model. The hypercharge in Eq. (7.5.20) is
contained in SO(10) and is the one appearing in the breakings through flipped SU(5). Finally
the last assignment of Y in Eq. (7.5.21) correspond to U(1)y C Eg. This is the sub-group
which appears in the breaking of Eg through the E-twisted SU(5) model for example. We
distinguish the SU(5) of each of these three cases by writing it as 5, 5p, or 5g respectively.
The SSB patterns for 5 1y 1y and 5r 1y 1y are respectively given by

- 25 5 (Z) s Gsu (%)
— 51y (Z2) 5 Gsm lvr (Z) - Gsu (Z)
1,2
— GSM (ZQ)
5lvly {1 2, Gy lv 2@ Gew (Z,)  (7.5.22)
— Gsm 1v 1y 2 (2) 9
— Ggm 1y (Z2) —  Ggum (Zg)
2 51y —
1,2 (1,2
| 2% Gou (22)
where the hypercharge is given by Eq. (7.5.19), and
2 2' (2)
— op 1 — G Z
or 1v 1y 29 (2) i su (Z2) (7.5.23)
Gsm (Z2)

where the hypercharge is given by Eq. (7.5.20). In the E-twisted case the hypercharge is given
by Eq. (7.5.21) and 5g 1y 1y can only break down to Ggm (Z2).

The SSB patterns with Eg D SO(10) x U(1)y» D SU(5) x U(1)y x U(1)y are therefore
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given by

(2 10 —
L 51y 1y —  Eq. (7.5.22)
Ly bp 1y 1y — Eq. (7.5.23)
L ospivily 29 Geu (2)
B 510 () —

Ee 5101y { -5 51y — (7.5.24)
2@ 5 () 1 Gsm (%)
Ly sy icy Gsm (Z2)
L G 1y 2@ Gsum (Z2)
D G 1y (Z) = Gsu (2)

| Gsw (22)

SO(10) in Eg D SO(10) x U(1)y» can also break via SU(4) x SU(2) x SU(2) which can
be the Pati-Salam group Gpg, or SU(4)cr x SU(2)r, x SU(2)g [199]. In the first case, U(1)y
is orthogonal to Ggy, and the hypercharge assignment is exactly the same as in the SO(10)
case (Eq. (7.5.13)). In the second case, the hypercharge is given by

V- —C' (7.5.25)

=
[a—
]

where C' is the fifteenth generator of SU(4)c.

The SSB patterns with Eg D SO(10) x U(1)y D SU(4) x SU(2) x SU(2) x U(1)yr with
associated defects are

(12 4020 2 1w —s  Eq. (7.5.27)
2 4o 21 26 1y —  Eq. (7.5.28)
Es - 10 vy ¢ L% 402, 2, % Eq. (7.5.15) (7.5.26)
Ly 302 2% 1 1y —
L 5 3¢ 20 Ik 1pop v —
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where

(2 4c2 2 —  Eq. (7.5.15)
( 2 2 (2
— 3C 2]_, 1R 1B—L —()) GSM (ZQ)
1
— 3c 21, 1z 11, 1yvr ¢ 2&)) GSMl\/’ (Z2) i) Gsum (ZQ)
2 (2
\ i) Gswm (Z2)
( —1> 3c 2L 1gr 181 1Vl —
2
1 — 3(] 21, 2R 1g_1, —
— 3c 21, 2g 11 1yvr ¢ 2 (2) 9
— GSMlvl (ZQ) — GSM (Zg)
1,2 2 (2
[ 2 3cntwipr 28 Gou (%)
4c 21, 2R 1y (4 ( i) 4c 21, 1y —
—1) 3(} 2L 1R 1B—L 1\// —
1 2 (2
—  4¢ 2L 1rly 28 Gsmlv (Z2) 25 Gsu (%)
1,2 2 (2
L4 oo gl 2 Gew (Z0)
2 (2
L 2® Gou (%)
1(1,2) 2
— GSMIVI (ZQ) — GSM (ZQ)
£) 3C 2L 2R 1B7L —
2 (2
L 302 lrlpr 2R Gew (%)
1,2 (1,2)
. — Gswm (ZQ)
(7.5.27)
and
1 2 4oy G
— 4 21, 1g 1w { o cr AL v SM
4er 21, 2 1y — Gsm (7.5.28)

0 2/

— 4o 21 1y — GsmMm
2/

— Gsm
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There are also more direct schemes with these embeddings :

/

L 51y 1y —  Eq.(7.5.22)
L Bp ly Ly —  Bq.(7.5.23)
Ly b1y 1y 29 Gou (Z2)
L 51y —
L 51y —
2 5 L Gsu

1 2 (2)
—  b5p ly —  Ggswm (Z2)
Ly 4020 2% 1w —» Eq. (7.5.27)
Ly 4002 26 1y —»  Eq. (7.5.28)

B! 5 4c2L2w —»  Eq. (7.5.15) (7.5.29)
1y 402 1x -
Ly 4020 1g 1w —
Ly 4q 2 1y 2, Gsu
Ly 8302 2% 1L lyr —
L 3¢ 2 1r lpor 1y —
L 302l ler 8 Geu (2)
5 Gsm lv 2B Gou (%)
"D Qo 1vr (Ze) 2y Gow (%)
\ L0 Gsm (Z2)

E(6) is a group of rank six, and therefore there are a priori two possible choices for
the onset of inflation in each SSB pattern. We consider first the SSB schemes which are
compatible with observations from a defect point of view and then we add the constraint
coming from leptogenesis. We recall that for non-thermal leptogenesis, B-L must break at
the end of inflation. Our results are the following : we find that there are in total 382 SSB
patterns which are consistent from a defect point of view, 184 leading to topological strings and
conserved R-parity, 146 with topological strings and broken R-parity and 51 with embedded
strings. There is 1 SSB scheme with no defect fomation after the inflationary era; however
R-parity is broken. Once non-thermal leptogenesis constraint is included, there remain 146
schemes with topological strings and conserved R-parity, 101 with topological strings and
broken R-parity and 51 with embedded strings. The total number of SSB patterns which
satisfy all constraints is 146. All of them lead to the formation of topologically stable cosmic
strings whose mass per unit length can be computed and is proportional to the inflationary
scale.

Breaking Eg via SU(3)c x SU(3)r x SU(3)r

We proceed with Eg D SU(3)C X SU(3)L X SU(3)R D) SU(3)C X SU(2)L X U(l)YL X SU(3)R
There exist three different SU(2) sub-groups of SU(3)r, namely SU(3)r D SU(2)r x U(1)vy,
SUB)r D SU(2)g x U(1)yr, and SU@3)r D SU(2)e x U(1)yy. Following Ref. [195], we use
the notation SU(2)g) which can stand for any of the the three groups SU(2)r, SU(2)y, or
SU(2)e. Identically, U(1)y 4, can stand for U(1)yg, or U(1)yr or U(1)vy.

There are again three possible assignments for the hypercharge which are given in Egs. (7.5.19),
(7.5.20) and (7.5.21). They can also be expressed in terms of I?R), the third component of
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SU(2)(r), and Y1, and Y{(g), the quantum numbers of U(1)y, and U(1)
to Ref. [195] for details).
If U(1)s-1 C Eg is imposed, there are also three possible assignments of B-L [195] :

Yry (We refer the reader

1 2 2
B-L=—(V—-42) =YL +3Y&, (7.5.30)
or
B—L—i(162+V+5V')—g + 2y (7.5.31)
~ 20 EER R -
or 1 2 9
B—L=—55(82+3V—5V) =¥+ V. (7.5.32)

It was shown in Ref. [195] that among these 3 x 3 = 9 possible assignements for the
hypercharge Y and B-L only 6 are consistent with the standard model because U(1)g_1, and
U(1)y cannot be orthogonal to the same SU(2) gy sub-group of SU(3)g. The possible relations
between Y, and B-L can be expressed in terms of I, ?R). We have the following 6 possibilities :

%:_I§+%(B—L):—I§’+%(B—L), (7.5.33)
where B — L is respectively given by Egs. (7.5.30), (7.5.31),

%: §+%(B—L):—I§+%(B—L), (7.5.34)
where B — L is respectively given by Egs. (7.5.30), (7.5.32), and

%:—%+%(B—L):I§+%(B—L), (7.5.35)

where B — L is respectively given by Egs. (7.5.31), (7.5.32).

In the SSB patterns of Eg via SU(3)3 there will therefore often appear the intermediate
symmetry group SU(3)c x SU(2)L x SU(2)(r) x U(L)y,, X U(1)y 4, This intermediate group
can break down to SU(3)c x SU(2) x SU(2)r) x U(1)p-1. and the SSB patterns which follow
are just a generalisation of those written previously for SU(3)¢ x SU(2)1, x SU(2)g X U(1)p_L.

The SSB of SU(3)c x SU(2)1, x SU(2)r) X U(1)y,, X U(1)y , down to Ggm with associated
defects formation are given by
' L Sc 2l s 3 Gy (%)

1
— 30 21 2r) 1B-1 o (9

) Gswm (2o)

. 25 3¢ 21 ry 1ot 28 Gow (%)
3¢ 2L 2y vy vy — 3¢ 2L Lw) Ly lvo

B

2 (2
" Gt (2s)
2
24 802 1wy et B Geu (%)
2 (2)

[ — Gsu (Z2)
(7.5.36)
We must count six times each SSB when we evaluate the number of allowed schemes.
We also have

[ 3c2L 2w Ly lv, — Ea. (7.5.36)
5 3¢ 2 my v vy —
3¢ 3L 2my)lev) § — 3c 20 2m) le-L — (7.5.37)
4 3¢ 2 Iy 1B 1 2@ Gsu (Z2)
|28 Gou ()
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and
[ 3¢ 2m) 2 lv, vy, — Eq.(7.5.36)
2 302m 2 1, —
3c2L3r 1y, { — 3c2ulm) ly, lvg — (7.5.38)
s 802 1wy et 22 Gew (2Zs)
\ 3 Gsm (Z2)
also
5 3¢ 2y, Iy Iy —
303 1wy Ivey § = 3020l lbn =3 Gsu (%) (7.5.39)
28 Gen (Z)

The SSB patterns of Eg via SU(3)c X SU(3)1, x SU(3)g with associated deftects formation
are given by

1
([ 3c2L2gm) lvg lv, — Ea. (7.5.36)
5 3¢ 30 2m) Live) —  Eq. (7.5.37)
5 3¢ 20 3k Ly, —» Eq. (7.5.38)
1
— 3¢ 3L 1lig 1 — Eq. (7.5.39
Bs %3c33rd 1 O B Ym a- (7:5.39) (7.5.40)
— 3(; 2L 1(R) ly(R) ]'YL —
—1> 3c 21 2(R) 1g_1, —
2 (2
L5 8¢ 2 1wy st * B Gont (%)
1(1,2
L (—)) GSM (ZQ)
There are more direct breakings which are given by
(
—1) 3(; 2L Q(R) ]'YL 1Y(R) — Eq. (7536)
3¢ 3L 2m) Iy — Eq. (7.5.37)
1
— 3¢ 2L 3r 1 — Eq. (7.5.38
Egd —, CCLORL a- (7:5.38) (7.5.41)
— 3C 2L 1(R) ]'YL ]‘Y(R) —
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There is now the possibility of having inflation and embedded strings forming at the
end of inflation together with R-parity conservation. The total number of schemes satisfying
cosmological constraints for defects is 1086, with 522 schemes leading to the formation of
topological strings at the end of inflation with conserved R-parity, 384 with topological strings
and broken R-parity, 162 models with embedded strings and broken R-parity and 18 schemes
with embedded strings and conserved R-parity. When the constraint of leptogenesis is added,
we find 444 schemes leading to the formation of topological strings at the end of inflation with
conserved R-parity, 312 with topological strings and broken R-parity and 138 models with
embedded strings and broken R-parity. There is not any model with embedded strings and
R-parity. In conclusion, there are 444 models satisfying all constraints, and they all lead to
the formation of topological cosmic strings at the end of inflation.
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Breaking Eg via SU(6) x SU(2)

We end with Eg D SU(6) x SU(2). There are two possibilities, namely SU(6) x SU(2)y, or
SU(6) x SU(2)gr. A third possibility would be SU(6) x SU(2); where SU(2); is called inert [200]
because it is orthogonal to Ggy which is embedded completely inside SU(6). However, since
in SUSY models this embedding is not compatible with the proton lifetime, we do not study
it.

We first study E¢ D SU(6) x SU(2)r,. We consider the following SSB patterns of Eg via
SU(6) x SU(2)r, which we write together with the more direct breakings :

(5 3¢ 3r 21y, — Eq. (7.5.38)
Ly 4020 28 1y —» Eq. (7.5.27)
—1) 4ar 21, 2 1y — Eq. (7528)
0
— 4C 2L 2R —
1
Fg i) 6 2L, T) 4c 21, 1g 1y —
{ — 4dc2ulr — (7.5.42)
or E6 —1) 3(] 2L 2(R) 1YL lY(R) — Eq (7528)
1
— 3¢ 2y, 2(R) 1g_1, —
L) 3¢ 21, ]-(R) 1YL lY(R) —
2 (2
Ly 802 1wy et > Gom (2o)
1 (1,2
Y G (Z)

The SU(2)1, of Ggym can also be contained in SU(6), so that Eg breaks down to SU(6) x
SU(2)r. We consider the following SSB schemes of Eg via SU(6) x SU(2)gr which we write
together with the more direct breakings :

(

Ly 402 2% 1y —  Eq. (7.5.27)
L) 4c 21, 1y 1y —
L) 4c 21, 2R —
Es —> 62 1
6 — R ) —  4¢c 21 1r — (7 5 43)
—1) 3c 21 2r 11, 1VI — e
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— 3(] 21 2R 1g_1, —
1 2 (2
— 3¢ 21, 1 11, —(2 Gsm (ZQ)
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\ P Gswm (Z2)

The total number of schemes satisfying cosmological constraints for defects is 1270, with
664 schemes leading to the formation of topological strings at the end of inflation with conser-
ved R-parity, 422 with topological strings and broken R-parity, 170 models with embedded
strings and broken R-parity and 12 schemes with embedded strings and conserved R-parity.
When the constraint of leptogenesis is added, we find 534 models satisfying all constraints,
and they all lead to the formation of topological cosmic strings at the end of inflation.

756 SU(7)

SU(7) is the second group of rank 6. The embeddings which one can choose are

SU(7) > SU(6)sm x U(1) with SU(6)sm O Gsu,
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SU(7) D SU(6) x U(1) with SU(6) x U(1) D Gsm,
SU(7) D SU(4)¢ x SU(3)1, x U(1),
SU(7) D SU(5)¢c x SU(2)L x U(1) with SU(5)¢ x SU(2)L x U(1) D Gsm,
SU(7) © SU(5)su x SU(2) x U(1) with SU(5)sw O Gsm.

In the first and later cases Ggy is completely embedded in the SU(6) (SU(5)) factor.

The only possibility for getting inflation without defect formation at the end or after, is
if we have the later scheme, where the SU(2) factor is orthogonal to Ggy. The SSB patterns
which could accommodate an epoch of inflation with no defect (of any kind) formation at a
later stage are

—2> Ssm 2 —1) Gsm 2 —0) Gsm

SUMT) S 5sm 214 & Geu 21 3 Gew 2 Gur (7.5.44)
1, 2 0
— GSM 2 — GSM

However, these models are inconsistent with proton lifetime measurements and minimal SU(7)
does not predict neutrino masses. These models are therefore incompatible with high energy
physics phenomenology.

7.5.7 Higher Rank Groups

There are two groups of rank 7, namely SO(14) and SU(8). These groups are particularly
interesting since they both contain U(1)g_r,. In what follows, we discuss the embeddings of
the Ggnm in these groups and we then comment on the SSB patterns, without writing down
explicitely all of them. We just aim to extract those scenarios which can lead to inflation
without cosmic string formation at the end of inflation or afterwards.

SO(14) has only two maximal sub-algebras,

SU(7) x U(1),

SO(10) x SU(2) x SU(2) .

The only possibility for getting inflation without strings in the first case, is to embed the
standard model in SU(5)sm C SU(7) in SU(5)sm x SU(2) x U(1) € SU(7) so that the SU(2)
and the two U(1)s in SU(5)sm X SU(2) x U(1) x U(1) C SO(14) are orthogonal to Ggy. These
models are also inconsistent with observations from both particle physics and cosmological
point of view.

If we consider the maximal sub-algebra SO(10) x SU(2) x SU(2), then the only way would
be to embed Ggy in SO(10) so that the two SU(2) factors are inert, and break SU(2) down to
identity after the breaking of SO(10). These models are also inconsistent with observations.

SU(8) maximal sub-groups are SU(7) x U(1) and SU(m) x SU(n) x U(1) where m+n = 8.
One may have SU(m) D SU(3)¢ and SU(n) D SU(2)y, or for m (n) > 5 embed Ggy in SU(m)
so that SU(n) x U(1) is orthogonal to it. The only way to get inflation without strings in the
first case is to embed Ggy entirely in SU(7), break U(1) before inflation and we are left with the
SU(7) cases mentioned above. These models are inconsistent from both the cosmological and
particle physics requirements that we have. One can easily show that in the second case where
SU(m,n) D SU(3)¢ and SU(n,m) D SU(2)y, all SSB patterns with inflation and leptogenesis
lead to the formation of cosmic strings at the end of inflation (topological or embedded ones)
and if unbroken R-parity is required, the strings are topological and topologically stable down
to low energies. The only possibility for having inflation without strings might be the last
case where m or n > 5 and to embed Ggy in SU(m,n). But here again, it seems impossible
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to fit leptogenesis after inflation. Therefore all SU(8) models with standard hybrid inflation
and baryogenesis lead to the formation of cosmic strings at the end of inflation.

Finally, there is one group of rank 8, SU(9). Following the same procedure as for the SU(8)
case, we conclude that none of the SSB schemes lead to inflation without strings after the end
of the inflationary era.

7.6 Conclusion and Discussion

Current data from the realm of cosmology strongly support an early inflationary era. In
addition, current CMB temperature anisotropies data minimize a possible contribution from
cosmic strings. On the other hand, many GUTs naturally lead to cosmic string formation. We
are thus faced with a crucial quest, namely how often GUTs lead to cosmic string formation ?
Or, in other words, which is a natural inflationary scenario 7 Answering these questions is the
motivation of our study.

In the context of SUSY GUTSs, we have studied the cosmological implications of SSB
patterns from grand unified gauge groups Ggur down to the standard model gauge group
Ggm. The aim is to select all the schemes which can satisfy both cosmological and particle
physics constraints, among them : lead to inflation and solve the GUT monopole problem,
explain the baryon asymmetry of the universe, predict neutrino masses and lead to automatic
R-parity conservation. To perform this analysis, we limit ourselves to simple gauge groups
which contain Ggy, have a complex representation, are anomaly free, and have a rank not
greater than 8. Such gauge groups are : SU(5), SO(10), SU(6), Egs, SU(7), SO(14), SU(8),
and SU(9). We take a large number of possible embeddings of Ggym in Ggyur and we list in
detail all possible SSB patterns of Ggur down to Gsy. We also investigate whether defects
are formed during the SSB schemes and of which kind they are. We assume standard hybrid
inflation which emerges naturally in SUSY GUTS, the inflaton field being a linear combination
of a singlet field and one component of the complex GUT Higgs fields which are used to lower
the rank of the group by one unit. We then examine whether monopoles or domain walls are
formed after the end of inflation. We disregard such SSB patterns. We also disregard SSB
schemes with broken R-parity. To be consistent with leptogenesis, we require that the gauged
B — L symmetry, which is contained in GUTs which predict neutrino masses via the see-saw
mechanism and unbroken R-parity, is broken at the end inflation. This, for example, implies
that we throw away SU(6) or SU(7). We then compare the SSB patterns where topological
cosmic strings or embedded strings are formed after inflation with respect to the SSB patterns
where there are no defects at all after the end of the inflationary era.

Among the SSB schemes which are compatible with high energy physics and cosmology,
we did not find any without strings after inflation. One should thus only consider mixed
models, where inflation co-exists with cosmic strings. On the other hand, various cosmological
issues, and in particular the CMB temperature anisotropies, set bounds to the cosmic string
contribution. This can help constraining or ruling out realistic GUT models where the string
contribution can always be computed. One may also have to reconsider the validity of the
whole theoretical framework.

We also find the existence of SSB patterns, for GUTs based on gauge groups which have
rank greater than six, which predict the formation of secondary string networks at lower ener-
gies. Finally, in all models with strings and inflation, the strings forming at the end of inflation
are the so-called B-L cosmic strings [185]. Their contribution to the baryon assymmetry of
the universe is non-negligible and may compete with the non-thermal process of leptogenesis
from reheating.
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7.7 Appendix : Maximal Sub-groups

We list the maximal sub-groups of each GUT which is studied in this paper. They are
necessary for finding the SSB patterns. Most of the information given here is taken from
Ref. [180]. We only consider maximal regular sub-groups because it is very difficult and una-
tural to get Ggy via maximal special sub-groups. As discussed in Sec. 7.5.1 some discrete
symmetries may also appear during the SSB patterns, they do not appear here. Sometimes,
there is more than one possibilities to embbed a maximal regular sub-group in the GUT,
and we add indices to make this explicit to the reader. In general, a subscript C means that
this groups contains SU(3)¢ as a sub-group and subscript L means that this groups contains
SU(2)1, as a sub-group. Definitions of indices for each maximal sub-group will be obvious to
the reader in each section dedicated to a given GUT.

Rank | Group Maximal sub-algebras
4 SU(5) SU@3)c x SU(2), x U(1)y
SU(4) x U(1)
5 SO(10) SU(5) x U(1)v

SUB)r x U(1)y

SU(4)C X SU(2)L X SU(2)R = GPS

SU(6) SU(5) x UL)g

SU4)c x SU(2)1, x U(1)

SU(3)c x SU(3), x U(1)

6 Eg SO(10) x U(1)yr
SU(G) X SU(Q)R
SU(6) x SU(2)L

SU(3)C X SU(3)L X SU(3)(R)

SU(7) SU(6)sm x U(1)

SU(5)c x SU(2)1, x U(1)

SU(5)sm x SU(2) x U(1)

SU(4)c x SU(3)1, x U(1)

7 | SO(14) SU(7) x U(1)
SO(10) x SU(2) x SU(2)
SU(8) SU(7) x U(1)

SU(6) x SU(2) x U(1)
SU(5) x SU(3) x U(1)
SU(4) x SU(4) x U(1)
8 SU(9) SU(8) x U(1)

SU(7) x SU(2) x U(1)
SU(6) x SU(3) x U(1)
SU(5) x SU(4) x U(1)

~— —

TAB. 7.1: Maximal regular sub-groups of grand unification gauge groups with rank not greater
than 8.
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8.1 Présentation du travail et résultats

Le but de ce travail est d’étudier, plus en détails, les conséquences cosmologiques de la
formation de cordes & la fin de la phase d’inflation. Cela est justifié par le travail du chapitre 7
[1], ou l'on montre que cette formation est générique dans les modeles de SUSY GUTS et
intervient usuellement lors de la brisure de symétrie qui termine la phase d’inflation hybride
supersymétrique.

La démarche est de considérer que 'inflation et les cordes cosmiques participe nécessai-
rement & la génération des anisotropies de température du CMB. Dans un premier temps
donc les deux contributions sont exprimée en fonction des paramétres libres des modéles :
échelle de masse, constantes de couplage, et valeur de 'inflaton associé a 1’échelle du quadru-
pole (multipdle £ = 2) des anisotropies de température. Les expressions de ces contribution
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sont rappelées dans les chapitres 3 et 4. Rappelons que les contributions inflationnaires sont
déterminée par la valeur du potentiel de I'inflation et de sa premiére dérivée tandis que la
contribution des cordes cosmiques est déterminée par 1’échelle d’énergie a laquelle se forment
les cordes. Dans le cas présent ol les cordes se forment & la fin de l'inflation, cette échelle
d’énergie est celle de l'inflation.

Ensuite, on peut établir que la durée de I’inflation entre la valeur de I’inflaton responsable
de l’anisotropie du quadrupdle et la fin de l'inflation est d’environ 60 efold. Cela permet de
réduire le nombre de parameétre libre & deux, 1’échelle d’énergie M et la constante de couplage
de superpotentiel. La seconde contrainte observationnelle vient de la mesure par COBE (et
plus récemment WMAP) de ’anisotropie absolue au quadrudle. Le point important est que
cette normalisation doit étre faite sur la somme de toutes les contributions. Cela permet
d’introduire une relation entre I’échelle d’énergie et la constante de couplage.

On peut vérifier que la contribution relative des cordes cosmiques & ’anisotropie, unique-
ment donnée par leur masse par unité de longueur, est une fonction bijective et croissante de
I’échelle d’énergie M. Elle peut donc aussi s’exprimer comme une fonction de la constante de
couplage du superpotentiel. Or la contribution admissible des cordes cosmiques dans les don-
nées observées est fortement contraintes. Depuis I'expérience Boomerang, il a été montré [49]
qu’elle est au plus de 18%. Les récentes données du satellite WMAP restent en trés bon accord
avec un modele “ACDM?” standard et, comme nous ’avons présenté dans le chapitre 3, la part
possible de cordes cosmiques est aujourd’hui contrainte en dessous de 14% avec un coefficient
de confiance de 95% (voir la seconde référence de [52]). A I’époque de la rédaction de larticle,
les contraintes étaient plus faibles, autour de 9% (voir la premiére référence de [52]) ce qui est
donc la valeur utilisée dans la suite de ce chapitre. Les calculs ont été refaits avec la valeur
de 14% et Veffet sur les conclusions est trés faible.

Dans ce chapitre nous étudierons les conséquences de ces contraintes sur les modéles in-
flationnaires et notamment sur les valeurs admissibles de 1’échelle d’énergie de l'inflation et
de la brisure de symétrie M et de la constante de couplage du superpotentiel.

Les premiéres sections (8.2 & 8.5) concernent 'inflation par terme D et les contraintes que
I’'on peut mettre sur les paramétres libres de ce modéle : les constantes de couplage de super-
potentiel et de jauge et le terme de Fayet-Iliopoulos. La seconde partie (sections 8.6 & 8.11)
est plus détaillée et traite de I'inflation hybride supersymétrique en générale, par terme F et D.

Les conclusions de ces études sont multiples. Elles montrent tout d’abord que l'inflation
par terme D doit nécessairement étre étudiée dans le cadre de la supergravité puisque le
champ d’inflaton atteint au début de l'inflation des valeurs supérieures & la masse de Planck
tandis que la densité d’énergie reste nettement en dessous de mp;. Notre étude permet de
montrer que méme si I'inflation par terme D forme inévitablement des cordes cosmiques en
fin d’inflation, elle reste compatible avec les observations les plus récentes contrairement & ce
qui avait été avancé précédemment. Elle reste donc un modéle intéressant et motivé. Il est
montré cependant que la constante de couplage de superpotentiel est contrainte & étre trés
basse

A<1075 (8.1.1)

ce qui introduit un probléme de naturalité pour ce modéle. On peut traduire cette contrainte
en une limite supérieure sur ’échelle d’énergie de l'inflation donnée par le terme de Fayet-
Nliopoulos

Mp_term = VE S2x 10 GeV . (8.1.2)

Concernant 'inflation par terme F, on montre que I’étude dans le cadre supersymétrique
est suffisant puisque les champs restent toujours nettement en dessous de la masse de Planck.
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On montre que pour l'inflation par terme F aussi, un réglage fin des constantes de couplage
est nécessaire pour étre en accord avec les observations du CMB. On peut aussi contraindre
I’échelle d’énergie de brisure de symétrie associée & la formation de cordes cosmique et a la
phase d’inflation. On obtient une limite similaire au cas de I’inflation par terme D,

Mrp_term < 2.2 x 101 GeV (8.1.3)

~J

Une particularité de ce modéle est la dépendance de la contribution des cordes avec la re-
présentation de Higgs générant la brisure de symétrie. Cela pourrait permettre de relier une
grandeur observable & un paramétre discret 1ié de facon univoque au groupe de GUT initial.
En tout état de cause, la contrainte obtenue sur la constante de couplage de superpotentiel
dépend en conséquence du groupe de Grande Unification choisi sur lequel est basée la théorie.
Des valeurs de la dimensionnalité du champ de Higgs pour une théorie basée sur SO(10) et
Eg ont été étudiées (N = 126 pour SO(10) et N' =27 ou N' = 351 pour Eg). Dans les deux
cas, la conclusion est que cette constante de couplage doit étre anormalement petite pour est
en accord avec les contraintes observationnelles sur la contribution des cordes cosmiques dans
la génération des anisotropies de température. Par exemple, dans le cas de SO(10),

k<STx1077 . (8.1.4)

On peut conclure de ces études que 'inflation hybride supersymétrique, contrairement 4 ce
que 'on pensait, souffre de fine tuning, c’est-a-dire que la constante de couplage du superpo-
tentiel doit étre trés inférieure & 1'unité, ce qui pose un probléme de naturalité. La contrainte
sur les échelles d’énergie contribue & qualibrer en énergie les schémas de brisure de symétrie
du chapitre précédent. Cette échelle d’énergie correspond & une brisure de symétrie tardive
puisque celle-ci doit se produire aprés la derniére formation de monopoéles. En tout état de
cause, la contrainte obtenue est incompatible avec la contrainte venant de la durée de vie du
proton sur l’échelle d’énergie minimum de la premiére brisure de symétrie (voir chapitre 6).
Dans ce cadre, il est donc nécessaire que le schémas de brisures mette en jeu au moins deux
brisures de symétrie disctinctes. A haute énergie, la brisure de symétrie de GUT doit étre
de I'ordre de 10'® GeV et & plus basse énergie, une seconde brisure de symétrie, par exemple
associée 4 la brisure de la symétrie U(1)p_1, doit avoir lieu au plus & 2 x 10' GeV. Cela est
nécessaire aussi pour résoudre le probléme des monopdles dans ce contexte. C’est ce qu’illustre
le fait qu’aucun schémas de brisures & une seule brisure ne soit admissible parmis les modéles
présentés au chapitre 7.

Les sections suivantes, en anglais, présentent les travaux publiés lors de cette thése dans
Phys. Rev. Lett. 94, 011308 (2005) et JCAP 0508, 004 (2005).



180 Contraintes sur I'inflation hybride SUSY (Articles)
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Background Measurements (Article)
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Abstract

Standard D-term inflation is studied in the framework of supergravity. D-term inflation pro-
duces cosmic strings, however it can still be compatible with CMB measurements without
invoking any new physics. The cosmic strings contribution to the CMB data is not constant,
nor dominant, contrary to some previous results. Using current CMB measurements, the free
parameters (gauge and superpotential couplings, as well the Fayet-Iliopoulos term) of D-term
inflation are constrained.

Pacs 12.10.Dm, 98.80.Cq, 11.27+d

8.3 Introduction

The inflationary paradigm [201] offers simple answers to the shortcomings of the standard
hot big bang model. In addition, simple inflationary models offer successful candidates for the
initial density fluctuations leading to the observed structure formation. One crucial question
though is to answer how generic is the onset of inflation [202] and to find consistent and natural
models of inflation from the point of view of particle physics. One can argue that the initial
conditions which favor successful inflationary models are the likely outcome of the quantum
era before inflation [202]. It is more difficult however to find natural ways to guarantee the
flatness of the inflaton potential.

The early history of the Universe at energies below the Planck scale is described by an
effective N=1 supergravity theory. Since inflation should have taken place at an energy scale
/4 < 4 x 10'6 GeV, this implies that inflationary models should be constructed in the
framework of supergravity. Here is where the problem arises : it is difficult to implement
slow-roll inflation within supergravity. The positive false vacuum of the inflaton field breaks
spontaneously global supersymmetry, which gets restored after the end of inflation (when V'
disappears). In supergravity theories, the supersymmetry breaking is transmitted to all fields
by gravity, and thus any scalar field, which could play the réle of the inflaton, gets an effective
mass ~ V8wV /Mp) ~ H, where H stands for the expansion rate during inflation, and Mp,
denotes the reduced Planck mass. This problem, known as the problem of “Hubble-induced
mass”, originates from F-term interactions and thus it is resolved if we consider the vacuum
energy as being dominated by non-zero D-terms of some superfields [203]. This result led to a
dramatic interest in D-term inflation, since in addition this model can easily be implemented

!B-mail :rocher@iap.fr
?E-mail :msakel@cc.uoa.gr
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in string theory. However, later on D-term inflation in its turn was though to be plagued with
problems.

In D-term inflation, the inflationary era ends when a U(1) gauge symmetry is sponta-
neously broken by a vacuum expectation value of some scalar field, leading to the formation
of gauge cosmic strings. As it was explicitly shown in Ref. [1], cosmic strings are generically
expected to be formed at the end of a hybrid inflation phase, in the context of supersym-
metric grand unified theories. It was claimed [204] that the cosmic strings contribution to
the angular power spectrum of the Cosmic Microwave Background (CMB) temperature ani-
sotropies is constant and dominant (75%). From the observational point of view however,
strong constraints [205] are placed on the allowed cosmic strings contribution to the CMB :
it can not exceed ~ 10%. Thus, standard D-term inflation was thought to be inconsistent
with cosmology. To rescue D-term inflation there have been proposed different mechanisms
which either consider more complicated models, or they require additional ingredients so that
cosmic strings are not produced at the end of hybrid inflation. For example [206], one can add
a nonrenorlisable term in the potential, or add an additional discrete symmetry, or consider
GUT models based on non-simple groups. More recently, a new pair of charged superfields
has been introduced in D-term inflation so that cosmic strings formation is avoided [207].

The aim of our study is to show that standard D-term inflation leading to the production
of cosmic strings is still compatible with cosmological data, and in particular CMB, without
invoking any new physical mechanisms. We find that in D-term inflation the cosmic strings
contribution to the CMB data depends on the free parameters, as for F-term inflation [208].
The maximum allowed cosmic strings contribution to the CMB measurements places upper
limits on the inflationary scale (which is also the cosmic string energy scale), or equivalently
on the coupling of the superpotential.

We first review the results for F-term hybrid inflation, in which case the supersymmetric
renormalisable superpotential reads

Wiy =kS(®,. & — M?), (8.3.5)

where S, ®,,®_ are three chiral superfields, and k, M are two constants. The cosmic strings
contribution to the CMB is a function of the coupling x, or equivalently of the mass scale
M. It can be consistent with the most recent measurements, which require that it is at most
equal to 9% [205], provided [208]

M <2x10°GeV & k< T7Tx1077. (8.3.6)

The above limit was obtained in the context of SO(10) gauge group. Upper limits of the same
order of magnitude are found for other gauge groups [208].

This result implies that F-term inflation leading to the production of cosmic strings of
the GUT scale can be compatible with measurements, provided the coupling is sufficiently
small. Thus, hybrid supersymmetric inflation losses some of its appeal since it is required
some amount of fine tuning of its free parameter, & should be of the order of 107 or smaller.
This constraint on & is in agreement with the one given in Ref. [209]. The parameter « is also
subject to the gravitino constraint which imposes an upper limit to the reheating temperature,
to avoid gravitino overproduction. Within supersymmetric GUTs, and assuming a see-saw
mechanism to give rise to massive neutrinos, the inflaton field will decay during reheating
into pairs of right-handed neutrinos. Using the constraints on the see-saw mechanism it is
possible [210, 208] to convert the constraint on the reheating temperature to a constraint on
the coupling parameter , namely &£ < 8 x 1073 | which is clearly a weaker constraint.

The superpotential coupling k is allowed to get higher values, namely it can approach
the upper limit permitted by the gravitino constraint, if one employs the curvaton mecha-
nism [211]. Such a mechanism can be easily accommodated within supersymmetric theories,
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where one expects to have a number of scalar fields. For fixed x, the cosmic strings contribution
decreases rapidly as the initial value of the curvaton field, i, decreases. Thus, the WMAP
measurements lead to an upper limit on tiyi;, namely i < 5 x 1013(k/1072) GeV [208].
This limit holds for & in the range [5 x 1075,1]; for lower values of &, the cosmic strings
contribution is always suppressed and thus lower than the WMAP limit.

The above results hold also if one includes supergravity corrections. This is expected since
the value of the inflaton field is several orders of magnitude below the Planck scale.

8.4 D-term inflation
D-term inflation is derived from the superpotential

Wy =\S®,® (8.4.7)
where S, ®_,®, are three chiral superfields and A is the superpotential coupling. D-term
inflation requires the existence of a nonzero Fayet-Illiopoulos term &, permitted only if an extra
U(1) symmetry beyond the GUT framework, is introduced. In the context of supersymmetry
we calculate the radiative corrections leading to the effective potential,

D-SUSY _ g€ g LIRS 2 -1 2 -1
Vo (1S]) =5 1+ 672 2In A2 +(z4+1)'In1+2"")+(z—1)"In(1 —27")
(8.4.8)

where z = \2|S|?/(g?¢), with g the gauge coupling of the U(1) symmetry and ¢ the Fayet-
Iliopoulos term, chosen to be positive; A stands for a renormalisation scale. In the absence
of the curvaton mechanism, the quadrupole anisotropy is the sum of the inflaton field (scalar
and tensor parts) and cosmic strings contributions and we normalise it to the COBE data.

We compute the mass scale of the symmetry breaking, given by /£, and we find that
it increases with A. We then calculate the cosmic strings contribution to the temperature
anisotropies. We find that within supersymmetry D-term inflation is consistent with CMB
data provided the superpotential coupling A is quite small, namely A < 3 x 1075.

However, the dependence of zq (the index Q denotes the scale corresponding to the qua-
drupole anisotropy) on the superpotential coupling A results to values of the inflaton field Sq
above the Planck mass. This implies that the correct analysis has to be done in the framework
of supergravity. For small values of the gauge coupling g, the study in the context of supergra-
vity becomes just the analysis within supersymmetry. Some previous studies [204, 212] found
in the literature kept only the first term of the radiative corrections. We find that it is neces-
sary to perform the analysis using the full effective potential, which for minimal supergravity
reads [208|

2¢2 2 22 2
VRSUGRA — g€ {1 + 9 [ZIn 5172 exp(|S| ) +(z4+1)?In(1 + 271 + (z —1)?In(1 —z_l)]} ,

2 1672 A2 M3,
(8.4.9)
where z = [A\?|S|%/(g?¢)] exp(|S|?/MZ,). The number of e-foldings is
2 P
27 W(c2) ~
Ng = — d 8.4.10
o= | T wear (SA10)

1

where W(z) denotes the “W-Lambert function” defined by W(z)exp[W(z)] = z, and ¢ =
(92€) /(N2 MZ)). The number of e-foldings Nq is thus a function of ¢ and zq, for g fixed. Setting
Ng = 60 we obtain a numerical relation between ¢ and zq which allows us to construct a

bl
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function zq(€) and express the three contributions to the CMB only as a function of €. The
total (0T'/T) is given by

((5T) 2~( ¢ )2 " ppay Wlez) +<0.77g)2+(9ﬂ'>2
T)quw) ~\ME) 1902277 VYW \svar) T\4) [

(8.4.11)
where the three contributions come from the scalar and tensor parts of the inflaton field, and
the cosmic strings, respectively. We normalise the Lh.s. of Eq. (8.4.11) to the COBE data,
ie., ((5T/T)80BE ~ 6.3 x 107%, and we solve it numerically to obtain &, and thus, the three
contributions for given values of g and A.

The cosmic strings contribution to the CMB data, is found to be an increasing function
of the mass scale v/, as shown in Fig. 8.1 below.

Strings contribution (%)
1

£ (x10° GeV
05 1 15 2 25 3 35 4‘/'f (x V)

Fia. 8.1: The cosmic strings contribution to the CMB data, as a function of the mass scale
V€ in units of 101° GeV.
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F1a. 8.2: Cosmic strings contribution to the CMB temperature anisotropies as a function
of the superpotential coupling A for different values of the gauge coupling g. The maximal
contribution allowed by WMAP is represented by a dotted line.

Our results, summarized in Fig. 8.2, differ from the results obtained in the framework of
supersymmetry unless A > 1073 or g < 10™*. The cosmic strings contribution to the CMB
turns out to be dependent on the free parameters, with however the robust result that the
cosmic strings contribution is not constant, nor is it always dominant, in contradiction to
Ref. [204]. This implies that contrary to what is often assumed, the simplest D-term inflation



184 Contraintes sur I'inflation hybride SUSY (Articles)

is still an open possibility and one does not need to consider more complicated models. Our
analysis shows that g 2 1 necessitates multiple-stage inflation, since otherwise we cannot have
sufficient e-foldings to resolve the horizon problem of standard cosmology, while g > 2 x 1072
is incompatible with the WMAP measurements. For ¢ <2 x 1072, we can also constrain the
superpotential coupling A and get A < 3x 105, This limit was already found in the framework
of supersymmetry [208] and it is in agreement with the constraint A < O(10~* — 1075) of
Ref. [212]. Supergravity corrections impose in addition a lower limit to the coupling A. If
for example g = 102, the cosmic strings contribution imposes 1078 < A < 3 x 1075, The
constraint induced by CMB measurements is expressed as a single constraint on the Fayet-
Tliopoulos term &, namely /€ < 2 x 10 GeV.

As a next step we examine whether there is a mechanism to allow more natural values of
the couplings. Assuming the existence of a scalar field, that is subdominant during inflation
as well as at the beginning of the radiation dominated era, such a field (the curvaton) gives
an additional contribution to the temperature anisotropies, which we calculate below for the
case of D-term inflation. The curvaton contribution, in terms of the metric perturbation,

reads [213] . o 150
_ curv = init ]
( ) curv -

= 8.4.12
T 39 Y (34.12)
The initial quantum fluctuations of the curvaton field are given by 09t = Hine/(27). The
expansion rate during inflation, Hj,g, is a function of the inflaton field and it is given by
the Friedmann equation : HZ4(¢) = (87/3)V (p). Thus, for the D-term tree-level effective
potential, the additional curvaton contribution to the total temperature anisotropies is given

by [212] 2 2 2
[(%T>Cm] :%(%> (ﬁ) : (8.4.13)

Normalising the total (67/T) to COBE we then obtain the contributions of the different
sources (inflaton field splitted into scalar and tensor parts, cosmic strings, curvaton field) to
the CMB as a function of one of the three parameters ¥init, A, g, keeping the other two fixed.
We show in Fig. 8.3 the three contributions as a function of 9, for A = 107! and g = 10~L.
Clearly, there are values of 9,;; which allow bigger values of the superpotential coupling A
and of the gauge coupling g.

Contribution (%) 2=10"1, g=10*
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40
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o Winit (GeV)

F1G. 8.3: The cosmic strings (dark gray), curvaton (light gray) and inflaton (gray) contri-
butions to the CMB temperature anisotropies as a function of the the initial value of the
curvaton field vipi;, for A = 107! and ¢ = 10~L.

More explicitely, the fine tuning on the couplings can be avoided provided

Yinie < 3 x 101 (10’%2) GeV for Ae[1071,1074]. (8.4.14)



8.5 Conclusions 185

Clearly, for smaller values of A, the curvaton mechanism is not necessary.

We would like to bring to the attention of the reader that in the above study we have
neglected the quantum gravitational effects, which would lead to a contribution to the ef-
fective potential, even though Sq ~ O(10Mp;). Our analysis is however still valid, since
the effective potential given in Eq. (8.4.9) satisfies the conditions [214] V(|S|) <« My, and
m% = d?V/dS? « M3, and thus the quantum gravitational corrections [AV(|S])]qc are

negligible when compared to the effective potential V;]l?f_SUGRA_

8.5 Conclusions

D-term inflation gained a lot of interest since it was shown that it avoids the problem of
“Hubble-induced mass”, but it was later thought to be plagued with an inconcistency with the
data. Standard D-term inflation ends with the formation of cosmic strings which was claimed
to lead to a constant and dominant contribution to the CMB data, much higher than the
one allowed by measurements. In this study, we show that this is not the case, and therefore,
standard D-term hybrid inflation can still be compatible with cosmological data.

We consider standard D-term inflation in its simplest form and without any additional
ingredients. We perform our analysis in the framework of supergravity, since we reach scales
above the Planck scale, and we consider all one-loop radiative corrections. We show that the
cosmic strings produced at the end of D-term inflation can lead to a contribution to the CMB
data which is allowed by the measurements. The price to be paid is that the couplings must
be small. However, this constraint can be less severe if one invokes the curvaton mechanism.
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Abstract

Within the context of SUSY GUTS, cosmic strings are generically formed at the end of hybrid
inflation. However, the WMAP CMB measurements strongly constrain the possible cosmic
strings contribution to the angular power spectrum of anisotropies. We investigate the para-
meter space of SUSY hybrid (F- and D- term) inflation, to get the conditions under which
theoretical predictions are in agreement with data. The predictions of F-term inflation are in
agreement with data, only if the superpotential coupling « is small. In particular, for SUSY
SO(10), the upper bound is & < 7 x 10~7. This fine tuning problem can be lifted if we employ
the curvaton mechanism, in which case & < 8 x 1073 ; higher values are not allowed by the
gravitino constraint. The constraint on k is equivalent to a constraint on the SSB mass scale
M, namely M < 2 x 10" GeV.
The study of D-term inflation shows that the inflaton field is of the order of the Planck scale;
one should therefore consider SUGRA. We find that the cosmic strings contribution to the
CMB anisotropies is not constant, but it is strongly dependent on the gauge coupling g and
on the superpotential coupling A. We obtain ¢ < 2 x 1072 and A < 3 x 1075. SUGRA cor-
rections induce also a lower limit for A. Equivalently, the Fayet-Iliopoulos term ¢ must satisfy
V& < 2 x 10* GeV. This constraint holds for all allowed values of g.

Keywords : cosmological phase transitions, inflation, cosmology of theories beyond the
SM, physics of the early universe

8.7 Introduction

High energy physics and cosmology are two complementary areas with a rich and fruitful
interface. They both enter the description of the physical processes during the early stages of
our Universe. High energy physics leads to the notion of topological defects, which imply a
number of cosmological consequences. Once we compare the theoretical predictions of models
motivated by high energy physics against cosmological data, we induce constraints or, in other
words, we fix the free parameters of the models. This is the philosophy of our study.

Even though the particle physics Standard Model (SM) has been tested to a very high
precision, evidence of neutrino masses [138, 139, 140] proves that one should go beyond this
model. An extension of the SM gauge group can be accomplished in the framework of Super-
symmetry (SUSY). At present, SUSY is the only viable theory for solving the gauge hierarchy
problem. Moreover, in the supersymmetric standard model the gauge coupling constants of

3E-mail :rocher@iap.fr
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the strong, weak and electromagnetic interactions, with SUSY broken at the TeV-scale, meet
at a single point Mgyt =~ (2 — 3) x 10! GeV. These are called Supersymmetric Grand Uni-
fied Theories (SUSY GUTs). An acceptable SUSY GUT model should be consistent with the
standard model as well as with cosmology. SUSY GUTs can provide the scalar field needed
for inflation, they can explain the matter-antimatter asymmetry of the Universe, and they
can provide a candidate for cold dark matter, known as the lightest superparticle.

Usually models of SUSY GUTs suffer from the appearance of undesirable stable topological
defects, which are mainly monopoles, but also domain walls. Topological defects appear via
the Kibble mechanism [142]. A common mechanism to get rid of the unwanted topological
defects, is to introduce one or more inflationary stages. Inflation essentially consists of a
phase of accelerated expansion which took place at a very high energy scale. In addition,
inflation provides a natural explanation for the origin of the large scale structure and the
associated temperature anisotropies in the Cosmic Microwave Background (CMB) radiation.
On the other hand, one has to address the question of whether it is needed fine-tuning of
the parameters of the inflationary model. This is indeed the case in some nonsupersymmetric
versions of inflation and it leads to the naturalness issue. Even though SUSY models of hybrid
inflation were for long believed to circumvent these fine-tuning issues, our study shows that
this may not be the case, unless we invoke the curvaton mechanism for the origin of the initial
density fluctuations.

The study we present here is the continuation of Ref. [1|, where they were examined all
possible Spontaneously Symmetry Breaking (SSB) schemes from a large gauge group down
to the SM gauge group, in the context of SUSY GUTs. Assuming standard supersymmetric
hybrid inflation, there were found all models which are consistent with high energy physics
and cosmology. Namely, there were selected all models which can solve the GUT monopole
problem, lead to baryogenesis after inflation and are consistent with proton lifetime measure-
ments. That study led to the conclusion that in all acceptable SSB patterns, the formation of
cosmic strings is unavoidable, and some times it is accompanied by the formation of embedded
strings. The strings which form at the end of inflation have a mass which is proportional to the
inflationary scale. Here, we find the inflationary scale, which coincides with the string mass
scale. Since our analysis is within global supersymmetry, we examine whether the value of the
inflaton is at least a few orders of magnitude smaller than the Planck scale. As we show, global
supersymmetry is sufficient in the case of F-term inflation, while D-term inflation necessitates
the supergravity framework.

We organise the rest of the paper as follows : In Section II, we discuss the theoretical
framework of our study. We briefly review the choice of the gauge groups we consider and
we state the results about SSB schemes allowed from particle physics and cosmology as well
as the topological defects left after the last inflationary era. We briefly review the theory of
CMB temperature fluctuations. We then discuss inflation within N=1 SUSY GUTs, first in
the context of F-term and then in the context of D-term inflation. In Section III, we describe
our analysis as well as our findings for the mass scale and the strings contribution to the CMB.
We first discuss F-term and then that of D-term inflation. We show that F-term inflation can
be addressed in the context of global supersymmetry. We then show that D-term inflation
has to be studied within local supersymmetry and we give the scalar potential for D-term
inflation, taking into account radiative and supergravity (SUGRA) corrections. We round up
with our conclusions in Section IV. In Appendix A, we list the allowed SSB schemes of large
gauge groups down to the standard model, found in Ref. [1], which are allowed by particle
physics and cosmology.
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8.8 Theoretical Framework

8.8.1 Hybrid inflation within supersymmetric grand unified theories

Grand Unified Theories imply a sequence of phase transitions associated with the SSB
of the GUT gauge group Ggur down to the standard model gauge group Ggy = SU(3)¢ X
SU(2)L x U(1l)y. The energy scale at which this sequence of SSBs starts is Mgyt ~ 3 X
10'® GeV. As our Universe has undergone this series of phase transitions, various kinds of
topological defects may have been left behind as the consequence of SSB schemes, via the
Kibble mechanism [142]. Among the various kinds of stable topological defects, monopoles
and domain walls are undesirable, since they lead to catastrophic cosmological implications,
while textures do not have important cosmological consequences. To get rid of the unwanted
topological defects one may employ the mechanism of cosmological inflation.

Considering supersymmetric grand unified theories is motivated by several constraints,
coming from both particle physics and cosmology. It is indeed the only viable framework
to solve the hierarchy problem. In addition, it allows for a unification of strong, weak and
electromagnetic interactions at a sufficiently high scale to be compatible with proton lifetime
measurements. From the point of view of cosmology, SUSY GUTs can provide a good candi-
date for dark matter, namely the lightest supersymmetric particle. Moreover, it offers various
candidates for playing the role of the inflaton field and it can give naturally a flat direction
for slow-roll inflation.

Supersymmetry can be formulated either as a global or as a local symmetry, in which case
gravity is included and the theory is called supergravity. Global supersymmetry can be seen
as a limit of supergravity and it is a good approximation provided the Vacuum Expectation
Values (VEVs) of all relevant fields are much smaller than the Planck mass.

In a supersymmetric theory, the tree-level potential for a scalar field is the sum of an
F-term and a D-term. These two terms have rather different properties and in all proposed
hybrid inflationary models only one of the two terms dominates. In supersymmetric hybrid in-
flation, the superpotential couples an inflaton field to a pair of Higgs fields that are responsible
for one symmetry breaking in the SSB scheme. This class of inflationary models is considered
natural [215] within SUSY GUTS in the sense that the only extra field which is added, except
the fields needed to build the GUT itself, is a singlet scalar field. This extra field is however
likely to be anyway needed to build the GUT model, so that it constraints the Higgs fields to
acquire a VEV. Moreover, it is not spoiled by radiative corrections and supergravity correc-
tions can be kept small for F-term inflation. We would like to mention that generically, F-term
inflation suffers from the so-called 7-problem, because usually, the supergravity corrections
induce contribution of order unity to the slow roll parameter n = M3,V"”/V. This effective
mass term for the inflaton field would spoil the slow roll condition [216]. However, in the case
of a minimal Kahler potential, which is what is considered hereafter, this problem is lifted
by a cancelation of the problematic mass terms. This can however be seen as a fine tunning
since a minimal kahler potential is not well motivated for example from the point of view of
the string theory [216]. Finally it has been stated that such inflationary models are successful
in the sense that they do not require any fine tuning, but we show that this last point has to
be revisited.

F-term inflation can occur naturally within the GUTs framework when for example, a
GUT gauge group Gguyrt is broken down to the SM at an energy Mgyt according to

Gour % H, (I)M—i? Hy — Gsm, (8.8.15)

4O

where @, ®_ is a pair of GUT Higgs superfields in nontrivial complex conjugate represen-
tations, which lower the rank of the group by one unit when acquiring nonzero VEV. The
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inflationary phase takes place at the beginning of the symmetry breaking H; Ming Hs.
F-term inflation is based on the globally supersymmetric renormalisable superpotential

Wy =kS(®,.®_ — M?), (8.8.16)

where S is a GUT gauge singlet left handed superfield and ®,,®_ are as defined above,
with x and M two constants (M has dimensions of mass) which can both be taken positive
with field redefinition. The chiral superfields S, ®,,®_ are taken to have canonical kinetic
terms. The above superpotential is the most general superpotential consistent with an R-
symmetry under which W — eW ,&_ — e #d_ &, — PP, and § — €#S. We note
that an R-symmetry can ensure that the rest of the renormalisable terms are either absent or
irrelevant.
D-term inflation is derived from the superpotential

WPy =\S®, &, (8.8.17)

1

where S,® _,®, are three chiral superfields and A is the superpotential coupling. D-term
inflation requires the existence of a nonzero Fayet-Iliopoulos term &, which can be added to
the lagrangian only in the presence of a U(1) gauge symmetry, under which, the three chiral
superfields have charges Qs = 0, Qo, = +1 and Qe_ = —1, respectively. Thus, D-term
inflation requires a scheme, like

Geur x U(1) ™8™ 7 x U(1) ;‘4—@‘5‘ H — Gsu, (8.8.18)
1B

This extra U(1) gauge symmetry symmetry can be of a different origin [215]. In what follows,
we consider a nonanomalous U(1) gauge symmetry. We note however that one could instead
consider a situation realised in heterotic string theories, where there is an anomalous D-term
arising from an anomalous U(1)a, which can contribute to the vacuum energy [217|. Clearly,
the symmetry breaking at the end of the inflationnary phase implies that cosmic strings are
always formed at the end of D-term hybrid inflation.

In the SSB schemes studied in Ref. [1], one can naturally incorporate an era of F-/D-term
inflation. All SSB schemes from grand unified gauge groups Ggur of rank at the most equal
to 8 down to the standard model gauge group Ggym X Zo have been considered. Initially, the
group Ggur was chosen to be one of the following ones : SU(5), SO(10), SU(6), Eg, SU(7),
SO(14), SU(8), and SU(9). In addition, the choice of Ggur was limited to simple gauge groups
which contain Ggy, have a complex representation, are anomaly free and take into account
some of the major observationnal constraints of particle physics and cosmology. The above
Zy symmetry is a sub-group of the U(1)g_1, gauge symmetry which is contained in various
gauge groups and it plays the réle of R-parity. R-parity can only appear in grand unified
gauge groups which contain U(1)g_1,. There were considered as many possible embeddings
of Ggm in Ggur as one can find in the literature and it was examined whether defects are
formed during the SSB patterns of Ggur down to Gsm, and of which kind they are. Assuming
standard hybrid F-term inflation there were disregarded all SSB patterns where monopoles
or domain walls are formed after the end of the last possible inflationary era. In addition,
there were disregarded SSB schemes with broken R-parity since the proton would decay too
rapidly as compared to Super-Kamiokande measurements. It was also required that the gauged
U(1)p_1 symmetry, is broken at the end of inflation so that a non thermal leptogenesis can
explain the baryon/antibaryon asymmetry in the Universe. SU(5), SU(6), SU(7) are thus not
acceptable groups for particle physics, since SU(5) leads to the formation of stable monopoles,
while minimal SU(6) and minimal SU(7) do not contain U(1)g_r..

The SSB schemes compatible with high energy physics and cosmology, as given in detail
in Ref. [1], are listed in Appendix A.
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It was concluded that within the framework of the analysis of Ref. [1], there are not any
acceptable SSB schemes without cosmic strings after the last inflationary era. The analysis we
present below can therefore be applied to all these models. We would like to note that even if
we relax the requirement that the gauged B — L symmetry is broken at the end of inflation,
the results of Ref. [1| remain unchanged.

Even if one also allows for patterns with broken R-parity at low energy, cosmic strings
formation is still very generic. To consider these cases, one should however find a mechanism
to protect proton lifetime from very dangerous dimension 4 operators. Strings formed during
the SSB phase transitions leading from a large gauge group Ggut down to the Ggym X Zo are
of two types : topological strings, called cosmic strings, and embedded strings which are not
topologically stable and in general they are not dynamically stable either.

Clearly, as we discussed earlier, in the case of D-term inflation, cosmic strings are always
present at the end of the inflationary era.

8.8.2 Cosmic microwave background temperature anisotropies

The CMB temperature anisotropies provide a powerful test for theoretical models aiming
at describing the early Universe. The characteristics of the CMB multipole moments, and more
precisely the position and amplitude of the acoustic peaks, as well as the statistical properties
of the CMB temperature anisotropies, can be used to discriminate among theoretical models,
as well as to constrain the parameters space.

The spherical harmonic expansion of the cosmic microwave background temperature ani-
sotropies, as a function of angular position, is given by

oT

() = ; tmWeYom (n) (8.8.19)
with 5T

Qo = /dﬂn?(n)Y[;n(n) , (8.8.20)

where W, stands for the £-dependent window function of the particular experiment.

The angular power spectrum of CMB anisotropies is expressed in terms of the dimension-
less coefficients Cyp, which appear in the expansion of the angular correlation function in terms
of the Legendre polynomials F; :

<o O ) ()

(n-n’=cos ¥9) 47

T T

0> 1 > (20 + 1)CePy(cos )WV} . (8.8.21)
l

It compares points in the sky separated by an angle 1. Here, the brackets denote spatial
average, or expectation values if perturbations are quantised °. The value of Cp is determined
by fluctuations on angular scales of order 7/f. The angular power spectrum of anisotropies
observed today is usually given by the power per logarithmic interval in £, plotting £(£+ 1)Cy
versus £. The coefficients Cy are related to ag, by

(X laem[?)
Cp==L——. 8.8.22
¢ 20+ 1 (8.8.22)
On large angular scales, the main contribution to the temperature anisotropies is given
by the Sachs-Wolfe effect, implying
0T
T

5We emphasise that Eq. (8.8.21) holds only if the initial state for cosmological perturbations of quantum-
mechanical origin is the vacuum [218, 219].

() = 38 [, (0 — )] (8.8.23)
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where ®(7,x) is the Bardeen potential, while 79 and 4 denote respectively the conformal
times now and at the last scattering surface. Note that the previous expression is only valid
for the standard cold dark matter model.

If we assume that the initial density perturbations are due to “freezing in” of quantum
fluctuations of a scalar field during an inflationary period, then the quadrupole anisotropy

reads 1/2
5T 5T\? 5T\ ?
(7). =1(F)  +(F) , (8.8.24)
T Q—infl T Q—scal T Q—tens
where the quadrupole anisotropy due to the scalar Sachs-Wolfe effect is
5T 1 V2
(—) = - (,‘pQ) , (8.8.25)
T Q—scal 4v/45m MPI 14 ((IDQ)
and the tensor quadrupole anisotropy is
6T 0.77 V/?
(_) - QT V" (pa) (8.8.26)
T Q—tens 8m MP]

We note that V is the potential of the inflaton field ¢, with V' = dV(¢)/dp, while Mp,
denotes the reduced Planck mass, Mp; = (87G)~'/2 =~ 2.43 x 10'® GéV, and ¢q is the value
of the inflaton field when the comoving scale corresponding to the quadrupole anisotropy
became bigger than the Hubble radius.

The number of e-foldings of inflation between the initial value of inflaton ¢; and the final
value @y is given by

(¢)

The primordial fluctuations could also be generated from the quantum fluctuations of a
late-decaying scalar field other than the inflaton, known as the curvaton field + [211, 220, 221,
222], whose nonvanishing initial amplitude is denoted by tinit. During inflation the curvaton
potential is very flat and 1 acquires quantum fluctuations [220]

Pr
.
N(pi = ;) = —87G / V,(‘P) do . (8.8.27)
@i

Hiys
it = 5= (8.8.28)
where Hi,gq denotes the expansion rate during inflation, which is a function of the inflaton
field, and it is given by the Friedmann equation

_ 87TGV

Hiale) = =V (9) - (8.8.29)

We assumed that the effective curvaton mass is much smaller than Hj,q, since otherwise the
quantum fluctuations of the curvaton field during inflation would be very small and the CMB
power spectrum would remain the same as in the standard adiabatic case.

At the end of the inflationary era, dn;; generates an entropy fluctuation. At later times,
the curvaton field first dominates the energy density of the Universe, and then (during the
RDE) it decays and reheats the Universe. Since the primordial fluctuations of the curvaton
field are converted to purely adiabatic density fluctuations, the effect of dwipi; in the CMB
angular power spectrum, which can be parametrised by the metric perturbation induced by
the curvaton fluctuation, is given by [213]

_ 4 &pinit

Doy = — = : 8.8.30
curv 9 /lpinit ( )
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There is no correlation between the primordial fluctuations of the inflaton and curvaton fields.

As we have explicitely shown in Ref. [1], the end of the inflationary era is accompanied by
strings formation 6, which are cosmic strings (topological defects), sometimes accompagnied
by embedded strings (not topologically stable and in general not dynamically stable either).
Let us first calculate the contribution to the quadrupole temperature anisotropy coming from
the cosmic strings network.

At this point, we would like to bring to the attention of the reader that since the calculation
of the angular power spectrum induced by a cosmic strings network relies on heavy numeri-
cal simulations, this issue remains still open. More precisely, to obtain the power spectrum
from numerical simulations with cosmic strings, one must take into account the “three-scale
model” [226] of cosmic strings networks, the small-scale structure (wiggliness) of the strings,
the microphysics of the strings network, as well as the expansion of the Universe. This is
indeed a rather difficult task, and to our knowledge no currently available simulation leading
to the C}"""8 includes all of them. Moreover, all simulations of cosmic strings are referred to
Nambu-Goto strings, and this is probably the most unrealistic case 7 At least, but not last,
there is the issue of the appropriate initial conditions for the time evolution of the cosmic
strings network. More precisely, we do not know of any numerical simulation leading to the
szngs, where the initial configuration of the strings network was other than the one obtained
by assigning at random values to a phase variable on a cubic lattice. One should probably
study whether the strings network is in the low or high density regime 8.

Nevertheless, in what follows we use recent results [232| based on Nambu-Goto local strings
simulations in a Friedmann—Lemaitre-Roberston—Walker spacetime and we assume

oT
<?) ~(9—-10)Gp with p=27n(x)?, (8.8.31)
CcS

where (x) is the Vacuum Expectation Value (VEV) of the Higgs field responsible for the
formation of cosmic strings.
8.8.3 Inflation in supersymmetric grand unified theories

In what follows, we first discuss inflation where the F-term dominates (F-term inflation)
and then we address inflation where the D-term dominates (D-term inflation).
F-term inflation

F-term inflation is based on the globally supersymmetric renormalisable superpotential
Eq. (8.8.16). The scalar potential V' can be obtained from Eq. (8.8.16) and it reads

1
V(¢s:¢-,8) = [Fo,” +|Fo " +|Fsl” + 5 > 9aDi (8.8.32)

a

6Some authors have proposed mechanisms which could avoid cosmic strings production at the end of hybrid
inflation. This is for example realised by adding a nonrenormalisable term in the superpotential [173], or by
adding an additional discrete symmetry [223], or by considering GUTs models based on nonsimple and more
complicated groups [224]. Moreover, by introducing a new pair of charged superfields in the framework of an
N = 2 supersting version of D-term inflation the strings which form are nontopological [225]. This last model
was shown [225] to satisfy the CMB constraints.

"The nature of cosmic strings formed in the context of our models within SUSY GUTs and their cosmological
role is studied in Ref. [227]. One has to examine whether the fermion zero modes which are intrinsic in
supersymmetric models of cosmic strings lead to the production of vortons, which may result to a cosmological
problem [228]. The microphysics of cosmic string solutions to N=1 supersymmetric abelian Higgs models has
been studied in Ref. [229].

8When the energy density of the strings network is low, the dominant part of the strings is in the form of
closed loops of the smallest allowed size. At a certain critical density the strings network undergoes a phase
transition characterised by the formation of infinite strings [230, 231].
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where the F-term is such that® Fg, = |0W/0®;|g—g, with ®; = &, ,®_, S, and

Do = $i (Ta)'; ¢ + &a (8.8.33)

with a the label of the gauge group generators Ty, g, the gauge coupling, and £, the Fayet-
Nliopoulos term. By definition, in the F-term inflation the real constant &, is zero; it can only
be nonzero if T, generates a U(1) group.

In the case of F-term inflation, the potential V as a function of the complex scalar com-
ponent of the respective chiral superfields ®,,®_, .S reads

Vi (his b, 8) = K°|M? = p-¢p1 |* + K|S *(|9-* + |¢+[*) + D — terms . (8.8.34)

Assuming that the F-terms give rise to the inflationary potential energy density, while the
D-terms are flat along the inflationary trajectory, one may neglect them during inflation.
The D-terms may play an important réle in determining the trajectory and in stabilising the
noninflaton fields.

The potential has two minima : one valley of local minima (V = s2M* = V), for S
greater than its critical value S = M with ¢4 = ¢_ = 0, and one global supersymmetric
minimum (V' = 0) at S = 0 and ¢ = ¢_ = M. Imposing chaotic initial conditions, i.e.
S > S., the fields quickly settle down the valley of local minima. In the slow roll inflationary
valley (¢4 = ¢_ =0, |S| > M), the ground state of the scalar potential is different from zero,
meaning that SUSY is broken. In the tree level, along the inflationary valley the potential
V =V, is constant and thus it is perfectly flat. A slope along the potential can be generated
by including the one-loop radiative corrections which are small as compared to Vy. Thus,
the scalar potential acquires a little tilt which helps the scalar field S to slowly roll down the
valley of minima. The SSB of SUSY along the inflationary valley by the vacuum energy density
k2M* leads to a mass splitting in the superfields ®,,®_. One gets [133] a Dirac fermion with
a mass squared term x2|S|? and two complex scalars with mass squared terms x2|S|? 4+ k2 M?2.
This implies that there are one-loop radiative corrections to V along the inflationary valley,
which can be calculated using!® the Coleman-Weinberg expression [233]

2
m
AVi _1o0p = 64 — Z Fipn} I (8.8.35)

where the sum extends over all helicity states i, with fermion number F; and mass squared mz2 ;
A stands for a renormalisation scale. Thus, the effective potential reads [133, 234, 235, 67, 210]

Veir(1S]) = Vo + [AV (IS )1 -100p

2 2,2
_ L 2nsh KN |S|7K 2 -1
_KM{1+327T2[21n A2 +(z+1)2In(1+2" 1+ (z—1)%In(1 — 27 ¢ )
8.8.36)
where sp
S

9The notation |0W/0®;|p—o means that one has to take the scalar component (with § = § = 0 in the
superspace) of the superfields once one differentiates with respect to the superfields ®;. This is the reason for
which the potential V' is a function of the scalar fields ¢;.

10This expression has been derived in the case of a Minkowski background. However, during inflation the
background geometry is given by the De Sitter metric, and therefore, strictly speaking, one should not use
the standard Coleman-Weinberg expression, but one should instead find the corresponding expression in a De
Sitter background.
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and N stands for the dimensionality of the representations to which the fields ¢, ¢ belong.

Employing the above found expression, Eq. (8.8.36), for the effective potential we calculate
in the next section the inflaton and cosmic strings contributions to the CMB temperature
anisotropies.

D-term inflation

In the context of global supersymmetry, D-term inflation is derived from the superpotential
Eq. (8.8.17). In the global supersymmetric limit, Eqgs.(8.8.32), (8.8.17) lead to the following
expression for the scalar potential

2
V(91 6-,8) = X2 [ISP(1+ 1 + 16— ) + 96— ] + T84 — 18- + 6, (8.838)

where g is the gauge coupling of the U(1) symmetry and £ is a Fayet-Iliopoulos term, chosen
to be positive.

The potential has two minima. There is one global minimum at zero, reached for |S| =
|¢+| = 0 and |¢_| = /€. There is also one local minimum, found by minimising the potential
for fixed values of S with respect to the other fields. This local minimum is equal to Vj =
g%€? /2, reached for |, | = |¢_| = 0, with |S| > S. = gv/€/). As in the previous discussed case
(F-term inflation), also here the SSB of supersymmetry in the inflationary valley introduces a
splitting in the masses of the components of the chiral superfields ®, and ®_. As a result, we
obtain two scalars with squared masses m% = A2|S|? £ g?¢ and a Dirac fermion with squared
mass A\2|S|2.

For arbitrary large S the tree level value of the potential remains constant and equal to
Vo = (g%/2)€2, thus S plays naturally the role of an inflaton field. Assuming chaotic initial
conditions |S| > S one can see the onset of inflation. Along the inflationary trajectory the
F-term vanishes and the Universe is dominated by the D-term, which splits the masses in the
@, and ®_ superfields, resulting to the one-loop effective potential for the inflaton field.

The radiative corrections given by the Coleman-Weinberg expression Eq. (8.8.35) lead to
the following effective potential for D-term inflation

Ve]fjf(lsl) =W+ [AV(|S|)]1—100p

2¢2 2 212
g€ g KR\
5 {1+167r2[21n 1 +(z+1)2?In(1+2YH+(z=1)2?mn@1 -2t
8839
with 2| |2
NS _
- =z 8.8.40
g%¢ ( )

Employing the above found expression for the effective potential, Eq. (8.8.39), we calculate
in the next section the inflaton and cosmic strings contributions to the CMB temperature
anisotropies.

8.9 Energy scale of inflation and inflaton/cosmic strings contributions to the
cMB

8.9.1 F-term inflation in global supersymmetry

Assuming V ~ x2M*, while using the exact expression for the potential as given in
Eq. (8.8.36) for calculating V' = dV/dS, we obtain

V'(S)) = %zﬂz) , (8.9.41)
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with

KAMAN
a= T (8.9.42)
and
fz)=(+1D)In@+2zY)+(z-1)In(1 —271). (8.9.43)

Equation (8.8.25) implies [67, 210]

(?)Q el \/_\/7M1gl QYo I7(=0) (8.9.44)

and Eq. (8.8.27) leads to

472 M?
with
Z.2
dz
2
= | 8.9.46
. / 2f(@)’ (5:2:40)
1
and 1Sal
_ 12Q
=37 (8.9.47)

We remind to the reader that the index g denotes the scale responsible for the quadrupole
anisotropy in the CMB.
The coupling k is related to the mass scale M, through the relation

M _ /NoNx (8.9.48)
Mp 2myYq ' -
Equation (8.8.26) implies [67, 210]
oT L0 M 2
(?> R (8.9.49)
Q—tens m Pl

Employing Eq. (8.8.31) in the case of F-term inflation, we express the cosmic strings contri-

bution as X
oT 9/ M
— ~—| =— . 8.9.50
( T )cs 4 (MPI) ( )

Therefore, the total quadrupole anisotropy

(] (EAETART oo

is explicitely given by
7

6T 4 [ KAN Ng\” [ 64Ng 2222 0.776\ 2
il ~ 324
(T )Q—tot {yQ < 3272 45N TQ¥Q (g Q)+ s +
(8.9.52)
where the ((ST/T)St is normalised to the Cosmic Background Explore (COBE) data [236],

namely ((5T/T)8OBE ~ 6.3 x 1075. For given values of x, Nq, N, the above equation can be
solved numerically for zq, and then employing Eqs. (8.9.46) and (8.9.48), one obtains yq and
M. We assume Ng = 60 and we find the inflationary scale M which is proportional to the

1/2
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FiG. 8.4: Evolution of the inflationary scale M in units of 105 GeV as a function of the
dimensionless coupling x. The three curves correspond to N' = 27 (curve with broken line),
N =126 (full line) and ' = 351 (curve with lines and dots).

string mass scale, as a function of the superpotential coupling x for three values of /. We
choose N/ = 27,126,351, which correspond to realistic SSB schemes in SO(10) or Eg models.
The results are shown in Fig. 8.4 below.

Clearly, the mass scale is of the order of 10'® GeV, and it grows very slowly with A. Since
it will be useful later to know approximately the evolution of the mass parameter M with
respect to the coupling «, we fit the curve for ' = 126, which is shown in Fig. 8.4, by

4.1 x 10" +5.3 x 10!2 In(k) GeV  if k€ [2x1075,1072],

M(k) ~ { 1.1 x 1016 + 6.3 x 10 In(k) GeV  if &€ [1077,2 x 1075]. (8.9.53)

The dimensionless coupling « is subject to the gravitino constraint, as well as to the
constraint imposed by the CMB temperature anisotropies. As we show below, the strongest
constraint on k is imposed by the measured CMB temperature anisotropies ; the cosmic strings
contribution to the power spectrum should be strongly suppressed in order not to contradict
the data.

Firstly, we calculate the upper bound on the dimensionless superpotential coupling x,
as imposed by the gravitino constraint. After the inflationary era, our Universe enters the
high entropy radiation dominated phase via the reheating process, during which the inflaton
energy density decays perturbatively into normal particles. This process is characterised by
the reheating temperature Try. In order to have a successful reheating it is important not to
create too many gravitinos.

Within the Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM), and assuming a see-saw
mechanism to give rise to massive neutrinos, the reheating temperature is [237]

(8#)1/4

Try ~ (TMp))'/? | (8.9.54)

with T' the decay width of the oscillating inflaton and the Higgs fields into right-handed

neutrinos [237],
1 (M;\?
I'= 8_7'(' (ﬁ) mMing , (8955)

mina the inflaton mass, and M; the right handed neutrino mass eigenvalues. Eqgs. (8.9.48),

(8.9.54), (8.9.55) lead to
1 /60\Y4/ 1\ 1/2
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The reheating temperature must satisfy the gravitino constraint Try < 10° GeV [120]. This
constraint implies strong bounds on the M;’s, which satisfy the inequality M; < minq/2, where
the inflaton mass is

Ming = V26M . (8.9.57)

The strong bounds on M; lead to quite small corresponding dimensionless couplings 7;. The
two heaviest neutrino are expected to have masses of the order of Mz ~ 10! GeV and
My ~ 2.5 x 10 GeV respectively [128]. This implies that for yq of the order of 1, M;
in Eq. (8.9.54) cannot be identified with the heaviest or the next to heaviest right handed
neutrino, otherwise the reheating temperature would be higher than the upper limit imposed
by the gravitino bound. Thus, M; is Mi, with M; ~ 6 x 10° GeV [128]. (This value is in
agreement with the mass suggested in Ref. [237] for the mass of the right handed neutrino
into which the inflaton disintegrates.)

Therefore, using Egs. (8.9.54), (8.9.55) and (8.9.57), the gravitino constraint on the re-
heating temperature implies,

2 M 1/2
14‘7{1_/41\/11 [M(P/:)] VE <10°GeV . (8.9.58)

Using the fit of the function M (k) given in Eq. (8.9.53), it is possible to evaluate numerically
k/M (k) and find an upper limit on the allowed values for the coupling of the superpotential,

kS 8x1073, (8.9.59)

in agreement with the upper bound found in Ref. [238].

Secondly, we proceed with a strongest constraint on k, imposed from the measurements
on the CMB temperature anisotropies. The cosmic strings contribution to the quadrupole can
be calculated from

T\ CS
(F)q

A ~o
cs ( oT COBE ’
T

2

(8.9.60)

and it is shown in Fig. 8.5.

Cosmic strings contribution (%)

100 S
50 // ~

01t/
K
1.x107" 1.x107® 0.00001 0.0001 0.001 0.01

Fi1G. 8.5: Evolution of the cosmic strings contribution to the quadrupole anisotropy as a
function of the coupling of the superpotential, x. The three curves correspond to N' = 27
(curve with broken line), N = 126 (full line) and /' = 351 (curve with lines and dots).

As one can see, for small values of the coupling x the cosmic strings contribution depends
on the value of M. Thus, we should find the value of N required for the allowed SSB patterns
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leading to Gsm X Zo.

Within the framework of our study, the SSB schemes allowed from particle physics and cos-
mology are explicitely found in Ref. [1] and we recall them in Appendix A. The parameter N’
is the dimensionality of the Higgs fields representation that generate the SSB; these fields are
coupled to the inflaton. As explained in Ref. [1], the inflationary era should take place after
the last formation of monopoles and/or domain walls since these objects are incompatible
with cosmology. Therefore, there are just very few choices for the SSB stage where inflation
can be placed. The value of the parameter AN/ depends on the GUT gauge group and the
SSB scheme where inflation takes place. For SO(10), under the requirement that R-parity is
conserved down to low energies, N' = 126. For Eg, the Higgs representations can be N' = 27
or N' = 351. Our results depend slightly on the choice of A’ and in what follows, we focus
mainly on ' = 126.

Comparing the results we obtained for the cosmic strings contribution to the CMB fluc-
tuations as a function of the superpotential coupling s, (see, Fig. 8.5) against the cosmic
strings contribution allowed from the measurements, we can constrain k. Already BOOME-
RanG [239], MAXIMA [240] and DASI [241] experiments imposed [144]| an upper limit on
Ags, which is Aes < 18%. Clearly, the limit set by the Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) measurements [143] should be stronger. A recent Bayesian analysis in a three dimen-
sional parameter space [52] have shown that a cosmic strings contribution to the primordial
fluctuations A¢s higher than 9% is excluded up to 99% confidence level.

We state below the constraint we found for the dimensionless parameter x, as a function

of NV,

126
W )
which holds for N € {1,16,27,126,351}. This constraint on &, Eq. (8.9.61), is in agreement
with the one found in Ref. [209].

Both, the CMB lower bound and the gravitino upper bound on x are summarised in
Fig. 8.6.

kS Tx1077 x (8.9.61)

N
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FiG. 8.6: Constraints on the single parameter « of the model. The gravitino constraint implies
k < 8 x 1073, The allowed cosmic strings contribution to the CMB angular power spectrum
implies K < 7 x 1077, for N = 126.

The implications of this constraint on the single free parameter of the F-term inflationary
model are important. Hybrid F-term inflation was known to have an appealing feature as
compared to the most elegant inflationary scenario within nonsupersymmetric theories, i.e.
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chaotic inflation. Namely, it was believed that there was no need of fine tuning which will
set a very small value for the coupling of the superpotential. This nice feature has been
disappeared once we compare theoretical predictions against cosmological data. As we show
below, one possible way out is to employ the curvaton mechanism. Another implication of
this constraint, quite important for cosmology, is the fact that this constraint on x can be
converted into a constraint on the mass parameter M. We would like to remind to the reader
that this parameter controls the mass of the strings formed, as well as the inflationary scale.
Using the CMB limit on the cosmic strings contribution, we can also obtain that, up to 99%
of confidence level,

M < 2x 10" GeV . (8.9.62)

As we show below, this constraint is robust since it holds even when the curvaton mechanism
is involved, and for all values of A.

In the curvaton scenario, the curvaton field is responsible for the generation of the primor-
dial fluctuations. The curvaton is a scalar field, that is subdominant during the inflationary
era as well as at the beginning of the radiation dominated era which follows the inflationary
phase. The effective curvaton mass is assumed to be much smaller that the Hubble parameter
during the inflationary phase. Within the framework of supersymmetry, which is the context
of our study, one expects the existence of scalar fields. Thus, it is reasonable to expect that one
of them could indeed play the role of the curvaton field. In addition, in the class of models we
are considering, one may expect that it may exist a natural candidate for the curvaton field.
As we have shown in Ref. [1], in many acceptable SSB schemes apart from the formation of
topological cosmic strings we have the formation of embedded strings, which are topologically
and dynamically unstable. If the decay product of embedded strings can give a scalar field
before the onset of inflation, then such a scalar field could play the role of the curvaton field.

Assuming the existence of a curvaton field, there is an additional contribution to the
temperature anisotropies. Thus,

OIRERRCNS RIS

The inflaton contribution has a scalar and a tensor part, however since the tensor part in the
supersymmetric hybrid inflation is always much smaller than the scalar one, we neglect it.

Since the primordial curvaton fluctuation is converted to purely adiabatic density fluctua-
tions, the curvaton contribution in terms of the metric perturbation reads

6T QCUI‘V
— = 8.9.64
( T >Curv 3 ’ ( )
and from Eq. (8.8.30) we have
or 4 0thinit
— =———. 8.9.65
( T >curv 27 'lpinit ( )

For V ~ k?M*, Egs. (8.8.28), (8.8.29), (8.9.48) and (8.9.65) imply

(7)) = (5) () G2 oo

We solve Eq. (8.9.63) using Eq. (8.9.66) and we obtain the different contributions of
the three sources of anisotropies : inflaton, cosmic strings and curvaton. Their respective
contributions as a function of k, or ¥y, are shown in Fig. 8.7. for a fixed value of x, the cosmic
strings contribution decreases as it decreases, while the curvaton contribution becomes
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FiG. 8.7: The cosmic strings (dark gray), curvaton (light gray) and inflaton (gray) contri-
butions to the CMB temperature anisotropies as a function of the the initial value of the
curvaton field 9ini¢, and the superpotential coupling &, for N' = 126.

dominant. It is thus possible to use the WMAP constraint to limit 5. The upper bound
on ¥init depends on the coupling . In addition, one has to impose the gravitino constraint.
Therefore, a coupling bigger than 1072 is excluded. More precisely,

inis S 5 x 1013 ( )Gev . (8.9.67)

K
102

The above constraint is valid only if & is in the range [107%, 1], while for smaller values of x,
the cosmic strings contribution is smaller than the WMAP limit for any value of the curvaton
field (see, Fig. 8.7).

8.9.2 F-term inflation and supergravity corrections

We proceed with the supergravity corrections. The scalar potential in supergravity has
the general form [242]

e¢ . K W
V=—+[Gi(G™):G"-3] with G=-—+In : (8.9.68)
M}, (G I | M3, M§,

where the Kéahler potential K (¢, ¢*) is a real function of the complex scalar fields ¢;, and
their Hermitian conjugates ¢;*. The ¢; are scalar components of the chiral superfields ®;. We
adopted the following notations

G' = (8.9.69)
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Assuming that the D-term is flat along the inflationary trajectory, one can ignore it during
F-term inflation. Thus, we only consider the F-term in the above equation. If we expand
K =Y,|¢il> + ---, the corrections we get to the lowest order inflationary potential lead to
the scalar potential

ow
V=35

As it was shown in Ref. [216], assuming the minimal form for the Kahler potential K and
minimising the scalar potential V' with respect to ¢_ and ¢ for |S| > M, we obtain that the
SUGRA correction to the scalar potential is

2
1
(1 + M2 Z |il” + - - ) + other terms . (8.9.70)
Pl

Vsugra = K°M* LIS[® + - (8.9.71)
8 Mg, ' e
The effective scalar potential becomes
2 2.2

_  2n54 KN |S]"k 2 -1
V;ﬁr—ﬁM{l—i—327r2[2ln A2 +(z+1)"In(1+27")

1|8 (8.9.72)
2 -1

In the literature (e.g., see Ref. [133]), some authors consider only two terms for the scalar
potential. Namely, they consider only the first term of the radiative corrections and the term
coming from the SUGRA correction. However, this assumption holds only if zq > 1. In our
study we have found that the order of magnitude for zq is O(1) except for high values of
the superpotential coupling x (namely s > 10~2), but those are forbidden by the gravitino
constraint. In conclusion, we find that all terms coming from the radiative corrections have
to be taken into account.

Since |Sq|/Mp; S 1073, the potential and its first derivative is not significantly affected
by the SUGRA corrections. Thus, including these corrections we do not expect to find any
difference in the ¢7°/T. This is indeed what one expects, since the value of the inflaton field,
in the absence of SUGRA corrections, stays far below the Planck mass.

In conclusion, one can indeed neglect the supergravity corrections in the framework of
F-term inflation.

8.9.3 D-term inflation in global supersymmetry

In what follows, we derive in the framework of global SUSY the cosmic strings contribution
to the temperature anisotropies of the CMB. We use V ~ V; = ¢%¢2/2, while we employ
Eq. (8.8.39) to derive the exact expression for V' = aV(|S])/d|S|, which reads

2
V() = 7= (5.9.73)
where f(z) is the same as in the F-term, Eq. (8.9.43), and
442
S
= . 9.74
b= (8.9.74)

The next step is to express the number of e-foldings Nq. Employing the expressions written
above for V and V' and using Eq. (8.8.27), we obtain

z2Q
212 & dz
Ng = —%—5 —, 8.9.75
QT ) MFQ,1 zf(2) ( )

Zend



202 Contraintes sur I'inflation hybride SUSY (Articles)

with 2 2
A?|Send
Zend = TGE : (8.9.76)
One has to evaluate the value of the inflaton field at the end of inflation. The inflationary era
ends when one of the two following conditions is reached :

— In the global minimum of the potential, (¢+) or (¢4 ) is not zero anymore. This means
that one of the two fields acquires a positive effective mass squared. Let us call zgg the
value of z for which this condition is realized.

— The slow roll conditions cease to be satisfied. Within supersymmetric hybrid inflation,
the slow roll parameter € is generically very small, and the slow roll condition becomes
just n ~ 1. We denote by zsg the value of z for which the slow roll condition ceases to
be satisfied.

Thus,
Zend = Max(zsB, ZSR) - (8.9.77)

Let us calculate the values of zsg and zsgr. Firstly, zsg can be read from the quadratic part
(for the fields ¢4 and ¢_) of the potential as it is given by Eq. (8.8.38). Namely, from the
Lagrangian

L=XNISP(¢+ " +1¢-1) + g°€(o+ 1" — - 7) (8.9.78)
we get zgp = 1.
Secondly, the end of the slow roll phase of inflation is reached when the slow roll parameter
7 becomes of the order of unity,

n = M3, [“//"(g)] ~1. (8.9.79)
For our model, , ,
1= (%) 4(2) | (8.9.80)
where
9(z) =Bz+1)In(1+2z 1+ @Bz —1)In(1—271). (8.9.81)

Equation (8.9.79) can be solved provided A < 4 x 1073. This is a reasonable condition
since higher values of A\ would be forbidden by the gravitino constraint (see discussion in
II.A). For A £ 4x 1073, £/X? 2 10% and as one can see from the shape of the function g(z),
the two solutions of Eq. (8.9.79) are very close to 1. This implies zgg ~ 1, and the number of
e-foldings reads
22 ¢
X Mz YR
where yq is given by Eq. (8.9.46) with zq = A|Sq|/(9v/%).

To measure the weight of the cosmic strings contribution, we suppose three sources for
the quadrupole anisotropy of the CMB, namely

(E.]-(E.J (DI (D] e

and we calculate each term using Eqgs. (8.8.25), (8.8.26), (8.8.31) respectively. In this last
equation, the VEV of the Higgs field responsible of the cosmic strings formation is /€.
Thus, eliminating & with Eq. (8.9.82), we obtain

0T L (NNQ\'[16Ng 5 5. o 4 0.77¢\ 1/2
(?)Q_tOtN{yQ (1%2) [ R R AR Gy s +324]} 7, (3.9.8)

Ng = (8.9.82)
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where (<5T/T)g’t is normalised to the COBE data, i.e., (6T/T)8OBE ~ 6.3 x 1076, For given
values of A and Ng we solve numerically Eq. (8.9.84) to get zq.

Regarding D-term inflation we find that, as in the F-term case, the tensor contribution
to the 6T/T is negligible. For A < 4 x 1072, one can compute the mass scale Mp = /€ as a
function of A\. We find that &, which can be seen as a mass parameter, has a very similar shape
as the one found for M in the case of F-term inflation (see, Fig. 8.4). Moreover, we obtain
that the contribution of the cosmic strings to the quadrupole anisotropy is very similar to the
F-term case. In addition, to be consistent with the CMB data, A in D-term inflation should
obey a similar limit to the one found for s in F-term inflation, namely A < 3 x 107°. These
results are summarised in Fig. 8.8.

" 15
\/ & (x107 GeV) Cosmic strings contribution (%)
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FI1G. 8.8: On the left, evolution of the mass scale /£ as a function of the coupling A. On the
right, evolution of the cosmic strings contribution to the quadrupole anisotropy as a function
of the coupling of the superpotential, A\. These plots are derived in the framework of SUSY.

At this point we would like to bring to the attention of the reader that our findings
regarding D-term inflation in SUSY, disagree with some results stated in previous studies!!
(see eg., Ref. [215]). The reason is that in our analysis, we take into account all terms of the
radiative corrections and, as we have already shown in our discussion on F-term inflation,
these terms have an essential impact on the determination of the cosmic strings contribution
to the CMB.

Knowing zq, one can compute from Eq. (8.8.40) the order of magnitude of the correspon-
ding inflaton field Sq. Even though Eq. (8.9.84) is very similar to the one we had in the case
of F-term hybrid inflation, i.e., Eq. (8.9.52), the conclusions for the value of the inflaton field
as compared to the Planck mass are quite different. This is due to the dependence of zg on
the coupling X, which makes the inflaton field Sq to be of the order of the Planck mass or
higher.

The analysis we presented above implies that global supersymmetry is insufficient to study
D-term inflation. It is clear that only in the context of supergravity one can treat correctly
the issue of D-term inflation and its cosmological implications.

8.9.4 D-term inflation in supergravity

The case of D-term inflation has to be addressed within the framework of supergravity,
since as we have shown in the previous subsection, the fields are not negligible as compared
to the Planck mass.

Inflation is still derived from the superpotential

WDy =\S®, ®_ . (8.9.85)

1

1 More precisely, we disagree with the statement that in the context of D-term inflation cosmic strings
contribute to the Cy¢’s up to the level of 75%.
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The F-term part of the scalar potential is given by Eq. (8.9.68). Considering also the D-term,
the total scalar potential reads

eG

V=—rI[Gi(G™

I ¥al] 2 2
M GI - 3] + —[Ref Zg D? (8.9.86)

J

where f(®;) is the gauge kinetic function and
G=—pr +ln— . (8.9.87)

The Kahler potential K(¢;, ¢}) is a real function of the complex scalar fields ¢;, and their
Hermitian conjugates ¢;* where the ¢; are scalar components of the chiral superfields ;.
Upper (lower) indices (4,7) denote derivatives with respect to ¢; (¢*"). For the D-term part,
&, is the Fayet-Iliopoulos term, g, the coupling of the U(1)® symmetry, which is generated
by T, and under which the chiral superfields S, ®; and ®_ have charges 0, +1 and —1
respectively. Finally,

Dy = $i(To)' ;K7 + & (8.9.88)

In what follows, we assume'? the minimal structure for f(®;) (i.e., f(®;) = 1) and take the
minimal Kahler potential given by

K =[p-P+ g+ +1S . (8.9.89)

Therefore, as it was found in [136, 137], the scalar potential reads

2 2 52 S4
o = Vo (LTI [y (8T

M2, M
2 lp_|* 2 |y |4 |p_ b1 S|?
v lasP 1+ M¢1)+'¢—S' & Mél)”’ M3, |
2
+ T (9 =19 +9)” . (8.9.90)

As in the case of global supersymmetry, for S > S. the potential is minimised for |¢| =
|¢—| = 0 and therefore, at the tree level, the potential in the inflationary valley is constant,
Vo = g%£? /2. However, despite what is sometines claimed, this does not mean that the effective
inflationary potential is identical to the one found in the case of global supersymmetry. One
has to compute the radiative corrections, and must first calculate the effective masses of the
components of the superfields @, and ®_. Extracting the quadratic terms from the potential,
given by Eq. (8.9.90), the scalar components ¢ and ¢_ get squared masses

S|2
= X\?|SP 151 +g 9.91
= XIS exp (1) £ (8.9.01)
To calculate the masses of the fermionic components ¥ and ¥_, one has to use the Lagran-

gian of the fermionic sector,

1 g o g B
Lsermion = EQG/Q [_GZJ -G'G" + G;c] (G_l);cGl] \I/iL\IJjR +hec., (8992)

12This is the simplest supergravity model and in general the Kahler potential can be a more complicated
function of the superfields. This is generally the case for supergravity theories derived from superstring theories.



8.9 Energy scale of inflation and inflaton/cosmic strings contributions to the CMB 205

where ¥;7, and ¥;g are left and right components of the Majorana spinors ¥ and ¥_. Using
Eq. (8.9.89), one gets a Dirac fermion with squared mass

2
2 = \?|8? (' | ) ) 8.9.93
mg |S|” exp ME, ( )

We calculate the radiative corrections [AV(|S])]1—100p using the Coleman-Weinberg expres-
sion, Eq. (8.8.35). Thus, we compute the full effective scalar potential during D-term inflation,
within the context of SUGRA

V;If}_SUGRA = VO—I—[AV(‘SD]l—loop
9.9 9 21Q2 2
- 2 {1 T 1672 [2 e g

+(z4+1)2In(1 + 21 + (2 —1)%In(1 —zl)]} (8.9.94)

)\2 S 2 S 2
= %exp ('M—él) =22 (8.9.95)

The above potential is a generalisation of the SUSY D-term potential given by Eq. (8.8.39).
The end of inflation is achieved when one of the two conditions is satisfied : (i) the symmetry
is spontaneously broken, or (ii) the slow roll condition is violated. By definition of the variable
z, the symmetry breaking condition is still

with

zsp=1. (8.9.96)

For the slow roll condition, one has to compute the slow roll parameter n and then to solve
n ~ 1. With the effective potential given by Eq. (8.9.94), one can compute its first derivative

2
s = 2 ()(1+'5' ) (8.9.97)

E Mg,
Assuming V' ~ V; and using the exact expression for V', the n parameter reads
2 2 2 4
9° My 5 Bl
= —0 —h —h 8.9.98
77(2) (167‘(’2 |S|2> z |:9( ) M2 3( ) Mg] 4(2’) ’ ( )

where g(z) has been introduced for D-term inflation in Eq. (8.9.81), and h3(z), h4(z) are given
by

h3(z) = (9z+5)In(1+2"") + (92 —5)In(1—271), (8.9.99)
ha(2) = (4z+2)In(1+2"" + (42 —2)In(1—27") . (8.9.100)

Supergravity corrections become essential for S at least one order of magnitude bigger that
Mp;, and under this condition the solutions of n(z) = 1 are zég =17 and zg,z = 17. Thus, 2
at the end of inflation, as defined by Eq. (8.9.77), is zeng = 1.

The more complicated expression for z(|S|) makes the calculation of the different contri-
butions to the CMB power spectrum trickier. The cosmic strings contribution remains the
same as the one computed in the case of SUSY D-term inflation, since it depends only on the
scale v/£. Concerning the inflaton contribution, we can use the dominant term of the potential
V ~ Vj and the exact expression for the first derivative, Eq. (8.9.97), to write the number of
e-foldings

o272
Nq = e —5 oz, A6, 9) (8.9.101)
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where
T Wielete)/(02ME)

gal@q: A&, 9) = 1/ 2 ()1 +W(z(g°€)/ (A2 M§)))]”

dz . (8.9.102)

We note that in the above definition of g, the function W(z) is the “W-Lambert function”,
i.e., the inverse of the function F(z) = ze®. Setting ¢ = (¢%¢)/(A\>M2), the number of e-
foldings Nq becomes a function of only ¢ and zq, once g is fixed, and it is shown in Fig. 8.9.

Imposing Nq = 60 allows us to find a numerical relation between ¢ and zq, as illustrated in
Fig. 8.9.

1.0006 1.001 1.002

XQ

Fia. 8.9: Iso-contours of Nq for Nq = 50,60,70 in the plan (zq,c = (¢%¢)/(A\2M3)). This
graph is obtained for g = 10~ 2.

Using this relation between ¢ and zq, it is possible to construct a function zq(§) and then
express the three contributions (scalar, tensor and cosmic strings) to the CMB temperature
anisotropies only as a function of the Fayet-Iliopoulos term £. Thus, we obtain that the total
quadrupole temperature anisotropy reads

(cS_T)tOt N L{W_QCE_H_Q(CE%) W(z3)(g%6) (N2 M)
T/q M9 [1+ W o 0emz)]

N (%)2 4 (3)2 }1/2 , (8.9.103)

where the only unknown is &, for given values of g and A\. We normalise the quadrupole
anisotropy to COBE and we calculate numerically £, and thus zq using the function zq(¢),
as well as the various contributions as a function of the couplings A and g.

Our results are listed below. Firstly, as previously, it is straightforward to see that the
tensor contribution, even for g = 1, is completely negligible. Second, the inflaton field Sq is of
the order of 10Mp) for the studied parameter space in A and g whereas Mp = /€ is still of the
order of 2 x 10'5 GeV. Concerning cosmic strings contribution to the CMB, we can see from
Fig. 8.10 that it is not constant : it depends strongly on the value of the gauge coupling ¢g and
the superpotential coupling A. For g 2 1, it is not possible that the D-term inflationary era
lasts 60 e-foldings. Thus, a multiple stage inflation is necessary to solve the horizon problem.
For g 2 2 x 1072, the cosmic strings contribution is always greater than the WMAP limit,
thus, it is ruled out.
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F1G. 8.10: On the left, cosmic strings contribution as a function of the mass scale /€. This
holds for all studied values of g. On the right, cosmic strings contribution to the CMB tempe-
rature anisotropies, as a function of the superpotential coupling A, for different values of the
gauge coupling g. The maximal contribution alowed by WMAP is represented by a dotted
line. The plots are derived in the framework of SUGRA.

For high values of the superpotential coupling A 2 1072, or for small values of the gauge
coupling g (namely g < 10™%), our findings are very similar to the ones obtained for D-term
inflation within the SUSY context. This is expected since in these limits,

2 2
w28 z):|5—<<1. 8.9.104
(7 7) ~ (S0
On the other hand, SUGRA corrections cannot be neglected for small values of A, in which
case the cosmic strings contribution rises again. It is thus possible to specify, for a given value
of g, the allowed window for the superpotential coupling A. As we stated earlier, our analysis
shows that the allowed cosmic strings contribution to the CMB temperature anisotropies, as
imposed by the WMAP measurements, leads to the constraint

g<$2x1072. (8.9.105)

Provided the above condition is satisfied, the CMB constraint sets an upper bound to the
allowed window for the superpotential coupling A, namely

A< 3x107°, (8.9.106)

up to a confidence level of 99%. This upper limit on X is the same as our previous limit
found in the framework of SUSY. Note that the upper bound we found for A\, Eq. (8.9.106),
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is in agreement with the one found in Ref.[209] in a slightly different model, where the gauge
coupling g is related to the Yukawa coupling A through the relation A = v/2g. Our constraint
on A, Eq. (8.9.106), is also in agreement with the finding A < O(10~* — 107°) of Ref. [243].

Supergravity corrections induce a lower bound for A but for ¢ < 2 x 1073 it must be very
small and it is therefore uninteresting, if one wants to avoid fine tuning of the parameters.
However, this lower limit is interesting for g in the range of [2 x 1073, 2 x 1072]. As an
example, for g = 1072, the CMB constraint imposes

1078 S A<3x1075. (8.9.107)

This allowed window for X shrinks as g goes from g = 1072 to ¢ = 2 x 1072, This is the most
important contribution from supergravity. This fine tuning can be less severe if one invokes
the curvaton mechanism [3].

As in the case of F-term inflation, it is also possible to convert this constraint into a
constraint on the mass scale, which is given by the Fayet-Iliopoulos term ¢ and we get

VE 2% 10" GeV . (8.9.108)

The above constraint on ¢ is independent of the value of the gauge coupling g, provided
Eq. (8.9.105) is satisfied.

We would like to bring to the attention of the reader that in the above study we have
neglected the quantum gravitational effects, i.e., a contribution [214]

d’v v &

A =
AV(SDac = Criggr 3+ Coggr

(8.9.109)

(with C1, Co numerical coefficients of the order of 1), to the effective potential, even though
Sq ~ O(10Mp;). Our analysis is however still valid, since the effective potential given in
Eq. (8.9.94) satisfies the conditions V(|S]) <« My, and m% = d?V/dS? « M3, and thus the
quantum gravitational corrections [AV(|S|)]qa are very small as compared to the effective

potential I/'e]f)f_SUG'RA [214].

8.10 Conclusions and discussion

In the context of SUSY GUTs, cosmic strings — occasionally accompanied by embedded
strings — are the outcome of SSB schemes, compatible with high energy physics and cosmo-
logy. As it was explicitely shown in Ref. [1], strings are generically formed at the end of a
supersymmetric hybrid inflationary era, which can be either F-term or D-term type, as we
follow the patterns of SSBs from grand unified gauge groups Ggur down to the standard
model gauge group Gsm X Zz. One should keep in mind, that there are mechanisms to avoid
cosmic strings formation, which are not considered here since we focus on the most standard
GUT and hybrid inflation models. The strings forming at the end of inflation have a mass
which is proportional to the inflationary scale. However, current CMB temperature anisotro-
pies data limit the contribution of cosmic strings to the angular power spectrum. The aim of
this study is to use the data given by the realm of cosmology to constrain the parameters of
supersymmetric hybrid inflationary models.

More precisely, in the framework of generic SUSY GUTs, we study the consequences of
simple hybrid inflation models in the context of some realistic cosmological scenario. We then
compare the observational predictions of these models in order to constrain the parameter’s
space. We perform our calculations within SUSY or SUGRA, whenever this is needed.

For F-term inflation, the symmetry breaking scale M associated with the inflaton mass
scale (and the strings scale) is a slowly varying function of the superpotential coupling x, and
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of the dimensionality N of the representations to which the scalar components of the chiral
Higgs superfields belong. For SO(10), under the requirement that R-parity is conserved down
to low energies, N' = 126. For Eg, the Higgs representations can be N' = 27 or N' = 351.
The dependence of a measurable quantity (the cosmic strings contribution) on this discrete
parameter N can provide an interesting tool to discriminate among different grand unified
gauge groups.

The unique free parameter of the model, the dimensionless coupling , should obey two
constraints. Namely, it should satisfy the gravitino constraint, and it should also obey to
the CMB constraint. We found that the CMB constraint on the coupling & is the strongest
one : it imposes k < 7 x 1077 x (126/N), for N € {1,16,27,126,351} whereas the gravitino
constraint reads k < 8 x 1073.

The WMAP constraint on the superpotential coupling  can be expressed into a constraint
on the mass scale, namely M < 2 X 10'® GeV. The value of the inflaton field is of the same
order of magnitude, and since it is below the Planck scale, it implies that global supersym-
metry is sufficient for our analysis. Thus, it is not necessary to take into account supergravity
corrections.

The implications of this finding are quite strong. Supersymmetric hybrid inflation was
advertised to circumvent the naturalness issue appearing in the most elegant nonsupersym-
metric inflationary model, i.e., chaotic inflation. Namely, chaotic inflation needed a very small
coupling (A ~ 107'4). Cosmology taught us that supersymmetric hybrid inflation also suffers
from the fine tuning issue when embedded within the class of cosmological models considered
here.

In this study we also employed a mechanism where this problem can be lifted. This is done
if we use the curvaton mechanism. In this case another scalar field, called the curvaton, could
generate the initial density perturbations whereas the inflaton field is only responsible for the
dynamics of the Universe. Within supersymmetric theories such scalar fields are expected to
exist. In this case, the coupling k is only constrained by the gravitino limit.

We performed the same analysis for D-term inflation. In this case we found that the va-
lue of the inflaton field is of the order of the Planck scale or higher. One should therefore
consider local supersymmetry, taking into account all the one-loop radiative corrections. To
our knowledge, this was never considered in previous studies. Our analysis gives a noncons-
tant contribution of cosmic strings to the CMB temperature anisotropies, which is strongly
dependent on the gauge coupling g and the superpotential A\. We claim that the D-term infla-
tionary model is still an open possibility, since it does not always imply that the cosmic strings
contribution to the CMB is above the upper limit allowed by WMAP. To avoid contradiction
with the data, the free parameters of the model are strongly constrained. More precisely, we
found that the gauge coupling must satisfy the constraint ¢ < 2x 1072, and the superpotential
coupling must obey the condition A < 3 x 107°. This is the same limit as the one found in
the SUSY framework. The supergravity corrections also give a lower limit on the value of this
parameter. As an example, for g = 1072 we found 1078 < X < 1078. This allowed window for
X shrinks as g goes from g = 1072 to ¢ = 2 x 10~2. The conditions imposed by the CMB data
on the couplings A, g can be expressed as a single constraint on the Fayet-Iliopoulos term &,
namely /€ < 2 x 10'® GeV, which remains valid independently of g.

To conclude, we would like to emphasise that cosmic strings of the GUT scale are in
agreement with observationnal data and can play a réle in cosmology. CMB data do not
rule out cosmic strings; they impose strong constraints on their possible contribution. One
should use these constraints to test high energy physics such as supersymmetric grand unified
theories. This is indeed the philosophy of our paper.
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8.11 Appendix

We list below the SSB schemes compatible with high energy physics and cosmology, as
given in detail in Ref. [1]. Let us remind to the reader that every — represent an SSB during
which there is formation of topological defects. Their nature is given by n : 1 for monopoles,
2 for topological cosmic strings, 2’ for embedded strings, 3 for domain walls. Please note also
that for e.g. 3¢ 21, 2g 1p_r, stands for the group SU(3)cx SU(2)r,x SU(2) gx U(1)g_r. We
refer the reader to Ref. [1] for more details.

We first give the SSB schemes of SO(10) down to the Ggm X Za.

(L 5 1y 1 3c2u1z1lv -2 Gsm Zo
N 4c 21 2r —» Eq. (8.11.111)
L5 42,2, 28— Eq (8.11.112)
1,2 C
soo) -7 ek lnZy  — (8.11.110)
— 4c 21, 1y —
E) 30 21, 2R 1g_1, Z2C —
—1> 3C 2L 2R 1B7L —
1 2
. — 3C 2L 1R 1B7L — GSM Z2
where
( Ly 302 1x 1 2, Qgu Z
1y 309 2 1.t - c 2 1r 1p—1, sMm Zo
40 21 2r < Ly 3092 1k g1, - Gsy Z
c 2L 2R 1y 4o g o c 2y 1r 1, sM 42
| — 3c2ulplp . — Geu 2
(8.11.111)
and
( 3y 3020 2% 1 —
_1> 3¢ 21 2r 1p_L Z2C 1 C 4L 4R 1B-L ,
— 3(3 2L 1R 1B7L — GSM Zg
3
1 — 4c 211 —
—> 4C 2L ].R Zg 1’3 ¢ L R 2
C — 3¢ 21 1Ig 1g-1. — Gsm 22
4c 2L 2R Zy {5
By 4o 2 2 — Eq. (8.11.111)
1
— 4c 21, 1R —
E) 3¢ 21, 2r 1B_1, —
1,3 2
(. — 3c 2y 1r 1p_1L —  Ggsm 22
(8.11.112)

We then proceed with the list of the SSB schemes of Eg down to the Gy X Zo. We first
give the SSB patterns where Eg is broken via SO(10) x U(1).
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(2, 10 —
L 51y 1w —»  Eq. (8.11.115)
L e 1y Ly —» Eq. (8.11.116)
Ly be iy 1y 23 Gem Z
2y 51y Zo -
12 51y —
Ee »10 1y ¢ Ly 5.1y 22 Geu Z (8.11.113)
Ly Ggu 1y 2y Gem Zo
L2 Qe 1y Zo 2y Qgy Zo
L2 402 25 1y —  Eq. (8.11.117)
Ly 402 2 —»  Eq. (8.11.111)
1 3c2u 2R 1p 1y —
| 5 3¢ 20 Ik 1pp lvv —
with more direct schemes
[ 5 51y 1y — Eq.(8.11.115)
Ly bp 1y Ly —» Eq.(8.11.116)
Ly 5g 1y 1y 23 Gem Zo
L 51y —
L 51w -
Ly e 1y 22 Gew Zo
Ly 402 2% 1w — Eq. (8.11.117)
Eeq 1 4020 2n —» Eq. (8.11.111) (8.11.114)
Ly 402 1x —
1y 4020 1g 1w -
Ly 302 2% 1L 1yr —
Ly 302 1g gL 1yr —
L 3020 1g 1p_1 25 Ggu Z»
L Gsu lv 25 Gsum Zo
L 5 Gau v 2 2, Gsm Zo
where
25wz { D GulvZ D5 G
51v lyr ¢ —5 Ggu 1y 1y { %) Gsm v %} Gsu 2 (8.11.115)
- Gsm 1y Z9 —= Gsum Za
— 51y —
2 22
5p 1y 1y { Lol = Gsm 22 (8.11.116)
23 Gem Zo
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(25 4021 2R —  Eq. (8.11.111)
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(8.11.117)

We proceed with the allowed SSB patterns of Eg down to the Ggy X Z2 via SU(3)c X
SU(3)L X SU(3)R

5 3¢ 20 2m) Iy v, — Edq. (8.11.120)
— 3¢ 31 2m)Live) — Eq. (8.11.121)
L 3¢ 20 3R 1y, —+ Eq. (8.11.122)
B =3¢ 3L 3R —= 3c3ulm lve ~ — Eq. (8.11.123) (8.11.118)
1
— 3¢ 2L 1(R) 1Y(R) 1YL —
1
— 3(; 21, 2(R) 151, —
1 2
[ — 3¢ 2L 1) 1B-L — Gsm 22
with more direct breakings
( 3¢ 2L 2w) 1y, Ly, Eq. (8.11.120)
3c 3L 2(R) ]‘Y(R) Eq. (8.11.121)
B, | 3¢ 21 3R 1y, Eq. (8.11.122) (8.11.119)

3¢ 21 2(r) 1B-L

Il = 1 ]

I

3¢ 2 1(r) 1B-1 Gsm 2o
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where
’ BN 3c 2L 2(r) 1B-L { 2:—12> Sc 2 I 1oL — CsuZ
— Gsm 22
2 2
3¢ 2L 2m) 1vp Iy § — 3¢ 20 1wy 1y Ivi 2 Z(;;LZIQ(R) g1 — Gsu Zo
243021 gy 1pt. 2, Gsu 2
L z3 Gsm Zo
(8.11.120)
(5 3¢ 20 2m) 1y Iv, — Edq. (8.11.120)
5 3¢ 20 lwy lyg v, —
30 3L 2m)love) | — 30 2L 2m) st — (8.11.121)
5 302 L) lpt 2y Gsm Z
| 23 Gou 2
[ 3c2m) 2 1y, Iyn, — Ea. (8.11.120)
o T T I —
3¢ 20 3r Iy, 4 — 3¢ 21w lvy v — (8.11.122)
4 3020 1w Ip 1 25 Gsu 2
| 23 Gsu 2o
and
— 3¢ 2 Iy, 1y v, —
3¢ 3L Lr) Ly, 2 302, Iy 1B-1 25 Gsu 2 (8.11.123)

2.2
— GSM 22

Finally, we list below the SSB schemes of Eg down to the Ggy x Zz via SU(6) x SU(2). These
are :
)

3¢ 3r 2L 1y,
4¢ 21 25 1y
4c 21 2p

4c 21 1g 1vr
4c 21 1g

3c 21 2(g) 1B-L

Eq. (8.11.122)
Eq. (8.11.117)

EG — 62,
(8.11.124)

or E6

3¢ 2L vy lyy Iy,

e L

L A A A A

3¢ 2L 1r) 1B-L Gsm Z2

and

4e 21 2 1y
4c 27 1R 1y
4c 21 2

4c 21 1r

Eq. (8.11.117)

Es — 62y
(8.11.125)
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As it was shown in Ref. [1], the SSB schemes of SU(6) and SU(7) down to the standard
model which could accommodate an inflationary era with no defect (of any kind) at later
times are inconsistent with proton lifetime measurements and minimal SU(6) and SU(7) does

not predict neutrino masses. Thus, these models are incompatible with high energy physics
phenomenology.
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Le travail présenté dans ce chapitre fait I’objet d'une publication encore en préparation [4].
Il représente une collaboration avec Karim Benabed et Francois Bouchet.

9.1 Introduction

Le fond diffus cosmologique (CMB) est le reflet des fluctuations primordiales de densité.
Ces fluctuations peuvent avoir été générées par une phase d’inflation (voir chapitre 4), phase
sur laquelle beaucoup d’information nous manque : a t-elle vraiment eu lieu 7 A quelle énergie
a t-elle eu lieu 7 En ce sens, le CMB nous offre une maniére de sonder la physique de 'univers
primordial : spectres de puissance de densité et d’ondes gravitationnelles, paramétre de Hubble
pendant U'inflation Hjn¢, paramétres de roulement lent, etc .... Cependant, les photons du
CMB ont parcouru, avant d’étre détectés, tout le trajet qui sépare la surface de derniére
diffusion (L.SS!) et I'observateur. Ils possédent en outre une dépendance dans les paramétres

!Cet acronyme vient de ’anglais Last Scattering Surface.
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cosmologiques tels que la courbure spatiale, le contenu en énergie de 'univers, la valeur actuelle
du paramétre de Hubble, etc .... Du fait de cette dépendance dans un grand nombre de
paramétres, il existe des dégénérescence entre les valeurs de ces paramétres. Cela signifie que
plusieurs jeux de valeurs prédisent les mémes données observées et cela augmente les barres
d’erreur que l'on en a sur ces parameétres.

En outre, ces photons sont aussi déviés par les grandes structures formés aprés leur émis-
sion et qui se situent entre la surface de derniére diffusion et l'observateur. Cette effet de
lentille faible affecte le signal sur les petites échelles, et introduit une modification de sa
statistique : les fluctuations deviennent non gaussiennes. En conséquence, les fonctions de
corrélation d’ordre supérieur & 2 possédent une information indépendante des fonctions de
corrélation & deux points usuellement étudiées. Comme les propriétés de 'effet de lentille
entrainent une annulation des fonctions de corrélation d’ordres impaires, la premiére de ces
fonctions a posséder une information nouvelle est la fonction de corrélation a quatres points,
qui sera étudiée dans ce chapitre.

Les récents résultats du satellite WMAP, les caractéristiques de I’expérience Planck, prévue
pour 2007, et les projets futurs de la NASA et de 'ESA nous font attendre une amélioration
importantes de nos connaissances sur les parameétres de 'univers primordial et nous laissent
espérer de répondre aux questions précédentes sur I'inflation. Une premiére démarche possible
est de rechercher la combinaison des paramétres cosmologiques qui ajuste le mieux les données
observées. Dans ce chapitre, nous allons plutot nous placer dans une optique de prospective :
quelle type d’expérience permettrait une détection des ondes gravitationnelles primordiales ?
La réponse dépend de la valeur des paramétres inflationnaires et notamment du rapport
tenseur/scalaire r introduit au chapitre 4.

11 existe des outils statistiques qui permettent une telle prospective, parmi eux la méthode
de la matrice de Fisher que nous allons développer ici. Elle est basée sur I’estimation des
fonctions de corrélation & deux et quatres points. Dans ce chapitre, nous allons mettre en
oeuvre cette méthode en prenant en compte 'effet de lentille faible di aux grandes structures.

Dans un premier temps, nous allons faire une présentation générale de la physique du
CMB puis nous allons présenter le formalisme de la matrice de Fisher qui permet ’extraction
de parametres cosmologiques & partir de données observées ou simulées. Nous allons mon-
trer que cette méthode est basée sur le calcul de la fonction de corrélation & quatre points
des anisotropies mesurées. Nous allons ensuite étudier l'effet de lentille sur les fonctions de
corrélation a deux points puis quatre points des anisotropies.

Pour les généralités sur le fond diffus cosmologique, nous ferons référence a [244, 7, 83, 245].
Pour les outils statistiques utilisés dans ce chapitre, une bonne introduction peut étre trouvée
dans [248, 249]. Une bonne présentation du formalisme de la matrice de Fisher peut aussi
étre trouvé dans [256, 255]. Enfin concernant l'effet de lentille, nous ferons référence aux
Refs. [251, 269].

9.2 Fond diffus cosmologique et paramétres inflationnaires

9.2.1 Contribution scalaire : effets primaires, secondaires et avant-plans

Dans ce chapitre nous allons présenter les données qu'une expérience mesurant le CMB
posséde. Comme nous ’avons déja présenté au chapitre 1, le fond diffus cosmologique est
composé des photons “émis” sur la LSS & un redshift zge. ~ 1089 + 2 [143]. Le plasma cos-
mologique avant la recombinaison est composé d’un fluide photons-baryons fortement couplés
du fait des diffusions Thomson des photons sur les électrons libres. Les propriétés physiques
de ce plasma permettent de comprendre presque entiérement les observations du CMB. Avant
la recombinaison, du fait des interactions photons-électrons, le libre parcours moyen des pho-
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tons est négligeable devant le rayon de Hubble. Au moment de la recombinaison, les électrons
s’associent avec des protons pour former des atomes d’Hydrogéne. L’univers devient alors
transparent aux photons, c’est-a-dire que leur libre parcours moyen devient subitement?

La température de ces photons est déterminée par différents phénomeénes physique que
I’on peut classer en deux catégories : les effets primaires qui se produisent avant et pendant
le découplage et les effets secondaires qui se produisent entre la LSS et I'observateur. Le si-
gnal mesuré est la somme de ces deux effets ainsi que de sources extérieures de rayonnement
micro-onde, appelées avant-plans. Les avant-plans les plus importantes sont 1’émission des
poussiéres galactiques, ’emission synchrotron des électrons en mouvement dans des champs
magnétiques et enfin ’émission de sources extra-galactiques trés énergétiques (noyaux actifs
de galaxies, quasars, ...). Ces sources externes seront dans la suite considérées comme du
bruit de fond méme si leur détection et leur analyse est d’'un grand intérét pour la compré-
hension de certains phénomeénes astrophysiques.

Il existe trois principaux effets primaires qui générent des fluctuations de température sur
la surface de derniére diffusion. Pour plus de détails on pourra consulter [7].

— Le premier est relié aux perturbations de densité de la radiation 4, = dp,/p,. Avant
le découplage, les photons et les baryons sont fortement couplés. En conséquence les
fluctuations de baryon d, = dpp/pp, générées a la fin de la phase d’inflation, produisent
des fluctuations de densité de radiation ¢,. Les zones de sur-densité apparaissent plus
chaudes et les zones de sous-densité moins chaudes.

— Le second effet est un effet Doppler di & la vitesse particuliére des baryons dans le
plasma. Si la vitesse vp est dirigé dans la direction de ’observateur, les photons de cette
région apparaitront plus chaud.

— Le dernier effet est appelé effet Sachs-Wolfe et est lié au potentiel de Bardeen ®. Ce
potentiel crée des puits dont les photons doivent s’extraire afin d’évoluer librement, ce
qui entraine une perte d’énergie.

La somme de ces trois effets générent une anisotropie dans la direction n donnée, dans la
jauge de feuilletage plat, par [7, 83]

AT 1
To(n) = Z&,—n-vb—i—@'—F\I’ (TcMmB, TE) (9.2.1)

ou @ et ¥ sont les potentiels de Bardeen introduits au chapitre 4. Les coordonnées d’émission
sont données par le temps conforme 7cmp et la position xg. Notons que dans le cas de
perturbations initiales adiabatiques, §, = —%CD et ¥ = ®. Dans ce cas on retrouve bien

AT 1
To(n) = gq)(TCMB,fBE) s

pour les grandes longueurs d’onde telles que k7o < 1 pour lesquelles le terme Doppler est
négligeable vy = v, K §,, ol v, est la vitesse particuliére de la radiation. Dans ce cas, ® est
aussi appelé potentiel gravitationnel.

Le principal effet secondaire est l’effet Sachs-Wolfe intégré (ISW). Il est di & ’évolution
temporelle du potentiel gravitationnel ® le long de la trajectoire d’'un photon. Il ajoute &

2Subitement signifie que la durée de ce processus est petite devant le temps de Hubble. Cependant, la
recombinaison n’est pas un phénoméne instantané et la surface de derniére diffusion n’est pas infiniment
mince. Cela a pour conséquence de réduire la puissance du spectre du CMB aux petites échelle.
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Vexpression de I’Eq. (9.2.1) une contribution [83]

70
AT
AT _ / (@ + ) [, z(r))dr , (9.2.2)
To ISW o s

ou le ! désigne la dérivée par rapport au temps conforme 7 et ou (1) est le vecteur position
du photon au temps 7 vu par un observateur en xg. Les potentiels de Bardeen sont constants
pour les modes super-Hubble, et pour un univers dominé par la matiére. Cela n’est plus vrai
dans le cas d’une contribution non négligeable de radiation, de courbure ou de constante
cosmologique.

Ils existent un grand nombre d’autres effet secondaires. Mentionnons parmi eux la réio-
nisation de I’hydrogéne & bas redshift zej0 par des sources énergétiques telles que des étoiles
chaudes. Cela entraine une nouvelle diffusion des photons sur les électrons. Le redshift et la
profondeur optique Trejo de cette région (ou pour étre plus précis I'histoire de la réionisa-
tion) ont donc une influence sur les anisotropies polarisées de température, en augmentant la
puissance aux grandes échelles. L’effet Sunyaev-Zel’dovich est un autre des effets secondaires
majeurs. Il consiste en la diffusion Compton des photons du CMB sur les électrons libres du
gaz chaud ionisé des amas de galaxies. Leur température entraine une agitation thermique,
agitation qui induit un effet doppler lors de 'interaction avec les photons du CMB : c’est
Ueffet SZ thermique. Puisque les amas de galaxies sont en mouvement, un effet doppler vient
s'ajouter & celui décrit précédemment : c’est l'effet SZ cinétique. L'effet de lentille gravitation-
nelle est aussi un effet secondaire qui modifie les anisotropies de température. Par cet effet,
les trajectoires des photons sont déviées par la déformation de la métrique due aux grandes
structures. Nous y reviendrons plus en détail & la section 9.4 puisque nous étudierons dans ce
chapitre son effet sur I'extraction de parameétres cosmologiques. Cette liste d’effets secondaires
n’est pas exhaustive et on peut consulter les Refs. [246, 244] pour une présentation de tous
les effets secondaires et les avant-plans qui affectent le CMB.

9.2.2 Signal polarisé

La diffusion Thomson des photons par les électrons n’est pas isotrope. En conséquence
méme si un flux de photons est non polarisé, aprés diffusion le flux est en partie polarisé.
Usuellement, la polarisation est décrite par les parameétres de Stokes. Si on considére une
onde plane électromagnétique se propageant dans la direction n, son champ électrique s’écrit
de maniére générale

E(m, t) = Fie1 + E2626iw(n.z_t) s (923)

ou les trois vecteurs m, ey et ea forment une base orthonormée. On peut paramétrer les
amplitudes F; o par

E1 = alewl 3 E2 = (1,26202 . (9.2.4)

On définit alors les parametres de Stokes par

I=df+aj,
Qza%—a%,
U= 2(1,1(1,2 COS(92 —91) ,

V = 2ayaysin(fy — 61) .

(9.2.5)

I est 'intensité de I'onde plane, @ et U mesure 'intensité de la polarisation linéaire et V
mesure l'intensité de la polarisation circulaire. Cette derniére quantité ne sera pas considérée
par la suite car la diffusion Thomson ne peut produire de polarisation circulaire.
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Sous une rotation dans le plan e, ez, les grandeurs I et V restent inchangées mais pas
Q@ et U. On peut construire & partir de ces derniéres, deux grandeurs se transformant comme
des tenseurs de spin 2, + X (n) = Q(n) £ iU(n).

9.2.3 Spectres de puissance

La région d’émission du CMB étant sphérique, on développe les anisotropies sur la base
des harmoniques sphériques Y,

AT 00 V4
Ty (o, 70, Z Z eT (0, 70)Y," (1) , (9.2.6)
(=2 m=—1

et les coefficients du développement s’expriment par

= 7 [ T D7) (9:27)

Par la suite, on omettra le fait que I’anisotropie et les coefficients ay,,;, dépendent de la position
de l'observateur xg et le moment d’observation 7.

On définit le spectre de puissance de température CET comme le corrélateur a deux points
des coefficients ag,,

<(a%m)*a%;m’> = 000 Oy CZ ) (928)

ou (...) désigne la moyenne d’ensemble (ou ’espérance mathématique, voir section suivante).
Cette moyenne d’ensemble est la moyenne sur le résultat de I’ensemble des réalisations d'une
méme expérience. Cependant, nous ne pouvons observer qu’une seule réalisation du CMB.
Usuellement, pour palier & ce probléme, nous faisons ’hypothése que le systéme est ergodique,
c’est & dire que 'on peut remplacer la moyenne d’ensemble par une moyenne spatiale pour
estimer le spectre de puissance

L

1 *
ct = 71 > (G iy » (9.2.9)

m=—

Concernant la polarisation, comme nous ’avons vu précédemment, les grandeurs @ + iU
sont des grandeurs de spin 2 donc ne peuvent pas étre développées sur les Y;” précédents mais
sont développées sur les harmoniques de spin 2 1Y,

00 V4
X(n)=>)" Z L2em 12Y"(n) . (9.2.10)

=2 -

Les coefficients d’expansion yeag, peuvent étre regroupé de maniére a construire une gran-
deur invariante sous une transformation de parité (grandeur scalaire) Gz et une grandeur

transformée en son opposé par la méme transformation (grandeur pseudo-scalaire) afm,
E 1 B ?
Ay = —5 (Qaem + 72a4m) ; Gy = 5 (QGem - 72a£m) - (9'2'11)

Ces grandeurs sont notées E et B par analogie avec les champs électrique (scalaire) et magné-
tique (pseudo-scalaire). On définit donc des spectres faisant intervenir ces grandeurs polarisées

{(atm)* Ge' 1) = 8e0 b CF
((ai3n) @) = 800 Sme CF
((@fm)* @) = 000 S CL 7
((atm)”

G/{m (]/e/m/> = < (J/EEm) aelm/> =0.

(9.2.12)
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Les deux derniéres égalités sont nécessairement vérifiées par symétrie. En effet, un hypothé-
tique spectre de puissance CZTB (resp. CfB ) est une grandeur scalaire, donc invariante sous
une transformation de parité. En revanche, aeTm (resp. afm) est une grandeur scalaire tandis
que aﬁm, est une grandeur pseudo-scalaire donc transformée en son opposé. Ainsi le produit
des deux est transformé en son opposé. On a donc C{B = —C’EB (resp. CeEB = —C’fB ) donc
les deux spectres sont nuls.

Ces spectres sont représentés sur la Fig. 9.1. Ils sont fortement dépendants du modéle cos-
mologique choisi ainsi que du spectre de puissance primordial issu de 'inflation. La dépendance
du spectre de température dans les parameétres cosmologiques est obtenue par des codes numé-
riques. Dans la suite de ce travail, on utilise le code CAMB. Ce code, en langage FORTRAN
90 a été développé par A. Lewis et A. Challinor et est accessible & http ://camb.info/. Ce-
pendant, on trouvera dans [83] une analyse qualitative de l'effet des paramétres cosmologiques
principaux sur le spectre de température. La Ref. [80] propose une analyse analytique de ’es-
timation du spectre de température avec une bonne précision. Pour les spectres polarisés, une
démarche équivalente est développée dans [258].

Spectre non polarise sans effet de lentille Spectre polarise E sans effet de lentille
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FiG. 9.1: Spectre de puissance non polarisé et polarisés E, B, et TE pour les parameétres cosmo-
logiques standards mesurés par WMARP. Le spectre polarisé B est représenté pour différentes
valeurs du rapport tenseur/scalaire r. Pour les autres spectres, r = 1.

9.2.4 Contribution tensorielle et paramétres inflationnaires

A la section 9.2.1, nous avons présenté les contributions a 1’anisotropie de température
issue des fluctuations scalaires de la métrique. Comme nous ’avons vu au chapitre 4, une
phase d’inflation génére aussi des fluctuations tensorielles. Elles sont reliées & la perturbation
hij de 'Eq. (4.4.45). La contribution tensorielle au spectre des anisotropie de température fait
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donc principalement intervenir le spectre de puissance P ~ Ark™7 introduit au chapitre 4.
On montre que [254]

Cgens _ 89 dk SP / J(Zkff;(:—()_:—;—))g .72](::—7-) : (9_2_13)

CMB

ou les jp sont les fonctions de Bessel sphériques.

Ces modes tensoriels contribuent aux anisotropies non polarisées comme polarisées. Pour
le spectre polarisé TT, cette contribution est non négligeable a grande échelle (¢ < 60). Mais
les anisotropies observées sont la somme des spectres de puissance scalaire et tensorielle si on
suppose que ces deux grandeurs sont non corrélées. Or, nous avons vu dans le chapitre 4 que
les fluctuations tensorielles sont sous-dominantes dans I’approximation du roulement lent,
comme le montre 'Eq. (4.5.71). La détection des modes tensoriels n’est donc possible que
dans le spectre polarisé B car elles sont les seules & pouvoir contribuer & cette anisotropie. En
effet les perturbations scalaire n’y contribuent pas pour des raisons de comportement sous la
transformation de parité. En conclusion, la mesure de ’amplitude Ap des modes tensoriels
et donc du rapport tenseur-scalaire r ne peut se faire qu’en mesurant précisément le spectre
de puissance polarisé B. Sur la Fig. 9.1 est représenté la dépendance du spectre de puissance
polarisé B en fonction du paramétre r. On définit I’énergie d’inflation par

Mnﬂ = ‘/1111{14 )
en supposant étre dans le régime de roulement lent pendant lequel le potentiel est quasiment
constant, égal a une valeur notée Vi, 5. La dépendance du spectre de puissance polarisé B peut
donc se traduire en terme de cette énergie d’inflation. En effet, 'Eq. (4.5.73) et I’équation de
Friedmann pendant 'inflation Eq. (4.1.5) nous permet d’écrire que

1/4 1/4 1/4
Minti _ _Vin{i (3 (Mg / ~ 7.1 x 10 4/t (9.2.14)
mp| mp] 87 mp,

On voit donc que l’énergie d’inflation évolue comme la puissance 1/4 de r et que r = 1
correspond & une énergie Mg ~ 8.6 x 10'5 GeV. En conséquence, on verra que lorsque 1’on
ajoute la contribution venant de 'effet de lentille (voir Fig. 9.8), le signal primordial est
presque totalement sous-dominant pour une énergie inférieure & Mg ~ 8.6 x 10 GeV, ce
qui correspond & r = 1074

Dans la suite de ce chapitre, nous allons donc supposer étre en possession de données CMB
sous la forme des aZ’nE’B afin d’extraire les parameétres cosmologiques ou inflationnaires.

9.3 Meéthodes d’extractions des paramétres cosmologiques

Le principe général de l'extraction de parameétres [247] est de construire une fonction
de vraisemblance d’'un modele cosmologique & partir des données d’observation. Les valeurs
des paramétres cosmologiques extraites des données est celle qui maximise cette fonction de
vraisemblance. Quantifier ’erreur sur cette estimation est une tache bien plus ardue puisque
qu’elle est dépendant de la fonction de distribution et que celle-ci est inconnue. La méthode de
Fisher est une méthode exacte pour reconstruire cette erreur si la distribution est gaussienne
et une bonne approximation si la distribution est proche de la gaussianité. On supposera dans
la suite de ce chapitre que tel est bien le cas méme une fois pris en compte 1’effet de lentille.
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9.3.1 La méthode de la matrice de Fisher

Etant données les caractéristiques d’une expérience, cette méthode permet donc d’évaluer
la précision avec laquelle cette expérience va contraindre un espace des paramétres. Quelques
rappels [248] de statistique sont nécessaires.

Fonction de vraisemblance

Considérons une expérience qui fournit un échantillon (supposé indépendant et identique-
ment réparti) de variables aléatoires (X7i,...,Xy). On appelle “données de I’expérience” une
réalisation (z1,...,%,) de ces variables aléatoires. Elles possédent en outre une densité de
probabilité f(x1,...,2Zn;01,...,0m), ou les 01,...,0,, sont les paramétres de la loi a laquelle
obéissent les données (z1,...,z,). Par exemple, si les z; suivent des lois gaussiennes, ces pa-
rameétres 6, sont les moyennes et les écarts-type de ces lois.

A partir de 1a, deux approches sont possibles. L’approche probabiliste suppose connues
les lois auxquelles les variables aléatoires obéissent et étudie la probabilité que ’on obtienne
un jeu de données particulier. Ce qui nous intéresse est de faire le raisonnement inverse. On
suppose connu les données z;. f(z1,...,2n;01,...,0y,) devient alors une fonction des 6; et
prend le nom de fonction de vraisemblance? notée L(z1,..., %y |61,...,0m) ou encore L(x|0).
En temps que densité de probabilité, L est positive ou nulle. Il est donc équivalent de considérer
L = —1nL(x|0).

Moments empiriques

On définit les moments empiriques a partir des variables aléatoires X; par la moyenne
empirique

1 n
M= > X, (9.3.15)
=1

souvent notée par la suite (X), et les moments d’ordres supérieurs

M,=E {(X - E{X})’“} - %i(xi ~ M k>2. (9.3.16)

=1

ou E{} est l’espérance mathématique (appelé aussi la moyenne d’ensemble).
Définition : L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte X dont les réalisations
successive sont les z;, i € N avec une probabilité p; est définie comme [248]

B{X}=) api, (9.3.17)

si cette série converge absolument. Dans la suite, cette espérance mathématique E{X} sera
aussi notée (X). Parmi les moments empiriques, on distingue My la variance empirique et il
est utile aussi de définir une variance modifiée

n

2= _1 - D (Xi—M)?. (9.3.18)

n —
=1

3En anglais, on parle de “likelihood function”.
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Estimation et estimateur

Les estimations ont pour but de trouver une grandeur 6 (qu’on appelle estimateur) per-
mettant d’évaluer la valeur d’un paramétre 6. Deux types d’estimation peuvent étre utile.
Suivant que l’objectif est de trouver une valeur numérique de 6, ou un intervalle pour ce
paramétre, on parlera d’estimation ponctuelle ou d’estimation d’intervalle. Un estimateur est
une fonction des variables aléatoires Xj.

Un bon estimateur @ doit posséder certaines propriétés :

— Convergence : si 'on augmente la taille de I’échantillon, 1’écart entre I'estimation et la
valeur réelle doit tendre vers 0.

~

— Biais : un estimateur est dit non biaisé si <9> = . On définit le biais comme la différence
entre l'espérance mathématique de ’estimateur et la valeur réelle du parameétre b =
(8) 0.
L’exemple le plus simple d’estimateur convergent et non biaisé est la moyenne empirique M
ou la variance empirique modifiée S? qui sont des estimateurs convergents et non biaisés de
la moyenne et de la variance 0 d’une loi gaussienne sous-jacente. Ce n’est en revanche pas
le cas de la variance My. De maniére générale, il n’est pas toujours possible de ne travailler
qu’avec des estimateurs non-biaisés.
L’estimateur non biaisé optimal est ’estimateur qui a la plus petite variance. Il existe
cependant une variance limite en dessous de laquelle est n’est pas possible de trouver un

estimateur. C’est 'inégalité de Rao-Cramér. Si un estimateur atteint cette borne, il est dit
efficace ou MVB*.

Matrice de Fisher

Pour obtenir une expression simple de cette limite de Rao-Crameér, il faut définir ’infor-
mation de Fisher contenue dans le n-échantillon. Elle est reliée & la fonction de vraisemblance

L(x |0) par,
In(a)sE{<%1nL>2} :E{—aa—;lnL} . (9.3.19)

A plusieurs paramétres, I'information de Fisher devient une matrice carrée dont la taille est
donnée par le nombre de parameétres

—0%>InL
Fp, =( ——— . 3.2
K < 00,00, >w (9.3.20)

Dans ce cas 'inégalité de Rao-Cramér s’écrit
Var(0;) > (Fi;)™' . (9.3.21)

-1 . .. . .. ..

(Fii)~ est donc la variance minimale ou dit autrement l’erreur statistique minimale sur le
parameétre 6; si ’on suppose que les autres paramétres sont connus. Si tel n’est pas le cas, et
que 'on veut tenir compte de l'erreur sur les autres paramétres, I'inégalité de Rao-Cramér
) Ay

s’écrit

Var(f;) > (F7) (9.3.22)

4Cet acronyme vient de Panglais Minimum Variance Bound.
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Il sera utile ultérieurement de connaitre comment s’exprime cette inégalité dans le cas ol ’on
veut connaitre la variance d’un estimateur 7' d’une fonction 7(01,...,60m)

or

Va,r(T) > _(F_I)ZJGT .
J

(9.3.23)

Les inégalités Egs. (9.3.21), (9.3.22) et (9.3.23) de Rao-Cramér ne deviennent des égalités que
dans le cas ou 6; ou T sont des estimateurs MVB.

~

On utilise parfois I’écart type A#; = 1/ Var(6;) pour parler de 'erreur sur le paramétre 6;.
L’écart-type correspond a une erreur & 1 o. Dans 1’espace des erreurs sur les N parametres,
cela définit un ellipsoide & N dimensions contenant les valeurs des paramétres ayant une
probabilité supérieure a 68% [257]

D AN F; =93 . (9.3.24)
ij

Méthode du maximum de vraisemblance

Il existe trois méthodes classiques pour construire des estimateurs efficaces : la méthode
des moments, la méthode du maximum de vraisemblance (ML?), et la méthode des moindres
carrés. La seconde méthode est détaillée ici. Les autres méthodes sont présentées dans les
Refs. [248, 247].

Le principe est de rechercher un estimateur 8 pour lequel la fonction de vraisemblance est
maximale : V0, L(z|d) > L(x|6). Cela se traduit en général par la recherche des solutions de

OlnL 8%InL

Cette méthode présente les caractéristiques suivantes :

~ Si 6 est un estimateur de 0 alors 7(6) est un estimateur de 7(6). En conséquence, il faut
s’attendre a ce que 'estimateur ML soit biaisé. S’il ’est, il est possible de trouver une

~

fonction 7(#) qui soit un estimateur non biaisé de 7(0).
— La méthode ML fournit ’estimateur MVB si celui-ci existe.
— L’estimateur ML est convergent et donc asymptotiquement non-biaisé.

Notons enfin que I'estimateur 6 a une densité de probabilité f (é) asymptotiquement gaus-
sienne de moyenne 6 et de variance I~1(6). Ces propriétés font de cet estimateur un outil trés
fréquemment utilisé.

Les directions de dégénérescence

L’estimation de l'erreur a 1 o que donne 'Eq. (9.3.22) tient compte des erreurs maximales
sur les autres parameétres, ce qui est le plus réaliste. Cela signifie que si I'un des paramétres est
trés mal contraint par une expérience, toutes les valeurs d’incertitude vont étre augmentées
artificiellement. Une expérience complémentaire qui mesurerait précisément ce parameétre ou
une combinaison de paramétres différente pourrait permettre d’améliorer fortement 1’ensemble
des mesures.

C’est pourquoi il est intéressant de rechercher les degrés de dégénérescence [259] c’est-
a-dire les parameétres ou combinaison de paramétres pour lesquels les incertitudes sont trés
grandes. La méthode [264] pour cela est de diagonaliser Fj; (ou ce qui revient au méme la

5Cet acronyme vient de ’anglais Mazimum Likelihood.
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grandeur adimensionnée F,Z = 0,;0,F;;). Ainsi les valeurs propres sont les inverses des car-
rés des erreurs dans les directions des vecteurs propres (qui sont des combinaisons linéaires
des paramétres 6;). Comme exemple de direction de dégénérescence, une expérience de CMB
permet de contraindre trés efficacement €,,h? mais trés mal €, ou h2. Il existe des dégéné-
rescences connues entre 'indice spectral ng et le redshift de réionisation zpejon Ou entre £, et
Q4. La complémentarité des autres expériences comme les relevés de galaxies [255, 260], les
relevés de supernovae [259] ou avec les mesures d’effet de lentille [261] permet une réduction
substantielle des contraintes finales.

9.3.2 Méthode de Fisher appliquée au CMB en I’absence de lentillage

On va maintenant utiliser le formalisme de Fisher pour estimer la plus petite erreur que ’on
peut atteindre sur les paramétres cosmologiques ou plus précisément la variance du meilleur
estimateur possible (voir section précédente). Dans cette section, nous allons supposer négli-
geable l'effet de lentille sur les anisotropies. Dans la section 9.7, nous étudierons 'effet du
lentillage sur cette analyse.

Supposons que notre expérience hypothétique mesure les anisotropies non polarisées et
polarisées : les données contiennent les ag, polarisés T, E et B. Les estimateurs construits
a la section 9.2.3 n’étaient pas réalistes car suppose un détecteur parfait, sans bruit de fond,
couvrant tout le ciel et ayant une résolution infinie. En réalité, on n’observe pas uniquement
les a)” ™ primordiaux mais la somme de a9?® = ab ™ + nl ot le second terme est un terme
de bruit du détecteur. Ce bruit peut étre décrit par un seuil de sensibilité en température or.
On définit un spectre de puissance pour ce bruit détecteur <n%mneT,m,> = oo Oy IV, ZT . Il est
d’usage d’introduire aussi I’inverse du bruit de détecteur w;l =N, ET . Pour la polarisation, on
introduit aussi une sensibilité op et un spectre de puissance <nfmn5m,> = Op0 Orpum! Nf . La
encore, on peut introduire l'inverse du bruit de détecteur polarisé wp = (NéP )_1.

La seconde limitation expérimentale est ’effet de la taille du faisceau qui peut étre décrit

par une convolution des Cy avec une gaussienne
By = exp[—£(£ + 1)0% .0, /8 10 2] , (9.3.26)

de largeur & mi-hauteur Gpeam - La taille du faisceau Opeam @ aussi une conséquence sur 1’échelle
minimale et donc sur le multipole £ maximal au-deld duquel le signal mesuré sera dominé par
le bruit de fond.

On peut alors exprimer les spectres de puissance observés en fonction des spectres de
puissance théoriques :

<“‘5Tm*“f’m’>obs = 640 0mmt (CTBy+w3t) | (9.3.27)
<a£Em*a¢,m,>obs =8¢0 Oy (CF Be + wipt) (9.3.28)
<afm*a5m,>obs = 40Oy (CEBy+w3') (9.3.29)
<afm*a$m,>obs = 4Oy (CTEBy +w3?) | (9.3.30)

<a{m*a5fm,>0bs = <afm*agm,>0bs =0. (9.3.31)

On supposera pour cela qu’il n’y a pas de corrélation entre les bruits de détecteur polarisé et
non polarisé ni entre les signaux et les bruits.
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Pour le calcul de la matrice de Fisher, le plus simple est de repartir de I’inégalité de Rao-
Camér Eq. (9.3.23) dans le cas d'un estimateur des C;X. Les meilleurs estimateurs Cz que
l’on peut construire sont [256]

CF = -2“ - Z|aem|2 —wp! - B, (9.3.32)
CF = ﬁ %: la |? — wgl— Bt (9.3.33)
Cf::-Zggiéguﬁgﬁ-—w;{.Bgl, (9.3.34)
CTE _ %i 1 Z (afa)” Al ‘; (afim)” G B;l. (9.3.35)

Ces estimateurs sont optimaux de sorte que l'inégalité de Rao-Camér Eq. (9.3.23) devient une
égalité. Ainsi la matrice de covariance s’écrit

R R ocxY . acYV
Coo(CFY,CFY) = 3 b —(F )iy — (9.3.36)
irj ¢ J

En inversant I’expression précédente, la matrice de fisher totale s’écrit

bmaz CXY 1 aCUV
Fj=)Y" a6 0 Oxy_vy W’ (9.3.37)
=2 X,Y

ou
— X,Y,U,V sont les polarisations des a;,,, mesurées parmi {7, E, B},
— Cov est la matrice de covariance des C’EX ,
— {6;}i=1,.. v sont les N parameétres testés par I’expérience,

— Lmaq est le multipdle maximal au-dela duquel le signal mesuré sera dominé par le bruit
de fond. Il est donné par la résolution de l'expérience Gpeam-

On voit dans I'Eq. (9.3.37) que l'information dans la matrice de Fisher posséde deux ori-
gines. Elle est une fonction croissante de la dérivée des spectres de puissance par rapport aux
parameétres cosmologiques, ce qui est intuitif. Plus les données varient fortement avec les pa-
rameétres cosmologiques, plus les données y sont sensibles et plus 'information est importante.
La matrice de Fisher est en revanche une fonction décroissante de la matrice de covariance
Cov, dans laquelle sont regroupées les informations relatives aux limitations dues & l'instru-
ment prise en compte précédemment dans la construction des estimateurs et a la variance
cosmique due au fait que toutes les échelles £ n’ont pas le méme nombre de réalisations dans
le ciel. C’est une matrice symétrique carrée 4 x 4 si ’on a quatre types X de signaux polarisés
possibles (T, E, B et TE) et dépendante du multipdle £. On peut calculer les différents termes
de cette matrice en utilisant la définition de la covariance entre deux estimateurs de Cp

Cov(l, 0 \yy_xy = <(C'1€]V - <égv>) (é)’(Y o <é),(Y>)>
- (o) -(emyier)

Pour calculer chacun des termes de cette matrice, la démarche est la suivante :

(9.3.38)
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— Le calcul du terme <CA’£] VCA’Z),( Y> utilise les formules (9.3.32). Il contient toutes les contri-

butions au corrélateur & quatre points

Z <agm*a}/mai’(m’*a§7m’> - (9339)

m,m/

Les contributions a ce corrélateur s’écrivent, dans le cas présent, comme des produits
de deux corrélateurs a deux points [249] car en I'absence d’effet de lentille, on peut
supposer que les champs ag,, ont une statistique gaussienne® et sont de moyenne nulle.

— Les corrélateurs & quatre points peuvent étre représentés graphiquement [249] par un
croix pour chaque champ ag, de 'Eq. 9.3.39. Deux de ces croix sont en £ et deux en £'.
Les différentes contributions & la fonction de corrélation s’obtiennent en écrivant toutes
les maniéres de corréler ces croix (une corrélation est représentée par une liaison entre
deux points). Toutes ces contributions sont représentées sur la Fig. 9.2. Si ’on suppose
que les alm sont des champs gaussiens, et de moyenne nulle, les corrélateurs & un, trois
et quatre points sont nulles et seules différentes combinaisons de corrélations & deux
points sont non nulles. Parmi les différentes contributions, certaines sont dites connezxes
lorsqu’il existe une corrélation entre deux champs en deux multipoles £ et ¢’ différents.

— Leterme <C£X > <C’,}/ > en revanche comptabilise les contributions des termes non connexes
uniquement.

— La différence des deux revient a ne garder que les graphes connexes. Seuls ces
derniers vont contribuer & la matrice de covariance. En ’absence d’effet de lentille,
la matrice de covariance est toujours diagonale [Cov(£,£') = 6(¢,£)Cov(£)] et T'on
obtient toujours une expression de la forme

B2 . x
Cov(O)py—xy = —te— (abr, alp o™ b )
ov(f)yv-_xy 20+ ) Z A O oy Qo

m,m/’

- < o a}’m> <aggn,* aeym,>) (9.3.40)

-2
- L Z raphes 4 points connexes
(2 + 1) fogy \LBTOPRE 2P

On vérifie donc que la matrice de covariance s’écrit sur la diagonale [256]

2 r 112
Cov(l)pp—pr = W CZT + (wrBy) 1] , (9.3.41)
sky b
2 (B ~1]?
Con(b)ps 55 = Gy [OF + wpB) ] , (9.3.42)
sky -
2 [ B ~1]?2
CO’U(K)BB_BB = W CK + (’U)PBg) ] ; (9343)
sky *

Cov(O)rp 11 = m {CZ B2 [CZ + (wTBg)’l] x [C,QE ¥ (wPBe)*l]} . (9.3.44)

SEn réalité ceci n’est qu’une approximation puisque cela n’est vrai que s’ils ont une origine purement
inflationnaire, pour un modéle inflationnaire & un champ et cela n’est valable qu’au premier ordre dans les
perturbations. Pour une étude de la formation de non gaussianités dans les modéles inflationnaire, voir la
Ref. [253]
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T~
/\ ><
X X X <
I I | |
X X
X X
I I X an de Temperature

F1aG. 9.2: Contributions au corrélateur & quatre points de température en I’absence d’effet de
lentille. La premiére ligne contient deux contributions connexes et la seconde une contribution
non connexe.

En ce qui concerne les éléments non diagonaux de la matrice,

2
CO’U(e)TT_EE‘ = W ZEQ, (9345)
sky
2 _
CO'U(e)TT_TE = WC;E I:C\'g1 + ('LUTB@) 1] , (9346)
SKy
2 -
Cov(0) pi—r5 = WC{E [cf + (wpBy) 1] , (9.3.47)
SKy
CO’U(K)TT_BB = CO’U(E)EE_BB = CO’U(E)TE_BB = 0. (9.3.48)

Dans ces formules, les spectres de bruits s’expriment w(y,py = [Obeama(T,p)]_Q. Notons que
si les valeurs des sensibilités o( p) sont en pK, dans les formules de matrice de covariance,
les spectres de puissance doivent étre en (uK)?. Pour un détecteur qui posséde plusieurs
canaux en fréquence, [w(T, p)Bg] doit étre remplacé par une somme sur les fréquences de cette
grandeur. Le facteur 1/(2£ + 1) donne l’erreur due a la variance cosmique : plus £ est petit,
moins il y a de réalisations dans le ciel observé puisque 1’on est aux grandes échelles. Sachant
que m € [—£,¢], le nombre de modes indépendants pour un £ donné est (2£ 4+ 1). Dans le
cas d’une expérience qui n’observe pas la totalité du ciel, 'effet de variance cosmique est
approximé en remplacant 1/(2¢ + 1) par 1/(2£ + 1) foy ou fexy € [0,1] est la fraction du ciel
observée effectivement. Dans la pratique a cause de la présence de notre galaxie, environ 20%
du ciel n’est pas observable et fq, < 0.8.

Un code numérique, Simulation for COnstraints On Parameters (SCOOP), a été écrit
en Fortran 90 pour calculer les matrices de Fisher et les contraintes sur les paramétres pour
différents types d’expériences. Il utilise le code CAMB” de A. Lewis et A. Challinor pour
générer des spectres de puissance. L’analyse de Fisher doit étre faite autour d’un modéle
cosmologique standard. Les valeurs des paramétres utilisées sont données dans le tableau 9.1.
Les caractéristiques de certaines expériences futures, projets d’expériences ou extrapolation a
long terme sont rassemblées dans la Tab. 9.2 et peuvent étre utilisées pour calculer la matrice
de covariance associée & une expérience donnée.

"http ://camb.info/.
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TAB. 9.1: Valeurs des paramétres cosmologiques du modéle standard (“fiducial model”) autour
duquel est faite I’analyse de Fisher. Il correspondent aux valeurs des parameétres d’un modéle
ACDM dit “de concordance”, telles que mesurées par WMAP [143].

Qto‘c 1
Qa 0.71
Qcpm 0.243
Qp 0.047
Oy 0
Q, 0
H,/100 0.72
To 2.726 K
Treion 0.166
YHe 0.24
r = AT/AS 1
Mg 0.99
nr 0

TAB. 9.2: Caractéristiques expérimentales de plusieurs expériences futures ou projet d’expé-
rience. Pour chaque expérience, sont données la résolution fpeam [définie & 'Eq. (9.3.26)], la
sensibilité en température o et en polarisation op et la couverture du ciel fg,.

Expériences Fréquences (GHz) Opeam (arcmin) op (uK) op (UK)  foy

Planck?® 100 9.5 6.8 10.9  0.80

143 7.1 6.0 115  0.80

217 5.0 13.1 26.8  0.80
CMBpolP 217 3.0 1.0 1.4 0.65
IDEAL 217 0.2 0.1 0.1 0.80
SPTpol® 217 0.9 12 17 0.10
SPTpol2 217 0.5 0.2 0.2 0.10

3 http ://www.rssd.esa.int/index.php?project=PLANCK&page=perf_top.
P http ://universe.nasa.gov/program/inflation.html.

¢ http ://astro.uchicago.edu/spt/.
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Ce paragraphe nous a permis de montrer 'importance du calcul de la matrice de cova-
riance pour l’extraction de paramétres cosmologiques par la méthode de Fisher. Nous avons
aussi montré que le calcul de cette matrice de covariance est essentiellement donné par les dif-
férentes contributions & la fonction de corrélation & quatre points. Dans le cas ou ’on suppose
avoir accés directement aux fluctuations de température primaires, les données peuvent étre
supposées gaussienne, ce qui a pour conséquence que l’ensemble de l'information statistique
est contenue dans le spectre de puissance c’est-a-dire la fonction de corrélation & deux points.
Nous allons dans la suite de ce chapitre prendre en compte 'effet de lentille du rayonnement
du fond diffus cosmologique. Nous verrons que cela a pour conséquence de modifier le signal
et d’introduire de nouvelles contribution & la fonction de corrélation & quatre points.

9.4 Effet de lentille par les grandes structures sur le CMB

Dans cette section, nous allons présenter les structures a grande échelle de 'univers et leur
interaction avec le rayonnement du CMB. Cette interaction est un exemple d’effet de lentille
gravitationnel faible, et son influence sur le CMB et ses fonctions de corrélation sera étudié
dans les sections suivantes.

9.4.1 Formation des structures a grandes échelles

Les fluctuations de densité générées a la fin de 'inflation

S, ) pm(m’ﬁ‘:r)l (;)pm(“) , (9.4.49)

oil pm(a) = po(a/ag)™3, ont évolué pour donner lieu & la formation des grandes structures
de notre univers. Initialement de faible amplitude, ces fluctuations de densité ont grandi par
instabilité gravitationnelle. La majorité de ’évolution de ces fluctuations peut étre décrite
par la théorie des perturbations car d,, < 1 : on est dans le régime linéaire. La fin de leur
évolution est non linéaire : des structures se forment (galaxies, amas de galaxies par ex.) pour
lesquelles 6,, ~ 102

La croissance des perturbations est donné en fonction du facteur d’échelle par

a’ , pour a < Geq

(9.4.50)
a, POUr Q> Geq

dmla) x a3 = {

avec w = P/p = 1/3 pendant I’ére de radiation et w = 0 pendant l’ére de matiére. Cette
dépendance est valable hormis pour les époques récentes a > aeq, cette évolution est modifiée
car 25 n’est plus négligeable [251]

d(a) = &m% ) (9.4.51)

ou la fonction de croissance linéaire ¢'(a) est bien évaluée par

5 Q Q17!
9'(a; hor, 24) = 5%ot(a) QT — Qp(a) + (1 + ;"t) (1 + —A>] : (9.4.52)

Les fluctuations du CMB nous donne une premiére mesure de ’amplitude &, ~ 107 des
fluctuations de densité des baryons (puisque fortement couplé au électrons et aux photons)
4 un redshift de 'ordre de 1100. Si I’ensemble de la matiére était constitué de baryon, les
fluctuations de matiére aujourd’hui auraient une amplitude de I'ordre de dg ~ 1072 ce qui est
en contradiction avec les structures observées (8, ~ 102). Pour résoudre ce paradoxe, il faut
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introduire une matiére noire froide faiblement couplée électromagnétiquement. Cette matiére
doit donc connaitre un effondrement gravitationnel plus important et plus tot (avant 1’égalité
matiére-rayonnement) afin de pouvoir rendre compte des structures actuelles.

Il est utile de décomposer é,,(x) en modes de Fourier

Syn() = ﬁ / 5y (k) €T, | (9.4.53)

car lors de la croissance linéaire, chaque mode évolue de maniére indépendante. On définit
alors le spectre de puissance des perturbations

(6 (K)SE (k') = (21)36(k — K')Ps(K) - (9.4.54)

Du fait que la croissance des perturbations, ce spectre de puissance est une fonction dépen-
dante du temps ou de maniére équivalente du redshift ou du facteur d’échelle. Si ’on considére
la phase d’évolution linéaire, on peut définir une fonction de transfer T'(k,a) pour relier le
spectre de puissance primordial issu de l'inflation au spectre de puissance & un moment %
donné. On désignera par Ty(k) la fonction T'(k, ag). Le spectre de puissance actuel P (k) est
représenté sur la Fig. 9.3. Il a été mesuré par plusieurs classes d’observations : fond diffus
cosmologique, cartographie des grandes structures, détection de raies Lyman «, notamment.

d (h'" Mpc)
5 1000 100 10 1
10°F - 1 T T T
F  Microwave Background Superclusters Clusters Galaxies
_10*F CDM
ma - n=1
S 1000F
0 o
< 100F
< 10k
a F
4
0.1 :|||| vl o annl L1 hunl
0.001 0.01 0.1 1 10
k (h Mpc")

F1G. 9.3: Spectre de puissance des perturbations aujourd’hui. Figure tirée de [8].

La quantité de matiére noire dans 'univers peut étre déduit du spectre de puissance actuel
des perturbations. Pour comprendre la forme de ce spectre, il faut définir un nombre d’onde
particulier

keq = R (aeq) = 0.083(Q,h) hMpc™t . (9.4.55)

Une fluctuation de densité de nombre d’onde comobile k devient “sub-Hubble” lorsque k& ~
R (a). Si une perturbation de longueur d’onde A = k~' < Rp(aeq) devient sub-Hubble
avant 1’égalité matiére-rayonnement, ’expansion rapide pendant 1’ére de radiation empéche la
perturbation de grandir. I1 y a donc une suppression de la croissance des perturbations due &
la radiation de facteur [251] fsup = (keq/k)?. En conséquence, le spectre de puissance actuel

aura la forme suivante
k, pour k<K keqy

P(k) x { F3, pour k> ke (9.4.56)
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Plusieurs méthodes permettent une normalisation de ce spectre [251]. La premiére est une
normalisation pour les grandes échelles par les données du CMB grace & la mesure de la
fluctuation de température absolue par les données de COBE, qui peut étre traduite en une
normalisation du spectre Ps. Une seconde normalisation possible & petite échelle est le comp-
tage de galaxie dans un volume donné en supposant que ces galaxies sont des traceurs biaisés
de la matiére noire et en supposant une certaine forme pour le biais. Usuellement, ce volume
est de 8 h~! Mpc et la grandeur mesurée est la variance du comptage de galaxies O'gal. Sa
valeur est proche de 'unité mais le biais suivi par ces traceurs est toujours en débat. Il est
intéressant de noter que ces deux méthodes donnent des résultats similaires et en tout état
de cause compatible.

Dans les derniéres étapes, la croissance des fluctuations & petites échelles devient non-
linéaire. La connaissance de cette évolution non linéaire est cruciale pour I’étude des effets de
lentille dii aux grandes structures. Cette évolution requiert un traitement numérique, du type
simulation & N corps. Cependant, des formules analytiques de ’évolution non linéaire de Py
existent [268] et fonctionnent remarquablement bien.

9.4.2 Effet de lentille par les grandes structures

La relativité générale prévoit la déflexion des rayons lumineux si ceux-ci se propagent dans
un espace dont le potentiel gravitationnel est inhomogéne, par exemple lorsque la métrique
est déformée par la présence d’un corps massif.

L’effet de lentille gravitationnelle est la déviation des rayons lumineux émis par une source
éloignée par un corps massif. Si le corps est suffisamment massif, plusieurs rayons peuvent
atteindre 1’observateur et plusieurs images d'un méme objet sont observées. Des anneaux
d’Einstein et des arcs sont observés si les déflecteurs (les lentilles) sont des amas de galaxies
et lorsque la source se situe dans une région de ’espace ou ’amplification est importante.
Dans le cas d'images multiples ou d’arcs, on parle d’un effet de lentille fort, dont la déviation
des rayons lumineux par une corde cosmique décrite au chapitre 3 est un exemple.

L’effet de lentille des photons du CMB par les grandes structures, schématisé sur la Fig. 9.4,
est un effet de lentille faible car la déviation £ des rayons lumineux est trés petite devant la
taille caractéristique des objets étudiés, la taille des structures du CMB dans le cas présent.
Dans ce cas, les effets sont moins visibles que dans le cas d’effet fort. Ils se résument & des
déformations de 'image de la source, ici la surface de derniére diffusion et est donc étudié a
travers ses propriétés statistiques. Comme l’illustre la Fig. 9.4, la conséquence de l'effet de
lentille est d’observer dans une direction n 1’anisotropie générée dans la direction n + €. On
notera

O(n) =0(n+¢&). (9.4.57)

Dans cette expression comme dans toute la suite de ce chapitre, (:)(n) désigne I’anisotropie
observée dans la direction n et ©(n) 'anisotropie générée dans la direction n. Si la déviation
est faible on peut développer la relation précédente et écrire

O(n) =O(n +¢&) =0(n) + &ViO(n) + %gigjvivj@(n) e (9.4.58)

Le calcul de la déviation £ fera nécessairement intervenir la position de la lentille par rapport
a la source, et la masse de la source [252, 251].

Il est particuliérement utile pour évaluer la relation précédente d’introduire le potentiel ¢
dont dérive la déviation € de telle sorte que &; = V;¢. Ce potentiel doit contenir I'information
sur toutes les lentilles qui peuvent influencer la trajectoire du rayon lumineux recu. Il est
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F1G. 9.4: Mustration du déplacement £ di a Deffet de lentille par un corps L. La conséquence
est que l'anisotropie générée dans la direction n + £ est observée dans la direction n.

donné par le potentiel gravitationnel ® le long du trajet du rayon lumineux [269]

¢(n) = —2/g¢(D) ®[z(n),D]dD , (9.4.59)

A priori 'intégration précédente se fait sur la trajectoire réelle. On se placera dans la suite de
ce chapitre dans I'approzimation de Born qui consiste & se ramener & une intégration sur la
trajectoire non perturbée par l’effet de lentille, c’est a dire sur la distance radiale D variant
entre 0 (notre position) et Diss (la position de la surface de derniére diffusion). Notons que
cette trajectoire n’est rectiligne que dans le cas o €2 = 0. Le potentiel gravitationnel est
pondéré par une fonction qui, pour une distribution de sources approximée par une distribution
de Dirac §(D — Dygss), prend la forme

4s(D) = D 4(Dyss — D)

= D DVD.Dra (9.4.60)

Cette fonction représente ’efficacité de déflexion d’une lentille située a une distance D. D 4(D)
est la distance angulaire d’un objet & la distance radiale D, D4(D) = fx(D) avec fj donnée
au chapitre 1, Eq. (1.2.12).

Si Deffet de lentille est faible, il agit sur les petites échelles et son étude peut se faire en
supposant que Di,gs — co. On parle de l’approzimation plate. Dans cette approximation, les
fluctuations de température peuvent étre décomposée sur la base de Fourier au lieu de la base
des Y;" comme & I'Eq. (9.2.6)

On) = ﬁ / o (1) eMma (9.4.61)
S

ol la surface d’intégration S est un plan infini & deux dimensions qui approxime la LSS. Dans
Papproximation plate, on peut aussi développer le potentiel de lentille ¢(n) sur la base de
Fourier

(n) = # / #(1) a2l . (9.4.62)
S

Cela permet de définir un spectre de puissance C’lqj ¢

($*(M)p(1)) = (2m)28(1 - 1)CP? . (9.4.63)
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Ce spectre de puissance du “champ de lentille” Cld’ ¢

obtient le spectre de la figure 9.5.

peut étre obtenu grace & CAMB. On

6 Spectre du potentiel de lentille
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multipole 1

F1G. 9.5: Spectre de puissance du “champ de lentille”, [* C’l‘p ¢, calculé par CAMB pour des
paramétres cosmologiques proche des mesures de WMAP.

9.5 Effet de lentille sur les fluctuations de température et de polarisation

9.5.1 Effet de lentille sur I’anisotropie de température

On a vu & la section précédente que dans le cas d’un effet de lentille faible, on peut
développer I’anisotropie observée en n & l'ordre 2 en effet de lentille

8(n) = O(n + &) = O(n) + &V'O(n) + 66 V'VIO(M) + -+ (9.5.64)

En passant a la transformée de Fourier, et en utilisant les relations de la section 0.2, on obtient
les termes de ’anisotropie aux différents ordres en ¢, de telle sorte que, si ’on se restreint &
l'ordre 4,

S (0)

=> 6 . (9.5.65)
=0
Les différents ordre sont donnés par les expressions suivantes.
6" — o, (9.5.66)
gm: )7 ./Qh Yp(1—11) 1y - (1 —13)] d?1y (9.5.67)
)

6, = b(la) (1 — 1y —1p)

(9.5.68)

X (lg - 12)[ly - (1 — 1y — 1p)] d?1; A%l

A Dordre 2, on retrouve la formule donnée par Hu [269] (formules (35) et (36)). Les ordres
suivants sont donnés par

=3
= 11) ¢(12) ¢(1 I-1; —1p-1
o T T // Ola) ¢ll) ¢lls) o1 —h =1z ~ 1) (9.5.69)
x (g -12) (I - 1g)[ly - (1= 1y — 15 — 13)] d°1; d°1 d°l5
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6, = 21 @) //// (11) #(12) #(1s) $(la) (1 =11 — 12 — 13 — 14)

x (Ig - 12) (13 - 13) (13 - 1g)[ly - (1= 13 — I3 — 13 — 14)]
d?1y d%1, d%15 d%14

(9.5.70)

9.5.2 Effet de lentille sur la polarisation

Pour la polarisation, les grandeurs mesurées sont les paramétres de Stockes Q(n) et U(n)
ou de maniére équivalente les grandeurs

+X(n)=Qn)£¢U(n) . (9.5.71)

Ces grandeurs sont de spin 2. Il faut donc introduire un transformée de Fourier de spin 2 de
telle sorte que

L X(n) = # / X (1) exp|+2i(ior — )] explil - n] 21 , (9.5.72)
1 X(1) = /iX(n) exp[+2i(p; — )] exp[—il - n] d’n . (9.5.73)

On rappelle que E(1) et B(1) leurs sont reliées par

B(1) = Re[, X (1)] = §(+X<1> n _X(l))

. (9.5.74)
B(0) = Tl X ()] = - (- X0 - _x0)
Les champs E et B s'écrivent donc de la maniére suivante.
5 =g, (9.5.75)
B = e [ (B eos(201) = Bsin@pn)] ot 1) I - A= &%h . (9570

avec (ceci sera vrai dans toute la suite)

P1L=Qn — QL= Pl (9.5.77)

par une redéfinition des angles. Les ordres suivants sont donnés par

1 = 2@t // (1) cos(2¢1) — B(l1) sin(2¢1)] $(l2) (1 — 11 — 12)
X (g - 1)y - (1= 1y — 13)] d°L; d°ly

(9.5.78)

;

E(l1) cos(2¢1) — B(l1) sin(2¢1)] ¢(12) ¢(13)

x¢1—h—h—hm1hm1hm1U—h—h—hﬂ
d?1; d%1, d%15

CT:

(9.5.79)
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5 = i [ 0 costeen) - B sinen)

X ¢(l2) p(13) p(la) p(1 — 11 — 12 — I3 — 14)
(9.5.80)

X (11 . 12)(11 . 13)(11 . 14)[11 . (]. — 11 — 12 — 13 — 14)]
d?ly d%1, d%15 421, .

Pour la polarisation de type B, les expressions donnant les champs ayant subit un effet de
lentille sont identiques aux expressions précédentes en remplagant E(l) par B(l) et B(l) par
—E().

9.6 Effet de lentille sur les moments a deux points

Dans la section précédente, nous avons calculé ’effet de lentille sur les champs de tempé-
rature et de polarisation. Nous avons donc relié les anisotropies générées X aux anisotropies
observées X aprés l'effet de lentille. Dans cette section, nous allons calculer les moments a
deux points de ces champs observés en fonction des spectres de puissance des anisotropies
générées. Définissons le spectre de puissance observé ClXY pour X et Y parmi {T, E, B},
donné & l'ordre N par

(@m0 -1 X = X'V = S (xn = 3o, (9.6.81)

i+j<N i+j<N

ou ¢,j € N désigne l'ordre en effet de lentille de I’anisotropie X.

Nous supposerons dans ce chapitre que les champs d’anisotropie X (/) primordiaux (ceux
qui seraient observés en ’absence d’effet de lentille) ainsi que le potentiel d’effet de lentille
ont une statistique gaussienne et sont de moyenne nulle, (X) = 0 et (¢) = 0. On supposera
en outre que les anisotropies primordiale sont indépendantes du potentiel d’effet de lentille,
de telle sorte que (X;¢p) = 0.

Cas de la température

Grace a ces relations on peut calculer les corrélateurs au différents ordres dans un premier
temps pour ’anisotropie de température. Par définition de ClT , on peut écrire

Tl = (2n)%5(1 - 1) Cf. (9.6.82)

A Tordre 1, le seul champ de lentille présent ne peut étre corrélé et puisqu’il est de moyenne
nulle,
rel =rif =o. (9.6.83)

En revanche, a l'ordre 2, il existe trois contributions non nulles

il =61-1) /cll il 11‘[11 1-1)2d%, , (9.6.84)

1
ey =138 = —5 (- " cl'Rr, (9.6.85)
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avec
Ry = /Cﬁ¢(1'll)2d211 : (9.6.86)

On voit donc que la premiére contribution non nulle de 'effet de lentille est d’ordre 2. En se
restreignant & cet ordre, on obtient le spectre

~ 12 1

_ T T oo 232

ClT = Cl (1 — ER) + W /Ch C|l—11\[11 . (1 — 11)] d-1y , (9687)

ou l'on définit

o
R = / B opldy . (9.6.88)

0
Notons que dans le dernier terme de ’Eq. (9.6.87), 'intégration en ¢; ne se fait pas de maniére
analytique car |1 — 11| en dépend.

Contributions au spectre non polarise
10000 E T T :

1000

100 Avec effet de lentille

Effet de lentille 1 /

10F  sans effet de lentille E

T [1(+1)/2m] €7 (uK?

1 1 1 1
1 10 100 1000 10000
multipole 1

F1G. 9.6: Spectre de puissance de température avec (rouge) et sans (noir) lentillage pour des
paramétres cosmologiques proches des mesures de WMAP. L'unité est le uK?. Les termes
contribuant au spectre lentillé sont représentés en bleu (contribution négative) et vert (contri-
bution positive) (Voir Eq. 9.6.87). On voit que leffet de lentille est de lisser les pics acoustiques
([267]).

A Tordre 3, tous les corrélateurs sont nuls pour les mémes raisons qu’a l’ordre 1.

i =18l =18 =11l =0. (9.6.89)
A Tordre 4, les corrélations sont non nulles et les contributions de leffet de lentille s’écrivent
1 1
TT _ pTT _ n ~T 2
1 1
iy =T = -3 Tk s(1=1) / Cllh- =1 %, Ry d?Ly (9.6.91)

1
I = inr 0010 (R +2 [[ Ol (=1 ~1)P
Hem {l | / | (9.6.92)

¢ ~bP 27. 12
cprepe, _,d%d 12}
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Cas de CFF

A l'ordre 0, comme pour la température, T5E = (27)26(1 — I')CF tandis qu’a 'ordre 1 les
contributions sont nulles. A ’ordre 2, la premiére contribution de l’effet de lentille

TEE =511 -1 / [CF cos?(2¢1) + CF sin?(2¢1)] Cﬁ’fll'[ll S(1—11)]2d%1, (9.6.93)

1
riE = kb — —5 00— NCER; . (9.6.94)
En se restreignant a ’ordre 2, on obtient donc que

l2

CF = cF (1 — ER) + W/ [C’f cos?(2¢p1) + C’f sm2(2<pl)] Cﬁfll‘[ll S (1—19)]%d%1 .

(9.6.95)

A Tordre 3, toutes les contributions sont nulles pour les mémes raisons que précédemment
et & l'ordre 4,

11
ryf =TEF = 8 @) s1-1"CF(R)?, (9.6.96)
11

ree _pee _ 1 _// E 0s2(9 B i2(9

13 31 2 (27)? 6(l =1") [ [C} cos™(2¢1) + C)] sin”(2¢1)] (9.6.97)
L-(1-L)PCP), Rydl,
11 :
R {qE (R +2 [ [ CF cos? 1) + G sin? (201)
(9.6.98)
I 1Pl - (1— 1y — 1) CP° oﬁ"’llhd?lld?lz} .
Cas de CPP

Les formules pour FgB sont identiques & celle de FgE en remplacant B par E. Mais dans le
cas du spectre polarisé B, il peut étre intéressant d’écrire le développement & 'ordre 4 en effet
de lentille en prévision du fait que pour le calcul de la matrice de covariance, les contributions
d’ordre 4 ne seront pas forcément négligeable devant celle d’ordre 2. On y reviendra. Le calcul
du moment & deux points jusqu’a ’ordre 4 est donc une étape de calcul préliminaire puisque
certains termes contribuent aux deux fonctions de corrélation.

Le spectre observé C’lB peut s’écrire comme la somme de tous les graphes de la Fig. 9.7
ci-dessous. Par rapport & la Fig. 9.2, ce que I'on calcule maintenant est une fonction de
corrélation & deux points uniquement mais en présence d’effet de lentille. En conséquence,
les @y, (ici représentés par un "—" qui symbolise la polarisation B) sont le produit d’un ay,

primordial et d’un effet de lentille (symbolisé par un "o") en accord avec la formule Eq. 9.5.76

et les suivantes. La encore, le calcul des différentes contributions aux C’lB nécessite de trouver
toutes les manieéres possibles de corréler tous les champs présents. Les graphes de la premiére
ligne donne 'ordre 2 tandis que les autres sont d’ordre 4. Les graphes de la seconde ligne
contribuent a ' tandis que la derniére ligne représente les contributions de I'JP et T'EB.
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D S 6\,@ +2x 7/\76?3
N

+ 200 100 +#x 00 00
- - ~—
/\
3% 000 SO 4% 0000
— ~ NN}
F1G. 9.7: Graphes contribuant a CB Les signe “—” symbolisent les aﬁn, tandis que les signes

43 77

0” représentent le champ de lentllle ¢. Les courbes qui relient deux signes signifient que 1’on
considére dans le développement le terme qui correle ces deux champs.

En calculant chaque terme de la Fig. 9.7, on peut montrer qu’a l'ordre 4, le spectre s’écrit

—~ 2 1 1
G =0f (1- pR+ (R

4 4 (2m)4
1 :
e / [C cos®(2¢1) + O sin®(201)] €% [l - (1— 11)]*d%
1 :
- G [ (68 cost2n) + G sin? 200)] Ry, OFF, - (- 1Pl (9699)
11 .
2 ( ?6082(2(,01) + Cllf Sln2(2(p1)] [11 . (1 — 11 — 12)]2
L L CpP e, ), dPhd’l, .
Cas de CI'F
A Tordre 0, il est clair que
Tod’ = (2m)20(1 - 1NCTE . (9.6.100)

Pour les mémes raisons que précédemment, les termes d’ordre 1 sont nuls. A I'ordre 2,
rTF =51 -1 /[ cos(201)] €42y, [l - (1 =11)] ALy (9.6.101)

1
e =rllf = —5 00— NCIPR, . (9.6.102)
En se restreignant & ’ordre 2, on obtient donc que

— l? 1
— TE TE ¢ 212
CITE = Cl (1 - ER) + W/Cll COS(2Q01) C|1_11|[11 - (1 — 11)] d 1]_ y (96103)

A Tordre 3, comme précédemment, tous les corrélations sont nulles,
My =rtf=r3f=1iF=0. (9.6.104)

Enfin, & U'ordre 4, toutes les corrélations sont non nulles.

1
rif=rif =2 61— 1" CTE (Ry)? (9.6.105)

1
8 (2m)2
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11
rTE =11F = 3 e 511 / [CEEF cos(2p1)] [l - (1 = 1)]* CF%) Ry d®ly (9.6.106)

= im)z 64 =1) {C? PR +2 1077 cos2pn)] - (- 1y~ 1a)P?

(9.6.107)
¢ ~bP 21. 32
cprepe, _,d%d 12}

Spectre non polarise avec et sans effet de lentille Spectre polarise E avec et sans effet de lentille
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Spectre polarise TE avec et sans effet de lentille

Spelotre polarise B avec et sans effet de lentille
10 “F T T T 5

E 100 T T T
s 1072k ] 5 )
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F1aG. 9.8: Spectres de puissance standards en présence d’effet de lentille.

Cas de C/'B et CFB

Procédons de la méme maniére qu’auparavant pour étudier les corrélations (TZN}E;I)
A Tordre 0, nous savons déja que I'4Z = 0. A l'ordre 1, pour les mémes raisons que pour les
autres polarisations, les corrélation sont nulles Fg}B = I‘{OB = 0. A Tordre 2, il semble possible
d’écrire une contribution non nulle grace & la composante polarisée E dans le signal B lentillé

T8 — (1 —1I') /[cle sin(2p1) C2%, [y - (1- )P d%L =0, (9.6.108)

Ce dernier terme est cependant nul une fois I'intégrale sur ¢ faite puisque sin(2¢p7 ) est impaire
tandis que les autres termes sont pairs et périodiques en ¢ (en remarquant que |1 —1;|2 =

(1-11)2 =12 + 12 — 21l cos ¢1). En réalité, toutes les contributions & CZTB & tous les ordres
en effet de lentille sont nuls pour la méme raison qui fait que le terme d’ordre 2 est nul. Il en
va de méme pour CIEB.
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9.7 Effet de lentille sur la matrice de covariance

On va se baser sur les résultats précédents pour calculer les corrélateurs & quatre points.
Ils se développent en la somme de produit de Cj et en un terme non trivial appelé tri-spectre
relié comme suit avec nos conventions [270],

(%1(1) X3 (12) Kalls) X3 (1)) = (2m)* [8(112)0(1a4) Ct, Ciy + 0(115)3(124)Ciy Cig

(9.7.109)
+0(l14)6(l23)Cy, Cy, ] + (27T)2(5(l1234) TX1X2X3Xs ,
ou 6(l;;) = 6(I;—1;). Pour ce qui nous intéresse, Iy = lo =, l3 = 4 = I'. Les termes contribuant
a ’_Z~’1U1,V XY beuvent étre regroupés par ordre en effet de lentille. A I'ordre 0 par exemple, les
contributions a la fonction de corrélation a quatre points ne fait intervenir que des produits
de Cj [a savoir CYXCYY + CVYCYX] et T(O) = 0. Dit autrement, sans effet de lentille, les
aym sont gaussiens et le trispectre pur est nul. Les termes d’ordre inférieur ou égaux a 2
sont donnés ci-dessous. Notons encore que si certaines contributions contiennent un §(£ — #'),

ce ne sera pas toujours le cas car un des effets du lentillage est de mélanger les multipoles.
UV-XY

Nous allons dans ce qui suit écrire séparément les contributions diagonales D, et les
contributions non diagonales NlUl,VfXY, de telle sorte que
FYY-XY — pUV-XY | NUY-XY (9.7.110)

Notons que si pour les corrélateurs a deux points il est possible de négliger les conjugaisons

d’un terme sur deux en faisant valoir que si <X(l1)* X(12)> = (27)26(1y — Ip) C)f, on peut

écrire <X(ll) X(lg)> = (2m)26(I1 +12) CfF, cela n’est plus le cas lors du calcul des corrélateur
a quatre points.

Corrélateurs connexes a 4 points jusqu’a l'ordre 2

Commencons par le calcul des corrélateurs & quatre points jusqu’a 'ordre 2. Ceux qui
nous intéresse ici ne sont que les graphes connexes (c’est-a-dire reliant des champs en des
multipoles différents), et pour chaque polarisation, peu de graphes sont non nuls et seront
explicités. Pour la température tout d’abord, certains des graphes responsables de ce terme
est donné en Fig. 9.9.

La encore, pour trouver & un ordre donné toutes les contributions & une fonction de
corrélation & quatre points, il faut choisir une convention, par exemple supposé que les champs
de droite sont en 1 et ceux de gauche en I', et supposé par exemple que les champs du bas des
graphes sont les champs conjugués a;,,. Une fois cela fixé il faut choisir toutes les maniéres
possible de placer les champs de lentille et écrire toutes les maniéres possibles de corréler
tous ces champs deux par deux (puisque ’on a supposer ces champs non corrélés gaussiens
et de moyenne nulle). Ensuite, les expressions de V'effet de lentille sur les signaux T, E et B
sont utilisés et I’on rappelle que dans notre convention, chaque corrélation introduit un facteur
(27)26(1; —13). Notons enfin que la forme de I’estimateur nécessite de faire une intégration sur
les angles des vecteurs 1 et 1’ mais la premiére intégration est nécessairement triviale puisque
les résultats doivent étre invariants par une redéfinition globale des angles.

Ainsi, en utilisant les formules données a la section précédente, on trouve que pour la
température,

2 4
DIT-TT =2 (Cf)’ (1‘#) + gl [[ chot e a-wpdl L @1
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A A
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FiG. 9.9: Certains des graphes responsables des contributions diagonales pour le trispectre de
température. Ces graphes correspondent & ceux qui contribuent au corrélateur a 4 points et
qui peuvent étre obtenus par produit de Cj. Ils contribuent donc a DZTT_TT.

et pour la partie non diagonale,

NEETT _/{ O’ Y- (1)) + (¢T)* [1- (1'_1)}2} q‘{"ﬂ,‘ ! (9.7.112)

Dans ’expression précédente comme dans les suivantes, l’angle ¢’ représente ’angle entre £
et ¢'. Notons que l'intégration [ g—f sur ’angle de £ est triviale, puisque les expressions ne
dépendent pas de cet angle : on peut toujours redéfinir les angles de telle sorte que ¢ = 0.

Pour les rayonnements polarisés on a le méme type de graphes pour les termes non nuls.
Ainsi,

2 12
DFE-EE =2 (CF) (1 — %R>

—4 .
+ (27T)ZClE / [Cf 0052(2<P1) + Cl]f sm2(2<p1)] Cﬁfll‘[ll (11— 11)]2 a2 .
(9.7.113)

NEFPE = —/ CE)’ V- 1=1)]*+ (CPF)* 1- (1'—1)]2} CRlyde' . (9.7.114)

Les contribution pour BB-BB sont identiques en remplagant E par B et B par E. Les contri-
butions du dernier terme sur la diagonale s’écrivent

2 2
DJETE = (CfE) (1 — ﬁR) +Cfof (1 — ﬁR)
C, / |1 ol 1-(1=1p)2d%

+ —(27r)2 ClT / [Cll cos®(2¢1) + Cf sin2(2<,01)] Cﬁ’fll‘[ll - 11)]2 421,

2
(27)? /Cli;E cOS(Q(pl)Cll I |[11 1= 11)]2 a2y .
(9.7.115)
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F1G. 9.10: Certains des graphes responsables des contributions non diagonales pour le tris-
pectre de température. Ces graphes contribuent donc a N TT-TT

En utilisant la forme des estimateurs des C’lT E on vérifie que la contribution non diagonale
s’écrit

1 2
teere— o [{ [y + cfct] It a- 1)

e e . (9.7.116)
+ [(Cl )"+ Cl] [1-(1-1)] }C|l_l,|cos(2<p )dy' .

Vient ensuite le calcul des contribution pour les six termes non diagonaux de la matrice
de covariance. Les termes diagonaux sont donnés par les expressions suivantes.

2
DT EE =2 (cf ) (1—1—72)

(9.7.117)

/ ¥ cos(2¢1)C ‘1 1‘[11 1-1)Pd’L ,

17T-TE _ T ~TE 12 2 E T 2 21
D! 201017 (1= 3R ) + Gy CLCR?, - (1= 1)) &Ly o711

) 7.
+ WCF /CITIE cos(201)C5%,, [l - (1= 10)) d’Ly

2
DFE-TE g cTECE (1 — ;—WR)

+

2 .
(2 2 cr® / [C’ljlE cos®(2¢1) + Cllf sm2(2<pl)} Cﬁll\[ll -(1-13)]?d%1,
C’l / E cos (2¢1) C|l L |[11 (1—11)]2 d?1y
(9.7.119)



246 Extraction de paramétres inflationnaires et effet de lentille

9.8 Conclusion et discussion

Le travail présenté dans ce chapitre fait ’objet d’une publication encore en préparation.
L’objectif est d’étudier ’effet de lentille sur une analyse de Fisher en vue de la mesure de
I’énergie & laquelle s’est produite l'inflation. Dans ce cadre, les contributions non triviales de
I'effet de lentille & la matrice de covariance via la fonction de corrélation a quatre point sont
toujours négligées si bien que la fonction de corrélation a quatre points est calculée comme
le produit de fonction de corrélation a deux points. Le but de cette étude est de quantifier
lerreur faite en négligeant l’effet non gaussien du lentillage sur la fonction de corrélation
& quatre points en calculant analytiquement puis numériquement toutes les contributions a
cette fonction de corrélation.

Le calcul numérique de tous les termes de la matrice de covariance est en cours a ’aide du
programme SCOOQP. Celui-ci est développé pour prendre en compte le calcul des contributions
dues a l’effet de lentille sur la matrice de covariance, et ce ordre par ordre. Il utilise un algo-
rithme d’intégration numérique par la méthode de Romberg adaptée de gromb de Numerical
Recipes [257]. La méthode a été testé par comparaison avec le résultat de CAMB sur le calcul
des fonctions de corrélation & deux points avec effet de lentille.

Pour améliorer cette étude, il faudrait évaluer les contributions nouvelle jusqu’a ’ordre 4
en effet de lentille pour la raison suivante. Comme nous 'avons dit plusieurs fois, 'effet de
lentille est faible par rapport au signal polarisé + X comme non polarisé ©. Mais dans le cas
du signal polarisé, on opére une projection pour définir le signal E et le signal B. On peut

voir sur la Fig. 9.8 que cette projection implique que la contribution de l’effet de lentille est
——=(@) —5(0)
non négligeable devant le signal primordial, ce qui peut se traduire par ClB ~ C’lB . Si

I’énergie d’inflation est en dessous de Mgyt de plus d’un ordre de grandeur, on est méme
——=(2) ——(0)
dans la configuration ou CP ° > CP . En conséquence, les contributions a la fonction

de corrélation & quatre points d’ordre 4 sous la forme du produit de spectre de puissance
peuvent étre dominante par rapport a celles d’ordre deux. Dans ce cas, il est nécessaire pour
étre consistent, de calculer toutes les contributions non triviales d’ordre 4. C’est dans cette
optique qu’on été écrit les expressions jusqu’a ’ordre 4 des anisotropies ©(1), E(l), B(l) et le
spectre de puissance de B jusqu’a ordre 4.



Conclusions et perspectives

Cette thése présente deux aspects de l'interaction entre les théories de physique des hautes
énergies et les contraintes de la cosmologie. La majeure partie de ce travail se situe dans le
cadre des théories de Grande Unification supersymétriques et les contraintes cosmologiques
sur la formation de défauts topologiques.

Les données récentes venant de la cosmologie et plus précisément du fond diffus cosmolo-
gique (CMB) contraignent fortement la contribution des cordes cosmiques dans la génération
des fluctuations de température. On ne fait état pour le moment d’aucune détection ferme de
cordes cosmiques que ce soit dans les données d’effet de lentille gravitationnelle ou dans les
donnée du CMB. Cependant, les théories de physique des hautes énergies et en particulier les
théories de Grande Unification suggérent a priori leur formation lors des transitions de phase
qu’a subit 'univers primordial.

La premiére contribution de cette thése a été une évaluation de la généricité des cordes
cosmiques dans une classe de modeéles théoriques en accord avec les contraintes expérimentales
de la physique des particules et observationnelles de la cosmologie. Nous avons imposé que ces
modeéles soient en accord avec les mesures sur la durée de vie du proton et les différentes pro-
priétés de la physique des particules a basse énergie, qu’ils expliquent de maniére standard la
génération d’une asymétrie matiére/antimatiére ou la masse des neutrinos, et qu’ils résolvent
les différents problémes de la cosmologie, notamment celui de la formation des monopédles.
Cette derniére contrainte nécessite une phase d’inflation aprés la derniére formation de mono-
poles afin de les diluer. Nous avons alors étudié tous les groupes de Grande Unification de rang
inférieur & 8 sur lesquels il est possible de baser de tels modéles. Cela inclut les groupes de la
famille SU(n), avec n < 9, SO(10), Eg et SO(14) mais aussi [SU(3)]? et “flipped SU(5)”. Pour
ces groupes, nous avons établi tous les schémas de brisure compatibles avec les contraintes
énoncées ci-dessus et fait une étude systématique de la formation de défauts topologiques lors
de ces brisures de symétrie afin de quantifier la probabilité de formation de cordes cosmiques
aprés la phase d’inflation.

Nous avons montré que cette formation de cordes est inévitable sous nos hypothéses de
travail et que cette formation de cordes arrive génériquement & la fin de la phase d’inflation
hybride. Cette propriété est méme inévitable dans le cas de groupes petits tels que SO(10).
Dans cette thése nous avons aussi étudié la dépendance de ces résultats avec les hypothéses
faites en recalculant la probabilité de formation de cordes pour SO(10) en relaxant une a
une les différentes hypothéses faites concernant la leptogénése puis la durée de vie du proton
(ce qui pose un grave probléme de compatibilité avec les observations et nécessite de trouver
de nouveaux mécanismes). Dans ces cas, les probabilités de formation de cordes cosmiques
topologiques descendent respectivement & 98% puis 80%. Pour les modéles qui ne donnent
pas de cordes cosmiques, il y a formation de cordes “de plongement”.

Le résultat précédent de la formation générique de cordes & la fin de la phase d’inflation
hybride suggére que ces cordes aient une masse du méme ordre que l’échelle d’énergie de
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I'inflation. On s’attend donc & ce que les cordes jouent une réle similaire & 'inflation dans la
génération des fluctuations de température ce qui semble en désaccord avec les observations.

Le second travail de cette thése est une étude des deux modéles standards de l'inflation
hybride c’est-a-dire l'inflation par terme F et I'inflation par terme D. Pour chacun de ces mo-
déles nous avons étudié la dépendance de la contribution des cordes cosmiques & ’anisotropie
de température en fonction des parameétres des modéles. La limite sur cette contribution per-
met de poser des contraintes fortes sur 1’échelle d’énergie et les constantes de couplage de
chacun des modeéles. Nous sommes arrivé & la conclusion que l'inflation par terme D peut
étre, contrairement & ce que l'on pensait précédemment, en accord avec les données malgré
la formation inévitable de cordes cosmiques. Ce modéle doit cependant nécessairement étre
étudié dans le cadre de la supergravité et non la supersymeétrie globale. Les deux modéles
(par terme F et D) sont fortement contraints, ce qui se traduit par une limite supérieure sur
l’échelle d’énergie de I’ordre de 2 x 10'5 GeV. On obtient aussi une limite sur la constante de
couplage qui doit désormais étre trés petite devant I'unité (de I'ordre de 1075 ou plus basse).
L’un des atouts majeurs de ces modéles d’inflation hybride supersymétrique était de pouvoir
rendre compte de 'amplitude des anisotropies du CMB avec des constantes de couplage de
I’ordre de 'unité. Notre conclusion apporte donc un éclairage nouveau sur la naturalité de ces
modéles.

Enfin, nous avons montré que cette derniére conclusion peut étre évitée dans le cadre
du modéle du “curvaton” c’est-a-dire en introduisant un champ scalaire supplémentaire qui
génére les fluctuations de densité tandis que l'inflaton entraine la dynamique de I’expansion.
Dans ce cas, la contrainte sur la contribution des cordes se traduit en une contrainte sur la
valeur initiale du champ de curvaton.

Une partie indépendante concerne les informations que ’on peut extraire du rayonne-
ment de fond diffus cosmologique concernant les parameétres inflationnaires. La détection de
la polarisation B pourrait nous renseigner en effet sur la physique inflationnaire : a t-elle
véritablement eu lieu? A quelle énergie ? Combien de champs y ont participé? Ces objectifs &
long terme sont cependant difficiles & atteindre car ’information contenue dans ce signal est
au mieux du méme ordre de grandeur, au pire fortement sous-dominante devant une seconde
source de mode B : l'effet de lentille gravitationnelle faible. En effet, durant leur trajet entre
la surface de derniére diffusion et l'observateur, les photons du CMB subissent le potentiel
gravitationnel des grandes structures de l'univers (galaxies, amas de galaxie, ...). Cela a
pour effet de déformer 'image regue de la surface de derniére diffusion et de générer du signal
polarisé B a partir de signal polarisé E.

La méthode de la matrice de Fisher fait partie des formalisme de maximum de vraisem-
blance. Elle permet d’extraire les paramétres cosmologiques et les barres d’erreur sur ces
estimations & partir des données du CMB ou de tout autres sources d’informations. Un code
numérique, SCOOP (pour Simulation for COstraints On Parameters), a été réalisé pour étu-
dier les contraintes futures sur la détection de ’énergie d’inflation. Il apporte la nouveauté
d’étudier l'influence compléte du lentillage sur la matrice de corrélation & quatre points. Une
étude analytique puis numérique a été conduite pour tester 'approximation usuellement faite
consistant & négliger les termes non diagonaux dus & l'effet de lentille. Les résultats prélimi-
naires de cette étude semblent montrer que ces termes sont effectivement négligeables.

Ce travail, en cours, doit étre achevé et plusieurs pistes sont & poursuivre dans cette direc-
tion. Tout d’abord, il sera peut étre nécessaire d’aller au-dela de 'ordre 2 en effet de lentille
pour étre complet. Je souhaite aussi que les outils développés servent a 1’étude d’autres aspects
de la contrainte cosmologique sur la physique des hautes énergies. Je prévois notamment de
les employer pour prévoir la détection d’une contribution de cordes cosmiques dans le CMB
si les données continuent & privilégier une contribution non nulle autour de 4%. La physique
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des neutrinos ou de I’énergie noire sont d’autres aspects intéressants de la physique des hautes
énergies ol les outils développés peuvent servir.

Cette thése a ouvert un grand nombre de pistes de travail concernant les aspects en lien
avec la physique des hautes énergies, piste que je souhaite poursuivre a 'avenir. L’étude des
modéles de Grande Unification supersymétrique nous a permis de définir une classe de modeles
motivés par les données existantes. D’autres études dans ce cadre sont donc intéressantes.
Parmis elles, je projette de considérer un schéma de brisure représentatif et d’affiner ’étude
du modéle : contenu en champs et couplages, représentations et potentiels de Higgs. Cela
permettrait d’étudier plus en détails les caractéristiques de ce modéle, notamment concernant
la nature des cordes cosmiques formées, d’abord sur un exemple puis dans un second temps
de maniére aussi générique que possible.

Concernant l'inflation hybride, je souhaite continuer & étudier la naturalité de ces modéles
du point de vue des conditions initiales des champs. Il semble en effet que ces modéles souffrent
du fait que les conditions initiales propices & une inflation suffisamment longue ne soient pas
génériques. Il serait intéressant d’élargir l’espace des parameétres pour tester la robustesse
de cette conclusion et d’étudier plusieurs modéles d’inflation. Je souhaite aussi étudier les
développements récents concernant l’inflation par terme D, car il semble que le cadre de la
supergravité standard ne soit pas complétement consistent, ce qui peut demander de se placer
dans un cadre motivé par la théorie des cordes. Concernant I'inflation par terme F, je souhaite
étudier si 'on peut exploiter la dépendance de la contribution de cordes en fonction de la
dimensionnalité A/ € N du champ de Higgs. En effet cette dimensionnalité peut renseigner de
fagon univoque sur le groupe de Grande Unification initial, ce qui est assez rare. Cela nécessite
cependant de trouver des contraintes orthogonales sur les paramétres du modéle d’inflation.
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A.1 Sous-groupes utiles pour la GUT

Pour écrire ces tables, il a été nécessaire de trouver tous les sous-groupes des groupes qui
satisfont aux contraintes établies au paragraphe 6.1. Dans la Ref. [92], tables 14 et 15, sont
référencés les sous-groupes de Lie maximaux'. Nous n’avons conservé que les sous-groupes
réguliers des groupes de GUT étudiés ici car il est hautement non trivial de plonger le MS
dans des groupes spéciaux.

A.2 Quelques décompositions de représentations utiles

Ici, sont rassemblées quelques résultats tirés de la Ref. [92], table 30, qui servent dans
les calculs développés dans cette thése. Le tableau ci-dessous donne les décompositions de
quelques représentations de SU(5) parmis les plus petites sous le sous groupe SU(2) x SU(3) x
U(1). Le résultats se présente sous la forme (a, b)(c) avec a la représentation sous SU(2), b la
représentation sous SU(3) et ¢ la charge sous U(1).

SU(5) D SU(2) x SU(3) x U(1)
5 = (21)03)+1,3)(-2)
10 = (1,1)(6) + (1,3)(—4) + (2,3)(1)
15 = (3,1)(6) +(2,3)(1) + (1,6)(—4)
24 = (L,1)(0)+(3,1)(0) +(2,3)(=5) +(2,3)(5) + (1,8)(0)
75 = (1,1)(0) + (1,3)(10) + (2,3)(—5) + (1,3)(—10) + (2,3)(5)
+(2,6)(=5) +(2,6)(5) + (1,8)(0) + (3,8)(0)

1Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsqu’il n’existe pas de sous-groupe H’ tel que ’on puisse avoir
le schéma de brisure G — H' — H.
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Compléments sur les groupes de Lie

Rang | Groupe

rep. fond.

rep. adj.

Sous-groupes de taille maximale

1 | SU(G)

24

SU(4) x U(1)
SU(2) x SU(3) x U(1)

35

SU((5) x U(1)
SU(2) x SU(4) xU(1)
SU(3) x SU(3) x U(1)

S0(10)

SU((5) x U(1)
SU((2) x SU(2) x SU(4) = PS

48

SU(6) x U(1)
SU(2) x SU(5) x U(1)
SU(3) x SU(4) x U(1)

SO10) x U(1)
SU(2) x SU(6)
SU(3)?

63

SU(7) x U(1)
SU(2) x SU(6) x U(1)
SU(3) x SU(5) x U(1)
SU(4) x SU(4) x U(1)

SO(14)

SU(7) x U(1)
SU(2) x SU(2) x SO(10)

80

SU(8) x U(1)
SU(2) x SU(7) x U(1)
SU(3) x SU(6) x U(1)
SU(4) x SU(5) x U(1)

TAB. A.1: Sous-groupes des groupes de Grande Unification candidats. On donne ici en outre
la représentation fondamentale (rep. fond.) et la représentation adjointe (rep. adj.)

Nous donnons aussi quelques décompositions des représentations de SU(5) dans les repré-
sentation de se deuxiéme sous-groupe régulier SU(4) x U(1). Le second chiffre entre parenthése
correspond 4 la charge sous U(1) tandis que le premier chiffre en gras est la représentation de

SU(4).

SU(5)
5
10
15
24

A.3 Générateurs usuels

A3.1 SU(2)

D)

Les générateurs de SU(2) en représentation 2 sont les matrices de Pauli,

10

01:(0 1

) <

) 76 )

(A3.1)

Les générateurs de SO(3) [c’est & dire de SU(2) dans la représentation 3| s’ecrivent quant
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Rang | Groupe | rep. fond. | rep. adj. Sous-groupes
1 U() 1 1 T
Zy
1 SU(2) 2 3 I
Za
U(l) X ZQ
U(1)
2 SU(3) 3 8 SU(2) x U(1)
3 SU(4) 4 15 SU(3) x U(1)
SU(2) x SU(2) x U(1)

TAB. A.2: Sous-groupes utiles pour décomposer les facteurs de rangs inférieurs. Les sous-
groupes présentés sont tirés de [92] et [30]. Ils font parfois intervenir des facteurs Zs qui ne
sont pas répertoriés par Slansky car Z, n’est pas un groupe de Lie mais doit figurer ici comme
faisant partie des schémas de brisure possibles.

a eux
0 0 O 0 0 ¢ 0 — 0
Jy=10 0 —¢ Jy=10 00 =17 0 0]. (A.3.2)
0 2 O - 0 0 0 0 0
A3.2 SU(3)
Les générateurs de SU(3), dans ’espace des matrices 3x 3 de trace nulle, sont proportionels
aux matrices de Gell-Mann \;, i =1,...,8. Parmis elles, deux sont diagonales,
1 0 0 1 10 0
AM=10 -1 0], X=—1=1]01 0], (A.3.3)
0 0 0 V3 0 0 -2
tandis que les six autres sont données par
010 0 —i 0 0 01
AM=11 0 0], X=1]%2 0 0|, X=1]0 0 0], (A.34)
0 00 0 0 0 1 00
00 —i 000 00 O
AMM=(0 0 0], X=]|00 1), X=1{(0 0 —i] . (A.3.5)
i 0 0 010 0 71 0

On définit en général les générateurs de SU(3) par T, = A\4/2 pour qu'ils soient correctement
normalisés. Ainsi les générateurs vérifient

[To, Ty) = i f*T, (A.3.6)
ol ¢ est totalement anti-symétrique et dont les termes non nuls sont

f123 — 1’ f147 — 1/2’ f156 — _1/2’ f257 — 1/2 ,

£ =172, 137 = —1/2, 1% = /372, §8 = /32 (A-3.7)
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A.3.3 SU(5)

Ici encore, il est possible de représenté les générateurs de SU(5) dans 'espace des matrices
5 x 5 de trace nulle (représentation 5). Ils sont normalisées de telle maniére que

Tr(Aahs) = 2045 - (A.3.8)

IIs se construisent pour les 8 premiers & partir des matrices de Gell-Mann (voir ci-dessus).

00
Ai 00
Ai = 0 0 pour i=1,..,8 (A.3.9)
0 0 0 00
0 0 00O

ou les \; sont les générateurs du groupe SU(3) donnés a la section précédente.
Les seize générateurs suivants sont donnés par

10 —i 0 0 1
0 00 0 0 0 0 00
Ao = 0 0|, Xo= 0 0f, Mi= 0 0],
100 00 1 00 0 O 0 00O0O0
00000 000 0 O 100 00
(A.3.10)
0 4 00 0 0\
0 00 0 10 0 -1 0
A2 = 0 0|, A3z= 00, xu= 0 of,
000O0O0 01000 0« 0 0 O
t: 00 00 0 000 000 0 O
(A.3.11)
00 0 0 0 0\
0 01 0 0 — 0 00
Ais = 0 0|, XMg= 0 0|, M7= 1 0],
00 00O 0000 O 00100
01000 0+ 00 O 00000
(A.3.12)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Alg = —1 0 , Alg = 01 ; AQO = 0 —: ;
002 0 O 0 00O0O0 0000 O
000 0 O 00100 00 < 0 O
(A.3.13)
0 0 2
0 0 0 1 2
A204j = 0 0 pour j=1,2,3, Ay=— 2
000 V15 -3
0 00 o -3
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