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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR) ont été intro-
duites par Bismut en 1973 [5] dans le but de résoudre un probleme de théorie du contrdle. A
I’époque, il s’agissait de résoudre un systeme découplé ne comprenant qu’une équation diffé-
rentielle stochastique progressive classique et une équation différentielle stochastique linéaire
rétrograde.

La recherche s’est naturellement concentrée sur 1’étude de I’équation rétrograde car, dans ce
contexte, elle seule posait réellement des difficultés. De nombreuses avancées théoriques ont ainsi
été réalisées sur le theme des équations différentielles stochastiques rétrogrades, et bon nombre
de domaines ont pu en profiter.

En effet, aux applications a la théorie du contrdle est venue s’ajouter la résolution de nombreux
problemes de finance et de géométrie différentielle. Pour ne citer qu'un exemple, la couverture
d’un call européen, sous les hypotheses les plus simples de modélisation, peut €tre assimilée a la
résolution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

T
Vi = (S — K), — / 7.dB,.
t

ou S; désigne le cours de 1’actif au temps ¢, V; la valeur actualisée du portefeuille au temps ¢, K
le prix d’exercice du call au temps 7" et (Z,),>¢ désigne alors la stratégie a employer.

Peng découvre en 1992 [36] que les solutions d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades (EDSR) peuvent générer des représentations probabilistes de solutions d’équations aux
dérivées partielles paraboliques semi-linéaires ou quasi-linéaires. Il établit ainsi non seulement
un lien entre équations différentielles stochastiques rétrogrades et équations aux dérivées par-
tielles trouvant par la méme occasion un autre domaine d’application, mais ouvre la voie a de
nouvelles méthodes et de nombreux résultats. L’étude des EDSR étant alors bien maitrisée, les
tentatives d’extension aux équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades cou-
plées ont débuté dans les années 90. En s’inspirant des techniques employées pour les EDSR,
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Chapitre 1 - Introduction

mais en les généralisant par un argument de point fixe, en 1993 Antonelli [2] prouve I’existence
et I'unicité locale d’une famille d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades
couplées. De plus, par un contre-exemple, il montre que sauf conditions particulieres, on ne peut
espérer rendre ce résultat global.

Beaucoup de travaux se sont alors efforcés d’affaiblir les hypotheses nécessaires a assurer
I’existence et ’unicité des solutions d’EDSPR ou d’en décrire plus finement les propriétés, tout
en gardant comme principal argument de démonstration une méthode de point fixe. Les plus gé-
néraux étant sans aucun doute obtenus par Pardoux et Tang en 1999 [35] ou par Peng et Wu [37]
la méme année, sous des hypotheses sur les coefficients assez dissemblables. Notons toutefois
que Pardoux et Tang en profitaient pour étendre le lien existant entre EDSPR et EDP sur toute
une nouvelle classe d’EDP. En effet, depuis 1994 et I’article de Ma Protter et Yong [28] pour des
coefficients déterministes, fortement réguliers et sous une hypothese de non dégénérescence du
coefficient de diffusion de I’équation progressive, nous disposons d’un théoréeme d’existence et
d’unicité, d’une expression explicite des solutions et d’un algorithme de résolution en 4 étapes
fort simple. Celui-ci ramene d’ailleurs le probleme d’existence et d’unicité de I’équation différen-
tielle stochastique progressive rétrograde a la résolution d’une équation aux dérivées partielles.
Les résultats de Pardoux et Tang s’affranchissent de I’hypothese de non dégénérescence et de la
forte régularité requise pour les coefficients. En contrepartie, les résultats d’existence et d’unicité
pour les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades ne sont plus forcément
globaux et les solutions des équations aux dérivées partielles associées sont des solutions en un
sens plus “faible”.

Pour préciser 1’apport du lien ainsi révélé entre équations aux dérivées partielles et équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées, relevons que les derniers résul-
tats d’existence et d’unicité globale sur les équations différentielles stochastiques progressives
rétrogrades couplées du type

X, = ;17+/ f(r7Xr,K,Zr)dr+/ o(r, X,,Y,)dB,
(S) ¢ T ¢ T
Y, =®(X7) + / g(r, X, Y., Z,)dr — / Z,.dB,

avec f, g, o, ® déterministes et o0 non dégénéré, de Delarue [10] et le récent schéma numérique
proposé par Delarue et Menozzi [9], s’appuient en premier lieu sur le fait de pouvoir associer de
maniére unique a toute EDSPR de la forme (S), I’équation aux dérivées partielles

[ Y(t,z) €[0,T] x R™, VIl € {1,...,m},

o0 1 & 0%0
a—tl(t, )+ 5 ;(Uta)m(t, x,0(t, x))axia;j (t,z)
&) +Zfz<tx8(t ), V. 0(t,2)o(t,z, 0(t )8x

=1

—i—g(t,x,@(t,x),vm@(t,x) (t,z,0(t, x))) 0,

Ve e R™, §(T,x) = ®(z).



L’ objectif de cette these est d’étudier le cas tres particulier des équations différentielles sto-
chastiques progressives rétrogrades de la forme

X, =+ / F(r X, Yo Z,)dr + / o(r, X,, Y, 2,)d B,
(S) t t

T T
Y, = ®(Xp) + / o(r, X,, Yy, Z,)dr — / 2,dB.,

les coefficients f, g, o, ® pouvant étre aléatoires et o dépendant donc de Z. Une part non négli-
geable de la these sera également consacrée (dans le cas ou les coefficients f, g, o, ® sont de plus
supposés déterministes) a représenter une nouvelle classe d’équations aux dérivées partielles par
les solutions de systémes de type (S). Cependant a 'instar des systémes (S), seulement une fa-
mille de systémes de type (S) sera concernée. Les méthodes consistant & passer par I'EDP pour
obtenir des renseignements sur ’EDSPR ne pourront donc pas améliorer les théoremes d’exis-
tence et d’unicité dans notre cas. Ces résultats n’en perdent toutefois pas tout intérét, ils nous
donnerons en effet en suivant une autre approche que celle de Ma Protter et Yong [28], une idée

des équations aux dérivées partielles que I’on peut représenter par les systemes (S).

Les équations aux dérivées partielles obtenues ainsi ont la particularité de présenter des coeffi-
cients d’ordre 2 dépendant du gradient. Or de nombreux phénomenes sont régis par de telles équa-
tions. Prenons I’exemple du débruitage en imagerie qui fut la motivation initiale de cette these.
Malgré tous les progres techniques envisageables, tous les instruments de mesure disposent d’une
certaine tolérance ; les résultats qui en résultent ne peuvent étre considérés comme conformes a
la source qu’ils doivent reproduire. C’est le cas par exemple des scanners, radars, appareils pho-
tographiques qui pour la plupart font dorénavant partie de notre vie quotidienne. La reproduction
obtenue est dite alors “bruitée”. Tout un secteur des recherches en imagerie consiste a atténuer
voir éliminer ce parasitage : c’est ce que I’on nomme le débruitage.

SiI’on considere I’information que 1’ on doit traiter comme un signal, on parlera sans ambiguité
du signal source pour qualifier I’information d’origine et du signal bruité pour désigner le signal
de sortie produit par 1I’appareil de mesure.

En théorie, on suppose que le matériel de mesure est tout de méme suffisamment fiable pour
que “le bruit”, c’est a dire ce qui différencie le signal bruité du signal source, soit faible devant le
signal source. Aussi les différentes techniques mathématiques de débruitage consistent en général
a moyenner le signal bruité ce qui, si I’on considere le bruit comme un signal aléatoire, a pour
vertu de garder le signal fort donc le signal source mais a éliminer les parasites aléatoires donc
le bruit. Ceci se fait a I’aide d’outils d’analyse comme les noyaux gaussiens, ou de manicre plus
évoluée avec des bases d’ondelettes.

Prenons par exemple une image de N pixels par N pixels. On I’assimilera de maniere formelle
a un signal continu f : [1, N] x [1, N] — R. Appliquer un noyau gaussien a cette image, consiste
a considérer

U) = [ e ST 1wy

ou t est un parametre d’échelle permettant de focaliser I’application du noyau autour du point z.
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Or par le calcul, on s’apercoit sans trop de difficultés que U est solution du probleme de Dirichlet

ou 1

U(0,z) = f(x)

et qu’en termes probabilistes I’expression précédente de U se traduit par U(t, z) = E.(f(B;)) ou
(B;) est un mouvement brownien dans R? et E, signifie que I’on calcule I’espérance en supposant
que (B;) part de = au temps t = 0.

Le débruitage obtenu par le modele précédent a un inconvénient majeur : il lisse les parties
irrégulieres du signal source. Or dans le cas des images, les irrégularités du signal correspondent
aux contours des objets et constituent donc une part importante de 1’information du signal. En
éliminant les irrégularités d’une image, on modifie profondément la perception que 1I’oeil humain
s’en fait.

L’idée fréquemment adoptée par les mathématiciens en imagerie est de prévoir la proximité
d’un contour dans une image en mesurant localement le gradient du signal la représentant. Pour
cette raison, la distance en variation totale est devenue un outil de base en imagerie. En partant
de cette idée et en interprétant comme précédemment le débruitage au moyen des équations aux
dérivées partielles, Perrona et Malik [38] proposent de s’intéresser a la solution de I’équation

%—It] = div(g(|VU|)) VU
U0, z) = f(z)

ou g est par exemple une densité gaussienne. Cette équation aux dérivées partielles s’inscrit donc
dans le cadre des équations aux dérivées partielles d’ordre 2 non linéaires avec des coefficients
d’ordre 2 qui dépendent du gradient.

Jusqu’a présent il n’existe que tres peu de techniques permettant de donner une représentation
probabiliste des solutions d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 non linéaires. Qui plus
est, on s’apercoit que les classes d’équations aux dérivées partielles concernées sont presque dis-
jointes. De maniere a décrire le plus clairement possible les plus représentatives, nous rappelons
brievement qu’une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2

ou 1

N _ * i _ »
ot + 2%:( 2]8 ax] Xz:fl z; ku+g 0 sur [O,T[XR
u(T7 J}) = CI)(CL‘),

sous des hypotheses que nous ne précisons pas ici, admet pour unique solution la fonction

w(t,z) = F {@(X;m) exp <— /t ke ijm)dr) + /t U X5 exp <— /t ' k(u,Xi’w)du) dr]
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ol (X5*)s>0 désigne le processus solution de 1’équation différentielle stochastique

Xy=x+ / flr, X,)dr + / o(r, X,)dB,.
t t
L’expression de la solution ainsi obtenue est communément désignée par “la formule de Feyn-
man-Kac”. On dispose aujourd’hui de plusieurs généralisations de cette formule.

La plus ancienne a notre connaissance, consiste a considérer en lieu et place de I’équation
différentielle stochastique précédente, une équation différentielle stochastique controlée, i.e. dont
les coefficients o et f dépendent d’une fonction de ¢ et de x. Cette fonction est soumise a certaines
contraintes de maniére 2 minimiser un certain co@it. En désignant par u(t, ), le colit minimal
depuis I’instant ¢ lorsque le processus controlé part a I’instant ¢ de z, on montre que u est solution
d’une équation aux dérivées partielles non linéaire.

Une autre, consiste a faire dépendre les coefficients de 1’équation différentielle stochastique a
la fois de X; et de sa loi de probabilité. On peut alors associer a ce processus, une équation aux
dérivées partielles régissant 1’évolution de la loi de X; [30]. Parmi les nombreuses applications
de cette modélisation, citons la représentation de 1’équation de Boltzmann [31], les méthodes
numériques de type “méthodes particulaires stochastiques™ [19].

Une troisieéme consiste a substituer au processus de diffusion, un processus de diffusion bran-
chement ou super-processus. Cette technique a permis entre autres d’obtenir une représentation
probabiliste de I’équation Au = u? (voir par exemple [26][13][14]).

Enfin, celle qui nous intéresse le plus réside a considérer la solution (Y, Z) d’une équation
différentielle stochastique rétrograde ou (X, Y, Z) la solution d’un systeme d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades couplées. Les coefficients des équations aux déri-
vées partielles concernées sont en général pris lipschitziens et different donc par exemple des
hypotheses de régularité prises pour la représentation par les super-processus.

L’exemple suivant va nous permettre d’illustrer le principe de cette généralisation de la formule
de Feynman-Kac. Supposons en effet que u soit solution de

?9_1; + Lu+ f(u) =0
u(T,z) = g(x)

ou f non linéaire et £ générateur infinitésimal d’un processus de diffusion X i.e.

dX, = b(t, X,)ds + o (s, X,)dB,
L—l 2(t )8—2+b(t )ﬁ
- 20 & Ox2 & or
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avec
c:RxR—R,

b:R xR —R,
f:R—-R,
g:R—R.

Alors par la formule d’Itd, on obtient

T
w(t, X2) = u(T, Xp) — / (au+£u) (5. X.)ds + / <o—a—“) (5, X)dB.. (L)
t at t 333

Si I’on pose alors Y; = u(t, X;), le processus Y vérifie

Y,=E [g(Xﬂ + / ) f(n)ds}ft] :

¥ = 9(Xn) + / F(¥)ds

le théoreme de représentation martingale appliqué a la variable F-mesurable x nous permet de
définir le processus progressivement mesurable Z tel que

De plus, si ’on pose

T
X = Elx] —l—/ ZsdBs.
0

On vérifie alors que le couple (Y, Z) vérifie I’équation différentielle stochastique rétrograde
T T
Yi—g(Xp) + [ f(Vi)ds - / Z.dB, (1.2)
t t

On a donc u(t,z) = Y,** ot (X4 Y* Z5%) est solution du systéme d’équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades

—x—i-/b dr+/s o(r, X,)dB,

t

9(X7) + /f dr—/deB

0
De plus, par identification de (1.1) et (1.2), on obtient Z>* = (aa—u) (s, X5,
T

Fort de I’écriture obtenue dans le cas précédent pour Z et des conclusions de I’article de Ma,
Protter et Yong [28], il nous a semblé naturel pour le cas d’une équation aux dérivées partielles
d’ordre 2 avec dépendance en le gradient, d’étudier les solutions d’un systeme d’équations diffé-
rentielles progressives rétrogrades présentant un réel couplage particulierement en Z :

X, =2+ / £ X, Yo, Z)dr + / o(r, X, Y, Z,)dB,
t T t

T
Y, =®(Xr) + g(r, X, Y., Z,)dr — / Z,.dB,

S
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ou les coefficients f, g, o, ® peuvent étre aléatoires. Nous tenons déja a préciser que les équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades intervenant dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles ne font bien évidemment pas intervenir de coefficients aléatoires. Néanmoins,
on verra a posteriori dans le chapitre 4, que 1’application des résultats du chapitre 3 pour des
coefficients aléatoires sera tres utile pour démontrer la continuité des solutions aux équations aux
dérivées partielles considérées (par I’intermédiaire de résultats de dépendance en les parametres).

Maintenant que nous avons expliqué les motivations de cette these et évoqué certains des objets
techniques qui seront abordés plus rigoureusement dans la suite, arrétons nous quelques instants
et décrivons comment va se présenter cette these. Celle-ci se décompose en 4 parties.

Dans la premiére partie (chapitre 2), nous exposerons ce que 1’on appelle la “waveform re-
laxation". Sous ce titre un peu pompeux se cache essentiellement une variation (un cas particulier,
pour étre plus précis) du célebre théoreme du point fixe de Picard. Cette partie ne présente pas de
résultats nouveaux, elle contient méme de nombreux résultats classiques d’analyse matricielle.
Nous avons toutefois mis la plupart des démonstrations, dans un souci de compréhension pensant
que les mathématiques qui y sont abordées sont assez disjointes du reste de la these et surtout
ne rentrent pas particuliecrement dans le domaine des probabilités. Ces méthodes sont issues de
la résolution d’équations matricielles comme 1’inversion de matrice, mais s’adaptent bien a nos
besoins. Elles sont particulierement utiles a I’étude des grands systemes de part leur aptitude a
s’adapter au calcul parallele. Nous ne les utiliserons pas avec cet objectif, mais plutdt pour leur
aptitude a améliorer le controle de la constante de contraction du théoreme du point fixe de Picard
et a découpler les systemes d’équations. Sans entrer dans les détails, nous montrerons que dans
bien des cas, par une décomposition judicieuse de I’espace ambiant (€ = & X - -+ X &), une
équation du type U = IIU + G avec I1 : £ — £ et G € £ se ramene a un systeme d’équations

Ul :HI(U17”‘7Ud)+G1
Uy =1L(Uy, ..., Uq) + G2

Ug=Ha(Ux,...,Us) + Gy

ol (I1;)1<;<q et (U;)1<i<q sont les décompositions respectives de II et U sur £. Sous des hypo-
theses de régularité de I’opérateur 11, I’existence et I'unicité d’une solution de ce systeme peut
étre obtenue si une certaine matrice A (dont les coefficients dépendent de I’opérateur II) est de
rayon spectral strictement inférieur a 1. De plus, dans ce cas la suite

U()Eg
Uiy =TI, + G

fournit une suite convergeant vers la solution de I’équation a une vitesse géométrique. Cela consti-
tue le principal résultat de cette partie. Nous ferons en sorte dans le chapitre suivant de 1’appliquer
aux systemes d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées.

Dans la deuxieme partie (chapitre 3), certainement la plus technique mais aussi le noyau
dur de cette these, nous étudierons en détail les équations différentielles progressives rétrogrades
couplées. Nous suivrons une approche chronologique, au sens oll nous donnerons un bref apercu
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des techniques et outils nécessaires a leur utilisation sur I’exemple "plus simple" des équations
différentielles stochastiques rétrogrades. Sur un espace de probabilité (2, F, P) sur lequel est
construit un mouvement brownien (B;) a valeurs dans R?, en notant (F;) sa filtration satisfai-
sant les conditions usuelles, nous chercherons a résoudre pour une condition terminale £ F-
mesurable, I’équation

T T
Y, :§+/ g(r,Yr)dr—/ Z,.dB,

ou sous forme différentielle le systeme

{ dYs = —g(s,Ys)ds + ZsdB;
Yy = €.

Pour étre plus précis, nous montrerons que si g est lipschitzienne, I’équation précédente possede
un unique couple de solutions adaptées (Y, Z). Cet exemple sera pour nous 1’occasion de souli-
gner le role de Z dans ce type d’équations, d’avoir un premier aper¢u de I’emploi du théoreme du
point fixe mais aussi de comprendre la technique de prolongement permettant de passer d’un ré-
sultat d’existence et d’unicité local au résultat global. Enfin, nous verrons que 1I’on peut comparer
les solutions de deux équations différentielles stochastiques rétrogrades différentes.

Apres cette mise en bouche, nous pourrons nous intéresser aux équations différentielles sto-
chastiques progressives rétrogrades couplées, c’est a dire a des systemes de la forme

Xo=at [ f0.X0 Yo Z)dr 4 [ or XY, 2,)dB,
¢ T t T (1.3)
Y; = (b(XT) +/ 9(7“7 Xr7 Y;”7 Zr)dr - / ZrdBr

ou sous forme différentielle

dXs = f(s, X5, Ys, Zs)ds + o (s, X, Y5, Zs)d By
dY, = —g(S, Xs> Y, Zs)ds + ZsdB;.

Nous nous efforcerons alors dans un premier temps de mettre en évidence les profondes diffé-
rences entre les cas o dépendant de Z et o ne dépendant pas de Z. Nous verrons en effet qu’a
I’instar du second cas, lorsque o dépend de Z, non seulement on devra imposer une condition
supplémentaire sur o et son rapport a sa derniere coordonnée pour avoir existence et unicité lo-
cale, mais qu’en I’absence de théoremes suffisamment généraux de comparaison des solutions et
privé du lien fort et systématique avec les équations aux dérivées partielles lorsque o est non dé-
généré, le prolongement a une solution globale par cet artifice sera caduc. Nous illustrerons cette
différence majeure avec le cas ¢ non dépendant de Z et non dégénéré au travers d’un exemple
simple. Nous nous concentrerons donc plut6t sur le contrdle de la constante de contraction au
moyen de la "waveform relaxation" introduite dans la premiere partie.
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Pour étre plus précis, nous considérerons sous des hypotheses de régularité lipschitzienne sur
les coefficients f, g, o et ® 1’application

(U VW) — (U V W)
U, =+ / F(r, Uy, Ve, W, )dr + / o(r, Uy, Vs, W,)dB,

t T t
V.= E [@(UT) +/ g(r, UT,W,ZT)dr‘fS]
t

T

o(Ur) +/ g(r, U, Vo, Wy )dr =
t

\:[JLCC .

T T
E {@(UT) + / 9(r, U, V, W,n)dr} + / W.dB,

\ t t
et montrerons que si le rayon spectral d’une certaine matrice dépendant de 7' —t et des constantes
de lipschitz de f,g,o et ® est strictement inférieur a 1, alors W%® est contractante pour une
certaine norme. Par cette approche originale, sans arriver a la hauteur des résultats d’existence et
d’unicité de Pardoux et Tang [35] ou Ma et Yong [27], nous retrouvons quelques cas particuliers
et surtout un contrdle a la fois plus pratique de la constante de contraction, et meilleur de la
solution d’un systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades. En effet,
on prouve (k,,, désignant la constante de lipschitz de ¢ en la variable u) que si 4\/§k07zk¢ < 1,
alors premierement il existe x> 0 tel que (X, Y%* Z%*) unique solution de (1.3) existe sur
[T — p, T)etilexiste C' : [T — pu; T] — R™ telle que pour t € [T — p, T1,

T
E { sup |X§m|2} + F { sup |Ystx\2} + F {/ \Zﬁ’m|2d7}
¢

t<s<T t<s<T

< O(t) (W +E [/T f(r,0,0,0)%dr + /Tg(n 0,0,0)2dr + /T o(r,0,0,0)dr + <I>(0)2D .

Ce résultat constitue finalement en dehors de I’approche matricielle quelque peu originale, la
nouveauté majeure de cette partie. Notons également qu’elle fournit un ingrédient essentiel a la
preuve du théoreme principal de la partie suivante.

La troisiéme partie (chapitre 4) sera consacrée a 1’étude du lien entre équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades et équations aux dérivées partielles. Comme nous 1’avons
vu en préambule, les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades a coefficients
déterministes sont tres utiles pour représenter les solutions d’équations aux dérivées partielles
d’ordre 2 non linéaires. En effet sous des hypotheses de régularité en les coefficients a préciser,
une solution de

ou 1

- _ * . _ »
ot + 2%:( Zja &17] zZ:fz ; k:u—i—g 0 sur [O,T[XR
U(T’ .73) = (I)(x)7

s’écrit par la formule de Feynman Kac

w(t,z) = F {@(X;m) exp <— /t "k ijm)dr) + /t U X5 exp <— /t ' k(u,Xi’w)du) dr]
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ol (X5*)s>0 désigne le processus solution de 1’équation différentielle stochastique

stx—i-/ f(r,XT)dr+/ o(r, X, )dB,.
t t

Nous verrons toutefois que deux approches permettent de relier les équations différentielles sto-
chastiques progressives rétrogrades et les équations aux dérivées partielles d’ordre 2 non linéaires.
Dans le cas ol 0 ne dépend pas de Z, ces deux approches donnent des résultats aisés a interpréter.

La premiere due a Ma, Protter et Yong [28] établit que si I’on suppose que les coefficients
f,g,0 sont de classe C'? et que ® est de classe C?, qu’ils ont des dérivées partielles bornées
et que o est non dégénéré alors la solution du systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades

Xo=at [ f0.X Y0 Z0dr 4 [ o(r.X,,Yi)dB,
t T t

T
Y; = (I)(XT) + 9(7“7 Xr7 Y;”a Zr)dr - / ZrdBr

s

(1.4)

est donnée par

X, =+t / F(r X, 00r,X,), 0 (r, 0(r, X,))V,0(r, X,))dr + / o(r, X,.0(r. X,))dB,
t
Y, =0(s, Xs)
Zs = 0(3 Xs, 0(s, X5))V.0(s, Xs)
ou # est solution de I’équation aux dérivées partielles

[ Y(t,x) € [OT]XR’” vie{1,...,m},
891 )+ = Zaa”txe( ))aiaex](”)

2] 1
+Z fi(t w00, 2), Vﬁ(t,x)a(t,m,@(t,az)))%(t,x) (1.5)
0

+9Zt,3?,9(15,37),Vﬁ(t,x)a(t,x,@(t,x))) -

Y

| Vo € R™, O(T,7) = ®(x).

Réciproquement la solution 6§ de (1.5) est donnée par 6(t,z) = Y,** ot (Xt Yh® Z5%) est
I’unique solution adaptée de (1.4). Ces deux propriétés justifient que nous parlions d’un lien "fort
et systématique".

La seconde approche due a Pardoux et Tang [35] pallie a la nécessité d’avoir des coefficients
trés réguliers et un coefficient de diffusion o non dégénéré, mais en contrepartie les solutions
obtenues ne sont plus forcément globales et ne sont plus des solutions au sens classique du terme,
mais des solutions de viscosité.
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Créée par Lions, Grandall en 1992 [8] pour se substituer a la notion de solution au sens des
distributions lorsque celle-ci n’a pas de sens, les solutions de viscosité gardent les principales
vertus de ces dernicres : non seulement il s’agit bien d’une notion faible de solution, i.e. une
solution au sens classique est naturellement une solution de viscosité, mais dans bien des cas il y
a existence et unicité de la solution au sens de viscosité. En 1999, Pardoux et Tang prouvent donc
que sous les hypotheses permettant de définir le triplet (X Y* Z%*) solution de (1.4) (donc
en général une régularité lipschitzienne a comparer a la régularité C'1? de la premiére approche),
la fonction u définie par u(t, z) = Y, est solution de viscosité de (1.5).

L’intérét principal de cette troisieme partie est de s’intéresser plus particulierement au cas
ou o dépend de Z. Nous verrons que 1’approche de Ma Protter et Yong s’applique également
a ce cas, donnant des solutions fortes de toute une classe d’équations aux dérivées partielles,
mais toujours sous de fortes conditions de régularité des coefficients et la non dégénérescence
de 0. De plus les équations aux dérivées partielles obtenues ont I’inconvénient d’étre définies
de maniere tres implicite. Nous avons donc abordé le probleme en suivant la seconde approche.
Le principal résultat de cette partie, dans la lignée des résultats de Pardoux et Tang, est donc de
trouver des solutions de viscosité a toute une classe d’équations aux dérivées partielles. Nous
avons préféré présenter le probleme sous une forme moins implicite et plus proche de I'idée de
chercher une solution de I’équation aux dérivées partielles a I’aide de la solution du systeme
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades associé.

Plus précisément, on s’intéresse aux équations

([ Ou 0*u
5+ Xj: M(t, z, u(t, ), Vul(t, m))ijm
+ < f(t,z,u(t,x)), Vu(t,x) > +g(t, z,u(t,x)) =0 (1.6)
| u(T,x) = O(z)

M : [0, +0o[xR% x R x R? — Rd*4,
f [0, +0o[xR¢ x R — R4,
g:[0,+o0[xR¢ x R — R,
d:RY— R.
sont globalement continues, M étant de plus globalement lipschitzienne.
On verra en particulier que si 4\/§k:c,7zk;¢ < 1 et que si I’on peut trouver o inversible telle que

Vtwra Y, =, O'U*(t,l', Y, Z) - 2M<t,$, Y, (U*(tv T, Y, Z))_lz)

et
A >0, Ytz y, 2w, |o(t,x,y, 2) tw| < AMw)

alors, si I’on définit la fonction u par u(t, z) = Y;"* ot
X0 = x—l—/ f(r, Xﬁ’"’”,Y,f’x)dr—k/ o(r, XM YE 7Y dB,
t

t

S

T )

T
g(r, Xﬁ’w,)ﬁt’w)dr—/ 7 dB,



18

Chapitre 1 - Introduction

cette fonction w est continue et est solution de viscosité de (1.6). Remarquons pour finir que sous
les deux approches, on ne peut espérer un théoreme d’existence et d’unicité pour les équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades plus généraux, en partant des équations aux
dérivées partielles, le lien n’étant plus systématique comme dans le cas ol ¢ ne dépend pas de Z.

Les résultats des parties 3 et 4 font ’objet d’une prépublication [1] qui a été acceptée pour
publication a ESAIM/PS.

Représenter de maniere probabiliste une solution d’équations aux dérivées partielles peut pré-
senter de nombreux avantages. On peut par exemple 1égitimement penser pouvoir simuler la solu-
tion d’une équation aux dérivées partielles en simulant la solution du systeme d’équations diffé-
rentielles stochastiques progressives rétrogrades associé lorsque celle-ci existe. Par exemple, dans
le cas ou ¢ ne dépend pas de Z et sous une hypothese de non dégénérescence sur o, Delarue et
Menozzi [9] ont habilement profité de cette possibilité pour créer un schéma numérique efficace.
Par contre, dans le cas qui nous intéresse ou o dépend de Z, jusqu’a maintenant aucun schéma
numérique ni méme de schéma de discrétisation n’existe. Aussi consacrerons nous la quatriéme
et derniére partie a étudier un schéma de discrétisation itératif. Notre schéma repose sur deux
points :

e Reprenons 1’application
(U, V,W)— (U, V,W)
Uszx—i—/ f(r, UT,W,Wr)dr+/ o(r,U,,V,,W,)dB,
t t

T
g ) Vo= o) +/ 91Uy, Vi Z,)dr ;rs}
: t
T
oUr)+ | g(r, U, V., W, )dr =
k T T
E [@(UT) + / o U Vi WT)dr} + / W.dB,,
\ t t

placons nous sous les conditions la rendant p-contractante pour la norme ||.|| et notons

© le triplet (X" Y5* Z5%) solution du systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades

Xz’m:x—i—/ f(r,Xﬁ’m,Y?f’m,Zﬁ’w)dr—l—/ o(r, Xb* YP* Z0*)dB,
¢ T t T
ver=axi) + [ gt xin vz~ [ znan,

D’apres les conclusions de la deuxiéme et troisieéme partie, la suite (©") définie par

{ 0% = (z,®(x),0)
@n+1 — q]t,x(@n)

converge vers O et
n pn 1
O" -0 < ——|l6.
I | < 1_p|| |



19

e Un des principaux intéréts de I’application W% est de découpler 1’équation différentielle
stochastique progressive de 1’équation différentielle stochastique rétrograde et ainsi, apres
discrétisation, les calculs d’espérances conditionnelles sont explicites.

Plus précisément, nous considérons (é”) processus constant par morceaux de subdivision
adaptée m = (t =top <t; <...<t,=T)par

(Xptl =g
i - e S
XZ:: - XZZJ’_ + (tz—l-l - t2>f(t17 XZ? )/t?a ZZ) + O-(tu XZZLJ }/1577 ZZ)(BtH-l - Btz)
V= B[V ]+ (e — gt X0V, 20,
N N N A B, . — B,
Z7 =E (Ytnjll =Y (i — t)g(t, XY, Ztn>) % fti:|
\ +1 7 U

Nous montrons alors que ) )
@n-l-l — (Aw o Wt,m)(gn)

ou A, peut étre considéré alors comme un opérateur de discrétisation et nous montrons que
An+1 _ [ vntl ol ol
@tk - (th >un+1,k(th>l <n+ 1)7 Uﬂ-‘rl,k(th’l <n+ 1))

ou les 41 1 et v,41 1 s obtiennent de manicre récursive par des calculs d’intégrales.

Nous prouverons que ce schéma de discrétisation converge sur 1’exemple particulier sui-
vant :

X, =24 / AX,dr + / o(Z,)dB,
t s t
}/s — BXT - / ZTdBT7
t

les réels A, B et T' étant choisis de maniére a avoir % contractante.
Plus généralement pour des coefficients C ! bornés en espace et 1/2 holderiens en temps,
en définissant (X" Y"1 727 sur [t;;t;14], par:
X;H_l - Xtrz—‘rl + (8 - tz)f(thtiba ift?? Ztrj) + O-(tZZ X}ZJ ift?? ZAZ:)(BS - Btz)
- - P 22
)/sn+1 = Yn+1 + (ti-l-l - S)Q(tz, XZZJ }/1577 ZZ) - / Z;“H_ldBm
S

tit1

nous verrons que si les 2 quantités

liv1
E(m k) =sup E [/ \Zf\%ls}
7 ti

et
tip1 5
E(m k)= E [/ | ZF — Zt’j|2ds]
i ti

tendent vers 0 a k fixé lorsque le pas de la subdivision |7| tend vers 0, alors on a conver-
gence du schéma de discrétisation.






Chapitre 2

L_es méthodes de “waveform relaxation”

Dans ce chapitre, nous introduisons une technique de convergence par itération appelée mé-
thode de “waveform relaxation”. L’application de cette technique aux équations stochastiques
différentielles progressives rétrogrades couplées - que nous étudierons dans le chapitre suivant -
nous fournira les outils de base nécessaires a I’accomplissement de nos objectifs.

2.1 Introduction

La “waveform relaxation” a été introduite pour la premiere fois par Lelarasmee, Ruehli et
Sangiovanni-Vincentelli [16] dans I’étude des circuits intégrés de grande taille. En effet, dans ce
domaine on est fréquemment amené a devoir résoudre un systeme ayant un grand nombre d’in-
connues (c’est ce que I’on entend par “grande taille”). L’idée des auteurs de 1’article est simple :
souvent un tel systeme peut €tre décomposé en de multiples sous-systemes faiblement dépendants
les uns des autres. Il est donc préférable dans ce cas de résoudre les sous-systemes séparément en
traitant les inconnues décrivant les intéractions avec les autres sous-systemes comme des données
connues. En dissociant ainsi la résolution du systeme, non seulement on réduit la complexité du
systéme, mais on s’ offre la possibilité de traiter les calculs en parallele ce qui peut diviser d’autant
le temps nécessaire a les effectuer. Formalisons quelque peu tout cela. On cherche a résoudre un
systeme se présentant sous la forme

U=1U)+G 2.1)

sur un espace de Banach (&, |.||). IT est donc une application de £ dans £ et G un élément de £
donné, et I’on cherche U dans £ vérifiant (2.1).

Dire que le systeme (2.1) se décompose en sous-systemes consiste a supposer que &£ s’écrit
comme un produit. On supposera donc que 1’on peut écrire

(S':ng"'ng

21
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oupourtouti € {1,...,d}, (&;,]|.||:) est un espace de Banach. Le systeéme (2.1) devient alors

Ul :HI(U17”‘7Ud)+G1
Uy =1L(Uy, ..., Uq) + G2

Ui =14(Uy, ..., Usg) + Gyq

ou
II=(I,..., 1) avecIl; : € — &;
U= (Uy,...,Uy) avec U; € &;
G = (Gy,...,Gq) avec G; € &,.
On cherche alors pour k& € {1,...,d}, a résoudre le systeme

Up =p(Ur, ..., Up—1, U, Upgr, ..., Ug) + Gy, (2.2)

en supposant que pour ¢ # k, les U; sont connus. On étudie ainsi 1’évolution du systeme k
en considérant que I’intéraction avec les autres systemes (les U; pour ¢ # k) est connue. Si
I’intéraction entre les sous-systemes est faible, les conditions suffisantes a obtenir les d solutions
Uy, ..., Uy des d équations (2.2), suffisent a 1’obtention d’une solution U de (2.1).

Pour résumer, la “waveform relaxation” s’effectue en 3 étapes :

e [ étape de décomposition
Elle consiste a trouver une représentation de £ en produit de sous-espaces (&;)1<;<q. On
peut alors décomposer I’opérateur IT en (I1y, ..., II;) et G en (Gy,...,G4) ce qui raméne
I’équation (2.1) au systeme U; = I1;(Uy, ..., Uy) + G;, V1 <i <d

e [’étape de résolution
Elle consiste pour k € {1...d} fixé, a résoudre I’équation

Up = Ik(Uy, ..., Up—1, Up, Upgr, - .., Ug) + Gy,

en I’inconnue U,,.

e [’étape de relaxation
Lors de cette étape, on cherche des conditions suffisantes a ce que la solution obtenue de
maniere itérative par la 2eme étape soit solution de notre équation de départ.
En pratique, 2 procédures sont couramment employées : I’itération de Gauss-Jacobi et I’itéra-
tion de Gauss-Seidel. Théoriquement elles reposent sur les mémes principes.

Commencgons par la plus simple c’est a dire I’itération de Gauss-Jacobi. On considere que
I’étape de décomposition est accomplie. On commence par prendre 2° € £ et on définit la suite
(z™),, par la relation de récurrence

Vn >0, 2" =T(2") + G

autrement dit, par

n+1 __
) —Hl(ﬁ?,,$3)+Gl
oyt = y(af

,...,$3)+Gg

n+1 __
™ =11y(2t, ..., 2h) + Ga.
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On remarque donc qu’il s’agit d’une forme particuliere d’itération de type Picard et d’une “wa-
veform relaxation” ou 1’étape de résolution se fait en une seule fois, les d équations étant résolues
en une seule fois.

L’itération de Gauss-Seidel, consiste dans 1’étape de résolution a injecter pour k = 1,...,d les
solutions obtenues pour les k — 1 premieres équations dans la k—iéme équation. Cela nous donne
donc

n+1
o =10 (2, . 2l) + Gy
n+1 __ n+1
n+l __ n+1 n+1 n
al ™ =g (a2l 2l) + Ga.

L’idée étant que plus on fait d’itérations, plus on approche de la solution réelle du systeme, il
semble naturel de penser que la méthode de Gauss-Seidel est meilleure que celle de Gauss-Jacobi.
Ce n’est pas toujours le cas, méme si cela arrive fréquemment.

Nous allons voir maintenant que ces 2 itérations peuvent étre étudiées suivant le méme modele
théorique et sous quelles conditions elles convergent.

2.2 Convergence de la “waveform relaxation”

On se place dans les conditions évoquées dans la section précédente, c’est a dire que 1’on
suppose donné des espaces normés (&1, |[.|[1), ..., (Ea, ||-|la) et € = & x -+ x &;. Tous ces
espaces sont de plus supposés complets. On se donne également f : £ — £ que I’on pourra donc
écrire f = (f1,..., fa)ou fi: &€ — &,

Avant de donner le principal théoreme décrivant la convergence de la “waveform relaxation”,
nous avons besoin de quelques résultats tres classiques d’analyse matricielle. Nous incluons
les démonstrations mais précisons qu’elles peuvent se trouver dans de nombreuses références
([20],[39] par exemple).

Définition 2.1 Pour A € M,(C), on appelle spectre de A et on note Sp(A) I’ensemble des va-
leurs propres de A dans C.
On appelle rayon spectral de A le réel positif défini par

p(A) = sup Al
AeSP(A)

Proposition 2.2 Pour toute norme N sur M,(C), et toute matrice carrée A a coefficients com-
plexes, de taille d, on a
p(A) = lim N(A™)Y".

n—oo
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Démonstration.
On prouve d’abord le résultat pour la norme N définie par

|(Az)|

Ny(A) =
o(4) w0 |7

ou |.| désigne la norme euclidienne sur C?. La norme N, est alors multiplicative c’est a dire
qu’elle vérifie
No(AB) < No(A)No(B).

Remarquons que pour une telle norme, on est assuré de I’existence de la limite et on sait grace a
la propriété de multiplicativité de la norme que

lim No(A™)Y™ = inf Ny(A™)Y™,

n—o00 neN

De plus, en considérant un vecteur propre de A associé a une valeur propre A telle que || = p(A),
on obtient, pour tout entier n

p(A)" < No(A™) < No(A)"

et donc
¥n, p(A) < No(A™)Y™.

Fixons maintenant € > 0. On a alors

A
<1
o +e
En utilisant la décomposition de Dunford de
A
A-=————=D+N
p(A) +e

ou D et N sont des matrices respectivement diagonale et nilpotente qui commutent, on obtient
(car N¥ = 0 des que k > d)

No(AZ) < No((D+N)")

D CENG(D"F)No(N*)

<
k=0
d

< 7 Chp(A)FN(N)
k=0

<

P(A)" (Y CENG(N) p(A2) ™)

et donc

n—oo
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En particulier
In., Vn > n., Ny(AZ) <1

et donc, pour tout n > n.,
No(A") < (p(A) +¢)"

ce qui entraine que, pour tout n > n.,

p(A) < No(AM)Y™ < p(A) +e.

Maintenant si V; est une norme dans C%, toutes les normes étant équivalentes en dimension
finie, V; et Ny sont équivalentes donc il existe C, C’ des réels strictements positifs tels que

CNy < Ny < C'Ny.
On a alors pour A € M,(C)

lim Ny(A™)Y™ = lim Np(A™)'/"

n—oo n—~o0

= p(A).

Théoreme 2.3 L’application
) My(C) —» RT
A p(4)

est continue.

Démonstration.
Notons 7,(C) I’ensemble des matrices complexes d x d triangulaires supérieures. Remarquons
tout d’abord que p|7,(c) est bien continue.

Soit maintenant (A,,) une suite de matrices d x d convergeant vers A dans M;(C). On veut
montrer que p(A,) converge vers p(A). On veut utiliser la remarque précédente en trigonalisant
les matrices A,,, mais si ’on ne prend pas de précaution, on sera incapable de travailler avec les
matrices de passage. On va donc trigonaliser, mais en restreignant les matrices de passage a rester
dans un compact. A cette fin, on applique le théoreme de Schur qui nous permet d’écrire pour
n >0,

T,=UAU,
avec U, matrice normale et 7}, matrice triangulaire supérieure. On profite de la compacité des

matrices normales pour montrer que la suite p(A,,) est bornée et admet une unique valeur d’adhé-
rence. Cela suffira a prouver le théoreme.
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On consideére comme dans la démonstration précédente la norme N, définie par

No(A) = sup |(Ax)|
w20 |7

ou |.| désigne la norme euclidienne sur C?. On a
p(An) < No(Ay)

et, (A,) étant convergente, (INy(A,)) est une suite bornée et donc (p(A,,)) aussi. Soit ¢ : N — N
une extraction telle que p(Ay(,)) converge. Par compacité des matrices normales, quitte a réex-
traire, on peut supposer que (Ugy,)) converge vers U avec U matrice normale. Alors Ty, =

;(n) Apm)Ugny converge et sa limite que nous noterons 7" est une matrice triangulaire supérieure
qui vérifie de plus 7' = U*AU. En particulier p(Agn)) = p(Tynm)) converge vers p(T) d’apres
la remarque faite en début de démonstration et comme p(7") = p(A), on a prouvé que p(A) est
I’unique valeur d’adhérence de la suite (p(A,,)). O

Théoreme 2.4 (Perron - Frobénius)

Si A est une matrice de taille d > 2 a coefficients réels strictement positifs alors son rayon
spectral p(A) est I’'unique valeur propre de A de module maximum et I’espace propre associé est
une droite vectorielle engendrée par un vecteur a composantes réelles strictement positives.

Démonstration.
La démonstration se fait en plusieurs étapes et s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 2.5 Soient z,...,z, € Cavecn > 2.
S’ils vérifient I’égalité

n

n
12wl =l
k=1

k=1

alors il existe 6 € [0, 27| tel que Yk, 2 = |2i|e®.

Démonstration du lemme.

On va procéder par récurrence sur n > 2.
Montrons que le résultat est vrai pour n = 2.
Soient z,w € C.On a

2wl =zl + 1w = |z+wf= (2] +|w])?
— || =R(2w)
<— arg(z) = arg(w) [27]
— W e0,2n], z =€z et w=e"|w|.
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Supposons le résultat vrai a I’ordre n et donnons nous z1, ..., z,.1 € C véri-
fiant
n+1 n+1
DIEIEDIIEN
k=1 k=1

On a I’inégalité

n+1

n n
1>t 2zl STzl + ] <)l
k=1 k=1 k=1

et I’hypothese faite nous dit qu’il s’agit en fait d’une égalité. En particulier

n

n
Dl =2 1l
k=1

k=1
n
et |u+ z,11| = |u| + |zn11| en posant u = sz.

k=1
En appliquant I’hypothese de récurrence a la premiere égalité, on obtient que

30 € [0,2x], Vk € {1,...,n}, 2 = €|z
et de la deuxieme égalité, on déduit que

Znp1 = €20 zn1a).

0
Retour a la démonstration de Perron-Frobenius
e Prouvons tout d’abord que p(A) > 0.
Remarquons que si p(A) = 0, alors Trace(A) = Z A =0 :absurde car A > 0.
AESP(A)
e On montre ensuite que si A est valeur propre de A telle que p(A) = |A| et e est vecteur

propre associé, alors toutes les composantes de e sont non nulles et le vecteur e* défini par
el = |e;| est aussi vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Par définition p(A) = sup || est atteinte. Soient donc A € C ete € C? — {0} tels que
AESP(A)

p(A) = |\ et Ae = )e. De plus en notant e* le vecteur de (R, )? tel que e

*
(2

= le;|,ona
Vie{l,...,d}, p(A)e; < (Ae");.
Montrons alors qu’il existe j € {1,...,d} tel que
p(A)e; = (Ae);.
En effet dans le cas contraire, pour tout ¢z < d, on a

p(A)e; < (Ae"),
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et on peut alors trouver € > 0 tel que
Vi, (p(A) +e)er < (Ae*);
Par récurrence sur n > 1, on a alors
Vi, (p(A) 4+ e)"e; < (A"e");.
En particulier, si N désigne une norme subordonnée a A :

N(A) = sup{|(Az)|/|z| | # # O}
ol |.| désigne une norme sur R<, on observe que
N(A") = (p(A) +¢)"
ce qui contredit le fait que le rayon spectral est aussi défini par

p(A) = lim N(A™)Y"

n—oo

d’apres la proposition 2.2. On a donc

d d
> Ajile] = 1) Ajeen.
k=1 k=1

On peut ainsi appliquer le lemme 2.5 et en déduire que
30 € [0,27], Vk € {1,...,n}, er = e”|ex].

En particulier, e* étant colinéaire a e, e* est un vecteur propre de A associé a la valeur
propre \.

Il nous reste donc a prouver que toutes les composantes de e sont non nulles ce qui évident.
En effet, si¢ € {1,...,n} esttel que e; = 0 alors

d
k=1

et donc
VEk e {l,...,d}, e =0.

Donc e* = 0 ce qui est absurde car e* est un vecteur propre de A.

On montre que A\ = p(A) et que E\ = Ker(A — AI) est une droite vectorielle.

D’apres ce qui précede, e* est vecteur propre de A associé a la valeur propre A mais on
a vu aussi qu’il existe j € {1,...,d} tel que p(A)e; = (Ae*);. On en déduit donc que
A = p(A). Supposons maintenant par 1’absurde que I’on puisse trouver 2 vecteurs propres
de A indépendants x et y associés a la valeur propre A. On sait d’apres ce qui précede que
les composantes de x et y sont non nulles. Posons p = y; /z; alors y — px est aussi vecteur
propre de A associé a la valeur propre A et donc (y — px); > 0 ce qui est contradictoire.
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Théoréme 2.6 (Théoreme du point fixe de Picard)
Soit (X, d) un espace métrique complet et f une application contractante sur X (i.e. f: X — X
et il existe ¢ € [0, 1] tel que pour tous =,y dans X, d(f(z), f(y)) < cd(z,y).
On définit alors par récurrence la suite (z,,) d’éléments de X par
Tg € X et Tni1 = [(xn).
On montre alors que, pour tout & > 0,

(w1, ) < Fd(zy, 20),

que la suite (z,,) est de Cauchy, donc converge vers [ € X unique point fixe de f.
De plus, pour tout n > 0,

1—c"
d(2n, %) < 1—c d(zy, o)
et n
d(z,,1) < 10_ d(zr, 7o),
En particulier d(l, zy) < M
—C

Démonstration.
On montre aisément par recurrence sur k > 0 que d(xy 1, %) < *d(zy, x0).
On a de plus pourr > 1,

d(xp’ xp-irr) < d(x:m xp+1) +o d(mp-i-r—b 5Ep+r)
< (PP PN (2, w0)
< P(l+ce+- 4 hd(x, m)
1—¢"
< P - d(x1,x0)
Cp
S 1 _ Cd((lfl,xo).

Cela nous prouve que la suite (x,,) est de Cauchy. En prenant p = 0 et » = n, puis en passant a la
limite en n, on obtient les inégalités voulues. U

Nous allons maintenant introduire quelques notations pratiques, puis établir le résultat princi-
pal de ce chapitre.
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Définition 2.7 Soit A = (A;;)1<ij<a € M4(R). On dira que A est une matrice de Lipschitz de
f etl’on notera A € MLy si pour tout i € {1,...,d}, pour tous x = (z1,...,24) € & et
y=(Y1,---,ya) €EE,0na

[ filzr, s wa) = filyr, - ya)lli < ZAzkHiEk — Url[k-

Remarque 2.8 Si A, B € My(R) avec A < B (i.e. Vi,j, A;; < B;;) etsi A € MLy alors
B e Mﬁf

Théoréme 2.9 Soit A € ML dont les coefficients sont strictement positifs.
Si p(A) < 1, I'application f est contractante sur £ pour la norme

d
= Bl lx
k=1

ou 3 € (R )4 est un vecteur propre a coordonnées strictement positives de A associé a la valeur
propre p(A).

Démonstration.
Par le théoreme 2.4, p(A) est valeur propre de A et on peut considérer 3 € (R”jr)d vecteur propre
associé. On a donc A3 = p(A)S et donc pour z,y € &,

N(f(z) = f(y)) = Zﬁzllﬁ ol
< ;ﬂlZAlka_ )
< ZH(x—y)ka(X;ﬁzAm)
< Zux— (p(A))
< Zﬁkllx— il
< p(A)N(x—y)-

Les itérations de Jacobi et de Gauss-Seidel peuvent alors s’interpréter facilement.
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Pour I’étude d’une itération de Jacobi, on suppose qu’il existe A € MLy (¢c’est une propriété
de I’opérateur II). Par le précédent théoréme, si p(A) < 1 on a donc convergence de 1’itération.
Nous allons maintenant montrer que I’itération de Gauss-Seidel, suit le méme principe mais en
faisant intervenir une autre matrice obtenue a partir de la matrice A.

En effet, écrivons A sous la forme A = D— E — F' ou D est la matrice diagonale constituée des
coefficients diagonaux de A, E est la matrice triangulaire inférieure stricte constituée des opposés
des coefficients sous-diagonaux de A, et [’ la matrice triangulaire supérieure stricte constituée des
opposés des coefficients sur-diagonaux de A.

Pour I'itération de Jacobi, le systeme itératif consiste a étudier la suite
Xppn=(D—-F—-F)X,+ B.
On s’apercoit que I’itération de Gauss Seidel consiste quant a elle a étudier la suite
Xpy1=(E)Xp1+(D-F)X,,+ B
ou en simplifiant et en remarquant que [ + E est inversible a étudier le systeme
Xp=(UI+E)"(D-F)X,+({+E)'B.

On a alors convergence de I’itération lorsque p <(I +E)" YD - F)) <1






Chapitre 3

Equations differentielles stochastiques
progressives retrogrades couplées

Cette partie sera entierement consacrée a la présentation et a 1’étude du principal theme de
la these. Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées (FBSDE
pour Forward Backward Stochastic Differential Equations dans la littérature anglaise) ont été in-
troduites par F.Antonelli en 1993 [2] dans le but de résoudre des problemes issus de la finance et
de la théorie du contrdle. Elles constituent une généralisation des équations stochastiques rétro-
grades (BSDE pour les adeptes de la langue de Shakespeare) introduites en 1990 par Pardoux et
Peng [34].

Nous verrons également qu’elles permettent de représenter de maniere probabiliste toute une
classe de solutions d’équations aux dérivées partielles.

D’un point de vue pédagogique et historique, il est essentiel de considérer en premier lieu
les équations différentielles stochastiques rétrogrades. En effet, la plupart des techniques utilisées
dans le cadre des équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées en sont
issues.

Ce petit détour nous permettra a la fois de les acquérir, mais aussi de faire apparaitre les
subtilités et difficultés que 1’on doit affronter dans I’analyse du cas général.

33
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3.1 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

3.1.1 Introduction

Comme leur nom I’indique, les équations différentielles stochastiques rétrogrades représentent
I’équivalent aléatoire des équations différentielles rétrogrades. Alors que la théorie des équations
différentielles stochastiques progressives peut se voir heuristiguement comme une adaptation de
la théorie des équations différentielles progressives en remplacant 1’intégrale de Lebesgue par
I’intégrale d’1td, I’exemple suivant va nous persuader que pour une équation différentielle sto-
chastique rétrograde, la mesurabilité joue un role essentiel.

Précisons tout d’abord le cadre de travail : on suppose que 1’on dispose d’un espace de pro-
babilité (2, F, P) sur lequel on a construit un mouvement brownien (B;):cg prenant ses valeurs
dans R. On notera (F;);cr sa filtration propre que 1’on supposera continue a droite et complete.
En particulier, par un résultat classique de loi du 0 — 1, une variable aléatoire F-mesurable est
déterministe.

On considere, pour 7' > 0 temps terminal fixé, 1’équation différentielle rétrograde dans R

{y@:o telo,T]
y(T) =c

ol ¢ est une constante réelle donnée. La solution existe sur [0, 7], elle est unique, il s’agit évi-
demment de la solution constante y = c. Quel est I’équivalent stochastique de cette tres simple
équation ? Le probleme est maintenant de trouver un processus réel Y progressivement mesurable
par rapport a la filtration (F;);>¢, de carré intégrable (de maniére a se placer dans des conditions
suffisantes a I’utilisation de I’intégrale d’It6) vérifiant I’équation différentielle stochastique

{dnzo
Yr=¢

ou £ est une variable aléatoire F-mesurable.

(3.1

Ici, la condition d’adaptation du processus Y entraine que & doit €tre déterministe car si Y est
solution, Y est constante, égale a Y| et est donc Fy-mesurable.

En fait, pour une condition terminale £ donnée, le processus le plus simple et adapté que
I’on puisse construire est Y, = FE[{|F;]. En utilisant le fait que Y, = E[{] et le théoréme de
représentation martingale, on voit qu’il existe un processus Z progressivement mesurable et de
carré intégrable tel que

T
n:g—/‘aﬂ%

Pour résumer, le systeme

{cﬂ;:ZﬂBs 32)

Yr=¢
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possede une unique solution (Y, Z) adaptée donnée par Y, = E[{|F;] et Z obtenu par le théoréme
de représentation martingale appliqué a Y entre O et 7'

Le précédent systeme est un cas particulier tres simple de ce que I’on appelle équation diffé-
rentielle stochastique rétrograde et définie de la maniere suivante.

On se donne m, d entiers naturels non nuls. On suppose que plus généralement le brownien
(Bt)s>0 prend ses valeurs dans R?. On désignera par |.| et ||| les normes euclidiennes dans R™
et Rmxd,

Définition 3.1 Pour T > 0 et £ vecteur aléatoire Fp-mesurable dans R™, on appelle solution de
I’équation différentielle stochastique rétrograde EDSR(T, &, g), tout couple (Y, Z) de processus
progressivement mesurables a valeurs dans R™ x R™*? et de carré intégrable (les espérances

T T
E {/ \Yrﬁdr} etk {/ ]|ZT||2dr} sont finies) vérifiant
0 0

T T
Ys:£+/ g(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dB,. (3.3)

Dans la définition précédente, dans un souci de clarté, nous n’avons pas émis d’hypotheses sur
¢ et g. Bien évidemment, des conditions sont nécessaires afin méme de pouvoir définir I’intégrale
d’Itd dans (3.3). Nous préférons dans un premier temps ne pas nous apesantir dessus, des hypo-
theses rigoureuses seront données lorsque nous aborderons les théoremes d’existence et d’unicité
des équations différentielles stochastiques rétrogrades.

Nous voulons nous arréter ici pour soulever 2 questions auxquelles la résolution de (3.1) et
(3.2) permet déja d’apporter un élement de réponse.

e [’équation (3.3) présente 2 inconnues : les processus Y et Z. Pourquoi peut on penser pou-

voir prouver des résultats d’existence et d’unicité ?

e Ce qui fait différer formellement 1’équation (3.3) d’une équation différentielle stochastique

progressive est la présence du processus Z. A quoi correspond il ?

L’exemple de (3.1) et (3.2) nous apporte déja un début de réponse a ces 2 interrogations. Tout
d’abord, on a vu que la condition de mesurabilité sur le processus Y a été primordiale : elle est
la cause principale de 1’absence de solution de (3.1). La condition de mesurabilité constitue donc
une autre contrainte, joue le role d’une deuxieéme équation.

Ensuite, c’est la présence du Z dans (3.2) qui permet a celle-ci de posséder une solution, alors
que sans Z, (3.1) n’avait pas de solution. On peut interpréter cela en disant que c’est Z qui d’une
certaine maniere apporte la mesurabilité adéquate au processus Y.

De plus la résolution complete de (3.2) montre que dans ce cas particulier, Z est obtenu par le
théoreme de représentation martingale. Ce théoreme classique du calcul stochastique constitue un
outil majeur dans 1I’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades, mais en incarne
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également toute la complexité. Toutes les difficultés techniques que nous rencontrerons sont en
grande partie dues aux maigres renseignements dont nous disposons sur ce processus.

En particulier, si 1’on suppose étre dans des conditions suffisantes permettant d’écrire les inté-
grales dans (3.3), on se persuade assez aisément que si les processus Y et Z existent, Y disposera
a priori de propriétés de régularité bien supérieures a celles du processus Z.

Souvent, pour résoudre des équations différentielles stochastiques rétrogrades, les techniques
les plus efficaces sont celles qui évitent d’attaquer de front le processus Z et qui parviennent a en
obtenir des propriétés par des moyens détournés.

Nous allons maintenant étre plus rigoureux et, tout en démontrant les résultats fondamentaux

de I’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades, découvrir les principaux outils
nécessaires a leur résolution.

3.1.2 Existence, unicité et comparaison des solutions

Historiquement, Pardoux et Peng ont prouvé I’existence et I’unicité de la solution de
VEDSR(T,&, g) par itération en définissant la suite (Y,, 11, Z,,+1) supposant (Y,,, Z,) connus par

Yiii(s) = € + / G(r Ya(r), Za(r))dr — / Zo(r)dB,,  ¥se[0.T].  (34)

Montrons tout d’abord que ce systeme est, a I’image du systeme (3.2), aisé a résoudre (si X, et
Y,, connus bien siir !). Essayons de deviner comment définir Y, 1 et Z,,.1... Supposons donc que
Y11 et Z,.1 sont bien définis et vérifient le probléme précédent. Alors on a

e=Yoi0) = [ 90 2N+ [ 2y,
et comme Y, (0) est déterministe, on a
Bl = Yo - £ | [ L),z [ Zun(1)aB,
et donc
&+ /OTg(r, Y, (r), Zn(r))dr = F {f + /OTg(r, Y, (r), Zn(r))dr} + /OT Zns1(r)dB,.

On voit donc que 7, peut étre obtenu par le théoréeme de représentation martingale appliqué au
vecteur aléatoire Fp-mesurable

§+/0 g(r,Y,(r), Z,(r))dr
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entre 0 et 7'. Il n’est ensuite pas tres difficile de montrer que

Vas) = E[e+ [ ate. i) 2u0 |2

et que finalement (3.4) est bien vérifiée.

Ensuite les auteurs prouvent que pour une norme bien choisie, et sous une hypothese de régula-
rité de type Lipschitz sur g, Y,, et Z,, sont des processus qui convergent et leurs limites respectives
Y et Z vérifient I’équation rétrograde (3.4). Méme s’ils n’utilisent pas directement dans leur dé-
monstration de théoréme du point fixe, il faut reconnaitre que le fil directeur de cette preuve est
une itération de type point fixe.

Nous gardons I'idée d’itération de type point fixe mais, dans le but d’obtenir des démons-
trations moins techniques, nous préférons dans un cadre plus général adopter la présentation du
premier chapitre de [27]. Nous verrons d’ailleurs que les résultats d’existence et d’unicité utilisés
dans cette these ne s’en éloignent guere. En particulier, le résultat d’existence et d’unicité que
nous allons maintenant présenter pour une équation différentielle stochastique rétrograde se fait
en 2 étapes :

e Premierement, a I’aide d’un argument de point fixe, on prouve I’existence et I’unicité locale

de la solution.

e Deuxiemement, munis d’un bon contrdle du caractere local de la premiere étape et en pro-

longeant de proche en proche, on construit une solution globale.

Méme si I’'idée de point fixe était sous jacente aux travaux de Pardoux et Peng, I’ utilisation gé-
nérale des techniques de point fixe aux équations différentielles stochastiques rétrogrades apparait
pour la premiere fois dans un article de F. Antonelli en 1993 [2].

Nous pouvons maintenant donner le cadre général sur lequel les résultats qui suivront s’ap-
pliquent :
On se donne donc (2, F, P) un espace de probabilité sur lequel on suppose construit un mouve-
ment brownien (B;);>, & valeurs dans R?. Notons (F;);>¢ la filtration naturelle du brownien dont
on supposera qu’elle vérifie les conditions habituelles (c’est a dire qu’on la suppose continue a
droite et complete).
Pour k£ > 1, on notera |.| la norme euclidienne sur R”.

k
E 2
xl .
=1

Pour p,q > 1 et A € RP*9, on notera ||A|| = \/Trace(A*A).
On se donne un instant terminal 7" > 0 et une fonction

Pour k > 1, etz € R*, on adonc |z| =

g:Qx[0,T] x R™ x R™*4 — R™
supposée progressivement mesurable.

Avant de donner le théoreme d’existence et d’unicité locale, remarquons que sous les hypo-
theéses nécessaires a définir les intégrales stochastiques dans (3.4) et si (Y, Z) est solution, alors
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Z sera de carré intégrable, Y sera de carré intégrable et presque sirement continue. On considere
donc les 2 espaces suivants :

X :Q x [0,T] — R™ progressivement mesurable

mxd\ __ T
Mr(R™) = et tel que E {/ ||X(S)H2d5:| < 400
0

et
X : Q x [0,T] — R? continu progressivement mesurable
c dy __
Mz (RY) = et tel que E [ sup |X(s)\2} < 400
0<s<T

T
Notons que, M7 (R™*?) muni de la norme \/E {/ 1 X (s) H2ds} et M5 (R?) muni de la norme
0

\/E { sup |X(s)\2} sont des espaces de Banach. On considere sur M5 (R?) x Mp(R™*9) la
0<s<T

norme suivante :

IO,V o = \/E s WoE| 4| ' Vo) P

On peut alors énoncer (en suivant [27] p19) les deux théoremes suivants qui établissent, en
supposant le coefficient g lipschitzien, que I’ EDSR(&, T, g) posseéde une unique solution adaptée.
Le premier le prouve localement (pour 7" suffisamment petit), le second donne un résultat global
(pas d’hypothese sur 7).

Théoréme 3.2 Supposons que
e & € R™ est un un vecteur aléatoire 7 mesurable et E[|¢?]] < +oo,

3C >0, psVt € [0,T],Vy,y' € R™ Vz, 2/ € R™*%,
lg(t,y, 2) = g(t,y, ) < Cly =y + Iz = 2]) 3.5)

< +00.

T
. B V 19(r, 0,0, 0)2dr
0

Alors il existe T;, > 0 tel que pour T < Ty, I’équation

T T
Ys=§+/ g(T’,YT,ZT)dT—/ Z.dB,

possede une unique solution (Y, Z) dans M5 (R?) x Mp(R™*4).
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Démonstration.

Nous allons dans un premier temps supposer que d et m sont égaux a 1, pour simplifier I’écriture
de la preuve. Nous signalerons ensuite comment régler le cas général.

On constate que M7 (R™*?) x M5(R?) muni de la norme ||.||o est un espace de Banach.

Si on considere 1’application

v { MERY) X Mp(R™) — ME(R?) x M (R™)
' { (U, V)— (Y, 2)

ol
{ dYs = —g(s,Us, Vy)ds + Zsd B t<s<T,

YT - 57
on se persuade que rechercher une solution unique de I’équation équivaut a trouver un point fixe
av.
De maniére a évaluer ||U(U’, V') =W (U, V)||o pour (U, V), (U, V") € M5(RY) x Mg(R™*?),

il est plus pratique de noter (Y, Z) = U(U,V) et (Y',Z') = W(U’, V') et de souligner que 1’on
peut également définir ¥ de la fagon suivante :

Y(s)=F {5 + /STg(r, U(r), V(r))dr
§+ /OTg(r, U(r),V(r))dr=E {5 + /OTg(r, Ul(r), V(r))dr} + /OT Z(r)dB,.

Z est donc obtenu par le théoreme de représentation martingale. On a en particulier,

V) =¥ = B | [ (000,060, V0) - gt 070, V') | ]

ol

et donc

E [ sup Y (s) — Y'(s)P

0<s<T

sup E [/OT lg(r, U), V(1)) — g(r, U'(r), V’(r))\dr‘]—"s] 2] .

Mais T
M= 8 | [ ot U0,V - 00, V) ar] 7]

est une martingale, donc par I’'inégalité de Doob,

E | sup |Y(s)—Y’(s)|2] < 4F

0<s<T

(] tote: 00000 — ot 0. i ]

( / 00— U e + / e - V'<r>||dr) ]

< SCTE [ /0 U(r) — U'(r)2dr + /0 V) — V’(T)H2dr}
< 8C*sup(1,T||(U -U",V — V)2

4C°E

IN
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De plus,

| @ = 2pis, = [ (600 V) = a0 0.V )+ o -3

donc

T
E U | Z, — Z,ﬁ|2dr}
0

<28 | ([ U0 V0) —aln U0V ) ) | +28 1% - V).

On obtient donc
(U, V) = WU, V)||§ <20C%sup(1, T)T||(U = U",V = V).

Finalement, si on choisit T}, suffisamment petit de maniere a avoir 20C? sup(1,Ty)Ty < 1, ap-
plication W est alors contractante et on en déduit le résultat annoncé. La démonstration pour
d,m > 1 s’obtient alors en utilisant les relations suivantes valables pour x € R™, f a valeurs

dans R™ et Z € Mp(R™ %) :

( k
\$|2:Z\$i|2
7=0
T T
d d
[ syar s/o F(r)\dr

\

Remarque 3.3

a) Nous avons dans un souci de clarté pris volontairement I’origine des temps a ¢t = 0, mais
la preuve précédente est flexible et pour un 7" > 0 fixé, I’équation différentielle stochastique
rétrograde (3.4) possede une unique solution sur |7'—T, T'. On a donc ce que I’on a nomme
un théoréme d’existence et d’unicité local.

b) La condition 20C?sup(1,Ty)Tp < 1 définissant T, nous donne un controle effectif de la
durée de vie minimale de la solution. En particulier elle ne dépend pas de I’instant terminal
T, mais juste de la constante de Lipschitz C' de la fonction g.
Cette derniére remargue est essentielle a la démonstration du théoreme d’existence et d’uni-
cité globale dans I’accomplissement de la 2éme étape.

En effet pour passer outre cette hypothese de localité en temps, il suffit de faire le raisonnement
suivant : On peut considérer d’apres la remarque a), la solution (Y7, Z;) de ’EDSR(T, &, g) sur
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[T —Ty/2,T]. En appliquant de nouveau le théoreme a I’ EDSR(T —T,/2,Y1(T —Ty/2), g), on
en obtient I’'unique solution (Y3, Z,) sur [T'— Tp, T'— Ty /2]. On remarque alors que (Y, Z) définis
par
(Y Z) _ (le,Zl) sur [T—To/Q,T]
’ (}/Q,ZQ) sur [T—To,T—TQ/QL

est solution de ’EDSR(T, &, g) sur [T — Ty, T]. De plus I"unicité locale sur [T — T, /2, T] et
[T — Ty, T — T /2] permet d’obtenir sans difficulté 1’unicité sur [T'— Tg, T'|. Par la remarque b), la
durée de vie des solutions est au moins supérieure ou égale a 7, indépendant de T, en particulier
elle ne tend pas vers 0 lorsque 7' tend vers 0, on peut donc répéter le raisonnement de proche en
proche jusqu’a atteindre 1’instant 0. On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 Supposons que
e & € R™ estun un vecteur aléatoire Fr mesurable et E[|¢?|] < +oo,
e 3C >0, psVt € [0,T],Vy,y' € R™ Vz, 2/ € R™*

l9(t,y,2) —g(t,y', 2) < Cly = y'| + ||z = 2'|]),

< +00.

T
. B V 19(r, 0, 0,0)2dr
0

T T
Alors I’équation Y, = £ + / g(r,Y,, Z.)dr — / Z,.dB, possede une unique solution (Y, 7)
dans M5.(R%) x Mp(R™*4),

L’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades et des équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades s’accompagne généralement de 1’analyse de la dépendance
des solutions par rapport aux parametres des équations. On espere en effet, si celle-ci est fruc-
tueuse, pouvoir passer par exemple a la limite sur les parametres que ce soit pour assouplir
les hypotheses sur les coefficients ou pour obtenir des propriétés de continuité. Pour les équa-
tions rétrogrades, on s’intéresse donc a comparer les solutions de I’ EDSR(&, g) aux solutions de
VEDSR({, ¢'). D’ apres [27] pl7, 0on a

Théoréme 3.5 Supposons que
e &, ¢ € R™ sont des vecteurs aléatoires Fr mesurables et tels que E[|£?|] et E[|¢™|] soient
finies,
e et g’ sont progressivement mesurables,
e 3C >0, ps¥t €[0,T],Vy,y € R™, V2,2 € R™,

l9(t,y,2) —g(t,y,2)] < Clly =y +lz—=~2)
‘gl(ta Y, Z) - g/(t>y/> Z,)‘ < C(|y - y,| + ||Z — ZIH)

T
i E |:/ (|g(7”,0,0,0)|2 + |g,(7’,0,0,0)|2> d’f’ < +OO
0
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D’apres le théoréme précédent, on peut considérer (Y, Z) et (Y, Z') les solutions respectives
sur [0,7)de PEDSR(T,¢,g9) et ' EDSR(T, ', ¢').
Il existe alors une constante K telle que

T
Iy =Y, 2 — 2|2 < K{E[\£ —ef]+ B [ [ vz —g'(an,zswds} }
0

Démonstration.
On applique la formule d’Itd a |Y — Y
alors :

\2, en notant <, > le produit scalaire dans R™. On obtient

T
Yo-viP+ [ 12 -z
° T
— |§_§’\2—2/ <Y, =Y . g(r,Y. 2Z)—4g (Y. Z) > dr
° T
—2/ <Y, -Y! (Z.—Z)dB, > .

Notons g(r) = ¢g(r,Y,, Z,) — ¢'(r,Y,, Z.). Par I’hypothese sur g, ¢’ et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz nous obtenons que

T
[ <V g2 - Y 2) > ]
’ T
< [ 1=yl + ¥ - Y1+ 12~ Z3) )
Par conséquent,
T
Yo-YiE+ [ 12~ ziPar
S T 1
<le- ¢ [ [020 440N~ YR + 512 - 2P + O dr
) T
—2/ <Y,-Y (Z.—Z)dB, > .
Apres passage a I’espérance, nous avons
T
12 1 112
EIY, = YIPI+ 5B | [ 12— Z)|dr

<E[[§-¢P+E [/T \g(r)|2d7} + (1 +2C +4CHE [/T Y, — Y/Pdr} :

er] } . (3.6)

Enfin en utilisant I’inégalité de Gronwall, nous obtenons

T T
E[h@—mu / ||ZT—Z£H2d7}SK{E{\i—é’I“r [ )
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Mieux, par I’inégalité Burkholder-Davis-Gundy, on obtient

T
E|sw v,—V| < K{E[\i—ﬁ’PJr / \§<r>|2dr}}

s€[0,7) 0

T
12F | sup / <YS—YS',(ZS—2;)dBS>’
t€[0,T] | Jt
et donc
T
Bl s vi—vip| < K{E [\s—g'm / \é(r)lerH

SG[O,T] 0

+K'\ | E | sup |V, — YIP?

s€[0,7T

\/E [/OT||ZS—Z§||2ds].

. . 2,12
Avec I'inégalité ab < %, on montre que

T
B|sw -vp| < w{ellc-er+ [ ok
s€[0,T] 0
T
+K'E U ||ZS—Z;||2ds]
0
et par (3.6), on obtient le résultat. Ul

Proposition 3.6 Sous les hypothéses du théoréme 3.4, si (Y, Z) est solutionde ’EDSR(T, &, g),

ona
T T
E Li?%‘mz} +E UO ||ZT||2dr} < K{E“fﬂ +E UO |g(r,0,0)|2dr}}

Démonstration.
On utilise la formule d’1t6 appliquée a |Y|? :

T T T
\Ys|2+/ ]|ZT||2dr:|§|2—2/ <Y, q(r Y, Z) >d7‘—2/ <Y, Z.dB, > .
Par hypothese sur g et I’inégalité triangulaire
T T
[ <Vosvazy>ar| < [ (s Y 201+ O+ CYZ

T
< [ Wl(lor0.0)1+ 209 + 261 Z,] )ar.
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Il suffit ensuite de procéder comme dans la démonstration du théoreme précédent. 0

A I’'image des équations différentielles déterministes qui sont explicitement résolubles lorsque
les coefficients sont linéaires, 1’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades li-
néaires est fortement simplifiée.

Proposition 3.7 Considérons I’équation différentielle stochastique rétrograde linéaire suivante :
T T
Y,=¢ +/ (U, + .Y+ < By, Z, >)dr +/ Z,.dB,

ou le processus (Us)scpo,r] € Mr(R™) et les processus (o) scpo,r] €t (5s)sepo,r) SONt progressive-
ment mesurables et bornés.

Notons . .
1
L= ( [ (= 3l8Par+ [ sas,).

t t
Y; = Fs7ty;f +/ Fs,rUrdr _/ Fs,r(Zr +Y;“ﬁr)dBr

)

On a alors

t
- E<Fs,t}/t+/ Fs,rUrdr

Démonstration.
La formule d’It6 nous donne

t t
Fs,t}/t - Fs,s}/s +/ Fs,rd}/r +/ )/rdrs,r—i_ < Fs,ra }/7" >Z .

En remarquant ensuite que
drsm = Fsmardr + Fs,rﬁrdBr

et
dY, = —(a,Y,+ < 6, Z, > +U,)dr + Z,dB,,

la premiere égalité se déduit aisément.
La derniere égalité est alors immédiate apres conditionnement. 0

Un exemple particulicrement intéressant d’équations différentielles stochastiques rétrogrades
est obtenu lorsque la condition finale £ s’écrit ®(X 1) ou le processus X vérifie une équation
différentielle stochastique progressive

stx—i—/ f(r,XT)der/ o(r, X, )dB,.
¢

s
t
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En effet, comme on I’a déja souligné dans I’introduction, lorsque les coefficients sont détermi-
nistes, le systeme obtenu permet d’avoir une représentation probabiliste des solutions d’une cer-
taine classe d’équations aux dérivées partielles.

La théorie développée précedemment s’applique sans problemes, on ajoute juste aux hypo-
theses déja prises les conditions permettant de définir le processus X sur [0, 7).

Il semble donc naturel maintenant de s’intéresser a un systeme plus “compliqué” ou 1’équation
différentielle stochastique progressive et I’équation différentielle rétrograde sont fortement liées.

3.2 Equations différentielles stochastiques progressives rétro-
grades couplées

On s’intéresse donc dorénavant a un systeme du type

X, =+ / (X, Yo Z,)dr / o(r, X, Y, 2,)dB,
¢ T t T (3.7)
Y, = ®(X7) +/ g(r, X, Y, Z.)dr — / Z,.dB,, t<s<T

[ x[0,T] x RP x R™ x R™*4 — RP,
g:Qx[0,T] x RP x R™ x R™*4 — R™
0:Qx[0,T] x RP x R™ x R™*d — Rpxd,
O: QxR — R™

et donc X a valeurs dans R?, Y a valeurs dans R™ et Z a valeurs dans R"*¢,

3.2.1 Particularités du cas o dépendant de z

Dans le but de souligner les caractéristiques particulieres du systeme (3.7) lorsque o dépend
de z, il est intéressant a ce stade de s’arréter quelques instants sur le cas ol les coefficients sont
déterministes et o 0 = o(t,x,y) ne dépend pas de sa derniere composante. L’étude de ces
équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades a été€ notablement éclairci par les
travaux de Pardoux, Tang, Ma, Yong et Delarue ([35],[28],[27],[10] pour n’en citer que quelques
uns). Nous allons maintenant essayer d’en illustrer les particularités.

Lorsque o ne dépend plus de sa dernicre composante, le systeme (3.7) devient alors

Xs:x+/ f(r,XT,}Q,ZT)dr+/ o(r, X,,Y,)dB,
¢ T ¢

T (3.8)
Y, =®(X7) + g(r, X, Y, Z,)dr — / Z,dB,, t<s<T.
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Le systeme (3.8) que nous noterons EDSPR(t, T, f, g, o, ®) pour en faire ressortir la dépendance
en les parametres, présente 3 propriétés particulierement remarquables.

(7) On peut démontrer comme pour les équations différentielles stochastiques justes rétro-
grades qu’on a existence et unicité locale de la solution (X, Y, 7). Cela se fait également
par un argument de point fixe, et I’on retrouvera cette technique de démonstration dans le
cas général.

(77) On dispose également, comme pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades,
de résultats de stabilité des solutions de 2 systemes différents en fonction de leurs para-
metres. Pour étre plus précis, on peut comparer lorsqu’elles existent les solutions respectives
de EDSPR(t,T,f',¢',0', ") et EDSPR(t,T, f,g,0,P).

(77i) Ma, Protter et Yong ont prouvé dans un article de 1994 [28] que, sous de fortes hy-
potheses de régularité sur les coefficients de (3.8) (des hypotheses en partie nécessaires a
I’application de la formule d’1td) et pour ¢ non dégénéré, le systeme d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades (3.8) est fortement 1ié a I’équation aux dérivées
partielles

(Y(t,z) € [0,T] x R?, Wl € {1,...,m},

0, 1 &, 90,
S (60) 5 D (0'0)i(t2,6(t, ) Frr (0

1,j=1

)

0.

L

(t, ) (3.9)

Q

+Z fi <t,x,«9(t,1:), Vﬁ(t,x)a(t,fﬂﬁ(t,ﬂf)))

+g (t,x,e(t,x),vxe(t@)a(t,x,e(t,x))) —0,

| Vz e RP, O(T,z) = ®(x).

Plus précisément, ils montrent que si les coefficients f, g, o sont de classe C'1% et ® de classe
C?, si leurs dérivées partielles sont bornées et sous une hypothése de non dégénérescence
sur o, alors I’équation aux dérivées partielles (3.9) admet une unique solution. On peut alors
définir pour tout ¢ € [0,7], X** 'unique solution sur [¢, 7] de I’équation différentielle
stochastique

Us=2+ /S f(r, U, 0(r,U,),0(r,U,), V. 0(r,U)o(r,U,,0(r,U,)))dr
t
+ /80(7‘, U,.0(r,U,))dB,.
t
I1s établissent alors, ce qui constitue le lien entre (3.8) et (3.9) que
(XL, 0(s, X57), V,0(s, X2%)o (s, X%, 0(s, X))
est I’'unique solution de (3.8) sur [¢, 7.

Maintenant le plus impressionnant est que disposant de (i) et (zii), on peut étendre le résultat
(1) d’existence et d’unicité locale (résultat dii a Delarue dans [10]) a un théoréme d’existence et
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unicité globale. Méme si la preuve peut étre considérée comme technique, les idées qui la gou-
vernent sont finalement simples et limpides. En effet, par exemple pour I’existence globale tout
comme dans le cas plus simple d’une équation différentielle stochastique rétrograde, on aimerait
appliquer I’argument de prolongement de la solution (2eme étape de la preuve du théoreme 3.4).
Deux détails techniques s’interposent alors. En effet considérons d’apres (i) (X, Y, Z) la solution
de (3.8) sur [T" — ¢, T']. Pour pouvoir réappliquer (i) en 7" — ¢, 2 conditions sont nécessaires

a) Yr_s doit non seulement pouvoir s’écrire Yy_5 = ®p_5(X71_s) mais si c’est la cas, P
doit étre lipschitzienne.
b) 0 doit étre contrdlé c’est a dire qu’il faut pouvoir le minorer indépendamment de 7'.

On voit que si les coefficients de (3.8) sont réguliers et sous une hypothese de non dégénérescence
sur o, d’apres (ii7) on a bien Yy_5 = ®p_s(X7_s5) ot ®p_5 = (T — 0, -). De plus, le caractere
lipschitzien et la condition b) se traduisent alors par le comportement de V6 que des résultats
d’analyse indépendants peuvent prédire. On prouve ainsi que d ne tend pas vers 0 quand 7" varie.
Dans le cas général, en approchant les coefficients lipschitziens de (3.8) par des coefficients ré-
guliers et en utilisant les résultats de comparaison évoqués par (i), on peut passer a la limite et

obtenir I’existence globale sous des hypotheses lipschitziennes sur les coefficients de (3.8) et une
hypothese de non dégénérescence sur o.

Signalons que cette derniere condition est ici primordiale pour passer d’une propriété locale a
une propriété globale. En effet, considérons I’exemple dii a Antonelli [2] :

t t
Xt:1+/ Xsds+/ |Ys|ds
o 0 T (3.10)
Yt:1+/ (X8+Y5)ds—/ Z,.dB,,
t t

et supposons que (X, Y, Z) en soit une solution sur [0, 7).
Par la formule d’It6 appliquée a f(s, X) = e~*X; entre 0 et ¢, on obtient

¢
Xt:et(l—i-/ e *|Ys|ds).
0

De méme, par la formule d’1t6 appliquée a f(s,Y;) = e~ T=5)Y, entre t et T, puis passage 2
I’espérance conditionnelle,

T
Y~ E {eT_t + / es_thds‘ft} .
t
En particulier, X et Y sont strictement positifs et donc (X, Y, Z) est solution du systeme

t
Xt:1+/(X5+Y;)dS
0

T T
Yt:1+/ (X8+Y8)ds—/ Z.dB,.
t t
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T
On en déduit que E[X;+ Y] =2+ / E[X + Y;]ds est une constante strictement positive 3

0
qui vérifie 6 =2+ TG etdonc T < 1.
Ainsi, sur cet exemple ol 0 = 0 est dégénéré, il n’existe pas de solution a (3.10) pour 7" > 1.

Mais qu’advient il lorsque o dépend de z ?

Prenons par exemple la propriété (i). Nous allons montrer au travers d’un exemple fort simple
que I’on ne peut espérer avec uniquement une condition de régularité lipschitzienne sur les coef-
ficients, obtenir un résultat d’existence et d’unicité méme local. En effet, considérons le systeme
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades

X, = / Z.dB,
(&r) 0 T
Y. = Xr — / Z.dB,.

Il n’est pas difficile de se rendre compte qu’il n’y a pas unicité des solutions de (7). En fait,
I’ensemble des solutions de (Er) sur [0, 7] est

( / Z.dB,, / ZrdBr,Zs) L 7 € Mp(R™
0 0 s€[0,T]

et cela aussi petit 7" soit il.

Nous verrons dans la partie suivante que, pour obtenir existence et unicité d’un systeme d’équa-
tions différentielles stochastiques progressives rétrogrades dont le coefficient o dépend de z, on
devra rajouter une hypothese dont le role sera d’une certaine maniere de contrdler la dépendance
de o en z.

Si ’on s’intéresse a la propriété (ii), malheureusement les astuces de calcul stochastique per-
mettant de comparer simultanément les 3 composantes des solutions de 2 systemes d’équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades telles que (3.8) ne sont plus efficaces, du
moins dans un cadre suffisamment général.

De plus, et cela sera le theme principal du chapitre suivant, relier une solution de (3.7) a une
équation aux dérivées partielles ne pourra se faire de maniere aussi systématique que pour les
systemes (3.8). En effet, on verra ultérieurement dans le cas ot o dépend de z, qu’on ne sait
prouver un tel lien que pour des systemes d’équations différentielles stochastiques progressives
rétrogrades dont le coefficient o vérifie certaines propriétés. En passant par les équations aux dé-
rivées partielles, on ne peut donc résoudre les systemes d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades dans toute leur généralité.

Enfin, la spécificité de 1’hypothese de non dégénérescence sur le coefficient o évoquée précé-
demment, n’a plus lieu d’€tre lorsque o dépend de z.
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Nous nous proposons de souligner cette affirmation au travers de I’exemple suivant :

st/ X,dr—I—/ (1+12,)dB,
0 0

1 T
Y, = §XT —/ Z,.dB,.

(3.11)

Ici 0 = 0(z) = 1+ |2] est lipschitzien et non dégénéré, cependant la solution de (3.11) n’est
définie que pour 7" < In2. En effet, pour 7" < In2 on a %eT < 1 et on peut donc définir
z :]0,T] — R par z(r) point fixe de I'application z — 1e”~"(1 + |z|).

On vérifie alors que

stes/ (14 |=|)dB,
0

1 S
Y, = §eT/ e (1+|2])dB, (3.12)
0
Zs = 2

est solution de (3.11).
Réciproquement, supposons que (X, Y, Z) soit solution de (3.11) sur [0, T7].
En appliquant la formule d’1t6 & F'(r, X,.) = e~" X, entre 0 et s, on obtient

<

s:/ e "(1+1Z,])dB,
0

donc comme Y, = E[%Xﬂfs], on obtient également

s 1
Y, = —eT/ e (14 |Z,))dB, = LeT= X,
2¢ ), 2

Maintenant, en appliquant la formule d’Itd entre T et s a F((r, X,.) = 2el "X, on obtient

1

2
1

Yr—Y, = / 5eT—’”(l +1Z,)dB,.

Donc 1
Zr=5e (L+1Z,])  ps.

Finalement, pour 7' < In 2, le systéme (3.11) admet une unique solution donnée par les formules
(3.12). De plus pour 7' > In 2, si (3.11) admet une unique solution (X,Y, Z), on a

1
Zp=5e"T(1+1Z])  ps.

Cependant cette équation n’a pas de solution sur un voisinage ouvert de r = 0. En effet, en notant
T =1n2+ ¢ avece > 0, on a alors

Z,=e"(1+1Z]) pS.

Ce qui est absurde pour 7 € [0, €] car pour o > 1, I’équation x = (1 + |z|) n’a pas de solution.
En conclusion, le systeme (3.11) admet une unique solution sur [0, 7' si et seulement si 7" < In 2.
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3.2.2 Existence et unicité locale des solutions

A] Résultats existants

La partie précédente nous a explicitement montré que, méme sous des hypotheses de régu-
larité lipschitzienne sur les coefficients, on ne peut espérer prouver sans autre hypothese que,
localement, il existe une unique solution au systeme (3.7).

Cette question a déja fait I’objet d’une étude approfondie de la part de Pardoux et Tang [35],
Ma et Yong [27] ou Peng et Wu [37]. Nous ne prétendons pas proposer de meilleur résultat, mais
une approche plus adaptée a nos besoins, en particulier pour la discrétisation et la résolution des
équations aux dérivées partielles. On verra en particulier que notre apport ne se situe pas sur la
question de I’existence et de I'unicité, mais plutdt sur des inégalités de controle des solutions et
des questions de continuité.

C’est pourquoi il nous semble opportun de rappeler maintenant les résultats d’existence et
d’unicité les plus généraux obtenus jusqu’a présent. Signalons toutefois, que nous n’évoquerons
pas les travaux de Peng et Wu dans ce domaine, les hypotheses qu’ils adoptent étant trop éloignées
des notres.

L’étude la plus complete sur le sujet est certainement a mettre a 1’actif de I’article de Pardoux
et Tang [35]. Rappelons en les principales conclusions.

On se donne des fonctions
F:Qx[0,T] x RP x R™ x R™*4 — RP,
g: Q2 x[0,T] x RP x R™ x R™*4 — R™,
0:Qx[0,T] x RP x R™ x R™*d — Rpxd
d: QxR - R™
vérifiant
(Al) E|>\1, )\2 € ]R7 Vt7377$1>$2>?/>y1>?/272’7 bs
< f(t, w1y, 2) — f(t, 22,9, 2), 21 — T2 >< Ai]wy — @)
< g(twraybz) - g(t,l’,yg,Z),yl — Y2 >< >‘2|y1 - y2‘2
(A2) 3k, ky, ko, k3, kg >0, Vt, x, T, T2, Y, Y1, Yo, 2, 21, 22, S
|f(tzy1, 21) — (G, y2, 20)| < kalyr — yof + kallz1 — 22|,
|f(t 2y, 2)] < [f(5,0,y,2)] + k(1 + |z]),
lg(t, 21,9, 21) — g(t, 02, Y, 22)| < Kalwy — @a| + kullz1 — 2|,
l9(t, 2y, 2)| < |g(t, 2,0, 2)[ + k(1 + |y|),
(A3) El/{?5, kﬁ, k?7 > O, Vt,xl,xg,yl,yg,zl, 29, ps
||<7(t, L1, Y1, Zl) - 0(t>$2, Y2, Zz)H2 < k‘§|$1 - 552\2 + k§|y1 - y2\2 + k%HZl - 22||2
(A4) ks > 0, Y, ps |D(x1) — P(22)| < kglxy — 29
(A5) Les processus f(-,x,y, z) et g(-, x,y, z) sont F; adaptés, et la variable aléatoire ®(x) est
Fr mesurable, pour tout (x,y, z). De plus

T T
E[/ 1£(5,0,0,0)[2ds + [g(s,0,0,0)" + / o (s,0,0,0)[%ds + |®(0)*| < +oc.
0 0
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On cherche alors a résoudre le systeme d’équations différentielles stochastiques progressives ré-
trogrades (3.7) partant de I’instant O :

Xo=a+ / F(r, X0, Y Z,)dr + / o(r. X, Y, Z,)dB,
0 T 0 T (3.13)
Y, = &(Xr) +/ g(r, X, Y., Z,)dr — / Z,.dB,, 0<s<T.

Théoréme 3.8 Supposons que les hypotheses (A1) jusqu’a (A5) sont vérifiées.

Alors il existe g > 0 dépendant de ks, k4, k5, ks, A1, Ao, T tel que si ky, ko, ke, k7 € [0, g0[, alors il
existe une unique solution adaptée (X, Y, Z) du systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades (3.13).

De plus, si \; + Ao < —(k2 + k2)/2, il existe 1 > 0 dépendant de ks, k4, ks, ks, A1, Ao mais
plus de T tel que pour k1, ks, kg, k7 € [0, 1], il existe une unique solution adaptée (X, Y, Z) du
systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (3.13).

Pour étre complet, il est nécessaire d’examiner le contrdle que I’on obtient alors sur la solution
et les hypotheses nécessaires a son obtention :

Théoreme 3.9 Supposons que les hypotheses (A1) jusqu’a (AS5) sont vérifiées.
Si de plus, k7 = 0 (ce qui nous limite & o ne dépendant pas de Z) et si pour i = 1, 3,4, il existe
C; >0avec Cy < k;', 0> 0eta > 0tels que

Mt < —sdata) ke ST (k2+k303)
! 2 2 @ L 6 Oé(l—/{f404) 8 0

+ kO + kOt + kaC 4+ K2 + 9}

alors il existe une constante K dépendant des k; pouri = 1,...,8 etde A\, Ay, T telle que

T
E{sup | X (t)]* + sup \Y(t)|2+/ \Zs|2ds]
0<t<T 0

0<t<T

<K <|g;\2 +FE [|<1>(0)|2 +/0 (1£(£,0,0,0)|* + |g(t,0,0,0)* + ||o(¢,0,0,0)]]%) dtD

Comme on le voit, ces résultats en privilégiant des hypotheses minimales sur les coefficients
(la monotonie des coefficients f et g par exemple dans (A1l)) offrent au final des conclusions
finalement peu aisées a interpréter. Il peut €tre plus avantageux d’avoir un résultat moins exhaustif
mais plus compréhensible. Dans ce but et car il a plus de points communs avec les résultats que
nous emploierons, nous donnons le théoreme d’existence et d’unicité de Ma et Yong [27].
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Théoreme 3.10 Supposons que les coefficients f, g, ® et o sont globalement lipschitziens en es-
pace et de carré intégrable. Considérons L, et L; les réels positifs tels que

‘U(t,.%?y?Z) - 0<t7$7y7 Z/)‘ < LOHZ - Zl”?
V(z,y) € RP x R™, Vz,2/ € R™4 Vt > 0, ps
D) - ®()] < Lifr— o],  ¥(z,2) €R?, ps

et LoL, < 1.

Alors il existe T, > 0 tel que pour tout 7' €]0,T;] et tout = € RP, le systéme d’équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades (3.13) possede une unigue solution adaptée
sur [0, 7.

B] Résultats utilisés ici

Maintenant, nous allons présenter les résultats d’existence et d’unicité sur lesquels va s’ap-
puyer le reste de la these. En comparaison des résultats précédents, ils ne sont pas meilleurs au
sens ol les hypotheses que nous ferons sont plus fortes, par contre ils sont numériquement mieux
contrOlables et nous permettent en outre une estimation de la solution d’un systeme d’équations
différentielles stochastiques progressives rétrogrades lorsque, dans celui-ci, o dépend de z, esti-
mation que les résultats existants n’obtenaient pas.

Comparativement aux théorémes du paragraphe précédent, on va supposer que les coefficients
f,g,0,® sont globalement lipschitziens en lieu et place des hypotheses (A1),(A2) et (A3). De
maniere a ce que la signification des constantes soit plus explicite, on va réecrire toutes les hypo-
theses admises.

(H1) Pour ¢ = f,g,0, Fkys, ksy, ks > 0 tels que, p.s., Vr,z,y, 2 € [0,T] x R x R™ x
Rde,

|¢(T7 z,Y, Z) - ¢(7ﬂ, .QT,, y,a Z/)| S k¢,x|x - .Z'/| + k(b,y‘y - y/| + k(b,ZHZ - Z,H

(H2) Jke > Otel que, p.s., Vo, y € R™, |®(z) — O(y)| < ksalz — yl.

(H3) Pour ¢ = f,g,0,onaVr € [0,T],Vz,y,z € R x R™ x R™4 ¢(r,z,y, z) est F,-
mesurable.
Vo € RP, ®(x) est Fr mesurable. De plus

T
EU (1£(,0,0,0)[* +1g(r,0,0,0)|* + [|o(r, 0,0,0)|]*) dr + [ ®(0)][*| < +o0.
0

On voit en particulier que sous les hypotheses (H1),(H2) et (H3), on peut définir

. { £ (R?) X My (R™) X Moz (R™4) = M (R?) x M (R™) X Moz (R™)
OV, W)= (XY, Z)
ol
dXs = f(s,Us, Vs, Wy)ds + o (s, Us, Vs, Ws)dBg
dYs = —g(s,Us, Vs, Wy)ds + Z,dB;
Xi==x
Yr = &(Xr).
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et
X : Q x [t,T] — R™4 progressivement mesurable

T
et tel que E [/ ||X(S)H2d8:| < 400 ’

t

MuT(Rde) —

X : Q x [t,T] — R™ continu progressivement mesurable

et tel que £ { sup |X(3)‘2

t<s<T

ol = \/E s 0.
t<s<T
T
6=/ [ E8.1ds
t

Les espaces (M (R™), ||.[l1) et (Myr(R™*9),|].||2) sont alors complets.

t7T(R ): < 400

Notons pour 6 € Mj (R™),

et pour § € M, 7(R™*%),

Comme le laisse prévoir la terminologie utilisée, notre théoreme d’existence et d’unicité s’ ap-
puie sur le théoreme du point fixe de Picard. A la différence de F. Antonelli qui fut le premier a
I’appliquer aux équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades, nous allons jouer
sur la décomposition canonique en produit de 1’espace

M = M p(RP) x M 7 (R™) x My (R™)
et en tirer profit au travers des résultats du chapitre 2.

Pour étre plus précis, sous une condition simple a vérifier nous allons construire une norme
sur M pour laquelle I’application W%* sera contractante. [’avantage de cette méthode n’est pas
dans le résultat brut d’existence et d’unicité auquelle elle conduit, mais plutot la majoration que
I’on obtient sur la constante de contraction. En effet, celle-ci se trouve étroitement liée au rayon
spectral d’une matrice de taille 3 et la dépendance en les coefficients du systeme d’équations dif-
férentielles progressives rétrogrades y est explicite. Signalons pour finir, que le choix des normes
n’est pas anodin, elles permettent non seulement d’avoir des espaces complets mais participeront
grandement a la possibilité d’évaluer efficacement la solution dans le cas qui nous intéresse, c’est
a dire o dépendant de z.

Les résultats du chapitre précédent nous donnent donc,

Proposition 3.11 En utilisant les notations de la définition 2.7, considérons la matrice

Aty =| ¢ Cy Gy
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ou

V6T — ¢71— k2,4 4k2,
Cy = \/‘vf““\/fr kﬁy%—4k§y
vf¢ —t)k3 +4k2,

2¢ZF__¢%27ﬂ tk2, +4k2,) + (T — t)k2,
Cy = 2¢KF__¢%2T k2 +4k2,) + (T — tk2,,
mf¢%2 T — 1)k, +4k2,) + (T — D)k2,

VBT =D0,/(T = 1)k, + 2k3K3,) + 8k3 K2,
Cy = «/&T—thﬂT—iX@w+2%ﬁ%)+8%ﬁ%

VB\ /(T = 1)(k .+ 2k3 K3 ) + 8K K2,

Onaalors A(t) € MLyt

Démonstration.

Tout comme dans la démonstration du théoreme 3.4, la preuve qui suit n’est parfaitement valable
que pour p, m et d égaux a 1. Les inégalités finales sont par contre tout a fait exactes dans le cas
général. Rappelons juste que pour étendre la démonstration au cas p, m et d > 1, on utilise le bon

choix des normes euclidiennes au travers des propriétés :

k
Ve e R, faf =) |nf’

=0
T 2
/ Z.dB,
0

E

_ MT y|ZT||2dr].

Pour (U, V,W), (U, V', W') € M; 1(RP) x M§(R™) x My p(R™*?), on notera

(XY, Z) = U(U,V,W)
(X,,Y/, Z/) — ‘Ift’x(U,, V,, W/)
AX =X -X
AY =Y -Y’

\ AZ=2-2
AU =U-U'

AV =V =V’

AW =W — W
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e Tout d’abord, on vérifie que pourt < s < T,

(X, — X)) = /t [f(u, Uy, Va, W) — f(u, U, V! W’)}du

u? u?

+/[ (, Uy, Vi, W) — o(u, U, V! W’)]dB

— /Afudu—l—/ Ao,dB,.

Donc, en utilisant I’inégalité |a + b|? < 2(]al? + |b|?), nous obtenons

/ Afdu / AcydB,
t t

En prenant I’espérance dans I’'inégalité précédente, nous avons
s 2
/ Ao,dB,
t

s 2
/ Af.du
t

puis, par I’'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Doob, nous obtenons

T
/ Ao,dB,
¢

2

+ sup
t<s<T

2
sup |Xs — X;|2 <2

t<s<T

sup
t<s<T

sup + 2F

t<s<T

sup
t<s<T

E { sup | X, —X;P} <2F

t<s<T

T 2
E{sup |X5—X;\2] <2(T-t)E U \Afuﬁdu} + 8K
t

t<s<T

En utilisant I’expression de la variance d’une intégrale stochastique pour le second terme,

nous avons I’estimation suivante :
T T
E { sup | X, —Xﬂ <2(T —t)E [/ \Afuﬁdu} +8E V ||Aau]|2du] :
t<s<T t t
Rappelons les hypotheses de Lipschitz pour f et o :
[Aful < kpal AU + kpy [AVL] + Ky AW,
Aoy < koo AUL| + ko y|AVL] + ko | AW,
ce qui conduit aux majorations suivantes :
IAfl? < 3K AU + 3k AV + 3k7 || AW, |%,
|Acy|? < 3KZ AU + 3K2 | AV, + 3K2 || AW, |,

En reportant ces majorations dans (1) nous obtenons

T
E { sup | X, —Xﬂ < (6(T — t)k7, + 24k2 ) E [/ \AUuPdu}
t

t<s<T

T
+(6(T — t)k7, + 24k7 ) E { / \Avu|2du]
t

T
+(6(T — t)k}7, + 24k2 ) E [/ ||AWuH2du]
t
< 6(T —t)((T — t)k7, + 4k3,) IAU]
+6(T —t)((T — t)k7, + 4kZ ) [|AV]F
+6((T — )k}, +4K2.) | AW 3.
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On en déduit donc que

JAX | < (6T = (T — k2, +4k2,) - AU,y

/6T — (T — k2, +4k2,)) - [AV],

J6((T —1)k3, +4k2.) - [AW |5,

ce qui donne la premiere colonne C; de la matrice A.

Ensuite, en remarquant que pourt < s <7,

T T
Yo=Y = ‘P(XT)—@(X’TH/ [9(u, Uu, Vi, W) =g (w, Uy, Vy Wé)]du—/ (Zu—=2,)dBy

u? u?

mais aussi par F,-mesurabilité de Yy — Y, nous avons
Y, -Y] = E[®(Xy) - &(X7)|F

T
+E |:/ [g(u, UuanWu) _g(u, UL,VJ,WIZ)}dU‘fs}
T
~ Blotxn) - o(|E] + £ | [ A

Donc, toujours a 1’aide de I’inégalité

a -+ b2 < 2(]af2 + bf2),

Y, - Y/]* <2 (\E [@(X7) — P(X])|F] }2 + ‘E UT Agudu‘fs]

2) |
E VT Agudu‘fs}

Or, E[®(X71) — ©(X7)|Fs| est une martingale donc, par I’inégalité de Doob, on a

On a donc

t<s<T

sup [V, —Y/|* <2 ( sup |E[®(Xr) — &(X7)|F] [ + sup
t<s<T t<s<T

)

E { sup |V — Y;Iﬂ

t<s<T

sup
t<s<T

< (4E 10(Xr) — S0P + B

T
E [ / Agudu‘}}}

=]

T
/ Ag,du
. 2
E {/ \Agu\du)fs} ,
¢

)

Puis, comme

2

T
‘E [/ Agudu‘fs]

< 5|

IN
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T
en appliquant I’inégalité de Doob a la martingale [ / \Agu|du‘fs} , on obtient que
t

T 2 T 2
sup F [/ Agudu‘fs} ] < 4F (/ \Agu|du) ]
t<s<T s t

< AT-1E [/tT |Agu\2du} |

E

On en déduit donc que
B|sup v~ v
t<s<T

< 8E [\@(XT) — cp(X’T)ﬂ +8(T —tH)E UtT |Agu|2du}

<24(T —t)E [/T(k;szuF + K2 AV, + k§7z||AWu||2)du}
s IAX?

< 24(T = 02 (K2 AU + k2, AVF) +24(T — k2 | AW |
+ 8k3 || AX|I3.

En utilisant la majoration précédemment obtenue de ||AX||;, on obtient

E{ sup [V, — Y;Iﬂ
t<s<T
< (24(T — ) [2k2 (T — k2, +4k2,) + (T — t)k:;x]) AU
(24T — ) [285 (T — k3, + 4K2,) + (T = K2 ]) - AV}

+ (24[263 (T — Ok +4K2.) + (T = k2 ]) - | AW3,

ce qui nous donne la deuxiéme colonne C', de A.

e Pour finir, on déduit de 1’égalité

T T
(Yr—Y) - (Y= Y)) = — / Agydr + / (2, — 7/)dB,
t t

que

T T
/ (Z,— Z2)dB, = (Yr —Y}) — E [YT — Y} ]—}} +E U Ag,dr
t t

T
.7-}} —/ Ag,dr
¢
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et donc

T
E [ [ iz Z;n%zs}
t

IA

IA

IA

IA

IA

IA

A

28 “(YT v — E[YT v

]
T T
/ Ag.dr — FE {/ Ag,dr
t t
T 2
/ Ag,dr
t
T
‘/ Ag,dr
t

ft]
T
2k3|AX|3 +2(T — t)E U |Ag,n\2d7}
t
2NAX I +6(T — £k, | AU
FO(T = 6)2K2, | AV + 6(T — 1)k || AW 3
6(T — 1) (T = 1)(k2 , + 2k3K3 ) + 8K3R2, ) - | AU

+2F

|

2B|Vr = Vi|*] + 2B

23 B||Xr — X7 | + 2B

F6(T — ) (T — )(k2,, + 2Kk3K3,,) + Sk3RZ, ) - | AV

F6((T = (K2 .+ 2K3K2.) + Sk3R2 ) - AW,

On obtient donc la derniere colonne C's de A.

Remarquons que ¢ — A(t) est continue et que

A(T)

0 0 0
0 0 0

2\/6ka,z 8\/§k<1> ka,z 4\/§k<1> kmz

dont le rayon spectral est 4\/§k¢kg7z.

On dispose alors de 2 types de résultats d’existence et d’unicité.

Théoreme 3.12 Sous les hypotheses (H1),(H2),(H3) et si p(A(t)) < 1 (par exemple, si “ky.,,
kge: koo €t ke SONt petits™), le systtme EDSPR(t, T, f, g, 0, ®) admet une unique solution sur
[t,T] que I’on notera (X 5*, Y4* Z5%).

Démonstration.

Comme on le verra dans la démonstration suivante, on peut se ramener au cas ou A est une
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matrice a coefficients strictement positifs. D’apres le théoreme 2.9 du chapitre 2, 1’application
U est contractante pour une certaine norme. U

Théoreme 3.13 Sous les hypotheses (H1),(H2),(H3) et la condition
(*) 4\/51{:@]{:07,2 < 17

il existe ¢ > 0 (ne dépendant que de k4 et &, ) tel que pour ¢ € [T" — pu, T'), le systeme
EDSPR(t,T, f,g,c,®) admet une unique solution que I’on notera (X**, Y:* Zt%),
De plus, il existe C' : [T — p; T] — R** telle que pour ¢t € [T — p, T1,

T
E { sup |X;ﬂ2] LB [ up mw?] LB [ / ||Zﬁ7x||2dr}
t

t<s<T t<s<T

< C(t) (W +E [/t (1f£(r,0,0,0)* + |g(r,0,0,0)]* + [|o(r, 0,0,0)||*) dr + |<I>(0)|2D

Démonstration.

On aimerait appliquer le théoreme 2.9 du chapitre précédent a I’application W% et la matrice
A(t), mais cette derniere n’étant pas a coefficients strictement positifs, on la “shifte” de maniere
infinitésimale. Plus précisément, considérons

111
A=A +e| 111
111

On a
liII(l) AL = A(T).

Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3) et la condition (x), p(A(7T)) < 1. Comme p est continue
dans M;3(R), 3o > 0 tel que p(AF?) < 1. On a de plus

lim Af° = A%

ot T OT
donc Ju > 0 tel que pour t € [T — u;T], p(A;®) < 1. On peut appliquer le théoreme 2.9
du chapitre précédent a I’application U»* et la matrice A;°. On en déduit qu’il existe a, 3,7
applications a valeurs strictement positives telles que si

N(z,y,2) = a)|zlly + 8@yl + @) =]2,

alors
N(¥**(0,0,0))

N Xt,m’Yt,x7 Zt,m S 5
( ) 1—p(47°)




60

Chapitre 3 - Equations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées

Notons (X°, Y9 Z%) = ¥h(0,0,0), c’est a dire

ngx—F/ f(r,0,0,0)dr—l—/ o(r,0,0,0)dB,
t T t T
Y;’:cp(X%)Jr/ g(r,0,0,0)dr—/ 7Z°dB,.
On a alors N(0%%(0,0,0)) = a(t)| X1 + BOYO|l1 + ()| Z°)|2.

Or par des calculs analogues a ceux de la démonstration de la proposition 3.11, on montre qu’il
existe des constantes strictement positives C'1, Cs, C3 telles que

IX°1F < CU(T)M(t, x)
HYOH% < 02(T7 k}@)M(t,(L’)

1Z°13 < Cs(T, ka) M (1, )

ou

M(t,z) = (m? +F M (1£(r,0,0,0)]> + [|o(r,0,0,0)|* + |g(r, 0,0,0)[%) dr + |<I>(0)|2D .

Il existe donc une constante strictement positive C' ne dépendant que de 1" et k4 telle que
N(¥"(0,0,0)) < sup(a(t), B(t),7(t))CVM(t, z)

On en déduit facilement que

T
E [ sup |X;’f\2} > [ sup WP] > [ / ||Z:mr|2dr} < C(HM(t,x)
t

t<s<T t<s<T

B C?sup(a(t), B(t),(t))?
O = =) int(a(0), B0, A0

Remarque 3.14

a) L’inégalité obtenue dans ce théoréme, est un résultat nouveau dans le cas ou o dépend
de z. Il permettra également d’établir un lien entre certaines équations différentielles sto-
chastiques progressives rétrogrades et les équations aux dérivées partielles, ce que nous
traiterons plus en détail au prochain chapitre. Si on y ajoute la visibilité sur la constante de
contraction obtenue et les applications que cela entrainera pour I’étude de la discrétisation,
nous pensons que la présentation de notre théoréme d’existence et d’unicité est tout a fait
justifiée.
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b) Le choix de la norme ||.||; et de I’espace M -(R™) était justifié par la nécessité d’avoir
un espace complet et d’obtenir une inégalité dans le théoreme 3.13 suffisamment forte. En
utilisant les résultats de Pardoux et Tang ou Ma et Yong pour I’existence et I’unicité, on peut
obtenir la variante suivante :

Si

(+%)  2V3kok,. <1,
il existe p > 0etC : [T — p; T] — R telle que pour ¢t € [T — u, T,

T
sup E [|XP*%] + sup E [|YP*?]| + E Z5%2dr
p E[| X5 p E[[Y)"] 12|
t

t<s<T t<s<T
T
< O(t) <|x\2 +E [/ (|f(r,0,0,0)*dr + |g(r,0,0,0)|?
t

+ || (r,0,0,0)|*)dr + |<I>(0)|2D.

Cette inégalité étant suffisante aux applications aux équations aux dérivées partielles, il
nous semble utile de le signaler.






Chapitre 4

Equations aux deérivees partielles

Notre but est d’exprimer la solution d’une équation aux dérivées partielles en termes proba-
bilistes, c’est a dire de décrire cette solution avec du vocabulaire probabiliste et en utilisant de
préférence des techniques probabilistes.

Afin de présenter le lien entre les équations aux dérivées partielles et les équations différen-
tielles stochastiques rétrogrades d’une part, les équations différentielles stochastiques progres-
sives rétrogrades d’autre part, nous allons étudier I’exemple plus simple des équations aux dé-
rivées partielles linéaires. Notre présentation les concernant étant loin d’étre exhaustive, nous
invitons le lecteur a se référer a [12] et [22] pour de plus amples détails.

On garde le cadre général du chapitre précédent. On dispose donc d’un entier d > 1 fixé, d’un
espace de probabilité (€2, F, P), d’un mouvement brownien définir sur 2 et a valeurs dans R? et
de la filtration usuelle du brownien. Pour tous m, p entiers naturels strictement positifs, on notera
toujours |.| la norme euclidienne sur R™ et ||.|| la norme euclidienne sur R™*? pouvant aussi étre
vue comme une norme matricielle.

4.1 Equations aux dérivées partielles linéaires,
formule de Feynman- Kac

Intéressons nous tout d’abord pour p € N* fixé a I’équation de la chaleur dans R? :

ou 1
= _ p
t—QAudansR x RP.

L’interprétation probabiliste de la solution de cette équation peut se résumer a la proposition
suivante :

63
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Proposition 4.1 Soient & : R? — R et u solution bornée et continue sur [0, +oco[xR? de I’équa-
tion 3 .
6—1; = §Au sur 10, 4o00[xRP

u(0,z) = O(z).
Alors pour tout (¢, z) € [0, +00[xRP?,
u(t, z) = Ey[(By)]

ou E, signifie qu’en prenant I’espérance, on suppose que le brownien part de = au temps ¢ = 0.

Démonstration.
La formule d’It6 appliquée a M, = u(t — s, B,) nous permet d’écrire que

Mg = M, + / {(_0_u + lAu)(t -, B,«)} dr + / Vu(t —r, B,)dB,
0 ot 2 0

et donc M, = u(t — s, B,) est une martingale bornée.
En particulier, u(t, x) = E,[My] = E.[M,;] = E.[®(By)]. O

De plus, réciproquement, on a

Proposition 4.2 Si ® est continue et vérifie la condition

alors v définie sur [0, +-00[xR? par v(t,z) = E,[P(B;)] est solution de I’équation de la chaleur.

Démonstration.
Avec les hypotheses prises, on peut appliquer les théoremes de Lebesgue pour dériver sous I’es-
pérance. U

Les techniques de martingales, de martingales exponentielles et de changement de probabi-
lit€¢ via le théoreme de Girsanov, conduisent a la généralisation suivante, connue sous le nom
d’équations de Feynman-Kac.
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Proposition 4.3 Donnons nous des fonctions

f:00,7T] x RP — RP
o:[0,T] x RP — Rpxd
vérifiant
1f(t2) = ft.y)ll + [lo(t, ) — ot y)|| < Kz —y|
£t )P+ ot 2)|* < K2(1+ [|z])

pourtous0 <t < T, zr € RP, y € RP et ou K est une constante positive.
On peut alors considérer (X**) le processus stochastique solution de I’équation différentielle
stochastique suivante :

Xs:x—i-/ f(r,XT)dr—F/ o(r, X,)dB,.
t t

On se donne
d : R - R,
g [0,T] x RP — R,
k : [0,T] x R? — [0, 400

continues et telles que pour tout = € R?,
|©(x)|
|g(t, )]

ou L est une constante strictement positive.
Alors siu € C?([0,T] x RP), vérifiant

L(1+|=]*)
L1+ [|x[|)

Vr € R, max |u(t,z)| < M(1+ ||z|?)
0<t<T
ou M est une constante strictement positive, est solution du probléme de Cauchy
@jtlZ( Zf —k:u—i— = 0 sur [0, T[xR?
ot " 2 Ji a 8x] : 9= ’
u(T,x) = ®(x),

alors on a pour tout (¢, ) € [0, 7] x R?,
T
u(t,z) = F {@(Xth) exp (—/ k(r, Xﬁ’w)dr)
t

T r
+/ g(r, X2*) exp <—/ k(u,Xi’x)du) dr] )
t t

Sur cet exemple, les techniques probabilistes nous ont donné un résultat d’unicité. Comme pour
I’équation de la chaleur, on emploie ici les outils de 1’analyse pour prouver I’existence. Aussi
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ne chercherons nous pas a présenter d’énoncé réciproque a la proposition précédente, nous ren-
voyons au travail effectué par Friedman [17] pour de plus amples approfondissements. Toute-
fois, il serait hatif d’en conclure que les techniques probabilistes ne fournissent que des résultats
d’unicité. En effet, nous verrons dans la suite une approche probabiliste qui a la différence des
méthodes précédentes permet d’obtenir des résultats d’existence.

Dans la suite, nous noterons £ 1’opérateur qui a toute fonction v associe la fonction

1 o Ot du

)

L est communément désigné comme étant le générateur infinitésimal du processus de diffusion

dXs = f(s,Xs)ds + o(s, Xs)dBs,
Xt = X.

Les équations de Feynman-Kac s’écrivent alors plus simplement

ou
E+£u—ku+g—0.

Remarquons que dans les équations de Feynman-Kac, la dépendance en la solution u est li-
néaire. Malheureusement, de nombreux phénomenes d’origine physique ou économique sont ré-
gis par des équations aux dérivées partielles non linéaires en u. Pour de telles équations, les
techniques évoquées plus haut ne sont plus suffisantes. Différentes stratégies ont vu le jour pour
parvenir a les résoudre, cependant force est de constater qu’elles ne s’appliquent souvent qu’a
une classe restreinte d’équations aux dérivées partielles. Ainsi les superprocessus permettent de
représenter les solutions d’une équation du type Au = u?, alors que les équations différentielles
stochastiques rétrogrades donnent la représentation de solutions d’équations aux dérivées par-
tielles dont les coefficients sont lipschitziens en temps et en espace. Néanmoins, nous sommes
rarement capables de montrer que les représentations probabilistes obtenues sont des solutions
fortes, c’est a dire des solutions au sens usuel du terme et en particulier de classe C 2. Aussi in-
troduisons nous des maintenant, une notion de solution faible d’équations aux dérivées partielles,
plus adaptée a nos moyens. Nous parlerons alors de solutions au sens de viscosité.

4.2 Solutions de viscosité

Dans cette partie, nous ne donnons qu’un bref apercu de la notion de solution de viscosité et
de ses propriétés principales. Pour de plus amples détails sur le sujet, nous renvoyons le lecteur
a [8] et [33]. Les solutions de viscosité ont été créées pour résoudre les équations aux dérivées
partielles dont on ne peut obtenir de solutions au sens des distributions. Les solutions de viscosité
en gardent les principales caractéristiques. Tout d’abord une solution forte d’une équation aux
dérivées partielles en est aussi une solution de viscosité. De plus sous des hypotheses peu res-
trictives, il y a souvent existence et unicité des solutions de viscosité d’une équation aux dérivées
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partielles. Le cadre général d’utilisation des solutions de viscosité est une équation aux dérivées
partielles non linéaire définie dans U ouvert de R? de la forme

F(z,u(x), Du(x), D*u(z)) =0, z € U, 4.1)

ot Du est la différentielle de u, D?u sa différentielle seconde, F' : U x R x RP x S, — Ret
S, désigne les matrices p X p symétriques positives. On pourrait en fait étendre la définition de
solution de viscosité a des systemes de la forme

Fk(x,u(x)7Duk(x),D2uk(x)):0, k= 1,...,71

lorsque v = (u1, ..., u,). Nous nous limiterons dans cette thése a des fonctions a valeurs réelles
et renvoyons a [21] pour le cas général.
On munit S, de I’ordre partiel habituel < sur S, x S, :

A < Bsietseulement si Vo € RP, x* Az < z*Bu.

Donnons maintenant les hypotheses usuelles faites sur F'. On dira que F est propre si

F(x,r,q,X) < F(x,s,q,X), Vr <s, 4.2)
F(x,r,q,X) < F(x,r,q,Y), VY < X. (4.3)

Considérons maintenant u de classe C? sur U (on notera u € C?(U)) solution classique de
(4.1) et donnons nous ¢ € C*(U) et z € U maximum local de u — ¢. On a par définition de z,
Du(z) = D¢(x) et D*u(z) < D?*¢(x), puis grice a la propriété (4.3), on obtient que

F(z,u(x), D¢(x), D*¢(x)) < 0.

De méme, si ¢ € C*(U) et z € U minimum local de u — ), alors on a

Pz, u(z), Dy(x), D%(x)) = 0.

Ce résultat nous permet donc d’étendre la notion de solution classique de I’équation (4.1). Pour
U ouvert de R?, on notera C(U) I’ensemble des fonctions a valeurs réelles continues sur U. Le
raisonnement précédent nous permet alors d’étendre la notion de solution classique de I’équation
(4.1) a des solutions faibles que 1’on supposera continues ici (en toute généralité, on peut étendre
a des fonctions semi-continues) : les solutions de viscosité.
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Définition 4.4 Soitu € C(U)
e U est une sous-solution de viscosité de (4.1) si pour tout ¢ € C?(U), pour tout z € U
maximum local de u — ¢, on a F'(z, u(z), Do(z), D*¢(z)) < 0.
e U est une sur-solution de viscosité de (4.1) si pour tout ¢ € C?(U), pour tout x € U
minimum local de v — ¢, on a F(z, u(z), Dé(x), D*¢(z)) > 0.
e U est une solution de viscosité de (4.1) si elle en est a la fois une sous-solution et une
sur-solution.

Les solutions de viscosités présentent de nombreux intéréts. L’un des plus commodes est leur
stabilité par passage a la limite que le théoréme suivant illustre bien.

Théoréme 4.5 Supposons que pour tout n > 0, u,, € C(U) est une sous-solution (resp sur-
solution) de I’équation H,,(z, u,,, Du,, D*u,) = 0 sur U ou H,, vérifie (4.3).

Si (H,,) converge uniformément dans U x R x RP x S, vers H (en particulier H est continue),
et (u,) converge uniformément sur U vers u, alors u est une sous-solution (resp sur-solution) de
H(x,u, Du, D*>u) = 0 sur U.

Démonstration.
Soit ¢ € C?*(U) et xyp € U maximum local de u — ¢. Nous devons établir que

H (zo, u(z0), Dp(x0), D*¢(20)) < 0.

Quitte & changer ¢ par ¢+60 ot §(z) = |x—z0|* et en remarquant que D6(z) = 0 et D?0(xq) = 0,
on peut supposer que z est un maximum local strict de u — ¢.
Il est commode alors d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 4.6 Soit une suite de fonctions (u,,) convergeant uniformément sur U. Notons « sa limite.
Supposons de plus que « posséde un maximum local strict dans U noté x.

Alors il existe une suite (z,,) dans U qui converge vers x, et telle que pour n suffisamment grand,
x,, est un maximum local de w,,.

Démonstration du lemme.

Considérons r > 0 tel que B(zo,7) C U et Vo € B(zo,7), u(z) < u(x). Considé-
rons pour k£ > 1, le compact

Cr = {2z €RP | |z — x| <71/2F} € B(ao,r) C U.

L’idée de la démonstration est d’utiliser le caractére strict du maximum local de wu,
afin de montrer que sur ce compact pour n assez grand le maximum de w,, n’est pas
atteint sur sa frontiere, ce sera donc un maximum local de u,, dans U. Plus précisé-
ment, considérons

p=mu(zo) — sup u(x)
x€S(zo,r/2F)
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ot S(xg,7/2%) = {x € RP | |x — x9| = r/2*} est la frontiere du compact C}. x
étant un maximum local strict, ;1 > 0 et

Vo € S(wo,7/2%), u(zo) — ul(z) > p.
Notons xfj le maximum de w,, sur Cj. De

u(wo) —ulay,) = (u(zo) — un(zo)) + (un(0) — n(ay)) + (un(wy) — u(zy,))
< (u(@o) — un(wo)) + (un(y) — u(zy))

et de la convergence uniforme de (u,,) vers u, on déduit qu’il existe Ny tel que Vn >
Ni, ¥ est un maximum local de u,, et % € B(xg,7/2%). On peut de plus faire

en sorte que la suite d’entiers naturels (/N;) soit strictement croissante. En posant
T, = x’;; pour N, < n < Nj.1, on obtient la suite cherchée.

Considérons donc N tel que Vn > N, x,, est un maximum local de u,, — ¢ avec lim z,, = z.

n—oo

Par convergence uniforme, lim u,(x,) = u(xy) et par définition de x,,, Du,(z,) = Do(z,) et
D*u,(z,) < D%*¢(x,). Ainsi

Ho(n, tn(23), D(25), D*¢()) < 0
et, en passant a la limite en n, par convergence uniforme de H,, vers H, on obtient

H (zo, u(z0), Dp(x0), D*¢(20)) < 0.

Le raisonnement pour les sur-solutions se fait de la méme facon en considérant cette fois les
minima locaux. U

Nous allons motiver maintenant une des raisons majeures de 1’utilisation de la notion de solu-
tion de viscosité : leur unicité pour une large classe d’équations aux dérivées partielles, moyennant
des hypotheses relatives a la continuité de H dans (4.1).

La technique généralement employée afin d’obtenir I’unicité d’une solution de viscosité consiste
a établir le résultat suivant. On considere dans la suite G un ouvert borné et connexe de RP”.

Principe du maximum Soient u,v € C(G) respectivement une sous-solution et une sur-
solution de viscosité de 1’équation (4.1) telles que u < v sur 9G. Alors u < v sur G.

En effet, en particulier si u et v sont solutions de viscosité d’une méme équation et vérifient
les mémes conditions limites (u = v sur 0G), elles en sont des sous et sur-solutions, donc u = v
dans G. Il s’agit ensuite de trouver des conditions sur A (en général de continuité) suffisantes a
obtenir le principe du maximum.
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Nous n’établirons rigoureusement un résultat d’unicité que dans le cas d’une équation du type
H(x,u, Du) = 0. Nous renvoyons a [8] et [33] pour des résultats plus généraux et une étude plus
approfondie des solutions de viscosité.

Théoréme 4.7 Supposons que F vérifie les hypothéses suivantes :
pour tout R > 0, il existe Az > 0 telle que ,
pour tous x,r, s,q telsque |z| < R, —R<r <s< R, q € R?,

AR(S - T) < F('T7S7Q) - F(JI,T‘, Q> (44)

et pour tout R > 0, il existe wg € C(R*,R™) vérifiant wr(0) = 0 et pour tous x, y,  tels que
lz| < R, |yl <R, |r| <R, ¢ € RP, onait

|F(z,7,q9) — F(y,r,q)| §w3(|x—y\(1+|q|)). 4.5)

Le principe du maximum est alors vérifié.

Démonstration.
Considérons donc u, v € C(G) respectivement une sous et sur-solution de (4.1) dans G et suppo-
sons par 1’absurde que
M = sup (u(z) — v(z)) > 0.
zeG
Les fonctions u et v n’étant pas forcément de classe C'?, de maniere a utiliser les propriétés des
solutions de viscosité, on use d’un artifice par I’intermédiaire du lemme suivant :

Lemme 4.8 Soit pour « > 0, la fonction £, : G x G — R définie par
o 2
fulir, ) = ue) = oly) = Gl — y

Considérons
My = sup folz,y)
(z,y)EGXG
et désignons par z., v, les éléments de G qui vérifient f. (24, ya) = M,. Onaalors

o lim M, =M

a——+00

. lirf |y — yaol? =0 et hr_"l_l w(xa) —v(Ya) = M

e I, Y, € G dés que « suffisamment grand.
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Démonstration du lemme.

On constate pour commencer que

M = sup fo(z, )

zelG

et que pour z,y € G fixés, la fonction o +— f,(z,y) est décroissante. On en déduit
donc que o — M, est décroissante et que Voo > 0, M, > M.

L’existence de z,, et y, est une conséquence de la compacité de G.

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que x, et y, convergent lorsque «
tend vers +o00 dans G. Notons Z, et Y. leurs limites respectives.

De I’égalité

«Q
M, = u(zy) — v(ya) — E\xa — ya|2, (4.6)
on déduit que Vo > 0,
a 2
M S U(.ﬁEa) - U(ya) - §|xa - ya| . (47)

De plus par continuité de u et v,

lim u(za) — v(Ya) = u(T) — V(Yso)

a—-+00

et

lim |z, — ya\2 = |Too — yoo\2.
a——+00

On en déduit donc que o, = Yoo-
Comme o — M, possede une limite lorsque « tend vers +oo et de 1’égalité (4.6), on
déduit que lim oz, — y.|* existe.
a——+00
Supposons maintenant par I’absurde que § = lim a|r, — yo|> > 0. Alors 4

a—+00
la limite dans (4.7), on obtient u(zs) — v(2s) — & > M puis par définition de M
comme sup,ona M — § > u(ry) — v(2s) — 0 > M : absurde. Donc
li a Ya 2= 0

et toujours par (4.7)
lim M, = M.

a——+00

De plus, hI_{l u(zy) — v(xo) = M > 0. On en déduit que pour « suffisamment

grand, u(z,) — v(z,) > 0 et donc que z,, € G.
On fait de méme pour y,, ce qui acheve la démonstration du lemme.

En considérant pour a > 0 fixé, la fonction ¢(z) = v(ys) — $]@ — ya|® qui est bien de classe
C? en x, et le fait que x,, est un maximum local de u — ¢ ol u est une sous-solution de (4.1), on
déduit que

F(za,u(zq), a(Ta — ya)) < 0.
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De méme v est sur-solution de (4.1) donc

F(yaav(ya)>a(xa - ya)) 2 0.

En particulier,
P2, u(za), (Ta = Ya)) < F(Ya, V(Ya), a(Ta = Ya))- (4.8)
Puis en utilisant (4.4), (4.8) puis (4.5), on a

Yr(U(Ta) = v(¥a)) < F(Za, u(@a), (Ta = Ya)) = F(Za, v(Ya), A(Ta — Ya))
F(Ya, v(Ya), @(Ta = Ya)) = F(Ta; 0(Ya), @(Ta — Ya))

<
S WR(|xa - ya| + Oé‘l’a - ya|2)'

D’apres les résultats du lemme, le membre de droite de 1’inégalité tend vers O lorsque « tend
vers 400, tandis que le membre de gauche tend vers vz M. Cela contredit I’hypothese M > 0 et
conclut la démonstration du théoreme. U

La notion de solution de viscosité (et tous les résultats et propriétés qui en découlent) nous
permet d’étudier les équations aux dérivées partielles a 1’aide des solutions d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades. En effet, si 1’on considere une solution (X, Y, 7)
d’un systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades, sous les hypo-
theses évoquées au chapitre 3 qui en assurent au moins localement I’existence et 1’unicité, garan-
tir la régularit¢ de v : (¢, x) — Ytt’x est un probleme difficile et donc la dériver jusqu’a I’ordre
2 n’est pas envisageable. La notion de solution de viscosité va nous permettre de réduire nota-
blement cette difficulté puisqu’on n’aura en général plus qu’a prouver la continuité de v. Nous
pouvons maintenant passer au theme central de ce chapitre, le lien entre les équations aux dérivées
partielles non linéaires et les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades.

4.3 Equations aux dérivees partielles non linéaires et equa-
tions différentielles stochastiques progressives retrogrades

Les équations aux dérivées partielles de la proposition 4.3 ne faisaient pas explicitement inter-
venir de systemes d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades. L’ exemple
suivant parviendra je I’espere a justifier naturellement 1’intérét qu’on leur porte dans le cadre de
la résolution probabiliste des équations aux dérivées partielles.

Supposons qu’il existe une solution u suffisamment réguliere (C? et bornée par exemple) de
I’équation
ou

E—i—ﬁu—l—g(u):o

u(T,x) = ¢(x)
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ou g est une fonction non linéaire et £ est le générateur infinitésimal d’un processus de diffusion
X. Autrement dit, X et £ sont liés par :

dXs = f(s, X; )d3+<7($ X )dBS,

1
EZQZ(UU 0207 8x Zfz

Z’]

Alors par la formule d’Itd, on obtient

T T
0
u(s, X.) = u(T, Xr) — / (S + Lu)(r, X, )r / (Vu.o)(r, X, )dB,.
Considérons le processus Y défini par
)/s = U(S, Xs)

et le processus Z défini par
= (Vu.o)(s, Xs).

On voit alors que le couple (Y, Z) est solution de 1’équation différentielle stochastique rétro-
grade

T T
Vo= o0+ [ g(vyir~ [ ZaB,

On remarque que si le processus de diffusion X part de x a 'instant ¢ (i.e. X; = z), (X,Y, Z) est
alors solution du systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades

Xs:x+/ f(r,Xﬁdr—l—/ o(r, X,)dB,,
¢ ¢

’ ’ 4.9)
Ys:<I>(XT)+/ g(mdr—/ Z.dB..

De plus, Y; = u(t, X;) = u(t, ). En particulier Y; est déterministe.

Plus généralement lorsque les coefficients d’un systeéme d’équations différentielles stochas-
tiques progressives rétrogrades sont déterministes, les théorémes d’existence et d’unicité du cha-
pitre 3 peuvent étre appliqués sans problémes de mesurabilité avec la filtration (F!),>, ou F!
est la complétion usuelle de o(B, — By, t < u < s). On en déduit donc que lorsque la solution
(X5 Yt Z5%) du systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades
concerné existe, elle est adaptée a la filtration (F!),,. En particulier Y;* est déterministe.

Partant de I’équation au dérivées partielles, on a naturellement pu introduire un systeme d’équa-
tions différentielles stochastiques progressives rétrogrades associé. Réciproquement, la remarque
précédente nous montre que partant de ce systeme d’équations différentielles stochastiques pro-
gressives rétrogrades, on peut retrouver la solution de I’équation aux dérivées partielles associée.

En résumé, u(t, z) = Y;"* ot (X", Y4® Z5%) est solution du systéme d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades (4.9).
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Notons toutefois que définir la solution de I’équation aux dérivées partielles a partir de la solu-
tion du systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades est en général
plus délicat. En effet, il faut tout d’abord prouver I’existence et 1’unicité d’un triplet (X, Y, Z)
solution du systeme précédent a I’aide par exemple des résultats du chapitre précédent. Ensuite,
si ’on veut appliquer la formule d’It6 comme précédemment, il est nécessaire d’avoir suffisam-
ment de régularité sur I’application v : (t,z) — Yf’x. Cela peut nécessiter de fortes hypotheses
de régularité sur les coefficients f, g, o et ®.

Eclairons ce dernier point sur I’exemple des systemes d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades de la forme

Xs =+ / f(?", Xra }/7"7 Zr)d’f’ + / O'(T, Xra E)dBm
t T t T (4.10)
Y, = ®(X7) +/ g(r, X, Y., Z,)dr — / Z,dB,, t<s<T.

Remarquons qu’ici o ne dépend pas de Z. Deux approches différentes répondent au probleme
cité plus haut :

e La premiere, due a Ma, Protter et Yong, part de I’hypotheése que les coefficients f, g, o
sont de classe C12, ® de classe C'2, leurs dérivées partielles étant bornées, o suit une
hypothese de non dégénérescence et que la solution du systeme d’équations différentielles
stochastiques progressives rétrogrades (4.10) se présente sous la forme Y, = u(s, X) avec
u déterministe. En utilisant les théoremes d’existence et d’unicité de solution d’équation
aux dérivées partielles donnés par des techniques analytiques dans [24] a I’équation aux
dérivées partielles vérifiée par u, ils montrent que u est de classe C''? puis, a 1’aide du
calcul d’Itd, ils obtiennent I’expression explicite en fonction de v de la solution du systeéme
d’équations différentielles progressives rétrogrades (4.10). On obtient donc par cette mé-
thode une représentation probabiliste qui est solution classique de I’équation aux dérivées
partielles vérifiée par u. Cette approche est souvent désignée par le nom de schéma en 4
étapes.

e [a seconde approche a I’avantage de ne pas demander d’hypotheses de régularité aussi
fortes sur les coefficients et ne necessite pas d’hypothese de non dégénérescence sur o.
Elle présuppose juste deux conditions. Premierement on doit pouvoir définir le systeme
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (4.10) et donc d’apres
le chapitre 3 avoir des hypotheses lipschitziennes sur les coefficients. Deuxiemement la
fonction v définie par v(t,z) = Y;"" doit étre continue. En contrepartie, elle ne pourra
fournir des solutions au sens classique du terme, mais des solutions de viscosité. De plus,
la notion de solution de viscosité n’étant définie que pour des fonctions a valeurs réelles,
cela en diminue quelque peu la portée des résultats.

Etudions plus en détail ces deux approches.
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4.3.1 Approche par le schéma en 4 étapes

Nous allons d’abord expliquer I’approche donnée par Ma, Protter et Yong en 1994 [28] sur
I’exemple des systemes d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (4.10),
c’est a dire ot ¢ ne dépend pas de Z mais suit une hypothese de non dégénérescence, puis sur
ceux qui nous intéressent en particulier, i.e. lorsque o dépend de Z. Le principe est analogue dans
les deux cas, mais la résolution est nettement plus compliquée pour le second. On notera que cette
méthode, contrairement a I’approche par les solutions de viscosité peut s’appliquer a un systeme
(4.10) ou @, Y et g sont a valeurs dans R™ avec m entier naturel non nul.

On a alors
X :Qx1[0,T] = RP,
:Qx[0,7] — R™,
1 Q x [0,T] — R™x4,
110, T] x R? x R™ x R™*4 — RP,
[0, T] x RP x R™ x R™*d — R™
1[0, T] x RP x R™ — RP*?
: RP — R™

R

On part de I’hypothese que si (XY, Z) est solution de (4.10), Y, = u(s, X;) ol u est une
fonction déterministe. En supposant v suffisamment réguliere, on peut appliquer la formule d’Itd
au(s, X;) et apres identification obtenir

_g(ta Xt7 U(t, Xt)7 Zt) - uf_'_ < ulzz(t7 Xt)7 f(ta Xt7 U(t, Xt)7 Zt) >
1
+§tr[ulx€x(t7Xt)O-(t7Xtau(t>Xt))U(t7Xt>u(t7Xt))t] k= 17 s, M (4 11)

ug(t, Xp)o(t, Xy, u(t, Xy)) = Zy
u(T, X1) = ®(X7).

En conclusion, si on considére pour f, g, o de classe C'12, ® de classe C?, leurs dérivées partielles
étant bornées et o suivant une hypothese de non dégénérescence et par le théoreme d’existence et
d’unicité des équations aux dérivées partielles de [24] la solution v de

ub+ < bt ), f(t, o u(t, ), u(t, x)o(t, o, u(t, 2)) >
btrlu, (4 2)olt, o ult 0ol e ut )] k=1,.m @i
+g(t, z,u(t, ), ug(t, x)o(t,x,u(t,x))) =0
u(T,z) = ¢(x),

u est de classe C'%? et les calculs précédents sont valides. En particulier, si X est solution de
I’équation différentielle stochastique progressive

&:x+/f@mﬂmx%wmmwmmwmxmm+/amxwmxwwr
t t

alors
((Xs, u(s, Xs), ug(s, Xs)o(s, Xs, u(s, Xs)))
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est solution de (4.10).

On peut reprocher a cette méthode de ne pas €tre entierement probabiliste au sens ou elle fait
appel au théoreme d’existence et unicité de [24]. Par contre, elle prouve I’existence et 1’unicité
globale des solutions de (4.10) comme précédemment évoqué pour des coefficients vérifiant les
hypotheses de régularité et sous une hypothese de non dégénérescence sur 0. Notons que dans
ce cas ou 0 ne dépend pas de Z et sous cette méme hypothese de non dégénérescence sur o, par
régularisation et passage a la limite, Delarue a pu étendre I’existence et I'unicité globale au cas
ou les coefficients sont lipschitziens [10].

Examinons maintenant ce qu’il se passe si I’on considere des systemes d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades ou le coefficient o dépend de Z, c’est a dire de la
forme

Xs :[L’—|—/ f(T,X,«,}/T,ZT)d’F—F/ U(TaXra}/raZr)dBm
t T t T 4.13)
Y, = ®(X7) +/ g(r, X, Y, Z,)dr — / Z,dB,, t<s<T.

Dans ce contexte, cherchant toujours des solutions de la forme Y, = u(s, X;), le systeme
(4.11) devient

—g(t, Xt, 'LL(t7 Xt)a Zt) = Uf—‘— < Ui(t, Xt), f(t, Xt, U(t, Xt), Zt) >
1
+§tr[ulx€x(t7 Xt)a(tv Xta u(t> Xt)> Zt)a(t7 Xt7 U(t, Xt)a Zt)t] k= 17 s,

(4.14)
ux(t, Xt)U(t, Xt, U(t, Xt), Zt) = Zt
w(T, Xr) = ©(X7).
Pour pouvoir continuer la méthode de Ma, Protter et Yong, il faut pouvoir écrire
Zt = z(t,Xt,u(t,Xt),uw(t,Xt)) (415)

et prouver I’existence d’une solution a I’équation aux dérivées partielles

i+ < gty z), f(t @, 2(t 2,0, Va)) >
1
—|—§t7’[u§m(t, x)o(t,r,u, 2(t, x,u, Vu))o(t, z,u, z(t, z,u, Vu))'| k=1,...,m
+g(t, z,u, 2(t, z,u, Vu)) =0
uw(T,x) = ().
(4.16)
Non seulement résoudre (4.15) nécessite de la régularité sur o et sa non dégénérescence en vue
d’appliquer le théoreme des fonctions implicites, mais, au final, I’expression de Z; et de I’équation
aux dérivée partielles (4.16) est totalement implicite. Pour ces raisons, nous avons préféré aborder
le probleme par une autre approche utilisant les solutions de viscosité, initiée par Pardoux et Tang.



8 4.3 EDP non linéaires et équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades

77

4.3.2 Approche par les solutions de viscosité

De maniere a éviter tous les désagréments de régularité intervenant dans 1’approche précé-
dente, on procede autrement et on se restreint en quelque sorte en ne cherchant que des solutions
de viscosité. C’est pourquoi les notions introduites au paragraphe 4.2 nous seront bien utiles.
Ainsi plutot que de s’escrimer a prouver que v est solution de ’EDP, va t’on chercher a démon-
trer qu’elle en est une solution de viscosité.

Considérons I’équation aux dérivées partielles sous-jacente au probleme trait€. De maniere gé-
nérale, nous disposons d’un bon candidat au titre de solution et dans cette these ce sera toujours
une fonction u(t, z) = Y;** ot Y est solution d’un systéme d’équations différentielles stochas-
tiques progressives rétrogrades. Pour démontrer que notre candidat v est solution de viscosité de
I’équation aux dérivées partielles en jeu, il y a par définition 2 points importants a vérifier

-1- on montre que u est continue.

-1i- on montre que la propriété sur les maxima et minima locaux est vérifiée.

Remarquons que souvent la continuité obtenue en -i- simplifie grandement la preuve de -ii-.

Le résultat qui va suivre que 1’on doit a Pardoux et Tang [35], illustre bien 1’utilisation de la
notion de solution de viscosité dans la résolution d’équations aux dérivées partielles. La démons-
tration est tres instructive, non seulement elle montre la complémentarité de la notion de solution
de viscosité avec la théorie des équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades,
mais elle nous servira de modele pour I’obtention du principal résultat de ce chapitre.

On s’intéresse donc toujours aux systemes d’équations différentielles stochastiques progres-
sives rétrogrades de la forme

Xs =+ / f(?", Xra }/7"7 Zr)d’f’ + / O'(T, Xra n)dBm
t T t T “4.17)
Y, = ®(X7) —|—/ g(r, Xy, Yy, Z,)dr — / Z,.dB,, t<s<T.

Méme s’il est possible de se placer dans le cadre général des systemes étudiés dans [21], on
supposera ici que m = 1. En se placant sous les hypotheses évoquées au chapitre précédent, on
sait qu’il existe 7' > 0 tel que 1’on ait existence et 1’unicité de la solution (X**, Y** Z%*) de
(4.17) sur [0, T']. Pardoux et Tang obtiennent le résultat suivant, clarifiant fortement le lien entre
le systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (4.17) et 1’équation
aux dérivées partielles :

ou

= (t:2) + (Lu)(t @, u(t, @), Vult, 2)o(t, 2, u(t,2))
=0

+g(t, z,u(t, x), (Vu)(t,z)o(t, z,u(t,z))) , te[0,T[,x € RP (4.18)

w(T,x) = ®(x), reRP
ou ici L est I’opérateur qui a la fonction u associe la fonction

1 . 0%u ou
3 Z(UU )ij(t, z, u) e, + Z fi(t, x,u, Vu.o(t, as,u))a—gvZ

,J %
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Théoréme 4.9 La fonction déterministe u(t, z) = Y;*” est continue sur [0, T[xRP.
De plus, u est solution de viscosité de I’équation aux dérivees partielles (4.18).

Démonstration.

La continuité de u s’obtient en utilisant des théorémes de continuité en les parametres concer-
nant des équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades a parametres. Nous ne
détaillons pas la preuve ici, car nous serons amenés a le faire pour démontrer le principal résultat
de ce chapitre. Nous pouvons toutefois souligner que le principal ingrédient de cette preuve est
un résultat similaire au théoreme 3.9.

Nous allons maintenant prouver que v est sous-solution de viscosité de (4.18) en suivant la
preuve de Pardoux et Tang. Montrer qu’elle est sur-solution de viscosité se traitant de la méme
maniere, cela suffira a prouver qu’on a une solution de viscosité.

Considérons donc ¢ de classe C? et (t,x) € [0, T[xRP un minimum local de ¢ — u. Quitte a
translater ¢ par une constante, on peut supposer que ¢(t, z) = u(t, ).
Supposons alors par I’absurde que

9¢

a(t, z)+ (Lo)(t, x,ult,x), (Vo) (t, x)o(t, z,u(t, x)))

+ 9@,z u(t, x), (Vo) (t,x)o(t, ,u(t, x))) <0.
En utilisant la continuité de u, on peut alors considérer 0 < o« < T' — ¢ tel que, sur
{(s9) et TI xR, t<s<t+a, r—y|<a},
on ait
%((;,y) < ¢(s,y)
5(87 y) + (£¢)<87 Y, U(S, y)7 (V¢)(87 y)O'(S, Y, U(Sa y)))
+9(s,y,u(s,y), (Vo)(s,y)a(s,y,u(s, y))) < 0.

Nous allons étudier les processus (X%, Y% Z5*) durant la période ou (s, X*) ne sort pas de
cet ensemble. A cette fin, nous introduisons

7 = min (inf{s >t | XE — x| > a),t+ 04)

et les processus -
(Ys, Zs) = (Vi 1 () 227)

pourt < s <t + a. Les processus (Y, Z) représentent formellement les processus (Y, Z) entre
les instants ¢ et 7.
Considérons en outre les processus

(}Afsv ZS) = (¢(8 AT, X.ﬁ’/:\ET)7 1[t,T](S)V¢(S7 X?I)U(S? X?x? u(sv X?z)))
pourt < s < t 4+ o. On note que les processus (Y, Z) représenteraient la solution de (4.17) si u
était suffisamment régulicre.
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Nous allons maintenant pouvoir comparer les processus (Y, Z) avec les processus (Y, Z ).
En effet, (Y, Z) vérifient, pour t < s < t + «, I’équation différentielle stochastique rétrograde

T t+a
Y, = u(r, Xb) +/ g(r, X2 u(r, XY, Z,)dr — / Z,dB,

AT

alors que (Y, Z ) vérifient, pour t < s <t + «, I’équation différentielle stochastique rétrograde

Y, = ¢(r, Xb%) — /T {8(;5( X5 4+ (L) (r, XE¥ u(r, XEY), Zr)} dr — /Ha Z,dB,.

ot
On a donc
Vo~ Y= 6(r X6 —ulr, Xt + [ Gar— [ (2~ 248,
SAT SAT

ol

P —aqb t.x t,x t,x 7 t,x t,x -]

B = = [ S0 XE%) + (L), X%, ulr, X0, Z0) g, X0 ulr, X07), Z,) |
En notant

A a¢ t,x tx tx\ 7 t,x tx\ 7 ]

ﬂr - ot ( X ) (‘Cgb)("“y Xr7 ,U(’ﬂ Xr7 )a Zr) + g(T, ‘er7 ,U(’f’, Xr7 )7 Z’”) ’

et en remarquant qu’il existe ¢ > 0 telle que |3, — BT <
processus F;-adapté (v,) tel que

— ~ — A

By — B =<Vp, Zp — Zyp > .

Finalement,

T T

< Yoy Ly — Zp > dr — / (Z, — Z,)dB,

SAT

Y, =Y, = o(r, XI) — u(r, X1) +/ B.dr —l—/
SAT

SAT

et donc (Y -Y, Z-Z ) vérifie une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire. D’aprés
ce qui a été vu au chapitre précédent au travers de la proposition 3.7 , on a alors I’égalité

)A/t - Y/t =F |:Ft,T(YT - }77') _'_/ Ftvsﬁsds]
t

[';s=exp < YdB, — / \%\2617”) :

Nous avons par hypothese u(7, X1*) < ¢(7, X17) et 3, > 0 sur I'intervalle [t, 7], on en déduit
donc que Y; —Y; > 0, c’est a dire u(t, x) < ng( , ). C’est contradictoire. O
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4.4 Casou le coefficient d’ordre 2 dépend du gradient

Deux problemes majeurs semblent géner 1’extension du résultat précédent a des systemes
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades ou le coefficient de diffusion
o dépend également de Z.

e Tout d’abord, quelles équations aux dérivées partielles sont associées a de tels systemes
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades ?

e Si on suppose la premiere question résolue, on s’apercoit que techniquement, dans le cas
oll o dépend de Z, on n’a pas immédiatement la continuité de u : (¢, z) — Y;**. Or elle
semble trés utile a la démonstration précédente. Comment prouve t’on la continuité de u
dans ce cas ?

Le schéma en 4 étapes de Ma, Protter et Yong répond d’une certaine maniere a la premiere
question, mais dans I’optique que nous adoptons (c’est a dire résoudre les équations aux dérivées
partielles par les solutions de systemes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades et
non I’inverse), la réponse donnée nous parait trop implicite pour €tre transposée a cette approche,
ce qui nous entrainera a poser le probleme sous une forme différente. Nous allons tout d’abord
répondre a la seconde question, ce qui constituera un résultat nouveau a notre connaissance. Nous
verrons qu’en calquant la preuve de Pardoux et Tang, au cas o o dépend de Z nous pourrons alors
répondre d’une autre maniere a la premiere question constituant ainsi la-aussi un résultat nouveau
et le principal résultat de ce chapitre.

Nous considérons donc maintenant le systeme d’équations différentielles stochastiques pro-
gressives rétrogrades

Xo=at [ S0 X Yo Z)ir+ [ on XY, 2)dB,
t T t T 4.19)
Y, = &(Xr) +/ g(r, X, Y., Z,)dr — / Z,.dB,.

Pour simplifier la présentation, on va supposer jusqu’a la fin de cette partie que 1" est choisi tel
que p(A(0)) < 1, ou A est la matrice de la proposition 2.7. Par le théoréme 3.12, on sait alors
que pour ¢ € [0,7], la solution (X"* Y Z%*) de (4.19) est définie sur [¢t,T]. Remarquons
que pour obtenir existence et unicité, comme mentionné au chapitre 3, on pourrait prendre des
conditions moins restrictives sur les coefficients de (4.19). Toutefois, on n’obtient la continuité
de u : (t,x) — Y,"* que sous les hypotheses du théoréme 3.12. En effet, comme il en a été
fait allusion dans la preuve précédente, le principal ingrédient nécessaire a la démonstration de
la continuité est une majoration au sens de normes adéquates des solutions du systeme (4.19).
Dans le cas o o dépend de Z, la seule alternative au théoreme 3.9 est notre théoreme 3.13. Sous
les hypotheses prises (p(A(0)) < 1), nous donnons une version plus faible mais suffisante & nos
besoins.
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Théoreme 4.10 Il existe une constante C' > 0 (ne dépendant que de 7" et des constantes de
Lipschitz des fonctions f, g, o et ¢) telle que

T
sup E [\Xﬁxﬂ + sup E UYSMF] + F [/ ||Z§’m]|2ds}
t

t<s<T t<s<T

<C (W + E[®(0)%] + E VT (1£(r,0,0,0)* + |g(r,0,0,0)* + [|o(r,0,0,0)]) dD

Déemonstration.
Tout d’abord, remarquons que les coefficients de la matrice A(t) décroissent avec ¢. En désignant
par N la “norme sup” ie VC' € My(R), N(C) = sup |C;;l|, par positivité des coefficients de la

1<4,5<d
matrice A(t) et par la proposition 2.2, on déduit que ¢ — p(A(t)) est décroissante.
En utilisant les notations du chapitre 3, par décroissance de ¢ — p(A(t)), U est p(A(0)) contrac-
tante. La démonstration de 3.13 donne alors une constante C' qui ne dépend que de T et des
constantes de Lipschitz des fonctions f, g, o et ¢. On en déduit trivialement le résultat avec les
sup a I’extérieur des espérances. O

Munis de cette majoration, nous pouvons attaquer la résolution du second probleme. Souli-
gnons de nouveau que ce résultat n’avait jamais été démontré dans le cas qui nous intéresse, c’est
a dire ol o dépend de Z. Par contre, dans le cas ou o ne dépend pas de Z, on peut trouver des
résultats de ce type dans de nombreuses références ([35],[10] par exemple).

Théoréme 4.11 La fonction u définie sur [0, 7] x R? par u(t, z) = Y;"* est continue.

Démonstration.
Soit (%o, 7o) fixé. Notons X, = X[* — X{0®0 Y, = Y} —Y/owo, 7 = Zb* — Zo%, On voit
alors que (X, Y, Z) est solution du systeme suivant :

dXs = f(s,Xs,Ys, Zs)ds + 7 (s, Xs, Ys, Zs)d B
dy, = g(saX& }/87 Zs>d8 — ZdB;
Xt/\to =T — X

Yr = ®(X7)

pourt < s <7 ou

T,y 2) = Lz (ry & X020,y 4 Y00, 2 4 Z050) — 1oy f(r, X [0, Yoo, Z000)
g(r’ z,y, Z) = 17"21&9(7", T+ Xﬁo,xo’ Y+ }/Tto,zoj z+ Zﬁo,zo) — 1r2tog(7”, Xio,:co’ )/;fo,:co’ Zﬁo,xo)
a(ryz,y,z) = Lisgo(r, o + X%y + Yiowo » 4 Zlowo) — 1, o, o(r, Xloro Yiowo Zto.ro)
B(x) = Dz + X2™) — (X", .
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En appliquant le théoreme 4.10, on obtient donc que

T
sup E[IX0— X00P] £ sup B [[Ye — yioro]] +E[ / sz’w—zzmuzds]
t

tAto<s<T tAto<s<T Ato

< C<|x — 20> + E[|®(0))*] + E MT |f(r,0,0, O)Pdr]

NAto

+EUtT \g(r,0,0,0)|2d7} +E[/tT ||6(r,0,070)||2d7“})

Nto Ato

Remarque On a en fait prolongé Xt Yo 7% et Xtoo yloo 7io.20 regpectivement sur
[t N to,t] et [t Atg,to] alors qu’a priori, on ne pouvait les considérer que sur [t V tg, +00].

Il suffit maintenant de noter que

T B tVtg
E V |f(r,0,0,0)]2dr] _E U (. Xﬁo’“’”‘),Y,}fO’xO,Zﬁo’xo)\zdr}
t t

Ato Ato
tVio tVito
<o { / \f(r,o,o,oﬂ B [ / |Xﬁw°\2dr]
tALo tAto
tVio tVig
+E U |Y,f0’m0|2dr} +E [/ ||Zﬁ0’x°||2dr]>
tALo tAto

tVito
<CA+ |zt —to| + E U (1f(r,0,0,0)|* + || Zfo"||?) dr} :
t

NAto

Pour la derniere inégalité, on a utilisé de nouveau le théoreme précédent. On obtient la méme
inégalité si I’on remplace f par ¢ et comme g(r,0,0,0) = 0 et $(0) = 0, on en déduit que

T
sup  E[IX0"— X050P] £ sup B [[Y — yioro]] +E[ / szvz—zzmuws]
t

tAto<s<T tAtg<s<T Ato

< C(\x —zo* 4+ (1 + |mo)?)|t — to|

tVig
+ B U (1£(r,0,0,0)> + [|o(r,0,0,0)|* + || ZLo||?) er
t

NAto

et donc que

lim (X0 — Xfowo yhe _ylowo zte _ gy — (0,0, 0).

(t,:ﬂ)—>(t0 ,:Eo)
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Ensuite en écrivant que

|u(t7 Jf) - u(t(), $0)|2 = E[}/tt’x _ }/;0@0‘2

0

< QEHY?’QE - Y;to,zo‘2] + QEHY?O@O _ Y;EOJCOP]

tVito
< 2By -y | [ gl e v, o Py
tAto
tVito
vap | [ jzompar]
tAto
tVto
< C(le—al+ Pt -ul+ £ | [ 170:0.0,0]
tAL
tVio ’
v | [ l00:0.0,0P + oG 0.0.0)[ + 12271 ar])
tAto
on vérifie que la fonction (¢, x) — wu(t, x) est bien continue. O

Remarque 4.12 En reprenant la preuve précédente, on peut obtenir d’autres résultats de régu-
larité. 1l est par exemple trivial (prendre ¢ = t, dans la preuve) de montrer que la fonction u est
lipschitzienne en x (i.e. V¢, u(t,-) : R? — R est lipschitzienne). C’est une propriété trés impor-
tante si I’on souhaite prolonger le résultat d’existence et d’unicité locale a un résultat d’existence
et d’unicité global. Malheureusement, pour pouvoir effectivement obtenir une telle extension, il
faut étre capable de contréler la constante de Lipschitz, ce qui est bien difficile dans notre cas. On
notera également que la continuité a x fixé dépend, d’apres la derniere inégalité de la preuve, du
comportement du processus Z. Comprendre celui-ci est certainement la question la plus délicate
de la théorie des systémes d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades.

Nous voudrions maintenant répondre au premier probleme mentionné plus haut, c’est a dire
décrire les équations aux dérivées partielles que I’on peut représenter au sens de viscosité par
la solution d’un systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades. Y ré-
pondre de but en blanc n’est pas particulierement évident. Plagons nous plutot dans le cadre dans
lequel la réponse a cette question nous serait le plus pratique. Pour étre plus précis, nous aimerions
considérer une équation aux dérivées partielles de la forme déja vue précédemment, mais ou les
coefficients des dérivées secondes pourraient également dépendre du gradient de la solution. Ce
type d’équations aux dérivées partielles trouvent des applications dans de nombreux domaines,
méme les plus inattendus comme le débruitage d’images. La question est : pour une telle équation
aux dérivées partielles, quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes me permettant d’en
représenter la solution a 1’aide de la solution d’une équation différentielle stochastique progres-
sive rétrograde. C’est sous cette optique que nous allons procéder.

Considérons donc
M : [0,400[XRP x R x R — RP*P,
f [0, 400[xRP X R — RP,
g : [0, +00o[xR? x R — R,
o : RP— R.

Y
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On aimerait trouver une représentation probabiliste des solutions d’équations aux dérivées
partielles du type

( Ou 0*u
—(t,x) + M(t,z,u(t,z), Vu(t,x)). ———(t,x
5 (1) MZ:N[ (¢, 2, u(t, z), Vu( >)2J8x,-8xj( )
+<f(t, z,u(t, z), Vu(t, z)), Vu(t7a?)> +g(t,z,u(t,z), Vu(t,z)) =0
pourt € [0,7], z € R?,
| w(T,z) = ®(x) pour z € R?.

Malheureusement, on s’apercevra que si I’on veut résoudre des équations aux dérivées partielles
ou M dépend de Vu par les solutions d’équations différentielles stochastiques progressives ré-
trogrades, cela imposera une condition sur le coefficient de diffusion o de celles-ci. En fait, on
verra qu’imposer a un coefficient de 1’équation aux dérivées partielles précédente qu’il dépende
de Vu, entralne une contrainte supplémentaire au coefficient o et au coefficient concerné. Afin de
ne pas avoir a gérer des contraintes incompatibles et donc de ne pas travailler sur I’ensemble vide,
on va se restreindre a ne considérer que des équations aux dérivées partielles ol la dépendance
en le gradient de la solution n’apparait que dans les coefficients des dérivées secondes. On ne
considérera donc que des équations aux dérivées partielles du type

( Ou 0u
E(t, z)+ %: M (t,z,u(t, ), Vul(t, x))m Dbz, (t,x)
(S) +<f(t7 z,u(t,x)), Vu(t, x)> +g(t,z,u(t,z)) =0 (4.20)
pourt € [0,7], x € RP,
| w(T,z) = ®(x) pour z € R?.

On cherche donc sous quelles conditions sur les coefficients f, g, o et ® de 1’équation différen-
tielle progressive rétrograde

X, =+ / F(r, X, Y )dr + / o(r, X,.Y,, Z,)dB,
(&) t t , 4.21)

T T
Y, = o(X7) —|—/ g(r, X,., Y, )dr — / Z,.dB,, t<s<T

la fonction u définie par u(t, z) = Y, est solution de (S). Le théoréme suivant répond 2 cette
interrogation et constitue le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 4.13 Sous les hypothéses du théoreme (3.12), si f, g et ® sont des fonctions globale-
ment continues, M une fonction globalement lipschitzienne et de plus o est une matrice inversible
vérifiant les conditions

Vt, x,y, 2, oo*(t,x,y,z) =2M <t, x,, (a*(t,x, Y, z))_lz>, (4.22)

x>0, Vt, x,y, z,w, lo(t,x,y, z)_1w| < Awl, (4.23)

alors, Y** désignant I’unique solution sur [0, 7] de (&), la fonction u(t, z) = Y,"* est continue
sur [0, 7] x R? et est solution de viscosité de (S).
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Lemme 4.14 On a presque surement pour tout s € [¢, T1,

t,x
YT = VI = (s, XET).

Démonstration du lemme.

Nous adaptons la démonstration du cas ¢ non dépendant de Z de Delarue [10] au cas
o dépendant de Z, en utilisant la technique de comparaison utilisée précédemment
dans le théoreme 4.11.

Nous fixons s € [t,T] et U un variable F,; mesurable.

Nous considérons alors le systeme d’équations différentielles stochastique progres-
sive retrograde suivant

X, = U+/ f(r, XT,}Q,ZT)dr+/ o(r,X,,Y,, Z.)dB,
s T ST , (424
Y, = ®(X7) +/ g(r, X, Y, )dr — / Z,.dB,, s<u<T

Il n’est pas difficile d’étendre les théoremes 3.12 et 3.13 a ce systeme en remplacant
|z|? par E [|U|?]. Nous pouvons donc poser (X*Y V>V 7Z5U) I’unique solution du
systeme (4.24). Nous montrons alors qu’il existe une constante strictement positive
C telle que pour tout x € R? et tout € > 0,

E [Ly_y<e| Y2V = Y5*1?] < CFE [Ly—sj<e|U — z|*] . (4.25)
En effet, soient pour r € [s, T,
Xr — Xﬁ’U o )(;f,m7 Y/T — )/TS,U o }/Ts,m7 Zr — Zﬁ’U o Zi,m

Alors, (X,Y, Z) est solution du systeme d’équations différentielles stochastique pro-
gressive rétrograde

)_(u:U—:E—I—/

T T
Y, = h(X7) +/ g(r, X,.,Y,, Z,)dr — / Z,.dB,, s<u<T

|

(r, X, ¥, Z,)dr + / 5(r, X, V., 2,)dB,.

ou

) = Srhu+ XP% 0+ Y2 w+ Z207) = f(ru,v,w)
g(r7u7v7 w) = g(r7u+X7f7x7v+K”8’x7w+Zf’x) _f(r7u7v7 w)
o ) = o(ru+ X% v+ Y w+ 207 — o(r,u,v,w)
) (

= h(u+ X357 — h(X5).

Les fonctions f, g, & et h vérifient les hypothéses (H1), (H2) et (H3).
Si I’on considere désormais un ensemble A € F; et les processus définis pour r €
s, T'] par

(XY Z0) = (1LaXo, 1aY; 14 Z,),
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on obtient encore des processus progressivement mesurables relativement a la filtra-
tion F et qui de plus sont solutions du systeme d’équations différentielles progres-
sives rétrogrades

XA =1,(U — 1) +/ Laf(r, X2 YA Z8dr +/ Lo (r, X2, YA Z4dB,,

u

7 f
YA =1,4h(X3) +/ Lag(r, X2, YA Z8dr — / Z4dB,, s<u<T

B (4.26)
En appliquant le théoréme 3.13 a ce systeme (apres avoir remarqué que f (r,0,0,0) =
0 et idem pour g, & et h), on obtient I’existence d’une constante C' indépendante de
x telle que

T
E{sup |1AXT\2} +E[sup |1AYT|2} +EV |1AZT|2dr} < C(1alU =)

s<r<T s<r<T
En particulier, nous en déduisons
E[14)Y2* = Y2UP] < CE [14]U — 2]

et donc (4.25) pour A = {|U — z| < €}.
Ensuite, comme

E [1gu-a<alu(s.U) =Y OP] < B [Lu—sj<alu(s,U) = u(s, 2)]?]
+E [1u—aj<g| Y5 = YU
< 2(E [Yu—sj<eplu(s,U) — u(s,z)|’]
+ CF [Ly—sj<a U — 2f*])
< C'E [1u—u<e|lU — 2]

La derniere inégalité étant une conséquence du théoreme 3.13 et de (4.25).

On conclut la preuve en écrivant pour tout entier strictement positif N,

Ellu(s,U) = YUP] < > E [Lgu—kvi<yn Huls, U) = VU]

kezd
/
< N7 2 B lw-smiam]
kezd
2
< .
<

Cela étant vrai pour tout N > 1, on obtient que V>V = u(s, U) ps
La premiere égalité du résultat attendu s’obtient par unicité de la solution de la
FBSDE (4.24) et la seconde de 1’égalité précédente lorsque U = X",
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Démonstration.

Nous allons adapter la preuve de Pardoux et Tang [35] que nous avons vu précédemment a I’équa-
tion (&).

La preuve de la continuité ayant déja été 1’objet du théoréme 4.11, nous n’avons qu’a prouver
la propriété sur les extrema locaux. Nous allons juste montrer que u est une sur-solution de (£),
la preuve qu’il s’agit également d’une sous-solution utilisant les mémes arguments.

Remarquons que, par I’hypothese d’inversibilité de o, on a p = d. Considérons donc une
fonction ¢ de classe C? définie sur [0, T[xR< et a valeurs réelles. Soit (o, 7o) un maximum local
de u — ¢. Quitte a modifier ¢, on peut de plus supposer que (u — ¢)(to, o) = 0. Nous cherchons
a prouver que

%(tmxo)ﬂL Z M (to, o, u(to, o), Vé(to, 29))

ot —
1<4,5<d

826

582,00, "0 )

+ <f(t0, Zo, u(to, ],’0)), qu(to, .To)> + g(t(), Zo, u(to, .To)) Z 0

Supposons par I’absurde que ce soit faux. Par continuité de u, il existe une boite centrée en (t¢, o)
dans laquelle on a I’inégalité contraire. On peut donc considérer un réel p vérifiant
0 < u < T —tg et tel que, pour tout (¢, z) € [tg,to + u| X B(xg, i), nous ayons a la fois

u(t,z) < o(t, x)
et

o¢
ot

8%

i al’lal']

(tx)+ > M(t,,u(t,z), Vé(t, x)) (t,z)

+ <f(75, x, u(t, 93)), Vo(t, 93)> + g(t,a:, u(t,a:)) < 0.

On va s’intéresser aux processus X 1020 Yto.2o et 70,20 Jorgque X% vit dans cette boite. On
introduit donc le temps d’arrét

T = min <inf {s > tg, X10"0 ¢ B(mo,u)},to + ,u)
et on considere, pour simplifier les notations, les processus

(X, Ve, Zo) = (X570 YR Lo ) (8) Z07).

SAT ) T SAT

Les processus X, Y, et Z, représentent donc les processus X ‘00 Yt0:70 et Z%0:%0 arrgtés lorsque
X'o%o gort de la boite. On va maintenant comparer (X, Y;, Z,) au candidat naturel donné par la
formule d’It6. En effet, si on applique la formule d’Itd au processus ¢(s, X %), on obtient

T (0
oo, X5) = o(r, X200 [ (G0, X070 + Loofo X0 o, X070, 20) ) o
SAT

- / Vo(v, X000)g (v, 10w, Yoo Z00w0) 4B,
SAT
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ou L, désigne I’opérateur différentiel
Lyé(s,x,y, 2 Z 00" (8,2,Y,2)ij 5——Fm— 82¢ (s,2) + {f(s,2,y), Vo(s,z)).
1<z ,J<d Oz a

Il est donc naturel de considérer, pour s € [to, to + p, les processus

(X,, Vi, Zy) = (XD (s AT, X1070), V(s AT, XI0T0) o (s A T, X100, Yoo Zlowoy)

AT SAT SAT SAT 7 SAT Y TSAT

et de chercher a comparer (X, Y, Z,) et (Xs, Y, Zs) Le lien entre (Xs, Y., Zs) et I’équation aux
dérivées partielles (£) n’apparaissant pas de maniére évidente, on réécrit la derniére formule sous
la forme

Vope = (7, X100) — / (%(U,Xv) v LM¢(U,XU)) dv — / 2 dB,
SAT

SAT
T
—/ g FUU*(U X100 (v, Xloor0) Zlowo)
2 ) v ) b v ) v
SAT 1<i,j<d
82925

(v, X10%)dy

— M (v, X[o" (v, X)) Ve(v, Xﬁo’xo)}

ij 01,07
ou L), désigne I’opérateur différentiel

Lyo(s, ) Z M(s,z,u(s,x), Vo(s, :L‘))Z]%;;(s,x) + {f(s,z,u(s,z)), Vo(s, ).

1<i,5<d

Or, en utilisant la relation (4.22), on a

1
500" (0, XL, (v, X100), Z107) =

to, to, to, to, to, —1 1,
M (v, X, 0% u(v, X000), (U*(v, X, 0% (v, X,0%0) 770 m())) Z° m())
et, par définition de A ,ona

1
alv) = 500*(1},Xﬁo’wo,u(v,Xﬁo’mo),Zf,o’wo) — M (v, X{0%° u(v, X{>™), Vo (v, X[0™))

= M <’U,Xf;o,m0,U(U, X£0710)7 (U*(U, X;‘;o,aco7u(v’ X;‘;o,mo% Zf)o’mo))_lzf)0710>
—M <’U>X1t)0,z0’ u(%XiO,zo)’ (U*(MX;EO’IO,U(U, Xzo,zo)’ Zio’xo))_IZAU) .

Sous les hypotheses du théoreme 3.12, M est lipschitzienne et donc, avec 1’hypothese (4.23), on
obtient qu’il existe une constante C' > 0 telle que

la(v)] < C|Zp* = Z,.

Par conséquent, pour tout i et j, il existe un processus v/, a valeurs dans R¢, adapté et borné, tel
que .
= (v, (Z™ — Z,)).
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On remarque qu’alors

Y, -V, = (u— @) (T, XT) + /T (g—f(v, Xv) + Lyo(v, Xv) + g((v, Xv,u(v, Xv))) dv

+/ <(’782¢)v, ZU — Zv>dv — / (Zv — ZU)dBU
SAT s

AT

ot (v0?¢),, désigne le processus a valeurs dans R?

On a maintenant tous les ingrédients pour faire apparaitre une équation différentielle stochastique
rétrograde linéaire. En effet, si I’on note (3 le processus de carré intégrable défini par

o= 5000 %)+ Lard(o, X) + (0, Koy (v, X)),

nous avons alors pour toutty < s < 7

T T

(64 (026)0.2, - 2))av - [ (2.~ 2B,

SAT

V- ¥, - (U—¢)(T»XT)+/

SAT

= K |irs77'(}_/; - 1}7') +/ Fs,vﬁvdv‘fs}

Fyy = exp ( [ ceonan -3 [ |<vaz¢>u|2du) .

En particulier,

}7150 - }A/to - (u - ¢)(t07 ]30) - E |:Ft0,T(YT - AT) _'_/ Fto,vﬂvdvj|
to
et, par définition de 7,

V.-V, <0 et B, < 0 pourtoutty < v < 7.

On en déduit que (u — ¢)(tg, 7o) < 0 et donc on aboutit & une contradiction. O

Remarque 4.15 Les hypotheses de régularité sur f, g, ® et M interviennent dans la démonstra-
tion du théoréme pour justifier deux points precis :

e la continuité des fonctions
(t,x) — M(t,z,u(t,x), Ad(t, z))

(t,x) — f(t,z,u(t,x))
(t,x) — g(t,z,u(t,x))
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e les propriétés de la fonction «
Sous les hypotheses du théoreme (3.12), on peut donc les assouplir par
o (t,x,y,z) — M(t,x,y, z) globalement continue et

aC >0, Y(t,x,y), |M(t,z,y,z) — M(t,z,y,2")| < Clz— 72|

o l— f(t,x,y,z) et t — g(t,x,y, z) continues

Remarque 4.16 La condition (4.22) nous montre que I’on ne peut choisir M quelconque. On ne
pourra donc, méme en s’étant donné une grande liberté sur les coefficients f et g, représenter les
solutions de toute équation aux dérivées partielles du type (S).

De plus, une fois M choisi, le coefficient o doit vérifier la relation (4.22) qui le lie a la matrice
M. Si I’on avait voulu faire dépendre les coefficients f et g dans I’équation (S) du gradient de la
solution, on voit que dans la démonstration précédente, on aurait décomposé les termesen f et g
comme on a décomposé o, entrainant de nouvelles contraintes.

D’une certaine maniere, plus on fait dépendre I’équation aux dérivées partielles £ du gradient
de la solution, plus la classe de ces mémes équations aux dérivées partielles représentables par
une équation différentielle stochastique progressive rétrograde se restreint.

Nous aimerions, pour pouvoir appliquer le théoreme précédent, étre capable de trouver les ma-
trices M susceptibles de répondre a la condition (4.22). La complexité de cette condition est telle
que I’on ne peut réellement espérer décrire ses solutions en toute dimension. Néammoins, on peut
remarquer que si d = 1 et M ne dépend plus que de sa derniére coordonnée (M = M(z)), alors
la condition (4.22) se simplifie considérablement. Il est alors assez naturel d’émettre I’hypothese
que la fonction M est injective ce qui, pour des fonctions réelles continues, est équivalent a la
prendre monotone. Les deux sections suivantes sont donc consacrées au cas d = 1 respectivement
pour M croissante et M décroissante.

4.5 Cas unidimensionnel : cas d’une fonction M croissante sur
0, +00]

Dans cette partie, nous allons étudier plus particulierement le cas ot la fonction M : [0, +oo[—
R est croissante et ne dépend que de z. Les coefficients f et g n’intervenant pas dans la condi-
tion (4.22), on se concentrera sur le cas particulier ou f = g = (0. Résumons rapidement la
situation et les résultats dont nous disposons dans ce cas particulier. Tout d’abord on cherche une
représentation probabiliste de la solution de I’équation aux dérivées partielles suivante :

Ox?
u(T,z) = &(x), x € R,

ou ou 0%u
ot (4.27)

5 (t,x) + M (%(t,x) —(t,x) =0, (t,z) € [0, T[xR
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ou M et ® sont définies sur R. On voit alors que la condition (4.22) revient a trouver une fonction
o : R — R telle que, pour tout z € R, on ait

o(x)? = 2M (%) . (4.28)

De plus, cette fonction o doit étre choisie de maniere a ce que le systeme d’équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades

X =g —I—/ o(ZX")dB,
t T (4.29)
Yir = (XL — / Z*dB,  t<s<T

possede une unique solution. En fait, dans le but de prouver que u(t, ) = Ytt’z est une solution
de viscosité de (4.27), il nous faudra non seulement existence et unicité de la solution de (4.29)
mais aussi la continuité de u. La proposition suivante clarifie ces exigences :

Proposition 4.17 Si o et ® sont des fonctions lipschitziennes de constantes de Lipschitz respec-
tives k, et kg, et si k ke < 1, alors le systeme d’équations différentielles progressives rétrogrades
(4.29) posséde une unique solution et la fonction u : [0, T[xR — R définie par u(t,z) = Y;**
est continue.

Démonstration.
Remarquons tout d’abord qu’en utilisant les notations du chapitre 3, on a

0 0 0
A(0) = 0 0 0
26k, 8V6kyk, 4v3kyk,

qui est de rayon spectral p(A(0)) égal a 41/3kyk,. On a donc, d’aprés les théorémes 3.12 et
4.11, que, si 4\/§k¢kg < 1, il existe une unique solution au systeme (4.29) et que la fonction
(t,z) — Y, est continue sur [0, T[xR.

En fait, il n’est pas difficile dans ce cas simple d’améliorer la matrice A. En reprenant la
démonstration de la proposition 3.11, on s’apercoit que, dans ce cas particulier, les constantes
obtenues par les inégalités de Cauchy-Schwarz s’améliorent et que I’information importante est
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détenue par la derniere inégalité i.e. (on reprend les notations de la preuve de 3.11)

r pT

a2t = | [ 12~ zpar
L/t

2

[ T
_ B /(ZT—Z;)dBT
t

E [|®(Xr) - ®(X}) — E[@(X7) - &(X7)| 7] [’
E [|o(X7) - ®(X7)P]
ko B [|Xr — X7[7]

[ (o(W,) — o(W))dB,

IN

IA A

2

IN

k3E

IN

E [ /t " o) a(W;)\er]

T
e | [ - wiar
t

< kakg|AWS.

IN

On obtient donc une matrice

00 0
BoO)={ 00 0
* x koks
de rayon spectral kyk,. Cela conclut la preuve de cette proposition. 0

Remarque 4.18 La démonstration précédente n’est pas spécifique au cas ou les entiers naturels
p, d et m sont égaux a 1, les seules hypothéses qui ont permis d’améliorer la matrice ont éte de
prendre M = M(z) et les coefficients f et g nuls.

Nous considérerons ici uniquement des fonctions M vérifiant les conditions suivantes :

(A1) M est une fonction paire,

(A2) M est strictement croissante sur [0, +o0],

(43) M(0) >0,

(A4) M est continuement différentiable sur |0, +o00[, de dérivée bornée
(A5) les zéros de M’ sont isolés,

(A6) M’ aune limite a droite en 0.

Dans la suite, par convention, on notera M (co) = lim M(t) € R U {+oc}.

t—-+o0
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Proposition 4.19 Supposons que la fonction M Vérifie (A1) — (A6).
Alors la fonction W définie par

[\/QM(O); V/2M (00) [ — [0, 00|

T JIM_I(%)

(4.30)

est une bijection strictement croissante.
De plus, on vérifie que la fonction réciproque ¥~ est lipschitzienne de rapport é ou

o= {er2gi)

Démonstration.
La fonction W est croissante comme composée et produit de fonctions croissantes positives. De
plus V¥ est clairement surjective.

En dérivant la fonction ¥, on obtient qu’en dehors de points isolés de [\/ 2M (0), 1/2M (c0) [

1
M=1(t2/2) 4+ t2/M"(M~1(t2/2))’

[T (W () =

En posant ¢ = /2M (u) pour u € [0, +o00[, on obtient que la fonction W' est lipschitzienne si

.. M(t) . . M(3)
et seulement si %gg {t + 2 Y20 } > (0 1i.e. si et seulement si htrg (erlf Y20

sous les hypotheses (A1) — (A6). O

> (), ce qui est le cas

Considérons la fonction o coincidant avec W~ sur [0, +o00| et prolongée par parité sur |—oo, 0].

. ) i 1 . .
La fonction o est lipschitzienne de rapport — et 'image de o est I’intervalle
o

[\/QM(O), V2M () [

%U(x)Q — M (%)

est satisfaite et grice a I’hypothese (A3), la condition (4.23) aussi. Les hypotheses (A1) et (A4)
nous assurent le caractere lipschitzien de M sur R.
On en déduit le résultat suivant :

De plus, pour tout x réel, I’égalité
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Proposition 4.20 Supposons que la fonction M vérifie les conditions (A1) — (A6) et que la
fonction ¢ est une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz strictement inférieure a «.
Considérons o définie comme précédemment.

Alors le systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (4.29) posséde
une unique solution sur [0, 7. De plus, la fonction (¢, z) — Y,"* est continue sur [0, T[xR et
solution de viscosité de I’équation aux dérivées partielles (4.27).

Examinons maintenant ce que peut donner cette proposition sur un exemple. Nous nous assu-
rerons par la méme occasion que nous ne travaillons pas sur I’ensemble vide.

Exemple 4.1 Considérons pour 3 > 0, les fonctions Mz définies sur R par
Mgs(z) = In(B|z| + 2).

La figure 4.1 donne une représentation graphique de la fonction M/;.

FIG. 4.1 — Graphe de M : z — In(|z| 4 2)

2.0

18 7

14 7
12 7
1.0 7

0.8 7

0.6 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

La fonction M est strictement croissante sur [0, +oo], d’image [In 2, +oo]. Le calcul de sa
réciprogue sur [In 2, +oco[ est ici immédiat et on a, pour z > 1,

_ expx —2

p
Par la proposition 4.19, on obtient, pour z > v/21n 2,

Uy(z) = % <exp (%2) - 2) .

La figure 4.2 donne une représentation graphique de la fonction ;.

My (x)
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2

FIG. 4.2 — Graphe de U5 :  — <exp (%) _ 2)

250t
ZDOt
150t
ll)Ot

507

FIG. 4.3 — Graphe de x — o (z) pour Mi(x) = In(|z| + 2)

3.0
2.8 7
26 7
24 7
227
20 7
1.8 7|
16 7
14 7

12 7
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La fonction ¥ 5 étant strictement croissante sur [v'2 In 2, +-oo[ d’image [0, +oo], on peut définir
sa réciproque sur [0, +oc[. On considére donc la fonction o4 coincidant avec \Ifgl sur [0, +oo] et
prolongée sur | — oo, 0] par parité.

Ici, le calcul de la dérivée de W est aise et on retrouve bien que

o :%Eg {t—i— %(5t+2)ln(5t+2)} = 41;2.

IS
4In2

Toujours par la proposition 4.19, on obtient que o4 est une fonction -lipschitzienne.

La figure 4.3 donne une représentation graphique de la fonction o;.

En notant k4 la constante de Lipschitz de la fonction ®, on a d’apreés la proposition 4.20, que
si Bke < 41n2 alors la fonction (¢, z) — Y, est continue sur [0, T[xR et solution de viscosité
de I’équation aux dérivées partielles

ou
a —|—111 <ﬂ

ou

ox

2
+ 2) % =0, (t,2) €0, T[xR,

w(T,x) = &(x), z € R.

4.6 Cas unidimensionnel : cas d’une fonction M décroissante
sur [0, 00|

Cette fois-ci, nous considérons le cas ou la fonction M : [0,4+00[— R est décroissante et
ne dépend que de z. Tout comme dans le cas précédent, nous supposerons que f = g = 0. On
cherche donc toujours une représentation probabiliste de la solution de I’équation aux dérivées
partielles

ou ou 0*u

u(T,x) = ®(x), zr € R,

(4.31)

en considérant la solution lorsqu’elle existe du systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades

Xb =g 4 / o(Z5")dB,
! T (4.32)
VI = &(X0") — / ZdB,  t<s<T.

Cette fois, nous considérerons uniquement des fonctions M vérifiant les conditions suivantes :
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(B1) M est une fonction paire,

(B2) M est strictement décroissante sur [0, +00],

(B3) M est continuement différentiable sur |0, +oo[ de dérivée bornée
(B4) Les zéros de M’ sont isolés

(B5) lim M(t) >0

t——+o0

(B6) inf {2% - t} > 0.

Proposition 4.21 Supposons que la fonction M Vérifie les conditions (B1) — (B6) . Alors la
fonction W définie par

] V2M (), \/2M(0)} — [0, +00]

4.33
z— xM! (%) ( .

v

est une bijection strictement décroissante.

o _ o . ' M(t)
—1 l _= -
De plus, on vérifie que W~ est lipschitzienne de rapport - ou « %gg {2 @) t}.

Démonstration.

On obtient la décroissance et le rapport de Lipschitz en utilisant I’expression de la dérivée obtenue
dans la démonstration de la proposition 4.19 et I’hypothese (B6). La surjectivité se déduit alors
de I’hypothese (B5). O

Considérons la fonction o coincidant avec la fonction U~ sur [0, +o0[ et prolongée par pa-
rité sur | — oo, 0[. La fonction o est lipschitzienne de rapport é et I’image de o est I’intervalle

} V/2M (o), \/2M(0)] . De plus, pour tout x réel, I’égalité

o)

est satisfaite et grace a I’hypotheése (B5), la condition (4.23) aussi.

Le résultat principal devient

Proposition 4.22 Supposons que la fonction M vérifie les conditions (B1) — (B6) et que la
fonction ® est lipschitzienne de constante de Lipschitz strictement inférieure a .. Considérons la
fonction o définie comme précédemment.

Alors le systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (4.29) posséde
une unique solution sur [0, 7. De plus, la fonction (¢, z) — Y,"* est continue sur [0, T[xR et
solution de viscosité de I’équation aux dérivées partielles (4.27).
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Donnons deux exemples illustrant cette proposition

Exemple 4.2 Considérons pour 5 > 0, les fonctions M définies sur R par

Mps(z) = Wiﬁ

La figure 4.4 donne une représentation graphique de M.

+ 1.

FI1G. 4.4 — Graphede M, :x +— 1+ 1+1|x|

On vérifie que la fonction Mg est décroissante sur [0, +ool et que son image est |1, 2]. On peut
donc définir sa réciproque sur |1, 2] et un petit calcul nous montre alors que pour z €]1, 2],

2—x
r—1

a = inf QMB(LL) —t
>0 | [Mp(t)]
2 <% + 1)
‘_(t+ﬁ)2
= inf {t +26+2
t>0
= 405.
La proposition 4.21 nous affirme alors que la fonction W 4 définie pour = €]v/2, 2] par

(4 — 2?)
x? =2

Mgt (x) =8

De plus, on a

= inf —t

t>0

(t;ﬁ)z}

Vs(r) =03
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est strictement décroissante d’image [0, +oc].

La figure 4.5 donne une représentation graphique de ¥,

FI1G. 4.5 — Graphe de V¥, : x — 2(4—22)

x2-2

100
90 7
807
707
60 7
507
407
307
207

107

14 15 16 17 18 19 20

On peut alors considérer o5 coincidant avec \1151 sur [0, 4+o0] et prolongée par parité sur
] — 00, 0[. On n’a pas d’expression explicite de o3 mais toujours d’aprés la proposition 4.21, elle
est ﬁ lipschitzienne.

La figure 4.6 donne une représentation graphique de o,

FI1G. 4.6 — Graphe de o, pour My : x — 1+ ﬁ

=130 -90 =50 -10 30 70 110 150 190
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Toujours en notant kg la constante de Lipschitz de la fonction ®, par la proposition 4.22 si
ke < 40, alors la fonction (¢,z) — Y, est continue sur [0, T[xR et solution de viscosité de
I’équation aux dérivées partielles

ou 3 0%u
w(T,x) = ®(x), r € R.

Exemple 4.3 Considérons pour 3 > 0 les fonctions Mz definies sur R par

s
NCEE

La figure 4.7 donne une représentation graphique de la fonction M,

Mﬁ(l’) = +1

FIG. 4.7 — Graphe de M, : x +— 1+ \/ﬁ

On peut ainsi vérifier que M est strictement décroissante sur [0, +oo[ et d’image |1, 2]. De
plus, un petit calcul nous montre que, pour = €]1, 2],

1 y(2 - y)
M (x)—ﬁiy_l .
On en déduit que pour = €]v/2, 2],
V4 — x?

La figure 4.8 donne une représentation graphique de la fonction ;.
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FIG. 4.8 — Graphe de U, : x — 22, /%%

x2-2

24

20

16

12

14 15 16 17 18 1.9 20

De plus, par le calcul et la définition de «, on a

[ BE ) T 24
v 125{2|—6t<t2+ﬁ2>—3/2\ ‘t}

2 2 2\3/2
{2
. 26° | ((Bt)* + 5%
- ﬂ1tn>f0{ﬁt+ ETRReY }

(u2—|—1)3/2}

u

= 6inf{u+g+2
u

u>0

Notons ) 3/2
2 1
¢ = inf {u+—+2u}.
U

u>0 Uu

On veérifie facilement que ¢ > 0 (numériquement, on trouve ¢ ~ 2,961) et « = ¢ donc
(B6) est bien Vvérifiée. La proposition 4.21 nous affirme alors que W ; est strictement décroissante
d’image [0, +oo.

On en déduit qu’on peut définir \Ifgl sa réciproque sur [0, +oo[, que I’image de \I/gl est]v/2, 2]
et que \1151 est % lipschitzienne. On considére son prolongement paire a tout R, noté o4. La
fonction o4 est alors aussi ; lipschitzienne.

La figure 4.9 donne une représentation graphique de la fonction o;.



102

Chapitre 4 - Equations aux dérivées partielles

FIG. 4.9 — Graphe de oy pour M;(z) =1+ \/117

2.0

19

18

17

16

15

-30 -20 -10 0 10 20 30

Enfin, d’aprés la proposition 4.22, si ks < ¢f, la fonction (¢, ) — Y;*" est continue sur
[0, T[xR et solution de viscosité de I’équation aux dérivées partielles

2
ou 16 1 0“u

w(T,x) = &(x), r € R.

=0, (t,z)€)0,T[xR

4.7 Quelques cas en dimension 2

Comme déja annoncé, résoudre en toute dimension 1’équation (4.22) n’est pas envisageable.
On se persuade assez facilement que, deés la dimension 2, les calculs deviennent inextricables.
Nous n’allons donc pas pouvoir ici résoudre le probleme en toute généralité. Toutefois nous pro-
posons 2 cas ou les résultats obtenus en dimension 1 peuvent étre généralisés. Dans ces 2 cas, la
matrice M a la particularité d’étre une matrice 2 x 2 diagonale. Toujours dans un souci de sim-
plification, on prendra f = g = 0 et une matrice M ne dépendant que du gradient de la solution.

On peut donc écrire
51 (I, y) 0 )
M(x,y) =

et I’équation aux dérivées partielles associée est alors

0 0? o
S (T w) + &(Vult,2.9) 5 + &(Vult z.y)

w(T,z,y) = ®(x,y) pour (z,y) € R

8—;: = 0 pOUTt G]O, T[; (.CL', y) € RQ

(4.34)



§ 4.7 Quelques cas en dimension 2

103

4.7.1 Cas d’une matrice hyperdiagonale

Considérons tout d’abord le cas trés simple ou &; ne dépend que de x et & ne dépend que de
y. L’équation (4.22) se simplifie fortement, la matrice o étant alors forcément diagonale. On doit
alors a trouver des fonctions o, et o5 telles que

on(2)? =26 (= ),
1 1 0’11(:1') (4.35)
02($)2 =26 o2(@)

On remarque également que o vérifie (4.23) si et seulement si o1 et o9 vérifient la condition
(4.23). 11 suffit donc de choisir des fonctions &; et &, vérifiant les jeux d’hypotheses (A1) — (A6)
u (B1) — (B6) et avec une fonction ¢ correctement choisie (c’est a dire telle que k ke < 1
d’apres la remarque 4.18), on peut représenter la solution de 1’équation aux dérivées partielles a
I’aide du systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades associé.

Exemple 4.4 En utilisant les conditions obtenues dans les exemples précédents, on peut repré-
senter la solution de I’équation aux dérivées partielles

0u 1 41 0%u . ou
[Zf+1 7 ) a2 T

2
% + 2) O =0, t €0, T[x(z,y) € R?
(T,.I’)—.CE—Fy, (l’,y) ERz'

dy?

(4.36)

En effet, posons z = (z,y) € R et considérons (X**, Y Z"*) I'unique solution du systeme
d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades

;

X;=x+/ o1(Z})dB}
t

X2=y+ / 02(22)d B2
t

T T
YSZX}+X%—/ Z,}dB,%—/ Z2dB?

\

oll o, est le prolongement paire de la fonction ¥; ! quand on définit

1v2,2] — [0, 4+o0[
\111 N .CE(4—.CE2)
2 =2

et o, est le prolongement paire de la fonction ¥, * quand on définit

[V2In2, +o00[— [0, +00]

B0 (5) )
T — x| exp 5 —2].
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La fonction v définie par u(t, z) = Y;** est continue sur [0, 77 et est une solution de viscosité de
I’équation aux dérivées partielles (4.36). Remarquons en effet que, sur cet exemple, avec le choix
des normes euclidiennes, kg = /2 et

ke = /K2 +K2

- 1+

W

(In2)2

donc k,ks < 1 et toutes les conditions nécessaires sont vérifiées.

Bien évidemment, cet exemple se généralise en toute dimension en prenant une matrice M
“hyperdiagonale” c’est a dire de la forme

g1(r1) 0
M(zy,...,xq) = 92(@2) )

0 9a(wa)

4.7.2 Cas d’une matrice diagonale avec un coefficient constant

Considérons maintenant un cas 1égerement plus compliqué. On suppose toujours que M est
diagonale mais cette fois, un des coefficients diagonaux est constant égal a ¢ > (. Remarquons
tout de suite que 1’on ne peut prendre ¢ = 0 car la matrice o doit €tre inversible dans (4.23). On a

donc ici
M(z.y) = ( ¢(96, y) 0 )

£

et ’on étudie 1’équation aux dérivées partielles

ou Pu  u )
T ¢(VU)@ + aa—yQ =0  pourte€l0,T[, (zr,y) eR

T, z,y) =P(x,y)  pour (z,y) € R%

(4.37)

Une matrice ¢ vérifiant (4.22) sera forcément de la forme

o(w,y) = ( Ul(g’y) \/02? )

et la condition (4.22) se traduira alors par I’équation

-

i
O—l(x>y)

Y

G-
™
N——

11 suffit donc que pour tout y € R, la fonction x +— ) (x, ) vérifie les hypotheses (A1) —

(A6) ou (B1) — (B6).

Bl
™M
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4.7.3 Cas d’une matrice diagonale aux coefficients localement inversibles

Continuons sur notre lancée, en considérant I’'un des rares cas théorique ou 1’on peut ef-
fectuer quelques calculs et obtenir un résultat. Nous considérons ici que la fonction &(x,y) =
(&1(z,y), & (x, v)) satisfait aux conditions

(C1) La fonction ¢ est invariante par (z,y) — (—x,y) et (x,y) — (z, —y).

(C2) Pour tout (x,y) €]0,+00[% &1 (z,y) = + ar(z,y) et &z, y) = y + oz, y) ol a; et

v sont des fonctions positives et de classe C'*.

(C3) Les dérivées partielles de «; et ap vérifient

80&1 1 8042 1 80&1 1 8042 1
0<8x< O_8x< Ay <2 8x<

(C4) a1(0,0) > 0et az(0,0) > 0
Sous ces hypotheses, la fonction a(z, y) = (a1(x,y), as(x, y)) est lipschitzienne de constante de
Lipschitz strictement inférieure a 1. On en déduit par un résultat bien connu que la fonction £ est
inversible sur [0, +oc[?. Considérons 3 = (31, 32) sa fonction réciproque, définie sur un ouvert
V de |0, +oo[%. De plus, le jacobien de & étant toujours strictement positif, ’application /3 est
différentiable sur V' et sa différentielle est la réciproque de la différentielle de £. En particulier,
en notant | DE| 1a jacobien de &, on obtient

1 1

0 _ 1 (| P 0% 1 (| dar)
Jr  |DE| y dy  |DE| oz

Notons, conformément au cas unidimensionnel, I’application W par

. { V — [0, +00[?
(JI, y) = ($61($2/2, y2/2)7 y62(132/2, y2/2>>

La matrice jacobienne de ¥ est alors

2 Bl aﬁl

Bi(?/2,9°/2) + x oz @ 2/2,4%/2) l“ya—( 2%/2,4%/2)
DU(w,y) = B, o 2 2 2 2002, 5 2
vy (2°/2,4°/2) Ba(z7/2,y7/2) +y y( x7/2,y°/2)

et son jacobien est donc (les différentes fonctions étant évaluées au point (22 /2, 3% /2))

0 0 081 0By 0B 0
|DY(z,y)| = 5Pz + ( 252 ﬁl + 428 52) 22 (65931 aﬁ; B ail aig) ‘

Par définition, on a 3132 > 0. Des expressions de aﬁl 852 et par I’hypothese (C2), tous les

termes du second terme de | D1)| sont positifs. De plus le dernler terme peut aussi se voir comme

2 2

z?y?
21D

qui est positif puisque (0,0) ¢ V par I’hypothese (C4).
Par conséquent le jacobien de la fonction W est toujours strictement positif et la fonction ¥ est



106

Chapitre 4 - Equations aux dérivées partielles

donc localement inversible partout. Par la caractérisation des compacts du théoreme de Borel-
Lebesgue, on peut définir une fonction A(z,y) = (A(x,y), Aa2(x,y)) sur 'image de ¥ qui sera
localement inversible partout et d’application réciproque W.

Si de plus, 'image de ¥ est [0, +00l[?, il est facile de voir que la matrice définie par

o(z,y) = ( Al(g,y) )\2(27@ )

sur [0, +00[? et prolongée a R? par symétrie, vérifie la condition (4.22).

4.7.4 Exemple d’un cas incertain

Pour finir ce chapitre, nous présentons un exemple d’équation aux dérivées partielles ou mal-
heureusement, méme si 1’on est capable de résoudre la condition (4.22), pour des problemes de
régularité du coefficient ¢ obtenu, nous ne pouvons conclure comme nous 1’avons fait jusqu’a
présent. Cet échec est fort dommageable, 1’équation en question intervenant fréquemment en
imagerie.

On s’intéresse ainsi a 1I’équation aux dérivées partielles

o Pu
o o S0
ou
. (Ou/dy, —0u/0x)
N [Vl ’
- (Ou/0z, Ou/dy) (4.38)
[Vul
Ona
1 Pu Pu
w((z,y) + hit) = u(z,y) + hVu.i + ihzﬁt A ki
ox0y  Oy?
et
1 %y u
u((z,y) + h7) =u(z,y) + 0+ §h27—_¢ ( o (@y > T
oxOy  Oy?
donc
Pu_ 1 ((on\ o owow o (on)'
o2 ||[Vul2 \ \ 9y ) 022 Ox dy 0xdy ox ) 0y?
(4.39)

Pu_ 1[0\ P owow (o0 P
oz ||Vul|? ox ) 0x? Ox Jy 0zdy
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On en déduit donc que

Pu  Pu_ 1 @Z @2@+2(1_)@a_ua2u
o2 " S~ [va|z\ |“ \ By 0z ) | 922 © 9z By Dxdy

@)
Ox Ay Oy?
L v u 0*u
o2 * ‘o ; M(Vu 0r;0x;
ou | 2, .2
M) = s ( (1 = ey et )

Rappelons que I’on cherche o : R? — GL(R) tel que pour tout (u, v) € R?,
o'o(u,v) =2M (‘o(u,v)) " (u,v))

Idée permettant de trouver o
On aimerait réecrire formellement 1’équation précédente en :

(u,v) = ['o(u,v)] M~ (oo (u,v)/2)
bien qu’il ne soit pas dit que I’on puisse inverser M. Si on peut définir,

v CLa(R) - R?
"\ At AMTH(AA/2),

on a alors (u,v) = ¥(o(u,v)) et donc “o(u,v) = ¥(u,v)”. La encore ¥ n’a aucune raison
d’étre inversible.
Remarquons d’ailleurs que pour A € R,

M- (u,v)) = M(u,v)

et que réciproquement, si (u,v), (u/,v') € R* — {(0,0)} vérifient M (u,v) = M(u’,v"), alors
il existe A € R tel que (u,v) = A - (¢/,v’). On ne pourra donc inverser // méme au voisinage
d’un point. Profitons en pour remarquer que I’équation n’a pas une unique solution, car si o est
solution, —o I’est également.

Pour aider a construire un o, il peut étre utile de remarquer que 1 et ¢ sont valeurs propres de
M (u,v) et qu’il n’est pas tres difficile d’obtenir

o= (00 ) (0 ) (50):

On va commencer par montrer que, pour (u,v) € R? — {(0,0)},3JA € GLy(R) tel que
M (u,v) = A*A/2 et déterminer tous les A possibles. En utilisant la diagonalisation précédente
et ’homogénéité de M, on remarque que

A=y (1 0E).
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est solution. On connait donc toutes les solutions, ce sont les
2 u —v\/e cosfO(u,v) ssinf(u,v)
uz+0v2 \ v uye —sinf(u,v) scosf(u,v)
ot f:R* - Retse {—1,1}. Notons A(s, §) cette matrice. On a
A(s, 0) = 2 vy/esinf(u, v) + ucos(u,v) s[—v/ecosb(u,v)+ usinb(u,v)]
BTN w2\ veos O(u,v) — uy/esinf(u,v)  sfvsinf(u,v) + u\/c cos O(u, v)]

’ (1) = vare (e ),

v sin 0(u, v)

LA(L, 0(u,v)) < ; ) :ﬂ( :j)

lorsque 6(u, v) est I’angle polaire du point de coordonnées (u, v).
Heuristiquement, on a

donc

( v ) = MH(A(1L,0)"A(1,0)/2).

v

donc
PA(1,0)M Y (A(L,0) A(1,0)/2) = V2(u,v)

Cela nous donne une idée de la forme que peut avoir o.
En fait, on s’apercoit qu’un o qui convient est A(1, ). En effet posons

V2 ( u? 4 /ev? (1—\@)"“’),

Tt (- Dw v+ Jeu?
on a alors
oo =2M(u,v)
1 1 vi4+eu? (Ve —Duw
o (u,v) = == 2 2
Vo o) \ (VE—Duo &+ /e
donc

o Hu,v).(u,v) =

()

oo*(u,v) = 2M (‘o (u,v)) (u,v)).

Sl -

Or comme M (u,v) = M(A(u,v)) on a bien

Malheureusement, la matrice o ainsi obtenue n’est pas continue en (0, 0), elle ne rentre donc pas
dans le cadre des théoremes vus dans ce chapitre.



Chapitre 5

Discretisation des équations difféerentielles
stochastiques progressives rétrogrades
couplées

Dans ce chapitre, les coefficients des équations différentielles stochastiques que nous considé-
rerons seront toujours supposés déterministes.

Jusqu’en 2004, a notre connaissance aucun algorithme permettant de simuler la solution d’un
systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades réellement couplées
n’existait. Les seules implémentations disponibles concernaient des équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades dont la condition terminale dépend certes d’une équation différentielle
stochastique progressive, mais indépendante de 1’équation rétrograde.

Parmi celles-ci, on peut citer les travaux effectués par D.Chevance [7] lorsque le générateur de
I’équation rétrograde ne dépend pas de Z, améliorés par Zhang [43] dans le cas ou le générateur
peut dépendre de Z, mais aussi les techniques de discrétisation aléatoires introduites par Bally
[3], les techniques de quantification de Bally et Pages [4], les méthodes de régression de Gobet et
Lemor [18], ainsi que le schéma et 1’analyse détaillée des erreurs d’approximation proposés par
Bouchard et Touzi [6]. N’oublions pas I’approche différente proposée par Douglas, Ma et Protter
[11], s’appuyant sur I’algorithme de résolution en quatre étapes de Ma, Protter et Young [28] et
qui consiste a simuler numériquement 1’équation aux dérivées partielles associée.

Ce lien entre équation aux dérivées partielles et systeme d’équations différentielles stochas-
tiques progressives rétrogrades a permis a Delarue et Menozzi [9] de construire en 2004 un
schéma numérique tres efficace pour simuler les solutions d’un systeéme oul o ne dépend pas
de Z et suit une hypothese de non dégénérescence. En effet, dans ce cas, on peut écrire que
Y, = u(s, Xs) et Z, = v(s, X,) avec u et v fonctions déterministes liées a la solution de 1’équa-
tion aux dérivées partielles associée. Delarue et Menozzi prouvent ainsi que la fonction u est de
classe C'? et v = V,uo(t, z, u) est donc au moins continue. Avoir de la régularité sur v signifiant

109
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avoir de la régularité sur Z, ils peuvent techniquement en €valuer I’erreur d’approximation.

Malheureusement, dans le cas ou o dépend de Z, on a beaucoup plus de mal a mesurer la
régularité des fonctions u et v et par conséquent I’erreur d’approximation. De plus, dans notre cas
on ne peut pas relier de maniere systématique un systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades a une équation aux dérivées partielles. Aussi n’avons nous pas poursuivi
dans cette direction.

Le contrdle obtenu sur la constante de contraction du chapitre 3, nous a suggéré d’étudier une
discrétisation ou se mele a la fois une itération de type point fixe et des techniques classiques a
I’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades.

5.1 Discrétisation d’equations différentielles stochastiques re-
trogrades

Nous allons commencer par décrire la méthode introduite par Zhang [43] dans sa these sur
le cas d’un systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades simplifié.
On se donne donc classiquement (B;)scg un mouvement brownien a valeurs réelles et (F;)s>o
sa filtration propre vérifiant les conditions habituelles. Nous considérons le systtme d’EDSPR
suivant :

X, = x+/ f(r, X,Jdr—i—/ o(r, X,)dB,
¢ T ¢ T (5.1)
Y, = ®(X7) +/ g(r, X, Y, )dr — / Z,.dB,

pour t < s < T'. Nous supposons avoir pris des coefficients f, g et o suffisamment réguliers pour
qu’on puisse parler de la solution du systeme (5.1) sur [t, T']. Ce sera en particulier le cas si on les
suppose lipschitziens en espace et holdérien d’ordre 1/2 en temps, out par définition

Définition 5.1 Une fonction ¢ : RT x RY x R — R* sera lipschitzienne en espace et a-
holdérienne en temps s’il existe des constantes C, C,, et C; strictement positives telles que

Vs, s € RY, Vo, 2’ € R, Vy, v € R,
[6(s,2",y") — ¢(s, 2, y)|| < Cils = 8'|* + Callz — 2| + Cslly — ¢/||-

Pour plus de détails, on pourra consulter les résultats du chapitre 3.

Nous allons voir maintenant comment discrétiser les équations (5.1) dans le but d’obtenir
numériquement une approximation des solutions.
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Donnons nous une subdivision 7(t =ty < ... < t, = T). On a alors pour i fixé,

tit1 titr1
=X, + f(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs
¢

t; i

Xy

1+1

et tit1 tit1
Vi, =Y, — / g(s, X, Yy)ds +/ ZdBy.
t t

S’il semble naturel de proposer pour 1’équation progressive la discrétisation eulérienne
):(tm = Xy, + (tivn — 1) f (8, X0,) + 0 (8, X0,)(Bi,,, — Bu), (5.2)
Xt() =, '
obtenir des formules du méme type, nous permettant d’approcher a la fois les Y;, et Z;, et cela

simplement avec la seconde équation du systeme, nécessite quelques explications.

En effet, pour la seconde équation nous aimerions écrire également un schéma de type Euler
de la forme

}A/;fi - f/;iﬂ + (ti-l-l - ti)g(ti-i-l? Xti+1> ﬁiﬂ) - Zti(Bt - Bti)' (53)

i+1

Malheureusement, I’équation (5.3) ne définit pas une variable ZAti F:,-mesurable. Pourtant si I’on
pouvait définir de tels Y, Z, nous aurions alors

}A/;i = E |:}A/t7;+1 + (ti-i-l - tz‘)g(tz‘+17 Xti+17 1+1> E :|
(ti-i‘l - ti)Zti =F [(Bti+1 - Bti)(f/tzdrl - }/;7, + (ti—i-l - ti)g(ti-i-la XtiH; z+1)

(5.4)

7

Finalement, les équations (5.4) et la condition terminale Vi = <I>(XT) définissent de facon unique
des processus Y et Z constants par morceaux (en prolongeant X YetZ par X, = Xt sur [t;, L
et de méme pour Y et 2), adaptés a la filtration (F;), méme s 1ls ne vérifient pas (5.3).

De maniere a étudier la convergence des processus X , Y et Z définis par les relations (5.4)

lorsque le pas de la subdivision |7r| = sup (t;41 — t;) tend vers 0, il est plus judicieux d’intro-
0<i<p—1

duire les processus Y et Z au moyen d’équations différentielles stochastiques rétrogrades. Cela
permet entre autres d’utiliser tous les théoremes classiques des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades, comme ceux de comparaison, et ainsi d’obtenir une évaluation de I'erreur
commise en remplagant les processus X, Y et Z par leur discrétisation X,Y et Z. Examinons
cela d’un peu plus pres.

Le schéma d’Euler pour 1’équation différentielle stochastique progressive revient a considérer
des coefficients constants par morceaux adaptés a la subdivision 7. En appliquant le méme pro-
cédé pour I’équation rétrograde mais en privilégiant les temps terminaux car on connait Yr, on
pose alors Y = <I>(XT) et on considere la solution (U, V') sur [t;, ;1] de I’équation différentielle
stochastique rétrograde

R R R tit1
U = Vi, + (s — Og(tion, Xy Vi) — / V.dB, (5.5)
t
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et on pose Ys =U,, et Zs =V, sur [t;, t;11]. On vérifie alors comme on I’espérait, que

ﬂJ

{ )A/tz =F |:)A/ti+1 + (ti—i-l - ti).g(ti+17Xti+17 }A/ti-ﬁ—l) (5 6)

Yr = ®(X7).

Il reste donc encore a démontrer la relation (5.4) pour les Zti. A cette fin, 2 lemmes techniques
nous seront particulierement utiles.

Comme le montre la formule (5.6) reliant ﬁ Yt L €t Xti ..1» hous aurons a simplifier de nom-
breuses espérances conditionnelles. Pour cela, on cherchera a décomposer les variables aléatoires
suivant deux tribus indépendantes, I’une étant celle par rapport a laquelle on conditionne. Le
premier lemme nous permet alors de simplifier I’espérance conditionnelle.

Lemme 5.2 On se donne 2 tribus indépendantes F et G. On considere alors X une variable
aléatoire F-mesurable et Y une variable aléatoire G-mesurable. Pour f : R? — R intégrable
relativement & la loi de (X,Y"), on a le résultat suivant

E[f(X.,Y)|G] = E[f(X,Y)]Y]
= g(Y)

ou
g(y) = E[f(X,y)]
- /IRf<x7y>dPX<x>.

Démonstration du lemme.

Par des arguments de classe monotone et de passage a la limite, il suffit de le vérifier
pour f('ra y) - 1[a,b}><[c,d}(x> y) OI', pour G e g’

E [E(lXe[mb] lyeeq|G) 1G] = K [E(lXe[mb]) Lyefe,d 10}
= K [E<1X€[a,b] lyeq]Y) 1G}
et £[f(X,Y)|Y] est bien une variable aléatoire G-mesurable. On a donc bien ici
E[f(X,Y)|G] = E[f(X,Y)[Y].

Pour la derniere affirmation, il suffit, par le théoreme de Radon-Nikodym, de consi-
dérer X et Y comme étant a densité par rapport a une méme probabilité.



8 5.1 Discrétisation d’équations différentielles stochastiques rétrogrades 113

Le deuxieme lemme donne quant a lui des précisions fort utiles concernant le processus obtenu
par le théoreme de représentation. Il ne s’applique par contre qu’a une variable aléatoire qui
s’exprime comme une fonction du brownien.

Lemme 5.3 Supposons qu’une fonction lipschitzienne g vérifie

T
o(Br) = ElglBr)] + [ vdB,.
0
Alors (1), est une martingale et

Ex|Ng(B, + VT =7N)|
VT=r '

T e VT e () a
(T - 7’)\/127T(T7_7~) /Rfﬂg(Br +x)exp (—Q(Txfiﬂ) dz.

Démonstration du lemme.

Commencons par supposer la fonction g de classe C'™ avec des dérivées de tout
ordre bornées. On vérifie d’abord que

Elg(Br)|F) = g(Br) — / vydB,.

Considérons alors la fonction w solution de 1’équation aux dérivées partielles
0 1
a—? +58u=0, (1) €0, T[xR,
u(T,x) = g(x), z €R.

Alors, par application de la formule d’Itd au processus u(s, By), on obtient que le
couple de processus
(u(s, Bs), (Vu)(s, B))

est solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

T
Y, = g(Br) — / Z.dB,.

Par unicité, on a donc
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En particulier, en choisissant le brownien tel que B; = =z, on obtient 1’expression
explicite de la fonction v :

u(t,x) =

\/ﬁ/ g(z +r exp( %Triz_t)) dr.

Puis, en intégrant par partie, on obtient

v, — \/7—5/ s exp( %Triz_s))dr

_sm/ exp( %Triis))d”

Lorsque g est juste lipschitzienne, par régularisation, on construit une suite (g,,) de
fonctions de classe C'> a dérivées de tout ordre bornées et qui converge uniformé-
ment vers g. On a alors une suite (Y™, Z™) de processus vérifiant pour tout n

T
Y = gu(Br) — / ZrdB,.
D’apres le théoréme 3.5, on a convergence de Z™ vers v dans L?, de I’expression

n

2
Zsz rgn(Bs +1)e dr.
T —s)\/2n(T — s) / g xp( 2(T - ))

On déduit par identification des limites que

Vs =

r2
s+ dr.
T — s)\/2n(T — s) /rg : exp( 2(T 5)) g

Comme cas particulier des équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades
dont le coefficient o0 ne dépend pas de Z, les solutions du systeme (5.1) présentent des pro-
priétés particulicrement remarquables. En effet, il existe des fonctions déterministes u et v telles
que Y = u(s, X;s) et Zs = v(s, Y;). L'algorithme de Zhang consiste a déterminer explicitement
et de fagon récursive les fonctions u; et v; vérifiant Yt = uZ(Xt ) et Zt = vz(Xt ). Les formules
exactes sont données par

Théoréme 5.4 Onnote A;" =z + f(s,x)(t — s) + o(s,x)(B; — Bs) et At; = (t; — t;—1) eton
définit par recurrence

up(z) = (), vp(z) =0
iy (1) = B u (A7) 4 g (s, AL (Al ””))At]

By, —By

v () = E Tll(ui(AZ*l’x) g (ts, A (Al ””))Atiﬂ .

Onaalors Y, = u;(X;,) et Z, = v;(X,).
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Démonstration.

On procede bien évidemment par récurrence descendante sur @ € {0,...,p}. Pour i = p, le
résultat est trivial. Supposons que le résultat est vrai au rang i € {1, ..., p} fixé et prouvons-le au
rang ¢ — 1. On a, en utilisant la définition de VetZ par I’équation (5.5),

ti
}/;«i—l = }/;«1 + (tl - ti—l)g(thXtia }/;«z) - / ‘/TdBra
t;

i—1

ZAti,1 = ‘/t

i—17

et, par hypothése de récurrence, Yt = uZ(Xt) et ZAti = vi()A(ti). On a donc

t;
Vi = ui(Xy,) + (8 — tim1)g(ts, X, ui(Xy,)) —/ V,dB,.
t;

i—1

Rappelons que X vérifie I’équation

Xti - Xti—l + (ti - ti—1>f(ti—17 Xti—l) + U(ti—17 Xti—l)(Bti - Bti—l)
_ A

7

Cela conduit a la relation

ti—1,Xt; i—1,X¢ ti—1,Xt;

}A/ti_l =F {uz <Atz *1) -+ (tz — ti—l)g<tz‘, A; i—1 7 uZ(AtZ 271>) ‘Ei_1:| .

En remarquant que )A(tH est indépendant de B;, — B;, , et en utilisant le lemme 5.2, on obtient

ti—1,X¢; i—1,X¢t

Y, = B {Uz'(Ati 71) +(ti—tz‘—1)9(tzﬂ4§i “,uz‘(AZhXt“))}
= ui—l(Xti—1>

ou F; désigne le calcul de I’espérance par rapport a la variable B;, — B;, | et u,_; est définie

comme dans 1’énoncé du théoreme. De plus, en écrivant

1—1

ti—17Xti_ i—1,Xt, ti1,X1

u; <Ati 1) +(t; — ti—l)g(tia A; T u(Ay 1_1)) = G(Xti,l, By, — Bti,1>,

on a

G(Xi .,

t;
B, - B,_,) = E; [G(Xti_l, B, — Bti_l)] n / V.dB,
t;

1—1

et donc d’apres le lemme 5.3 on a
Z/\tifl = ‘/ti—l

B, — By, .
= Ei {%G(Xtil?Bti - Bti1>:|
v bi—1

= Uz’—l(f(tifl)-
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Remarque 5.5 Si on relie I’avant derniére égalité de la démonstration ci-dessus avec I’expres-
sion

}A/ti—l = EZ[G(Xt Bti - Btifl)L

i—17

on retrouve comme on pouvait s’y attendre que

A

(ti-i-l - tl)th =E (Bti+1 - Bti)(ifti-‘—l - }A/tz + (ti—i-l - ti).g(ti+17Xti+17 tit1 ‘ft] :

On rappelle que les processus X, Y et Z sont constants par morceaux de subdivision adaptée
m=(t=ty...t, =T).Laconvergence du schéma d’Euler pour une diffusion a déja été étudiée
de maniere approfondie. D’apres les résultats obtenus dans [7] ou [25], on a une majoration
précise de I’erreur commise dans I’approximation de X par X. Zhang nous livre de plus une
évaluation de I’erreur de 1I’approximation de Y et Z par Vet Zce que nous résumons par

Théoréme 5.6 Si I’on suppose dans (5.1) que les coefficients f, o, g et ® sont lipschitziens en
espace et que f, o, g sont holdériens d’ordre 1/2 en temps, alors il existe C' > 0 tel que

T
sup F [|YS — Ys|2] + F [/ |Zs — Zs‘2d8:| < C(1+ |z*)|n|.
¢

t<s<T

Remarque 5.7 Zhang propose méme dans [43] une discrétisation qui généralise la précédente
au cas ou g dépend de Z, avec au final les mémes majorations d’erreurs. Nous avons toutefois
privilégié la clarté, en ne considérant que le cas simplifié ou ¢ ne dépend que de ¢, X et Y, la
discrétisation pour les hypotheses optimales n’étant pas utile dans la suite et plus lourde techni-
quement.

5.2 Discrétisation des équations différentielles stochastiques
progressives rétrogrades

On aimerait désormais appliquer le méme procédé au cas général qui nous préoccupe, c’est a
dire au systeme d’équations différentielles stochastiques

dXs = f(s,Xs,Ys, Zs)ds + o (s, X, Yy, Z5)dBs
dYs = —g(s, Xs, Yy, Zs)ds + ZsdBs

Xi==x

Yr = ®(X7).

5.7

Nous cherchons donc a obtenir de maniere unique des processus X YetZ constants par mor-
ceaux de subdivision adaptée 7 (avec X = Xt sur [t;, t;11] et de méme pour YetZ ) au moyen
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d’un systeme d’équations inspiré de (5.7). Malheureusement pour le cas général la discrétisation
de subdivision 7 devient le schéma

( XtiJrl = Xti + (ti-l-l - ti)f(ti’ Xti? }A/;m th) + U(tia Xti’ }A/;fi’ Zti)(Bt - Bti)

1A/ti = E |:}A/;«i+1 + (ti-i-l - ti)g(t’i-‘rla XtiJrl’}A/;«iJrl? ZAtz)‘ftl}

1 (ti'i‘l - ti)Zti =F |:(Bti+1 - Bti)(i/;«wrl - }A/tz + (ti-i-l - ti)g(ti-i-la Xti+17}>;i+17 ZAtiH)))Fti} .
Xto =T

\ )/tp = (I)(ti)

41

Malheureusement ce schéma n’est pas exploitable. En effet, avec un tel couplage une étape de
I’algorithme nécessite d’avoir toute la trajectoire de X et Y qui n’est pas connue par définition
méme de schéma.

Utiliser un algorithme itératif permet de résoudre ce probleme. En effet, on obtient alors des
suites de variables aléatoires a 2 indices, 7 pour I’indice temporel, n pour I’indice d’itération. On
fait alors en sorte que le calcul par exemple de f/t” ne nécessite que des variables d’itération &
avec k < n — 1 donc supposée connue et des variables d’itération n déja connues. On va donc
s’intéresser a la suite de processus (X, Y, Z,,) définie par

(Xn+17 Yn+17 Zn+1) = \Ijt’x(Xm Ym Zn)

ol I’application W»* est I’application contractante définie au chapitre 3 en 3.2.2 B]. L’intérét est
que, d’apres le théoréme 2.6 du chapitre 2, on sait que la suite (X,,,Y,,, Z,) est convergente de
limite la solution (X, Y, Z) que I’on cherche, mais aussi que la convergence est géométrique,
de raison le rayon spectral de la matrice donnée a la proposition 3.11 du méme chapitre. Nous
envisageons de considérer d’une certaine maniere une discrétisation de (X, Y,,, Z,,), et d’évaluer
au bout de n itérations I’erreur commise en fonction du pas de discrétisation choisi. Une maniere
de le formuler est d’écrire que 1’on considere la suite (X " ?”, Z ™) de processus constants par
morceaux telle que

(Xn—i—l’i/n—i-l’ Zn—i—l) _ (Aﬂ o \Dt@)(Xn’}A/n’ Zn)

ou A, est un opérateur de discrétisation sur la subdivision 7. En fait, pour étre parfaitement
rigoureux I’opérateur A n’est défini que sur I’'image de ¥**.

Dans un souci de clarté, on omettra d’indiquer la dépendance en ¢ et « des différents processus et
de I’application ¥H*,

On supposera dans la suite de ce chapitre que les coefficients f, g, o et ® sont bornés, de classe
C'! et de dérivées partielles bornées en espace et holdériennes en temps. On notera souvent la
notation © indicé ou non pour désigner le triplet (X,Y, Z). On considére donc les processus
constants (X%, Y?, Z%) € M§;(R) x M{p(R) x M, p(R) définis par

XY =2
Y9 = ®(z)
7°=0
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et on définit
@0 @0 @0 (XO YO ZO)
@n—i—l — (@n)
én—i—l — W(én)
én—i—l — Aﬂ(én—l—l)

soit de facon plus précise

s

et —a [ Xz [ ol X2 2B,
t t
T T
Y;H-H = (I)(X?-H) + / 9(7"7 X:La Y;n7 Zﬁ)dr o / Z:“H_ldBr'

On sait déja que la suite ©" = (X", Y™ Z") converge vers la solution © = (X, Y, Z) de (5.7)
avec une vitesse géométrique. On a également

X’;%-H :x+/ f(ryX&Y/;naZﬁ)dr_"/ U(nX?’}A/;ﬂn?ZAf)dBT’
¢ 5.8
T X . . T B ( M )

Yn+1 (I)(Xn—l—l) / 9(7‘, X;l,)/,«ny Z;L)d'f’ _/ Z?'i‘ldBr.

O" = (X", Y™ Z") interviendra naturellement dans les calculs d’erreur comme étape intermé-
diaire.

Tout comme dans le cas plus simple vu précédemment, pour définir ©™ ! en utilisant la formu-
lation des équations progressives rétrogrades, on considere "1 = (X7t Yyt 7n+l) défini
par

et, sur [t“ ti—l—l [,
X = X (s — 1) f(t, X7 Y Z0) + o (i, X7, Y, Z0)(Bs — By,)

i}n—l—l Yn+l . Xn }A/n Zn _ i Zn—',—l B (59)
s +(z+l S)g(tla ti Tt ti) T d e

tir1

on joue le méme rdle que les processus U, V' dans les relations (5.5) et (5.6). On peut alors
considerer les processus constants par morceaux X" ! Y+ 7+l en posant

th_+1 _ th_ﬂ’
Yn-i—l ?n-ﬁ-l (5.10)
Zn+l Zn+1

Au bout de n itérations, I’erreur commise en considérant (X nYn Z ") dans I’approximation
de (X,Y, Z) est majorée par la somme de 2 erreurs. La premiere est ’erreur d’approximation
géométrique faite en considérant (X™, Y™ Z") plutot que (X,Y, 7). La seconde est I’erreur de
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discrétisation faite en étudiant (X", Y™, Z") en lieu et place de (X", Y™, Z™). Les quelques lignes
suivantes nous montrent que, si I’on contrdle, sur les n premieres itérations, I’erreur engendrée
par I’opérateur A en fonction du pas de la subdivision, alors on peut évaluer 1’erreur de discré-
tisation.

Comme W est p contractante, au bout de n itérations, s’il existe € > 0 tel que

sup [[OF —OF| = sup [|A-(6F) —OF|
0<k<n 0<k<n
< g
alors on a, pour tout k € {1,...,n},

|of — et |0" — 6" + 8" — e
e+ T(O) —w(er )

c 4+ pll6F1 — 0k

INIAIA

et, comme ©° = ©° ona sup ||©F — OF|| <
0<k<n

En conclusion, on a pour tout n,

|6 -6l < |o"-e"|+[e"-o (5.11)

S R jet-e. 1)

L’objectif est donc de majorer en fonction de |7|, la quantité oilkl;g |A-(6F) — %], c’est a
dire sup ||©" — ©F||. Nous I’étudierons séparément au travers d;sic:uantités sup ||©F — 6F||

0<k<n 0<k<n

et sup [|©" — ©F||. Nous verrons alors que prouver la convergence de cette discrétisation est
0<k<n

étroitement lié au comportement de la suite des processus (Z ).

5.3 Formules de discrétisation

La suite de processus (:)n = (f(n, f/n, Zn) est définie comme la solution d’une équation diffé-
rentielle stochastique rétrograde dont les coefficients sont constants par morceaux mais dépendant
de I'itération antérieure du processus. Nous allons voir, de maniere équivalente aux résultats de
Zhang, que 1’on peut exprimer les valeurs des processus Y et Z sur la subdivision associée aux
coefficients en fonction des valeurs prises par le processus X. D’une certaine manire, 2 cette
étape on peut considérer que I’introduction de W permet d’obtenir des expressions explicites des
espérances conditionnelles mises en jeu. Par comparaison avec les résultats de Zhang, la com-
plexité de 1’équation rétrograde se fera ressentir au travers de ces fameuses fonctions. Alors que
les fonctions de Zhang ne dépendent que d’un seul parametre, I’itération de Picard entraine qu’a
I’itération n, les fonctions que nous obtenons dépendent de tout le passé itératif du processus X,
c’est a dire de n variables. En effet
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Théoréme 5.8 Pour n € N et £ € {0,...,p}, il existe des fonctions u} et v}’ déterministes

définies sur R™*! a valeurs réelles telles que, Vn € N etk € {0, ..., p},

{ Yy =up(Xj;j < n)
Zp = vp(Xh55 < ).
De plus, les fonctions u} et v sont définies par :
up (T, ..., Tp) = (), vy (z0, -, ) =0
up (o) = P(x0)
vd(x) = 0, VEk € {0,...,p}
et pour k£ < p, et N une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite,
up(xg, .oy Tpy) = E[uzﬂ(xo, Xy, ... ,X;L)} +
(tht1 — tk)g<tk,er1—17 up (57 <= 1), 007 (255 <n - 1))
v (To,. .., Ty ziE[N-u” x ,X',...,X;L}
k( 0 ) m k-i—l( 0 1 )

ou

Xi =25+ (thy1 — tk)f<tk,xj_1,u£_l(xl;l <j- 1),vi_1(xl;l <j- 1)>+

(5.13)

(5.14)

U<tk>xj—1>ui;_l(xl;l <j-1)v Yapl<j— 1)) V641 — V.

Démonstration.

Considérons les fonctions u¥ et v¥ définies par les relations (5.13) et (5.14). On prouve, par

récurrence sur n. > 0, la proposition

H, : Vk<n, V0 <j<np, fft’;:uf(f(fj;l <k)et ij :v;-“(f(fj;l < k).

e Pourn = 0etj € {0,...,p}, par définition, )7]” = ®(x), Xj" = x et Z]" = 0. Donc,

d’apres (5.13), Hy est vraie.

e Supposons que pour n > 0 fixé, H,, soit vraie.
On a alors

Vk <n, VO <j <np, fftf” :uf(f(tlj;l <k)et ij :Uf(f(fj;l < k).

Pour montrer H,,, 1, il reste a montrer que

VO<j<p YV =ulN (X I<n+1)et 2 =0l TN XL L <n+ 1),

On montre cela par une récurrence descendante sur j.
-Ona Y™ = ®(X ) et ZI' = 0. Donc on a bien

Yo =t (Xl <+ 1)
ZpH =t (Xl <n+ 1)
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d’apres (5.13).
- Supposons que ce soit vrai pour j = ¢ + 1 < p, montrons que le résultat est vrai pour

j=1.De
Sl Ly onorn 5 e 1
Y;:Hr Ytnjl (i1 —ta)g(ts, X0, Y Z1) — /t Z" Y4B, (5.15)
on déduit 3 o
Yo = BV FL + (i — t)g(t, X0 Y0, Z7) (5.16)

et donc, en utilisant I’hypothese de récurrence pour 7 = 7 + 1 appliquée a Y"+1, on obtient

Y~'t?+l _ E[ n+1(Xk

Z—‘rl t+ 7

En notant pour tout ¢ et tout k
fir = (ti;n—t)f(t, Xt’ja Y/tk7 Zf)
Gie = (tiq1 —t:)g(ts, XZ> Ytk> Zf)
Oik — O-(tuXti?ﬁIj?Zf;%

on remarque que f; i, g; x €t 0;  sont F; -mesurables, puis, en utilisant la relation de discré-
tisation de X* pour k € {0,...,n + 1}, on obtient

?Z"H-l _ E n+1 (XO

Z+1 t +17?

th; + fik—1+ Oip-1(By, —By)i 1<k <n+ 1))«7'}1-] + Gin
= E ?:11<X?>Xk+fzk l+07,k l(Bt+1 Btl)algkgn_‘_l)‘f.tz}_‘_gz,n

= E ?:11<X?7Xk+fzk 1+Uzk I(Bt

i+1

—B,)i1<k<n+1)+gn

J"—“ti]
Or, par l’hypothése H,onapourk <n
Zt’j = vf(f(,fi;l < k).

En utilisant ces deux identités dans I’expression de f; j, 0; 1, et g; ,,, on obtient

]

X((zr, k <n)y) = U?I11(550,93i+ﬁk 1+ 0ik-1-y; 1<k<n+1)—gin
for = (tipr — ) f (tiy ma, wf (20,1 < k)0 (2,1 < )
Giw = (tisn —t)g(ti xp, uf (2,1 < k), 0f (2,1 < k)
Gix = (tz,xk, uf (2,1 < k), 0f (2,1 < k:))

VE = B\X((XEk < n), B,

7

- Bn)

i+1

Comme F;, et 0(By,,, — B;,) sont des tribus indépendantes, on peut appliquer le lemme
5.2. En notant N une variable aléatoire de loi normale centrée réduite, on obtient que

YV = AXf Lk <n+1)
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Az, k<n) = E[X((xk,k <n),\/tix1 —t; N)]
- \/% /Rexp(—ﬁ/Q)X«xk, k<n),\/tiy1 —t; x)dx.

On retrouve donc bien d’apres (5.14) que V" ™! = o™ (XF k < n+1).
t; 7 t;

Prouvons maintenant que pour j € {0...p}, ZZ_“ = v}”‘“()zfj, k <n+1).De (5.15) et
(5.16), on déduit que

lig1
Y = BN FL 4 / ZM B, (5.17)
t;

tit1 tit1

Or, par hypothese de récurrence,

Yot =l XD XY+ fijor + 00y (Biy, — Bu)il1<j<n+1)
Notons
Y(x) = u (X0, X + fijor +oijo a5 1< j <n+1).

Alors, I’équation 5.17 se réécrit

T (B, By,) = E[T(B

i+l i

- Btz)

41

[ZES
)+ / Z"dB,.
t;

Y(By,,, — B:,) dépend de By, ,, — B, etdes (X )o<j<ni1 qui sont F;,-mesurables. Comme
la variable By, , — By, est indépendante de F;,, on peut appliquer le lemme 5.2 et obtenir

tip1
T(Bti"'l - Btl) - Ei[T(Bti+1 - Btz)] _'_/ Z;L—HdBr
t

%

ou on a noté £; I’espérance calcul€e par rapport a B;,,, — B;,. Par application du lemme
5.3 on obtient alors que

. 1
n+l )
i = t¢+1—t.EZ[(Bt
1
_ \/FEN[NT(\/ZH L)

— \/T/xexp 2/2 T(\/ i1 — x)dx.

- Bti)T(BtH—l - Btz)]

41

On a donc finalement
ZZ—H n+1(XI<: k<n+1).

Cela acheve la récurrence descendante sur j et donc la récurrence sur n.
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Corollaire immédiat avec les notations du théoréme précédent, on a, pour tout n € IN et

ke{l,...,p},
{Ytz:
Z,

On voit donc que I’on peut calculer récursivement la suite de processus o = (X " ?", Z ™)
sur la subdivision 7. Force est de constater que si théoriquement ce résultat est intéressant, d’un
point de vue pratique, il peut €tre a la fois coliteux en temps (en raison des innombrables cal-
culs d’espérances) et coliteux en mémoire (si I’on cherche a gagner de la vitesse en stockant les
données, on doit garder en mémoire toutes les itérations).

wp (X755 < n)

k

(%

Nous avons obtenu une écriture explicite et récurrente du processus Z sur la subdivision 7. 11
peut étre utile d’obtenir une expression de Z sur tout [¢, T'.

Considérons donc, d’apres ce qui précede, les fonctions u} et vy telles que

{ Vi = up (X} ;5 <n)
p=vp(X] 7 <n).

On rappelle que
up (T, ..., Tp) = (1), vy (z0, -, ) =0
up(z0) = (o) (5.18)
vd(x) =0, vk € {0,...,p}
et que

up(xg,y .oy Ty) = E[uzﬂ(xo, Xy, ... ,X;L)} +
(ter — tr)g (try oy, upy (2555 < —1), 07 255 <n —1)) (5.19)

n 1 n
Uk(xo, P ,xn) = \/ﬁE[N . uk_’_l(xQ,X{, e ,X;L):|

Xi=xj+ (tppr — tk)f(%@j—bui_l(xl;l <j—1),0 (el <j— 1)>+
o (tes 2ol st < = 1wl @il <5 = 1)) Vo =6 .

Pour simplifier, on utilisera I’expression or = (X n yn

~7’L
£, Y, Z; ). On montre alors que
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Proposition 5.9 Pour ¢, < s < t;,1,0na

Yt = By [UZI% <)~(§ + (b — 8)f (10, O ) + 0 (10, O ) lrs — s Nij <+ 1)}+
(ths1 — s)g(tx, OF)

Fn+l _ Eyn [N uZﬂ <)~(§ + (tkr1 — s) f (tx, éf;_l) + o(t, éi_l)\/tkﬂ —sN;j<n+ 1)}

Viks1 — S

Démonstration.
On reprend la démonstration donnant I’expression des u}, et v;’ en remarquant que

Vot = Blupth (X0 5 < 0+ 1)|E] + (e — )9t 0)
et
Y/t:jll = upy <X] (thar — 8)f(tk, ©L) + o (t, @i_l)(BtkH —By); j<n+ 1)
— By [ugﬁ (Xg‘ 4t — ) f (s, O 4 o (b, O )i —s N5 j<n+ 1)]

le+1
+ / Z"dB,.

Avant de passer a une étude générale et d’évoquer les difficultés que cela suscite, nous nous
proposons d’aborder en premier lieu le cas d’un exemple trés simple ou les calculs sont explicites
et permettent de justifier la convergence de la discrétisation au moyen de simulations.

5.4 Etude d’un exemple particulier

On s’intéresse au systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades
suivant :

X, =x+ / AX,dr + / o(Z,)dB,
o 0 (5.20)
Y, =BXr — / Z.dB,.
Pour des réels A, B et T tels que k, Be'T < 1, on peut considérer la fonction réelle z : [0,7] — R
définie par z(r) point fixe de I’application z — BeA"~") g () pour tout r € [0, T1.
On peut alors résoudre explicitement (ou le vérifier par I'unicité d’une solution a cette EDSPR)
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et obtenir

X, =e (x+/05 a(zT)dBT)

Y, = BeAT (x + Ara(zr)dBr)
L= 2z

(5.21)

0

Pour le systeme (5.20), I’itération de type point fixe de 1’application W consiste a considérer les
suites de processus (X", Y™ Z™) définies par :
(XYY 2% = (x, Bz, 0)

Xt :x+/ AX}?dr+/ o(Z)dB,
0

. (5.22)

T
Y'Sn—i-l — BX;-H _/ Z;}—HdBr.

La discrétisation devient alors pour 7 naturel positif, en considérant (X°, Y0, Z9) = (z, Bz, 0)

;

Xn—i-l =z,

Xg;l X 4 Aty — tit)Xg +0(Z)(By., — By,),
=[] - [ zas, 429
}A/j?}-i-l _ BX;—H i

Si la subdivision est prise réguliere (tx1 — tx = T'/p), on peut sur cet exemple effectuer les
calculs de proche en proche et obtenir des relations de recurrence explicites pour le calcul des
solutions du systeme itératif et de la discrétisation. En particulier :

Proposition 5.10 On a pour n > 0 (avec la convention qu’une somme sur I’ensemble vide est

nulle)
j, +Z/ (211918,
0
AT BZ/ (Z" =1\dB, (5.24)

BZ Zn 1— ] T S)

g!

X!'=x

S

Jj=
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Démonstration.
On procede par recurrence sur n > 0.

Avec la convention adoptée sur les sommes indéxés sur le vide, le cas n = 0 est trivial.

Pour prouver I’hérérité de la propriété, il suffit de s’assurer que
u>k+1

/05 (/0 MU(Z“)CZB“) dr = /0 (S(k_ 1)

k!
c’est a dire que I’on peut intervertir les deux intégrales.

o(Z,)dB,

Pour cela, on peut utiliser la formule du bindme de Newton ce qui nous ramene a prouver que

/0 s < /0 ' umr”a(Zu)dBu) dr = /0 s ( /u Cumro(Z )dr) B,

Cette égalité s’obtient aisément en utilisant la formule d’It6 au produit

entre O et s.

De méme, pour la discrétisation :

Proposition 5.11 En considérant pour (p,n) € Z x Z, I’entier naturel

n!
——s5i0<p<n
o= po—pt " =P
0 sinon,

n -+

,r,n—l-l r
/ uo(Z,)dB,
1 0
[l
(5.25)

et en convenant qu’une somme indexée sur I’ensemble vide est nulle, on obtient

n—1— min(p+j—n,i—1)
AT\ .
(%) > o

p k=0
AT
‘B Y O <_)
Jj=0 p

min(n—1,p—i—1) AT
()

donc en particulier Z™ est déterministe.

Y=}
j=max(0,n—p)
min(p,n)

7 =B Ol o(Z7),

=0

min(%,n) n—1 n—1—4j /[i+j—n
e Z O] (AT) + Z (ﬂ) J (Z O;z_—kj_—
j=max(0,n—1) p k=0
mm(zn ; AT i—1 n—1 .
=z Z C ( » ) +Z By, ., — By,) Z Ci-
j=max(n+k—1,0)
n—1

1
1

U(ZAgk)(BtkH - Btk))

' . AT n—1—j
() (—)

D

(5.26)
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Démonstration.

On procede par récurrence sur n > 0, en remarquant que g C’;’ ==

q

J=0

Les relations sont vraies pour n = 0 car on somme alors sur I’ensemble vide.
Supposons les relations vraies a ’ordre n > 0 fixé.

i—1
De X = + Z AT X” + D 0(Z3)(By,,, — Bi)). on déduit que
§=0

(5)

Or

et

i—1 min(n
Xn+1—l'+3§'—z Z Cvk
Jj=0 =

n—1 ATnlkJ+kn
= 5 ()

=0

J=0 k=max(0,n—j)

—1 min(n,j)

x—l—x]z; z_:

min(n,i—1)
AT
k=0 p

min(n,i—1)

=+ Z
mln(n+lz
e Y (

nz—i (AT n—1-k Jj+k—n
) p
i+k—(n+1) i

j=max(0,l+

=0
i—1
(0,
(AT)H—I—/@ i+k

I
(]

En rassemblant les 3 termes, on obtient bien

min(z,n+1) n
X”“—x Z C’J (ﬂ) + Z

Jj=0 p

j=max(0,n+1—

Ck

(1
p
AT

K

i—1
+Za (Z7)(By,,, — By,)

Jj=

Z Cm —l— 1 U(Zk)(Btl+1 - Btl)

(5

p
k

(A
n—k)
—(n+1)< i—1
=0 J
—(n+1)

AT
p

.

Cm " - 10( Atl)(BtHl

)k-l—l

k41 i—1
k
) o
Jj=k
k+1
) Cvik-i-l

k
)
P i

Z le 1 U(Z£>(Btl+1 Btl)

Cm -1 U(ZS)(BUH Btl)
C’f__lk__f) o(Z8)(By,, — By)

Btl)

n—j i+j— (”+1
-J
) E ii0(Z

C’é’ill pour (p,q) € N x Z.

)(Btk+1 Btk)'
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La derniere expression de X s’obtient en intervertissant 1I’ordre des deux sommations.
On peut alors remarquer que

n O . AT n n—j >j
}/;,ij_ll - }/;«z +l = B Z <7) 1p+j—n—12i Op—g—lo—( gi)(BtiJrl - Btz)

j=max(n+1—p,0)

- AT\
=B Z (—) Cp—ij—lo-( t]i)(Bth _Btl)

j=max(n+1—p+1,0) p

min(n,p—i—1) :
AT
=B Z ( D ) Z]’—i—lg(Zti j)(BtiH - Btz)
Jj=0

Les (ZJ , 7 < n) étant déterministes par hypothese de recurrence, on obtient maintenant aisément
I’expression de 2™+,
U

La proposition qui suit donne des majorations dont on verra dans I’étude plus générale de ce
schéma de discrétisation, qu’elles permettent de conclure a sa convergence (pour cet exemple).

Proposition 5.12 Sous I’hypothése o bornée, pour p,n € N et s compris entre 0 et p, on a

|2 < B?|lolZeT

E1X212] < (22 + o))"

Démonstration.
Par la seconde expression de X', on déduit aisément que

o 2 2
min(z,n i i

) 1 1—1 n—1 n—1—
. (ATN'\ AT AT\
el <le (2 a(50)) +5 > o) ()
=0

p k=0 \ j=max(n+k—i,0) p

AT\? AT L i, AT\
<k (1+20) 2N [ X e (5

k=0 \ j=max(n+k—i,0) p
i—1

AT\* AT AT NP
<pop (1+50) + ol X (1457

k=0
< e (|2 + |lol3.)

2

L’inégalité concernant Z;' se fait de la méme maniere. UJ
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Dans le cadre de cet exemple et avec les formules de la proposition 5.11, il est facile d’illus-
trer la convergence de la discrétisation. Les figures qui suivent, comparent les graphes des dis-
crétisations X m Y”, Z™ avec celles du schéma d’Euler associé a la solution attendue et pour
la méme trajectoire brownienne. On a pris n = 10 et p = 100. On se place également sous
des hypotheses permettant d’appliquer le théoréme d’existence et d’unicité 3.13 par exemple ici
T=01, A=1 B=05, =1, 0 = cos.

1.00 1.00

0.95 7 0.95 1

0.90 T 0.90 T

0.85 0.85

0.80 T 0.80 T

0.75 7 0.75 7

0.70 1 0.70 7

0.65 7 0.65

oe60 T T T T T T T T v T T T T T T T 17T o0 T T T T T T T T 1 T T T T T T 17T

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

une trajectoire de X1° trajectoire de X (Euler)
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0.60 0.60
0.55 T 0.55 T
0.50 T 0.50 T
0.45 7 0.45 7
0.40 T 0.40 T
0.35 T 0.35 T
o0 T 1T TT1r 1 1 v r 1 v 1 T T 17 o0 T rrrr1r rrTr 1 1 1 v 1 1 17
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
: ; 710 . .
une trajectoire de Y’ trajectoire de Y (Euler)
0.490 0.490
0.485 0.485
0.480 0.480 T
0.475 7| 0.475
0.470 7 0.470 7
0.465 | 0.465
0.460 0.460
0.455 7 0.455 7
o450 T T T r 1 r 1 1 v 1 T 1 T T T T T T1 0450 T T T r 1T r 1 v 1 1 T 1 T T T T T 11
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
. . 1 . .
une trajectoire de Z'° trajectoire de /

A I’examen de ces graphes, la convergence sur cet exemple semble visible sur le graphe d’une
seule trajectoire. Toutefois, les graphes qui suivent sont beaucoup plus représentatives de cette
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convergence. Nous avons tracé ce que nous désignerons par les erreurs quadratiques entre X et
X, YipetY d’une part, entre X% et X, Y% et Y d’autre part. On rappelle que I’on simule X et
Y par un schéma d’Euler classique utilisant les mémes trajectoires browniennes. Signalons pour

. 2 . 2
finir que nous avons tracé I {(Xf — Xti> ] , B {(Ytn — Yti> } pour n = 10 et n = 100 par une

méthode de Monte Carlo en prenant 100 trajectoires.
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3.6e—09 8.7e-10
3.2e-09 8.3e-10
7.9e-10
2.8e-09
7.5e-10
2.4e-09
7.1e-10
2.0e-09
6.7e-10
1.6e-09
6.3e—10
1.2e-09
5.9e-10
8.0e—10
5.5e-10
4.0e-10 5.1e-10
0.0e+00 4.7e-10
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
Erreur quadratique de X1° — X Erreur quadratique de Y* — Y
1.68e—-07
1.64e—07
1.60e—-07
1.56e—-07
1.52e-07
1.48e—-07
1.44e—-07
1.40e-07
1.36e—-07
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

Erreur quadratique de 210 — Z
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5e-10 1.3e-10
1.2e-10
4e-10
1.1e-10
3e-10
1.0e-10
9.0e-11
2e-10
8.0e—-11
le-10
7.0e-11
0e+00 6.0e—11
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
. 1 . 1
Erreur quadratique de X' — X Erreur quadratique de Y1 — Y
1.87e—-08
1.83e—-08
1.79e-08
1.75e—-08
1.71e—-08
1.67e—08
1.63e—-08
1.59e-08
1.55e-08
1.51e-08
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

Erreur quadratique de Z'%° — Z

Nous n’avons certes pas encore démontrer la convergence de la discrétisation pour cet exemple
simple. Nous allons passer a une étude générale de cette discrétisation, et serons alors a méme de
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prouver sa convergence dans le cas particulier précédent.

Comme mentionné précedemment, 1’étude générale consiste a évaluer les quantités

sup ||©F — OF||
0<k<n
et
sup [[©F — ©F|
0<k<n

5.5 Evaluation de sup {||©% — ©F| | k € {0,...,n}}

On considérera, pour o > 0, I’hypothese

|f(r7x7yaz> - f(rlax7y7z)‘ < K|T - T/‘a
(Ha) cdK >0, Vo,y, 2,1, 7"/, |g(’l",$’yjz) — g(r’7x’y’z)| < K|T’ _ T,|a
|0—(7“7£L',y7 Z) o O_(TI,.T,y, Z)| < K|7' — r1|a'

On supposera dans la suite qu’il existe « > 0 tel que I’hypothese (H,,) soit vérifiée.

Sur [t;,t;11], pour k € {0,...,n — 1}, on a, en utilisant les formules (5.8) et (5.9)
X]H_l - Xk+1 = XZ—’_I - Xt]j-—i_l + / (f(thfZ? )A/t]j? ZZ) - f(lra Xtﬁ? th?? ZE))dT‘
t;
+ / (ot XE V5, ZE) — o, X2,V 28))dB,.
t;

Donc, en posant
k;+1 Xk+1 k+1
Af; - .f(t’L?thz?}A/t]:? Ztkl) - f(Tv X{j??'t]j? ZAth)a
Agy = g(ts, XE,YF ZE) — g(r, XE Y, ZE),
Aol = a(ti,Xt’j, Yt’j, Zt]‘;’) —o(r, Xt’j, Yt’j, Zt’j),

on a, sur [t;, t; 1],

ghtl — bt | / Afidr + / AcidB,.

Comme 5k+1 = 0, on a donc, pour s € [t,T],

-1

s p—1 s P
k+1 / Z Af 1t <r<t; +1drr + / Z AU; ’ 1tiST§ti+1dB7“
t

=0
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et donc

s p—1
E { sup |5k+1|2} < 2F | sup </ ZAf;' (7 ) ]
t<s<T t<s<T \Jt o5
p—

+2F | sup </
t<s<T

,_.

2
AO’ 1[t tiv1] T)d’l")

=0

Or, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwartz, puis I’hypothese (H,,), on obtient

s p—1 2
su A1y cpey o dr
el ([ Zos e |

s p—1
su (s —1) (A ’ 1y <pey. . dr
t<s£T< / ; foF dunsrstun )]
p—1 i1
Z/ (r —t;)%*dr
i=0 Vti

BT
Z(ti—i-l — ;)

20+ 1 —

<E

< B’TE

BT, %=
< e+ 1‘7T| Z(ti-i-l )

1=0

B2T?
<
— 2a+1

‘7r|20‘
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p—1
De plus, en notant H, = E Ao - 1y,<r<t,.,,0na
i=0

s P11 2
E | sup </ ZAO’:; : 1ti<r<ti+1dBr)
t =0

E

S 2
sup </ HrdBr)
t<s<T t

t<s<T

T
< 4E { / Hfdr}
t
T p—1
= 4F Z(Agf)z ) 1ti<r<ti+1dT]
i=0
<

p—1 tit1
4B? Z/ (r — t;)?“dr
i=0 /ti

4p? L
= 2a+1 ;( +1 =)

4B?T
20+ 1

S |7T‘2a

ou la premiere inégalité provient de I’inégalité de Doob appliquée a la martingale continue

Ms:/ H,.dB,.
t

On en déduit donc que

2B2T(T + 4)

2
200+ 1 LI

E ( sup |X§+1 _ X;<:+1‘2) <

t<s<T

On a de plus
Ysk-‘rl _ }781@+1 _ (D(Xéﬂ:i-l) _ @(Xéfj—l)

T p—1
/ Zl[t t1+1[ ( Ty Xt >Y;kaZk) (thZjaY;]:?Zfi))dr
T
+ / (Zk+1 Zk+1)dB7«
B T p—1 T B
= O(XE) — p(XEH — / Z Lt 10001 (r) Agidr + / (ZF+ — ZF Y4B, .
En utilisant les propriétés de mesurabilité, on obtient

Y/Sk-i-l . Y/Sk—i-l —E (I)(Xr?j_l) . (I)(Xk+1

T p—1 ‘
/ Z Lt 401(1) Ag dr fs] :
i=0
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Par conséquent,

E sup ()7Sk+1 _ ffsk—i_l)ﬂ < 2F |: sup E [(I)(Xég—i-l) _ CI)(X%—H)

t<s<T t<s<T

7| 2]

T
+2F supE/ Z l[ti,tiﬂ[(r)Agidr)fs

t<s<T tiy1>s

7.

Toujours en appliquant I’inégalité de Doob a la martingale continue £ [@(Xé‘i“) — @(Xé‘i“)
on obtient (rappellons que kg désigne la constante de lipschitz de I’application P)

E { sup E [@(Xffl) _ Xk

t<s<T

}_s} 2} < 4B [(Xégﬂ _ Xf“ﬂﬂ

BBT(T +4)k2,
a1 T

p—1

Pour le second terme, notons ¢, = Z Ag' - Lit; 4:,41(7). On a, par I’inégalité de Jensen, puis par
i=0

les propriétés classiques de 1’espérance conditionnelle,

E{/j(brdr)fsr < E_</ST¢Tdr)2)F5]

9 -

< o |([ i) |

2

< o |([ o) |7

(/tT2¢rdr)2 ‘f”
(/tTlmdr) ] -

([ i) = (Z [ Ag:;dr>2

Donc, en utilisant I’inégalité de Doob, on obtient

T 2
sup F {/ (b,ﬂdr‘]—"g} ] < F
tSSST S

4F

E sup E

t<s<T

IA

VAN
/N
oy
:f\&

::_

=<

|
St
=
SN
3

~_

=0
2
B2 [ N
~ (O{ + 1)2 Z(ti+1 - tl) +l]
B*T? .
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Donc

E |: sup (Y/Sk+1 _ }78k+1>2

t<s<T

16B°T(T 4+ 4)k3 ~ 8BT?
< +
- 20+1 (a+1)2

Pour finir, on vérifie que

T T
EU (Zf“—Zf“)er} - E (/ (Z,’f“—Zf“)dBr)
t t

- B {((ﬁkﬂ _ }~/tk+l) o (Yzlfﬂ . ?E,{Hl)

Tp-1 2
+/ Z 1[ti,ti+1[(r)Agﬁdr>
t =0

Or
T
Y+ _ Y/tk+1 — B |:Y71j:+1 _ }7113+1 _ / ¢rdr‘f%:| .
t

Sionnote y = YA — VA1 — [T ¢ dr, on a donc
T . 2
p|[ @0 -zva| < p|(- )]
t
Elx’]

_ ~ 2
2F {(YT’““ - Vi) } +2F

VAR VAN

IA

(L]
([ o]

‘7r|20‘

IA

2B (0(X4+) — (5] + 28

AB?T(T + 4)k3 . 2B*T?
2a0+1 (a4 1)2
<4B2T(T+ 4)k3 N 2B*T" ) 2o
2a0+1 (a4 1)2 '

On en déduit donc, ||.|| désignant la norme rendant I’application © contractante de rapport de

contraction p, que ) B
sup |0 — O < C(T kg, )|

0<k<n
Ainsi, si en particulier les coefficients f, g et o sont holderiennes d’ordre 1/2, c’est a dire si Hy /o
est vérifiée, on obtient que

sup [[6F — O42 < C(T, ky)lx.

0<k<n

Cette erreur que I’on pourrait qualifier d’erreur d’interpolation n’a pas posé de difficultés ma-
jeures. En effet, il semble que la convergence de la discrétisation se joue plutdt dans I’erreur

sup Hék — (:)k||

0<k<n
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En effet, nous verrons que pour controler cette erreur, il nous faut controler les processus Z" et
plus particulicrement les quantités

Ei(m,n) = sng {/;M <Zf)2 dr]

tit1
K2

52(7r,n):zi:EU

et
\Zr — ZZ|2ds] :

t:

Malheureusement, a I’heure actuelle nous n’en avons pas de majorations suffisamment fines a
I’exception de cas biens particuliers comme 1I’exemple de la section 5.4.

5.6 Evaluation de sup {[|©F — ||| k € {0,...,n}}

Sur [t;, t; 1], en utilisant les formules (5.10) et (5.9), on a
X§+l - Xf+1 - (S - tz)f(tu Xti? thlju ZZ) + U(tia Xti? fftlju ZE)(BS - Btz)

donc si I’on suppose que les coefficients o et f sont bornées

E ( sup (X§+l - Xfﬂ)z) < 2(tip — ti)QE(f(ti>X£>ﬁ]:a Zf)2> +

ti<s<tit1
QE[U(tZ', Xt'j, f/t’j, 22)2(33 — Bti)ﬂ
2|7 [ F11% + 2l [loll3

IA

et donc

N ~ 2
E ( sup (K841 - X4) ) < C(f, o).

t<s<T
De méme sur [t;, t; 1],
)/sk-i-l - }/sk-i-l — )/t];?-i-l - }/sk-i-l

— (s—ti)g(ti,Xi,ﬁf,Zi)—/ Z¥dB,.

t;

Puis

. - N titr
E| sup (VI —=YFO2 < 2t — ) Elg(t, XL YE ZF)? + 2E [/ (Zf+1)2d7”]
t;

ti<s<tit1

IA

tit1 -
2eflglt+2 [ E [(ZE7]dr

ti

2|m[?gll3. + 2&1(m, k + 1).

IN
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Donc

t<s<T

E [ sup (YF* — }787"*1)2] < C(g)|m|* + 28 (m, k +1).

T
En remarquant que £ { / |z — Z f+1|2ds} = &(m, k), on obtient finalement
t

sup 0F — O42 < C(f. g, 0, D) (\m sp E(m k) + sup 52<w,k>).

0<k<n 1<k<n+1 1<k<n+1

5.7 Conclusion

Les calculs précédents nous permettent d’écrire la proposition suivante

Proposition 5.13 Sous les hypothéses f, g, o bornées, lipschitziennes en espace et (H
pour tout N, on a

),

NI=

oY —o|? < 2(je —eN|* + eV - 6|

C ) Y 7(b
< (f i g . ) <‘7r| + sup &i(mk)+ sup  E(m, k:))
(1—-p) 1<k<N+1 1<k<N+1
2N
p
+2(1 — P 6! —e°|?
En particulier, si a n fixé,
lim & (m,n) =0
OR i
\71ri|r—1>1052(7r7 n)=0

alors le schéma de discrétisation converge.

Proposition 5.14 Dans I’exemple particulier de la section 5.4, le schéma de discrétisation converge

etona
07 e < 26" — Y| + 210" - o 5.27)
C(f70,g,<I>) p2N 1 012
< DTGP0 P el — g (5.28)
o7 P pl® O
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Démonstration.
Dans cet exemple, on voit que pour tout k, & (m, k) =0et & (m, k) < |lo|we
De plus, méme si le coefficient f n’est pas borné, de la proposition 5.12, on déduit le méme type

de conclusion pour sup | Xf“ . X;"’“P.
0<s<T

2AT|7T‘.

O

Ainsi, pour un systeme d’équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades vé-
rifiant les hypotheses de la proposition 5.13 et (¥), si ’on veut approcher © a ¢ pres en utilisant
notre discrétisation, il faudra effectuer NV itérations ou NV est tel que fTNp < ¢. La discrétisation
que I’on effectuera a chaque étape d’itération ne s’éloignera pas trop de I’erreur € admise, si on
choisit le pas de discrétisation suffisamment petit.

Malheureusement, comme le montre a la fois 1’étude générale et les formules de discrétisation,
certains obstacles se dressent a I’efficacité de cette discrétisation.

Premierement, a I’heure actuelle nous ne contr6lons pas suffisamment bien la suite de proces-
sus (Z ") et par conséquent nous peinons a trouver des hypotheses satisfaisantes et susceptibles
a la condition (*) d’étre vérifiée. Une premiere idée testée, fut d’utiliser les formules recurrentes
obtenues dans la section 5.3 afin de dégager de bonnes propriétés. Cette tentative s’est avérée
délicate a mener et n’a malheureusement pas aboutie. Une seconde idée serait en remarquant que
Z" est solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde aléatoire, d’adapter les résul-
tats obtenues par Zhang dans le cadre déterministe [43] sur les quantités équivalentes a & (7, n)
et E(m,n). Cela s’avere fort délicat, les démonstrations de Zhang s’appuyant fortement sur du
calcul de Malliavin et des propriétés qui semblent propres au cadre déterministe des coefficients.

Deuxiemement cette discrétisation parait difficilement utilisable numériquement, les formules
révelant une forte récursivité. Un algorithme qui effectue les calculs de maniere directe serait
contraint de calculer des intégrales multiples de dimension égale au nombre de pas de discrétisa-
tion.

Si nous considérons 1’équation de Burgers sur R
2 52
g—?(t,x) - u(t,x)%(t,x) + i%(t,x} =0, (t,z) € [0,T[xR

2 (5.29)

u(T,x) = ®(x), x € R

Par la factorisation Cole-Hopf (voir [40] ou [42] pour les détails), on obtient I’expression explicite
de la solution

E[®(x 4+ evT —tN)x(x +evT — tN)]

V(t,z) € [0,T] x R, u(t,z) = Elx(z + ev/T — IN)]
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y
ouVy € R, x(y) = exp (—62/ @(u)du).
0

Nous affichons dans le tableau suivant, différentes valeurs obtenues pour u(0, 0) (valeur mupad

0.9829265065) par le schéma de discrétisation pour 7' = 0.1 et ¢ = 0.5.

P/N 1 2 3

2 | 0.9826442302 | 0.9828738227 | 0.9828699117
3 | 0.9826442311 | 0.9828937304 | 0.0828889371
4 [ 0.9826442315 | 0.9829036659 | 0.9828984006

TAB. 5.1 — YON suivant quelques valeurs de P et de N pour I’équation de Burgers

Nous pouvons faire de méme sur I’équation déterministe KPZ (pour Kardar, Parisi et Zhang)
sur R :
Ou > 020%u
~(t —— —(t R
)~ 5o (Gt ) + 5550
uw(T,x) = ®(x), x € R,

t,x)u(t,z) = 0 (t,z) € [0, T[xR, (5.30)

v et o étant des réels strictement positifs.

Elle admet également une solution explicite donnée par (voir Kardar, Parisi and Zhang [23] et
Woyczynski [42] pour les détails)

_ log (Elexp(v®(z + o/T —tN))))

u(t,x) =

v

En testant comme précédemment «(0, 0) (valeur mupad 0.9877277819), on obtient pour 7" = 0.1,
c=0betr=1,

P/N 1 2 3

2| 0.9875780068 | 0.9876539701 | 0.9376535084
3 | 0.9875780076 | 0.9876792594 | 0.9376784430
4 [ 0.9875730080 | 0.9876918979 | 0.9876908668

TAB. 5.2 — YON suivant quelques valeurs de P et de N pour I’équation KPZ

En général, on contourne cette difficulté en stockant les fonctions a intégrer sur une discrétisa-
tion de leur ensemble de définition. Cependant, ici I’ensemble de définition grossit exponentielle-
ment avec le nombre d’itération n utilisé et demanderait donc une mémoire de stockage considé-
rable. Une piste intéressante pour diminuer le nombre d’itérations nécessaires serait d’utiliser la
décroissance du rayon spectral définissant le rapport de contraction lorsque I’intervalle de temps
tend vers 0, en découpant I’intervalle de temps initial en une multitude de petits intervalles. Dans
le cadre de la “waveform relaxation”, on parle de méthode de windowing. Il sera nécessaire tou-
tefois que le gain obtenu sur le rayon spectral compense la multiplication des calculs engendrés
par le découpage.
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Signalons tout de méme un point positif a ce schéma de discrétisation. Mé€me si nous n’avons
pas abordé le probleme jusqu’a présent, il nous est impossible de calculer les espérances du
schéma de maniere exacte. Chaque calcul d’espérance apporte un terme d’erreur qu’il faut faire
apparaitre dans le calcul de I’erreur globale. Ici en utilisant la formulation en termes d’opérateur,
une technique de calcul d’espérance (une méthode de Monte-Carlo, la méthode des rectangles
ou plus généralement I’approximation par les splines, la quantification introduite par Bally [3] et
reprise par Delarue et Menozzi [9]) peut-étre représentée par un opérateur de calcul A, et la suite
de processus qui nous intéressera alors sera 0! = (A, o A, 0 U)(6") et la formule (5.12), nous

permet de dire que la quantité a réevaluer est alors sup ||(Aco A, — Id)(6%)|.
0<k<n

Tout se passe donc comme si on avait pris un opérateur de discrétisation différent. En fait, il
faudra rajouter a I’erreur trouvée dans 1’inégalité de la proposition 5.13, une erreur de calcul

] sup [[(Aco Ar — AL)(6")]]
— P 0<k<n

propre a chaque opérateur A..

Nous reprenons les équations précédentes de Burgers et KPZ, mais cette fois ci, nous utilisons
une méthode de “grille” de pas 0.001 et les techniques de quantification de Bally et Pages pour
simuler les espérances (nous rappelons que la quantification consiste a approcher une loi conti-
nue par une loi discrete). Nous ne pouvons comme précédemment mentionné avec un tel pas que
stocker une seule itération de 1’algorithme. Les tableaux qui suivent donnent donc les valeurs de
)701 pour P = 10, 50, 100 et 200, toujours pour les mémes parametres.

P

10

50

100

200

)/01

0.9822016736

0.9799315739

0.9765590250

0.9679682405

TAB. 5.3 - 1701 suivant quelques valeurs de P pour I’équation de Burgers (¢ = 0.5,7 = 0.1)

P

10

50

100

200

Y'Ol

0.9875791290

0.9872791451

0.9863651008

0.9826984401

TAB. 5.4 — Yol suivant quelques valeurs de P pour I’équation KPZ (v = 1,0 = 0.5,7 = 0.1)

On peut en se limitant a la fois sur P et sur la discrétisation en espace de la méthode de grille
(0.01 dans le cas des simulations qui vont suivre) procéder a une seconde itération. Le tableau
suivant donne les résultats obtenus.
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P

10

15

20

}/02

0.9771924082

0.9733990940

0.9688318804

TAB. 5.5 - 1702 suivant quelques valeurs de P pour I’équation de Burgers (¢ = 0.5,7 = 0.1)

P

10

15

20

}/2]2

0.9865561812

0.9851158238

0.9833150241

TAB. 5.6 — YOQ suivant quelques valeurs de P pour I’équation KPZ (v = 1,0 = 0.5,7 = 0.1)
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Equations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplees :
Equations aux dérivees partielles et discrétisation

Résumé : Ce travail de these porte sur les équations différentielles stochastiques progressives
rétrogrades, en particulier celles dont le coefficient de diffusion progressif dépend de toutes les
inconnues. Nous proposons une maniere originale d’aborder le probleme, nous permettant de re-
trouver des résultats classiques d’existence et d’unicité de Pardoux-Tang ou Yong. Nous obtenons
de surcroit, en adoptant 1I’approche Pardoux-Tang en solutions de viscosité, des représentations
probabilistes de toute une nouvelle classe d’EDP paraboliques dont les coefficients de dérivation
d’ordre 2 dépendent du gradient de la solution. Nous proposons également un schéma de dis-
crétisation itératif dont nous prouvons la convergence et évaluons I’erreur sur un exemple bien
particulier.

Mots-clefs : équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades couplées, waveform
relaxation, équations aux dérivées partielles, schéma numérique.

Classification AMS (2000) : 60H10, 60H30, 60H35.

Forward backward stochastic differential equations :
Partial differential equations and discretization

Abstract : This thesis deals with the forward backward stochastic differential equations, in par-
ticular those with a coefficient of progressive diffusion which depends on all unknowns of the
problem. We propose an original way to get onto this subject, letting us to reobtain some classical
results of existence and uniqueness in the spirit of Pardoux-Tang and Yong’s results, and to find
a probabilistic representation of a new class of parabolic PDE, in which derivation coefficient
of order 2 depends on the gradient of the solution. We also propose an iterative discretization
scheme. We prove its convergence and give an evaluation of the error on a particular example.

Key Words : forward backward stochastic differential equation, partial differential equation, wa-
veform relaxation, numerical scheme.

AMS Classification (2000) : 60H10, 60H30, 60H35.



