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l’effrayant Cerbère. Vous en êtes à mes yeux - oserais-je l’écrire ? - les Trois Grâces ou les
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et je dis « chapeau bas !».

Enfin, vous tous, bons génies du Grand Logis, fée de la rue Mazarine, compagnons de la
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2.1 Condensation capillaire dans un aérogel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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2.2 Modélisation des aérogels basiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.2.1 Algorithme d’agrégation de « clusters » limitée par diffusion (DLCA) 76
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Introduction

Au début des années 80, P.G. de Gennes et F. Brochard publient deux courts articles consa-

crés au comportement d’un mélange binaire liquide proche de la criticalité mis en présence d’un

gel [1, 2]. Ils suggèrent en particulier qu’un tel système peut constituer une réalisation expé-

rimentale d’un modèle classique de la physique statistique des milieux désordonnés, le modèle

d’Ising en champ aléatoire (RFIM, d’après ses initiales en anglais). Dans ses grandes lignes, le

raisonnement est le suivant : si le gel adsorbe préférentiellement l’un des composants du mélange

et favorise dans son voisinage la présence de ce composant au détriment de l’autre, il modifie

de la sorte localement les potentiels chimiques du mélange binaire ; si celui-ci est proche de la

criticalité, les détails microscopiques peuvent être négligés. L’effet principal du gel (qui est une

structure très diluée) est donc d’imposer un champ extérieur variant dans l’espace de manière

essentiellement aléatoire sur des échelles grandes devant les distances moléculaires et les corré-

lations propres du gel. Ce champ se couple directement au paramètre d’ordre de la transition de

démixtion, la différence de composition entre les deux liquides. Un mélange binaire proche de la

criticalité pouvant être décrit à grande échelle par le modèle d’Ising, le même système en pré-

sence d’un gel dilué peut alors être décrit par le RFIM. Le même raisonnement peut s’appliquer

à un fluide à un composant proche du point critique liquide-vapeur lorsqu’il est mis en présence

d’un gel qui favorise l’apparition d’une des phases, liquide ou vapeur, aux dépens de l’autre.

Cette suggestion a suscité un nombre considérable de travaux expérimentaux et théoriques.

La présence de « désordre gelé » (dans l’exemple précédent le champ aléatoire imposé par le gel)

est en effet connue pour changer significativement le comportement critique d’un système. Étu-

dier un fluide ou un mélange en présence d’un gel ouvre donc la possibilité de mettre en évidence

un comportement critique de type nouveau dans les liquides. De plus, le RFIM, bien qu’étant un

des modèles-types des systèmes désordonnés, reste depuis 30 ans un sujet de controverses théo-

riques [3], controverses qui sont délicates à trancher d’un point de vue expérimental, en raison

notamment de la difficulté à trouver des réalisations concrètes du modèle [4]. Ces motivations ont

été renforcées par les études expérimentales portant sur l’influence d’un gel - plus précisément

d’un aérogel de silice - sur une transition appartenant à une autre classe d’universalité que le

modèle d’Ising : la transition superfluide de l’hélium 4 [5, 6]. Le comportement observé est en

effet très surprenant, différent à la fois de celui de l’hélium 4 pur et de celui de l’hélium 4 confiné

dans d’autres types de solides moins poreux.

Les travaux expérimentaux réalisés par plusieurs groupes depuis le début des années 90 sur

l’influence d’un aérogel de silice ou de gels équivalents sur la transition liquide-gaz d’un fluide

et sur la transition de démixtion d’un mélange mettent tous en évidence l’effet spectaculaire du

gel sur le système. Ces modifications surviennent alors même que ce gel - solide très léger à la
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Introduction

structure extraordinairement ténue - n’occupe que quelques pour cent de l’espace disponible : il

peut atteindre des porosités de 99.8%. L’effet premier, universellement observé, est de ralentir la

dynamique du fluide ou du mélange de plusieurs ordres de grandeur. Par exemple, l’équilibration

apparente d’un mélange binaire en présence d’un gel après un saut en température dans la région

du diagramme de phase où deux phases coexistent (pour le mélange pur) peut prendre des mois !

Dans de telles conditions, il est toujours difficile d’affirmer que le système est bien à l’équilibre

thermodynamique et non dans un état métastable à longue durée de vie. La perspective d’étudier,

au moyen de telles expériences, le comportement critique d’un fluide ou d’un mélange en présence

d’un gel et de déterminer s’il appartient ou non à la classe d’universalité du RFIM apparâıt donc,

malgré les premiers résultats de M. Chan et de ses collègues [6, 7] difficilement réalisable, voire

irréalisable.

Dans les études expérimentales précitées, principalement dans les mesures d’isothermes, où

l’on suit le remplissage de l’échantillon par le fluide (adsorption) et son vidage (désorption) sous

l’action d’un paramètre de contrôle extérieur (en général la pression), les phénomènes d’hysté-

résis sont omniprésents en dessous d’une certaine température. La présence de tels phénomènes

confirme la présomption que le système étudié ne se trouve pas à l’équilibre thermodynamique.

Elle rattache également le comportement du système fluide-aérogel à un autre domaine de la

physico-chimie, celui de la condensation capillaire dans les matériaux mésoporeux [8]. Dans son

sens le plus large, le terme de condensation capillaire indique que le matériau poreux se remplit

de liquide à une pression inférieure à la pression de vapeur saturante du fluide pur ; autrement

dit, le fluide est déjà condensé à l’intérieur du poreux tandis qu’il se trouve encore à l’état gazeux

à l’extérieur. Pour une température suffisamment basse, la condensation capillaire s’accompagne

toujours d’hystérésis. Dans l’étude du phénomène de condensation capillaire, les interrogations

essentielles portent sur l’origine de l’hystérésis, les propriétés de la « boucle » correspondante et

son lien avec la microstructure du matériau. Ce dernier aspect a une importance pratique consi-

dérable, qui a motivé de nombreux travaux. Dans cette perspective, la présence d’hystérésis peut

apparaitre comme un obstacle : lorsque les isothermes d’adsorption et de désorption diffèrent, il

faut déterminer quelle branche est la plus utile pour caractériser le matériau, une question qui

a été largement débattue mais pas définivement tranchée dans la communauté de l’adsorption.

Si la condensation capillaire dans les aérogels peut être considérée comme un cas particulier

du phénomène dans la classe plus vaste des matériaux mésoporeux, il s’agit là d’une situation

extrêmement intéressante car elle met a priori en défaut l’approche théorique traditionnellement

utilisée. Celle-ci consiste en effet à décrire le matériau poreux comme une collection de pores,

chaque pore étant une cavité délimitée par la surface du solide. Or un aérogel de haute porosité

se décrit beaucoup mieux en termes de brins de silice aléatoirement connectés qu’en termes de

pores. Pour le fluide, l’effet prédominant n’est donc plus le confinement comme dans les poreux

de basse porosité, mais un (faible) effet de dilution et la présence d’un champ extérieur complexe

exercé par les brins de l’aérogel. Ce champ peut être considéré comme aléatoire à des échelles as-

sez grandes comme suggéré par de Gennes et Brochard. Par ailleurs, la morphologie des boucles

d’hystérésis dans les isothermes d’adsorption change significativement avec la porosité de l’aé-

rogel et la température. Ainsi, dans le cas de l’hélium 4, les boucles ont une forme rectangulaire

à haute porosité et basse température, avec un saut brutal aussi bien à l’adsorption qu’à la

désorption, un phénomène qui ne peut être expliqué dans une approche classique en termes de

2



pores indépendants.

Cette thèse porte sur l’étude théorique de l’adsorption d’un fluide dans un aérogel. Elle est

centrée sur l’explication et la description du phénomène d’hystérésis universellement observé

dans les expériences. Dans les approches existantes, que ce soit la description en termes de

comportement critique de type RFIM ou celle en termes de condensation capillaire dans une

collection de pores, la présence d’hystérésis est considérée comme un épiphénomène, signature

d’une transition d’équilibre sous-jacente, et qui est donc un obstacle à l’interprétation théo-

rique. Nous allons montrer que les propriétés d’hystérésis d’un fluide en présence d’un aérogel,

loin d’être les parents pauvres du comportement thermodynamique d’équilibre, se révèlent au

contraire d’une grande richesse et que la morphologie des boucles d’hystérésis est déterminée en

grande partie par l’existence de transitions de phase hors d’équilibre, dont la nature diffère à

l’adsorption et à la désorption. Cette approche nous a conduit à faire le parallèle avec la phé-

noménologie du RFIM mais, contrairement à l’orientation première des travaux sur le système

fluide-aérogel, le RFIM non pas à l’équilibre mais hors d’équilibre, lorsque le système à basse

température est soumis à l’action d’une force extérieure.

La première partie de ce mémoire dresse un état des lieux qui résume le contexte dans lequel

s’inscrit ce travail. Le chapitre I-1 donne un rapide tour d’horizon de la condensation capillaire

dans les matériaux poreux désordonnés, en se focalisant principalement sur les travaux théo-

riques. Dans le chapitre I-2, nous décrivons brièvement et discutons les résultats expérimentaux

obtenus pour les mélanges binaires ou les fluides à un composant dans les aérogels. Enfin, le

chapitre I-3 aborde le problème du RFIM et donne un panorama des transitions hors d’équilibre

mises en évidence dans le modèle à température nulle en mettant l’accent sur les notions qui

nous seront utiles par la suite, comme celle d’« avalanche », de « dépiégeage d’une interface »

ou de « percolation ».

La deuxième partie décrit la modélisation du système fluide-aérogel. Dans le chapitre II-1,

nous détaillons la modélisation du fluide en présence de l’aérogel, sous la forme d’un gaz sur

réseau, et précisons l’évolution du système en présence d’un réservoir de gaz fixant le potentiel

chimique. Nous utilisons une théorie de champ moyen local qui nous conduit à considérer un

« paysage » de grand potentiel sur lequel le système évolue en passant d’un état métastable à

un autre sous l’effet des variations du potentiel chimique. Le chapitre II-2 présente l’algorithme

d’agrégation de « clusters » limitée par la diffusion (DLCA) qui permet de représenter de manière

réaliste la structure de l’aérogel.

La troisième partie regroupe l’ensemble des résultats que nous avons obtenus sur le modèle

fluide-aérogel. Elle est constituée par les articles que nous avons écrits sur le sujet. Sont ainsi

abordés successivement l’influence de la porosité puis de la température sur la forme des boucles

d’hystérésis et les mécanismes d’adsorption et de désorption. Les propriétés des avalanches à

l’adsorption sont ensuite examinées en détail. Nous étudions finalement les corrélations du fluide

adsorbé, de manière à faire le lien avec les expériences de diffusion aux petits angles.

Enfin, la dernière partie étudie le lien entre la complexité du paysage énergétique et les

phénomènes d’hystérésis. Nous nous sommes placés pour cela dans le cadre plus simple du

RFIM à température nulle.
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Chapitre I-1

Adsorption dans les matériaux

mésoporeux désordonnés

Sommaire

1.1 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.1 Matériaux mésoporeux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.2 Expériences d’adsorption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Les théories de l’adsorption : du pore unique au solide désordonné 12

1.2.1 Hystérésis dans un pore isolé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 Prise en compte de l’interconnectivité entre pores . . . . . . . . . . 18

1.2.3 Le solide poreux en tant que système désordonné . . . . . . . . . . 21

L’étude des phénomènes d’adsorption dans les matériaux poreux a pour motivation première

l’étendue et la diversité de leurs applications. Purification ou séparation sélective des fluides, dé-

pollution de l’air et de l’eau, traitement des effluents, catalyse ou support de catalyseur, séchage,

filtration, séparation de biomolécules... L’usage des poreux est répandu dans des domaines aussi

divers que la pétrochimie, la chimie fine, l’agro-alimentaire ou la protection de l’environnement.

L’utilisation des solides poreux restant néanmoins largement fondée sur des considérations em-

piriques, la mise au point de procédés plus efficaces passe par la compréhension des phénomènes

à un niveau plus fondamental. L’importance des matériaux poreux est également considérable

en géologie et géophysique car de nombreux sols et roches sont poreux. Qu’il s’agisse de pétrole,

de gaz naturel, de nappes phréatiques ou de liquides polluants, il est crucial de pouvoir prédire

le comportement du fluide, notamment ses propriétés d’adsorption, de diffusion et d’écoulement.

L’intérêt d’ordre pratique se double d’un intérêt plus fondamental. Quelles sont les propriétés

d’un fluide confiné dans un pore ? Il s’agit ici de comprendre les effets conjugués de la paroi

solide, de la taille finie et du changement éventuel de la dimensionnalité. Ainsi un pore en forme

de fente est assimilé à un système bidimensionnel tandis que le pore cylindrique est considéré

comme unidimensionnel. Une question particulièrement étudiée porte sur l’existence et la nature

des transitions de phase dans le pore : comment le diagramme de phase du fluide pur (l’équilibre

liquide-gaz par exemple) est-il modifié par le confinement ?
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Chapitre I-1 Adsorption dans les matériaux mésoporeux désordonnés

1.1 Résultats expérimentaux

1.1.1 Matériaux mésoporeux

Les matériaux poreux sont conventionnellement classés en trois catégories selon la taille

caractéristique r de leurs pores : microporeux (r ✂ 2 nm), mésoporeux (2 ✂ r ✂ 50 nm)

et macroporeux (r
✁

50 nm). Un second critère de classification est le degré d’ordre de leur

structure, qui peut être cristalline, semi-cristalline ou amorphe. Nous allons nous intéresser

essentiellement aux matériaux mésoporeux amorphes (ou désordonnés), dont font partie les

aérogels.

Un exemple important de matériau semi-cristallin est la famille M41S développée à partir

de 1992. Leur synthèse utilise comme « gabarit » un cristal liquide de molécules tensio-actives,

qui détermine la morphologie de l’espace poral. Le MCM-41 est constitué d’un réseau hexago-

nal de pores cylindriques, dont le diamètre (1 à 10 nm) dépend de la longueur des molécules

tensio-actives. Le MCM-50 a une structure lamellaire avec des pores en forme de fente, tandis

que le MCM-48 contient un réseau tridimensionnel de pores. Dans tous ces matériaux semi-

cristallins, les propriétés des pores présentent une certaine variabilité, et leur agencement spatial

se caractérise par un ordre seulement local.

Les matériaux poreux amorphes présentent une grande diversité de structures, dont l’irré-

gularité rend la caractérisation difficile. Une description en termes de pore n’est souvent qu’ap-

proximative. Fréquemment employé dans les études expérimentales, le verre Vycor, comme les

CPG (Controlled Pore Glass), est produit par un procédé de décomposition spinodale. La poro-

sité des CPG varie de 50 à 75%, avec un diamètre de pore qui va du nm au µm. Pour le Vycor,

la porosité est en général proche de 30%, et les diamètres compris entre 4 et 8 nm. La figure 1.1

montre une vue en coupe d’un verre Vycor, qui laisse deviner un ensemble complexe de pores

connectés.

Fig. 1.1 – Vue en coupe

d’un verre Vycor obtenue par

TEM (microscopie électro-

nique à transmission). L’es-

pace poral est en blanc.

D’après [9].

Un autre type de matériaux poreux, représenté notamment par les oxydes de silice ou

d’alumine, est produit par un processus sol-gel, au cours duquel des particules microscopiques

s’agrègent au hasard. D’une taille comprise entre 2 et 100 nm, ces particules sont le plus souvent

sphériques, parfois en forme de bâtonnet ou de disque. Selon le procédé utilisé pour éliminer le

solvant, on aboutit à deux types de matériaux. Les xérogels sont obtenus par évaporation du
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1.1 Résultats expérimentaux

solvant. La présence d’une interface entre le liquide et le gaz qui le remplace exerce une force

capillaire sur la structure, qui se déforme et se densifie ; la porosité du matériau obtenu est

alors inférieure à celle du gel initial. Dans le cas des aérogels, le solvant est chauffé au delà de

sa température critique. Ce séchage hypercritique évite la formation de ménisque et la dégra-

dation de la structure. Il rend possible la synthèse d’aérogels de porosité très élevée (jusqu’à

99.8%). Les différents types d’aérogel ainsi que leurs conditions de synthèse seront détaillés au

chapitre II-2. Les gels de basse porosité peuvent être modélisés par un arrangement aléatoire

de sphères, connectées ou non ; l’espace poral qui en résulte ne se laisse pas facilement décrire

en termes de pores de géométrie simple. Comme nous le verrons par la suite, la structure des

aérogels nécessite une description plus sophistiquée.

Les charbons activés sont fabriqués en portant à haute température de la matière organique

(bois, charbon...) en présence d’un agent oxydant, le plus souvent de l’eau. La modélisation la

plus simple les représente comme un empilement de pores en forme de fente, formés par les plans

de graphite.

La description de la géométrie d’un mésoporeux désordonné est en général problématique.

Une modélisation en termes de pores nécessite l’introduction d’un certain degré de désordre

dans la taille des pores, leur forme, leur agencement spatial et leur interconnectivité. Dans des

matériaux comme le Vycor, les CPG, les MCM-48 et les gels, tous ces types de désordre sont

présents.

1.1.2 Expériences d’adsorption

Les études de l’adsorption des fluides dans les aérogels se rattachent à celles effectuées avec

d’autres matériaux mésoporeux désordonnés que nous allons à présent décrire. Une expérience

typique d’adsorption consiste à mesurer la quantité de fluide adsorbé dans un solide en fonction de

la pression (ou du potentiel chimique) du gaz à l’extérieur de l’échantillon. Lorsqu’à température

constante, la pression est augmentée de 0 jusqu’à psat, la pression de vapeur saturante, on obtient

une isotherme d’adsorption. L’isotherme de désorption est mesurée en diminuant la pression à

partir de psat. La mesure des isothermes est possible selon plusieurs méthodes (volumétrique,

gravimétrique, mesure de capacité...). Parce qu’ils peuvent être modélisés en termes de fluide

simple, les gaz les plus utilisés sont les gaz rares (He, Ar, Xe) ainsi que le diazote, dont la

molécule est de petite taille et apolaire. A priori, une isotherme dépend de la vitesse à laquelle

on la mesure : si, par exemple, le gaz est injecté dans le matériau poreux avec un débit constant,

les isothermes changent avec le taux d’injection. Cette dépendance disparâıt toutefois pour des

taux d’injection assez petits. Toutes les isothermes considérées dans la suite sont obtenues dans

cette limite ; ainsi à chaque pression de mesure, le fluide dispose d’un temps suffisant pour relaxer

vers un état stationnaire. Ce temps « d’équilibration » est parfois considérable, en particulier

dans les aérogels comme nous le verrons dans la suite, ce qui peut entrâıner des expériences

d’adsorption très longues (plusieurs jours).

La caractéristique principale de l’adsorption dans les matériaux mésoporeux est le phéno-

mène de condensation capillaire : le poreux se remplit de liquide à une pression inférieure à la

pression de saturation du fluide pur. Si les isothermes sont toujours réversibles pour des pressions

suffisamment basses, il est fréquent que les isothermes d’adsorption et de désorption diffèrent

aux plus hautes pressions et dessinent une boucle d’hystérésis. Les propriétés des boucles ont
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Chapitre I-1 Adsorption dans les matériaux mésoporeux désordonnés

Fig. 1.2 – Isothermes du xénon dans le Vycor mesurées à différentes températures (indiquées

en unité réduite T
�
Tc où Tc est la température critique du fluide pur). La boucle d’hystérésis

disparâıt aux températures les plus hautes. D’après [10].
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Fig. 1.3 – Comparaison

entre le diagramme de phase

du dioxyde de carbone

pur ( ✁ ) et le diagramme

d’hystérésis du dioxyde de

carbone adsorbé dans le

Vycor ( ✂ ). Les lignes sont

tracées à titre indicatif.

D’après [11].

été étudiées pour de nombreux solides poreux. Leur forme dépend du matériau : elles sont par

exemple plutôt triangulaires dans le Vycor, en forme de parallélogramme dans les charbons ac-

tivés et rectangulaires dans les aérogels de haute porosité [11]. En outre, lorsque la température

augmente, la position de la boucle se décale vers les hautes pressions, tandis que sa taille dimi-

nue. La figure 1.2 montre le cas du xénon dans le Vycor. Au dessus d’une température que nous

appellerons température d’hystérésis Th, la boucle disparâıt, laissant une isotherme entièrement

réversible.

Si l’on reporte, en fonction de la température, la densité du fluide adsorbé aux extrémités

inférieure et supérieure de la boucle d’hystérésis, on obtient un diagramme d’hystérésis. Un

exemple en est donné dans la figure 1.3, où comme cela est souvent fait, le diagramme d’hystérésis

est comparé au diagramme de phase du fluide pur. Une première différence concerne la branche

gazeuse, pour laquelle la densité du fluide adsorbé est bien supérieure à celle du fluide pur.
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1.1 Résultats expérimentaux

En effet, à l’extrémité inférieure de la boucle d’hystérésis, le poreux contient en général non

seulement du gaz mais aussi un film de liquide adsorbé sur sa surface, qui augmente la densité

moyenne du fluide. Par ailleurs, Th est bien inférieure à la température critique du fluide pur (Tc).

En dépit d’une ressemblance apparente, le diagramme d’hystérésis ne doit cependant pas être

confondu avec un diagramme de phase : il ne correspond pas à la coexistence de deux phases à

l’équilibre, mais indique les densités aux limites de l’hystérésis, pour des fluides qui se trouvent

donc à des potentiels chimiques différents. Malgré cette différence de nature, le diagramme

d’hystérésis a souvent été interprété comme un diagramme de phase, et Th comme la température

d’un « point critique capillaire », l’équivalent pour le fluide confiné du point critique du fluide

pur [11–13]. Comme l’augmentation de la température, la diminution de la taille des pores

peut aussi provoquer le rétrécissement puis la disparition de l’hystérésis ; ce phénomène est par

exemple visible en considérant une série de MCM-41 avec des diamètres de pores décroissants.

Fig. 1.4 – Courbes de balayage descendant (a) et ascendant (b) pour du xénon adsorbé dans du

Vycor. La température est T � 151 K (soit T
�
Tc

� 0.52). D’après [10].

Si les boucles d’hystérésis ont été mesurées dans de nombreux matériaux, l’étude des courbes

dites « de balayage » est moins fréquente. Une courbe de balayage descendant s’obtient en

débutant la désorption à partir d’un point de l’isotherme d’adsorption où le solide poreux n’est

pas entièrement rempli de liquide. La figure 1.4 montre des courbes de balayage descendant et

ascendant pour du xénon adsorbé dans du Vycor.

Nous venons de rappeler succintement les faits expérimentaux les plus génériques. Leur in-

terprétation s’articule autour de trois interrogations : (i) Quelle est l’origine de l’hystérésis ? De

quoi dépend la forme de la boucle ? (ii) Comment expliquer l’évolution de la boucle d’hystérésis

avec la température, en particulier la disparition de l’hystérésis correspond-elle à un point cri-

tique du fluide confiné ? (iii) La mesure d’isothermes permet-elle de caractériser la structure du

matériau poreux ?
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Chapitre I-1 Adsorption dans les matériaux mésoporeux désordonnés

1.2 Les théories de l’adsorption : du pore unique au solide désor-

donné

Les premières travaux théoriques sur l’adsorption dans les matériaux poreux datent de près

d’un siècle. Dans la multitude des travaux qui ont suivi, on peut distinguer une première caté-

gorie qui attribue l’hystérésis au comportement du fluide dans un pore isolé. En s’appuyant sur

l’équation de Kelvin, Foster puis Cohan [14,15] ont proposé que la présence d’hystérésis dans un

pore s’explique par la forme du ménisque liquide-gaz, qui diffère entre l’adsorption et la désorp-

tion. Ce traitement purement macroscopique a été complété dans les années 80 par une approche

microscopique reposant sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT d’après ses initiales

en anglais). Dans ce cadre, le fluide confiné dans un pore, comme le fluide pur, peut, en l’absence

de nucléation, se trouver dans des états métastables gazeux ou liquide, qui s’étendent de part

et d’autre de la transition. C’est donc ici la métastabilité du fluide confiné qui est à l’origine de

l’hystérésis. Une fois connu le comportement du fluide dans un pore, la modélisation du solide

poreux s’appuie alors souvent sur un modèle de pores indépendants, qui peut être utilisé pour

caractériser le matériau à partir des isothermes d’adsorption. Nous allons à présent évoquer plus

précisément les travaux qui rendent compte de l’hystérésis au niveau d’un pore isolé.

1.2.1 Hystérésis dans un pore isolé

Précisons d’abord la situation étudiée. On considère un fluide confiné dans un pore unique,

en contact avec un réservoir extérieur, qui fixe la température T et le potentiel chimique µ (ou la

pression p). On suppose T ✂ Tc, la température critique du fluide pur, et µ ✂ µsat, le potentiel

chimique de saturation ; le réservoir contient donc toujours du gaz. Le pore est défini comme

une cavité à l’intérieur d’un solide. Ses propriétés ne dépendent pas de l’état du fluide adsorbé,

en particulier, ses parois sont lisses, indéformables et chimiquement inertes. La forme du pore

correspond le plus souvent à une géométrie simple ; deux cas particulièrement étudiés sont le

pore cylindrique, et le pore en forme de fente composé de deux parois planes et parallèles. L’effet

du solide se réduit à exercer un potentiel extérieur sur le fluide. Le problème consiste donc à

déterminer comment ce potentiel extérieur modifie les propriétés d’équilibre et hors d’équilibre

du fluide. La grandeur essentielle est la densité moyenne de fluide dans le pore.

L’approche macroscopique et l’équation de Kelvin

Le traitement macroscopique repose sur l’équation de Kelvin, qui traduit l’effet du confi-

nement sur la transition d’équilibre liquide-gaz : la condensation (et l’évaporation) du fluide

confiné se produisent à une pression inférieure à celle du fluide non-confiné. L’équation de Kel-

vin est la première interprétation du phénomène de condensation capillaire [16]. Pour établir

cette équation, nous suivons la référence [17], qui explicite toutes les hypothèses introduites. Si

le raisonnement est valable quelle que soit la géométrie du pore, nous l’appliquons ici au cas

de la fente et du cylindre, tous deux d’extension infinie. Pour simplifier, nous nous contentons

d’examiner le cas du mouillage total (l’angle de mouillage θ vaut donc 0).

La configuration d’équilibre du fluide dans le pore est celle qui minimise son grand poten-

tiel Ω � µ, T,L ✁ . Pour un pore assez grand (L ✂ ✄ ) et un faible écart à la saturation (∆µ �
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1.2 Les théories de l’adsorption : du pore unique au solide désordonné

µ � µsat ✂ 0), les configurations sont décrites en termes macroscopiques. Le grand potentiel de

la configuration liquide s’exprime comme la somme des contributions de volume et de surface :

Ωl
✁ � p ✂l V ✄ γslAsl (1.1)

où V est le volume du pore, Asl l’aire totale de l’interface solide-liquide, γsl la tension de surface

associée et p
✂
l désigne la pression du liquide condensé dans le pore. On suppose alors que le

fluide pur peut exister sous la forme d’un liquide métastable, comme le prédit la théorie de van

der Waals où la fonction ρ � µ ✁ (ou ρ � p ✁ ) décrit une boucle. Ainsi, en raison du potential attractif

des parois, l’état liquide qui est métastable entre µmin et µsat pour le fluide pur est supposé être

l’état d’équilibre pour le fluide confiné, ce qui donne la pression p
✂
l et la densité ρ

✂
l . Dans la

configuration gazeuse, les parois solides sont recouvertes par un film liquide d’épaisseur t, qui

présente à la fois une interface solide-liquide et une interface liquide-gaz. Le grand potentiel est

donc donné par :

Ωg
✁ � pVg � p ✂l Vl ✄ γslAsl ✄ γlgAlg (1.2)

où Vg et Vl sont les volumes de gaz et de liquide (Vg ✄ Vl
� V ), Alg l’aire de l’interface liquide-

gaz et γlg la tension de surface (l’épaisseur t est supposée suffisante pour négliger la pression

de disjonction). Une transition de phase entre les configurations gazeuse et liquide se produit

lorsque Ωg
� Ωl, c’est-à-dire à la pression p donnée par :

p � p ✂l � γlgAlg
�
Vg

� 2γlg
� � H � 2t ✁ (1.3)

� 2γlg
� � R � t ✁ (1.4)

où H désigne la largeur de la fente et R le rayon du cylindre. Ces deux équations correspondent

à l’expression de la loi de Laplace, en considérant un ménisque cylindrique dans la fente, et un

ménisque hémisphérique dans le pore cylindrique. Enfin, on peut développer p et p
✂
l au premier

ordre autour de psat :

p � pg � µsat ✄ ∆µ ✁ ✁ psat ✄
☎
pg☎
µ

∆µ � psat ✄ ρg∆µ et p
✂
l

� psat ✄ ρl∆µ (1.5)

où ρg et ρl sont les densités volumiques des phases gazeuse et liquide du fluide pur à la coexis-

tence. Il en résulte p � p
✂
l

✁ ∆µ � ρl � ρg ✁ . Finalement, l’équation de Kelvin usuelle est obtenue

en supposant le gaz idéal :

kBT ln
psat

p
� 2γlg

�✝✆ � ρl � ρg ✁ � H � 2t ✁✟✞ (1.6)

� 2γlg
�✝✆ � ρl � ρg ✁ � R � t ✁✟✞ (1.7)

Seules des grandeurs macroscopiques interviennent dans cette expression. Le traitement n’est en

fait justifié que dans la limite L ✂ ✄ , ∆µ ✂ 0.

L’équation 1.6 ne prend pas en compte le potentiel créé par les parois solides du pores (les

forces de van der Waals par exemple), mais il est aisé d’en tenir compte [18]. L’équation de Kelvin

est a priori valable seulement dans le domaine macroscopique. Les approches plus sophistiquées,

qui seront présentées plus loin, ont permis de préciser son domaine de validité. Il semble qu’il
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s’étende jusqu’à des tailles de pores de l’ordre d’une dizaine de nanomètres. Qu’un traitement

macroscopique reste correcte à l’échelle nanométrique est assez surprenant. Remarquons enfin

que dans une telle approche, la température critique du fluide confiné (c’est-à-dire la température

pour laquelle la distinction entre gaz et liquide disparâıt) reste identique à celle du fluide pur.

Même si l’équation de Kelvin ne décrit a priori que le comportement d’équilibre du fluide

confiné, Foster et Cohan l’utilisent pour expliquer la présence ou l’absence d’hystérésis dans un

pore [14,15]. Prenons l’exemple d’un pore cylindrique de rayon R, dont l’une des extrémités ouvre

sur le réservoir tandis que l’autre est fermée par une paroi solide. À l’adsorption, cette dernière

permet l’apparition au fond du pore d’un ménisque hémisphérique de courbure 2
�
R (en négligeant

l’épaisseur du film adsorbé). La condensation se produit alors à la pression pK � 2 �
R ✁ donnée par

l’équation de Kelvin. La désorption se produit à une pression identique, le ménisque pouvant

cette fois-ci apparâıtre à l’extrémité ouverte du pore. En revanche, pour un pore ouvert à ses deux

extrémités, l’interface entre le gaz et le film liquide adsorbé est cylindrique à l’adsorption, mais le

ménisque est hémisphérique à la désorption. Cohan applique l’équation de Kelvin à la première

situation, qui n’est pourtant pas à proprement parler à l’́equilibre. L’adsorption se produit donc

à la pression pK � 2 �
R ✁ , et la désorption à la pression pK � 1 �

R ✁ . L’adsorption est irréversible dans

un pore ouvert tandis qu’elle est réversible dans le pore fermé. En dépit de l’utilisation abusive

de l’équation de Kelvin, le scénario de Cohan a le mérite d’attirer l’attention sur l’importance

des conditions aux limites pour l’hystérésis. C’est un point qui est parfois négligé, même dans

des approches plus sophistiquées.

L’approche microscopique : fonctionnelle de la densité

L’application de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) aux fluides classiques [19]

est à l’origine d’innombrables travaux sur les fluides inhomogènes. La DFT repose sur l’existence

d’une fonctionnelle intrinsèque F
✆
ρ ✞ qui exprime l’énergie libre d’un fluide uniquement à partir

de la densité à un corps ρ � r ✁ . Pour un fluide soumis à un potentiel extérieur V � r ✁ , le grand

potentiel Ω s’écrit alors

Ω
✆
ρ ✞ � F

✆
ρ ✞ ✄

✁
drρ � r ✁ V � r ✁ � µ

✁
drρ � r ✁ (1.8)

où F
✆
ρ ✞ est indépendante de V � r ✁ . La configuration du fluide à l’équilibre est celle qui mini-

mise Ω
✆
ρ ✞ , elle vérifie donc l’équation d’Euler-Lagrange δΩ

�
δρ � r ✁ � 0.

À partir de la fonctionnelle, toutes les propriétés de structure (profil de densité, fonction

de corrélation) et les grandeurs thermodynamiques (comme la tension de surface) peuvent être

calculées. La DFT est donc une méthode de choix pour décrire les phénomènes d’adsorption,

les transitions de mouillage aux interfaces solide-fluide ou les diagrammes de phase des fluides

confinés [20,21].

Si l’existence de F
✆
ρ ✞ est garantie, son expression exacte reste inconnue et l’un des princi-

paux objectifs des travaux théoriques au cours des vingt dernières années a été de trouver de

bonnes approximations. La plupart des fonctionnelles utilisées dans la littérature reposent sur

la séparation des interactions moléculaires en une partie répulsive à courte portée et une partie

attractive à longue portée. La contribution des forces attractives est le plus souvent traitée dans

le cadre d’une approximation de champ moyen, tandis que celle des forces répulsives est donnée
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par l’énergie libre FHS
✆
ρ ✞ d’un fluide de sphères dures effectif. F

✆
ρ ✞ s’écrit alors

F
✆
ρ ✞ � FHS

✆
ρ ✞ ✄ 1

2

✁
dr dr � ρ � r ✁ Φ � ✁ r � r � ✁ ✁ ρ � r � ✁ (1.9)

où Φ � r ✁ désigne la partie attractive des interactions. Cette séparation du potentiel peut se faire

par exemple dans le cadre de l’approximation WCA [22] (Weeks, Chandler et Andersen) et le

diamètre des sphère dures équivalentes peut dépendre de la température. De nombreuses études

ont cherché à déterminer une bonne approximation de la fonctionnelle du fluide de sphères dures.

L’introduction d’approximations non-locales [23–25] est l’amélioration la plus significative car,

en prenant en compte les effets d’encombrement stérique, elle permet une bonne description de

la structure du fluide, par exemple au voisinage d’une paroi.

T < T
cc

 Γ

µeq µsgµsl µ

(a)

T = T
cc

 Γ

µc

Γc

µ

(b)

T > T
cc

 Γ

µ

(c)

Fig. 1.5 – Isothermes d’adsorption prédites par une théorie de type DFT (dans l’approximation

de champ moyen) pour un fluide confiné dans un pore isolé. (a) Γ � µ ✁ dessine une boucle. La

transition d’équilibre entre phase gazeuse et phase liquide se produit au potentiel chimique µeq.

µsg et µsl déterminent les spinodales des phases gazeuse et liquide respectivement. (b) La boucle

disparâıt à la température critique capillaire Tcc. La pente de Γ � µ ✁ est verticale en µ � µc. (c)

Γ � µ ✁ crôıt continûment avec µ.

Donnons maintenant un aperçu des résultats obtenus par DFT (dans l’approximation de

champ moyen), en considérant d’abord des pores cylindriques ou en fente, tous deux d’extension

infinie. Le comportement du fluide y est qualitativement identique. La figure 1.5 montre la

quantité de fluide dans le pore, notée Γ �✄✂ drρ � r ✁ à différentes températures pour une taille

de pore L fixée [17]. À température suffisamment basse, Γ � µ ✁ dessine une boucle : il existe un

domaine en potentiel chimique
✆
µsl, µsg ✞ dans lequel l’équation d’Euler-Lagrange possède trois

solutions. Celle qui correspond à un Γ intermédiaire est instable et ne peut donc être observée ; les

deux autres sont stables et leurs densités indiquent que le fluide confiné dans le pore peut adopter

soit une configuration gazeuse, soit une configuration liquide. La configuration d’équilibre est

celle dont le grand-potentiel est le plus bas, c’est la configuration gazeuse pour µ ✂ µeq et

liquide pour µ
✁
µeq ; µeq est le potentiel chimique d’équilibre entre les deux phases, où les

grands potentiels étant égaux, se produit la transition du premier ordre. La configuration qui

n’est pas l’équilibre est métastable car elle correspond à un minimum local du grand potentiel.

Les branches métastables (liquide et gazeuse) se prolongent de part et d’autre de l’équilibre
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jusqu’à la limite de stabilité (spinodale), atteinte lorsque le minimum local disparâıt. Lorsque la

température augmente, la boucle dessinée par Γ � µ ✁ rétrécit, avant de disparâıtre à la température

critique capillaire Tcc, où les trois solutions de l’équation d’Euler-Lagrange se confondent en une

seule. Pour T
✁
Tcc, le grand potentiel comporte un seul minimum, quelque soit le potentiel

chimique.

Ainsi le comportement du fluide confiné est analogue à celui d’un fluide pur dans une des-

cription de type van der Waals. L’effet du champ extérieur imposé par le solide est de déplacer

la transition liquide-gaz à un potentiel chimique inférieur à la saturation et d’abaisser la tem-

pérature critique. Puisque Tcc dépend de la taille L du pore, une autre manière d’atteindre la

criticalité est de diminuer L à température constante, jusqu’à atteindre la taille critique Lc où

la transition disparâıt. Pour des pores de taille inférieure à Lc, l’adsorption est continue. Rappe-

lons que dans le traitement macroscopique la température critique du fluide confiné n’était pas

modifiée.

Quel est le comportement réel du fluide confiné lors d’un cycle d’adsorption-désorption ?

La présence de métastabilité dans la théorie de champ moyen suggère un mécanisme possible

pour l’hystérésis dans lequel le fluide demeure dans un état métastable au-delà de la transition

liquide-gaz. Ainsi, à l’adsorption, le fluide reste dans sa configuration gazeuse pour µ
✁
µeq.

Lorsqu’à un potentiel chimique µads, les fluctuations thermiques sont suffisantes pour provoquer

la nucléation du liquide et faire évoluer le système de sa configuration métastable vers la confi-

guration d’équilibre, le fluide se condense brutalement, ce qui se traduit par un saut dans la

courbe Γ � µ ✁ . La situation à la désorption est analogue, l’évaporation du liquide métastable se

produisant à un potentiel chimique µdes ✂ µeq. Il en résulte une boucle d’hystérésis caractéri-

sée par deux sauts verticaux. Rien ne permet dans une théorie de champ moyen de déterminer

µads et µdes, qui dépendent du taux de nucléation de la configuration d’́equilibre à partir de la

configuration métastable. Le plus souvent, il est supposé, conformément au scénario de Cohan,

que la configuration gazeuse persiste jusqu’à sa limite de stabilité tandis que la désorption se

produit à l’équilibre, c’est-à-dire µads
� µsg et µdes

� µeq.

Il faut remarquer que dans le traitement DFT, l’hystérésis est associée à l’existence d’une

transition de phase : l’une n’existe pas sans l’autre et elles disparaissent ensemble à la tempéra-

ture critique capillaire Tcc (on a donc Th
� Tcc). Par ailleurs dans une théorie de champ moyen,

les résultats ne changent pas qualitativement avec la dimensionnalité du système.

Ainsi, pour un fluide confiné dans une fente ou un pore cylindrique infini, l’hystérésis peut être

attribuée à l’existence d’états métastables. Les conditions aux limites pour le pore ne semblent

qu’un détail dans ce scénario ; leur rôle est pourtant crucial comme le suggérait déjà l’approche

macroscopique et l’ont confirmé des calculs de DFT [26]. En considérant par exemple un pore

avec trois types de conditions aux limites (un pore « infini » modélisé par des conditions aux

limites périodiques aux deux extrémités, un pore « ouvert » en contact avec un réservoir de

gaz à ses deux extrémités, et un pore « fermé » à l’une de ses extrémités par une paroi solide),

on observe des comportements très différents. Dès que le pore est en contact avec le réservoir,

la désorption se produit à l’équilibre par simple déplacement du ménisque liquide-gaz qui est

présent à l’extrémité ouverte du pore. Dans le cas du pore fermé, l’adsorption débute au fond

du pore et non sur les parois comme dans le cas du pore infini. Ces prédictions de la DFT sont

confirmées par des simulations Monte Carlo [27] et de dynamique moléculaire [28]. Remarquons
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1.2 Les théories de l’adsorption : du pore unique au solide désordonné

que dans ce dernier cas, le mouvement des particules s’effectue par diffusion, comme dans la

réalité.

Le modèle des pores indépendants

Une fois connu le comportement du fluide dans un pore isolé, il faut modéliser l’ensemble du

matériau poreux. Un des modèles les plus utilisés, qui joue encore un rôle essentiel sur le plan

pratique, est le modèle des pores (ou domaines) indépendants.

Le modèle des domaines indépendants, proposé par Everett [29,30] se veut un cadre général

pour décrire le phénomène d’hystérésis. Il s’inspire du modèle de Preisach [31] qui modélise

certains matériaux magnétiques comme une assemblée de spins indépendants pour rendre compte

de leurs propriétés d’hystérésis. L’hypothèse fondamentale est que le système peut se décomposer

en domaines indépendants, exhibant individuellement un comportement d’hystérésis lorsqu’un

paramètre extérieur x (champ magnétique, potentiel chimique) varie. L’hystérésis globale du

système résulte seulement de l’hystérésis dans chaque domaine. Par définition, un domaine peut

adopter seulement deux états I et II. La transition I ✂ II se produit pour une valeur xI , la

transition II ✂ I pour xII ✂ xI , ce qui donne une boucle d’hystérésis rectangulaire. Les valeurs de

transition xI diffèrent d’un domaine à l’autre, et sont chacunes tirées selon une loi de probabilité

caractéristique de la distribution des domaines. Dans le cas de l’adsorption, c’est le pore isolé

qui joue le rôle du domaine indépendant, en pouvant adopter les états vide ou plein.

Le modèle des pores indépendants repose sur deux hypothèses : (i) le solide poreux peut

être représenté par une collection de pores, tous identiques en forme mais qui diffèrent par leur

taille (ii) l’état du fluide est déterminé seulement par le pore où il se trouve, indépendamment

de l’état du fluide dans les autres pores. Les formes de pore les plus utilisées sont le cylindre et

la fente. Si représenter le matériau poreux comme une assemblée de cylindres est une descrip-

tion réaliste pour les MCM-41, c’est une modélisation très grossière de la plupart des solides

poreux désordonnés, sans parler des aérogels. Quelles que soient les modalités d’application, une

conséquence générale du modèle des pores indépendants est l’absence de transition de phase

d’équilibre et de toute discontinuité dans les isothermes, à l’adsorption comme à la désorption.

Toute discontinuité présente dans le comportement d’un pore isolé disparâıt dans l’isotherme

globale, en raison de la pondération par la distribution de la taille des pores1. En effet, si on

note V � L ✁ le volume d’un pore de taille L, ρads � µ,L ✁ la densité du fluide à l’adsorption dans

un pore de taille L et f � L ✁ la distribution de la taille des pores (c’est-à-dire que f � L ✁ dL est le

nombre de pores dont la taille est comprise entre L et L ✄ dL), la quantité de fluide adsorbé

dans le matériau poreux est donnée par :

Γads � µ ✁ �
✁✁�
0
V � L ✁ ρads � µ,L ✁ f � L ✁ dL (1.10)

Une motivation essentielle de l’utilisation du modèle des pores indépendants est la possibilité de

déterminer une distribution de taille de pore à partir d’isothermes [8,32]. Pour cela, il faut choisir

une forme de pore, ce qui fixe V � L ✁ , ainsi qu’une théorie pour décrire le comportement du fluide

dans un pore, qui fournit la fonction ρads � µ,L ✁ . Γads � µ ✁ étant donné par l’expérience, il reste

ensuite à résoudre l’équation 1.10, une procédure d’inversion qui n’est pas sans difficulté [33].

1On suppose ici que la distribution de la taille des pores est continue.
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1.2.2 Prise en compte de l’interconnectivité entre pores

Le modèle des pores indépendants est une représentation grossière pour la plupart des ma-

tériaux poreux désordonnés, puisqu’il néglige toute interaction entre pores. Une représentation

plus réaliste décrit l’espace poral comme un ensemble de pores interconnectés. Couplée avec

l’hypothèse de blocage de pore (« pore-blocking »), qui suppose que la désorption d’un pore est

contrôlée par l’état de ses voisins, cette modélisation prédit des effets collectifs qui dépassent

l’échelle d’un pore isolé. À la désorption, ces effets sont le plus souvent décrits en termes de per-

colation. Les effets d’interconnectivité entre pores peuvent aussi être à l’origine de l’hystérésis.

Examinons plus en détail cette possibilité.

L’effet de pore-blocking est illustré le plus simplement en considérant un pore de type « bou-

teille d’encre », qui consiste en un pore relié au gaz extérieur uniquement par une constriction

(par exemple un pore cylindrique de rayon inférieur). À l’adsorption, le fluide se condense d’abord

dans la constriction puis ensuite dans le pore. En revanche, à la désorption, le pore qui en l’ab-

sence de constriction se viderait le premier, ne peut pas se vider tant que la constriction est

pleine. Le pore et la constriction se vident donc à une pression identique, et il existe une boucle

d’hystérésis. Souvent invoqué, l’argument de pore-blocking est rarement justifié. Pourquoi le

pore ne peut-il se vider à travers la constriction ? Une réponse possible invoque un transfert

de masse difficile à travers la constriction, l’argument apparaissant d’autant plus plausible que

la constriction est longue. Cependant, un transfert de masse à travers la constriction n’est pas

moins nécessaire à l’adsorption, ce qui parâıt incohérent. Une seconde réponse s’appuie sur la

présence ou l’absence d’une interface liquide-gaz dans le pore. À l’adsorption, la présence de

ménisques (dans le fond du pore et dans la constriction) permet l’apparition de la phase liquide

dès qu’elle devient thermodynamiquement favorable. À la désorption, l’absence de gaz dans le

pore rend nécessaire la nucléation de la phase gazeuse. Dans le mécanisme de pore-blocking

classique, la constriction est supposée se vider avant que ne soit atteinte la spinodale du liquide

confiné dans le pore. C’est l’hypothèse la plus simple, mais non la seule.

Des travaux récents ont cherché à valider le processus de pore-blocking, par exemple en

examinant une situation analogue à la bouteille d’encre à l’aide de simulations de type Monte

Carlo ou dynamique moléculaire, toutes deux dans l’ensemble grand-canonique [28]. Les deux

méthodes donnent un résultat identique : à la désorption, le pore se vide alors que la constriction

est toujours pleine, mais à une pression inférieure à la pression de remplissage. La dynamique

moléculaire montre par ailleurs que lorsque le pore se vide, des particules de fluide s’échappent

de la constriction vers le réservoir et sont remplacées par des particules provenant du pore.

Un mouvement inverse est observé à l’adsorption. Le transfert de masse ne semble donc pas

limiter l’apparition de la phase gazeuse ou liquide et le retard à la désorption est attribué à la

nécessité pour la phase gazeuse de nucléer à partir d’un liquide métastable (cavitation). D’autres

calculs Monte Carlo et DFT [34] montrent que selon la taille de la constriction, le pore se vide

soit de manière indépendante par cavitation soit dès que la constriction se vide. En conclusion,

l’hypothèse de pore blocking, au moins dans sa version la plus simple, est à nuancer.

La plupart des modèles phénoménologiques [35–39] qui prennent en compte l’interconnec-

tivité de l’espace poral reposent sur deux ingrédients (i) l’hypothèse de pore-blocking (ii) une

description du solide comme un ensemble de pores reliés par des constrictions. Le plus souvent,

les pores sont supposés occuper les sites d’un réseau. La figure 1.6 en donne un exemple. Deux
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Fig. 1.6 – Modèle de maté-

riau poreux désordonné. Les

pores occupent les sites d’un

réseau et sont reliés entre

eux par des constrictions.

Les tailles des pores et des

constrictions sont tirées aléa-

toirement selon une distribu-

tion de probabilité donnée.

types de réseau ont été employés : les réseaux euclidiens, plus proches de la réalité, et les arbres

de Cayley, qui, grâce à l’absence de boucles, permettent un traitement analytique impossible

avec les premiers. La connectivité du réseau, c’est-à-dire le nombre de constrictions par pore, est

en général fixée. Chaque pore ou constriction est caractérisé seulement par sa taille (ou rayon) r,

qui est tirée aléatoirement à partir d’une distribution de probabilité fixée. Ce modèle du poreux

est donc entièrement caractérisé par le type de réseau, sa connectivité, la distribution de la taille

des pores et des constrictions.

Chaque cavité, pore ou constriction, peut adopter seulement deux états : vide ou plein, c’est-

à-dire rempli par du gaz ou du liquide. Les règles d’évolution sont les suivantes. À l’adsorption,

une cavité se remplit à une pression pads � r ✁ fixée par r. À la désorption, une cavité se vide si la

pression l’autorise (p ✂ pdes � r ✁ ) et s’il existe une suite de cavités toutes vides reliant la cavité

soit au gaz extérieur soit à un autre pore vide (ce qui est assez curieux pour l’obtention des

courbes de balayage). Une hypothèse fréquente consiste à prendre pdes
� pads

� p � r ✁ . Dans

ce cas, l’adsorption dans un pore isolé qui se trouve en contact avec le réservoir est réversible.

L’hystérésis observée dans le matériau poreux est entièrement due aux effets de pore-blocking (la

situation est donc contraire au modèle des pores indépendants où l’hystérésis existe seulement

au niveau du pore isolé).

À l’adsorption, l’interconnectivité entre cavités ne joue aucun rôle : chacune d’elle se remplit

à la pression p � r ✁ fixée par sa taille r. En revanche, la désorption est contrôlée par le pore-

blocking. En particulier, le déclenchement de la désorption est analogue à un phénomène de

percolation. En effet lorsque la pression diminue à partir de la saturation, les cavités les plus

grandes sont susceptibles de se vider dès que p ✂ p � r ✁ ; cependant, elles ne le peuvent pas parce

qu’elles sont entourées de cavités encore pleines. À mesure que le nombre de cavités susceptibles

de se vider augmente, elles forment des amas, isolés au début mais d’extension croissante. Pour

une fraction critique, ces cavités forment un chemin qui traverse l’échantillon de part en part ;

mises en contact avec le réservoir, elles se vident d’un seul coup. Le seuil de percolation, défini

par l’apparition d’un amas infini, marque donc le début de la désorption. Au seuil de percolation,

le volume de l’amas infini est négligeable en raison de sa structure fractale. Cependant, pour

une pression légèrement inférieure, de nombreuses cavités sont en mesure de se vider, d’où

l’existence d’un point anguleux dans la courbe de désorption dans la limite thermodynamique.
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Pour conclure, remarquons que l’analogie avec la percolation aléatoire est possible parce que les

cavités susceptibles de se vider apparaissent au hasard à mesure que la pression diminue. Ces

modèles permettent également de décrire les courbes de balayages [35,37].

Conclusion provisoire : Nous avons jusqu’à présent envisagé deux origines pour l’hystérésis,

la métastabilité dans un pore isolé et les effets d’interconnectivité associés au pore-blocking. Ces

deux mécanismes ont été examinés en détail par Ball et Evans [10], dans un travail de synthèse

qui résume bien l’état de la théorie à la fin des années 80. La forme des boucles d’hystérésis

et leur dépendance en température sont étudiées pour deux descriptions différentes du solide

poreux. La première (a) repose sur un modèle des pores indépendants dans lequel l’adsorption

est supposée se produire à la spinodale de la phase gazeuse (pads
� psg) et la désorption à

l’équilibre (pdes
� peq). La seconde (b) considère un réseau de pores interconnectés dans lequel

adsorption et désorption dans chaque pore ont lieu à l’équilibre (pads
� pdes

� peq). Dans les

deux cas, le comportement du fluide confiné dans un pore est calculé par DFT. Les résultats

des deux modèles sont comparés avec les boucles d’hystérésis du xénon dans le Vycor mesurées

à différentes températures (voir figure 1.7).

Fig. 1.7 – Comparaison entre les boucles d’hystérésis à différentes températures pour deux

modèles de matériaux poreux. Le modèle (a) est un modèle de pores indépendants (rangée

du haut), le modèle (b) prend en compte l’interconnectivité des pores (rangée du bas). La

température vaut respectivement T
�
Tc

� 0.63, 0.70, 0.87 et 0.94 de gauche à droite. D’après [10].

La figure 1.7 reproduit les boucles d’hystérésis calculées à plusieurs températures. Les ré-

sultats du modèle (a) se comparent mal à l’expérience (voir figure 1.2). Si la taille des boucles

diminue bien lorsque la température augmente, leur position en pression ne change guère, et leur

allure n’est pas non plus satisfaisante (les isothermes d’adsorption et de désorption sont plutôt

parallèles). Par ailleurs, l’allure des courbes de balayage n’est pas non plus en accord avec les

résultats expérimentaux. Pour le modèle (b), la forme des boucles, plutôt triangulaire, est plus

proche de l’expérience mais leur largeur diminue à peine lorsque la température augmente. De

plus, le comportement du fluide à la désorption n’est pas défini quand certains pores sont en
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dessous de leur température critique capillaire Tcc � L ✁ et d’autres au dessus (un pore ne peut

être que vide ou plein, et non partiellement rempli).

Ainsi, il ressort qu’aucune des deux descriptions n’est à même de reproduire simultanément

les caractéristiques principales des résultats expérimentaux : la variation de la forme et de la

position des boucles avec la température et l’allure des courbes de balayage.

Remarquons toutefois qu’il existe une forte indication expérimentale de l’importance des

effets d’interconnectivité à la désorption. Elle provient des mesures de diffraction de la lumière

pour l’hexane adsorbé dans le Vycor [40]. Alors qu’aucune corrélation à longue portée n’est

observée à l’adsorption, l’intensité diffusée au début de la désorption présente une décroissance

algébrique sur plus d’une décade, avec un exposant proche de � 2.6. Ceci révèle que l’ensemble

des pores qui se sont vidés forme une structure fractale, de dimensionDf
� 2.6, sur une échelle de

longueur qui est bien supérieure aux longueurs caractéristiques du Vycor [41]. Ces observations

constituent l’argument le plus fort en faveur de l’existence d’un phénomène de percolation.

1.2.3 Le solide poreux en tant que système désordonné

L’étude de Ball et Evans [10] représente l’aboutissement d’une démarche fondée sur la no-

tion de pore (c’est-à-dire que le comportement du fluide est décrit au niveau du pore qui reste

l’unité fondamentale de description). Même pour un matériau de basse porosité comme le Vy-

cor, les résultats obtenus ne sont pas entièrement satisfaisants. Une approche en termes de pores

souffre de toute façon de deux limitations. D’une part, il est difficile de représenter la mor-

phologie de certains matériaux à partir d’un ensemble de pores, même connectés entre eux ;

c’est particulièrement vrai pour les aérogels dans lesquels il est impossible d’isoler des cavités

séparées par des parois. Ce type de modélisation ne permet donc pas une représentation rai-

sonnable de la microstructure du matériau. D’autre part, en dehors du phénomène éventuel de

percolation à la désorption, les interactions entre pores ne sont pas prises en compte, ce qui

supprime toute possibilité d’effets collectifs dans le fluide à une échelle supérieure à celle des

pores. Il est en principe possible d’étudier avec la DFT l’adsorption de gaz dans des structures

poreuses quelconques en déterminant le champ extérieur créé par le matériau puis en résolvant

l’équation d’Euler-Lagrange correspondante. Cependant, s’agissant d’une approche purement

microscopique, le coût numérique est très important et limite l’étude à de petits systèmes, de

l’ordre de quelques dizaines de diamètre moléculaire de longueur soient quelques nanomètres.

Ces dimensions sont insuffisantes pour décrire de façon satisfaisante la plupart des matériaux

poreux. La difficulté est encore accrue, comme on le verra plus loin, par la nécessité d’effectuer

des moyennes des grandeurs thermodynamiques sur différents échantillons du matériau. Aussi

cette approche en est-elle restée, malgré l’utilisation de supercalculateurs, à quelques tentatives

sur des structures bidimensionnelles sans aucune moyenne sur le désordre [42,43].

Au cours des années 90 s’est développée une approche radicalement différente. Au lieu de

modéliser le matériau poreux par un ensemble de pores, le solide est maintenant décrit comme

un ensemble de particules figées au milieu desquelles évoluent les molécules du fluide. Le solide

impose donc un champ extérieur tridimensionnel qui varie d’un point à l’autre de l’espace, et qui

peut être considéré comme un désordre gelé. Si une telle approche ouvre la voie à une description

réaliste et précise de la microstructure du matériau, elle permet aussi de décrire des phénomènes

collectifs à l’échelle du matériau poreux tout entier.
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À l’origine de cette nouvelle approche, qui a renouvelé le domaine, se trouvent les travaux

de Madden et Glandt [44, 45]. Le formalisme qu’ils proposent s’appuie sur l’analogie entre le

problème d’un fluide adsorbé dans un matériau poreux et celui d’un mélange binaire ordinaire.

Le système solide-fluide est ainsi traité comme un cas particulier d’un mélange où les particules

du fluide sont en équilibre avec un ensemble « d’obstacles » représentant le solide et dont les

propriétés ne sont pas modifiées par la présence de fluide. Un tel mélange est souvent dénommé

« quenched-annealed » (QA) puisque l’un des composants est gelé tandis que l’autre est en équi-

libre thermique. À l’origine, le solide était supposé avoir été formé par la trempe d’un fluide à

l’équilibre, sans possibilité de relaxation structurale. Cette hypothèse n’est en fait pas nécessaire,

et le formalisme peut s’appliquer à n’importe quelle distribution de particules solides [46]. La

description en termes de mélange QA permet de tenir compte précisément de la structure du ma-

tériau poreux, ainsi que de l’effet des interactions solide-fluide et fluide-fluide. On introduit ainsi

pour décrire les propriétés d’équilibre du fluide adsorbé des fonctions de corrélation analogues

à celles utilisées dans les mélanges binaires et qui correspondent à la moyenne sur l’ensemble

de l’échantillon des fonctions de distribution de paires inhomogènes. Toutes les méthodes de la

physique des liquides développées avec succès depuis les années 70 [47] peuvent être généralisées,

en particulier la théorie des équations intégrales. Celles-ci reposent sur des clôtures approchées

des équations d’Orstein-Zernike (approximations PY, MSA, HNC2, etc.).

Les équations d’Orstein-Zernike dérivées par Madden et Glandt grâce à des techniques dia-

grammatiques n’étaient toutefois pas entièrement correctes et les équations exactes ont été ob-

tenues par la suite grâce à la méthode des répliques [48], qui permet d’ailleurs une dérivation

beaucoup plus simple3.

Cette méthode permet également de relier aisément en principe4 les propriétés thermodyna-

miques du système aux fonctions de corrélation. Ceci a permis en particulier de lever certaines

confusions présentes dans la littérature en dérivant les expressions correctes de l’équation du

viriel et de l’équation de la compressibilité pour le le fluide adsorbé [50], ainsi que la bonne

définition de la pression thermodynamique [51].

L’approche QA permet en principe de calculer le diagramme de phase des fluides adsorbés,

la motivation essentielle étant de comprendre comment le solide modifie les équilibres de phases.

Dans la plupart des travaux théoriques effectués au cours des dernières années, le solide est en

général représenté comme un fluide de sphères dures ou de molécules de Lennard-Jones (dont

les positions sont figées par la trempe) ou bien de sphères pénétrables disposées aléatoirement.

Bien que peu réaliste pour décrire la plupart des matériaux poreux, ce type de modélisation

inclut déjà tous les effets essentiels qui caractérisent ces systèmes : (i) le confinement (le fluide

se trouve dans des cavités de taille finie) (ii) le mouillage (déterminé par la force relative des

interactions solide-fluide et fluide-fluide) (iii) le désordre (la géométrie du solide ne peut pas être

décrite par une géométrie simple ou régulière).

Le principal résultat de ces travaux (utilisant notamment des approches telles que MSA et

2Abbréviations de Percus-Yevick, mean spherical approximation et hypernetted chain.
3Remarquons que dans la méthode des répliques [49] la moyenne sur le désordre (c’est-à-dire sur la distribution

de probabilité décrivant les configurations du solide désordonné) est effectuée dès le début du calcul ; en revanche,

dans la suite, il nous faudra calculer les isothermes d’adsorption dans un grand nombre d’échantillons, et la

moyenne sur le désordre ne sera effectuée qu’à la fin.
4Les clôtures approchées rendent les équations intégrales thermodynamiquement incohérentes.
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1.2 Les théories de l’adsorption : du pore unique au solide désordonné

Fig. 1.8 – Configuration instantanée d’un

fluide (petites sphères) adsorbé dans un

modèle de xérogel (grandes sphères).

D’après [52].
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Fig. 1.9 – Comparaison entre la courbe de co-

existence théorique du fluide adsorbé dans un

aérogel (pointillé) et celle du fluide pur (trait

continu). La porosité de l’aérogel est φ � 95%.

D’après [53].

ORPA5) est la mise en évidence du déplacement de la courbe de coexistence vers les basses tempé-

ratures et de son rétrécissement par rapport à celle du fluide non-confiné (voir par exemple [54]).

Ce phénomène a été également observé dans un modèle plus réaliste où les potentiels d’interac-

tion sont supposés décrire le méthane adsorbé dans un xérogel de silice [52] (figure 1.8), ainsi

que dans un modèle où la structure du solide simule celle d’un aérogel [53]. Le diagramme de

phase obtenu, reproduit dans la figure 1.9, rappelle la courbe mesurée par Chan et coll. avec

l’hélium (qui n’est pourtant probablement pas la véritable courbe de coexistence, comme nous

le verrons dans le chapitre suivant ; voir figures I-2.3 et I-2.4). Dans certains cas, une seconde

transition de phase est observée à basse température, aussi bien dans la théorie [54] que dans les

simulations [52,55]. Remarquons toutefois que la présence de cette seconde transition de phase

dépend beaucoup de l’approximation utilisée pour résoudre les équations intégrales et qu’elle

disparâıt dans les simulations lorsque la moyenne est effectuée sur un nombre suffisant de réa-

lisations [56]. L’existence d’une phase intermédiaire entre le gaz et le liquide confinés est donc

sujette à caution. L’importance d’effectuer des moyennes sur différentes réalisations du désordre

est malheureusement souvent sous-estimée dans les travaux de simulation (voir a contrario [57]).

Signalons enfin que l’approche QA a été étendue ausi au cas des mélanges binaires. Par rapport

au mélange pur, la présence du solide poreux modifie radicalement l’allure du diagramme de

phase [58–60].

En dehors des propriétés d’équilibre du fluide adsorbé, pour lesquelles la comparaison avec

les résultats expérimentaux reste difficile, les travaux les plus récents se sont intéressés au com-

portement d’hystérésis, soit pour comprendre son origine, soit pour valider les méthodes de

5Optimized Random Phase Approximation
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Chapitre I-1 Adsorption dans les matériaux mésoporeux désordonnés

caractérisation usuelles des solides poreux (par exemple la méthode BJH [32]). Une première ap-

proche s’appuie sur une représentation réaliste du matériau poreux, en particulier du Vycor. Une

méthode consiste à simuler au niveau moléculaire le processus de décomposition spinodale, qui

est à la base de la synthèse du Vycor [61] ; une autre permet de reconstruire, à partir des proprié-

tés structurales mesurées sur les matériaux réels, un échantillon aux propriétés identiques [62].

Le fluide est en général représenté par un fluide de Lennard-Jones. Les simulations Monte Carlo

effectuées dans l’ensemble grand canonique donnent des boucles d’hystérésis en accord qualitatif

avec l’expérience, aussi bien par leur forme que par leur évolution en température. Cependant,

si représenter la structure du solide avec un haut degré de réalisme permet une comparaison

plus directe avec l’expérience, cette démarche n’est pas sans inconvénient. En particulier, il n’est

pas possible de considérer un grand nombre d’échantillons ou des systèmes de grande taille qui

permettraient d’étudier les phénomènes à une échelle très supérieure à celle des cavités.

En revanche, l’utilisation de modèles sur réseau, qui sont issus des modèles moléculaires par

une opération de « coarse-graining », permet de s’affranchir de ces contraintes et n’empêche pas

de conserver une représentation raisonnable du matériau poreux [63,64]. Par ailleurs, il devient

possible d’effectuer une étude approfondie des propriétés du modèle grâce à la DFT, ce qui est

impossible dans les modèles continus en raison de la complexité du champ tridimensionnel créé

par le solide. Cette approche [65–68] a abouti à une vision très différente de celle issue des modèles

de pores (soit le modèle des pores indépendants, soit les modèles phénoménologiques de réseaux

de pores) parce qu’elle prend pleinement en compte la nature désordonnée du système. Elle

prédit notamment l’existence d’un grand nombre d’états métastables, montre que la présence

d’hystérésis n’est pas forcément associée à l’existence d’une transition de phase d’équilibre sous-

jacente, et met en évidence plusieurs mécanismes distincts à l’adsorption et à la désorption.

C’est dans cette perspective que se situe notre travail, aussi aurons-nous l’occasion dans la suite

de préciser et d’illustrer cette approche.
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Résultats expérimentaux dans les

aérogels
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L’influence des milieux poreux sur les transitions de phase des fluides adsorbés est un domaine

actif de recherche depuis plusieurs dizaines d’années. Les aérogels sont devenus depuis la fin des

années 80 un matériau très utilisé pour de telles études par la communauté des physiciens. Ils

possèdent en effet une structure désordonnée très ouverte, caractérisée par des hautes porosités

qui peuvent atteindre 99.8%. Comme suggéré par de Gennes et Brochard, les aérogels sont

souvent considérés comme un système modèle pour analyser l’influence du « désordre gelé »,

notamment sous forme d’un champ aléatoire, sur les transitions de phase et le comportement

critique d’un fluide ou d’un mélange. L’effet d’un aérogel, que ce soit sur la démixtion d’un

mélange ou la condensation d’un fluide, est spectaculaire, même si, comme nous aurons encore

l’occasion de le souligner par la suite, la possibilité d’observer réellement le comportement des

fluides adsorbés à l’équilibre thermodynamique est discutable, voire irréalisable en pratique.

Dans ce chapitre, nous résumons les principaux résultats expérimentaux concernant la conden-

sation d’un fluide et la démixtion d’un mélange binaire de liquides dans un aérogel, deux transi-

tions qui, en l’absence de ce dernier, appartiennent à la classe d’universalité du modèle d’Ising.
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Nous n’évoquerons donc pas les autres transitions de phase étudiées, que ce soient les transitions

superfluides de l’hélium ou les transitions dans les cristaux liquides.

2.1 Condensation capillaire dans un aérogel

2.1.1 Mesures de capacité calorifique et de diffusion de la lumière (groupe

de M. Chan à PennState)

Les premières études sur la condensation d’un gaz dans un aérogel de silice ont été effectuées

par M. Chan et coll. dans les années 90, en utilisant l’hélium 4 et l’azote [6, 7]. Ils ont effectué

quelques mesures d’isothermes d’adsorption, mais l’essentiel de leurs données concerne la capa-

cité calorifique (pour l’hélium) et la diffusion de la lumière (pour l’azote) mesurées à densité

constante dans des aérogels de porosité 95% et 84%(isochores). Ils ont tiré de ces données une

courbe de coexistence (partielle) liquide-gaz dans l’aérogel qui est remarquable par le rétrécisse-

ment observé par rapport à la courbe correspondante du fluide pur (sans aérogel). Ces résultats

surprenants représentés dans les figures 2.1 et 2.2 ont stimulé de nombreuses recherches tant sur

le plan expérimental que théorique. Notons en effet que l’exposant critique β obtenu à partir de

la courbe de coexistence du fluide adsorbé n’est compatible, ni dans le cas de l’hélium (β ✁ 0.28)

ni dans le cas de l’azote (β ✁ 0.35) avec la valeur attendue pour un comportement dans la classe

d’universalité du RFIM ; pour ce dernier en effet, même en absence d’accord définitif sur la

description de la criticalité [3], l’exposant prédit est nettement plus petit, typiquement β ✁ 0.05

(voir la figure 2.1).

Avant de discuter ces résultats, rappelons de quelle manière ils ont été obtenus. La capacité

calorifique de l’hélium a été mesurée en fonction de la température le long de plusieurs isochores

(en introduisant une quantité fixée de gaz dans l’aérogel). Selon la densité moyenne du fluide

adsorbé, les courbes cV � T ✁ ne présentent pas les mêmes caractéristiques : si toutes possèdent une

large bosse, se rajoutent dans certains cas deux petits pics (figure 2.3). Un pic plus étroit (noté

« B » dans la figure 2.3) centré sur une température très proche de la température critique Tc
du système pur est attribué à la transition liquide-gaz de la fraction d’hélium contenue dans

la cellule mais extérieure à l’aérogel. Un deuxième pic (noté « A ») à une température un peu

plus basse est interprété comme la signature de la transition liquide-gaz pour le liquide adsorbé

dans l’aérogel. C’est en utilisant la position de ce deuxième pic qu’ont été tracées les courbes de

coexistence extrêmement étroites montrées sur la figure 2.1.

Dans l’interprétation de ces résultats, plusieurs éléments apparaissent aujourd’hui problé-

matiques et ont été critiqués par plusieurs groupes [70–72]. C’est d’abord l’interprétation des

pics comme signes d’une transition de phase qui est loin d’être évidente, d’autant que la pré-

sence d’un espace dénué d’aérogel, occupant 8% de la cellule en volume, apporte une incertitude

supplémentaire. En effet pour calculer la densité moyenne d’hélium adsorbé dans l’aérogel, il

faut supposer que dans le volume inoccupé par l’aérogel, l’hélium se comporte comme le fluide

pur, une hypothèse qui ne peut être vérifiée. Par ailleurs, les résultats obtenus dans l’aérogel

de porosité 84% apparaissent comme véritablement mystérieux (voir figure 2.1). La courbe de

coexistence déduite des mesures de capacité calorifique est environ cinquante fois moins large

que celle du fluide pur, et se trouve entièrement à l’extérieur de cette dernière. La possibilité

de phases gazeuse et liquide, aux densités si proches, mais si différentes de celles du fluide pur,

26



2.1 Condensation capillaire dans un aérogel
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Fig. 2.1 – Courbe de coexistence liquide-gaz déduite des mesures de capacité calorifique pour

l’hélium 4 adsorbé dans des aérogels de porosité 95% ( ✁ ) et 84% (�). La ligne en tirets est la ligne

de coexistence du fluide pur. L’insert montre les ajustements réalisés pour déterminer l’exposant

critique β dans le cas φ � 95%. Le meilleur ajustement donne β � 0.28 (trait continu) ; la valeur

RFIM β � 0.05 représente très mal les données (pointillés). D’après [69].
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fixée 330 kg.m
� 3, adsorbé dans un aérogel de porosité 95%. L’insert montre la rupture de pente

que l’on associe à la transition de phase. La figure (b) montre la courbe de coexistence ainsi

déduite ( ✂ ). Un ajustement en loi de puissance donne β � 0.35
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0.05 (trait continu). D’après [7].
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Fig. 2.3 – Capacité calori-

fique cV � T ✁ de l’hélium ad-

sorbé dans un aérogel de po-

rosité 95%. De bas en haut,

la densité moyenne est fixée à

68.2 ( ✂ ), 76.8 ( � ), 80.2 (N) et

81.8 ( ✁ ) kg.m
� 3. Les pics si-

gnalés par «A » sont attribués

à la transition liquide-gaz de

l’hélium adsorbé, et le pic «B »

à la transition de l’hélium se

trouvant à l’extérieur de l’aéro-

gel. La température critique de

l’hélium pur est indiquée par la

ligne en tirets. D’après [69].

semble irréaliste. Remarquons aussi que la courbe de coexistence déduite des mesures de ca-

pacité calorifique n’est pas confirmée par des résultats portant sur les isothermes d’adsorption

pour l’aérogel de porosité 84% (il est probable que l’isotherme ne montre aucune portion verticale

comme on le verra dans la suite).

De plus, comment être sûr que durant les mesures de cV � T ✁ , c’est bien l’état d’équilibre qui

est sondé ? L’absence d’hystérésis est une indication en ce sens mais ne suffit pas à conclure.

Au cours des mesures de cV � T ✁ , la température est modifiée toutes les 30 minutes environ, un

intervalle de temps qui doit permettre la relaxation vers l’équilibre. Nous verrons que d’autres

expériences ont mis en évidence des temps de relaxation vers l’équilibre si longs qu’ils sont en

fait impossibles à mesurer. Il faut remarquer que la présence au voisinage du point critique

d’isothermes d’adsorption réversibles mais incluant une portion verticale (c’est-à-dire un saut de

densité) n’a jamais pu être observée dans des expériences similaires [70–72]. Nous allons voir que

les isothermes d’adsorption mesurées par d’autres groupes sont toujours caractérisées, même à

des températures voisines de Tc, par la présence d’hystérésis. Toutes ces raisons se conjuguent

pour remettre en cause le fait que les courbes de coexistence de l’hélium adsorbé dans des aérogels

de porosité 84% et 95% soient bien associées à une transition thermodynamique d’équilibre.

M. Chan et coll. ont également réalisé une série de mesures de diffusion de la lumière pour

étudier le comportement critique et localiser la transition liquide-gaz de l’azote dans un aérogel

de porosité 95% [7]. L’intensité diffusée est mesurée à densité constante en fonction de la tem-

pérature, comme le montre la figure 2.2a. La chute brutale de l’intensité lorsque l’on abaisse la

température est interprétée comme l’annonce de la séparation de phase et le point « anguleux »

à la fin de cette chute comme la signature de la coexistence entre les phases liquide et gazeuse.

La courbe de coexistence ainsi extraite est reproduite dans la figure 2.2b : comme dans le cas

de l’hélium, elle est décalée par rapport au fluide pur vers des températures légèrement plus

basses et des densités plus élevées, mais le rétrécissement est beaucoup moins spectaculaire que
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2.1 Condensation capillaire dans un aérogel

pour l’hélium. Aucun effet d’hystérésis n’a été détecté dans ces mesures de diffusion de la lu-

mière. La durée de la mesure étant de l’ordre d’une heure au maximum, l’équilibration complète

nécessite que la relaxation soit beaucoup plus rapide que ce temps. (Chan et coll. ont mesuré

l’évolution temporelle des corrélations de la lumière diffusée et observé que la décroissance, loin

d’être exponentielle dans le temps, a plutôt lieu suivant une loi de puissance sur une échelle de

temps inférieure à la microseconde [7].) Il faut remarquer que l’intensité diffusée est faible non

seulement au voisinage de la courbe de coexistence proche du point critique, comme c’est le

cas dans l’opalescence critique d’un fluide pur, mais aussi à l’intérieur de la zone de coexistence

des deux phases (au moins dans le domaine de température considéré). Cela semble indiquer

que la séparation de phase n’est pas macroscopique mais se présente sous la forme de domaines

mésoscopiques. Comme l’intensité diffusée reste constante sur une période de plusieurs jours,

ces domaines ne semblent pas évoluer dans le temps et rien ne semble confirmer que le système

évolue bien vers une séparation macroscopique du liquide et du gaz comme on pourrait l’attendre

d’une transition d’équilibre thermodynamique.

Les résultats les plus significatifs pour l’étude qui va suivre ont été obtenus à plus basse

température (T ✁ 2.4 K) avec des aérogels de porosité 87% et 98% [73]. Ces expériences montrent

l’existence d’une hystérésis prononcée, avec une boucle d’hystérésis dont la forme dépend de

façon notable de la porosité. À 87%, les courbes d’adsorption et de désorption sont toutes

deux graduelles, et la boucle est plutôt triangulaire. Au contraire, dans un aérogel de porosité

98%, la boucle d’hystérésis est rectangulaire (figure 2.4). Même si la résolution des mesures

est insuffisante pour conclure à l’existence d’une portion verticale, il est certain que dans ce

dernier cas l’aérogel se remplit (et se vide) dans un intervalle de pression très réduit. Chan et

coll. interprètent ce résultat d’un point de vue macroscopique en supposant l’existence d’une

interface liquide-gaz de courbure constante. Lorsque cette courbure devient assez grande, le gaz

se condense brutalement en liquide.
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Chapitre I-2 Résultats expérimentaux dans les aérogels

2.1.2 Isothermes d’adsorption de l’hélium et diffusion de la lumière (groupe

de P.E. Wolf et L. Puech à Grenoble)

À la suite de M. Chan, l’adsorption de l’hélium dans les aérogels a été étudiée au Centre

de Recherche sur les Très Basses Températures de Grenoble, dans le groupe de L. Puech et

P.E. Wolf, notamment dans les thèses de C. Gabay et T. Lambert [71, 74–76]. Cette équipe

a en particulier mis au point une technique originale qui repose sur l’utilisation d’un pendule

oscillant. L’aérogel et le fluide adsorbé sont contenus dans un cylindre suspendu à deux fils :

l’ensemble constitue un pendule dont la fréquence d’oscillation dépend de sa masse et permet de

déterminer la densité moyenne du fluide adsorbé. Le pendule est placé dans une cellule fermée

où le fluide est graduellement injecté. Un avantage majeur de ce dispositif est qu’il donne accès

directement à la densité du fluide dans l’aérogel ; on évite ainsi l’incertitude associée à l’existence

d’un volume inoccupé, lorsque l’aérogel ne remplit pas la totalité de la cellule où est introduit

le gaz. La densité du fluide à l’extérieur de l’aérogel est déterminée de manière indépendante.
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D’après [74].

Les premières expériences d’adsorption de Gabay et coll. ont mis en évidence des temps

d’équilibration considérables [71]. Après l’injection du gaz dans la cellule qui contient le pen-

dule, plusieurs heures sont nécessaires avant que la densité du fluide adsorbé ne se stabilise. Une

des causes du phénomène est sans doute la difficulté à évacuer la chaleur dégagée par la conden-

sation du fluide. En effet, l’aérogel conduit très mal la chaleur ; tout le transfert de chaleur doit

donc s’effectuer dans l’hélium. La durée de thermalisation est d’autant plus longue que l’échan-

tillon d’aérogel est de grande taille, ce qui est le cas ici (la taille du cylindre est de l’ordre du

centimètre). Pour accélérer le transport de chaleur, un fil de cuivre est inclus dans l’aérogel au

cours de sa synthèse. De la sorte, la conductivité thermique est accrue d’un facteur 10 environ.

En dépit de cette amélioration, les durées d’équilibration restent considérables. La figure 2.5

montre les différentes isothermes obtenues lorsque l’hélium est introduit dans la cellule avec des

taux d’injection plus ou moins rapides. On constate la présence d’hystérésis entre l’adsorption
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2.1 Condensation capillaire dans un aérogel

et la désorption, mais la largeur de la boucle se réduit lorsque le taux d’injection diminue et

semble tendre vers une constante finie. En effet, lorsque la durée totale de mesure augmente de

60 heures environ à presque six jours, la boucle d’hystérésis rétrécit à peine. Ceci suggère que

la présence d’hystérésis n’est pas uniquement d’origine thermique, et que même pour des taux

d’injection extrêmement bas, la boucle d’hystérésis ne disparâıt pas.
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Fig. 2.6 – Boucles d’hystérésis de l’hélium 4 adsorbé dans un aérogel de porosité 93% aux

températures T � 4.88 K (a) et 5.14 K (b). La durée de la mesure est de 64 heures dans les

deux cas. D’après [71].

Les isothermes mesurées dans un aérogel de porosité 93% à des températures T � 4.88 K et

5.14 K montrent non seulement de l’hystérésis mais des courbes d’adsorption et de désorption

graduelles (figure 2.6). En l’absence d’isothermes réversibles (sans effet d’hystérésis) présentant

un saut de densité, rien ne permet d’identifier une transition de phase tel que l’avait fait Chan. En

revanche, la présence d’hystérésis et la forme de la boucle rappellent les isothermes d’adsorption

mesurées dans d’autres matériaux poreux désordonnés, tels que le Vycor.

Dans des travaux plus récents, le groupe de Grenoble a conçu un nouveau dispositif qui

permet non seulement de mesurer les isothermes mais aussi les propriétés optiques [75, 76]. Le

choix de l’hélium comme fluide permet de rester le plus souvent dans un régime de diffusion

simple. La visualisation directe du fluide adsorbé a donné un premier résultat surprenant :

loin d’être uniforme, l’hélium adsorbé se partage en zones plus ou moins brillantes, de taille

macroscopique (de l’ordre du millimètre). Ce phénomène suggère l’existence d’inhomogénéités à

grande échelle dans l’aérogel mais demeure inexpliqué. En dehors de ces observations qualitatives,

Lambert et coll. [75,76] ont mené une étude quantitative de l’intensité diffusée. Un signal optique

important est observé dans les zones où l’hystérésis est présente. À partir de l’amplitude et de

l’anisotropie de la lumière diffusée, il est possible d’estimer une taille caractéristique des objets

diffusants (supposés sphériques). La taille trouvée est supérieure à la longueur de corrélation de

l’aérogel (de porosité 95%) mais ne dépasse pas 200 nm. De plus, une dépendance de la forme

des boucles d’hystérésis et des propriétés optiques avec la température est mise en évidence.

Signalons enfin que les boucles d’hystérésis mesurées dans des aérogels basiques et neutres de
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même porosité ne sont pas identiques. Ceci est attribué au fait que l’aérogel neutre contient des

cavités plus grandes.

2.1.3 Mesures d’isotherme d’adsorption et de résonance acoustique (groupe

de J. Beamish à l’université d’Alberta)

Parallèlement au groupe de Grenoble, le groupe de J. Beamish a étudié le comportement

d’un gaz adsorbé dans les aérogels, en utilisant plusieurs types d’expériences [70, 72, 77–81]. La

mesure des isothermes confirme la présence d’hystérésis, même au voisinage de la température

critique du fluide pur, tandis que des mesures acoustiques montrent la difficulté à repérer sans

ambiguité une transition liquide-gaz.

Dans les expériences d’adsorption [72,77,79], la détermination de la quantité de fluide adsorbé

repose sur la mesure de la capacité d’un condensateur et la mesure des isothermes fait appel à

deux méthodes. La première consiste à injecter le gaz à un taux constant. Cependant, comme

dans les expériences de Gabay et coll., même les taux d’injection les plus faibles ne permettent

pas l’équilibration complète. Après chaque admission de gaz, il faut laisser au système un temps

suffisant pour relaxer, c’est-à-dire attendre que la densité de fluide adsorbé se stabilise. La

seconde méthode consiste à contrôler véritablement la pression du gaz contenu dans la cellule.

Pour ce faire, la cellule est connectée à un « ballast », contenant un mélange d’hélium liquide et

gazeux à la coexistence et dont la température est contrôlée par l’expérimentateur. Lorsque la

température du ballast augmente, la pression du gaz augmente dans le ballast et dans la cellule.

Ce dispositif correspond précisément à une expérience d’adsorption au sens strict, où c’est la

pression (ou le potentiel chimique) du gaz extérieur à l’aérogel qui est contrôlée. Comme dans

la première méthode, chaque augmentation de la température du ballast est suivie d’un temps

d’équilibration, qui peut ici être mesuré, puisque les mesures de capacité donnent accès à tout

moment à la quantité de fluide adsorbé. Lorsque la température du ballast est modifiée (d’un

incrément de l’ordre de 0.1 à 1 mK), la température et la pression s’y stabilisent en quelques

minutes et il en est de même pour le gaz occupant la cellule. En revanche, la quantité de fluide

adsorbé n’atteint sa valeur limite qu’après plusieurs heures seulement. La figure 2.7 donne une

illustration du phénomène, qui est particulièrement marqué à la désorption, et pour les hautes

porosités. Remarquons finalement que ces temps d’équilibration considérables sont observés avec

un échantillon d’aérogel de forme cylindrique dont l’épaisseur est inférieure au millimètre.

Les mesures d’isothermes mettent en évidence l’influence de la porosité et de la température

sur la forme des boucles d’hystérésis (en accord avec les résultats du groupe de Grenoble). Les

figures 2.8a et 2.8b montrent les boucles d’hystérésis mesurées avec des aérogels de porosité 95%

et 98%, aux températures T � 4.880 K et 5.150 K respectivement. Comme dans les mesures de

Chan et coll. [73], on constate que lorsque la porosité augmente, la boucle d’hystérésis prend

une forme plus rectangulaire, avec des isothermes très raides aussi bien à l’adsorption qu’à la

désorption. La figure 2.8c montre l’évolution en température de la boucle d’hystérésis dans un

aérogel de porosité 95%. Comme dans la majorité des matériaux poreux, l’augmentation de

la température décale la position de la boucle vers la saturation (c’est-à-dire la pression de

condensation du fluide pur) et réduit sa taille. De plus, la forme de la boucle évolue lorsque

la température augmente : plutôt rectangulaire aux basses températures, elle devient ensuite

triangulaire, avec une adsorption graduelle et une désorption toujours très raide, au moins à
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2.1 Condensation capillaire dans un aérogel
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Fig. 2.7 – Comparaison des

temps de relaxation dans un
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D’après [72].

son début. Aux températures élevées, la boucle d’hystérésis devient très étroite, et la désorption

devient à son tour progressive. La boucle disparâıt en dessous de la température critique du fluide

pur, laissant une isotherme entièrement réversible. L’isotherme possède alors un « coude », juste

avant la fin du remplissage, qui s’atténue ensuite progressivement (figure 2.8d). En conclusion,

ces résultats confirment ceux du groupe de Grenoble : même à haute température, au voisinage

de la température critique, l’hystérésis est présente et les isothermes ne possèdent pas de portion

verticale, rendant impossible la localisation d’une transition liquide-gaz.

En dehors des mesures d’isothermes, le groupe de J. Beamish a également sondé les propriétés

du fluide adsorbé grâce à des mesures de résonance acoustique [80]. Comme dans les expériences

de capacité calorifique, une quantité fixée de fluide est introduite dans l’aérogel (ce qui fixe la

densité moyenne) et c’est la température qui varie. À chaque température, l’ensemble fluide-

aérogel est soumis à des ondes acoustiques et la mesure du spectre permet de déterminer à

la fois la fréquence et l’amplitude des résonances. Lorsqu’on trace la fréquence de résonance

f � T ✁ en fonction de la température dans le fluide pur, la séparation de phase est marquée par

un point anguleux. En présence d’aérogel, les courbes f � T ✁ se révèlent complexes à interpréter

(non seulement en raison de résonances multiples et de « croisements de modes » mais aussi de

la présence d’hystérésis à basse température). Il est néanmoins possible de tracer des courbes

de coexistence « apparentes ». Ces courbes sont plus étroites que la courbe de coexistence du

fluide pur (la largeur est divisée par deux environ). Pour l’hélium adsorbé dans un aérogel de

porosité 95%, la courbe trouvée est beaucoup plus large que cette déduite par Chan à partir des

mesures de capacité calorifique. Le groupe canadien en conclut qu’il est difficile d’attribuer sans

ambigüıté les courbes de coexistence apparentes à une véritable transition de phase [80].

2.1.4 Diffusion des rayons X par l’hélium adsorbé

La diffusion des rayons X permet d’obtenir des informations sur la distribution du fluide à

l’intérieur de l’aérogel et d’extraire les longueurs caractéristiques associées. Lurio et coll. [82]
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Fig. 2.8 – (a) Comparaison des boucles d’hystérésis de l’hélium 4 dans des aérogels de porosité

95% (gauche) et 98% (droite) à une température T � 4.880 K (b) Idem à T � 5.150 K (c) Boucles

d’hystérésis pour φ � 95%, aux températures T � 4.880, 5.100 et 5.150 K (de gauche à droite)

(d) Isothermes d’adsorption pour φ � 95%, aux températures T � 5.150, 5.160, 5.170, 5.180 et

5.190 K. D’après [72] et [70].
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2.2 Démixtion d’un mélange binaire de liquides dans les gels de silice

ont ainsi étudié l’hélium adsorbé dans un aérogel de porosité 98% à une température de 3.5 K

(d’autres études similaires sont en cours dans le même groupe [83]). À une telle température,

nettement au-dessous du point critique du fluide pur (Tc
✁ 5.2 K), l’hélium a une tension de

surface appréciable et ne possède plus de fluctuations de densité quasi-critiques à grande échelle.

Les observations montrent que l’hélium est d’abord adsorbé le long des brins de l’aérogel sous

la forme d’un film mince qui crôıt jusqu’à une épaisseur de 2.5 nm. Lorsque l’on rajoute de

l’hélium, il se forme alors des domaines liquides dont la taille crôıt jusqu’à dépasser la résolution

de l’instrument. Lorsque l’on vide l’aérogel, le processus inverse se produit avec toutefois une

différence notable : alors que durant l’adsorption, la taille caractéristique reste petite jusqu’à un

remplissage d’environ 80% de l’aérogel, à la désorption, la taille caractéristique reste plus grande

que la résolution expérimentale jusqu’à ce que l’aérogel se soit vidé d’environ 60% du liquide.

Cela implique qu’il y a beaucoup de sites de nucléation pour la condensation du liquide dans

l’aérogel alors qu’à la désorption la phase liquide est composée de domaines moins nombreux

mais de tailles plus grandes. Cette interprétation est compatible avec les observations du groupe

de Grenoble.

2.2 Démixtion d’un mélange binaire de liquides dans les gels de

silice

Le comportement des mélanges binaires en présence de gels de silice de très haute porosité

(comprise entre 98% et 99.5%) - gels très voisins des aérogels de par leurs propriétés - a été

étudié en détail par le groupe de D. Cannell à l’UC Santa Barbara. Ces travaux ont utilisé des

techniques de diffusion de neutrons et de diffusion de la lumière qui permettent d’étudier à la fois

les aspects statiques et dynamiques de la séparation de phase en présence d’un gel. Les résultats

montrent d’une part la présence d’une dynamique très lente associée à l’existence de domaines

de taille mésoscopique, un phénomène également prédit pour le RFIM [84–86] et observé dans

une autre de ses réalisations expérimentales, les antiferromagnétiques dilués en présence d’un

champ magnétique uniforme [4] ; d’autre part, ils indiquent de manière moins contestable que

les expériences citées plus haut sur la condensation de l’hélium, la possibilité d’une séparation

de phase macroscopique dans le gel à température suffisamment basse.

Les premiers travaux du groupe [87–89] examinent l’évolution en température de mélanges bi-

naires dont la composition est fixée (dans cette situation, correspondant à l’ensemble canonique,

le paramètre d’ordre de la transition de démixtion est conservé). À partir d’une température

supérieure à la température critique du mélange « pur », le fluide est refroidi. Dans le cas du

mélange eau-IBA (acide isobutyrique), les propriétés de diffusion dynamique de la lumière va-

rient beaucoup avec la température. Trois régimes distincts sont mis en évidence. Très au dessus

de la courbe de coexistence du mélange pur, les fluctuations de concentration décroissent de

manière exponentielle, comme c’est le cas en l’absence d’aérogel ; le temps de relaxation associé

est comparable à celui du fluide pur. Plus près de la courbe de coexistence (toujours du mélange

pur), la relaxation inclut une composante non-exponentielle, qui est bien représentée soit par une

exponentielle étirée soit par la forme prédite dans la théorie d’échelle de la dynamique activée.

Enfin, pour une température notée T
�

(au voisinage immédiat de la coexistence du mélange

pur), la dynamique est caractérisée par l’apparition d’un mode lent de relaxation, dont le temps
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caractéristique est de l’ordre de 10 secondes, et qui persiste plusieurs heures avant de s’évanouir.

De plus, ce changement de dynamique s’accompagne d’une augmentation brutale de l’intensité

statique diffusée (le mélange prend par ailleurs une apparence laiteuse). Ces observations sont

interprétées comme le signe d’une séparation de phase, au cours de laquelle grossissent des do-

maines de compositions différentes. Deux autres résultats viennent appuyer cette interprétation.

C’est d’abord l’existence d’une phase ordonnée à température suffisamment basse : dans un

échantillon laissé six mois au repos, le mélange se sépare en deux phases distinctes séparées par

un ménisque, montrant que la démixtion peut en effet se produire à l’échelle macroscopique,

mais seulement après un temps de relaxation considérable. Ensuite, un mélange binaire laissé

quelques jours au dessous de T
�

ne relaxe pas instantanément lorsque la température est relevée

au dessus de T
�

, mais ne retrouve l’état d’équilibre qu’après plusieurs jours. Ceci suggère que les

domaines formés pour T ✂ T
�

sont de grande taille et que leur disparition nécessite un transport

de masse à grande échelle, un processus sans doute long lorsque la composition du mélange est

fixée. Les mesures de diffusion de neutron pour le mélange eau-lutidine ont par ailleurs mon-

tré que les domaines atteignaient des tailles bien supérieures à la longueur de corrélation de

l’aérogel [90]. En résumé, les changements des propriétés de diffusion à la température T
�

sont

associés au début de la démixtion du mélange.

Un travail ultérieur basé sur un nouveau type d’expérience a permis de mieux cerner la

phénoménologie associée à la séparation de phase [91]. Dans cette expérience, similaire dans son

principe à un montage d’adsorption, ce n’est pas la composition du mélange eau-IBA qui est fixée

mais la température. Le mélange binaire adsorbé dans l’aérogel est en contact avec un réservoir6

dans lequel est progressivement ajouté l’IBA. Pour déterminer l’absence ou la présence d’une

transition, il est suffisant de mesurer la fraction massique d’eau dans le réservoir en fonction de

la fraction massique d’IBA dans le gel. En effet, pour une température surcritique, l’IBA ajouté

se répartit à la fois dans le réservoir et dans l’aérogel, et la fraction d’eau dans le réservoir

décrôıt de manière monotone. En revanche, pour une température sous critique, et lorsque le

système atteint la courbe de coexistence, la totalité de l’IBA ajouté vient s’adsorber dans l’aé-

rogel seulement, tandis que dans le réservoir sa concentration (et donc son potentiel chimique)

reste inchangée. « L’isotherme » présente donc un plateau à la transition. La figure 2.9 donne

les résultats obtenus à trois températures différentes. Pour assurer que le système se trouve bien

à l’équilibre, une période de quatre jours suit chaque ajout d’IBA. Aux deux températures les

plus basses, l’isotherme possède une portion plate, qui est assimilée au plateau de coexistence.

La figure 2.10 montre les points correspondant à la coexistence de phase du mélange adsorbé. En

dépit du petit nombre de points, il est clair qu’elle est très différente de la courbe de coexistence

du mélange pur. Sa largeur est réduite d’un facteur cinq environ, et sa position est très décalée

vers les compositions riches en eau (traduisant le fait que c’est l’eau qui est adsorbée préféren-

tiellement par le gel). De plus, le point critique (non observé mais estimé à une température

inférieure à 23
�

C) est nettement abaissé.

Le résultat le plus inattendu provient de la comparaison avec la température T
�

introduite

précédemment. Quelle que soit la composition du mélange, T
�

se situe bien au dessus de la courbe

de coexistence. Si les deux paires de points de la figure 2.10 correspondent bien à l’équilibre,

6Ce réservoir ne fixe le potentiel chimique d’aucune des deux espèces présentes, il ne s’agit donc pas d’un

réservoir de particules au sens de l’ensemble grand canonique.
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2.3 Discussion
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les changements observés à T
�

ne peuvent pas être interprétés comme le début de la démixtion

macroscopique. Autrement dit, même s’il peut se former des domaines, leur taille reste méso-

scopique. T
�

est donc associée à l’apparition de la métastabilité [92] : entre le domaine de haute

température où le fluide adsorbé reste à l’équilibre et la courbe de coexistence où se produirait

la démixtion macroscopique, il existe une zone intermédiaire où l’existence de nombreux états

métastables bloque l’évolution du système. Un phénomène identique a été observé dans les réa-

lisations expérimentales du RFIM de type magnétique (antiferromagnétiques dilués en présence

d’un champ uniforme).

2.3 Discussion

Après ce rapide tour d’horizon des résultats expérimentaux sur le comportement des fluides

en présence d’aérogel, insistons à nouveau sur plusieurs points qui nous semblent importants.

1- En dépit de leur haute porosité et donc de la faible fraction de volume qu’ils occupent

(typiquement quelques pour cent), les aérogels changent de manière spectaculaire le comporte-

ment des fluides adsorbés. Cependant, ce changement n’est pas simplement celui suggéré par de

Gennes et Brochard, à savoir une modification de la transition liquide-gaz (ou de la démixtion

pour un mélange binaire) marquée par le passage d’exposants critiques de type Ising pur à des

exposants caractéristiques du RFIM.

2- Le premier effet marquant de l’aérogel sur les fluides est le ralentissement très important

des processus de relaxation. Ce ralentissement se manifeste dans la lenteur du transport de
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masse ou de l’équilibration thermique. Il se manifeste également par la présence, quasi-générale,

de phénomènes d’hystérésis, qui indiquent que le système reste piégé dans des états métastables

à longue durée de vie mais différents de l’état d’équilibre thermodynamique. Ces phénomènes

sont présents en dessous d’une certaine température qui, dans le cas de l’hélium, est voisine du

point critique. L’impossibilité de réaliser en pratique l’équilibre thermodynamique explique la

difficulté à déterminer expérimentalement un véritable diagramme de phase et des exposants

critiques significatifs. Au mieux, on peut mettre en évidence des « crossovers » permettant de

tracer des courbes de coexistence effectives.

3- L’existence d’hystérésis dans les isothermes d’adsorption rappelle le phénomène de conden-

sation capillaire observé dans d’autres matériaux mésoporeux désordonnés, par exemple des

verres comme le Vycor. Il faut noter cependant que les aérogels ont des structures beaucoup

plus ouvertes et des porosités beaucoup plus grandes que ces derniers. La forme des boucles

d’hystérésis varie de plus de manière très significative dans les aérogels que ce soit avec la po-

rosité ou avec la température. À haute porosité et basse température, ces boucles apparaissent

rectangulaires, alors qu’elles ont une forme triangulaire asymétrique à plus basse porosité ou à

plus haute température. Comme nous le verrons plus loin, ces propriétés des boucles d’hystérésis

suggèrent l’existence de phénomènes collectifs à l’échelle de l’échantillon mais hors d’équilibre.

4- L’interprétation des divers résultats expérimentaux requiert une certaine prudence. Pru-

dence quant à l’existence d’une transition de phase d’équilibre. Mais prudence également quant

à la comparaison des résultats entre eux. Plusieurs facteurs peuvent compliquer l’analyse : les

temps d’équilibration très longs qui peuvent varier d’un montage à l’autre, le fait que le para-

mètre de contrôle diffère (adsorption « grand-canonique » contrôlée par le potentiel chimique

ou la pression, adsorption « canonique » contrôlée par la densité de fluide adsorbé), ou encore

une légère modification possible de l’aérogel sous l’effet de la présence du fluide. Ce dernier

effet, significatif lorsque le fluide adsorbé est de l’azote [72,93] semble très faible dans le cas de

l’hélium [72] ; nous nous concentrerons donc autant que possible sur les résultats obtenus pour

la condensation de l’hélium.

38



Chapitre I-3

Transitions hors d’équilibre dans le

RFIM à température nulle

Sommaire
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Nous avons vu dans les chapitres précédents que l’adsorption d’un fluide dans un aérogel,

et plus généralement dans un matériau mésoporeux désordonné, est caractérisée par la présence

d’une hystérésis entre remplissage et vidage du matériau. De tels phénomènes d’hystérésis ont

été très étudiés dans un contexte différent, celui des matériaux magnétiques en présence d’un

champ magnétique extérieur [94] : les courbes d’aimantation ne sont pas identiques selon que le

champ est augmenté ou diminué. Ces phénomènes d’hystérésis s’accompagnent souvent de l’effet

dit Barkhausen [95]. Soumis à un champ extérieur variant lentement, un matériau magnétique

entouré d’une bobine répond en induisant dans cette dernìere un courant saccadé : contrairement

à l’évolution du champ qui est continue et régulière, le courant induit se compose d’une succession

de pics distincts et irréguliers ; c’est le bruit Barkhausen. Ces pics traduisent la présence de

sauts dans l’aimantation, qui résultent du basculement de groupes de moments magnétiques

élémentaires, appelés « spins » dans la suite, par nucléation de domaines ou déplacement de

parois. Les sauts en aimantation, aussi appelés « avalanches », ont des tailles pouvant être

distribuées sur plusieurs ordres de grandeur, sur des échelles mésoscopiques. Un effet similaire

au bruit Barkhausen existe également dans les transformations entre phases solides dans les

matériaux ferroélastiques comme les martensites [96], où il se traduit par la présence d’un bruit,

proprement acoustique cette fois. Ce bruit est engendré par le déplacement des parois séparant
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des domaines de structures différentes.

Le caractère général de l’effet Barkhausen et la possibilité de décrire les propriétés statistiques

du bruit associé par des lois de puissance ont motivé la recherche d’explications « universelles » en

termes de modèles simples. L’un de ces modèles, qui semble posséder les ingrédients nécessaires

pour décrire les aspects génériques des phénomènes observés, est le modèle d’Ising en champ

aléatoire (RFIM). Nous avons déjà rencontré ce modèle dans le contexte des fluides critiques

dans les aérogels (chapitre I-2). Toutefois, dans le cas du bruit Barkhausen et des phénomènes

d’hystérésis associés, le RFIM est étudié à température nulle et il s’agit de déterminer comment

le système évolue sous l’action d’un champ magnétique extérieur.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les principaux résultats concernant le RFIM : d’abord,

un bref rappel de la définition du modèle et de ses propriétés à l’équilibre ; puis nous introdui-

rons plusieurs dynamiques à température nulle sous l’effet d’un champ magnétique extérieur et

détaillerons les transitions hors d’équilibre que le système peut présenter.

3.1 Le RFIM à l’équilibre

Le modèle consiste en un ensemble de spins d’Ising couplés par des interactions ferromagné-

tiques favorisant l’alignement des spins dans la même direction et soumis à un champ magnétique

aléatoire variant dans l’espace. Sur réseau, le Hamiltonien du RFIM s’écrit :

H � � J
�

✁
ij ✂

Si Sj �
�
i

hi Si (3.1)

où Si
� ✁

1, J est l’énergie d’interaction, hi le champ aléatoire sur le site i et ✂ ij
✁

désigne une

somme sur toutes les paires distinctes de sites proches voisins. Le champ aléatoire est distribué

suivant une certaine densité de probabilité fixée a priori et que, dans un souci de simplicité, on

prend généralement telle que

hi
� 0, hi hj

� R2 δij (3.2)

la barre désignant la moyenne sur le champ aléatoire. L’amplitude du désordre introduit est donc

mesurée par R. Les distributions les plus couramment utilisées, satisfaisant les équations 3.2, sont

la distribution gaussienne, la distribution bimodale et la distribution uniforme sur un intervalle

fini. En présence d’un champ magnétique extérieur uniforme couplé aux spins, le Hamiltonien

contient le terme supplémentaire � H ✄ i Si.

Le RFIM est un modèle classique de la physique statistique qui a fait l’objet d’un grand

nombre de travaux depuis 30 ans. D’un point de vue expérimental, la principale réalisation phy-

sique (du moins pour ce qui concerne le comportement à l’équilibre), consiste en des matériaux

antiferromagnétiques dilués en présence d’un champ magnétique uniforme [4]. D’un point de vue

théorique, et malgré le grand nombre d’études sur le sujet, nombre de questions sur le comporte-

ment à l’équilibre du modèle restent ouvertes et largement débattues. Nous résumons ci-dessous

un certain nombre de propriétés caractéristiques du RFIM (certaines pouvant cependant encore

faire l’objet de discussions ou de controverses).

(1) Le diagramme de phase du RFIM en dimension d
✁

2 consiste en une phase désordonnée

(paramagnétique) et une phase ordonnée (ferromagnétique), séparées par une ligne de transition
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0

paramagnetique

ferromagnetique

R

T

PC Fig. 3.1 – Diagramme de

phase d’équilibre du RFIM.

T est la température,R l’am-

plitude du désordre. Les

flèches indiquent la direction

du flot du groupe de re-

normalisation, vers le point

critique (PC) ou les autres

points fixes ( ✂ ).

dans le plan T � R (figure 3.1). L’existence d’une phase ordonnée pour d
✁

2 a été montrée pour

la première fois par Imry et Ma [97] à l’aide d’arguments heuristiques (confirmés depuis de façon

rigoureuse) concernant la stabilité de la phase ferromagnétique à température nulle vis-à-vis de

la création de domaines d’aimantations opposées. Il semble raisonnablement établi que la ligne

de transition est du second ordre [98], avec toutefois pour certaines distributions du champ la

possibilité d’un point tricritique séparant la ligne de transition du second ordre d’une ligne de

transition du premier ordre [3]. L’existence de phases de nature plus complexe et éventuellement

vitreuses est encore discutée.

(2) Au voisinage de la transition paramagnétique-ferromagnétique, les fluctuations dues

au désordre gelé dominent sur les fluctuations thermiques. C’est un exemple de système en

« désordre fort ». Ce point peut être rationalisé en considérant que le comportement critique du

système le long de la ligne de transition est caractérisé, dans une analyse en termes de groupe de

renormalisation, par un point fixe à température nulle [85,99]. Les conséquences en sont : l’exis-

tence d’un nouvel exposant associé au flot de la température (qui est une variable non-relevante

au sens du groupe de renormalisation), la violation de la relation dite « d’hyperscaling » entre

exposants critiques, et l’existence d’un ralentissement extrêmement fort de la dynamique activée

à l’approche du point critique [85], une propriété particulièrement importante pour les études

expérimentales.

(3) Le RFIM présente un casse-tête théorique que l’on dénomme le problème de la réduction

dimensionnelle. La théorie de perturbation à tous les ordres en puissance du désordre montre que

le comportement critique d’un modèle avec champs aléatoires en dimension d est identique à celui

du modèle pur correspondant (c’est-à-dire sans champs aléatoires) en dimension d � 2 [100]. Mais

ce résultat est faux ! Il contredit l’argument d’Imry et Ma et les preuves rigoureuses concernant

la dimension critique inférieure du RFIM qui est d � 2, et non pas d � 3 comme on s’y attend en

ajoutant 2 à la dimension critique inférieure d � 1 du modèle d’Ising pur (en revanche, il prédit

correctement que la dimension critique supérieure du RFIM est celle du modèle d’Ising pur plus

2, c’est-à-dire 4 ✄ 2 � 6). L’échec de la théorie de perturbation peut être attribué à l’existence

de multiples états métastables. Des progrès dans la résolution de ce problème ont été réalisés

dans le cadre du groupe de renormalisation fonctionnel [101–103].
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3.2 Dynamiques hors d’équilibre à T � 0

À côté des études sur le comportement du RFIM à l’équilibre et la dynamique de relaxa-

tion vers l’équilibre à température finie, de nombreux travaux ont porté sur la dynamique hors

d’équilibre du modèle à température nulle. Ils ont montré l’existence de transitions de phase et

de criticalité dynamique hors d’équilibre. L’étude de tels phénomènes est un domaine relative-

ment nouveau de la physique statistique. Les outils et les concepts de la physique statistique,

notamment les notions d’universalité, de lois d’échelle et les techniques du groupe de renorma-

lisation ou les simulations numériques, ont pu être étendus pour traiter de tels systèmes hors

d’équilibre.

Pour l’étude du RFIM hors d’équilibre à température nulle, le choix de la dynamique est

important. Le système évolue sous l’effet d’une variation du champ extérieur uniforme mais

l’évolution peut dépendre de l’importance accordée aux effets d’interfaces macroscopiques entre

régions d’aimantations opposées. Deux dynamiques distinctes ont été proposées. La première,

étudiée par J. Sethna et coll. [104–109], n’attribue a priori aucun rôle aux interfaces macro-

scopiques : un spin peut changer de signe dès que cela devient favorable (voir plus bas) dans

n’importe quelle région du matériau ; la nucléation de domaines est donc prise en compte. La

deuxième dynamique, introduite notamment par M. Robbins et coll. [110–113], correspond à la

propagation d’une interface, ou d’un « front », et les spins ne peuvent basculer que s’ils sont en

bordure du front préexistant.

Dans les deux types de dynamique, qui correspondent essentiellement à deux formes d’une

dynamique de Glauber à température nulle, un spin bascule lorsque ceci diminue l’énergie du

système, avec ou sans la restriction associée à l’interface. Après un changement du champ exté-

rieur, le système relaxe dans un nouvel état dans lequel les spins s’alignent avec le champ local,

c’est-à-dire,

Si
� signe � hloci ✁ où hloci

� H ✄ hi ✄ J
�
j

✁
i

Sj (3.3)

la somme j
�
i porte sur les proches voisins du site i. Ce type de dynamique est dite « adia-

batique » ou quasi-statique, car la variation du champ extérieur est supposée infiniment lente

par rapport à la relaxation des spins. Le basculement d’un spin instable peut engendrer à son

tour le basculement de spins voisins, et le processus peut se répéter sur un certain domaine,

causant ainsi une « avalanche »(la taille s de l’avalanche est donnée par le nombre de spins qui

basculent successivement). Cette dynamique peut aussi s’interpréter comme le passage irréver-

sible d’un état métastable du système (un minimum du « paysage » d’énergie ou d’enthalpie),

devenu instable sous l’effet d’une variation du champ extérieur, à un nouvel état métastable. En

l’absence de force extérieure, le système à température nulle reste indéfiniment piégé dans l’état

métastable dans lequel il se trouve. À température finie, ce piégeage a une certaine durée de

vie et le système peut s’échapper spontanément d’un état métastable sous l’effet des processus

activés dus aux fluctuations thermiques. Cette dynamique activée, qui correspond par exemple

au mouvement rampant d’une interface (« creep motion »), peut cependant être très lente et

donc négligeable à température suffisamment basse [114,115].

Dans la suite, nous allons considérer le RFIM hors d’équilibre sous l’effet, d’abord, de la

dynamique avec nucléation « en volume », puis de la dynamique de propagation d’interface.
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Nous verrons que les transitions de phase et les comportements critiques observés, qui sont

invoqués pour expliquer certains aspects de l’effet Barkhausen, diffèrent entre les deux cas.

3.3 La transition d’avalanche

Considérons le RFIM à T � 0 avec la dynamique introduite par J. Sethna (avec nucléation

en volume). Comme nous l’avons déjà mentionné, le caractère hors d’équilibre de la dynamique

(et l’aspect irréversible des avalanches) conduit à l’existence d’une boucle d’hystérésis dans la

courbe d’aimantation en fonction du champ extérieur, suivant que le champ est augmenté ou

diminué7. La forme de cette boucle dépend cependant de l’amplitude du désordre R, relative

à l’énergie d’interaction J entre plus proches voisins. Lorsque R
�
J est très grand, chaque spin

Si tend à s’aligner sur le champ magnétique H ✄ hi, indépendamment de l’orientation des

spins voisins. L’aimantation totale par spin évolue alors de manière continue, les avalanches

étant toutes microscopiques (elles concernent un seul spin dans la limite R
�
J ✂ ✄ ). Dans

la limite inverse où R
�
J est très petit, les effets coopératifs dus aux interactions entre spins

deviennent dominants, comme dans le système pur ; pour une certaine valeur du champ H,

il existe une avalanche impliquant une fraction macroscopique du système, qui dans la limite

thermodynamique se traduit par un saut dans la courbe d’aimantation. Entre ces deux situations

extrêmes, il existe une valeur critique du désordreRc, pour laquelle la courbe d’aimantation passe

de continue à discontinue (figure 3.2). J. Sethna et coll. ont montré que ce passage correspond

à un point critique, au sens habituel du terme, bien que le système soit hors d’équilibre et en

présence d’un champ extérieur. Le paramètre d’ordre de cette transition est la discontinuité

∆m dans l’aimantation par spin : ∆m est nul lorsque R
✁
Rc et crôıt continûment lorsque R

diminue au-dessous de Rc. L’absence de longueurs caractéristiques et l’invariance d’échelle au

point critiqueRc se traduisent par la présence d’avalanches de toutes tailles, avec une distribution

de taille donnée par une loi de puissance. Les simulations numériques du modèle montrent que

dans un large domaine de R autour de Rc, cette loi de puissance s’étend sur plusieurs ordres de

grandeur de taille d’avalanche (figure 3.3). C’est pourquoi ce modèle a été proposé pour décrire

les propriétés statistiques du bruit Barkhausen.

La transition liée aux avalanches à Rc est caractérisée par un ensemble d’exposants critiques

et de lois d’échelle que nous allons décrire brièvement. Notons r � � R � Rc ✁ �
Rc l’écart relatif

au désordre critique et h � � H � Hc ✁ �
Hc l’écart relatif au champ critique. La longueur de

corrélation ξ qui mesure l’extension typique des avalanches (non macroscopiques) crôıt comme

ξ �

✁
r

✁ � ν. (3.4)

Les exposants β et δ concernent comme habituellement le paramètre d’ordre, β caractérisant le

saut en aimantation au dessous du désordre critique et δ la non-analycité de l’aimantation en

fonction du champ extérieur au désordre critique

∆m �

✁
r

✁
β pour r ✂ 0 (3.5)

m � H,Rc ✁ � m � Hc, Rc ✁ �

✁
h

✁ 1 ✁
δ. (3.6)

7Nous ne détaillons pas ici les propriétés de la dynamique utilisée [104] dont certaines, comme la règle de

« no-passing » et la propriété de « return point memory » ont pu être testées expérimentalement [116].
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Fig. 3.2 – Boucle d’hystérésis pour le RFIM à température nulle. La boucle est continue pour un

désordre supérieur à une valeur critique Rc, et discontinue pour R ✂ Rc. Le caractère abrupte

de la courbe critique est probablement dû à la faible valeur de l’exposant β. D’après [117].
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puissance attendue pour R � Rc.

D’après [104].
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Les propriétés critiques des avalanches sont décrites par les exposants τ et ν (auxquels on peut

ajouter un exposant dynamique z associé à la durée des avalanches) : au point critique � Hc, Rc ✁ ,
la distribution de la taille des avalanches suit une loi une puissance,

D � s,Hc, Rc ✁ � s
� τ , (3.7)

alors qu’au voisinage du point critique, ce régime en loi de puissance est coupé à une taille

maximale d’avalanche smax qui varie comme

smax �

✁
r

✁ � 1
✁
σ (3.8)

Mentionnons enfin les exposants ou « dimensions anormales » liés à la décroissance spatiale

des corrélations entre paires de spins, soit dans une même avalanche (exposant η), soit dans

tout l’espace (exposant η̄). Il existe par ailleurs un certain nombre de relations entre tous ces

exposants [95].

La description des propriétés critiques du système s’appuie également sur l’existence de lois

d’échelle, exprimées à l’aide des exposants précédemment introduits et de fonctions d’échelle

qui sont également universelles (c’est-à-dire déterminées uniquement par les propriétés du point

fixe dans le groupe de renormalisation). Ainsi l’aimantation se comporte dans la région critique

comme

m � H,R ✁ � m � Hc, Rc ✁ � ✁
r

✁
βM ✁ � h �

rβδ ✁ (3.9)

où M ✁ sont des fonctions d’échelle universelles associées respectivement à r
✁

0 et r ✂ 0. Quant

à la distribution de la taille des avalanches, elle peut se mettre sous la forme

D � s,H,R ✁ � s
� τ

D ✂ � h �
rβδ, sσ

✁
r

✁ ✁ pour R ✂ Rc (3.10)

ou après une intégration sur le champ extérieur

Dint � s,R ✁ �
✁
dH D � s,H,R ✁ � s

�☎✄ τ ✂
σβδ ✆ Dint,

✂ � sσ ✁
r

✁ ✁ . (3.11)

La détermination des exposants critiques et des fonctions d’échelles a fait l’objet de plusieurs

approches. Comme souvent en physique statistique, le scénario général a pu être conforté par

les résultats exacts obtenus en champ moyen [106]. Des résultats détaillés sur la forme des

boucles d’hystérésis ont de plus été obtenus par la résolution analytique du modèle sur réseau

de Bethe [118,119] (résultats que nous aurons l’occasion de préciser dans la suite). Dans ces cas

toutefois, les exposants critiques ont leur valeur classique. Des exposants et fonctions d’échelle

non-triviaux ont été obtenus d’une part au moyen du groupe de renormalisation pertubatif

(développements en 6 � ε au voisinage de la dimension critique supérieure [106]) et d’autre part

par des simulations numériques [105,107,108,117,120–123].

En dimension d � 3, les simulations numériques donnent les valeurs suivantes pour les

exposants ou combinaisons d’exposants [95] :

1
�
ν � 0.71

✁
.09, 1

�
σ � 4.2

✁
0.3, τ � 1.60

✁
0.06,

β
�
ν � 0.025

✁
0.020, τ ✄ σβδ � 2.03

✁
0.03, σνz � 0.57

✁
0.03 (3.12)
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Ces résultats ont été obtenus sur de très grands systèmes (dont la taille atteint 10003 [105,108]).

De manière surprenante, la quantité la plus aisément mesurée, l’aimantation, est celle qui se

met le plus difficilement sur une courbe mâıtresse après «mise à l’échelle » (voir l’équation 3.9).

L’essentiel des analyses a donc porté sur le comportement d’échelle des avalanches. Après les

premiers travaux de Sethna et coll., E. Vives et coll. [122,123] ont conduit une étude détaillée des

différents types d’avalanches présentes dans un système de taille finie et de leur comportement

en fonction de la taille du système. Cette étude a permis de préciser un certain nombre de

points, comme la difficulté de mettre l’aimantation sous forme d’une loi d’échelle ou l’évolution

de la longueur de corrélation en dessous du désordre critique. D’autre part, F. Perez-Reche et

E. Vives ont formulé la conjecture, sur la base de leurs propres travaux et des études antérieures,

que les comportements critiques du RFIM à l’équilibre et hors d’équilibre (transition liée aux

avalanches) étaient gouvernés par le même point fixe et appartenaient donc à la même classe

d’universalité [123]. Des simulations numériques récentes du RFIM à T � 0 à l’équilibre et hors

d’équilibre [124] apportent des éléments en ce sens, de même qu’une étude avec une dynamique

coopérative à deux spins [125].

3.4 Propagation d’une interface : percolation et dépiégeage

Dans la dynamique de propagation d’une interface, la situation initiale est la suivante : le

champ extérieur est très grand (H � � ✄ ), et tous les spins du réseau sont alignés avec le champ

sauf dans un plan (ou sur une ligne en dimension d � 2) où ils sont figés dans le sens opposé. Cela

revient à imposer des conditions aux limites particulières. À mesure que l’on augmente le champ

extérieur (infiniment lentement dans la limite adiabatique considérée ici), la région des spins

positifs crôıt au détriment de l’autre région. À la différence de la dynamique considérée dans la

section précédente, un spin devenu instable ne peut basculer que s’il appartient à l’interface, c’est-

à-dire possède des voisins ayant les deux orientations. Mais comme précédemment, l’évolution du

système se décompose en une succession d’avalanches, correspondant au passage irréversible d’un

état métastable de l’interface à un autre. Suivant les variantes de la dynamique considérée, il

peut ou non subsister après le passage de l’interface des « ı̂lots » de spins qui n’ont pas basculé ; ce

problème ne sera pas examiné, car seules nous intéressent les propriétés de l’interface principale.

Résumons d’abord qualitativement les principaux résultats [110,112,113]. Lorsque le désordre

est très fort (R
�
J � 1), les spins basculent essentiellement indépendamment les uns des autres.

Le problème se ramène alors à un processus de percolation : il existe une valeur critique du

champ extérieur Hc � R ✁ pour laquelle l’interface s’étend d’un bout à l’autre de l’échantillon et

présente une structure fractale auto-similaire. Pour H ✂ Hc � R ✁ , l’interface ne progresse que

sur des distances finies alors que pour H
✁
Hc � R ✁ , l’amas percolant formé par l’interface gros-

sit progressivement jusqu’à envahir tout le volume. Pour un désordre faible (nous excluons ici

les effets de piégeage dus simplement au réseau et non au désordre, effets qui dépendent du

réseau considéré et sont non-universels), les effets collectifs dus aux interactions entre spins de-

viennent importants et entrent en compétition avec le phénomène de piégeage de l’interface dû

au désordre. Bien que « rugueuse », l’interface garde alors à une grande distance son caractère

bidimensionnel (si la dimension de l’espace est d � 3). À une certaine valeur Hc � R ✁ , l’inter-

face est « dépiégée », c’est-à-dire qu’elle peut traverser librement tout l’échantillon : c’est la

46
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transition de dépiégeage. L’interface est alors fractale auto-affine (c’est-à-dire reste très aniso-

trope). Entre ces deux situations, illustrées dans la figure 3.4, il existe une valeur critique Rc

du désordre à laquelle la transition passe d’une transition de percolation à une transition de

dépiégeage et la croissance de l’interface de fractale auto-similaire à auto-affine. Cette transition

de « morphologie » à � Rc,Hc � Rc ✁ ✁ correspond à un point multicritique [113].

Fig. 3.4 – Vue en coupe de l’interface entre domaines dans un système tridimensionnel (l’interface

se trouvait initialement près du bord inférieur). Pour R ✂ Rc (à gauche), il se produit une

transition de dépiégeage, l’interface est alors fractale auto-affine. Pour R
✁
Rc (à droite), il

s’agit d’une transition de percolation, et l’interface est fractale auto-similaire. D’après [112].

Percolation et dépiégeage correspondent à des transitions continues (second ordre), carac-

térisées par des exposants critiques et des fonctions d’échelle. En reprenant pour l’essentiel les

notations de Ji et Robbins [112], et en utilisant comme précédemment h � � H � Hc ✁ �
Hc, on

peut définir comme habituellement l’exposant ν de la longueur de corrélation,

ξ �

✁
h

✁ � ν, H ✂ Hc (3.13)

et caractériser le comportement du volume total envahi V et l’aire S de l’interface (sans inclure

les ı̂lots) comme suit :

V � Ld
� 1 ✁

h
✁ � ψ, H ✂ Hc

� LDf , H � Hc (3.14)

S � Ld
� 1 ✁

h
✁ � ω, H ✂ Hc

� LDs , H � Hc (3.15)

où Df et Ds sont des dimensions fractales (Df
�
d et d � 1

�
Ds

�
d), L est la taille linéaire

de l’échantillon et les deux exposants ψ et ω satisfont ψ � ν � Df ✄ 1 � d ✁ , ω � ν � Ds ✄ 1 � d ✁ . La

taille moyenne s̄ des avalanches crôıt comme

s̄ �

✁
h

✁ � φ, H ✂ Hc (3.16)

avec φ � 1 ✄ ν � Df � Ds ✁ et la distribution de la taille des avalanches au champ critique Hc � R ✁
suit une loi de puissance

D � s,Hc, R ✁ � s
� τ , (3.17)
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avec τ � 1 ✄ � Ds � ν
� 1 ✁ D � 1

f . Les corrélations entre spins de l’interface sont caractérisées au

point critique par des exposants décrivant la nature fractale de l’interface dans les différentes

directions. Dans ce qui suit, nous décrivons ces exposants plus en détail, de même que l’exposant

β associé au paramètre d’ordre, à propos de chaque type de transition. Le comportement critique

est également caractérisé par des fonctions d’échelle universelles. En particulier, le volume total

envahi se comporte en fonction du champ H et de la taille du système comme

V � H,L ✁ � LDf V ✁ � hL1
✁
ν ✁ , (3.18)

avec V ✁ une fonction universelle dépendant du signe de h.

Enfin le point multicritique associé à la transition de morphologie est lui-même caractérisé

par des exposants critiques et des fonctions d’échelle. Par exemple, la longueur de corrélation

crôıt maintenant comme

ξ �

✁
r

✁ � ν � (3.19)

avec toujours r � � R � Rc ✁ �
Rc et ν � qui est un nouvel exposant.

3.4.1 Transition de percolation (désordre fort, R
✁

Rc)

Pour une transition de type percolation, les deux dimensions Ds et Df sont égales et ca-

ractérisent le caractère fractal auto-similaire (isotrope) de l’interface au champ critique et la

corrélation entre spins appartenant à l’interface percolante.

Robbins et coll. [112] ont étudié cette transition en dimension d � 3 par simulation numérique

et analyse des effets de taille finie. Les valeurs numériques des exposants

Df
� Ds

� 2.5
✁

0.1, ν � 0.9
✁

0.1, ψ � 0.47
✁

0.07, φ � 0.90
✁

0.15, τ � 1.59
✁

0.05 (3.20)

sont tout à fait compatibles avec les exposants de la percolation ordinaire, c’est-à-dire

Df
� Ds

� 2.53
✁

0.03, ν � 0.88
✁

0.02, ψ � 0.45
✁

0.05, φ � 1, τ � 1.55
✁

0.02 (3.21)

ce qui indique que les deux phénomènes sont sans doute dans la même classe d’universalité.

D’autre part, la figure 3.5 illustre la distribution de la taille des avalanches dans la région

critique : la dépendance en loi de puissance est clairement visible, sur presque six décades.

Notons enfin que le paramètre d’ordre pour H
✁
Hc correspond au volume envahi par

l’interface, qui grossit en perdant son caractère fractal. L’aimantation crôıt comme ∆m �

✁
h

✁
β,

avec β � ν � d � Df ✁ .

3.4.2 Transition de dépiégeage (désordre faible, R ✂ Rc)

Comme nous l’avons déjà indiqué, l’interface dans ce régime reste fortement anisotrope. Elle

apparâıt aux grandes distances comme une surface plane (en d � 3), et donc sa dimension

« fractale » est simplement Ds
� d � 1 � 2 ; corrélativement, la dimension du volume envahi est

Df
� d � 3. Au champ critique, l’interface conserve cependant un caractère fractal auto-affine,

qui peut être décrit par un exposant de rugosité ζ ✂ 1. Considérons une surface décrite par la

fonction z � u � r ✁ où r � � x, y ✁ repère la position dans le plan sous-jacent. L’exposant de rugosité
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Fig. 3.5 – Distribution de

la taille des avalanches au

champ critique Hc dans le

régime de percolation. La

pente de la droite, qui donne

l’exposant τ , est égale à 1.59.

D’après [112].

mesure la variation de l’écart-type moyen de u entre deux points r et r � lorsque la distance
✁
r � r �

✁

est grande :

�✂✁
u � r ✁ � u � r � ✁☎✄ 2 ✆ �

✁
r � r � ✁ 2ζ (3.22)

où
�
.
✆

désigne une moyenne sur toute la surface. Dans leur étude par simulation [112], Robbins

et coll. ont obtenu les valeurs ζ ✁ 0.67 et ν ✁ 0.75. Ces valeurs sont en accord raisonnable avec

celles obtenues dans de nombreux travaux sur le dépiégeage d’une interface dans un désordre créé

par des champs aléatoires [3,98,126]. Il est généralement accepté que la classe d’universalité d’un

tel système est la même que celle de la dynamique à température nulle d’une variété élastique en

présence d’une force aléatoire qui la piège (force qui est engendrée par des champs aléatoires et

présente des corrélations à longue portée dans la direction de l’avancée de l’interface). L’idée que

le dépiégeage d’une variété élastique dans un milieu aléatoire puisse constituer une transition

critique (hors d’équilibre) a été formulée initialement par D. Fisher dans le contexte des ondes de

densité de charge [127]. Le paramètre d’ordre de la transition est la vitesse moyenne d’avancée

de l’interface élastique : nulle dans la phase piégée (en dessous de la force critique fc), elle crôıt

comme � f � fc ✁ β lorsque la force f appliquée est supérieure à fc (dans le cas d’une interface

dans le RFIM, f � fc se ramène simplement à H � Hc).

De nombreux travaux ont été consacrés à ce problème, notamment dans le cadre du groupe

de renormalisation fonctionnel [101, 126, 128, 129]. Les valeurs prédites par cette approche au

premier ordre du développement autour de la dimension critique supérieure (dc
� 5 pour une

interface dans le RFIM), extrapolées en d � 3, sont ζ � 2
�
3 et ν � 3

�
4, ce qui était en accord

avec les résultats de Ji et Robbins. Toutefois, il a été récemment montré que l’extrapolation des

deux premiers ordres du développement dans le groupe de renormalisation fonctionnel [126,130]

conduisait plutôt à ζ ✁ 0.82 et ν ✁ 0.85, tandis que des simulations plus récentes donnent

ζ ✁ 0.75 et ν ✁ 0.76 [131,132]. Ces résultats contradictoires ne semblent cependant pas remettre

en cause la proposition que le dépiégeage dans le RFIM et dans une variété élastique sont bien

dans la même classe d’universalité (ceci est confirmé par l’étude du dépiégeage en fonction de la

dimension d [133]).
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3.4.3 Point multicritique de changement de morphologie (R � Rc)

Le passage d’une transition de percolation avec interface auto-similaire à une transition

de dépiégeage avec interface auto-affine a été étudiée par simulation numérique en dimension

d � 3 [113]. Une analyse des effets de taille finie permet d’estimer l’exposant ν � décrivant la

divergence de la longueur de la corrélation à l’approche du désordre critique (voir équation 3.19),

ν � � 2.4
✁

0.4 ; de plus, les résultats sont comparés avec ceux obtenus par J. Sethna et coll. avec

l’autre dynamique à température nulle : la transition de morphologie (pour une distribution

gaussienne des champs) est caractérisée par un désordre critique Rc

�
J ✁ 2.52 et ν � ✁ 2.4 tandis

que pour la transition d’avalanche, Rc
�
J ✁ 2.16 et ν ✁ 1.43.
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Modélisation et théorie
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Chapitre II-1

DFT sur réseau et paysage de grand

potentiel
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1.1 Modèle et théorie

1.1.1 Le modèle de gaz sur réseau

Le modèle que nous allons utiliser pour décrire le système aérogel-fluide a été introduit il y a

une dizaine d’années [134] dans le but de comprendre les propriétés critiques des fluides adsorbés

dans des milieux poreux désordonnés. Il s’agit d’un modèle de gaz sur réseau dans lequel, selon la

terminologie usuelle, on a effectué un « coarse-graining » des propriétés microscopiques. De tels

modèles ont une longue histoire dans la théorie de l’adsorption, que l’ont peut faire remonter à

Langmuir [135] en passant par Brunauer, Emmett et Teller (et leur célèbre équation BET) [136]

et par toute une série de travaux importants dus à Hill (voir par exemple [137]). Plus récemment,

les modèles sur réseau ont joué un rôle important dans la compréhension des transitions de

couches, de prémouillage et de mouillage aux interfaces solide-fluide [138–140].

L’intérêt essentiel de travailler sur réseau est de faciliter considérablement les calculs numé-

riques, ce qui permet d’étudier les phénomènes sur des échelles de longueur totalement inacces-

sibles dans un modèle continu et d’effectuer des études systématiques de l’influence de tel ou tel
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paramètre physique. Comme nous nous intéressons de plus à des systèmes désordonnés, il sera

souvent nécessaire d’effectuer une moyenne sur un grand nombre d’échantillons, ce qui oblige

à prendre en compte très sérieusement les contraintes liées au temps de calcul et à la quantité

d’information à garder en mémoire. La plupart des résultats présentés dans ce travail n’auraient

pas pu être obtenus dans une description à l’échelle moléculaire.

Encore faut-il que le modèle sur réseau contienne les ingrédients essentiels qui déterminent

les propriétés que l’on veut étudier. Dans le cas des fluides adsorbés dans un solide poreux,

il nous faut un modèle qui prenne en compte le caractère désordonné du matériau et qui dé-

crive l’influence à la fois géométrique (effet de confinement) et énergétique (effet du mouillage)

de l’interaction entre le fluide et le solide. Un tel modèle « minimal » peut être décrit par le

Hamiltonien suivant [134] :

H � � wff
�

✁
ij ✂

τi τj ηi ηj � wsf
�

✁
ij ✂

✆
τi ηi � 1 � ηj ✁ ✄ τj ηj � 1 � ηi ✁✟✞ � µ

�
i

τiηi (1.1)

où i � 1...N désigne les sites d’un réseau tridimensionnel. Un site peut être occupé soit par une

particule de fluide soit par une particule de solide, comme l’indiquent les variables d’occupation

τi
� 0, 1 et ηi

� 1, 0 (suivant l’usage habituel dans les systèmes en présence de dilution, ηi
� 0

quand le site est occupé par le solide et 1 sinon). Un site contient au plus une particule. Seules

les interactions entre sites proches voisins sont prises en compte et wff et wsf désignent respec-

tivement les interactions fluide-fluide et solide-fluide (que nous prendrons attractives : wff et

wsf sont donc positifs). La notation ✂ ij
✁

indique une somme sur les paires de sites distinctes.

Pour simuler une expérience d’adsorption dans laquelle on contrôle la pression P du gaz à

l’extérieur de l’échantillon, les particules du fluide sont en équilibre avec un réservoir qui fixe

leur potentiel chimique µ (et donc P ) et la température T . C’est la distribution des variables

ηi sur le réseau qui décrit la microstructure du solide, celle-ci pouvant être donnée par une loi

de probabilité P � �
ηi ✁ ✁ ou obtenue par un certain processus dynamique comme nous le verrons

dans le chapitre suivant. L’ensemble
�
ηi ✁ décrit donc une réalisation particulière du solide (ou du

« désordre ») et si la taille du système n’est pas suffisante, il conviendra d’effectuer une moyenne

sur un certain nombre de ces réalisations. On voit donc que l’on a affaire ici à un modèle de

type « quenched-annealed » dans lequel certaines des variables (les ηi) sont gelées, tandis que

d’autres (les τi) sont soumises aux fluctuations thermiques. Ce modèle est « minimal » parce

qu’une fois fixé le type de matériau auquel on s’intéresse (et donc la distribution P � �
ηi ✁ ✁ ), il ne

comporte plus que deux paramètres fixant respectivement la porosité du solide et les propriétés

de mouillage de l’interface solide-fluide, à savoir φ � � 1 �
N ✁ ✄ i ηi et y � wsf

�
wff .

Avant de poursuivre, il convient de s’attarder un peu sur la notion de « coarse-graining ».

Dans l’interprétation la plus usuelle du modèle de gaz sur réseau (voir par exemple [137]),

chaque cellule élémentaire (ou chaque site) est supposée contenir au plus un atome ou une

molécule du fluide réel. C’est ce qui est fait par exemple dans les études du mouillage ou du pré-

mouillage [138–140]. On peut aussi choisir de placer sur réseau un modèle plus élaboré de solide

désordonné, suivant la procédure indiquée dans la figure 1.1, dans laquelle les configurations du

solide sont obtenues à partir d’une simulation moléculaire [63]. On obtient ainsi par exemple un

modèle tridimensionnel comme celui représenté dans la figure 1.1 [63] dans lequel les particules

solides occupent plusieurs sites du réseau (c’est dans ce cas un modèle très simplifié de xérogel).
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Fig. 1.1 – Opération de « discrétisation », qui fait passer d’un modèle continu à un modèle de

type gaz sur réseau. Le solide, ici un xérogel de silice, est représenté par les grandes sphères,

le fluide par les petites. Dans la représentation tridimensionnelle, les sites occupés par le solide

sont en noir, les autres en blanc. D’après [63].

Mais notre objectif ici est d’étudier l’adsorption dans des aérogels de silice où les corrélations

structurelles peuvent s’étendre jusqu’à plusieurs dizaines voire plusieurs centaines de nanomètres.

De plus, nous voulons décrire des effets collectifs dans le fluide (en général l’hélium) se produisant

à une échelle supérieure à celle des plus grandes cavités présentes dans l’aérogel, voire à l’échelle

de l’ensemble d’un échantillon. Afin de prendre en compte l’interconnectivité de l’espace poral, il

faut donc que le système étudié contienne un nombre suffisant de cavités, et soit donc d’une taille

nettement supérieure à ξg, la longueur de corrélation de l’aérogel (disons, au minimum 5 ξg). Cela

impose d’étudier des systèmes dont la taille linéaire L est de l’ordre de 50 à 500 nm (suivant

la concentration de l’aérogel), soit plusieurs centaines de fois la taille d’un atome d’hélium.

Supposer que chaque site du réseau représente un seul atome imposerait donc de considérer des

réseaux de taille L
✁

500 (en unité de pas du réseau). Même dans la théorie de champ moyen

local que nous utiliserons dans la suite, et a fortiori dans des simulations, un système aussi grand

est impraticable sur le plan numérique.

Notre interprétation du « coarse-graining » représenté par le Hamiltonien ci-dessus est donc

différente : ce sont les particules du solide qui fixent l’échelle de longueur et non celle du fluide.

On verra ainsi qu’un système de taille L � 100 permettra de décrire raisonnablement les phéno-

mènes collectifs à grande échelle dans un aérogel de porosité 87%. Comme nous le verrons dans

le chapitre suivant, les particules de silice qui constituent les aérogels étudiés ont une taille de

quelques nanomètres. Une cellule élémentaire de notre réseau peut donc contenir des centaines

ou des milliers d’atomes d’hélium. Cela implique évidemment que l’on doit considérer le para-

mètre y � wsf
�
wff comme un paramètre phénoménologique qui ne peut être calculé à partir des

interactions microscopiques. Nous verrons qu’il sera choisi de manière à reproduire approxima-

tivement la hauteur d’une boucle d’hystérésis mesurée dans un aérogel de porosité 87%. Notons

que cette discussion sur la signification du « coarse-graining » n’est pas sans conséquence. Nous

pensons que c’est une mauvaise compréhension de l’échelle des longueurs mises en jeu qui font

que certains phénomènes collectifs n’ont pas été observés dans certains travaux récents [141]

(voir la discussion à ce sujet dans l’article 4 de la partie III).

Il est facile de suggérer des modifications du modèle qui lui donnerait un caractère un peu
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plus réaliste. Par exemple, la nature discrète du champ exercé par le solide (qui se révèle à

très basse température par des paliers et des variations abruptes dans les isothermes) pourrait

être corrigée en prenant en compte une interaction solide-fluide à plus longue portée (de type

Lennard-Jones). On pourrait aussi envisager l’ajout d’un petit champ aléatoire tiré à partir d’une

distribution continue pour simuler une hétérogénéité énergétique plus microscopique. Mais de

telles « améliorations » seraient en fait contraire à l’esprit même du modèle, qui se veut le

plus simple possible afin de permettre une étude exhaustive de ses propriétés. L’objectif est

de capturer les propriétés génériques des phénomènes d’adsorption dans les matériaux poreux

désordonnés, et dans le cas présent dans les aérogels, en négligeant les détails microscopiques sans

importance réelle. Signalons comme autre exemple d’application récente du modèle une étude

de l’adsorption dans le Vycor [64], la structure du solide étant reconstruite à partir de champs

alétoires gaussiens reproduisant le facteur de structure expérimental. La figure 1.2 montre le

type de configuration obtenue. On remarquera que la dimension de la cellule élémentaire du

réseau (dans ce cas, un réseau cubique à faces centrées) vaut ici 6 nm et que le nombre total

de sites est 4 � 323. C’est, comme il convient, la structure du solide qui impose l’échelle du

« coarse-graining ».

Fig. 1.2 – Représentation

« coarse-grained » du Vy-

cor. Les parties sombres re-

présentent l’espace poral. La

taille de l’échantillon est de

200 nm environ. D’après [64].

1.1.2 Le modèle de spins équivalent

Il est intéressant de faire le lien entre le modèle décrit par le Hamiltonien 1.1 et les mo-

dèles usuels de spins désordonnés. Cela nous donne en particulier des indications sur l’existence

éventuelle d’une transition de phase d’équilibre. En utilisant le changement de variable habituel

si
� 2τi � 1 et sans tenir compte des termes constants, on obtient le modèle de spins d’Ising

suivant [142] :

H � � � wff

4

�
✁
ij ✂

si sj ηi ηj �
�
i

h̃isi ηi (1.2)

où le champ h̃i est donné par

h̃i
� µ ✄ c y wff

2
✄ wff

2
� 1
2

� y ✁
�
j

✁
i

ηj , (1.3)

c désignant la connectivité du réseau, et la somme sur j se faisant sur tous les proches voisins du

site i. On voit tout de suite que sauf dans le cas y � 1
�
2, le Hamiltonien 1.2 n’a pas la symétrie
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« up-down » habituelle du modèle d’Ising en champ extérieur nul. En revanche, il est invariant

dans la transformation si ✂ � si, µ ✂ � µ � cwff , y ✂ 1 � y (ce qui permet de limiter l’étude

du modèle au cas y ✂ 1
�
2).

Quand y � 1
�
2, le champ h̃i ne dépend plus de i et l’on reconnait dans 1.2 le Hamiltonien

d’un modèle d’Ising dilué en présence d’un champ magnétique constant. Dans le cas où les

variables ηi sont des variables aléatoires indépendantes tirées avec la probabilité P � ηi ✁ � � 1 �
p ✁ δ � ηi � 1 ✁ ✄ pδ � ηi ✁ , c’est un modèle de spins désordonnés dont les propriétés ont été largement

étudiées (du moins à l’équilibre et en champ nul [143]). On sait en particulier qu’il existe une

transition entre une phase paramagnétique et une phase ferromagnétique dès que la dilution p

est inférieure à pc, le seuil de percolation du réseau (la dilution réduit la température critique

qui diminue progressivement de Tc, la température critique du système pur, jusqu’à zéro quand

p varie de 0 à pc). On en déduit que, dans ce cas, le modèle de gaz sur réseau décrit par le

Hamiltonien 1.1 a une transition liquide-gaz lorsque la porosité φ � 1 � p est supérieure à

φc
� 1 � pc (il s’agit là d’un modèle de solide totalement aléatoire puisque les positions des

particules ne sont pas corrélées). Plus généralement, quelle que soit la distribution des particules

du solide, la transition se produit au même potentiel chimique que dans le fluide pur, c’est-à-dire

à µ � µsat
� � cwff

�
2, en raison de la symétrie trou-particule. Ce n’est donc pas une transition

capillaire au sens habituel du terme.

Dès que y
�

1
�
2, la physique du système devient beaucoup plus intéressante. En effet, des

champs aléatoires viennent s’ajouter à la dilution. Ces champs sont corrélés (sur une distance qui

dépend de la distribution P � �
ηi ✁ ✁ ), et peuvent prendre c ✄ 1 valeurs distinctes, selon le nombre

ni de proches voisins occupés par une particule solide (0
�
ni

�
c). Le Hamiltonien 1.2 est donc

caractérisé par la présence simultanée de champs aléatoires et de dilution, avec un couplage

entre les deux ; ceci le distingue du RFIM. De plus, s’il existe une transition liquide-gaz à basse

température, comme la moyenne des champs aléatoires est strictement négative lorsque y
✁

1
�
2,

celle-ci se produit à un potentiel chimique inférieur à la saturation µsat. Elle a donc cette fois le

caractère d’une transition capillaire.

Comme on l’a vu au chapitre I-3, la présence de champs aléatoires n’interdit pas l’existence

d’une transition de phase thermodynamique dans un système tridimensionnel pour un désordre

faible (argument d’Imry et Ma). Par analogie avec le diagramme de phase du RFIM, on s’attend

donc, d’une manière générale, à deux régimes selon les valeurs prises par y et φ : un régime de

désordre faible caractérisé par l’existence d’une transition liquide-gaz à basse température (pour

T ✂ Tc � y, φ ✁ ), et un régime de désordre fort où la transition est supprimée par le désordre. Dans

le cas du solide aléatoire, cette transition a été étudiée à la fois par des méthodes analytiques [142]

couplant les équations intégrales de la théorie des liquides à la méthode des répliques, et une

étude par simulation a été effectuée dans le cas du modèle de xérogel évoqué plus haut [55]. La

question de savoir si la classe d’universalité est la même que celle du RFIM habituel n’est pas

tranchée, bien qu’on puisse penser que la présence de la dilution et des corrélations entre les

valeurs du champ soit non-pertinente au sens du groupe de renormalisation. C’est en tous les cas

le résultat que donne l’approche de type Orstein-Zernike proposée dans [134] où les exposants

critiques évalués dans différents schémas d’approximation sont toujours identiques à ceux du

RFIM. L’étude du Hamiltonien 1.1, qui permet une description plus réaliste du fluide adsorbé

que le simple RFIM, semble donc indiquer que c’est bien le RFIM qui est pertinent pour décrire
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les propriétés critiques d’équilibre, comme suggéré à l’origine par Brochard et de Gennes [1, 2].

Il faut toutefois mettre à part le cas des aérogels très légers (qui ne seront pas étudiés dans ce

travail) dont la microstructure a un caractère fractal très prononcé. On peut s’attendre dans

ce cas à ce que la décroissance très lente des corrélations entre les champs aléatoires modifie la

classe d’universalité de la transition [144].

1.1.3 Théorie de champ moyen local et dynamique de température nulle

Nous avons vu dans le chapitre I-1 que la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) a

été largement utilisée pour étudier les fluides confinés dans des pores de géométrie simple (fente

ou cylindre) où la densité à un corps ρ � r ✁ ne dépend en fait que d’une seule variable d’espace.

Malheureusement, dès que l’on considère des situations un peu plus réalistes et en particulier

des solides désordonnés, où il faut prendre en compte le caractère tridimensionnel de la densité

ρ � r ✁ , la résolution numérique des équations d’Euler-Lagrange devient une tâche impossible8. Se

placer sur réseau permet de s’affranchir de ces limites.

La fonctionnelle de grand potentiel devient alors une fonction des densités en chaque site du

réseau qui, dans le cadre de l’approximation de champ moyen usuelle (équations I-1.8 et I-1.9),

s’écrit en général

Ω
✆ �
ρi ✁ ✞ � 1

β

�
i

✆
ρi ln ρi ✄ � 1 � ρi ✁ ln � 1 � ρi ✁✟✞ �

�
ij

ρiρjwij �
�
i

ρi � µ � V ext
i ✁ (1.4)

où β � 1
� � kBT ✁ , V ext

i est le champ extérieur au site i, ρi
� �

τi
✆

est la moyenne thermique de

la densité au site i et wij est la constante de couple entre deux particules. Le premier terme

correspond à l’entropie du gaz sur réseau, le second à l’énergie interne dans laquelle on a négligé

les fluctuations de densité au delà du terme linéaire (c’est-à-dire τiτj
✁ � ρiρj ✄ ρiτj ✄ ρjτi). C’est

ce type de DFT qui a été utilisé par exemple dans les études de l’adsorption sur les surfaces

planes [138–140]. Traduit en language de spins d’Ising, c’est ce qu’on appelle l’approximation

de champ moyen local (pour la distinguer de l’approximation de champ moyen « global » dans

laquelle Ω ne dépend que de ρ, la moyenne spatiale de la densité). C’est le nom que nous

lui donnerons dans la suite (dans le cadre des verres de spins, et en particulier du modèle de

Sherrington-Kirkpatrick, on l’appelle parfois l’approximation TAP « naı̈ve » [145] pour signaler

que l’on a négligé dans la fonctionnelle TAP de Thouless, Anderson et Palmer [146] le terme de

réaction d’Onsager). Pour notre modèle de gaz sur réseau décrit par le Hamiltonien 1.1, le grand

potentiel prend la forme suivante :

Ω
✆ �
ρi ✁ ; �

ηi ✁ ✞ � 1

β

�
i

✆
ρi ln ρi ✄ � ηi � ρi ✁ ln � ηi � ρi ✁✟✞ � wff

�
✁
ij ✂

ρiρj

� wsf
�

✁
ij ✂

✆
ρi � 1 � ηj ✁ ✄ ρj � 1 � ηi ✁✟✞ � µ

�
i

ρi (1.5)

où ρi
� �

τiηi
✆
. Remarquons que Ω dépend de la réalisation particulière des variables gelées ηi

et que donc, si l’on étudie un ensemble représentatif de toutes ces réalisations, les fluctuations

dues au désordre seront parfaitement prises en compte.

8À notre connaissance, le système le plus complexe étudié à ce jour est composé d’une dizaine de cylindres

de longueur infinie disposés aléatoirement [42, 43]. En raison de la symétrie du problème, il ne s’agit là que d’un

calcul bidimensionnel.
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L’équation d’Euler-Lagrange associée, δΩ
�
δρ � r ✁ � 0, se traduit par un système non-linéaire

de N équations couplées :

ρi
� ηi

1 ✄ exp � � β vi ✁ avec vi
� µ ✄ wff

�
j

✁
i

� ρj ✄ y � 1 � ηj ✁ ✁ (1.6)

la somme sur j portant sur les proches voisins de i.

Comme dans le cas des équations TAP [146] (ou des équations TAP « naı̈ves » [145]), le

système d’équations 1.6 possède en général un grand nombre de solutions à basse tempéra-

ture. Celles-ci correspondent à des maxima, des points-selles ou des minima du grand potentiel

Ω
✆ �
ρi ✁ ; �

ηi ✁ ✞ . Le grand potentiel associé à la solution
�
ραi ✁ (obtenu en remplaçant la solution

de 1.6 dans 1.5) est donné par :

Ω
✆ �
ραi ✁ ; �

ηi ✁ ✞ � 1

β

�
i

ηi ln

�
1 � ραi

ηi ✁ ✄ wff
�

✁
ij ✂

ραi ρ
α
j (1.7)

La fonctionnelle donnée par l’équation 1.5 définit donc un paysage de grand potentiel et il

nous faut préciser quelle va être la dynamique du système sur ce paysage. Compte tenu des

échelles de temps mises en jeu dans les expériences d’adsorption, échelles de temps que nous

discuterons un peu plus loin, nous utiliserons dans toute notre étude une dynamique de type

« température nulle » dans laquelle on néglige tous les processus thermiquement activés qui

permettraient au système de passer les barrières de grand potentiel. Le système réside dans un

minimum local de Ω tant que celui-ci demeure un minimum et sinon, il saute « instantanément »

dans un minimum voisin (la dynamique de ce « saut » n’est pas prise en compte). Chaque

minimum local du paysage de grand potentiel constitue donc un état métastable de durée infinie

et le système n’évolue que lorsque varient les paramètres extérieurs (µ,T ) et que change le

paysage. Le minimum où réside le système se déforme ou bien disparâıt. Nous verrons plus loin

comment ceci donne lieu à des avalanches, comparables à celles qui existent dans le RFIM à

température nulle.

En pratique, cette dynamique est mise en œuvre grâce à la résolution itérative des équations

d’Euler-Lagrange 1.6 en suivant les solutions associées à la variation du potentiel chimique. Pour

une réalisation donnée de l’aérogel, les isothermes d’adsorption ou de désorption (c’est-à-dire les

courbes ρ � � 1 �
N ✁ ✄ i ρi � µ ✁ ) sont obtenues en augmentant ou diminuant le potentiel chimique par

petits incréments δµ. La solution obtenue au potentiel chimique µ est prise comme configuration

initiale pour la résolution au potentiel µ
✁
δµ. Les isothermes sont ensuites moyennées sur un

certain nombre de réalisations de l’aérogel. Une propriété cruciale de cette résolution itérative

est qu’elle ne converge que vers les minima du grand potentiel, comme montré en annexe.

Cette dynamique de température nulle est valable seulement pour une échelle de temps

intermédiaire : un temps assez long pour que le système se stabilise dans l’état métastable

le plus proche après une déformation du grand potentiel mais beaucoup trop court pour que

les fluctuations thermiques permettent le passage des barrières. On espère donc qu’elle puisse

reproduire au moins qualitativement les résultats expérimentaux pour lesquels les fluctuations

thermiques semblent jouer un rôle négligeable.

Cette théorie de champ moyen local, combinée à une dynamique de température nulle, a

été déjà utilisée dans plusieurs études de systèmes de spins désordonnés tels que le RFIM, les
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antiferromagnétiques dilués en champ, et les verres de spins (voir par exemple [147–151]). Un

avantage majeur de cette approche est qu’elle permet d’étudier non seulement les propriétés

d’équilibre mais aussi les propriétés hors d’équilibre dont la manifestation première est l’hysté-

résis. Au contraire, les études fondées sur la méthode des répliques et la théorie des équations

intégrales évoquées à la fin du chapitre I-1 ne donnent accès qu’au comportement d’équilibre (la

fonction de partition du système est calculée à partir de la distribution de Gibbs et la moyenne

sur le désordre est effectuée dès le départ en utilisant les répliques).

1.2 Discussion

Au cours de ces dernières années, les études théoriques et les simulations numériques menées

au sein du laboratoire et par P. Monson et coll. à Amherst ont montré que l’utilisation conjointe

du modèle de gaz sur réseau et de la théorie de champ moyen local permet de replacer dans

un cadre unique et clairement défini l’essentiel des observations expérimentales sur les fluides

adsorbés dans les solides mésoporeux désordonnés. Nous aurons l’occasion dans la suite de revenir

largement sur les principaux concepts issus de ces travaux. La plupart de ces études ont utilisé le

modèle du solide aléatoire [65–68] qui est bien sûr une représentation extrêmement simplifiée d’un

solide réel (voir néanmoins [64,152] pour une modélisation plus réaliste du Vycor). Il est d’autant

plus remarquable que les résultats obtenus, pour la forme des boucles d’hystérésis, leur évolution

en température, et la forme des courbes de balayage, soient aussi proches qualitativement des

résultats expérimentaux. Nous avons déjà noté que les approches précédentes fondées sur le

modèle des pores indépendants ou sur des règles dynamiques d’évolution dans des réseaux de

pores étaient, de ce point de vue, loin d’être satisfaisantes. Cela montre que la prise en compte

explicite du désordre géométrique et énergétique imposé par le solide, désordre responsable

de la complexité du paysage de grand potentiel, est bien l’ingrédient essentiel qui permet de

comprendre la physique de ces systèmes. Les travaux présentés dans la troisième partie de

cette thèse montreront que cette approche permet également de décrire et de comprendre les

résultats expérimentaux obtenus dans les aérogels de silice, en particulier avec l’hélium 4. Au

préalable, et compte tenu de leur importance, il nous semble intéressant de discuter de manière

plus approfondie certains aspects de la théorie. C’est pourquoi nous revenons maintenant sur

la notion de paysage complexe, décrivons le phénomène d’avalanche à l’origine de l’hystérésis,

et discutons les conditions de validité de la théorie de champ moyen pour décrire à la fois le

comportement critique d’équilibre et les propriétés d’hystérésis.

1.2.1 Paysage complexe et avalanches

Le paysage de grand potentiel est un terme imagé pour décrire l’hypersurface définie par

Ω
✆ �
ρi ✁ ;T, µ ✞ , où les densités

�
ρi ✁ sont les variables T et µ des paramètres de contrôle (nous

supposons que la distribution
�
ηi ✁ et le paramètre y qui caractérisent respectivement la micro-

structure du solide et l’interaction solide-fluide sont fixés9. La première chose à remarquer est

que la visualisation d’un tel paysage est problématique, car la dimension de l’espace des variables

9Bien entendu, y change si l’on adsorbe des gaz différents et le paysage est alors modifié (voir [67] pour une

étude de l’influence de y dans le modèle du solide aléatoire).
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N est grande (104 � 106), et tend vers l’infini dans la limite thermodynamique. Dans la suite,

l’ensemble des variables
�
ρi ✁ sera représenté par un seul axe, qui correspond plutôt à une coupe

du paysage selon une direction particulière. Il est bon de garder à l’esprit qu’une telle simplifi-

cation est le plus souvent trompeuse. Donnons un seul exemple. À chaque minimum du paysage

peut être associé un bassin d’attraction, et une frontière qui le délimite. Pour un paysage à une

dimension, le voisinage de la frontière n’occupe qu’un volume négligeable par rapport au volume

total du bassin d’attraction. Ce n’est pas le cas dans un espace de grande dimension : la plus

grande partie du volume du bassin d’attraction, comme pour tout objet de dimension N , se

trouve au voisinage de sa frontière (à une distance qui diminue comme 1
�
N). Autrement dit,

un point choisi au hasard dans l’espace des phases (variables) appartient presque toujours au

voisinage d’une frontière, contrairement au cas des paysages en petites dimensions. Si la notion

de paysage parâıt difficile à se représenter, nous allons voir qu’elle est cependant utile.

L’allure du paysage change considérablement avec la valeur des paramètres T et µ. Plaçons-

nous d’abord à basse température (à une température T plus petite que Th, la température

à laquelle disparâıt l’hystérésis) et examinons l’influence de µ. Pour des valeurs extrêmes du

potentiel chimique (µ � µsat ou µ ✁ µsat), le paysage est « simple », c’est-à-dire qu’il ne possède

qu’un minimum. En revanche, dans le domaine de potentiel chimique correspondant à la boucle

d’hystérésis, le paysage est complexe, avec un grand nombre de minima. Comment la variation

en potentiel chimique modifie-t-elle si profondément le paysage ? En fait, comme Ω
✆ �
ρi ✁ ;µ ✞ �

F
✆ �
ρi ✁ ✞ � µ ✄ i ρi (où F est l’énergie libre de Helmholtz du système), le changement de potentiel

chimique correspond à une « inclinaison » du paysage défini par F , selon chaque direction ρi.

Lors de cette transformation, certains minima subsistent, subissant seulement une déformation,

d’autres disparaissent tandis que de nouveaux minima apparaissent. Pour des valeurs extrêmes

du potentiel chimique, il est clair que le nombre de minima diminue. Ainsi, on peut comprendre

qu’en dehors d’un certain domaine en potentiel chimique, qui correspond en fait à l’ouverture

et à la fermeture de la boucle d’hystérésis, le paysage de grand potentiel soit « simple ».

L’effet de la température sur l’allure du paysage n’est pas facilement décrit à partir de

l’équation 1.5. Cependant, on sait que pour des températures supérieures à Tc, la température

critique du fluide pur, le paysage est « simple » quelque soit le potentiel chimique. Les études

théoriques et expérimentales menées sur le RFIM [153] ou les antiferromagnétiques dilués [154]

nous disent que l’irréversibilité apparâıt en fait à une température inférieure à Tc (mais supérieure

à la véritable température critique du système désordonné). Ces observations fournissent une

autre interprétation du diagramme d’hystérésis. Un tel diagramme repère à chaque température

les densités du fluide entre lesquelles le paysage de grand potentiel est complexe, et sépare donc

le plan ρ � T en deux domaines où le paysage est soit complexe, soit simple. Au risque de se

répéter, rappelons que cette division est sans rapport avec le diagramme de phase d’équilibre, qui

dépend lui des propriétés du minimum absolu du paysage. Précisons enfin que jusqu’à présent,

nous avons qualifié un paysage de complexe lorsqu’il possédait un « grand nombre » de minima

locaux. En fait, on s’attend à ce que ce nombre augmente de manière exponentielle avec le

nombre de variables microscopiques (ici les ρi). Nous reviendrons sur cette question dans la

dernière partie de ce travail, mais dans le cadre spécifique du RFIM à température nulle.

Voyons maintenant comment le système évolue lorsque le potentiel chimique varie, comme

dans une expérience d’adsorption. Au potentiel chimique µ � , le système se trouve dans un état
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µ � µ
�

Fig. 1.3 – Illustration de la dynamique de température nulle. Au potentiel chimique µ � , le système

est bloqué dans un minimum noté α. Au potentiel chimique µ
�

, le paysage s’est déformé mais

le système reste dans le minimum α. L’évolution est ici réversible.

métastable (voir figure 1.3). À un potentiel légèrement supérieur µ
�

, le paysage a changé, et la

configuration initiale ne correspond plus à une solution de l’équation d’Euler-Lagrange, c’est-à-

dire à un point stationnaire de la fonctionnelle. Au cours de la résolution itérative, le système

« retombe » dans le minimum le plus proche. On peut dire que les minima occupés par le système

aux potentiel µ � et µ
�

sont les mêmes (notés α) car on peut passer de l’un à l’autre par une

déformation continue du paysage avec le potentiel chimique.

µ � µ
�

µ
✁

Fig. 1.4 – Illustration de la dynamique de température nulle. Le minimum α dans lequel se

trouvait le système au potentiel chimique µ � disparâıt au potentiel µ
�

. Le système « tombe »

dans un nouveau minimum β. Au cours de cette « avalanche », qui est un événement irréversible,

les densités
�
ρi ✁ varient de manière discontinue.

Cependant, au potentiel µ
�

, le minimum α disparâıt, c’est-à-dire qu’il se transforme en un

point stationnaire possédant au moins une direction marginale (une valeur propre nulle dans

le Hessien
☎ 2Ω

� ☎
ρi

☎
ρj). La résolution itérative fait alors « rouler » le système dans le premier

minimum trouvé dans la direction marginale (figure 1.4). Contrairement au cas précédent où

le système demeurant dans le même minimum, les densités
�
ρi ✁ variaient continûment avec µ,

l’évolution est ici discontinue, avec un saut aussi bien dans le grand potentiel que dans les densités

(au moins une fraction d’entre elles). La discontinuité est visible en particulier dans la courbe

d’adsorption, qui présente un saut au potentiel µ
�

. Un tel évènement est appelé « avalanche ».

Pour µ
�

✂ µ ✂ µ
✁

, le système demeure dans le second minimum (noté β). Supposons maintenant
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que le potentiel chimique ait diminué de µ
✁

à µ � . Le système ne retombe pas dans l’état α au

potentiel µ
�

, mais demeure dans l’état β jusqu’au moment où celui-ci disparâıt. Une nouvelle

avalanche amène alors le système dans un état métastable γ. Remarquons que contrairement à

ce que suggère une schéma unidimensionnel, l’état γ est a priori différent de l’état α. S’il existe

une avalanche qui fait passer le système de α à β, rien n’assure en revanche qu’une avalanche

effectue le processus inverse, ne serait-ce que parce qu’au potentiel où l’état β perd sa stabilité,

l’état α peut très bien avoir déjà disparu. La conclusion essentielle est que l’hystérésis découle

du phénomène d’avalanche. Un paysage complexe donne lieu à des isothermes irréversibles et

discontinues à l’échelle microscopique, en raison des avalanches ; un paysage simple (quelque

soit µ) assure une isotherme continue et réversible10. Il est essentiel de remarquer que l’hystérésis

n’est pas due seulement à la complexité du paysage, mais aussi au fait que le système évolue

selon une dynamique de température nulle.

Les avalanches que nous venons de définir sont l’analogue à température finie des avalanches

observées dans le RFIM à température nulle, que nous avons décrites au chapitre I-3. Dans les

deux cas, le paysage (d’énergie libre ou de grand potentiel) se déforme sous l’effet d’un paramètre

extérieur (le champ magnétique H ou le potentiel chimique µ), et le système évolue selon la même

dynamique : il ne quitte un état métastable que lorsque ce dernier disparâıt.

Ω ρ Ω

�
ρi ✁ µ µ

Ω ρ Ω

�
ρi ✁ µ µ

Fig. 1.5 – Comparaison entre une évolution par avalanche (en haut) et une évolution à l’équilibre

(en bas). Dans le premier cas, chaque avalanche produit une discontinuité dans l’isotherme ρ � µ ✁
et dans le grand potentiel Ω � µ ✁ . Dans le second cas, la courbe ρ � µ ✁ est aussi discontinue à l’échelle

microscopique mais la courbe Ω � µ ✁ est continue car le passage d’un état à un autre a lieu lorsque

les grands potentiels sont égaux.

10Le caractère discontinu des isothermes à l’échelle microscopique n’est pas forcément visible dans la limite

thermodynamique (ou lorsqu’on effectue une moyenne sur un grand nombre de réalisations) : comme dans le cas

du RFIM, c’est seulement lorsqu’une avalanche concerne une fraction finie du système (avalanche dite « macro-

scopique ») qu’elle se traduira par un saut dans les isothermes quand N �
✁

.
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Chapitre II-1 DFT sur réseau et paysage de grand potentiel

La figure 1.5 souligne les différences entre l’évolution à l’équilibre en fonction de µ et l’évo-

lution hors d’équilibre associée aux avalanches. Dans les deux cas les densités
�
ρi ✁ changent de

manière discontinue (au moins à l’échelle microscopique), ce qui se traduit par un saut dans

l’isotherme. Cependant, l’avalanche est par définition associée à une diminution du grand poten-

tiel, et la fonction Ω � µ ✁ est marquée par une discontinuité à chaque avalanche. À l’équilibre, le

système ne passe d’un minimum à l’autre qu’au moment où les grand potentiels sont égaux, et

la courbe Ω � µ ✁ est continue bien que présentant un point anguleux à chaque saut d’un minimum

à l’autre. La figure 1.5 permet de comprendre pourquoi l’équation de Gibbs ρ � � � 1 �
N ✁ ☎

Ω
� ☎
µ,

respectée le long de l’isotherme d’équilibre, est violée le long des isothermes d’adsorption ou des

courbes de balayage (même dans le cas où toutes les avalanches le long de l’isotherme sont mi-

croscopiques). Il en est de même de toutes les relations de Maxwell reliant entre elles les dérivées

de Ω par rapport à µ ou T [149]. C’est pourquoi on peut dire que la violation de ces équations re-

présente une violation de la « cohérence thermodynamique ». C’est une conséquence importante

de la présence du désordre car elle interdit de calculer Ω par intégration de ρ � µ ✁ . Cette méthode

d’intégration thermodynamique est très utilisée dans les simulations numériques pour déterminer

le diagramme de phase d’équilibre des fluides adsorbés [11]. Dans la suite, nous nous servirons

de cette propriété pour vérifier que l’isotherme déterminée en recherchant le minimum absolu

parmi tous les états métastables calculés est une bonne approximation de l’isotherme d’équilibre

(ce n’est qu’une approximation car nous ne calculerons qu’un nombre limité de ces états le long

des courbes de balayage. La détermination de tous les états métastables est évidemment une

tâche impossible dès que N est grand puisque leur nombre varie exponentiellement avec N).

Remarquons toutefois que la propriété de cohérence thermodynamique peut être vérifiée pour

une infinité de chemins (ou d’histoires en µ) et n’est donc pas strictement caractéristique de

l’équilibre. Il suffit en effet que l’évolution du système ne suive que des points stationnaires de

la fonctionnelle, en passant d’un point à un autre lorsque leurs grands potentiels sont égaux (la

nature du point stationnaire - minimum, point-selle ou maximum - n’intervient pas). Certaines

méthodes numériques [42,43,155,156] permettent ainsi de « suivre » les solutions au delà d’une

spinodale locale (où une valeur propre du Hessien s’annule). Dans ce cas, la cohérence est parfai-

tement respectée mais la courbe complexe obtenue n’est pas accessible expérimentalement dans

son intégralité (puisqu’elle contient des états instables).

1.2.2 Validité de l’approximation de champ moyen local

Comportement critique

On a l’habitude de considérer que les propriétés critiques universelles (exposants, lois d’échelle)

d’un système de particules ou de spins ne peuvent être obtenues exactement par une théorie de

champ moyen. C’est en effet le cas pour les systèmes purs et les systèmes désordonnés dans

lesquels l’effet des fluctuations thermiques à grande échelle jouent un rôle essentiel dès que l’on

s’approche de la criticalité. Il n’en est pas de même en présence de champs aléatoires.

Pour le RFIM à l’équilibre, on sait en effet par des arguments du groupe de renormalisation

(voir par exemple [157]) que le comportement critique est dominé par les fluctuations dues au

désordre, celles-ci divergeant beaucoup plus fortement que les fluctuations thermiques (ceci se

traduit par l’existence d’un point fixe à température nulle). En conséquence, on s’attend à re-
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trouver à température finie les mêmes exposants qu’à température nulle (quand on s’approche

du désordre critique), et le fait de négliger les fluctuations thermiques comme dans la théorie de

champ moyen local n’empêche pas de décrire correctement les aspects universels du comporte-

ment critique (la valeur des quantités non-universelles comme la température de transition est

en revanche affectée).

L’étude des fluides adsorbés au voisinage de la criticalité (à l’équilibre) n’est pas l’objet de

notre travail (nous avons d’ailleurs remarqué dans le chapitre I-2 qu’il était fort improbable

que le régime critique d’équilibre soit accessible expérimentalement). À la lumière de ce qui

a été fait pour le RFIM dans le cadre de la théorie de champ moyen local [158], il est pro-

bable que cette étude nécessiterait un calcul plus exhaustif des états métastables. On s’attend

en effet à ce qu’un certain nombre de solutions des équations d’Euler-Lagrange se mettent à

contribuer aux propriétés thermodynamiques au voisinage de la criticalité : en d’autres termes,

l’écart entre leurs énergies libres (plus précisément les Ωα) est d’ordre 1 et non plus d’ordre N .

C’est ce phénomène qui est vraisemblablement responsable de l’échec de la méthode perturba-

tive prévoyant la réduction dimensionnelle. Il faut alors, comme suggéré dans [158] réorganiser

la théorie de champ moyen en sommant sur toutes ces solutions, pondérées par leur poids de

Boltzmann, c’est-à-dire calculer Ω � � � 1 �
β ✁ ln � ✄ α e

� βΩα ✁ (pour les verres de spins et le mo-

dèle de Sherrington-Kirkpatrick, cette méthode du « champ moyen pondéré » permet de faire le

lien entre les équations TAP et la méthode des répliques [159]). Dans nos études, nous sommes

toujours en dehors du régime critique, et nous avons seulement vérifié que les résultats obte-

nus (c’est-à-dire les isothermes d’équilibre) étaient essentiellement les mêmes en ne prenant en

compte que la solution ayant le grand potentiel le plus bas ou en sommant sur toutes les solutions

calculées.

Le cas des transitions hors d’équilibre (à l’adsorption et à la désorption) est plus important

pour la suite et on peut s’attendre là aussi à ce que les fluctuations dues au désordre jouent

le rôle essentiel. Nous pensons donc que les propriétés universelles du comportement critique

prédites par notre approche sont indépendantes de la température11. Mais il s’agit toutefois

d’une approximation dans la mesure où il ne peut y avoir de réelles transitions de phase hors

d’équilibre à température finie à cause des processus activés. Ce n’est que sur une certaine échelle

de temps (qui peut être très longue en pratique) que « tout se passe comme si » l’on observait

une véritable transition12. C’est cette question cruciale des échelles de temps que nous discutons

maintenant.

Hystérésis et métastabilité

Comme nous l’avons déjà indiqué, la description théorique que nous utilisons est valable

seulement sur une échelle de temps intermédiaire, assez longue pour atteindre l’état métastable

le plus proche mais trop courte pour franchir les barrières et atteindre l’équilibre. Tout laisse à

11De ce point de vue, une comparaison entre les prédictions de la théorie de champ moyen local pour le RFIM

à température finie et les résultats obtenus à température nulle aussi bien pour la transition d’avalanche que pour

la transition de décrochage serait intéressante.
12C’est aussi le cas pour les transitions de phase dans les matériaux magnétiques et les transitions structurales

observées dans les solides martensitiques. En toute rigueur, ces transitions ne sont jamais strictement « ather-

miques » [160].
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penser que c’est bien cette échelle de temps intermédiaire qui est adaptée à la description des

phénomènes d’adsorption. On peut en effet distinguer dans les expériences trois temps caracté-

ristiques associés à un changement du potentiel chimique ou de la pression. Le premier est le

temps de retour à l’équilibre thermodynamique τeq, au delà duquel les isothermes deviendraient

réversibles. Le deuxième est le temps τmet nécessaire pour atteindre un état de « quasi-équilibre »

(c’est-à-dire un nouvel état métastable), au delà duquel les propriétés du système, notamment la

densité du fluide adsorbé, atteignent un plateau. Le dernier est le temps τobs associé à la variation

des paramètres extérieurs imposée par l’expérimentateur. Dans toutes les expériences qui nous

intéressent (effectuées à une température inférieure à la température d’hystérésis Th), τeq est si

grand qu’il ne peut être mesuré : on a donc τeq � τobs. De plus, toutes les boucles d’hystérésis

évoquées dans ce travail sont obtenues dans la limite quasi-statique, dite encore « adiabatique »

(τmet � τobs), c’est-à-dire qu’après toute variation de potentiel chimique, le système dispose d’un

temps suffisant pour que ses propriétés se stabilisent. Cette condition est assez facile à respecter

dans les expériences d’adsorption usuelles où il suffit d’attendre quelques minutes [161]. Nous

avons vu dans le chapitre I-2 que τmet peut en revanche atteindre plusieurs heures dans les aéro-

gels, notamment aux hautes porosités. Dans ce cas, la patience de l’expérimentateur est mise à

rude épreuve afin d’assurer la fin de la relaxation vers un état quasi-stationnaire avant tout nou-

veau changement en potentiel chimique (il faut par ailleurs que la température de l’échantillon

reste constante). Ainsi, de manière générale, les expériences d’adsorption vérifient les conditions

τmet � τobs � τeq (1.8)

Cette séparation des échelles de temps est la justification principale à l’utilisation d’une ap-

proximation de champ moyen et à la dynamique utilisée. Les fluctuations thermiques sont in-

suffisantes pour faire disparâıtre l’hystérésis et les isothermes sont parfaitement reproductibles

expérimentalement : cela indique que l’essentiel de la phénoménologie peut être reproduite en

négligeant l’effet de ces fluctuations. Les états de quasi-équilibre, qui peuvent être très nombreux

à l’intérieur des boucles d’hystérésis comme le montrent les courbes de balayage, peuvent être

alors traités comme des états métastables à durée de vie infinie. Les fluctuations thermiques

ont certainement une influence sur la valeur quantitative des grandeurs non-universelles comme

la température d’hystérésis Th ou la largeur des boucles, mais on peut penser qu’aux échelles

de temps considérées, elles ne modifient ni la nature ni les propriétés générales des processus

impliqués dans l’adsorption ou la désorption [125,152]. Par ailleurs, notre description théorique

respecte la condition d’évolution quasi-statique puisque l’on garde µ constant au cours de la

résolution itérative des équations d’Euler-Lagrange tant que la solution n’est pas atteinte.

Dans le cadre d’un modèle où prédominent les effets du désordre décrits en termes de champs

aléatoires, la présence de métastabilité et d’hystérésis n’est pas une surprise. L’exemple du RFIM

nous apprend que les champs aléatoires piègent les interfaces entre domaines (ici liquides et

gazeux) et ralentit considérablement la dynamique de relaxation vers l’équilibre. En effet, dans

une région corrélée sur une distance ξ, la hauteur B des barrières d’énergie à franchir varie

comme ξψ, où ψ est de l’ordre de l’unité [99, 162]. Le temps typique pour franchir une barrière

étant proportionnel au facteur d’Arrhenius exp � B �
kBT ✁ , le temps de relaxation à l’échelle ξ varie

donc comme τ � ξ ✁ � exp � ξψ �
kBT ✁ 13. C’est cette croissance exponentielle des temps de relaxation

13Inversement, au bout d’un temps t, la longueur de corrélation crôıt comme
�
ln t ✁ 1 ✂ ψ. Ainsi, une étude récente

66



1.2 Discussion

qui justifie l’utilisation de la théorie de champ moyen sur l’échelle de temps expérimentale.

Remarquons néanmoins que la présence de désordre n’est pas une condition sine qua non à

l’apparition de temps de relaxation très longs. Un calcul de la barrière de nucléation associée

à la condensation capillaire dans un pore unique montre ainsi que celle-ci diverge lorsqu’on

s’approche de la transition [164]. Le gaz reste donc métastable sur des temps extrêmement

longs. Ceci explique sans doute les observations expérimentales dans les solides de très faible

porosité et les matériaux ordonnés.

La validité de la théorie de champ moyen local et la prédominance des phénomènes de

métastabilité dans les solides désordonnés sont aussi confirmées par des études de simulation. En

particulier, une étude très complète du modèle de gaz sur réseau appliqué au Vycor [152] montre

que la forme des boucles d’hystérésis et leur évolution avec T et y prédites par la théorie sont

très similaires à celles obtenues dans une simulation Monte Carlo14. Les simulations montrent

par ailleurs que la relaxation vers l’équilibre se ralentit considérablement quand on s’éloigne

du cas y � 1
�
2 où il n’y a pas de champs aléatoires : ni l’algorithme usuel de Métropolis

ni l’algorithme de cluster de Wolff [165] ne permettent d’équilibrer le système et il devient

nécessaire de recourir à des algorithmes plus sophistiqués. Pour y � 0.7 et T
�
Tc

� 0.5 (un cas

pour lequel l’utilisation de l’algorithme de Wolff est encore possible), les simulations mettent en

évidence le régime d’activation thermique, qui autorise le franchissement des barrières d’énergie.

L’étude des fluctuations de densité à l’équilibre montrent que le système reste bloqué dans le

même état pendant un temps assez long, et ne transite que rarement vers d’autres états voisins.

Le temps de relaxation associé devient très grand dès que l’on entre dans la région d’hystérésis,

comme observé expérimentalement.

Une autre question importante est discutée dans [152], celle de l’influence du transfert de

masse. En effet, si le Hamiltonien du gaz sur réseau peut s’exprimer sous la forme d’un modèle

d’Ising modifié, les comportements dynamiques d’un fluide et d’un système magnétique ne sont

pas pour autant identiques. En particulier, il suffit de retourner les spins pour modifier locale-

ment l’aimantation. En revanche, pour augmenter localement la densité de fluide, un apport de

particules est nécessaire et ce transport de matière n’a pas d’équivalent dans le système magné-

tique. Dans un fluide réel, le transport de masse a lieu à partir de la surface externe du solide

et s’effectue par diffusion, ce qui n’est pas pris en compte dans les calculs théoriques ou les si-

mulations effectuées dans l’ensemble grand canonique où les particules sont créées ou annihilées

instantanément quelle que soit leur position à l’intérieur du solide. Sur réseau, la contrainte de

conservation de la masse peut être respectée en utilisant une dynamique de Kawasaki au lieu de

la dynamique de Glauber usuelle15. L’étude menée dans [152] montre que cette contrainte a pour

effet de ralentir encore plus les temps de relaxation : lorsque le paramètre de contrôle extérieur

est changé, il y a d’abord un rapide régime limité par la diffusion, suivi d’un « quasi-équilibre »

qui demeure inchangé sur une échelle de temps supérieure de plusieurs ordres de grandeur à celle

par diffusion de neutrons aux petits angles de CO2 dans un aérogel à 96% [163] montre que la longueur de

corrélation associée aux fluctuations de densité au voisinage du point critique liquide-gaz ne dépasse guère la

longueur de corrélation de l’aérogel.
14Les boucles sont en revanche trop proches de µsat : les fluctuations thermiques jouent quand même un rôle

quantitatif.
15Dans la dynamique de Kawasaki [166], on choisit au hasard un site de fluide où τi � 1 et on tente un échange

avec un site de fluide voisin où τi � 0 en utilisant le critère de Métropolis.
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du régime diffusif. C’est précisément ce qui est observé expérimentalement.

Il n’est par ailleurs pas évident que les états métastables visités par le système soient les

mêmes dans un calcul grand canonique et dans un calcul prenant en compte le processus réel de

transport de masse. Il semble pourtant que tel est le cas si l’on en croit l’étude d’un modèle mo-

léculaire de xérogel (voir figure I-1.8) faite à la fois par simulation Monte Carlo grand canonique

et dynamique moléculaire [167], le solide étant en contact physique avec un réservoir de gaz. La

relaxation vers les états de quasi-équilibre est plus lente dans la dynamique moléculaire, mais

les isothermes obtenues dans les deux situations sont remarquablement identiques. Il semble

en fait que dans le Monte Carlo grand canonique, la création de particules durant l’adsorption

s’effectue essentiellement dans les régions de faible densité et en particulier à l’interface entre

la phase gazeuse et les domaines déjà condensés (les autres tentatives d’insertion de particules

ont une probabilité d’acceptation beaucoup plus faible). La destruction de particules durant la

désorption a aussi lieu dans ces mêmes régions. Les états métastables visités (et donc les iso-

thermes) sont donc très similaires à ceux obtenus par la dynamique moléculaire. Un tel calcul

mériterait certainement d’être répété pour d’autres systèmes et sur des échelles de temps plus

longues. Mais c’est une indication importante que la métastabilité décrite dans une approche

négligeant le transport de masse a bien un sens physique.
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Annexe : Résolution itérative des équations d’Euler-Lagrange

Pour mettre en œuvre la dynamique de température nulle, nous avons résolu les équations

d’Euler-Lagrange en utilisant une méthode d’itération. À partir des densités initiales ρi (corres-

pondant au potentiel chimique précédent), on détermine les potentiels effectifs vi, et les nouvelles

densités ρ �i :

ρ �i � ηi

1 ✄ exp � � β vi ✁ avec vi
� µ ✄ wff

�
j

✁
i

� ρj ✄ y � 1 � ηj ✁ ✁ (1.9)

L’itération est répétée jusqu’à atteindre un point fixe
�
ρ

�

i ✁ . Outre sa simplicité, l’avantage majeur

de cette méthode est de ne converger que vers les minima [168], et jamais vers les autres types de

points stationnaires. Parce que cette propriété est cruciale, nous en donnons ici la démonstration,

tirée de [148].

En exprimant le potentiel effectif sous la forme

vi
� �

☎
Ω☎
ρi

✄ 1

β
ln

ρi

1 � ρi
, (1.10)

et en ne considérant que les sites non occupés par le solide, on peut réécrire la procédure d’ité-

ration directement en fonction du grand potentiel

g
� 1 � ρ �i ✁ � g

� 1 � ρi ✁ � � α
☎
Ω☎
ρi

(1.11)

où

g
� 1 � u ✁ � 1

β
ln

u

1 � u
(1.12)

et α � 1. La fonction g est ici fixée (g � u ✁ � ✆
1 ✄ e

� βu ✞ � 1), mais le raisonnement qui suit reste

valable pour toute fonction g bijective et strictement croissante (de même pour α qui vaut ici 1

mais pourrait prendre toute valeur strictement positive, ce paramètre permettant de contrôler

le mélange entre les anciennes et nouvelles valeurs des ρi). L’équation 1.11 montre qu’un point

de la procédure d’itération est un point stationnaire du grand potentiel, et vice versa.

On peut alors relier la stabilité de la procédure d’itération aux propriétés du Hessien de Ω,

Lij
� ☎ 2Ω

� ☎
ρi

☎
ρj . Considérons une configuration ρi

� ρ
�

i ✄ δρi infiniment proche du point

fixe ρ
� � �

ρ
�

i ✁ . Après une itération, les nouvelles densités vérifient ρ �i � ρ
�

i ✄ δρ �i. En utilisant

l’équation 1.11 qui se réécrit ρ �i � g � g � 1 � ρi ✁ � α
☎
Ω

� ☎
ρi ✁ , on obtient :

δρ �i
d

�

i

�
�
j

Kij � ρ � ✁ δρj
d

�

j

(1.13)

où d
�

i
� g � � g

� 1 � ρ �

i ✁ (g � est la dérivée de g) et Kij est une matrice symétrique réelle dont les

éléments sont

Kij � ρ � ✁ � δij � αd
�

i Lij � ρ � ✁ d �

j (1.14)

que l’on peut noter K � 1 � αDLD, où D est la matrice diagonale définie positive Dij
� δijd

�

i .

L’itération de l’équation 1.14 ne peut converger vers le point fixe que si les valeurs propres de

la matrice K sont en valeur absolue strictement inférieures à 1. Cela implique que

αλmin
✁

0 et αλmax ✂ 2 (1.15)
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où λmin et λmax désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale de la ma-

trice DLD. Si α est positif, la première inégalité montre que la procédure d’itération converge

si le Hessien est défini positif, autrement dit si le point stationnaire est un minimum. Le seconde

égalité n’est a priori pas vérifiée dans le cas général. Ceci indique que si les itérations convergent

seulement vers des minima, il n’est pas exclu que certains minima restent hors de portée. Cepen-

dant, dans le cas du modèle de Sherrington-Kirkpatrick (pourN fini) et pour α � 1, il est observé

numériquement [148] que lorsqu’un minimum disparait, les valeurs propres extrêmes de K sont

égales en valeur absolue mais de signe opposée, de telle sorte que les deux inégalités 1.15 perdent

leur validité simultanément. Il semble donc que, au moins dans ce cas, la condition 1.15 soit

vérifiée en pratique.

La recherche des minima du grand potentiel par une méthode de gradient assure qu’à chaque

étape le grand potentiel diminue selon la ligne de plus grande pente. Quelle est l’évolution

du grand potentiel au cours de la résolution itérative ? Nous avons constaté que dans toutes

les situations examinées, Ω diminue à chaque itération. Même si une telle propriété semble

difficilement démontrable, elle apparâıt empiriquement vérifiée. La résolution itérative permet

donc de mettre en œuvre une dynamique de température nulle où le système relaxe vers le

minimum local le plus proche. Notons que dans la pratique le processus d’itération a été modifié

de manière à réduire le temps de résolution (voir l’article 1 de la partie III). L’algorithme

modifié donne des résultats identiques au processus d’itération simple, et tout laisse penser que

les propriétés de convergence sont les mêmes.

Enfin, il est utile de signaler une propriété importante associée à la résolution itérative

des équations de champ moyen local. Pour une réalisation du solide
�
ηi ✁ , considérons deux

configurations du fluide a et b telles que ρai
�
ρbi pour tout site i du réseau. En raison de la

convexité de la fonction exponentielle, cette relation d’ordre est préservée au cours des itérations,

autrement dit à toute itération n, ρ
a, ✄ n ✆
i

�
ρ
b, ✄ n ✆
i . Cette propriété est similaire à la « no-passing

rule » du RFIM hors d’équilibre à température nulle [104]. Une première conséquence est qu’en

partant d’une configuration initiale vide (resp. pleine), c’est-à-dire où ρi
� 0

�
i (resp. ρi

� 1),

on obtient la solution dont la densité moyenne ρ � � 1�
N ✁ ✄ i ρi est la plus petite (resp. la

plus grande). Les courbes ρmin � µ ✁ et ρmax � µ ✁ cöıncident avec les isothermes d’adsorption et de

désorption, et comme la densité moyenne de toutes les autres solutions est comprise entre ρmin
et ρmax, on ne peut trouver des états métastables qu’à l’intérieur de la boucle d’hystérésis. Nous

reviendrons sur cette question dans la dernière partie de ce travail. La deuxième conséquence

de la « no-passing rule » est la propriété de « return point memory », démontrée également

dans le cas du RFIM à T � 0 : lorsque le chemin en potentiel chimique inclut la séquence

µA ✂ µB ✂ µC ✂ µB (avec µA ✂ µC ✂ µB), les deux configurations au potentiel chimique

µB sont totalement identiques. Cette propriété peut être vérifiée expérimentalement (voir par

exemple [116]).
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2.1.2 Structure des aérogels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.1.3 Propriétés macroscopiques et applications . . . . . . . . . . . . . . 75
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Nous avons vu dans le chapitre précédent comment le fluide adsorbé dans un matériau

poreux peut être représenté par un modèle de gaz sur réseau. Nous nous intéressons maintenant

à la modélisation de l’aérogel. En raison de leurs propriétés exceptionnelles, notamment leurs

très hautes porosités et l’existence de corrélations fractales dans leur structure, les aérogels ont

suscité de nombreux travaux [169,170]. Le cas des aérogels de silice est l’un des plus étudiés. Nous

résumerons d’abord leur procédé de synthèse, avant d’évoquer les propriétés structurales mises en

évidence expérimentalement. Nous verrons ensuite comment modéliser la structure de l’aérogel

grâce à un algorithme d’agrégation de « clusters » limitée par diffusion (DLCA) ; en reproduisant

le processus de formation des aérogels, l’algorithme DLCA en donne une représentation très

réaliste. Enfin, nous essaierons de caractériser la géométrie des aérogels modélisés.

2.1 Aérogels de silice

2.1.1 Synthèse

La synthèse des aérogels comporte essentiellement deux étapes : d’abord un procédé sol-gel

puis un séchage hypercritique. Du tétraméthoxylane (TMOS) ou tétraéthoxylane (TEOS) est

dissous dans un mélange d’eau et d’éthanol, dont le pH est fixé par l’ajout d’une base ou d’un
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Chapitre II-2 Aérogels : structure et modélisation

acide. Le TMOS subit alors une hydrolyse schématisée par l’équation-bilan

� Si�

�

� OCH3 ✄ H2O ✁ ✂ � Si�

�

� OH ✄ CH3OH (2.1)

Les groupes Si � OH sont instables et se combinent dans une réaction de polymérisation :

� Si�

�

� OH ✄ HO � Si�

�

�✂✁ ✂ � Si�

�

� O � Si�

�

� ✄ H2O (2.2)

À la fin de la réaction, toutes les molécules de TMOS ont été hydrolysées puis polymérisées, et

forment un squelette de silice (SiO2) qui s’étend partout dans la solution. L’ensemble est appelé

alcogel. La cinétique des réactions d’hydrolyse et de polymérisation dépend beaucoup du pH de

la solution. En milieu acide, l’hydrolyse est très rapide et quasiment complète avant même le

début de la polymérisation ; l’alcogel résultant est composé de longs brins de silice connectés

de manière aléatoire. En milieu basique, les constantes de temps des réactions 2.1 et 2.2 sont

similaires ; il se forme d’abord des petites sphères de silice, qui vont ensuite s’agréger pour former

le gel. La nature de la catalyse, acide, neutre ou basique (et probablement la valeur exacte du

pH) influe donc sur le processus de formation du gel, et sur les propriétés de sa structure.

La fraction volumique occupée par le squelette de silice, et dès lors la porosité du futur

aérogel, sont déterminées par la quantité de solvant dans la solution initiale. Pour le processus

que nous venons de décrire, la porosité finale de l’aérogel est toujours comprise entre 86% et 98%.

Pour obtenir des gels de porosité supérieure, il est nécessaire de recourir à une polymérisation

en deux étapes : dans un premier temps, le TMOS est hydrolysé en milieu acide, mais dans

une quantité d’eau insuffisante pour l’hydrolyse totale, il en résulte la formation d’oligomères de

silice de petites tailles uniquement, qui ne permettent pas la formation du gel. Dans un second

temps, ces oligomères sont placés dans un autre solvant, en milieu basique, et avec une quantité

d’eau suffisante pour former le gel. De la sorte, des porosités de 99.8% ont pu être atteintes [171].

L’obtention d’un aérogel à partir d’un alcogel nécessite des précautions particulières dans

l’élimination du solvant. En effet, en laissant simplement le solvant s’évaporer, il se forme une

interface liquide-gaz, qui exerce sur le gel des forces capillaires suffisantes pour déformer de ma-

nière irréversible la structure et la briser localement. En particulier, les plus grandes cavités sont

susceptibles de se recroqueviller au passage du ménisque, et l’ensemble de la structure s’écroule

sur elle-même. Cependant, si l’évaporation est réalisée de manière contrôlée et suffisamment

lente, le nombre de fractures reste limité, et le squelette de silice garde son caractère monoli-

thique. Le matériau ainsi obtenu est un xérogel, dont la porosité est inférieure à 90%, car les

plus grands vides ont disparu.

Un aérogel s’obtient en éliminant le solvant d’un alcogel sans modifier la structure du gel

de silice. Une telle opération requiert un séchage hypercritique : l’alcogel est d’abord chauffé au

dessus de la température critique du solvant puis la pression est abaissée jusqu’à son extraction

complète, avant refroidissement. De la sorte, le gel de silice n’est pas affecté par la formation

d’un ménisque et conserve l’essentiel de sa structure. Il est néanmoins courant que le séchage

hypercritique provoque quelques fractures et parfois un rétrécissement de l’échantillon. Le chauf-

fage du gel à haute température n’est pas sans inconvénient. D’une part, il peut entrainer une

certaine redistribution de la silice du gel ; d’autre part, il empêche l’inclusion dans la silice de cer-

taines espèces (catalyseur par exemple), qui ne résisteraient pas aux conditions hypercritiques.
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2.1 Aérogels de silice

Fig. 2.1 – Visualisation par TEM d’un aéro-

gel de très haute porosité (99.6%). L’échelle

est indiquée par le trait blanc qui mesure

50 nm. D’après [172].

Fig. 2.2 – Visualisation par TEM d’un aé-

rogel de porosité 95%. On distingue ici les

particules de silice qui forment la structure

de l’aérogel. D’après [70].

C’est pourquoi le solvant alcoolique est quelquefois remplacé par du gaz carbonique, dont la

température critique est bien plus basse.

2.1.2 Structure des aérogels

La visualisation directe de la structure des aérogels est possible par microscopie électronique à

transmission (TEM). La figure 2.1 montre l’exemple d’un aérogel de porosité extrêmement élevée

(99.6%). En raison du procédé utilisé (une couche d’un mélange carbone-platine est déposée

sur l’aérogel puis la silice est éliminée), la résolution est de l’ordre de 10 nm. La structure

observée est difficile à décrire : des brins de silice, d’aspect compliqué, sont enchevêtrés de

manière aléatoire. Une étude stéréoscopique a permis d’évaluer la taille des cavités, qui varie

de 10 à plus de 200 nm. Dans cet intervalle, on ne distingue aucune longueur caractéristique.

La visualisation d’un aérogel basique16 de porosité 95% est reproduite dans la figure 2.2. Ici, on

distingue clairement des particules de silice, de forme approximativement sphérique, et de taille

comprise entre 5 et 10 nm. Ces particules sont agrégées de manière irrégulière.

Une description plus quantitative de la structure des aérogels est possible grâce à des mesures

de diffusion, aux rayons X ou neutrons. La figure 2.3 montre les intensités mesurées par diffusion

de neutrons aux petits angles pour des aérogels neutre, acide et basique [173]. La caractéristique

la plus originale est l’existence de corrélations fractales, révélées par un régime linéaire dans la

courbe I � q ✁ tracée en échelle log-log. En effet, pour un objet fractal de dimension Df , l’intensité

diffusée I � q ✁ décroit algébriquement avec le vecteur d’onde, plus précisément I � q ✁ � q
� Df . Le

16
« aérogel basique » est un raccourci employé dans la suite pour « aérogel synthétisé en milieu basique ».
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régime fractal s’étend sur deux décades au plus ; il est limité par deux longueurs de coupure,

minimale et maximale, que l’on notera respectivement d et ξg. Aux petits vecteurs d’onde (q �

1
�
ξg), la structure apparâıt comme homogène et l’intensité tend vers une constante indépendante

de q (régime de Guinier). La longueur d donne la taille des unités les plus petites qui composent

la structure. S’il s’agit de particules, l’intensité diffusée aux grands vecteurs d’onde (q � 1
�
d)

révèle éventuellement les propriétés de leur surface. De manière générale [174], une surface de

dimension fractale Ds est caractérisée par I � q ✁ � q6 � Ds .
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Fig. 2.3 – (a) Intensité diffusée par des aérogels neutres. Chaque ligne correspond à un ajuste-

ment selon la formule 2.3. Le régime fractal est bien visible aux porosités les plus hautes. (b)

Intensité diffusée par des aérogels acides et basique. Les lignes courbes montrent des ajustements

selon la formule 2.3. Les deux droites montrent le régime fractal et le régime de Porod. Toutes

les courbes ont été décalées pour la lisibilité des figures. D’après [173].

Dans les aérogels neutres, en particulier aux porosités élevées, l’ensemble des courbes expé-

rimentales peut être ajusté par une fonction de la forme

I � q ✁ � ξ2g
sin

✁ � Df � 1 ✁ tan
� 1 � qξg ✁ ✄�

1 ✄ q2ξ2g ✁ ✄ Df � 1 ✆ ✁
2

(2.3)

Cette fonction décrit à la fois le régime de Guinier et le régime fractal, ainsi que le « crossover »

entre les deux qui se produit pour une longueur ξg. La dimension fractal Df déterminée par

ajustement change peu avec la porosité et reste proche de 2.4 ; en revanche, ξg varie de de 10

à 400 nm. Dans les aérogels les plus légers, le régime fractal s’étend au moins jusqu’à q ✁ 0.25

Å
� 1, suggérant pour d une taille presque moléculaire.

Dans le cas des aérogels basiques, la courbe I � q ✁ comporte trois régimes distincts. Aux grands

vecteurs d’onde, l’intensité décroit comme q
� 4, ce qui traduit la diffusion par une surface lisse

(c’est-à-dire dont la dimension « fractale » Ds est égale à 2) ; ce régime de Porod indique que
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la surface des particules sphériques observées par TEM est sans aspérité. L’évaluation de la

longueur d à partir de I � q ✁ donne une valeur de l’ordre de quelques nanomètres (une valeur

souvent citée dans la littérature [175], mais notons cependant que la visualisation directe de la

figure 2.2 indique des valeurs supérieures). Par ailleurs, le régime fractal, qui occupe à peine

une décade ici, donne une dimension fractale proche de 1.9, nettement plus petite que pour les

aérogels acides et neutres ; la structure des aérogels basiques est donc particulièrement « lâche »

et « ouverte ».

En conclusion, on voit que la structure de l’aérogel dépend largement de ses conditions

de synthèse. En particulier, la dimension fractale est plus petite pour les aérogels basiques.

Le caractère fractal est observable seulement aux porosités les plus hautes, lorsque l’intensité

diffusée montre une portion linéaire sur une décade au moins. Pour des aérogels plus denses,

décrire l’aérogel comme un solide à la structure fractale serait abusif.

2.1.3 Propriétés macroscopiques et applications

Bien que la première synthèse des aérogels remonte à 1930, c’est seulement dans les années

80 que leur étude a connu ses développements les plus importants. En témoigne une série de

conférences entièrement dédiées aux aérogels et à leurs applications (International Symposium

on Aerogels). Il est vrai qu’à de nombreux égards, les aérogels sont des matériaux exception-

nels [176].

Leur porosité est bien sûr la plus élevée parmi tous les matériaux poreux. Un aérogel de

99.8% est aussi le plus léger des solides, et sa masse est comparable à celle de l’air qu’il contient.

La grande surface spécifique des aérogels (au moins 400 m2.g
� 1) peut les rendre particulièrement

efficaces dans les usages traditionnels des matériaux poreux, depuis la catalyse jusqu’au filtrage.

Leur haute porosité leur confère par ailleurs des propriétés optiques particulières, notamment

la transparence et un indice de réfraction particulièrement bas. Cette propriété a motivé l’une

des premières utilisation des aérogels, dans la détection des particules par effet Cherenkov. Du

côté des propriétés mécaniques, l’aérogel se caractérise par un module d’Young qui varie en loi

de puissance avec la porosité. De plus, la vitesse du son est une des plus basses parmi tous les

solides (inférieure à 100 m.s
� 1). Enfin, la conductivité thermique des aérogels de haute porosité

est plus basse que pour tous les autres solides, ce qui en fait des isolants très performants et

motive leur première utilisation commerciale (comme on l’a vu au chapitre I-2, cette propriété

est sans doute un inconvénient dans les expériences d’adsorption). Mentionnons pour finir un

usage quelque peu exotique des aérogels dans le domaine spatial [177]. L’utilisation d’aérogel a

permis de récupérer sans les détériorer des poussières cosmiques, de taille comprise entre 0.1 et

100 µm et se déplaçant à grande vitesse (typiquement 10 km.s
� 1). La structure extrêmement

diluée du solide permet de ralentir les particules assez progressivement pour éviter leur fusion

ou évaporation, tandis que la transparence permet de localiser les particules piégées.

En dépit des ces propriété remarquables, l’utilisation des aérogels reste aujourd’hui limitée

à des applications très spécifiques. Les obstacles à un usage plus large sont considérables :

d’une part la difficulté et le coût de la synthèse restent élevés, en particulier pour des blocs

monolithiques, d’autre part l’aérogel est mécaniquement fragile. De nouveaux développements

sont en cours dans la classe des aérogels organiques, qui étudient la possibilité de réaliser des

supercondensateurs, des électrodes de piles à combustible ou des matériaux super-isolants.
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2.2 Modélisation des aérogels basiques

Une partie des travaux théoriques concernant les aérogels se sont appuyés sur une représen-

tation très schématique du solide, en supposant que les détails de la microstructure n’ont que

peu d’influence sur les phénomènes étudiés (transitions de phase liquide-gaz ou superfluide de

l’hélium). Par exemple, seul le caractère désordonné de la structure est pris en compte. Ainsi

l’aérogel a été modélisé par un ensemble connecté de segments de longueur aléatoire, et orien-

tés selon l’une des trois directions orthogonales [178]. La structure est générée en partant d’un

unique segment, qui crôıt d’une longueur aléatoire, avant de se diviser en deux branches, qui

croissent à leur tour de façon identique ; le processus s’arrête dès que la porosité voulue est

atteinte. Dans une autre étude [179], l’aérogel est modélisé comme un agrégat infini au seuil de

percolation (dont la dimension fractale est proche de celle des aérogels neutres). D’autres mo-

délisations négligent entièrement le caractère désordonné de l’aérogel. Ainsi, dans une étude des

propriétés d’adsorption [180], l’aérogel est assimilé à une structure de type « cage d’écureuil »,

c’est-à-dire un assemblage régulier de cylindres formant des cages cubiques. Une telle structure

ne comporte que deux longueurs caractéristiques (le diamètre des cylindres et la taille des cages).

L’objectif est d’examiner l’effet de parois solides de forme convexe sur le processus d’adsorption.

Enfin, pour étudier la déformation de l’aérogel au cours de l’adsorption, l’aérogel a été représenté

par un ensemble de particules solides, formant des « colliers » qui sont entrelacés en un treillis

régulier [181]. C’est là encore une description assez sommaire.

2.2.1 Algorithme d’agrégation de « clusters » limitée par diffusion (DLCA)

Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre I-2, les boucles d’hystérésis mesurées dans diffé-

rents types d’aérogels (neutres ou basiques) ne sont pas identiques. Il semble donc important de

prendre en compte la microstructure de l’aérogel pour comprendre les propriétés d’adsorption.

C’est pourquoi nous avons utilisé une modélisation plus réaliste des aérogels. En fait, c’est le

processus de formation lui-même qui est modélisé. Dans le cas des aérogels basiques, qui sont

les aérogels les plus fréquemment utilisés dans les expériences d’adsorption, c’est un algorithme

DLCA qui semble le mieux à même de reproduire ce processus. Initialement placées au hasard,

des particules sont animées d’un mouvement de diffusion. Tout contact entre deux particules

crée entre elles une liaison définitive ; les agrégats ainsi formés diffusent également, mais d’au-

tant moins vite qu’ils sont grands. Le processus s’achève lorsque toutes les particules se sont

rassemblées en un unique agrégat.

L’algorithme DLCA [182, 183] est défini aussi bien dans le continu que sur le réseau. Nous

donnons ici les détails de l’algorithme dans sa version discrète. Sur un réseau contenant N sites,

muni de conditions aux limites périodiques, N � 1 � φ ✁ particules sont placées au hasard, sachant

qu’il y a au plus une particule par site. À un stade ultérieur, les particules se sont rassemblées en

agrégats. On note ni le nombre de particules dans l’agrégat i. À chaque étape de l’algorithme,

un agrégat i est tiré au sort avec une probabilité

pi
� n

� α
i

✄ i n
� α
i

(2.4)

où α est une constante positive. L’agrégat choisi est alors déplacé d’un pas sur le réseau dans

une direction choisie au hasard. De la sorte, chaque agrégat effectue une marche aléatoire dont
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le coefficient de diffusion est fixé par α. Si l’agrégat i entre en contact avec un second agrégat

j (c’est-à-dire qu’une particule de l’agrégat i et une particule de l’agrégat j se trouvent sur des

sites voisins), tous deux sont regroupés dans un nouvel agrégat17. Un autre agrégat est alors

tiré au hasard. Le processus est répété tant qu’il reste plusieurs agrégats. L’agrégat final s’étend

sur toute la largeur du réseau, quelle que soit la direction considérée. La figure 2.4 montre la

configuration des particules, et l’allure des agrégats, à différents stades du processus DLCA pour

un aérogel de porosité 99%. Il est frappant de voir à quel point la structure finale diffère d’un

placement aléatoire des particules (qui correspond à l’état initial).

Fig. 2.4 – Visualisation du processus DLCA. Initialement placées au hasard, les particules

s’agrègent jusqu’à former un agrégat unique. Le nombre d’agrégats vaut successivement 2500,

1000, 100, 25, 10 et 1 (l’amas est entièrement connecté en raison des conditions aux limites

périodiques). La porosité de l’aérogel obtenu est 99%.

La valeur de α détermine le coefficient de diffusion des agrégats en fonction du nombre

de particules ni qui les composent. À un stade intermédiaire du processus d’agrégation [184,

185], les agrégats formés ont une structure fractale : leur rayon de giration Rg crôıt comme

Rg � n
1

✁
Df

i , avecDf ✁ 1.75. Si l’on suppose un coefficient de diffusion inversement proportionnel

à la taille caractéristique (donnée par Rg), comme c’est le cas pour un objet compact, on obtient

α � � 1
�
Df ✁ � 0.55. En fait, la structure de l’agrégat final dépend très peu de la valeur précise

de α, du moment qu’elle est inférieure à 0.5. Ceci n’exclut pas que d’autres grandeurs, telles que

la distribution de taille d’agrégats aux stades intermédiaires du processus d’agrégation, soient

sensibles à la valeur de α.

La structure obtenue au terme du processus DLCA permet une description fidèle des aérogels

17Lorsqu’un agrégat entre en contact avec plusieurs autres, seul l’un d’entre eux, tiré au hasard, est rattaché

au premier.
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basiques, comme le montrent les travaux menés à Montpellier [186,187]. Cette conclusion repose

principalement sur la comparaison entre l’intensité diffusée par un aérogel réel et celle calculée

avec l’aérogel construit par DLCA. L’algorithme est ici mis en oeuvre dans sa version continue.

Les particules sont des sphères, dont le diamètre est pris comme unité de longueur. Leur position

initiale est fixée par un processus d’addition séquentielle. Le déplacement des agrégats s’effectue

uniquement dans trois directions orthogonales et sur une distance unité. Lorsqu’un agrégat vient

en percuter un autre, son déplacement est ajusté de manière à réduire le contact à un seul point

(les particules sont impénétrables). Remarquons que contrairement au cas discret, la version

continue permet facilement de prendre en compte la polydispersité des particules.

Fig. 2.5 – Comparaison

entre l’intensité diffusée par

un aérogel basique (sym-

boles) et l’intensité dif-

fusée par une structure

DLCA (lignes). Seuls deux

paramètres ajustables sont

utilisés. La porosité vaut

96.7, 95.7 et 95% (de bas en

haut). Les courbes sont dé-

calées pour rendre la figure

plus lisible. D’après [187].

Pour calculer l’intensité qui serait diffusée par l’aérogel modèle, il convient de multiplier le

facteur de structure S � q ✁ par le facteur de forme d’une particule (ici de forme sphérique). Le

facteur de structure S � q ✁ est obtenu à partir de la transformée de Fourier de g � r ✁ � 1 où g � r ✁ est

la fonction de corrélation de paires (définie un peu plus loin). Les courbes I � q ✁ obtenues pour des

aérogels de porosité 95 à 96.7% sont représentées dans la figure 2.5. Elles font intervenir seulement

deux paramètres ajustables, une constante multiplicative pour l’intensité et le diamètre des

particules. Changer les valeurs de ces deux paramètres ne modifie pas l’allure de la courbe mais

entrâıne une simple translation selon chacun des axes. L’ajustement aux courbes expérimentales

est très satisfaisant, et donne pour diamètre des particules 4.6 nm. Notons que malgré la porosité

élevée, les courbes expérimentales et théoriques montrent un régime fractal beaucoup moins net

que dans le cas des aérogels neutres. Dans les courbes théoriques, les oscillations aux grands

q sont un artefact de la monodispersité des particules. L’accord entre théorie et expérience

demeure néanmoins satisfaisant, au moins pour les porosités étudiées. En effet, l’algorithme

DLCA néglige plusieurs aspects qui sont sûrement présents expérimentalement : non seulement

la polydispersité mais aussi la possibilité de mouvements de rotation diffusifs des agrégats, ainsi

que leur éventuelle restructuration.

Concluons par deux remarques. L’algorithme DLCA permet non seulement d’étudier l’agré-

gat final mais aussi le phénomène d’agrégation lui-même. Il est donc possible d’étudier la forme
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et la taille des agrégats au cours du processus [184,185]. Là encore, le calcul de l’intensité diffusée

permet de comparer avec l’expérience. Par ailleurs, la synthèse des aérogels neutres et acides est

sans doute mieux modélisée par un algorithme RLCA (« reaction-limited cluster-cluster aggre-

gation »).

2.2.2 Caractérisation géométrique

Examinons à présent les propriétés structurales des aérogels obtenues par DLCA. Comme la

modélisation du système fluide-poreux, présentée dans le chapitre précédent, est déjà sur réseau,

c’est la version discrète de l’algorithme qui est utilisée. Nous utilisons un réseau cubique centré,

de taille L généralement comprise entre 25 et 200. Le nombre total de sites sur le réseau est

L � 2N3. Comme toujours, le pas du réseau, noté a, est pris comme distance unité (a correspond

à la longueur du côté d’une maille élémentaire contenant deux sites, la distance entre proches

voisins est donc a � 3
�
2).

Fig. 2.6 – Aérogels de porosité 87, 95 et 99% construits sur des réseaux de taille L � 25, 50 et

200.

La figure 2.6 montre des aérogels de porosité 87, 95 et 99%, construits sur des réseaux de

tailles respectives 25, 50 et 200. À mesure que la porosité augmente, la structure apparâıt comme

hétérogène sur des longueurs de plus en plus grandes ; un aérogel de porosité 99% contient donc

de grands « vides » qui sont complètement absents dans les aérogels plus denses. Il faut aussi

remarquer que l’espace poral de l’aérogel ne peut guère se décrire en termes de pores reliés par

des constrictions. Ceci est particulièrement net aux porosités les plus hautes. Enfin, on voit mal

quelles zones du solide pourraient être assimilées à une paroi, alors que la définition d’un pore,

quelle que soit sa forme, suppose toujours une surface bien définie. Les agrégats de particules,

au lieu de constituer une paroi, forment plutôt une multitude d’anfractuosités.

Pour une caractérisation plus quantitative de la structure du gel, on peut d’abord s’intéresser

à l’environnement local des sites, qu’ils soient occupés par une particule de solide (sites dits

« solides » ) ou non (sites dits « vides »). Le tableau 2.1a donne les proportions de sites solides

qui comptent dans leur voisinage un nombre n de sites solides. Les résultats dépendent peu de la

porosité ; pour environ un tiers des particules, n � 2 et pour un autre tiers, n � 3. Ceci indique

que même à haute porosité, une description de l’aérogel en termes de filaments (comparable à un

« collier de perles » de particules) est seulement approximative. En effet, pour de longues chaines
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n P � n ✁
1 12-13

2 29-32

3 31

4 16-19

5 5-7

(a) 6-8 0-1

φ (%)

n 99 95 90 87

0 97 83 65 55

1 2 10 19 24

2 - 5 10 12

3 - 2 4 5

(b) 4 - - 1 2

Tab. 2.1 – Environnement local des sites « solides » (a) et « vides » (b). Le tableau (a) donne

le pourcentage de sites « solides » qui possèdent n sites « solides » parmi leurs proches voisins.

Le tableau (b) donne le même pourcentage pour les sites « vides » à différentes porosités φ. Les

pourcentages inférieurs à l’unité ne sont pas indiqués.

faiblement connectées, la valeur moyenne de n serait très proche de 2. Contrairement aux sites

solides, l’environnement des sites vides change beaucoup avec la porosité (tableau 2.1b). Dans un

aérogel de porosité 99%, l’immense majorité des sites vides n’est pas en contact avec l’aérogel ;

le « manchon », défini comme l’ensemble des sites vides possédant au moins une particule de

solide dans leur voisinage, est presque négligeable. Il n’en est pas de même pour un aérogel

de porosité 87%, dans lequel près de la moitié des sites vides font partie du manchon, et un

nombre significatif d’entre eux est en contact avec deux particules de solide. Même si elles sont

purement locales, ces différences de structure auront des répercussions très nettes sur le processus

d’adsorption.

La structure globale de l’aérogel peut être caractérisée par la fonction de corrélation de

paires g � r ✁ , qui est proportionnelle au nombre moyen de particules solides qui se trouvent à

une distance r d’une particule solide18. Plus précisément, le nombre de particules contenues

dans une couronne sphérique de rayon r et d’épaisseur dr, est donné par 4πr2ρg � r ✁ , où ρ est la

densité moyenne en particules (les détails sur le calcul de g � r ✁ sur le réseau seront précisés dans

l’article 4 de la partie III). Pour obtenir des courbes assez précises, il est nécessaire de prendre

une moyenne sur un grand nombre de réalisations de l’aérogel ; ce nombre de réalisations est

d’autant plus grand que la taille du réseau est petite et la porosité élevée.

La figure 2.7a représente les fonctions de corrélation calculées pour des aérogels dont la po-

rosité varie de 87% à 99%. Ces courbes appellent trois remarques. On constate d’abord que pour

φ
�

95%, g � r ✁ devient très proche de 1 dès que r dépasse 15, indiquant des corrélations faibles au

delà de cette distance. Une taille de réseau L � 100 est donc suffisante pour correctement décrire

la structure de l’aérogel. Ce n’est pas le cas pour les aérogels de porosité 97, 98 et surtout 99%,

qui présentent des corrélations significatives même pour r � 50 ; c’est pourquoi un réseau plus

grand (L � 200) est ici nécessaire. On constate ensuite que g � r ✁ possède un minimum nettement

visible à une distance notée ξg : c’est une longueur caractéristique de la structure qui crôıt avec

φ. Enfin, pour les plus hautes porosités, le tracé de g � r ✁ en échelle log-log montre pour r
�
ξg,

une partie linéaire, qui traduit l’existence de corrélations fractales dans la position des particules

de solide (figure 2.7b). Malgré l’irrégularité des courbes aux petites distances, artefact induit

par le réseau, la pente des droites (qui vaudrait pour un fractal pure 3 � Df ) permet d’estimer

18La structure de l’aérogel est homogène et isotrope, et g ne dépend que du module de r.
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Fig. 2.7 – Fonction de corrélation g � r ✁ pour des aérogels de porosité 87, 90, 92, 95, 97, 98 et 99%

(de gauche à droite). La moyenne porte sur 500 réalisations de taille L � 100 pour φ
�

95% ;

pour les porosités supérieures, L � 200 et la moyenne porte sur trois réalisations au moins.

La figure (a) montre la région autour du minimum de g � r ✁ . La figure (b), en échelle log-log,

montre le régime fractal qui existe pour les porosités les plus hautes. La dimension fractale Df

est donnée par la pente des droites (3 � Df ) et vaut 2.16, 2.01, 2 et 1.88 (de gauche à droite).

la dimension fractale Df ; les valeurs de Df sont comprises entre 2 et 1.8, et diminuent lorsque

φ augmente.

À partir de ces résultats, on peut schématiser la structure du gel comme un arrangement

aléatoire de « blobs » de rayon ξg. Au cours du processus DLCA, les agrégats grossissent in-

dépendamment avant d’entrer en contact pour une taille ξg. A la différence d’objets compacts,

les blobs peuvent largement s’interpénétrer, de sorte que g � r ✁ ne montre pas d’oscillations bien

marquées après le premier minimum, comme ce serait le cas dans un fluide de sphères dures.

Pour les porosités les plus élevées, on peut parler de corrélations fractales à l’intérieur des blobs ;

dans ce cas, ξg correspond à la longueur de coupure haute du régime fractal (qui est mise en évi-

dence dans les expériences de diffusion comme on l’indiqué précédemment). Plus généralement,

ξg s’interprète comme une longueur de corrélation. En supposant les blobs effectivement fractals

(c’est-à-dire que le nombre de particules crôıt comme ξ
Df
g ), on obtient ξg � � 1 � φ ✁ 1

✁ ✄ Df � 3 ✆ . Cette

relation est bien vérifiée comme en témoigne la figure 2.8. Un tel résultat est plutôt surprenant

car pour φ � 0.87, la structure de l’aérogel n’a quasiment plus de caractère fractal. Une analyse

plus approfondie de la structure de l’aérogel [188] a récemment suggéré l’existence de corrélations

« cachées », invisibles dans g � r ✁ , qui se manifestent peut-être ici. La dimension fractale déduite

de la figure 2.8 et de la formule ci-dessus vaut Df ✁ 1.85.

La dimension fractale généralement acceptée pour les structures générées par DLCA est

Df
� 1.75 [189]. Les valeurs trouvées ici sont toutes supérieures mais diminuent lorsque la

porosité augmente (une tendance aussi observée dans [190]). Il est probable que la valeur 1.75

est asymptotique, c’est-à-dire qu’elle est atteinte seulement dans la limite d’une « dilution »
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 10

 0.01  0.1

ξ g

φ

50

Fig. 2.8 – Longueur de cor-

rélation ξg de l’aérogel en

fonction de la porosité φ. La

droite est un ajustement qui

permet d’estimer la dimen-

sion fractale Df ✁ 1.85 (voir

texte).

infinie (lorsque la porosité tend vers 100%).

À partir des mesures de diffraction [82, 191], la longueur de corrélation dans un aérogel

basique de porosité 98%, est estimée comprise entre 65 et 130 nm. Les simulations donnent

ξ ✁ 21, (exprimée en pas du réseau a). On en déduit pour a une valeur comprise entre 3 et 6 nm,

et un diamètre19 des particules de silice entre 2.7 et 5.4 nm. Ces valeurs sont cohérentes avec

celles citées dans la littérature, autour de 3 nm [175, 187, 191] (mais un peu inférieures à celles

déduites de la figure 2.2).

0 5 10 15 20 25
l

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P c
(l)

Fig. 2.9 – Distribution cu-

mulée de la taille des cavités

dans des aérogels de porosité

87, 90, 92, 95, 97, 98 et 99%

(de gauche à droite).

Dans la perspective d’une étude du phénomène d’adsorption, on peut essayer de caractériser

géométriquement la structure de l’aérogel, en calculant par exemple la distribution des distances

entre un site vide et le site solide le plus proche. C’est ce qui est proposé dans l’article 1

de la partie III. Une approche plus précise consiste à déterminer la distribution de la taille des

« cavités ». Une méthode pour calculer cette distribution dans les matériaux poreux désordonnés

a été proposée dans [61] et appliquée au cas du Vycor puis de l’aérogel [141]. Sur réseau, la

19On suppose ici que les particules de solide sont de forme sphérique et sont au contact lorsqu’elles occupent

deux sites proches voisins ; sur le réseau cubique centré, le diamètre des particules est donc d � a � 3 ✁ 2.
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procédure est la suivante : on calcule d’abord pour chaque site sa distance r à l’aérogel. Une

sphère de rayon r est ensuite tracée autour de chaque site. On associe alors à chaque site une

longueur l, définie comme le rayon de la plus grand sphère à laquelle il appartient, et on détermine

la distribution P � l ✁ . Pour un pore de géométrie simple, la distribution P � l ✁ redonne la taille

caractéristique du pore (notons cependant que cette méthode ne dit rien sur la forme précise des

cavités). La figure 2.10 donne la distribution cumulée Pc � l ✁ � ✂ l
0 P � l � ✁ dl � pour des aérogels de

différentes porosités. On constate que la distribution dépend beaucoup de la porosité et qu’elle

devient extrêmement large dans l’aérogel à 99%. Cela a des conséquences importantes pour les

phénomènes d’adsorption. Notons pour terminer que la taille moyenne des cavités l̄ � ✂ lP � l ✁ dl
est proportionnelle à ξg (avec un coefficient proche de 0.5), comme le montre la figure 2.10.

Il semble donc qu’il suffit de deux longueurs pour caractériser les propriétés structurales de

l’aérogel : le diamètre des particules d et la longueur de corrélation ξg.

0 10 20 30 40
ξ

g

0

5
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15

20

l

Fig. 2.10 – Taille moyenne

des cavités l̄ en fonction de

la longueur de corrélation de

l’aérogel ξg. La droite a pour

pente 0.46.
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Troisième partie

Résultats
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Cette troisième partie qui constitue le coeur notre travail regroupe quatre articles en anglais

dont la rédaction s’étale sur les deux dernières années.

Le premier article intitulé Local mean-field study of capillary condensation in silica aerogels,

décrit quelques uns des principaux résultats de notre approche : i) le changement de la forme

des boucles d’hystérésis à basse température en fonction de la porosité du gel, en accord avec

les observations expérimentales du groupe de M. Chan avec l’hélium 4 ii) son interprétation

en terme de transitions de phase hors d’équilibre dont la nature diffère à l’adsorption et à la

désorption iii) la mise en évidence d’une véritable transition de phase d’équilibre dans les gels

les plus dilués (l’isotherme d’équilibre étant obtenue de manière approchée à partir des boucles

de balayage puis analysée par une étude en taille finie) iv) la démonstration numérique que la

cohérence thermodynamique (plus précisément, l’équation de Gibbs reliant la densité du fluide

adsorbé à la dérivée du grand potentiel par rapport au potentiel chimique) est violée le long des

boucles d’hystérésis.

Le deuxième article intitulé Mechanisms for gas adsorption and desorption in silica aero-

gels : the effect of temperature s’intéresse plus particulièrement, comme son titre l’indique, à

l’influence de la température sur les mécanismes d’adsorption et de désorption (dans le premier

article, une seule température était considérée). Sont discutés successivement : i) l’évolution des

boucles d’hystérésis avec la température, une fois encore en accord avec les résultats expérimen-

taux obtenus aussi bien par le groupe de M. Chan, que par celui de J. Beamish au Canada et

celui de P.E. Wolf et L. Puech à Grenoble ii) le changement de morphologie des événements de

condensation élémentaires (avalanches) durant le processus d’adsorption, qui explique la modifi-

cation de la forme de l’isotherme iii) les différents mécanismes à la désorption, de la cavitation à

haute température à la transition de dépiégeage à basse température, en passant par un régime

intermédiaire de type « percolation d’invasion ». Le rôle essentiel joué par la surface extérieure

de l’échantillon est particulièrement mis en évidence.

Le troisième article intitulé Helium condensation in aerogel : avalanches and disorder-induced

phase transition revient beaucoup plus en détail sur les propriétés des avalanches à l’adsorption

et sur la transition de phase hors d’équilibre caractérisée par l’apparition d’une avalanche macro-

scopique comme dans le RFIM à température nulle. Le calcul précis des propriétés des avalanches

à température finie n’est nullement évident et il a nécessité la mise au point d’une procédure

numérique élaborée. Sont successivement étudiés : i) l’évolution de la distribution de taille des

avalanches en fonction de la température et de la porosité, mettant en évidence, à une certaine

température, un comportement en loi de puissance dans les aérogels les plus dilués ii) l’évolution

de la taille des avalanches le long de l’isotherme d’adsorption, le résultat essentiel étant que des

avalanches de toutes tailles se produisent à un potentiel chimique donné (résultat en complète

contradiction avec le modèle des pores indépendants) iii) l’évolution de la forme des avalanches,

87



mettant en évidence l’existence d’avalanches sphériques à la fin du processus d’adsorption (ce

qui permet de tester sans ambiguı̈té la validité de l’équation de Kelvin macroscopique) iv) et

enfin, le comportement de « scaling » des isothermes au voisinage de la transition critique, ce

qui permet d’estimer les exposants et la ligne critique associés.

Dans le dernier article, intitulé Gas adsorption/desorption in silica aerogels : a theoretical

study of scattering properties, nous calculons les corrélations dans le fluide adsorbé dans le but

d’aider à l’interprétation des expériences de diffusion aux petits angles. On souhaite en particulier

comprendre comment les différents mécanismes qui régissent l’adsorption et la désorption se

traduisent dans les propriétés de structure et donc, indirectement, dans l’intensité diffusée. Seule

l’influence de la température dans un gel de porosité intermédiaire est étudiée, mais les travaux

précédents permettent de spéculer raisonnablement sur l’influence de la porosité. Les principaux

résultats obtenus sont : i) la mise en évidence à basse température de corrélations dans le fluide de

portée beaucoup plus grande que la longueur de corrélation de l’aérogel (aussi bien à l’adsorption

qu’à la désorption) ii) la mise en évidence de corrélations fractales à la désorption, comme déjà

observé dans d’autre solides mésoporeux tel que le Vycor. Nous terminons en calculant ce que

serait l’intensité diffusée dans un expérience de SAXS. Il semble que nos prédictions soient en

accord qualitatif avec les résultats expérimentaux disponibles.

Le lecteur notera certaines variations dans les notations utilisées dans les différents articles

et nous le prions de nous en excuser. Plus gênant sans doute est le changement de définition de

la température réduite entre les articles 2 d’un côté et 3 et 4 de l’autre. Pour unifier les échelles,

il convient de diviser par deux toutes les températures de l’article 2. On pourra aussi noter

une certaine évolution au cours du temps de notre interprétation des expériences effectuées par

M. Chan et coll. avec l’hélium 4. Au départ, nous avons pensé, comme beaucoup d’autres, que

les isothermes mesurées ne présentaient pas d’hystérésis au voisinage de Tc et qu’une véritable

transition de phase d’équilibre liquide-vapeur avait été mise en évidence. À la lumière des travaux

expérimentaux plus récents, il semble que tel n’est pas le cas. D’où une appréciation différente de

ces résultats dans le premier article et dans les articles suivants. Quoi qu’il en soit, on remarquera

que c’est surtout le phénomène d’hystérésis qui nous a préoccupé au cours de ce travail.
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We apply local mean-field~i.e., density functional! theory to a lattice model of a fluid in contact with a
dilute, disordered gel network. The gel structure is described by a diffusion-limited cluster aggregation model.
We focus on the influence of porosity on both the hysteretic and the equilibrium behavior of the fluid as one
varies the chemical potential at low temperature. We show that the shape of the hysteresis loop changes from
smooth to rectangular as the porosity increases and that this change is associated with disorder-induced
out-of-equilibrium phase transitions that differ in adsorption and in desorption. Our results provide insight in
the behavior of4He in silica aerogels.
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I. INTRODUCTION

The influence of quenched disorder on phase transitions
and critical phenomena continues to be the focus of intensive
experimental and theoretical research activity. Major effects
are expected and actually observed when the disorder
couples linearly to the order parameter of the system, a situ-
ation that is realized when a fluid or a fluid mixture is con-
fined within a porous glass or is in contact with the intercon-
nected strands of a gel. A dilute rigid network is a
particularly interesting medium from a theoretical perspec-
tive because exclusion~i.e., confinement! effects do not play
a dominant role, so that the random-field Ising model
~RFIM! may be a useful framework to interpret the experi-
mental observations@1#.

A striking example of the influence of a gel network on
fluid phase behavior is provided by the thermodynamic stud-
ies of Chan and co-workers on4He in silica aerogels of
varying porosity. Silica aerogels are highly porous, fractal-
like solids made of a tenuous network of SiO2 strands inter-
connected at random sites. In a 95% porosity aerogel, spe-
cific heat and adsorption ~vapor-pressure isotherm!
measurements@2# performed in the vicinity of the critical
temperature of the pure fluid (Tc55.195 K) show evidence
of a phase separation between a low-density ‘‘vapor’’ phase
~presumably composed of4He vapor plus a liquid film
around the silica strands@3#! and a high-density ‘‘liquid’’
phase filling the whole pore space. The first-order transition
appears to terminate at a sharply defined critical point that is
only 31 mK belowTc , which suggests that the system is in
a weak random-field regime. The coexistence boundary in
the presence of aerogel is, however, much narrower than in
the pure system. Subsequently, similar results were obtained
with N2 in the same aerogel, using light scattering and vapor-
pressure isotherms@4#. Since out-of-equilibrium and hyster-
etic effects due to domain formation are generally observed
in random-field systems below the critical temperature of the
pure system~as illustrated by the behavior of binary mixtures
in aerogels@5# and diluted antiferromagnets in a magnetic
field @6#!, it is noteworthy that no hysteresis is present in the
measurements performed in Refs.@2,4#. The gel-fluid system
has thus reached equilibrium within the time scale of the
experiments, which is indeed found much longer than the

characteristic time of activated dynamics@4#. The situation
changes, however, at lower temperatures and the adsorption
of 4He in a 98% porosity aerogel is clearly hysteretic at 3.60
K and 2.34 K @7,8#. Both adsorption and desorption iso-
therms display a vertical step at well-defined pressures, but
draining occurs at a lower pressure than filling@9#. The shape
of the hysteresis loop, moreover, depends on the porosity of
the aerogel: in an aerogel of 87% porosity,4He adsorbs and
desorbs gradually at 2.42 K and there is no signature of a
‘‘liquid-vapor’’ phase coexistence@see Fig. 4~c! in Ref. @8##.
Such hysteretic behavior is reminiscent of capillary conden-
sation in a low-porosity solidlike Vycor glass where one ob-
serves a rapid increase of the adsorbed quantity at a pressure
below the bulk saturated vapor pressure, but no sharp verti-
cal step in the adsorption isotherms@10#. The mechanism for
hysteresis in porous substrates has prompted much discus-
sion in the literature and various explanations have been pro-
posed, focusing either on single-pore metastability of the van
der Waals type or on network pore-blocking effects@11#.
Since both models seem completely inadequate to describe
light aerogels, the4He experiments raise several questions:
what is the scenario for the change in the shape of the hys-
teresis loops@12#? Do filling and draining obey different
mechanisms? What is the true equilibrium behavior when
hysteresis is present?

These questions are addressed in the present work where
we build on our earlier studies of capillary condensation in
disordered porous solids@13–15#, but focusing on aerogels.
We are mainly interested in the influence of the porosity on
the hysteretic behavior of sorption isotherms. This is partly
motivated by theoretical studies of the zero-temperature
RFIM which predict the existence of a disorder-induced out-
of-equilibrium phase transition in the hysteresis loop@16#.
The first experimental observations of this phase transition
have been recently reported in the literature@17#, and we
argue that the change in the4He adsorption isotherm from
sharp to smooth can be interpreted within the same frame-
work. We propose a different scenario for draining and we
relate the observed behavior to an out-of-equilibrium phase
transition associated with the depinning of the liquid-vapor
interface. The approach we develop is similar to that used
previously for calculating the irreversible behavior of spin
glasses, random-field ferromagnets, and diluted antiferro-

PHYSICAL REVIEW E 68, 061504 ~2003!

1063-651X/2003/68~6!/061504~12!/$20.00 ©2003 The American Physical Society68 061504-1

89



magnets@18#; it consists in studying the evolution of the
free-energy surface~more precisely, the grand-potential sur-
faceV) as the external driving field~here, the pressureP of
the external vapor or, equivalently, the chemical potentialm)
is changed.V is a functional of the local fluid density and is
treated in the mean-field approximation. At low temperatures
this multidimensional free-energy landscape is characterized
by a large number of local minima in which the system may
be trapped. The main physical assumption underlying our
description is that thermally activated processes play a neg-
ligible role on the time scale of the experiments~in other
words, the dynamics is similar to that atT50). The evolu-
tion of the system then proceeds either continuously by the
deformation of the local minimum in which the system is
trapped or when this latter becomes unstable by a jump to
another minimum~avalanche!; the response to the driving
field is then discontinuous and irreversible. Since it is impos-
sible to perform such a study for a continuous model because
of computational limitations~especially when finite-size
scaling analysis is required near phase transitions!, we adopt
a lattice-gas description that incorporates at a coarse-grained
level the geometric and energetic disorder of the gel-fluid
mixture @19#. Previous work has shown that many of the
phenomena observed in experiments on fluids in disordered
porous solids can be reproduced qualitatively by such simple
lattice models@13–15,20#. As in other studies of phase tran-
sitions in aerogel@21,22#, we model the solid by a fractal
structure obtained by diffusion-limited cluster-cluster aggre-
gation.

The paper is organized as follows. In Sec. II, we introduce
the lattice model and discuss some important features of the
aerogel structure. In Sec. III, we present the local mean-field
theory and describe the numerical procedure. The results for
the adsorption, desorption, and equilibrium isotherms in
87% and 95% porosity aerogels atT/Tc50.45 are given in
Sec. IV. The final section presents a summary and conclu-
sion.

II. LATTICE MODEL AND AEROGEL STRUCTURE

The lattice model used in this work describes the solid as
a collection of fixed impurities that exert a random yet cor-
related~by the connectivity of the strands! external field on
the atoms of the fluid. The Hamiltonian is given by@23,24#

H52w f f(̂
i j&

t it jh ih j2m(
i

t ih i

2ws f(̂
i j&

@t ih i~12h j!1t jh j~12h i!#, ~1!

where t i50,1 is the usual fluid occupation variable (i
51, . . . ,N) andh i51,0 is a quenched random variable that
characterizes the presence of gel particles on the lattice
~when h i50, site i is occupied by the gel!; w f f and ws f
denote, respectively, the fluid-fluid and solid-fluid attractive
interactions,m is the fluid chemical potential, and the double
summations run over all distinct pairs of nearest-neighbor
~nn! sites. One can thus vary the gel porosity,p

5(1/N)( ih i , by changing the number of solid sites or
modify the ‘‘wettability’’ of the solid surface by changing the
ratio y5ws f /w f f . For y51/2, the model reduces to a site
diluted Ising model, as can be seen by transforming the fluid
occupation variablet i to an Ising spin variable,s i52t i21
@24#: preferential adsorption of the liquid phase onto the gel
is thus modeled byy.1/2. Random fields are generated in
the system whenyÞ1/2, and the fluctuating part of the field
acting on spins i is proportional to the number of solid par-
ticles that occupy the nearest neighbors of sitei @24#. This a
discrete random variable that can take the values 0,1, . . . ,c,
wherec is the coordination number of the lattice, and whose
probability distribution is strongly porosity dependent.

Gel configurations~i.e., sets$h i%) are generated by a stan-
dard on-lattice diffusion-limited cluster-cluster aggregation
~DLCA! algorithm @25# adapted to a body-centered-cubic
~bcc! lattice with periodic boundary conditions. The choice
of the bcc lattice will be motivated in Sec. IV B. The DLCA
algorithm mimics the growth process of base-catalyzed aero-
gels used in helium experiments, and it has been shown to
reproduce the main structural features of these aerogels mea-
sured from scattering experiments@26#. A typical example of
a 98% porosity DLCA aerogel on a lattice of linear sizeL
5100 is shown in Fig. 1~from now on, we take the lattice
constanta as the unit length; the total number of sites in the
lattice is thusN52L3). One can clearly see the fractal-like
character of the gel network that results from the aggregation
mechanism.

More quantitative information on the structural properties
of the gel can be extracted from the two-point correlation
function g(r). Each curve shown in Fig. 2 corresponds to a
different porosityp and results from an average over several
simulations in a box of sizeL5100 ~for p50.87, 0.92, 0.95!
or L5200 ~for p50.97,0.98,0.99). Only the most dilute
samples exhibit a true intermediate regime described by the
power-law behaviorg(r).r2(32d f ) revealing the fractal
character of the intracluster density-density correlations@27#.
For p50.99, one findsd f'1.87, a value that lies in the
range 1.7–1.9 expected for DLCA in three dimensions. Note,

FIG. 1. Three-dimensional realization of a 98% porosity DLCA
aerogel on a bcc lattice of sizeL5100 with periodic boundary
conditions.
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however, that the fractal dimension decreases with increasing
porosity@28#, so that the asymptotic value must be somewhat
smaller. Another estimation ofd f can be obtained from the
average cluster sizejG by assuming thatjG varies as
rG

21/(32d f ) , where rG512p is the gel concentration. As
suggested in Ref.@26#, jG can be estimated from the location
of the first minimum ofg(r) ~which is hardly visible on the
scale of Fig. 2!. The plot ofjG versusrG shown in Fig. 3
yields d f'1.85. Since the correlation length is in the range
65021300 Å for a 98% base-catalyzed aerogel@3,29# and
jG(rG50.02)'21 in the simulation, one can estimate that
the lattice constanta corresponds to about 30–60 Å. This is
consistent with the coarse-grained picture of a gel site repre-
senting a SiO2 particle with a diameter of about 30 Å.

Another relevant length scale is the size of the largest
cavity in the aerogel@30#. Figure 4 shows the distribution
P(n) of nearest distancesn from an empty site to the aerogel
as a function of porosity~the integer ‘‘distance’’n is defined

here as the length of the shortest path on the lattice from an
empty site to a gel site;n51 means that the empty site is nn
of a gel site!. The plot is the normalized histogram of these
distances and(1

nP(n8) gives the probability of being closer
thann to the aerogel. One can see that the size of the largest
cavity isn'32 for a 99% aerogel and decreases ton'10 for
a 95% aerogel and ton'5 for a 87% aerogel. It is notice-
able that the distribution changes significantly when decreas-
ing the porosity from 95% to 87%. In the former case,P(n)
has its maximum atn52 and there is a significant proportion
of empty sites that are not in the immediate vicinity of the
gel. In the latter case,P(n) is monotonic and strongly
peaked atn51, which indicates that most of the empty sites
are very close to the gel. We shall see in Sec. IV A that these
differences have important implications on the behavior of
the fluid during adsorption.

It is clear from Fig. 3 that the minimum system size nec-
essary to describe correctly collective effects occurring in-
side the aerogel on long length scales~such as a sharp con-
densation event in thewhole pore space! depends strongly on
the porosity. For instance, a box of linear sizeL5100 is not
large enough to represent the whole pore space of a 99%
aerogel because it does not contain a sufficient number of
connected fractal aggregates~a problem that cannot be cured
by merely increasing the number of realizations!. Within the
framework of local mean-field theory, it is however impos-
sible to simulate much larger lattices because the computa-
tional time and the memory storage requirement become pro-
hibitive ~at finite temperature, the local fluid densities are
continuous variables, which forbids the use of bits algo-
rithms!. In the present work, we consider 95% and 87%
aerogels for which we can investigate the statistics of collec-
tive events while working with lattices of reasonable size
~betweenL525 andL5100).

FIG. 2. Log-log plot of the aerogel correlation functiong(r) for
p50.99, 0.98, 0.97, 0.95, 0.92, and 0.87~from top to bottom!. The
solid line is a fit with slope21.13 that corresponds to the fractal
regime forp50.99 ~the unit length is the lattice constanta).

FIG. 3. Average cluster sizejG @estimated from the location of
the first minimum ofg(r)] as a function of the gel concentration
rG512p. The dashed line corresponds to the power-law fitjG

50.707rG
20.868.

FIG. 4. DistributionP(n) of nearest distances from an empty
site to the gel~see the text!. From right to left:p50.99, 0.98, 0.97,
0.95, 0.92,0.87~the dashed lines are guides to the eye!.

LOCAL MEAN-FIELD STUDY OF CAPILLARY . . . PHYSICAL REVIEW E68, 061504 ~2003!

061504-3

91



Since it has been shown previously that the interface be-
tween the porous solid and the bulk gas may have a dramatic
effect on the desorption process@15#, two different setups are
considered. In the first one, the system is periodically repli-
cated in all directions so that no interfacial effects are taken
into account. In the second setup an interface is created by
placing a slab of vapor of widthLb510 ~the gas ‘‘reser-
voir’’ ! in contact with one of the@100# faces of the simula-
tion box. Periodic boundary conditions are then imposed in
the y and z directions and reflective boundary conditions in
the x direction ~obtained by reflecting the lattice at the
boundaries!.

In order to completely specify the model, one must also
fix the value of the interaction parametery. As shown previ-
ously @15#, the shape of the hysteresis loops changes withy.
Since it is meaningless in a coarse-grained picture to com-
putey from the actual values of the fluid-fluid and solid-fluid
van der Waals interactions, we have chosen its value so as to
reproduce approximately the height of the hysteresis loop in
the 87% aerogel at low temperature. Specifically, the results
presented in this work are calculated withy52, a value for
which the filling of the 87% aerogel at the lower closure
point of the hysteresis loop is roughly the same as in the
experiment atT52.42 K ~i.e., at T/Tc'0.45). This corre-
sponds to about 1/3 of the filling reached at the plateau just
before saturation, as can be seen in Fig. 4~c! of Ref. @8# @see
also Fig. 5~a! below#. All calculations are done at this single
reduced temperature~recall that kTc /w f f5c/452 in the
mean-field approximation!.

III. LOCAL MEAN-FIELD THEORY „LMFT…

AND NUMERICAL PROCEDURE

For the present model, the LMFT consists in solving the
self-consistent equations for the thermally averaged fluid
densitiesr i($h i%)5^t ih i&T obtained from minimizing the
mean-field grand-potential functional@13#

V~$r i%!5kBT(
i

@r ilnr i1~h i2r i!ln~h i2r i!#

2w f f(̂
i j&

r ir j2m(
i

r i

2ws f(̂
i j&

@r i~12h j!1r j~12h i!#. ~2!

The variational proceduredV/dr i50 gives a set ofN
coupled nonlinear equations

r i5

h i

11expF2bXm1w f f(
j /i

@r j1y~12h j!# CG
, ~3!

where b51/(kBT) and the sum runs over thec nearest
neighbors of sitei. At low temperature, these equations may
have several solutions, and the grand potential corresponding
to solution$r i

a% is given by@14#

Va
5kBT(

i
h i lnS 12

r i
a

h i
D 1w f f (̂

i j&
r i

ar j
a . ~4!

By using an iterative method to solve Eqs.~3!, one only finds
solutions that are only local minima of the grand-potential
surface, i.e., metastable states@18#.

For a given realization of the aerogel, the sorption iso-
therms @i.e., the curvesr f5(1/N)( ir i($h i%,m)] are ob-
tained by increasing or decreasing the chemical potential in
small stepsdm. At each subsequentm, the converged solution
at m2dm ~on adsorption! or atm1dm ~on desorption! is used
to start the iterations. The isotherms are then averaged over a
number of gel realizations depending on the system size. In
order to determine the equilibrium isotherms, we have also
searched for additional solutions of Eqs.~3! inside the hys-
teresis loop by performing scanning trajectories, as explained
below in Sec. IV C.

To accelerate the convergence of the numerical procedure,
we have introduced the following two modifications in the
iteration algorithm. First, the local densitiesr i are updated
during each iteration step, i.e., the new value ofr i is substi-
tuted into the right hand side of Eqs.~3! before waiting
for the rotation through the indicesi to be completed. Sec-
ond, at each iteration step, fluid sites are sorted into two
groups, ‘‘active’’ and ‘‘passive,’’ according to the relative
change in the local density. At the beginning of the calcula-
tion, all sites are active and the procedure stops when all sites
are passive. At each iteration only active sites are considered
and their new density is calculated using Eqs.~3!. If ur i

(n)

2r i
(n21)u/r i

(n21)
,1026, wheren denotes thenth iteration,

the sitei becomes passive; otherwise it remains active and its
nearest neighbors become~or remain! active~some sites can
thus be passive during a few iterations and become active
again!.

The advantage of this algorithm is that the number of
active sites may quickly become a small fraction of the total
number of sites, which of course significantly reduces the
overall computation time. For instance, the number of active

FIG. 5. Hysteresis loops in the 87%~a! and 95% ~b! model
aerogels calculated atT/Tc50.45. Equilibrium isotherms are indi-
cated by the dotted lines (w f f is taken as the energy unit!.
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sites is onlyO(L2) when a planar liquid-vapor interface
propagates through the system. We have checked that the
numerical results are not different~to the precision of the
calculations! from those obtained without updating or with
using a more standard convergence criterion, such as in our
previous studies of fluid adsorption in random matrices@13–
15#. Convergence~to an accurracy of 1026) typically re-
quires between 102 and 103 iterations, and several CPU
hours on a 2.4 GHz workstation are needed to calculate a
single adsorption isotherm in a system of linear sizeL
5100 ~using a stepdm/w f f51022 or 1023 to increment the
chemical potential!. The search for equilibrium isotherms is
much more time consuming~see below in Sec. IV C! and has
been made possible by using parallel computation on a Be-
owulf cluster of 24 processors.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

The results of the present study are summarized in Fig. 5
that shows the adsorption, desorption, and equilibrium iso-
therms calculated for the 87% and 95% model aerogels for
y52 andT/Tc50.45~from now on,m is in units ofw f f , the
fluid-fluid interaction parameter!. These curves result from
the detailed numerical analysis described in the following
and correspond to the thermodynamic limit. The most strik-
ing feature is the change in the shape of the hysteresis loop
from smooth to rectangular as the porosity increases. This
change is similar to that observed experimentally by Chan
and co-workers@see Figs. 4~b! and 4~c! in Ref. @8##. As is
explained below, we predict that the three isotherms~adsorp-
tion, desorption, and equilibrium! are discontinuous in the
95% aerogel~at least within mean-field theory where thermal
fluctuations are neglected!. The underlying physical mecha-
nisms are, however, quite different.

A. Adsorption

We first examine the adsorption process. Calculations per-
formed in the presence and in the absence of a gel/reservoir
interface yield isotherms that are almost indistinguishable
~except for the smallest system sizes!, confirming the conclu-
sion reached in our previous work@15# that adsorption does
not depend on the existence of a free surface. This is also in
line with the results of previous calculations done in single
slitlike or cylindrical pores@31#.

In Figs. 6~a! and 6~b! are shown some adsorption iso-
therms calculated in 87% and 95% porosity samples of linear
size L550 and L5100, respectively~this corresponds to
roughly the same ratioL/jG'10). In both cases, we focus
on the region where the adsorption is the steepest~see Fig.
5!. At lower coverages, the isotherms look gradual and
smooth in the two systems, but asm increases, they consist
of little steps of varying sizes. In the 87% aerogel, the size of
these ‘‘avalanches’’ remains small all the way up to the
slowly increasing plateau that extends to saturation. On the
other hand, in the 95% aerogel, the size of the jumps tends to
increase withm and in most of the samples there is a large
final avalanche after which the filling is almost complete
@there are however some rare realizations where the last

jump is not much larger than the preceding ones, as illus-
trated by one of the isotherms in Fig. 6~b!#.

In order to better visualize the underlying microscopic
mechanism, we show in Figs. 7 and 8 some cross sections of
typical 87% and 95% porosity samples for different values of
the chemical potential along the isotherms~here, the size of
both systems isL5100). One can see that in both aerogels
the first stage of the adsorption process is the formation of a
liquid layer that coats the aerogel strands. Then, asm in-
creases, the film thickens and condensation occurs in the
smallest crevices defined by neighboring gel strands. In the
87% aerogel, it is difficult to discriminate between these two
filling processes because the available empty space is small,
as illustrated by Fig. 4. For the same reason, the vapor
bubbles that remain in the system atm524.5 are isolated,

FIG. 6. Representative adsorption isotherms in 87%~a! and
95% ~b! aerogels. System sizes areL550 ~a! andL5100 ~b!. No-
tice the change in the scale of thex axis between the two figures.

FIG. 7. Cross section of a 87% aerogel sample on adsorption at
m525, 24.64,24.5, and24.35 (L5100). Gel sites are shown in
black and fluid density is shown as various degrees of gray~or red
in the online version!. As explained in the text, one can actually
distinguish only two regions corresponding, respectively, tor i

<0.05 @light gray# andr i>0.95 @dark gray#.
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and, as they shrink in size, the adsorption continues gradu-
ally until the solid is completely filled with liquid. This is
precisely the scenario described in Ref.@8# from the experi-
mental observations with4He. This is also similar to what
happens in a low-porosity glass such as Vycor@32#. On the
contrary, in the 95% sample, one clearly distinguishes the
small capillary condensation events that occur in some re-
gions of the aerogels~compare the figures form524.16 and
m524.13! and the major final event that corresponds to the
filling of a large void space spanning the whole sample~asm
is increased from24.13 to 24.125!. Note that the local
liquid-vapor interfaces inside the gel are very sharp at this
low temperature, which explains why one can only distin-
guishes two different regions in Figs. 7 and 8. Indeed, as
illustrated in Fig. 9 for the lighter aerogel, it is found that the
distribution of r i’s is bimodal, with most of the fluid sites
having a density lower than 0.05 or larger than 0.95~the
distribution is similar in the 87% porosity aerogel with just a
little more intermediate densities!.

From these results~see, for instance, the cross section of
the 95% aerogel atm524.13), there is no indication that
the radius of curvature of the liquid-vapor interface is con-
cave and uniform throughout the sample just before the ma-
jor condensation event, as was suggested in Ref.@8#. This
makes unlikely any interpretation in terms of a traditional
capillary condensation model based, for instance, on the ap-
plication of the Kelvin equation@3,33#. Indeed, condensation
in the remaining void space is itself triggered by a conden-
sation event that occurs in one~or several! small region of
the aerogel and that induces further condensation in the sys-
tem. This collective behavior in the form of avalanches of
varying sizes is similar to that of the Gaussian RFIM atT
50 proposed by Sethna and co-workers to describe the
Barkhausen effect in low-T ferromagnetic materials@16#. In-
creasing slowly the chemical potential of the adsorbed fluid
is equivalent to increasing adiabatically the applied field in a
ferromagnet, and changing the porosity of the aerogel modi-
fies the amount of quenched disorder in the system. In the

RFIM, the amount of disorder is controlled by the width of
the random-field distribution: only small avalanches are ob-
served for large disorder, resulting in a smooth hysteresis
loop, whereas one macroscopic avalanche produces a discon-
tinuity in the magnetization for small disorder@16,34#. The
transition between these two regimes for a certain value of
the disorder corresponds to a critical out-of-equilibrium
phase transition at which the distribution of avalanches fol-
lows a power law.

The existence of a major condensation event in most of
the 95% samples of sizeL5100 therefore suggests that there
is one macroscopic~i.e., infinite! avalanche in the thermody-
namic limit, corresponding to a finite jump in the adsorption
isotherm. However, this can be only confirmed by perform-
ing a finite-size scaling analysis of the isotherms obtained
after averaging over many gel realizations. We indeed ob-
serve significant sample-to-sample fluctuations both in the
location and the height of the largest jump. Such average
isotherms are shown in Fig. 10. For the 87% aerogel, there is

FIG. 9. Histogram of the local fluid densitiesr i in the 95%
aerogel sample of Fig. 8 atm524.13.

FIG. 8. Same as Fig. 7 for a 95% sample atm524.5, 24.16,
24.13, and24.125 (L5100). This is one of the samples shown in
Fig. 5~b!.

FIG. 10. Average adsorption isotherms in 87%~a! and 95%~b!

aerogels for different system sizes. The number of gel realizations
ranges from 500 (L535) to 20 (L5100) for the 87% aerogel and
from 2000 (L535) to 300 (L5100) for the 95% aerogel.
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obviously no size dependence and we can safely conclude
that the adsorption is gradual in the thermodynamic limit. On
the contrary, in the lighter aerogel, the isotherms look steeper
and steeper as the system size is increased and the results
suggest that there is indeed a discontinuity whenL→` ~the
isotherm corresponding toL535 is shown here for com-
pleteness, but this size is probably too small to describe
properly a 95% aerogel!. As we discussed elsewhere@14# in
the case of fluid equilibrium behavior in purely random sol-
ids, one expects that the maximal slope of the isotherms
should scale asL3/2 at a first-order transition@assuming that
the location of the largest jump fluctuates around its mean
value m̄ t(L) with a variancedm t(L)2}L23]. As shown in
Fig. 11, one can obtain a reasonably good collapse of theL
550, 70, and 100 irreversible ‘‘compressibility’’ curves
dr f /dm by using the scaling variableLx$m2m̄ t(L)% with
x'1.22.

There are at least two possible explanations for the dis-
crepancy with the expected valuex53/2. First, the system
sizes could still be too small so that too many gel realizations
would have a nontypical behavior, with several avalanches of
similar heights~note that in a coarse-grained picture of a
95% gel-fluid system where a region of sizejG is repre-
sented by a single effective spin, there would be only about
103 such effective spins in a sample of sizeL5100). Sec-
ond, one may be close to the critical valuepc of the disorder,
i.e., the critical value of the porosity fory52 and T/Tc
50.45, for which the infinite avalanche first appears. Studies
of the T50 RFIM have shown, moreover, that the critical
region is unusually large@16#. The valuex51.22 is compat-
ible with the predictions of Sethna and co-workers, with
x5bd/n.22h @35#, although one cannot also exclude that
the exponents differ from those of the conventional RFIM
because of the presence of impurities@36#. In any case, it
seems reasonable, on the basis of the present calculations, to
predict the existence of a phase transition with most probably
a discontinuity in the adsorption isotherm in the thermody-
namic limit, as shown in Fig. 5~b!.

B. Desorption

As discussed elsewhere@15#, fluid desorption in disor-
dered porous solids can take place via several different
mechanisms, depending on the temperature and on the struc-
tural and energetic properties of the solid~in Ref. @15#, how-
ever, only the influence of the interaction parametery, i.e., of
the wetting properties of the adsorbed fluid, was described!.
In a first mechanism, desorption is due to the appearance of
vapor bubbles in the bulk of the material, bubbles that grow,
coalesce, and eventually extend over the whole pore space.
The mass adsorbed then decreases continuously. In the other
mechanisms, draining of the solid starts from the surface,
and the desorption is associated with the penetration of a
vapor-liquid interface which was previously pinned by the
irregularities of the solid structure form larger than some
threshold valuemc ~the ‘‘depinning’’threshold!. The desorp-
tion curve is then either gradual or discontinuous, depending
on whether the growth of the vapor domain is isotropic and
percolationlike ~self-similar!, or compact ~self-affine!. In
those cases the transition is however always critical because
the scale of the rearrangements of the interface diverges as
m→mc

1 . This is very similar to the physics of fluid invasion
in porous media@37#, although we are considering here a
single compressible fluid, and of field-driven domain wall
motion in disordered magnets@38#.

In order to find what are the relevant mechanisms in the
87% and 95% aerogels fory52 andT/Tc50.45, we have
studied the two systems in the presence and in the absence of
the interface with the gas reservoir. In the latter case, we find
that emergence of vapor bubbles in the bulk of the solid only
occurs at low values of the chemical potential~m.25.27
andm.25.25 for 87% and 95% aerogels, respectively!, very
close to the valuemspi525.249 corresponding to the liquid
~mean-field! spinodal of the bulk fluid atT/Tc50.45. This
shows that the perturbation induced by the solid is too small
to displace significantly the liquid spinodal. On the other
hand, the contact with the ambient vapor at the surface of the
gel has a major influence, as illustrated in Fig. 12 by typical
desorption isotherms calculated in the presence of a free sur-
face. One can see that when decreasing the chemical poten-
tial all the curves exhibit a pronounced drop much before

FIG. 11. Scaling plot of the compressibility curvesdr f /dm dur-
ing adsorption in the 95% aerogel withx51.22 @m̄ t(L)524.123,
24.126, and24.128 forL550, 70, and 100, respectively; extrapo-
lation to L→` givesm t5 lim L→`m̄ t(L).24.131].

FIG. 12. Desorption isotherms in 87%~a! and 95%~b! aerogels.
System sizes areL550 ~a! andL5100 ~b!.
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vapor bubbles appear in the bulk of the material. This is a
clear indication that the mechanism of desorption is due to
the surface.

The isotherms shown in Fig. 12 consist of many steps of
varying size, but it also appears that one step is significantly
larger than the other ones in most of the 95% samples, a
feature that is not present in the isotherms of the 87% aero-
gel. This suggests that the growth morphology of the invad-
ing vapor domain may change with the porosity. This is con-
firmed by the snapshots displayed in Figs. 13 and 14 that
show the invading vapor domain in two typical 87% and
95% samples when about 10% of the fluid has drained out of
the aerogel. This is just after the onset of the sharp drop in
the isotherms. As in the case of adsorption, we find that the
distribution ofr i’s is bimodal in this range of chemical po-
tentials, with most of the fluid sites having a density lower

than 0.05 or larger than 0.95. One can thus identify unam-
biguously the emptied sites. Although the volume occupied
by the vapor is the same in the two samples~about 200 000
sites!, the morphology of the domain is remarkably different.
In the 87% aerogel, the vapor domain exhibits an intricate
isotropic structure that resembles that produced in invasion
percolation. In contrast, the domain looks compact with a
self-affine interface in the lighter aerogel. This is very similar
to the two regimes observed in theT50 RFIM when an
interface separating two magnetic domains is driven by an
external field@40#: when the disorder is large, the interface
forms a self-similar pattern with a large-scale structure char-
acteristic of percolation, whereas the growth is compact and
the domain wall forms a self-affine fractal surface at inter-
mediate degrees of disorder~note that the use of the body-
centered cubic lattice has allowed us to suppress the faceted
growth regime that is observed atT/Tc50.45 in the 95%
porosity aerogel on the simple cubic lattice@39#; this regime
is an artifact of the lattice description!.

In order to confirm the existence of two growth regimes
and to determine the actual behavior in the thermodynamic
limit, a finite-size scaling analysis of the desorption iso-
therms is required. Average isotherms calculated for different
system sizes are shown in Fig. 15. By analogy with the prob-
lem of a driven interface in theT50 RFIM, one expects that
the total volumeV t(m) of the invading vapor domain shows
a power-law divergence at the depinning thresholdmc .
Then, assuming that the only relevant length scales nearmc
are the system sizeL and a single correlation lengthj
;@(m2mc)/mc#

2n, the dependence ofV t on system size
should be described by the scaling formLD fg(x), whereD f
is the fractal dimension characterizing the domain andg is a
universal function of the scaling variablex5L1/n(m
2mc)/mc @40#.

In both aerogels, one observes important finite-size effects
~see Fig. 15!, but, unfortunately, they are not only due to the
existence of a diverging correlation length in the system but
also due to boundary effects. There is indeed an initial re-

FIG. 13. Invading vapor domainV t ~in dark! in a 87% aerogel at
m524.706 (L5100). 10% of the fluid has drained out. The gas
reservoir located at the bottom of the box and the aerogel are not
shown.

FIG. 14. Same as Fig. 13 but for a 95% aerogel atm524.220.

FIG. 15. Average desorption isotherms in 87%~a! and 95%~b!

aerogels for different system sizes. The number of gel realizations
ranges from 1000 (L525) to 100 (L5100) for the 87% aerogel
and from 1000 (L535) to 200 (L5100) for the 95% aerogel. The
arrow in ~b! indicates the common intersection of the curves.
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gime in which desorption is due to the draining of large
crevices at the surface of the gel where the fluid is in direct
contact with the ambient vapor. For a given porosity, the
number of these crevices is proportional toL2 and the con-
tribution to the fluid density is thus proportional to 1/L. It
turns out that this initial regime extends to rather low values
of the chemical potential~m.24.6 andm.24.15 for the
87% and 95% aerogels, respectively!, so that the scaling re-
gion around the depinning threshold is too small to be stud-
ied properly and to extract the values of the critical expo-
nents~such an effect is not present in the numerical studies
of domain growth in the standardT50 RFIM @38# because
there is a different random field oneach site of the lattice and
no equivalent of the crevices!. We note, however, that the
curves in Fig. 15~b! have a common intersection at
m.24.24, in contrast with those in Fig. 15~a!. This is con-
sistent with the scaling ansatz for the volume of the invading
vapor domain withD f53 for the 95% aerogel andD f,3 for
the 87% aerogel. We thus conclude that the desorption seems
to be discontinuous in the first case and gradual~percolation-
like! in the second one.

This leads to the isotherms shown in Fig. 5. Their shape
resembles that of the experimental curves in Figs. 4~b! and
4~c! of Ref. @8#. The minor differences can be rationalized:
the experimental isotherm in the 87% aerogel@Fig. 4~c! in
Ref. @8## does not exhibit a sharp kink atmc , but this round-
ing may be due to the activated processes that are neglected
in the present treatment; Fig. 4~b! in Ref. @8# corresponds to
a 98% aerogel, which probably explains why the shape of the
hysteresis is more rectangular than in the present Fig. 5~b!.

C. Equilibrium

In order to determine the equilibrium isotherms, one has
to find, for each value ofm, the lowest lying state~s! among
all the metastable states obtained from Eqs.~3!. A complete
enumeration of these states is, however, an impossible nu-
merical task, and like in previous work@13,14#, we have only
calculated a limited number of states that, hopefully, can pro-
vide a good approximation of the equilibrium isotherm. This
can be checkeda posteriori by using the Gibbs adsorption
equationr f52](V/N)/]m, which is only satisfied by the
equilibrium curve@13#. In Refs. @13,14#, we searched for
metastable states inside the hysteresis loop by starting the
iterative procedure with initial configurations corresponding
to uniform fillings of the lattice~with r i

(0)
5r varying be-

tween 0 and 12p). This method, however, does not con-
verge in dilute aerogels because the structure is very inho-
mogeneous and correlated, at least for distances smaller than
jG . It is then likely that all metastable fluid configurations
are also very inhomogeneous and cannot be reached itera-
tively from initial uniform fillings. We have thus searched for
metastable states by calculating desorption and adsorption
scanning curves, i.e., by performing incomplete filling or
draining of the aerogel and then reversing the sign of the
evolution of the chemical potential. For convenience, these
~very long! calculations are done in systems with periodic
boundary conditions in all directions, i.e., in the absence of
an interface with the reservoir@41#.

Some typical desorption scanning curves are shown in
Figs. 16~a! and 16~b!. In both cases, the top curve is the
major desorption branch, and by comparing with the iso-
therms shown in Figs. 12 or 15, it is clear that the part of this
branch extending to lowm’s and corresponding to liquidlike
metastable states that are isolated from the other states is an
artifact coming from the absence of the interface with the
reservoir. We also notice that there are no scanning curves in
the upper part of the hysteresis loop for the 95% sample.
This is because there is a jump in the adsorption isotherm
and, thus, there are no intermediate states from which de-
sorption can be started. Therefore the states contained in this
region of the plane (r f ,m) cannot be reached by performing
scanning trajectories@42#. ~Further work is clearly needed to
determine if there are no metastable states at all in this region
or if the states can be obtained, by other means, for instance,
by changing the temperature.!

Figure 16 also shows the approximate equilibrium iso-
therms obtained by selecting, for each value ofm, the statea
that gives the lowest value of the grand potential, as calcu-
lated from Eq.~4!. We have checked that taking into account
the additional metastable states obtained from the adsorption
scanning curves did not change significantly the results~as in
Ref. @14#, we have also checked that keeping all solutions
with a weighting factor equal to the Boltzmann factor gives
the same isotherms!. As illustrated in Figs. 17~b! and 18~b!,
the Gibbs adsorption equation is very well verified along
these curves. This indicates that we have indeed obtained a
good approximation of the true equilibrium isotherms. In
contrast, thermodynamic consistency is strongly violated
along the adsorption and desorption branches@see Figs. 17~a!
and 18~a!#. The presence of~d! peaks in]V/]m also shows
that the grand potentialV changes discontinuously~as the
fluid densityr f) during adsorption and desorption in a single
finite sample. On the other hand,V is continuous~but r f is
discontinuous! along the equilibrium isotherm, as already
noticed in Ref.@14#.

One can see from Figs. 16~a! and 16~b! that the equilib-
rium behavior is different in the 87% and 95% porosity aero-

FIG. 16. Typical desorption scanning curves~points! and equi-
librium isotherms~solid lines! in 87% ~a! and 95%~b! aerogels
(L570).
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gels. In particular, there is a large final jump in the isotherm
of Fig. 16~b!. The same feature exists in all samples, but in
order to conclude on the actual behavior in the infinite sys-
tem one has again to analyze the size dependence of the
average isotherms. This is shown in Fig. 19. For the 87%
aerogel, there is almost no size dependence and it is clear
that no transition occurs whenL→`. On the other hand, for
the 95% aerogel, the isotherms become steeper asL increases
and there is a rather well defined common intersection at
m t.24.17. This is a clear indication that a phase transition
does occur in the thermodynamic limit. However, we have
not succeeded in obtaining a satisfactory collapse of the iso-
therms using the scaling reduced variableL3/2@m
2m t(L)#/m t(L) as was done in Ref.@14# in the case of a
random solid. The origin of this problem is still unclear, but
we suspect that the system sizes are again too small. Indeed,
we note that the maximal slope increases rather weakly be-
tweenL535 andL570, but has a size dependence consis-
tent with the exponent 3/2 betweenL570 andL5100. We
thus conclude that our results are consistent with a discon-
tinuous jump in the thermodynamic limit, as indicated in Fig.

5~b!. This corresponds to a true equilibrium liquid-vapor
phase separation in the system.

V. SUMMARY AND CONCLUSION

In this paper, we have proposed an interpretation of the
hysteretic behavior observed in the experiments of4He ad-
sorption in light silica aerogels. The overall shape of the
experimental hysteresis loops is well described by our theo-
retical model and we have been able to reproduce the dra-
matic influence of porosity. In this interpretation, the disor-
dered character of the aerogel structure plays an essential
role, the porosityp being the tunable parameter that controls
the amount of disorder in the system. The history-dependent
behavior is thus associated with the presence of many meta-
stable states in which the system may be trapped and that
prevent thermal equilibration at low temperatures. The most
important conclusion of our study is that adsorption and de-
sorption obey to different mechanisms and may be gradual or
discontinuous, depending on the porosity. Adsorption is in-
sensitive to the presence of the interface between the solid
and the external vapor, and the change in the shape of the
isotherm from smooth to discontinuous asp increases from
87% to 95% has been related to the appearance of an infinite
avalanche occurring in the bulk of the system, similar to
what happens in theT50 RFIM below the critical disorder
@16#. In contrast, desorption is triggered by the presence of
the outer surface and an associated depinning transition. The
change in the shape of the isotherm is then related to a
change in the morphology of the invading vapor domain
from percolationlike to compact~note however that the
mechanism may be different in aerogels of lower porosity
@43#!.

One must keep in mind that our calculations are based on
local-mean-field theory in which disorder-induced fluctua-
tions are properly accounted for but thermal fluctuations are
neglected. This appears to be a reasonable assumption at
very low temperatures where the time scale associated with
thermally activated processes is much larger than the experi-
mental time scale. In this case, both the adsorption and de-

FIG. 17. Check of thermodynamic consistency along the adsorp-
tion, desorption, and equilibrium isotherms for a 87% porosity aero-
gel (L570). ~a! Adsorption and desorption and~b! equilibrium.
Symbols: average fluid densityr f . Dashed curves: related quantity
obtained by differentiating the corresponding grand potential with
respect to the chemical potential.

FIG. 18. Same as Fig. 17 but for a 95% aerogel.

FIG. 19. Average equilibrium isotherms in 87%~a! and 95%~b!

aerogels for different system sizes. The number of gel realizations
ranges from 500 (L525) to 20 (L5100) for the 87% aerogel and
from 2000 (L535) to 200 (L5100) for the 95% aerogel.
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sorption branches are metastable and we have shown that the
true equilibrium isotherm~which probably cannot be reached
experimentally! is somewhere in between: this isotherm also
changes from gradual to discontinuous asp increases. The
situation is different at higher temperature~in the vicinity of
Tc) since true equilibrium behavior without hysteresis has
been observed experimentally@2,4#. It will be of interest,
therefore, to study the influence of temperature on the hys-
teretic behavior and to understand how the dynamics of re-
laxation towards equilibrium changes withT ~see, e.g., Ref.
@44# for a recent study of the relaxation behavior associated
with capillary condensation in a lattice model of Vycor!.

Finally, we suggest that the scenario for filling and drain-
ing described in this work could be tested in more detail by
performing experiments in a series of aerogels of gradually
increased porosity. If our interpretation of the adsorption pro-
cess in terms of avalanches is correct, there should exist a
value of the porosity for which the isotherm becomes critical
and the distribution of avalanche sizes follows a power law
with well-defined critical exponents@16#. Using superfluid

instead of normal4He could perhaps allow us to observe
distinct avalanche events in the aerogel and to study their
statistical properties. Such a study has been performed re-
cently in the nanoporous material nucleopore by a capaci-
tance technique@45#. One could also check that the draining
of the aerogel starts from the surface and that the growth of
the invading vapor domain obeys different regimes. Related
studies have been for instance carried out in Vycor using
ultrasonic attenuation and scattering techniques@32,46#.
Such experiments would give a definite answer to the long-
standing question about the nature of hysteresis in fluid ad-
sorption in disordered porous media.
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Mechanisms for Gas Adsorption and Desorption in Silica

Aerogels: The Effect of Temperature
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❺❉❼✚❹❄➄❂➁❄❼✚➄❂❹❄❷②➀➈❺⑨➍♣❷♥❻❂❷♥❹❲❽☞❼✚❷♥➅↕↔✓➆➙❽➛➅✫➀➈➇➌➇➌➄✟❺❉➀➈❿♥❻❂➔→➃➈➀➂➊➋➀➂❼✚❷✡➅➜➁❲➃➂➄❂❺✓❼✚❷✡❹

-

➁❄➃➈➄✟❺❉❼✚❷♥❹➐❽✑➍♣➍♣❹❄❷✡➍♣❽☞❼✚➀➈❿♥❻➝❽✑➃➂➍♣❿✡❹❄➀➈❼✚❾✟➊➞❽✑❻✟➅↕❼✚❾❂❷②➇➌➃➂➄❂➀➂➅
➁❄❿✡❻✟➇➌➀➂➍♣➄✟❹❲❽☞❼✚➀➂❿♥❻❂❺➋❽☞❹❄❷✩➁❄❿♥➊➑❸❅➄✟❼✚❷♥➅✗➄❂❺✓➀➈❻✟➍➏➃➂❿♥➁❄❽☞➃▼➊➑❷✡❽☞❻✟➔➌➇➌➀➂❷♥➃➈➅②➟ ➀➂➒➠❷♥➒➡➎✮➅❅❷♥❻❂❺✓➀➂❼➢➆✳➇→➄❂❻✟➁❲❼✜➀➈❿♥❻✟❽✑➃ ➤❍❼✚❾❂❷♥❿♥❹❊➆✎➒✮➥❢➄✟❹✕➁❄❽☞➃➈➁❄➄✟➃➂❽✑❼✚➀➂❿♥❻❂❺
❹❲❷♥❸❅❹❄❿♥➅❅➄❂➁❄❷➑➦☞➄❂❽☞➃➈➀➂❼✚❽✑❼✚➀➂➧♣❷✡➃ ➆⑤❼✚❾✟❷➑➁❄❾❂❽✑❻✟➍♣❷✡❺✕➀➂❻➨❼✚❾❂❷✉❺❉❾❂❽☞❸❅❷➑❿♥➇▼❼✚❾❂❷➑❾❛➆✎❺❉❼✚❷♥❹❲❷♥❺❉➀➂❺✕➃➂❿✡❿♥❸❅❺✕❿♥↔✑❺✓❷✡❹❄➧♣❷♥➅✈➣✈➀➂❼✚❾⑤➩✻➫⑥❷✉➀➈❻➨➍♣❷♥➃➈❺✕❿♥➇
➧❛❽☞❹❊➆✎➀➈❻✟➍✩❸❅❿♥❹❲❿♥❺❉➀➂❼➢➆✎➒■❶➓❷➋❺✓❼✚➄❂➅P➆➨➀➂❻✗➅❅❷♥❼❇❽☞➀➂➃✹❼✚❾✟❷➋➊➋❿♥❹❄❸❅❾❂❿♥➃➂❿✡➍❄➆➨❿♥➇❳❼✚❾❂❷➋➁❄❿✡❻✟➅❅❷✡❻✟❺❉❽☞❼✚➀➈❿♥❻✗❽✑❻✟➅➏❷♥➧♣❽✑❸❅❿♥❹❄❽✑❼✚➀➂❿✡❻✗❷♥➧♣❷✡❻✟❼✚❺❍❼✚❾❂❽✑❼
➁❲❿♥❹❄❹❄❷✡❺✓❸❅❿✡❻✟➅✿❼✚❿▼❼✚❾✟❷▼➀➂❹❲❹❄❷♥➧♣❷✡❹❄❺❉➀➂↔☞➃➈❷❑❸❅❹❲❿♥➁❄❷✡❺✓❺❉❷♥❺❝➟ ❽☞➧♣❽✑➃➂❽✑❻✟➁❲❾✟❷✡❺❇➤❅➣✈❾❂➀➂➁❲❾✕❽✑❹❄❷▼❽☞❼✎❼✚❾❂❷❑❿✡❹❄➀➂➍❛➀➂❻❍❿♥➇❅❼✚❾❂❷❑❾❧➆✎❺❉❼✚❷♥❹❄❷✡❺✓➀➈❺✓➒❧➭❢❷✡❸❅❷♥❻❂➅✫➀➈❻❂➍
❿✡❻➑❸❅❿♥❹❄❿✡❺✓➀➈❼➢➆✉❽☞❻❂➅✕❼✚❷♥➊➋❸❅❷♥❹❄❽✑❼✚➄✟❹❲❷♥➎☞❼✚❾❂❷♥❺❉❷❢❽☞➧♣❽✑➃➂❽✑❻✟➁❲❾✟❷✡❺❑➊➑❽❉➆✩↔✑❷❢➃➂❿✡➁❄❽☞➃➈➀➂➯P❷✡➅✫➎✑➀➂❻❂➧♣❿♥➃➈➧♣❷❢❹❄❷♥➍❛➀➂❿♥❻❂❺❑❼✚❾❂❽☞❼■❷♥➲♣❼✚❷✡❻✟➅❍↔☞❷✜➆✎❿♥❻❂➅✕❼✚❾❂❷
➍❛❷♥➃♥➁❄❿♥❹❄❹❲❷♥➃➂❽✑❼✚➀➂❿✡❻➉➃➂❷✡❻✟➍♣❼✚❾❂➎✓❿♥❹✎❷♥➧♣❷✡❻✿❺❉❸❅❽☞❻➉❼✚❾❂❷✹❷♥❻❂❼✚➀➂❹❄❷✹❺✓❽✑➊➑❸❅➃➈❷♥➒✓➳■❾✟➀➈❺❴➊➑❽✑➵❙❷♥❺❴➅❅➀➂➇➌➇➌➀➈➁❄➄❂➃➂❼✫❼✚❾❂❷✹➁❄❾❂❽☞❹❄❽✑➁❄❼✚❷♥❹❲➀➂➯P❽☞❼❇➀➂❿♥❻➉❿✡➇❛❽☞❷✡❹❄❿♥➍♣❷✡➃➂❺
↔✑❽☞❺❉❷♥➅✉❿♥❻❯❽☞❻❂❽✑➃ ➆✎➯P➀➈❻✟➍✈❺❉❿♥❹❲❸✫❼✚➀➈❿♥❻❯➀➂❺❉❿♥❼✚❾❂❷♥❹❲➊➑❺✓➒

➸✓➺❴➸✓➻▼➼❄➽✑➾❴➚❪➪▼➶✫➼❉➹✚➾❴➻
➘■➴➌➷➂➴➌➬❉➮✰➮❅➱❛✃✓❐❧❒☞➱❛➷➂❮❴➮✫✃✓➱✹❒☞➷➌➮❅❮✡❮P❰▼Ï✂➮✫ÐÑ➱❧✃✓➴➂➮✫➷➌❮❴Ò✿ÓÔ➴➂➬✓Ó✿ÓÔ➮❅Õ☞➱✮➮❑ÖÔ×Ô➴➌Ø✫ÖÔ➱
❮✡➱❛Ð✩❐♣Ù✕Ú❂Ó❴❰☞❮✡➴→➬✓➮✫➷❍Ú❂✃✓❐♣Ú❂➱❛✃✓ÐÛ➴➌➱❛❮✗➮❙×❴Ü✇Ù❊➴➌×❴Ü✇Ï➏➮✫×❴❰Ý➮✫Ú✟Ú❂➷➌➴→➬✓➮✫ÐÑ➴→❐❛×❴❮
✃✓➮✫×❴❒❅➴➌×❴❒➋Ù❊✃✓❐❛ÏÞÒ⑥➮❙❮✡ÐÑ➱❛Ò✣➮✫ÐÑ➱♣✃❢ÐÑ✃✓➱♣➮✫ÐÛÏ❯➱❛×❴Ð❳ÐÛ❐✣➬✓➮❙Ú❂ÐÑÖ❴✃✓➱❍❐❛Ù■➬P❐❛Ï➏➱❛Ð
Ú❂➮✫✃PÐÑ➴➌➬✓➷➌➱♣❮✫ß à✮á⑥×❴➱➑❐❛Ù❳ÐÑÓ❴➱❛➴→✃✣Ï❯➮❙➴➌×➨➬PÓÔ➮❙✃✓➮❙➬✓ÐÑ➱♣✃✓➴➌❮✡ÐÑ➴➌➬✓❮✕➴→❮❍ÐÑÓ❴➱➑Õ❅➱♣✃✓❰
❐❛Ú❂➱♣×➐×Ô➮❙ÐÑÖ❴✃✓➱✩➮✫×❴Ü✗ÐÑÓÔ➱✩➴➌×❴ÐÑ➱♣✃✓➬✓❐❛×❴×❴➱❛➬✓ÐÛ➱❛Ü❂×❴➱❛❮✡❮➋❐❛Ù▼ÐÑÓ❴➱❛➴→✃❍âÑÚ✟❐❛✃✓➱♣ã
×Ô➱♣ÐÑÒ⑥❐❛✃Pä✗Ò⑥ÓÔ➴→➬✓Ó➨Ï➏➮❙ä✎➱❛❮✕ÐÑÓ❴➱❛Ïå➱♣Ù❊Ù❊➱❛➬✓ÐÑ➴➌Õ❅➱✉Ï❯➮❙ÐÑ➱❛✃✓➴→➮✫➷➌❮✕Ù❊❐♣✃✣❒☞➮❙❮✡æ
Ú❂Ó❴➮✫❮✡➱❢➬✓➮❙ÐÑ➮❙➷➌❰❅❮✡ÐÑ❮✫ç❄Ï➏➴➌➬✓✃P❐❛Ù❊➴➌➷➌ÐÑ✃P➮✫ÐÑ➴→❐❛×➑Ï➏➱❛Ï➏è✫✃P➮✫×❴➱❛❮✫ç❉➮✫Ü✟❮✡❐❛✃✓è❙➱❛×❴ÐÑ❮✫ç
➮✫×❴Ü↕❮✡❐②Ù❊❐❛✃PÐÑÓ▼ß✰é❪Ó❴➱❛❰➛➮✫✃✓➱②➮❙➷➌❮✡❐②Ò⑥➴➌Ü❂➱♣➷➌❰❵Ö❴❮✡➱❛Ü➜➴➌×➝❮✡➬✓➴➌➱♣×ÔÐÑ➴→Ù❊➴➌➬
➱❛ê❅Ú❂➱♣✃✓➴➌Ï❯➱♣×❴ÐÑ❮❑ÐÑ❐❢❮✡ÐÑÖ❴Ü❂❰⑥ÐÑÓ❴➱❢➴→×ÔÙ❊➷➌Ö❴➱❛×❴➬✓➱❝❐❛Ù❂✃✓➮❙×❴Ü❂❐❛Ï➝➴➌Ï➏Ú❂ÖÔ✃P➴➌ÐÑ➴➌➱♣❮
❐❛×✈Ú❂Ó❴➮❙❮✡➱✰ÐÑ✃✓➮❙×Ô❮✡➴➌ÐÛ➴➌❐❛×❴❮❪➮❙×❴Ü⑥➬P✃✓➴➌ÐÑ➴➌➬P➮✫➷☞Ú❂Ó❴➱❛×❴❐❛Ï➏➱❛×❴➮✹ß ë☞ì❪➴➌ä✎➱✰❐❛ÐÛÓÔ➱♣✃
Ï❯➱❛❮✡❐♣Ú❂❐♣✃✓❐❛Ö❴❮❑❮✡❐♣➷➌➴➌Ü❂❮✫ç✓➮✫➱♣✃✓❐❛❒❅➱♣➷➌❮❑➮❙✃✓➱❝❐♣Ù❊ÐÑ➱❛×✉➬✓Ó❴➮❙✃✓➮❙➬✓ÐÑ➱❛✃P➴➌í♥➱♣Ü✈Ò⑥➴➌ÐÑÓ
➷➌❐❛Ò⑥æ❊ÐÑ➱♣Ï❯Ú✟➱❛✃✓➮❙ÐÑÖ❴✃✓➱➋❒❅➮✫❮✡î➢Õ❅➮❙Ú❂❐❛✃⑥➮❙Ü❂❮✡❐♣✃✓Ú❂ÐÑ➴➌❐♣×②ï ➱✎ß ❒❴ß➢ç☞×Ô➴→ÐÑ✃✓❐❛❒❅➱♣×✗➮❙Ð
ð✫ð ß ñ✌ò⑥ó❄ç❇➮✌Ï➏➱❛ÐÑÓ❴❐♣Ü❢ÐÛÓÔ➮❙Ð❙❮✡ÖÔÙ❊Ù❊➱❛✃P❮■Ù❊✃✓❐♣Ï❵Ù❊➱❛Ò⑥➱♣✃❴Ü❂✃✓➮❙Ò⑥è✫➮❙➬✓ä✎❮☎ÐÑÓ❴➮✫×
❐❛ÐÑÓ❴➱❛✃✈➬✓❐❛×❴Õ❅➱❛×❴ÐÑ➴➌❐♣×Ô➮❙➷❳➬PÓÔ➮❙✃✓➮❙➬✓ÐÑ➱❛✃P➴➌í❧➮✫ÐÑ➴→❐❛×✳ÐÑ❐❛❐♣➷➌❮➋Ò⑥Ó❴➱♣×➐➮❙Ú❂Ú✟➷➌➴➌➱♣Ü
ÐÑ❐▼Õ❅➱❛✃✓❰❢➷➌❐♣Ò⑥æ❊Ü❂➱❛×❴❮✡➴➌ÐÑ❰❢Ï➏➮✫ÐÑ➱♣✃✓➴➌➮❙➷➌❮✫ß ô♣é❪Ó❴➱▼➮✫Ü✟❮✡❐❛✃✓Ú✟ÐÑ➴➌❐❛×✕❐❛Ù☞❒❅➮✫❮✡➱♣❮✮➴➌×
Ï❯➱❛❮✡❐♣Ú❂❐♣✃✓❐❛Ö❴❮Ý❮✡❐❛➷➌➴➌Ü✟❮✷➴→❮✷❒❅➱♣×Ô➱♣✃✓➮❙➷➌➷➌❰↕Ü❂➱❛❮✡➬P✃✓➴➌è❙➱❛Üõ➴➌×öÐÑ➱❛✃✓Ï➏❮Ý❐❛Ù
➬✓➮❙Ú❂➴→➷➌➷➌➮❙✃P❰➨➬P❐❛×❴Ü✟➱❛×❴❮✡➮❙ÐÛ➴➌❐♣×▼ç❴Ò✣ÓÔ➴→➬✓Ó÷✃✓➱♣Ù❊➱♣✃✓❮❯➴➌×÷ÐÑÓ❴➱✝➮✫Ü✟❮✡❐♣✃✓Ú✟ÐÑ➴➌❐♣×
➷➌➴➌ÐÑ➱♣✃✓➮❙ÐÑÖ❴✃✓➱➓ÐÛ❐➓ÐÑÓ❴➱➓❮✡ÐÑ➱♣➱❛Ú⑨✃P➴➌❮✡➱➓❐♣è✫❮✡➱♣✃✓Õ❅➱♣Ü⑨➴➌×÷ÐÑÓ❴➱➓➮✫Ü✟❮✡❐❛✃PÚ❂ÐÑ➴→❐❛×
➴➌❮✡❐❛ÐÑÓ❴➱❛✃PÏ❯❮❝➮❙Ð❪Ú❂✃✓➱♣❮✡❮✡ÖÔ✃P➱❛❮❪ø✗è✫➱♣➷➌❐❛Ò⑨øÔù➂ú❇û✜ç♥ÐÑÓ❴➱⑥❮✡➮❙ÐÑÖ❴✃✓➮❙ÐÑ➱❛Ü✉Õ❅➮❙Ú❂❐❛✃
Ú❂✃✓➱❛❮✡❮✡Ö❴✃✓➱➉❐❛Ù✟ÐÛÓÔ➱➉è✫Ö❴➷➌ä✉❒☞➮❙❮✫ß ➩❇ü ý é❪Ó❴➴➌❮✰➬✓❐♣✃✓✃✓➱♣❮PÚ✟❐❛×❴Ü❂❮✰ÐÑ❐➉ÐÑÓ❴➱❝✃P➮✫Ú✟➴➌Ü
Ù→➴→➷➌➷➌➴➌×❴❒⑥❐❛Ù❙ÐÑÓ❴➱❢Ú❂❐♣✃✓➱❢Õ❅❐❛➷➌Ö❴Ï➏➱❢è✫❰⑥➷➌➴➌Ø❙ÖÔ➴→Ü✮ç❄➮✣Ú✟ÓÔ➱♣×Ô❐♣Ï❯➱♣×Ô❐♣×➑Ò⑥Ó❴➴➌➬✓Ó
➴➌❮❍Ö❴❮✡ÖÔ➮❙➷➌➷➌❰✂Ó❴❰❅❮✡ÐÑ➱❛✃P➱❛ÐÑ➴➌➬❅ç☞➮✫❮❍Ü✟➱❛❮✡❐❛✃PÚ❂ÐÑ➴➌❐♣×➨Ú❂✃✓❐❛➬P➱❛➱❛Ü✟❮❍Ü❂➴➌Ù❊Ù❊➱♣✃✓➱❛×❴ÐÑ➷➌❰
ÐÑÓÔ➮❙×å➮❙Ü❂❮✡❐❛✃PÚ❂ÐÑ➴➌❐♣×å➮✫×❴Üþ➮✫ÐÝ➮ÿ➷➌❐❛Ò⑥➱♣✃❵Ú✟✃✓➱❛❮✡❮✡Ö❴✃✓➱✎ß✁�✌➮✫Ú✟➴➌➷➌➷➌➮❙✃✓❰
➬✓❐❛×❴Ü❂➱♣×Ô❮✡➮❙ÐÑ➴➌❐♣×✈➴➌×➋➮⑥❮✡➴➌×❴❒☞➷→➱✟ç❲➴➌×❴Ù❊➴➌×❴➴➌ÐÑ➱❛➷→❰❝➷→❐❛×❴❒➉Ú❂❐❛✃✓➱✌✃✓➱❛Ù❊➱♣✃✓❮❳ÐÑ❐✰ÐÑÓ❴➱
❮✡ÓÔ➴➌Ù❊Ð❂❐❛Ù♣ÐÑÓ❴➱❳è✫Ö❴➷➌ä⑥❒☞➮❙❮

-

➷→➴➌Ø✫Ö❴➴➌Ü➉ÐÑ✃✓➮❙×Ô❮✡➴→ÐÑ➴➌❐❛×✣Ü✟ÖÔ➱❳ÐÑ❐❳➬✓❐❛×❴Ù❊➴➌×❴➱❛Ï➏➱❛×❴Ð
➮✫×❴Ü➏➴➌❮✣➴➌×❴ÐÑ➱♣✃✓Ú❂✃✓➱♣ÐÑ➱❛Ü➏➮❙Ð✰ÐÑÓ❴➱✈Ï➏➮✫➬✓✃P❐❛❮✡➬✓❐♣Ú❂➴➌➬✿➷➌➱♣Õ❅➱❛➷☎❐♣×✝ÐÑÓ❴➱✈è❙➮✫❮✡➴→❮
❐❛Ù❛ÐÑÓÔ➱❪ò⑥➱❛➷➌Õ❅➴➌×⑥➱❛Ø✫Ö❴➮✫ÐÑ➴➌❐❛×❑ß✄✂✗➴➌➬✓✃✓❐♣❮P➬✓❐♣Ú❂➴➌➬Ô❮✡ÐÑ➮✫ÐÑ➴➌❮✡ÐÑ➴➌➬✓➮✫➷❧Ï❯➱❛➬✓Ó❴➮✫×❴➴➌➬✓➮✫➷
ÐÑÓÔ➱♣❐❛✃✓➴→➱❛❮✹➮❙×ÔÜ✿❮✡➴➌Ï❯Ö❴➷➌➮❙ÐÑ➴➌❐♣×Ô❮✮➴➌×ÔÜ✟➴➌➬✓➮❙ÐÑ➱❳ÐÑÓ❴➮❙Ð❂ÐÑÓ❴➴➌❮✹ÐÑ✃✓➮❙×❴❮✡➴➌ÐÑ➴➌❐♣×✣➬P➮✫×
❐❛➬✓➬✓Ö❴✃✰❐❛×❴➷➌❰✕è✫➱♣➷➌❐♣Ò÷➮➋➬✓➱❛✃PÐÑ➮✫➴➌×❯➬✓➮❙Ú❂➴➌➷➌➷→➮✫✃✓❰✕➬✓✃✓➴→ÐÑ➴➌➬✓➮❙➷✟ÐÑ➱❛Ï➏Ú❂➱❛✃P➮✫ÐÑÖ❴✃✓➱
☎✝✆✞✆ ÐÑÓ❴➮❙Ð✹Ü✟➱❛Ú❂➱♣×❴Ü❂❮❢❐❛×✂è❙❐❛ÐÛÓ✂Ú❂❐♣✃✓➱✿❒❅➱❛❐♣Ï❯➱♣ÐÑ✃✓❰✕➮✫×❴Ü➑❮✡➴➌í❧➱✟ß ✟✡✠❲×✂ÐÛÓÔ➱
Ï❯➱❛➮❙×❴æ❊Ù❊➴➌➱❛➷➌Ü✂Ü❂➱♣❮✡➬✓✃✓➴➌Ú✟ÐÑ➴➌❐❛×➓❐❛Ù■ÐÑÓ❴➱❍Ú❂Ó❴➱❛×❴❐❛Ï➏➱❛×❴❐❛×❑ç❧Ó❴❰❅❮✡ÐÑ➱❛✃✓➱♣❮✡➴➌❮➉➴→❮

ÐÑÓ❴➱❛×Ý✃✓➱♣➷➌➮❙ÐÑ➱❛Ü✳ÐÑ❐➏ÐÛÓÔ➱♦Ï❯➱♣ÐÑ➮❙❮✡ÐÑ➮✫è❙➴➌➷➌➴→ÐÑ❰✗❐❛Ù❢ÐÛÓÔ➱♦➬✓❐♣×ÔÙ❊➴➌×❴➱♣Ü➐Ù❊➷➌Ö❴➴➌Ü✮ç
➷➌➴➌ä✎➱❳➴➌×❍➮❢❮✡ÖÔè❙➬✓✃✓➴➌ÐÛ➴➌➬✓➮❙➷❧Õ❅➮❙×✣Ü❂➱♣✃☞☛✳➮❙➮✫➷→❮☎Ù❊➷➌Ö❴➴➌Ü✮ç✜➮✫×❴Ü➉➴➌Ð❙Ü✟➴➌❮✡➮❙Ú❂Ú❂➱❛➮❙✃✓❮
➮✫Ð ☎ ✆✞✆ ß

✂✗➱♣❮✡❐❛Ú❂❐♣✃✓❐❛Ö❴❮☎❮✡❐❛➷➌➴➌Ü✟❮■➮❙✃✓➱❪✃✓❐♣ÖÔÐÑ➴→×Ô➱♣➷➌❰❑Ï➏❐❛Ü✟➱❛➷➌➱♣Ü❝➮✫❮☎➮✌➬✓❐♣➷➌➷➌➱❛➬PÐÑ➴➌❐❛×
❐❛Ù❧➴➌×ÔÜ❙➱❛Ú❂➱❛×ÔÜ❂➱❛×ÔÐ❅Ú❂❐❛✃❉➱❛❮❴❐❛Ù❧❮✡➴➌Ï✂Ú❂➷➌➱✮❒☞➱❛❐❛Ï❯➱❧ÐÑ✃✓❰▼è✫ÖÔÐ❅Õ❅➮✫✃❉❰❅➴➂×Ô❒▼❮✡➴➌í♥➱❛❮❅ß
✠❲×✂ÐÑÓ❴➴➌❮✌Ú✟➴➌➬✓ÐÑÖ❴✃✓➱✎çPÒ⑥Ó❴➴➌➬✓Ó❯Ï❯➮❙❰❍è❙➱✿Õ❅➮✫➷➌➴→Ü➑Ù❊❐❛✃✰➮✈Ï❯➮❙ÐÑ➱♣✃✓➴➌➮❙➷❂Ò✣➴➌ÐÑÓ✂➮
✃✓➱❛❒❅Ö❴➷➌➮❙✃❪❮✡ÐÑ✃PÖÔ➬PÐÑÖÔ✃P➱✌➷→➴➌ä✎➱✌✂✍�✎✂➨æ❊ñ✑✏❙ç❄ÐÑÓ❴➱❛✃✓➱❢➮❙✃✓➱❢×❴❐✌➬✓❐♣×❴×Ô➱♣➬✓ÐÑ➴➌❐♣×Ô❮
è✫➱♣ÐÑÒ⑥➱♣➱❛×✗ÐÑÓ❴➱✈Ú❂❐♣✃✓➱❛❮❍Ò⑥Ó❴➴➌➬✓Ó✗➮✫➷→➷☎Ó❴➮✫Õ❅➱➋Ù❊✃✓➱❛➱➋➮✫➬P➬✓➱❛❮✡❮✣ÐÑ❐➋ÐÑÓ❴➱✈❒❅➮❙❮
✃❉➱❛❮P➱❛✃❉Õ☞❐❛➴➌✃✑ß✓✒✰❮P❮✡ÖÔÏ✂➴➌×Ô❒▼Ù→❐❧✃Ô➴➂×Ô❮PÐÑ➮✫×Ô➬❉➱✹Ú❂❐❛✃❉➱❛❮❴❐❧Ù❧➬✓❰☞➷➂➴➌×ÔÜ❙✃✓➴➂➬✓➮✫➷✡❮PÓÔ➮✫Ú❙➱
➮✫×❴Ü➋Ö❴❮✡➴➌×❴❒✣ÐÑÓ❴➱➉➱❛ê❅➴➌❮✡ÐÑ➴→×Ô❒❍Ü❂➱❛❮✡➬P✃✓➴➌Ú❂ÐÑ➴→❐❛×❴❮✰❐♣Ù✟Ù❊➷➌Ö❴➴➌Ü➋è❙➱❛Ó❴➮✫Õ❅➴➌❐♣✃❑➴➌×✩➮
❮P➴➂×Ô❒✑➷➌➱☎Ú❂❐❧✃❉➱✟ç❊➮❑Ú❙❐❧✃✓➱☎❮P➴➌í✡➱✹Ü❙➴➂❮PÐ✜✃✓➴➂è❅ÖÔÐ✜➴➂❐❛×➑ï ✔✮➘☞✕✿ó❧➴➂❮ÔÐ✜ÓÔ➱❧×➉➬✓❐❧Ï✂Ú❂Ö✎Ð✜➱❛Ü
❮✡❐❍➮✫❮✿ÐÑ❐✣✃P➱❛Ú❂✃✓❐♣Ü❂Ö❴➬✓➱❍ÐÑÓ❴➱✣➱♣ê❅Ú❂➱❛✃P➴➌Ï❯➱♣×ÔÐÛ➮✫➷❴❮✡❐❛✃✓Ú✟ÐÑ➴➌❐❛×♦➴→❮✡❐❛ÐÑÓ❴➱❛✃✓Ï➏❮✫ß
é❪ÓÔ➴→❮✣Ï❯❐♣Ü❂➱❛➷→➴➌×❴❒✩➴➌❮✣➬✓➷➌➱♣➮✫✃P➷➌❰✩Ï❯❐♣✃✓➱➋Ü❂❐❛Ö❴è✫ÐÛÙ→Ö❴➷✹Ò⑥Ó❴➱❛×✗➮✫Ú✟Ú❂➷➌➴➌➱♣Ü➏ÐÑ❐
➮✫Ï➏❐❛✃PÚ❂Ó❴❐❛Ö❴❮❪❮✡❐❛➷→➴➌Ü❂❮❳❮✡ÖÔ➬PÓ✈➮✫❮❳Ú❂❐❛✃P❐❛Ö❴❮❪❒❅➷➌➮❙❮✡❮✡➱❛❮❳Ò⑥Ó❴➱❛✃✓➱✰ÐÑÓ❴➱✰Ú❂❐♣✃✓➱❛❮
➮❅✃❉➱✹➬❉❐❧×✎×Ô➱❧➬❉Ð✜➱❧Ü✌➴➂×✎Ð✜❐☎➮✫×➉➴➂×✎Ð✜✃❉➴➂➬❉➮✫Ð✚➱✹Ð✜Ó✎✃❉➱❛➱❧æ➌Ü❙➴➌Ï✂➱❧×Ô❮✓➴➂❐❛×✎➮❅➷✡×✎➱❧Ð✜Ò✿❐❛✃❉ä✮ß
✠❲×✩ÐÑÓ❴➴➌❮✰➬✓➮❙❮✡➱✟çPÐÑÓ❴➱❝ÐÛ❐❛✃✓ÐÑÖ❴❐❛❮✡➴→ÐÑ❰✣❐❛Ù✎ÐÑÓ❴➱❝Ú✟❐❛✃✓➱➉❮✡ÐÑ✃PÖÔ➬✓ÐÛÖÔ✃✓➱➉Ï➏➮✫ä✎➱♣❮✰➮
Ö❴×Ô➴➌Ø❙Ö❴➱Ý❒❅➱♣❐❛Ï➏➱❛ÐÑ✃✓❰➙ï ❮✡➷→➴➌Ð♦❐♣✃⑤➬✓❰❅➷➌➴➌×❴Ü❂➱♣✃✓ó✉Ö❴×❴➮✫è❙➷➌➱②ÐÑ❐②Ü❂➱❛❮✡➬✓✃P➴➌è✫➱
➮✫➬✓➬❉Ö❴✃❉➮❙Ð✜➱❛➷➌❰▼➮✰Ò⑥ÓÔ❐❛➷➌➱✮➮✫Ü❂❮P❐❛✃✓Ú❂Ð✜➴➌❐❛×✿➴➌❮✡❐❛Ð✜ÓÔ➱❛✃✓Ï➐ç❇➮✫×ÔÜ❢Ð✜Ó❴➱✹➱❛ê❅Ð✜✃✓➮✫➬✓ÐÑ➱❛Ü
✔❪➘✖✕öÏ❯➮❙❰➓×❴❐❛Ð✿è❙➱❯Ù❊➮✫➴➌ÐÑÓ❴Ù❊Ö❴➷➌➷➌❰➓✃P➱❛➷➌➮❙ÐÑ➱❛Ü⑤ÐÑ❐❯ÐÑÓÔ➱❯➮❙➬✓ÐÑÖ❴➮✫➷❑Ï❯➴→➬✓✃✓❐❛æ
❮✡ÐÑ✃✓Ö❴➬✓ÐÑÖ❴✃✓➱✩❐❛Ù▼ÐÑÓ❴➱✉Ï➏➮✫ÐÛ➱❛✃✓➴➌➮❙➷Ûß ✗✘✒✌➷→❮✡❐✟ç✫ÐÑÓ❴➱✉➮❙➬✓➬✓➱♣❮✡❮✡➴➌è❙➴➌➷➌➴➌ÐÑ❰➏❐♣Ù▼ÐÑÓ❴➱
Ú❂❐❛✃P➱❛❮⑨ÐÑ❐÷ÐÑÓ❴➱②➱♣ê❅ÐÑ➱❛✃✓×❴➮❙➷➑❮✡Ö❴✃✓Ù❊➮✫➬P➱②❐♣Ù✩ÐÑÓ❴➱②Ï➏➮✫ÐÑ➱♣✃✓➴➌➮❙➷➑➬✓➮❙×➙è❙➱
➴➌Ï➏Ú❂❐❛✃✓ÐÛ➮✫×❴Ð♥ç❉➮❙×ÔÜ✈Ú❂➱♣✃✓➬✓❐♣➷➌➮❙ÐÑ➴➌❐❛×✉➬P❐❛×❴➬✓➱❛Ú✟ÐÑ❮❑➮❙✃✓➱❝❐❛Ù❊ÐÑ➱♣×✉➴➌×❴Õ❅❐❛ä✎➱❛Ü✈ÐÑ❐
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❀ ➴✣æ✞✶✥ã➬Ï❷ê❁❮❸➮❁ü☎✃ ❐❁í❀ê♦❰✌Ï❷ê❁❰✦➮♦➱✬✃✣ð✮ñ♦ò✌ó❱ô✌õ❩ö✎÷✓ô✛✹ ✏✒✑✒✑ Ù☛➮✖✣❱Ü✠➮♦à✮Þ✎Þ❱û✎à✎û❃✃➪➉Þ❷➶✎➹❞ï♣ê♦ê✌➮♦î❀✃♦è✮✃ ❐♦í❀ê♦❰✌Ï❤ê♦❰✦➮❁➱✬✃❡ð✮ñ❁ò❞ó❷ô❞õ✚ö✣÷✵ô✛✹ ✏✒✑✒✑✒✰ ➮✖✣ ❁ ➮❁à✎ß❃Þ❷û✣à✮Ý✎✃➪ û✎à✎➹☛✵♠ã ✶❈✶❞ã ❰✌ã✆❉☛å♦Ï☛➮❘❒✾✃ ❀ ✃ ❐✸✵✬➴✎ã➬❰❞ê❁â❞æ✞✚❡ã ➴✔✶✥ã➬Ï☛➮❘í■✃❘❒✾✃ ❐ ❀ þ✜â✌ý✣ê❁Ï✎➮❊✜✾✃✸✵❭✃✓Ñ✮Ò☛Ó♦Ô❸Õ❄Ö❁×➉Ø
✏✒✑✒✑✒✰ ➮✖✕ ✱ ➮✄✙✔✙✁✙✔✫✮✃

➪ û❃Þ❷➹❞í❀å❁➴✁✶✥ã➬❰✦➮❣➱✬✃✒ð✮ñ❁ò❞ó❱ô✣õ❩ö✎÷✓ô✣Ñ✮ö✣ø ø ô✌Ù❷Ú☛Û ✰ ➮✒Ü✠✕❁➮✣Þ✣Þ✎Þ❷➶❃✃✦✵✬ê♦➷➬ý✮➮❣í■✃ ❐❣➘✦ê❁þ✜å♦þ♦➮❱Ð✾✃ ❐è✣â✌➷➬➷ ã➬å♦❰✦➮❁Ð✾✃❡ð✮ñ❁ò❞ó❷ô❞õ✚ö✣÷✵ô✌Ñ✮ö✣ø❘ø ô✂Ù❤Ú☛Û ✰ ➮✣Ü✖✕✫➮✌Þ✣Þ❷û✁✙✮✃➪ û✣û✎➹❞î❏➴✣Ï❤ä❋�❸➮✢✜✾✃ ❐✢✜✦❰✛✚❡➷➬➴✎æ❱å♦þ♦➮❣❒✾✃ ❐✢✩✮ê♦æ❷å♦þ♦➮❣í❼✃ ❐✵➱✮å❁➷ ê❁â❞Ï☛➮✵è✮✃ ❐✵è✎â✌➷ ➷➬ã å❁❰✦➮✵Ð✾✃❤ð✮ñ♦ò✌ó❱ôõ❩ö✣÷✵ô✛✮❋Ù❤Ú☛Ú ✓ ➮✣Ü✖●✫➮✪✥✎à✎à✁✥❯➴✣❰✛❉✱æ❱å✄☎➉å♦æ❱å❁❰☛✂❷å♦Ï❢þ✜ì❞å❁æ❱å♦ã➬❰✦✃

❍❏■❇❑▼▲❖◆❄❑◗P☛❘❚❙❋❯✆❱❲P❈❳❨■❇❳❄◆❬❩▼❭◗❑◗P☛❘❚❙❋❯✆❱❲P☛❳❨❱✴❳❨❪❫❱❲❴❲❱❲❵◗■❛▲❖❭◗❘◗P✪❜❝❭◗❴❲❑ ❞❫■❇❳❂❜❝❡❣❢❂❱✴❘◗❤❥✐❂P☛❴❲❦❄❧♥♠✔❤❄♦♣P☛❦❖q✔r✠❤❄❧✯♠✠♠✠s✉t✠✈✠✈✠✇
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�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☞☛✌✞✡✍✏✎☎✑✓✒✕✔✖✍✗✎✘✞✙✔✖✚✛✔✢✜✘☛✣✞✡✁☎✄✖✔✢☛✤✄✖✞✡✍✗✥✤✠☞✦✧✠☞✎☎✠★✦✏✩✪✆✟✍✏✆✫✍✗✆✫✞✡✁☎✄✚✬✔✖✦✏✦✏✔✢✭✮✍✏✎☎✑✯✄✖✰✪✒✕☛✤✄✢✆✟✆✟✍✏✔✖✎✱✔✢✚✲✞✡✁☎✄✛✑✳☛✌✠☞✎☎✴✕✵✬✒✕✔✢✞✡✄✖✎☎✞✡✍✏✠★✦✕✚✬✜☎✎✘✥✌✞✡✍✏✔✖✎☎✠★✦✕✍✏✎✞✡✁✘✄✷✶✣✄✢✠☞✎☎✵✬✚✬✍✏✄✖✦✗✴✸✠☞✒✲✒✕☛✤✔✢✰✳✍✗✶✣✠★✞✡✍✏✔✢✎✺✹ ✻✽✼

✭✮✁☎✄✖☛✤✄
F✾ ✍✗✆✿✞✡✁☎✄❀✞✡✁☎✄✖☛✌✶✣✠★✦✏✦✏✩❁✠☞❂✪✄✢☛✤✠☞✑✪✄✢✴❃✚✬✦✏✜☎✍✏✴❃✴✕✄✢✎✘✆✟✍✏✞❄✩✮✠★✞❅✆✟✍✏✞✡✄✧❆❈❇✠☞✎☎✴

η✾ ) ❉ ❇❋❊●✍✗✆❍✠❏■★✜☎✄✖✎☎✥✤✁☎✄✖✴❑❂✪✠☞☛✌✍✏✠★▲☞✦✏✄▼✴✲✄✖✆✟✥✤☛✤✍✗▲☞✍✗✎✘✑◆✞✡✁☎✄✔✖✥✤✥✤✜☎✒✕✠★✞✡✍✏✔✢✎✣✔✖✚✘✞✡✁☎✄✮✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✤✄✮▲☞✩❃✞✡✁✘✄✮✆✟✔✖✦✗✍✏✴✷❖✡✒✲✠☞☛✌✞✡✍✏✥✤✦✏✄✢✆✟P❀◗
η✾ ) ❉ ✍✏✚✞✡✁✘✄❘✆✟✍✏✞✡✄❘✍✏✆✱✔✢✥✤✥✤✜☎✒✕✍✏✄✢✴❙▲★✩❚✞✡✁☎✄✸✑✪✄✢✦✏❯❲❱✿❳❅❨ ❨✂✠★✎✘✴❏❳❅❩❬❨✂✴✕✄✢✎✘✔✢✞✡✄✸✞❄✁✘✄✚✗✦✗✜✘✍✗✴

-
✚✬✦✏✜☎✍✏✴▼✠★✎✘✴▼✆✟✔✖✦✗✍✏✴

-
✚✬✦✏✜✘✍✗✴❭✠★✞✡✞✡☛✤✠★✥✤✞✡✍✗❂✳✄❪✍✏✎☎✞✡✄✢☛✤✠☞✥✌✞✡✍✏✔✖✎☎✆☞❇❫☛✌✄✖✵✆✤✒✕✄❴✥❵✞❛✍❬❂✳✄❴✦❬✩☎❇✬✠☞✎❜✴❝✞❛✁❜✄❫✴★✔❴✜✘▲✪✦✏✄❅✆✌✜✘✶✱✶✱✠☞✞❛✍❬✔❴✎✘✆✘☛❵✜✘✎✧✔❴❂✳✄❴☛❜✠✪✦❬✦✟✴★✍❬✆✌✞❛✍❬✎✘✥❵✞✒✕✠☞✍✗☛✤✆❅✔✢✚✢✎☎✎❁✆✟✍✏✞✡✄✢✆☞❞❡�✂✁✘✄❢✑✪✄✖✦✖✒✕✔✢☛✤✔✖✆✟✍✗✞✡✩❣✍✏✆❫✑✳✍✗❂✪✄✖✎❁▲★✩

φ)
◗✗❊✐❤❦❥❋❯

∑✾ η✾ ❇✠☞✎☎✴❚✞✡✁☎✄✱☛✌✠☞✞✡✍✏✔❋❧
)
❳❫❩❦❨♠❤❛❳❅❨ ❨❅✥✤✔✢✎☎✞✡☛✤✔✖✦✏✆✷✞❄✁✘✄✣✭✮✄✖✞✡✞✡✠★▲★✍✏✦✏✍✏✞✡✩❘✔✢✚❣✞✡✁✘✄✆✟✔✖✦✏✍✏✴❘✆✟✜✘☛✤✚✬✠★✥✤✄❜❞♥❚✍✏✎☎✍✏✶✫✍✏♦❴✍✏✎✘✑

Ω
✭✮✍✏✞❄✁✸☛✤✄✢✆✟✒✕✄✖✥✤✞✺✞✡✔

F✾ ✠★✞✺✚✬✍✏✰✪✄✖✴q♣✯✠★✎☎✴ µ
✚✬✔✖☛❀✠✑✳✍✗❂✳✄✢✎r☛✤✄✢✠☞✦✗✍✏♦❴✠☞✞✡✍✏✔✢✎r✔✢✚s✞✡✁☎✄✸✆✟✔✖✦✏✍✗✴❙✩✳✍✗✄✖✦✏✴✲✆t✠❪✆✟✄✢✞❁✔✢✚❀❥✉✥✤✔✢✜☎✒✕✦✏✄✖✴✄✖■★✜✘✠★✞✡✍✏✔✢✎✘✆t✞✡✁☎✠☞✞❁✠★☛✤✄✫✆✟✔✖✦✏❂✪✄✢✴❪▲★✩✈✍✗✞✡✄✖☛✤✠★✞✡✍✏✔✢✎✺❇❜✠☞✆t✄✖✰✪✒✕✦✗✠☞✍✗✎✘✄✢✴❪✍✗✎✴✕✄✖✞✡✠★✍✏✦✇✍✏✎❋☛✤✄✖✚☎❊✐①❅❞✡�✂✁☎✄✺✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✗✔✖✎❋✍✏✆✟✔✖✞❄✁✘✄✢☛✤✶✣✆

F
❨②◗❵♣✲❇

µ
❯
)
◗✬❊✐❤❦❥✯❯

∑✾ F✾✠☞☛✤✄✂✔✢▲☞✞✡✠★✍✏✎☎✄✖✴❀▲★✩✿✍✏✎☎✥✤☛✤✄✢✠☞✆✟✍✏✎☎✑
µ
✍✏✎✮✆✟✶✣✠★✦✏✦❴✆✟✞✡✄✖✒✲✆

δµ
✚✬☛✤✔✖✶q✠❝✦✏✠★☛✤✑✪✄✎✘✄✢✑✪✠☞✞✡✍✗❂✳✄❝❂✪✠★✦✏✜☎✄❋◗ ✍❈❞ ✄✲❞③❇❈✠✮✦✏✔✢✭●✒✕☛✤✄✖✆✟✆✟✜☎☛✤✄✢❯☞✜☎✒✯✞✡✔

µ
❩❬④✽⑤ ❇❈✍✏✞✡✆✺❂✳✠★✦✏✜☎✄❝✠★✞✆✌✠☞✞✡✜✘☛❵✠☞✞✡✍✏✔❴✎✿❇②✠☞✎✘✴❝✞✡✁✘✄✖✎✛✴✕✄✖✥❵☛✤✄✖✠☞✆✌✍✏✎✘✑✺✍✏✞✟❞②�✂✁✘✄⑥✍❬✆✟✔✖✞❛✁✘✄✖☛✤✶✣✆☎✠☞☛✤✄❫✞✡✁✘✄✖✎✠☞❂✪✄✖☛✌✠☞✑✪✄✖✴❁✔✢❂✪✄✖☛⑥✠✛✎☎✜✘✶✫▲☞✄✢☛⑥✔✖✚☞✑✳✄✢✦✳☛✤✄✖✠★✦✏✍✏♦❴✠★✞✡✍✏✔✖✎☎✆☞❞❄⑦❈✎❃✞❄✁✘✍✏✆❢✆✟✞✡✜☎✴✕✩⑧❇✠☞❂✪✄✖☛✌✠☞✑✪✍✏✎☎✑s✔✢❂✳✄✢☛❅✠✧✚✬✄✖✭❙✞✡✄✖✎☎✆⑥✔✢✚✳✆✟✠★✶✣✒✕✦✗✄✖✆⑥✭✮✠★✆⑥✚✬✔✢✜✘✎☎✴✮✆✟✜✘✚✬✚✬✍✏✥✌✍✏✄✖✎☎✞✞✡✔✙✒✕☛✤✔✢✴✕✜☎✥✤✄✙✆✟✞✡✠★✞✡✍✏✆✟✞✡✍✗✥✤✠☞✦✗✦✏✩✱✶✣✄✢✠☞✎☎✍✏✎☎✑✪✚✬✜✘✦❫☛✌✄✖✆✟✜☎✦✏✞✡✆☞❞⑦❈✎❪✞✡✁☎✄✷✚✬✔✢✦✏✦✏✔✖✭❁✍✏✎☎✑☎❇✪✭❁✄✷✆✟✞✡✜☎✴✕✩✣✑✪✄✖✦✗✆❋✔✖✚❢✒✕✔✢☛✤✔✖✆✟✍✗✞✡✩✣⑨☞①★⑩❘❇✪❶★⑨☞⑩✈❇✠☞✎☎✴❁❷☞①★⑩❸✭✮✁☎✍✏✥✤✁❃✄✢✰✳✁☎✍✏▲★✍✏✞✘✁☎✩✳✆✟✞✡✄✢☛✤✄✖✆✟✍✗✆✂✦✏✔✢✔✖✒✕✆❢✔✖✚☞❂✪✠☞☛✤✍✗✔✖✜☎✆✂✆✟✁☎✠☞✒✲✄✖✆✠☞✆❃✞✡✁☎✄❹✞✡✄✢✶✣✒✕✄✢☛✤✠★✞✡✜✘☛✌✄❹✍✏✆❃✥✤✁☎✠☞✎☎✑✪✄✖✴✂❞✪❺❙✄t✞✡✠☞❻❜✄❁❧
) ❼ ❇✪✠❘❂✪✠☞✦✏✜☎✄✠☞✴❄❽✐✜☎✆✟✞✡✄✖✴t✆✟✔❁✠★✆✧✞✡✔❁✶✫✠☞✞✡✥✌✁✫✠★✒✕✒✕☛✤✔✢✰✪✍✏✶✣✠★✞✡✄✢✦✏✩❃✞❄✁✘✄❁✁☎✄✢✍✏✑✪✁✘✞❢✔✢✚☎✞✡✁☎✄✁✘✩✪✆✟✞✡✄✢☛✤✄✖✆✟✍✏✆s✦✏✔✖✔✢✒✙✚✬✔✢☛❀❾✏❿ ✄✛✍✏✎✱✠❃❶☞⑨★⑩➀✠☞✄✢☛✤✔✖✑✪✄✖✦✲✠★✞✙♣✢❤✌♣✟➁

) ❉ ❞ ➂★①❅❞ ✻➄➃➅❝✄✖✥✤✠★✦✏✦❄❇✳✁☎✔✢✭✮✄✖❂✪✄✖☛✪❇✳✞✡✁✘✠★✞❝✞❄✁✘✍✏✆❋✆✟✞✡✜☎✴✕✩✱✠★✍✏✶✣✆❋✔✖✎☎✦✏✩✱✠★✞❝✒✕☛✤✔✢❂✪✍✏✴✕✍✏✎☎✑■☞✜☎✠★✦✏✍✏✞✡✠★✞✡✍✏❂✪✄✧✍✏✎☎✆✟✍✏✑✪✁☎✞✡✆❝✠☞✎☎✴✙✎☎✔✖✞❫✠★✞❅✴✲✄✖✆✟✥✤☛✤✍✗▲☞✍✗✎✘✑✯✠❋✆✟✒✕✄✢✥✤✍✏✚✬✍✏✥✿✑✪✄✢✦
-✚✬✦✏✜✘✍✗✴✸✆✟✩✪✆✟✞✡✄✖✶❙❞➆ ✔✖✶✫✄t✍✏✶✫✒✕✔✖☛✌✞✡✠☞✎☎✞✧✚✬✄✖✠★✞✡✜✘☛✌✄✖✆✙✔✖✚✿✞✡✁☎✄t✥✤✠☞✦✗✥✤✜☎✦✏✠☞✞❄✍✏✔✖✎☎✆✙✶✣✜☎✆✟✞✧▲☞✄✄✖✶✫✒✕✁☎✠☞✆✟✍✏♦❴✄✖✴✂❞✟➇❝✆s✭✮✠☞✆s✆✟✁☎✔✖✭❁✎✱✍✗✎✱☛✌✄✖✚✬✆❃❊✐①❃✠★✎☎✴✈❊✟⑨✙✠★✎✘✴❹✭✮✍✏✦✏✦❜▲☞✄✍❬✦❬✦✏✜❜✆✌✞✡☛❵✠☞✞❛✄❴✴❝✍❬✎✛✆✌✄❴✥❵✞✡✍❬✔❴✎✛➈✯❇✬✞❛✁✘✄❫✴★✄✖✆✌✔❴☛✤✒★✞❛✍❬✔✖✎✧✒★☛✤✔❴✥❵✄✖✆✌✆☎✶✱✠☞✩❢✴✕✄❴✒★✄✖✎✘✴✴★☛✤✠✪✶✣✠☞✞❛✍✏✥❵✠☞✦✏✦❬✩✺✔✖✎✧✭✮✁✘✄❴✞✡✁✘✄❴☛✘✞❛✁✘✄❫✄✖✰✳✞❛✄✖☛❵✎✘✠☞✦✟✆✟✜✘☛❵✚✗✠☞✥✤✄❫✔✖✚✐✞✡✁✘✄❫✒✕✔❴☛✤✔❴✜✘✆✆✌✔✖✦✏✍✏✴❀✍✏✆☎✞✡✠★❻✲✄✖✎✮✍✏✎☎✞❛✔✂✠☞✥✤✥✤✔✖✜✘✎☎✞✐❞②�✂✁✘✍✏✆⑧✍✏✆⑧✞✡✁✘✄✂☛✤✄✖✠☞✆✟✔✖✎✮✞✡✭✛✔✂✴✕✍✏✚✗✚✬✄✖☛✤✄✖✎☎✞✆✟✄✖✞✡✜☎✒✕✆❝✠☞☛✤✄✧✥✌✔✖✎☎✆✟✍✏✴✕✄✢☛✤✄✖✴✂❇✤✞✡✁☎✄✧✚✬✍✏☛✤✆✟✞❫✔✖✎☎✄✷◗ ✜✘✆✟✄✢✴✙✚✗✔✢☛✿✠☞✴✲✆✟✔✖☛✤✒✕✞❄✍✏✔✖✎☎❯✍✏✎❚✭✮✁☎✍✏✥✤✁❪✞✡✁✘✄✷✑✪✄✖✦⑥✍✏✆❋✒✕☛✤✄✢✆✟✄✖✎☎✞❝✍✗✎❚✞✡✁☎✄✙✭❁✁✘✔✢✦✏✄✷✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✤✄✷✠★✎☎✴✸✞✡✁☎✄✆✟✄✖✥✤✔✢✎✘✴❹✍✏✎✣✭✮✁☎✍✏✥✤✁✣✠✙✒✕✔✢☛✤✞✡✍✏✔✢✎✣✔✖✚✘✞✡✁☎✄✮✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✤✄✮✍✏✆s✦✗✄✖✚✬✞⑥✚✬☛✤✄✢✄✛✔✢✚✘✠★✎✘✩✑✳✄✢✦✘✒✲✠☞☛✤✞❄✍✏✥✤✦✏✄✯✠★✎✘✴✱✠☞✥✌✞✡✆✧✠★✆✧✠❹✑✪✠☞✆✧☛✌✄✖✆✟✄✖☛✌❂✳✔✢✍✏☛✳❞❴⑦❈✎✸✞✡✁☎✍✏✆✧✥✌✠☞✆✟✄❜❇❴✞✡✁☎✄✆✟✩✳✆✟✞❄✄✖✶➉✍✏✎☎✥✤✦✏✜☎✴✕✄✖✆s✠☞✎✱✍✏✎☎✞✡✄✢☛✤✚✬✠☞✥✌✄✧▲★✄✖✞✡✭✮✄✢✄✖✎✱✞✡✁☎✄✛✠☞✴✲✆✌✔✢☛✤▲★✄✖✴✷✚✬✦✏✜✘✍✗✴✠☞✎☎✴✛✞✡✁☎✄✿✄✖✰✪✞✡✄✖☛✌✎✘✠★✦✢❂✪✠★✒✕✔✖☛✪❇❛✠★✆⑥✍✏✎❋✠★✎✘✩s✄✢✰✪✒✕✄✖☛✌✍✏✶✣✄✢✎✘✞✡✠★✦✢✆✟✄✢✞✡✜☎✒⑥❞✡❺❙✄✁✘✠★❂✪✄✛✥✌✁✘✄✢✥✤❻❜✄✖✴❹✞✡✁☎✠☞✞✂✚✬✔✖☛❣✠★✦✏✦❜✞✡✄✖✶✫✒✕✄✖☛✌✠☞✞✡✜☎☛✤✄✢✆s✜☎✎✘✴✲✄✖☛❣✆✟✞❄✜✘✴✕✩❃✞✡✁✘✍✗✆✍❬✎❜✞❛✄❴☛❵✚✗✠✪✥❵✄❫✍❬✆✘✎❜✔✖✞✳✠✪☛❵✞❛✍❬✚✗✍❬✥❵✍❬✠✪✦❬✦❬✩❢✒★✍❬✎✘✎❜✄✖✴❣✍❬✎❜✞❛✔❫✠✿✆✤✒★✄✖✥❵✍❬✚✏✍❬✥❜✔❴☛❵✍❬✄❴✎✘✞❛✠✪✞❛✍❬✔❴✎

◗ ✄✲❞ ✑⑧❞③❇❴➊✬❊ ❉★❉★➋ ✍✏✎❃✞❄✁✘✄❣✆✟✍✏✶✫✒✕✦✏✄❣✥✌✜✘▲★✍✏✥⑥✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✤✄❣✔✢☛s➊✬❊★❊ ❉★➋ ✍✗✎❃✞✡✁☎✄✿▲★✔✖✴✲✩✪✵✥✤✄✢✎✘✞✡✄✢☛✤✄✖✴✉✥✌✜✘▲★✍✏✥➌◗ ▲★✥✤✥✤❯✬❯❲❞✙⑦❄✎☎✴✕✄✢✄✖✴⑥❇✙✄✢❂✳✄✢✎➍✭❁✍✏✞✡✁☎✔✖✜☎✞❭✑✳✄✢✦❄❇✙✞✡✁☎✄✍✏✎✘✞✡✄✢☛✤✚✗✠★✥✤✄⑥✶✫✠☞✩✿☛✤✄✖✶✫✠☞✍✏✎✮▲☞✦✏✔✢✥✤❻✲✄✢✴s✚✬✔✖☛
µ ➎ ◗❵♣✖❯ <µ<µ

❩❬④✽⑤ ❇✽✭✮✁✘✄✢☛❵✄✢✠☞✆✍✏✎✮✞✡✁☎✄✂✠☞▲★✆✟✄✖✎☎✥✤✄✂✔✖✚✢✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✤✄✂✄✖✚✬✚✬✄✢✥✤✞✡✆⑧✍✗✞☞✆✟✁☎✔✖✜☎✦✏✴❀✆✟✭✮✄✖✄✢✒s✞❄✁✘✄✂✆✟✠★✶✣✒✕✦✗✄✚✬✔✖☛❢✠☞✦✗✦
µ < µ

❩❦④❡⑤ ✜✘✎☎✞✡✍✏✦☞✞✡✁☎✄s✭✮✁☎✔✖✦✗✄s✦✏✍✏■★✜✘✍✗✴❋✍✏✆✺☛✌✄✖✒✕✦✏✠★✥✤✄✢✴❋✭✮✍✏✞✡✁✷✑✪✠★✆☞❞�✂✁✘✍✗✆●✠★☛✤✞✡✍✏✚✬✠★✥✤✞✝✥✤✠★✎➉✆✟✒✕✜☎☛✤✍✏✔✢✜☎✆✟✦✏✩◆✍✗✎✘✚✬✦✏✜☎✄✢✎✘✥✤✄q✞✡✁✘✄❸✴✲✄✖✆✟✔✖☛✌✒✕✞✡✍✏✔✢✎✒✕☛✤✔✢✥✤✄✖✆✟✆☞❞❈⑦❈✞✘✍✏✆✺✞✡✁✘✜☎✆❢✍✏✶✫✒✕✔✢☛✤✞✡✠☞✎☎✞✘✞❄✔❣✥✤✁☎✄✖✥✌❻❋✞✡✁☎✠☞✞✘✞❄✁✘✄❝✴✕☛✤✔✢✒❁✍✏✎✙✞✡✁☎✄✴✕✄✖✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✗✔✖✎✓✍✗✆✟✔✖✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✆❃✠★✦✏✭❁✠☞✩✪✆✙✔✖✥✤✥✤✜☎☛✤✆✙✚✬✔✖☛
µ < µ ➎ ◗❵♣✢❯❲❞☞�✂✁☎✍✏✆✥❵✔❴✎✘✆✌✞❛☛❵✠☞✍❬✎✘✞✳✍✏✆✘✶✱✔✖☛❵✄❫✄❴✠☞✆✌✍❬✦❬✩✺✆✤✠☞✞❛✍❬✆✌✚✗✍❬✄✖✴❝✔❴✎✧✠✿▲☞✥❵✥❜✦❬✠✪✞❛✞✡✍❬✥❵✄s◗ ✚✗✔❴☛❜✭✛✁✘✍❬✥❵✁✞✡✁☎✄✙✥✌✔✖✔✖☛✌✴✕✍✏✎☎✠☞✞❄✍✏✔✖✎❚✎☎✜☎✶✣▲★✄✖☛✣➏

)
❶✫✠☞✎☎✴✈❥

) ❼★➐✿➑ ❯✂✞✡✁☎✠☞✎❪✔✖✎❚✠✆✟✍✏✶✣✒✲✦✏✄✙✥✤✜☎▲★✍✏✥✮✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✌✄✲❞
➇❝✦✏✦✇✥✤✠★✦✏✥✤✜☎✦✏✠★✞✡✍✏✔✖✎☎✆✂✭✮✄✢☛✤✄✿✞✡✁☎✜✘✆✂✴✲✔✖✎☎✄✿✍✏✎❃✠✧▲★✥✤✥❫✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✌✄✿✔✖✚✪✦✏✍✏✎☎✄✖✠★☛✆✟✍✏♦❴✄ ➐ )

❊ ❉★❉ ◗ ✭❁✍✏✞✡✁❃➒❫❇❄✞✡✁✘✄✿✦✏✠★✞✡✞✡✍✏✥✌✄✺✆✟✒✲✠☞✥✤✍✗✎✘✑⑧❇✡✞❄✠☞❻❜✄✢✎❋✠☞✆✂✞✡✁✘✄✿✜☎✎☎✍✏✞✦✏✄✖✎☎✑✪✞✡✁❚✭✮✁☎✍✏✥✤✁❚✭✮✠☞✆✯✄✢✆✟✞✡✍✏✶✫✠☞✞✡✄✢✴✸✍✏✎❚☛✤✄✖✚✧❊✐①✣✞✡✔✷▲☞✄✷✔✖✚✂✞✡✁☎✄✙✔✖☛✤✴✲✄✖☛✔✖✚⑧✠❹✚✬✄✖✭➓✎☎✠☞✎☎✔✢✶✣✄✢✞✡✄✖☛✤✆✟❯❲❞❴�✂✁☎✍✏✆✧✆✟✍✏♦❴✄❁✍✏✆✧✆✟✜☎✚✬✚✬✍✏✥✤✍✏✄✢✎✘✞✺✞✡✔❁✚✬✠★✍✏✞✡✁☎✚✬✜✘✦✗✦✏✩✴✕✄✖✆✟✥✌☛✤✍✏▲★✄t✞❄✁✘✄✱✠★✄✖☛✤✔✢✑✪✄✖✦✺✆✟✞✡☛✤✜☎✥✤✞✡✜☎☛✤✄✱✄✖❂✪✄✖✎❙✚✬✔✢☛
φ )

❷★①★⑩❘❇★✭✮✁☎✍✏✦✏✄❻❜✄✖✄✢✒✕✍✏✎☎✑✿✞✡✁☎✄✂✥✤✔✖✶✫✒✕✜☎✞✡✠☞✞❄✍✏✔✖✎☎✠★✦✐✄✢✚✗✚✬✔✢☛✤✞☞✠★✎☎✴s✞❄✁✘✄✂✶✫✄✖✶✫✔✖☛✤✩✿✆✟✞✡✔✢☛✤✠★✑✳✄☛✤✄✖■★✜☎✍✏☛✤✄✖✶✫✄✖✎☎✞✿☛✤✄✢✠☞✆✟✔✢✎✘✠★▲☞✦✗✄✲❞ ❿ ✔✖✭❁✄✖❂✪✄✖☛✳❇✢▲★✔✖✜☎✎✘✴✲✠☞☛✌✩✷✄✢✚✗✚✬✄✢✥✤✞✡✆✮✠☞☛✌✄✎☎✔✢✞➓✠★✦✗✭❁✠★✩✪✆➔✎☎✄✢✑☞✦✏✍✗✑☞✍✏▲★✦✗✄→✭✮✁⑧✄✢✎➣✠★✎↔✄✢✰✪✞❄✄✢☛✤✎⑧✠★✦❍✆✐✜☎☛✌✚✬✠★✥✌✄↕✍✗✆✒★☛✤✄✖✆✌✄✖✎✘✞✟✹☎✞✡✁✘✍❬✆☎✒✕☛✤✔❴▲☞✦✏✄✖✶▼✶✣✠☞✩✺▲☞✄⑥✒★✠☞☛✤✞❛✍✏✠☞✦❬✦✏✩✺✥❵✜✘☛✤✄✖✴❝▲☞✩✺✠☞❂✳✄✖☛❵✠☞✑✪✍❬✎✘✑✞✡✁☎✄r✚✗✦✗✜✘✍✗✴❏✴✕✄✖✎☎✆✟✍✏✞✡✩q✴✕✄✖✄✢✒❏✍✏✎☎✆✟✍✏✴✕✄r✞✡✁☎✄r✠☞✄✢☛✤✔✢✑✳✄✢✦❄❇✿✞✡✁☎✠★✞✸✍✏✆☞❇✿▲★✩✄✖✰✪✥✤✦✏✜☎✴✕✍✗✎✘✑◆✞✡✁☎✄❸✆✟✍✏✞✡✄✖✆●✍✗✎➔✞❄✁✘✄❸❂✪✍✏✥✤✍✏✎☎✍✏✞✡✩◆✔✢✚✱✞✡✁☎✄▼✆✟✜☎☛✤✚✬✠☞✥✌✄✲❞s⑦❈✎✠☞✴✕✴✕✍✏✞❛✍✏✔✖✎✿❇②✞✡✁✘✄✖☛✤✄⑥✶✣✠★✩✺✄✖✰✪✍✏✆✌✞☞✍✏✶✣✒✕✔✖☛✤✞✡✠☞✎✘✞☞✚✬✍❬✎☎✍✏✞❛✄✖✵✬✆✌✍✏♦❴✄⑥✄✖✚✗✚✬✄✖✥✤✞❛✆⑧✞✡✁✘✠☞✞✆✟✍✏✑✳✎☎✠☞✦✲✞✡✁✘✄✛✔✖✥✤✥✤✜☎☛✤☛✤✄✖✎☎✥✤✄✧✔✢✚❜✔✖✜☎✞✡✵✗✔✢✚✗✵✬✄✖■★✜✘✍✏✦✏✍✏▲★☛✤✍✏✜✘✶➉✒✕✁☎✠☞✆✟✄✛✞✡☛✤✠☞✎☎✆✟✍✏✵✞❛✍✏✔❴✎✘✆☎✍✏✎✧✞✡✁✘✄❫✞✡✁❜✄✖☛✤✶✱✔✖✴✕✩✳✎✘✠✪✶✣✍✏✥❜✦❬✍✏✶✣✍❬✞✐❞✬➇❝✆☎✴★✍✏✆✌✥❵✜✘✆✟✆✌✄❴✴s✍❬✎✛✒★☛✤✄✖❂✳✍❬✔✖✜✘✆✭✮✔✖☛✌❻❜✆☞❇ ✻❡➙✽➛ ✻✽➜ ✞✡✁✘✄✢✆✟✄❏✒✲✁✘✄✢✎☎✔✖✶✣✄✢✎☎✠➔✥✌✠☞✎✉✔✢✎✘✦✗✩➝▲☞✄➀✆✟✞✡✜☎✴✕✍✏✄✢✴➌▲★✩✒✕✄✖☛✌✚✬✔✖☛✤✶✫✍✏✎☎✑✝✠★✎r✄✖✰✪✞✡✄✢✎✘✆✟✍✏❂✪✄✸✚✬✍✏✎☎✍✏✞✡✄✢✵✬✆✟✍✏♦❴✄✫✠★✎☎✠☞✦✗✩✳✆✟✍✗✆t✔✖✚❀✞✡✁☎✄✸✍✏✆✟✔✖✵✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✆☞❇✐✭✮✁☎✍✏✥✤✁✫✍✗✆❀✎☎✔✖✞❢✴✕✔✖✎☎✄❁✁☎✄✖☛✤✄❜❞✐➇❝✆❀✠✷✥✌✔✖✎☎✆✟✄✖■★✜✘✄✢✎☎✥✤✄✲❇✐✆✟✔✢✶✣✄✔✖✚✕✞✡✁☎✄s✥✤✜☎☛✤❂✪✄✖✆✿✆✟✁☎✔✖✭❁✎✷✍✗✎✷✞✡✁☎✄s✚✬✔✢✦✏✦✏✔✖✭❁✍✏✎☎✑✛✴✲✔s✎☎✔✖✞⑧✥✤✔✢☛✤☛✤✄✖✆✟✒✲✔✖✎☎✴❋✞✡✔✞✡✁☎✄❀✞✡☛✤✜☎✄❀✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✔✖✴✕✩✪✎☎✠☞✶✫✍✏✥✺✦✏✍✗✶✣✍✏✞❅✔✖✚✲✞✡✁☎✄❀✆✟✩✪✆✟✞✡✄✖✶❙❞❵�✂✁☎✍✏✆❣✭✮✍✏✦✏✦★▲★✄✥✤✔✖✶✫✶✣✄✢✎☎✞✡✄✖✴✸✔✢✎✝✍✏✎❚✴✕✜☎✄✙✒✲✦✏✠☞✥✌✄✲❞
➞✤➞✤➞✌➟✘➠✱➡☎➢✖➤❵➥✕➦✇➥✕➢✢➧❡➢✙➨❝➩☎➩☎➫✂➢✙➭☎➯❢➲●➳✛➵✘➭☎➸✽➭✘➯✺➺★➻❢➥✕➢

�⑥✁☎✄❃✁✘✩✪✆✟✞✡✄✢☛✤✄✖✆✟✍✏✆❁✦✏✔✖✔✢✒✕✆✮✥✤✔✖✶✫✒✕✜☎✞✡✄✖✴✫✍✏✎✈✠☞✄✢☛✤✔✖✑✪✄✢✦✏✆✮✔✖✚❫✒✲✔✖☛✤✔✢✆✟✍✏✞✡✩⑨☞①★⑩❘❇✤❶★⑨★⑩❘❇✤✠★✎✘✴✙❷★①☞⑩❏✠☞✞❫✴✕✍✏✚✬✚✬✄✖☛✌✄✖✎☎✞❅✞✡✄✢✶✣✒✕✄✢☛✤✠★✞✡✜✘☛✌✄✖✆❣✠★☛✤✄✧✆✟✁☎✔✖✭✮✎✍✏✎✮➼⑥✍✏✑✪✜☎☛✤✄ ❼ ✭✮✁✘✄✢☛✤✄ F❨ ✍✗✆⑧✒✕✦✏✔✖✞✡✞✡✄✖✴s✠★✆⑧✠❝✚✗✜☎✎✘✥✤✞✡✍✏✔✢✎✮✔✖✚✖✞✡✁✘✄✂✥✤✁✘✄✖✶✫✍✏✥✤✠☞✦✒✕✔✖✞❄✄✖✎☎✞✡✍✏✠★✦
µ
◗✬❳ ❨ ❨ ✠☞✎☎✴❸❳ ❨ ❨ ❤❦➽✢➾✣✠★☛✤✄✱✞✡✠★❻❜✄✖✎❍✠★✆✷✞✡✁☎✄✱✄✖✎☎✄✢☛✤✑✪✩❘✠☞✎☎✴✞✡✄✖✶✫✒✕✄✖☛✌✠☞✞✡✜☎☛✤✄❃✜☎✎☎✍✏✞✡✆☞❇✇☛✤✄✖✆✟✒✕✄✢✥✤✞✡✍✏❂✪✄✢✦✏✩⑧❱✺♣✟➁

)
➏②❤③➂

) ❼ ✠☞✎☎✴ µ
❩❦④❡⑤

)
-
➏②❤ ❼ )-

➂❝✍✏✎❁✞✡✁✘✄✂✶✫✄✖✠★✎✘✵✬✚✬✍✏✄✢✦✏✴❀✠☞✒✲✒✕☛✤✔✢✰✳✍✗✶✣✠★✞✡✍✏✔✖✎☎❯❲❞✽�✂✁☎✄✂✚✬✠☞✥✤✞★✞✡✁☎✠☞✞
µ
❩❬④✽⑤❜✍✏✆✧✍✏✎☎✴✕✄✖✒✲✄✖✎☎✴✕✄✖✎☎✞❢✔✢✚✯♣✯✍✏✆✧✠✷✥✌✔✖✎☎✆✟✄✖■★✜✘✄✢✎☎✥✤✄❁✔✖✚⑧✞✡✁☎✄❁✠★☛✤✞✡✍✗✚✗✍✗✥✤✍✏✠★✦✁✘✔✢✦✏✄

-
✒✲✠☞☛✤✞✡✍✏✥✤✦✗✄⑥✆✟✩✪✶✣✶✫✄✖✞✡☛✤✩✿✔✢✚✖✞✡✁✘✄✂▲☞✜☎✦✏❻✧✦✗✠☞✞✡✞✡✍✏✥✤✄✢✵✗✑✪✠★✆☞❞✽➇❝✦✏✦✐✥✤✜☎☛✤❂✪✄✖✆☛✤✄✖✆✟✜☎✦✏✞❝✚✬☛✤✔✖✶➚✠★✎✝✠☞❂✪✄✢☛✤✠☞✑✪✄✙✔✖❂✪✄✢☛✛✴✲✍✏✚✬✚✬✄✖☛✤✄✢✎✘✞❝✠☞✄✢☛✤✔✖✑✪✄✢✦✏✆❁✆✟✠★✶✣✒✲✦✏✄✖✆☞❇✭✮✁☎✍✏✥✤✁➍✄✢✰✳✒✲✦✏✠★✍✏✎☎✆❏✞✡✁☎✄✖✍✏☛◆✆✟✶✣✔✢✔✖✞✡✁➍✠★✆✟✒✕✄✢✥✤✞➀◗ ✆✟✄✢✄➪▲★✄✖✦✗✔✖✭✮❯❲❞❃➇❝✆✑✪✄✖✎☎✄✖☛✤✠★✦✏✦✏✩✱✔✖▲★✆✟✄✖☛✤❂✪✄✖✴✸✍✏✎✝✶✫✄✖✆✟✔✖✒✲✔✖☛✤✔✢✜✘✆✯✆✟✔✖✦✏✍✏✴✲✆☞❇✇✞✡✁☎✄❃✁☎✩✪✆✟✞✡✄✖☛✤✄✢✆✟✍✏✆☛✤✄✖✑✪✍✏✔✖✎✮✆✟✁☎✍✏✚✬✞✡✆⑧✞✡✔✢✭✮✠☞☛✤✴

µ
❩❬④✽⑤ ✠☞✆❅✞✡✁✘✄✂✞✡✄✖✶✫✒✕✄✖☛✤✠★✞✡✜✘☛✤✄✂✍✏✎☎✥✤☛✤✄✢✠☞✆✟✄✖✆⑧✠★✎☎✴✞✡✁☎✄❋✦✏✔✢✔✖✒✕✆✮✆✟✁☎☛✤✍✏✎☎❻✸▲★✔✖✞✡✁✈✍✏✎✈✁✘✄✢✍✏✑✪✁☎✞✿✠☞✎☎✴✣✭✮✍✗✴✕✞✡✁✈✞✡✔❋✄✢❂✳✄✢✎✘✞❄✜✘✠★✦✏✦✏✩✴✕✍✏✆✟✠★✒✕✒✕✄✢✠☞☛✺✠★✞❅✠✯✞❄✄✖✶✣✒✲✄✖☛✤✠★✞✡✜☎☛✤✄✈♣✟➶❢✦✏✔✢✭✮✄✖☛✺✞✡✁☎✠★✎▼♣✟➁❈❞✤⑦❈✎❹✞✡✁☎✄❀❷★①★⑩✠☞✄✢☛✤✔✖✑✪✄✢✦❄❇✌✞✡✁☎✄✛✜☎✒✕✒✕✄✢☛✿✒✕✠★☛✤✞⑥✔✖✚✘✞✡✁☎✄✧✦✗✔✖✔✖✒✷✍✏✆s☛✤✄✢✥✤✞✡✠☞✎☎✑✪✜☎✦✏✠★☛✿✠★✞❫❂✪✄✢☛✤✩✦❬✔❴✭❘✞❛✄❴✶✱✒★✄❴☛❵✠✪✞❛✜❜☛❵✄✕❇✬▲✪✜✘✞✳✞❡✁✘✄❅✠✪✴★✆✌✔❴☛❵✒★✞❛✍❬✔❴✎❀▲☞✄❴✥❵✔❴✶✱✄❴✆✘✶✱✔❴☛❵✄❅✑✳☛❵✠✪✴★✜❜✠☞✦✠☞✆✙♣✺✍✏✎☎✥✤☛✤✄✢✠☞✆✟✄✢✆❫✠★✎✘✴✛✞✡✁✘✄✺✆✟✁☎✠☞✒✕✄✺✥✤✁☎✠☞✎☎✑✪✄✖✆❫✚✬☛✌✔✖✶ ❿ ❊⑥✞✡✩✳✒✲✄❢✞✡✔ ❿ ❼ ❞�✂✁✘✍✗✆❍✍✏✆❍✍✗✎➔✠☞✑✪☛✤✄✢✄✖✶✫✄✖✎☎✞❘✭✮✍✏✞❄✁➔✞✡✁✘✄▼✄✖❂✪✔✢✦✏✜☎✞✡✍✏✔✖✎➔✔✢▲☞✆✟✄✢☛✤❂✪✄✖✴❑✍✏✎✄✖✰✪✒✕✄✖☛✤✍✗✶✣✄✖✎☎✞✡✆⑧✠★✦✏✞✡✁✘✔✢✜✘✑✪✁✮✞✡✁☎✄⑥✥✌✁✘✠★✎✘✑✪✄✂✍✏✎✮✞✡✁☎✄⑥✦✏✔✢✔✖✒❀✆✟✁✘✠★✒✕✄✂✔✖✥✤✥✤✜☎☛✤✆✍✏✎✈✠t✎☎✠☞☛✌☛✤✔✖✭❁✄✖☛✧☛✤✠★✎☎✑✳✄❃✔✖✚❫✞✡✄✢✶✣✒✕✄✢☛✤✠★✞✡✜✘☛✌✄✖✆✮✠★✎✘✴✣✥✌✦✏✔✖✆✟✄✢☛✧✞✡✔❍♣ ➁ ✍✏✎✞✡✁☎✄✖✆✟✄❏✦✏✠★✞✡✞✡✄✢☛✳❞ ✻✽✻✽➛ ✻ ❾✸❺❙✄➀✁✘✠★❂✪✄❏✚✬✔✖✜☎✎☎✴➌✞✡✁☎✠☞✞❙✞✡✁☎✄❏✞✡✁☎✄✢✔✖☛✤✄✢✞✡✍✏✥✤✠★✦✍✏✆✌✔✖✞✡✁✘✄✖☛✤✶✣✆⑧✠☞✞s♣

)
❊❅✑✳✄✖✞☞✆✟✞✡✄✖✄✖✒✕✄✖☛✘✭✛✁☎✄✖✎✛✍✏✎✘✥✤☛✤✄✖✠☞✆✟✍✏✎✘✑✿✞❛✁☎✄⑥✆✟✩✳✆✟✞❛✄✖✶✆✟✍✏♦❴✄✲❞❵�✂✁✘✍✏✆✿✍✗✆✺✠✯✆✟✍✏✑✪✎✘✠★✞✡✜☎☛✤✄s✔✢✚★✜☎✎☎✴✕✄✖☛✌✦✏✩✪✍✏✎☎✑✛✔✢✜✘✞❄✵✗✔✢✚✬✵✬✄✖■★✜✘✍✗✦✏✍✏▲★☛✤✍✏✜☎✶✒✕✁☎✠☞✆✟✄➪✞✡☛✌✠☞✎☎✆✟✍✏✞✡✍✏✔✢✎☎✆☞✹❏✍✏✎➹✚✬✠★✥✤✞✐❇❋▲★✔✖✞✡✁➍✞✡✁✘✄➪✠★✴✕✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✏✔✢✎➹✠★✎✘✴✴✕✄✖✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✗✔✖✎❃✥✤✜☎☛✤❂✪✄✖✆✂✠★☛✤✄✿✄✢✰✪✒✕✄✖✥✌✞✡✄✖✴✮✞✡✔❣▲☞✄❣✴✕✍✏✆✟✥✌✔✖✎☎✞✡✍✏✎☎✜✘✔✢✜☎✆✂✍✏✎❃✞✡✁✘✄✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✔✖✴✕✩✪✎☎✠★✶✣✍✏✥❢✦✗✍✏✶✣✍✗✞✐❇❵✠☞✆✿☛✤✄✢❂✪✄✖✠★✦✏✄✖✴❃▲☞✩✮✠✯✚✗✍✗✎✘✍✗✞✡✄✖✵✬✆✟✍✏♦❴✄s✆✟✥✤✠★✦✏✍✗✎✘✑✠☞✎☎✠★✦✏✩✪✆✟✍✏✆☞❞ ✻✽➙★➘ ✔✧✆✟✜✘✥✤✁t✥✤✁☎✠★✎✘✑✪✄✧✍✏✎t✞✡✁☎✄❀✶✫✔✖☛✤✒✲✁✘✔✢✦✏✔✖✑✪✩❁✔✢✚✲✞✡✁✘✄✧✦✏✔✢✔✖✒✔❴✥✤✥❵✜✘☛❵✆☎✍❬✎✛✞❛✁✘✄❫❶☞⑨☞⑩❙✑✳✄❴✦❄✹✘✞❛✁✘✄❫✦✏✔❴✔✖✒❝✆✌✁✘☛❵✍✏✎✘❻✲✆☎✭✛✍❬✞✡✁❘♣⑥▲☞✜❜✞✪✍✏✆✘✠☞✦✏✭✛✠☞✩✳✆✔✖✚ ❿ ❼ ✞✡✩✪✒✕✄❜❇❜✭✮✍✏✞✡✁r✠❪✒✕☛✤✔✢✎✘✔✢✜☎✎✘✥✌✄✖✴✓❻❜✎☎✄✖✄✸✔✖✎r✞✡✁☎✄✸✴✕✄✖✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✏✔✢✎▲☞☛✌✠☞✎☎✥✤✁✫✠☞✞✂✦✗✔✖✭q✞✡✄✢✶✣✒✕✄✢☛✤✠★✞✡✜✘☛✌✄t◗ ✞✡✁☎✍✏✆❀❻❜✎✘✄✢✄✮▲★✄✖✥✤✔✢✶✣✄✢✆❀✠✙✥✤✜☎✆✟✒❹✍✏✎✞✡✁☎✄✫✞❄✁✘✄✢☛✤✶✣✔✢✴✕✩✪✎☎✠☞✶✫✍✏✥❹✦✏✍✏✶✫✍✏✞ ✻✽➙ ❯❈❞✘�✂✁✘✄✸✴✲✄✖✆✟✔✖☛✌✒✕✞✡✍✏✔✢✎r✥✤✜☎☛✤❂✪✄✸✑✳✄✢✞✡✆✆✟✶✣✔✢✔✖✞✡✁☎✄✖☛❋✠★✞❀✁☎✍✏✑✪✁✓✞✡✄✢✶✣✒✕✄✢☛✤✠★✞✡✜☎☛✤✄✲❇☞✠★✎☎✴✝✞✡✁✘✄t❻❜✎☎✄✖✄t✑✪☛✤✠★✴✕✜☎✠★✦✏✦✏✩✴✕✍✏✆✟✠★✒✕✒✕✄✢✠☞☛✌✆☞❞❵�✂✁☎✄❀✍✗✆✟✔✖✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✆❣✍✏✎t✞✡✁☎✄❀⑨★①☞⑩❏✑✪✄✖✦★✆✟✁☎✔✖✭❭✠❋✆✟✍✏✶✫✍✏✦✏✠★☛✞✡☛✤✄✖✎☎✴❃✭✮✍✏✞✡✁❹✠✯✦✏✄✢✆✟✆✿✒✕☛✤✔✢✎☎✔✖✜☎✎✘✥✌✄✖✴❃❻❜✎✘✄✢✄s✔✢✎❹✴✕✄✖✆✟✔✢☛✤✒✕✞✡✍✗✔✖✎✝◗ ✠★✎✘✴❃✎☎✔✥✤✜☎✆✟✒✸✍✏✎❚✞✡✁✘✄✷✞✡✁☎✄✖☛✤✶✫✔✖✴✕✩✪✎☎✠★✶✣✍✏✥✮✦✗✍✏✶✣✍✗✞❝✠☞✞❝✦✏✔✢✭↔♣✢❯❈❞

➴⑥➷✬➬★➮⑧➱✐✃❝❐✳❒✂❮❚❰❬Ï❈Ð✢Ñ❴Ò❃Ó✌Ô★Õ☞Ö✟❰✖×❵Ø③Ù✤Ó❢Ú
) Û✢Ü Ö✌❰✢Ð❣Ý❣Þ✘ß✕❮❚Ð✢Ó✟Ï❄Ö✟Ñ❴Ó✟à❴Ö✌❰✢á Ü✢âã Ö✟Ï❄Ö✟×❲Ø❦Õ➄ä✣Ö✌ÔtÐ❋å✇æ❄æ❣à❦Ð✢Õ✽Õ✽Ø❦æ❄Ó✟ç

Ω è {Fé } ê ) ë☎ì⑥í ∑é è Fé✪î✬ï Fé + ð ηé - Fé ñ⑥î✬ïsð ηé - Fé ñ✽ê -
ò✛ó ó ∑

<é ô >Fé Fô - µ∑é Fé -
ò✛õ✗ó ∑

<é ô > è Fé✬ð✤ö - ηô❄ñ + Fô✖ð✤ö - ηé ñ✽ê❭ð✤ö❲ñ

÷✪ø✳ø✪÷úù❫û★ü✖ý☎þ❚ÿ✁�✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✄☞✍✌✏✎✑☎✍✒✓✟☛☞✕✔✑✖✗☎✍✌✏✎✘✎✘✙ ✚✜✛✣✢✥✤✆✦✍✛✠✧★✛✆✂✆✂✪✩✫✛✣✢✲û✬✡✄☞
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�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☎☛✌☞✍☛✎✞✡✏✑✞✓✒✔✏✖✕✘✗✟☞✍✕✚✙✜✛✢✙✜✕✚✆✤✣✘☛✜☛✎✥✟✠☎☞✍✕✘✦✍✠☎☛✌✒★✧✩☞✍✪✌✙✫✠☎✄✬☛✎✞✡☛
✏✖✞✭✪✌✠☎✄✝☛✎☞✍✙✜✞✮✣✚✆✰✯✔✱✖✪✎✠☎✠☎✏✖✲✬✗✰✠☎✄✝☛✳✧✩✱✖✴✬✏✖✒✵✒✔☛✎✲✬✞✡✏✖✠☎✏✖☛✎✞✮✕✚✠✘✠✶✄✬☛✳✠☎✷✢✪✸✦✍✱✖✪✎✞✡✴✝☞✍☛
✯✔✪✎✏✑✲✝✠☎✞✹✪✌✧✔✠☎✄✬☛✺✱✑✪✎✪✎✯✻✕✘✞✹✕✼✧✩✴✬✲✬✦✍✠☎✏✖✪✌✲✓✪✌✧✔✠☎☛✌✙✽✯✾☛✎☞✍✕✘✠☎✴✬☞✍☛✾✿✍✕✚✞✹✞✡✄✬✪✎✷❀✲
✏✖✲❂❁✸✏✖✗✟✴✝☞✍☛✸❃❅❄✍❆ ❇❈✪✎✠☎☛✸✠☎✄✝✕✘✠✚✠☎✄✝☛✸✒✔☛✎✞✡✪✎☞✍✯✔✠☎✏✖✪✎✲✢✣✚☞✍✕✘✲✝✦✍✄✢☞✍☛✎✕✘✦✍✄✝☛✌✞✮❉❊☛✎☞✭✆
✞✡✱✖✪✎✷✢✱✑✆✻✠❋✄✝☛✼✕✚✒✔✞✡✪✌☞✍✯✔✠☎✏✑✪✎✲●✣✚☞✍✕✘✲✬✦✍✄●✕✚✠❍✱✖✪✌✷❏■✼✕✚✲✬✒❑✱✖✪✌✷

µ
✿▲✏✖✲●✱✖✏✑✲✝☛
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✒✔✏✖✕✘✗✟☞✍✕✚✙❏✒✔✪✌☛✎✞✻✲✬✪✎✠✺✣✘☛✎✕✘☞✼✕✚✲✬✆✜✪✎✣✘❉✟✏✖✪✎✴✬✞✻☞✍☛✌✱✖✕✚✠❋✏✖✪✎✲♦✠☎✪✓✠☎✄✬☛✓✠❋☞✍✴✝☛
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✏✖✲✬✞✡✠☎✕✚✲✬✦✍☛❂✏✖✲❞☞✭☛✎✧◗❲✡s✻✧✩✪✌☞✰✠☎✄✬☛❂t✘✉✚✈❜✗✟☛✎✱✾✏✖✲❞✠☎✄✬☛❂❉✟✏✖✦✍✏✑✲✝✏✑✠☎✆✼✪✎✧✢■✡✇✑❩①❄✡②❋✠
✏✖✞✢✪✎✲✬✱✖✆✓✏✖✲✤✠☎✄✬☛❈✞✡✠☎✕✘✲✝✒✾✕✚☞✍✒✜❉❊✕✘✲✤✒✔☛✎☞❂❧♠✕✚✕✘✱✖✞✢✯✔✏✖✦✭✠☎✴✬☞✍☛❈✪✎✧❯✕❞✧✩✏✖☞✍✞✡✠☎❝
✪✎☞✍✒✔☛✌☞✻✯✔✄✬✕✚✞✡☛❞✠☎☞✍✕✘✲✬✞✡✏✖✠☎✏✖✪✌✲♠✠☎✄✬✕✚✠❂✄✬✆❊✞✡✠❋☛✎☞✍☛✌✞✡✏✖✞❤✏✖✞❘☞✍☛✌✱✖✕✚✠❋☛✎✒♣✠☎✪❞✠☎✄✬☛

✙✽☛✌✠☎✕✚✞✡✠❋✕✚✣✘✏✖✱✖✏✖✠❋✆③✪✌✧✹✠☎✄✬☛✽✠☎✷✢✪✜✯✔✄✬✕✚✞✡☛✎✞✓✣✘☛✎✆✟✪✎✲✬✒★✦✍✪✌☛✎✥✟✏✖✞✡✠☎☛✌✲✝✦✭☛✾❄✾②❋✲
✦✍✪✎✲✬✠☎☞✍✕✘✞✡✠④✿⑤✪✌✴✝☞✬✯✔☞✭☛✎❉✟✏✖✪✎✴✬✞❅✞✭✠❋✴✝✒✾✏✖☛✎✞❅✪✎✧✎✠☎✄✬☛✸☛✎❢✘✴✬✏✖✱✖✏✖✣✘☞✍✏✖✴✬✙⑥✣✘☛✎✄✬✕✚❉✟✏✖✪✌☞
✪✎✧◗✕●✧✩✱✖✴✬✏✖✒✤✏✑✲★✕●✒✾✏✖✞✡✪✎☞✭✒✔☛✎☞✍☛✌✒✤✯✔✪✌☞✍✪✎✴✬✞✻✞✡✪✎✱✖✏✖✒✤✄✬✕✘❉✟☛✓✞✡✄✝✪✌✷✢✲♦✠☎✄✝✕✘✠
✄✬✆❊✞✡✠☎☛✌☞✍☛✎✞✡✏✑✞❈✏✑✞❈✯✾☞✍☛✎✞✡☛✌✲✝✠✺☛✌❉❊☛✌✲★✷❀✄✝☛✌✲★✠☎✄✬☛✎☞✭☛✓✏✖✞✻✲✝✪❑✴✝✲✬✒✔☛✌☞✍✱✖✆✟✏✖✲✬✗
✯✔✄✬✕✚✞✡☛✽✠❋☞✍✕✚✲✬✞✡✏✖✠☎✏✑✪✎✲✰❄ ⑦⑨⑧⑤⑩ ⑦⑤❶✰❁✸✪✎☞❤✏✖✲✬✞✡✠☎✕✘✲✝✦✭☛✾✿✔✠❋✄✝☛✽☛✌❢✚✴✬✏✖✱✖✏✑✣✚☞✍✏✑✴✝✙❷✏✖✞✡✪✎❝
✠☎✄✬☛✎☞✍✙✐✏✖✲✜✠☎✄✬☛❀❸✘❹✚✈✂✗✟☛✎✱✝✏✖✞✺✦✍✪✌✲✬✠☎✏✖✲✬✴✝✪✌✴✝✞◆✕✚✠❑■

)
❳❯❄ t❅✿ ⑦⑤⑧✝✙✽✕✘❦P✏✖✲✬✗
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<
■ ❣ ✪✎✧✚✕❂✞✡☛✌☞✍✏✖☛✌✞✸✪✌✧✚✱✖✏✖✠☎✠☎✱✑☛✟❼✡✴✬✙✜✯✔✞

✷✢✄✬✏✖✦✍✄●✕✘✱✖✠☎☛✎☞✍✲✬✕✘✠☎☛❀✷❀✏✖✠☎✄●✞✡✙✽✪✌✪✎✠☎✄✬✱✖✆❤❉✟✕✚☞✭✆✟✏✖✲✝✗❤✯✾✪✎☞✍✠☎✏✑✪✎✲✬✞✚❄ ❬ ✄✬✏✖✞❂✏✖✞
✏✖✱✖✱✖✴✬✞✡✠☎☞✍✕✘✠☎☛✌✒●✏✖✲♣❁✸✏✖✗✟✴✬☞✍☛❘❽✜✧✩✪✎☞❀✠☎✄✝☛❘✕✘✒✔✞✡✪✎☞✭✯✔✠☎✏✖✪✌✲♣✣✚☞✍✕✘✲✬✦✍✄♣✏✖✲♣✠☎✄✬☛
t✚✉✘✈❭✗✟☛✎✱❊✕✘✠❀■

)
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✞✡✙✽✕✘✱✖✱P✏✑✲✝✦✭☞✍☛✎✙✜☛✎✲✬✠
δµ )

❲④❳
-
⑧P✠❋✄✝✕✘✠✸✕✘✱✖✱✖✪✌✷✢✞✺✒✔✏✖✞✡✦✭☞✍✏✖✙✜✏✖✲✬✕✚✠☎✏✖✪✌✲✜✪✎✧

✠☎✄✬☛★✏✖✲✬✒✔✏✖❉✟✏✑✒✔✴✬✕✚✱✝❼④✴✬✙✽✯✔✞✡❩①❄✳�❾✞✡✏✖✙✜✏✖✱✖✕✘☞●✣✘☛✎✄✬✕✘❉❊✏✑✪✎☞●✏✑✞✤✪✎✣✘✞✡☛✎☞✍❉✟☛✎✒
✒✔✴✬☞✍✏✖✲✬✗❑✒✔☛✌✞✡✪✎☞✍✯✾✠☎✏✖✪✎✲✰❄❡�❚✞✼✒✔✏✖✞✡✦✭✴✝✞✡✞✡☛✌✒✜✏✑✲q☞✍☛✎✧◆❲✡✉❯✿❡✠☎✄✬✏✖✞✼✞✭✠❋☛✎✯✔✷✢✏✑✞✡☛

❿✳➀✩➁✘➂✮➃④➄✵➅❡➆❂➇❍➈✔➉①➊⑤➋✡➌❥➋✭➉①➍❺➉✮➎❺➏✭➏✡➐❡➉✮➑✌➉❅➑✹➒❙➓✘➔✚→❥➊⑤➍❺➏✭➔❂➏✭➒✌➐❊➏✭➌❥➏✭➉❱➍➣➊↔➈❀➑✌➔✘↕❚➊⑤➋✡➙❈➐❊➋✭➌❥➑✌➊⑤➓✘➌❋➋✡➛✹➜❙➑①➝
φ ) ➞✌➟➡➠✌➢✌➤ ➒✖➌❋➏✡➙❛➎❺➋✭➒❙➊✘➊⑤➏✳➌❥➍❺➥▲➦✘➊⑤➧✘➨ ) ➩ ➧ ➩①➟➡➫ ➧ ➩①➟➡➭ ➧ ➩❱➟ ➠✌➤ ➑✹→❋➎❺➏✭➉❱➋✭➯❙➓✘➐➏✭➒✝➊⑤➦✘➋❂➎❺➏✭➏✭➐❤➑❡➊❂➨

) ➩❱➟ ➠ ➍➣➉✵➉①➦✘➏⑨➲✼➔❑➍❺➔❑➊⑤➦✘➋❂➍➣➔✘➉①➋✡➊ ➟ ➜❙➳①➝ φ ) ➞✌➟➡➵✌➭✌➤ ➨ ) ➩ ➧ ➩❱➟ ➫ ➧ ➩①➟➡➸ ➧ ➩①➟➡➵✌➟ ➜❙→✖➝ φ ) ➞❡➟ ➭✌➢❡➤ ➨ ) ➩ ➧ ➩①➟➡➺ ➧ ➩①➟ ➫❡➟

❿✳➀✩➁✘➂✮➃④➄●➻❊➆q➇❍➈✔➉❱➊⑤➋✭➌❥➋✭➉①➍❺➉❈↕❡➍❺➑✌➥✎➌❥➑✌➙❈➉❈➍➣➔♣➊⑤➦✚➋ ➠✌➢✌➼ ➧ ➵✌➭✌➼ ➧❅➑✌➔✘↕ ➭✌➢✌➼➑✌➋✭➌❥➏✭➥✎➋✭➎❺➉❚➜✖➒❙➌❥➏✭➙✂➊⑤➏✭➐❤➊⑤➏❂➳✌➏✭➊⑤➊⑤➏✡➙❚➝ ➟
❿✳➀✩➁✘➂✮➃④➄◗➽❡➆❅➾✺↕❊➉①➏✭➌❥➐❊➊⑤➍➣➏✡➔✹➍❺➉①➏✡➊⑤➦✘➋✭➌❥➙♦➍➣➔❚➑✸➉①➍❺➔✘➥▲➎❺➋ ➠✌➢✌➼ ➑✌➋✭➌❥➏✭➥✎➋✭➎✍➉❱➑✌➙❈➐❊➎❺➋➑✌➊❂➨

) ➩①➟ ➾⑥→❋➎❺➏✭➉❱➋✭➯❙➓✘➐❤➏✡➒✝➊⑤➦✘➋❂➍❺➔✘➍➣➊⑤➍❺➑✌➎P➐❊➑✌➌❥➊✳➍❺➉✵➉①➦✘➏⑨➲✼➔❞➍➣➔❞➊⑤➦✚➋❂➍❺➔✘➉①➋✡➊ ➟

➚✳➪✘➶◆➹❍➘P➶❱➴▲➷➮➬❚➱➡✃✑➴④❐③➪✘❐P➘●❒◆❮❱➶❱➴▲➷➮➬❚➱➡✃✑➴▲❐③✃✖❐③❰❯✃✑Ï✑✃✑Ð❱➪❞➹❍❮❱➷❱➴❋Ñ✝❮❱Ï✑➶ Ò❯➪✘❐✌Ñ✝Ó♣Ô✌✃✖➷❱Õ❂Ö✌➴▲Ï✑×PØ✮Ù✭ÕPÚ❀➴▲×❍Û✭Ü✟ÕPØ✬Ù✟Ù✟ÝßÞ✟à✟à✟á
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�✂✁☎✄✝✆✂✄✞�✂✟✡✠☛✆☞✆✌✠✎✍✑✏✒✠☛�✂✟✡✓✔✟✡✁✕✠✖✠☛✗✙✘✎✏✒✚☎✟✡✛✒✘☛✜✢✘✎✍✞✟✡✁☎✠✖✓✤✣✙✓✌✟✥✠✎✦✧✛✒✜★✄✩✆✂✚☎✪✙✪✫✠☛✬
✪✫✆✌✄✝✜☎✬✮✭✑✯✮✘☛✟✡✠✎✜☎✟✡✛✒✄✞✏✙✏✰✄✝✜☎✬✮✓✤�✂✄✞✯✮✠✲✱✩✛✒✟✥✁★✦✳✄✞✜✕✣✴✏✰✘✎�✂✄✞✏✙✦✵✛✒✜☎✛✒✦✵✄✷✶✹✸✖✓

µ✛✒✓★�✂✁✕✄✞✜☎✪✙✠✎✬☞✺✮✟✡✁☎✠✻✓✤✣✙✓✤✟✡✠✎✦✼✠☛✛✒✟✡✁☎✠✎✆✽✍✑✘✎✏✰✏✒✘✎✱✩✓★✟✡✁☎✠✻✦✵✛✒✜✕✛✰✦✳✚☎✦✾✺✮✛✒✜
✱✩✁☎✛✒�✂✁✳✛✰✟☞✛✰✓✲✟✡✆✌✄✝✯✿✯✮✠✎✬☞✺❀✄✞✓✲✟✡✁☎✛✒✓❁✦✵✛✒✜✕✛✰✦✳✚☎✦❂✬✮✠☛✍✑✘✎✆✂✦✵✓❁✪✫✆✌✄✝✬✮✚☎✄✞✏✒✏✒✣❃ ✄✔�✂✘❄✜✕✟❅✛❆✜✕✚❇✘✎✚❇✓☎✄✙✜✕✬✖✆❈✠❄✗✫✠✎✆❈✓✌✛❆❉✙✏✒✠✷✯✮✆❈✘❄�❈✠✎✓✌✓✌❊❀✘❄✆❇✛❆✟●❋✌✚✕✦✻✯✮✓✕✟❅✘❍✄✙✜✕✘❄✟❅✁✕✠✎✆
✦✳✛✒✜☎✛✒✦✵✚☎✦■✱✩✁☎✠✎✜❏✟✡✁✕✠❑✍✰✘☛✆✂✦✵✠✎✆✳❉✝✠☛�✂✘☛✦✳✠✎✓▲✄▼✓✤✄✞✬✮✬✿✏✒✠◆✯✮✘☛✛✒✜☎✟ ❃ ✄
✬✮✛✒✓✤�✂✘☛✜✕✟✥✛✒✜✕✚☎✘☛✚✕✓❁✄✞✜☎✬❖✛✒✆✂✆✂✠☛✗✙✠✎✆✂✓✤✛✰❉✝✏✒✠P✯✮✆✂✘☛�✂✠✎✓✤✓✤❊✹✶❀◗❘✁✕✛✰✓❁✦✳✘☛✗✫✠P✍✑✆✂✘✎✦
✄❙✦✳✄✝✆✂✪✫✛❆✜☎✄✝✏❆✏✒✣✔✓✌✟❅✄✝❉✝✏✒✠❍✓✤✟❅✄✝✟✡✠❍✟✡✘❍✄❚✜✕✠✎✱❯✦✳✠✎✟❅✄✝✓✌✟✡✄✝❉✝✏❆✠☞✓✌✟❅✄✝✟✡✠❍✬✮✠✎✍✰✛✒✜✕✠❄✓
✄✝✜❲❱☞❳❈❱✮❨✑❱✿❩✔❬●❭✔❪❈✺✮✱✩✁☎✘✎✓✤✠✳✓✤✛✒❫❀✠✳✛✒✓★✪✫✛✰✗✙✠✎✜❴❉✞✣❵✟✡✁☎✠❙❋✤✚☎✦✳✯❑✛✰✜❴✍✑✏✒✚☎✛✒✬
✬✮✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣❵✘✎❉✞✓✤✠✎✆✌✗✫✠☛✬❑✛✒✜▼✟✡✁✕✠✳✛✒✓✤✘✎✟✡✁☎✠✎✆✌✦✳✓✝✶✮❛❴✁☎✠✎✜❴✟✥✁✕✠☛✆✂✦✳✄✞✏✔✍✑✏✒✚☎�✂✭
✟✡✚✕✄✞✟✡✛✒✘☛✜✕✓▼✄✞✆✂✠❜✗✙✠✎✆✂✣❝✓✤✦✳✄✞✏✒✏❖�✂✘✎✦✵✯✮✄✞✆✂✠✎✬❞✟✥✘❡✠✎✜☎✠✎✆✌✪✫✣❝❉✞✄✞✆✂✆✂✛✒✠☛✆✂✓
✓✤✠✎✯✮✄✞✆✂✄✞✟✡✛✒✜☎✪✴✦✳✠☛✟✡✄✝✓✤✟✡✄✞❉✞✏✒✠✖✓✤✟✡✄✞✟✡✠✎✓✝✺✹✟✡✁☎✛✒✓✔✛✰✓✔✟✡✁✕✠✲✘✎✜☎✏✒✣✴✱✩✄✞✣✴✍✑✘✎✆❘✟✥✁✕✠
✓✤✣✫✓✤✟✥✠✎✦❂✟✡✘✩✠✎✗✙✘✎✏✒✗✙✠✩✛✒✜✳✟✡✁☎✠✩✏✒✄✞✜✕✬✿✓✤�✂✄✞✯✮✠✩✚✕✜☎✬✮✠☛✆❚✟✡✁☎✠✩✛✒✜☎✍✑✏✒✚✕✠☛✜☎�✂✠✩✘✎✍
✄✝✜❢✠✎❣✫✟✡✠✎✆❈✜✕✄✝✏✤✬✮✆✂✛❆✗✫✛✒✜✕✪✔✍✰✘✎✆✂�❈✠✿✶✐❤✥✜✴✘✎✚✕✆❇✦✳✠✎✄✙✜☎✭✰✍✰✛✒✠❄✏✒✬✖✄✝✜✕✄✝✏✒✣✫✓✌✛✒✓✙✺✐✟✡✁✕✠❄✓✤✠
✟✡✁✕✠☛✆✂✦✵✄✝✏❍✍✑✏✒✚☎�✂✟✡✚☎✄✞✟✡✛✒✘☛✜✕✓❥✄✞✆✂✠✢✟✡✘☛✟✡✄✝✏✰✏✒✣✻✜✕✠☛✪✙✏✒✠✎�✂✟✥✠✎✬☞✶

✸✖✓❦✱✩✛✒✏✒✏✫❉✞✠❙✬✿✛✒✓✤�✂✚☎✓✤✓✤✠✎✬P✛✒✜✽✦✳✘☛✆✂✠❚✬✮✠✎✟✡✄✞✛✒✏✫✛✒✜✽✟✡✁☎✠❚✜✕✠☛❣✙✟❇✓✤✠✎�✂✟✥✛✒✘✎✜☎✓✝✺
✟❅✁☎✠❄✓✤✠☞✄✝✗✫✄✞✏❆✄✝✜☎�❈✁☎✠✎✓☎�✂✘✎✆❈✆✂✠✎✓✤✯✞✘✎✜☎✬✖✟✡✘☞✱✩✠✎✏❆✏✒✭✑✬✞✠✎✍✑✛✒✜✕✠✎✬✲�❈✘✎✜✕✬✮✠✎✜✕✓✤✄✝✟✡✛❆✘✎✜
✘✎✆✵✠☛✗✫✄✞✯✮✘☛✆✂✄✝✟✥✛✒✘✎✜❝✠✎✗✙✠✎✜☎✟✡✓❵✟✡✁☎✄✝✟★✁☎✄✞✯✮✯✮✠☛✜❏✘☛✜❏✬✮✛✰✍✑✍✑✠✎✆✂✠☛✜✕✟★✓✤�✂✄✞✏✒✠☛✓
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�✂✘✎✜☎✟✡✛✒✜☎✚☎✘✎✚☎✓✤✏✒✣❥�✌✁✕✄✞✜☎✪✙✠✎✓✲✱✩✛✒✟✡✁

µ ③ ✜✕✘✴�✌✘✎✜☎✬✮✠✎✜☎✓✤✄✞✟✡✛✒✘✎✜✳✘✎✆❚✠☛✗✫✄✞✯✮✘☛✭
✆❈✄✞✟✡✛✒✘✎✜✴✠☛✗✫✠✎✜☎✟❅✓♠✟✡✄✞④✿✠❘✯✮✏✒✄✝�✂✠✿✶♦◗☞✁☎✠☞✦✳✘✎✆✂✯✮✁☎✘✎✏✒✘✎✪✙✣✔✘✎✍✎✟✡✁☎✠☞✏✒✄✝✜☎✬✮✓✌�✂✄✞✯✮✠
✟✡✁✕✚☎✓✷�✂✁☎✄✝✜☎✪✙✠✎✓✷✄✝✟❁✇ ① ③ ✍✑✘☛✆P✇

>
✇ ① ✺♦✟✡✁☎✠✎✆✌✠❘✛✒✓♠✄✲✓✤✛✒✜✕✪✙✏✰✠❘✦✳✛✒✜☎✛✒✦✵✚✕✦❴⑤

✍✰✘☛✆❖✇
<

✇✤①✫✺⑥✟✡✁☎✠✎✆✂✠✖✄✞✆✂✠✖✜☎✚✕✦✵✠✎✆✌✘✎✚☎✓❦✏✒✘☛�✂✄✞✏✫✦✵✛✒✜☎✛✒✦✵✄q⑦ ✦✳✠✎✟✥✄✝✓✤✟✡✄✞❉✝✏✰✠
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✱✩✛✒✟✡✁
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✛✒✜☎✗✫✘☛✏✒✗✙✠✎✬◆✛✰✜✾✟✡✁☎✠q✄✞✗✙✄✝✏✰✄✝✜☎�✂✁☎✠✎✓✝✺✞✟✡✁☎✄✝✟❢✛✰✓✙✺✞✟✡✁☎✘✎✓✤✠✻✟✡✚✕✆✌✜✕✛✰✜✕✪▲✍✑✆✂✘☛✦
✪✫✄✞✓☞✟✡✘✔✏✒✛✒r✞✚✕✛✰✬❢✍✑✘☛✆✷✄❁✓✤✦✳✄✞✏✒✏☛✛✒✜☎�✂✆✂✠☛✄✝✓✤✠✔✘✎✍

µ
✶❅➋✷✛✒✟✡✠✎✓☞✄✝✆✌✠✔�✂✘✎✜☎✓✤✛✒✬✮✠☛✆✂✠✎✬

✄✝✓❁➌✡✏✒✛✒r✞✚☎✛✒✬✮➍❢⑦ ✆✂✠☛✓✤✯✮✠✎�✂✟✥✛✒✗✙✠✎✏✒✣♠✺❀➌✡✪✙✄✝✓✤➍✡❊☎✱✩✁☎✠✎✜✵✟✡✁✕✠P✍✰✏✰✚✕✛✰✬❖✬✮✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣✽✛✒✓
✏✒✄✝✆✌✪✙✠✎✆♣⑦ ✆✂✠✎✓✤✯✿✠✎�✂✟✡✛✰✗✫✠☛✏✒✣♠✺✤✓✤✦✵✄✝✏✰✏✒✠✎✆✌❊✕✟✡✁☎✄✞✜✳➎❍✶ ➏❍✶✤◗❘✁☎✛✒✓❁✬✮✠☛✍✑✛✒✜☎✛✒✟✡✛✒✘☛✜✳✛✒✓
✚✕✜☎✄✞✦✳❉✞✛✒✪✙✚☎✘✎✚☎✓❍✄✞✟✿✏✒✘☛✱✾✟✡✠✎✦✵✯✮✠✎✆✌✄✝✟✡✚☎✆✂✠✔✱P✁✕✠☛✆✂✠✔✟✡✁☎✠✔✍✑✏✒✚☎✛✒✬✴✬✿✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣
✬✮✛✒✓✤✟✡✆✂✛✰❉✝✚☎✟✡✛✒✘☛✜✵✛✒✓❢�✂✏✒✠☛✄✝✆✂✏✰✣✽❉✞✛✒✦✳✘☛✬✮✄✞✏✥✺❀✱✩✛✰✟✡✁✵✟✡✁☎✠P✟✡✱✩✘P✯✮✠☛✄✝④❇✓❢�✂✏✒✘☛✓✤✠
✟✡✘❂➎➐✄✝✜☎✬■➈➑✄✝✜☎✬➒✄➐✜✕✠☛✪✙✏✒✛✒✪✙✛✒❉✞✏✒✠❂✍✑✆✂✄✞�✂✟✡✛✒✘☛✜➓✘✎✍▼✓✤✛✰✟✡✠✎✓➑✱✩✛✒✟✡✁
✛✒✜☎✟✡✠✎✆✂✦✵✠✎✬✮✛✰✄✝✟✡✠❁✬✮✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣♠✶❈✸✖✟☎✁☎✛✒✪✙✁❜✇✿✺❈✟✡✁☎✠✲✬✮✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣✩✬✮✛✒✓✤✟✥✆✂✛✒❉✞✚✕✟✡✛✰✘✎✜
✛✒✓✖✦✵✘✎✆✂✠✴�✌✘✎✦✳✯✿✏✒✛✒�✂✄✞✟✡✠☛✬✢✄✞✜☎✬✢✟✥✁✕✠✴✯✮✠☛✄✝④❇✓✲✦✳✘☛✗✙✠✴✟✡✘✎✱✩✄✞✆✂✬★➎✷✶ ➏❍✺✌❉✞✚✕✟
✟✡✁✕✠✩✬✮✛✒✓✤✟✡✛✰✜✕�✂✟✥✛✒✘✎✜✳❉✝✠☛✟✡✱✩✠✎✠☛✜✻✏✰✛✒r✞✚✕✛✒✬❖✄✝✜☎✬★✪✙✄✞✓✖✬✿✘✎✦✵✄✝✛✒✜☎✓✲✆✂✠☛✦✳✄✞✛✒✜☎✓
✦✳✠☛✄✝✜☎✛✒✜☎✪✙✍✑✚✕✏✥✶

✈ ✠☛✍✑✘✎✆✂✠▲✬✮✛✰✓✤�✂✚☎✓✤✓✌✛✰✜✕✪❑✟✡✁✕✠☛✓✤✠▲✆✂✠✎✓✤✚☎✏✒✟✡✓✝✺❇✛✰✟P✛✒✓✻✱✩✘✎✆✌✟✡✁✉✆✂✠✎�✌✄✝✏✰✏✒✛✒✜☎✪
✓✌✘✎✦✳✠☞✪✫✠✎✜✕✠✎✆✂✄✝✏❀✍✰✠✎✄✝✟✡✚✕✆✂✠✎✓☎✘✎✍✎✟❅✁✕✠☞✍✑✛❆✏✒✏✒✛✒✜✕✪✔✯✮✆✂✘✎�✂✠❄✓✤✓✙✺♦✄✝✏✒✆❈✠✎✄✝✬✮✣✔✓✤✁✕✘✎✱✩✜
✛✒✜➊✘✎✚☎✆❵✯✮✆✂✠☛✗✙✛✒✘✎✚☎✓◆✓✌✟✥✚✕✬✿✣☎✶ ➔●→✩➇❘✛✰✆✂✓✤✟❀✺☞✱✩✠✾✁☎✄✞✗✫✠✾✘☛❉✝✓✤✠☛✆✂✗✙✠✎✬s✟✡✁☎✄✝✟
✄✝✬✮✓✤✘☛✆✂✯✮✟✡✛✰✘✎✜➣✛✒✓▼✄❞➌✡❉✞✚✕✏✒④❇➍❯✯✿✁✕✠☛✜✕✘☛✦✳✠☛✜✕✘☛✜ ③ ✟✡✁☎✠❜✯✮✆✂✠☛✓✤✠✎✜☎�✂✠❜✘☛✆
✄✝❉✞✓✤✠✎✜☎�✂✠❴✘☛✍✽✄✝✜❞✛✒✜☎✟✡✠☛✆✂✍✑✄✝�✌✠❴✱✩✛✒✟✡✁❞✟✡✁☎✠❴✪✙✄✞✓❑✆✂✠✎✓✤✠☛✆✂✗✙✘✎✛✰✆❯✛✒✜❞✟✡✁☎✠
�✂✄✝✏✰�✂✚☎✏✒✄✝✟✡✛✰✘✎✜t✁☎✄✝✓◆✜☎✠✎✪✙✏✒✛✰✪✫✛✰❉✝✏✒✠❴✛✒✜☎✍✑✏✒✚☎✠✎✜☎�✂✠✾✘☛✜➊✟✥✁✕✠❴✄✝✬✿✓✌✘☛✆✂✯✮✟✡✛✰✘✎✜
✛✒✓✤✘✎✟✡✁☎✠✎✆✌✦✳✓✝✶✮➋✷✠✎�✂✘☛✜☎✬☞✺✮✄✞✬✮✓✤✘✎✆✌✯✮✟✡✛✒✘☛✜▼❉✝✠☛✪✙✛✒✜✕✓❖✱✩✛✒✟✡✁❲✄◆�✂✘✎✄✞✟✡✛✒✜☎✪❵✘☛✍
✟✡✁✕✠❝✪✙✠☛✏✻✯✿✄✝✆✂✟✥✛✒�✂✏✒✠☛✓✝✺❢✱✩✁☎✛✒�✂✁②✛✒✓❡✠☛✓✤✓✤✠✎✜☎✟✡✛✒✄✞✏✒✏✒✣❞✄➑✓✤✦✳✘✎✘☛✟✡✁↔✄✞✜☎✬
✆✂✠✎✗✙✠✎✆✌✓✤✛✒❉✝✏✰✠✉✯✿✆✂✘✎�✂✠☛✓✤✓✝✶❚◗❘✁✕✠❡✏✒✛✰r✝✚☎✛✒✬❞✍✑✛✒✏✒✦↕✛✒✓❴✟✡✁☎✛✒�✌④❇✠✎✆❧✄✞✟▲✁☎✛✒✪✙✁
✟✡✠✎✦✵✯✮✠✎✆✂✄✞✟✡✚☎✆✂✠❑✄✝✜☎✬✉✛✰✜✕�✂✏✰✚✕✬✿✠✎✓▲✏✒✄✞✆✂✪✙✠✎✆✵✄✝✜☎✬✉✏✰✄✝✆✌✪✫✠☛✆✳✗✙✘✎✛✰✬✮✓✝✺✷✄✝�✌✭
�✂✘✎✚☎✜☎✟✡✛✒✜☎✪❜✍✑✘✎✆❑✄❏✪✫✆✌✘✎✱✩✛✒✜☎✪❜✍✑✆✂✄✞�✂✟✡✛✰✘✎✜✧✘✎✍★✟✡✁✕✠❲✄✞✬✮✓✤✘✎✆✌❉✝✠☛✬❝✍✑✏✒✚☎✛✒✬

✬✮✠☛✜✕✓✤✛✒✟✥✣
F➙ ✶✿◗❘✁☎✛✒✓q✛✒✓q✛✒✏✰✏✒✚☎✓✤✟✡✆✂✄✝✟✥✠✎✬✾✛✒✜✉➇❘✛✒✪✙✚☎✆✂✠✵➏❧✱✩✁☎✛✒�✂✁✉✓✤✁☎✘✎✱✩✓

�✂✆✂✘☛✓✤✓❢✓✤✠✎�✌✟✡✛✒✘✎✜☎✓✴✘✎✍✷✄❖➛✝➏✞➜➑✓✤✄✝✦✵✯✮✏✒✠❥✄✞✟q✇
)

➈✞✶ ➛✷✺✿➈✝✶ ➝❍✺❄✄✞✜✕✬❧➈✴✍✑✘☛✆
✗✫✄✝✏✒✚☎✠✎✓☎✘✎✍

µ
�✂✏❆✘✎✓✤✠☞✟✡✘☞✟✡✁✕✠☞✏✒✘✎✱✩✠✎✆✕�✂✏✒✘✎✓✌✚☎✆✂✠☞✯✮✘✎✛✒✜✕✟✝✘✎✍❄✟✡✁☎✠☞✁✕✣✫✓✤✟✡✠✎✆✂✠✎✓✌✛✒✓

✏✒✘✎✘☛✯✮✓✝✶✫◗❘✁✕✛✰✓❥�✂✘✎✄✞✟✡✛✒✜☎✪✻✯✮✆✂✘✎�✌✠✎✓✤✓❥✬✮✠☛✏✒✄✝✣✙✓❥✟✡✁☎✠✢✘☛✜✕✓✤✠☛✟✖✘✎✍❘✛✒✆✂✆✌✠✎✗✙✠✎✆✂✓✤✭
✛✒❉✞✛✒✏✒✛✒✟✡✣★✟✡✘❥✄❖✁✕✛✒✪✙✁☎✠✎✆

µ
✄✞✓◆✇❥✛✒✓✴✛✒✜☎�✂✆✂✠✎✄✞✓✤✠✎✬ ③ ✛✒✜▲✯✮✄✞✆✂✟✡✛✒�✌✚✕✏✰✄✝✆✫✺✎✟✡✁✕✠

✓✤✟✡✠✎✠☛✯✮✠✎✆✖✯✮✘☛✆✂✟✡✛✒✘☛✜✳✘✎✍✕✟✡✁☎✠✩✄✝✬✿✓✤✘✎✆✂✯✿✟✡✛✒✘✎✜✳✛✰✓✤✘✎✟✡✁☎✠✎✆✂✦❴✺✤✟✡✆✂✄✞✬✮✛✒✟✥✛✒✘✎✜☎✄✝✏✰✏✒✣
✄✝✓✤✓✤✘☛�✂✛✒✄✞✟✡✠✎✬✴✱✩✛✰✟✡✁❥�✂✄✞✯✮✛✒✏✒✏✰✄✝✆✌✣✖�✂✘☛✜✕✬✮✠☛✜☎✓✤✄✝✟✡✛✰✘✎✜❙✺❅✓✤✟✡✄✞✆✂✟✡✓❍✄✞✟✿✄❁✁☎✛✒✪✙✁✕✠☛✆
µ

✄✞✜☎✬✢✄♣✁☎✛✒✪✙✁☎✠✎✆
F➙ ✶✌❤⑥✟❍✛✒✓✖✛✒✜✻✟✡✁✕✛✰✓❚✏✰✄✝✟✡✟✡✠☛✆❙✆✂✠☛✪✫✛✰✦✳✠❢✟✡✁☎✄✞✟❍✘✎✜☎✠❢✦✵✄✝✣

✟✡✆✂✣❖✟✡✘✽✬✮✠✎✍✑✛✰✜✕✠✽✛✒✜☎✬✮✠✎✯✿✠✎✜☎✬✮✠✎✜☎✟❙�✌✘✎✜☎✬✮✠✎✜☎✓✤✄✞✟✡✛✒✘✎✜❯✠☛✗✙✠✎✜☎✟✡✓✝✺☛✯✮✘✎✓✤✓✤✛✰❉✝✏✒✣
✏✒✠✎✄✞✬✮✛✰✜✕✪✧✟✡✘➊✄➑✬✮✠✎✓✤�✌✆✂✛✒✯✮✟✡✛✰✘✎✜②✘✎✍▲✟✥✁✕✠➊✦✳✄✞✟✡✠✎✆✌✛✒✄✝✏✵✄✝✓s✦✳✄✞✬✮✠➊✘✎✍
✛✒✜☎✬✮✠✎✯✿✠✎✜☎✬✮✠✎✜☎✟✞✬✿✘✎✦✳✄✞✛✒✜☎✓✝✶●➞✢✘✎✱P✠✎✗✙✠✎✆✫✺●✄✞✓✷✱✩✠❘✱P✛✒✏✒✏❄✆✂✠☛✄✝✬✿✛✒✏✒✣❚✓✤✠✎✠❇✺●✜✕✘
✓✤✚✕�✌✁❴✓✤✛✒✦✵✯✮✏✒✠✻�✂✁☎✄✞✆✂✄✝✟✡✠☛✆✂✛✒❫❄✄✞✟✡✛✒✘✎✜▼✠✎✦✳✠☛✆✂✪✙✠✎✓★✍✑✆✂✘✎✦✼✟✡✁☎✠✻✓✤✟✡✚☎✬✮✣❵✘✎✍
✟✡✁☎✠◆✄✝✗✙✄✞✏✒✄✞✜✕�✌✁✕✠☛✓✝✺♠✱✩✁☎✘✎✓✤✠❑✓✤✁✕✄✞✯✮✠◆✄✞✜☎✬✉✓✤✛✒❫❀✠❑✬✮✛✒✓✤✯✮✏✰✄✝✣❴✄▼✪✙✆✂✠☛✄✝✟
✗✙✄✝✆✂✛✰✠✎✟✡✣♠✺✝✬✮✠✎✯✿✠✎✜☎✬✮✛✒✜☎✪✵✘✎✜✾�✂✁☎✠✎✦✳✛✰�✂✄✝✏❦✯✮✘✎✟✡✠☛✜✕✟✥✛✒✄✝✏⑥✺✙✟✡✠☛✦✳✯✿✠✎✆✂✄✞✟✡✚☎✆✂✠✿✺
✄✝✜☎✬▲✯✿✘✎✆✂✘☛✓✤✛✒✟✡✣♠✶

➉✖✘✎✜☎✓✤✛✒✬✮✠☛✆P✍✑✛✒✆✌✓✌✟❁✟✡✁☎✠❖➛✝➏✞➜②✪✫✠☛✏☞✄✞✟❵✇
)

➈✝✶ ➛❍✺✙✄▲✟✡✠✎✦✵✯✮✠☛✆✂✄✝✟✥✚✕✆✂✠
�✂✏✒✘☛✓✤✠★✟✡✘❡✇✤①q⑦ ✜☎✘✎✟✡✠★✟✡✁☎✄✞✟✖✄✞✟✲✁☎✛✒✪✙✁❑✟✡✠☛✦✳✯✮✠☛✆✂✄✞✟✡✚✕✆✌✠★✄✵✓✤✛✒✪✙✜☎✛✒✍✑✛✒�✂✄✞✜☎✟
✯✮✄✞✆✂✟✽✘✎✍✴✟✡✁☎✠❯✗✙✄✝✆✂✛✰✄✝✟✡✛✰✘✎✜❜✘☛✍

F➙ ✱✩✛✰✟✡✁
µ

✛✒✓✳✓✤✛✰✦✳✯✮✏✰✣❧✬✿✚✕✠❯✟✡✘◆✟✡✁✕✠
✛✒✜☎�✂✆✂✠☛✄✝✓✤✠❚✛✒✜✽✟✡✁☎✠❙✬✿✠✎✜☎✓✤✛✒✟✡✣❁✘✎✍✝✟✡✁✕✠❚✄✞✏✒✆✂✠✎✄✞✬✮✣❁✄✞✬✮✓✤✘☛✆✂❉✝✠☛✬✩✏✰✛✒r✝✚☎✛✒✬✿❊⑥✶⑥❤✥✜
➇❘✛✒✪✙✚✕✆✌✠P➟❍✺❄✱✩✠❥✓✤✁✕✘☛✱❝✄❖✍✑✠✎✱➊�✂✘✎✜☎✬✮✠☛✜✕✓✤✄✞✟✡✛✒✘☛✜▲✠✎✗✙✠✎✜☎✟✡✓❢✟✡✁☎✄✞✟❦✘✎�✂�✌✚✕✆

➠☞➡✑➢✞➤♠➥❀➦❧➧➅➨▼➩☞➫⑥➭✌➯❈➯❖➯✹➲✌➳⑥➵♦➸➺➭✌➻✞➯❖➭✌➼✲➽◆➾➅➚☛➪②➽☛➲✤➫✥➭✤➶❄➲✤➹❚➯✹➽➅➘♣➴✫➹➷➲✵➬➅➮✞➫⑥➸➷➻✞➶
➽☛➬✫➯✹➭✌➫⑥➴✫➵♦➸➷➭✤➻q➽➅➵☞➬✫➸➺➼❆➼❆➲✤➫✥➲✤➻✞➵☞➵♦➲✤➘♣➴✫➲✌➫⑥➽☛➵♦➮✞➫⑥➲✌➯✹➱✮✃❚➲✌➹✕➯✹➸➺➵♦➲✌➯✲➽☛➫⑥➲✴➯✹❐✞➭❅❒❥➻q➸➺➻
❮ ➹➺➮✝➲✤❰✮➽☛➻✞➬★➵♦❐✞➲✩➼✒➹➷➮✞➸➺➬★➬✫➲✌➻✞➯✹➸➺➵ÐÏ✵➫⑥➽☛➻✞➶✎➲✌➯❁➼❆➫⑥➭✌➘➑Ñ✢Ò Ï✿➲✌➹➺➹➺➭●❒❚Ó❚➵♦➭qÔ❁Ò❆➫⑥➲✌➬✂Ó✡Õ
Ò❆➽✹Ó❥Ö

)
Ô❈➱ ➾☛❰

µ ) - × ➱ØÑ☛➚☛Ù✝Ò ❮ Ó❥Ö
)

Ô✹➱ Ú☛❰
µ ) - × ➱✐Ô✹Û☛Ù✝Ò❆➳✰ÓPÖ

)
Ô✹❰

µ )

- × ➱ × ➱

Ü✙Ý☎Þ✌Ýàß❍á✞â✎ã☎ä❑å✎æ✰ç❈è✴é☛ê❄ë✰ì❇í♠î✌è❇ïPê❄ì❦ð✌ñ✫è❇í♠î✙î✙ò ó❢ô➅õØö❈÷❇ô☛ø✹ô❈ç❈ç✐ù✳ô➅õ✿á✝ë✰ì
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�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✏✎✑✄✓✒✔✒✏✠☞✄✓✁✖✕✗✞✙✘✡✚
µ
✄✓✛✓✛✢✜✖✞✙✣✓✞✡✕✗�✔✁✖✁✖�✔✁✖✕✍✘✡✚✡✛✢✜✤✞✥✜✤☛✟✌✏✛✢✞✡✠☞✞✡✌✦�✔✌

✠☞✞✡✕✗�✔✘✧✁✩★ ✪☞✚✬✫✭✛✮✜✤✞✯�✔✁✤✌✏✞✡✛✰�✔✁✲✱✳�✔✕✗✴✤✠☞✞✯✵✓✶✬✫✸✷☎✁✤✒✔☛✹✛✮✜✤✞✯✪☞✘✡✎✲✺✻✄✼✪☞✛✽★ ✠✦✞✡✾✻✶
✠☞✞✡✕✗�✔✘✧✁✖✌✑✠☞✞✡✺✿✠☞✞✡✌✏✞✧✁✖✛❀✄✓✪☞✛✮✴✤✄✼✒❁✄✼✆✗✄✓✒❂✄✓✁✤✪☞✜✤✞✡✌✓❃✖✛✮✜✤✞❄�✔✌✏✘✡✒✔✄✼✛✮✞✧✾✩✌✏�✔✛✮✞✧✌
✪☞✘✡✠☞✠✦✞✡✌✏✺✻✘✧✁✖✾✿�✔✁✤✕❅✛✮✘✲✄❆✒✔✘✡✪✦✄✓✒✝✌✏❇☎✞✡✒❂✒✔�✔✁✤✕❅✘✡✚❈✛✮✜✤✞✑✒❂�✔❉✓✴✤�✔✾❊✾✻✘✧✎✑✄✼�✔✁❋✫
✱✥✠●✘✡✎❍✛✢✜■✞✥✪●✒✂✘✸✴✖✾✝✘✸✚✭✺✼✘✸�✂✁✖✛✢✌✟❃❏✘✸✁✖✞❑✪●✄✓✁▲✠●✘✡✴■✕✟✜■✒✂☛✰�✂✁✖✚✔✞✡✠✿✛✢✜■✞✥✞✸✁■✆✟✞✸✒✂✘✸✺✼✞
✘✡✚✝✛✮✜✖✞✑✠☞✞✡✎✲✄✓�❂✁✖�✔✁✤✕❄✕✗✄✓✌▼✾✻✘✧✎✑✄✼�✔✁❋❃✼❇☎✜✤�✔✪☞✜◆✜✤✄✓✌▼✄❅✠☞✄✼✛✮✜✤✞✡✠✹✪☞✘✧✎✑❖
✺✻✒✔�✔✪✦✄✓✛✮✞✧✾P✌✏✜✤✄✼✺✻✞☎✒❂�✔◗■✞✯✛✮✜✖✞✯✪☞✘✧✁✖✾✿✞✡✁✤✌✏✄✓✛✮�❂✘✡✁✲✞✧✆✟✞✧✁✖✛❘✌▲✛✮✜✤✞✡✎✲✌✦✞✧✒✔✆✗✞✡✌✓✫
❙ ✜■✞✙✌✦�✂✛✢✴✖✄✓✛✢�✔✘✸✁❚�✂✌✤✌✦✘✡✎❯✞✡❇❚✜✖✄✓✛✗✌✦�✂✎✑✺✻✒✂✞✡✠✬❱✦✴✖✌✦✛✗✺✻✠●�✂✘✡✠■✛✢✘✥✪☞✘✸✎✑✺✻✒✂✞✡✛✢✞

✚❏�✔✒✔✒✔�✔✁✤✕❋✘✧✚✡✛✮✜✤✞✳✄✓✞✧✠☞✘✡✕✗✞✧✒✭❇☎✜✤✞✧✠☞✞✿❃❲✘✧✁☎✄✼✆✟✞✧✠☞✄✼✕✟✞■❃❲✒✔✄✼✠☞✕✗✞✡✠✤✄✼✆✟✄✼✒✔✄✼✁✤✪☞✜✖✞✧✌
✄✓✠☞✞✹✘✡✣✼✌✏✞✡✠✦✆✟✞✧✾✙✫✧❳❁✌☎✌✏✜✤✘✡❇☎✁❅�❂✁❄✱✳�❂✕✟✴✤✠☞✞✹❨✓✄✥❃✧✛✮✜✤✞❀✕✗✄✼✌☎✾✻✘✧✎✑✄✼�✔✁❅�✔✌
✁✖✘✧❇❩✄▼✪☞✘✧✒✔✒✔✞✧✪☞✛✮�✔✘✡✁❬✘✡✚❭�✔✌✏✘✧✒✔✄✓✛✮✞✧✾❪✣✓✴✤✣✼✣✓✒❂✞✡✌✓✫✸❫✩✜✖�❂✒✔✞✯✁✤✘✡✛✰✌✏✺✻✜✤✞✡✠☞�❂✪☞✄✓✒
✁✖✘✧✠✖✘✡✚✡✄✼✁✤☛❋✌✦�❂✎✑✺✻✒✔✞✳✌✏✜✖✄✼✺✻✞■❃❲✛✮✜✖✞✡✌✏✞✳✣✓✴✤✣✼✣✓✒✔✞✧✌❭✄✓✠☞✞✳✠☞✄✼✛✮✜✖✞✧✠✖✪☞✘✡✎✲✺✻✄✼✪☞✛
❇☎�✔✛✮✜✯✄❁✛✮☛✗✺✻�❂✪☞✄✓✒✡✌✏�✔❴✭✞✰✘✡✚✧✛✮✜✤✞✳✘✡✠✦✾✻✞✡✠✤✘✧✚

ê ❵ ❃❛✛✮✜✤✞✳✪☞✘✧✠☞✠☞✞✧✒✔✄✼✛✮�✔✘✡✁✯✒✔✞✡✁✤✕✗✛✮✜✘✡✚✿✛✮✜✤✞✽✕✟✞✧✒✥★ ✛✮✜✤�✔✌✝✒❂✞✡✁✤✕✟✛❘✜❪✾✻✞✡✛✮✞✧✠☞✎✑�❂✁✖✞✧✌✝✎✑✘✧✠☞✞✽✘✡✠✍✒❂✞✡✌✏✌✝✛✮✜✤✞✽✌✏�✔❴✸✞▲✘✧✚
✛✮✜✖✞❪✒✔✄✼✠☞✕✗✞✡✌✏✛✽✆✟✘✧�✔✾✻✌❜�✔✁❊✛✮✜✤✞P✎✲✄✓✛✮✞✧✠☞�✔✄✼✒❘❝✓✚❏✘✡✠

φ ) ❞✼❡✓❢ ❃ ê ❣ ≈ ❤✏✐✒✔✄✓✛✮✛❘�✔✪☞✞✰✌✏✺✻✄✼✪☞�✔✁✤✕✗✌✧❥❲❦✔✶✬✫✢✱✳✴✖✠☞✛❘✜✖✞✧✠✤✚❏�❂✒✔✒✔�✔✁✤✕✝✘✧✚✧✛✮✜✤✞✰✕✗✞✡✒✡✺✻✠☞✘✧✪☞✞✡✞✧✾✻✌✥❇☎�✔✛✮✜
✛✮✜✖✞◆✣✼✴✤✣✓✣✼✒✔✞✡✌❧✌✏✒✔�✔✕✗✜✤✛✮✒✔☛❍✌✏✜✤✠☞�✔✁✤◗■�✔✁✤✕❍✣✼✞✡✚❏✘✧✠☞✞◆✌✏✴✖✾✿✾✻✞✡✁✤✒✔☛❍✾✿�✔✌✏✄✓✺✿❖
✺✻✞✡✄✼✠☞�✔✁✖✕♠★ ✛✮✜✤✞✳✛✮❇☎✘✙✞✧✆✟✞✧✁✖✛✮✌❑✌✦✜✤✘✡❇☎✁☎�❂✁❚✱✳�✔✕✗✴✤✠☞✞✳❨✓✄✼✶♦♥❑✛✮✜✤✞✙✌✏✎✲✄✓✒✔✒✔✞✧✌✏✛
✣✓✴✤✣✼✣✓✒✔✞✧✌❆✾✻�✔✌✏✄✼✺✻✺✻✞✧✄✓✠♣✚❂�❂✠☞✌✏✛✭❃✰✛✮✜✤✞✡✁q✛✮✜✤✞✩✒✔✄✼✠☞✕✗✞✡✠❅✘✧✁✤✞✡✌✓✫ ❙ ✜✖�❂✌❆�✔✌
✌✏✘✡✎✑✞✧❇☎✜✤✄✓✛✖✠☞✞✧✎✑�✔✁✤�✔✌✏✪✦✞✡✁✤✛■✘✧✚✗❇☎✜✤✄✼✛■�❂✌✳✞✧r✟✺✿✞✡✪☞✛✮✞✧✾✯✚❏✘✡✠✙✄✓✾✿✌✏✘✡✠☞✺✿✛✮�✔✘✡✁
�✔✁☎✄✼✁☎�✔✁✤✾✻✞✡✺✿✞✡✁✤✾✻✞✡✁✤✛✮❖❏✺✻✘✧✠☞✞✳✎✑✘✧✾✻✞✡✒♦✫❲s❜✘✧❇☎✞✡✆✗✞✡✠✗❃❲✛✮✜✤�✔✌❭✄✼✺✻✺✻✒❂�✔✞✡✌❑✘✡✁✤✒✔☛
✄✓✛✙✛✮✜✖✞❚✞✧✁✖✾▼✘✡✚■✛❘✜✖✞❚✄✼✾✻✌✏✘✡✠☞✺✿✛✮�✔✘✡✁✑✺✻✠☞✘✡✪✦✞✡✌✏✌❁❇☎✜✤✞✧✁❯✒✔�✔❉✼✴✖�❂✾❜✄✼✒✔✠☞✞✧✄✓✾✿☛
✚❏�✔✒✔✒✔✌❁✎✑✘✧✌✏✛✥✘✡✚✿✛❘✜✖✞✽✌✏✺✿✄✓✪☞✞■❃☞✄✼✁✤✾❜✛✮✜✖✞✽✌✏✜✤✄✼✺✻✞✽✘✡✚■✛✮✜✤✞✽✣✓✴✤✣✼✣✓✒❂✞✡✌❁✾✻✘✡✞✧✌
✁✖✘✧✛❁✪☞✘✡✁✤✚❏✘✡✠✦✎t✛✮✘❜✄✼✁✤☛❪�❂✾✻✞✡✄✼✒✥✕✗✞✡✘✧✎✑✞✧✛✮✠☞☛❭✫
❳❁✛❑✄♠✒✔✘✧❇☎✞✡✠✍✛✮✞✧✎✑✺✿✞✡✠☞✄✼✛✮✴✤✠☞✞✿❃✤✉

) ❤ ✫ ❨❑❃☞✛✮✜✤✞▲✪☞✘✡✄✼✛✮�✔✁✤✕☎✒✔✄✼☛✗✞✡✠✍✄✼✁✖✾✛✮✜✖✞❁✚❏�✔✒✔✒❂�✔✁✤✕✽✘✡✚✓✌✏✎✲✄✓✒❂✒✟✪☞✠☞✞✧✆✗�✔✪☞✞✧✌✰✒✔✞✡✄✼✆✗✞✝✎✲✘✡✠✦✞✝✘✧✺✻✞✡✁❜✌✏✺✻✄✼✪☞✞■❃♦✄✓✌✍✪☞✄✓✁
✣✓✞▲✌✏✞✧✞✡✁P�❂✁P✱✳�✔✕✗✴✤✠☞✞ ❡ ✣❑✫☞❳❁✪☞✪☞✘✡✠✦✾✻�✔✁✤✕✗✒✔☛❭❃●✞✧✆✟✞✧✁P✪☞✒❂✘✡✌✏✞▲✛✮✘▲✪☞✘✧✎✑✺✿✒✔✞✡✛✮✞✚❏�✔✒✔✒✔�✔✁✤✕❭❃✥✛✮✜✤✞❧✠☞✞✧✎✑✄✼�✔✁✤�✔✁✤✕◆✕✗✄✼✌❄✾✿✘✡✎✑✄✼�✔✁✈�✔✁✤✪☞✒✔✴✤✾✻✞✡✌❅✄✇✛✮✘✧✠☞✛✮✴✤✘✡✴✤✌
✁✖✞✧✛✮❇☎✘✡✠✦◗❚✘✡✚✧✪☞☛✗✒✔�✔✁✤✾✻✞✧✠☞❖❏✒✔�✔◗■✞✰✠☞✞✡✕✗�✔✘✧✁✖✌❑✛✮✜✤✄✼✛✼✪☞✘✡✞✧r✟�❂✌✏✛✼❇☎�✔✛✮✜✯�✔✌✏✘✡✒❂✄✓✛✮✞✧✾
✣✓✴✤✣✼✣✓✒✔✞✧✌✓✫✭❳❁✌▲✌✏✜✤✘✡❇☎✁✲�❂✁✲✱✙�❂✕✟✴✤✠☞✞✯❨✼✣❑❃✭✛✮✜✤✞✯✾✻✘✡✎✲✄✼�✔✁✤✌▲✄✓✌✏✌✏✘✧✪☞�✔✄✼✛✮✞✡✾
❇❚�✂✛✢✜✽✛✢✜■✞✥✄✗✆✟✄✓✒✂✄✗✁✖✪●✜■✞✡✌✖✜■✄✓✆✟✞❑✄❋✪●✘✸✎✑✺✼✒✂�✂✪●✄✓✛✢✞✸✾❁✌☞✜✖✄✓✺✼✞✻❃❏✄✗✁✖✾✝✄❋✌✦�✂✁✖✕✟✒✂✞
✪☞✘✡✁✤✾✻✞✧✁✖✌✏✄✼✛✮�✔✘✧✁✇✞✡✆✗✞✧✁✖✛♠✪☞✄✼✁✇✕✗✘❬❇☎✞✧✒✔✒❁✣✼✞✡☛✗✘✡✁✤✾✩✛✮✜✤✞❬✪☞✘✡✠✦✠☞✞✡✒❂✄✓✛✮�✔✘✧✁
✒✔✞✡✁✤✕✗✛✮✜①✘✡✚❜✛✮✜✤✞◆✕✗✞✡✒❘✫✍❳❁✛✑✘✧✾✻✾✻✌❧❇☎�❂✛✮✜q✛✮✜✤✞◆�❂✁✖✾✿✞✡✺✻✞✧✁✖✾✿✞✡✁✤✛✮❖❏✺✻✘✧✠☞✞
✾✻✞✡✌✏✪☞✠✦�✔✺✻✛✮�❂✘✡✁❋❃❘✚❏�✔✒❂✒✔�✔✁✤✕✽✘✡✚✓✄❚✪☞✄✼✆✗�✔✛✮☛✽✪☞✄✼✁✹✛✮✠✦�✔✕✗✕✟✞✧✠✙✪☞✘✧✁✖✾✿✞✡✁✤✌✏✄✓✛✮�❂✘✡✁❜�✔✁
✛✢✜✤✞✙✁✖✞✡�✔✕✟✜✤✣✓✘✡✠☞✜✖✘✡✘✡✾✙♥❭✪☞✘✡✁✖✾✻✞✡✁✤✌✦✄✓✛✮�✔✘✡✁❚✛✮✜✖✴✤✌✤�✔✁✤✆✟✘✡✒✔✆✟✞✡✌❭✄✝✪☞✘✡✒✔✒✔✞✡✪☞✛✮�✂✆✗✞
✺✻✠☞✘✡✪✦✞✡✌✏✌✯✛✮✜✤✄✼✛✭❃✧❇✯�✔✛✮✜✤✘✡✴✤✛✝✞✡r✗✛✮✞✧✁✖✾✿�✔✁✤✕❪✘✡✆✗✞✡✠☎✛✮✜✖✞❜❇☎✜✤✘✡✒✔✞❜✌✏✄✓✎✲✺✻✒✔✞■❃
✎✑✄✼☛❪✞✧r✗✛✮✞✡✁✤✾❬✎✲✴✖✪✦✜♣✣✼✞✡☛✗✘✡✁✤✾❬✛✮✜✤✞❜✒❂✄✓✠☞✕✗✞✧✌✏✛❁✛✮☛✗✺✻�✔✪☞✄✼✒✥✆✗✘✡�❂✾✻✌✓✫
② ✞✡✪☞✠☞✞✡✄✼✌✏�✔✁✤✕❋✛✮✜✖✞✳✛✮✞✡✎✲✺✻✞✡✠☞✄✼✛✮✴✖✠☞✞✳✾✻✘✧❇☎✁☎✛✮✘▼✉

) ❤ ✣✓✠✦�✔✁✖✕✗✌❭✄✼✣✓✘✧✴✖✛✄❁✾✻✠☞✄✼✎✑✄✼✛✮�✔✪✤✪☞✜✤✄✼✁✖✕✗✞■✫ ② ✞✧✌✏✺✻�✔✛✮✞✳✛✮✜✤✞✳✒✔�✔❉✼✴✤�✔✾▲✚❏�✔✒✔✎③✪✦✘✡✄✼✛✮�✔✁✤✕❋✛✮✜✤✞✳✕✗✞✡✒❘❃
✛✮✜✖✞✧✠☞✞✑✠☞✞✡✎✲✄✓�✔✁✤✌▼✄♣✒✔✄✼✠☞✕✗✞❯✆✗✘✧�✔✾❆✌✏✺✻✄✼✪☞✞✑✛✮✜✖✄✼✛❚✌✏✺✻✄✼✁✤✌▼✛✮✜✤✞❯❇☎✜✤✘✡✒❂✞
✌✏✄✓✎✲✺✻✒✔✞❅★ ✌✏✞✡✞▼✱✳�✔✕✗✴✖✠✦✞ ❡ ✪☞✶✬✫✟❳③✌✏✎✑✄✼✒✔✒✙�✔✁✤✪☞✠☞✞✧✄✓✌✏✞▼�✔✁

µ
✎✑✄✼☛❯✛✮✜✤✞✡✁

✛✮✠☞�✔✕✗✕✗✞✡✠P✄❧✎✲✄✢❱✭✘✡✠P✪☞✘✡✁✤✾✻✞✧✁✖✌✏✄✼✛✮�✔✘✧✁✇✞✡✆✗✞✧✁✖✛✭✫ ❙ ✜✖✞❬✘✧✁✖✞❬✌✏✜✤✘✡❇✯✁✇�✔✁
✱✙�✂✕✟✴✖✠●✞✙❨✗✪■�✔✁✖✆✟✘✸✒✔✆✟✞✸✌✤✎✑✘✸✠☞✞✥✛✢✜✖✄✓✁✽❨ ✐✓✐✹✐✗✐✓✐ ✌✦�✂✛✢✞✡✌❋★⑤④ )

✵ ✐✓✐✗✐✹✐✓✐✓✐ ✶✄✓✁✤✾❈✪☞✘✧✠☞✠☞✞✡✌✏✺✻✘✧✁✖✾✻✌❑✛✮✘✙✛✮✜✤✞✳✒✔✄✓✌✏✛✮❱✏✴✤✎✑✺▲�✔✁☎✛✮✜✤✞✙�✔✌✏✘✧✛✮✜✖✞✧✠☞✎⑥✘✧✚✡✱✳�✔✕✗✴✖✠☞✞
⑦ ✫✿⑧❘✁⑨✪☞✘✡✁✤✛✮✠☞✄✼✌✏✛❚❇✯�✔✛✮✜◆✛✮✜✤✞✑✎✑�❂✪☞✠☞✘✧✌✏✪☞✘✡✺✻�❂✪✹✄✼✆✗✄✓✒❂✄✓✁✤✪☞✜✤✞✡✌P✌✏✞✡✞✧✁◆✄✓✛
✜✖�❂✕✟✜✤✞✡✠✯✛✮✞✡✎✲✺✻✞✡✠✦✄✓✛✮✴✤✠☞✞■❃✟✛✮✜✖✞▼✄✼✆✟✄✼✒✔✄✼✁✤✪☞✜✖✞▼�✔✌♠✁✤✘✡❇⑩✎✑✄✼✪☞✠☞✘✧✌✏✪☞✘✡✺✻�❂✪✟❃
✌✏✪☞✄✓✒❂�✔✁✤✕✑✒❂�✔◗■✞P✛✮✜✤✞P✌✏☛✗✌✏✛✮✞✧✎❶✆✗✘✡✒❂✴✖✎✲✞✿♥❜✞✡✆✗✞✡✁❊�✔✁❊✛✮✜✤✞P✛✮✜✤✞✡✠✦✎✑✘✡✾✿☛✗❖
✁✖✄✼✎✑�❂✪✹✒✔�✔✎✲�✔✛✭❃✼✄❆❷❏❸❂❹✤❸✬❺❲❻❁✚❏✠☞✄✓✪✦✛✮�✔✘✡✁◆✘✡✚✝✛✮✜✤✞❯✄✓✾✿✌✏✘✡✠☞✣✼✞✡✾❆✕✗✄✼✌❜✛✮✴✤✠☞✁✤✌
✒✔�✔❉✼✴✖�❂✾✙❃✓✒❂✞✡✄✼✾✻�✔✁✤✕✲✛✮✘❪✄❄✾✿�✔✌✏✪☞✘✧✁✖✛✮�❂✁✖✴✤�✔✛✮☛❬�✔✁❊✛✮✜✤✞❪�✔✌✏✘✧✛✮✜✤✞✡✠☞✎✩✫✓❼✹✘✡✛✮✞
✛✮✜✖✄✼✛✳✪✦✘✡✁✤✛✮✠☞✄✼✠☞☛✹✛✮✘✯❇☎✜✤✄✓✛✰✜✖✄✼✌▲✣✼✞✡✞✧✁✲✌✦✴✤✕✗✕✗✞✡✌✏✛✮✞✧✾P�❂✁✲✠☞✞✡✚❏✌ ❤✭✐ ✄✓✁✤✾
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➾✙➚❏➪✼➶❭➹✭➘❾➴✟➷❩➬✙➮✦➱✼✃✟❐✦➱✼❒✬❮✧❰❲ÏÐ➮✦➱❩❐✢Ñ✻❐✏➱✓❰❲❒♣ÏÐ➱③❮❍Ò✧Ó✧ÔÕ❮✧❐✦Ö♦➮✦×✡❐✦Ø♠❮✧❰❪❰❲Ù✼❐Ú ❐✦×✡ÏÛ➱✼➱✼ÏÐ➱✼×✯➮✏Ü✖Ý♦❮✧Þ✟ÏÛØÐØÐ❮✧Ö❂ß✑Ý❘➮✏➱✓✃✟❐✦➱✼❒●❮✧❰❲ÏÛ➮✏➱✼à❄á
) â✬ã Òåä µ ) - æåã ç✧æ■â Ó ã

➾✙➚❏➪✼➶❭➹✭➘❜è✟➷❪➬✙➮✦➱✼✃✟❐✦➱✼❒✬❮å❰❲ÏÛ➮✏➱❪❐❛Ñ✻❐✏➱✼❰❲❒❁ÏÐ➱❪❮❀Ò✧Ó✧Ô❩❮✧❐✦Ö♦➮✦×✡❐✦Ø■❮✧❰✙❰❲Ù✼❐❚❐✦➱✼✃➮✦Ü✸Ý♦❮✧Þ✟ÏÛØÐØÐ❮✧Ö❂ß✽Ý♦➮✦➱✼✃å❐✏➱✼❒✬❮✧❰❲ÏÐ➮✦➱✼à✍é✂❮✬ê✰á
) â✬ã Ò✧ä µ )- æ✧ã⑤ç✧ë✧ë Ó✧ì●é Ú ê✰á ) â●ã í ä

µ ) - æ✧ã çåî ì✼é✂Ý❂ê♠á ) â ä µ ) - æ✧ã❏â✬ïåë✧ã
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✜✢✘✚✆✦�✂✡☞★✪✕✫✑✒�✂✜✤✞❜✞✌✆☎✘✹✎❜✣✫✓❝✕☞✆❋❊✢●✤❍❞❃✢✆❴✞❀◗✼✎✌✣✫✞❜✎✌✣☞✆✦✟✫✎✌✓❝✕✫✎❜✓✖✑✗★✪✁☎✘✪✘✚✆❴✞✌✜✤✓❝✎❜✁☎✣
✞✌✆☎✣✗❃✢✓✖✕❡■

ê ❢ ≈ ❣✹❤❥✐ ❑❨✸❭❁✽✎✌❃✢✡☞✘✒✆✱❅❳✁☎✣❦✓✖✕✗✆❧✁☎✓✖✕✗✆☎✘✂✕☞✜✰✣✗✄♠�✏✜✤✧✮❯✰✆★✚✁☎�✏✥✝✜✰✘✚✆☎✄✍✓✖✁✙❁✽✎✌❃✢✡✗✘✚✆✙❊✰❯✏■ ✓✖✕☞✆✙❅✰●✰❍▲❃✶✆☛✞✝✜✤✓✍❈
) ❉ ✸ ❊✰❑❚♥✿✎✌✣❖✓✖✕✗✆☎✑✩✆✓✖✟✠✁✷★✒✜✤✑✩✆☛✑✢◗✢✓✖✕✗✆✴★✚✁☎✣✗✄✝✆☛✣☞✑✩✜✰✓✖✎✌✁☛✣♦✆☛✛✢✆☎✣✗✓✖✑✾✎✌✣✗✛✢✁☎✞✌✛✢✆✷✜♣★✚✁☛✣☞✣✗✆☎★✒✓✖✆☎✄q ✑✒✓✖✘✪✎✌✣☞❃✶r✤✁❴✻❴★✚✜✤✛✶✎✌✓❝✎✌✆❴✑✤◗❬✓❝✕☞✆☎✘✚✆❴❯✤✧s✄✝✎✌✑✒✥✝✞❜✜✤✧✶✎✌✣☞❃s✜ q ✞✌✁☎★✪✜✤✞✌✞❜✧s★✚✁☎✞❜✞✌✆☎★✪✓✖✎❜✛✶✆☎r

✣☞✜✰✓✖✡✗✘✚✆❇✆☎t✢✓✖✆☎✣✗✄✝✎✌✣✗❃✍❯✰✆☎✧✢✁☎✣✗✄❂✓✖✕☞✆❇✞✌✜✰✘✚❃✢✆☎✑✩✓s✛✶✁☛✎✌✄✝✑✫✎✌✣♣✓✖✕☞✆❇❃✢✆☎✞❪■
ê ❢

≈ ✉ ✻✼✁☎✘ φ)
❄✤❊✤❍✍❑❨✸ ❆ ✕☞✆☎✣✠★✚✁☎�✂✥✝✜✤✘✚✎✌✣☞❃❪✥✝✜✤✣☞✆☎✞✌✑❭✜❱✜✤✣✗✄✿❯❱✁☎✻☎❁❋✎✌❃✢✡☞✘✚✆

❊❳✓✖✁♦❁✽✎✌❃✢✡✗✘✚✆☎✑♣❄♠✜✰✣☞✄✈❅P◗P✟✠✆♦✑✩✆☎✆♦✓✖✕✗✜✤✓❘◗P�✏✡✗✓✖✜✤✓✖✎✭✑♣�✂✡✗✓✖✜✰✣☞✄✵✎✌✑✤◗
✄✝✆☎★✒✘✚✆☎✜✰✑✩✎✌✣✗❃✇✓✖✕✗✆❏✥✵✁☎✘✚✁☛✑✩✎✌✓✖✧①■ ✎❀✸ ✆✹✸②◗✲✎✌✣✗★✚✘✚✆☎✜✰✑✩✎✌✣✗❃✇✓✖✕✗✆▲✆☎✻✼✻✼✆☎★✒✓✖✎✌✛✢✆
✑✩✓✖✘✚✆☎✣✗❃✢✓✖✕❏✁☎✻❇✓✖✕✗✆③❃✢✆☎✞✌✬✼✎✌✣✗✄✝✡✗★✚✆☛✄④✥✝✆☛✘✚✓✖✡✗✘✚❯✤✜✰✓✖✎✌✁☛✣☞❑❇✥✝✞✭✜✤✧✢✑✱✜✈✘✚✁☎✞✌✆
✑✩✎✌�✂✎✭✞✌✜✤✘◆✓✖✁❇✎✌✣✗★✚✘✚✆☛✜✤✑✩✎✌✣✗❃✍✓✖✕✗✆❇✓✖✆☎�✏✥✝✆☛✘✚✜✤✓❀✡☞✘✚✆✹✸✝■ ✺ ✕✗✆✲✎✭✣☞✻✼✞✌✡✗✆☛✣☞★✚✆❇✁☛✻
★✚✕✗✜✤✣✗❃✢✎✌✣✗❃◆✓✖✕✗✆❱✎✌✣✗✓✖✆☎✘✚✜✰★✚✓✖✎✭✁☎✣✯✘✒✜✤✓✖✎✌✁P⑤✲✕✗✜✰✑✽❯✰✆☎✆☛✣✯✄✝✎✭✑✩★✚✡☞✑✩✑✩✆☛✄✲✎✌✣✯✘✚✆☛✻
❉ ❊✂✎✭✣❧✓✖✕✗✆✍★✚✜✰✑✩✆✍✁☎✻✽✜✂✘✚✜✰✣☞✄✵✁☎�⑥✑✩✁☛✞✌✎✌✄❋♥✾✎✌✣☞★✒✘✚✆☎✜✰✑✩✎✌✣✗❃❇⑤♣✜✤�✏✁☎✡✗✣✗✓✖✑
✓✖✁✍✜✰✣❧✎✌✣✗★✚✘✒✆☎✜✰✑✩✆✍✁☎✻✽✓✖✕✗✆✍✄✝✎✭✑✩✁☎✘✚✄✵✆☎✘✠✑✩✓✖✘✚✆☛✣☞❃✢✓✖✕❪✸ ❑⑦ ✆❴✻✭✁❴✘✪✆✦★✪✞❜✁❴✑✒✎❜✣✹❃⑧✓❝✕☞✎❜✑☞✑✒✆❴★✪✓❝✎❜✁❴✣⑧◗✼✟✫✆✦✣✹✁❴✓❝✆✦✓❝✕✹✜✤✓✶✓❝✕✹✆✦✜✢❯✢✁☎✛❵✆✦✘✪✆❴✑✒✡✹✞❜✓❝✑
✜✤✘✚✆✇★✚✁☛✣✗✑✩✎✌✑✩✓✖✆☎✣✗✓⑨✟✠✎✌✓✖✕⑩✓✖✕✗✆✇✘✚✆☛★✚✆☎✣✗✓♠✁☛✥✝✓✖✎✌★✒✜✤✞❧✑✩✓✖✡✗✄✝✧❶✁☛✻❳❷✌❸ ✆
★✚✁☎✣✗✄✝✆☛✣☞✑✩✜✰✓✖✎✌✁☛✣③✎✭✣③✜✳❅✰●✤❍❹❃✢✆☎✞❀✸ ❤❥❤⑧❺ ✎✌❃✢✕☞✓✙✑✩★✚✜✤✓❀✓✖✆☎✘✚✎✭✣☞❃✏�✏✆☎✜✰✑✩✡☞✘✒✆☎✬�✂✆☎✣✗✓✖✑✙✑✩✕✗✁☛✟❻✓✖✕✗✜✤✓s✕☞✆☛✞✌✎✌✡✗�❼✄✝✆☎✣✗✑✩✎✌✓✖✧✍�✏✜✤✧✷❯✤✆❇★✚✁☎✘✒✘✚✆☎✞✌✜✰✓✖✆☎✄❂✁☎✛✢✆☛✘

✄✰✎❜✑✒✓❝✜✤✣☞★✪✆❴✑✗✞❜✜✢✘✚❃❵✆☎✘✵✓❝✕☞✜✤✣✙✓❝✕✹✆✦❃✶✆❴✞✩★✪✁☎✘✪✘✪✆❴✞✌✜✢✓❝✎❜✁☎✣✙✞❜✆☎✣✹❃✶✓❝✕s❽✼✓❝✕☞✎❜✑☞✜✤❃✶✘✪✆❴✆☎✑
✟✠✎✌✓✖✕✴✓✖✕✗✆✿✥✵✎✌★✚✓✖✡✗✘✚✆◆✁☎✻✝★✚✁☛✣☞✄✵✆☎✣✗✑✩✜✤✓✖✎✭✁☎✣✴✆☎✛✢✆☛✣☞✓✖✑❪✟✲✕☞✁☛✑✩✆✿✑✩✎✌❫❴✆◆✎✌✑❪✣✗✁☎✓
❯✤✁☛✡✗✣☞✄✵✆☎✄✱❯✰✧✏✓✖✕✗✆❖❯✤✎✌❃✢❃✢✆☎✑✩✓✙★✚✜✰✛✶✎✭✓✖✎✌✆☎✑✍❯✤✡✗✓◆★✚✜✰✣✮✆☎t✢✓✖✆☛✣☞✄❧✻✼✡✗✘✚✓✖✕✗✆☎✘
✄✝✡✗✆✽✓✖✁⑧✜✿★✚✁☎✁☛✥✝✆☎✘✒✜✤✓✖✎✭✛✶✆⑧✥✝✘✒✁☎★✚✆☛✑✒✑✤✸❾❩✔✑✍❈⑧✎✌✑P✎✌✣✗★✚✘✚✆☛✜✤✑✩✆☛✄❋◗❾✎✌✓✰✕✗✜✰✑P❯✤✆☛✆☎✣
✁❴❯✤✑✒✆☎✘✪✛✶✆❴✄✔✓❝✕☞✜✤✓✶✓❝✕☞✆✦❯✤✘✪✎❜❃✶✕☞✓❝✣☞✆☎✑✒✑☞✁☎✻❘✓❝✕☞✆✦✑✒★✪✜✤✓❝✓❝✆☎✘✪✎❜✣☞❃s❃❵✁☎✆❴✑✗✓❝✕☞✘✪✁☎✡✹❃✶✕
✜✯�✏✜✤t✢✎✌�✏✡☞�❞◗✒✑✩✡✗❃✢❃✢✆☎✑✩✓✖✎✌✣✗❃✾✜✯✑✩✎✌�✂✎✭✞✌✜✰✘❪✓✖✘✒✆☎✣✗✄✷✻✼✁☎✘❱✓✖✕✗✆✫�✂✜✰t✢✎✌�✂✜✰✞
✄✝✁☛�✂✜✰✎✌✣✈✑✩✎✌❫❘✆✹✸ ✺ ✕✗✎✌✑❂�✏✜✤✧♦★✚✁☛✘✚✘✚✆☛✑✩✥✝✁☎✣✗✄❞✓✖✁✳✓✖✕✗✆♣✎✌✣✗✓✖✆☎✘✒�✂✆☎✄✵✎✌✜✰✓✖✆
✓✖✆☎�✏✥✝✆☛✘✚✜✤✓✖✡✗✘✚✆✯✘✚✆☛❃✢✎✌�✂✆✯✟✠✕✗✆☛✘✚✆✯✓✖✕☞✆✯❃✢✜✰✑✠★✚✞✌✡✗✑✩✓✖✆☛✘✚✑✠✆☛t✢✓✖✆☎✣✗✄✂✁☛✛✢✆☎✘
�✂✜✤✣✗✧✲✣✗✆☎✎✌❃✶✕☞❯✰✁☎✘✪✎✌✣✗❃✲✛✢✁☎✎✌✄✝✑✢◗✒✞✌✆☎✜✤✄✝✎✌✣☞❃❇✓✖✁✙✓✖✕☞✆✫✑✒✓✖✘✚✁☎✣☞❃✢✆☎✑✒✓✦✕✗✆☎✓❝✆☎✘✚✁☎✬
❃✢✆☎✣✗✆☎✎✌✓❀✧❖✎✭✣❧✓✖✕✗✆✍✜✰✄✝✑✩✁☛✘✚❯✤✆☛✄♣✻✼✞✌✡✗✎✌✄♣✄✝✎✭✑✩✓✖✘✚✎✌❯✰✡☞✓❀✎✌✁☎✣❪✸

❿✫➀☞➁❳➂✝➃✤➄s➅✗➆⑧➇❝➈☎➉③➈✷➊✖➋☞➌❖➍✍➂✝➈☛➋☞➌❵➎✽➏✪➇❾➋✗➆
❩✔✑✔✑✩✕☞✁☛✟✠✣❂✎✌✣❖✘✒✆☎✻ ❉ ●✦◗✒✓✖✕✗✘✚✆☎✆✫✄✝✎✌✑✩✓✖✎✌✣✗★✚✓✦�✏✆☎★✚✕✗✜✰✣☞✎✭✑✩�✂✑✔�✏✜✤✧❇❯✰✆✘✚✆☎✑✩✥✵✁☎✣✗✑✩✎✌❯✰✞✌✆◆✻✼✁☎✘s❃✢✜✰✑❪✄✵✆☎✑✩✁☎✘✒✥✝✓✖✎✌✁☛✣✴✎✌✣❖✜✤✆☛✘✚✁☎❃✢✆☛✞✌✑✤♥❇■ ✎✌❑⑧➐❥➑❋➒✚➓❨➔→➑❋➔②➓❨➣❚↔s◗

✓✖✕✗✜✤✓⑧✎✭✑✤◗❴✓✖✕☞✆❇✜✤✥✵✥✝✆☎✜✰✘✚✜✰✣✗★✚✆✲✁☛✻❭❃✢✜✤✑✙❯✰✡✗❯✤❯✰✞✌✆☎✑✙✎✭✣✏✓❀✕☞✆❇❯✤✡✗✞✌❲✂✁☛✻❭✓✖✕✗✆
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✎✌✣✗✛✶✜✰✑✩✎✌✁☛✣⑨✓✖✕✗✜✰✓✲✑✩✓❀✜✤✘✚✓✖✑❂✻✼✘✚✁☛�➭✓✖✕✗✆♣✁☎✡✗✓✖✆☛✘✴✑✩✡☞✘✚✻✼✜✰★✚✆♣❯✰✆☎✻✼✁☛✘✚✆♣✜✰✣☞✧
❯✤✡✗❯✰❯✤✞✌✆✍✜✤✥✵✥✝✆☎✜✰✘✚✑✲✎✌✣✗✑✩✎✌✄✝✆✯✓❀✕☞✆✯❃✢✆☛✞❀✸ ✺ ✕✗✆✯✞✭✎✌❛✤✡✗✎✌✄

-
❃✢✜✤✑✲✎✌✣✗✓✖✆☛✘✚✻✼✜✤★✒✆

✎✌✑✍✎✌✣✗✎✌✓✖✎✌✜✰✞✌✞✌✧♣✥✝✎✭✣☞✣✗✆☎✄♦★✚✞✌✁☎✑✩✆❂✓✖✁❖✓✖✕✗✆❖✑✩✡✗✘✚✻✼✜✰★✚✆❖✜✰✣☞✄❧�✏✁☎✛✢✆☛✑✯✡✗✥✝✁☛✣
✄✝✆☎★✒✘✚✆☎✜✰✑✩✎✌✣✗❃

µ
♥◆✑✩✁☛�✂✆ q ✻✼✎✌✣✗❃✢✆☎✘✒✑✩r❋✁☛✻☞❃✢✜✰✑✿✆☛✣✗✓✖✆☎✘✔✓✖✕✗✆✠❃✢✆☎✞❀◗❘✜✰✣☞✄✴✜✰✓

✜❖★✚✆☛✘✚✓✖✜✰✎✌✣ µ ✓✖✕✗✆☎✧✴✥✝✆☛✣✗✆☎✓✖✘✚✜✰✓✖✆✾✓✖✕✗✘✚✁☛✡✗❃✶✕✱✓✖✕✗✆✾✟✠✕✗✁☛✞✌✆✾✑✩✜✰�✂✥✝✞✭✆✾✎✌✣✜✙✻✼✘✒✜✤★✚✓✖✜✰✞✌✬✼✞✌✎✭❲✹✆❪✜✰✣✗✄✠✎✌✑✩✁☛✓✖✘✚✁☎✥✵✎✌★✦✑✩✓✖✘✚✡✗★✚✓✖✡✗✘✚✆✹✸ ✺ ✕☞✎✌✑⑧★✚✁☎✘✚✘✒✆☎✑✩✥✝✁☛✣☞✄✵✑✽✓✖✁
✜✍✥✝✆☎✘✒★✚✁☎✞✌✜✰✓✖✎✌✁☛✣✂✓✖✘✚✜✰✣✗✑✩✎✌✓✖✎✌✁☛✣s✸ ❆ ✕☞✆☛✣✂✻✼✡☞✘✒✓✖✕☞✆☛✘❱✄✵✆☎★✚✘✒✆☎✜✰✑✒✎✭✣☞❃

µ
◗❘✓✖✕✗✆

❃✢✜✤✑✾★✚✞✭✡☞✑✩✓✖✆☛✘✲❃✢✘✚✜✰✄✝✡✗✜✤✞✌✞✭✧✂❃✶✘✒✁☎✟✠✑✾✡✗✣✗✓✖✎✌✞❋✄✝✘✒✜✤✎✭✣☞✜✰❃✢✆✷✎✌✑✾★✒✁☎�✂✥✵✞✌✆☎✓✖✆✹✸✺ ✕☞✆✲✜✰✑✩✑✩✁☎★✒✎✌✜✤✓❀✆☎✄❖✎✌✑✩✁☛✓✖✕☞✆☛✘✚�➞✎✌✑✙★✚✁☛✣☞✓❀✎✌✣✗✡☞✁☛✡☞✑✙❯✰✡☞✓⑧✑✩✕✗✁☎✟✠✑✙✜✴★✚✡☞✑✩✥
✜✤✓✿✓✖✕✗✆✷✥✝✆☎✘✚★✒✁☎✞✌✜✰✓✖✎✌✁☛✣♦✓✖✕✗✘✚✆☎✑✩✕✗✁☎✞✭✄❋✸✗■ ❩✔✑❇✑✩✆☛✆☎✣♦✎✭✣♦❁✽✎✌❃✢✡☞✘✒✆ ❣ ✜✦◗✶✓✖✕✗✆★✚✡✗✑✩✥③✎✌✑✴✘✚✁☛✡☞✣✗✄✝✆☛✄③✎✌✣♠✓✖✕✗✆✂✥✵✘✚✆☎✑✩✆☛✣☞✓✠✑✩✓✖✡✗✄✝✧✱❯✰✧✱✓✖✕✗✆✂✻✼✎✌✣✗✎✌✓✖✆☛✬✭✑✩✎✭❫❘✆
✆☎✻✼✻✼✆☎★✒✓❘✸ ❑
❩✿✓☞✜✠✑✩✓✖✎✌✞✌✞✢✞✌✁☛✟✠✆☎✘✽✓✖✆☎�✏✥✝✆☎✘✒✜✤✓✖✡✗✘✚✆✹◗✹❈

) ❉ ◗❚✄✝✆☛✑✩✁☎✘✚✥✵✓✖✎✌✁☎✣✍✎✭✑⑧✜✰❃✶✜✰✎✌✣✓❝✘✪✎✌❃✶❃✶✆❴✘✚✆❴✄✔❯✤✧s✓❝✕☞✆✦✥✰✘✚✆❴✑✒✆☎✣☞★✪✆✦✁☎✻❴✓❝✕☞✆✦✁❴✡☞✓✖✆❴✘✹❃✶✜✤✑
-
✞❜✎✌❛✤✡✹✎✌✄✔✎❜✣☞✓❝✆☎✘✪✻✭✜✤★✚✆✝◗

❯✤✡☞✓✤✣☞✁☎✟❧✓❝✕✗✆❋✎❜✣✗✓❝✆☎✘✚✻✭✜✰★✪✆❋✜✤✞✌✟✠✜✤✧✶✑❭❲✹✆❴✆☎✥✝✑❭✎✌✓❝✑❭✁☎✘✪✎✌❃✢✎❜✣✗✜✤✞❘✁❴✘✚✎✌✆☎✣☞✓✖✜✤✓✖✎❜✁☎✣
✜✤✓✽✞✭✁☎✣✗❃✾✞✭✆☎✣✗❃✢✓✖✕✂✑✩★✚✜✰✞✌✆☛✑✤◗✩✜✰✑◆✑✩✆☎✆☛✣✂✎✌✣✏❁✽✎✌❃✢✡✗✘✚✆ ❉❘➥ ★✢✸✩❩✔✓✽✜✷★✚✆☎✘✒✓✖✜✤✎✭✣
µ
◗✫✓✖✕✗✆❏✎✌✣✗✓✖✆☎✘✚✻✼✜✰★✚✆❏✑✩✡☞✄✵✄✝✆☎✣✗✞✌✧➯✑✩✟✠✆☛✆☎✥✝✑❦✓✖✕☞✘✒✁☎✡✗❃✢✕➞✓❀✕☞✆❏✟✠✕✗✁☎✞✌✆
✑✩✜✤�✏✥✝✞✌✆✹◗❨✧✢✎✌✆☎✞✌✄✵✎✌✣✗❃✫✜✠✑✩✕✗✜✰✘✚✥❇✄✵✘✚✁☎✥✾✎✌✣✷✓✖✕✗✆✔✄✝✆☛✑✩✁☎✘✚✥✵✓✖✎✌✁☎✣✷✎✌✑✩✁☛✓✖✕✗✆☎✘✚�
■ ✑✩✆☎✆✳❁✽✎✭❃✢✡✗✘✚✆ ❣ ✜✮✟✠✎✭✓✖✕❪◗☞✜✰❃✢✜✰✎✌✣❪◗☞✓❀✕☞✆✱✻✼✎✌✣✗✎✌✓✖✆☛✬✼✑✩✎✌❫❴✆✳✆☛✻✼✻✼✆☎★✚✓✖❑❨♥✏✓✖✕✗✎✌✑★✚✁☎✘✒✘✚✆☎✑✩✥✝✁☛✣☞✄✵✑❇✓✖✁✍✜✏✄✝✆☎✥✵✎✌✣☞✣✗✎✌✣✗❃❂✓✖✘✚✜✰✣☞✑✩✎✭✓✖✎✌✁☎✣❪✸✺ ✕✗✆✫✄✵✆☎✥✝✎✌✣✗✣✗✎✌✣✗❃❇✜✰✣✗✄✷✓✖✕✗✆✫✥✝✆☎✘✒★✚✁☎✞✭✜✤✓✖✎✌✁☛✣❂✓✖✘✒✜✤✣✗✑✩✎✌✓✖✎✭✁☎✣✗✑✔✎✭✣☞✛✢✁☛✞✌✛✢✆
✓✖✕✗✆❞�✏✁☎✓✖✎✌✁☛✣➤✁☎✻✯✜❦✻✼✎✌✆☛✞✌✄✝✬✼✄✝✘✚✎✭✛✢✆☎✣➤✎✌✣✗✓✖✆☎✘✚✻✼✜✰★✚✆❳✎✌✣➤✜❦✄✝✎✌✑✩✁☛✘✚✄✝✆☛✘✚✆☎✄

➲❋➳✼➵✰➸❭➺❘➻❇➼❵➽✍➾✝➚❵➪✾➶✔➚☛➹❪➘☞➴➬➷❴➮✰➱❚➶✔✃☛➚✠❐❜❒✩➱✽➚❵❮✯➚☛➶✩➱❀❒✩➷❴➶✩❰✤❒✩❐✝✃☛Ï☛Ð④Ñ❵❒✩➱❀❒✩➹❨➴➬Ò②Ó✝ÔÕ
) Ö❨× µ ) -

Ï☛Ø

➲❋➳✼➵✰➸❭➺❘➻❇Ù❵➽✍➾✝➚❵➪✾➶✔➚☛➹❪➘☞➴➬➷❴➮✰➱❚➶✔✃☛Ú✠❐❜❒✩➱✽➚❵❮✯➚☛➶✩➱❀❒✩➷❴➶✩❰✤❒✩❐✝Û☛✃☛Ð④Ñ❵❒✩➱❀❒✩➹❨➴➬Ò②Ó✝ÔÕ
) Ö❨× µ ) - Ü Ø Ü☛Ý☛Ý Ø

Þ✢ß✗à✒áãâ✦ä✰å☎æ✗ç♦è☎é✭ê✪ë✫ì☛í❴î✭ï✹ð❭ñ✒ë✹ò✲í❴ï⑧ó✒ô✶ë✹ð❭ñ✢ñ✢õ ö✙÷❵ø→ù✪ú✹÷☛û❨÷✪ê✪ê❬ü✂÷❵ø✵ä✤î✭ï
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�✂✁☎✄✝✆✟✞✠�☛✡☛☞✍✌✂✎✟✏✒✑✔✓✕✆✟✁✒✎✖✄✘✗✙✌✛✚✠✁✜✆✟✢✠✌✛✁☎✣✤✓✕☞✦✥✤✁✧✆✟★✪✩✫✆✟✢✠✢✬✁☎✄✮✭✍✯✰✌✛✚✬✁
✄✝✆✟★✱✏☎✣✤✄✝✁✒✣✲✭✍✞✬✌✳✆✟✌✳✩✝✣✴✏✒✩✝☞✍✵✶☞✦✌✛✁☎★✘✓✕✣✤✁☎✁✒✎✟✯✷☞✦✭✍✏✒✸✶✁✹☞✺✌✻✚✬✣✤✁☎★✱✚✠✏✒✎✟✄✼✸✶☞✦✎✖✞✬✁✳✽✾ ✏☎✌✛✁✼✌✛✚✠☞✦✌✿★✱✞✠✥✤✚✂✌✻✣✤☞✦✢✠★✱✆✟✌✛✆✖✏✒✢✠★❀☞✍✣✤✁✼✣✤✆✖✵✶✏✒✣✤✏☎✞✬★✱✎✖✯❁✄✝✁☎✓✕✆✟✢✠✁✒✄❂☞✍✌❄❃

)❅ ✏☎✢✬✎✖✯✠✽❄❆❄✏✒✑✼✁☎✸❇✁☎✣❇✗❄✩✝✣✤✏☎✸✶✆✟✄✝✁☎✄❈✌✛✚✠✁✒✣✤�❉☞✦✎☛✓✕✎✟✞✠✥✤✌✛✞✠☞✦✌✛✆✖✏✒✢✠★❊☞✦✣✤✁
✢✬✁✒✵❇✎✟✆❋✵✶✆❋✭✦✎✟✁✫✗●✏✒✢✬✁✘✥❍☞✦✢■★✱✌❏✆✟✎✟✎✱★✱✩✍✁✒☞✦❑✷✏✒✓✒✄✍✁✒✩✝✆❋✢✠✢✬✆❋✢✠✵✙☞✦✢✬✄❀✩✍✁✒✣✤✥❍✏✒✎✟☞✦✌❏✆✟✏✒✢
☞✦✌▲✓✕✆✟✢✠✆✟✌✛✁▼✌✛✁✒�❉✩✝✁✒✣✴☞✦✌✛✞✠✣✤✁✳✽❖◆✿✚✠✁✒★✱✁▼✌✛✣✤☞✍✢✬★✱✆✖✌✛✆✟✏✒✢✠★P☞✍✣✤✁◗✥✤✣✴✆✟✌✛✆✟✥✤☞✍✎
✭✦✁☎✥✤☞✦✞✠★✱✁❀✌✛✚✠✁❀☞✦★✱★✱✏☎✥✤✆✟☞✍✌✛✁✒✄❁✥✤✏☎✣✤✣✤✁☎✎✟☞✦✌✛✆✖✏✒✢❄✎✖✁✒✢✠✵✶✌✛✚❄✄✝✆✟✸✶✁☎✣✤✵✶✁✒★✹☞✦✌❘✌✛✚✠✁
✌❏✚✠✣❍✁✒★✱✚✬✏✒✎✟✄✲✗❙✎✟✁✒☞✦✄✝✆❋✢✠✵✙✌✛✏✘✞✬✢✬✆✟✸❇✁✒✣✤★✴☞✍✎✱✭✦✁✒✚✠☞✦✸❇✆✟✏✒✣❇✽ ❚❙❯❲❱ ✢✬✓✕✏✒✣✤✌❏✞✬✢✠☞✦✌❏✁✒✎✟✯❘✗
✑✼✆✟✌✛✚❳✌✛✚✬✁❁✎✟☞✍✌✛✌✛✆✟✥✤✁❨★✱✆✖❩❲✁☎★■✥✤✏✒✢✠★✱✆✟✄✝✁☎✣✤✁✒✄❬✆✖✢❭✌✛✚✠✁❨✩✫✣✤✁✒★✱✁☎✢✬✌✙★✱✌✛✞✠✄✝✯❘✗✒✆✟✌
✆❋★✬✢✬✏❪✌❇✩✍✏✒★✤★✴✆❋✭✦✎❋✁✲✌❏✏❫✥✤✏❪�❬✩✍✞✬✌❏✁✲✌❏✚✳✁✲☞✶★✴★✴✏❪✥❍✆✟☞✶✌❏✁❪✄❴✥❍✣❍✆❋✌❏✆❋✥❍☞✦✎✴✁✒❵❛✩✝✏❪✢✬✁❪✢✳✌❏★✶✗
✆✟✢❜✩✝☞✍✣✤✌✛✆✟✥✤✞✠✎✟☞✍✣❝✌✛✚✬✁❞✓✕✣✤☞✍✥✤✌✛☞✍✎❡✄✫✆✟�✂✁☎✢✠★✱✆✟✏✒✢❜✏☎✓❁✌✛✚✠✁☛★✱✁☎✎✟✓✕❢✕★✱✆✟�❉✆✟✎✟☞✍✣
✆✟✢✠✸❇☞✍✄✝✆✟✢✠✵❡✸❇☞✍✩✝✏☎✣✙✄✝✏✒�❉☞✦✆✖✢❂✏✒✣✙✌✛✚✠✁✷✣✤✏☎✞✬✵✶✚✠✢✠✁✒★✱★❣✁✒❵✶✩✝✏☎✢✬✁☎✢✬✌❫✏☎✓✝✌✛✚✠✁
★✱✁✒✎✟✓✕❢✕☞✍✓✖✓✕✆✖✢✬✁❄✆✟✢✠✌✛✁✒✣✤✓✕☞✍✥✤✁✫✽ ❤❥✐❦ ★✰✆✟✢❧✌✛✚✠✁✮✥✤☞✍★✱✁✮✏✒✓❭☞✍✄✝★✱✏✒✣✴✩✝✌✛✆✟✏☎✢✙✗■✑✼✁✮✚✠☞✍✸❇✁♠✓✕✏✒✞✠✢✬✄▼✌✻✚✬☞✍✌
✄✝✁✒✥✴✣✤✁✒☞✍★✱✆✟✢✠✵✹✩✫✏✒✣✤✏☎★✱✆✟✌✛✯❣✆✟★❫★✱✏✒�❉✁✒✑✼✚✠☞✍✌✍★✴✆✖�✂✆✟✎✖☞✦✣✠✌✛✏♥✆✟✢✠✥✤✣✤✁☎☞✦★✱✆✟✢✠✵❣✌✛✚✠✁
✌❏✁✒�✂✩✝✁✒✣✤☞✦✌✛✞✬✣✤✁✲✓✕✏✒✣✳✌✛✚✬✁✘★✱✞✬✥✤✥❍✁✒★✱★✴✆✟✏✒✢■✏✒✓✒✄✍✁✒★✱✏✒✣✤✩✍✌✛✆✟✏✒✢■�✂✁✒✥✤✚✬☞✦✢✬✆✟★✱�✂★✶✽❦ ★✷✆✟✎✖✎✟✞✬★✱✌✻✣✤☞✦✌✛✁☎✄♦✆✟✢❉♣✿✆✟✵✶✞✠✣✤✁❬q✦q✍✗❲✄✝✣✴☞✦✆✟✢✠✆✟✢✠✵❖✏☎✓✠✌✛✚✠✁❡r✦s✍t✉✵✶✁✒✎✬☞✦✌♦❃
)
q✷✩✝✣✤✏☎✥✤✁✒✁☎✄✝★✷✭✦✯❖✥✤☞✍✸❇✆✖✌✛☞✦✌✛✆✖✏✒✢✂✑❡✆✟✌✛✚✂✌✛✚✠✁✼☞✍✩✝✩✝✁☎☞✦✣✤☞✍✢✠✥✤✁✼✏✒✓✠★✱�✂☞✍✎✟✎

✭✦✞✠✭✍✭✦✎✟✁☎★❫✏☎✓☎✵✶☞✦★✲✆✟✢❡✌✛✚✠✁♥✭✦✞✠✎✟❑✼✏✒✓❛✌✛✚✬✁♥�❉☞✦✌✛✁☎✣✤✆✟☞✍✎✻✽❥◆✿✚✠✁♥✭✦✞✠✭✍✭✦✎✟✁☎★❫☞✍✣✤✁
★✱�✂☞✍✎✟✎✟✁☎✣✈✌✛✚✠☞✦✢✧✆✖✢✧✌✛✚✠✁✂✇✍s✦t①✵✶✁✒✎❣☞✦✌☛❃

)
q✍✽ ✇✰② ✥✴✏✒�❉✩✝☞✦✣✴✁✂✑❡✆✟✌✛✚

♣✘✆❋✵❇✞✬✣❍✁✷q ❅ ☞✦③④✗●✑■✚✬✆❋✥✤✚✺✣✤✁❪✓✖✎✟✁❪✥✤✌❏★✠✌❏✚✬✁✲✄✍✆✟✓✖✓✖✁✒✣❍✁❪✢✬✥✤✁✲✆❋✢■✌❏✚✬✁✲✥✤✏❪✣✤✣❍✁✒✎❋☞✦✌❏✆❋✏✒✢

✎✟✁☎✢✬✵✶✌✛✚✧✏✒✓❴✌✛✚✠✁✂✵✶✁☎✎✻✽✫♣✿✏✒✣✈✌✛✚✠✁❉⑤✦r✍t❈✵✶✁✒✎❣☞✦✌✪❃
)
q✍✗✫♣✘✆✖✵✶✞✬✣✤✁❞q✱⑥

★✱✚✠✏✒✑✼★❄✌✛✚✬✁❬★✱✁☎✎✟✓✕❢✕★✱✆✟�❉✆✟✎✟☞✍✣❁✆✖✢✬✌✛✁☎✣✤✓✕☞✍✥✤✁❬✥✤✚✠☞✦✣✤☞✍✥✤✌✛✁☎✣✤✆✟★✱✌✛✆✟✥❖✏☎✓✹☞❝✩✝✁☎✣✤❢
✥✤✏☎✎✟☞✍✌✛✆✟✏☎✢✠❢✕✎✟✆✟❑✳✁❝�✂✁☎✥✤✚✠☞✦✢✠✆✖★✱�☛✽✠◆✿✚✠✆✟★✂✥✤☞✍✢▲✭✍✁❳✥✤✏☎�✂✩✫☞✍✣✤✁✒✄✜✌✻✏❳✌✛✚✠✁
★✱✆✟�❉✆✟✎✟☞✍✣❴★✱✆✖✌✛✞✬☞✍✌✛✆✟✏☎✢❉✆✟✢❭✌✛✚✬✁❡✇✍s✦t✉✵✶✁☎✎✳☞✍✌♦❃

)
q✍✽ r❝② ♣✘✆✖✵✶✞✬✣✤✁❬q ❅ ✭✦③⑦✽⑧ ✁✒�❉☞✦✣✤❑✳☞✍✭✍✎✟✯❘✗❪☞✍✎✟✎✠✌✻✚✬✣✴✁✒✁❨�❉✁✒✥✤✚✠☞✍✢✬✆✖★✱�✂★✦✗✒✥✤☞✍✸❇✆✖✌✛☞✦✌✻✆✟✏✒✢✹✗✒✩✝✁✒✣✤✥✴✏✒❢

✎✟☞✦✌❏✆✟✸✶✁✘✵❇✣✤✏✒✑■✌✛✚✙✗❙☞✦✢✬✄❀✄✝✁✒✩✍✆✟✢✬✢✠✆❋✢✠✵✠✗●�✂☞✍✯✙✭✦✁✘✏✒✭✦★✱✁✒✣❍✸✶✁✒✄❀✆❋✢✼✌❏✚✠✁✘�✂✏❪★✱✌
✄✍✆✟✎❋✞✬✌❏✁✲✵❇✁✒✎❋★✦✽✕❆✈✏❪✑■✁✒✸❇✁✒✣❛✗●✄✍✁✒✌❏✁❪✣✤�❬✆✟✢✬✆❋✢✬✵✙✌❏✚✬✁✲✭✦✏❪✞✬✢✬✄✍☞✦✣✤✆❋✁❪★✠✭✦✁✒✌❏✑■✁✒✁❪✢
✌✛✚✠✁✒★✱✁♥✌✛✚✠✣✤✁☎✁♥✣✤✁☎✵✶✆✟�✂✁☎★✲✆✟★✲✄✝✆✟✓✕✓✕✆✟✥✤✞✠✎✟✌✝✑❡✆✟✌✛✚❡✌✻✚✬✁✙★✱✯❇★✱✌✛✁☎�✮★✱✆✟❩❪✁☎★❫✞✠★✱✁✒✄
✆✟✢⑨✌✛✚✠✆✟★❜★✱✌✛✞✬✄✫✯❘✽❁⑩❶✏✒✣✴✁✒✏✒✸✶✁☎✣❇✗❁✆✖✌❷✆✟★❜✎✟✆✟❑✳✁☎✎✟✯❸✌✛✚✠☞✦✌❷✥✤☞✍✸✶✆✟✌✛☞✍✌✛✆✟✏☎✢
✆✟✢✠✌✛✁✒✣✴✓✖✁☎✣✤✁✒★♥✑✼✆✟✌✛✚❖✌✛✚✠✁❣✩✝✁☎✣✤✥✤✏✒✎✖☞✦✌✛✆✖✏✒✢❖✣✤✁☎✵❇✆✖�✂✁✳✗✻✌✛✚✬✁❣☞✍✩✝✩✝✁☎☞✦✣✴☞✦✢✠✥✤✁❣✏✒✓
✵✶☞✦★✙✭✦✞✠✭✍✭✦✎✟✁☎★♥✆✖✢✬★✱✆✟✄✫✁❴✌✛✚✬✁❴✵✶✁✒✎✶✓✕☞✍✸❇✏☎✣✤✆✟✢✠✵✺✌✛✚✠✁❴✵✶✣✤✏✒✑✼✌✻✚✈✏✒✓✦✌✻✚✬✁❴★✱✁✒✎✖✓✕❢
★✱✆✟�❉✆✟✎✟☞✍✣✲✆✟✢✠✌✛✁☎✣✤✓✕☞✦✥✴✁✫✽ ✾ ✏✒✌✛✁❣✌✛✚✠☞✦✌❲✗④✑✼✚✬☞✍✌✛✁☎✸❇✁☎✣✲✌✛✚✠✁❣✩✝✏☎✣✤✏✒★✱✆✟✌✛✯❘✗✻✌✻✚✬✁☎✣✤✁
✆✟★❀☞✈✌✛✁☎�✂✩✝✁☎✣✤☞✍✌✛✞✠✣✤✁❶❃✳❹✙☞✦✭✍✏✒✸✶✁✼✑✼✚✠✆✟✥✤✚✂✄✝✣✴☞✦✆✟✢✠✆✟✢✠✵❁✆✟★✷☞✦✎✟✑❡☞✦✯✶★❀✄✫✞✬✁
✌✛✏❖✥✴☞✦✸✶✆✟✌✛☞✍✌✛✆✟✏☎✢▲② ☞✂✣✤✏☎✞✬✵✶✚❺✁✒★✱✌✻✆✟�✂☞✍✌✛✁❖✵✶✆✖✸❇✁☎★☛❃✫❹✷✸✶☞✦✣✴✯❇✆✖✢✬✵♦✓✕✣✤✏☎�❻q
✌✛✏❞q✦✽ ✇❶☞✦★

φ
✸✶☞✦✣✴✆✟✁✒★❂✓✕✣✤✏☎� ❅ ✽ r✦s❶✌✛✏ ❅ ✽ ✇✍s✦③⑦✽✫◆✿✚✠✁✂✓✕✆✟✣✴★✱✌✼✭✦✞✠✭✍✭✦✎✖✁✒★

☞✦✩✫✩✝✁✒☞✍✣❣☞✍✌✘☞✈✥✤✚✠✁✒�❉✆✟✥✤☞✍✎✫✩✫✏✒✌✛✁✒✢✠✌✛✆✖☞✦✎✫✑❡✚✬✆✖✥✤✚✂✆✟★❀✸✶✁✒✣✴✯❁✥✤✎✟✏✒★✱✁✼✌✛✏✼✌✛✚✬✁
★✱✩✝✆✟✢✠✏✒✄✫☞✦✎♥✏☎✓✙✌✛✚✠✁♦✭✍✞✬✎✖❑❶✎✖✆✟❼✍✞✬✆✟✄❺✆✖✢☛✌✛✚✠✁♦✇✍s✦t❽✵✶✁✒✎♥✭✍✞✠✌✷✑❡✚✬✆✖✥✤✚☛✆✟★
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Helium condensation in aerogel: avalanches and disorder-induced phase transition
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We present a detailed numerical study of the elementary condensation events (avalanches) asso-
ciated to the adsorption of 4He in silica aerogels. We use a coarse-grained lattice-gas description
and determine the nonequilibrium behavior of the adsorbed gas within a local mean-field analysis,
neglecting thermal fluctuations and activated processes. We investigate the statistical properties of
the avalanches, such as their number, size and shape along the adsorption isotherms as a function
of gel porosity, temperature, and chemical potential. Our calculations predict the existence of a line
of critical points in the temperature-porosity diagram where the avalanche size distribution displays
a power-law behavior and the adsorption isotherms have a universal scaling form. The estimated
critical exponents seem compatible with those of the field-driven Random Field Ising Model at zero
temperature.

PACS numbers: 64.70.Fx, 64.60.Ht, 75.60.Ej, 67.70.+n

I. INTRODUCTION

This work is part of a series of papers devoted to the study of gas adsorption and capillary condensation in silica
aerogels[1, 2]. Our goal is to provide a theoretical interpretation of 4He adsorption experiments that have been
performed over the last 15 years in several low-temperature physics groups[3–6]. More generally, we wish to propose a
theoretical framework for describing the nonequilibrium (hysteretic) behavior of fluids in disordered porous solids[7].
It is worth noting that the experimental studies of helium in aerogel were originally aimed at understanding the effect
of quenched random impurities on equilibrium critical phenomena and phase separation. In particular, the study of
the liquid-vapor transition of 4He followed from the suggestion that the critical behavior of mixtures or pure fluids
confined in porous media or in contact with a gel network could be interpreted in terms of the random field Ising model
(RFIM)[8]. In this perspective, the use of aerogel was motivated by its very tenuous structure (which minimizes the
effects of confinement) and by the fact that the porosity (and thus the amount of disorder) can be varied in a controlled
way. However, in spite of the early claim that mesoscopic equilibrium phase separation of 4He could be observed in a
95% porosity aerogel[3], leading to an estimation of the order parameter critical exponent β, it now seems more and
more questionable that true equilibrium behavior is observed in experiments. In particular, recent measurements of
sorption isotherms using a high-precision capacitive technique[5] show that hysteresis between filling and emptying
persists to temperatures very close to the critical temperature of pure helium (Tc = 5.195K), and gradual adsorption
is always observed above T = 4.88K, instead of the sharp vertical step expected for two-phase coexistence. Similar
observations have been made by another group[6], using a low-frequency mechanical pendulum technique and, more
recently, coupling pressure and optical measurements. These results are reminiscent of the behavior of fluids confined
in dense porous glasses which is usually interpreted in terms of capillary condensation. Although this moves away
the exciting perspective of studying the putative equilibrium vapor-liquid critical point of 4He inside aerogel, the
remarkable changes in the hysteretic behavior of the adsorbed fluid with temperature and porosity remain to be
explained. In particular, the hysteresis loops in very light aerogels have a rectangular (instead of triangular) shape
at very low temperature (for instance, at T = 2.34K in 98% porosity aerogel[4]) with a very steep adsorption branch
that suggests the presence of a genuine, but nonequilibrium, first-order phase transition. This is in agreement with our
theoretical description[1, 2] which predicts the change from a continuous to a discontinuous adsorption isotherm as one
decreases the temperature (at constant porosity) or increases the porosity (at constant temperature), the jump in the
fluid density corresponding to a macroscopic avalanche in the system. (Note that we only focus here on adsorption.
The behavior on desorption is also interesting but is related to other physical processes as discussed in Refs.[1, 2].)
This scenario, which resembles the one predicted for the field-driven RFIM at zero temperature[9, 10] and observed
in some disordered magnetic systems[11, 12], suggests the existence of a line of disorder-induced critical points in the
temperature-porosity diagram with an associated scaling behavior. In the present work we further elaborate on this
issue by presenting new results concerning the avalanche properties as a function of temperature and porosity and
by studying the scaling behavior of the adsorption isotherms in the vicinity of the nonequilibrium critical points. We
are also interested in characterizing the avalanches geometrically and studying their possible relation with the aerogel
structure.

The paper is arranged as follows. In section 2 we review the model and the theory. In section 3 we present the
results for the statistical properties of avalanches. In section 4 we discuss the scaling behavior of the adsorption
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isotherms and present the phase diagram of the model in the temperature-porosity plane. We conclude, in section 5,
with a discussion of the relevance of our results to experiments.

II. MODEL AND THEORY

Since both the model and the theory were described in detail in ealier work (see in particular Ref.[1]), we will
restrict the presentation to some key aspects that are relevant to our present goal.

The gel-fluid system is modelled by a coarse-grained lattice-gas where each cell of the size of a silica particle
(typically a few nanometers[1]) is occupied either by the solid or the fluid. The distribution of silica particles on
the lattice is obtained by a diffusion-limited cluster-cluster aggregation (DLCA) algorithm[13], so as to model the
intricate microstructure of actual base-catalized silica aerogels. On the other hand, fluid particles can equilibrate with
a reservoir that fixes their chemical potential µ and the temperature T . Multiple occupancy of a site is forbidden and
only nearest-neighbors (nn) attractive interactions are considered. For reasons that are explained in Ref.[2], we use a
body-centered cubic (bcc) lattice and periodic boundary conditions (N = 2L3 where L is the linear size).

For a given configuration of the solid matrix, fluid configurations are obtained by minimizing a grand-potential
functional in the local mean field approximation[7],

Ω[{ρi}] = kBT
∑

i

[ρi ln ρi + (ηi − ρi) ln(ηi − ρi)] − wff

∑

<ij>

ρiρj − wsf

∑

<ij>

[ρi(1 − ηj) + ρj(1 − ηi)] − µ
∑

i

ρi (1)

where ρi (i = 1...N) is the thermally averaged fluid density at site i and ηi = 0, 1 is the quenched occupancy variable
for the gel particles (ηi = 0 if the site is occupied by the gel and 1 otherwise). wff and wsf denote the fluid-fluid
and solid-fluid interactions, respectively, and the double summations run over all distinct pairs of nn sites. The gel
porosity is given by φ = (1/N)

∑
i ηi and the ratio y = wsf/wff controls the wettability of the solid surface.

Ω[{ρi}] thus defines a grand-potential landscape whose extrema are obtained by solving the corresponding Euler-
Lagrange equations δΩ/δρi = 0. At fixed T and µ, and for a given realization of the solid, this yields a set of N
coupled nonlinear equations

ρi =
ηi

1 + e−β(µ+wff

P

j/i[ρj+y(1−ηj)])
, (2)

where β = 1/(kBT ) and the sum runs over the nearest neighbors of site i. A crucial feature of these equations is
that they may have a large number of solutions at low temperature (and in a certain range of µ) as a consequence
of the randomness of the solid matrix[14]. We believe that this feature is the key for understanding the physics of
adsorption in disordered porous solids. Especially important are the local minima of Ω[{ρi}] which are obtained by
solving the set of Eqs. (2) iteratively[15] and which correspond to metastable states (to be distinguished from the
global minimum of Ω[{ρi}] that defines the true equilibrium state). Note that despite its mean-field character (by
which thermal fluctuations are only crudely described), the present approach fully accounts for the disorder-induced
fluctuations. In contrast with the standard global mean-field approximation, our treatment still allows to describe
strongly inhomogenous configurations and to predict non-classical critical behavior.

Computing the metastable states is however not sufficient for describing the nonequilibrium behavior of the system,
and one also needs to specify a dynamics. Our theoretical description[1, 2, 7] is based on the use of a non-ergodic,
deterministic, zero-temperature-like dynamics which neglects all thermally activated processes that would allow the
system to cross the (grand-potential) barriers: a change in the fluid configurations is thus only due to a change in
the landscape that comes itself from a change in the temperature or from a variation of the external field (here the
chemical potential µ). As µ varies (for instance, when the pressure in the reservoir is slowly increased at constant
T ), the system either follows the minimum in which it was trapped as this minimum deforms gradually, or it falls
instantaneoulsy into another minimum when the former reaches its stability limit. This latter move is a discontinuous
and irreversible process, an avalanche, which is at the origin of the history-dependent behavior of the system. The
avalanche corresponds to some collective condensation event inside the gel network which manifests itself by a jump
in the adsorption isotherm (whereas the gradual deformation of a minimum only corresponds to a slight swelling of
the liquid domains). The size of the avalanche is thus given by the size of the jump, i.e. the discontinuous change in
the average fluid density ρf = (1/N)

∑
i ρi. As was shown qualitatively in Ref.[2], these condensation events occur

at different length scales inside the gel, depending on chemical potential, temperature, and porosity. In particular,
when φ is large enough, for instance φ = 95%, there exists a critical point separating a high-temperature regime
where all condensation events are of microscopic or mesoscopic size (and the adsorption isotherm is smooth in the
thermodynamic limit), and a low-temperature regime where a macroscopic fraction of the gas condenses, which yields
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a finite jump in the isotherm. It is one goal of the present work to put these observations on a more quantitative
basis.

We shall discuss below in more detail the relevance of this theoretical description to the actual experimental
situation. Let us just recall that this picture is expected to be valid when there are widely separated time scales
in the problem. Specifically, the observation time must be much larger than the local equilibration time (i.e. the
time needed to relax from a marginally stable state to a nearby metastable state) but much smaller than the time
associated to thermal activation (i.e. the time that it takes to escape from a local minimum via a nearby saddle
point)[16]. This requires that energy barriers are much larger than temperature, which is indeed the case in many
experimental situations dealing with random systems. It may also be noted that our definition of avalanches generalizes
the one used at T = 0 (see e.g. Ref.[17]). We indeed introduce an explicit temperature-dependence in the problem
by allowing the (mean-field) free-energy landscape itself to change with T (for a similar approach in the context of
random magnets, see e.g. Ref. [18]). As shown in our previous works, this dependence explains quite convincingly
the variations observed in the hysteretic behavior of gases adsorbed in disordered solids at low enough temperature.

III. AVALANCHE PROPERTIES

As discussed in the preceding papers of this series[1, 2], the number, size and shape of the condensation events
along an adsorption isotherm depend on porosity and temperature. They also depend on the value of the chemical
potential at which they occur. The random character of these events (each finite-size sample has a different isotherm)
requires a statistical study of their properties, an issue that has been investigated in great detail in the context of the
field-driven RFIM[10, 19].

A. Numerical procedure

The first problem is to identify each avalanche properly. At T = 0, when the microscopic variables can only take
discrete values (such as the Ising spins in the RFIM), this is an easy task because the energy landscape only changes
through the disappearance of minima, which induces the avalanches. One can then vary the external field until a
spin becomes unstable (this spin is unique when the random field distribution is continuous) and then count the
number of spins that flip during the avalanche to determine its size. At finite temperature, on the other hand, one
has to deal with continuous variables (the local fluid densities ρi in the present case), and since δµ, the increment
in the chemical potential along the adsorption isotherm, is always finite, one has to distinguish between the gradual
deformation of a minimum and the jump associated to the passage to another local minimum, both leading to a
change in the total density. Moreover, if δµ is not small enough, several avalanches may overlap, which biases the
statistics of their number or size distribution. Although, in principle, one could precisely locate the beginning of each
avalanche by following the evolution of the eigenvalues of the Hessian matrix Hij = ∂2Ω/∂ρi∂ρj with µ or T (an
avalanche starts when a local spinodal corresponding to the vanishing of a certain eigenvalue is reached[20]), this is a
daunting numerical task for a large system (with N ∼ 106) and it is more advisable to use another procedure.

Let us first note that the determination of the location and size of the avalanches depends on the precision in the
computation of the metastable states. Since these latter are obtained by solving the set of Eqs. (2) iteratively, it must
be checked that the results are not significantly modified when the convergence criterium of the iterative procedure
is changed. All the results presented here were computed with a precision ǫ = 10−6 (i.e., the calculation was stopped

at iteration n when |ρ
(n)
i − ρ

(n−1)
i | < ǫ). It was found that decreasing ǫ to 10−10 did not change the results by more

than 1% (but in turn the computational time was increased by a considerable factor).
Consider now the variations δρi = ρi(µ + δµ) − ρi(µ) in the local fluid densities when increasing the chemical

potential by a very small (but finite) increment δµ (for instance δµ = 10−6, with wff taken as the energy unit). We
show in Fig. 1 a small portion of a typical low-temperature isotherm computed in a 87% porosity sample of size L = 50
at T ∗ = T/Tc = 0.5 (kBTc/wff = 2). The random character of the condensation events results in the fine staircase
structure of the curve, with the vertical steps corresponding to the avalanches separated by nearly horizontal portions
corresponding to the smooth deformation of the grand-potential local minima (note the small scale on the vertical
axis). The slope of these near-plateaus depends on temperature and its order of magnitude can be estimated from
the isothermal compressibility of the pure lattice gas. It turns out that all the ρi’s vary by a very small amount in
these flat portions of the isotherms (less than 10−5−10−6) whereas the vertical steps are due to a significant variation
of some of the ρi’s (a low temperature, this typically corresponds to a gazeous region becoming liquid). We can use
this feature to identify the avalanches unambiguously. Specifically, we consider that the change δρf =

∑
i δρi in the

isotherm is only due to a smooth deformation of a grand-potential minimum when δρmax = maxi{δρi} is smaller that
some threshold, which we take equal to 0.1. Otherwise there is an avalanche, and we associate to it all the sites for
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FIG. 1: Portion of a typical adsorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T ∗ = T/Tc = 0.5 (ρf is the average fluid density
inside the aerogel and µ the gas chemical potential). Calculations were done in a sample of size L = 50 using the dichotomy
procedure explained in the text.

which δρi > 0.001. The size of the avalanche is then s =
∑

i,av δρi, where the sum is restricted to these sites[21] (by

taking s = δρf =
∑

i δρi one would neglect the small increase of ρf which is due to the “smooth” variation of the
ρi’s on the other sites of the lattice). This criterium thus implies that avalanches for which δρmax < 0.1 cannot be
detected. By choosing a smaller threshold, e.g. δρmax < 0.01, one may find new avalanches, but their size s is very
small (always less than 10). As a consequence, avalanches with s < 10 will not be considered in the following. In any
experiment there is also a threshold below which signals cannot be detected.

Since one must collect the results of many samples to get a good statistics of the avalanches properties, it is
impossible in practice to study a whole isotherm with an increment δµ as small as 10−6. It is much more efficient
to proceed by dichotomy, comparing the configurations obtained for two values of µ, say µ1 and µ2 (initially, µ1 is a
large negative value and µ2 = −4, the value at saturation). If δρmax > 0.1 between the two configurations, one then
compares the configurations for µ1 and (µ1 + µ2)/2 on the one hand, and (µ1 + µ2)/2 and µ2 on the other hand.
One then looks for an avalanche in the two intervals, and the same procedure is repeated until no avalanche is found
between two configurations, or the difference in chemical potential becomes smaller than 10−6 (this is the method
that was used for obtaining the isotherm shown in Fig. 1, which explains that the points are irregularly spaced).

Finally, to characterize geometrically an avalanche, which is a random object, one may define an effective “radius
of gyration” Rg by attributing to each site i a “mass” that corresponds to the change in the local density,

R2

g =

∑
i,av(ri − rm)2δρi

∑
i,av δρi

(3)

where the sum is restricted to the sites contributing to the avalanche (i.e. with δρi > 10−3) and rm =∑
i,av riδρi/

∑
i,av δρi is the “center of mass” of the avalanche[22].

B. Number, size and shape

Let us first study how the number of avalanches with a given size varies with temperature and porosity. To illustrate
the general trend, we consider isotherms obtained in 87% and 95% porosity aerogels, as shown in Figs. 2(a) and 3(a).
The sequence of avalanches was recorded in 500 samples of linear size L = 50 and 50 samples of linear size L = 100,
respectively (this approximately corresponds to the same ratio L/ξG ≈ 10, where ξG is the correlation length of the
aerogel[1]). Figs. 2(b) and 3(b) show N(s), the (unnormalized) avalanche size distribution (

∫
N(s)ds = Nav, the total

number of avalanches of size larger than 10). As T increases, Nav decreases from 335000 to 81000 and from 83700 to
19800, respectively. The size of the largest possible avalanche corresponding to a simultaneous change of all the ρi’s
from 0 to 1 is 2L3. One thus has smax = 2.5 105 and 2. 106 in the 87% and 95% aerogels, respectively.

It is readily seen that there exist much larger avalanches in the lighter aerogel. This is a direct consequence of the
larger void space available, as discussed in our previous papers[1, 2]. In particular, at T ∗ = 0.5, some avalanches span
the whole system, signaling that a macroscopic avalanche possibly occurs in the thermodynamic limit. Note however
that the statistics for very large avalanches is not good, which explains the erratic behavior seen in Fig. 3(b) for large
s. Moreover, finite-size effects play an important role in the large-porosity/low-temperature regime and they should
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be taken into account to properly describe the evolution towards the thermodynamic limit (see Ref.[19] for a careful
study in the case of the RFIM). Unfortunately, this would require a considerable amount of numerical work, and we
shall therefore only concentrate our discussion on the non-spanning avalanches.
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FIG. 2: (a) Average isotherms in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.5, 0.65, and 0.8 (from top to bottom); data correspond to
an average over 500 gel samples of size L = 50. (b)Corresponding (unnormalized) avalanche size distributions N(s). The solid

lines represent the fit N(s) ∼ s−τe−s/s0 (Color on line).
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FIG. 3: Same as Fig.2 in a 95% porosity aerogel at T ∗ = 0.5, 0.8, and 0.9; data correspond to an average over 50 gel samples
of size L = 100 (Color on line).

Figs. 2(b) and 3(b) show that the evolution of N(s) with temperature is quite similar in the two aerogels: as T

increases, both large and small avalanches are suppressed, and, as a consequence, the total number Nav decreases.
Only the number of avalanches of intermediate size stays roughly constant with T . If one refers to what happens
in the field-driven RFIM at T = 0, this result may appear surprising. Indeed, the isotherms get smoother as one
increases the temperature, like the magnetization curves M(H) in the RFIM as one increases the width of the
random field distribution[9, 10]. This seems to imply that the temperature plays the role of an effective disorder in
the system. Therefore, one would expect that large avalanches become rare as T increases (which is indeed what
happens), but also that small avalanches proliferate, so that Nav increases on average[10, 19]. It turns out, however,
that temperature also plays another role in our system, a role which is well documented in the literature devoted to
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FIG. 4: Point cloud of the avalanche size s recorded in the 87% porosity samples as a function of chemical potential µ at
T ∗ = 0.5 (a) and T ∗ = 0.8 (b)

capillary condensation[23]: adsorption in a small cavity becomes more gradual as T increases. Specifically, mean-field
calculations for a single pore of simple geometry (for instance a slit of width l) predict that adsorption is continuous and
reversible above some critical temperature Tc(l) which decreases as l decreases. Since small avalanches are associated
with gas condensation in small cavities or crevices defined by the neighboring gel strands, this phenomenon explains
the decrease of the number of small avalanches (when T > Th(φ), the temperature at which the hysteresis disappears,
there are no avalanches at all and the isotherms become reversible[2]). It is clear that the random-field picture can
only be applied at a scale much larger than the correlation length of the solid: schematically, capillary condensation
prevails for s1/3 < ξG whereas the disordered character of the aerogel structure plays a major role for s1/3 > ξG. The
two mechanisms compete at the scale s1/3

∼ ξG which explains that the number of avalanches of intermediate size
does not vary significantly with T .

If we now concentrate on the disorder-dominated regime, the most remarkable feature, quite visible in the 95%
gel at T ∗ = 0.5, is that N(s) follows an approximate power-law behavior over several decades. This is the defining
signature of criticality, an issue that has been at the focus of intense research activity in recent years, for instance to
explain the scaling properties of the Barkausen noise in magnetic materials[24]. In the RFIM picture, the power-law
behavior is related to the existence of a disorder-induced critical point[9, 10]. In this context, the avalanche size
distribution should be analyzed using the form

N(s) ∼ s−τΦ(s/s0) (4)

where τ is a critical exponent[25], Φ is a scaling function, and s0 a cut-off that depends on the distance to the critical
point (s0 diverges as the critical disorder is approached). Our results are however too limited to obtain sensible scaling
collapses (although a crude attempt shows that the scaling function is non-monotonic, in agreement with the RFIM
behavior[10]). We simply replace the function Φ by an exponential form only describing the cut-off of the power-law
at the scale s0. Figs. 2(b) and 3(b) show the fits of N(s) in the two aerogels according to this approximate treatment.
The power-law regime is very limited in the 87% aerogel even at the lowest temperature, indicating that the system
is clearly outside the critical region. On the other hand, in the 95% gel, the curves show a linear portion on a log-log
scale that increases as T decreases: the cutoff s0 is pushed to larger values of s (from 3200 to 29500 as T ∗ varies
from 0.9 to 0.8) and reaches the box size for T ∗ = 0.5 (our set of data is however too limited to estimate the critical
exponent associated to the divergence of s0). The exponent τ increases and becomes approximately equal to 1.8 in
the fully developed power-law regime at T ∗ = 0.5. Taking into account the fact that our systems are small and that τ
in a finite system depends on disorder[19], this value does not appear inconsistent with that predicted for the RFIM,
τ = 2.03 ± 0.03[10]. In any case, the gel-fluid system is clearly close to criticality at this temperature.

The number and the size of the avalanches along an adsorption isotherm strongly depend on the value of the
chemical potential. We thus also recorded the value of µ at which each avalanche of size s occured. Figs. 4 and 5
show the corresponding point clouds in the 87% and 95% gels at T ∗ = 0.5 and 0.8, and T ∗ = 0.5 and 0.9, respectively.
As a general rule, the size of the largest avalanches increases with µ, especially in the last stage of the adsorption
(note the logarithmic scale on the vertical axis). But the most striking feature is that avalanches of very different
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FIG. 5: Same as Fig. 4 in the 95% porosity samples at T
∗ = 0.5 (a) and T

∗ = 0.9 (b).

sizes occur in a small interval of µ. For instance, in the 87% gel at T ∗ = 0.5 and µ ≈ −4.5, s varies from 10 to
more than 103. In the 95% gel at the same temperature and µ ≈ −4.12, the avalanches span almost all possible sizes
between 10 and 106. These observations are in complete contradiction with the picture based on the independent pore
model which is often used to interpret capillary condensation phenomena[26]. In this model, only pores of a certain
characterisic size l fill at a given value of the chemical potential, and the adsorbed fluid density is directly related
to the number of pores of this size that can be found in the material. (One then try to extract from the isotherm
the pore size distribution.) This picture is clearly wrong in the present case because of the very open and intricate
character of the gel structure that allows condensation events of very different sizes.

The geometrical characterization of the avalanches is rather difficult. Using s1/3 as an estimate of the extension of
an avalanche is misleading because events with very different shapes are observed (see for instance Figs. 6 and 7 in
Ref.[2]). This variety in the geometry is reflected in the values of the radius of gyration Rg, as defined by Eq. (3).
The value of Rg is indeed proportional to the maximal extension of the avalanche, but the prefactor depends on its
shape. Figs. 6 and 7 show how Rg varies with s in the 87% and 95% aerogels. One can see that avalanches with a
similar size may have quite different radii of gyration. For instance, in the 87% aerogel at T ∗ = 0.5, avalanches of
size s ∼ 103 have a radius that varies between 4 and 10 (note that for a compact object, a factor of 2 in Rg would
correspond to a factor 8 in s). Similarly, in the 95% aerogel at the same temperature, Rg varies from 10 to 15 for
avalanches of size s ∼ 104. It is therefore impossible to associate a unique characteristic length to an avalanche of a
given size. Moreover, by examining the avalanches that occur in a small interval of µ, we find that they also have
very different radii of gyration.

As the temperature increases, the values of Rg for a given size s are less scattered. Indeed, avalanches become
more compact as they correspond to condensation events that occur in a single cavity of the aerogel. This evolution
is very clear in the 87% aerogel: at T ∗ = 0.8, the radius of gyration of most avalanches is between 2 and 4 and there
are almost no avalanches with Rg larger than 6. On the other hand, there is still a large domain of variation of Rg

in the 95% aerogel at T ∗ = 0.9, and one should go to even higher temperatures to observe a significant reduction.
There is in fact a remarkable resemblance between Figs. 6(a) and 7(b) which suggests that the avalanche properties
are similar apart from a scale factor of about 2. The adsorption isotherms have also similar shapes, as can be seen in
Figs. 2(a) and 3(a). This confirms the observation made in Ref.[2] that the adsorption processes in a low porosity gel
at low temperature and in high porosity gel at a higher temperature have similar properties.

C. Spherical avalanches

In both Fig. 6(a) and Fig. 7(b), one may notice that a small set of avalanches stands out . In the 87% gel, at
T ∗ = 0.5, these avalanches have a size s in the range 100 − 500 and a smaller radius of gyration than the other
ones. They are therefore more compact, and a direct observation of some of them shows that their shape is almost
perfectly spherical. This is confirmed by a systematic study of the asphericity parameter which is always smaller
than 10−2[27]. As shown in the inset of Fig. 6(a) on a log-log scale, the radius of gyration of these avalanches
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FIG. 6: Radius of gyration Rg and size s of the avalanches in the 87% porosity samples at T
∗ = 0.5 (a) and T

∗ = 0.8 (b). The
inset in (a) is a magnification of the point cloud of the spherical avalanches (see text) in log-log scale; the solid line represents
the equation Rg = 0.42 s

0.33 (Color on line).

FIG. 7: Same as Fig. 6 for the 95% porosity samples at T
∗ = 0.5 and 0.9. In the inset of (b) the solid line represents the

equation Rg = 0.73 s
0.29 (Color on line).

varies approximately like Rg ≈ 0.42 s0.33 which is indeed close to the expected value for spherical compact objects

(Rg =
√

3/5 R =
√

3/5 [3s/(4π)]1/3
≈ 0.48s1/3 for a sphere of radius R). The radius R varies between 2.5 and 4, this

latter value corresponding approximately to ξG which is also more or less the size of the largest voids in the aerogel
[1]. Moreover, as shown in Fig. 8, most of these avalanches occur at the end of the adsorption process: they thus
correspond to the condensation of the last gas bubbles that remain in the large cavities.

A similar behavior is observed in the 95% aerogel at T ∗ = 0.9 (Fig. 7(b)). The avalanches are again approximately
spherical and occur in the last stage of the adsorption process. However, since the temperature is higher, the boundaries
of the gas bubbles are less well defined, and the radius of gyration of varies approximately like Rg ≈ 0.73 s0.29. The

largest observed value of R =
√

5/3 Rg is again comparable to the size of the largest cavities in the aerogel (ξG ≈ 10).
Although there are also some other remaining bubbles of more complicated shape (see Figs. 7 and 9 in Ref.[2]),
these spherical avalanches actually represent the only case where one can relate directly the characteristic size of the
condensation events to the structure of the aerogel. We stress again that, in general, the avalanches have a complicated
shape so that one cannot describe the condensation of the adsorbed gas in terms of “constant curvature bubbles”[4].
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FIG. 8: Probability distribution P (µ) of spherical avalanches along the adsorption isotherm in the 87% porosity aerogels at
T ∗ = 0.5. The average isotherm is shown as a continuous line.
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FIG. 9: (a) The undersaturation ∆µ = µsat − µ as a function of the inverse radius of the spherical avalanches in the 87% and
95% aerogels at T ∗ = 0.5 and T ∗ = 0.9, respectively. (b) is a magnification of the small point cloud in (a) near the origin
corresponding to the avalanches in the 95% aerogel. The solid line with a slope 1 corresponds to the Kelvin equation (see text)
(Color on line).

The fact that spherical avalanches are clearly identified gives us the opportunity for testing a macroscopic description
of the gas condensation in terms of a competition between volume and surface contributions. Such a description
underlies the classical interpretation of capillary condensation based on the Kelvin equation[26] that is commonly
used to extract from the isotherms information on the characteristic pore size in the solid. We thus write the change
in the grand potential associated to the condensation of a spherical gas bubble of radius R at the chemical potential
µ as[33]

∆Ω(µ) = [p(µ) − p+

l (µ)]
4π

3
R3

− γ4πR2 (5)

where p(µ) is the corresponding bulk pressure, p+

l (µ) is the pressure of the metastable liquid at the same chemical
potential (both pressures are computed from the equation of state of the bulk lattice gas), and γ is the (planar)
liquid-gas surface tension. All these terms except R are temperature dependent. Assuming that condensation occurs
at equilibrium, the Kelvin equation (in its Laplace form) corresponds to setting ∆Ω = 0 in the equation. Expanding
as usual p and p+

l about psat and to first-order in ∆µ = µsat−µ (which is valid for small undersaturations), this yields
∆µ = 3γ/[(ρl−ρg)R], where ρl and ρg are the densities of the coexisting liquid and gas at this temperature. Since the
surface tension on a lattice depends on the orientation of the surface with respect to the lattice vectors, we estimate
γ by taking the average of the three values calculated in the principle lattice planes (100), (110) and (111)[28]. The
corresponding “Kelvin plot” is shown in Fig. 9. We see that the “macroscopic” Kelvin equation provides the correct
trend for the variation of ∆µ as a function of 1/R, in spite of the fact that actual condensation does not occur at
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equilibrium (∆Ω 6= 0[29]) and that the adsorbent potential and the curvature corrections are neglected in Eq. (4)
(note that ∆µ is ten times smaller in the lighter gel, which is due to the effect of temperature, correctly described by
the term 3γ/(ρl − ρg), and to the change in the average radius R by a factor of about 2). The scatter in the data,
however, shows that the Kelvin equation is only an approximation.

IV. SCALING OF THE ADSORPTION ISOTHERMS AND PHASE DIAGRAM

The existence of a critical point in our system, at which an infinite avalanche occurs for the first time in the thermo-
dynamic limit and the avalanche size distribution has a power-law behavior, suggests the possibility of performing also
a scaling collapse of the adsorption isotherms. In the case of the nonequilibrium RFIM at T = 0 where the disorder is
controlled by the width σ of the distribution of the random fields, standard renormalization group arguments suggest
that the magnetization curve M(H) for different values of σ may be collapsed using the scaling form[10]

M(σ, H) − Mc(σc, Hc) ∼| r |β M±(h/ | r |βδ) (6)

where Mc is the critical magnetization (i.e. the magnetization at the critical field Hc for the critical disorder σc),
r = (σc − σ)/σc and h = H − Hc are the reduced disorder and reduced field respectively and M± is a universal
scaling function (± refers to the sign of r). The estimated values of the critical exponents in three dimensions are
β = 0.035 ± 0.028 and βδ ≃ 1.81 ± 0.32[10].

-4.7 -4.6 -4.5 -4.4 -4.3 -4.2 -4.1 -4
µ

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ρ f(µ
)/ρ

f(µ
sa

t)

FIG. 10: Average isotherms in aerogels of varying porosity (the fluid density ρf is rescaled by the density at µ = µsat). From
left to right: φ = 87%, 90%, 92%, 95% at T ∗ = 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8. The curves result from an average over 500 samples of size
L = 100 (Color on line).

The situation in our system is more complicated than in the RFIM because the Hamiltonian (or, more correctly,
the grand-potential functional Ω) contains three parameters that can be tuned independently (the porosity φ, the
interaction ratio y, and the chemical potential µ), and, moreover, the temperature controls the ruggedness of the
free-energy landscape. Although a rigorous proof is lacking, it seems however reasonable to assume that the critical
behavior is governed by a unique fixed point, which may or may not be the same as for the T = 0 nonequilibrium
RFIM. In other words, there are only two relevant variables from a renormalization-group standpoint: the chemical
potential (that plays the role of the magnetic field H in the RFIM) and an effective disorder σ which is some smooth
funtion of y, φ and T . (In addition, one could also have to take into account the microstructure of the aerogel, on top
of the dependence on the porosity: in particular, one may suspect that the fractal character of very light aerogels,
e.g. φ ≥ 99%, modifies the values of the critical exponents or, at least, induces a different scaling behavior in some
intermediate regime; this possibility is not taken into account in the present study which does not consider aerogels
of porosity larger then 95%.) For fixed y and T , there is a critical value φc(y, T ) of the porosity, and a critical value
µc(y, T ) of the chemical potential. Alternatively, for fixed y and φ, there is a temperature Tc(y, φ) and a chemical
potential µc(y, φ) at which the system becomes critical. If this picture is correct, one expects to observe the same
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critical behavior whether the critical line φc(T ) (or Tc(φ)) is approached along a constant-φ or a constant-T trajectory
in the temperature-porosity diagram (for simplicity, we forget the dependence on y which is kept constant and equal
to 2 in all our computations[1, 2]).

Consider for instance the collection of isotherms displayed in Fig. 10 which covers a significant range of temperatures
and porosities. This would correspond to 2.08K < T < 4.16K for the real 4He-aerogel system, but this must be
considered only as a crude estimation: we indeed recall that our treatment is not aimed at a quantitative description of
actual systems because of the coarse-grained character of the model and the use of a (local) mean-field approximation.
Note that the density of the adsorbed fluid is rescaled by its value at µ = µsat so that all the curves go to 1 as µ → µsat

(one has ρf (φ, µsat) ≈ φ ρl(T ) where ρl(T ) is the density of the bulk liquid at coexistence).
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FIG. 11: Scaling plot of the slope of the T ∗ = 0.4 isotherms for φ = 87%, 90% and 92% according to Eq. 8 where x =
[µ − µmax]/ | φ − φc(T ) |βδ and y =| φ − φc(T ) |βδ−β ρf (φ, µsat)

−1dρf (φ,µ)/dµ with β = 0.1, βδ = 1.7, and φc(0.4) = 0.943
(Color on line).

Let us first study the scaling behavior when varying the porosity at fixed temperature. By analogy with the RFIM,
our basic scaling hypothesis is the existence, in the limit L → ∞, of only two scaling variables u(φ, µ) and v(φ, µ)
that measure the distance to the critical point (φc(T ), µc(T )). Accordingly, the adsorption isotherms in the vicinity
of the critical point (φc(T ), µc(T )) should scale as

ρf (φ, µ) − ρf (φc(T ), µc(T )) ∼ ρf (φ, µsat) | u/u0 |β R±

( v/v0

| u/u0 |βδ

)

(7)

where R± are the corresponding scaling functions and u0 and v0 are two nonuniversal scale factors that are
temperature-dependent (they actually depend on all the specific features of the model[30]: y, the lattice structure,
the range of interaction, etc...). Note that the scaling variables u and v need not be exactly φ−φc(T ) and µ−µc(T ),
but their dependence on φ and µ should be analytic[31]. Unless one uses the proper variables, the curves do not
collapse. In the case of the RFIM[10], it was shown that the proper scaling must be done with replacing h = H −Hc

in Eq. (6) by the “rotated” variable h′ = h + br, where b is some non-universal constant (on the other hand, there
is no need to rotate r because the corresponding correction is irrelevant when σ → σc). In practice, the rotation of
the x-axis can be avoided by simply lining up the peaks in the derivative of the curves, with no correction terms, as
is often done in analyzing experimental data (by considering the slope dρf (φ, µ)/dµ instead of ρf (φ, µ) we also get
rid of the dependence on ρf (φc(T ), µc(T ))). What to do on the y-axis is a matter of choice and, for simplicity, we
just take u = φ − φc(T ). (Note that in Ref.[10] the curves dM/dH in the RFIM are plotted using r = (σ − σc)/σ
instead of the more standard choice r = (σ − σc)/σc; alternatively, it has been proposed to expand r to second-order
in (σ−σc)/σc[19]; these different choices are equivalent asymptotically if no rotation is required, but they may change
significantly the amplitude of the critical regions.) Therefore, to summarize, we look for a scaling of the form

1

ρf (φ, µsat)

dρf (φ, µ)

dµ
∼ a(T ) | u |β−βδ Ṙ±

(

b(T )
µ − µmax

| u |βδ

)

(8)
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where u = φ − φc(T ), µmax(φ, T ) is the value of the chemical potential at the maximum of dρf (φ, µ)/dµ, Ṙ± is the
derivative of R±, and a(T ) and b(T ) account for the dependence on u0 and v0. Since it is important to have smooth
isotherms so that one can take the derivative numerically, the average must be performed over a significant number
of samples: the curves shown in Fig. 10 result from an average over 500 gel realizations of size L = 100 (however,
there are still some annoying irregularities in the average slopes, especially around µ = µmax).

Calculations are of course done in finite systems so that one should also take into account finite-size effects[30]. These
are especially important in the low-disorder regime (φ > φc(T )) in which there is a discontinuity in the isotherms in
the thermodynamic limit. This introduces an additional difficulty in the analysis and it is a very demanding numerical
task to perform a systematic finite-size scaling study of all the curves (see Ref.[1] for such a study of the T ∗ = 0.45
isotherm in the 95% porosity aerogel). As a consequence, we shall only consider here the isotherms that are clearly
in the strong disorder regime, which leads to reasonably size-independent results: this eliminates in particular the
T ∗ = 0.4, 0.5 and 0.6 isotherms in the 95% porosity aerogel.

Fig. 11 shows the scaling plot of the slope of the T ∗ = 0.4 isotherms for φ = 87%, 90% and 92% obtained with the
choice βδ = 1.7, β = 0.1, and φc(0.4) = 0.943 (the scale factors a(T ∗ = 0.4) and b(T ∗ = 0.4) are arbitrarily fixed
equal to 1). It is actually very difficult to adjust independently the three unknown parameters βδ, β and φc(T ); the
values of the exponents used here are the ones that allow for a collapse of a whole set of isotherms, as discussed below.
It can be seen that the φ = 92% and φ = 90% isotherms collapse onto a single curve, which is not the case of the
φ = 87% isotherm, especially on the left-hand side of the peak. This part of the isotherm is indeed dominated by the
presence of a liquid layer that coats the aerogel strands[1, 2], and in the low-porosity gels the remaining available void
space is too small for allowing large avalanches to spread out. This contribution to the adsorption has nothing to do
with a critical phenomenon and it is reasonable to eliminate from the scaling plot all the isotherms obtained in the
87% porosity aerogel. More generally, at each temperature, we choose to discard the isotherms that do not belong
to the scaling region because the porosity is obviously too far from φc(T ) (i.e., the distance from the effective critical
disorder is too large). This finally leads to the global scaling plot shown in Fig. 12, obtained by adjusting also the
nonuniversal scale factors a(T ) and b(T ) (which, however, always remain of order 1).

The overall quality of the collapse is not perfect, but similar to that found in the RFIM[10] (it is actually better
because we only keep two isotherms at each temperature[32]). In fact, as discussed in Ref.[10], the magnetization
curves (or, here, the isotherms) are quantities that do not collapse well, which makes it difficult to obtain from the
scaling plots a precise determination of the critical exponents or of the location of the critical point. Although our
estimated values of the exponents βδ and β are compatible with those of the RFIM, the uncertainty is much too large
to conclude that our model belongs to the same universality class. On the other hand, it is noteworthy that the value
1.7 for the exponent βδ is consistent with the value 1.22 for the finite-size scaling exponent χ = βδ/ν obtained in
Ref.[1], if one uses for 1/ν the RFIM value, 0.71 ± 0.09[10].
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FIG. 12: Scaling plot of the slope of the isotherms according to Eq. 8 (when varying the gel porosity at different temperatures)
or to Eq. 9 (when varying the temperature for the porosity φ = 95% ). x and y are the corresponding scaling variables and
scaling functions (Color on line).
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FIG. 13: Approximate phase diagram of the model in the temperature-porosity plane deduced from the scaling plots. The
dashed curve is the critical line Tc(φ) (or φc(T )) below which there is a first-order nonequilibrium transition in the adsorption
isotherm. The squares indicate the isotherms that are included in the scaling plot of Fig. 12 (Color on line).
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FIG. 14: Scaling plot of the slope of the T ∗ = 0.8 and T ∗ = 0.7 isotherms in the 95% aerogel according to Eq. 9 where
x = [µ − µmax]/ | T/Tc(φ) − 1 |βδ and y =| T/Tc(φ) − 1 |βδ−β ρf (φ, µsat)

−1dρf (φ,µ)/dµ with β = 0.1, βδ = 1.7, and
T ∗

c (φ = 0.95) = 0.5 (Color on line).

From the values of φc(T ) extracted from the scaling plots at each temperature, we can map out an approximate
phase diagram of the model in the temperature-porosity plane. This is shown in Fig. 13, where the critical line
has been forced to extrapolate towards the zero-disorder limit φc(Tc) = 1. (Let us recall however that, in a real
system, there cannot be a clear-cut transition close to Tc because thermal fluctuations become larger and can allow
the system to cross the free-energy barriers on the experimental time-scale; moreover, as noted before, we expect the
fractal character of the microstructure in very light aerogels to come into play.) The present calculations indicate
that the critical temperature drops very quickly with the porosity, and the extrapolation to T = 0 predicts that there
is no transition at finite temperature in gels of porosity smaller than φc(T = 0) ≈ 92.5%. This is in agreement with
finite-size scaling calculations performed in the 87% porosity aerogel that show that the isotherms are continuous at all
temperatures in the thermodynamic limit. On the other hand, in the 95% porosity aerogel, the study of Ref.[1] predicts
a transition at T ∗ = 0.45, which is indeed below the critical line of Fig. 13. Morever, as shown in the preceding section,
the avalanche size-distribution has a power-law behavior at T ∗ = 0.5, which is the critical temperature extracted from
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the scaling plot (T ∗
c (φ = 95%) = 0.5 ± 0.02). It turns out that the same critical temperature is also obtained by

studying the scaling behavior when varying the temperature at fixed porosity. The scaling is now performed according
to the expression

1

ρf (φ, µsat)

dρf (φ, µ)

dµ
∼ a′(φ) | u |β−βδ Ṙ±

(

b′(φ)
µ − µmax

| u |βδ

)

(9)

where u = (T −Tc(φ))/Tc(φ) and a′(φ) and b′(φ) are porosity-dependent scale factors. It is clear from Fig. 13 that this
procedure can only be used with the 95% porosity aerogel. The scaling plot of the T ∗ = 0.8 and T ∗ = 0.7 isotherms is
shown in Fig. 14 (again, the T ∗ = 0.6 isotherm is discarded because of the presence of important finite-size effects). It
can be seen that a good scaling is obtained with the same values of the critical exponents as used before. Remarkably,
the resulting scaling function is also the same and it can be included in Fig. 12 by adjusting the scale factors a′(φ)
and b′(φ). This is a clear indication that the critical behavior of the system is controlled by the same fixed point for
all temperatures and porosities.

We now discuss the comparison of all these results with experiments.

V. DISCUSSION

In this work and our earlier work[1, 2], we have presented a detailed numerical study of the adsorption of 4He
in silica aerogel that explains the modification in the shape of the isotherms as the temperature or the porosity is
changed. We have found that the adsorption occurs via a sequence of irreversible condensation events (avalanches)
of varying size and shape. The traditional picture of capillary condensation in mesoporous solids in which pores of
increasing size fill up successively as the chemical potential or the gas pressure increases does not hold in aerogel,
except, approximately, for the special category of spherical avalanches that occur at the end of the adsorption process.

Our calculations predict that there exists a line of critical points in the temperature-porosity diagram separating
two regimes of continuous and discontinuous adsorption and characterized by a power-law behavior of the avalanche
size distribution. There is a rather large scaling region where adsorption isotherms at different temperatures and
different porosities collapse onto a single universal curve. Although the system sizes considered in this work are too
small to reach a definite conclusion, the estimated values of the critical exponents seem to be consistent with those
of the three-dimensional field-driven RFIM at T = 0[10, 19].

The qualitative agreement between the simulated and experimental loops[4–6] is a strong argument in favor of the
validity of the above scenario. However, a complete validation still awaits the experimental description of the scaling
behavior of the isotherms and the observation of a power-law behavior in the avalanche size distribution. This latter
issue requires some additional comments. It may be indeed distressing that avalanches have not been observed so far
with 4He in aerogel. In fact, the only exemple of avalanche behavior in adsorption/desorption experiments concerns
the draining of superfluid 4He from Nuclepore[34], a porous material that contains a random spatial distribution
of interconnected cylindrical pores. In this case, superfluidity appears to be a critical factor for the existence and
propagation of avalanches via the presence of a superfluid film on the Nuclepore substrate that provides a coupling
mechanism even between distant pores. It is likely however that such a mechanism is not necessary for avalanches to
occur in aerogels because of very open character of the microstructure.

There are actually several requirements for observing avalanches in sorption experiments, which are all satisfied
in the case of the experiments with Nuclepore[34], but not in the case of the existing aerogel studies[3–6]. Let us
first recall that, by definition, avalanches correspond to some collective reorganization of the system in response to
a variation of the external driving force. If one is changing the density rather than the chemical potential or the
pressure (by introducing a controlled amount of gas into the sample and then measuring the pressure change), the
system may follow a different path among the metastable states, and the vertical jumps in the isotherms that are the
signature of the avalanches may not be observed[35] (this could explain that there are many data points along the
adsorption isotherm at T = 2.34K in 98% aerogel displayed in Ref.[4]). Secondly, as already noted, the observation
time must be larger than the time the system takes to respond to the change in the external control variable. This can
be done by continuously changing the chemical potential at a very slow rate, and measuring the amount of gas in the
solid regularly (every x seconds). In practice, this procedure is only possible if the (local) equilibration time is short
(for instance, it is smaller than one second with superfluid helium in Nuclepore). Unfortunately, the relaxation times
in aerogel are much longer (of the order of two hours with 4He at low temperature in the experiments of Ref.[5]), and
one has to change µ or P by a finite step and keep it fixed until a new local equilibrium (i.e., a new metastable state)
is reached. With this procedure, the issue of having a system with a long equilibration time boils down to stability of
the experimental conditions and of course patience; in principle, one could then observe avalanches. Yet, if ∆µ or ∆P
is not small enough, the avalanches may overlap and the resulting isotherm may appear continuous. This is probably
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the situation with the experiments in Ref.[5] where ∆P/P ∼ 10−4 (to be compared with ∆P/P = ∆µ/(kBT ) ∼ 10−7

in the Nuclepore experiments[34]). Finally, a last requirement is that the sensitivity of the measurements is large
enough to discriminate the jumps in the adsorbed fluid density. This condition is more easily satisfied when these
jumps are large enough, which implies that one must be close to the critical line displayed in Fig. 13. Although one
must be very cautious in comparing our temperature scale with the true experimental one, it seems that this last
condition is also not satisfied in the existing experiments.
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la Matière Condensée is the UMR 7600 of the CNRS.

[1] F. Detcheverry, E. Kierlik, M. L. Rosinberg, and G. Tarjus, Phys. Rev. E 68, 61504 (2003).
[2] F. Detcheverry, E. Kierlik, M. L. Rosinberg, and G. Tarjus, Langmuir 20, 8006 (2004).
[3] A. P. Y. Wong and M. H. W. Chan, Phys. Rev. Lett. 65, 2567 (1990).
[4] D. J. Tulimieri, J. Yoon, and M. H. W. Chan, Phys. Rev. Lett. 82, 121 (1999).
[5] J. Beamish and T. Herman, Physica B 340, 329 (2003); J. Beamish and T. Herman, J. Low Temp. Phys. 134, 339 (2004);

T. Herman, Ph.D. thesis, University of Alberta (2005); T. Herman, J. Day, and J. Beamish, preprint cond-mat/0505430.
[6] C. Gabay, P.E. Wolf, and L. Puech, Physica B 284, 97 (2000); C. Gabay, F. Despetis, P.E. Wolf, and L. Puech, J.

Low Temp. Phys. 121, 585 (2000); C. Gabay, Ph.D. thesis, Université Joseph Fourier, Grenoble I (2001); T. Lambert,
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[12] J. Marcos, E. Vives, L. Mañosa, M. Acet, E. Duman, M. Morin, V. Novak, and A. Planes, Phys. Rev. B 67, 224406 (2003).
[13] P. Meakin, Phys. Rev. Lett. 51, 1119 (1983); M. Kolb, R. Botet, and R. Jullien, Phys. Rev. Lett. 51, 1123 (1983).
[14] More precisely, we expect the number of solutions to scale exponentially with the system size.
[15] The fact that only minima are obtained by solving iteratively nonlinear equations such as Eqs. (2) is shown by D. Ling,

D. R. Bowman, and K. Levin, Phys. Rev. B 28, 262 (1983). In practice, as explained in Ref.[1], we use a more efficient
algorithm than simple iteration. However, we checked numerically that it yields the same solutions as the simple iteration
procedure.

[16] In actual sorption experiments, there are also kinetic effects associated to mass and/or heat transfer which may significantly
slow down the relaxation to a new metastable state. In particular, silica aerogels are exceptional thermal insulators and
convection in the adsorbed fluid is probably suppressed by the aerogel strands[5]. These effects are neglected in the present
treatment in which the fluid responds instantaneously to a change in chemical potential or temperature. Mass transfert
can be incorporated in an effective grand-canonical treatment by rescaling the relaxation time so as to take into account
the constraint of mass conservation (Woo and Monson, Phys. Rev. E 67, 041207 (2003)). In any case, at low enough
temperature, the (local) relaxation time remains much smaller than the time associated to thermally activated processes
between metastable states, which justifies the use of a zero-temperature dynamics.

[17] J. P. Sethna, K. Dahmen, and C. R. Myers, Nature 410, 242 (2001).
[18] C. M. Soukoulis, K. Levin, and G. S. Grest, Phys. Rev. B 28, 1495 (1983).
[19] F. J. Perez-Reche and E. Vives, Phys. Rev. B 67, 134421 (2003); F. J. Perez-Reche and E. Vives, Phys. Rev. B 70, 214422

(2004).
[20] It is easy to see from Eq. (1) that the elements of the Hessian matrix H are given by Hij = kBTδijηi/[ρi(ηi −ρi)]−wffnij

where δij is the Kronecker symbol and nij = 1 when i and j are nearest neighbors and zero otherwise. H can thus be
diagonalized by a unitary transformation.

[21] The threshold δρi > 10−3 ensures that the avalanche size is computed with enough precision.
[22] The calculation of Rg is restricted to avalanches that do not span the whole lattice.
[23] R. Evans, J. Phys. : Condensed Matter 2, 8989 (1990).

125



16

[24] For a recent review on the Barkhausen effect, see G. Durin and S. Zapperi in The Science of Hysteresis, edited by G.
Bertotti and I. Mayergoyz, Elsevier (2004).

[25] Since we consider the avalanche size distribution integrated over a whole isotherm, our exponent τ identifies with the
exponent τ + σβδ in the notation of Ref.[10].

[26] S. J. Gregg and K. S. W. Sing, Adsorption, Surface Area, and Porosity, Academic Press, New York (1982).
[27] We measure the asphericity via the parameter A = [(R2

g,x−R2

g,y)2+(R2

g,y−R2

g,z)
2+(R2

g,z−R2

g,x)2]/2R2

g . The normalisation
is such that A = 0 for spherically symmetric objects and 1 for “cigar” shaped objects. Note that A is not an invariant
quantity with this definition since the components of the radius of gyration tensor are not taken along the principal axes
(see J. Rudnick and G. Gaspari, J. Phys. A. 19, L191 (1986)). It is likely that, on average, we underestimate the actual
deviation from sphericity.

[28] R. Salazar and L. D. Gelb, Mol. Phys. 102, 1015 (2004).
[29] Note however that ∆Ω in Eq. 5 is a small quantity compared to the bulk and surface contributions.
[30] V. Privman and M. E. Fisher, Phys. Rev. B 30, 322 (1984).
[31] see e.g. J. Cardy, Scaling and Renormalization in Statistical Physics, Cambridge University Press, Cambridge (1996).
[32] except at T ∗ = 0.8 where we only take into account the isotherm in the φ = 95% porosity aerogel..
[33] R. Evans, U. Marini Bettolo Marconi, and P. Tarazona, J. Chem. Soc., Farady Trans. 2, 82 (1986).
[34] M. P. Lilly, A. H. Wooters, and R. B. Hallock, Phys. Rev. Lett. 77, 4222 (1996); M. P. Lilly and R. B. Hallock, Phys. Rev.

B 64, 024516 (2001); M. P. Lilly, A. H. Wooters, and R. B. Hallock, Phys. Rev. B 65, 104503 (2002).
[35] Moreover, as emphasized in Ref.[5], adding volumetric bursts to the system induces an unknown degree of local heating.

126



Gas adsorption/desorption in silica aerogels: a theoretical study of scattering
properties

F. Detcheverry, E. Kierlik, M. L. Rosinberg, and G. Tarjus
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We present a numerical study of the structural correlations associated to gas adsorp-
tion/desorption in silica aerogels in order to provide a theoretical interpretation of scattering exper-
iments. Following our earlier work, we use a coarse-grained lattice-gas description and determine
the nonequilibrium behavior of the adsorbed gas within a local mean-field analysis. We focus on the
differences between the adsorption and desorption mechanisms and their signature in the fluid-fluid
and gel-fluid structure factors as a function of temperature. At low temperature, but still in the
regime where the isotherms are continuous, we find that the adsorbed fluid density, during both
filling and draining, is correlated over distances that may be much larger than the gel correlation
length. In particular, extended fractal correlations may occur during desorption, indicating the
existence of a ramified cluster of vapor filled cavities. This also induces an important increase of
the scattering intensity at small wave vectors. The similarity and differences with the scattering of
fluids in other porous solids such as Vycor are discussed.

PACS numbers:

I. INTRODUCTION

In a series of recent papers[1–3], we have presented a comprehensive theoretical study of gas adsorption/desorption
in silica aerogels, revealing the microscopic mechanisms that underly the changes in the morphology of the hysteresis
loops with temperature and gel porosity. In particular, we have shown that the traditional capillary condensation
scenario based on the independent-pore model[4] does not apply to aerogels, as a consequence of the “open” nature and
interconnectedness of their microstructure. We have found, on the other hand, that nonequilibrium phase transitions
(that differ on adsorption and desorption) are at the origin of the very steep isotherms observed with 4He in high
porosity gels at low temperature[5, 6]. In this work, we complete our study by investigating the correlations within the
adsorbed fluid and computing the fluid-fluid and solid-fluid structure factors that can be measured (at least indirectly)
in scattering experiments. Scattering methods (using x-rays, neutrons and visible light) are now frequently combined
with thermodynamic measurements for extracting information on the structure and the dynamics of the adsorbed
molecules and understanding the influence of solid microstructure on fluid properties[7]. In the case of 4He in aerogel,
both small-angle x-ray scattering (SAXS)[8] and light scattering measurements[9] have been recently performed along
the sorption isotherms. However, the interpretation of the scattered intensity is always complicated by the fact that it
contains several contributions that cannot be resolved without assuming some mechanism for the sorption process. For
instance, in the case of a low porosity solid like Vycor, the evolution of the scattered intensity along the capillary rise
is usually interpreted in the framework of an independent-pore model, with the gas condensing in pores of increasing
size that are (almost) randomly distributed throughout the material[10–12]. This explains that long-range correlations
are not observed during adsorption. On the other hand, we have shown that large-scale collective events occur in
aerogels, and this may have a significant influence on the scattering properties. Indeed, we shall see in the following
that scattering curves at low temperature may not reflect the underlying microstructure of the gel. More generally, our
main objective is to understand how the different mechanisms for adsorption and desorption reflect in the scattering
properties as the temperature is changed. (Note that there has been a recent theoretical study of this problem that is
closely related to the present one[13]; there are, however, significant differences that will be commented in due place.)
Particular attention will be paid to the ‘percolation invasion’ regime that is predicted to occur during the draining of
gels of medium porosity (e.g. 87%) and that manifests itself by the presence of fractal correlations. Such correlations
have been observed in Vycor[10–12] and xerogel[14], but no experiment has been carried out so far to detect a similar
phenomenon in aerogels. We therefore hope that the present work will be an incentive for such a study. On the other
hand, the influence of gel porosity on scattering properties will only be evoked very briefly. In particular, for reasons
that will be explained below, the correlations along the steep (and possibly discontinuous due to nonequilibrium phase
transitions) isotherms observed in high porosity gels at low temperature are not investigated.

The paper is organized as follows. In section 2, the model and the theory are briefly reviewed and the computation
of the correlation functions and the corresponding structure factors is detailed. The numerical results are presented
in section 3. The relevance of our results to existing and future scattering experiments is discussed in section 4.
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II. MODEL AND CORRELATION FUNCTIONS

A. Lattice-gas model

As discussed in previous papers[1–3], our approach is based on a coarse-grained lattice-gas description which incor-
porates the essential physical ingredients of gel-fluid systems. The model Hamiltonian is given by

H = −wff

∑

<ij>

τiτjηiηj − wgf

∑

<ij>

[τiηi(1 − ηj) + τjηj(1 − ηi)] − µ
∑

i

τiηi (1)

where τi = 0, 1 is the fluid occupation variable (i = 1...N) and ηi = 1, 0 is the quenched random variable that
describes the solid microstructure (when ηi = 0, site i is occupied by the gel; φ = (1/N)

∑
i ηi is thus the gel porosity).

Specifically, we adress the case of base-catalyzed silica aerogels (typically used in helium experiments) whose structure
is well accounted for by a diffusion limited cluster-cluster aggregation algorithm (DLCA)[15]. In the Hamiltonian,
wff and wgf denote respectively the fluid-fluid and gel-fluid attractive interactions, µ is the fluid chemical potential
(fixed by an external reservoir), and the double summations run over all distinct pairs of nearest-neighbor (n.n.) sites.

Fluid configurations along the sorption isotherms are computed using local mean-field theory (i.e. mean-field
density functional theory), neglecting thermal fluctuations and activated processes (the interested reader is referred
to Refs.[1–3] for a detailed presentation of the theory). As µ varies, the system visits a sequence of metastable states
which are local minima of the following grand-potential functional

Ω({ρi}) = kBT
∑

i

[ρi ln ρi + (ηi − ρi) ln(ηi − ρi)] − wff

∑

<ij>

ρiρj − wgf

∑

<ij>

[ρi(1 − ηj) + ρj(1 − ηi)] − µ
∑

i

ρi (2)

where ρi({ηi}) =< τiηi > is the thermally averaged fluid density at site i. Earlier work has shown that this approach
reproduces qualitatively the main features of adsorption phenomena in disordered porous solids[16, 17].

All calculations presented below were performed on a body-centered cubic lattice of linear size L = 100 (N = 2L3)
with periodic boundary conditions in all directions (the lattice spacing a is taken as the unit length). L is large
enough to faithfully describe gels with porosity φ ≤ 95%, but an average over a significant number of gel realizations
is required to obtain a good description of the correlation functions. In the following, we use 500 realizations. wff

is taken as the energy unit and temperatures are expressed in the reduced unit T ∗ = T/Tc, where Tc is the critical
temperature of the pure fluid (Tc = 5.195K for helium and kTc/wff = 2 in the theory). The interaction ratio
y = wgf/wff is equal to 2 so as to reproduce approximately the height of the hysteresis loop measured with 4He in a
87% porosity aerogel at T = 2.42K[1, 6].

B. Correlation functions and structure factors

In a scattering experiment performed in conjunction with gas adsorption/desorption, one typically measures a
(spherically averaged) scattered intensity I(q) which is proportional to a combination of the three partial structure
factors Sgg(q), Sff (q) and Sgf (q), where g and f denote the gel and the fluid, respectively. Whereas a macroscopic
sample is usually considered as isotropic and statistically homogeneous, our calculations are performed in finite samples
and on a lattice, and some work is needed to obtain structure factors that can be possibly compared to experimental
data.

Let us first consider the gel structure factor. The calculation of Sgg(q) proceeds in several steps. As in the case
of an off-lattice DLCA simulation[18], we first compute the two-point correlation function ggg(r) = hgg(r) + 1 by
performing a double average over the lattice sites and the gel realizations,

ρ2

gggg(r) =
1

N

∑

i,j

(1 − ηi)(1 − ηj)δr,rij
− ρgδr,0 (3)

taking care of the periodic boundary conditions. Here, rij = ri − rj , ρg = 1 − φ is the lattice fraction occupied by
the gel, and the second term in the right-hand side takes into account the fact that there are only one particle per
site, which yields the (point) hard-core condition, ggg(r = 0) = 0. In this expression and in the following, the overbar
denotes an average over different gel realizations produced by the DLCA algorithm. The computation of ggg(r) is
efficiently performed by introducing the Fourier transform ρg(q) =

∑
i(1−ηi) exp(−2iπq.ri/N) where q is a vector of

the reciprocal lattice, and by using the fast Fourier transform (FFT) method[13, 19]. This reduces the computational
work to O(N ln N) instead of O(N 2) when the direct real-space route is used. (The same method is applied to the
other correlation functions.)
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In a second step, we “sphericalize” the correlation function by collecting the values having same modulus of the
argument r,

ggg(r) =

∑
r′

ggg(r
′)δr,r′∑

r′
δr,r′

. (4)

Finally, instead of storing the values of ggg(r) for all possible distances rij on the lattice between d = a
√

3/2, the
nearest-neighbor distance, and L/2, we bin the data with a spacing ∆r = 0.05 and interpolate linearly between
two successive points (the restriction to r < L/2 avoids boundary artefacts). Moreover, we impose the “extended”
hard-core condition ggg(r) = 0 for r < d, in line with our interpretation of a gel site as representing an impenetrable
silica particle[1]. (In Ref. [13], in contrast, the model is thought of as a discretization of space into cells of the size
of a fluid molecule and the gel particle “radius” is varied from 2 to 10 lattice spacings.) Of course, the interpolation
procedure does not completely erase the dependence on the underlying lattice structure, especially at short distances.
Following Ref.[18], the structure factor is then computed using

Sgg(q) = 1 + 4πρg

∫ L/2

0

r2(hgg(r) − hgg)
sin(qr)

qr
dr (5)

where hgg is a very small parameter adjusted such that Sgg(q) → 0 as q → 0. Indeed, since the DLCA aerogels are
built in the “canonical” ensemble with a fixed number of gel particles Ng = ρgN , the following sum-rule holds:

ρg

∑
r

ggg(r) = Ng − 1 (6)

which readily yields Sgg(0) = 1 + ρg

∑
r
hgg(r) = 0 in Fourier space. This trick allows one to obtain a reasonable

continuation of Sgg(q) below qmin = 2π/L[18].
Similarly, the fluid-fluid two-point correlation function gff(r) = 1 + hff (r) is defined as

ρ2

fgff (r) =
1

N

∑
i,j

〈τiηiτjηj〉δr,rij
− ρfδr,0 (7)

where ρf = (1/N)
∑

i 〈τiηi〉 = (1/N)
∑

i ρi is the average fluid density and the sum is performed again over all
lattice sites to improve the statistics (for notational simplicity, we have dropped the overbar on ρf ). Because of the
double average over thermal fluctuations and over disorder, there are two distinct contributions to hff (r), which are
usually called “connected” and “blocking” or “disconnected” [20, 21], and which, in the present case, are given by the
expressions,

ρ2

fhff,c(r) + ρfδr,0 =
1

N

∑
i,j

[〈τiηiτjηj〉 − ρiρj ] δr,rij
(8)

ρ2

fhff,d(r) =
1

N

∑
i,j

[ρiρj − ρ2

f ] δr,rij
. (9)

In the pure fluid, hff,c(r) is just the standard connected pair correlation function whereas hff,d(r) has no equivalent.
It turns out, however, that only hff,d(r) can be computed along the sorption isotherms. Indeed, the quantity
〈τiηiτjηj〉 cannot be obtained in the framework of mean-field theory, and the only available route to hff,c(r) is via
the “fluctuation” relation[21]

ρ2

fhff,c(rij) + ρfδrij ,0 =
∂2βΩ

∂(βµi)∂(βµj)
=

∂ρi

∂(βµj)
(10)

where µi is a site-dependent chemical potential[22]. However, this relation only holds at equilibrium (like the Gibbs
adsorption equation ρf = −(1/N)∂Ω/∂µ discussed in Ref.[1]) and therefore it cannot be applied along the hysteresis
loop where the system jumps from one metastable state to another. (In a finite sample, the grand potential changes
discontinuously along the adsorption and desorption desorption branches[1].) We are thus forced to approximate
hff (r) by its disconnected part, hff,d(r)[23]. However, this may not be a bad approximation at low temperature
because the local fluid densities ρi are then very close to zero or one[1], which likely implies that hff,c(r) is a much
smaller quantity than hff,d(r)[24].

We then apply to hff (r) the same procedure as for ggg(r), taking radial averages and then performing a binning
of the data and a linear interpolation. There are no “extended” hard-core in this case. Indeed, since the scale of the
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coarse-graining is fixed by the size of a gel particle (typically, a few nanometers), a lattice cell may contain several
hundreds of fluid molecules which may be thus considered as point particles. hff (r) is then also interpolated between
r = 0 and r = d.

In a grand-canonical calculation, the number of fluid particles fluctuates from sample to sample, which implies the
following sum-rule for the disconnected pair correlation function hff,d(r)[21] (and thus for hff(r) in our approxima-
tion)

∑
r

hff (r) ≃
∑
r

hb(r) = N
ρ2

f ({ηi}) − ρ2
f

ρ2
f

(11)

where ρf ({ηi}) = (1/N)
∑

i ρi is the average fluid density for a given gel realization. This sum-rule can be used to
also extrapolate Sff (q) below q < 2π/L, using

Sff (q) = 1 + 4πρf

∫ L/2

0

r2(hff (r) − hff )
sin(qr)

qr
dr (12)

where hff is adjusted so that Sff(0) = 1 + N [ρ2
f ({ηi}) − ρf ]/ρf .

Finally, the gel-fluid two-point correlation function ggf (r) = 1 + hgf (r) is computed from

ρg ρf ggf (r) =
1

N

∑
i,j

(1 − ηi)〈τjηj〉δr,rij
(13)

and then sphericalized, binned, and linearly interpolated (taking ggf (r) = 0 for 0 < r < d/2 since no fluid molecule
can be found at a distance less than d/2 from the centre of a gel particle). The cross structure factor Sgf (q) is then
obtained from

Sgf (q) = 4π
√

ρgρf

∫ L/2

0

r2(hgf (r) − hgf )
sin(qr)

qr
dr (14)

where hgf is adjusted so as to satisfy the sum-rule Sgf (q → 0) = 0 which again results from the absence of fluctuations
in the number of gel particles.

III. NUMERICAL RESULTS

A. Aerogel structure

We first concentrate on the case of the empty aerogel. We have already presented in Ref.[1] the pair correlation
function ggg(r) for several porosities between 87% and 99%. These curves exhibit a shallow minimum that strongly
depends on φ and whose position gives an estimate of the gel correlation lenght ξg, as suggested in Ref.[18]. A DLCA
gel can indeed be sketched as a disordered packing of ramified blobs with average size ξg. For instance, ξg varies
approximately from 4 to 10 lattice spacings as the porosity increases from 87% to 95% (this is much smaller than the
box size L, which ensures that there are no finite-size artifacts in the calculation of the gel structure[25]). Only the
highest-porosity samples exhibit a significant power-law regime ggg(r) ∼ r−(3−df ) that reveals the fractal character
of the intrablob correlations. Although we shall essentially focus in the following on the case of the 87% porosity gel,
for the sake of completeness we show in Fig. 1 the evolution of the simulated gel structure factor with porosity.

The curves closely resemble those obtained with the continuum model[18]. In particular, they exhibit the same
damped oscillations at large q that result from the “extended” hard-core condition ggg(r) = 0 for r < d (the oscillations,
however, are more significant in the continuum model). The range of the linear fractal regime increases with porosity
(it is almost non-existent in the 87% gel) and corresponds asymptotically to a fractal dimension df ≈ 1.9 (the value
df ≈ 1.87 was obtained in Ref.[1] from the ggg(r) plot for the 99% aerogel). A characteristic feature of the curves
is the existence of a maximum at smaller wavevectors whose location qm decreases with porosity and correlates well
with 1/ξg (qm ∼ 2.6/ξg). This maximum is thus the Fourier-space signature of the shallow minimum observed in
ggg(r). (Note that varying the size L has only a weak influence on the small q portion of the curves for the 87% and
95% gels, which validates the continuation procedure used in Eq. 5.)

To compute the scattering intensity I(q) and compare to the results of small-angle x-rays or neutron experiments,
it is necessary to introduce a form factor F (q) for the gel particles. One can use for instance the form factor of
spheres with radius R = d/2, F (q) = 3[sin(qR)− qR cos(qR)]/(qR)3. The curve I(q) = Sgg(q)F (q)2 then differs from
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FIG. 1: Gel structure factors Sgg(q) obtained with the DLCA algorithm for different porosities. From left to right: φ =
0.99, 0.98, 0.97, 0.95, 0.92, 0.90, 0.87. The dashed line has a slope −1.9. The arrow indicates the wavevector q = 2π/L ≈ 0.063.
(Color on line).

Sgg(q) in the large-q regime (q/2π > d−1) where it follows the Porod law I(q) ∼ q−4[26]. On the other hand, the
intermediate “fractal” regime (ξ−1

g < q/2π < d−1) where Sgg(q) ∼ q−df , and the location qm of the maximum are
essentially unchanged. By comparing the value of qm in Fig. 1 with the actual value in the experimental curves
(displayed for instance in Ref.[18]), we can thus fix approximately the scale of our coarse-graining. For φ = 95%,
qm ≈ 0.01 Å−1 which yields a ≈ 3 nm, a reasonable value for base-catalysed silica aerogels which is in agreement with
the estimation of Ref.[1] obtained from the gel correlation length ξg. It is worth noting that the DLCA simulated
structure factors present a more pronounced maximum at qm than the experimental curves I(q), as already noticed
in the literature[18, 27]. There are obviously large scale inhomogeneities in actual aerogels that are not reproduced
in the simulations. Moreover, as emphasized in Refs.[18, 27], there are some significant details that are neglected in
the DLCA model, such as the rotational diffusion of the aggregates, their polydispersity and irregular form, and all
kinds of possible restructurating effects.

B. Fluid structure during adsorption

As shown in Refs.[1–3], the elementary condensation events (avalanches) that occur in 87% porosity aerogel as the
chemical potential is slowly varied are always of microscopic size, whatever the temperature. This implies that the
adsorption isotherms are smooth in the thermodynamic limit or when averaging over a large number of finite samples,
as illustrated in Fig. 2. We have computed the correlation functions and the corresponding structure factors for a
number of points along the T ∗ = 0.5 and T ∗ = 0.8 isotherms, as indicated in the figure. We first consider the lowest
temperature.

Figs. 3 and 4 show the evolution of the correlation functions hff (r) and hgf (r) with chemical potential. One can
see that the curves change significantly as µ increases (note that the vertical scale in Fig. 3(a) is expanded so as
to emphasize the presence of a shallow minimum in the curves; accordingly, the values of hff (r) near zero are not
visible). For very low values of the chemical potential (e.g. µ = −6), hff(r) looks very much like hgg(r), apart from
a shift towards larger values of r by a distance of about 2 lattice spacings. Indeed, as shown in our earlier work[1, 2],
in the early stage of the adsorption process, the adsorbed fluid forms a liquid film that coats the aerogel strands
and whose thickness is approximately one lattice spacing at low temperature. In consequence, the distribution of the
fluid particles follows the spatial arrangement of the aerogel, a feature already observed in a continuum version of
the model[28]. The existence of the liquid film also reflects in the rapid decrease of hgf (r) with r, which indicates
that the fluid is only present in the vicinity of the gel particles (the fact that hgf (d) < hgf (a) may be ascribed to
the connectivity of the gel: around a gel particle, there are always other gel particles - 2.5 in average in the first shell
- and the probability to find a fluid particle is thus suppressed). As µ increases, the magnitude of the fluid-fluid
correlations decreases at small r (the contact value decreases from 4.45 to 0.15) and the depth of the minimum in
hff (r) decreases as it shifts to larger values of r (its location varies from 5 to 24 as µ increases from −6 to −4.47). The
minimum disappears as the last voids in the gel fill with liquid (note the difference in the vertical scales of Figs. 3(a)
and 3(b)), and finally, as one reaches saturation (at µsat = −4), the shape of the gel-gel correlation function hgg(r)
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FIG. 2: Average hysteresis loops in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.5 and 0.8 (from left to right). The points along the
adsorption and desorption isotherms at T ∗ = 0.5 indicate the values of the chemical potential for which the correlation functions
are computed. The desorption isotherm has been computed either in presence of an external reservoir (solid line) or by using
the procedure described in section IIIC (dashed line) (Color on line).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r

0

0.5

h ff
(r

)

0 10 20 30 40
r

-1×10
-3

-8.10
-4

-6×10
-4

-4×10
-4

-2×10
-4

0

2×10
-4

4×10
-4

5

6

78

(a) (b)1

8

7

6

5

2

3
4

FIG. 3: Fluid-fluid correlation function hff (r) along the adsorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.5. (a): From
top to bottom, the curves correspond to points 1 to 8 in Fig. 2; the dashed line is the gel correlation function hgg(r). (b):
Magnification of (a) showing the evolution of the minimum as µ varies from −4.55 to −4 (points 5 to 8 in Fig. 2) (Color on
line).

is approximately recovered, in accordance with Babinet principle[26, 29]. A similar behavior is observed in the cross
correlation function hgf (r) in Fig. 4, but the minimum occurs at a smaller distance (its location is approximately
r ≈ 12 when it disappears).

Like for ggg(r), we may associate to the location of the mimimum in hff(r) a length ξf that characterizes the
correlations within the adsorbed fluid. The fact that ξf becomes significantly larger than ξg as the adsorption proceeds
shows that the fluid develops its own complex structure that does not reflect anymore the underlying gel structure.
This is likely in relation with the fact that some of the condensation events studied in our previous works[2, 3] extend
much beyond the largest voids in the aerogel[30]. It is worth noting that these large avalanches (with a radius of
gyration Rg ≈ 12[2, 3]) occur approximately in the same range of chemical potential (−4.5 ≤ µ ≤ −4.4) where ξf

reaches its maximum (this also corresponds to the steepest portion of the isotherm).
The corresponding structure factors Sff (q) and Sgf (q) are shown in Figs. 5 and 6, respectively[31]. The main
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FIG. 4: Same as Fig. 3 for the cross correlation function hgf (r) (Color on line).
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FIG. 5: Fluid-fluid structure factor Sff (q) along the adsorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.5. The numbers
refer to points 1 to 8 in Fig. 2. The dashed line is the gel structure factor Sgg(q) and the dotted line illustrates the influence
of the continuation procedure for q < 2π/L (see [31]) (Color on line).

feature in Sff (q) is the presence of a broad peak that grows and moves towards smaller wavevector as the fluid
condenses in the porous space. This peak is clearly associated to the minimum in hff (r) (its location is approximately

proportional to ξ−1

f ) and it thus tells us the same story: the growing of a characteristic length scale in the fluid along
the capillary rise. The peak disappears in the last stage of the adsorption process and is then replaced by a plateau
(see curve 7 in Fig. 5). Finally, at µ = µsat, one recovers a structure factor that can be deduced from Sgg(q) − 1 by
a linear transformation, in accordance with Babinet principle (there are no oscillations in Sff (q), however, because
the fluid-fluid hard-core diameter is zero).

The evolution of the gel-fluid cross structure factor Sgf (q) is somewhat different. The peak is more prominent,
as a consequence of the ‘no-fluctuation’ condition Sgf (q = 0) = 0 (this feature may not be so pronounced in actual
systems because of large-scale fluctuations), and it is located at a larger wavevector than in Sff (q) (in line with the
corresponding locations of the minima in hff(r) and hgf (r)). The most substantial difference with Sff(q) is that
the amplitude of the peak starts to decrease much before the end of the adsorption process. The negative correlation
observed at saturation is again due to complementarity with the gel-gel structure[13].

We have repeated these calculations at T ∗ = 0.8 in order to investigate the influence of temperature. In the 87% gel,
T ∗ = 0.8 is just below Th, the temperature at which the hysteresis loop disappears (see Fig. 2). hff (r) and hgf (r) still
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FIG. 6: Same as Fig. 5 for the cross structure factor Sgf (q). Note that the vertical scale is not logarithmic because Sgf (q) has
negative values (Color on line).

exhibit a minimum that moves towards larger r upon adsorption. However, the characteristic length ξf , associated
to the minimum of hff(r), does not exceed 14 lattice spacings, indicating that the size of the inhomogeneities in the
fluid decreases with increasing T . A similar observation was made in Ref.[2, 3] concerning the size of the avalanches
which become more compact at higher temperature and often correspond to a condensation event occuring in a single
cavity of the aerogel. The shape of the corresponding structure factors does not change significantly with respect to
the T ∗ = 0.5 case, but the amplitude is significanly reduced: the maximal amplitudes of the peaks in Sff (q) and
Sgf (q) are divided approximately by 5 and 2, respectively.

As shown in Refs.[1–3], temperature has a much more dramatic influence on the adsorption process in gels of higher
porosity. In particular, at low enough temperature (T < Tc(φ) with T ∗

c (φ) ≈ 0.5 in the 95% gel[3]), a macroscopic
avalanche occurs at a certain value of the chemical potential, with the whole sample filling abruptly, which results in
a discontinuous isotherm in the thermodynamic limit. In a finite system, the signature of a macroscopic avalanche
is a large jump in the fluid density whose location in µ fluctuates from sample to sample, which results in a steep
but smooth isotherm after an average over the gel realizations (one then has to perform a finite-size scaling study to
conclude on the proper behavior in the thermodynamic limit[1, 3]). Within a grand canonical calculation, there is
unfortunately no way to study the evolution of the structural properties of the fluid during a macroscopic avalanche as
this would require to consider intermediate fluid densities that are inaccessible[32] (the situation would be different if
the fluid density was controlled instead of the chemical potential, as is done frequently in experiments[6, 33]). All we
can do is to study the 95% gel at a higher temperature where the adsorption is still gradual, for instance at T ∗ = 0.8.
In this case, no qualitative change is found with respect to the case of the 87% gel at T ∗ = 0.5. Indeed, as emphasized
in Ref.[3], adsorption proceeds similarly in a high-porosity gel at high temperature and in a lower-porosity gel at low
temperature. The correlation length ξf is somewhat larger in the 95% gel (beyond 30 lattice spacings) so that finite-
size effects come into play (in particular, it becomes problematic to extraplotate Sff (q) to q = 0 so as to simulate
the infinite-size limit). To go to lower temperatures, it would be thus necessary to use a much larger simulation box,
which would increase considerably the computational work. Note that one expects hff (r) to decay algebraically at
the critical temperature Tc(φ). Indeed, according to the analogy with the T = 0 nonequilibrium random-field Ising
model (RFIM), there should be only one important length scale in the system close to criticality, length scale which is
proportional to the average linear extent of the largest avalanches[34]. At criticality, this correlation length diverges.

C. Fluid structure during desorption

As discussed in detail in Refs.[1, 2], different mechanisms may be responsible for gas desorption in aerogels, depend-
ing on porosity and temperature. In contrast with adsorption, the outer surface of the material where the adsorbed
fluid is in contact with the external vapor may play an essential role. For instance, in the 87% aerogel at T ∗ = 0.5,
the theory predicts a phenomenon akin to percolation invasion : as µ is decreased from saturation, some gas “fingers”
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enter the sample and grow until they percolate at a certain value of µ, forming a fractal, isotropic cluster. The des-
orption then proceeds gradually via the growth of the gaseous domain. Accordingly, in the thermodynamic limit, the
isotherm shows a cusp at the percolation threshold followed by a steep but continuous decrease (the cusp is rounded
in finite samples).

The simulation of the desorption process thus requires the use of an explicit external reservoir adjacent to the
gel sample, which of course introduces a severe anisotropy in the model and makes it difficult to calculate radially
averaged correlation functions. To circumvent this problem, we have used another procedure where the desorption
is not initiated by the interface with an external reservoir but triggered by the presence of gas bubbles inside the
material. We have indeed observed in our previous studies (see Fig. 16 in Ref.[1]) that the last desorption scanning
curves (obtained by stopping the adsorption just before saturation and then decreasing the chemical potential) look
very much like the desorption isotherms obtained in presence of a reservoir (when averaging the fluid density deep
inside the aerogel, which gives a good estimate of the isotherm in the thermodynamic limit). Near the end of the
adsorption process, the remaining gaseous domain is composed of isolated bubbles which obviously play the same role
as an external reservoir when the chemical potential is decreased. The advantage of initiating the desorption with
these last bubbles is that one can use the same geometry as during adsorption, with periodic boundary conditions in
all directions (moreover, using small bubbles instead of a planar interface of size L2 considerably suppresses finite-size
effects).

In practice, the calculation has been performed by keeping five bubbles in each sample. This implies that the
chemical potential at which desorption is initiated is slightly different in each sample (if one chooses the same µ
in all samples, some of them may be already completely filled with liquid). This number of bubbles results from a
compromise: on the one hand, keeping a single bubble may not be sufficient to trigger the desorption process (in some
samples, the growth of the bubble is hindered by the neighboring gel particles and the desorption occurs at a much
lower value of the chemical potential); on the other hand, keeping too many bubbles results in a too rapid growth
of the gas domain. As can be seen in Fig. 2, the isotherm obtained with this procedure is indeed very close to the
isotherm calculated in presence of an external reservoir.

The fluid-fluid and solid-fluid correlation functions computed at several points along the desorption branch are
shown in Figs. 7 and 8.
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FIG. 7: Fluid-fluid correlation function hff (r) along the desorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T
∗ = 0.5. The

numbers refer to the points in Fig. 2; the dashed line is the gel correlation function hgg(r). The vertical scale is expanded in
the inset, showing the very slow decrease of hff (r) towards zero in the steepest portion of the isotherm (Color on line).

One can see that hff (r) is dramatically changed with respect to adsorption: from saturation down to µ ≈ −4.7
(curves 9 to 16), the function is monotonically decreasing, showing no minimum. Moreover, as shown in the inset
of Fig. 7, a long-range tail is growing and hff (r) may differ significantly from zero at r = L/2[36]. Although it is
difficult to characterize this decrease by a unique and well-defined correlation length (the curve cannot be fitted by a
simple function such as an exponential), it is clear that the range of the correlations is small at the beginning of the
desorption process, then increases considerably, goes through a maximum in the steeppest portion of the isotherm
(corresponding approximately to point 13 in Fig.2), and eventually decreases. As the hysteresis loop closes and the
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FIG. 8: Same as Fig. 7 for the cross correlation function hgf (r) (Color on line).

adsorbed phase consists again of a liquid film coating the areogel strands, a shallow minimum reappears in the curve,
which is reminiscent of the underlying gel structure.

In contrast, the changes in the cross-correlation function hgf (r) between adsorption and desorption are very small
(the function has only a slightly longer tail during desorption). It appears that the gel-fluid correlations depend
essentially on the average fluid density: for a given value of ρf , they are almost the same on the two branches of the
hysteresis loop.

The calculation of the fluid-fluid structure factor Sff (q) is complicated by the fact that hff(r) decreases very slowly
to zero, and one cannot use anymore the continuation procedure that forces the sum-rule, Eq. 11, to be satisfied (the
results for q < 2π/L change considerably with L, which shows that the resulting curve is not a good approximation of
the infinite-size limit). Instead, we have only subtracted from hff (r) its value at r = L/2 (setting hff = hff (r = L/2)
in Eq. 12) so as to avoid the large but spurious oscillations in Sff(q) that result from the discontinuity at L/2 (there
is still a discontinuity in the slope of hff (r) at L/2 that induces small oscillations in some of the curves of Fig. 9). It
is clear that finite-size effects are important in this case and the results for q < 2π/L must be considered with caution.
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FIG. 9: Fluid-fluid structure factor Sff (q) along the desorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.5. The numbers
and arrows refer to points 9 to 18 in Fig. 2. The dashed line is the gel structure factor Sgg(q) (Color on line).
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The resulting fluid-fluid structure factors along the desorption isotherm are shown in Fig. 9. (We do not present
the curves for Sgf (q) as they look very much like those in Fig. 6 with only a slightly broader peak.) As could be
expected, the structure factors computed just before and after the knee in the isotherm (for µ > −4.67) are very
different from those obtained during adsorption. Firstly, the peak that was associated to the minimum in hff(r) has
now disappeared and the small-q intensity saturates to a value that is considerably larger than the maximum value
obtained during adsorption (compare the vertical scales in Figs. 5 and 9). Secondly, as µ varies from −4.65 to −4.67
(curves 11 to 14), there is a linear portion in Sff (q) whose maximal extension is about one decade on a log-log scale.
On the other hand, when µ is decreased further, the peak in Sff (q) is recovered and the curves become more similar
to the ones computed on the adsorption branch.

The linear regime in Sff (q) strongly suggests the presence of fractal correlations[35]. However, according to our
previous studies[2], it is only the gaseous domain that should be a fractal object at the percolation threshold, as
illustrated by the isotropic and strongly ramified structure shown in Fig. 10. The correlation function hff (r), on the

FIG. 10: Snapshot of the vapor domain in a 87% gel sample during desorption at T ∗ = 0.5 and µ = −4.63 (Color on line).

other hand, does not discriminate between a site representing a gaseous region (ρi ≈ 0 at low temperature) and a
site representing a gel particle (ρi ≡ 0). In order to really show the existence of fractal correlations within the gas
domain, one must consider either the ‘gas-gas’ correlation function (defining the quantity ρ

gas
i = ηi−ρi which is equal

to 1 only in the gas phase) or the complementary function that measures the correlations within the dense (solid or
liquid) phase (one then defines ρdense

i = 1 − ρ
gas
i ). The corresponding structure factor Sdd(q) is the quantity that is

measured experimentally when using the ‘contrast matching’ technique[7]. It is related to Sff (q) and Sgf (q) by

(ρg + ρf )(Sdd(q) − 1) = ρf (Sff (q) − 1) +
√

ρgρfSgf (q) + ρg(Sgg(q) − 1) . (15)

Sdd(q) is shown in Fig. 11 for µ = −4.65[37], in the region of the knee in the desorption isotherm (point 11 in Fig.
2). It clearly contains a linear portion over almost one decade and can be very well represented in this range of
wavevectors by the fit[38]

Sdd(q) ∼
sin

[

(df − 1) tan−1(ql)
]

q [l−2 + q2]
(df−1)/2

(16)

with df = 2.45 and l = 17, where l is a crossover length that limits the fractal regime at large distances. Note that the
linear portion itself has a slope ≈ −2.1 (the above formula reproduces the right slope only when l is very large[18]).
An accurate determination of df would therefore require a much larger system and, at this stage, it is not possible
to decide if the fractal dimension is consistent with that of random percolation. In any case, these results strongly
suggest that the gas domain exhibits fractal correlations during desorption, correlations which have no relation with
the underlying gel microstructure (we recall that there is almost no fractal regime in the 87% aerogel, as can be seen
in Fig. 1).
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FIG. 11: Structure factor of the dense phase (see text), Sdd(q), during desorption at T ∗ = 0.5 and µ = −4.65. The dashed-dotted
curve is the best fit according to Eq. 16 and the straight dashed line has a slope −2.1.

Raising the temperature to T ∗ = 0.8 has a dramatic effect, as shown in Fig.12. The maximum value of Sff (q) has
dropped by two orders of magnitude and there is no significant region with a fractal-like power-law behavior. Indeed,
hff (r) has no more a long-range tail and the correlations are very similar during adsorption and desorption, as could
be expected from the very thin shape of hysteresis loop. This is the signature that the desorption mechanism has
changed, in agreement with the analysis of Refs.[1, 2]. It is now due to a cavitation phenomenon in which gas bubbles
first appear in the largest cavities of the gel and then grow and coalesce until the whole void space is invaded[39].
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FIG. 12: Fluid-fluid structure factor Sff (q) along the desorption isotherm in a 87% porosity aerogel at T ∗ = 0.8. (Color on
line).

We have not studied the correlations during desorption in the 95% porosity gel. At very high temperature (T ∗ & 0.9),
desorption is expected to be due again to cavitation[2], and the results shoud be similar to those in the 87% that
have just been described. On the other hand, at low temperature (e.g. T ∗ = 0.5), the theory predicts a depinning
transition in which a self-affine interface sweeps through the whole sample, resulting in a discontinuous desorption
isotherm[2]. Therefore, like in the case of the macroscopic avalanche during adsorption, the correlations along the
isotherm cannot be studied within the framework of a grand-canonical calculation. At intermediate temperatures, one
could probably observe again extended fractal correlations associated to a percolating cluster of gas, but this study
requires the use of larger systems so as to probe smaller values of q and discriminate the effects due to the own fractal
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structure of the gel.

IV. SCATTERED INTENSITY AND COMPARISON WITH EXPERIMENTS

As mentionned in the introduction, there have been two recent scattering studies of gas condensation in aerogels,
both with 4He[8, 9]. In Ref.[9], light scattering is used to study adsorption and desorption in a 95% porosity gel
at several temperatures between 4.47K (T ∗ ≈ 0.86) and 5.08K (T ∗ ≈ 0.98). These experimental results cannot
be directly compared to our theoretical predictions, and our system size is too small to investigate the large-scale
inhomogeneities that are seen in the experiments (some of them are visible to the eye). However, there are two key
observations that appear to be in agreement with our predictions: i) at the lowest temperature studied, the optical
signal due to helium adsorption is larger than if the fluid density was simply correlated to the density of silica,
indicating that the correlations within the fluid extend beyond the aerogel correlation length, and ii) the aerogel is
much brighter during desorption, indicating that the characteristic size of the density fluctuations is much larger than
during adsorption.

This latter conclusion was also reached from the small-angle x-ray scattering measurements (SAXS) performed
in a 98% porosity aerogel at 3.5K (T ∗ ≈ 0.67)[8]. SAXS is particularly well suited for observing the structural
features associated to fluid adsorption, and in order to compare more easily to experiments we shall push further our
calculations and compute the resulting scattered intensity. Of course, the predictions must be taken with a grain
of salt, considering the limitations in the model and the theory. Since the scattered intensity is proportional to the
Fourier transform of the electron density fluctuations, one has

I(q) ∝ ρgF (q)2Sgg(q) + 2
√

ρgρfαF (q)Sgf (q) + ρfα2Sff (q) (17)

where F (q) is the form factor of silica particles (see section IIIA) and α is the ratio of the electron density in the
adsorbed fluid to that in the solid. As an additional approximation, we shall take F (q) ≈ 1, restricting the study
to the range 2π/L ≤ q ≤ 2 where this is presumably a reasonable approximation (in real units this corresponds to
0.02 . q . 0.7 nm−1, taking a = 3nm). Assuming that the adsorbed liquid has the same density as the bulk liquid
at Psat, and using the tabulated densities of helium and silica, one finds that α varies from 6.55 10−2 at T ∗ = 0.5 to
5.75 10−2 at T ∗ = 0.8.

The theoretical scattered intensities during adsorption and desorption in the 87% gel at T ∗ = 0.5 are shown in
Figs. 13 and 14. Like in the experiments[8], we plot the ratio R(q) = I(q)/Ie(q) where Ie(q) is the contribution of the
empty aerogel (the first term in the right-hand side of Eq. 17) in order to accentuate the effects of the adsorbed gas,
especially in the initial stage of adsorption. Moreover, we hope that this also partially corrects the small-q defects
due to the absence of large-scale fluctuations in the DLCA gel structure factor.
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FIG. 13: Theoretical ratio R(q) of the scattered intensity I(q) to the scattered intensity Ie(q) of the empty aerogel during
helium adsorption in a 87% aerogel at T ∗ = 0.5. The dashed line coresponding to R = 1 is shown for reference (Color on line).
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FIG. 14: Same as Fig. 13 during desorption (Color on line).

The main features of the curves displayed in Fig. 13 are the following: i) At the very beginning of adsorption, R(q)
slightly increases but remains almost independent of q. This is the signature of the 4He film coating the aerogel. In
this regime, the main contribution to the scattered intensity comes from the gel-fluid correlations (the second term in
the right-hand side of Eq. 17). ii) As µ increases, the scattering grows in intensity at small q, reflecting the presence
of the broad peak in Sff (q) that moves towards smaller wavevector with filling (see Fig. 5). iii) As the aerogel fills
further, R(q) decreases until it becomes again almost flat at complete filling. The total intensity is then reduced with
respect to that of the empty aerogel. Direct comparison with the experimental results of Ref.[8] is again problematic:
the adsorption isotherm in the 98% gel is indeed very steep at 3.5K, suggesting that one may be in the regime of a
macroscopic avalanche. However, the behavior of the experimental R(q) is remarkably similar to what have just been
described (preliminary measurements in a 86% aerogel[40] also show the same trends). The results of Ref.[8] were
interpreted according to a model of two-phase coexistence, with a ‘film’ phase in equilibrium with a filled ‘pore’ phase.
This is at odds with the theoretical scenario discussed in Refs.[1–3] which emphasizes the nonequilibrium character
of the transition. The present results seem to show that this approach can also elucidate (at least qualitatively) the
behavior of the scattered intensity.

During desorption, the most characteristic feature of the curves shown in Fig. 14 is the very significant increase of
the ratio R(q) at small q with respect to adsorption (note the logarithmic scale on the vertical axis). This is related
to the corresponding increase in Sff (q) shown in Fig. 9 and is clearly due to the presence of long-range correlations
within the fluid. As the desorption proceeds, R(q) goes through a maximum and then decreases until it becomes flat
again. Remarkably, no power-law fractal regime is visible in R(q) in the range 0.06 . q . 1 as was the case with
Sdd(q) in Fig. 11. It is the small value of α (due to the small electron density of He), and not the division by Ie(q),
which is responsible for this unfortunate disappearance (I(q) becomes proportional to Sdd(q) when α = 1, which is
only the case in a contrast matching experiment). In the measurements of Ref.[8], this increase of R(q) at small q is
not mentionned, but the analysis of the data shows that the charateristic size of the inhomogeneities is much larger
than during adsorption, as already mentionned, and that it decreases rapidly in the last stage of desorption.

Not surprisingly, the theoretical scattered intensity in the 87% aerogel is considerably smaller at high temperature,
as illustrated in Fig. 15 for T ∗ = 0.8. The intensity ratio R(q) has been divided by about 40. We therefore conclude
that the magnitude of the scattered intensity can indicate that the nature of the desorption process has changed. We
leave to our colleague experimentalists the challenge of checking the presence of a fractal-regime during desorption,
as was done in Vycor[10–12] and xerogel[14].
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Quatrième partie

Etats métastables et boucle

d’hystérésis
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Les travaux que nous venons de présenter montrent que le phénomène d’adsorption dans

les aérogels est dominé par la présence de métastabilité. Parce que les fluctuations thermiques

peuvent être négligées, l’évolution du fluide adsorbé peut être décrite dans une approximation de

champ moyen local avec une dynamique de température nulle. La température garde toutefois

une influence essentielle puisqu’elle détermine directement l’allure du paysage de grand potentiel.

A basse température, le désordre imposé par l’aérogel induit un paysage complexe dont les

minima locaux sont interprétés comme des état métastables de durée de vie infinie. Lorsqu’on

modifie le potentiel chimique µ, le système évolue alors par une succession d’avalanches entre

les états.

C’est une situation analogue à celle du RFIM à température nulle où la présence d’hystérésis

dans la courbe d’aimantation m � H ✁ découle directement de la complexité du paysage. Mais

peut-on établir un lien plus précis entre les propriétés des boucles d’hystérésis et le degré de

complexité du paysage ? En particulier, quelle est la signature dans le paysage du caractère

continu ou discontinu de la boucle d’hystérésis et donc de la présence de transitions de phase

hors d’équilibre ? C’est cette question qui motive l’étude qui va suivre. Une caractérisation

complète des propriétés topographiques du paysage (pour µ et T fixés), en termes de minima

locaux, bassins d’attraction associés, point-cols, etc. serait bien sûr très difficile. De plus, il

faudrait pouvoir étudier comment ces propriétés changent avec µ et T . Parce que ce sont les

minima qui jouent ici le rôle essentiel, nous allons nous intéresser uniquement à ces derniers,

et tenter de mettre en rapport certaines de leurs propriétés avec celles de l’hystérésis. Pour

simplifier, nous étudions le RFIM avec des champs aléatoires gaussiens à T ✂ 0, en espérant que

les résultats trouvés ont une portée plus générale. La complexité du paysage est alors contrôlée

par l’écart-type R de la distribution des champs.

Caractériser les états métastables, c’est d’abord déterminer leur nombre total N dans un

système de taille N (c’est-à-dire décrit par N variables microscopiques). Nous allons voir que ce

nombre peut crôıtre exponentiellement avec N , c’est-à-dire N ✄ eΣN . Le coefficient Σ définit la

complexité (ceci permet de définir précisément un paysage « complexe » comme un paysage pour

lequel Σ est strictement positive). La croissance exponentielle de N est attendue dans au moins

un cas : lorsque le système peut être décomposé en sous-systèmes indépendants, et que chacun

d’entre eux possède plusieurs états métastables. Au lieu de s’intéresser au nombre total d’états,

on peut chercher une caractérisation plus fine, en considérant les états pour un champ H fixé,

avec une aimantation m, une énergie E, etc. Leur nombre N � m,H,E, ... ✁ est là encore associé à

une complexité Σ � m,H,E, ... ✁ . Pour l’étude des propriétés d’hystérésis, il semble raisonnable de

penser que ce sontm etH qui comptent avant tout. N � m,H ✁ décrit alors la distribution des états

métastables dans le plan m ☎ H, indiquant les zones dans lesquelles ils sont les plus nombreux, et

celles où ils sont absents (du moins ne sont pas présents en nombre exponentiel). Plusieurs indices
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suggèrent en effet un lien entre les propriétés de la bouche d’hystérésis et la distribution des

états métastables. D’abord, pour un échantillon fixé, la règle de « no-passing » (valable pour des

interactions ferromagnétiques) [104] garantit qu’il n’existe pas d’états métastables à l’extérieur

de la boucle d’hystérésis. Dès lors, dans la limite thermodynamique, il ne peut y avoir d’états

métastables « typiques » en dehors de la boucle. D’autre part, lorsque la boucle d’hystérésis est

continue, il semble qu’il existe à l’intérieur un très grand nombre d’états métastables, comme le

suggèrent les courbes de balayage. Notons toutefois que ces courbes de balayage ne définissent

qu’un sous-ensemble particulier d’états métastables : ce sont ceux qui sont accessibles en partant

de l’état saturé par une histoire en champ particulière. Il a été suggéré récemment que le nombre

de ces états (appelés états « H » ), est lui-même exponentiel [192] mais cette question n’a été

qu’effleurée.

D’un autre côté, lorsque la boucle d’hystérésis est discontinue en raison d’un saut macro-

scopique, les courbes de balayage ne remplissent pas la totalité de la boucle, ce qui suggère

l’existence d’une région du plan m ☎ H où n’existent pas d’états métastables. Cette hypothèse

est intéressante dans la mesure où elle permet d’expliquer la présence d’une avalanche macrosco-

pique : si une telle avalanche se produit au champ magnétique H, et fait passer l’aimantation de

ma à mb, c’est parce qu’il n’existe pour cette valeur du champ aucun état métastable d’aiman-

tation comprise entre ma et mb. En résumé, nous pensons qu’il existe un lien entre l’allure de

la boucle d’hystérésis et la répartition des états métastables dans le plan m ☎ H : s’il existe des

états métastables dans la totalité de la boucle, celle-ci est continue, sinon elle est discontinue.

Cette hypothèse est générique et concerne tout système qui présente une transition d’ava-

lanche, mais pour étudier sa validité, nous avons intérêt à considérer le système le plus simple,

c’est-à-dire le RFIM à température nulle. Pour calculer N � m,H ✁ , la méthode directe qui consiste

à énumérer tous les états et à tester leur métastabilité est bien sûr limitée à des systèmes de très

petites tailles (quelques dizaines de spins au maximum). D’autres méthodes plus sophistiquées

sont envisageables (voir par exemple [193]) mais il nous semble qu’une approche entièrement

analytique est souhaitable dans un premier temps. Dans cette optique, le RFIM sur réseau de

Bethe apparâıt comme un système idéal pour cette étude. Deux arguments motivent ce choix.

Premièrement, sur réseau de Bethe, la boucle d’hystérésis (et les courbes de balayage) à tem-

pérature nulle peuvent être calculées exactement [118, 119, 194–196] comme le résume l’annexe

ci-dessous. Si la courbe d’aimantation m � H ✁ est toujours continue quelle que soit le désordre

lorsque la connectivité z est inférieure ou égale à 3, elle est en revanche discontinue au des-

sous d’un désordre critique lorsque z � 4. La transition d’avalanche est donc mise en évidence

de manière totalement analytique. Deuxièmement, le réseau de Bethe présente à la fois les ca-

ractéristiques d’un réseau euclidien (chaque spin interagit avec un nombre fini de voisins) et

les avantages du champ moyen (en raison de l’absence de boucles, les propriétés d’équilibre et

de non-équilibre peuvent être calculées exactement dans la limite thermodynamique). Pour ces

raisons, les études des systèmes de spins sur réseau de Bethe ont connu de nombreux déve-

loppements au cours des dix dernières années, en particulier pour calculer le nombre d’états

métastables [197–200].

Il convient tout d’abord de préciser le mode de calcul de N � m,H ✁ . Comme ce nombre varie

exponentiellement avec la taille du système, c’est lnN et non N qui est une grandeur extensive.

Il nous faut alors distinguer deux types de moyenne sur le désordre. La première est la moyenne
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dite « annealed » qui donne le nombre moyen d’états métastables Nmoy ✂ N (ce qui définit

la complexité ΣA). La seconde est la moyenne dite « quenched » qui donne le nombre typique

(ce qui définit la complexité ΣQ). Pour une grandeur donnée, ces deux moyennes ne sont égales

que lorsque les fluctuations d’une réalisation à une autre sont données par une loi normale, avec

une variance inversement proportionnelle à la taille du système (cette grandeur est dite auto-

moyennante). Seule la moyenne « quenched » a un sens physique et correspond à une quantité

observable (la moyenne « annealed » prend en compte la contribution de réalisations atypiques du

désordre qui n’ont aucune chance d’être observée en réalité). Le calcul de la moyenne quenched

est cependant beaucoup plus difficile que celui de la moyenne annealed et cette dernière est

souvent utilisée comme une première approximation. Les deux grandeurs que nous allons calculer

sont donc

ΣA � m,H ✁ ✂ lim
N � ✁

1

N
lnN � m,H ✁ (1)

ΣQ � m,H ✁ ✂ lim
N � ✁

1

N
lnN � m,H ✁ (2)

Le calcul présenté dans l’article qui suit utilise la méthode des répliques. On calcule d’abord

N � m,H ✁ n. La moyenne « annealed » correspond à n ✂ 1. Pour obtenir la moyenne « quenched »,

on utilise la relation lnx ✂ limn � 0 � xn ☎ 1 ✁ ✂
n. Nous verrons que le calcul de ΣA � m,H ✁ est simple

quelle que soit la valeur de la connectivité z : il suffit de résoudre numériquement une seule

équation. En revanche, le calcul de ΣQ � m,H ✁ est déjà difficile pour z ✂ 2 et la solution semble

pour l’instant hors de portée pour des connectivités supérieures.

-4 -2 0 2 4
H

-0.5

0

0.5

m

Σ
Q
(m,H)=0

Σ
A
(m,H)=0

 hystérésis

(a)

m

(b)

H

Fig. 1 – (a) Résultat pour le RFIM unidimensionnel (z ✂ 2). La complexité quenched ΣQ � m,H ✁
s’annule exactement le long de la boucle d’hystérésis. (b) Scénario attendu dans le cas d’une

boucle d’hystérésis discontinue. Les états métastables (zone grisée) n’occupent pas la totalité de

la boucle d’hystérésis. Les états H sont présents dans la zone signalée par des points noirs.

Nos résultats montrent qu’il n’existe pas de rapport direct entre la boucle d’hystérésis et

la distribution « annealed » des états métastables. En particulier, la région du plan m ☎ H où
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la complexité ΣA est positive (délimitée par le contour ΣA � m,H ✁ ✂ 0) est plus étendue que la

boucle d’hystérésis. La figure 1a illustre cette situation. En revanche, le calcul analytique du

contour ΣQ � m,H ✁ ✂ 0 pour z ✂ 2 (qui correspond au RFIM unidimensionnel) montre que celui-

ci est confondu avec la boucle d’hystérésis. Autrement dit, la boucle sépare le plan m ☎ H en

deux zones : à l’intérieur, le nombre typique d’états métastables est exponentiellement grand, à

l’extérieur on ne trouve pas d’états métastables. Nous pensons que cette situation est générique,

quelle que soit la connectivité, quand la boucle est continue (c’est-à-dire pour un désordre assez

fort).

La figure 1b montre le scénario suggéré pour z � 4 à faible désordre : si le contour ΣQ � m,H ✁ ✂
0 présente une portion réentrante, il existe un saut macroscopique dans la courbe d’aimantation

dû à l’absence d’états métastables dans cette région. Nous pensons que ce scénario est valable

non seulement sur réseau de Bethe mais aussi sur réseau euclidien. Seule une approche numérique

permettra d’en donner la preuve.

Le contour ΣQ � m,H ✁ ✂ 0 peut-il être déterminé expérimentalement, en particulier dans sa

portion réentrante ? Dans le cas des matériaux magnétiques, on peut imaginer que c’est la courbe

que l’on obtiendrait en contrôlant l’aimantation au lieu du champ magnétique. Mais cette ques-

tion reste à étudier. Nous avons vu que dans un certain nombre d’expériences d’adsorption, c’est

aussi la densité moyenne du fluide adsorbé et non pas la pression extérieure qui est contrôlée. En

d’autres termes, cette situation correspond à l’ensemble canonique au lieu du grand canonique.

Cette distinction est en général jugée sans importance, mais elle n’a pour l’instant fait l’objet

d’aucune étude systématique, ni expérimentale ni théorique.
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Annexe : boucle d’hystérésis sur réseau de Bethe

Contrairement au cas des réseaux euclidiens, les boucles d’hystérésis du RFIM sur réseau

de Bethe peuvent être calculées exactement [118]. L’intérêt principal est de pouvoir mettre

en évidence analytiquement la transition d’avalanche, qui existe dès que la connectivité est

supérieure à 4.

Dans un réseau de Bethe, tous les sites sont connectés à z voisins exactement, mais il n’existe

pas de boucles. Une première manière d’obtenir un réseau de Bethe est de partir d’un arbre de

Cayley (voir figure 2), et de considérer l’intérieur seulement, c’est-à-dire l’ensemble des sites loin

du « bord » (même dans la limite thermodynamique, une fraction finie de sites appartient au

bord). Le réseau de Bethe peut aussi être obtenu à partir d’un graphe aléatoire de connectivité

fixée (dans ce cas, il n’y a pas de bord). Pour presque tous les sites, la structure locale est

similaire à celle d’un arbre, de sorte que l’effet des boucles ne joue pas de rôle dans la limite

thermodynamique20 (la taille typique d’une boucle est d’ordre lnN).

�✁��✁��✁�✂✁✂✂✁✂✂✁✂ ✄✁✄✄✁✄✄✁✄☎✁☎☎✁☎☎✁☎ ✆✁✆✆✁✆✆✁✆✝✁✝✝✁✝✝✁✝ ✞✁✞✞✁✞✞✁✞✟✁✟✟✁✟✟✁✟
✠✁✠✠✁✠✠✁✠✡✁✡✡✁✡✡✁✡ ☛✁☛☛✁☛☛✁☛☞✁☞☞✁☞☞✁☞

✌✁✌✌✁✌✌✁✌✍✁✍✍✁✍✍✁✍ ✎✁✎✎✁✎✎✁✎✏✁✏✏✁✏✏✁✏ ✑✁✑✑✁✑✑✁✑✒✁✒✒✁✒✒✁✒ ✓✁✓✓✁✓✓✁✓✔✁✔✔✁✔✔✁✔
✕✁✕✕✁✕✕✁✕✖✁✖✖✁✖✖✁✖ ✗✁✗✗✁✗✗✁✗✘✁✘✘✁✘✘✁✘

✙✁✙✙✁✙✙✁✙✚✁✚✚✁✚✚✁✚ ✛✁✛✛✁✛✛✁✛✜✁✜✜✁✜✜✁✜ ✢✁✢✢✁✢✢✁✢✣✁✣✣✁✣✣✁✣ ✤✁✤✤✁✤✤✁✤✥✁✥✥✁✥✥✁✥
✦✁✦✦✁✦✦✁✦✧✁✧✧✁✧✧✁✧ ★✁★★✁★★✁★✩✁✩✩✁✩✩✁✩

✪✁✪✪✁✪✪✁✪✫✁✫✫✁✫✫✁✫ ✬✁✬✬✁✬✬✁✬✭✁✭✭✁✭✭✁✭ ✮✁✮✮✁✮✮✁✮✯✁✯✯✁✯✯✁✯
✰✁✰✰✁✰✰✁✰✱✁✱✱✁✱✱✁✱ r=1
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0

Fig. 2 – Arbre de Cay-

ley de connectivité z ✂ 3.

Les niveaux sont numéro-

tés par r.

Les propriétés statistiques d’un système défini sur un arbre de Cayley sont calculables en

établissant une relation de récurrence d’un niveau à l’autre de l’arbre. Pour déterminer les

courbes d’aimantation, supposons d’abord H ✂ ☎ ✲ , et tous les spins dans l’état � ☎ ✁ , puis

augmentons le champ jusqu’à une valeur finie H. En raison de la propriété abélienne, l’ordre de

relaxation des spins est sans importance. Le plus simple est de débuter la relaxation au niveau

des « feuilles » de l’arbre (niveau r ✂ 4 dans la figure 2), et de remonter niveau par niveau

jusqu’à la « racine » (r ✂ 1). Ainsi, tous les spins du niveau r dont le champ local est positif

sont d’abord basculés, puis les spins du niveau r ☎ 1, et ainsi de suite. Le retournement d’un

spin oblige à examiner de nouveau la stabilité des spins au niveau précédent, mais cette étape

est inutile si l’on souhaite uniquement calculer l’état du spin O à la racine. Les basculements

des spins d’un même niveau sont alors des événements indépendants.

Soit P
✳
r ✴ � H ✁ la probabilité qu’un spin du niveau r bascule au champ H, sachant que tous les

spins des niveaux inférieurs sont déjà relaxés (mais aucun dans les niveaux supérieurs). Au niveau

r ✵ 1, chacun des spins est, indépendamment des autres, dans l’état �✶✵ ✁ avec une probabilité

P
✳
r ✷ 1 ✴ � H ✁ ; la probabilité d’y trouver exactement m spins ✵ est donc

✸
z ✹ 1
m ✺✼✻ P

✳
r ✷ 1 ✴✾✽ m ✻ 1 ☎ P

✳
r ✷ 1 ✴✿✽ z ✹ 1 ✹ m

. (3)

Un spin du niveau r possédant m descendants dans l’état �✶✵ ✁ bascule si son champ local

20Ceci est valable pour le RFIM mais pas pour les verres de spins où les boucles introduisent de la frustration.
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H ✵ h ✵ J � 2m ☎ z ✁ est positif. La probabilité de cet événement, notée pm � H ✁ , est

pm � H ✁ ✂✁� ✁

J
✳
z ✹ 2m ✴✿✹ H P � h ✁ dh (4)

où P � h ✁ désigne la distribution des champs aléatoires (par exemple, une gaussienne normalisée

d’écart-type R). On en déduit pour P
✳
r ✴ l’équation :

P
✳
r ✴ � H ✁ ✂

z ✹ 1✂
m ✄ 0

✸
z ✹ 1
m ✺✆☎ P ✳

r ✷ 1 ✴ � H ✁✞✝ m ☎ 1 ☎ P
✳
r ✷ 1 ✴ � H ✁✞✝ z ✹ 1 ✹ m

pm � H ✁ (5)

Sachant qu’au niveau des feuilles (niveau r ✂ n), P
✳
n ✴ � H ✁ ✂ p0 � H ✁ , la probabilité P

✳
r ✴ � H ✁

peut être calculée par récurrence pour tout niveau r ✟ n. Dans la limite d’un réseau de Bethe

(c’est-à-dire à l’intérieur de l’arbre, loin des bords), la probabilité P
✳
r ✴ devient indépendante de

r, et vérifie l’équation de point fixe

P ✠ � H ✁ ✂
z ✹ 1✂
m ✄ 0

✸
z ✹ 1
m ✺☛✡ P ✠ � H ✁✌☞ m ✡ 1 ☎ P ✠ � H ✁✌☞ z ✹ 1 ✹ m

pm � H ✁ . (6)

P ✠ est donc donnée par une équation polynomiale, et s’exprime en terme des pm � H ✁ 21. Finale-

ment, le spin O se trouvant à la racine de l’arbre a une probabilité P0 de basculer dans l’état

�✶✵ ✁ avec

P0 � H ✁ ✂
z✂

m ✄ 0

� zm ✁ ✡ P ✠ � H ✁✌☞ m ✡ 1 ☎ P ✠ � H ✁✌☞ z ✹ m pm � H ✁ (7)

et l’aimantation est donnée par m � H ✁ ✂ 2 P0 � H ✁ ☎ 1.

Pour z ✂ 2 ou z ✂ 3, l’équation 6 possède une seule solution réelle comprise entre 0 et 1

(condition nécessaire puisque P ✠ � H ✁ est une probabilité) ; cette solution varie continûment avec

le champ magnétique H, et la courbe d’aimantation est elle aussi continue. En revanche, lorsque

c � 4, et pour un désordre inférieur à une valeur critique Rc, l’équation 6 peut avoir trois solu-

tions physiquement acceptables dans un intervalle donné du champ magnétique. Cette situation

se reflète dans la courbe m � H ✁ qui dessine une boucle (voir figure 3). La solution physique cor-

respond à l’aimantation minimale ; la courbe d’aimantation comporte donc une discontinuité au

champ Ht, lorsque deux solutions se confondent avant de devenir imaginaires. Pour un désordre

assez fort, la courbe m � H ✁ est de nouveau strictement croissante et la boucle d’hystérésis est

continue. La transition d’avalanche se produit au désordre critique Rc, lorsque s’annule la dis-

continuité dans la courbe d’aimantation.

21Remarquons que si l’équation 6 peut posséder plusieurs solutions, les conditions aux limites P
n ✍ p0 déter-

minent complètement le point fixe vers lequel converge P ✎ r ✏ au cours des itérations définies par l’équation 5. Dès

lors, même en cas de multiplicité des points fixes, il n’y a pas à « choisir » l’un deux, le processus d’itération

fournit une unique solution.
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Fig. 3 – Courbes d’aimantation pour z ✂ 4. (a) pour R ✟ Rc, l’équation sur P ✠ peut posséder

plusieurs solutions ; la courbe d’aimantion est discontinue au champ Ht. (b) Pour R � Rc,

l’équation sur P ✠ n’a qu’une seule solution et la courbe d’aimantation est continue.
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Abstract. We study the ferromagnetic random-field Ising model on random graphs of fixed connectivity z

(Bethe lattice) in the presence of an external magnetic field H . We compute the number of single-spin-flip
stable configurations with a given magnetization m and study the connection between the distribution of
these metastable states in the H − m plane (focusing on the region where the number is exponentially
large) and the shape of the saturation hysteresis loop obtained by cycling the field between −∞ and +∞

at T = 0. The annealed complexity ΣA(m, H) is calculated for z = 2, 3, 4 and the quenched complexity
ΣQ(m, H) for z = 2. We prove explicitly for z = 2 that the contour ΣQ(m,H) = 0 coincides with the
saturation loop. On the other hand, we show that ΣA(m,H) is irrelevant for describing, even qualitatively,
the observable hysteresis properties of the system.

PACS. 75.10.Nr Spin-glass and other random models – 75.60.Ej Magnetization curves, hysteresis,
Barkhausen and related effects – 05.50.+q Lattice theory and statistics (Ising, Potts, etc.)

1 Introduction

The dynamical properties of random and frustrated sys-
tems are dominated at low temperature by the presence
of a multitude of metastable states. This complex en-
ergy landscape is responsible for the strong hysteresis
effects observed in a variety of physical systems (mag-
nets, superconductors, fluids in porous media, ...) under
the action of an external driving field. Much insight into
such behavior has been gained recently through studying
the zero-temperature random-field Ising model (RFIM)
in an external magnetic field, which is a simple proto-
type of a disordered system far from equilibrium. The en-
ergy landscape of the model may be explored by chang-
ing the field adiabatically, which results in a series of
discrete Barkhausen jumps (avalanches) in the magne-
tization, each jump corresponding to a sudden move to
a new metastable configuration. A remarkable feature of
the RFIM at T = 0 is the existence of a disorder-induced
phase transition in the magnetization hysteresis loop ob-
tained by cycling the field from one saturated state to
the oppositely magnetized state and back. In three and
higher dimensions, there is a transition between a continu-
ous loop at strong disorder and a discontinuous loop with a
macroscopic jump in the magnetization at low disorder [1].
The jump (corresponding to a macroscopic avalanche in
the system) disappears at some critical value of the dis-

a e-mail: mlr@lptl.jussieu.fr

order where universal scaling behavior is observed. This
nonequilibrium phase transition has been studied in detail
by renormalization group and by numerical simulations on
hypercubic lattices [2]. Exact analytical calculations have
also been performed in one dimension [3] and generalized
to a Bethe lattice [4]: in this case, the transition only exists
for z ≥ 4, where z is the connectivity of the lattice. Such a
transition has been observed in thin Co/CoO films [5] and
Cu-Al-Mn alloys [6], and we have recently suggested [7]
that it may also be associated to the change in the ad-
sorption behavior of 4He in dilute silica aerogels [8]. In all
these systems, activated processes are too slow to allow
thermal equilibration on experimental time scales, which
makes the T = 0 RFIM a relevant model for understand-
ing the out-of-equilibrium behavior.

There is an expected connection between the shape
of the T = 0 hysteresis loop and the distribution of
the metastable states in the field-magnetization plane [9].
This issue, however, has only attracted little attention so
far [10,11]. For the RFIM with ferromagnetic interactions,
the probability to find metastable states outside the hys-
teresis loop vanishes in the thermodynamic limit, as shown
in Appendix A. But what is the situation inside the loop?
Is the entropy density (associated with the number of
metastable states) positive everywhere? The situation is
especially intriguing in the low-disorder regime where a
region around the origin becomes inaccessible to any field
history that starts from the saturated states [12]. The aim
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of this work is thus to calculate the number of metastable
configurations with a fixed magnetization m per spin as a
function of the external field H . We consider a Gaussian
distribution of the random fields whose width R measures
the “strength” of the disorder, and, in order to analyze
the problem analytically (at least partially), we work on
a Bethe lattice defined here as a random graph of fixed
connectivity z [13], i.e. a random collection of N vertices,
each vertex being connected to z other vertices. Such a
graph has the structure of a branching tree locally and
small loops are rare, with typical size of order log N . Spin
models on random graphs (both with fixed and fluctuat-
ing connectivity) have attracted much attention in recent
years because they can be solved exactly though each spin
interacts with a finite number of other spins like in real
short-range, finite-dimensional systems. The metastable
configurations of the Ising ferromagnet [14–16] and of spin
glass models [16,17] have been studied in this framework,
but, to the best of our knowledge, the ferromagnetic RFIM
has not yet been considered (except for z = 2 and in zero
external field [18]). Since there is no plaquette frustration
in this case (contrary to spin glasses), loops should not
play any significant role in the large-N limit and we ex-
pect the number of metastable states on a typical random
graph with connectivity z to be the same as in the interior
of a Cayley tree with branching ratio z − 1 [19].

As is usual with disordered systems, one has to dis-
tinguish between annealed and quenched averages, the
disorder average being here over both the random-graph
and the random-field distributions. The quenched aver-
age is the appropriate quantity describing the behav-
ior of the typical disorder realizations. Specifically, we
want to compute both the average number N (m, H) and

the typical number elnN (m,H) of single-spin-flip stable
states with a given magnetization m. Since these num-
bers are expected to scale exponentially with the num-
ber N of spins (at least in some region of the H −
m plane), the basic quantities are the associated en-
tropy densities, i.e. the annealed complexity ΣA(m, H) =

limN→∞ 1/N lnN (m, H) and the quenched complexity

ΣQ(m, H) = limN→∞ 1/N lnN (m, H). In the following,
we present the results for the annealed complexity on ran-
dom graphs with connectivity z = 2, 3 and 4. We shall see
that the qualitative behavior changes for z ≥ 3, although
the recursion equations for the RFIM on a Bethe lattice
predict that the macroscopic jump in the hysteresis loop
only occurs for z ≥ 4 [4]. This illustrates that the an-
nealed quantity is unable to describe, even qualitatively,
the typical behavior of the system: indeed, the probabilis-
tic calculation of reference [4] describes the behavior of the
magnetization which is a self-averaging quantity that con-
verges to its typical value when N → ∞. (Note that the
crucial distinction between annealed and quenched aver-
ages was neglected in Ref. [11].) The analytical computa-
tion of the quenched complexity requires the introduction
of replicas and is thus more complicated (alternatively, one
could also use the cavity method as in Ref. [16]). For this
reason, we carry out the complete calculation of ΣQ(m, H)
for z = 2 only. We then show explicitly that the contour

ΣQ(m, H) = 0 identifies with the saturation loop of the
one-dimensional RFIM previously calculated by a proba-
bilistic method [3]: the typical number of metastable states
thus ceases to be exponential with the system size exactly
on the saturation hysteresis loop. To our knowledge, this
is the first time that such a result is proven exactly.

The rest of the paper is organized as follows. In Sec-
tion 2 we introduce the model and describe the averag-
ing procedure over the random graphs. In Section 3 we
present the general formalism for computing the annealed
and quenched complexities on such graphs. The analyt-
ical and numerical results for the one-dimensional chain
(z = 2) are discussed in Section 4. In Section 5 we present
the results for the annealed complexity for z = 3 and
z = 4. We conclude in Section 6 by discussing the possible
behavior of the quenched complexity for z ≥ 4 in the low-
disorder regime. The absence of metastable states outside
the saturation hysteresis loop is proven in Appendix A.
Appendices B and C are devoted to technical details of
the quenched calculation for z = 2.

2 Model

We study the ferromagnetic RFIM described by the
Hamiltonian

H = −J
∑

i<j

nijsisj −
∑

i

(H + hi)si, (1)

where J > 0, si (i = 1, . . . , N) are Ising spins placed
on the vertices of a random graph, and the random
fields hi are drawn from the Gaussian probability distri-
bution P (hi) = exp(−h2

i /2R2)/
√

2πR. The variable nij is
equal to 1 if the sites i, j are connected and to 0 otherwise.

Following reference [17], the random graphs are built
as follows. First, the elements nij of the connectivity ma-
trix (with nij = nji, i < j) are chosen at random from
the probability distribution P(nij) = (1−γ/N)δ(nij ; 0)+
(γ/N)δ(nij ; 1) where γ is some arbitrary number of order
one and δ(p; q) is the Kronecker-δ: this defines an ensem-
ble of graphs for which the local connectivity is a Poisson
variable in the large-N limit, like in the Viana-Bray spin
glass model [20]. One then selects the subset of graphs
where the connectivity of each site is equal to z. The av-
erage value of a dynamical variable A is thus given by

A =
1

M(N, z, γ)

〈〈

A

N
∏

i=1

δ





∑

j �=i

nij ; z





〉

γ

〉

h

, (2)

where 〈.〉γ and 〈.〉h denote the averages with respect to the
distributions P(nij) and P (hi), respectively. M(N, z, γ) is
the average number of graphs with connectivity z that are
generated for a given γ. This quantity was calculated in
reference [17] in the large-N limit:

lim
N→∞

1

N
lnM(N, z, γ) =

z

2
(ln z+lnγ−1)− ln z!− γ

2
. (3)
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By construction, the value of A is independent of the
choice of γ in the thermodynamic limit N → ∞. In the
following, we drop the explicit dependence on z and γ.

3 Formalism

In this section we present the general formalism for com-
puting the number of metastable states of the Gaussian
RFIM on random graphs. Since the quenched calculation
is achieved by introducing replicas and using the identity
lnx = limn→0(x

n − 1)/n , we compute directly the av-

erage N (m, H)n for a general integer n, and then treat
separately the annealed (n = 1) and quenched (n → 0)
cases. Our method is inspired from reference [15] where a
global order-parameter function is introduced that allows
to address the quenched calculation.

3.1 Basic equations

A configuration is said to be metastable when its energy
cannot be decreased by flipping a single spin, a definition
consistent with the T = 0 Glauber dynamics used in the
previous studies of the nonequilibrium RFIM [1–4]. Such
a configuration is a local minimum of the energy surface
where each spin i is aligned with its local field fi defined by

fi = J
∑

j

nijsj + hi + H. (4)

The nth moment of the number of metastable states av-
eraged over disorder is thus given by

N (H)n =
Dn(N, H)

M(N)
(5)

with

Dn(N, H) =

〈〈[

∑

si=±1

N
∏

i=1

Θ(fisi)

]n

δ





∑

j �=i

nij ; z





〉

γ

〉

h

=

〈〈

Tr
∏

i,a

[Θ (fa
i sa

i )] δ





∑

j �=i

nij ; z





〉

γ

〉

h

(6)

where Tr stands for the summation over all possible val-
ues of the n-replicated spins sa

i (a = 1, ..., n), fa
i =

J
∑

j nijs
a
j +hi +H , and Θ(x) is the Heaviside step func-

tion (i.e. Θ(x) = 1 if x > 0 and 0 if x < 0). Since we
consider a continuous distribution of the random fields,
there is no need to specify the value Θ(0): the local
field fi is almost surely different from zero and the system
has no marginally stable states whose energy does not
change under any single-spin flip. We then use integral
representations of the Dirac-δ and Kronecker-δ to rewrite

equation (6) as

Dn(N, H) =

〈〈

Tr

∫

∏

i,a

[

dxa
i δ (xa

i − fa
i )Θ (xa

i sa
i )

]

×δ





∑

j �=i

nij ; z





〉

γ

〉

h

=

〈〈

Tr

∫

∏

i,a

[

dxa
i dya

i Θ (xa
i sa

i )
]

× e
∑

i
yi.(xi−fi)δ





∑

j �=i

nij ; z





〉

γ

〉

h

=

〈〈

Tr

∫

∏

i,a

[

dxa
i dya

i dλiΘ (xa
i sa

i )
]

× e
∑

i
[yi.(xi−fi)−λi(

∑

j �=i
nij−z)]

〉

γ

〉

h

(7)

where the bold symbols denote vectors in replica space,
e.g. xi = (x1

i , x
2
i , ..., x

n
i ). The integration ranges are

[−∞, +∞] for xa
i , [−i∞, +i∞] for ya

i , [0, 2iπ] for λi, and
for brevity the normalisation factors 1/(2iπ) are absorbed
in the infinitesimal elements dya

i and dλi. Inserting the
definition of fa

i (with hi = hi1,H = H1) and performing
the average over the distribution P(nij) yields

Dn(N, H) =

〈

Tr

∫

∏

i,a

[

dxa
i dya

i dλiΘ(xa
i sa

i )
]

× e
∑

i[λiz+yi.(xi−hi−H)]

×
∏

i<j

(

1 −
γ

N
+

γ

N
e−λi−λj−J(yi.sj+yj .si)

)

〉

h

=

〈

Tr

∫

∏

i,a

[

dxa
i dya

i dλiΘ(xa
i sa

i )
]

× e
∑

i
[λiz+yi.(xi−hi−H)]

× exp



−
γN

2
+

γ

2N

∑

i,j

e−λi−λj−J(yi.sj+yj.si)





〉

h

(8)

where terms that are negligible in the thermodynamic
limit have been dropped in the last exponential.

Like in reference [15] we now introduce
an “order-parameter” function c(σ, τ ) =
(1/N)

∑

i δ(si; σ) exp[−(λi + Jyi.τ )], where σ and
τ are binary vectors in replica space (i.e. σa, τa = ±1).
Then,

exp



−
γN

2
+

γ

2N

∑

i,j

e−λi−λj−J(yi.sj+yj.si)



 =

exp

[

−
γN

2
+

γN

2

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ)

]

, (9)
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a relation that we use to decouple the sum over the site
labels i and j and perform the trace over a single spin
only in each replica. As outlined in the Appendix of refer-
ence [15], the 2n-variable function c(σ, τ ) may be inserted
in equation (8) via integrals over δ-functions represented
by Fourier integrals over other auxiliary functions. After
some formal manipulations, we obtain

Dn(N, H) =
∫

∏

σ,τ

[

dc(σ, τ )
]

exp

{

−
γN

2

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ) −
γN

2

}

×
[

∑

σ

∫

P (h)dh

∫

dxdydλ exp

{

λz + y.(x − h − H)

+ γe−λ
∑

τ

c(τ , σ)e−Jy.τ

}

∏

a

Θ(xaσa)
]N

(10)

which may be computed in the thermodynamic limit as a
saddle-point integral. This leads to

lim
N→∞

1

N
lnDn(N, H) =

max
c(σ,τ )

{

−
γ

2

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ) −
γ

2
+ Λ[c]

}

, (11)

with

Λ[c] = ln
∑

σ

∫

P (h)dh

∫

dxdydλ exp{λz +y.(x−h−H)

+ γe−λ
∑

τ

c(τ , σ)e−Jy.τ }
∏

a

Θ(xaσa). (12)

Using the identity [14]

1

2iπ

∫ 2iπ

0

dλeλz+αe−λ

=
αz

z!
, (13)

we get

Λ[c] = ln
γz

z!
+ ln

∑

σ

∫

P (h)dh

∫

dxdy ey.(x−H−h)

×
∑

τ 1...τ z

c(τ 1, σ)...c(τ z, σ)e−Jy.[τ 1+τ 2+...τ z]
∏

a

Θ(xaσa),

(14)

and the integrations over y (giving δ functions again) and
then over x may be performed to finally obtain

Λ[c] = ln
γz

z!
+ ln

∑

σ,τ 1...τ z

c(τ 1, σ)...c(τ z, σ)

×

∫

P (h)dh
∏

a

Θ

[(

H + h + J

z
∑

l=1

τa
l

)

σa

]

. (15)

Note that the random field distribution P (h) has not yet
been specified at this stage.

It is straightforward to generalize the preceding calcu-
lation for a fixed magnetization m. Dn(N, m, H) is now
defined as

Dn(N, m, H) =

〈〈[

∑

si=±1

N
∏

i=1

Θ (fisi)

×δ

(

∑

i

si − Nm

) ]n

δ





∑

j �=i

nij − z





〉

γ

〉

h

(16)

and the δ-function constraint on
∑

i si may be relaxed by
introducing a Lagrange multiplier g coupled to the magne-
tization (see, e.g, Ref. [14]). The whole calculation is quite
similar to the one presented above and equation (11) be-
comes

lim
N→∞

1

N
lnDn(N, m, H) =

max
c(σ,τ ),g

{

−
γ

2

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ)

−
γ

2
− m

∑

a

ga + Λ[c,g]

}

, (17)

with

Λ[c,g] = ln
γz

z!
+ ln

∑

σ,τ 1...τ z

c(τ 1, σ)...c(τ z , σ)

×

∫

P (h)dh
∏

a

egaσa

Θ

[(

H + h + J

z
∑

l=1

τa
l

)

σa

]

(18)

where g = (g1, g2, ..., gn). As can be seen immediately,
equations (11) and (15) are recovered when g = 0 and
thus equations (17-18) may be used as the starting point
of further analysis.

Extremization with respect to c(σ, τ ) readily gives

c(σ, τ ) = e−Λ γz−1

(z − 1)!

×
∑

τ 1...τ z−1

c(τ 1, σ)...c(τ z−1, σ)Fz(σ, τ , τ 1...τ z−1) (19)

with

Fz(σ, τ , τ 1...τ z−1) =
∫

P (h)dh
∏

a

egaσa

Θ

[(

H + h + J

(

τa +

z−1
∑

l=1

τa
l

))

σa

]

,

(20)

which in turn yields the normalization condition

γ

z

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ) = 1. (21)
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Likewise, extremization with respect to ga yields

m = ∂Λ[c,g]/∂ga

= e−Λ γz

z!

∑

σ,τ 1...τ z

σac(τ 1, σ)...c(τ z, σ)

×
∫

P (h)dh
∏

a

egaσa

Θ

[(

H + h + J
z
∑

l=1

τa
l

)

σa

]

=
∑

σ,τ

σac (σ, τ ) c(τ , σ)
/

∑

σ,τ

c(σ, τ )c(τ , σ) (22)

with a = 1, ..., n.
Inserting equation (21) into equation (17) and using

equations (3) and (5), we finally obtain in the large-N
limit

N (m, H)n ∼ exp

[

N max
c(σ,τ ),g

{

Λ [c, g] − m
∑

a

ga

− z

2
(ln z + ln γ) + ln z!

}]

. (23)

3.2 Annealed complexity

We first consider the case n = 1 corresponding to the an-
nealed average. σ and τ become standard Ising variables
σ, τ and the preceding equations simplify considerably. In
particular, the function c(σ, τ) can only take four distinct
values which we denote c++, c+−, c−+, and c−−. Performing
the integration over the random field distribution, equa-
tion (18) becomes

Λ[c, g] = ln
γz

z!
+ ln

∑

σ,τ1...τz=±1

egσc(τ1, σ)...c(τz , σ)

× 1

2

[

1 + erf

(

[H + J
∑z

1
τk]σ

R
√

2

)]

= ln
γz

z!
+ ln

[

egcz
−+

f+

(

c++

c−+

)

+e−gcz
+−

f−

(

c−−

c+−

)]

(24)

where erf(x) = (2/
√

π)
∫ x

0
e−t2dt is the error function and

the functions f±(x) are defined by

f±(x) =
1

2

z
∑

n=0

(

z

n

)

xn

[

1 + erf

(

J(2n − z) ± H

R
√

2

)]

.

(25)
Like in reference [14] we now change to the new variables
u = c++/c−+, v = c−−/c+−, t = c+−/c−+, solve the sad-
dle point equation for c−+, and substitute the result in
equation (23). We then find that the dependence on γ
disappears (as it must be), and the average number of

metastable states with magnetization m is given in the

large-N limit by N (m, H) ∼ exp[ΣA(m, H) N ] with

ΣA(m, H) = max
u,v,t,g

{

−z

2
ln
(

u2 + t2v2 + 2t
)

+ ln[f+(u)eg + tzf−(v)e−g] − gm
}

. (26)

Solving the stationarity condition with respect to g gives

g =
1

2

[

z ln t + ln
1 + m

1 − m
− ln

f+(u)

f−(v)

]

, (27)

and substituting into equation (26) we finally obtain

ΣA(m, H) = max
u,v,t

{

− z

2
ln
(

u2 + t2v2 + 2t
)

+
1 + m

2
ln f+(u) +

1 − m

2
ln f−(v)

+ z
1 − m

2
ln t − 1 + m

2
ln

1 + m

2
− 1 − m

2
ln

1 − m

2

}

.

(28)

The saddle point equations ∂ΣA/∂v = 0 and ∂ΣA/∂t =
0 may be solved analytically to give t = t(v) =
f ′
−(v)/[zvf−(v) − v2f ′

−(v)] and u = [(1 + m)t2v2 +

2mt]1/2/[1−m]1/2 (the negative branch of u leads to solu-
tions that have no physical meaning). On the other hand,
the remaining equation, ∂ΣA/∂u = 0, must be solved nu-
merically.

The total complexity Σmax
A (H) also corresponds to the

maximum of ΣA(m, H). It is given by equation (26) with
g = 0; one can associate to this maximum a value of the
magnetization mA(H), which is then obtained by solving
equation (27). One still has t = t(v) but the saddle point
equations for u and v must be solved numerically. For
H = 0 however, these equations admit the solution u = v
and one has to solve the unique equation t(v) = 1. As in
the case of the pure ferromagnet [14], this solution cor-
responds to the fixed point of the transformation u → v,
v → u, t → 1/t which leaves Σmax

A (H = 0) invariant
(when R �= 0, this is the only solution of the saddle point
equations).

3.3 Quenched complexity

We now turn to the calculation of the quenched complexity
given by

ΣQ(m, H) = lim
N→∞

1

N
lim
n→0

1

n

[

N (m, H)n − 1
]

(29)

where, as usual, the order of the limits N → ∞ and n → 0
is inverted and the expression of N (m, H)n is extended to
non-integer n to allow the limit n → 0 to be taken. Some
ansatz concerning the form of the solution of the saddle
point equation (19) as n → 0 is now required. As alluded
to in the Introduction, a major difference between the fer-
romagnetic RFIM and spin-glass models comes from the
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role of frustration. For the Bethe lattice spin-glass [13],
frustration (due to the presence of large loops) induces
a replica symmetry breaking instability similar to the
one found in the fully-connected Sherrington-Kirkpatrick
model and corresponding to the appearance of an expo-
nential number of pure states. On the other hand, for the
RFIM, this phenomenon does not occur in the infinite-
range model [22], nor on finite-connectivity lattices at the
mean-field level (it may be checked for instance that the
number of pure states on the Bethe lattice is indeed non-
exponential [23]). We thus assume that the solution of
equation (19) remains invariant with respect to the per-
mutation of the replica indices when n → 0. Setting ga = g
in equation (23), we then obtain

ΣQ(m, H) =

max
g

{

−mg + lim
n→0

1

n

[

Λ∗(g) −
z

2
(ln z + ln γ) + ln z!

]

}

= Λ∗

1
(g∗) − mg∗ (30)

where Λ∗(g) = Λ∗

0
+ nΛ∗

1
(g) + O(n2) is the value of Λ

at the saddle-point solution c∗(σ, τ ) and g∗ is the posi-
tion of the maximum of Λ∗(g). The second line of this
equation also uses the relation Λ∗

0
= z

2
(ln z + ln γ) − ln z!,

which is a necessary condition for the n → 0 limit to
exist and be independent of γ. Note that equation (30)
corresponds to a Legendre transformation between ΣQ

and Λ∗

1
, so that the stationarity condition ∂Λ∗

1
/∂g∗ = m

implies that ∂ΣQ(m, H)/∂m = −g∗. In fact, as will be il-
lustrated below, it is convenient to consider that both ΣQ

and m are parameterized by g (to simplify the notations,
the superscript * is dropped in the following), with g go-
ing from −∞ to +∞. One then has the overall symmetry
ΣQ(−g,−H) = ΣQ(g, H), m(−g,−H) = m(g, H), and
the maximum number of metastable states is obtained by
setting g = 0.

The main consequence of replica-symmetry is that
c(σ, τ ) is a function of the three variables s =

∑n
a=1

σa,
u =

∑n
a=1

σaτa, t =
∑n

a=1
τa only. This suggests, follow-

ing reference [15], to introduce an integral representation
of c(s, u, t) so as to perform an analytic continuation of
this function on the imaginary axis in the small n limit
where s, u, and t may be treated as continuous variables.
It turns out, however, that the situation is not that simple
here because of the constraints on the values of σa and τa.
To illustrate the problem, let us consider the case z = 2.
Equation (19) then reads

c(σ, τ ) = γe−Λ
∑

τ 1

c(τ 1, σ)F2(σ, τ , τ 1) (31)

with

F2(σ, τ , τ 1) = egs

∫

P (h)dh
∏

a

Θ[(H +h+J(τ +τa
1
))σa].

(32)
Performing the integration over the random field distribu-

tion in the four regions h < −2J−H ,−2J−H < h < −H ,
−H < h < 2J − H , and 2J − H < h, we obtain

F2(σ, τ , τ 1) =
1 − a

2
e−gn

×
∏

a

δ(σa;−1) +
1 − c

2
egn

∏

a

δ(σa; 1)

+
a − b

2
egs

∏

a

[

δ(σa;−1)δ(τa
1
;−τa) + δ(τa

1
; τa)δ(τa; σa)

]

+
b + c

2
egs

∏

a

[

δ(σa; 1)δ(τa
1
;−τa) + δ(τa

1
; τa)δ(τa; σa)

]

(33)

where a = erf((2J + H)/R
√

2), b = erf(H/R
√

2), and

c = erf((2J − H)/R
√

2). With this, equation (31) reads

eΛ

γ
c(σ, τ ) =

1 − a

2
e−gn

∏

a

δ(σa;−1)
∑

τ 1

c(τ 1,−1)

+
1 − c

2
egn

∏

a

δ(σa; 1)
∑

τ 1

c(τ 1,1)

+
a − b

2
egs

∑

τ 1

c(τ 1, σ)

×
∏

a

[

δ(σa;−1)δ(τa
1
;−τa) + δ(τa

1
; τa)δ(τa; σa)

]

+
b + c

2
egs

∑

τ 1

c(τ 1, σ)

×
∏

a

[

δ(σa; 1)δ(τa
1
;−τa) + δ (τa

1
; τa) δ(τa; σa)

]

(34)

where ±1 = (±1, ... ± 1). The difficulty comes from the
presence of the Kronecker-δ’s that precludes any straight-
forward use of a Fourier representation of c(τ , σ) in the
limit n → 0. Because of this, we have to work out the self-
consistent equation (19) before taking the small n limit,
a nontrivial (if not unsolvable) task for a generic value of
the connectivity. In fact, only the case z = 2 seems to be
simple enough to be handled analytically. Inspection of
equation (34) suggests that the solution has the form

√

γ

2
c(σ, τ ) =

A
∏

a

δ(σa;−1) + Begs
∏

a

δ(σa; τa) + C
∏

a

δ(σa; 1)

+ D(σ, τ )
∏

a

[

δ(σa;−1)δ(τa; 1) + δ(τa; σa)
]

+ E(σ, τ )
∏

a

[

δ(σa; 1)δ(τa;−1) + δ(τa; σa)
]

, (35)

which in turn, together with equation (21), yields a
set of six coupled equations for the unknown quantities
Λ, A, B, C, D(σ, τ ), E(σ, τ ). It is only at this stage that
the n → 0 limit may be taken, noticing that D(σ, τ ) and
E(σ, τ ) are functions of two variables only (say, s and t)
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instead of three because of the constraints on σ and τ

that are imposed by the Kronecker-δ (it is easy to check
that the third variable u = n−|s− t|). We then introduce
the integral representations

D(s, t) =

∫

dxdyD̂(x, y)exs+yt ,

E(s, t) =

∫

dxdyÊ(x, y)exs+yt (36)

where D̂(x, y) and Ê(x, y) are the Fourier transforms
of D(s, t) and E(s, t) when n → 0,

D̂(x, y) =

∫

ds

2π

dt

2π
D(is, it)e−i(sx+ty),

Ê(x, y) =

∫

ds

2π

dt

2π
E(is, it)e−i(sx+ty), (37)

and we expand all quantities at order n (i.e. A = A0 +

nA1+O(n2), ..., Ê(x, y) = Ê0(x, y)+nÊ1(x, y)+O(n2)) as
detailed in Appendix B. This allows one to solve the equa-
tions at the first two orders in n and, after some lengthy
algebra, to compute Λ1(g) (see Eq. (B25)) from which we
finally get

ΣQ(g, H) =
1

2

[

1 + b +
(1 − a)(b + c)

a − b

]

×
[

S3(g) − g
∂S3(g)

∂g

]

(38)

where S3(g) =
∫

dxdyD̂0(x, y) ln[2 coshx]. A closed ex-
pression of m(g, H) (Eq. B27) may be also obtained from
equation (22), but it contains more complicated integrals

of D̂0(x, y) and it is in fact more convenient to compute
the magnetization by numerically differentiating the ex-
pression (B25) of Λ1(g) with respect to g.

The only remaining task consists in solving numeri-
cally the coupled integral equations satisfied by D̂0(x, y)

and Ê0(x, y). This is outlined in Appendix C.

4 Results for the one-dimensional chain
(z= 2)

When z = 2 the Bethe lattice is just a collection of discon-
nected closed loops. In the thermodynamic limit, the dom-
inant contributions to self-averaging quantities come from
the loops of macroscopic size, and one thus expects the
results to be the same as for the one-dimensional RFIM.
Although no phase transitions occur in one dimension,
frustration makes the problem nontrivial, and the rela-
tion between the shape of the hysteresis loop and the dis-
tribution of the metastable states can be fully elucidated.
Note that the typical number of metastable states of the
random-field Ising chain and their distribution in magne-
tization and energy were computed a few years ago by a
numerical transfer-matrix method [18], but the study was
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Fig. 1. Total annealed complexity Σ
max

A (H) for z = 2 and
R = 1 (solid line), 0.5 (dotted line) and 0.25 (dashed line).

restricted to the case of zero external field: therefore, the
relation with the T = 0 hysteretic behavior was not inves-
tigated. Moreover, some results of reference [18] appear to

violate the convexity inequality lnN ≤ lnN , as will be
shown in the following.

4.1 Annealed complexity

Let us first consider the total annealed complexity
Σmax

A (H) as obtained from equation (26) with g = 0. Its
dependence on H is illustrated in Figure 1 for different
values of the disorder strength R (hereafter we take J = 1
in the numerical applications). It can be seen that the
presence of the magnetic field reduces the total number of
metastable states, in agreement with the expectation that
a sufficiently large field imposes the existence of a unique
state. As R decreases, the metastable states concentrate
in the vicinity of H = 0 and in the limit R → 0 they are
completely destroyed by an infinitesimal field. From the
solution of the equation t(v) = 1, the zero-field complex-
ity is given by

Σmax
A (H = 0) = ln





1

2
+

1

2

√

√

√

√1 + erf2

(

J
√

2

R

)



 , (39)

in agreement with a recent transfer matrix calculation [21].

It may be noted that this quantity approaches ln 1+
√

2
2 ≈

0.188 when R → 0, a value much smaller than the
complexity of the pure ferromagnet, Σmax

R=0(H = 0) =

ln 1+
√

5
2 ≈ 0.481 [14,17]. This singular behavior of the

zero-field complexity computed from equations (25–28) in
the limit R → 0 comes from the fact that marginal states,
absent when R �= 0, are not properly counted when R = 0:
indeed, f(x) = [1 + erf(x/R

√
2)]/2 → Θ(x) for x �= 0

whereas f(0) = 1/2; to also include in our calculation the
marginal states that exist in the pure system, one should
instead set Θ(0) = 1 as in reference [14]. Actually, all
metastable states are marginal in the Ising chain at zero
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Fig. 2. (Color online) Projection of ΣA(m, H) onto the H−m

plane for z = 2 and R = 2. The contours are separated by 10−2

(with ΣA(0, 0) ≈ 0.100). The red curve is the locus mA(H)
of the maxima of ΣA(m, H). The blue curve is the T = 0
saturation hysteresis loop calculated in reference [3].

field (they simply correspond to different positions of the
walls separating domains of up and down spins) and one
can directly calculate a “biased” complexity by associating
to each domain wall an arbitrary weight p with 0 ≤ p ≤ 1;

the result is ln
1+

√
1+4p2

2
, which for p = 1/2 identifies with

the complexity found in the R → 0 limit of the present
approach.

In Figure 2, we plot the projection of the annealed
complexity with fixed magnetization ΣA(m, H) onto the
H − m plane for R = 2. Only the region where the com-
plexity is positive is shown: this is the region where the
number of metastable states is exponentially large and
thus comparable to the total number of states in the sys-
tem; in the rest of the plane, ΣA(m, H) < 0, and the
number of metastable states is equal to zero in the ther-
modynamic limit. Several curves in Figure 2 are of spe-
cial interest: i) the contour ΣA(m, H) = 0, ii) the curve
mA(H) which is the locus of the maxima of ΣA(m, H) and
thus gives the magnetization of the metastable states dom-
inating the (unrestricted) average number N (H) in the
thermodynamic limit (i.e. Σmax

A (H) ≡ ΣA(mA(H), H)),
and iii) the T = 0 saturation hysteresis loop calculated
in reference [3] from probabilistic arguments. We see on
this example that the contour ΣA(m, H) = 0 significantly
overestimates the size of the actual hysteresis loop (a sim-
ilar observation was made in the case of the Sherrington-
Kirkpatrick model [10]). The fact that the saturation loop
lies well inside the contour ΣA(m, H) = 0 can be under-
stood as follows. Each realization of the disorder has a
different saturation loop and, as shown in Appendix A,
there are no metastable states outside that loop. How-
ever, the observed saturation loop is obtained by averaging
the magnetization over all disorder realizations, an aver-
aging which is dominated by the typical realizations and as
such is related to the quenched complexity ΣQ(m, H) that
from Jensen’s inequality is always less than ΣA(m, H). So,
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Fig. 3. Annealed (solid line) and quenched (dashed line) com-
plexities in zero external field for z = 2 and R = 2 as a function
of magnetization.

metastable states do exist outside the (average) saturation
loop, there may even exist an exponentially large number
of them, but these states are non-typical and essentially
non-observable.

4.2 Quenched complexity

As discussed in Section 3 and Appendix B, the quenched
complexity and the magnetization are parameterized by g
(see, e.g., Eq. (38)), with the maximum number of
metastable states corresponding to g = 0. As g goes from 0
to +∞ (resp. −∞), ΣQ(g, H) decreases monotonically
towards 0 whereas m(g, H) increases (resp. decreases)
monotonically, the surface ΣQ(m, H) having roughly the
same overall shape as ΣA(m, H): this is illustrated in
Figure 3 for R = 2. Note however that the derivative
∂Σ(m, H)/∂m, i.e., the value of g, becomes infinite for
nontrivial values of the magnetization for the quenched
complexity whereas this only occurs for m = +1 or −1 for
the annealed complexity.

The projection of ΣQ(m, H) onto the H − m plane is
shown in Figure 4 for R = 2, together with m(g = 0, H),
the typical magnetization of the metastable states [24].
The region where ΣQ(m, H) is positive is clearly thin-
ner than the corresponding region for ΣA(m, H) shown in
Figure 2. In fact, as proven analytically in Appendix C,
the contour ΣQ(m, H) = 0 obtained in the limit g → ±∞
corresponds exactly to the saturation loop calculated in
reference [3]. This means that the T = 0 hysteresis loop
is indeed the envelope of all the typical metastable states
in the thermodynamic limit (i.e. the entropy density is
strictly positive everywhere inside the loop).

We show in Figure 5 the total quenched complexity in
zero field Σmax

Q (H = 0), which is equal to ΣQ(m = 0, H =

0), as a function of R. It can be seen that the curve is very
flat near R = 0 and that limR→0 Σmax

Q (H = 0) ≈ 0.179

(see Appendix C), which differs from the limit of the
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Fig. 4. (Color online) Projection of ΣQ(m, H) onto the H−m

plane for z = 2 and R = 2. The contours are separated by 5 ×

10−3 (with ΣQ(0, 0) ≈ 0.082). The contour ΣQ(m, H) = 0 (in
blue) coincides with the saturation hysteresis loop calculated
in reference [3], as shown in Appendix C. The dashed curve
is the annealed contour ΣA(m,H) = 0. The red curve is the
typical magnetization of the metastable states (the locus of the
maxima of the quenched complexity).
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Fig. 5. Total quenched complexity in zero field Σmax
Q (H = 0)

for z = 2 as a function of disorder strength.

annealed complexity limR→0 Σmax
A (H = 0) = ln 1+

√
2

2
≈

0.188 (the difference is well outside the error bars in the
numerics), itself smaller than the total complexity of the
pure system. As discussed above in commenting the lat-
ter result, those differences come from the singular fea-
tures of the limit R → 0: when R �= 0, no metastable
states are marginal, whereas when R = 0 all metastable
states are marginal. However, contrary to what happens
for the annealed complexity in the limit R → 0, the
present procedure for calculating the quenched complexity
does not reduce to a simple (and biased) way of counting
the marginal states in the pure system. (Note also that
Σmax

Q (H = 0) ≈ 0.176 for R = 0.75, which is at odds with

the value Σmax
Q (H = 0) ≈ 0.25 that can be extracted

from the Figure 5 of Ref. [18]; this latter result is actually

larger than the corresponding annealed complexity ob-
tained from equation (39), Σmax

A (H = 0) ≈ 0.186, which
clearly violates Jensen’s inequality and suggests some flaw
in the calculations of Ref. [18].)

5 Annealed complexity for z > 2

For z > 2 one expects new phenomena to take place. In
particular, the complexity may not be anymore a convex
function of H and m and phase transitions may occur.

Let us first consider the case z = 3. In Figure 6 we
show ΣA(m, H) as a function of the magnetization for
two different values of R and several values of the ex-
ternal field (we only consider positive values of H be-
cause of the symmetry Σ(m,−H) = Σ(−m, H)). As can
be seen in the left panel of the figure, the complexity is
always a convex function of the magnetization when R
is large enough. As a consequence, the total complex-
ity Σmax

A (H) = maxm ΣA(m, H) is a continuous func-
tion of H , as shown in Figure 7. This is also the case
for the corresponding magnetization mA(H). There are
only two values of m for which ΣA(m, H) = 0 (note
that the two limiting values limm→±1 ΣA(m, H) = ln[

(

1+

erf[(zJ±H)/(R
√

2)]
)

/2] are negative), and the overall sur-
face ΣA(m, H) has roughly the same shape as for z = 2
(the projection onto the H − m plane resembles the one
shown in Fig. 2).

The behavior is more complicated at low disorder as
illustrated by the curves in the right panel of Figure 6.
For R smaller than some critical value (R � 1.28) and in
a certain range of H , ΣA(m, H) may indeed display two
positive maxima at two distinct values of m. As a conse-
quence, there is a discontinuity in ∂Σmax

A (H)/∂H at some
value of the field (H ≈ 1.355 for R = 1.2) as shown in Fig-
ure 7 and, accordingly, there is a jump in mA(H). More-
over, for R even smaller, there is a small range of H for
which ΣA(m, H) = 0 for four distinct values of the mag-
netization. This yields an overall surface ΣA(m, H) that
has a more complicated shape than in the strong-disorder
regime, as illustrated by the projection onto the H − m
plane shown in Figure 8. In particular, one can observe in
the right panel the “S” shape of the contour ΣA(m, H) = 0
in the range 1.3 < H < 1.4. Note that the actual hysteresis
loop calculated in reference [4] is again inside the contour
ΣA(m, H) = 0 as it must be. The fact that ∂mA(H)/∂H
is negative in a certain range of H is surprising and can
possibly be explained by the existence of metastable states
that have a quite non-typical magnetization. One must re-
call, however, that mA(H) is not an observable quantity.
For the same reason, the non-monotonic behavior associ-
ated with the contour ΣA(m, H) = 0 bears no connection
with the behavior of the actual hysteresis loop: this latter
does not display any finite jump nor phase transition for
z = 3 [4].

For z = 4, the situation changes for the hysteresis: a
phase transition and a jump discontinuity appear for R �
1.78 [4]. ΣA(m, H), on the other hand, has the same type
of behavior as for z = 3. In particular, for R � 2.25 and in
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Fig. 6. Annealed complexity ΣA(m, H) for z = 3 as a func-
tion of m for different values of H . Left panel: R = 2; from
top to bottom H = 0, 1.30, 2. Right panel: R = 1.2; from
top to bottom H = 1.30, 1.34, 1.355, 1.372, 1.40 (the values of
ΣA(m = 1, H) not visible here are slightly negative).
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Fig. 7. Total annealed complexity Σmax

A (H) for z = 3 and
R = 2 (solid line), 1.5 (dotted line), and 1.2 (dashed line).
Note the discontinuity in the slope of Σmax

A (H) at H ≈ 1.355
for R = 1.2.

a certain range of the external field H , it has two positive
maxima as a function of m and four zeros, like in the left
panel of Figure 6. The projection of ΣA(m, H) onto the
H−m plane is shown in Figure 9 for R = 1.5. mA(H) has
again a strange behavior, first decreasing (resp. increasing)
as H is increased (resp. decreased) and then jumping to a
value which is very close to 1 (resp. −1). This is probably
the generic behavior for z ≥ 4.

6 Discussion

One important conclusion of the computations presented
above is that the annealed approximation does not prop-
erly describe the actual distribution of the metastable
states of the RFIM in the field-magnetization diagram
(i.e., the distribution of metastable states associated with
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Fig. 8. (Color on line) Projection of ΣA(m, H) onto the H−m

plane for z = 3 and R = 1.2. In the left panel, the contours are
separated by 2×10−2 (with ΣA(0, 0) ≈ 0.171). The red curve is
the locus mA(H) of the maxima of ΣA(m, H). The blue curve is
the T = 0 hysteresis loop calculated in reference [4]. The right
panel is a close-up of the figure in the range 1.3 < H < 1.4,
with a spacing 5 × 10−4 between the contours.
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Fig. 9. (Color on line) Projection of ΣA(m, H) onto the H−m

plane for z = 4 and R = 1.5. The contours are separated
by 1.5 × 10−2 (with ΣA(0, 0) ≈ 0.159). The red curve is the
locus mA(H) of the maxima of ΣA(m,H). The blue curve is
the T = 0 hysteresis loop calculated in reference [4].

typical realizations of the disorder). The calculations are
done here on a Bethe lattice, but this conclusion is prob-
ably true for any lattice. Predictions can even be qual-
itatively wrong, as illustrated by the fact that a phase
transition corresponding to a change of convexity of the
annealed complexity occurs for z = 3 whereas the typical
behavior changes for z ≥ 4 only. On the other hand, the
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m

H H1 H2

Fig. 10. (Color on line) Speculative distribution of the
metastable and H-states in the H − m plane for z ≥ 4 in the
weak-disorder regime where the hysteresis loop has a jump at
H = ±H2. The number of metastable states is exponentially
large in system size in the shaded region and zero outside. Dots
indicate the region where the number of H-states is exponen-
tially large. The red curve is the typical magnetization of the
metastable states.

quenched calculation for z = 2 shows that the entropy
density associated to the metastable states is strictly pos-
itive everywhere inside the saturation hysteresis loop. It
is very likely to be always the case in the strong-disorder
regime where the saturation loop is continuous. The sit-
uation is less clear for z ≥ 4 in the weak-disorder regime
where the saturation loop displays a jump discontinuity in
the magnetization. Since we have not so far been able to
carry out the quenched calculation to the end, we can only
speculate about the actual behavior of the quenched com-
plexity ΣQ(m, H). A possible scenario is depicted in Fig-
ure 10. The rationale for this scenario is very intuitive: we
simply assume that the jump in the magnetization curve
at some field H2(R) (or, symmetrically, at −H2(R)) occurs
because, with probability 1 in the thermodynamic limit,
there are no metastable states with a low magnetization
for H > H2. The “S” shape of the curve ΣQ(m, H) = 0
is speculative but it is tempting to associate this contour
with the real but “unphysical” roots of the self-consistent
polynomial equation for the fixed-point probability P ∗ de-
rived in reference [4] to describe the saturation hysteresis
loop. Let us recall that for z = 4 this equation has three
real solutions in the range H1 < H < H2 with two of them
merging and becoming complex at H = H1 and H = H2.
Of course, one cannot discard a more complicated scenario
to occur, in particular when there are more than three
roots for z > 4. In principle, there is also no objection for
the existence of a jump discontinuity in the typical magne-
tization, i.e., the magnetization of the states correspond-

ing to maxm ΣQ(m, H) (which is not the case considered
in Fig. 10). One could indeed imagine a mechanism simi-
lar to the one displayed in Figure 6 with ΣQ(m, H) having
two maxima as a function of m in a certain range of H :
a “first-order” transition could then occur when the two
maxima have the same height. These are interesting open
questions which remain to be resolved before the problem
of the distribution of metastable states of the RFIM on
the Bethe lattice can be considered as fully understood.
It would be of course even more interesting to know the
actual behavior on a 3d lattice, but this can only be done
numerically.

Finally, let us remark that very little is known about
a special category of metastable states, the so-called
“H-states” [26], which are the spin configurations that
can be reached by a field history starting from one of
the saturated states (these configurations are character-
ized by the applied sequence of reversal fields {Hi}). The
H-states are thus experimentally observable by recording
various hysteresis loops and subloops. The most easily ac-
cessible ones, which we have discussed in this paper, are
those associated with the saturation hysteresis loop. The
H-states are believed to be low-energy configurations, and
it has been recently suggested that their number also in-
creases exponentially with the system size [26]. An ana-
lytical check of this result would be much welcome, even
in one dimension. As was pointed out in introduction, in
the weak-disorder regime, for z ≥ 4, a region around the
origin in the (H − m) plane becomes inaccessible to any
field history, which forbids a demagnetization process to
be completed [12]. The corresponding distribution of the
H-states is likely as illustrated in Figure 10. In particular,
the probability of finding H-states in the central part of
the loop (the region of the (H − m) plane without dots)
is zero in the thermodynamic limit. This is related to the
fact that the states on the concave parts of the envelope
of the shaded region are not reachable by any field history
because of the jump in the major hysteresis loop [27].

We acknowledge useful discussions with V. Basso, S. Zapperi,
and E. Vives. The Laboratoire de Physique Théorique des Liq-
uides is the UMR 7600 of the CNRS.

Appendix A

In this appendix, we show that the probability to find
metastable states outside the saturation hysteresis loop
vanishes in the thermodynamic limit when the interac-
tions are ferromagnetic. This results from the fact that
for any given realization of the random fields, there can
be no metastable states outside the corresponding satura-
tion hysteresis loop. Indeed, the properties of the T = 0
single-spin-flip dynamics are such that for any given value
of the magnetic field H , all sequences starting from the
fully polarized configuration (with all spins up or all spins
down), sequences in which unstable spins are flipped, lead
to the same metastable state on the upper (resp. lower)
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branch of the hysteresis loop [1]. This is true in partic-
ular for a parallel updating of all unstable spins. Let us
denote Cα(H), α = 1, ..., p, the p configurations obtained
after each updating steps along this process with C0(H)
being the initial fully polarized state with, say, all spins up
and Cp(H) = C+(H) the final state on the upper branch
of the hysteresis loop. The magnetization of course de-
creases as α increases. Consider now a metastable config-
uration C(H). Because of the ferromagnetic nature of the
couplings, the unstable spins that flip from C0 to C1 must
be down in C(H); the same is true for the unstable spins
that flip between C1 and C2 and the reasoning can be re-
peated so that all down spins in Cp(H) = C+(H) must
also be down in C(H). The magnetization of C(H) is thus
less than that of C+(H). This is a form of the “no-passing
rule” [1]. The argument also applies when starting from
the fully polarized state with all spins down, which com-
pletes the demonstration. As the property is true for all
realizations of the disorder, this applies in particular to the
“typical” realizations whose number dominates the whole
distribution, so that one expects no “typical” metastable
states outside the (average) saturation hysteresis loop.

Appendix B

In this Appendix, we detail the calculation of the quenched
complexity for z = 2.

Injecting (35) into equation (34), we get the following
equations,

eΛ

γ
A =

1 − a

2
e−gn

[

A + Be−gn + C + D(−1,−1)

+
∑

τ 1

E(τ 1,−1)
]

+
a − b

2
e−gnA (B1a)

eΛ

γ
C =

1 − c

2
e−gn

[

A + Be−gn + C + E(1,1)

+
∑

τ 1

D(τ 1,1)
]

+
b + c

2
e−gnC (B1b)

eΛ

γ
B =

a − b

2
C +

b + c

2
A (B1c)

and

eΛ

γ
D(σ, τ ) =

a − b

2
egs

{

Begs + D(σ, σ) +
∑

τ 1

E(τ 1, σ)

×
∏

a

[

δ(σa;−1)δ(τa
1 ;−τa)

+ δ(τa
1 ; τa)δ(τa; σa)

]

}

(B2a)

eΛ

γ
E(σ, τ ) =

b + c

2
egs

{

Begs + E(σ, σ) +
∑

τ 1

D(τ 1, σ)

×
∏

a

[

δ(σa; 1)δ(τa
1 ;−τa) + δ(τa

1 ; τa)δ(τa; σa)
]

}

. (B2b)

After some algebra we also obtain from equation (21) the
additional equation

(A + C)2 + 2B(Ae−gn + Cegn) + B2(2 cosh 2g)n

+ 2B
∑

σ

egs[D(σ, σ) + E(σ, σ)] + 2A[D(−1,−1)

+
∑

τ

E(τ ,−1)] + 2C[E(1,1) +
∑

τ

D(τ ,1)]

+
∑

σ

[D2(σ, σ) + E2(σ, σ)] + 2
∑

σ,τ

D(σ, τ )E(τ , σ)

×
∏

a

[δ(σa; 1)δ(τa;−1) + δ(σa; τa)] = 1. (B3)

Equations (B1–B3) constitute a set of six coupled equa-
tions that must be solved at the first two orders in n.
As already mentioned after equation (35), it is important
to note that D(σ, τ ) and E(σ, τ ) are functions of two
variables only. Indeed, the term

∏

a

[

δ(σa;−1))δ(τa; 1) +

δ(τa; σa)
]

in equation (36) imposes that σa = 1 and
τa = −1 cannot hold simultaneously. This in turns im-
plies that u = n − |s − t|.

We now expand both sides of equations (B1–B3)
at order n. Let us first consider objects like
D(−1,−1),

∑

τ 1
D(τ 1,1), etc... in equations (B1).

Using the integral representations (37) of D(σ, τ ) and
E(σ, τ ), we find

D(−1,−1) =

∫

dxdyD̂(x, y)e−n(x+y)

= D0 + n(D1 − S1 − S2) + O(n2) (B4)

∑

τ 1

D(τ 1,1) =

∫

dxdyD̂(x, y)eny
∑

τ 1

ex
∑

a
τa

1

= D0 + n(D1 + S2 + S3) + O
(

n2
)

(B5)

where D0 =
∫

dxdyD̂0(x, y), D1 =
∫

dxdyD̂1(x, y),

S1 =
∫

dxdyxD̂0(x, y), S2 =
∫

dxdyyD̂0(x, y), and S3 =
∫

dxdyD̂0(x, y) ln[2 coshx]. (Similar expressions are ob-
tained for E(1,1) and

∑

τ 1
E(τ 1, -1), with E0, E1, S

′

1, S
′

2

and S′

3 replacing respectively D0, D1,−S1,−S2 and S3.)

In the same way, one has in equation (B3)

∑

σ

egs[D(σ, σ) + E(σ, σ)] =

∫

dxdy[D̂(x, y) + Ê(x, y)]
∑

σ

es(g+x+y)

= D0 + E0 + n(D1 + E1 + S4) + O
(

n2
)

(B6)
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∑

σ

[D2(σ, σ) + E2(σ, σ)] =

∫

dxdydx′dy′

× [D̂(x, y)D̂(x′, y′) + Ê(x, y)Ê(x′, y′)]
∑

σ

es(x+y+x′+y′)

= D2
0 + E2

0 + n(2D0D1 + 2E0E1 + S5) + O(n2) (B7)

∑

σ,τ

D(σ, τ )E(τ , σ)
∏

a

[δ(σa;−1)δ(τa; 1) + δ(σa; τa)] =

∫

dxdydx′dy′D̂(x, y)Ê(x′, y′)
∑

σ,τ

es(x+y′)+t(y+x′)

×

∏

a

[δ(σa;−1)δ(τa; 1) + δ(σa; τa)]

= D0E0 + n(D0E1 + D1E0 + S6) + O(n2) (B8)

where S4 =
∫

dxdy[D̂0(x, y) + Ê0(x, y)] ln[2 cosh(x +

y + g)], S5 =
∫

dxdydx′dy′[D̂0(x, y)D̂0(x
′, y′) +

Ê0(x, y)Ê0(x
′, y′)] ln[2 cosh(x + y + x′ + y′)] and S6 =

∫

dxdydx′dy′D̂0(x, y)Ê0(x
′, y′) ln[e−x+y+x′

−y′

+2 cosh(x+
y + x′ + y′)].

The treatment of equations (B2) is slightly more in-
volved. Consider first the term T = egs

∑

τ 1
E(τ 1, σ)×

∏

a

[

δ(σa;−1)δ(τa
1 ;−τa) + δ(τa

1 ; τa)δ(τa; σa)
]

in equa-
tion (B2a). Performing the sum over τ 1 gives T =
∫

dxdyÊ(x, y)
∏

a fσaτa(x, y) with

fσaτa(x, y) = e−xτa

−y−gδ(σa;−1) + e(x+y+g)σa

δ(σa; τa).
(B9)

Following reference [15], we now use the identity

∏

a

fσaτa = exp[
∑

a

ln fσaτa ]

= exp

[

∑

a

∑

σ,τ

δ(σ; σa)δ(τ ; τa) ln fστ

]

(B10)

with

∑

a

δ(σ; σa)δ(τ ; τa) =















1
4 (s + u + t + n) for σ = τ = 1
1
4 (s − u − t + n) for σ = 1, τ = −1
1
4 (−s − u + t + n) for σ = −1, τ = 1
1
4 (−s + u − t + n) for σ = τ = −1 .

Remembering that the combination σa = 1, τa = −1 is
forbidden and that u = n + s − t, we then obtain

∏

a

fσaτa(x, y) = exp

[

s + n

2
ln f++(x, y)

+
t − s

2
ln f

−+(x, y) −
t − n

2
ln f

−−
(x, y)

]

(B11)

with f++(x, y) = ex+y+g, f
−+(x, y) = e−(x+y+g) and

f
−−

(x, y) = ex−y−g + e−(x+y+g). Hence

T =

∫

dxdyÊ(x, y) exp
[

s(x + y + g)

−

t

2
ln
(

1 + e2x
)

+
n

2
ln
(

1 + e2x
) ]

. (B12)

Using the same procedure, we get

egsD(σ, σ) =

∫

dxdyD̂(x, y) exp[s(x + y + g)]. (B13)

Finally, Fourier transforming both sides of equation (B2a)
with respect to s and t, we obtain

eΛ

γ
D̂(x, y) =

a − b

2

{

Bδ(x − 2g)δ(y) + δ(y)

×

∫

dx′D̂ (x′, x − x′
− g)

+

∫

dx′dy′Ê (x′, y′) δ (x − x′
− y′

− g)

× δ

(

y +
1

2
ln
[

1 + e2x′

]

)

e
n

2
ln
(

1+e2x
′
)

}

. (B14)

In the same way, the Fourier transform of equation (B2b)
gives

eΛ

γ
Ê(x, y) =

b + c

2

{

Bδ(x − 2g)δ(y) + δ(y)

×

∫

dx′Ê(x′, x − x′
− g)

+

∫

dx′dy′D̂(x′, y′)δ(x − x′
− y′

− g)

× δ

(

y −

1

2
ln
[

1 + e−2x′

]

)

e
n

2
ln
(

1−e2x
′
)

}

. (B15)

Collecting all terms at order n0, we obtain the six cou-
pled equations

eΛ0

γ
A0 =

1 − a

2
[A0 + B0 + C0 + D0 + E0] +

a − b

2
A0

(B16a)

eΛ0

γ
C0 =

1 − c

2
[A0 + B0 + C0 + D0 + E0] +

b + c

2
C0

(B16b)

eΛ0

γ
B0 =

a − b

2
C0 +

b + c

2
A0 (B16c)

D̂0(x, y) =
a − b

2

{

B0δ(x − 2g)δ(y) + δ(y)

×

∫

dx′D̂0(x
′, x − x′

− g)

+

∫

dx′dy′Ê0(x
′, y′)δ(x − x′

− y′
− g)

× δ

(

y +
1

2
ln
[

1 + e2x′

]

)}

(B17a)
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Ê0(x, y) =
b + c

2

{

B0δ(x − 2g)δ(y) + δ(y)

×

∫

dx′Ê0(x
′, x − x′

− g)

+

∫

dx′dy′D̂0(x
′, y′)δ(x − x′

− y′
− g)

δ

(

y −

1

2
ln
[

1 + e−2x
′

]

)

}

(B17b)

and

(A0 + B0 + C0 + D0 + E0)
2 = 1. (B18)

Equations (B16) and (B18) may be decoupled from equa-
tions (B17) by performing the integration of (B17) over x
and y which readily gives

D0 =
a − b

2 − (a + c)
B0, E0 =

b + c

2 − (a + c)
B0. (B19)

The only physical solution of equations (B16), (B18) and
(B19) is then

Λ0 = ln γ (B20a)

A0 =
1 − a

2 − (a − b)
(B20b)

B0 =
(a − b)(1 − c)

4 − 2(b + c)
+

(b + c)(1 − a)

4 − 2(a − b)
(B20c)

C0 =
1 − c

2 − (b + c)
. (B20d)

Note that equation (B20) is necessary for the n → 0
limit to exist when z = 2 (as pointed out after Eq. (30)).
This solution corresponds to the choice A0 + B0 + C0 +
D0 + E0 = 1 in equation (B18) which implies that

limn→0

∑

σ,τ
c(σ, τ ) =

√

2/γ, a result that could have

been also obtained from equation (21) by naively (but
incorrectly) using a Fourier integral representation of
c(σ, τ ).

It remains to solve the coupled integral equa-
tions (B17). This can be done by writting formally

D̂0(x, y) and Ê0(x, y) as two infinite series of delta func-
tions. The locations of the peaks are then obtained recur-
sively as discussed in Appendix C.

We now achieve the calculation of the quenched com-
plexity by solving equations (B1–B3) at first order in
n. Using equations (B4–B8), (B14–B15), (B17–B18), and
(B20a), we obtain, after some manipulations,

[

Λ1 +
1 − b

2
g

]

A0 +
1 + b

2
A1 =

1 − a

2

[

− g(C0 + 2B0 + D0 + E0)

+ C1 + B1 + D1 + E1

− S1 − S2 + S′

3
− S′

2

]

(B21a)

[

Λ1 −

1 − b

2
g

]

C0+
1 − b

2
C1 =

1 − c

2

[

g(A0+2B0+D0+E0)

+ A1 + B1 + D1 + E1

+ S′

1 + S′

2 + S3 + S2

]

(B21b)

Λ1B0 + B1 =
a − b

2
C1 +

b + c

2
A1 (B21c)

D̂1(x, y) = −(y + Λ1)D̂0(x, y)

+
a − b

2

{

B1δ(x − 2g)δ(y) + δ(y)

∫

dx′D̂1(x
′, x − x′

− g)

+

∫

dx′dy′Ê1(x
′, y′)

× δ(x − x′
− y′

− g)δ

(

y +
1

2
ln
[

1 + e2x
′

]

)}

(B22a)

Ê1(x, y) = (y − Λ1)Ê0(x, y) +
b + c

2

{

B1δ(x − 2g)δ(y)

+ δ(y)

∫

dx′Ê1(x
′, x − x′

− g)

+

∫

dx′dy′D̂1(x
′, y′)δ(x − x′

− y′
− g)

× δ

(

y −

1

2
ln
[

1 + e−2x
′

]

)}

(B22b)

A1 + B1 + C1 + D1 + E1 + g(C0 − A0)B0

+
B2

0

2
ln[2 cosh(2g)] + (C0 − A0)(S2 + S′

2)

+ C0(S
′

1 + S3) + A0(S
′

3 − S1) + B0S4 +
S5

2
+ S6 = 0.

(B23)

Integrating equations (B22) over x and y we obtain

D1 =
a − b

2 − a − c
(B1 −Λ1C0 + S′

2
)−

2 − b − c

2 − a − c
(S2 + Λ1D0)

(B24a)

E1 =
b + c

2 − a − c
(B1 −Λ1D0 −S2)−

2 − a + b

2 − a − c
(S′

2 −Λ1D0)

(B24b)
which again allows to decouple equations (B21) and (B23)
from (B22). The solution of the system of linear equa-
tions (B21), (B24), and (B23) then yields

Λ1(g) =
1

2

{

g
[

(b − c)A0 + (a + b)C0 + (a − c)

× (2B0 + D0 + E0)
]

− S1(1 − a) + S′

1(1 − c)

+ S2(a − c − 2) + S′

2(a − c + 2)

+ S3(1 − c) + S′

3
(1 − a)

}

(B25)

which, remarkably, does not depend on the integrals S4, S5

and S6. In fact, it turns out that Λ1(g) can be written in
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terms of a single integral of D̂0(x, y) or Ê0(x, y) (for in-
stance S3). Indeed, the analysis of equations (B22) shows
that

S1 =
p(2 − p − q)

(1 − p − q)(1 − p − q + pq)
g, S′

1 =
q

p
S1 (B26a)

S2 = −
q

2
(S1 + S3), S′

2 =
q

2
(S3 − S1) (B26b)

S′

3 =
q

p
S3. (B26c)

with p = (a − b)/2 and q = (b + c)/2. Inserting (B26)
in equation (B25), using equations (B19) and (B20) and
the relation ΣQ(g, H) = Λ1(g) − g∂Λ1(g)/∂g, we finally
obtain equation (38).

Note that the magnetisation m(g) in the limit n → 0
only depends on the solution of the saddle-point equations
at lowest order. Inserting equation (35) in equation (22)
gives after some algebra

m(g) = C2
0 − A2

0 + 2B0(C0 − A0)

+ 2(C0E0 − A0D0) + B2
0 tanh 2g

+ A0

∫

dxdyÊ0(x, y)[tanh x − 1]

+ C0

∫

dxdyD̂0(x, y)[tanhx + 1]

+ 2B0

∫

dxdy[D̂0(x, y)

+ Ê0(x, y)] tanh(x + y + g)

+

∫

dxdydx′dy′[D̂0(x, y)D̂0(x
′, y′)

+ Ê0(x, y)Ê0(x
′, y′)] tanh(x + y + x′ + y′)

+ 2

∫

dxdydx′dy′D̂0(x, y)Ê0(x
′, y′)

×
ex+y+x′+y′

− e−(x+y+x′+y′)

e−x+y+x′−y′ + ex+y+x′+y′ + e−(x+y+x′+y′)
.

(B27)

Appendix C

The solution of the coupled integral equations (B17) can-
not be obtained in the form of closed expressions for
D̂0(x, y) and Ê0(x, y). However, this type of self-consistent
equations is common in one-dimensional disordered sys-
tems and it is easy to see that D̂0(x, y) and Ê0(x, y) may
be represented as two infinite series of delta functions
which are conveniently written as

D̂0(x, y)/B0 = p

∞
∑

i=0

i
∑

j=0

pjqi−jD̃ij(x, y) (C1a)

Ê0(x, y)/B0 = q
∞
∑

i=0

i
∑

j=0

qjpi−jẼij(x, y) (C1b)

with p = (a − b)/2, q = (b + c)/2 and

D̃ij(x, y) =

(i

j)
∑

k=1

δ
(

x − x
(ij)
k (g)

)

δ
(

y − y
(ij)
k (g)

)

(C2a)

Ẽij(x, y) =

(i

j)
∑

k=1

δ
(

x − x
′(ij)
k (g)

)

δ
(

y − y
′(ij)
k (g)

)

. (C2b)

D̃ij(x, y) and Ẽij(x, y) are then computed iteratively,

the coordinates (x
(ij)
k , y

(ij)
k ) and (x

′(ij)
k , y

′(ij)
k ) of the delta

peaks at step i being obtained from the coordinates at
step i−1, with D̃00(x, y) = Ẽ00(x, y) = δ(x−2g)δ(y). For

instance, the first terms in the expansion of D̂0(x, y) are

D̃10(x, y) = δ(x − 3g)δ

(

y +
1

2
ln

(

1 + e4g
)

)

D̃11(x, y) = δ(x − 3g)δ(y)

D̃20(x, y) = δ(x − 4g)δ

(

y +
1

2
ln

(

1 + e6g
)

)

D̃21(x, y) = δ

(

x − 4g +
1

2
ln

(

1 + e4g
)

)

δ(y)

+ δ

(

x − 4g −
1

2
ln(1 + e−4g)

)

δ

(

y +
1

2
ln

(

1 + e6g
)

)

D̃22(x, y) = δ(x − 4g)δ(y)

etc... (C3)

Note that p and q depend on H and R whereas the de-
pendence on g is only contained in the position of the
delta functions. With equation (B1a), the integral S3 also
becomes an infinite series,

S3(g) = B0p

∞
∑

i=0

i
∑

j=0

pjqi−j

(i

j)
∑

k=1

ln
[

2 coshx
(ij)
k (g)

]

. (C4)

The number of delta functions grows exponentially dur-
ing the iteration procedure and the precision on S3 de-
pends on the number I of terms that are included in
the infinite sums. However, the cumulative weight of
the delta peaks is finite (D0/B0 = p/(1 − p − q) and
E0/B0 = q/(1 − p− q)), and one can take as many terms
as needed so as to satisfy a given accuracy defined by

ǫ = 1−(1−p−q)
∑I

i=1

∑i

j=0

(

i

j

)

pjqi−j (see, e.g., Ref. [25]

for a similar calculation). When H = 0, however, one has

p = q = (1/2) erf(
√

2J/R) and the convergence of the
series becomes progressively poorer as the ratio J/R in-
creases and p, q → 1/2. In this case, it is convenient to
write S3(g) as

S3(g) = B0
p

1 − 2p
s∞3 (g) + B0p

∞
∑

i=0

pi
[

s
(i)
3 (g) − s∞3 (g)

]

(C5)

where s
(i)
3 (g) =

∑i

j=0

∑(i

j)
k=1 ln[2 coshx

(ij)
k (g)] and

s∞3 (g) = limi→∞ s
(i)
3 (g). For g = 0, for instance, one finds
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numerically s∞3 (0) ≈ 0.716 and since B0 ∼ 1 − 2p when
R → 0, this yields from equation (38) limR→0 Σmax

Q (H =

0) = s∞3 (0)/4 ≈ 0.179.

When g → ±∞, the expressions of D̂0(x, y) and

Ê0(x, y) simplify considerably as the positions of the delta
peaks concentrate on a few lines in the x−y plane. Specif-
ically, for g → +∞, one obtains

D̂0(x, y)/B0 =
∞
∑

n=2

[

pn−1 (1 − p)(1 − q)

1 − p − q
δ(x − ng)δ(y)

+ pẼ(n − 1)δ(x − ng)δ(y − (1 − n)g)

]

(C6a)

Ê0(x, y)/B0 =

∞
∑

n=2

Ẽ(n)δ(x − ng)δ(y) (C6b)

with

Ẽ(n) = q
(1 − p)(1 − q)

1 − p − q

[

qn−2 + p
pn−2

− qn−2

p − q

]

. (C7)

Replacing in equation (B27) gives, after some algebra,

m(g → +∞) = 1 − 2A0(1 + B0 + D0)

= 1 − 2p(−H) (C8)

with

p(−H) =
(a − 1)(a + ac − 4 + b2

− 2b − c)

(2 − a + b)2

= p0
1 + p0p2 − p2

1

[1 + p0 − p1]2
(C9)

where pn(−H) =
∫

∞

2(1−n)+H
P (h)dh is the probability (in-

troduced in Ref. [3]) that a spin with n neighbors up
(n = 0, 1, 2) is up at the field −H : p0 = (1 − a)/2, p1 =
(1−b)/2, p2 = (1+c)/2. The magnetization given by equa-
tions (C8–C9) is exactly that calculated in reference [3] for
the upper branch of the hysteresis loop. By symmetry, the
magnetization on the lower branch of the loop is given by
m = 2p(H) − 1 and corresponds to the limit g → −∞.

It remains to calculate Λ1(g, H) and ΣQ(g, H) =
Λ1(g, H) − gm = Λ1(g, H) − g∂Λ1(g, H)/∂g when g →

±∞. Inserting equations (C6-C7) in (B25) gives, after
some algebra,

Λ1(g → +∞, H) ∼

− g
(a2c − a − 2ac + ab2

− 2b2
− 2b + c)

(2 − a + b)2
, (C10)

from which one readily finds that ΣQ(g → +∞, H) = 0.
By symmetry, ΣQ also vanishes along the lower branch
of the hysteresis loop. To illustrate how the cancellation
of terms occurs in ΣQ(g, H) in the limit g → ±∞, let us
give the first terms in the large-R expansion of Λ1(g, H)

and ΣQ(g, H):

Λ1(g, H) = g

√

2

π

H

R
+

2J

πR2
[2gH + J ln(2 cosh 2g)]

−
1

6πR3

√

2

π

[

πgH3 + 6πgHJ2
− 24gHJ2

+ 24J3 ln(2 cosh 2g)− 24J3 ln(2 cosh3g)

]

+ O

(

J4

R4

)

(C11)

ΣQ(g, H) =
2J2

πR2
[ln(2 cosh 2g) − 2g tanh 2g]

+
4J3

πR3

√

2

π
[2g tanh 2g − ln(2 cosh2g)

+ ln(2 cosh3g) − 3g tanh 3g] + O

(

J4

R4

)

.

(C12)

Note that ΣQ(g, H) does not depend on H at the first two
orders of the expansion.
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Conclusion

L’objectif de cette thèse était la compréhension théorique des phénomènes d’adsorption dans

les aérogels de silice. En dépit de leur très haute porosité, les aérogels modifient profondément les

propriétés du fluide adsorbé. Par rapport au fluide pur, les temps de relaxation sont considéra-

blement accrus, au point que le système ne se trouve probablement jamais à l’équilibre pendant

la durée de l’expérience. Ce caractère hors d’équilibre se traduit par la présence d’hystérésis dans

les isothermes. Plusieurs groupes ont mis en évidence l’influence remarquable de la température

et de la porosité sur la morphologie des boucles d’hystérésis : à basse température et haute poro-

sité, la boucle est rectangulaire avec des isothermes d’adsorption et de désorption extrêmement

raides. Elle devient plutôt triangulaire lorsque la température (respectivement la porosité) aug-

mente (resp. diminue), et disparâıt complètement pour une température (resp. porosité) assez

élevée (basse).

L’approche traditionnelle des phénomènes d’adsorption dans les matériaux poreux désor-

donnés apparâıt tout à fait insuffisante pour interpréter les résultats expérimentaux précédents.

D’une part, l’existence d’isothermes discontinues, du moins très raides, est incompatible avec

une modélisation en termes de pores indépendants, car le caractère très désordonné de l’aérogel,

avec des « cavités » de tailles très diverses, conduirait à une adsorption graduelle. D’autre part,

la notion même de pore semble difficilement pertinente dans les aérogels : il n’existe pas de

paroi solide qui isolerait les cavités voisines les unes des autres, et l’espace poral est entièrement

connecté.

En tenant compte de cette dernière particularité, P.G. de Gennes et F. Brochard avaient

suggéré que le fluide adsorbé dans un (aéro)gel pouvait constituer une réalisation expérimentale

du modèle d’Ising en champ aléatoire (RFIM). Dans cette perspective, l’effet de dilution est

entièrement négligé et seul importe le champ aléatoire exercé par les brins de l’aérogel. Une telle

modélisation ne peut être valable qu’au voisinage du point critique, lorsque le fluide est corrélé

sur des distances supérieures aux longueurs caractéristiques de l’aérogel, et que les détails de la

structure n’ont plus d’importance. Nous avons pris cette hypothèse comme point de départ mais,

afin d’étudier les propriétés du fluide adsorbé sur une large gamme de température et comprendre

l’influence de la porosité, un modèle plus réaliste que le RFIM était indispensable. Aussi avons-

nous utilisé un modèle de gaz sur réseau contenant les ingrédients physiques nécessaires pour

décrire les phénomènes d’adsorption. Ce modèle minimal nécessite seulement deux paramètres

et prend en compte le désordre géométrique et énergétique imposé par le solide. En outre, la

structure du matériau poreux peut être représentée de manière réaliste : dans le cas des aérogels

basiques, nous avons utilisé un algorithme d’agrégation de « clusters » limitée par diffusion

(DLCA).
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Le traitement du modèle s’appuie sur deux approximations d’importance cruciale. La pre-

mière concerne les échelles de longueur. Nous souhaitons pouvoir décrire le comportement du

fluide adsorbé à l’échelle du matériau tout entier, ou du moins à une échelle supérieure à celle

des cavités. Cette exigence conduit à interpréter le modèle de gaz sur réseau comme une des-

cription « coarse-grained » du système fluide-poreux : chaque particule de fluide représente non

pas un seul mais un grand nombre d’atomes (ou de molécules) du fluide réel ; dès lors, les phéno-

mènes microscopiques se produisant à une échelle inférieure à quelques nanomètres ne peuvent

pas être décrits explicitement. La seconde approximation concerne les échelles de temps. Nous

utilisons une version sur réseau de la théorie de la fonctionnelle de la densité aussi appelée

théorie de champ moyen local. Les fluctuations thermiques sont entièrement négligées ; une telle

approche n’est donc valable que sur une échelle de temps « intermédiaire » pour laquelle les

processus activés conduisant à l’équilibration complète du système ne jouent aucun rôle. Le

caractère reproductible des boucles d’hystérésis observées, et l’impossibilité à atteindre en pra-

tique l’équilibre, semblent indiquer que c’est bien le cas expérimentalement. En l’absence de

fluctuations thermiques, le système-modèle évolue selon une dynamique de type « température

nulle », ne changeant d’état que lorsqu’un paramètre extérieur (potentiel chimique, pression ou

température) est modifié. Notons que les fluctuations induites par le désordre, qui jouent un

rôle prédominant en présence de champs aléatoires, en particulier au point critique, sont ici trai-

tées exactement : notre approche nous permet donc en principe d’étudier la criticalité de façon

satisfaisante.

Cette modélisation du système fluide-aérogel nous a permis d’élucider la nature des phé-

nomènes d’adsorption. Plus précisément, nous sommes en mesure de répondre, sur ce cas par-

ticulier, aux trois interrogations que soulèvent les processus d’adsorption dans les matériaux

poreux désordonnés : (i) Quelle est l’origine de l’hystérésis ? (ii) Comment expliquer la forme

des boucles d’hystérésis et que peut-on en déduire sur les mécanismes à l’oeuvre ? (iii) La me-

sure d’isothermes d’adsorption permet-elle de caractériser la structure du matériau poreux ?

Nous pouvons résumer nos conclusions comme suit.

(i) Le désordre géométrique et énergétique imposé par l’aérogel induit, pour une tempéra-

ture assez basse, un paysage de grand potentiel complexe, c’est-à-dire caractérisé par un grand

nombre d’états métastables. Lorsque le paysage se déforme sous l’effet d’un changement du po-

tentiel chimique ou de la pression extérieure, le système passe d’un état métastable à un autre, ce

qui correspond à un événement de condensation (ou d’évaporation) en général local et microsco-

pique. Cette dynamique d’« avalanche » est à l’origine de l’hystérésis. La situation est donc très

différente d’un scénario de type van der Waals dans lequel la métastabilité est associée à l’exis-

tence d’une transition de phase sous-jacente. Rien de tel ici, puisque l’hystérésis est présente qu’il

existe ou non une transition de phase d’équilibre. En conséquence, la disparition de l’hystérésis

ne correspond pas à un point critique mais indique seulement le passage d’un paysage complexe

à un paysage simple. La figure 1 résume ces conclusions. Signalons une autre conséquence de la

dynamique d’avalanche : la cohérence thermodynamique, par exemple le théorème d’adsorption

de Gibbs, n’est pas vérifiée le long des isothermes d’adsorption et de désorption lorsqu’il y a

hystérésis.

(ii) Il n’existe pas un unique mécanisme d’adsorption/désorption mais plusieurs. La nature

du mécanisme et la possibilité de transitions hors d’équilibre associées déterminent l’allure de
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isotherme

Fig. 1 – Diagramme de phase d’équi-

libre et limite de l’hystérésis. Selon que

le paysage de grand potentiel est simple

ou complexe, les isothermes d’adsorption

sont réversibles ou dessinent une boucle

d’hystérésis. L’existence d’une transition

de phase d’équilibre de type liquide-gaz

pour le fluide adsorbé n’est pas nécessaire

à l’existence de l’hystérésis.

0
1 1−O

mac.

TC

T

mic.

Fig. 2 – Diagramme des mécanismes

d’adsorption. L’isotherme est discontinue

s’il existe une avalanche macroscopique

(mac.) et continue lorsque toutes les ava-

lanches sont microscopiques (mic.). Le

passage d’un régime à l’autre (transition

d’avalanche) se produit le long de la ligne

critique.

0
1 1−O

per.

TC

T

dep. cav.

Fig. 3 – Diagramme des mécanismes de

désorption : cavitation (cav.), percolation

(per.) et dépiégeage (dép.). Les deux der-

niers sont des transitions critiques. Le pas-

sage entre percolation et cavitation est

sans doute graduel (ligne pointillée).
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l’isotherme. Les figures 2 et 3 illustrent les différents mécanismes attendus dans le plan porosité-

température. À l’adsorption (figure 2), l’isotherme est soit discontinue soit continue selon qu’il

existe une avalanche de taille macroscopique ou des avalanches seulement microscopiques ; ces

deux régions sont séparées par une ligne critique. À la désorption, trois mécanismes distincts

sont mis en évidence : le premier est la cavitation, qui correspond à l’apparition de bulles de gaz

au sein du matériau, et provoque une désorption graduelle. Les deux autres mécanismes mettent

en jeu l’interface entre le fluide adsorbé et le gaz du réservoir. Dans la transition de percolation

d’invasion (figure 3), l’espace poral est envahi par un domaine gazeux à structure fractale, ce qui

se traduit par un point anguleux dans l’isotherme. Dans la transition de dépiégeage, l’interface

liquide-gaz, qui est auto-affine, traverse l’ensemble de l’échantillon à un potentiel chimique donné,

d’où une discontinuité dans l’isotherme.

(iii) La caractérisation de l’aérogel à partir de l’analyse des isothermes d’adsorption semble

difficile, même si la microstructure du matériau n’est pas sans influence. D’une part, les ava-

lanches ont des tailles et des formes très variées, qui en général ne se déduisent pas simplement

des caractéristiques géométriques de l’aérogel. Ainsi, la morphologie des avalanches change avec

la température. D’autre part, la structure du fluide adsorbé n’est pas non plus le simple reflet de

la structure de l’aérogel : elle est surtout déterminée par le mécanisme à l’œuvre. C’est particuliè-

rement vrai en présence de transitions critiques (percolation, dépiégeage, transition d’avalanche),

lorsque les propriétés les plus importantes ne dépendent plus des détails microscopiques. On ne

peut donc établir un lien direct entre la microstructure du matériau et les processus d’adsorption

ou de désorption, ce qui remet en cause (au moins dans le cas des aérogels) les présupposés des

modèles de pores indépendants.

Par rapport à une description du solide comme un ensemble de pores, notre modélisation a

l’avantage de ne pas reposer sur des hypothèses « ad hoc » (par exemple le lien entre hystérésis

et métastabilité dans un pore isolé). De même, le mécanisme de percolation est généré sans

hypothèse phénoménologique concernant le comportement du fluide, de type « pore blocking »,

puisque l’interconnectivité de l’espace poral est pris en compte de facto. La nouveauté la plus

importante reste cependant la possibilité de transitions de phase hors d’équilibre, similaires

aux transitions mises en évidence dans le RFIM hors d’équilibre. Une grande partie des concepts

importants utilisés dans ce travail sont directement inspirés de ce modèle : notion d’avalanche, de

piégeage et de dépiégeage d’interface, etc. Il est remarquable qu’un modèle initialement développé

pour l’étude de l’hystérésis dans les matériaux magnétiques, se révèle aussi pertinent pour la

compréhension des phénomènes d’adsorption dans les aérogels.

Notre travail a montré la possibilité de transitions de phase hors d’équilibre lors de l’adsorp-

tion d’un fluide dans un aérogel. Ces transitions n’ont néanmoins jamais été observées dans ce

type de système et leur éventuelle mise en évidence expérimentale apparâıt de ce fait particulière-

ment intéressante. La nature de ces transitions ouvre la possibilité d’observer des comportements

critiques nouveaux dans le domaine de l’adsorption et de mesurer les exposants associés. La

transition de percolation d’invasion, déjà envisagée dans l’approche traditionnelle (en termes de

pores), est sans doute observable dans plusieurs types de matériaux poreux, comme le suggèrent

les résultats expérimentaux obtenus sur le Vycor. En revanche, les transitions de dépiégeage et

d’avalanche n’existent probablement que dans des matériaux de très hautes porosités. C’est ce

qui rend le cas des aérogels à la fois unique et spécialement attractif parmi les solides mésopo-
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reux. La détection des avalanches et la mesure de la distribution de taille, est sans doute un

défi pour les expérimentateurs. Elle ouvrirait cependant la voie à une étude approfondie de la

transition d’avalanche. Une première approche pourrait s’appuyer uniquement sur la mesure des

isothermes : la mise en évidence d’une courbe mâıtresse (« scaling ») au voisinage de la ligne

critique serait une indication importante en faveur de l’existence d’une véritable transition. En

résumé, un fluide adsorbé dans un aérogel de haute porosité est le siège d’une phénoménologie

particulièrement riche, avec des transitions de différentes natures à l’adsorption et à la désorp-

tion. Jusqu’à présent, plusieurs groupes expérimentaux ont cherché en vain une transition de

phase d’équilibre pour le système fluide-aérogel. Nous espérons que les résultats de ce travail sont

assez convaincants pour que l’intérêt des expérimentateurs se tourne désormais vers l’existence

de transitions de phase hors d’équilibre.

Parmi les voies ouvertes par ce travail qui restent à explorer, une question importante porte

sur la nature des états métastables mis en jeu selon le type d’expérience effectuée. Tous les états

métastables sont-ils atteignables expérimentalement ? Peut-on diviser l’ensemble de ces états en

catégories distinctes, selon leur accessibilité aux différents protocoles expérimentaux ? Dans le cas

de l’adsorption, les isothermes mesurées expérimentalement ne montrent pas de différences nettes

entre la situation canonique - où la densité moyenne du fluide est fixée - et grand-canonique - où

l’on change la pression. Du point de vue théorique en revanche, cette question reste pour l’instant

en suspens car nous avons travaillé exclusivement dans l’ensemble grand-canonique. Comment

notre description, notamment l’existence des avalanches, est-elle modifiée si l’on utilise l’ensemble

canonique ? Comme nous l’avons fait pour la détermination du nombre d’états métastables,

cette question pourrait d’abord être examinée dans le cadre du RFIM à température nulle sur

réseau de Bethe. La situation où la courbe d’aimantation est discontinue est particulièrement

intéressante, puisqu’elle suggère l’absence d’états métastables accessibles en champ dans cette

région. Les résultats obtenus en fixant l’aimantation pourraient alors être différents. Par ailleurs,

pour en revenir à l’adsorption, nous n’avons pas non plus considéré la situation où la densité du

fluide étant fixée, c’est la température qui varie. D’une part, on peut se demander si les états

métastables explorés sont les mêmes que dans les expériences où l’on fait varier la pression.

D’autre part, plusieurs résultats expérimentaux, notamment les mesures de capacité calorifique,

restent à ce jour sans interprétation.

Une autre question à étudier dans un travail futur concerne la validité de la théorie de

champ moyen local. Bien que qualitativement correcte, cette approximation suppose que toutes

les barrières du paysage de grand potentiel sont infranchissables, d’où des états métastables

de durée de vie infinie. Il serait intéressant de voir comment les propriétés d’hystérésis sont

modifiées lorsqu’on réintroduit des fluctuations thermiques dans la dynamique. Pour cela, il

faudrait caractériser le paysage non seulement en termes de minima locaux mais aussi de points

cols entre bassins d’attraction. Il s’agit bien entendu d’une tâche particulièrement ardue lorsque

le paysage est complexe et défini dans un espace de grande dimension.
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Résumé

L’objectif de cette thèse est la compréhension théorique des phénomènes d’adsorption dans les aérogels de silice. En dépit

de leur très haute porosité, les aérogels modifient profondément les propriétés du fluide adsorbé. Le caractère hors d’équilibre

du système se traduit par la présence d’hystérésis dans les isothermes d’adsorption. Plusieurs groupes expérimentaux ont

mis en évidence l’influence remarquable de la température et de la porosité sur la morphologie des boucles d’hystérésis. Ni

l’approche traditionnelle des phénomènes de condensation capillaire dans les solides mésoporeux ni les propriétés d’équilibre

du modèle d’Ising en champ aléatoire (RFIM) ne permettent d’expliquer ces observations.

Notre modélisation prend pleinement en compte le caractère désordonné et hors d’équilibre du système fluide-aérogel.

Le fluide est représenté par un gaz sur réseau et l’aérogel est décrit de manière réaliste à l’aide d’un algorithme d’agrégation

de « clusters » limitée par diffusion (DLCA). Le caractère « coarse-grained » de notre description permet d’étudier les

phénomènes collectifs se produisant à une échelle supérieure à celle des cavités de l’aérogel. Le modèle est traité dans

le cadre d’une théorie de champ moyen local, qui définit un paysage de grand potentiel. On peut négliger les processus

activés, comme le suggèrent les expériences, et le système-modèle évolue dès lors dans ce paysage selon une dynamique de

température nulle, ne changeant de configuration que lorsqu’un paramètre extérieur (potentiel chimique) est modifié.

Cette modélisation nous permet d’élucider la nature des phénomènes d’adsorption. Le désordre imposé par l’aérogel

induit, pour une température assez basse, un paysage de grand potentiel complexe, caractérisé par un grand nombre d’états

métastables. Le système y évolue par une succession d’avalanches, qui sont des événements irréversibles de condensation

(ou d’évaporation) en général microscopiques. Cette dynamique d’avalanche dans un paysage complexe est à l’origine de

l’hystérésis. La forme des boucles d’hystérésis dépend du mécanisme à l’œuvre, mécanismes qui diffèrent à l’adsorption et à la

désorption, et changent avec la porosité et la température. On observe en particulier des transitions de phase hors d’équilibre

identiques à celles qui existent dans le RFIM à température nulle. A l’adsorption, l’isotherme est soit discontinue soit continue

selon qu’il existe une avalanche de taille macroscopique ou des avalanches seulement microscopiques ; ces deux régimes sont

séparées par une ligne critique correspondant à la transition d’avalanche. À la désorption, trois mécanismes distincts sont

mis en évidence : le premier est la cavitation, les deux autres sont des transitions qui mettent en jeu l’interface entre le

fluide adsorbé et le réservoir de gaz : transition de percolation d’invasion et transition de dépiégeage. Nous montrons que de

manière générale, il est difficile d’établir un lien direct entre la structure de l’aérogel et les caractéristiques des isothermes.

Dans la dernière partie de ce travail, nous étudions le rapport entre métastabilité et hystérésis en considérant le cas

du RFIM sur réseau de Bethe à température nulle. Par des calculs analytiques, nous établissons un lien entre la boucle

d’hystérésis et la répartition des états métastables dans le plan champ magnétique-aimantation.

Mots-clés: adsorption, aérogel, RFIM, hystérésis, avalanche, transition hors d’équilibre.

Abstract

This work aims at the theoretical understanding of adsorption phenomena in silica aerogels. In spite of their very high

porosity, the aerogels dramatically affect the properties of the adsorbed fluid. The out-of-equilibrium character of the

system manifests itself in the hysteresis behaviour of the adsorption isotherms. Several experimental groups have shown

the remarkable influence of porosity and temperature on the shape of the hysteresis loop. Neither the traditional approach

to capillary condensation in disordered mesoporous solids nor the equilibrium properties of the random field Ising model

(RFIM) can rationalize these results.

Our modeling fully takes into account the disordered and out-of-equilibrium character of the fluid-aerogel system. The

fluid is described by a lattice gas and the aerogel structure is generated by a diffusion-limited cluster-cluster aggregation

algorithm (DLCA). The coarse-grained character of our description enables the study of collective phenomena occuring

on length scales beyond the cavities of the aerogel. The model is treated within a local mean-field theory, which defines a

grand potentiel landscape. As suggested by experiments, activated processes are negligible, and the system evolves in the

landscape according to a zero temperature dynamics, changing only when an external parameter (chemical potentiel) is

varied.

This modeling gives insight into the nature of adsorption phenomena. At low enough temperature, the disorder due

to the aerogel induces a complex grand potentiel landscape, with a large number of metastable states. The system evolves

in this landscape by a series of avalanches, which are irreversible, usually microscopic, condensation or evaporation events.

This avalanche dynamics in a complex landscape is at the origin of hysteresis. The shape of the hysteresis loop depends

on the mechanism at work ; these mechanisms are different on adsorption and desorption and change with temperature

and porosity. In particular, we find out-of-equilibrium phase transitions similar to those observed in the RFIM at zero

temperature. On adsorption, the isotherm is either continuous, if all avalanches are microscopic, or discontinuous, if there

is a macroscopic avalanche ; those two regimes are separated by a critical line corresponding to the « avalanche transition ».

Desorption can occur through three distinct mechanisms : the first one is cavitation, the other are phase transitions involving

the interface between the adsorbed fluid and the gaz reservoir : invasion percolation and depinning transition. We find that

it is most often difficult to relate the characteristics of the isotherms to the structure of the aerogel.

In the final part of this work, we study the link between metastability and hysteresis, taking the exemple of the RFIM

on a Bethe lattice at zero temperature. Using analytical computation, we show how the hysteresis loop relates to the

distribution of metastable states in the magnetization-magnetic field plane.

Keywords: adsorption, aerogel, RFIM, hysteresis, avalanche, out-of-equilibrium transition.




