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"Our revels now are ended... These our actors,
As I foretold you, were all spirits, and

Are melted into air, into thin air,

And, like the baseless fabric of this vision,
The cloud-capped towers, the gorgeous palaces,
The solemn temples, the great globe itself,
Yea, all which it inherit, shall disolve,

And, like this insubstantial pageant faded,
Leave not a rock behind : we are such stuff
As dreams are made on ; and our little life

Is rounded with a sleep..."

William Shakespeare,
The tempest.

"Nos divertissements sont finis. Ces acteurs,

J’eus soin de vous le dire, étaient tous des esprits :
Ils se sont dissipés dans 1’air, dans 1’air subtil.
Tout de méme que ce fantasme sans assises,

Les tours ennuagées, les palais somptueux,

Les temples solennels et ce grand globe méme
Avec tous ceux qui I’habitent, se dissoudront,
S’évanouiront tel ce spectacle incorporel

Sans laisser derriére eux ne fiit-ce qu’un brouillard.
Nous sommes de ’étoffe dont les songes sont faits
Et notre vie infime est cernée de sommeil..."

William Shakespeare,
La tempéte.






Remerciements

Cette thése a été réalisée au sein de 'Equipe de Modélisation Mathéma-
tique en Mécanique du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil. J'exprime
ici toute ma gratitude envers Christian Licht, André Chrysochoos, Pippo
Geymonat et Olivier Maisonneuve pour la confiance qu’ils m’ont témoignée
en m’accueillant au LMGC.

Olivier Maisonneuve m’a de plus fait I’honneur de présider le jury, et
Jean-Jacques Marigo a accepté d’étre examinateur. Je les en remercie
vivement.

J’exprime aussi ma reconnaissance envers Annie Raoult et Gérard Maugin
qui ont bien voulu se préter & la lourde tache de rapporteur. Je tiens a les
remercier de leur lecture attentive du manuscrit ainsi que de leurs précieuses
suggestions.

Qu’il me soit aussi permis d’exprimer ma plus sincére gratitude a toutes
celles et ceux qui, au sein du LMGC, contribuent en permanence a créer une
ambiance agréable et chaleureuse. Je pense notamment & tous les thésards.

Que l'on me permette enfin un mea culpa : je ne trouverai, pour finir
cette page, ni la tournure idéale ni les mots adéquats qui pourtant, en ce
moment, battent secrétement dans ma poitrine. Alors, a Christian et Pippo :
"un seul mot, usé, mais qui brille comme une vieille piéce de monnaie :
merci!"



Remerciements

Cette thése a été réalisée au sein de I’Equipe de Modélisation Mathéma-
tique en Mécanique du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil. J'exprime
ici toute ma gratitude envers Christian Licht, André Chrysochoos, Pippo
Geymonat et Olivier Maisonneuve pour la confiance qu’ils m’ont témoignée
en m’accueillant au LMGC.

Olivier Maisonneuve m’a de plus fait ’honneur de présider le jury, et
Jean-Jacques Marigo a accepté d’étre examinateur. Je les en remercie
vivement.

J’exprime aussi ma reconnaissance envers Annie Raoult et Gérard Maugin
qui ont bien voulu se préter a la lourde tache de rapporteur. Je tiens a les
remercier de leur lecture attentive du manuscrit ainsi que de leurs précieuses
suggestions.

Qu’il me soit aussi permis d’exprimer ma plus sincére gratitude a toutes
celles et ceux qui, au sein du LMGC, contribuent en permanence a créer une
ambiance agréable et chaleureuse. Je pense notamment & tous les thésards.

Que l'on me permette enfin un mea culpa : je ne trouverai, pour finir
cette page, ni la tournure idéale ni les mots adéquats qui pourtant, en ce
moment, battent secrétement dans ma poitrine. Alors, a Christian et Pippo :
"un seul mot, usé, mais qui brille comme une vieille piéce de monnaie :
merci!"



Résumé

L’objet de I’étude est double. Dans un premier temps, on s’intéresse a
la classification des symétries du phénomeéne de couplage piézoélectrique li-
néaire ; on se focalise ensuite sur la dérivation de modéles de plaques, toujours
dans le cadre de la piézoélectricité linéarisée. On obtient ainsi des résultats
qui permettent de présenter des propriétés de solides piézoélectriques rela-
tives au matériau, a la structure ainsi qu’a leurs interactions.

Les trois premiers Chapitres concernent les symétries. On rappelle
d’abord que ces derniéres peuvent étre de différentes natures. Ensuite, les
outils qui permettent de les appréhender et de les lier entre elles sont pré-
sentées. Les divers outils utilisés conduisent alors au principal résultat de la
premiére partie : la classification des symétries du phénoméne de couplage
piézoélectrique linéaire en quinze familles distinctes.

Dans les deux derniers Chapitres, on obtient des modéles de plaques
linéairement piézoélectriques a l’aide d’une méthode mathématique rigou-
reuse consistant a étudier le comportement d’un solide tridimensionnel
lorsque son épaisseur, vue comme un paramétre, tend vers zéro. Dans le cas
statique, il apparait deux modéles différents. Ils dépendent en fait du type
de chargement électrique et sont reliés aux cas pour lesquels les plaques
piézoélectriques sont utilisés comme capteurs ou comme actionneurs. Les
cinématiques limites sont précisées et les deux lois de comportement sont
explicitement fournies pour tous les types de matériau constitutif. Dans le
cas dynamique, on montre que c’est l'ordre de grandeur du rapport entre
I’épaisseur et la densité de la plaque qui joue un réle déterminant.

Mots clés : Symétries, plaques, analyse asymptotique, théories des
groupes et des semi-groupes, cristaux.
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INTRODUCTION

Les travaux sur la piézoélectricité se sont considérablement multipliés au
cours des dix derniéres années. L'intérét est en effet sans cesse croissant de
développer des matériauz ou/et des structures dites intelligentes dans de
nombreuses branches de I'industrie. En ce qui concerne les matériaux piézo-
électriques, ils sont abondamment utilisés dans le domaine de ’aérospatiale
et du militaire; on en retrouve aussi dans le matériel Hi-Fi et jusque dans
la conception de skis! Leur trés large spectre d’application semble essentiel-
lement dii & la propriété physique qui en fait la particularité, a savoir qu’ils
permettent de convertir un chargement mécanique en un signal électrique et
réciproquement. Cette réciprocité du phénoméne piézoélectrique est ce qui
permet d’expliquer, dans une premiére approche, la division entre capteurs
et actionneurs. Les capteurs convertissent en effet un chargement mécanique
en un signal électrique et les systémes qu’ils composent traduisent ce signal
en fonction des besoins : conception de microbalances, de ceintures de sécu-
rité, de dispositifs a air bag, de matériel Hi-Fi... Quant aux actionneurs, ils
convertissent un signal électrique en un déplacement qui peut étre controlé
avec précision. Ils permettent de commander finement des machines-outils,
des miroirs, des objectifs... Ils servent aussi a la conception de micro-moteurs
de plus en plus utilisés dans les applications médicales.

Dans le travail que I’on présente ici, on s’est intéressé a 1’étude des plaques
linéairement piézoélectriques, c’est-a-dire des structures de faible épaisseur
constituées d’'un matériau piézoélectrique et utilisées dans une plage de char-
gement appropriée (ce type de structure apparait trés fréquemment dans les
applications industrielles, ¢f. par exemple I'ouvrage de Rogacheva, 1994).
Cette étude est une généralisation des méthodes exposées dans le livre de
Ciarlet (1997) qui rassemble des résultats obtenus au cours des vingt der-
niéres années, lors de I’étude des plaques élastiques, homogénes et isotropes.
On se place donc dans le champ des méthodes asymptotiques qui permettent
la résolution ou I’étude d’un grand nombre de problémes mécaniques dans
lesquels interviennent un ou plusieurs petits paramétres. Ces méthodes per-
mettent de fournir des modeéles comportementaux maniables pour le méca-
nicien.

Des nombreuses études antérieures sur les plaques piézoélectriques, on ci-
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tera en particulier les travaux de Maugin & Attou (1990), de Lenczner (1993),
de Bisegna & Maceri (1996a, b) et de Séne (2000). Ce sont ces travaux qui
nous ont permis de dégager dans les grandes lignes nos objectifs de recherche.
Ceux-ci étaient doubles :

1. élargir les hypothéses sur la nature du comportement électro-mécanique
de la plaque faites par Séne (2000) ;

2. unifier les points de vue et résultats apparemment divergents obtenus
par Maugin & Attou (1990) d’une part, et par Bisegna & Maceri (1996a,
b) d’autre part.

Avant d’étudier des modeles de plaques piézoélectriques, nous établissons
une classification parmi les matériaux au sein desquels ce phénoméne peut
prendre naissance. Cette classification a été obtenue & l’aide de deux types
d’outils. Tout d’abord, on a modélisé ’édifice cristallin en s’inspirant des
résultat obtenus par Ericksen et son école au cours des deux derniéres dé-
cennies. Un certain nombre de ces résultats sont rassemblés dans 1'ouvrage
de Pitteri & Zanzotto (2003). Ensuite, on a étudié la symétrie des tenseurs
piézoélectriques qui interviennent dans la loi de comportement linéarisée en
étendant la méthode introduite par Forte & Vianello (1996). On sait en effet
que la matiére cristalline peut étre rangée en trente deux grandes familles (qui
sont des classes d’équivalence pour une certaine relation; ces points seront
précisés ultérieurement) et que seules vingt d’entre elles peuvent étre le siége
du phénomeéne piézoélectrique. Il n’est cependant pas clair d’en déduire une
classification des symétries du phénomene piézoélectrique, c’est-a-dire une
classification des tenseurs piézoélectriques en fonction d’une relation d’équi-
valence a déterminer. Ceci tient au fait que la symétrie des cristaux et la
symétrie des tenseurs sont des symétries de nature différente (¢f. Zheng &
Boelher, 1994).

Le premier Chapitre de cette thése est donc consacré aux cristaux, sous
I’angle de leur classification en fonction de leurs divers types de symétrie. On
y rappelle la maniére dont il convient de définir les classes d’équivalence
qui conduisent aux sept systémes cristallins, quatorze réseaur de Bravais,
trente deux groupes ponctuels et deux cent trente groupes d’espace. Ces classes
d’équivalence peuvent étre de nature géométrique (ce qui est ’approche in-
tuitive et naturelle) ou arithmétique (qui se rapporte a la maniére de disposer
régulierement des points dans 1’espace; 'intérét de ce type de symétrie est
moindre ici). Toutes ces symétries sont de nature microscopique.

Cependant, l'objectif étant de décrire les symétries du phénomeéne piézo-
électrique - c’est-a-dire des symétries de nature macroscopique - le deuxiéme
Chapitre expose des arguments énergétiques qui permettent de lier ces deux
types de symétries. Ce qui rend possible la mise en oeuvre de ces arguments,
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c’est essentiellement I’hypothése de Cauchy-Born, qui dit que la position des
atomes (qui reléve a priori du domaine microscopique) est donnée par le gra-
dient de la déformation que subit le solide (ce qui est plutét une donnée de
nature macroscopique). Un autre outil trés important dans ce passage micro-
macro est le Théoréme de Pitteri-Ericksen qui permet de réduire le domaine
d’étude dans une plage de déformations raisonnable, i.e. des déformations
qui n’introduisent pas de modifications majeures au sein du réseau cristallin
(on parle de voisinages de Pitteri-Ericksen). Ces voisinages possédent en fait
la propriété de permettre un passage micro-macro pour lequel les propriétés
de symétrie qui résultent de ce passage forment des groupes finis. A la fin de
ce Chapitre, ’action qu’il convient de considérer pour I'étude des symétries
des tenseurs apparait naturellement. Les résultats présentés dans les deux
premiers Chapitres constituent une synthése de résultats eparpillés dans la
littérature. Plus particuliérement, pour tout ce qui a trait a la modélisation de
I’édifice cristallin, on a suivi de prés 'ouvrage de Pitteri & Zanzotto (2003).

Dans le troisiéme Chapitre, on généralise les méthodes introduites par
Forte & Vianello (1996) dans le cadre de I’élasticité linéaire. En quelques
mots, ces méthodes consistent “a faire tourner” des tenseurs et & observer
quand est-ce qu’ils restent inchangés (un peu comme on le ferait avec un Ru-
bik’s Cube qui est d’ailleurs une bonne image d’un tenseur piézoélectrique
puisque ceux-ci sont des tenseurs 3 x 3). Cependant, deux étapes intermé-
diaires rendent ces manipulations plus faciles : il s’agit de la décomposition
harmonique et de la décomposition de Cartan. Ces décompositions ont pour
but d’associer a tout tenseur un certain nombre de polynémes harmoniques
dont le principal avantage réside dans le fait qu’ils permettent de traduire
assez facilement ’action des rotations (et, plus largement, des transforma-
tions orthogonales). On établit alors que les symétries des tenseurs piézoélec-
triques se rangent en quinze classes d’équivalence. Ce résultat signifie que sur
les vingt familles de cristaux au sein desquelles le phénomeéne piézoélectrique
peut prendre naissance, les tenseurs piézoélectriques distinguent seulement
quinze classes d’équivalence.

On a en outre étendu ces résultats au cas du piézomagnétisme, qui
présente la particularité de faire intervenir des symétries de nature spatio-
temporelle.

Les résultats obtenus dans le troisieme Chapitre ont été publiés dans
Geymonat & Weller (2002) ainsi que dans Weller & Geymonat (2004).

On s’est ensuite intéressé dans le quatriéme Chapitre a ’étude statique
des plaques piézoélectriques. Pour ce faire, on a suivi la méthode décrite
dans I'ouvrage de Ciarlet (1997). Il s’agit en fait de considérer I’épaisseur de
la plaque comme un parameétre noté e, puis d’étudier le comportement de
la solution du probléme piézoélectrique mis @ [’échelle lorsque ce parameétre
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tend vers 0. Bien que ces divers points seront précisés par la suite, il n’est
pas inutile de rappeler que cela ne signifie pas que les modéles proposés
concernent des corps dont 1’épaisseur est nulle.

Les résultats ainsi obtenus permettent de présenter dans un cadre unitaire
plusieurs résultats partiels que I'on trouve dans la littérature. En particulier,
on montre comment les modéles obtenus par Maugin & Attou (1990) et par
Bisegna & Maceri (1996a, b) correspondent respectivement a des modéles de
capteurs et d’actionneurs. Ces modéles sont en fait liés au type de chargement
électromécanique considéré ; on trouve une remarque identique dans Raoult
& Séne (2003). De plus, on fournit la loi de comportement limite pour chaque
type de symétrie cristalline.

Le quatrieme Chapitre a fait 1’'objet de l'article Weller & Licht (2002).

Enfin, le cinquiéme Chapitre traite du comportement dynamique des
plaques piézoélectriques. Pour cela, on a utilisé la théorie de Trotter (1958)
d’approximation des semi-groupes d’opérateurs linéaires agissant sur des es-
paces variables. Etant donné que la densité de la plaque intervient dans cette
partie, on a considéré un couple de parameétres réels et positifs noté (e, p),
ol ¢ représente ’épaisseur de la plaque et ot p est lié & la densité. Quatre
cas de comportement relatif des paramétres € et p sont traités, conduisant
chacun a des comportements membranaires et en flexion bien distincts.

Les principaux résultats du cinquiéme Chapitre ont été publiés dans Wel-
ler & Licht (2004).

Les divers résultats obtenus dans ce mémoire permettent donc de pré-
senter, a l'aide d’outils appropriés, des propriétés de solides piézoélectriques
relatives au matériau, a la structure ainsi qu’a leurs interactions.

Notla Bene :

On a choisi un systéme de notations différent pour la rédaction des trois
premiers Chapitres d’une part et des deux derniers d’autre part. Chacune de
ces deux parties peuvent donc étre lues a peu prés indépendamment 'une de
I"autre.

Concernant les notes historiques en bas de page, elles ont été glanées sur le
site d’histoire des mathématiques www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/ ainsi
que sur http ://www.lmep.jussieu.fr/ soyer/cristallo/200-ans.html (pour ce
qui est de la cristallographie).



Premiére partie
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1. LES CRISTAUX

“ En 1781 I’abbé René-Just Haiiy!' se trouvant chez un ami col-
lectionneur de minéraux, examinait avec attention un morceau
de “spath d’Islande” (variété de calcite incolore et transparente)
quand il s’apercut en le posant sur un texte imprimé que celui-ci
se voyait dédoublé. Surpris par ce phénomeéne (la double réfrac-
tion) il en laissa tomber le morceau de calcite qui se brisa en
petits morceaux parallépipédiques rigoureusement identiques, les
rhomboeédres. Il s’agissait en fait du phénoméne de clivage. ”
http ://www.chez.com/pgosse/gem /syscrist.htm

Le nom de cristal a d’abord été réservé aux substances minérales natu-
relles limitées par des formes polyédriques plus ou moins parfaites. L’exis-
tence des formes polyédriques était alors considérée comme le critére essentiel
de la définition du cristal. C’est ainsi que 'un des premiers traités scienti-
fiques consacrés a I’étude des cristaux a pour titre : Essai de cristallographie,
ou Description des figures géométriques propres a différents corps du régne
minéral. 11 date de 1772 et il est dii & Romé de I'Isle?.

1 (1743-1822). Né dans une famille modeste, il étudie les lettres classiques qu’il enseigne
de 1760 & 1784. Passionné par les Sciences de la Nature - la botanique, la physique - il
découvre la minéralogie & 35 ans, comme auditeur des cours de Daubenton, au Muséum.
Partant de 'hypothése que le clivage fournit la forme géométrique d’un noyau ou “molécule
intégrante” pour tous les cristaux, il formule une théorie descriptive de la structure des
cristaux dés 1781. Pendant 40 ans, il ne cessera d’approfondir cette théorie, en y introdui-
sant les concepts fondamentaux de maille élémentaire, de réseau périodique, de symétrie.
Membre de 1’Académie des Sciences dés 1784, puis de nombreuses sociétés savantes étran-
géres, correspondant avec I’Europe scientifique, reconnu en France comme & 1’étranger,
I’abbé Haliiy restera “toujours modeste, d’une grande civilité, menant une vie trés simple”.
Le role qu’il a joué dans la science de son temps, et en tout premier lieu dans la cristal-
lographie (“Jamais Science n’a été autant I'oeuvre d’un seul homme” a-t-on dit de celui
qui est unanimement considéré comme le pére de la Minéralogie et de la Cristallographie
modernes), I'importance de ses recherches dans I’histoire des idées, font de R.-J. Haiiy un
chercheur de premier plan, sans doute un peu méconnu.

2 (1736-1790). Jean-Baptiste Romé de I’Isle participe comme officier a la guerre des
Indes, est fait prisonnier par les Anglais et est rapatrié en 1764 aprés cinq ans de capti-
vité. Il s’intéresse & la chimie avec Sage, puis sa passion pour la minéralogie se développe et
il établit les catalogues de plusieurs collections privées. Suivant les idées de Linné, il pense
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Ce sont des minéralogistes qui ont fondé la cristallographie en tant
qu’étude des formes extérieures, et ce sont eux aussi qui ont élargi cette
définition. R.-J. Haiiy, en faisant 'hypothése que l'existence des formes ex-
térieures n’est qu’une conséquence, spectaculaire, d’un arrangement régulier
périodique de la matiére dans les solides, a précisé la notion d’état cristallin,
en la dégageant des considérations de faciés polyédriques et en la reportant
sur des considérations structurales.

L’étude des propriétés géométriques des arrangements structuraux de la
matiére compatibles avec les observations macroscopiques faites sur les cris-
taux a connu au XIX®™® siecle un développement remarquable grace a Haiiy,
Bravais®, Sohncke, Schoenflies et Fedorov®. L’architecture géométrique de
I’état cristallin a ainsi été imaginée et décrite en détail bien avant que ne se
développent les moyens d’étude de la matiére a I’échelle atomique.

Cependant, si 'impulsion a été ainsi donnée, dés le début du XIX®me
siécle, pour ’élaboration d’une cristallographie rationnelle, c’est & von Laue®
et a W. et L. Bragg® que revient le mérite de la découverte de la diffraction

possible de classer les cristaux d’aprés leur forme extérieure, idée qui & I’époque suscitait
de grandes oppositions. Dans son Essai de Cristallographie de 1772, puis dans sa Cristal-
lographie de 1783, il utilise des notions pertinentes de description, "formes primitives" et
"troncatures". Les mesures qu’il fait réaliser par Carangeot, auteur d’un goniométre qui
permet de mesurer précisément les angles diédres des faces cristallines, I’aménent & énon-
cer sa "loi de constance des angles". La cristallographie disposait dés lors d’un paramétre
quantitatif, I'inclinaison respective des faces, a partir duquel les classifications, d’une part,
et les théories de la structure d’autre part, allaient pouvoir se développer et se confronter
a la réalité.

3 Auguste Bravais (1811-1863). “D’une trés grande curiosité”, il a mené des recherches
en astronomie, météorologie, physique, botanique et ... cristallographie. Officier de marine,
il participe a plusieures expéditions scientifiques en Algérie puis en Laponie. C’est égale-
ment pour des observations scientifiques qu’il escalade le Mont-Blanc. Nommé professeur
d’astronomie & Lyon (1841), puis de physique a I'Ecole Polytechnique (1845), il entre &
I’Académie des Sciences en 1854. Malade, il doit cesser toute activité & partir de 1856.
Indépendamment de J.F.C. Hessel et de L. Frankenheim, il démontre I’existence des 32
classes cristallines et des 14 réseaux tridimensionnels qui portent son nom.

4 Physicien allemand, Leonhard Sohncke (1842-1897) fut le premier a avoir 'idée de
combiner les 14 réseaux de bravais et les 32 groupes ponctuels, introduisant la notion de
groupe spatial. Il en énuméra 65.

C’est essentiellement aux travaux (menés indépendamment) du minéralogiste russe Ievgraf
Stepanovitch Fedorov (1853-1919) et du mathématicien allemand Arthur Schéenflies (1853-
1928) que 'on doit la classification des cristaux en 230 groupes d’espace vers 1890.

5 Max von Laue, physicien allemand connu pour sa méthode de détermination des struc-
tures cristallines au moyen de la diffraction des rayons X, 1879-1960. Il établit la théorie
de ce phénoméne (Prix Nobel en 1914). Diagramme de Laue : figure constituée de points
lumineux résultant de la diffraction d’un faisceau de rayons X polychromatique sur un
monocristal.

¢ William Henry Bragg (le pére : 1862-1942) et William Lawrence Bragg (le fils : 1890-
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des rayons X (1912) et de sa mise en oeuvre (1914) pour les études structu-
rales. Ils ont apporté la preuve expérimentale directe de la nature périodique
de Uarrangement cristallin a [’échelle atomique et ont ainsi donné une base
irréfutable a toutes les considérations géométriques développées avant eux.

Le caractére ordonné, donc périodique, a l'échelle atomique ou moléculaire
est le critére caractéristique de l'état cristallin. Rares sont d’ailleurs les solides
qui ne satisfont pas & ce critére (verres, corps "amorphes"). L’arrangement
ordonné périodique de la matiére cristalline a I’échelle microscopique - c’est
a dire a I’échelle des dimensions atomiques et moléculaires, soit quelques
nanomeétres - entraine le plus souvent des propriétés de symétrie qui peuvent
étre décrites a 1’échelle microscopique (on parle de symétrie de position, cette
idée est formalisée au § 1.3.2 par Uintermédiaire des groupes d’espace) et
qui se manifestent a 1’échelle macroscopique dans les propriétés physiques
des cristaux (symétrie d’orientation, cf. les groupes ponctuels introduits au
§ 1.2.4).

Les techniques de diffraction des rayons X, d’électrons et de neutrons
permettent de déterminer non seulement la forme et les dimensions de la
maille cristalline, c’est-a-dire du plus petit parallélépipede qui, par simple
répétition périodique translatoire, permet de reconstituer tout le cristal”,
mais aussi I’arrangement précis des atomes a 'intérieur de cette maille®. Les

1971) ont regu le prix Nobel de physique en 1915. La carriére de William Henry Bragg est
originale & plus d’un titre. Malgré sa brillante réputation de mathématicien & Cambridge,
il n’a aucune formation en physique. Lorsqu’il est nommé professeur de mathématiques
et de physique & 'université d’Adélaide (Australie), en 1886, il doit se former lui-méme
a cette discipline. Constatant la pénurie de matériel de laboratoire, il décide de fabriquer
ses propres appareils, ce qui lui permettra d’obtenir des instruments appropriés & ses
recherches. Bien qu’il n’ait songé & se lancer dans la recherche qu’a quarante-deux ans, il
obtient trés vite la considération du monde scientifique en établissant les lois qui régissent
le passage des rayons « & travers la matiére. Il rentre en Grande-Bretagne en 1909, est
nommé professeur & I'université de Leeds, et étudie alors les rayons v et 5. En 1912, aprés
la publication des premiéres photographies de la diffraction des rayons X par des cristaux
du physicien allemand Max von Laue, il entreprend avec succés de déterminer la structure
de différents cristaux. Il construit alors avec son fils le premier spectrographe & haute
fréquence. C’est ainsi que William Henry et William Lawrence établissent conjointement les
fondements de la radiocristallographie et énoncent une loi dite de Bragg sur la diffraction
des rayons X par les corps cristallisés. Leurs travaux leurs vaudront le prix Nobel de
physique en 1915. Cette méme année, il est nommé professeur de physique & 1'université
de Londres. En 1923, il devient professeur résident et directeur des laboratoires de la Royal
Institution, poste qu’il conservera jusqu’a sa mort.

“Un cristal donné admet une infinité de mailles cristallines. On verra que cette infinité
est en fait une classe d’équivalence (cf. Proposition 1.1) dont la nature est a l'origine
de toutes les symétries ultérieures du cristal et de ses propriétés. Toutes ces mailles ont
cependant un volume identique (cf. (1.20)).

8 "La" maille cristalline en tant qu’élément de matiére (et pas simplement comme é1é-
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structures atomiques ainsi établies conduisent a la description des liaisons
interatomiques dans la matiére solide et & la détermination des structures
moléculaires.

En fait, dans un cristal, la périodicité n’est jamais parfaite. Si certaines
espéces, telles que le silicium ou la calcite, peuvent étre préparées sous forme
de monocristaux pratiquement exempts de défauts, la plupart des solides
cristallins se présentent sous forme de polycristaux, c’est-a-dire d’agrégats
de microcristaux plus ou moins gros (assez fréquemment de 'ordre du mi-
cron), orientés au hasard les uns par rapport aux autres. Dans cet état, par
effet de moyenne, les propriétés ne présentent plus d’anisotropie. D’autre
part, méme & I’état monocristallin (ou dans chacun des cristallites formant
un solide cristallin) ’arrangement périodique comporte le plus souvent des
défauts ; soit des défauts isolés : lacune (un atome manque en un site norma-
lement occupé), interstitiel (un atome se trouve en un site anormal) ; soit des
défauts étendus : défauts linéiques tels que les dislocations, défauts a deux
dimensions tels que les fautes d’empilement ou parois de macles, défauts a
trois dimensions (agitation thermique par exemple).

On se consacre dans la suite a la description de I'architecture des arran-
gements atomiques cristallins et & I’exposé des conséquences immédiates des
propriétés de ces arrangements. On se propose ensuite de replacer ces notions
dans un cadre mathématique adapté en utilisant des outils de modélisation
récemment développés pour 1’étude des transitions de phase.

1.1 Notions fondamentales sur 'état cristallin

1.1.1 Homogénéité d’une phase solide

On dit en général qu’un milieu est homogéne si deux portions de ma-
tiere géométriquement égales et de méme orientation, prises en deux régions
quelconques du milieu, sont physiquement équivalentes.

La notion d’homogénéité ainsi définie peut étre appliquée sans ambiguité
a un milieu supposé continu. Il n’est pas possible, en revanche, de I'appliquer
sans précisions & un milieu formé d’atomes. Considérons en effet un modéle
a deux dimensions trés simple constitué par un ensemble infini de sphéres
identiques posées sur un plan, au contact les unes des autres (fig. 1.1). Dé-
finissons une portion V de ce modéle, dont les dimensions sont du méme
ordre que celle d’une sphére, figurant un atome. En appliquant & cette por-
tion V une translation quelconque, on définit une portion de matiére V’,
géométriquement égale a V et de méme orientation. On voit clairement sur

ment de volume) est appelée motif.
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la figure qu’on ne peut pas affirmer que V et V’ soient physiquement équi-
valents, et cela quel que soit 'arrangement relatif des sphéres (c’est-a-dire
des atomes). Examiné a I’échelle atomique, aucun milieu ne peut donc étre
considéré comme homogéne, au sens de la définition ci-dessus.

Fig. 1.1: Deux éléments de volume identiques renfermant deux éléments de matiére non
équivalents dans un milieu cristallin

La définition courante de ’homogénéité n’est en fait acceptable que si
le milieu peut étre considéré comme continu : c’est le cas d'un solide vu
a 1’échelle du meétre, du millimétre ou méme du micrométre. C’est ainsi
que, en ce qui concerne 1’élasticité, les propriétés diélectriques, optiques, etc.,
cette définition est parfaitement utilisable. Il s’agit 1a de propriétés macro-
scopiques ; les longueurs d’ondes lumineuses, qui sont de 'ordre du micron,
sont macroscopiques par rapport aux distances interatomiques : un cristal
cubique de sel gemme d’aréte 1um peése 2,17.1072¢g et contient 2,24.10'°
groupements atomiques NaCl; les "portions d’espace" impliquées dans la dé-
finition et prises & I’échelle du micrométre comprennent donc un trés grand
nombre d’atomes, ce qui permet d’assimiler le cristal & un milieu continu.

A Téchelle microscopique, c’est-a-dire a 1’échelle de 1’atome, on sera
conduit & donner de la notion d’homogénéité une nouvelle définition, a la
fois plus précise et plus restrictive, qui forme la base de la description du
milieu cristallin (¢f. § 1.2.1).

1.1.2  L’anisotropie continue et discontinue

L’étude des propriétés physiques du milieu cristallin & 1’échelle macrosco-
pique conduit a la notion d’anisotropie.
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Si une propriété peut étre représentée en chaque point du milieu par un
nombre, elle est dite scalaire. C’est le cas de la masse spécifique. Si le milieu
est homogéne, ce nombre est par définition le méme en tout point du milieu.

Mais il existe d’autres propriétés dont la description compléte exige plus
que la connaissance d’un scalaire. Ce sont celles qui font intervenir des gran-
deurs vectorielles ou, plus généralement, tensorielles.

L’aimantation spontanée en tout point d’un cristal ferromagnétique est,
par exemple, représentable par un vecteur. Dans un tel milieu et pour cette
propriété, toutes les directions de ’espace ne sont donc pas physiquement
équivalentes : la direction de I"aimantation se singularise vis-a-vis de toute
autre direction, le milieu est anisotrope.

Intéressons-nous, plus généralement, aux lois physiques qui lient entre
elles deux grandeurs vectorielles a et b, par exemple la loi de la conduc-
tibilité électrique qui lie le courant (vecteur) au champ (vecteur), la loi des
diélectriques qui lie 'induction au champ, la loi de la conductibilité thermique
qui lie le flux de chaleur au gradient de température.

Dans un gaz, un liquide ou un verre, le courant électrique est paralléle au
champ appliqué, 'induction paralléle au champ, le flux de chaleur paralléle
au gradient de température. Les deux vecteurs sont liés entre eux par un
scalaire : a = Ab (si la loi est linéaire, ce qui est le cas, dans les conditions
ordinaires, pour les exemples cités). La valeur du scalaire A, qui est indé-
pendante de la direction de a, exprime alors la conductibilité électrique, la
constante diélectrique, la conductibilité thermique. Mais, dans un milieu cris-
tallin, il n’en est généralement pas ainsi : d’une part a n’est pas paralléle & b,
d’autre part la relation entre a et b dépend de la direction de a. La grandeur
A, qui s’exprime alors a l’aide d’un tenseur d’ordre deux, représenté par une
matrice 3 x 3, concerne une propriété anisotrope de la matiere®. Ce tenseur
est inhérent & la matiére et en définit une propriété.

La conductibilité électrique est un exemple d’anisotropie continue : & deux
vecteurs a et @’ de méme module et trés voisins en direction correspondent
deux vecteurs b et b’ trés voisins 1'un de 'autre en module et en direction
(le vecteur b dépend contintiment du vecteur a). La propriété décrite varie
avec la direction, mais sans discontinuité.

Les cristaux possédent aussi des propriétés anisotropes discontinues.
L’exemple le plus frappant est I’existence de faces naturelles planes et d’arétes
(intersection de faces) dans les formes naturelles extérieures des cristaux. Il
existe également, dans de nombreuses espéces cristallines (les exemples les
plus connus sont le mica, la calcite et le sel gemme), des plans de clivage, c’est-

9 Lorsque 1’on écrit a = Ab, le scalaire A désigne en toute rigueur le tenseur identité 1
multiplié par A.
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a-dire des directions de plans suivant lesquelles certains cristaux se laissent
aisément séparer. Les faces naturelles et les plans de clivage ont des directions
rigoureusement déterminées par rapport a la matiére cristalline. [.’ensemble
des directions des normales aux divers plans de clivage observables dans un
cristal de sel gemme forme un triédre orthogonal. Les axes de ce triédres
constituent un ensemble de directions singuliéres pour ce milieu cristallin
(NaCl). Les directions voisines, mémes infiniment proches, s’en distinguent
fondamentalement, en ce qui concerne cette propriété de clivage. Tel est le
caractére d’une propriété anisotrope discontinue.

Fig. 1.2: Modélisation d’un cristal de sel gemme

Les propriétés macroscopiques anisotropes sont une conséquence de la
structure du cristal a I’échelle microscopique. La relation est particuliérement
directe pour les propriétés discontinues anisotropes. Dans le cas déja évoqué
de sphéres empilées, les sphéres contigués forment des files rectilignes et les
rangées de spheéres ont des directions strictement déterminées. Ce sont des
directions de cette nature qui se manifesteront, a I’échelle macroscopique,
dans le faciés polyédrique des cristaux ou dans les phénomeénes de clivage.

1.1.3 Symétrie d’orientation et symétrie de position

La symétrie d’une figure ou d’un objet correspond a un concept immédiat.
On définit en géometrie élémentaire les transformations de ’espace appelées
symétries : symétrie orthogonale par rapport a un plan ("réflexion dans un
miroir") ; symétrie d’ordre n (n entier) par rapport & un axe, c’est-a-dire
rotation d’un angle 27 /n autour de cet axe ; symétrie par rapport a un point.
Si une figure (ou un objet) de 'espace n’est pas modifiée dans son ensemble
par une de ces symétries, on dit que cette figure admet le plan, I’axe, le point
comme élément de symétrie.

Un ellipsoide posséde par exemple les éléments de symétrie suivants : 3
axes de symétrie d’ordre 2 (axes qui comportent toutes les rotations n x 27 /2)
suivant les 3 axes principaux, un centre de symétrie, 3 plans de symétrie (ou
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miroirs) suivant les 3 plans principaux; ces éléments sont bien définis, & la
fois en orientation et en position.

Considérons maintenant un cristal naturel de sel gemme, NaCl, qui se
présente sous la forme d’un cube. Ce cube, considéré comme une figure géo-
métrique, posséde les éléments de symétrie suivants : des axes de symétrie
d’ordre 3 le long des grandes diagonales, des axes d’ordre 2 passant par les
milieux de deux arétes opposées, des plans de symétrie paralléles aux faces
et passant par le centre du cube, des plans de symétrie diagonaux contenant
deux arétes opposées et un centre de symétrie au centre du cube.

agrenat

A trols axes d'ordre 4
B: quatre axes d'ordre 3
C: six axes d'ordre 2

Fig. 1.3: Eléments de symétrie d’un cube

La forme extérieure du cristal étant une des manifestations de la structure
du milieu cristallin, on est naturellement tenté d’attribuer au milieu cristallin
lui-méme la symétrie de la figure constituée par ses formes extérieures!®.

Reprenons 'exemple du NaCl. Il se trouve que, dans ce cristal, les direc-
tions des faces du cube sont aussi celles d'un clivage parfait. On peut donc,
par simple choc, faire subir au cube des ablations et réduire I’échantillon a
un parallélépipéde rectangle dont chacune des paires de faces est paralléle
a une paire de faces du cube, mais dont les longueurs d’arétes sont entre

elles dans un rapport quelconque. Si, dans ces opérations, les positions des

10 Cette tentation doit cependant étre fermement tenue en bride puisque certains cristaux
cubiques (au sens des systémes cristallins, cf. le Corollaire 1.4) se présentent sous la forme
assez déroutante de dodécaédres pentagonaux (un cristal ne peut exhiber une symétrie
d’ordre cing que si celle-ci n’est pas réguliére (¢f. (1.38)); ’exemple le plus répandu est
celui des cristaux de pyrite et est illustré sur la figure 1.4). Les traités de cristallographie
et de minéralogie décrivent en détail toutes les formes extérieures possibles. Elles sont au
nombre de 47. La terminologie associée est la suivante : pinacoide (de pinax, planche) veut
dire deux plans paralléles, rhomboédre (de rhombe, losange), un parallélépipéde a faces
losanges, trapézoédre (de trapézoide, quadrilatére quelconque) veut dire un solide dont les
faces sont des trapézoides et pentagonohexaoctaédre, un solide & (6 x 8) 48 faces qui sont
des pentagones).
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faces extérieures ont changé, leur orientation est restée identique. C’est donc
a 'orientation qu’il faut s’attacher pour définir la symétrie macroscopique
d’un milieu.

Fig. 1.4: Cristaux de pyrite

Ce fait avait d’ailleurs été constaté dés les débuts du développement de
la cristallographie. Enoncé par Sténon'', Romé de 'Isle en a gardé ultérieu-
rement la paternité en affirmant que les angles diédres que font entre elles les
faces d’un cristal sont constants pour une méme espéce (loi de constance des
angles). Mais, alors que les angles entre faces naturelles ou plans de clivage
sont rigoureusement constants, le développement relatif de ces faces peut va-
rier largement d’un échantillon & un autre appartenant a la méme espéce.
Par définition, on appelle symétrie macroscopique des faciés toute symétrie
de cette figure : c’est une symétrie d’orientation. Cette définition de la sy-
métrie d’orientation est applicable quelle que soit la propriété envisagée : il
suffit de considérer le faisceau des directions suivant lesquelles la propriété se
retrouve identique. On appelle symétrie d’orientation du milieu la symétrie
commune & toutes ces propriétés. Cette symétrie d’orientation est aussi appe-
lée symétrie ponctuelle (symétrie de la figure représentative des demi-droites
issues d’un méme point).

La symétrie d’orientation n’est que le reflet d’une symétrie plus fine, a
I’échelle microscopique (atomique) que I’on se propose maintenant de définir :
la symétrie de position ou encore symétrie de recouvrement. Considérons le

11 Personnage haut en couleur, le danois Niels Steensen (1638-1687) est plus connu sous
son nom latin de Nicolaus Stenon (ou Steno). A la fois médecin, géologue et naturaliste de
valeur, on lui doit, outre des découvertes en Anatomie, des notions exactes sur les causes
auxquelles sont attribuables les dépots géologiques constituant la crotite terrestre. En
Minéralogie, il ne fut pas moins perspicace. Il démontre en 1669 le principe de I'invariabilité
des angles diédres des cristaux. Si une découverte de cette importance passa inapergue,
c’est parce que Sténon, partagé entre une multitude d’occupations diverses, ne prit la peine
de la vérifier que par ’examen de trois espéces seulement de minéraux. Il ne poursuivit
pas plus loin ses expériences a ce sujet. Aprés avoir séjourné quelques années en Italie,
il entra dans les ordres, devint prétre, puis évéque in partibus. Finalement nommé par le
Pape vicaire apostolique dans I’Europe septentrionale, il laissa & un autre homme d’église
le soin de continuer ses idées précurseuses.
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modéle de la figure 1.5. Chacune des billes est réguliérement entourée par six
autres dont les centres forment un hexagone régulier.
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Fig. 1.5: Arrangement compact de sphéres identiques sur un plan

La figure, supposée illimitée, de cet arrangement de billes présente des
symétries évidentes : par exemple, par le centre de chaque bille passe un axe
d’ordre 6. Ces éléments de symétrie sont définis & la fois en orientation et en
position. On peut ainsi définir des opérations dites de symétrie de position,
ou opérations de recouvrement dans un cristal : ce sont les opérations qui
rameénent arrangement atomique en coincidence avec lui-méme (en recou-
vrement sur lui-méme). Ces opérations peuvent étre de simples translations
(par exemple, dans le modéle de la figure 1.5, les translations qui joignent les
centres de deux sphéres quelconques). Elles peuvent étre des déplacements
comportant & la fois une translation et un changement d’orientation. On peut
aussi définir des opérations de recouvrement inverses, pour lesquels ’édifice
atomique est ramené en coincidence avec lui-méme par une inversion (symé-
trie par rapport a un point, éventuellement accompagné d’un déplacement).

L’un des premiers succés de la cristallographie a consisté dans le dé-
nombrement des opérations de recouvrement effectivement possibles dans les
cristaux et de leurs combinaisons!?,

La relation entre symétrie de position et symétrie d’orientation est simple :
on passe de I'une a ’autre en passant du point de vue microscopique au point
de vue macroscopique. Celui-ci ne retient que les changements d’orientation,
puisque la part translatoire des opérations de symétrie de position est a
I’échelle de I'atome, donc imperceptible du point de vue macroscopique.

12 Ge référer en particulier au Théoréme 1.9.
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L’ensemble des opérations de symétrie de position d’un milieu cristallin
forme un groupe (infini) au sens mathématique du terme'?. Il en est de méme
de I’ensemble des opérations de symétrie d’orientation (groupe fini quant a
lui)!'*. En termes de théorie des groupes, on peut dire que le groupe d’orien-
tation est quotient du groupe de position, le facteur étant le groupe des
translations. On reviendra sur ces notions en utilisant le langage de ’algébre

au § 1.2.3.

1.2 Le réseau cristallin

1.2.1 Homogénéité microscopique et périodicité

La définition banale de ’homogénéité est inapplicable, on ’a vu au § 1.1.1,
aux milieux considérés a 1’échelle atomique. Diverses approches sont possibles
pour I'adaptation de cette notion. Une conception statistique conduit & la des-
cription des liquides (statistique dans le temps) ou des substances amorphes
(statistique dans l’espace) : on dira alors qu’un milieu est homogeéne si deux
portions de matiére, géométriquement égales et de méme orientation, prises
en deux régions quelconques du milieu ont, statistiquement, les mémes pro-
priétés.

Mais, si ’on renonce a ces concessions statistiques, on doit définir I’ho-
mogénéité a ’échelle microscopique a partir de bases nouvelles. C’est ce que
fit Bravais avec le postulat suivant, qui constitue aussi une définition de I'ho-
mogénéité dans un milieu cristallin :

Postulat de Bravais : étant donné un point P quelconque d’un milieu cris-

tallin, il existe dans ce miliew une infinité, illimitée dans les trois directions
de l'espace, de points autour desquels 'arrangement atomique est le méme
qu’autour de P, avec la méme orientation.

A tout point P du milieu cristallin, ce postulat (ou cette définition) associe
donc un ensemble infini de points dits congruents, autour desquels le "paysage
atomique' est le méme qu’autour de P, avec la méme orientation.

On remarquera la différence fondamentale des points de vue adoptés pour
la définition ordinaire de 'homogénéité qui compare entre eux des volumes
de matiére, et pour la définition de Bravais qui compare des répartitions
de matiére autour de points; la premiére est bien adaptée a la description
macroscopique d’un milieu, la seconde a sa description microscopique.

Il est fondamental de voir que cette définition implique que ’ensemble des
points congruents & P forme un réseau spatial périodique. Soient en effet Fy et

13 On parle de groupe spatial (cf. (1.49).
14 Ce type de groupe est appelé groupe ponctuel cristallographique (cf. § 1.2.4 et le
Théoréme 1.3).
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Py deux points de I’ensemble tels qu’ils n’existe pas d’autre point congruent
sur le segment [Py, P]. Le point P, tel que ]TP; = Py P, = af fait partie de
I’ensemble puisque P; est congruent a P, (on voit de P; le méme paysage que
de Py); la droite (Fy, Py) porte ainsi un nombre infini de points congruents a
Py, équidistants entre eux de la longueur a; = |af|. En vertu du postulat de
Bravais, il existe nécessairement des points de I’ensemble congruent (illimité
dans les trois directions de ’espace) en dehors de la droite (Fy, Py). En répé-
tant le raisonnement ci-dessus, on démontre donc que 1’ensemble des points
congruents & Fy forme un réseau tridimensionnel qui peut étre construit a
partir de trois vecteurs linéairement indépendants a, b, ¢ en appliquant a I'un
quelconque de ces points ’ensemble des translations :

Ny = ua + vb + we, (1.1)

u, v et w prenant toutes les valeurs entiéres positives, négatives ou nulles.

[’ensemble des points congruents a un point P quelconque du cristal
forme donc un réseau spatial périodique R(a,b,c) (¢f. la relation (1.18)
pour la définition mathématique des réseaux); on dit aussi que ses points
sont situés aux noeuds du réseau dont l'origine est P. Considérons, dans le
cristal, un point P’ non congruent & P. L’ensemble des points congruents &
P’ forme un réseau R’ qui est identique & R (en effet, de chaque noeud de
R, on doit voir le méme paysage et, en particulier, le méme réseau de points
congruents & P’) et s’en déduit simplement par la translation PP'.

Le réseau est donc une propriété inhérente au cristal. A chaque espéce
cristalline correspond un réseau dont la taille et la forme sont bien détermi-
nées. L’ensemble des vecteurs n,,, définis par (1.1), c’est-a dire I’ensemble
des vecteurs du réseau, permet d’associer a un point quelconque du milieu
cristallin ’ensemble de ses congruents. Mais ce méme ensemble de vecteurs
peut étre considéré aussi comme un ensemble de translations qu’on peut se
proposer d’appliquer au cristal rigide dans son ensemble. Du postulat de Bra-
vais résulte que ces déplacements raménent 1’édifice atomique qui constitue
le cristal en coincidence avec lui-méme. On voit donc la double signification
du réseau cristallin :

1. il définit 'ensemble des points congruents a un point P du milieu, ou
encore I’ensemble des translations qu’on peut faire subir & un observa-
teur microscopique, placé d’abord en P, pour qu’il retrouve toujours
autour de lui le méme paysage atomique qu’en P, orienté de la méme
fagon ;

2. il définit corrélativement I’ensemble des translations qui rameénent 1’édi-
fice cristallin en coincidence avec lui-méme; ces translations consti-
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tuent une classe spéciale d’opérations de recouvrement (opérations de
symétrie de position) pour le milieu cristallin : ce sont les opérations
qui ne comportent ni changement d’orientation, ni inversion ; dans le
groupe des opérations de symétrie de position, les translations du ré-
seau forment un sous-groupe invariant.

1.2.2  Préliminaires a la modélisation mathématique des cristaux

On rappelle ici sommairement quelques définitions et résultats de théo-
rie des groupes et d’algébre linéaire. Pour plus de détail, on peut consulter
Godement (1969) et Weigel (1972) par exemple. Pour des approches plus
classiques de la cristallographie, on peut, entre beaucoup d’autres, consulter
les ouvrages de Bouasse (1929) et de Sirotine & Chaskolskaia (1984). Ci-
tons aussi les ouvrages de Coxeter (1989) et Yale (1968) qui offre une autre
approche de la cristallographie mathématique.

Notions élémentaires de théorie des groupes. Conjugaison, actions de
groupe et symétrie

En général, les groupes sont dotés d’une opération qui prendra la forme
d’un produit. Ce produit n’est en général pas commutatif, et son élément
neutre est noté 1. Lorsque le groupe est doté d’une opération commutative,
on dit que le groupe lui-méme est commutatif et 'opération est alors souvent
indiquée par une somme, dont 1’élément neutre est 0.

Soient G un groupe et X un sous-ensemble de (G. Le sous-groupe de
G généré par X est l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant
X. Si ce sous-groupe est en fait G lui-méme, alors X est un ensemble de
générateurs de GG. Dans ce cas, les éléments de G peuvent tous étre obtenus
en multipliant convenablement entre eux les éléments de X. Un groupe G
généré par un unique élément g distinct de 1’élément neutre est dit cyclique,
et le nombre d’éléments que contient G est la période ou l'ordre de g. En
d’autres termes, si g € GG est de période p alors g¥ = 1.

Considérons maintenant deux éléments quelconque h et g du groupe G.
Le conjugué de h par g est ’élément ghg™' € (. L’ensemble de tous les conju-
gués de h est sa classe de conjugatson ou classe d’équivalence. De maniére
analogue, pour tout sous-groupe H de GG et tout élément g € (G, le conjugué
de H par g est le sous groupe

gHg™" :={ghg™" : h € H}, (1.2)
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qui est d’ailleurs isomorphe & H. La famille de tous les sous-groupes gHg™!

qui sont conjugués a H dans G est appelée la classe de conjugaison ou d’équi-
valence de H. Cette classe d’équivalence est notée {H} et on dit que H est
un représentant de sa classe d’équivalence. Deux sous-groupes isomorphes ne
sont cependant pas nécessairement conjugués ; de plus, les conjugués gH g1
de H peuvent trés bien ne pas étre tous distincts.

Notons que si la classe d’équivalence de G contient celle de H on consi-
dérera souvent, par abus de langage, que G contient H méme si H n’est pas
un sous-groupe de (. Cet abus signifie en fait que (G contient un conjugué
de H.

En général, le réflexe d’associer a un objet une certaine symétrie peut
se traduire mathématiquement par le fait que cet objet est invariant sous
l’action d’un groupe convenable. Afin de formaliser cette idée, si N est une
structure mathématique dont ’ensemble des automorphismes est noté Aut N,
une action A d’'un groupe G sur N est un homéomorphisme de groupe
A 1 G — AutN. Cela signifie qu’a chaque élément ¢ € G correspond une
bijection de N — N qui transforme (g agit sur) les éléments de N de telle
sorte qu’au produit de deux éléments de G soit associée la composition des
bijections correspondantes. L’image de n € N par "automorphisme A(g) est
noté simplement g(n). La G-orbite G(n) de n rassemble toutes les images de
n sous l'action des éléments de (. Cela et I'image g(M) d’un sous-ensemble
M C N sont données par

Gn) = {g(n) 1 g € G}, g(M) = {g(n) : n € M}. (1.3)

Les éléments de (G qui laissent n invariant forment un sous-groupe de G
appelé le stabilisateur de n; on ’appelle aussi parfois le groupe de symétrie de
n. Quant a la stabilisation d’un sous-ensemble M de N, elle peut se réaliser
de deux maniéres : on peut soit considérer les éléments de G qui stabilise
chaque élément de M et le sous-groupe

{g € G : g(n) = n pour tout n € M} (1.4)

de G est appelé le stabilisateur de M, soit considérer les éléments de G qui
laisse M globalement invariant et le sous-groupe

{g€G:g(M) =M} (1.5)

est souvent appelé le groupe de symétrie de M.
Lorsque N est le groupe GG lui-méme, un exemple naturel d’action de G
sur lui-méme est donné par la conjugaison introduite supra. Dans ce cas, la
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G-orbite de h est la classe d’équivalence de h et le stabilisateur de A est le
groupe

Co(h) :={g € G:ghg™' = h} (1.6)

appelé centralisateur de h. Quant aux deux sous-groupes stabilisant H au
sens de (1.4) et (1.5), il s’agit respectivement du centralisateur Cg(H) et du
normalisateur Ng(H) définis par :

Co(H) = NMpenCe(H)={g € G: gh = hg pour tout h € H}, (1.7)
No(H) = {ge€G:gHg "' = H}.

Notons enfin qu’un sous-ensemble d’'un espace métrique N est dit discret
si son intersection avec tout sous-ensemble borné de N est un ensemble fini.
Un groupe G (agissant sur N) est discret si pour tout n € N, la G-orbite de
n est un sous-ensemble discret de N.

Un exemple fondamental de groupe (arithmétique) discret pour 1’étude
des symétries cristallines est GL(3,Z), le groupe infini des matrices 3 x 3
inversibles a composantes entiéres. Les éléments m de GL(3,7Z) ont nécessai-
rement un déterminant égal & +1 puisque l'inverse d’une matrice entiére est
entiére si et seulement si son déterminant vaut +1.

Transformations linéaires et orthogonales. Extension aux transformations
anti-orthogonales et aux symétries spatio-temporelles

Jusqu’au § 2.5 et I'introduction des tenseurs d’élasticité!®, on entendra
par tenseur une application linéaire de R® dans R?, c’est-a-dire un élément
de l’espace noté Lin. Les tenseurs (respectivement vecteurs) seront notés en
majuscules (respectivement minuscules) grasses, a I’exception de I'identité 1
et du tenseur nul 0.

On associera souvent a un tenseur quelconque A la matrice (réelle) A qui
le représente dans une base donnée. Toute représentation de ce type est un
isomorphisme entre ’algébre des tenseurs et les matrices réelles. Cependant,
étant donné que les propriétés de matrices distinctes mais représentant la
méme application linéaire dans des bases différentes auront un intérét pour
nous, on fera ostensiblement la différence entre les applications linéaires et
les matrices. Cette distinction nécessaire pour la modélisation et 1’étude des

15 Un tenseur d’élasticité peut étre considéré comme une application linéaire de R® dans
RS un tenseur piézoélectrique (introduit au § 2.6) comme une application linéaire de R3
dans R®. Ces tenseurs seront notés & 1’aide de la police Sans Serif.
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symétries cristallines n’aura plus lieu d’étre au Chapitre 3 ot l'on étudiera
les symétries des tenseurs en se fixant une base d’étude.

L’ensemble Aut R® de tous les tenseurs inversibles est noté Aut pour sim-
plifier'®. Tl contient le sous-espace (& six dimensions) des tenseurs symétriques
ainsi que le cone convexe des tenseurs symétriques et définis positifs, notés
respectivement Sym et Sym~. On rappelle que Aut muni de la multiplication
(non commutative) forme un groupe dont 1’élément unité est 1. De plus, Sym
n’est pas un sous-groupe multiplicatif de Aut mais simplement un sous-espace
vectoriel.

D’une maniére générale, si P désigne un ensemble quelconque de tenseurs
ou de matrices, Pt sera le sous-ensemble de tous les éléments de P dont le
déterminant est positif.

Si A est une matrice, A = (A,)'" indique que ces composantes sont les
nombres Ay, € R. L'exposant * indique I'opération de transposition de toute
matrice ou tenseur, la trace est notée "tr'" et le déterminant "det".

L’espace des matrices symétriques (ou formes quadratiques) de R® est noté
Q3. Le sous-ensemble constitué de toutes les matrices réelles 3 x 3 symétriques
et définies positives forme un céne convexe noté Q3. Les espaces Sym et Qg
sont clairement isomorphes, tout comme Sym~ et Q3.

On note O(3) l'ensemble des tenseurs orthogonaux (i.e. des isométries
linéaires) qui par définition préservent le produit scalaire dans R?®. Tout élé-

ment Q de O(3) satisfait

QQ' =1=Q'Q. (1.9)

Les éléments de O(3)* (noté SO(3) - pour special orthogonal group -
dans la suite) sont appelés rotations. Chaque rotation posséde un sous-espace
propre de dimension un pour la valeur propre 1, dénommé aze de rotation.
Les deux autres valeurs propres sont exp(+iw), ott w est ’angle de rotation
en radians. Si v est un vecteur paralléle & I’axe de rotation, la rotation dans
le sens direct d’angle w et d’axe orienté v est noté

Q(v,w). (1.10)

Le plan orthogonal & v est un sous-espace invariant de Q(v,w). Dans une base
orthonormée dont le troisiéme axe est colinéaire a v, Q(v,w) est représentée
par la matrice

16 Aut est isomorphe & I’algébre GL(3,R) des matrices réelles 3 x 3 inversibles.
17 Lorqu’il n’y aura pas de confusion possible, on notera aussi parfois les matrices et
leurs composantes m = (mgp), voire F = (fqp)-
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cosw sinw 0
—sinw cosw 0. (L.11)

0 0 1

Les matrices représentant les tenseurs ortogonaux dans une base donnée
sont dites matrices orthogonales. Leur groupe est noté O(3) et SO(3) est la
notation usuelle de O(3)*. On reviendra sur quelques unes des propriétés de
ces groupes au Chapitre 3.

Tous ces outils sont bien adaptés a 1’étude des symétries d’un grand
nombre d’objets réels ou de leurs représentants mathématiques. Cependant,
certains phénoménes physiques, et le magnétisme est celui qui nous intéres-
sera plus particuliérement, ne livrent qu'une partie de leurs propriétés s’ils
ne sont étudiés que sous l'angle des transformations de O(3), c’est-a-dire
d’une maniére exclusivement géométrique. Dans le cas des cristaux présen-
tant la particularité de posséder un moment magnétique, il convient en effet
de considérer, en plus des transformations orthogonales introduites ci-dessus,
une opération qui sera vue comme inversant le signe du moment d’un cris-
tal lorsqu’elle opére sur lui. Cette opération est le plus souvent notée R
et peut étre considérée comme inversant le cours du temps (¢f. Landau &
Lifchits (1969), Laughlin et al. (2000), Sirotine & Chaskolskaia (1984) et
Sivardiere, 1995).

La prise en compte de ce degré de liberté interne revient a considérer les
cristaux magnétiques comme bicolores (cf. Shubnikov, 1964), chaque couleur
représentant le signe du moment.

On introduit donc le groupe orthogonal élargi rassemblant toutes les
transformations ortogonales et anti-orthogonales (c’est & dire associée & un
renversement du temps) :

O4(3) = O(B)URO)
~ O3) x {1}, (1.12)

Un élément de O*(3) est donc un couple (Q,d), ot Q est une transfor-
mation orthogonale associée (si § = —1) ou non (si § = 1) & un renversement
de I'axe du temps. Dans le cas o 6 = —1, on parle de transformation anti-
orthogonale.

Si (Q,6) et (R,0) sont deux éléments O#(3), la loi de composition est
donnée par

(Q,9)(R,0) = (QR, d0). (1.13)
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Les matrices représentant les tenseurs anti-orthogonaux dans une base
donnée sont dites matrices anti-orthogonales, leur groupe est noté O*(3)'®.

Transformations affines

On note A? D'espace affine réel a trois dimensions dont les points sont
notés P, @), ... Son espace vectoriel associé est celui des translations de R
Le groupe des transformations affines inversibles de A® est noté Aff(3). Son
sous-groupe constitué des tsométries affines préservant la structure affine
Euclidienne de A® est le groupe Euclidien noté E(3).

Pour les points de A® et les translations de R3, on utilisera la notation
dite de Grassman'® : on écrira par exemple v= P —Q, P = Q + v, ou
encore v = () P, indiquant par la que le point P s’obtient par translation de
(@ d’un vecteur v € R® La plupart du temps, on fixe une origine O dans A?
et remplace le point P de A® par son vecteur position x = OP.

Une fois qu’une origine O est fixée, il est connu que tout élément a €
Aff(3), et donc en particulier toute isométrie e € E(3), peut étre représenté
de maniére unique par le biais d’un couple (t,A) ou t € R?® et A € Lin
(ou t € O(3) dans le cas des isométries; en fait, A peut aussi bien étre
vu comme un couple (Q,\) € O(3) x R*, le scalaire A étant associé a la
dilatation, ainsi, lorsque A = 1, le couple peut étre considéré comme un
élément de O(3)). Alors, t et A sont définis par

t:=0a(0), A(OP):=a(O)a(P). (1.14)

L’action d’une transformation affine a est alors donnée par :

P:=a(P)=A(OP)+t+0. (1.15)

De plus, le produit de transformations affines ainsi que la loi d’inversion sont
donnés par :

18 I’ensemble des tenseurs anti-orthogonaux dont le déterminant est positif est noté
S0O*(3) et son homologue matriciel est SO#(3).

19 Hermann Giinter Grassmann, mathématicien prussien, 1809-1877. Il travailla & Stettin,
sa ville de naissance (maintenant Szczecin, en Pologne). Il est essentiellement connu pour
son développement du calcul vectoriel et est 'inventeur de ce qu’on appelle aujourd’hui
les algébres extérieures. Il écrivit sur de nombreux sujets comme I’électricité, 1’acoustique,
la linguistique, la botanique et les couleurs. A I’age de 53 ans, dé¢u du peu d’écho que
recevaient ses idées en mathématiques, il se consacra a 1’étude du Sanscrit. Son dictionnaire
de Sanscrit est encore de nos jours largement utilisé.
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ar(t,A),d ~(t',A") = ad =~ (t+A(t'),AA’), et
a”' ~ (AT AT, (1.16)

Il faut bien noter que la représentation d’une transformation affine a
par un couple (t, A) dépend du point O. Si 'on remplace O par O, I’élément
a € Aff(3) est associé & un nouveau couple (f, ;i) pour lequel la relation (1.15)
est vérifiée. On a en fait

t=t+(A-1)00 e A=A, (1.17)

D’aprés (1.16) le sous-groupe des translations T(3) de E(3) rassemblant
tous les couples (t,1)¢cre est un sous-groupe maximal commutatif de E(3)
qui est un espace vectoriel isomorphe a R3. A I'inverse des éléments courants
de Aff(3), la représentation des translations de Aff(3) en couples de la forme
(t,1) ne dépend pas du choix de 'origine O.

Notons enfin que I'inversion (O,-1) ne commute en général pas avec les
autres éléments de Aff(3).

1.2.3  Propriétés élémentaires et symétrie globale des réseaux.

On adopte a partir de maintenant le formalisme développé par Pitteri &
Zanzotto (2003).

Comme il a été dit au § 1.1.3, un réseau est essentiellement un ensemble
de vecteurs de R3, on le définit par?® :

R(e,) = {xeR’: x= M'e,,a=1,2,3, M*"€Z}. (1.18)

Les trois vecteurs linéairement indépendants e,, a = 1,2,3, de R® sont ap-
pelés vecteurs de base.

Afin d’alléger les notations, on écrira simplement que e, est la base du
réseau R(e,).

On signale dés a présent que par "réseau', on entend en fait un "réseau
simple" ("simple lattice"), terminologie qui prendra son sens lorsque ’on
définira les cristaux en tant que "multi-réseau". S’il n’y a pas de risque de
confusion, le réseau R(e,) sera simplement noté R.

Il est utile d’associer a la base e, sa métriqgue C par :

20 A partir de maintenant et sauf mention du contraire, on applique la convention de
sommation sur les indices répétés
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Copi= e, €, C=(Cp) € Q2 (1.19)

Le parallélépipede P(e,) = {A%e,,0 < A* < 1} est une cellule de base de
R dont le volume est donné par

(vol P(e,))* = det C. (1.20)

En cristallographie, ’étude des symétries des réseaux se résume schéma-
tiquement a la question suivante :

(a) Etant donné un réseau R, quelles sont les transformations orthogo-
nales Q qui laissent R invariant, .e. telles que QR = R?

Il s’agit par conséquent de trouver, d’aprés (1.18) et puisque Q est linéaire,
toutes les transformations Q telles que

R(Qe,) = R(e,), (1.21)

c’est-a-dire telles que les vecteurs orthogonalement transformés Qe, forment
une base du méme réseau R(e,). Il s’agit en fait d’un cas particulier d’un
probléme plus général que l'on peut énoncer comme suit :

(b) Etant donné un réseau R(e,), trouver tous les vecteurs linéairement
transformés He,, ot H € Aut, qui générent ce méme réseau R(e,).

On se propose dans un premier temps de répondre a la question (b) et
ensuite de retourner vers (a).

Cachée a 'intérieur méme de sa formulation, le probléme (b) trouve son
origine dans le fait qu’un réseau donné admet une infinité de bases différentes.
En d’autres termes, R ne détermine pas de fagon unique sa base, ou sa cellule
de base. La figure 1.6 illustre en deux dimensions cette absence d’unicité,
totalement décrite par le résultat suivant :

Proposition 1.1: Un réseau R(e,) détermine sa base & une transformation de

GL(3,Z) preés :

R(mabeb) = R(ea) < m = (mab) € GL(3,Z) (1.22)
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Fig. 1.6: Exemple de trois mailles élémentaires différentes & I’origine d’un méme réseau

On rappelle que GL(3,Z) représente le groupe infini et discret de toutes
les matrices 3 x 3 inversibles et & composantes entiéres (par conséquent,
dont le déterminant vaut £1. On dit que ces matrices sont unimodulaires).
Ce groupe est d’une importance fondamentale en cristallographie et on le
rencontrera de nombreuses fois par la suite.

Démonstration:
D’aprés (1.18) tout triplet v, de vecteurs linéairement indépendants dans
R(e,) a la forme suivante :

Vg = Ugb€p, Ugp € Z, det ('Uab) 7& 0. (123)

En général, trois tels vecteurs v, générent un sous-réseau de R(e,). Tout
autre triplet de vecteurs €, qui génére R(e,) satisfait nécessairement (1.23)
pour un choix (mg;) de coeflicients entiers (vy;) constituant une matrice in-
versible. Pour que les €, génére R, il doit aussi étre possible d’exprimer les
vecteurs e, comme combinaison entiére des €, ; les coefficients de la matrice
de transformations sont alors donnés par m™!.

En conclusion, €, est une autre base de R(e,) si et seulement si elle est

reliée a la base de départ par une matrice unimodulaire entiére :

€, = mgpe, avec m € GL(3,7Z). (1.24)

De fagon équivalente on a (1.22).
0

Le changement de base (1.24) & I'intérieur d’un réseau induit une action
naturelle du groupe de symétrie global GL(3,Z) sur Q3 donnée par :

C— C=m'Cm, meGL(3,7). (1.25)
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On note alors que, d’apres (1.20), (1.22) et (1.25), tout triplet de vecteurs
€, du réseau R est une base de R si et seulement si le volume de la cellule
P(e,) est identique & celui de P(e,), ce qui permet d’énoncer le

Corollaire 1.2: Toutes les cellules de base d’un réseau ont le méme volume.

D’aprés (1.24), on peut répondre au probléme (b) posé plus haut en dé-
finissant le groupe de symétrie global GG(e,) d’un réseau donné R(e,) par :

Ges) := {H € Aut : R(He,) = R(e.)}. (1.26)

D’aprés la Proposition 1.1, ce groupe s’écrit aussi

G(e,) ={H € Aut : He, = mases, m € GL(3,Z)},
={H € Aut: H = maue, ® &, m € GL(3,Z)}. (1.27)

Notons que G(e,) est un groupe infini, ce qui ressort clairement du fait que
les transformations du type de celles introduites infra en (1.32) font partie
du groupe de symétrie global de n’importe quel réseau.

La représentation par des matrices de GL(3,7Z) des éléments de G/(e,) est
aussi appelée groupe de symétrie global.

En général les sous-groupes de Aut ou de O(3) qui laissent un réseau
invariant, ou qui, de fagon équivalente, peuvent étre représentés par des
groupes de matrices entiéres dans des bases adéquates, sont dits cristallo-
graphiques. Ainsi, pour toute base e,, G(e,) est un sous-groupe maximal
cristallographique de Aut, et de tels sous-groupes sont tous conjugués. En
effet, tout sous-groupe maximal cristallographique est de la forme G/(e!), ou
e/ = Fe, = fuep, pour un élément adéquat F € Aut. D’apres (1.27) les
éléments de G(Fe,) peuvent étre écrits comme suit :

H' = hge, @e, = (fhf " )aes D ey, (1.28)

et donc les groupes GG(Fe,) et G(e,) sont bien conjugués dans Aut :

G(Fe,) = FG(e,)F . (1.29)

Lorsque les vecteurs €/, forment une autre base de R(e,), les éléments f et
g sont dans GL(3,7Z), ce qui implique que GG(Fe,) = G(e,). Par conséquent :

G(mqer) = G(e,) pour tout m € GL(3,Z). (1.30)
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Le groupe G(e,) ne dépend donc que du réseau R lui-méme, et non du
choix d’une de ses bases.

Il est intéressant de noter dés a présent que G(e,) contient des transfor-
mations qui ne sont ni orthogonales, ni de période finie. Il suffit par exemple
de considérer les transformations représentées par (on utilise la lettre ¢ pour
cisaillement) :

1 0
(car) =10 0], n€&Z quelconque, (1.31)
0 1

o = 3

ou encore, plus généralement, par

£l p ¢
(la)={ 0 £1 r |, p,qr €Z quelconques. (1.32)
0 0 =1

1.2.4  Les symétries géométriques des réseaux. Classification en systémes
cristallins

Groupes ponctuels cristallographiques et holoédres géométriques

On revient maintenant sur la question (a) posée précédemment, I’objectif
étant d’étudier les transformations orthogonales qui laissent un réseau in-
variant. Une base e, étant donnée, on cherche les tenseurs orthogonaux Q
telles que Qe, soit encore une base du réseau R(e,). Ces transformations sont
appelées des opérations de symétrie de R (c¢f. § 1.1.3) et leurs sous-espaces
invariants de dimension 1 ou 2 sont appelés éléments de symétrie de R. Plus
précisément, le plan invariant d’une opération de symétrie Q de déterminant
—1 est un plan de symétrie, ou miroir, de R, tandis que 'axe de Q de dé-
terminant +1 est appelé aze de symétrie de R (si Q est de déterminant —1,
cet axe est dit inverse).

Par définition, les opérations de symétrie de R(e,) sont les éléments or-
thogonaux du groupe G(e,) défini en (1.27). Gréace a la relation (1.24), elles
peuvent étre explicitement définies comme les tenseurs Q € O(3) tels que :

Qe, = mype; pour un élément m € GL(3,7Z). (1.33)

L’holoedre géométrique P(e,) C O(3) du réseau R(e,)?*! rassemble toutes
ses opérations de symétrie :

2! Le groupe P(e,) est aussi appelé groupe ponctuel (holoédre) de R(e,).
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P(e,) :=G(e,) N O(3)
={Q € O(3) : R(Qe,) = R(e.)}
={Q € O(3) : Qe, = myey, pour un m € GL(3,Z)}. (1.34)

Puisque G(e,) est le sous-groupe maximal de Aut qui laisse R(e,) invariant,
I’holoédre géométrique P(e,) est le sous-groupe maximal de O(3) qui ap-
plique R(e,) sur lui-méme.

En général, tout sous-groupe de O(3) laissant un réseau invariant est
appelé groupe ponctuel cristallographique. Il est important de noter que les
groupes ponctuels cristallographiques ne sont pas tous holoédres puisque,
d’aprés (1.34), un sous-groupe cristallographique P de O(3) est holoédre si
et seulement si il existe une base e, telle que P = P(e,), c’est-a-dire que
P doit étre le groupe mazimal des opérations de symétrie d’un réseau??. On
omettra parfois le terme de "cristallographique" pour les groupes ponctuels
lorsque 'on parle des réseaux, cependant, dans ce contexte, il sera toujours
sous-entendu.

Les holoédres géométriques répondent a la question (a) posée au § 1.2.3.
On dégage dans ce qui suit les principales propriétés des holoédres géomé-
triques, tels qu’elles peuvent étre directement obtenues d’aprés leur défini-
tion (1.34).

Tout d’abord, G(e,) N O(3) (donc P(e,)) posséde une propriété analogue
a celle établie en (1.30) :

P(mgpe;) = P(e,) pour tout m € GL(3,Z). (1.35)

Cela signifie que, tout comme G/(e,), I’holoédre géométrique P(e,) de R(e,)
ne dépend que du réseau lui-méme et non d’une de ses bases. De plus,
d’aprés (1.29) et (1.34), pour tout Q € O(3) on a

P(Qe.) = G(Qe,)NO(3) =QG(e,)Q N O(3)
= QP(e,)Q". (1.36)

22 En particulier, I’holoédre géométrique contient nécessairement ’inversion -1 puisqu’on
a toujours R(e,) = R(—e,). Par contre, il est tout & fait possible de construire un groupe
qui laisse un réseau invariant sans contenir l’inversion. Il suffit de considérer le réseau
construit sur une base orthonormeée (i, j, k) : le groupe constitué de I'identité et du mirroir
k — —k laisse le réseau invariant mais ne contient pas l'inversion. Il s’agit d’un groupe
ponctuel cristallographique (puisqu’il laisse un réseau invariant) non holoédre (puisqu’il
n’est pas maximal, ne contenant pas I'inversion). La distinction entre ces deux types de
groupes est fondamentale.
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Par conséquent, en appliquant une transformation orthogonale a un réseau,
on change son holoédre géométrique en un conjugué dans O(3).

Ensuite, il est immédiat de déduire de la relation (1.34) que tous les
holoédres géométriques contiennent I'inversion :

-1 € P(e,) pour toute base e,, (1.37)

ce qui n’est pas nécessairement le cas des groupes ponctuels cristallogra-
phiques (¢f. la précédente note de bas de page).

Rappelons enfin que les opérations de symétrie Q d’un réseau possédent
ce que 'on appelle la restriction cristallographique, & savoir que

la période de ces opérations est de 1, 2, 3, 4 ou 6. (1.38)

Appliqué en deux dimensions, cela signifie qu’on ne peut paver le plan de
fagon périodique qu’avec des parallélépipédes, des triangles équilatéraux, des
carrés ou des hexagones réguliers. Des pavages avec des pentagones - par
exemple - ne sont possibles que de fagon quasi-périodiques. On trouve dans
le livre de Sivardiére (1995) une démonstration de ce résultat.

Classes cristallines et systémes cristallins

Afin de mieux cerner les propriétés de symétrie que captent les groupes
ponctuels (holoédres ou non), il est nécessaire d’introduire un eritére de clas-
stfication des sous-groupes de O(3). En cristallographie, le critére générale-
ment adopté est celui de la conjugaison dans O(3). En fait, d’apres (1.36), la
transformation orthogonale d’un réseau R(e,) change P(e,) en un conjugué
(orthogonal). Par conséquent, les symétries de deux réseaux conjugués ou
congruents seront considérées comme essentiellement équivalentes. L’option
naturelle est donc de diviser les groupes ponctuels en classes d’équivalence
orthogonales. Le théoréme suivant, qui anticipe sur les symétries des cristaux
(et non des réseaux), est un résultat extrémement classique de la cristallogra-
phie; il établit la classification des classes d’équivalence de tous les groupes
ponctuels cristallographiques et, en particulier, de tous les holoédres :

Théoréme 1.3: 11 y a trente deux classes d’équivalence de groupes ponctuels
cristallographiques dans O(3).

Ces classes d’équivalence sont appelées les classes cristallines (géométriques).
La preuve du théoréme 1.3 est particuliérement longue et se fait par construc-
tion. On peut la trouver par exemple dans Bouasse (1929) et Yale (1968).
Puisqu’on ne considére pour le moment que des réseaux simples, seule la
conjugaison dans O(3) des holoédres est pour 'instant importante : les classes
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d’équivalence qui en résultent sont les systémes cristallins (on parle aussi de
classes géométriques de Bravais, qu’il ne faut pas confondre avec les réseaux
de Bravais définis au § 1.2.5). Par un abus de langage communément admis,
on dit qu’une classe cristalline appartient au plus petit systéme cristallin qui
le contient.

Comme il a déja été signalé, un groupe ponctuel cristallographique P est
holoédre si et seulement si P = P(e,) pour une base e,. La vérification directe
de cette condition aux trente deux classes cristallines conduit au corollaire
classique suivant, qui donne la classification des groupes holoédres et répond
a la question (a) :

Corollaire 1.4: Il y a sept systémes cristallins dans R? : triclinique, monocli-
nique, orthorhombique, trigonal, tetragonal (ou quadratique), hexagonal et
cubique.

Il est important de noter que les informations fournies par les systémes
cristallins ne sont pas suffisantes pour caractériser complétement les réseaux.
En effet, alors que deux réseaux congruents appartiennent nécessairement
au méme systéme cristallin, cela peut aussi fort bien se produire pour des
réseaux non conjugués. On va maintenant voir pourquoi.

1.2.5 Les symétries arithmétiques des réseaux et leur classification en
réseaux de Bravais

Les groupes arithmétiques ou groupes-réseaux

Le critére de classification utilisé jusqua présent est basé sur I’équivalence
des holoédres géométriques. Il donne une description trés utile des proprié-
tés de symétrie des réseaux. Cependant, une autre caractérisation de ces
symétries peut étre obtenue grace aux matrices de GL(3,7Z) présentes dans
la définition (1.34) des holoédres (géométriques). En effet, les propriétés de
congruence dans GGL(3,Z) font apparaitre de nouveaux types de symétrie, ce
qui va permettre d’établir une classification des réseaux plus restrictive que
celle des systémes cristallins.

Ici la question est celle que posa Bravais en 1850 : étant donné un holo-
édre géométrique P, trouver tous les types de réseaux différents compatibles
avec P. Afin de préciser les choses, on introduit le groupe arithmétique ou
groupe-réseau, L(e,) d’une base e, ou de son réseau R(e,). Il s’agit du sous-
groupe fini de GL(3,Z) constitué de toutes les matrices m qui apparaissent

dans (1.34) :

Lie,) :={m € GL(3,Z) : muye, = Qe,, Q € P(e,)}. (1.39)
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Ainsi, par définition, les groupes arithmétiques étant les représentations en-
tieres des holoédres géométriques dans une base donnée, ce sont les sous-
groupes (finis) maximaux de GL(3,Z) qui agissent orthogonalement sur un
réseau. Leurs propriétés principales ont été étudiées par de nombreux auteurs
(cf. par exemple les ouvrages de Engel (1986), Janssen (1973) et Miller, 1972).
On peut vérifier qu'un changement de base dans un réseau donné pro-
voque le changement du groupe-réseau en un conjugué dans GL(3,7Z) :

L(mgpe;) = m™'L(e,)m si m € GL(3,7Z). (1.40)

De plus, une transformation orthogonale ne modifie pas le groupe arithmé-
tique :

L(Qe.) = L(e.) si Q € O(3). (1.41)

On peut donc voir L(e,) comme le sous-groupe maximal de GL(3,Z) dont
les éléments laissent la métrique C invariante sous I'action (1.25) :

L(e,) ={m € GL(3,Z) : m'Cm = C} =: L(C). (1.42)

Congruence dans O(3) (systémes cristallins) et dans GL(3,7Z) (réseaux de
Bravais)

D’apreés la relation (1.40) relative aux transformations des groupes arith-
métiques aprés un changement de base dans un réseau, le groupe-réseau
L(e,), a I'inverse de ’holoédre géométrique (cf. (1.35)), est déterminé par la
base e, mais est indépendant du réseau R(e,) lui-méme. Les relations (1.22)
et (1.40) montrent que R(e,) determine en fait une classe d’équivalence de
groupes-réseaux dans GL(3,7Z).

La GL(3,Z)-congruence d’un sous-groupe fini de GL(3,Z) est appelée
classe d’équivalence arithmétique, et les groupes de cette classe sont dits
arithmétiqguement équivalents. En particulier, une classe d’équivalence dans
GL(3,Z) de groupes arithmétiques est appelée une classe arithmétique de
Bravazis.

Chaque classe arithmétique de Bravais détermine un seul systéme cris-
tallin. A l'inverse, un holoédre donné P C O(3), ou un systéme cristallin
donné, détermine en général des (classes de) groupes-réseaux arithmétique-
ment différents. La raison principale est que la méme opération de symétrie
dans P C O(3) peut étre représentée dans différentes bases par des matrices
entiéres qui ne sont pas nécessairement liées par une transformation dans
GL(3,Z).

Le théoréme suivant, qui peut étre démontré par des calculs formels,
permet d’énumérer les réseaux de Bravais.
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Théoréeme 1.5: 11 existe 73 classes d’équivalence de sous-groupes finis dans
GL(3,Z) (les classes arithmétiques); parmi elles, quatorze sont des classes
arithmétiques de Bravais (classes d’équivalence de groupes-réseaux).

Les classes de Bravais dans GL(3,Z) énumérées dans le Théoreme 1.5
donnent un critére arithmétique nouveau de classification des réseaux, un
critére plus fin que le critére géométrique donnant naissance aux systémes
cristallins introduit au paragraphe précédent. D’aprés (1.40), puisqu’a tout
réseau R(e,) correspond une classe arithmétique (de Bravais) de groupes-
réseaux, il est naturel de considérer comme (arithmétiquement) équivalents
tous les réseaux ou toutes les bases dont le groupe-réseau appartient a la
méme classe de Bravais. D’aprés cette nouvelle classification, deux bases e,
et €/ (ainsi que les réseaux qu’elles générent) sont équivalents lorsque leurs
groupes-réseaux sont arithmétiquement équivalents :

L(e!) = m~'L(e,)m pour un élément m € GL(3,Z). (1.43)
Les bases ou réseaux pour lesquels (1.43) a lieu appartiennent au méme
réseau de Bravais. Ainsi, deux réseaux sont (arithmétiquement) du méme
type si et seulement si il existe des bases pour lesquelles leurs groupes-réseaux
coincident.

Le résultat suivant, corollaire du Théoréme 1.5, permet de classer les ré-
seaux de Bravais et indique la répartition des systémes cristallins a I'intérieur
de ceux-ci :

Corollaire 1.6: Il existe quatorze réseaux de Bravais distincts en trois dimen-
sions. Ils se subdivisent sur les sept systémes cristallins comme indiqué sur

la figure 1.7.

Centrage

D’un point de vue géométrique, la subdivision en réseaux de Bravais des
systémes cristallins telle qu’elle est indiquée sur la figure 1.7 correspond a
I’existence de différents types de centrages arithmétiquement non-équivalents
des réseaux d’un méme systéme. Disons rapidement qu’étant donné un ré-
seau, dit primitif, il est souvent possible de préserver I'holoédre géométrique
en ajoutant convenablement des noeuds a des positions adéquates de la cel-
lule de base.

Par exemple, en ajoutant des noeuds aux centres de faces paralléles conve-
nablement choisies, on obtient la version base centrée du réseau original. En
ajoutant un noeud au centre de chaque face de la maille, on obtient la ver-
sion face centrée. Et si ’on ajoute un noeud au centre la maille, alors c’est la
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version centrée que I'on obtient. On peut cependant montrer que le centrage
ne produit pas nécessairement un autre réseau de Bravais.

Quadratique
a=b=zc

w=p=y=90°

Orthorhombique
azxbzc
o=p=y=90°

Hexagonal

a=bec

G=p=90° P
y=120°

Manoclinique 4 types de réseau
;:?:SU, P c P Primitif
Bel20° I cantré

F toutes faces centrées

Tricliniaue C 1 face centrée
atbz cq P + 7 systémes cristalling
co# Py 90 = 14 réseaux de BRAVAIS

Fig. 1.7: Les sept systémes cristallins et les quatorze réseaux de Bravais correspondants
selon le type de centrage

4 types de réseau

1.3 Le cristal en tant que multi-réseau

1.3.1 Définition

On considére & partir de maintenant 1’espace affine & trois dimensions
A® ainsi que le groupe Aff(3) des applications affines inversibles de A®. Le
sous-groupe des éléments de Aff(3) dont le déterminant est positif sera noté
Aff(3)*. On désigne par E(3) (le groupe Euclidien®?) le sous-groupe des iso-
métries affines de Aff(3), et par T(3) celui des translations.

23 Euclide d’Alexandrie, mathématicien grec, environ 325-265 avant J.C. On ne sait pas
clairement si ses "Eléments" sont son oeuvre propre ou celle d’une école qui porta son nom,
un peu comme ce que fit Bourbaki au vingtiéme siécle. L’apport d’Euclide doit semble-t-il
étre nettement distingué de celui des présocratiques comme Thalés de Milet, Parménide,
Pythagore ou Empédocle, héritiers et transmetteurs de doctrines plus nettement mystiques
et religieuses, plus tard réinterprétées par Aristote.
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On modélise un cristal tdéal par un sous-ensemble infini et discret
M C A? qui admet un réseau translatoire, disons R(e,), qui envoie M sur
lui-méme. Ceci traduit le fait que M est tri-périodique et implique (¢f. Dé-
finition 1.7 ci-dessous) que M est une union finie des translatés d’un réseau
affine donné :

R(P,e,) := P+ R(e,) C A®, avec P € A®. (1.44)

Il est nécessaire d’avoir un critére qui permet de décider quand est-ce que
deux points de M sont occupés par des atomes ou des groupes d’atomes
indiscernables. Ce critére est nécessairement une relation d’équivalence qui
partitionne les points de M en classes Ay, --- , A, appelés espéces atomiques
de M. De plus, deux points quelconques de M qui difféerent d’une transla-
tion de R(e,) appartiennent nécessairement a la méme espéce atomique. Un
cristal dont les points appartiennent tous & la méme espéce atomique est dit
monoatomique. 1l est polyatomique dans le cas contraire.

On introduit donc la

Définition 1.7: Tout cristal idéal mono ou polyatomique M est un multi-
réseau de 'espace affine A? ; cela signifie que M est un sous-ensemble de A®
tel que

n—1
M= M(Py,-- , Pooy,en) = M(Pre) = | R(Ps ea), (1.45)
1=0

ott R(e,) (c¢f. (1.44)) est un réseau (simple) de R?. Dans la relation (1.45),
n est un entier positif approprié et les points P, € M sont tous distincts et
ne different pas d’un vecteur de R(e,). Les points de chaque réseau affine
R(P;,e,) C A’ appartiennent a la méme espéce atomique.
On considére donc a partir de maintenant les mots de "cristal" et de "multi-
réseau' comme synonymes.

Enfin, en définissant les n — 1 vecteurs

pi = PP, pour i=1,...n—1, (1.46)

on remarque que le n-réseau M est uniquement déterminé par Py et les n+2
vecteurs e;, €3, €3, P1, .- Pn-1 :

n—1

M = M(Pye0,p1,...,Pum1) = [ J{Po+ pi + R(ea)}. (1.47)

=1
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On dit que les (€4, Pi)ac{1,2,3},i€{1,2,...n—1} sont les descripteurs du cristal M.
En particulier, ils permettent de localiser les atomes a 'intérieur d’une maille
élémentaire, définissant ainsi le motif du cristal M.

1.3.2 Symétrie affine des cristaux

La question classique posée par les cristallographes afin de décrire la
symétrie d’'un multi-réseau M de A® est analogue a la question (a) posée au
§ 1.2.3 concernant les réseaux simples :

(a’) Trouver toutes les transformations affines e € F(3) qui appliquent
M sur lui-méme.

Une fois qu’une origine O est choisie dans A?, toute isométrie de E(3)
peut étre représentée par le couple e = (t,Q) ou t est le vecteur allant de 0
ae(0) et ot Q € O(3).

Une isométrie e qui laisse M invariant est une opération de symétrie de
M. Les diverses opérations de symétrie des cristaux sont connues sous les
termes de : azes hélicoidaux, axes inverses, miroirs. Ces derniers peuvent
étres translatoires (on parle aussi de plans de glissement) ou ordinaires. On
ne s’étendra pas sur ces questions abondamment décrites dans les manuels
de cristallographie.

On rappelle enfin que les multi-réseaux sont le plus souvent dénués de
centre de symétrie, a I'inverse des réseaux simples.

Groupes spatiaux ; classe et systéme cristallins d’'un multi-réseau

Le groupe spatial S(M) d’un multi-réseau M est I’ensemble de toutes les
isométries affines laissant M invariant :

SM)={e=(t,Q) € E(3):e(M)=M]}. (1.48)
Les sous-groupes suivants de S(M) sont importants :

1. le sous-groupe de toutes les translations qui laissent M invariant :

T(M) = S(M)NT(3), (1.49)

2. le groupe P(M) de toutes les opérations Q qui apparaissent
dans (1.48), i.e. le groupe de toutes les transformations orthogonales
qui laissent M invariant lorsqu’elle sont associées a une translation
appropriée.
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On peut vérifier que P(M) est un groupe ponctuel cristallographique
contenu dans 1’holoédre géométrique P(e,) du "réseau-origine" R = R(e,)

de M :

P(M) C Ple,). (1.50)

Le groupe P(M) est appelé groupe ponctuel du multi-réseau M ; comme il a
été décrit auparavant, le groupe ponctuel détermine une classe d’équivalence
orthogonale (ou géométrique) appelée classe cristalline de M. Puisque P(M)
peut tout & fait ne pas étre holoédre, la classe de M est I'une des trente deux
classes mentionnées au Théoréme 1.3.

Le systéme cristallin de M est généralement défini comme le systéme le
moins symétrique auquel appartient la classe cristalline de M.

La structure des groupes spatiaux a été déterminée par construction a
partir de la propriété suivante :

Proposition 1.8: Etant donné un multi-réseau M, le groupe spatial S(M) est
un sous-groupe infini et discret de E(3) dont le sous-groupe de translation
T (M) est généré sur le corps Z par trois vecteurs linéairement indépendants,
et dont le groupe quotient S(M)/T (M) est isomorphe au groupe ponctuel
cristallographique fini P(M) C O(3). Inversement, tout sous-groupe de E(3)
dont le sous-groupe de translation est comme ci-dessus est le groupe spatial
d’un multi-réseau.

De facon analogue a ce qui a été établi en (1.36), si une isométrie affine
e est appliquée a M, le groupe spatial S(M) se transforme en un conjugué

dans E(3) :

S(eM) =eS(M)e . (1.51)

De plus, toute dilatation d’un multi-réseau engendre un nouveau multi-réseau
dont la symétrie n’est pas essentiellement différente de l'initiale. Ceci plaide
en la faveur du critére de classification choisi pour les groupes spatiaux, c’est-
a-dire la congruence dans Aff(3).

Le résultat suivant est classique en cristallographie et est 1’analogue du
Théoréme 1.3. Il a été obtenu a la fin du XIX®™¢ siécle par ’analyse minu-
tieuse de tous les sous-groupes de E(3) ayant les propriétés de la Proposi-
tion 1.8 :

Théoréme 1.9: 1l existe 219 classes d’équivalence de groupes spatiaux dans
Aff(3). Ce nombre est de 230 si la congruence est considérée a travers les

éléements de Aff(3)*.
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Il existe de trés nombreuses descriptions de groupes spatiaux dans la littéra-
ture.

Les groupes spatiaux qui sont conjugués dans Aff(3) mais pas dans Aff(3)*
sont dits énantiomorphes. Par exemple, (les groupes de symétrie de) la main
droite et la main gauche sont conjugués dans Aff(3) - puisque 'une est I'image
de l'autre dans un miroir - mais pas dans Aff(3)7.

1.3.3 Extension et généralisation : les groupes de couleur

Les 230 groupes spatiaux donnent un cadre exhaustif pour I'étude des
symétries des arrangements atomiques dans le milieu cristallin. Cette étude
peut étre aussi bien celle de la répartition des atomes (directement accessible
par la diffraction des neutrons), celle de la densité électronique en tout point
du cristal (étude par diffraction des rayons X) ou encore celle de la répartition
du potentiel électrique dans le cristal (qu’on peut mesurer par le diffraction
des électrons).

Cependant, au cours des derniéres décennies, divers auteurs ont proposé
de généraliser et d’étendre la notion de groupe d’espace. Parmi les théories
qui ont donné lieu aux développements des plus intéressants, on citera en
particulier celle des groupes de couleur, ou groupes de Shubnikov. A chaque
point de I’espace on attribue une "qualité" repérée soit par le signe + ou —,
soit par une couleur, ou par toute autre caractéristique. A chaque opération
de symétrie on adjoint un opérateur (noté QR par la suite) qui fait passer
d’un signe a l'autre, d’une couleur & l'autre, etc. On peut ainsi construire
de nouveaux groupes, qui généralisent les groupes de symétrie introduits
jusqu’a maintenant et qui ont recu des applications en cristallographie. Ils
permettent en particulier de décrire les structures magnétiques des cristaux
en tenant compte non seulement de la répartition des atomes dans la struc-
ture cristalline mais aussi de l'orientation des moments magnétiques portés
par les atomes, lorsque ceux-ci sont magnétiquement ordonnés, comme dans
les cristaux ferromagnétiques ou antiferromagnétiques. L’opération de chan-
gement de qualité consiste alors en un retournement du moment magnétique
et équivaut a l'inversion du sens de parcours du temps, d’ou la dénomination
de symétrie spatio-temporelle (pour des développements a la physique de la
symétrie temporelle, on peut consulter I'ouvrage de Sachs, 1987).

Dans le cas des cristaux magnétiques (qui peuvent étre vus comme des
multi-réseaux bicolores), il existe 1421 (classes d’équivalence de) groupes spa-
tiaux et 90 groupes ponctuels (¢f. Bhagavantam (1966), Birss (1966), Laugh-
lin et al. (2000), Shubnikov (1954) et Sivardiere, 1995).
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2. VERS LA SYMETRIE DES PHENOMENES PHYSIQUES

2.1 La fonction énergie interne d’un réseau simple et ses
propriétés d’invariance

Pour simplifier le propos on suppose dans un premier temps que la struc-
ture des cristaux peut étre décrite par le moyen d’un réseau simple. Ce genre
d’hypothése simplificatrice, qui ne prend pas en compte les descripteurs in-
troduits en (1.46) - et donc, par conséquent, pas non plus le motif - permet
malgré tout d’obtenir des résultats déja trés significatifs.

Par conséquent, on suppose que ’énergie interne ou libre ¢ par maille
élémentaire d'un corps déformable cristallin - dont la configuration est sup-
posée étre un réseau simple R(e,) - est donnée par une fonction suffisamment
réguliére notée ¢ et dépendant de la base du réseau e, et de la température
absolue 6 :

¢ = ¢(eq,0). (2.1)

Le domaine de ¢ est en principe le produit de Pespace B de toutes les bases
et d’un intervalle approprié de températures admissibles Z.
On suppose que ¢ est une quantité invariante sous les transformations

1

Galiléennes’, ce qui signifie que ¢ est invariante sous les isométries qui pré-

servent l'orientation, ce que 'on traduit par :

b(e,,0) = #(Qe,,0) pour toute base e, € B,Q € SO(3),0 € Z.  (2.2)

! Galileo Galilei, mathématicien italien, 1564-1642. Il lanca l'idée que la langue mathé-
matique permet de lire "le grand livre de la nature", et, en écrivant sur les suites, les
sommes infinies et les infiniments petits des pages magistrales, une mathématique entiére-
ment nouvelle se dessina. Malgré ses amitiés parmi les princes de I'Eglise, il fut condamné
en 1633 par le Saint-Office pour avoir pris parti en faveur de la réalité du mouvement de la
Terre et ne connut A partir de ce moment et jusqu’a sa mort que des résidences surveillées.
Ses écrits et son exemple allaient cependant devenir, & la confusion de ses juges, le ferment
de I’Europe savante.
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On admet aussi que ¢ ne dépend pas de la base de B qui génére le réseau
R(e,). D’apres la Proposition 1.1, on sait que les vecteurs de base e, de R(e,)
sont déterminés a une transformation de GL(3,7Z) pres; ce résulat et (2.2)
impliquent que ¢ satisfasse a la relation d’invariance

Qb(ea; 0) - Qb(mabeb; 0) = qb(maerbJ 9)7 (23)

pour toute base e, € B, Q € SO(3), m € GL(3,Z) et § € Z. La GL(3,Z)-
invariance de ¢ traduit la triple périodicité des réseaux.

Le fait que GL(3,Z) contienne l'inversion —1 implique que (2.3) soit en
fait valable pour tout Q € O(3). De la méme maniére, ¢ ne dépend en fait
des vecteurs de base e, qu’a travers leur produit scalaire, c’est & dire qu’elle
est essentiellement fonction de la métrique C (¢f. (1.19)) :

6= d(eq,0) = &(C,0), Cu:=e, e; (2.4)

le domaine de qAD est le produit de I’espace a six dimensions Q3 de toutes les
métriques et de l'intervalle Z. Ainsi (2.3) est équivalent a :

H(C,0) = p(m'Cm, 0), (2.5)

pour toute C € Q7 toute m € GL(3,Z) et toute 0 € 7.

2.2 Passage au continu : I’hypothése de Cauchy-Born

C’est dans le but d’obtenir des modéles phénomélologiques pour les cris-
taux vus comme un milieu continu que 'on doit établir une connection entre
les descriptions atomiques et macroscopiques. Cette connection est réalisée
par le biais d’hypothéses qui lient la déformation macroscopique du cristal
aux modifications des positions atomiques dans le réseau. Les premiéres ten-
tatives de passage micro-macro ont été réalisées par Cauchy? dans les années
1830. Elles visaient a obtenir les contraintes élastiques ainsi que ’énergie ma-
croscopiques a partir de calculs faits au niveau atomique. Ces calculs étaient
basés sur ’hypothése que les déplacements atomiques “suivaient” la défor-
mation globale. En 1915, Born® s’apercu, sur la base de travaux de Lord

2 Augustin Louis Cauchy, mathématicien frangais, 1789-1857. Il travailla & Paris.
3 Max Born, mathématicien et physicien allemand, 1882-1970. Son étude statistique des
fonctions d’onde lui valut le prix Nobel en 1954.
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Kelvin* qui dataient des années 1880, que les hypothéses de Cauchy étaient
souvent mises en défaut. Il les modifia en faisant 1’hypothése physiquement
raisonnable que seul le “squelette” atomique du cristal (i.e. son réseau) est
impliquée dans (ou par) la déformation macroscopique, tandis que le motif
est quant & lui libre de s’ajuster de maniére & atteindre un équilibre. Cette
hypothése est devenue classique et a pris le nom d’hypothése de Cauchy-Born
(qu’on rencontre souvent en anglais sous le terme de Born rule).

Considérons par conséquent un cristal se trouvant dans une configuration
de référence dans laquelle son réseau Ry est construit sur les vecteurs de base
e?. On suppose maintenant que ce cristal subit une déformation macrosco-
pique dont le gradient est F. L’hypothése de Cauchy-Born dit en fait que les
vecteurs e, donnés par :

constituent les vecteurs de base sur lesquels est construit le réseau du cris-
tal dans la configuration déformée. On dit aussi parfois que les vecteurs de
base de Ry se comportent comme des vecteurs matériels ou rigides, ce qui
signifie que R est comme imbriqué dans le milieu continu et participe a la
déformation macroscopique en la suivant.

L’hypothése de Cauchy-Born est trés largement utilisée, et pas seulement
dans le cadre de considérations théoriques. On l'utilise par exemple pour lier
des mesures de compressibilité ou de dilatation thermique (faites directe-
ment sur le réseau cristallin par des techniques microscopiques) aux données
obtenues par des méthodes expérimentales macroscopiques.

2.3 Relations d’invariance de 'énergie

Soit R une configuration de référence d’un corps cristallin dont la struc-
ture est décrite par le biais d’un réseau simple de référence R(e?). On suppose
pour la simplicité des notations que la cellule de base est de volume unité,
sans quoi il faut ajouter une constante en facteur de la fonction ¢ qui sera
définie en (2.7) ci-dessous. En partant de la fonction énergie libre du réseau
¢ définie en (2.1), on peut définir une fonction macroscopique 5 qui fournit
I’énergie libre par unité de volume (de référence) d’un cristal vu comme un
milieu continu :

Qb(Fv 9) = &(Fega 0) = Qb(eay 9)7 (2'7)

4 William Thomson, physicien d’origine irlandaise, 1824-1907. Il fut honoré en 1892 du
titre de "Baron Kelvin of Largs". Il travailla en Ecosse, & Glasgow.
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La fonction d’énergie 5 dépend donc du gradient de la déformation F € Aut.

Les propriétés d’invariance de ¢ s’obtiennent & partir de sa définition (2.7)
et des propriétés d’invariance de ¢ établies en (2.3). On a défini au § 1.2.3 le
groupe de symétrie globale Gi(e, ) de n’importe quel réseau R(e,) ; on rappelle
que G/(e,) est 'ensemble des tenseurs unimodulaires H qui sont représentés
par une matrice entiére dans la base e, :

He, = mye;, ou encore : H = mye, @ e, m = (my) € GL(3,Z). (2.8)

Les relations (1.27), (2.3), (2.7) et (2.8) impliquent que 5posséde la propriété
d’invariance suivante :

5(]5‘,9) = ;(QFH,@) pour tout F € Aut, H € G(e),0 € T et Q € O(3).
(2.9)

Dans (2.9), I'invariance orthogonale implique que I’énergie libre macrosco-
pique (ou "continue") ne dépend de F qu’a travers le tenseur U apparaissant
dans sa décomposition polaire® F = RU, ou encore, de facon équivalente, du

tenseur de Cauchy-Green® C = F'F = U? :

3(F,0) = 3(U, 0) =: $(C, 0). (2.10)

ott 'on peut montrer que C peut étre représenté dans la base de référence e’
par la métrique C (¢f. (2.4) par exemple). Par conséquent :

~ N

H(C,0) = (e - Cel, 0) = (Cope’ @ €2, 6). (2.11)

La relation (2.5) - ou (2.10) - implique que l'invariance de ¢ se traduit par :

#(C,0) = (H'CH, 8), pour tout C € Sym”, He G(e),0 € T. (2.12)

5 On rapelle que tout élément F de Aut peut étre écrit de maniére unique sous la forme
F = RU, avec R € O(3) et U2 = F'F € Sym”.

6 George Green, mathématicien anglais, 1793-1841. Bien qu’ayant appris seul les ma-
thématiques dans le grenier du moulin familial, il publia en 1828 un des articles majeurs
de I’histoire des mathématiques, intitulé "An Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism".
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2.4 Restriction des domaines de travail

2.4.1 Les voisinages de Pitteri-Ericksen

Selon les résultats du § 1.2.3, appliquer un tenseur F € Aut a une base e,
revient & "déformer" le réseau R(e, ), et si F appartient au groupe de symétrie
globale GG(e,) du réseau, alors cette déformation laisse le réseau invariant dans
le sens ott R(e,) = R(Fe,) - ¢f. (1.27). D’un point de vue physique il n’est
cependant pas réaliste de considérer tous les tenseurs de G(e,) (ou de Aut)
comme des déformations de réseau acceptables : il convient de ne pas prendre
en compte les déformations qui sont trop importantes, car elles créent des
dommages voire la rupture du cristal, ou conduisent & des phénomeénes de
plastification pour lesquels on sort du cadre dans lequel on se place ici. Il est
en fait possible de restreindre le champ des déformations admissibles grace &
un résultat da & Pitteri et Ericksen qui permet du méme coup de restreindre
la symétrie globale d’un cristal a sa symétrie cristallographique.

La proposition 2.1 ci-dessous est de nature purement géométrique. Elle
montre qu’il existe, pour toute base e,, un voisinage orthogonalement in-
variant approprié Ve, C B sur lequel I'action (1.24) du groupe de symétrie
globale GL(3,7Z) sur B coincide avec ’action du groupe-réseau L(e,). De ma-
niére équivalente, dans un voisinage approprié de n’importe quelle métrique
Vo C Q7, Vaction (1.25) de GL(3,7Z) se réduit a celle du groupe L(C) défini

n (1.39).

On ne démontrera pas ce résultat (on peut en trouver des démonstrations
dans Ball & James (1992) et Pitteri & Zanzotto, 2003). On rappelle avant de
I’énoncer que pour toute base e, € B de métrique C, Ve, est un voisinage de
e, dans B si et seulement si il existe un voisinage V: de 1 dans Aut tel que

Ve, = Vie, = {Fe, : F € V; . (2.13)

De plus, le voisinage Ve, est O(3)-invariant (c’est a dire : QVo, = Ve, ou
QV; = V; pour tout Q E O( )) lorsque

Vi={F=RU:Rc0O3),U*=Cue, e, C €V}, (2.14)

pour un voisinage Vo C Q3 de C.
Proposition 2.1: Pour toute base e, de métrique C il existe un voisinage V¢

de C dans Q3 tel que :

mVem = Ve pour toute m € L(C) = L(e,
m'Vem N Ve = () pour toute m € GL(3,Z)\ L(C). (2.16)
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De maniére équivalente, il existe un voisinage orthogonalement invariant
Ve, = V1€, dans B tel que pour V; C Aut on a :

ViH = V; pour tout H € P(e,), (2.17)
ViHNY: = 0 pour tout H € G(e,) \ Ple,). (2.18)

La base e, est dite le centre de Ve,, de méme que C pour V¢ et 1 pour Vs.

2.4.2 (Conséquence sur les relations d’invariance

Pour toute base €, ou toute métrique C, on considére la restriction de
la fonction ¢ & un voisinage Ve, de &,, ou celle de é a un voisinage V&
de €' comme dans la Proposition 2.1. Par simplicité, les fonctions et leurs
restrictions sont notées avec les mémes symboles.

Les propriétés des voisinages de la Proposition 2.1 impliquent que les
restrictions des fonctions d’énergie ne sont plus invariantes sous ’action des
éléments de GL(3,Z) comme dans (2.3) et (2.5), mais seulement sous I'action
des opérations qui laissent le voisinage invariant. Ces opérations sont, d’aprés
la Proposition 2.1, celles qui laissent invariant le centre du voisinage. Plus
précisément on a :

P(€q,0) = p(mqpQes, ) pour tout e, € Ve,,Q € O(3),m € L(e,) et § € T.
(2.19)

Et, de fagon équivalente :

QB(C,Q) = é(th’m,Q) pour tout C € Vg, m € L(e,) et 6 € . (2.20)

On suppose maintenant que R est la configuration de référence d’un corps
cristallin de réseau R(€,) et de métrique C'. On considére de plus la restriction
de 5 et ¢ au voisinage Vy qui découle de Vs, comme dans la Proposition 2.1.
Les propriétés (2.18) de Vy impliquent que %n’est plus invariant sous ’action
de G(e,) comme dans (2.9). En réalité, pour C = F'F, on a

S(F.0) = H(QFH, 0) ou bien 3(C,0) = &(C,0) = J(H'CH,0),  (2.21)

pour tout F € V1, Q€ O(3), He P(e,) et § € T.
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Ainsi, en réduisant le domaine des fonctions d’énergie on simplifie grande-
ment le champ de 1’étude puisque les propriétés d’invariance sont désormais
données par un groupe ponctuel cristallographique fini P(e,)".

2.4.3 FExtension aux multi-réseaux

Il est en fait possible de réduire encore d’avantage le domaine de travail
si 'on travaille sur les multi-réseaux, c’est-a-dire sur les cristaux. On ne
rentrera pas dans les détails techniques de la démarche. Disons simplement
que ’hypothése de Cauchy-Born appliquée a une énergie libre de la forme :

¢ = ¢(eq, pi,b), (2.22)

permet, grace a un résultat semblable a la Proposition 2.1 mais adapté aux
multi-réseaux, de réduire les propriétés d’invariance de I’énergie d’un cristal
a son groupe spatial. On obtient donc une relation d’invariance analogue
a (2.21) ou H est cette fois un élément du groupe ponctuel P(M) du multi-
réseau M.

2.5 Conséquences sur la symétrie du tenseur d’élasticité

On considére ici un matériau élastique. L’inégalité de Clausius-Duhem?,
qui est une maniére de traduire le second principe de la thermodynamique,
impose que ’énergie ¢ définie supra soit un potentiel pour le (premier)
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P (le second tenseur de Piola-
Kirchhoff est souvent noté o)?. Notant toujours F le gradient de la déforma-
tion et en introduisant le tenseur des contraintes de Cauchy T, on a alors

7 Ce groupe est ici nécesssairement holoédre puisqu’il contient -1. Il s’agit donc d’un
des sept systémes cristallins énumérés au Corollaire 1.4.

8 Rudolf Julius Emmanuel Clausius, physicien prussien, 1822-1888.
Pierre Maurice Marie Duhem, physicien frangais, 1861-1916. Duhem présenta sa thése de
Doctorat en 1884. Elle portait sur I’étude du potentiel thermodynamique en physique et
en chimie. Il proposa de traiter les réactions chimiques en terme d’énergie libre. Ses idées,
quoique tout & fait correctes et novatrices, remettaient cependant en cause celles de son
influent ainé le chimiste frangais Marcelin Berthelot (1827-1907). Celui-ci s’arrangea pour
que sa thése soit rejetée. Duhem, se sachant dans le vrai, publia ostensiblement en 1886
sa thése refusée, ce qui n’arrangea pas ses relations avec Berthelot qui devint Ministre de
I'Education (1) cette méme année. Duhem travailla & Lille et souffrit toute sa carriére de
ses relations avec Berthelot. En tant qu’auteur d’articles importants en philosophie (et
histoire) des sciences, il eut aussi des échanges virulents avec Poincaré.

9 Gabrio Piola, mathématicien italien, 1791-1850. Il travailla & Milan.
Gustav Robert Kirchhoff, physicien allemand, 1824-1887.
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0%
P = —_ = |detF|TF ' = Fo. 2.23
09 — Jactr| (2.23)
On écrit alors que P = f’(F) pour reprendre les notations de Gur-
tin (1981). Cette équation modélise la loi de comportement du matériau
élastique considéré. Au voisinage de l'identité 1, elle est gouvernée par la
transformations linéaire

C: Lin — Lin (2.24)
définie par
: P9 P )
C:=DP(1) = 0F8F(1) = 8C8C(1)’ (2.25)

le symbole D désignant la dérivation.

On dit que C est le tenseur élastique du matériau considéré. C’est un
tenseur du quatriéme ordre qui s’obtient en dérivant le premier tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff par rapport au gradient de la déformation F,
au “point” F = 1, c’est-a4-dire pour de petites déformations. Signalons qu’il
est souvent commode de faire 'hypothése que f’(l) = 0 qui signifie que la
configuration de référence est un état naturel.

Le tenseur des déformations non-linéaires E s’exprime par la relation

E:=(C-1)/2. (2.26)
Bien siir, si C € Vq, E est dans un voisinage Vy de 0 dans Sym. On a donc
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%
= 7@E2J8Ekh (0) =: Lijkh-

4Cijn =4 ——
Ciga 9C;0C

(1) (2.27)

D’aprés (2.27), L et C sont dotées des fameuses petite et grande symétries :

Lijen = Ljien = Lijae = Linij- (2.28)

D’autre part la relation (2.27) signifie aussi que pour de petites déforma-
tions, la fonction énergie libre ¢ est approximée par la forme quadratique
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¢ = %E L[E]. (2.29)

Afin de connecter les relations d’invariance de 1’énergie & celles des ten-
seurs dont ils dérivent, rappelons un résultat d’invariance de la dérivation tel
qu’on peut le trouver dans Gurtin (1981) :

Théoréme 2.2: (Invariance de la dérivation)

Soit U un sous-espace de Lin, A un ouvert dans U et G un sous-espace de
O(3). On considére une fonction ¢ : A — Lin assez réguliére et on suppose
que ¥ est G-invariant, i.e. QaQ! € A pour tout a € A, Q € G et

Q¥(a)Q" = ¥(QaQ’) (2.30)

pour tout a € Aet Q € G.
On a alors

QDY(a)[u]Q" = D¥(QaQ")[QuQ'] (2.31)
pour tout a € A, u € U et Q €G.

Alors, la relation (2.21) et les remarques faites au § 2.4.3 impliquent que
le tenseur L (ou C) des modules élastiques d’un cristal M vérifie :

Q'L[E]Q = L[Q'EQ] pour tout E € Sym et tout Q € P(M), (2.32)

ce qui corrobore le Principe de Curie dont on reparlera au Chapitre 3.
Grosso-modo - et en accord avec ce principe - la relation (2.32) ci-dessus
dit que le tenseur élastique L est au moins autant symétrique que le cristal M
dont il traduit les propriétés (élastiques). En anticipant sur certaines notions
introduites dans le prochain Chapitre, la relation (2.32) équivaut en fait a

Qx*L =1L, pour tout Q € P(M), (2.33)

ou laction * sera définie en (3.3).

La démarche introduite par Forte & Vianello (1996) consiste a poursuivre
le processus consistant a énumérer le nombre de classes de symétries propres
aux cristaux et de I’étendre aux tenseurs. Il s’agit en fait de remarquer que la
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relation (2.33) permet de définir le groupe de symétrie d’un tenseur élastique
par

g(L) :=={Q € 0(3) : Q'L[E]Q = L[Q’EQ] pour tout E € Sym}
={Qe€0(3): QxL=1L}. (2.34)

Ces groupes sont ensuite ordonnés en classes d’équivalence qui permettent
de répondre a la question :

(2”) En combien de classes de symétrie distinctes les tenseurs élastiques
210

se classent-ils
Le Chapitre suivant consiste & détailler la méthode qui permet de ré-
pondre & la question (a”) appliquée aux tenseurs piézoélectriques, puis pié-
zomagnétiques.
Notons enfin que I'idée de classer les symétries des tenseurs en construi-
sant des classes d’équivalence avait déja été utilisée par Huo & Del

Piero (1991).

2.6 Propriétés d’invariance des tenseurs piézoélectriques

L’énergie que 1'on considére habituellement dans le cas de la piézoélec-
tricité (¢f. Royer & Dieulesaint (1996) par exemple) est fonction du tenseur
linéarisé des déformations e ainsi que du vecteur déplacement électrique d.
Ce dernier est un vecteur polaire''. Le tenseur piézoélectrique p est alors
obtenu par la relation différentielle

¢ 5
Pijr = W, (2.35)
avec
¢ =: d(e,d). (2.36)

10 Ou encore : quel est le nombre de "symétries élastiques" possibles. La réponse est huit
(cf. Forte & Vianello (1996) et Chadwick et al., 2001). En d’autres termes, si les (symétries
des) cristaux se rangent en 32 classes, les tenseurs traduisant leurs propriétés élastiques
n’en voient que huit (familles) distinctes.

1 En ce qui concerne les grandeurs polaires et axiales, cf. infra le § 3.1.3.



Propriétés d’invariance des tenseurs piézoélectriques 55

Le tenseur piézoélectrique p est donc symétrique vis-a-vis de ses deux pre-
miers indices :

Pijk = Pjik; (2.37)

et on peut écrire que

d(e,d) = $(Q'eQ,Qd), pour tout Q € P(M), (2.38)

ot M est le cristal piézoélectrique étudié.
Les relations (2.35) et (2.38) permettent d’aboutir & une relation similaire
a (2.32) mais adaptée au cas de la piézoélectricité :

Qp[d]Q" = p[Qd],
Q'ple] = p[Q'eqQ], (2.39)

pour tout élément Q de P(M), tout d dans R? et tout tenseur symétrique
du deuxiéme ordre e.
La relation (2.39) équivaut en fait &

Q *p = p, pour tout Q € P(M), (2.40)
ce qui nous conduit & définir le groupe de symétrie d’un tenseur piézoélec-
trique par

9(p) :={Q € O3): Qxp=p}. (2.41)

Les propriétés de ce type de groupe vont & partir de maintenant étre étudiées
dans le détail.
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3. LES TENSEURS

Considérons un systéme physique, c’est-a-dire la réunion d’un objet
(atome, molécule, cristal, objet macroscopique,...) et de son environne-
ment (champ extérieur : gravitationnel, électrique ou magnétique ; champ de
contraintes; ...) dont on souhaite étudier une propriété physique. On appelle
cause le systéme et effet la propriété considérée. Selon Curie! "lorsque cer-
taines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes
dotvent se retrouver dans les effets produits. La réciproque n’est pas vrate,
c’est a dire que les effets peuvent étre plus symétriques que les causes”.

Par conséquent, si 'on suppose que le systéme posséde une certaine sy-
métrie décrite par le groupe de symétrie G, et que la propriété posséde égale-
ment une certaine symétrie décrite par le groupe K, on a alors nécessairement
K DG

Le principe de Curie (qui implique donc celui de Neumann) permet, avant
I’utilisation de toute théorie physique, d’extraire des informations qualitatives
de la connaissance de la symétrie d’un systéme et d’en simplifier ’étude
ultérieure. Autrement dit, la symétrie ne sert pas seulement a décrire, classer
et caractériser (comme en minéralogie), elle sert a prévoir des propriétés
physiques.

Avant d’utiliser ce principe a 1’étude des symétries piézoélectriques, on
rappelle un certain nombre de notions qui nous seront utiles pour la suite.

3.1 Préliminaires

Dans tout ce chapitre on travaillera dans une base orthonormée fixée

R=(0;1,j,k). (3.1)

On s’abstient par conséquent de la distinction effectuée jusqu’a présent entre
tenseurs et matrices les représentant. On parlera donc indistinctement de

! Pierre Curie, physicien frangais, 1859-1906. Lui et sa femme Marie Slodowska Cu-
rie, physicienne d’origine polonaise (1867-1934), requrent conjointement le prix Nobel de
physique en 1903. Elle regut aussi le prix Nobel de chimie en 1911.
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ceux-ci en les désignant par des majuscules grasses. On ne distinguera pas
non plus les groupes de tenseurs des groupes de matrices, et on choisira les
notations communément adoptée concernant les matrices.

3.1.1 Les sous-groupes fermés de SO(3)

Géométriquement, SO(8) est le groupe des déplacements rigides? de R?
qui fixent l'origine et préservent l'orientation. Ses sous-groupes fermés pos-
sédent d’élégantes propriétés en terme de symétrie de certains sous-ensembles
de R? Choisissons un plan P de R® et un axe A orthogonal & P. Le sous-
groupe de toutes les transformations qui laissent P invariant se réduit en fait
a ’ensemble des rotations d’axe A combinées aux rotations d’axe les droites
contenues dans P. Ce groupe est isomorphe & O(2) , le sous-groupe des ro-
tations qui envoient k sur +k. Si de plus on impose que le sens de 1’axe A
soit préservée, alors ce groupe est isomorphe & SO(2), le sous-groupe des
rotations qui laissent k invariant. Ainsi, les éléments de SO(2) ont la forme

cosw sinw 0
—sinw cosw 0] =Q(k,w),

0 0 1
et ceux de O(2) s’écrivent

cosw sinw 0
—sinw cosw 0

0 0 +£I1

ot w € [0, 27].

Les symétries d’un n-gone régulier contenu dans P engendrent un sous-
goupe de O(2) isomorphe au groupe dihédral D,. Ce dernier est le sous-
groupe fermé généré par Q(k,27/n) et Q(i,7); il posséde 2n éléments. Si
I’on impose de préserver le sens de A, ce groupe se réduit Z,,, ’ensemble des
rotations d’axe k et d’angle multiple de 27 /n. Cet ensemble est un groupe
cyclique possédant n éléments de la forme

(:08277r sinQT7r 0
—sin?t cos? 0| =Q(k,2x/l), [=1,..n.
0 0 1

2 Une bonne fois pour toute, les déplacements rigides doivent en toute rigueur étre
considérés comme des tenseurs, tandis que SO(3) est un groupe de matrice. On garde
cependant la notation des groupes matriciels conformément aux choix qui viennent d’étre
énoncés.
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Dans ces descriptions, n = 2 est autorisé.

Les sous-groupes O(2), SO(2), D,, et Z, sont appelés les sous-groupes
planaires de SO(3).

En plus de ces sous-groupes, on trouve aussi les groupes (parfois appelés
exceptionnels) T, O et T des symétries des tétrahédre, octahédre et icosa-
édre réguliers, respectivement. Les groupes O et Z sont aussi les groupes des
symétries du cube et du dodécaheédre, respectivement (c¢f. figure 3.1); cela
facilite d’ailleurs la visualisation, mais les termes de groupe octahédrique et
groupe icosahédrique sont traditionnels. On note que les groupes O(2) et
SO(2) sont des groupes infinis, tandis que D,, Z,, 7, O et Z sont finis
d’ordres 2n, n, 12, 24 et 60 respectivement.

Fig. 3.1: Les polyédres réguliers de R3 donnant naissance aux sous-groupes exceptionnels

de SO(3)

I est clair d’un point de vue géométrique que pour les sous-groupes pla-
naires, un autre choix de plan P et de sens de ’axe A conduit simplement
a un sous-groupe conjugué ou congruent dans O(3) (de méme dans le cas
d’une orientation différente des divers polyhédres réguliers). Ces considéra-
tions sont a l’origine du

Théoréme 3.1: Tout sous-groupe fermé de SO(3) est conjugué a 'un des
groupes suivants : SO(3), 0(2),S0(2), D, (n >2),Z,(n >2),T, O, T et
1.

L’idée principale de la démonstration, qui est classique, est de montrer
que tout sous-groupe fermé rassemble les symétries d’une figure donnée puis
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de classifier ces figures en utilisant des arguments de nature arithmétique (cf.

Dubrovin et al., 1984).

3.1.2  Les sous-groupes fermés de O(3)

Algébriquement, le groupe orthogonal O(3) est la somme directe

0(3) = SO(3) & Z¢, (3.2)

ou Z§ := {£1} et le groupe de Uinversion ; cela conduit & des connections
trés intimes entre les sous-groupes fermés de O(3) et ceux déja définis de
SO(3).

On appelle propres les opérations de O(3) qui conservent l'orientation
(i.e. de déterminant +1) et impropres les autres (donc celles de déterminant
—1). En fait, & partir des opérations propres et impropres, on peut construire
trois types de groupes de symétrie (fermés) : les groupes propres, qui ne
contiennent que des opérations propres et qui viennent d’étre énumeérés ; des
groupes centrosymétriques, sommes directes d’un groupe propre par le groupe
de l'inversion ; enfin les groupes impropres, qui contiennent des opérations
impropres mais non l'inversion elle-méme, et construits a partir de certains
groupes propres. On range donc les sous-groupes fermés de O(3) en trois
classes :

(I) Les sous-groupes fermés de SO(3),
(IT) les sous groupes fermés qui contiennent -1,

(I11) les sous groupes fermés qui ne sont pas contenus dans SO(3) et qui ne
contiennent pas -1.

Comme on vient de le signaler, les sous-groupes de classe (II) sont tous de la
forme G & Z5 ot (& est un sous-groupe de SO(3). On énonce donc le

Théoréme 3.2: Tout sous-groupe fermé de O(3) est conjugué a I'un des sous-
groupes suivants :

(I) SO(3), 0(2),S0(2),7,0,Z,D, (n>2),Z,(n>2),1.

(I1) G & Z5 ot G est 'un des groupes en (1) et ou Z5 = {£+1}.
(1) O(2)", 0, Di (n > 2), D, (n 2 2), Zs, (n > 1),

Sans rentrer dans les détails de la construction des sous-groupes de
classe (IIT), disons que O(2)~, O, D? (n > 2), D¢ (n > 2) et Z5, (n > 1)
sont construits respectivement & partir de SO(2), T, Z, (n > 2), D,, (n > 2)
et Z, (n > 2) a nouveau.
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Le groupe noté Z; est généré par

—1
0
0

O = O
_— o O

De plus, les sous-groupes Dy,,, D2 et D% sont trois sous-groupes de
O(3) isomorphes a D,,, mais qui ne sont pas conjugués.

Le sous-groupe Zj,, est présent a l'intérieur de Dy, et de D .

Le sous-groupe D} = est généré par Z,,, et la reflexion d’axe x dans le

plan (z,y) notée

I 0 0
0 -1 0
0 0 1

Le sous-groupe cyclique d’ordre 2m dans D2 n’est pas le sous-groupe
cyclique standard Z,,, C SO(3) mais le sous-groupe de classe (III) Z;
généré par la rotation

cosZ sinZx 0
m m
—sinZ cosZ 0
m m

0 0 -1

La reflexion d’axe = dans ng est la méme que dans D,,,.
Le sous-groupe noté O(2)~ est géneré par SO(2) et la réflexion d’axe i.
Enfin, O~ est généré par

0 -1 0 1 00
1 0 0 ]e [0 01
0 0 -1 010

3.1.3 Grandeurs polaires et axiales

Pour décrire la nature, un observateur est amené a introduire de nom-
breuses conventions : orientation de I'espace, orientation du temps (en pra-
tique du passé vers le futur), signe des charges électriques (par convention, la
charge de I’électron est négative). Bien entendu, les phénoménes physiques
sont indépendants de ces différentes conventions, de méme qu’ils sont indé-
pendants du choix, arbitraire, des unités utilisées dans leur description quan-
titative. Une convention étant choisie, on peut étre amené & en changer : il
faut savoir quelles sont les grandeurs affectées par ce changement.
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Quand on introduit une distinction entre la droite et la gauche (de la
maniére classique, c’est-a-dire en orientant les triedres), on fait immédiate-
ment apparaitre deux types de grandeurs géométriques et physiques (cf. par

exemple Sirotine & Chaskolskaia (1984) et Sivardiére, 1995) :

o les grandeurs polaires, ou grandeurs vraies, dont le signe est une pro-
priété intrinséque, une donnée de la nature, c’est-a-dire indépendante
de la convention d’orientation de ’espace ;

o les grandeurs aziales, ou pseudo-grandeurs, dont le signe, sans significa-
tion physique et donc arbitraire, est fixé en se référant a la convention
d’orientation de ’espace, et change si la convention est inversée.

Ainsi, par exemple, les vecteurs vitesse, accélération et force sont polaires
tandis que les vecteurs défini comme produit vectoriel de deux vecteurs po-
laires est axial, puisque la définition du produit vectoriel fait référence a la
convention d’orientation de I’espace (cas des vecteurs surface orientée, mo-
ment d’une force par rapport a un point, moment cinétique d’une masse).

On verra dans la suite le réle important que joue cette distinction dans
la classification des symétries macroscopiques.

Afin de formaliser ces idées, considérons un tenseur d’ordre quelconque
T. Ses composantes dans la base de référence R = (O;1,],k) sont notées

T..ijk.. Soit Q € O(3) une transformation orthogonale. Dans une nouvelle
base R’ = (0;Q1, Qj, Qk) = Q R, les composantes de T se transforment en

(Q * T)”k = Qin]‘qri cee T...pqr.... (33)

On introduit maintenant le tenseur d’orientation ¢;;, défini par

+1 si (2,7, k) est une permutation paire de (1,2,3),
€ijk = § —1 si (7,7, k) est une permutation impaire de (1,2,3), (3.4)

0 dans les autres cas.

On voit alors que pour Q € O(3) on a :

(Q*€)ijr = QipQ;gQurr €pgr = det(Q) €. (3.5)

Le fait que le déterminant de la transformation orthogonale Q apparaisse
dans cette relation signifie que les composantes du tenseur d’orientation sont
sensibles a l'orientation de I’espace. Comme il a été signalé plus haut, on dit
que ces composantes sont des pseudo-scalaires ou des scalaires axiaux. On
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les notera “scalaires a partir de maintenant. Pour étre tout a fait précis, c’est
en tant que ces scalaires représentent le tenseur d’orientation qu’ils sont des
‘scalaires. A contrario, les grandeurs qui ne sont pas sensibles & 'orientation
de l'espace, au sens ot celles-ci se transforment comme T dans (3.3), sont
donc des variables polaires ou vraies.

Prenons un autre exemple : soit v € R? un vecteur et soit V le tenseur
antisymeétrique défini par V;; = €5 vx. On a alors vy = %q]’k Vi;, ce que l'on
décide de noter v = f(V). Il en résulte que

FQ*V) =det(Q) f(V). (3.6)

Cette relation signifie que la fonction f, qui associe le vecteur v au tenseur
V, est une fonction aziale; et c’est en tant que v représente un tenseur
antisymétrique du deuxiéme ordre V qu’on ’appelera “vecteur. On dira en
fait pour simplifier que v lui-méme est axial. Par extension, on notera T
les tenseurs qui ne se transforment pas comme T en (3.3) mais comme les
composantes de € en (3.5), traduisant le fait que ce sont des grandeurs axiales,
ou pseudo-grandeurs.

Enfin, pour deux tenseurs T (polaire) et “T (axial) de méme ordre et dont
les composantes sont identiques, on écrira

T = “1d(°T), (3.7)

signifiant par la que ’application “Id change la qualité de la grandeur sur
laquelle il agit, sans changer quoi que ce soit d’autre. On dira que deux telles
grandeurs sont jumelles et on introduira plus bas des tenseurs jumeauz dans
le cadre de I’étude des symétries du phénoméne piézomagnétique.
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3.1.4 Lien entre les notations cristallographiques et mathématiques.

Premiére classification

Notation cristallographique | Notation mathématique
1 1

T Z

2 Z,

m Z;

2/m Z, s 75
222 D,
2mm D3
mmm D, & Z;
3 Z3

3 73D ZS
32 Ds

Im D3

3m Ds @ Z5
4 Z,

4 Z,

4/m 7,5 Z;
422 D,
dmm D;

42m D!
4/mmm D, & Z§
6 Zs

6 Z;

622 Ds
6mm D

62m D¢

6/m Ze © 75
6/mmm D¢ & Z§
23 T

43m O~

432 @)

m3 T & Z
m3m O & Z;
00 SO(2)
002 0(2)
oom 0(2)~
oo/m SO(2) & Z;
oo/mm O(2) & Z§
0000 SO(3)
oooom 0(3)
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Les sept derniers groupes sont appelés groupes limites en cristallographie
et leur intérét a été souligné par Pierre Curie durant ses recherches sur les
symétries des phénomeénes physiques.

Revenons par conséquent au Principe de Curie énoncé en début de Cha-
pitre. Il est facile d’en déduire d’intéressantes conséquences. Ainsi la symétrie
de certaines grandeurs physiques, qu’on peut considérer comme causes dans
certaines manifestations et comme effets dans d’autres, peut étre encadrée
entre deux limites. Si le choix des manifestations peut étre en sorte que la
limite inférieure de la symétrie soit identique & la limite supérieure, on dé-
termine alors pour la grandeur physique une symétrie intrinséque.

La symétrie du champ électrique, par exemple, est com et elle est géné-
ralement représentée par un céne. Celle du champ magnétique est différente :
c’est celle du groupe oco/m, qui n’est pas correctement représentée par une
fleche, mais qui est la symétrie d’une spire circulaire sur laquelle le sens de
parcours est fixé. Ainsi, le champ éléctrique est représenté par un vecteur
polaire et le champ magnétique par un vecteur axial.

Proposons-nous, par exemple, de chercher quels sont les cristaux qui, a
priori, peuvent posséder un moment électrique permanent, résultant de 1’ar-
rangement des atomes dans le milieu. Ces cristaux sont dits pyro-électriques,
car on met facilement en évidence les variations avec la température (pyros
en grec) de ce moment électrique permanent. La loi de Curie exige que la
symétrie d’orientation de tels cristaux ne contiennent pas d’éléments incom-
patibles avec celle du champ électrique qui est, dans le cas de ces cristaux, une
manifestation spontanée. Donc, seuls les cristaux appartenant aux groupes
1, 2, 3,4, 6, m, 2m, 3m, 4m et 6m peuvent étre pyro-électriques

On peut, dans le méme esprit, chercher les groupes ponctuels compatibles
avec I'apparition du phénomeéne piézo-électrique (apparition d’une polarisa-
tion électrique sous I’effet d’une contrainte. La symétrie des "causes" est alors
celle du milieu cristallin déformé sous 'effet de la contrainte, c’est-a-dire une
symétrie inférieure a celle du cristal libre. Les "groupes piézoélectriques" sont
donc plus nombreux que les "groupes pyroélectriques'. Ce sont les groupes
qui ne comportent pas de centre de symétrie, a 'exception du groupe 432
(soit 20 groupes au total).

On se propose désormais de retrouver ces 20 groupes piézoélectriques et
de les classer d’un point de vue macroscopique.

3.2 Les symétries des tenseurs piézoélectriques

Soient Ela 'espace des tenseurs du quatrieme ordre L tels que L;ju =
Liiwt = Lijik = Luij et piez 'espace des tenseurs du troisieme ordre p tels que
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Pijk = Pjik- Les éléments de Ela sont des tenseurs (hyper)élastiques tandis
que ceux de piez sont des tenseurs piézoélectriques (cf. §§ 2.5 et 2.6 ainsi que
les relations (2.28) et (2.37)). On va focaliser notre attention sur I’ensemble
des transformations orthogonales qui sont des opérations de symétrie d’un
tenseur piézoélectrique donné.

Plus précisément, la loi de comportement de la piézoélasticité linéaire
relie le tenseur des contraintes T et le vecteur déplacement électrique d au
tenseur des déformations linéarisées e et au vecteur gradient du potentiel
électrique g = V. Elle est donnée par :

{T(e,g) = Lle] - p[g], (3.8)

d(e,g) = p'[e] + s[g],

ou (L,p,s) € Ela x piez x Sym. On appelle s le tenseur diélectrique.

La classification des symétries qu’est susceptible d’admettre le phénomeéne
piézoélectrique (et non le cristal qui est le siége du phénomeéne) revient a
I’étude de la structure du groupe de symétrie d’un élément p € piez déja

défini en (2.39) et (2.41) par :

9(p) ={Q € O(3) : p[Qg] = Qp[g]Q’, Vg € R’}
={Q € O(3) : p[QeQ’] = Qple], Ve € Sym}. (3.9)

Il est clair que les ensembles définis ci-dessus sont bien des groupes.

La fonction qui fait correspondre, a chaque élément Q € O(3), auto-
morphisme de piez donné par p — Q * p est une action de O(3) sur I'espace
vectoriel piez. Ainsi, le groupe de symétrie d’'un élément p € piez est en fait
I’ensemble de toutes les transformations orthogonales telles que Q xp = p :

g(p) ={Q € O(3) : Qxp = p}. (3.10)

Une conséquence importante de cette définition est que, par continuité,
les groupes de symétrie sont des sous-groupes fermés de O(3). De plus, les
sous-groupes ¢(p) et g(Q * p) sont conjugués via Q, i.e. on a :

9(Qxp)=Qy(p)Q". (3.11)

Cette propriété est capitale puisqu’elle va nous permettre de construire
es classes d’équivalence d’une maniére analogue a celle qui a été utilisée
des cl d’ 1 d’ 1 1 té util
pour la classification des cristaux.
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Soit G un sous-groupe de O(3). On dit qu’un tenseur piézoélectrique p
est G-symétrique si g(p) DO G. Pour vérifier une telle propriété, il suffit de
monter que Q xp = p pour un ensemble de générateurs de G.

On s’intéresse ici a la classification des tenseurs de piez selon leur groupe
de symétrie. Or, il semble raisonnable de suivre l'intuition physique selon
laquelle deux corps possédent la méme classe de symétrie dés qu’il existe une
transformation de solide rigide qui fait coincider leurs groupes de symétrie.
Ainsi, on dira que p; et py de piez sont équivalents s’il existe une transfor-
mation orthogonale Q telle que g(p1) = g(Q*p2). Comme il a été signalé un
peu plus haut, cela signifie que p; et py sont équivalents quand leurs groupes
de symétrie sont conjugués :

pr~p2 <= {3Q e O(3):g(p1) =Qulp2) Q'}. (3.12)

Puisque cette relation est bien une relation d’équivalence, on ecrira sim-
plement que

p1~p2 = g(p1) ~ g(p2). (3.13)

Les classes d’équivalence qui résultent de ~ dans piez sont appelés classes
de symétrie et nous écrivons {p} la classe de symétrie du tenseur p de
piez. De fagon analogue, pour un sous-groupe G de O(3), on note {G} la
collection de tous ses conjugués dans ’ensemble des sous-groupes de O(3).
La question que ’on se pose maintenant est donc? :

(a”) combien y a-t-il de classes de symétrie dans piez et quelles sont-elles 7

Dans les deux paragraphes qui suivent, on introduit les outils et tech-
niques qui permettent de donner une réponse précise a cette question.

On note auparavant que les groupes de symétrie étant des sous-groupes
fermés de O(3), on a la

Proposition 3.3: A chaque élément p € piez, il correspond un unique sous-
groupe fermé G de O(3) tel que G soit conjugué a g(p).

Soit G un sous-groupe fermé de O(3), on définit I'ensemble piez(G)
comme la collection de tous les tenseurs de piez dont le groupe de symé-
trie est conjugué a G :

piez(G) := {p € piez: g(p) € {G}}, G € X. (3.14)

3 ¢f. § 2.5 dans lequel une question analogue a été posée concernant Ela.
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Par conséquent, piez peut étre vu comme 'union disjointe de toutes les
classes d’équivalence de la forme piez(G), lorsque G décrit I'ensemble ¥ des
sous-groupes fermés de O(3).

Notre étude se réduit donc a la recherche des classes piez(G) qui sont ou
ne sont pas vides, pour chaque GG € X.

3.2.1 La décomposition harmonique

Il est clair que tout tenseur du deuxiéme ordre E est la somme d’un
tenseur symétrique S = %(E + E) et d’un tenseur antisymétrique W =
%(E — E'). Notons que le tenseur antisymétrique du deuxiéme ordre W' est
associé a un vecteur axial “w via la relation suivante :

Wi = eijr“wg, (3.15)

ol € sont les composantes du tenseur d’orientation.
On note tr opérateur trace et S% la partie déviatorique de S. La relation

1
S = Sd+§tr(S)1

1
= S%4+ S tr (E)1 (3.16)

établit un isomorphisme noté ¢ entre Lin et DevxR?x R, ot Dev est I’espace
des tenseurs symétriques du deuxiéme ordre et de trace nulle. On écrit par
conséquent :

1
Lin 3 E&(S%, w, 7 tr (E)) € Dev x R* x R. (3.17)

De plus, étant données les relations (3.3) et (3.5), on a :

1
Q+E~ (Q+S?, det (Q)(Q*fw),§ tr (E)). (3.18)
La relation (3.10) pouvant étre considérée comme une définition générale

du groupe de symétrie d’un tenseur polaire d’ordre quelconque, on obtient
immeédiatement que

g(E) = g(S*) n“g("w), (3.19)
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ot le groupe

g('w) ={Q € 0(3): Qx“w = det (Q) W}, (3.20)

est le groupe de symétrie du vecteur axial “w. La relation (3.20) peut, tout
comme (3.10), étre considérée comme une définition du groupe de symétrie
de n’importe quel tenseur axial.

Exemple 3.4: (Classes de symétrie des tenseurs (polaires) du deuxiéme ordre)
Soit E un tenseur du deuxiéme ordre quelconque. On sait d’aprés (3.17)
que 'on peut écrire

E = (S%,*w,a) € Dev x R? x R. (3.21)

D’autre part, d’aprés (3.19), on sait que son groupe de symétrie g(E) est en-
tierement déterminé par les groupes de symétrie g(S?) et “g(“w) des éléments
de sa décomposition harmonique.

Dans ce cas précis, puisque E est polaire, il est important de remarquer
que linversion -1 fait nécessairement partie de g(E). Ce dernier est donc
nécessairement un sous-groupe fermé de O(3) de classe (II) et est donc de
la forme G @ Z? ot (G est un sous-groupe fermé de SO(3) (¢f. supra). Dans
un souci de simplicité des notations, on restreint donc 1’étude des classes
de symétries de E aux sous-groupes fermés de SO(3), c’est-a-dire aux sous-
groupes de classe (I).

On trouve dans Forte & Vianello (1996) le résultat suivant, dont on re-
prend la démonstration :

Théoréeme 3.5: Soit E € Dev. Alors g(E) est conjugué & Dy, O(2) ou SO(3).

Démonstration:
Tout d’abord, il est clair que g(0) = SO(3).

Maintenant, supposons que E posséde trois valeurs propres distinctes.
Alors, les seuls éléments du groupe de symétrie de E sont les rotations d’angle
7 autour des vecteurs propres*. Ce groupe est conjugué a D,.

Si E ne posséde que deux valeurs propres distinctes, les sous-espaces
propres correspondant sont une droite et le plan qui lui est perpendiculaire.
Dans ce cas, Q € ¢g(E) si et seulement si Q est une rotation autour de
la droite propre ou une rotation d’angle 7 autour d’une droite quelconque
contenu dans le plan propre. Le groupe de symétrie de E est dans ce cas
conjugué a O(2).

4 Ceci découle du fait que Q € g(E) si et seulement si Q envoie chaque espace propre
sur lui-méme.
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O

D’autre part, étant donné un vecteur axial “w quelconque, son groupe de
symétrie “g(“w) est conjugué a SO(2) ou a SO(3) (s’il est nul) par définition
méme.

La caractérisation des classes de symétries des tenseurs (polaires) du
deuxiéme ordre est alors donnée par le

Théoréme 3.6: Soit E = (S% “w,a) un tenseur polaire du deuxiéme ordre.
Le groupe de symétrie g(E) est conjugué a I'un des sous-groupes suivants :

1, Z,, Dy, SO(2), O(2) ou SO(3).

Démonstration:

(i) C’est le cas général du tenseur du deuxiéme ordre sans symétrie par-
ticuliére ou “triclinique”.Ce cas correspond & un tenseur traduisant les pro-
priétés des cristaux de classe 1 et 1.

(ii) On choisit un S? € Dev tel que g(S?) = D, et un ‘w colinéaire a k,
c’est-a-dire tel que “g(“w) = SO(2). On a alors g(E) = Z,. Ce cas correspond
a un tenseur traduisant les propriétés des cristaux de classe 2, m ou 2/m.

(iii) On choisit un S? tel que g(S?) = Dy et un “w nul. On a alors
g(E) = Dj. Ce cas correspond & un tenseur traduisant les propriétés des
cristaux de classe 222, 2mm et mmm.

(iv) On choisit un S tel que g(S?) = O(2) et un “w colinéaire a k. On a
alors g(E) = SO(2). Ce cas correspond & un tenseur traduisant les propriétés
des cristaux de classe 3, 3, 4, 4, 4/m, 6, 6 et 6/m.

(v) On choisit un S? tel que g(S?) = O(2) et un ‘w nul. On a alors
g(E) = O(2). Ce cas correspond a un tenseur traduisant les propriétés des
cristaux de classe 32, 3m, 422, 4mm, 42m, 4/mmm, 622, 6mm, 6m2 et
6/mmm.

(vi) On choisit E = (0,0, ). On a alors g(E) = SO(3). Ce cas correspond
a un tenseur traduisant les propriétés des cristaux cubiques de classe 23, 43m,
432, m3 et 3m3.

O

Un exemple de phénomeéne physique que traduisent les tenseurs du
deuxiéme ordre (non nécessairement symétrique) est la thermo-électricité.
On trouve dans le livre de Nye (1961) un exemple de classification des ten-
seurs thermo-électriques en six classes différentes.

La généralisation aux tenseurs d’ordre quelconque de la correspondance
¢ introduite dans la relation (3.17) est appelée décomposition harmonique.
Elle a été introduite par Spencer (1970) et on en trouve des traces dans
Schouten (1951). Récemment, Jari¢ (2003) a revisité cette décomposition.
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Définition 3.7: On dit d’un tenseur qu’il est harmonique lorsqu’il est totale-
ment symétrique (i.e. ses composantes sont invariantes par toute permutation
d’indices) et de trace nulle (i.e. la trace vis-a-vis de toute paire d’indices est
nulle).

Cette terminologie trouvera son explication dans le prochain paragraphe
ot l'on mettra en évidence la relation entre polynémes harmoniques et ten-
seurs harmoniques.

Appliquée a I’ensemble piez des tenseurs piézoélectriques, cette décompo-
sition se traduit par le

Théoréme 3.8: Soit Hrm l’espace des tenseurs harmoniques du troisiéme
ordre et “Dev I'ensemble des tenseurs du deuxiéme ordre axiaux, symétriques
et de trace nulle (c’est & dire axiaux et harmoniques du deuxiéme ordre). Il
existe un isomorphisme SO(3)-invariant ¢ entre piez et la somme directe

Hrm & ‘Dev & R? ¢ R3.

Démonstration:
La méthode utilisée est celle décrite par Spencer (1970). Elle consiste a :

1. décomposer p € piez en un quadruplet de tenseurs totalement symé-
triques d’ordres inférieurs & celui de p,

2. décomposer chaque tenseur symétrique obtenu en tenseur(s) harmo-
nique(s).

Dans le cas général, soit A, ;,i,. i, les composantes d’un tenseur A d’ordre
n. Nous notons A i,..i,)i,4,...in 1€ tenseur obtenu par symétrisation de A vis-
a-vis de ses r premiers indices®. Il s’agit en fait de la somme des r! compo-
santes de A obtenues par toutes les permutations des r premiers indices, cette
somme étant elle-méme divisée par r!l. On a alors la relation fondamentale
suivante, due a Spencer (1970) :

TA(ilig...ir_l)irirH...in = TA(iliz...ir)irH...in + Q'lm'sﬁipiqisA(ipiQig...ir_l)iqiTH...z‘n

F €igiris Cinigia Aipivia.miv_1 Yiqipgroin T - F € yivisCipigia Aipiria.oiy_o)iqiysromin

(3.22)

ot les €4, 1 < p,q,7 <n,sont les composantes du tenseur d’orientation.

En posant B iy, iy_giyyy.inis 1= €ipiqisA(z‘piliQ...z'r_g)iqirH...z‘n7
que le tenseur A igi..i,_)i,..i, €st égal & la somme de la symétrisation du
tenseur A = A vis a vis des r premiers indices et de termes obte-
nus par contraction des B .ini. avec le tenseur d’orientation (ces

oo remarque

111223...0pn

i1i2i3...ir_2ir+1 .

5 Travaillant dans R3, les indices (1 chcn) valent 1, 2 ou 3.
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termes sont donc des pseudo-tenseurs ou tenseurs axiaux). En appliquant par
récurrence 1’égalité ci-dessus, on peut finalement exprimer A; ;.. 4,
la somme de (pseudo)-tenseurs totalement symétriques d’ordres inférieurs ou
égaux a n contractés convenablement par des tenseurs isotropes.

Soit maintenant p € piez, on a par définition p = p(;), et on note par

comine

conséquent p;jx = p(ij)k- En appliquant la relation (3.22) ci-dessus on trouve
que

3P(ij)k = 3P(ijk) + €ikpCabpPajb + €jkpCatpPait; (3.23)

ol p(;jx) est un tenseur du troisieme ordre totalement symétrique. Il se dé-

compose & nouveau en un tenseur harmonique du troisiéme ordre H et un
3 ’ € _ . : .

vecteur a € R”. D’autre part, en posant “C;, = €4ppPqjp on obtient :

ZECZ'j = ZEC(”) + éijpbp, (324)

ot b, sont les composantes d’un vecteur b de R®.

On voit donc que “C';;) sont les coordonnées d’un tenseur axial et symeé-
trique du deuxiéme ordre. Des calculs simples montrent qu’il est de trace
nulle : “C est harmonique.

On démontre ainsi qu’a tout tenseur p € piez correspond un unique qua-
druplet comprenant un tenseur harmonique H du troisiéme ordre (7 com-
posantes), un pseudo-tenseur harmonique ‘C du deuxiéme ordre (5 compo-
santes) et 2 vecteurs a et b (3 composantes chacun). On retrouve bien que
P = puj)k € piez a 18 composantes, d’oli sa représentation par une matrice
3 x 6. On écrit par conséquent :

piez > p ~ (H,°C,a,b) € Hrm x “Dev x R® x R (3.25)

Cette correspondance, décrite par 1’application ¢, est linéaire, puisque
toutes les opérations intervenant dans la décomposition harmonique sont
linéaires. Le noyau de ¢ étant réduit & {0}, cette application est bien un
isomorphisme.

Enfin, la propriété de SO(3)-invariance est la traduction de la relation
suivante, qui découle de (3.3) et (3.5) :

VQ € O(3),Qxp~ (QxH, det(Q)(Q*°C),Qxa,Qxb).  (3.26)
O
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La conséquence fondamentale du Théoréme 3.8 est la relation entre le
groupe de symétrie d’un tenseur piézoélectrique et les groupes de symétrie
des éléments de sa décomposition harmonique. Cette conséquence découle
simplement de la relation (3.26) et s’énonce dans le

Corollaire 3.9: Soient h un tenseur piézoélectrique et (H,“C,a, b) sa décom-
position harmonique. Alors, ¢(“C) ayant été défini en (3.20), on a

g(p) = g(H) Ng("C)ng(a) N g(b), V¥ p € piez. (3.27)

3.2.2 La décomposition de Cartan

Soit r = zi + yj + zk un vecteur de R? et soit P, I'espace des polynémes
homogeénes de degré n en les trois variables z, y et z. Il existe un isomorphisme
classique ¥ entre P, et Sym”, 'espace des tenseurs totalement symétriques
d’ordre n (¢f. par exemple Golubitsky et al., 1985) :

Symn 3T — Q/)(T) = T[r’r’ . 71-]
= TLiiyeinTiyTip " Tin € Ph, (3.28)

la convention de sommation sur les indices répétés étant entendue. Ainsi, au
tenseur symétrique du deuxiéme ordre S = S;;) défini en (3.16) on associe

QZ)(S) = Sll .172 —|— 2 512 Yy —|— 2 513 Tz —|— 522 y2 —|— 2 523 yz —|— 533 22, (329)

dont un calcul simple montre que le Laplacien® est donné par

AY(S) = 2tx(S). (3.30)

Un polynéme h € P, est dit harmonique lorsque son Laplacien est nul,
i.e. lorsque Ah = 0. On dit alors que & € H, 7. On peut vérifier que 1
établit aussi un isomorphisme entre I'espace des tenseurs harmoniques de
degré n et H,. C’est I'isomorphisme ¢ qui justifie 'appellation de “tenseurs
harmoniques”. Surtout, ¥ va nous permettre de travailler sur ‘H,, et de profiter
de certaines propriétés intéressantes de cet espace.

Tout d’abord, on va étendre 'action x définie en (3.3) & P,.. En effet, pour
tout t = ¢(T) € P, et tout Q € O(3), on pose

t t t
(Q*t)(I,y,Z) = T[QI‘,QI‘,---,QI‘]
= ThigeinTiiTio *Tin @i Qigiy ** Qjnin- (3.31)
6 Pierre-Simon Laplace, mathématicien frangais, 1749-1827. Il fut fait Comte en 1806
puis Marquis en 1817. 1l travailla a Paris.

7 On rappelle #,, est un espace de dimension 2n + 1. Pour une démonstration de ce
résultat, cf. Golubitsky et al. (1985) p.109 par exemple.
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L’application linéaire ¥ est O(3)-invariante dans le sens ou

Q « %(T) = $(Q+T), ¥Q € O(3). (3.32)

Une propriété essentielle de P, est qu’il est somme directe de H,, et
de Q,,, l'espace des polynémes multiples (par des polynémes de P,_3) de
p = 2* + y? 4+ 2? (c’est un résultat classique, ¢f. Golubitsky et al. (1985)
p.109). Cela s’écrit

= PP ® My, (3.33)

ce qui permet de voir H,, comme ’espace quotient P,,/pP,_o. Par conséquent,
on peut associer & chaque p € P,, un unique ¢ € P,_» tel que h := (p—pq) €
H,. Le polynéme h est appelé la partie harmonique de p € P,,.

Le lien avec la décomposition harmonique est clair : pour n = 2 (¢f. (3.16)
ainsi que (3.29)) et p = ¥(S) on a h = ¥(S?) et g = U(35 tr (B)).

I s’agit désormais de décomposer les polynémes harmoniques (et donc par
voie de conséquence les tenseurs harmoniques) sur des espaces ot l'action
* deviendra élémentaire. Cet objectif est atteint par la décomposition de
Cartan®, qui est une décomposition SO(2)-invariante de H,,. Pour en donner
une idée simple, considérons un polynéme f de degré 2, harmonique en les
trois variables z, y et z. On a alors f € Hs. Il est clair que f peut s’exprimer
comme la somme des éléments de la "base"

1
= 2% — 3P (s1,t1) := (z2,y2), (s2,t2) := (2* —y?,2zy).  (3.34)

Cette décomposition peut aussi se voir comme la décomposition d’un
tenseur déviatorique du deuxiéme ordre quelconque sur la base :

1 (L0 0
U=—2l01 0,
00 -2
0 01 000
Sl:i 000 , T1:§ 001 ,
L 00 010
I 0 0 010
S;=10 -1 0], T, 100
0 0 0 000

8 Elie Joseph Cartan, mathématicien frangais, 1869-1951. Il travailla & Paris.
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Bien évidemment, tous ces tenseurs sont symétriques et de trace nulle. De
plus, ils présentent I"avantage de traduire extrémement simplement 1’action
que peuvent avoir sur eux des transformations orthogonales.

Dans le cas général, soit w := z 4 1y un nombre complexe. On note
R(w) = x et S(w) = y. Pour 0 < ! < n on note s; la partie harmonique de
2""IR(w') et ¢; la partie harmonique de z"~'S(w'). Remarquant que ¢, est
toujours nul, on choisit dans la suite de d’écrire u a la place de so. On définit
enfin les sous-espaces vectoriels de polynémes

Ko :=vect(u), K;:=vect(s;,t;), 1<I<n. (3.35)

On peut montrer que s; et ¢; sont linéairement indépendants modulo
pP,_2 et donc que :

)2 (1>0), o
dim K; = {1 ) (3.36)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.10: (Décomposition de Cartan)

OnaH, = Ko®K1®...0K,, ou H, est identifié & P, /pP,_3. De plus, chaque
rotation Q(k,0) € SO(2) d’axe k et d’angle # agit comme une rotation
d’angle [0 sur K.

A cause de cette derniére propriété (évidente puisque e¢* agit bien comme
une rotation sur w' et laisse z invariant), on parle parfois de décomposition
SO(2)-invariante.

On a donc les propriétés suivantes :

o
~
=
*
o
[

spcos(l8) + t;sin(16),
Q(k,0)xt; = —s;sin(l0) + ¢, cos(10). (3.37)

Enfin, Q(i,7) agit comme une reflexion sur K; (0 <1< n):

Qi m)xu = (=1)"u,
Q(i,m)xs; = (=1)""s,
Q(i,m)«t;, = (—=1)"""*'¢. (3.38)

Exemple 3.11: (n =3, dim H, =7.)

Pour trouver une base, on va chercher des cubiques harmoniques de la forme
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[=0
[=1
[=2
[=3

2+ Puo,

22z + puq,
{22y + pu,

2(a? = y?) + pus,
{Z(El‘y) + pua,

3 — 3zxy?,
3aty — 7,

(déja harmoniques).

Ci-dessus, les u; et les v; sont linéaires, ce qui permet d’appliquer la formule

A(pf) = 2021+ 2m + D)o f + pAS

(3.39)

et d’obtenir A(pu) = 10u (dans la relation (3.39) ci-dessus, m représente le

degré de f). Par conséquent, si g est une cubique alors

0=A(g+ pu) = Ag+ 10u

conduit & u = —Ag/10. On a deés lors la base

=0
I=1
=2
=3

2y — tpy =1,

{2($2 —y?) = s9,

2 1 _
{Z I—gp$—81,

ryz = tg,

2% — 3zy? = s3,
3ziy — y° = ts.

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Une des conséquences immédiates de la décomposition de Cartan est qu’a
chaque h € H,, correspondent 2n 4 1 réels A\, oy, B (1 <1 < n) tels que

h = Au+ ays; + By,

1<l <n.

(3.45)
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L’isomorphisme ¢ défini en (3.28) nous permet par conséquent de transfé-
rer la décomposition de Cartan de H,, vers ’espace des tenseurs harmoniques
de degré n. Ce dernier est alors la somme directe de n 4+ 1 sous-espaces
Y~ Y K}) (0 <1< n) que l'on notera a nouveau K; pour simplifier les nota-
tions.

Dans le cas ot n = 3, on considére un élément H € Hrm et on pose

Y(H) =h = M+ asi + Gty (1 <1< 3), (3.46)
ainsi que
U = v (u),
S, = Y(s), (3.47)
T, = @b_l(tl).

Les calculs précédents montrent que ces tenseurs prennent les formes

0 0 0 0 x O
0 0 0 x 0 0],
x x x 0 0 0
x x x 0 0 0 0 0 0 0 0 x
S;=(0 0 0 0 0 x|, x x x 0 0 0],
0 0 0 0 x 0 0 0 0 x 0 0
0 000 x 0 000 x 0 O
Sy=10 0 0 x 0 0 000 0 x 0],
x x 0 0 0 0 000 0 0 x
x x 0 0 0 0 0 0 00 0 x
S3=10 0 0 0 0 x|, Tz3=1]x x 000 0
0 0 00O O 0 0 00O O

Remarque 3.12: Afin de justifier les relations ci-dessus, rappellons que les
tenseurs du troisiéme ordre totalement symétriques dont tous les coefficients

sont égaux & 1 peuvent étre mis en relation avec des polynémes harmoniques
de degré 3 par en écrivant que

2 zy? zz? 2zyz 22%z 22%
M~ | yz? y® y2? 2y%2 2zyz 2y%z
zz? 2yt 23 22%y 22%z 2zyz
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Pour H € Hrm, on peut donc écrire H = Hg + H; + Hy 4+ Hz ot Hg := AU
et, pour 1 <1< 3, H := oS, + 3T,. La décomposition de Cartan a pour
conséquence immédiate la description et la caractérisation des groupes de
symétrie d’un élément H € Hrm par l'intermédiaire des propriétés de ses
“composantes” H; (on dira que H; est “horizontal” si c’est un multiple de S,
et “vertical” si c’est un multiple de T;). Cette description fait ’'objet de la
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Proposition 3.13: Soit H = Hg+ H; + Hy 4+ H3 un tenseur harmonique d’ordre
3,ona:

(1) g(H) D 0(2) <= H=Hq;
(12) g(H) DSO(2) <= H=Hq;
(127) g(H) D D; < H=Ho,(k>4);
(1v) g(H) D Zy; < H=Ho,(k>4);
() gM)50(2) — H=0
(vi) g(H) > D, < H=0,(k>4);
(vit)  g(H) D Zy, — H=0,(k=4)
(viti)  g(H) D Dy < H=0,(k>4);
(1z) g(H) D Z, < H;y=H;=0;
(z) g(H) D D, <= H est vertical dans Kj;
(z1) gH) DT <= H est vertical dans Kj;
(zi7)  g(H) D DY <= H est vertical dans Kj;
(ziie)  ¢g(H) D O~ <= H est vertical dans Kj;
(ziv)  ¢g(H) D Zs <= H;=H;,=0;
(zv) g(H) D D3 <= H est horizontal dans K7;
(zvi) ¢g(H) D Z; <= Hog=H;=0;
(zviz) ¢(H) D D; <= H = Hg + H; avec H; horizontal dans Kj;
(zvier) g(H) D Z7 <= H=Hy;
(zviz) g(H) D D? <= H = Hj avec Hj3 horizontal dans Kj;
(zx) g(H) > D3 <= H = Hg + Hj3 avec Hj3 vertical dans Kj;
(zxi)  ¢g(H) D Zg <= H=H,.
Démonstration:

Pour bien saisir les propriétés d’invariance des u, s; et ¢; (1 <1 < 3) définis
en (3.41)-(3.44), on considére dans un premier temps une rotation Q(k,8) €
SO(2). On a par définition méme :

Q(k,0)i=cosfi—sinfj, Q(k,0)j=sinbi+ cosbj. (3.48)
Maintenant, de par la relation (3.31), pour tout polynéme p, on a :

(Q(k,0) *xp)(z,y,2) = p(xcosf+ysinb, —zsind +ycosb,z),

(Q(i,7)*p)(z,y,2) = plz,—y,—2). (3.49)

I devient alors clair que Q(k,8)x p = p pour tout angle € [0, 27[. Ainsi, le
polynome v défini en (3.41) est invariant sous toute rotation de SO(2). Il est
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aussi pour les miroirs  — —z et y — —y. Ces considérations démontrent les
points (1) — (iv). Par contre, la rotation Q(i,n) ainsi que le miroir z — —z
transformant v en —u et ne le laissent donc pas invariant, on démontre les
points (v) — (viz).

Enfin, les relations (3.37) et (3.37) montrent que s; et ¢; (1 < [ < 3)
sont invariants sous les rotations Q(k, 27 /1), ce qui démontre tous les autres
points a l'exception de (7).

Supposons donc que g(H) D 7. On pose

Q:=Q(i+j+k,27/3). (3.50)
Il convient de remarquer que

Qi = j,
Qj = k (3.51)
Qk = i

Puisque 7 D Dy, la partie (z) implique qu’il existe un réel 7 tel que H =
7T3. Inversement, supposons que H = 7T,. Dans ce cas g(H) D D, d’apres
(z). Afin de montrer que Q € g(H), on considére le polynéme harmonique h
correspondant a H via l'isomorphisme . Le polynéme h = t(H) peut aussi
s’écrire h = 7t5. Il suffit alors de montrer que Q *h = h. Or, d’apres (3.51),
pour tout polynéme harmonique p de degré n on a (Q*p)(m, y,z) = ply, z,x).
Par conséquent

(Q *h)(z,y,z) = h(y,z,2) = Tayz = h(z,y, 2). (3.52)

Ainsi, on a que Q € g(H).
Enfin, puisque 7 est généré par D, et Q, on peut conclure en disant que
gH)DT.
O

Remarque 3.14: Un tenseur harmonique du troisiéme ordre H est a priori la
donnée de 7 constantes (les 3 couples (o, 3;)1<i<3 ainsi que A). La décomposi-
tion de Cartan s’applique particuliérement bien & la détermination du nombre
de constantes qui découlent d’'une symétrie donnée. Ainsi, pour prendre un
exemple, la partie (iz) indique que la symétrie Z; nécessite la connaissance
de 3 constantes seulement (1 pour Hg et 2 pour Hy). En appliquant cette
méthode aux autres éléments de la décomposition harmonique, on obtient le
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nombre minimum de constantes d’un tenseur p € piez ayant une symétrie
donnée. La détermination du repére optimal dans lequel un tenseur donné
s’écrit effectivement avec le minimum de constantes nécessite cependant une
étude spécifique (cf. Berthaud et al. (1998) dans le cas de 1’élasticité).

3.2.3 Les résultats
On établit d’abord le

Lemme 3.15: Soit “C € “Dev et soit b € R?. Alors :
(a) “g(“C) est conjugué a Dy, D%, O(2) ou O(3),
(b) g(b) est conjugué & O(2)~ ou O(3),

Démonstration:

(a) C’est une extension du Théoréme 3.5 relatif aux classes de symétrie des
tenseurs de Dev : si les 3 valeurs propres de “C sont distinctes et si aucune
d’entre elles n’est nulle alors il n’existe pas de rotation qui transforme “C en
—“C. On est alors dans le cas du Théoréme 3.5, ce qui signifie que “g(“C) est
conjugué a Dy, O(2) ou O(3).

Si 'une seulement des valeurs propres est nulle, alors les deux autres
sont opposées et non nulles. Les rotations d’angle = autour des axes propres
laissent “C invariant tandis qu’une interversion des axes propres associés aux
valeurs propres non nulles change “C en —C. Ce sous-groupe est un conjugué
de D4,

(b) Si b n’est pas nul alors il existe une rotation Q telle que Q * b soit
parallele a k. On a donc g(b) = O(2)~.

O

De la Proposition 3.13 et du Lemme 3.15 découle le
Corollaire 3.16: Soit p € piez, on a :

(a) g(p) DZr <= g(p)DSO(2), (k>4),
() g(p) DDr <= g(p) D O(2), (k >4),
(¢) g(p) DD <<= g(p)DO(2)7, (k>4),
(d) g(p) DZ; <= g(p)Dd>DL < g(p) D> O(3), (k>4),
(e) g(p)> Z‘ —  {3Q €50(3) : g(Q xp) D D¢},
(f) 9(p) D — g(p)DO".
Démonstration:

Soit p = (H,“C,a,v) la décomposition harmonique d’un tenseur piézoélec-
trique donné. On sait qu’alors g(p) = ¢g(H) N g(“C) N g(a) N g(b).
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(a) Sig(p) D Zk, k >4, alors g(H) D O(2)~ d’aprés les parties (iv) et (i)
de la Proposition 3.13, “g(“C) D O(2) d’apreés la partie (a) du Lemme 3.15 et
g(a)Ng(b) D O(2)~ d’apreés la partie (b) de ce méme Lemme. Par conséquent
g(p) =g(H)Ng(‘C)ng(a)ng(b) D O(2)-NO(2) D SO(2). L’implication
inverse est évidente.

(b) Si g(p) D Dy, k > 4, alors nécessairement H = 0 d’aprés la partie
(viii) de la Proposition 3.13, ce qui signifie que g(H) = O(3). On a de plus
que “g(*C) D O(2) et g(a) N g(b) D O(2)~ d’aprés le Lemme 3.15. D’ou le
résultat.

(c) Sig(p) D D, k > 4 alors, d’aprés les parties (iii) et (i) de la Pro-
position 3.13 on a g(H) D O(2)~. Le Lemme 3.15 implique quant a lui que
g("*C) D O(3) et que g(a) Ng(b) D O(2)~ car D} C O(2)~ pour k > 2.
D’ou le résultat.

(d) Si g(p) D DY,, k > 4 alors g(H) D O(8) d’aprés la Proposition 3.13.
De plus “g(“C) D O(3) et g(a) N g(b) D O(3) d’aprés le Lemme 3.15. Le
méme raisonnement tient aussi dans le cas ou g(p) D Z;,, k > 4, d’ou le
résultat.

(e) Le Lemme 3.15 implique que “g(“C) N g(a) N g(b) D O(3). La partie
(xxzi) de la Proposition 3.13 implique quant & elle que H = Hs. On sait que
les rotations Q(k, ) € SO(2) agissent sur K3 comme des rotations d’angle
30. Par conséquent il existe un 6 tel que Q := Q(k,f) rende Hj horizontal
dans K3. Alors, d’aprés la partie (azviz) de la Proposition 3.13, on a que
g(Q * H) D DZ. De plus, puisque Q € SO(2), on a aussi :

g(Q*a)Ng(Qxb) = {Qg(a)Q} N{Qy(b)Q'}
= Q{g(a)ng(b)}Q' > O(3). (3.53)

Par conséquent, g(Q+p) = g(QxH)Ng(Q+<C)Ng(Qxa)Ng(Qxb) D DY.
(f) C’est une conséquence directe des parties (@i) et (ziit) de la Proposi-
tion 3.13. En effet, on a alors nécessairement ‘C =a =b = 0.

Exemple 3.17: (Illustration de la partie (e))

Considérons un tenseur piézoélectrique p traduisant les propriétés d’un
cristal dont le groupe ponctuel est Z; = 6. On a alors (cf. les nombreuses
nomenclatures présentes dans la littérature : Auld (1973), Eringen & Mau-
gin (1990), Tkeda (1990), Royer & Dieulesaint (1996) et Zelenka (1986) par

exemple)



Les symétries des tenseurs piézoélectriques 83

a —a 0 0 0 b
p=| b —-b 0 0 0 —a |. (3.54)
0 0 000 O

La partie (e) du Corollaire 3.16 indique qu’il existe une rotation Q(k, 6) telle
que g(Q xp) = DE = 6m2. Les cristaux piézoélectriques dont le groupe
ponctuel est 6m2 ayant des tenseurs de la forme

0 0
0 0 —d |, (3.55)
0 0

on peut alors vérifier que I’on a bien Q xp = p’ si # vérifie I’équation

a(3 (:08((9)2 sin(6) — sin(9)3) +b(3 COS(9)2 sin(6) — COS(G)S) =0

On a alors le

Corollaire 3.18: Soient k > 4 et m > 2, alors piez(Zy), piez(Dy) , piez(Dg,),
piez(D7), piez(Z3,,), piez(T), piez(O), piez(Z) et piez(SO(3)) sont vides. De
plus, piez(O(3)) = {0}.

Ce résultat ne signifie pas qu’aucun tenseur de piez ne peut posséder, par
exemple, une symétrie Z; pour £ > 4 mais qu’un tel tenseur posséde alors
nécessairement une symétrie “supérieure”.

Démonstration:

Supposons qu’il existe un tenseur p € piez tel que p € piez(Zy) pour k >
4. 1l existe alors nécessairement une rotation Q telle que Q g(p) Q" = Zy,
ou bien, de facon équivalente, telle que g(Q * p) = Zj. La partie (a) du
Corollaire 3.16 implique que g(Q * p) D SO(2) ou, en d’autres termes, que
g(p) D Q'SO(2)Q, ce qui est impossible, car aucun conjugué de Z; ne peut
étre un conjugué de SO(2).

La méthode est identique pour tous les autres sous-groupes fermés. On
détaille simplement le cas o P € piez(Z) : il existe alors une rotation Q telle
que Q g(p) Q" = T ou encore telle que g(Q x p) = Z. Or on sait qu’il existe
une rotation Q telle que le groupe de symétrie Z du dodécahédre contienne
QD5€)t, d’ou 'on déduit que pour Q = QtQ on a g(Q) D Ds. La partie
(b) du Corollaire 3.16 implique que g(Q) D O(2). Mais il n’est pas possible
qu’un groupe soit conjugué a Z et a SO(2), d’ou le résultat.
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O

On peut alors établir le

Théoréme 3.19: Les ensembles piez(1), piez(Z,), piez(Zs), piez(Z; ), piez(D3),
piez(DD;), piez(Dy), piez(Ds), piez(DS), piez(DY), piez(O), piez(SO(2)).
piez(O(2)) et piez(O(2)~) ne sont pas vides.

Démonstration:

On démontre ce Théoréme en construisant, & ’aide des décompositions
harmonique et de Cartan, des tenseurs qui possédent exactement la symétrie
désirée.

(i) C’est le cas général du tenseur piézoélectrique sans symétrie particu-
liere ou “triclinique”.

(ii) On choisit un H tel que H;y = H3 = 0, un “C tel que “¢(“C) = D et
des vecteurs a et b paralléles a k. Alors g(p) = Zs.

(iii) On choisit un H tel que Hy = Hy = 0, un “C tel que “g(“C) = O(2)
et des vecteurs a et b paralleles a k. Alors g(p) = Zs.

(iv) On choisit un H tel que Hy = Hy = 0, un °C tel que °g(°C) = D9 et
des vecteurs a et b nuls. Alors g(p) = Z; .

(v) On choisit un H tel que H = Hy, un C tel que g(“C) = D{ et des
vecteurs a et b nuls. Alors ¢g(p) = Z; .

(vi) On choisit un H tel que H = Hg 4+ Hz avec Hj horizontal dans K5, un
°C tel que °g(“C) = D{ et des vecteurs a et b paralléles a k. Alors g(p) = D53.

(vii) On choisit un H tel que H = Hg + H3 avec Hs horizontal dans K3, un
‘C nul et des vecteurs a et b paralleles & k. Alors g(p) = D3.

(viii) On choisit un H vertical dans K3, un “C tel que “g(“C) = D, et des
vecteurs a et b nuls. Alors ¢g(p) = Da.

(ix) On choisit un H horizontal dans K3, un “C tel que “g(‘C) = O(2) et
des vecteurs a et b nuls. Alors g(p) = Ds.

(x) On choisit un H vertical dans K5, un “C tel que ‘g(‘C) = D% et des
vecteurs a et b nuls. Alors g(p) = D4.

(xi) On choisit un H horizontal dans K3, un “C nul et des vecteurs a et
b nuls. Alors g(p) = Dg.

(xii) On choisit un H vertical dans K, un “C nul et des vecteurs a et b
nuls. Alors g(p) = O~.

(xiii) On choisit un H = Hg, un “C tel que ‘g(“C) = O(2) et des vecteurs
a et b paralleles a k. Alors g(p) = SO(2).

(xiv) On choisit un H nul, un “C tel que “g(‘C) = O(2) et des vecteurs
a et b nuls. Alors g(p) = O(2).

(xv) On choisit un H = Hg, un “C nul et des vecteurs a et b paralléles a

k. Alors g(p) = O(2)".
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O

Les classes de symétries de piez étant maintenant identifiées, on peut les
classer selon la relation d’ordre naturelle :

0(2).  0(2)

Z,

3.3 Application au piézomagnétisme
On appelle “magn 'ensemble des pseudo-tenseurs du troisiéme ordre sy-
métriques vis-a-vis de leur deux premiers indices et qui sont impairs par
rapport a l'inversion du cours du temps :
‘magn := {"'m: ‘myr = ‘mj;x, R ‘m=-"m}. (3.56)

On rappelle que piez est défini par :

piez := {p : pijr = Pjik }- (3.57)

Dans un matériau piézomagnétique®, la polarisation magnétique est un
pseudo-vecteur “b relié au tenseur des contraintes T par la relation simplifiée
suivante :

Ebk = Emi]-k Tij7 (358)

9 Contrairement & la piézoélectricité, le piézomagnétisme est un phénoméne assez rare
dans la nature.
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ol ‘m € “magn. Par conséquent, lorsqu’une transformation (anti)-orthogonale
(¢f. la définition du groupe orthogonal élargi en (1.12)) agit sur un tenseur
piézomagnétique ‘m, on a :

(Q.6) @ m:= 6 det(Q)Q+"m , pour (Q.6) € O“(3),  (3.59)

ot x est défini en (3.3). Dans cette relation, § signale que “m est sensible
a l'orientation de I'espace, tandis que det(Q) rappelle que c’est un tenseur
axial.

Comme dans le paragraphe précédent, le groupe de symétrie G(‘m) de
‘m € “magn est défini par :

G(‘m) :={(Q,d) € O*(3) : (Q,9) ® ‘m = “‘m}, (3.60)

i.e. G(“m) consiste en 'ensemble de toutes les transformations orthogonales
et anti-orthogonales qui laissent “m inchangé.

Pour tout “‘m € “magn, on remarque que le groupe de symétrie G(“m)
contient I’élément (-1,41) de O#(3). Par conséquent, en définissant le sous-
groupe

“1:={(1,+1),(-1,+1)}, (3.61)

on a nécessairement :

G(‘m) =g("'m) & "1, (3.62)
ot g(“m) est défini par :
Jm) = {(Q.8) € SO*(3) + (Q.6) @ m=dQx'm="m}, (363

et ot SO#(3) :=SO(3) x {+1}.

On va maintenant montrer que le groupe de symétrie G(‘m) du pseudo-
tenseur piézomagnétique ‘m est intimement relié au groupe de symétrie
g(m) = g(“Id(“m)) de son jumeau (cf. (3.7)) polaire, qui n’est autre qu’un
tenseur piézoélectrique. On introduit dans cette optique I'isomorphisme lso
défini par :

SO“(3) 3 (Q,0) > Qe 0(3), (3.64)
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et :

0(3)5Q =  (det(Q)Q,det(Q)) € SO*(3). (3.65)

On a donc :

Iso(g(*m)) = {Q € 0(3): Q«* Id("'m) = Id("m)}
= {QeO0(3):Qxm=m}=g(m). (3.66)
D’aprés (3.62), le groupe de symétrie G(‘m) C O#(3) du pseudo-tenseur
piézomagnétique ‘m a pour image le groupe de symétrie g(m) C O(3) de son
jumeau polaire, et vice-versa. En d’autres termes, d’apres (3.64) et (3.65), la

caractérisation des symétries des tenseurs piézomagnétiques est strictement
équivalente, via Iso, & celle des tenseurs piézoélectriques. On a alors :

‘magn(*G) := {"m € “magn : G(“m) € {*G}}. (3.67)

Par conséquent, les classes de symétrie de piez et celles de “magn sont reliées
entre elles par les relations :

V G C O(8), piez(G) = “Id(“magn(lso™ " (G) & “1)), (3.68)

et :

YV EG C 0%(3), “magn(*G) = “Id(piez(lso(*G' N SO#(3)))). (3.69)

Par conséquent, en notant *G le sous-groupe de O*(3) défini par :

G = lso™ (G) @ M1, (3.70)

on étend sans difficulté & “magn la classification des classes de symétries
obtenue au paragraphe précédent :

Théoréme 3.20: Les  ensembles piez(#1), “magn(*Zy), “magn(*Zs),
‘magn(*Zy), ‘magn(*D3), ‘magn(*D3), “magn(*D3), “magn(*D3),
‘magn(“D9), ‘magn(*DZ), “magn(*O~), ‘magn(*SO(2)), ‘magn(*0(2))
et “magn(#O(2)~) ne sont pas vides.
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Deuxiéme partie

MODELES DE PLAQUES LINEAIREMENT
PIEZOELECTRIQUES






4. CAS STATIQUE

4.1 Introduction

Au début du XX®™e siecle, le phénomeéne piézoélectrique a d’abord été ap-
pliqué aux Sonars, au controéle des signaux, a l'interférométrie. De nos jours,
la piézoélectricité sert surtout & la détection de déformations ou de déplace-
ments ainsi qu’au contréle actif des structures. De ce fait, en intégrant des
éléments piézoélectriques dans une structure, il devient possible non seule-
ment de mesurer des contraintes ou des déformations, mais aussi d’imposer
localement des contraintes par lesquelles il devient posible de controler des
déformations. On obtient ainsi ce que I'on appelle une structure “intelligen-
te” parce qu’elles captent des informations qui en retour permettent d’ac-
tionner certains mécanismes déterminés, et réciproquement. Ces structures
s’adaptent donc, en quelque sorte, a leur environnement.

Nombre de ces dispositifs se présentent sous la forme d’éléments de faible
épaisseur, et qui de se fait rentrent dans la catégorie de ce que 1'on appelle
des plaques ou des coques. On s’intéresse ici spécifiquement aux plaques, t.e.
des éléments “plats” et de faible épaisseur. Lors de 1’analyse de ce type de
probléme, il est fréquent de rencontrer des théories dites approchées ou ap-
proximées (on fait des hypothéses simplificatrices). Ces hypothéses peuvent
concerner la direction du champ électrique ou la forme du champ de dé-
formation par exemple (¢f. Mindlin, 1952 et 1972). De ce fait, U'intérét de
posséder des solutions “exactes” (c’est-a-dire des solutions obtenues - en un
sens a préciser - a partir de modéles tri-dimensionnels) apparait. On sera alors
en mesure de vérifier la pertinence des résultats que fournissent les théories
approchées.

La méthode utilisée ici pour obtenir des modéles de plaques linéairement
piézoélectriques maniables pour le mécanicien consiste a étudier le compor-
tement limite d’un corps tridimensionnel lorsque son épaisseur tend vers 0.
On dit qu’il s’agit d’'une méthode de réduction de dimension. Il s’agit en
fait de considérer I’épaisseur comme un paramétre, puis d’étudier ce qu’il
arrive lorsque ce paramétre tend vers 0. En paraphrasant I'introduction du
livre de Sanchez-Palencia (1992), disons que “I’étude mathématique asymp-
totique d’un probléme contenant un petit paramétre ¢ consiste a décrire les
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propriétés de la solution lorsque ¢ tend vers 0. Cette démarche est souvent
déroutante pour l'ingénieur, qui concoit bien que ¢ soit petit, mais non pas
qu’il tende vers zéro, ¢ ayant dans le probléme réel une valeur fixée. Néan-
moins, ’étude asymptotique “consiste simplement” & négliger ¢ par rapport
a 1 et &2 par rapport a ¢, mais non pas € par rapport a € ou ce (& moins
que ¢ soit trés grand, auquel cas il y a un nouveau petit paramétre, 1/¢, a
prendre en considération!) Il faut donc voir de prés comment s’enchainent les
termes contenant ¢, suite a quoi on peut appliquer les résultats a un cas avec
¢ petit fixé; plus cette valeur sera petite, plus I’étude asymptotique donnera
une description fidéle du phénomeéne.”

Il existe plusieurs maniéres de mettre en oeuvre cette méthode. Par
exemple Attou & Maugin (1987) ont utilisé des développements asympto-
tiques formels tandis que Bisegna & Maceri (1996a, b) utilisaient une mé-
thode mixte. Les résultats obtenus étant divergents, nous avons ici opté pour
une méthode qui rentre dans le cadre des perturbations singuliéres utilisant
des arguments rigoureux de passage a la limite pour tenter de réconcilier ces
points de vue.

D’un point de vue historique, si I'idée des développements asymptotiques
remonte au XIX®™€ siécle, il semble que la premiére mise en oeuvre fructueuse
de cette méthode soit le fait de Birkhoff (1922). Il convient aussi de citer
larticle de Gol’denveizer (1963).

Remarque 4.1: (Adaptation des notations)

Le parameétre ¢ sera présent tout au long des Chapitres 4 et 5. On sera amené
a l'introduire en indice d’un certain nombre de tenseurs, de vecteurs et de
données géométriques. Il n’a rien & voir avec le € introduit au Chapitre 3 qui
représentait quant a lui le tenseur d’orientation.

D’autre part, on a choisi pour le traitement des deux derniers Chapitres
un systéme de notations indépendant de celui adopté dans les trois premiers.
En particulier, les tenseurs qui entrent en jeu dans la loi de comportement
de la piézoélectricité (cf. la relation (3.8) par exemple) seront rebaptisés afin
qu’il ne subsite pas d’ambiguité.

Une configuration de référence d’une plaque piézoélectrique est la ferme-
ture dans R® de 'ouvert Q° = w x (—¢,¢), ott ¢ est un petit parametre positif
et w un domaine borné de R? de frontiére Lipschitzienne! dw. On considére
aussi (I, 1% ) et (I'2p, [2y), deux partitions de la frontiére °. La plaque
est, d'une part, encastrée sur IS ,, et soumise a un potentiel électrique ¢
sur I'2;). D’autre part, elle est soumise & des forces de volume mécanique f©
et électrique F° dans 2°, ainsi qu’a des forces de surface mécanique ¢° et

! Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, mathématicien allemand, 1832-1903. Il travailla &
Bonn.
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électrique d° sur I' ;) et 'S, respectivement. On note n® la normale unitaire
extérieure a 0€)° et on suppose que I'? ;, = 79 X (—¢,¢), avec y9 C Jw. Les
équations qui déterminent ’état électromécanique s° = (u®, ¢°) a I’équilibre
sont alors :

diveo® 4+ f*=0dans Q°, 0° - n° = ¢° sur I}, v =0sur I ,,
div D + F* =0 dans Q°, D® - n® = d° sur [y, ¢° = ¢f sur 1%,,
(0°,D%) = M*(x)(e(u®), Ve°) dans Q°.

On désigne respectivement par u®, ¢°, 0°, e(u®) et D° le déplacement mé-
canique, le potentiel électrique, le tenseur des contraintes, le tenseur des
(petites) déformations et le déplacement électrique ; 'opérateur M®, qui gou-
verne la loi de comportement, est tel que :

of =a%e(u®) —b°Ve* | D = bste(ua) + V7,

oil b°' est la transposée de b°, tandis que a® et ¢ sont symétriques et positifs.
A cause du couplage piézoélectrique, M*® n’est pas symétrique. Cependant,
sous des hypothéses réalistes de bornitude de a®, b°et ¢°, ainsi que d’ellipticité
de a® et ¢*, si le chargement électromécanique est suffisamment régulier, le
probléme admet une unique solution. La question est d’en étudier le compor-
tement lorsque ¢ — 0 et on montrera en fait que selon le type de chargement,
deuxr comportements limites, indexés par p = 1 ou 2, peuvent étre obtenus
(¢f. Raoult & Séne (2003) pour une observation identique).

De maniére classique, le comportement asymptotique de la solution du
probléme physique s’obtient en se ramenant & un ouvert fixe = w x (—1,1).
Bien que peu naturelle au premier abord, on verra que cette méthode a
cependant ’avantage de conserver toutes les informations mécaniques propres
au probléme considéré. On considére donc "application 7° :

= (21,29,23) €N = 7 = (21, 79,623) € O°.

Les images par (7)™ des données géométriques introduites précédemment
perdent U'indice € et on pose 'y = w x {*1}, Iyt = dw x (=1,1). On
peut généraliser a la piézoélectricité les hypothéses classiques de bornitude
et d’ellipticité uniforme faites sur les coefficients d’élasticité. Dans le cas de
matériaux hétérogénes, elles prennent la forme suivante :

(H,) IM € L=(Q, L(H)) tel que M*(n°z) = M(z), pp = €
YT 3k>0: M@)h-h>k|R]%,VhEM, ppa €.
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L’ordre de grandeur du chargement extérieur est choisi comme suit :

fe(mox) = efolr), f5(mox) = e f3(x), Fe(nz) = > PF(z),Vz € Q,
ga(mez) = %ga(2), g5(n°z) = 2g3(x), Vo € Ty N1y,
() | 9o (m°x) = ega(x), gi(m°x) = %gs(x), Vo € Iy N Diar,
d*(m°z) = &% Pd(z), Vo € Ty NIy,
d*(m°z) = e*7Pd(x), Vo € I'eny N Digy,
wg(mex) = ePpo(z), Yo € L'ep.

Ici, (f, F,g,d) est un élément de L*(2)? x L*(Q) x L*(T,,n)* x L*(T'.y) in-
dépendant de ¢ et on suppose que @y posséde un prolongement a {2, toujours
noté g, dans H*(Q) = {¢ € L*(Q); Vy € L*(2)*}. Dans la suite, pour tout
domaine GG de R™, on notera H}(G) ’ensemble des éléments de 1'espace de
Sobolev? HI(G) dont les éléments s’annulent sur I' C dG. A 'état électro-
mécanique s; = (us, ;) défini sur Q°, est associé I'état électromécanique mis

= \Up
a échelle sp( ) = (up(e), pp(e)) deﬁnl sur {) par :
(
Vaf =7z € Q° ¢ (ud)s (2°

Deés lors, s,(e) est solution du probléme mathématique P(e, ), équivalent
au probléme physique de départ :

Trouver s,(e) € (0,¢0) + V tel que

Ple, )y ¢ my(e)(sple), ) = L(r),
VreVi={r=(v,¢)eH (Q)7°xH (O},

avec |

2 Sergei L’vovich Sobolev, mathématicien russe, 1908-1989. Il travailla & Akademgoro-
dok. On lit souvent que "les espaces de Sobolev sont devenus un outil indispensable &
I’étude des équations aux dérivées partielles”. En fait, ces équations aux dérivées partielles
modélisant la plupart du temps des phénoménes physiques, les espaces de Sobolev peuvent
étre vus comme rassemblant des éléments dont 1’énergie est finie. Ceci explique en partie
la place importante qu’ils occupent en mécanique.
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my(e)(s,r) = J, M(2)ky(e,s) - ky(e,r) da,

kp(e,r) = ky(e, (v, ) = (ele,v), (Vp)(e, ¥))),

e(e,0)ap = €(V)ap, €(6,0)az 1= 7 e(V)az, €(€,v)a3 := e %€(v)a3,
26(‘0)2']' = &-vj + 8]-'02-,

V(p)(ga 'Ivb)a = 5p_1aoz77ba V'(]9)(57 17/))3 = Ep_26377b7

L(r) = [y [ -vde + [, Fpdz + meN g-vds+ fFeN di ds.

Les indices a, 3 prennent dans ces expressions les valeurs 1 ou 2; les
indices 7, j valent quant & eux 1, 2 ou 3.

Notons que par linéarité, les hypothéses de mise a 1’échelle peuvent étre
remplacées en multipliant par ¢”,n € N, les choix précédents. D’autre part,
ces hypothéses de mise a 1’échelle sont celles qui permettent & la solution
sp(e) de converger vers un état électromécanique non trivial, i.e. physique
intéressant. Elles sont donc justifiées a posteriori. Cependant, elles traduisent
qu'un comportement de plaque est la conjugaison de trois facteurs :

1. une géométrie (I’épaisseur doit étre fine vis-a-vis des autres dimen-
sions),

2. un matériau (traduit par 'opérateur M®),

3. un chargement (dont l'intensité est donnée par les hypothéses de mise

a Iéchelle).

Dans cette optique, les hypothéses de mise a I’échelle expriment la ma-
niére dont tous ces éléments sont ou doivent étre connectés pour obtenir
un comportement de plaque. Ainsi, une feuille d’arbre pourra fort bien se
comporter comme une plaque lorsqu’une abeille vient se poser dessus tandis
que si une mouche se pose sur un plancher en béton, celui-ci n’aura certes
pas le méme comportement. Par contre, des étagéres bien remplies ou des
armoires normandes peuvent entrainer qu’un plancher en béton se comporte
comme une plaque, ce qui ne serait pas forcément le cas si ce plancher était
construit avec un autre matériau. Les hypothéses de mise a ’échelle, méme
si elles transforment un probléme physique en un probléme mathématique
apparemment abstrait, sont donc chargées d’informations importantes.

L’objectif principal du Chapitre est d’établir rigoureusement des résul-
tats de convergence. Pour cela, on doit tout d’abord montrer que la famille
des uniques solutions s,(e) du probléme mis a ’échelle est bornée dans un
certain espace fonctionnel. Ce résultat s’obtient grace a des hypothéses ma-
thématiques qui traduisent un fait physiquement acceptable : le travail du
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chargement extérieur doit rester fini. Cela n’est cependant pas toujours au-
tomatiquement satisfait et, selon le type de chargement extérieur considéré,
on est conduit a faire ’hypotheése :

si p =1 : 1l existe un prolongement de g & () indépendant de z3.

(H3)

si p =2 : la fermeture § de la projection de I'.p sur w coincide avec @,

de plus, ou bien d = 0, ou bien I'.y = (.

Le fait que cette hypothése soit indexée par p signale au passage qu’elle
est propre au couplage piézoélectrique (on rappelle que le cas des plaques
purement élastiques ne conduit - par cette méthode - qu’a un seul modéle
limite).

Un coup d’oeil attentif a I’hypothése de mise a 1’échelle sur le charge-
ment extérieur (HY) permet de subodorer le type de modéle limite suscep-
tible d’étre obtenu dans chaque cas. En effet, si p = 2, ce sont les forces
électriques de volume F° et le déplacement vertical qui seront prépondé-
rants. Ainsi, un chargement électrique provoquera un déplacement vertical
du méme ordre, ce qui correspond a un actionneur. Par contre, si p = 1, le
déplacement membranaire et le potentiel sont du méme ordre (en &'), tandis
que le déplacement vertical est d’une intensité plus grande (en £°). Ainsi, ce
type de modeéle permet de détecter des petits déplacements (membranaires)
en mesurant un potentiel électrique (lui aussi petit), ce qui rentre dans le
cadre des capteurs (micro-balances par exemple, ott une mesure électrique
permet de remonter a un chargement).

Pour préciser ces idées on pose

Vir:={v € H: (2)%; es(v) =0},

@ = {y € H} ()5 9> = 0},

O, = {yp € L*(Q); 0xp € L*(Q),¢ = 0 sur [.p NTE},
S, = Vg x &,

X, = HE () x HE (),

Xy = HE (0) x ®s,

my(s,r) 1= fg Mpkp(s) - ky(r) de,

ki(s) := (€ap(u), a),
ka(s) := (eap(u), dap),

ol ]\Ajp est la condensation de M par rapport aux composantes de (e(v), Vi)

maintenues dans k,(v, ). Les opérateurs M, gouvernent la loi de comporte-
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ment limite et peuvent étre explicitement décris pour toutes les familles de
cristaux piézoélectriques. Bien siir, ils différent selon que la plaque est utilisée
comme capteur ou comme actionneur. Les formules exactes de ces opérateurs
sont données au § 4.5.

Le principal résultat de ce Chapitre est le :

Résultat de convergence 1: Sous les hypotheses (Hj), (H:), lorsque & tend
vers 0, la famille s,(¢) des uniques solutions de P(e,2), converge dans X,
vers l'unique solution s, du probléme limite :

Trouver s, € (0,¢0) + S, tel que

73(()79)19 {ﬁlp(spﬂ“) = L(T)7 Vre Sp.

Comme dans le cas des plaques purement élastiques, les champs limites
correspondent & une cinématique simplifiée : les déplacements sont de type
Kirchhoff-Love et, dans le cas p = 1, le potentiel électrique ne dépend pas
de x3. De par la définition méme de S; et de la caractérisation classique des
déplacements de Kirchhoff-Love, P(0,); est en fait un probléme bidimen-
sionnel posé dans w. De plus, sous ’hypothése de découplage

1
(H;lécoupl) : / a3 My(xy,x0,23)des =0 ,  M; ne dépend pas de w3,

1

qui est impliquée - si p = 1 - par des coefficients électromécaniques pairs
en x3, il apparait un découplage entre les déplacements membranaires et les
déplacements de flexion. Plus précisément, (Hgéco“pl) implique que S, est la
somme directe de deux sous-espaces ép et Sp qui ont la particularité d’étre
my,-polaires :

8, o Viep x 6,

S, := Vg x &,

Vir = {v € Vgz; v = 0},

Vi = {v € Viri; vy := —230,03},
Ci)l =0,

dy = {0},

d, = {p € ®,; ¢ impaire en z3},
d, = {p € ®y;  paire z3}.

La m,-polarité signifie que
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iy (8,7) = m,(7,8) =0,V (5,7) € S, x S,

D’un point de vue strictement mécanique et énergétique, cela signifie que
les déplacements membranaires et les déplacements de flexion sont déconnec-
tés. D’un point de vue électrique, la méme observation s’applique aux parties
paire et impaire (en x3) du potentiel électrique dans le cas p = 2. Cette dis-
tinction entre parties paire et impaire apparait dans ’article de Bisegna &
Maceri (1996a, b).

Par conséquent, P(0,Q); peut s’écrire sous la forme de deux équations va-
riationnelles indépendantes impliquant d’une part le déplacement en flexion
et d’autre part le couple constitué du déplacement membranaire et du po-
tentiel électrique. De maniére similaire, P(0, ), se décompose en deux équa-
tions variationnelles indépendantes. La premiére met en jeu le déplacement
en flexion et la partie paire du déplacement électrique; la seconde implique
quant a elle le déplacement membranaire et la partie impaire du potentiel
électrique.

Enfin, une “mise a ’échelle inverse” permet de se ramener sur un ouvert
d’épaisseur 2¢ et de donner une signification physique a tous les résultats
obtenus.

Enfin, le probléme variationnel limite peut s’écrire sous forme d’un sys-
téeme d’équations aux dérivées partielles dont la structure consiste en :

- s1 p = 1, les équations ponctuelles prennent la forme d’une équation
aux dérivées partielles du quatriéme ordre vis-a-vis du déplacement en
flexion et d’un systéme d’équations aux dérivées partielles du deuxiéme
ordre vis-a-vis du déplacement membranaire et du potentiel électrique.

- s1 p = 2, on obtient deux systémes. Le premier est du second ordre
vis-a-vis du déplacement membranaire et de la partie impaire (en x3)
du potentiel électrique; le second est du quatriéme ordre vis-a-vis du
déplacement en flexion et de la partie paire du potentiel électrique.

4.2  Rappels et notations

Les indices latins prennent leurs valeurs dans {1,2,3} et les indices grecs
dans {1,2}. La convention de sommation sur les indices répétés est entendue.

On rappelle quelques propriétés des espaces LP. Pour les détails, on peut
se référer aux ouvrages de Brezis (1987), Rudin (1978), Schwartz (1970) et
Yosida (1964).
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Pour 1 < p < oo et Q un domaine® de R", on définit donc les espaces®

LP(Q) :={f:Q —= R, f mesurable et telle que / |f(z)]P dx < +o0}.
Q
(4.1)

On définit en outre

L(Q) :={f : Q@ —= R, f mesurable et telle qu’il existe C' € R
avec |f| < Cp.p.sur Q}. (4.2)

Pour tout 1 < p < 400, les ensembles L7 () sont des espaces de Banach®
pour les normes

flx)|Pdx 1%, sip < 4oo _
||f||LP(Q) — [fﬂ| ( )| ] ' (4.3)
inf {C, |f| <C p.p. dans Q}, sip=+o0.

D’autre part,L?(2) est un espace de Hilbert® pour le produit scalaire

(F,9) i = / f(2)g(x) de. (4.4)

Maintenant, I’espace de Sobolev W'(§) est défini par

o
WIP(Q) = {u: u € LP(), a—“ € LP(Q),i=1,..,N}, (4.5)
T
ot les dérivées sont des dérivées faibles, c’est-a-dire des dérivées au sens des

distributions.

Lorsque p = 2, on note W?(Q) =: H'(Q), i.e.

3 Un domaine est un ouvert borné connexe de frontiére Lipschitzienne.

41ci et dans la suite on prendra N = 3.

5 Stefan Banach, mathématicien polonais, 1892-1945. 1l travailla & Lvov (maintenant en
Ukraine). Le terme d’"espace de Banach" est da & Fréchet.
Maurice René Fréchet, mathématicien frangais, 1878-1973. Il travailla & Paris.

6 David Hilbert, mathématicien allemand, 1862-1943. 1l travailla 4 Géttingen. L’appel-
lation "espace de Hilbert" est due & Janos (John) von Neumann.
John von Neumann, mathématicien d’origine hongroise, 1903-1957. Il émigra aux Etats
Unis et travailla & Princeton.
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ou

W) := {u:u e L*(9), 92,

€ L*(N),i=1,...N}. (4.6)

Les W'?(Q) sont des espaces de Banach pour les normes

Ju
lulwr@) = ulzr@ (4.7)
Pour 1 < p < 400, cette norme est équivalente &
lulwrr@) == (lulfeq) + 1VUlzg)? (4.8)
ol on a noté
Ju Ju
Vu = — 4.9
= (s ), (1.9)
et
N ou 1
[Vulney = (D ”8—@”7213(“))5' (4.10)
=1

De plus, H'(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Jv 8w
(v, W) () = (v, W) 2@ —I—Z 0;17 E Ji2@), Yo, w € H'Y(Q).  (4.11)

Pour tout ouvert GG de R¥, on note H}(G) I’ensemble des éléments de
H'(G) dont la trace” sur I' C G est nulle :

HNG) :={ve H(G): vy =0,T C 9G}. (4.12)

En particulier, on note

7 La notion de trace est bien définie lorsque Q est un domaine.
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Hy(Q) :={u e H' (Q);usq =0} (4.13)
L’inégalité de Poincaré®, qui affirme I’existence d’une constante Cgq telle
que
Jul iz < Cal Valo, Vu € HL(Q), (4.14)
implique que
Jull == 1VulLzq) (4.15)

définit sur Hj(2) une norme équivalente & la norme usuelle.
Enfin, pour v € H'(Q), on définit

1
e;i(v) == 5(8]-'1)2' + Ow;) € LA(Q), 1 <4, < 3. (4.16)

[’inégalité de Korn? affirme 'existence d’une constante Cqr telle que

lolmie) < Carle(v)rxe), Vo € HH(Q). (4.17)

Ceci implique que

Jul := le(w)lra@ (4.18)

définit sur HE(R2) une norme équivalente & la norme usuelle.
Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, on peut se référer a

Ciarlet (1988), Cioranescu & Donato (1999), Maz’ja (1985) et Tartar (2000).

Dans un autre ordre d’idées, il est utile de définir H := S® x R?, on S®
désigne ’ensemble des matrices réelles 3 x 3 symétriques. On abusera des
notations pour écrire le produit scalaire sur H :

(Ayu)-(B,v)=A-B4+u-v, Y(Au),(B,v)eH. (4.19)

Ainsi, le symbole - désignera a la fois le produit scalaire usuel de R? et celui

de S°, défini par A- B = tr(AB") = tr(A'B).

8 Jules Henri Poincaré, mathématicien frangais, 1854-1912. Il travailla 4 Paris.
9 Arthur Korn, physicien allemand 1870-1945. I travailla & Berlin puis émigra aux Etats-
Unis en 1939.
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4.3 Position du probléme

Une configuration de référence d’une "plaque piézoélectrique’ est la fer-
meture dans R® de 1'ouvert Q° := wx] — ¢, ¢[, ot w est un domaine de R? de
frontiére Lipschitzienne dw et ¢ un petit parameétre positif. Un point courant
de Q° est noté z° = (a5, 25, z5).

La plaque est soumise d’une part a des forces de densités volumique f°
(dans Q°) et surfacique ¢° (sur I'? ) et d’autre part a des charges électriques
de densités volumique F* (dans Q°) et surfacique d° (sur 'y ). La plaque
est encastrée sur I'Y ;, et un potentiel électrique ¢ donné est imposé sur
). Les couples (I's, ,,, T ) et ('), T, )0 réalisent une partition de 9°
dont la normale unitaire extérieure est notée n°. On suppose que chacune des
surfaces précédentes est de mesure positive et que I'? ,, = y9x]| — ¢,¢[, avec
Yo C Ow. L’état électromécanique de la plaque est exprimé par un couple

s%:= (u®, ¢°) de champs de déplacement u® et de potentiel électrique ¢°. Les
équations déterminant une configuration d’équilibre sont alors :

div o + f* = 0 dans Q°,

div D® 4+ F*° = 0 dans Q°,

(0°,D%) = M*(2°) (e(u®), V©) dans Q°,

o°n® = g° sur [y, (4.20)
u® =0 sur I ;,

D® -n® =d° sur 'Sy,

e __ £ £
@ = g sur I'gp,

ou o°, e(u®) et D° désignent respectivement le tenseur des contraintes, le
tenseur des déformations linéarisées et le déplacement électrique. Si on note
L(V, W) I’ensemble des applications linéaires d’un espace V' dans un espace

W alors M®(z°) est un élément de L(H,H) du type :

0 =a®e(u®) — b° V©,

: (4.21)
D® =b% e(u®) + ¢ V©,

10 Ces notations sont celles introduites par Séne (2000) et nous les reprenons. Le “e”
et le “m” signifient “électrique” et “mécanique” respectivement, tout comme “N” et “D”,
“Neumann” et “Dirichlet”.

Franz Ernst Neumann, mathématicien allemand, 1798-1895. Il travailla a Konigsberg
(maintenant Kaliningrad, Russie).

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, mathématicien allemand, 1805-1859. 11 travailla
a Berlin de 1828 & 1855, puis & Géttingen.
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ou (a%,b°,¢) € £(5%,5%) x L(R?,5%) x L(R3 R?) et ott b° est la transposée
de b°. De plus, a® et ¢® sont symétriques et positifs.

Il est & noter, et c’est justement 'une des particularités de la piézoélec-
tricité, que M® n’est pas symétrique mais simplement un opérateur positif
sur H.

4.3.1 Formulation variationnelle

Afin de poser le probléme (4.20) sous une forme “variationnelle”, on fait
tout d’abord I'hypothése de régularité sur les actions extérieures

(H,) (fe, g%, F=,d°) € L*(Q°)? x L3¢ y)? x L*(Q°) x L*(Ty),
©5 posséde un prolongé a ) — noté 5 — de classe H*(027).

Ensuite, on définit ’espace des états électromécaniques
Ve = {t° = (v:,¢%) € H'(Q°)? x H'(OF) : vfpfw =0, ';/przD =0}

= Hi. () x H. (). (4.22)

Afin de condenser les notations on introduit la forme bilinéaire sur V¢ :

me (1) = (), (07) = | MA(E(w), V) - (), V%)
(4.23)

qui d’aprés (4.21), posséde les propriétés "de symétrie" :

{m%(uf, s (0%, 9%)) = me (v, =¥, (v, —¢)), (4.24)

vusvvs € Hllan (06)37 v@67¢6 € Hfl‘zD (QE)

On pose enfin

ﬁwwz/}fwﬂuﬂwmf+/

gs"U6d86+/ d6¢5d86,
r r

B
eN

Vit = (v5,9°) € VO, (4.25)

B
mN

Le probleme physique relatif & la plaque réelle et formulé sur I'ouvert Q°
s’écrit alors
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P(O) {Trouver s = (laf ©°) € (0,p5) + V= tel que

me(s°,t°) = L°(t) , V5 € Ve

Les hypothéses réalistes de bornitude des a®, b°, ¢® et d’ellipticité uniforme
des a® et ¢ résumeées par

(Hy)

M* e L=(Q°, L(H)),
Ak >0 : M(z)h-h > k| h|3,Vh € H, pp. a° € QF,

conduisent alors au

Théoreme 4.2: Sous les hypothéses (H;) et (Hj), le probléme P(£°) admet
une solution unique.

Démonstration:

La forme bilinéaire m*( -, - ) est V°-coercive et V*-continue d’aprés les inéga-
lités de Korn et de Poincaré. De plus, la forme linéaire L*(-) est clairement
Ve-continue. Le théoréme est ainsi une application directe du théoréme de
Stampacchia'! (¢f. Brezis, 1983).

O

Pour revenir a des considérations physiques, la plaque que 1'on étudie
est une plaque d’épaisseur . Concrétement, cela signifie que 1'on peut par
exemple avoir € = lmm, ou bien ¢ = lum selon les applications. La démarche
mathématique consiste en fait & considérer que ¢ est un petit paramétre
destiné a tendre vers 0, c’est-a-dire que I'on va "plonger" le probleme P ()
dans une famille de problémes paramétrés par . On considérera alors que
ce que l'on obtient a la limite (lorsque ¢ — 0) donne une bonne idée du
comportement de la plaque originelle (celle d’épaisseur ¢ fixe).

On a par conséquent & étudier désormais ce qu’il advient de s° = (u®, %)
lorsque ¢ — 0.

4.4 Changement d’ouvert et hypothéses de “mise a I'échelle”

On va établir que, selon le type de chargement, deux comportements li-
mites, indexés par p valant 1 ou 2, peuvent étre obtenus (¢f. infra 'hypotheése
sur les ordres de grandeurs des actions extérieures). La démarche utilisée a
cette fin est extrémement classique et ne différe en rien de celle introduite par

1 Guido Stampacchia, mathématicien italien, 1922-1978. Il travailla & Pise.
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Ciarlet (1997). La nouveauté est qu’elle permet d’englober dans une étude
mathématique rigoureuse les résultats partiels obtenus par Attou & Mau-
gin (1987) (cas p = 1) d’une part et par Séne (2000) (cas p = 2) d’autre
part. Il s’agit en fait de transformer le probléme P (%) posé sur une famille
d’ouverts par une famille de problémes posés sur un ouvert fize. La raison
de cette transformation tient principalement dans la simplicité de 1’analyse
mathématique qui en résulte (le matériel théorique permettant d’étudier “di-
rectement” le comportement de s° lorsque ¢ tend vers 0 existe mais rend la
formulation plus complexe).

On se rameéne donc classiquement & un ouvert fixe ) := wx| — 1, 1| par
la bijection 7° définie par :

e _

Tz = (21, 29,23) € N 2° = (21, 29,6 23) € N°. (4.26)

On note T'p, Tpn, Tep, Ten les images par (7°)~1 de T ), ¢y, '),
Iy et on définit

Iy = wx{£1}, |
Lt 1= Owx]—1,1]. (4.27)

L’ouvert € ainsi défini correspond & une plaque “mise a 1’échelle” sur
laquelle on va travailler afin de simplifier ’analyse.

Les hypotheéses qui vont encadrer 1’étude et qui permettront d’obtenir
des résultats mécaniquement interprétables sont de plusieurs natures. Elles
concernent :

— 1 la loi de comportement de la plaque mise & I’échelle :

(Ha) : M*(x°2) = M(x),

e M € L>(Q,L(H)),
3k >0: M(z)h-h>k|h|3,VheH, pp xeQ,

— 2 le chargement électromécanique :
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fé(ﬂ's.r):&jfa(:ﬁ), fg(WEI)ZEZfS(x)7 Vo e,
Fe(ntz) =e* P F(z), VzeQ,

gi(mz) = e’ ga(z), g5(m°w) =egs(x), Ve el,nnly,
() {g(nn) = cgula), g3(n°0) = ?gs(), Vi € Ty O Tig

d*(rfz) =e*Pd(z), Vaxel.nynNTly,

d*(rfz) =e*Pd(z), Va€&lyN,

po(mz) = o(x), V€ lep,

ott (f,F,g,d) e L*(Q)* x L*(Q) x L*(T,un)® x L*(T.ey).
Enfin, il convient d’associer a I’état électromécanique s° = (u®, ¢°) défini

sur £2° un état électromécanique mis a ’échelle (sans signification physique
en quelque sorte) noté s,(¢) := (uy(e), pp(e)) défini sur Q par :

(4.28)

Il
—~
<

3
—~
Q)
~—
~—

w
—~
=
~—

us(e)

p(2%) = " py(e)(2),

et ceci, pour tout ® = w°¢ dans 2°.

Les hypotheses (H3), (HY) ainsi que le changement d’inconnues (4.28)
sont classiques. Ils sont en réalité justifiés a posteriori par les résultats de
convergence qu’ils permettent d’obtenir.

En introduisant I'espace des états électromécaniques mis a 1’échelle

Vi={t=(v,0) € H'(Q)’ x H(Q) : v, = 0,¢r,, =0}
= Hp (Q)° x Hp_(9) (4.29)

on peut alors poser sur l'ouvert fixe 2 un nouveau probléme variationnel
mathématiquement équivalent & P(2°).

4.4.1 Formulation variationnelle

Pour tout (v,?) € V on définit le tenseur mis & I’échelle des déformations
e(e,v) et le gradient mis a ’échelle du potentiel électrique V,)(¢,?) par :
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€ap(€; v) 1= €ap(v),

€as(E,v) 1= %eag(v),

ess(e,v) 1= 5% e33(v), (4.30)
V(p)(ef, L/J)a = gP! aa‘¢,

Ve, 1)z = P72 05,

et, afin d’alléger ’écriture, on pose

kp(57 T) = kp(ga ('Uv ¢)) = (6(57 U)? V(p)(57 1/))) (4'31)

De facon similaire a ce qui a été fait précédemment, on introduit alors la
forme bilinéaire sur V

mp(e)(s, 1) 1= /QM(CE) ky(e,s)-ky(e,r)dz, (4.32)

qui posséde des propriétés "de symétrie" analogues a (4.24) :

{mp(é‘)[(u,@), (0,9)] = my (&) [(v, =), (. )], (.33
Yu,v€ HE (Q)°,Vo,v € HE (Q).

Enfin, on considére la forme linéaire sur V

L(r) := /Q(f-werb)d:ch/

FmN

g-vds+ / d ds. (4.34)
FeN

Il est alors clair que sous les hypotheses (H;) — (HY), I’état électroméca-
nique mis a ’échelle s,(¢) = (u,(e), ¢,(¢)) est 'unique solution du probléme
mathématique P(e,Q),, équivalent au probléme physique de départ :

P(e,Q), {Trouver sp(e) € (0,0) + V tel que

my(e)(sp(e),r) = L(r), Vr eV,

dont on peut désormais étudier le comportement asymptotique.
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4.4.2 Le comportement asymptotique
La démarche

De maniére tout a fait similaire & ce qui est décrit par Ciarlet (1997), on
va démontrer que certaines composantes de k,(e,s,(¢)) et de Mk,(e, s,(¢))
admettent des limites nulles lorsque ¢ tend vers 0. Dans le cas purement
mécanique, le résultat classique est que les déplacements obtenus & la limite
sont de type Kirchhoff-Lovel?, ce qui correspond en fait & des déplacements
v dont les composantes e;3(v) sont nulles.

En réalité, il est possible de généraliser ce processus aux couplages multi-
physiques en observant que c’est la structure algébrique de ’espace H qui
joue ici un role fondamental (on rappelle que H = S® x R? ou S? désigne
Iensemble des matrices réelles 3 x 3 symétriques). Lors de 'opération de
mise & 1’échelle des états électromécaniques (¢f. (4.30)), il apparait dans le
tenseur linéarisé des déformations ainsi que dans le gradient du potentiel
électrique des puissances de ¢ dont le signe (cf. ci-aprés les symboles 4+, —
et 0) définit des sous-espaces orthogonaux notés H;’,H; et 7—[2 dont H est la
somme directe :

1 ={h=1(e,9): eap =0, go = 0},
HY :={h=(e,9): e3=0, g3 =0}, (4.35)
Hf ={h=1(e,g9): €; =0, g; =0},

Hy :={h =(e,9): eap =0, g; =0},
HY :={h=(e,9): €3 =0, g, =0}, (4.36)
H:={h=(e,9): €;; =0, g3 =0}.

Afin de visualiser de quoi il s’agit, il suffit de remarquer que les éléments
de ces espaces sont de la forme

dans 'Hl_ dans 'H? dans 7-{1"
0 0 x 0 x x 0 X 0 00 0
0 0 x],160 , x x 0],]x , 0 0 0,101/,
X X X X 0 0 O 0 0 00 0

12 Augustus Edward Hough Love, mathématicien anglais, 1863-1940. Il travailla &4 Cam-
bridge.
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0 0 x 0 x x 0 0 0 00 X
0 0 x],10]], x x 01,10 110 0 0, x]],
X X X 0 0 0 0 X 0 00 0

dans H; dans ’Hg dans 'H;’

ot le symbole x désigne une composante non nécessairement nulle.

Remarque 4.3: Pour simplifier les notations, on considérera dans la suite
qu'un élément de H peut étre vu comme une matrice 3 x 4. Ainsi, les com-
posantes d’un élément € H seront données par

hir hiz has hi4
har hay has |, | haa | |- (4.37)
hai hsy  hss haq

Par “orthogonalité”, on entend classiquement que :

V(z,y,z) €My, xHyx H} |, w-y=xz-z=y-z=0. (4.38)

Quant a la somme directe, elle signifie :

VheH, 3! (hy kO RY) € Hy x HOx HY - ho=hy + RO+ hF.  (4.39)

Il est clair que A est toujours nul.
Il convient alors de réécrire la loi de comportement M sur la “nouvelle
structure” de H :

_ —— - —070 -
Mh = M;"h; + M;°h) + M;*ht
0—7 — 0070 0
Mp hp + Mp hp —I_ Mp-l—h;—
-7 — 070
M}~ h; + MFh + MF*ht, (4.40)

ol M;l € E(Hé, 7—[’;) (on utilise ici exceptionnellement les lettres & et [ pour
désigner les symboles 4+, — ou 0). Il s’agit en fait d’un simple réarrangement
des composantes de 'opérateur M dont on étudiera quelques propriétés au
§ 4.5.

L’hypothése (Hs) sur les coefficients électromécaniques impliquent que
MZ?O et M~ sont des opérateurs positifs sur 7—[2 et H,. Par conséquent,
I'opérateur
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M, == M® — M°~ (M; =)' M;° (4.41)

p

est bien défini comme élément de E(Hg, Hg). Il faut bien noter que ni MZ?O,

ni M, ne sont nécessairement symétriques, mais que

K |h2|§_{ < My(x) hg . hg, th € Hg, p.p.x € . (4.42)

En effet, M est coercive (¢f. (H3)) et

M, 1S = (M h)S,

3 1.43
M, hS-h0 = Mh-h. (4.43)

(Mh);:h;:0:>{

L’un des buts de la démarche asymptotique est de montrer que I'on a
bien (M h); = ht = 0 avec h la limite k, de k,(c,s,(c)) lorsque ¢ — 0.

On exhibera ainsi M, comme opérateur définissant la loi de comportement
limite.

Rappel : les déplacements de Kirchhoff-Love
On désigne par Vg l'ensemble des déplacements de Kirchhoff-Love

adapté au probléme que ’on se pose. Il est défini par
Vi :={ve Hy (92)°:es(v) =0} (4.44)

Rappelons que pour tout élément v € Vi il existe un triplet

(m1,m2,7m3) € H' (w) x H'(w) x H*(w) (4.45)

unique et tel que :

Vo = Mo — 30473,
U3 = 773.

(4.46)

La plupart du temps, dans le but de différencier la solution en déplacement
u des champs tests v, on utilise la lettre grecque ( : on note alors u, =

Ca — ©30,(3 et uz = (3, avec bien str (., (3) € H'(w) x H?*(w).
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Ce type de déplacement fait clairement apparaitre une distinction entre
les "composantes membranaires" 1, et la "composante de flexion" 73. Afin
d’alléger les notations et de faire ressortir ce fait, on décide de poser

T = (21, 22). (4.47)

Dans la suite, le symbole ~ sera toujours reliés aux composantes membra-
naires. Pour ce qui est de la flexion, i.e. de ce qui se passe corrélativement
a x3 (ou a l'indice 3), on adoptera parfois le symbole ~ pour alléger les no-
tations. Ainsi, on associera toujours un élément v de Vi, au triplet (7, 7s).
L’élément solution u de Vi, sera quant a lui associé au triplet (E, (3) pour
établir une distinction.

En résumé, pour un déplacement v de Vg, associé a (7, 73), le tenseur
des déformations linéarisées prend la forme particuliére

o O O

e(v) = X
0

= | e12(N) — 2307, 3 €22() — x305,m3 0 |,
0 0 0

ern() ew2(n) O Ohms Ofyms 0
= | ewn) en®@ 0| —z3|dfhns 0hns 0],
0 0 0 0

=1 &(7]) — z3(05sm); (4.48)

olt €,5(7) est la fonction de L?(w) définie par

asl) 1= 5(0uns + 3. (3), (4.19)

et avec 625 = 0,03.
Bien stir, ’espace des déplacements de Kirchhoff-Love sera I’espace dans
lequel vivront les déplacements limites.

Cadre fonctionnel

On définit maintenant les espaces électriques limites par
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@, = {¢ € H () :05 =0}, (4.50)
o, = {¢ e L*(Q): ¢ € L*(Q), ¢Yr,pors = 0} (4.51)

La définition de @, est moins naturelle que celle de @, et pose des problémes
techniques - relatifs a ’application trace en particulier - qui seront éclaircis
infra.
On peut deés lors définir les espaces électromécaniques limites en posant
Sp = VKL X (I)p. (452)
Ces espaces électriques limites sont liés & deux types d’hypothéses dont

on verra 'utilité dans la démonstration du Théoréme 4.4 :

sip=1: ¢y admet un prolongement a () indépendant de x3.

(H5)

si p =2 : la fermeture ¢ de la projection sur w de I'.p coincide avec @,
et, de plus, soit d = 0 sur 'y N Ty, soit Ty N Tigr = 0.

Si on associe a tout r = (v,v) de 'V (¢f. (4.29)) ’élément

k(r) := (e(v), V) € L*(Q,H), (4.53)

alors on remarque en particulier que

reS; < k(r)eH. (4.54)

D’autre part, I’espace

H3 (Q) :={y € L*(Q) : 93¢ € L*(Q)} (4.55)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par :

(@,'¢)H/§2¢¢d$+/528399831/)d$. (4.56)
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L’application trace de Hj (€2) dans L*(I'y) étant linéaire et continue (cf. la
thése de Séne (2000) par exemple), la définition de @5 introduite en (4.51) a
bien un sens. L’hypothése (H9) autorise quant a elle & munir ®; du produit
scalaire

(o) > [ Oup s ds (4.57)

équivalent a (4.56).
On pose enfin

X . HE (Q)° x H(Q), sip=1, (4.58)
P L () < H(0), s p=2

Les inégalités de Poincaré et de Korn permettent de munir S, et X, des
normes hilbertiennes

e(v) |12 + VY| T2q),
iz + 1059120,
)
)

clv

clv

Toi) + [¥122(0) + [V 129,

(
(.
(
(0)[f2) + [W1L2() + 1059112 )

|

= |
% =
|

€

Les modéles limites

On rappelle que 'objectif est de déterminer le comportement limite de la
solution s,(g) = (uy(e), ¢p(e)) du probléeme P(e,Q),. Le coeur de la démarche
consiste en fait & montrer la bornitude des s,(¢) dans des espaces de Hilbert
ad hoc (les X, définis en (4.58)). Cette bornitude impliquera I’existence d’une
sous-suite faiblement convergente!® qui convergera en fait fortement vers la
solution d’un probléme dit limite (noté P(0,Q),, ¢f. (4.4)). C’est justement
cet impératif de bornitude qui suggére deux maniéres de “mettre @ a 1’échelle”.
On verra dans la démonstration du Théoréme 4.4 les arguments qui générent
ces deux cas.

On a le résultat de convergence :

13 Dans un espace de Banach réflexif, toute suite bornée admet une sous-suite qui
converge faiblement ; les espaces de Hilbert sont une classe de Banach réflexifs (cf. Bré-
zis (1983) par exemple).
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Théoréme 4.4: Sous les hypotheses (H;) — (HE), et lorsque ¢ — 0, la famille
(sp(€))es0 des uniques solutions de P(e, ), converge fortement dans X, vers
I'unique solution s,(0) de :

Trouver s € (0,¢0) + S, tel que

P(0,Q _ Z
(0,0, {mp(s,r) i= [ My k(s) - k(r)9de = L(r) pour tout r € S,,.

Démonstration:

On va scinder la démonstration en quatre étapes. On suppose par com-
modité que ¢ < 1.

Premiére étape : bornitude des s,(¢) dans X,,.

D’aprés P(e, ), il est clair que 5,(¢) := s,(¢) — (0, @) vérifie, pour tout
rev:

my()(3y(2), ) = L(r) = my(2)((0,0),7) = L(r),
Z(r):z/ﬂ(f-v—l—F'g/))d;c—l—/F g-vals—l—/F d ds
— my(e)((0,0),7). (4.63)

L’ hypothése sur les coefficients électromécaniques (Hs) impliquent donc
que s,(¢) vérifie :

k152D, < k(e 55()) Fa g < ma(e)(3ole):55(2)) = L(E,(e)). (4.64)

Pour établir la bornitude des s,(¢) dans X, il ne reste plus qu’a montrer
qu’il existe une constante ¢, indépendante de ¢ telle que

L(5p(e)) < ¢ |k(e, 5p(e))|20,m)- (4.65)
Or, des quatre termes de Z, seuls le troisieme (dans le cas p = 2) et le
quatriéme (dans le cas p = 1) posent probléme, probléme résolu par les

hypotheéses (HE). En effet, (H}) permet, en annulant 1050, de majorer
m1(£)((0, o), 51(e)) indépendammant de e par ¢1|k(e, 51(¢))|r2(n,n) ; la seule
inégalité de Cauchy-Schwarz!'* permet de conclure dans le cas p = 2. L’hy-
pothese (HZ) supprime quant a elle les problémes liés & la majoration de

I'intégrale |- N d ds.

14 Hermann Amandus Schwarz, mathématicien allemand, 1843-1921. 1l travailla 4 Berlin.
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Par conséquent, o étant fixé, on a bien que la famille (s,(¢))oce<1 est
bornée dans l'espace de Hilbert X,. Ainsi, il existe une sous-suite, encore
indexée par ¢, telle que :

sp(e) — 5,(0) dans X, (4.66)
k(e,s,(¢)) — k, dans L*(Q;H), (4.67)
k(sp(e)), — 0dans L*(Q;H), (4.68)
k(sp(0)y = (ko). (4.69)

otl les symboles — et — désignent respectivement les convergences faible et
forte.

Deuxiéme étape : afin d’identifier 'opérateur qui gouverne la loi de com-
portement limite, on établit que

(M l%p); = (]%p);' =0. (4.70)

Tout d’abord, pour obtenir (M lgp); = 0, on généralise la méthode dé-
veloppée par Ciarlet (1997) pp. 37, 38 dans le cas de ’élasticité isotrope et
linéaire. Les conventions de notations des composantes des éléments de H

ayant été précisées par la la relation (4.37) de la Remarque 4.3, il suffit dans
un premier temps de choisir, dans 1’équation associée a P(e,Q), :

1. r arbitraire tel que v3 = b = 0 et de multiplier par ¢, on obtient alors

/(M E‘p)agag’l)a = 0, \V/’U = (’Ul,'UQ,O) € HllmD (Q)S, (471)
Q

2. r tel que v, = 0 et v = 0 et de multiplier par &2, fournissant

/(M kp)ssOsvs = 0, Vo = (0,0,vs) € Hp (Q)?, (4.72)
Q

3. r arbitraire tel que v = 0 et de multiplier par ¢ (uniquement si p = 1),
ce qui conduit a

/(M ]2‘1)34831/)3 = 0, \V/Q/) € HlleD (Q)S (473)
Q
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On conclut grace au lemme établi par Ciarlet (1997) :

Lemme 4.5: Si w € L*(Q) vérifie [, wdsvdz = 0, pour tout élément v de

C*>(Q) tel que v =0 sur y x [—1,1], alors w = 0.
La relation (l%p); = 0 est quant & elle évidente dans le cas p = 1 et se

déduit d’un argument classique évoqué par Séne (2000) pp. 71, 72 dans le
cas p=2:

/anaa,a(g)g do = —5/ () dngda, ¥ g € C(Q). (4.74)

Q

En conclusion, d’aprés (4.43), on obtient

{M by - ko = Mk, ), - (k). (4.75)
(Mkp)g = M, (kp)g'

Troisiéme étape : le probléme limite.

Pour tout r € S, N C*=(Q,R*), k,(e,r) converge fortement vers k(r))
dans L*(2;H). On en déduit, en passant a la limite dans P(e, ), a 'aide
successivement de (4.67), (4.75) et (4.69), que

L(r) = Mk, - k(r)? dx

= | M,k(s,(0))° - k(r)° da. (4.76)

Par densité de S, N C>(9),R?) dans S,, on déduit que s,(0) est bien solu-

tion de P(0,9),. La forme bilinéaire m, étant S,-elliptique grace a la rela-

tion (4.42), le probléme P(0, ©), admet une solution unique. Par un argument

classique, ceci entraine que toute la suite s(e) converge faiblement vers s(0).
Quatriéme étape : convergence forte.

Vu (4.66)-(4.69), la convergence forte de s,(¢) vers s,(0) dans X, équivaut
a celle de k(s,(c))) vers k(s,)) dans L*(€,H). Or

P
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K |k(5p(5))2 k(s,(0 )0 %2(9 n = K |k(e, sp(€)) — 7%&?(9,%)

/M g,8,(¢)) — k) - (k(e,s,(¢)) — k,) dz
= [ M (ks (ke do
—/QMkp-(k(e,sp(e))d:s—/QM(k(g,sp(e))—kp)-kpd:s
N RUCOMENRUCIFSIEE
—/QMkp-(k(s,sp(a))dx—/QM(k(a,sp(e))—kp)-kpdx. (4.77)

A T’aide successivement de (4.66), (4.67) et (4.75), on déduit que si e — 0, le
membre de droite tend vers

[ = L(fsvp(()))—l—/Mkp-k((),apo)d;v—/Mkp-k*pd:r:
Q

= /M ko @0)2dx—/ﬁpkg-kgdx, (4.78)
Q

de sorte que [ = 0, ce qui achéve la démonstration de la convergence forte.
O

Remarque 4.6: Jusqu’a présent on a considéré un second membre fixe noté
L(r). En réalité, rien n’empéche de considérer un second membre variable
L.(r), c’est-a-dire un chargement extérieur indéxé par e. La convergence
simple de L. vers L

L.(r)— L(r), VreV (4.79)

i.e. la convergence faible dans le dual de V suffit alors dans les trois premiéres
étapes de la démonstration du Théoréme 4.4.

Cette convergence faible est impliquée par des hypothéses de convergence
sur le chargement extérieur mis a 1’échelle :

f&) — F dans L2(9)"
oe) — gdans LT,
F(e) — F dans L*(Q),
d(e) — ddans L*(T.y),
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et

) ] Jo IV y(e, po(e)) | da est borné,
sip=
P wo(e) = o dans H'(Q) (avec dzpg = 01),

sip=2 fg |V(2)(€,990(€))|2dlx est borné,
@o(e) = @o dans H83 ().

A laide d’une méthode différente utilisant des multiplicateurs de La-
grange'® pour prendre en compte la condition de Dirichlet sur le potentiel
électrique, Lenczner (1993) a traité le cas p = 1.

Dans la quatriéme étape - celle de la preuve de la convergence forte - ces
hypothéses sont insuffisantes et il convient alors d’imposer la convergence
uniforme (ou forte dans le dual de V) du second membre. Ainsi, pour une
suite quelconque r. de V qui converge faiblement vers r dans V on obtient

L.(re) — L(r). (4.80)

Ceci est obtenu avec les hypothéses suivantes :

fle) — fdans L*(Q)?,

g(e) — gdans L*(I',,n)°,

F(e) — Fdans L*(Q) -sip=1 -,
F(e) — Fdans L*(Q)-sip=2 -,
d(e) — ddans L*(Tey)-sip=1-,
d(e) — ddans L*(I.y) -sip=2.

et

i 1 wo(e) = @o dans H'(Q),
sip=
P 563990(5) — 0 dans L*(Q),

~

s J20(e) = o dans L),
V2)¢o(e) — 0 dans L*(Q).

Les convergences faibles suffisent la ot les injections compactes de H*(12)
dans L*(Q) et L*(T',,y) peuvent s’appliquer.

15 Joseph-Louis Lagrange, mathématicien d’origine italienne, 1736-1813. Il travailla &
Paris.
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Remarque 4.7: Par des développements asymptotiques formels, le cas du cap-
teur pur a été traité par Attou & Maugin (1987) dans le cas d’une plaque
constituée d’un matériau piézoélectrique de classe 6mm et avec I'.p = 0.
L’analyse mathématique présentée ici s’adapte sans difficulté a ce cas si 'on
suppose que les densités de charges électriques ont des moyennes nulles sur
leurs supports et si 'on quotiente par les constantes les espaces fonctionnels
précédents associés aux potentiels électriques.

4.4.3 Equations limites bidimensionnelles. Découplage

Pour simplifier I’exposition des résultats, on introduit les sous-parties ~,,n
et ven de dw en écrivant

FmN N Flat = ’)/mNX] - 17 —I_l[v (481)
FeN N Flat =! YeN ><] — 1, —|—1[ (482)

De plus, on désignera par le symbole f 'opération moyenne sur I’épaisseur
de la plaque mise a I’échelle :

1 [T

JCf =3 ) f(@1, 22, 23) das, (4.83)

dont le principal intérét est de transformer une fonction des trois coordonnées
de V'espace (Z,x3) en une fonction de Z, ce qui permettra de reformuler le
probléme limite sur w et d’en faire par la méme occasion - symboliquement
- un “probléme plan”.

En s’inspirant du livre de Ciarlet (1997), on considére les fonctions gft,
Pis Gos Ti €t s, de L*(w) définies par

pi = 2ffi+g +g7, (4.85)
¢ = 2fasfutal —9a, (1.86)
r; = 2fg, (4.87)
S 1= 2 fx:gga. (4.88)

On définit parallélement et toujours dans L?(w)
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diz,£1)siz eI, r
d*(3) = { (@, %1) siz € Ten O T, (4.89)
0 sinon,
P = QfF +dt+d, (4.90)
r'oi= 2 fd (4.91)
Casp=1

Soit (7,n3) le triplet associé & un élément v de Vi, (¢f. supra). 1l en
découle de fagon naturelle deux sous-espaces

Vir = {v€&€Vgr:n =0}, (4.92)
Vi = {v€Vgkp:n,=0} (4.93)

Ainsi, 'espace limite S; est somme directe des deux sous-espaces

S; = Vg x®, (4.94)
Si = Vg x{0}L (4.95)

Pour simplifier, un élément r = (v,0) € S, sera noté r = ns.

Enfin, on définit ?f\ll et k; en observant que pour tout r = (v,¢) € Sy, on

a
ell(ﬁ) - I38121 UE! 612(7/7\) - 1’38122 N3 0 81;/;
k(r)) = | | era(n) — 2307, ms  €22(n) — 305,ms 0 |, | 0ot
0 0 0 0
ern() ea(n) O oy O ms Ofyms O 0
= || en2n) en® 0], |0 || —xs ||0fhns O5mns 0], [0
0 0 0 0 0 0 0 0

=: [&(7)(2), VY (Z)] — 2302 413(%), 0]
= k1 (3) — 25 Fy (7)

=&y — a3k, (4.96)
De méme qu’avec les déplacements de Kirchhoff-Love pour lesquels il est
commode de distinguer la solution u des champs tests v a ’aide des lettres

grecques 7 et (, on utilisera les notations ?{:\1 et ky (sans le prime) relativement
a la solution s = (u, ¢).
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L’ aspect fondamental - et implicite - de ces notations tient dans le fait
que k ne dépend que de (7,v) € 81 tandis que &} ne dépend que de 5 € S;.
En posant

My = M(3):=2 M, (4.97)
M = M“(’:i ) := 2 fas My, (4.98)
ME = MO(3) =2 f22 M, (4.99)

il devient clair que le probléme limite P(0,€); prend la forme

Trouver (u, ) € (0,¢0) + Sy tel que
[ Mk &y — M2 (ky -k 4 by Ey) + Mk - E d7

,P(())Q)l = fw[plnl +pl¢] d?l?\— fw qaaan?) d/x\
+ fme [rini — Sana] dT — f%N ' dz,
\V/T = (‘U,L/)) € Sl-

Il est & noter que P(0,8); est en fait un probléme bidimensionnel dans
le sens ou celui-ci est posé dans w et oit I'espace Sy est construit a partir de
champs définis sur w.

On remarque alors qu’avec I’hypothése supplémentaire

(Hdcowely o My =0 = M

(qui est réalisée si les coefficients électromécaniques sont des fonctions paires
de x3), il y a découplage entre les déplacements membranaires (les ¢, définis
supra) et de flexion (les (3) au sens ou ils sont solutions de deux équations
variationnelles indépendantes :

Trouver (C,¢) € (0,0) + S tel que

J, Miks B dE = [ [pana + PO dE+ [ [ratie — Satla] dE
N r'y dz, ~

P0.9), Vr=(n,v)€S;.

Trouver (5 € Sy tel que

fw vag Ky - i{; dr = fw p3nz dT — fw Ga0amz dT + fme ranz dz,
Vns €8S;.
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Ce qui est décisif dans 1’hypothése (Hilécoupl) c’est qu’elle implique que
les espaces S; et S; sont m;-polaires, c’est a dire qu’on a la relation
my(3,7) = my (7,8) =0, V(5,7) €Sy xS, (4.100)

ce qui permet finalement de scinder la formulation variationnelle (4.4) en
deux problémes indépendants.

Casp=2

On pose

My = My(3) =2 { M. (4.101)

Soit f: R® — R une fonction quelconque. On note

[r@Eas) = U@ e) + S ),

(@) = GU(Ew9) ~ [(F ), (1.102)

les parties paire et impaire en x3 de f, respectivement. Bien str, on a f(z) =
fH(z)+ f~(z) pour tout x € R3. D’autre part, il est important de noter que

les fonctions dsfT et 0sf~ sont respectivement impaires et paires en x3. On
a par conséquent

fIde = fasft dz = fas0sf = fosf* = 0. (4.103)

On introduit

®, := {parties impaires des éléments de @5}, (4.104)
¢, := {parties paires des éléments de ®,}. (4.105)

L’espace limite S, est donc somme directe de deux sous-espaces donnés par

S, = Vi x &, (4.106)
Vir x . (4.107)

2
()
I



Quelques propriétés de la loi de comportement limite 123

Ainsi, pour reprendre des notations similaires & celles introduites
n (4.96), on remarque que pour tout r = (v, ) € S,

~ .
k,, paire en z3

er(n) ea(n) 0 0
k(r)y = || ew(@) ex(@) 0f,| 0
0 0 0 \ow-
8121713 a122773 0 0
+ —X3 8122773 8222773 0 5 0 . (4108)

0 0 0 R

~ 1 . .
k,, impaire en z3

On verra a I’aide des équations ponctuelles au § 4.6 que le probleme limite
est en fait “bidimensionnel”. De plus, avec I'hypothése supplémentaire

(HF ") My(F,5) = Ma(3)

(qui est réalisée si les coefficients électromécaniques sont indépendants de

r3), on constate que §2 et S, sont My-polaires au sens de (4.100) o I'indice
1 est remplacé par 2. Cela introduit comme dans le cas p = 1 une sorte de dé-
couplage entre les déplacement membranaires et de flexion au sens ou ({,¢™)
et ({3, ™) sont solutions de deux équations variationnelles indépendantes :

Trouver (E ) (0,00 ) + S, tel que
{m2(§ r)=L(r),Vr e S,.

P(0,9Q),
(0,08) + S, tel que

{Trouver 5= (G, ")
ma(3,7) = L(F), V7

4.5 Quelques propriétés de la loi de comportement limite

L’opérateur M gouvernant la loi de comportement (4.21) peut s’ecrire
sous forme matricielle :

a by
M= "1 -K > , 4.109
T ( _QU{ Cmn ( )
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ot les indices [, m et n prennent leurs valeurs dans {1,2,3} et ol les indices
I,J et K vérifient la convention de contraction de Voigt'® et prennent leurs
valeurs dans {1,2,3,4,5,6}. Rappelons que la convention de contraction de
Voigt permet de passer d’un couple d’indices (7, 7) & un unique indice [ selon

la relation

GH|EGD](22)]6,3) (23|16 D] 0,2
I 1 2 3 4 5 6

Ainsi, le tenseur hyperélastique a prend la forme d’une matrice 6 x 6 notée
a tandis que le tenseur piézoélectrique s’écrit sous la forme d’une matrice
6 x 3 notée b. Pour des raisons algébriques qui tiennent essentiellement a la
conservation du produit scalaire lors du changement de notation, il apparait
en outre des coefficients supplémentaires et on a les relations

ary aijr, s11 < 1,J <3,

a;; = \/iaijkh sil<I,J<3etd<JT1<6
a;p; = 2a;r, s14<1,J<6,

by, = byr sil<T<3,

by = V2byr si4<I<G6.

La loi de comportement (4.21) prend alors la forme

/ 011 / €11
022 €22
033 €33
\/5023 \/5623
V203 V2es | - (4.110)
\/5012 \/5612

Il
S

D, 8199
D, 8299
Ds 8399

On peut se référer a la theése de Frangois (1995) pour plus de détails.

16 Woldemar Voigt, physicien allemand, 1850-1919. Il travailla 4 Géttingen. Clest lui
qui introduisit en 1898 le terme de "tenseur" pour désigner le systéme de six nombres
caractérisant les tensions a l’'intérieur d’un solide déformé. Ceci rapelle au passage le role
éminent joué par 1’élasticité dans la genése du calcul tensoriel. C’est aussi W. Voigt qui le
premier distingua les vecteurs axiaux et polaires (cf. § 3.1.3).
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Ces remarques étant faites, on choisit de noter M = M pour ne pas
allourdir les notations dans les manipulations qui vont suivre.

Dans le cas p = 1, M se recombine sur les sous-espaces orthogonaux Hj
et HY en

a1 a12 aig  bii by ais 14 ais b3
12 22 azs by by a3 24 azs  bos
16 Q26 ass  be1 by asg Qa6 ase  be3
—bir —ba1 —bsr ci1 c12 —bsy —by —bsi ci3
{ = —byys —byy —bgy c12 €22 —bsy —bsa —bsy a3
13 23 asg  bsy by ass 34 ass b33
Q14 24 ass by bay  ass v ass  bys
a5 Q25 asg  bsi bsy  ass Q45 ass  bs3

—513 —523 _b63 €13 €23 —533 —543 —553 C33

Cela signifie que ’on réecrit (4.110) sous la forme

011 €11
022 €22
\/5012 \/5612
D1 8199
Dy | =M-| e |. (4.111)
033 €33
\/5023 \/5623
\/5031 \/5631

Ds 13210

On peut donc écrire

/ —Bf Ch Ey Hy
CO S G A A
—-Gy Hp —L} &

ol on a posé :
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ai; a1z daie 511 512 c c
11 12
A1 a1z Q22 Qe s B, = 521 522 s Cl = ( ) s

b b C12 €22
a16 Q26 Ues 61 62
a13 a14 da1s
D, = B, = —bs; —byy —bs
1= (g3 (@34 25 s 1 = b b b 5
—032 —042 —052
3¢ G466 Us6
33 34 0435 b13 c
13
F = a34 Q44 Q45 ,G1 = 623 s H, = ( c ) s
23
a3s Q45 055 b63
bss _
I = bas ,J1:<C33)-
bss

On remarque en particulier que Ay, Cy, F} et J; sont symétriques. Ainsi,
pour reprendre les notations introduites en (4.40), on a :

A B e
MOO — 1 1 M—O — 1 1
! <—B{ ¢, ) By Hy )

Dt —FE! I
0— _ 1 1 - 1 1
e () o (1)

(on rappelle que H; est réduit a 1’élément nul et n’intervient donc pas dans
la décomposition).
Il est important de noter que (M; ~)~! a la méme structure que M; ~ au

K L
——\—1 1 1
o= (500,

avec Ky et My symétriques.
En introduisant les composantes mécaniques (m) et électriques (e) de

sens ou :

k(r)?, on associe a M, les sous- opérateurs Mlmm, M,,., Mlem, Mlee en po-

sant :

_ ( %mm %me ) , (4.112)

avec
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M, = Ay — DK D! — D LG, — Gy LL DY — Gy MG,
M, = B, + DK E! — DL H! — G, L' E! — Gy M, H!,
M, = —B! — B\K D! + E\L, G + H{ L' D' + H, M, G,
M, = Cy — E\K\E! — By L H! — HyLUE' — Hy M H.

Ces calculs montrent que les opérateurs M et M; ont la méme structure,
dans le sens ot :

M, = M! | (4.113)
M, = —-M_, (4.114)
M, = M. (4.115)

Dans le cas p = 2, la loi de comportement se recombine en

a1 12 aig bz a3 14 15 bii b2
12 22 azs baz  ags 24 Q25 by1 bao
G1e Q26 ags  bes ase Gag Gs6 be1  be2
—bis —bas —bgs c3z —bsz —bsz —bysz ci13 ca3

Mé = ai13 a3 ass  bzz ass a34 ass b3y b3y
G14 24 ase  baz  as4 Gaq G 45 byr  bao
G15 G25 as¢  bss  ass G5 G55 bsi  bsy
—bin —ba —bgi ci3 —bs —by —bsi ¢ e
—bia —bay —bgy cy3 —bsy —bsy —bsy ci2 c2

Cela signifie que 'on a

J11 €1y

022 €99
\/5012 \/5612

Ds oAt 3390633

J33 = M2 . \/5623 . (4116)
\/5023 \/56
\/5031 P o

Dy 1¥

D, Orp
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La structure de M) est exactement la méme que celle de M| avec cette

fois :
bis ‘
AQ:Al,BQI 1)23 702:<C33>,D2:D17
bes
bir bia
Ey = ( —bsz —bys —bs3 ), Fy=F,Gy=| by by |,
be1 b2

bSl 632 €11 €12
H2:<613 CQg),[QZ b41 b42 7J2:< )

C12 €22
bs1  bs;

Les opérateurs MY, M5 % MY~ et My~ s’écrivent eux aussi comme les

ij et, par voie de conséquence, M; vérifie les relations (4.113)-(4.115).
En résumé, on a la

Proposition 4.8: Soient u, v deux éléments quelconques de Vi et ¢, ¥ deux
éléments quelconques de ®,. On a

ﬁlp((ua 9‘9)7 (Ua 1/))) = ﬁlp(('l% _1/))7 (u7 _99))' (4'117)

En considérant I'influence des symétries cristallines (¢f. Royer & Dieule-
saint (1996) p. 145) sur la structure de M lors d’une polarisation perpendi-
culaire a la plaque, on déduit :

1. M, n’est composé que de termes mécaniques.

2. Pour les classes cristallines m, 32, 422, 6, 622 et 6m2 on a Mlmm =
M, .

3. En dehors de ces classes, M, est toujours couplé avec des termes
électriques.

4. Dans le cas du premier modéle, il y a découplage a la limite entre les
équations mécaniques et électriques pour les classes 2, 222, 2mm, 4, 4,
422, 4mm, 42m, 6, 622, 6mm et 23.

5. Dans le cas du second modéle, ce découplage a lieu pour les classes m,
32, 422, 6, 622 et 6m2. Cependant, bien qu’il y ait découplage, la loi
d’élasticité n’est en général pas celle des plaques purement mécaniques
puisque dans les opérateurs M, et M, , il y a un mélange de co-
efficients élastiques, piézoélectriques et diélectriques. Bien que ces cas
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présentent l'intérét d’induire une loi de comportement limite donnée
par une énergie convexe quadratique, concevoir des actionneurs avec
une loi limite découplée n’offre a priori aucun intérét pratique.

Remarque 4.9: Dans leurs articles, Attou & Maugin (1987) ainsi que Bisegna
& Maceri (1996b) ont considéré le cas de plaques piézoélectriques dont le
matériau constitutif est de classe 6mm. On peut vérifier que dans ce cas
particulier, les lois de comportements qu’ils obtiennent sont respectivement
données par M; et M.

4.6 Les équation ponctuelles

On réécrit ici les équations limites sous forme de problémes aux limites. La
normale/un\itaire extérieure a v sera notée v et 7 désignera le vecteur unitaire
tel que (v,7) = 4+7%. On note de plus 9,0 := v,0,0 et 0,0 := 7,0, les dérivées
normale et tangentielle de @, respectivement. Les résultats présentés ici sont
obtenus par simple application de la formule de Green (¢f. Ciarlet (1997) pp.
A7-57).

4.6.1 Equations mécaniques

Loi de comportement

Le “tenseur des contraintes généralisées” est noté X,, il peut étre vu
comme une matrice 2 x 2. On a

—~— o~ —~—

s (B) 1= My €0(0) = MEL 025G+ M, dip. (4.118)

pmmaﬁyé
Le “tenseur des moments généralisés” est quant & lui noté =,. Il est donné
P

par

—~— o~

Epaﬁ(/‘f) = M7 €45(C) — -fﬁﬂ:g 825C3 + Mv;fnea 0,p. (4.119)

pmmaﬁ7(5 pmmaﬁ7(5 Y Bu

Equations d’équilibre

Elles sont données par

—divy, = po+7rssurw, (4.120)
D=, = ps+rst Ji\V(Qa + 54) sur w. (4.121)
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Conditions aux limites

Condition de Dirichlet
Elle est simplement donnée par

(E? §3) = 0 Sur Ymp-. (4122)

Conditions de Neumann

Elles sont un peu plus complexes et s’écrivent

Yapls = Tq SUT YN, (4.123)
Zaglalg = 0 sur vy, (4.124)
(0aZap)Vs + 0:(ZapVaTs) = —qaVa + O0aSa + 73 sur yun. (4.125)

4.6.2 Equations électriques. Cas p = 1
Loi de comportement

Le “vecteur déplacement électrique généralisé” est noté D;. On a

~

,Dla(?lf\) = leemﬁya eﬁﬁ( ) - MV$3

lemgya

G+ M., 9501 (4.126)

Equation d’équilibre

—divD; = P’ sur w. (4.127)

Conditions aux limites

Condition de Dirichlet

Y1 = Po SUT YeD- (4.128)

Conditions de Neumann

Div = 7' sur ven. 4.129
Y
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4.6.3 Equations électriques. Cas p = 2
Loi de comportement

Le vecteur déplacement électrique généralisé se réduit a un scalaire noté
D, défini par

~

Dy(2) i= Ma,,,,_ey() = 23 M, 0% (s + Mo, Ospa. (4.130)

Equation d’équilibre

—03Dy = F dans €. (4.131)

Conditions aux limites

Condition de Dirichlet

Y2 = o sur Yep N 4. (4.132)

Condition de Neumann

Dyv =d sur yoy N 4. (4.133)

Remarque 4.10: On rappelle que dans le cas p = 2, il n’y a pas de conditions
aux limites “électriques” sur le bord latéral de .

Remarque 4.11: (équations bidimensionnelles)
Dans le cas p = 1, il est clair que les équations locales limites sont posées
dans w et ont donc un caractére bidimensionnel.

Dans le cas p = 2, les choses sont moins claires a premiére vue. Cependant,
il suffit de remarquer que p3(7,.) est solution d’une équation différentielle
ordinaire :

~

— O5( My, 03p2) (2) = F(2) = 5[ M, (2)ea,(C)(3)
— 23 M, (2)03,Gs(3)). (4.134)

A cause des conditions aux limites (4.132), (4.133) et de I'hypothése (HE),
g est parfaitement déterminé comme fonction linéaire des données et du
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triplet (E, (3). Le probléme étant couplé, on peut alors injecter ’expression
obtenue dans les équations mécaniques (qui, elles, sont bidimensionnelles).
Le cas p = 2 peut donc lui aussi étre considéré comme un probléme bidi-
mensionnel. Dans sa thése, Séne (2000) avait obtenu un résultat analogue en
considérant un cas particulier.

De la relation (4.134) on déduit de plus la dépendance en x3 de 3, ce
qui permet de positionner certaines hypothéses a prior: faites dans la litté-
rature (¢f. Bernadou & Haenel (1996), Bisegna & Maceri (1996a) et Roga-
cheva, 1994). En particulier, dans le cas ot ni F(z) ni Mg(x) ne dépendent
de x3, le potentiel électrique est parabolique.

Remarque 4.12: (découplage)

Dans le cas p = 1, 'hypotheése (Hgéco“pl) implique évidemment le découplage
des équations ponctuelles puisque dans ce cas, ¥ et =Z; prennent les formes
simplifiées

—~ —

Ela,@ (?E\) = '/Mpmmaﬁvé ewé(éﬂ) —I_ J pmea,&, aLSO’ (4135)
E,0) = ML G (4.136)

Dans le cas p = 2, la décomposition des potentiels électriques selon leurs
parties paires et impaires implique aussi le découplage des équations ponc-
tuelles.

4.7 Conclusion : la modélisation proposée

Afin de présenter des résultats ayant un sens physique, il est nécessaire de
procéder a une “mise a 1’échelle inverse” (on parle de descaling) de 'unique
couple de solutions du probléme limite P (0, §2),. Jusqu’a présent, les modeles
de comportement ont en effet été identifiés par des problémes posés dans §)
et solutionnés par des limites s,(0) d’états électromécaniques mis a 1’échelle.
Si l'on définit sur ° un état électromécanique physique s7(0) par

s (0)(mfz) = s,(0)(x), Vz € Q,

P
7€ (21,29, 3) €Q = (24, T9,623) € X,

cet état électromécanique est solution d’un probléme posé dans Q° trans-
porté de P(0,Q), par 7° qui est notre proposition de modéle de plaque mince
linéairement piézoélectrique d’épaisseur 2¢.
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Plus précisément, on va dans un premier temps indexer par ¢ les espaces
fonctionnels utilisés jusqu’a présent afin de signifier que 1’on remplace ) par
(2 dans leur définition. En particulier, & tout élément v* de V%, on peut
associer un triplet (7°,7n3) tel que nf : o — R et

va(@) = (%) — 230.m5(%),
'US = 77;(/'17\)7

pour tout x de w. Bien siir, on a posé de méme

H(0)(e) = y(o). (1137)
Enfin, on note
Vs sip=1
Ve VT SIP =L (1.138)
030 si p = 2,

pour tout ¥* de ®2.

Les fonctions (u,)F(0) et 7 (0) sont respectivement les déplacements et le
potentiel limites & I’intérieur de la plaque. On a ajouté “(0)” pour rappeler
qu’il s’agit de champs limites descalés.

Ensuite, on pose

M:(n°z) := My(x), Y € Q. (4.139)

On peut alors introduire la forme bilinéaire (“limite descalée”) sur S? :

+e N
g i= [ [ MA@ - 200262, @) Vsl

ACas(T7)(@) — 230205(2)], [Vt ()]} = L(r?)
, Ve = ((7°,n5),¢°) € 8. (4.140)
Dés lors, le théoréme 4.4 admet pour corollaire le

Théoréme 4.13: Sous les hypotheses (H;) — (HE), le couple s7(0) :=

(u5(0),5(0)) constitué des déplacements et potentiel limites (“descalés”) a

I'intérieur de la plaque réelle 2° est I'unique solution du probléme suivant :

Trouver s* € (0,p5) + S tel que

P(0,9), { _

m:(s%,r°) = L(r®) pour tout r* € S5,
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Bien siir, toutes les remarques faites jusqu’a présent concernant le pro-
bléme limite mis & 1’échelle s’adaptent et s’appliquent au probléme limite
“descalé” ci-dessus.

Il est capital de noter que I’état électromécanique s7(0) est asymptoti-
quement équivalent a 'unique solution s° du probléme physique de départ
P(F) au sens ou :

e—0

e [ Jetsl(0)a(0)) = (a0 o =0,

e—0

5_3/ leis(u®)|? dz° est borné,
€

= [ < (0a(0) — wif? + [(65)a(0) — w5 de = 0,

e—0

lim e / 25(0) — o 4 [9505(0) — 57 dat = 0,

lim = / 05(0) — o + £2)0505(0) — o7|? da® = 0,

e—0

5_3/ |0%p°|? dz° est borné,
Qe
5_3/ |05¢°|? dz* est borné.

Enfin, soulignons que

1. le premier modéle avec ¢y = 0 correspond & la situation physique ol la
plaque piézoélectrique est utilisée comme capteur,

2. le second modéle correspond & un actionneur.

Lorsque d° = 0 et ¢ est indépendant de z3, c’est I'intensité seule de ¢
vis a vis de I’épaisseur ¢ qui gouverne le type de modéle limite.



5. CAS DYNAMIQUE

5.1 Introduction

Dans I’étude du probléme d’évolution d’une plaque piézoélectrique, il faut
prendre en compte - en plus de I’épaisseur - un autre paramétre. Ce paramétre
sera lié a la densité de la plaque et sera noté p. Dans cette partie introductive,
on simplifie le propos en considérant que p est la densité elle-méme. Ulté-
rieurement, on choisira une densité inhomogéne. Ainsi, les champs et espaces
précedemment indexés par ¢ sont indexés par n = (g, p). Dans le cadre de
Uapprozimation quasi-électrostatique, ’équation de 1’équilibre électrique est
inchangée, tandis que I’équation de ’équilibre mécanique est remplacée par

div o+ f" = pt" dans

ot le symbole " désigne la dérivation par rapport au temps ¢ € [0, 7]. Comme
précédemment, on peut transformer le probléme mécanique en un probléme
mathématique équivalent noté P(n, 1), et posé dans  avec les champs mis
a léchelle y(n) = (s(n),v(n) :=4(n)) comme inconnues :

Trouver y(n)(t) € S, x L*(Q)3,

Sy 1= {T = (v,¥) € HE (Q2)° x HlleD(Q)}, tel que
< (), w >, +my(e)(s(n),r) = Ly(r), Vr = (v,9) €8S, Yt € (0,T),
(u(n),v(n))(0) = (u°(n),v°(n)) donné.

P(n, ),

Dans cette expression, le produit scalaire défini par

< v, w >= / p(vaws + £ *vaws) de,
Q

est relié & I’énergie cinétique mise a 1’échelle, tandis que la forme linéaire
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L,(r;1) :=/an-'de—l—/QFn;/;dx—l—/FmNgn-vds
+ / s =y (<)((0, 0.,

est reliée au travail des actions extérieures mises a 1’échelle qui peuvent dé-
pendre du temps.

L’indice inférieur n correspond aux chargements mis a I’échelle. Sous des
hypothéses de régularité sur les données convenables, il est possible de mon-
trer que P(n, 1), admet une unique solution continiment différentiable par
rapport au temps sur [0, 7).

Afin d’étudier la limite de s(n) lorsque n = (g,p) — 7 = (0,p), on
considére quatre cas, indexés par ¢, de comportements relatifs limites des
parametres € et p :

p—p € (0,00)

p—0etp/e® = o

ple* = p € (0,00)

p = o(e?).

Cela signifie que le comportement limite obtenu dépend maintenant des

ordres de grandeur relatifs de la densité et de 1’épaisseur. Cependant, les
ordres de grandeur de la densité et des coefficient mécaniques pouvant fort

EoR w B« B -]
Il
N N

bien ne pas étre indépendants, ces quatre cas peuvent aussi étre interprétés
comme corrélés a l'intensité du chargement extérieur, voire a la fréquence
de D'excitation, puisque la densité apparait devant un terme de dérivation
temporelle.

Signalons que le cas de la piézoélectricité dynamique avec des effets ma-
gnétiques (i.e. sans I'approximation quasi-électrostatique) a été traité par
Raoult & Séne dans le cas g = 2.

C’est la forme méme du produit scalaire < .,. >, variable avec ¢ et p
et relié a I’énergie cinétique mise a ’échelle, qui va jouer un réle prépondé-
rant dans la construction du cadre mathématique de I’étude. Cela est naturel
puisqu’il s’agit de ’étude d’un probléme d’évolution. Ce que laisse subodorer
ce produit scalaire, c’est que les déplacements membranaires et en flexion
joueront des roles bien distincts. En particulier, dans les cas p =1 et p = 2,
il faudra imposer un déplacement vertical nul pour ne pas faire tendre 1’éner-
gie du systéme vers l'infini. On sera en fait dans tout ce Chapitre mis dans
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I’obligation de traiter les déplacements membranaires et les déplacements ver-
ticaux de maniére indépendante. Par conséquent, 'hypothése de découplage
(Hdécourl) est sous entendue dans toute la suite.

Il est important de noter que ce probléme de couplage multiphysique
conduit & considérer des triplets d’objets mathématiques (par exemple, I’état
est le triplet déplacement, vitessse, potentiel électrique). Il faut bien observer
que la singularité du probléme (quasi-statique du point de vue électrique,
dynamique du point de vue mécanique) ameéne a extraire des couples de
ces triplets. On se retrouve ainsi avec trois types d’espaces fonctionnels qui
présentent la particularité d’étre variables avec ¢ et p (plus précisément,
ces espaces seront dotés de normes variables). On se propose de traiter de
maniére unitaire 2 types de chargement (indexés par p) associés a 4 types
de comportements relatifs de p et ¢ (indexés par ¢). Ceci nous a amenés a
indicer un certain nombre d’objets mathématiques par un couple (p, ¢). Ceci
implique I'introduction d’un assez grand nombre de notations. Cependant,
celles-ci permettent de saisir la nature physique de ce probléme dynamique
doublement couplé (électrique / mécanique ; flexion / membrane).

Ainsi, on pose

V, = {\/—KL sig=1,2
V,:=Vgpsiqg=3,4
S, =V, x®,

et on définit sur S, , la forme linéaire limite :

Ly(r) 3:/Qf77-vdx—|—/QFn1/;d:r:—|-/F gr - v ds
mN
—I_/ wﬁd)d‘s_ﬁlp((Oa@Oﬁ)ar)-
1_‘eN

Reliés au comportement limite de 1’énergie cinétique, on introduit les
produits scalaires :

[(1('1), w) = fQ VaWq d:lj =92 fw Vo Wy d$1d$2,
[(3('1)7 w) = fQ vaws dr = 2 fw vaws drida,.

Sous I’hypothése de découplage (Hgécoupl) et d’autres hypothéses sur la
convergence du chargement et de 1’état initial ainsi que sur la régularité en
temps de leurs limites on a le résultat suivant :
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Résultat de convergence 2: Il existe un unique élément s = (u,p) de
CY([0,T] ; S,,) tel que la famille s(n) des uniques solutions de P(n,Q),
converge uniformément sur [0, 7] vers s dans H*(2)? x H*(£2) lorsque 7 tend
vers 177, et vérifiant, Vit € [0,7] :

,r) = Lg(r), VresS,,,
sig=1ould K,(i,w)+my(s,r)=Lsr), Vr=(w)E€S,,.

sig=2ou4 my(s

De plus, u,, si ¢ =1, ou us, si ¢ = 3, sont de classe C?*([0,T]; L*(w)).

Les difficultés techniques que ’on rencontre dans le traitement des pro-
blémes de dynamique par les méthodes d’équations variationnelles d’évolu-
tion (dans cette direction, se reporter aux théses de Raoult, 1980, 1988) nous
ont conduits & opter pour une méthode alternative de “convergence de semi-
groupes d’opérateurs linéaires”. Cette méthode a déja été utilisée et popu-
larisée, en particulier grace au livre de Sanchez-Palencia (1980). Le fait que
I’espace des configurations dépende des paramétres nous a orienté vers les
travaux de Trotter (1958) qui permettent d’obtenir, une fois le cadre mathé-
matique correctement posé, des propriétés de convergence pour les solutions
d’équations d’évolution d’aprés les seuls résultats associés aux équations sta-
tionnaires.

La clé de la démarche est la décomposition de 1’état électromécanique
s(n) en un état (solution d’un probléme) quasi-statique s.(n) et un état (so-
lution d’un probléme) d’évolution s.(n). Le comportement asymptotique de
se(n) est donné par les résultats obtenus en statique tandis que la théorie
de Trotter d’approximation des semi-groupes d’opérateurs linéaires agissant
sur des espaces variables permet de traiter le comportement asymptotique
de s.(n) en considérant uniquement des problemes de type statique. En effet,
le probléme d’évolution que solutionne s,.(n) peut se reformuler & I’aide d’un
opérateur anti-adjoint. La mise en place du cadre mathématique nécessite
alors :

1. la construction d’une suite d’espace (de Hilbert) H, approchant 1’es-
pace limite H (celui-ci peut étre intuité en traduisant mécaniquement
le comportement mathématique des objets considérés) ;

2. la construction d’opérateurs P,. linéaires et continus de H dans H
79 n
permettant de comparer leurs éléments ;

3. d’établir la convergence au sens de Trotter (i.e. mettant en jeu les P,)
des résolvantes des opérateurs gouvernant les évolutions dans H,, et H.

Une fois le cadre fonctionnel mis en place (ce sont les espaces des états
possibles d’énergie électromécanique finie normés par ces énergies (dépendant
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des paramétres ¢ et p)), la vérification des trois points ci-dessus n’utilise que
les résultats obtenus dans le cadre statique.

Dans les cas ¢ = 2 et ¢ = 4, la réponse limite de la plaque au chargement
électromécanique est purement quasi-statique, tandis que dans les cas ¢ = 1
ou g = 3 'accéleration du déplacement intervient.

Les propriétés de m,-polarité de S, impliquent que, si ¢ = 1,2, il n’y a pas
de flexion tandis que la réponse membranaire est dynamique si ¢ = 1, quasi-
statique si ¢ = 2. Lorsque ¢ = 3.4 la réponse membranaire est quasi-statique
tandis que la réponse en flexion est dynamique si ¢ = 3 et quasi-statique si
q=4.

Le modeéle que nous proposons pour approcher le comportement dyna-
mique d’une plaque piézoélectrique d’épaisseur 2¢ et de densité p est donné
par le transport sur ° par 7° (et les formules de mise a ’échelle) du probléme

Trouver s = (u, @) € Vi x @, tel que
< U, w >, +my(s,r) = Ly(r), Yr=(w,) € Vgr x ®,.

5.2 Equations d’évolution et théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires

La théorie des semi-groupes permet de traiter une trés large classe de
problémes d’évolution de la forme

{% = Au + f(t) sur [0, T, (5.1)

u(0) = uo,

ot A est un opérateur non borné de domaine D(A) dans un espace de Hilbert
X contenant les données ug et f(¢) pour ¢ € [0,7]. La méthode s’applique
avec un opérateur A indépendant du temps qui est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe {G(¢)}+>0 fortement continu sur [0, +oo].

Dans les applications physiques, I'espace X est souvent choisi de maniére
a ce que le carré de la norme soit une énergie. Dans ce cas, a partir du moment
ot il n’y a pas de source dans le systéme, ’énergie est soit constante, soit
décroissante (s’il y a dissipation). Le semi-groupe est alors tel que

IG()]e) <1, V>0, (5.2)

et on dit qu’il s’agit d’un semi-groupe de contraction.
Si X est muni d’un produit scalaire noté |-, -], il existe une caractérisation
des générateurs des semi-groupes de contraction :
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Théoreme 5.1: (Lummer-Philips)
Un opérateur A dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
continu de contraction s’il est m-dissipatif, i.e.

(i) [Az,2] >0, Yz € D(A).
(ii) 3 Ao > 0 tel que I — Ao A est surjectif.

Un cas particulier est celui de la caractérisation des générateurs de
groupes unitaires i.e. tels que ||G(t)||;x) =1, Vi e R :

Théoreme 5.2: (Stone)
Un opérateur A dans X génére un groupe unitaire {G(¢)}er si et seulement
si A est anti-adjoint.

Rappelons qu'un opérateur A est anti-adjoint (i.e. A est l'opposé de son
adjoint) lorsque +A est m-dissipatif.
On dit que u(t) est une solution classique de (5.1) si

ue CH[0,T]; X),
u(t) € D(A),Vte0,T], (5.3)
(5.1) a lieu.

Les résultas suivants sont importants :

Théoreme 5.3: Si f € W'>(0,T;X), I’espace des fonctions Lipschitziennes
sur [0,7] a valeurs dans X, et si ug € D(A) alors (5.1) posséde une solution
classique qui s’écrit

u(t) = G(t) uo + /0 G(t —s)f(s)ds. (5.4)

Théoreme 5.4: Si ug € D(A), si f € C°([0,T],X), f(t) € D(A) ppt € [0,T]
et Af € L'0,7;X) alors (5.1) posséde une solution classique donnée
par (5.4).

Enfin, la théorie développée par Trotter (1958) dans le cadre de I’approxi-
mation des solutions d’équations aux dérivées partielles va se réveller parti-
culiérement utile dans 1’étude des problémes d’évolution de plaques. Cette
théorie est basée sur la notion de suite approchante d’espaces de Hilbert :
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Définition 5.5: (¢) Une suite d’espaces de Hilbert X, associée a une suite
d’opérateurs linéaires P, : X — X, est appelée suite d’espaces de Hilbert
approchant X si :

Jde>0: VnEN, ||Pn||£(X,Xn) ch (5 5)
limyse | P flx, = Iflx, ¥ feX. '

(1¢) On dit que z, € X,, converge vers & € X au sens de Trotter si

lim ||P,x — z,]|x, = 0. (5.6)
n— 00

Dans ce contexte, on a le résultat de convergence suivant

Théoréme 5.6: La solution du probléme d’évolution dans X,

dun _
{ = Anttn + fn, (5.7)

U (0) = Uy,

converge, uniformément sur [0, 7], au sens de Trotter vers I'élément u € X
solution de

= Au+ f,
{u(O) (5.8)

= ’u07

s1

(1) limyyoo (I — AA,)"'Poz — Po(I — AA)'zx, =0, V(N 2) e RT* x X

(17) limp— oo |Prtto — tng |x,, = 0, ol (uo, uno) € D(A) x D(A,)

(227) limy,—y o0 fOT IP.f(t) — fu(t)|x, dt =0, ot (f, fn) € WH(0,T;X x X,,),
(5.9)

Pour plus de détails sur la théorie des semi-groupes linéaires, on peut
consulter Brézis (1976, 1987), Dautray & Lions (1988), Grisvard (1969),
Lions (1968), Sanchez (1980) et Belleni-Morante (1994). Signalons aussi 1’ou-
vrage de Banks et al. (1996) et 'article de Blanchard & Francfort (1987),
consacrés respectivement a la modélisation des structures intelligentes et a
I’obtention d’un modéle de plaques dans le cas de la thermoélasticité. Ce sont
deux exemples d’utilisation de la méthode des semi-groupes en mécanique.
Pour ce qui est de la théorie développée par Trotter (1958), on peut consulter

la these de Licht (1980).
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5.3 Premiére formulation du probléme

5.3.1 L’approximation quasi-(électro)statique

Dans un solide piézoélectrique, le couplage entre le champ élastique et
le champ électromagnétique introduit des termes électriques dans les équa-
tions de la dynamique et des termes mécaniques dans les équations de la
(magnéto)électrodynamique. Le probléme de la propagation de ces champs
ne peut en principe étre traité qu’en résolvant simultanément ces équations
couplées. En fait, les vibrations élastiques nécessitant un déplacement de ma-
tiere, la vitesse avec laquelle se déplace une déformation ou une contrainte
est trés inférieure a celle avec laquelle se déplace un champ électrique. En
effet, les solutions du probléme de propagation sont des ondes mixtes élasto-
électromagnétiques, c’est a dire des ondes élastiques de vitesse V' accompa-
gnées d’un champ électrique, et des ondes électromagnétiques de vitesse v de
I'ordre de 10° fois celle de V' accompagnées d’une déformation mécanique.
Le champ magnétique B associé aux vibrations mécaniques ne joue donc au-
cun réle : I’énergie magnétique, par exemple, produite par une déformation
est négligeable devant ’énergie électrique. L’équation de Maxwell! se réduit
alors a :

tlh=——~0. 5.10
ro Y ( )

Le champ électrique F dérive donc d’un potentiel scalaire ¢ comme en élec-
trostatique.

Ainsi, méme dans un matériau fortement piézoélectrique, I'interaction
entre les ondes élastiques et les ondes électromagnétiques est faible. En consé-
quence, leur propagation peut se traiter de maniére indépendante.

Les vibrations d’une plaque piézoélectrique sont donc étudiées ici avec
I’hypothése que le champ électrique est statique vis-a-vis des phénomeénes
électromagnétiques, c’est & dire dans ['approzimation quasi-électrostatique.

Pour un traitement de la piézoélectricité d’évolution en tenant compte des
effets magnétiques, on peut se reporter a l’article de Raoult & Séne (2003).

5.3.2  Position du probléme

La configuration de référence ainsi que le partitionnement de sa frontiére
sont identiques aux définitions du Chapitre précédent. Cependant, on consi-
dére maintenant que la densité de la plaque en @ = (T, x3) s’écrit pd(T, x3/¢)
avec 0 et 1/4 positifs dans L= (wx] — 1, 1]).

1 James Clerk Maxwell, physicien écossais, 1831-1979. Il travailla & Cambridge.
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Alors que le probléme statique était uniquement paramétré par ’épaisseur
¢ de la plaque, il convient donc a partir de maintenant de considérer un couple
n de paramétres réels et positifs (e, p).

De méme que le comportement statique limite était obtenu en faisant
tendre ¢ vers 0, ici, le couple de paramétres n est appelé & tendre vers 7 =
(0,p), 0ot p € [0,40c[. On verra en fait que c’est le comportement relatif entre
I’épaisseur ¢ et le paramétre p lié & la densité qui joue un réle déterminant
en transposant, comme dans le cas statique, le probléme mécanique sur un
ouvert fixe aprés les mémes hypothéses de mise a I’échelle.

[’état électromécanique de la plaque est donné par un triplet y7(t) =
(u", ", v")(t) de champs de déplacement u”(t), de potentiel électrique ¢" ()
et de vitesse v"(t) := u"(t), le symbole * désignant la dérivation relativement
au temps t variant de 0 & 7. Les équations gouvernant I’évolution du systéme
sont alors données par le systéme

div o7 + f7=pdu" dans °,

div D" + F7 =0 dans Q°,

(o, D) = M*(z°)(e(u"), V") dans Q°,
T

u” =0 sur I'? ;,

D" n® =d" sur I'ty,

@" =g sur I'p,

(u?,v")(0) = (u",v") donné.

L’indice € n’affecte ci-dessus et dans la suite que les données géométriques
et la loi de comportement. Par contre, le champ de contraintes et de déplace-
ments, les champs électriques, etc. sont affectés de I'indice . On peut d’autre
part noter que le probléme d’évolution étant quasi-électrostatique, les condi-
tions initiales ne portent que sur le déplacement et la vitesse, non sur le
potentiel électrique.

On se propose de montrer que P,(2°) admet une unique solution et d’en
étudier le comportement lorsque n tend vers 77 = (0, p).

5.4 Nouvelle formulation du probléme

Les hypothéses de mise a ’échelle (H3) — (HY) ainsi que le changement
d’inconnues (4.28) permettent de reformuler le probléme P, (%) en un pro-
bleme noté P(n,?),, mathématiquement équivalent mais posé sur I'ouvert

fixe @ =wx] —1,1].
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On introduit alors les espaces

Y, = H} (Q)°xH (9Q)x L), (5.11)
S, = Hp ()P xHp (), (5.12)
U, = H} (9)°xL*(Q). (5.13)

La présence du parameétre n sera justifiée plus loin par ['introduction de
normes dépendant de n.
On désigne par

y(n) = (u(n),p(n),v(n) :==1u(n)) € Y, (5.14)

I’état électromécanique mis & 1’échelle dont on privilégira, en fonction des
besoins, les couples

s(n) = (u(n),e(n)) €S, (5.15)
U(n) = (u(n),v(n)) € U, (5.16)

Afin de donner un sens aux formulations traduisant le probléme que 1’'on
se pose, et dans le but d’obtenir des solutions assez réguliéres, on fait les
hypothéses de régularité sur le chargement électromécanique mis a 1’échelle :

(HG) : (fnangmdeOn) € 02([07T]3 LQ(Q)B X LQ(FmN)3
x L*() x L*(T.y) x HY(Q)).

Enfin, pour alléger les notations, on pose

<LV, W= ,0/('anCY + e *vzw3) §(x) d. (5.17)
Q

Il faut noter dés a présent que < -,- >, définit sur L*(2)* un produit
scalaire associé a ’énergie cinétique mise & I’échelle. C’est le réle que joue le
parameétre n sur cette énergie (plus précisément : sur sa limite ponctuelle)
qui conduira a dégager quatre types de comportements limites.

En introduisant la forme linéaire

L (i) ::/ﬂfn(t)-'wd:zr—l—/FmNgn(t)-'wds—l—/ﬂFn(t)';bd:c—l—/ d, ()i ds,

FeN

Vr=(w,¢)eS, (5.18)
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le probléme mis a ’échelle P(n, ), s’écrit :

Trouver y(n) € (0, ©0, 0)+Y, tel que:
<o(n), w>y +my(e)(s(n),r) = Ly(r;t),

Vr=(w,4) €8S, Vi €]0,T],
U(n)(0) = (u°(n),v%n)) =: U°(n) donné dans U,,.

73(777 Q)p

1 s’agit d’abord d’établir ’existence et I’unicité de la solution de P(n, ), ;
ensuite, on s’intéressera au comportement asymptotique de cette solution.

Pour montrer que P(n, ), admet une unique solution y(n), on ne va pas
I’attaquer de front mais le scinder en deux sous-problémes, ce qui va nous
permettre de rechercher la solution de P(n, ), sous la forme

y(n) =y"(n) +y"(n) (5.19)

Le premier de ces sous-problémes est un probléme quasi-statique qui
s’écrit :

{Trouver s°(n) € (0,0,) + Sy tel que (5.20)

my(e)(s°(n),r) = Ly(r;t), ¥ (r,t) € S, x[0,T],

L’existence, I'unicité, mais aussi le comportement asymptotique de s°(n) dé-
coulent de I’étude menée au Chapitre précédent. A partir de s¢(n), on définit
donc y°(n) (cf. les relations (5.14)-(5.16)) qui n’est qu’une “partie” de la so-
lution de P(n,Q),. Il est & noter que, d’aprés (Hg), on a

s°(n) € C*([0,T];S,). (5.21)

Quant au second sous-probléme, il s’agit d’un probléme d’évolution qui
nécessite un peu plus de travail. Il s’écrit :

Trouver s"(n) € S, tel que
<A(),w >y +my(e)(s™(n),r) = = < (), w >,
Vr=(wvy) €8S, Vt€l0,T], (5.22)
u"(1)(0) = u’(n) — u*(n)(0),
W (n)(0) = v°(n) — u(n)(0).
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A nouveau, la solution de ce probléme, une fois établie son existence et son
unicité, permettra de définir y"(n), 'autre “partie” de la solution de P(n, 2),.

De I’équation d’évolution variationnelle ci-dessus on peut en particulier
extraire

o) (0 ()" (1)) (0, ) = / b e(u”(n)) V6 + ¢ Vo () V ] der = 0,
Vi e B (Q). (5.23)

Il est par conséquent possible de définir un opérateur noté S, qui va permettre
de réécrire le probléeme d’évolution sur U,, c’est a dire que d’une certaine
maniére, on va s’affranchir du potentiel électrique dont le “souvenir” sera
conservé par le biais de 'opérateur S, :

S, :u e Hy (9P — Syu:=¢, € H_(Q) tel que
my(e)((u, n),(0,9)) =0,V € Hy (). (5.24)

Grace au Lemme de Lax-Milgram? (on rappelle que c est défini positif), cette
définition a bien un sens. On peut de plus affirmer que S, est linéaire, conlinu
et bijectif. En introduisant 'opérateur A, défini par :

D(A,) :={U = (u,v) € U, :v e H{ (Q2)°, 3z e L*(Q)* tel que
<z,w>, +my(e)((u, Sy u), (w,0)) =0, Ywe HE ()},
A, U= (v,2),
(5.25)

on peut alors associer au probléme (5.91) I’équation d’évolution dans U, :

{Ur(n) = A,U"(n) + F(n), (5.26)

Ur(1)(0) = U°(n) — U(n)(0),

ot le second membre noté F(n) est défini par :

2 Peter D. Lax, mathématicien d’origine hongroise, né en 1925. Il émigra aux Etats-
Unis avant la seconde guerre mondiale et regu le prix Wolf en 1987. 1l travaille au Courant
Institute of Mathematical Sciences de 1’Université de New York.

Arthur Norton Milgram, mathématicien américain né en 1912.
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F(n) = (0, —u"(n))- (5.27)

L’hypothése (Hg) donne bien un sens a U"(1)(0) et F(n).
Il n’y a dés lors plus qu’a faire I’hypothése de compatibilité entre charge-
ment et état électromécanique initiaux

(Hr) = U'(n)(0) € D(A,),

avant de démontrer la

Proposition 5.7: Sous les hypothéses (H;) — (Hy),I’équation d’évolu-
tion (5.26) admet une unique solution de classe C'*([0,7]; U,).

Démonstration:

L’objectif est d’abord de montrer que 'opérateur A, est m-dissipatif (en
fait anti-adjoint). Plus précisément, il va suffire de doter U,  d’une structure
hilbertienne pour laquelle A, est anti-adjoint. On introduit pour cela la forme
bilinéaire

<U,U">, =< (u,v), (v, v")>,:= m,(e)((u, S, u), (v',0))+ <v,v>, .
(5.28)

Cette forme jouit des propriétés suivantes :
(1) : Symétrie

Par définition on a, pour tout U,U" € U,

<U,U>,= /Q[a e(u) - e(u') = bV (S, u) e(u)]de+ <v,v">, . (5.29)

Il n’y a par conséquent qu’a montrer la symétrie de la forme bilinéaire

(u,u') — /Q])V(&7 u) e(u') dz. (5.30)

Or, par définition de la transposée :
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/()V(S77 u) e(u') dz :/V(&7 u)ble(u')dz, Vu,u' € HllmD(Q), (5.31)
Q Q
et, d’apres (5.24) :

/th e(u) Vo + e V(S u) Vipde =0, Y (u,y) € Hllmp (Q) x Hllep ().
(5.32)

Par conséquent, en prenant ¥» = S, v’ dans ’expression ci-dessus, on obtient
9 n 9

symétrique
/ cV(S,u)V(S,u')+b e(u) V(S,u')dz =0, Vuu' € Hllmp (),
Q
(5.33)
ce qui établit la symétrie de
(u,u’) € (Hllmp (0)°)? / b e(u) V(S,u') dx (5.34)
Q
et donc celle, recherchée, de la forme bilinéaire définie par (5.30).
(1) : < -,» >, est un produit scalaire équivalent a celui, usuel, de
(0 x L)
Soit U = (u,v) € U,, on a
<U,U>, = my(e)((u,S,u),(u,0))+ <v,v>, (5.35)

= mp(g)((ua 0)7 ('LL,O)) + mp(g)((ovsn u)v (u7 0))"’ <U, 0>y

Or, des propriétés “de symétrie” (4.33) de m,(¢) et de la définition (5.24)
de S, on tire successivement

mp()((0, Sy ), (u,0)) = —my(e)((w,0), (0,5, u))
= my(e)((0,S,u),(0,S,u).  (5.36)
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L’équivalence des produits scalaires se déduit alors de 'hypothése (Hs)
et de la bicontinuité® de S,,.

On montre a présent que l'opérateur A, est antiadjoint.

D’aprés le Théoréeme de Lummer-Phillips (Théoréme 5.1) et de la carac-
térisation des opérateurs antiadjoints, il s’agit en premier lieu de montrer que
<A, U,U>,= 0. Ceci découle immédiatement de la définition de <-, >, et
de (5.25) :

<U,A,U>, = <(u,v),(v,z)>,
= mp(e)((u,Syu), (v,0))+ < v,z >,
= 0. (5.37)

Ce résultat signifie que, vis-a-vis du cadre “énergétique” choisi en (5.28), le
systéme électromécanique est conservatif.
Il ne reste plus qu’a montrer que 'opérateur I — AA est surjectif pour tout

A £ 0.
Considérons un élément arbitraire F = (f1, f2) de Hf (Q) x L*(Q)*, il
s’agit de résoudre le probléme

{Trouver U, € D(A,) vérifiant : (5.38)

(I—AA,)U, = F.

En d’autres termes, on veut trouver (u,v) € Hf (€)% x L*(Q)° tel que

u— v = fi, .
{‘U = f (5.39)

ce qui implique que u — A?z = f; + Afy. D’aprés (5.25) on a donc

<ty Wy Ny (2) (1, S,0), (1, 0)) =< + Moy sy, Y0 € HL_(Q))
(5.40)
D’aprés le Lemme de Lax-Milgram, on sait qu’il existe un unique u €

Hllma(ﬂ)?’ tel que (5.40) soit réalisée. En utilisant (5.39), on constate alors
que U := (u, (u — f1)/A) est un élément de D(A,) qui vérifie (5.38).

3 D’aprés le Lemme d’isomorphisme de Banach, toute transformation linéaire, bijective
et continue entre deux espaces de Banach est bicontinue (¢f. Rudin (1978) par exemple).
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L’opérateur A, génére donc un groupe unitaire sur U, d’aprés le Théo-
réme de Stone (Théoréme 5.2).

Maintenant, on sait d’apres (5.21) que F'(n) est de classe C°([0,71];U,).
Il est important de noter que F'(n) est & tout instant ¢ dans le domaine de
A, et que

A, F(n) = (=i"(n),0). (5.41)

Le théoréme 5.4 achéve la démonstration de la Proposition.
O

La Proposition ci-dessus, le résultat de régularité (5.21) et la décomposi-
tion (5.19) impliquant que y*(n) € C*([0,7];Y,), on a le

Théoreme 5.8: Sous les hypotheése (H;) — (H7), le probleme P(n, ), admet

une unique solution de classe C'*([0,7];Y,)

Un résultat analogue est montré dans Miara (2001).

La question est maintenant d’étudier le comportement de la solution de
P(n, ), lorsque n — 7.

Remarque 5.9: En modifiant la définition de s°, il est possible de choisir des
forces de volume f, dans W>([0,T]; L*(Q)*) (cf. Weller & Licht, 2004).
Ce type d’hypothése conduit alors & des complications techniques lors de
I’analyse asymptotique qui sont exposées dans ce dernier article. Afin de
clarifier le propos, on choisit ici une méthode plus directe.

5.5 Les différents comportements asymptotiques

On s’intéresse maintenant au comportement asymptotique de 'unique so-
lution y(n) de P(n, 2),. On traitera en fait indépendamment le comportement
de y°(n) et celui de y"(n). En tant que solution d’un probléme quasi-statique,
y°(n) a un comportement asymptotique décrit par les résultats obtenus dans
le Chapitre précédent. Par contre, on a choisi le cadre de la théorie de Trot-
ter (1958) d’approximation des semi-groupes d’opérateurs agissant sur des
espaces variables pour traiter 'asymptotique de y"(n).

Pour généraliser le propos, on va considérer quatre cas, indexés par ¢, de
comportements relatifs des paramétres ¢ et p :
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g=1 :+ p—p€|0,+oof,
‘ p—0et p/e® = 400,
= p pfe? = P €)0, 400,
qg=14 : p=o(e?).

Enfin, on fera dans toute la suite 'hypothése de convergence et de régu-
larité

“(fas Gns Fry, dyys 0,) converge fortement vers (f, g, F, d, o) dans
W20, T], L*(2)* x L*(T,.n)* x L*(Q) x L*(T.ny) x HY(Q)),
’ (f7ga F, d7 (1‘90) € 02([07T]7 LQ(FmN)S X LQ(Q) X LQ(FSN) X Hl(ﬂ))

(H) sig=1,3
: g(ue(n))g converge vers 0 dans W*'([0, T, L*(2))
sig=1,2.

VP
tend vers 7. Le dernier point de (HY) est donc une hypothése assez forte. Sans
doute est-il possible de I'interpréter comme proche d’une hypothése de mise

Remarque 5.10: Dans les cas ¢ = 1 et 2, le terme X~ tend vers +oc lorsque 5

a l’échelle sur le chargement extérieur. Dans cette optique le dernier point de
(H) demanderait alors au chargement de ne pas induire une réponse quasi-
statique dont 1’énergie cinétique pourrait tendre vers l'infini, ce qui parait
raisonnable.

5.5.1 Construction du cadre fonctionnel

Les choix concernant les comportement relatifs des paramétres ¢ et p
sont directement connectés a la forme que prend ’énergie cinétique mise a
I’échelle (5.17). On va voir qu’ils induisent une décomposition particuliére de
I’espace des déplacements de Kirchhoff-Love en sous-espaces de déplacements
bloqués, quasi-statiques ou dynamiques. Cependant, on sera dans 1’obligation
de traiter chacun de ces sous-espaces indépendamment, on fera par consé-
quent dans toute la suite ’hypothése de découplage (Hgé“’“pl).

En fait, la forme que va prendre l'opérateur anti-adjoint limite - noté
A et qui commande au comportement dynamique asymptotique de y(n) -
est dictée par les résultats obtenus en statique ainsi que par la limite de
I’énergie cinétique mise a 1’échelle (¢f. (5.17)). On s’emploie dans la suite
a montrer comment ces deux éléments permettent “d’intuiter” la définition
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de l'opérateur A en construisant un cadre fonctionnel adapté au probléme
d’évolution. D’une certaine maniére, ce cadre devra ensuite étre muni d’une
“topologie” relative & la maniére dont il convient de comparer les espaces
limites aux espaces variables introduits en (5.11)-(5.13). Les convergences
qui en résulteront feront partie du cadre opérationnel.

Les espaces limites

On rappelle donc (¢f. § 4.4.2) que le comportement électromécanique
statique limite est donné par une forme bilinéaire sur S, :

fy(s,r) = /ﬂﬁpk(s)g k()0 da,

avec

611(’w) 612(‘w) 0 aﬂ/’

k(w, )] = (eap(w),0at) = | | er2(w) enf(w) 0], (0¥ ]|,
0 0 0 0
err(w) epp(w) 0 0

k(w,); = (eap(w),059) = | | era(w) exn(w) 0], [ 0 ||,
0 0 0 031

et ou Mp est la condensation de M relativement aux composantes de
(e(w), Vi) maintenues dans kY (cf. (4.41) en particulier). Cette forme n’est
pas symétrique en général mais elle est coercive sur Vg x @, avec

&, = {veHL (Q): dwp =0},
o, = {Qb € LQ(Q) : 83¢ € LQ(Q)a 1/) =0sur I'cp N F:I:}v

et ou l'espace noté Vi désigne I'ensemble des déplacements de Kirchhoff-
Love sur 2. On rappelle que pour tout élément v de Vg, il existe un unique
couple (na,n3) € H'(w) x H*(w) tel que

Vo = Mo — 30473,

V3 = T3,

et qu’il est alors commode de définir
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Vi = {véVgp:n =0},
{’U € Vit Na = 0}

<
S
h

|

L’expression méme de la limite ponctuelle de <.,.>, définie en (5.17) conduit
a introduire les espaces

Vq = VKL; q = 1, 2, (546)
Vq = VI(L) q = 37 47 (547)
abritant des éléments dont 1’énergie est du coup nécessairement finie.

On peut alors introduire les "espaces des déplacements dynamiques li-
mites" :

v \Z (5.48)
vy Vv, (5.49)

ainsi que les “espaces dynamiques limites” :
S = VI x @, (5.50)

qui portent ce nom parce ce sont les espaces sur lesquels seront posées, dans
les cas ¢ = 1 et 3, les équations d’évolution limite découplées.
On introduit enfin 'espace des états électromécaniques limites :

S,, =V, x b, (5.51)

et la forme linéaire limite sur S, ; :

Li(r;t) := / flt) - wdx + / g(t) - wds + / F(t)ydz + / d(t)y ds.
Q FmN Q 1_‘eN
(5.52)
Remarque 5.11: Dans les cas ¢ = 2 et ¢ = 4 on va voir que le comportement

asymptotique est en fait purement quasi-statique. Ceci explique pourquoi les
V;ly” ne sont définis que pour g =1 et 3.
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Comparaison entre les espaces limites et les espaces variables

A cause de la Proposition 4.8 relative aux propriétés de "symétrie" de m,,
les parties symétriques de m,(¢) et de m, définissent des produits scalaires
sur S, et S, , dont les normes sont respectivement notées

Is(m)lI5; == mu(e)(s(n). s(n)) (5.53)
et
lIsll7.q = 7s(s, 5)- (5.54)

Afin d’établir la convergence des états électromécaniques, on doit pouvoir
comparer les éléments de S, a ceux de S, ,. On introduit a cette fin 'opérateur

P, :

(5.55)

P,:seS,,—P,s €S, tel que:
mp(e)(Pys, 1) = my(s,r), VreS,

Le Lemme de Lax-Milgram donne un sens a cette définition.
On a alors la

Proposition 5.12: Les espaces S, associés aux opérateurs P, forment une
suite d’espaces de Hilbert approchant S, , au sens de Trotter.

Démonstration:
Il s’agit en fait d’établir que :

{@ Je € R tel que [Pyslly < cllsllg, Vs € Sy, (5.56)

(ii) lim, 5 |||P773|”77 = |||3|||p,q7 Vs €Sy,
Partie (¢) :

Tout d’abord, par définition de l'opérateur P,, on a :

|||P773|”77 = mp(e)(Pns, Pns) = ﬁlp(sa Pns)
< Myl =(@.colk(s)pl 20 |k(Pos)oliz@my, Vs € Spg (5.57)

Puis, (4.42) implique :
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I .
|k(3)g|L2(Q,H) < {E mp(373)}1/2’ Vs €Sy, (5.58)

Enfin, pour comparer |k(P,s))|12(qu) & my(e)(Pys, Pys), il suffit d’utiliser
I’hypothése (H3) et de remarquer que, pour ¢ < 1

k(Pys)plizny < |k(e, Pys)lre @
1
S {E mp(g)(Pn‘S’ PUS)}1/27 VS E Sp,q- (559)

Il existe donc une constante positive C' indépendante de ¢ telle que

my(e)(Pys,Pps) < C my(s,s), VseS,,, (5.60)

ce qui prouve le point (7).
Partie (1) :

C’est une conséquence immédiate des résultats obtenus en statique. En
effet, I’application r — m,(s,r) étant une forme linéaire continue sur S,
indépendante de 7, le Théoréme 4.4 permet d’affirmer que 'unique élément
P,s € S, défini par (5.55) converge fortement - dans X, ¢f. (4.58) - vers
s €8S,,. Prenant r = P,s dans (5.55), on a alors

7171_>Hﬁ1 |||P775|”727 = %L}r%mp(g)(Pnsa P.s)
= lim (s, Pys) = my(s, s) = [|s]lp,q- (5.61)
n—7

0

Il est important de noter que la convergence de s(n) vers s au sens ol
limy, 7 [|Pys — s(n)|l; = 0 équivaut a la convergence forte de s(n) vers s dans
des espaces "classiques" et a la convergence des "énergies". Plus précisément,
on a le

Théoréme 5.13: Soit s un élément quelconque de S, , et s(n) une suite de S,,.

Alors :

. s(n) — s dans X, _
lim [P — s(0)ll, = 0 { " : (5:62)

lsCm)lls = Wsllp.o-
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Démonstration:
=
Tout d’abord, ]\Aip étant dans L™= (9, L(H)), il existe une constante C telle

que (e est inférieur a 1) :

[IPys = s(m)lly, < C ke (Pys — s()[z20) < C lko(e, (Pys — s(1))|22(q)-

(5.63)
La coercivité de my,(e) (¢f. I'hypothése (Hs)) fournit alors :
2 c 2
IPss = sy = —IIPas = s()ll;- (5.64)
De plus, puisque P,s converge fortement vers s dans X,,, on a
IPys — sllp,e — 0. (5.65)
L’inégalité du triangle donne alors
ls(n) = sllp.g = O. (5.66)
Par conséquent
0 0 2 0
k,(s(n)) — k,(s) dans L*(Q,H,). (5.67)
Notant que
|ko(e, s(m))|2@) < Clls(m)llp.g ~ CIPyslly ~ Cllsllp.q (5.68)

on déduit que k7 (s(n)) = 0 =k (s) dans L*(Q,H, ). Les inégalités de Korn

et de Poincaré fournissent alors le résultat.
=

Pour ce résultat, ¢f. infra la démonstration du Théoréme 5.15.



Les différents comportements asymptotiques 157

5.5.2 Comportement asymptotique de s°(n)
Il est donné par le résultat suivant :

Proposition 5.14: Sous les hypothéses (H;) — (HE), et lorsque n — 7, la
famille (s°(n)(t)), des uniques solutions de (5.20) converge fortement dans
X, vers 'unique solution s°(¢) de :

(5.69)

Trouver s € (0,p0) + S, tel que
my(s,1) = Lz(r;t) pour tout (r,t) € S,, x [0,T].

Démonstration:

Il y a deux différences entre ce théoréeme et le Théoréeme 4.4 démontré au
Chapitre précédent :

— Le second membre dans (5.20) varie avec 5, il était fixe au Chapitre
précédent.

— Le dernier point de I'hypothése (H3) impose & la partie en flexion du
déplacement de converger fortement vers 0 dans Hllmp (Q) sig=1.

Ces deux différences n’induisent pas de difficultés car :

— L’hypothése (Hg) indique que L,(r,t) converge uniformément sur
HE () x [0,T] vers Ly(r;t). On est donc dans le cadre élargi de

I’étude statique comme indiqué dans la Remarque 4.6.

— La construction du cadre fonctionnel au Paragraphe précédent, la défi-
nition de S, , et les hypothéses de découplage (Hgém“pl) permettent de
traduire que la partie en flexion du déplacement limite est nulle lorsque
qg=1.

g

Notons de plus que les hypothése de convergence et de régularité résumées
en (HY) impliquent que

Dans les cas ¢ = 1 et 3, u est de classe C*([0,T];S,,). (5.70)

On préféere retenir les résultats de convergence de s°(n) sous la forme du
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Théoreme 5.15: Soient (s°(n)), € S, la famille des uniques solutions de (5.20)
et s° 'unique solution de (5.69), on a :

li [P, (1) — () (1), = 0, (571)

uniformément sur [0, 7).

Démonstration:
Ce résultat s’obtient a partir des convergences fortes

P,s® — s°dans S,, (5.72)
sf(p) — s° dans S,, (5.73)

obtenues précédemment. Elles impliquent que P, s®—s°(n) converge fortement
vers 0 dans S,.
On écrit alors

2[|Pys = s*()lln = myp(e)[Pys® — s°(n), Pys® — s°(n)]
= my(e)[P,s", Pys® — s°(n)] — my(e)[s°(n), Pys® — s°(n)]
= my[s%,Pys® — s°(n)] — Ly(Pys° — s%(n)). (5.74)

On obtient le résultat en remarquant que, grace a I’hypotheése (H), les
IP,s® — s°(n)]|,; forment une suite équicontinue sur [0, 7).

O

5.5.3 Comportement asymptotique de s"(n)

Dans un premier temps, on étudie le comportement asymptotique des
U"(n), car les équations d’évolution ne concernent pas le potentiel électrique.
Cette étude nécessite 'introduction de son propre cadre opérationnel, diffé-
rent du précédent et permettant une formulation en terme de semi-groupes
d’opérateurs linéaires. On verra a la fin de la section que le comportement
asymptotique des s"(n) découlera de celui des U"(n).

Cadre opérationnel

On associe aux comportements limites de 1’énergie cinétique les espaces
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K, = {vel*(Q)°: v=(v1,v2,0),0.(2) = v4(T),va € L*(w)}(5.75)
K; = {ve H_I(Q)3 :dn € LQ(w), Vo = —x30,1, V3 =N}, (5.76)

munis des produits scalaires :

(5.77)

Ki(v,w) :=p [ vaws 6(x) dz, sur Ky,
Ks(v,w) :=p [, vsws d(z) dz, sur K.

Pour ¢ = 1 ou 3, on définit enfin I’espace limite des phases (mécaniques) :

U,, =V xK,. (5.78)

Procédant comme en (5.24), on définit un opérateur linéaire, continu et

byjectif S :

S:ueVigp—Su:=pecd,
tel que (v, 9), (0,4) =0, Vi €®,, (5.79)

qui permet (c¢f. en particulier (5.28) et la Proposition 5.7) de munir U,,
d’une structure hilbertienne avec le produit scalaire

<U,U">, = m,((u, Su), (v, 0)) + ky(v,0"). (5.80)

On note |.|,,, la norme associée.

Remarque 5.16: (IMPORTANTE)
On rappelle tout d’abord que

o, d,, (5.81)
&, = {0}, (5.82)
@2 {p € @, : ¢ impaire en z3}, (5.83)
b, = {p € @, : ¢ paire en z3}, (5.84)

représentent les “espaces électriques limites découplés”.
Il faut noter que S applique Vi, dans @, et Vi, dans ®,. Ceci découle
de I’hypothése de découplage (Hgé““pl), qui implique la relation suivante :
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my(s,1) = my(s,7) + m,(8,7), Vs, resS,. (5.85)

Ainsi, Su= Su, Su= St et

(u,Su) = (ﬁ, Sﬁ) + (‘Q,S’LVL), Vuée Vigr. (586)

L’étude de la convergence des phases nécessite comme précédemment 1’in-
troduction d’un opérateur permettant de comparer les éléments de U, & ceux
de U, ,. Cet opérateur est noté Q, et est défini par :

Q, : UeU,, =(u,v)—= QU :=(u,v,) € U, tel que:
(£t Sy, (0, 0)) = iy (w0, Su), (w,0)), Vo € HY, (),
v, =vsig=1et v, =(0,v3)si ¢ =3.

(5.87)

En résumé, cela signifie que, pour tout U dans U, , et tout U’ dans U, :

<Q,U,U>,=<U,U>,, . (5.88)

Les arguments développés dans la démonstration de la Proposition 5.12
(résultats de convergence obtenus en statique associés a I'’hypothese (Hs) et
a (4.42)) permettent d’aboutir a la

Proposition 5.17: Les espaces U, associés aux opérateurs de projection Q,
forment une suite d’espaces de Hilbert approchant U, ,.

On rappelle que cela signifie :

] - (5.89)
lim;, 7 ”QnU”n = ”U”p,qv vUeU,,.

{ac € R tel que [Q, U], < c|Ul,,,
Dans les cas ¢ = 1 et ¢ = 3, le probléme limite va mettre en jeu une
équation d’évolution analogue & (5.26) mais gouvernée par un opérateur que
I’on notera A.
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L’opérateur A
Il est défini par

DA)={U=(u,v)eU,,:ve Vg?;n, dlz e K, tel que
ky(z,w) + m,((u,Su), (w,0)) =0, Vw € Vg?:;n}a

AU = (v,2).
(5.90)

Des arguments absolument similaires & ceux de la démonstration de la
Proposition 5.7 conduisent alors a la

Proposition 5.18: L’opérateur A est antiadjoint.

Ainsi, tout comme A, le faisait dans U,, l'opérateur A génére un groupe
unitaire sur U, ,.
On peut alors considérer le probléme limite

Trouver s" € S%ﬂ tel que
K, (6", w) + my(s",r) = =K, (4, w),
Vr=(w,) € Sp3., Ve €]0,T[, | (5.91)

w(0) = u’ — u(0),

et le reformuler en

Ur =AU +F, (5.92)
Ur(0) = U° — U%(0), '
avec un second membre F" défini par :
Fr:= (0, —u°). (5.93)

Etant donné que @ est C°([0,T];S,,) (¢cf. (5.70)), le Théoréme 5.4 implique
le

Théoréeme 5.19: Sous les hypothéses (H;) — (Hg) et (Hgéw“pl), I’équation
d’évolution (5.92) admet une unique solution de classe C*([0,7]; U, ,).

On va maintenant montrer que cette unique solution décrit le comporte-
ment asymptotique dynamique de U"(n).
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Résultats de convergence des U (n)

En formulant I’hypothése supplémentaire de compatibilité entre 1’état et
le chargement électromécaniques a l'instant initial :

-sig=1,3: 33U e —-U0)+ D(A) tel que
(Ho) lim, 7 |Q,U° = U%(n)], = 0,

sig=2,4: lim,; |U°, =0,

on peut énoncer le

Théoréme 5.20: Sous les hypothéses (H;) — (Hyg) et (Hgé“’“pl), I’unique so-
lution de (5.26) ( notée U™(n) et de classe C*([0,7T]; U,)) vérifie

{Si q=2ou4: lim, ;U (n)], =0, (5.94)

sig=1ou3: lim,,;|Q,U —U"(n)|, =0.
Démonstration:

Comme on I’a dit précédemment, il s’agit de démontrer que (5.92)-(5.93)
décrit le comportement dynamique limite U"(n), ce que la théorie de Trot-
ter d’approximation des semi-groupes d’opérateurs agissant sur des espaces
variables va permettre sans trop de difficultés.

Dans ce cadre bien précis, on rappelle (¢f. § 5.2) que trois conditions sont
nécessaires a l'obtention du résultat de convergence désiré :

— 1. Convergence des résolvantes :

lim ”([ - )‘An)_lQnV - Qn([ B )‘A)_l\/”n =0, V()\,V) € R¥ x Ups.

n=517
(5.95)

— 2. Convergence des conditions initiales :

lim [Q,U"(0) — U (1)(0)], = 0. (5.96)

=17
— 3. Convergence des seconds membres :

T
lim 1Q,F" — F"(n)|,dt = 0. (5.97)

n—n 0



Les différents comportements asymptotiques 163

Les cas ¢ = 1 et ¢ = 3 vont rentrer dans ce cadre. On verra par contre
que les cas ¢ = 2 et ¢ = 4 peuvent étre traités plus directement.

Le cas ¢ = 3 correspondant au cas classique en théorie des plaques
purement élastiques, on commence par celui-ci.

Démonstration de la convergence des résolvantes :

Considérons un élément quelconque V := (V, W) de U, 3. On pose Q,V =
V(n):= V(n),W(n)) € U,. Les opérateurs A, et A étant maximaux, on sait
qu’il existe U(n) = (u(n),v(n)) € D(A,) et U = (u,v) € D(A) tels que :

(5.98)

U(n) = (1 = AA,)7'Q,V,
U= (- ALV,

Ces éléments sont donnés par (cf. (5.40)) :

<u(n), w>, +A my(e)[(u(n), Sy u(n)), (w,0)] =<V(n) + AW(n), w>,,
Ywe Hf ()%,

(5.99)
et

{ s(u, w) + N2 iy [(u, Su), (w,0)] = ks(V + AW, w), Ywe VA"
= (u—=V)/\

(5.100)

Il convient donc de montrer que

lim [Q,U —U(n)], = 0, (5.101)
n—=17

i.e. il faut étudier le comportement asymptotique de (5.99), étude qui ne va
pas nécessiter d’autres arquments que ceux utilisés dans le cas de la statique
et mis en oeuvre dans la démonstration du Théoréme 4.4. Cependant, bien
que les arguments utilisés soient identiques, il convient de sérier les différences
d’avec le cas statique, i.e. les différences entre (5.99) et (4.4.1) :
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i) Le second membre dans (5.99) est variable, il est fixe dans (4.4.1).

ii) Il apparait dans la forme bilinéaire du membre de gauche de (5.99) un
terme supplémentaire “d’énergie cinétique”.

La difficulté concernant le second membre variable a déja été évoquée
dans la Remarque 4.6 ainsi que dans I’étude du comportement asymptotique
quasi-statique lors de la démonstration de la Proposition 5.14. Il n’est pas
inutile de remarquer qu’ici, le second membre est construit sur le produit
scalaire relatif I’énergie cinétique mise & I’échelle. Il s’agit donc d’une forme
linéaire continue sur Hf ()%

Rappelons d’autre part que :

— V(n) converge fortement vers V dans H} (Q)? lorsque n — 7 (cf. la
partie (¢7) de la démonstration de la Proposition 5.12),

- Win) = (0, Ws),

et qu’ainsi la forme linéaire <V(n)+ AW(n), - >, converge uniformément sur
Hllmp (Q)? vers la forme linéaire K3(V + AW, ).

Quant au terme (dit “d’énergie cinétique”) supplémentaire dans le membre
de gauche de (5.99), il s’intégre a la démarche classique (majoration a priori,

convergence faible, convergence forte) utilisée pour la démonstration du
Théoréme 4.4 :

— Le terme supplémentaire étant défini positif (c’est un produit sca-
laire), on peut obtenir des résultats de bornitude en suivant les ar-
guments développés dans la premiére partie de la démonstration du
Théoréme (4.4).

— La méthode développée par Ciarlet (1997) pp. 37, 38 peut étre utilisée
telle quelle pour dégager la forme bilinéaire limite m, puisque le terme
e* < u(n),w >, tend vers 0 dés que « est positif.

— Puisque p [, u(n)aws §(x) dz — 0 pour tout élément w de HE (£2)?,
Uindl m

le terme d’énergie cinétique utilisé dans (5.100) est justifié.

— Les résultats de convergence forte peuvent étre obtenu en utilisant, la
aussi, les arguments avancés dans la quatriéme partie de la démons-
tration du Théoréme 4.4, augmentés de 'injection compacte de H*(£2)
dans L*() pour passer a la limite sur < u(n), u(n) >,.

Enfin, la forme linéaire limite s’annulant sur V;tgt, I’hypothése de dé-
couplage (H°"P!) permet d’affirmer que u(n) converge fortement - dans
HE (Q)° - vers un élément u de V;y?)n lorsque n — 7. De la définition de
v(n) et de v, on déduit que
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U(n) — U dans U,,. (5.102)

n—n

Par conséquent, en posant w = u(n) dans (5.99) on obtient, en passant a
la limite sur 7 :

<u(n),u(n) >, — Ks(u,u), (5.103)
<wv(n),v(n) >, — Ks(v,v), (5.104)
<V(n)+W(n),uln) >, — Ks(V+IW,u). (5.105)

On en tire donc que
< v(n),v(n) >y +mp(e)[(uln), Syu(n)), (u(n),0)]

— K3(v,v) + my[(u,Su), (u,0)]. (5.106)

En d’autres termes, on a

Ve, = (U5 (5.107)
n—n

En procédant comme dans la partie (i) de la preuve de la Proposi-
tion 5.12, on observe que Q,U converge fortement vers U dans Hllmp (2)% x

L*(©2). On obtient alors

[Q,U=UmI; = QU5+ U5 —2 <Q,U, U(n)>,
= [QUIZ+ [U(m)IZ — 2 <U,U(n)>,5. (5.108)

De (5.102) et (5.107) découle alors le résultat recherché :

1Q,U = Uyl = [U[;5+ IUIG s — 2|V = 0. (5.109)

Convergence des conditions initiales :

Elle est donnée par I’hypothése (Hg) qui traduit une condition de com-
patibilité entre 1’état et le chargement électromécaniques & I'instant initial.
Elle signifie que
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lin |Q,U" (0) ~ U () ()], = 0. (5.110)

Convergence des seconds membres :

De (5.93) et (5.87), on tire que Q,F" = F". Par conséquent

|Q,F" = Fr ()l = IF" = F"(n)[ =< ii® — ii*(n), i — ii*(n) >, . (5.111)

L’hypothese (HZ) impliquant la convergence uniforme sur [0, 7] de u°(n)
vers ¢ dans L'(£), on a le résultat.

La démarche est sensiblement identique, il convient cependant de tra-
vailler "en vitesse' pour traiter la convergence des résolvantes.

Démonstration de la convergence des résolvantes :

On consideére ici un élément quelconque V := (V, W) de U, ; et on pose

(5.112)

Un = ([ - )‘An)_lQnVa
U= ([ — )\A)_lv.

Ces éléments sont donnés par :

<w(n), w>, +X* my(e)[(v(n), Sy v(n)), (w, 0)]
=<W(n),w>, Amp(é?)[( (1), 8, V(n)), (w,0)]
=< Q,V, (\w, w) >>77, Vwe H (), (5.113)

et

ki (v, w) + A [(v, S ), (w, 0)]
= kl(w7 ‘w) —A ﬁlp[(va SV)7 (wv 0)]
=<V, dw,w) >,, Ywe VI (5.114)
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ainsi que par :

u(n) = V(n)+rv(n), (5.115)
u = V4 . (5.116)
Contrairement au cas g = 3, le terme “d’énergie cinétique” est ici un

peu problématique car p/e? tend vers +oo. Cependant, les techniques de
majoration a priori pouvant étre mises en oeuvre, on peut tout d’abord
conclure a la bornitude de <wv(n),v(n)>,. Ceci implique que :

vs(n) = 0 dans H} (Q)°, (5.117)

Ainsi, en considérant un élement quelconque w = (0, ws) dans Hf (Q)°,
on remarque que £? <v(n),w >, tend vers 0. Ainsi, comme dans le cas ¢ = 3
(et comme en statique), la méthode développée par Ciarlet (1997) pp. 37,
38 peut étre utilisée telle quelle pour dégager la forme bilinéaire limite m,,.
Malgré sa forme, le terme supplémentaire dit “d’énergie cinétique” ne pose
donc pas de difficulté.

Remarquant ensuite que W3 = W(n)s = 0 par définition méme, on
conclut a la convergence des résolvantes exactement comme dans le cas ¢ = 3.

Convergence des conditions initiales :

Elle est donnée la aussi par I’hypothése (Hg) traduisant la compatibilité
entre I’état et le chargement électromécaniques & l'instant initial.

Convergence des seconds membres :

La difficulté est ici que & — +oo, difficulté résolue par 'hypothese (HY).
=7

On a en effet :

. r __Er 2 _ 18 r __ Er 2 _ 1: ﬁ e 2 —
lim [Q,F" — F ()]}, = lim [F" — F"(n)[; = lim /Q(u (m)s)”d(z) dz = 0.

Les deux cas restants sont singuliers. On va en effet montrer que pour
g = 2 et g = 4,1 n’y a pas d’équation d’évolution a la limite. Plus
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précisément, montrons que |U"(n)(t)|, converge uniformément vers 0 sur
[0,77.

On note (G,(t)):cr le groupe unitaire engendré par 'opérateur A,. La
solution classique de (5.26) s’écrit alors sous la forme

U0 =GOV + [ G- IFwnd G

| [ 6= Fmmdr, < [ IF@E@a,
= [l + S0 @l b (5.120)

De par I'hypothese (Hj), le membre droite tend vers 0 lorsque 7 tend vers 7.
D’autre part, on a, d’aprés (Hy) :

1G,()U" () (0)], < JUT(1)(0)] — 0. (5.121)

On en déduit que lim,—; |[U"(n)(¢)], = 0 uniformément sur [0, T].

p

Ce cas ne differe du précédent que sur un point. Dans (5.120), puisque %5
tend désormais vers 0, on obtient que

1
| [ gt -nF @i arl, < /WP Nl 0, (5.122)
0

sans avoir recours a une hypothése sur le chargement extérieur.
On peut donc aussi dans le cas ¢ = 4 conclure que lim,_,; |[U"(n)(¢)], =0
uniformément sur [0, 7).

O

Conséquence : résultats de convergence des s"(n)

Récapitulons, on connait désormais le comportement asymptotique de
sf(n) = (u®(n), ¢ (n)) ainsi que celui de U"(n) = (u"(n), 4" (n)). Désirant
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présenter le comportement asymptotique de I'état électromécanique s(n) =
(u(n),(n)), il nous manque celui du potentiel électrique ¢"(n) = S,u"(n).
L’idéal serait que la limite de S,u"(n) soit liée & Su”. C’est effectivement le
cas et on a la

Proposition 5.21: On note ¢"(n) := S,u”"(n) et ¢" := Su". Dans les cas ¢ =
1,2,3 et 4, on a le résultat de convergence :

Syu’(n) = Su” dans Hy. (). (5.123)
Démonstration:

Il s’agit d’une variante de la preuve de la convergence faite dans le cas
statique (¢f. le Théoréme 4.4).

On note s"(n) := (u"(n,¢"(n)).

Résultats de bornitude des s"(n) :

Dans les cas ¢ =1 et ¢ = 3, on a vu que |Q,U" — U"(n)|, tendait vers 0.
Ceci implique en particulier la bornitude de |U"(n)|, puisque

U], = Lim [Q,U"], = Lim [JU"(n)],. (5.124)
n—=1 =1
(Dans les cas ¢ = 2 et ¢ = 4, |U"(n)|, est aussi borné car cette norme tend
vers 0).
Ainsi

(U], = myp(e)[(u"(n), Sy’ (1)), (u" (), 0)]
= my(e)[(w(n), Syu" (n)), (u”(n), Sye” (n))]
= my(e)(s"(n),s"(n)). (5.125)
La coercivité de M implique par conséquent la bornitude dans L*(, H)
de k,(¢)(s"(n)). A son tour, ceci implique la bornitude de s"(n) dans S,.

A T'extraction une sous-suite prés, on a donc les résultats de convergence
suivants :

s"(n) — s:=(u",F) dans S,, (5.126)
k,(e)(s"(n)) — Kk, dans L*(Q,H), (5.127)
(k(s"(n))), — 0 dans L*(Q,H), (5.128)

(k(s))y = (ky)p. (5.129)
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Notons que la relation (l%p);' = 0 est acquise.

On établit que (M]%p); =0:

Il faut vérifier que les points (¢), (¢7) et (ii) de la démonstration du
Théoreme 4.4 permettent d’obtenir le résultat souhaité (il s’agit de mettre
en oeuvre la méthode développée par Ciarlet (1997) pp. 37, 38).

On note tout d’abord que, pour tout r € S,, la bornitude de k,(¢)(s"(n))
dans L*(Q, H) implique celle m,(¢)(s"(n),r). En effet, ceci découle de

/Q My (2)(s" (7)) - kyle)(r)

= |M|L°O(Qvﬁ(7'l))|kp(5)(3r(77))|L2(Q,H)|kp(€)(7“)|L2(Q7y)
< Clkp(e)(M) |22y, Y7 €Sy (5.130)

Par conséquent, les points (¢) et (i7) peuvent étre utilisés.
Ayant de plus par définition

my(e)(s"(n), (0,¢)) = /QMkp(é‘)(Sr(n)) ky(€)(0,9) dz =0,V € Hy  (Q),
(5.131)

on est assuré que le point (7i7) est utilisable (il suffit de multiplier par ¢ et
de le faire tendre vers 0).
Ces résultats montrent que

(Mk,); = 0. (5.132)

On montre que F = Su” :

Procédant comme dans la troisiéme étape de la démonstration du Théo-
réme 4.4, on déduit que pour tout r € S, :

my(e)(s"(n),r) = m,(s",r). (5.133)

Mais comme on a aussi

my(e)(s"(n), (0,4)) =0, Vi) € Dy, (5.134)
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on déduit que

0 = (s, (0,4)) (5.135)
= iy((u, F), (0,4)),V ¢ € D, (5.136)

Par conséquent, on a bien que F = Su”. On établit ainsi que toute la
suite S,u; converge faiblement vers Su” dans ®,,.

La convergence est forte :

La démarche est identique a la quatriéme étape de la démonstration
du Théoreme 4.4.11 suffit d’établir la convergence forte de (k(s"(n))), vers
(k(s7))y dans L*(Q2,H). On écrit donc que

n|(k(s"(m))p — (R(s")p 220,00 < nlk(s™(0) — k() L2 @)
/M e, s" — k) - (k(g,5"(n)) — ky) dz

§/QMk(e,sr(n)-k(e,sr(n)dw—/Mkp-k(e,sr(n)d:c
/M e,8"(n)) — ky) - kydz. (5.137)

Sachant que k(e, s"(n) converge faiblement vers lifpidanis L*(Q, H), les deux
derniers termes tendent respectivement vers — fQ ME, - k,dx et 0. Or,

/Mkp-kpd:r: = /M dr
Q

= (u Su) (u Su)]
= p[(uvsu)v( U, )]
= [(u,0)]2,- (5.138)

Enfin, la convergence vers 0 de |Q,U" — U"(n)|, implique

lim (), 0)k, = Jim 1Qu (0 (n), 0},

I(u",0)[lp,q- (5.139)

Par conséquent,
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my(e)[(W(n), Syu"(n), (" (), Sy ()] = my(e)[(w"(n), Su"(n)), («"(n),0)]
= (" (n), 0I5,

et donc

my(e)[(u" (1), Spu” (1)), (u" (1), Spu" ()] = (6", 0)[,4- (5.140)

Ceci prouve la convergence forte vers 0 dans L*(Q, H) de (k(s"(n)))) —
"

)
(k(s"))p, qui a son tour implique la convergence forte de s"(n) =

(u"(n),Syu"(n)) vers s" = (u,Su) dans X,,.
O

Etant donné la forme du Théoréme 5.15 on préfére retenir ce résultat sous
la forme du

Théoréme 5.22: On a
lim [P, (", Su) — (u (1), S, (1)) ], = 0. (5.141)
Démonstration:

On pose s"(n7) = (u"(n),S;u"(n)) et s"(n)" = Py(u",Su").

On écrit que

[Py(u”, Su™) — (w" (1), Spu” ()],
= /QM(’C(&ST(U)) — k(e s"(n)) - (k(e,s"(n)) — k(e, s"(n))) dx

= /S)Mk(e,sr(n))-k ) dx — / Mk(e,s"(n)") - k(e,s"(n)) dx
/M e, s" —k(e,s"(n)) - k(e,s"(n)") dz. (5.142)

D’apreés la relation (5.140), le premier terme tend vers

M (k)0 - (k)" de. (5.143)

De plus, on a vu que
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k(e,s"(n)) — k, dans L*(Q, H). (5.144)

Enfin, s"(n)" vérifie la relation

m,(e)(s"(n),r) = m,(s,r), Vr €S,. (5.145)

Par conséquent, le Théoréme 4.4 entraine que k(¢, s"(n)') converge fortement
vers k, dans L*(Q2, H). Ainsi, le troisiéme terme de (5.142) tend vers 0 et le

deuxiéme vers — fﬂ M]%p . l%p dr = — fQ M(l%p)g . (]%p)g dx.

On a donc bien le résultat annoncé.

Il est & noter que cette démonstration fournit la preuve de la seconde
partie (<) du Théoréme 5.13.

O

5.5.4 Résultats finaux

On peut maintenant synthétiser tous les résultats de convergence obtenus
précédemment dans le

Théoréme 5.23: Sous les hypotheses (Hy) — (Hy) et (Hgéw“pl), il existe un

élément unique s = (u, ) de C*([0,T]; (0,00)+S,,,) tel que lim,_, [|P,s(t) —
s(n)(®)]l, = 0 uniformément sur [0, T| et vérifiant, V¢ € [0,7] :

sig=2ou4: mp(s,r) = L(r), Vr=(w,9)€S,,,
sig=1ou3: K,(t,w) +my(s,r)=L(r), Yr=(w,¢)eS,,,
(5.146)

U, (sig=1) et uz (si ¢ = 3) étant en outre de classe C*([0,T]; L*(w)).

Démonstration:
Il suffit de récapituler les résultats obtenus.
Au § 5.5.2, on a montré la convergence de I'unique solution du probléme

Trouver s5°(n) € (0, p0,) + S, tel que
my(e)(s°(n),r) = Ly(r; 1), ¥ (r,t) € Sy x [0, 7],

vers 'unique solution de
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Trouver s° € (0,¢0) + S, , tel que
my(s¢,7) = Lz(r;t) pour tout (r,t) € S,, x [0,71].

au sens ol

lim [[P,s°(¢) — s°(n)($)[l., = 0,
n—n

uniformément sur [0, 7']. Ces uniques solutions jouissent en outre de la pro-
priété suivante :

s“(n)(t) € C*([0, TT; Sy),
s°(t) € C*([0,T7]; Sp,)-

Ensuite, au § 5.5.3, on a montré que, dans les cas ¢ = 1 et 3, 'unique
solution du probléme

Trouver s"(n) € S, tel que

< (n),w >y +my(e)(s™(n),r) = — <it(n),w >y,
Vr=(w,) €8S, Vt €]0,T],

"(m)(0) = u®(n) — u(n)(0),

"(1)(0) = v°(n) — @*(n)(0).

convergeait vers I'unique solution de

Trouver s € S;yqn tel que
K, (i, w) +my(s",r) = =K, (%, w),
Vr=(w,) € S;lf’q”,,‘v’t €10,77,
w(0) = (0,
ir(0) =0 — (0,

au sens ol

lim [[P,,s"(¢) = s"(n) ()]l = 0,
n—n

uniformément sur [0, 7).
Rappelons enfin que dans les cas ¢ = 2 et ¢ = 4, on a obtenu que
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Jim |U” -0
W;H%H (M, =0,

ce qui signifie qu’il n’y a pas d’équation d’évolution & la limite dans ces cas-ci.
L’hypothése de découplage et la Remarque 5.16 montrent dés lors que

s=(u,p) = s+
— (’u€7 996) —I— (‘urjs‘ur)
vérifie bien I'équation (5.146). Le fait que

tin [IP,(2) = s(n) ()], = 0.

uniformément sur [0, 7] découle alors simplement de I'inégalité triangulaire.

O
5.6 Quelques commentaires
5.6.1 Découplage des réponses électrodynamiques
Dans les cas ¢ = 2 et 4, la relation
lim [U"(n)], = 0, (5.147)
n—=7

signifie que la réponse limite de la plaque au chargement électromécanique est
purement quasi-statique. Par contre, dans les cas ¢ = 1 et ¢ = 3, "accélération
du déplacement intervient.

Il apparait en outre un découplage entre les déplacements membranaires
et de flexion essentiellement dii & ’hypothése de découplage (Hgécoupl). Plus
précisément, cette derniére hypothése entraine (on I’a vu dans le Chapitre
précédent) que S, , est la somme directe de deux sous-espaces m,-polaires

S, > 7 et Sp 5 7. Rappelons & nouveau que cela signifie que

Mp(s,1) = my(s,7) + mp(3,7), Vs=5+3r=7+7€S,

Ainsi, si ¢ = 1,2 il n’y a pas de flexion. De plus, la réponse membranaire est
dynamique si ¢ = 1, quasi-statique si g = 2.

Si g = 3,4 la réponse membranaire est quasi-statique. De plus, la réponse
en flexion est dynamique si ¢ = 3 et quasi-statique si ¢ = 4. Dans ces deux
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derniers cas, I’équation fournissant la flexion ne met pas en jeu le potentiel
électrique limite si p = 1.
On résume la situation dans le tableau

Réponse (mécanique)
En membrane | En flexion

Dynamique Bloquée

Quasi-statique | Bloquée

Quasi-statique | Dynamique

I
ol Do —

@@ﬁ@

Quasi-statique | Quasi-statique

5.6.2 La modélisation proposée

Le transport sur ¢, par 7° et “une mise & ’échelle inverse” des états, du
p M) p 7
probléme

{Trouver s* = (u%,¢%) € (0,0) + S; tel que (5.148)

<5 W >y g (% r0) = Ly (1), Yt = (wf,9%) € S5,

fournit une modélisation du comportement dynamique d’une plaque piézo-
électrique mince d’épaisseur 2¢ et de densité p (pour la définition de la forme
bilinéaire m; (-, ), se reporter au § 4.7).



CONCLUSION

La piézoélectricité est essentiellement un phénomeéne anisotrope. Cette
propriété a été le point de départ des questions et problémes que nous nous
somines posés.

Dans la premiére partie, on s’est efforcé de montrer comment il était pos-
sible de lier entre elles les symétries microscopiques et macroscopiques. Les
diverses méthodes utilisées ont en particulier permis de classer les tenseurs
piézoélectriques en quinze classes d’équivalence distinctes. La différence qu’il
convient de faire entre les symétries des cristaux et celles des phénomeénes
physiques qu’ils peuvent induire a été expliquée. Il nous semble que ces ré-
sultats permettent d’éclairer la lecture des tableaux qu’on peut trouver dans
la littérature et qui présentent la forme d’un tenseur donné en fonction de la
classe du cristal dont il traduit les propriétés.

L’étude asymptotique des plaques linéairement piézoélectriques a ensuite
été menée avec le souci d’intégrer les informations liées aux symétries du ma-
tériau (éventuellement hétérogéne) constitutif. Ce parti pris nous a permis
de généraliser un certain nombre de résultats obtenus par des modélisation
antérieures. En particulier, la loi de comportement de la plaque est donnée
par la condensation de la loi de comportement du milieu tridimensionnel re-
lativement aux composantes effectives décrivant les cinématiques limites. De
plus, on voit que les découplages ainsi que I’écriture bidimensionnelle des mo-
deles obtenus peuvent étre étendus a des cas réalistes combinant I’anisotropie
et 'hétérogénéité.

En ce qui concerne les quelques suites possibles a donner & ce travail, elles
peuvent s’énumérer comme suit :

1. Tenter de retrouver ’approximation quasi-électrostatique en tant que
limite (en un sens a déterminer) de I'approche dynamique globale, i.e.
avec la prise en compte des effets magnétiques.

2. Etude de la contrélabilité.
3. Etude de la convergence des spectres.

4. Etude des singularités : ici, la prise en compte de I’anisotropie peut
justement introduire des complications.
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. Etude de I'influence des symeétries cristallines sur la valeur du coefficient

de couplage des capteurs et des actionneurs.

6. Etude du collage de deux plaques piézoélectriques.

7. Extension des modéles de plaques obtenus a d’autres cas de couplages

multi-physiques avec des lois de comportement de méme structure que
celle de la piézoélectricité (c’est-a-dire mettant en jeu un opérateur du

type {gt _c])

Extension a la piézoélectricité non-linéaire.



BIBLIOGRAPHIE

Attou D. & Maugin G.A. (1987). Une théorie asymptotique des plaques
minces piézoélectriques, C. R. Acad. Sci. Série 11, 304, 865-868.

Auld B.A. (1973). Acoustic fields and waves in solids, Vol. I, John Wiley
& Sons.

Ball J.M. & James R.D. (1992). Proposed experimental test of a theory
of fine microstructure and the two well problem, Phil. Trans. R. Soc.

London, A338, 389-450.

Banks H.T., Smith R.C. & Wang Y. (1996). Smart material structures.
Modeling, estimation and control, Research in Applied Mathematics, Ciarlet
P.G. & Lions J.-L. Editors, Masson.

Belleni-Morante A. (1994). A concise guide to semigroups and evolution
equations, Series on advances in mathematics for applied sciences, World
Scientific Publishing.

Bernadou M. & Haenel C. (1996). Numerical analysis of piezoelectric
shells, Proceedings of the summer seminar on plates and shells, Québec.

Berthaud Y., Francois M. & Geymonat G. (1998). Determination of the
symmetries of an experimentally determined stiffness tensor : application to
acoustic measurments, Int. J. Solids Structures 35, 4091-4106.

Bhagavantam S. (1966). Crystal symmetry and physical properties,
Academic Press.

Birkhoff G. D. (1922). Circular plates of variable thickness. Philosophical
Magazine, 43, 963-962.

Birss R. (1966). Symmetry and magnetism, North Holland.



180 BIBLIOGRAPHIE

Bisegna P. & Maceri F. (1996a). An exact three-dimensional solution
for simply supported rectangular piezoelectric plates, J. Appl. Mech., 63,
628-637.

Bisegna P. & Maceri F. (1996b). A consistent theory of thin piezoelectric
plates, J. Intelligent Material System and Structures, T, 372-389.

Blanchard D. & Francfort G.A. (1987). Asymptotic thermoelastic
behavior of flat plates, Quat. Appl. Math. 45, 645-667.

Bouasse H.P.M. (1929). Cristallographie géométrique. Groupes de dépla-
cements, Librairie Delagrave.

Brezis H. (1976). Semi-groupes linéaires. Cours de DEA de I’Université
de Paris VI, 1976.

Brezis H. (1987). Analyse fonctionnelle : théorie et application, Masson.

Chadwick P., Vianello M. & Cowin S.C. (2001). A new proof that the
number of linear elastic symmetries is eight, Journal of the Mech. and Phy.

of Sol. 49, 2471-2492.

Ciarlet P.G. (1988). Mathematical elasticity, vol. I : three-dimensional
elasticity, North Holland.

Ciarlet P.G. (1997). Mathematical elasticity, vol. II : theory of plates,
North Holland.

Cioranescu D. & Donato P. (1999). An introduction to homogenization,
Oxford Lecture Series in Mathematics and its Application, 17, Oxford
University Press.

Coxeter H.S.M. (1989). Introduction to geometry, John Wiley & Sons.

Dautray R. & Lions J.L. (1988). Analyse mathématique et calcul nu-
mérique pour les sciences et les techniques, vol. 8, évolution, semi-groupe,
variationnel, Masson.

Dubrovin B.A., Fomenko A.T., Novikov S.P. (1984). Modern geometry -
methods and applications, Springer-Verlag.



BIBLIOGRAPHIE 181

Engel P. (1986). Geometric crystallography. D. Reidel Publishing & Co.

Eringen A.C. & Maugin G.A. (1990). FElectrodynamics of continua, vol.
I : foundations and solid media, Springer-Verlag.

Forte S. & Vianello M. (1996). Symmetry classes for elasticity tensors,
J. FElasticity 43, 81-108.

Forte S. & Vianello M. (1997). Symmetry classes and harmonic decom-
position for photoelasticity tensors, Int. J. Engng Seci. 35, 1317-1326.

Francois M. (1995). Identification des symétries matérielles des maté-
riauz anisotropes, Thése, Université Paris Pierre et Marie Curie, Paris.

Geymonat G. & Weller T. (2002). Classes de symétrie des solides
piézoélectriques, C. R. Acad. Sci. Série [ 335, 847-852.

Godement R. (1969). Cours d’algébre, Hermann.

Gol’denveizer A.L. (1963). Derivation of an approximate theory of
bending of a plate by the method of asymptotic integration of the equations
of the theory of elasticity, Prikl. Mat. Meh., 26, 668-686 (en russe); traduit
dans J. Appl. Math. Mech. 26, 1000-1025.

Golubitsky M., Stewart 1. & Schaeffer D.G. (1985). Singularities and
groups in bifurcation theory, vol. 2, Springer-Verlag.

Grisvard P. (1969). Les semi-groupes : cours A.E.A, Département de
Mathématiques de 1’Université de Tunis.

Gurtin M.E. (1981). An introduction to continuum mechanics, Academic
Press .

Huo Y.-Z. & Del Piero G. (1991). On the completeness of the crystal-
lographic symmetries in the description of the symmetries of the elastic
tensor, J. Flasticity 25, 203-246.

Ikeda T. (1990). Fundamentals of piezoelectricity, Oxford University
Press.



182 BIBLIOGRAPHIE

Janssen T (1973). Crystallographic groups. North Holland.

Jari¢ J.P. (2003). On the decomposition of symmetric tensors into
traceless symmetric tensors, Int. J. Engng Sci. 41, 2123-2141.

Landau L. & Lifchitz E. (1969). Electrodynamique des milieuz continus,
Editions Mir.

Laughlin D.E., Willard M.A. & McHenry M.E. (2000). Magnetic orde-
ring : some structural aspects, in Phase Transformations and FEvolution in
Materials, 121-137, P.Turchi & A. Gonis Editors, The Minerals, Metals and
Materials Society.

Lenczner M. (1993). Modeéle d’assemblage de plaques piézoélectriques,
Rapport d’activité du Laboratoire de Calcul Scientifique, équipe de Mathé-
matiques, Université de Franche Comté, Besangon.

Licht C. (1980). Etude théorique et numérique de Uévolution d’un systéme
fluide-flotteur, These, Université de Nantes.

Lions J.L. (1968). Semi-groupes : applications, Secrétariat mathématique
de ’Ecole normale supérieure.

Maugin G.A. & Attou D. (1990). An asymptotic theory of thin piezoe-
lectric plates, Quat. J. Mech. Apll. Math. 43, 347-362.

Maz’ja V.G. (1985). Sobolev spaces, Springer-Verlag.

Miara B. (2001). Contrélabilité d’un corps piézoélectrique, C. R. Acad.
Sci. Paris Série I, 333, 267-270.

Miller W. (1972). Symmetry groups and their applications. Academic
Press.

Mindlin R. D. (1952). Forced thickness-shear and flexural vibrations of
piezoelectric crystal plates, J. Appl. Phys., 23, 83-88.

Mindlin R. D. (1972). High frequency vibrations of piezoelectric crystal
plates, Int. J. Solids Structures, 8, 895-906.



BIBLIOGRAPHIE 183

Nicolle J. (1950). La symétrie et ses applications, Albin Michel.

Nye J.F. (1961). Physical properties of crystals : their representation by
tensors and matrices, Clarendon Press.

Pitteri M. & Zanzotto G. (2003). Continuum models for phase transitions
and twinning in crystals, Chapman & Hall/CRC.

Raoult A. (1980). Contributions a l’étude des modéles d’évolution de
plaques et a Uapprorimation d’équations d’évolution linéaires du second
ordre par des méthodes multipas, Thése, Université Pierre et Marie Curie,
Paris.

Raoult A. (1988). Analyse mathématique de quelques modeéles de plaques
et de poutres élastiques ou élasto-plastiques, Thése d’Etat, Université Pierre
et Marie Curie, Paris.

Raoult A. & Séne A. (2003). Modelling of piezoelectric plates including
magnetic effects, Asymptotiz Analysis, 34, 1-40.

Rogacheva N.N. (1994). The theory of piezoelectric shells and plates,
CRC Press.

Royer D. & Dieulesaint E. (1996). Ondes élastiques dans les solides,
tome I, Masson.

Rudin W. (1978). Analyse réelle et complexe, Masson.

Sachs R. G. (1987). The physics of time reversal, University of Chicago

Press.

Sanchez-Palencia E. (1980). Non homogeneous media and vibration
theory, Lecture Notes in Physics, 127, Springer-Verlag.

Sanchez-Palencia E. (1992). Introduction aux méthodes asymptotiques et
a ’homogénéisation, Masson.

Schouten J.A. (1951). Tensor analysis for physicists, Clarendon Press.

Schwartz L. (1970). Analyse : topologie générale et analyse fonctionnelle,
Hermann.



184 BIBLIOGRAPHIE

Sene A. (2000). Modélisation asymptotique de plaques : contréolabilité
exacte frontiére, piézoélectricité, Theése, Université Joseph Fourier-Grenoble

L.
Shubnikov A.V. (1964). Colored symmetry, Pergamon Press.

Sirotine Y. & Chaskolskaia M. (1984). Fondements de la physique des

cristauz, Editions Mir.

Sivardiere J. (1995). La Symétrie en mathématiques, physique et chimie,
Presses Universitaires de Grenoble.

Spencer A.J.M. (1970). A note on the decomposition of tensors into
traceless symmetric tensors, Int. J. Engng Sci. 8, 475-481.

Tartar L. (2000). An introduction to Sobo-
lev spaces and interpolation spaces, téléchargeable sur
http ://www.math.cmu.edu/cna/publications/SOB+Int.pdf.

Trotter H.F. (1958). Approximation of semi-groups of operators, Pacific
J. of Math., 28, 887-919.

Weigel D. (1972). Cristallographie et structure des solides, tome 1 :
algebre et géométrie cristalline et moléculaire, Masson.

Weller T. & Geymonat G. (2004). Piezomagnetic tensors symmetries :
an unifying tentative approach, in Configurational Mechanics, Kalpakides &
Maugin Editors, A.A. Balkema Publishers.

Weller T. & Licht C. (2002). Analyse asymptotique de plaques minces
linéairement piézoélectriques, C. R. Acad. Sci. Série I, 335, 309-314.

Weller T. & Licht C. (2004). Réponse dynamique asymptotique de
plaques minces linéairement piézoélectriques dans 1’approximation quasi-
électrostatique, C. R. Mécanique, 332, 519-524.

Yale P.B. (1968). Geometry and symmetry, Holden-Day.

Yosida K. (1964). Functional analysis, Springer-Verlag.



BIBLIOGRAPHIE 185

Zelenka J. (1986). Piezoelectric resonators and their applications, Studies
in electrical and electronic engineering, Elsevier.

Zheng Q.-S. & Boelher J.P. (1994). The description, classification and
reality of material and physical symmetries, Acta Mechanica 102, 73-89.



