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Introduction générale

Les cellules sont entourées d’une paroi, la membrane cellulaire, qui évite la dispersion
de l'intérieur de la cellule dans le milieu environnant. Une membrane similaire forme la
paroi des compartiments internes de la cellule, permettant ainsi une organisation complexe.
La membrane cellulaire est principalement formée de lipides, qui lui donnent ses propriétés
mécaniques. C’est un milieu complexe et actif : elle peut étre déformée par ’action des
protéines et est constamment renouvelée par le transport de lipides dans la cellule.

Pour mimer la membrane et mieux en comprendre les propriétés, il est possible d’utiliser
un systeme modele formé uniquement de lipides. Ceux-ci ont la capacité de s’assembler
spontanément en une double couche de molécules, comme dans la membrane cellulaire.
Lorsqu’elle est plongée dans 'eau, cette bicouche se referme sur elle-méme pour former
une vésicule. Cette organisation spontanée est due au caractere amphiphile et a la forme
cylindrique des lipides; aussi, les vésicules présentent des similitudes avec les bulles de
savon et avec les cristaux liquides smectiques.

Les propriétés physico-chimiques des bicouches ont été largement étudiées et sont au-
jourd’hui assez bien cernées. Ainsi, les lipides sont en général libres de diffuser librement
dans le plan de la bicouche car il n’y a pas d’interaction structurante assez forte. De plus,
la bicouche est tres facile a courber, au point qu’elle est sensible a 'agitation thermique.
Les vésicules présentent des effets entropiques qui ont été largement étudiés par les phy-
siciens statisticiens. La souplesse de la bicouche la rend de plus facilement déformable et
permet aux vésicules d’adopter des formes tres diverses.

Si les vésicules ont permis de mieux comprendre les propriétés de la membrane cellu-
laire, il est possible d’améliorer le modeéle en fabriquant des vésicules a partir d’'un mélange
de lipides, dont la composition se rapproche de celle de la cellule. Ces mélanges peuvent se
séparer en deux phases, conduisant a ’apparition de domaines a la surface de la vésicule.
Ces domaines, enrichis en cholestérol, ont des propriétés similaires a la bicouche classique
mais sont plus structurés, c’est a dire plus visqueux et plus durs & courber. Les vésicules
a base de mélanges de lipides forment un systeme modele des 'rafts’ cellulaires, des petits
domaines encore mal connus mais potentiellement impliqués dans de nombreuses fonctions

cellulaires.
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Dans ce mémoire, nous étudions analytiquement et numériquement 'influence de la
présence de domaines de type ’raft’ sur le comportement mécanique des vésicules. Nous
sommes partis de plusieurs situations expérimentales, montrant toutes des instabilités de
la forme du domaine. Comprendre l'origine physique de ces instabilités permet de cerner

comment interagissent les deux phases sur une méme bicouche.

Ce mémoire est divisé en cing chapitres, deux chapitres d’introduction et trois chapitres
présentant des instabilités d’un domaine. Dans le premier chapitre, nous introduisons les
vésicules, leurs propriétés spécifiques et leurs applications, en tant que systéme mimétique
de la membrane cellulaire mais aussi en tant qu’objet physico-chimique en pharmacie, en
micro-manipulation etc. Nous y introduisons aussi les mélanges de lipides avec les diffé-
rentes phases possibles et les impacts potentiels de ’existence de domaines de composition
différente pour la cellule.

Le deuxieme chapitre est consacré plus spécifiquement au formalisme décrivant le com-
portement de la bicouche. Nous introduisons ainsi la réponse de la bicouche a une défor-
mation hors du plan, avec I’énergie de Helfrich, en tenant compte des effets entropiques
mais aussi d’effets supplémentaires comme ’absorption de molécules; nous présentons
I’hydrodynamique adaptée au fluide bidimensionnel qu’est la bicouche. Enfin, nous mon-
trons comment ces formalismes décrivant une bicouche homogene peuvent étre utilisés
pour permettre la description d’une vésicule bi-phasique.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude d’une instabilité de forme : la fission de
tubes membranaires. Cette instabilité a lieu lorsque la séparation de phase se produit
dans une bicouche repliée en un tube; on constate alors que le tube casse au niveau de
I'interface entre les deux phases. Notre modele nous permet de déterminer la forme du
tube de membrane comportant un domaine puis de construire un temps caractéristique

compatible avec les temps expérimentaux.

Le quatrieme chapitre porte sur des instabilités de forme d’une vésicule tendue lors
de 'absorption de molécules. Suivant la nature des molécules et leur concentration, deux
instabilités peuvent se développer, éventuellement en méme temps : une instabilité de la
forme d’une des phases, qui va alors perdre sa forme initiale en calotte sphérique, et une
instabilité de la forme du systéme complet, qui va entrainer un bourgeonnement puis une
fission des domaines. Ces instabilités étant observées pour des détergents, c’est a dire des
molécules amphiphiles chimiquement passives mais de forme coniques, nous avons construit
un modele strictement mécanique : c’est I'impact de la forme de la molécule sur la forme
locale de la membrane qui détermine si le systeéme initial est stable ou s’il se développe
une seule instabilité, ou les deux. Notre approche, completement analytique, permet aussi
de montrer une similitude entre 1’éjection d’'un domaine induite par ’absorption et celle

observée lors d’un choc osmotique.
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Le dernier chapitre présente une instabilité du contour d’'un domaine lorsque celui est
dissout progressivement dans le milieu environnant. La dissolution du domaine n’entraine
pas la rupture de la membrane mais un mouvement des lipides vers la source ; aussi, nous
sommes en présence d’une instabilité hydrodynamique proche de celle de Saffman-Taylor.
Toutefois, 'aspect bidimensionnel du fluide de lipides entraine une grande différence de
comportement avec les fluides tridimensionnels, méme confinés.

Ces travaux illustrent comment la présence de domaines dans la bicouche permet de
sonder les différentes propriétés de ce matériau anisotrope. La présence des domaines, en
créant une inhomogénéité latérale, fragilise la bicouche en favorisant le développement
d’instabilités ; comprendre les origines physiques de ces instabilités nous permet a la fois
de tester les modeles de la bicouche mais aussi de mieux cerner comment ces domaines

peuvent étre utilisés.






Chapitre 1

Introduction

I.1 Les vésicules : modeéles de la membrane cellulaire

La cellule, la brique élémentaire des étres vivants, est un objet d’une tres grande com-
plexité : c’est une structure capable de s’auto-entretenir, de se dupliquer, d’interagir avec
son environnement, etc. La richesse des propriétés de la cellule est liée a son organisa-
tion interne : la cellule comporte plusieurs compartiments distincts, les organelles (voir
figure 1.1). L’existence de cette organisation interne a été découverte par Golgi a la fin du
XIXCME gidcle mais les principaux progres datent du milieu du XXOMe gidcle avec la mise
au point de la microscopie électronique et des techniques de centrifugation.

Un élément clé pour le fonctionnement de la cellule est sa membrane. Celle-ci forme
une barriere physique, délimitant autant la cellule que les différentes organelles. Elle est
aussi utilisée dans des processus cellulaires actifs, comme le transport de lipides ou de
protéines. La structure de la membrane est connue depuis le début du siecle : elle est
principalement composée d’'une double couche de lipides, des molécules amphiphiles, de
forme cylindrique (voir figure 1.2). La bicouche est tres fine (5 nm) par rapport a la taille des
organelles (environ 1 gm) mais ¢’est une barriere infranchissable pour les ions ou les grosses
molécules. En plus des lipides, la membrane cellulaire comporte des protéines, des sucres,

etc. C’est donc un milieu complexe, chimiquement actif et en constant renouvellement [1].

La forme des lipides est tres importante car elle impose la structure et les propriétés de
la membrane. Les molécules amphiphiles, tels les lipides, sont formées par un fragment hy-
drophile et un fragment hydrophobe ; la nécessité de minimiser le contact entre ’eau et la
partie hydrophobe provoque une organisation spontanée des molécules. La structure adop-
tée dépend de la géométrie des molécules (voir figure 1.3); ainsi, les molécules fortement
coniques, comme les savons classiques, vont s’organiser en petites spheres ou micelles. Les

principaux lipides membranaires, formés par une téte hydrophile et deux queues carbonées
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Membrane nucléaire

Figure I.1: Représentation schématique d’une cellule eucaryote, vue en coupe. La cellule
posséde une organisation tres élaborée, avec différentes organelles dont le noyau, 'appareil
de Golgi, le réticulum endoplasmique et les mitochondries. Image provenant de biologie-

net.free.fr.
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GLOBULAR
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Figure I.2: Représentation schématique de la membrane cellulaire. La membrane est
constituée d’un double feuillet de lipides associé a des protéines et des sucres. Image extraite

de en.wikipedia.org/wiki/Cell_membrane.

hydrophobes, ont une forme cylindrique et s’auto-organisent en une bicouche plane. C’est
probablement cette faculté d’assemblage spontané qui fait des lipides le matériau de choix
pour la construction de la membrane cellulaire.

En raison de la complexité et de I'activité des membranes cellulaires, il n’est pas facile
d’étudier leurs propriétés in vivo. Il parait alors judicieux d’utiliser un systeme modele
formé uniquement de lipides. Les lipides s’organisent en bicouches, qui peuvent s’organiser

en une phase lamellaire ou, lorsqu’elles sont plongées en milieu aqueux, se replier sur elles-
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Figure 1.3: Organisation des molécules amphiphiles en fonction de leurs géométries. Les
détergents classiques ont une forme conique et s’organisent en micelles sphériques. Les
lipides ont, en général, une forme cylindrique et s’organisent en bicouche. Figure extraite
de [4].

mémes pour éviter les bords, formant alors une vésicule (voir figure 1.4). Par rapport a la
membrane cellulaire, les vésicules sont des objets beaucoup plus simples mais aussi beau-
coup plus aisés a controler expérimentalement. Notons qu’une vésicule peut étre formée de
plusieurs bicouches de lipides superposées en une structure lamellaire ; si un nombre im-
portant de bicouches est présent, les propriétés sont proches de celles des cristaux liquides
de type smectiques, conduisant aux figures de myéline [2, 3].

Suivant le mode de préparation, le rayon d’une vésicule varie entre 30 nm et 10 pm.
Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement aux vésicules géantes unilamellaires
(GUV), des vésicules formées d’une seule bicouche de lipides avec des rayons typiques de

10 pm, correspondant a la taille des cellules et aux expériences que nous modélisons.

1.2 Propriétés des vésicules

L’étude des systemes modeles a permis de mieux cerner les propriétés de la bicouche de
lipides et donc des membranes cellulaires. Nous présentons ici ces propriétés et quelques
unes de leurs conséquences. Nous les détaillerons au chapitre II ou nous présentons le
formalisme associé.

La forme des lipides et leur organisation spontanée en deux feuillets font de la bicouche
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Figure I.4: Image en microscopie de contraste de phase d’une vésicule géante. Le schéma
de droite correspond au détail moléculaire de la vésicule, formée d’une bicouche de lipides.

Image extraite de [5].

un matériau aux propriétés tres anisotropes. Toutes les déformations qui séparent les
tétes hydrophiles facilitent la pénétration de 1’eau vers le coeur hydrophobe et sont donc
défavorisées. En conséquence, les bicouches sont pratiquement inextensibles & 1’échelle
moléculaire. Les lipides ne pouvant pas se dissoudre dans ’eau environnante, ils sont
confinés dans le plan de la bicouche mais, comme ils n’ont pas d’interaction structurante
aux températures usuelles, ils peuvent glisser les uns par rapport aux autres dans ce plan.

Aussi, la bicouche se comporte dans son plan comme un fluide.

Courber la membrane nécessite d’écarter légerement les tétes d’un feuillet et de com-
primer celles de 'autre ; c’est une déformation qui a un cout énergétique assez proche de
I’énergie thermique (entre dix et cent fois plus). Aussi, la bicouche est un objet tres souple,
facilement déformable. Les vésicules peuvent donc adopter de nombreuses formes : depuis

celle d’une spheére a celle d’un tore en passant par une étoile, etc (voir figure 1.5) [6-10].

En raison de sa souplesse, la bicouche fluctue autour d’une position moyenne sous
l’effet de I’agitation thermique du milieu environnant. La plupart de ces fluctuations ont
lieu & des échelles inférieures a la résolution des microscopes et sont donc invisibles. La
surface observée en microscopie optique est alors la position moyenne de la bicouche. Il est
possible d’augmenter la surface visible en supprimant des fluctuations, lesquelles servent
de réservoir de matiere [11]; pour cela, il faut soit augmenter le volume intérieur de la
vésicule, par exemple en changeant la pression osmotique [12], soit géner les fluctuations,
par exemple en imposant un flux hydrodynamique [13] ou en approchant la membrane

d’un obstacle [14]. Toutefois, supprimer des fluctuations a un cout entropique ; ceci entraine
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Figure I.5: Différentes formes de vésicules. (a) Vésicules de genre topolo-
gique non sphérique ainsi que les formes numériques associées. Image extraite
de www.chem.ucla.edu/michalet/papers/larecherche/f-larecherche.html. (b) Vésicules en
‘étoiles de mer’, observées en microscopie de contraste de phase et comparées aux formes

obtenues numériquement (figures du bas). La barre représente 5 pm. Image extraite de [9].

I’existence d’une tension de surface dépendante de I’étirement de la vésicule : moins il reste
de fluctuations, plus il est entropiquement favorable de regagner des degrés de liberté. De
méme, lorsque la vésicule est approchée d’un obstacle, il apparait une force répulsive, dite
de Helfrich, a longue portée [8,14].

Les fluctuations de la bicouche ont aussi des effets sur les molécules absorbées dans
la membrane : la présence de molécules absorbées dans la bicouche va empécher certaines
fluctuations. Aussi, il est préférable d’éloigner le plus possible les molécules pour augmenter
I’entropie ; il apparait donc une force répulsive a longue portée entre les molécules, qui peut

jouer un réle dans 'arrangement des molécules sur la bicouche [15,16].

I.3 Applications des vésicules

En plus d’étre un systeme mimétique de la membrane cellulaire, les vésicules sont
largement utilisées dans d’autres applications, principalement pour leur capacité a séparer

deux milieux aqueux 1'un de 'autre.

I.3.a Intérét thérapeutique

Les vésicules utilisées a des fins thérapeutiques sont appelées liposomes. Elles peuvent
étre utilisées pour transporter dans l'organisme des médicaments hydrophiles ou non :
un médicament soluble dans ’eau sera dissout dans le milieu aqueux a l'intérieur de la

vésicule alors qu'un médicament hydrophobe sera dissout dans la bicouche. Les liposomes
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permettent plusieurs modes de délivrance des médicaments soit en fusionnant avec la
membrane cellulaire soit en étant endocytés dans la cellule soit méme en diffusant pro-
gressivement la molécule active a proximité de la cellule [17].

Les liposomes peuvent étre, suivant les besoins, inhalés dans les poumons, injectés dans
un muscle ou injectés dans le sang. Toutefois, sans préparation spéciale, les liposomes sont
rapidement éliminés de la circulation par I'organisme, qui les accumule dans le foie et la
rate. Aussi, c’est une méthode bien adaptée pour traiter des affections spécifiques de ces
deux organes. Il est possible d’augmenter la durée de vie des liposomes dans le sang, par
exemple par addition de polyéthyleneglycol ou de gangliosides. Ceci permet le traitement
d’autres organes mais nécessite une préparation plus complexe du liposome.

Leur capacités a fusionner avec la membrane rend les liposomes intéressants pour la
thérapie génique : ils permettent d’amener des fragments d’ADN dans la cellule. Toutefois,
cette technique nécessite une préparation complexe de la vésicule et ne permet pas encore
un aussi bon ciblage du noyau cellulaire que les vecteurs viraux [18]. Par contre, la capa-
cité a exposer des protéines a la surface permet d’utiliser les liposomes comme vaccins,
ayant ’avantage de ne pas contenir de matériel génétique tout en présentant la molécule

antigénique [17].

I.3.b Intérét cosmétologique

Les vésicules utilisées dans la cosmétique sont aussi appelées liposomes. Tout comme
celles utilisées en pharmacie, elles servent a appliquer localement une substance, sur la
peau dans le cas présent. En effet, la cosmétique utilise largement des préparations a
base d’émulsions huileuses ou de solutions alcooliques ; 'application prolongée d’huile ou
d’alcool pouvant abimer la peau, il est préférable de localiser le traitement. De plus, 1'uti-
lisation de liposomes capables de fusionner avec les cellules pourrait augmenter efficacité

de certains produits.

I.3.c Intérét biologique

Les vésicules, utilisées comme systemes modeles de la membrane cellulaire, ont large-
ment contribué & en comprendre les propriétés mécaniques. Mais leur intérét biomimétique
ne s’arréte pas la : elles permettent aussi de mimer des processus cellulaires impliquant la
membrane. Ainsi, il est possible de tester un mécanisme supposé de formation de tubes de
membrane dans les cellules [19] (voir chapitre III). De méme, il est possible de reconstituer
dans une vésicule un aster de microtubules, c’est a dire une structure de microtubules en
étoile (voir figure 1.6) [20]. Les microtubules sont des filaments de tubulines polymérisées

et sont utilisés par la cellule comme composants de son cytosquelette ; lors de la réplica-
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Figure 1.6: Photographie de mi-
crotubules poussant en étoile de-
puis un centrosome; la structure
formée mime celle d’un aster cel-
lulaire. Cette structure a été réa-
lisé en solution. Image extraite de
users.ren.com/ jkimball.ma.ultranet/
BiologyPages/C/ Cytoskeleton.html

tion de la cellule, il apparait un aster de microtubules qui va permettre de tirer de part
et d’autre le matériel génétique. Comprendre comment ces structures grandissent et inter-

agissent avec la membrane est une étape dans la compréhension du processus de division.

A plus long terme, il est envisageable d’utiliser les vésicules pour déterminer les consti-
tuants essentiels au fonctionnement d’une cellule. Ainsi, I’équipe d’Albert Libchaber a
construit un systéme permettant ’expression de geénes dans une vésicule [21]. Le systeme
est formé d’une vésicule contenant des extraits cellulaires, comportant tout 'appareillage
protéique pour 'expression des genes ainsi que des genes a exprimer. L’énergie nécessaire
au fonctionnement de ce systéme est fourni par I’ATP dissout dans le milieu environnant ;
pour permettre & 'ATP de pénétrer dans la vésicule, une protéine formant des pores est
synthétisée par le génome présent dans la vésicule. Ces pores sont suffisamment grands
pour faire rentrer 'ATP mais suffisamment petits pour ne pas permettre la sortie du
contenu de la vésicule. Le bon fonctionnement de cette cellule artificielle est vérifié en ex-
primant un peptide fluorescent : I'intensité de fluorescence croit pendant plusieurs heures

(voir figure 1.7).

I.3.d Intérét en micro-manipulation

Les vésicules forment des réservoirs de petits volumes, isolés du milieu environnant.
Aussi, il est possible de les utiliser comme des petits réacteurs chimiques, en induisant
des réactions a lintérieur de l'espace confiné d’une vésicule [22-24]. La possibilité de
connecter les vésicules par des tubes de membrane permet aussi de former des circuits
micro-fluidiques [25] (voir figure 1.8). Les contenus peuvent étre transférés d’une vésicule
a une autre simplement en appuyant sur la vésicule a remplir : la présence d’'un obstacle
augmente la tension de surface, qui provoque un flux de lipides et un écoulement depuis

la vésicule voisine [26].
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Figure I.7: Vésicule exprimant le
peptide fluorescent 18L-eGFP ; la vési-

cule contient un plasmide contenant le

gene pour ce peptide ainsi que des ex-

traits cellulaires de la bactérie E. Coli.

2r ] L’énergie est fournie pour 'ATP dis-
sout dans le milieu environnant. (A)
151 | Images en fluorescence d’une vésicule
unique et d’un doublet de vésicules

exprimant le peptide fluorescent 18L-

eGFP[uM]

eGFP depuis cing heures. La barre re-

présente 15 um. (B) Cinétique de l'ex-

0 ) ) pression au cours du temps. Images
0 5 10 15 20 25 30 extraites de [21].

Time [hours]

L 1 I

Figure I.8: Réseau de vésicules
complétement connecté. (A) Image
en fluorescence de quatre vésicules
connectées par un réseau de tubes.
Les bicouches lipidiques sont rendues
fluorescentes a ’aide d’un marqueur.
Barre : 10 pm. (B) Schéma du réseau

formé. Images extraites de [25].

Les vésicules peuvent aussi servir pour mesurer des forces, bien que les globules rouges
soient plus souvent utilisées. Elles sont alors utilisées comme des ressorts de petite taille,
par exemple pour mesurer l'interaction entre deux molécules uniques [27]. Le principe de ce

type d’expérience est le méme que celui du microscope a force atomique : on approche deux
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surfaces couvertes des molécules pertinentes ; lorsque les deux surfaces sont suffisamment
proches, les molécules interagissent, ce qui exerce une force sur le systeme. Cette force
peut étre mesurée en observant la déformation de la vésicule supportant I'une des deux

surfaces, I’équivalent de la cantilever du microscope a force atomique.

1.4 Meélange de lipides

La membrane cellulaire n’est pas formée d’un seul type de lipides mais d’un mélange.
En raison de la faible interaction entre les lipides de la membrane cellulaire, les molécules
diffusent librement dans le plan de la bicouche et la membrane cellulaire semble pouvoir
étre décrite comme un fluide homogene, servant de solvant pour les protéines [28]. Tou-
tefois, la situation est plus complexe : il existe des domaines dans la membrane. Certains
domaines sont dus a des assemblages de protéines, comme les puits formés par la polyméri-
sation de la clathrine ou les cavéolines (voir figure 1.9). De plus, il y a de bonnes preuves de
I’existence de 'rafts’ ou radeaux, des domaines de composition lipidique différente, formés
par une séparation de phase des constituants de la membrane. L’existence de ces domaines
a été supposée d’abord pour expliquer un transport spécifique de certains lipides, expli-
quant la différence de composition des différentes organelles. Depuis, de nombreux travaux
ont porté sur les 'rafts’ mais ceux-ci restent encore mal connus sur beaucoup de points,
comme leur composition précise, leur taille et leur role exact dans le fonctionnement de la
cellule. Ainsi, si les 'rafts’ ont été supposés impliqués dans un nombre impressionnant de
fonctions ou de maladies de la cellule, il y a aujourd’hui une remise en question de leur
role réel.

Il est possible de former une bicouche comportant plusieurs types de lipides. L’étude de
tels systemes a permis de mieux comprendre dans quelles conditions un mélange de lipides
peut se séparer en des phases différentes, ainsi que les propriétés physico-chimiques des
domaines formés. En utilisant des vésicules reproduisant la composition d’'une membrane
cellulaire, on peut observer une séparation de phase avec la formation de domaines de
compositions différentes. Ce systeme modele permet de mieux comprendre les interactions
entre ces domaines et la bicouche classique et, ainsi leur importance biologique. Il faut
néanmoins souligner que ce systéeme modele est tres différent des 'rafts’ : les domaines ob-
servés dans les vésicules sont beaucoup plus grands et stables que les ‘rafts’, probablement

en raison de ’absence d’activité de la bicouche de la vésicule.

I.4.a Les lipides de la membrane

La membrane cellulaire est formée principalement de trois familles de lipides, de struc-

tures chimiques différentes, et donc de propriétés physico-chimiques différentes. Une famille
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Figure I1.9: Domaine membranaire recouvert par la protéine clathrine. La protéine poly-
mérise a la surface de la bicouche et entraine, sous certaines conditions, la formation d’un

bourgeon. Image extraite de www.ub.es/biocel/wbc/biocel /matrices_clatrina.htm

de lipides comporte plusieurs molécules avec une structure de base commune, différant soit
par 'extrémité de la téte hydrophile, soit par la longueur des chaines carbonées (voir figure
1.10). Les sphingolipides (comme la sphingomyéline) different, au moins dans les extraits
naturels, des glycérolipides (comme la phosphatidylcholine) par des chaines carbonées plus
longues et plus saturées et par la présence d’'un groupement céramide a la place du glycérol
entre les chaines carbonées et la téte hydrophile. La longueur et la saturation des chaines
privilégient une compaction plus importante des chaines dans la bicouche. Les groupe-
ments céramides ont la capacité de former une liaison hydrogene entre eux, a 'inverse des

groupements glycérols.

Le cholestérol a une structure tres différente : c’est une molécule tres hydrophobe,
tres rigide, avec une petite téte hydrophile. Il est plus petit que les autres lipides de la
membrane. Le cholestérol peut interagir avec les lipides environnants soit par des liaisons

hydrogenes soit en favorisant la compaction des chaines.
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Figure I1.10: Structure chimique des trois composants majeurs des membranes cellulaires :
un glycérolipide (phosphatylcholine), un sphingolipide (sphingomyéline) et le stérol choles-

térol. L’'image est extraite de [29] & partir de structures provenant de www.avantilipids.com

I.4.b Différents états des bicouches lipidiques

L’utilisation de vésicules a permis d’étudier les différentes phases possibles de la bi-
couche, en changeant la température ou la composition [30]. Il existe ainsi une phase
lamellaire fluide ou liquide-désordonnée, correspondant a la bicouche ’classique’, dite L,
ou lg; les lipides y sont libres de se déplacer les uns par rapport aux autres et les chaines
hydrophobes ont un niveau d’entropie élevé. Lorsque la température devient inférieure
a la température de fusion (Tyr, ou ‘melting temperature’), les lipides se structurent en
une phase solide-ordonnée ou phase gel, dite Lg; les interactions de Van der Waals entre

les chaines hydrophobes sont alors optimisées et les lipides ne bougent pratiquement pas.
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Figure I.11: Coupe schématique d’une bicouche comportant un domaine liquide-ordonné.
Les lipides dans le domaine peuvent bouger librement mais sont plus ordonnés; le domaine

est 1égerement plus épais.

Bien sur, la température dépend des interactions et donc du lipide considéré ; par exemple,
plus les chaines carbonées sont longues, plus la température de transition est élevée. La
coexistence entre des phases gel et liquide-désordonnée a été clairement observée sur des
vésicules binaires [31]. Par contre, il semble qu’il ne puisse pas exister de phase gel dans
les membranes biologiques [32] : la température de transition est trop basse.

La coexistence de deux phases liquides peut étre observée sur des vésicules binaires
contenant du cholestérol. Il existe alors une phase ’classique’ liquide-désordonnée et une
phase liquide-ordonnée (ou 1,). Dans une phase liquide-ordonnée, les chaines carbonées
des lipides sont allongées a leur maximum, comme dans une phase gel, mais les lipides
conservent leur mobilité latérale, comme dans la phase liquide-désordonnée. L’existence
de phases liquide-ordonnées semble due a la présence du cholestérol, qui génerait les mou-
vements des autres lipides et donc les forcerait a s’ordonner, tout en les empéchant d’at-
teindre la compaction nécessaire a la phase gel. De plus, la plus grande structuration des
chaines entraine un épaississement de la bicouche (voir figure I1.11) : environ 5 nm au lieu
de 4 nm pour une bicouche classique [33].

Il suffit d’utiliser une vésicule binaire pour observer une séparation de phase, mais
pour mieux imiter la membrane cellulaire, il est possible d’utiliser un mélange ternaire : la
membrane cellulaire est formée essentiellement d’un mélange de trois familles de lipides, les
sphingolypides (dont la sphingomyéline), les glycérolipides (dont la phosphatidylcholine)

et les stérols (dont le cholestérol)

I.4.c Mélanges ternaires de lipides

A haute température, les bicouches formées d’un mélange ternaire sont en phase liquide-
désordonnée. En abaissant la température, il est possible d’observer des phases soit liquide-

ordonnée soit gel. Dans les mélanges phospholipides / sphingolipides / cholestérol, il se
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Figure I1.12: Images de vésicules géantes unilammelaires en fonction de la température. Les
images correspondant au niveau de fluorescence en excitation & deux photons, la bicouche
étant marquée au LAURDAN dont la fréquence d’émission dépend de l’environnement.
Les vésicules sont formées d’un mélange DOPC/cholestérol/sphingomyeline en proportion
1/1/1 avec 1% en mole de marqueur. Les images montrent une vue du pole de la vésicule,
sauf celle en bas a droite qui montre une vue équatoriale, pour vérifier I’absence d’autres

vésicules & U'intérieur. La barre représente 50 pm. Image extraite de [34].

forme, dans la plupart des cas, un mélange de deux phases : une phase liquide-ordonnée et
une liquide-désordonnée [34], la phase liquide-ordonnée étant enrichie en sphingomyéline et
en cholestérol. Il est relativement simple d’observer en fluorescence les phases séparées, soit
en marquant une petite quantité de phospholipides qui va étre pratiquement exclu de la
phase ordonnée, soit en utilisant un marqueur lipidique dont la longueur d’onde d’émission
dépend de son environnement. Sur une vésicule géante, on observe alors des domaines dont
la taille atteint facilement 10 pm ; cette taille diminue lorsque la température augmente,

jusqu’a disparaitre (voir figure 1.12).

L’observation de bicouches bi-phasiques a permis de constater que les domaines liquide-
ordonnés se déplacent aléatoirement a la surface de la bicouche liquide-désordonnée et que
deux domaines qui se rencontrent peuvent fusionner. Notons qu’il n’y a pas d’observation
de dissymétrie entre les deux feuillets, avec un domaine sur un feuillet et pas sur autre,

ce qui suggere I'existence d’un couplage entre les feuillets de la bicouche [35].

Le diagramme de phase du mélange phospholipides/sphingolipides/cholestérol a été
établi pour différentes températures et différents lipides de chaque famille [29, 30, 36,37])
(voir figure 1.13).
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Figure 1.13: Diagrammes de phase partiels pour des vésicules composées d’un mé-

lange ternaire de lipides pour différentes températures. Les figures (a-c) correspondent
a4 un mélange DOPC/PSM/Cholestérol, avec DOPC un phospholipide (le dioleoyl-
phosphatidylcholine) et PSM un sphingolipide. Les figures (d-f) correspondent & un mélange
POPC/PSM/Cholestérol avec POPC un phospholipide différent de DOPC (une des deux
chaines est plus courte). Les points blanc indiquent que la vésicule est homogene, soit en
phase liquide (cercle) soit en phase gel (carrés). Les cercles noirs indiquent la coexistence
de deux phases liquides et les carrés gris la coexistence d’une phase gel et d’'une phase

liquide. Tmage extraite de [37].

I.4.d Domaines dans la membrane cellulaire

L’étude des domaines liquide-ordonnés dans des systemes modeles permet de cerner
leurs propriétés physico-chimiques. Toutefois, la pertinence de ces domaines comme modele
des domaines cellulaires est une question encore ouverte : si leur existence est pratiquement
certaine, la composition, la taille et les origines des rafts ne sont pas parfaitement définis.

Les premieres analyses de la composition des rafts ont été réalisées a la fin des années

80. Pour isoler les rafts, la membrane est partiellement solubilisée avec des détergents
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doux, tels que le Triton X-100 ou le Brij 98. Il reste alors une fraction de la membrane
qui est insoluble, la DRM pour Detergent Resistant Membrane. Elle ne serait pas solubi-
lisée a cause d’interactions internes et donc correspondrait a une phase liquide-ordonnée.
Toutefois, 'utilisation de détergents différents donne des compositions différentes pour
la DRM. L’utilisation de méthodes sans détergents, comme la destruction par ultra-son,
pour isoler les rafts conduit aussi a des compositions différentes. Plusieurs hypotheses ont
été avancées pour expliquer ces résultats [38] : soit les rafts n’ont pas une composition
homogene, soit tous les rafts sont homogenes et identiques mais les différentes méthodes
extraient spécifiquement certains lipides, soit il existe plusieurs types de rafts, homogenes
mais de compositions différentes, tous n’étant pas extrait par les méme détergents. C’est

cette derniere hypothese qui semble la plus probable.

Un autre probléeme est la détermination de la taille des ’rafts’. Sur une vésicule, la
taille des domaines est facilement supérieure au micrometre, ce qui les rend facilement
observables. Toutefois, il n’existe pas de domaines de cette taille dans les cellules non
traitées. In vivo, les différentes méthodes de mesures conduisent a des tailles entre 1 et 20
nm, en tout cas inférieures a 100 nm, tres petites devant la taille des domaines observés

in vitro [39]. Ici encore, les résultats varient avec la méthode utilisée.

L’impact de 'existence des rafts sur la cellule est par contre mieux cerné. La présence
des rafts crée une organisation latérale de la membrane, qui permet de confiner certaines
protéines dans un petit espace ou, au contraire, de séparer différentes protéines. Ainsi,
les rafts peuvent jouer un role en concentrant dans une méme zone différents partenaires
protéiques, et éventuellement en modifiant leur activité. L’existence de protéines associées

aux DRM, comme les protéines GPI, va dans le sens de cette hypothese.

Parmi les conséquences de 'existence des rafts, il y a le tri de composants membra-
naires : le transport spécifique des rafts fournit une explication a la différence de com-
position lipidique entre les différentes organelles d’'une méme cellule. Toutefois, les rafts
pourraient aussi étre impliqués dans plusieurs processus cellulaires, comme 1’endocytose,

I'adhésion cellulaire ou la motilité [39,40].

Du point de vue biologique, le probleme des rafts cellulaires est donc encore large-
ment ouvert. Si il paralt clair que les rafts sont des objets de petite taille, enrichis en
sphingolipides et en cholestérols, leur composition exacte, leur taille, leurs mécanismes de
formation et leurs fonctions précises restent encore mal compris. L’étude des vésicules a
plusieurs phases ne permettra pas de répondre a I’ensemble de ces questions mais elle four-
nit un moyen simple pour tester certaines hypotheses, en particulier sur le comportement

mécanique de ces domaines ou leur interaction avec d’autres molécules.
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1.5 Résumé

Les lipides possedent la propriété de s’organiser spontanément en une bicouche. Cette
structure, a la base de la membrane cellulaire, a des propriétés tres anisotropes : elle est
fluide dans son plan et élastique en dehors. C’est un matériau tres facilement déformable,
sensible a ’agitation thermique. Les vésicules, des bicouches refermées sur elles-mémes,
sont largement utilisées a la fois en biologie, comme systéme modele de la membrane
cellulaire, et en physico-chimie, en particulier pour leur capacité a séparer physiquement
un petit volume d’eau du milieu aqueux environnant.

Les propriétés de la bicouche homogene sont aujourd’hui bien comprises. Pour progres-
ser dans la modélisation de la membrane, des vésicules composées de plusieurs types de
lipides ont été développées. De tels mélanges présentent des séparations de phases, condui-
sant & la formation de domaines de composition différente, flottant dans une membrane
classique.

Le mélange ternaire de phospholipides, de sphingolipides et de cholestérol a été large-
ment étudié récemment car il semble un bon modele de la composition de la membrane cel-
lulaire. Ce mélange présente une séparation de phase en une phase liquide-désordonnée et
une phase liquide-ordonnée, plus riche en cholestérol et sphingomyéline. La phase liquide-
ordonnée mimerait alors les rafts, des domaines de la membrane cellulaire, auxquels on
attribue un réle possible dans un grand nombre de fonctions ou de déreglements cellulaires.

Les ’rafts’ cellulaires sont encore mal connus et I’étude des phases liquide-ordonnées
permettra d’apporter des réponses sur 'origine de la séparation de phase et sur la méca-
nique de telles structures. En plus de présenter un intérét biologique, I’étude des domaines
liquide-ordonnés permet de tester les modeles décrivant les bicouches de lipides a la fois
pour les déformations hors du plan et pour le comportement hydrodynamique dans le plan,

comme nous le verrons dans la suite.
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Physique de la bicouche

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés mécaniques de la bicouche lipidique
ainsi que le formalisme associé. Nous introduisons la description de Helfrich de la bicouche,
qui donne son comportement pour des contraintes hors de son plan; nous décrivons aussi
des extensions de ce modele, en particulier pour décrire I’absorption de molécules dans la
bicouche. Nous introduisons aussi I’hydrodynamique adaptée aux bicouches fluides. Enfin,
nous montrons comment ces formalismes sont mis en place pour décrire une vésicule a

plusieurs domaines.

II1.1  Elasticité de Helfrich

La bicouche lipidique est, comme nous ’avons vu au chapitre précédent, formée par une
double couche de molécules, d’une épaisseur d’environ 40 A. Pour les expériences visualisées
en microscopie optique (avec une résolution de I'ordre du micrometre), la bicouche apparait
donc comme un milieu continu, bien décrit par une surface d’épaisseur nulle. La bicouche
est un milieu anisotrope : elle se comporte comme un fluide pour les déformations dans son
plan et comme un solide pour les déformations en dehors du plan. L’élasticité classique des
plaques ne décrivant pas cette anisotropie, Canham [41] puis Helfrich [42] ont introduit un
modele adapté, que nous présentons ici.

Trois déformations élémentaires permettent de décrire la mécanique de la membrane :

I’étirement, le cisaillement et la courbure (figure II.1).

Etirement

L’étirement déforme la membrane dans son plan, sans conserver sa surface. A ’échelle
moléculaire, il entraine un écartement des tétes hydrophiles et favorise la pénétration de
I’eau vers le coeur hydrophobe. Les énergies nécessaires sont trés grandes devant les autres

énergies de ce systeme. Il est donc tres difficile d’augmenter la surface de la bicouche en
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Figure II.1: Représentation schématique des trois déformations élémentaires d’'une mem-

brane plane : (a) Etirement ; (b) Cisaillement ; (c¢) Flexion (d’apres [43]).

I’étirant. Aussi, on considére classiquement que l'aire de chaque lipide, et donc celle de la

bicouche, est constante.

Cisaillement

La fluidité de la membrane dans son plan entralne la relaxation des contraintes de
cisaillement. Les mouvements dans le plan de la membrane sont donc décrits par 'hydro-
dynamique d’un fluide bidimensionnel incompressible et visqueux. Aussi, il n’y a pas de

cisaillement dans une vésicule.

Flexion

Cette déformation se fait en dehors du plan, a surface quasi-constante. Elle nécessite
d’écarter légerement les tétes hydrophiles du feuillet externe de la bicouche, tout en com-
primant celles du feuillet interne. Cette déformation demande des énergies plus faibles que
I’étirement et controle la forme de la vésicule pour des contraintes usuelles.

Il est possible de construire une énergie élastique en utilisant les invariants du tenseur
de courbure de la surface : la courbure moyenne H et la courbure de Gauss K. Pour des
courbures faibles, nous pouvons nous limiter a l'ordre le plus bas du développement de
I’énergie en fonction de la courbure. L’énergie obtenue est celle introduite par Helfrich [42]
en 1973 :

Fooury = = / (H — Ho)%dS + kg / KdsS, (IL1)

2 Js s
ou k, le module de flambage, et kg, le module de Gauss, sont les constantes élastiques. Ces
deux modules sont homogenes a des énergies. Hy est la courbure spontanée, représentant
une possible dissymétrie des deux feuillets de la bicouche. Les vésicules géantes sont en

général symétriques [35] et nous considérerons dans la suite que Hy = 0. Cette hypothese
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Figure II.2: Exemples de vésicules pour différentes valeurs du genre topologique : une

sphere (g = 0), un tore (g = 1) et un double tore (g = 2) (d’apres [5]).

n’est pas adaptée pour les parois cellulaires, en raison des protéines flippases qui échangent
des lipides entre les feuillets de la bicouche [44,45]. Notons que, dans la formule précédente,
H est la courbure totale, valant deux fois la courbure moyenne, le terme ”courbure moyenne”

étant couramment utilisé par abus pour désigner aussi la courbure totale.

La contribution de la courbure de Gauss est un invariant topologique pour une vésicule

homogene fermée, selon le théoreme de Gauss-Bonnet :

Iig/ KdS = dnkg(1 — g),
S

ol g est le genre topologique de la vésicule. g peut étre compris simplement comme le
nombre de poignées dans la vésicule : ¢ = 0 pour une sphere, 1 pour un tore... (voir
figure I1.2). En conséquence, la valeur du module de Gauss k¢ est délicate a mesurer car
elle nécessite un changement de topologie. La stabilité thermodynamique des vésicules
impose —2k < kg < 0. La mesure de I’énergie de transition entre une phase lamellaire
et une phase cubique inversée de bicouches a permis récemment de déterminer une valeur
de la courbure de Gauss, égale & —0,83 x [46] (voir figure I1.3). Notons ici encore que le

modele differe de 1’élasticité classique des plaques : le module de Gauss est négatif.

L’énergie de Gauss ne contribue pas a la réponse a la courbure de la bicouche si il
n’y a pas de changement de topologie. L’énergie typique des déformations élastiques de la
bicouche est donc donnée par le module de flambage . Son ordre de grandeur est bien
connu, bien que sa valeur dépende fortement de la composition de la membrane et des
conditions de mesure [8]. Pour une membrane classique, liquide-désordonnée, I'ordre de

grandeur est xk ~ 20kpT et, pour une membrane liquide-ordonnée, x ~ 60kgT [48].
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Figure I1.3: Structures de base des phases lamellaire (a) et cubique inversée (b). Images
extraites de [47].

I1.2 Fluctuations

Le module de flambage de la bicouche, k, est suffisament peu supérieur a 1’énergie
thermique, kgT, pour que la membrane soit soumise au mouvement brownien et fluctue
autour d’une position moyenne. L’énergie élastique de la bicouche n’introduit pas de taille
caractéristique pour les déformations de courbure. Aussi, il existe des fluctuations a toutes
les échelles et, en particulier, & des échelles inférieures a 1’échelle ”d’observation” a laquelle
la bicouche est décrite dans le modele de Canham et Helfrich [12,49]. Trois surfaces carac-
térisent alors la membrane : la surface a I’échelle d’observation (A), la surface a 'échelle
moléculaire (A) et la surface occupée par la position moyenne de la membrane (S) (voir
figure I1.4) ; laire observée A doit satisfaire S < A < A. Pour une vésicule sphérique de
rayon R, on a S = 4w R?.

Entraver les fluctuations est entropiquement défavorable, la membrane exercant alors
une force de réaction pour les augmenter de nouveau [14,49]. Suivant la valeur de I’exces
d’aire o, = (A—9)/S, la membrane peut se trouver dans deux régimes [11]. Pour un large
exces d’aire, la membrane est dans un régime “souple” ou elle fluctue a toutes les échelles
et donc a des échelles supérieures a ’échelle d’observation ; on a alors S < A (voir figure
I1.5a). Pour un faible exces d’aire, la membrane est dans un régime "tendu” dans lequel il
n’y a plus de fluctuations a I’échelle d’observation, bien qu’il en reste & des échelles plus
petites (voir figures I1.4 et I1.5b); on a alors S = A.

L’énergie de courbure introduite par Canham et Helfrich peut étre adaptée pour

prendre en compte les fluctuations en introduisant une tension de surface effective ¥ [49] :

F, = R/ (H —Hp)%dS + Hg/ KdS + Z/ ds. (I1.2)

2 /s S s
C’est cette énergie que nous utiliserons dans la suite pour décrire le comportement pour des
déformations de la bicouche hors de son plan. Les formes d’équilibre de la vésicule sont alors

obtenues par un processus variationnel, qui conduit aux équations de formes (ou Euler-
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Figure II.4: Représentation schéma-
tique d’une membrane d’aire micro-
scopique A et d’aire optique A, atta-
chée & un cadre solide de taille S = L?2.
(a) Une membrane avec un large exces
d’aire présente de larges fluctuations
visibles & 1’échelle d’observation. (b)
Une membrane avec un faible exces
d’aire ne fluctue pas a ’échelle d’ob-
servation. La présence d’une sollicita-
tion extérieure modifie 'exces d’aire
(ag et by) (d’apres [11]).

Figure I1.5: Vésicules vues en microscopie de fluorescence. (a) La vésicule est détendue,
sa surface présentant des fluctuations de grandes échelles. Les fluctuations sont clairement
résolues car la viscosité du milieu environnant a été rendue nettement supérieure a celle
de T'eau par l'ajout de glycérol. (b) La vésicule est tendue, sa surface est parfaitement

sphérique. Barre d’échelle : 10 um (d’apres [50]).

Lagrange) et, éventuellement, aux conditions aux bords. L’utilisation de multiplicateurs
de Lagrange permet d’assurer les contraintes sur le systeme dans le processus variationnel.
La détermination des expressions des courbures moyennes et de Gauss est donc une étape
essentielle pour la détermination des formes de vésicules. Nous présentons dans ’annexe
A les bases de géométrie différentielle nécessaires pour y parvenir.

La tension de surface effective dépend fortement du régime de la membrane. Pour
une membrane souple, > ~ 0 : la vésicule fluctue suffisamment pour pouvoir étre étirée

pratiquement sans cotuit. Pour une membrane tendue, la tension de surface varie exponen-
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Figure II.6: Variation de surface d’une vésicule aspirée par une micro-pipette. (a) Image
en microscopie d'une vésicule aspirée dans une micro-pipette; le diametre de la vésicule
est d’environ 20 pm, celui de la micro-pipette d’environ 8 um. Les images de haut en
bas correspondant a une aspiration croissante, associée a une augmentation de la tension
de la vésicule et de sa surface (environ 1% entre deux images). (b) Courbe de la tension
de surface de la vésicule en fonction de I'augmentation de ’aire visible. Images extraites
de [12].

tiellement avec la surface visible A (avec A = S ici) de la vésicule [49] :
> = 3Ygexp (—Z—;Lf)

Aussi, pour une membrane tendue, une petite variation de la surface visible entraine une
variation d’énergie grande par rapport a l’énergie élastique. Tant que nous considérons
des déformations de courbure, nous pouvons donc supposer la surface constante. Lorsque
des contraintes importantes, comme une pression osmotique, sont appliquées, la tension
de surface et aire visible varient [12] (voir figure I1.6). Toutefois, au dela de quelques
pourcents d’augmentation de la surface, un pore circulaire va se former pour relaxer la
tension de surface, en vidant une partie du volume de la vésicule [8,50] (voir figure I1.7).
Il est donc aussi possible de supposer constante la surface d’une vésicule déja tendue.

Les ions et les grosses molécules présentes dans la solution ne peuvent pas traverser
la bicouche de lipides. Par contre, elle est perméable aux molécules d’eau; la bicouche
est donc une surface semi-perméable, permettant I’apparition d’une différence de pression
osmotique P entre 'intérieur et 'extérieur de la vésicule. La forme d’équilibre de la vésicule

est alors donnée par la minimisation de 1’énergie :

Foes = f/ (H— H0)2dS+/-eG/ de+z/ ds - P/ v, (IL3)
2 Js S S v
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Figure II.7: Pores transitoires, a différentes positions, lorsque la vésicule devient trop

tendue. Images extraites de [51].

Figure II.8: Vue latérale d'une vé-
sicule adhérente sur un substrat. La
vésicule apparait aussi en miroir car
le substrat réfléchit la lumiere. Barre
d’échelle : 10 pm (d’apres [54]).

I1.3 Formes d’équilibre

Lorsque la membrane n’est pas tendue, elle dispose d’un réservoir important de surface,
ce que lui permet d’adopter des formes tres variées [52, 53] : oblongue, discoide, poire,
étoile, etc (voir figure 1.5). La minimisation de 1’énergie de la vésicule se fait alors en
supposant que la surface et le volume de la vésicule sont fixes. Ces hypotheses ne sont pas
en contradiction avec ’hypothese de tension de surface nulle. En effet, la surface conservée
n’est pas la surface visible (A) mais la surface de la position moyenne (S), dont la valeur
n’est pas connue a priori mais mesurée expérimentalement.

Lorsque la vésicule est tendue par une pression osmotique, elle se comporte comme

une bulle de savon pour des longueurs supérieures a la longueur élastique [ :

K
R
2%

Sa forme d’équilibre est alors simplement celle d’une sphére (voir figure I1.5b), sauf si une
contrainte importante est imposée, comme lors de ’adhésion & un substrat (voir figure I1.8).
Les effets élastiques affectent alors le raccord entre la zone d’adhésion et la zone décollée.

Les effets élastiques sont aussi importants lorsqu’une force localisée est exercée sur la
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Figure I1.9: Principe de 'élasticité de différence d’aire. Les deux feuillets de la bicouche
ont des surfaces différentes. Pour que leur surface en contact soit la méme, il faut les

courber, le feuillet le plus large se trouvant alors a l'extérieur.

membrane : ils permettent la formation de tubes, comme nous le verrons au chapitre III.

I1.4 Modéle en double couche : effets de différence d’aires

Le modele introduit par Canham et Helfrich permet d’expliquer I’essentiel des proprié-
tés de la bicouche a partir d’arguments simples. Toutefois, dans le cas de membranes déten-
dues, il ne permet pas d’expliquer toutes les formes observées expérimentalement [9,55,56].
Aussi, le modele a été complété, en particulier pour mieux prendre en compte la structure
en double couche de la membrane lipidique [56].

Les deux feuillets de la membrane n’ont pas forcément le méme nombre de lipides, ce
qui impose une différence d’aires a 1’équilibre et force la membrane a se courber, avec le
feuillet le plus large a l'extérieur (figure 11.9). Ceci peut étre décrit par un couplage entre
la densité de lipides dans un feuillet et la courbure de la bicouche. L’énergie adaptée est
alors [57] :

_ P2 d, 2, X o2
Fc_/8<2H AdaH+Soa? + Sox )ds, (I1.4)

en considérant une membrane sans courbure spontanée (Hyp = 0). ¢pa = (¢4 — ¢—)/2
est la différence de densité entre les deux feuillets; ¢x = (¢4 + ¢— — 2¢0)/2 est Pécart
entre la densité moyenne des deux feuillets avec la densité d’équilibre ¢g. Le terme en A
couple la courbure moyenne a I’écart de densité. Les termes en « décrivent les interactions
latérales entre lipides et peuvent étre compris comme un développement de Landau autour
de la concentration d’équilibre ¢g. Cette énergie présente des similitudes avec 1’énergie
d’interaction entre une membrane et des protéines, telle qu’introduite par S. Leibler [58],
sur laquelle nous reviendrons par la suite.

Pour une vésicule fermée, il n’y a pas de réservoir de lipides et 1’énergie précédente doit
étre minimisée & nombre de lipides constant. Deux modeles sont alors possibles, le modele
dit BC pour "Bilayer couple” qui impose un nombre de lipides constant sur chaque feuillet

[59,60] et le modele dit ADE pour ”Area-Difference-Elasticity” qui autorise 1’échange de



11.5. Absorption de molécules 37

lipides entre les deux feuillets [61,62]. Notons qu’imposer localement la valeur de ¢ A revient
a introduire une courbure spontanée dans la membrane.
L’énergie de courbure, pour le modele ADE, peut s’écrire sous la forme de la somme

d’un terme local, identique & celui de Canham et Helfrich, et d’un terme global :

kam
8Ad?

Fapp = g /S (H)2dS + (AA — AAy)?, (IL5)
ou AA est la différence d’aire entre les deux feuillets et AAg est la différence d’aire optimale
entre les deux feuillets. Le modele BC est la limite o — 0o. Une courbure spontanée peut
étre introduite, comme dans le modele de Canham et Helfrich. Ces modéles permettent de
prédire les formes d’équilibre de vésicules dégonflées [10,63] et de proposer un mécanisme de
formation des vésicules dans les membranes cellulaires, pour les organelles peu tendues [45].

Dans le cas d’une vésicule tendue, I’énergie de Helfrich est suffisante pour la description
de la membrane. En effet, la forme sphérique est imposée par la pression osmotique et la
partie tendue sert de réservoir de lipides pour les zones ou ’élasticité de courbure n’est
pas négligeable. Ceci permet de relaxer les contraintes latérales a la base des modeles de

différence d’aires.

II.5 Absorption de molécules

L’absorption de molécules dans la bicouche peut modifier la forme de la vésicule : les
molécules peuvent induire une augmentation de la surface du feuillet ou elles s’absorbent
ou forcer une courbure locale de la membrane. Le premier cas affecte principalement les
vésicules détendues et est bien décrit par les modeles de type différence d’aire (BC ou
ADE), présentés précédemment. Ici, nous nous intéressons au deuxieme effet, dont nous
introduisons une description énergétique.

La déformation locale induite par les molécules peut étre due a leur forme conique,
comme dans le cas de détergents [58], les molécules imposant alors une forme locale a la
bicouche (voir figure I1.10a). La présence d’un fragment souple de la molécule dans ’eau
environnante peut aussi courber la bicouche : le fragment exerce une pression osmotique
sur la membrane pour augmenter son nombre de fluctuations [64,65] (voir figure I1.10b).
Quels que soient les détails du mécanisme moléculaire, il apparait un couplage entre la
concentration en molécules et la courbure de la bicouche.

La présence des molécules dans la bicouche peut étre décrite en rajoutant un terme
dans I’énergie (I1.3). Le couplage avec la courbure s’exprime alors par un terme en ¢H ou
¢ est la concentration en molécules, comme introduit par S. Leibler [58]. Il s’agit du terme

de couplage de plus bas degré possible en la courbure. La contribution des molécules a
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Figure I1.10: Courbure induite par absorption de molécules : (A) courbure imposée par
la forme des molécules (d’apres [58]) (B) courbure induite par la pression entropique de
la chaine sur la membrane : la chaine et la membrane veulent conserver le plus possible

d’espace pour pouvoir fluctuer (d’apres [64]).
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Figure I1.11: Courbure d’une bicouche par absorption de molécules coniques sur le feuillet
supérieur. Les molécules courbent la bicouche pour avoir préférentiellement la partie large
vers lextérieur. Dans le cas (1), les molécules absorbées ont une partie hydrophile plus
large que la partie hydrophobe. Dans le cas (2), les molécules absorbées ont une partie
hydrophile plus petite que leur partie hydrophobe. Notons que la courbure du cas (2) peut

étre obtenue & partir du cas (1) en inversant le feuillet d’absorption des molécules.

I’énergie de la bicouche est alors :

P = [ {8816+ [ 6~ 0 - o + 5 (70| b as. (1L6)

avec A la constante de couplage entre les molécules et la courbure. Les autres termes sont un
développement de Landau de ’énergie autour de la concentration optimale ¢.q. S'écarter
de ¢¢q a un coiit, supposé quadratique a I'ordre dominant. Le terme en 3 s’oppose a la
formation de gradient de concentration de molécules et peut étre interprété comme un effet
de la diffusion des molécules. Le potentiel chimique p donne 1’équilibre de concentration
avec 1’eau environnante. Notons que si les molécules ne sont pas solubles dans ’eau (comme
certaines protéines), leur nombre est constant sur la vésicule et p est alors le multiplicateur
de Lagrange associé a cette contrainte.

Le signe de A est lié a la forme des molécules et a la face d’absorption des molécules :
si nous considérons une bicouche sur laquelle sont absorbées des molécules avec une partie
hydrophile plus large que la partie hydrophobe, nous attendons une bicouche courbée avec
les molécules sur le feuillet externe. Si on change les molécules de feuillet ou si on utilise des

molécules avec une partie hydrophile moins large que la partie hydrophobe, la courbure de
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la bicouche va s’inverser (voir figure I1.11). Il faut toutefois noter que ce modeéle ne permet
pas de traiter correctement le cas de molécules absorbées sur les deux feuillets : il faudrait
alors deux champs de concentration avec un couplage opposé. Pour une bicouche plane,
les deux feuillets sont initialement équivalents et c’est I’absorption de molécules qui brise
la symétrie. Aussi, le comportement du systeme ne doit pas dépendre du signe de A.

La dimension de A est celle d’une énergie multipliée par une longueur. L’échelle d’éner-
gie des déformations est k, le module élastique de la bicouche. 11 est possible de définir une
longueur typique pour les déformations de la bicouche comme le rayon de courbure optimal
Ry de la bicouche avec les molécules absorbées. Plus Ry est petit, plus le couplage est fort.
Ceci suggere que A est proportionnel & 1/Ry. Un raisonnement dimensionnel permet de
construire A comme kR?/Ry.

Il existe d’autres expressions possibles que celle introduite par S. Leibler pour le
couplage entre la concentration en molécules et la courbure, prenant en compte des
termes d’ordres supérieurs. Ainsi, des études ont porté sur le couplage avec la courbure
de Gauss [66]. L’expression en toute généralité de ’énergie de couplage doit étre obtenue
par une approche de théorie des champs, qui permet de passer de 1’échelle microscopique
a ’échelle d’observation. Cette approche est la méme que celle utilisée pour la description
des fluctuations par une tension de surface. Si il existe de nombreuses descriptions micro-
scopiques de l'interaction entre molécules avec la bicouche [67-73], le passage & I’échelle

d’observation n’a été traité que dans le cas d’une molécule unique [74].

1I.6 Hydrodynamique

Les parties précédentes de ce chapitre ont été consacrées a la description des défor-
mations hors du plan de la bicouche, qui sont celles qui ont été le mieux explorées. Dans
cette section, nous nous intéressons a la bicouche en tant que fluide, ce qui concerne les
déformations dans le plan. Nous ferons I’hypothese que la bicouche se comporte comme un
fluide visqueux newtonien. Ceci semble justifié car il n’y a pas d’interaction structurante
entre les lipides nécessitant des temps de relaxation comparables aux temps expérimentaux
(de 'ordre de la seconde).

Dans le cas d’une bicouche plane, les lipides sont confinés dans deux feuillets et ne
peuvent pas avoir de mouvement vertical. L’écoulement des lipides peut donc étre décrit
par un fluide bidimensionnel. Les films de Langmuir a 'interface entre ’eau et Iair forment
un systeme équivalent : les molécules peuvent étre dans un état liquide et sont confinées
dans un plan. Dans une bicouche, les deux feuillets ont le méme mouvement, sauf si la
bicouche est cisaillée de maniere dissymétrique; ce ne sera pas le cas dans la suite, aussi

nous décrirons la bicouche comme un seul fluide homogene et il n’est pas nécessaire de tenir
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compte de la présence de deux feuillets. Prendre en compte une dissymétrie est possible
en modifiant 1égerement le modele.

La viscosité du film liquide peut étre évaluée en mesurant la friction sur une bille
absorbée a la surface [75], en étudiant la diffusion de molécules dans la bicouche [8] ou
en mesurant la force d’extraction d’un tube de membrane [76]. Les viscosités typiques
obtenues sont de I'ordre de 0,1N.s/m?. Notons que la mesure de la vitesse de fermeture
d’un pore permet aussi d’évaluer la viscosité de la bicouche [77] mais conduit & des valeurs
de I'ordre de 1000N.s/m?. Dans les expériences que nous considérons dans la suite, la
vitesse d’écoulement des lipides est de 'ordre de quelques micrometres par minute. Nous
pouvons donc négliger les effets inertiels et décrire les écoulements par les équations de
Stokes.

A Téchelle moléculaire, la bicouche est incompressible. A 1’échelle d’observation, les
fluctuations non visibles rendent la bicouche compressible, méme si elle est tendue. Toute-
fois, les énergies nécessaires pour provoquer un écoulement sont tres petites devant ’énergie
de courbure et donc largement insuffisantes pour entrainer un changement de 'aire de la
vésicule (voir la section II1.2). Pour une vésicule tendue, les fluctuations non observables
n’affectent pas la valeur effective de la viscosité [78]. Dans le cas d’une succion de la bi-
couche, que nous traitons au chapitre V, la masse n’est plus conservée, ce qui introduit
un terme similaire & une compressibilité. Aussi, nous avons écrit les équations de Stokes
pour un fluide bidimensionnel dans le cas de fluides compressibles (voir annexe C). Dans
I’hypothese de Stokes, ’équation pour un fluide bidimensionnel compressible est identique

a celle d’un fluide incompressible :
VP = uAv, (IL7)

ol p est la viscosité de la membrane. Ce résultat est spécifique des fluides de Stokes
bidimensionnels.

La description de la bicouche comme un fluide bidimensionnel demande de prendre
en compte l'eau environnante : les conditions de raccord entre les deux fluides sont la
continuité des vitesses et la continuité des contraintes de cisaillement [79]. La difficulté
réside dans la détermination du cisaillement en raison de I'aspect bidimensionnel du fluide :
il faut rajouter un terme de traction dans I’équation de Stokes, comme introduit par
Saffman [80].

Nous obtenons alors I’équation décrivant une bicouche de viscosité p :

2ty OUY

VP = pAv 75¥’z—>07

(I.8)

avec P la pression dans la bicouche, ¥ la vitesse d’écoulement des lipides et ¥ la vitesse

d’écoulement de l'eau. p,, est la viscosité de ’eau, H I’épaisseur de la bicouche et § une
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fonction valant 1 pour z < 0 et —1 pour z > 0. Notons que le terme de Saffman dépend de
I’environnement ; ainsi, il faudrait le modifier pour tenir compte d’une dissymétrie dans le
comportement des deux feuillets.

L’équation de Stokes ne suffit pas a déterminer complétement I’hydrodynamique : elle
relie le champ de vitesse a la pression. Il faut utiliser le bilan de masse pour déterminer la

vitesse de 1’écoulement en tout point :
dive¥ = q, (11.9)

ou divs est la divergence a deux dimensions et ¢ un terme source. Pour un fluide incom-
pressible, la masse est conservée et ¢ = 0. Dans le cas de la succion, ¢ est négatif : la masse

diminue localement.

I1.7 Membrane a deux domaines

Jusqu’a présent, nous avons décrit uniquement le cas d’une bicouche homogene. Nous
nous intéressons maintenant au cas d’une vésicule a deux phases : une phase liquide-
ordonnée [, et une liquide-désordonnée [4, de compositions différentes. Comme nous ’avons
présenté au chapitre I, le domaine [, est 1égérement plus épais et plus structuré que le

domaine lg4, tout en conservant les méme propriétés d’élasticité et de fluidité.

I1.7.a Elasticité

L’énergie (I1.2) est adaptée pour décrire la réponse aux déformations hors du plan de
chaque phase avec deux jeux de constantes physiques différentes. De maniere générale,
nous utiliserons ’indice o pour le domaine [,, I'indice d pour le domaine [; et 'indice ¢
pour désigner I'un ou l'autre. Il est possible d’absorber des molécules dans les deux do-
maines, mais avec des affinités différentes. Aussi, I'énergie (I1.6) est adaptée pour les deux
phases, avec des constantes différentes. Lorsque nous considérons des molécules insolubles
dans ’eau, deux situations sont possibles : soit les molécules ne s’échangent pas entre les
domaines soit les molécules s’échangent et il faut tenir compte de 1’équilibre de potentiel
chimique entre les deux phases. Dans le premier cas, il y a un multiplicateur de Lagrange
par phase pu;; dans le deuxieme cas, il faut assurer ’équilibre des potentiels chimiques et
les u; sont des potentiels chimiques mais il faut rajouter un multiplicateur de Lagrange
pour assurer la conservation du nombre de molécules.

L’énergie du systeme inhomogene est la somme des énergies individuelles de chaque
domaine plus deux termes d’ensemble. Le premier terme est dii & la pression osmotique.
En effet, la pression osmotique est la méme pour les deux domaines, qui séparent les deux

méme milieux. Le deuxieme terme est dii a 'interface séparant les deux domaines, bien
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Figure I1.12: Représentation schématique de I'interface entre deux domaines. Le domaine
liquide-ordonné, sur la gauche, est plus épais que le domaine liquide-désordonné sur la
droite. (A) Une marche dans I’épaisseur de la monocouche expose une grande surface hydro-
phobe. (B) Une déformation de la monocouche & l'interface diminue la surface hydrophobe

exposée & l'eau. Image extraite de [82].

décrit par une ligne a ’échelle d’observation. Le colt de transition est alors donné par
une tension de ligne o, équivalente a la tension de surface pour un mélange eau-huile. La

tension de ligne tend a réduire la longueur de l'interface entre les deux domaines.

La tension de ligne de 'interface peut étre prédite a partir d’'une description du raccord
entre les deux phases. Si U'interface a une forme de marche d’escalier (voir figure 11.12a),
la tension de ligne est due principalement a I’exposition a I’eau d’une épaisseur d’environ
1nm de fluide. R. Lipowsky a alors évalué la tension de ligne & o ~ 107N [81]. Par
contre, si l'interface est lissé pour minimiser 'exposition & l'eau (voir figure 11.12b), la
tension de ligne dépend surtout du cout élastique pour déformer les lipides. Pour un écart
de hauteur de 0,3 nm dans une monocouche, P. Kuzmin et co-autheurs ont évalué la

tension de ligne & o ~ 10712 N [82].

Expérimentalement, il est possible de mesurer la tension de ligne a partir de la forme
d’une vésicule bi-phasique, a la condition de connaitre les différents parametres dont la
pression osmotique et le module élastique [83-85]. Ces méthodes conduisent a des tensions
de ligne de I'ordre de 5.107'3 N, qui semblent plutét indiquer que I'interface est continu. La
tension de ligne dépend alors de la configuration des lipides a proximité et donc de la forme
de la membrane. Aussi, pour des membranes tres pincées, comme dans le cas de tubes de
membrane (voir chapitre III), la tension de ligne pourrait étre supérieure. Nous pouvons
donc considérer que la tension de ligne entre deux domaines est comprise entre 10713 N

et 1071 N, qui correspond 4 la tension de ligne mesurée & un interface bicouche-eau [50].
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L’énergie d’une vésicule & deux domaines est donc :
Fror = Fbo + de + Fmolo + Fmold + O‘/dl — P/dV, (H.lO)
C

avec C l'interface entre les deux domaines. Les énergies Fy, et [, sont données res-
pectivement par les intégrales de surface (I1.2) et (IL.6). Toutefois, la contribution de la
courbure de Gauss se réduit a une intégrale sur le contour de l'interface. La forme de la
vésicule est donnée par la minimisation de I’énergie Fror. Ceci peut étre obtenu par un
processus variationnel, dans lequel les contraintes (par exemple la surface) sont imposées
par des multiplicateurs de Lagrange (voir annexe B), et qui fournit les équations de formes

(ou équations d’Euler-Lagrange) ainsi que les conditions aux limites.

I1.7.b Hydrodynamique

Les équations (I1.8) et (II.9) décrivent I’hydrodynamique de chacune des phases, en
utilisant des constantes physiques différentes dans chaque phase; Ainsi, le domaine [, est
sensé avoir une viscosité supérieure au domaine [4, bien qu’il n’y ait pas de mesure venant
confirmer cet argument.

Entre les deux domaines, les conditions de raccord sont [79] :

— la continuité de la vitesse tangentielle,

la continuité de la vitesse normale,

— la continuité du cisaillement,

la loi de Laplace.

Les deux dernieres conditions sont liées au tenseur des contraintes 7. Le cisaillement est
donné par S =1 .7 . i, avec ¢ (resp. i) le vecteur tangent & l'interface (resp. normale)
la loi de Laplace donne le saut de contrainte normale pour un interface abrupt. Le saut de

contrainte entre les domaines 1 et 2 est donné par :

_?(1): v

nn Ecv
ou R, est le rayon de courbure de l'interface et v la tension de surface de I'interface, reliée

a la tension de ligne o par v = o /h, avec h I’épaisseur de la bicouche.

II.8 Résumé

L’échelle de longueur utilisée pour la modélisation des bicouches de lipides étant grande
devant la taille des molécules, la bicouche est bien décrite par une surface d’épaisseur nulle.
C’est un milieu avec un comportement anisotrope : elle est élastique pour les déformations
hors de son plan et fluide pour celles dans son plan. La description de la réponse d’une

vésicule a une déformation hors de son plan repose sur le modele phénoménologique de
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Helfrich ; les fluctuations de la bicouche, dues a ’agitation thermique, sont prises en compte
dans un terme de tension de surface entropique. Les molécules extérieures sont considérées
comme des défauts coniques, se couplant a la courbure. On admet que le comportement
fluide de la bicouche est décrit par I’hydrodynamique d’un fluide de Stokes, en tenant
compte de ’eau environnante, qui exerce une force de friction sur la bicouche.

Une vésicule a deux phases peut étre vue comme la juxtaposition de deux domaines,
connectés par un interface décrit par une ligne. Chaque domaine est décrit par le forma-
lisme décrivant une bicouche homogene, avec des coefficients différents pour les différentes
phases. De plus, il apparait des termes communs : la pression osmotique et la tension de

I'interface, qui vont coupler les différents domaines.



Chapitre 111

Fission de tubes membranaires a

deux phases

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la stabilité d’un tube membra-
naire bi-phasique : nous considérons le systéeme formé par la jonction entre deux domaines
tubulaires semi-infinis. Ce probléme est lié au transport intra-cellulaire, les tubes étant des
précurseurs possibles a la formation de vésicules. Nous étudions I'influence des différentes
constantes physiques sur la forme de la jonction. Nous en déduisons une estimation du

temps de fission, que nous pouvons comparer aux expériences.

II1.1 Présentation

Une bicouche de lipides forme spontanément une structure plane, éventuellement re-
pliée en une vésicule de grand rayon (environ 10 pum). Toutefois, lorsqu'une force est
exercée sur la bicouche perpendiculairement & son plan, il est possible d’extraire un tube
de la bicouche initiale (voir figure III.1a). Le rayon typique des tubes formés a partir d’une
vésicule géante est de I'ordre de 100 nm [86], grand devant 1’épaisseur de la bicouche mais
petit devant le rayon de la vésicule. La formation du tube est due & une compétition entre
la tension de surface et 1’élasticité de la bicouche ; pour des petites déformations, la forme
est donnée par la tension de surface de la vésicule mais avec une singularité au point
d’application de la force [87]. Cette singularité focalise I’énergie élastique, jusqu’a ce qu’il
soit plus intéressant de former un tube pour continuer a stocker de 1’énergie élastique sans
augmenter la courbure de la singularité (voir figure III.1). Le passage de la membrane
pointue au tube est une transition du premier ordre [89], comme illustré par la courbe
force-déplacement (voir figure I11.2). Une fois le tube initié, il est possible de 1'étirer a
force constante, du moins tant que la la tension de la vésicule mére ne change pas.

Dans la cellule, I'extraction de tubes a partir de membranes lipidiques peut étre mis
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Figure IIL.1: Formation d'un tube de membrane & partir d’une vésicule. (a) Formes
d’équilibre d’une vésicule fluctuante tirée par une pince optique. Les fleches indiquent
la position de la pince. La barre représente 10um. Image extraite de [88]. (b) Formes
d’équilibre de la bicouche calculées pour différentes distances entre la position d’équilibre

sans force (z = 0) et le point d’application de la force. Image extraite de [87].
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Figure III.2: Mesure de la force en fonction de la position du point de traction lors
de la formation d’un tube. La vésicule est composée d’un mélange 50 : 50 sphingomyé-
line/cholestérol, qui forme une phase liquide-ordonnée. La force négative initiale (—20pN)
permet de coller la bille & la membrane. En fois le tube initié, la force mesurée est constante

(ici, 50pN) quelque soit la longueur du tube. Image extraite de [29].

a profit dans le transport intra-cellulaire [90]. Celui-ci demande, en effet, de former des
vésicules de petits rayons [91] & partir d’'une membrane plane, ce qui peut étre réalisé

en utilisant un tube. Des expériences suggerent de plus que des tubes de membranes
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relient directement différents compartiments cellulaires, permettant I’échange de molécules
[92,93]. Toutefois, ces expériences utilisent des cellules mutantes favorisant la formation
des tubes. Aussi, elles ne prouvent pas que de telles structures existent dans la cellule
normale. Les tubes de membrane peuvent avoir d’autres fonctions, comme par exemple la

communication entre cellules [94].

Les expériences sur des vésicules géantes permettent d’étudier de maniere controlée les
tubes de membrane et ainsi d’essayer de mieux comprendre les procédés existant in vivo.
Ainsi, Aurélien Roux, dans I’équipe de Patricia Bassereau a I'Institut Curie de Paris, s’est
attaché a extraire des tubes en imitant les mécanismes de la cellule [29]. Le systeme utilisé
est formé d’une vésicule géante sur laquelle sont attachés des moteurs moléculaires, des
kinésines, soit par des billes [19] (voir figure III.3a) soit directement aux lipides [95, 96].
Ces moteurs moléculaires sont des protéines qui ont la propriété de pouvoir s’attacher (et
se détacher) a un élément du squelette de la cellule, les microtubules, et d’avancer dessus
de maniere directionnelle en présence d’ATP. Les vésicules couvertes de moteurs sont
posées sur un substrat recouvert de microtubules; en présence d’ATP, il se forme alors
un réseau de tubes (voir figure II1.3) : des moteurs s’accumulent a la pointe des tubes
pour exercer la force nécessaire a leurs extractions [96]. Avec la croissance du réseau, la
tension de la vésicule mere augmente, ce qui augmente la force nécessaire pour accroitre
le tube jusqu’a ce que cette force soit égale a la force d’arrét des moteurs; le tube est
alors a I’équilibre : il n’avance pas mais il ne se rétracte pas non plus. Ce systeme modele
confirme qu’'un mécanisme de formation de tubes par des moteurs moléculaires est bien
possible in vivo. Notons que ce n’est pas le seul mécanisme : le tube peut par exemple
étre formé par la poussée d'un filament de cytosquelette (par exemple, d’actine) [90], le

mécanisme dépendant du role du tube pour la cellule.

Le systeme développé a l'Institut Curie a été utilisé sur une vésicule formée d’un
mélange de lipides : sphingomyéline (SM), Cholestérol (Chol) et dioleylphosphatidylcholine
(PC), une fraction (0,5%) des lipides PC étant marquée par un fluorophore (Bodipy).
L’objectif était de savoir si la composition du tube est la méme que celle de la vésicule ou
si le changement de courbure entraine un tri de lipides [29]. Le réseau de tube est formé
a partir d’'une vésicule homogene. Toutefois, si le mélange est proche de la séparation de
phase (mélanges de SM/Chol/PC en proportion 1,1,1 ou 3,4,1), celle-ci peut étre induite
par une oxydation photo-induite du cholestérol. Il se forme alors des domaines a la fois
sur le tube et la vésicule mere. L’apparition de domaines est visualisée en fluorescence,
la phase ordonnée apparaissant moins brillante que la phase désordonnée, plus riche en
PC. Les domaines liquides-ordonnés formés sont répartis aléatoirement sur le tube, sans
structure particuliere (voir figure I111.4). Les détails du protocole expérimental peuvent étre

trouvés dans [29].
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+ ATP
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microtubule

Figure II1.3: Formation d’un réseau de tube a partir d’une vésicule recouverte de moteurs
moléculaires, sur un substrat de microtubules [19]. (a) Principe de la formation du tube : les
moteurs moléculaires, accrochés & la vésicule par une bille (ou directement aux lipides de
la membrane [95]) se mettent en mouvement sur le microtubule, fournissant la force pour
former un tube. (b) Image en microscopie de fluorescence de la vésicule apres formation du
réseau de tubes. Les traits brillants sont des tubes, le sac foncé étant la vésicule. La barre

représente 5 um.

Figure III.4: Fission d’'un tube lipidique provoquée par une séparation de phase. La
séparation de phase est induite par photo-oxidation a partir d’'une vésicule composée d’'un
mélange (SM/Chol/PC) 1/1/1. Les événements de fission (grandes fleches) se produisent
préférentiellement au niveau des petits domaines non fluorescents (petites fleches). La barre

représente 10 pm. Image extraite de [29].

Le tube bi-phasique formé ainsi est instable, avec une rupture préférentiellement a la
jonction entre les domaines autant que la résolution expérimentale permette d’en juger
(voir figure II1.5). La fission se produit typiquement entre 1 et 10 secondes apres la for-
mation du domaine, suivant la composition de la membrane et la tension de la vésicule
initiale. En particulier, plus la tension est forte, plus le temps de rupture est court.

Nous avons voulu comprendre en quoi I’existence de domaines favorise la rupture d’un

tube. Expérimentalement, les rayons des domaines tubulaires sont petits devant leurs lon-
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Figure III.5: Fission d’un tube de membrane bi-phasique. La section brillante (et étroite)
initialement & la pointe est un domaine désordonné; La section sombre (et large) est li-
quide ordonné. La fission se produit a la jonction entre les deux domaines. La vésicule est
initialement composée d’un mélange (SM/Chol/PC) 3/4/1. Le temps entre deux images

est 1 seconde. La barre représente 10 um. Image extraite de [97]

gueurs. Nous avons donc utilisé un systeme adapté : un tube formé de deux domaines
semi-infinis connectés. Nous pouvons calculer la forme et I’énergie de ce systéme en fonc-
tion des différents parametres physiques. Ainsi, nous montrons que la forme de la jonction
est completement donnée par trois parametres. La rupture est décrite par un processus
activé : le systeéme doit franchir la barriere d’énergie entre le tube connecté (calculé pour
des valeurs réalistes des constantes physiques) et I’état intermédiaire formé par un tube
completement pincé. Ceci conduit & des temps de rupture en accord avec les données expé-
rimentales. Ce travail a fait I’objet d’une publication [97] reproduite dans la section (I11.6),
dont nous utilisons les notations, en particulier la tension de surface est o et la tension de
ligne est 7. Nous donnons dans la suite essentiellement des détails non publiés dans cet

article.

I1I.2 Tubes homogenes

Les propriétés des tubes de membrane ont fait I’objet de nombreux travaux, a la fois
théoriques [98-101] et expérimentaux [25,48,102-104], pour des vésicules homogenes. Nous

nous limitons ici a présenter les résultats utiles pour I’étude d’un tube bi-phasique.

II1.2.a Description énergétique

L’effet de la force de traction est introduite dans la description énergétique de la vésicule

par un terme supplémentaire : le travail de la force. Nous obtenons alors I’énergie :

Fos = “/ H2dS+mG/ KdS+a/dS—f/dl, (IIL.1)
2 s S S !

ou f est la force appliquée. Cette énergie permet a la fois d’étudier la formation du tube

[87,89,105-107] et les instabilités de "pearling” observées sous différentes sollicitations
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Figure II1.6: Schéma d’un tube de membrane tiré depuis une vésicule de tension o. Le
tube a un longueur L et un rayon R. A son extrémité s’exerce une force f, nécessaire pour

que le tube ne se résorbe pas dans la vésicule.

[6,108-110].

Lorsqu’un tube se forme, il puise sa matiere dans la vésicule mere qui sert de réservoir
de lipides. A I’équilibre, le cotit pour augmenter la surface du tube est donc le méme que
le colit pour augmenter la surface de la vésicule mere et la tension de surface o du tube
est la méme que celle de la vésicule. Notons que ceci n’est bien siur vrai qu’a 1’équilibre :
si la longueur du tube varie rapidement, la tension de surface dans le tube n’est plus égale

a celle dans la vésicule (et n’est plus forcément constante sur tout le tube) [104].

L’énergie (II1.1) devrait comporter un terme de pression mais, dans le cas d’une mem-
brane tendue, ce terme est négligeable. La pression osmotique équilibre la tension de
surface dans la vésicule mere, suivant la loi de Laplace : 20 = PR, ou R, est le rayon
de la vésicule (voir figure II1.6). Dans le tube, la pression osmotique est la méme que
dans la vésicule; la loi de Laplace pour le tube de rayon R entralne une contribution a la
tension de surface cp = PR. Comme R << R, op << o : la tension de surface due a la
pression osmotique est négligeable devant celle imposée par la vésicule mere. Aussi, nous

négligerons dans la suite la contribution de la pression osmotique.

I11.2.b Stabilité d’un tube homogeéne.

Un tube homogene est stable si il satisfait les conditions d’équilibre mécanique : il faut
que, en chaque point, les forces et les moments se compensent. Deux approches permettent
d’obtenir les conditions d’équilibre : ’écriture des bilans locaux des forces ou la recherche
d’un minimum d’énergie. Nous présentons ici cette derniere approche qui est proche d’un
calcul variationnel.

Nous considérons un tube déja formé de longueur L et de rayon R. Le tube est tiré
depuis une vésicule, qui impose une tension de surface o. A I'autre extrémité s’exerce une

force f (voir figure I11.6). La courbure totale du tube est H = —1/R et la surface du tube
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est 2rRL. Aussi, I'énergie (II1.1) du tube s’exprime :
kL
F=2r|-= L) — fL. II1.2
i (2 rTH > / (IT1.2)

Le tube est stable si son énergie est minimum. Ceci est obtenu a condition qu’'une
petite perturbation de la longueur L ou du rayon R du tube ne change pas ’énergie :

oF oF

OR ar = %

L’équilibre mécanique du tube impose donc :

[k
R = — II1.
20’ (IIT.32)

f = 27V20k. (IIL.3b)

Ces relations (II1.3) permettent de déterminer le module élastique [111], le rayon du tube
(environ 100nm) [86] ou la tension de la membrane [112]. Notons que la longueur L n’est
pas fixée par ce calcul : une fois le tube formé, il peut étre étiré sans avoir a changer
la force, comme le montre la figure III1.2. En fait, ceci n’est vrai que pour des petites
longueurs de tubes : 'allongement du tube préleve des lipides de la vésicule mere, ce qui
diminue la réserve de fluctuations et augmente la tension de surface o ; le rayon du tube
étant petit devant celui de la vésicule, cet effet ne se manifeste que pour des variations
de longueur grandes devant le rayon de la vésicule. Lorsqu’on exerce une force supérieure
a celle nécessaire pour initier le tube, le tube s’allonge et la tension de surface augmente
jusqu’a ce que I’équilibre mécanique (I11.3) soit atteint, ce qui fixe la longueur du tube [113].
Cet effet a par exemple été utilisé pour mesurer le module de flambage de filaments du
cytosquelette comme les microtubules [88,114] (voir figure II1.7). Un microtubule est formé
par la polymérisation de la protéine tubuline; lorsque la longueur du microtubule devient
supérieure au rayon de la vésicule, cela entraine la formation d’un tube de membrane
puis une augmentation de la tension de la membrane, ce qui augmente la force sur le

microtubule, qui finit par flamber.

I11.3 Fission d’un tube a deux domaines

Les expériences montrent qu’'un tube bi-phasique est instable et se rompt au niveau
des jonctions entre domaines [29] (voir figure I11.5). Le rayon du tube étant trop petit pour
étre résolu correctement en microscopie optique, nous nous sommes attachés a construire
une grandeur accessible expérimentalement : le temps de rupture du tube.

Trois temps caractéristiques déterminent 1’évolution d’un tube inhomogene. La sépara-

tion de phase se produit tres rapidement, a des échelles de temps inférieures a la résolution
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Figure II1.7: Flambage de microtubules (filaments du cytosquelette) dans une vésicule.
La croissance du microtubule conduit & une vésicule en forme de ¢. Lorsque ’allongement
devient trop important, le microtubule flambe jusqu’a étre completement replié sur la

derniére image. Barre : 5 um. Image extraite de [88]

expérimentale ; la rupture du tube se produit avec des temps caractéristiques de I’ordre de
la seconde, dépendant a la fois de la composition de la vésicule et de sa tension de surface;
le mouvement des domaines sur le tube ou "coarsening”, qui nécessite de faire traverser des
lipides d’une phase a travers I’autre phase, demande, a priori, des temps tres grands et ne
peut pas étre observé expérimentalement. Aussi, nous pouvons considérer que le tube est &
I’équilibre avant la rupture. Le processus de fission nécessite donc de franchir une barriere
d’énergie pour quitter cet état d’équilibre : c’est un processus activé. La détermination
d’un temps caractéristique de rupture se fait alors en deux étapes. Il faut d’abord trouver
I’énergie du tube non rompu, ce qui nécessite d’en déterminer la forme; ensuite, il faut
évaluer I'amplitude de la barriere d’énergie, et donc connaitre un état de transition.

Le systeme est formé de deux domaines cylindriques semi-infinis, connectés (voir figure
II1.8). La tension de ligne tend & minimiser le périmetre de l'interface ; aussi, nous pou-
vons supposer que l'interface entre les domaines est perpendiculaire a ’axe du tube. Les
coordonnées cylindriques sont bien adaptées pour décrire le tube axisymétrique. Le tube
est parametré par son abscisse curviligne s. La forme de la surface est donnée par r et 1,
les deux coordonnées étant reliées par la relation géométrique 7(s) = cos(s) (voir figure
I1L.8).

III.3.a Equations de forme - Conditions aux limites

L’énergie du tube est donnée par la somme des énergies (III.1) de chaque phase ainsi
que par un terme de tension de ligne au niveau de I'interface : nous obtenons ainsi ’énergie
(1) de larticle

F:Z/

) [mH? + kK + ai] ds + 7({) e / fdz. (ITL.4)
i=q,3 Y

La force f est la méme dans les deux phases. Les équations de forme ainsi que les conditions

de raccord entre les deux phases s’obtiennent a partir de cette énergie F' par un processus
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Figure III.8: Représentation schématique du systeme utilisé : deux domaines tubulaires
semi-infinis connectés. La bicouche est supposée avoir une forme axisymétrique. Elle est

parametrée par son abscisse curviligne s et décrite en coordonnées cylindriques r et .

variationnel, similaire a celui présenté dans I’annexe B. La contrainte géométrique reliant

r et 1 est assurée par un multiplicateur de Lagrange local, qui rajoute le terme :
/ (7 — cos)ds
Q;

a la fonctionnelle & minimiser. Les équations d’Euler-Lagrange dans chaque domaine [105]

sont :
&3 costp - 3siny ., 3cos?) —1 -
= -5 2 5 I11.
v 2 r ¥ 2 r ¥ 22 ¥ ( 53‘)
_COSQw—i—l 1n¢+017/) ﬁsmw’
2r3 Ki i
7 = cos. (IT1.5b)

L’énergie ne dépendant pas explicitement de I’abscisse curviligne, I’hamiltonien H du sys-
teme est constant, la stabilité par rapport a une perturbation de l’abscisse curviligne s
donnant H = 0.

. . 102
H:O:%r (W- S w) —air—Qisianrycoszp. (I1L.6)
s

r2

En supposant que le rayon soit continu (il n’y a pas de trou dans la membrane) et que la
membrane ne fasse pas de tilt a I’échelle d’observation (I’angle 1 est continu), les conditions

de raccord sont :

r(€) = r(—e), (I11.7a)
Y(e) = P(—e), | (IIL.7b)
ath(€) — Kgt(—€) = (k3 + Kty — Ko — Kei >“gf)§°’ (ITL70)
o) — mg(—e) = 72O o bk — 20 — H-GB)SiW(O) cos¥(O) (11174

r(0) r2(0)
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avec € un infiniment petit positif. « désigne le domaine pour s > 0 (z < 0) et § le domaine
pour s < 0 ou z > 0 (voir figure II1.8).

A Tinfini, il faut que la solution se raccorde & celle d’un tube non perturbé (r = R;,
v =T7/2, w = 1/1 = 0). Le systeme doit donc satisfaire a I'infini les conditions d’équilibre

mécanique (II11.3) d’un tube cylindrique pour chaque domaine :

R; = 2”" et f=2m 205 (IIL8)

oi
La force f exercée est la méme pour les deux domaines. Aussi, I’équilibre du tube impose :

o _ms_ Ry (o)

o3 Ka Ra
Le rapport des modules élastiques fixe donc le rapport des tensions de surface et des
rayons a l'infini des deux tubes. La connaissance de R, et k. permet ainsi de déterminer
Oa, 08, Rg et kg. Aussi, R, et ko sont adaptés comme échelles de longueur et d’énergie
du systeme. Les solutions des équations (II1.5) et (II1.7) sont alors complétement données
par trois parametres sans dimension :

Fel4oi="0  Apg= G NG o e (II1.10)

Koy Ko, Ko

Il n’y a pas de solution analytique aux équations (IIL.5), sauf dans des cas particuliers
simples. Nous avons donc utilisé une méthode numérique pour trouver les formes d’équi-
libre. Toutefois, la mise en place de cette méthode ainsi que sa validation demande en

préalable d’étudier un cas limite : le tube faiblement perturbé.

II1.3.b Calcul linéaire - solutions analytiques

Nous nous plagons dans le cas ou le rayon du tube reste proche du rayon a l'infini R; :

r(s) = Ri(1+U;(s)) avec U;(s) << 1. En développant les relations géométriques 7 = cos ¢

et 2 = —sinYy au premier ordre, il vient le changement de variables :
singy = 1;z=—-s;r=R(1+U(z)) ; (ITI.11)
costy = —Ul(2)R; ;¢ =—-U"(2)R; ;¢ =U"(2)R; et 1) = —RiUi(IV)(z).

Il permet, en utilisant les conditions d’équilibre mécanique (II1.9) reliant R & o/k de

transformer les équations d’Euler-Lagrange (II1.5) en une unique équation linéaire [99] :
RUIY) (2) = —Ui(2), (IIL.12)

dont la solution générale est :

z

Ui(z) = Ajexp <_\/§R) cos (— NI + 9§1)> (IT1.13)
z z (2)
+B; = 5 +0;,7 ),
o <ﬁRz> o <ﬂRz ' )
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les parametres A;, B;, QEA) et HZ(B) étant donnés par les conditions aux bords du domaine.
Le changement de variable (III1.11), avec I'adimensionnement (I11.10) et les conditions
d’équilibre entre deux les deux phases (II1.9), transforme les conditions de raccord entre

les deux phases (II1.7) en :

1+ Ua(0) = &(1 + Us(0)), (I11.14a)
U/,(0) = &U%(0), (I11.14b)
FAUG(0) — UL(0) = (R — 1+ A';”G)Héa(o)’ (I11.14c)
R2UG(0) — U (0) = —H;a(o) — (2F + Afg — 2)%. (I11.14d)

Ce systeme n’est pas un développement au premier ordre dans la perturbation U. Pour
que les solutions puissent étre approximées par des solutions linéaires, il faut que les rayons
des deux tubes soient suffisamment proches : (Rg — Rq)/R, doit étre un infiniment petit
du méme ordre que U. Ceci entraine que 0k = (k — 1) est un infiniment petit au plus
du méme ordre que U. Pour des raisons identiques, 7 et A&Xqg doivent étre des infiniment
petits, au plus du méme ordre que U(z). Au premier ordre dans la perturbation, le systeme

est alors :

Ua(0)) = Ug(0) + IR, (III.15a)
ULL(0) = U4(0), (IIL15b)
Uy (0) = Ug(0) = —(0k + Akg), (IIT.15c¢)
Ul (0) — U (0) = —7. (IIL.15d)

Pour résoudre le systeme pour une valeur quelconque des constantes physiques 0%, T
et ARg, nous pouvons mettre & profit la linéarité du systeme : la solution générale est la

somme des trois solutions obtenues avec un seul des parametres non nul.

Tension de ligne non nulle (67 = Akg = 0).

Les rayons a l'infini des deux domaines sont les mémes (R, = Rp). La solution U,
pour les z négatifs doit tendre vers 0 quand z — —oo, donc A, = 0. Pour des raisons

similaires, Bz = 0. Les conditions aux limites (II1.15) donnent
Bo=Ag=—7/2et 6P =) = 7/4.

La figure I11.9 montre le profil des solutions obtenues pour différentes valeurs de la tension
de ligne. La solution est symétrique et le rayon au niveau de 'interface diminue quand
la tension de ligne augmente. Ceci correspond bien a l'interprétation physique : la forme

est symétrique car les deux domaines ont les mémes modules élastiques et car 7 intervient
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Figure IIL.9: Rayon en fonction de la position sur axe de symétrie (z) d’un tube de
membrane formé de deux domaines semi-infinis connectés, pour différentes valeurs de la
tension de ligne adimensionnée 7. Les formes ont été calculées dans I'approximation linéaire.
Les deux domaines ont les mémes modules élastiques & = 1 et k. L'interface est placé en
z=0.

uniquement & l'interface; de méme, la tension de ligne tend a réduire le périmetre de

I'interface et donc a pincer le tube.

Modules de flambage différents (7 = Akg = 0).

Dans ce cas, les rayons a l'infini des deux domaines ne sont pas identiques : Rg =

R, (1 + 0F). Les conditions aux limites, a U'interface comme a 'infini, conduisent & :

0K

Aazo;Ba:_i;‘g(z):z;

Ve ot 4
A= By —oet o =T
/6_\/5? B = B _4

La figure II1.10 montre les profils obtenus pour différentes valeurs de 6. Les domaines ne
sont plus symétriques : les modules de flambage ne sont plus égaux. Le domaine de plus
grand rayon est celui de plus grand module de flambage, qui donc plus difficile & courber.
Au premier ordre, la différence de module de flambage n’intervient que dans les rayons
des tubes : le rayon du tube au niveau du raccord est exactement (R, + Rg)/2. Le profil
obtenu présente un plateau au niveau du raccord entre les deux domaines. Nous n’avons

pas trouvé d’argument mécanique simple permettant d’expliquer ce résultat.
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Figure II1.10: Rayon en fonction de la position sur l'axe de symétrie (z) d’un tube de
membrane formé de deux domaines semi-infinis, pour différents écarts de modules de flam-
bage dk. Les formes ont été calculées dans l'approximation linéaire. Les deux domaines
ont le méme module de Gauss i et la tension de ligne de l'interface est nulle (7 = 0).

L’interface est placé en z = 0.

Modules de Gauss différents (65 =7 = 0).

Les rayons a l'infini des deux domaines sont les mémes (d& = 0). Les conditions aux

limites, a l'interface et a l'infini, conduisent & :

ARg T

4y —0:B, = AFG gy _ T
? 2 ? (6% 27

A%G 1 ™
A@I 5 ,B/gzoet@é)ZE.

La figure I1I.11 montre la forme des tubes pour différentes valeurs de Akqg. Bien que la
contribution des termes de Gauss se résume dans 1’énergie a une intégrale de contour, elle
brise la symétrie entre les deux domaines : la différence de module de Gauss tend a vouloir
diminuer (ou augmenter suivant son signe) 1’angle 1) au niveau de 'interface. Le domaine
de plus grand module de Gauss est pincé a proximité du raccord alors que le rayon de
lautre domaine augmente (voir figure II1.11). Le rayon de 'interface n’est pas affecté par

les variations de modules de Gauss (r(0) = Ry = Rp).

I11.3.c Méthode numérique

Les équations de forme (II1.5) sont fortement non linéaires et nécessitent en général une
résolution numeérique. La solution trouvée doit satisfaire les conditions de raccord (II1.7)

ainsi que les conditions a I'infini.
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Figure II1.11: Rayon en fonction de la position sur 'axe de symétrie (z) d’un tube de
membrane constitué de deux domaines semi-infinis, pour différents écarts de modules de
Gauss adimensionné Akg. Les formes ont été calculées dans I'approximation linéaire. Les
deux domaines ont le méme module de flambage k et la tension de ligne de l'interface est

nulle (7 = 0). L’interface se trouve en z = 0.

Numériquement, la résolution se fait sur une longueur finie, aussi il n’est pas possible
d’utiliser une condition a l'infini. Cette difficulté peut étre contournée si la résolution se
fait sur des longueurs grandes par rapport a ’échelle des variations de rayon du domaine ;
le rayon du tube au point d’arrét est alors tres proche du rayon a l'infini et la solution
peut étre aproximée par la partie convergente de la solution linéaire (III.13). La solution
linéaire montre que ’effet de la jonction s’atténue exponentiellement avec v/2R; comme
longueur caractéristique, il faut que la longueur de résolution numérique soit typiquement
supérieure a 7 fois le rayon du domaine a l’infini pour que I’écart entre la solution au bord

et le rayon a l'infini soit inférieur au pourcent.

La résolution des équations nécessite quatre conditions initiales. La solution analy-
tique dans un domaine ne donne que deux conditions car elle comporte deux inconnues
(Pamplitude et la phase). Aussi, la résolution numérique du systeme nécessite d’utiliser les
conditions aux deux extrémités : il s’agit d’un probléeme de valeur limite en deux points.
Une méthode numérique adaptée a ce genre de probleme est la méthode du tir (ou ’shoo-
ting’). Le principe consiste a partir d'une des extrémités, par exemple du point de plus
petit z et a résoudre les intégrales jusqu’a I'autre extrémité. Les parametres non connus au
point initial sont ajustés de maniere itérative pour que les conditions aux limites connues a
Pautre extrémité soient satisfaites (voir figure II1.12). Cette méthode est, en générale, effi-

cace a la condition que les 'tirs’ soient capables de traverser tout le domaine d’intégration,
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Méthode du tir Tir vers un point convenable
ORG
» Objectif AW Tl N
! (3) //' Objectlf (1) RN R
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o Point initial Point initial
Point initial (conditions ajustées) (conditions ajustées)

(conditions ajustées)

Figure IT1.12: Principe de la méthode du tir. (a) Méthode du tir standard. Les équations
de formes sont intégrées a partir d’une des extrémités. Les conditions initiales non connues
sont ajustées de maniere itérative pour se rapprocher puis atteindre 1'objectif. (b) Méthode
de tir vers un point convenable. Les équations de formes sont intégrées a partir des deux
extrémités, jusqu’a un point intermédiaire. Les paramétres non connus aux extrémités sont

ajustés de maniere itérative pour raccorder les deux solutions.

méme aux premieres étapes du processus de convergence. Pour notre probléme, ce n’est
pas le cas : la solution loin de l'interface a tendance a diverger. Ceci peut se comprendre
grace a la solution analytique (IT1.13) : elle contient un terme convergent, qui est celui
que nous voulons atteindre, et un terme divergent. Numériquement, la solution que nous
voulons obtenir est marginale et c’est le terme divergent qui est le plus facile a trouver, ce
qui empéche le fonctionnement de la méthode de tir.

Aussi, nous avons utilisé une méthode de tir modifiée : le tir vers un point convenable
(’shooting to a fitting point’). Le principe est le méme que pour la méthode de tir sauf
que, au lieu d’intégrer d’une extrémité a 'autre, nous partons simultanément des deux
extrémités jusqu’a un point intermédiaire, situé a 1’écart des singularités et donc conve-
nable. L’ensemble des parametres non connus aux deux extrémités est ajusté pour obtenir
la continuité de 'ensemble des fonctions au point convenable (voir figure I11.12).

Notre systeme peut présenter un troisieme point instable : le point oli la membrane est
pincée. En effet, les équations d’Euler-Lagrange (I11.5) sont divergentes quand r — 0. Cette
difficulté concerne principalement les premieres itérations, lorsque les formes changent
fortement et sont loin de la solution finale. Bien qu’il aurait été probablement encore
possible de modifier la méthode de tir pour contourner cette difficulté, nous avons choisi
plutot d’utiliser des parametres de tirs bien choisis : nous partons du tube homogene puis
nous modifions progressivement &, ARG et 7 jusqu’a arriver aux valeurs désirées. Aussi,
nous pouvons partir d’'une forme proche de celle recherchée, ce qui diminue le risque de
divergence. De plus, nous avons évité de placer le point ’convenable’ juste au niveau du
pincement : le bruit numérique y plus important, ce qui peut empécher la convergence des

itérations.
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L’algorithme integre les équations de forme (IIL.5) ainsi que la relation géométrique
z/ = —sin en fonction du parametre s. L’ensemble du systéme est adimensionné en
utilisant k., et R, comme échelles d’énergie et de longueur : nous prenons k., = 1 et
R, = 1. La résolution se fait dans chaque domaine sur 7 fois le rayon du domaine (entre
z = —Tet z="TR), ce qui assure un fonctionnement optimal de I’algorithme : il permet un
raccord avec la solution linéaire avec des U ~ 0,01 ; un intervalle plus petit peut rendre
I’approximation linéaire fausse alors qu’un intervalle plus grand peut rendre les amplitudes
des solutions linéaires trop petites, favorisant le bruit numérique. La valeur 7 du rapport
d’aspect est empirique et 1'utilisation d’une valeur proche, comme 10, est aussi adaptée, a
part pour de tres forts pincements.

Il faut cing conditions aux limites, données par les quatre inconnues des deux extrémités
(Ag, Ba, 9(61) ) 9&2)) ainsi que le point d’arrét de 'intégration ss : si on fixe 'intervalle sur
z, il faut pouvoir changer l'intervalle sur I’abscisse curviligne. L’intégration se faisant des z
positifs vers les z négatifs (pour des s croissants), 'intervalle est pris en compte au premier
point calculé ayant un z < 0, en rajoutant les conditions (II1.7) aux solutions calculées.
Le point ’adapté’ est placé empiriquement entre 0,55s2 et 0,65s9 suivant ce qui favorise
le plus la convergence.

L’intégration des équations a été faite par une méthode de Runge-Kutta du quatrieme
ordre a pas constant. L’utilisation d’un pas adaptatif rend plus complexe la prise en compte
de linterface et n’améliore pas la résolution numérique : il n’y a pas de zones ou le rayon
varie faiblement sur de grandes longueurs. Les algorithmes (pour la méthode de Runge-
Kutta et pour la méthode de tir) sont ceux des Numerical Recipes. Il aurait été possible de
raffiner davantage ’algorithme ou d’utiliser d’autres méthodes de résolution pour améliorer
la convergence du code. La méthode choisie, tout comme les détails du code, sont un
compromis entre le temps requis par le développement et les résultats obtenus. Notre

méthode nous permet d’avoir des résultats satisfaisants et suffisants.

II1.3.d Formes d’équilibre

L’utilisation d’une méthode numérique permet de trouver la forme du tube pour n’im-
porte quelle valeur des parameétres physiques. Dans I’article, nous avons illustré I'effet des
différents parametres physiques en calculant les formes avec un seul des trois parametres
non nul (voir figure 3 dans la section II1.6). Ces résultats sont en accord avec ceux obte-
nus pour un calcul linéaire : nous retrouvons les mémes comportements pour des petites
valeurs des parametres. Toutefois, il apparait aussi des effets non linéaires. Ainsi, pour la
figure (3a), avec deux modules de flambage différents, nous retrouvons bien le plateau.
Les effets non-linéaires entralnent par contre que la position de l'interface n’est plus a

mi-distance. Bien que 'interface paraisse plus proche de la phase de petit rayon et donc
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de petit module élastique, ce n’est pas le cas si on considere la variation relative de rayon :
c’est bien la phase la plus souple qui est la plus courbée. De méme, pour la figure (3c), avec
deux modules de Gauss différents, nous retrouvons bien que la membrane se pince dans le
domaine de plus grand module mais le rayon & l'interface est modifié par les non-linéarités
et n’est plus celui a l'infini.

Retrouver le comportement linéaire aux petites déformations indique un fonctionne-
ment correct du code. Nous avons aussi confirmé ’absence d’artefact numérique dans les
simulations en comparant nos résultats avec un autre code. Ce dernier, développé par Cor-
nelis Storm a I'Institut Curie de Paris, est basé sur un principe completement différent :
il ne part pas des extrémités pour aller vers le centre mais de I'interface pour aller vers
les bords. De méme, il fixe les valeurs de r et ¢ au centre, trouve la forme associée puis
en déduit les constantes physiques associées, alors que nous faisons la démarche inverse.
Les deux codes donnent des résultats trés proches, les différences apparaissant pour des
grandes valeurs des constantes physiques et étant probablement dues a la superposition
des erreurs numériques.

Contrairement au cas linéaire, la solution pour une valeur quelconque des constantes
physiques ne peut pas étre obtenue en superposant les solutions calculées avec une constante
non nulle & la fois. L’étude systématique des formes de jonction ne présente toutefois pas un
intérét considérable : les résultats ne pourraient pas étre comparés a des expériences, faute
d’une résolution suffisante en microscopie optique. Nous avons préféré calculer la forme
d’équilibre pour des valeurs de parametres réalistes vis a vis des expériences d’Aurélien

Roux :

Ko = 40kpT =1,6 107" J ; kg =T0kgT =2,910"" ]
KG, = —0,83.60 = —1,38107 J ; kg, =—0,83.k3=-2,310"""]
0a=10N/m ; 03=5610°N/m et 7=710""N

Il s’agit d’estimations et non de valeurs mesurées mais les mesures a posteriori ont conduit
aux méme ordres de grandeur. La figure II1.13 montre le profil du tube calculé pour
ces valeurs des parametres. La tension de ligne impose un tres fort pincement du tube
au niveau de l'interface. Toutefois, le rayon le plus petit, correspondant au pincement le
plus fort, se situe en z = —0,04 (dans la phase liquide-désordonnée) et non au niveau
de l'interface. Si ce tube devait rompre, on peut alors imaginer qu’il va rester un petit
domaine liquide-désordonné avec la phase liquide-ordonnée. La encore, il s’agit d’effets
trop petits pour étre observables en microscopie optique.

En utilisant la forme trouvée, nous pouvons calculer 1’énergie associée, a partir de
(IT1.4). Pour étre sur de ne pas avoir de problémes liés & l'intervalle fini d’intégration nu-

mérique, nous avons pris comme énergie de référence dans chaque phase I’énergie d’un
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Figure IT1.13: Rayon du tube en fonction de la position sur son axe de symétrie (z). Les
parametres sont ceux utilisés dans l'article. Les traits continus sont la solution calculée
(pour z variant entre —7 et —12,25). Les lignes pointillées matérialisent le rayon a l'infini.
Aux extrémités de I'intégration numérique, I’écart entre la solution numérique et la solution

a I'infini est inférieur & 0, 3%

tube semi-infini, a I’équilibre mécanique, de rayon constant R;, sans tension de bord.
La connaissance des solutions analytiques aux bornes de l'intégration permet de calcu-
ler I’énergie pour ’ensemble du tube; il s’agit de corrections inférieures au pourcent de

I’énergie calculée. L’énergie du tube 'réaliste’ est de 657 kgT soit 2,63 10718J.

I11.3.e Etat de transition

La fission se fait & partir d’une forme d’équilibre et demande donc de franchir une
barriere d’énergie. L’amplitude de cette barriere est donnée par ’écart entre ’énergie de la
forme d’équilibre (minimum d’énergie) et celle d’un état de transition (maximum d’éner-
gie). L’état de transition devrait donc étre solution des équations d’Euler-Lagrange (I11.5).
Nous ayons essayé analytiquement et numériquement de trouver une solution différente
de la forme d’équilibre rendant I’énergie extréemale mais nous n’en avons pas trouvé. L’ab-
sence d’autre solution & nos équations de formes ne signifie pas pour autant qu’il n’y a pas
d’état intermédiaire, mais que cet état n’est pas décrit par notre modele.

La forme du tube calculée avec des parametres réalistes (voir figure I11.13) est fortement
pincée pres de l'interface. Ceci suggere un mécanisme de fission : la rupture se fait en
passant par un état de transition completement pincé. Ce mécanisme suppose de rendre le
rayon au pincement de ’ordre de ’épaisseur de la bicouche. L’énergie d’Helfrich n’est alors

plus adaptée, des termes de courbure d’ordres supérieurs devant étre rajoutés. De méme,
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2 (4)

Figure III.14: Exemple de réarrangement moléculaire nécessaire pour la rupture par

pincement d’un tube de bicouche. Image extraite de [116]

la rupture nécessite forcément un réarrangement des lipides de la bicouche [115,116] (voir
figure I11.14), ce qui est hors de notre modele macroscopique. De tels raffinements dans la
description du tube n’étant pas envisageables pour l'instant, nous avons approximé 1’état
intermédiaire par une forme que nous espérons proche, pour obtenir un ordre de grandeur

de la barriere d’énergie.

Le mécanisme de fission n’est possible que si I’énergie du tube ne diverge pas quand le
rayon du pincement tend vers 0. Cette divergence est liée aux effets élastiques : la courbure
moyenne comporte un terme en 1/r au niveau du pincement, qui diverge quand le rayon
ro au pincement tend vers 0. Nous considérons le cas d’un tube bi-phasique uniquement
soumis a la tension de ligne : £ = 1, ARg = 0. La figure II1.15 montre 1’énergie du tube,
la contribution de la tension de ligne ainsi que 1’écart entre les deux, en fonction du rayon
ro, calculé en utilisant I'algorithme de Cornelis Storm. Pour ry — 0, I’énergie tend vers
une valeur finie et la contribution de la tension de ligne devient nulle : I’énergie due a la
courbure devient égale a 1’énergie totale. Ceci justifie le choix d’un tel intermédiaire pour
approximer 1’état de transition, bien que I’énergie de 1’état de transition soit sirement

sous-évaluée ainsi.

L’énergie reste finie car, lorsque le rayon tend vers 0, le terme élastique devient domi-
nant sur tous les autres. Minimiser 1’énergie revient alors a minimiser d’abord la compo-
sante élastique et donc a annuler la courbure moyenne : au niveau de l'interface, pour des
tubes tres pincés, les deux rayons de courbure se compensent exactement : r(0) dans la

direction perpendiculaire a 'axe z et —r(0) dans la direction de I'axe de symétrie.

La méthode consistant a faire tendre le rayon de Uinterface vers 0 est délicate : il s’agit
d’un point divergent. Cette énergie peut étre trouvée en considérant le tube juste apres
la rupture. Nous avons alors deux tubes séparés mais pas encore rétractés. En supposant
qu’'une force s’exerce sur ces tubes pour les maintenir a ’équilibre mécanique, nous pouvons
calculer leur forme. Cette force joue un role identique a celui de I'interface de rayon tendant
vers ( : elle assure ’équilibre mécanique tout en s’exergant sur I’axe. Numériquement, il

est facile de calculer I’énergie d’une des extrémités puis d’en déduire ’énergie des deux.
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Figure III.15: Energies adimensionnées d’un tube bi-phasique en fonction du rayon adi-
mensionné de l'interface ro/R,. La courbe continue est I’énergie totale du tube F/k,, la
courbe pointillée est la contribution de la tension de ligne et la courbure en tirets 1’écart
entre les deux. Les deux domaines sont équivalents (65 = 0 et Akg = 0) et soumis & une
tension de ligne 7. La valeur de 7 augmente lorsque le rayon ro/R, diminue. Les formes
de différentes solutions sont représentées dans la figure 3b de article II1.6. Les valeurs

numériques ont été calculées par Cornelis Storm.

Le principe de la résolution est le méme que celui utilisé pour le tube connecté : on part
des deux extrémités du tube ou la forme de la membrane est approximée par des fonctions
analytiques ; on ajuste les constantes inconnues de ces fonctions pour que la forme du tube
soit continue en un point intermédiaire. La forme obtenue est présentée sur la figure 111.16.
L’énergie de flambage associée a une des extrémités est 8,12x. Notons que 1’énergie du
tube rompu, méme a ’équilibre, doit prendre en compte en plus la contribution de Gauss

due au changement de topologie : —47mkg.

Nous pouvons donc évaluer la barriere d’énergie pour n’importe quelle valeur des pa-
rametres physiques. Ainsi, pour la forme 'réaliste’, nous trouvons une barriere de 7, 8kgT
soit 3,2 1072°J . Notons qu’il s’agit d'un processus associé & un effet dynamique. La stabi-
lité thermodynamique est obtenue en comparant plutét 1’état connecté a ’état rompu. En
supposant que la force puisse s’exercer pratiquement en tout point (ce qui est le cas pour
une membrane ancrée par des moteurs moléculaires), ceci conduit & une valeur limite du

module de Gauss pour la stabilité du tube homogene : kg = —1, 29k.
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Figure III.16: Forme d’une extrémité de tube. (a) Rayon en fonction de la position sur
laxe de symétrie (z). La forme du tube a été calculée avec R = 1 & 'infini et x = 1. Les
autres parametres sont déduits par les conditions d’équilibre II1.3. (b) Représentation en

volume du profil calculé.

II1.3.f Temps de fission

La rupture du tube nécessite de franchir la barriére d’énergie : ¢’est un processus activé.
Ce type de processus se retrouve dans les réactions chimiques mais aussi lors de la rupture
spontanée d’un cristal courbé [117] : c’est 1’énergie nécessaire pour initier la fracture qui
détermine la dynamique de rupture. Ce type de comportement est bien décrit par une loi

d’Arrhénius, le temps de rupture étant alors donné par :

AL ] , (111.16)

tfission = tpexp |:M

ou tg est un temps caractéristique du processus de rupture et AE amplitude de la barriere
d’énergie a franchir. Notons que dans notre cas, comme dans le cas du cristal, le processus
est a priori irréversible. En effet, une fois les deux parties séparées, elles vont s’éloigner
spatialement et ne plus pouvoir se rencontrer, ce qui supprime la possibilité d’un processus
inverse.

Le temps caractéristique n’est pas donné par notre modele : nous ne considérons que
des objets statiques. Toutefois, connaitre son ordre de grandeur est suffisant : le temps
varie exponentiellement avec la barriere d’énergie, donc une petite erreur sur ’énergie a
des conséquences beaucoup plus importantes, qu'une erreur sur le temps caractéristique.

Nous avons utilisé un argument qualitatif pour construire ce temps caractéristique.
Le mécanisme de rupture du tube demande de pincer la membrane, ce qui nécessite de
chasser 'eau & l'intérieur du tube. Nous supposerons donc que la dynamique de rupture
est dominée par le mouvement de 1’eau, caractérisée par sa viscosité n. L’énergie caracté-
ristique pour courber la membrane est son module de flambage x et I’échelle typique de

longueur est le rayon a l'infini du tube R. Un argument dimensionnel conduit alors au



66 Chapitre III. Fission de tubes membranaires a deux phases

temps caractéristique :

3
o = Mo (IIL.17)

Ra

Avec nos valeurs des constantes physiques, il vient tog = 1,44 10~%s. Le temps hydrody-
namique tg est tres petit devant les temps typiques de fission (environ 1s). Ceci va aussi
dans le sens d’un processus activé : les temps associés aux phénomenes dynamiques sont
tres petits devant les temps de fission. Notons que ce n’est pas la seule expression possible
du temps caractéristique : au lieu d’utiliser la phase o comme référence, nous pourrions
utiliser I’autre phase ou la moyenne des deux voire autre chose de plus complexe. Quelque
soit I’expression choisie, 'ordre de grandeur va rester le méme.

Notre évaluation de la barriere d’énergie pour des valeurs ’'réalistes’ des parametres
conduit & un temps de rupture de 350ms. Ce temps doit étre comparé a des temps compris
entre 1 et 10 secondes : c’est une bonne évaluation de l'ordre de grandeur. Compte tenu
des nombreuses approximations, c¢’est un résultat trées correct, bien qu’il ne permette pas
d’affirmer que le modele soit le bon. Pour continuer de valider cette approche, nous devons

comparer nos résultats a un plus grand nombre de données expérimentales.

I11.3.g Evolution du temps de fission avec la tension du tube

Des données expérimentales postérieures a la publication de ces travaux montrent que
le temps de fission du tube diminue lorsque la tension de surface augmente (voir figure
II1.17) [118]. Notons qu’il existe des processus de fission quasi-instantanés. Ceci n’est pas
incompatible avec un scénario de fission par un processus activé : il s’agit de fissions
induites par la présence de défauts. La présence de deux temps caractéristiques, un rapide
di aux défauts et un lent pour le processus activé, se retrouve de maniere générale dans
les processus activés [117].

Dans notre modele, la tension de surface du tube n’intervient pas explicitement mais
elle est contenue de maniere implicite dans ’échelle de longueur R, a travers la relation
Ry = \/Ka/204 (équation II1.3a). Parmi les trois parametres adimensionnés controlant
la forme du tube (K, ARg et 7), seule la tension de ligne 7 dépend du rayon et donc
de la tension de surface pour son adimensionnement : 7 = TRy /Ko = T/v/2Ka0q. Ceci
entraine que la forme du tube connecté change quand la tension de surface varie, a travers
la tension de ligne 7 ; la forme de I'intermédiaire de rupture n’est pas modifiée : elle dépend
uniquement des constantes élastiques. Une augmentation de la tension de surface entraine
une diminution du rayon du tube, qui se traduit par une diminution du parametre de
controle 7 ; aussi, lorsque la tension augmente, le tube devient relativement moins pincé.
Notons qu’il peut sembler y avoir ici un paradoxe : plus le rayon du tube diminue, plus le

pincement diminue ; ceci est di au fait que I’énergie élastique est indépendante de I’échelle :
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Figure II1.17: Temps de fission de tubes bi-phasiques en fonction de la tension de surface
de la vésicule mere. Chaque cercle correspond a une mesure. Les données nous ont été
fournies par A. Roux (communication personnelle). La courbe pointillée correspond au
temps de fission d’une jonction dans un scénario par cassure du tube. Les parameétres
physiques de la jonction sont k. = 1,6.1071°], Kg = 2,9.1071%], kg = —0,83k et T =
3.1072N. Les autres parameétres déterminant la fission (le temps caractéristique to et la

tension de ligne de nucléation du pore) ont été choisis arbitrairement.

si la contribution de la tension de ligne dans I’énergie diminue, le coiit énergétique pour
courber le tube reste le méme. La barriere d’énergie étant indépendante de 1’échelle R,,, elle
augmente si le pincement diminue et donc si la tension de surface augmente, ce qui entraine
une augmentation du temps de fission, en désaccord avec les mesures expérimentales. Cette
augmentation est beaucoup trop rapide pour étre compatible avec les variations mesurées :
il s’agit d’une croissance exponentielle.

Aussi, le scénario de rupture par pincement complet ne correspond pas & la situation
réelle. Il est probable que le choix de l'intermédiaire de rupture est mauvais; d’autres
scénarii sont imaginables, fournissant d’autres intermédiaires. Ainsi, la fission du tube peut
étre provoquée par une cassure de la bicouche au niveau du pincement (ou de Uinterface),
exactement comme deux tuyaux se déboitent; il se forme alors deux pores avec ’eau
environnante, un dans chaque domaine, qui vont se refermer en deux tubes distincts. Si le
cout de formation des pores hydrophobes est important, avec une tension de ligne autour
de 107N, 1a bicouche y gagne aussi en supprimant la courbure de Gauss, importante pour
un interface fortement pincé, et en réorganisant les lipides. Dans ce scénario, la barriere
d’énergie est donnée par 1’énergie de nucléation des pores; elle est donc proportionnelle
au rayon (r(0)) de l'interface, via une tension de ligne. Une augmentation de la tension de

surface entraine une diminution de la tension de ligne réduite entre les deux domaines et
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Figure III.18: Bicouche bi-phasique de forme tubulaire : le domaine noir correspond &
la phase liquide-ordonnée et le domaine gris a la phase liquide-désordonnée. La réparti-
tion périodique des domaines apparait spontanément lors de la formation des domaines
(par abaissement de la température). Le rayon de la structure tubulaire est de 'ordre du

micrometre. Image mise en niveau de gris & partir de [83]. Barre : 0, 5um.

donc une augmentation du rayon adimensionné a U'interface (r(0)/R,). Toutefois, le rayon
r(0) peut quand méme diminuer car le rayon du tube & l'infini (R,) diminue quand la
tension de surface aumgente : ceci se produit pour des tensions de surface suffisamment
grandes. Nous avons fait une évaluation du temps de fission basée sur ce mécanisme en
fonction de la tension de surface : nous obtenons un comportement qui évolue correctement
(voir figure II1.17), avec la réserve que les valeurs numériques autres que le rayon du
pore ont été fixées arbitrairement. Compte tenu de la dispersion importante des mesures,
d’autres courbes sont possibles pour interpréter ces points. Le probleme du scénario de

rupture des tubes est donc un probléme encore ouvert.

I11.4 Effets de taille finie

Notre démarche concerne la rupture de tubes de membrane, dans la limite ou les
domaines sont tres allongés par rapport au rayon du tube et répartis aléatoirement sur
le tube. Nous supposons alors que les différents interfaces présents sur un tube n’ont pas
d’influence les uns sur les autres. Toutefois, ces hypotheses ne sont pas forcément vérifiées.
Ainsi, la figure I11.18 montre un tube bi-phasique de grand rayon (donc a priori stable)
pour lequel les domaines semblent avoir des longueurs comparables aux rayons et dont la
répartition pourrait étre périodique.

L’étude des effets de taille finie peut nous apporter des informations sur l'interaction
entre les interfaces des domaines sur un tube. Elle est aussi une étape nécessaire pour
aborder I’étude de structures périodiques. Nous donnons ici uniquement le principe de la

démarche que nous sommes en train de développer avec Alberto Sicilia.
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Tubes bi-phasiques a trois domaines

Le tube est formé de deux phases (a et (3) réparties en afa, les deux phases a étant
semi-infinies. Le systeéme est symétrique par rapport au milieu de la phase 3, ce qui per-
met des simplifications importantes. L’énergie du systeme est toujours donnée par (111.4)
avec une différence importante sur le terme og : le domaine 3 n’est plus connecté a un
réservoir de lipides et donc sa surface est constante. Aussi, le terme de tension de surface
disparait et doit étre remplacé par une contrainte de surface ; la fonctionnelle & minimiser
est formellement la méme mais og est maintenant un multiplicateur de Lagrange assurant
cette contrainte. Une conséquence potentiellement importante est que le terme de surface

n’intervient plus dans le calcul de 1’énergie.

La résolution du systéme est simplifiée par les symétries : elles donnent ¢ = 7/2 et
)" = 0 au milieu de la phase 3. Il y a encore 6 inconnues : les deux parametres de la solution
linéaire dans la phase «, 7, ¢/ et 0 au milieu de la phase § ainsi que P'abscisse curviligne
de l'interface s1. Une des inconnues est donnée par la condition sur ’hamiltonien (H = 0)
au milieu de la phase 8. Les autres sont données par les 5 conditions aux limites connues :
deux conditions a chaque extrémité ainsi que la surface de la phase 3. Le systéme est alors

bien défini et nous devrions pouvoir le résoudre analytiquement ou numériquement.

Tubes périodiques

Le tube est formé d’une alternance infinie de phases (... afaf .. .). Si on considere deux
domaines voisins, le systeme est symétrique par rapport au milieu de chaque domaine. La
périodicité nous permet de résoudre le systéeme uniquement entre les milieux de deux
domaines voisins. L'énergie du systéme est toujours (I11.4) mais avec les o; remplacés par

des multiplicateurs de Lagrange assurant la conservation de la surface.

La résolution du systéme est, ici encore, simplifiée par les symétries, avec 'avantage
de ne plus avoir de point & l'infini. Aux deux bords, nous avons deux variables imposées
par les symétries : ¢ = 7/2 et 9" = 0. Il reste 8 inconnues : r, 1’ et o a chacun des
bords ainsi que les abscisses curvilignes des deux bords (s, et sg). Deux des inconnues
sont données par les conditions sur I’hamiltonien H au milieu de chaque phase ; les 6 autres
sont données par les conditions aux limites connues : deux au milieu de chaque phase ainsi
que les surfaces des deux phases. Ici encore, le systeme est bien défini et doit pouvoir étre

résolu analytiquement ou numériquement.
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I11.5 Résumé

Les tubes de membrane de petits rayons ne supportent pas la présence de plusieurs
phases et se rompent préférentiellement a la jonction entre les différents domaines. L’étude
d’une jonction unique montre qu’il existe une forme d’équilibre satisfaisant les équations
de forme du tube. La forme de la jonction est alors déterminée completement par trois
parametres : le rapport des modules de flambage, la différence des modules de Gauss ainsi
que la tension de ligne de l'interface. L’équilibre mécanique impose que le rapport des
modules de flambage soit égal au rapport des rayons des domaines loin de la jonction;
des domaines de rayon différents, donc de modules de flambage différents, sont fortement
courbés pres de l'interface. La différence de module de Gauss tend & imposer un plissement
de la membrane au niveau de I'interface, alors que la tension de ligne favorise le pincement
de l'interface. L’apparition de courbures dues a une différence de parametre physique tend
a favoriser la rupture du systeme.

Pour modéliser la rupture du tube, nous supposons qu’elle se fait par un pincement.
Le temps de rupture est alors piloté par I’écart entre I’énergie de la forme d’équilibre et
celle d'un état de transition, que nous avons approximé par 1’énergie élastique d’un tube
completement pincé. Ce modele de processus activé n’est pas le seul possible mais fournit
des résultats en bon accord avec les données expérimentales. Toutefois, il faudrait d’autres
comparaisons pour valider completement le modele et éventuellement ’améliorer.

Nous avons pour l'instant travaillé sur une jonction unique. Il est aussi possible de
s’'intéresser a l'interaction entre plusieurs jonctions, soit due a la taille finie d’un domaine

soit due a une répartition ordonnée des domaines.

I11.6 Article ”Fission of a Multiphase Membrane Tube”
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A common mechanism for intracellular transport is the use of controlled deformations of the
membrane to create spherical or tubular buds. While the basic physical properties of homogeneous
membranes are relatively well known, the effects of inhomogeneities within membranes are very much
an active field of study. Membrane domains enriched in certain lipids, in particular, are attracting much
attention, and in this Letter we investigate the effect of such domains on the shape and fate of
membrane tubes. Recent experiments have demonstrated that forced lipid phase separation can trigger
tube fission, and we demonstrate how this can be understood purely from the difference in elastic
constants between the domains. Moreover, the proposed model predicts time scales for fission that agree

well with experimental findings.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.93.158104

Internal organization is one of the most intriguing
aspects of the cell. Living cells have to actively maintain
gradients of all sorts. Compartmentalization and traffick-
ing aid it in doing so, and both processes extensively use
membranes. Not only are the various organelles in eu-
karyotic cells surrounded by membranes, but the basic
intermediates in the intracellular transport pathways as
well are membrane structures such as tubes and vesicles
[1]. The generation and properties of these structures have
been extensively studied, and much is already known
about their biology, biochemistry [2], and biophysics
[3,4]. The emerging view is that the shape of the bilayer
membrane in vivo is controlled not only by embedded and
associated proteins [5] but also to a large extent by the
mechanical properties of the bilayer itself [3,6]. For
tubular structures, in particular, mechanical effects play
a major role: recent biomimetic experiments [4] have
shown that kinesin motors walking on microtubules can
exert pulling forces on the membrane and prompt the
formation of membrane tubes that resemble tubules iden-
tified in living cells.

The existence of small membrane domains with a lipid
composition that is markedly different from that of the
rest of the membrane (sometimes referred to as “‘rafts,”
although considerable debate remains as to their precise
interpretation) appears to be another key element of intra-
cellular vesicular traffic [7] and also seems to be impli-
cated in a multitude of cellular processes [8]. The
heterogeneity in membrane composition can be attributed
to a phase transition leading to a local segregation be-
tween the various lipids constituting the membrane [9].
Sphingolipid domains, in particular, have been shown to
be more structured than a classical liquid membrane due
to specific interactions between their constituents [1].
Under appropriate conditions they tend to aggregate into
so-called liguid-ordered domains which are mechani-
cally stiffer than the rest of the bilayer. Recently, an

158104-1 0031-9007/04/93(15)/158104(4)$22.50
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experimental model system of vesicles including ‘‘raft-
like domains” has been developed [10]; it provides an
elegant and efficient tool to study their properties in a
more controlled way than in vivo. This procedure allows
for systematic studies of the effects of membrane compo-
sition [11], temperature changes [9], and protein absorp-
tion on the domain [12].

The physics of membrane tube formation from homo-
geneous vesicles has been studied both theoretically
[13,14] and experimentally [15]. Recent experiments in-
volving one of us [16] study the interplay between lipid
domains and the behavior of tubes, by pulling tubes from
model membranes. Figure 1 illustrates one of the surpris-
ing conclusions of these experiments—a sequence of
snapshots taken at regular intervals (1 s between two pic-
tures) shows an initially homogeneous tube that first
undergoes phase separation (triggered experimentally by
photoinduced oxidation of cholesterol), and, after about
1 s, ruptures precisely at the phase boundary and discon-
nects. The two lipid phases are easily distinguished, once
separation has occurred, by the use of a fluorescent

FIG. 1. Breakage of a heterogeneous membrane tube [16]. The
brighter (and thinner) section initially on the tip is a liquid-
disordered DOPC domain. Fission events occur at the sites of
formation of small domains resulting from phase separation.
The time between two consecutive pictures is 1 s. Scale bar,
10 pwm.

© 2004 The American Physical Society 158104-1
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marker that preferentially sits in the liquid-disordered
domains. Furthermore, the same experiments show that
fission events such as these happen only in the phase
separated tubes—tubes in which the lipids are mixed
are essentially stable indefinitely.

Statement of problem and summary.—In this Letter, we
address the dramatic loss of stability following phase
separation from a mechanical point of view. We extend
the theoretical models developed for homogeneous tubes
[14] to study the junction between two distinct phases,
each of which far away from the junction has a tubular
shape. Experiments suggest that phase separation occurs
on a much faster time scale than fission and that the
nucleation of the two phases leads to the formation of
cylindrical domains between a more rigid and a less rigid
phase. Therefore, we do not model the dynamic of the
phase separation process [17]. The tube radii and the
junction length are generally small compared to the
length of each phase domain. In order to minimize the
interfacial energy between adjacent domains, the inter-
face rapidly becomes a circle perpendicular to the tube
direction. The coarsening stage of the phase separation
process proceeds very slowly to eventually form two
homogeneous phases in equilibrium, but this slow relaxa-
tion is always preempted by tube fission.

We assume here that the tube and junctions are axi-
symmetric with respect to the direction along which the
tube is pulled (the z axis). We consider one junction
between two semi-infinite tubes, each consisting exclu-
sively of one of the phases. Finite-size effects associated
with the limited size of individual domains, while possi-
bly relevant, fall outside the scope of the present Letter.
The small radius of the tubes (about 40 nm) does not
allow for a quantitative determination of the shape of the
junctions [16], and for this reason we restrict ourselves to
a minimal model which emphasizes the roles of the most
relevant physical parameters. We show that tube fission
can be driven either by the line tension or by the jump of
the elastic coefficients at the interface between the two
phases, and we compare the two processes, both of which
undoubtedly contribute in the experiments.

Model—We use an elastic membrane free energy, as
introduced by Canham and Helfrich [18], and numeri-
cally determine equilibrium junction shapes. Figure 2
gives a schematic representation of the tube and the
coordinate system used in the following. Our axisymmet-

FIG. 2 (color online).
tion.
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Schematic representation of the junc-

ric surface is parametrized by the arc length s along the
contour and described by the local tube radius r(s) and the
angle (s). They are related by the geometric relations
i = cosy (dots denote derivatives with respect to s). The
interface is located at z = s = 0.

The free energy of the system is obtained by extending
the description of tubular membranes [14] to the specific
case of a biphasic tube [19,20] as follows:

‘T = :ZB [Qi|:2KiH2 + Kg)K + 0'l:|dS

+ j{m rdl — [fdz. (1)

The two phases are denoted by « and B, and for each
phase i the free energy is integrated over its membrane
area ();. The k; and Kg) are the bending and Gaussian
rigidities of the respective phases. This free energy in-
cludes the bending energy to lowest order in the principal
curvatures, where H is the mean curvature and K the
Gaussian curvature. The two layers of the membrane are
assumed to be symmetric; both phases contain cholesterol
molecules which have a high flip-flop rate. Any stress due
to area differences between the leaflets or to an asymme-
try of the layers is thus quickly relaxed. Finally, Lagrange
multipliers o; are introduced to ensure a constant surface
in each phase. These o; are interpreted as surface ten-
sions. We take our tube to be infinite and assume the
presence of a lipid reservoir. In the experiments, such a
reservoir is provided by the large mother vesicles from
which the tubes are drawn. Provided the area per lipid
remains constant during the process, this implies a con-
stant surface tension in each of the phases.

The interface between the two phases is described by a
jump in the values of the bending rigidities «; and K(G') and
in the surface tension o7, and by a positive line tension 7
at the interface 9(). The last term in the free energy is the
work performed by the external force f needed to pull the
tube. We neglect the small effect of pressure [13].

The variational derivation of the shape equations of the
surface has been detailed elsewhere [21] and yields

> 2cosy . | 3sing .,  3cos’y —1
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Far away from the junction, we recover homogeneous
cylindrical tubes with ¢ = 7/2 and R; = (k;/20;)"/2.
Mechanical equilibrium implies that the forces at both
extremities are equal and that f = 27(20;k;)"/2, which
imposes that o7, /03 = K/ K,: the surface tension jumps
discontinuously across the interface.

The mismatch between constants such as the bend-
ing rigidities appears only in the boundary conditions
and strongly affects the interface shape. At the interface
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(s = 0), four boundary conditions must be satisfied. Two
conditions are the continuity of the radius r(s) and the
angle ¢(s) [19]; two additional conditions stem from the
variational procedure and relate the first and the second
derivatives of the angle ¢ on each side of the interface to
the values of 7, i, ko, kg, Akg = Kg — k&, and 7.

Results.—Figure 3 illustrates the different effects that
line tension and differences in elastic rigidities individu-
ally have on the two-phase tube. The first possible dis-
continuity at the junction is a jump in bending rigidities
[Fig. 3(a)]. The ratio of the bending rigidities in the two
phases k = g/ K, fixes the ratio of the radii away from
the junction and of the surface tensions in the two phases.
Without line tension and jump in Gaussian rigidity, the
radius decreases smoothly from the values of the more
rigid phase to the value in the less rigid phase, but with a
remarkable structural feature—a small plateau (i.e., a
membrane region with a horizontal tangent) occurs
around the junction. This plateau is also given by an
analytical linear calculation [22].

When line tension dominates [Fig. 3(b)], the radius at
the interface decreases with increasing line tension. It
vanishes for a huge line tension. Note that our description
breaks down at scales comparable to the bilayer width.
Despite the fact that the radius goes to zero, the mean
curvature remains finite; in the highly pinched limit, a
saddle point develops at the neck which keeps the total
curvature energy finite.

When the discontinuity in Gaussian rigidities domi-
nates [Fig. 3(c)], numerical evidence suggests that the
neck radius does not decrease all the way down to zero.
Moreover, stability arguments given below impose a
bound on the maximum absolute value of Ax;. How-
ever, the presence of the neck favors the breaking process.
In this case, fission does not occur exactly at the interface
but at the neck. One thus expects to find, after fission, a
small patch of one phase still attached to the other phase.
Since details at the length scale of the neck itself cannot

(a) 24

(b)

be resolved experimentally, this effect might be relevant
to determine the dominant fission mechanism.

Discussion—For general experimental conditions, all
three effects are superimposed at the junction. A quanti-
tative analysis of the shape in order to extract the vari-
ous parameters is then difficult, especially as little to
nothing is experimentally known about the precise
shape of the junction. Typical values of the bending
rigidity of liquid bilayers are around 25kz7, and the
rigidity of the liquid-ordered phases can be up to sev-
eral times higher. Recently, the bending modulus of a
heterogeneous vesicle has been obtained by comparing
the experimental shape to numerical solutions of the
shape equations [23]. The Gaussian rigidity Kg) is noto-
riously difficult to measure experimentally, but a recent
study cites values of K(Gi) = —0.83k; [24]. Stability argu-
ments impose that —2k; < K(Gi) <0.

The equilibrium free energy of the tube can be calcu-
lated from Eq. (1) and allows for a discussion of the
stability of the tube and of its fission. We show in Fig. 4
the free energy of a tube as a function of the dimension-
less radius at the neck ry../Ro in the specific case of
Ko = kg and kg = Kg. This energy is maximal for a
vanishing radius: at this point, the membrane is maxi-
mally bent. Fission of the tube by pinching requires one to
cross this energy barrier. The free energy of the ruptured
tube is also shown on the figure. It is lower than the top of
the barrier by the contribution of the Gaussian curvature
due to the change in topology upon rupture, which equals
41kg. Notice that the bending energy does not change
upon rupture: at vanishing radii, the neck is a saddle
point with vanishing mean curvature [22]. The ruptured
tube corresponds to a transient shape since, in the absence
of an applied force, the tubes retract to form two spheres.
In the absence of line tension the tube is uniform r(z) =
R, and its energy is zero, and a homogenous tube is thus
thermodynamically stable only if the free energy of the
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FIG. 3 (color online). Numerical shapes of the junction for various line tensions and differences of elastic rigidities in
dimensionless units. The length scale is the radius of phase a (R, = 1); the energy scale is the bending rigidity of phase a so
that k, = 1. (a) Shapes for various ratios of bending rigidities. The line tension vanishes (7 = 0) and the Gaussian rigidities are
equal (Akg = 0). The values of KB/Ka are 1.25, 1.5, 1.75, and 2.0. (b) Shapes for various line tensions. The elastic rigidities are
equal: Axg = 0 and «, = kg. The values of the line tension are 7 = 0.5, 1.0, 1.5, and 2.0. (c) Shapes for various differences in
Gaussian rigidity. The line tension vanishes (7 = 0) and the bending rigidities are equal (k, = k). The values of the difference in

Gaussian rigidity are Axg = k& — k& = —1.0, 1.0, 2.0, and 4.0.
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FIG. 4. Schematic energetics of fission. The solid curve plots
the free energy of a tube pinched by line tension as a function of
the dimensionless neck radius. Every equilibrium radius r* has
a corresponding energy £(r*) = Epeng + €, which defines in
turn an energy barrier for fission &,,, and a free energy gain
upon fission AF. For clarity, this figure assumes identical
elastic rigidities on both sides.

ruptured tube is positive. Numerically, we have deter-
mined this stability limit as kg > —1.29«.

The values of the parameters then fix the value of
Feck/Ro- We have also evaluated the energy barrier
against fission by pinching from this macroscopic model.
Note, however, that this is only a lower bound to the real
energy barrier, as it ignores effects at the molecular
length scale which certainly is attained when the neck
becomes very thin. To compare our results to the experi-
ments, we have computed the various energies at the fol-
lowing (measured or realistic) parameter values. With
bending rigidities «, = 40kgT = 1.6 X 107'°J and
kg = T0kpT = 2.9 X 107" J, Gaussian rigidities & =
—33.2ksT = —1.38 X 107°J and Kg = —58kpT =
—2.3 X 10712 J, surface tensions 1 X 107% N/m in phase
aand 5.7 X 1077 N/m in phase B, and a line tension 7 X
1072 N, we have determined the height of the energy
barrier to be &y, = 7.8kgT. If we assume that fission is a
thermally activated process [25], the average time until
fission 7, occurs is t, = texpEqyy,/kgT. Using a hydro-
dynamic argument, we estimate the basic time scale as
to = MR>,/Kk,, where 7 is the viscosity of water. For the
parameter values cited above, this yields a time scale 7, =
1.44 X 10™* s. We thus expect the experimental time until
fission to be approximately 350 ms. This is in good
agreement with the experimentally observed typical
time for fission, which is of order 1 s.

Conclusion.— We have studied the behavior of a multi-
phase membrane tube using thermodynamic arguments.
The shape of the junction between two domains depends
on three quantities: the line tension of the interface and
the jumps in the two elastic constants. While experimen-
tal precision is not yet at a level where these results can be
compared directly to our calculated tube shapes, we have

158104-4

also considered the breaking time of a two-phase tube.
Our modeling, based on an energetic approach, predicts a
strong dependence of the fission dynamics on the elastic
properties of the phases and yields results that are in good
agreement with the experimental data.
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Chapitre IV

Bourgeonnement et fission de

vésicules bi-phasiques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des instabilités de la forme d’une vésicule a
deux domaines tendue, induites par I’absorption de molécules. La forme initiale de chaque
domaine est celle d’une calotte sphérique, sauf a proximité de 'interface. Lors de ’absorp-
tion de molécules, deux instabilités peuvent se développer, éventuellement simultanément :
une instabilité de la forme en calotte sphérique de I'un des domaines et une instabilité d’en-
semble avec un rétrécissement de I'interface puis une éjection des deux domaines en deux
vésicules distinctes. Nous présentons ici un traitement analytique pour ces deux instabili-

tés.

IV.1 Présentation

Les vésicules sont des objets fascinants par la richesse de formes qu’elles peuvent adop-
ter : en plus de pouvoir étre tendues ou fluctuantes (voir figure I1.5), elles peuvent étre
déformées par des sollicitations extérieures (voir figure 1.5), comme les changements de
température [10,55,119] ou l’absorption de molécules [44,63,116,120-123]. Parmi les dé-
formations possibles, I'une des plus spectaculaires est probablement le bourgeonnement
ou ’budding’ (voir figure IV.1) : une partie de la vésicule se courbe de plus en plus en une
calotte sphérique, jusqu’a ce que la vésicule soit formée par deux spheres qui peuvent se
séparer ou rester connectées par un pont de lipides.

Nous nous intéressons ici au bourgeonnement di a ’absorption de molécules sur une
vésicule bi-phasique a deux domaines ; des expériences récentes sur des vésicules compor-
tant un domaine liquide-ordonné dans une membrane liquide-désordonnée ont montré que
l'ajout de détergents [124] ou de protéines comme la Phospholipase Ay [125] pouvaient

provoquer un soulevement spécifique du domaine liquide-ordonné, éventuellement suivi
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Figure IV.1: Processus de bourgeonnement sur une vésicule initialement en forme de
cigare. Le bourgeonnement est provoqué par une augmentation de la température. Le temps
entre deux images est de 1,2s. La longueur initiale du grand axe est approximativement
20pum. Notons que, en dehors de la derniere image, il s’agit d’états hors équilibres et donc

instables. Image extraite de [10].

par Iéjection du domaine (voir figure IV.2). Les expériences avec des détergents utilisent
des molécules chimiquement passives, aussi nous avons privilégié une description purement
mécanique des déformations, les molécules absorbées imposant une courbure locale. No-
tons que l'utilisation de détergents peut entrainer une solubilisation de la bicouche, qui
conduirait a la formation de pores macroscopiques. Les quantités utilisés pour provoquer
la fission sont suffisamment faibles pour qu’il soit possible de négliger cet effet dans la
suite [126].

Etat de lart

L’effet de la présence de molécules imposant une courbure a la bicouche a été déja
étudié, que ce soit pour décrire 1'absorption de molécules [58,127] ou le comportement
d’un mélange de lipides [128,129]. Les deux démarches sont formellement tres proches, la
différence résidant uniquement dans I’hypothése d’un nombre constant de molécules ou
non. La présence d’'une molécule n’ayant pas la méme forme que les lipides environnants
et pouvant se répartir de facon inhomogéne sur la surface fournit un degré de liberté
supplémentaire favorisant le bourgeonnement. Dans une approche continue, la molécule

non cylindrique est décrite par sa concentration, sa forme imposant un couplage entre la
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Figure I'V.2: Bourgeonnement et fission produit par la Phospholipase Ay sur une vésicule
bi-phasique. La barre représente 20um. Image (a) : vue en fluorescence de la vésicule
initiale. La phase liquide-désordonnée est marquée par un lipide fluorescent spécifique :
le domaine liquide-ordonné apparait comme un cercle noir. Image (b) : injection de la
Phospholipase Az & proximité de la vésicule par une micro-pipette (visible & droite). Images
(c-g) : bourgeonnement d’une calotte sphérique au niveau de la phase liquide-ordonnée.
Images (h et i) : P’état final est formé de deux vésicules séparées spatialement. Image
extraite de [125].
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Figure IV.3: Evolution d’une vésicule formée d’un mélange de lipides lorsque lorsque
le volume enfermé décroit. La courbe fine montre la concentration ¢ dans une molécule
courbée présente dans la bicouche. Les volumes réduits sont respectivement v = 1, 0,89,
0,89, 0,86 et 0,82 de gauche a droite. A v = 0,89, les deux solutions ont la méme énergie,

indiquant une transition discontinue. Image extraite de [128].

courbure et la concentration (voir section II.5). Lorsque la vésicule n’est pas sphérique,
ce couplage va concentrer les molécules non cylindriques dans les zones avec une courbure
favorable ; ainsi, des molécules coniques, avec la pointe du cone du coté hydrophobe, vont
préférer se concentrer au pole d’une vésicule en forme de cigare. Toutefois, lorsque le cou-
plage devient suffisant, il va se produire une transition vers une forme plus bourgeonnée,
proche de deux spheres [66,128] (voir figure IV.3). Notons que cette transformation néces-
site une vésicule non sphérique, ce qui suppose que la vésicule n’est pas tendue. A notre
connaissance, ces études ont toujours porté sur des vésicules homogenes.

Dans le cas d’une vésicule présentant deux domaines distincts, il existe une tension
de ligne a l'interface qui, en tendant a réduire la longueur de 'interface, favorise le bour-
geonnement [81]. Le probleme du bourgeonnement d’une vésicule bi-phasique a été prin-
cipalement étudié par F. Jiilicher et R. Lipowsky [81,130,131]. Ils se sont essentiellement
intéressés au role de la taille du domaine sur le bourgeonnement et la fission.

Ils ont considéré le cas ou le volume est libre de varier, avec une différence de pression
osmotique nulle. La forme de la vésicule est alors controlée par la longueur d’invagination
¢ = k/o qui décrit la compétition entre la tension de ligne et le flambage : lorsque la
taille du domaine est grande devant cette longueur, la tension de ligne est suffisante pour
provoquer le soulévement du domaine. Pour une valeur critique du flambage, la vésicule
subit une transition de bourgeonnement du premier ordre ; si la taille du domaine augmente
encore, le systéme peut aller jusqu’a la fission complete (voir figure IV.4).

Ils ont aussi considéré le cas ou le volume de la vésicule est fixe. La surface étant fixe
aussi, seuls les petits domaines vont avoir un réservoir de surface suffisant pour fissionner,
la taille limite dépendant du rapport d’aspect de la vésicule; ainsi, plus la vésicule est
proche de la sphere, plus le bourgeonnement va se limiter aux petits domaines. Notons
que la transition de bourgeonnement est continue, sauf pour des tres petits domaines. Ici

encore, la vésicule initiale n’étant pas sphérique, cela suppose que la vésicule est détendue.
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Figure IV.4: Différentes formes d’une vésicule détendue a deux domaines suivant la taille
du domaine supérieur. La surface de la vésicule est constante et définit ’échelle de longueur
Ry. Le rapport 0 Ry/k vaut ici 7 et le volume est libre de changer (P = 0). Lorsque la taille
du domaine augmente, il se produit une transition discontinue conduisant a la formation
de deux spheres. La forme avec un bourgeonnement partiel devient métastable a Dy, 4 et

instable & Lop. Image extraite de [131].

Toutefois, F. Jiilicher et R. Lipowsky se sont aussi intéressés au bourgeonnement induit
par une diminution de volume induit par un changement de pression osmotique. Dans
ce cas, la vésicule est initialement proche de la sphere et il apparait un bourgeonnement
continu jusqu’a la fission lorsque le volume diminue, & la condition que la tension de ligne
soit suffisamment grande (voir figure IV.5). Notons que ces calculs prédisent une éjection
préférentielle des grands domaines par rapport aux petits : 'effet de la tension de ligne
o augmente avec le périmetre du domaine alors que le module de flambage x n’est pas
affecté par la taille.

Les approches précédentes utilisent toutes une approche continue pour décrire la forme
de la vésicule. Le développement des calculateurs a permis une approche alternative basée
sur des simulations de dynamique moléculaire pour étudier le devenir d’'un mélange de
lipides. Il est alors possible de coupler les molécules a la courbure de la vésicule, comme
dans le cas d’'un mélange initialement homogene ou de provoquer une agrégation des mo-
lécules a ’aide d’une interaction préférentielle. Ces approches reconduisent a des résultats
similaires a ceux obtenus avec les approches continues mais en ne se limitant pas au cas
axisymétrique, ce qui peut permettre 'apparition de nouvelles formes [132-134] ou la dé-

termination de mécanisme de fission [135].

Positionnement de nos travaux

Nous avons modélisé différentes expériences concernant ’absorption de molécules sur
une vésicule bi-phasique. Dans ces expériences, la séparation de phase a déja eu lieu ; aussi,

nous avons utilisé 'approche continue introduite au chapitre II, pour décrire a la fois le
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Figure IV.5: Différentes formes d’une vésicule a deux domaines suivant le volume réduit,
définit comme le rapport entre le volume réel et le volume de la spheére de méme surface. La
surface de la vésicule est constante et définit 1’échelle de longueur Ry. Le domaine occupe
10% de la surface et le rapport o R/ vaut ici 9. Lorsque le volume réduit devient inférieur
& une valeur limite (ici 0, 885), la forme est celle de deux sphéres connectées et la réduction
du volume nécessite de déformer I'une des vésicules filles en une vésicule oblate. Image
extraite de [131].

comportement de la vésicule et I’absorption des molécules, ces dernieres étant considérées
comme des défauts coniques, chimiquement passifs, dans le modele de S. Leibler.

Dans les expériences modélisées, la vésicule est formée par électro-formation ; elle est
alors tendue [136]. Il existe donc une pression osmotique a travers la bicouche qui domine
les effets élastiques. Pour une vésicule sphérique de rayon R, le rapport entre I’élasticité
de la vésicule et la pression osmotique est donné par la longueur capillaire I :

K
PR’

la vésicule ne pouvant se courber élastiquement que a des échelles plus petites que [..

(IV.1)

le =

Dans le cas d’une vésicule tendue, nous avons [ << R et I'élasticité de la vésicule peut
étre négligée partout sauf lors de points de rebroussement (comme lors de I’adhésion, voir
figure I1.8).

La tension impose la forme de la vésicule : chaque domaine a une forme de calotte
sphérique, sauf a proximité de 'interface. La figure IV.6 montre deux exemples de vésicules
tendues : la pression osmotique est de P = 1072 Pa [83], ce conduit & une longueur capillaire
de 0,5 pum, tres petite devant la taille de la vésicule. La figure montre aussi que 1’écart
entre les modules élastiques ne controle pas la forme globale d’'une vésicule tendue; en
effet, les images (a) et (b) sont similaires alors que les phases y sont inversés : le petit
domaine est liquide-ordonné pour I'image (a) et liquide-désordonné pour I'image (b).

Nous avons choisi, pour nos calculs, de fixer la pression osmotique plutdt que d’utiliser
I’approche usuelle, qui consiste a fixer le volume, a en déduire la forme puis a faire changer

le volume fixé pour reproduire le trajet expérimental. Du point de vue des formes obtenues,
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Figure IV.6: Images en microscopie a deux photons montrant des vues équatoriales de
vésicules a deux domaines. Le domaine noir est liquide-ordonné, le gris liquide-désordoné.

La barre représente 5 pm. Images mises en niveau de gris & partir de [83].

les deux approches doivent conduire aux mémes solutions. Pour des vésicules détendues,
il est adapté de fixer le volume : la pression est faible et une petite variation de pression
osmotique a un effet considérable sur le volume de la vésicule car la tension de surface
est pratiquement nulle. Pour une vésicule tendue, fixer la pression osmotique est un choix
naturel pour décrire des expériences ou le volume varie continument.

Les expériences d’absorption de molécules sur une vésicule bi-phasique montrent deux
instabilités différentes, pouvant éventuellement se produire en méme temps : une instabilité
de bourgeonnement et de fission concernant ’ensemble du systeéme (voir figure IV.2) et
une instabilité concernant un seul domaine, avec la perte de la forme en calotte sphérique ;
cette derniere instabilité se produit principalement pour des concentrations importantes
en détergents, des molécules treés coniques (voir figure IV.7). Notons que l'instabilité de
bourgeonnement est, jusqu’a un certain soulevement, réversible.

Nous avons commencé par étudier la stabilité de la calotte sphérique seule lors de
I’ajout de molécules : c’est 'objet de la publication reproduite dans la section IV.4. Les
molécules imposant localement une forme a la bicouche, il apparait un couplage entre la
concentration et la courbure de la vésicule, les caractéristiques du couplage étant conte-
nues dans le parametre A. Nous montrons par une analyse de stabilité linéaire qu’il existe
deux comportements différents caractérisés par un nombre sans dimension ¢. Ce nombre
donne le rapport entre le couplage A, qui tend & générer de la courbure en concentrant
les protéines, et les effets résistants : le coit pour augmenter localement la concentration
(o) et Délasticité de la bicouche (k). Pour les couplages forts (¢ > 1) et des concentrations
suffisantes, I’absorption de molécules déstabilise la forme en calotte sphérique ; dans I'autre
régime, pour des couplages faibles (¢ < 1) ou des concentrations suffisamment basses, la
calotte sphérique va rester stable. Le comportement de la membrane est caractérisé par

un nombre sans dimension ¢, donnant le rapport entre le couplage, qui tend a générer de
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Figure IV.7: Bourgeonnement et fission produit par I’absorption de Lyso-PC sur une
vésicule bi-phasique. Les Lyso-PC sont des lipides (PC) dont une des chaines hydrophobes
a été coupée ; ce sont des molécules coniques comme les détergents. L’image (a) montre la
vésicule initiale. L’image (b) montre une vue en fluorescence de la vésicule initiale. La phase
liquide-désordonnée est marquée par un lipide fluorescent spécifique : les deux domaines
liquide-ordonnés apparaissent comme des cercles noirs. Apres l'injection de Lyso-PC, le
petit domaine se souléve puis est éjecté (images c-g). Il faut injecter plus de Lyso-PC
(injections apres les images g et 1) pour provoquer un soulévement puis ’éjection du grand
domaine. Ce domaine perd sa forme sphérique avant d’étre éjecté. La barre représente

20 pm. Image extraite de [124].
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la courbure en concentrant les protéines, et les effets résistants : le cout pour augmenter
localement la concentration et 1’élasticité de la bicouche. Dans la section IV.2, nous pré-
sentons ’article sur ce theme ainsi que des résultats supplémentaires éclairant la physique
de cette instabilité.

Nous avons ensuite décrit le bourgeonnement et la fission d’'une vésicule a deux do-
maines. Notons qu’il peut y avoir bourgeonnement et fission que les domaines aient ou
non une forme de calotte sphérique. Toutefois, nous nous sommes limités au cas d’'un cou-
plage faible (¢ < 1) : la forme en calotte sphérique de chaque domaine est alors stable,
ce qui simplifie suffisamment le formalisme pour permettre un calcul non-linéaire com-
plet. L’étude de cette instabilité montre une ressemblance entre le bourgeonnement induit
par ’absorption de molécules et celui induit par une diminution de la pression osmo-
tique [83]. Dans l’article reproduit dans la section IV.5, nous présentons ce calcul, a la
fois pour le bourgeonnement induit par la pression et pour celui induit par ’absorption
de molécules. Nous montrons que la forme de la vésicule est controlée par le parametre
T = tension de ligne/pression; la fission de la vésicule est alors due a une bifurcation
noeud-col : en dessous d’une valeur critique 7, il existe deux solutions connectées, une
instable et une stable; au-dessus, il n’existe plus de solution connectée et il y a fission.
Dans la vésicule tendue, les effets élastiques sont alors concentrés en un pli au niveau de la
jonction ; ils se traduisent par une tension de ligne effective, elle méme fonction de la forme
de la vésicule. Lorsque des molécules sont absorbées avec un couplage faible, I'influence des
molécules se fait sentir uniquement la ou les effets élastiques sont importants, c’est a dire
a proximité de l'interface ; ils se traduisent aussi par une tension de ligne effective. Lorsque
les molécules sont absorbées sur le feuillet extérieur de la vésicule, cela se traduit par une
augmentation de la tension de ligne effective, le systéme se rapprochant de la bifurcation
jusqu’a éventuellement la franchir. La section IV.3 résume 'article sur cette déformation

et fournit des résultats supplémentaires.

IV.2 Instabilité due a ’absorption de molécules sur une bi-

couche en calotte sphérique

Cette section présente la publication reproduite dans la section IV.4, sans la détailler

intégralement.

IV.2.a Introduction

Nous considérons ici une vésicule formée de deux domaines sur lesquels viennent s’ab-
sorber des protéines. Les protéines sont décrites comme des objets passifs mais forcant

une courbure de la membrane [58]; les protéines peuvent donc étre remplacées par des
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détergents ou d’autres molécules forcant la courbure sans changer le modele. Des simu-
lations récentes, basées sur la méthode de Monte—Carlo, montrent que la Phospholipase
A5 vient bien s’absorber sur le feuillet externe de la bicouche et se couple bien a un ef-
fet mécanique [137]. Notons que la phospholipase Ay posséde une activité chimique : elle
coupe une des queues hydrophobes des phosphatidylcholine ; cet effet revient a insérer des
détergents dans la bicouche et est donc aussi décrit par ce modele. L’énergie de la vésicule
est donnée par 1’équation (II.10), introduite au chapitre II; le processus variationnel est
détaillé dans 'annexe B et conduit aux équations (6 — 9) de article.

Initialement, chaque domaine est décrit par une calotte sphérique, sauf a proximité
de l'interface; ceci est formellement exact lorsque la tension de surface domine les effets
élastiques (voir les sections IV.3 et IV.5). La concentration en protéines est initialement
homogene dans chaque domaine, bien qu’elle ne soit pas forcément la méme dans les deux
domaines.

La question qui nous intéresse est de savoir a quelle condition ’absorption de molécules
peut déstabiliser la calotte sphérique. Pour cela, nous introduisons les perturbations v du
rayon de la vésicule et v de la concentration en protéines. L’annexe B montre comment
s’exprime 1’énergie de la calotte en fonction des perturbations u et v; on déduit de cette
énergie les équations d’Euler-Lagrange (18 et 19) de l'article. Si il existe une solution
d’amplitude non nulle a ces équations, nous sommes en présence d’une bifurcation avec
une solution différente de la calotte sphérique.

Pour résoudre les équations d’Euler-Lagrange, une décomposition des perturbations
sur la base des fonctions de Legendre, base des fonctions sur la calotte, est adaptée.
Les fonctions de Legendre sont caractérisées par un nombre ¢, I’équivalent d’un nombre
d’onde. Notons que, en raison de la taille finie de la calotte, il y a une sélection de modes
discrets pour satisfaire les conditions aux limites. Il est alors possible de trouver un critere
d’instabilité, fonction de ¢, qui peut étre exprimé a I’aide d’une concentration limite ®(q)
au dela laquelle le systéme devient instable : c’est la relation (23) de l'article.

L’instabilité peut présenter deux types de comportement physiques suivant le nombre

sans dimension
B A?(a + 283/ R?)
N ko2

qui donne la force du couplage A par rapport & la résistance de la membrane x et & I’ab-
sorption des molécules « (voir figure IV.8). Le parametre 3 représente le cott énergétique
de formation d’un gradient de concentration.

Dans le cas d'un couplage faible (¢ < 1), la concentration doit dépasser la concentration
optimale de la membrane ¢., pour atteindre le seuil ®. Le mode instable est toujours celui
de plus grande longueur d’onde (plus petit ¢). Expérimentalement, cette situation est peu

probable : les molécules vont finir par se dissoudre dans ’eau environnante plutét que de
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Figure I'V.8: Concentration limite adimensionnée au carré en fonction du nombre d’onde ¢
de la perturbation. Pour des concentrations supérieures a la concentration limite, la calotte
sphérique devient instable. La courbe en tirets correspond au cas ¢ < 1, soit un couplage
faible. L’instabilité sélectionne toujours le plus petit ¢ possible et la concentration limite
est au dela de la tension optimale de la membrane ¢.,. La courbe continue correspond au
cas ¢ > 1 soit un couplage fort. La concentration limite est abaissée et 'instabilité peut

privilégier un autre ¢ que le plus petit.

continuer a s’absorber sur la surface a des concentrations supérieures a ¢.,. La calotte
sphérique devrait alors rester stable, ce qui ne signifie pas que le systeme formé de deux
calottes soit stable : il peut étre déstabilisé via les termes de couplages, tels la pression
osmotique ou la tension de ligne (voir section IV.5).

Dans le cas d’un couplage fort (¢ > 1), la concentration critique ® présente un minimum
pour g # 0. Ceci a deux conséquences : d’abord, 'instabilité est favorisée car la concentra-
tion critique est abaissée ; ensuite, le mode instable n’est pas forcément celui de plus petit ¢
et peut donc présenter plusieurs oscillations. Cette analyse laisse présager un changement
de forme de la calotte, comme celui observé sur la figure (IV.7) pour le grand domaine,
sans toutefois prédire nécessairement un bourgeonnement ; il faudrait effectuer une analyse
de stabilité complétement non-linéaire, ce qui n’est pas possible analytiquement : la forme

de la vésicule n’est plus assez simple.

Ces résultats sont indépendants du signe de A, ce qui signifie que 'instabilité ne dé-
pend pas du sens de la courbure imposée par les molécules. Le modele permettrait une
analyse quantitative mais les parametres physiques ne sont pas connus dans les différentes
expériences. Toutefois, les deux régimes d’instabilité correspondent aux observations ex-
périmentales : un régime ou la calotte sphérique va conserver sa forme et un régime ou
la calotte est instable, lors de 'absorption de molécules fortement courbées (détergents) a

des concentrations élevées.
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IV.2.b Résultats complémentaires
IV.2.b.1 Volume variable

Dans D'article, nous avons utilisé la tension de surface ¥ comme grandeur physique
et fixé le volume de la vésicule pour discuter le comportement lors d’un changement de
la concentration ¢. Cette hypothese simplificatrice est fréquente dans la physique de la
bicouche; elle peut s’appuyer essentiellement sur deux arguments : soit la vésicule est
tendue et donc peu sensible & un changement de volume soit la bicouche est faiblement
perméable : le temps qu’il faut pour changer le volume est alors grand comparé aux temps
expérimentaux. Une autre hypothese possible consiste a maintenir la surface de la mem-
brane constante ; cette hypothese est justifiée car le cout pour augmenter la surface de la
membrane est important et cette surface ne varie au mieux que de quelques pourcents (voir
chapitre II). Nous pouvons nous demander comment cette hypothese modifie la stabilité
de la calotte : elle ne doit pas changer I'expression du critere d’instabilité mais elle peut
changer la réponse de la membrane a un changement de la concentration en molécules.

Les différentes formules de I'article restent inchangées : la tension de surface > devient
un multiplicateur de Lagrange et le multiplicateur de Lagrange P devient la pression

osmotique. Ainsi, la relation (13) de I’article donne ¥ en fonction de P :
2% R? = PR} — 2M;¢;R; + a¢? R,

Le critere d’instabilité (22) de l'article peut étre exprimé en fonction de la grandeur phy-

sique P :
207 (q* — 2/R}) = (PR; — 20Mi¢i/R; + 07 — ci? + 26447 (o + Biq®). (IV.2)

Nous en déduisons la concentration critique ®(q) pour qu’il y ait une instabilité, en fonction
du nombre d’onde ¢. Nous utilisons le méme adimensionnement que dans ’article : I’échelle
d’énergie est kpT', celle de longueur est le rayon R de la calotte. La concentration critique

adimensionnée R2® est alors :

5 2,2
Ro=L|P e A@=2 | (IV.3)
A2 &+ B(Le/R)*G

La concentration ® dépend maintenant du signe de A. Notons que le terme entre
crochets dans la relation (IV.3) possede les méme propriétés que le seuil (23) de larticle.
Le comportement du systeme dépend alors de la face d’absorption des molécules dans
la membrane. Lorsque des molécules comme les détergents sont absorbées sur le feuillet
externe, nous avons A > 0 et nous retrouvons les méme comportements que ceux décrits

dans 'article, suivant la valeur du nombre sans dimension ¢ dont I’expression est inchangée.
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Lorsque des détergents s’absorbent sur le feuillet interne, A < 0, ce qui entraine ® <
0. Le seuil ne peut donc pas étre atteint : il faudrait des concentrations négatives. Il
ne peut donc pas y avoir d’instabilité de la calotte dans ce cas. Ceci peut s’interpréter
physiquement ; 'absorption des molécules sur la face interne tend a réduire localement
la courbure de la bicouche, ce qui est opposé aux effets de pression. Localement, il est
donc défavorable de provoquer une instabilité, méme si il parait possible d’y gagner a
changer la forme globale du systéme. Nous pouvons imaginer que la forme de la vésicule va
changer brutalement dans une transition du premier ordre, non-linéaire. Ceci ne peut pas
étre trouvé avec une analyse de stabilité linéaire et nécessiterait une résolution numérique
complete. A notre connaissance, il n’y a pas d’expériences venant illustrer cette possibilité :

les molécules ne sont jamais injectées a I'intérieur de la vésicule.

IV.2.b.2 Limite =0

Nous nous intéressons ici au cas § = 0, lorsque la formation de gradients ne cotite rien.

Nous obtenons alors une simplification du seuil d’instabilité (23) :
4 52 2 S/ ~~2 A2 ~2
R*® ==z ¥ +Rq —E(q -2)). (Iv.4)

Cette formule correspond & celle trouvée par S. Mori et M. Wadati [127] dans le cas
d’une sphere homogene. Notons que nous utilisons ici 'expression en fonction de ¥ : les
conclusions restent les mémes en utilisant la pression osmotique a la place de la tension
de surface.

L’absence du terme de diffusion change le comportement asymptotique du terme en
A? qui ne tend plus vers une valeur finie quand ¢ — oo. Pour ¢ < 1 (couplage faible), le
comportement n’est pas modifié par 'absence du terme en 3 : ®(g) est toujours une fonc-
tion croissante avec un minimum pour ¢ = 0. Pour ¢ > 1 (couplage fort), le comportement
est profondément différent : dans la limite des grands nombres d’onde, la concentration
seuil tend vers —oo. Cette situation implique que le systeme est toujours instable, quelque
soit la concentration. Ce résultat peut sembler paradoxal : des que la concentration en
molécules est non nulle, le systeme devient instable, méme si cette concentration est tres
faible. En fait, ce paradoxe vient du choix du modele de couplage entre les molécules et la
membrane : il s’agit d’un modele en champ moyen, ce qui suppose que le nombre de mo-
lécules est suffisant pour que, a 1’échelle d’observation, la distribution de molécules puisse
étre remplacée par un champ continu; ceci n’est pas possible pour des concentrations en
molécules proches de 0. De la méme maniere, pour des valeurs de g supérieures a la lon-
gueur de résolution du champ ¢, le modele n’est plus valable et nécessite une description

plus moléculaire.
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L’instabilité n’est plus alors pilotée par la concentration en molécules mais uniquement

par la force du couplage
A?
=

c

Ce comportement correspond a celui trouvé par S. Leibler dans le cas d’'une membrane

plane [58]. Notons alors que le comportement est indépendant du signe de A.

IV.2.c Développements

Les travaux que nous avons effectués concernent I’étude de stabilité linéaire de la calotte
sphérique en présence de molécules. Pour obtenir plus d’informations sur 1’évolution du
systeme, il faut résoudre le systéme non-linéaire, ce qui nécessite soit une étude du systeme
faiblement non-linéaire soit une méthode numérique, a priori délicates.

La résolution numérique permettrait de mieux replacer la calotte dans son contexte de
vésicule, en prenant en compte les contraintes soit de volume soit de surface, ainsi que les
conditions aux limites, au moins a travers un pli. Elle fournirait ainsi la réponse complete
du systeme et la forme adoptée; en particulier, elle permettrait de mieux comprendre
comment se couplent l'asymétrie de forme de la calotte avec celle d’absorption des mo-
lécules. Nous avons commencé ce type d’étude avec Cyril Dubus sur la sphere compleéte ;
nous avons trouvé que l'asymétrie de la bicouche courbée brise la symétrie de la bifurca-
tion, en favorisant I’'une des deux directions pour le soulevement. Toutefois, il ne s’agit
pour l'instant que de résultats préliminaires. La comparaison des résultats numériques
avec différentes images expérimentales devrait de plus permettre d’estimer les différents

parametres physiques.

IV.3 Bourgeonnement et fission d’une vésicule a deux do-

maines

Cette section présente la publication reproduite dans la section IV.5, sans la reproduire

intégralement.

IV.3.a Introduction

Nous présentons un modele expliquant la fission d’'une vésicule tendue soumise a un
choc osmotique ou a ’addition de molécules. Par rapport a I’étude précédente, ce modele
est completement non-linéaire ; il repose sur la stabilité de la forme en calotte sphérique de
chaque domaine. Il concerne donc des vésicules tendues avec des couplages faibles (¢ < 1)
ou des concentrations nulles pour les molécules absorbées. Il exclut les couplages forts

(¢ > 1) car, d’apres 1’étude précédente, les formes utilisées ne sont pas stables.
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Ce modele est détaillé dans Darticle reproduit dans la section IV.5. La forme de la
membrane est donnée par les équations d’Euler-Lagrange (5) de l'article, qui minimisent
Iénergie (4) de I'article, soit I’énergie (I1.10) présentée au chapitre II. Nous faisons I'hypo-
these que les surfaces des domaines sont constantes : expérimentalement, la surface d’'une
vésicule tendue varie au plus de quelques pourcents [138] (voir chapitre II).

La tension de la membrane est due a une pression osmotique, qui domine les effets
élastiques sauf dans les zones de forte courbure. Aussi, loin de l'interface, la forme de la
vésicule est bien décrite par deux calottes sphériques. Au niveau de 'interface, I’élasticité
ne peut plus étre négligée (voir la figure IV.9). Nous avons commencé par étudier la limite
ou l'élasticité est toujours négligeable (k; = 0). La forme de la vésicule est controlée par

le parametre
o

PRY’

avec Ry le rayon de la sphere de méme surface que la vésicule complete. Pour une valeur

o=

donnée de &, la vésicule peut avoir deux formes : une forme de basse énergie, observée
expérimentalement, et une forme de haute énergie, instable. Ces deux solutions sont géo-
métriquement différentes, en particulier le rayon de I'interface de la forme instable est plus
petit que celui de la forme stable (voir figure IV.10). Il existe une valeur critique &, pour
laquelle les deux solutions sont identiques ; pour ¢ > &, il n’existe plus de solution connec-
tée et nous nous attendons a observer la fission avec la séparation des domaines en deux
vésicules séparées. Toutefois, il peut rester un pont de lipides entre les deux vésicules : il
s’agit d’un effet a 1’échelle moléculaire qui n’est pas pris en compte dans notre description
de la vésicule. Notons que ce modele prédit que les petits domaines sont éjectés en premier,
ce qui correspond aux observations expérimentales (voir figure IV.7). Dans le cas d’une
vésicule détendue, la taille des domaines joue un role opposé : elle accroit les effets de la
tension de ligne et donc favorise I’éjection par rapport aux effets élastiques indépendants
de la taille.

L’élasticité, aussi faible soit elle, interdit ’existence d’une singularité de la courbure
au niveau de l'interface. La longueur élastique [, mesure I'importance le rapport entre les

effets élastiques et la tension de la vésicule :

dans la phase i. Cette longueur est typiquement de 'ordre de 0,5 um pour des rayons
R; de calotte de l'ordre de 10 um, ce qui justifie de négliger les effets élastiques loin de
I'interface. A proximité de 'interface, la membrane forme un pli, qui peut étre traité par
une approche en couche limite. Cette démarche présente l'avantage de conduire a une
équation de forme pour le pli qui peut étre résolue analytiquement. L’énergie associée au

pli élastique est proportionnelle a la longueur de l'interface et est donc associée a une
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Figure IV.9: Représentation schématique d’une vésicule axisymétrique tendue a deux
domaines. Le cercle détaille la forme a proximité de 'interface, ou les effets élastiques ne

peuvent plus étre négligés.
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Figure IV.10: Rayon adimensionné 7; = R;/Rysinfy = Ra/Rgsinfs de U'interface entre
les deux domaines en fonction du parametre de controle 7. Le domaine ordonné occupe ici
9,5% de la surface total. La ligne continue correspond & la solution des équations de formes
stable, la ligne pointillée a la solution instable. Pour ¢ > &, il n’existe plus de solution

connectée des équations de formes.
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tension de ligne effective. Cette tension dépend de la forme des calottes et, en particulier,
peut étre négative, surtout pour des domaines de grande taille. Notons aussi que la prise
en compte de I’élasticité dans le systeme rend les deux phases non équivalentes.

Cette description de la vésicule permet de décrire la fission par changement de volume.
Elle peut étre étendue au cas ou des molécules sont absorbées dans la bicouche. Nous faisons
I’hypothese que I'effet des molécules n’est pas suffisant pour déstabiliser la forme en calotte
sphérique des domaines (voir sections IV.2 et IV.4). Le couplage de la concentration a la
courbure se fait alors sentir uniquement a proximité de 'interface, exactement comme pour
les effets élastiques. Un traitement en couche limite conduit alors a deux équations couplées,
les équations (19) de larticle, qui n’ont pas de solution analytique dans le cas général. Une
résolution numérique n’est pas envisageable car il y a trop de grandeurs physiques dont
les ordres de grandeurs sont inconnus. Nous avons traité différents cas limites. Un cas
particulierement intéressant est celui ou la longueur des gradients de concentrations est
négligeable devant la longueur élastique [, ; c’est un cas réaliste car la taille typique des
changements de concentration a un interface est de ’ordre de 10nm contre 0, 5pum pour la
longueur élastique. L’effet de détergents dépend alors de leur feuillet d’absorption : si les
molécules sont absorbées sur la face externe, elles augmentent la tension de ligne totale,
ce qui déstabilise la vésicule, alors qu’elles la réduisent si elles sont absorbées sur la face
interne, ce qui inhibe le bourgeonnement.

Nous montrons ainsi une analogie entre ’absorption de détergent et la variation de
pression osmotique : sur une membrane tendue, les deux modifient le parametre de controle
6. La diminution de la pression osmotique entraine une augmentation de ¢ jusqu’a ce que
cette valeur dépasse le parametre critique 6. ou la fission se produit. L’absorption de
molécules sur le feuillet externe conduit a une augmentation effective de la tension de
ligne et donc du parametre &, ce qui peut conduire a la fission. Notons que notre modele
prédit que le processus de bourgeonnement est réversible : si pour une raison quelconque
les molécules quittent la membrane (par exemple parce qu’elles se dissolvent dans le milieu
environnant), la vésicule va reprendre sa forme initiale ; une telle réversibilité a été observée
pour des vésicules bi-phasiques sur laquelle s’absorbent des protéines Phospholipase Ao

inactivées [125]. Par contre, lorsque & > 6., la séparation est irréversible.

IV.3.b Résultats complémentaires
IV.3.b.1 Caténoide

La bifurcation obtenue pour des vésicules a deux domaines tendues peut étre comparée
a celle d'un film de savon tendu entre deux anneaux de méme rayon (voir figure IV.11)

[139,140]. Nous détaillons ici cette instabilité classique des surfaces minimales.
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Figure IV.11: Film de savon tendu
entre deux anneaux métalliques. La
forme du film minimise la sur-
face en adoptant la forme d’une
caténoide. Image extraite du site

www.21stcenturysciencetech.com/

Nous considérons deux anneaux de rayon R séparés d’une distance d entre lesquels est
tendu un film de savon. Ce film est uniquement soumis a sa tension de surface mais ses
bords sont imposés par les anneaux. La forme du film de savon est donc donnée par la
minimisation de la fonctionnelle :

d/2

F =2r rv 1+ 72dz. (IV.5)

—d/2
Ce calcul variationnel a été résolu par Euler (1971); la solution des équations d’Euler-
Lagrange est donnée par une famille de formes r(z) de parametre a :

T(Rf) = acosh (é) ) (IV.6)

le parametre a étant donné par la conditions au bord h(L/2) = R.

Il existe deux solutions possibles pour toute valeur | = L/R < [, = 1,325 (voir figure
IV.12); pour | > I, il n’y a pas de solution connectée et le film se sépare en deux disques.
Pour I < [, la solution de plus petit a possede la surface la plus grande et représente
un maximum d’énergie (voir figure IV.13). Le systéme possede donc trois solutions pour
I <. :la solution connectée observée (de grand a), la solution connectée instable (de petit
a) et la solution en deux disques séparés. Le passage de la solution stable connectée a la
solution séparée est irréversible, les deux disques devenant spatialement séparés. Notons
que, comme dans le cas de la vésicule bi-phasique tendue, la rupture se fait pour un rayon
minimal a.R non nul.

L’analogie entre les vésicules et la caténoide pourrait laisser croire que toutes les sur-
faces minimales présentent des instabilités noeud-col avec changement de topologie. En
fait, la situation est plus complexe et dépend de la géométrie du systeme. ainsi, un film
de savon en forme d’hélicoide présente une instabilité du type ruban lorsqu’on éloigne ses
supports. L’hélicoide fait partie de la méme famille de surfaces que la caténoide ; toutefois,
le changement de topologie est une transition fourche du deuxieme ordre [141]. Malgré le

changement de topologie, cette transition est alors complétement réversible.
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Parametre a

! : J
0 0.5 1 1325 1,5

I1=L/R

Figure IV.12: Parameétres des caténoides (IV.6) satisfaisant la condition h(L/2) = R

en fonction de la distance entre les anneaux | = L/R. Il existe deux solutions jusqu’a

l. = 1,325 puis il n’y a plus de solution connectée. Le parametre a donne le rayon minimum

adimensionné par R de la caténoide. La courbe continue correspond & la solution observée ;

la courbe en tirets est la solution instable.

IV.3.b.2 Volume fixé

93

Dans le modele précédent, nous avons supposé que la surface de chaque domaine est

constante et que le volume pouvait changer en fonction de la pression osmotique. Fixer

le volume de la vésicule et la tension 3; de chaque domaine peut sembler une hypothese

simplificatrice intéressante ; toutefois, il s’agit d’'une approximation non physique.

En effet, si nous négligeons 1’élasticité, la forme de la vésicule est donnée par quatre

équations :

— La conservation du volume :

poir R} (2 + cos(6y)) sin* (921> + R3 (2 — cos(f)) sin* (i?)] .

3

La continuité du rayon :

R1 sin 91 = RQ sin 02.

Le rapport des rayons, imposé par la loi de Laplace dans les deux domaines avec le

méme P :

Ri/Ry=%1/%.

L’équilibre des forces radiales a 'interface :

b
—1R1 sin 61 cos 01 = Ro cos Oy sin Oy — i.
22 Z:2
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Figure IV.13: Surfaces adimensionnées des caténoides (IV.6) satisfaisant la condition
h(L/2) = R en fonction de la distance entre les anneaux [ = L/R. La courbe continue
est associée aux grandes valeurs du parameétre a de 1’équation (IV.6); la courbe en tirets
correspond aux petites valeurs du parametre de forme a. La ligne pointillée est la surface

des deux disques du film séparé.

Il y a maintenant deux parametres de contrdle : le rapport des tensions de surface, X1 /¥,
ainsi que la longueur d’invagination £ = o /3.

Le parametre £ est I’équivalent du parametre de controle & dans le modeéle a surfaces
constantes, alors que le rapport des tensions de surface est 1’équivalent de rapport des
surfaces. Toutefois, si la valeur de X1 /3y est différente de 1, il n’existe pas de solution
physiquement accessible lorsque la tension de ligne o tend vers 0. En effet, la différence de
tension de surface rend les deux domaines non équivalents ; aussi la forme sphérique n’est
pas solution du probleme, & part lorsqu’une des deux phases disparait.

De plus, le choix d’une tension de surface constante n’est pas en accord avec les condi-
tions expérimentales : il n’y a pas de réservoir de lipides pour fournir la tension; les
fluctuations fournissent bien un réservoir, mais il varie tres rapidement avec la surface

visible de la phase.

IV.3.c Développements

Dans cette étude, nous nous sommes limités au cas d’une vésicule a deux domaines, de
surfaces constantes. Nous obtenons ainsi un diagramme de bifurcation capillaire, similaire
a celui obtenu pour un film de savon entre deux anneaux. Toutefois, d’autres études sont

encore nécessaires pour comprendre toutes les propriétés du systeme.
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Ainsi, nous avons étudié le cas ou les surfaces sont fixes et le volume variable. Nous
pouvons construire un modele autorisant les surfaces de chaque domaine a changer, en
introduisant une dépendance de la tension de surface en fonction de la surface visible.
Cette dépendance, physiquement nécessaire et correspondant a la réalité expérimentale,
rend délicate la dérivation des équations d’Euler-Lagrange. Aussi, cette approche a peu de
chance de permettre une résolution analytique du probleme.

Nous pouvons nous demander ce qui se passe si plusieurs domaines sont présents sur la
vésicule. Un cas particulier simple est celui d’une vésicule a trois domaines, par exemple
deux liquides-ordonnés et un liquide-désordonné. Nous nous attendons a retrouver le méme
type d’instabilité capillaire. Toutefois, la situation pourrait étre plus riche en raison de
I'interaction entre les domaines. En effet, si les deux domaines ordonnés ont la méme
taille, ils vont étre éjectés simultanément lors d’'un choc osmotique; par contre, si I'un
des domaines ordonnés est tres grand devant l’autre, le petit domaine va étre éjecté en
premier. Aussi, il pourrait exister une interaction entre des domaines de tailles différentes
qui conduirait a leur éjection simultanée si leurs tailles sont proches et a des éjections
pour des valeurs différentes du parametre de controle & si les tailles sont tres différentes.
Dans le cas d’un systeme a trois domaines, un traitement analytique peut étre envisagé en
positionnant les deux domaines sur I’axe de symétrie, de part et d’autre de la vésicule. Pour
les cas plus complexes ol la symétrie ne peut plus étre respectée, une méthode numérique

est nécessaire.

IV.4 Article ”Biphasic vesicle : instability induced by ad-

sorption of molecules”
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Abstract

The recent discovery of a lateral organization in cell membranes due to small structures called
‘rafts’ has motivated a lot of biological and physico-chemical studies. A new experiment on a
model system has shown a spectacular budding process with the expulsion of one or two rafts
when one introduces proteins on the membrane. In this paper, we give a physical interpretation
of the budding of the raft phase. An approach based on the energy of the system including the
presence of proteins is used to derive a shape equation and to study possible instabilities. This
model shows two different situations which are strongly dependent on the nature of the proteins:
a regime of easy budding when the proteins are strongly coupled to the membrane and a regime
of difficult budding.

(© 2004 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Classical and oversimplified models of the cell reduces the membrane to a bilayer
of lipids in a fluid state which is a solvent for the proteins of the membrane [1].
But the cell membrane is a much more complex and inhomogeneous system. The
inhomogeneities come from a phase separation between small structures called ‘rafts’
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[2] and the surrounding liquid phase. These rafts have been discovered a decade ago
and remain an important issue of cell biology but also immunology, virology, etc [3].
A lot of biological studies concern the rafts and examine their composition [4], their
in vivo size [5], their role in signaling [6] or in lipid traffic [7] for example. The
raft is roughly a mixture of cholesterol and sphingolipid but the exact nature of the
sphingolipid and its concentration can vary between different rafts. In any case and
whatever its composition, the raft has different physical or chemical properties than the
rest of the membrane. In this paper, we focus on this specificity which is at the origin
of an elastic instability that we want to explain.

Experimentally, the raft in vivo cannot be easily studied and artificial systems like
GUYV (giant unilamellar vesicle) [8] appear more appropriate. GUV consist in a mem-
brane of lipids with the possibility of a raft inclusion. On these artificial systems,
a better control of the experimental parameters can be obtained and explored. For
example, they have been used to study the coupled effects of both the membrane com-
position and the temperature on the nucleation of rafts [9]. Recently, a new experiment
on GUV with rafts has shown a spectacular budding process [10] induced by injection
of proteins called PLA, (phospholipase 4,). Before injection, the GUV membrane is
in a stable, nearly spherical state. But, more precisely, high-quality pictures of vesicles
reveal two spherical caps, one for each phase: the raft and the fluid phase [11]. These
two caps have a radius of the same order of magnitude (about 5 pm, depending on the
experimental conditions) and are separated by a discontinuous interface. Few seconds
after injection of PLA, with a micro-pipette in the vicinity of the raft, one observes a
rather strong destabilization of the initial shape: the raft tries to rise. The discontinuity
of slope at the interface between the two caps becomes more and more pronounced.
This lifting can be strong enough to expel the raft from the vesicle. When two or three
rafts are present initially, successive expulsions can be observed. We present here a
theoretical treatment showing that the driving force of the deformation is the absorption
of proteins which locally deforms the membrane. We neglect chemical reactions since
we focus here on the early stages of the instability: the time-scale of the instability
is small compared to the characteristic time of chemical effects. We restrict ourselves
to the simplest model relevant for the experiment we want to describe. It involves
standard physical concepts of membrane mechanics. The initial shape of the system is
given by a minimum of the energy of the whole system (that is the inhomogeneous
vesicle including proteins). A linear perturbation treatment allows to examine the exis-
tence of another solution which may lead to a new minimum of energy. This approach
is sufficient to predict the experimental observation of destabilization and to derive a
concentration threshold for an elastic instability of the vesicle. The calculation pre-
sented in this paper concerns only the first stages of the instability. Intermediate stages
require at least a dynamical nonlinear calculation including possible chemical effects
of proteins. The final stage can be achieved by a non-linear calculation or, in case of
fission, by the energy evaluation of two separated homogeneous spheres following the
strategy described in [12].

Models of vesicles have been widely described in previous papers [13—19]. They
vary depending on the physical interactions involved taken into account. The back-
bone of all models is based on the minimization of the average curvature energy of
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the bilayer, with the introduction of a possible local membrane asymmetry [13,14].
A large number of shapes have been predicted in the past by this model [16]. They
suitably describe experimental results such as the various shapes of red blood cells.
Other physical effects can be introduced, such as the difference of area between the
two layers of the membrane [20], suggesting a differential compressive stress in the
bilayer. These effects are visible under suitable experimental conditions [19]. Here,
our scope is to study quantitatively the protein—membrane interaction using a gener-
alization of the Leibler’s model [21] to an inhomogeneous system. It turns out that
this model, which describes the proteins as defects on the membrane, leads to a spa-
tially inhomogeneous spontaneous curvature which is shown to be responsible for the
destabilization of the whole system. Going back to the microscopic level, we derive a
threshold for the protein concentration, which appears as a control parameter. Moreover,
depending on the shape of the proteins, we are able to select two different regimes:
a protein-stocking regime and a destabilization regime with possible raft-ejection. The
idea of a non-homogeneous spontaneous curvature is not new since it has been used for
mono-phasic vesicles to explain a possible thermal budding [22]. This does not con-
cern the experiment described in [10] since the temperature is not the relevant control
parameter. Another scenario for the budding process of a raft has been proposed by
[18]: the increase of line tension by the proteins leads to an apparent slope discontinuity
and to a neck. Again, this approach, which is different from ours, is not quantitatively
related to the amount of proteins. It is why we suggest a different treatment as an
interpretation of the raft ejection.

This paper is organized as follows. Section 2 is devoted to a detailed description of
the model defining precisely the elastic energy plus the energy of interaction combined
to the constraints. Section 3 determines an obvious solution of the minimization of
energy in terms of two joined spherical caps. A linear perturbation is performed which
gives the threshold of proteins when a destabilization occurs. In Section 4, the results
are analyzed and discussed taking into account known or estimated orders of magnitude
of physical parameters.

2. The model
2.1. Membrane description

The energetic model of the membrane is well established nowadays. It can incorpo-
rate many different interactions, constraints or restrictions. Here, we focus on a precise
experiment and we think the model suitable for this experiment [10]. Nevertheless, it
can be modified easily for another experimental set-up.

We consider a slightly stretched vesicle made of amphiphilic molecules difficult to
solubilize in water. The raft will be denoted by phase 1, it is usually considered as
an ordered liquid. The remaining part is denoted by phase 2 and is considered as
a disordered liquid. As the two phases are liquid, we describe them by two similar
free energies, each of them having its own set of physical constants. Quantities which
remain fixed in the experiment are constraints expressed via Lagrange multipliers in



534 J.-M. Allain, M. Ben Amar | Physica A 337 (2004) 531-545

the free energy. So we define the energy of the bilayer in the phase (i):
Fb[:/ [%H2+KGK+21} ds (1)
S;

with H the mean curvature and K the Gaussian curvature. The square of H is the
classical elastic energy [14] when we get rid of the spontaneous curvature. Here, there is
no physical reason to introduce a spontaneous curvature, sign of asymmetry between the
two layers. The membrane contains enough cholesterol, which has a fast rate of flip-flop
and which relaxes the constraints inside the bilayer. As for the Gaussian curvature,
when a biphasic system without topological changes is concerned, it gives (Gauss—
Bonnet theorem) a mathematical contribution only at the boundary [18]. 2; means the
surface tension: it is the combination between the stretching energy of the membrane
and an entropic effect due to invisible fluctuations [23]. In addition to this energy of
the bare membrane, we need to introduce the protein—membrane interactions.

2.2. Protein—membrane interactions

Both phases absorb the proteins, as soon as they are introduced, but probably with
a different affinity. These proteins are not soluble in water, so we think that they
remain localized on the membrane and neglect possible exchange with the surrounding
bath. As a consequence, the number of these molecules remains constant. Moreover,
we assume that the proteins cannot cross the interface [24]. As suggested by Leibler
[21], the average curvature is coupled to the protein concentration, for two possible
reasons. First, this can be due to the conical shape of the proteins which locally make
a deformation of the membrane. Second, an osmotic pressure on the membrane results
from the part of the protein in the water [25]. Whatever the microscopic effect, the
proteins force the membrane to tilt nearby and thus induce a local curvature. We define
the energy due to proteins in the phase (i):
Oy 2 Bi 2
Fo= | {A,-mp i+ (5 (¢ = b + 5 (V9) )] s 2)
with ¢ the concentration of proteins on the surface. The coupling constant is A;. In
Eq. (2), 4; is a Lagrange multiplier which allows to maintain the number of proteins
constant in each phase. The model can be easily changed by considering 4; as the
chemical potential of the proteins. In this case, the proteins are free to move everywhere
on the membrane, to cross the interfaces or to go in the surrounding water. The last
term in Eq. (2) is a Landau’s expansion of the energy needed to absorb proteins on
the surface nearby the equilibrium concentration ¢.,. The ¢ gradient indicates a cost
in energy to pay for a spatially inhomogeneous concentration. Since the two phases
are coupled together to make a unique membrane, let us describe now the interaction
between them.

2.3. Two phases in interaction

The total energy of this inhomogeneous system is the sum of these two individual
energies for each phase plus at least two coupling terms. First, a more or less sharp
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interface exists between the raft and the phospholipidic part of the membrane. The
interface is a line, the cost of energy of the transition being given by a line tension o
equivalent to the surface tension in a vapor—liquid mixing. ¢ includes the Pogorelov
energy of the curved fold of the boundary. Second, the surface of the vesicle is lightly
porous to the water but not to the ions or big molecules present in the solution. So, the
membrane is a semi-permeable surface and an osmotic pressure appears. As a small
variation of the composition of the medium surrounding the vesicle induces a large
variation of the size of the vesicle, the volume does not change when the proteins
are injected, however the membrane will break down or transient pores will appear
[26], which is not observed here. So, one needs to introduce a Lagrange’s parameter
—P to express the constraint on the volume. Physically, P is the difference of osmotic
pressure between the two sides of the membrane. Then, the free energy of the bilayer
becomes:

Fror =) (F,,,,+F,.)+a/ dl—P/dV 3)

i=1,2 ¢

with C the boundary between the two phases. A variational approach is used to find
the initial state and to study its stability to small perturbations.

3. Static solution and stability analysis
3.1. Initial state

First, we look for the simplest realistic solution with an homogeneous concentration
of proteins in each phase. It can be found by minimizing the energy Fror. This min-
imization gives the Euler—Lagrange (E—L) equations plus the boundary conditions in
an arbitrary set of coordinates. The surface has initially an axis of symmetry. Thus, the
cylindrical coordinates seem to be the best choice. The parameterization of the surface
is done by the arc-length s alone (see Fig. 1). The energy becomes

F=2n l/ﬂ Lids + /Sz PLods + ar(sl)] (4)
with
K; [ sin(y)? 2 . - ,
2= (P P 20singn)) + s
. / % o ﬁi 2 / /
~A(sinG) + ') + 5 P @ S+ 2

P,
—Erzsm(tp) +9(r" = cos(})) .
To simplify the notations and calculations, new parameters are defined:

o
X=X+ 2 d)ezzq,- and 2 = 4; — %ipeg, - )
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Minimization with respect to small perturbations of the spatial coordinates (» and V)
and of the protein concentration ¢ leads to the E-L equations:

"_ w — 5—: cos() — ﬂl cos() + — d) -|- s1n(tp) (6)
Y= %‘Vz 2 —— sin(Y)* + X} — Prsin(y) — A;py)/
g By g "
5 __(sm(w) s B d),cos(lb) (8)
ﬁ r ﬁl
r' = cos(Y) . ©)

The boundary conditions deduced from Eq. (4) at the junction (defined by s;) between
the two phases and the continuity of the radius r give

K1y’ (s1 — e)r(s1) + (k1 + K, ) sin(Y(s1 — €)) — A1d(s1 — e)r(sy)
—1Y/ (51 4 &)r(s1) — (12 + K, ) sin(Y(s1 + &) + Ar¢(s1 + &)r(s1) =0, (10)

st —&)—y(s1+e)+a=0, (11)

Bi'(s1 — e)r(s1) — Pap’(s1 +e)r(s1) =0. (12)

The boundary conditions are deduced from the bounds in the variational process. The
observation of a shape discontinuity at the boundary between the two phases [11]
suggests a solution which exhibits such a discontinuity of the slope at s=s;. The angle
Y between the surface and the radius axis is chosen discontinuous at the macroscopic
level but not at the microscopic level due to the Pogorelov energy at the interface (see
Fig. 2). This allows a tilt of the surface at the boundary C. The simplest solution,
strongly suggested by the experiment, is two spherical caps of radius R; and R,, one
for each phase with a constant concentration ¢; (see Fig. 2, for clarity, the deformation
of the raft is stronger than the real one in the initial state).

Raft 94

N

Fig. 1. Parameterization of an axisymmetric vesicle with two phases in cylindrical coordinates.

s2
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W*

Fig. 2. Parameterization of the vesicle near its initial state. The deformation is larger than the real one in
the initial state.

The minimization shows that one must satisfy the following “bulk™ conditions for
each phase in order to have this solution:

)yl{Rl' = 2/1, - OC,'R,'(f),‘ SO Riii = 2/1, , (13)
23R} — PR} +2A,¢iR; — ;p?R? =0 . (14)
The boundary conditions give two other relations:

2 2

w_/ll(blzw_/lﬂbb (15)
R R;

Ry cos(02) — Ricos(0h) = - (16)
cos — Rjcos =—

: : ! Y PR sin(0))

where 0; and 6, are the polar angles in each phase at the boundary (see Fig. 2), and
R},R; are the local algebraic radii of curvature at the junction, different from R; and
R,. Note that, for each phase, the couple of equations given by Egs. (13) and (14)
derive the Lagrange parameters like 4; (equivalent to a chemical potential) and X; (the
tension) which are quantities not easy to measure experimentally. On the contrary,
Egs. (15) and (16) give geometrical informations. These informations with the other
constraints such as the continuity of the radius and the ratio between area of both
phases are enough to fix completely the values of Ry, R,, 0, and 6,. Both conditions
have to be satisfied for all protein concentrations in order to ensure the existence of
the initial homogeneous spherical caps, whether they are stable or not. If there is no
protein, the conditions (13) and (14) reduce to A =0 and 2X/R3 = PR3, which is
the classical Laplace equation for an interface with a surface tension. Contrary to the
law of capillarity, where the surface tension is a physical parameter dependent on the
chemical phases involved, the tension here is not a constant characteristic of the lipids
of the vesicle. It is a stress (times a length) which varies with the pressure.
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3.2. Linear perturbation analysis

Now, we examine the stability of this solution. Due to the geometry, it turns out
that the spherical coordinate system is more appropriate here and make the calculations
easier. A perturbation of the spherical cap (i) is described by: R(0; ¢)=R;(1+u(0; ¢))
with R; the initial radius; in a similar way, a perturbation of the protein concentration
is ¢ = ¢i(1 + v(0; @)) with ¢, the initial and homogeneous concentration of proteins
on the surface. We assume that the line tension is not modified by the addition of
proteins, at least linearly. One can expand the free energy Eq. (4) to second order in
u and v in the phase i:

0,
F;=2n [ Yi(u, Vu, Au, v, Vv)sin 9d9] with
0o,
1 2 2
Y =2k, (—Au + ZAMZ + ulu + V7u> + Z,{R,2 <2u +u? + VTu)
A 2 A PR}
—2/;¢:R; <u+v— Tu + VTM + uv — —02u> - 3’ (3u + 3u?)
. 2 .
+%(¢,R,-)2 <2u + 20 + u? + 4uv + v* + VTu) + %(bf(Vu)z
/ 2 2 Vuz

The total free energy is then a function of u and v, which allows a variational approach
to find the E-L equations and the boundary conditions. The E—L equations give shapes
which are extrema of the free energy. Two sets of equations are derived: one for the
zeroth order in # and v and one for the first order, the energy being calculated up to
the second order of the perturbation. The zero-order equations gives the same results
as Egs. (15) and (16). The first-order equations are

AipiRi(2u + Au) + $?R? (a,-u — ]% Av) =0, (18)
(—24;iR; + 207 R} + 24{)i R Yo + A;iR; Av
HQRIIR} + iR + 22 piR; — 2PR} Ju
/2 I / 2

equivalent to

PR}

2
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This coupling imposes boundary conditions which must be treated at the zero-order
and the first order. We have already studied the zero-order which gives relations (15)
and (16). As usual for linear perturbation analysis, the boundary conditions for the
perturbation are homogeneous: for simplicity we choose u=Au=v=0 at the boundary
between the two phases. Contrary to first intuition and usual procedures, although Egs.
(18) and (20) are linear, we cannot use the Legendre polynomial basis, due to the
specific boundary conditions in this problem. The convenient angular basis in this case
turns out to be the spherical cap harmonics, following standard techniques in geophysics
[27] (see Appendix A where we recall some mathematical useful relations). These
spherical cap harmonics are Legendre functions P, (cos (). The regular function at the
pole of the cap is of the first kind and since we restrict on axisymmetric perturbations,
these Legendre functions are simply hypergeometric function

1 — 0
2F1 <_X[,X[ _'_ 19 17 %) .

Notice that x; is not an integer. In the case where it is, we recover the Legendre
polynomial basis. We select the spherical cap harmonics which vanish at the boundary
angle (0 = 0; or 0 = 0,, see Fig. 2). This condition at the boundary gives a discrete
infinite set of non-integer xgl) values for the phase (7). / is an integer index used to
order the allowed values xgi) by increasing values. It is also the number of zero of
the function ny-) on the cap. These harmonics have the properties to be an orthogonal
basis and to be eigenfunctions of the Legendre equation with eigenvalues: xgi)(xgi) +1).
We define u(0) = 2;u;Py,(cos0) and v(0) = 2;v;P,,(cos 0). From the first E-L equa-
tion (18), one can deduce the amplitude v;; the protein concentration from u;; in the
phase (7):

A& + 1) - 2]
PiRilo; + Pi(x)” + 1x;” /R?]

Ui 1

We introduce ¢’ :xgi)(xgi) + 1)/R?, which is similar to the spatial period of the per-
turbation. Then, from the second E-L Eq. (19) and after elimination using Eq. (21),
we derive

AHG — 2R = (%= 5 91 +xia) (o + ig®) - (22)

Our result can be compared to previous analysis made in two different asymptotic
limits in the homogeneous case. In these cases, the cap is a complete sphere and
x; is an integer. First, for f = 0, we recover the result of [28] for an homogeneous
vesicle without diffusion. Second, when R; goes to infinity, we recover the result for
an homogencous flat membrane [21].

Notice that, in Eq. (22), the protein concentration has a similar significance as a
negative surface tension: one can make the change of variable 2/ =X/ — o;¢p?/2=3; +
ocl-(d%ql_ — ¢?)/2. The principal effect of the proteins is to decrease the surface tension
which is an obvious sign of instability.



540 J.-M. Allain, M. Ben Amar | Physica A 337 (2004) 531-545
4. Discussion

We will use the protein concentration ¢; as our control parameter. Eq. (22) gives
for each mode xﬁ’) a threshold concentration @; such that for ¢; < @; the initial state
is stable and for ¢; > ®;, one of the two phases is unstable, leading to a complete
instability. The threshold concentration @; strongly depends on the physical properties
of each phase. Then, the two parts of the initial system have no reason to be unstable
simultaneously. The deformation of the other phase (not unstable to linear order) will
be induced by the non-linear effects not included in this analysis.

Since the thermal energy A7 is the only external energy and the typical length of
the phase (i) is R;, one can introduce dimensionless parameters: ¢ = x;(x; + 1), K; =
i kT, 0= ZIR2/KT, A; = A;/(kTR;), &; = 0;/(R*kT) and f; = f;/(R*L2kT) with L. a
characteristic length for the gradient of protein concentration. Then, the protein con-
centration is replaced by R}¢? which is proportional to the square of the number of
proteins in the phase (1).

Rewriting the threshold (22), we find for the threshold concentration, in dimension-
less parameters:

2 [« 2§ -2
Rf@?:a7<2§+z€iq~2— g —2) ) (23)

; 8 + Bi(Le/Ri )2

From Eq. (23), the search of the smallest threshold concentration gives two different
regimes depending on the value of the dimensionless constant:

“s [~ 5 L?
A; (oc,-+2ﬁzﬁ> Aoy + 2i/R?)
f— 2 *

i

CcC =

3 (24)
K;0; K;o

This constant describes the strength of the coupling of the protein with the membrane
(A;) to the resistance of the membrane (x;) and to the absorption power (o;). In the
weak interaction regime (¢ < 1), the protein concentration is an increasing function
of ¢ (see Fig. 3). So, the threshold is obtained for the smallest possible x; : xo. The
direction of the deformation (inside or outside the initial cap) would be deduced from
a third order calculation or from a numerical simulation. According to the definition of
2! (Eq. (12)), the concentration required to destabilize the membrane is found bigger
than the equilibrium concentration. But in this case, one expects that this threshold ®;
is difficult or impossible to reach since it requests the absorption of a concentration
of proteins larger than ¢,,,: probably, the excess of proteins would prefer to dissolve
in the surrounding water then forming aggregates. So, the weak regime of instability
i1s not observable experimentally, our basic state made of two spherical caps is stable
and proteins are stocked only.

In the strong interaction regime, the limiting concentration shows a minimum not
necessary for the smallest x; (see Fig. 3). This has two consequences. First, the limiting
concentration is less than the equilibrium concentration and it is easier to induce the
instability. Second, the first unstable mode could be modified: § ~ 10 for the chosen
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Fig. 3. Threshold concentration versus the reduced mode § for two different values of (23) are taken as

a=1,K=1, Z~l’ =60, ﬁw,‘(Lc/Ri)2 =0.01. The solid line is the case of large tilt due to each protein: Ai=17.
The dashed curve is the case of a small tilt: A4; = 0.01.

numerical values. So, we have something more complex than the simple oblate/prolate
(x0) deformation. This regime is observable and probably corresponds to the observed
shape instability. In any case, our basic state cannot be seen in the experiment except
as a transient.

The existence of these two regimes, depending on the nature of the proteins, allows
two possible and distinct scenarios for the cell: there is no doubt that this property is
useful and probably used for biological purpose. The main difficulty of this study is the
quantitative determination of the parameters since experimental values are not available
even for this minimal model. Let us estimate c¢. The curvature of the membrane is of
order 1/R;, its surface is close to R?. i is of order 10 kT for an unstretched vesicle,
so Kk ~ 10. o, the cost of energy needed to increase the concentration of proteins, can
be deduced from the energy required to remove a protein from the surface which is
about 100 k7. It changes the concentration of proteins of 1/R? so 100 kT = o;/R? and
& ~ 100. f is deduced from L. which should be a small fraction of the radius of the
sphere. We will take hereafter L. ~ R;/10. The proteins are moving at the surface of
the membrane due to the Brownian motion. So the energy to move one protein by the
length L. is about k7. Then, f; =kTL>R? and f3; ~ 1. The value of A; is more difficult
to determine. A; is the coupling constant between the membrane and the proteins. This
is expressed by the spontancous curvature radius Rp. If Rp is small, the coupling effect
is strong and, on the opposite, if Rp is large, A; is small, which suggests that A; is
proportional to 1/Rp. But A; is an energy multiplied by a length. Then, a good order
of magnitude for A; is kTR?/Rp, so A = R;/Rp. Finally, we get ¢ =~ Rp/R;. If Rp is
smaller than R;, the system is in the strong coupling regime and in the other case,
the interaction between membrane and proteins is weak. When the two phases have
approximately the same physical constants [11], the instability occurs first in the largest
phase, as shown by Eq. (23) in the previous conditions. Nevertheless, the ejection of
one part of the membrane requires a complete nonlinear dynamical treatment which
will be derived from this energy formulation.
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5. Conclusions

We have proposed a model of instability for an inhomogeneous vesicle which
absorbs proteins. This instability is at the origin of a separation into two vesicles,
one for each phase as seen experimentally. Our model rests on a “bulk” effect and
assumes that the proteins are distributed everywhere on the membrane contrary to the
“line tension” model which assumes a high concentration of the proteins at the raft
boundary. To validate (or invalidate) our model, an experimental test could be the
use of phosphorescent proteins with the same properties. It would be a way to follow
the place where the proteins prefer to diffuse and stay on the membrane. Although we
ignore the feasibility of such an experiment, it would provide a very useful information.
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Appendix A. Spherical cap harmonics

The spherical cap harmonics are eigenvalues of the Laplace’s equation in spherical
coordinates. The Laplace’s problem can then be rewritten as a Legendre’s equation.
The general solution is:

Uy = f(9)Ly(cos 0)

with 0 the colatitude, ¢ the longitude and L]} an associated Legendre function. The
eigenvalues associated to this solution are m? and —x;(x; + 1). So the solutions are
symmetric with respect to x; = —1/2. So we can restrict to x; = — 1/2 in all cases.

Generally speaking, m and x; can be integer, real or even complex and are determined
by the boundary conditions. For a sphere, the solution must be periodic in the ¢ angle.
This implies m real. In the particular case of an axisymmetric solution, which is the
case in this paper, m = 0.

The boundary condition on 0 for 0 =0 is a condition of regularity:

aUXO’—O fi =0 A.l
= = or m=0, (A.1)
Uy =0 for m#0. (A2)

It is satisfied by the Legendre functions of the first kind and excludes those of the
second kind. Notice that this condition is required both for a complete sphere and for
a spherical cap.

In the case of the sphere, the boundary condition 6 =« is similar to Eq. (A.1). The
values of x; are then integer and the solutions are the classical associated Legendre
polynomials.
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Table 1
Values of y; for m =0 for the 7 first values of /

/ 0 1 2 3 4 5 6
0p = 1/6 4.08 10.04 16.03 22.02 28.01 34.01 40.01
0p = 51/6 0.35 1.57 2.78 3.98 5.19 6.39 7.59

For a spherical cap whose ends are given by 6 = +0,, the boundary conditions at
0o are given by standard physical requirements. These boundary conditions can be
satisfied by using two kinds of solutions such that either:

ouy
50 =0 for 0==+0, (A.3)
or
Ug =0 for 0==0p (A.4)

These conditions are satisfied by Legendre functions P(cos 0) with x; not necessary
integer. No function can satisfy simultaneously the conditions (A.3) and (A.4) and
there is two sets of x; which depend on the m value. We call z;(m) the values of x;
such as (A.3) is satisfied and y;(m) the values of x; such as (A.4) is satisfied.

Functions in one set are orthogonal to each other but are not orthogonal to those of
the other set. It is easy to show that:

6o
/0 P’y"ll(m)(cos 0P . (cosB)sinfdO=0 for [} #1[,,

Vi, (m)

0o
/0 P;’[’l(m)(cos H)Pg’l’z(m)(cos 0)sin0dO0=0 for [ #1[,,

0o
/0 Pﬁl (my(€OS H)Pfl’z(m)(cos 0)sin 0 do

sin 0P, ,,y(cos O){[P" ,,,(cos 0)]/d0}

I

(yh _le)(yh +le + 1)

If the physics requires the boundary condition (A.3) or (A.4), the set of solutions y;
or z; is enough to form a basis of solution of the problem. In the other case, one
have to combine both of them and the resolution of the complete problem becomes
more harder. In the case of this paper, we focus on the case of axisymmetric solutions
(m = 0). The boundary conditions are given by (A.4), so the good set of parameters
are the y;(0). Table 1 presents the first values of y;, calculated for two angles 0y (7/6
and 57/6), chosen as example. Fig. 4 shows the three first P, for 0y = m/6. Fig. 5
shows the three first P, for 0y = 57n/6. Fig. 6 shows the deformation of the spherical
cap in the case of a perturbation by the three first P,, for 0y = 7/6.
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Fig. 4. Legendre functions P,, versus the angle 0 for 0y = /6 and for / = 0 (solid curve), / =1 (large
dashing) and / =2 (small dashing).

o 0.25¢}

-0. 25}

-0.5¢

Fig. 5. Legendre functions P,, versus the angle 0 for 0y = 57/6 and for / = 0 (solid curve), / =1 (large
dashing) and / =2 (small dashing).

Fig. 6. Deformations of a spherical cap of radius 1 and half-angle /6. The deformations are due to Legendre
functions Py,. For clarity, the maximum amplitude of the deformation is fixed to 0.1. This value is too large
in principle for the linear analysis. The solid curve is the initial state. The largest dashing is the case /= 0.
The intermediate dashing is the case / = 1. The smallest dashing is the case / = 2.

References

[1] S.J. Singer, G.L. Nicolson, Science 175 (1972) 720.

[2] D.A. Brown, J. Rose, Cell 68 (1992) 533.

[3] K. Simons, E. Ikonen, Nature 387 (1997) 569;
D.A. Brown, E. London, J. Biol. Chem. 275 (23) (2000) 17221;
G. van Meer, Science 296 (2002) 855.



J.-M. Allain, M. Ben Amar | Physica A 337 (2004) 531-545 545

[4] T.-Y. Wang, J.R. Silvius, Biophys. J. 84 (1) (2003) 367.

[5] C. Dietrich, et al., Biophys. J. 82 (1) (2002) 274.

[6] W.L. Smith, A.H. Merrill, J. Biol. Chem. 277 (29) (2002) 25841.

[7] G. Van Meer, Q. Lisman, J. Biol. Chem. 277 (29) (2002) 25855.

[8] C. Dietrich, et al., Biophys. J. 80 (3) (2001) 1417.

[9] S.L. Veatch, S.L. Keller, Phys. Rev. Lett. 89 (26) (2002) 268101.

[10] G. Staneva, M. Angelova, K. Koumanov, J. Chem. Phys. Lipids, to be published.

[11] T. Baumgart, S.T. Hess, W.W. Webb, Nature 425 (2003) 821-825.

[12] C.-M. Chen, P.G. Higgs, F.C. MacKintosh, Phys. Rev. Lett. 79 (1997) 1579.

[13] P.B. Canham, J. Theor. Biol. 26 (1970) 61.

[14] W. Helfrich, Z. Naturforsch, Teil C 28 (1973) 693.

[15] L. Miao, B. Fourcade, M. Rao, M. Wortis, Phys. Rev. A 43 (12) (1991) 6843.

[16] U. Seifert, K. Berndl, R. Lipowsky, Phys. Rev. A 44 (2) (1991) 1182-1202.

[17] M. Jaric, U. Seifert, W. Wintz, M. Wortis, Phys. Rev. E 52 (6) (1995) 6623.

[18] F. liilicher, R. Lipowsky, Phys. Rev. E 53 (3) (1996) 2670.

[19] H.-G. Débereiner, E. Evans, M. Kraus, U. Seifert, M. Wortis, Phys. Rev. E 55 (4) (1997) 4458.

[20] U. Seifert, Adv. Phys. 46 (1) (1997) 13.

[21] S. Leibler, J. Phys. 47 (1986) 507.

[22] U. Seifert, Phys. Rev. Lett. 70 (9) (1993) 1335.

[23] J.-B. Fournier, A. Adjari, L. Peliti, Phys. Rev. Lett. 86 (21) (2001) 4970.

[24] F. Daumas, N. Destainville, C. Millot, A. Lopez, D. Dean, L. Salomé, Biophys. J. 84 (1) (2003) 356.

[25] T. Bickel, C. Marques, Phys. Rev. E 62 (1) (2000) 1124.

[26] F. Brochard, P.G. De Gennes, O. Sandre, Physica A 278 (1-2) (2000) 32.

[27] G.V. Haines, J. Geophys. Rev. 90 (1985) 2583;
W.R. Smythe, Static and Dynamic Electricity, 2nd Edition, McGraw-Hill, New York, 1950;
A.E. Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, Dover, New York, 1944.

[28] S. Mori, M. Wadati, J. Phys. Soc. Jpn. 62 (10) (1993) 3557.



IV.5. Article "Budding and Fission of Multiphase Vesicle” 111

IV.5 Article ’Budding and Fission of Multiphase Vesicle”



Budding and Fission of a Multiphase Vesicle

Jean-Marc Allain
Laboratoire de Physique Statistique,
Ecole Normale Supérieure, Paris, France

Martine Ben Amar!
Laboratoire de Physique Statistique,
Ecole Normale Supérieure, Paris, France

!Corresponding author. Address: Laboratoire de Physique Statistique, Ecole
Normale Supérieure, 24 rue Lhomond, Paris, 75231 Cedex, France, Tel.:(33)-1-44-
32-34-77, Fax: (33)-1-44-32-34-33



Abstract

We present a model of bi-phasic vesicles in the limit of large surface tension.
In this regime, the vesicle is completely stretched and well described by two
spherical caps with a fold, which concentrates the membrane stress. The con-
servation laws and geometric constraints restrict the space of possible shapes
to a pair of solutions labeled by a parameter & given by line tension/pressure.
For a given value of &, the two solutions differ by the length of the interface
between domains. For a critical value, &, the two vesicle shapes become iden-
tical and no solution exists above this critical value. This model sheds new
light on two proposed mechanisms (osmotic shocks and molecule absorption)
to explain the budding and the fission in recent experiments.
Key words: Budding; Fission; Bifurcation; Membrane; Raft; Vesicle
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Introduction

The cell membrane is a bilayer made out of a mixture of lipid species. The
membrane can be either the outer boundary of the cell or an interface sepa-
rating different compartments inside the cell. This soft structure has many
biological properties and also realizes intracellular traffic: a membrane vesi-
cle buds from one compartment, travels through the cytosol and fuses with
another compartment. Despite the fluidity of the lipid bilayer, the cellular
membrane presents a lateral inhomogeneity due the formation of dynamical
microdomains, called rafts (1). These microdomains have been shown to be
rich in cholesterol and sphingolipid (2). In vivo, the rafts have not been di-
rectly observed but their size has been estimated to be between 20 and 700
nm (3). A central question in membrane biology and biophysics is to under-
stand how this spatial organization is used by the cell, in particular to favor
interactions with proteins. Due to their size and specific composition, it has
been argued that rafts play a role in protein docking, signaling, intracellular
traffic (4) or virus budding (3).

Recently, a model system of Giant Unilammelar Vesicles (GUV) including
sphingomyelin-cholesterol domains was developed (5). These domains, which
are supposed to reproduce raft composition, are the result of a phase separa-
tion of the lipid species (6). They are more structured than the surrounding
classical liquid bilayer but remain in a liquid state. For this reason, they
are called ”liquid-ordered” domains whereas the classical membrane is called
"liquid-disordered”. A large number of studies have focused on the thermo-
dynamic of liquid-ordered phases, in particular the effect of temperature or
composition changes on domain formation (6, 7). Multi-phase vesicles are el-
egant and efficient tools to study the mechanical properties of microdomains.
They can be used to understand how rafts bud and make daughter vesicles
for intracellular traffic, but also how detergent addition can isolate rafts from
the cell membrane. Recent experiments have shown that liquid-ordered do-
mains can be separated from the initial vesicle by using tubular deformations
(8), osmotic shocks (9) (G. Staneva, personal communication) or absorption
of external molecules like proteins or detergents (10, 11). Here, we develop
a macroscopic theory for the last two situations. Our model describes the
budding preceeding the fission where the liquid-ordered domain lifts up from
the liquid-disordered vesicle.

Budding and fission have already attracted many theoretical works for
vesicles made by a mixture of lipids, segregated into two phases or not (12—
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18). The models vary depending on the physical interactions involved but
they are all based on the minimization of the bilayer energy. For a vesicle with
one phase, the budding is induced by molecules whose shape is different from
the main lipids of the membrane: if the molecules prefer a curved bilayer, they
will favor the formation of a bud. These models rest on a continuous approach
and are well adapted to describe the absorption of external molecules (19, 20)
or a mixture of lipids (12, 21). Even when the concentration of molecules
is strongly inhomogeneous, this approach does not describe a true phase
separation. For a bi-phasic vesicle, a line tension exists between the two
phases, trying to reduce the interface length, and favoring the budding (22).
Previous studies have mainly focus on two cases: a constant surface with a
volume free to adjust (13, 23) and a constant surface with a fixed volume
(13, 24). In both cases, the shape of the vesicle is controlled by the geometric
constraints and by the invagination length (, the ratio between the bending
rigidity and the line tension. If the volume is free to change, a discontinuous
budding transition has been predicted then the line tension increases, favoring
the budding of larger domains (23). On the contrary, for a fixed volume, the
transition is continuous, the larger domains remaining the first to be ejected
(13).

We focus our attention on multi-phase stretched vesicles, a situation often
encountered in experiments. In this case, osmotic pressure effects dominate
and stretch the bilayer. Thus, the vesicles can be described by two spherical
caps with an elastic junction. Our model is also suitable for a vesicle with
a fixed volume, as soon as the two-spherical-cap description remains valid
but the conclusions are then different; this case has been already treated
numerically by F. Jiilicher and R. Lipowsky (13). The variational procedure
with surface constraints allows to find two solutions for any ratio ¢ = line
tension/pressure less than a critical value .. The stable solution is the one
observed experimentally. An osmotic shock increases the control parameter
¢ and induces a budding, which may lead the system to a complete fission
if 6 reaches the critical value. The case of detergents is slightly different
since it requires an additive energy for molecular absorption in the mem-
brane. As a large number of different detergents can be used to achieve
the budding (11), we restrict on a common characteristic: the conical shape.
Therefore, when detergent molecules are added in the membrane, they locally
deform the bilayer. According to Leibler’s model (19), the deformation due
to these molecules is taken into account via an elastic contribution simultane-
ously proportional to the average curvature and the molecule concentration.
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Stretched bilayers favor homogeneous concentration of molecules except at
the interface between domains. We show that chemical inhomogeneities con-
tribute to an effective line tension, not necessarily positive. Depending on the
concentration, this effective line tension can induce a budding and a possible
fission into two independent vesicles.

This paper is organized as follows. The next section is devoted to a
detailed description of the model and defines the energies involved in the
physics of the vesicle, such as the stretching of the bilayer, the bending of
the vesicle or the absorption of molecules. A section on the vesicle shape finds
analytically the shape of a stretched multi-domains vesicle below a critical
parameter and above predicts a topological bifurcation. This explains the
fission induced by a change of osmotic pressure. The last section extends
this treatment to the absorption of molecules.

Membrane description.

Inhomogeneous lipid bilayer.

We consider an inhomogeneous vesicle made of two lipid phases: a ’liquid-
ordered’ (I,) and a 'liquid-disordered’ (I;). Both phases are in the liquid state
but the (I,) domain is more structured than the (l4) phase for the following
reasons: there exists specific interactions between molecules (25) and/or a
possible optimization of biphilic space packing (26). Steady morphologies
and their out-of-plane deformations are commonly described by the Canham
and Helfrich’s model with energy for each phase ¢ given by:

F;'n:/ [2niH2+m(§K+Zi ds (1)
S

H and K are respectively the mean and Gaussian curvature. The elastic
bending rigidity x; and Gaussian rigidity ’f(c? are expected to be higher in
the [, phase. Typical values can be found for example in (27): x;, ~ 20k, T
and r;, ~ 80k, T. Values of Gaussian moduli are notoriously more difficult
to measure but a recent study mentions values of order lig) = —0.83k; (28).
Although F! is a surface integral, the Gaussian contribution to the energy
is indeed a contour integral calculated at the interface between the two do-
mains, according to the Gauss-Bonnet theorem. The most general Canham
and Helfrich’s model also includes a spontaneous curvature, allowing a dif-
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ference between the two leaflets. In general, for multi-phases vesicles, the
lipid bilayer is symmetric, with no spontaneous curvature (29). Introducing
the spontaneous curvature does not change the results of this paper so, for
simplicity, we assume a symmetric bilayer.

The last contribution in Eq.1 is related to the possible extension of the
membrane. For a stretched vesicle, this contribution is large compared to the
elastic energy. Moreover, stretching the surface of the vesicle for more than
3% forms pores in the bilayer (27), not observed in the fission experiments.
Therefore, the membrane surface can be considered as constant. This is
taken into account by introducing the Lagrange multiplier ;.

The total energy of the two-domain vesicle includes the energy (Eq. 1)
of each phase plus two coupling terms. First, a sharp interface of vanishing
thickness exists between the [, and [; phases. Any increase of its length
requires an energy proportional to a line tension o. Second, the vesicle
membrane is lightly permeable to the water but not to the ions or large
molecules present in the surrounding water. This induces an osmotic pressure
P. The energy of the coupling terms is:

FC:J/Cdl_/deV (2)

The osmotic pressure normally varies with the enclosed volume. For a tense
membrane, it is possible to assume the osmotic pressure to be constant (see
Appendix A). Using a variable osmotic pressure will complicate the calcula-
tions without modifying the main results of this paper.

Proteins or detergent-membrane interactions

External molecules such as proteins or detergents can be absorbed in both
phases but with different efficiencies. We choose a Landau’s approach with
an optimal homogeneous concentration ¢.,. Departure from this value or
inhomogeneity of concentration ¢ has a cost in energy, quadratic to leading
order and measured by two positive constants in each phase: «; and §;. If
the proteins are soluble or not in the surrounding medium, we can either set
the number of these molecules in each phase or set the chemical potential
1; of the phase i. We choose to fix the chemical potential p; but this has
no real consequence on the results since it only modifies the definition of ;.
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Therefore the free chemical energy of absorption for each phase is:

R- (%(as ~ e+ SV + uz-qzs) is+ [ AHods @)
The last integral in Eq.3 represents the local distortion of the membrane
induced by the absorbed molecules (19, 30). It is proportional to the mean
curvature of the membrane with a weight depending on the local concentra-
tion ¢, as suggested by S. Leibler (19), A; being a coupling constant.

The energy (Eq.3) is valid only for passive molecules (no chemical activ-
ity), their physical characteristics being included in the parameters u;, oy, 0;
and A;. Values of these parameters can be derived from molecular dynamic
simulations or simply estimated by simple physical arguments. Typical values
of the interaction energy between two molecules soluble in the surrounding
water is kT (it is more for not soluble molecules). Hence the chemical po-
tential of detergents is about nkT” with n the number of molecules inside the
bilayer. For a flat membrane of surface S, the optimal concentration ¢, is
related to the parameter « by u = a¢, = an/S. Therefore, a ~ SET. In
our case, we get o ~ R?kT. The size [. of a step in concentration is given by
the relation 8 = «l?. Then, 3 ~ [?R?kT, the chemical length being typically
10 nm.

The estimate of the coupling constant A is more difficult. Many studies
have focused on the microscopic deformations of the curvature by molecules
(see for example (31-34)) but, to our knowledge, there is no obvious link be-
tween the microscopic and macroscopic descriptions, except for one molecule
(35). We propose the following argument for a naive estimate of A. Its di-
mension is an energy multiplied by a length. The typical energy associated
with the deformation of the bilayer is k. Each molecule imposes a conical
deformation to the bilayer (¢ being the angle of the cone). For a conical
molecule, this angle is related to its shape; for a molecule with a chain in
the surrounding water, the angle is function of the free displacements of the
chain (30). The induced curvature increases with . Hence, the parameter
A can be estimated as A = +kpR,, with R, a typical length. For a conical
molecule, R,, is the lateral size of the molecule and for a molecule with a
mobile hydrophilic chain, R,, is the radius of gyration of the chain.

The sign of the coupling constant is given directly by the deformation of
the bilayer. This sign depends on the definition of the mean curvature. We
choose the convention that a spherical vesicle has a positive mean curvature.
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Then, positive values of A imply that the molecules tend to decrease the local

vesicle radius. For example, this is obtained for conical molecules absorbed

on the external leaflet, when the molecule hydrophilic part is larger than the

hydrophobic one. We restrict to the case where the adsorption takes place on

one side only. When the two layers are concerned, our theoretical framework

can be easily extended by the introduction of two concentration fields.
Finally, the total free energy of the system is given by:

Fror=Fp+ FL+ F)+F +F, (4)

The standard variational procedure to find extrema of this energy produces
the so-called Euler-Lagrange equations.

Euler-Lagrange equations.

Minimization of the free energy Fror gives the stable static solutions for
the membrane. Looking for axisymmetric shapes, we choose the cylindrical
coordinates and we parameterize the surface by the arc-length s. The vesicle
shape is given by r(s) and ¥(s) (see Fig. 1). The Euler-Lagrange equations
associated with Fror are (36):

1 ! P AZ /
wl/ _ w — w?cos(w) — 2/; COS(@D) + /;/T' sm(w) + ;Z¢ (5&)
Y= G = SSsin()? + 5 - Prain() — A + o' (5b)
+%¢Q+”@
o = _gb,cosr(g/)) B % (sinﬁ/}) +¢/) i ﬁ¢+ & (5¢)
= cos(v). (5d)

with v a local Lagrange multiplier used to impose the geometric constraint
between 7’ and cos(%) in the minimization process. To simplify the notations,
we introduced the following parameters: f]z =3 + o/ Zgbgqi and fi; = p; —
Qieq;- Assuming (¢ = 0) gives the classical equations of an axisymmetric
vesicle (13, 36). These equations have to be solved with the correct boundary
conditions at the border between the two domains, these conditions being the
results of the variational procedure. Assuming continuity of both the radius
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r, the angle v and the molecule concentration ¢, one finds

r (85— e)r(sy) + (k1 + kg,) sin(y(sy)) — Aig(s)r(sy) (6a)
—rot (55 + €)r(ss) — (Ko + Kg,) sin(¥(sy)) + Aad(ss)r(ss) = 0,
Y(s;—€) —y(ss+€)+0=0 (6b)
B1d (s —€) — Pad'(s5+¢€) =0. (6¢)

where s; is the arc-length at the junction, label 1 denotes the phase for
s < sy and label 2 the phase for s > s;.

Since the equations of the shape and the boundary conditions are highly
non-linear, there is no exact solutions for arbitrary values of the physical
parameters. However further analytical progress can be obtained in the limit
of large pressure (stretched membrane). Remarkably, this treatment only
requires simple analytical algebra and allows to explain experimental features
such as the complete budding of the ordered phase as it has been observed by
different groups using either osmotic shocks (9), proteins (10) or detergent
molecules (11)

Analytical treatment of the membrane shape.

We first consider a membrane without addition of extra molecules. An obvi-
ous solution of the Euler-Lagrange equations can be easily found if we discard
the elasticity. Our purpose is then to use this simple solution as zeroth or-
der and correct it for small but not vanishing values of the bending rigidity
by using boundary layer analysis. We consider also the inclusion of passive
molecules and show that at least for weak coupling between curvature and
concentration, a similar strategy applies.

The constraint on the total area Sror allows to define a length scale
Ry by 47TR(2) = Sror and an energy scale with the osmotic pressure: PRS’.
Hereafter, we will use dimensionless parameters. For example, we have:

R K - o
ﬁ,/‘i: r o=
0

PR3 7 T PR2

S

S ho
Ro’

S =
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The exact zero-order model: the capillary solution.

After electro-formation, GUV vesicles are usually stretched and the osmotic
pressure dominates the elastic energy. The two-spherical caps, solution of the
Euler-Lagrange equations with k; = 0, are defined by a set of four geometrical
parameters: the radii of the two caps Ry, Ry (or Ry, }%2) and the two angles
at the boundary 0, and 6, (see Fig. 2). The Euler-Lagrange equations (Eq.5)
give the values of the two Lagrange multipliers ¥; and i, without direct
information on the vesicle shape:

25)1 = Ri) (7&)

Fi(s) = R?ZQ sin v cos 1. (7b)

the angle ¢ being proportional to the arc-length 5. The shape is fixed only
by the boundary conditions and by the constraints on the fraction f occupied
by the domain 1:

Ry sin6; = Rysin 6y (8a)
1:2% sin @ cos @) = R% sin @, cos 0y — 20 (8b)
271%12(1 —cosby) = f (8¢)
2Ry (14 cosfy) =1 — f (8d)

Two parameters control the shape of the vesicle: the reduced line tension
6 = o/PR? and the fraction f. Experimentally, it is easier to change the
reduced line tension, by an osmotic shock for example. We will see that
also addition of molecules may modify 6. Notice that the angle v is not
continuous at the interface. This is possible if elasticity is ignored.

This approach assumes a stretched vesicle, with a constant osmotic pres-
sure. For a flappy vesicle, at fixed volume, we can apply an analogous analysis
providing that both domains remain nearly spherical which is seldom the case
(12). So, in this case, numerical approaches are more suited.

The set of equations (Eq.8) has either two solutions or no solution de-
pending on the value of ¢ at fixed f. As an example, consider the vesicles
prepared by electroswelling (37), which makes usually tense membranes but
without control on the final osmotic pressure. Referring to the figure (1b)
in Baumgart et al.’s work (9), reproduced here in figure 3, we calculate
Ry = 10.7 pum, f = 9.5% and ¢ = 0.18, from estimated values of Ry, Rs,
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0, and 6. Using the value of the line tension measured by Baumgart et al.
(37) (¢ =7.10713N), we get P = 3.107?Pa. The reduced bending rigidity is
then £ ~ 0.01 which shows that elasticity can be neglected in a first step.

Solving Eq.8 for the experimental values of ¢ and f gives two possible
solutions: R; = 0.5, R, = 0.98, 6; = 1.34 and 6, = 0.514, the measured
values (Fig. 4(a)) but also Ry = 0.37, Ry = 0.97, 6; = 1.34 and 6, = 0.514
for the second solution (Fig. 4(b)). In order to explain why the first solution
is preferred in the experiment, we calculate the dimensionless energy reduced
to: Frop = —V/R} + 26 Ry sin ;. Tt gives respectively (-3.64) compared to
(-3.59), which is consistent with experimental observations since only stable
vesicles (with the lowest energy) can be observed.

A systematic study of the pair of solutions for arbitrary values of & is
straightforward and the results are presented in figure 5. Figure 5a is a
classical bifurcation diagram when a pair of solutions exits but only one is
stable. In this problem, & is the control parameter and the energy Fror is
the order parameter. These two solutions differ geometrically, the unstable
solution presenting a smaller neck at the junction compared to the stable one
(obvious if & = 0) (see Fig 5b). As & increases, the two solutions become
geometrically closer up to a finite value of .. Above the critical value (& >
7.), there is no connected solution to the Euler-Lagrange equations but a
couple of disjoining spheres remains a plausible solution. This critical value
0. is determined by Eq.8b which gives the equilibrium of the forces in the
radial direction (axis r). The term in & is due to the line tension and its
effect pinches the vesicle. The two other terms (in R? and R?) are related
to the stretching of the domains and are bounded. The critical value &,
corresponds to the maximal force on the vesicle. For higher line tensions (or
smaller pressures), it is no longer possible to compensate the stretching by
the line tension and the system splits into two independent vesicles.

The transition is a dynamical process and have similarities with the break-
ing of a soap film between two rings (the catenoid instability) (38). Never-
theless, complete fission requires a microscopic reorganization, such as hemi-
fission (39) which occurs at small scales and is out of reach of the present
treatment. It is why we cannot predict if the two daughter vesicles remain
connected by a small filament of lipids or prefer to separate.

The shape of the vesicle is also controlled by the fraction f of the do-
main 1. Variations of the critical parameter . with the fraction f leads to
a phase diagram for the connected vesicle (see Fig. 6). The diagram is sym-
metric with respect to f = 1/2 since in absence of elasticity the two domains
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are equivalent. Small domains are less stable than large ones for a stretched
vesicle. A physical explanation can be found by considering flat domains on
a flat surface. If the radius of the domain is r, the pinching energy (due
to the line tension) is approximatively or and the resistance energy (due to
the pressure) is approximatively Pr3. The balance of both energies gives
o/P =~ r?. Therefore, it is harder to destabilize a large domain than a small
one. Theoretical studies on flappy vesicles with fixed volume show that large
domains are ejected before the small ones (13), contrary to the case studied
here which concerns stretched vesicles at constant osmotic pressure. Control-
ling the osmotic pressure for weakly stretched vesicles could lead to a better
understanding of all intermediate cases between these two limits.

Localization of the elastic deformation.

We study now the robustness of the model when elasticity is taken into
account. Comparing the bending energy (Eq.1) to the osmotic pressure en-
ergy (Eq.2) one finds that elastic effects can be neglected if k; << PR? in
each phase. However, the zero-order model gives a slope discontinuity at
the interface between the two domains, responsible for a singularity in the
curvature. As soon as the bending modulus is not exactly zero, this disconti-
nuity produces an infinite elastic energy density, localized near the junction,
in contradiction with the weakness of elasticity. We are faced with a classical
boundary layer model, as found for example in the crumpling of an elastic
plate (40) or the folding of an elastic shell (41). For small but not zero
k; values, the elasticity of the membrane prevents the discontinuities near
the junction by smoothing out the vesicle profile locally (see Fig. 2) on a
characteristic distance of order the elastic length [, in each phase:

Ri

le = .
¢ PR;

Experimental determinations of the osmotic pressure give values higher than
1072Pa (9, 37, 42). Using typical values for giant vesicles (k =~ 10719],
R =~ 10um), we get l. < lpm, which is small compared to R; ~ 10um.
We can model our system as two spherical caps slightly distorted at the
junction on a distance of order [.: far away from the fold, the spherical
solution (denoted by S) is a good approximation but it has to be corrected
by a boundary layer (denoted by B) of size l=1. /R; near the interface. We
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decompose ¥, r and v into
v=1vs+vpl) ;5 r=rs+ilrsl) ; v=7s+lys() (9)

with ¢g = 61 or ¢g = 0 and the new arclength parameter [ = (s — §J)/l;.
The quantities ¥, rg and vz must vanish far away from the junction.
The leading order of Eq.5 gives

Yp = sinyp. (10)

This is the pendulum equation, which has explicit analytical solutions (see
appendix B). The shape in the boundary layer does not depend on the
Gaussian modulus kg. This modulus appears in the boundary condition
Eq.6a and has the same order of magnitude as the bending modulus «. In
the general case, its contribution can be important on the membrane shape
(8, 37) but, for a stretched vesicle, it disappears (see Eq.20 of Appendix B).
Taking into account the possible spontaneous curvature of the membrane
does not modify the pendulum equation.

From Eq.4 and 10, we derive the elastic energy in each phase. This energy
is localized at the junction and is proportional to the interface length, in the
same way as a line tension:

Cousrs = JTR{Q {1 ~ ens (%2‘ 9)} (11)

+ sin 6; {sin@i — sin (w‘];&)} }

The angle v, is the angle v at the interface. It is fixed by the boundary
conditions (Eq.6a) and depends on the ratio between bending rigidities (see
appendix B). Using Baumgart et al.’s work (37), we determine k,/kq = 4, in
agreement with ab initio numerical simulations which give k,/rkq = 5.0+ 1.56
(37).

The effective line tension, including the elastic contributions modifies our
control parameter

(0 + Tcusp)
PR

The bifurcation diagram for a given fraction is the same as previously and,
in particular, the value of the critical parameter G, is the same with and

o =
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without elasticity. The elastic contribution o, is a non trivial function
of the physical constants (P, k, and r4) and geometrical constants like the
angles 0. Note that the effective line tension o.,s, is not necessarily positive,
contrary to ¢ but it remains small for weak membrane elasticity. If the elastic
contribution o, is positive, it slightly favors the budding of the domains.

A variation of the control parameter & modifies the angles 6;, 05 and
Yy and then the elastic line tension o.,s,. Figure 7 shows the values of the
reduced line tension of the fold (Geusp = Teusp/ PRE) versus the reduced total
line tension &. The solid line is &.,s, for the low energy solution. The dashed
line is G.ysp for the high energy solution. The line tension of the fold must
be smaller than the total line tension o + oy, since the line tension o due
to the interface is positive. Therefore, some shapes are no longer physically
allowed for the unstable solution. Figure 8 shows the energies of the vesicle
versus the control parameter @ for the allowed solutions.

Elastic line tension is in general smaller than the physical line tension
o (see Fig.8). However, it may have a noticeable effect on the shape of
the vesicle when the control parameter approaches the critical value .: the
interface length changes abruptly with the control parameter @ in this region.
The elasticity also breaks the symmetry f : (1 — f) in the diagram 9. Figure
9 shows the elastic line tension versus the fraction f of the domain 1. Note
that the elastic line tension is negative for large domains, meaning that the
elasticity resists to the pinching.

In the following, we treat the absorption of external molecules with the
same approach.

Budding by molecule insertion

When specific molecules such as conical-shaped molecules or proteins (PLA,)
are introduced in the outer bilayer, they succeed to eject a domain which is
transformed into an independent vesicle (see Fig.10). This instability looks
like the observation made with a variation of the osmotic pressure and sug-
gests a similar treatment.

When the molecules are distributed uniformly, the two-cap model remains
a solution of the Euler-Lagrange equations. However, in a previous paper we
have shown that the two-cap solutions may be unstable either above a crit-
ical homogeneous concentration given by ¢., = PR?/A; or for very strong
coupling A?/k;a; >> 1 (36). This instability characterizes each phase indi-
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vidually which may exhibit a rippled shape, more complex than a spherical
cap (10, 36). The existence of this instability does not mean that the ejection
process is inhibited but it cannot be treated by a simple analytical treatment.
Therefore, we consider the opposite limit with stable spherical caps. This
implies that the concentration far away from the interface is homogeneous
and smaller than ¢, the ratio between the stretching effect (the osmotic
pressure) and the coupling constant A;. For concentrations higher than ¢..,
the coupling effect due to the molecules is stronger than the vesicle tension.
Our choice is justified by the fact that at each step of the fission the domains
remain spherical.

Eq.5 connects the concentration of molecules to the chemical potential
(11;) and modifies the area Lagrange multiplier ¥;:

A;
iy = QE - az(¢z - ¢eqi) (12&)
2%, R? = PR} —2M¢iR; + ad? — ¢og, ) R (12b)
PR2
Vi = 51 sin v cos (12c¢)

In the following, we extend the analytical treatment to the absorption of
molecules and we give an interpretation of the experimental observations.

Fold description

The interface is the place where strong chemical gradients of molecule distri-
bution are found with typical lengthscale given by

=y
Q

which must be compared to the vesicle lengthscale R;. Typical values of the
chemical length [. are 10 nm and the concentration gradients are localized
at the fold (I. << R;). We can use a boundary layer method, in the same
spirit as the treatment of the elasticity.

For distances larger than [., the concentration of molecules is constant
and reaches the value ¢; that we choose as unit in each phase: so ¢; = ¢ /.
In this description, the concentration does not have to be constant in the
boundary layer, which is the main difference with the spontaneous curvature
approach. Far away from the interface, the spherical solution (denoted by S)
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remains a solution but a boundary layer (denoted by B) is necessary in the
close vicinity of the interface. We use again the decomposition for the case
of the elastic fold (Eq.9), with ¢ =1+ ¢p. Three dimensionless parameters
describe the fold: the chemical length l~c, the ratio \. between the curvature
due to the molecules and the stretching of the vesicle and the ratio A between
the curvature due to the molecules and the cost of absorption:

- [ B 1« Aoy
le=4]—==, A=
aR? [, PR;

Remember that the stability of each spherical cap requires A, < 1 and A, <
1 (36). Expanding the shape equations (Eq.5) to leading order gives:

A;
OéGBiRz'

I|H

< 1

SN

o~
o

% = sinyp + 5\6(539, (14a)
Zg ~% = QNSB - XC¢IB (14b)

The fold energy is given by the leading orders of Eq.4 and is proportional to
7, the interface length. Therefore, it defines a new effective line tension oygp.
This line tension is partly due to the difference of concentration of absorbed
molecules between the two domains but it is also due to the coupling of the
molecules with the curvature. Therefore, this contribution can be positive or
negative, depending on the chemical species.

The two-spherical cap zeroth order solution remains valid and the uniform
insertion of molecules in the vesicle modifies only the Lagrange multipliers
which have no direct physical content, despite the modification of the energy
level of the system. Therefore, we conclude that the bifurcation diagram
remains unchanged with the same threshold value found previously although
the numerical values of the energy are modified. For 7 < 7., two ideal solu-
tions still exist, the stable one being observed experimentally. Only gradients
which appear at the interface modify the cusp shapes and we need to evaluate
them if they are responsible for a change in the line tension value.

The equations (Eq.14) have no explicit solution but some interesting lim-
its can be considered. We focus here on three independent limits: A\, << 1,
A << 1andl, << 1, the last one corresponding to the experimental case.
First case (A. << 1): the elastic coupling length is small. This limit de-
couples Eq.14a at zero order, giving exactly the same solution as the case
without molecule. Eq.14b allows to calculate the molecule distribution but
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as the terms in \. can be neglected in the energy, the effect of the molecules
is negligible. The elastic line tension is not modified by molecule addition.

Second case (5\6 << 1): the weak chemical coupling length. This limit de-
couples Eq.14b, leading to ¢p = ¢, exp (£l/1.) with ¢, the molecule excess
at the interface, given by the boundary conditions (Eq.6). In physical units
and taking into account both sides of the fold, we get for the increase of the

line tension:
So _ Vv 04151 04252
o 2(Va1 By + vazfs)

The molecule absorption increases the effective line tension, which may in-
duce the fission. This effect is only due to chemical gradients near the inter-
face. It increases with the number of molecules added to the system.

Third case (I, << 1): the case of a small chemical length. The molecule
concentration has two very different lengthscales: [. and [.. The chemical
length [. contributes to the junction between the two domains and can be
treated as a boundary layer. However, the associated energy is proportional
to . and is then negligible. For size larger than [., Eq.14 becomes:

(62— ¢1)*. (15)

QEB - 5\c¢397 (16&)
(1= A = siniip. (16b)

The effective line tension is then given by

Ocusp = Al(bl (91 - wcusp) + A2¢2<wcusp - 92) + \/ 1— 5\ej\co'el- (17)

with o, the elastic line tension calculated without molecules. The multipli-
cating factor 1 — 5\65\0 is independent of the molecule concentration but
decreases the contribution of the elastic fold when absorbed molecules are
present. Remember that in our framework 5\65\6 is always smaller than 1
since the cost associated with the concentration gradients ( are neglected
(36). The two first terms are proportional to the concentration of added
molecules. They are positive when conical molecules are introduced in the
outer monolayer of the membrane (positive A), which is the case found in the
experiments. However, if the molecules are added in the inner monolayer, it
becomes negative and budding and pinching are inhibited. In conclusion, the
net effect of molecule insertion is a decrease of the line tension at low con-
centration, then a net increase as the concentration increases if the molecules
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are inserted from the outer monolayer.

Budding and fission processes

The absorption of molecules does not change the zeroth order shape equations
of the stretched vesicle in the weak coupling regime. It modifies the shape
of the fold near the interface giving a new contribution to the effective line
tension. If the absorption takes place in the external leaflet, it contributes
to an increase of the line tension. This increase puts the system closer to the
bifurcation point controlled by the parameter & = (0 4 0cysp)/ P and induces
a budding of the smaller phase: as @ increases, the neck radius decreases
(see Fig. 5b) and the small domain seems to lift up. If the concentration
is high enough so that @ > &., the budding is automatically followed by a
fission process, making two separated vesicles, one for each phase. If the
concentration is not high enough, the lifting will stop before the change
of topology. In the meantime, it is possible that the vesicle looses some
of its molecules and recovers its initial configuration. This reversibility is
impossible when fission is complete for two reasons: first, the system relaxes
the Gaussian elastic energy and two daughter vesicles may be energetically
favored, second due to thermal fluctuations, the vesicles move away from
each other and the coalescence process is unlikely. The fact that the fission
occurs proves that the time scale for fission is much smaller than the possible
rearrangement of molecules between the leaflets

Figure 10 reproduces experimental results from Staneva et al. (10), show-
ing fission of a liquid-ordered domain induced by Phospholipase A protein
addition. The vesicle is obtained by electro-formation (the electrode is visible
on the left of the pictures). It is made with a 45:45:10 mol/mol mixture of
phosphatidylcholine (PC), sphingomyelin (SM) and cholesterol (Chol). The
vesicles show one liquid-ordered domain made visible by fluorescence mi-
croscopy (not reproduced here): a small fraction (10%) of the PC is replaced
by an analogous fluorescent lipid which is excluded from the [, phase. So
l, appears as a dark disk. The proteins are injected in the neighbourhood
of the vesicle by a micropipette (visible on the right of the first picture).
Phospholipase A, transforms the PC lipids into LysoPC, a conical molecule,
by cutting one of the two hydrophobic tails. Fission occurs about 10 seconds
after protein injection.

Similar fission processes have been observed when detergents like LysoPC,
Triton X100 or Brij 98 are added in significant quantities near a similar
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vesicle (11). However, in this case, the fission is not always complete: the
daughter vesicles may remain connected by a small lipid filament, as also
observed in (14). This is not in contradiction with our model since the
fission process requires to split the lipid bilayers at the molecular level (39).
The fission process prefers small domains, as predicted by our model. If the
concentration in detergents is not high enough or if the Phospholipase A, is
not activated, the liquid-ordered domains bud without complete fission. It is
also possible to observe a relaxation of the vesicle, which recovers its initial
shape.

Conclusion

Liquid-ordered domains are supposed to be implicated in the cellular pro-
cesses, such as penetration of virus or active transport. Various recent ex-
periments on model systems show that liquid-ordered domains can be ejected
specifically from a tense vesicle, either by an osmotic shock or by the absorp-
tion of molecules. Extrapolating these results to real cells necessitates the
determination of the important physical effects for the fission.

Our approach here consists in using the tension of the vesicle as a ground
for a common interpretation of fission by osmotic shock or molecule ab-
sorption. Tense vesicles have a very simple shape: a spherical cap for each
domain, connected each other by a sharp cusp. Theoretically, a simple an-
alytical description of the vesicle shape can be found, controlled by two pa-
rameters only: the fraction of the liquid-ordered domain and the reduced
line tension o/P. Elastic effects, as described through the Helfrich’s energy,
are taken into account. They show themselves in the cusp near the interface
and only contribute as a correction to the line tension. For a given pair of
control parameters (the fraction and line tension), two connected solutions
exist: one has the lowest energy and can be observed experimentally, the
other being not observable.

Experimentally, one can modify the reduced line tension by acting on
the osmotic pressure: a decrease of the osmotic pressure will increase the
reduced line tension. For vanishing line tension, the observable solution is
nearly spherical. As the line tension increases, the liquid-ordered domain
buds, until a critical value of the reduced line tension. At this value, stable
and unstable solutions are identical and, above, no connected solution exists.
This explains the experimental fission (9). A controlled change of the osmotic
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pressure will allow to test this model: the budding remains reversible until a
critical value.

The relative size of the domain is also studied. It mainly modifies the
critical value of the line tension for the fission: small domains are easier
to eject than large ones. This prediction is opposite to the other limiting
case of a flappy vesicle, controlled by its elasticity and line tension (22).
Clearly, a more complete study, both theoretical and experimental, of the
interplay between tension and elasticity on fission is needed to understand
the mechanical properties of liquid-ordered domains. This approach relies on
the control of the osmotic pressure in the model system, which is still at an
early age for multi-domains vesicles. However, it is well-known that in vivo
systems are controlled by a mixing of lateral tension and elasticity.

The simple description of tense vesicles allows to model the fission by
the absorption of molecules. The experiments at the origin of this work
used mainly detergents (11) but also proteins like PLAy (10). This model
assumes that the absorbed molecules force the bilayer to curve due to their
conical shape or to an entropic pressure. However, the effects of external
molecules on a lipid bilayer are generally complex: detergents can solubilize
the bilayer, proteins are chemically active and can transform the lipids of the
bilayer. A more complete analysis has to account for the specificities of each
molecule. However, our simple approach reproduces the different features of
the observed budding.

Coupling between curvature and concentration of external molecules on
a tense membrane can lead to two different kinds of instabilities. The strong
coupling concerns mostly the stability of the spherical shape: the presence
of molecules is strong enough to overcome the tension of the bilayer and the
domain gets a rippled shape (36). The other instability is the budding and
fission, which can be observed for spherical but also rippled domains. Here,
we restrict on weak coupling and the domains remain spherical allowing an
analytical treatment. The concentration of molecules couples with the vesicle
shape in the cusp and can be described as an effective line tension. The
budding and fission processes are then explained by the same first order
transition than for a change of osmotic pressure. In particular, the small
domains are ejected in first, as observed experimentally (11).

The dependence of the line tension with the concentration is calculated
explicitly. For conical detergents, an increase of concentration gives an in-
crease of the line tension (with a budding) if the molecules are absorbed on
the external leaflet of the bilayer, as done experimentally but can give a de-
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crease if the molecules are absorbed on the internal leaflet. However, more
quantitative results require a quantitative determination of the coupling con-
stant. If the microscopic details of the coupling between external molecules
and the bilayer have been studied, the transition to a mesoscopic theory has
not be done yet. Quantitative values of the coupling constants could help to
determine the importance of the curvature forcing in the cellular fission.

A Osmotic pressure

Ions or large molecules cannot cross the lipid bilayer. The number of ions or
big molecules enclosed in the vesicle is fixed, as soon as no pore are created.
However, the bilayer remains permeable to the water molecules, meaning
that the enclose volume can change with an energy cost.

When the interactions between the ions or the big molecules are assumed
negligible, it is possible to describe such molecules as a perfect gas. The
energy associated with the osmotic pressure (15):

Fo(V) = R,T nlng — o (V ) (18)
0
where ¢y is the external concentration of these osmotically active molecules, n
the number of these molecules confined within the vesicle and V' the volume
of the vesicle.The volume Vj = n/cq is the volume for which the osmotic
pressure vanishes.

When the enclosed volume V' is close to the volume V[, we can assume
V/Vo —1 << 1 and the energy (Eq.18) is approximatively:

R,TcoVo [V 2
F}AV)%%(%—l) .

Typical values for the concentration is ¢y & 10™*mol/L , for the enclosed
volume V ~ 1071m3, which give an energy of about 107!3.J, huge compared
to the bending energy of the vesicle k. Therefore, the bending energy is not
enough to modify the enclosed volume for a flappy vesicle. It is the classical
assumption of the studies of equilibrium shapes in the case of fluctuating
vesicles.

If the enclosed volume V is large compared to the volume Vj, the energy
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(Eq.18) becomes:
Fv(V) ~ —RgTC()V

We can then assume that the bilayer is stretched by a constant osmotic
pressure
II = R,/T¢cy =~ 100Pa,

which is of order of experimental values (42). Note that the energy associated
with the osmotic pressure is large compared to the bending energy. This also
means that the bending energy is not high enough to change the enclosed
volume of a tense vesicle.

B Analytical treatment without molecules

We present here the analytical treatment for the boundary layer in the case
of a stretched vesicle without molecules. The shape of the vesicle near the
interface is given by the pendulum equation (Eq.10):

Yp = sin(yp).

Remember that we use the arclength parameter [ = (s — sy)/l., which the
dimensionless arclength from the interface. We multiply the pendulum equa-
tion by ¥p and integrate:

1.
iw% = —costYp + 1.

The constant 1 appears because the angle ¥p and its derivatives must vanish
far away from the junction. The angle ¢ 5 is then given by the differential

equation:
Yp = +2sin (%) : (19)
which can be integrated into
tan ¢4—B = tan % exp +1.

The condition of vanishing angle far away from the junction implies that the
sign plus is for the domain 1 (I < 0) and the sign minus is for the domain 2
(I > 0). The angle 1) is the contribution of ¥z to the angle at the interface
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Yy =0; + o,.

An expression of the angle vy, is given by the boundary condition (Eq.6a).
As usual for the boundary layers, we kept only the terms of higher degree in
1/ [. With the dimensionless arclength l , the boundary condition becomes:

V1R (=€) = \/ Ko Rayp(€). (20)

Using the differential equation Eq.19 and the relation at the interface ¥5(0) =
Yo, = ¥y — 0;, the expression becomes:

—0 —0
\//-all’%lsin(w‘]2 1)—1— HQRQSin(¢J2 2):().

The angles 0, 05 and s, as the radii R; and Rs, can be measured experi-
mentally (37) and can be used to determine the ratio x1/ko.
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Figure Legends

Figure 1.

General parameterization of an axisymmetric vesicle in cylindrical coordi-
nates. The dashed curve is the membrane. The parameterization is done by
the arc-length s. The shape of the membrane is given by r(s) and ¥(s). The
two domains have the same parameterization.

Figure 2.

Schematic representation of a axisymmetric vesicle, including the four pa-
rameters Ry, Ry, 61 and 6, used in the vesicle description. The circle details
the fold near the interface, where the elastic properties can no longer be
neglected.

Figure 3.

Black and white version of figure 1b from Baumgart et al.’s work (9). The pic-
ture is a two-photon microscopy image, showing equatorial section of GUVs
with two coexisting domains. The [, domain appears in grey here and the I,
in dark. Scale bar, 5 um. Reproduced from (9) with the authorizations of
the authors and editor.

Figure 4.

The two solutions of the E.-L. equations (Eq.8) for ¢ = 0.18. The two
pictures have the same scale. (a) Experimental solution (9), with Ry = 0.5,
RQ =1, 0, = 1.3 and 0, = 0.51. The associated dimensionless energy is
Fror = —3.64. (b) Calculated solution with Ry = 0.37, Ry = 0.94, ; = 2.0
and 6, = 0.36. The dimensionless energy of vesicle (b) is Fror = —3.59,
meaning that the solution is experimentally unstable.

Figure 5.

Dimensionless energies Fror (figure a) and interface radius 7, (figure b) of
the solutions of the E.L. equations (Eq.8) versus the control parameter 6 =
o/PR2. The calculation has been done for a fraction of liquid-ordered phase
of 9.5%. In both figures, the solid line corresponds to the stable solution,
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experimentally observable, the dashed line to the unstable solution and the
dotted line to 6 = 4., the critical value of the control parameter. For 6 > &,
there is no longer a solution. Four pictures of vesicles showing the shape
transformation with the dimensionless line tension have been added.

Figure 6.

Values of the critical control parameter &, versus the fraction f of the upper
domain (label 1). The reduced areas of the domains are given by A; = f
and Ay = (1 — f). The dashed line shows the fraction 0.5.

Figure 7.

Reduced fold line tension 0.,s, versus the reduced total line tension o for
the two possible solutions of Eq.8. The solid line corresponds to the stable
solution, the dashed line to the unstable solution. The fold line tension has
been calculated using Eq.11. The parameters are P = 1072Pa, x; = 107J
and ke = 4.1071°J. The dotted line separates the possible solutions from the
impossible one. For o.,s, above this line, the line tension associated to the
fold is greater than the total line tension, requiring a negative line tension at
the junction between the two domains, which is impossible.

Figure 8.

Dimensionless energies Frop of the solutions of the E.L. equations (Eq.8)
versus the control parameter @ including the effect of the elastic fold. The
parameters are f = 9.5%, P = 1072Pa,k; = 1071°J and ko = 4.1071°J. The
solid line corresponds to the stable solution,the dashed line to the unstable
solution, the dotted line to @ = &, the critical value of the control parameter.
For & > 7., there is no longer a solution.

Figure 9.

Reduced fold line tension ¢, for the critical value of the total line tension
o = 0., versus the fraction f of the liquid-ordered domain. The calculation
has been done with P = 1072Pa, x; = 107%J and ky = 4.107°J. The
dashed line shows the fraction 0.5 and the dotted line 6.5 = 0. The [,
and [; domains (resp. label 2 and 1) do not have the same effect since the
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elastic moduli are not equal. Contrary to a true line tension, this effective
line tension can be negative for f near 0.5.

Figure 10.

Ejection of a liquid-ordered domain induced by proteins Phospholipase As,.
The domain is visible on fluorescence microscopy (not reproduced here). The
proteins are injected by micropipette (picture a). The liquid-ordered domain
buds (pictures b and c) before the fission (picture d). Reproduced form (10)
with the authorization of the editor. Bar: 20 pum.
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148 Chapitre IV. Bourgeonnement et fission de vésicules bi-phasiques



Chapitre V

Instabilité hydrodynamique d’un

domaine lipidique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés hydrodynamiques de la bi-
couche. Nous modélisons une instabilité de contour d’un domaine liquide-ordonné plan au
milieu d’une phase plane liquide-désordonnée. Cette étude permet de mieux comprendre

les spécificités du fluide bidimensionnel formé par la bicouche de lipides.

V.1 Présentation

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes intéressés aux changements de forme
d’une vésicule & deux phases et plus particulierement a ’éjection d’'un domaine. Ces insta-
bilités fournissent une nouvelle approche pour sonder 1’élasticité et la tension de surface
dans une vésicule et ainsi permettre de mieux comprendre les utilisations possibles des
domaines membranaires dans la cellule. Les vésicules bi-phasiques fournissent aussi un
nouveau moyen d’étudier les propriétés hydrodynamiques de la bicouche.

En tant que fluide, la bicouche de lipides présente la spécificité d’étre bidimensionnelle,
les lipides étant confinés par leurs queues hydrophobes. Le mouvement des lipides peut étre
suivi a I’aide d’une sonde, comme une protéine [142-144], un lipide fluorescent [145-147] ou
une bille absorbée sur la membrane [148]. Toutefois, la présence de 1’eau a proximité affecte
le mouvement de la sonde, pouvant méme le controler [8]. C’est 1’aspect bidimensionnel
du fluide placé dans un réservoir d’eau qui rend difficile ’étude de son hydrodynamique.

Le systeme de choix pour ’étude des fluides bidimensionnels n’est pas les vésicules mais
les films de Langmuir-Blodgett; il s’agit de films de molécules amphiphiles a l'interface
entre un milieu hydrophile et un milieu hydrophobe, comme une interface eau-air. Ces films
présentent ’avantage d’étre plus faciles & manipuler que les vésicules. Aussi, la majorité des

études sur les fluides bidimensionnels a porté sur les films de Langmuir-Blodgett [149-151].
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Pour la méme raison, la plupart des modeles ont été développés avec la géométrie de
ces films [152-155]. Toutefois, les résultats obtenus sur les films peuvent facilement étre

transposés au cas des vésicules, et réciproquement.

Une expérience récente, réalisée au CHU Saint-Antoine dans 1’équipe du professeur
M. Angelova, dans le laboratoire du professeur G. Trugnan, a montré qu’il était possible
de diminuer la surface d’un domaine liquide-ordonné dans une vésicule bi-phasique en pré-
levant des molécules de cholestérol (voir figure V.1) [156,157]. Le systéme expérimental
est semblable & celui présenté au chapitre IV pour l'injection de molécules a proximité
de la vésicule : la vésicule est formée sur une électrode et comporte initialement un (ou
plusieurs) domaine liquide-ordonné; le cholestérol de la vésicule est prélevé par des pro-
téines HDL (Lipoprotéines de haute densité) injectées a proximité de la vésicule a I'aide
d’une micro-pipette. Ces protéines sont extraites du sang humain, dans lequel elles servent
a transporter le cholestérol des cellules vers le foie (c’est ce qui est appelé le "bon’ choles-
térol). Toutefois, une protéine ne peut prélever qu'une quantité limitée de cholestérol sur
la surface : la protéine est progressivement recouverte par le cholestérol. Aussi, suivant
I’état des protéines, le taux de succion du cholestérol change. Deux situations sont alors
possibles. Pour des taux de succion faibles, soit des quantités de HDL injectées faibles
(200pL & 1,9g/L), la surface du domaine diminue et sa forme reste circulaire (voir figure
V.1) [156,157]; lorsque le taux de succion est plus important (soit des quantités de HDL
plus importantes, 350uL & 1,9g/L), la surface du domaine diminue encore mais le domaine
perd sa forme circulaire : le contour devient sinueux (voir figure V.2) [157]. La méme in-
stabilité pourrait étre observée lorsque des virus (comme celui de la diarrhée) sont mis en

présence de la vésicule, mais les résultats restent pour 'instant trop incertains.

La phase liquide-ordonnée est plus visqueuse que la phase liquide-désordonnée ; aussi,
nous sommes en présence de I'instabilité de contour d’'une phase visqueuse chassée par
une phase moins visqueuse. Il existe une instabilité équivalente pour les fluides classiques
confinés entre deux plaques : l'instabilité de Saffman-Taylor, qui se produit lorsque 1'on
tente de pousser un fluide visqueux confiné (comme de ’huile) par un fluide moins visqueux
(comme de P'eau) (voir figure V.3) [158] ou lorsqu’on pompe un fluide visqueux confiné
entouré par un fluide moins visqueux [159]. La principale différence entre I'instabilité de
Saffman-Taylor et celle observée sur une vésicule est la dimension du fluide : bien que les
deux soient formellement décrites par des équations a deux dimensions, la bicouche de
lipides est un fluide réellement a deux dimensions alors que l'instabilité de Saffman-Taylor
se produit pour un fluide a trois dimensions mais confiné entre deux plaques proches.

Nous nous sommes attachés a utiliser un formalisme adapté aux fluides bidimension-
nels. Ce formalisme a été présenté au chapitre II et est essentiellement du a Saffman [80];

nous avons montré que, dans le cas particulier des fluides bidimensionnels, I’équation de
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Figure V.1: Images en fluorescence d’'un domaine liquide-ordonné apres l'injection de
protéines HDL (200uL & 1,9g/L) au voisinage. Le domaine liquide-ordonné apparait comme
un cercle noir sur la surface brillante de la vésicule. Sa surface diminue au cours du temps.

La barre représente 20um. Images extraites de [157].

Stokes reliant le champ de pression aux mouvements du fluide visqueux est la méme pour
un fluide compressible ou non (voir annexe C). Nous présentons d’abord le modele de
Saffman-Taylor, pour un fluide tridimensionnel, afin de retrouver les criteres de stabilité.
Ensuite, nous utilisons le formalisme des fluides bidimensionnels pour trouver un critere
d’instabilité de la forme circulaire initiale, pour un modele simple négligeant la présence
de ’eau environnante. Nous terminons en mettant en place un formalisme tenant compte
de I’eau environnant la bicouche et nous vérifions aussi la validité du modele dans la limite

ou l'eau est négligeable.
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Figure V.2: Images en fluorescence d’'un domaine liquide-ordonné apres l'injection de
protéines HDL (350uL & 1, 9g/L) au voisinage. Le domaine liquide-ordonné apparait comme
un cercle noir sur la surface brillante de la vésicule. Sa surface diminue au cours du temps
et, dans le méme temps, il apparait une instabilité du contour. La barre représente 20um.

Images extraites de [157].

V.2 Equations hydrodynamiques

Le systeme complet est formé de trois phases : les deux domaines membranaires,
liquide-ordonné et liquide-désordonné, ainsi que 1’eau environnante. Dans la suite, nous
utiliserons l'indice o pour la phase liquide-ordonnée, I'indice d pour la phase liquide-
désordonnée et 'indice w pour ’eau environnante.

Nous faisons ’hypothese que la membrane est plane; ceci est bien adapté pour le cas
d’une vésicule présentant un domaine de petite taille devant le rayon de la vésicule. Les

coordonnées cylindriques sont alors adaptées.
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Figure V.3: Evolution de U'interface entre deux fluides confinés dans une cellule de Hele-
Shaw. Au premier stade de l'instabilité (figure a), il se forme des bosses avec une longueur
d’onde [.. La croissance de ces bosses (figures b et ¢) conduit & la formation de doigts.
La compétition entre ces doigts conduit & la sélection d’un doigt unique (figure d). Images

fournies par Christophe Chevalier.

V.2.a Hydrodynamique
Domaine liquide-désordonné

La bicouche étant tres difficile & étirer dans son plan (voir chapitre II), elle peut étre
décrite comme un fluide incompressible. Ceci se traduit, en I’absence du phénomene de

succion, par la conservation de la masse :
diVQ'Ud = 0, (Vl)

ou divy représente la divergence a deux dimensions.
Les mouvements des lipides étant lents (quelques micrometres a la seconde) et le fluide

plus visqueux que ’eau, nous pouvons négliger les effets inertiels. Les contraintes dans la
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bicouche sont alors données par I’équation de Stokes tenant compte de I’eau environnante

(voir chapitre II) :
VP = 1gAvy — 25’%"@%@ —0), (V.2)

avec 0,0y, (z = 0) la dérivée par rapport a la direction z de la vitesse de I’'eau considérée
au niveau de la membrane ; notons qu’il s’agit d’une vitesse horizontale : il n’y a pas de
mouvement vertical de la bicouche. Le parametre h est ’épaisseur de la bicouche et § est
une fonction assurant la symétrie de la friction due a I’eau sur la membrane : pour z < 0,
0 =1et pour z > 0, § = —1. Cette approximation due a Saffman permet de traiter la
membrane comme une surface de discontinuité, tout en prenant en compte les conditions

aux limites entre couches de fluides différents.

Domaine liquide-ordonné

Le domaine liquide-ordonné differe du domaine liquide-désordonné par ses parametres
physiques, comme la viscosité, et par un enrichissement plus important en cholestérol.
C’est aussi dans ce domaine que les protéines HDL prélevent le cholestérol, ce qui entraine

une disparition de matiere. Le bilan de masse devient alors
diV2170 = —q, (V3)

ou ¢ est le taux de succion local dans le domaine. Dans la suite, nous ferons 'hypothese
que ¢ ne dépend que de la distance au centre du domaine afin de préserver la symétrie.
Nous ferons aussi 'hypothese que le taux de succion est nul au bord du domaine, pour
éviter les singularités a l'interface.

Le champ de pression dans la phase liquide-ordonnée est donné par ’équation de Stokes
adaptée a un fluide bidimensionnel entouré d’eau. Cette équation est la méme que le fluide

soit compressible ou non (voir annexe C), aussi nous retrouvons la relation (V.2) :
=3 — Hw 4 -
VP = u,Av, — 2(578va(2’ =0). (V.4)

Nous faisons ’hypothese que 1’épaisseur h de la bicouche est la méme dans les deux phases.
Bien que ce ne soit pas parfaitement exact, cela simplifie les notations sans changer les

conclusions du calcul.

Eau environnante

L’eau environnant la membrane est un liquide classique, a trois dimensions et incom-

pressible. En raison des faibles vitesses impliquées, son comportement est bien décrit par
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I’équation de Stokes. L’hydrodynamique de l’eau environnante est donc donnée par les
équations usuelles :
divty, =0, (V.5)
VP = (1, ATy, (V.6)

La résolution de ces équations nécessite de connaitre les conditions de raccord reliant

les différentes parties du systeme : entre les deux domaines et entre les domaines et 1’eau.

V.2.b Conditions de raccord

Les conditions aux limites entre deux fluides visqueux sont [79] :
— la continuité de la vitesse normale

— la continuité de la vitesse tangentielle

la continuité de la contrainte tangentielle

— le saut de contraintes normales donné par la loi de Laplace.

A l'interface entre les deux domaines, il faut assurer ces quatre conditions. Notons de
plus que la vitesse doit s’annuler a 'infini dans le domaine liquide-désordonné : il n’y a
pas de mouvement d’ensemble. De plus, la pression est définie a une constante pres, aussi
nous choisissons de la prendre nulle a l'infini.

Entre la membrane et ’eau environnante, il faut assurer uniquement la continuité de
la vitesse tangentielle. La vitesse normale dans ’eau doit étre nulle : la position de la
membrane est fixée en z = 0, ce qui empéche les mouvements verticaux du fluide. La bi-
couche étant décrite par un fluide bidimensionnel, il n’est pas possible d’écrire directement
la contrainte tangentielle avec 1’eau ; cette condition est prise en compte par le terme de
Saffman en 0,7, (z = 0) dans I’équation de Stokes [80]. La géométrie du systeme entraine
que la loi de Laplace est automatiquement satisfaite a 'interface entre la bicouche et ’eau.

Nous considérons un probleme symétrique, aussi les deux parties de 'eau en z > 0 et
z < 0 doivent étre identiques sous la transformation z — —z. De plus, les mouvements de

I'eau doivent s’atténuer a des distances infinies de la membrane dans la direction z.

V.3 Modele de Saffman-Taylor

Nous commencons par présenter le traitement de I'instabilité de Saffman-Taylor dans
la méme géométrie. Il s’agit d’un disque de liquide visqueux (noté par 'indice o), de rayon
Ry diminuant avec le temps, entouré par un liquide moins visqueux (noté par l'indice d),
les deux fluides étant confinés entre deux plaques proches, séparées d’'une épaisseur h.

Notre objectif est de pouvoir comparer le comportement d’un fluide bidimensionnel avec
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celui d’un fluide confiné. Notons que, dans ce modele, il n’y a pas d’eau environnante : les
fluides sont confinés par des plaques fixes.

L’écoulement est décrit par deux équations : le bilan de masse et I’équation de Darcy,
qui moyenne la vitesse de 1’écoulement sur la verticale. Nous faisons 'hypothese que la

succion a lieu uniquement dans le disque visqueux. Le bilan de masse se traduit donc par :

dive®, = —q pour p < Ry, (V.7a)
divety = 0 pour p > Ry. (V.7b)
(V.7¢)

avec ¢ le taux de succion. L’équation de Darcy relie la pression a la vitesse dans chaque

phase :
VP = —K;7, (V.8)

avec K; la mobilité, reliée a la viscosité du milieu par la relation :
1201
hZ’

Les conditions a 'interface entre les deux fluides sont la continuité de la vitesse normale

K; =

et la loi de Laplace, donnant le saut de pression.

V.3.a Solution axisymétrique

Pour pouvoir déterminer la stabilité d’une interface circulaire, il faut commencer par
décrire le mouvement du fluide dans le cas axisymétrique. Nous définissons la succion

instantanée @ par :

Ro
Q= /0 q(r)rdr. (V.9)

qui est l'intégrale (& 27 pres) du taux de succion ¢ sur la surface du fluide visqueux.

La divergence a deux dimensions d’une vitesse axisymétrique est donnée par la relation :

divyV = (8 + 1) v,
dp p

ou V" est la composante radiale de la vitesse. Les vitesses sont donc reliées au taux de

succion :

. 1 [P .
Vo) = — / q(r)rdré, et vd<p>:—‘je7. (V.10)

La vitesse de l'interface, Ry = Va(Ryp), est donc reliée a la succion instantanée par la
relation RoRy = —@Q. La pression dans chaque phase i est donnée par la loi de Darcy :

dP
i 8 v
dp !
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La pression est définie a une constante pres ; aussi, nous faisons I’hypothése que la pression

est nulle a l'infini dans la phase peu visqueuse. La pression s’exprime donc :

Pl [T

P, = K, / q(z)xdzdr + C, pour p < Ry (V.11a)
o "Jo

Py = K,Qh (}g) pour p > Ry. (V.11b)
0

La constante C, est donnée par la loi de Laplace. La solution axisymétrique est alors

completement connue en tout point.

V.3.b Analyse de stabilité

Nous introduisons maintenant une perturbation de I'interface : nous voulons déterminer
si cette perturbation va croitre ou non au cours du temps. Nous faisons ’hypothese que le
taux de succion ¢ reste isotrope, pour éviter un effet de forcage.

Nous introduisons une perturbation du contour due aux modes libres de 'interface
R = Ry(1 + €, cosnb),

avec €, un infiniment petit, fonction du temps. Notons ici que les modes n = 0 et n = 1 ne
sont pas physiquement autorisés : ils correspondent respectivement a un changement de
rayon et a la translation du domaine. Dans la suite, nous adopterons la notation suivante :
une grandeur A se décompose en A = A + a, avec A la solution axisymétrique et a I'effet
de la perturbation due aux modes libres au premier ordre en ¢,.

L’effet de la succion est axisymétrique et pris en compte dans la solution axisymétrique ;
aussi, nous n’avons pas a en tenir compte pour les modes libres, dont ’hydrodynamique

est alors décrite par les équations :

divot; =0, (V.12a)
Vp = — K7, (V.12Db)

quelque soit la phase i. La divergence de la loi de Darcy (V.12b) montre que la pression
p doit satisfaire une équation de Laplace Ap = 0. En imposant que la pression est nulle a
I’'infini et ne diverge pas sur ’axe de symétrie, nous obtenons une expression de la pression

p dans les deux phases :

Po(p,0) = FO% cosnf pour p < Ry, (V.13a)
0

R,
pa(p,0) = ﬂdp—g cosnfl pour p > Ry, (V.13b)
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avec T, et mg deux constantes du méme ordre que €,. La loi de Darcy (V.12b) permet

d’exprimer la vitesse v dans chaque phase :

n—1
Vo,p(p,0) = _]7;0;0 Jp%n_l cosnd, (V.14a)
o 0
n—1
vo0(p,0) = I;TO;O gn,l sinnf, (V.14b)
o 0
Rn+1
vd,P(p’G) = I?;;O p2+1 COs nev (v14C)
Rn+1
vae(p,0) = I:jgg ngrl sin nd. (V.14d)

Les conditions a l'interface entre les deux fluides relient les vitesses et les pressions
réelles, c’est a dire la somme de la solution axisymétrique et de la perturbation, de chaque
phase. Il faut aussi prendre en compte le changement de la position de l'interface. L’ex-
pression d’une fonction A sans singularité au niveau de l'interface est donnée par :

— 0A
A(Rp) = A(Ro) + enRoa—p(Ro) cosnf + a(Rp).

En supposant que le taux de succion est nul a l'interface, la continuité de la vitesse
normale entraine I’égalité :
To T4
K, K4
Le saut de pression a l'interface fournit la deuxiéme condition a l’interface :

Q Q Y2
Mo+ enKo— — g — e, Kg— = —(n* — 1),

o n OR(Q) d n dR(Q) RO( )
avec -y la tension de I'interface. Notons que - est une tension de surface dans la bicouche, qui
est reliée a la tension de ligne o utilisée dans les chapitres précédents a travers v = o /h.
Nous déduisons de ces relations ’expression des constantes m, et my en fonction de la

perturbation €, :

-~ Ho Yoo o Q.
o = eniﬂo 7 (Ro (n®—1) 12 (o Md)) , (V.15a)
fd Y 2 Q
— e (2 1) - X (- ) ) V.15b

Nous connaissons maintenant completement la solution perturbée en fonction de I’am-
plitude de la perturbation. Pour savoir si des modes libres croissent ou non, nous regardons
le taux de croissance, qui donne 1’évolution de ¢, en fonction du temps. Pour calculer ce
taux de croissance, nous utilisons le fait que la vitesse de croissance de la perturbation peut

s’écrire de deux maniere différentes, soit par R — Ry (avec le point désignant une dérivée



V.3. Modele de Saffman-Taylor 159

temporelle), soit par Vipd —Vd,p, au niveau de l'interface. Nous avons R— Ry = Vd,p—Vd,,,
au bord, avec
R— Ry = Rycosnf (én — Q2€n> et
Rg
Vip—Vap = Rocosnt —sen + v,
Ry
La vitesse vq , est la composante radiale des modes libres. Notons qu’ici nous avons consi-
déré les vitesses dans la phase liquide-désordonnée mais que le résultat est le méme si
nous considérons la phase liquide-ordonnée. Nous obtenons alors le taux de croissance de

la perturbation :

20 0 nniol) Qo= (V.16)

Q=== .
" e  RE 71’%(?312(u0ﬂ6d) RZ 1o + g

Cette relation fournit un critere d’instabilité : si il existe une perturbation ayant un €2,, po-
sitif, son amplitude est une fonction croissante du temps et la forme circulaire de I'interface
est instable. Le moteur de l'instabilité est le contraste de viscosité : le dernier terme est
positif si le fluide au centre est plus visqueux que le fluide environnant. La tension de ’'in-
terface ~ résiste a la déstabilisation de l'interface : faire croitre une perturbation demande
d’augmenter la longueur de l'interface. Notons que le premier terme dans 1’expression
de €, est un terme moteur indépendant du contraste de viscosité, lié a la géométrie du
systeme. Toutefois, ce terme n’est généralement pas pris en compte dans 'instabilité de
Saffman-Taylor car le systéeme sélectionne des n grands.

Pour sélectionner n, nous disposons de deux criteres : soit 'extrémum de dissipation
soit le mode le plus rapide (c’est a dire de plus grand €,). Ces deux critéres donnent le

méme résultat si n est grand et nous obtenons :

e 4QRo (o — pia)
ST —

Nous connaissons au moins un ordre de grandeur des différents parametres physiques,
aussi nous pouvons évaluer ngr pour le modele de Saffman-Taylor. L’épaisseur h de la
bicouche est de 'ordre de 5 nm et le rayon Ry du domaine est de 20 um sur les images
(V.1). La tension de ligne de l'interface o est de 'ordre de 5.107'*N, donc la tension de
surface associée est v ~ 10~% N/m. A partir des expériences, nous pouvons déterminer un
ordre de grandeur de la succion en mesurant le rayon du domaine ordonné au cours du
temps. Nous obtenons ainsi Q/R(% de l'ordre de 2.1073s~! dans les expériences avec une
instabilité du contour. La viscosité de la bicouche est trés mal connue : suivant les mesures,
elle varie entre 0,1 Pa.s et 1000 Pa.s. Aussi, le nombre de doigts varie entre ngr = 50,

ce qui est trop grand d’un ordre de grandeur et ngr ~ 5000 qui est beaucoup trop grand.
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V.4 Modele simple : bicouche sans eau environnante

Nous considérons maintenant le cas de la bicouche comme un fluide bidimensionnel.
Nous commengons par la limite p,, = 0, lorsque la présence de I’eau environnante peut étre
négligée. Cette approche nous permet de comprendre les spécificités de ’hydrodynamique
de la bicouche, en plus de fournir un cas limite pour I’étude du modele complet.

Pour déterminer un critére d’instabilité de la forme circulaire, nous procédons comme
pour le modele de Saffman-Taylor : nous commencons par déterminer les propriétés de la
forme circulaire, avant d’introduire une perturbation, et nous examinons si elle croit ou si

elle s’atténue au cours du temps.

V.4.a Solution axisymétrique

Nous nous restreignons aux solutions axisymétriques dans la limite u,, = 0. Dans ce
cas, il n’y a pas besoin de tenir compte de ’eau environnante pour obtenir la réponse de la
bicouche, contrairement au modele complet. Comme précédemment, nous notons le rayon
du domaine liquide-ordonné Ry (c’est une fonction implicite du temps) et nous définissons

la succion instantanée par :

Ry
Qz/o a(p)pdp. (V.17)

La divergence a deux dimensions pour une vitesse axisymétrique s’écrit exactement
comme dans le modele de Saffman-Taylor ; aussi, les vitesses dans les deux domaines sont

reliées au taux de succion par les mémes relations (V.10) que précédemment :

. 1 [P ~
() = / o(r)rdr &,
P Jo
B} ol
Valp) = ——¢é;
() =

Le modele differe dans I’expression de la pression, donnée par 1’équation de Stokes au
lieu de I’équation de Darcy. Ici, les équations de Stokes (V.2) et (V.4) ne dépendent pas

de eau environnante et deviennent :
VP = 1; AV

dans chaque phase ¢. Pour une solution purement radiale, le laplacien vectoriel peut s’ex-

primer en fonction de la divergence :
AT = Vdivyu.
Aussi, les relations de Stokes peuvent se réécrire en fonction du taux de succion local ¢ :

VP = —u;Vq(p).



V.4. Modele simple : bicouche sans eau environnante 161

En adoptant la convention que la pression s’annule & 'infini dans la phase liquide-désordonnée,

nous obtenons une expression de la pression en tout point :

Po(p) = —oq(p) + Co  pour p < Ry, (V.18)
Pi(p) =0 pour p > Ry. (V.19)

La constante Cy est donnée par la loi de Laplace, qui exprime le saut de contraintes
normales en fonction de la tension de surface (v = o/h) de l'interface. Dans un fluide
bidimensionnel, la contrainte normale s’exprime :
ovr -
Top = —D + Q;La— — p divaV. (V.20)
)

Nous supposons que le taux de succion s’annule au niveau de 'interface (¢(Ry) = 0), pour
éviter ’apparition de singularité. Aussi, la contrainte normale au niveau de 'interface est
Tpp = —Co — 2116V / Ro pour la phase liquide-ordonnée et 7,, = —244Vy/ Ry pour la phase

liquide-désordonnée. La loi de Laplace s’écrit alors comme :

Vo(Ro) 9 Va(Ro) v

Cy+2 - = —.
o T 2o RO Hd RO RO
La continuité des vitesses imposant Vy(Ry) = V,(Rp) = —Q/ Ry, nous obtenons la constante
C, -
gl Q
Co=—+2 — —5. V.21
°~ Ro + 2(po — pa) Rg ( )

L’écoulement pour un domaine liquide-ordonné circulaire est donc connu partout a
partir de la connaissance du taux de succion. Nous utilisons alors une analyse de stabilité
linéaire pour déterminer si la forme circulaire est stable ou non vis & vis d’une perturbation

du contour.

V.4.b Analyse de stabilité

Nous nous intéressons a la stabilité du contour du domaine liquide-ordonné pendant
la succion. Nous faisons I’hypothese que le taux de succion ¢ est isotrope, c’est a dire
indépendant de #. Nous pouvons espérer une instabilité en raison du flux hydrodynamique,
dans la méme idée que l'instabilité de Saffman-Taylor dans une cellule de Hele-Shaw.

Nous utilisons la méme démarche que précédemment : nous introduisons une pertur-

bation du contour due aux modes libres de 'interface :
R = Ry(1 + €, cosnb), (V.22)

avec €, un infiniment petit dépendant du temps. Comme précédemment, nous adoptons

la convention de notation suivante : une grandeur A se décompose A = A + a, avec A la
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composante d’ordre zéro (axisymétrique) et a l'effet de la perturbation, au premier ordre
en €,.
Nous faisons encore I’hypothese que la succion demeure axisymétrique ; aussi, quelque

soit le domaine, ’hydrodynamique de la perturbation est donnée par les équations :
divev = 0, (V.23)
Vp = pAv. (V.24)

Ceci implique que la perturbation sur la pression doit étre solution d’une équation de

Laplace. En imposant que la pression est nulle a I'infini et ne diverge pas en p = 0, la

pression s’exprime comme dans le modele de Saffman-Taylor :

'

Po(p,0) = 7[‘0% cos nd, (V.25a)
0
Ry
pa(p,0) = Trdp—n cos nf (V.25Db)

avec 7, et mg deux constantes du méme ordre que ¢€,. L’équation de Stokes conduit a une

expression de la perturbation de la vitesse :

Vo,p = COS neRj [7?04(717:_ D gg: + a, 221_11] (V.26a)

Vo9 = — Sin n@fj [%4(7;—:_21) ]ZT;: + ao][j;g_ll] 5 (V.26b)
Ry n_ Ry~ RpY

V4, = — COS n@a [Wdél(l—n)pn_l + aq prEs ] , (V.26¢)

V4,0 = sin nﬁlj;) {Fdél(zl_—iz) ]jng__ll —ay ];g:ll} (V.26d)

Les conditions aux limites doivent étre satisfaites par le systéme complet (la solution
d’ordre zéro plus la perturbation) et pas uniquement par la perturbation. Aussi, il faut
prendre en compte la déformation de l'interface dans ’expression des grandeurs au bord.
De plus, il faut aussi introduire dans les conditions aux limites le fait que, comme le
contour n’étant plus circulaire, les vecteurs normaux et tangents ne sont plus ceux de
la base classique (€, €p). En raison de la symétrie de la solution circulaire, cet effet
n’est important que pour la continuité des contraintes normales; en tenant compte de la
perturbation du contour sur la définition de la normale et de la tangente, la contrainte de

cisaillement S s’écrit :
S = Tpo + €pnsin(nd)(1e9 — Tpp), (V.27)

au premier ordre dans la perturbation, avec 7 le tenseur des contraintes dans la bicouche.

Les contributions 7,, et 799 sont dues a la solution symétrique.
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Pour éviter les singularités a I'interface, nous faisons ’hypothese que le taux de succion
local est nul a proximité de l'interface. Bien que délicat, le calcul est alors direct et nous
obtenons pour les quatre conditions aux limites :

— Continuité de la vitesse normale :

To n Qo T n aq

— +—=—-— - —. V.28
podln+1)  po  pad(l—n) pg (V-28)
— Continuité de la vitesse tangentielle :
To N+ 2 Qo Tqg 2—n aq
- — = — — V.29
bl t ) o mad(1—n)  ha (V-29)
— Continuité de la contrainte tangentielle :
ﬁ770 +2a,(n—1) — E7raz +2aq(n + 1) = 4ne,(a — o) 55 - (V.30)
2 2 R
— Loi de Laplace :
n n
- (1—5) S (1+§) — 2a,(n — 1) + 2ag(n + 1) =
n?—1 Q
{1t 4= o) | (v.31)

Ces quatre relations forment un systeme linéaire a partir duquel il est possible d’exprimer
les quatre constantes m,, a,, T4 €t ag en fonction de 'amplitude de la perturbation €, et

des parametres physiques du systeme :

7o = e L s o)+ . (V.320)
o =~ s ) o+ W o, (v.32b)
= e i 1) ) g - . (v.320)
i = et - o + e (V.320)

Pour savoir si la perturbation va croitre ou non, nous regardons le taux de croissance
de la perturbation, c’est a dire la maniere dont évolue ¢, en fonction du temps. Le principe
du calcul est le méme que dans le modele de Saffman-Taylor : nous utilisons la relation

R—Ry=Vy,— Vd,p a l'interface. Le taux de croissance est alors :

o b _ 20, 1

= _ R V.33
en  R2  Ryencosnb va,p(Fo), ( )

avec vq , la composante radiale des modes libres. Nous obtenons alors le taux de croissance

de la perturbation €2,, pour un fluide bidimensionnel sans eau environnante :

g, =& _2 g

n
= - V.34
€n R(Z) 2 (po + p1a)Ro ( )
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Le contour du domaine liquide-ordonné est donc instable lorsque la succion instantanée
dans le domaine est suffisant pour avoir 2 > 0. Notons que la relation (V.34) n’est pas
valable pour n = 0 et n = 1, le premier correspondant & un contour circulaire et le
second a une translation d’ensemble. Contrairement a l'instabilité de Saffman-Taylor, le
contraste de viscosité n’apparait pas; le moteur de U'instabilité est le terme en 2Q)/ R% di a
la succion, la tension de ligne ayant toujours un effet stabilisant. Ce terme moteur est di a
la géométrie cylindrique du systeme et disparait si on considere la succion d’un demi-plan
infini.

La relation de dispersion indique quels sont les modes libres qui croissent mais n’indique
pas la longueur d’onde sélectionnée. Ceci peut étre obtenu en cherchant ’extrémum de la
dissipation du systeme. Pour un fluide incompressible, la dissipation visqueuse Fy4 dans la

phase ¢ est donnée par I'intégrale sur la surface S de la phase :
E, = ,uih/ (azp + 059 + 2039) ds
S

avec o le tenseur des contraintes visqueuses, divisé par la viscosité. Notons que notre
systeme n’est pas rigoureusement incompressible dans la phase liquide-ordonnée, sauf dans
le cas ou la succion est ponctuelle, au centre du domaine liquide-ordonné. Nous nous
placons ici dans ce cas pour simplifier les calculs. En prenant en compte la contribution de

la solution axisymétrique due au changement de position de l'interface, nous obtenons :

Q* 2]\ 2
Ed:<C’te+n{72n2—1 —16—=5 (g — 1 €,
avec Cte un terme indépendant du nombre n d’oscillations. L’extremum de la dissipation

est alors un minimum et sélectionne le nombre d’oscillation ng :

1 02

Le nombre sélectionné n’est donc pas forcément n = 2, contrairement & ce que pourrait

laisser penser le taux de croissance. Le nombre ng augmente quand la succion augmente
mais diminue quand la tension de surface augmente, ce qui est conforme a l'intuition
physique.

Le nombre de doigts sélectionné dans le modele de Stokes est relié a celui sélectionné

dans le modele de Saffman-Taylor par la relation :

R 2
n%r = (3n% — 1). <h0> .

Ceci permet de mieux comprendre pourquoi les fluides bidimensionnels sont nettement plus
stables que ceux obtenus en cellule de Hele-Shaw : le rapport d’aspect Ry/h est toujours

tres grand pour une cellule de Hele-Shaw. Pour les plus petites viscosités mesurées (u; ~
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0,1 Pa.s), le terme en Q? dans I’équation (V.35) est toujours trés petit devant 1. Le nombre
de doigts vaut alors ng &~ 0,6 mais ne dépend pas de l'intensité de la succion; il n’est
donc pas possible d’obtenir un nombre de doigts supérieur a 2 simplement en changeant
la succion d’un facteur 2 ou 3 comme dans les expériences. Des valeurs aussi basses de
viscosité ne correspondent donc pas aux observations expérimentales, dans la limite ou
I'eau environnante est négligeable. Pour les plus grandes viscosités (u; ~ 1000 Pa.s),
nous obtenons ng &~ 1; ici, la succion contribue de maniere non négligeable et conduit
a un ordre de grandeur correct, bien que la valeur soit encore trop petite. Pour mieux
pouvoir conclure, il faudrait avoir une valeur plus précise de la viscosité dans la membrane
mais aussi mieux prendre en compte l'influence de I'eau environnante. Notons que, en
supposant que @ soit fixe, les petits domaines sont plus instables que les grands, pour un

fluide bidimensionnel, contrairement au modele de Saffman-Taylor.

V.5 Modele complet

Nous considérons maintenant le systeme complet : une bicouche entourée par un mi-
lieu aqueux infini, de viscosité p,,. A priori, 'eau est moins visqueuse que les domaines
lipidiques et nous attendons p,, < pg < pto. L’€au environnante exerce une force de friction
sur les lipides, qui apparait via le terme de Saffman dans les équations de Stokes pour la
bicouche. L’importance de ’eau environnante sur 'hydrodynamique de la bicouche peut
étre mesurée dans le domaine ¢ par le nombre sans dimension

N o Hw A
wi h
avec A la taille typique des variations de vitesses et h 1’épaisseur de la bicouche, soit

(V.36)

typiquement 4nm. Un ordre de grandeur de A va étre donné par la seule longueur caracté-
ristique du domaine liquide-ordonné, son rayon, entre 1 um et 10 pum ; aussi, le rapport des
tailles est de 'ordre de mille. Suivant la méthode de mesure, la viscosité de la membrane
change de plusieurs ordres de grandeurs (voir chapitre II). Pour des mesures basées sur
des sondes liées a la membrane (diffusion de protéines) [8], le rapport des viscosités est
de T'ordre de 1/100, ce qui donne N = 10; pour des extrapolations & partir du temps
de fermeture d'un pore [77], pw/i; =~ 107%, ce qui donne N a~ 1073. Aussi, il n’est pas
possible a priori de prédire si 'effet de ’eau environnante peut étre négligé ou non.
Comme dans le modele simple, I’étude de stabilité se fait en deux temps : nous déter-
minons d’abord la solution d’ordre zéro, dont le contour est circulaire ; nous introduisons
ensuite une perturbation du contour, dont nous regardons si 'amplitude croit avec le temps
ou non. En raison des difficultés de calcul, nous avons pour l'instant établi le formalisme
général, que nous avons validé en retrouvant les conclusions du modele simple dans la

limite sans eau environnante.
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V.5.a Solution axisymétrique

La principale difficulté dans le cas général est la détermination des solutions dans ’eau
car la vitesse comporte des composantes suivant €, et €,. Une fois le formalisme mis en

place pour I’eau, nous pourrons décrire le mouvement des lipides dans la membrane.

Mouvement de ’eau environnante

Le comportement de ’eau est décrite par I’équation d’incompressibilité ainsi que 1’équa-
tion de Stokes. De plus, il faut assurer la continuité de la vitesse tangentielle a l'interface
avec la bicouche.

Pour résoudre ’équation de Stokes, nous utilisons la décomposition standard :
Ty =V®+VAA=T + s, (V.37)

ou P est un potentiel scalaire et A un potentiel vecteur de divergence nulle. L’équation de

Stokes impose que le champ de vorticité
O=VAt,=0¢ =-AA
satisfasse AC} = 0. En utilisant la transformation de Hankel, il vient :
Qp,2) =0 /0 h Q(k)J1(kp) exp (6kz)dk, (V.38)

avec d = —1 pour z > 0 et § = +1 pour les z négatifs; J; est la fonction de Bessel d’ordre
1. Notons que €2 est discontinu en z = 0, ce qui est permis car la membrane est une surface

de discontinuité.

Le potentiel vectoriel A satisfait AA = —Qé, ; aussi, nous avons A= Ay et
> O(k) ~
Alp,2) = 6 /0 kQ)AeXp (Sk=)dk. (V.39)

La fonction A(k) est solution d’une équation différentielle ordinaire du second ordre :

A(k) = —kpJa(kp)/2.

Ceci nous permet d’obtenir I’expression de v = VAA:

Vo, = g / Q(k) Jo(kp) exp (5k2)dk, (V.40a)
0
Vo, = —5% / Q(k)J1 (kp) exp (5k=)dk. (V.40b)
0

Le potentiel scalaire ® est déduit de la conservation de la masse, ce qui implique A¢ = 0

et nous obtenons :

D(p,z) = /000 ®(k)Jo(kp) exp (0kz)dk. (V.41)
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Les potentiels scalaire et vectoriel sont reliés au taux de succion local ¢(p) dans la
membrane par la continuité de la vitesse tangentielle en z = 0. Ceci implique 9,, = ¥; pour

z = 0 dans la phase i, ce qui entraine
0.0% = a(p). (V.42)

La transformée de Hankel d’une fonction quelconque de p, telle ¢(p), s’exprime a partir de
la fonction de Bessel Jy par :

[e.9]

o) = [ a ko) avee ) =k [ ap) ko) (V.43)

La continuité de la vitesse tangentielle et I’annulation de la vitesse normale en z = 0

nous conduisent alors aux relations

Q(k) = ~2q(k), (V.44a)
(k) = %. (V.44b)

Mouvement dans la bicouche

L’hydrodynamique de la bicouche est donnée par le bilan de masse et I’équation de
Stokes adaptée pour un fluide bidimensionnel, dans chaque phase. Le mouvement de ’eau
environnante n’intervient que dans I’équation de Stokes. Aussi, la prise en compte de ’eau
dans le modele ne modifie pas le champ de vitesse dans la bicouche; les équations (V.10)

donnent donc toujours la vitesse des lipides :

. 1 [P .
o) = /0 g(r)rdr &,
B} Q
Vi(p) = — <.
a(p) P

L’expression de la vitesse dans I'eau impose d’utiliser la transformation de Hankel
pour résoudre I’équation de Stokes dans la bicouche. Comme dans les modeles précédents,
Paxisymétrie de la vitesse conduit & Av, = —¢'(p) €, et Aty = 0. Aussi, les pressions dans

les domaines sont :

P,(k) = I:_,U'o - ;huw} G(k) 4+ CoJ1(kRp), (V.45a)
Palk) = 7 pud(R), (V.45b)

la constante C, étant donnée par la loi de Laplace.
Par rapport au modele simple (sans eau environnante), il n’y a qu’un terme supplémen-

taire, di a I’eau, dans I’équation de Stokes. Comme la contribution de I’eau est continue a
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Iinterface, ce terme ne change pas le saut de contrainte. La constante C, est donc toujours
donnée par la relation (V.21) :

Q
R2

y
Co= — 4+ 2(uo —
R0+ (Mo — Ha)

La solution circulaire est alors compleétement connue a partir du taux de succion. Il est
possible d’utiliser une analyse de stabilité linéaire pour déterminer si la forme circulaire
est stable ou non vis & vis d’une perturbation.

V.5.b Analyse de stabilité

Le principe est le méme que pour les modeles précédents : nous introduisons une
perturbation du contour du domaine liquide-ordonné, sous la forme d’un mode libre, et
nous déterminons si ce mode a une amplitude croissante ou non au cours du temps. La

perturbation due aux modes libres de l'interface s’exprime
R = Ry(1 + €, cosnb), (V.46)

avec €, un infiniment petit dépendant du temps. Nous adoptons la méme notation que dans
les analyses de stabilité linéaire précédentes : une grandeur A se décompose A = A+a, avec
A la composante d’ordre zéro (axisymétrique) et a l'effet de la perturbation, au premier

ordre en €,.

Modes libres dans ’eau

Nous commencons par déterminer les perturbations des grandeurs hydrodynamiques
dans l’eau environnante. Comme dans le cas axisymétrique, nous utilisons la transforma-
tion de Hankel pour exprimer ces perturbations.

Le champ de vitesse doit satisfaire la condition d’incompressibilité, ce qui nous donne :

Vuy = cosnd /0 (k)1 (kp) + b(k) s (kp) (V.ATa)
=g a0) — b)) (s ) = Joa (k) b explahapa

vy = sinnd /0 = a(k)dn 1 (kp) + b(k) s (kp) (V.47b)
=g ) = 60 nsa(hp) + Toa (k) exp (3ks)a,

vwy = cosnd /0 " kzfalk) — b(k)] Ju(kp) exp(Ok=)dk, (V.47c)

avec a(k) et b(k) des termes du méme ordre que €,. Notons que la vitesse normale a la

bicouche est bien nulle en z = 0. La perturbation sur la pression se déduit de la vitesse
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par I’équation de Stokes :

P = 2y, cosnb /000 kla(k) — b(k)] Jn(kp) exp(dkz)dk. (V.48)

Modes libres dans la bicouche

Les composantes de la vitesse dans la bicouche sont celles de la vitesse dans 'eau
en z = 0 pour assurer les conditions de raccord. La contrainte d’incompressibilité de la

bicouche imposte :
a(k) = b(k). (V.49)

Cette condition entraine une simplification des expressions des perturbations de la vitesse

et de la pression dans ’eau :

Vw,p = cosn@/ [Jn—1(kp) + Jnt1(kp)] a(k) exp(dkz)dk, (V.50a)
0

vuy = sinnd / Ui (kp) — Jnr(kp)] a(k) exp(6k=)dk, (V.50b)
0

Uy = 0, (V.50c)

po = 0. (V.50d)

La perturbation de la vitesse dans ’eau est donc parallele a la bicouche et completement
donnée par la fonction a(k) ; nous en déduisons I'expression de la perturbation de la vitesse

dans la bicouche :
v, = cosn@/ [Jn—1(kp) + Jnt1(kp)] a(k)dEk, (V.51a)
0
vg = sinn@/ [Jnt1(kp) — Jn—1(kp)] a(k)dk, (V.51b)
0

ainsi que la force de friction de ’eau sur la bicouche :

fo = 2 cosnt [ Ka(k) L a(ho) + s (k)] b, (V.52a)
0

fo = =2sinng [ kalb) Ui (ke) — Juor (k)] di. (V.52b)
0

Pour obtenir I'expression de a(k) en fonction de €,, il faut maintenant écrire plus spécifi-
quement les équations de I’hydrodynamique pour la bicouche.

Comme dans les modeles précédents, nous nous intéressons aux modes libres du contour,
qui doivent donc satisfaire la condition de divergence nulle quelque soit le domaine, sans
tenir compte du taux de succion local. Aussi, en prenant la divergence de ’équation de

Stokes dans la bicouche, il vient que la perturbation de la pression dans la bicouche doit
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satisfaire une équation laplacienne Ap = 0; la perturbation du champ de pression est

donnée par les équations V.13 :
n

Do(p,0) = WO% cosnb, (V.53a)
0
Ry

pa(p,0) = de—n cosnb, (V.53b)

avec m, et my des infiniments petits du méme ordre que €,. L’équation de Stokes, écrite
dans chaque phase, permet alors de relier la fonction a(k) aux deux constantes 7, et mg,

a travers I’équation duale :

n

Iy~ a(k) [2“7” + uok} Jn(kp)dk = —5 =7, pour p < Ry

0 (V.54)

Jo~ a(k) [Q“T“’ + ,udkz] Jn(kp)dk = %%ﬂ'd pour p > Ry.

Malheureusement, il n’y a pas de solution analytique générale a cette équation, es-
sentiellement parce que les termes de friction ne dépendent pas de k alors que les termes
visqueux de la membrane en dépendent. Pour faciliter la résolution de cette équation, nous
pouvons la mettre sous la forme d’une équation intégrale. Pour cela, nous décomposons
a(k) en a(k) = ai(k) + az(k), avec ag(k) une fonction construite pour satisfaire (V.54)
pour p > Ry. Ceci impose :

1 mqRo
By=-_—"¢%
©2(K) = 3 okt 2y

Pour que la fonction a(k) satisfasse ’équation duale pour p > Ry, il faut que sa composante

Jn_1(kRo). (V.55)

a1 (k) ait une intégrale nulle. Cette condition est toujours satisfaite si aj (k) est de la forme :

Ro Jni1(kx)
a1 (k) = & (x)—H g V.56
1(%) /0 ( )udk+2uw/h (V:56)
avec ® une fonction déterminée par I’équation intégrale :

Ro oo k 2pw n

HoR + =5 To P
O(x / ——— = Jny1(kx)Jy(kp)dk | do = —— =~ V.57
/ (>[oudk+2i” 1(k) T (kp) S (v.57)

Td > ,uok; + QMJ
—Ro/ g1 (kR)Jy(kp)dk pour p < Ry.
2 0 pak+ e

Nous n’avons pas trouvé de solution analytique a cette équation intégrale mais cette
forme permet d’envisager une résolution numérique. Nous avons d’abord validé le forma-

lisme dans le cas limite ot ’eau est négligeable.

V.5.c Cas limite : friction négligeable

L’importance de I’eau environnante sur I’hydrodynamique de la membrane est mesurée
par le nombre sans dimension

N oo HwA

V.58
M h ( )
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avec A la taille typique des variations de vitesses. Ici, nous nous plagons dans la limite
N — 0. Dans ce cas, nous pouvons négliger les termes en 2u,,/h dans I’équation duale,
dont nous pouvons alors trouver une solution :

B 7o Ro
2kpo

mqR
Jns1(kRo) + =22 7.1 (kRy). (V.59)

a(k) = Sheriy

Pour pouvoir exprimer I’ensemble des grandeurs hydrodynamiques en fonction de ’am-
plitude de la perturbation e,, il faut écrire les conditions aux bords entre le domaine
liquide-ordonné et le domaine liquide-désordonné. Notons que la construction des vitesses
dans la bicouche a partir de la vitesse dans ’eau impose automatiquement la continuité
des vitesses normale et tangentielle a l'interface entre les deux domaines : la vitesse dans
I’eau est continue car le milieu aqueux est continu. Il reste & satisfaire la continuité du
cisaillement et la loi de Laplace.

Comme dans le modele simple, il faut prendre en compte la déformation de I'interface
et les contributions des solutions axisymétrique dans le cisaillement (V.27); la condition

de continuité du cisaillement impose alors :

To T4 Q,Ud_,uo

= 4€ .
20 2pg | RE g+ po

(V.60)

La loi de Laplace donne le saut de la contrainte normale au niveau de l'interface en
fonction de la tension de ligne «. L’eau environnante étant un milieu continu, les effets
, . o
qu’elle exerce sur la membrane sont aussi continus ; ainsi, seuls les termes dus aux flux des

lipides dans la bicouche doivent étre pris en compte. Nous obtenons la relation :

2

iy Tq
(o + f1a) — 5

2410 214

L 4 - ;mf;%} . (V.61)

(o 1) = 0 {

Les conditions (V.60) et (V.61) relient 7, et 74 & €, et conduisent aux relations

Ho Q n2_1:|
o = ep——— |4n+1 — Mo) 55 T ) V.62
7o = b i 1) ) g 0" (V.620)
2
Hd n®—1
= ——— |4(n—-1 — lho) =5 — . V.62b
I vl K ) -] (V.62b)

Nous retrouvons ainsi les valeurs calculées dans le modele simple (V.32). La suite du calcul

est alors identique est conduit aux mémes conclusions.

V.6 Cas général

Jusqu’a présent, nous nous sommes restreints a ’analyse du cas limite sans eau en-
vironnante pour décrire le comportement du systeme. L’étude de cas plus généraux est

analytiquement difficile car I’équation duale (V.54) n’a pas de solution générale. Pour
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poursuivre le calcul analytique plus loin, il faut envisager d’exploiter d’autres cas limites,
comme N >> 1, mais pour lesquels le formalisme est lourd.

Une partie des difficultés de résolution est due au fait que 'effet de la viscosité de 'eau
environnante dépend de la longueur d’onde considérée. Il existe dans les films de savon
un probléeme similaire, lorsque ’air environnant affecte 'hydrodynamique du film, qui
est résolu en utilisant une viscosité effective. Ceci pourrait étre une approche alternative
permettant une résolution analytique dans le cas général.

Il est aussi envisageable de résoudre numériquement I’équation intégrale pour diffé-
rentes valeurs des viscosités des deux domaines. Ceci nous donnerait le taux de croissance
de la perturbation en fonction des viscosités de la membrane. Ainsi, nous pourrions savoir
s’il apparait une sélection du nombre de doigts différente du cas sans eau environnante et,
dans ce cas, suivant quels criteres physiques.

Une autre question intéressante, compte tenu des images expérimentales, est I’évolution
du systeme une fois I'instabilité déclenchée. En effet, dans I'instabilité de Saffman-Taylor,
les oscillations grandissent jusqu’a former des doigts de taille importante. Lors de la succion
d’une vésicule, cela ne semble pas étre le cas : la perturbation du bord semble se stabiliser
a une amplitude finie. Pour savoir s’il s’agit d’un effet lié aux conditions expérimentales
ou d’une conséquence de la physique de ces systemes, il faudrait résoudre les équations

hydrodynamiques dans le cas général et non uniquement pour des perturbations faibles.

V.7 Résumé

Notre avons modélisé I'expérience de succion d’une vésicule présentant un domaine
liquide-ordonné. La similitude de principe entre l'instabilité observée du domaine liquide-
ordonné et celle de Saffman-Taylor pouvait laisser penser que les deux instabilités auraient
les méme origines physiques. En fait, notre étude de stabilité linéaire montre un compor-
tement tres différent, qui illustre la spécificité des fluides bidimensionnels par rapport a un
fluide classique, méme confiné, en particulier parce que le contraste de viscosité n’intervient
pas pour 'apparition de I'instabilité.

Nous nous sommes intéressés au changement de comportement avec 'importance de
la friction de I'eau sur ’hydrodynamique des lipides. Nous nous sommes limités au cas
particulier d’un couplage avec le milieu environnant inexistant. Il apparait alors une in-
stabilité d’origine géométrique, qui favorise les modes de petit nombre d’onde. Une étude
plus complete de I'influence des différents contrastes de viscosité devrait nous renseigner

sur le processus de sélection du nombre de doigts.
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Cette these nous a permis de mieux comprendre 'influence de la présence de domaines
sur les différents aspects — objet élastique, plaque tendue ou film fluide — des membranes li-
pidiques. Nous avons modélisé, analytiquement ou numériquement, différentes expériences
portant sur des membranes incluant deux domaines, un dans une phase liquide-ordonnée
et I'autre dans une phase liquide-désordonnée. Chacune de ces expériences montre une in-
stabilité de la forme de la vésicule, associée a I'un des aspects de la membrane bi-phasique.

Les propriétés de la bicouche homogene sont liées a sa structure : elle est formée par
deux feuillets de lipides, qui sont des molécules amphiphiles cylindriques, orientées perpen-
diculairement au plan de la bicouche. Cette organisation permet de protéger au maximum
le coeur hydrophobe de I’eau environnante mais, comme dans les cristaux liquides, elle en-
traine une réponse mécanique trés anisotrope. Ainsi, si la contrainte s’exerce dans le plan
de la bicouche, cette derniere se comporte comme un fluide, alors qu’une réponse solide est
associée a une contrainte en dehors du plan de la bicouche. Cette réponse solide combine
a la fois le comportement élastique de la bicouche avec une tension de surface d’origine
entropique, due a la souplesse de cette derniere. Lorsque la vésicule est formée de plusieurs
domaines fluides, leurs propriétés sont les mémes que celle d’une bicouche homogene, avec
un jeu de constantes physiques pour chaque domaine ; de plus, il existe des couplages entre
les deux domaines : la pression osmotique a travers la bicouche va étre la méme quelque
soit le domaine et I'interface entre deux domaines a un cofit, qui s’exprime a travers une
tension de ligne. A partir de ce formalisme, décrit au chapitre II, nous avons modélisé
plusieurs instabilités d’une vésicule a deux domaines.

La premiere instabilité, décrite au chapitre 111, concerne la fission d’un tube de mem-
brane. Expérimentalement, il est possible d’extraire un tube de membrane a partir d’une
vésicule. Les expériences montrent que si une séparation de phase est induite sur un tube
déja formé, ce dernier se rompt au niveau de la jonction entre les deux phases en des temps
typiques d’une seconde. Ce temps est grand devant les temps de nucléation des domaines
et devant les temps hydrodynamiques, le tube est a ’équilibre et la rupture se fait par un
processus activé. La détermination d’une grandeur comparable aux expériences, le temps

de fission, nécessite au préalable de connaitre la forme du tube a ’équilibre et 1’état transi-
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tionnel de rupture. La forme de la jonction a I’équilibre est donnée complétement par trois
parametres physiques : le rapport des modules de flambage des domaines, la différence de
leurs modules de Gauss et la tension de I'interface. Nous pouvons ainsi calculer la forme
de la jonction pour toute valeur des parametres physiques. L’intermédiaire de rupture est
donné par le tube completement pincé. En comparant I’énergie de ces deux états, nous
obtenons des temps de rupture proches de 'ordre de 500 ms; compte tenu des approxi-
mations, ce résultat est en bon accord avec les temps expérimentaux. Cette instabilité se
produit spontanément et est completement due aux propriétés mécaniques de la bicouche,

en particulier a son élasticité et a la tension de 'interface.

D’autres instabilités peuvent étre induites par des changements dans I’environnement
de la vésicule. Ainsi, I’absorption de molécules, comme des détergents, dans la bicouche
peut provoquer des changements de forme. Nous nous sommes intéressés a ces instabi-
lités dans le chapitre IV, dans le cas d’une vésicule tendue par une pression osmotique.
Lorsqu’il n’y a pas de molécules absorbées, chaque domaine a alors une forme de calotte
sphérique. Expérimentalement, deux instabilités peuvent se développer, éventuellement en
méme temps : une instabilité concernant plus spécifiquement un des domaines, conduisant
a la perte de la forme en calotte sphérique, et une instabilité d’ensemble avec un rétré-
cissement de l'interface puis une fission. Les molécules pouvant étre des détergents, nous
les avons décrits comme des objets chimiquement passifs mais imposant localement une
courbure a la membrane, suivant le modele de S. Leibler. La forme en calotte sphérique
des domaines permet dans ce cas un traitement analytique des instabilités. Une analyse
de stabilité linéaire de la forme en calotte de chaque domaine montre qu’il existe deux ré-
gimes, fonction de la nature des molécules absorbées : si le couplage entre la concentration
et la courbure est suffisant, ’effet des molécules devient suffisant pour vaincre 1’élasticité
de la bicouche, et la forme en calotte sphérique devient instable; dans le cas inverse, le
domaine va rester stable et la vésicule va pouvoir continuer & étre décrite par deux calottes
sphériques. Dans ce cas, la forme simple de la vésicule nous permet de décrire 'instabilité
de fission malgré les non-linéarités. L’absorption des molécules provoque une augmentation
effective de la tension de ligne, ce qui entraine une diminution de la longueur de I'interface.
Au dela d’une valeur critique de la tension de ligne, il n’existe plus de solution connectée,
bien que l'interface ait encore une longueur non nulle. Le systeme se sépare alors en deux
vésicules distinctes. Cette instabilité peut aussi étre obtenue sans rajouter de molécules
mais simplement en diminuant la pression osmotique qui tend la vésicule. Notons que
cette instabilité peut exister aussi lorsque la calotte sphérique est instable mais la forme
trop complexe du systéme empéche un traitement analytique. Ces différentes instabilités
illustrent I'influence de la tension de la membrane, couplée a la tension de 'interface et a

Deffet de sollicitations extérieures.
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La derniére instabilité que nous avons traitée (au chapitre V) concerne I’aspect hy-
drodynamique de la bicouche. Elle se produit lorsqu’un domaine de petite taille, liquide-
ordonné, est pompé, par exemple par des molécules du milieu environnant. La diminution
de la taille du domaine liquide-ordonné entraine une mise en mouvement des lipides dans
la bicouche. La bicouche est alors décrite comme un fluide bidimensionnel avec une force
de traction de I’eau environnante. Le traitement complet de cette instabilité est difficile en
raison de la lourdeur du formalisme. Nous avons étudié le cas limite d’une faible traction ;
nous trouvons alors une instabilité due a la géométrie du systeme.

Notre exploration de la physique des vésicules bi-phasiques a permis une meilleure
compréhension du couplage entre deux domaines, a travers par exemple la tension de I'in-
terface ou la tension de la vésicule. Elle laisse cependant de nombreuses questions ouvertes.
Nous en évoquons maintenant quelques unes, sans ordre d’importance. Ainsi, nous avons
considéré uniquement l'influence d’une vésicule avec deux domaines, un par phase; il est
possible de considérer I'effet de la présence de trois domaines, afin de mieux comprendre
comment les interface interagissent. Par ailleurs, nous avons modélisé uniquement des ex-
périences sur des vésicules géantes ; en utilisant un modele plus proche des conditions de la
cellule, il devrait étre possible de tester des hypotheses plus réalistes sur le fonctionnement

des ’'rafts’.
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Annexe A

Elements de géométrie

différentielle

Dans cette annexe, nous présentons les bases de géométrie différentielle nécessaires
pour calculer les courbures moyenne et de Gauss, quelque soit la paramétrisation, ainsi
que leur signification géométrique. Nous illustrons la méthode avec le calcul des courbures
moyenne et de Gauss dans le cas de la perturbation d’une vésicule en forme de calotte

sphérique, qui est utilisé au chapitre I'V.

A.1 Eléments de géométrie différentielle

—

Une surface est représentée par la fonction vectorielle (& trois dimensions) R(s1,s2)
paramétrée par deux coordonnées internes s; et ss. La surface possede deux vecteurs
tangents 71 et o définis comme les dérivées premieéres de R par rapport aux coordonnées

internes :
Fﬂ' = 8iﬁ(317 32)7 (Al)

ou i = 1, 2. Nous adoptons dans cette section la notation d’Einstein : nous faisons une
sommation sur les indices répétés deux fois.

Si la condition 71 A 72 # 0 est satisfaite, la surface est bien définie et nous pouvons
construire le vecteur normal & la surface 77 :
T1NAT2

n= 0.
[SWAYCR|

(A.2)

Les vecteurs tangents et le vecteur normal définissent alors une base de ’espace. La distance

ds entre deux points voisins de la surface est donnée par la relation :

d82 = Fi.Fjdside. (AS)

) ,
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A B
courbure moyenne =0

courbure gaussienne < 0
courbure moyenne <0
courbure gaussienne > 0

R1

Va
o

Figure A.1: Deux formes de membranes illustrant les notions de courbures moyenne et de
Gauss. (A) surface de courbure moyenne négative (dans notre convention) et de courbure
de Gauss positive. (B) surface de courbure moyenne nulle et de courbure de Gauss négative.

Image extraite de [29].

Le tenseur de la métrique est habituellement défini par Eij = 7;.7j, 'élément d’aire de la
surface étant défini par g = det@-j. Le tenseur de courbure est alors le produit scalaire du

vecteur normal et des dérivées premieres des vecteurs tangents
hij = (0, ) . (A.4)

Les courbures moyenne H et de Gauss K sont définies comme les invariants du déterminant
hij = gikhkj (o1 g sont les éléments de la matrice inverse du tenseur de la métrique). H

est la trace de la matrice hij et K son déterminant :
He _Llpi K = det A’ A5
= —5 i et = det j- ( . )

Nous avons choisi de mettre un signe moins devant la courbure moyenne. Il s’agit d’une
convention qui n’influe en rien les conclusions physiques des calculs. Nous avons fait ce
choix pour avoir, lors de I’étude de ’absorption de molécules sur la vésicule, une constante
de couplage A positive pour des détergents s’absorbant sur le feuillet externe.

Les courbures moyenne et de Gauss peuvent s’exprimer en fonction des rayons de
courbures principaux, R et Ro, définis comme les rayons de deux cercles ausculateurs de
la surface perpendiculaire (voir figure A.1) :

1/1 1 1
He —— (= 4+ — ) et K= . A.
2<R1+R2> ¢ Ri Ry (A-6)
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Cette approche permet de mieux comprendre les effets associés a ces deux grandeurs et,
dans certains cas simples, de déterminer facilement la courbure moyenne et la courbure de

Gauss.

A.2 Calotte sphérique

Nous considérons ici le cas d’une vésicule en forme de calotte sphérique, perturbée
radialement, sur laquelle sont absorbées des molécules. Il s’agit d’un calcul utilisé dans
le probleme de la section IV.2 : nous voulons savoir si la forme en calotte sphérique est
stable ou si l'effet des molécules est suffisant pour permettre le développement d’une
perturbation. Pour cela, nous avons exprimé les équations d’Euler-Lagrange en fonction de
la perturbation, afin de savoir si une solution non nulle peut étre autorisée énergétiquement.
En préalable a cette démarche, il est nécessaire de déterminer la courbure moyenne en

fonction de la perturbation.

A.2.a Calcul des courbures

La forme initiale en calotte sphérique rend judicieux 1'utilisation des coordonnées sphé-
riques ; nous avons représenté sur la figure A.2 le systéme de coordonnées pour éviter les
confusions de notation entre les angles 0 et ¢. La forme de la surface est alors donnée par

le vecteur R :
R= Ro(1 4 u)ey,

avec u une perturbation fonction de la position angulaire sur la vésicule.
Nous adopterons dans la suite la convention de notation suivante pour les dérivées de

la fonction w :
ou ) 0%u
= — et u; = —.
i Y910

L’obtention des vecteurs tangents & la surface nécessite de prendre en compte les variations

U;

de la base (€, €j et €3) avec la position :

dée;, -~ deg - dey

dr T dr Todr ’

de,. o dég o dey -

= N —_— = — N —_— O

o~ dp Toag T

de, deg deg

di;; = sinfeg ; dig =cosfey et diqf = — cos féey — cosbe,..
Nous obtenons ainsi les vecteurs tangents FE@ et P:¢ :

Uug U¢
EQZRO 1+u et R_;b:RO 0 5

0 sinf (14 u)
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i
| § ¢ = Coordonnges

Figure A.2: Systeme de coordonnées sphériques paramétrant la calotte : I'angle 6 est
I’angle avec le pole nord, tandis que ’angle ¢ est I’angle dans le plan équatorial. Image

extraite de www.cosmovisions.com/CTreperages.htm.

ce qui permet de construire le tenseur de la métrique g :
1 2 2
i = R? (L4 u)® + (up) Uptg
ij = {1 . .
! Ul sin? 6 (14 u)? + (u¢)2
Le déterminant de ce tenseur est le carré de 1’élément d’aire de la vésicule :

(1+u)?

ds® = g = Risin20 [(1+u)4+ (1+ u)? (ug)” + ~— 9
Sin

(uqs)] :

Nous déduisons de ces résultats I'expression de la normale 7 & la surface en tout point :

(14 u)?sin6
7= o (1+u)sind
- — u) s ou
NG ’
—(1+ u)ug

Les dérivées des vecteurs tangents par rapport aux deux parametres de la surface sont :

—

Rgg = Ro (ugo — (1 +u) 3 2ug ;5 0),
Ry = R (ugo 5 ugp ; sinbug+cosO(1+u)),
?9 = Ro (ugg ; ug ; sinbug+cosO(1l+u)) = R;g et
; Ro (ugs —sin®0(1+u) ; —cosOsinf(1+u) ; 2sinbuy).
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En combinant ces vecteurs avec le vecteur normal, nous obtenons les composantes du

tenseur de courbure h;; :

R3
hgg = —2 [(1+ u)? sin Qugg — (1 + u)3sinf — 2(1 + u) Sin«9u§] ,

V9

hgog = hog = [(1+ u)? sin Qugy — 2(1 + u) sin Quguy — (1 + u)? cos Buy) et

3
-0
NG

3
hes = ]\%[0 [(1 + w)?sin Ougy — (1 + u)?sin® 6 + (1 + u)? cos  sin® Gug
u

—2(1 + u) sin 0u¢] :

Jusque 1a, nous n’avons pas fait d’approximation et il serait possible d’exprimer les
courbures dans le cas le plus général possible en coordonnées sphériques. Toutefois, c¢’est
une expression tres lourde. Pour ’étude de la stabilité d’une calotte sphérique au chapitre
IV, nous nous contentons d’utiliser le développement a 1’ordre 2 de 1’énergie : nous voulons
obtenir des équations de forme linéaires dans la perturbation. Par ailleurs, nous faisons
aussi 'hypothese que le systeme est axisymétrique, ce qui supprime la dépendance en ¢.

Ceci conduit & une large simplification des équations, les différentes composantes du

tenseur de courbure hg devenant alors :

1
Ry = — |:1+U+UQ9 —u? - §u§ 2UU99:| )
h9¢ = h¢9 =0et

1
R0|: tu than@

ug
—u? + u972 tan@]'

De ce tenseur, nous pouvons déduire I’expression des courbures moyenne et de Gauss. Afin
de simplifier les notations, nous utilisons une notation en fonction du laplacien de u, dont
I’expression est :

1

Au = ug +u
tan® * 00

Les courbures moyenne et de Gauss sont alors données par :

2
H = & (1—u—Au+u —|—uAu> et (A.7)
0
1 9 UgUgo
K = i (1—2u—Au+3u Julu + tané?)' (A.8)

Notons que K ne peut pas s’exprimer uniquement en fonction du laplacien. Ceci ne pose pas
de probleme pour un calcul de la stabilité de la calotte car les équations d’Euler-Lagrange

ne font pas intervenir la courbure de Gauss.
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A.2.b Equations d’Euler-Lagrange

La méthode variationnelle conduisant aux équations d’Euler-Lagrange est détaillée
dans ’annexe B.

La courbure moyenne H et I’élément de surface /g sont nécessaires pour exprimer
I'énergie du systeme (I1.2) ou (B.12) en fonction de la perturbation u du rayon. Pour obte-
nir completement I’énergie de la perturbation, il faut aussi tenir compte de la perturbation
sur le volume en fonction de u ainsi que des effets de la perturbation v de la concentration
en molécules.

Le volume de la calotte sphérique peut étre exprimé a en fonction de son rayon et de
I’angle au sommet 6; :

4

|4
3

0s
ng‘/O (1+u)3do — gR?’ cos(6,) sin(6,)2.

Le premier terme est une intégrale sur I’ensemble de la calotte et représente le volume de
I’élément de sphere compris entre la calotte et le centre de la vésicule; le deuxieme terme
représente le volume du cone excédentaire pris en compte dans le premier terme; il ne
dépend pas de la perturbation tant que celle-ci n’affecte pas le rayon au bord de la calotte.
Cette hypothese est réaliste : la calotte est connectée a une calotte voisine, aussi il faut
assurer la relation Ry sinfy = Rssin 65 méme lors d’une perturbation. Le deuxieme terme
dans ’expression du volume peut alors ne pas étre pris en compte : c’est une constante
pour la perturbation. L’expression du volume & minimiser est alors au deuxieme ordre

dans la perturbation :
4 s [ 2
V= §7TRO (3u + 3u”)db.
0

Le développement de I’énergie en fonction de la perturbation v de la concentration en
molécules ne présente pas de difficultés majeures. Nous obtenons alors I’énergie a minimiser
(Péquation (17) de l'article reproduit dans la section IV.4). La dérivation des équations
d’Euler-Lagrange ne pose pas non plus de probléme, en prenant en compte le fait que la
fonctionnelle implique des dérivées secondes (voir annexe B), ce qui conduit aux équations

(18, 19 et 20) du méme article.



Annexe B

Calcul variationnel

Dans cette annexe, nous donnons les éléments de calcul variationnel nécessaires pour
obtenir les équations d’Euler-Lagrange a partir de ’énergie de la membrane. Nous nous
sommes largement appuyés sur le livre de Gelfand et Fomin [160] qui présente la théorie
du calcul variationnel. Nous illustrons la méthode sur le cas d’une vésicule axisymétrique
a deux domaines, pour obtenir les équations d’Euler-Lagrange ainsi que les conditions aux

raccords utilisées aux chapitres I1I et TV.

B.1 Eléments de calcul variationnel

Le calcul variationnel est I’étude des fonctionnelles. Une fonctionnelle est une cor-
respondance qui associe un nombre réel a chaque fonction d’une classe. Un exemple de

fonctionnelle est :

b
Fly —/ yV 1+ y?dx, (B.1)

ou y est une fonction de z. Une fonctionnelle peut étre vue comme une fonction dont la
variable est une fonction; aussi, ’étude des fonctionnelles présente des points communs
avec I’étude des fonctions mais elle n’a pas encore de techniques aussi générales. La branche
principale de I’'étude des fonctionnelles est le calcul variationnel, qui concerne la recherche

des extrema des fonctionnelles.

B.1.a Equations d’Euler-Lagrange

Les équations d’Euler-Lagrange donnent la condition & satisfaire pour qu’une fonction-

nelle soit extremale, au moins localement. Si nous considérons la fonctionnelle

b
Iyl =/ F(x,y,y)dz,
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avec y une fonction de z, il est possible de considérer 'effet d’un petit incrément h(x) a

la fonction y sur la fonctionnelle :

b
AJ = Jly+ h] — J[h] :/ [F(z,y+h,y + 1) — F(z,y,y)]dz.

En utilisant le théoreme de Taylor et en se limitant au premier ordre en h et dans ses

dérivées, il vient :

b
5‘]:/ [Fy(.l?,y,y/)h+Fy/($,y,y/)h,]d$,

ou les indices représentent des dérivées partielles par rapport aux arguments correspon-

dant. Une intégration par partie conduit a :
b d
60J = / [Fy(:c,y, y') — d—Fy/(ac,y,y') hdx + termes de bords,
x
a

avec des termes de bords qui vont conduire aux conditions aux bords. La condition pour
que la fonctionnelle soit extremale est §.J = 0 quelle que soit la fonction h (satisfaisant les

conditions de bord). Cette condition mene alors aux équations d’Euler-Lagrange :

d
Fy— —Fy =0. (B.2)

T

La fonctionnelle précédente ne dépend que d’une variable et que de sa premiere dérivée.
En prolongeant ’analogie avec les fonctions, il est possible de trouver les équations d’Euler-
Lagrange dans le cas général.
Pour une fonctionnelle dépendant de plusieurs variables J [y, ya..., yn], il vient n équations

d’Euler-Lagrange similaires au cas a une seule variable :

d
Vi F, ——F,=0. B.3
Yi dm Yi ( )
Pour une fonctionnelle dépendant des dérivées d’ordre supérieurs, le principe du calcul
est le méme mais plusieurs intégrations par partie sont nécessaires pour obtenir I’équation

d’Euler-Lagrange :

d 2 L dr
Fy - 7Fy/ + 7Fyll — + (—1) da;in

— 3 Fyu = 0. (B.4)

B.1.b Multiplicateurs de Lagrange

Le probleme associé aux multiplicateurs de Lagrange est celui de trouver ’extremum
d’une fonctionnelle tout en assurant une contrainte sur le systeme. Cette contrainte peut
étre définie aussi soit par une fonctionnelle, par exemple lorsque nous imposons & une
surface d’étre constante, soit par une égalité locale, comme dans le cas d’une relation

entre deux variables.



B.1. Eléments de calcul variationnel 187

Dans le cas ou la contrainte s’exprime par une fonctionnelle K, le probleme est de

rendre extremale la fonctionnelle :

b
szme%wm

avec les conditions aux limites adaptées, tout en assurant que la fonctionnelle :

b
KM:/G@%WM

prend la valeur [. Ceci est possible a satisfaire en rendant extremale la fonctionnelle :

/ ’ (F + \G)dz, (B.5)

avec A une constante donnée par le processus variationnel. En effet, ’équation d’Euler-

Lagrange devient alors :
d d
F, - %Fy/ +A <Gy — d:cGy/> =0.

Cette équation contient deux constantes arbitraires en plus de la constante A, ce qui permet
de satisfaire en méme temps les conditions aux limites et la contrainte supplémentaire.
Notons toutefois qu’il existe des cas marginaux ou ce raisonnement n’est pas valable : il
ne faut pas que la fonction y extremise en méme temps J[y| et K[y

Dans le cas ou la contrainte s’exprime par une fonction, le probleme est de rendre

extremale la fonctionnelle

b
sz/Fm%wm

avec les conditions aux limites adaptées, pour I'ensemble des fonctions satisfaisant une

condition

g(z,y,y") = 0.

Ce probléme ressemble fortement au précédent. Sa résolution est aussi similaire : la fonc-

tionnelle dont on cherche 'extremum est alors

b
/ (F + Ax)g(z, ))dr, (B.6)

ol A(x) est maintenant une fonction, donnée par une équation d’Euler-Lagrange.

Nous avons pris ici comme illustration le cas d’une fonctionnelle d’une seule fonction
ne dépendant que de la fonction et de sa dérivée premiere, mais les résultats peuvent étre
généralisés sans probleme au cas d’une fonctionnelle de plusieurs fonctions dépendant de

dérivées d’ordre supérieur.
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B.1.c Conditions aux limites

Le calcul variationnel permet de déterminer, en plus des équations d’Euler-Lagrange,
les conditions aux limites devant étre satisfaites par les solutions. Plusieurs situations sont
possibles, aussi nous essayerons ici de traiter le cas le plus général. Nous considérerons
encore la fonctionnelle :

Jlyl = /m1 F(z,y,y )dx

0

pour simplifier les notations. Les résultats se généralisent sans probleme au cas d’une
fonctionnelle dépendant de plusieurs fonctions ou de dérivées d’ordre supérieures.

Nous ne ferons pas d’hypothese sur les positions des bords xy et x1 ni sur la valeur de
y en ces points ; par contre, nous supposerons que la fonction y est lisse. Si nous rajoutons
un incrément h(z) a la fonction y(x), 'incrément de la fonctionnelle est :

140z 1
AJ = Jy+h|—Jh]= / F(x,y+h,y +h)dx — / F(x,y,y)dx,
zo+dzo o

1
= / [F(x,y+h,y’+h')fF(x,y,y’)] dx

0

r14+0x1 zo+0x0
+/ F(:U,y—l—h,y'+h')dx—/ F(x,y+ h,y + h')dz.

1 Z0

En utilisant le théoreme de Taylor et en se limitant a l'ordre 1 dans 'incrément h(z), il
vient :
T1 d
AJ ~ / [Fy - dxFyl} h(z)dx + F(x1)0x1 + Fyh o —F(x0)0xg — Fyrh |4 -
o

Au premier ordre en h, nous avons les relations suivantes :
h(zo) =~ dy(zo) — ¥y (z0)dz0 et
h(zy) =~ dy(z1) — ' (z1)dz1,

ce qui conduit a la relation :

1 d
AJ ~ / [Fy - Fy/} h(x)dx + Fyoy |5=58 +(F — Fyy')ox [3=5 (B.7)

i dz r=z0"
Ol 0% |g—y,= 0x; €t 0Y |g=z,= dy; pour ¢ = 0 ou ¢ = 1.

Cette relation montre que pour qu’une fonctionnelle soit extremale, il faut que la
fonction y et la position des bords satisfassent les équations d’Euler-Lagrange, puis que la

fonction y satisfasse les termes de bords

Fyoy [z=ay +(F — Fyy')ox [;=53=0,

Tr=x0
qui donnent donc les conditions aux limites adaptées au probleme. Ces équations sont
aussi satisfaites lorsque le systéme est contraint. Ainsi, si la position des extrémités de la
courbe est imposée (comme pour une barre encastrée par exemple), on a dx; = 0y; = 0 et

les conditions de bords sont automatiquement satisfaites.



B.1. Eléments de calcul variationnel 189

B.1.d Quelques simplifications

Nous présentons ici quelques cas ou la forme de la fonctionnelle permet une simplifi-
cation de la résolution.
Intégrale ne dépendant pas de la fonction y

La fonctionnelle ne contient pas y de maniere explicite et est de la forme :

b
/ F(z,y)dx.
a
Les équations d’Euler-Lagrange se simplifient :
Fy =C,

avec C est une constante donnée par les conditions aux bords. Cette équation ne contient

pas explicitement y et peut étre résolue pour 7/ :

y' = f(z0). (B8)

La fonction y est alors obtenue par une intégration.

Intégrale ne dépendant pas des dérivées de y

L’équation d’Euler-Lagrange est alors Fy(z,y) = 0. Il ne s’agit alors plus d’une équa-
tion différentielle mais d’une équation ’classique’, dont les solutions sont les courbes y(z).
Dans les cas traités dans cette these, cette simplification s’applique par exemple aux mul-

tiplicateurs de Lagrange locaux 7(s).

Intégrale ne dépendant pas de x

La fonctionnelle est alors de la forme :

b
Jlyl = / Fly,y)de

et ne dépend pas explicitement de la paramétrisation choisie, a part éventuellement au

bord. L’équation d’Euler-Lagrange peut se réécrire :

d
Fy—%Fy’:Fy_Fy’yy/_Fy’y’yN:O'

En multipliant cette relation par %', nous obtenons :

d
Fyy/ _ Fy/yy/2 _ Fyly/y/y// — %(F _ y,Fy/) — O
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Figure B.1: Paramétrisation d’une vésicule axisymétrique en coordonnées cylindrique. La
ligne pointillée est la bicouche, paramétrée par son abscisse curviligne s. La forme de la

vésicule est donnée par r(s) et ¢(s). Les deux domaines ont la méme paramétrisation.

Ceci conduit a une intégrale premiere :
F — y/Fy/ =C (Bg)

ot C' est une constante. La fonction F' —y'F, est appelée 'hamiltonien H du systeme. La
conservation de ’hamiltonien est utilisée dans le chapitre III pour simplifier les équations

de forme des tubes.

B.2 Vésicule axisymétrique

Nous présentons ici le processus variationnel pour une vésicule axisymétrique a deux
domaines sur lesquels sont absorbées des molécules. L’énergie de ce systéme est présenté

au chapitre II :

F = ZFz-—i—a/cdl—P/vdV (B.10)

i=1,2
avec [ = / {%(H2 —HY)) + kLK + %+ NH
S

+ [C;Z (QZ) - ¢eq¢)2 - ,Uz'¢ + % (V¢)2:| } das.

L’expression des équations de forme varie suivant la paramétrisation choisie, méme si
les conclusions en sont indépendantes. Pour une vésicule axisymétrique, un seul parametre
est suffisant pour décrire la forme de la surface : nous utilisons 'abscisse curviligne s
(voir figure B.1). Les coordonnées cylindriques (r(s), z(s)) sont bien adaptées a ce type
de géométrie, en introduisant ’angle 1)(s) entre la tangente a la surface et ’axe (Or) (voir

figure B.1), qui permet d’obtenir une expression simple de la courbure. Les courbures
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moyennes et de Gauss sont alors données par :

1/, s
H = -3 <¢ +S”;1/’> ot (B.11a)
K = Sh;fp g (B.11b)

ol le signe '

désigne la dérivée par rapport a s. Le signe — sur la courbure moyenne
est une convention sans influence sur les conclusions physiques; elle est introduite pour
que Pabsorption de molécules coniques (comme les détergents) sur le feuillet externe soit

associée a A > 0 (voir annexe A).

La contrainte géométrique locale ' = cos 1) nécessite d’introduire un multiplicateur de
Lagrange local (s). La contrainte 2/ = —sin n’a pas besoin d’étre prise en compte car
I’énergie a minimiser ne dépend pas explicitement de la variable z : comme nous ’avons
vu dans la section précédente, la fonction z(s) peut étre obtenue directement a partir des

autres fonctions. L’énergie s’écrit alors :

Fripre = 2w [/81 Lids + /82 Lods + Ur(s(])} (B.12)
avec L; = % <Sm(¢) + % 2y Sin(¢)> + ki sin(y)y”
~Ad(ein() + 96+ S+ Dt S+ g
P

— S sin(y) + ()" — cos(y)).
Pour simplifier les notations, de nouveaux parametres ont été introduits :
Ty g Y2 T — .
i = 2+ E(ﬁeqi € Mi = i — Olngeqi-

L’énergie libre doit étre minimum par rapport a une perturbation de chacune des

fonctions, ici ¢, r, v et ¢ :

0Fipre = O0F1 4+ 0F5 + 2modr(sy) (B.13)
avec
sup ([ OL; d OL; oL; d 0L;
m“%ﬁfﬁw ww&”*bWWwA&
N oL;  d oL, 8£ s
a(b ds 0¢'
oL 8/5 wp 8 b
Sy o o
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Ceci conduit & quatre équations d’Euler-Lagrange :

%ﬁj—i?iﬁ = 0, (B.14a)
%ﬁ”—i%ﬁf = 0, (B.14b)
%i"—iggf = Oet (B.14c)

88?' = 0. (B.14d)

En dérivant I’énergie (B.12) suivant les équations (B.14), nous obtenons les équations

d’Euler-Lagrange :

o= W _ ;:" cos(tp) — i/cos(w) + :;gb’ +Lsin(w) (B.15a)
Vo= S in()? 4 S Prein) - Ay
+58% + %¢,2 + fiih, (B.15b)
& =~ ein) i)+ G- g ) By (B.15¢)
,62'7” Bz r ﬂ’
= cos(1). (B.15d)

A D'interface entre les deux domaines, nous n’imposons pas de contraintes sur les fonc-
tions ¥, r et ¢, en dehors de leur continuité. Aussi, pour que la solution trouvée soit un
extremum de 1’énergie, il faut qu’elle annule les termes de bords de I’équation (B.13), ce

qui donne les conditions de raccord :

oL, oL

aq/jl = W, (B16a)

oL, oL

= oo (B.16b)

oL, oL

o5~ 04 (B.16¢)
(B.16d)

avec le domaine 1 associé avant U'interface (s < sy) et le domaine 2 apres. En introduisant

I’énergie (B.12) conduit aux conditions aux limites :

r1Y (57— €)r(s7) + (k1 + Ky ) sin(i(sy)) — Aig(s)r(sy) (B.17a)
—rat (55 + €)r(sy) — (K2 + Kg,) sin(¥(sy)) + Aad(s)r(ss) =0,

Y(ss—€)—v(s;g+e€) +0=0, (B.17Db)

19’ (s —€) — Bag!(sy+€) = 0. (B.17¢)

avec € un infiniment petit. Ces conditions aux limites supposent la continuité des fonctions
r et i, ce qui signifie que la membrane ne présente pas de trou ni de discontinuités a

I'interface.
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Dans les chapitres III et IV, ce sont des variations sur les équations (B.15) et les
conditions aux limites (B.17) qui sont utilisées pour étudier la forme des tubes et les
équations de formes de la vésicule axisymétrique. Dans le chapitre IV, nous utilisons aussi

une paramétrisation adaptée a ’étude de la stabilité des calottes sphériques.
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Annexe C

Fluides bi-dimensionels : équation
de Stokes

Dans cette annexe, nous présentons le calcul de I'équation de Stokes pour un fluide
bi-dimensionnel compressible, dans ’approximation de Stokes. Nous ferons le calcul en
coordonnées cartésiennes (x] et x2), le résultat étant indépendant du systéme de coor-
données. Dans la suite, nous utiliserons la notation d’Einstein, les indices répétés étant
sommeés.

Le mouvement d’un fluide est décrit a travers I’équivalent de la relation fondamentale
de la mécanique, I’équation d’Euler :

P L,
—pv; = — , N
o’ e (C.1)

ou II;; est le tenseur densité du flux d’impulsion [79]. Ce tenseur peut étre décomposé

deux termes :
/
ILy = —0oik + pvivg = po, + pvivi, — oy,

avec p la pression thermodynamique et ¢’ un terme 1ié a la viscosité du fluide, entrainant
un transfert irréversible d’impulsion. Le tenseur oy, est appelé tenseur des contraintes,
alors que le tenseur o, est appelé tenseur des contraintes visqueuses. Notons que, pour
des petits nombres de Reynolds, la contribution v;v; peut étre négligée : elle représente la
composante due a l'intertie.

La relation entre la contrainte et les déformations est I’équation constitutive du fluide.
Des considérations physiques simples permettent de trouver la forme générale de cette
relation [79]. Le frottement interne dans un fluide n’apparait que lorsque les différentes
portions du fluide s’écoulent & des vitesses différentes, ce qui entraine un déplacement des
différents éléments les uns par rapport aux autres. En supposant que les gradients ne sont

pas trop importants, on peut se limiter au dérivées de premier ordre de la vitesse pour
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exprimer le transport d’impulsion et o7,. Des considérations de symétrie entrainent que la

contrainte o, doit dépendre uniquement du terme symétrique ey, :

o 1 avi T 8’Uj
=9\ 0x; 0w )

L’équation constitutive a la base des équations de Navier-Stokes et de Stokes est donc :

U;j = Kijmnemn- (02)

Il est possible de simplifier 'expression du tenseur Kjj,,, en utilisant les symétries et

I’isotropie du fluide, jusqu’a ce qu’il ne dépende plus que de deux coefficients :
U;j = 2,ueij + Aéijemm, (03)

avec 0;; désignant 'opérateur valant 0 si i # j et 1 si 7 = j. Notons que e, est égale a
e11 + eg2 soit la divergence a deux dimensions 6217, non nulle pour un fluide compressible.

L’hypothese de Stokes permet de trouver un lien entre les deux coefficients p et A, en
utilisant un raisonnement sur la pression [161]. Le tenseur des contraintes est donné par

Uij .
oij = —pdij + 0}
En aditionnant les termes diagonaux de ce tenseur, il vient o;; = 011 + 092 €t
1
pP= _50'7;7; + (H + )\)emm

On peut alors définir la pression moyenne dans le systéeme p = 1/2 7;. Ceci entraine la

relation :
p—D=(n+M\Vab.

Pour un fluide incompressible, la pression moyenne est égale a la pression thermodyna-
mique. Aussi, la pression d’un fluide incompressible est déterminée & une constante pres.

La relation constitutive (C.3) d’un fluide incompressible devient alors :
0ij = —Pdij + 2peij, (C.4)

ol p doit étre compris comme la pression moyenne.

Pour un fluide compressible, la pression thermodynamique peut étre définie comple-
tement : p et p peuvent étre différents. En fait, pour un fluide usuel, la différence n’est
pas observable [161]. Aussi, il est généralement approprié de faire ’hypothese de Stokes :

p = P, soit pour un fluide bidimensionnel :

w+A=0. (C.5)
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Ceci entraine que la relation constitutive (C.3) d’un fluide bidimensionnel compressible

est
0ij = —pdij + 2uei; — p(V.0)di;

En supposant que la viscosité est constante dans tout le fluide, I’équation de Stokes se

dérive de la contrainte o;; et de I'’équation (C.1) :

P 0 ov;  Ouyg oy -
(2 22) 205 co

xT; N 8a;k 8xk x

ce qui peut s’exprimer de maniere concise sous la forme :
Vp = pAv. (C.7)

Dans ce calcul, nous n’avons pas supposé le fluide incompressible mais nous retrouvons
I’équation de Stokes classique des fluides incompressibles. Il s’agit d’une spécificité des
fluides bidimensionnels; ainsi, pour un fluide tri-dimensionnel, la relation (C.5) conduit
a X\ = —2/3u et a Papparition d'un terme dépendant de la divergence de I'équation de
Stokes [161].
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