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vail serait sans doute vain... Un bref aperçu, partiel, de ces multiples discussions, variées
et stimulantes, soulignerait que je tiensà remercier :
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d’incomṕetence ;

Tous les stagiaires, quelque soit leur origine, qui ont contribué à ce travail ;
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Table des figures v

Liste des tableaux ix

En guise d’introduction, sur les micro et nano-technologies 3

1 La mesure de champs de d́eplacements̀a l’ échelle microḿetrique 7
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1.20 Mesure de la phase fonction du défaut d’orientation de l’́echantillon . . . 29
1.21 Intensit́e du signal d’interf́erence en fonction du déphasage. . . . . . . . .31
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3.2 Leviers avec une fréquence de résonancéelev́ee . . . . . . . . . . . . . . 99
3.3 Sch́ema de principe des leviers creux utilisés par Burget al. [90]. . . . . . 100
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ABORDAGE

« [. . .] Pour aborder l’archipel des sciences, nous proposons une navigationà la ren-
contre des autochtones qui l’habitent. Il ne s’agit pas d’allerà la rencontre d’un peuple
dont on s’autoriserait̀a se faire l’interpr̀ete. Encore moins de le présenter comme serviteur
d’une cause -la v́erité, la rationalit́e, l’objectivité ?- qu’il suffirait de mettre en scène afin
que leurs pratiques s’éclairent sous une perspective juste. Il s’agit plutôt d’explorer les
relations multiples, actives et spéculatives, que les habitants de l’archipel entretiennent
entre eux et avec ceux qui les abordent, des relations sans lesquelles l’archipel lui-même
n’existerait pas, du moins pas tel que nous le connaissons. Des routes mais aussi des murs
ont ét́e cŕeés, des ports aḿenaǵes, deśechanges codifíes qui ont stabiliśe des identit́es
diff érentielles. Et tout cela ne constitue pas un front uni, ni ne résulte d’une stratégie una-
nime des scientifiques face aux “autres”, mais plutôt d’un ensemble d’enjeux, souvent
probĺematiques, parfois conflictuels, qui les engage les uns par rapport aux autres.

En d’autres termes, la question de l’unité n’est pas seulement une question poséeà
propos des scientifiques, mais aussi et surtout une question posée par les scientifiques
eux-m̂emes, et les réponses apportéesà cette question contribuentà situer les diff́erentes
communaut́es scientifiques les unes par rapport aux autres aussi bien qu’avec ce qu’elles
définissent comme leur extérieur.»

« 100 mots pour commencerà penser les sciences», Isabelle Stengers et Bernadette
Bensaude-Vincent, Les empêcheurs de penser en rond.



2 ABORDAGE



En guise d’introduction, sur les micro et
nano-technologies

Le développement des micro- et nanotechnologies, a d’abordét́e penśe comme une
rupture scientifique et technologique par Drexler en 1981 [1]. Reprenant un cours de
Richard Feynman, donné en 1959, il annonce l’inǵenierieà l’échelle moĺeculaire comme
la prochaine ŕevolution scientifique et technologique. Si ce qui n’était alors qu’une utopie
a d’abordét́e accueilli avec beaucoup d’ironie, les perspectives dressées par Drexler ont
rapidement acquis un statut d’horizon scientifiqueà port́ee de main avec la réalisation des
premiers dispositifs̀a effet-tunnel en 1982 [2] et la synth̀ese des fuller̀enes par Smalley et
sonéquipe [3]. La coursèa la mâıtrise de moĺecules uniqueśetait alors lanćee.

Aujourd’hui, le discours dominant de promotion des micro- et nanotechnologies s’ar-
ticule autour de deux arguments complémentaires :

– Le premierénum̀ere les applications nouvelles, issues de ces nouvelles technolo-
gies, qui vont bouleverser notre quotidien.

– Le second souligne le risque pour l’Europe de ne pas se hisser au rang deséconomies
fondées sur la connaissance. Le spectre des controverses qui ont accompagné le
développement des biotechnologies est bien présent et Philippe Busquin, alors Com-
missaire Euroṕeen en charge de la recherche, déclarait :« L’Europe a rat́e la ŕevolu-
tion des biotechnologies, ne ratons pas celle des nanotechnologies».

Les (r)́evolutions annonćees, trouvent leur origine dans la miniaturisation des ob-
jets et des structures maı̂trisées de manière isoĺee. Dans le domaine de l’énerǵetique,
cette miniaturisation deśequipements permet d’imaginer des sauts technologiques. Des
développements importants sont actuellement en cours dans le domaine des micropiles
à combustible, les applications annoncées concernant essentiellement leséquipements
électroniques portables. Ce type d’application illustre une approche descendante, où l’on
miniaturiseà l’extrême les objets de notre quotidien. D’autre part, la possibilité de mani-
puler un faible nombre de molécules, et d’acćederà leurétatélectronique ouvre la voie de
l’ électronique moĺeculaire. On voit ainsi apparaı̂tre de nouveaux systèmesélectroniques
hybrides, soit baśes sur de nouveaux types de transistors, soit utilisant de nouvelles métho-
des de stockage de l’information, par exemple l’état d’oxydation de molécules organiques
comme les porphyrines. On peutégalement citer le d́eveloppement de marqueurs fluores-
cents«bio-compatibles», utilisés dans l’́etude du d́eveloppement embryonnaire [4] et au-
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torisant la mise au point de l’équivalent de« codes-barres» coloŕes. Ces deux exemples
illustrent une approche ascendante, où l’assemblagèa l’échelle moĺeculaire tel qu’ima-
giné par Drexler permet de géńerer des entit́es fonctionnelles nanoḿetriques.

Quoi qu’il en soit, cette description des possibles n’est pas anhistorique, et représente
un paysage (partiel)̀a l’instantt de ce qu’on imaginêetre une trajectoire probable des re-
cherches en nano-sciences. L’expérience des biotechnologies està ce titreéclairante : dans
les anńees 1980, il y avait un large consensus pour affirmer que les premiers organismes
géńetiquement modifíes seraient animaux. Le résultat est qu’aujourd’hui, ils sont en très
grande majorit́e véǵetaux. Le d́eveloppement de ces sciences et techniquesémergentes
est jalonńe de multiples accidents et ré-orientations des trajectoires de recherche, au fur
et à mesure que certaines pistes disparaissent lorsque d’autres apparaissent.

D’une manìere ǵeńerale, la miniaturisation des objets accroı̂t consid́erablement leur
rapport surface / volume, accentuant largement leur capacité à interagir avec leur envi-
ronnement. Bien que celle-ci soit encore malévalúee [5], la firme allemande BASF (entre
autres) commercialise déjà une gamme de crèmes solaires̀a base de dioxyde de titane
nanostructuŕe, montrant ainsi l’engouement pour ces technologies. Cet engouement est
encore plus flagrant quand on chercheà estimer l’importance des investissements déjà
réaliśes.

Enfin, la focalisation de la recherche sur des objets de taille nanométrique amorce
une convergence entre des disciplines (et des communautés) scientifiques qui s’ignoraient
jusque l̀a. Les fruits de cette convergence se retrouvent sous la forme de dispositifs de
dépollution des sols, mais surtout dans le développement d’une nouvelle instrumentation
pour la biologie. En effet, les dimensions des objets fabriqués par les techniques issues de
la micróelectronique commencentà se rapprocher de celles des fragments d’ADN ou des
prot́eines.

Le vaste domaine des sciences du vivant s’est fortement restructuré, dans la seconde
moitié du vingtìeme sìecle, autour de la biologie dite moléculaire. Le postulat de base
consistait alors̀a associer un g̀ene (ǵenotype)̀a chaque caractère (ph́enotype). Ce postu-
lat s’est trouv́e renforće par la d́ecouverte en 1953, de la structure de la molécule d’acide
désoxyribonucĺeique (ADN) par Watson et Crick [6]. Traiter avec ce postulat de base, que
ce soit pour exhiber une corrélation entre un caractère et une śequence d’ADN, ou pour
tester la validit́e du postulat, ńecessite de pouvoir déterminer exṕerimentalement la nature
d’une śequence. C’est la fonction des« pucesà ADN ». Les différentes puces̀a ADN
vont donc se diff́erencier par la nature du support utilisé, les techniques de fabrication et
de lecture. Les systèmes de biopuces disponibles commercialement reposent sur l’utili-
sation d’une śequence d’ADN cible modifíeeà l’aide d’un marqueur fluorescent. L’hy-
bridation de cette cible avec une séquence sonde greffée sur la biopuce fait apparaı̂tre
un signal de fluorescence sur la biopuce, qui est alors mesuré. Cette technique autorise
le suivi en parall̀ele d’un grand nombre de sondes, en utilisant une caméra ou un scan-
ner. Il est alors possible de suivre l’évolution temporelle du signal de fluorescence, qui
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renseigne sur la cińetique d’hybridation, et donc autorise une détermination quantitative
des śequences recherchées. Ńeanmoins, l’utilisation des différents syst̀emes commerciaux
pour d́etecter les m̂emes śequences dans la même solution laisse apparaı̂tre, un tr̀es faible
taux de recouvrement entre les séquences effectivement détect́ees [7]. Plusieurs voies sont
donc exploŕees pour mettre au point une méthode de d́etection alternative de la réaction
d’hybridation. En particulier, l’utilisation de plasmons de surface [8] [9], de transistors
à effet de champ [10] ou de capteurs microḿecaniques [11] semblent prometteuses. La
singularit́e de cette dernière technique proposée par leśequipes d’IBM est qu’elle repose
uniquement sur des constatations expérimentales : ŕealiser une ŕeaction d’hybridatioǹa la
surface d’un objet micro-ḿecanique induit une d́eformation de cet objet. Les expériences
initiales ontét́e reproduites par plusieurséquipes, qui ont parfois obtenu des résultats in-
attendus, toujours inexpliqués. Aussi, ce coin d’ombre est le véritable point de d́epart de
cette th̀ese.

Ce qui estégalement en germe dans le développement des nanotechnologies, c’est
la remise en cause de la démarche m̂eme« de l’ingénieur» qui consistèa agencer au
mieux deśeléments mâıtrisés pour ŕealiser une fonction préd́efinie. La d́emarche propre
aux nanotechnologies, déjà sugǵeŕee par Drexler, consisterait maintenantà se donner des
syst̀emes complexes, età enétudier les ŕeactions̀a divers stimuli, le succ̀es venant alors
de ŕeactions inattendues. Dans ce contexte, c’est bien une réorganisation de tout l’archipel
des sciences de Stengers et Bensaude-Vincent qui est en marche. Ce qui est assurément
révolutionnaire dans l’av̀enement des micro- et nanotechnologies, c’est la recomposition
des liens, non seulement entre les communautés scientifiques, maiśegalement avec ce
qu’elles d́efinissent comme leur extérieur commun.

Ainsi, la réduction des dimensions des objets jusqu’à des dimensions microḿetriques
pose trois d́efisà la ḿecanique.

– Un défi exṕerimental : comment acćeder aux grandeurs cinématiques ou statiques
pertinentes quand la dimension caractéristique des objets considéŕes est tr̀es inf́erieu-
re auxéchelles usuelles ? Et quelles sont les grandeurs pertinentes ? En particulier,
l’ensemble des essais standardisésà l’échelle habituelle (c’est-à-dire quelques di-
zaines de centim̀etres) d́ecoule du fait que la tolérance de fabrication de ces objets
est tr̀es faible devant leur dimension caractéristique. Que mesurer alors quand la
géoḿetrie de l’objet consid́eŕe est mal mâıtrisée ?

– Un défi pratique, qui consisteà repenser les liens entre modèle et exṕerience,
puisque les grandeurs expérimentales pertinentes sont modifiées, et les mod̀eles
réalistes encorèa construire.

– Un défi théorique : la dimension caractéristique des objets diminuant, le rapport
surface / volume, faible pour les objets usuels de la mécanique, gagne plusieurs
ordres de grandeur quand on atteint les dimensions micrométriques. Par conséquent,
ce d́efi théorique consistèa mod́eliser des effets ḿecaniques surfaciques, quand, de
manìere un peu polémique, toute la ḿecanique des milieux continus estécrite sur
un élément de volume.

Aussi, ce manuscript s’articule autour de trois chapitres :
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– Le premier pŕesente des outils expérimentaux d́evelopṕes et caractériśes pour la
mesure de champs de grandeurs cinématiques̀a l’échelle du microm̀etre ;

– Le second pŕesente une ḿethode d’identification de propriét́esélastiques et de char-
gement ḿecaniquèa partir de mesures cinématiques. En particulier, le problème de
l’identification de param̀etres de mod́elisation est abord́e ;

– Enfin, le troisìeme et dernier chapitre consiste en l’application des outils présent́es
dans les deux premiers chapitresà divers cas de chargement, notammentà des char-
gements d’originéelectrochimique ou biologique.

Enfin, une śerie d’annexes illustre et complète le propos, en présentant au lecteur les
développements exclusivement techniques nécessaires̀a la compŕehension et/oùa l’ap-
profondissement de certains points.



Chapitre 1

La mesure de champs de d́eplacements
à l’ échelle microḿetrique

Dans ce premier chapitre, une technique de mesure de
champs de d́eplacements adaptée aux objets de taille

microḿetrique est pŕesent́ee.

1 Contexte

L’objectif est ici d’obtenir par l’exṕerience des grandeurs cinématiques relatives̀a
des objets essentiellement bidimensionnels, dont les dimensions caractéristiques sont la
dizaine de microm̀etres dans leur plan, et du micromètre dans l’́epaisseur. Une mesure
du d́eplacement de la surface d’un objet est donc susceptible de décrire compl̀etement
sa cińematique. De plus, ces objets pourrontêtre plaćes dans des milieux relativement
perturb́es (milieu aqueux par exemple). La techniqueà utiliser doit donĉetre insensible
aux perturbations extérieures. Les MEMS sont fabriqués avec les techniques issues des
proćed́es d’obtention de la micro-électronique. Le proćed́e utilisé pour la fabrication des
objets emploýes est d́ecrit sch́ematiquement sur la figure1.1. La surface d’un wafer de
silicium est oxyd́ee, pour former une couche de silice d’épaisseur contrôlée (́etape 1).
Un masque en résine, reproduisant les formes que l’on souhaite obtenir, est réaliśe sur la
surface de silice (́etape 2), de sorte que les portions de silice qui seront conservées sont
prot́eǵees par la ŕesine. La silice« à nu» est alors dissoute et le masque en résine retiŕe
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FIG . 1.1:Proćed́e d’obtention des micro-objets mécaniques employés.

(étape 3). La silice dissoute laisse apparaı̂tre le substrat silicium, qui peutêtre attaqúe,
préférentiellement suivant certains plans cristallins. Les solutions utilisées n’affectent pas
(ou peu) la silice, de sorte que les structures en silice sont libéŕees par la gravure du sili-
cium. Les objets emploýes sont alors recouverts d’une couche d’or. Chaqueétape consiste
en un d́ep̂ot ou une modification de surface. Les objets obtenus sont donc toujours des as-
semblages multi-couches, nominalement plans (voir figure1.2). On va alors montrer dans
les paragraphes suivants la nécessit́e d’une mesure locale de champs de déplacements,
sans contact ni modification de la surface.
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FIG . 1.2: Deux exemples de micro-objets mécaniques obtenus par le procéd́e d́ecrit sur
la figure 1.1.

FIG . 1.3: Deux exemples d’éprouvettes classiquesà l’échelle macroscopique, d’après
[17].

1.1 Une mesure locale

La figure 1.3 montre deux exemples d’éprouvettes classiques, utiliséesà l’échelle
macroscopique pour déterminer le comportement de matériaux. L’éprouvette (a) est une
éprouvette de traction. Elle est usuellement montée dans une machine qui permet d’im-
poser un d́eplacement ou un effort de traction global et de mesurer (à l’aide d’un exten-
som̀etre ou de jauges de déformation) la d́eformation moyenne (sur la base de mesure de
l’extensom̀etre ou sous la jauge) que subit l’éprouvette. Si la ǵeoḿetrie de l’́eprouvette est
bien mâıtrisée (ce qui se traduit par des spécifications ǵeoḿetriques̀a satisfaire), alors on
sait relier des mesures globales (effort, déformation moyenne)̀a un comportement local
de l’éprouvette pourvu que le comportement du matériau soit homog̀ene dans la zone utile
de l’éprouvette. Le corps d’épreuve (b) est́egalement unéeprouvette de traction, conçue
pour confiner les ph́enom̀enes d’endommagement dans sa partie centrale. Le champ de
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contrainte est en effet hét́erog̀ene dans cette structure, mais tant que la géoḿetrie, simple,
est mâıtrisée, on peut faire l’hypoth̀ese que ce champ de contrainte locale est connu si le
mat́eriau a un comportement homogène dans toute la zone utile.

En travaillant avec des objets dont au moins une de dimensions excède la centaine de
micromètres, plusieurśequipes ont essayé de reproduirèa cettéechelle des essais où l’ état
de contrainte est homogène, tels que ceux pratiqués et standardisés pour des objets macro-
scopiques. Les premiers essais de traction ontét́e ŕealiśes sur deśechantillons maintenus
dans un cadre [12]. Des essais de flexion sontégalement ŕealiśes en utilisant un micro-
indenteur [13] [14]. Des essais d’indentation, de fatigue ou de fluage existentégalement
[15]. Néanmoins, quand la plus grande dimension de l’objet devient inférieureà un seuil
de l’ordre de la centaine de micromètres, la manipulation et l’immobilisation d’un objet
simple devient extr̂emement d́elicate. On notera cependant que Chasiotis et Knauss ont
dévelopṕe un dispositif de collage adapté [16]. Afin de ne pas avoir̀a manipuler de micro-
objets uniques et isolés, on fait le choix ici de caractériser des objets ḿecaniquement liés
à un support (wafer de silicium).

La difficulté de sṕecifier et de contr̂oler les caract́eristiques dimensionnelles des micro-
objets est la première contraintèa contourner quand les dimensions de l’objet diminuent.
Elle interdit notamment l’utilisation d’une ḿethode globale, puisque les tolérances per-
mises par les procéd́es de fabrication (de l’ordre du micromètre), compaŕees aux dimen-
sions de l’objet (la dizaine de micromètres), ne permettent pas d’assurer l’homogéńeité
desétats de contrainte. Par ailleurs, lorsque la micro-structure est liéeà son support, les
conditions aux limites ḿecaniques sont mal connues. Par exemple, lorsque un objet est ob-
tenu par gravure dite«humide», c’est la diffusion d’esp̀eces chimiques dans le réactif qui
permet la dissolution progressive du substrat (étapes 3a et 4 sur la figure1.1). Cette diffu-
sion est isotrope, et m̂eme si la ŕeactionà l’origine de la gravure se fait préférentiellement
suivant une famille de plans cristallins, la diffusion isotrope d’espèces dans la solution
limite la gamme de formes tridimensionnelles que l’on peut obtenir par ces procéd́es. En
particulier, la liaison entre l’objet et son support sera souvent “étendue”, comme on peut
le voir sur les figures1.4et1.5.

FIG . 1.4: a) Vue d’ensemble d’un microlevierAu (450 nm) /SiO2 (700 nm) sur substrat
Si (MEB, 15 kV). b) D́etail de l’encastrement (MEB, 15 kV).
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FIG . 1.5: Vue d’ensemble d’une micro-éprouvette de traction en silicium polycristallin,
maintenue dans un cadre en silicium monocristallin, tirée de [15].

1.2 Une mesure sans contact et sans modification de la surface

On a montŕe en1.1 la nécessit́e d’une mesure de champs de déplacements (i.e., une
mesure locale) comme une conséquence des procéd́es de fabrication des micro-structures.
Cependant, il est souhaitable que les moyens de mesure et de chargement employés ne

FIG . 1.6:Une poutre est fĺechieà l’aide d’une pointe de micro-indenteur, (tiré de [18]).

limitent pas l’acc̀esà tout ou partie de l’objet considéŕe, comme c’est le cas pour une me-
sure globale obtenue avec un dispositif de nano- ou micro-indentation (voir par exemple
[14] [18]), comme d́ecrit sur la figure1.6.

Par ailleurs, la dimension caractéristique des micro-objets diminuant, leur compor-
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tement (ḿecanique, thermique mais aussi chimique, etc.) est dominé par des effets de
surface, plut̂ot que de volume. C’est ce qui en fait des capteurs très sensibles de leur
environnement. Par conséquent, la mesure d’un champ de déplacement, pour rester non
intrusive, ne doit pas ńecessiter de modification de la surface ou de contact avec celle-
ci. On ne peut donc pas imaginer utiliser des techniques de moiré, interf́eroḿetrique ou
non (pour une pŕesentation synth́etique de ces ḿethodes, on peut se référerà [19]), puis-
qu’elles ńecessitent le d́ep̂ot d’une grille adh́erenteà l’objet. De m̂eme, on ne peut pas
utiliser de technique de microscopieà force atomique (voir [20]), qui présente en outre
l’inconvénient de ńecessiter des temps d’acquisition longs, et celui d’être d́elicateà prati-
quer en milieu aqueux.

Enfin, il nous faut pouvoir oṕerer avec des surfaces dont la rugosité peutêtre tr̀es
faible, souvent inf́erieure au nanom̀etre. Par conśequent, les techniques utilisant le speckle
dû à la rugosit́e de surface (voir notamment l’introduction de [21] et [22]) sont, a priori,
inopérantes ici.

Une technique d’imagerie interféroḿetrique apparâıt donc bien adaptéeà une mesure
des champs de déplacements. La configuration la plus simple qui permette de réaliser
cette fonction est celle de l’interférom̀etre de Michelson, dont un schéma est pŕesent́e
sur la figure1.7. Ce type d’interf́erom̀etre aét́e utilisé en ḿecanique du solide pour

FIG . 1.7:Sch́ema de principe d’un interférom̀etre de Michelson.

observer par exemple l’apparition de bandes de glissement persistantesà la surface d’un
métal soumis̀a un chargement de fatigue [25]. On observe alors une figure d’interférence
comme celle pŕesent́ee sur la figure1.8a.
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FIG . 1.8: Figure d’interf́erences obtenue en observant la surface d’un monocristal de
cuivreà l’aide d’un interf́erom̀etre de Michelson ŕegĺe en coin d’air avant (a) et après (b)

l’apparition de bandes de glissement (tiré de [25]).

On obtient un ensemble de lignes de niveau, représentant la diff́erence de marche op-
tique entre les rayons qui ont parcouru les deux bras de l’interférom̀etre. Si la rugosit́e du
miroir de ŕeférence est faible devant celle de l’objet observé, alors ces lignes de niveau
repŕesentent la topographie (à une pente près) de l’objet observ́e. La différence d’altitude
entre une frange claire et une frange sombre est alorségaleà λ

4×n, avecλ la longueur
d’onde de la source utilisée, etn l’indice du milieu traverśe. Apr̀es une sollicitation de
fatigue, des bandes de glissement persistantes sont apparuesà la surface du matériau, mo-
difiant la figure d’interf́erences enregistrée (figure1.8b). Dans ce dispositif, les deux bras
de l’interférom̀etre sont spatialement bien distincts. Par conséquent, les perturbations du
milieu ambiant (variations d’indices duesà la convection,̀a un gradient de concentra-
tion, etc...) seront d́ecorŕelées entre les deux bras. Il s’ensuit une différence de marche
suppĺementaire, duèa la différence entre les milieux traversés, qui va perturber la mesure
de topographie.

2 Mesure d’une topographie diff́erentielle

2.1 L’interf éromètre de Nomarski

2.1.1 Principe

Dans l’ensemble des techniques optiques utilisées en ḿecanique des solides [23], il
ne reste donc que la famille des techniquesà d́edoublement. L’id́ee est de faire interférer
les ondes provenant de deux points proches sur l’objet, plutôt que les ondes issues de
l’objet d’une part et d’une surface de référence d’autre part. On réalise ainsi une me-
sure diff́erentielle, moins sensible, a priori, aux perturbations extérieures. Ces techniques
de d́edoublement ont surtoutét́e d́eclinées pour l’interf́eroḿetrie de speckle [24], on parle
alors d’interféroḿetrie shearographique, quelle que soit la technique utilisée pour ŕealiser
le décalage entre deux points de l’objet. On utilise alors souvent le terme de cisaille-
ment, par analogie avec l’élasticit́e. En l’absence d’une rugosité suffisante (c’est-à-dire
très inf́erieure au dixìeme de la longueur d’onde) pour géńerer une figure de speckle,
on utilisera donc une technique interféroḿetrique mesurant une topographie plutôt qu’un
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champ de d́eplacement. De la m̂eme manìere qu’en shearographie, on peut s’affranchir
de nombreuses perturbations en effectuant une mesure différentielle. Le dispositif de mi-
croscopie interf́erentielle pŕesent́e sur la figure1.9est celui initialement proposé par No-
marski [26]. Il utilise une diodéelectro-luminescente pour l’éclairage et une caḿera CCD
pour l’enregistrement du signal d’interférence. Ce type d’interférom̀etre a d́ejà ét́e mis en
œuvre pour l’́etude de la rugosité d’échantillons tr̀es peu rugueux [27], [28], [29], [30].
Une diodeélectro-luminescente (LED de quelques dizaines de mW, de longueur d’onde
500≤ λ ≤ 800nm) éclaire au travers d’un polariseur une lame séparatrice. Le faisceau
arrive alors sous incidence normale sur le prisme de Wollaston. Le faisceau réfléchi par la
lame est polariśe à 45◦ des axes propres du prisme de Wollaston. Celui-ci transmet alors
deux faisceaux formant un petit angle. Ces faisceaux, polarisés orthogonalement selon
les axes du prisme de Wollaston, sont focalisésà la surface de l’́echantillonà l’aide d’un
objectif (de microscope ou photographique) travaillantà l’infini. Après ŕeflexion sur l’ob-
jet, les deux faisceaux polarisés se recombinent dans le prisme avant de traverser la lame
séparatrice. Le faisceau traverse un analyseur, dont l’axe està 45◦ de ceux du prisme de
Wollaston, et̀a 90◦ du premier polariseur. On réalise ainsi l’interf́erence entre deux topo-
graphies de la surface décaĺees d’une longueurd introduite par le prisme de Wollaston.
La figure d’interf́erences obtenue au foyer de la lentille tube est recueillie sur un capteur
CCD.

2.1.2 Le prisme de Wollaston

C’est le composant qui permet d’imposer des chemins quasi identiques aux deux bras
de l’interférom̀etre. Dans sa version la plus simple, il est constitué de deux demi-prismes
d’un mat́eriau optiquement anisotrope : de la calcite (spath d’Islande) ou du quartz, qui
cristallisent dans un réseau rhombóedrique ou hexagonal, respectivement. Dans ce cas,
les axes du rep̀ere díelectrique principal sont liés aux axes cristallographiques, ce sont des
milieux uniaxes.

La figure1.10présente une lamèa faces parallèles d’un milieu uniaxe,́eclaiŕee dans
un plan perpendiculairèa l’axe optique sous incidence oblique par un rayon de lumière
non polariśee. Elle transmet deux rayons polarisés orthogonalement. Sur la première face
traverśee :

– La composante du rayon incident dont la direction de polarisation est parallèle à
l’axe optique (not́ee TE) est ŕefract́ee suivant la loi

n1sin(α) = nE sin(βTE) (1.1)

où nE est l’indice extraordinaire etn1 l’indice du milieu ambiant.
– La composante du rayon incident dont la direction de polarisation est perpendicu-

laire à l’axe optique (not́ee TM) est ŕefract́ee suivant la loi

n1sin(α) = nosin(βTM) (1.2)

où no est l’indice ordinaire du milieu.
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FIG . 1.9:Sch́ema de principe d’un interférom̀etre de Nomarski.

Dans un prisme de Wollaston, les deux demi-prismes ont des axes optiques perpen-
diculaires entre eux et parallèles aux ar̂etes. Lorsqu’il est́eclaiŕe par un faisceau de
lumière non-polariśee et sous incidence normale, il transmet deux faisceaux distincts,
formant un petit angle, et portant des polarisations orthogonales. La figureB.1 présente
la décomposition d’un rayon incident en ces deux rayonsémergents et la d́efinition des
angles. Les lois de Descartes nous donnent,à l’interface entre les deux demi-prismes

nE sin(βTM) = nosin(θ) (1.3)

nosin(βTE) = nE sin(θ) (1.4)

A la sortie du prisme de Wollaston (avec un milieu ambiant d’indicen1 = 1)

sin(βTM
air ) = nE sin(βTM−θ) (1.5)

sin(βTE
air ) = nosin(βTE−θ) (1.6)

En consid́erant maintenant que les angles sont petits devantπ, (vrai si θ est petit devant
π), il vient

βTM
air −βTE

air ≃ 2(no−nE)θ (1.7)
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FIG . 1.10:Traće des rayons traversant une lame d’un matériau uniaxe positif (no < nE).

FIG . 1.11:Sch́ema de principe d’un séparateur de Wollaston.

En pratique,|no−nE| est tr̀es faible, de sorte qu’il est difficile d’obtenir de grands décalages
(pour le quartz :no−nE = −9×10−3, pour la calcite :no−nE = 0.17). Pour un prisme
classique en quartz, utilisé pour du contraste interférentiel,|βTM

air −βTE
air | est de l’ordre de

10−3 rad. Par ailleurs, les rayonsémergents du prisme de Wollaston semblent se séparer
dans un plan, qui peut̂etre localiśe à l’intérieur ouà l’extérieur du prisme. On appelle
ce plan “plan de śeparation apparent”. Sa position est une caractéristique du prisme de
Wollaston utiliśe.

2.1.3 Figure d’interférence obtenue

Sur la figure1.9, la direction de polarisation du faisceau incident sélectionńee par le
polariseur est reṕeŕee par le vecteurp. La direction selon laquelle le prisme de Wollaston
opère le d́ecalage est notéey. La direction de la polarisation sélectionńee par l’analyseur
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est repŕesent́ee par le vecteura. Les directions orthogonales, dans le plan du prisme, sont
not́eesq, x, b, respectivement. On noteE0 l’amplitude du faisceau non polarisé incident
sur le polariseur. Sitp est le facteur de transmission du polariseur, etεp le rapport entre
les amplitudes transmises avec des directions de polarisation orthogonales, le prisme de
Wollaston est́eclaiŕe par deux faisceaux incidents, portant des polarisations orthogonales
Eppp etEpqq, avec

Epp = E0tp (1.8)

Epq = E0εptp (1.9)

Pour une source incohérente (LED), ces deux faisceaux sont incohérents, et doivent donc
être trait́es śepaŕement.εptp repŕesente le facteur de transmission du polariseur pour une
polarisation orthogonalèa sa direction priviĺegíee. Pour un polariseur parfait,εp = 0.

Après avoir traverśe le prisme de Wollaston, s’être ŕefléchi sur l’́echantillon, puis avoir
traverśe l’ensemble prisme de Wollaston-lame séparatrice, le premier faisceau porte la
polarisation

Enp = tn
[

(Epp(py))eiφy+(Epp(px))x
]

(1.10)

où φest le d́ephasage introduit par l’ensemble Wollaston-objet entre les faisceaux portant
une polarisation suivanty et x, tn est le facteur de transmission de l’ensemble. Enfin,
l’analyseur transmet un faisceau portant une polarisation

Eap = Epaa+Epbb (1.11)

avec

Epa = tatn
[

(Epp(py))eiφ(ya)+(Epp(px))(xa)
]

(1.12)

Epb = εatatn
[

(Epp(py))eiφ(yb)+(Epp(px))(xb)
]

(1.13)

où ta est le facteur de transmission de l’analyseur, etεata le facteur de transmission pour
la direction d’extinction. L’intensit́e I d’un point dans le plan image est donnée par

Ip = Eap ·Eap
∗ (1.14)

(·)∗ désigne le conjugúe de(.). On m̀ene exactement le m̂eme calcul avec le second fais-
ceau, pour obtenir l’intensité Iq. Ces deux faisceaux́etant incoh́erents, on somme ces deux
intensit́es pour obtenir, dans une configuration avec(x,p) = (x,b) = π

4

I = I0 +Acos(φ+π) (1.15)

I0 =
|E0tatntp|2

2
(1+ ε2

a)(1+ ε2
p) (1.16)

A =
|E0tatntp|2

2
(1− ε2

a)(1− ε2
p) (1.17)
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Le contraste de la figure d’interférence

A
I0

=
(1− ε2

a)(1− ε2
p)

(1+ ε2
a)(1+ ε2

p)
(1.18)

vaut 1 si les polariseurs sont parfaits (εa = εp = 0), et d́ecrôıt si εa ou εp s’éloigne de 0.
Le même type d’expression auraitét́e obtenu avec des défauts d’orientation de l’ensemble
analyseur et polariseur, si bien que l’on considérera la forme (1.15) comme suffisamment
géńerale pour d́ecrire la figure d’interf́erence obtenue dans le cas d’un montage réel. Par
ailleurs, on obtient exactement le même ŕesultat en menant le calcul en supposant que
les deux faisceaux portant les polarisationsEppp etEpqq sont coh́erents. Cela signifie que
des effets de d́epolarisation introduits par uńelément du montage autre que les polariseurs
auraient le m̂eme effet. La figure1.12présente un exemple de figure d’interférences ob-

FIG . 1.12:Image d’interf́erences obtenue en observant deux poutres similairesà celle de
la figure 1.4 avec un d́ecalage de l’ordre de 50 micromètres.

tenue en observant deux poutres similairesà celle de la figure1.4, dans un milieu aqueux
avec un d́ecalage de 50 microm̀etres. On remarque distinctement les deux images du bord
du support et des poutres.

2.2 Quelles informations contient la carte de phase ?

Dans le paragraphe2.1.3, on a consid́eŕe que l’ensemble prisme de Wollaston - objet
introduisait, lors de l’aller-retour, un déphasageφ entre les deux faisceaux polarisés sui-
vant la direction de d́ecalage du prisme de Wollaston et sa direction perpendiculaire dans
le plan du prisme. On cherche icià d́etailler l’information contenue dans la carte de phase
φ à l’origine de la figure d’interf́erenceI qui peutêtre enregistŕee sur la caḿera. On se
propose donc de décomposer la phase totale en une contributionφm venant de l’objet, et
une contributionφW due au prisme de Wollaston

φ= φm+φW (1.19)
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On mène les calculs, dans les parties2.2.1et2.2.2, en supposant une source ponctuelle, et
donc un unique faisceau traversant le prisme de Wollaston, sous incidence normale. Dans
la partie2.2.3, les ŕesultats obtenus sont géńeraliśes pour une incidence quelconque dans
le plan de syḿetrie du prisme.

2.2.1 Phase introduite par l’objet

FIG . 1.13:Traće des rayons issus d’un point source dans le plan focal arrière d’une lentille
convergente et du point image dans le même plan.

Phase produite par un plan incliné La figure1.13présente le traće des rayons qui per-
mettent de construire l’imageL d’une sourceSsituée dans le plan focal arrière d’une len-
tille convergente. La lumièreémerge de la lentille en un faisceau parallèle, et est ŕefléchie
au travers de la lentille par un plan réfléchissant, d́epourvu de rugosité. Comme les rayons
réfléchis sont parallèles, ils convergent tous au pointL situé dans le plan focal arrière.
D’après le principe de Fermat, tous ces rayons ont parcouru le même chemin optique. Par
suite, si le prisme de Wollaston est positionné de telle sorte que son plan de séparation
apparent est confondu avec le plan focal arrière de la lentille, les rayonśemergents du
prisme de Wollaston au pointS sont deux des rayons de la famille tracée sur la figure
1.13. La seule diff́erence de marche introduite par l’objet lors d’un aller-retour est alors
introduit à la ŕeflexion, si et seulement si le comportement en réflexion de l’́echantillon
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est h́et́erog̀ene. Dans la suite, on considérera le comportement en réflexion des surfaces
observ́ees comme homogène, en ne s’intéressant qu’aux effets liés à la topographie de
l’objet.

Phase produite par une diff́erence de hauteur La construction pŕećedente est repro-
duite pour un objet présentant une marche de hauteur∆z sur la figure1.14. En pointillés

FIG . 1.14:Traće des rayons issus d’un point source dans le plan focal arrière d’une lentille
convergente et du point image dans le même plan, pour un objet présentant une marche.

est traće le rayon ŕefléchi dans des conditions similairesà celles de la figure1.13, c’est-
à-dire sans marche. La différence de marcheδm introduite par la marche est ajoutée en
parcourant les segments[AB] et [BC], oùC est obtenu par projection orthogonale deA sur
[BD]. Cette diff́erence de marche s’écrit, dans un milieu d’indicen

δm = n× (AB+BC)

= n×
(

∆z
cos(α)

+
∆zcos(2α)

cos(α)

)

= n×2∆zcos(α) (1.20)



Mesure d’une topographie différentielle 21

où α est l’angle d’incidence sur l’objet. En première approximation, on peut considérer
queα reste faible. On a alors

φm =
2πδm

λ
≃ 4πn∆z

λ
(1.21)

Si l’hypothèse pŕećedente est mise en défaut, par exemple si l’on utilise un objectifà
forte ouverture nuḿerique, alors l’expression (1.21) peut être remplaćee, dans la limite
des ouvertures nuḿeriques inf́erieures̀a 0.3, par l’expression approchée

φm =
4πn∆z

ιλ
(1.22)

où ι est un param̀etreà calculer en fonction de l’ouverture numérique. Le calcul corres-
pondant est d́etaillé dans l’annexeA, et fait intervenir l’ouverture nuḿerique de l’objectif
utilisé et la ŕepartition angulaire de puissance lumineuse incidente. Il est usuel de retenir
une fonction de la formeP(α) = (cos(α))m, où mest un exposant dépendant de l’́eclairage
et de l’objectif. La figure1.15montre la valeur de la correctionà apporter, en fonction de

FIG . 1.15:Carte de la correctionι pour une ouverture nuḿerique variant de 0̀a 0.4, et un
exposantm variant de 0̀a 2.

l’ouverture nuḿerique de l’objectif utiliśe et de l’exposantm. Ce calcul est valable si la
figure d’interf́erences couvre moins d’une dizaine de franges. L’influence dem sur cette
correctionétant ńegligeable, la donńee de la seule ouverture numérique (si celle-ci est
inférieureà 0.3) permet d’effectuer une exploitation simple de la phaseφm.

2.2.2 Phase introduite par le prisme de Wollaston

Fonction de phase du prisme de Wollaston Dans la suite, on appellelTE
n (y) (resp.

lTM
n (y)) le chemin optique parcouru par un rayon polarisé TE (resp.TM) lors d’une tra-

verśee du prisme de Wollaston quand le rayon, orthogonalà la face d’entŕee du prisme,
traverse le plan de séparation apparentà l’abscissey (l’origine sur l’axey sera pŕeciśee
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un peu plus loin). Au premier ordre, quand les directions de propagation dans le prisme
restent proches de la normaleà la face d’entŕee, le plan apparent de séparation est presque
parall̀ele aux faces du prisme, et les fonctionslTE

n (y) et lTM
n (y) prennent la forme

lTE
n (y) = no(

h
2
−ytan(θ))+nE(

h
2

+ytan(θ)) (1.23)

lTM
n (y) = nE(

h
2
−ytan(θ))+no(

h
2

+ytan(θ)) (1.24)

En premìere approche, ces fonctions permettent d’estimer la différence de marche intro-
duite par le prisme de Wollaston lors d’un trajet aller-retour.

FIG . 1.16:Rayonsémergents et incidents sur le prisme de Wollaston, quand le plan ap-
parent de śeparation est confondu avec le plan focal arrière de l’objectif.

Le plan de śeparation apparent est confondu avec le plan focal arrìere La figure
1.16présente le traće des rayons issus d’un rayon incident parallèlementà l’axe, quand
le plan de śeparation apparent du prisme de Wollaston est confondu avec le plan focal
arrière de la lentille convergente. Deux rayonsémergents du plan de séparation apparent
à l’abscisseypas convergeront, au retour, vers le même pointyR,TE = yR,TM. Ce point
est, par construction, le symétrique d’abscisseypas par rapport̀a l’axe de syḿetrie de la
lentille.
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FIG . 1.17: Rayons traversant le prisme de Wollaston (trajet aller-retour), quand le plan
apparent de śeparation est confondu avec le plan focal arrière de l’objectif.

On d́efinit le plan ḿedian du prismeπm comme le plan orthogonalà la fois au plan
de la figure et au plan de séparation apparent, passant par le pointO (figure 1.17). Le
point O est d́etermińe par la propríet́e EO= OS. On consid̀ere que le plan ḿedianπm du
prisme de Wollaston est décaĺe deTw par rapport̀a l’axe de syḿetrie de la lentille. On
rep̀ere donc un point du plan apparent de séparation soit par l’abscissey dans le rep̀ere líe
au prisme (originèa l’intersection avecπm) soit par l’abscisse ˜y = y−Tw dans le rep̀ere
li é à la lentille (origine fix́ee par l’axe de syḿetrie de la lentille). On trace donc un rayon
incidentà la positionypas= Tw− ỹt . Au premier ordre, c’est-à-dire en ńegligeant les effets
d’inclinaison du plan apparent de séparation, on considère que les deux rayons polarisés
au retour traversent le prisme de Wollastonà la positionyR,TE = yR,TM = Tw + ỹt . Les
chemins optiqueslTE

ar et lTM
ar parcourus dans le prisme au cours d’un aller-retour s’écrivent
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(figure1.17)

lTE
ar ≃ lTE

n (Tw− ỹt)+ lTE
n (Tw + ỹt)

≃ no(
h
2
− (Tw− ỹt) tan(θ))+nE(

h
2

+(Tw− ỹt) tan(θ))

+nE(
h
2

+(Tw + ỹt) tan(θ))+no(
h
2
− (Tw + ỹt) tan(θ)) (1.25)

lTM
ar ≃ lTM

n (Tw− ỹt)+ lTM
n (Tw + ỹt)

≃ nE(
h
2
− (Tw− ỹt) tan(θ))+no(

h
2

+(Tw− ỹt) tan(θ))

+no(
h
2

+(Tw + ỹt) tan(θ))+nE(
h
2
− (Tw + ỹt) tan(θ)) (1.26)

La différence de marche est donnée par

δW0 = lTE
ar − lTM

ar = 4(nE −no)Tw tan(θ) (1.27)

Celle-ci est ind́ependante de la positionyt à laquelle le rayon incident péǹetre dans le
prisme, et ne d́epend que de la position de l’axe de symétrie de la lentille par rapport au
plan ḿedian du prisme de WollastonTw. On d́eduit de l’́equation pŕećedente le d́ephasage
introduit par le prisme de Wollaston

φW0 =
2π
λ

4Tw tan(θ)(nE −no) (1.28)

On utilise cette propriét́e pour compenser les déphasages uniformes dans le champ.

L’objet est normal à l’axe de la lentille, le plan de śeparation apparent est distinct
du plan focal de l’objectif Le calcul pŕećedent aét́e meńe en supposant que le plan
apparent de śeparation du prisme de Wollastonétait confondu avec le plan focal arrière de
la lentille. Toutécart aux hypoth̀eses ci-dessus va entraı̂ner l’apparition d’un d́ephasage
suppĺementaire. Le traće des rayons correspondants est présent́e sur la figure1.18. Le
plan apparent de séparation est translaté deδPASparall̀element̀a l’axe optique par rapport
au plan focal arrìere de la lentille, et subit un défaut d’orientationαPAS. Dans ce cas, les
rayons polariśesTE et TM, passant par la coordonnéey le long du plan de śeparation
apparent, le retraverse aux coordonnéesyR,TE etyR,TM définies par

yR,TE = −y
1+ tan(αPAS) tan(βTE

air )

1− tan(αPAS) tan(βTE
air )

+2
δPAS

cos(αPAS)

tan(βTE
air )

1− tan(αPAS) tan(βTE
air )

(1.29)

yR,TM = −y
1+ tan(αPAS) tan(βTM

air )

1− tan(αPAS) tan(βTM
air )

+2
δPAS

cos(αPAS)

tan(βTM
air )

1− tan(αPAS) tan(βTM
air )

(1.30)

Le déphasage correspondant est alors obtenu avec

lTE
ar ≃ lTE

n (Tw +y)+ lTE
n (Tw +yR,TE) (1.31)

lTM
ar ≃ lTM

n (Tw +y)+ lTM
n (Tw +yR,TM) (1.32)
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FIG . 1.18:Effet d’un d́efaut de mise en position du prisme de Wollaston.

La différence de marche est donnée (au premier ordre) par :

δW,pas= lTE
ar − lTM

ar = (nE −no) tan(θ)
(

4Tw +2
[

tan(βTM
air )+ tan(βTE

air )
]

(δPAS−yαPAS)
)

(1.33)
et le d́ephasage

φW,pas=
2nπδW,pas

λ
(1.34)

dépend du point d’entréey sur le prisme.

On remarquera que la contrainte de coı̈ncidence du plan focal arrière de la lentille et
du plan apparent de séparation du prisme n’est pas toujours simpleà satisfaire. En parti-
culier, lorsqu’on utilise un objectif de microscope, le plan focal arrière est souvent situé à
l’int érieur du corps de l’objectif. Il est alors nécessaire d’utiliser des prismes de Wollas-
ton avec un plan apparent de séparatiońeloigńe de la face de sortie du prisme, en géńeral
d’environ 20mm pour pouvoirêtre utiliśe avec la majorit́e des objectifs commerciaux,
objectifsà immersion compris. Une ḿethode de conception de tels prismes est proposée
dans l’annexeB, aux paragraphes2 (pour de faibles angles de séparation) et3 (pour des
angles plus importants).
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La normale à la surface varie aux points de ŕeflexion. Au paragraphe préćedent, c’est
un d́efaut de positionnement du prisme de Wollaston qui altère la compensation, lors d’un
trajet aller-retour, de la partie linéaire du d́ephasage introduit par le prisme. On montre
également qu’un gradient d’orientation de la surface produit le même effet. Ainsi, on

FIG . 1.19:Effet de l’orientation de la normalèa la surface sur le tracé des rayons.

suppose l’orientation locale de la surface donnée par l’angleγTE (resp.γTM) au point de
focalisation du faisceau polarisé TE (resp.TM). Les rayons correspondantsà un point
d’abscissey dans le plan de séparation apparent (supposé confondu avec le plan focal de
la lentille), le retraversent aux abscisses (figure1.19)

yR,TE =
−y+ f tan(2γTE)

1+ y
f tan(2γTE)

(1.35)

yR,TM =
−y+ f tan(2γTM)

1+ y
f tan(2γTM)

(1.36)

Le déphasage correspondant est alors obtenu avec

lTE
ar ≃ lTE

n (Tw +y)+ lTE
n (Tw +yR,TE) (1.37)

lTM
ar ≃ lTM

n (Tw +y)+ lTM
n (Tw +yR,TM) (1.38)
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La différence de marche est donnée (au premier ordre) par

δW,ori = lTE
ar − lTM

ar

= (nE −no) tan(θ)

(

4Tw +2

(

1+(
y
f
)2

)

( f (γTE +γTM))

)

(1.39)

Comme au paragraphe2.2.1, cette diff́erence de marche dépend dey donc du point de
passage du rayon incident. Elle ne peut donc pasêtre globalement compensée par une
translation du prisme de Wollaston. On pourra considérer, au second ordre

φW,ori ≃
2nπδW,ori

λ
(1.40)

On remarquera qu’un défaut d’orientation global de l’échantillon (γTE = γTM 6= 0) in-
duit alors un d́ephasage supplémentaire. Il ne s’agit pas d’un déphasage introduit par
l’ échantillon lui-m̂eme, mais d’un d́efaut de compensation, lors d’un aller-retour de la
lumière, du d́ephasage introduit par le prisme de Wollaston.

Effet de l’orientation de l’objet Au premier ordre, pour un prisme mince (c’est-à-dire
pour un angleθ faible), la contribution duèa l’orientation de l’objet s’́ecrit

δW,ori = 2(nE −no)

(

y2

f
+ f

)

θ(γTE +γTM) (1.41)

Elle ne d́epend pas explicitement de l’incidence, et donc du point du champ considéŕe.
Cette contribution se d́ecompose en un terme homogène dans le champδW,tilt , correspon-
dantà l’orientation globale de l’objet et un terme supplémentaire, líe à la topographie de
l’objet

δW,ori = δW,tilt +2(nE −no)

(

y2

f
+ f

)

θ(γTE−γTM) (1.42)

avec

δW,tilt = 4(nE −no)

(

y2

f
+ f

)

θγTM (1.43)

dans le cas d’un prisme de Wollaston mince. Ces contributions dépendent du point d’entrée
y sur le prisme, par conséquent, la figure d’interférences d́epend de l’ouverture nuḿerique
de l’objectif utilisé.

2.2.3 Evolution de la phase en fonction du point du champ

On a pris en compte jusqu’ici l’ensemble des rayons en incidence normale. Or, si
l’on souhaite faire l’image d’objetśetendus, le faisceau incident est lég̀erement divergent
(la divergence est habituellement de l’ordre de 10−2 radian). Cette incidence est prise en
compte dans le calcul présent́e dans l’annexeB (paragraphe1), au travers de nouvelles
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fonctions de chemin optiquelTE(y,α1) et lTM(y,α1). Ces fonctions sont affines par rap-
port ày

lTE(y,α1) = lTE
00 (α1)+ylTE

01 (1.44)

lTM(y,α1) = lTM
00 (α1)+ylTM

01 (1.45)

avec

lTE
00 (α1) =

h
2

(

no +nE +α1n1θ(
no

nE
− nE

no
)

)

(1.46)

lTM
00 (α1) =

h
2

(

no +nE +α1n1θ
nE

no
(

no

nE
− nE

no
)

)

(1.47)

Effet de la translation du prisme Avec les nouvelles fonctions de chemin optique,δW0

devient

δW0 =

((

−nE

no
+(

nE

no
)2 +

no

nE
−1

)

hα1n1 +4(nE −no)Tw

)

θ

= (Cnhα1n1 +4(nE −no)Tw)θ (1.48)

où Cn est une caractéristique du mat́eriau utiliśe pour ŕealiser le prisme. Si on pose

nE = no(1+ εn) (1.49)

(εn ≃ 10−2 pour le quartz) alors
Cn ≃ 2ε2

n (1.50)

Par conśequent, la diff́erence de marche introduite par le prisme se développe comme suit

δw0 ≃ (4noεnTw +2ε2
nhα1n1)θ (1.51)

Le premier terme donne une contribution homogène dans tout le champ d’observation,
similaire à celle trouv́ee dans (1.27), alors que le second donne une contribution linéaire
dans le champ suivant la direction de dédoublement, environ deux ordres de grandeur plus
faible.

Effet d’un d éfaut de mise en position du prisme En utilisant les nouvelles fonctions
de phase, et en développant au premier ordre par rapportà α1, la contribution dans l’en-
semble du champ d’un défaut de positionnement (à ajouter aux contributions préćedentes)
s’écrit

δW,pas= 4θα1noεn(δPAS−yαPAS) (1.52)

Cette expression peut se déduire de (1.33), en remarquant qu’au premier ordreβTE
air +

βTM
air ≃ 2α1 (équations (B.22)). Un d́efaut de positionnement introduit donc une phase

suppĺementaire, lińeaire dans le champ d’observation suivant la direction de dédoublement.
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Effet de l’orientation de l’objet On montre, dans l’annexeA (paragraphe2), que le
terme d̂u à l’orientation de l’́echantillon peut s’́ecrire (dans le cas d’un Wollaston mince)

φW,ori = φW,tilt +2kno(γTE−γTM)εn f (1.53)

La sensibilit́e de la mesure de phaseà l’orientation de la surface dépend donc du couple
prisme-objectif. Dans le cas d’un couple (prisme de Wollaston - objectif) quelconque, on
pose

φW,ori =
∂φW

∂γ
(γTE−γTM)+φW,tilt (1.54)

avec

φW,tilt = 2
∂φW

∂γ
γTM (1.55)

Le pŕe-facteur∂φW
∂γ est une caractéristique de l’ensemble objectif-prisme de Wollaston. Il

peutêtre obtenu paŕetalonnage, en inclinant un miroir plan observé avec l’interf́erom̀etre
de Nomarski. La figure1.20présente le ŕesultat d’un teĺetalonnage pour un prisme de

FIG . 1.20:Mesure de la sensibilité d’un ensemble prisme de Wollaston - objectifà im-
mersionà un d́efaut d’orientation de l’́echantillon.

Wollaston en quartz, avec un angleθ ≃ 18◦ et un objectifà immersion (eau), de focale
18mmet d’ouverture nuḿeriqueégaleà 0.3. Le caract̀ere lińeaire de la ŕeponse est bien
vérifié, et on trouve un coefficient

2
∂φW

∂γ
= −1.1×103 (1.56)

L’int ér̂et de cette manipulation est qu’elle permet d’obtenir expérimentalement la sensibi-
lit é ∂φW

∂γ à un gradient d’orientation de la normaleà la surface, quand celle-ci est courbe.
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2.2.4 Ŕesuḿe des ŕesultats d’intérêt pratique

Finalement, le terme de phaseφ de l’équation (1.15) se d́eveloppe sous la forme sui-
vante

φ= φm+φW (1.57)

avecφm dû à l’échantillon, etφW dû au prisme de Wollaston. Si on utilise un objectif
d’ouverture nuḿerique inf́erieure ouégaleà 0.3, et que la figure d’interférences couvre
moins d’une dizaine de franges, alors le termeφm s’écrit

φm =
4πn∆z

ιλ
(1.58)

avec
– n l’indice du milieu dans lequel baigne l’objet ;
– ∆z= z(yTM)−z(yTE), avec|yTM−yTE| = f | tan(βTM

air −βTE
air )|, f la focale de l’ob-

jectif utilisé ;
– ι est un param̀etre de correction, d́efini par l’ouverture nuḿerique de l’objectif,

repŕesent́e sur la figure1.15;
– λ la longueur d’onde de la source, supposée monochromatique ;
– un terme líe au gradient d’orientation locale de la surfaceγTE−γTM : la sensibilit́e

est donńee par∂φW
∂γ .

Le termeφW est la somme :
– d’un terme homog̀ene dans le champ d’observation, proportionnel au décalageTw

du plan ḿedian du prisme par rapportà l’axe de la lentille ;
– d’un terme homog̀ene dans le champ d’observation, proportionnelà l’inclinaison

globale de l’́echantillon : la sensibilit́e 2∂φW
∂γ est aiśement obtenue parétalonnage ;

– d’un terme lińeaire dans le champ, suivant la direction de dédoublement, propor-
tionnel aux d́efauts de mise en position du prisme.

2.3 Technique d’intégration de phase

On obtient dans le plan image de l’objetétudíe une figure d’interf́erences, que l’on
peut enregistrer̀a l’aide d’une caḿera CCD. Supposant la forme (1.15) valable, la mesure
de la seule figure d’interférence pŕesente un certain nombre d’inconvénients, quand la
quantit́e cherch́ee est la phaseφ :

– La sensibilit́e à une petite variation de phase dépend de la valeur de la phase.
Comme l’illustre la figure1.21, cette sensibilit́e est nulle pr̀es d’un extremum de
I , et maximale aux points d’inflexion.

– Le résultat obtenu est une succession de “lignes de niveau”, ne permettant pas de
donner le signe de la courbure d’une surface par exemple.
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FIG . 1.21:Intensit́e du signal d’interf́erence en fonction du déphasage.

2.3.1 Principe

Formellement, le flux reçu par un pixel (repéŕe par ses coordonnées(l ,m) sur la ma-
trice CCD) peut se mettre sous la forme (voir l’équation (1.15))

I(l ,m, t) = I0 +Acos[φ(l ,m)+ψ(t)], (1.59)

oùφ(l ,m), la grandeur̀a d́eterminer, repŕesente la phase optique introduite par l’échantillon
et le prisme de Wollaston.ψ(t) repŕesente une phase supplémentaire, homog̀ene dans le
champ d’observation et dépendante du temps, qui peutêtre ajout́ee. En enregistrant plu-
sieurs figures d’interf́erences pour des valeurs deψ diff érentes, on peut profiter d’une
sensibilit́e optimale quelle que soit la valeur de la phaseà mesurer. Par ailleurs, le sens
d’évolution de la phase peutêtre maintenant connu. On choisit d’introduire la modulation
de phase optique par un modulateur photo-élastique intercalé entre polariseur et analyseur,
de sorte qu’elle s’́ecrit

ψmod(t) = ψ0sin(2πfmodt +θmod). (1.60)

On module ainsi la phasèa mesurer̀a une fŕequencefmod définie. Les anglesψ0 et
θmod sont deux param̀etres que l’on peut choisir de manièrea priori quelconque. Ainsi,
déterminerφ à partir de la mesure deI requiert au moins trois mesures indépendantes
(pour d́eterminerI0, cos(φ) et sin(φ). Par commodit́e, La proćedure d’extraction deφ est
alors la suivante : si l’on appelleT = 1/ fmod la période de la modulation, on acquiert
4 images de la surface pendant la périodeT, de sorte que chaque image soit le résultat
de l’intégration du signal pendant un quart de période. On obtient quatre imagesEp, pour
p = 1,2,3,4

Ep =
∫ pT

4

(p−1)T
4

I(t)dt. (1.61)
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En utilisant (1.59), on obtient

Ep =
T
4

(I0 +AJ0(ψ)cos(φ))

+
TAcos(φ)

π

∞

∑
n=1

J2n(ψ0)

2n
[sin(npπ+2nθmod)−sin(n(p−1)π+2nθmod)]

− TAsin(φ)

π

∞

∑
n=0

J2n+1(ψ0)

2n+1

×
(

cos(
π
2
(2n+1)(p−1)+(2n+1)θmod)

−cos(
π
2
(2n+1)p+(2n+1)θmod)

)

(1.62)

où Jn est la fonction de Bessel d’ordren. En formant les combinaisons linéaires

Σs = −(E1−E2−E3 +E4) =
4TA

π
Γssin(φ) (1.63)

Σc = −(E1−E2 +E3−E4) =
4TA

π
Γccos(φ) (1.64)

avec

Γs =
∞

∑
n=0

(−1)nJ2n+1(ψ0)

2n+1
sin((2n+1)θmod) (1.65)

Γc =
∞

∑
n=0

J4n+2(ψ0)

2n+1
sin(2(2n+1)θmod) (1.66)

on peutécrire

tan[φ] =
Γs

Γc

Σs

Σc
(1.67)

On peut alors montrer ([34], annexeC) qu’il existe un couple(ψ0,θmod) qui permet de
minimiser l’influence d’un bruit gaussien additif en réalisantΓs

Γc
= 1. On obtient alors les

param̀etres optimauxψopt = 2.45 rad (pour lequelJ1(ψ) ≃ J2(ψ)) etθopt = 0.98 rad, qui
permettent d’́ecrire

tan[φ(l ,m)] =
E1−E2−E3 +E4

E1−E2 +E3−E4
. (1.68)

2.3.2 Ŕealisation pratique

Montages On utilise des modulateurs photo-élastiques pour réaliser la modulation de
phase. Un modulateur est composé d’un barreau de silice optiquement isotrope, sur lequel
sont colĺees deux ćeramiques piezo-électriques (figure1.22). Le dispositif d’alimentation
des ćeramiques permet de faire résonner le barreau sur son mode propre en traction-
compression (l’́etat de contrainte dans le barreau est uniaxial). Le mode de contrainte
présente deux ventres : les céramiques sont collées au niveau de l’un, tandis que le fais-
ceau passe au niveau du second. L’état de contrainte variable dans le temps induit une



Mesure d’une topographie différentielle 33

FIG . 1.22:Sch́ema de principe d’un modulateur photo-élastique.

biréfringence qui va introduire un déphasage supplémentaire lors de la traversée du bar-
reau. On a ainsi réaliśe deux montages :

– Dans le montage d́ecrit sur la figure1.23, le modulateur est traversé deux fois,
permettant d’imposer un déphasage supplémentaire d’amplitude plus importante
(on doit pouvoir imposerψ0 = 2.45 rad). Cette disposition, volumineuse, constitue
néanmoins un montage très versatile.

– Dans le montage d́ecrit sur la figure1.24, le modulateur est traversé une fois. Dans
cette configuration tous leśeléments sont inśeŕes dans un statif de microscope. Le
montage obtenu est beaucoup plus compact. Il est donc moins sensible aux vibra-
tions, et permet cependant, comme le préćedent, l’utilisation d’une lentille-tube de
plus grande distance focale.

Comme on dispose de modulateurs photo-élastiques ŕesonnant̀a environ 50kHz, on ne
peut pas ŕealiser l’int́egration sur un quart de période avec la seule obturation de la caméra.
Si fCCD est la fŕequence limite d’utilisation de la caméra, alors il faudráeclairer l’objet
pendantT4 une fois par ṕeriode pendantNc cycles, avecNc > fmod

fCCD
. Cet éclairage stro-

boscopique est réaliśe à l’aide d’un śequenceur. Ce module est basé sur un processeur
logique programmableXilink assocíe à une bouclèa verrouillage de phase. Il assure la
synchronisation des différents signaux :

– Le signal de modulation est géńeŕe par une boucle d’auto-oscillation qui alimente
les ćeramiques piezo-électriques colĺees sur le barreau de modulation. Il sert de
signal de ŕeférence pour l’ensemble du processus d’acquisition.

– Le signal de commande de l’éclairage de la source : il s’agit d’un signal carré, de
rapport cyclique1

4 et de m̂eme fŕequence que le signal de modulation. Du fait des
fréquences atteintes, on choisit comme source des diodesélectro-luminescentes. Le
déphasage entre ces signaux est réglable nuḿeriquement sur 8 bits, par pas de 1.4◦.

– Le signalEXSYNC, permettant de piloter l’obturateur de la caméra, à la fin de
chaque śequence.

– Le signalTRIGest envoýe au PC assurant l’acquisition des images, pour repérer le



34 La mesure de champs de d́eplacements̀a l’ échelle microḿetrique

FIG . 1.23: Sch́ema d’un interf́erom̀etre de Nomarski òu le modulateur photo-élastique
est traverśe deux fois.

début d’une śerie de quatre śequences.
– En utilisantéventuellement, en fonction des caméras, un signalFVAL émis par la

caḿera pour indiquer qu’une nouvelle intégration peut commencer.
Ces diff́erents signaux, ainsi que les divers retardsà prendre en compte (capteur

DALSA CA-D1, 8 bits) sont pŕesent́es sur la figure1.25. En pratique, la ŕealisation
de l’éclairage repŕesente la principale difficulté dans la mise en oeuvre de ce montage.
Il est en effet difficile, avec les technologies disponibles commercialement, d’avoir des
sources incoh́erentes spatialementà la fois rapides, quasi monochromatiques et suffisam-
ment puissantes pour saturer des caméras avec des nombres de photoporteurs par pixel de
plus en plus importants. L’emploi d’une source avec un temps de montée non ńegligeable
devant la ṕeriode de modulation rend le calcul présent́e au paragraphe2.3.1 caduque.
Néanmoins, si les temps de montée caract́eristiques de la source restent du même ordre
de grandeur que la période de modulation, on peut prendre en compte ce temps de montée
et trouver les nouveaux paramètres de modulationψ0 et θmod qui permettent de calculer
simplement tan[φ] sur le m̂eme principe. Le calcul correspondant est détaillé dans l’an-
nexeC.

Réglages Une fois la mise au point sur l’objet effectuée, les seuls réglages̀a ŕealiser sont
la mise en position du prisme de Wollaston et l’ajustement des paramètres de modulation.

– Le plan de śeparation apparent du prisme doitêtre confondu avec le plan focal
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FIG . 1.24: Sch́ema d’un interf́erom̀etre de Nomarski òu le modulateur photo-élastique
est traverśe une fois.

arrière de l’objectif. On a montré dans la partie2.2.3qu’un d́efaut de mise en posi-
tion introduit une phase supplémentaire, lińeaire dans le champ suivant la direction
de d́edoublement. Le prisme est donc translaté et orient́e de manìereà minimiser
cette composante.

– La principale difficult́e pour ajuster les paramètres de modulation est de prendre
en compte les divers déphasages introduits dans la chaı̂ne de modulation. Ceux-ci
dépendent d’un grand nombre de paramètres, difficiles̀aévaluer śepaŕement (visco-
sité de la colle entre les céramiques piezo-électriques et le barreau de modulation,
hysteresis des matériaux piezo-́electriques, etc). Aussi, on utilise une méthode glo-
bale portant sur le signal optique et basée sur l’utilisation de l’indicateur

ϒ= Σ2
c +Σ2

s (1.69)

En effet, l’examen deśequations (1.65) montre que siθmod = 0, alorsϒ= 0. La
premìere phase du réglage consiste donc̀a chercher la valeur deθmod = θ0 qui
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FIG . 1.25:Chronogramme des différents signaux utiliśes.

minimiseϒ. Cette valeur constitue alors le zéro pourθmod, incorporant les divers
déphasages introduits dans la chaı̂ne de modulation. On peut alors ajuster la valeur
optimaleθmod= θ0+θopt et ŕegler l’amplitude de modulationψ0 = ψopt. La valeur
optimale de celle-ci est obtenue quandΓs = Γc. On remarque alors que, dans ce
cas,ϒne d́epend plus de la phaseφ (voir les équations (1.63)). Par conśequent, le
contraste deϒest minimal quandψ0 = ψopt.

FIG . 1.26:Exemple d’une śerie de quatre images stroboscopiques obtenuesà la surface
d’un acier dual phase, après avoirét́e soumis̀a un chargement de fatigue.

Carte de phase Pour comparaison avec l’illustration1.8, la figure1.26 présente les
images stroboscopiques obtenuesà la surface d’un acierdual phase, apr̀es que celui-ci ait
ét́e soumis̀a un chargement de fatigue. On discerne une texture assez marquéeà la surface,
et la carte de phase obtenue par inversion directe de l’équation (1.68) est pŕesent́ee sur la
figure 1.27. Cette phase, comprise entre−π et π, présente des discontinuités, que l’on
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FIG . 1.27:Carte de phase obtenue par inversion directe de l’équation 1.68 pour les images
stroboscopiques 1.26.

appelle« sauts de phase», puisque l’information contenue dans les figures d’interférence
est líee aux fonctions trigonoḿetriques de la phase cherchée.

2.4 Dépliement de la carte de phase

2.4.1 Principe

La partie2.3a permis de montrer comment obtenir la carte de tan[φ] à partir de l’ac-
quisition de 4 images d’interférences pendant une période de modulation de la phase. Le
probl̀eme consiste alors̀a obtenirφ à partir de tan[φ]. On l’obtient avec

tan[φ(l ,m)] =
E1−E2−E3 +E4

E1−E2 +E3−E4
=

Y
X

(1.70)

On d́eduit alors aiśementφp

φp = arctan2(Y,X) (1.71)

où arctan2 est la fonction ŕeciproque de

Y = sin(φp) (1.72)

X = cos(φp) (1.73)

L’angle φp, quand il est obtenu avec l’équation (1.71), est par d́efinition sur l’intervalle
[−π,π]. Si la phase mesurée s’́etend sur un intervalle plus grand que 2π, alors la phase
obtenue est dite« pliée». Le « dépliement» de la phaseφp consiste alors̀a ajouter un
multiple de 2π à la portion de l’espace comprise entre deux« sauts de phase», afin d’as-
surer la continuit́e de la phase« dépliée». L’application de cette ḿethode est triviale dans
un espacèa une dimension, car il n’y a qu’un chemin possible pour joindre deux points
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quelconques de cet espace. Par contre, le problèmeétenduà deux dimensions continue
d’êtreà l’origine d’un grand nombre d’articles (par exemple [35] [36]). La difficulté pro-
vient du fait qu’il y a un grand nombre de chemins permettant de relier deux points d’un
espacèa n dimensions, sin > 1. Les techniques proposées peuvent ńeanmoinŝetre re-
grouṕees en deux grandes classes :

– Les ḿethodes de d́epliement local. La plus efficace consisteà reṕerer des sources de
discontinuit́e, età assurer le d́epliement sur les chemins qui relient ces sources de
discontinuit́e deuxà deux. Le choix de ces chemins (« branch-cuts») est arbitraire :
si l’on retientN paires de sources, il y aN! jeux de chemins possibles. Ce type de
technique est donc inutilisable si le nombre de sauts de phase est important. On peut
citer [35] comme exemple de ces techniques.

– Les ḿethodes globales. Il s’agit de méthodes baśees sur la d́efinition d’un indicateur
global, que l’on va chercher̀a minimiser en ajoutant un multiple de 2π à chaque
point de l’espace. La difficulté rencontŕee avec les approches locales se retrouve ici
dans la d́efinition d’un crit̀ere, et notamment dans l’affectation de poids relatifs aux
diff érentes ŕegions. Un bon exemple de ces techniques est présent́e dans [36].

Toutes ces techniques reposent sur la donnée d’une phase pliée commeφp. Cependant, si
celle-ci peut pŕesenter des discontinuités, ce n’estjamaisle cas des fonctionsX etY qui
sont obtenues par la technique d’intégration de phase. Ainsi, on propose une technique
utilisant au mieux l’information disponible. La figure1.28 présente un cas typique où

FIG . 1.28:Principe du d́epliement de phase.

l’utilisation de la fonctionarctan2 produit un saut de phase. Lorsque l’on passe du point 1
au point 2,X est non nul etY change de signe. La phase retournée pararctan2 passe alors
brutalement deφ1 = π à φ2 = −π. Néanmoins, il est aiśe de d́eduire le v́eritable saut de
phaseφ2−φ1. Si |φ2−φ1| 6 π, alors ce saut peut-être obtenu eńecrivant le changement
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de base permettant de passer du repère(
−→
X ,

−→
Y ) à (

−→
Xb,

−→
Yb). La valeur du saut s’obtient

alors avec

tan[φ2−φ1] =
−X2sin(φ1)+Y2cos(φ1)

X2cos(φ1)+Y2sin(φ1)
(1.74)

Le couple(X2,Y2) est extrait des images stroboscopiques.cos(φ1) et sin(φ1) sont eux
calcuĺesà partir de l’image de phase pliéeφp. Le saut de phase est alors obtenu modulo-
2π. L’ équation (1.74) permet alors de calculer simplement le gradient d’une carte de phase
en un point de coordonnées(l ,m), suivant les dimensions d’espace ou de temps. Dans le
cas d’une carte de phaseà deux dimensions, le problème du d́epliement de phase revient
alors à reconstruire un champ de phase quand ces gradientsGx(l ,m) et Gy(l ,m) sont
connus.

2.4.2 Reconstruction du champ de phase

Cas ǵenéral On cherchèa reconstruire le champ scalaireT(i, j) dont les gradients sui-
vant deux directionsGx(i, j) et Gy(i, j) sont obtenus par la mesure. Pour s’accommoder
des erreurs et bruits de mesureéventuels, on va chercher le champT qui vérifie globale-
mentleséquations

∂T(i, j)
∂x

= Gx(i, j) (1.75)

∂T(i, j)
∂y

= Gy(i, j) (1.76)

Une formulation faible de ce problème consistèa minimiser l’indicateurηφ par rapport
au champT :

ηφ = ∑
i, j

[

(

∂T(i, j)
∂x

−Gx(i, j)

)2

+

(

∂T(i, j)
∂y

−Gy(i, j)

)2
]

(1.77)

Il est important de noter ici que si l’on peut faire une hypothèse sur la forme du champ de
phase recherché, par exemple sous la forme d’une décomposition sur une base de champs
bien choisis

T(i, j) = ∑
s

µsTs(i, j) (1.78)

alors cette d́ecomposition doit̂etre introduitèa ce niveau. En effet, dans le cas géńeral, on
cherche le champTsol minimisantηφ

∂ηφ

∂T(k, l)
= 0,∀(k, l). (1.79)

Ces conditions se mettent alors sous la forme d’un système lińeaire d́etermińe à une
constante additive près, de grande dimension. En ajoutant une contrainte permettant de
fixer cette constante additive (par exemple en ajoutant une contrainte de moyenne nulle
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du champ), on peut résoudre ce système pour un champ discrétiśe parM ×N pixels si
la taille du champ est assez faible (M ×N < 104) avec un algorithme de type gradient
conjugúe [37]. Si l’on peut utiliser un d́eveloppement du type (1.78), alors les conditions
de minimisation s’́ecrivent

∂ηφ

∂µs
= 0,∀s. (1.80)

Les inconnues sont alors les paramètresµs, réduisant ainsi tr̀es largement la taille du
syst̀emeà ŕesoudre.

Algorithme rapide Pour pouvoir traiter de grandes cartes de phase (de l’ordre de 1024×
1024 pixels), et en l’absence d’hypothèses a priori sur la forme du champ cherché, on
propose de ŕeduire le nombre d’inconnues de la manière suivante : on suppose que les
gradients obtenus directementà l’aide de (1.74) ne pŕesentent pas de saut de phase. Alors,
le nombre d’inconnues se réduità une inconnue par ligne et une inconnue par colonne en
posant

ηφ,r = ∑i=M, j=N
i=2, j=2

(

T(1, j)−T(i,1)−
[

∑ j−1
p=1Gy(i, p)−∑i−1

q=1Gx(q, j)
])2

+∑N
j=2

(

T(1, j)−T(1,1)−∑ j−1
p=1Gy(1, p)

)2

+∑M
i=2

(

T(i,1)−T(1,1)−∑i−1
q=1Gx(q,1)

)2

(1.81)

Les inconnues sont alorsT(1, j) pour j ∈ {2. . .N} et T(i,1) pour i ∈ {2. . .M}. On a
doncM +N−2 inconnues au lieu deM×N. La minimisationηφ,r par rapportT(1, j) et
T(i,1) s’écrit sous la forme d’un système lińeaire, qu’il est aiśe d’inverser pour obtenir
une carte de phase. La qualité de la solution peut̂etreévalúee a posteriori en calculant
la valeur deηφ,r apr̀es minimisation. A titre d’exemple, la figure1.29présente le ŕesultat
du d́epliement de la phase présent́ee sur la figure1.27. Les discontinuit́es ont disparu,
fournissant ainsi l’information de phase. Après minimisation,ηφ,r ≃ 10−25, prouvant ainsi
la qualit́e de la reconstruction.

3 Bruits et erreurs affectant la mesure de phase

3.1 Reproductibilité de la mesure de phase

La mesure de phase peutêtre soumisèa un certain nombre de bruits :
– Le bruit de photons : il est causé par la nature quantique de la lumière. Les sources

de lumìere ŕeellesétant aĺeatoires, le nombre de photons qui arrivent sur le cap-
teur CCD pendant des intervalles de temps∆t successifs n’est pas constant, et suit
une distribution poissonnienne. La valeur moyenne de cette distribution est sa va-
leur la plus probable, et l’écart-type de la distribution estégal à la racine de sa
moyenne. Ce bruit est une limite physique qu’il n’est pas possible de dépasser,
dans des conditions de détection usuelles (saufà utiliser des sources̀a un photon
envisaǵees aujourd’hui [38]).
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FIG . 1.29:Carte de phase obtenue après d́epliement de la carte de phase 1.27.

– Le bruit thermique : Dans un solide macroscopiquement au reposà la temṕerature
T (le capteur CCD par exemple), chaque porteur de charge du capteur possède une
énergie cińetique kT

2 (k : constante de Boltzmann,T : temṕerature absolue) par
degŕe de libert́e. Les fluctuations de position (et donc le courant) qui en découlent
constituent le bruit thermique. Si le flux lumineux est suffisant, ce bruit thermique
est toutà fait ńegligeable devant le bruit de photons.

– Les bruits« technologiques» : ils sont dus aux imperfections des systèmes ŕeels
(signaux d’horloge de caḿera, vibrations...). Comme pour l’interférom̀etre de No-
marski, les deux bras de l’interférom̀etre sont tr̀es proches, les perturbations d’in-
dice (par exemple) vues par les deux bras seront assez bien corrélées. Par conséquent,
ces bruits doivent̂etre tr̀es att́enúes avec ce dispositif. Le bruit« de lecture» est ad-
ditif. Il est également tr̀es faible et ńegligeable devant les autres bruits dans l’état
actuel de la technologie.

Aussi, le bruit dominant est le bruit de photons. Le signal mesuré nmespar un pixel du
capteur CCD est soumis̀a une fluctuation d’amplitude∆nmes. La loi de Poisson donne

∆nmes∝
√

N (1.82)

où N est le nombre de photons reçus. Le constructeur des capteurs utilisés garantit la
linéarit́e de la ŕeponse, d’òu

nmes∝ N (1.83)

Par conśequent, la mesure d’une image de phase est entachée d’un bruit

∆nmes

nmes
∝

√
N

N
(1.84)
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La figure1.30présente une v́erification exṕerimentale de la tendance (1.84). La taille de

FIG . 1.30:Vérification exṕerimentale de la d́ependance du bruit de mesure au nombre de
photons accumulés.

la tache de diffusion est ici de l’ordre de la taille du pixel dans le plan objet. L’écart-type
entre deux mesures successives d’une carte de phase décrôıt bien avecN− 1

2 . L’ écart-type
minimal obtenu ici est de l’ordre de 0.2 mrad, soit 10pm. Il est important de noter que
dans la partie lińeaire de la courbe, le niveau de bruit est piloté par le temps d’acqui-
sition, et on peut donc« choisir» ce niveau de bruit. La figure1.31 présente la fonc-

FIG . 1.31:Densit́e de probabilit́e mesuŕee du bruit affectant la mesure de phase (50 ac-
cumulations) et mod́elisation par une distribution gaussienne.

tion de ŕepartition mesuŕee (cercles) et sa modélisation par une loi de Gauss. L’accord
est excellent, ce qui permet de représenter le bruit affectant la mesure de phase comme
une variable aĺeatoire gaussienne,à moyenne nulle, dont l’écart-type d́epend du nombre
d’accumulations (pour 50 accumulations, cetécart-type est de l’ordre de 2×10−3 rad).
Par ailleurs, l’autocorŕelation des fluctuations est tracée pour 50 accumulations sur la
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FIG . 1.32:Autocorŕelation du champ de fluctuations pour 50 images accumulées (duŕee
≃ 1s).

figure1.32. Cette fonction d’autocorrélation est un Dirac, le bruit obtenu est donc parfai-
tement d́ecorŕelé entre deux pixels adjacents. Le temps d’accumulation est limité par des
dérives lentes du système ou de l’objet, essentiellement d’origine thermique. Ainsi, pour
les temps d’exposition longs, le bruit de photons n’est plus le phénom̀ene limitant. On
le vérifie notamment sur la figure1.33d’autocorŕelation du champ de fluctuations pour
5000 images accumulées. Cette fois, le champ de fluctuations présente des corrélationsà
grande distance, signe d’une dérive globale du système, suspectée sur la figure1.30. La
reproductibilit́e de la mesure de phase est donc limitée, aux temps d’exposition courts, par
le bruit de photons. Nous avons utilisé des capteurs CCD DALSA-CA-D1 (numérisation
sur 8 bits, montage décrit sur la figure1.23) et DALSA-1M30 (nuḿerisation sur 12 bits,
montage d́ecrit sur la figure1.24), dont le constructeur garantit la linéarit́e jusqu’̀a des
charges de 105 et 2.5×105 électrons, respectivement. Par conséquent, rapporté à un pas
de quantification, le niveau de fluctuation induit par le bruit de photons s’écrit (pr̀es de la
saturation)

√
N× 2b

N
= 0.8 pas (DALSA-CA-D1) (1.85)

= 8 pas (DALSA-1M30)

Dans les deux cas, ce bruit est suffisant pour s’affranchir de l’erreur de quantification.
En effet, la fonctionεq(x) = x−A(x), où A(x) repŕesentant la fonction« arrondi», est
traćee sur l’́etendue d’un pas de quantification sur la figure1.34. L’origine est plaćee au
centre du pas de quantification, les deux valeurs possibles, après nuḿerisation, se situant
à x = −1

2 et x = 1
2. Du fait de l’existence des fluctuations, on fait l’hypothèse d’ergodi-

cité du ph́enom̀ene, et on remplace les moyennes temporelles par des moyennes sur les
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FIG . 1.33: Autocorŕelation du champ de fluctuations pour 5000 images accumulées
(duŕee≃ 100s).

configurations du système, c’est-̀a-dire sur les valeursx prises par la chargéelectrique
d’un pixel. On suppose ici qu’elle peut varier de manière continue, ce qui est relativement
raisonnable puisquex peut prendre en faitN

2b valeurs distinctes sur l’intervalle[−1
2 . . . 1

2].
On suppose enfin quex suit une distribution uniforme sur l’intervalle. On a alors

〈εq(x)〉 = 0 (1.86)

〈ε2
q(x)〉 =

∫ 0

− 1
2

(
1
2

+x)2dx+

∫ 1
2

0
(−1

2
+x)2dx

=
1
12

(1.87)

On en d́eduit

〈A(x)〉 = 〈x〉−〈εq(x)〉 = 〈x〉 (1.88)

〈A2(x)〉 = 〈x2〉−2〈xεq(x)〉+ 〈ε2
q(x)〉 = 〈x2〉+ 1

6
(1.89)

Par conśequent, l’́ecart-type sur la valeur du signal numériśe (compt́ee en pas de quantifi-
cation), d̂u à l’erreur de quantification est donné par

σ2
q = 〈A2(x)〉−〈A(x)〉2 =

1
6

+ 〈x2〉−〈x〉2 =
1
6

+σ2
x (1.90)

Par conśequent, sìa la mesure se superpose un bruit d’écart-typeσx suṕerieurà
√

〈ε2
q(x)〉=

1
2
√

3
≃ 0.3 pas, alors une moyenne temporelle du signal permet de s’affranchir des erreurs
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FIG . 1.34:Traće de la fonctionεq sur un pas de quantification.

de quantification. Les deux montages réaliśes satisfont cette condition, d’après (1.85).
L’ écart-type sur la valeur discrétiśeeσq vaut alors

σq = σx

√

1+
1

6σ2
x

(1.91)

où σx repŕesente le bruit de photons. On en déduit

σq ≃ 1.12σx(DALSA-CA-D1) (1.92)

≃ 1.001σx(DALSA-1M30)

3.2 Justesse de la mesure de phase

Puisque les images stroboscopiques ne sont pas corrompues par les erreurs de quan-
tification, les sources d’erreur (en dehors de celles signalées au paragraphe2.2.1) lors de
la mesure de la phase découlent́eventuellement d’un d́efaut de ŕeglage des param̀etres de
modulationψ0 et θmod, qui ne satisferaient plus la conditionΓs

Γc
= 1 (voir partie2.3.1). A

partir deséquations (1.65), on écrit le d́eveloppement limit́e à l’ordre 1 du rapportΓs
Γc

au
voisinage du point optimal

Γs

Γc
≃ 1−0.86(ψ−ψopt)+2.01(θmod−θopt) (1.93)
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Une erreur sur les paramètres de modulation implique une erreurδφ(suppośee petite) sur
la phase mesurée

tan(φ+δφ) =
Γs

Γc
tan(φ)

≃ tan(φ)+δφ(1+ tan2(φ)) (1.94)

On obtient alorsδφ

δφ≃
Γs
Γc
−1

2
sin(2φ) (1.95)

Si Γs
Γc

= 1, alorsδφ= 0. En utilisant le d́eveloppement (1.93)

δφ≃ −0.86(ψ−ψopt)+2.01(θmod−θopt)

2
sin(2φ) (1.96)

Si on suppose que la principale erreur de réglage porte surθmod, qui ne peut̂etre ŕegĺe
que par valeur discrète, par pas de 1.4◦, alors une erreur|θmod−θopt| ≃ 10−2 rad limite
la justesse de la mesure de phase

δφ≃ 10−2sin(2φ) (1.97)

où δφest donńe en radian. Pour un objet présentant peu de variation de phase, on aura
donc int́er̂et à se placer au voisinage d’un multiple deπ

2 pour minimiser l’effet d’une
erreur de ŕeglage.

4 Mesure de champs de d́eplacements hors-plan

4.1 Principe

On a vu dans la partie2 que l’interf́erom̀etre de Nomarski nous permet d’obtenir
une carte de phase liée à la topographie de l’objet. Ce signal de phase est la somme
d’une contribution líee aux variations d’altitude, suivant la direction normale au plan de
l’ échantillon, et d’une contribution liée aux variations d’orientation de la normaleà la sur-
face. Le signal de phase prend donc la forme (en supposant l’interférom̀etre correctement
régĺe)

φ = φ0 +
4πn
ιλ

(

z(x+
d
2
)−z(x− d

2
)

)

+
∂φW

∂γ
(γTE−γTM)

= φ0 +
4πn
ιλ

(

z(x+
d
2
)−z(x− d

2
)

)

+
∂φW

∂γ

(

∂z
∂x

(x+
d
2
)− ∂z

∂x
(x− d

2
)

)

= φ0 +Φ(x+
d
2
)−Φ(x− d

2
)

= φ0 +∆Φ (1.98)
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En supposant que la normaleà la surface est donnée par la pente locale,Φ est l’informa-
tion sur la topographie mesurée

Φ(x) =
4πn
ιλ

z(x)+
∂φW

∂γ
∂z
∂x

(x) (1.99)

On dispose donc d’une information sur la variation de topographie entre deux points,
distants ded. Deux choix sont alors possibles. On choisit une valeur ded petite, c’est-
à-dire de l’ordre de la taille de la tache de diffraction. On obtient alors un signal lié
aux hautes fŕequences spatiales, ce qui en fait un outil pour mesurer la rugosité d’un
échantillon poli [29]. L’exploitation quantitative d’informations̀a plus basse fréquence
spatiale est alors rendue difficile par la combinaison de deux limitations :

– L’int égration de ce signal nécessite de prendre en compte le caractère fini du d́ecalage
d entre les deux faisceaux. De la même manìere que pour l’exploitation de résultats
de shearographie, l’approximation qui consisteà assimiler l’information de topo-
graphie obtenuèa la pente locale de la surface introduit des erreurs qui peuventêtre
conśequentes [39] ;

– Ces informations aux grandes longueurs de variations sont absentes de l’image de
phase obtenue, puisqu’une valeur ded faible joue le r̂ole d’un filtre passe-haut pour
la topographie.

Par conśequent, comme on chercheà mesurer une quantité cińematique significative pour
des objets dont la dimension caractéristique est de l’ordre de quelques dizaines de mi-
cromètres, on choisit d’utiliser les valeurs de décalage les plus grandes possibles, afin
d’atteindre directement le déplacement relatif de deux points de l’objet, distants ded. Si
le décalaged est plus grand que la plus grande dimension de l’objet, alors l’exploitation
de la mesure de phase est directe : la topographie différentielle est alors la différence
entre la topographie de l’objet et celle du substrat sur lequel il est attaché. Sinon, il faut
prendre explicitement en compte la valeur du décalage pour exploiter la carte de phase.
La figure1.35 présente un exemple de topographie différentielle obtenue en observant
deux leviers de 70 microm̀etres de long, avec une valeur ded lég̀erement suṕerieure. On
observe ainsi la diff́erence de topographie entre les poutres et le plan du substrat adjacent,
dont on aperçoit la trace, superposée aux leviers. En choisissant de décomposerz(x) sur
une base de fonctions dérivables :

z(x) = ∑
s

µszs(x) (1.100)

alorsΦ se d́ecompose

Φ(x, t) = ∑
s

µs(t)

(

4πn
ιλ

zs(x)+
∂φW

∂γ
∂zs

∂x
(x)

)

(1.101)

= ∑
s

µs(t)Φs(x, t) (1.102)

Par conśequent, si la surface décrite parz(x) à l’instantt subit un d́eplacement hors-plan
w(x), alors la surface est décriteà l’instantt +dt par

z(x)+w(x) = ∑
s

µs,t+dtzs(x) (1.103)



48 La mesure de champs de d́eplacements̀a l’ échelle microḿetrique

FIG . 1.35:Exemple de topographie différentielle obtenue avecd suṕerieurà la longueur
des leviers.

avec

µs,t+dt = µs,t +νs (1.104)

w(x) = ∑
s

νszs(x) (1.105)

La variation de phase correspondante s’écrit alors

Φ(x, t +dt)−Φ(x, t) = ∑
s

νs(t)

(

4πn
ιλ

zs(x)+
∂φW

∂γ
∂zs

∂x
(x)

)

= ∑
s

νs(t)Φs(x, t) (1.106)

Par conśequent, la mesure du champ de déplacement hors-plaǹa partir de la variation de
phase entre deux́etats (avant et après d́eformation) ńecessite la connaissance des deux
coefficients nuḿeriques intervenant dans (1.106).

4.2 Justesse et reproductibilit́e de la mesure de d́eplacement hors-
plan

4.2.1 Justesse de la mesure

La justesse de la mesure de déplacement hors-plan dépend de la justesse de la me-
sure de phase (partie3.2) d’une part, et de la justesse des coefficients4πn

ιλ et ∂φW
∂γ d’autre

part. L’indice du milieu, consid́eŕe comme homog̀ene, peut̂etre mesuŕe par ailleurs,̀a
l’aide d’un ŕefractom̀etre. L’annexeD présente les valeurs obtenues avec les solutions
utilisées dans ce travail, pour une longueur d’onde de 633 nm,à une temṕerature de
25◦C. La justesse du coefficient∂φW

∂γ dépend directement du nombre de points pris pour
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l’ étalonnage. Finalement, la mesure de déplacement hors-plan dépendégalement de la
mesure du d́ecalage introduit par le prisme de Wollaston, si celui-ci est inférieurà la di-
mension de l’objet. Cette sensibilité d́epend alors du rapport entre le décalage introduit et
les longueurs caractéristiques des fonctionszs(x) utilisées pour d́ecrire la topographie.

4.2.2 Projection des champs de d́eplacements sur une base de champs cinématique-
ment admissibles

Une infinit́e de choix est possible pour la base des fonctionszs(x), et celui-ci sera
guidé par les applications visées. Si l’on souhaite utiliser les champs de déplacements
obtenus pour traiter du comportement mécanique de structures (poutres, plaques) alors on
pourra choisir une base de typeéléments finis (fonctions polynômiales par morceaux). On
pourrait, en d’autres circonstances, utiliser des fonctions de Fourier, des ondelettes, des
fonctions de Bessel, etc.

4.2.3 Reproductibilité de la mesure de d́eplacement

En pratique, la mesure de déplacement se fait en cherchant la projection sur la base
des fonctionsΦs, déduite de la base des fonctionszs. Quelle que soit la base choisie, le
probl̀eme consistèa trouver les param̀etresνs minimisant

ηs = ∑
(

∆Φ(x)−∑
s

νsΦs(x)

)2

(1.107)

où ∆Φ(x), définie au paragraphe4.1, repŕesente la diff́erence de phase mesurée. On a
montŕe au paragraphe3.1 que∆Φ(x) est soumis̀a un bruit de moyenne nulle, décorŕelé
spatialement et d’écart-type contr̂olé par le temps d’acquisition. On suppose donc qu’à
chaque pixelx, ∆Φ(x) est vu avec un bruit gaussienb(x), additif, de moyenne nulle, et de
varianceσ2. L’indicateur d́efini par (1.107) se ŕeécrit

ηs = (Pν−p)t(Pν−p) (1.108)

où chaque colonne deP repŕesente une fonctionΦs(x), etν est la projection recherchée.
Aussi, les conditions de stationnarité deηs s’écrivent

P tPν = P tp (1.109)

Si ∆Φ(x) est soumis̀a un bruit de mesure, alors on peut formellement l’écrire

p = p0 +b (1.110)

p0 est alors la diff́erence de phase idéale, en l’absence de bruit. La partition correspon-
dante sur les projections s’écrit

νm = ν0 +δν (1.111)
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avec

Pν0 = p0 (1.112)

L’ équation de projection (1.109) se ŕeduit alors̀a

P tPδν = P tb (1.113)

et la valeur minimaleηs,min de l’indicateurηs est donńee par

ηs,min = btb−δνtH δν (1.114)

où on a pośe

H = P tP (1.115)

En utilisant alors une description statistique deb, on d́erive une description deδν et de
ηs,min. On a

E[ηmin] = E[btb]−E[δνtH δν] (1.116)

où E[¦] est l’esṕerance de la variable aléatoire¦. Si Np est le nombre de points de me-
sure, alorsE[btb] = Npσ2 puisque le bruit affectant la mesure est décorŕelé en espace. En
injectant (1.113),

E[δνtH δν] = E[XtH −1X] (1.117)

avecX = P tb. Avec cette d́efinition, on a

Xi =
x=Np

∑
x=1

Φi(x)b(x) =
x=Np

∑
x=1

xi(x) = 〈Φi ,b〉 (1.118)

Commeb(x) est d́ecorŕelé, la covariance est obtenue en fonction des fonctions de forme
Φs

E[XiXj ] = ∑
x=Np
x=1 E[xi(x)x j(x)]

= ∑
x=Np
x=1

∫ ∞
−∞ Φi(x)Φ j(x) x2

σ
√

2π
exp

(

− x2

2σ2

)

dx

= σ2〈Φi ,Φ j〉
= σ2Ξi j

(1.119)

Si on appelleNddl le nombre de param̀etresνs à identifier, on en d́eduit

E[ηs,min] = σ2(

Np−H −1 : H
)

= σ2(Np−Nddl) (1.120)

Par conśequent, la valeur de l’indicateur après minimisation est une mesure du niveau de
bruit affectant les mesures, si la base de fonctions retenue est satisfaisante pour décrire le
champ de d́eplacement̀a mesurer.
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5 Mesure d’un champ de d́eplacement plan

5.1 Principe

5.1.1 Mesure de d́eplacement plan

Le niveau de reproductibilité atteint avec les interférom̀etres propośes permet de dis-
cerner sans difficulté la rugosit́e de surfaces comme celle de films d’orévapoŕes-condenśes.
Cette rugosit́e est alors un marqueur de la surface. Mesurer le déplacement de zones choi-
sies doit donc permettre de mesurer le déplacement dans son plan de l’objet. C’est le
principe de la v́elocimétrie de particules pour la mesure de champs de déplacements
en ḿecanique des fluides [40], qui a ét́e appliqúe à la ḿecanique des solides au début
des anńees 1980 [41]. La techniqueétait alors utiliśee sur des images obtenues par in-
terféroḿetrie de speckle, la figure de speckle, dueà la rugosit́e de la surface observée,
étant alors le marqueur lié à la surface. La technique a alorsét́e successivement améliorée
[42], afin de pouvoir̂etre utiliśee avec une grande variét́e de marqueurs, naturels (i.e., la
texture naturelle de la surface observée) ou artificiels (par exemple un mouchetis de pein-
ture d́epośe à la surface de l’objet). Si on note ce marqueur bidimensionnelf (x) avant
déformation etg(x) apr̀es d́eformation, on cherche le champu(x) tel que

g(x) = f (x+u(x)) (1.121)

Le champu cherch́e est alors la solution du problème de minimisation de la fonctionnelle

ϑ(u(x)) =

∫
Ω

(g(x)− f (x+u(x)))2dx (1.122)

Si u(x) est petit devant la longueur de variation caractéristique du marqueurf , alors on
peutécrire un d́eveloppement limit́e à l’ordre 1 :

ϑ(u(x)) =
∫

Ω
(g(x)− f (x)−u(x)∇ f (x))2dx (1.123)

Si l’on supposeu constant sur le domaineΩ, alors la stationnarité de1.122peut se
réécrire comme la maximisation de

∫
Ω

g(x−v) f (x)dx (1.124)

L’ équation (1.124) peut alorŝetre ŕesolue tr̀es rapidement dans l’espace de Fourier, puisque
(1.124) est le produit d’intercorŕelation

〈 f ,g〉(v) =
∫

f (x)g(x−v)dx

=

∫
f (x) f (x+u−v)dx

= 〈 f , f 〉(v−u) (1.125)
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Comme〈 f , f 〉(v) est par construction maximum env = 0, le profil d’intercorŕelation
présente un maximum env = u. C’est cette propriét́e que l’on exploite pour retrouver
u à partir de la mesure def et g. La description du champ̀a mesurer áegalement́et́e
étendue et enrichie : si les premiers algorithmes permettaient de mesurer des champs de
déplacements continus par morceaux, des développements récents proposent d’enrichir
la description du champ̀a mesurer : le champ de déplacement plan peutêtre recherch́e
sur une base de Fourier [43], ou sur une base adaptée aux ph́enom̀enes observ́es. Par
exemple, pour d́eterminer la t́enacit́e d’un mat́eriau fragile, on peut mesurer l’ouverture
de la fissure [44], ou chercher le champ de déplacement en pointe de fissure sur une base
de fonctions construite autour des champs solution du problème d’une fissure en traction
dans un massif infini [45]. Quand la qualit́e des images utiliśees est faible (par exemple
extraites d’une vid́eo) une d́efinition multi-́echelle des champs est utilisée [46]. Quelle que
soit la base choisie, l’équation (1.122) montre que la mesure deu n’est possible que si
∇ f 6= 0. D’une manìere ǵeńerale, ce sont les propriét́es du marqueurf qui vont d́eterminer
la qualit́e de la mesure du déplacementu. En particulier,∇ f (x) apparâıt comme le vecteur
sensibilit́e de la ḿethode.

5.1.2 Sur l’utilisation de la topographie différentielle comme marqueur

L’id ée d’utiliser la rugosit́e d’échantillons de taille microḿetrique comme marqueur
pour une technique de corrélation est duèa Vendrouxet al. [47], qui ont utiliśe un micro-
scopeà effet tunnel pour obtenir cette topographie. Avec l’interférom̀etre de Nomarski,
les composants sont ajustés afin que la direction du décalage introduit par le prisme de
Wollaston soit parall̀eleà une direction du capteur CCD (e.g., l). L’information recueillie
est discr̀ete, de sorte que la transformée de Fourier̃Z de la topographiez(l ,m) est donńee
par

Z̃(k,m) =
N

∑
l=1

z(l ,m)exp

[

−2 jπ
(k−1)(l −1)

N

]

. (1.126)

Par conśequent, la transforḿee de Fourier̃P du signal de topographieΦ(l ,m) est donńee
par

P̃(k,m) =
4πn
ιλ

Z̃(k,m)+
∂φW

∂γ
(2 j

(k−1)

N
)Z̃(k,m)

=

(

4πn
ιλ

+2 j
(k−1)

N

)

Z̃(k,m) (1.127)

et la transforḿee de Fourier̃Sdu signal de topographie différentielleS(l ,m)

S(l ,m) = φ0 +Φ(l +
d
2
,m)−Φ(l − d

2
,m) (1.128)

est donńee par

S̃(k,m) = 2 jP̃(k,m)sin

[

πd
(k−1)

N

]

= P̃(k,m)H̃(k,m). (1.129)
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Certaines fŕequences spatiales sont absentes de l’image observée et celles-ci ne d́ependent
que du d́ecalage introduit. Ainsi, une mesure de composantes du champ de déplacement
u à ces fŕequences spatiales est impossible. Puisque le marqueurf ne les contient pas,
elles sontégalement absentes du terme∇ f (x), de sorte qu’un champ de déplacement
périodiqueà cette m̂eme fŕequence ne modifie pas le marqueur observé (voir l’équation
(1.122)). Ces fŕequences spatiales absentes interdisent par ailleurs une détermination di-
recte deP̃(k,m) à partir deS̃(k,m) : le probl̀eme est mal-posé au sens de Hadamard
[48]. On a donc d́evelopṕe un moyen exṕerimental qui permet d’obtenir les informations
manquantes, afin de rendre possible la mesure de toutes les composantes du champ de
déplacement.

5.2 Reconstruction du signal de topographie

5.2.1 Reconstruction dans l’espace de Fourier

Un moyen de fournir plus d’informations pour décrire la topographie est de former
deux images de celle-ci avec deux décalages diff́erents. Pour chaque fréquence spatiale,
on reconstruit la transforḿee de FourierP̃(k,m) du signal de topographièa partir de
l’image dans laquelle l’information,̀a la fŕequence consid́eŕee, esta priori, la moins af-
fect́ee par le bruit de mesure.

H1(k)

H2(k)

Heq(k)

~

~

~

k


H

(k
)

~

FIG . 1.36: Norme de la fonction de transfert pour deux systèmes avec deux décalages
diff érents et pour le systèmeéquivalent.

On forme deux topographies différentiellesS̃1(k,m) et S̃2(k,m) de la m̂eme topogra-
phie avec deux d́ecalagesd1 etd2. Les fonctions de transfert sont respectivementH̃1(k,m)
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et H̃2(k,m). Pour ŕesoudre le problème inverse, on d́efinit (figure1.36)

H̃eq(k,m) = sup
|.|

[H̃1(k,m), H̃2(k,m)] (1.130)

On en d́eduit les ensemblesK1 etK2

K1 =
{

k1| H̃eq(k1,m) = H̃1(k1,m)
}

K2 =
{

k2| H̃eq(k2,m) = H̃2(k2,m)
}

(1.131)

CommeH̃eq(k,m) 6= 0,∀ k 6= 1, il vient

P̃(k,m) =







S̃1(k,m)
H̃eq(k,m)

∀ k∈ K1,

S̃2(k,m)
H̃eq(k,m)

∀ k∈ K2.

Si les d́ecalages introduits par les prismes de Wollaston sont supposés connus, on d́eduit
la signature de la topographie recherchéeΦ(l ,m) par transforḿee de Fourier inverse,à
un ensemble de constantes additives près. Ces constantes sont détermińees soit par des
connaissances a priori sur l’objet [39], soit par une nouvelle mesure avec un décalage dans
la direction perpendiculaire. On dispose alors d’une mesure du gradient de la topographie

suivant deux directions,∂ fexp(l ,m)
∂l et ∂ fexp(l ,m)

∂m . La topographieΦ(l ,m) s’obtient alors de la
même manìere que dans la partie2.4.2.

5.2.2 Choix du couple de d́ecalages

Le couple de d́ecalages est choisi sur des critères líes d’une part̀a la fonction de
transfertH̃eq (valeur moyenne, valeur pour les faiblesk), d’autre partà des contraintes
technologiques sur la géoḿetrie des prismes de Wollaston. Dans la suite, les angles de
séparation des prismes utilisés sont de 2,11×10−5 rad et 1,06×10−3 rad, soit 1,41 et
70,6 pixels, respectivement avec des pixels de 12 micromètres de ĉoté dans le plan image
et une lentille tube de 800 mm de focale. Ce sont ces prismes dont le calcul est présent́e
dans l’annexeB (paragraphes2 et3).

5.3 Mesure de champs de d́eplacements plan

On pŕesente sur la figure1.37un essai de validation de cette mesure de déplacement
plan sur une surface d’or observée avec un grandissement×22. La reproductibilit́e des
topographies diff́erentielles utiliśees est de l’ordre de 100 pm. Cette reproductibilité est
estiḿee en supposant que le retrait et la mise en place des prismes de Wollaston n’in-
troduit pas d’erreurs supplémentaires. Pour une zone de mesure de 1024×1024 pixels,
l’erreur peutêtre d́ecompośee en une incertitude (écart quadratique moyen) attribuée à
la proćedure de corŕelation de l’ordre de 2,8× 10−2 pixel (i.e., 15nm) et une erreur
syst́ematique de 0,14 pixel (i.e., 75nm) par rapport̀a la droite “id́eale”, de l’ordre de
grandeur du jeu dans le dispositif permettant d’imposer le déplacement.
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FIG . 1.37:Validation de la mesure de déplacement plan : d́eplacement mesuré en fonction
du d́eplacement imposé.

5.4 Estimation du rôle du marqueur dans la mesure du champ de
déplacement

Si les techniques de corrélation d’images nuḿeriques sont largement diffusées dans les
laboratoires de ḿecanique, l’́evaluation du r̂ole des diff́erents param̀etres reste discutée,
et leur estimation se fait souvent en utilisant des images de test géńeŕees nuḿeriquement.
On teste alors autant les algorithmes que les paramètres physiques intervenant dans la for-
mation des images (voir [50], [51], [52]). Afin d’estimer la qualit́e des ŕesultats obtenus,
on propose une estimation des performances limites que l’on peut obtenir,à partir de la
description statistique de la formation des images, présent́ee au paragraphe3.1.

5.4.1 Mod́elisation de l’ensemble marqueur-syst̀eme d’imagerie

Une matrice CCD est un capteur matriciel plan, dont chaque pixel effectue une intégra-
tion du signal qu’il reçoit sur sa surface sensible (discrétisation spatiale). On s’intéresse
donc ici autant aux propriét́es du marqueur qu’à celles du dispositif imageur età leur
influence sur la mesure d’un déplacement plan. On suppose ici que la tache de diffusion
n’est pas sur-́echantillonńee, de sorte que c’est le détecteur qui d́efinit la discŕetisation
latérale. A partir des propriét́es statistiques des topographies différentielles mesuréesà
l’aide de l’interf́erom̀etre de Nomarski, on propose une procédure d’estimation des per-
formances d’un ensemble marqueur-système d’imagerie pour la mesure d’un champ de
déplacement plan. On se restreint au cas unidimensionnel. Par conséquent, le marqueur
sera not́e f (x), où x est une variable d’espace scalaire. On notep la dimension physique
d’un pixel, de sorte que le pixeln couvre une zone allant dex = np à x = (n+ 1)p. Par
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FIG . 1.38:Ensemble marqueur-système d’imagerie : ǵeoḿetrie du probl̀eme et variables
assocíees.

construction, les zones sensibles des pixels sont rarement jointives (il faut loger la connec-
tique,évacuer la chaleur...). On suppose que cette zone sensible est centrée par rapport au
pixel, et qu’elle s’́etend entre l’abscissex = np+e et x = (n+1)p−e (figure 1.38). La
variable donńee par les fabricants de matrice CCD pour décrire cette surface sensible, le
facteur de remplissageϕr , est relíee aux variables que nous avons définies

ϕr =
p−2e

p
(1.132)

Le processus de discrétisation est̀a l’origine d’une perte importante d’information. En
effet, un pixel CCD effectue une intégration sur l’ensemble de sa surface des photons
qu’il reçoit. Ce n’est pas le marqueur lui même qui est vu, mais sa moyenne sur la surface
sensible du capteur. D’autre part, la reproductibilité de la mesure limite la plus petite
variation de phaseδφmin qu’il est possible de d́etecter. Il est alors ńecessaire de choisir un
critère qui permet de d́efinir δφmin, qui sera de l’ordre de grandeur de l’écart-type de la
variable aĺeatoire traduisant le bruit de mesure sur la phase. On fait le choix de considérer
comme discernables deux densités de probabilit́es dont les gaussiennes sontégales̀a mi-
hauteur (voir figure1.39). Dans ce cas

δφmin = σ
√

2ln2

≃ 1,17σ (1.133)

On cherche le plus petit déplacementd tel que

1
p−2e

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(n+1)p−e∫

np+e

f (x)dx−
(n+1)p−e∫

np+e

f (x+d)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ δφmin (1.134)
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FIG . 1.39:Ensemble marqueur-système d’imagerie : d́efinition de la plus petite variation
de topographie d́etectable.

Au premier ordre end, cela revient̀a estimer la probabilité

P

{

∣

∣

∣
[ f (x)](n+1)p−e

np+e

∣

∣

∣
≥ (p−2e)δφmin

d

}

(1.135)

Soit alorsT(x) la fonction d́efinieà partir def (x) par

T(x) = f (x+
p−2e

2
)− f (x− p−2e

2
) (1.136)

Le probl̀eme revient alors̀a chercher la probabilité

P
{

∣

∣

∣
[ f (x)](n+1)p−e

np+e

∣

∣

∣
≥ (p−2e)δφmin

d

}

=

P
{

T(x) ∈
]

−∞,− (p−2e)δφmin
d

]}

+P
{

T(x) ∈
[

(p−2e)δφmin
d ,∞

[}

(1.137)
Si on appelleψ(y) la fonction de ŕepartition de la fonctionT(x)

ψ(y) = P{T(x) ∈ ]−∞,y]} (1.138)

alors le probl̀eme revient̀a estimerη

ηψ(d) = ψ
(

−(p−2e)δφmin

d

)

+1−ψ
(

(p−2e)δφmin

d

)

(1.139)

5.4.2 Calcul de la fonctionψ(y)

On peut d́ecomposer la fonctionT(x) en une śerie de cosinus

T(x) = ∑
k

ck cos(ωkx+θk) =∑
k

Tk(x) (1.140)
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Les coefficientsθk et ck se d́eduisent des coefficients de Fourier deT(x). Eux-m̂emes se
déduisent des coefficients de Fourier def (x)

T̃(λ) = 2 j F̃(λ)sin(πλ(p−2e)) (1.141)

Si appelleψk(y) la fonction de ŕepartition de la fonctionTk(x)

ψk(y) = P{Tk(x) ∈ ]−∞,y]} (1.142)

FIG . 1.40:Variables pour le calcul deψk(y).

On peut alors distinguer 3 situations :
– 2π

ωk
≪ (p−2e). On int̀egre alors un grand nombre de périodes, et on en déduit que

P{Tk(x) ≤ y} =











= 1−
cos−1( y

ck
)

π si y∈ [−ck,ck]
= 0 siy≤−ck

= 1 siy≥ ck

– 2π
ωk

≈ (p−2e). On int̀egre une ṕeriode, le calcul pŕećedent est encore valable.

– 2π
ωk

≫ (p−2e). Le calcul de la probabilité s’effectue maintenant sur une petite par-
tie de la ṕeriode du signal, et le résultat d́epend fortement deθk. Pour simplifier
le probl̀eme, on suppose une densité de probabilit́e uniforme pour cos(θk) sur l’in-
tervalle[−1,1]. Cette ŕepartition correspond̀a une densit́e de probabilit́e uniforme

pour le d́ecalage par rapportà l’origine sur
[

0, 2π
ωk

]

. Par conśequent, calculer la fonc-

tion de ŕepartition moyenne sur lesθk revientà calculer la fonction de répartition

non pas sur l’intervalle[0,(p−2e)], mais sur l’intervalle
[

0, 2π
ωk

]

. On est donc de

nouveau dans le cas préćedent. Par conséquent

P{Tk(x) ≤ y}











= 1−
cos−1( y

ck
)

π si y∈ [−ck,ck]
= 0 siy≤−ck

= 1 siy≥ ck
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Dans ce cas, on a effectué une moyenne sur les configurations locales du mar-
queur. Aussi, ce dernier terme peutêtre à l’origine de variations locales du plus
petit d́eplacement visible.

En conclusion, on obtient une forme unique pour la fonction de répartition

ψk(y)











= 1−
cos−1( y

ck
)

π si y∈ [−ck,ck]
= 0 siy≤−ck

= 1 siy≥ ck

A partir de l’expression de la fonction de répartitionψk(y), on peut d́eduire la densit́e
de probabilit́e ζk(y)

ζk(y) =
∂ψk(y)

∂y
(1.143)

ζk(y)















= 1

πck

√

1−
(

y
ck

)2
si y∈ ]−ck,ck[

= 0 siy < −ck

= 0 siy > ck

Cette fonctionζk(y) n’est pas continue, mais son support est borné. Pour revenir̀a la den-
sité de probabilit́e assocíeeà la fonctionT(x), il faut rappeler que la densité de probabilit́e
assocíeeà la somme de deux variables aléatoires ind́ependantes estégale au produit de
convolution des densités de probabilit́e assocíeesà chacune des variables. En pratique,
ce produit de convolution pourrâetre calcuĺe dans l’espace de Fourier. SiΨ̃(λ) est la
transforḿee de Fourier deψ(y), et Z̃k(λ) la transforḿee de Fourier deζk(y), alors

Ψ̃(λ) = ∏
k

Z̃k(λ) (1.144)

Par d́efinition, on a

Z̃k(λ) =

+∞∫

−∞

ζk(y)exp(−2 jπλy)dy

=

+ck∫

−ck

exp(−2 jπλy)

πck

√

1−
(

y
ck

)2
dy (1.145)

Si on poseb = y
ck

, alors

Z̃k(λ) =
1
π

1∫

−1

exp(−2 jπckλb)√
1−b2

db

=
2
π

1∫

0

cos(−2πckλb)√
1−b2

db

= J0(2πλck) (1.146)
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On en d́eduit :
Ψ̃(λ) = ∏

k

J0(2πλck) (1.147)

La transforḿee inverse est effectuée nuḿeriquement.

5.4.3 Application au cas de films d’or

Les filmsévapoŕes-condenśes ont́et́e largement́etudíes, par diverses techniques expérimentales,
notamment du fait de leur importance en optique et de leur caractère fractal discut́e [49].
Comme il est ńecessaire d’utiliser une description du marqueurà uneéchelle plus fine

FIG . 1.41:Spectre de la rugosité d’une surface d’or obtenu par Olivaet al. [49] en mi-
croscopièa effet tunnel et mod̀ele assocíe, tiré de [49].

que celleà laquelle s’effectue la mesure de déplacement, on utilise un spectre déduit
de ceux obtenus par Olivaet al. [49] en microscopièa effet tunnel et pŕesent́e sur la
figure 1.41. Ils sont mod́elisés par deux droites dans un diagramme log-log. En retrai-
tant les spectres obtenus, on s’aperçoit que les paramètresA et qd définis sur la figure
1.41 sont des fonctions simples du temps de croissance du film (voir les figures1.42
et 1.43). On peut donc représenter le spectre d’une surface d’or comme une fonction
du temps de croissance du film. En utilisant les paramètres optimaux du capteur CCD
DALSA-1M30 (ϕ = 1 et δφmin = 2× 10−3 rad) ainsi que ceux d’une couche d’or de
450 nm, on obtient la caractéristique traćee sur la figure1.44. On remarque queηψ(d)
présente un seuil pour les valeurs ded inférieures̀a dseuil = 0.5nm. Indépendamment du
mode de traitement du profil d’intercorrélation, ce d́eplacement seuil apparaı̂t comme le
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FIG . 1.42:Evolution du param̀etreA en fonction du temps de croissance du film d’or.

FIG . 1.43:Evolution du param̀etreqd en fonction du temps de croissance du film d’or.

plus petit d́eplacement qui pourrâetre perçu par le système imageur. On peutégalement
définir un autre crit̀ere,d0.5, défini comme le d́eplacement du marqueur correspondantà
ηψ(d0.5) = 0.5. Dans cette application,d0.5 ≃ 1.6nm. Si maintenant on se place dans les
conditions de l’exṕerience pŕesent́ee en5.3, alors on obtient la caractéristique traćee sur
la figure1.45. Les d́eplacements caractéristiques sont un ordre de grandeur plusélev́es,
avecdseuil = 2.5nm et d0.5 ≃ 11nm. Ces valeurs, m̂eme si elles sont du m̂eme ordre de
grandeur, restent bien inférieures aux erreurs estimées en5.3. Ce ŕesultat sugg̀ere qu’un
autre ph́enom̀ene limite les performances de la technique utilisée.

6 Pour conclure : les moyens de mesure disponibles

Dans cette partie, on a présent́e et qualifíe un dispositif interf́eroḿetrique baśe sur
l’interf érom̀etre de Nomarski. Les topographies différentielles obtenues permettent, par
diff érence, de mesurer un champ de déplacement hors-plan, avec une reproductibilité
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FIG . 1.44:Probabilit́eηψ(d) qu’un d́eplacementd soit d́etect́e sur un pixel, quand l’écart-
type du bruit affectant les topographies différentielles vaut 15pm.

FIG . 1.45:Probabilit́eηψ(d) qu’un d́eplacementd soit d́etect́e sur un pixel, quand l’écart-
type du bruit affectant les topographies différentielles vaut 100pm.

de l’ordre de 10 pm. En particulier, on a montré que le bruit affectant cette mesure se
mod́elise par une distribution gaussienne, décorŕelée en espace, dont l’écart-type est pi-
loté par le temps d’acquisition.

En reconstruisant la topographie de la surfaceà partir de deux topographies différentiel-
les, on a montŕe que l’on pouvait utiliser la rugosité de surface comme un marqueur dans
une proćedure d’intercorŕelation, permettant ainsi de mesurer un champ de déplacement
plan. Si les performances attendues ne sont pas encore atteintes, cette technique n’en n’est
pas moins prometteuse et sa faisabilité aét́e prouv́ee.



« Lorsqu’un th́eoricien trouve un ŕesultat nouveau personne n’y croit, sauf lui ! Lors-
qu’un exṕerimentateur trouve un résultat nouveau tout le monde y croit, sauf lui !»

« Mécanique des matériaux solides», Jean Lemaitre et Jean-Louis Chaboche,
Dunod.
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Chapitre 2

Identification de distributions de
chargement et de raideursà partir de

mesures de champ de d́eplacements

Dans ce second chapitre, on développe une procédure
d’identificationà partir de champs de d́eplacements pour

déterminer le champ de propriét́esélastiques caractérisant
une structure et le champ de chargement qui y est appliqué.

Si théorie et exṕerience ont́et́e les deux mamelles de l’épist́emologie du vingtìeme
siècle, alors s’atteler̀a ŕesoudre un problème d’identificatiońequivautà choisir de s’as-
seoir au milieu d’un champ miné. Il est pourtant ind́eniable que l’apparition de caméras
(visible et infrarouge) -relativement- peu onéreuses a permis le développement de me-
sures de champs en mécanique. Les informations obtenues sont alors en géńeral assez
redondantes pour que l’on espère en d́eduire des donńees suffisamment fiables. On peut
alors inverser la tendance géńerale qui consistèa pŕesenter l’exṕerience comme le valet
de la th́eorie, la premìere n’́etant l̀a que pour valider ou infirmer la seconde. Un ensemble
d’expériences pourrait donc,à terme, permettre de construire une modélisation. Quoi qu’il
en soit, on ne fait pas d’expériences que dans le but de modéliser un ph́enom̀ene. On les
pratiqueégalement pour se faire la main, pour se rassurer et s’approprier les phénom̀enes
sollicités. Aussi, une ḿethode d’identification ne doit pas filtrer la multitude des effets
qui pourraient̂etre observ́es, pour n’en retenir que ceux qui conviennent au modèle, qu’il
soit à identifier ouà construire. L’emploi d’une ḿethode d’identification doit donc rester
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ouverteà la surprise, et préserver la śerendipit́e 1 propreà l’expérience.

1 Problème standard

On rappelle dans cette partie leséquations et les ḿethodes standard de résolution des
probl̀emes d’́elasto-statique.

1.1 Description

FIG . 2.1:Description du probl̀eme direct standard.

Le probl̀eme standard de la ḿecanique est d́ecrit sur la figure2.1. On consid̀ere un
domaineΩ borńe de l’espace. Chaque pointM de Ω est reṕeŕe par ses coordonnéesx.
Le comportement du matériau est supposé connu en tout point par la donnée de son po-
tentiel (thermodynamique) d’état et son potentiel de dissipation. On se place dans le cas
de l’élasticit́e linéaire, de sorte que la connaissance du potentiel d’état est suffisante. Le
champ de propriét́esélastiquesC (x) est suppośe connu en tout pointx deΩ. Les frontìeres
deΩ, dont l’orientation locale est donnée par la normalen, sont d́ecompośees suivant les
deux partitions :

1Ce mot vagabond n’est plus et pas encore dans nos dictionnaires. De l’ancien français il est passé dans
la langue anglaise et est en cours de ré-introduction , notamment dans le vocabulaire des historiens des
sciences. Il d́esigne ces petits hasards de l’expérimentation qui suscitent des pistes inattendues ou des idées
nouvelles.
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– Su est la portion de la surface où les d́eplacementsud sont impośes ;
– St est la portion de la surface où les effortsTd sont impośes ;
– leur intersectionSu∩St est consid́eŕee a priori comme non vide. Deux cas de figures

sont alors possibles :
– Les conditions sont mixtes surSu∩St , c’est-̀a-dire que les efforts sont imposés

uniquement suivant les directions où l’on n’impose pas de d́eplacement ;
– Les conditions sont surabondantes, c’est-à-dire que l’on impose le d́eplacement

et l’effort suivant une m̂eme direction.
Par ailleurs, l’ensemble du volumeΩ est soumis̀a une densit́e d’effortsf(x). L’ équilibre
local de la structure s’écrit (en statique)

div(σ(x))+ f(x) = 0 (2.1)

σ(x) est la contrainte de Cauchy. Sur le bord

σ(x)n = Td ∀x ∈ St (2.2)

Le probl̀eme consiste alors̀a trouver les champs(u(x),σ(x)), tels que

u(x) ∈ UAD (2.3)

σ(x) ∈ SAD (2.4)

avec

UAD =
{

u(x) ∈ H1(Ω)\u(x) = ud ∀x ∈ Su
}

(2.5)

SAD =
{

σ(x) ∈ H1(Ω)\σ(x)n = Td ∀x ∈ St ,div(σ(x))+ f(x) = 0 ∀x ∈ Ω
}

(2.6)

en v́erifiant la loi de comportement

σ(x) = C (x)ε(x) ∀x ∈ Ω (2.7)

En hypoth̀ese des petites perturbations, le tenseur linéariśe des d́eformations est donné
par

ε(x) =
1
2

(

∇ u+ ∇ ut) (2.8)

A l’exception du dernier cas de conditions aux limites (conditions surabondantes), on
peut d́emontrer l’existence et l’unicité de la solution. En effet, si les conditions sont sur-
abondantes, il n’existe de solution que si ces conditions sont compatibles, c’est-à-dire,
par exemple, si le d́eplacement imposé ud est le d́eplacement ŕesultant de l’application
des effortsTd.

1.2 Solutions exactes

Il n’y a en ǵeńeral pas de solution exacte au problème repŕesent́e par leséquations
(2.5) et (2.7) ; à part pour une classe de problèmes eńelasticit́e plane (contrainte ou
déformation plane) pour lesquels on peut obtenir un ensemble de solutions soit en uti-
lisant directement une base de fonctions biharmoniques, soit en cherchant les champs de
déplacements solution comme dérivant de potentiels complexes (potentiels de Kolossoff-
Mushkelichvili [53]).
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1.3 Formulations variationnelles

Dans le cas ǵeńeral on utilisera une forme faible deséquations d’́equilibre. Le principe
des travaux virtuels est alors strictementéquivalent̀a la forme locale de l’́equilibre :







∀u⋆ ∈ UAD

∀σ̃ ∈ SAD∫
Ω σ̃ : ε[u⋆]dV =

∫
Ω f.u⋆dV +

∫
St

Td.u⋆dS+
∫

Su
T̃.uddS

(2.9)

On remarquera que cetteéquation est v́erifiée, m̂eme si les champs̃σ et u⋆ ne sont pas
assocíes, c’est-̀a-dire ne v́erifient pas la relation de comportement (2.7). Si on postule que
l’ équation (2.7) est v́erifiée, alors (2.9) se met sous la forme







∀u⋆ ∈ UAD

σ̃ = Cε[u⋆]∫
Ω ε[u⋆] : C : ε[u⋆]dV =

∫
Ω f.u⋆dV +

∫
St

Td.u⋆dS
(2.10)

On peutégalement utiliser une forme faible associéeà la relation de comportement. Le
potentiel thermodynamiqueΨ (densit́e d’énergie libre de Helmholtz) associé à l’élasticit́e
s’écrit

Ψ(ε) =
1
2

ε : C : ε (2.11)

Sa transforḿee (partielle) de Legendre-FenchelΨ∗(σ) est alors d́efinie par

Ψ∗(σ) = sup
ε

([σ : ε]−Ψ(ε))

=
1
2

σ : C−1 : σ (2.12)

et correspond̀a sa densit́e d’enthalpie libre de Gibbs. Le résidu de Legendre-Fenchel, est
défini comme

ηΨ(σ,ε) = Ψ(ε)+Ψ∗(σ)−σ : ε (2.13)

avecσ : ε le produit scalaire associé à l’énergiéelastique. On remarquera ici que ce résidu
est d́efini pour tout champσ, indépendamment de son appartenanceà SAD . De par la
définition de la transforḿee de Legendre-Fenchel, on a directement

ηΨ(σ,ε) ≥ 0 ∀(σ,ε) (2.14)

et en particulier, siσ et ε sont associés par la loi de comportementélastique,

ηΨ(C : ε,ε) = 0 (2.15)

Pour prendre en compte la symétrie du probl̀eme entre les deux champs, on définit alors

2∆Ψ(σ,ε) =
∫

Ω
ηΨ(C : ε,C−1 : σ)dV +

∫
Ω

ηΨ(σ,ε)dV (2.16)
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∆Ψ(σ,ε) est l’erreur en relation de comportement calculée à l’échelle de la structure.
La résolution de∆Ψ(σ,ε) = 0 impose donc que la relation de comportement soit vérifiée,
sans imposer ńecessairement l’équilibre. On introduit alors le principe des travaux virtuels
(2.9) dans l’́equation (2.16), pour obtenir















∀u⋆ ∈ UAD

∀σ̃ ∈ SAD

∆t(σ̃,u⋆) = 1
2

∫
Ω σ̃ : C−1 : σ̃dV− ∫Su

T̃.uddS+ 1
2

∫
Ω ε[u⋆] : C : ε[u⋆]dV

−∫Ω f.u⋆dV− ∫St
Td.u⋆dS

(2.17)

∆t se d́ecompose alors
∆t(σ̃,u⋆) = ∆σ(σ̃)+∆u(u⋆) (2.18)

avec

∆σ(σ̃) =
1
2

∫
Ω

σ̃ : C−1 : σ̃dV−
∫

Su

T̃.uddS (2.19)

∆u(u⋆) =
1
2

∫
Ω

ε[u⋆] : C : ε[u⋆]dV−
∫

Ω
f.u⋆dV−

∫
St

Td.u⋆dS (2.20)

La fonctionnellèa deux champs∆t(σ̃,u⋆) se d́ecompose en deux fonctionnelles découpĺees
indépendantes∆σ(σ̃) et ∆u(u⋆). Leur somméetant minimalèa la solution (c’est-̀a-dire
quand les champs sontà la fois admissibles et associés), il en d́ecoule que, śepaŕement,
∆σ(σ̃) et∆u(u⋆) sont minimales̀a la solution. Si on appelleσs etus les champs solutions,
alors on a les bornes :

∆σ(σs) ≤ ∆σ(σ̃) ∀σ̃ ∈ SAD (2.21)

∆u(us) ≤ ∆u(u⋆) ∀u⋆ ∈ UAD (2.22)

On dit queσs minimise l’énergie compĺementaire∆σ, et queus minimise l’énergie poten-
tielle ∆u. On obtient une solution approchée du probl̀eme en cherchant la décomposition
du champ de d́eplacement (par exemple) sur une base préd́etermińee, en minimisant∆u

par rapport aux composantes du champ de déplacement sur cette base. C’est le principe de
base de la ḿethode deśeléments finis, repris pour les poutres d’Euler-Bernoulli dans l’an-
nexeE. La qualit́e du ŕesultat peut alorŝetre contr̂olée en calculant∆t et ses contributions
locales [73].

2 Problèmes d’identification

2.1 Contexte

On a rappeĺe dans la partie1.1 du chapitre 1 que les premiers essais mécaniques̀a
l’ échelle de la centaine de micromètres ont consisté à reproduirèa cettéechelle les essais
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macroscopiques standardisés [55], [56], [57]. Cette approche limite toutefois la diminu-
tion deséchelles caractéristiques des objets sollicités. En effet, dans le procéd́e d́ecrit sur
la figure1.1 du chapitre 1, c’est l’́etape de photolithographie qui limite la précision des
dimensions des objets. En effet, dans l’étape d’insolation, c’est la lumière qui assure le
transfert des motifs du masque. Ainsi, la diffraction de la lumière sur les bords du masque
va limiter la pŕecision du masque transmis. La tolérance sur les dimensions sera donc
définie par la longueur d’onde utilisée, et est typiquement de l’ordre du micromètre. Par
conśequent, en ŕeduisant les dimensions de l’objet, on augmente la tolérance dimension-
nelle relativement aux dimensions de l’objet. Les hypothèses d’homoǵeńeité ńecessaires
à l’exploitation des essais standards ne sont donc plus vérifiées. On a montré dans le cha-
pitre 1 l’utilisation de techniques interféroḿetriques pour obtenir une mesure de champ
de d́eplacements, plan et hors-plan. Si l’on dispose alors,a priori, de toute l’informa-
tion nécessaire, il restèa trouver une technique permettant l’identification de propriét́es
mécaniques avec un essai hét́erog̀ene. Par ailleurs, l’étape de gravure induit toujours une
rigidification des extŕemit́es encastŕees, comme montré sur les figures1.4 et 1.5 du cha-
pitre 1. Ces modifications de raideur, structurelles, ontégalement́et́e observ́ees sur des
poutres encastrées aux deux extrémit́es. Par conśequent, les champs de propriét́esà iden-
tifier peuvent̂etre h́et́erog̀enes.

Une mesure de champ de déplacements, si elle présente l’avantage de fournir les infor-
mations ńecessaires̀a l’identification d’un champ de propriét́es, introduit une contrainte
suppĺementaire. En effet, le champ d’observation ne doit pasêtre occult́e, ce qui inter-
dit l’utilisation d’un chargement extérieur au wafer par contact, saufà travailler dans la
configuration propośee par Espinosaet al. [59]. La zone observ́ee est alors diff́erente
de celle sur laquelle s’effectue le chargement. Les solutionsélectrostatiques représentent
une classe de solutions très populaire, que l’actionneur complet soit intégŕe au wafer
[60], ou d́ecoupĺe. Dans ce dernier cas, l’objet lui-même est recouvert d’une couche
métallique, qui joue le r̂ole d’une armature de condensateur. On peut alors voir apparaı̂tre
une h́et́eroǵeńeité de chargement, due aux singularités ǵeoḿetriques de l’objet sollicit́e
(effets de pointe, notamment). Par ailleurs, si l’on veut se servir de cet objet comme d’un
capteur de son environnement, l’homogéńeité du chargement ne peut pasêtre postuĺee,
de sorte que dans toutes ces configurations, le chargement pourraêtre h́et́erog̀ene. Cette
hét́eroǵeńeité n’est pas connuea priori, si bien que la ḿethode d’identification devra
également permettre l’identification d’un chargement hét́erog̀ene.

2.2 Méthodes d’identification

De manìere syḿetrique au probl̀eme standard d’élastostatique d́ecrit dans la partie1,
les probl̀emes d’identification se résument, connaissant un champ de déplacement mesuré
um(x)≃ u(x), en un nombre fini de pointsx, à trouver les champs(C (x),Td(x)) vérifiant
l’ équilibre local de la structure et la loi de comportement (éventuellement paraḿetŕee)
postuĺee. On suppose donc l’existence d’un champu(x), dont une estimation est donnée
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par la mesureum(x), avec (en l’absence de forces volumiques)

div(C : ε[u]) = 0 (2.23)

C : ε[u](x)n = Td ∀x ∈ St (2.24)

Ce probl̀eme ǵeńeral est souvent simplifíe :
– en postulant une forme particulière pour le tenseur d’élasticit́e (syḿetrie et varia-

tions spatiales), qui ne dépend plus alors que d’un nombre fini de paramètresk ;
– en imposant une contrainte sur la distribution d’effortsTd, dont une projection est

parfois mesuŕee.
Les différentes ḿethodes existantes se distinguent alors par le type de relation utilisé pour
vérifier l’équilibre et la loi de comportement (formes faibles ou exactes) et par l’identifi-
cation ou non de l’́ecart entre les champsu(x) etum(x). Cetécart d́erive ǵeńeralement du
choix de la base fonctionnelle retenue pour décrire l’ensembleSAD . Si cette base choisie
ne repŕesente pas exactement le champ mesuré, alors il existe uńecart entre le champ de
déplacement mesuré et le champ de d́eplacement solution du problème direct correspon-
dant, que l’on appelle problème direct associé à la solution du problème d’identification.

2.2.1 Recalage de mod̀elesà partir d’un écart sur les d́eplacements

La structureétant d́ecrite à l’aide d’un nombre fini de param̀etresk, une premìere
classe de ḿethodes regroupe toutes les techniques qui consistentà comparer le champ de
déplacement issu de l’expérienceum au ŕesultat d’un calcul paŕeléments finisuc(k,Td).
Ce dernier champ est, en géńeral, obtenu pour une valeur donnée des param̀etresk et avec
la valeur mesuŕee de la projection des effortsTd. Tout le probl̀eme consiste alors̀a d́efinir
une distance entre la solution et le champ mesuré. La solution la plus simple consisteà
minimiser unécart quadratique, avec unéventuel terme de régularisationR

erecalage=
1
2∑(um −uc(k,Td))

t(um −uc(k,Td))+λR (k) (2.25)

La minimisation de cet́ecart pour les param̀etresk fournit un jeu de param̀etres solution.
Dans la forme2.25, la signification physique du paramètreλ est difficile à établir, son
choix [48] devant amener̀a la stabilit́e de la solution vis-̀a-vis d’une perturbation sur
les mesures. En géńeral, le champ mesuré n’est pas statiquement admissible au sens du
mod̀ele éléments finis, de sorte que même si le mod̀ele retenu pour d́ecrire la structure
est raisonnable,erecalagen’est pas nul apr̀es minimisation. Au minimum, l’́equilibre et la
relation de comportement sont vérifiés sous leur forme faible (calcul paréléments finis)
et on obtient un champ de déplacement statiquement admissibleuc, proche du champ
mesuŕeum.

2.2.2 La méthode des champs virtuels

La méthode des champs virtuels aét́e initialement propośee dans [61] pour identifier
des propríet́es homog̀enes de composites enélasticit́e anisotrope [62]. Le principe repose
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sur l’utilisation directe de l’́equation (2.9). En posant

σ̃ = C : ε[um] (2.26)

(2.9) devient






∀u⋆ ∈ UAD

σ̃ = Cε[um]∫
Ω ε[um] : C : ε[u⋆]dV =

∫
Ω f.u⋆dV +

∫
St

Td.u⋆dS
(2.27)

En d́ecomposant le tenseur d’élasticit́e

C = ∑
k

QkCk (2.28)

où lesQk sont les param̀etres mat́eriauà identifier, il est possible d’écrire autant d’́equations
indépendantes qu’il y a d’inconnues, en choisissant les champs virtuelsu⋆ pour obtenir
un syst̀eme lińeaire bien conditionńe. Il estégalement possible de choisir les champs test
u⋆ de sorte que l’on ne fait apparaı̂tre qu’une constanteQk dans chaquéequation. Ces
champs test sont alors appelés« champs virtuels sṕeciaux» [63]. La technique áet́e ap-
pliquée à l’identification de propríet́es élastiques anisotropes [64] [65], ainsi qu’̀a une
loi de comportement́elastique non-lińeaire [66]. De par l’utilisation de l’́equation (2.9),
l’ équilibre est v́erifié sous sa forme faible, alors que la loi de comportement est vérifiée
localement, avec l’hypoth̀ese (2.26). Cette ḿethode d’identification s’apparente alorsà
une ḿethode de Ritz pour le problème direct. On remarquera cependant que le champ
de contrainte d́etermińe à partir de (2.26) n’est en ǵeńeral pas eńequilibre. Aussi, aucun
indicateur n’est utiliśe pour identifier l’́ecart entre les champsu etum, même si uńecartà
l’ équilibre est propośe, pour les cas non-linéaires, dans [63]. Pour palier cette sensibilité,
les champs virtuels sont choisis de manièreà minimiser l’influence d’un bruit de mesure
sur les param̀etres identifíes [67].

2.2.3 Méthode de l’́ecart à la réciprocité

Pour d́efinir une fonctionnelle caractérisant l’́ecartà la ŕeciprocit́e, il faut imaginer le
même corpsΩ, caract́eriśe par deux champs de raideurC1 etC2. Soient alors deux champs
de d́eplacementsu1 etu2 tels que

div(C1 : ε[u1]) = 0 (2.29)

C1 : ε[u1](x)n = Td ∀x ∈ St (2.30)

et

div(C2 : ε[u2]) = 0 (2.31)

C2 : ε[u2](x)n = Td ∀x ∈ St (2.32)

alors, on peut ŕeécrire l’équation (2.9) en remplaçant,

σ̃ = C1ε[u1] (2.33)
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avecu2 comme champ virtuel d’une part, et en remplaçant

σ̃ = C2ε[u2] (2.34)

avecu1 comme champ virtuel d’autre part. On obtient alors [68]
∫

Su∩St

u2.Td −ud.(C2 : ε[u2](x)n)dS=
∫

Ω
∇ u1 : (C1−C2) : ∇ u2dV = R(C1−C2,u1,u2)

(2.35)
Si l’intersectionSu ∩St est non vide, alors le choix d’un champ virtuelu2 permet de
calculer le membre de gauche de (2.35), donnant ainsi une information sur le champC1

cherch́e. Cette ḿethode, introduite par Buiet al. [69], a ét́e appliqúeeà l’identification de
propríet́e élastiques ou la localisation de fissures [68].

2.2.4 Méthodes d́erivant de solutions exactes

Dans le cas òu le probl̀eme direct supposé reproduire le champ de déplacements me-
suŕe admet une solution analytique, cette solution permet de définir un ensemble fonction-
nel pour le champ de déplacement solution, les paramètresélastiques et de chargement
donnant alors la projection du champ de déplacement mesuré sur cette base. L’équilibre
comme la relation de comportement sont alors vérifiées exactement en tout point. Ce type
de technique áet́e exploit́e par exemple dans [70]. En traitant dans ce cadre le problème
d’indentation de Flamant, les auteurs montrent que l’on peut obtenir la valeur absolue des
propríet́es élastiques̀a partir de la seule mesure d’un champ de déplacement. D’autres
applications ŕecentes, traitant des champs en pointe de fissure [71] ou du d́eplacement au-
tour de singularit́es ǵeoḿetriques dans un essai de traction [72] ont également d́emontŕe
les multiples applications potentielles de ces méthodes.

2.2.5 L’erreur en relation de comportement

La fonctionnelle (2.16) définit l’erreur en relation de comportement∆Ψ(σ,ε). Cet
indicateur, initialement proposé dans [73] et [74] a d’abordét́e appliqúe à la validation de
calculs vibratoires paŕeléments finis. Si le champC est alors connu, son identificationà
partir de champs mesurés requiert la ŕeécriture de l’́equation (2.16)

∆Ψ(σ,ε,C ) =
∫

Ω
ηΨ(C : ε,C−1 : σ)dV +

∫
Ω

ηΨ(σ,ε)dV (2.36)

Dans le cas de l’élasticit́e linéaire, cette expression se réduit

∆Ψ(σ,ε,C ) =

∫
Ω

(σ−C : ε) : C−1 : (σ−C : ε)dV (2.37)

ou, sous une forme syḿetriśee,

∆Ψ(σ,ε,C ) =
∫

Ω
(C− 1

2σ−C
1
2 : ε) : (C− 1

2σ−C
1
2 : ε)dV (2.38)
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On remarquera que l’équation n’int̀egre aucune contrainte concernant l’équilibre de la
structure. Aussi, c’est le choix d’espaces fonctionnels adéquats qui va permettre ici de
satisfaire l’́equilibre, en calculantσ par éléments finis. Les conditions d’équilibre se tra-
duisent donc lors de la minimisation par un multiplicateur de Lagrange associé au champ
σ. Diverses stratégies sont aussi possibles pour définir le champε, qui peut d́eriver exac-
tement du champ mesuré, ou, s’il est consid́eŕe comme non fiable, dériver d’un champ
approchant le champ mesuré. En supposant de nouveau que le tenseur d’élasticit́e se
décompose suivant (2.28), le probl̀eme d’identification se rapportèa la minimisation de
(2.36) par rapport aux param̀etresCk, les champsσ etε étant soumis̀a des contraintes va-
riables suivant leśetudes. Cette ḿethode a d’abord́et́e appliqúee au recalage de modèles
dynamiques [75], éventuellement avec un terme de distance aux mesures [76]. En statique,
Geymonatet al.[77] ont démontŕe qu’en l’absence de distance aux mesures,∆Ψ(σ,C ) est
sépaŕement convexe et ont appliqué ce ŕesultatà l’identification de propríet́esélastiques
avec uńechantillon soumis̀a un chargement homogène. En ajoutant un terme de distance
aux mesures, Callochet al. [78] ont utilisé cette approche pour identifier un champ de
propríet́es homog̀eneà partir d’un essai h́et́erog̀ene. D’une manière ǵeńerale, la loi de
comportement est ici toujours vérifiée sous sa forme faible, alors que la vérification de
l’ équilibre d’une part, et de la compatibilité avec les mesures d’autre part dépendent des
espaces fonctionnels choisis.

2.2.6 L’écart à l’ équilibre

En introduisant la forme faible deśequations d’́equilibre (2.9) dans l’erreur en rela-
tion de comportement (2.16), on a d́ecompośe cette dernìere enénergies potentielle et
compĺementaire. La minimisation de cesénergies est la base des méthodes de ŕesolution
par éléments finis, la relation de comportement comme l’équilibre étant alors v́erifiées
sous leur forme faible. Si la plupart des méthodes d́ecrites se ŕefèrent en pratiquèa
un mod̀ele éléments finis, celui-ci sert exclusivement au calcul d’une base de champs
décrivantσ. On peut donc imaginer m̂eler plus intimement cette ḿethode de ŕesolution
du probl̀eme direct avec leśequations que doit v́erifier la solution du problème d’iden-
tification. Dans la ḿethode de l’́ecartà l’équilibre [79], la structure est représent́ee via
une discŕetisation paŕeléments finis, et les conditions d’équilibre sont́ecrites comme la
minimisation de l’́energie potentielle de la structure. Si le champ de déplacement mesuré
est d́ecompośe sur une base de fonctions de forme

u⋆ = ∑
i

φi(x)ui (2.39)

alors la minimisation s’́ecrit
∂∆u(Q,u)

∂u
= 0 (2.40)

Contrairement̀a la ŕesolution d’un probl̀eme direct, les d́eplacements nodaux sont alors
suppośes connus (i.e., mesuŕes) alors que les propriét́es élastiques sont les inconnuesà
déterminer. Ces id́ees ontégalement́et́e d́evelopṕees enélasticit́e anisotrope par Hori
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[81]. En supposant que les propriét́es élastiques sont constantes parélément et que les
nœuds internes de la structure ne subissent aucun chargement extérieur, Claireet al. [80]
ont montŕe que le syst̀eme lińeaire d’́equations obtenu se met sous la forme

M Q = 0 (2.41)

et est, en ǵeńeral, largement sur-détermińe. Les propríet́es élastiques sont alors obte-
nues, et la d́emarche est très robuste par rapport au bruit de mesure. Dans ce cas, la
sur-d́etermination du système permet de d́efinir un écartà la solution sur leśequations
d’équilibre. Le vecteur solutionQsol vérifie

M Qsol = Fr (2.42)

définissant ainsi un indicateur de la qualité de l’identification. Ce ŕesidu repŕesente le char-
gement ḿecanique qu’il faut rajouter sur la structure pour que celle-ci soit enéquilibre
si l’on suppose que le champ de déplacement mesuré est le champ réel. Par conśequent,
cet indicateur repŕesente l’́ecart entre le champ mesuré et le champ solution du problème
direct assocíe à la solution.

2.3 Vers une classification des ḿethodes d’identification

Afin de pouvoir comparer les diverses méthodes d’identification proposées dans la
litt érature, on propose de retenir les trois critères suivants :

– l’ équilibre est v́erifié sous sa forme exacte ou affaiblie ;
– la relation de comportement est vérifiée sous sa forme exacte ou affaiblie ;
– l’ écart entre le champ mesuré et le champ solution du problème direct associé à la

solution est estiḿe.
On peut alors ŕesumer la discussion préćedente avec le graphique présent́e sur la figure
2.2.

Les ḿethodes baśees sur l’utilisation de solutions analytiques sont les seules qui im-
posent (ou permettent) de vérifier exactement̀a la fois leśequations d’́equilibre et de com-
portement. A priori, ce genre de technique semble adapté à l’identification d’un nombre
limit é de param̀etres, et doit donc permettre de traiter le cas de matériaux homog̀enes ou
dont lesévolutions spatiales sont décrites avec un faible nombre de paramètres. La dis-
tance aux mesures est donnée directement par le résidu de la projection des champs de
déplacements mesurés sur la base de fonctions du problème. Cette distance aux mesures
porte ici exclusivement sur la cinématique.

Les ḿethodes des champs virtuels (MCV) et de l’écartà la ŕeciprocit́e utilisent une
forme exacte de la relation de comportement, associéeà une forme faible deśequations
d’équilibre. Dans ces deux cas, l’utilisation d’un nombre d’équations (m̂emes optimales)
égal au nombre de paramètresà identifier ne permet pas forcément de s’affranchir d’un
bruit de mesure.
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FIG . 2.2:Comparaison des ḿethodes d’identification dans la littérature.

Pour les ḿethodes de recalage utilisant un critère en d́eplacement, le problème direct
assocíe est ŕesolu paŕeléments finis, de sorte que la base des champs solutions vérifie les
équations d’́equilibre et la loi de comportement sous leur forme faible. Comme pour les
méthodes utilisant une base obtenue avec des solutions analytiques, on doit se limiter ici
à un faible nombre de paramètresà identifier, ce qui permet de s’affranchir d’un bruit de
mesure. L̀a encore, la distance aux mesures porte exclusivement sur la cinématique.

Les ḿethodes baśees sur l’erreur en relation de comportement n’imposent de vérifier
que la relation de comportement sous sa forme faible. La vérification des autreśequations
(équilibre, distance aux mesures) ne dépend que du choix des espaces fonctionnels choi-
sis. Ces ḿethodes occupent donc tout un plan de l’espace représent́e sur la figure2.2.

La méthode de l’́ecartà l’équilibre apparâıt alors comme un cas particulier de l’erreur
en relation de comportement, pour lequel on imposerait une forme faible de l’équilibre ex-
plicitement, sans recourirà un calcul paŕeléments finis. La distance entre le champ mesuré
et le champ associé à la solution est d’autant mieux estimée que le système deśequations
d’équilibre est sur-d́etermińe. Cette ḿethode occupe donc l’axe vérifiant l’équilibre et
le comportement sous leur forme faible, la position occupée sur cet axe d́ependant de
la sur-d́etermination introduite par leśequations d’́equilibre. Dans le cas où le nombre
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de param̀etresà identifier devient́egal au nombre de degrés de libert́e, il n’est plus pos-
sible avec les techniques de résolution usuellement employées d’identifier uńecart aux
mesures, ce qui rend la méthode tr̀es sensible au bruit de mesure.

3 Identification simultanée du chargement et des propríetés
élastiques

On a vu dans la partie2.1 que l’utilisation d’un chargement sans contact pour sol-
liciter des MEMS impose de devoir identifier l’hét́eroǵeńeité du champ de chargement
pour pouvoir quantifier un champ de propriét́es élastiques. Le nombre de paramètresà
identifier augmente alors sensiblement. Aussi, on propose un développement sṕecifique
de la ḿethode de l’́ecartà l’équilibre dans le cas où le syst̀eme forḿe par leśequations
d’équilibre n’est plus sur-d́etermińe.

FIG . 2.3:Modèle de poutre h́et́erog̀ene.

Bien que les id́ees qui vont̂etre d́evelopṕees sont valables pour toute (micro-)structure,
on traite dans cette partie du cas de poutres. Une poutre d’Euler-Bernoulli est discrétiśee
avecN éléments.α repŕesente le niveau de discrétisation de la poutre en posantN = 2α

éléments. Le champ de propriét́esélastiques est supposé h́et́erog̀ene, et est représent́e par
un champ de contrasteC multiplicatif, de sorte queEICn est la rigidit́e de flexion de
l’ élémentn, n ∈ {1. . .N}. La poutre est soumisèa un champ de forces nodalesF, de
sorte queFm est la force appliqúee sur le nœudm, m∈ {1. . .N} (figure2.3). Si le charge-
ment nodal et le champ de propriét́esélastiques sont connus, le problème direct consiste
à trouver le champ de déplacement nodalU = (v,θ), avecv le champ de d́eplacement
hors-plan, etθ le champ des rotations des sections droites. L’objectif est de résoudre le
probl̀eme d’identification, c’est-à-dire de trouver les champs de raideur et de chargement
quand le champ de déplacement hors-planz est connu (mesuré), tout comme sa projection
sur une base cińematiquement admissibleU.
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3.1 Méthode d’identification

On suppose que le niveau de discrétisationα choisi est susceptible de décrire le com-
portement de la poutre. Les quantités mesuŕees sont les champs de déplacements nodaux,
qui sont d́eduits de la mesure du champ de déplacement hors-plan sur un grand nombre
de points par une projection sur une base de champs compatibles avec les fonctions de
forme retenues dans le modèle éléments finis (voir paragraphe4 du chapitre 1). La lon-
gueur de l’́elément est notéel . L’ équilibre de chaque nœud du maillage estécrit comme
la stationnarit́e de l’́energie potentielle de la structure

Ep =
EI
2

N

∑
n=1

Cn f (vn−1,vn,θn−1,θn)−
N

∑
m=1

Fmvm (2.43)

avecEI la rigidité de flexion, et

f (vn−1,vn,θn−1,θn) = 12
l3

(vn−vn−1)
2 + 4

l (θ
2
n +θ2

n−1 +θn−1θn)

+12
l2

(vn−1θn−1 +vn−1θn−vnθn−1−vnθn)
(2.44)

Il vient alors, pour le nœudn,

∂Epn,n+1
∂vi

= EI
2 {Cng− +Cn+1g+}−Fi = 0

∂Epn,n+1
∂θi

= EI
2 {Cnh− +Cn+1h+} = 0

(2.45)

avec
g−(vi ,vi−1,θi ,θi−1) = 24

l3
(vi −vi−1)− 12

l2
(θi−1 +θi)

g+(vi ,vi+1,θi ,θi+1) = 24
l3

(vi −vi+1)+ 12
l2

(θi +θi+1)

h−(vi ,vi−1,θi ,θi−1) = 12
l2

(vi−1−vi)+ 4
l (θi−1 +2θi)

h+(vi ,vi+1,θi ,θi+1) = 12
l2

(vi −vi+1)+ 4
l (2θi +θi+1)

(2.46)

où v etθ sont les composantes du champ de déplacement nodalUm. Ici, le champ de char-
gementF est inconnu, tout comme le champ de contrasteC. Les conditions d’́equilibre
donnent 2(N + 1) équationsà 2(N + 1) inconnues. A l’́echelleα, le syst̀eme de 2α+1

équations s’́ecrit
M L = 0 (2.47)

avec le vecteur des paramètresà d́eterminer

L t = [C1,F1,C2,F2, . . . ,C2α ,F2α ] (2.48)

M est construitèa partir des champs de déplacements nodaux, de la longueur de l’élément
et des diverses hypothèses de mod́elisation.L = 0 est la solution triviale. Comme le
probl̀eme est ŕesolu sous l’hypoth̀ese des petites perturbations, le comportement de la
structure est supposé linéaire. SiX est une solution, alorshX estégalement une solution
∀h∈ ℜ ∗. Par conśequent, on utilise une décomposition en valeur singulière de la matrice
M

M = H J K t (2.49)
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Par d́efinition,J est une matrice diagonale,H andK sont des matrices orthogonales. Les
éléments diagonaux deJ sont les valeurs singulières deM . Les colonnes deK (resp.
H ) sont les vecteurs singuliers droits (resp. gauche) [37]. La solution non-trivialeL est le
vecteur singulier droit associé à la plus petite valeur singulière deM , qui devrait valoir 0,
à la pŕecision de la machine près. Aussi, la solution s’exprime

L = ϑv0 (2.50)

où v0 est la colonne deK (le vecteur singulier droit) correspondantà la plus petite va-
leur singulìere [37]. Le signe deϑ est choisi en imposant que l’énergieélastique totale
de la structure doit̂etre positive :Es > 0. Le chargement ḿecanique et les propriét́es
élastiques sont identifiéesà une constante multiplicative près (son signe est néanmoins
défini), puisque seules des données cińematiques sont prises en compte. Dans la suite,
on appellera contrastes de chargement et de propriét́esélastiques les résultats correspon-
dants. En pratique, les algorithmes de décomposition en valeur singulière ne permettent
d’assurer qu’une précision absolue sur les valeurs singulières et les vecteurs singuliers.
Aussi, il peutêtre pŕeférable d’utiliser un algorithme comme celui proposé par Demmel
et al. [82], appeĺe d́ecomposition de Jacobi unilatérale. La version de cet algorithme qui
a ét́e impĺement́ee est d́ecrite dans l’annexeF.

3.2 L’effet d’un bruit de mesure sur les champs identifíes

FIG . 2.4:Champ de rigidit́e et d́eformée de la poutre test.

Les ŕesultats suivants sont obtenus avec une poutre discrétiśee avec 2α éléments. La ri-
gidité de flexion est homogène paŕelément, et le champ de contraste est obtenu par des ti-
rages successifs d’une variable aléatoire de densité de probabilit́e uniforme sur l’intervalle
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[0.1. . .0.9] (figure2.4). Le chargement ḿecanique consiste en un champ de forces nodales
homog̀enes. Le champ de déplacementz est calcuĺe, puis d́egrad́eà l’aide d’un bruit gaus-
sien d́ecorŕelé en espace, similaire au bruit affectant les dispositifs expérimentaux d́ecrits
en3.1 du chapitre 1. Pour quantifier l’erreur commise sur les champs recherchés, on in-
troduit l’erreur RMSη sur le champZ (avecZ = C ouF) définie par

η(Z) =
1
N

N

∑
k=1

(

Zid(k)
Zimp(k)

−1

)2

(2.51)

L’influence de ce bruit ajouté aux« mesures» obtenues paŕeléments finis sur la qua-
lit é de l’identification est́evalúee en moyennant l’indicateurη pour 100 tirages de bruit
aléatoire, avec un rapport bruit / signal imposé. Le ŕesultat de ces simulations est présent́e

FIG . 2.5: Evolution des erreursη(C) et η(F) en fonction du niveau de bruit pour
diff érents niveau de discrétisation.

sur la figure2.5. Quand le rapport bruit / signal tend vers 0, les erreurs d’identification
s’annulent, prouvant ainsi le raisonnement dévelopṕe au paragraphe3.1. Pour un niveau
de discŕetisation donńe, le champ de chargement identifié est plus sensible au bruit de me-
sure que le champ de rigidité. Ces simulations permettentégalement d’estimer le niveau
de discŕetisation acceptable pour un rapport bruit / signal donné. Ainsi, quand ce rap-
port atteint 1%, on ne peut dépasser 2́eléments, introduisant ainsi une erreur de quelques
pourcents sur les champs identifiés. Le niveau de bruit acceptable décrôıt à 0.1% si l’on
souhaite utiliser une discrétisationà 4éléments. On peut définir ainsi, pour chaque niveau
de discŕetisation et pour une tolérance sur les champs identifiés impośee, le niveau de
bruit acceptable sur les mesures. Quelques valeurs caractéristiques sont rassemblées dans
le tableau2.1.
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α = 1 α = 2 α = 3
√

η(C) = 10−2 6×10−3 4.2×10−5 4.6×10−6
√

η(C) = 10−3 5×10−4 4.2×10−6 4.5×10−7
√

η(C) = 10−4 5×10−5 5×10−7 4.6×10−8

TAB . 2.1:Valeurs du rapport bruit / signal acceptables pour un niveau de discrétisation et
une erreur admissible donnés.

3.3 Qualification a posteriori de la qualité de la solution

Quand la solution exacte est inconnue, il est nécessaire de définir un indicateur d’er-
reur adapt́e. Si la d́ecomposition en valeurs singulières est ŕealiśee avec un algorithme
assurant une erreur relative acceptable sur le résultat, il est raisonnable de calculer l’écart
à l’équilibreFr défini comme le ŕesidu de l’́equation (2.47)

M v0 = Fr (2.52)

Ce ŕesidu est un estimateur de l’erreur locale. Pour donner une mesure de la qualité
de l’identification, on peut d́efinir l’estimateur globalWr comme le travail de l’́ecartà
l’ équilibre dans le champ de déplacement localUm± (c’est-̀a-dire le champ de d́eplacement
mesuŕe duquel est soustrait,à un nœud donńe, le d́eplacement de corps rigide deséléments
adjacents)

Wr = ∑
i
|Fr(i)Um±(i)| (2.53)

Comme cet indicateur inclut unéechelle de contrainte, il doit̂etre compaŕe à l’énergie
élastique de la structureEs

wr =
Wr

Es
(2.54)

L’indicateurwr est alors ind́ependant de l’́echelle de contrainte, et mesure la qualité glo-
bale de l’identification. Cet indicateur est lié à l’erreur RMSη commise sur les champs,
comme le montre la figure2.6 avec le contraste de propriét́esélastiques. On obtient des
résultats identiques avec le contraste de chargement, si bien quewr est consid́eŕe comme
un indicateur global de la qualité de l’identification, utilisable pouŕevaluer la qualit́e des
résultats obtenus quand le modèle de structure choisi pour la construction de la matriceM
est ad́equat. La relation entre l’erreur commiseη et l’indicateurwr est bijective, de sorte
que si le mod̀ele choisi est suffisant, la valeur dewr est une mesure des erreurs d’iden-
tification. Il convient de souligner ici que ce raisonnement, comme les calculs menés au
paragraphe3.2, ne sont valables que si le modèle choisi pour d́ecrire la structure est sa-
tisfaisant pour d́ecrire les mesures. Cette hypothèse n’est plus v́erifiée si, par exemple, la
discŕetisation choisie est trop grossière ou si le chargement mécanique est mal décrit.
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FIG . 2.6:Evolution de l’indicateurwr en fonction de l’erreur commise sur le champη(C)
pour différents niveaux de discrétisation.

4 Application à des ŕesultats exṕerimentaux obtenus avec
un chargementélectrostatique

4.1 Chargementélectrostatique

Le dispositif utiliśe exploite le fait que les MEMS utilisés sont recouverts d’une
couche d’or, conductrice, qui peut constituer une armature d’un condensateur. L’autre
armature est une tôle d’aluminium emboutie rapportée au-dessus de la matrice des micro-
leviers. Elle comporte un trou de 0.6 mm de diamètre, permettant le passage du faisceau
du microscope (figure2.7). Si on impose une différence de potentielV1 −V2 entre les
armatures d’un condensateur, il apparaı̂t entre elles un chamṕelectriqueE = −∇ V. E est
orthogonalà la surface, et on noteEsur f sa norme. Chaque armature porte une charge
surfacique±σel définie par

σel = Esur fεair , (2.55)

où εair est la constante diélectrique du milieu. Les armatures vont s’attirer, quel que soit
le signe de(V1−V2). Si l’on consid̀ere unélément de surfacedS, la forcedF élémentaire
exerćee sur celui-ci est

dF =
σ2

el

2εair
dS. (2.56)

La surface du conducteurétant une surfacéequipotentielle, le chamṕelectrique et la force
dF sont normaux̀a la surface. On peut donc assimiler ce chargementà un champ de
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Objet recouvert d'une couche métallique

électrode rapportée

FIG . 2.7:Dispositif de chargementélectrostatique.

pression

p =
σ2

el

2εair
. (2.57)

Dans le cas d’un condensateur plan, cette pression est homogène sur la quasi-totalité
de l’armature. Comme une des armatures est ici l’objet lui-même, on s’attend̀a une
hét́eroǵeńeité du champ de pression due aux multiples effets de bord et de coin. En effet,
près d’une singularit́e ǵeoḿetrique, le chamṕelectrique devient singulier, entraı̂nant une
singularit́e du champ de pression. L’identification d’un champ de propriét́es élastiques
requiert donc l’identification simultanée du champ de chargement.

4.2 Identification simultanée des contrastes de pression et de pro-
pri étésélastiques

La méthode d́ecrite au paragraphe3.1, validéeà l’aide de donńees simuĺees au para-
graphe3.2, est maintenant appliquéeà des champs de déplacements obtenus expérimenta-
lement. Le chargement ḿecanique est imposé à l’aide du dispositif pŕesent́e sur la figure
2.7(|V1−V2| = 800 V, entre-fer d’environ 1 mm), et le champ de déplacement hors-plan
est mesuŕe comme d́ecrit dans le paragraphe4 du chapitre 1. On se place dans des condi-
tions d’acquisition qui assurent une reproductibilité de la mesure de l’ordre de 100 pm
(voir la figure1.30). Le champ observ́e couvre la totalit́e d’un levier ainsi qu’une par-
tie du support. On utilise le modèle assocíe d́ecrit sur la figure2.8. Les équations2.45
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FIG . 2.8:Modèle retenu pour d́ecrire la poutre sous un chargementélectrostatique.

prennent donc la forme :

∂Epn,n+1
∂vi

= EI
2 {Cng− +Cn+1g+}−Fi(pn, pn+1) = 0

∂Epn,n+1
∂θi

= EI
2 {Cnh− +Cn+1h+}−Mi(pn, pn+1) = 0

(2.58)

Les forces nodaleśequivalentesFi et les couples nodauxMi dépendent des pressions agis-
sant sur les nœuds adjacents (équivalencéenerǵetique). Comme le montre la figure2.5,
c’est le niveau de bruit qui limite le niveau de discrétisation« raisonnable». La figure2.9

FIG . 2.9:Champ de d́eplacement obtenu avec une différence de potentiel de 800V.

présente un champ de déplacement typique obtenu avec un chargementélectrostatique.
Le déplacement maximum est d’environ 30 nm, de sorte que le rapport bruit / signal est
lég̀erement inf́erieur à 1%. On doit donc limiter la discrétisationà deuxéléments, afin
d’obtenir une erreur RMS sur les champsη de l’ordre de 10−5 (figure2.5). On s’attend
alors à une valeur dewr de l’ordre de 10−2 (figure 2.6), si la description retenue est
ad́equate.

La figure2.10présente les contrastes identifiés (norḿes par leur moyenne)à partir du
champ de d́eplacement pŕesent́e sur la figure2.9et du mod̀ele d́ecrit sur la figure2.8. On
obtient une raideur nettement plus importante près de la partie encastrée du levier, comme
les figures1.4et1.5le laissent̀a penser. On remarqueégalement que la pression identifiée
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FIG . 2.10:Contrastes de raideur et de pression obtenus avec le champs de déplacement
présent́e sur la figure 2.9 et le modèle d́ecrit sur la figure 2.8.

près de la zone encastrée du levier est ŕepulsive, ce qui est contraireà ce qui est attendu.
En particulier, l’indicateurwr atteint la valeur de 2.8, d́emontrant ainsi la mauvaise qualité
de l’identification. En comparant cette valeur avec celle attendue si le modèle retenu est
ad́equat (de l’ordre de 10−2), on peut conclure que le modèle d́ecrit sur la figure2.8n’est
pas satisfaisant. On peutégalement s’en convaincre en comparant, sur la figure2.11, le

FIG . 2.11: Champs de d́eplacements expérimental (points) et calculé (trait continu)à
partir des ŕesultats de l’identification avec le modèle d́ecrit sur la figure 2.8.

champ de d́eplacement mesuré avec le champ calculé à partir des contrastes identifiés en
utilisant le mod̀ele d́ecrit sur la figure2.8. Le mode de corps rigide laissé libre en rotation
est identifíe au sens des moindres carrés.
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5 Discrimination et identification de modèles

L’analyse du champ de déplacement obtenu (figure2.9) montre une modification de
la courbure de la poutre près de son extrémit́e. On peut donc penser que les effets de bord
ne sont pas d́ecrits de manìere satisfaisante par le modèle pŕesent́e sur la figure2.8. L’id ée

FIG . 2.12:Contribution de chacun deséléments̀a l’indicateurwr .

que l’erreur vient d’une mauvaise modélisation des effets près de l’extŕemit́e du levier
est également confirḿee par la contribution de chacun desélémentsà l’indicateurwr ,
traćee sur la figure2.12. En effet, la quasi-totalité de la contribution provient du dernier
élément. Une voie pour aḿeliorer la qualit́e de l’identification est de remarquer que la

FIG . 2.13: Hypoth̀eses sur le champ de pression près de l’extŕemit́e du levier : a) hy-
poth̀ese correspondant au modèle d́ecrit sur la figure 2.8 ; b) Prise en compte des surfaces

métalliques lat́erales.

pressiońelectrostatique s’applique non seulement sur la face supérieure de la poutre, mais
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également sur les faces latérales de la couche ḿetallique (figure2.13). En particulier,
cela se traduit̀a l’extrémit́e de la poutre par un couple supplémentaire agissant sur le
dernier nœud du maillage. On modifie donc lég̀erement le mod̀ele utiliśe pŕećedemment,

FIG . 2.14:Modèle aḿelioré pour d́ecrire la poutre sous un chargementélectrostatique.

comme indiqúe sur la figure2.14. Le moment additionnel est représent́e par le param̀etre
sans dimensionβ, qui est le rapport entre ce coupleC dû à la pressiońelectrostatique
agissant sur les faces latérales, et le couple nodalCpN appliqúe sur le nœud̀a l’extrémit́e
du maillage pour représenter la pressiońelectrostatiquepN agissant sur la face supérieure
du levier. Avec les fonctions de forme utilisées,

CpN = −pN
l

12
(2.59)

où l est la longueur de l’élément utiliśe. Tout le probl̀eme consiste alors̀a identifier le
param̀etreβ, alors que le système pŕećedemment utiliśe (2.47) était d́ejà juste d́etermińe,
interdisant l’identification directe d’un paramètre suppĺementaire.

5.1 Effet d’une erreur de mod́elisation

Dans les parties3.1, 3.2 et 3.3, on a consid́eŕe que la forme du chargement appliqué
est bien connue. Ces hypothèses sont utiliśees pour construire la matriceM . L’effet d’un
écartà ces hypoth̀eses est́evalúe à l’aide de donńees simuĺees, avec une démarche si-
milaire à celle utiliśee au paragraphe3.2. On applique alors un momentCN au nœud
extŕemit́e, proportionnel̀a la force nodaleFN (voir figure2.15)

CN = βsolFN (2.60)

L’objectif est ici d’étudier les effets d’une erreur de modélisation, repŕesent́ee par une
erreur sur le param̀etreβ 6= βsol, sur la proćedure d’identification pŕesent́ee au paragraphe
3.1.
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FIG . 2.15:Modèle utiliśe pour tester l’influence d’une erreur de modélisation.

A rapport bruit / signal identique, une erreur de modélisation modifie l’́ecartà l’équili-
bre

Fr (δU,β) = Fru (δU)+Frm (β) (2.61)

Celui-ci s’exprime,̀a proximit́e de la solution, comme la somme d’un termeFru , dû au
bruit de mesure, et d’un termeFrm dû à une erreur de modélisation. Aussi, la minimisa-
tion dewr par rapport au param̀etre de mod́elisationβ et au bruit de mesure nécessite la
partition deFr selon l’́equation (2.61).

Il est possible d’obtenir de manière semi-analytique le jacobien de l’écartà l’équilibre
par rapport au champ de déplacement (annexeG, paragraphe1)

∂Fr

∂U
(2.62)

On montréegalement que ce jacobien ne possède qu’une direction non-singulièreUp près
de la solution (annexeG, paragraphe2). Quand le champ de déplacement mesuré subit une
perturbationδU, l’ écartà l’équilibreFr sera donc modifíe proportionnellement̀a la projec-
tionδUtUp. Aussi, lorsque l’on traite le cas d’un unique paramètre de mod́elisation, l’́ecart
à l’équilibre d́ependà proximit́e de la solution de deux paramètres scalaires,β−βsol et
δUtUp. On peut donc tracer une carte de la norme de l’écartà l’équilibre au voisinage
de la solution en fonction d’une perturbation sur la mesureδUtUp et d’une erreur de
mod́elisationβ−βsol. Un exemple est présent́e sur la figure2.16.

5.2 Critère statique

On remarque sur la figure2.16 une direction particulìere, not́ee λ. Le gradient de
la norme de l’́ecartà l’équilibre est nul suivant cette direction du plan(β,δUtUp). En
particulier, d́efinir la solution comme v́erifiant la seule condition d’admissibilité statique
‖Fr‖= 0 fournit toute une droite solution, parallèleàλ. Ainsi, l’utilisation du seul crit̀ere
statique est insuffisante pour identifier le paramètre de mod́elisationβ.
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FIG . 2.16: Norme de l’́ecartà l’équilibreà proximit́e de la solution, en fonction d’une
perturbation sur la mesure et d’une erreur de modélisation.

5.3 Critère cinématique

Afin de restreindre l’espace admissible pour les solutions, on chercheà donner une
description plus fine du champ de déplacement mesuré. On montre dans l’annexeH que
l’on peut d́eduire (analytiquement) une description statistique du résultat de la projection
présent́ee au paragraphe4.2.3 du chapitre 1 connaissant une description statistique du
bruit affectant les mesures, telle que celle obtenue au paragraphe3.1 du même chapitre.
En particulier, il est possible d’en déduire une description statistique deκ = δUtUp, où
δU est le ŕesultat de la projection du bruitb affectant la mesure de phase. L’annexeH
présente notamment le calcul deE[κ2] et deE

[

(κ2−E[κ2])2
]

. La densit́e de probabilit́e
(gaussienne) deκ2 est ainsi d́ecrite. Par conśequent, la probabilité de trouver la« vraie»

valeur deUtUp à la distanceκ de Umes
tUp est d́ecrite par la donńee de la densité de

probabilit́e de la variableκ2. La figure2.17présente la densité de probabilit́e de trouver

FIG . 2.17:Densit́e de probabilit́e de trouver la valeur deUtUp à distance deUmes
tUp.

la valeur deUtUp à distance deUmes
tUp. Dans le rep̀ere centŕe sur la valeur mesurée
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Umes
tUp, cette densit́e de probabilit́e s’exprime par

P
[

δUtUp ∈ [κ,κ +dκ]
]

=
1

Cκ
exp−

(

κ2−σ2
κ
)2

4σ4
κ

(2.63)

où Cκ est une constante de normalisation telle que
∫ ∞

−∞
P

[

δUtUp ∈ [κ,κ +dκ]
]

dκ = 1 (2.64)

et σκ est d́etermińe dans l’annexeH. σκ évolue lińeairement avec le niveau de bruit sur
les mesuresσ, et d́epend des fonctions de forme utilisées. Ce calcul n’est valable que si la
description du bruit utiliśee (bruit gaussien, décorŕelé spatialement) est adéquate, ce qui a
ét́e vérifié au paragraphe3.1du chapitre 1.

5.4 Identifiabilit é et identification d’un paramètre de mod́elisation

La densit́e de probabilit́e repŕesent́ee sur la figure2.17permet de d́efinir un intervalle
de confiance sur l’axeUtUp. La figure2.18présentèa la fois l’axeλ introduit au para-

FIG . 2.18:Combinaison des critères statique et cinématique pour l’identification du pa-
ramètreβ.

graphe5.2et la pŕećedente densité de probabilit́e. L’utilisation simultańee du crit̀ere sta-
tique (qui restreint l’espace des solutionà l’axeλ) et du crit̀ere cińematique (qui restreint
l’espace des solutioǹa une portion de la directionUtUp) permet de d́efinir une densit́e de
probabilit́e de trouver le couple(UtUp,β) en un point du plan de la figure.

Si la pente de l’axeλ dans le graphe(UtUp,β) est suffisante, alors la projection de la
densit́e de probabilit́e (2.63) sur l’axeβ par l’axeλ est d́efinie (figure2.19). On en d́eduit
une densit́e de probabilit́e pour la variableβ, présent́ee sur la figure2.20. Les constantes
multiplicatives ont́et́e modifíees sur ces deux dernières figures pour avoir

∫ ∞

−∞
P[βsol ∈ [β,β+dβ]]dβ = 1 (2.65)



Discrimination et identification de modèles 91

FIG . 2.19:Combinaison des critères statique et cinématique pour l’identification du pa-
ramètreβ : projection sur l’axeβ.

FIG . 2.20:Combinaison des critères statique et cinématique pour l’identification du pa-
ramètreβ : densit́e de probabilit́e pourβ.

Cette densit́e de probabilit́e peutêtre int́egŕee pour donner des bornes sur la valeur du
param̀etreβ.

Cette d́emarche est applicable tant que l’axeλ n’est pas parallèleà β. Cette condition
s’exprimeà l’aide du scalaire

r =
|∂Fr

∂U |
|∂Fr

∂β |
(2.66)

Si |∂Fr
∂β | 6= 0, alorsr est d́efini et la proćedure d́ecrite peut̂etre appliqúee. Cette condition

est automatiquement vérifiée quand l’erreur de modélisation affecte l’́ecartà l’équilibre.
La valeur du rapportr définit également le rapport d’homothétie entre les densités de
probabilit́e surκ et β. Aussi, plus la valeur der est faible, plus l’intervalle sur lequel on
pourra trouverβ pour un niveau de bruitσ donńe sera restreint. Le paramètre r définit
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donc l’identifiabilit́e du param̀etreβ au sens de l’́ecartà l’équilibre.

5.5 Application aux résultats obtenus avec un chargementélectrosta-
tique

On a termińe le paragraphe4.2 sur le constat que la première mod́elisation rete-
nue n’est pas ad́equate pour représenter les effets observés. On a alors proposé, au pa-
ragraphe5 une mod́elisation incluant une description paramétŕee du chargement. On a
montŕe, en utilisant des champs géńeŕes artificiellement, comment identifier un paramètre
de mod́elisation, en exhibant une condition d’identifiabilité. On propose d’appliquer cette
technique aux champs expérimentaux pŕesent́es sur la figure2.9. Pour la mod́elisation
donńee sur la figure2.14, on peut calculer, en utilisant les résultats de l’annexe1, le rap-
port r

r =
|∂Fr

∂U |
|∂Fr

∂β |
= 4.5 (2.67)

démontrant ainsi l’identifiabilit́e de ce param̀etre. On utilise alors un algorithme de re-
laxation pour minimiserFr (δU,β) (voir équation (2.61)) :

– on minimiseFr (0,β) par rapport̀a β pour trouver une estimationβ0 du param̀etre
de mod́elisation ; on minimise ensuiteFr (δU,β) à l’aide d’un algorithme de type
Newton-Raphson,̀a partir du pointFr (0,β0) et on d́etermine l’axeλ à partir du
calcul des jacobiens̀a la solution, d́efinie telle queFr (δUp,βsol) = 0 ;

– la densit́e de probabilit́e des variablesκ puis β sont calcuĺees en post-traitement,
en utilisant soit une mesure du niveau de bruitσ (voir paragraphe3.1 du chapitre
1), soit une estimation obtenueà l’aide du ŕesidu apr̀es projection (voir paragraphe
4.2.3du chapitre 1).

β δU wr(δU,β)
0 0 2.8

β0 = −1.45 0 4×10−14

TAB . 2.2:Valeurs du param̀etreβ et valeurs de l’indicateurwr correspondantes.

Le tableau2.2 présente les premières valeurs deβ obtenues au cours de la minimi-
sation. On autorise alors une perturbation du déplacement suivant la directionUp, pour
obtenir une valeur dewr proche d’un źero« numérique». La directionλ est calcuĺee, et la
densit́e de probabilit́e surβ correspondante calculée. La figure2.21présente cette densité
de probabilit́e calcuĺee, ainsi que les deux bornes correspondantà

P[β > βlow = −1.53] = 0.95 (2.68)

P
[

β < βhigh = −1.38
]

= 0.95 (2.69)

La figure2.22 présente les champs identifiés, à la fois pour les valeursβ0, βhigh et
βlow, puisqu’ils sont indiscernables sur cette figure. Contrairement aux résultats obtenus
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FIG . 2.21:Densit́e de probabilit́e calcuĺee pour le param̀etreβ.

FIG . 2.22: Contrastes de raideur et de pression obtenus avec le champ de déplacement
corrigé issu de celui pŕesent́e sur la figure 2.9 et le modèle d́ecrit sur la figure 2.14 avec

β = βsol.

avecβ = 0, le champ de pression est ici attractif sur toute la poutre, ce qui correspond
ainsi au champ de pression attendu. On peut en outre calculer les valeur de l’indicateur
d’erreur sur l’intervalle identifíe.

β δU wr(δU,β)

βlow = −1.53 0 4×10−2

βhigh = −1.38 0 3.8×10−2

TAB . 2.3: Valeurs des bornes sur le paramètreβ et valeurs de l’indicateurwr correspon-
dantes.

Ces ŕesultats, regrouṕes dans le tableau2.3, sontà comparer avec ceux présent́es dans
le tableau2.2. Pour ces nouvelles valeurs deβ, wr est notamment de l’ordre de 10−2, ce
qui était attendu après la discussion en3.2et4.2. On pense donc avoir effectivement iden-
tifi é de cette façon un modèle ad́equat pour d́ecrire le chargement appliqué sur la struc-
ture lors de l’exṕerience d́ecrite en4.1. La figure2.23présente le champ de déplacement
exṕerimental (points) et le champ de déplacement calculé (ligne)à partir des ŕesultats de
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FIG . 2.23: Champs de d́eplacements expérimental et calculé à partir des ŕesultats de
l’identification avec le mod̀ele d́ecrit sur la figure 2.14 avecβ = βsol.

l’identification avec le mod̀ele d́ecrit sur la figure2.14 avecβ = βsol. L’accord est tr̀es
bon, et montre le gain significatif obtenu sur la qualité de l’identification par rapport aux
déplacements tracés sur la figure2.11.

6 Sur les liens entre la ḿethode des champs virtuels et la
méthode de l’́ecart à l’ équilibre

On a vu au paragraphe2.2 que la ḿethode de l’́ecartà l’équilibre et la ḿethode des
champs virtuels utilisent une forme faible deséquations d’́equilibre pour construire le
probl̀eme d’identification. On a préciśe également que les relations de comportement
étaient v́erifiées de manière faible pour l’́ecartà l’équilibre (du fait de la construction
de l’énergie potentiellèa partir de l’erreur en relation de comportement), quand ce com-
portement est v́erifié de manìere exacte dans la ḿethode des champs virtuels,à partir des
équations de Ritz (2.10). On a enfin distingúe les deux ḿethodes par leur capacité à distin-
guer le champ cińematique solution du problème direct associé à la solution du problème
d’identification du champ cińematique mesuré. Ces deux champs diffèrent du fait des
erreurs et bruits de mesure. Si on choisit de travailler en déformation, on d́ecompose le
champ mesuŕe εmes en une partie exacteεv et un bruitδε

εmes= εv +δε (2.70)

On suppose que la représentation choisie pour décrire le comportement est adéquate, de
sorte que le comportement réel de la structure et le comportement identifié s’expriment
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sur la m̂eme base

Cid = ∑
i

pid
i Ci (2.71)

Cv = ∑
i

pv
i Ci (2.72)

L’ équation (2.9) appliqúee aux champs mesurés donne
{

∀u⋆ ∈ UAD∫
Ω σMCV : ε[u⋆]dV =

∫
St

Tmes.u⋆dS
(2.73)

ou alors, en introduisant la relation de comportement identifiée (eńelasticit́e linéaire)
{

∀u⋆ ∈ UAD

∑i pid
i

∫
Ω εmes : Ci : ε[u⋆]dV =

∫
St

Tmes.u⋆dS
(2.74)

Cet ensemble d’équations lińeaires est la base de la méthode des champs virtuels. On
remarquera que l’on vient d’écrire le principe des travaux virtuels pour un champ de
contrainte∑i pid

i Ci : εmes qui n’appartient pas, en géńeral,à l’espaceSAD , contrairement
au champ∑i pv

i Ci : εv. Celui-ci v́erifie donc

{

∀u⋆ ∈ UAD

∑i pv
i

∫
Ω εv : Ci : ε[u⋆]dV =

∫
St

Tv.u⋆dS
(2.75)

Par diff́erence deśequations (2.74) et (2.75), on obtient
{

∀u⋆ ∈ UAD

∑i
(

pid
i − pv

i

)∫
Ω εv : Ci : ε[u⋆]dV =

∫
St

(Tmes−Tv) .u⋆dS−∑i pid
i

∫
Ω δε : Ci : ε[u⋆]dV

(2.76)
Le second membre de l’équation (2.76) apparâıt comme le travail virtuel de l’́ecart à
l’ équilibre introduit en3.1. L’ équation (2.76) montre par ailleurs l’erreur introduite sur les
propríet́es identifíees du fait soit d’une erreur sur la mesure de la distribution des efforts
surSt , soit d’une erreur de mesure sur le champ de déformationδε. Deux strat́egies sont
alors possibles si l’on souhaite réduire les effets du bruit de mesure :

– On augmente autant que possible le nombre de champs virtuels pour construire
un syst̀eme lińeaire tr̀es largement sur-détermińe. On cherche alors̀a minimiser le
résidu associé au syst̀eme, minimisant ainsi les effets d’une perturbation sur les
propríet́es identifíees. C’est ce type de stratégie qui est utiliśe dans la ḿethode de
l’ écartà l’équilibre telle qu’elle áet́e introduite par Claireet al.dans [79], ou dans
les cas non-lińeaires trait́es avec la ḿethode des champs virtuels [63].

– Une autre stratégie consistèa chercher̀a minimiser l’influence du bruit de mesure
sur leséquations2.74. C’est la strat́egie sous-jacente aux développements proposés
par Avril et al. [67].

– Dans le cadre de la ḿethode de l’́ecartà l’équilibre, on a cherch́e, en l’absence de
sur-d́etermination,̀a proposer une autre stratégie. Celle-ci s’attachèa qualifier un
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bruit exṕerimental et̀a mâıtriser ses effets sur la procédure d’identification pour per-
mettre l’identification d’un nombre de paramètres suṕerieur au nombre de degrés
de libert́es. Le cas d’un param̀etre de mod́elisation suppĺementaire áet́e trait́e.
Néanmoins, l’extensioǹa un plus grand nombre de paramètres requiert d’autres
connaissancea priori, la relation d’́equilibre et le crit̀ere cińematique ne permettant
que de restreindre l’espace des solutions admissiblesà une bande de l’hyper-espace
des param̀etres exṕerimentaux. Dans ce cas, les résultats pŕesent́es sur les figures
2.11 et 2.23 sugg̀erent fortement d’utiliser un critère explicite sur la distance au
champ de d́eplacement mesuré : les conditions d’́equilibre construites sur le champ
mesuŕe d́efinissent l’admissibilit́e statique de la solution ; on pourrait, en ajoutant
un terme de ṕenalisation líe à la distance entre le champ de déplacement mesuré et
le champ de d́eplacement calculé à partir des param̀etres identifíes, d́eterminer un
nombre plus important d’éléments de mod́elisation.

7 Pour conclure : les moyens d’identification disponibles

Dans ce chapitre, on a proposé, apr̀es une analyse comparative des méthodes d’iden-
tification existantes, une ḿethode d’identification de distributions d’effort et de raideur
à partir des champs de déplacements. Cette ḿethode áet́e appliqúeeà des champs obte-
nus exṕerimentalement̀a l’aide du dispositif pŕesent́e dans le chapitre 1. Les expériences
nous ŕeservant toujours quelques surprises (c’est là leur śerendipit́e), on aégalement
montŕe l’effet d’une erreur de mod́elisation, et une ḿethode pour identifier un paramètre
de mod́elisation unique. Cette ḿethode áet́e valid́ee sur le cas expérimental trait́e.



Chapitre 3

Couplages ḿecanique-environnement̀a
l’ échelle microḿetrique

Dans ce dernier chapitre, on met d’abord enévidence des
phénom̀enes de couplage (électro-)chimique particuliers aux

échelles microḿetriques. On propose leur analyse dans le
cadre de la thermodynamique des milieux continus. On

rapporte enfin plusieurs résultats exṕerimentaux sur les effets
mécaniques induits par l’adsorption et l’hybridation

d’oligonuléotidesà la surface de micro-objets.

1 L’utilisation d’objets micro-m écaniques comme capteurs

C’est dans leśequipes pionnìeres dans le domaine de la microscopieà effet tunnel
(STM) et de la microscopièa force atomique (AFM) que les premiers capteurs basés sur
l’observation d’un couplage entre le comportement mécanique de micro-objets et leur
environnement ont́et́e d́evelopṕes. Ces techniques de microscopie utilisent des sondes
locales (des pointes), fabriquées (pour certaines)à partir des techniques de lithographie
décrites sur la figure1.1et support́ees par des micro-objets comme ceux présent́es sur la
figure 3.1. On sait donc les fabriquer en grandes quantités, si bien que, pour donner un
ordre de grandeur, le prix dans le commerce d’une pointe de ce type se situe en 2005 entre
2 et 20 euros. Le d́eveloppement de ces techniques de microscopie a amené à l’utilisation
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FIG . 3.1:Vue au microscopéelectronique d’une pointe AFM commerciale supportée par
une poutre.

de ces pointes dans des milieux ambiants les plus divers. C’est alors la sensibilité des
dispositifs de microscopièa des ph́enom̀enes diff́erents de ceux quiétaient recherch́es qui
a ét́e interpŕet́ee comme la preuve de l’existence de couplages mécanique-environnement
pour des objets de petites dimensions, et donc de rapport surface / volumeélev́es. Les
diff érents ph́enom̀enes observ́es ontét́e misà profit pour d́evelopper des capteurs perfor-
mants, baśes sur deux classes de phénom̀enes :

– soit le ph́enom̀ene observ́e induit une variation de masse de l’objet micro-mécanique
consid́eŕe ;

– soit on d́etecte les effets d’un chargement mécanique d’origine variable.
Les différentes techniques expérimentales utiliśees sont notamment comparées par Raiteri
et al. [83] et Lavrik et al. [84]. On se focalise ici sur les différents couplages qui ontét́e
exploit́es.

1.1 Détection d’une variation de masse

En ǵeńeral, on travaille avec un oscillateur de dimension micrométrique, dont la sur-
face est fonctionnaliśee de sorte que l’espèce chimique ou biologique que l’on chercheà
détecter s’y fixe. On note, de façon géńerale, sa raideurk et sa massem. Ainsi, la pŕesence
de cette esp̀ece induit une modification de la masse∆mde l’oscillateur. En faisant résonner

cet oscillateur̀a sa fŕequence de résonancef0 ∝
√

k
m, on d́etecte la variation de masse en

détectant le d́ecalage de sa fréquence de résonance∆ f . La fréquence de résonance peut
être d́etect́ee de deux manières :

– en cherchant le maximum d’amplitude de la résonance ;
– en suivant,̀a la fŕequence de résonance initiale, le déphasage∆Ψ entre excitation et

vibration.
Au premier ordre, le d́ecalage en fŕequence est donné par

∆ f
f0

≃−1
2

∆m
m

(3.1)
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où ∆Ψ et∆ f sont relíes par le facteur de qualitéQ de l’oscillateur

∆Ψ = −2Q
∆ f
f0

(3.2)

Si l’on consid̀ere, en première approximation, que la variation de masse∆m est propor-
tionnelleà la surface de contact de l’objet avec son environnement, alors que sa masse est
proportionnellèa son volume, alors

∆ f
f0

∝
1
l

(3.3)

où l est la dimension caractéristique de l’objet. L’int́er̂et de la miniaturisation des oscil-
lateurs est́evident. Avec des objets de dimensions micrométriques, les plus petites va-
riations de masses détectables sont de l’ordre de quelques picogrammesà la pression
atmosph́erique. En couvrant un objet de récepteurs adaptés, il aét́e possible de d́etecter
ainsi quelques picogrammes de bactérie E. Coli [85], ou de composants d’explosifs [86].
En aḿeliorant les proćed́es de fabrication pour obtenir des dimensions caractéristiques de

FIG . 3.2: Vues au microscopéelectronique de leviers avec de faibles dimensions et des
fréquences de résonancéelev́ees (tiŕee de [87]).

plus en plus faibles (voir figure3.2), il a ét́e possible d’obtenir des seuils de détection de
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quelques femtogrammes [87] puis quelques attogrammes [88]. Cette miniaturisation des
objets utiliśes a ainsi permis de détecter des virus individuels [89]. Néanmoins, le facteur
principal limitant le seuil de d́etection est les divers amortissements subis par l’oscillateur.
En particulier, dans le cas d’une détection en suivant la valeur de∆Ψ, celle-ci s’́ecrit

∆Ψ = Q
∆m
m

(3.4)

Par exemple, si on travaillèa pression atmosphérique plut̂ot que proche du vide, la visco-
sité de l’air ambiant alt̀ere le facteur de qualité Q, et le seuil de d́etection est augmenté.
Cet effet, d́ejà tr̀es sensible dans l’air, est rédhibitoire en milieu liquide, et donc pour la
plupart des problèmes biologiques. Deux pistes sont alors possibles pour contourner cette

FIG . 3.3:Sch́ema de principe des leviers creux utilisés par Burget al. [90].

difficulté :
– Burget al. [90] ont propośe de faire circuler le fluidèa tester̀a l’intérieur de l’oscil-

lateur (voir figure3.3). Le milieu ambiant est alors de l’air ou le vide, ce qui réduit
consid́erablement les interactions fluide-structure et rétablit un facteurQ de l’ordre
de 90, et une variation de fréquence de l’ordre de 0.1 Hz/pg.

– La variation de masse est concomitante de modifications des propriét́es ḿecaniques
de la surface. En suivant simultanément un effet statique en présence d’explosifs et
une variation de masse, Pinnaduwageet al. [86] ont montŕe que la mesure sta-
tique pouvait donner un signal très net l̀a òu une mesure dynamique fournit un
décalage en fŕequence de l’ordre de grandeur du bruit de mesure. Cette mesure sta-
tique s’av̀ereégalement tr̀es performante avec le même type de molécules, m̂eme
sans pŕeparation particulìere de la surface [91]. Son principe avait́et́e initialement
propośe par Bergeret al. [92].

1.2 Détection d’effets surfaciques

1.2.1 Absorption de rayonnement

Ces applications basées sur le suivi de la déformation quasistatique de microleviers,
fonctionnaliśes ou non, cherchentà exploiter au mieux les interactions de la structure avec
son environnement. L’effet sans doute le plus simpleà mettre en œuvre est le chauffage
du levier par une couche absorbante. Si la structure ainsi formée est un bilame (au sens
mécanique), alors la couche absorbante se dilate (plus que le substrat) en s’échauffant,
induisant la d́eformation de la structure. Ce principe, initialement proposé par Thundatet
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al. [93], a fait l’objet de suffisamment de développements [94] [95] [96] pour permettre
la mise au point de matrices de détecteurs dans le domaine infrarouge. Ces nouveaux
dispositifs sont m̂eme disponibles commercialement [97]. Il est également possible de
détecter une modification des propriét́es d’absorption de la surface C’est ce qui aét́e
exploit́e pour mettre au point des détecteurs du bacille de l’anthrax, qui est très absorbant
dans l’infrarouge : une technique de spectroscopie permet alors de détecter la pŕesence ou
non du bacille recherché [98].

1.2.2 Chimie etélectrochimie

La chimie aux interfaces áegalement cherché à étudier les ph́enom̀enes ḿecaniques
surfaciques qui apparaissent lors de réactions particulìeres. Par exemple, des effetsélectro-
capillaires sont observés en mesurant la flexion d’une poutre, dont une face est métallique,
quand celle-ci est plongée dans uńelectrolyte et que l’on varie le potentielélectrique de la
surface [99]. Dans ce cas particulier, on le verra plus loin, l’exploitation des expériences
meńees depuis une quinzaine d’années est l’objet d’une vive controverse, bien que l’on
soit dans un cas très simple, òu normalement aucune réaction chimique n’a lieu. En re-
produisant ce type d’expérience dans une gamme de potentiels et/ou avec unélectrolyte
ad́equats, on provoque une réactionà l’interface. Les modifications de structure (cristal-
line) de l’électrode provoquent alors des effets mécaniques importants [100] [101]. Dans
ces situations, l’analyse quantitative des résultats est tr̀es d́elicate, notamment car l’origine
des effets ḿecaniques observés peut̂etre mal connue.

On retrouve des situations plus simples en traitant des phénom̀enes d’adsorption.
Quand les objets sont recouverts d’une couche d’or, il est assez facile d’adsorber des
molécules pourvues d’un groupement thiol (-SH), qui forme une liaison trèsénerǵetique
avec les atomes d’or en surface. On observe alors, en milieu aqueux, une flexion impor-
tante de la structure [104]. Les couches adsorbées peuvent alors,à leur tour,̂etre modifíees
par leur environnement. En particulier, si les molécules adsorb́ees sont ionisables, elles
vont être sensibles au pH de la solution età sa concentration en sel [102] [103]. Le même
type d’effet peut̂etre obtenùa pression ambiante, en observant l’adsorption de molécules
gazeuses [105]. C’est l’origine du« nez» électronique d́evelopṕe chez IBM [106], qui a
ét́e aḿelioré en couplant une mesure de la variation de masse (par décalage de la fréquence
de ŕesonance) au suivi de la flexion quasistatique de microleviers [107]. Il faut également
noter que si ces objets peuventêtre fabriqúes en grand nombre sur un wafer de silicium,
ces mesures, de flexion ou de résonance peuventêtre faites śequentiellement [108], ou
parall̀element [109].

1.2.3 Surfaces fonctionnaliśees pour la biologie

Des outils pour la biologie
Watson et Crick ont obtenu par diffraction des rayons X que la molécule d’ADN

est une double h́elice (figure3.4), chacune des hélicesétant un assemblage (linéaire) de
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FIG . 3.4:Structure d’une molécules d’ADN.

FIG . 3.5:Bases composant la molécule d’ADN.

quatre amines : la thymine (T), l’adénine (A), la guanine (G) et la cytosine (C) ([6] et
figure3.5). On appelle cet assemblage« séquence d’ADN». La multitude des caractères
serait alors cod́ee par les diff́erentes śequences d’ADN.

Pour d́eterminer exṕerimentalement la nature d’une séquence, on utilise une propriét́e
de la double h́elice d’ADN : l’assemblage de ces deux hélices se fait par l’interḿediaire
de liaisons hydrog̀ene entre la thymine (T) et l’adénine (A) d’une part ; et entre la gua-
nine (G) et la cytosine (C). En pratique, ces assemblages sont les seuls possibles, et
forment les paires de Watson-Crick. Les deux hélices sont donc complémentaires l’une
de l’autre, au sens des paires de Watson-Crick. Il est important de noter qu’il n’y a au-
cune autre restriction sur la séquence des bases des hélices. La ŕeaction qui consistèa
séparer les deux h́elices l’une de l’autre s’appelle la dénaturation. La ŕeaction contraire,
qui consistèa apparier deux brins complémentaires s’appelle l’hybridation(figure 3.6).
Cette ŕeaction d’hybridation est, en principe, extrêmement discriminante. En effet, elle ne
pourra avoir lieu que si l’on met en présence deux brins rigoureusement complémentaires.
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FIG . 3.6:Réactions d’hybridation et de dénaturation de l’ADN.

C’est le principe de fonctionnement des pucesà ADN (ou biopuces) : pour d́etecter la
présence d’une séquence, on chercheraà d́etecter la ŕeaction d’hybridation en présence
de la śequence complémentaire. Dans la suite, on appellerasondeune śequence d’ADN
connue, qui jouera ce rôle de ńegatif de la śequence recherchée (la śequencecible).

L’utilisation de surfaces fonctionnalisées comme ŕecepteurs de moĺecules sṕecifiques
Plusieurs dispositifs sont disponibles commercialement pour détecter l’hybridation d’une
séquence cible, modifíeeà l’aide d’un marqueur fluorescent, avec une séquence sonde.
Leurs performances semblent mal contrôlées [7], et plusieurs voies sont explorées pour
permettre la d́etection de cette hybridation sans marquage, c’est-à-dire sans modification
préalable de la śequence cible. Parmi elles, l’utilisation de capteurs micromécaniques,
démontŕee initialement par Fritzet al. [11], semble prometteuse. La surface d’un levier
est fonctionnaliśeeà l’aide de śequences sondes modifiées avec un groupement thiol. Ces
séquences sondes vont donc s’adsorberà la surface, ḿetallique, du microlevier, pour for-
mer un film. En pŕesence de la séquence cible, la d́eformation du levier est mesurée par la

FIG . 3.7:Méthode de d́etection des d́eformations de la poutre (adapté de [83]).

méthode du« levier optique», illustrée sur la figure3.7. Le faisceaúemis par une diode
laser est focaliśeà l’extrémit́e du levier. Le faisceau réfléchiéclaire une diodèa quadrants.
Par diff́erence entre les courants géńeŕes par les diff́erents quadrants, on peut détecter
un léger d́eplacement du rayon réfléchi. De cette manière, Fritzet al. [11] ont suivi les
déplacements de leviers fonctionnalisés avec des séquences diff́erentes. Les d́eplacements
diff érentiels rapportés sont de l’ordre de 10 nm̀a l’extrémit́e d’un levier de nitrure de si-
licium de 500×100×1 microm̀etres. L’origine physique des effets mécaniques observés
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était attribúee conjointement aux interactionsélectrostatiques entre chaı̂nes d’ADN età
l’encombrement stérique de la moĺecule. En effet, l’observation de la structure d’un brin
simple (figure3.5) montre que chaque groupe phosphate porte une charge négative, de
sorte que la chaı̂ne porte une charge négative par base. Dans les deux cas, la répulsion
entre les moĺecules adsorb́ees tend̀a courber le levier vers le bas, si la face supérieure du
levier est fonctionnaliśee.

En utilisant une solution de sel divalent, Wuet al. [110] ont propośe de prendre en
compte l’entropie de configuration des chaı̂nes. En effet, la longueur de persistance de
l’ADN est alors de l’ordre de quelques bases, et le confinement des brins peut provoquer
une modification importante de l’entropie de chaque molécule. Ils montrent alors que
l’on peut changer le sens de l’effet mécanique, en se plaçant dans des conditions qui
rendent ce terme entropique prépond́erant (en utilisant des sels multivalents et en faisant
travailler les interactionśelectrostatiques). Hansenet al. [111] ont alors montŕe que dans
les m̂emes conditions (sel divalent) la mise en présence de chaı̂nes non rigoureusement
compĺementaires (une ou deux erreurs dans une séquence de 20̀a 25 bases) produit une
flexion vers le bas, alors que l’hybridation avec une chaı̂ne compĺementaire fait fĺechir le
levier vers le haut.

En s’appuyant sur les travaux de Leikinet al. [113], Haganet al. [112] ont montŕe
que dans les exemples préćedents, les forces d’originéelectrostatique ou entropique sont
négligeables devant les forces duesà l’interaction entre les couches d’hydratation qui
entourent les molécules d’ADN.

A l’opposé, McKendryet al. [114] opèrent dans une solution de sel monovalent, et
montrent que la thermodynamique de l’adsorption n’est pas affectée par des interactions
à longue distance. Ils suggèrent donc que les interactionsélectrostatiques ne jouent qu’un
rôle mineur, alors que Liuet al. [115] montrent qu’elles peuvent expliquerà elles seules
les effets observ́es dans leśequipes qui utilisent des sels monovalents. Malgré toutes ces
difficultés pouŕetablir l’origine des effets ḿecaniques observés, l’utilisation d’objets mi-
cromécaniques fonctionnalisés semble tr̀es prometteuse. Dans le domaine de la biologie,
elle a permis, outre la détection de l’hybridation d’ADN, de d́etecter la formation de liai-
sons entre protéines [116]. Ainsi, la compŕehension des phénom̀enes qui ont lieùa la
surface des micro-objets revêt un int́er̂et particulier.

On se propose, dans ce chapitre, de présenter un ensemble de résultats exṕerimentaux,
obtenus en milieu aqueux en faisant jouer divers phénom̀enes de couplage susceptibles
d’intervenir lors de l’hybridation de séquences d’ADN greff́ees sur une surface métallique.
Pour repŕesenter leśechanges entre les différentes formes d’énergie mises en jeu, on pro-
pose, pour chacun de ces phénom̀enes, une mod́elisation thermodynamique des expérien-
ces ŕealiśees. Afin de d́ecrire les effets ḿecaniques observés lors de l’adsorption et de
l’hybridation d’ADN, des exṕeriences sollicitant individuellement chaque couplage sont
présent́ees et analyśees, avant de présenter les ŕesultats obtenus avec l’ADN.
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2 Couplage thermo-́elastique

On a d́ejà beaucoup insisté sur ce qui fait la sṕecificité des micro-objets : leur rap-
port surface/volume très élev́e. Ainsi, l’échange de chaleur avec le milieu extérieur est
aiśe, et il est raisonnable de considérer nos objets sous condition isotherme. La figure

FIG . 3.8:Sch́ema de la cellule ŕealiśee.

3.8 présente un sch́ema de la cellule ŕealiśee pour assurer cette condition isotherme. La
cellule a proprement parler est constituée de deux parties en polymère (PDMS : PolyDi-
MethylSiloxane), choisi pour son comportement chimique neutre et son hydrophobie. La
partie inf́erieure porte l’́echantillon, qui est collé à l’aide d’une ŕesineépoxyde charǵee de
particules ḿetalliques sur un support en laiton. Cette pièce en laiton est en contact avec
une face d’un modulèa effet Peltier et une thermistance. Un dispositif d’asservissement
permet d’imposer la température choisie par l’utilisateur. La partie supérieure est munie
d’une ouverture destińeeà recevoir l’extŕemit́e d’un objectifà immersion. Le contact entre
la partie suṕerieure et l’objectif permet d’assurer l’étanch́eité. Cette partie en polym̀ere
est affińee pour recevoir une pièce en laiton,́equiṕee d’une thermistance et de plusieurs
modulesà effet Peltier. La temṕerature de cette pièce en laiton est́egalement asservie.
Elle est perćee afin de permettre le passage du tuyau d’arrivée de liquide, mettant ainsi
le fluide rentrant dans la cellulèa temṕerature avant qu’il soit injecté dans la chambre.
Enfin, un tuyau de sortie permet l’évacuation du liquide.

Du fait de la condition« naturellement» isotherme, ce couplage thermo-élastique,
contrairement aux suivants, n’est pas, a priori, prépond́erant dans les phénom̀enes ob-
serv́es. Ńeanmoins, on souhaite mettre en place sur ce cas simple les outils et la démarche
qui seront appliqúes sur les cas plus complexes. Après une description de la modélisation
du chargement qui vâetre utiliśee, on propose le calcul et une partition de l’énergie libre
du levier.
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2.1 Modélisation du chargement

2.1.1 Formule de Stoney

Dans les travaux relatant des effets mécaniques dus̀a l’hybridation d’ADN, le cou-
plage ḿecanique est traité à l’aide de la relation de Stoney [117]. Dans les articles cités au
paragraphe1.2.3, celle-ci relie la« tension de surface» agissant sur la face supérieureà la
courbure mesurée de la poutre. Il est assez difficile d’avoir un regard critique sur l’utilisa-
tion de cette formule. La première raison est que l’article original ne fait jamais apparaı̂tre
explicitement une« tension de surface», dont la d́efinition est d’ailleurs problématique
lorsque l’on traite d’une interface solide-liquide. La seconde raison est qu’elle apparaı̂t
sous des formes variées, mais en citant toujours le même article original ! Quoiqu’il en
soit, Stoney, int́eresśe par l’estimation des contraintes résiduelles pŕesentes dans des films
électrod́epośes, se place dans le cadre de la théorie des poutres, et mesure la déformation
par la seule courbure de la poutre composite. Son calcul suppose que, partant de l’état

FIG . 3.9:Etats initial et final pour le calcul de Stoney.

initial caract́eriśe par le rayon de courbureRi , on obtient l’́etat final, caractériśe par un
rayon de courbureRf , en ajoutant une couche, de raideur identique au substrat, soumise
à une contrainte donnée (figure3.9). Pour ce faire, quatre hypothèses sont faites :

– la raideur de la couche ajoutée est identiquèa celle du substrat ;
– l’effet de la couche ajoutée sur le comportement mécanique de la poutre est négligea-

ble ;
– les mat́eriaux consid́eŕes sont homog̀enes ;
– la cinématique est entièrement d́ecrite par une courbure.

Stoney [117] obtient alors, eńecrivant l’́equilibre d’une section droite, la relation

1
Ri −Rf

=
6σ f t

Ed2 (3.5)

où σ f est la contrainte dans le film d’épaisseurt, E le module d’Young du substrat
comme du film, etd l’ épaisseur du substrat. Cette relation, simple, aét́e et est encore
largement utiliśee enélectrochimie ou dans le domaine de la micro-électronique pour les
films électrod́epośes. Les deux premières hypoth̀eses ont́et́e largement discutées dans ces
communaut́es, notamment en reprenant les expressions obtenues par Timoshenko [118]
amenant̀a certaines corrections sur la relation contrainte-courbure [119] [120] [121].
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2.1.2 Analyse asymptotique

Parall̀element au d́eveloppement d’équations d́erivées du travail de Stoney, plusieurs
communaut́es se sont intéresśe à la ḿecanique de poutres multi-couches :

– Les fabricants de composants micro-électroniques ont d́evelopṕe un ensemble de
solutions analytiques approchées pour des structures multi-couches soumisesà une
variation de temṕerature. Leur problème consistèa se donner des outils simples
pour concevoir l’encapsulage de composants qui peuventêtre soumis̀a deséléva-
tions de temṕerature importantes en fonctionnement. Le compromis consiste dans
ce cadrèa garder des solutions analytiques décrivant raisonnablement les contraintes
aux interfaces, le mode de ruine prépond́erantétant le d́elaminage des couches. Les
travaux les plus représentatifs dans ce cadre sont ceux de Chenet al. [122] et Suhir
[123] [124].

– La mécanique th́eorique a tent́e de fournir un cadre mathématique rigoureux pour le
traitement d’uńelément de surface en mécanique des milieux continus. On retient
les travaux de Gurtin et Murdoch [125] [126]. A notre connaissance, ces travaux
n’ont pas d́ebouch́e sur une mise en œuvre pratique.

– Avec le d́eveloppement de matériaux composites, la ḿecanique des matériaux s’est
intéresśee au r̂ole d’un joint de colle entre deux structures, et au transfert de charge
qui s’y op̀ere par cisaillement. Ces problèmes sont connus sous le nom géńerique
de« shear-lag», et font suite aux travaux de Volkersen [127] notamment. Facèa la
même classe de problèmes, une approche efficace pour prendre en compte le com-
portement,́eventuellement complexe, du matériauà l’interface d́erive de l’analyse
asymptotique initíee par les travaux de Goland et Reissner [128], et fait toujours
l’objet de d́eveloppements [129].

Dans notre cas, le rapport entre l’épaisseur de la couche d’or et l’épaisseur de la couche de
silice vaut 6×10−2 (voir annexeI). On propose donc d’étudier le cas d’une poutre com-
positeà deux phases, dont une phase est très fine devant l’autre. On cherche, pour ce cas,
une repŕesentation simple des effets mécaniques induits par une dilatation différentielle
des deux phases.

FIG . 3.10:Description du mod̀ele de poutre composite.
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On traite le cas d’une poutre composite de longueurL et de largeurb, semblablèa
celle d́ecrite sur la figure3.10. La phase 1, d’́epaisseure1 et de module d’YoungE1,
est soumisèa une d́eformation libre d’origine thermiqueεL1. De la m̂eme manìere, la
phase 2, d’́epaisseure2 et de module d’YoungE2, est soumisèa une d́eformation libre
d’origine thermiqueεL2. Siσ1 est le tenseur des contraintes de Cauchy dans la phase 1, on
repŕesente les contraintesà l’interfaceà l’aide des deux champs scalairesp(x) (pression)
et τ(x) (cisaillement), repŕesentant la contrainte exercée par la couche 2 sur la couche 1

σ1y = τ(x)x+ p(x)y (3.6)

2.2 Calcul de l’énergie stocḱee

2.2.1 D́efinition

On suppose ici que la partition des déformationsε en partieélastiqueεe et partie
inélastiqueεi sous forme additive est valable

ε = εe+ εi (3.7)

Dans cette partie, la déformation ińelastiqueεi rend compte de la dilatation des matériaux,
avecεi = α∆T. On suppose le comportement des matériauxélastique lińeaire, de sorte que

σ = Cεe+σini (3.8)

σini est le champ de contraintes initiale, auto-équilibŕe à l’échelle de l’́elément de volume
repŕesentatif.σ est le tenseur des contraintes de Cauchy,C le tenseur d’́elasticit́e. On peut
repŕesenter l’́etat de notre système, au choix, par sa densité d’énergie libre (́energie de
Helmholtz)F (εe,T) ou par sa densité d’enthalpie libre (de Gibbs)G(σ,T). Ces deux
fonctions sont la transforḿee partielle de Legendre-Fenschel l’une de l’autre, par rapport
au couple de variables duales(σ,ε). Elles v́erifient donc

F (εe,T)+G(σ,T) = σ : ε (3.9)

Sous ces conditions, on peut montrer [130] que lesénergies se d́ecomposent

F (ε,T) = Fe(εe,T)+Fi(εe,T) (3.10)

G(σ,T) = Ge(σ,T)+Gi(σ,T) (3.11)

Les premiers termes sont dus au chargement extérieur, alors que les seconds traduisent
l’effet du champ de d́eformation ińelastiqueεi . On appelleFi la densit́e d’énergie libre
stocḱee etGi la densit́e d’enthalpie libre stocḱee. Ce paragraphe se donne pour objectif de
calculer ce terme d’énergie stocḱee dans le cas d’une poutre bicouche dont uneépaisseur
est faible devant l’autre.
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2.2.2 Application à une poutre bicouche

Interaction entre phasesOn traite ici le cas d’une poutrèa deux phases, dont cha-
cune des phases est homogène. On peut montrer (annexeJ) que les d́eveloppements sont
identiques dans le cas où la phase 1 est elle-m̂eme composite et où les ph́enom̀enes de
flexion et tension ne sont pas découpĺes. En reprenant l’approche proposée par Suhir
[124], l’ équilibre de chacune des phases donne

dN1

dx
+ τb = 0 (3.12)

dT1

dx
+ pb= 0 (3.13)

dM1

dx
+T1− τb

e1

2
= 0 (3.14)

pour la phase 1 et

dN2

dx
− τb = 0 (3.15)

dT2

dx
− pb= 0 (3.16)

dM2

dx
+T2− τb

e2

2
= 0 (3.17)

pour la phase 2.Ni repŕesente l’effort normal dans la phasei, Ti l’effort tranchant etMi

le moment de flexion. On admet le découplage flexion-tension, de sorte que les lois de
comportement en flexion s’écrivent

M1 = E1I1
d2v1

dx2 (3.18)

M2 = E2I2
d2v2

dx2 (3.19)

où Ii repŕesente le moment quadratique de flexion de la phasei au centre ǵeoḿetrique de
la section de la phasei. En rapprochant leśequations (3.14), (3.13), (3.17), (3.16) et les
lois de comportement, on obtient

pb= E1I1
d4v1

dx4 − dτ
dx

b
e1

2
= −E2I2

d4v2

dx4 +
dτ
dx

b
e2

2
(3.20)

On fait l’hypoth̀ese quep est proportionnel au saut de déplacement hors-plaǹa l’interface

v2−v1 = Sp (3.21)

où S repŕesente la souplesse de l’interface. En injectant cette relation dans (3.20), on
obtient

d4v1

dx4 =
1

E1I1 +E2I2

[

b
dτ
dx

e1 +e2

2
−E2I2S

d4p
dx4

]

(3.22)

d4v2

dx4 =
1

E1I1 +E2I2

[

b
dτ
dx

e1 +e2

2
+E1I1S

d4p
dx4

]

(3.23)
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On en d́eduit l’équation diff́erentielle

d4p
dx4 +4a4p = 4µa4dτ

dx
(3.24)

avec

a4 =
b
4S

E1I1 +E2I2
E1I1E2I2

(3.25)

µ=
E1I1e2−E2I2e1

2(E1I1 +E2I2)
(3.26)

On d́efinit alors le param̀etre ǵeoḿetrique

ξ =
e2

e1
(3.27)

On a la relation

ξ3 =
I2
I1

(3.28)

et, formellement, on peut décomposerS

S=
∞

∑
k=0

ξkSk (3.29)

On cherche les champsτ et p solutions sous la forme d’un développement asymptotique
par rapport au param̀etreξ [131]

p =
∞

∑
k=0

ξkpk (3.30)

τ =
∞

∑
k=0

ξkτk (3.31)

L’ équation (3.24) se ŕeécrit comme un d́eveloppement sur les puissances deξ

bp0
I1S0E2

ξ−3

+
(

p1− S1
S0

p0− e1
2

dτ0
dx

)

ξ−2

+
(

p2− S1
S0

p1 + p0

(

S2
1

S2
0
− S2

S0

)

+ e1
2

(

S1
S0

dτ0
dx − dτ1

dx

))

ξ−1

+ . . . = 0 (3.32)

Par ailleurs, la compatibilité cińematiquèa l’interface s’́ecrit

u1(x) = u2(x) (3.33)
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avec

u1(x) = εL1x+

∫ x

0

N1(η)

be1E1
dη− e1

2
dv1

dx
(3.34)

u2(x) = εL2x+
∫ x

0

N2(η)

be2E2
dη +

e2

2
dv2

dx
(3.35)

En d́erivant trois fois l’́equation de compatibilité (3.33), et en rapprochant deséquations
(3.22) on obtient

− dτ
dx

(

1
e1E1

+
1

e2E2
+b

(e1 +e2)
2

4(E1I1 +E2I2)

)

=

S
2(E1I1 +E2I2)

(E1I1e2−E2I2e1)
d4p
dx4 (3.36)

Cette dernìereéquation se ŕeécrit également comme un développement sur les puissances
deξ

dτ0
dx ξ−1

+
(

1
e1E2

dτ1
dx +

(

1
e1E1

+
be2

1
4E1I1

)

dτ0
dx

)

+
(

1
e1E2

dτ2
dx +

(

1
e1E1

+
be2

1
4E1I1

)

dτ1
dx +

be2
1

2E1I1
dτ0
dx + S0e1

2
d4p0
dx4

)

ξ

+ . . . = 0 (3.37)

Si on cherche une solutioǹa l’ordre 2, le rapprochement deséquations (3.32) et (3.37)
donne

dτ0

dx
= 0 (3.38)

dτ1

dx
= 0 (3.39)

dτ2

dx
= 0 (3.40)

et

p0 = 0 (3.41)

p1 = 0 (3.42)

p2 = 0 (3.43)

L’int égration deśequations d’́equilibre fournit alors
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N1(x) = −bτ(x−L) (3.44)

N2(x) = bτ(x−L) (3.45)

T1(x) = 0 (3.46)

T2(x) = 0 (3.47)

M1(x) = bτ
e1

2
(x−L) (3.48)

M2(x) = bτ
e2

2
(x−L) (3.49)

On peut donc représenter la condition d’assemblage des deux couches par un cisaillement
τ homog̀ene le long de l’interface. Il n’est plus possible de vérifier exactement la condi-
tion d’interface. On ŕesoud alors le problème au mieux, en utilisant les théor̀emes (2.21)
présent́es au chapitre 2.

Calcul par l’ énergie compĺementaire L’ énergie compĺementaire de l’́elément de
poutre s’́ecrit ńeanmoins comme la somme desénergies complémentaires de chacune
de ses phases. Ces dernières sont calculées en utilisant la d́efinition (2.19)

∀τ⋆

∆σ(τ⋆) = ∆σ1(τ⋆)+∆σ2(τ⋆)

= −L3τ⋆2
[

b2

24

(

e2
1

I1E1
+

e2
2

I2E2

)

+
b
6

(

1
e1E1

+
1

e2E2

)]

+(εL2− εL1)b
L2

2
τ⋆ (3.50)

La minimisation de cettéenergie compĺementaire par rapport au champ testτ⋆ donne la
solution en contrainteτsol du probl̀eme

τsol =
6(εL2− εL1)

L
e1I1E1e2I2E2

4I1I2(e1E1 +e2E2)+be1e2(I2E2e2
1 + I1E1e2

2)
(3.51)

Au premier ordre enξ, on a

τsol ≃
6(εL2− εL1)

L
I1

4I1 +be3
1

e1ξE2 (3.52)

et l’énergie compĺementaire associéeà la solution s’́ecrit

∆σ(τsol) =
3bL(εL2− εL1)

2

2
e1I1E1e2I2E2

4I1I2(e1E1 +e2E2)+be1e2(I2E2e2
1 + I1E1e2

2)
(3.53)

Soit, au premier ordre,

∆σ(τsol) ≃
3bL(εL2− εL1)

2

2
I1

4I1 +be3
1

e1ξE2 (3.54)
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Calcul par l’ énergie potentielleUne approche duale de la préćedente consistèa
résoudre ce m̂eme probl̀eme en d́eplacements. On suppose que ces champs de déplacements
dérivent de la repŕesentation de l’interaction entre phases par un champ de cisaillement
homog̀ene. Par conśequent, la partiéelastique de la d́eformation longitudinale et le taux
de rotation des champs virtuels sont reliés, dans chaque phase, par les relations

due⋆
1

dx
= −2I1

be2
1

d2v⋆
1

dx2 (3.55)

due⋆
2

dx
=

2I2
be2

2

d2v⋆
2

dx2 (3.56)

On cherche une solution pour laquelle la continuité du d́eplacement vertical est vérifiée.
Les taux de rotation sont une fonction affine de la coordonnée

d2v⋆
1

dx2 =
d2v⋆

2

dx2 = r(x−L) (3.57)

On imposéegalement la relation entre les taux de rotation virtuels et le saut de déformation
libre virtuel

r = −3

√

ξE2

E1

e2
1b

(4I1 +be3
1)L

∆ε⋆
L = α (3.58)

L’ensemble des champs de déplacements est alors paramétŕe par le saut de d́eformation
virtuel ∆ε⋆

L. En utilisant la d́efinition (2.19), l’ énergie potentielle de la structure se réécrit

∀∆ε⋆
L

∆u(∆ε⋆
L) = ∆u1(∆ε⋆

L)+∆u2(∆ε⋆
L)

=
1
2

bL∆ε⋆2
L ξ

(3e4
1E2I1e3

2E1 +3e4
1E2

2I2e3
2)b+12e4

1E2
2I2

2 +12e1E2I2
1e3

2E1

e3
2E1(4I1 +be3

1)
2

+
1
2

bL2τ∆ε⋆
L

E1

(e3
2E1(4I1 +be3

1)
2)

×
[(

√

ξ
E2

E1
(e3

2e6
1 +e4

2e5
1)+e3

2e6
1

)

b2

+

(
√

ξ
E2

E1
(8e3

2I1e3
1 +4e2I2e5

1 +4e4
2e2

1I1)+8I1e3
2e3

1

)

b

+

(
√

ξ
E2

E1
(16e3

2I2
1 +16e2I2e2

1I1)+16I2
1e3

2

)]

(3.59)

La minimisation de l’́energie potentielle (3.59) donne le champ∆εL solution

∆εL,sol =
1
8

τL
(8αe2

2I1 +2αbe3
1e2

2 +8αI2e2
1 +2αbe2

1e3
2−12e2

2I1−3be3
1e2

2)e2(4I1 +be3
1)

e1α2(4I2
1E1e3

2 + I1E1e3
2be3

1 +4I2
2e3

1E2 + I2e3
1E2be3

2)
(3.60)
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avec

α = −3
2

√

ξ
E2

E1
(3.61)

L’ énergie potentielle associée à la solution s’́ecrit, en fonction du saut de déformation
libre

∆u(∆εL,sol) = − 1
96

bL3τ2(8αe2
2I1 +2αbe3

1e2
2 +8αI2e2

1 +2αbe2
1e3

2−12e2
2I1−3be3

1e2
2)

2

e1e2(4I2
1E1e3

2 + I1E1e3
2be3

1 +4I2
2e3

1E2 + I2e3
1E2be3

2)α2

(3.62)
On vérifie bien que l’erreur en relation de comportement associée aux deux approches
propośees v́erifie

∆σ(τsol)+∆u(∆εL,sol) 6= 0 (3.63)

ce qui prouve que leśenergies calculées ne correspondent pasà la solution exacte. Ńean-
moins, avec le rapport (3.58), l’erreur en relation de comportement est négligeable au
premier ordre enξ

∆u(∆εL,sol) ≃−3
2

∆ε2
LLb

(4I2
1e3

1E1 + I1e6
1E1b)E2

e2
1E1(4I1 +be3

1)
2

ξ (3.64)

∆σ(τsol)+∆u(∆εL,sol) ≃−3
2

E2
2e1I1∆ε2

LLb

4I1E1 +e3
1E1b

ξ2 (3.65)

L’ énergie libre de Helmholtz et l’enthalpie libre de Gibbs sont doncégales au premier
ordre, et on retient

G(τ) = F (εL2− εL1) (3.66)

=
3
2

bLE2e1ξ(εL2− εL1)
2 I1
4I1 +be3

1

(3.67)

= Gi(τ) = Fi(εL2− εL1) (3.68)

On note au passage que le chargement peutêtre d́ecrit parτ comme par le saut de déforma-
tion libre εL2− εL1. On peut alors considérer l’imageτ de ce saut de d́eformation libre
comme une action extérieure au système dans le calcul d’unéenergie potentielle sem-
blableà celle utiliśee au chapitre 2 pour la procédure d’identification.

2.3 Application à des ŕesultats exṕerimentaux

On a impośe, pour cette exṕerience, le cycle de température pŕesent́e sur la figure
3.11. On attend la stabilisation de l’asservissement pour acquérir une image de phase.
On a utiliśe le dispositif interf́eroḿetrique de type Nomarski présent́e au chapitre 1, avec
l’objectif à immersion d’ouverture nuḿerique 0.3 qui a servìa l’étalonnage présent́e sur
la figure1.20.
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FIG . 3.11:Cycle de temṕerature impośe.

FIG . 3.12: Figure d’interf́erences (a) et phase (b) obtenues expérimentalement avec un
levierSiO2 / Au dans l’eau.

2.3.1 Champs mesuŕes

Champ de phase
Après stabilisation en milieu aqueux, les leviers utilisés sont tr̀es courb́es, et la carte

de phase obtenue comporte un grand nombre de franges d’interférences. On v́erifie, en
utilisant la profondeur de champ de l’objectif, que ces leviers sont courbés vers le bas,
et que la fl̀eche est de l’ordre de 5 micromètres. La figure3.12présente la figure d’in-
terférences et la carte de phase obtenues en observant deux leviersSiO2 / Au stabiliśes en
milieux aqueux. Sur la longueur du levier, on peut observer une dizaine de franges, et leur
résolution devient d́elicateà l’extrémit́e du levier.

La figure3.13repŕesente l’ensemble des champs de phase mesurés au cours du cycle
de temṕerature d́ecrit sur la figure3.11. Dans ce graphe, chaque ligne est obtenue comme
la moyenne de la variation de phase sur la largeur du levier. En abscisse est portée la
distancèa l’encastrement du levier, en micromètres. Le pas de chargement, décrit sur la
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FIG . 3.13: Evolution du champ de phase obtenue en faisant varier la température de la
solution.

figure3.11, est report́e en ordonńee.

Champ de d́eplacementEn prenant en compte le fait que l’évolution de la phase pro-

FIG . 3.14:Champ de d́eplacement obtenu en faisant varier la température de la solution.

vient de deux effets distincts, c’est-à-dire la variation d’altitude (voir paragraphe2.2.1du
chapitre 1) d’une part, et la variation de l’orientation de la normaleà la surface (voir para-
graphe2.2.3du chapitre 1) d’autre part, on obtient les champs de déplacement pŕesent́es
sur la figure3.14(voir paragraphe4 du chapitre 1 : les champs de déplacement sont ob-
tenus en cherchant leur projection sur une base de champs cubiques par morceaux). Les
abscisses et ordonnées sont identiques̀a celles de la figure3.13. Quand la temṕerature
augmente, l’extŕemit́e du levier descend, conformémentà l’effet attendu en supposant
que c’est l’effet bilame qui gouverne la déformation du microlevier.
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FIG . 3.15:Exemple de champ de déplacement obtenu pour∆T = 2,7 ◦C.

2.3.2 Identification des contrastes de raideur et de chargement

La figure 3.15 présente un exemple de champ de déplacement obtenu pendant le
cycle d́ecrit. Il peut être utiliśe dans une procédure d’identification identiquèa celle
décrite au chapitre 2, avec une discrétisationà deuxéléments. Pour limiter les erreurs
de mod́elisation líeesà l’hét́eroǵeńeité des rigidit́es de flexion, on suppose une variation
linéaire des propriét́es élastiques le long de la poutre, et on représente le chargement
par deux cisaillementśequivalents homog̀enes paŕelément. Le nombre de paramètresà
identifier est donc identique au cas traité au chapitre 2. Pour tous les pas de chargement,

FIG . 3.16:Exemple de contrastéelastique obtenu pour∆T = 2,7 ◦C.

l’indicateur d’erreurwr défini au chapitre 2 est de l’ordre de 10−2, ce qui d́emontre la
bonne qualit́e de l’identification. La figure3.16présente le contraste de raideur obtenu
pour∆T = 2,7 ◦C. Celui-ci est d́ecroissant quand on s’approche de l’extrémit́e du levier,
ce qui est compatible avec les observations faites au paragraphe4.2 du chapitre 2. Par

FIG . 3.17:Exemple de champ de cisaillementéquivalent obtenu pour∆T = 2,7 ◦C.

ailleurs, le champ de cisaillements identifié (voir figure3.17) est ĺeg̀erement h́et́erog̀ene.
Une origine possible de cette hét́eroǵeńeité est la pŕesence de courants de convection dans
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la cellule, qui modifieraient les conditions d’échange entre le levier et la solution près de
l’extrémit́e du levier.

2.3.3 Loi d’évolution

On effectue, malgŕe cette h́et́eroǵeńeité (faible mais significative), une moyenne (spa-
tiale) sur les cisaillements identifiésà chaque pas de chargement.

FIG . 3.18:Evolution du cisaillement avec la température impośee.

La figure 3.18 présente alors l’́evolution du cisaillement moyen en fonction de la
temṕerature impośee au cours de la descente en température du cycle présent́e sur la figure
3.11. On peut alors identifier la loi d’évolution du cisaillement en fonction de la variable
d’état (i.e., la temṕerature)τ(∆T). On retrouve une relation linéaire, avec ńeanmoins une
dispersion assez importante, due au fait que les leviers utilisés ne sont couverts que de 50
nm d’or, et sont donc peu sensiblesà une variation de température. L’ensemble de cette
étude du couplage thermo-élastique montre ńeanmoins comment traiter, du point de vue
de la mod́elisation comme de l’identification, le cas de chargements mécaniques dus̀a
l’accommodation d’un saut de déformation libreà l’interface entre une couche très fine
et une poutre d́eformable. On va mettre en œuvre dans la suite des effets d’adsorption et
électrochimiques susceptibles de jouer un rôle important dans l’hybridation d’ADN.
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3 Modélisation des effets ḿecaniques de l’adsorption de
molécules neutres

La cellule pŕesent́ee sur la figure3.8 est également utiliśee pour mesurer des ef-
fets ḿecaniques induits par l’adsorption de molécules d’alcanes thiolés. La cellule qui
contient les objets est initialement remplie d’une solution aqueuse deKCl de concen-
tration 10−2M, jusqu’à obtenir une stabilisation ḿecanique des objets. L’oxygène dis-
sout estéliminé en faisant passer un flux continu d’azote dans la solution. La surface
d’or est nettoýee in situ par voieélectrochimique (voir annexeK). On pŕepare dans une
premìereétape une solution de décane-thiol ((CH3)− (CH2)9−SH) dans de l’́ethanol,
à une concentration de 7× 10−6 M. On dilue alors cette solutioǹa 1% dans une solu-
tion deKCl de concentration 10−2M. Cette solution deKCl (10−2M) contient donc 1%
d’éthanol et du d́ecane-thiol̀a une concentration de 7×10−8M. 2 mL de cette solution
sont introduits dans la cellule, et on observe les déformations d’une poutre au cours du
temps.

3.1 Thermodynamique de l’adsorption

3.1.1 Syst̀eme consid́eré

On consid̀ere le syst̀eme thermodynamique constitué de la matrice des microleviers
(de surface∼ 1 cm× 1 cm), de la solution de KCl /́ethanol / d́ecane-thiol,̀a partir du
moment òu cette solution est introduite dans la cellule. On traite donc un système ferḿe,
en équilibre avec un thermostat. En outre, la pression dans la cellule est constante. On
choisit donc de représenter ce système par son enthalpie libre de Gibbs. On s’intéressèa
une petite partie du système, pour laquelle les grandeurs utilisées peuvent̂etre consid́eŕees
homog̀enes. On distingue trois phases :

– la phase liquide, de volumeV, constitúee de la solution de KCl /́ethanol / d́ecane-
thiol à la pressionp. nL la quantit́e de d́ecane-thiol pŕesente dans cette phase.

– l’interphase, de surfaceScontientnS moles de d́ecane-thiol.
– la phase solide, contenantéventuellement une partie d’un microlevier, déformable,

repŕesent́e par sa surface susceptible de réagir avec le d́ecane-thiol. Cette surface
s’identifieà la surfaceSde l’interphase.

Un premier jeu de variables d’état, locales, est constitué de la temṕeratureT, des quantit́es
nL et nS, de la pressionp et de la surfaceS. On consid̀ere que la seule réaction possible
est la ŕeaction d’adsorption du décane-thiol

(CH3)− (CH2)9−SH+Au(111) → (CH3)− (CH2)9−SHAu(111) (3.69)

La quantit́e d’or est constante dans le système, de sorte que la conservation de la quantité
de d́ecane-thiol donne

dnL = −β (3.70)

dnS = β (3.71)
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où β est le taux d’avancement de la réaction (3.69). Les variablesnL et nS ne sont pas
indépendantes, et on propose d’utiliser l’ensemble de variables d’état constitúe de la
temṕeratureT, le taux d’avancementβ, la pressionp et la surfaceS. On d́ecrit en par-
ticulier l’ état initial avec les concentrationn0

L, n0
S etβ = 0.

3.1.2 Effet mécanique de l’adsorption

Enthalpie libre d’origine chimique L’enthalpie libreG du syst̀eme se d́ecompose

G = GL +GS+Gm = Gc +Gm (3.72)

où GL est l’enthalpie de la phase liquide,GS celle de l’interphase etGm celle des micro-
leviers.Gc est l’ensemble de l’enthalpie libre d’origine chimique. Pour relier l’enthalpie
libre de chaque phase aux variables d’état qui la d́ecrivent, on postule une loi d’état pour
chacune :

– la phase liquide est une solution idéale, de sorte que

GL(p,T,nL) = nL

(

µ0
L(p,T)+RT log(

nL

V
)
)

(3.73)

où µ0
L(p,T) est le potentiel chimique de référenceà la temṕeratureT et sous la

pressionp. Rest la constante des gaz parfaits.V est le volume de solution considéŕe,
dont on ne pŕecise pas les limites.

– On consid̀ere une relation plus géńeralea priori pour l’interphase

GS(p,T,nS,S) = nS
(

µ0
S(p,T)+g(T,nS,S)

)

(3.74)

L’enthalpie libre chimique du système se ŕeécrit, en posantS= S0 +dS

Gc =(n0
L−β)

(

µ0
L(p,T)+RT log(

n0
L −β
V

)

)

+(n0
S+β)

(

µ0
S(p,T)+g(T,n0

S+β,S0 +dS))
)

(3.75)
Par conśequent, l’enthalpie libre chimique du système d́epend de la surface disponible
pour l’adsorption. Au second ordre par rapportàdS

Gc ≃ GL +(n0
S+β)

[

g(T,n0
S+β,S0)+

∂g
∂S

(T,n0
S+β,S0)dS+

1
2

∂2g
∂S2(T,n0

S+β,S0)dS2
]

(3.76)
On consid̀ere toujours un petit́elément de surface, suffisamment petit pour que les champs
puissent ŷetre regard́es comme homog̀enes. Si cet́elément de surface appartient au sub-
strat, alors on n’attend pas d’effet mécanique. Si par contre on s’intéressèa unélément
de surface du levier, alors l’adsorption est susceptible de provoquer un effet mécanique
mesurable.

Enthalpie libre d’origine m écaniquePour traiter du couplage entre le comporte-
ment ḿecanique des microleviers et leur environnement, on représente la sensibilité de
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l’enthalpie libre du syst̀emeà la surface d’uńelément du microlevier par une couche vir-
tuelle, astreintèa se d́eformer avec la face supérieure du microlevier. Pour décrire plus
avant les effets ḿecaniques dus̀a l’adsorption, on remarque que cette couche virtuelle est
similaire à la phase 2 de la poutre bicouche traitée au paragraphe2.2.2. On exhibe alors
le sens physique des divers paramètres ḿecaniques introduits.On s’intéressèa unélément
de poutre dont la surface initiale s’écrit

S0 = bL (3.77)

Si on suppose que la couche de silice n’est pas affectée par l’adsorption de décane-thiol
sur la surface d’or (i.e.,εL1 = 0), alors la d́eformation libreεL2 correspond̀a la variation de
surface qui serait réaliśee si elle pouvait avoir lieu librement. Cette variation de surface est
donńee par la minimisation de l’enthalpie libre d’origine chimiqueGc (3.76) par rapport
à la variation de surfacedS. On obtient

dSsol = −
∂g
∂S
∂2g
∂S2

(3.78)

ce qui est́equivalent̀a une d́eformation libre

εL2 =
dSsol

bL
= − 1

S0

∂g
∂S
∂2g
∂S2

(3.79)

Si on contraint, par un quelconque moyen extérieur, la surfacèa prendre une valeurdSsol+
δs, alors l’enthalpie libre est augmentée de

δGc =
1
2

∂2g
∂S2δs2 (3.80)

L’analogue ḿecanique, pour la couche virtuelle, de cette variation de surface est une va-
riation de d́eformation

δε=
δs
bL

(3.81)

qui entrâıne une variation d’́energie de d́eformation, avec les notations du paragraphe
2.2.2

δEd =
1
2

E2δε2e1ξbL (3.82)

Le rapprochement entre les expressions (3.80) et (3.82) donne

E2e1ξ = S0
∂2g
∂S2 (3.83)

Tout l’effet de l’environnement est donc reporté dans le comportement de la couche vir-
tuelle. Si on admet que l’équilibre ḿecanique est atteint, le cisaillementτ, homog̀ene en
surface de l’́elément de poutre, d̂u au couplage avec son environnement s’écrit

τ = −6
L

I1
4I1 +be3

1

∂g
∂S

(T,n0
S+β,S0) (3.84)
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Contrairement̀a l’adsorption de molécules sur un subtrat rigide où la seule manière de
modifier la concentration locale d’adsorbatà la surface est d’ajouter des molécules, on
peut, dans le cas d’un substrat déformable, modifier cette concentration en augmentant
la surface disponible pour l’adsorption. L’intér̂et de cette approche est qu’elle permet de
traiter śepaŕement les problèmes chimiques et ḿecaniques.

3.2 Application à des ŕesultats exṕerimentaux

3.2.1 Champs mesuŕes

Champ de phaseLa figure3.19présente le champ de variation de phase associé à

FIG . 3.19:Evolution du champ de phase mesuré au cours de l’adsorption de décane-thiol.

une poutre au cours d’une expérience d’adsorption de décane-thiol. Chaque ligne sur cette
figure repŕesente la moyenne de la variation de phase sur la largeur du levier. En abscisse
est port́ee la distancèa l’encastrement du levier, en micromètres. Le temps en minutes est
report́e en ordonńee. L’instant òu la solution deKCl / éthanol / d́ecane-thiol est injectée
est mat́erialiśe par le trait horizontal. D̀es la fin de l’injection, la phasèa l’extrémit́e libre
du levier augmente rapidement.

Champ de d́eplacementLe champ de d́eplacement est tiré du champ de phase sur la
figure3.19, en prenant en compte le fait que l’évolution de la phase provient de deux effets
distincts (altitude et orientation). Il est projeté sur une base de champs de déplacements
cubiques (voir annexeE), et le ŕesultat de la projection est tracé sur la figure3.20.

3.2.2 Identification des contrastes de raideur et de chargement

La figure 3.21 présente un exemple de champ de déplacement obtenu au cours de
l’adsorption. Les hypoth̀eses faites pour l’identification sont identiquesà celles faites au
paragraphe2.3.2. Pour tous les pas de chargement, l’indicateur d’erreurwr est de l’ordre
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FIG . 3.20:Champ de d́eplacement mesuré au cours de l’adsorption de décane-thiol.

FIG . 3.21:Champ de d́eplacement obtenu après 45 min d’adsorption d’alcane-thiol.

de 10−2, ce qui d́emontre la bonne qualité de l’identification. Le champ de raideur identifié
(figure3.22) est identiquèa celui trouv́e dans le cas du chargement thermique (paragraphe
2.3), puisque leur diff́erence est inf́erieure au pourcent du champ identifié. Le champ de
cisaillement identifíe (figure3.23) est cette fois-ci fortement hét́erog̀ene, ce qui d́emontre
que le ph́enom̀ene d’adsorption d’alcane-thiol a lieu de manière h́et́erog̀ene le long du
levier.

3.2.3 Loi d’évolution

La figure 3.24 présente l’́evolution des cisaillements identifiés au cours de l’essai.
L’ élément 1 est celui sitúe pr̀es de l’encastrement. On n’a jamais observé de saturation

FIG . 3.22: Contrastéelastique obtenu au cours de l’adsorption d’alcane-thiol après 45
min.
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FIG . 3.23:Exemple de champ de cisaillementéquivalent obtenu au cours de l’adsorption
d’alcane-thiol apr̀es 45 min.

FIG . 3.24:Evolution des cisaillements au cours de l’adsorption d’alcane-thiol.

de l’effet mécanique sur les périodes d’enregistrement, suggérant une adsorption en deux
étapes, comme celle proposée par Damoset al. [133] pour des films semblables. On re-
marque que les deux courbes sont pratiquement homothétiques. Deux interprétations sont
alors possibles :

– On suppose que le taux d’avancement de la réactionβ est homog̀ene sur l’ensemble
du levier. Le cisaillementτ défini par l’équation (3.84) est alors une image du taux
d’avancementβ. Or, on peut supposer, comme souvent dans le cadre de la thermo-
dynamique des processus irréversibles [134], que l’affinité (liéeà g(T,n0

S+β,S0))
est proportionnellèa la vitesse d’avancement de la réaction. Par ailleurs, la figure
3.24montre qu’̀a chaque instant, la vitesse d’avancement (proportionnelleà ∂τ

∂t ) est
diff érente pour les deux́eléments. Par conséquent, ce sćenario am̀eneraità prendre
en compte une d́ependance deg(T,n0

S+ β,S0) par rapportà S au lieu deS0, par
exemple.

– On suppose que le taux d’avancement est hét́erog̀ene, et donc les dérivés deg le
sont aussi.
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Le moyen de distinguer ces deux scénarii serait de disposer d’une mesure complémentaire,
donnant une information expérimentale sur la distribution des taux d’avancement. Cette
information pourrait en outrêetre int́egŕee d̀es la proćedure d’identification.

4 Couplageélectro-́elastique

La cellule pŕesent́ee sur la figure3.8est modifíee pour mesurer des effets mécaniques
induits par la modification de l’étatélectrique des objets. Elle est remplie d’unélectrolyte,

FIG . 3.25:Sch́ema de la cellule ŕealiśee pour contr̂ole électrochimique.

et on assure un contactélectrique entre la surface métallique des objets et l’extérieur de
la cellule (figure3.25). Cette surface ḿetallique constitue l’́electrode de travail de notre
syst̀eme. On ajoute par ailleurs un fil de platine (d’environ 15 cm de longueur et 250
micromètres de diam̀etre), qui joue le r̂ole de contre-́electrode ; ainsi qu’unéelectrode
de ŕeférence. Toutes deux sontégalement cabléesà l’extérieur de la cellule. L’́electrode
de ŕeférence est constituée d’un fil d’argent de quelques centimètres et initialement d’un
diamètre de 250 microm̀etres. Il est recouvert d’une couche de chlorure d’argent par voie
électrochimique, afin de fixer le potentielélectrique de ce fil au potentiel du couple re-
dox Ag / AgCl. Ces troiśelectrodes sont reliéesà un potentiostat, qui permet d’imposer
le potentiel absolu de l’électrode de travail sans modifier le potentiel de l’électrode de
référence, c’est-̀a-dire sans faire passer de courant par l’électrode de ŕeférence.

Lorsque l’on fait varier le potentielφ de l’électrode de travail̀a vitesse continue
(i.e., ∂φ

∂t = v, v est la vitesse de potentiel, constante), un courantélectrique s’́etablit entre
l’ électrode de travail et la contre-électrode. Le courant est alors enregistré, et on appelle
voltammogramme ou voltampérogramme la courbe présentant le courant en fonction du
potentiel de l’́electrode de travail. La figure3.26en pŕesente un exemple, obtenu sur une
électrode d’or en balayant entre 0 et 0.5 V. Entre les potentiels 0 et 0.4 V, le courant ne
dépend pratiquement pas du potentiel, l’électrode testée se comportant comme un conden-
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FIG . 3.26:Exemple de voltammogramme obtenu avec une matrice de microleviers (KCl
10−2M, 10 mv/s).

sateur parfait. On appelle se régime de potentiel régime de« double-couche». Dans ce
régime, la chargéelectrique port́ee par l’́electrode de travail varie avec le potentiel.

4.1 Thermodynamique et th́eorie de Gouy et Chapman

Dans les ḿetaux, aucune chargeélectrique ne peut apparaı̂tre en volume. Aussi, toutes
les charges vont̂etre port́ees par les interfaces. La figure3.27 illustre les ph́enom̀enes
qui op̀erent alors̀a l’interface entre un ḿetal et unélectrolyte. En l’absence de charges
port́ees par le ḿetal, la distribution de charges dans la solution esta priori homog̀ene
(figure3.27a). Par contre, l’apparition d’une charge (négative sur la figure3.27b) va pro-
voquer un enrichissement de la zone interfaciale en cations, et un appauvrissement de
cette m̂eme zone en anions. Ce déplacement de charges s’opère, dans la solution, par dif-
fusion des esp̀eces charǵees, et, dans le circuit́electrique, par d́eplacement d’́electrons.
Le syst̀eme sitúe à l’intérieur de la cellule n’est donc plus rigoureusement un système
fermé, puisqu’il échange des chargesélectriques avec l’extérieur, en l’occurence le po-
tentiostat. Ńeanmoins, les variations de charge sont symétriques sur l’́electrode de travail
et la contre-́electrode. On traite le problème du syst̀eme ferḿe cöıncidantà chaque instant
avec le syst̀eme ouvert pŕećedent, en remarquant que les variations de masse et de volume
dues au flux d’́electrons est tout̀a fait ńegligeable. On distingue de nouveau trois phases :

– la phase liquide, de volumeV, constitúee de la solution de KCl̀a la pressionp.
– l’interphase, de surfaceSporte une chargeq.
– la phase solide, contenantéventuellement une partie d’un microlevier, déformable,

repŕesent́e par sa surface susceptible de porter une chargeélectrique. Cette surface
s’identifieà la surfaceSde l’interphase.

Un jeu de variables d’état, locales, est constitué de la temṕeratureT, de la surfaceS, de la
densit́e surfacique de chargeσm = q

S, et de la pressionp. L’enthalpie libreG du syst̀eme
se d́ecompose encore

G = GL +GS+Gm (3.85)
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FIG . 3.27: Modification de l’interface en présence d’une densité surfacique de charges
électriques.

où GL est l’enthalpie de la phase liquide,GS celle de l’interphase etGm celle des mi-
croleviers. Les termes liés à la phase liquide et̀a la phase solide sont inchangés. Pour
l’interphase, l’enthalpie libre s’écrit maintenant

GS = qEint (3.86)

où Eint est le chamṕelectriqueà l’interface. La relation entre les variables dualesq
et Eint dépend alors du modèle de comportement choisi pour l’électrode. A l’́equilibre
électrochimique, un exemple est fourni par Gouy [135] et Chapman [136], qui ont śepaŕe-
ment propośe un mod̀ele d́ecrivant des interfaces chargées. Celui-ci permet de relier la
diff érence de potentielélectrique entre le ḿetal et l’́electrolyteφ(x = 0)−φ∞ à la densit́e
surfacique de chargesσm port́ee par le ḿetal (voir annexeL)

σm =
√

8c∞εwkTsinh
e(φ(x = 0)−φ∞)

2kT
(3.87)

et le chamṕelectriquèa l’interface s’́ecrit

Eint =

√

8c∞kT
εw

sinh
e(φ(x = 0)−φ∞)

2kT
(3.88)

L’enthalpie libre de l’interphase s’écrit alors

GS = SσmEint = 8Sc∞kTsinh
e(φ(x = 0)−φ∞)

2kT

2

= S
σ2

m

εw
(3.89)
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En se rapportant au cas de l’adsorption de molécules neutres, on a

τ = −6
L

I1
4I1 +be3

1

∂GS

∂S
(T,S0) (3.90)

D’où, pour le mod̀ele de Gouy et Chapman une variation quadratique du cisaillement
équivalent avec la charge de l’électrode

τ = −6
L

I1
4I1 +be3

1

σ2
m

εw
(3.91)

4.2 Résultats exṕerimentaux

FIG . 3.28:Cycle de potentiel imposé, à la vitesse de 2 mV/s.

On a appliqúe,à l’aide de la cellule pŕesent́ee sur la figure3.25, les cycles de potentiel
décrits sur la figure3.28. La vitesse de balayage est constante (au signe près) et vaut 2
mV/s. On a v́erifié que dans cette gamme de vitesse, l’équilibreélectrochimique est atteint
en un temps tr̀es court devant la ṕeriode caract́eristique de la sollicitation.

4.2.1 Champs mesuŕes

Champ de phaseLa figure3.29présente le champ de variation de phase associé à
une poutre au cours de trois cycles de potentiel. Chaque ligne sur cette figure représente
la moyenne de la variation de phase sur la largeur du levier. En abscisse est portée la
distancèa l’encastrement du levier, en micromètres. Le pas de chargement est reporté en
ordonńee.

Champ de d́eplacementLes champs de d́eplacement portés sur la figure3.30sont
déduits du champ de phase présent́e sur la figure3.29. Cette fois-ci, la phase augmente,
et apr̀es prise en compte des deux effetsà l’origine de la variation de phase, on trouve que



Couplageélectro-́elastique 129

FIG . 3.29:Evolution du champ de phase mesuré au cours du chargementélectrique d́ecrit
sur la figure 3.28.

FIG . 3.30:Champ de d́eplacement mesuré au cours du chargementélectrique d́ecrit sur
la figure 3.28.

le terme de variation d’altitude domine le terme de variation d’orientation. Ces champs
appellent deux remarques importantes :

– L’amplitude de d́eplacement, de l’ordre du micromètreà l’extrémit́e de la poutre,
est relativement importante et permet d’imaginer des actionneurs micromécaniques
fonctionnant sur la base de ce couplage ;

– On« accumule» de la d́eformation au fur et̀a mesure des cycles de potentiel.
Cette dernìere remarque est cohérente avec le fait que la variable d’état, pour repŕesen-

ter notre syst̀eme, est sa charge, et non son potentielélectrique. En effet, la figure3.31
montre la valeur de la charge obtenue par intégration (et donc̀a une constante additive
près) crôıt au fur età mesure des cycles. Malheureusement, cette mesure de charge est
globale (i.e.,elle concerne l’ensemble de la surface métallique immerǵee), et ne renseigne
donc pas directement sur le chargement mécanique qui affecte le levier observé. D’autre
part, on a fait l’hypoth̀ese de l’absence de mécanismes de consommation d’électron (i.e.,
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FIG . 3.31:Charge calcuĺee au cours du chargementélectrique d́ecrit sur la figure 3.28.

pas de ŕeaction chimiquèa l’interface).

4.2.2 Identification des contrastes de raideur et de chargement

FIG . 3.32:Champ de d́eplacement obtenu pour un potentiel de 0.4 V (premier cycle).

La figure3.32 présente un exemple de champ de déplacement obtenu au cours des
cycles de potentiel. Les hypothèses faites pour l’identification sont identiquesà celles
faite au paragraphe2.3.2. Pour tous les pas de chargement, l’indicateur d’erreurwr est de

FIG . 3.33:Contrastéelastique obtenu pour un potentiel de 0.4 V (premier cycle).

l’ordre de 10−2, ce qui d́emontre la bonne qualité de l’identification. Le champ de raideur
identifié (figure3.33) est identiquèa celui trouv́e dans le cas du chargement thermique et
de l’adsorption d’alcane-thiol (paragraphes2.3et3.2.2).
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FIG . 3.34:Champ de cisaillementéquivalent obtenu pour un potentiel de 0.4 V (premier
cycle).

Le champ de cisaillement identifié (figure3.34) est cette fois-ci presque homogène (̀a
moins de 5% pr̀es). On utilise au paragraphe suivant la moyenne du chargement sur un
levier.

4.2.3 Loi d’évolution

FIG . 3.35:Evolution du cisaillement en fonction de la charge globale de l’électrode.

Cette fois-ci, on est̀a l’équilibre ḿecanique et chimique (vérifié en changeant la vi-
tesse de balayage). On teste donc le calcul fait au paragraphe4.1. La figure3.35présente
l’ évolution du cisaillement en fonction de la charge globale de l’électrode. La reproduc-
tibilit é est excellente, et on obtient une relation entre la charge portée par l’́electrode
et le cisaillement́equivalent. On rappelle que la charge utilisée est la charge globale de
l’ électrode, calculée par int́egration de la valeur du courant au cours du temps. Cette valeur
de la charge est donc définie à une constante additive près. La forme obtenue està rap-
procher de l’́equation (3.91), qui donne une forme quadratique en fonction de la charge.
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L’ écart est significatif, et se rapproche des effets observés par Gokhshtein et Valincius
[137]. Leur explication est,̀a notre connaissance, encore très controverśee.

5 Effets mécaniques de l’adsorption et de l’hybridation
d’ADN

L’objectif dans cette partie est de tirer de l’expérience des informations sur les in-
teractionsà l’origine des effets ḿecaniques observés lors de l’hybridation d’ADN. On

Nom Séquence
BioB3-SH 5′−HS− (CH2)6−CCG−GAA−GAT−TGC−3′

BioB3c 5′−GCA−ATC−TTC−CGG−3′

BioB2c 5′−CTT−CAA−ACA−GCA−3′

TAB . 3.1:Description des śequences utiliśees.

utilise dans l’ensemble des expériences qui sont d́ecrites, les śequences de 12 bases rap-
port́ees dans le tableau3.1. Les châınes BioB3-SH et BioB3c sont complémentaires l’une
de l’autre.

5.1 Films de brins simples

5.1.1 Effets ḿecaniques lors de l’adsorption d’ADN

FIG . 3.36: Modèle ǵeoḿetrique simplifíe de la structure en double hélice de l’ADN
(d’apr̀es [138]).



Effets mécaniques de l’adsorption et de l’hybridation d’ADN 133

On a vu au paragraphe1.2.3que les interactionśelectrostatiques ontét́e suspect́ees de
jouer un r̂ole important dans les effets mécaniques observés. Or, au regard de la théorie de
Debye-Ḧuckel (voir l’annexeM), le simple fait de jouer sur la concentration de sel dans
la solution permet de faire varier la portée de ces interactions. Plus la concentration en sel
augmente, plus la distance d’écrantage des actionsélectrostatiques est faible. Dans l’eau
à temṕerature ambiante, cette distance d’écrantageκ−1 s’approche par

κ−1 ≃ 0.3√
c
nm (3.92)

avecc la concentration en sel (monovalent) en mol/L. Le calcul détaillé dans l’annexeM
fait l’hypothèse que les interactionsélectrostatiques sont faibles devant l’agitation ther-
mique. On d́efinit alors une autre longueur caractéristique (la longueur de BjerrumlB)
telle que

lB =
e2

εwkT
(3.93)

Elle définit la distancèa laquelle il faut placer deux charges unitaires pour que leur in-
teractionélectrostatique soit du m̂eme ordre de grandeur que l’énergie thermique. Dans
l’eau à temṕerature ambiante, cette distance vautlB ≃ 0.7 nm. Si on retient le mod̀ele
géoḿetrique de l’ADN pŕesent́e sur la figure3.36, alors un brin simple porte une charge
tous les 0.34 nm, et la double hélice une charge tous les 0.17 nm. On est donc hors du
champ d’application de la théorie de Debye-Ḧuckel à l’intérieur de la moĺecule d’ADN.
Les interactionśelectrostatiques entre groupes phosphate rigidifient la molécule, que l’on
peut alors se représenter comme une chaı̂ne rigide, et utiliser (qualitativement) la théorie
de Debye-Ḧuckel à l’interaction entre diff́erentes châınes. Ce raisonnement est juste tant
que l’on n’utilise pas de sel multivalent. Manning [139] a expliqúe le premier que dans
ce cas, les contre-ions ont tendanceà se« condenser» autour des ions, et̀a ŕeduire leur
charge effective jusqu’à atteindre une densité de charges correspondantà la distance de
Bjerrum. Les brins d’ADN ont alors un comportement toutà fait différent, et peuvent
être vus, en première approche, comme des chaı̂nes flexibles. Les contributions entro-
piques peuvent, dans ce cas, jouer un rôle important. On fait le choix, ici, de ne travailler
qu’avec des sels monovalents (KCl). La cellule présent́ee sur la figure3.8 est mainte-
nant utiliśee pour mesurer des effets mécaniques induits par l’adsorption de séquences
BioB3-SH thioĺees, dans la m̂eme configuration qu’au paragraphe3. L’indice de la solu-
tion utilisable avec nos objectifs̀a immersion limite la concentration maximale de KClà
environ 1M. On pŕesente ici des résultats pour l’adsorption dans une solution de KClà
0,1 M.

La figure3.37présente l’́evolution du champ de déplacement obtenu au cours de l’ad-
sorption BioB3-SH dans une solution de KCl 0,1 M. Dès l’introduction de la solution
d’oligonucĺeotides, on observe une nette flexion vers le bas, conforme aux effets d’ad-
sorption d́ejà vus au paragraphe3 lors de l’adsorption de d́ecane-thiol. On peut extraire
un champ de d́eplacement particulier (voir figure3.38), et l’utiliser dans une proćedure
d’identification identiquèa celle meńee aux paragraphes2.3.2, 3.2.2ou 4.2.2. Pour tous
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FIG . 3.37:Champ de d́eplacement obtenu au cours de l’adsorption de BioB3-SH.

FIG . 3.38:Exemple de champ de déplacement obtenu au cours de l’adsorption d’ADN.

les pas de chargement, l’indicateur d’erreurwr est inf́erieurà 0.2, ce qui d́emontre la qua-
lit é acceptable de l’identification. Le champ de raideur identifié (figure3.39) est identique
à celui trouv́e dans tous les cas de chargement préćedents. Le champ de cisaillement iden-
tifi é (figure3.40) est encore presque parfaitement homogène sur cet exemple prisà la fin
de l’adsorption.

La figure3.41présente l’́evolution du cisaillement sur leséléments 1 (pr̀es de l’encas-
trement) et 2. La cińetique observ́ee en cours d’essai diffère sur les deux́eléments, et un
rattrapage brutal̀a lieu au milieu de l’essai, sans que l’on puisse donner d’explication sur
cet effet.

FIG . 3.39:Exemple de contrastéelastique obtenu au cours de l’adsorption d’ADN.
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FIG . 3.40:Exemple de champ de cisaillementéquivalent obtenu au cours de l’adsorption
d’ADN.

FIG . 3.41:Evolution du cisaillement au cours de l’adsorption d’ADN.

5.1.2 Sensibilit́e des films adsorb́esà la concentration en sel de la solution

Pour v́erifier l’importance des interactionsélectrostatiques dans les films d’ADN ad-
sorb́e, on modifie la concentration en sel de la solution baignant les leviers. On modifie
ainsi la longueur de Debye-Ḧuckel pour modifier ces interactionsélectrostatiques.

La figure 3.42 présente l’́evolution du champ de déplacement obtenue en divisant
cette concentration par 5, de 0,2 M̀a 0,04 M. On augmente alors la distanceκ−1, inten-
sifiant les interactionśelectrostatiques. On observe alors une flexion du levier vers le bas,
montrant l’influence de ces interactionsélectrostatiques. On peut extraire un champ de
déplacement particulier (voir figure3.43), et l’utiliser dans une proćedure d’identification
identique aux pŕećedentes. L’indicateur d’erreur reste inférieur à 0.2, ce qui donne des
résultats d’identification acceptables. Le contrasteélastique identifíe (voir figure3.44) est
identique aux pŕećedents. La distribution de cisaillementséquivalents identifíee (3.45) est
maintenant significativement hét́erog̀ene.

L’observation des cińetiques (voir figure3.46) sur leséléments 1 (pr̀es de l’encastre-
ment) et 2 montre effectivement que les courbes correspondant au cisaillement sur chacun
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FIG . 3.42:Champ de d́eplacement obtenu après modification de la concentration en sel
de la solution.

FIG . 3.43:Exemple de champ de déplacement obtenu après modification de la concen-
tration en sel de la solution.

des deux́eléments sont homothétiques l’une par rapportà l’autre. Ce ŕesultat am̀eneà pen-
ser que la densité de sondes greffées sur l’́elément 2 est plus grande que sur l’élément 1,
ce qui semble contradictoire avec les résultats du paragraphe5.1.1. Quoiqu’il en soit, ils
confirment la pŕesence d’interactionśelectrostatiques dans les films d’ADN adsorbé.

FIG . 3.44:Exemple de contrastéelastique obtenu après modification de la concentration
en sel de la solution.
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FIG . 3.45:Exemple de champ de cisaillementéquivalent obtenu après modification de la
concentration en sel de la solution.

FIG . 3.46:Evolution des cisaillementśequivalents apr̀es modification de la concentration
en sel de la solution.

5.2 Effets de l’hybridation

5.2.1 Ŕesultats exṕerimentaux : adsorption et hybridation dans KCl 1M

Les exṕeriences meńees pour d́efinir les conditions optimales pour observer un signal
dû à l’hybridation sans ambiguı̈té ont montŕe que la concentration en sel doitêtre la plus
élev́ee possible. Cette observation est confirmée par les formules empiriques donnant les
temṕeratures de d́enaturation des doubles hélices utiliśees par les biologistes. On présente
donc un ensemble de résultats obtenus dans une solution de KCl 1M.

Champ de d́eplacementLa figure3.47présente l’́evolution du champ de déplacement
obtenue au cours de l’hybridation du film de BioB3-SH avec les cibles BioB3c, en solu-
tion à 2×10−6 M dans du KClà 1M. On observe une nette flexion du levier vers le bas
apr̀es l’introduction de la solution contenant les séquences cibles.

Identification des contrastes de raideur et de chargement
On peut extraire de nouveau un champ de déplacement particulier (voir figure3.48), et

l’utiliser dans une proćedure d’identification identique aux préćedentes. Cette fois, l’indi-
cateur d’erreur peut d́epasser 1, et reste souvent supérieurà 0,5. L’identification est donca
priori de mauvaise qualité. Le contraste de raideur identifié (voir figure3.49) est diff́erent
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FIG . 3.47:Champ de d́eplacement mesuré au cours de l’hybridation de BioB3-SH.

FIG . 3.48:Champ de d́eplacement obtenu après 1h au cours de l’hybridation de BioB3-
SH.

des pŕećedents (alors que le levier est identique) et devient négatifà l’extrémit́e du levier.
Les conditions de mesuréetant identiques aux préćedentes, l’augmentation significative
de l’indicateur d’erreurwr est la signature d’une probable erreur de modélisation (voir la
discussion au paragraphe5.1du chapitre 2). Deux origines sont possibles :

– l’h ét́eroǵeńeité du chargement n’est pas suffisamment décrite (voir figure3.50) ;
– le type de chargement n’est pas adéquat.

Encore une fois, c’est une mesure complémentaire, fournissant une description de la dis-
tribution de sondes, qui permettrait de trancher. La seconde hypothèse est ńeanmoins
probable, puisque l’adsorption de molécules charǵeesà la surface d’un ḿetal doit cŕeer
(voir l’ équation de Poisson (L.2) ) une diff́erence de potentiel entre la solution et le métal,
qui portera donc des charges opposéesà celles de la molécule adsorb́ee. L’interaction

FIG . 3.49:Contrastéelastique obtenu après 1h au cours de l’hybridation de BioB3-SH.
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FIG . 3.50:Champ de cisaillement́equivalent obtenu après 1h au cours de l’hybridation
de BioB3-SH.

entre ces charges (portées par le ḿetal) et les charges des molécules adsorb́ees esta priori
attractive, et peut modifier significativement la structure de l’interphase. Il conviendrait
donc de contr̂oler le comportement́electrochimique de la surface au cours des opérations
d’adsorption et d’hybridation pour vérifier la pertinence de cette remarque, qui corrobore
un calcul de Vainrubet al. [140], montrant l’importance du potentiel de surface dans
l’efficacité de l’hybridation.

5.2.2 Ŕesultats exṕerimentaux : sensibilité et śelectivité

FIG . 3.51: Evolution de la phase mesurée pour deux concentrations de séquences cible
compĺementaires et pour une séquence non complémentaire.

Quoi qu’il en soit, on a pu v́erifier, dans une solution de KCl 1M, la sensibilité et la
sélectivit́e des capteurs forḿes en fonctionnalisant la surface d’un microlevier avec des
sondes BioB3-SH, adsorbées dans KCl 1M. La figure3.51montre l’́evolution de la phase
lorsque l’on provoque l’hybridation avec une solution de KCl 1M contenant 30 et 1 nM de
sonde compĺementaire, ou lorsque l’on introduit une solutionà 2×10−6 M de śequence
BioB2c non compĺementaire. Le signal est très net pour une concentration de 30 nM, et
reste tout̀a fait d́etectable pour une concentration de 1 nM. Dans ces deux cas, la phase
diminue apr̀es l’introduction des solutions, alors qu’elle augmente (lég̀erement) si l’on in-
troduit une śequence non complémentaire, m̂emeà tr̀es forte concentration. Ces résultats
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sont assez semblablesà ceux rapport́es par Hansenet al. [111] dans un sel divalent, et
encouragent̀a perśevérer dans cette voie.

6 Conclusions sur l’́etude d’effets surfaciques

On a propośe, dans ce chapitre, l’utilisation de l’outil de mesure dévelopṕe au chapitre
1 pour l’étude des effets ḿecaniques induits par divers couplages entre le micro-levier et
son environnement (thermique, adsorption,électrocapillarit́e, adsorption et hybridation
d’ADN). On a également proposé une ḿethode, baśee sur l’utilisation d’une couche vir-
tuelle solidaire de la surface des objets, pour représenter ces couplages entre les sollici-
tations ḿecaniques sur les objets et leur environnement. A chaque fois, les techniques
d’identification d́evelopṕees au chapitre 2 ontét́e appliqúees pour d́ecrire les effets ob-
serv́es. On a notamment pu vérifier la singularit́e des effets ḿecaniques induits par l’hy-
bridation d’ADN, qui ńecessite des investigations plus poussées. En particulier, la prise
en compte des interactionsélectrostatiques entre les charges portées par le ḿetal et celles
port́ees par l’ADN semble ńecessaire.



Conclusion et perspectives

Dans le contexte de réorganisation de l’archipel des sciencesévoqúe au d́ebut de ce
manuscript, le parìa l’origine de cette th̀eseétait d’affirmer qu’il est possible,̀a partir des
outils et concepts d́evelopṕes par la ḿecanique des solides, d’étudier des objets dont les
dimensions diminuent pour approcher le micromètre. En se d́eplaçant vers ceśechelles, le
rapport surface sur volume des objets augmente considérablement, et leur comportement
se trouve davantage affecté par des effets surfaciques que les objets« traditionnels» de la
mécanique. Le d́efi se situait donc autant dans les conceptsà utiliser que dans la pratique
à d́evelopper. Poser ce nouveau problème appelle le d́eveloppement de nouveaux savoir-
faire, que ceux-ci recouvrent des techniques intellectuelles ou manuelles. Loin d’une in-
vocation magiquèa la mobilit́e transdisciplinaire, il s’est agit de mobiliser les savoir-faire
locaux, propres̀a quelqueŝılots de l’archipel :

– On a d́evelopṕe un dispositif d’imagerie interféroḿetrique, qui, coupĺe à une tech-
nique d’int́egration de phase permet de mesurer un champ de phase optique, avec
une reproductibilit́e optimale de l’ordre de 10̀a 15 pm. L’influence de divers défauts
géoḿetriques aét́e évalúee, et dans une situation où la phase optique est liée à
la topographie (gradient d’orientation locale ou d’altitude), ce dispositif aét́e uti-
lisé pour mesurer des champs de déplacement hors-plan. Le« bruit » de mesure
sur ces champs áet́e qualifíe. Par ailleurs, la faisabilité d’une mesure de champ
de d́eplacement dans le plan de l’objet par corrélation de sa topographie áet́e
démontŕee.

– Partant de la remarque que les champs obtenus contiennent des informations redon-
dantes, on áegalement montré leur utilisation pour identifier simultanément des
distributions de propriét́es élastiques et de chargement. Cette technique apparaı̂t
comme une extension de la méthode de l’́ecartà l’équilibre, adapt́ee aux cas òu
le nombre d’inconnues devient important relativementà l’information disponible.
La qualit́e de l’identification est qualifíee par un indicateur d’erreura posteriori,
dont on a montŕe qu’il permet de d́etecter une erreur de modélisation quand les pa-
ramètres statistiques simples (distribution et longueur de corrélation) du bruit affec-
tant la mesure de déplacements sont connus. Dans ce cas, un exemple de correction
d’une erreur de mod́elisation áet́e trait́e.

– Le couplage ḿecanique-environnementà l’échelle microḿetrique aét́e trait́e en
« condensant» les propríet́es de l’environnement dans une couche virtuelle fine
devant l’́epaisseur de la structure, astreinteà se d́eformer avec l’objet consid́eŕe.
Cette mod́elisation a d’abord́et́e valid́ee en exploitant l’effet bilame des struc-
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tures utiliśees, avec une couche très fine devant l’autre. Puis les effets mécaniques
de l’hybridation d’ADN ont ét́e abord́es en traitant śepaŕement les ph́enom̀enes
suppośes pŕepond́erants. Si tous les objets utilisés pŕesentent une rigidité forte-
ment h́et́erog̀ene, l’adsorption de molécules neutres̀a la surface semblêetre un
phénom̀ene h́et́erog̀ene, contrairement aux effetsélectrocapillaires. Pour ces der-
niers, on a pu identifier une forme de loi d’évolution du cisaillement introduit par la
couche virtuelle en fonction de la chargeélectrique port́ee par l’́electrode. La forme
obtenue diff̀ere sensiblement de celle prévue par la th́eorie de Gouy et Chapman.

L’ étude de l’adsorption de séquences d’ADN thioĺees montre alors un chargement
hét́erog̀ene dont l’histoire,́etonnante, reste inexpliquée. Si les interactionśelectrostatiques
semblent dominantes, elles ne se réduisent probablement pas aux interactions entres molé-
cules charǵees. Il en est tout aussi probablement de même pour les effets liésà l’hybri-
dation d’ADN. En effet, l’adsorption de molécules charǵees sur une surface métallique
créé une diff́erence de potentiel entre la surface et la solution. Les charges que porte
alors la surface ḿetallique sont opposées aux charges adsorbées. Les interactions entre
ces charges portées par le ḿetal et les charges adsorbées peuventa priori modifier si-
gnificativement la structure de l’interface, et donc son comportement mécanique. Il est
possible que ces effets, dans l’épaisseur de l’interphase, soientà l’origine de la mauvaise
repŕesentation des effets observés lors de l’hybridation par une couche virtuelle mince.
On est donc tenté d’explorer de nouvelles voies reliant lesı̂lots d́ejà d́ecrits. Pour enri-
chir la description des interactions entre l’objet et son environnement, on peut imaginer
complexifier la loi de comportement de la couche virtuelle, avec un comportement non-
linéaire ou non-local. Ces modèles, plus riches, requièrent l’identification d’un nombre
plus important de param̀etres, et donc l’utilisation d’une information expérimentale de na-
ture différente des seuls champs de déplacements. Sur le plan du savoir-faire expérimental,
le couplage d’une mesure de champs de déplacements avec une mesure des propriét́es op-
tiques de la surface par ellipsométrie doit permettre de suivre in-situ les modifications
de la composition d’une surface (i.e., l’adsorption de moĺecules). Dans le cas d’une mo-
dulation des effets ḿecaniques avec un signal contrôlé (cas de l’́electrocapillarit́e), cette
mesure complémentaire peut prendre la forme d’une mesure des variations de réflectance.
L’int ér̂et que l’on pense obtenir en couplant une mesure de champ de déplacement et une
mesure d’un champ complémentaire n’est pasa priori restreint aux objets de dimensions
micrométriques. L’́etude de l’ensemble des phénom̀enes dits« multiphysiques» doit pro-
fiter de ces pratiques expérimentales.

Néanmoins, ce gain ne sera effectif que si l’on développe des techniques d’identi-
fication permettant d’exploiter au mieux la totalité des informations obtenues, de na-
tures diff́erentes. La quasi-totalité des techniques présent́ees au chapitre 2 prennent le
parti de briser la syḿetrie entre les variables duales (contrainte-déformation, etc.) au pro-
fit de la seule variable, mesurée. Par conśequent, choisir d’int́egrer deux informations
duales ńecessite de reconsidérer leur r̂ole respectif dans une procédure d’identification.
Le principal gain attendu est une amélioration de la ŕesolution spatiale des contrastes
identifiables, mais aussi la détermination de la constante multiplicative qui transforme un
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champ de contraste en champ de propriét́e élastique ou de chargement. L’amélioration de
la résolution spatiale des champs identifiés passéegalement par l’́etude du lien entre les
approches continues des problèmes d’identification, souvent mal posées, et les approches
discr̀etes qui tendent̀a ŕegulariser ces m̂emes probl̀emes d’identification. Si la motivation
est toutà fait oppośee, l’étude de ces liens se rapproche des méthodes de calcul multi-
échelles en ḿecanique du solide. Toute la difficulté consistèa d́efinir une projection, qui
permette de traiter finement unélément de structure avec une représentation grossière des
actions des autreśeléments de la structure. De nouveau, la résolution de ces problèmes
est susceptible de concerner l’étude ḿecanique des objets de toutes dimensions. Ces deux
types d’avanćees, sur la mesure et l’identification, peuvent permettre,à plus long terme,
la définition de v́eritables essais de matériaux, h́et́erog̀enes,̀a l’échelle microḿetrique.

Pour revenir aux applications, les deux approches, qui consistentà utiliser des sels
monovalents ou multivalents pour l’hybridation de séquences d’ADN n’ont pas encore
pu être compaŕees sur la base de leur capacité à fournir un signal ḿecanique aiśement
détectable et sans ambiguı̈té. Si l’utilisation de sels monovalents semble autoriser des
phénom̀enes plus simplèa l’échelle des interactionśelectrostatiques, il est probable que,
conforḿement aux ŕesultats empiriques obtenus par les biologistes, l’utilisation de sels
multivalents favorise la ŕeaction d’hybridation, et donc aḿeliore la sensibilit́e des capteurs
baśes sur une fonctionnalisation des surfaces. Des objets fonctionnalisés pour reconnaı̂tre
des prot́eines sont peut-être alors plus simples̀a mettre en œuvre, faisant majoritairement
intervenir des interactionśelectrostatiques. Enfin, la conception de nouveaux capteurs sur
le principe d’une fonctionnalisation d’un objet micromécanique n’est brid́ee que par la
possibilit́e de ŕealiser cette fonctionnalisation. La possibilité d’observer simultańement un
grand nombre d’objets indépendants met la mise au point de capteurs multiples, aisément
portables et peu onéreuxà port́ee de main. A l’heure de la prise de conscience du lien entre
sant́e et environnement, du vote au parlement européen de la directive REACH qui visèa
contr̂oler la toxicit́e et la disśemination d’un nombre significatif de substances chimiques,
la mise au point de tels capteurs semble représenter un enjeu majeur. Leur mise au point
ne pourra se faire sans passer par lesı̂lots où se d́eveloppent les ḿethodes de chimie
analytique, et en particulier l’électrochimie qui a montré sa relative simplicit́e de mise en
œuvre.

Le paradoxe est que l’on vient de tracer ici un chemin, qui, partant des interactions
électrostatiques complexes dans un film de molécules charǵees adsorb́ees sur une surface
métallique, revient au rôle de l’́electrochimie dans la définition de ḿethodes analytiques.
Et le chemin de l’uǹa l’autre semble d́efinir, à l’instantt, l’environnement que l’on ima-
gine plus proche dans une réorganisation de l’archipel des sciences.
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Annexe A

Effet de l’ouverture numérique

On a montŕe dans la partie2.2 que la phase mesurée contient une composante liée
aux différences d’altitudes, ainsi qu’une composante liéeà l’orientation de la surface. Le
déphasage alors calculé d́epend du point d’entrée du rayon lumineux sur le prisme, et
donc de l’ouverture nuḿerique de l’objectif utiliśe.

1 Effet de l’ouverture sur la mesure de hauteur d’une
marche

Pour obtenir l’́equation (1.21), on a fait l’hypoth̀ese que l’angle d’incidence sur l’objet
reste faible. Cependant, cette hypothèse peut̂etre mise en d́efaut si l’on utilise un objectif
à forte ouverture nuḿerique. En effet, l’́equation (1.15) devient alors (dans le plan de la
figure)

dI(α) = dI0 +dAcos

[

4nπ∆z
λ

cos(α)+ψ
]

(A.1)

où ψ repŕesente l’ensemble des contributions ne venant pas de l’objet. L’interfrange
dépend de l’angleα. Si toute la pupille de l’objectif est́eclaiŕee par un faisceau cohérent,
la phase introduite avec la marche sur l’objet s’obtient en pondérant et en sommant les
contributions de chacune des incidencesα comprises entreα = 0 etα = αmax. D’où

I = I0 +A
2

sin2(αmax)

∫ αmax

0
cos

[

4nπ∆z
λ

cos(α)+ψ
]

P(α)2sin(α)dα (A.2)

αmax est donńe par l’ouverture nuḿeriqueON de l’objectif

ON = nsin(αmax) (A.3)

La relation entre la diff́erence d’altitude∆z et la phase correspondanteφm dépend de
l’hypothèse retenue pour la répartition angulaire d’éclairementP(α). Ce probl̀eme aét́e
largement trait́e (voir par exemple [31], [32], [33]), et il est usuel de retenir une fonction
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de la formeP(α) = (cos(α))m, où m est un exposant dépendant de l’objectif. Le signal
d’intensit́e se met alors sous la forme

I = I0 +AmFON,m(∆z,ψ) (A.4)

En particulier, pourm= 0,

FON,0(∆z,ψ) ≃ sin(k∆z(1−cos(αmax)))

k∆z(1−cos(αmax))
cos(k∆z(1+cos(αmax))+ψ) (A.5)

aveck = 2nπ
λ . Pourm 6= 0, l’intégration n’est pas analytique, mais on peut obtenir une

forme approch́ee par un d́eveloppement de Taylor par rapportàαmax

FON,m(∆z,ψ) =
2

sin2(αmax)

∫ αmax

0
cos(2k∆zcos(α)+ψ)P(α)2msin(α)dα

≃ cos(2k∆z+ψ)+

(

1−2m
4

cos(2k∆z+ψ)+
1
2

sin(2k∆z+ψ)k∆z

)

α2
max

+

(

1+4(m2−m−k2∆z2)

24
cos(2k∆z+ψ)

+
k∆z(1−4m)

12
sin(2k∆z+ψ)

)

α4
max+ . . . (A.6)

Quandαmax tend vers 0,FON,m(∆z,ψ) tend vers

lim
αmax→0

FON,m(∆z,ψ) = cos(2k∆z+ψ) (A.7)

qui est la fonction attendue. Son interfrange correspondà une variationk∆z= π. Quand
l’ouverture nuḿerique augmente, l’interfrangei inter f , défini comme la variation du pro-
duit k∆z qui permet de passer entre deux maxima successifs de l’intensité de la figure
d’interférences, ne vaut plus exactementπ. On d́efinit l’ écart

εinter f = 1− i inter f

π
(A.8)

qui vaut 0 quand la variation dek∆z entre deux maxima d’intensité vautπ. La figureA.1
présente la valeur de l’indicateurεinter f , calcuĺe pour le premier maximum local de la
fonction F , pour une ouverture nuḿerique variant de 0̀a 0.6, et un indicem variant de
0 à 2. Les valeurs prises sont négatives, signifiant que l’interfrange est toujours agrandi
sous l’effet de l’ouverture du faisceau. L’erreur commise si on ne tient pas compte de
l’ouverture peut atteindre 10% de la valeur mesurée. Pour les objectifs avec une ouverture
numérique inf́erieureà 0.4, l’influence dem est relativement faible, et la prise en compte
de la seule valeur de l’ouverture est suffisante pour obtenir une estimation de∆z. Il faut
pouvoir corriger l’expression (1.21) pour prendre en compte les effets d’ouverture. Cette
correction est aiśee siFON,m(∆z,ψ), donńee par l’expression (A.6) est pseudo-ṕeriodique
sur un intervalle de∆z suffisant pour la topographie observée. On d́efinit le rapport

r i =
i10

10i inter f
(A.9)
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FIG . A.1: Carte de l’indicateurεinter f pour une ouverture nuḿerique variant de 0̀a 0.6,
et un indicem variant de 0̀a 2.

entre la position du dixième maximum de la fonctionFON,m(∆z,ψ) et la position du pre-
mier maximum. Ce rapport est tracé sur la figureA.2 pour une ouverture nuḿerique va-
riant de 0à 0.4, et un indicem variant de 0̀a 2. Pour les valeurs d’ouverture numérique
inférieures̀a 0.3, r i vaut 1, indiquant que la fonction est pseudo-périodique sur l’intervalle
contenant 10 maxima de la figure d’interférences. La correctioǹa apporter̀a la formule
(1.21) se met sous la forme

φm =
4πn∆z

ιλ
(A.10)

où ι est un param̀etreà calculer en fonction de l’ouverture numérique et des hypothèses
de ŕepartition d’́eclairement dans la pupille de l’objectif. La figureA.3 montre la valeur
de la correctioǹa apporter, en fonction de l’ouverture numérique de l’objectif utiliśe et de
l’exposantm. L’influence demsur cette correctiońetant ńegligeable, la donńee de la seule
ouverture nuḿerique (si celle-ci est inférieureà 0.3) permet d’effectuer une exploitation
simple de la phaseφm.
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FIG . A.2: Carte de l’indicateurr i pour une ouverture nuḿerique variant de 0̀a 0.4, et un
indicem variant de 0̀a 2.

2 Effet de l’ouverture sur la mesure de l’orientation de
la surface

En reprenant le raisonnement qui a mené à l’équation (A.6), avec l’expression de la
phase (1.42) on obtient

FON,m(∆z,ψ) = cos(
4πn
λ

∆z+φ+
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f )

(

1+
1−2m

4
α2

max

+(
1−4m(m−1)

24
− 1

6
(
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f − 2πn
λ

∆z)2)α4
max

)

+sin(
4πn
λ

∆z+φ+
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f )

×
(

−1
6
(
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f − 2πn
λ

∆z)α2
max

+

[

3m−1
9

(
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f − 2πn
λ

∆z)

+
2πn
λ ∆z

12
+

4
9
(
2π
λ

noεn f )(γTE−γTM)

]

α4
max

)

+ . . . (A.11)

La forme est identiquèa (A.6). Quandαmax tend vers 0, la figure d’interférence tend vers

cos(
4πn
λ

∆z+φ+
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f ) (A.12)
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FIG . A.3: Carte de la correctionι pour une ouverture nuḿerique variant de 0̀a 0.4, et un
indicem variant de 0̀a 2.

où φ repŕesente les autres contributions. Le terme dû à l’orientation de l’́echantillon peut
s’écrire (dans le cas d’un Wollaston mince)

φW,ori =
4π
λ

no(γTE−γTM)εn f +φW,tilt (A.13)

La forme analytique de la figure d’interférence n’est pas affectée, on peut donc considérer
les différents termes de phase comme additifs.
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Annexe B

Propri étés d’usage d’un prisme de
Wollaston

Les calculs dans les paragraphes qui suivent sont déduits de ceux proposés dans [141].

1 Propri étés d’un prisme de Wollaston simple

1.1 Calcul dans le plan de syḿetrie du prisme

FIG . B.1: a) Géoḿetrie du prisme de Wollaston, b) Définition des angles de réfraction.

La figureB.1 montre le traće des rayons pour le prisme de Wollaston utilisé dans la
partie2.2.2, quand le rayon incident forme un angleα1 avec la face d’entrée du prisme,
dans son plan de syḿetrie. L’objectif est ici de d́efinir les fonctionslTE(y,α1) et lTM(y,α1)
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qui permettent de calculer les déphasages supplémentaires introduits par le prisme de
Wollaston quand il n’y a pas de compensation exacte lors d’un trajet aller-retour. Sur la
face d’entŕee

n1sin(α1) = nosin(βTE
2 ) (B.1)

n1sin(α1) = ne(θe)sin(βTM
2k ) (B.2)

où βTM
2k donne l’orientation du vecteur d’onde, pour la polarisationTM. ne(θe) est donńe

par

ne(θe) =
nonE

√

n2
osin(θe)2 +n2

E cos(θe)2
(B.3)

θe est calcuĺe en v́erifiant la contrainte

βTM
2k +θe =

π
2

(B.4)

En rapprochant de (B.1), on obtient

cos(θe)
2 = sin(βTM

2k )2 =
(non1sin(α1))

2

n2
on2

E −n2
En2

1sin(α1)2 +n2
on2

1sin(α1)2
(B.5)

La direction de propagation de la polarisationTM est alors donńee en posant

tanΦe =
n2

o

n2
E

tan(θe) (B.6)

La direction de propagation est donnée par

βTM
2S =

π
2
−Φe (B.7)

Les relations de Descartesà l’interface entre les deux demi-prismes s’écrivent

nosin(αTE
2 ) = nE sin(βTE

3 ) (B.8)

ne(θe)sin(αTM
2k ) = nosin(βTM

3k ) (B.9)

αTE
2 = θ+βTE

2 (B.10)

αTM
2k = θ+βTM

2k (B.11)

L’intersection de l’ellipsöıde des indices avec le plan de propagationétant un cercle dans
le second demi-prisme, l’angleβTM

3k donneégalement la direction de propagation du rayon
polariśeTM. Finalement, sur la dernière interface

nE sin(αTE
3 ) = n1sin(βTE

air ) (B.12)

nosin(αTM
3k ) = n1sin(βTM

air ) (B.13)

αTE
3 = −θ+βTE

3 (B.14)

αTM
3k = −θ+βTM

3k (B.15)
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Les fonctions cherch́ees s’expriment alors (au premier ordre enα1)

lTE(y,α1,0) = lTE
00 (α1)+ylTE

01 (α1) (B.16)

lTM(y,α1,0) = lTM
00 (α1)+ylTM

01 (α1) (B.17)

où on a pośe (fonctions lińeariśees au premier ordre enθ)

lTE
00 (α1) = h(

no +nE

2
+

α1n1θ
2

(
no

nE
− nE

no
) (B.18)

lTE
01 (α1) = (−no +nE)θ (B.19)

lTM
00 (α1) = h(

no +nE

2
+

α1n1θ
2

(1−
(

nE

no

)2

) (B.20)

lTM
01 (α1) = (no−nE)θ (B.21)

L’orientation des rayons̀a la sortie du prisme est donnée par

βTE
air = α1 +θ

no−nE

n1
(B.22)

βTM
air = α1−θ

no−nE

n1
(B.23)

On remarque que les fonctionslTE
01 (α1) et lTM

01 (α1) sont en fait ind́ependantes deα1.

2 Propri étés d’un prisme de Wollaston modifíe

En d́epit de la relative simplicit́e de calcul qu’ils induisent, les prismes de Wollaston
semblables̀a ceux d́ecrits dans la partie2.2.2du chapitre 1 ne sont pas réalisables. En
particulier, chaque demi-prisme est en géńeral usińe śepaŕement, puis les demi-prismes
sont assemblés. Par conśequent, une sur-épaisseur doit toujourŝetre pŕevue sur chacun
des demi-prismes, afin de pouvoir les mettre en position dans la machine servantà usi-
ner le plan inclińe. En pratique, une sur-épaisseur d’au moins 0.5mmdoit toujoursêtre
conserv́ee si le prisme est fabriqué à façon. Par ailleurs, l’axe optique du quartz peut faire
un angle quelconque avec les faces latérales du prisme, permettant ainsi de réaliser des
prismes avec un plan apparent de séparatiońeloigńe du prisme.

2.1 Calcul direct dans le plan de syḿetrie du prisme

On propose ici le traće des rayons traversant un prisme de Wollaston proche de celui
décrit dans la partie1, mais posśedant deux sur-épaisseurs d’usinages1 et s2, ainsi qu’un
axe optique (dans le second demi-prisme) incliné d’un angleξ par rapport̀a la face lat́erale
du prisme (voir figureB.2). Sur la face d’entŕee

n1sin(α1) = nE sin(βTE
2 ) (B.24)

n1sin(α1) = nosin(βTM
2 ) (B.25)
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à l’interface entre les deux prismes, les angles d’incidence sont donnés par

αTE
2 =

π
2
−θ+βTE

2 (B.26)

αTM
2 =

π
2
−θ+βTM

2 (B.27)

Les lois de Descartes s’écrivent alors

nE sin(αTE
2 ) = nosin(βTE

3 ) (B.28)

nosin(αTM
2 ) = ne(θe)sin(Ψ−θe) (B.29)

avec
Ψ =

π
2
−θ+χ (B.30)

On en d́eduit

βTM
3k = Ψ−θe (B.31)

n2
E tan(Φe) = n2

o tan(θe) (B.32)

βTM
3s = Ψ−Φe (B.33)

βTM
3s donne la direction de propagation de la polarisationTM dans le milieu 3. Elle tra-

verse alors un milieu d’indice

nes= ne(θe)cos(βTM
3k −βTM

3s ) (B.34)

Enfin, sur l’interface avec le milieu ambiant, les lois de Descartes s’écrivent

nosin(αTE
3 ) = n1sin(βTE

air ) (B.35)

ne(θe)sin(αTM
3k ) = n1sin(βTM

air ) (B.36)

avec

αTE
3 = −π

2
+θ+βTE

3 (B.37)

αTM
3k = −π

2
+θ+βTM

3k (B.38)

Les fonctions de phase sont alors détermińees nuḿeriquement.

2.2 Détermination de la ǵeométrie d’un prisme modifié à partir de
ses propríetés d’usage

Au paragraphe préćedent, on a d́etaillé lesétapes du calcul direct des angles dans
toutes les lames, ainsi qu’en sortie du prisme. Il est aisé d’en d́eduire les propríet́es
d’usage du prisme (i.e., angle de śeparation, position du plan de séparation apparent et
déphasage introduit lors d’une traversée). La position du plan de séparation apparent par
rapportà la face de sortie du prisme est décrite par les param̀etresd et η (voir figure
B.3). Le probl̀eme inverse, qui consisteà d́eterminer la ǵeoḿetrie d’un prismèa partir des
propríet́es d’usage :
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– angle de śeparation∆β ;
– orthogonalit́e du plan de śeparation apparent et du faisceau incident (η) ;
– distance du plan de séparation apparentà la face de sortie du prismedimp ;

est ŕesolu en minimisant un critèreΞ tel que

Ξ = (∆β−|βTE
air −βTM

air |)2 +(|η−α|− π
2
)2 +(d−dimp)

2 + p(s1)+ p(s2) (B.39)

Les termesp(s1) et p(s2) sont des termes de pénalisation, pour prendre en compte les
contraintes de fabrication, qui imposent une valeur minimale de 0.5 mm pours1 ets2.

3 Propri étés d’un prisme de Wollaston double quelconque

Les prismes d́ecrits au paragraphe2 permettent d’obtenir des plans de séparation ap-
parentśeloigńes de la face de sortie du prisme, mais uniquement avec des angles entre les
rayonsà la sortie|βTE

air −βTM
air | faibles. On obtient des séparations importantes en utilisant

de la calcite plut̂ot que du quartz, ce qui augmente nettement le prix du prisme. Il peut
être plus avantageux de recourirà un prisme double, composé de trois couches de quartz.

3.1 Calcul dans le plan de syḿetrie du prisme

On propose ici le traće des rayons traversant un prisme de Wollaston proche de celui
décrit dans la partie2, mais posśedant une lame supplémentaire, avec un axe optique
(dans la troisìeme lame) inclińe d’un angleχ2 par rapportà la face lat́erale du prisme
(voir figureB.4). Sur la face d’entŕee :

n1sin(α1) = nE sin(βTE
2 ) (B.40)

n1sin(α1) = nosin(βTM
2 ) (B.41)

à l’interface entre les deux premières lames, les angles d’incidence sont donnés par

αTE
2 =

π
2
−θ1 +βTE

2 (B.42)

αTM
2 =

π
2
−θ1 +βTM

2 (B.43)

Les lois de Descartes s’écrivent alors

nE sin(αTE
2 ) = nosin(βTE

3 ) (B.44)

nosin(αTM
2 ) = ne1(θe1)sin(Ψ1−θe1) (B.45)

avec
Ψ1 =

π
2
−θ1 +χ1 (B.46)
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On en d́eduit

βTM
3k = Ψ1−θe1 (B.47)

n2
E tan(Φe1) = n2

o tan(θe1) (B.48)

βTM
3s = Ψ1−Φe1 (B.49)

βTM
3s donne la direction de propagation de la polarisationTM dans le milieu 3. Elle tra-

verse alors un milieu d’indice

nes1 = ne1(θe1)cos(βTM
3k −βTM

3s ) (B.50)

A l’interface entre la seconde et la troisième lame, les angles d’incidence sont donnés par

αTE
3 = θ1−θ2 +βTE

3 (B.51)

αTM
3k = θ1−θ2 +βTM

3k (B.52)

Les lois de Descartes donnent

αTE
3 = βTE

4 (B.53)

ne1(θe1)sin(αTM
3k ) = ne2(θe2)sin(Ψ2−θe2) (B.54)

avec
Ψ2 =

π
2
−θ2 +χ2 (B.55)

On en d́eduit

βTM
4k = Ψ2−θe2 (B.56)

n2
E tan(Φe2) = n2

o tan(θe2) (B.57)

βTM
4s = Ψ2−Φe2 (B.58)

βTM
4s donne la direction de propagation de la polarisationTM dans le milieu 4. Elle tra-

verse alors un milieu d’indice

nes2 = ne2(θe2)cos(βTM
4k −βTM

4s ) (B.59)

Enfin, sur l’interface avec le milieu ambiant, les lois de Descartes s’écrivent

nosin(αTE
4 ) = n1sin(βTE

air ) (B.60)

ne(θe2)sin(αTM
4k ) = n1sin(βTM

air ) (B.61)

avec

αTE
4 = −π

2
+θ2 +βTE

4 (B.62)

αTM
4k = −π

2
+θ2 +βTM

4k (B.63)

De même que pŕećedemment, les fonctions de phase sont calculées nuḿeriquement.
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FIG . B.2: a) Géoḿetrie du prisme de Wollaston modifié, b) D́efinition des angles de
réfraction.



160 Propri étés d’usage d’un prisme de Wollaston

FIG . B.3: Définition de la position du plan de séparation apparent par rapportà la face de
sortie du prisme.
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FIG . B.4: a) Géoḿetrie du prisme de Wollaston double, b) Définition des angles de
réfraction.
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Annexe C

Calcul des param̀etres de modulation
pour une source« lente»

Formellement, la figure d’interférences se met sous la forme

I(l ,m, t) = (1−exp(−t − t0
τ

))(I0 +Acos[φ(l ,m)+ψ(t)]) (C.1)

où τ est le temps de montée de la LED, ett0 est l’instant d’allumage de la LED. On garde
une modulation de la forme

ψ(t) = ψ0sin(2πfmodt +θ). (C.2)

et les images obtenues en intégrant sur un quart de période de modulation s’obtiennent
avec

Ep =
∫ pT

4

(p−1)T
4

I(t)dt. (C.3)

On forme les combinaisons linéaires

Σs = −(E1−E2−E3 +E4) =
A
Γ s

sin(φ) (C.4)

Σc = −(E1−E2 +E3−E4) =
A
Γ c

cos(φ) (C.5)

avec

Γs =
∞

∑
n=0

(−1)n8J2n+1(ψ0)

ω(2n+1)
sin((2n+1)θ) (C.6)

Γc =
∞

∑
n=0

J4n+2(ψ0)

[

8
ω(2n+1)

sin(2(2n+1)θ)

+
4τ

1+4(2n+1)2ω2τ2×
{

(1+exp(− π
2τω

))(cos(2θ(2n+1))−2τ(2n+1)ωsin(2θ(2n+1)))
}]

(C.7)
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où on a pośe
ω= 2πfmod (C.8)

Pour choisir les param̀etres de modulationψ et θ, on suppose chaque imageEp affect́ee
par un bruit blanc, gaussiennp, d’écart-typeσ. On pose

Ns = −n1 +n2 +n3−n4 (C.9)

Nc = −n1 +n2−n3 +n4 (C.10)

La mesure de la phaseφest alors entach́ee d’une erreurε

η = tan(φ+ ε) =
Σs+Ns

Σc +Nc
(C.11)

Comme|np| ≪ |Ep|

η ≃ tan(φ)

(

1+
Ns

Σs

)

(

1− Nc

Σc
+

(

Nc

Σc

)2
)

(C.12)

η2 ≃ tan2(φ)

(

1+2
Ns

Σs
+(

Ns

Σs
)2

)

(

1−2
Nc

Σc
+3

(

Nc

Σc

)2
)

(C.13)

On en d́eduit

〈η〉 ≃ tan(φ)

(

1+
4σ2

Σ2
c

)

(C.14)

〈η2〉 ≃ tan2(φ)

(

1+4σ2(
1
Σ2

s
+

3
Σ2

c
)

)

(C.15)

En écrivant le d́eveloppement de (C.11), on a par ailleurs

〈η〉 ≃ tan(φ)+(1+ tan2(φ))〈ε〉+ tan(φ)(1+ tan2(φ))〈ε2〉 (C.16)

〈η2〉 ≃ tan2(φ)+2tan(φ)(1+ tan2(φ))〈ε〉
+((1+ tan2(φ))2 +2tan2(φ)(1+ tan2(φ)))〈ε2〉 (C.17)

On en d́eduit

〈ε〉 = 4σ2sin(φ)cos(φ)

(

1
Γ2

c
− 1

Γ2
s

)

(C.18)

〈ε2〉 = 4σ2
(

sin2(φ)

Γ2
c

+
cos2(φ)

Γ2
s

)

(C.19)

L’optimisation des param̀etres de modulation consiste doncà chercher le couple(ψ0,θ)
qui maximiseΓ = Γs = Γc. Pour une fŕequence de modulation de 50.3kHzon obtient :

– ψsol = 2.45rad etθ = 0.98rad pourτ = 0s,
– ψsol = 2.55rad et θ = 0.85rad pourτ = 3.84×10−6s (temps mesuŕe sur une LED

ROITHNER de ŕeférence LED630-66-60). Le temps caractéristiqueτ est alors pro-
che du temps d’éclairage dans une séquencèa quatre images̀a la fŕequence de
modulation (≃ 5×10−6s).



Annexe D

Indices de ŕefraction de solutions

Le tableau pŕesente les indices de réfraction d’un certain nombre de solutions utilisées.
Ils ont ét́e mesuŕes pour une longueur d’onde de 633 nm,à une temṕerature de 25◦C. On
a utilisé un ŕefractom̀etre de Pulfrich, avec un prisme dont l’indice estN = 1.61658. En
mesurant l’angle limite de réfractioni, on d́eduit l’indicen du liquide en contact avec le
prisme par

n2 = N2−sin2 i (D.1)

L’incertitude sur la mesure dei est de l’ordre de la minute d’angle, de sorte que l’incerti-
tude sur la valeur mesurée de l’indice est de l’ordre de 5×10−5. Disposant d’une mesure

Solution indice de ŕefraction
Eau (milliQ) 1.3307
ethanol (pur) 1.3597

eau + 2% d’́ethanol (en volume) 1.3314
eau + 1% d’́ethanol (en volume) 1.3309

aćetone (pur) 1.3549
formamide (pur) 1.4419

solution de KCl 1M 1.3340
solution de KCl 10−1M 1.3317
solution de KCl 10−2M 1.3309

tamponKH2PO4, pH7 1M 1.3503
tamponSSC, 1M 1.3331

TAB . D.1: Indice de ŕefraction de quelques solutionsà 25◦C.

de l’indice de solutions de KCl̀a plusieurs concentrations, on peut en déduire une relation
empirique entre la concentration en sel et l’indice de réfraction. La figureD.1 présente
l’ évolution de l’indice de ŕefraction d’une solution de KCl en fonction de la racine carrée
de sa concentration. Le graphe est linéaire, et un ajustement fournit la relation empirique :

nKCl ≃ 1.3306+3.4×10−3
√

c[M] (D.2)



166 Indices de ŕefraction de solutions

FIG . D.1: Indice de ŕefraction d’une solution de KCl en fonction de sa concentration.



Annexe E

Les poutres d’Euler-Bernoulli trait ées
en éléments finis

On a montŕe, au paragraphe1.3 du chapitre 2 que la résolution du probl̀eme direct
se ram̀eneà la minimisation de l’́energie potentielle∆u(u⋆) par rapport au champ de de
déplacementu⋆ de la structure. La ḿethode deśeléments finis consiste doncà choisir une
base de champs de déplacements d́efinis par morceaux, età minimiser l’́energie potentielle
sur la base ainsi d́efinie. On se restreint ici au cas d’une poutre, soumiseà de la flexion
plane dans son plan.

FIG . E.1: Description de la cińematique d’uńelément poutre.

La figureE.1décrit les param̀etres qui vont̂etre utiliśes pour repŕesenter les d́eforma-
tions d’unélément de poutre de longueurl . A chaque extŕemit́e de l’́elément, le d́eplacement
se ŕesumèa un d́eplacement vertical noté v, et une rotation de la section correspondante,
not́eeθ. On choisit de d́ecrire, entre les noeuds, les déplacements verticaux sous la forme
d’un polyn̂ome de degŕe 3

v(y) = a3y3 +a2y2 +a1y+a0 (E.1)

L’hypothèse d’Euler-Bernoulli pŕecise qu’en tout point

θ(y) ≃ ∂v(y)
∂y

= 3a3y2 +2a2y+a1 (E.2)

En introduisant les conditions aux extrémit́es de l’́elément, on obtient le d́eplacementv(y)
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et la rotationθ(y) en fonction des d́eplacements aux extrémit́es

[

v(y)
θ(y)

]

=

[

1−3ỹ2 +2ỹ3 l(ỹ−2ỹ2 + ỹ3) (3ỹ2−2ỹ3) l(ỹ3− ỹ2)
6
l (ỹ

2− ỹ) (3ỹ2−4ỹ+1) −6
l (ỹ

2− ỹ) (3ỹ2−2ỹ)

]









v1

θ1

v2

θ2









(E.3)

où on a introduit
ỹ =

y
l

(E.4)

L’assemblage des matrices (E.3) relativesà tous leséléments de la structure constitue
un exemple des d́ecompositions d́ecrites formellement par l’équation (1.100). L’ équation
(2.19) a montŕe que l’́energie potentielle∆u(u⋆) s’écrit comme la diff́erence entre l’́energie
de d́eformation et le travail du champ de déplacementu⋆ dans les efforts imposés.

∆u = Ed −WF (E.5)

L’ énergiéelastique s’́ecrit, si on ńeglige l’énergie de d́eformation associée au cisaillement

Ed =
1
2

∫ y=l

y=0
EI

(

∂2v
∂y2

)2

dy (E.6)

On obtient,̀a partir de l’expression (E.3)

Ed = 12
l3

(v2−v1)
2 + 4

l (θ
2
2 +θ2

1 +θ1θ2)

+12
l2

(v1θ1 +v1θ2−v2θ1−v2θ2)
(E.7)

qui se ŕeécrit

Ed =
1
2

UtKGU (E.8)

avec
Ut = [v1,θ1,v2,θ2] (E.9)

KG est appeĺee matrice de rigidit́e de l’́elément, et est syḿetrique :

KG =
EI
l3









12 6l −12 6l
6l 4l2 −6l 2l2

−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2









(E.10)

Il est à noter que cette fonctionEd est celle qui sert̀a construire la fonctionf (équation
(2.44)) dans la proćedure d’identification. Quand on considère une structure complète,
compośee deN éléments, ońecrit de la m̂eme manìere l’énergie de d́eformation to-
tale comme la somme deśenergies de d́eformation de chaquéelément. L’́energie de
déformation de la structure s’écrit

Estruct
d = Ustruct tKstructUstruct (E.11)
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Le travail des efforts imposés s’́ecrit sous la forme

WF = Ustruct tF (E.12)

de sorte que la minimisation de l’énergie potentielle∆u(Ustruct) par rapport au champ
Ustruct revientà ŕesoudre le système lińeaire

KstructUstruct = F (E.13)

La matriceKstruct ainsi écrite n’est en ǵeńeral pas inversible, les deux modes singuliers
correspondants aux deux déplacements de corps rigide de la structure (translation et rota-
tion dans le plan). Au moins deux conditions sur les déplacements doiventêtre impośees
dans le syst̀eme (E.13) (déplacement imposés) pour qu’il poss̀ede une solution unique.
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Annexe F

Algorithme de décomposition en valeurs
singulières

1 Algorithme

L’objectif est de calculer la d́ecomposition en valeurs singulières de la matriceM

M = H J K t (F.1)

avecJ une matrice diagonale,H et K deux matrices orthogonales. La matriceK étant
initialisée avec

K = I (F.2)
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l’algorithme« standard» consiste en la ŕeṕetition de la śequence suivante :

∀(i, j), i < j

extraire la sous-matrice de(i, j) deM tM
[

a c
c b

]

a = ∑n
k=1M2

ki

b = ∑n
k=1M2

k j

c = ∑n
k=1MkiMk j

calculer la rotation qui diagonalise la sous-matrice

ξ = b−a
2c

t = signξ
|ξ|+

√
1+ξ2

cs= 1√
1+t2

sn= cs× t

appliquer cette rotatioǹa M

∀k∈ {1. . .n}
tmp= Mki

Mki = cs× tmp−sn×Mk j

Mk j = sn× tmp+cs×Mk j

appliquer cette rotatioǹa K

∀k∈ {1. . .n}
tmp= Kki

Kki = cs× tmp−sn×Kk j

Kk j = sn× tmp+cs×Kk j

Les valeurs singulières sont alors la norme euclidienne de chacune des colonnes de la ma-
triceM finale, et les vecteurs singuliers gauches sont les colonnes normées de cette m̂eme
matrice finale. L’algorithme standard de décomposition utilise le critère de convergence
suivant : si on appelleS = M tM , alors le calcul se termine lorsque

Si j

maxkl |Skl|
< tol (F.3)

Demmelet al. [82] ont propośe d’arr̂eter le calcul apr̀esNr itérations quand

C(Nr) =
Si j

√

Sii Sj j
< tol ∀(i, j) (F.4)

La démonstration des gains induits par cette modification, ainsi que plusieurs exemples
peuvent̂etre trouv́es dans [142].
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2 Bornes d’erreur et crit ère d’arr êt

Si Nr est le nombre d’it́erations effectúe,ε la pŕecision de la machine ettol la tolérance
impośee par l’utilisateur, alors l’erreur relative sur la valeur singulièreJll est borńee

|Jll − J̃ll |
Jll

≤ (72×Nrε+n2× ε+n× tol)×κ +nε (F.5)

où J̃ll est la valeur calculée deJll , et κ = maxl Jll
minl Jll

. Il est également possible de démontrer
le caract̀ere optimal de cette borne [142]. Aussi, une nouvelle it́eration aḿeliore la qualit́e
de la d́ecomposition si la somme

Sc = 72×Nrε+n×
(

max
i j

Si j
√

Sii Sj j

)

(F.6)

diminue, maxi j
Si j√
Sii Sj j

estime la qualit́e de la solution obtenue aprèsNr itérations. On ne

garde donc le ŕesultat d’une it́eration que si

C(Nr +1) < C(Nr)−
72ε
n

(F.7)

En pratique, ce critère est v́erifié en moyenne sur les 10 dernières it́erations.
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Annexe G

Calcul du jacobien d’une décomposition
en valeurs singulìeres

1 Cas ǵenéral

Les principales id́ees de cette d́emonstration ont initialementét́e propośees dans [143].
Connaissant la d́ecomposition en valeurs singulières de la matriceM

M = H J K t (G.1)

on cherchèa d́eterminer le jacobienDp

Dp =
∂K

∂p
(G.2)

où p est un param̀etre scalaire servantà construireM (par exemple,p est une compo-
sante du champ de déplacement ou un paramètre de mod́elisation). Rappelons que, par
définition de la d́ecomposition en valeurs singulières [37], J est diagonale, et les matrices
H etK sont orthogonales. Leséléments sur la diagonale deJ sont les valeurs singulières,
les colonnes des matricesH (resp.K ) sont les vecteurs singuliers gauches (resp. droits).
Les conditions d’orthogonalité s’́ecrivent

H tH = I (G.3)

K tK = I (G.4)

où I est la matrice identité. La d́erivation de l’́equation (G.1) par rapport au param̀etrep
donne

∂M

∂p
=

∂H

∂p
J K t +H

∂J

∂p
K t +H J

∂K

∂p

t

(G.5)

On pose alorsMp comme

Mp =
∂M

∂p
(G.6)
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Par d́erivation deśequations (G.3), on obtient

∂H t

∂p
H +H t ∂H

∂p
= (Ωp

H)t +Ωp
H = 0 (G.7)

∂K t

∂p
K +K t ∂K

∂p
= (Ωp

K)t +Ωp
K = 0 (G.8)

avec

Ωp
H = H t ∂H

∂p
(G.9)

Ωp
K =

∂K t

∂p
K (G.10)

Ωp
H etΩp

K sont donc des matrices anti-symétriques. On d́eduit deśequations (G.5) et (G.9)

H tMpK = Ωp
HJ +

∂J

∂p
+ J Ωp

K (G.11)

Par souci de ǵeńeralit́e, onécrit

Mp =
Np

∑
i, j=1

αpi jei ⊗ej (G.12)

CommeΩp
H et Ωp

K sont des matrices anti-symétriques, et commeJ est diagonale, les
éléments diagonaux deΩp

HJ et J Ωp
K sont nuls. On en d́eduit la d́erivée des valeurs sin-

gulières par rapport̀a p

∂Jrr

∂p
=

Np

∑
i, j=1

αpi jHir K jr (G.13)

En utilisant leurs propriét́es d’antisyḿetrie, leséléments des matricesΩp
H et Ωp

K satis-
font un syst̀eme d’́equations lińeaires, obtenùa partir deséléments non diagonaux de
l’ équation (G.11)

JssΩ
p
Hrs +Jrr Ω

p
Krs =

Np

∑
i, j=1

αpi jHir K js (G.14)

Jrr Ω
p
Hrs +JssΩ

p
Krs = −

Np

∑
i, j=1

αpi jHisK jr (G.15)

Ce syst̀eme a une solution unique pourvu queJss 6= Jrr pour s 6= r, c’est-̀a-dire si la
décomposition en valeurs singulières a une solution unique. Une foisΩp

H etΩp
K calcuĺees,

on obtient

Dp =
∂K

∂p
= −K Ωp

K (G.16)
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Ce calcul permet de calculer de manière semi-analytique le jacobien de l’écartà l’équilibre
(2.52)

∂Fr

∂U
=

∂M

∂U
L +M

∂L
U

(G.17)

En remarquant que le premier terme s’assimileà la matrice de rigidit́e identifíee multiplíee
par le champ de d́eplacement mesuré,

∂M

∂U
L = KG (G.18)

il vient
∂Fr

∂U
= KG +M

∂L
∂U

(G.19)

Du fait de la proćedure emploýee (voir paragraphe3.1) du chapitre 2), le jacobien∂Fr
∂U

peut donĉetre obtenu de manière semi-analytiquèa partir de la d́ecomposition en valeurs
singulìeres de la matriceM .

2 Déǵenérescencèa proximit é de la singularit́e

A la solution, la plus petite valeur singulière est nulle (voir paragraphe3.1du chapitre
2)

JNN = 0 (G.20)

Le syst̀eme (G.14) donne

JttΩ
p
KtN =

Np

∑
i, j=1

αpi jHit K jN (G.21)

en remarquant que

KGip =
Np

∑
j=1

αpi jK jN (G.22)

(G.21) se ŕeduità

Ωp
KtN =

1
Jtt

Np

∑
l=1

Hlt KGlp (G.23)

On en d́eduit (avec (G.9)) le gradient

∂KrN

∂U
= −

Np−1

∑
t=1

Krt Ω
p
KtN (G.24)

et le jacobien

∂Fr

∂U

∣

∣

∣

∣

i
= KGip +

Np

∑
r=1

Mir
∂KrN

∂U
(G.25)

= KGip−
Np

∑
l=1

KGlp

Np

∑
r=1

Mir Lrl (G.26)
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avec

Lrl =
Np−1

∑
t=1

Krt Hlt

Jtt
(G.27)

L apparâıt comme le pseudo-inverse deM , c’est-̀a-dire qu’avec la notation retenue

L = K J ⋆H t (G.28)

J ⋆ est d́eduite deJ avec

J⋆
kk

{

= 1
Jkk

si Jkk > 0
= 0 sinon

de sorte qu’avecJNN = 0,

Np

∑
r=1

Mir Lrl =
N−1

∑
q=1

HiqHlq (G.29)

=
N

∑
q=1

HiqHlq −HiNHlN (G.30)

= δil −HiNHlN (G.31)

où δil repŕesente le symbole de Kronecker. Il vient alors

∂Fr

∂U

∣

∣

∣

∣

i
=

Np

∑
l=1

KGlpHiNHlN (G.32)

Si on appelleH0 la dernìere colonne de la matriceH , on appelleUp la direction donńee
par

Up = H0
tKG (G.33)

Le jacobien s’exprime alors
∂Fr

∂U
= H0⊗Up (G.34)

Par conśequent, pour toute perturbationδU orthogonalèa la directionUp

Up.δU = 0 (G.35)
∂Fr

∂U
.δU = 0 (G.36)

Ainsi, Up apparâıt comme la seule direction non-singulière du gradient∂Fr
∂U . C’est le

nombre de valeurs singulières nulles deM qui détermine le nombre de directions non-
singulìeres du jacobien∂Fr

∂U . Cette direction reste donc unique, quelle que soit la dimension
de la matriceM , tant que la valeur singulière nulle deM reste unique, c’est-à-dire tant
que la d́ecomposition deM est unique, aux permutations près.



Annexe H

Effet d’un bruit de mesure sur la
projection d’un champ de déplacement

On reprend dans cette annexe les notations introduites au paragraphe4.2.3du chapitre
1. La projection des champs de déplacements qui y est décrite vise en ǵeńeral à conser-
ver les composantes̀a grande longueur de variation,éliminant ainsi les variations̀a haute
fréquence, caractéristique du bruit de mesure (on a vérifié au paragraphe3.1 du chapitre
1 qu’il est d́ecorŕelé spatialement). En pratique, le résultat de ce filtrage est (faiblement)
affect́e par le bruit de mesure, de sorte que la composante de la perturbationδU correspon-
dante parall̀ele à Up n’est pas nulle. Le bruit de mesure affecte donc l’identification par
la technique pŕesent́ee au chapitre2. On cherche, connaissant une description statistique
du bruit de mesure,̀a donner une description des erreurs commises sur la composanteUp
du champ de d́eplacement, puisqu’elle est déterminante dans la procédure d’identification
(voir paragraphe5.1du chapitre 2). On d́ecompose la perturbationδU

δU = κUp +W s (H.1)

Up etW sont construits̀a partir de la d́ecomposition en valeur singulières du jacobien∂Fr
∂U

calcuĺe selon les techniques décrites dans l’annexe1. Aussi,Up et W sont les colonnes
de la matrice des vecteurs singuliers droits du jacobien. Par conséquent

W tUp = 0 (H.2)

W tW = ∞ (H.3)

Up
tUp = 1 (H.4)

La réalisation de la projection, c’està dire la minimisation deηs (voir le paragraphe4.2.3
du chapitre 1), donne

Aκ = Up
tP tb−Up

tH W ·−1W tP t (H.5)

avec les notations

A = Up
tH Up −Up

tH W ·−1W tH Up (H.6)

· = W tH tW (H.7)

H = P tP (H.8)



180 Effet d’un bruit de mesure sur la projection d’un champ de d́eplacement

De plus, la partition (H.1) implique

δUtδU = Bκ2− 2
A

btP F P tb (H.9)

avec

B = 1+Up
tH ×H Up (H.10)

× = W ·−1W tW ·−1W t (H.11)

F = UpUp
tH ×−W ·−1W tH UpUp

tH ×+× (H.12)

On en d́eduit l’esṕerance deκ2

E[κ2] = σ2

B

(

H −1H −1 + 2
AF

)

: H
= σ2

κ
(H.13)

On peutégalement d́eduire le moment d’ordre supérieur

E
[

(κ2−E[κ2])2
]

=
∫ ∞
−∞

x4

σκ
√

2π
exp

(

− x2

2σ2
κ

)

dx−σ4
κ

= 2σ4
κ

(H.14)

Connaissant une mesure du champ de déplacementUmes et sa composante suivantUp,
ces deux derniers résultats permettent de décrire la densit́e de probabilit́e de trouver la
véritable valeur deUtUp à la distanceκ deUmes

tUp.



Annexe I

Caractérisation des micro-objets

100 micromètres

FIG . I.1: Vue au microscopéelectroniquèa balayage des objets utilisés (15 kV).

Les objets consid́eŕes (figureI.1) sont constitúes de trois phases. La structure en si-
lice est obtenue, suivant le processus décrit sur la figure1.1, par oxydation thermique du
silicium monocristallin. L’́epaisseur est contrôlée par le temps et la température d’oxy-
dation. Dans les expériences proposées, l’́epaisseur de silice vauteSiO2 = 800nm. Après
libération de la structure, une couche de titane estévapoŕee et condensée (20 nm), afin de
permettre un bonne liaison entre la silice et la couche d’or, elle aussiévapoŕee-condenśee,
et d’épaisseur variable. On a rassemblé dans cette annexe les résultats exṕerimentaux ob-
tenus et les ŕesultats tiŕes de la litt́erature qui permettent de définir un mod̀ele ḿecanique
de l’objet utiliśe.
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1 Caractérisation géométrique

La caract́erisation des dimensions et de la forme des objets utilisés s’est faite par
contr̂ole visuel au microscopéelectroniquèa balayage. On retient pour les dimensions
des leviers une longueur de 70 micromètres pour une largeur de 20 micromètres. On re-
tiendra donc un mod̀ele de poutre pour d́ecrire le comportement ḿecanique des objets uti-
lisés. Par ailleurs, leśepaisseurs des différentes couches ontét́e contr̂olées en microscopie
électronique par analyse des courants géńeŕes dans l’́echantillon en fonction de la tension
d’acćelération utiliśee (Mesure effectúee par M. Spirckel, CTA). En effet, la« poire d’in-
teraction» entre leśelectrons et la matière est sitúee plus profond́ement sous la surface
quand la tension d’accélération augmente. Le courant mesuré d́epend deśeléments en
interaction avec le faisceaúelectronique. Pour ces objets, on a utilisé les tensions sui-
vantes : 6 kV, 7 kV, 8 kV, 9 kV, 10 kV, 11 kV, 12 kV, 15 kV, 20 kV. La figureI.2 présente

FIG . I.2: Contribution de chaquéelémentà l’intensit́e totale mesuŕee en fonction de la
tension d’acćelération.

la contribution de chaquéelémentà l’intensit́e totale mesuŕee en fonction de la tension
d’acćelération (points).

Matériau Epaisseur (nm) Stoechioḿetrie
Au 46 [nom. : 50] 1
Ti 19.8 [nom. : 20] 1

SiO2 492-650 [nom. : 770] 2 :1

TAB . I.1: Param̀etres ǵeoḿetriques identifíes.

Les traits continus sont le résultat d’une optimisation d’une simulation de cette expé-
rienceà l’aide d’un mod̀ele multi-couche, les param̀etresétant leśepaisseurs et la stoe-
chiométrie des couches. Les paramètres identifíes sont ŕesuḿes dans le tableauI.1.
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2 Estimation des tailles de grains

Ayant estiḿe la ǵeoḿetrie des leviers̀a notre disposition, on v́erifie que la dimension
des leviers est suffisante pour pouvoir retenir une description homogène des propriét́es
mécaniques. On cherchèa d́eterminer la taille des grains de la couche d’or. En effet,
l’application du formalisme de la ḿecanique des milieux continus est subordonnéeà la
définition d’un volumeélémentaire repŕesentatif (VER) satisfaisant. Pour ce faire, nous
avons ŕealiśe une attaque micrographique d’une surface d’or dépośee parévaporation-
condensation. La solution utilisée est obtenue en dissolvant 2,5g de di-iodeI2 et 10 g de
iodure de potassium (KI) dans 500 ml d’eau distillée. l’échantillon est tremṕe 4s avant
d’être abondamment rincé puis śech́e sous un flux d’air sec. De cette manière, on attaque
préférentiellement les joints de grains. On révèle leur forme et leur taille.

FIG . I.3: Surface d’or apr̀es attaque micrographique (MEB, 25 kV).

La figureI.3 montre la surface ainsi obtenue. La taille de grain moyenne observée sur
cette image est de 93 nm. Cette valeur est confirmée par une image en microscopieà force
atomique (figureI.4, image obtenue par L. Williame, LOP-ESPCI). Bien que le nombre
de grains dans le champ soit trop faible pour que cette image ait une valeur statistique, la
taille de grain trouv́eeà partir de l’image MEB (alors proche de sa limite de résolution)
est retrouv́ee (figureI.3).

Ce ŕesultat est de plus similairèa celui obtenu par Oliva et al. [49] en microscopièa
effet tunnel (figureI.5). Dans le plan de l’objet, la taille de grain est donc suffisamment
faible (environ 10 grains par microm̀etre dans le plan des objets). On admettra par contre
que les grains présentent une structure colonnaire dans l’épaisseur du film. Ainsi, il est
possible de d́efinir un VER satisfaisant de dimension 1×1×eAuµm3, en supposant que la
structure est homogène suivant l’́epaisseur du film d’or. Si on admet cette hypothèse, on
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FIG . I.4: Surface d’or apr̀es attaque micrographique (microscope AFM).

peut estimer le comportementélastique de la couche d’or, par exempleà l’aide des bornes
de Voigt et Reuss.

3 Caractérisation de la structure cristalline

3.1 Silice

La couche de silice est obtenue par oxydation d’un substrat de silicium monocristal-
lin (100) (figure1.1). Ce proćed́e, d́evelopṕe initialement pour les besoins de la micro-
électronique, commenceàêtre mod́elisé [144]. Des observations en microscopieélectroni-
queà transmission ont confirḿe que la couche d’oxydéetait essentiellement amorphe en
volume, et cristalline pr̀es de la surfacèa partir de laquelle elle a crû (quelques couches
atomiques). Il se forme dans cette région, outre des cristaux de trydimite (SiO2 mo-
noclinique), des phases cristallines de monoxyde de silicium [145] [146]. Ces études
exṕerimentales montrentégalement la pŕesence de pores dans la partie amorphe.

Une śerie d’analyses par diffraction des rayons X menée au LM3 de l’ENSAM (W.
Seiler) sur des leviers en silice non recouverte d’or montre effectivement un signal faible,
et un spectre de diffraction des rayons X sans signature particulière (figureI.6). On ob-
serve ńeanmoins un ĺeger pic vers 2θ= 33.8◦, qui peut provenir du monoxyde de silicium.
La partie du spectre correspondantà 2θ = 68◦ est toujours celle du substrat Si(100).
L’ épaisseur totale de silicéetant grande comparée à l’épaisseur de la zone affectée par
le réseau cristallin du silicium, on considérera la silice comme une phase homogène et
isotrope.
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FIG . I.5: Images (STM) obtenues par Oliva et al. [49] pour des films d’orévapoŕes-
condenśes de (a) 1800 nm et (b) 630 nm. Chaque image représente un champ de 800×800

nm2.

FIG . I.6: Spectre obtenu en diffraction des rayons X sur la silice nue.

3.2 Couche d’or

La couche d’or est d́epośee pour assurer une réflectivit́e suffisante aux leviers et per-
mettre la fonctionnalisation du levier. Ce dép̂ot est obtenu paŕevaporation et conden-
sation. Ce type de dép̂ot est pratiqúe depuis fort longtemps, et a déjà ét́e étudíe (voir
par exemple [49]). Ces d́ep̂ots sont obtenus̀a partir de l’́evaporation thermique d’un
échantillon d’or tr̀es pur (99.999 %)̀a basse pression. La vapeur produite se condense
(cristal cfc) sur les surfaces plus froides qui sont présentes (les leviers en silice dans
notre cas). On sait que dans les heures suivant le dép̂ot, la surface produite est le siège
de mouvements atomiques significatifsà temṕerature ambiante. Ces mouvements ato-
miques semblent reliésà un ph́enom̀ene de diffusion atomique en surface [49]. Ce n’est
qu’apr̀es plusieurs heures que l’on peut observer ces surfaces. Une analyse par diffraction
des rayons X a confirḿe que la surface obtenue est très textuŕee, et que la surface cor-
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FIG . I.7: Spectre obtenu en diffraction des rayons X sur la couche d’or.

respond aux plans (111) du cristal d’or (plan dense). En effet, le spectre obtenu présente
un pic tr̀es marqúe à 2θ = 38.15◦ (figure I.7). Ce pic est effectivement la signature d’un
plan (111) quand les rayons X sont obtenusà partir d’un tir d’́electron sur une cible en
cuivre. Puisque la tension d’accélération choisie (40 kV)́etait suffisante pour traverser
entìerement la couche d’or (on remarque la trace des raies de Si(100) vers 2θ = 68◦),
on en conclut que la couche d’or est cristalline et très textuŕee (111), sans qu’il y ait
d’orientation pŕeférentielle dans le plan (111).

Cette absence d’orientation privilégíee dans le plan du film est confirmée par le traće
d’une figure de p̂oles suivant l’axe (200) (figureI.8), qui montre une distribution d’orien-
tation parfaitement isotrope dans le plan du film. Sa structure est isotrope transverse, avec
son axe d’isotropie perpendiculaireà la surface du levier.

4 Modèle mécanique pour le levier

On retient un mod̀ele de poutre composite pour décrire les leviers utiliśes. La couche
de silice est repŕesent́ee par un matériau homog̀ene et isotropèa l’échelle du VER. En
l’absence des valeurs spécifiques aux structures traitées, on retiendra un module d’Young
ESiO2 = 70 GPa et un coefficient de PoissonνSiO2 = 0,19 [15]. La couche de titane, pour
laquelle on n’a pas pu obtenir d’information sur la structure (le signal de diffraction X
est noýe dans celui líe à l’or), est repŕesent́ee par une couche de homogène et isotropèa
l’ échelle du VER, avecETi = 96 GPa. Enfin, la couche d’or est représent́ee par une couche
également homog̀ene et isotrope transverseà l’échelle du VER. Dans ce cas (favorable)
d’une distribution continue et isotrope d’orientation cristalline dans le plan de l’objet, les
bornes du comportement obtenuesà l’aide d’une moyenne des raideurs locales (borne de
Voigt) ou d’une moyenne des souplesses locales (borne de Reuss), donnent un tenseur
d’élasticit́e identique.Dans le plan de l’objet, on pourra retenirEAu = 68 GPa.
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FIG . I.8: Figure de p̂oles d’axe (200) obtenue pour une couche d’or de 450 nm.
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Annexe J

Interaction entre phases dans le cas
d’un couplage flexion-tension

FIG . J.1: Description du mod̀ele de poutre composite.

Dans le cas òu la poutre reṕeŕee 1 au paragraphe2.2.2du chapitre 3 est elle-m̂eme une
poutre composite (figureJ.1), on n’a plus de d́ecouplage entre les problèmes de flexion et
de tension. La relation de comportement s’écrit formellement

[

N1

M1

]

=

[

R11 R12

R21 R22

]

[

due
1

dx
d2v1
dx2

]

(J.1)

Les coefficients de la matrice de raideurRi j sont calcuĺes en imaginant un essai de traction
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du petitélément de poutre de longueurdx. Il faut alors explicitement prendre en compte
le décalage de la fibre neutreδ. Si on fait l’hypoth̀ese que le d́ecalage de la fibre neutre
existe et est constant le long de la poutre, alors on a la relation

due
1

dx
= δ

d2v1

dx2 (J.2)

La relation (3.20) devient

pb= (R21δ+R22)
d4v1

dx4 − dτ
dx

b(
e1

2
−δ) = −E2I2

d4v2

dx4 +
dτ
dx

b
e2

2
(J.3)

On obtient alors une forme similaireà (3.24)

d4p
dx4 +4a4p = 4µa4dτ

dx
(J.4)

avec

a4 =
b
4S

(R21δ+R22)+E2I2
(R21δ+R22)E2I2

(J.5)

µ=
(R21δ+R22)

e2
2 −E2I2(

e1
2 −δ)

(R21δ+R22)+E2I2
(J.6)

De la m̂eme manìere, en d́efinissant la matrice de souplesse
[

due
1

dx
d2v1
dx2

]

=

[

S11 S12

S21 S22

][

N1

M1

]

(J.7)

et le coefficient

Sδ = S11+S12
R21δ+R22

R11δ+R12
(J.8)

la compatibilit́e cińematique donne

− dτ
dx

(

bSδ+
1

e2E2
+b

(e1+e2
2 −δ)2

(R21δ+R22)+E2I2

)

=

S
(R21δ+R22)+E2I2

(

(R21δ+R22)
e2

2
−E2I2(

e1

2
−δ)

) d4p
dx4 (J.9)

Cette relation est semblableà la relation (3.36) utilisée au chapitre 3. Les développements
seront donc identiques dans le cas où la poutre not́ee 1 est une poutre composite. On arrive
doncà la m̂eme conclusion, montrant que l’interaction entre les phases se résumeà un
cisaillement homog̀ene le long de l’interface. On a alors

M1

N1
=

R21δ+R22

R11δ+R12
(J.10)

= δ− e1

2
(J.11)
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On en d́eduit l’équation du second degré enδ

R11δ2 +(R12−
e1

2
R11−R21)δ−R22 = 0 (J.12)

qui donne alors le d́ecalage de la fibre neutre en fonction des raideurs de la poutre. Le
calcul de l’́energie stocḱee est donc formellement identique dans le cas d’une poutre com-
posite que dans le cas dévelopṕe au paragraphe2.2.2du chapitre 3.
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Annexe K

Nettoyageélectrochimique des surfaces
métalliques

L’adsorption de moĺecules ou la mise en œuvre de phénom̀enesélectrocapillaires sur
une surface d’or ńecessite son nettoyage préalable. Un moyen très populaire est l’utilisa-
tion d’une solution dite« Piranha», compośee d’un ḿelangeH2SO4/H2O2, très oxydant.
Son emploi est ńeanmoins dangereux, et le dégagement gazeux provoqué quand cette so-
lution réagit avec un composé organique peut endommager les micro-structures. Aussi,
on a d́evelopṕe une ḿethode de nettoyagéelectrochimique, en milieu neutre pour ne pas
oxyder les esp̀eces ḿetalliques (Ti) qui composent les objets. Le dispositif utilisé est sem-
blableà celui d́ecrit sur la figure3.25. La cellule est remplie d’une solution de KCl, de
concentration 0,1 M.

FIG . K.1: Evolution du courant lors du nettoyageélectrochimique d’une surface d’or.

La figureK.1 présente l’́evolution du courant mesuré, pour une vitesse de balayage
de 10 mV/s, au cours de plusieurs cycles. La gamme de potentiel est ajustée pour oxyder
lég̀erement, puis ŕeduire la couche d’or. On effectue alors plusieurs cycles, au cours des-
quels le courant maximum lors de l’oxydation de l’or croı̂t. En pratique, on a observé que
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la réalisation de trois̀a quatre cycles semble suffisante pour nettoyer la surface.



Annexe L

Théorie de Gouy et Chapman

Gouy [135] et Chapman [136] ont śepaŕement propośe un mod̀ele pour des interfaces
charǵees. Le calcul suppose (voir [147] [148]) :

– que les ions sont des charges ponctuelles ;
– que leur polarisabilit́e est ńegligée, et que leurs interactions sont purementélectrosta-

tiques
– que le ḿetal peutêtre consid́eŕe comme une surface plane de dimension infinie

supportant une densité surfacique de chargeσm ;
– que la concentrationci de l’ion i ne d́epend que de la distance au plan,x, et suit la

loi de Boltzmann

ci(x) = c∞
i exp−zie(φ(x)−φ∞)

kT
(L.1)

où φ∞ repŕesente le potentieĺelectrique de la solution quandx → ∞ et zi est le
nombre de chargeśelectriqueśelémentaires porté par chaque ion.

Dans ce cas, l’équation de Poisson donne la relation entre le potentielφ(x) et la charge
électrique volumiqueρ

∂2φ
∂x2 = −ρ(x)

εw
(L.2)

où εw est la constante diélectrique du milieu. On considérera dans tout le calcul que cette
constante ne d́epend pas de la concentration des différentes esp̀eces. La densité volumique
de charge en solution s’exprimeà partir des concentrations de chacun des ions

ρ(x) = ∑
i

zieci(x) (L.3)

En remplaçant cette expression dans l’équation de Poisson, on obtient l’équation de Poisson-
Boltzmann. Quandx→ ∞, les conditions aux limites s’écrivent

φ(x) → φ∞ (L.4)
∂φ
∂x

→ 0 (L.5)
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On utilise une solution de chlorure de potassium, qui ne comprend que des ions chlorure
Cl− (zCl = −1) et des ions potassiumK+ (zK = 1). Dans ce cas, l’équation de Poisson-
Boltzmann se ŕeduità

∂2φ
∂x2 =

2ec∞

εw
sinh

e(φ(x)−φ∞)

kT
(L.6)

Le premier membre de l’équation (L.6) se ŕeécrit

∂2φ
∂x2 =

∂
∂φ

[

(

∂φ
∂x

)2
]

(L.7)

et s’int̀egre entrex et+∞ pour donner

(

∂φ
∂x

)2

= −4c∞kT
εw

[

1−cosh
e(φ(x)−φ∞)

kT

]

(L.8)

On en d́eduit
∂φ
∂x

= −
√

8c∞kT
εw

sinh
e(φ(x)−φ∞)

2kT
(L.9)

L’ équation (L.9) donne l’́evolution du chamṕelectrique en fonction de la distancex à
l’ électrode. Par ailleurs, l’interphase reste globalementélectriquement neutre, et la charge
port́ee par le ḿetal est l’oppośe de la charge dans la solution.

σm = −
∫ ∞

0
ρ(x)dx (L.10)

En injectant l’́equation (L.2), on obtient

σm =

∫ ∞

0
εw

∂2φ
∂x2 dx= −εw

∂φ
∂x

(x = 0) (L.11)

Finalement,

σm =
√

8c∞εwkTsinh
e(φ(x = 0)−φ∞)

2kT
(L.12)

La théorie de Gouy et Chapman permet ainsi de relier la différence de potentielélectrique
entre le ḿetal et la solutioǹa la chargéelectrique port́ee par le ḿetal.



Annexe M

Théorie de Debye et Ḧuckel

A proximité d’un ion (choisi arbitrairement dans une solution), de charge quelconque
zce, il est plus probable de trouver un ion de charge opposée qu’un ion de charge sem-
blable. La pŕesence d’un ion perturbe donc la distribution des charges dans son voisinage,
et c’est l’objectif de la th́eorie de Debye-Ḧuckel de calculer le profil de concentration
des esp̀eces charǵees autour d’un ion choisi arbitrairement (voir [147] [148]). Le calcul
suppose :

– que les ions sont des sphères rigides ;
– que leur polarisabilit́e est ńegligée, et que leurs interactions sont purementélectrosta-

tiques
– à toute concentration, l’électrolyte est complètement dissocié ;
– la constante diélectrique de la solution est celle du solvant pur ;
– les interactionśelectrostatiques sont faibles devant l’agitation thermique.

Dans tous les calculs qui suivent, on traite des moyennes temporelles des différentes gran-
deurs. Elles ne d́ependent que de la distancer à l’ion choisi. La concentrationci de l’ion
i ne d́epend que de la distance au plan,x, et suit la loi de Boltzmann

ci(r) = c∞
i exp

(

−zie(φ(r)−φ∞)

kT

)

(M.1)

où φ∞ repŕesente le potentielélectrique de la solution quandx→ ∞ et zi est le nombre de
chargeśelectriqueśelémentaires porté par chaque ion. En prenant le potentiel au sein de
la solutionégaleà 0 on obtient

ci(r) = c∞
i exp−zieφ(r)

kT
(M.2)

La densit́e volumique de charge en solution s’exprimeà partir des concentrations de cha-
cun des ions

ρ(r) = ∑
i

zieci(r) (M.3)

On linéarise alors l’́equation (M.3)

ρ(r) ≃∑
i

ziec∞
i

(

1− zieφ(r)
kT

)

(M.4)
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L’ électroneutralit́e de la solution donne

∑
i

ziec∞
i = 0 (M.5)

On en d́eduit

ρ(r) ≃− e2

kT
φ(r)∑

i
z2
i c∞

i (M.6)

L’ équation de Poisson (L.2) s’écrit, en coordonńees sph́eriques

∂2φ(r)
∂r2 +

2
r

∂φ(r)
∂r

= κ2φ(r) (M.7)

avec

κ2 =
e2

εwkT ∑
i

z2
i c∞

i (M.8)

κ apparâıt donc comme l’inverse d’une distance. La solution de l’équation (M.7) se met
sous la forme

rφ(r) = C1exp(−κr)+C2exp(κr) (M.9)

La condition de potentiel nul̀a l’infini impose queC2 = 0. Par ailleurs, en combinant les
équations (M.6), (M.8) et (M.9), onécrit

ρ(r) = −C1εwκ2

r
exp(−κr) (M.10)

Si on suppose que les ions ne peuvent s’approcherà une distance inférieureà a de l’ion
choisi, alors la charge totaleqn entourant cet ion s’écrit

qn =
∫ ∞

a
4πr2ρ(r)dr (M.11)

On suppose de plus l’électroneutralit́e locale de la solution est satisfaite, alors

qn = −zce (M.12)

d’où

C1 =
zce

4πεw
exp(κa)

1+κa
(M.13)

Finalement, le potentiel autour de l’ion choisi s’écrit

φ(r) =
zce

4πεw
exp(κa)

1+κa
exp(−κr)

r
(M.14)

et la densit́e de charges

ρ(r) =
−zceκ2

4π
exp(κa)

1+κa
exp(−κr)

r
(M.15)

κ−1 apparâıt comme la distance d’écrantage d’une charge. Toute charge situéeà une dis-
tance suṕerieureκ−1 n’interagit que peu avec la charge choisie.
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continus, thèse d’Etat, Université Paris 6.
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Bibliographie 205
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[74] [K OHN et LOWE, 1988] KOHN R.V. et LOWE B.D. (1988). A Variational Method
for Parameter Identification,Math. Mod. Num. Ana., 22 (1), p. 119-158.
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E., GÜNTHERODT H., DELAMARCHE E., GERBER C. et GIMZEWSKI J.K.
(2000). Stress at the solid-liquid interface of self-assembled monolayers on gold
investigated with a nanomechanical sensor,Langmuir, 16, p. 9694-9696.

[103] [RAITERI et al., 2000] RAITERI R., BUTT H.J. et GRATTAROLA M. (2000).
Changes in surface stress at the liquid/solid interface measured with a microcantile-



Bibliographie 209

ver,Electrochimica Acta, 46, p. 157-163.

[104] [BERGERet al., 1997] BERGERR., DELAMARCHE E., LANG H.P., GERBERC.,
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[144] [ESTÈVE, 2000] ESTÈVE A. (2000).Modélisation et simulation multiniveaux de
l’oxydation thermique dusilicium Si(100) : de l’échelle atomique au continuum,
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