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Introduction

Les objectifs scientifiques des futures missions astrogoes, notamment la détection
d’exoplanétes ou I'étude des noyaux actifs de galaxieggs#tent des résolutions angulaires
accrues - de l'ordre de la milliseconde d’arc - dans les lengsi d’onde Infra Rouge (IR) et
Optique. Ces résolutions ne sont pas a la portée des téessaopellement en fonctionnement,
dont les performances sont limitées par le diamétre de l@winprimaire. Le pouvoir de réso-
lution d’un télescope est proportionnel au diamétre de siboimprimaire. Or les technologies
actuelles permettent de réaliser des télescopes au sdleddiaimetre n’excede pas 10 metres
environ, et les lanceurs spatiaux ne peuvent transportedgs instruments limités en poids et
en encombrement.

Afin d’atteindre néanmoins les résolutions recherchéesstilpossible de réaliser I'équi-
valent d’'un télescope de grand diameétre, en recombinaafémomeétriquement les faisceaux
de lumiere issus de plusieurs télescopes (ou miroirs) deatras inférieurs. Il existe deux
types d’instruments interféerométriques. D’une part Eriérométre de Fizeau : la lumiére issue
de chacun des miroirs élémentaires est renvoyée vers uir seoondaire, puis vers le foyer de
linstrument ou une image est formée. Ce miroir secondatesieué au dessus des télescopes
élémentaires, et serait donc a environ 100 métres au dessad ©l la distance maximale entre
deux télescopes (ou ligne de base maximale) est de 100 nf€frdsig. 1 d’aprésFaucherre
et al. (1989), ce qui rend un tel instrument difficile a réaliser pour dangles lignes de base.
D’autre part I'interférométre de Michelson : chaque instamt élémentaire est un télescope,
dont la lumiére est renvoyée vers un recombinateur faisstférer les faisceaux entre eux. Ce
design est plus compact, et permet la conception d’'instnisrtee grande dimension. Toutefois,
un tel instrument n’est pas un imageur. En effet, un interfé&tre optique de Michelson four-
nit un jeu de figures d’interférences dont on extrait des desmuantitatives, cobservables
Un traitement de données numeérique est nécessaire paueestmage a partir des quelques
dizaines d’observables fournis par l'interférométre.géeation effectuée par un tel traitement
de donnée, appelég/nthése de Fourieest particulierement ardue, entre autres parce que le
nombre de mesures - quelques dizaines a centaines d’obksrvast tres inférieur au nombre
d’'inconnues a déterminer - les pixels de I'image (typiquetpéusieurs milliers).

La premiéere application de I'interférométrie a I'obseiwatde I'espace est due a Michel-
son, qui est parvenu a mesurer le diameétre des quatre mincgatellites de Jupiter en 1890.
Malgré ce succes spectaculaire dans le domaine optiquerférométrie radio s’est dévelop-
pée bien plus vite, dés les années 40, bénéficiant des rbekertlitaires sur les radars. Les
meéthodes de traitement associées ont été développées deadannées 70, permettant d’'aller
plus loin qu'une mesure de diamétre, et de reconstruirerdages d’objets stellaires. L'algo-
rithme CLEAN, proposé par Hogbom en 19Hogbom(1974)], est 'une des méthodes de
reconstruction d’'images les plus populaires en interfé&toin radio. Parallelement, les Mé-
thodes a Maximum d’Entropie (MEMNityananda & Narayafi1982)] tentent de reconstruire
'image la plus «lisse » compatible avec les observables.

Cette antériorité de la Radio-interférométrie peut sangelétre expliquée par le fait que
les longueurs d’onde optique/IR sont environ 1000 fois jpleistes que les longueurs d’onde
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FIG. 1 — Deux types d’interféromeétres optiques (d’'agfascherrest al. (1989).

radio :

— Larecombinaison des faisceaux, qui exige le contrdle ésretes miroir-recombinateur
a une fraction de longueur d’onde pres, est bien plus ardoptue —longueur d’'onde
de I'ordre d’'un micron — qu’en radio — longueur d’onde dedia du millimetre.

— De plus, les mesures optiques sont perturbées par lesdliacts trés rapides (de I'ordre
de 10ms) des couches turbulentes de I'atmosphére.

— Enfin, s’il est possible de mesurer la vibration des onddi® rées capteurs optiques eux
ne percgoivent qu’une quantité moyennée dans le tempsite.

Ces difficultés ont retardé la réalisation d’interféroragtoptiques a longues bases, c’est-a-dire

dont la distance maximale entre deux miroirs est typiquermemlusieurs dizaines de metres
au moins.

Il a fallu attendre 1987 pour que la possibilité de recomsgrdes images par synthese
de Fourier a des longueurs d’onde IR/Optiques soit démehntadiff et al. (1987, et les pre-
mieres reconstructions expérimentales d'images ont f#éteées en 1995 et 1996. Cependant,
les traitements de données qui ont fait leurs preuves en-emifonomie ne sont pas directe-
ment utilisables sur les données fournies par des intenfér@s optiques : en raison des dif-
férences entre rayonnements radio et optiglessobservables interférométriques optiques
sont structurellement différents de celles obtenues dans le domaine Radio. Les observables
radio-interférométriques sont d¥ssibilités Complexesdans le domaine optique, les phases
de ces visibilités complexes sont perturbées par des setlErgphase turbulents aléatoires sur
chaque télescope, et seules disthilités carréesont mesurables. Sans informations de phase,
il devient tres difficile d’estimer correctement I'objetintérét. Si I'on dispose d’'un modéle
suffisamment simple et fiable de I'objet que I'on observesilteujours possible d’ajuster les
parameétres de ce modéle sur les visibilités carrées uniguieiais la reconstruction obtenue
sera extrémement sensible aux erreurs de modéle.

Certaines informations en phase sont néanmoins mesutaldgse I'on dispose d’un in-
terféeromeétre optique d’au moins trois télescopes clétures de phasd. idée de former ces
clotures a été d’abord proposée pgannisor(1958 dans le contexte Radio, puis transposé au
domaine Optiqudennisor(1961); Rogstad1969.

Les méthodes dites d’'«auto-calibration», d’abord désripar Cornwell et Wilkin-
son[Cornwell & Wilkinson (1981)], proposent des reconstructions d’images directement a
partir des observables primaires de l'interférométriequt : visibilités carrées et clotures de
phase. Ces méthodes ont été développées pour des radférom@tres «instables», pour
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lesquels des erreurs instrumentales affectent les mese@sase de facon analogue aux effets
turbulents en optique. Cependant, dans le domaine optigueodéle statistique du bruit sur
les observables est fondamentalement différent de cehsidéré par Cornwell et Wilkinson
(Cf. sectiord.1.2page9s).

Il apparait donc que les méthodes de reconstruction d’ismmagécifiquement dédiées a
linterférométrie optique ne sont pas encore arrivees auntét Cependant, le potentiel de
'imagerie par synthese de Fourier optique a pousseé la caranté astronomique a construire
plusieurs interférometres optiques (notamment COAST, RAAVLTI, IOTA, NPOI, KECK
Interferometer), et de nombreuses données de type cl@uresibilités carrées seront dispo-
nibles dans les années a venir. En conséquence, aux Etatsdimme en Europe, plusieurs
actions visent au développement de méthodes de traiteraaeddrthées adaptées. En particu-
lier, le Jean-Marie Mariotti Center (JMMC) fédere les efffdirancais dans ce domaine. C’est
ce qui justifie I'étude présentée dans ce manuscrit, et qusiste a concevoir une méthode de
reconstruction d'image :

— qui utilise un modele de bruit sur les données correspdanaatelui effectivement

constaté sur des interféeromeétres optiques;

— qui prenne en entrée des visibilités carrées ou en modudeseldtures de phase;

— qui soit efficace sur les données expérimentales issupted&romeétres optiques en

fonctionnement comprenant au moins trois télescopes.

Modele de bruit Dans un premier temps, nous avons considéré que nous nsigisppas de
visibilités carrées et de clétures de phase, mais directedsevisibilités complexes, pour nous
concentrer uniquement sur le modele de bruit. Ce cadresponel a des situations expérimen-
tales actuelles (interféerometres spatiaux, interféromsédu sol a configuration redondante) et
futures (systemes a référence de phase, tel que l'instiuPRIMA du VLTI).

Nous avons donc cherché a établir une modélisation fine dt pbris a concevoir un algo-
rithme de reconstruction d’'images a partir de visibilitéeplexes exploitant cette modélisa-
tion. Nous avons ensuite entrepris de valider cet algoetlsor des données expérimentales
obtenues sur I'interférometre fibré de ''RCOM (Chapit)e

Une modélisation myope des effets turbulents Les interférometres en fonctionnement
(IOTA, CHARA, NPOI, VLTI, COAST) recombinent au plus 6 tétepes, et les systémes a
référence de phase ne se généraliseront pas avant uneedizainées au moins. Aujourd’hui,
il n"est donc généralement pas possible de mesurer deslitésiftomplexes, mais seulement
des clétures de phase et des visibilités carrées. Notretdlgece stade de I'étude a donc été
d’introduire dans notre modélisation le manque d’inforimatde phase da aux effets turbu-
lents. Nous avons opté pour une modeélisation myope desmafitons manquantes, assimilées
a des aberrations du systeme (Chagijte

Nous avons alors entrepris de construire une méthode desteaotion d'images astrono-
miques, a partir de visibilités carrées et de clotures de@lsglappuyant sur ce modéle myope
(Chapitred).

Validation expérimentale Un tel algorithme serait de moindre valeur s'il n’était pas
confronté aux données expérimentales qu’il est censértrii effet, traiter des données réelles
conduit toujours a découvrir des sources d’erreur impredams les simulations, ou des pistes
d’amélioration de la méthode. Bénéficiant des liens étemitse 'ONERA et le Laboratoire
d’Etudes Spatiales et d’Instrumentation en Astrophysi@SIA), nous avons pu participer
a une mission d’observation sur l'interféromeétre a 3 tépss IOTA, dans le but de mesurer
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I'efficacité de notre méthode sur données réelles, et tatiles reconstructions pour analyser
la structure des étoilesdu Cygne ety du Bouvier (Chapitr®).



Notations

description notation

exemples

Longueur d’'onde A
objet (distribution d’intensité) o(&)
paramétres de l'objet x
bases projetéesu = (u,v)
opérateur de basesB
fréquences spatialesy = u /A
coordonnées angulaires de la sourge= (&, ()
coordonnées spatiales des télescopes
Fonction de co(t, critere 7 (x)
gradient du critére 27
visibilités complexes y
Opérateur de Fourier H
aberrations myopesa

amplitude de visibilité a oua
phase de visibilité ¢ ou ¢
phase de bispectre, clétures ou 3

spectre de puissances ou s

bruit Yy Ap, (bb
modele y(x), ¢(x)
Mesures y42t* ou 4
Résidus= —bruit a,cs
Opérateur de clétureC
Matrice de covariance R
Matrice de pondération W = R™*
x> X
écart-type o
phase turbulente ¢ ou ¢
aberration myope « ou «
fonction de base f;(&)
Transformée de Fourier f (1) ouTF (f)

Transposé A"
Transposé conjugué A"

o(§) = > vk f(€)

xXr = (l‘l, . ,I‘Npixel)
’U,ng =T — ’I"j
u=B-r

) o 'rk,—'r']-
Vik = —x

.7(CU> = jdata(w> + jprior(w)

y=H z+y,
H. x
H(a) = Diag{expiBa} - H

Amodel = |H . .’B‘
¢model = d)(w) = arg(H ’ .’,U)

Bx) =C - ¢(z)

Bres = arc (Bdata - B(m))
s(z) = |H - o]

y = y(x) +y,

Qres = a(x) — at™? a,
B=C- ¢

R, = (Qres - arT(;s>

W, W;s

Xo=al, R - a

fi(&) = f(€—&)
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NOTATIONS
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Chapitre 1

Synthese d’ouverture optique et Haute
résolution angulaire.

Ce chapitre a pour but de présenter les divers aspects dethesg d’ouverture. Il s'inspire
en partie de I'introduction du manuscrit de thése de Frédeésissainglassaing1997)].

1.1 Lexpérience des trous d'Young

1.1.1 Lexpérience de 1804

FIG. 1.1 — L'expérience des trous d’Young.

L'expérience de T. Young, publiée en 1804, a été marquamte kisssor de la description
ondulatoire de la lumiére. Une source de lumiere quasi petiet constituée d’un trou source
T percé dans un écran, éclaire deux autres trduet B qui diffractent chacun un céne de
lumiére. A l'intersection de ces deux cones, apparaissesfranges d'interférence, alterna-
tivement brillantes et sombres, qui disparaissent si 'oadhe un des trous. On arrive ainsi a
la conclusion que '« addition » de deux sources lumineusasgréer des zones d’'ombre.

Ce phénomene peut étre expliqué en supposant que la luneign®gage sous la forme
d’'une onde sphérique sinusoidale de période spatjdédongueur d’'onde, correspondant a la
couleur du faisceau lumineux. La lumiére blanche est unevs®diondes de longueurs d’onde
différentes. Les zones sombres apparaissent aux endtoles @ndes issues des deux trous
sont en opposition de phase, c’est a dire gu’elles se corepehisne l'autre. L'emplacement
de ces franges sombres, et en particulietdrfrange (la distance entre deux franges) dépend
en particulier de la longueur d’onde de la source luminedeeng a ainsi pu déduire des
caractéristiques de son interférometre que la longueurddale la lumiere varie entre Q4n
(bleu) et 0,8:m (rouge).

Supposons qu'il n'y ait pas une source Enmais un ensemble de sources d’'intensités
différentes en entrée des trous d’Young. La figure d’'interiées constatée sur I'écran est la
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somme des figures que I'on obtiendrait pour chacune deseoprise isolément. La figure
d’interférence formée par les trous d’Young donne doncuesmations sur la distribution des
sources. Pour étudier quantitativement la possibilitétteuver la distribution de ces sources a
partir de figures d’interférences, il est nécessaire diohiire quelques notions mathématiques
et optiques.

1.1.2 Diffraction de Fraunhofer a I'infini

O Source

/

- / .
“~__ | plan «pupille »

—

~

T / ~ -
/1O ~

~

direction d’'observation

Fic. 1.2 — Diffraction de Fraunhofer a I'infini.

On considere une onde sphérique monochromatique émisa@ataile vue depuis la terre
avec un anglé€ = (¢, ¢) par rapport a I'axe optique de I'instrument(Figuré.2. Considérons
un point P du plan «pupille» (plan perpendiculaire a I'axe optique ettrsuve la pupille
d’entrée de l'instrument d’observation) repéré paP = r = (r,s). L'étoile étant tres loin-
taine (séparée d’'une distance grande dejrahtl’'onde recue est assimilable a une onde plane,
de vecteur d'ondé. Soit¥ (&) 'amplitude complexe du champ €h Le champ électromagné-
tique dans le plan pupille s’écrit :

U(r) = V(€)™

Pour simplifier, on considere une géométrie plane. L'é@ligat vue avec un angfe alors
- ™
k -r=—rsin
) 3
On se place dans l'approximation de Fraunhofer, c’estr@-due¢ est petit. On a donc

- ~ 27
k "I"'_TT’g.
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Supposons maintenant qu’il N’y ait pas une seule étoile wus Bangles, mais une infinité
de sources. Alors le champ électromagnétique est la somme des contributions de chaque
source :

W) = [ (e
3
En deux dimensions, cette relation s’écrit :

@(r,s>::(/3/\b<s,g>e”“<?5+i<>dgd¢
&.¢

Si I'on considere les coordonnees reduites dans le pladi@dpil’équation précédente prend
alors la forme d’une transformation de Fourier bidimensgite :

T

m(x>:@@) (1.1)

U (¢) est, a un coefficient multiplicatif prés d0 a la propagati@mplitude de I'onde sphé-
rique émise par la source située dans le ciel aux coordoramggsairet = (&, (). Ce coeffi-
cient multiplicatif peut étre considéré comme indépendignia direction de viség pour des
« petits » angles.

Le résultat final est qugamplitude du champ propagé a une distance infinie du plan cote-
nant les sources d’intérét est la transformée de Fourier deal distribution d’amplitude sur
ce plan.

1.1.3 Processus d’'imagerie
1.1.3.1 Processus idéal

Pour imager la distribution d’amplitude de la souveg, (), il faut donc réaliser une trans-
formée de Fourier inverse (ou une transformée de Fouriectdirplus un retournement). Ce
procédé constitue le processus d’imagerie :

B(E) T g (3) ~ ) O wig @2

Par exemple, une lentille convergente effectue cette foemation. Le champ imagé sur un
écran placé au plan focal de la lentille s’écrit :

Uim(€) = TF! [\If (;)] - //\I'(g)e%f(?f)dg

1.1.3.2 Fonction pupille

On définit 3 plans dans I'espace :
Plan objet : c’est le plan de I'objet d’'intérét, ou le champ électromagqnée estl(¢).

Plan pupille ou de Fourier : c’est le plan situé a l'infini du plan objet, dans lequel le roipa
électromagnétique est (§) = U(&), d'ou la dénomination de plan de Fourier.

Plan focal ou image : c’est le plan dans lequel est formée I'image, et ou le chamgti&ima-
gnétique est idéalement;,,,(£) = V(§).
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La précédente équation ne tient pas compte des imperfsam®tiinstrument, c’est-a-dire
du procédé permettant de réaliser une Transformée de Fowerse. On modélise ces im-
perfections par une fonction pupil;le(g), ou transmittance. Un instrument idéal est tel que la
transmittance vaut 1 partout.

L'opération d'imagerie s’écrit maintenant :

£)d

Vi) = TF [p (1) w / [0 () wGe9e]

La pupille de I'instrument, c’est-a-dire sa surface cdffiee, est d’extension finie : il n’est
donc pas possible d’accéder a la totalité du speeii® de I'objet. En d’autres termes, la
transmittance de la pupillg({) vaut O en dehors de la surface collectrice. Si I'on appelle
D la plus grande dimension de la pupille, la fréquence maxnrainsmise esb/\. Ainsi,
toute observation optique peut étre considérée comnféttage spatial sur I'objet observé.
L'oeil humain a une pupille circulaire d’un diamétfe de 3 a 8 mm. Un oeil parfait a une
transmittance valant 1 sur un cercle de quelques millirmgét0 ailleurs.

>,

1.1.3.3 Détection

Une autre limitation fondamentale rend le processus d’eriagplus complexe que le
schéma idéal de I'équatidn?2: les détecteurs optiques ne sont pas sensibles au chartip-€lec
magnétique mais & sa moyenne quadratiqirgehsité (| \U|?),.

propagation r ~ filtrage pupillaire r r
v  — v (%) =" — p(5) ¥ (%)
o o (1.3)
r r imagerie détect .
p(5) ¥ (%) P Vim(§) %‘;Ion im = (| V(€ &) ),

Ce que I'on peut percevoir de I'objet dans un cas idéal oudegssus d’'imagerie est parfait
est :(|¥(&)|?),, ce qui correspond & §) = 1, pour toutr. On appellera donc cette distribution
d’intensité de la source «I'objet » :

=([T(&)),

1.1.3.4 Modéle convolutif

On définit les opérateurd et G correspondant aux processus successifs de propagation a
l'infini et d’'imagerie :
propagation+imagerie

W,(g) PRI g (€)
détectionl <||2>t détectionl (I \2>t (1.4)
0(5) propagati;n+imagerie zm(f)

On peut démontrer (Cf AnnexXe pagel67) que non seulementt est Linéaire Invariant
par Translation (LIT), mais aussi que, sous I'hypothésedpiex points source rayonnent de
facon décorrélég; I'est aussi. Cet opérateur prend donc la forme d’un produtahvolution
par la Réponse Impulsionnelle (RBéodman1969 :

\im:o*RI\
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La RI s’exprime en fonction de la transmittance

RI=p®p

La relation entre les TF de I'objet et de I'image est un prodimple parla fonction de
transfert optique :

im=0x FTO

La FTO s’exprime simplement comnfiauto corrélation de la pupille

FTO=p®p

1.1.3.5 Imagerie et configuration pupillaire

Ainsi, laforme de la pupille conditionne Idiltrage spatial effectué sur I'objet. Par ailleurs,
le support de I'auto-corrélation, de support double papoapa celui de la pupille, est fini :
I'instrument présente donc ufi@quence de coupuregranche au dela de laquelle la transmis-
sion fréquentielle est rigoureusement nulle. Les instmisd optique sont des filtres passe-bas
('auto-corrélation est maximale a l'origine), parfoissaupasse-bande.

Pour un télescope monolithique a pupille circulaire, lacten de transfert est une clas-
sique fonction en forme de “chapeau chinois” et la répongrilsionnelle est la tache d’Airy
(fig. 1.3a). En interférométrie, compte tenu de la grande variétéodeds que peut prendre
la pupille, la fonction de transfert peut étre toute autia. &emple, pour les trous d’Young
(fig. 1.3b), la FTO est constituée de trois pics. jpie central, auto-corrélation d’une pupille,
correspond ala FTO d'un télescope seul ; il est accompagdéwdics “frange” symétriques
et de hauteur moitié, traduisant I'interférence entre éddsstopes. La Rl est donc la tache de
diffraction d’un télescope, modulée par des franges siitlases. Une telle configuration pupil-
laire ne collecte qu’une faible partie des fréquences dgdiovues par le monolithique de la
figure1.3a. Pour mieux couvrir le plan des fréquences spatiales, iléeessaire d'utiliser une
configuration avec plus de télescopes. Avec la configurdaiier Golay-6 »{olay (1971)], la
FTO couvre le méme domaine fréquentiel que le monolithiquev@alent méme si les hautes
fréquences sont plus atténuées (figc).

Pour classer la grande diversité des pupilles possiblegréhése d’ouverture, la termino-
logie suivante est généralement adoptée :

— toute pupille non connexe (en plusieurs parties disjejrest ditdacunaire;

— une pupille est diteompactelorsque la fonction de transfert associée ne s’annule pas

avant la fréquence de coupure. Sinon, elle estdiitete;

— une pupille est diteedondante lorsque plusieurs paires de télescopes forment la méme

base (en longueur et direction). Sinon, ellerest redondante;

Ces notions sont illustrées en figure, sur un exemple monodimensionnel.

1.1.4 Retour a 'expérience des trous d’Young
1.1.4.1 Réponse impulsionnelle

Dans le cas des trous d’Young, la pupille est opaque partuften deux points du plan
pupille, repérés par, etr2 :

r . rT—7 T —17T9
p(x)—pﬁ( \ )+]925< \ )
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Pupille FTO RI

’ (N
R
o AT :o““\\ i
i
s
i
Aty
il o‘:"":‘:‘“‘:"‘\\
X A
MOD Wﬁ‘?ﬁ%‘:“‘ N
— RRISA A
O A
S KA T
1 . t B ""%%Wﬁ\“‘“‘\n‘l‘\\
hique %

4000

b)

1000

Deux
télescopes

il
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o
NI

FiG. 1.3 —Influence de la configuration pupillaire sur |la forroati'imagesCassaing1997)].

Cette fonction pupille correspond & deux télescopes dafil@étre est négligeable devant la
base les séparant. Dans ce cadre, dit d’interféerométriagus bases, chaque télescope peut
étre vu comme une ouverture ponctuelle (c’est le cas notarnpoair le Very Large Telescope
Interferometer (VLTI), et plus généralement, c’est dansare que nous nous plagons dans
ce manuscrit). On définit :

la base des trous d’Young par le vecteur reliant les deux troust@lpes u, = ro — 74
la frequence spatiale correspondante;, = “

On considére un objet de distribution d’intensi&). L'image formée au plan focal est :

—~—

imy2(§) = o(§) * (p®p)(§)
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PUPILLE 1D FTO RI
/ \ 1 Monolithique
H /N /AA 2 Compact
/\ /\ /\ h m 3 Dilué
4+ Redondant
1 ] 1 s Non
redondant
1 ] I . Dilue
redondant
1 Tl I ; Compact non
redondant

FIG. 1.4 — Pupilles monodimensionnelles, avec leurs fonctetransfert et réponse impul-
sionnelleCassaind1997)].

Dans le cas d’un instrument dont la pupille est percée destieus d’Young ,ona:

RI(§) = (p®p)(£)
= |p*(¢

r 2
Jo2im(5ogT
V / B

= |p1]? + [pa]?® + p1pse?™ O 4 pipge

La RI est constituée d’un terme constant, et de deux termasaidaux. La FTO présente donc
3 pics, 1 pic central, et deux pics frange.

—2im(v-€)

1.1.4.2 Image formée par les trous d’Young

L'image formée sera donc :

/ / RI(E — €)d€’
On pose:
5(1/12) = a(V12)6i¢(V12) (15)

= |pile™” (1.6)



18 1. SYNTHESE D’OUVERTURE OPTIQUE ET HAUTE RESOLUTION ANGIAIRE.

Le calcul donne :

imyy(€) = (|p]” + [p2l*)a(0) + 2|pipala(via) cos (2m112 - € + d(v12) + w2 — 1)
Linterférogrammeim, (&) correspond bien a la description de I'expérience de trovsutig
évoquée en début de chapitre.
1.1.4.3 Le théoréme de Zernike-Van Cittert

La TF de I'objeto(v1z) = a(vi)e™12), c’est-a-dire la TF de la distribution angulaire
d’intensité de la source, peut s’exprimer en fonctiondkegré de cohérence complexg du
champ dans le plan pupille;, = (U*(r,/A)¥(rs/N)),. En effet, avec la relatiow (r,/)\) =
U(¢), on peut écrire :

N2 = </\I’*(£1)62m£1'7}d€1 X /q’(€2)621ﬂ£2'?d§2>

(3 &
::<[/WW£JW@»&”@“%*f%%Mﬁ&>
€1€2 ¢

B // <\I]*(f1)\p(£2)>t62”(51'%_52'%“51(152

&8

L'hypothése selon laquelle chaque point de la source obseayonne de facon incohérente
peut s’écrire :

<‘I'*(£1)\I’(52)>t = 5(51 - 52) <‘\I’*<£1)‘2>t = 5(51 - 52)0(51)

dou

7u=/d@e%“7%m=amg (1.7)
3

Ce résultat correspond ahéoréme de Zernike-Van Cittert, établi tout d’abord par
Van Cittert en 1934 puis sous une autre forme par Zernike 88 1 degré de cohérence
complexey dans un plan éloigné d’une source monochromatique et spatement incohé-
rente est la transformée de Fourier normalisée de la distribtion d’intensité de I'objet.

1.1.5 Formation d’interférogrammes par deux télescopes

On consideére l'interférometre a deux télescopes présanieefl.1.5 Les faisceaux issus
des télescopes, situés enet r,, passent respectivement par les lignes a retard LR1 et LR2,
avant d'étre recombinés. Le retard relatif du faisceaudssi¢lescope 2 par rapport a celui issu
de télescope 1 est donné par :

d=dy—d

On considere une source ponctuelle monochromatique, dotiea a une onde plane de vec-

teur d’'ondek, avec :
|k| B 2
D\
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O Source

Ui

Ak-u T~ S~
o / ~ [ - =~
/ / ~ -
rr T ’ —D Ty
u
S - S . N A
LR1 LR2
% A
recombinateur : d=dy — dy
A v

FIG. 1.5 — Un interférometre a deux télescopes

1.1.5.1 Interférogrammes en lumiére monochromatique

Si le diamétre des télescopes est petit devant ladaase peut assimiler chaque télescope a
une ouverture ponctuelle. On suppose que les deux télest@msmettent autant de flux 'un
que l'autre :

1| = |p2| =7
En I'absence de turbulence, le seul déphasage introdultipstrument provient des lignes a

retard : 5 o d
s T
©®2 @1 b\ ( 2 1) \

L'image formée par I'interférometre est :

() = (i + 1)a(0) + 2pupalolv) cos (2rvsa - € + o) + 237 )
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Sip, = 0 alorsimy»(€) = tmy = |p1|2a(0) = 72a(0) = 1My
Sip; = 0 alorsim»(€) = 1my = |p2|2a(0) = 72a(0) = 1My
On peut donc réécrire I'image formée comme suit :

a(viz)

im(&) = 27%a(0) |1 + 2(0) cos P1»(§)
avec
D15(&) = 2112 - € + P(vi2) + Q%Z
= 2%“12 €+ d(vi2) + 2%i

a(0) est le flux total de I'objet. Sans perte de généralité, onidens dans la suite des

transformées de Fourier normalisées, ce qui revient a po8er= 1.

Le termer2a(0) correspond a I'image qui serait formée si I'on bouchait ltles deux trous,

ou que l'on obturait I'un des deux télescopes, que I'on raiet,.;. Nous avons considéré des

trous d’Young ponctuels. Sil'on ne néglige plus le diaméts trous/télescopés,., devant la

base|u/|, alorsim,,., n’est plus une constante, mais correspond a une tache d’Airy
La longueur de la ligne a retartivient s’ajouter a la différence de marche, - £. On définit
donc une différence de marche totale :

dy2up-€+d (1.8)

Avec ceci, la phase de l'interférogramme s’écrit :

N 2m 2md
Gi5(d') = —uip- €+ d(Vio) + —

3 i kdyy + d(v12)

dou

im(d') = 2imyy(d') [1 + a(v) cos(kd|y + ¢(v12))] (1.9)

but de chapitre. Il est formé est un réseau de franges, dont :

fréequencar, ouamplitude de visibilité;

fréquencev,, ouphase de visibilité connaissant le déphasagé, .

— le contraste permet de déterminemedule a(v1,) de la TF normalisée de I'objet a

— la modulation de phase permet de détermingshase ¢(v12) de la TF de I'objet a I

Linterférogrammeim (d’) correspond bien a I'expérience de trous d’Young évoquéesen d

la

55

1.1.5.2 Prise en compte de la largeur spectrale du filtre

Jusqu’a présent, nous avons considéré des sources momatipoes. Considérons a pré-

sent une source polychromatique, d'intensité spectrale— k), et supposons que l'interféro-

métre a une fonction de transfert spectrgle — k), en fonction du nombre d’onde= 27 /™.

L'interférogramme obtenu est la somme des interférograsnocoerespondant a chaque lon-

gueur d’onde, multipliés par un facteW(k — k) = F(k — k)n(k — k) :

im(d) = / W (k — k)im(d, k)dk

1% est un nombre d’onde arbitraire, correspondant par exedripldansmission maximale de I'interférométre.
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avec

/W(k;—/%) .

k

Le termeim (¢, k) présente une double dépendancé en
— la distribution d’intensité de la soureepeut étre différente selon le nombre d’'onde, et la
définition1.5pagel7 devient :

oL(v) = a(v)e ™)

4 J i ‘Aerity = ¥ — ku
- !a frequence d’echantillonnages’écritv = 3 = 7~
D’apres (.9, ona:

tm(d' k) = 2emy(d, k) [1 + ap(ku/27) cos(kd + ¢ (ku/27))] (1.10)

Le termeim,,(d’, k) correspond a la diffraction de I'onde plane incidente pae un
ouverture circulaire. Il dépend de mais avec une variation lente (c’est la somme de figures
d’Airy, dont le diamétre varie seloh. Au niveau du maximum, la dispersion en longueurs
d’onde est faible). On fait donc I'approximatiam,.(d’, k) ~ im,q(d', k).

Etant donnée la largeur spectrale réduite de la plupart Miessfutilisés, on peut de plus
supposer que la distribution d’intensité de la source esttique a toutes les longueurs d’onde :

ag(ku/2m) = a(ku/27)
onlkuf2m) = ¢(ku/2)

Avec ces approximations, on a :

im(d') =2imu(d’, F) / Wk — B) [1 + a(ku/2r) cos(kd + o(ku/27))]

Cette intégrale n’est pas simple a calculer dans le cas @éfiéxiste cependant deux cas
particuliers pour lesquels I'expression précedente splgim

Cas d'une variation lente dea(v) et p(v) :  par exemple, sil'objet est un dirac au centre du
champ, sa TF est uniforme et ne dépend pag de

a(v) = a, o(v) = ¢.

L'étude de la validité de cette hypothese est hors du chanep denuscrit. Dans ce cas, on a :
im(d) = 2ima(d, F) / Wk — ) [1 + acos(kd + ¢)] dk
k
Posonsy’ =k — k :

im(d) = 2imyg(d, k) / Wk —k)[1+ acos(kd + ¢)]dk

= 2imye (d', k) |1+a / W (k — k) cos(kd' + ¢)dk

k
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W etant réel, le calcul donne :
im(d) = 2imyy(d k) [1 +aXRe {W(d')ei<d%+¢)H

Si W est une fonction rectangulaire de largevk centrée ert, I'interférogramme obtenu par
superposition des interférogrammes obtenus pour chaqggedar d’'onde est :

im(d') = 2imy(d, k) [1 + asindd Ak) cos(d'k + ¢)] (1.11)

ol sinda) £ sina

En lumiére monochromatique de nombre d’origda figure d’interférence que I'on obtient
(Eq.1.9page20) s'écrit :

im(d', k) = 2imu(d, k) [1 + acos(kd' + ¢)]

On constate donc un effet de modulation des franges par us sardinal, dont la pseudo-
période est inversement proportionnelle a la largeur de fikigurel.6).
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FiG. 1.6 —Modulation des franges par la dispersion spectral@,2\k/k = 3% et2Ak/k =
6%

Cette étude simplifiée permet de prévoir I'allure de l'ifdeogramme. Néanmoins, I'équa-
tion (1.11) peut conduire a des conclusions erronnées. En effet, lemiaxdu sinc correspond
ad = 0. En ce point, 'argument duos seraitkd’ + ¢ = ¢, et 'on pourrait déduire la phase
¢ en comparant les maximums de la courbe sinusoidale et delpe, sans connaitre pré-
cisément la position des lignes a retard, ce qui n’est paswurgratique.
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Cas d'une variation linéaire en k de a(v) et ¢p(v) : par exemple, si I'objet est un dirac
excentrée, sa TF est uniforme en module, mais sa phase évdagement :

k
a(w) = a(ku/27) = a, ¢(v) = d(ku/21) = qﬁO% = kd,,.
Dans ce cas,ona:

im(d) = 2imyy(d k) /W(k —k)[1+ acosk(d +dgy)] dk

k

Si W est une fonction rectangulaire de largeivk centrée e, I'interférogramme obtenu par
superposition des interférogrammes obtenus pour chaggedar d’'onde est :

im(d') = 2imy(d', k) [1 + aSINCAk(d + dy) cos k(d + dy)]

Dans ce cas, les maximums de la courbe sinusoidale et delibgme sont confondus, et il
est nécessaire de connaitre précisément la position deslggretard pour détermingr

Cas général Dans le cas général, il est difficile d’extraire une inforimatde la position du
maximum de I'enveloppe. De plus, pour pouvoir mieux I'exigg on disperse généralement
l'interférogramme en plusieur sous-bandes, lesquellastsap étroites pour que I'enveloppe
soit visible, a fortiori exploitable.

L'information de phase a extraire est la positionmimaximum du cosinus, tel que :

kd + ¢ = 2kn

1.1.5.3 Modulation de I'interférogramme avec les lignes aatard

Plutdt que d’enregistrer tout I'interférogramme avec uptear multi-pixels, il est possible
de placer un capteur monopixel én= 0, et de de faire varied en commandant les lignes a
retard, de facon a faire défiler l'interféerogramme sur leteap

1.2 La mesure interferométrique optique en astronomie

1.2.1 Interférométres au sol
1.2.1.1 Super-synthése

Un interférometre de Michelson est un réseau de télescepembinés interférométrique-
ment deux a deux. Considérons que I'on disposéVge télescopes, dont les positions res-
pectives projetées sur le plan d’observation a l'instasant{r,(t), r2(t),...,7rn,,.(t)}. ces
positions changent au cours de I'observation, a cause d¢alion de la terre.

Il y a autant de bases que de fagons de choisir 2 points p&gmj soit

r) - b

Np = card(y) = (2 5
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Par exemple, les bases d’un interférometre a 4 télescopées so

(

’U,lg(t) = Tg(t) — Tl(t)
wy3(t) = r3(t) — ri(t)
’U,14(t) = 7“4(t) — Tl(t)
Uo3(t) = r3(t) — ra(t)
’U,24(t) = ’I”4(t> — ’I”Q(t)
L ’U,34(t) = 7“4(t) — Tg(t)
Matriciellement, ces relations s’écrivent :
u(t) = B - r(t) (1.12)
PourN,.s = 4, 'opérateurB s’écrit :
-1 1 0 0]
-1 0 1 0
-1 0 0 1
B = 0o -1 1 0
0O -1 0 1
| 0 0 -1 1]

Les fréquences spatiales correspondantes se calculentar = “) La rotation de la terre
fait que méme si I'on ne change pas la configuration de I‘ietemetre, les bases couvertes
varient au cours du temps. Cette densification progresg&Ja douverture du plan — v est
appelée « super-synthese ». On obtient un ensemble de lzasete & plar{u, v) », présentant
des séries de points situées sur des trajectoires ellggidde plus, comme I'objet est réel
positif, on a :

o(—v) =z (v)

Si I'on couvre un ensemble de fréquences, on couvre donc laussymétrique dans le plan
fréquentiel. On indique donc dans le pléam, v) les bases symétriques de celles effective-
ment réaliséesl(7.b). La couverture fréquentielle obtenue a généralemalhite de la figure
(1.7.c).

S v o I
1108 '.
Ty u23(t/ ] . .)
. o e ] . J ° o 5107 l'.. %
O
T ’ © w3 (t)
71 2 u23(t) P SR
(@) © °® (07 0 _ u U
T'Q(t o o O O . RL
() o
73(t) o ® e 9 51070 ‘.‘ ° ,Q'!o
(@) 0' °®
4 O ~ixiek_1 % ¢ Sl I
(0,0) 11t 5107 o 54107
(a) (b) (©)

Fic. 1.7 — (a) Positions et bases, (b) Bases et rotation de la,{ejrCouverture fréquentielle.
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1.2.1.2 Interféromeétres au sol a 3 télescopes ou plus en foiennement

Le tableaul.ldresse la liste des interférométres a 3 télescopes ou plasetionnement.
Ce tableau sera vite obsoléte, étant donnée la rapiditélagaelle ces projets voient le jour
et évoluent. Notamment, les prochaines verront I'ajout t&Eekscopes auxiliaires sur le VLTI,
et la réalisation du projet OHANA. Pour des informationsiatisées et des liens vers les sites
Internet de ces instruments, consuhiet p: / / ol bi n. j pl . nasa. gov/ .

Acronyme Pays Ny Diamétre Base max. A
des ouvertures(cm) (m) (microns)
ISI us 3 165 30 10
COAST UK 5 40 22 0,4—0,95&2,2
SUSI Australie 13 14 640 0,4—0,66
IOTA us 3 45 38 0,5—2,2
NPOI us 6 60 435 0,45 — 0,85
CHARA us 6 100 350 0,45 — 2,4
VLTI Chili 4 820 200 0,45 — 12
TAB. 1.1 — — Interférométres au sol de plus de 3 télescopes

1.2.2 Turbulence et mesure de phase

L'effet de la turbulence atmosphérique est assimilableedifiérence de marchB™* =
diert — dtvrt fluctuant rapidement, qui vient s’ajouter a la différeneentarcheD générée par
les lignes a retard.

Ces déphasages font donc se déplacer le paquet de frangespomdant a la figure.6 page
22 sur I'écran, et de fagon trés rapide (le temps de cohérenlzetdebulence est généralement
de l'ordre de quelques millisecondes). L'erreur faite &stimation de la phase objet est alors :

oy — 1 = 2 i B 2 diurt
2 1 3 3

Les modéles classiquéxddier(1981) de turbulence dont on dispose permettent de mo-
déliser la statistique des décalages de phase sur chageeagé par des lois gaussiennes de
moyennes nulles. On peut alors supposer que si 'on prendmabre important de mesures, et
gue I'on en fait la moyenne dans le temps, 'influence de lauieénce sera réduite a O.
Cependant, les décalages de phasee sont «vus » sur l'interférogramme que modito
La statistique des décalages de phase effectivement té&msta I'interférogramme est donc
une loi gaussienne & moyenne nubgeliée autour de I'intervalle [—7, 7]. Or une gaussienne
a moyenne nulle d’écart-type supérieur aepliée est trés proche d’une statistique uniforme,
comme le montre la figuré.8. On n’a plus aucune information statistique sur le déphasag
turbulenty(rs) — ¢(r1). Faire la moyenne temporelle des interférogrammes couiduit &
brouiller les franges. On ne peut donc accéder a une mesbie fla la phase de visibilité
¢(v12) ni en faisant une moyenne temporelle, ni en exploitant desées “instantanées”, ou
courte pose.
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FIG. 1.8 — Effet du repliement de phase.

1.2.3 Clotures de phase ou phases de bispectre
1.2.3.1 Clbtures de phase

Il est néanmoins possible d’extraire d’interférogrammiéscéés par la turbulence des in-
formations sur la phase, sil'on dispose d’au moins 3 télessoConsidérons un interféromeétre
optique a 3 télescopes (IO3T). On forme trois interférogre®im o, i1m3 €tims,s. On ex-
trait de ceux-ci les mesures suivantes :

— 3 modules de la TF de 'objet aux fréquences respectiygs 3 et vy; dont on extrait
les amplitudes de visibilité,,, a;3 etas3, non affectées par la turbulence

— 3 positions du maximum des franges, dont on extrait lesgshds visibilitéssisie, pdate
et ¢date, reliées aux phases “vraies”, ou phases objetpar les relations :
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90 = ¢ + pa — @1
data = ¢13 + 3 — 1 (1-13)

data = ¢23 + 3 — P2

On voit facilement qu’on peut combiner ces 3 équations derfacannuler les phases turbu-
lentes :
data 4 ¢data o data _ (1>2 + <Z)(2)3 o gbcl)g

Ces quantités sont appeléd8tures de phasequi seront notées par la sujte
Tt = Bhag

L'idée de former ces clbtures a été d’abord proposée pailistanfennisor(1958 dans le
contexte Radio, puis transposé au domaine Optigmaisor(1961); Rogstad1968.

1.2.3.2 Phases de bispectre

Les cl6tures étant stables au cours du temps, il est avantatge faire la moyenne de
plusieurs mesures de cl6tures, de fagon a améliorer le regigoal sur bruit. Cependant, faire
la moyenne d’'une phase moduwa conduit une fois encore a des erreurs d’enroulement de
phase, on moyenne donc plutét les phasetirgue les phases. De plus, il est avantageux de
moyenner des visibilités complexes? plutot que les phaseurs.
Supposons que I'on prenne une premiére mesure pagfaite= 10e™. Supposons alors qu’un
probleme instrumental perturbe le faisceau issu de I'urddes télescopes, et que le contraste
de rlinterférogramme obtenu devienne quasi-nul. On faitxdmesures y(t,) = 0, 1le*™ et
y(t3) = 0,2¢"/3. Ona:

arg(y(t1) + y(t2) +y(ts)) = 3, 13rad~ 7

1

g(arg y(t1) + argy(ts) + argy(ts)) = —0, 7rad
On voit que les mesures a faible contraste ont perturbé laemmy des phases, alors
gue la phase du complexe moyen reste stable. Ici, on moyenbéepectre, défini par
o(v12)0(v93)0*(v13), dont la phase est égale a la cléture de phase évoquée prénéde
Les clétures de phase moyennes mesurées sont donc en fditkess de bispectres moyens

1.2.4 Méthodes d’estimation des phases de visibilité a partdes clétures

Il existe cependant des cas particuliers pour lesquels passible de retrouver les phases
de visibilité a partir des cl6tures :

1.2.4.1 Réseaux redondants, ou « Bootstrapping »

Si I'on mesure plusieurs fois la méme fréquence spatial@eom diminuer le nombre d’in-
connues en phase. Par exemple, supposons que I'on prenpeeamiére mesure avec un 103T,
dont les télescopes ont pour posmons projetées sur I'®d@sdrvation0, r et 2r. Les fré-
guences spatiales mesurées s@nt— 2“ . On peut mesurer une cléture de phase, mais seules
2 phases objet sont a déterminer. La redondance diminu@p@nmanombre d’'inconnues sur
nombre de mesures. En 'occurrence, si I'on connait la pdad®bjet a la fréquenc@’— la
phase de I'objet a la fréquend®uble est connue elle aussi. Si I'instant d’ apres on déplace
le télescope 3 de la positiar a 3r, les fréequences spatiales mesurées iqn# 37 |es
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phases correspondant a 2 de ces 3 fréquences ont déja etéase€n mesure une cléture, et il
N’y a qu’'une inconnue a déterminer. On peut donc détermanghase de I'objet a la fréquence
triple de celle fixée arbitrairement. En procédant de proche erhpraan peut mesurer les
phases correspondant a une division réguliére d’'un ax@argptocéde de méme dans d’autres
directions, on disposera d’une couverture réguliére dn flav), avec autant d’'informations
manquantes a introduire que de directions.

Cette technique, appelée aussi “bootstrapping”, permetanverture réguliére du pldn, v)
avec un nombre faible d’informations manquantes a intred@n peut ainsi obtenir avec un
IO3T le méme type d’informations qu’avec un IONT. Cependamist nécessaire de mesurer
plusieurs fois les mémes fréquences. Ceci est colteux grstdfn d’autres termes, a temps
d’observation fixé, il est possible d’augmenter le degréfdiimation de phase, mais au prix
d’une couverture fréquentielle plus pauvre.

1.2.4.2 Interférométrie avec des réseaux denses de télgse®

Cette redondance de la couverture du plan fréquentieli-a'elire le fait que la méme
phase objet intervienne dans plusieurs clotures, appaaiitellement lorsque I'on dispose
d’'un interférometre a plus de 3 télescopes. Lorsque I'opatis, par exemple, de 10 télescopes
reliés en réseau, a chaque instant on mesure 36 cloturesipquitases objet a déterminer.
Le rapport mesures/inconnues est alors de 80%, au lieu gétsagour un interférométre a 3
télescopes(cf. sectidgh?2.1.3page78).

1.2.4.3 Référence de phase

Si on pointe une source connue, on peut déterminer la turbelaffectant I'instrument a
l'instant du pointage et dans la direction de pointage. @i pointe I'objet d’intérét simulta-
nément, ou apres un délai inférieur au temps de cohérence tdebulence, et si I'objet est
dans le domaine isoplanétique de la source connue, aldesdmniére sert de calibrateur en
phase pour I'objet : la turbulence et les différences de hwittstrumentales étant connues, on
peut retrouver les phases objet a partir des phases coresnmau la turbulence. La difficulté
consiste a trouver de tels calibrateurs en phase prochelgetld’intérét.

On utilise en général des sources non résolues. Pour plustaiésdl’'on pourra consulter I'in-
troduction a la cloture de phase B®nnier(1999.

1.2.5 Mise en équations des mesures interférométriques
1.2.5.1 De I'objet aux visibilités

La distribution angulaire d’'intensité est noté€). Il n’est possible de reconstruire, au
mieux, qu’une version discrétisée de I'objet, c’est-a&diécomposée sur une base de fonctions
{fr} 1 0(&) = > x, f(& — &,). La TF de 'objet s’écrit alors :

k

o(v) ~TF (Z . f(€ - @)) =Y " fp)e 2 (1.14)

Nous avons choisi une fonctigitelle quef (v) soit égal a 1 pour toutes les fréquences spatiales
couvertes par I'interféromeétre :

iy 1 si x<Vmax t Symaa:
f(y):{ i el < [Whas e ] < [ (1.15)

0 sinon,
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ou |V ... €St le plus grand module des fréquence spatiales couventd$ngtrument. On en
déduit :

f(&) =f(,¢) = sinc(%%) sinc(%%) ,

avecA = W Une étude plus approfondie de I'influence du choix d'unelzataptée reste

a faire (voirLanneset al. (1994 pour une proposition de base particuliére).

On notey(v) la TF de I'objet. On a, avec les équatidhd4et1.15:
_ Z xke*m’”’i'gk’.
k

Si on noteH la matrice des coefficients;, = e~ %%, alors la relation entre ety s’écrit :
y(x)=Hzx

y est un vecteur deisibilités complexes
— le vecteur demodules de visibilitéou amplitudes de la TF de I'objet s'écrft

a(z) = |y(z)| = |H |
— le vecteur dephases de visibilitéou phases de la TF de I'objet s’écrit

() = argy(x) = arg(H @)

1.2.5.2 Des bases aux clétures

Considérons un interféerometre a 4 télescopes. Si les phadmdentesy affectent les
phases mesurées de la fagcon suivante :

data

= ¢12(x) + 2 —
data — ¢13 T +Q03

()

()
data_ 4($)+S04—<P1
9 = ¢x()

()

()

(1.16)
= ¢23(x) + 3 — P2
941 = gos(x) + 1 — o
data ¢34 ) + V4 — 3
Sous forme vectorielle, ces équations s’écrivent :
¢™'" = ¢(x) + By (1.17)

Le but de former des cl6tures de phase est d’éliminer I'imib@edes phases turbulentes. La
cloture 3,3 S'écrit :

data + ¢data _ data o [1’ _1’ 0’ 1’ 0’ O]¢data
Si on nommeC I'opérateur[1, —1,0, 1,0, 0], on retrouve bien :

C¢data:C¢O+CBQ0:C¢O

2Les opérateurp| etarg sur des vecteurs sont appliqu’és point a point.
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En effet, 'opérateur de clotute est construit précisément de fagon a avoir :
CB=0 (1.18)

On peut former autant de clétures de phase que de tripleetebpes. Cependant, la cloture
(o34 S'€Crit comme la sommg@;o3 — SBiaa + Bi34. ON ne voudrait considérer gu’'un ensemble
de cléturesndépendantes On démontre (Cf Annex& pagel57) que I'on a un ensemble
maximal de clotures indépendantes en considérant towetkeires incluant le télescope situé
enr;. LopérateurC correspondant est de la forme suivante pour 4 télescopes :

1 -1 0
cC=|1 0
0 1

o O =
O = O
_ o O

—1
—1

L'ensemble des définitions et notions a propose des phasExges utilisées dans ce manus-
crit sont reprises chapitf& Le vecteur des clétures mesurées s’écrit :

Bx) = C d(z) = C arg(H x)

1.2.5.3 Mesures interférométriques et turbulence

Dans le cas d’interférometres spatiaux ou d’interféroeset référence de phase (Cf
sectiorl.2.4.3, I'effet de la turbulence est soit suffisamment réduit pétre assimilé a un
bruit de mesure, soit mesurable et corrigeable. Dans cdesagbservables sont des phases et
modules de visibilité. L'instant de mesur@eut dans ce cas ne pas étre précisé, car toutes les
mesures jouent le méme role.

Par contre, dans le cas de la formation de clétures de pHapérdteur de cloture” est
défini pour un ensemble de basasultanéesll est donc important de mentionner l'instant de
mesure correspondant a chaque mesure.

On distinguera donc deux cas :

Turbulence faible ou corrigée : on rassemble toutes les fréquences spatiales couvertes a
chaque instant en un vecteur= {v(t,),...,v(t,)}, eton calculeH = H(v). Les
observables sont alors
— Les amplitudes de visibilités, affectées d’un brujt

a® = a(x) + a,

=|H x| + a,
— Lesphasedde visibilités, affectées d’'un brudh, :
™ = ¢(x) + ¢,
= arg(H z) + ¢,

C’est le cas traité au chapite

Turbulence forte : a chaque instant, les fréquences spatiales couvertesesam(t), et on
calculeH (t) = H(v(t)). On forme des clbtures de phase, et les observables a chaque
instantt sont

3Une définition rigoureuse de cette opérateur est présentéerexe3
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— Les amplitudes de visibilités, affectées d'un brjt

a® () = a(x,t) + ay(t)
= [H(t) x| + as(t)

— Lescl6tures de phase, affectées d’'un bryij :

Bl () = B(z, t) + By(t)
= C ¢p(z,t) + By(t)
=C arg(H(t)x) + By(t)

C’est le cas traité aux chapitrds4 et 5.

On indicera, pour une variable v..:, OU vy la quantité mesurée, et le bruit sur cette
mesure.

1.3 Meéthodes classiques de traitement de données interféro
metriques

1.3.1 Sous-détermination du probleme

Etant donnés :

— le nombre restreint d’interférometres optiques au souia pgé 3 télescopes,

— le nombre d’astronomes demandant I'acceés a ces interétres)

— les aléas météorologiques limitant le nombre de nuitssolations,
il est illusoire d’espérer avoir plus de quelques centaifeepoints de Fourier mesurés sur une
cible avec un interférométre optique au sol. Or on cherchecanstruire une image conte-
nant typiguement plusieurs milliers de pixels. Méme darakesimple ou I'on s’est affranchi
de l'effet de la turbulence, le probleme de synthese de Eguriest-a-dire de reconstruction
d’'image a partir de quelques échantillons de sa TF, est ddréneemensous-déterminé
La seule maniére de traiter la sous-détermination congistéroduire des modeéles priori
de I'objet, de sorte a réduire le nombre de paramétres imdigpes a estimer, et a obtenir de
nouveau un probléme correctement déterminé, selon unagxapée I'on appelle la régulari-
sation du probleme. Bien entendu, I'ajout de ces infornmasteopriori est délicate, puisqu’il
faut éviter de biaiser les données vers des solutions fauBser autant, il est rare qu’un ob-
jet astronomique sur lequel on pointe soit totalement incoMous présentons dans la suite
diverses approches proposées pour introduire ces maal@lésri dans le procédé de recons-
truction de I'objet, en s’'inspirant en particulier de laimdstronomie qui a été pionniére dans
la reconstruction d'images a partir de données interfétoques.
Ensuite, nous présentons I'approche bayésienne, qui peerreformuler dans un cadre d’in-
férence commun la plupart des méthodes de reconstructioharéseées.

1.3.2 Méthodes paramétriques

L'interférométrie moderne a vu le jour avec les travaux dehdison en 1890, qui a mesuré
le diametre de Jupiter en combinant interférométriquenesrfaisceaux optiques issus de deux
télescopes. Sur un tel interférometre, la formation deucéd de phase proposée gannison
(1958 est impossible, et I'on ne dispose que d’'informations esamplitudes de visibilités.
Sans informations de phase, il reste possible d’estimegoisdeurs comme des diamétres
stellaires, en utilisant un modeéle contraint de I'objet.
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Ces méthodes parameétriques, dont la mesure du diametregpder iar Michelson en 1890
constitue un exemple historique, sont encore largemeligéds en astronomiejyck (1999]
pour estimer notamment :

— les masses stellaires d’étoiles binaires;;

— les effets d’assombrissement centre-bord, dus a I'éedlatatmosphére enveloppant une

source;

— la structure d’'une enveloppe circumstellaire.
Les travaux dePerrinet al. (2004 sont un exemple récent d’estimation des parameétres d’un
modéle laminaire d’étoiles de type Mira. Cependant, lamstroction obtenue sera évidem-
ment extrémement sensible aux erreurs de modéle.
La construction d’interférometres optiques mesurant tigares de phase permet aujourd’hui
de faire de I'imagerie non-paramétrique en optique, méntiatgisation de modeles priori,
bien que moins contraints, reste nécessaire. La construdtune telle méthode d'imagerie
constitue le sujet de ce manuscrit.

1.3.3 Pondération et « gridding » en radio-astronomie

Une méthode d’imagerie intuitive consiste a construire oade de la TF de l'objet
d’intérét a partir des mesures de visibilités, de valeutenqpibur les fréquences non mesurees,
et a faire une TF inverse de cette carte. Le probleme étastd@ierminé, cette TF inverse
est en réalité une inverse généralisée de la TF discréte @ehnique n’est applicable que
lorsque 'on dispose a la fois des phases et modules pouwuehagibilité mesurée, et que
les données sont suffisamment nombreuses. Elle est parguemiégénéralement utilisée en
interférométrie radio.

En radio-astronomie, on procede toujours a un ré-éechamtiige des données sur une
grille [Schwab (1983], ou «gridding», et simultanément a une pondération des don-
néesMugnier & Le Besnerais(2001)]. Le ré-échantillonnage permet l'utilisation de la
transformation de Fourier rapide, indispensable en radtmnomie ou le nombre de données
est trés important.

La pondération des données se fait en général en deux étapes :

— Une premiere pondération permet de tenir compte du ragpral sur bruit (RSB) sur
chaque visibilité — en diminuant I'influence de données BIé&aRSB — et de compenser
'inhomogénéité de la couverture fréquentielle — en diramul’influence relative des
zones ou la densité de données est élevée;

— Un fenétrage, c’est-a-dire une sous pondération des denmaute fréquence, a pour
objectif de lisser la reconstruction.

L'image obtenue par TF inverse des données ré-échantdEmmet pondérées est appelée
«Dirty Map ».

1.3.4 Une méthode de référence en reconstruction interfénoétrique :
Clean

La méthode CLEAN, proposée pour la premiére foistpagbom(1974), est probablement
la plus populaire en radio-astronomie. Elle s’appuie sapfiori que la scéne astronomique
a reconstruire est essentiellement un ensemble de pointseso La Dirty Map est alors
interprétée comme l'image résultant d’'une distributiores bints sources observée par
linterférométre, a laquelle s’additionne un carte diteésiduelle», comprenant bruit de
mesure et erreur de modele.
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Hogbom définit deux notions utiles pour expliquer le fonetiement de CLEAN :

Le « Dirty Beam » (DB) Il est défini comme la transformée de Fourier inverse d’'unetion
g(v) valant 1 pour les fréquences mesurées et 0 ailleurs. C'est ldmage qui serait
formée au foyer de l'interférometre s’il était dirigé vens abjet ponctuel, centré. En
d’autres termes, c’est la Fonction d’Etalement de Poin®P(F&l la réponse impulsion-
nelle de linstrument DB = TF~1(g). Le DB est généralement constitué d'un lobe
principal, de forme proche du Clean Beam décrit dans le paphg suivant, et de plu-
sieurs lobes secondaires d’intensité inférieure.

Le « Clean Beam » (CB)La définition fournie par Hogbom n’en est pas trés précisep€ut
le voir[Mugnier & Le Besneraig2001)] comme la FEP d’'un instrument a pupille mo-
nolithique, dont le diametr® est donné par la frequence maximale mesuyigg par
linterféromeétre :D = 2\ f,,.... C'est une réponse impulsionnelle idéale.

L’'algorithme CLEAN a la structure suivante :
Initialiser la reconstructiorzcpan @ O et la carte résiduelle (CR) a la Dirty Map.
Calculer la position du maximum de la carte résiduelle, = max CR][l,m] et sa position
[[max, Mmax] = arg max CR[l,m] . 7
Tant que .., est supérieur au niveau de braitfaire
. Supposer que le maximum de la carte résiduelle correspangaint source.

. Soustraire a la carte résiduelle une fractjae I'image de ce point source, c’est-a-dire
d’un Dirac convolué par le Dirty Beam :

’y]max

CR—~ DM — ———
. HllaXDB[l,m]

DB % (I nax, Mmax)-

. Ajouter a la reconstruction la méme fractiguale I'image «idéale » de ce point source,
c’est-a-dire d’un Dirac convolué par le Clean Beam :

V1 max

T AP B lmax7 max /-
HllaXDB[l,m]C * 9 Mina)

LCLEAN < LCLEAN T

. Calculer/,,,x = max CR[l, m] et[ly, mg] = argmax CR[l, m] .

,m
Fin Tant que
Ajouter la carte résiduelle a la reconstruction.

Cet algorithme de référence en radio-interféerométrie anddieu & de nombreuses implan-
tationsfGuilloteau(19983], dont le Multi-Résolution CLEAN(MRC) d&Vakker & Schwarz
(1988, qui reconstruit séparément une carte de sources éteatlugs carte de points sourées
On peut cependant noter des limitations importantes de pgithode :

— La solution obtenug’est pas compatible avec les donné€siilloteau(19983. En effet,
c’est une carte de points source qui est compatible aveolasées a la carte résiduelle
pres, et non la carte de Diracs convolués avec le Clean Beam;

— La convolution par le Clean Beam revient a une multiplamatilans I'espace de Fou-
rier par un profil décroissant. Cette apodisation des danmié@mt se superposer aux
opérations préalables de pondération et de fenétrageusaniaterprétation globale du
pré-traitement opéré sur les données.

“Des développements récents en reconstruction multiutisnlde données interférométriques ont été pro-
posés pafsiovannelli & Coulais(2005, incluant une revue bibliographique des différentes lypses faites en
interférométrie sur la structure de I'objet a reconstruire
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— Dans la méthode d’origine proposée par Hogbom, il n’esfgiasnention d’'un modele
explicite du bruit, par I'intermédiaire duguel nous poans prendre en compte les spé-
cificités importantes du cadre interférométrique optiqalesdequel nous nous plagons.

Ce dernier point est abordé dans les travaukuderrieu(1998 etLanneset al. (1997, qui

proposent WIPE, une implantation moderne de I'algorithrh&&N, incluant une évaluation
a posterioridu résultat et un choix de pondération des données basé sond&ionnement
de la matrice du probleme. Comme nous le verrons au chapitrependant, WIPE n’est pas
directement applicable au contexte interférométriquéegapt

1.3.5 Meéthode du maximum d’entropie (MEM)

Parallelement & CLEAN, qui suppose un objet principalerentposé de points sources,
la méthode du maximum d’entropie (MEM) suppose un modéleodecss lisses et positives.
Cette méthode, tres populaire en radio-astronomie, derssieconstruire I'image la plus douce
possible, c’est-a-dire d’entropie maximale, qui soit cenée avec les données (étant donné le
nombre important de travaux sur ces méthodes , il existe rarelg variétés d’'interprétations
de I'entropie. Les auteunsityananda & Narayaif1982 proposent une analyse de ces diffé-
rentes approches, en fonction de I'effet produit par le eeemtropique sur la carte reconstruite).
Généralement, pour déterminer cette image optimale, omisia unefonction de coltcom-
posite, dont une partig?*** mesure I'écart de la reconstruction aux données mesurtém e
I'autre terme pénalise les solutions de faible entropie :

J(x) = J (x) — Entropigz) = T (z) — Y _ f ()

Le terme d’entropie contient les informatioaspriori que I'on a sur I'objet a reconstruire,
et permet de «régulariser» le probléme inverse sous-dé@rmrésoudre (Voiitterington
(1985, Idier (2001) et Demomen{1989 pour plus d’informations sur la réegularisation). Il en
existe plusieurs définitions mathématiques de I'entrdpgeplus populaires étant :

f1 (.T}k) = —T In T

fo(xy) = Inxy

Ces régularisations entropiques attribuent en particutiecolt tendant vers I'infini aux pixels
de I'objet se rapprochant de 0. Elles imposent donc impliwént lapositivité de I'objet, qui
est una priori indéniable et fortement informatif sur I'objet.

Pour desa priori a pixels indépendants, tels que I'entropie, on peut exprinmeterme de
régularisation comme un «ressort de rappel » vers un algigori =°. Par exemple, la fonction
fi1(zy) est modifiée comme suit :

x
fi(zr) = —xpIn (:1:_]8) + x — xg

On posery, = 29 + z.

— Pourdx petit, un équivalent d¢; (z;.) est—(dz)?/zY. Le rappel vers la valeua priori
du pixel estquadratique. En d’autres termes, dans un voisinage de I'obj@riori, la
régularisation entropique se comporte comme un tdrme «°||® (Cf. figurel.3.5a).

— Pouréx grand, un équivalent dé (z;) est—dx In (g—ﬁ) Cet équivalent est négligeable
devant—(dx)?, Vp > 1. Le comportement de la fonction de régularisation deviemicd
guasiment linéaire, c’'est-a-dire que la régularisatiamogrigue se comporte comme un
terme||xz — x°|| (Cf. figurel.3.5b).
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Les auteurs Nityananda et Narayan analysent les recotistrsdMEM par rapport a leur ca-
pacité a adoucir le fond de l'image, et a faire ressortir lies.pCette capacité est attribué a
un variation de pente rapide proche de la valeur de rappsl ghus lente loin de cette valeur.
Avec cette approche, toute fonctigrayant ces caractéristiques correspond a une régularisatio
entropique, et les fonctions classiguygst f, n’en sont qu'un exemple parmi d’autres.

14 F ‘ 7 F ‘ g

12¢ : ] 300 F /A

op] —— —f1/x0) |/ /] | —— —1(x/x0) e
gL — (x—x0) / E o00b| T 41x—x0l a
6F / ] R
4F s E 100 F s :
2F . E E R ]
o) S = 0 o ]
0.1 1.0 10.0 1 10 100

x/x0 x/x0
(a) comportement quadratique procherge (b) comportement linéaire loin de

FIG. 1.9 — Régularisation entropique.

Pour d’autres informations sur les méthodes MEM, voir notent Skilling & Bryan
(1984, en pour les applications a I'astronomiarayan & Nityanand§1986, Le Besnerais
et al. (1991 etLe Besnerai§19933.

L'utilisation d’'un critere composite, constitué d’un teznd’attache aux données et d’'un
terme de régularisatiaa priori s'interpréte en terme probabilistes dans le cadre de fémige
bayésienne (cf. section suivante), qui généralise la plujgs méthodes évoquées précédem-
ment et offre les réponses les plus compléetes a des problamsés ouverts dans les autres
approches, comme le choix d’hyperparamétres (qui réglerpagticulier les poids relatifs
des termes d’attache aux données et de régularisationpptintiisation de critere multimo-
daux Demoment & Goussar(20017)], qui concerne la majeure partie de ce manuscrit.

1.4 Inférence bayésienne

Cette section rappelle quelques rudiments d'inférencédiagne utilisés dans ce manus-
crit, et s’'inspire largement d®gmoment & Goussar(2007)].

1.4.1 Base théorique

On cherche a relier la probabilité du produit logigd®&, c’est-a-dire de I'événementA«
et B », aux probabilités séparées deet de B. On raisonne sur les probabilités condition-
nellesp(A|C), p(B|C) etp(AB|C), C décrivant I'ensemble des informations que I'on a sur le
probléeme a résoudre. Les deux principales lois utilisért:so

— larégle du produit :

p(AB|C) = p(A|BC)p(B|C) = p(B|AC)p(A|C); (1.19)
— larégle de Bayes qui s’en déduit :

p(A[BC)p(B|C)

(1.20)

Lorsque I'on doit résoudre un probleme d’inférence, on alsp:
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— de donnée®

— d’informations généralessur le probleme (par exemple d’'un modéle de bruit)
et on cherche a déterminer un ensemble de paramétres ircconnu
La démarche consiste a construire une loi de probahilii¢D/) sur z tenant compte des
donnéed et des informations généralésappelée loia posteriori

En appliquant la regle de Bayes, ona:

p(Dlzl)p(z|l)
p(D|I)

p(D|I) est une constante vis-a-vis del’équation précédente s’écrit donc :

pla|DI) =

p(x[DI) o< p(DlaD)p(x|1)

Vraisemblancep(D|zI) Le plus souvent, on dispose d’'un modéle de formation des don-
nées, c'est-a-dire que I'on sait évaluer la probabilitébtémir les donnée® connaissant.

Ce modeéle fait partie des informations générdleEn d’autres termes, on connait la proba-
bilité p(D|xI), ou probabilitédirecte Lorsqu’on étudie la dépendance de cette loi vis-a-vis
dex, cette loi est appelégaisemblanceEn effet, les inconnues,, les plus vraisemblables
connaissant les donnééssont celles pour lesquelles la probabilité direet® |z, 1) sera
maximale.r,; est I'estimation de: au sens du maximum de vraisemblance :

ZTyry = argmax p(D|xl)

Loi apriori p(z|I) D’autre part, on peut disposer d’'une informat@priori surzx, c’est-a-
dire d’une loi de probabilit¢(z|I). Par exemple, le fait que les pixels de I'image sont d’inten-
sité positive correspond a:
I)=0 ourr € R™;
plalD) pourz € R w21)
p(z|I) = cste  pourw € R™.

Si I'on n’a aucune informatioa priori, cela signifie que toutes les valeursadsont équi-
probables, et donc quéx|I) = cst.
La loi a priori n’est pas une distribution de probabilité au sens strictedné, basée sur un
grand nombre de réalisations deElle est une traduction mathématique des informatens
priori dont on dispose, c’est-a-dire qu’elle prend des valeuratdid plus faibles que est
incompatible avec lea priori.

1.4.1.1 Lestimateur du maximum a posteriori (MAP)

La loi a posteriorirésume I'ensemble des connaissanceszsarl’issue de la prise de
mesures. On ['utilise pour définir un estimateur:dde plus classique étant I'estimateur du
maximum a posteriori(MAP), qui consiste a choisir maximisant la loia posteriori:

Tyap = argmax p(x|DI) = argmax p(D|xI)p(z|1)

Lorsqu’on ne dispose pasalpriori, c’est-a-dire quep(z|/) = cst, alors les estimations du
maximum a posterioriet du maximum de vraisemblance sont identiques.
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Les lois statistiques utilisées dans la pratique sont sduwsgonentielles. Il est donc pra-
tique de posel/ (z) = —logp(xz|DI). On a alors :

Tyap = argmax p(x|DI)
= arg min(— log p(z|DI))
= argmin J ()
= arg min [— log(p(D|xD)p(x|I)) + cst]

= argmin | —log(D|zI) —logp(z|I)

J J

~~ ~~
Jdata Jprior

Eyap = argmin J (z) = arg min [Jyata + Tprior)

Pour calculer I'estimation de au sens du maximuma posteriorj on minimise un critere
composite contenant :

un terme d’attache aux données7,.:., , appelé aussi anti-log-vraisemblance, et qui est I'op-
posé du logarithme de la loi de vraisemblance des inconragtgst les données, et qui
traduit donc bien I'adéquation de I'estimée aux donnéeasDacas d’'un modele additif
D = Hz + B avecB un bruit gaussien, de moyeniikeet d’écart-typers, Juuw, S'€Crit :

(D — Hx — B)?

2 : = 2x}(2)
Op

et I'estimateur du maximum de vraisemblance est dans cedeasique a I'estimateur
aux moindres carrés ;

un terme d’apriori J,...r , qui est I'opposeé du logarithme de la loi statistigupriori suivie
par les inconnues. On introduit généralement un parameéteemettant de régler le poids
relatif de I'a priori par rapport aux données :

j(l‘) = jdata(m) + :ujprior(x) (122)

Le MAP est souvent interprété comme un maximum de vraisemblaénalisé, le terme
d'a priori J,...» pénalisant les solutions de forte vraisemblance mais ipetities avec les
informationsa priori surz.

L'utilisation de critéres pénalisés est une méthode adassile régularisation, a laguelle on peut
arriver sans faire intervenir le cadre de I'inférence bay@se : nous en avons vu un exemple
avec les méthodes du Maximum d’Entropie (MEM). A ce stadepeut donc réinterpréter le
MEM comme une méthode bayésienne correspondant a un chicutiar de loia priori, et
qui tend a pénaliser les solutions de faible entropie :

p(x) oc eEntroPE@) (1.23)

Une fois le modéle direct de formation des données, et dom@laemblance, fixés, les diffé-
rentes inférences surse distinguent par le choix du terme de régularisation t-Gedire par
le type d’informationsa priori injectées dans la reconstruction. La section suivanteneples
principales loisa priori utilisées en interférométrie.

1.4.2 Loisapriori classiques

Le choix de la loia priori utilisée ne dépend pas seulement de sa capacité a améliorer
la qualité de la reconstruction. Elle doit en outre condairen critere composite simple a
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minimiser. Ainsi, on préférera les termes de régularisatmnvexes — donc a minimum unique
—, et méme quadratiques.

Certainsa priori ne sont pas introduits explicitement dans I'inversion sousie d’'un terme
de régularisation. C’est notamment le cas pour CLEAN (aftise 1.3.4), ou I'hnypothése d’'un
objet constitué de points sources est pris en compte pg&rifirédiaire de I'algorithmie méme,
ou pour I'algorithme de Richardson-Ludyjcy (1974)], ou la solution est régularisée par arrét
avant convergence. De la méme facon, le choix d’'une basesdeétisation de I'objet contient
implicitement des informationa priori, telles que la fréquence maximale de I'objet. Cette
section décrit les types principauxadpriori explicitesutilisés en reconstruction d’image.

1.4.2.1 Contrainte de positivité

Cet a priori étant toujours valide, il est utilisé de facon quasi-systique, et souvent
en conjonction avec une autre régularisation. Elle estqudigrement utile sur des objets de
type astronomique, c’est-a-dire a support réduit. En eféepositivité empéche I'apparition
de variations haute fréquence hors du support de l'objes (edes haute fréquence
entraineraient I'apparition de pixels négatifs). L'i#iltion de cette contrainte nécessite une
bonne connaissance du flux de I'objet.

La positivité peut s’interpréter en termes statistiqueamm@ une probabilité nulle pour les
valeurs négatives des pixels, et constante pour les vgtesisves. Le termgJ,,,.;,. correspon-
dant est infini sUR* et constant suR ™.

Néanmoins, les méthodes de minimisation de critéres éanest a base de descente locale, le
gradient infini au passage de 0 qu’un tel terme de pénalisatitrainerait serait dommageable
a la convergence de l'algorithme.

De fait, la contrainte de positivité est la plupart du tempsgoen compte au niveau de |'opti-
misation par une modification de I'algorithme.

Il existe plusieurs techniques d’'implantation de la canteade positivité :

Entropie Comme nous I'avons vu sectidn3.5 la contrainte de positivité est implicitement
imposée par un critere de régularisation entropique.

Reparamétrisation L'objet X étant positif, il peut s’écrire par exempk = a>. On a alors
OAX) — 0JX) . 0X — 9q 27X | a dérivée du critére s'annule pour tout pixel nul. Tout
pixel atteignant O lors de la minimisation sera donc gelédé&faut peut étre contourné
en utilisant d’autres paramétrisations, par exen¥le- exp a. Cette reparamétrisation

a cependant tendance a ralentir la minimisation.

Activation des contraintes Cette méthode repose sur I'étude du support de I'objetipopit
timal, c’est-a-dire sur les pixels non-nuls de 'objet pibsiptimal :

— Si le pixeli de I'objet positif optimalb** est non nul, alors le gradient du critere par
rapport a la valeur de ce pixel est nul. Sinon, en faisantu&rdh valeur de ce pixel,
tout en restant positive, on pourrait faire diminuer la valdu criteére eb™ ne serait
pas optimal.

— Sile pixel: de I'objet positif optimab™ est nul, alors le gradient du critére par rapport
a la valeur de ce pixel est positif ou nul. Pour faire diminlaevaleur du critére, il
faudrait diminuer la valeur du pixé| c’est-a-dire lui donner une valeur strictement
négative.

Ces conditions, dites de Karush, Kuhn et Tucker, sont laegenitilisées en optimisation

mathématique (pour plus d’'informations, voir annéxpagel6l) .

« Slack variables » Une autre fagon de traiter le probleme est d'imposer lesraonesX =
s ets > 0. Les s sont appelées «slack variables». Leur utilisation perriaetcélérer
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la convergence d’une minimisation sous contrainte de ipdsit(voir Giovannelli &
Coulais(2005).

Nous avons opté pour la méthode d’activation des contmihtatilisation de « Slack va-
riables » constituerait une ameélioration du programmesetiee des suites envisagees a ces
travaux.

1.4.2.2 Régularisation quadratique ou L2

Il a déja été mentionné qu’en inférence bayésienne, un tdemégularisation s’interprete
comme une loa priori sur I'objet selon I'analogie formelle :

\Zyrior(w) = - logp(m)

Une régularisation quadratique consiste a considérerraretde régularisation (quadratique)
de la forme :
u7pm'or(w) = (-’»U — CUO)TW;B(ID — .’,CO)

Elle correspond donc a une statistiqupriori de I'objet gaussienne :

p(x) ox o He-a Wale—a?)

ouz! estlek® pixel d’'un objeta priori °. Le caractére convexe d'un tel terme de régularisation
permet de restreindre le nombre de nombre de solutionsaquotes (en terme de valeur de
critére) du probléeme inverse considéré. La régularisajieadratique est entierement spécifiée
par le choix de I'objet priori, et surtout de la matric® ,, qui S’interprete comme I'inverse de
la matrice de covariance sur les pixels de I'objet. SelotenE de cette matrice, on distingue
deux types de régularisation quadratique.

Régularisation a pixels indépendants Cette régularisation classique consiste a choisir
W, = Diag{wy} :

jprior(w) = Z U)k(SCk - 552)2
k

Régularisation paramétrée par la Densité Spectrale de Pusince (DSP) Le terme da
priori précédent est sensible, dans le cas général, a une translatiobjet. En effet, pour que
ceta priori soit invariant par translation, il faut qud , soit d’'une structure particuliére, dite
« Toeplitz a blocs Toeplitz ». Pour faciliter 'implantati@lgorithmique, on fait I'approxima-
tion que cette matrice est circulante a blocs circulantecAsette approximatiody ,, diago-
nalise dans la base de Fourier :

(@ — %) "Wz — 2°) = (& — )" W,(T - 2°) = (& — 2°)"Diag{ DSP'} (& — 3°)

ouDSP est ladensité spectrale de puissance de I'objgt’est-a-dire la répartition en fréquence
de I'énergie de la TF de I'objet. Le critéeepriori sur I'objet s’écrit donc :

Gn(e) = 3" EO =20

DSP(v)

Cette distributiora priori correspond a une distribution gaussienne du coefficiersa déIde
I'objet pourtoute fréquencer de la grille d’échantillonnage de la TF discréte:

11E0)-72w)|?

p(z(v)) x e 27 DSPW) (1.24)
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C’est ce modéle de DSP qui joue le rdle de pondération dert'@#objet moyen. La
pondération des données utilisée dans l'algorithme WIRdEhifieset al. (1997)] peut donc
s’interpréter comme une régularisation quadratique. luggott du temps, on cherche a pré-
server les basses fréquences de I'objet reconstruit, efudaréser les hautes fréquences — qui
concentrent la majorité du bruit — en les ramenant verselel’ objeta priori, c’est-a-dire
généralement vers 0 ('objet moyen est en premiere appridah@ un objet constant, de flux
égal au flux mesure). Le profil de DSP doit donc étre passedlfiasg’opérer un lissage des
hautes fréquences tout en préservant les basses fréquences
En particulier, en I'absence d’une contrainte de poséivia pondération et le fenétrage
évoqués section.3.3 sont équivalents a une pénalisation quadratique du prablgans le
domaine fréquentiel— résultat connu par ailleurs (maissdoume duale) en analyse spec-
trale[Giovannelli & Idier (200J)]. En effet, ces opérations, comme la régularisation paP,DS
modifient les poids relatifs des données en fonction de lé&guknce radiale. L'utilisation de
la pondération des données pour régulariser le problen®eé&udiée en particulier paannes
et al. (1987).

Comme nous l'avons déja mentionné, I'enjeu de la réguldmisajuadratique est moins
le choix de I'objet par défaut’ (que I'on peut généralement fixer a un objet constant) que
la longueur de corrélation de I'objet, c’est-a-dire sa matde covariance ou son profil de
DSP. Une méthode de détermination de profil de DSP sur lesegsrest décrit sectich4.3
L'utilisation d’un critere de régularisation quadratiqeenduit, dans le cadre d’un bruit additif
gaussien, a un critére composite quadratique lui ausst,l@mulation du gradient se résout
par une simple inversion linéaire (plus ou moins «rentatdelon la taille de la matrice a
inverser), lorsqu’il n’y a pas de contrainte de positivib&ns le cas contraire, la minimisation
sous contrainte de positivité d’'un critere quadratiquéeras probléme classique que I'on sait
traiter efficacement.

1.4.2.3 Préserver les bords francs ; L1L2

Le terme de régularisation L2 décrit précédemment péndbstacon identique un bruit
haute fréquence et les éventuels bords francs de I'objéttepod donc a «adoucir». Pour y
remédier, il est possible d’utiliser une régularisatiom ggnalise quadratiquement les faibles
gradients, et linéairement les forts gradien®&den(1990]. La partie quadratique assure
l'atténuation du bruit tandis que le comportement linépioer des forts gradients permet de
préserver les bords francs de I'imadgopman & Saue(1993)]. De telsa priori sont appelés
«linéaires-quadratiques », ou L1L2

Laurent Mugnieret alproposent un terme de régularisation linéaire quadratispteope
[Mugnieret al. (20048] sur le gradient de I'objet :

Trire(x) = pé? Z Jrire (W) (1.25)
Im

avec

frirz(a) = a —log(1l + ||Ve|) (1.26)

La fonction f;,7- est quadratique proche de 0 et linéaire loin de 0, le crifgére. a donc
bien le comportement recherché.
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1.4.2.4 Apriori «blancs »

Cependant, une telle régularisation, en pénalisant, dmfaertes linéaire, les forts gra-
dients, lie les pixels voisins de I'objet entre eux. Si 'mubaite ne pas empécher I'apparition
de pics isolés a la limite de résolutiane. un pixel trés brillant entouré de pixels sombres, il est
possible d'utiliser ce terme de régularisation L1L2 blammté L1L2,, sur la valeur des pixels
et non sur la norme du gradient :

T2, () = Z Jraire(zr) = Zxk —log(1 + xy)
k k

Si I'on souhaite que les pixels ne soient pas ramenés verssvers une valeua priori z?, il
suffit de modifier le critere en

Tz, (@ @) =) fraa(oe —ag) = > oy — af) — log(1 + x4 — af)
k k

Ce terme de régularisation s’interprete en inférence liayds comme une loi de probabilité

dex de la forme :
p(a) = [[ e Lusatesh)
k

c’est-a-dire que les valeurs de deux pixels, méme voisim#, deux variables considérées
indépendantes.

Desa priori L2 du type

jprim“(w) - Zwk<xk - x2>2’

k

ou de positivité, sont eux aussi depriori blancs, c’est-a-dire ne liant pas les pixels entre eux.
lls s’interprétent comme des «ressorts de rappel » raménajet « vers I'objeta priori x°,
avec une raideur variable (quadratique par exemple enaggation L2).

La régularisation entropique est un autre exempgodiori blanc, dont le comportement est
proche de celui d'un L1L2 En effet, poulNityananda & Narayai(1982), toute pénalisation

de la forme
Tprior(®) = ) flar = 27),
k

ou la fonctionf présente une variation de pente rapide proche de la valeapgel, puis plus
lente loin de cette valeur, peut étre considérée commepgqtre.

La régularisation L1Lg peut donc s’interpréter, selon la définition Néyananda & Na-
rayan(1982, comme une régularisation entropique. Cependant, ldifong; ;- est stricte-
ment croissante, alors que la fonctietff; (x) = x * log(x) — x utilisée généralement dans les
méthodes entropiques présente un minimum (Figuté). Cette derniére tend donc a ramener
le fond vers une valeur non nulle, ce qui n’est pas le cas dmletibn f,175.
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10 F —f1(x) =
82_ ——————— x—log(1+x) _;
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FIG. 1.10 — Comparaison des fonctions de ce{tl et f12.
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Chapitre 2

Reconstruction d’'images a partir de
visibilités complexes.

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans le cas d’'une tndeufaible ou corrigée. Les
observables sont
— Les amplitudes de visibilités, affectées d’un brjt:

a’ = a(x) + ay

2.1
= |H x| + ay, @D
— Lesphasedde visibilités, affectées d’'un brudh, :
d_

= arg(H ) + ¢,

Le probléme a résoudre est un probléme de synthese de Failesra-dire de reconstruc-
tion de I'objet a partir d’échantillons, bruités ou pas, @eT$-. Selon le niveau de bruit sur
ces données, leur nombre et la couverture fréquentiellespondante, le probléme est plus
ou moins ardu. Dans le cadre de la radio-astronomie, le @noblde synthése de Fourier a été
tres largement traité (voir notammenhompsoret al. (1986et Lanneset al. (1996). En op-
tique, la difficulté vient de I'extréme sous-déterminatitinprobléme (cf. sectioh.3.1) du fait
des difficultés d’acquisition évoquées au chaplir&n particulier, une opération de gridding
(section1.3.3 s’avere inutile (en terme de codt de calcul) et méme péaks puisqu’elle
correspond a une approximation de la couverture fréqukmtie
Une autre spécificité de l'optique tient & un modele de brmipbase et module. A notre
connaissance, a I'exception de I'algorithme MIREhjébautet al. (2003] (décrit sectiont. 1),
aucune méthode de synthése de Fourier tenant compte a thufzigle nombre de données et
du bruit en phase et modules, caractéristiques de I'intarfétrie optique, n’a été publiée. En
particulier, les travaux deannes(19989 supposent un bruit sur des visibilités complexes, et
non deux bruits séparés sur phase et module.

2.1.1 Démarche

Linversion bayésienne du probléme nécessite d’établimanlele de formation des don-
nées, et de choisir un critére de régularisation basé sinftesnationsa priori disponibles. De
plus, lorsque I'on impose la positivité ou @npriori non quadratique, I'inversion ne peut pas
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se faire analytiquement. Une méthode d’inversion itéeadist donc nécessaire.
Notre démarche a consisté a:

— établir un modele de formation des données (Sectign

— déduire de ce modele un critére a minimiser (Secian ;

— établir un modéla priori de I'objet(Sectiorl.4.2);

— concevoir une méthode de descente du critére ainsi forewi¢g82.4.2 ;
valider la méthode sur simulations (Sectibh).

2.2 Construction du critére d’attache aux données

2.2.1 Modele de bruit

Estimer la statistique du bruit sur des données interfénogués est un probléme difficile,
et hors du cadre de ce manuscrit. Nous avons cherché a obeanméthodes utilisables sur
différents instruments, le modéle que nous utilisons delmic étre suffisamment général pour
ne pas étre restrictif. Nous avons donc considéré que ssubchrts-type sur chaque mesure
étaient estimés, et que les moyennes des bruits de mesiest étals (ou que les données
étaient débiaisées).
En I'absence d’autres informations, les bruits sur chagesure sont supposés gaussiens a
moyenne nulle, et décorrélés.

2.2.2 Critére d’attache aux données exacf %t

Les bruitsa® et ¢, sont considérés gaussiens blancs a moyenne nulle, d'égpetsespec-
tifs o, etoy,. Dans la suite de ce manuscrit, on ndtg (resp.R,) la matrice de covariance
diagonale de coefficients? (resp.ai), etW, (resp.W) son inverse. Puisque et ¢ sont
des vecteurs gaussiens, a moyenne nulle, et décorréledjseibution de probabilité est de la
forme :

pla, @) o e 2lo Weatol Wod]
x ex _l{abr{wa\ 0 Hab] (2.3)
T Py 0 |W, ®p

Le critére d’attache aux données s’écrit comme un terme’de

jdata(w) = a'gwaab + ¢EW¢>¢b
= [a - |H:c|}TWa [a® — |Hz|] + [¢" — arg(H:c)]T W [¢p" — arg(Hz)]

Dans la suite, on notergl(x) le terme[a” — |H:p|}TWa [a® — |Hx|]. Avec cette notation,
ona:

T @) = xa(@) + X (@)
Jdata () est une somme de carrés pour chaque fréquence spatiale

950 () = (\y?l - |y@-<:c>|)2 . (argyf - argyxx)f

Oa,i O¢i

avecy(z) = Hx, y' = atel?”.
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2.2.3 J%% n'est pas convexe

Dans I'objectif de la minimisation du critér@ posteriori 7 = Jd%t 4 7Prior |e terme
d’a priori restant a définir, il est important de s’'intéresser aux t¢érastiques mathématiques
du terme d’attache aux données. En particulier, 'existemcnon de minima locaux ggdata
influencera le choix d’'une régularisation.

La convexité d’'une fonction de plusieurs variable est unalitmn suffisante de I'absence de
minima locaux, nous avons donc étudié la convexité&rdg®.

2.2.3.1 Etude dgjd™*

La fonctionjdat= est une mesure de I'écart entre la visibilité mesuyréet le modélegy(x),
mesure dictée par la statistique du bruit. On peut I'intetigarcomme le fait que I'espace des
visibilités complexes est muni d’'une « norme » (ce n’est pathdmatiquement une norme),
qui n’est pas convexe.

Nous avons tracé les courbes iso-valeurj#¢*(y) dans le plan complexe. Ces courbes
relient les valeurs dg de méme probabilité :

Isog (j0) {y € C,j*(y) = k} (2.4)
Ces courbes définissent dassembles de niveaiéfinis par

Isop, (jdae) & {y € C,j**(y) < k} (2.5)

Or, si une fonction est convexe, ses ensembles de niveatixdessrensembles convexes. Le
réseau de courbes obtenu est présenté dans la figuee tracé démontre la non-convexité de
cette fonction. En effet, si I'on trace un segment (repré&sen pointillés sur la figur2.1) d’'un
bout & I'autre d'un des ensembles de niveau, on sort de cetdaie.

2.2.3.2 Démonstration analytique
Cette non- convexité se démontre aussi analytiquements Khauntrons ici que chacun des

deux termes dg¢'**? () pris séparément — terme en phase et terme en module — estmeaxeo

Sans perte de généralité, on étudie la convexité g¢&'*(x). De plus,
puisque y; se déduit dex par une opération linéaire, on étudie la convexité de

. -data RS argyd—argy >
Jily) =i () = (557 ) + (T )

O¢,i

Si jdate est convexe elle verlflejdata (d2) < 1 (jdata (yy) 4 jdata (yy))
On choisit iy, = yle™ ety, = yle =5*.Onaalors:

jidata <y1 _g y2) _ data( /2)

_ (yd == wi/2))? (argy? —arg(—y¢/2))?
20 20%
_ (yf1/2)y? (argyf — (argy? + m)*
2
20“ 20,
e
= Q.2 2
ZU(M
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Zdata(y)

O

FIG. 2.1 — Courbes iso-valeur gé*(y), pourc,; = 0,1 eto,; = 0,6 rad.

D’autre part, on calcule :

2im 2im
jatay,) (i —lye > 1)* | (argyf —argyfe s )?
! ! 20371- 20;71-
NG,
~ 52 2
20a7i QJW
B 272
~ 0-2
90¢7i
j;iata(yQ) — j;iata(yl)
Onadonc:
1 -data -data 47T2
5 (.7@' (y1) + Ji (?J?)) = 02
2 90¢7i
< m
=5 9
20(;571.
N (73
- 20;1. 802,@

1 -data -data -data
5(%“ (1) + 45 (y2)) < G (

Y1+ Y2

)

Ceci prouve que chacun des deux morceauy/dé n'est pas convexe, et donc qu#'* ne

I'est pas.
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2.2.3.3 Deéfinition d’'un complexe gaussien

Nous avons montré qug“®* n’est pas convexe. Pourtant, la distribution de bruit dgsoc
est additive gaussienne :

a’ =a(x) + bruit gaussien
¢ =p(x) + bruit gaussien

et les lois gaussiennes sont des fonctions convexes. Leadetton vient de I'espace vectoriel
dans lequel on se place.
Une variabler est gaussienne si et seulement si sa distribution s’écrit :

r—x
p(z) X exp———5- o#0

Un vecteur est gaussien si et seulement si toute combinhistaire de ses composantes est
une variable gaussienne. Pour un complexe, on utilisetlgf@C est isomorphe au plaR?.

On en déduit qu’un complexeest gaussien si et seulement si le vecteur constitué de gespa
réelle et imaginaire est gaussien :

e [ 300 w3020

avecW une matrice symétrique réelle définie positive.

Cette définition est évidemment valable pour n'importe lguease du plan complexg,
qui se déduit de la base canonique par combinaison linéage/ecteurgl,0) et (0,1) : un
complexe est gaussien si et seulement si le vecteur candtitges coordonnées dans une base
guelconque d€ suit une statistique gaussienne.

Il sera utile par la suite d’expliciter la distribution deopabilité d’'un complexe gaussien
dans une base quelconque du plan complexe. Toute baseanmthégte, .4, e;.,) du plan com-
plexe correspond a la rotation d’'un anglede la base canoniqugR; S} (cf. Fig. 2.2). La

3
Ctan
verad
14
AERNR
/
/
0 R

FIG. 2.2 — Bases orthonormées du plan compléxe

matrice de passage est une matrice de rotation :

| cosyp  sin®
R(¥) = [ —siny  cosv } ' (2.6)
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Si b a pour coordonnéds,q, by., dans une base orthonormge,.q; e:.,} de C de matrice de

passag&R(y),ona:
|56 | =R [

2

OU b = R(be™™) ethian = S(be™™)

2.7)

Il est alors facile de voir que {i 2%% } est gaussien, de covariance invevke alors{ Zrad }
1 tan

est gaussien, de covariance inverse

W =R())"WR() (2.8)

2.3 Approximation convexe quadratique du critere d’at-
tache aux donnees
Une solution pour s’affranchir des problemes liés a la nomvexité du critére d’attache

aux données est de remplacer le bruit «réel» par un bruibapgrdonnant lieu a un critére
d’attache aux données convexe.

2.3.1 Modele de données en radio-interférométrie

Ce probléme de non-convexité du critere d’attache aux demest une spécificité optique,
due au fait que I'on mesure séparément phase et module dbgitéis complexes. Dans le
domaine des ondes radio, on mesure directement un complexee fait, le modele de bruit
est différent et conduit a urritere d’attache aux données convexeen effet, on considére en
radio-astronomie un modele de bruit additif sur la mesureisibilité complexe :

y'=y(z) +y,
La distribution dey,, est assimilée a une distribution gaussienne

p(yy) o s Wyy,

ouy, " est le transposé conjugué du vecteur compigxet oUW, est une matrice diagonale
de coefficientsr, .
Le critere d’attache aux données s’écrit comme un terme*dir un complexe :
TN @) = y," Wy,
H
= [~ Ha)"W, [y - Ha]

Jdta () est une somme de carrés pour chaque fréquence spatiale

(ﬁWMZ<W—%m02

Oy,i

avecy(z) = Hx,y? = a%e”. On a associé au plan complexe des visibilités complgxee
distance qui est, au facteur;f pres, la norme euclidienne canonique. Les lignes isoer{tgr
eq.2.4) sont :

Iso(5*) = {y, |yf — y|> = koo ;}
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3

Optique <. —.—._. _|

FiG. 2.3 — Courbes isocritére pour les modeéles , pour de bruijopto,, = 0,1 eto,, =

0,6 rad) et radio ¢,,; = \/al0,,04,).

Ce sont donc des cercles concentriques, d’ou I'appellak®bruit « circulaire ». La figuré.3
présente les courbes isocritere obtenues pour les modekasid radio et optique.

La plupart des méthodes de traitement de données interérigoes ont été développées
dans le domaine des ondes radio, et postulent un modeéle desibculaire. C’est ce modele
qui est utilisé notamment dans les travaux de André Lannasteriérométrie optigueannes
(1998h. Il est donc naturel de chercher dans un premier temps @cipgrle modéle de bruit
optique par un modele de bruit circulaire. Le probleme e8t faut déterminer un écart-type
o, en fonction des,; et deo, ;. On peut choisir I'écart-type, ; de telle sorte que les en-
sembles de nivealdo,, (cf. eq.2.5) pour les modeéles circulaire et réel soient de méme aire :

kwaivi = / / adade

(a,¢),aei¢ eIgOk’erdata

Oyi =1/ a%0,,04; (2.9)

Néanmoins, on voit qu'avec I'approximation circulaire, pard le caractérdirectionneldu
modéle de bruit réel. Nous nous sommes donc posé le problgéinans:
— Existe-t-il d’autres approximations gaussiennes quaisat plus proches de la distribu-
tion réelle ?
— Plus généralement, comment mesurer la qualité d’'une rippation convexe ?

Le calcul donne :
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2.3.2 Choisir la « meilleure » approximation gaussienne

Notre objectif étant de comparer le modéle réel du bruit¢gaun en phase et module) a un
modele de bruit complexe additif® = y(x) + vy,,, nous avons entrepris de mettre le modéle
de bruit optique sous la forme d’un bruit complexe additdotson2.3.2.), et non sous la
forme d’un bruit en phase et d’'un bruit en module. Nous avéms @aenté de définir un critére
de qualité pour une approximation gaussienne, et de déterriapproximation gaussienne
optimale selon ce critére.

Dans cette section, on ne considére qu’une seule fréqupatialsy. Les visibilités complexe
Yo, €n amplituder, ou en phase, seront notées, a et ¢, pour ne pas surcharger les calculs.

2.3.2.1 Bruit complexe additif équivalent

Ona (cf. Eq2.1et2.2)
(2.10)

et on veut un modéle de la forme

y' =y(x) + yp (2.11)

On forme donc des pseudo-mesures de visibilité complgkesadel?” :

) el (@(@)+¢0)

(a(x) + ap) €] ) — a(z)e®)
(a() + ap) €% — a(z)] )

+ [(a(z) + ap) €% — a(z)] e

I
)
/N N N
8
~— ——
(DD—'D—'
-
OO
-

En identifiant cette expression avec I'équatibhl, on obtient :
y = [(a(z) + ap) €% — a(x)] el¢@) (2.12)

Il est évident, avec ces notations, que le bruit complgx€eest pas gaussien, et que le modele
de bruit n’est pas additif.

Pour étudier ce bruig, , on choisit la base orthonormée correspondant a une notditim
angley = ¢(x) ou ¢(x) est la phase «vraie », c’est-a-dire la phase de la TF de t'able
fréquence considérée (BER). Dans cette base, les coordonnéeg,d®nt (Eqs2.12et2.7) :

( Yp-€1aa = R(ype ™))

=R {(a(z) + @) e — a(x)}
(a(x) + ap) cos ¢p, — a(x)
445(3;))

(2.13)

Yo-€tan = S(ype
S{(a(z) + ap) € — a(x)}
= (a(x) + ap) sin @,




2.3. Approximation convexe quadratique du critére d'dtéagaux données 51

— La distribution exacte est donnée par (Ec page44, pour une seule fréquence) :

Tr —2
p(ay, d) O(exp—% [ (C;z } { 08 022 } { ;bb }

— Une distribution gaussienne approchée s’écrit :

L (yo — Up)-€rad }T [ (Yp — Yb-€rad }
—= & 1% 7 2.14
p(yb) P 2 |: (yb - yb)-etan 4 (yb - yb)-etan ( )

— Le cas particulier d’'une distribution circulaire corresg aW,, = o, *Id, aveco, pou-
vant étre choisi selon I'’équatiof.9.

2.3.2.2 Distance de Kullback

Il est nécessaire de définir une distance entre deux distit®) de fagon a déterminer la
distribution gaussienne la plus « proche » de la distriloutézlle. Il existe plusieurs distances
entre distributions, par exemple les distances de MinkgwiskBhattacharyya, dy?. La dis-
tance de Kullback-Leibler est définie par :

/f log du = —Ef {log g} + cst,

avec & {} I'espérance selon la Igi. Cette distance nous a semblé adaptée pour deux raisons :
— C’est une «log-distance », facile a calculer pour des laissgiennes;
— Cette distance n’est pas symétriqu(f, g) # A(g, f). On la notera donc plutot

Af(g) = —E; {log g} + est

Dans le cas qui nous occupe, les deux lois & comparer n’onépa8me statut. Une des
deux lois, f, est la loi décrivant le modele&el, et l'autre,g, en est une@pproximation.
Cette dissymétrie de la distance de Kullback Leibler esépafite avec notre probleme.
La distance d’une loi gaussiengea la vraie loi f sera égale a I'espérance selpmle
log g(u).

On définit donc un critére de qualité d’'une approximationsganne; de la loi vraief par :

As(g) = —E;{log g}

2.3.2.3 Approximation quadratique optimale : 'approximation elliptique

Un résultat vraisemblablement classique, mais dont naysygons une démonstration suc-
cincte en annexé, permet d’affirmer que pour toute distributigiix), la distribution Gaus-
sienne définie par

( 1 (@) M (@ 2)
LX) = —F7———eXpP—= (L — X r — X
g V2mdet M P 2
ou M est une matrice symétrique réelle définie positive, et geirdtle minimum de la Dis-
tance de Kullback-Leible¥(f, g) est telle que :

ﬂw—@ﬁﬂﬂw—@&ﬂf} (2.15)
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Nous avons donc appliqué ces résultats au bruit compleent les coordonnées dans une
base orthonormée particuliére (Sectib@.3.3 s’écrivent (Eq2.13) :

Yo-€rad = (a(x) + ap) cos ¢y — a(x)
Yp-€tan = (a(x) + ap) sin ¢y

d

L'équation2.15 appliqguée au vecteur” “* | donne (voir annexa) :

Yb-€tan
4 _ B 0_35
{ Ub-€rad | _ | a(x) (62 — 1)
yb-etan i i 0
R [ olal 01 Lie %5241 < i a*(x) ‘ 0
v 0 |o? a —° —e_
\ Wl 0 [ 1% 2 | e 2

(2.16)

On constate que :
— R, est diagonale dans la base particulié¢g, e(.,) décrite sectior?.2.3.3 ce qui en
justifie le choix;
— dans le cas geéneéral, I'approximation optimale n’est paes lancirculaire, carR, #
o?ld,c’est-a-dire que? ; # o ..

2.3.2.4 Approximation quadratique au premier ordre enc;, o} eta

Pour pouvoir analyser qualitativement cette approxinmtiptimale, nous avons fait un
développement au premier ordre€heto;, des parametreg,.e ., opq €ton, :

0_2
Ub-€raq = a(x) (e;> — 1)
a(x)o
-2
~0sia(x) < 1

(

2 2
—0 —0
9 1+e™@ 5, 1—e"

Orad = 2 a 2 az(m) (217)
a?(x)o?
~ 0_2 + ( ) ¢
2
~olsiad’(x) <1
) 1—e % N 1—e % 2() a(x)o}
0. =  ———0 — a4 |\ ~
L tan 2 a 2 2

On voit qu’au premier ordre en’ et U;, et pour des visibilités en amplitudéx) faibles
devant 1, I'approximation elliptique n’est pas biaiséett€aypothése sur les amplitudes est
I’hypothése la plus forte, et est donc susceptible de génkx®erreurs de reconstruction. La
principale différence entre I'approximation optimale @b sléveloppement au premier ordre est
le biais dans la direction radiale. La différence de pereomoe entre les deux approximations
elliptiques, si différence il y a, devra étre mise en évidepar simulations.

L'écart-type dans la direction radiale est, de fagon piBl@strés proche de I'écart-type en
module de la distribution originale. L'hypothese faite kg visibilités est?(z) < 1, qui est
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une hypothése moins forte quér) < 1.

Enfin, I'écart type dans la direction tangentielle est, anper ordre, la longueur de I'arc de
rayona(x) et d’'angles, (Figure2.4).

&l

€tan €rad
Otan = @ * J¢\/

Orad = Ogq

O )18

FIG. 2.4 — Interprétation graphique des écarts-type de I'appration optimale développée
au premier ordred, ; = 0,1 eto,,; = 0,6 rad).

De plus, on peut faire les remarques suivantes :
— Le développement limité au premier ordre des parametréamjeoximation optimale
conduit a laméme loi qu’un développement limité de la loiai@s» autour du maximum;
— pour la loi «optimale » développée au premier ordre, legrabtes de niveau ont la
méme aire que ceux de la loi vraie, et que la loi circulaireéqgf.9)
La figure 2.5 montre la forme des lignes isocritere pour les distribidicivraie »,
«circulaire » et « optimale » développée au premier drdda retrouve pour la distribution op-
timale des lignes isocritere elliptiques, dont les axe$ gpentés selon les vecteuis .q, €tan )-

Par simplicité des calculs, on considérera dans la suitéveldppement limité au premier
ordre de I'approximation optimale (avec I'’hypothése dél&s visibilités).

2.3.3 Le critére 7.,

Dans cette section, on étudie le critere d’attache aux dmfig obtenu avec I'approxima-
tion elliptique optimale du bruit. Les indiceisque nous avions omis dans la section précédente

1’ approximation elliptique est tout aussi valable dansde oto,, ; > alo, ; [Meimonet al. (naméd].
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Distribution « optimale »=-—-—-—-—-

Distribution «vraie» <-—-—-—-—-—. -

Distribution « circulaire »-—-—-—-—-

FIG. 2.5 — Courbes isocritere pour les distributions «vraieeiraulaire » et «optimale »
(04: =0,1eto,; = 0,6rad).

doivent ici étre mentionnés.

2.3.3.1 Forme du critére 7,

Avec notre approximation, le bruit, ; suit une statistique gaussienne

1 UYb,i-€rad * X Yb,i-€rad
i) X exp —— ’ W, ’
p(yb’ ) P 2 |: Yb,i-€tan } v Yb,i-€tan

avec

— -1 ~ i —2 —2
Wy,i - Ry,z‘ — Dlag{gradJ’ Utan,i}
et
Orad,i == Oa,i, Otan,i =~ CLZ‘(IE)O'QM'

On peut donc réécrire la loi de probabilité :

1 [(yb,i~erad)2 + (yb,i-etan)2]

plyn) o exp —3 [ 2

rad,i Utan,i

On en déduit le critére d’attache aux données approché :

data __ ,,. 2 data __ ., \2
eill _ ((yz y;(m))'eradﬂ) + ((yz y;(m))-etann) (2.18)

g

rad,i atan,i
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Cette expression est une norme carréeysur = y;(x) — yiate

j” = HyreSZHellz
el = (z.€rad.0)* | (2.€4an.i)?
ell;i U?ad,i Utzan,i (219)
%2(2671 d)?ata) %2(2671 (;stiiaca)
B O-I?ad,l- UtQan,i

2.3.3.2 Forme matricielle du critére 77,

Le critere.J;, a été construit de fagon a obtenir un critere convexe qugdmsurx. Nous
avons cherché a cette étape a exprigigrsous la forme

Ju(x) = (D - Mz)"-W - (D — Mz),

ou D contient les parties imaginaire et réelle des donnddsdépendant des fréquences
mesurées, &V dependant des,,q ; €1,y ;-

On définit pour un nombre, un vecteur ou une matriceV complexes quelconques :

zzlfz},éz[f"},ﬂzl%]. (2.20)

NV Y

La loi de probabilitée gaussienne approchée du bruit coneplex développée au premier ordre,
est:

1_ _
P(Ypi) o< exp —Q%T,i Wi
avec
Wi = R(¢i(x))" W, R(¢i())

WZ/Z - Dlag{grad i) Utan z}
= Dlag{aaﬂ ( )U¢7i)_2}

Ne connaissant pas(x) eta;(x), on utilise pour construire le modéle de bruit les mesures
correspondantes eta? :

Wi =R(¢1)"W,R(4)
Wy [ Dlag {arad 70 Jtan z}
~ Dlag{ 2 (a? 04i)" 2}
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2.3.3.3 De7, aJu

Le critére7.; est simplement la somme des terngés pour toutes les mesures :

Jeu(x) = Z Tou(x)
= Z (5 — ?7z‘(5’f'))T Wi (0 = i)

R(y! — yi()) R(y! — y1())
| [l 0 s
Yo — Y2 Yo — Y2\
— | S - () 0 | Wy S(yd — yo())
. . 0
R(yf — yn(@)) 0 | 101 Wy LI RGuE = yn(@))
| Syt —un(z)) | w, | Sk —yn(x)) |

On souhaite exprimer cette relation en fonctionjdeH etz (Eq2.20). On réarrange donc

I'ordre des coefficients :

B T [ 8% f— 1L ]
%Eyg—ylgwgg 10 010 ............ 0 %E‘zg_igw%;
Syt — iz 0 oo 01 0 ..ottt 0 Ry — ys(x
%Eyg—yzgmgg 010 0 0]............ 0 (8% = 4s())
S(ys — ya(x 0 i 00 10 0 p
Rys —ws(@) | =00 1 0 0[0 o | | Bl —uv(@))
S(ys — ys(x)) 0 o 0/0 01 0 o || Si—wn)

| Sy — 12(@))
R/% — (@) 0 10 ... o | | SWs - wsle)
Sy — yn(z 0 010 ool 1]
S o L s~ e |
¥ —p(e)
=P (3’ - y(=x))
:P(g:/d—I:{w>

Le critere J.;(x) s’écrit alors :

(@) = [P (@d - HacﬂT W, [P (@d - I?;e)]

— T
(@d . Hm) . P"W,P. (@d - Hm)

Wj3

D'ou

Jai(x) = (@d —Hm)T W - (@d—f{m)

(2.21)

Sous cette forme, il est évident que le critere d’attachedaumées?,; («) est quadratique

et donc convexe par rapportra
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2.4 Lalgorithme RIME : Reconstruction d'Images par Mo-
deélisation Elliptique

A ce stade de I'étude plusieurs questions se sont poséesroant :

— l'efficacité de notre « convexification» du critére, visia-d'une approximation circu-
laire plus classique.

— le critére proposé en fin de section précédente, qui estarsmn développée au premier
ordre du critere obtenu par approximation optimale. L&édéhce entre ces deux versions
du critere elliptique n’était pas a ce stade quantifiée.

— la capacité a reconstruire une image fidele a I'objet d'@&tésur données simulées ou
expérimentales, avec un critére d’attache aux donnéesdeqr

Pour pouvoir répondre a ces questions, la premiere étapaa@&lé d’élaborer une méthode
de reconstruction d’images a partir de visibilités compgxncluant, entre autres, I'adjonction
d’un critérea priori (section2.4.]) et I'élaboration d’'une méthode de minimisation de critére
(section2.4.2).

2.4.1 Construction d’'un modelea priori

Parmi la variété @ priori présentés sectidh4.2 nous avons opté pour une régularisation

guadratique sous contrainte de positivité. Ce choix a été&venpar les arguments suivants :

— Etant donnée la sous-détermination du probléme, il esesséire d'utiliser une
contrainte de positivité;

— le principal apport de notre méthode concerne une prisoepi fine du modéle de
bruit. Pour étudier le critére d’attache aux données qui d&duit, il est logique de se
placer dans le cas le plus simple, en termesptiori ;

— les objets sur lesquels ont été faites les simulationgi¢se2.5) ou le traitement de
données expérimentales (sectibf) sont des objets plutbt lisses.

Le choix d'un modéle de DSP et de I'hyperparamétre réglamtpleids relatifs du terme
d’attache aux données et du terma griori est traité sectiof.4.3

L'utilisation de la contrainte de positivité rend l'utiifon d’'une méthode d’inversion li-
néaire impossible. Cependant, le fait que sont quadratigua fois le critere d’attache aux
données —grace a l'utilisation de I'approximation convguadratique décrite sectich3- et
le terme de pénalisation nous a conduits a considérer urteodetle descente de type quasi-
Newton.

2.4.2 Une méthode de descente locale utilisant le calcul dtaglient
2.4.2.1 Une méthode de type quasi-Newton

L'algorithme OP-VMLMB de minimisation sous contrainte dasgtivité que nous utilisons
est un algorithme BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Sloqmte type quasi-Newton, élaboré
par E. ThiébaufThiébaut(2002. La positivité y est imposée par une méthode d’activation
des contraintes décrit plus en détail dans I'annéxA chaque étape de cette méthode, il faut
minimiser (sous contrainte que quelques pixels sont « g¢léa critere, qui dans le cas que
nous traitons est quadratique. Cette minimisation peut gerfaire en un pas si I'on dispose
du gradient et du Hessien en chaque point. Le calcul analytiy Hessien étant trop colteux
en place mémoire, cet algorithme en calcule une approxamatipartir du gradient. Dans le
cas non quadratique, méme si la minimisation est plus défidiest néanmoins avantageux
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d’utiliser un tel algorithme, qui interpole jusqu’au sedasrdre la fonction a minimiser.
Le gradient étant fournie sous forme analytique a I'algoni, la section suivante présente le
calcul du gradient du critére d’attache aux données.

2.4.2.2 Calcul du gradient

Le termeJ,,.;,» dépend de B priori utilise, et est généralement simple a calculer. Le gra-
dient du terme d’attache aux données décrit se@i@m3 (équation2.21 page56) est donné
par :

Jai(x) = (@d —Hm)T W5 - <1jd—1:'{m)

Sous cette forme, le critére d’attache aux données se déwsimplement :

aje”(.’lj) N 8@d — I:{CU ) 8‘76”({2)
ox ox 0y’ — Hax

— —(H)"-2w; (' - Ha)

= 2(H)"W; (Ha - ")

2.4.2.3 Critére d’'arrét

Plusieurs possibilités existent. On peut par exempleariés itérations quant la diminution
du critere d’'une étape a l'autre n’est plus quantifiableste&edire lorsqu’elle est inférieure a
la précision machine.
Une autre option consiste a tester non pas la diminution iterey mais la valeur atteinte par
la norme du gradient, puisqu’on calcule ce gradient a chataee. Néanmoins, nous n’avons
pas constaté de difféerence entre les résultats obtenuspsuaieux criteres d’arrét.

2.4.3 Une reconstruction non supervisée

Il est illusoire d’espérer établir une stratégie de minatien qui fonctionnera quel que
soit le type d’objet a reconstruire, sans intervention délisateur. Par contre, la possibilité
de calculer automatiquement un modeal@riori et une valeur d’hyperparamétpeoche de
'optimum est un apport notable. L'utilisateur de la métagmburra alors commencer par une
inversion « automatique », cwn supervisée pour ensuite affiner les réglages autour des pa-
rametres conseillés.

Il existe des méthodes de choix automatique d’hyperparasiéians un cas quadratique, no-
tamment les approches dites « L-curve », et qui visent aibegrila valeur des termes d’attache
aux données et de régularisatiodi¢r (2001)]. Une telle approche est néanmoins colteuse en
temps de calcul, car elle nécessite plusieurs tentativast ale pouvoir estimer I'hyperpara-
metre.

Parallelement, les travaux dewnneset al. (1994 proposent une regle de choix d’hyperpara-
meétre en fonction du conditionnement de la matrice du problédans notre cas, la matrice
H). Cependant, cette méthode nécessite une évaluatiotivédda conditionnement de la ma-
trice régularisée, et ce pour chaque valeur test des paresrad régularisation. De plus, elle
ne permet pas d’assurer I'optimalité de I'hyperparamébtermu lorsqu’une contrainte de posi-
tivité est imposée.

C’est dans ce but que nous avons proposé une méthode simgiwidede DSP pour une ré-
gularisation quadratique, dont la structure correspondravaux deConanet al. (1998. Une
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meéthode d’estimation des parametres de ce modele de DfiPemdeBlancet al. (2003, est
décrite sectior?.4.3.3 Nous ne prétendons pas atteindre un choix optimal d’hygrarpétre,
mais simplement un réglage correct a partir duquel I'opérgbeut affiner la reconstruction.

2.4.3.1 Estimation de DSP par Maximum de Vraisemblance

Le modéle de formation de données que nous avons élaboré&éabion2.3) s’écrit :
ydata — Hx + Y,

avec une statistique gaussienne du bruit. L'opéraluétant I'opérateur de Fourier associé
auxfréguences mesurées;, cette relation s'écrit :

data

yi 't =x(vi) + Y,

ou la TF considérée est une TF discréte.

On a vu gqu’une régularisation quadratique paramétrée paBR de I'objet revient a choisir
une loi gaussienne pour le coefficient de la TF de I'objet afugguence quelconque de la
grille d’échantillonnage de la TF discrete(EQ4) :

- _1E@)-3w)?
p(x(y)) xXx e 2 DSP(v)

En particulier, aux fréquences couvertes par l'interféetme on a :

~ _1Ew)=aw)?
p(ﬂf(vz)) ox e 2 DSPy

Avec ceta priori, le vecteurH x est un vecteur blanc gaussien, de matrice de covarigpee
Diag{DSP(v;)}.

Supposons que le brujt, est blanc et gaussien, de matrice de covarid®ge- Diag{c?}.

Si Hx ety, sont blancs et gaussiens, de matrices de covariance resgett et R, alors le
vecteur des mesurgg** est lui aussi blanc gaussien, de matrice de covaridyce S, + R, :

1 1 - ata
p(ydata) — ~(,,data yO)H(Ry) 1(yd ta yO)

exp —
= p—5(y
1 1(
exp ——-\y
\/27T|Sx+Rb| 2
data

_ 1 eXp_}Z |y — 7|
vhﬁfnpspoqy+@ﬁ 242 DSP(vi) + o7

data yO)H(Sm + Rb)—l(ydata o yO)

De fagon inverse, cette fonction est aussi la vraisembldada DSP de 'objet et de la matrice
de covariance du bru, = Diag{c?}, connaissant les mesurg$® :

E(S Rb|ydata) _ 1 exp _1 Z ‘y?ata — y?P
%%wam@+ﬁ) 2 4= DSP(v;) + o}




60 2. RECONSTRUCTION D'IMAGES A PARTIR DE VISIBILITES COMPEXES.

2.4.3.2 Modéle paramétrique deR, et DSP(v)

On dispose déja d’'un modeéle de bruit gaussien (seéidr8 page54). Cependant, pour
déterminer la DSP de I'objet, les calculs sont plus simpids bruit est supposé uniforme :
R, =1, Id:
data y?‘Q

1 |y
Sm data) __ .

\/27r [I(DSPw:) +})

De plus, on considére le modéle paramétrique de DSP prapms#net al. (1998 :
K
()
PO
Les paramétres;, ,K, py et p peuvent donc étre déduits des données par Maximum de
Vraisemblance, c’est-a-dire en maximisant :

DSP(v) =

E ’K’ ’ _ 1 1 |ydata |2
(rp £0; D) \/27{1(( po) - +02) exp ; (%1>p+ +o?

La figure 2.4.3.2montre la modélisation obtenue pour les données simulésepiees
section2.5page62.
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FiGc. 2.6 — Modéle de DSP.

2.4.3.3 Calcul automatique d’un terme de régularisation L2

Comme I'ont montrélancet al. (2003 dans le cadre de I'estimation d’aberrations par di-
versité de phase, les mesures interférométriques a « qgelfuéquences spatiales permettent
d’ajuster les parametres de la régularisation par DSPetjai, porte sur toutes les fréquences
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de la grille d’échantillonnage de la TF discrete :

Z(v) —2°(v)]?
Tprior () X XV: DSP(v)

Les auteursConanet al. (1998 notent quek régle lepoids i de la régularisation (Equation
1.22page37), qui peut donc étre estimé directement sur les données.

Le parametre ainsi déterminé serait asymptotiquemenmnap{pour un grand nombre de me-
sures) sile modéle de bruit était effectivement blanc ganss uniforme, et si 'on n’imposait

pas la positivité. Cette méthode permet néanmoins d’obtere valeur proche de I'optimum.



62 2. RECONSTRUCTION D'IMAGES A PARTIR DE VISIBILITES COMPEXES.

2.5 Validation sur simulations de RIME

Nous avons alors procédé a des simulations, dans le but de

— valider la capacité de RIME a reconstruire une image fidé&lgbget d’intérét, sur don-
nées simulées ou expérimentales ;

— quantifier 'apport de notre « convexification » du critasis;a-vis d’une approximation
circulaire plus classique;

— mesurer I'impact du développement au premier ordre eféestir les paramétres du cri-
tere obtenu par approximation optimale (Sectiod. 2.4page52) ;

— veérifier que la méthode de réglage automatique des pamsrdgirégularisation (Section
1.4.2page37) conduit bien a des estimées de I'objet proche du réglageaptie ces
parametres.

2.5.1 Données simulées
2.5.1.1 Lobjet

L'objectif de ces simulations était de valider la méthodead®nstruction dans une situation
aussi réaliste que possible. Nous avons donc choisi comeedibtest un modéle de source
astrophysique, en I'occurrence le modele de micro jet deil&Ru Lupus, proposé par Paulo
Garcia et alGarciaet al. (200]) (Figure2.7).

FIG. 2.7 —Modele de Micro-jet de I'étoile Ru LupuSérciaet al., 2001)

2.5.1.2 La couverture fréquentielle

Nous avons simulé la couverture fréquentielle obtenue awss télescopes du VLTI, pour
6 nuits d’observation de la méme source, avec 20 points damnpar nuit. La couverture fré-
quentielle est optimiste, en ce sens qu’elle est plus darsegjle que I'on obtiendra réellement
lorsque le VLTI sera opérationnel (limitée par le nombre digsd’observation disponibles, la
position de la source dans le ciel, etc...). En effet, il ésessaire d’avoir « beaucoup » de don-
nées pour pouvoir juger de la qualité du critére d’attachedannées choisi. Si I'on dispose
de tres peu de données, c’est le choix de la régularisaticsega prépondérant dans la recons-
truction obtenue. A l'inverse, si I'on dispose de trés noaoises données a bon rapport signal
a bruit, toutes les reconstructions seront quasi-pasfaéedifficile a comparer. Nous avons
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tenté de trouver une configuration suffisamment réaliste pooir valeur d’exemple, tout en
permettant de comparer les criteres d’attache aux donoésgiérés (Figuré.g).

5x107 1~

—5x107—

FiG. 2.8 — Couverture fréquentielle obtenue avec 3 des télescdp VLTI, pour 6 nuits
d’observation de la méme source, avec 20 points de mesuraipar

2.5.1.3 Le modéle de bruit

Les visibilités complexes sont bruitées selon le modéle

d

a
¢d

a(x) + ap

() + ¢,

ay, Suit une statistique gaussienne decorrélée d’écarteype 4,65.10 2a’.
a, suit une statistiqgue gaussienne decorrélée d'écartetype 0,27 radians.

2.5.2 Modeéele de DSP

Le modele de DSP de I'objet est estimée directement sur lesads (cf. Sectioh.4.2page
37). Sur la figure2.4.3.2page60, on peut constater que le modéle paramétrique de la DSP de
I'objet permet de décrire correctement les données.

2.5.3 Comparaison des approximations elliptiques et cirdaire

2.5.3.1 Comparaison de I'approximation optimale et de son é&veloppement limité au
premier ordre

Nous avions proposeé (Secti@r3.2.4page52) un développement limité de I'approximation
guadratique optimale. Sur 'ensemble des simulationsséed, aucune différence de recons-
truction entre ces deux méthodes n’a été constatée.

Il est possible qu'avec un rapport signal sur bruit (RSBhhius faible, le développement
limité que nous avons utilisé ne soit plus valide.Cependargc un faible RSB, le termeal’
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priori devient prépondérant sur le terme d’attache aux donndegjifierence de performances
entre modéles de bruit s’atténue.

Dans la suite de ce manuscrit, on ne considérera que I'ajppation elliptique développée au
premier ordre.

2.5.3.2 Comparaison des approximations elliptique et cirdaire

L'objectif suivant a été de quantifier I'apport de notre apgimation convexe du critére,
vis-a-vis d’'une approximation circulaire. Pour cela, nausns généré 100 séries de visibilités
complexes, chacune affectée d’un échantillon de bruiérfit.

Pour chaque jeu de données, nous avons effectué deux memiasts, I'une avec I'approxima-
tion circulaire, I'autre avec I'approximation elliptiquBour quantifier la différence de qualité
entre une reconstruction elliptiqis;;,,z €t une reconstruction circulaitg,;,. de 'objetz?,
nous avons considéréAimélioration de I'Erreur Quadratique Moyenne (AEQM) en déci-
bels (dB) définie par :

icirc - mO 2

Une AEQM positive correspond a une reconstruction meileavec notre approximation
elliptique.

La figure @.9) présente I'histogramme de répartition de ’AEQM pour |69 lirages de
bruit.

'AEQM pour 100 tirages de bruit
T T T T T T

20 ‘ ‘ ‘

AEQM(dB) = 20 log EQM
|
|
I

— 20 log EQM

Circulaire Elliptique
[

% réalisations

~ AEQM moyenn
Fcart—type(AEQM

~— D
[l

FIG. 2.9 — Histogramme de répartition de TAEQM



2.5. Validation sur simulations de RIME 65

L'amélioration est de 4 dB en moyenne, et 95% des recongingprésentent une AEQM
de plus de 2 dB. On considere qu’'une difféerence de qualite elgtux images est visible pour
une AEQM supérieure a 0,5dB. Nous pouvons donc conclure gtre approximation ellip-
tique est bien plus performante que I'approximation cael, en termes de qualité d’'image
reconstruite.

2.5.3.3 lllustration

Pour mieux illustrer I'intérét de I'utilisation de I'appxamation elliptique, nous avons sé-
lectionné parmi les 100 tirages de bruit 3 tirages paricsli

— Un casmoyen pour lequel TAEQM est proche de la moyenne des AEQM (4,16dB

— Unpire cas, pour lequel TAEQM est minimum (0,56dB) ;

— Unmeilleur cas, pour lequel TAEQM est maximum (9,35dB).

Comme le montre la figure Fig.10 notre méthode apporte clairement une amélioration
visible de la reconstruction sur une large majorité degésaeffectués.

2.5.4 Influence de I'hyper-parametre

Comme nous I'avons mentionné précédemment, ces imageséorgadnstruites avec un
poids de régularisation réglé automatiquement. Pour reefunfluence de la régularisation
sur '’AEQM, nous avons réalisé les méme simulations (cgedtre 100 reconstructions pour
chaque méthode, pour chaque hyper paramgtre

— pour un poids de régularisation 10 fois plus faible= 0, 1;

— pour un poids de régularisation 10 fois plus fout= 10.

Le tableau 2.1) montre les moyennes de '’'AEQM et leur écart-type sur 100sai#ons.

p (AEQM) Ecart-type(AEQM)

0.1 2.6 1.8
1 4.1 1.4
10 7.8 0.9
TAB. 2.1 —— Influence du paramétre de régularisation sur ’TAEQM

Pour une décade de part et d’autre de la valeur nominalegegtparameétrg, on constate
toujours une claire amélioration de la reconstruction anece méthode.

2.5.5 Conclusion des simulations

Nous avons prouvé l'intérét de notre méthode sur simulatibe modéle de bruit étant
construit a partir des données en début de minimisation éthmale elliptique n’est pas plus
colteuse en temps qu’'une méthode utilisant une approximeiticulaire. De plus, pour toutes
les simulations réalisées, I'approximation elliptiquest’toujours comporté au moins aussi
bien que I'approximation circulaire. Dans toute la suiéeriodéle de bruit sera donc approché
par approximation elliptique.
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0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(a) EQM= 19, 3% (b)EQM= 33, 0%

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(c) EQM= 32.6% (d)EQM= 33, 7%

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(e) EQM= 27, 7% (f) EQM= 35,2%

FIG. 2.10 — Résultats de simulation. A gauche, reconstructrec approximation elliptique,
a droite avec approximation circulaire. Meilleur cas (AE©®)35dB) : (a) et (b); Pire cas
(AEQM=0,56dB) : (c) et (d) ; Cas moyen (AEQM,16dB) : (e) et (f)256 x 256 pixels, de
0.2 mas. de coté.
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2.6 Traitement des données issues de l'interférométre fibré
de 'RCOM

Nous avons alors voulu confronter I'algorithme RIME, vaéligur simulations, a des don-
nées interférométriques expérimentales. En effet, le feadie bruit « vrai» que nous avons
considéré jusqu’a présent est en pratique estimé a pastaa®nées, et limité a des statistiques
des premier et deuxiéme ordres. Il reste a vérifier que noétbade est suffisamment robuste
a des erreurs de modélisation du bruit.

2.6.1 Présentation du dispositif expérimental

Les données expérimentales auxquelles nous avons eu antc&é cecueillies padelage
et al. (1999 sur l'interférometre fibré a 3 télescopd3dlageet al. (2000] de l'Institut de
Recherche en Communications Optiques et Microondes(IRC @Mt interférometre est re-
configurable, de telle sorte qu’il permet de réaliser desdamultiples d’'une base élémentaire
de3mm (Cf Figure2.11page67). La rotation de l'interférométre est simulée par rotasisoc-

object rotation

star simulator beam splitter
——— telescope

two-dimensional
monochromatic linearly
polarized object

interference
pattern

s%§ o
®

‘“. ~
reconfigured ~

FIG. 2.11 — Dispositif expérimentaDelageet al. (1999

cessives de I'objet, réalisé a I'aide de quatre fibres mondes éclairées par un laser He-Ne.
La couverturdu, v) ainsi synthétisée est présentée Fighifie2
Une voie d’'imagerie permet d’enregistrer I'objet, auguelcomparera les reconstructions.

2.6.2 Justification du modele de bruit proposé

Ce dispositif permet de déterminer les phases de visilgilipartir des clétures de phase,
selon la méthode évoquée sectibfi.4.1page27. En effet, si I'on considére une position an-
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FIG. 2.12 — Couverture fréquentielle expérimentale.

gulaire de I'objet, les 3 bases obtenues avec l'interfétomegl’'instant, sont (Cf. Figure2.13) :

U2
U23 = N U2

U113 = (n + 1)U12

U13 Instant 1 ®@ @ @
U2 Uos Instant2 @ @ o
Ty T Ts Instant 3@ @ o
, , , Instant4 @ @ o
| | |
'y nxb !

FiG. 2.13 — Configuration pupillaire.

A l'instantn, on mesure la cl6ture de phase

((B3(1) = 2¢(vi2) + ¢(2v12)
B(2) = ¢(v12) + ¢(2v12) + ¢(3v12)
B(3) = ¢(vi2) + ¢(3v12) + ¢(4v12)

( B(n) = ¢(V12) + ¢(nv1z) + ¢((n + 1)via).

Pour alléger les calculs, on pasg = ¢(nvi,).L'équation précédente s’écrit avec cette notation



2.6. Traitement des données issues de l'interférométre dibil'IRCOM 69

B(n) = o1+ dp + dni1- Ona:

STEDFBR) =Y (1) o+ > (1) e+ Y (1) b
k=1 k=1 k=1 k=1

€

=€p1 + ((_1)n1¢1 =+ Z(_l)nk¢n> + <<Z>n+1 =+ Z(_l)nk¢n+1>
k=2 k=1

= (e+(=D)"") o1 + ;(—1)11 On + Pni1 — Z(—l)nf P

> k=2

=€'d1 + P

On peut donc déduire les phases de visibilités a partir desrels selon :

n

S((n+Dria) =Y (~1)"*B(k) = 'd

k=1

On fait alors I'approximations(r12) ~ 0 (aux plus faibles bases, I'objet est trés faiblement
résolu, et sa phase est donc faible), et on suppose que tesbrwhaque cloture es;. On a
alors :

n

S((n+Dwio) = Yy (=1)"*6(k),

k=1
et I'écart-type sup((n + 1)vy,) est

Opn = \/ﬁO’ﬁ
Le modéle de formation des données utilisé est donc :
a’ =|Hzx| + a,
qbd =arg Hx + ¢,

ou les deux distributions du bruit sont gaussiennes cenétdadépendantes, avec les propriétés
suivantes :

o, =0,11a?
o, =0,06y/n (rad)

ol n est un vecteur contenant, pour la mesure courante, le notebiranslations d’une lon-
gueur égale a la plus petite base.

2.6.3 Analyse des reconstructions obtenues

Les figures 2.14) et (2.15 présentent une comparaison de I'objet «vrai» et de I'objet
reconstruit avec RIME. Les 4 sources de I'objet ont bien@&tétuées. Néanmoins, les pics ont
éte trop lissés par la régularisation quadratique.

Le tableau 2.2) montre que la reconstruction est correcte en termes dégorelative des
sources.
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500 [T T 500 [T T T T
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Boog— 7 3002— E
zoog— 7 2@@? ]
100 [ ] 100 F E
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FIG. 2.14 - Objet vrai (gauche) et objet reconstruit (droite)veldux des contours :

10%, 20%, . .., 100% du maximum.

FIG. 2.15 — Objet vrai (gauche) et objet reconstruit (droitegdDle diametre de la composante
principale, utilisé dans le tableau2.

2.7 Conclusion

Nous avons donc prouvé que notre méthode est plus préciseejapproximation cir-
culaire, que notre stratégie de reconstruction non suggewest efficace, et que I'algorithme
RIME permet des reconstructions satisfaisantes sur deggsrexpérimentales.

Ces résultats ont été acceptés pour publication dans lealairthe Optical Society of America
A et figurent en Annexe.
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TAB. 2.2 — — Positions relatives et flux des 3 sources les plusetaibar rapport a la plus
brillante.
Erreur de position rapportée au diamefre Intensité
de la source principale (figuz19 (—2.51og; flux)
source # (x,y) Az/D Ay/D vrai  reconstruit
1 (0,0) 0 0 1.33  1.07+19%
2 (—237,81)  0.13 0.05 1.89  1.72+ 9%
3 (—152,105)  0.03 0.06 220 1.95+11%
4 (=94, —4) 0.01 0.08 244 241+ 2%
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Chapitre 3

Modele direct des données
interférométriques affectees par la
turbulence

Dans ce chapitre et les suivants, nous nous placons dans tEucainterférometre au sol,
avec une turbulence non corrigée, et trop forte pour étrendés a un bruit. C’est le cas
d’intérét pour les interférométres VLTI, IOTA, NPOI, etc. .

En présence de la turbulence atmosphérique, les obsesvabdeférométriques ne sont plus
lesamplitudeset phasede visibilités complexes, mais lessibilités carréeset lesclétures de
phase

Apres avoir rappelé les raisons pour lesquelles on mesweidibilités carrées plutdt que
des visibilités en module, nous montrons secfichque I'on peut se ramener du modéle de
formation des données «vrai», c’est-a-dire en visibili#sées, & un modele de formation de
données sur les visibilités en module.

Cependant, I'enjeu principal de la prise en compte de lautartze est I'étude de la structure
en phasedu probléme. Dans ce domaine, un travail exhaustif de migarades structures des
problemes en phase en interféerométrie a été effectubgrares(1990. Nous proposons dans
ce chapitre une description de ces concepts appliqués hlepre que nous traitons :

— La sectior3.2 caractérise les informations de phase indépendantesuldlidence (dont
les cl6tures sont un exemple particulier), et définit lacttrite des informations de phase
manquantes;;

— la section3.3 établit le critére d’attache aux données formé pour un neodéldonnées
en clétures de phase et modules de visibilités (ou vislisilitarrées), et pointe les défauts
d’un tel critére, qui masque les dégénérescences du preldamhase;

— Dans la sectiord.4, nous proposons un autre choix de modele direct en phasés, ou
manque d’information de phase figure explicitement sousiéod’aberrations myopes.
Nous appliquons ensuite ce choix de modele a une configoregaondante a 3 téles-
copes;

— Enfin, nous rassemblons (secti®m) le modele direct en phases de la secfiohet le
modéle en modules de visibilités déduit du modéle en vigdsilcarrées (sectiod.l).
Nous formons ainsi un modéle de données myope sur les phaseplkitudes de visibi-
lités complexes.
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3.1 Desvisibilités carrées aux visibilités en module

3.1.1 Pourquoi mesure-t-on des visibilités carrées ?

Le probleme des visibilités en amplitude est que leur messirdiaisée, méme si le bruit
en amplitude est a moyenne nulle. En effet

E{la(®) +a|} # |a(@)| + E{as}

On mesure donc plutét des visibilités carrées. En admefiaate bruit en amplitude, est a
moyenne nulle, on a:

E{la(z) + @)’} = E{a*(x) + a; + 2a(x)as }
=a’(x) + E {a; } + 2a(x)E {ay}
= a*(x) + Var{a,}

Il est possible d’estimer la variance du bruit, en faisanypothése que celui-ci provient de
deux sources d’erreur décorrelées :

Var{ab} — Var {ab}détection+ var {ab}photon

— Le terme Vaa,}**®™ est d( & un bruit instrumental. Il peut &tre mesuré en faisant
un « dark field », c’est a dire en bouchant les ouvertures diesctgpes. Les fluctuations
d’amplitude sont alors dues uniquement au bruit instruaient

— Le terme Var{a,}""*"est dii & un bruit de photons de statistique poissonniennepdo

estime théoriquement la variance.

a® est le module carré de la TF de I'objet, c’est-a-dire sontspele puissance, que I'on notera

S

A 9

S a .

Avec ceci, on peut dondébiaisera mesure des amplitudes carrées :
Sdata - F {|a + ab| } Var {a }detectlon var {a }photon (3.1)

La variance sur les amplitudes carrées Mar = o2 est estimée a l'aide de I'équatiGnl

Les visibilités carrées constituent donc de meilleuregntables que les visibilités en mo-
dule. Dans la suite, nous montrons que I'on peut se ramenerodiéle de formation des don-
nées en visibilités carrées a un modele de formation de @srsé les visibilités en module.

3.1.2 Déduire un modele de données sur les amplitudes de bigité

Soit s une variable gaussienne d’écart-typeet de moyenng. Alors la loi de probabilité
des s'écrit : ,
1(s—3)

S) X € ——
p(s) < exp —3 =
Le fait d’avoir une loi gaussienne pour une visibilité carsédonc positive, est contradictoire.
Cependant, cette approximation est acceptable sous thgpe que la loi est « piquée », c’est-

a-dire que la quasi totalité de I'énergie est concentrés twvaleurs positives :

5> o0, (3.2)
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On souhaite faire un changement de variable dans cettédisdn de probabilités, pour
passer d’'une loi su a une loi sum. Pour cela, on écrit :

p(s)ds = p(a)da,

aveca la racine carrée de:

A | Vssis>0;
“Z\ osis<o
On obtient donc :
ds
pla) o p(s)@
1 (s —5)?da? 1(s—35)?2
o exp —3 pe Qa x 2a exp —3 pe
d’ou s
p(a) o< aexp _ai—s) (3.3)
202
On souhaite approcher cette loi par une loi gaussienne :
1 _ =\2
pgla) ox exp ~3 (a U;L)

a

Pour cela, on considére une visibilité en amplitag&oche du pic de I'exponentielle, c’est-a-
dire en/5 :

a=+35(1+96) (3.4)
Ona:
2 _ )2 = 2 _ )2
aexp—u =35(1+0) eXp—<(\/§(1+5>) 5)
o? 207
(5(140)* —5)°
=V35(1+0)exp— 207
(5(1+20 +6%) — 5)*
=35(1+0)exp— 2072
- (5(20 + 6%))*
=Vs(1+0)exp T
(5(20))
~ /3(149) 207
22
~/5(1+ ) exp (28)2 5
Avec I'équation3.4, il vient :
52 — (CL — \/5)2

Onadonc:

(25)* (a — V/5)?
202 S

2 5\2
aexp—u ~\/5(1+0)exp —
s

202

s

45
~ /§exp Y (a—/3)?
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Avec I'équation3.3, on voit donc, que autour dgs, a suit la loi approchée :

45 -
pgla) ox exp —T‘E(CL —/5)?
x e 1(08 )2(a V5)?
XD — = _
P\ ovs
N2
X exp — (a2a§) (3.5)
aveca = /5 eto, = 2> (3.6)
2a
La figure3.1illustre le fait que le choix
=G o,=2 (3.7)

T 2a

est satisfaisant. Commaeest un module de visibilité complexe, nous ne compagres p que
pour des valeurs depositives.

0.8

0.6

0.4

0.2

OO0l v v v v v v v 1y

o
N
[N
~
@)

FIG. 3.1 — Statistique d’'une variable aléatoire de carrés gaussien et approximation gaus-
siennep,.

Dans le cas qui nous occupe, on cherche a construire desgps@stres d’amplitude?
et I'écart-type du bruit correspondamt, a partir de mesures d’amplitudes carréé%: et de
I'écart-type du bruit correspondaat,. On fera donc le choix :

o
adata — /Sdata, o, =

: 3.8
PR /Sdata ( )

La matrice de covariance des modules de visibilité s’écrit

R,=W_' =Diag{o.}.
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3.2 Structures de l'information de phase dans le cas forte-
ment turbulent

3.2.1 Informations de phase et noyau d@&?
3.2.1.1 Informations de cléture

Dans le cas d’une turbulence non corrigée, et trop forte ptrarassimilée a un bruit, cette
derniére affecte les phases des interférogrammes de la $apeante :

¢ (1) = ¢(@) + Bp(t) + ¢y(t)

ou B est I'opérateur permettant de passer des positions deso@les aux bases de I'interféro-
metre (Eq.l.12page24).

Nous avons vu que I'on peut former des clétures de phasedsect.3 page26), c’'est-a-
dire des combinaisons linéaires des phases telles quei€imde des pistons turbulenssét) est
réduite a 0 (Egql.18page30) :

B (1) = C¢™(1) = Colw) + CBep(t) + Caby (1)

=0

C est une matrice, dont les lignes correspondent aux consieingilinéaires annulant I'in-
fluence des pistons turbulents. En d’autres termes, on a :

CB=0=B"C"=0= C" € ker BT

Les lignes de&C sont des éléments dwyau de B*. On démontre (Cf Annexs pagel57) que
I'ensemble des cl6tures a 3 télescopes incluant le télestd@pu tout autre télescope arbitrai-
rement fixé) constitue une base de ce noyau, que I'onAgte Toute combinaison linéaire
annulant I'effet des pistons turbulents est une combinaisolinéaire de clbtures a 3 téles-
copes incluant le télescope Donc le nombre d’informations indépendantes de la turtmden
obtenues par cloture de phase est égal & la dimension du deyal. Nous démontrons dans
'annexeB qu’une base de ce noyau est 'ensemble des clotures indeépesdc 3 télescopes
Bi.q» €1 que son cardinal e tz’l), dou:

. . N,—1\ (N, —1)(N, —2)
N, = dim(ker(BT)) = dim Fypees — 12(BT) = ( ) — _
— —— 2 9
Ny infosmanquantes

(3.9)

3.2.1.2 Informations de phase quelconques

Nous nous sommes pose la question de I'existence d’autf@snations sur les phases
indépendantes de la turbulence.
On a¢™* = ¢(x) + By + ¢, et on cherche des fonctiorfgelles que

f(@(x) + &, + Bo) = f(d(x) + ), Vep.
Pour ces calculs, on peut ne pas tenir comptédé®©n cherche donc des fonctiofitelles que
f(@(x) + Byp) = f(P(x), Ve.

Si f est linéaire, alors c’est une fonction de type cloture, do@cérée pap,, ;. Puisqu’'on
veut moyenner les informations obtenues, il est raisorndélnous limiter & des fonctiorfs
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continues et dérivables.
on pose dong(¢(x), ) = f(¢p(x) + Be), avecg continue et différentiable. Soieny, le
nombre de bases. On a:

= g(¢(£L‘), 90) = g(¢(m)v ONb)
_ @0,
Op N
_ 0f(éle) + By)
Op e
= BTf/ = ONb

Donc f' est dans le noyau dB”. Soient{ci;;},,.;, une base dB" formée des clotures
a trois télescopes contenant le télescope 1 (Cf. AnBgxAlors f’ est de la forme :

fI:f{2300123+f{3400134+---+f{z‘jOclij+"'

En intégrant cette équation, on obtient :

f(¢) = f123(cr1r23¢) + f134(01T34¢) +...+ flz‘j(cirz‘j(/b)

Conclusion :
— Les informations que I'on peut obtenir a partir des phasggigbées par la turbulence
sont des fonctions des cl6tures indépendantes. En pratigdieu de mesurer la cléture

data | gdata _ gdata - on mesure Idispectrecorrespondantdsi@qdsieqfate exp g[pdste +

data __ data]
23 13 I+

— Le nombre d'informations de phase indépendantes de lalaurte est (cf. EGQ3.9) :

(Ny = 1)(N; — 2)
2

N, = dim(ker(B")) =

ou V; est le nombre de télescopes de I'interférometre.

3.2.1.3 Degré d'information de phase

Considérons un interférometre\a télescopes.

Il'y a autant de bases que de facons de choisir 2 points pgynsoit

Np\ _ NN, — 1)
2 2

M, = card(@(e) = (

Le nombre d’'informations de phase indépendantes meswabiespond a la dimension du
noyau deB(Eq.3.9) :

(Ve = D(N: = 2)

N, = dim(ker(B")) =

2
. On définit le degré d’information de phadeaines 19980 par
N, N;—2
d="2—= 3.10
N, N (3.10)

Le nombre d’'informations manquantes &t = N, — N, = N, — 1. Ces résultats sont
regroupés dans la tabkel
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(Nl N | N [ d [ Ne |
2 1 0 0 1
3 3 1 33% 2
4 6 3 50% 3
5 10 6 60% 4
10 45 36 80% 9
20 190 171 90% 19
n n(nzfl) (n71)2(n72) nT_Q (’I’L . 1)

TAB. 3.1 — — Nombre de bases, d’observables de phase indépsndegié d’information de
phase et nombre minimal d’informations manquantes

3.2.1.4 Le cas « Weak-phase » : les interférometres a 3 et 4dgtopes

On parle de configuration « Weak phaséar{nes 1998h quand le degré d’information de
phase est inférieur ou égaba%, c’est-a-dire quand on dispose d’'un interférométre a 3 ou 4
télescopes. Pour des raisons techniques, il est difficitmdeiner interférométriquement plus
de 4 télescopes, c’est-a-dire de former simultanémentg#u8 clétures de phase. Dans les
anneées a venir, les problémes de reconstruction d’'imageia @ modules de visibilité et de
clotures de phase se placeront majoritairement dans ce.cadr

3.2.2 Informations manquantes, pistons turbulents et rangle B

Les clotures mesurées (longue pose) sont les phases detheésgastantanés (courte pose)
moyennés (cf. sectioh2.3page26). La phase instantanée d’un bispectre est la somme de trois
phases courte pose extraites des interférogrammes condespt. Ces phases™ (t) affectées
par les pistons turbulents(t) et par un bruit en phasg,(t) s’écrivent :

dY (1) = ¢(x) + Bep(t) + ¢y(t).

PourN,.s = 4, 'opérateurB s’écrit :

[ -1 1 0 0]
-1 0 1 0
-1 0 0 1
B = 0 -1 1 0
0 -1 0 1
| 0 0 -1 1|
Avec la structure déB, on retrouve le constat qu’un piston global sur tousgés ne modifie
pas la phase mesurég“(t). En effet, ce piston globat’[1,...,1]T est dans le noyau de
'opérateurB :
B(p(t) +¢°[1,...,1]") = Bo(t) + ¢"Bl1,...,1] = Be(t) (3.11)

Pour corriger la turbulence, il suffit de connaitre les pistturbulentsy(¢) a un piston global
pres. Iy a un piston turbulent & considérer par télescape\s inconnues, a un piston global
pres, ce qui diminue de 1 le nombre d’'informations sur laulehce qu’il faudrait mesurer.
On retrouve le fait que le nombre d’informations de phasequantes est égal au rang de
I'opérateurB (ou BT, dans I'équatior8.9 page77), c’est-a-direN, — 1.
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3.3 Modele de données et critere d’attache aux données exact

3.3.1 Critere d'attache aux données sur les visibilités cages et les clo-
tures
A chaque instant, les fréquences spatiales couvertes sonti), et on calculeH (t) =

H (v (t)). Les observables a chaque instasont
— Lesvisibilités carrées affectées d'un bruis; :

st () = s(x,t) + sp(2)
= |H(t) |* + su(t).

— Lescl6tures de phase, affectées d’'un bryif :

B (t) = Bz, t) + By(t)
= C ¢(x,t) + By(t)
=C arg(H(t) CB) + Bb(t)

Les bruitss®(¢) et 3,(t) sont considérés gaussiens a moyenne nulle, d’écartsegpectifs
os(t) etog(t).
C’est I'hypothése implicitement faite par les auteurs dumfat d’échange de données
« OIFITS »[Paulset al. (2009] de I'International Astronomical Union (IAU). En I'absea
d’autres données statistiques (intercorrélations, disstpes d’ordre supérieur), c’est la seule
hypothése acceptable.
Le critére d’attache aux données s’écrit comme un terme’de

T @, 1) = 8, ()W s(1)85(t) + By ()W () B, (t)
= [Saqata(t) — |H()2[)] "W (1) [Saaa(t) — [H(t)2|?] +
Baaia(t) — C arg(H (t)@)]" W s(1) [Byuia(t) — C arg(H (t)a)]
= Xa(@, 1) + x5z, 1)

(3.12)

Jt () est la somme des termg&ie(x, t) formés pour chaque instant de mesure :

jdata<w) _ Z jdata(.’lj,t)

t

3.3.2 Terme d’amplitude de visibilités

Le premier terme du critere d’attache aux données de I'émuat12 peut étre remplacé
sans pertes par un terme en amplitude, si 'on prend soin disiclhin modele de « pseudo-
données » en amplitudes de visibilités compatibles avecoéehe de données en visibilités
carrées, c'est-a-dire (cf.e§.9) :

a = \/§, Oy = U—f
2a
Lannes(19983 suppose implicitement que les observables sont les eldtde phase et les
visibilités en module, puisque le passage de visibilitéses a des visibilités en module n’est
pas abordé.

Pour un tel modéle, les observables a chaque ins&onit
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— Lesamplitudes de visibilités, affectées d’un brut, :

a(t) = a(x,t) + ay(t)
— | H(t) 2] + a()

— Lescl6tures de phase, affectées d’un bryif :

pU(t) = Bla,t) + By(t)
= C d(x,1) + By(1)
= C arg(H(t) @) + B,(t)

Pour ce modeéle, le critére d’attache aux données s’écrit :
T (@, 1) = ay (H)Wa(t)as(t) + B, ()W 5(1)By(t)
= [aqata(t) — [H()2|] Wa(t) [@dgaea(t) — | H(t)|] +

Baaia(t) — C arg(H (t)@)]" W s(1) [Byuia(t) — C arg(H (t)a)]
= XZ("'I% t) + X%(IE, t)

(3.13)

Jta () est la somme des termg&ee(x, t) formés pour chaque instant de mesure :

jdata<w) _ Z jdata(.’lj,t)

t

3.3.3 Deégénérescences du probleme

Le terme en module du critere de I'équati®ri3 est non convexe, comme nous l'avons
montré au chapitré (de fagon évidente, cette non convexité est verifiée aussepgarme en
visibilités carrées du critére de I'équatidri?).

Ces deux critéres masquent le caractere sous-détermiméliléme en phase, sous-jacent dans
le termeC arg(H (t)x). L'incomplétude des données en phase entraine I'appadganinima
locaux, qui peuvent étre classées en deux groupes :

— Des minima locaux quelconques : deux objetset x, tels quearg(H (t)x; — H(t)x2)

est dans le noyau d€ conduisent a un critere en phase de méme valeur. Déterminer
implique un choix de la composante gle;( H (¢)x) située dans le noyau d&;

— Des minima locaux périodiques : il apparait clairementdpux objetse; et x, tels que
arg(H (t)x,) = arg(H (t)x2) + 2kn, aveck entier, conduisent a un critére en phase de
méme valeur. Mais d’autres minima locaux périodiques suatits par 'opérateu€.
Considérons une cléture a 3 télescopes, reliée a I'objet par

B(x) = ¢1(x) + da(x) + ¢3(x)

Alors deux objetse; eta, tels quep;(x;) = ¢;(x2) + 2T, aveck entier, conduisent eux
aussi a un critere en phase de méme valeur. Ces « ambiguitdsen ont été identifiées
parLannes2001).

Nous avons cherché a établir un modéle direct des donnéeskmi au modeéle vrai, mais

faisant apparaitre explicitement les inconnues suppléires a déterminer lors de la recons-

truction, et correspondant a des éléments du noyau de &tgérde cloture.
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3.4 Modélisation myope des données

Nous considérons dans cette section, que les observaliesjaecinstant sont
— les amplitudes de visibilités, affectées d’'un bruyjt
data
a t) =al(x,t)+ ap(t
(1) = a(@,t) + ay(t) a1
= |H(t) x| + as(t)

— lesclétures de phase, affectées d’un bryij :

Br(t) = Bla,t) + By (1)
= C ¢(x,t) + By(t) (3.15)
= C arg(H(t) ) + By (1)

3.4.1 Informations manquantes et aberrations du systeme

Dans cette section, nous modifions I'équatibh5de fagon a faire apparaitre les informa-
tions manquantes. Nous présentons I'approche intuitive@us a conduits a I'équatioh 26
mais une interprétation algébrique simple, présentéesettl.1.4permet de retrouver ce ré-
sultat en quelques lignes.

3.4.1.1 Introduction d’informations supplémentaires virtuelles

Une fagon alternative de décrire la formation des donnée$iaroduire les informations
de phase manquantes dans le probleme, en les assimilantG@unaissance imparfaite du
systéme, ou “myopie”.

L'équation d’observation est la suivante :

B = Ba) + B
= Co(a) + B

Nous avons cherché a introduire d’'introduire des infororatide phase supplémentaitesie
facon & exprimer les phases objetr) en fonction des mesurgs“ et du bruit3®

¢(x) = f(e, B, 8")

Pour cela, il faudrait inverser I'opératedr dans I'équation d’observation. Cependant, I'opé-
rateurC n’est pas inversible, ce qui traduit le fait qu’il manque d&®rmations de phase.
Supposons qu’on ait mesuré (virtuellement) d’autres mfdrons de phase;, complémen-
taires des clbtures, et définies par :

a=Mo(x) (3.16)
On suppose ces mesures virtuelles parfaites, c’est-dsdire bruit. L'équation d’observation
peut alors s’étendre en :
ﬁdata B C g .
[ > = |37 o(x) + 0 o) (3.17)

Sile nombre d’informations supplémentairegst exactement le nombre d’informations man-

quantes, et qu’elles sont indépendantes des clﬁtures,lalmatrice{%} est carrée et in-

versible.
Pour obtenir une expression de la forme

p(x) = fla, 87, 8"),
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il est nécessaire de définir I'inverse %ez\%} :

[ M, |M,]=2 {%] h (3.18)

-1
On multiplie donc I'équatior3.17 par {%} :

[Ml\Mz][Cd’Tdam} :qb(@ﬂMﬂMﬂ[%}cbb

M, B%" + Mo = ¢(x) + M, 3"

On obtient :
Mlﬁdata _ ¢($) o Mga +M1,6b

d'ou:
$(x) = M,B""" + Mo — M3 (3.19)
3.4.1.2 Choix des informations supplémentaires a introdue

Il reste a définir quelles sont les informations suppléniezda a introduire, c’est-a-dire
préciser les matriceB4, M, et M ,. Nous avons procédé par analogie avec les phases instan-
tanées, affectées par la turbulence, que I'on mesureraitrsimterférogramme.

En I'absence de bruit, celles-ci s’écrivent (Hgl7page?29) :

¢™(t) = ¢(x) + Bep(t),
soit avec un bruit de mesure
¢ (t) = d(x) + Bep(t) + ¢y (t)

Les phases objet vérifient donc :

p(x) = ¢*(t) — Bo(t) — ¢y(t) (3.20)

Nous avons vu (EB.11page79) que I'influence de la turbulence sur les phases est indépen-
dante d’un piston globat® :

B(p(t) + ¢°[1,...,1]Y) = Be(t) + ¢"BJ[1,...,1] = Be(t)

Quitte a retrancher un piston global, on peut, sans pert@dérglite, considérer que le piston
sur le télescope est nul, ce qui revient a fixer a 0 le premier élémerit) du vecteurp(t).

On définit doncB, obtenu en retirant la premiére colonne Be Cette colonne traduit I'in-
fluence du piston turbulent; sur le premier télescope. Polf = 4, 0n a :

1 0 0
0 1 0
_ 0 0 1
B=\| 1 1 y
-1 0 1

| 0 —1 1
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Comme on a (Eql.18page30)

on conserve toujours le fait que
CB =0. (3.21)

Onadonc: )
Bo(t) = Be(t)
et 'équation3.20devient :

p(x) = ¢*(t) — Bo(t) — ¢y(t)

Le nombre d’'informations manquantes est précisément léonede pistons turbulents sur cha-
cun des\V; télescopes, a un piston global pres, $9it- 1. Nous avons donc défini lesv; — 1
informations supplémentairesa(¢) comme I'analogue mathématique des pistons turbu-
lents sur chacun des\V, télescopes, a un piston global préd.a comparaison des équations
3.20:

p(x) = ¢*(t) — Bo(t) — ¢y(t)

et3.19:
¢($) _ Mlﬁdata +M2a o Ml/ﬁb

conduit donc a choisir :

MQI—B

3.4.1.3 Calcul de la matriceM

L’équation3.18et le choixM, = —B imposent :
C —1
M| )= ]

=[] LMl -B 1= [T
CM, | -CB]_[ld|o

[MMl\—MB] [0 Id}
= CM, =1d(i); CB =0 (ii); MM, = 0 (iii); —M B = |d(iv).

L'équation3.21assure déja la condition (ii).
Les conditions (i) et (iv) impliquent :

M,=C'" M =-B!

avec .

c'=c'lcc™! (3.22)
B'=[B"B]"'B" (3.23)

Lannes(1990 note par ailleurs que ces opérateurs s’écrivent simplemen

C'=C"/n (3.24)
B'=B"/n (3.25)
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ou n est le nombre de télescopes. Cependant, I'auteur ne coagds la méme matric€'
qgue nousla relation 3.24n’est donc pas veérifiée.

La condition (iii) est bien, elle aussi, vérifiée :
MM, = -BiC’
— _[BTB]—lBT CT[CCT]_l
= —[B"B]"'(CB)"[CC"]"!
et I'équation3.21donneC' B = 0.
L'équation3.19
¢(x) = M,B"" + Moo — M, 3°
s’écrit donc : )
o(x) = C'B™ — Ba— C'3". (3.26)
3.4.1.4 Interprétation algébrique

L'équation3.26s’interpréte assez simplement en terme de projections. @nnaodele de
formation des données en phase de la forme (cf3 €

Co(z) = B — By(1)

Toute solutiong(x) de cette équation se décompose en une solution particyhiget un
élément quelconqué, du noyau deC' :

d(x) = Py + ¢y

Il est facile de voir quep, = CT3"* — C"3" est une solution particuliére de cette équation ;
d’autre part, le noyau d€' est exactement I'image dB (cf eq.B.9. On peut donc paramétrer
'ensemble deg, par : B

Avec ceci, onadonc:

p(x) = ¢y + ¢, = C'p""* — C'p" + Ba

3.4.2 Ambiguités entiéres
3.4.2.1 Structure des ambiguités entiéres

Les ambiguités entieres mentionnées se@i@r3correspondent a une indétermination de
27 sur les clétures. Si I'on impose que les phagées) de la TF de I'objet sont définies entre
—7 etr, alors chaque cléture a 3 télescopes a une valeur estreet 37r. Or ces clétures sont
mesuréemodulo 2, c’est-a-dire entre-w etn. Le modele de formation des données en phase
de I'équation3.15est modifié en :

Co(z) = B — By(t) + 27k,

ou k est un vecteur dont chaque coefficient a pour valeur 0, 1 ou -1.
On note que si toutes les phasgsc) de la TF de I'objet sont comprises entrer/3 et /3,
alors chaque cléture a 3 télescopes a une valeur entret 7, etk est alors le vecteur nul :

[¢i(x)| <7/3,Vi=K=0. (3.27)
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3.4.2.2 Influence sur le modele en phases

En reprenant I'approche de la sectignt.1.4 on écrit que toute solutiop(x) de cette
équation se décompose en une solution particuligier) et un élément quelconqug, du
noyau deC'. On peut toujours écrirgy, = Ba. Par contre, une solution particuliere s’écrit :

do(k) = ¢,(0) + 2nCTk = CT3%"* — C'3" + 27 CTk

Avec ceci, onadonc: )
() = ¢y(0) + Ba + 27C'k

On peut interpréter le termBa + 2rC'k comme un paramétrage du noyau de I'opérateur
C mod 27

On ne s’intéresse aux phases de la TF de I'objet) que modulo2w. Cependant, les
coefficients du vecteuE 'k ne sont pas nécessairement entiers. A titre d’exemple, yeair
seule cloture, sur un interféromeétre a 3 télescopes, on a :

21C'k = 27K /3

Le terme27rC'k ne s’annule donc pas, dans le cas général, méme lorsqu’aidéos des
phases objet modulr.

3.4.2.3 Lhypothesex =0

Le traitement du probleme & quelconque est un point dur, car ce vecteur prend par
exemple3™- valeurs possibles, oli est le nombre total de mesures de clétures du probléme.
Cependant, nous avons vu (€27 que si toutes les phasegx) de la TF de 'objet sont
comprises entre-w/3 etr/3, alorsk est le vecteur nul.

C’est le cas pour un objet non résolu, pour lequel toutes hesgs de la TF sont nulles,
c’est-a-dire pour les composantes basse fréquence d’ehquglconque. L'hypothése = 0
pénalise donc moins les basses fréquences.

Cette remarque n’est valable que pour dbgets centrés En effet, comme nous I'avons
déja mentionné (sectioh 3.3, une translation de I'objet induit I'addition d’'un plan glase
sur les phases de la TF. Pour un objet non résolu mais norécéagmhases basse fréquence
ne sont pas nulles, qui plus est elles ne sont pas comprigeséh et —r /3.

Nous sommes conscients qu’attribuer la valeur 0 aux coefliside< n’est pas satisfaisant.
Cependant, I'étude précise des ambiguités entieres rasdripiale. Nous avons fait le choix
de la laisser de c6té, et de privilégier I'étude du probléme-a 0. Les simulations proposées
au sectiorb.1 pagel15 laissent penser que I'hypothése= 0 n’est pas préjudiciable a la
reconstruction. Le traitement propre des ambiguitésm@stigonstitue une suite envisagée a ces
travaux.

3.4.2.4 Justification de I'hypothése: = 0

Cette partie a été ajoutée aprés envoi aux rapporteursrrespond a des travaux menés
entre la redaction du manuscrit et la soutenance de thése.
L'equation d’inversion s’écrit :

o(x) = ¢y(0) + Ba+2rC'k
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Or, C vérifie(Eq.B.8 pagel60) :
C = [ * ‘ Id }

On poseu = [ 2 } . ; est un vecteur d’entiers, qui verifie :

K

Cu:[*‘|d]|:0}zh‘,
Onadonc:

Cn=rk=Cu=CC'k
= C(C'k —u) =0
= C'k — p=Bd/
= C'k = Ba' +
L'équation d’inversion s’écrit donc :

o(x) = ¢o(0) + Ba+2rC'k = ¢y(0) + Bla + ') + 27

La phase obje#(z) n'a de sens que modufr. Le terme2rp n'a donc pas d'effet.
Nous avons montré que toute phaser) solution se met sous la formg,(0) + B(a) a2x
pres. Le fait de prendre = 0 ne restreint pas I'ensemble des phases objet solutions.

3.4.3 Construction du modele myope

L'équation3.17peut donc se réécrire :

C'p"* = ¢(z) + B+ C'3°

ata

Les cldtures mesuréex“® ne sont pas obtenues en faisant la cldture des phases nesurée

/Bdata 7& C¢data

En effet, une cléture mesurée est la phase dedgenne temporelle du bispec{@f. Section
1.2.3page26) :

data __ data data data iC’qbdam
Cli" = arg <al- ai*a;"e t

Cependant, sil'on faisait une mesure sans brugt,stable au cours du temps, la cléture mesu-
rée serait bien égale a la cléture des phases mesurées. ®eas, On aurait :

ol ﬁdata = Ccic d)data
L'opérateurC''C est un projecteur :

ciccic =cic
DoncC' 3% est analogue & une mesure de phase, d’oll

CTBdata = CTC¢data = ¢data
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Lorsqu’on recombine les mesures de clotyBéé”, affectées par un brui,, en calculant des
pseudo-mesures en phase

¢data é CTﬁdata’
ces dernieres sont affectées par un pseudo-bruit en ghase

¢y = CTﬁb (3.28)

Si R est la matrice de covariance du bruit de clotures, la matieceovariance du pseudo
bruit de phase’ = C'3° est donnée par :

R, =C'R;C'" (3.29)

Le modéle myope des données obtenu a chaque intsti@ninesure est donc de la forme :
— Pour les amplitudes de visibilités :

a’(t) = a(e) + ay(t)
— [H(t) 2| + as(t)

— Pour les pseudo phases de visibilités :

P (t) = plx) + Be(t) + ¢y (t)
= arg(H (1) x) + Ba(t) + ¢, ()
ou ¢, (t) est un bruit gaussien de matrice de covariance donnée paatién3.29

Les dégénérescences du probléme évoquées séciid@figurent & présent explicitement sous
la forme desx.

3.4.4 Application a une couverture fréquentielle redondate avec un in-
terférometre a 3 télescopes
Nous avons cherché a déterminer quelles sont les infornsatiotuelles supplémentaires

a introduire lorsque I'on utilise un interférométre a 3 s&l@pes en faisant des mesures
redondantes (Cf. Sectidn2.4.1page27).

Supposons que I'on dispose uniquement d’'un IO3T, et quidilibe a 3 instants différents,
dans des configurations correspondant aux positi@gspuis 124 puis 134 d’'un 104T. Le
nombre de phases objet & mesurer est toujouratl:p(x) = 6.

Les mesures courte pose des phases fourniraient :

— Pour l'instant 1, en configuratiar23,

151(1) = ¢(@)12 + a(1) — @iurb’l(l)
(fgta(l) P(x)13 + 03(1) — 1(1) (3.30)
ggm(l) = ()23 + @3(1) — p2(1)

— Pour l'instant 2, en configuratior24,

157(2) = ¢()12 + ©2(2) — ¢1(2)
ilffm@) = ¢(x)14 + a(2) — ¢1(2) (3.31)
geta(2) = ¢(x )24 + @a(2) — a(2)
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— Pour l'instant 3, en configuratiors4,
15(3) = d(@)13 + 93(3) — ¢1(3)
(3) = ¢p(@)1a + 0a(3) — 1(3) (3.32)
1(3) = 6(@)sa + pa(3) — 23(3)

On pose :
f5e(1) e1(1)
fate(1) p2(1)
957 (1) p3(1)
i5(2) v1(2)
" = | ¢f5(2) |, o= | ©2(2)
54°(2) ¢4(2)
f8ie(3) ©1(3)
14 (3) ©3(3)
$45"(3) ©a(3) |

De cette facon, on peut reformer une équation de la forme
¢""" = p(x) + By

avec
B;| 0] 0
B=|0 B, 0
0] 0 |B;

et
-1 1 0
Bi=|-1 0 1
0 -1 1

Cette modélisation conduirait a introduire 6 aberratiogspes, soit 2 par instant. Cependant,
les clétures formées sont :

1 -1 10
Co(x)=| -1 1 0 1
0 —1 11

Le nombre d’informations virtuelles a introduire est donc :
card(¢(z)) — card(B¥™) = 6 — 3 = 3
On n’introduit que 3 aberrations myopes, a3, etay. La modélisation myope
p¥ = ¢p(x) + B'a

avec

-1 1 0 0]

~1 10

0 -1 1 0

-1 1 0 0

B =| -1 0 1

0 -1 0 1

-1 0 1 0

-1 0 0 1
0 0 -1 1
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et
1 0 0]

0 1 0

-1 1 0

1 0 0

B=|0 01

-1 0 1

0 1 0

0 0 1

0 1 1]

est compatible avec les données de cléture.
Le nombre d’aberrations myopes a introduire njgstdans ce cas le rang d@ ou deB’, mais
seulement le nombre d’informations manquantes, soit

card(¢(x)) — card(B9) =6 — 3 =

Il suffit donc d’introduire 3 informations manquantes, algue si I'on traitait le probleme
comme trois triplets de télescopes indépendants, on mtat6 informations manquantes. Le
probleme est donc « moins myope » qu'’il N’y parait. On verralzapitre4 (sectiond.5.3page
112) gu'il est effectivement bien moins difficile de reconsteuiin objet avec un interférometre
a 6 télescopes (ou avec les données équivalentes fourmias paerférometre a 3 télescopes
avec une couverture fréquentielle redondante équivadlgutavec un interférometre a 3 téles-
copes.

On remarque de plus queesituation est exactement équivalente a celle que I'on aait avec

un interférométre a 4 télescopesOn peut donc avec cette technigue obtenir avec un interfé-
romeétre a 3 télescopes les données que fournirait un inenfdre a n télescopes, pour tout
n.

3.4.5 Un autre traitement des données IRCOM

Il est possible d’utiliser cette modélisation myope « miale» a la configuration de I'in-
terférométre fibré de ''RCOM. En effet, ce dispositif estaxemple de redondance fréquen-
tielle avec un interférométre a 3 télescopes. Cependauns, mavons pas eu le temps suffisant
pour retraiter ces données. Nous ne faisons donc que déarisecette section la modélisation
myope que nous aurions utilisée.

A l'instantn, on mesure la cl6ture de phase

B(1) = 2¢(v12) + ¢(2v12)
B(2) = ¢p(v12) + ¢(2v12) + ¢(3v12)

B(n) = ¢(viz2) + ¢(nviz) + ¢((n + L)via).

On mesure done clétures poum + 1 phases objet recherchées. Il suffit donc d’introduire
une seule aberration myope par direction de mesure. L'smmtude cette inconnue est une
alternative a la propagation de I'erreur en phase le longadgirection de mesure, évoquée
section2.6.2page67.
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3.5 Bilan : Un modele myope de données sur des phases et
des amplitudes

A ce stade, nous avons donc

— construit des pseudo mesures de phaé€&$, construites & partir des mesures de clétures
B9 en introduisant les informations de phase manquantesfeome d’aberrations
myopes du systeme (Section3.4 page8?2);

— construit des pseudo mesures de modules de visihilité, construites a partir des me-
sures de visibilité carrég’ (Section3.1page74);

— proposé une loi de probabilité des bruits sur ces pseudarsgsompatibles avec les
statistiques disponibles.

Le modéle myope des données obtenu a chaque insi@mnesure est donc de la forme :
— Pour les pseudo mesures d’amplitudes de visibilités :

a®(t) = a(x) + ay(t)

3.33
~ [H(t) 2|+ ay(t) 839
— Pour les pseudo mesures de phases de visibilités :
data — B
6" (1) = pl() + Bax(t) + (1) 330

= arg(H (t) x) + Box(t) + ¢,()

On considére généralement que les bruits en amplitudessa@) et en cloture de phase
3,(t) sont blancs, indépendants et gaussiens a moyenne nultartgpes respectiig(t) et

os(t).

Sp
B,=0
R(t) = W'(t) = Diag{o?(t)}

oy
)
—

~
N—

W '(t) = Diag{o3(t)}

Les lois de probabilité des bruits sur les pseudo mesuregglestions3.33 et 3.34 sont
construites de la fagon suivante :

— Les bruits en amplitude’(t) et en phase”(t) sont considérés gaussiens.

— La moyenne des bruits en phase vau28pagess) :

<?>b = CTBb = 0;

— La matrice de covariance des bruits en phRsét) = W;l(t) se déduit de la matrice
de covariance des bruits en clotuRg(¢) selon I'équatior8.29pagess;
— La moyenne des bruits en amplitude vautpage76) :

a, = /3, = 0;

— La matrice de covariance des bruits en amplitiiét) = W, ' (¢) se déduit des écarts-
type en visibilités carréas,(t) selon I'équatiorB.8 page76.
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Chapitre 4

Reconstruire des images a partir de
visibilités carrées et de clotures de phase

La reconstruction d'images en interférométrie optiqueebsitir au moins trois obstacles :

1. comme nous I'avons déja mentionné dans le cas non-tunti{afesection.3.1), le faible
nombre de données nécessite I'introduction d’informatebpriori sur I'objet a recons-
truire. Nous avons proposé au chapitdla méthode de reconstruction RIME, validée sur
simulations, et testée avec succes sur données expériagenta

2. s’y ajoute la sous-détermination en phase, étudiée aitcharécédent;

3. méme a aberrations fixées, le critéere d’attache aux derestenon convexe par rapport
a I'objet. Nous avons proposé au chapitrelans le cadre de RIME, une approximation
guadratique de ce critére.

Nous avons déja partiellement répondu aux points 1 et 3. &mohe, la prise en compte
du manque d’information de phase est I'enjeu principal deeleonstruction d’image en
interférométrie optique en présence de turbulence.

En effet, I'information en phase est crucialeen synthése de Fourier, car elle contient la
majorité des structures de 'objet, et de fait, des méthddasconstruction a partir de la phase
uniquement ont prouvé leur efficacité (Vddppenheimet al. (1980 et Oppenheim & Lim
(1981). Cependant, il existe des problémes pour lesquels fin&tion en phase est partielle
ou méme absente, comme en cristallograpiNavpza(1989]. Lefficacité de méthodes
exploitant uniqguement que les informations en module rastémontrer en interférométrie
optique. Ceci nous a conduit a prendre en compte le mangofdtiation en phase du a la
turbulence par le biais de I'estimation conjointe de I'alged’aberrations en phase. Suivant
cette approche, les principaux travaux concernent desédsnradio-interférométriques, qui
different du cadre optique par leur nombre, la structurerdit fcf. section2.3.]) et I'existence
d’a priori sur les aberrations de phase. Ces méthodes, diaato-calibration (section4.1.2

a suivre), restent une source d’inspiration privilégiéeoptigue, comme en témoignent les
travaux deLannes(19983. A ce titre, I'algorithme MIRA, développé parhiébautet al.
(2003 fait figure d’exception (section.1).

De facon générale, toutes ces méthodes s’appuient sur lanisdtion d'un critére
qui, étant donné le manque d’information de phase, présteombreux minima locaux.
Une recherche globale du minimum s’impose logiquement lojg’a notre connaissance
I'utilisation d’'une méthode d’optimisation globale n'gias été envisagée, vraisemblablement
pour des raisons de temps de calcul.
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Si I'on se restreint & une optimisatidocale du probléme, elle est heuristique, et vise a
parcourir un « bon» chemin (qui dépend, entre autresagegri introduits et de la méthode
d’optimisation), a partir d’'un « bon » point de départ (ltinlisation), pour espérer arriver a un
«bon» minimumL'ensemble des méthodes de reconstruction d'image en intE&rométrie,

y compris I'algorithme WISARD présenté dans ce chapitre, nedifferent que par le
chemin suivi et 'initialisation utilisée.

Comme il n'est pas possible de démontrer théoriquement’queatteint dans tous les cas
le minimum global, seule une validatiora posteriori sur simulations permet de mesurer
I'efficacité de ces méthodes.

La sectiomt.1de ce chapitre présente rapidement les techniques exstantidentifiant les
mangues gue nous avons tenté de combler. Nous établissariteam modéle de formation de
données de visibilités complexes affectées par un bruiptexa, et dépendant des aberrations
a, de fagcon a en déduire un critére d’attache aux données diépieste 'objet et des aberrations
Jaata (T, o) (Sectiord . 2).

Puis nous proposons (Sectién) I'algorithme WISARD (Weak-phase Interferometric Sample
Alternating Reconstruction Device), qui s’appuie notamtm&ur une méthode originale de
détermination des aberrations (sectibf).

4.1 Meéthodes de reconstruction d’image en interféerométrie
a clétures

4.1.1 Inférence bayésienne classique

Dans le cadre d’'une inférence bayésienne classique (tiboséc4 page35), on estamené a
minimiser un critere composite constitué d’un terma ptiori J,.:., €t du critere d’attache aux
données déduit directement du modele de données en véslmhrrées et cloture de phase :

T (@, t) = s, ()W (t)sy(t) + B, ()W 5(t) B, ()
= Xi(wv t) + X%(.’B, t)

C’est le critere d’attache aux données exact décrit seétidni (eq.3.12page80).

En utilisant cette méthode, on espéere que le terragodori seul permet de régler les trois
points durs évoqués en introduction de ce chapitre :
— lever l'indétermination en I'objet due a la sous-détemtion du probleme a phases
connues;
— lever les indéterminations en phase;
— rendre le critére composite « suffisamment convexe » poumnguoptimisation locale
Soit possible
C’est I'approche choisie par Eric Thiébatfthiébautet al. (2003], qui propose l'algo-
rithme MIRA(Multi-aperture Image Reconstruction Algdmin)t. L’ a priori utilisé correspond
a la régularisation quadratique a pixels indépendantstdésection1.4.2.2page39, alliée
a une contrainte de positivité. L'approche bayésiennaséél dans MIRA conduit a un
algorithme modulaire, pour lequel il est aisé de testegdffits types de régularisation.

'Dans cet algorithme, le term\%(a:, t) est remplacé par ugp? sur des phaseurs, c’est-a-dire sur des termes
e'?, pour eviter des problémes d’enroulement de phase.



4.1. Méthodes de reconstruction d’image en interférométglotures 95

La seule critique que I'on peut formuler a I'égard de la bdsmotique de MIRA est que
le critere d’attache aux données exact, que cet algorithmemse, masque les structures en
phase du probleme.

4.1.2 Méthodes d’auto-calibration en radio-astronomie

En radio astronomie, les visibilités complexes recualiseir des radio-interférometres
«instables » sont affectées par des erreurs instrumemtalpbase et en module. Ce contexte
est suffisamment proche de I'interférométrie optique esgmée de turbulence pour que nous
puissions nous inspirer des méthodes dites d'« auto-atililor», décrites par Cornwell et Wil-
kinson[Cornwell & Wilkinson (19817)].

4.1.2.1 Modele de données

Cornwell et Wilkinson proposent le modéle de données stiivan

— Les visibilités complexes mesur%s“cta sont affectées par des erreurs en moguldes
erreurs en phase, et un bruit additify® :

data

Ui = yin(@, p, @) + U5y = yin(®) (1+ py) (1 + pr) e P20 42

L'hypothése fondamentale dans ce modele est que les eraupbase et en module
sont «attribuables» a une antenne (ou un télescope). En @dffes le cas de radio-
interférométres instables, chaque antenne est a la soerceuts en phase et modules.

— Ces trois sources d’erreur sont supposées décorreléagstignnes :
— Bruit additif : p(y] ) OC exp ( 1 ‘i”“l ) C’est un modéle de bruit « circulaire » ;
7.k

— «Aberrations de module p; ~ N (p;,..0,,)

— «Aberrations de phasep;~ N (¢;, . 0%.3
La modélisation de Cornwell et Wilkinson propose une disition gaussienne des aberrations
en phase et en module. C’est I'une des principales diff@®agec I'interférométrie optique,
ou I'on ne considére pas d'aberrations en module, et, syrbaul’'on ne dispose d’aucua
priori sur les aberrations en phase.

4.1.2.2 Une minimisation alternée

Le principe de la méthode d’auto-calibration proposée pein@ell et Wilkinson consiste a
alterner des étapes d’estimation de I'objet — a aberrafinées — avec des étapes d’estimation
des aberrations — a objet fixé (figutel page96).

L'optimisation de I'objet a aberrations connues est réalig'aide de I'algorithme CLEAN.
La détermination des aberrations a obijet fixé fait I'objepduagraphe suivant.
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Initialisation : objetx = point source central.
p —= 0’ (p —_= 0

[
F
| Calcul dey(zx, p, ¢) |

l

| Optimisation de 'objetc par CLEAN |

l

| Calcul linéarisé dg, ¢ ax fixé |

l

| Test de convergence -

FiG. 4.1 — Boucle d’auto-calibration

4.1.2.3 Deétermination des aberrations a objet fixé

Les auteurs proposent de déterminer les aberrations ambjat en maximisant la proba-
bilité jointe du bruit et des aberrations :

J(x, p,p)=—2 1ogp(p, so, y)
‘y]k 2
R R X

= Z yf?;a — (@) (14 py) (1 + p)eiten =02
3k Jk

J/

-~

jdata (‘Bypy‘P)

p; 5
J J
DIk D P
j Pj j i
——
Tprior(p)  TPrior(®)

Ce critére n’est pas a proprement parler de type maxinauposteriori car il n’y a aucura
priori sur I'objet, mais une vraisemblance généralisée.

La détermination des aberrations est réalisée séparéoesita-dire
— détermination d@ ax et connus;
— détermination de ax et p connus.
Nous ne présentons ici que cette deuxieme étape, la sentéréti en interférométrie optique.

Quitte a considéret et p connus, on peut remplacey(x) pary;.(x)(1 + p;)(1 + px)
et obtenir sans perte de généralité une expression duecaténinimiser indépendante des
aberrations en amplitude :

2
_ data il —ei) |2 &
J(p) = Z ngly ;e )] +Z p
_],k? Js i ®j
L'annulation de la dérivée d¢ par rapport a chaque; donne :
02
S o [l sinosule) — 65 — e+ 05)] = 2

k£j Dk Pj
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En considérant 'argument des siris(¢, () — ¢4 — o) + ;) petits, et en linéarisant les
sinus, on peut déterminer les aberrations en phase enaésalve équation linéaire.

4.1.2.4 Une méthode de type Gerchberg-Saxton

Comme le notd_e Besneraig1993h), les méthodes standard d’auto-calibration reposent
sur un mécanisme de double projection, décrit@archberg & Saxtoii1972 dans un cadre
particulie? puis modifié et utilisé pafFienup(1982 en reconstruction d'image. Cet algorithme,
dit de Gerchberg-Saxton, consiste a « coincer » I'objetatgux ensembles de contraintes dans
des espaces duaux :

— des contraintes dans le domaine de Fourier, correspoadamesures, d’'une part;

— d’autre part, des contraintes dans I'espace dual, c*é#ted’ espace objet, correspondant

aux informationsa priori, telles que la positivité des pixels, ou un «ressort de fappe
ramenant I'objete vers I'objeta priori 2° (cf. sectionl1.4.2.9

4.1.2.5 Un algorithme spécifique a la radio-astronomie

La méthode de Cornwell et Wilkinson nous semble intéressparcequ’elle propose
un modele de données faisant apparaitre explicitementbesations, et une algorithmie
permettant d’estimer conjointement I'objet d’intérétest hberrations.

Cependant, des difféerences majeures entre les contexliesataoptique nous empéchent

d’utiliser directement cette méthode sur des donnéedéntenétriques optiques :

— Les données considérées par Cornwell et Wilkinson sonvidéslités complexes cor-
rompues par les aberrations et le bruit, a partir desqueliggeut former des clotures
de phase. En optiques, les observables sont directementgileidités carrées et des
clétures, a partir desquelles on peut éventuellement sermarma un modéle myope de
pseudo-données de visibilités complexes, comme nousi&vmntré au chapitre précé-
dent;

— Le modéle de données proposeé par les auteurs corresporsdndedares de visibilités
complexes affectées d’un brwirculaire. En optique, les pseudo-données de visibilités
complexes évoquées précédemment sont affectées d’urcbrofilexe analogue a celui
décrit au chapitr@, et dont une approximation convexe optimale conduit a uneiteodie
bruit elliptique ;

— Dans I'étape d’optimisation a objet fixe, les auteurs seilit una priori sur les aberra-
tions de phase. Comme nous lI'avons vu secliéh2page?5, de telsa priori n’existent
pas dans le domaine optique.

4.1.2.6 Les travaux d’André Lanneset al. : une adaptation a I'optique incomplete

Lannes(19984 propose une méthode de reconstruction d’image en intenéirie op-
tique, dédiée au cas «weak phase », c'est-a-dire a 3 ou 4dpks, et dont la différence ma-
jeure avec la méthode de Cornwell et Wilkinson consiste dplacer I'algorithme CLEAN par
WIPE [Lanneset al. (1997)], et a ne pas considéreradpriori sur les aberrations de phase.
Cette adaptation au domaine optique est incompléte, calolesées expérimentales considé-
rées paiLannes(19983 sont toujours des visibilites complexes, affectées paudbulence,
et non des clotures et des visibilités carrées. De plus, ldéteode bruit sur ces visibilités
complexes est un modéle gaussien circulaire, qui n’estgsté au domaine optique (cf. sec-
tion 2.2 page44).

2I'estimation de phase a partir de deux mesures d’intensité
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4.1.3 Adapter ces méthodes au domaine Optique

Plut6t que d'utiliser le critere d’attache aux données gxd&fini par (eq3.12page80)

T (@) = () + x5 (),

nous avons préeféré un critere d’attache aux données daduitodiele myope décrit dans le
chapitre précédent : un tel modéle permet en effet de faiparafire explicitement I'incom-
plétude des données en phase sous forme d’aberrations sng@stimer conjointement avec
I'objet. Nous démontrons I'équivalence de ce critere detie aux données myope et du critere
d’attache aux données exact en sectich2page99).

Pour faire cette estimation conjointe, les méthodes d’ealibration sont évidemment une
source d’inspiration privilégiée. Nous avons donc chogsi d

garder le schéma d’estimation alternée de I'objet et des abensiigure4.1), en minimisant
un critére joint approché (sectid@n?) ;

modifier I'étape de détermination des aberrations a objet connujajuiétre elle aussi adap-
tée, en tenant compte de I'absenca gfiori sur les aberrations de phase (sectid) ;

modifier I'étape de détermination de I'objet a aberrations conn@&sEAN est certes un al-
gorithme de référence en radio-astronomie, mais on peahiplacer par un algorithme
plus adapté au cadre optique du probléme traité, c’esteaudilisant desa priori plus
appropriés et un meilleur contréle de convergence. En, &ffaberrations fixées, le pro-
bleme a résoudre est analogue a celui traité avec I'algoetRIME, au chapitré ;

proposer l'algorithme WISARD(Weak-phase Interferometric Sampléefating Recons-
truction Device), décrit sectiof.4.

4.2 Le critére joint approché Jywrsarp

4.2.1 Construction du critere joint approché Jwsarp
On définit la matriceH () (t) par :

H(a(t),t) 2 DiaglexpiBa(t))H ().

Avec cette définition, on a:

) |

=arg(H(t) x @.1)
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a®(t) = a(x,t) + a’(t)
= |H(t)x| + a’(t) (4.2)
= [H(a(t),t)z| + a’(t)

Cette modélisation est identique a la modélisafidret 2.2 page43, exceptés
— l'influence de la turbulence, qui se caractérise par ureriitade sur la matricéf (o) ;
— le fait que I'on sépare les données selon l'instade mesure
En prenantx = 0, on retrouve bien le probleme traité au chapire
Nous pouvons donc procéder de fagon strictement analogue :
— On reforme des pseudo mesures de visibilités complg¥éset les résidus correspon-
dantsy® selon la méthode présentée sectioh.2.1pages0;
— On fait une approximation elliptique de la distributionluteit y* selon la méthode pré-
sentée sectiof.3.2.4page52;
— On forme un critére d’attache aux données selon I'équatidhpages6 :

Tl alt). 1) = (5(t) ~ H(e(t), ) -W(1) - (57 (1) ~ H(alt). 1)

Le critere final est la somme des termé&s;(x, o(t), t) formés pour chaque instant de
mesure :

Twisarp(@, ) =Y Tou(a, cu(t), )
t

Nous avons formé un critere joint, approché, sur des psewasures de visibilités com-
plexes. Nous nous sommes alors demandé si ce critere esivaléqt» au critere vrai (et
comment définir I'équivalence entre deux criteres d’atteatix données).

4.2.2 Equivalence deyrsarp €t du critére exact

Nous avons d’abord cherché a comparer le critére jgintsarp approché et le critére
vrai. Il suffit de considérer un seul instande mesure. On comparera dofg,(z, &) au
critére vrai 74 (x).

Le but de cette section est de montrer que, si 'on minimiseritére 7., — c’'est-a-dire si
Jai(x, ) < e —alors on minimise aussi le critére vrajFdat(z) < €.

Ona
jell = Z ez”
i

Supposons/,;; < e. Alors J, < e.

J'; se décompose en (équatiril pagel71, annexeE) :
) (CLZ(.’B) COS ¢res,z’ - a;_iata)2 (ai (ID) sin (bres,i)z
ell = D) + 3 ,

Urad,i Utan,i

avec la notation, pour toute variahle

Ures é —Up (43)

En l'occurrence, ona (Eqd.1et4.2) :

{ Bres,i 2 —Opi = ¢i(z, o) — gb?ata

A
Qresi = —Qp; = ai(w) —a

e (4.4)



100 4. RECONSTRUCTIONS A PARTIR DE VISIBILITES CARREES ET ME.OTURES

On adonc

jell<€:> ell<€ VZ

N (a;(x) cOS Presi — ad®t®)2 (q;(x) sin Bres.i)?

+ <e, Vi
U?ad,i Ut2an,i ’
N (a;(x) cos gZ);es’i — qdata)? e et (a;(x) SQin Pres.i)? < Vi
Urad,i gtan,i
= (a;(T) cOS Presi — AT < ke et (a;(x)Sin Presi)? < ki€, Vi (4.5)

aveck, = max{arad 4 Oian,i 1+ D€ plus, on montre aisément que

(a;(x) cOS Pres; — cz‘ii‘?‘ta)2 = (a;(x) — data) + 2a;(x)a data(l — COS Pres i) — a?(m) sin? Gres,i
(4.6)

En combinant les équatiods5 et 4.6, on obtient :

Tt < € = (a;(x) — data) + 2al( Ja daLtai(l — COS (res i) < k1€

>0 >0
Par ailleurs, on a toujours (E4.5) :

. ke .
sin? Gresi < 57—, Vi

a;(x)’

On peut donc écrire :

VEk
T < €= (a;(x) — a¥™)? < ke et |Sin drees| < ie, Vi
az(m)
vk
=aq 1fesz</’<;1e et |sin ¢resi| < 1€,Vi
’ a;(x)

On suppose,.;; < . Avec cette hypothése, et pausuffisamment petit, onain ¢, ;| petit,
et donc :

‘ sin ¢res,i| = sin ‘(bres,i‘

De plus, skin z < v/3/2, alorsz < 2sinz . On peut donc écrire :

2V k
T < € = amZ < ke et |Presi| < 2SN |Presi| = 2| SN Presi| < 71)6’ Vi
Q;
4k
= ke < ke €t |Grenil? < ) Vi
7 ai(x)
2Vk
= aresz < k?1€ et |¢resi| < 167 Vi
’ ai(z)

res,i < l{?1€ et ‘(bres,i‘ < v sz, V1

} Une cléture de phase s’éc€it¢ et le résidu de cl6ture vérifie :

/6I'€S = C¢I‘€S

De plus, I'opérateuC' est une matrice contenant desdes—1 et des0. Comme|a + b| <
la| + |b], alors

= a2

4k1

aveck, = mln

|CP| < n max|g]
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avecn le nombre de coefficients dg.
res,i < ke et |¢res,i| < v/ k?QE, Vi
resi < ke et n max |Pres.i| < my/kae

res,i < kie et ‘C(bres‘ <ny ko€
= aresz < k’1€ et |ﬁresj| < ny/ k?g Vi j

jeu<€:>a

:>a

= a2

= aresz < ke et reSJ < kon’e, Vi, j
2 2
= 180 L et “’S’] < kye, Vi, j
Ua,i Uﬁ,z
k k
aveCk3 mlnla2 ’ k - mang )

Le critére d’attache aux données exact s’écrit comme unensode termes du type :

jdata — z resz + z res,]

aﬁl

On voit que, poure suffisamment petit.7dlata peut étre rendu aussi petit que I'on veut. En
termes mathématiques, on a :

Ve, 3¢, Ty < € = T4 < ¢ 4.7)

Le critére myope approché et le critére « vrai» sont donovétrits. En terme d’ensemble de
niveaux (cf. eq2.5page45), cette propriété s'exprime ainsi :
Pour tout ensemble de niveduw, 79, il existek’ tel que

IS_O]C/%” C IS_ijdata

4.2.3 Non convexité du critere7ywsarp

Méme si le critére7y 1sarp €St convexe par rapport a I'objet, il ne I'est pas par rapaort
I'ensemble des variables aberrations et objet.

En particulier, il est connu que les données de cléture etgieilités carrées ne sont pas
sensibles a une translation de I'objet. Le critgf&*(x) est donc invariant par translation de
x. Or ce n'est pas le cas du critégy;sarp(x, ) qui, & aberrationsy fixées, dépend de la
position de I'objetz. Pourtant, les modéles de données myope et exact sont lemis/aet
cette propriété d’invariance par translation est doncaliesi vérifiée par le critere myope. Il
est facile (mais fastidieux) de montrer que pour chaqueskation7'(x) de I'objetz, il existe
une pente de phade- - r, telles que :

JIwisarp(@, ) = Jwrsarp(T(x), 0 + kr - 1)

Le critérejoint Jwsarp(x, ) est donc lui aussi invariant par I'addition d’une translatde
I'objet et d'une pente de phase correspondante sur leszioers.

De facon a apprécier I'influence d’une variation globalealestles pistons, différentiels on
va visualiser I'influence d’'une pente globale des phasps(tiabscisse, tilt en ordonnée) sur
le critere (fig4.2) La conséquence est que le centrage de I'objet reconsépérdl de I'objet

3Le critére myope approché considéré dans cette démonstesti le développementlimité de I'approximation
gaussienne optimale décrit sectidr3.2.4 Le critére myope approché est de méme minimum que le critarge
ce qui n'est pas le cas pour I'approximation optimale. Patitecderniere, I'équivalence avec le critere vrai n'est
pas vérifiée.
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| s W 8 e

W

FIG. 4.2 — Influence sur le critere d’un tip-tilt global

d’initialisation.

Ces dégénérescences, qui visent a illustrer la non coBveuicritere 7y rs4rp, NE sont
pas problématiques, puisque I'on cherche a reconstruirgbjgt a une translation prés. Par
contre, la non-convexité du critére due a I'incomplétude dennées en phase, donne lieu a
des minima locaux. Comme nous I'avons mentionné en intiimude ce chapitre, I'enjeu de
I'optimisation est de parcourir un «bon» chemin, a parturdk bon » point de départ (I'ini-
tialisation), pour espérer arriver a un « bon» minimum. Jéadtion d’informationsa priori
pertinentes est un moyen d’atteindre ces objectifs. ll@séndant aussi nécessaire de disposer
d’une stratégie de minimisation performante.

4.2.4 Choix d'une stratégie de minimisation alternée

Nous disposons d’un critere joint dépendant des abersagbde I'objet. Il a été construit
de telle fagon qu’a aberrations fixées, le probléme a résosmit convexe. Nous avons donc
opté pour une stratégie de minimisatialbernée, de type auto-calibration (Cf Sectighl.2
page9s) :

1. On propose un objet d’initialisation = x ;

2. Pour I'objet courantz, on trouve les aberrations optimales, c’est-a-dire misant le

critere joint :

& = argmin Jwisarp (T, o)
(07

Cette étape fait I'objet de la sectidn3, et utilise une méthode de descente par gradients
conjugueés;
3. Pour les aberrations courant@son trouve 'objet optimal, c’est-a-dire minimisant le
critere joint :
& = argmin Jwrsarp(x, &)
Cette étape est strictement équivalente au probléme tha#gitre2. La méthode que

nous avions utilisée incluait une méthode de descentsauiilile calcul du gradient du
critére ;
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4. On revient a I'étape 2, jusqu’a convergence.

Il a donc été nécessaire de calculer les gradients de ceegotat par rapport &z, ). On note
- jWISARD(:c|a) le critére aox fixés;
- jWISARD(a|:c) le critére ax fixé.

Le calcul de ces gradients fait I'objet de 'annéxe

4.3 Détermination des aberrations optimales par auto cali-
bration

4.3.1 Séparation du probleme d’optimisation en aberratios

A x fixé, on recherche les aberrations

a = [a(t),a(tz),. . ]
telles que
0Jwisarp(&|x)
oo
Comme ce gradient se divise en termes de la forme

0T (a(t)|x,t)
Ja(t) ’
le probleme de recherche des aberrations optimales peuatstodécouper en plusieurs pro-
blemes, un pour chaque instant de mesure.
A chaque fois, on n'a & déterminer quecard a(t) = N, — 1 aberrations.
Dans la suite de la sectioh3, on ne considérera donc que les données prises a un instant
c’est-a-dire qu’on ne cherche a résoudre que le probléme :
8jell(a(t)\zc,t) —0
Ja(t)
On ne tient pas compte de redondances a deux instants dif¢est-a-dire qu’une méme
base intervient dans plusieurs cldétures mesurées au métaatigpour un interférométre a plus
de 3 télescopes), mais n’'intervient pas dans deux clétuessirées a deux instants différents
(contrairement au cas de l'interféromeétre de I'lIRCOM gaectior3.4.9. Puisqu’il n’y a pas
d’ambiguités, on omettra la dépendance en

8‘76”(@‘{2)
oo
Pour chaque instant de mesure, il faut résoudre une éqlmtityp)e% = 0, soit, d’apres
'équationE.5pagel72

0Teu
15/6"

=0

=0

= B" Wisin2¢,. +B' - Wysing,,, =0

res

avec
¢res = ¢(m) + Ba - ¢data

W, = Diag{w,;} = Diag{ai(m) B agz(:c)}

tan,t Urad,i

) data
W, = Diag{ws;} = Diag{2%}

rad,i
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4.3.2 Recherche exhaustive des aberrations optimales dalescas d’'un
interférometre a 3 télescopes

A 3 télescopes, il ne faut déterminer pour chaque instantigue 1 = 2 aberrations
myopesa;, as. Une descente locale n’est donc pas nécessaire : il suffindertune carte 2D
de la valeur du criterg/,; (o, as|x), et de sélectionner les valeurs @g, a,) pour lesquelles
le critére est minimal. Si le critére a minimiser a plusieauisima, cette méthode permet de se
placer autour du minimum global.

En pratique, on calcule la valeur du critére sur une grillealeurs dgay, a3). Sila grille de
valeurs pour lesquelles on a calculé le critere est suffisamfime (une grille da00 x 100
valeurs sur0, 27 x [0, 27| est généralement suffisante), I'estim&g;;. sera suffisamment
proche du minimum global pour qu’il soit atteint par une dege locale initialisee &yje.
Ona(EqE.1pagel7)):

2 2 data 2
eill = aiz(w> COS2 gbres,i + ad;tai - 2ai(w2)ai COS ¢res,i + aig(w> Sin2 gbres,i
rad,i arad,i arad,i tan,s
avec
1 0
¢res,i:Blzl } = 0 1 |:gl :|
2 -1 1 2

Les fonctionssin? et cos? sont de période et introduisent des dégénérescences dans le critére
a minimiser. La carte 2D de la valeur du critefg, (a1, az|x) peut avoir I'allure de la figure

4.3. Le tracé de cette carte pou0 x 100 valeurs permet de déterminer le minimum global.
Cependant, ce tracé n’est réalisable que dans le cas fiertidy.;; = 3, et notre objectif est

de construire une méthode de reconstruction la plus génpoasible. Nous avons cherché a
trouver une méthode de calcul des aberrations optimalespointerférométre a plus de 3
telescopes.

4.3.3 Solution linéarisée emp

res

On ne peut résoudre de fagon analytique I'equation

ONET
15/6"

= B"W,sin2¢,. + B Wysing,. =0

res res

Une premiére facon de résoudre cette equation est de cogrsldé résidus en phase suffi-
samment petits pour pouvoir faire 'approximatieim ¢.., ~ ¢,.. (c’'est 'approche proposée
parCornwell & Wilkinson(1981) :

NEl

0 =0= BT W1 Sin2¢res _'_BT W2 Sin¢res =0
(81

= 2BT Wld)res + BT W2¢res =0

= 2BT Wld)res + BT W2¢res =0

res

:>BT [2W1+W2]¢ =0

w
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1.0

0.5

o, /T

FiGc. 4.3 — Critére7,; en fonction des deux aberrations myopes a déterminer.

Commeog, . = ¢(x) + Ba — ¢**** (Eq.4.4), les aberrations optimalés;, vérifient :

atjell =T
p— B p—
8a 0 :> W (¢res) 0
- BTW (d)(m) + Bdlin o d)data) =0
= B'WB&y;, = B'W (¢™* — ¢(x))
D’ou
_ -1
i = [BTWB} B"W (¢ — ¢()) (4.8)
avec
A Ao Jaiz) a(x) ai(x)ad™
W = Diag{w;} = 2Diag{ 55— — —5— + — (4.9)
tan,i Urad,i Urad,i

au, est fonction de I'écart entre les phag#$™ et (), et non d’une fonction périodique
de cet écart. On observe une discontinuité lorsque cet ésadans un voisinage de. On
est donc soumis a des problémes d’enroulement de phasendaepgecette solution linéarisée
peut servir d’initialisation pour une descente locale diéce en aberrations.
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4.3.4 Solution linéarisée enp,.. et a,.

res

Nous avons cherché a analyser la mat®e pour vérifier que le term%BTWB} de
'équation4.8 est bien inversible.

Si I'on suppose que le résidu en amplitugdg, = a(x) — a?®* est petit, le termev; de
I'équation4.9 s’écrit :

) i) | aw)a
U 2 2 2
Otan,i arad,i arad,i
_oai@)  ai(x) | di(z)
~2— 5 +2—
atan,z Urad,i arad,i
L@ (@)
- 2
Utanz
s (a?“&(w))z
Utan,i

Or on a construit le modéle de bruit approché avec gEt/ pages?2) :
0-t2an,i = a’?ata(w)203§,i

2

Onadonc:
. 2
W ~ Dlag{—Q} ~ 2R’
G

La matriceW est donc inversible. CommB" est de rangV; — 1 et qu’elle a/V; — 1 lignes (cf.
AnnexeB), elle est surjective. On peut alors montrer que le te[BEWB] de I'équatior.8
est bien inversible.

Ces calculs permettent de surcroit de proposer une solut&arisée a la fois e, eta,.s :
A STom-15] L BTop-1 [ data
Gty = [B 2R, B} B"2R;! (¢™* — ¢(x))
_ [BTRlB]1 B R} (¢ — (x)) (4.10)
¢ ¢

Cette solution présente néanmoins la méme sensibilité maxikements de phase que la solu-
tion ay;y,.

4.3.5 Solution itérative

Pour s’abstraire des problemes d’enroulement de phaseremad pne approche de type
méthode de Newton, c’est-a-dire itérative, pour déterminannulant (EqE.5pagel7?) :

0Tl
oo

Supposons une petite variatiétx de a.. Alors,pourda est suffisamment petit, on peut faire le
developpement limité au premier ordre suivant :

() = B" W sin 2¢,.(a) + B" W, sin Gres(a@) =0

ONAT OTen O*Teul
da (ot de) = da (e0) + oa?

() dx (4.11)
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avecC
P T

a2

On peut donc procéder de facon itérative :

() = 2B"W B cos [2¢,0s ()] + B W,B cos [Pres ()] (4.12)

1. On choisit une initialisatiomx = « la meilleure possible, par exemple la solution de
'equation linéarisée4.9) ;

2. On calcule® (q);

3. On cherche & annule?:t. Comme 224 (v + dax) = 21 () + 221 (o) Sex, ON
cherche la variation de telle que2Z: (a + ) = 0, SOit :

PTer, 10T
- D2 (a> Do (Oé),

oo =

4. On posex = o + dox et on revient a I'etape 2.

Si la convergence d’un tel algorithme n’est pas garantiasravons constaté son efficacité en
pratique. La méthode décrite au paragraphe suivant perenet ¢pas étre pénalisé dans le cas
ou cette méthode divergerait.

4.3.6 Une méthode robuste de détermination des aberrations

Nous avons proposé 4 facons de determiner les aberratidinsabgs a objet connu :

— arie Obtenues par recherche exhaustive sur une grille (Se¢ttbApagel04), dans le

cas d'un interférométre a 3 telescopes;

— )i, Obtenues par linéarisation de I’équati%ﬁﬂ = 0 (Sectior4.3.3pagel04);

— ajir Obtenues par recherche itérative d’'une solution de I’équeﬁ% =0 (Section

4.3.5pagel06);

— Qe COrrespondant aux aberrations calculées au cycle d’aliforation précédent.
Notre méthode consiste a calculer les valeurs du crifgfes 4zp pour ces quatre estimations,
choisir la meilleure (celle pour laquelle le critere est minm) comme initialisation, puis mi-
nimiser localement le critére a I'aide de la méthode de désa#écrite sectio.4.2page57,
utilisant le calcul du gradient d&y-;s4rp @ Objet connu (SectioR.2 pagel69).

4.4 Lalgorithme WISARD : Weak-phase Interferometric
Sample Alternating Reconstruction Device

L'étape de détermination de I'objet a aberrations connwes dous disposions a ce stade
de I'étude avait été construite puis validée sur un probldeeeconstruction non myope. Ce-
pendant, le caractere myope du probléme de reconstructioages a partir de clotures et de
visibilités carrées d’'une part, et la confrontation de n@thundes a de nouveaux types d'ob-
jets d’'autre part, nous ont conduits a faire évoluer la naghaécrite au chapitre dans deux
directions :

— Le critére joint 7y sarp N'€St pas convexe, méme si le critere que 'on minimise a
aberrations connues l'est, et méme si 'on peut détermegmaberrations optimales a
coup sdr (dans le cas a 3 télescopes). La solution obtenuripanisation de ce critéere
est donc dépendante de l'initialisation choisie. Nous awtonc cherché a proposer une
méthode de détermination d'un « bon » objet d’initialisatio
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— Les objets traités au chapitzesont plutot basse fréquence, c’est-a-dire sans bordssfranc
ni pics isolés. Afin de reconstruire correctement des olb@tgportant des composantes
haute fréquence, nous avons cherché a élargir la gamme gldarigations utilisées a
desa priori permettant de préserver les eventuelles hautes fréqueecksbjet a re-
construire, tels que les régularisations L1L2 (secfigh2.3 et L1L2, (sectionl.4.2.9.

Nos travaux sont essentiellement empiriques, car il nfexpas aujourd’hui de caractérisation
exhaustive des minima locaux. Les propositions décritas datte section font suite a de nom-
breux essais infructueux.

4.4.1 Objet d’initialisation

Nous avons cherché a construire un objet d'initialisatiéard par peu de paramétres,
lesquels seraient ajustés pour étre compatibles avec fegds. L'interférométrie optique est
souvent utilisé pour mesurer le diameétre de sources queabsimile & un disque uniforme.
Cependant, il est possible de construire un objet d’ingiddion plus complexe, c’est-a-dire
avec un nombre de parametres intermédiaire entre le mo@étisdue uniforme (un seul
parametre de diametre) et la carte finale (de quelques nestdi pixels). Nous avons opté
pour un modeéle d’objet invariant par rotation. La TF d’'un tdljet est aussi a symétrie
circulaire.

1.0 T

,T* Modules de visibilités mesurés

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 1 1 ! |
10 20 30 40

Objet visibilités absolues mesurées

(e}

FIG. 4.4 — Visibilités absolues en fonction de la fréquenceaiadi

Lafigure4.4présente un exemple d’objet et la courbe correspondantsitidites radiales.
On forme un objet d'initialisation en faisant la transfoerd® Fourier inverse de la carte de vi-
sibilités complexes invariante par rotation que nous vertmndécrire. Cet objet n’eatpriori
pas réel et encore moins positif. On en extrait donc la pegtite positive. Des exemples d’ob-
jets d'initialisation ainsi calculés sont présentés figlue Cette méthode permet notamment
d’identifier les objets constitués de plusieurs sourcessuperposeées.

4.4.2 Une reconstruction par fréguences croissantes

Les tests préliminaires de notre méthode, sur des donn@egasit un interférometre a 3
télescopes, ont abouti a des reconstructions ou I'objgtrai n’etait pas reconnaissable. Ces
échecs ont été interprétés comme la conséquence de la ngexitérdu critere & minimiser,
particulierement handicapante dans le cas d’un interfétana 3 télescopes. Nous avons alors
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-

FiG. 4.5 — Initialisation circulaire.

pris le parti de privilégier les structures globales dejeébj. e. les basses fréquences. Le prin-
cipe, évoqué en 1994 p&uscher(1994), est de ne sélectionner qu’un ensemble de mesures
et de reconstruire un objet a partir de ces seules donnédagale a réduire le nombre de
dégenérescences du critére. Nous proposons de ne reteléipar que les données basses fré-
guences. Cette reconstuction sert d’initialisation paowr mouvelle reconstruction pour laquelle
on rajoute de nouvelles mesures (Figare.

Initialisation
w01 Ve

<

F

Selection de mesures
y(v), lv| <v.

l

Reconstruction d’un objet(v..)
et d’aberrations:(v,)

l

xo = (V)
Augmentation de.

FIG. 4.6 — Reconstruction par fréquences croissantes.
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4.4.2.1 Incorporation progressive des données

Dans un premier temps, nous avons effectué cette selecfignentielle en ne considérant
gu’un sous-ensemble d’instants de mesure. En effet, noftbade ne permet pas de traiter
isolément une cloture de phase et les visibilités carréeggmondantes. Nous avons donc
ordonné les « paquets » de mesures par la base maximale teoaveet instant de mesure.
L'augmentation de la fréquence de coupure considéréentsaliers a « incorporer » un nouveau
paquet de mesures.

4.4.2.2 Apodisation variable des données

Cependant, nous avons été confrontés a des configuratitarmmétriques pour les-
guelles, a chaque instant, on mesure a la fois des hautes dtadses fréquences. Il n'est
pas possible dans ces cas la de separer les paquets de demmpaegiets basse fréquence et
paquets haute fréquence.

Une autre facon de procéder consiste a apodiser les mesangsildlité carrées au-dela de
la frequence de coupure. On multiplie donc les données pafanction d’apodisatiotf,,,,
dont on fait varier la largeur de facon a faire croitre la trégce de coupure. Cette fonction
doit étre non nulle sur tout le domaine, de facon a préseegenlesures de phases. Une re-
construction parfaite conduirait a reconstruire un obgettda TF est multipliée par la fonction
d’apodisation :

T = TFil [ivraifapo] =X * TFil [fapo]

L'objet idéalement reconstruit serait la convolution dubjet vrai avec la TF inverse de la
fenétre d’apodisation. Celle ci a donc été choisie tellespu&F inverse soit réelle et positive.
Nous avons utilisé une fonction «cloche » dont le profil red& une fenétre de Hamming
de largeur variable, au centre de laquelle on intercale lierpde hauteur 1 sur la zone de
fréquence que I'on ne souhaite pas apodiser.

4.4.3 Post-traitement

Il est apparu durant les phases de test de la méthode queedeass d'interféromeétres a 3
télescopes, ou la determination des aberrations est gl#&tement difficile, que I'on obtient
de meilleures estimations des aberrations en ne réguilapaa I'objet (a part la contrainte de
positivite). Pour améliorer la qualité de I'objet, il suffifors de faire une derniére optimisation
de I'objet, régularisée cette fois-ci, sans modifier legiati®ns estimées précedemment. Nous
avons donc adjoint a notre méthode un dernier module de daitgment», qui consiste a
faire une minimisation régularisée en objet, a aberrativées. Cette méthode, bien qu’heu-
ristique, est trés similaire a ce que préconigdanc (2002 etldier et al. (2005 dans le cadre
de I'estimation d’aberrations par diversité de phase swhjet étendu.

4.4.4 Structure de I'algorithme WISARD

4.5 Les versions successives de I'algorithme

L’'algorithme ainsi constitué a cependant largement évaluéours des trois années dont
rend compte ce manuscrit. Certaines erreurs importantes até corrigées que tardivement.
J'ai souhaité présenter les resultats obtenus avec lithgoe tel qu’il était au moment des
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DESCRIPTION STRUCTURE VARIANTES
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FIG. 4.7 — Structure de I'algorithme WISARD.

simulations, et non uniquement ceux que fournit I'algarigha son stade actuel. Les simula-
tions et traitements expérimentaux dans le chapitre suvainété effectués avec 3 versions
différentes de I'algorithme WISARD.

4.5.1 WISARD2

La version actuelle de I'algorithme, dite « WISARD3 », eslecgui est décrite dans ce
chapitre. Contrairement aux précédentes,
— elle s’appuie sur un modeéle de formation des pseudo-dsmmyepes cohérent avec celui
des données réelles;
— elle permet de traiter des données issues d’'un interféreraen télescopes avec n quel-
conque;
— elle propose une large gamme de termagodiori possibles (blancs ou non, quadratiques
ou non).
Les deux versions précédentes sont présentées dans iess@csuivre, la version inter-
médiaire, dite « WISARD2 », d’abord, la plus ancienne, dW#ISARD1 », ensuite.

4.5.2 WISARD?2

Une statistique des visibilités en module erronée Dans cette version, I'écart-type, sur les
amplitudes de visibilité était calculé a partir de I'écpe o, sur les visibilités carrées par :

O, —\/Og
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Nous avons vu (Sectiod. 1 page74) qu’'une modélisation correcte est

Oa = 9 qdata

Cette erreur de modeélisation conduit notamment a suresti@éoart-type du bruit sur les com-
posantes principales de I'objet (les fréequences pour Ekegia visibilité carrée est forte), en
particulier les basses frequences (le spectre des objesglénés est en général décroissant).

Une estimation des aberrations dégénéréelLes méthode d’estimation des aberrations par
linéarisation, ou par une méthode itérative, n’était papaliible a ce stade. Une descente locale
était réalisée a partir de I'estimée précedente des almrsasauf dans le cas 3 télescopes, ou
une recherche exhaustive des aberrations optimales sugrilleeétait disponnible.

4.5.3 WISARD1

En plus des limitations et erreurs de la version 2 de I'athare, cette version présentait les
défauts suivants :

Un modele de données défavorable Cette premiére version de 'algorithme ne traitait que
des cas a 3 télescopes. Nous avons néanmoins été conduieades données simulant un
interféeromeétre a 6 télescopes. En effet, nous avons morécegemment (Sectigh4.4page
88) que I'on pourrait théoriguement obtenir avec un intenfiéétre a 3 telescopes les mémes
données. Nous avons donc traité ces données a 6 télescope® & elles étaient issues d’'un
interférométre a 3 télescopes.

Pour chaque triplet de bases, nous avons donc construitséesi@-visibilités complexes
compatibles avec les 3 mesures de visibilités carrées etekuma de cléture de phasi
triplet considéré. Or il y a redondance, c’est a dire que plusietuidé « partagent » la méme
base. Pour les bases communes a deux triplets, les deuxopsmstires complexes ainsi
construites sont généralement «incohérentes» entre eléess-a-dire que la norme de leur
différence est au-dela de quelques ecarts-type.

Cette erreur de synthétisation de pseudo mesures estékuisgure4.8. Nous avons dé-
terminé la solution aux moindres carrég, - obtenue a partir des pseudo mesures construites
avec un modele a 3 télescopes d’une part, puis avec la méginédenisée dans ce manuscrit
(Section3.5page9dl), et qui prend en compte le fait qu’il y a 6 telescopes et ndDei illustre
gu’indépendamment de la méthode de reconstruction, le imatedonnées considéré a ce
stade de I'évolution de WISARD était erronné.

Un nombre d’aberrations myopes trop important D’autre part, cette modélisation a 3 té-

lescopes introduit de plus 2 aberrations myopes par cl@upar instant de mesure. Un in-

terféromeétre a 6 télescopes permet de former a chaque tii€iasidtures. Nous avons donc

introduit 20 aberrations myopes par instant de mesure,eaudées 5 nécessaires, soit 4 fois
plus d'inconnues a estimer que nécessaire. L'absence adedts méthodes d’estimation des
aberrations par linéarisation, ou par méthode itératiegt peu handicapante, puisqu’avec une
modélisation a 3 télescopes, une recherche exhaustivebdemtions optimales est possible
(Cf. section4.3.2pagel04).
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a) Objet original

(b)x ¢, Modele 3 Tels (cE i, Modele 6 Tels
FIG. 4.8 — Estimations aux moindres carrés avec un modeéle égnhvia3 télescopes.

Une régularisation quadratique ou L1L2 A ce stade de I'étude, la régularisation L1).2
(sectionl.4.2.9 n’était pas encore implémentée. Seules les régulansatjoadratique et L1L2
sur les gradients étaient disponibles.

Malgré toutes ces limitations, les reconstructions, aleravec la version WISARD1 de
l'algorithme, que nous avons présentées lors d’un condatesnationnal de reconstruction
en aveuge (présentées au chapitre suivant, segtigmagel 15 nous ont permis d’occuper le
second rand dans ce concolusfvsonet al. (2004)].

4.6 Conclusion

Nous avons élaboré une méthode originale de traitementrieégs interférométriques op-
tiques, ou les données d’entrée sont des cl6tures de phaeEs\asibilités carrées. Cependant,
étant donnée I'existence de minima locaux, en majorité diisc@mplétude des données en
phase, nous n'avons pas d’assurance que notre méthodeg®mees une « bonne » solution.
Seule la confontation a des données réelles ou simuléegpdemesurer les performances de
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WISARD.
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Chapitre 5

Valider WISARD par simulation puis
expérimentalement

Le traitement de données simulées par une équipe indéepgendsinune forme de test
intermédiaire, entre des simulations « maison» et le tragte de données réelles. Devant
le développement rapide d’interférometres optiques a gau® télescopes, fournissant des
clétures de phase en plus des visibilités carrées, I'lateynal Astronomical Union (IAU) a
motivé I'organisation d’'un concours de reconstructiommiges «en aveugle », organisé par
Peter Lawson. Les résultats que nous avons présentés a aauc®isont présentés dans la
section5.1 Ces données sont simulées pour un interférométre a 6 aflescce qui nous a
permis de tester différentes stratégies de choix d’ims@ion et da priori. Cependant, sur des
données issues d'interféromeétres a plus de 5 télescopesriiplétude des données en phase
devient moins critique (cf. sectiah2.1.3.

L'enjeu principal des algorithmes comme WISARD consisteaétdr des données réelles
issues d'interférometres a 3 ou 4 télescopes. Bénéficiarliates étroits entre TONERA et le
Laboratoire d’Etudes Spatiales et d’'Instrumentation etidfhysique (LESIA), j'ai pu parti-
ciper a deux missions d’observation sur l'interférométBtélescopes IOTA (Infrared Optical
Telescope Array), situé au Fred Lawrence Whipple Obseryato Arizona (cf. sectioi.2).
Ces missions ont permis l'acquisition de données sur lekegtp du Cygne ety du Bouvier,
suffisamment riches pour étre traitées par WISARD. Seuteddanées concernant I'étoile
du Cygne ont pour l'instant été traitées. Les résultatsmlseonstituent la sectidn3.

5.1 Validation de WISARD sur simulations : « An Imaging
Beauty Contest »

5.1.1 Deux tests préliminaires

Une phase préliminaire du concours de reconstruction dj@aale I'lAU, appelé Imaging
Beauty Contest, était destinée notamment a vérifier quedieipants parvenaient a lire cor-
rectement le format de données OIDARulset al. (2004)] utilisé pour ce concours. Elle
consistait a reconstruire deux cartes d'étoile doublef tes1parametres (séparation, angle,
diamétre des deux composantes) étaient connus.

Ces tests n'ont pas présenté de difficultés particuliéress omt permis d’identifier un point
dur dans le cas d’'une reconstruction en aveugle : la détatmimdu champ a reconstruire. En
effet, si 'on ne dispose pas d’une taille approximative’dbjet a reconstruire, il est difficile
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de I'extrapoler des données. L'objet a reconstruire damsel’des deux phases préliminaires
(Figure5.1) était une étoile double dont les deux composantes étadparées de 22 millise-
condes d’angle (mas).

FIG. 5.1 — Reconstruction avec WISARD pour la phase prélimide I'lmaging Beauty
Contest60mas x 60mas.

La figure5.2montre le profil de modules de visibilités obtenu avec desgisareconstruits
de respectivement 60 mas et 30 mas de cb6té. On constatesjpdssible de diagnostiquer une
sous-estimation du champ reconstruit par I'inadéquatemrdodules de visibilités de I'objet
reconstruit par rapport aux mesures. Ceci se traduit pauesl par une valeur trop grande du
critere d’attache aux données en fin de convergence. En pifet cet exemple comprenant
105 fréquences de mesure, le terme d’attache aux données)gsa 210 termes (pour chaque
mesure complexe, il y a un terme radial et un terme tanggntiely? réduit, c’est-a-dire le
terme d’attache aux données divisé par 210, devrait étahprde 1. Il est en effet de82 pour
un champ reconstruit suffisari)( x 60 millisecondes d’angle), or il est de plus de 27 avec un
champ reconstruit trop peti2@ x 20 millisecondes d’angle). C’est donc que des composantes
de I'objet d’énergie non négligeable sont en dehors du chacgnstruit.

Cette phase préliminaire nous a permis de tester notreiflgm sur des données simulées
par une équipe indépendante, et de vérifier que la valewf déduit était un bon diagnostic
d’erreur sur le champ reconstruit.

5.1.2 Un concours de reconstruction myope en aveugle

Nous avons alors participé au concours proprement dit. [deoss donc tenté de recons-
truire des objets sans aucune information autre que leséaésrinterférométriques, en particu-
lier sans information sur le contraste ou la dimension deobgss.

Les deux objets de test et les couvertures du plam) correspondantes sont présentés
figures 5.3et 5.4.

Les reconstructions que nous avons soumises pour le canootiété obtenues avec la
version 1 de l'algorithme WISARD (Cf. Sectich5.3pagell?). Les meilleurs résultats ont
été obtenus en «incorporant» les fréquences par triplétsSgetion4.4.2 page108), sans
régularisation autre que la positivité, puis en faisant ost{iraitement avec une régularisation
guadratique (la seule disponible a ce stade de I'évolutibatgorithme) dont les parametres
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FIG. 5.2 — Erreur de reconstruction due au champ reconstruit.

(DSP de I'objet et niveau de bruit) ont été réglés automatigent (Cf. Sectiod.4.3page58).

Comme le montre la figurg.5, nous avons retrouvé correctement les structures glotlales
I'objet. Le point central sur le premier fichier de test a cegant été « étalé » dans une direc-
tion diagonale. Cette direction correspond aux «trous »ldap— v. En effet, le manque de
mesure haute fréquence dans une direction rend difficikclanstruction d’un point source. La
régularisation L2 a tendance a ramener vers 0 les visibiéit& fréquences pour lesquelles il
N’y a pas de mesure, et donc a étaler le point source danséesidins ou il y a peu de données.
Ces resultats, s’ils ont permis de mesurer la qualité deemoéthode, et de la comparer favo-
rablement a ses concurrentes au niveau monifialrhon et al. (2004] — puisque nous nous
sommes placés au second rang —, nous ont poussés a recimarzimement d’autres types de
régularisation, préservant les pics.



118 5. VALIDER WISARD PAR SIMULATION PUIS EXPERIMENTALEMEN

FIG. 5.3 — Objet vrai et couverture — v pour le fichier de données 1. Ces données simulent
I'observation d’'un objet correspondant au modele de LkHR dié taille 12,1x 12,1 mas, avec

le Navy Prototype Optical Interferometer (NPOI). La ma@des mesures sont a faible rapport
signal a bruitLawsonet al. (2004)].
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FIG. 5.4 — Objet vrai et couverture — v pour le fichier de données 1. Ces données simulent
I'observation d’un objet correspondant a un modeéle d’étdduble, de taille 3& 30 mas, avec

le Navy Prototype Optical Interferometer (NPOI). La ma@ides mesures sont a fort rapport
signal a bruitLawsonet al. (2004)].
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Fichier test 1 : Objet vrai Objet reconstruit

Fichier test 2 : Objet vrai Objet reconstruit

FIG. 5.5 — Objet original et reconstructions soumises a I'lmgdBeauty Contest, obtenues
avec WISARD1, régularisation : L2 et positivité.
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5.1.3 Amélioration des performances de I'algorithme

Depuis I'lmaging Beauty Contest, I'algorithme utilisé afondément évolué (sectiah5
pagel10). Nous avons proposé un nouveau type de régularisatioenvedd les hautes freé-
guences (WISARD2), adapté l'algorithme aux configuratianplus de 3 télescopes (WI-
SARD?2) et corrigé 'erreur sur la statistique des modulesidiilité (WISARD3). La figure
5.6présente les reconstructions obtenues avec les versiotessives de I'algorithme. Il existe
bien sdr le risque que la connaissance du vrai objet ait @ntai nos travaux dans cette se-
conde série de traitements.

(a)Objet vrai

(b)Wisardl,a priori L2 et positivité¢  (c)Wisardla priori L1L2 et positivité

(d)Wisard2, L1L2w et positivité  (e)Wisard3, L2 et posit&i ()Wisard3, L1L2w et positivité

FIG. 5.6 — Amélioration des performances de WISARD. Les recansons (b) et (c) s'ap-
puient sur une modélisation a 3 télescopes, les reconistngdqd), (e) et (f) sur une modélisa-
tion a 6 télescopes (voir sectidnb)
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5.1.4 Conclusions sur les simulations

On peut tirer les conclusions suivantes :

La régularisation L1L2,,  (cf. sectionl.4.2.3page40) permet de reconstruire avec succes
des objets mixtes, c’est-a-dire constitués d’'une compedase et de détails tres piqués. On
peut néanmoins formuler des critiques vis-a-vis de la ew@i# reconstruction obtenue, cor-
respondant a la figurg.g(i) : le point central n’est pas correctement résolu, et igenisités
maximales de ce pic et de I'enveloppe sont désequilibréaspport a 'image originale. Pour
résoudre correctement le pic, il est nécessaire de faire sigger-résolution, c’est-a-dire d’esti-
mer la TF de I'objet a des fréquences au-dela de celles cmsvear I'interférometre, ce qui ne
peut étre fait que par I'introductiona’priori. C’est ce que nous faisons, de fagon certes impar-
faite, en utilisant une régularisation L1L2 blanche. Ihastisemblablement possible d’amélio-
rer encore la résolution en en utilisant un bi-modeéle pawitrse + objet étendu, par exemple
avec la méthode proposée gaiovannelli & Coulaig2005. Plus généralement, la photométrie
de la reconstruction est imparfaite. Cependant, 'ambitie notre méthode se limite a I'identi-
fication des structures globales de I'objet d’'intérét. Rme reconstruction photométrique, une
fois ces structures globales identifiées, il est aisé detimiger que les quelques parametres
fixant les flux et positions de I'enveloppe et du pic central.

Notre méthode est robuste aux erreurs de modélisation,comme le montrent les figurést
(b), (c) et (d) qui s’appuient sur un modele statistique depléudes de visibilité erronée.

Comparaison avec un télescope monolithique A titre de comparaison, nous avons simulé
les images que fourniraient un télescope de 10m de diametité par la diffraction (c’est,

au metre pres, le diametre du Keck a Hawali, c’est-a-direug gtand télescope monolithique
en fonctionnement), un télescope de 66m de diamétre linaitdapdiffraction (c’est la plus
grande base utilisée pour simuler les données interféra@ués que nous avons traitées) et
un télescope de 100m de diamétre (limite supérieure du diarda projet de télescope géant
OWL). Ces images sont présentées figuré Il apparait que le degré de résolution obtenu avec
notre méthode de reconstruction est de I'ordre de celui tBlascope de 100m de diametre
limité par la diffraction.

Les reconstructions obtenues avec WISARD1 (figures.6(e,f)), qui est dédié aux interfe-
rometres a 3 télescopes, livre guelques enseignements :

— il est possible de reconstruire une image correcte aveotarférometre a 3 télescopes,
pour une configuration — v riche et redondante;

— néanmoins, la convergence est beaucoup plus difficile &8ct#pes. En particulier, il
est pas nécessaire de faire une série de reconstructioff@gaences croissantes (sec-
tion4.4.2pagel08), ce qui n’est pas le cas a 6 télescopes. Nous interprétochsaame
provenant d’'un plus grand nombre de minima locaux, le prablétant « plus myope »
que dans un cas a 3 télescopes;

— de ce fait, la convergence est beaucoup plus lente (20lfsdgnte environ lorsque I'on
passe de 6 télescopes a 3 télescopes);

— a la lumiére de ces différences entre les cas a 6 et 3 télescibmous semble qu'il
faudrait un Imaging Beauty Contest sur un cas a trois téjesco
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(2)Objet vrai (b)Wisard3, L1L2w et positivité

(c)image d'un tél. deg = 10m (d)image d’'un tél. deg = 66m (e)image d’un tél. d& = 100m

FIG. 5.7 — lllustration des performances de WISARD. Les imaggs(d) et (e) simulent les
images que formeraient des télescopes monolithiquestknpiér la diffraction, de diamétres
10m, 66m et 100m.



5.2. Préparation des missions sur l'interferomeétre IOTA 312

5.2 Préparation des missions sur l'interféromeétre IOTA

Dans cette section, nous présentons le fonctionnementirderterometre I0TA (sec-
tion 5.2.2. Le grand nombre de possibilités de positionnement dés tétescopes nous a
conduit a proposer une méthode de choix de configurationlauei(section5.2.3. Enfin,
dans le but d’adapter ces méthodes aux sources observéssprészentons brievement les
étoiles de type Mira, dont I'étude constitue I'objectifqripal de ces missions (sectibr?.4).

5.2.1 Déroulement de la premiere mission

La premiére mission (sectidn?) a eu lieu en octobre 2004. L'équipe était constituée de
Guy Perrin, qui dirigeait la mission, de Sylvestre Lacour,ceurs de these avec Guy Per-
rin au Lesia, de Julien Woillez, en post-doctorat sur le Ketkrferometer & Hawaii, et de
moi-méme. L'objectif principal était I'étude d’étoiles tigpe Mira ou super-géante rouge (sec-
tion 5.2.4. Nous n’avons pu réaliser de mesures que pendant 3 heurelgssll nuits de
mission, pour cause de météo défavorable. Si les donnéesillies étaient en nombre trop
faible pour permettre une reconstruction avec WISARD ecetission m’a néanmoins permis
de me familiariser avec le fonctionnement de I'instrumeseic{ion5.2.2 et de proposer une
méthode de choix de positionnement des télescopes deaféraeétre, décrite sectidn2.3

5.2.2 Linterférometre IOTA

L'infrared Optical Telescope Array est un interféroméeanfigurable a trois télescopes,
situé au Fred Lawrence Whipple Observatory, en Arizdmaybet al. (2003)]. Il est constitué
de deux bras perpendiculaires, un bras long de 35 metrdegsiel se déplacent les télescopes
A (ou télescope Nord) et C, et un bras court de 15 métres, gquelee déplace le télescope
B (ou télescope Sud) (Figue8). Les stations possibles des télescopes sont situéese®us |
multiples de 5 et 7 métres sur chaque bras (Figuge

FIG. 5.8 —Vue générale de l'interféeromeétre IOTA



124 5. VALIDER WISARD PAR SIMULATION PUIS EXPERIMENTALEMEN
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FIG. 5.9 —Vue schématique de IOTA

5.2.2.1 Des sidérostats a la lame séparatrice

Chaque miroir collecteur de 45 cm de diametre est équipé sluérostat. Le faisceau lu-
mineux issu du miroir primaire est réfléchi successivementis miroir secondaire, un miroir
de tip/tilt et un miroir d’'injection (ou «feed miror »). Leifceau est alors acheminé vers le
laboratoire dans des tubes sous vide.

L'interférometre IOTA n’a d’abord compté que les deux tétgses A (Nord) et B (Sud). Le
schéma de principe de l'interférometre était alors anaaguelui de la figuré.1.5pagel?.
Les lignes a retard permettent de « ramener » le paquet dgeBaur le détecteur en compen-
sant la différence de marche due au fait que la source n’est pgale distance des deux ouver-
tures. Un miroir piezo électrique de balayage permet de tiéfiler rapidement les franges sur
le détecteur de fagcon a moduler I'interférogramme. La lignetard est constituée d’une ligne a
retard longue (ou LD1), assurant le centrage approximatgatjuet de frange sur le détecteur,
et d’'une ligne a retard courte (SD1), assurant le réglagée'éitoile se déplacant dans le ciel,
le retard a introduire est réactualisé en permanence), rabtiulation de I'interférogramme.
Selon la position de la source dans le ciel, c’est soit lesté&lpe A gu'il faut retarder - « North
Delayed » -, soit le télescope B - « South Delayed ».

Le télescope C a été installé par la suifegubet al. (2000], avec une deuxieme ligne a retard
(SD2, LD2). Le schéma de principe de l'interférometre esspnté figuré.10 (cas « North
Delayed ») eb.11(cas « South Delayed »).

L'ensemble des miroirs de chaque voie (15 au total) doit @réitement aligné de facon
a eviter un effet de vignettagéou silhouettage), entre autres pour que les flux venantdiss t
voies soient le plus équilibrés possibles. En particuliaignement des miroirs des longues
lignes a retard doit étre verifié chaque fois que celles+ti déplacées.

5.2.2.2 Latable visible et le suiveur d’'étoile, ou « star traker »

Une lame séparatrice permet d’envoyer la partie visibleaiscéau sur un capteur CCD
10 x 10 pixels. 4 pixels par voie servent a calculer la position dile, et a la corriger en temps
réel, en asservissant les miroirs de tip/tilt pour chacun tdescopes. Ce systeme simplifié

1On doit pouvoir voir la totalité du miroir primaire depuisl&boratoire



5.2. Préparation des missions sur l'interferomeétre IOTA 512

©
Aiezo C Q

Delay Line 2 /
________________________________________________ Piezo A

I
1 Corner;‘/ > : E
, I
, I
LD2 Y.
: SD2 Ya< \ Exit Delay 2 o E

\ ,' / Feed C
______________________________________________________________________________________________ . | /
1
| \ | Feed A
, Corner A >
LD1 Yaw

I

X SD1 Yaw,

1 \Exit Delayl A North

Corner B/ > .
< Delay Line 1
Exit fixed
North Delayed
Dichrok
Dichroic\

Dichroic

Aezo B
h - 4 N

E B South

/ Feed B
N

FIG. 5.10 — Schéma de principe de l'interferométre IOTA, en guréition « North delayed »



126 5. VALIDER WISARD PAR SIMULATION PUIS EXPERIMENTALEMEN

©
Aiezo C Q

Delay Line 2 /
Piezo A

________________________________________________

\ -
1
X Cornerg‘/ > : E
|
|

|

LD2 Y. 1
: Sb2 Ya< \ Exit Delay 2 aw E

________________________________________________ Y /FeedC

________________________________________________

I
e ) Feed A
! Corner \
! & > . =
X LD1 Yaw I
I
I

SD1 Yaw, C West
\Exit Delayl ) A North
Eo_rn;rA __________________________________________
Delay Line 1
Exit fixed
e Sout h Del ayed
DichroM
Dichroic\

Dichroic

Aezo B
h - 4 N

E B South

/ Feed B
N

FiG. 5.11 — Schéma de principe de l'interferométre IOTA, en guréition « South delayed »



5.2. Préparation des missions sur l'interferomeétre IOTA 712

d’optique adaptative compense a la fois les effets deltigiis a la turbulence atmosphérique
et les erreurs dans le modéle de pointage.

5.2.2.3 Latable Infra rouge et le recombinateur IONIC

La partie infra-rouge du faisceau est envoyée sur des miparaboliques. Ces derniers
injectent le flux au foyer de fibres monomode. Ces fibres aatemies trois faisceaux vers le
recombinateur IONIC. Les trois interférogrammes prodsntst imagés sur la caméra PICNIC,
refroidie a I'azote liquideBergeret al. (2003 2001); Traubet al. (2003; Pedrettiet al. (2004)].

Il est indispensable aprés chaque acquisition de frangesasurer les composantes de la
matrice «kappa», de facon a etalonner la fonction de tretindterecombinateur fibré. De
plus, lors d’observation d'objets trés brillants (de maggé inférieure a 1), il est nécessaire
d’intercaler des filtres de densité entre le recombinatelar@méra, de facon a ne pas saturer
les détecteurs.

Les visibilités normalisées obtenues sont néanmoinstssjatdes erreurs instrumentales. Les
visibilités obtenues sont etalonnées a I'aide d’objettastes, idéalement parfaitement connus,
ou « calibrateurs ». Durant une nuit d’'observation, I'opgumadoit donc alterner I'observation
des sources d'intéréts avec I'observation de calibratéaipus proche possible dans le ciel des
sources, de fagcon a ne pas trop modifier le pointage et legégles lignes a retard. La bonne
connaissance du calibrateur utilisé conditionne direetdra fiabilité des mesures. Nous avons
utilisé pour nos observations le catalogue de calibrajgumsosé paMérandet al. (2005.

5.2.3 Une méthode de choix de configuration pupillaire

Le procédé de repositionnement des télescopes d’'lOTA aleégemplir d’air les tuyaux
sous vide, de déplacer les miroirs d’injection, de déplacanuellement la structure des té-
lescopes, puis de refaire le vide. Pour ces raisons, on s larune configuration par nuit
d’observation, la reconfiguration de l'interféerométre sisdént de jour.

Il existe néanmoins 283 facohde placer les télescopes pour chaque nuit. Une méthode de
choix de configuration peut donc s’avérer utile. . .

5.2.3.1 Une méthode d’optimisation de la FTO

Nous avons cherché a construire un critére de qualité denffigcmation pupillaire. Pour
cela, nous avons adapté au cas de l'interferomére I0TA laodétdeMugnieret al. (1996
et Mugnieret al. (20043 d’'optimisation de configuration pupillaire d’'un instruntemageur
multi-pupilles. Cette méthode consiste a équilibrer Igpdsition des sous-pupilles de I'ima-
geur, de fagon & minimiser I'erreur quadratigue moyennd\lEfaite sur I'estimation de I'ob-
jet. Les auteurs montrent que cette EQM s’écrit :

EQMZZ Sy(v)

2 Sp(v)
|FTO(v) + 5. ()

174

Pour appliquer cette méthode au cas d’lOTA, il suffit de vVaitérférometre comme un ima-
geur, dont la pupille est constituée des trois miroirs ctders des télescopes A, B et C. Si A
est en position A5 (a 5 métres du coin sur le bras long), B eraBbriétres du coin sur le bras
court) et C en CO (sur le coin), la pupille de cet instrumerdageur virtuel correspond a celle
de la figure5.12 La FTO d’un tel instrument est I'autocorrelation de cetipiie. Comme on

212 positions pour le tél. A< 12 positions pour le tél. G« 6 positions pour le tél. B, dont on retire les
configurations impossibles : A plus proche du coin que C, déi@scopes a moins de 5 métres I'un de l'autre.
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FIG. 5.12 — Pupille virtuelle de I'interférometre IOTA en confrgtion A5-B5-CO.

considére plusieurs instants d’observation pour chagiteatyplusieurs nuits, il faut superpo-
ser les FTO obtenues pour chaque configuration. La FTO atehae est la convolution de
la couverture;, — v (consituée de Diracs) avec la FTO d’une seule pupille, quieafarme de
chapeau chinois.

Si on suppose que les DSP de 'obfgt et du bruitS, sont uniformes, 'lEQM s’écrit :

Sy
EQM =
@ Z |FTO?(v) + g—s

174

Ce critére pénalise les recouvrements entre les chapeanisisorrespondant a chaque
fréequence spatiale, c’est-a-dire qu’il pénalise les cauves fréquentielles ou les fréquences
sont trop proches l'une de l'autre. On a donc bien un criténerdogénéité de la couverture
fréquentielle. Ces recouvrements sont d’autant plus itapts que les chapeaux chinois sont
larges, c’est-a-dire que les diamétres des collecteurgtiEscopes sont grands. Ceux d’IOTA
mesurent 45 centimetres. Pour pénaliser plus fortemeblgfsgurations ou deux fréquences
spatiales mesurées sont proches, nous avons considérérdies de 5 metres de diametre (au
lieu de 45 centimetres), ce qui correspond a la distancamaiei entre deux télescopes.

Il est possible de limiter la zone de fréquence d’intérét lemigissant une DSP de I'objet
prenant des valeurs tres faibles au-dela d’'une fréquenceugrire. Pour valider cette méthode,
nous avons considéré une fréquence de coupure corresp@ndaa base de 20 metres, avec
une DSP de I'objet uniforme en dessous de cette fréquence.

5.2.3.2 Résultats de simulation

Nous avons simulé un programme d’observation de 5 nuits¢ avee configuration
«classique » (que nous aurions intuitivement choisie powr source dont seules les visibi-
lités pour des bases inférieures & 20 métres nous intétgssamec la configuration optimisée
par notre méthode.

La figure5.13 montre les FTO obtenues pour ces deux configurations. La gloisesombre
dans la FTO optimisée correspond aux fréquences au-dekfd&guence de coupure consi-
dérée. On voit qu’a l'intérieur de la zone fréquentiellentérét (cercle blanc en pointillés), la
FTO est plus «riche » pour la configuration optimisée.
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FIG. 5.13 — Comparaison des FTO obtenues pour les configuratigpilaires classique (a
gauche) et optimisée (a droite).
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FIG. 5.14 - Visibilités en module, pour un disque uniforme derdire 30 mas, en bande H
(A = 1,65 microns).
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5.2.3.3 Un choix de configuration permettant la mesure de tiefaibles visibilités

En pratique, les conditions expérimentales n’étant pasledé beaucoup d’autres
contraintes guident le choix de configuration de l'intesfé@etre, en particulier liees au RSB et
au fait que I'on mesure des clétures. Supposons une soumgaiie d’'un diametre apparent
de 30 millisecondes d’angle. La figusel4 montre le profil de visibilités obtenu en bande H
(1,65 microns). Pour résoudre I'objet, il est nécessaireodrrir des bases au dela du premier
point d’annulation. Au maximum du deuxieme lobe, les vigi#s sont & 13%, et a moins de
7% au maximum du troisieme lobe.

La difficulté pour les faibles visibilités consiste a repékes franges. L'emplacement du
paquet de frange dépend de la position des lignes a retard kt direction de pointage.
Les erreurs de modeéle de pointage conduisent a balayeerfénbgramme sur plusieurs
millimeétres, par tranche de 20 microns environ. L'opérateoit repérer les franges quand
elles apparaissent. Un systeme de detection des frangee,axiais lorsque le contraste est
tres faible, I'ceil humain est souvent plus efficace. Néamsyaiepérer des franges pour des
visibilités inférieures a 5% devient tres difficile.

Pour pouvoir néanmoins mesurer des franges de faible M&ilhiest possible de choisir une
configuration pupillaire telle que deux des trois basesespondent a des visibilités hautes, et
une seule a une visibilité basse. Une fois les franges repé@té&entrées sur les deux premieres
bases (par exemple AB et BC), les franges sur la troisieme p&S) sont elles aussi sur
I'ecran, méme si on ne les distingue pas. En effet, si leg&aisont centrées sur AB, c’est que
la difféerence de marchém(AB) entre les faisceaux issus de A et de B est nulle. Si elles sont
aussi centrées sur BC, alorson a :

ddm(AC) = ddm(AB) + ddm(BC) =0

Les franges sont donc aussi centrées sur AC.

Nous avons donc choisi les configurations pupillaires sekprincipe, et donc en fonction
du profil de visibilité attendu sur les sources observéesnbdélisation de la structure de
du cygne, réalisée a partir des donnés recueilliesparinet al. (2004 en 2001 et 2002 (fi-
gure5.15, nous a guidé dans le choix des premieres configuratiorssdbenées recueillies
chaque nuit nous ont ensuite permis d’affiner au fur et a neesotre modele de profil de visi-
bilité, et notamment de déterminer quelle configuratiohiseti en fin de mission pour pouvoir
former des franges avec une base de 38 metres (nous noui@ttea une visibilité en module
de I'ordre del0%). Pour cette configuration, les visibilités en amplitudes/pes pour les deux
autres bases, étaient envirtsts et 0. En nous appuyant sur les deux bases pour lesquelles le
contraste était suffisant, nous avons pu detecter des sabig@plitude inférieure a%.

5.2.4 Etoiles de type Mira

Cette section rappelle les propriétés particulieres degestde type MIRA, et s’inspire
largement de I'introduction de la these de doctoravedoelst(2005.

5.2.4.1 Types d’étoile considérés

Les étoiles sont en général classées en plusieurs groupessmondant a des régions du
diagramme Hertzsprung-Russel, ou diagramme HR. Ce diageapnésente la répartition de
'ensemble d’étoiles considéré dans le plan Températurathosité. Les zones d’accumu-
lation de ce diagramme, ou séquences, correspondent daxedib stades d’evolution des
étoiles. Ce diagramme est particulierement intéressestgudl concerne un ensemble d’étoiles
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de méme origine (tel qu’un amas globulaire), donc de mémerggse distinguant que par leur
masse. La figur&.16présente le diagramme HR de I'amas globulaire M3.

M3

Post -
AGB -

Luminosity ->

<- Temperature

FIG. 5.16 — Diagramme HR de I'amas globulaire M3gnzini(1988)]

Séquence Principale Pendant 9 dixiemes de leur vie, les étoiles sont dans la 8équrrin-
cipale (Main Sequence ou MS). Cette zone correspond a urse mieacombustion stable de
I'hydrogene du noyau stellaire, transfomé en hélium. dagthase dans laquelle se trouve le
Soleil. Cette phase dure moins longtemps pour les étoilagalede masse, soumises a une
forte gravité qui doit étre équilibrée par une forte acéwiticléaire. Un fois I’hydrogéne du
noyau épuise, la gravité comprime I'étoile, provoquant cimeéiffement.

Naines rouges et géantes rougesLes étoiles de moins de 0,3 masse solaire, ou naines rouges,
continuent a se refroidir et se comprimer jusqu’a deversrrgnes blanches.

Pour les étoiles plus massives, le noyau d’hélium échauffesament une fine couche d’hy-
drogéne de I'enveloppe pour enclencher sa combustion.rhambsité augmente jusqu’a 2500
fois celle du Solell, et I'étoile est en forte expansionektiremonte » la branche des géantes
rouges (Red Giant Branch ou RGB). Selon leur taille, on pdelgéante rouge, comme Aldé-
baran, ou de supergéante rouge, comme Betelgeudei@nis). Cette phase d’expansion et de
combustion en couche s’accompagne de mouvements cosvegibrtants.

Flash d’hélium et branche horizontale (Horizontal Branch au HB) Lorsque la combus-
tion de la couche d’hydrogéne porte le noyau d’hélium a envit20 millions de degrés, la
combustion de I'hélium en carbone et en oxygéne (réactiople alpha »), devient possible.
Pour les étoiles plus légéres que 2 masses solaires ersétbe combustion s’acompagne d’un
« Flash d’hélium ».

L'étoile s’échauffe a luminosité constante, se déplacans Va gauche, le long de la branche
horizontale, & mesure que la combustion de I'hélium s’alireplJne fois passé un stade opti-
mal, cette réaction se ralentit a mesure que les réservébudihdu noyau s’épuisent. L'étoile
parcourt la branche horizontale dans l'autre sens, en gadslsant et en se comprimant.
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Branche asymptotique des géantes (Asymptotic Giant Brancbu AGB) Une fois le noyau
d’hélium totalement converti en carbone et en oxygene, y@anae contracte et se réchauffe,
provoquant une combustion en couche similaire a celleviatemt a la fin de la combustion
de I'hydrogéne. Cependant, cette fois, la couche en comolpusst une couche d’hélium. De
nouveau, I'étoile entre en forexpansionen se rechauffant, dans une zone du diagramme HR
proche de la branche des géantes rouges (RGB), appeléagégoent branche asymptotique.

Etoiles Mira Cette phase d’expansion est accompagnée de forts phénoa@nenvection,
dUs a la combustion de la couche d’hélium proche du noyais engssi d’'une couche supé-
rieure d’hydrogene. Cette structuration crée de grandeatims de luminosité de I'étoile,
variations réguliéres et périodiques pour les étoiles ge tira (dont I'étoile Mira est elle-
méme un exemple). Cette étape est aussi accompagnée diteméjéztion de matiere, créant
une enveloppe de poussiere autour de I'étoile. Dans le ésilé’'s Mira, cette enveloppe cir-
cumstellaire peut masquer complétement le noyau de kétbés étoiles AGB contribuent a
75% de la perte de masse dans la galaxie, et contribuentre&chessement du milieu interstel-
laire. Les molécules de poussiére du milieu interstallsinat la matiére premiere notamment
des planetes de type terrestre. Ces étoiles sont fondderwdtemns I'évolution des galaxies, et
constituent des cibles d’observation privilégiées.

Etape post-AGB L'ejection de matiére se poursuit jusqu’a ce qu'il ne reste tg noyau
de I'étoile. Pour les étoiles de moins de 8 masses solalras, lieste plus assez de matiere
superficielle pour relancer une réaction nucléaire. Le n®grefroidit (le long de la branche
post-AGB), jusqu’a devenir une naine blanche.

5.2.4.2 Obijectifs astrophysiques de la mission

Perrinet al. (2004 proposent une modélisation laminaire des étoiles Mirastitué d’'une
photosphére, d’'une couche de vide, et d’'une fine couche mialée (Figure5.17). Cette en-
veloppe rayonne dans le proche IR, et peut donc étre obssuvd&eterférometre I0TA.

Le but de cette mission a donc été I'imagerie en bande K déstdie type MIRA, donf Cygni
fait partie, et en particulier la mise en évidence d’évelfegalissymétries dans la structure de
la couche moléculaire.

layer

Tlayer T

#
0layer Q* ’
T

photosphere

FIG. 5.17 — Modele laminaire d’étoile MIRAHerrinet al. (2004)]
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5.3 Reconstruction dey du Cygne

Une deuxiéme mission a été organisée en Mai 2005. Nous n&tjae deux sur le site
(Sylvestre Lacour et moi-méme), et avons pu apprecier irestdment la difficulté d’obtenir
des données interférométriques en nombre suffisant poungueconstruction d'image soit
possible. Cette section présente le traitement des doerpésmentales concernant I'étojle
du Cygne.

5.3.1 Reéduction et premiere reconstruction des données
5.3.1.1 Couverture du plan(u, v)

Nous avons observé I'étoilg Cygni en bande large Hi (65 microns+175nm) durant
quatre nuits. La couverture fréquentielle obtenue esepitée figures.18 Les mesures sur la
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FIG. 5.18 —y Cygni. Couverture; — v, IOTA mai 2005.

sources ont été encadrées de mesures sur les calibrateliBO4md et HD176670.

5.3.1.2 Dissymétrie des sources observées

La figure5.19 montre le profil de visibilités que nous avons obtenu. Legesérerticales
de points sont dues en partie au bruit, mais traduisent anssilissymétrie de la source. Ces
points correspondent a des fréquences de méme module, endisedtions différentes. Cette
dissymeétrie est confirmée par I'étude des clotures obtemae$F d’'un objet a symétrie cen-
trale est réelle, sa phase est dangu 0 en tout point. La cléture de phase étant la somme de
trois phases modul@r, elle est aussi de ou 0 pour un objet a symétrie centrale. Nous avons
obtenu des clétures trés différentesrdeu 0 (Cf. figure5.20), qui prouvent la dissymetrie de
I'étoile y Cygni.
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FIG. 5.19 —y Cygni. Modules de visibilités, bande H, IOTA mai 2005.
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FIG. 5.20 — Histogramme de répartition des clotures mesurées.
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5.3.1.3 Reconstruction paramétrique

Puisque nous disposions d'un modele a deux couches d’aeilgype Mira (cf. sec-
tion 5.2.4.29, nous avons procédé a un ajustement des parameétres de ééraodles don-
nées mesurées (nous n'avons exploité que les données hiétésicarrées pour cette recons-
truction). Nous obtenons une photosphéere de dianiétre:s et une couche moléculaire de
diametre43mas. La figure5.21 montre I'adéquation entre les visibilités mesurées eesell
correspondant au modele.

0.8

Q0.6

0.4

0.2

Modele, Dg=16mas, D yepe=43mas

¢ Données

coL v v T TS S S N N T T S S N E

=}
o
N
=}
o
=}
IS
=)

FIG. 5.21 — Reconstruction paramétriquexd€ygni.

5.3.2 Sources d’erreurs et adaptation de I'algorithme
5.3.2.1 Effets de bande large

L'algorithme WISARD ne tient pas compte de la bande spextiahs laquelle sont effec-
tuées les mesures. Or, le fait que plusieurs longueurs d’'saduperposent dans les interféro-
grammes conduit a des différences de mesure de visibiiréées. En effet, la mesure est faite
sur la TF de linterférogramme. Ce dernier est le produindsinus cardinal et d’'un cosinus
(Cf. section1.1.5.2page20). La TF de I'interférogramme est donc un pic convolué par une
fenétre. Le calcul de la visibilité carrée est déduit det€grale du carré de la TF de l'interfé-
rogramme. La mesure obtenue est donc une somme de visiogitéees pour chaque longueur
d’onde transmise par le filtre (voiPEerrin (2003] pour plus d’'informations sur les méthodes
de calibration des données interférométriques).

La figure5.22pagel37 simule les visibilités carrées que I'on obtiendrait pourdisgue uni-
forme de diamétre 16 millisecondes d’angle et de spectte giaenant compte de la largeur
du filtre. Les erreurs sur les visibilités carrées dues a taprse en compte de la largeur du
filtre sont au maximum de 0,012. Ces erreurs peuvent étrgisupgs a quelques écarts-type,
et donc affecter la qualité des reconstructions.

Nous avons donc réestimeé les écarts-type sur les visbdaérées, en leur ajoutant systé-
matiqguement 0,012. Une prise en compte plus précise defe¢s @dins I'algorithme WISARD
reste a faire.
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FIG. 5.22 — Erreur sur les visibilités carrées d’'un disque unii®de diametre 16 mas, avec
un filtre en bande H de largeur 350 nm.

5.3.2.2 Effets parasites dis a l'utilisation de densités

Il a été nécessaire d'utiliser des filtres & densité pour sespturer les détecteurs. Etant
donnée la différence de magnitude importante entre leBre#diurs utilisés et les sources, ces
filtres n’ont été utilisés que pour les sources, et pas pswdkbrateurs. Nous avons néanmoins
pu observer l'effet des densités sur les mesures, en olmsdavanéme source avec et sans
densité. Les différences se traduisent par un écart enlitésibarrée de quelques pourcents.
Pour I'instant, nous n’avons pas proposé de méthode degmisempte de ces effets.

5.3.2.3 Contraindre la reconstruction

Les premieres reconstructions que nous avons obtenuespaiEsnt des variations impor-
tantes en fonction de Il'initialisation choisie, ou des pagtres de régularisation. Nous avons
interprété cette variabilité comme liée a de nombreux marimoaux du critére, ou a des erreurs
de modélisation du bruit. Nous avons alors pris le partiitidetr una priori plus informatif que
ceux utilisés en simulations. En patrticulier, le profil dessores dec du Cygne est proche de
celui d’'un disque uniforme de 16 millisecondes d’angle dendétre, comme le montre la fi-
gure5.23 Cette informatiora priori peut étre prise en compte en choisissant comme objet
de rappel de la régularisation un tel disque uniforme. lébbgconstruit présentera alors des
divergences mineures (en terme de reconstruction) paorepgette premiere approximation.

5.3.3 Reconstruction dey du Cygne avec WISARD

Nous avons donc effectué une reconstructionyaki Cygne, avec régularisation L2 avec
pour objeta priori un disque uniforme de diametre 16 mas, et en prenant en coespeéets
dis a la largeur du filtre utilisé. La figufe 24 présente le profil des visibilités en module
estimées et mesurées. On voit que I'écart entre mesureimaésn est plus grand pour des
visibilités proches de 0, ce qui est di a la prise en compte thrdgeur du filtre. Les données
reconstruites présentent une annulation, ce qui n’estepeasl des visibilités mesurées.
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FIG. 5.23 — Comparaison des mesures de visibilités en modweddeCygne avec un modéle
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L'image obtenue est présentée figuse2S Elle est constituée d’'un disque uniforme
correspondant ad priori utilisé, et d’'une tache brillante concentrant pres de 13%lwu
total de I'étoile. La couche moléculaire rayonnant a pes fif&fois moins que la photosphére
a 1,65 microns, une premiére interprétation consiste acagrpune inhomogénéité dans la
couche moléculaire, c’est-a-dire une zone ou elle est phesdt transmet une fraction plus
importante du flux émis par la photosphere.

Ce résultat n’est gu’'une premiéere tentative, qui doit éomment confronté a des mo-
deles astrophysiques avant d’étre validé. De plus, les regsacueillies ne permettent de re-
construire une image que de quelques pixels. Les imagexhantillonnées sont généralement
plus agréables a 'oeil. Nous présentons néanmoins damgglefi.25I'image pixélisée, c’est-
a-dire avant sur-échantillonnage, qui traduit plus fide&ethe degré de résolution de la recons-
truction. En particulier, il serait impossible d’estimeépisément la position ou le diamétre de
cette tache brillante.

image sur-échantillonnée image pixélisée

FIG. 5.25 —y du Cygne. Champ reconstruit :40mas x 40 mas. Reconstrsatioginale et sur-
échantillonnée. La tache brillante concentre 13% du fluxjuReisation : rappel quadratique
vers un disque uniforme de diamétre 16 mas

5.4 Conclusion

La premiere reconstruction d'images a partir de donnéeérarpntales est généralement
un passage difficile mais instructif. Dans le cas de WISAR@yshavons pu constater que la
qualité de notre reconstruction s’est améliorée a la seit@utllisation d’'une modélisation pa-
ramétrique de I'objet d’intérét (en I'occurence un modeétepdiste de disque uniforme). Le
cadre bayésien de notre méthode a permis une implantatisfagante de ced priori,sous
forme d’objet de rappel pour une régularisation quadratidtaller-retour entre d’'une part
I'estimation de paramétres de modéles astrophysiquesidesplplus complexes, et la recons-
truction d’image d’autre part, devrait permettre d’affie@core la reconstruction.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Objectifs et résultats

L'étude présentée dans ce manuscrit a consisté a concespimathode de reconstruction
d'image :
— qui utilise un modele de bruit sur les données correspdnaatelui effectivement
constaté sur des interféromeétres optiques;
— qui prenne en entrée des visibilités carrées ou en modudesecldtures de phase;
— qui soit efficace sur les données expérimentales issupted&rometres optiques en
fonctionnement comprenant au moins trois télescopes.
A l'issue de ce travalil, voici les résultats que nous avorsrs :

RIME : un algorithme efficace dans le cadre de I'interférométie optique a turbulence
faible ou corrigée. Les interférometres optiques spatiaux ou a référence deegharniront
des phases et modules de visibilités complexes bruité p@lnues fréquences spatiales. Nous
avons propose l'algorithme RIME, qui s’appuie sur une agipnation quadratique convexe du
modéle de bruit réel, et que nous avons validé sur simukagbsur données expérimentales.
Cet algorithme a été développé dans un cadre bayésien etfabonc I'utilisation d’une grande
variété de régularisations (chapitte

Une modélisation myope des effets turbulents. En présence de turbulence, les observables
en interférométrie optique sont les clotures de phase etisdslités carrées pour quelques
fréquences spatiales. Aprés une étude détaillée de lénuétation en phase, ou nous avons
explicité certaines dégénérescences du probleme, noas avoposé un modele de pseudo-
données de type visibilité complexe, ou 'incomplétude odsrmations de phase apparait
explicitement sous forme d’aberrations myopes du systeiegpftre3).

WISARD : une méthode originale de reconstruction d’images B optique par auto-
calibration Aprés avoir formé le critére d’attache aux données déduibdie modele myope
et montré son équivalence avec la log-vraisemblance isso@déle de bruit usuel, nous avons
construit une méthode d’estimation conjointe des abematéet de I'objet par auto-calibration
(chapitred), pour laquelle :

— I'étape d’optimisation en objet a aberrations fixées bégétles apports du chapitée
c’est-a-dire que la dépendance en I'objet du critére dthttaaux données est quadra-
tique;

— I'étape d’optimisation en aberrations a objet fixé est glellans le cas le plus difficile,
c’est-a-dire pour des interféromeétres a 3 télescopes.
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Validation sur données simulées et expérimentalesL’algorithme WISARD ainsi obtenu a
éte validé sur des simulations, au cours d’'un concoursnatemal de reconstruction d'image
en aveugle (cf. sectioh.1pagelld). Il était alors au début de son développement et présentait
des erreurs de modélisation, mais a pourtant été classé&d®seia ce concours.

Nous avons effectué deux missions sur I'interférometregopta 3 télescopes IOTA (cha-
pitre 5), et la deuxieme nous a permis de recueillir des donnéesigx@gtales sur les étoiles
x du Cygne ein du Bouvier. La version actuelle de WISARD a permis de recairst une
image de I'étoiley du Cygne, a une résolution d’environ 5 millisecondes d’anglpartir de
ces derniéres données. Cette reconstruction permet tfideane tache brillante sur la surface
de I'étoile. Une interprétation astrophysique de ce réselst en cours.

6.2 Discussion

Un des enjeux majeurs dans la construction d’'une méthodeatterment de données
consiste a l'inscrire dans I'évolution des instrumentscuets elle s’applique. Il est en effet
difficile de prévoir I'état des développements instrumartdans 10 ans, et 'opportunité a
cette date des techniques que nous avons développées. didanpiusieurs arguments nous
permettent d’étre positifs quand a I'utilisation des aitjones présentés dans ce manuscrit.

Nos travaux permettent en effet de répondre aux differeétbgances prévisibles dans
I’évolution des interféerometres optiques :

1. Deés a présent, nous sommes capables de traiter avec geso@snnées expérimentales
issues d’interféerometres a 3 télescopes;

2. a moyen terme, on disposera de données issues d’intedées a plus de 3 ou 4 te-
lescopes : nous avons montré lors de I'lmaging Beauty Cobqigs les performances
atteintes par WISARD, avec des données issues d’'un inbenfiére a 6 télescopes dont
la base maximale est de 66 metres, sont comparables a caelidgléscope monolithique
de 100 metres de diametre;;

3. aplus long terme, les systemes au sol a référence de phakes(interféromeétres spa-
tiaux) pourront fournir des données en visibilités comptexqui constituent les obser-
vables d’entrée de I'algorithme RIME.

Ces extrapolations supposent que l'interférométrie optige soit pas abandonnée au
profit de I'utilisation exclusive de grands télescopes. Aeggrd, le développement de projets
interféerométriques a tres longues bases, notamment d&nbenétres polaires, laisse a penser
que l'interférométrie aura longtemps quelques hectormetfavance sur les plus grands
télescopes monolithiques, tels que le futur Thirty Metde3eope américain, ou le projet de
télescope européen géant OWL.

Il est apparu, notamment dans le cadre du concours de texitetfimage organisé par
Peter Lawson Llawson et al. (2004)], que la reconstruction d’'images a partir de clotures
de phase et de visibilités carrées obtenues sur un interéére a 6 télescopes est possible,
dans des conditions assez larges sur le choix de la méthatdel'algorithmie. Toutefois, un
choix judicieux da priori (L1L2,,, décrit sectiorl.4.2.9 permet d’exploiter au maximum les
données, y compris haute fréequence, comme le montre la caispa avec un grand télescope
monolithique. Cet exemple montre que, contrairement a cesjufait dans les algorithmes
CLEAN ou WIPE, ou I'on a tendance a limiter le support frédtierde la reconstruction (par
exemple, dans CLEAN, en convoluant la carte de Diracs reéngtespar le « Clean Beam »),
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il ne faut pas se «censurer » sur la résolution de la recantigtnu Pourvu que & priori utilisé
soit judicieux, une extrapolation spectrale partiellepestsible.

Bien entendu, le probléme devient beaucoup plus ardu leraquerférometre compte
seulement 3 ou 4 télescopes, ce qui est majoritairemenslawaurd’hui. Nous avons pro-
posé des contributions originales sur ce sujet, et trag@danées expérimentales (ce qui n’est
pas le cas, a notre connaissance, pour toutes les méthottegelment de données interféro-
métriques optiques déja publiées). Les enseignemenrdsiiréette expérience nous conduisent
a choisir les axes d’amélioration de WISARD suivants :

— D’un point de vue méthodologique, la fiabilité de WISARD paiit étre validée sur plus
d’exemples test, notamment dans le cas 3 télescopes — paplexau cours du prochain
Imaging Beauty Contest, organisé en 2006 ;

— Parallélement, le caractere multimodal de I'estimatietiabjet d’intérét nous a poussés
a contraindre le probléme avec degriori suffisamment bien choisis pour atteindre
une bonne solution. A ce titre, I'utilisation d’un bi-modet’est-a-dire la reconstruction
simultanée d’'une carte de points sources et d’'une cartged’étendu, nous semble une
solution adaptée. Des méthodes d’optimisation globalé sertainement a envisager.
Nous les avons écartées pour des raisons de temps de coroergais cette lenteur
relative devrait étre pondérée par I'amélioration éveigugue de telles méthodes
apporteraient.

Pour choisir telle ou telle direction dans la création dehodées nouvelles, ou 'amélio-
ration de I'existant, il faut définir ce qu’en seraient legeatifs. Il me semble qu'un «bon»
algorithme de traitement de données interférométriquésastant tout étre stable et robuste,
c’est-a-dire qu’il doit pouvoir fournir une reconstrugtifiable de I'objet sans étre trop sensible
a un bruit important sur les données ou a une erreur de matiéfisLa précision photomé-
triqgue de la reconstruction est secondaire, car une retmtisin correcte permet de modéliser
approximativement la source. Ce modele peut alors étreténgans une nouvelle reconstruc-
tion, soit de fagcon stricte — on n’estime que les parametresatiéle — soit sous forme d’un ob-
jet de rappel dans un terme de régularisation — cette deed@htion a I'avantage d’autoriser
des divergences par rapport au modele. Un tel aller-retutne eeconstruction et modélisation
astrophysique de la source me semble la meilleure facortatiohune reconstruction tenant
compte des priori complémentaires proposeés d’une part par le traiteur dakidiautre part
par I'astrophysicien.

6.3 Perspectives

Dans notre obstination a atteindre I'objectif principalods travaux, c’est-a-dire traiter des
données que nous aurions recueillies avec une méthode gaenoons développée, certains
points d’intérét ont été laissés de coté.

Parmi ceux-ci, les ambiguités entiéres, évoquées segtibfl mériteraient une étude appro-
fondie. L'implantation de la contrainte de positivité paslack variables » et I'utilisation d’'un
bi-modele, toutes deux inspirées des travauwGievannelli & Coulais(2005, me semblent
pouvoir améliorer notablement les performances de I'édlgore.

La comparaison de la méthode WISARD avec ses concurreri@sghe partiellement réa-
lisée lors de I'lmaging Beauty Contest, est encore incoteplé est pour I'instant difficile
de préciser les domaines d’excellence de chaque méthoékeide' croisée des mécanismes
d’auto-calibration dans les algorithmes MIRA et WISARD estcours. Ces deux méthodes
seront délivrées prochainement a la Communauté Europgeans le cadre de I'Eropean In-
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terferometry Initiative (EII).

La perspective la plus proche consiste a traiter les donéesious avons recueillies lors de
la seconde mission sur IOTA, correspondant a I'étaildu Bouvier. Par ailleurs, une colla-
boration est esquissée avec I'observatoire de Grenoble,tmter d’autres jeux de données
expérimentales.

Une perspective plus lointaine, mais qui me semble de toemnjgr plan, est I'inclusion
d’'images obtenues sur un instrument monolithique correyéogptique adaptative dans la re-
construction de données interférométriques. Ce couplaige ks deux techniques d’'imagerie
optique haute résolution les plus performantes est assmtgnometteur.
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Annexe A

Approximation optimale par une loi
gaussienne.

A.1 Deémonstration dans le cas genéral

Nous démontrons ici que, pour toute distributjffry ), la distribution gaussienne définie par :

1

9(y) = \/2mdet Ry,

avecR, une matrice symétrique définie positive et

o3P

Ply)=y-9)' R, (y—19)

qui minimise la distance de Kullback-Leiblerf&(f, g), est telle que :

y=E;{y}
R, =E;{(y—Ef{y}) (y —Ef {y})'} (A.1)
= Var(y)

Cette propriété est trés certainement un corrolaire ddtaésigénéraux de la théorie des
probabilités, mais nous en proposons ici une démonstraimple et rapide.

A.1.1 Définition de la distance de Kullback-Leibler

La distance)( f, g) est définie par

5(f.g) = / f(y)log

= —E;{logg} + cst

f(y)
9(y) %

Donc

(Ef{P(y)} +logdet R,) + cst

N | —

6(f,9) =
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A.1.2 Termes du premier ordre

9 _ oo 9B {P(y)}
0P(y)
- { oy }:0

9(f.9) _
OR,
= IR, [Ef {P}+logdet R,] =0
0P Ologdet R
Le [0 estar,
OR, OR,

=E{-R,'(y—9) (y—9) R’} +R,'=0
PuisqueR,, est symmetrique, on aR;t = R;l, d’ou

d5(f,9)
oR,

= R,'E;{(y—9)(y—9)} R, =R
=E{(y-9)(y-9)'} =R,R,'R,
= R,=E {(y—9) (y—19)'}

= R, = Var(y

=0

gui conclue la démonstration.

A.1.4 Cas particulier plan

Dans le cas ou I'espace vectoriel considéré est de dimeB@sBmity = (1, y2), le résultat
précédent prend la forme particuliére suivante :

1

) = —F/—————F¢
g(yl y2) \/m

_ ot _
B I B V)1 -1 | Y1~ U
P(yl’yQ)_[CUQ—?/Q} R, {?/2—92}

—3P(y)
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L'approximation optimale de f a pour parametres :

1 =Ef{m}

g2 = Er {y2} t (A2)
R —E |:y1_y_1:||:yl_y_1}

Y ! Y2 — Yo Yo — Yo

A.2 Application au contexte interférométrique optique

Dans ce manuscrit, on s’intérresse au cas suivant :

— L'espace vectoriel considéré est de dimension 23s6it(y1, y2)
— Laloi que I'on souhaite approcher par une loi gaussiengis’

f(1,y2) = f((ao + a) cos ¢ — agp, (ag + a) sin ¢)

ou les variables et ¢ ont pour distribution :

reoxea[I] [ ][]

Avec cette distribution, on a;

Ef{a} =0
Ef{o} =0
Es{a’} =0
Er{¢°} =0y

(kog)?

Ef{cosk¢p} =e 2
Ef {sink¢} =0

Es {COS2 <Z>} = Ey {%}

2
B 1+e %
N 2

E; {sin? ¢} = E; {71 - CQOS 2¢}

Ef {sin¢cos¢p} =E; {sin22¢}

=0
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A.2.1 Termes du premier ordre

La moyenney de I'approximation optimale s’écrit donc :

1 =Ef{y1}
— £/ {(a0 +a) cos & — ao}
= (ap + Ef {a})Ef {cos ¢} — ag

o

NAY

v2 = Ef {92}
— E; {(ap + a) sin 6}
= E; {(ap +a)} Ef {sin ¢}
=0

En particulier, la variable centrge— y s’écrit

2
(ap + a) cos ¢ — aoe’%

|:y1_y_1 } _
Y2 — Y2 (ap + a) sin ¢

A.2.2 Termes du second ordre

La matrice de covariancR, de I'approximation optimale s’écrit donc :
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avec .
r =E{(y1 — 1)’}
0272
=E; { {(ao +a)cos ¢ — aoe2] }
2
=E; {(ao + a)? cos® ¢ — 2ag(ag + a) cos de T + age_”i}
2
14+e 7%
= %Ef {(ag+a)’} — 2a3e*‘7§> + aéeﬂﬁs
—03\( 2 2
et
2
2(1 4 7% 2(1 4 o7 %
_A0e) G0
1+ 70'35 1 70’2
e —e
=1 = 5 JZ + 5 a%
ry = Ef {(y2 — %)’}
= E; {(ao + a)’sin® ¢}
2
1—e%
= (@} + o) 5 —
2
1—e % 9 1—e % 9
= Tro = 5 o, + s ag
re = Ep {(y1 — 1) (2 — %2) }
2
=Ey {(ao + a)sin ¢ ((ao +a)cos ¢ — aoe’f) }
2
= E; {singcos¢} —E; {(ao + a)’} E; {sin ¢} age™®
. ~~ - e, e’
=0 =0
=1r12=20
A.2.3 Bilan

Les parameétres de I'approximation gaussienne optimale son

( B 0_35
ag <e2 — 1)

0

N
Il

¢ — ¢
1+e 0_2 + l—e 2 0
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Annexe B

Clotures de phase independantes.

Cette annexe a pour but d’identifier une base des combirgais@aires des phases mesu-
rées annulant les effets turbulents. Une telle combindiséaire, représentée par un vecteur
v, Vérifie

,UT¢data — ’UT¢($) + 'UTBQOturb + vT¢b — quﬁ(m) + vT¢b
On aalors::
,UTBLPturb — 07 vsoturb o ’UTB — OT
& B'vw=0
& v € ker BT

B.1 Définitions

On considere un interféeromeétre optique &lescopes. Les télescopes élémentaires du re-
seau interférométrique sont numeérotées de 1 a n. Soit ugqadyP dont les» sommets sont
les télescope®p (1), Tp(a),- - -, T pam). ON lUi associe une cloture de phase:délescopes défi-
nie par la somme des phases de visibilité complexe pourdgsénces spatiales correspondant
aux arrétes du polygone P :

Br = @paype) T Preype) T -+ Prumypa) (B.1)
Par exemple, pour le polygorie = 2457, la cléture correspondante s’écrit :
Bauast = Doy + Pus + 57 + Pry
On définit dans I'espacE,..s.s des phases de visibilités la base suivante :
{€;=¢, 1<i<j<m}

Il y a autant de bases que de fagons de choisir 2 points parsastn

Ny = card(¢p) = dim Fppq5es = (Z) = w (B.2)

Avec cette définition, on réécrit donc la clétyrgs; de la fagcon suivante :

Boas7 = €24 — €7 + €45 + €57

Les cl6tures de phase sont des exemples de combinaisoasdmées phases, représentées
par un vecteuw de coefficients), 1 ou —1. De plus, elles sont incluses dans le noyaule
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(Eqg. 1.18 page30). Nous nous proposons de démontrer que I’ensemﬁfedes clotures de
phase a 3 telescopes incluant le télescope 1 (la numéroegiarbitraire), de la forme

Prij = @y + ¢z’j + ¢j1 = ¢y — ¢1j + ¢z‘j
constitue une base du noyau Bé, et en particulier une base de I'ensemble des clétures a m

télescopes, pour tout.

B.2 Combinaisons linéaires de phases indépendantes annu-
lant la turbulence

Pour chacune de*é”z;” bases, la phase mesurée sur les interférogramme s’ecrit :

¢data — ¢(.’B> +B(Pturb 4 d)b

avec
_1n71 Infl
B = On72 _1n72 ‘ Idnfl (BS)
0!, | -1]1
[ —1 1 0 0]
-1 0 1 0
, iy | =10 0 1
Pourn = 4, cet opérateur s’écritB = 0 -1 1 0
0O -1 0 1
| 0 0 -1 1

B est une application linéaire d'un espagg, de dimensiom (I'espace des phases turbu-
lentes sur chaque telescope, isomorphe a I'espace des $enunmlygone) vers I'espace des
phased ;.. (Isomorphe a I'espace des arrétes du polygone), de dimeﬁ%‘el—) (Eq.B.2):

nn—1) rg(BT). (B.4)

dim(ker(B")) = dim Fpgees — 1g(B") =
Or on peut extraire d&8™ la matriceI,,_, doncrg(B™) > n — 1. D’autre part, il est facile de
voir que la somme des colonnes Bevaut 0, donag(B™) < n — 1. On en déduit que le rang
de B" est exactement — 1. L'équationB.4 entraine :

(n—1)(n—2)

dim (ker(B")) = 5

(B.5)

B.3 Clbétures indépendantes a 3 télescopes

Considérons I'ensemble des cl6tures a 3 telescopes contienalescope Ef’). llyena
autant que de facons de choisir 2 points panmis1 (le point 1 etant exclus), soit

card ) = (” R 1) _r=Hn=2 (B.6)

2 2
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Ces clbtures sont de la forme :
Brij =1 + @i — ¢1;,2<1<j<n
Le vecteur deF,s.s aSSOCi€ a cette combinaison linéaire est :
Viij = €15 + €5 — €1;.
Ces vecteurs forment une famille libre. En effet, on a :

E w;jv1; = 0 = E w;j€1; + wij€i; — wijer; =0

2<i<j<n 2<i<j<n
= E wijeli — wijelj —+ E wijel-j =0
2<i<j<n 2<i<j<n
= E Wij€15 — Wij€1; = E Wyj€i;
2<i<j<n 2<i<j<n

Le terme de gauche est une combinaison linéaire des veéiguls terme de droite une com-
binaison linéaire de vecteues; ne contenant pas de vecteuf);. La base des vecteues;
étant libre, les deux termes sont donc nuls :

Z W4V145 = 0= Z wl-jé}j =0

2<i<j<n 2<i<j<n

:>wzj:0,2§2<j§n

Par conséquent, I'ensemble des clotures a 3 telescopesnemtle telescope C[f?’) est une
famille libre.

On peut obtenir ce résultat de fagon intuitive : dé!{‘ng%, seule la clotured;;; contient la
phasep,;, d’'ou I'indépendance des cl6tures a trois telescopes nantde telescope 1.

B.4 Ces clotures forment une base du noyau der(B"')

Nous avons montré que :

1. dim(ker(B")) = =12 (Eq.B.5);
2. C\¥ est une famille libre d&er(B™);
3. ¢! est de cardinal’—1"=2 (Eq.B.6).

¥ est donc une famille libre maximale #ler(B™), et donc une base der(B™).

En particulier, cette base génere 'ensemble des clétdozs par exemple :
— les clétures a 3 telescopes ne contenant pas le telescope 1 :

Vijk, = €35 + Ejk — €in
= (€1 + €; — €1)) + (é1j + €jx — 1) + (€1 — € — €14)
= V1ij + Vijk — Viik
— les cl6tures a 4 telescopes :
Vijki = €35 + Ejk + € — €l
= (€ + €, — €1;) + (€1 + €jx — €1x) + (€1 + € — €u) + (Ey — € — €1)

= V145 + V1jk + Uik — V1
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B.5 Les opérateursC et B

On définit B comme la matrice formées de toutes les colonneB dauf la premiére. On
définit 'opérateur de cl6tur€ comme la matrice dont chaque ligne correspond a une cléture
a 3 télescopes incluant le télescope 1, soit pour 4 télescope

-1 0

O O =
S = O
_ o O

—1
—1

Avec ce qui précede, les lignes deforment une famille libre. Le rang d€ est donc exacte-
ment le nombre de ses lignes, c’est-a-dire (cfi2§) :

rg(C) = CardCF’) = (n = 1)2(71 ) (B.7)
De plus, il est facile de voir que cet opérateur est de la farme
C=]x|ld] (B.8)

L'equationB.3 montre queB est de rang: — 1. De plus, comme& B = 0, I'image deB
est incluse dans le noyau @& Comme I'image deB est incluse dans celle d&, alors elle est
aussi dans le noyau dg :

CB =0.

L'opérateurC' a pour espace de départ 'espace des phhsgs.,, de dimensiori“(’g—*l)
(Eq.B.2), donc:

—1
dim(ker C) 4+ rg(C) = %
Avec I'équationB.7, on obtient donc :
dim(ker C) = nn=1) _ rg(C)=n—1

CommeB est de rang: — 1, et queC B = 0, on en déduit que :

[ker C = Im B| (B.9)
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Annexe C

Optimisation quadratique sous contrainte
de positivité

Cette annexe reprend la description de la méthode domtiors quadratique sous
contrainte de positivité par activation de contraintessilbert (2002.

Si le modéle de formation des données est additif gausdiejuecle terme de régularisa-
tion est lui aussi quadratique, la minimisation du critesenposite = Jaata + Jprior SOUS
contrainte de positivité est un probleme d’optimisatioadpatique convexe, c’est a dire :

(P){ j;ng(; ) (C.1)

avec :

A = 14
b = 0

{ flx) = 32"Qz +q"x,

C.1 Théoréme de Karush, Kuhn et Tucker

C.1.1 Formulation générale d'un probleme doptimisation ®us
contraintes

Probléme général :

mianR” f(SC)
(P)] ¢(z)=0,ic€E (C.2)
ci(z) <0,iel
Probléeme de minimisation avec positivité :
mianR” f(SC)

C.1.2 Caracterisation d’optimalité

Le but de cette section est de determiner des conditionsss&ices d’optimalités
suffisament pratiques pour inspirer un algorithme de misatnon.
Dans certains cas, il existe plusieurs solutions au probléfoptimisation. On pose)
'ensemble des acceptables :
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Q={zeR":¢(x)=0,icetg(x) <0,i €T}

x, est une solution locale si on a un voisinage- 2 dex, tel que :
f(@) = f(z.), Ve eV

S’il nexiste qu’une seule solution locale, c’est la sabutiglobale.

Dans le cas de contraintes de type inégalité, on définit lactare actif ou inactif d’'une
contrainte :

— ¢; est une contrainte active er ¢;(z) = 0
— ¢; est une contrainte inactive er ¢;(z) > 0
- A(x)={ieT : ¢(x) =0}. A(x) est 'ensemble des contraintes activesen

L'utilisation de lagrangiens permet d’exprimer simplermnéss conditions d’optimalité
d’un point. On définit donc les notions suivantes :

A est un multiplicateur de Lagrange pour les contrainiehz Si :
V)= Xi(z)Vei(z)
De plus, on pose* le multiplicateur de Lagrange en, et on définit :

Lz, )= f(z) = Y Nici()

L est lelagrangien associé au probleme
Le resultat suivant est a la base de la methode de minimisatie nous utilisons :

[72)

Théoréme 1 (CN1 de Karush-Kuhn-Tucker) Soitz, un minimum local d€P). Supposon
que f etc sont dérivables en.. Alors il existe um\* tel que I'on ait

(a)Vf(z.) — ‘e%:ﬂ AiVei(x) =0 V,L(z,\) =0
b)ci(z.) =0,Vie &
(KKT) S (c)ei(z,) >0,VieT (C.4)
()N >0,VieT
(

e)ci(z )N =0,Viel

Pour une classe importante de problemesest déterminé de fagcon unique. En effet, si
'ensemble{V¢;(z*) : i € A(z*)} est linéairement indépendant, alorsvérifiant (C.4) est
unigue. C’est en particulier le cas lorsque les contraiswes de type positivité.

C.2 Application a l'optimisation quadratique

Dans le cadre de I'optimisation quadratique, la fonctic@minimiser s’écrit :

1
flx) = §ZEtH:E + 2'd
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C.2.1 Cas des contraintes égalités

Les contraintes sont de la forme: = b. A est appeldacobien des contraintes
Onadonc £(z,\) = 1z'Hz + z'd — X(Az — b). Les equations d’optimalité sont :

Vo L(x* \) =0 o H+d — MA=0
& He* +d— AN =0 (C.5)
Az* = b (C.6)

Ceci peut s’exprimer par I'equation matricielle suivante :

On appelle matrice de Karush-Kuhn-Tucker (matrice KKT) &tnce

C.2.2 Cas des contraintes inégalités

Dans le cas des contraintes inégalités, le principe est filees@in ensemble de contraintes
actives, et de chercher I'optimal correspondant. Si undeltpptimal existe, on teste s’il valide
les autres contraintes. On dispose alors d’un candidapérbalité. Une approche systématique
consisterait a reproduire ce calcul pour toutes les congmna de contraintes possibles.

On va plutot chercher a proceder de fagon plus progressifaisant evoluer notre ensemble de
contraintes actives, aactive setvers celui correspondant a la solution du probléme complet
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Algorithme 1 (activation des contraintes) L'algorithme suivant converge (hors cyclage?*)
pour H > 0, avec une region admissible convexe :

1. Choisir un point de départ,. On prendCy = A(zo)

2. Pour £=0,1,2,..., determinep, tel quez = z;, + px. SOIt optimal pour les contraintes
Cy.

Si pr. = 0 (z optimal pour les contraintes;)
: Calpuler/\i enz = xj + p, pour les contrainteg.
.Si N\, >0, VieC,UZ, STOP, avecx™ = z;,

Sinon — j = 'indice du \; « le plus négatif», poui € C;, N Z

- Tk+1 = Tk
— Cri1 =C \ {j} — | On retire une contrainte |
FinSi
Sinon (p # 0)

. Calculeray = max{«a : xp + apy VérifieCy }

- T4l = T + QP

. Si x;,1 a activé au moins une contraintale plus quer;,
onprendC, 1 =Ci + ¢ = ‘ On rajoute une contrainte

Sinon Cj.. 1 = Cx
FinSi
FinSi
FinPour

*Le cyclage intervient quand on enleve et on rajoute tougdarméme contrainte.

C.3 Application a la contrainte de positivité

Dans le cas ou la contrainte est une clause de positivitéeswsemble des pixels, les
sont des fonctions identité. On exprime les conditions s&miées d’optimalité pour le pro-
bleme de minimisation avec certaines contraines activesgdels nuls) pour ensuite deduire
I'algorithme de recherche de I'optimal du probleme de depar

C.3.1 Pixels «gelés»

On considere un ensemhfede pixels que I'on impose a 0, et on cherche & minimjfser
Quitte & réordonner les pixels, on considére que ce sorit fgemiers que I'on doit annuler.
La matriceA correspondante est dorecune permutation des lignes prés

A= |0]

La matrice KKT s’écrit :
_I[k
KKT = 0

I, |1O] O
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a une permutation des lignes depres. Les lignes del etant linéairement indépendantes,
'équation

ol S Y
I, [0] 0 A" 0

a une unique solutiofiz, \).

C.3.2 Algorithme

Algorithme 2 (optimisation quadratique sous positivite) P, représente I'ensemble des
pixels gelés (i.e. nuls) a I'étape

1. Choisir un point de départ, ou tous les pixels sont positifs. On pre) =
{i : (x0); =0}
2. Pour £=0,1,2,..., determinem, tel quez = x; + p, Soit optimal, avea; = 0 Vi €
Pk.
Si pr. =0 (2 ogtimal avec les pixel®; nuls)
. CalpulerAi enz = xy + pi pour les pixelsP, nuls.
. Si N\ >0, Vie P, UZ, STOP, avecz™ = xy,

Sinon — j = l'indice du ); «le plus négatif», poui € P,

- Tkl = Tk
- Pri1 =P\ {j} = |On dégele le {™° pixel
FinSi
Sinon (px # 0)

. Calculeray, = max{«a : zy + ap; avec les pixel®; nuls}
. Tht1 = Tk + Dk
. Si x;.1 aau moins un pixel nul p de plus queg,

Prr1 = Pr + {p estnu} — ‘ On gele le pixel |o(

Sinon Py = Py
FinSi
FinSi
FinPour

C.3.3 Cas non quadratique

Si I'on choisit un modeéle priori non gaussien, le critere composife= Jata + Jprior
n’est pas quadratique. Dans ce cas, on peut approximerdadara minimiser par une fonction
guadratique. Un pas de descente permet de déterminexpnesque » stationnaire.
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Annexe D

Imagerie et configuration pupillaire

propagation+imagerie

\Do (6) H \P'Lm(é)
detectionl <||2>t detectionl(\P)t

propagation+imagerie

g

D.1 Loperateur H : ¥V, — V,;,,, est LIT

H(W, *6(§ — &) =TF (p TF
=TF(p TF

=TF(p TF

- ( O)

TF (p TF (Vo1 +a x U, 5))

— TF (p (TF (¥,) + @ x TF (¥,,)

= TF (p TF (¥,,)) + a x TF (p TF (V,,))

=H(¥,1) +a x H(V,2)

(o x6(& —&p)))
(o) TF (6(€ — &)))
(Vo)) * 6(& — &)
(& — &)
H(Wo1+axV,s) =

PuisqueH est LIT, il revient a convoluer par la reponse impulsionaéRl) de™H :

H(U,) = U, % H(5(0,0)) = U, x RI(H)

D.2 Loperateur G: o0 — tm estLIT

Supposons deux champs obje},, ¥, , décorrelés :

<\I/O’1 X \1,072>t =0
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Onaalors:
(1Wo(&) % 6(& = &)I*), = (|Wo(€ — &),
= (W (&), * 6(£ — &)
= 0(&) x5(¢ — &)
([H(W,(8) % 6(& — £0))I7), = (IH(V,(8)) % 6(& — &)I*),
= ([H(W,(&)F), * 6(& — &)
=im * (€ — &)
d’ou

G(o(§) * 0(§ — £))G(0(£)) * 6(€ — &)

<|\Ijo,1 + a X \I’o,2|2>t = <|‘I’o,1|2>t + <|a X ‘I’o,2|2>t + 2%\(‘1’0,1& X \IIO,2>E

-
=0

= <|‘1fo,1|2>t +a® (| l"),
=0, +a’0,
<‘H 01+a\1[02‘> —<‘H 01 —|—OéH 02|>
— <|H 1) > + <|0z x H( 072)|2>t + 2R (0 H(Vo1)H(Y02)),
— <|H(\11071)|2>t + a2 <|H(\DO’2)|2>t + 2aR (Vo1 * RI(H)) (Voo * RI(H))),
= i'm,1 + oz2im2 + 2aR <(\I/o,1 X 111072) * R[(H))t

= i'm,1 + oz2im2 + 2aR <(\I/071 X \:[1072)>t *RI(H)

-
=0

= imy + o’im,

d’ou

Glo+ a202) =G(o1) + QQQ(OQ)

Puisquej est LIT,on a:

G(o) =o0x* RI(G)

Avec :
<I6 %), =
(IRE@©)I%), = <ITF p TF (8())[*),
- <|TF | >t
= |TF (p)|*
=TF (p) TF (px)
=TF (p * px)
—TF(p®p)
G(6(¢)) =TF (p®p)
Donc

RI(G) =TF (p®p)
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Annexe E

Gradients de 7y 794D (@, )

E.1 Gradientde Jywsarp(x|a) par rapporta x

Jwisarp S'exprime sous la forme d’une somme de termes

Jwisarp(x, o) Zjeu x, ot

et chacun de ces termes s’écrit

Onadonc:
9> Jau(z, a(t), 1)
t

0Jwisarp(x, ) _

ox ox
B Z OTen(x, a(t),t)
ox
T

( data (f) _ ﬁ(a(t),t)w) W 5(1) - (:l:/data(t) _ ﬁ(a(t),t)w)

= Z ox
_ ZI:{T(a(t),t) . W@(t) . (I:{(a(t),t)w — ::ydata(t)>

E.2 Gradientde Jywsarp(a|x) par rapporta o

Ona:

Jwrsarp(a]x) = Zje“ t)|x,t)

OJwrsarp(a|x) OTeu(a(t)|x, t)
= Jda N Z Ja

8$llatw,t
> (a(t)]z, 1)

Ja(t)
Il suffit donc de calculer le gradient

&78” (a(t) ‘CU, t)
Oa(t)
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Pour alléger les notations, on pourra omettre de précisstdnt de mesure
De plus, on pose :

y(x,a) = H(a)x = Diag{expiBa} Hx
b(x, ) = p(x) + Ba

On a alors

o 15/e"
T

E.2.1 Réécriture deJ,;

Si cette notation matricielle est compacte et pratique palouler le gradient du critére
par rapport ac, elle ne permet pas facilement de calculer le gradient pgoond ac.

On dispose d’une autre fagon d’écrire le critére :
jell = Z ei”
Et pourJ,, on a (équatior?.19pages5) :
7 2
ell = Hyres,iHeu,i

avec

data

Yresi = yl<w) - Y

(Z~erad,i)2 (Z-etan,i)2

12l ews =
et r2ad,i atQan,i
R2(ze 190 Q2(ze 1)
O-l?ad,i Ut2an,i

Pour le modéle myope, les résidus en phase et amplitudévsBt(Eq.4.4 page99) :

1>

— i = ¢i(x, ) — B

{ Qbres,i
Qres; = —Qp; = ai(w) - a?ata

Le résidu en visibilités complexes s’écrit donc de la fagaimante :

>

data

Yres,i = yz<w, a) -y,
= ai(m)ei oi(x,0) a[('iataei@ia“a
i

=|q (ID) ei [¢i(w,a)—¢?ata] _aidata ei pdata
ﬁ_/

exp id)res,i

= (al(w)el ¢res,i _ a?ata) ei ¢?ata
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D’ou
3 2
ell = Hyres,iHeu,i
— H (ai(:c)ew”“' o a?ata) ei(b«iiaca

%Q(Qi(m)ei(bres’i - a,?ata) + %2(ai(m)ei¢res,i — a?ata)
2 2

2

elli

Urad,i Utan,i (El)
_ (a'z(m) COs ¢res,i - a;_iata)Q + (ai(w) sin ¢res,i)2
O-rQad,i O-tQan,i
2 2 data 2
a; (T agq i a;\x)a; a;\xr) .
= Z; ) cos? resi + —g — 2 d 2) — COS Pres,i + 12< ) in? Pres,i
rad,i rad,i Urad,i tan,:

E.2.2 Calcul du gradient de 7}, par rapport & ¢,

On obtient
: a(x) . a;i(x)agats a(x) .
5 ell _ _ 5 SN 2¢res; + 2127’ SIN Gres i + —5— SN 2¢hyeq 5
(bres,i Urad,i arad,i tan,:
2 2 data
a; T a; T . a;\x)a; .
= 22( ) - 22( ) Sin 2¢res,i =+ 2% Sl ¢res,i
Utan,i rad,i rad,i
On pose
a;(®) ai(x)
Wii = —5 =~ 3
tan,i Urad,i
data

a;()a;

w2,i — 2 Z( 2) 7

arad,i

Onadonc: o7
jlll . .
9 = = Wy 4 S111 2(bres,i + Wa,; S111 (bres,i (E2)
(bres,i

E.2.3 Calcul du gradient de.7,;; par rapport a ¢,

En posant
. . a(x) a(x
W1 é D|ag{w1,z‘} = Dlag{ ;2( ) - ;2(d )}
tan,: rad,?
. (E.3)
. data
W, 2 Diag{ws;} = Diag{QM}
rad,i
on obtient : o
8(}56” = Wsin2¢,,, + Wysin ¢, (E.4)
La dérivée dep, ., par rapport ax s’écrit :

ad)lres _ 0 [¢($) + Ba _ ¢data]

o 15/e"
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Le gradient de7,; par rapport ax de décompose en

Ores  OTen
8a a¢res
On obtient donc
8576” = BT W1 sin 2¢res + BT W2 sin ¢res (E5)
(81

E.2.4 Conclusion : gradient de7y sarp(a|x) par rapport a o

0Jwrsarp(a|x) Z OTeu(a(t)|z,t)
oo [oJe"

= Z BT Wl (t) sin 2¢res (t) + BT W2 (t) sin d)res(t)

On note que la matric& ne dépend pas de l'instant de mesure, puisqu’elle ne dépendug
nombre de télescopes du réseau interféromeétrique.
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Aperture synthesis allows one to measure visibilities at very high resolutions by coupling telescopes of reason-
able diameters. We consider the case where visibility amplitudes and phase are measured separately. It leads
to an estimation problem where the noise model yields a nonconvex data-likelihood criterion. We show how to
optimally approximate the noise model while keeping the criterion convex. This approximation has been vali-
dated both on simulations and on experimental data. © 2005 Optical Society of America

OCIS codes: 120.3180, 100.3020, 100.3190, 110.6770.

1. INTRODUCTION

Aperture synthesis allows one to reach very high angular
resolution by coupling telescopes of reasonable diameters
in an interferometric array. Because current interferom-
eters do not provide images directly, the data have to be
processed through an appropriate imaging software.

The basic observables of an interferometer are the com-
plex visibilities extracted from each fringe pattern formed
by the instrument. In the absence of noise, complex vis-
ibilities amplitudes and phases are corrupted by atmo-
spheric path length fluctuations and by imperfect knowl-
edge of the source position and of the interferometer
geometry.

At radio wavelengths, it is usually possible to consider
these errors as part of the noise and to use complex vis-
ibility amplitudes and phases directly. In contrast, at op-
tical wavelengths, path length fluctuations due to atmo-
spheric turbulence make visibility phases unexploitable.
Thus, the observables of current interferometers at opti-
cal and infrared wavelengths are quantities independent
of turbulent phases, such as squared visibilities and clo-
sure phases.

There are various ways of circumventing turbulence ef-
fects. A first one is obviously to locate the instrument
where there is no turbulence, i.e., in space. In this case,
complex visibilities are measurable. Second, if the u—v
plane, i.e., the frequency coverage, is redundant enough,
visibility phases can be estimated successfully from clo-
sure phases. This is the method used by Delage et al.! to
form complex visibilities from experimental squared vis-
ibilities and closure phases. However, redundancy tech-
niques reduce the frequency coverage. Another promising
way of obtaining complex visibilities with an optical inter-
ferometer in the presence of turbulence is to use phase

1084-7529/05/110001-0/$15.00
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reference, as in the Very Large Telescope Interferometer
(VLTD instrument PRIMA (Phase-Referenced Imaging
and Microarcsecond Astrometry).? This method will allow
astronomers to measure complex visibilities without con-
straining the u—v coverage.

Finally, self-calibration algorithms,? first developed for
radio interferometry, allow one to estimate both turbulent
phases and the object by alternating turbulent-phase es-
timation steps with a known object and object reconstruc-
tion steps with known turbulent phases. The latter are
strictly identical to Fourier synthesis problems without
turbulence, i.e., to object reconstruction problems from
noisy complex visibilities.

In this paper, we address object reconstruction from
complex visibilities for both optical and radio wave-
lengths. The noise witnessed on complex visibilities yields
a nonconvex data-likelihood criterion (Subsection 3.D),
which makes reconstruction difficult.

After stating the interferometric data model that we
consider (Section 3), we compute an optimal approxima-
tion of it that yields a quadratic data-likelihood criterion
(Section 4). This approximation is then validated on simu-
lations and used to process experimental data® (Section
5).

2. FOURIER SYNTHESIS

The basic observable of an interferometer is complex vis-
ibility, which can be measured from the fringe pattern ob-
tained by combining the beams of two correctly phased
telescopes. According to the Van Cittert—Zernike
theorem,* complex visibilities are related to the sky
brightness distribution x(a,b) through a Fourier trans-
form,

© 2005 Optical Society of America
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V(uz |:l:]) = f fx(a,b)exp(— 2mi(ua +vb))dadb,

Y

a and b being angular positions in the sky and » the 2D
spatial frequency. For a couple of telescopes (7,T5), the

spatial frequency v is given by 17:(;2—;1)/ N\, where rq
(resp. ;2) denotes the position vector of T'; (resp. Ts) pro-
jected onto a plane normal to the observation axis; ;2—;1
is the corresponding baseline.

An interferometer is a device allowing one to measure
the Fourier transform of an object at a set v of spatial fre-
quencies. The aim of interferometry imaging is to retrieve
the observed object from the set of measured Fourier
samples. We adopt a Bayesian approach to solve this in-
verse problem, in which the first step is to design a data-
formation model, both accurately fitting the actual physi-
cal process and yielding a tractable estimation problem.

3. RECONSTRUCTION MODEL

A. Matrix Formulation

Let us suppose that the sky brightness x(a,b) is dis-
cretized over a cardinal sine basis. It is thus represented
by a vector of real coefficients X=[Xj,...,Xj,...,X] Np], and
Eq. (1) reads

NP
V(v) = 2 h(j,»X;, @)
J

the h(m,v) being complex coefficients.
We derive the following matrix formulation

V(X)=HX, (3)
with vector V and matrix H defined by
Vi=V(y),

hij=h(,v),
where v; denotes the ith measurement spatial frequency.

B. Noise Statistics

We consider that measured visibility moduli and phases
follow Gaussian distributions. Although our method gen-
eralizes to any Gaussian distribution of the visibility
moduli and phases, we will assume in this paper that the
cross correlations are either not available or negligible.
Then the measured visibilities V;"** are linked to the
“true” ones V; by the following model:

[V = [Vi(X)| + by 3,

arg Vv;neas =arg V(X) + barg,i’ (4)

with all the noises centered, decorrelated, and Gaussian.
Let 0); be the standard deviation of b ; and o, ; the stan-
dard deviation of b, ;. Model 4 applies to the output of an
unstable radio interferometer.® In optical interferometry,
it corresponds to the noise witnessed in various experi-
mental settings where turbulence effects are either non-
existent or sufficiently corrected (see Section 1).
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C. Bayesian Estimation

Owing to the poor spectral coverage, the object recon-
struction is an ill-posed inverse problem and must be
regularized (see Refs. 5-7 for reviews on regularization)
in the sense that some a priori information must be intro-
duced in their resolution for the solution to be unique and
robust to noise. In Bayesian estimation, the data likeli-
hood p(data|X) is associated with a prior distribution
p(X). The maximum a posteriori estimation is obtained by
maximizing the joint probability

p(X|data) = p(dataX)p(X)
or by minimizing the opposite of its logarithm:
- log p(X|data) = - log p(data|X) - log p(X) + const.

Hence, it reduces to the minimization of a compound cri-
terion,

J= Jdata + )\Jprior’ (5)

where \ accounts for the confidence in the prior and is
called the regularization parameter. With a Gaussian
prior on X, i.e., if we consider that the distribution of the
object X is Gaussian, o, is quadratic.

Here, we focus on the data-likelihood term, which is
yielded directly by the noise model:

J gata(X) o - log(p(V"*9X)).

Taking into account data model (4), the data-likelihood
term reduces to </;:

JiX)= >

i=0

Nt (IV;““\ - V(X )2

Tii

+

& (arg Vi - arg ViX) | ?
2( ), (6)

i=0 Targ,i
with N, the number of baselines for which the Fourier
transform of the object is measured.

D. A Nonconvex Criterion

The strict convexity of the criterion is a sufficient condi-
tion of uniqueness of its minimum and ensures good be-
havior of the classical minimization algorithms.8 We show
now that the functional J; of Eq. (6) is not convex. Be-
cause V is linked to X by a linear operator [see Eq. (3)],
the convexity of J; defined by J 1(V(X))=J1(X) is equiva-
lent to the convexity of J;. Because J; is a sum of N, in-
dependent terms, we can deal with the case N, =1 without
loss of generality. Then V., reduces to a complex num-

ber z5 and V to a complex number z. J, reads

(|2] = lzo)*  (argz - argzo)®

A

arg

Ji(2) =

The choice of z;=z( exp[(2i7)/3] and z9=z( exp[(-2i)/3]
yields J,(z1)=(27/8)%/ o2, J1(22)=1(21), and z; +25=-2,.
Hence, we get
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:],(21+22) (|zl2)2 o2
1 9 = af +02 s

arg

1 _ ~ 4
—(J +d =0+ .
2( 1(z1) 1(22)) Uirg
So Jy[(z1+29)/2]> 3(J1(21) +J1(29)), which contradicts the
convexity of J 1 (actually, this example shows the noncon-
vexity of both the phase term and the modulus term of

J).

4. AN EQUIVALENT ADDITIVE GAUSSIAN
NOISE

In this section, we design an additive Gaussian approxi-
mation of the noise distribution, optimally “close” to the
true one (in terms of a distance to be defined below),
which yields a quadratic data-likelihood criterion. We
first recall the true distribution; then we state the general
shape of any complex Gaussian distribution, expressed in
a convenient basis; and we conclude by selecting the pa-
rameters of the optimal distribution.

A. Statement of the True Distribution

Once again, we have to study only the complex unidimen-
sional problem, which is generalized without any diffi-
culty. We consider the following model:

lel = lzol + 7,

argz=argzo+ ¢. (7)
Hence, z=(|z¢|+r)expli(arg zo+¢)] with r and ¢ following
Gaussian centered distributions of variances Var(r)=o?

and Var(<p)=oi. It is the model of Egs. (4).
The probability distribution of z is

p(z = (2ol + rexpli(arg 2o + @)]) = f(r, ¢),

E(f ﬁ)
fire <esp| -5 5+ 5 | ®

We want to approximate this distribution by an additive
one. So, we have to recast model (7) into an additive one,

z=2¢+B, 9)
and we choose to write B as
B =(x+1iy)exp(i arg zy). (10)
Identification of relations (8)—(10) yields

x = (|2 +r)cos @ — |z,

¥ = (lzo| + r)sin ¢. (11)

It is simple to see that x and y are the coordinates of B
in the Cartesian basis (u,,u,), corresponding to the ca-
nonical (!R,J) one, rotated by angle arg z, (see Fig. 1).
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Fig. 1. Polar and Cartesian coordinate systems in C.

B. Statement of a Complex Gaussian Distribution

A complex noise is Gaussian if its vector representation in
Cartesian coordinates is Gaussian. We choose the afore-
mentioned Cartesian basis (u,,u,). The change of basis is
achieved by a rotation matrix R(argzg), with

cos

= lﬁ] (12)

—sin ¢ cos ¢

R(¢)=[

Any additive Gaussian noise distribution can be writ-
ten p(z=zo+(x+iy)expli arg zo]) =f,(x,y), with

£y 1 1|:x—9?:|52_1|:x—9_c:|
AN ety 2| 2ly-y -y

where 3 is a symmetric positive definite matrix.

We now compare Eq. (13) with the true distribution of APC:

(x,y) stated in relations (8) and (11).

C. Kullback-Leibler Divergence Minimization

In order to choose the additive Gaussian distribution clos-
est to the true one, we have to define a distance between
two distributions. A convenient and well-known one is the
Kullback—Leibler divergence, defined by

f
fufo) = J f 1og(—1>.
fa

Note that technically this divergence is not a distance,
because it is not symmetric. It is, however, often used as a
discrepancy measure of f; with respect to (w.r.t.) fy be-
cause it is positive and equal to 0 only for f1=f5. &(f1,f2) is
the expectation of the “log distance” between two distri-
butions log(fi/fs) w.r.t. the probability distribution f;. To
fit a Gaussian distribution £, on the true distribution f, it
is therefore natural to minimize &(f,f,) rather than
3.

As proved in Appendix A, the minimization of &(f,f,)
yields the following optimal parameters:

#1



F.1. JOSAA 2005

PROOF COPY [57938] 014511J0A

APC:
#2

4 J. Opt. Soc. Am. A/Vol. 22, No. 11/November 2005
% = Eda} = |zol[exp(- 0%/2) - 1],
F=Efy}=0,
3 =Diag{o?,03},

lzol* + o7

ot = Bl - 9% = — 1+ exp(- 202)] - [z exp(= 02,

ol + 07 5
——[1-exp(-20))].

05=EAy-9?%= 5

(14)

The radial bias ¥ can be estimated from z and o, as X
~ \z|[exp(—o’i/2)—l]. We shall denote m the complex bias
of coordinates (x,y).

D. Two Gaussian Approximations

1. Circular approximation

This simple isotropic Gaussian approximation, inherited
from radio imaging, is obtained by setting o7 and oy in
Eqgs. (14) to the same value. Such an approximation is
valid in radio imaging with stable interferometers and
has also been used in optical irﬂ:erferometry.9 However, it
is not adapted to noise distributions in which the modulus
standard deviation is different from the phase standard
deviation, which is often the case in optical interferom-
etry. We show here how to design an approximation spe-
cifically dedicated to process optical interferometry data.

2. Optimal approximation

Instead of a circular approximation, we propose a second-
order expansion of the optimal Gaussian approximation
stated in Eqs. (14); i.e., we consider that o,/27 and o,/|z|
are small w.r.t. 1:

%=0,
y=Edy}=0,
ai=0,
- 2
3 = |zol*0. (15)
Elliptic %
Gaussian ~ «-—---» .
Approximation ,,— - \\\
- <
~ Y
% 2 ,/”—\\ \\ A
PN
/ A 4 Sy \\
K M) !
Noise statistic =/ R [
Yo [
PN 7S o
LN - ,
Circular AN D
Gaussian =-—-~-—-~- N AT T,
Approximation ~e -7
20
v
o ®

Fig. 2. Noise distribution contour lines, for 0,/|zo| <o,

PROOF COPY [57938] 014511J0A

177

Meimon et al.

Elliptic
Gaussian
Approximation

Noise statistic

Circular
Gaussian =-—-—-—---
Approximation

(@)

Fig. 3. Noise distribution contour lines, for o,/|zo|> 0.

3. Why choose the optimal approximation?
The contours of the distribution of z around z are plotted
in Figs. 2 and 3 for the true noise statistics for the optimal
Gaussian approximation (more precisely, its second-order
expansion) and for the circular one. In Fig. 3, the radial
noise level, i.e., in the direction u,, given by o,/|zg| is
greater than the one in the direction u, given by o,
whereas it is the opposite in Fig. 2.

For both configurations, these contour maps illustrate
that our approximation fits the true distribution better.

E. N-Dimensional Case
With our Gaussian approximation, the data likelihood for
one measurement V{'** is

T(X) =~ 2 log £, (V™™ ~ V(X)).
With Egs. (12) and (13), we get

Jo(X) = V5 = Vo(X) = mglR, (16)
with
3or = R(-arg Vg**)SR(arg V§*) 7
and
R() | R()
R oz= -1
15,2 [ 36) ] 20,7?,[ 30) :| . (18)

This expression can be easily generalized for N measure-
ments:

N-1
JX) = 2[R - ViX) -l (19)
i=0 "
=[[Vmeas — V(X) - mlg, (20)

2 being a bloc diagonal, with its blocks equal to the 3; %.

5. VALIDATION ON SIMULATIONS AND
ON EXPERIMENTAL DATA

In this section, we compare circular approximation and
our optimal Gaussian approximated distribution, denoted
elliptic, in terms of reconstruction performance. To do so,
we use either a circular or an elliptic noise model to build
the data-likelihood term, which we associate with the
same prior term (see Subsection 5.A.2) in a Bayesian re-
construction process.

APC:
#3
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Although our model clearly fits the noise distribution
better, its performance is highly dependent on the noise
outcome affecting the data. Hence, we will generate a
hundred noise outcomes in order to assess the average
gain induced by our approximation. We will then show
that our method performs satisfactorily on real data.

A. Simulations

1. Simulated data

The data that we process simulate VLTI measurements
when observing an object corresponding to the model of
the Ru Lupus Micro-jet developed by Garcia et al. 10 The
frequency coverage [Fig. 5(b) below] has to be chosen rich
enough to highlight the differences between reconstruc-
tions. Indeed, our method focuses on the data likelihood,
which affects all the more the reconstruction quality as
there are many data. The frequency coverage corresponds
to six nights of observation of the same source with three
telescopes of the VLTI, with 20 measurements each night.
As already mentioned, we consider that the effects of tur-
bulence are corrected enough to be included in the noise.
The complex visibilities are corrupted by noise according
to model (4), with oy;=|Vi"**|X4.65% and oy,
=0.27 rad for all i.

2. Regularization and constraints

We choose a Gaussian and shift-invariant prior distribu-
tion for X,11 so the distribution of its Fourier transform X
is a Gaussian distribution with a diagonal covariance ma-
trix, and the diagonal components are the values of the
object power spectral density (PSD) PSD(»). Thus, the
prior term reads

F. PUBLICATIONS.
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Jprior(x) = E PSD( V)

v

The mean object X,, is assumed to be constant, with its
flux equal to the measured flux, i.e., the null frequency
measured visibility.

The PSD model chosen is the function

PSD(v) = m.

The parameters K, p, and p, are estimated by a maximum
likelihood on the data.

As noted Ref. 11, K plays the role of the regularization
parameter \ [see Eq. (5)] and can be estimated directly
from the data. Thus, the method is completely unsuper-
vised, i.e., no parameter has to be set by the user.

Reconstruction uses a BFGS method (Broyden—
Fletcher—Goldfarb—Shanno) software OP-VMLM, de-
signed by Eric Thiébaut'? and is performed under a posi-
tivity constraint. To compare the circular approximation
with our method, we compute for each noise outcome an
improvement of the root mean square error (IRMSE) in
decibels (dB). A positive IRMSE means a better recon-
struction with our method. Figure 4 shows the IRMSE
repartition histogram for the 100 noise outcomes.

The improvement is 4 dB on average, and 95% of the
reconstructions have an IRMSE of more than 2 dB. We
can conclude that our elliptic approximation performs
much better than the circular one in terms of recon-
structed image quality.

IRMSE distribution for 100 noise outcomes

20 T 1 i LI B S B

|
IRMSE(dB) = 40 log RMSEcircuiar — 40 10g RMSEgiiptic

T ] ! T T [ T T T * T

% realizations
o

Mean IRMS
IRMSE Std Dev.

(1]
-5

6 8 10

IRMSE (dB)

Fig. 4. IRMSE repartition histogram
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As mentioned before, reconstructions are performed
with N\=1. To measure the influence of X\ on the IRMSE,
we have processed the same data with A=0.1 and A=10.
Table 1 provides IRMSE means and standard deviations
over the 100 reconstructions for different \.

For a variation of a decade around the nominal \ value,
we still witness a clear reconstruction improvement with
our method.

3. Reconstructions
To further illustrate the interest of using our method, we

show in Fig. 5 typical reconstructions for both methods:

Table 1. Influence of Regularization Parameter on

IRMSE
N Mean (IRMSE) Std. Dev. (IRMSE)
0.1 2.6 1.8
1 4.1 14
10 7.8 0.9

Simulation results. (a) true object, (b) u—v coverage—360 frequencies, (¢) reconstruction with elliptic approximation, (d) recon-
struction with circular approximation. 256 X 256 pixels. Pixel size 0.2 marcsec.

PROOF COPY [57938] 014511J0A

179

Meimon et al.

we have selected among 100 noise outcomes the one yield-
ing an IRMSE close to the mean value. Our method obvi-
ously helps reducing the noise, yielding an IRMSE worth
4 dB on average.

In next section, we process real experimental data in
order to demonstrate the efficiency of our method with re-
alistic noise distribution and frequency coverage.

B. Validation on Experimental Data

1. Experimental setup

Experimental data were graciously supplied by Laurent
Delage and Francois Reynaud and correspond to the ex-
periment described in Ref. 1. The object is made of four
stars of various magnitudes and is observed through a fi-
ber link interferometer featuring 61 frequency measure-
ments. The data model used corresponds to system (4),
because only the standard deviations of measurements
are provided.

5x10"F +

S
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Fig. 6. True object (left) and restored one (right). Contour levels: 10%, 20%,...,100% of the maximum.

Table 2. Relative Positions and Flux of the Three
Faintest Stars w.r.t. the Brightest One

Position Error
(w.r.t. main star diameter D)

Intensity
(-2.5logy flux)

Star # Ax/D Ay/D True Reconstructed
1 0 0 1.33 1.07+19%
2 0.13 0.05 1.89 1.72+9%
3 0.03 0.06 2.20 1.95+11%
4 0.01 0.08 2.44 2.41+2%

2. Regularization

Reconstructions are done under the positivity constraint.
We also use the quadratic regularization term described
in Subsection 5.A.2.

3. Reconstruction

Figure 6 shows the contour maps of the true object and
the restored one. The four structuring elements are cor-
rectly reconstructed, although quadratic regularization
slightly oversmoothed them. Table 2 shows that our re-
construction is correct in terms of relative positions of the
peaks. We here validate that our method is efficient and
usable on experimental data.

6. CONCLUDING COMMENTS

We have designed an accurate data-likelihood criterion
that closely mimics the noise model while keeping the cri-
terion convex. Our method performed satisfactorily both
on simulated data and on experimental material. How-
ever, more sophisticated regularization should be investi-
gated. Additionally, this paper did not address how to deal
with closure phases instead of visibility phases. This can
be done by using “self-calibration” methods, which alter-
nate transfer function estimation steps with object recon-
struction stepslg’l?’ We are currently developing an origi-

PROOF COPY [57938] 014511J0A

nal self-calibration procedure that uses the likelihood
approximation techniques developed in this paper.14

APPENDIX A: KULLBACK-LEIBLER
DISTANCE OPTIMIZATION

We show here that for any given distribution f(X), the
Gaussian distribution defined by

1 1
X)= ——— -—PX) |,
g(X) \%detzexp[ 2 ( )]

with 3 a symmetric positive definite matrix and
PX)=(X-X)3 (X -X),

which reaches the minimum of the Kullback—Leibler dis-
tance J(f,g), is such that

X=E/X},

3 = BAX - EAX)(X - Ef4X))'}

=Var(X). (A1)

This property may result from general results of the prob-
ability theory, but we provide here a compact and self-
contained proof.

1. Definition of the Kullback-Leibler Distance
The distance &(f,g) is defined by

af.8) jf(X)l L )dx EAlog g} nst
= 0 =- 0 + const.
8 g X) f{ g8

So

8f,g) = J(EAP(X)} + log det 3) + const.

APC:
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Fig. 7. True object (left) and restored one (right). D is the diameter of the main star used in Table 2.
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[

which concludes the proof.

J
= E[Ef{P} +logdet2]=0 4, Two-Dimensional Case

1 1
oP dlog det X

_ - glx,y) = ———=exp-_P,

:Ef{az}+ a3 =0 V2mdetS 2

= Ef- 3" X -X)X-X)'S}+37=0. w-zlt [x-z

Py =| _|=7 _

y-y

Because I is symmetric, we have: 37=3"1, so is such that
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x=Edx},

y=Edy},
x-x||x-x|
y=ylly-y
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Current optical interferometers are affected by unknown turbulent phases on each telescope. We account for
this lack of phase information by introducing system aberration parameters, and we solve the image recon-
struction problem by minimizing an original joint criterion in the aberrations and in the object. We validate
this method by means of simulations. Tests on experimental data are under way. © 2005 Optical Society of

America

OCIS codes: 120.3180, 100.3020, 100.3190, 010.1330, 110.6770.

Optical interferometry allows one to reach the angu-
lar resolution that a 100 m telescope would provide
using several 10 m telescopes. The interferograms of
current instruments are affected by turbulence,
which corrupts the recorded object phases, so one is
led to form quantities that are turbulence indepen-
dent such as phase closures. To cope with the missing
phase information, we introduce phase calibration
parameters to be estimated jointly with the observed
object, and we propose a weak-phase interferometric
sample alternating reconstruction device (WISARD)
to perform this estimation. This algorithm combines,
within a Bayesian framework, an alternating estima-
tion of the object and phase parameters (in the spirit
of  self-calibration  algorithms  proposed by
radioastronomers,’ a recently developed noise model
suited to optical interferometry data,? and an edge-
preserving regularization® to deal with the sparsity
of the data typical of optical interferometry. Our work
is dedicated to processing data from three-telescope
interferometers, yet the method can be easily ex-
tended to data from interferometers of more than
three telescopes. We consider throughout this Letter
an interferometric array of three telescopes T4, T,
and T3, which are pointed at the same monochro-
matic source at n, different moments. The three fre-
quencies measured at one moment i are given by

_ T,T, _ T,T, _ TT,
vag=——, J@)=——, JEh=——.

The basic observable of an interferometer without
turbulence is the complex visibility, which can be
measured from the fringe pattern obtained for each
couple of telescopes belonging to the same array. We
will call Vi(12) the visibility corresponding to fre-
quency #(12) and arrange all these visibilities in a
vector V. With X the unknown object and H the Fou-
rier operator, we have

0146-9592/05/141809-3/$15.00

VoX) =HX. 1)

We also define the visibility amplitudes and phases
as A=|HX| and ¢,=arg HX, respectively.

When there is atmospheric turbulence, the instan-
taneous complex visibilities are affected by random
optical path differences ¢/(j) at each telescope T;. One
cannot measure V,, only its turbulence-corrupted
value V:

Vi(12) = Vi(12)exp i[&(2) - &(1)],
Vi(23) = Vi(23)expi[ /(3) - a/(2)]},

Vi(31) = Vi(31)expfi[ /(1) - ¢/(3)]}. 2)
If we define p=argV, it follows that
¢'(12) = ¢h(12) + &(2) - &(1),

©'(23) = ¢)(23) + &(3) - &(2),

¢'(31) = ¢h(31) + &(1) - (3). (3)

Actually, even the corrupted visibility phases
p=argV are difficult to measure, because they fluc-
tuate in a fast and random way. However, the visibil-
ity amplitudes are not affected and can still be mea-
sured: A=|Vy|=|V|. Moreover, we find that the
turbulent phasers cancel out™ in

C' = arg V¥(12) + arg V¥(23) + arg V¥(31),
=¢/(12) + ¢'(23) + ¢(31),

=¢h(12) + ¢)(23) + ¢h(31),

or in a vector formulation C=QV(=QV. Q is the so-
called closure operator.

© 2005 Optical Society of America
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We will now design a metric that expresses the
likelihood of the observables as a function of X and
the noise statistics. The observable are time-
averaged closures C,,,; and visibility amplitudes 4,
(actually, most interferometers provide squared vis-
ibilities from which we extract amplitudes). We as-
sume here that only standard deviation on closures
and amplitudes will be supplied and that all the
noises are uncorrelated, zero mean, and Gaussian.
The model consequently reads

C,.es = Q(HX) + Gaussian noise,

A, = [HX| + Gaussian noise. 4)

The data likelihood yielded by this model is not
convex’ and has local minima, which makes minimi-
zation difficult.® Yet, there is another way to state the
data model: It is possible to account for missing
phase information through myopic aberration param-
eters. Because of random delays « we measure one
closure per instant, instead of three phases. In other
words, two pieces of information per triple are miss-
ing. We can account for this missing information by
introducing two aberration parameters in the sys-
tem.

Let us consider system (3). We suppose we have
measured virtually all the corrupted phases ¢ and in-
troduce the turbulent optical path delays through un-
known aberration parameters B, which generate the
null space of the closure operator ). If we define ¢
=argV, it follows that

@ s(12) = ¢h(12) + B + Gaussian noise,
@es(23) = ¢5(23) + B + Gaussian noise,

@ s(31) = ¢}(81) — B — B, + Gaussian noise,
(5)
@mes = arg HX + B+ Gaussian noise.  (6)

If we set ¢,,,(12)=¢},,.(23)=¢}(23)=C. ,./3, the sum
of the three lines of system (5) is equal to
Ci

mes

= ¢h(12) + ¢}(23) + ¢}(31) + Gaussian noise,

which is exactly the first equation of system (4). With
Eq. (6) and the second equation of system (4), we de-
fine

— g,
Vmes - Amese mes,

VX, p) = |HX|expli(arg HX + B)], (7)

and gather V,,..=V(X, )+ N, with N being a complex
noise. V(X,B) is the noiseless B-corrupted complex
data model. Myopic data model (7) is equivalent to di-
rect data model (4).

We have shown® that model (7) yields a nonconvex
data-likelihood criterion. Although it is possible to
use circular approximations of the noise distribution
N (Ref. 7) that are convex, they are not well adapted
for optical interferometry. We hence use the elliptic
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convex approximation described in Ref. 5, which bet-
ter fits the noise statistics and can be stated as

Jell(X, ﬂ) = “Vmes - v(X7 ’B)“%b . (8)

It can be easily shown that the criterion J,;(X, B) is
the sum of n, terms, each involving only the mea-
surements obtained at instant i. Hence, each J; de-
pends only on two aberration parameters 3] and Sy:

JuX,p) = 12 (X, By, BY). (9)

i=1...n,

This is a consequence of the fact that, by definition, if
the time between two instants is much greater than
the turbulence coherent time (around 10 ms), aberra-
tions at two different instants are statistically inde-
pendent. Hence, J,;(X, B) is convex with respect to X,
separable with respect to 8, and designed from an ap-
proximated noise model that accurately fits the true
one.

Here, we describe our interferometric data reduc-
tion algorithm WISARD (for three or four pupil array
cases). Although the criterion we designed is convex
for given aberrations, it is not convex for the whole
unknown set, i.e., for both aberrations and objects. To
obtain a good solution with gradient-based minimiza-
tion algorithms, it is useful, as empirically witnessed,
on the one hand to estimate a reasonable initial
guess from the visibility data and on the other hand
to incorporate the data gradually, starting with low
frequencies and ending with high frequencies. To
make use of the remarkable properties of /,;(X,3),
we minimize it following an alternating pattern; i.e.,
we optimize it given aberrations with respect to the
object and then optimize the aberrations for the cur-
rent object.

The object step is a convex functional minimization
under a positivity constraint. It is performed by
Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno method soft-
ware, OP-VMLMB designed by Eric Thiébaut.® Since
J.(X,B) is separable for a given X, instead of opti-
mizing for 2n, aberration parameters, we perform n,
separate optimization of two parameters that can be
done simply by an exhaustive search on a fine grid.
The pattern of WISARD is described in Fig. 1.

Due to the poor spectral coverage, the object recon-
struction, even with known aberrations, is an ill-
posed inverse problem and must be regularized (see
Refs. 9 and 10 for reviews on regularization).
Whereas quadratic regularization tends to soften the

. Initialization :
object & phase guess + initial cut-off frequency

Object step .]

| Aberration step

| Increase cut-off frequency

Fig. 1. WISARD algorithm loop.
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(b) Frequency coverage

(a) True object

(¢) Reconstructed (L.2) (d) Reconstructed (LL1L2)

Fig. 2. Original object and reconstruction maps.

edges of the reconstructed map, a quadratic-linear
regularization (or L1-L2) is a good trade-off between
obtaining a clean image and retrieving peaks.'"?
Among the several versions of an L1-L2 functional,
we use the isotropic criterion developed by one of the
authors.® We took part in an international blind re-
construction contest, which aimed at comparing the
performance of five different algorithms designed for
synthesis imaging. Only the L2-regularized map
[Fig. 2(c)] was submitted to this contest,’® and our
method has evolved toward a less-case-dependent
procedure since then. We present here the new re-
sults obtained by using L1-L2 regularization.

The data sets were produced by Christian Hummel
using the data reduction software OYSTER and
simulating a six-station Navy prototype optical inter-
ferometer (NPOI). The image of the star with an
asymmetric shell shown in Fig. 2 was provided to
Christian Hummel by Peter Tuthill. As shown in Fig.
2, we retrieved satisfactorily the global structures of
both objects. The central dot is not reconstructed
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with the quadratic regularization but is retrieved
with L1-L2 regularization, although it is softer and
slightly wider than the original.

Although the reconstructed maps are satisfactory,
we hope to get even closer by adapting WISARD to
arrays of more than three telescopes. Another crucial
aspect is the extensive study of the criterion shape,
mainly its behavior as a function of UV coverage. Fi-
nally, we hope we can further improve the recon-
structions by using other regularization methods.

We express our special thanks to Eric Thiébaut for
fruitful discussions, for his support, and for letting us
use his minimization software. We are grateful to Pe-
ter Lawson for coordinating the beauty contest. This
work was partially supported by a European Com-
mission Joint Research Action under contract RII3-
CT-2004-001566. S. C. Meimon’s e-mail address is
meimon@onera.fr.
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