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8.2 Uneétape de lissage et l’algorithme "FairC3"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 64

8.3 Extension de l’́etape de fairing: utilisation de masques de lissage� � � � � � � � � � � � 65

9 Bilan et perspectives� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 68
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Introduction �

Introduction

Les travaux de recherche décrits dans ce ḿemoire d’habilitation se situent
dans le domaine de la modélisation ǵeoḿetrique (Computer Aided Geometric
Design). Ce domaine trouve son origine dans le besoin en courbes et surfaces de
forme libre dans la technologie CAD/CAM, et est devenu ces dernières anńees
un domaine de recherche important de l’informatique et des mathématiques
appliqúees, dont la dimension applicative est cruciale.

Un mod̀ele ǵeoḿetrique est ńecessaire par exemple lorsque l’ordinateur est
utilisé pour la conception et la fabrication d’une pièce de carrosserie. Il est
constitúe d’un ensemble de données structuŕees, et doit en particulier décrire
la géoḿetrie de l’objet. A cette fin, on utilise presque toujours les courbes et
surfaces paraḿetriques qui sont l’objet principal de mes recherches. Le modèle
géoḿetrique est d’une manière ǵeńeraleà la base du traitement graphique de
donńees. Le champ d’application de ces algorithmes, loin de se réduireà la
CFAO (Conception et Fabrication Assistées par Ordinateur), s’étendà des do-
maines tels que la géographie, avec les ḿethodes dites de “Scattered Data",
à la ḿedecine, par la reconstruction tridimensionnelle de données RMN,à
l’industrie du film gr̂ace aux techniques d’animation,à l’architecture...

Modélisation de Surfaces Lisses
Les recherches dévelopṕees dans ce ḿemoire ne concernent que des travaux

post-doctoraux et leur sujet est bien distinct de ceux traités pendant la th̀ese. Il
ne s’agit donc pas de prolongations des travaux de thèse.

Ces travaux portent sur le problème de la mod́elisation de surfaces lisses.
L’importance qui est donńee au caractère lisse d’une surface dépend de l’utili-
sation pŕevue de la surface, i.e. de l’application. L’exigence en terme de qualité
est par exemple très grande dans l’industrie automobile où la moindre imper-
fection est inacceptable pour la surface d’une voiture. Les surfaces de très
haute qualit́e sont d’ailleurs dites de "classe A" dans le langage de certains
concepteurs de logiciels CAO. Historiquement c’est dans ce secteur industriel
que sont ńees les ḿethodes de base pour la conception de courbes et surfaces
de forme libre: B́ezier (Renault), De Casteljau (Citroën), Gordon (General
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Motors), Coons (Ford). L’utilisation des technologies CAD/CAM basées sur
des surfaces de forme libre type B-spline, s’est imposée dans tous les logi-
ciels de conception assistée. Beaucoup d’objets banals de la vie courante,
que ce soit par exemple un grille pain, un sèche cheveux, ou un téléphone
portable sont le ŕesultat d’un processus de design basé sur ce type de sur-
faces. Les surfaces de ces objets, bien que leur objectif principal ne soit pas
de plaire visuellement mais de satisfaire une certaine fonctionnalité, ne doivent
pas pour autant comporter de défauts. Ces surfaces doiventêtreesth́etiquement
lisses. D’autres domaines d’applications comme l’aéronautique ou la con-
struction navale ńecessitent́egalement des surfaces lisses, mais cette fois pour
des raisons fonctionnelles et techniques. Le carénage d’un avion ou la coque
d’un bateau par exemple ne doivent pas présenter trop d’oscillations, afin de
respecter certaines propriét́es áero- ou hydrodynamiques.

Les travaux d́ecrits dans ce ḿemoire abordent la modélisation de surfaces
lisses selon deux approches différentes. La première approche consisteà faire
en sorte - d̀es le d́ebut du processus de conception - que des contraintes liées au
lissage de la surface soient respectées. La seconde approche se situeà un stade
plus aval du processus de conception: elles consisteà modifier une surface déjà
existante, de manièreà la rendre lisse, tout en la déformant le moins possible.

Surfaces lisses de topologie quelconque

Modéliser des surfaces lisses de topologie quelconque aét́e une pŕeoccupation
permanente en CAGD (Computer Aided Geometric Design). En effet les
paraḿetrisations classiques de surfaces basées sur un produit tensoriel ne sont
pas adapt́ees̀a la repŕesentation de topologies quelconques. Une première vague
de travaux de recherche a consisté à d́evelopper des interpolants polynomiaux
de triangulations polygonales quelconques. Mais ces travaux n’ont pas donné
de ŕesultats convaincants, principalementà cause du d́ecoupage non régulier
effectúe sur chaque triangle donné en entŕee. Plus tard sont apparues les surfaces
de subdivision, qui peuvent approximer ou interpoler un maillage de topologie
quelconque. Ces surfaces rencontrent actuellement un succès grandissant dans
les logiciels destińesà l’animation (Maya d’Alias-Wavefront,Softimage) et plus
récemment sont en passe d’être introduites dans les logiciels de CAD/CAM*.
Mais ces surfaces ont le défaut de ne pas avoir de paramétrisation explicite. De
plus les surfaces de subdivision interpolantes produisent de mauvais résultats
si la triangulation donńee en entŕee n’est pas ŕegulìere.

L’ambition des recherches menées sur lessurfaces lisses de topologie quel-
conqueaét́e de revenir̀a la source de la première vague de travaux conduits sur
les interpolants polynomiaux, mais en introduisant un autre découpage, ŕegulier
cette fois ci, des triangles donnés en entŕee. Ce d́ecoupage ŕegulier a permis
d’obtenir de meilleurs ŕesultats que ceux donnés par les pŕećedentes ḿethodes
polynomiales.

* comme le montre la th̀ese CIFRE de Löıc Le Feuvre avec Dassault Systèmes, que j’encadre

depuis septembre 2001.
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Un autre avantage fondamental de ce nouveau découpage ŕegulier aét́e
de permettre d’envisager une hiérarchisation des procéd́es d’interpolation.
Les ḿethodes d’interpolation polynomiales déjà existantes, basées sur un
découpage en trois de chaque triangle, par insertion d’un sommetà l’intérieur,
ne permettaient en effet pas l’établissement d’un schéma híerarchique. L’ap-
plication híerarchique de ce découpage en trois conduit très rapidement̀a des
triangles presque déǵeńeŕes, età un sch́ema nuḿeriquement instable. Con-
trairementà ces ḿethodes, le d́ecoupage ŕegulier utiliśe dans les nouveaux
interpolants pŕesent́es dans ce ḿemoire ne conduit̀a aucune d́eǵeńerescence
des triangles. Cette différence cruciale a conduità rechercher l’́etablissement
d’un sch́ema d’interpolation invariant par subdivision, i.e. qui donne le même
résultat qu’il soit appliqúe à une triangulation oùa cette m̂eme triangulation
apr̀es une certaine subdivision régulìere. Il devient alors possible d’avoir un
mod̀ele de surface multiŕesolution, paraḿetrique, et permettant de décrire des
topologies quelconques, applicable dans des domaines aussi divers que la CAO,
la réalit́e virtuelle ou la ḿedecine. Les mod̀eles multiŕesolution de topologie
quelconque ont donné lieuà de nombreuses publications ces dernières anńees.
Ils permettent en effet d’éditer des mod̀eles complexes̀a différentes ŕesolutions,
de repŕesenter de manière compacte des modèles pŕesentant des caractéristiques
à deśechelles diverses, ou encore d’accélérer le rendu des surfaces complexes.
Le nouveau mod̀ele híerarchique d́evelopṕe dans ce ḿemoire permet ainsi
toutes ces applications, tout en possédant une paraḿetrisation polynomiale ex-
plicite.

Lissage de surfaces

Le développement d’une nouvelle méthode pour l’interrogation de la qualité de
surfaces, capable de détecter des imperfections, lors de ma thèse a ensuite tout
naturellement conduit̀a s’int́eresser aux algorithmes permettant d’améliorer
la qualit́e d’une surface d́ejà construite. Le crit̀ere de qualit́e est dans ce cas
l’apparence subjective “lisse" de la surface, d’où le nomlissage de surfaces
pour ce type d’algorithme.

Deux ḿethodes de lissage, basées sur la diminution des variations des cour-
bures, vont̂etre introduites. Les premières utilisent des stratégies de recherche
heuristiques ou systématiques. Les secondes reposent sur la convolution du
réseau des points de contrôle de la surface par des filtres discrets, imposant la
continuit́e de classe C3aux nœuds de la surface.

Ce ḿemoire est structuré de la manìere suivante:

Chapitre 1

Ce chapitre donne une introduction au thème de la construction de surfaces
lisses de topologie quelconque, en exposant le problème de twist que soulève
le raccord d’un nombre arbitraire de facettes, et en donnant un brefétat de l’art
sur les diff́erentes approches dévelopṕees jusqu’̀a pŕesent. Les motivations des
travaux pŕesent́es dans la première partie de ce ḿemoire concluent ce chapitre.
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Chapitre 2

Une premìere ḿethode d’interpolation des sommets d’un réseau triangulaire de
topologie arbitraire par une surface G1 polynomiale par morceaux est présent́ee.
L’originalit é de la ḿethode consistèa effectuer une subdivision en quatre des
triangles, appelée 4-split. La surface a une représentation explicite de B́ezier
triangulaire de degré 5, est affinement invariante, de support local et possède
un certain nombre de paramètres de forme. Une première ǵeńeralisation de la
méthode permet en particulier d’accroı̂tre la localit́e du sch́ema d’interpolation.

Chapitre 3

Diff érents travaux sur l’emploi optimal des paramètres de forme de ce type
d’interpolant, ainsi qu’une ǵeńeralisation en vue de lib́erer les contraintes sur
les courbes du bords, faisant de cette méthode un outil de design de formes de
topologie quelconque performant, sont présent́es dans ce chapitre.

Chapitre 4

Les travaux pŕećedents incluant l’interpolant polynomial et ses géńeralisations
au niveau des param̀etres de forme se sont pourtant avéŕes ne paŝetre exploita-
bles pour la multiŕesolution comme nous l’avions souhaité initialement. Seule
la méthode d’interpolation irŕegulìere qui fait l’objet de ce chapitre est appro-
priée aux applications multirésolution, car elle possède la propríet́e d’invariance
par subdivision. Plus préciśement, l’interpolation appliqúee à une certaine
subdivision de la triangulation donnée en entŕee donne le m̂eme ŕesultat que
l’interpolation appliqúeeà la triangulation non subdivisée.

Chapitre 5

Ce chapitre expose le développement d’un modèle híerarchique de surfaces
lisses baśe sur les algorithmes d’interpolation préćedemment introduits. La
structure de donńees pour le codage de l’information topologique et géoḿe-
trique est d’abord d́ecrite pour le cas de surfaces linéaires par morceau et ensuite
adapt́ee aux surfaces lisses.

Chapitre 6

Une introduction au deuxième th̀eme de ce ḿemoire - le lissage de surfaces
déjà existantes - ainsi qu’aux ḿethodes de contrôle visuel de la qualit́e d’une
surface est donńee.

Chapitres 7 et 8

Deux types de ḿethodes de lissage de surfaces B-spline, basées sur la diminu-
tion des variations des courbures, sont introduites. Les premières utilisent des
strat́egies de recherche heuristiques ou systématiques. Les secondes reposent
sur la convolution du ŕeseau des points de contrôle de la surface par des filtres
discrets, imposant la continuité de classe C3aux nœuds de la surface.

Ce ḿemoire se conclue par un bilan et des perspectives au chapitre 9.
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Chapitre 1

Surfaces d́efinies sur des
triangulations polygonales

quelconques

La construction d’une surfacèa partir d’un ensemble de points contrôlant intu-
itivement sa forme est devenue, en CAGD, la méthode la plus populaire pour la
mod́elisation de surfaces de forme libres (free-form surfaces). Une surface est
géńeralement d́efinie par une carte polynomiale (éventuellement rationnelle)
d’un domaineplanairesubdiviśe en un ŕeseaurégulierde rectangles ou de tri-
angles, conduisantà une collection de facettes produit-tensoriel ou triangulaires
(Bézier ou NURBS produit tensoriel, B-splines triangulaires, Box-splines) [4,
27, 48, 78, 3]. Ces surfaces, en particulier les NURBS (non uniform rational B-
splines) se sont imposées dans les modeleurs géoḿetriques professionnels pour
le design de surfaces de forme libre comme CATIA, Euclide, Cascade, Ideas,
mais aussi dans les logiciels destinésà l’infographie comme Maya, Softimage.

Il n’est pourtant pas possible de représenter toute forme géoḿetrique com-
plexe par une seule surface produit tensoriel. Par exemple, quand le bord d’une
surface doit avoir l’allure d’une marche d’escalier comme illustré en fig. 1-
gauche, alors une représentation produit tensoriel unique ne peut la modeler
sans l’introduction de distorsions non souhaitable de la paramétrisation. Une
autre difficult́e apparâıt lors de la cŕeation de formes ǵeoḿetriques lisses de
topologie non rectangulaires comme la configuration triangulaire d’un simple
coin de valise, ou comme la configuration pentagonale d’un coin de maison
avec le trottoir, illustŕees en fig. 1. Il est toujours possible de remplir ces régions
avec des facettes rectangulaires, mais cela introduit des sommets voisinsà trois
ou cinq facettes, ce qui est incompatible avec une subdivision régulìere du
domaine planaire requise pour les surfaces produit tensoriel. Des solutions
particulìeres ont́et́e d́evelopṕees pour des configurations bien précises [84, 30,
86, 102]. D’autres solutions plus géńerales, comme les S-patchs [61] ne sont
pas utilisables en pratique car leurévaluation est trop complexe.
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figure 1: Configuration non produit-tensoriel.

D’autre part et de manière plus ǵeńerale, les d́efinitions classiques de
surfaces cit́ees plus haut ne permettent pas la modélisation de surfaces de type
topologique arbitraire, p. ex. les surfaces fermées, les surfaces avec une poignée
ou avec des branches. Des données trianguĺees peuvent par contre représenter
des types topologiques plus géńeraux de manière unifíee, comme illustre fig. 2.

Si ces surfaces apparaissent encore rarement en CAO, elles sont courantes
en ŕealit́e virtuelle, pour la mod́elisation de personnages, en médecine, pour
la mod́elisation de proth̀eses, et de manière ǵeńerale pour la reconstruction
tridimensionnelle d’objets réels.

figure 2: Triangulations polygonale de type topologique arbitraire.

Depuis une dizaine d’années deux types de modélisation surfaciques basés
sur des triangulations arbitraires se sont dévelopṕes en parall̀ele, avec des
applications (initialement) bien opposées:

- les surfaces paraḿetriquesinterpolant une triangulation polygonale quel-
conque,

- les surfaces de subdivisionapproximant ou interpolant un maillage trian-
gulaire ou rectangulaire.

Les algorithmes de subdivision raffinement récursivement un maillage, jusqu’à
convergence vers une surface lisse. Les schémas non-interpolants [12, 17, 60]
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géǹerent des formes lisses et agréables, ils sont rapides et d’une complexité
réduite, ce qui explique leur récent succ̀es dans la communauté informatique
graphique. Les sch́emas de subdivision triangulaires interpolants [20, 104]
ne produisent pas toujours des surfaces de qualité suffisante. De manière
plus ǵeńerale, les surfaces de subdivision n’admettent pas de définition ana-
lytique. C’est la raison pour laquelle elles ne sont actuellement pas adaptées
à la mod́elisation ǵeoḿetrique en vue d’une fabrication numériquement as-
sist́ee comme le sont les surfaces paramétriques. Certains travaux très ŕecents
sur les contraintes de bord [58], l’évaluation en un param̀etre [94], ou encore
l’intersection et le trimming [59] tentent néanmoins d’adapter les surfaces de
subdivision au domaine de la CAO.

Les travaux pŕesent́es dans la première grande partie de ce mémoire aux
chapitres 2-5 concernent dessurfaces paraḿetriques interpolantes. Ces sur-
faces interpolent un ensemble de points de��

� arbitrairement distribúes, dont
le type topologique est détermińe par une triangulation polygonale surfacique
reliant les points. Cette triangulation peutêtre quelconque. Elle consiste en un
ensemble de faces triangulaires, d’arêtes et de sommets ainsi qu’en les infor-
mations d’adjacences entre ces entités, le tout devant représenter une variét́e
de dimension 2. Les surfaces sont triangulaires par morceau, et sont construi-
tes en bijection avec les facettes triangulaires du maillage. Elles sont lisses
dans le sens òu elles ont un plan tangent continu entre les facettes. Une telle
continuit́e est appelé continuit́e ǵeoḿetrique d’ordre 1, et est notée G1. Ce
type de surfaces est le mieux adapté aux probl̀emes de CAO, de reconstruction
3D, de mod́elisation de formes complexes et de topologie quelconque pour la
médecine, ou la ŕealit́e virtuelle.

Dans ce chapitre d’introduction, nous commenc¸ons en sect. 1.1 par préciser
la définition de la continuit́e ǵeoḿetrique, et paŕeclairer les difficult́es que
soul̀eve le raccord d’un nombre arbitraire de facettes. Dans la section 1.2 les
travaux sont passés en revue dans uńetat de l’art avec discussion. Enfin la
section 1.3 pŕecise les motivations des travaux présent́es dans la première partie
de ce ḿemoire qui sont líees au d́eveloppement d’un schéma d’interpolation
surfacique paraḿetrique híerarchique.

1.1) Continuité ǵeométrique et problème de compatibilit́e du twist

Le concept de continuité ǵeoḿetrique s’est ŕevélé être tr̀es avantageux par rap-
port à celui de continuit́e paraḿetrique. Il est plus souple et géoḿetriquement
plus significatif. De plus, le raccordement paramétrique C1entre facettes sur-
faciques d́epend de la paraḿetrisation des facettes, et n’est donc pas invariant
par transformation des paramètres. On dit que deux facettes surfaciques de
courbe frontìere commune se raccordent avec la continuité G1 si le plan tan-
gent est bien d́efinie le long de la courbe commune. Ceci implique qu’en
chaque point de la courbe frontière commune, toutes les dérivées premìeres



�	 Chapitre 1

sont co-planaires.

Nous allons brìevement traiter la continuité G1 entre deux facettes avant
d’expliquer par la suite le problème qui se pose lorsque l’on veut raccorder un
nombre arbitraire de facettes partageant un sommet. La méthode de ŕesolution
de ce probl̀eme, appelé incompatibilit́e du twist, permet de classer les différents
sch́emas d’interpolation de triangulations polygonales.

Continuit é G� entre deux facettes triangulaires[23, 27, 18, 80]
Soient���� et�� deux facettes de B́ezier triangulaires de degré n. La facette
���� (resp.��) est paraḿetŕee par������ ��� (resp. ���� �����). Les notations
correspondent̀a celles donńees dans la figure 3.

Deux facettes���� et�� se raccordent avec continuité G1 si et seulement si
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sont les d́erivées trans-frontière de���� et �� respectivement.
La condition(C1) exprime la continuit́e C0 entre deux patchs. La condition
(C2) traduit la coplanarit́e des vecteurs tangents. La condition(C3) assure un
plan tangent bien d́efini, et la condition(C4) garantie la bonne répartition des
dérivées transverses sur ce plan tangent de part et d’autre de la courbe frontière
commune.

Problème de compatibilit́e du twist

u i

u
i

u
i−1

u
i+1

S
i−1

S
i

...

S
i+1

p
i−1

p
i−1

p
i

p
i−2

p

figure 3: Paramétrisation de n patchs autour d’un sommet commun.

Consid́eronsà pŕesent le probl̀eme du raccordement G1 de� patchs de B́ezier
��� � � �� �� � � � � � ayant un sommet commun�, comme illustŕe en fig. 3.
La condition(C2) doit être satisfaite entre toutes les paires de patchs� ���, ��,
� � �� � � � � � (les indices sont toujours pris modulo� autour d’un sommet
de degŕe �). En d́erivant l’équation(C2) par rapport̀a ��, et enévaluant en
�� � �, il vient:
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Ce syst̀eme d’́equations fait apparaı̂tre deux types de quantités: celles qui ne
dépendent que des courbes séparant les patchs (��

��

�� ��, ��

����

�� ��, ��

����

�� ��,

��������

�� ��), et celles qui font intervenir les dérivées croiśees 
����������


�� ��,
��������
�� ���. Ainsi si l’on suppose que les courbes séparant les patchs sont
fixées, alors un système d’́equations liant les d́erivées croiśees, encore appelées
twists, doitêtre v́erifié. Or il se trouve que la nature cyclique de ce système
d’équations fait qu’il ne possède en ǵeńeral pas de solution lorsque le degré�
du sommet� est pair. C’est le problème de compatibilit́e du twist. La manìere
de ŕesoudre ce problème est le point principal qui différencie les diverses ap-
proches que nous allons présenter dans la section suivante.

1.2) Etat de l’art

Pour commencer cet́etat de l’art, nouśenuḿerons quatre propriét́es ǵeoḿe-
triques, qu’il est souhaitable de voir vérifier par un algorithme d’interpolation
de donńees par des surfaces lisses. Ces propriét́es d́eterminent en grande partie
la qualit́e des ŕesultats obtenus, ainsi que la faisabilité et l’intér̂et pratique des
algorithmes. Par la suite, les différents travaux sont groupés selon la ḿethode
de ŕesolution du probl̀eme de compatibilit́e du twist, d́ecrit dans la section
préćedente. Enfin une discussion portant sur un comparatif de la qualité des
résultats des divers algorithmes conclue cetétat de l’art.

Propri étés ǵeométriques

- La localité : on peut dire qu’un sch́ema de construction de surfaces est
local lorsqu’un changement local du réseau surfacique, en entrée, n’affecte
la surface d’interpolation que localement. La forme de la surface peut ainsi
être contr̂olée localement, et sońedition peut̂etre effectúee en temps réel.

- L’ interpolation de positionou deposition-normale: l’interpolation des
sommets du ŕeseau surfacique est l’une des propriét́es importantes d’une
méthode de construction. Il est aussi connu que l’interpolation des vecteurs
normaux influence considérablement la qualité des surfaces.

- La représentation polynomiale expliciteet undegŕe basdes patchs : chaque
patch est donńe par un petit nombre de points de contrôle, ceci permet un
stockage optimiśe de la surface.

- Les param̀etres de formeofferts par la ḿethode permettent de satisfaire
automatiquement certaines propriét́es ǵeoḿetriques tout en contrôlant lo-
calement la forme de la surface.

Résolution de la compatibilit́e du twist

Le point principal diff́erenciant toutes les ḿethodes existantes est la résolution
du probl̀eme de compatibilit́e du twist. Cinq approches principales se dis-
tinguent clairement et regroupent la quasi totalité des travaux portant sur
l’interpolation de triangulations polygonales.
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L’approche par subdivision Clough-Tocher(Farin [24], Piper [80], Shirman
et Śequin [92]) construit plusieurs sous-facettes pour chaque face du réseau.
Chaque triangle domaine est subdivisé en trois sous-triangles en joignant le
barycentre avec les trois sommets, c’est le découpage dit "̀a la Clough-Tocher".
Le probl̀eme de compatibilit́e du twist est ainsi d́eplaće des sommets au centre
de chaque triangle où il est ŕesolu.

L’approche par combinaisons convexes(Nielson [72], Gregory [30], Hagen
[33]), résoud le probl̀eme de twist par l’introduction de quelques termes ra-
tionnels dans une combinaisonconvexede plusieurs facettes polynomiales. Le
dénominateur du twist devient nul, ce qui implique un twist non défini, et par
là même supprime le problème de compatibilit́e du twist.

L’approche par facettes implicites(Bajaj et Ihm [1]) utilise la classe des facettes
polynomiales implicites avec une singularité en chaque sommet.

L’approche par facettes d́eǵeńerées(Peters [77], Bohl et Reif [9]) utilise la
classe des facettes polynomiales déǵeńeŕees en chacun de ces sommets afin de
faciliter la solution du probl̀eme de compatibilit́e du twist.

L’approche des courbes frontières (Herron [47], Peters [76], Loop [62]) con-
sisteà choisir des courbes frontière compatibles avec le problème du twist.

Les nouveaux sch́emas que nous développons dans ce mémoire et dont la
motivation ainsi qu’une description détaillée suivra, apportent deux nouvelles
approches̀a cette liste:

Uneapproche par 4-split([41, 42, 43, 8]) qui combine l’id́ee de la subdivision
avec celles des courbes frontière compatibles en introduisant une nouvelle
subdivision du triangle domaine pour résoudre le problème de twist.

Une approche híerarchique([44, 45, 103]) qui permet le calcul des courbes
frontière ǵeńeraliśees et qui pour la première fois rend le sch́ema d’interpolation
hiérarchisable.

Discussion

Si un interpolant offre des paramètres de forme libres, il est toujours possible,
à posteriori, d’appliquer un algorithme de fairing qui géńeralement aḿeliore la
qualit́e de la surface. Le critère lisse (ou fair en anglais) a un caractère global, il
est donc en contradiction avec la nature "locale" des schémas. Ce qui importe
pour un sch́ema d’interpolation de triangulation n’est donc pas seulement la
capacit́e th́eorique de produire des surfaces lisses, mais c’estégalement les
possibilit́es concr̀etes pour le choix des paramètres de forme produisant des
surfaces lisses, sans pour autant entrer en contradiction avec la localité des
algorithmes. La plupart des algorithmes ne sont d’ailleurs pas satisfaisantsà
cetégard.

Une discussion critique des différentes approches donne finalement:

- de manìere ǵeńerale, le probl̀eme d’interpolation avec continuité G1 reste
un probl̀eme difficile.
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- en particulier, les ḿethodes de subdivision de type Clough-Tocher souffrent
du fait que les angles des triangles du réseau surfacique sont divisés par
deux, ce qui allonge les sous facettes deux fois plus que les faces de
départ. Cela peut menerà des triangles très allonǵes pouvant cŕeer des
oscillations ind́esirables sur la surface finale. Par contre, ces méthodes
sont les seules permettant de choisir les courbes frontière sans contraintes
ainsi que l’utilisation de facettes polynomiales de bas degré. Mann [68]
et Hoschek/Lasser [48] qualifient la méthode de Shirmann/Séquin [92, 93]
comme celle donnant les meilleurs résultats visuels.

- les ḿethodes par combinaisonsconvexes ont l’inconv́enient de donner
des surfaces rationnelles de degré asseźelev́e. D’apr̀es Mann et al. [68],
les patchs de Gregory permettent d’obtenir des qualitésà peu pr̀es satis-
faisantes. Dans la thèse de Du [18], ces surfaces rationnelles ontét́e utilisées
pour la reconstruction 3D. Mais tout calcul sur la surface (dérivation, cour-
bures, lignes de réflexion, etc) devient très côuteux.

- Les facettes alǵebriques ou d́eǵeńeŕees sont tr̀es originales du point de
vue th́eorique. Les premières ont une d́efinition implicite et non explicite
et ńecessitent un environnement de calcul spécifique. Les secondes ont
l’inconvénient d’imposer une contrainte sévère sur les twists ce qui peut
rendre difficile la mod́elisation de surfaces de topologies quelconques. Par
contre, les ŕesultats sur des réseaux de configurationconvexesemblent̂etre
satisfaisants.

- la méthode de Loop est une approcheà part, car elle n’a paśet́e conçue au
départ pour l’interpolation mais pour l’approximation du réseau surfacique.
Si on impose l’interpolation, les courbes frontière peuvent pŕesenter des
ondulations ŕeduisant ainsi la qualité ǵeńerale de la surface. Pour l’approxi-
mation, elle donne de bons résultats et la ŕesolution du probl̀eme de com-
patibilité du twist est originale.

- La méthode de Peters impose sur les courbes frontière la contrainte d’être
C2 -compatibles avec des secondes formes fondamentales spécifiées aux
sommets. Cette ḿethode ne possède pas suffisamment de paramètres libres
afin de contr̂oler localement la forme de la surface finale. Elle présente
néanmoins une originalité th́eorique dans la résolution du probl̀eme de
compatibilit́e du twist, avec des facettes triangulaires et/ou quadrilatères.

De manìere ǵeńerale, Mann et al. [68] concluent dans leur article que les
méthodes par subdivision et combinaisons convexessouffrent toutes de pro-
blèmes de m̂eme nature: il peut y avoir des ondulations - mêmeà l’intérieur
des patchs, et des zones plates. Les courbures fortes se concentrent autour des
sommets et le long des courbes tandis que l’intérieur des patchs reste relative-
ment plat. L’origine probable de ces phénom̀enes, d’apr̀es les auteurs, semble
être la forme inadaptée et la mauvaise paramétrisation des courbes frontière,
qui induiraient une distribution non-uniforme des courbures se répercutant̀a
l’int érieur des patchs.
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1.3) Vers une mod́elisation hiérarchique de surfaces triangulaires lisses

Mes contributions sur les surfaces paramétriques interpolant un maillage trian-
gulaire quelconque d́ecrites dans ce ḿemoire ont́et́e motiv́ees par plusieurs fac-
teurs. Les travaux de recherche sur les triangulations polygonales pour la visu-
alisation ou l’infographie (mod́elisation, reconstruction 3D, animation), notam-
ment autour des algorithmes de construction, de simplification, d’optimisation
et de lissage [88, 46, 51 50, 49, 98, 16], ont connu récemment une crois-
sance exponentielle. Parallèlement, depuis une dizaine d’années maintenant,
les ḿethodes de multi-ŕesolution ont connúegalement un succès grandissant
en mod́elisation ǵeoḿetrique et en visualisation [96, 66, 87, 22, 5, 6].

Dans cette mouvance, la motivation centrale des travaux présent́es dans
la premìere partie de ce ḿemoire aét́e le d́eveloppement d’unsch́ema multi-
résolution pour des surfaces paramétriques,applicable dans des domaines aussi
divers que la CAO, la ŕealit́e virtuelle ou la ḿedecine. De pŕećedents travaux ont
permis de franchir une premièreétape vers ce but [29], mais ils sont restreints
à l’utilisation de surfaces produit-tensoriels, et ne peuvent donc pas modéliser
des surfaces complexes de topologie arbitraire, telles que celles requises dans
les domaines d’applications visés.

Dans la mise au point de ce schéma multi-ŕesolution de surfaces paramé-
triques, deux́eléments sont̀a distinguer: d’une part le domaine de définition
de la surface, et sa hiérarchisation, et d’autre part, l’algorithme d’interpolation
lui-même.

� Triangulations Híerarchiques.

Compte tenu de la ńecessit́e de mod́eliser des surfaces de topologie ar-
bitraire, le domaine de paramétrisation qui s’est impośe est une triangu-
lation polygonale. Comme il áet́e évoqúe plus haut dans ce chapitre
d’introduction, ces triangulations permettent en effet de décrire les types
de surfaces complexes qui nous intéressent. Cecíetant acquis, il devient
nécessaire pour mettre au point un modèle híerarchique, de pouvoir en
un premier temps hiérarchiser le domaine de paramétrisation choisi. De
l’ état de l’art des ḿethodes d’interpolation de triangulation par des surfaces
polynomiales se d́egageait le fait que tous ces algorithmes sont basés sur
un d́ecoupage en trois des triangles, par insertion d’un sommetà l’intérieur
du triangle, et connexion de ce nouveau sommet avec les trois sommets
du triangle (d́ecoupage dit "̀a la Clough-Tocher"). Ce découpage ne peut
évidemment paŝetre utiliśe dans un sch́ema híerarchique, puisqu’il con-
duirait très rapidement̀a l’introduction de triangles quasi-déǵeńeŕes,et donc
à des algorithmes nuḿeriquement instables. Par contre, le découpage - ou
subdivision - ŕegulier d’un triangle en quatre, par connexion des milieux des
ar̂etes (d́ecoupage d́enomḿe "4-Split"), est un proćed́e de híerarchisation
stable d’une triangulation. Ce procéd́e est d’ ailleurs largement utilisé
dans le domaine des surfaces de subdivision [20], ou celui des ondelettes
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géoḿetriques triangulaires [64]. C’est la raison pour laquelle ce type de
subdivision áet́e choisi pour le d́ecoupage du domaine de paramétrisation
triangulaire.

� Interpolant invariant par subdivision.

Une fois le domaine de paramétrisation choisi (triangulation polygonale), et
le proćed́e de subdivision fix́e (subdivision 4-split), un algorithme d’inter-
polation des triangulations hiérarchiques ainsi d́efinies doit̂etre d́etermińe.
En plus des propriét́es souhaitables déjàévoqúees plus haut dans ce chapitre
(paraḿetrisation polynomiale, bas degré, localit́e du sch́ema, ...), il devient
nécessaire d’assurer l’invariance du schéma relativement̀a la subdivision
de la triangulation. L’utilisateur d’un système interactif baśe sur ce sch́ema
doit pouvoir subdiviser le domaine de paramétrisation sans pour autant voir
de modifications sur la surface résultante.

Ces deuxéléments ont́et́e le fil conducteur des travaux présent́es dans la
premìere partie de ce ḿemoire (chap. 2-5). Ils expliquent en particulier
l’ évolution vers plus de ǵeńeralit́e des diff́erents interpolants présent́es, dans
le but d’en obtenir un qui satisfasse la condition d’invariance par subdivision
nécessairèa la híerarchisation du schéma.
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Chapitre 2

Interpolation lisse régulière
par subdivision de triangles

Rappelons tout d’abord que les caractéristiques delocalitéet dereprésentation
polynomiale de bas degré sont des propriét́es qu’un sch́ema d’interpolation
d’une triangulation polygonale devrait posséder pour des raisons de rapidité
d’évaluation, et de facilité d’ex́ecution de calculs sur la surface. Le problème
de compatibilit́e du twist pourrait aiśementêtre ŕesolue avec une approche du
type Clough-Tocher (d́ecoupage en trois du triangle domaine par introduction
d’un sommet̀a l’intérieur). Mais une telle approche serait inexploitable dans
une structure hiérarchique. Une subdivision réṕet́ee du domaine paraḿetrique
de base m̀enerait en effet au bout de quelquesétapesà des triangles quasi-
déǵeńeŕes, donc̀a des probl̀emes de stabilité nuḿerique. Cela nous a amené à
choisir une nouvelle direction.

Ce chapitre pŕesente une ḿethode originale d’interpolation d’une triangu-
lation polygonale quelconque, qui est locale, polynomiale de bas degré (degŕe
5), affinement invariante et possède des param̀etres de forme. L’originalit́e de
la méthode consistèa effectuer une subdivision en quatre des triangles, ap-
peĺee 4-split dans la suite, en joignant le milieu des arêtes des triangles du
domaine de paraḿetrisation. Tout d’abord nous allons exposer en section 2.1
comment le probl̀eme de compatibilit́e du twist se pose concrètement dans
notre cas, comment il est résolu, et en quoi le 4-split des triangles domaine
en permet une résolution satisfaisante. Ensuite nous présenterons en sect. 2.2
l’algorithme sans rentrer en détail dans les formules mathématiques. En sect.
2.3 une premìere ǵeńeralisation de la ḿethode de base sera brièvement́evoqúee.
Elle vise en particulier̀a accrôıtre la localit́e du sch́ema d’interpolation.

2.1) Raccordement lisse en un sommet de la triangulation

Il a déjà ét́e mentionńe dans l’́etat de l’art du chapitre préćedent, que la concep-



Interpolation lisse ŕegulìere par subdivision de triangles ��

tion d’un interpolant polynomial d’une triangulation polygonale quelconque
se focalise autour de la résolution du probl̀eme de compatibilit́e du twist. Ce
premier paragraphe formalisera ce problème, et permettra aussi de fixer les
notations qui seront utiles tout au long de ce mémoire.

4-split

L’id ée ǵeńerale de la ḿethode d’interpolation par 4-split consisteà faire cor-
respondrèa chaque triangle en entrée, quatre patchs polynomiaux formant une
entit́e nomḿeemacro-patchs, comme illustŕe en fig. 4. Il existe donc une
bijection entre les triangles d’entrée et les macro-patchs. A l’intérieur d’un
macro-patch, chacun des patchs polynomiaux est paramétŕe sur un des sous-
triangles obtenus par subdivision 4-split. Les arêtes des triangles originaux sont
ainsi assocíees aux courbes frontière des macro-patchs, qui sont polynomiales
par morceau.

Les patchs de la surface que nous souhaitons construire sont construits
localement autour des sommets. Soit� � ��

� un sommet et��� � � � ��� ses
sommets voisins ordonnées selon l’orientation de la triangulation. L’entier�
est appeĺe le degŕe du sommet�. ��� � � � � �� désignent les� macro-patchs
autour d’un sommet�. La paraḿetrisation ainsi choisie est illustré en fig. 4.
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figure 4: Paramétrisation des patchs autour d’un sommet.

Les fonctions scalaires

Pour que la surface finale ait un plan tangent bien définie en tout point, la
condition(C2) de continuit́e G1 doit être satisfaite entre les facettes (voir sect.
1.1). Notre ḿethode pour assurer un raccord G1 entre des patchs polynomiaux
a ét́e au d́epart influenće par les travaux de Loop [62]. Par contre, le schéma
de Loop lui m̂eme n’est pas conc¸u pour l’interpolation, mais seulement pour
l’approximation d’une triangulation polygonale. Cela est du au fait que dans
l’algorithme de Loop le bas degré polynomial et la localit́e du sch́ema imposent
de trop fortes restrictions aux courbes frontière, impliquant une oscillation des
courbes lorsque la triangulation est interpolée.

Faisons d’abord les m̂emes hypoth̀ese que Loop sur les fonctions scalaires
intervenant dans la continuité G1: � � � � �

�
et����� �� ��, ��

���� �� ��.
Les conditions de continuité G1 entre deux facettes���� et �� s’écrivent alors
de la manìere suivante :

�
��� �
�
��

��� �� �

�

�
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�
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� � �� � � � � ��	
� ��. Comme illustŕe en fig. 3, l’indice� fait référenceà
l’arête� entre les sommets� et��.

Avant de pouvoir construire le raccord G1 en un sommet commuǹa �
patchs, la fonction� doit être d́etermińee. Pour cela on exprime leséquations
de continuit́e (1) en�� � �. On obtient le syst̀eme de� équations suivant :

�� ��� � �� 
��

où
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����
�� ��

�������� �

Le déterminant de la matrice�� devant s’annuler, cela permet de calculer
la valeur de�� � ����� � 	
�� ��

�
�. Elle dépend du degré � du sommet

consid́eŕe. Le m̂eme calcul peut̂etre effectúe au sommet��, on obtiendrait
la valeur���� � � � 	
�� ��

��

� qui dépend de��, le degŕe de ce sommet. La
fonction �� doit interpoler ces valeurs aux extrémit́es tout en respectant la
localité du sch́ema et un bas degré. C’est un des passages cruciaux de notre
construction G1 [41], qui se diff́erencie de celle de Loop.

Si nous prenions������ linéaire alors��

���� dépendrait de��, et par
conśequent les twists (dont le calcul fait intervenir la dérivée��

����) dépen-
draient aussi des�� et le sch́ema ne serait plus local. Donc pour séparer le
calcul des d́erivées des�� des valeurs associées aux sommets voisins, le degré
des�� devraitêtre� �, comme dans Loop, si nous choisissions�� en un seul
morceau polynomial. Etant donnée que le degré des facettes est lié au degŕe
des�� par les conditions (1), cela aboutiraità des facettes de degré tropélev́e.
Afin d’obtenir une surface de plus bas degré possible, il est donc souhaitable de
trouver�� de degŕe minimal, tout en śeparant les calculs autour d’un sommet
de ceux autour des sommets voisins.

Le 4-split du triangle domaine nous permet de concilier ces deux objectifs,
en choisissant la fonction�� lin éaire par morceau. Ainsi la dérivée de�� en
0 reste ind́ependante de la valeur de�� en 1, tout en conservant un degré 1 pour
la fonction��. C’est pŕeciśement cette possibilité qui fait que le d́ecoupage
4-split permet une ŕesolution satisfaisante du problème de compatibilit́e du
twist.

11/2

1/2

1

Φ (1)i

Φ (0)i
ui

figure 5: fonction scalaire��, linéaire par morceau.
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Raccord G1 en un sommet commuǹa� facettes

Les conditions de continuité G1 en un sommet de degré� de la triangulation
consistent en les� équations (2) mettant en relation lesdérivées premìeres
des courbes frontière au sommet (��� � ��

��
��� ��). Lesdérivées secondeset

les twists sont aussi impliqués lorsque l’on veut́etablir la continuit́e G1 en un
sommet. Pour le voir il suffit de d́eriver leséquations (1) par rapportà�� et de
lesévaluer en�� � �, ce qui donne sous forme matricielle:
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Notons que la matrice�� est circulante [15]. Elle est singulière quand le
degŕe � du sommet est pair. Il n’y a donc en géńeral pas de solution de ce
syst̀eme pour les twists�� quand les d́erivées premìeres��� et secondes��� des
courbes frontìere ontét́e fixées arbitrairement auparavant. C’est leprobl ème
de compatibilité du twist.

Le point clef pour le ŕesoudre dans ce cas est de construire des courbes
frontière telles que les vecteurs colonne��� et ��� appartiennent̀a l’espace image
de la matrice�� . La solution�� du syst̀eme contient alors les vecteurs twist
compatibles avec le réseau de courbes.

2.2) L’algorithme en 3 étapes

Notre algorithme, dont les détails sont donńes en [41], s’ex́ecute en troiśetapes:

(1) construction des courbes frontière,

(2) construction des tangentes trans-frontière,
(3) remplissage des facettes.

(1) Construction des courbes frontìere

Les courbes frontière sont construites en correspondance avec les arêtes de
la triangulation en entrée. Cettéetape est cruciale dans la construction de la
surface, car la forme des courbes frontière a une grande influence sur la forme de
la surface. Les conditions requises sur les courbes frontières sont les suivantes:
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- interpolation des sommets du réseau surfacique,
- réalisation des conditions G1 aux sommets, i.e. les deux systèmes (2), (3),
- respect de la localité de l’algorithme.

Cette dernìere condition implique que les données des courbes frontière utiliśees
pour la réalisation des conditions G1 en un sommet sont indépendantes de celles
en les sommets opposés. Les donńees relatives aux courbes qui entrent dans
les syst̀emes (2) et (3) sont les dérivées premìeres et secondes. Mais on sait
que le degŕe minimal pour śeparer les d́erivées premìeres et secondes aux
deux extŕemit́es d’une courbe de B́ezier est au moinśegal à 5. Une autre
manìere de rendre ind́ependantes ces données consistèa construire unecourbe
polynomiale par morceaux degŕe 3constitúee de deux segments se joignant
avec la continuit́e C1. Ici encore, le 4-split est̀a l’origine de la baisse du degré.
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figure 6: Points de contr̂ole des courbes frontìere incidentes au sommet�.

Adoptons pour la suite les notations matricielles suivantes pour les points de
Bézier des courbes frontière entre� et��, � � �� � � � � �:
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Le choix des points de B́ezier des segments de courbe incidents au sommet
� doit être conforme au système (2) et (3). Dans [41] il est montré en d́etail
que les points suivants vérifient ces deux systèmes, i.e. d́efinissent des d́erivées
premìeres et secondes qui sont dans l’espace image de�� , et des d́erivées
premìeres qui sont dans le noyau de��. Le probl̀eme de compatibilit́e du
twist est ainsi ŕesolu, les courbes frontière sont dites "twist compatibles":
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où�� �� � sont des matrices�� � définies par :
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Les points de contrôle�	� ��
	

� ��
	

� et�	� � �
�

� du segment de courbe opposé, sont
calcuĺes en appliquant les formules (4) et (5) aux sommets voisins�� de�. �
est l’indice de� relativement au voisinage de��.

Remarque : Param̀etres libres

Les param̀etres libres�� �� ��� �� contr̂olent l’interpolation et les d́erivées
premìeres et secondes. Il est important pour une apparence globalement lisse
de la surface de les choisir de manière optimale. Nous reviendrons sur ce
probl̀eme dans le chapitre 3.

Remarque : tangentes régulìeres au sommet

Les formules (4) et (5) impliquent que les points��� et ��� sont dispośes, à
une transformation affine près, sur les sommets d’un polygone régulier autour
de�. C’est ce point qui distingue principalement les résultats pŕesent́es dans
ce chapitre et les chapitres suivantes. Dans le chapitre 3, cette contrainte de
régularit́e sera rel̂ach́ee pour les d́erivées secondes, mais maintenue pour les
dérivées premìeres; alors que dans le chapitre 4 elle sera relâch́ee pour toutes
les d́erivées.

(2) Construction des tangentes trans-frontìere

Une fois les courbes frontières compatibles aux twists trouvées, la deuxième
étape vers la construction d’un réseau de facettes G1-continues consistèa d́efinir
les tangentes trans-frontières pour chaque courbe frontière. Ces tangentes sont
détermińees par une formulation de la continuité G1 équivalentèa (1) :
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Les fonctions scalaires�� et les fonctions vectorielles�� sont d́etermińees par
trois conditions:

- continuit́e G1 le long de la courbe frontière,

- les contraintes de twist aux points extrémit́es,

- être consistantes avec les courbes frontières.

Ces conditions fixent certaines valeurs de ces fonctions qui ensuite doiventêtre
interpoĺees tout en maintenant le degré de ces fonctions le plus bas possible.
Ici encore le 4-split est important: au lieu d’obtenir le produit������������ en
un seul morceau polynomial de degré 4, le 4-split nous permet de choisir pour
ce termedeux morceaux polynomiaux de degŕe 3se raccordant continûment.

Remarque : Le degré des facettes

Les rubans de tangence sont construits sous forme cubique par morceaux ainsi
que les courbes frontière. Ceci laisse penser les sous-facettes pourraientêtre
quartiques. Mais il s’est avéŕe impossible en ǵeńeral d’obtenir des facettes
quartiques sans que le schéma ne devienne global. Ce point aét́e trait́e plus
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préciśement dans la th̀ese de Taleb [97]. Les sous-facettes doivent ainsiêtre de
degŕe 5.

(3) Remplissage des macro-facettes

Dorénavant, les macro-facettes sont considéŕees individuellement. La subdivi-
sion 4-split du domaine m̀eneà la construction de quatre facettes triangulaires
par macro-facette. Nous ne donnerons pas les valeurs des points de contrôle
dans ce ḿemoire mais expliquerons brièvement comment les calculer. La
ranǵee frontìere et la premìere ranǵee int́erieure des points de contrôle de la
macro-facette sont obtenuesà partir des courbes frontières et des tangentes
trans-frontìeres. Ces points assurent un raccordement G1 entre les macro-
facettes voisines. Pour les formules exactes de ces points, voir [41]. Les
points de contr̂ole int́erieurs restants sont choisis de telle manièreà ŕealiser un
raccordement de continuité C1entre les quatre sous-facettes.

Les conditions de la continuité C1entre les sous-facettes internes d’une
macro-facette sont illustrées en fig. 7. Toute paire de triangle le long d’une
courbe interne doit constituer un parallélogramme, voir [27, 4].

��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
����������

��

��
��

��
��

��
��a b

c d

a−b−c+d=0

figure 7: Conditions de paralĺelogrammes pour le raccordement C1entre les quatres sous-facettes le long des

trois courbes internes d’une macro-facette.

Nous avons pu montrer [41], que la première et la dernìere paire de triangles
adjacents le long de chaque courbe (voir fig. 7) forment déjà deux paralĺelo-
grammes. Restèa calculer les points de B́ezier libres internes pour que les trois
paires de triangles restantes le long de chaque courbe interne constituent aussi
des paralĺelogrammes. Cela peut se faire en quatreétapes:

(a) choisir d’une fac¸on arbitraire les trois points twists de la facette centrale,
ce sont des param̀etres libres de forme (voir fig. 8.a),

(b) calculer les troisìeme et le quatrième points de B́ezier le long de chaque
courbe interne en utilisant la seconde et la quatrième condition de par-
allélogramme (voir fig. 8.b),

(c) choisir arbitrairement les trois points de Bézier inconnus de la facette
centrale, ils sont aussi des paramètres de forme libres (voir fig. 8.c),

(d) calculer les trois derniers points inconnus de Bézier restants des facettes
ext́erieures, en utilisant la troisième condition de parallélogramme le long
de chaque courbe (voir fig. 8.d).

La surface est ainsi globalement G1 continue. Six points de contrôle par
macro-facette restent libres pour un contrôle suppĺementaire de sa forme.
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(d)

figure 8: Quatre étapes pour remplir la macro-facette avec la continuit́e C�: (a) choisir les trois twists du patch

central, qui sont libres pour le contrôle local de la forme. (b) calculer le troisìeme et le quatrìeme point de

Bézier le long de chaque ar̂ete en utilisant les conditions de la C�-continuité. (c) choisir les trois derniers points

de Bézier du patch central, qui sont aussi des param̀etres de forme libres. (d) calculer les trois points de B́ezier

restants, en utilisant les conditions de la C�-continuité.

2.3) Interpolation de normales — localit́e stricte du sch́ema

La méthode de base du 4-split qui vient d’être pŕesent́ee n’est pas strictement
locale, dans le sens où uneédition d’un sommet change la surface au-delà des
macro-facettes adjacentesà ce sommet. Ceci est du au fait que les courbes
frontière et les tangentes trans-frontière sont calculées autour d’un sommet en
tenant compte des sommets voisins de celui-ci, comme le montre leséquations
(4). Ceci implique donc bien que le changement d’un sommet modifie non
seulement les macro-facettes adjacentesà ce sommet, maiśegalement les
macro-facettes adjacentes aux voisins de ce sommet. Une méthode stricte-
ment locale ne devrait modifier que les macro-facettes adjacentesà un sommet
lors de sońedition.

La géńeralisation que nous proposons dans [43] repose sur la remarque
suivante : le voisinage d’un sommet�, intervenant dans tous les calculs autour
de ce sommet, peut̂etre remplaće par un autre ensemble de� points non
nécessairementégaux aux points voisins, sans pour autant affecter la continuité
G1 . La méthode devient alors strictement locale. De plus l’interpolation des
vecteurs normaux en les sommets devient alors possible, ce qui offre un outil
suppĺementaire de design.
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Chapitre 3

Paramètres de forme

3.1) Nécessit́e des param̀etres de forme

Il a ét́e d́ejà évoqúe dans le chapitre 1 qu’un schéma d’interpolation devrait
pouvoir offrir suffisamment de degrés de libert́e tout en maintenant un bas
degŕe polynomial de l’interpolant. Ces degrés de libert́e sont indispensables au
design de formes lisses et agréables (plaisantes), d’où leur nom deparam̀etres
de forme. Il est évident que la triangulation polygonale dont les sommets sont
à interpoler est pŕedominante pour la d́etermination de la forme de la surface.
Idéalement, la surface résultante devrait se comporter comme une peau lisse
enveloppant la structure polygonale et arrondissant les arêtes et les sommets.

figure 9: Interpolation de l’icosaèdre pour différentes valeurs du param̀etre �: 0.01, 0.12 0.2, 0.4. La ligne

du haut montre la surface et les polygones de contrôle des courbes. La ligne du bas montre les polygones de

contrôle et la triangulation polygonaleà interpoler.

L’exemple de l’icosàedre permet une illustration simple de l’effet d’un des
param̀etres de forme offert par la ḿethode de 4-split. L’icosàedre est montŕe en
bas en fig. 9 ensemble avec les courbes frontières, diff́erentes longueurs pour
les d́erivées premìeres ont́et́e choisies. Puisque les sommets de cet icosaèdre
se trouvent sur la sphère unit́e, une reproduction de la sphère parait souhaitable
et peut en effet̂etre obtenue avec ce schéma pour un choix des paramètres
de forme. Une erreur maximale de���� a ét́e obtenue après quelques essais
manuels des param̀etres de forme.
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Concernant les param̀etres de forme deux difficultés majeures se posent.
Premìerement, posśeder un grand nombre de degré de libert́e sans qu’ils aient
une signification ǵeoḿetrique n’est pas souhaitable. Deuxièmement, quand
le nombre de param̀etres de forme est grand, comme dans notre schéma, un
choix automatique des valeurs doitêtre misà disposition. Ces deux aspects,
l’interprétation ǵeoḿetrique et le choix automatique des paramètres de forme,
ont guid́e les travaux pŕesent́es dans ce chapitre.

La méthode du 4-split pŕesent́ee au chapitre 2 offre un certain nombre de
degŕes de libert́e dont l’interpŕetation et le choix automatique ont fait l’objet
d’une publication [42] (inclue page 125 de ce mémoire). Il s’est av́eŕe par la
suite que cette ḿethode de base souffre de contraintes de régularit́e trop fortes
sur les d́erivées premìeres et secondes. Une géńeralisation du 4-split a donc
ét́e ensuite d́evelopṕee, qui rel̂ache les contraintes sur les dérivées secondes.
Une étude d́etaillée du probl̀eme de compatibilit́e du twist et de sa solution
propośee pour le 4-split a rendu possible cette géńeralisation. Les ŕesultats
correspondants ontét́e publíees dans [8] (inclue page 137 de ce mémoire).

3.2) Généralisation du 4-split

Degrés de libert́e sur les courbes frontìere

La forme des courbes frontière des facettes composant la surface interpolante
est pŕepond́erante dans la d́etermination de la forme de la surface. On peut
obtenir une surface localement aplatie si les courbes frontière sont presque
plates. Mais si elles sont rondes, la facette correspondante seraégalement
ronde. Ce ph́enom̀ene est illustŕe en fig. 9. D’òu l’importance d’avoir un ma-
ximum de libert́e dans la construction des courbes frontière. Or, la ḿethode du
4-split offre en chaque sommet un seul degré de libert́e vectoriel, la normale au
plan tangent, et trois degrés de libert́e scalaires,�� ��� ��, pour la construction
de tous les segments de courbes autour d’un sommet commun (cf.étape (1) de
l’algorithme en sect. 2.2). Le paramètre� contr̂ole la longueur des tangentes
au sommet, les param̀etres��� �� agissent sur les dérivées secondes.

La construction des courbes frontière polynomiales est contrainte par le
probl̀eme de compatibilit́e du twist qui impose en chaque sommet de sévères
conditions sur les d́erivées premìeres et secondes. Une solution particulière a
ét́e adopt́ee dans le 4-split du chapitre préćedent. Tandis que les paramètres (�,
vecteur normal) sur les dérivées premìeres sont ǵeoḿetriquement intuitifs, les
param̀etres��� �� pour les d́erivées secondes le sont moins. Ce constat nous a
ameńe à d́evelopper une ǵeńeralisation de la ḿethode du 4-split qui permet un
libre choix de la d́erivée seconde pour chaque segment de courbe.
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Solution du problème de twist revisit́ee

Les courbes frontière polynomiales sont soumises aux conditions de continuité
et de twist aux sommets dont nous rappelons leséquations ici (voir aussi chap.
2):

�� ��� � ��

�T
�� � ���� ����� �

On rappelle que���, ��� désignent les vecteurs colonne� �  des d́erivées
premìeres et secondes des� segments de courbes frontière en un sommet de
degŕe�, et�� le vecteur��  compośe des� vecteurs twist.

Pour que le système de twist poss̀ede toujours une solution en��, les vecteurs
��� et ��� doivent appartenir̀a l’espace image de la matrice�� que l’on notera
Im��� �, et��� doit en plus appartenir au noyau de la matrice�� que l’on notera
Ker����. La méthode de Loop ainsi que le 4-split proposent deux choix par-
ticuliers de��� et ��� dans Im��� �� Ker��� � et Im��� � respectivement. Afin
de construire��� et ��� avec plus de libertés, il est ńecessaire de caractériser les
deux espaces Im��� � et Ker����.

Nouveau calcul des d́erivées premìeres

Le fait d’avoir fixé les fonctions scalaires qui combinent les trois dérivées
partielles le long des courbes frontière dans la condition G1 (Condition (C2)
en sect. 1.1) entre deux facettesà des valeurs constantes� �

�
implique que les

matrices�� et�� ont une structure particulière. Elles sont circulantes. Par
une analyse propre des deux matrices on peut démontrer que le noyau de la
matrice�� est engendŕe par les deux vecteurs
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Or�
 et�� appartiennent aussià l’espace image de la matrice�� , car il existe

deux vecteurs��
 et ��� tels que
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Le vecteur��� peut donĉetreécrit comme une combinaison linéaire de�
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où les vecteurs� et� peuvent̂etre choisis arbitrairement.� et� sont donc des
degŕes de libert́e pour le choix des d́errivées premìeres autour d’un sommet.

Interpr étation géométrique de l’équation (7):
L’ équation (7) peut̂etre interpŕet́ee ǵeoḿetriquement pour faciliter le bon choix
des vecteurs� et�.

p b

a

r

r

r1

1

1

i

i−1

i+1

Tp

figure 10: Interpr étation géométrique des 2 vecteurs libres� et � dans la construction des d́erivées premìeres.

Les lignes de��� en (7) sont les tangentes des courbes frontière autour du som-
met� (voir fig. 10). Elles sont coplanaires dans le plan tangent	� en�. �����
est une base de ce plan tangent et�


 et �� sont les coordonńees des��� dans
cette base. Ces coordonnées,�
� � �
�� ���

�
����� � ���� ���

�
� signifient que les

points de contr̂ole de la premìere d́erivée forment une transformation affine
d’un polygone ŕegulierà� cot́es. Cette transformation affine est explicitement
donńee par le choix des vecteurs de base du plan tangent�


 et��.

Remarque:

Puisqu’avec cette ḿethode on peut choisir les vecteurs de base du plan tangent,
le sch́ema peut donc aussi interpoler des vecteurs normaux pré-d́efinis.

Nouveau calcul des d́erivées secondes

La deuxìeme condition de continuité porte sur les d́erivées secondes des courbes
autour d’un sommet. Elles doivent, comme les dérivées premìeres,être dans
l’espace image de�� . On peut d́emontrer que

	
�� �� � �

�
� �� � ��� ���
�	

�� � ������

Quand� est impair, on peut donc choisir arbitrairement un vecteur���, i.e.�
dérivées secondes��� , car il existe toujours un vecteur��� tel que

��� ��� ����
Quand� est pair, seules� � � dérivées secondes��� peuventêtre choisies
arbitrairement. En pratique, et quelque soit la parité de�, il suffit de se donner

un vecteur��� quelconque et de choisir comme dérivées secondes��� � �� ���.

Conclusion
La résolution du probl̀eme de compatibilit́e du twist par un un choix de courbes
frontière compatibles aux conditions G1 aux sommets áet́e ǵeńeraliśee dans ce
paragraphe.
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3.3) Choix des param̀etres de forme

Dans un modeleur ǵeoḿetrique, les param̀etres de forme jouent un rôle clef,
car ils permettent de créer des formes très diverses pour une même structure de
contr̂ole. Au paragraphe 3.1 nous avons retenu deux conditions nécessaires sur
les param̀etres de forme:
� avoir une interpŕetation ǵeoḿetrique intuitive,
� offrir un choix automatique de leurs valeurs (valeurs par défaut).

La satisfaction de ces deux conditions permet en même temps de répondrèa la
question principale:

Est-ce que la ḿethode marche bien ?

Ou plus pŕeciśement, comment peut-on obtenir la forme souhaitéeà partir d’une
triangulation donńee ? Le choix optimal des paramètres de forme n’est pas tou-
jours simple et d́epend beaucoup des applications. La forme de la surface finale
est tr̀es sensible au "bon" choix de ces paramètres. Il s’y rajoute la contrainte
que le sch́ema doit rester local, en particulier que les deux morceaux de courbes
correspondants̀a une ar̂ete doivent̂etre construits de fac¸on ind́ependante.

Nous proposons deux types de procédures pour un choix des paramètres de
forme:

(1) design interactif,

(2) choix automatique basé sur des

a) méthodes heuristiques,

b) méthodes d’optimisation,

c) méthodes mixtes.

Pour le design interactif un modeleur graphique 3D aét́e d́evelopṕe en collabo-
ration avec Georges-Pierre Bonneau qui, après lecture de la triangulation polyg-
onale, calcule une surface interpolante par défaut, et permet ensuite la manipu-
lation de la surface ou de la triangulation grâceà des "manettes géoḿetriques"
(picking et d́eplacement de points, tangentes, normales,...) misesà disposi-
tion. La localit́e du sch́ema permet d’effectuer des manipulations en temps
réel à l’écran. Si le nombre de sommets est tropélev́e, le choix interactif des
param̀etres libres devient trop fastidieux. Pour tout réseau surfacique il est de
toute manìere indispensable de disposer de procédures de choix automatique
des param̀etres de forme, qui seront présent́ees dans la suite.

Pour d́eterminer les param̀etres de forme, il peut̂etre tentant d’avoir recours̀a
des crit̀eres portant sur les courbes joignant les sommetsà interpoler. En effet,
la forme de ces courbes influence en grande partie la forme finale de la surface.
Mais une telle ḿethode aboutirait̀a un algorithme global, puisqu’il lierait les
valeurs des param̀etres de forme en tous les sommets. Ainsi les deux segments
des courbes frontière doivent̂etre d́etermińes de fac¸on ind́ependante l’un de
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l’autre pour garantir la localité du sch́ema. Il suffit pour cela de choisir aux
deux extŕemit́es (aux sommets) les dérivées premìeres et secondes, la condition
d’un raccord C1fait ensuite que la courbe cubique par morceau est entièrement
détermińee.

Les� segments de courbe, i.e. les� dérivées premìeres et secondes, autour
d’un sommet sont d́etermińes en m̂eme temps, car il n’y a pas assez de degré de
liberté pour le faire śepaŕement. On proc̀ede en deux́etapes: d’abord le choix
des d́erivées premìeres et puis celui des dérivées secondes.

Choix heuristique des d́erivées premìeres optimales

Deux degŕes de libert́e vectoriels sont̀a disposition pour le calcul des� dérivées
premìeres au sommet, ce sont les vecteurs� et �, base du plan tangent. En
pratique, il faut les d́eterminer de telle fac¸on que les� tangentes des courbes
frontières approximent au mieux certaines tangentes qualifiées d’optimales,
not́ees����. Une r̀egle heuristique basée sur la ǵeoḿetrie locale de la triangula-
tion (celle de Piper [80]) permet en un premier temps de définir des tangentes
optimales qui seront ensuite approximées au sens des moindres carrés:

	���
����� ����	
� 
 ���

���
�

Choix heuristique des d́erivées secondes

Quand le degŕe� du sommet est pair, alors les� dérivées secondes peuvent
être choisies librement, sinon seules�� � dérivées secondes sont libres.

Une manìere heuristique de procéder pour chaque courbe est d’essayer
d’approcher la courbe cubique définie par interpolation des deux sommets
oppośes sur une arête et des deux tangentes préćedemment calculées. Les
courbes cubiques sont connues pour ne posséder au plus qu’un point d’inflexion,
autrement dit, elles ondulent peu. Puisque les tangentes ontét́e estiḿees en
fonction de la ǵeoḿetrie de la triangulation sous-jacente, le calcul des dérivées
seconde par cette ḿethode se fait́egalement en fonction de la triangulation.

Une approche variationnelle

Un autre principe pour la d́etermination de param̀etres de forme consisteà em-
ployer une minimisation d’́energie afin d’obtenir des courbes lisses. Le point de
jonction entre les deux segments est d’abord fixé de manìere heuristique (appar-
tenancèa une courbe cubique comme au paragraphe préćedent par exemple). Il
s’appellepoint cible, car en ŕealit́e il ne sera qu’approché par la courbe. Il offre
d’ailleurs la possibilit́e de contr̂oler intuitivement et interactivement la forme
de la courbe: en d́eplaçant ce point la courbe le suit. La nécessit́e de fixer ce
point est due au fait que les deux segments de courbe doiventêtre d́etermińees
indépendant afin de garantir la localité de l’algorithme.

Ensuite la d́erivée seconde de chaque segment de courbe cubique peutêtre
détermińee śepaŕement en minimisant une fonctionnelle d’énergie d́etaillé plus
bas.
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Cette approche variationnelle a pour objet de produire des courbes esthé-
tiques et d’́eviter les ondulations. Elle est un outil classique dans le domaine
du "Variational Design" en CAGD. Ne citons que les travaux les plus connus,
car à la fin de ce ḿemoire nous y reviendrons [74, 34, 11, 7]. Nous utilisons
l’int égrale d’énergie de tension ǵenéraliséequi consistèa combiner l’́energie
de tension classique avec un contrôle sur la longueur d’arc [90, 71, 79], en
version lińeariśee, de la manière suivante:
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où ��
�� est une courbe cubique définie sur��� �
�
� par les points de contrôle

�� � �, ���, �
�

�, �
��

� , et� est un param̀etre de lissage, permettant de courber ou
de tendre les courbes, i.e. de contrôler leur longueur. Notons que nous avons
remplaće��� par le point cible���� .

Les différents principes pour la détermination des param̀etres de forme opti-
maux que nous venons de décrire ne sont que des exemples d’approches que
nous avons d́evelopṕes et exṕeriment́ees. Les publications [42, 97, 8] contien-
nent toutes un paragrapheà ce sujet.

Lissage des macro-patchs

Le remplissage des macro-patchs n’a pas changé par rapport̀a la version de
base du 4-split. Comme dans le cas des courbes, les paramètres libres optimaux
peuvent̂etre choisis de manière heuristique, variationnelle ou mixte. Il y a six
points de contr̂ole libre pour un remplissage lisse des patchs. En pratique, nous
utilisons la minimisation d’́energie suivante (� � � ou 3):
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Bien que pour certaines triangulations des règles heuristiques donnent parfois
de meilleurs ŕesultats, l’approche variationnelle est une méthode permettant
d’assurer̀a interpoler l’interpolation par des macro-facettes lisses, quelque soit
la triangulation.
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Chapitre 4

Interpolation lisse généralisée

4.1) Motivation

La méthode de base de 4-split présent́ee au chapitre 2 reposait sur un choix
particulier des d́erivées premìeres et secondes autour des sommets de la trian-
gulation: celles-ci se situent,à une transformation affine près, sur les sommets
d’un polygone ŕegulier. La ǵeńeralisation pŕesent́ee dans le pŕećedent chapitre a
permis de rel̂acher cette contrainte pour les dérivées secondes. Les degrés de lib-
ert́e ainsi requis ont́et́e utilisés pour obtenir des formes plus lisses. Néanmoins
les d́erivées premìeres doivent encore vérifier les contraintes de régularit́e. Or
les d́erivées premìeres influent fortement l’allure des courbes polynomiales.
Ainsi si les ar̂etes de la triangulation sont disposées plut̂ot régulìerement au-
tour de chaque sommet, alors une disposition régulìere des d́erivées premìeres
conviendra, i.e. produira des courbes polynomiales frontière dont l’allure suit
naturellement, tout en les lissant bien sur, les arêtes de la triangulation. Mais
lorsque la triangulation est irrégulìere, la contrainte de régularit́e des d́erivées
premìeres peut engendrer des ondulations inacceptables.

figure 11: Au milieu: triangulation irr égulière. A gauche: interpolation pŕesent́e au chapitre 3. A droite:

interpolation par la méthode ǵenéralisée pŕesent́ee dans ce chapitre.

Ce ph́enom̀ene est illustŕe en fig. 11. La triangulation polygonale se trouve au
milieu. La partie gauche montre une surface obtenue par la méthode d́ecrite
dans le chapitre préćedent. Deux types de problèmes sont visibles. Lorsque
les ar̂etes incidentes̀a un sommet sont̀a peu pr̀es de m̂eme longueur, mais non-



�� Chapitre 4

régulìerement ŕeparties autour du sommet, alors des ondulations des courbes
frontière apparaissent tangentiellementà la surface. Lorsque des arêtes courtes
et d’autres longues sont incidentesà un m̂eme sommet, alors des ondulations
orthogonales̀a la surface voient le jour. La partie droite de la fig. 11 montre le
résultat obtenu avec la ḿethode qui est introduite dans ce chapitre, permettant
de rel̂acher la contrainte de régularit́e des d́erivées premìeres. Les ondulations
disparaissent clairement.

Cette section 4.1 a expliqué et illustŕe en quoi la contrainte de régularit́e portant
sur les d́erivées premìeres peut conduirèa des ondulations indésirables des
surfaces interpolantes. Les deux prochaines sections montrent comment cette
contrainte impośee dans les ḿethodes introduites aux chapitres 2 et 3 peutêtre
relâch́ee. L’algorithme ŕesultant diff̀ere des pŕećedentes dans les deux phases
de construction des courbes frontière et des tangentes trans-frontière. Par
contre, la phase de remplissage de l’intérieur des macro-patchs est inchangée.
La section suivante 4.2 détaillera la ŕesolution de la compatibilité du twist et
la section 4.3 d́ecrira brìevement la construction des courbes frontière et des
dérivées trans-frontière.

4.2) Compatibilit é du twist

Pour pouvoir rel̂acher la contrainte de régularit́e des d́erivées premìeres, il est
nécessaire de revenirà la source des ḿethodes introduites préćedemment. La
contrainte de ŕegularit́e est en effet une conséquence de la simplification choisie
pour les fonctions scalaires� et � intervenant dans la condition(C2) de con-
tinuité G1, voir section 2.1. Ces fonctions ontét́e choisies dans les ḿethodes
préćedentes constantes,égales̀a �

�
. Ce choix impliquait lui-m̂eme la valeur de

la fonction� en 0: ���� � 	
�� ��
�
�, et par suite la disposition régulìere des

dérivées premìeres autour de chaque sommet. Il est donc nécessaire de ne plus
supposer les fonctions� et� constantes. D̀es lors le probl̀eme de compatibilit́e
du twist prend une forme différente que dans les méthodes pŕećedentes.

Enévaluant en un sommet, i.e. en 0, la condition géńerale(C2)de continuit́e
G1, il vient:

���� ����	
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���	
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������ �� � ����	

���
������ ���

On rappelle que� est l’indice tournant autour d’un sommet� de la triangulation.
L’indice � a ét́e rajout́e aux fonctions scalaires��� �����, traduisant le fait que
contrairement aux ḿethodes pŕećedentes, les valeurs de ces fonctions autour
d’un sommet ne seront en géńeral paśegales.

Dans les ḿethodes pŕećedentes, la d́emarche suivi áet́e de choisir les
valeurs des fonctions scalaires, et d’en déduire les valeurs des dérivées des
courbes frontìere. Maintenant la d́emarche opposée est adoptée: on suppose
fixées les d́erivées premìeres��

��
��� �� à des valeurs quelconques, et on cherche

les valeurs correspondantes des fonctions scalaires. Bien entendu, les dérivées
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premìeres doivent̂etre choisies dans un m̂eme plan, le plan tangent, puisque la
surface recherch́ee est G1. Ainsi les vecteurs� ���

����
��� ��� ��

��
��� ��� ��

����
��� ��

sont coplanaires, et la relation(C2�) traduit pŕeciśement cette coplanarité.

Pour simplifier leśequations suivantes, on réutilise les notations��� �� ��
��
��� ��

pour les d́erivées premìeres,��� �� ��
����

��� �� pour les d́erivées secondes et
�� �� ��

������
��� �� pour les twists. L’́evaluation de deux produits vectoriels par

����� et ��� des membres gauche et droit de(C2�), suivie par celle des produits
scalaires avec un vecteur normal� au plan tangent, fournit les conditions
nécessaires et suffisantes sur les valeurs������ �����������:
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L’interprétation ǵeoḿetrique de ces valeurs est illustrée en fig. 12. Le degré de
liberté����� se d́egageant de ces conditions provient de la coplanarité des trois
vecteurs������ �

�
� � �

�
���.
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figure 12: Interpr étation géométrique des fonctions scalaires: Les valeurs��
��� ��
�� sont proportionnelles

aux aires des triangles.

Le probl̀eme de compatibilit́e du twist apparâıt en d́erivant la condition(C2�)
en 0:
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Dans les ḿethodes pŕećedentes, les termes� ����� et������ s’annulaient puisque
�� et�� étaient constantes. Et la compatibilité du twistétait ŕesolue en imposant
un choix particulier des d́erivées premìeres et secondes. Dans la nouvelle
méthode, la compatibilit́e du twist peut̂etre ŕesolue en choisissant des valeurs
quelconques pour les dérivées premìeres�� et pour les twists��, et en d́eduisant
de (9) la valeur de d́erivées secondes��� . Notons qu’aucun système lińeaire
n’est à ŕesoudre, puisque la dérivée seconde��� n’apparâıt que dans une seule
deséquations (9). Si cette résolution est plus simple dans ce sens, elles est par
contre moins intuitive que dans les méthodes pŕećedentes dans la mesure où les
twists ont une signification ǵeoḿetrique moins direct que celles des dérivées
secondes, quíetaient auparavant les paramètres libres. Il n’en reste pas moins
possible de choisir des dérivées secondes optimales, et de déterminer par la suite
des twists de telle manièreà ce que les d́erivées secondes réelles impośees par
(9) approximent aux moindres carrés les d́erivées secondes optimales choisies.
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4.3) Construction des courbes frontìere et des tangentes trans-frontìere

La résolution de la compatibilité du twist pŕesent́ee dans la section préćedente
4.2 fournit les informations suivantes en chaque sommet:

* les dérivées premìeres et secondes��� , ���
* les twists��
* les valeurs en źero des fonctions scalaires��� ��� ��.

Dans cette section, la construction des courbes frontière et des tangentes trans-
frontière compatibles avec ces informations est décrite brìevement. Les d́etails
ont ét́e publíes dans [44] (inclus page 147 dans ce mémoire).

L’ écriture syḿetrique de la condition de continuité G1, i.e. l’analogue de la
condition (6) sans la contrainte de régularit́e, prend la forme suivante:
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Dans les algorithmes préćedents, le système (10)́etait ŕesolu en choisissant la
courbe frontìere�� C1cubique par morceau interpolant les dérivées premìeres
et secondes, et en déterminant les d́erivées trans-frontière v́erifiant (10) et inter-
polant les d́erivées premìeres et les twists. Dans le nouveau cadre géńeraliśe,
cette d́emarche n’est plus possible, car elle aboutiraità des d́erivées trans-
frontière��

����
, ����

����
, rationnelles, puisque les fonctions������� ������ ne sont

plus constantes, mais linéaires, dans (10). Pour assurer qu’une solution poly-
nomiale au système (10) existe, la seule manière de proćeder est de faire en
sorte que le produit������������ apparaisse en facteur dans les deux fonctions
vectorielles��

��
���� �� et��
���. Ainsi une simplification peut s’effectuer dans

les membres gauche et droit de (10), et une solution polynomiale peutêtre
détermińee.

Courbes frontière

Pour que le produit������������ apparaisse en facteur dans la dérivée��
��

le long
de la courbe frontìere, tout en assurant une interpolation des dérivées premìeres
et secondes aux sommets, ainsi qu’un raccord C1au point de jonction entre les
deux morceaux de courbe, il faut choisir descourbes frontière de degŕe 5 par
morceau. Un rapide calcul du nombre de contraintes en présence permet de
s’en convaincre, les d́etailsétant fournis dans l’article [44]:

�� � � � interpolation des positions, dérivées premìeres et secondes en
chaque extŕemit́e,

�� � � � mise en facteur de������������ pour chaque morceau de courbe,
� conditions de continuité C0 , C1,

——
total: 12 qui correspond bien au nombre de points de contrôle disponibles
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dans deux morceaux de courbes de degré 5.

Dérivées trans-frontìere

Il faut d’abord v́erifier que la fonction vectorielle��
��� peutêtre choisie de bas
degŕe, avec le produit������������ en facteur. Les contraintes portant sur��
���

proviennent des valeurs des dérivées premìeres et secondes et des twists déjà
fixées en les sommets. Il en suit que la position et la dérivée de�� sont impośees
en les deux extŕemit́es de la courbe, i.e. pour�� � � et 1. Comme de plus��

doit admettre le produit������������ en facteur,�� peutêtre choisi de la forme
������������
�, où
� est une fonction de degré 2 par morceau. Ce degré est
suffisant pour interpoler la position et la dérivée de�� en les extŕemit́es, et pour
assurer une continuité C0 de�� en 1/2, i.e. au point de jonction entre les deux
morceaux de courbe. La continuité de�� est en effet impośee par la continuit́e
des d́erivées trans-frontière.

Une fois ce calcul de�� effectúe, et les courbes frontière de degŕe 5 par
morceau calculées, alors les d́erivées trans-frontière��

����
���� ��� �

���
����

��� ���

peuventêtre d́etermińees de degré 4 par morceau. En effet,��
��
���� �� est de

degŕe 4,�� est de degŕe 4, et la simplification par������ ou ������ dans (10)
aboutit à un membre de droite de degré 4 doncà des d́erivées trans-frontière
��
����

���� ��� �
���
����

��� ��� � de degŕe 4, et finalement̀a des patchs de degré 5
comme dans les ḿethodes pŕećedentes.

4.4) Exemples

Cette ḿethode se distingue de celles préćedemment d́evelopṕees, par un gain
en flexibilité dans la construction des courbes frontières. C’est ce que nous
allons illustrer dans cette section.

figure 13: gauche: triangulation ouverte avec sommet d́eplaće, milieu: surface interpolante obtenu avec la

méthode optimiśee du chap. 4, droite: surface interpolante avec d́erivées premìeres arbitraires.

Un premier exemple comparatif montre l’importance d’un choix arbitraire des
premìeres d́erivées en les sommets. A gauche en fig. 14 on voit une simple
triangulation ouverte dont le sommet central supérieur áet́e d́eplaće. Les angles
entre les ar̂etes incidentes en ce sommet varient beaucoup, et les longueurs
des ar̂etes sont́egalement fortement différentes. C’est typiquement ce que
nous appelons une triangulation irrégulìere. Les courbes frontières devraient
refléter ce comportement. La surface au milieu aét́e obtenue par l’ancienne
méthode. Bien qu’elle soit lisse, les courbes frontières ondulent car ni les
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dérivées premìeres ni les longueurs des courbes ne peuventêtre adapt́eesà ce
type de triangulation. A droite en fig. 15 la surface interpolante obtenue par la
nouvelle ḿethode illustre l’effet positif du gain en flexibilité de cette ḿethode
d’interpolation dite "ǵeńeraliśee". Figure 11 en estégalement une illustration.

figure 16: Mannequin. gauche: triangulation en entŕee, milieu: surface interpolante G1, droite: polygone de

contrôle.

figure 17: Zooms sur le mannequin, avec et sans polygone de contrôle des courbes frontìere.

Les figures 16 et 17 montrent le résultat de ce schéma d’interpolation ǵeńeraliśe
sur une triangulation très complexe (mannequin data set, courtesy University
of Washington). De gauchèa droite en fig. 16 sont illustrés la triangulation
polygonale, la surface interpolante et le réseau de contrôle de B́ezier de la
surface. A droite, les macro-patchs sont visibles, leur patch central est coloré
en rouge.

Fig. 17 montre deux d́etails de la surface interpolant le mannequin,à
chaque fois sans et avec le polygone de contrôle des courbes frontière. Il se
confirme la th́eorie que les courbes frontière arrivent̀a bien suivre les arêtes de
la triangulation. Cela est possible grâce au choix libre de toutes les dérivées
premìeres en les sommets.
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Chapitre 5

Design híerarchique

Les ḿethodes d́ecrites dans les chapitres préćedents permettent d’interpoler une
triangulation polygonale quelconque par une surface lisse. Il est ainsi possible
de mod́eliser aiśement des surfaces lisses de topologie quelconque. La localité
des algorithmes présent́es permet par ailleurs de traiter des triangulations dont
la taille n’est limit́ee que par la capacité de stockage. L’édition d’un param̀etre
quelconque de la surface - position d’un sommet interpolé, normale en ce
sommet, direction d’une d́erivée premìere, ... - se fait interactivement quelque
soit la taille de la triangulation interpolée.
Cependant plusieurs raisons conduisentà envisager la hiérarchisation des algo-
rithmes d’interpolation pŕećedemment introduits.
� Une modification sur une largéechelle d’une surface interpolant une trian-

gulation complexe n’est pas possible en pratique: même si l’́edition d’un
param̀etre se fait interactivement, une modification globale nécessiterait
l’ édition unà un d’un tr̀es grand nombre de paramètres. La híerarchisation
permet au contraire très facilement l’obtention de changements globaux,
grâceà l’édition d’un petit nombre de paramètres dans leśetages suṕerieurs
de la híerarchie.

� Les surfaces ŕeelles pŕesentent fŕequemment des complexités locales, i.e.
sont constitúees en majorit́e de formes simples, mais font apparaı̂tre en des
endroits pŕecis des variations d’une finesse plusélev́ee. Il est int́eressant
pour ce type de surfaces de pouvoir hiérarchiser localement le modèle.
C’est le cas par exemple pour la représentation sur un visage, de congés
arrondis raccordant des pièces de carrosserie, ou d’aspérités locales sur un
organe humain.

� Le rendu, ou visualisation, d’une surface complexe peutêtre acćeléŕe par
une mod́elisation híerarchique. Plus l’objet est loin de l’observateur, moins
de d́etails sont ńecessaires pour une même pŕecisionà l’écran. A l’oppośe,
lorsqu’un observateur est très proche d’une surface, il n’en visualise qu’une
petite partie, et il est donc intéressant de ne transmettre au rendu que la
partie visible,́eventuellement localement plus ou moins détaillée suivant la
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distance de l’observateur. Là encore une modélisation híerarchique capable
de raffinements locaux est profitable.

5.1) Hiérarchisation de surfaces lińeaires par morceau

Avant de d́ecrire en section 5.2 notre modèle híerarchique de surfaces lisses,
nous commeno¸ns par en pŕesenter les fondements dans le cas plus simple des
surfaces lińeaires par morceau. La section prochaine 5.2 décrira uniquement
les changements nécessaires̀a leurs adaptatioǹa l’interpolant surfacique G1

introduit dans le chapitre préćedent.

Structures de donńees

Information topologique

La hiérarchisation choisie est une méthode de raffinement local fonctionnant
par insertion de sommets. Un nouveau sommet est inséŕe au milieu d’une ar̂ete
déjà existante, les deux faces voisines - dites faces parentes -étant subdiviśees
en quatre faces filles en reliant le nouveau sommet au milieu des quatre autres
ar̂etes des faces voisines. Ce schéma d’insertion est illustré en fig. 18.

.

figure 18: Insertion d’un sommet.

Deux types de sommets sont alors créés: des sommets diteséditables, et d’autres
dits non-́editables. En effet, un sommet dont une face parente est subdivisée
mais pas l’autre ne peut pasêtre d́eplaće car il se trouve par construction
au milieu de l’ar̂ete de la face non-subdivisée. Ainsi, si l’on subdivise une
seule fois une seule arête, on cŕee un sommet́editable et quatre sommets non-
éditables, comme illuistré en fig. 18. Lors d’une prochaine subdivision d’une
face voisine, un sommet non-éditable peut deveniŕeditable.

La structure de donńees adopt́ee pour coder cette hiérarchie est double,
reflétant ainsi la híerarchie naturelle des niveauxélev́es vers les niveaux pro-
fonds pour les faces d’une part, et d’autre part celle des niveaux bas vers les
niveaux suṕerieurs pour les sommets inséŕes. Il est en effet naturel de faire
pointer une face vers ses quatre faces filles d’une part et d’autre part de faire
pointer un sommet inśeŕe vers ces sommets parents, i.e. les sommets de l’arête
qu’il subdivise. En fait pour des raisons d’efficacité d’implémentation, un som-
met inśeŕe est cod́e en le faisant pointer vers les deux faces adjacentesà l’arête
qu’il subdivise, plut̂ot que vers les sommets de cette arête. Plus pŕeciśement,
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l’information topologique et híerarchique est entièrement cod́ee gr̂ace aux deux
structures de données suivantes:

Structure face
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Information ǵeoḿetrique

L’information géoḿetrique est constitúee dans le cas des surfaces linéaires par
morceau, uniquement par les positions des sommets dans l’espace affine. Cette
position pourrait̂etre tout simplement stockée par les coordonnées affines des
sommets relativementà un rep̀ere absolu. Mais pour les applications d’édition
interactive qui nous intéresse, il est profitable de retenir les coordonnées affines
relativement̀a un rep̀ere d́ependant des informations géoḿetriques sitúees au
niveau directement supérieurà celui du sommet inśeŕe. Cette technique áet́e
introduite dans le cadre des surfaces produit tensoriel par Forsey et Bartels [29].
Ainsi lorsqu’une modification d’un sommet situé à un niveaúelev́e a lieu, alors
cette modification entraı̂ne en cascade un changement de toutes les positions des
sommets sitúes dans la sous-hiérarchie, de telle manièreà ce que le mouvement
global de la surface induit par le changement d’un seul sommet conserve les
variations relativesde forme. Ce comportement est illustré par une simple
ligne polygonale en fig. 19. Le changement de position d’un sommet situé
en haut de la hiérarchie obtenue par subdivision des arêtes en deux, introduit
un changement global "naturel" de la forme polygonale, en en conservant les
variations locales.

figure 19: Variations relatives. o: pointédité, les autres suivent automatiquement.
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Le rep̀ere local attach́e à un sommet est choisi de telle manière à conserver
les variations normales et tangentiellesà la surface. L’origine en est le milieu
de l’ar̂ete que le nouveau sommet vient subdiviser. Son axe normal est dirigé
selon la moyenne des deux normales des faces voisines de l’arête subdiviśee.
Un deuxìeme axe est diriǵe selon l’ar̂ete subdiviśee. Enfin le troisìeme axe est
détermińe par orthonormalisation, et en respectant l’orientation des triangles.
Ce rep̀ere local est illustŕe en fig. 20.

figure 20: Rep̀ere local.

Dans un soucis d’efficacité, cette base est stockée dans la structure de données
codant les sommets, bien qu’il soit possible simplement de la réévaluer en util-
isant les pointeurs vers les deux faces parentes, déjà stocḱees dans la structure.
Par ailleurs un drapeau est utilisé pour cocher si le sommet inséŕe se situe au
bord de la surface. Au final, la structure de données codant les sommets est la
suivante:

structure de donńees pour les sommets.
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Exemples de mod̀eles híerarchiques

La figure 21 illustre un exemple simple de raffinement, d’édition à un niveau
fin, puis d’́edition à un niveau grossier d’un icosaèdre. Les variations locales
de forme sont conservées lors de l’́edition du sommet dans le niveauélev́e de
la hiérarchisation.

figure 21: Edition hiérarchique de l’icosàedre. Les cercles remplis indiquent les sommetséditables. Le diam̀etre

est proportionnel à la hauteur du sommet dans la híerarchie.
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La figure 22 montre un exemple plus complexe obtenueà partir de donńees
de terrain sur une grille produit tensoriel, représentant une partie du Grand
Canyon. La híerarchie aét́e produite par un algorithme de raffinement, en
partant d’une triangulation de base constituée de deux triangles couvrant le
domaine carŕe, et en subdivisant les arêtes pour lesquelles l’une au moins des
deux faces voisines a une distance maximum verticale aux données suṕerieure
à une valeur fix́ee. Les sommets inséŕes sont d́eplaćes exactement sur la surface
interpolant bilińeairement les données irŕegulìeres. Le bas de la figure illustre
un mouvement global du modèle híerarchique, obtenu en ne modifiant que deux
sommets sitúes dans les niveaux́elev́es de la híerarchie.

figure 22: Edition hiérarchique Canyon. En haut l’original, en bas apr̀es changement des deux sommets

encercĺes.

5.2) Modèle híerarchique de surfaces lisses

La section pŕećedente a pŕesent́e une structure de données mod́elisant des tri-
angulations polygonales hiérarchiques. L’id́ee de base pour hiérarchiser une
triangulation aét́e d’inśerer un sommet dit́editable au milieu d’une arête, et
de subdiviser ŕegulìerement les deux faces parentesà cette ar̂ete. De cette
manìere, la position du sommet peutêtre modifíee, tout en maintenant la con-
tinuité C0 de l’interpolant lińeaire. Unéetape d’́edition de ce mod̀ele peut se
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décomposer en deux actionsélémentaires de nature distincte: l’une est unique-
ment topologique, et l’autre est géoḿetrique.

- Insertion d’un nouveau sommet par subdivision de l’arête et de ses deux
faces voisines.
Cette action ne modifie pas la géoḿetrie de l’interpolant. Le nouveau som-
met inśeŕe se trouve en effet au milieu de l’arête subdiviśee,soit pŕeciśement
sur l’interpolant lińeaire. De m̂eme la subdivision ŕegulìere des deux faces
voisines ne fait que d́ecouper l’interpolant, elle ne le modifie pas.

- Déplacement ǵeoḿetrique du sommet inséré.
Cette action contrairement̀a la pŕećedente ne change pas la topologie
du mod̀ele, mais agit uniquement sur les informations géoḿetriques du
nouvelélément inśeŕe, en l’occurrence les coordonnées affines du nouveau
sommet.

Dans le d́eveloppement d’un modèle híerarchique de surfaces lisses, ces deux
actions doivent exister. Cela signifie en particulier pour la première action que
l’interpolant lisse doit pouvoir̂etre subdiviśe sans en modifier la géoḿetrie.
Si cette action de d́ecoupage topologique est trivial pour l’interpolant linéaire,
il n’en est pas de m̂eme pour l’interpolant G1. Pour la deuxìeme action cela
signifie que l’on doit pouvoir changer les informations géoḿetriques attach́ees
aux nouvelles entités inśeŕees, et recalculer localement l’interpolant G1. De
plus, si l’utilisateur fournit de nouveau les informations géoḿetriques corre-
spondantes̀a l’interpolant de niveaúelev́e, il faut que le calcul local redonne
cet interpolant.

Autrement dit, comme il avait́et́e énonće dans les motivations, sect. 1.3, il
faut que l’interpolant soitinvariant par subdivision . Cette invariance par sub-
division est illustŕee en fig. 23 pour une courbe. A gauche se trouve l’interpolant
de niveaúelev́e (fig. 23.a). Pour subdiviser l’arête de droite, on commence par
évaluer les informations géoḿetriques de l’interpolant lisse pour le point dont
le param̀etre est sitúe au milieu de cette arête (fig. 23.b). Dans cet exemple
fictif ces informations ǵeoḿetriques sont constitúees par la positon du sommet,
et la tangente en ce sommet. Ensuite on recalcule localementà l’arête de droite
l’interpolant, en utilisant ces informations, ainsi que celles attachées aux deux
sommets voisins. L’interpolant est dit invariant par subdivision si ce calcul
local à un niveau plus fin donne le m̂eme ŕesultat que l’interpolant initial (fig.
23.c).

figure 23: Invariance par subdivision.
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En ce qui concerne l’interpolant dévelopṕe dans le chapitre 4, les informations
géoḿetriques̀a prendre en compte sont de deux types:

- informations attach́ees aux sommets:
position du sommet
� dérivées premìeres, òu� est le degŕe du sommet,
� twists,

- informations attach́ees aux faces:
6 points de contr̂ole libres par macro-patch (on rappelle qu’à chaque
face de la triangulation polygonale correspond un macro-patch de
l’interpolant lisse.

Sommets pour lesquels l'information est déjà connue

Sommets en lesquels l'information doit être évaluée

Faces en lesquelles l'information doit être évaluée

Support de l'interpolant local

figure 24: Informations géométriques pour l’interpolant local.

La figure 24 illustre les diff́erentes informations géoḿetriques entrant en jeu
dans le recalcul local de l’interpolant.

Puisque l’interpolant lisse du chapitre 4 est strictement local, il est effec-
tivement possible de recalculer cet interpolant autour du sommet inséŕe, en
utilisant les informations ǵeoḿetriques illustŕees en fig. 24. Le recalcul local
ne modifiant pas les deux premières ranǵees de points de contrôle le long de la
frontière du support (ligne hachée en fig. 24), on est assuré d’obtenirà nouveau
une surface G1. La difficulté est de v́erifier que la nouvelle surface G1 obtenue
est la m̂eme que pŕećedemment. Pour̂etre sur de ŕeobtenir cette surface, il faut
et il suffit de fixer tous les param̀etres libre du sch́ema d’interpolation local
en conformit́e avec cette surface. En effet, fixer tous les paramètres libres im-
plique l’unicité de l’interpolant local, et le choix conforme de ces paramètres
libres signifie que la pŕećedente surface G1 est un interpolant local pour ces
param̀etres. Ces deux constats impliquent bien que l’interpolation locale re-
donne la surface G1 existante, i.e. que le schéma d’interpolation du chapitre 4
est invariant par subdivision.

Il reste doncà voir comment fixer tous les paramètres libres du sch́ema
d’interpolation du chapitre 4 en conformité avec la surface G1 existante. Outre
les informations ǵeoḿetriquesénuḿeŕees en fig. 24, ces paramètres libres
comprennent:

* Les valeurs des fonctions scalaires�� �� 
 dans l’́equation(C2) de conti-
nuité G1.
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* Les valeurs de la fonction vectorielle� dans leśequations syḿetriques (10)
de continuit́e G1.

Si les fonctions�� �� 
 et� sont fix́ees aux extŕemit́es des ar̂etes en raison de
l’interpolation des d́erivées premìeres et des twists, leurs valeursà l’intérieur
de l’ar̂ete n’́etaient contrainte préćedemment que par l’objectif d’obtenir des
patchs de degré minimum. En ce qui concerne les fonctions scalaires�� �� 

cette contraintèa conduità choisir des fonctions lińeaires en un seul morceau
sur l’ensemble de l’intervalle de définition, ce qui est en conformité avec la
surface existante qui est définie sur le niveau supérieur de la híerarchie. Par
contre, la fonction� aét́e choisie de la forme� � 
��, avec� de degŕe 2 par
morceau afin de pouvoir interpoler les positions et la dérivée aux extŕemit́es, et
d’assurer une continuité C0 au milieu de l’ar̂ete. Ce choix n’est pas conforme
avec la surface existante, il faut en effet recourirà une fonction� définie sur
un seul morceau. Pour cela, on peut choisir� en un seul morceau cubique,
comme illustŕe en fig. 25.

W(0) W(1)

W'(0)

W'(1)

W(0) W(1)

W'(0)

W'(1)

figure 25: Ancien et nouveau choix de W.

Ce choix de� implique une valeur de� en conformit́e avec la surface G1

existante et assure ainsi un interpolant invariant par subdivision.

5.3 Exemples

En fig. 26 nous illustrons l’invariance par subdivision du schéma d’interpola-
tion sur l’exemple du cube. Les quatre figuresà gauche du haut vers le bas
repŕesentent la triangulation initiale, la surface lisse interpolante, la surface avec
le réseau des points de contrôle, et uniquement le polygone de contrôle. Dans
chaque macro-patch, le patch de Bézier central est en rouge, et les trois patchs
de B́ezier externes sont en bleu. Les quatre figures de droite représentent les
mêmeśeléments, apr̀es subdivision d’une arête. Le ŕeseau des points de contrôle
se densifie, par contre la surface ne change pas, illustrant ainsi l’invariance par
subdivision.

La figure 27 repŕesente une surface définie sur trois niveaux de subdivision.
Le niveau suṕerieur de subdivision est la surface cubique déjà illustrée dans la
colonne de gauche de la figure 26. Le deuxième niveau de subdivision permet
de mod́eliser les pattes, le cou et la tête. Le troisìeme niveau mod́elise la queue.
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figure 26: IIllustration de l’invariance par subdivision sur l’exemple du cube.
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figure 27: Exemple de mod̀ele d́efini sur 3 niveaux híerarchiques.
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Chapitre 6

Lissage de surfaces

Dans les chapitres suivants nous allons aborder la deuxième th́ematique de ce
mémoire, d́edíee au lissage de surfaces, qui complétera ainsi la th́ematique glo-
bale de mes travaux post-doctoraux, consacrésà la mod́elisation ǵeoḿetrique
de surfaces lisses. Contrairement aux chapitres préćedents qui portaient sur la
construction d’une surface lisse en interpolant des données, les chapitres suiv-
ants porteront sur le lissage d’une surface déjà construite. Chronologiquement,
mes travaux sur ce dernier sujet datent d’avant les travaux sur la construction
de surfaces de topologie arbitraire, mais l’actualité du th̀eme multiŕesolution
fait qu’il a ét́e pŕeférable d’inverser l’ordre de présentation.

Les paragraphes 6.1 et 6.2 introduisent le très vaste sujet du lissage et le
paragraphe 6.3 conclue ce chapitre en abordant les aspects de contrôle visuel de
la qualit́e des surfaces, sur lesquels j’ai rédiǵe unétat de l’art pour un livre [40].
Enfin les chapitres 7 et 8 suivants présenteront divers algorithmes de lissage
pour certains types de surfaces déjà construites.

6.1) Importance d’une surface lisse

Le probl̀eme líe au "fairness" (qui peut approximativement se traduire par
caract̀ere lisse) est d’importance centrale durant le processus de design de
surfaces de forme libre. Les courbes et surfaces sont souvent issues d’un
processus de reconstruction d’un objetà partir de donńees discr̀etes de mesure.
Celles-ci sont en ǵeńeral entach́ees d’erreurs de mesure, ce qui rend le procéd́e
du design de "belles" courbes et surfaces complexes. Il y a deux manières
de proćeder à la reconstruction. D’une part, l’étape de la conception peut
intégrer directement la notion de fairness en utilisant les paramètres libres
afin de satisfaire un certain critère de lissage. Cette manière de proćeder est
dénomḿee design lisse. D’autre part, certains d́efauts de surface peuvent
persister apr̀es avoir interpoĺe ou approxiḿe des donńees: il est alors ńecessaire
de proćederà unlissageà posteriori, appelé fairing, qui corrige des parties de
surface sans pour autant trop modifier la surface. Les travaux introduits dans
ce chapitre et d́evelopṕes dans les deux chapitres suivants appartiennentà ce
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second type de ḿethodes.

6.2) Mesures et algorithmes

Comme le mot "fairness" (caractère lisse) dans le monde du design (création,
conception) est principalement lié à l’esth́etique, il est tr̀es difficile de le d́ecrire
et de le d́efinir de manìere unique. Une surface est dite fair ou esthétiquement
lisse quand elle estvisuellement plaisante. Elle ne doit pas posséder

- de bosses, de creux, de zones plates, d’irrégularit́es surfaciques m̂eme tr̀es
minimes de tout genre.

Le caract̀ere lisse d’une surface est ainsi principalement lié à la notion de
- courbure et aux variations des courbures.

Une autre interpŕetation de la notion lisse fait référencèa
- la continuit́e (ǵeoḿetrique ou paraḿetrique).

La fairness d’une surface réfléchissante, comme celle d’une carrosserie de
voiture, peut́egalement̂etre caract́eriśee en terme de

- comportement des lignes de réflexion de la lumìere.
D’autres crit̀eres plus techniques d’une imperfection surfacique peuventêtre

- le dépassement d’une valeur limite de courbure imposée par exemple par
l’outil de fraisage,

La diversit́e des caractérisations que nous venons de présenter fait qu’il n’y a pas
de formule math́ematique unique permettant de mesurer la fairness. Les travaux
qui ont marqúe ce domaine de recherche et d’application jusqu’aujourd’hui se
sont inspiŕes de la physique. Quand on prend par exemple une fine latte en
bois et qu’on lui applique des forces latérales aux extŕemit́es, la courbe d́ecrite
par cette latte d́eformée sera toujours lisse. Physiquement, la latte minimise
toujours l’́energie de tension

� �
� ����

���. Les ḿethodes, dites "variationnelles"
utilisent certaineśenergies ou quantités physiques comme mesure de fairness.
Pour les surfaces paramétriques on peut rencontrer :

- l’ énergie de plaques minces (strain energie) [74]�
�


��� � ���� ��� 
���

avec��� �� les courbures principales et�� l’ élément de surface.

- l’ énergie de plaques minces approchée [74, 34, 11]�
	


��� � ���� ����� 
���

- l’ énergie de plaques minces linéariśee
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- ”jerk energy” approch́ee [36]
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- les mesures de fairness aplatissantes, arrondissantes et roulantes [81]� �
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où � � �
�� ���
�� ��, �
�� ��������
�������
�� ��, ou ��
�� �� ��
�� �����
�� ��.

- les variations de courbures [69]� �
���
����

��

�

�
���
����

��

��� 
���

où ������� sont les directions principales.

Quand les B́ezier ou B-splines sont̀a la base des représentations surfaciques,
l’ énergie (12) peut̂etre minimiśee par une optimisation [63]. Elle est non-
linéaire, car la fonctionnelle d’énergie (12) d́epend non-lińeairement des points
de contr̂ole de la surface. Des ḿethodes de lissage non-linéaires baśees
sur l’énergie (16) existent́egalement [69], mais elles ont souvent des temps
d’évaluation des fonctionnelles et des temps de convergence des méthodes
numériques it́eratives tr̀es grands [69].

L’approche commune quiévite ce probl̀eme consistèa supposer qu’une surface
paraḿetrique est assez plate et d’en conclure que la métrique sur la surface ne
diff ère pas beaucoup de celle du plan. Ainsi les mesures de fairness basées
sur les courbures��� � ���, ������, ��� � ���

� peuventêtre approxiḿees par
des combinaisons des dérivées premìeres, secondes ou tierces qui sont linéaires
en les coefficients. C’est l’approche qui aét́e à l’origine des mesures (13) et
(14). Bien que cette supposition ne soit pas réaliste, elle est largement acceptée
[74, 13 56]. Dans [31] une simplification plus sophistiquée de (11) pour des
surfaces paraḿetriques est proposée.

Pour revenir au problème de d́epart, i.e. passer une surface lisseà travers
un nuage de points mesurés, il est propośe par plusieurs auteurs de combiner
l’expression de l’́energie avec celle de l’erreur totale au sein d’une minimisation
par moindres carrés, voir p.ex. [36]. De manière ǵeńerale, les param̀etres libres
d’une courbe ou surface sont utilisés soit au cours du processus de design, soit
au lissage post-processing afin de minimiser des critères d’́energie. L’approche
variationnelle áegalement́et́e utilisée pour le d́eveloppement de schémas de
subdivision pour plaques minces [100]. A côté des ḿethodes variationnelles il
existe des ḿethodes de fairing qui se basent sur d’autres mesures de fairness.
Celles qui feront l’objet des deux chapitres suivants en sont des exemples.

Il existeégalement ce qu’on peut appeler lepré-lissage des données. Ces
méthodes discŕetisent les invariants surfaciques (par exemple les courbures)
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par des diff́erences finis et traduisent ainsi les mesures de fairness aux données
discr̀etes [21]. Ainsi le fairing peut̂etre appliqúe aussi aux triangulations
polygonales de topologie arbitraire, i.e.à des surfaces lińeaires par morceau.
Cela peut̂etre utile si les sommets de la triangulation proviennent de capteurs
3D et sont entach́ees d’erreurs. Une ḿethode effective de lissage consisteà
att́enuer le bruit dans une triangulation en supprimant les fréquences hautes
[98, 16]. D’autres approches consistentà minimiser une mesure de fairness
discŕetiśee [101, 56]. Pour plus de références sur ce domaine qui n’est que
voisin de celui du lissage de surfaces de forme libre, le lecteur pourra consulter
la bibliographie des travaux cités ci-dessus.

6.3) Outils de contr̂ole visuel

La fairness est principalement une caractéristique esth́etique d’une surface
qui ne peut se mesurer réellement que visuellement. Cela estévidemment
très subjectif, mais c’est la démarche qui s’est imposée par exemple dans les
logiciels de CAO, car les concepteurs de surfaces d’automobiles se servent
des lignes de ŕeflexion simuĺees pour d́ecider si la qualit́e d’une surface est
bonne. Bien qu’un algorithme de lissage a besoin de quantifier la fairness
math́ematiquement, ce qui décide souvent en pratique de la qualité d’une surface
est son allure visuelle plaisante. Dans cette optique des méthodes de contrôle
visuel des surfaces ontét́e d́evelopṕees.

Pour l’ouvrage collectif de C. Bajaj intitulé "Data Visualization Techniques" [2]
j’ai ét́e invitéeà ŕediger unétat de l’art sur les ḿethodes de visualisation pour
l’analyse et le contr̂ole de qualit́e de surfaces, en particulier utilisées dans le
contexte du lissage [40]. Ce chapitre détaille les ḿethodes de simulation basées
sur la ŕeflexion lumineuse d’une surface mesurant ainsi sa fairness globale,
les ḿethodes visualisant la convexité des courbes et surfaces, les méthodes̀a
offset variable et̀a carte de couleur pour l’analyse des courbures surfaciques et
d’autres propríet́es se quantifiant par un nombre scalaire, et les méthodes des
lignes caract́eristiques (courbures, géod́esiques)́egalement pour l’analyse de
certaines propriét́es ǵeoḿetriques.
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Chapitre 7

Une approche heuristique
pour le lissage

Puisque le lissage est une propriét́e globale d’une surface la plupart des métho-
des de lissage déjà cit́ees dans le chapitre préćedent sont́egalement de nature
globale. Une autre approche,localecelle-ci, consistèa lisser une surface déjà
existante en modifiantit érativementun petit ensemble de points de contrôle à
chaque fois afin d’obtenir une forme globalement plus lisse. L’idée commune
à ces algorithmes est de converger, par des itérations locales, vers la solution
d’un probl̀eme global.

Il existe une approche de ce type [32] qui se base sur un critère de lissage
très classique, une simplification linéariśee de l’́energie de plaque mince:� �� �

�
��
�����

�����
������. A chaque it́eration un seul point de contrôle est d́eplaće

afin de minimiser la mesure de lissage. L’algorithme est rapide et semble
obtenir de bons ŕesultats. L’inconv́enient, qui d’ailleurs est communà toutes les
méthodes utilisant des critères variationnels simplifíes, est que la fonctionnelle
� n’approxime l’́energie de plaques minces que sous certaines conditions qui
ne sont pratiquement jamais vérifiées par les surfaces paramétriques. Plus de
détailsà ce sujet se trouvent dans [31].

Une autre approche de type local itératif, dueà Farin et al. [25] se base
sur une mesure de lissage très rapideà évaluer: la somme des sauts de la
dérivée de la courbure en les nœuds de la courbe� �

�
� ��

�
��� � � ��
��� ��.
Cette mesure qui ne s’applique qu’aux courbes (cubiques C2 par morceau) est
d’origine ǵeoḿetrique. L’algorithme utilise des suppressions/réinsertions de
nœuds comméetape du lissage. L’inconvénient est qu’il ne converge pas vers
une courbe optimale. Les auteurs proposent simplement d’arrêter les it́erations
au premier minimum qu’atteint la mesure de lissage. Ces méthodes it́eratives
sont locales, donc très rapides et elles permettentégalement de restreindre si
désiŕe la zonèa lisser sur la surface.

Les travaux que nous allons présenter dans ce chapitre et qui ontét́e publíes
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dans[37] et [38] portent sur la continuation des travaux de Farin et Sapidis en les
étendant aux surfaces B-splines. Le problème de la non-convergence héritée de
l’algorithme sur des courbes est plus complexe dans le cas des surfaces. Deux
approches heuristiques sont alors introduites dans cet algorithme de lissage
pour la ŕesolution de ce problème. La section 7.1 décrit l’opération de base
effectúee lors de chaque itération de notre algorithme, et propose un premier
algorithme de lissage. La section 7.2 reprend la même it́eration, mais propose
des heuristiques pluśelaboŕees pour lisser une surface.

7.1) Lissage local et it́eratif de surfaces B-spline bicubiques

Dans cette section, nous présentons un algorithme de lissage pour des surfaces
B-spline C2 cubiques. Cette algorithme est basé sur une suite d’it́erations modi-
fiant localement la surface. Les sections 7.1.1 et 7.1.2 présentent des ḿethodes
de lissage de courbes, desquelles notre algorithme s’est inspiré. La section
7.1.3 pŕesente une ǵeńeralisation näıve de ces ḿethodes aux surfaces, qui a le
défaut de ne paŝetre locale. Enfin la section 7.1.4 présente la ǵeńeralisation
localiśee et un algorithme de lissage basé sur cette ǵeńeralisation.

7.1.1 La mesure de lissage de Kjellander

Kjellander [55] aét́e le premierà proposer un algorithme de lissage pour
des courbes cubiques par morceau et C2 continues baśe sur une mesure de
lissage particulìerement adaptéeà ce type de courbes: la somme des sauts des
discontinuit́es de la d́erivée de la courbure en les nœuds (points de jonctions)
de la courbe:

� �

�

 � � avec  � � ���
��� �� ��
��� ��� 
���

Ce crit̀ere ǵeoḿetrique est motiv́e par le fait qu’une courbe est considéŕee lisse
quand

sa fonction de courbure est continue, a le signe appropriée, et est le
plus proche possible d’une fonction monotone par morceau, avec le
moins de morceaux possibles.

Kjellander se rapproche de cet idéal en diminuant it́erativement les sauts des
dérivées de la courbure. Les itérations de Kjellander sont néanmoins globales,
car elles entrâınent un recalcul de la courbe entière due au fait qu’il s’agit de
courbes Hermite C2 . La géńeralisation aux surfaces [57], produit tensoriel
d’Hermite, a le m̂eme d́efaut. La ḿethode est it́erative mais globale pour
chaque it́eration.

7.1.2 L’algorithme KRR de Farin/Sapidis

L’annulation de la mesure locale�� (17) en un nœud d’une courbe C2 cubique
par morceau est́equivalentà la rendre C3, donc C� en ce nœud, ce qui
revientégalement au remplacement de deux segments de courbes par un seul.
L’algorithme de Farin et Sapidis [25, 26, 85] exécute cette oṕeration pour
des courbes B-spline, en modifiant seulement localement un petit nombre de
trois ou cinq points de contrôle par une oṕeration que l’on notera KRR (Knot
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Removal and Reinsertion). A chaque itération le nœud� avec la plus grande
valeur�� est śelectionńe. L’opération KRR enl̀eve ce nœud de la suite des
nœuds. La nouvelle courbe ainsi obtenue approxime l’ancienne, car un point
de jonction a disparu, deux segments cubiques sont maintenant approximés par
un seul. Cette proćedure est locale, elle ne fait intervenir que trois ou cinq
points de contr̂ole. Ensuite, le m̂eme nœud� est ŕeinśeŕe, pour ne pas changer
la structure initiale de la courbe. Cette réinsertion par contre ne modifie pas la
forme de la courbe.

A chaque it́eration une mesure�� est misèa 0, et en m̂eme temps les valeurs
���� et ���� sont modifíees. Il se peut donc que cette opération sur le nœud�
n’entrâıne pas une diminution de la mesure globale�. L’algorithme ne converge
donc pas forćement vers le minimum global de la fonction�, et de plus la suite
des valeurs de� au cours du lissage n’est pas monotone décroissante. Il s’arête
au premier minimum atteint.

7.1.3 KRR pour des surfaces B-spline

Une d́efinition produit tensoriel pour des surfaces polynomiales offre la possi-
bilit é d’appliquer directement la plupart des algorithmes sur des courbes (De
Casteljau,́elévation de degŕe, d́erivation, ...), en fixant un des paramètres et en
exécutant l’algorithme dans la direction de l’autre paramètre. Cette proćedure
est ŕeṕet́ee pour chacune des valeurs du premier paramètre. Enfin une dernière
application de l’algorithme dans la direction du premier paramètre permet
d’obtenir le ŕesultat final.

Soit� � 
���
��

��� et� � 
���

��

��� deux suites de nœuds et

�
�� �� �
�
���

�
���

�����
���
� 
�� �� � ���� ������ ���� �����

une surface produit tensoriel B-spline bi-cubique où�� � ��
� sont les points de

contr̂ole,���
 les fonctions de base B-spline d’ordre 4 et
�	� ��� (!� " � �� � � � � 
�#)
les nœuds intérieurs.

La suppression d’un nœud surfacique intérieur correspond en fait̀a la
suppression de toute une ligne de nœuds dans la grille sous-jacente des nœuds
intérieurs
�	� ���. L’opération KRR sur un nœud��, not́e ��-KRR correspond
ainsi à l’application d’un KRR unidimensionnel aux� � � courbes B-spline
obtenues pour� constant.

Après ŕeinsertion du m̂eme nœud��, 3 ou 5 ranǵees de points de contrôle
ontét́e modifíees par cette opération par rapport̀a la surface initiale. Le nombre
de ranǵees modifíees d́epend de l’algorithme de suppression utilisé, (voir [65,
26, 85, 38] pour les d́etails). Uneétape de KRR surfacique en direction�, un
��-KRR, fonctionne de manière analogue.
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Remarque:

Uneétape��-KRR rend les d́erivées partielles tierces en direction� de la surface
continue, i.e.�

��
���


�� ��� � �
���
���


�� ��� �. Un résultat analogue existe pour l’étape
��-KRR. Par contre, il est importantà noter que l’application successive de
��-KRR et puis��-KRR, ou l’inverse, ne rend la surface géńeralement pas
C3-continue au nœud��� ���. Seule la continuit́e de la dernìere application
KRR est garantièa la fin de cette double procédure. En effet l’application du
deuxìeme oṕerateur de lissage “casse" le résultat du premier oṕerateur. C’est
d’ailleurs la remarque qui a motivé les travaux qui seront présent́es au chapitre
8.

7.1.4 Localisation du KRR, et algorithme de lissage

Une modification du KRR surfacique qui le rend mieux adapté pour le lissage
de surfaces permet dans la suite de présenter un algorithme itératif de lissage
pour les surfaces B-spline produit tensorielles bicubiques par morceau qui
contrairement̀a la ḿethode globale de Kjellander est local. C’est plutôt une
extension des travaux de Farin/Sapidis mais qui apporte en plus une solution
au probl̀eme de convergence.

Il s’avère que le KRR surfacique décrit en section 7.1.3, n’est pas utilisable
en tant que tel comme un pas de lissage "local", car 3 voir 5 lignes entières
de points de contrôle de la surface sont modifiés. Ce n’est pas suffisament
local. C’est peut-̂etre la raison pour laquelle Farin/Sapidis proposent (dans la
conclusion de [26]) comme extension de leur méthode aux surfaces de simple-
ment consid́erer les ranǵees et colonnes de points de contrôle comme courbes
B-spline et de les lisser indépendamment les unes les autres avec leur algo-
rithme courbe. Cela n’est pas vraiment un lissage de surface, car aucun critère
surfacique n’́est diminúe.

Notre algorithme essaye d’être une "vrai" extension surfacique. La démarche
suivie profite de deux observations :

- Uneétape de KRR surfacique ne change pas le nombre de points de contrôle
de la surface.

- Le but de rendre une dérivée partielle troisìeme continue au nœud��� ���
peutêtreégalement atteint en n’appliquant le KRR unidimensionnel qu’à
3 (ou 5) (voir dans l’article) courbes B-spline. C’est ce que nous appelons
le KRR localiśe.

Chaquéetape de KRR localiśe que ce soit en�� ou�� ne modifie ainsi que���

(ou �� �) points de contr̂ole de la surface et rend la dérivée partielle troisìeme
continue en direction� ou � resp. Les formules et explications détaillées se
trouvent publíees dans [38].

L’algorithme de lissage qui en résulte mesure la fairness au nœud��� ���
par unemesure locale
 �	� �  �	�� où  �	� (ou  �	� resp.) est́egalà la différence
positive de la d́erivée partielle en� (ou � resp.) d’une fonction de courbure
normaliśee au nœud��� ���. Nous avons fait ce choix d’une mesure dépendant
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de la paraḿetrisation dans un souci de rapidité d’évaluation. Il serait possible
de la remplacer par une mesure intrinsèque qui impliquerait l’́evaluation des
courbures principales et des directions principales. Ceci est extrêment côuteux
comme le montrent les algorithmes de lissage de Séquin/Moreton [69].

La somme des mesure locales

� ��

���

�
�
�� � �

	
�� ���

forme la mesure globale de fairnessque l’algorithme doit minimiser. Au
départ la mesure locale estévalúee en chaque nœud afin de déterminer le nœud
repŕesentant la plus grande mesure locale. La partie de la mesure locale la
plus grande d́etermine la direction du�/�-KRR localiśe à appliquer comme
étape de lissage. Quand p.ex. �	� �  �	�, alors un��-KRR est appliqúe. Ensuite
les valeurs locales sont misesà jour pour ŕeṕeter ce proćed́e jusqu’̀a ce qu’un
certain crit̀ere d́ecide d’arr̂eter les it́erations.

7.2 Recherche heuristique d’une solution optimale

L’algorithme de lissage présent́e dans le paragraphe préćedent śelectionne le
nœud et la direction pour laquelle la valeur de la mesure locale est la plus
grande. C’est la valeur qui contribue le plusà la mesure globale de fairness
� (18) de la surface. Le fait que le KRR localisé la metteà źero laisse donc
supposer une diminution de�. Mais un certain nombre de mesures locales
en des nœuds voisins sontégalement modifíees lors d’unéetape de lissage sur
un nœud. Il est donc possible qu’après plusieurs it́erations� ne diminue pas.
Un minimum de� atteint par ces it́erations n’est que local et une autre suite
d’it érations de KRR localiśe peut conduirèa un autre minimum local de la
fonction�, qui repŕesente peut-être une surface plus lisse. Quelle est donc la
suite d’́etapes�/�-KRR localiśes qui m̀ene au minimum global de� ?

Une recherche systématique de la solution optimale reviendraità fixer un nom-
bre maximal d’it́erations� et à parcourir un arbre de profondeur� où chaque
nœud parent a� fils (� étant le nombre de nœuds intérieurs de la surface,
candidats au KRR).

... ......

...
kp1 kp2 kpq

kp1 kp2
kpq

...

...

...

kp1 kp2 kp

kp1 kp2
kpq

q

level 0

level 1

level k

figure 28: A gauche: arbre de recherche systématique. à droite: exemple d’un arbre BFS. "kp�" d ésigne les

couples de nœuds intérieurs (knot pair).

La complexit́e de cette recherche serait����. Comme la complexit́e de cette
recherche systématique d’une solution optimale est tropélev́ee pour permet-
tre un temps d’ex́ecution acceptable, nous proposons l’emploi d’une méthode
heuristique d’optimisation. Ce type de méthodes est très peu utiliśe en CAGD.
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A la connaissance de l’auteur elles n’ontét́e utilisées en CAGD que pour la con-
struction de triangulations optimales d’un ensemble de points 2D [89]. Pourtant
leur application est tr̀es bien adaptée au probl̀eme du lissage. En effet dans la
grande majorit́e des algorithmes de lissage existants la mesure mathématique de
fairness̀a minimiser n’est pas directement liéeà la mesure de fairness visuelle
(ligne de ŕeflexion), qui elle est d́eterminante pour un jugement sur la qualité.
Il n’est donc pas primordial de trouver le minimum global tant qu’on en est
proche et que le résultat visuel est satisfaisant.

Nous avons choisi de poursuivre deux approches pour la sélection de la suite
de nœuds en lesquels l’opération de lissage�/�-KRR localiśee est appliqúee
dans le but de minimiser le plus possible la mesure globale de fairness.

Best First Seach

Le Best-First-Seach [82], noté BFS, cherchèa ŕeduire la complexit́e polyno-
miale de la recherche systématique du minimum global dans l’arbre, (voir fig.
28-gauche). L’id́ee est de ne parcourir que les chemins intéressants, i.e. les
chemins qui m̀enent probablementà la surface la plus lisse.

Notre algorithme de lissage BFS [38] fonctionne de la manière suivante.
Partant de la surface initiale le premier niveau de l’arbre est crée en ex́ecutant
l’opération KRRà tous les� nœuds int́erieurs en partant̀a chaque fois de la
surface initiale. Chaque fils de la racine représente ainsi une nouvelle surface
ayant subi unéetape de lissage. Toutes ces surfaces sont triées par rapport̀a
leur mesure globale de fairness� (18). La m̂eme proćedure est appliqúeeà la
surface ayant la plus grande valeur� (i.e. ayant eu la première position dans la
liste triée etéliminée ensuite). Puis tous ses fils sont rangés dans la liste triée.
Et la proćedure recommence avec le premierélément de la liste. L’algorithme
se termine apr̀es une profondeur préfixée de l’arbre�. La complexit́e "best
case" est de��� � ��, (voir en fig. 28-droite), celle du "worst case" est���	�
comme pour la recherche systématique.

Simulated Annealing(recuit simuĺe)

Le simulated annealing, noté SA, est une ḿethode heuristique pour la résolution
de grands problèmes d’optimisation. Elle assureà une "grande probabilité" de
trouver un minimum global d’une fonction coût. En 1983, des chercheurs
IBM ont dévelopṕe cet algorithme en analogie avec un processus heuristique
en physique de matériaux: celui du refroidissement optimal de métal, qui est
une tache tr̀es complexe.

Le SA est un algorithme itératif qui permet de faire des "bons pas" (ceux
qui diminuent le côut) et des "mauvais pas" (ceux qui augmentent le coût).
Ces mauvais pas sont nécessaires pour pouvoir sortir d’un minimum local de
la fonction côut. La probabilit́e qu’un mauvais pas soit accepté diminue lors
de l’avanćee des it́erations. La topographie d’une fonction de coût unidimen-
sionnelle est illustŕee en fig. 29. L’algorithme offre beaucoup de paramètres
qui sontà fixer en fonction du problèmeà ŕesoudre (comme par exemple la
fonction probabilit́e d́ecroissante), et qui géǹerent les conditions d’arrêt.
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startposition

local minimum
global minimum

figure 29: Topographie d’un processus d’optimisation SA unidimensionnel.

Dans le cas du lissage la fonction coût à minimiser est la mesure globale de
fairness� (18). Pour chaque itération KRR un nœud est choisi soit au hasard
soit en fonction de la mesure locale. Le SA ne garantie pas de trouver le
minimum global, mais son utilisation s’est avéŕe tr̀es rapide et efficace. Des
exemples sont donnés dans [37] et encore plus détaillés dans [38] (inclus page
171 de ce ḿemoire).
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Chapitre 8

Fairing local et it ératif
utilisant des masques

Nous avons pu montrer dans le chapitre préćedent que l’oṕeration de lissage
KRR qui est globale sur une surface peutêtre modifíee de telle manièreà ce
qu’elle donne lieùa un algorithme de lissage local de surfaces B-spline. De
plus, l’utilisation de ḿethodes heuristiques a permis d’optimiser la recherche
d’une surface la plus lisse possible tout en conservant des temps d’exécution
très courts. Un inconv́enient des ḿethodes pŕesent́ees en chapitre 7 ressort
de la remarque faite en section 7.1.3: l’opération locale de lissage faite en un
nœudà chaque it́eration de l’algorithme n’assure pas la continuité C3"totale"
en ce nœud, mais seulement la continuité C3le long d’une seule direction
paraḿetrique en ce nœud.

Dans le pŕesent chapitre nous apportons un nouvel algorithme de lissage local et
itératif quià chaque it́eration rend la surface localement C3continue en un nœud.
L’opération de lissage se base sur les conditions de continuité C3en un nœud de
la surface et s’applique comme un filtreà un sous-ensemble (local) de points
de contr̂ole. Plusieurs extensions de cette idée de base ont́et́e d́evelopṕees et
ont donńee lieuà une publication dans une revue [39] (jointe page 181 de ce
mémoire).

8.1) Mesure de fairness

L’objectif de ce paragraphe est l’établissement et l’évaluation de la mesure
locale de lissage ainsi que la description d’uneétape de lissage. L’algorithme
viseà lisser des surfaces B-spline bicubiques de continuité C2 . C’est la classe
de surfaces la plus souvent utilisée en pratique.

Notations

Rappelons brìevement les notations importantes pour la suite. Soient deux



Fairing FairC3 ��

entiers positifs��	 �  et deux śequences de nombre réels� � ����
��

��� ,

� � ����
��

��� avec�� � ���
 et �� � ���
. Les fonctions de base B-spline

cubiques par morceau associées avec la suite de nœuds� sont not́ees���
��

(ou alors simplement���
). Elles sont normaliśees pour se sommerà 1. Une
surface produit tensoriel B-spline	 d’ordre (4,4) est alors d́efinie par

�
�� �� �

�
���

�
���

�����

�����

��� 
�� �� � � �� ���� ������ ���� ������

où �� � ��
� sont les points de contrôle formant le ŕeseau de contrôle de	.

Les couples de nœuds��	� ��� dont les indices��� �� appartiennent̀a � �
���� ��� ��� ��� � � � � ��� 	�� � � � � ���	�	 sont les nœuds intérieurs de la surface.
Nous les appelons lescouples de nœuds libres, car ils sont les candidats pour les
étapes de lissage. Une surface B-spline bicubique est composée de������	�
�� patchs polynomiaux qui se raccordent avec continuité C2 aux nœuds quand
tous les nœuds sont simples (i.e.�� � ����, �� � ����, �� � � � � � � � ��	).

Il est important de remarquer que la propriét́e dusupport localdes fonctions
de base implique que chaque point de contrôle�� n’a qu’une influence locale
sur la surface, i.e. une influence aux seuls paramètres��� �� 
 ���� ���
� �
���� ���
�.

La mesure de lissage en fonction des points de contrôle

Le principe de lissage est encore le même que celui de Kjellander [57],
Farin/Sapidis [25] et celui du chapitre préćedent,à savoir qu’une surface B-
spline bicubique de classe C2 est consid́eŕeeêtre plus lisse au couple de nœuds
��	� ���, ��� �� 
 �, quand elle y est de continuité C3.

Uneétape locale de lissage exécut́ee au nœud��� ��� a ainsi pour but de
diminuer (voir de mettrèa 0) la somme des différences des dérivées partielles
d’ordre 3 en��� ���. Et l’algorithme it́eratif a pour but de diminuer la somme
de ces mesures locales, globalement sur toute la surface, i.e. en tous les nœuds
libres.

Une surface	 est de continuit́e C3au point�� �� si et seulement si toutes les
dérivées partielles d’ordre 3����� � �����

������
, 
� � � � �� �� � � ���� de	 sont

continues en��� ��. Dans le cas d’une représentation B-spline de la surface	
nous pouvons profiter d’une certaine régularit́e des fonctions de base, qui fait
que toutes les d́erivée partielles mixtes d’ordre 3

�����
�� �� � ����

�
���

�
���


�����
�� ���
��
�����
��
�� � 
���

pour�� �  �, sont continues. Les�����
�� sont des combinaisons linéaires de cer-

tains points de contrôle qui se calculent en appliquant les formules de dérivation
connues pour les surfaces B-spline [27].

Cette continuit́e est due au fait que les fonctions B-spline���
�� et���
��

sont continues quand� � � �  et �� � � �. Seules les d́erivées partielles
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d’ordre 3 en une seule direction interviennent ainsi dans la mesure de fairness
locale au nœud��� ���, que l’on peut donc d́efinir de la manìere suivante:

$	�� �� 	����
�	� ���	
� � 	����
�	� ���	

�� 
!� "� � %� 
���

où les termes���� � ��
������

��� et���� � ��
������

��� peuvent̂etre expriḿes en
fonction de 21 points du réseau de contrôle. Ils sont illustŕes sch́ematiquement
en fig. 30. Leur formulation exacte est préciśee dans [39], qui se trouve en page
181 de ce ḿemoire.

La mesure globale de fairness consiste ainsi en la somme des mesures
locales sur toute la surface

&� ��


�	�����

$	�� 
���

ce qui correspond au principe de fairnessévoqúe au d́ebut de ce paragraphe.

8.2 Uneétape de lissage - l’algorithme "fairC3"

L’objectif d’une étape de lissage est double :
- mettre la valeur local���� � � au nœud qui contribue le plusà la mesure

globale�
 ,
- déformer la surface le moins possible.

L’ étape de fairing que nous proposons va concilier ces deux objectifs de la
manìere suivante. 	�� � � correspond aux deux conditions

���� � � et ���� � �� 
���

Il a ét́eévoqúe dans la section préćedente que 21 points de contrôle de la surface
(voir fig. 30) interviennent dans le calcul de ces deux quantités. Il y a donc beau-
coup plus de degrés de libert́e que de conditions̀a satisfaire. Pour justement
satisfaire le deuxième objectif de d́eformation minimale, une minimisation au
sens des moindres carrés des distances entre les nouveaux et les anciens points
de contr̂ole correspondants est utilisée, sous la contrainte d’obtenir 	�� � �.
Les 12 points de contrôle ext́erieurs, marqúe avec� en fig. 30 restent fix́es, i.e.
ne seront pas modifiés, ce qui rendra l’étape de lissage encore plus locale.

L’ étape de fairing peut ainsiêtre d́ecrite par

Minimiser ' 
  ��� �
	��
��	��

���
�����

	�� �
 ��	

�

sous les deux contraintes
��� �


���

où  �� désignent les 9 points de contrôle modifíes de la surface.

k-4 k-3 k-2 k-1 k

l-4

l-2

l-1

l

l-3

dk-2,l-2

points de controle inchangées

points de contrôole modifies

figure 30: Les points de contr̂ole impliqués dans un pas de lissage.
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Remarque 1: Aspects pratiques
La technique des multiplicateurs de Lagrange permet de résoudre ce problème
d’optimisation par un système lińeaire��� � ���, dont la matrice ne d́epend
que des nœuds. Il n’y a donc pas de matricesà inverser quand il s’agit de
lisser une surface B-spline uniforme. Il suffit dans ce cas de calculer l’inverse
une fois pour toute et de n’effectuer que des multiplications matrice-vecteurà
chaque it́eration.

Remarque 2: Comparaison avec uneétape de KRR surfacique
Les 9 points de contrôle sont identiques̀a ceux utiliśes dans unéetape de KRR
surfacique de la ḿethode de lissage du chapitre 7 préćedent, mais cette fois la
surface devient C3continue au nœud en lequel l’étape de lissage s’applique.

Remarque 3: L’algorithme FairC3
L’algorithme local et it́eratif correspondant̀a l’étape de lissage décrite plus
haut, peut̂etre sch́ematiśe par le squelette suivant:
1. Calculer la valeur initiale de la mesure globale!�: (21)
2. #.*,( (condition d’arr̂et =�����) )/

(a) choisir��	� ���, tel que 	� � ���������  ��: (20)
(b) ex́ecuter unéetape locale de fairing au nœud��	� ���: (23)
(c) calculer la nouvelle mesure globale!�

(0).

8.3) Extensions de l’́etape de fairing: utilisation de masques de lissage

La technique de lissage qui rend la surface localement C3continue au nœud
traité, introduite dans la section préćedente, s’av̀ereêtre exploitable dans une
optique plus large. Il est en effet possible d’imposer la continuité C3non
seulement en un nœud, mais aussi en un groupe de nœuds correspondants par
exemplèa 4 points, oùa 1 segment complet. Les détails de ces ǵeńeralisations
ainsi que d’autres extensions sont donnés dans [39]. Unéetape d’it́eration
correspond alors̀a la modification de 16 points pour le schéma "4-points", ou
de 20 points pour le schéma "1-segment", comme illustré en fig. 31 et 32.

masque lissage "4-points" :

k-4 k-3 k-2 k-1 k

l-4

l-2

l-1

l

l-3

dk-2,l-2

3continuite C

k+1

l+1

figure 31: Les points de contr̂ole impliqués dans le pas de lissage 4-point.

masque de lissage  "1-segment" 

k-4 k-3 k-2 k-1 k

l-4

l-2

l-1

l

l-3

u c ]u   ,u [k-1 k

3continite C  pour

dk-2,l-2

, v = vl

figure 32: Les points de contr̂ole impliqués dans le pas de lissage 1-segment.
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Résultats

Les ŕesultats exṕerimentaux que nous avons obtenus sont satisfaisants. Pre-
mièrement les temps d’exécution sont courts, et deuxièmement les modifica-
tions des points de contrôle de la surface sont minimes. Ce dernier point est
très important car un algorithme de lissage ne doit pas "trop" déformer la sur-
face. Nous mesurons après chaquéetape de lissage l’erreur maximale entre les
points de contr̂ole de la nouvelle surface et ceux de la surface initiale. Quand
on souhaite ne pas dépasser une certaine tolérance pŕed́efinie, alors on peut
interdire lesétapes de lissage qui font dépasser cette tolérance. L’erreur que
nous mesurons est de plus une erreur de sécurit́e, car elle ne mesure que les
distances entre points de contrôle. Or, les distances réelles entre les surfaces
sont toujours inf́erieures oúegales̀a celles-ci gr̂aceà la propríet́e "enveloppe
convexe" des surfaces B-spline [27].

figure 33: Surface avec 225 points de contrôle. Les imperfections sont visualiśees par des isophotes tracées sur

la surface.

figure 34: Surface issue de l’algorithme de base 1-point après 500 it́erations.

Le premier exemple que nous montrons est extrait de l’article [39]. La surface
poss̀ede�� � �� points de contr̂ole et a une paraḿetrisation uniforme. Cette
surface áet́e obtenuèa partir de points de contrôle appartenant̀a la sph̀ere unit́e,
et en d́eplacant les points intérieurs ĺeg̀erement pour introduire des imperfec-
tions dans la surface. En fig. 33 est illustrée la surface initiale,̀a gauche par une
image ombŕee,à droite avec des isophotes (courbes pour lesquelles l’angle entre
la normale et un vecteur donné est fixe) t́emoignant des imperfections sévères
que nous avons artificiellement créées. Au bout de 500 itérations, l’algorithme
de base (1-point) résulte en la surface illustré en fig. 34. Les lignes d’isophotes
se sont nettement aḿeliorées. La mesure globale de fairness a diminuée de
&�����

� ���� à &�����
������. L’erreur relative maximale entre les points de

contr̂ole ( � ��! 	�� �
 ��	���!	�� � 	�	 s’élèveà 0.01, la valeur moyenne

étant de 0.001. Le temps d’exécution est tr̀es rapide avec 0.3 s sur une SGI
Octane.
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Le deuxìeme exemple que je souhaite présenter n’a paśet́e publíe. Il a seule-
mentét́e pŕesent́e lors d’un congr̀es SIAM on Geometric Desigǹa Nashville.
C’est un exemple "real world", car la surface provient d’une conception CAO*
réelle, repŕesentant une partie du capot d’une voiture de marque Daimler-Benz,
(voir fig. 35). Les lignes d’isophotes dans la deuxième figure (en partant de
la gauche) visualisent une imperfection qui doitêtre lisśee sans trop d́eformer
la surface, i.e. sans que la forme globale ne change. C’est ce type de surfaces
auquel les algorithmes de lissage doivent réellement faire face. Il est donc
important de pouvoir valider un algorithme sur de tels exemples réels.

figure 35: A gauche: une petite bosse dans la surface d’un capot d’une voiture visualisé par des isophotes traćees

sur la surface. A droite: la surface obtenue apr̀es lissage.

* Courtesy P. Kaklis, NTU Ath̀enes, TMR Fairshape
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Bilan et perspectives

Les travaux de recherche qui ont fait l’objet de ce mémoire traitent de deux
aspects de la modélisation ǵeoḿetrique de surfaces lisses. Le premier thème
(chapitres 6-8) concerne le lissage de surfaces spline déjà existantes. Les algo-
rithmes de lissage heuristiques (chap. 7) ainsi que l’algorithme ’fairC3’ (chap.
8) sont it́eratifs et locaux. Ils op̀erent sur un crit̀ere de lissage qui, contraire-
mentà ce qui se fait classiquement, n’est pas proportionnelà uneénergie. Ce
critère prend en compte la somme des sauts de la dérivée troisìeme. Le but
est de modifier la surface afin de minimiser ce critère, et ainsi de lisser la sur-
face. L’inconv́enient que peut représenter la d́ependance de la paramétrisation
est compenśe par des propriét́es telles que la localité et l’invariance affine,
au moins pour l’algorithme ’fairC3’. Les algorithmes ontét́e valid́es par un
ensemble de cas tests comprenant un cas réel de carrosserie de voiture.

Une ouverture possible des méthodes d́evelopṕees aurait pûetre le lissage
de donńees discr̀etes, comme p.ex. les triangulations représentant des objets
3D capt́es par un scanneur 3D. Ce pas vers cette autre application n’aurait
pas ét́e tr̀es grand, car les algorithmes que nous avons dévelopṕe agissent
déjà comme des "filtres" sur les points de contrôle de la surface. Ils sont
d’ailleurs proches des techniques introduites en 1995 [98] pour les triangula-
tions. Plut̂ot que d’aborder ce th̀eme, j’ai pŕeféŕe privilégier une autre direction
de recherche tout en restant fidèle aux surfaces lisses: les méthodes mul-
tirésolution (MR) en mod́elisation ǵeoḿetrique. Le succ̀es que connaissent
aujourd’hui ces ḿethodes me donne finalement raison.

Le deuxìeme th̀eme est l’interpolation lisse de triangulations polygonales.
Nos travaux sur ce sujet (chapitres 1-5) qui ont début́e en 1998, et en particu-
lier les ŕecents travaux sur l’interpolant hiérarchique, font aujourd’hui partie
d’un des ‘grands‘ th̀emes d’actualit́e en mod́elisation ǵeoḿetrique: la mul-
tirésolution. Les diff́erents interpolants que nous avons dévelopṕe reposent tous
sur la d́ecomposition du type 4-split, qui consisteà subdiviser ŕegulìerement
en 4 les triangles. Ce type de subdivision de triangulations polygonales est
particulìerement bien adapté aux ḿethodes multiŕesolution, puisqu’elle con-
serve les angles des triangles, et peut ainsiêtre híerarchiśee de manìere stable.
Les surfaces interpolantes sont polynomiales par morceau de degré 5, quatre



Fairing FairC3 ��

morceaux de surface correspondentà un triangle donńe en entŕee.
Les premiers travaux (en collaboration avec GP. Bonnneau) qui incluent

l’interpolant 4-split ŕegulier et ses ǵeńeralisations au niveau des paramètres de
forme (th̀ese de R. Taleb) se sont pourtant avéŕees ne paŝetre exploitables pour
la multirésolution (DEA de E. Gilbert) comme nous l’avions souhaité initiale-
ment. Seule la ḿethode suivante d’interpolation irrégulìere est appropriée aux
applications multiŕesolution, car elle possède la propríet́e d’invariance par sub-
division. Plus pŕeciśement, l’interpolation appliqúeeà une certaine subdivision
de la triangulation donńee en entŕee donne le m̂eme ŕesultat que l’interpolation
appliqúeeà la triangulation non subdivisée.

Comme premìere application MR nous avons pu construire un modèle
surfacique triangulaire hiérarchique (DEA A. Yvart) ǵeńeralisant les splines
produit tensoriel híerarchiques introduites par Forsey et Bartels [29]. Con-
trairementà ces dernìeres, notre ḿethode permet de représenter des surfaces
de topologie quelconque. Par la suite nous allons avec A. Yvart (en thèse
BDI depuis sept. 2001) continuer le développement d’applications MR basées
sur cet interpolant. Un de nos projets concerne la reconstruction MR d’objets
3D par une surface lisse. De nombreuses questions intéressantes, comme la
paraḿetrisation d’un ensemble de points non-structurés (par rapport̀a une tri-
angulation polygonale) vont se poser.

Le thème MR en mod́elisation ǵeoḿetrique est devenu de manière ǵeńeral
un pôle de recherche actuel et futur autour duquel est né un certain nombre de
projets de recherche et de collaborations:

- Il s’agit d’abord de la participation depuis Janvier 2000 au projet européen
RTN MINGLE (Multiresolution IN Geomeric modELing) en tant que co-
partenaire pour Grenoble. Avec 9 partenaires de 6 pays (SINTEF et Sim en
Norvège, Max Planck Institut für Informatik et TU M̈unchen en Allemagne,
Cambridge en Angleterre, Univ. G̀ene en Italy, Univ. Tel Aviv et Technion
en Isräel, UJF en France) nous développons et animons des recherches dans
divers domaines de la MR en modélisation ǵeoḿetrique. Le but principal,
la formation de pŕe- et post-doctorants européens sur ce sujet, est de notre
cot́e quasiment atteint avec l’encadrement du post-doc M. Bastian (TU
Dresden, Allemagne, 7 mois au LMC), du pré-doc J. Mikkelsen (SINTEF,
Norvège, 6 mois) et du post-doc M. Hoffmann (Uni Eger, Hongrie, 12
mois) d’avril 2000 jusqu’̀a aôut 2002.

- Une th̀ese CIFRE (Löıc Lefeuvre, ex-ENSIMAG) en collaboration avec
Dassault Systèmes, vient de d́ebuter. Le sujet porte sur les surfaces de
subdivision et leurs applications en CAO.

Les deux projets suivants s’articulent autour d’un sujet de recherche plus
sṕecifique: les sch́emas MR de courbes et surfacessous contraintes:

- Le premier est un projet PLATON (PAI) qui est mené depuis un an avec P.
Kaklis de la NTU Ath̀enes sur les outils de design intuitifs en CAGD.

- Le second est le projet IMAG AMOA sous la responsabilité de V. Perrier
auquel je participe. Le stage de B. Sauvage (ét́e 2001) sur les courbes MR
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sous contraintes (aire, longueur constantes) a apporté des premiers résultats
encourageants, incitantà poursuivre ce th̀eme en sujet de DEA ou de thèse
en collaboration avec GP. Bonneau et MP. Cani du laboratoire GRAVIR.

Au niveau international un autre projet de recherche et de validation de la
recherche vient de naı̂tre:

- Il s’agit d’un projet euroṕeen IST-RTD (Recherche et Développement),
intitulé MUST.USE.IT (Multi Sense Tensor User Interface), dépośe avec
5 partenaires (AVS Danemark, Linköping University Sùede, University of
Kaiserslautern Allemagne, INTECS Italy et INPG France) dans le 6ème
programme cadre de la CE. Ce projet comporte trois grands volets: visuali-
sation de champs de tenseurs, visualisation de qualité de surfaces (sous ma
responsabilit́e) et ŕealit́e virtuelle. La coordination est prise en charge par
la compagnie AVS (Advanced Visual Systems A/S) qui fabrique le logiciel
connu sous le m̂eme nom.

Les techniques MR proviennent du traitement du signal. Elles ontét́e
dévelopṕees et appliqúees depuis leur introduction en informatique graphique
dans des domaines aussi divers que le calcul de radiosité pour le rendu ŕealiste,
la visualisation de donńees volumiques, la représentation de squelettes pour
l’animation de surfaces implicites, ou encore la modélisation et la simplification
d’objets 3D polygonaux.

Les ḿethodes MR pour les surfaces lisses sont en grande majorité baśees sur
les sch́emas de subdivision et s’appliquent aux surfaces de topologie arbitraire.
Les ḿethodes interpolantes sont rares, car elles produisent souvent des surfaces
souffrant d’imperfections de forme. La plupart des méthodes ne font donc
qu’approximer un maillage polygonal agissant comme un polyèdre controlant
la forme de la surface finale. Elles permettent alors d’obtenir des formes lisses.
Par contre, concernant les surfaces paramétriques, il n’existe que des schémas
MR produit tensoriel comme les splines hiérarchiques ou les ondelettes B-
spline.

Les travaux pŕesent́es dans ce ḿemoire et qui ont aboutìa une ḿethode
d’interpolation polynomiale híerarchique de triangulations polygonales, ré-
pondent̀a ce manque en surfaces interpolantes polynomiales, lisses, de topolo-
gie arbitraire, et permettant une modélisation híerarchique. Nous avons ainsi
jeté les bases th́eoriques et algorithmiques qui vont maintenant constituer l’outil
principal pour le d́eveloppement de différentes applications, comme la recons-
truction 3D, ou la mod́elisation et l’́edition de surfaces polynomiales lissesà
diff érents niveau de détail, à l’aide de techniques MR.
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