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1 ��&����q���%�!	~� �%�!�)Y
��	���	'�%�!���/�����61 �D,��#1 �%�!	m���y��&��#�/���
���
�z� �y���#���A���%�". ��1/�%�"���]V������ �!� . ������1i5
q �(���
.
���/�y���(���y�!.��
���I�#�6(y���%�*���
�.-��k7��D�
�v�.+!���
��� 	��!�6���y�*�)�k(y��,�	��#� ���%�*����	�� ���/���
�����/�y�����
1i5PS �
V��y��.=���/�y�����
���
���>-!���D.
�y�!,��%	�.
1 ���
���0����� �*���
����V��%	�� �k-8����	4���%�m�#�����!���%	��
1 1/�%�)7|! V��%	����y�/	��1�(1 �
,��/�%	n"
�
�^���D.>y#�����=�����
��.)&���	����,&
	��
������1X� �#�!��	��.-q���ZC��!�%������������1b���%.%����1 �
���
���%5ZB4�%1 �!�}C�.
�����u��	*�%���
�*�������y�!.
�����d���0����	*V>��.
�01 �,+!	���5Q$q�,(�����1 ����� �����01 �[.%������1��
���d��	*&%�d1,�3(Q&%	��%���%�*�d� �!.%1 �/�6�;!��
�v�
�*,q�/	��y� 0,5◦ "����01 �
����	����/��,��%	��[1X�v�
�*��	'�
�.-!�k7��D���pV>�#.%� 1/�/���%	d���y�S	��%�H��1/� �����.(y��.%�y�H��1 �=��!����w.
�
�����pV>�.A
�y�D1 �
�1+���1/1 �
�4�
�v��� 	
�������p.)&��#���'�
�%�c��1 �!� V>��.%�/1 �%���%�*��,y�%	��E1 ������	����/�`"Y5xqV�%�2����	��y� � 1 �#���
	���1/�%���
�d���8�5�
	�� �
��	��0���$.%������1����y�*�
��	������*����	��
�*���%�3-!.
�w�����5� �%	����=���
�^�Q+����%	l,y�%	dV>��.%�/1 �%���%�*�p1 �;V��y	����#��� �y�$���
������	���.=����	��%��(y	�������1 �#� 	��
�%5
qV�w���/�'� �y���3����V �%���\�3(*��1/�%���%�*���%�������5�k-!����	[������1/�y�6(y���
��	4�!� 1, 5 m -!�
�^����	��#� 1 �������y	��/�'�<����	���1 1�&%1 �
���M. �#����1b-;.%���6��1,�0� �!� 	���� 1E������1/���^�a�=���3���S����� 1/1 �.-478�Z�����!	1 �v��	��%��� �
	>-��=�U�a�
	����
���)���*����D���
�6�3��1 ��.
�%	c�a�
	'� �%���!� .%�!1 ���/	��%���%�*�%5P$q��	p.%�����������.(y�\� �%�!,��%�*��Y=��	��\78�Z�%�4�
�d��	�������1 �#���
�E1/�%�p�.�6����	��
� 1 �
��� ���%����	��_!��'�%1,�
� &=��	��.-p. ���H�%	��8-d�
��.#5 "Y5 � 1 � ���y	���� �6��� . �#����1b-d1X�v�%�������#�����|����	��!��7�1/��	��6���!�
	'�
.%�6�f&%	�� 1 �
��(y	���� �!���
����	�� � �6�%�3-1���!� �S�3� �
.%�y�!1 � ������� ���!� .%�!,��.-E�
�v� N �����M� �y�H�a�61 � 	��
���y�*���
�����!��1/�6	*�%���%	�,��y� 	��
�^�%�*��	*�%�#51E;�y��	UV>��.%�/1 �/���%	(1 � ��� ���D�%� � ��� ��� .%������1�� ,#���*���!��� �R�8�f�%	�� �
��.%�k-
��� ���
.
��� �y� �������y	l��� �6�h�
�'�6	*�%���!�/���0���#	��!� .%����,��%	*(y�%�*� 5p��1[�%�l� �#� �������a�y������+�1 �D�
�^� �����%	'(��%	1 �
��� 1 �/�%�:(y	��#���!1 ���/	��m���������%�*��	�� � ���
	w�
���%.
�y��1 �
���
�*��� �H�a��	��)�#������� e �!� ���(�!�����
����	��"1 �%�p(y	����/�����%�
���y�!,y�
���
�*� 5

� ���)	M#G. �� �-� ���O�
q�� ��1/� ���%�*�)�8��� �������A.%������1����2V>���3�r����	;���A.
�y�������3�;��� 2,5 cm �!�E��� ���H&
��	��.--.
�E������	��3��	'�
���
�������

1b�^�%�*��	'�%����� .%������1�����.)&����6(��%���%�*���������
.
���/�y����	'&
�E�/� � �y	������*� 5y��1 �%�l�4�!�y��.��8�%.%�
������� 	����
�v���H�%��� C
(y�
	[.%�%1/1 �RC�.%�5�a����	�	'�
�����/	���1 �
�[�3la�
�����a�
	����!	'+��#���%��	��~!����!	'+���1/�%��.
�.-W+��!1 1 �
���
�v��� 	E	'�
�S���!�%�*���
�>-��
��.�5�"
�
�0�.+!���
��� 	[1X� �
.%�y��1/�%���%�*�[1/����1 ���[	*�>(y�!1 � �
	�� �y�����,+�1/��56E;�y��	0.%�
1 �8-q���y����� ,y�����������Q�!�'�I1 �w���/�'� �y���3���}V
	��3��	'�
���
���'������	(1 �:7W(���	�� ;�5 9 5 � 1 � ����	����/�S��� ���8Ky���M�
�v�
�*��	'�
�.- 1X�v�%���_���#�����S�
� �k+a�y	�� � ��	�� ,y�%	��
��� ��� 1/� �%�0� �y	��
�Z�5-P.
�y�������/���6�(�
�^��� �%�H���/1 �%���%�*�����J+!� 1 1/�%�����",��%	�	����� 1 cm �!�(��� �#� &=��	��#55B4�
�
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 � � � � ��� � ��� � ��
 ������� � � � � ��� � ��� � � � � � ������� 7��

rail de translation

débitmètre

réservoir 
d’entrée

réservoir

filtre

# 	�$&% ;q5 8 �vE &��������=����.)&6�%���$���'.%������1P�
� �
.%�y�!1 �%���%�*�%5

# 	�$&% ;q5>;*� @ ��� 1/��������	�������1 �#��� �y� �=�0���%1��%�H&
��	���56Sd�6&����q�<�$�!	��y�3���.-!1 �w�������
��	[���6	����/19��	�� ��.
�,���#1i5

lit granulaire

billes de verre pailles convergent

entrée

# 	�$&% ;�5 9 �0$q.)&6�%������I1b�^�%�*��	*�%�I���6. ������1V�
���%.%����1 �
���
���%5



7 E ��� ����	 ��� �� ��� � � � ��� �	 ���� ����	��� ��� �� �	

�Q+��l�)��.
1 �</������(1 �"	'yy1/�A�
�^��� ���3,y�%	*(y�%�*�ULa�y�|�
,��/������/�����;�
�v�-,��y� 	���� �n/��
�)7 1 ��. ��1/� �'�m��� .
�%�*��	��$���
. �#����1i5Pq����%.
�y��1 �
���
�*�E�
���E�%�������/����.%������1/� �*�<����	d���S�
�����
�J+�1 �����<�����/1 1 �
� �
�^�%�*,�� 	��y� 5 mm ���0��� ��C
�H&
��	��v!��
�����m1 �y�6(����%��	 20 cm "0�k7��'���m1 �m	'�>(���1 ��	�� ���%	%5NS �87��
-N����� �������A1 �����%.
��� �y�'��� .%������1 �
���
	'�
�����3���1����	�1 ����	*�%���%��.
�[���(1 �3�;���4���.+�1 �k-#�!���4	���� � �2V>���/�;.%����,��%	*(y�%	 1X� �
.%�y��1/�%���%�*�;,y�%	�� �������%.=���/�y�
�6��7����/���/,���5 g �!�=����	���� ��	���(y� �!�u��1 �#�����%�l���!1 ��.3�%�I� ,#���*��1 �(��	��#�����3��� ���D� ,y�%.m1 ����� 1/� �
�v(y	��#���!1 ���/	���5
B4�
�0�
�����
�J+�1 �����w���/�'� �y���3����V��d	*�>(y��1 �#���
��	��1�a�
	����
���9�v�Q+q���%�!� 	4�!���%.%����1 �
���
����+a�%����.%���6����1 �!�

	'�3(y��1/� �%	3-V�
�)����	"��� 1/1 �%�!	����
���
,��/���%	"1 �0��	'�
���%�!.%� 	*�%���/�����
1 1 ����� +���1 1/�%�I�
�v��� 	m�%� �%�*��	*�%� �!� . ������1i5
q��v�/��.%����,.�%���/�%�*�m��� ��� �*�a�y���/����Vd�%�l�)+!� �%� �*s�	I1 �v� �%	����$���$.)&���	'(������
�^� 1��%�6(y�
����	��.- �%� ����	l��� .
��1 �/�%	
�������3,y� �#�'���6��� 1 �/�%�v� �y	��%�Z�a5

� � �!3U.$���)��������� .$� .G�O�
t��y�!�� ,q�/�y���m�Q+����%	�,.�D����	"1 �����������.(y�H��	'�
1 �/���/����� 	��(���
�^� 1c�
�)�#�/�m��	'&
�A��� ��.%� 1/�$�
�v�.+!���
��� 	"���

�6�3+��/�".%�y�!���)�#���^�'1b�v���/���$���%�~�a�y�H� �%�m��� .%�������%	�.%��5 g � �*K����'&%��� �
�v��1 �/���
�*�)�#��� �y� ���}l9�
	��%�*�A�
���y�!.=�=���;��	*�3V �%	*��5Nq����%.%����1 �
���
�����
�^� �#�'�
���<(y	�� ,��/����� 	��JL�1 ��.%������1P�%������1/� ���%�*���p����	0����	'�
���%	l,y�y�/	
���3���6�:� 3 m ���6&����!���%��	3-p�!�y��.�1 �����3,y� �#� �%�l�S.
�y�*��	*yy1,�0����	$���M��	��Q�ZC ��1 �
� � 52B4�6���3,y� �#���
�����*�
����� �*���
���S.%�����������*�I-!1/���8�>+��3�1V��y��	����f����	p1 ��	*�%���%	�,��y� 	E�%�l���>(*�#1 �%���%�*�E�����.+�1 �#5 g ����,#���!���p� �%	����=�
�%�!�����3���w�
�^�Q+!���%���/	41/���6�3+��/�4���y�!&����/�'�����#����1 ��. ������1i5ZS �87��
-q1 ��.
� 	�.%���3�4�
����V��
	��H�p����	E�����u� �y�H�a�
����� 	��%���y�*����1b�^� ��������1 �I���y	l��� ����� .%������1Q/��������9� ���S	'�%���%	l,y�y�/	4���!	'�%1/�
,.��56qV����	��.�ZC ��1/�%�/���!��1 �I.%�q,y�
� �%	����
�����m�>�v�kla	����!.)&�� 	0���
���y��.%�/1 1 �8��� �����4���'�6�>+!�/�����m.%�
�����=�a��� � ��5NB4�=�����A��1/� ���%�*�)�8��� ���v(y	�� ,��}C
�)�#� 	��\� �%	����=�4�
�v�#�����%�/����	����!� �6�>+!�/�p�S���!�/�S�#1���� 86 L.min−1 5ZqV�
� e ��.=�����8��� �����E���y�*�4�/�8V �%	�� �
��	��
�
� 1% 5

trop−plein

réservoir

vers le canal

pompe

vidange

60 cm

# 	�$&% ;q5 Q ��$q.)&8�%�����
�'.
�y�6� �m�!�m1 �(.%�!,��"�9� ��1/� ���%�*�)�8��� ��� ���6. �����#1i5

F .$�)��	�. �� I#$���"�
qV�)����	����H&
��	��I���A.
�y�*��	'y�1 �m���A1X� �
.%�y��1/�%���%�*���%�l�w1 �m�6�3+��/������	�.%�y��	����*��1/�".%������1G5fB4�%1/���}C .%�V�%�l�

���%���!	'�w�
����	���1 �A���y	l���/�����w1 �A.%�q,y�I�
�v��1 �/���
�����#���/�y�$�
�[1X�v�
�*��	'�
�����D. �#����19(�	�w�.
���A���D�6�3+��/��� &=��	��



� � � 
 � � � � ��� � ��� � ��
 ������� � � � � ��� � ��� � � � � � ������� 7�7

�%1/�%.=��	����S�.(��6�
��� ������� �*���
	*V>�.A%�.+�1 ��!X?��,(�5�;q5>BQ"=5%qV����	�� ��.
�,� ���!��V��y��.=��� �������%���%�*�"��� .
�
�$�.�8����	��
� 1
�%�l�^+����*�S����	(1 �6.%�y�!����.
���/,��/�'�S����1b�^� ��� �
�(1 �'1/�y�d���v?���	������IK L�1/���6�3+��/��� &=��	��S.%	*�%� �!� .)&����H�
���.(y�6�=��� �����A���!���y��	w��� ���6+ �(���.%����	����*�>-P�
�w1 �����%����� �y� �/�������3���.-f��	��Q�a��	����/�y�����
1 1/�~� 1 ��,��/���%�����
����.%��������.=���%�!	>-��%�l�0���
����	*�%�;����	[���
�Z�0�
1 �%.=��	��q���
�%5Nq��^� �*���
	'Y
�0�!��.%�
�����I�H�
��&!�q�����
�������
�^�%1 1/�w�%�l�
��	*&%�\��	*�%.%�/���I�
�������m1 �(���%����	��I�
�^� �H��1 �/����������.
�����;� �%	����I���I.)&���	'(���5

# 	�$&% ;q5>B��0Op�3+��/��� &=��	����%1 �
.
��	��y���.(y�6�=���/���!��5

F �!� ��.N� ��	��O�1��� �O��	�.

E��y�!	 .%�y�!�����3�����
	S1/� ��� 1 �/�%�	(y	�������1 ���/	��k- ���y���D� ,��y��� �!��� 1/� �'���
�����
�*��� �
1 1/�%���%�*� ���
�v+��/1 1 �
�$���
,y�
	�	�����	������*����	��%�*���
��!b$��,(y�(�!��� q �/�������
	�����"R-V�'��&8�%	��/�����%�3-����$���
�����3��� d = 2,5 5 C 	��y�/��(*�������
�
���A����� 1/1 ���y�*�p�
���A�!���/1 � �*�%�
�~L 70 − 110 µm - 200 − 300 µm �=� 400 − 600 µm !G���D�!�����
1 1/�%���!�y���
���y�!��	*�3V �
	��%	��y���$	��
�'� �%.=���/,��%���%�*� ����	 100 - 250 �
� 500 µm "=52q �|(*������� �!������� 1/1 �
�A�!��� 1 �/���.+!1 �
�%�l��	��
����	��%�/�*���)����	�1/�%�p�!	��Q��	��,�=���%�����"��	����!�'� �y	����'�%�!� ���%�*�)���/	��HLa1/�%��+�� 1/1 �%�0�����/,y�
�*�u� �y�!,y��� 	<Y
��	��
��	������*�a�y	l���
�%�J���#	A1 � e ���/��� � ,��%. 1/���6�3+��/�A���y�*�(�!�y���(���/�'� �y�������>-;�
�A���y���A,��y��1/� �y���=�>(y��1 �
���
���
1 �/���3���
	 1 ����	����!�'� �y	�������	4�����'� �%����� �y�9-������P���=,�� �%�*�0����� �6�>(�1 �,(�� �.+�1/��� �y��	E���%������� 1/1 �
�p�/�8V �%	�� �
��	��
�
� 100 µm 5%O�����1/���>-;1 �
�~+!� 1 1/�%�;��1/���~� �
���/���%�A�!�
,�� �
�����%�*�	��%1 �#���3,y�%���%�*�m.%��&6�%���/,y�
�%5�t��y���A�-,��y���
�>(y��1 �
���
���4�!���/1 �/�'���������[�����%1/�����%�[.%���[���%��+!� 1 1/�%�E����,y�
	�	��m.
�y1 ��	'�%�
�;! d = 500 µm "�-!��� �����a�����I���
���k+�1 ������?��y�*�)���/���>+!1 � �#� ���
� �*���k-��!� ��� �#� &=��	����H�%��� ��� d50 = 250 µm 5%q��v�/��.%�y�*,.�%���/�%�*���� .
�%�
(y	���� ���"�%�l�$���!�D1 �%�!	A��	����/���%���%�*�(���S����	jV>��.%�D1/�%�(	��%��� ��	*&%�J� �%�M���y���/1 1 �#�����UL�� 1/�~V��y	����
�*�(�������
1b�^� �#� ���
�$�#��� .%�
1 1/�%�)7D�%� �%�H��	��/���y�������*�����
�u+���1/1 �
���
�v���/	%5fE��y�!	�	��
� �
��� �
	p��.%�J�!	��Q+�1�&%���.-��������
1 �
�0� ,y�y����� �H��	*�>(y�6�
�%�0���I��� ,��y� � ,#���*�����I1 �
���H�%1 ���6(y�
	��1b�^� ���P5



7 V ��� ����	 ��� �� ��� � � � ��� �	 ���� ����	��� ��� �� �	

���4�
d = 500 µm � �����������	����
�� 
������ ×4 �

��!"�
d = 250 µm � ������������	����
  
������ ×4 �

��� �
d = 100 µm � �����������	�����
  
������ ×10 �

# 	�$&% ;q5>DM��Ed&!�����y�����m���/.%	��y��.
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�*�01 �;��	��k7�1b-��HY%����1 �I1 ���6($���
1 �����#	��y�G5`t��y�!��� ,��y�����8�%.%�/�6�d���p���
����	��%	 1 �[&����q���%�!	����p���k+�1 ��(y	'w�.%�d�[���A�!� �'� �y���/���}V����%1��%�H�
��	�� �����
1 �#���%	pL�.%�=���.�6����	��%�/15� �%	����=�[�������%���!	��%	[1 �A���/���)�#��.%�;�(���!�m����	*V>�#.%��1 �/������� ,y�%.I���!����	'�
.%� ��� �y�S���
1b�^�y	���	������ ��� .%	��y�
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	�� �
��	��A1 �"	*�%����1 �!��� �y�����y��&����/�'�%�U!�1 �%�d��1 �!�1� �
���3���
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+��/1 1 �
���!��� 1 �/�'�
�%�[�IK*�#�������6��� �#� &=��	������ 100 µm "Y5
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1,�
� &=��	����%���\+����'�I���!	[�������H�
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��	�� ��������� �H��1/�.-�.%�y�����
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�d�!�HV>���/��.
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�
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# 	�$&% ;q5 = �U$�.)&6�%��������V��y��.=��� �������%���%�*�d����'�%1,�
� &=��	���1 �����%	
5xq��v�/�S�.(��4���U� �y� �*��� �
���c�)�y�=�d.%�
1 1 �
���M� �y�/����i �%���uip�359q �U�a�y���/��� �y�6����� �y�/����� ���.(y������	�1/�"	*�%.
�>�!���%��	����y�����"���y��."1 �$��� �l�)���!.%�m���
1b���%���
�����
��	\�1 �����	jV>��.%�I	*� e �
.)&�� �������*���#5
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B4�=�����)��	���.>�
����	��~�a�
	����
�p�>(*��1/�%���%�*�����A�3� ��������	��%	������(1/�".%������1
�%�l�m	��%�H��1/��!>��� �=,��/����
�]����	���� .%�!1 � �
	�1 �v��	'�
���
��.%�����6� e �������
�)7 	'�%��� ���!�%1 1/�%���
����	��$1 �
��	��/���%��"�- �=�
� �%�!�����/�����
Y=��	��m	��>��	��q�!���/���uV>��.%�/1 �%���%�*��� �y��	����y�!���%�01 �
�����%����	��
�%5
qV�E���,(y���#1x+�	��!�;�6�
1 �3,q	*�2����	 1 � ���
1,�
� &=��	��d�
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�%+!	����3���\L-�%�"�3la�
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�
�����(1 � (y	�������1 ��	��/�'�"���"1 ������	jV>��.%�	*� e �
.)&�� �������*�I1 �;V>���/��.%�%��� 1 �����
	>- � 1;��	�	��/,��~V�	'�
�����%�����
�*�������
1 � 	*�%.%�3�!���
��	 �!� 	'�
.%�6�f&%	�� ���!.%����� � ���.(y�#5\Ow�����6.%� . ���3-01b�v�.�6����	��%�/1w�6�%1/�/,�	�� ���!� ���
�����/�y� ���
���8����	��#���/�y� 5 � � �3la�%.
��������y�!.(��� ���y�)+�	��A��	'&
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���/	��
	�1 �
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�#���#����	*�%��7x-8�a�y�!	4.%�������
	�,y�
	0���D���y�J+!	��w��� �������*�0���w�!�y���6�
�%�%56q �����%1��%�H&
��	��w�Q�f&%	��w���/����� 50 000
	��
1 �=,Q�%�[����	�1 �A1 �y�8(y���%�!	E���#�)��1/����������	�.
�y��	��3-!���y�/�4�%�*,�� 	���� 300 points/cm 5 � � �3la�%.=�������
�����!�/���
���61 �/�����k(y�w�%�'�.�6�!1 � �����#���0�!�:7�13��	�������������C +����<�a�y�!	��%1 �/���/���%	E1 ��+�	����/�%5
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1,�
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��	w���(���.+�1/�
�%�6.)&��������=� �y� �*�I-!���y	�����1/� �'�
�u����	[1 �(&����!���%��	0��� �q� ����1 �#5
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�%�>-4.%�y����� ���%��.>y����%�3-��!�%�0��	��/�����%�D�y� ���
�0+���	�.)&������%�3-

1b���
,��y1 �q��� ��� �%������	'&%��	��.��� �!� !>��� 1b�^�y	���	�� ��� �����
1 �����%�6��� ���!���
�n"Y5\q;� �H�
��&��q�!� ��� ���%1��%�H�
��	�� �
�
�^�%�l�w���y�!.~���#�w�����k�!���
�~� �y��	<�
������� �
	�1/�%��	0�8K����#���/���!��5fE��y�!	�.%�;V>���/	��.-��!�y���w� ,��y����.)&!�y� ���;�!���
�H�
��&!�q������� �H��1/�JL!�y���
��,��y� �I����	[1 �w1/�/�4�������.+!1 �����������.�6� ��1 �����%	[.%	*�>�
�=����	������I���/�q�!�w.%�y�8��1,�
�
�������$1 �
����� 1/1 �A.�K�1 � �!��	��/���!��5@B4�U��1 �#� �
���"��� 	��,(Q�A���$�S���!�,&%	���Q+�1/� ��������!	m1 �D����	���.
����	��k- .%�y�����
� 1/1 ���l��	*�(����	I1 ��7W(y��	��4;�5 8 Aq54q ���8�
,�� �#��� �y� �!� V>���/��.
� ��� ����	�1/�	��%1/� ��VE�
���m. �#1 �,+!	'�%��
� ��lP�
.
�������*�

diode laser
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	%5

� �!�/��� ��1 �
���
�*�I-����!	�1 � ����	���.=����	��^78�q�.- ��� 	��%1 �=,Q����
1,�
� �=��	��/������5 g ���^��&!�����D���$1 �S1 ��(y���A1 �����
	w�%�l�
��	�� ���H��1 � ,y�
	���� . �#1 ���� . �����#1i5 � � ��	��#�/���1X�v�/�S�k(y�A�Q+q���%�������%� �3la�%.=�������*�"�������'�
	�� �$���U��	��.7�1/�
����1 ����� �������/�'� o �y� ������	����/�"�%�!�����3����� �y��	m.)&�������� �8��	�����.)&�� 7 1 �0�a�y���/��� �y� ��� ��� �q� �A����-9�a�y�!	
7����#1 �%���%�*�0�Q+q���%�!� 	[1 ���!	��.7�1V�!�m&����!���
��	%5
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�'� ����	I1 �$1 �.+ �y	��#���y�/	��"���
��&!�%	�����.%� �8�
���/���������I1b�^�����3,y�%	����3�������=t��#�����%�
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'8, � ,/+ � H L .� L7@*3 �43 5 -�� ,�� ,�� ,
q �S,Q�%1/�q.
� �H�
��	�� �=����	�� ���.(y�%�����J���#	����/.%��1/�%�w.
�y����� �����^� �6�
����� 	��1 �".)&����H� ���(,��/���
�����%���
�^���

�%�!���%�)+�1 �m���=����	���� .
��1 �
�J!���	��#.%�%�!	��n"\�U����	���� 	0���m1 �$.%�y	�	'�
1 �#��� �y���%�*��	��m���%�Z�'�/�S�.(��%�0����.
.%�
�����3,y�
�>-
��	�� ���
�:�M�/�*���%	l,#��1 1/� ��	*&%��	��.�8��	���.)&6��5\E;�y��	�.%�
1 �8-41b�^� ���.(y� �/���/��� ��1/�'�
���6�6�
.%�y�6�f�%� �%� ��1/�����/�%��	��
���y�����/���%�p!G���S.%�%�*��	������
�������%1/�[�%�l�[. ��1/.%��1��%��1 �",��3���%�����I"=56E;�y��	��.+!���
��� 	p�����u+ �y���!�w	'�
���y1/�!���/�y�
-�� 1
�%�l��+��/�%�S�*s�	[� ,#���*�)�.(��%�Z���
�v� ,y�y�/	41 �<��1/���4�������y����� ���
�2�a�y������+�1 �
�%58B4�>� �%�����#���>-�� 1��
�����9�v���!�u����	l�
�6�
.%�%�������/	���������.)&��#���!�m�!�y�S�#� ����.%�y�*��� �%�!�������D���y�)+�	��w��� �������*�0���w��	���.
�%��	��[�
�>-!�
�v���!��	��u���#	��I-
1 �����%�H�����!��. ��1/.%��1a���
,�� �
�*��	��.���/���%���%�*�[���D�.+�������.%1/��5Wt��y���0� ,y�y�!�[���y��.��6s��������[1 �/���3���%	c�(���
�
	'�
���y1/�!���/�y���[��� 31 × 31 � �y� �*���
5
E�����	$���!�61X�v�/�*���%	FC�.
�y	�	*�%1 �8��� ��� ���y�/�^�!	��Q+��#�����.- �/14.%����,��/�%�*�H�>(*��1/�%���%�*�����.)&���� ���/	(.%��	�	��
.
���%���%�*�
1 �$1 �.���I���$���%�H���m�'�3����	��#���A1 �
�m�!�%�Z� � ���.(y�
�ULV1 ����� �*�a�y���/��� �y� ���
�m��	���.
�%��	��J��1b�^� �*���
	�� �
��	��
�^���
���y�����/�������y�3�\�a�y�q,y�y�/	<Y=��	��m	��
��	��y�!,.�%�"����	�1b�^� ���.(y�w�����/,#���*����5���14V>���!�����y�!."�����m.)&��������m��	��#.%�%�!	
���3��+a���6(Q�0�
�^��������� �l�)����.
�0���01b�^�y	���	��[���0�����%1/���!�%�c���}�q�%1/�d���%�!1 �%���%�*�%5D$q��	d1 �����
�Z�q�,&%���0� ���.(y�k-�1 �
1 �.(y� .
� �%1 ��	����!��1 �8���m1 �A�!�y�S�#� ���m� ���3��� ��1 �%� �!��l5�%	��
�*���%�p�a�y���/��� �y���3-��
��.
�y� ����	��m�%�������/���(1 ��.%�y�!.%�y	FC
�����!.%�I�%�*��	��"1/�%�0���/�'� �y���3��� ���������
�0��	���.
�%��	��>- 7 +>J ������V��y��.=��� ���6�!�m.
�y	�	*�%1 �#���/�y� !>����	01 ��.%�����.(����%�
���3,y� �#�Z����\(y	�� �����%�d� ���.(y�
�n"Y5.qV��,y�
.
���%��	p�6�>�!1 ��.
�%���%�*�I-Q� �y��	�1 �������S���/�����/���/��� ��1X- �%�l�E�!�y���6�����#	
1 ���a�y���/��� �y�"���y�����#���d1 �����%� 1/1 �
��	��p.%�y	�	'�
1 �#��� �y� 5kE�����	 �.�6�!1 � �����
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�Z� � KD�a�
�A���U����	l���/.%��1/�%��� �y��	��#�%�!���%���%�!.%�%	�7 1b�^� �#��!�.3VN5r?���(�5�;�5 8
9 ")LV���%�=+�� 1/1 �
�w���$,y�%	�	��k-
.%	��%�����%�3-E��� 10 µm ������� �#� &=��	��k- �
���������
�����3�����3la�%.=���3,y�:�>(*��1/�0� .
�%1/1 �D����1b�^� �#��o �
���
�v���!��	��
����	l�����
��+�� 1/1 �
�p�!��,y�
	�	��I�#	'(y�
���'�%�
�[��� 20 µm ������� ���H&
��	��#5ZiE� �%�S���!��.%�%�4���%	����,&
	��%�[���y� �
�*����1/���
+�	�� 1 1 ���*���
�>-y�
1 1 �
�d�y�*�p���%���!�%��.
�u�I�'�%�!� ���%�*���
	E���#���E1/�%�d	'�
���
	�,y��� 	��
58t��y���p1 �
��	p�-,��y���p���y��.<��	*�3V �%	*�
1 �
����	���.
�%��	�����	����!�'����	��%�*���3-a�!�y�*���y���a�
�!��.%�y����� �6�
	��
	������"1 �I�����!,y�
���
�����%�l�w�/���%�*���/�����=��.%�
1 ���
���
�^����	���� .
��1 �
�A��� e �!� ���#5 E�����	(1 �
�(	��
����	�� ,q�/����+�1 �
�>-;1b���%.%����1 �
���
���A�%�l�^�%.
1 ���/	'������	(�����D���.�6� �
1 �#���%	E���uV��y	l���p�!��� ��������.
�.-���	�� �
�*���%�p����	��#1 1,&
1 �
���
���d�(1X� �
.%�y��1/�%���%�*�;!�.3VN58?��,(�5N;q5 8)Q "Y58O��%�Z� � ���.(y�%�
��	*&%��	��.�6�!	���.)&6�%�
� ���y�*� ��1 �y	��U��	��/���%� ����	������'. ���H�%	�� 	��k��� �����jKq�!.)&�	��y�!� �'�
� ����	�1 ��1 �#���%	:Lp���
���q�
� ��1/�I�
�v�!���I���I.%�%��� ���.(y�
���%�l�����y���6�;���#	�1 �)7W(y��	�� ;q5 8 Bq5
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9 �hE &������y�����
�m��	���.
�%��	��m�q��� 1/� �*�%�w�
�zE;5v�)5a�(5}-r(y	��y�����/� Q AvV��y� �
5 � � � �%�q�".
�y���l�)�#���%	I�����
1 �
�[�'��&8&%	��
�>-5�.%�
�����=�%.)&��
1 1/�.-��
�^�%�'���y�*�<�����[,�	��#� ���%�*� 5
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�����p&��y	�� �
�y�*�)��1/�.-%���`Ky�
���6�%�d���#��� 1 � ���
� �!�>-I� �y��	V���}l9�
	��
�����
�6�3+��/���%5@! +W" [ Y%���%��.%�y�!	'+ �%�0�����~�!	'�%.3�%���
�����%�*�>-�	��%�!�y	�����1 �/�'�
�%������	[1/���6�>+!�/� 5
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�;,#���*���
� �=�����!� �%	;1b���%.
�y��1/�%���%�*�;�%�)�!	'�%���%��.
�����p����	���.=����	��%� (y	�������1 �#� 	��
�>--��������� ,��y����.)&!�%	�.)&8���
. �#	���.=���%	�� ���%	 1b���%.
�y��1/�%���%�*�d������� 1/�[. ������1�� 7 +>@�: 5QE;�y��	d.%��V>���/	��k-�1 �41 �/�����0���.+!1 �0���
�'�m�#	��
� ��1 ��.>� 7
����	4���%�����q.
1 �
��	���(y� ���
�4��� 2 cm �
� �3�����/�����
��	%56t��y�����-,��y���[������1/��7W��1b���%.
�y��1 �
���
�*���A���!����� �l�)����.
�
��� 1, 5 m ��� 1b�^�%�*��	'�%�k-��=���� ��� 1/� �%� ��� .%������1p!X���>(*��1/�S���/��������.%�����%�A���%�Z�_����	��y� �m1 �#�'�%	���1 �
�n"=5
q �����%����	��m���=V>���/��� ,y�
.A�����"	'�
���y1/�!���/�y�'�!� 31 × 31 � �y� �*���%55B4&���.
��� ���
�p��	��.7�1 �0.
�}C��!�%�����y�����%���
�����m����K��%���!�"����	���	��y�/�0�'�%	�� �
����� B�A���%���!	��%��.)&���.
����� � �����!�����!�"�*�%	��/�.-�1/�%�����
����	��%���y�*��1/� �
�
�����!���
��1/�%�0���
.%�y�!���%�3- �=��1 �%�[�*�%	�� �%�����������*�>����	*�%�
���
�^�����m��� ���!�����%�*��	��"�
1 1 �
�%5
q �<7W(y�!	�� ;q5 8 DW!G�x" ���y�*��	��p1/�2��	��.7�1�,��%	l��� .%��1����41 �[.%�y�H�a�������*���p&��y	�� �
�y�*�)��1/� ���41 �[,��3���%�����d�a�y�!	

���}l9�
	��%�*���%�d,��#1 �%�!	��d�����6�>+��3� 5 � ��.%�y���l�)�#���������<� �y��	d1 �
�2V>�#�,+�1/�%� �6�3+��/���>-*1 �w,��/���%����������	��.�6�!	���.)&��
�
�^���J��	��.7�1a�k+ �y��.)&�����7y5QB4�3�a�
�������*�I-#���������(1/�d�6�>+��3� �#�6(y���%�*���k-8.
�1��	��.7�1����=,q�/�%�*��,��%	l��� .%��1 �
���
�*�
�����*K�� �=��	�� ������5 C �y�!����V��y� �3-a1 ��&����!���
��	w���
��	�� ���
���%�l�w�
�M(Q�%�8�%	��#1�� �ZV �%	��/�%��	��=� 1 cm -�..�^�%���jCF� C ��� 	��
���
�^�%1 1/�%� ������	����!,y�
���p���#���d1 �p���#	����/��� �ZV �%	��/�%��	������U��	��.7�1b-#1#�w�ON1/��(y	������ �
�*� ���[,��/���
�������
���d1/����1 �!�
�%1/�
,.��56q �",��3���%������.%��	���.=���
	�� �l���/���!�����w1X� �
.%�y�!1 �%���%�*�E,��#	�� �����y�!.w�%�*��	�� 10 �=� 20 cm.s−1 5 � ��� �%�q�
,Q�
	��}7��%	 ����	�1 �<7W(���	�� ;�5 8 D6! +N" ���!��1 �
�����}l9�
	��%�*��� ��	��k7�1 �;���4,��/���%���������y�*��+�� �
�(.%���8V��y�����!� ���������1 �
,��/���%�����A�
���w�!�y	�����1 �/�'�
������	01 �m�6�>+!�/� 5fB4�=�����A�Q+����%	l,��8��� ����(*�#	����*���3�����!�A1 �I	*�>(y�/���I�
���%.
�y��1 �
���
�*�
�%�l�H+�� �
� �=�)�.+!1 ��� .
�6�!�/,y�%���M���M. ������1i5�S �M�3la�
�>- �����6���6(����
�����#���/�y� ����1 � ,q�3���
���������`Ky�%�!���
�������q���}7��v���#��1X� �#�'� �%.
�$�!����	��.7�1��!��,��3���%�����
�%5 � ��� �%�!�$�!�y��.0+�� �
�M.%�y����� �6�
	��
	������61 � �����Z�
���6.%�/�����/1 1 �
���
�*���� ���/,�� ��� ���61 � ����	jV>��.%�6��� ���.+�1/�]! z = 0 "(�%��� ��	��Q�a��	����/�y�����
1[��� �6�>+!�/�����
e ���/����5rq����>���#� �����%��	m���$1 ���
�y���$���^V��y	��m.
� ���#� 1 1/�%���%�*�I- �%� ����	l���/.%��1/� �%	3-P���
���
��	���.%�����������*����5%$q�!	
1 �U7W(y��	�� ;q5 8�= - �%�l��	��3��	'�
���%�*�'��1/�~�!	��.7�1����A,��/���%�����A,��%	���� .%��1 �k-P���y�*���y�|�a�
�!��,.�%	���7��
	w���
�v�
1 1/�A�%�l�
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�����%�d&��y	�� �%��������1 �E�
� ,��%	���� .%��1 �k-��
� e ��.
�����#��� �y����! Q = 38, 9 L.min−1 "=5

+��/�%� �6�3(y1 ��(y� �k+�1 �#5dqV�
� e ��.
�����#��� �y������� ,��/���%����� �y�*���3(*��1 �
���
�*�v�
�'� 	��3�a��	����
�%��� �y��	�1 �%�S���%�Z�
.%��� � �y���#�����%� u �=� w La�y� .%���������#���(�����1/�%� e ��.
�����#��� �y���^!>���!	w1 �$,q�3���
�����&!�y	����%�y�*�)�#1 �`"[�������w���
1b�^�y	���	��$��� 10 � 15% 5%B4�
�������!� �'� �%	����/�y�]� �%�q�)Y=��	����#����	���+��6�
�.- �
�^�����H����	��>-@�61X�v�/� ��	*�%.
� ���/�y� ���
. �#1 .%�!1 �!��.%��	�	'�
1 �#��� �y�!�>-y�=���
�v���!��	��<����	��4���Z� e �!.
�����#���/�y���d����	*+���1 �
�*���%�3-Z�!	��Q��	��%�1�"1b���%.
�y��1/�%���%�*� 5
��1p�
�v�
���A���y��. �����)�=,�� ���
���A���S�����#������7��
	"1/�������Z� ��������	*+���1 �
��.%�M!>�/����	��/���'&
���!�`"=5%S � 	��
,#����.)&��k-
� 1E�%�l� � �y�����,+!1 �D�������8�a�
	'� �y���
	��#� �!	��.7�14���D,q�3���
�����
�����%����	'��1/�%�^��	��.7�1 �(���.+���1��%����
�$.%�y��.)&!�%�
1 �/���3���
� 1 ����� ���#� 	��[�=�4����	'+��!1 �%�*���.-!��������1 �~����	l���/���/�8V �%	�� �%�!	������w1b���%.
�y��1/�%���%�*��!�1 �m��� ���*K�� �=��	�� �����
1b���%.
�y��1/�%���%�*�)����	"	��.�6� �y	��(��� .
�%�*��	�� ��� .%������1p�%�l�J��	��Q+��.+!1 �%���%�*�A�����v�61b�^� ��&!�y���.(Q�%�6�
�/�'����
1b���%.
�y��1/�%���%�*���6&
�[1b�^�%�*��	*�%������.%������1G5 C �y�!���3V��y�/�>-!1/�%��	�� ���
�������8�
,y�
1 �Q�8�����*�0����	[�!�����>���#� �����%��	4���
1b�^�y	���	������ .%�:-�.
�D�6�3V>���q���� . �#����14�!� ���
,�	����/�^�����(� � e ���%	A����	(1/�%��	A�8K�������� �����`"Y5�B4�
����%�Z�
��	��.7�1 �A���y�*����/����l���
�H� �y��	1 �',#��1 �
��	(��� �q� ����1 �����D1 �',��/���
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z ����� = δ99 = 5

√
νx

U0

5
E;�y��	�1 ��.%�y��.)&!��1/� ���/���I����	'+!��1 �
�����.- �!�y����� ,y�����m�����Q�!�'�(1 �HV��y	��(�!1 �#��� �y�
�%�H���/	�� �����

U

U �����

=

(
z

z �����

)1/7 ! ;�5 8 "
� � .%�y�!���)�8������/�'�
���
���������(1 �~��	��k7�1����",q�3���
�����
�����
����	*�^�S1X� ���/���m���(1 � E�5^�)5��A5P�
�������=�����%���%�*�
��1/���d�!	���.)&����!����	��.7�1���&6�
�y	��/�����0�������E1 �0. ���d���!	'+���1/�%�*�E���!�����#���E1/�0. ���E1 ����� ���#� 	���L*1 �<(y	��#��� �
���
����,q�3���
�����
��%�l�(��	*&%�)�
1 �=,Q�D���DC����
�����!�(��� 1 ������	��y�d� �8V �
	��/�%��	���5 ��14	��%�����S�����!����V��y� �m� �8V �
	��/�%��	=� 1 �
,#��1 �
��	��!	'�%�!�/���#5QE;�y��	 �R�8�!1 � �����
	�.
�
�����[����l5�%	��%��.
�.-#�y�J� �%�!� �/�*,y�����!�%	 1/�%� 1/� ���/�)�8��� ����� � �*��	�� �!�'&%�����
�
��	��Q��	��
�d���^��	�� ��.
�,� ������1 ��E�5^�)5��A5xS ����lP�=�I-#.%�%1/1 �RC�.%�q�%�l�d�S��1q�����k�!���
�[����1 ��,#��	�� �#���/�y�A���[1 ��,��/���%�����
�1b�^� �*���
	��/�%��	E�
�v�!��� �%�y�����9�v�/�����%	�	��Q(*�8��� ��� �%�l����	��Q�D�/� � �y	l�)���*���~L������!��.
��. ���3-�1 �A.
�y	�	*�%1 �#���/�y�S,#�
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? ���y�*��	�� 1 � �HY%���z�!	��.7�1"��� ,��/���%�����%�3-w��	���.>� .
�
�����zV��y�/� �
� �
.)&��%1/1 � ���%���}C

1 �.(*��	��3��&���� �����#5 � � .%�y�!���)�8��� +�� �
� 1 �	�!	'�%���%��.
� �����!�'���!� 1 ��	'(�� �
�y���k-��#� .
�%�*��	�� ��� . ������1b-
�
�^���:��	��.7�1V1 �Q(*�#	��/��&���� �����.-*���%1V�����m1 ����	*�%���3�01 �A��&8�%�y	�� �^L

U(z) =
uτ

κ
1/� (

z

z0
) ! ;�5<;Q"

�ON uτ
�
���1 �',��/���
�����D���vV�	��������
���
���>- z0 1 � 	��6(��y���3��� ���S1 � ����	*V>��.
�D�
� κ = 0,41 1 � .
�y���������*���

����,y�y������	����#� 5rq�� ��/��!�����
���
�*�(1 �.(*��	��3��&���� �����)�a�
	����
�"�
�v�
����� ���%	m1 �6,��3���%��������� V�	��������%���%�*��L
.%�
1 1/��C�.
�p,#��	�� � 1/� �6�%��� 	��%���%�*�A�-,��%.D1/� �6�>+!�/��=��������1 ��(*�������S��.
.%�
������+�1 �k- �%1/1 � �a�
�!�$�#�����%�/����	��
1 � ,#��1/�%��	��� �q� ����1 � uτ = 5,3 cm.s−1 52q;� .%������	����/�*��������.%�/�����/1 1 �
���
�*�(.%��	�	��
�'� �y�����#�����6,#���q�
τ = ρu2

τ = 2,8 N.m−2 5
$q�d1b�^�y� .%�y�!��� �8&%	��������S.
�%�~(y	����!���%��	��"	��%�l���%�*�",��#1 �.+�1/�%���3(*��1 �
���
�*�"1/�y	���������1 �:����	��y� 	��,(y�/����%�l�
	��
� �!1 ��.3�%�<����	4�!� 1 �3�E�!�p(y	���� ���3-��y�v� �%�!�4. ��1/.%��1/�%	p1 �����y�J+�	������ @ ��K����y1 �!�1����	l���/.%��1 ��� 	���.
�y	�	��%�FC
� �y�������*�

@ ��� =
uτd

ν
! ;�5 9 "

E�����	�1 � ,��#1 �%�!	���� �q� ����1/�S��� �6�>+��3�I- .
�%1 �!�}C�.
�4,#���!� @ ��� = 5 � �y��	$1/�%�U(y	��#� ���$��� 100 µm �
�
@ ��� = 27 �a����	w1 �
�p(y	���� �!����� 500 µm 54B���1/.%��1/�y���<�>(*�#1 �%���%�*����� ���y�J+!	��(���^$q&�� �
1 ���J!>.
�%1 �!�}C�.
�
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Q = 32,6 L/min
Q = 38,9 L/min
Q = 46,6 L/min
Q = 53,0 L/min
Q = 65,0 L/min

# 	�$&% ;q5 8)? �UE 	��k7�1 � ���01 ��,q�3���
������&��y	�� �
�y�*�)��1/���%�H�%.)&��
1 1/�����%���}C 1 �Q(*�#	��/��&���� ������5�qV�
�p.
�y��	*+a�
�p���y�*�
��/����l���
�%�<����	0���%�\��	��.7�1/�[1 �Q(*�#	��/��&���� �����%�u!>��	��y�/���%��"=5

���
	��$� �*��	��q�!���/���!1 ������	*�%.
� �'�
���
�*���#�'.)&��k���/��	�� Q "uL

Θ =
ρ ������� � u2

τ

g(ρ ��� �	��
�� − ρ ������� � )d =

{
1,6 �a�y�!	[1 �%�\(y	���� �!����� 100 µm
0,3 �a�y�!	[1 �%�\(y	���� �!����� 500 µm
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f2� �� � � � �����4� ����2� � �

Ow������.%�".)&��.���3��	��I�������w� ,y������	��>(y	��y�6�f�"1X�v�
�����
�J+�1 �I���
���Q+!���%	l,#�#���/�y�������Z�5�
	��/���
������1 �
�0	'� ��C
1 �/�'�
�%�4��������1/�����/�'� �y���3����V9��	'�
���
���'�I��� .)&��k���/��	��p�!	'�%.3�%���
�*� 5Nt������1��	*�%���%�*���
	��y���[���y�!���9� �.+ �y	�� 1 �
�
	'�
����13�)�#���E.
�y��.
�%	������*�[1b�^� ���3��� �#���/�y�A���
��	��/���%�3-�..�^�%���jCF� C ��� 	���1X� �k�6����	��/���/�y����
�1��	��%���,&%	��%�p����	���.=����	��%�
���!	[����1 �/�4� ���3��� ��1 �
���
���c��1 ���
-!�-,#���*�[�!�����������%	<�(1b���
,��y1 �q��� ��� ����.%�
�0	�� �!�%������	[���%�[���%�H���[1 �y�8(y�%5
S �87��
-d���#���$1 � ���%	����,&
	��0����	l���/�.- ���y�!���!�y����� �*���
	��%�����
	��y���H��1/���U+�	���&
,y�
���
�*�v� 1 � �8K����#���/���!�
�
�^�Q+D/��=���p� ����1,�%�3-y�
�E�%�H����	l���/.%��1/� �%	 �m���!�<�=�����!���R�8�f�%	�� ���%�*�)�#1 �0�
�^������� ���l�)�.+��/1 �3���4���%.
�y�������/	��k-*���!�
� �y��	�	����/��Y
��	��=�$1X�v��	��,(�� �������I1 �6�8��	�� ���/���
�����/�y�����#1 � ���#���/�y��7(���
��	�� ���
�%5

� ��� ��� ' �(' � �(')�*� !	�� � ')!
	��
� ,.+-,/+ � H F )JF =F-573 3=<>@*E H L/?G3 . ) --5
qV�uV��y���D���%�6+�1/�w�%�l�\��	'�3����	*�w����1 �=V>�.A%�y�D�����/,#���*���^L!1 �
��+��/1 1 �
�4����,y�%	�	��I�������0�8�>� �y�'�
�%� @*J�K!Z

1��z:�J�B �
�;�*�%���/���
�����%�*� 5 � �"�.��1 �#���/�V1/� 1 �3� ��� �!���*.%���������/���8�d�01 ��&����!���
��	;���y��&����/�'�%�d�%�m1 ���#	��#���/�����#���)7
���!	I���y�!���1 � 1 ���6(y���
��	%59Sd�*��	��$���%�D� ���Z�5�
	��/�%��.
�%�>-V1/����/1 �/�%��(�	�������1 ��� 	��A�%�l�m�*K����'�%���#���/���!�%���%�*�
	��
�(�6��� �y��	0�8. �������%	�7$�!�����
,��%�*�����
1 1/�[����	���.
����	��8��� ���� �*���
	����#5QqV�[. ������1!�
���d�%�!�����3���[	��
� �!1 ���
�v�%���
���"�S���!�,&%	��~�!	��Q(y	��%�����/,��J� �y��	��!�)���������=����	��A1/�%��(y	����/�����%� ���y�!,��%���%�*� 55qV�A�6�3+��/���%�����%�������/���
+�	��!�)��1/�%���%�*�����6(����
���'�1/��������
� ���8�����
� ���!	���1 �(,#��1/�%��	4,��y��1/����5
q �S1 �y�8(y���%�!	����
�u��	��k7�1 ��	'�%��1 �/�'�%�J!>.
�y�����m.%�%1/1 �m��� 	��#� 1 ���"��	����!��1 �8��� ���N"��%���w� �8V �
	�� �
��	��~�S1 �

1 ���6(y���
��	m�����)�#1 �$��� .%������1G5%S � ��lP�=�I-;���y���"������	��%�������J�����"�%� .
�y�H�!����.%� �����p�������������S���#���
1 �
� 30 cm ���!�/,#���*�S1X�v�
�*��	'�
�'�!� . �#����1~!>�y�9-���1 ���H��	*�%.%�/�'�
���
���>-E�����/,#���*��1 � ��	��������/���/�y�M�%�*��	�� 1/�
V��y��� 	��,(�� ���$�
�A1 �UV��y���](y	�������1 ��� 	��`"R-V���E�������(1/�%� 30 cm ��	'�
.>�
�����*�1 ������	����/�S��� . �����#1i5@O)�^�����
����	l�I-�1 �
��	��/���%�cV��y	��H�%�
���(1b�^�%�*��	'�%����� . �#����1P�!�w���y�*�������4,�	����/���
�*������.%1��>�
�%�\�)���#	����/	E�9�v���vV������
��1 ���]L�1/�".)&��#�6(y�%���%�*�����"	��6(y�y���/�'�"�
����	�� � ���m�%�M(Q�
�6�%	���1 �����~�%	������ ���6��	'&%��� �H�a��	��)�#��������������1 �
�
��	��%��� �%	���.
�%�*���/� &=��	��%�����A���.+�1 �#5���1����~V��y	����I���y�!.A���'.%	��
�Z�M��1b�^�%�*��	'�%�v! Z -)O8B�?,) ��O21 : " � � � � � � ��� �
�� ��� � -�;�A-A Q�� -�.
�(�������
�*��	�� � ���"1 �^V��y	����#���/�y�6�
�v�!���)+ �y�����(�%� �-,#��1G5fq;���6�3V���	����#���/�y�'���)��	��Q���.(��



V�� � � ��� 	 ������ ��� ��	 �� � � ��	  ������� 	��� � � �
���

�
�$1/�%�	�� ���
���� �!���1V��y	�� �
�%�(�!�6���y�*�U�����(,�	��#� ���%�*�.%�
1 1/�%�(���������y�!�(,y�y��1/�y���^�=�������/�%	
5�O)�v���!��	��
����	l�I-V� ,#���*�I1 �����y	l��� �k- 1b���%.
�y��1/�%���%�*��� �%�!�;Y=��	��U� �%	l����	*+5�^���#	�1 �(.
�y�*,y�%	*(y�%�*�"�
�I1/�(.)&����6(��%���%�*�
���I	��8(y�y���3���H!��y�0���������"�!�:V��y�!�:(�	�������1 ��� 	������!�0V������'	��,(y�/���`"Y5
qV� ���%�H���D�6�
.%�
�����#� 	��|� �y��	S�3la�%.
�����%	����{+��#1 �IK*�.(�� .%�y�H��1/�
�h!���	�� ���/���
�����/�y�����
1 "���%�D	�� ���
�

�
�����*�p�!	��y&���+��/����VF-��!�y�����-,��y����	'� �#1 � �*�I�%��(.�%�6�
	���1;���%�D���!	��.7�1/�\����	����Z�5�
	��/�%��.
�.-5� 1 cm ���=����	l�
�
�A�
�v���!��	��S��� .%�%�*��	�� ��� . �����#1i5@S � �3la�
�>-�1 ���������}V��.�8����	��#� �������*�(���#���A1/�%�=��	��
���/�%	��"� ���l�)���*���
��� 1b�^� ���l�)�.+!� 1 �3���6�%�l� 	��%1 �8���/,��%���%�*�0+��/��� ���%����� �y�!���%1JL[1/�%��.%	*Y
���%�6���y�*�'	��%1 �#���3,y�
���
���6	*�>(y��1/�,&
	��%�
�
�0� �%	*�a�
�����/.%��1 ��� 	��%�0� 1b���%.
�y��1/�%���%�*� 5���1��%���6�/� � �y	������*� ��� ���,(y���#1 �%	S���9�v�/1w�%�l�'�/� � �y�����,+!1 �6���
���%���!	��%	 ?,+�3�O8Bq?�:=B*Z-:=RS:=K�< 1 ��1/�y�6(y���
��	;�
�v����������1b�^� ���3��� �8��� ��� 5IS �(��lP�=�I-81 �%������	���.=����	��%� ���=,�� �%�!���%�*�
	��3�5�
	��.+!1 �%�\�(1X�  I�/1a�#1 �y	��4�����I1 �
��	[���H��1 �3�����!���
�^�%�l�0�����I���w�����%1/�����%�0��� ��� &=��	��%������(�	����/���>-���	��Q�
V>����+�1 ��� �y��	2Y=��	���	��3�5�
	'�
�����#	p1/�����
1,�%�H&
��	��#5Pt��y���p�
�v� ,y�y���p���y�!.���.
.>&
�1�I1 ��1 ���6(y���
��	 �
�^�y�����������
���������61 �&��#�!���
��	0���%�0	��/���%�0�6�3���������m���'���%���/1V�
�^�%�*,�� 	���� 2 mm 5

� ,.+-,�' ( 3�:J1 H 3 �93 5 - 57F .9C-143�19H ��� F!. �93 ?GF��-3 .�.43
� ����	l��� 	����^��	��.7�1!	��%1/�
,Q������	 1 �E���%1��%�H&
��	��.-#� 1����q� �l������1/�����/�%��	���V>�.A
�y��� �
�^������	����/	��[1 ��1 �y�6(����%��	

�
�^�y���������`K��%�����#5 : ���#��� 1 �0���,(y���#1 �9�v�
���������E��	��Q� +�	����3���k-*� 1��%�l��� �y�����,+�1/���!��	��
1 �=,y�%	E1 �;�a�����/��� �y�
���6.)&��������'.%	'Y=���k-E�=�S���:��	��%����	�� .
�y�����D1 ���6(y���
��	$�
�v������� 1 � ���`Ky�
�����'���%����� �l�)����.
�%���%�*��	��
���
�Z� .%	*Y
���
�S����.%.
�%�����/,��%�%5 � � � �%�!� �>(*�#1 �%���%�*���6�
.%�y�H�a�����%	$1/�6���,(y����1[�%� �'�
	�� �6����?��y��	��/�%	�=�
���%���!	��%	�1 �����q�!�41 �1��1 ����� ���l�)�.+!1 ��5 C ���!����V��y� �3-#.
�
�����[� �=��&��������
���d1/�y� �"�
� Y=��	�������	*V>�#�/���c�����/�����
�^�y�
�Q+!��� �
���c(Q�
�6�%	���1 �
���
�*�E�!����+��������������������%�d�/�������.+�1 �
�d	��%1 �#���3,y�
���
���d1 ��	'(���5xS �87��9-q���!�����
	�����&%	��
� �y�����,+��/1 �/�'�w�%�l�����".%��1 .
��1 �
	[1 �JV��y��.=���/�y���
� �#�!���kC .%�y	�	'�
1 �#��� �y�D���'����(y����1 �=�����"	��>�f�%	��%	�1 �^�a�����/��� �y�
���:��	��
���/�%	��!� .I���I.%�=������V��y�!.
���/�y� 5
q �S���
����	����#���������%1/1 � 7'���%��1 �y�6(����%��	��w�
�^�y�����A���y�����"� KZ�!� �����%���%�*�>-9� �y��	w���!�(���Z�f�%	��/�%��.
�

���y�!�6�%�k-�1 � ��� �l��	��,+��!��� �y� 	��3��	'�
���%�*�'�%�M����	'1 ��76(y��	�� 9 5 8 5pq � 1/�y�6(y�!�%��	'�
�v������� ���`Ky�%�!��� �%�l�
〈λ〉 = 43,6 mm -��
�61b���%.%��	��jC � KD� � �%��� σ = 8,8 mm 5\q � ��	������jV��y	��H�%� ��� ?��y��	�� �
	 ��� ���,(�����1
.%��	�	��
�'� �y�����#���$�
����!�y���6�
������	A1 ��7W(y�!	�� 9 5>;6!>�x"HL;�y� � �%�!�.
�y���l�)�#���%	(���
�^� 1E�%���(������.%�/1 ���
�^���PC
��	���� 	��(�����$�/�8V��y	����#��� �y�'���$.%�
�����^V��y��.=���/�y� 5
O����!�y�J+�	��%�Z�h�!� .%�I�#�!���y�!	����1 �S,#��1/�%��	����`Ky�%�!���
�6� /'�S���
����	*�%�"���y�*��,��/���,+!1 �%���
��1 ���6�
���%	����/���#���/�y���
�^�����(1/�y�6(y���
��	��
�v�������)�!	��/,��/1,�>(��,�%���9�v�
�������#�
���/�'�%�#51q��v�.+���.%� �����'�������/.'1/�:�!1 ��� �%1 �=,Q�'���y�����'� .
���!��� 1/�y�6(y���
��	��
�v������� �!� 51,6 mm -E���6�f��C
	��/�%��	��\�m.
�%1/1 ��.%��1 .
��1,�
�A�8�S�������
1 1/�%���%�*�Y7y5Qq �u7W(y�!	�� 9 5>;6! +N"R-*�������*�d�I�
1 1/�.-y	��>��	*�%���
�*����1 �pV��y��.=��� ���
�
�v���!���kC�.
�y	�	*�%1 �8��� ��� ��� �!	��.7�1p��� &����!���
��	%5 B4�
����� .
�y��	'+ � �
���^��1/���~V>�#.%� 1/���'� �*���
	'��	*�
���
	(����� 1 �
��	*�%.>�
���%�*���.-�1 �<��	��%��� �%	d��� .<�
�����*��+��/�%� ����	����6�k-Z� �y��	E�����w1/�y�6(y�!�%��	E�
�v�������w��� 40,3 mm 5 C �y�ZC
����V��y� �3-�1X� � ,#���*�)�.(��D���D.%�y�H�!���%	1 �
�	��/���%����!�0� �!�����%���$�!�:� �y�!,��y� 	(��.%.3�%���
	UV>�#.%� 1/�%���%�*�^� 1 �
���/�'� �%	���� �y�M���
�$1 �y�6(����%��	���
�^�y�����#5cBp�v�
�������y��.D.
�
�����'�H�
��&������ �����6���y���$�!��� 1 �/���
	��y���"�������$1 �
���!�/���#5
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�
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V � � � ��� 	 ������ ��� ��	 �� � � ��	  ������� 	��� � � �
���

� ,.+-,�� � .��4143 . =3 �91 �9E��BL�) ��� 3 --1
qV�=����	����H&
��	��w�!�m.
�y�*��	*yy1 �u�!	�� �!.%�,����1P���I1X�v�R�8�f�%	�� �
��.%���
����1 ���6�3+��/���
�v�%���6�%�*��	����*� 5Nq �J7W(y��	��

9 5 9 �!�y�����m1 �(1/�y�6(y���
��	0�
�^�y�����m���`K��%�����m�Q+!���%�����A�.��	'&
� 1 min �9�v�R�8�f�%	�� �
��.%�k-5� �y��	0���}l9�
	��%�*���%�
,#��1 �
��	��[�!�6�8�>+��3�I-!�!���I&����!���%��	[�
�^� �#� H = 35 mm �
������1/�/���!��+�� 1/1 �%�E��� 250 µm 5 [ ��1/&��%��	��%�ZC
���
���
�*�I-�1 ���!� �'� �y���/���}V ���Z�f�%	��/���
�*�)��1 �!�m�!�y���\�a�
	����
�\���#�[�
�v�R�Z��1 �y	��%	0��������	'&%�01 ��	'(y�p(*�����������
�6�3+��/��L!�y���a�
�!�0�Q+����%	l,y�%	"�.�1X�  I� 1 7����D��	������*�a��	��[�/�����%	����3�����
�*������(y	���� �!���(1 �(����	*V>��.
�;�J����	l��� 	
��� Q = 45 L.min−1 5 C ���!����V��y� �3- 1/����	��#���'� �y	������"���
,�� �
�*�w.%������� ��� �����)�a�y�!	 Q ' 65 L.min−1 5
qV�%� 	�� ���
�����
�����%�*�d��1/�y	������(���
� �!����	*&%� 1 ���6(u���.�8����	�� � ��	��.-8�
� �
1 1/�%�����y�*����1/�!��y��%V��y	��H�%�
�>-#.%�y�����
���y�!�p1X� � ,��y���d�6�F/'�I���%�*���/�y���6�k-x�=����	���� 	 ���01 �I�!� ��.
�y�*���/���!�/���[�!��1X�v�
�*��	'�
�0����.%������1G5xt������d�
� � ,��y���
���y�!.w	��3��	'�
���%�*�'�m����	[1 �m.%�y�!	'+ � 9 5 9 ���!��1 �%�E1 �y�8(y���%�!	����
�^�y���!�w���%�[	�� ���
���Q+!���%�����
�[�%����� ���
� �!�
��	*&%�(.
�y��	l�I-;..�^�%���jCF� C ��� 	�� � �y��	"���%�"�6�>+!�/���)�%1 �=,Q�
�%5�B4��� �!�������%��� ���S1 �'	��%1 �8���/,����!� �'� �%	����/�y� ���
�
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# 	�$&% 9 5 9 �HO�� �l��	���+��!��� �y�����%�41 �y�6(����%��	��E�9�v�y�!�����"1X�v�/���/��� �#��� �y�9-k� �y��	 d = 250 µm - H = 35 mm 5

1 ���6(y���
��	��"�
�v������� �Q+!���%	l,Q�
�%�>-�� 1p�%���A�6�%1/� .%�#�A�9�v�/���%�*���}7��%	"����� 	*�%�
1 1 ��� � e ���%�!.%�S�!� �6�>+��3�(����	A1 �
1 ���6(y���
��	D�
�^�y����� � 1b�^� �!�/��� �#���/�y�
- �HY%��� ����1 � ,#��1 �
��	D���`K��%����� ���%�J+�1/� �6�%.
	����/��	�� 1,�>(.&%	��
���
�*�
� ,y�
.'1/�6�8�>+��3� 52q � 1 �y�6(����%��	$�
�^�y���!�6��������1 �%�U��	��%��� �
	��� �!���)�#�����$���'1X�v�/�������.+��/1 �/�'�����%	����/�����y�!.
� �!�6�>� �%�������*���m���'.
� ����� 1/1 �%���%�*�0�k�6��1 �/���6��5NB4�=�����"�Q+!���%	l,#�#���/�y�'�
����.%��� ���8���,+!1 ��� ,y�
.A.
�%1 1/�%��V>���3���%�
�������������
��������	�� ���� � ��� 
�� � � ��� � �>;�A�A Q � ���#���0���'.%������14+!� ���/���
�����/�y�����
1i5

� ,.+-,�� � .��4143 . =3 �93 5 - )�--L757573 �43�:DCIH�--L .4:
t��y�!�S� ,y�����S	*� ��1/� �'�D1/�%�$�HY%���%�$���Z�f�%	��/�%��.
�%�S�-,��%.'1 �%���	��y�/�$����� 1/1 �
�(���:(y	����/����6� /'� .
�/���
�%�
5

E�����	E�!�%�c(y	����/���d������� ���H&
��	�� d = 100 µm -*�y���.+����
	�,y����	*&%�p	��.���/���%���%�*�p1b�v�.�6����	��3��� ��������l��	���.�C
���!	��%�"��	��/��� ���%�!��� �������%1/1 �
�����S��	*&%�)V>�#�,+�1/���#� ��1/�/��������!>�����%1/�����%�J(�	����/���>-;���y�3�A���y�/���"�!� 1 mm "R-
�Q+����%	l,��k+�1 �
���%�v�
.%1 ��� 	����*�41 �"���!	*V>��.
�w���w��������&%	���	��#�����*���k-!.
�y������1b�^� 1 1/������	��[1 �~��&��#��� 9 5 Q !>�x"=5Dq �
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# 	�$&% 9 5 Q � ���*�a�
.
�0���
��	��/���%�1�a�y�!	 d = 100 µm �.�!	'&%�=!>�x" 1 min �=�=! +W" 4 min ����.
� ����� 1/1 �%���%�*�%5

1 ���6(y���
��	��9�v�y�!���A�
�����#1 �y	����!����.%�/1 �%���%�*���6��7���� �����.+!1 �.- �
�v���!�����*�w�����A1X� �#� ��1/�/�����������
��	��/���%���%�l�
��	��Q�h�a�=���3���^� �y��	�1 �
�I�6�
���%.
���%	=��1b�v��� ���A��� ���%1��%�H&
��	���5rqV�
�=�!&������.(y	��.�!&�� �
���%� 1 �����,&
	��A	������#�����
� �%	����
�����
���4�������y�����
	4.
�y�����0�y	��!	����!��(y	��������
��	 λ ' 1 cm 5 C �y�!���3V��y�/�>-��y���Q+����
	�,�����	*&%�4	��.��� C
���
���
�������6	'�%��	�	����6(y�
���
�������m.%�
�(� ��	������kC�	�� ���
�)7 ,y�
	������%��.%	'Y=���
����1/���0	'�3(y��1 ��&%	��%�0�
�v��� �!1 �/�������
�6�=���%.=�)�.+!1 �|!����S1X�v��	���	����!� 2 mm "Y5@t��y���A� ,y�y���A���y��.����
����	*�v�'1X� �#� ���$��� ���%1��%�H&
��	���1 �H��	��.7�1
�.��	*&%� 4 min ����.
� ����� 1/1 �%���%�*�%58Bp�^�%�l��.%�
������1/�y�6(y���
��	��
�^�y���!�����!�m�!�y������	��%����	��y���0.%�������u�
�����*�
.%�
1 1/�����[1b�^� �!�/��� �#���/�y� 5`q ������	*�%�[���01X�v�R�8�f�%	�� �
��.%�[�
���d���$.%	��/�'&%	����!	��#��� ������� �y��	 1 �w	��>�!	�������.
���,+��/1 �3���
���w1X�v�R�Z�5�
	�� �
��.%�k-��HY%�����>�^� 1 �
�^�%�l�\�������/�6� ��1@L!�
�D�3la�
�>-������3,#���*�[1 ���6�>+��3���
�^� �#�61/�%�E	�� �!�%��� �%�!,��%�*�
�
,��y1 �!�%	2��1 �!� �y�����y�/��� 	��k��� ���
���
�*� 5y��1����%	��#�/�2��	*�3V �%	��.+�1/�[���0���
����	��%	 λ �6&
�E�����01b�v���H��1 �3�����!�4�6�RC
���������I���D.
�%	������ �D���%���/1b-q�S���/�4.
�
������� �=��&������w�8�%.%�
�����/���
	����3�[����	��>�f�%	��
	[1b�v���H��1 �3���������%��.
�y�*��� ���
-
.%�I�����V�
�^�%�l�p�����\�a�y������+�1 �I� ,y�
."�!����	������ �*�a�y���/����VN5
q��v�/� e ���
��.%�0���$�6�3+��/�d����	 1 �w1/�y�6(y���
��	 �
�^�y���!�����`Ky�
�����0�%�l�1�w�!�y�!,y�%����������.%�/1 �
���
��� �������*���}C

7��.+!1 �<L����!.%�����E,��#	�� �8��� ���m���,(y�!��7�.%�#���3,y�p���
,#���*� 1 ���!� �'� �%	����/�y�A���
� ���%���!	��%���
�v�
����,q�/����+�1 �#5 � �J� �%�q�
�
,��%�*���!�%1 1/�%���%�*��.
�y�����/�6�%	��%	w����� 〈λ〉 ���6(y���%�*���A1,�3(Q&%	��%���%�*��� ,��%.1 �m�6�3+��/�>-a����� ��.%�=���3la�
�u�a�
�!�
Y
��	��(�8s ���MV>���/����������y�!��� ,y�y������lP�
.
���6�(���y�q���%��1 �%�����
����	��%�I���M+ �y�!�w�
�v�!� ���%�H���w�/���%�*��� �����.-
�
�������I1 �
�0	�� �!�%�[�Js�	�� �����%�*�<��1/���[,q�3�������V1 ���6�3+��/�0�
���<��1 �!�<�
1 �=,Q��5
Ow�����1/� . �#�(���%�^+!� 1 1/�%�m��� 500 µm -����y�!�� ,y�y���1��>(Q&
	��
���
���(��������76�S1 �6.%�y�Z7W(y��	��#���/�y� ���

1b�^���Z�f�%	�� �%�!.%�vLa�%� �3la�
�w�������w.
�(. �#�w1 �"���%�!� 1��!�)V��y	����#��� �y�6���%��	�� ���
��	��>��	*�%���
�*���U��	��8��� �����
���
�*�
1 ���6�>+!�/�E�S� �q�/�S��16V�����	����f����	E1 ��	'�%���%	l,y�y�/	%5ZE��y��	1�a�y�q,y�y�/	E���/�'� �y���
	��
�^�����u�!1 �.(y���������
����	��u��1 �!�
� �H� �y	������*���.-%���y���;� ,y�y�!�����y�!.p	*�%���!�/�;1 �[&����q���%�!	��
�^� �#�"�
�A���!	'�%1/�
,#���*��1 � 1 �3� ���2(y	��#� ��� ��� 10 mm 5
q �S&����q���%�!	��
�^� ��� �%���w���y��."	'�%�!���/���J� 25 mm 59B4�y�����m���y���w�!�y�����/�*���%	��%�����y���u�S1b�v�.�6���#	��/��� �y�
���
�w	��/���%���k��	'&
�w���
��1 �
���
��� 30 s �
���%	��y���/�y�
-a��1 ��	��������A1 �%�!	w���H��1 �3�����!�m�
�����!�(1b�^�y	��!	��m��� 1 mm
���
��1 �
���
�*�I- �y�M� �%�!��.%�y����� �6�
	��
	������(1 ��	'�
����.=��� ��� ���A1 ��&��#�!���
��	��
�^� �#�	!>�=�w1 �H��	��I�q� ���/�'�I���A1 �
����	��y�V���8�5�
	�� �
��	��I"0�9� �U�����������m� � e ���%��.
�A.
	���.
� ��1/��5Wq �^7W(y��	�� 9 5 D$� 1 1/������	��w�����".%�y��������������1 �
�
���
�Z��. �#����	'�
.>�%�!�%�*���3-a�#��.%���!�I,#��	�� �#��� �y�����
�����I����1 �A1 �y�8(y���%�!	��
�^�y�����I� �!�/��� ��1 ��� ,y�
.I1 �w�6�3+��/�����
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# 	�$&% 9 5>B>�;�p��	�� �#��� �y�m���[1 ��1 ���6(y���
��	��
�^�y���!�[�.��	*&%� 4 min �!��.%�/�����/1 1 �
���
�*���
�^V��y��.
��� �y�"����6�3+��/�>-
� �y��	 d = 100 µm - H = 35 mm 5
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# 	�$&% 9 5 D �U�p��	�� �#��� �y�����w1 �"1 ���6(y���
��	4�
�^�y���!�I�.��	'&
� 30 s �!�w.%�/�����/1 1 �
���
�*�E�
�vV��y��.=��� ��� ���D�6�3+��/�>-
� �y��	 d = 500 µm - H = 25 mm 5
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� �%�!�%Y
��	��4��� ��� �%�J�=,�� ���
��.%�#5.S �A	��
,#����.)&!�.-�1/�d��� ���H&
��	��d���
�%(y	���� �!�;�
�����������*���01 ���*���)����	��#� &=��	��
�6�=���%	����/�����*� 5.q ��7W(y��	�� 9 5 = 	��������%�)+�1 ��1/�%� 1/�y�6(y�!�%��	�� �
�^�y�����[���`Ky�%�!���%�d���%���!	'�%�
���a����	 1 �
����	��y� �
�)�#� 1 1/�%�;����(y	���� ��������l5�%	��%�*���
�<!>�
�d���`Ky�
���6�%�
�E����	 1b�^�%�!���%�)+�1 ���!�%� ,#��1 �
��	�� �!��6�>+��3�R"Y5 � �.%�y���l�)�#���
�����A1 ��1/�y�6(y�!�%��	��
�^�y�����".%	�� � ��� ,y�%.A1 �m��� ���H&
��	��I���
�p(y	���� ���
55B4�>� �%�����#���>-a1 � (*�#������	��
����	��%�/�����
�����)�#� 1 1/�%�E���;�a�
	����
�<�����[���=��	��Q�a�����%	[�!���"1/�y�P	��%1/� ���*� λ � d 5
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# 	�$&% 9 5 = �0qV�y�6(y���
��	��9�v�y�!���(����K��%���!�^��1X�v�/���/��� �#��� �y� �!�%�w	�� ���
�>- �%��V��y�!.
���/�y�6��� ��� ��� &=��	��"���
�
(y	���� ���
5

� ��� �������� '��"#
	 	8� � ��� ' ����	 � 	 ���
q � 7W(y�!	�� 9 5 X � 1 1/������	��D1X� �=,y�y1/�!���/�y�M������	��.7�10��� &����!���
��	>-p	��
1 �=,Q� �#� .%�
�*��	��'��� .%������1X-d���

.%����	������ ���%�H���:L �y� .
�y�������#���6� ���H�%��� �#���
���
���A����� 1/�6�!�y�J+�	��6�!�'	�� ���
� ��	*�%���%�*���
� ��������1 �
.)&����H�$�
�^�Q+����
	�,#�#��� �y�$���/���/���!�E�)�#����� � �����01/�%��	d���H��1/�/���!�������8(y���
�*����5Qq �
�d	�� �!�%� �y�*�2�>(y��1 �
���
���
���
�������!.%�\���������6� �%	*�a�����%	1L�1 ����� �*�a�
	���� �y�(�
�1 �y�8(y���%�!	��
�^�y���!���
� �
�$���H��1 �3�������p���8(y���
�*����5QB4�%.
�
�%�l�w�6s ����V>���3�����!�A1 �
���l��	���.
����	��
�w���
,��/�%�����
�*�w��	��}C��!� ���%����� �y���!�%1 1/�%�uLN� �y��	����%�����
� ����1 �y�8(y�>-�1 �
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�%1 1/�%���%�*�w��	�� �!� ���%����� �y���!�%1 1/�%�)!>����	
��1/�����/�%��	��41 ���6(y���
��	����9�v�y�!���w�����!��1 �m��� 	��%.
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���	��>� �y�>-y�=� 1 �dV��y���	��
.%�y�q,y�%	l�p����. �#1 �%��� �y��	�	'�%�!��� 	���1 �����%.=��� ���U� 35 mm ���[&��#�!���
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���%���%�*��� ���
����� �����
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��	��.��� �!�%���%�*� 5 � 1b�v��� ���I�
�^�����"���.�6� �m1 �����%	>-��������w� ,y�����
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�)�8� ��������� C������#���/�y�����#� 	��
�ON 1/��������� ,#����.
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�%�l�w��	��Q��V>�#�,+�1/�~� �y��	<�a���!,y�y�/	�Y=��	��(�6�
���%.=���%�k- �����/������	�1 ���H�
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1 �'1 �y�6(����%��	A�
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�^�y���!� ����K��%���!�'1 �
� �y���3��� ��� ������	��
���/�%	H��� .'��� 1 � V��y��.=���/�y� �
�v���!���kC�.
�y	�	*�%1 �#���/�y� 5�q � 7W(���	�� 9 5 8
? 	��������
�J+�1 �'1 �
�
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�0�!�m���UV�����.
��� �y���
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�y	�	*�%1 �8��� ��� 5

1 ���6(y���
��	��0�
�^�y�����I���%����	'�
�%�<�a�y�!	[���6�����0�
�^�%�*,�� 	���� 3 cm ���I1 ��	*(y�%��	[�/���/��� ��1/�.-�	'�%��1 �/�'�I� ,y�
."�!�%�
+��/1 1 �
�d��� 100 µm 5 � ���a�
�!�4.
�y���l�)�#���%	�������1 �%�p���y�!�6�%�
�����y�*����	'&
�4���/�'� �%	��*�%�
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g ������	��
����&%	���&xKD� ����&6&
�����a�
�!�1Y=��	����/��,��q���6�
�p� �y��	d���Z��1/� �����
	E.
�
�������/�������.+��/1 �/�'�4��	������l,y�%	����JL

1 �$.)&��#�6(y�%���%�*�A���S	��6(y�y���/���$�
����	���1 �UV��y��� 	��,(�� ���$�
�"1 �$��� 1/� �%�|(�	�������1 ��� 	����!��1 �6	�� ���H�a����	�	����/�
�%�8(y�%���!	��%	p������� �!���)�k+�� 1/�/���E���UV�	��y�*�p���[��	��������3���/�y�
-�������������	��Q���.(��%	��#�/� ����	p���y�!����1 �uV>��.%�������y�*� 5
E�����	����
�����%	w.
�
�����(&xKD�a����&6&%���.-V�������w� ,y�������������}7W�"1��>(Q&
	��
���
����1 �"���y�*���.(y�.-��
�|��1 �.A%���*�w1/�"�)�#�
� �!�/��� ��1�����	m��� ���6�6� �y	��"�IK*���*�)�
���H��	*� ��1 �.+�1 �
���
�*�I	��%�!��� 	��6(y���
�Z�a5�E;�y��	m.%�UV>��� 	��.-V���y�!�A� ,y�����
.%��1 1,�A����	������!���$�������!	*V>��.
�����!�����y����.%����.)&��$���U(y	��#� �����/���%�*���/�����%�=�D.%�
�Z� .%�y�H� �y�����*�m1 �(�����%5
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�y������y�h� �%�!�m1 �(,��y� 	I����	I1 ��7W(y�!	�� 9 5>; 9 54qV�%�m	��/���%���=�)���*�"��1/�y	������$&��#�!���
��	���	'&
�
V>����+�1 �k-*1b�^�3la�
���!�w.%�y�!	'+���	��w���=,q	����/�dY
��	��w�8�>(y1/�,(y�%�.+�1 �k-*�
�41 �%�E����	�� �
�4�������
,�	��#� �%�*���������.�8����	�� � ��	���5
B4�
�����E�Q+����
	�,#�#��� �y�m���y����.%�y�!�����/�;������.��0��������.
�%	 1/�%�r��	��.�a�y�@��	*�%.>�
���%�*���%5 g �(���!��	��c��&6�
���y�H&%���k-
.%������� ����	 �R�!�
� �!1 � 1 � �8�
,y�
1 �Q�8�a�
���
���;���d�l��	��/�%�V���!	'+���1/�%�*���
� ������� 1 �[���y���jC .%�y�!.)&��p,��/�������%�!���p���
1b���%.
�y��1/�%���%�*�I- �a����	�	����/��Y
��	����w1b�^�y	��,(y�/���d���[1 ��,#��	�� �#��� �y�I��	������l,y�%	����0��� e �D�����(y	���� �!�%5 [ Y%�����>�^� 1

# 	�$&% 9 5>; 9 ���d�!���!����%�������"���1b���
,��y1 �!��� �y� �9�v��� 1 �3�w���U+��/1 1/�%�^! 100 µm "p�!1 ���
-9�%.%1 ��� 	*�(���$.>y#���
�%� 1 �����,&
	���	��#�����*���#5a�����.(y�m���=(*����.)&!��L t = 0 5 �����.(y�I���"��	����/���HL t = 30 s 5fq�� �
.%�y��1/�%���%�*���%���
���:+����[,y�
	���1 ��&��#�!� 5

�%�l� �
��.%�y	�����	*�%���#����	*�E�9�v�
�)V��y��	���� 	;�����E���Z��1 �/. �#��� �y�9--.%�
�����d�
���!������	*�%1 �/���/�����/	�� ���y�*��	��p���y�!����V��y� �
��	*&%��.%1 ��� 	��%���%�*�D1X�v�R�!�/�����%��.
� �
�^����� �/�������.+�� 1/�/�'� ���
.%�y�!����� 	�� �klP�
.
�����*�'1/� ��	������'� �y	l�'�!� (�	����/���>-
�����!��1 �A�!� 	��
.
��� �y� �a�
	'� �%�����/.%��1 ��� 	��p�(1X� �
.%�y�!1 �%���%�*�%58E;�y��	[��1/1 �
	d��1/���41/�y� ���������4.%�����
���>-!� 1����
	����3�
��	*&%��+f�%�6��7����������U����	�,��%���/	;� .%�y�Z7�	����%	������������&%	��J��1 �!����� 	��%.
���1 �v��	*�%���%��.
���!�%�I����	���.=����	��%�
&xK���	����8K�������� �����
�;��	������l,y�
	����
� ���
�^�y�A�3� �#�����
���J�[��	��y�!,y�
	��#�ZC����
���������!�%�;��� 1/1 �y�!�%5`E;�y��	;.%�%1 �8- �������
� ,y�y�!�E.
�y�����%�!.>�.-y�-,��%.pE�����. ��1NO��8�a�y�*�>-��!��1X�v�!���/,��%	����/�'�[���<t����*���
�>-D���3la�%.=�����
	E���
�E���%����	��
�d���
,��/���%�����(��	�������,��%	�������������1X� �
.%�y��1/�%���%�*���D1X� ���/���m�
�v�!� �#�6�%���y�H&
��	��^O��Q�8��1 �
	�� ��1/��	������y���
5
E�����	
���/� �!1 ��7��%	�1X�v�R�Z�5�
	�� �
��.%�k- �����'�#	�� ��� 7 �*K�� �=��	�� ������%�]E ��Bp-V�
�v���6(y1/� 10◦ -P�%���m���6+������/���6�%����� �)�#�
����+��/1 1/�%�%5.q��v�Q+P/��%.
����V �%�l�p���[���=����	��[�%�U�=,q�/���%�!.%�01 �u��	*�%���%��.
���������%1/1 �%��,q�3���
�����
�>-����y�$����1/1 �%�3-����#���
1b���%.
�y��1/�%���%�*�I��� ���3,y�%��� ��� �)���3-P���y�q���%� ���y�*��	��#���w���9� ���!.%����������	���.=����	�����.%�� KD� ��
�v�R�q� �����
�%�'�����y�*�0�����)���
5
O)�v���!��	�������	l�I-��/1!���%	��#�/� �3(*��1/�%���%�*� � �*�'�%	��
�������*�d�����a���!,y�y�/	 ���q&���+a�
	 ������,#��	�� �#��� �y�m��	�������,��%	����

��� e �Z�6���;(y	���� ���01/�m1/�y�6($���I1 �JV>��.
�A�#���y�*�%5Nt��y����� ,y��������lP�
.
���8�"���
���
�����#� �\��	'�
1 �/���/����� 	��%�E���
���%���!	������#	 E�5^�)5a�(5��!�.)&����H�(���4,��/���%�����%� �!�%� (y	���� �!�>-8�S���/� .%�
�����[�H�
��&��q�!�4�>�v� ,Q&
	�����	*&%� �8�%1 �/. �#����5
S � �3la�
�I-P�%�|7�1 �����*��1 �S����	jV>��.%�$��� 1/�/����� ���%�������~� 1b�v��� �!�(�
�^�����. �#� �
	�� 	��k��� ���k-P�y� ,�� ������1/� ���
���������%+�� �
� 1 �
�p(y	���� ����	��y�!1 ���*���������(.%�
�Z�5- � �����Q+�� 1/�%�3-����A1 �S.%����.)&��(�/�8V �%	�� �%�!	���55q �S.%��	�	'�
1 �#��� �y�
���
�"�/�S�.(��%���
�^�%�l�(���y�!. ���#�m1/�$���`Ky�
� �Q�q��� ����1 � �y��	I	��>�f�%	��
	"1/�$���y�q,y�%���%�*�"���%�m���
��1 �=(y	���� ���
	�����1 ���*���%5d��10���%	����/� ��	��Q+��.+�1/�%���%�*�H��1 �!�S�.�8��	��Q�!	��,�6���6�6�
,��%1/�Q�6� �%	S�!��� �H�
��&��q�!�'���6���!�/,��0���



� � � � ��� ����� � ��� � � �	� ����� � � ��� � ��W

����	l���/.%��1/�%�%5

� , � ,�� � +-F-571 )JL7F!. --1 < )J3(?A@B:D57F!.4C-:
�p��	*&%�I�%�*,�� 	��y� �������� ���!���A�
� �
	��y��� �y�9- �y�h�a�
�!�m�Q+����%	�,��%	I1b�v�.�6����	��3��� ��� �
�^�����$����	���.=����	��$���

��1/����(y	��������w1/�y�6(y�!�%��	E�
�v�������.-q����� �������6� �%	*�a�y���m���Z�S��� 1/1 �y�!�p���y� /��y��	��1��	*�%���%�*���~!>.�VN56?���(�5 9 5<; Q "=5
B4�
�������6��V��y	����#��� �y���>�v���H��1 �}7���� �y��	c7�����1/�%���%�*�I� +�	��/���%	�7S1 �)+���	�	����%�D�!���a�=���/�4���y�J+!	��w���p+���	jC
.)&����!�%�)!>.%��������1b�^� 1/1 ���l��	���1 �J7W(y�!	�� 9 5<;�BQ"=5NB4�=�����m��	��������/��� �y�D�
�^�����=+���	�	��I���I���k+�1 ����	������l,y�%	�����1/�

# 	�$&% 9 5<; Q ���d�������$���%�������(�!��1X� �=,y�y1/�!���/�y� �
�^�����H+���	�	����	��#����,��%	���� ���U+��/1 1 �
�H! 100 µm "u��1 ���9-
�%.
1 ���/	'�d���p.>y��'�4�
�A1 �!����&%	�� 	������#������58���S�k(y�E�!�d(*�#��.)&��pL t = 1 min 5f�����.(y�p���p��	��y�3���<L t = 2 min 5
q�� �
.%�y�!1 �%���%�*���%�l������+����[,y�%	���1/��&����!�%5

,y�
	��"�������'�%	�� �����H+���	�.)&������%�"�'�8�F/'�0�
�����Q+����%	l,Q�%������	 ��� ����� � � ;�A-A Q � � !>.
�y�����$���y���m1b�v� ,y�y�!�
�
,��q���6�E�������;1 �2��	��%��� �
	V.)&��.���3��	��k-f.3VN5�?���(�5 8 5 8 BQ" �
���y�m���6�8�a�y���4�����p�������;1 �d�6�
���
	���1 �%�@+���	�.)&������
�
�%��1 � �
�����
�)� �%�!,��%�*�$����V���	����%	A�!�S1 �'� Y
���UV>�.A%���
-%����	A�6�
�����.+�� 1/� ���#���/�y� �!� �������
�A��	������l,y�%	����
�%5
C �y�!����V��y� �3- ���!.%��� � �
. ���!� �����A���#���/�*V>���/�����*���9� �D�%�!.%�y	��^�
���^�!	��Q� �y�'�^� �y��	��R�Z��1 �/���!�%	�.%�^�!&6�%��� C
�H&%���#59q��^&PKD� ����&8&%���A1 �U��1 ����.%����	����*���(�%�l�w�����A.
�
�����A�/�������.+��/1 �/�'����	��
��� ���#� ��������.
�A�����!��1 � �%�����
���m	��
.%� 	�.%��1 �#���/�y�����3���6�
�"���
	�	��,&%	��"1 �UV>�#.%�m�
� � ,#��1 ����.)&��#59B4�=�����A&xKD�a����&6&%���(�
�v��.
�>� �%�����#���2/�������� �
���hY
��	��(���%���'�%�$���/	��%.=���
���
���%54S � �3la�
�I-P1 �S	��%.%�/	�.
��1 �#��� �y� ���%	�	��,&
	��(�!���$��������
������	*&%�I�6�
1 � .%�#���)�
���q�6�
1 �/���%	\L������!�41 �
�1�=�������
�E��&6�%�y	�� �����
�>-!1 �=�!1 �6���#	��E���%�E�����6&%1/�%�p� ��.
1 ���
�*�4���!��V��y	�����������������	��
!>1/����1 �!�[���y�!,��%�*�w�!��� �y1�K��6y����w�!�6��	��y�/���,&
�������>(�	'�.-�	���.%.
�y	��6�I���I��������&%	���#1 �/����� 7D�����!	��.7�1P���
1 ���������I"�� �y��	�1b�^�%�*,y�
1 �Q�6� �(���".%�=����� �%�y��� ��# ������� � � � �'-�;�A-A Q � �=�w1X� �
.%�y��1/�%���%�*�p�S1b�^� �*���
	��/�%��	0�%�l�
�6�3(y1 ��(Q��59Ed1/���w	*�%.%�
�����%�*�>- ��� � � � ��� � � � ��� � �>;�A�A0B � �����;�=�����!�,������H�%	��/�����%���%�*�=�D1b�v��� �!�A�
�^���
.%�����$.%�������%	�.%� �#1����$�H�%.%����� ������!�%� e ���/���%�I1b�^� � e ���%�!.%����$1 ��V���	�������1 �D�����!������	I1 �S����� 1/1 �
����1 � �%�y��������	��%.
� 	�.%��1 �#���/�y� 5 � 1b�^&��%��	��S�#.
���!�%1 1/���/1 	��
������������.
� 1 �$�����6�=�)���/1 1 �
	���� �H�%.%����� �����
�
�^� ���l�)�.+!� 1 �3�����I1b�^� �*�'�%	��/�%��	d����.%�=������+��!1 1 �#5DB4�>� �%�������*�I-Z�"1 ��1/������&%	��[���%�E���Z�5�
	��/�%��.
�%�1�!	'�%���%�*���
�%�
�����!�S.%�=�����M����	l��� �k-d�y��� �%�!�S� �*,y�������%	S����� �#�!��	�� &xKD�a����&6&%���_Lp.%�%1/1 �6�
�^����� �8�%�����.+��/1 � ���#���/�y� �
����	l���/	����A1 �HV>�#.%�(�#���y�*�^! V>��.
�(��� ,��%�*�R"Y5
S � �3la�
�>-P�y�M� �%�q�����6�8�a�y���%	w�����1/�%������	�� �
�������(�������
� ,y�y�!�S�Q+����%	l,Q�%�
� �����!�����#��	��6���/�'� �y���3����V�.
�y�������/�����%�*� 1X�v�/�������.+��/1 �/�'���/���/��� ��1/�.-��
�����%	l,y�
���S�%�������/���
���H��	'�
.%��	����
��	)� �y��	I1 �$�6�
.%�y�8���.(y������1 ��+���	�	���5@qV��� �
. �����/��������y�ZC 1 �/�6� ���/	��J� �%	����=�������*�"�!���



��� � � ��� 	 ������ ��� ��	 �� � � ��	  ������� 	��� � � �
���

# 	�$&% 9 5>;-B �)Op�%.
�y�6���k(y�0���01 �p+��#	�	�����	����!��,y�
	������
�H+���	�.)&��#���%�3-��.��	'&
� 15 min �
���%	��y���/�y� 5xq����%.%���ZC
1 �
���
�*�0�%�������:+����[,��%	���1 ��&����!� 5

���6(����
�����#���/�y�S���,(y�!��7�.%�#���3,y�w����1 �A1/�y�6(y���
��	��
�^�y���!�w�
�0����1b�v��� �!1 �/�������0����1 �A�6�3V���	����#���/�y�S	��%�����
.%�3�a�
�������*�p���8�
���
	���� ���
	%5 � �:�a�
�!������(y����1/�%	[�����.-����#���01b�^�Q�!���/���������I1b�v������1/�Q(y�/�w� ,y�
.A1 ���!&6�%��� C
�H&%���\�%��1 � �
�
-y1/�[� �
. �����/�����[���%�d������	'+��/1 1/�y��� �������y	���1 �
	 ����.%�y���l���3�����\�����d1/��.%�������/���#�d�/�6� ��1G5QS �
�3la�
�>-a���%1/�y� 1X�v�R�8�!	��%�����/�y�	! 9 5 = "R-�1 �$1 �y�6(����%��	��
�^�y�����"�Q+����%	�,.�%�.
	����/��� ,��%.(1/�"	��`K��y� ���".%�y�!	'+���	��
����� �"�6�%.
	����/�� ,y�
.61 �6,��/���%�����D. �#	���.=���%	�� �l��� �����S���D1b���%.
�y��1 �
���
�*� 5%Sd�M�!��� 1/� ���#���"1 ��� Y
����. ��1/.%��1
�����A��������1X�v�%���'�-,��%. L = 10 m - α = 10◦ �=� U0 = 5 m.s−1 -��y�'��	��y�!,��)� �y��	�1 �m. ���<�%��1 � �
�'�!���
1 ���6(y���
��	��
�^�y�����$���$1b�^�y	���	����� λ ∼ 2 cm - .
�������d�
���I��	��Q�|V>���,+�1/�J� �y��	����������%�I����	��/�%�I���y�/�%�*�
�Q+����%	l,Q�%�
�%5N$��a1X�v&xKD�a�#��&6&
���w�
�^������� ���l�)�.+��/1 �3���[���u� �y	l��1/�%	2�a�
�!���!�y��.�	���� ���y�����k+�1 �
���
���E���Z��1/� �����
	
1 �)V���	����#���/�y� ���
����� 1 1/�y���E�������0������	��I���Z�f�%	�� �%�!.%�m���y���01X�v�%���]!G� ,y�
."1/�%�[	'�
���
	�,y�
�������m���y����� ,y�����
�.�6� �y	l���%�
�[�������#	��.(y	��.��&�����	'�
.>�
���%�*�R"R-��%1/1 ��������	'�
���/�1�������!�u��&6�
���y�H&%�����#����1 �.(y�����.+����
	�,#�.+�1/�
�����!��1/��. ���\�
�y1 �/�%� 5
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� � �A
�� �v� � � �H �	� ��
4�f�

4�4� � � �
���

B4��.)&��.���/��	������/����� ������1 ������/,#���*�=��	'�
���
�����%�*�(1/�%����	�� ,��#�Z� ��&8�%�y	�� �����%�m	'�%��1 �/�'�
������	m1 �
�m�H��C
. �#��� �����
�HV��y�!�������%�*�)���D�M��� 1X�v�/�������.+��/1 �/�'�S���6	��/���%�
5d��1�.
�y�*,�� �%�*�����:��	'�
.%� ���%	����!�'������� � ,y�����
�6�
1 �,+f�%	*�%���%�*�w��� �H��1 �}7W�I1 �~��	��Q+!1,&%���.-����A���y	l���(�����.
�
�����J�
�������(�9� �v���#��,y��. �#��� �y�M�S�����6�
1 � ���%	
	���(y�y��	��%�����%���%�*������(���Z�f�%	��/�%��.
�%�3- �S�#� �J�'���y�����
	���%�A���y1/�!���/�y���(�#����1�K���� �����%�)� ��� ��	��Q+�1,&
���
���q�6&
1 �k-y.%�����!�f� �%	����=�4�
�����!�/�����
�^� ���
�*����7��%	d.%1 ��� 	��%���%�*�d1 �
�E�H�%.%����� �����
�2��&xKq��� �����
��(y�y�!,��%	������*�
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U ∂xu = −∂xp

ρ

U ∂xw = −∂zp

ρ
∂xu+ ∂zw = 0
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    fluide Flux de grains

conservation
de la masseeffet de pente

loi de transport
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Navier−Stokes
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���w��	������*�a��	��=! Q 5 ? "E���y���0����������1 � e �Z�D�!��(y	����/�������#����	*��5 � �0� �%�!����1/�y	��E�!���/1 �/���%	E1b���%�����#��� �y�S���
	��
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= −∂q
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h(x, t = 0) = 0 ! Q 5>; 9 "

Ow���!��.
�%��.
�y�����3���/�y���~!>.
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−→
u0 = (u0, w0) = γz

−→
ex
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−→
q 0 = c

√
(s− 1)gd3 (Θ0 − Θ �

0
)m −→

ex
! Q 5>;-BQ"

�ON Θ0 = νγ/(g(s− 1)d) �
����1 ��.
� ����� 1/1 �%���%�*������� ���%�!��� �����6���$1 �(����	*V>��.
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p0(z) = −ρgz + C
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h1(x, t) =

∫
ĥ1(kx, t) e

ikxx+ωt dkx
! Q 5>; = "
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h1(x, t) = ĥ1(kx) e
ikxx+ωt ! Q 5>; X "
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� -)O8R � 1 : � : 5Iq;�\����	l���/� � ���.(y� ����� 	������ ω
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�����.+�1/�������!�41 �����
.%�y���P5��<q �"1/�y�6(y���
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�%� ����)�#�Z�(�!�[.%	���� ��������.
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�m���$1X�v�/���%	l��� �A���%�=(y	��#� ���H!�..�^�%���jCF� C ��� 	�����d1 � e �Z� �%�l�"�!�y���6�H����	 q = q � [Θ − Θ �
0
]m ×

H [Θ − Θ �
0
] "=56Ow�����0.%�m. �#�>-�1 �w�����Z���!�m.
	��y�/��������.%�I�3� �
.%	��3�

@ � (ω) ∝
{

(kl � )4/3 +
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(kl � )8/3
) � �y��	 kl � � 1

C
� � � �y��	 kl � � 1
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���
���>- �
�����
,��/�%�*�
��	��Q��� �
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1 ����	��#�����3��� ��� �%�*��	��$1 �
�w	'�3(y� ���%��� ���
	����/�%1;�
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	���� �%1X-V1 ��1 �y�8(y���%�!	"�
�^�y���!� 1 �0��1 �!�
� �!���)�k+�1 �m���(�6�3�a�
���|��1/�������
�w. �#	���.=���%	�� �l��� �����
�w���(1X� �
.%�y�!1 �%���%�*�>- �=���%�l��.%������	'yy1��%�~����	�1 ������� 1/1 �
���
�:(�	����/��� �
�^�����|���#	��I-4�
��1 � 	��.�6� �y	l� ρ � /ρ � �	� �
� �#�!��	��|����	��%5 � 	>-����w1b�^�y� ��lP�
.
���!� 1 � � Y
���
�����#1�K����D���D�l�)�.+!� 1 �3�����������$1X� ���/	>- 1 � 1/�y�6(y�!�%��	(�9�v�y�!������	'��V �%	��%�*���/�%1 1/� ���
	�� ���y�!�6�%�0����	 ρ � /ρ �	��� 5
� 	01 ����%�!���/�'�I���I1b�v��� 	��
��� 1000 V��y� �[�/�8V �%	�� �%�!	��;�$.%�%1/1 �����m1b�^� �#� L��#� �����b-����!�m�l��	���.
����	��"��� 5 cm
�����!��1b�^� ����� �%�q��Y
��	���.%�������/�6�%	*�%�w.
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�w���y� �
�^�����(	�� ���J�
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�����/�y�����
1 1/�%�>- �HY%������������
1b���%.
�y��1/�%���%�*�;�%���������/��� 	��%.=��� �������%1��
��.%�y�*���/��� 5 t��y����� ,y�y�!�����y�!.E.)&��
	�.)&6������lP�
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���!�%	��!���4�#����1�K����
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-��k7����������
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�%	��y���2����	p���Z� �y���
	4.%�������%�*�p1 �I�����6�
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�Z�q�,&%���;����	l��� �k-!�������
���y�!���%	��y����1 �%��	'�
����13�)�#���$���'1X� �#����1�K����6�!�'�l�)�.+��/1 �3��� 1/� �6�%��� 	��0� ��	��y�/���� ���%����� �y�!�%52S �87��
-d�������
���y�*��	��
	��y�!�"���]��	���1 �y�6(��%���%�*�m��� 	��%.
�"����.%�$��	��-,#���/1�L �����H��	��
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�
���y�DC�1 �/�6� �#� 	��
�4������.
�>�!���,+�1/�%���
�v�/�*���%	l,y�
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	������

�%.
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�����%�<�a�y�!	�1b���%.
�y��1 �
���
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−→
u0 = (u0, v0, w0) = γz

−→
ex
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(−→
u ·

−−→
grad

)−→
u =

−−→
grad p + ρ

−→
g + ν

−−→
∆
−→
u

div
−→
u = 0
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écoulement cisaillé
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�(��������������!���
.%���87W(y��	��#���/�y�:+�� ���/���
�����/�y�����
1 1/�.-�..�^�%���jCF� C ��� 	��I��������� 1/�m�jK�����&
���"�%�l���/��,#��	�� ���*�\���#	���	�������1 �#��� �y�
� �%	'� �%�!��� .
��1 ���/	��
���
���H� 1X� �
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	����.- �������(� ,y�����
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	n� [�� 1 1 �
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�y��������5
B4�y�����
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	��y�!�m�8,y�
.
���
��	����~$q&�� �
1 ����7ML

−→
Θ =

−→
τ �

ρg(s− 1)d
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τ � 1/� .%�/�����/1 1 �
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dA1

dt
= ω1A1 + K1 A2A3

dA2

dt
= ω2A2 + K2 A1A3

∗

dA3

dt
= ω3A3 + K3 A1A2

∗
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da1

dt
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.���	/.��	��� 0 ��	
����B���5������������ N ���������%��#����C	�� .��%�M�������'���
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��.)&��%-�-�U5^�#������I������� z ���7& �����S�����O	(�E%����&��=���9�U5 K<��	#��L���>�U5C /����%&�Z�65
����&�&4������&@�U5D��������� ; 7w�:�����
� ,�������,�����v=w�)"����I.��L�����-,@%��K��&��$�����/���������#����'�#���#��>����L��������	��3� ���[�������'����"������7
7 n�8wiTeWf-jWnpg:9l�<;Wg orqUjWfhg

s ��;, ��	�������� �����	 �#������� �����'� ��������������l�M����� 	����l����������������l��&:9$���#"����� �#�'����l,��������'� ��� ���G	#���������
������%-%&��7h* �������u&4�y��� 0 �M�����/������&������������O�U5D����� H = 10 cm �K�O����G�����������
���9���(� %��K����� 500 µm 0	��O������#	R���L%������O���P%-���!,���%-�����E.�����������M����� N ���Q����%.�����:��� + �u9$����	����������� �	#�
,�� 0 .��+"����;�������
	���.�� 	 .��	�����%�����"����&��� .)&�� %�� ����,��#���������1�������0	��2I��������&������0���	/� .� ��7T4�� 0 �������1	��.%&�=���	��
�u,-�M�����L���.)&������#����� @ 0 	65C�%.�����	���%-���'�<��B�d.���	/.��	�� N 	65D����������	/������������!�K�8���E�������#��'� ��� � .��%�����
���
	(� ����������!.�2�U5*�������������y�N���h�S�����������L���5	 �#�
����������	�� 7w�:�����/� ,������L������.�.)&��y�#���R����.��������l,����L�����
&����=������1�U5D����� ���t������=�.� ���3,�� 0 %-���#�2�]5,�������������1������, ��	������2����,�����.�����#���P���B����=�.%����	�	#�%&��'�7�	#�
,����
�M�����/	��EI��������21 ν = 10−4 m.s−2 . 49�(�M����:���#�����N�������������/���@����%?�����)���>=q&��#�	#���/�����/����������L���
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&4������.)&����1��� ����!��	 0 "����P	85*��� �(=-,�� N h 0�132 /10 7 � �@	�������������2�U5D�������Q%-�{9��������P�����C��	������
〈λ〉 = L/N ;
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K<���#�������$�����#�����'� �#���#���(��	#�%&��'�;.��%&%-�
���	/���u& h(x) �����G�M������������ ���#���E���#�$�����UT ����	��/���/����%.�����
�U5D������� k =�,-�� 0 ��� .���	/.��	#�-	#��.)&�� %�� ���S,��#���������� x ûk, ŵk

z 0 �����'�E	����?��� �����#��2�����	�	#�-�K���%-���y� �
�����#���C�����'�2���O���������'�B����2�����)	���=w������� H 7 ; 7 4�� �����������q,��2������� 	65*��	�	#�����0����I.��������M�����&��������"������
���'������'�B����0��� F 7 ; 7 3 1N	85 �%�����#�������������.	�� 0�����E�����9	���"����	#	��1�%5 �K������� 	�� �M������������ ���#��� ��� .)&���%�
���m,q�������������9����%��������)"�������� 	��0����%.�����0�]5*������� k � ����%&��'��� 7 � � ����������.��E���?���������#��'���:���",�� �
���������1�������L��	��
,���9� �',��������#�������)���0	(�2�������y� ����&
���������������M�����0����!��������	t�%&��#�M�����L	(�.�������	��=�������
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������������ 0 ���=�������������� �/	(�C��������	#�����#���>����%������#"$���9���)	65C�"���� ������� H 7 3 7



' '�� � �������
	��� ������� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

����%����#"�����7 , 	8��B�2����� � ��%�R����������	��1���.��������������-	#��7�"����I��������� � 9$�����=�-9=����% �#"�����2���8	(�P������	#	��
���@�'9$�����%&�0�����O������� & ���t��	�� 0 ���@��� 	(�C�'�����	����������5�����O�������(������������7
�;:=<>:�� @	��
>M QPQSB��� JLJ��������>M=D J�� M����RBEM�� J

K<����� 9������ %-�����'��������'�>��� ����������������@	�� ���%��M�������%&��'�>	��#����������L������� �#�(�����5	85,� ����	�9$��� ���
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	��)�3� �-,A��������� �#����� � �� 0 ���+���?�������#��'��	#�0� ����������%-%&�9���0���3��� ��	 �#�B�)���O���'������'�B�C������	(��=w������� H 7 > 7
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56��798 H 7 > / *G���-,2��� ���� ������������ 0 ����������C����%�����"����%&��'� 0 �]5*����� �M������������ ���#���)�����������UT6����	���x � ��� �
�%$R���L���7�M��'��� z 0 �� &4��� �K���#���5���)�����@����%?�����)�U5D������� 7

	65*���#�������)	65*����� 	�9$���9���)�B�3��� �#	����B�+	 ������������9��� � � �����#����� @ 7
�%iTf n{bco
f<f:bf���f b eWf$9 fhi)b{f

�:�����.� ������� �#%���	����'�B�&�������E	#� ������������%-%&�Q	#��C����-, �%$R�����E�B�3������	��#�����'��� 0 ���
��������������� N 	��
����	�� �����#���E�U5D�����/	#������������� �U5D��������7 � ��=w������� H 7 @ ���%���� ����	85 �K�3� � =�����	����������$�.���2& ������ ��� � ����	������
����� �M��B�����'��� ���#��� ��� ��������	��Q��	t�� ��� �#���-�������&��� ����%-�������Q���>	������������� L = λ 0�132 x ��5*�����'� N �S�������"��U5D����� �R�������5��� ��"����5�����#�E���5��� ���	������R��� z 7 � � %&���'� � ��	#��� ����=�����	��P�����."���������%&��'� ������'���#"$���
�������0	#��2����-, ����7l4�� �������������Q����������������	������9	(�5� �#���'9$%���������.���&	(�>���#��� 1 	(� �R���'���Q����� ��	����
& ������	������ �OX����/��%&���'� "����/��� �%X��B�/� � ��	 0 ���/"$����������������M�����2� �#��.���-,1�������� ���I���������7�V
�O�M������ ��� 0
��	 ��B���M����� ����������	#���!& ��� ��	#�0��� & ������������ ����'����9	#�.������������%&%&�2��� ���.����������'�9��� ���%�����C"����
	65 ����������������� �������#���7�K8�-�%$R��� 0 	#� ����	 ���	����L	����R�������+�9�������������� N ������������������ �#�������������� ���B��8�K�
N ������� �����9	(�C�B�3��� �#	����B�+����%�����"���� 7 s �����O	(�C��� �#���9�������/�=����	 �����������������������	�����X��/	65D�%$R���O�]5 �#����B�����
���%-%&�0%�
���� �#��%&�0�B�3��� �#	��#�����'��1 	#��L������� �����������9�������������9�����'�E��	#����YI	����������\[?���+�U5*�����M�
�K����	����
�����	��#������7



������� ���
	����������������	�����������	������ �!��	#"$�%�������!�&������� '�'��

0 0,5 1

x / L

-0,04

-0,02

0

0,02

0,04

0,06

0,08

z 
/ H

effet d’inertie
effet de pente

56��798 H 7 @ / V
��%����������������:���'�����0	����+������� �K���������=�����	����:���������$����9�������+����� �R��D����2���0	�������������
L ' λ 0�132 ���	����@	#�9%�� ����������%&�9������� �#	��������'� �������/��� ���%�������7

�%i��+jTfhi�,�f eWf���8��
d/o eWfLb{n�8wiTg 9 d n{b

�:�����9� ������� � � ���� � � N ������	����L	85*�u$ �K�����1	(�-	#� � ���1���������'�R�����������+	��-%&����� � ��	���� ���)������������� �^�
��������.���=����������7 ) ����� ���	(� 0 �������.� �������.���O�����$��� �#�C	��P%43%&�Q� 9h�R�>�U5D�u,-�/����������>"����>�������.	��
��������������� � � ����� �O�����'� 0 ��� ���?����������'�9�� ����%�����0"$���C	(�&���	��p,�� ���#��� �����������#�	#	��)���LI��h, 0 ���+��
& ���#�����'� � �����#��<	65D�u,-�M����� ���!���L	(�9	��������#��� �������������7 � 5,� ���M�
��� �����������	;��������#������������������!��� ��� �����
�����/"���� 	��#��� ��������%-�����7�4�� �M����O���������/"$���9�������/	#� ����� m = 1 0 	(�1�������+�������������)����/�������O����	(�I�����
��� ��� ������ ��� ������-,R7UK<� �u$ �K� 0 	#��& ��#�L�U5 ��%�R������L��� ���� �#	l�M�����:	��)����� �����M�����+����!����������#�"�� � �
� ��������2& ����� N 	���% �#���� 	(�9"������'�����B�O���O������	��/� �#���M��� ����	�� �M�����#Y ������B����� �����{[E	(�9�������71'���-�S�������������
�U5D����� �������������� � ����������� 0 	#� �
�#�����#	�	���%-���'���u,=�����O�������/	#�EI�� �#���9�U5D����#��	#���/�����-�����'���M�����/%&���������
	����.�����������0��F%&��������%-���'� 0 �K� ��	���B�.����� � �#%��M�������t��	#�-���yY����������\[P��	#���.������&4��������%-���'�E"����
��K����� � �����������71�	(�C�������9�����:����� � ������������� 	��%&��'�L���Z9$%��K�����#"�����7
==���G	(�S=w������� H 7 H 0 �������H� �������l�O�'� 	��%&��'�G���%����������'����	65*��%��	����������<%&�{9�������� √
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N 	65C���3�I�S=�����	 0 �� &4��� �K�������@��� � �������	�	#�%&��'� �#%��M����� Θ0

���#�M�����/�����-, � ��	��������O���2	65D�u,-�M�������'� m
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�%������'��� 0 	�� �����h�S	��#����� ���#���>��� 	(� 	#� �L���?���������'�R���B�>� �������������� N &4��� �������Q	��
���� ������������L������������ �K��������7 s �#��	���� 0 ��	�������������D��8"����L	(�9�B���������������G=�����	#�#���������'���:���&%Q�p, �#%C��%
�U5*��%��	���������� 0 ������� 0 �M��@%Q� ��"���� 0 �R����� Θ0 ' 0,5 7
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56��798 H 7 H /  :%���	 �#�������8%-�{9�������!����	(�O������� ��������� =�����	#�!�������H���1����%-���#���8���!	#������������ L = λ 0�132�� &4��� �K���#���>���>����%.�����)���>= � ����	���� �#%��M���'�E�����O	65C�
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�1��� ��& # �0� ��� #/# � � # (1! � # !�(/��+��/!��/*.!]5 N �)� *'!�� " � �,$�D # ��&�� �)$�& # � �)&0&�����" !0��*.!]5 !�&0� �/�)!�"%� (�� ��� ���
" $�&���!���!�( L 5 =�!�(�" � =w��!�(/� H 5���+ &�$�!�� � ��$�&��3(1�O�0(��)�/�)& # � " ���0(1$�= "��� � � ! # �)!�( N "65C� # ��# = & � " + �)&
� � �%� ��&����%$�&�& � & # " �)� � �0���
�%�1�/�)�#� � ( " � "%$�&���!���!�( ���3" � �,$�D # ��5w4�& �)$�&�� # ��# � � �%&���� *'!�� " ��( � ���,$�( #
�U5 � ���,�
� # ����" � � # (1! � # !�(/�E= & � "%���)� # ��( � &������ ��& # � $ � � # �E� � ( " � # � � "%" � ����" � � $�D # ��1��0" !�� ���)"%" �u� �
�
�)� # ��( � &�����+)��"%!���" � (�� ���4�1�)( � " $�� � "�� �'�)� � # � � ! # ��5U�-$�!�� � ��$�&�� # ( � �%� �1!0(�" � =w��!�(/� H 5 3 � "%�)��� � �
(�� ��# �%$�&�� ��$��� � (����)�3��� "65 � ���"�� # !��0� 〈h2〉 � # ��� " � " � ('���)!�(�� ${9���&�&�� ���)�3� # (1! � # !�(/�)� 〈`〉 + � � &����
*'!�� ���)"%" � ��! ( � ���,$�( # �U5 � �'� � � # +.�)&& $�& � # � $�& ���-" ��# � � " "%� ���-" � � $�D # ��5 V������ � ��( � � � � �,�)(/� � # ���
�)$�&�= (1� �)( *'!��3" ��( � ���,$�( # �]5 � �'� � � # ���)�-� # (1! � # !�(/�)�G= & � "%�)� �O5 � � �)(1$�D # & $�( # �)� �)& # *'! � &�� " ��# � � "%" �
��! ��$�� � � &0� � !���� �)& # �10" � (��%���E= & � "%���)� # +w��(/$�� $�( # �%$�&�&���" "%�)� �)& # +.���7��" !0�-��&<�0" !�� "%$ � � "��%���)��5

����� ���! #"%$'&)(+*-,/. (!02143)56,
s � &�� "%� � � � � � # (1� F +�&�$�!�� � ��$�&�� �u$ � � # !�� !0&�� � & � "�9.�1� &0$�&-� " � &�� � � (/� N # (1$�� � ��� � �)&���� $�&��

��! �)$����,$�( # �)� �)& # ����� (�� �0�)�)+��)& (1��� # (/�
����& � & # " � �'9.� # �)� � N !�& ��&��1���.��" � �0� # (1$�� � � $��0�)�)5
V��?& � �%� � & # + &�$�!�� � ��$�&�����& � � ( # ����!�"��%�)( �1!���� $����2*'!��2" ����� $����������?��" !���� � # � # &�$��.�0(1� �]5 $�&0���
&U5 � & # ��(����)& � �%�)& # � � �)+ ��5 �)� # � N � � �%(1� *.!0� &�$�!�� &U5 � ��$�&���� � ���0(�� � �)& �)$��� # � " � � � ��&�$���)&�� ��!
� � (�� �/�1�)� �)& # 5

� 5 �%& �)$�& ���)& �%�)& # ���)�2�)*'! ��# � $�&�� ��� " � � � ( # �%� @ �)� # *'!�� "%�)�2�u,-��(/�)�/��� $�&�� �1$�& # # ('�)� �)$����" �v�
*'!��)���)+ ��&P� � ( # ����!�"��%�)(3�)& ( � � �/$�& ��� " �)!0( &�$�&h� " $�� � "�� # � 1�� � &���"85 ����� � ��� ��� � $�!0(�� ��()+ "65C�)*'! ��# � $�&
�U5C� ��$�" ! # � $�& ��� hk(t)

& � � # �%& # �)( ���)&�� ( �0�)����! �%�1� � & �)���2&�$�&-� �)& # ���)(/�)����� |k| + �)� *.!�� �)$�(1(1�����,$�&��



'���� ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

0 0,25 0,5

x/L

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25
z/

H

L croissant

L = λ
max

L = 16 λ
max

56��798 H 5�� /  ���,�
� # ����" � � # (/! � # !�(1�!= & � "%��$�� # �)&'!���� � &�� ����� ��$�� � � &������0� # � �%" "%� ��(1$ �%�1� � & # ��+�" ���
� �����
�%�1�1���!� # � & # (1��� � � �)&0��� $�&�&��)���G� � ( L 5

0 5 10 15
L/λ

max

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

<h²>

<l>

<h²>/<l>

56��798 H 5 3 � /	� � (�� ��# � $�& ������
�( � &����)!0(1��� � ( � � #� (��%� # �%*'!��)�4��! �'9.� # �)� � $�� # �)&'! N "65 ��# ��# = & � " �)&
& $�& � # �%$�& ���3" � # � � " "%����! ��$�� � �%&����U5 � & #� 
�( ��# � $�& 5



������� �!	/�� � ���!� � ����� ����� ' � (

� � &0� "65 �)��� � ��� ( � �)" N ����� # ��(1� �)�4��� # 9��,��Y�%& # � 
�( � " � �������%"t�,�)( # [�5TV�5 ��� # �,$�!�(/*.!0$ � " � ( � �/$�" !-�
# �%$�& �0�)� � *'! ��# � $�&������ "85 � 9.��(/$���9.& � � �%*.!0��+ �:3�� � "�� & � � (�� � � �)��+�& � �)���1��� # � !�& # �)�������0� � � " �)!�"
� ���,$�( # � & # 5 , "��,�)! # ��$�& �:3 # (/� ! # � "%�2��� � � �)(�� � �)( N (/����(/$���!�� (1�2!0&��)$����,$�( # �)� �)& # ���%� �%" � �%(1� N
�)��" ! � ���)� � *'! ��# �%$�&��7Y �)$�����"t� # ���\[ 
�(BA�)� N ����� � *'! ��# � $�&0�
	����������� +�"%$ � � " ����� # ��$�& ����" !�� & � �
�%" �)�
N � & #� 
�(1��()5�� 5 � ��$�"%! # �%$�& "��%& � � �%(1��+ N ���)!h, ��� � �)&���� $�&���+��,�)! # 3 # (1�-� � ��(�� # ��� � ( !�& � � ���)"%$����,�)� �)& #
�)& � � (�� � � ��� �/! �
���)�1��� ���)����� h 1

∂th = a1∂xh− a2 ∂xxh+ a3 ∂xxxh− a4 ∂xxxxh
x H 5 J��

� �)� � � (�� � � ����� � � (1��� �)$�& # (��t��!0�)& # � ! # � !-, ��� �)(1$�� �1� � & ��� �0� " � � # (/! � # !�(1�21

σ(k) = + � (ω) = a2k
2 − a4k

4 x H 5 M �

� �)� �)$.� � �
�%�)& # � a2
� # a4

��$ ������& # 3 # (1� # $�!�� ���)!-,��,$���� # �v& ��� $�!�( *'!��4"%� �)$����,$�( # �)� �)& # "��%& � � �%(1�
�1$�� # ���)"%! ���0��"65 � &�� # � ��� "�� #� ������(��%���)��5�� � ��� � 
�( � � � �3����� # � ��� "�� #� �)$�(1(1�����,$�&�� � & # ��� #�# ( � � � �/!�(
" � = 
�!0(1� H 5 3�3 1�$�& �O5 � �,�)(&-)$ � # *'!���"85 � " " !0(1� ��� " � ��$�!�('� � �)� # � � ��& � �0�)& # �%*.!0� N ���)"%" � $�� # �)&'!��
� � (
"65 � & � "�9.�1� ��� � # � ��� "�� #� " � & �)� � (/� � ! � � � ��� # (/� @ 5 � �)� # ��(1� �)� ��& hx

� # hxxx
�/$�& # + *.! � & #2N ��!-, +

(1�����,$�&�� � ��" �������2" � � � (�� ���2�0�)��(��%���)��x � "%� ��$�& # (�����!���& #�N , � (ω)
� 5)K &�& � � � � & # " �)� � � � &�
���� ��& # �

�U5 � � � ��" "%� � � � � # � � �/!�( t + x +�� # h +�$�&!�,�)! # �1� ( � � ��&��)(�+�� � &0�"� ��( # ����� 
 � & � ( � "�� # � + N !�&�� � *.! ��# �%$�&
��! # 9�� �

∂th = ∂xh− ∂xxh+ β∂xxxh− ∂xxxxh
x H 5�� �

, "�(/�)� # � N � �/$�! # ��( !�& # �)(/� � &�$�&-� "��%& � � �%(1�#�,$�!�( (/�)&��0(1� ��$���� # � ��!$� � � &�$���)&�� ��� � � �
(��%�1�/�)� �)& # 5%� N �)& ��$�(1� &�$�!�� &�$�!��4"�� � � # $�&�� N ���)� # �)(/� ��� " $�� � !-, +&�,$�!�(7& � � � "�� # ��( "85 �%& #� 
�( ��# � $�&
&'!�� � (��%*'!���5%� � # ��(1� � ������" !�� 
�( � &�� $�(/��(1� �)� # ��! # 9�� � ∂x(h

2
x)

+ � � � ��� " �)$�& # (��t�0!�� N " � � �v�

�( ��# �%$�& � # &�$�& N " � �)(/$ � �/� � &��)�3��� " � � # (1! � # !�(/��5)4�& �%& # (1$.��! � # ��$�&�� "%� # ��(1� � �]5 $�(/��(1�3�/! � � � & # +
∂xx(h

2
x)

5 � � & � " ��� ��& # +�&0$�!�� � " "%$�&�� � # !���� �)( " � ��9.& � � � *'!��3� � ��(�� # �'� � ( "85 � *.! ��# �%$�&

∂th = ∂xh− ∂xxh+ β∂xxxh− ∂xxxxh+ α∂xx(h
2
x)

x H 5 3 � �

V�� #/# � � *'! ��# � $�& �)� # ��& & � � # � ����& # � *'!�� N ���)"%" � � � ��(���� � & # " � ��9.& � � �%*.!0� ����� (�� ����� � $�"��%�)&�&0�)�)+
� & # (1$.��! � # �!� � (#(� �  �*) � � �,+ ���%	� ��� 3 � � � ��N � � ( # � (3�U5 !�& � $.���)"%�2��� � � " # ��# � $�& � # � � ( �*�  
*- �
���  � � � ;��������WN � � ( # � ( ��� ��$�&����%� � ( ��# �%$�&�� ���3�Z9�� ��# (��%��5

.;:O? : < ����� M QSQPJ�D J��EN ?0/

1 iTf gOd �8j bco
d)i 8wi 8 � ;]bco8q]jTf�2
4�&3�,�)! # �,�)&��/�)( *.!0��"%�"� � � &0$�����&�� ��!4� � (��%�1�1��� ��& # �,�)! # 3 # (/� � �4��( � � �)&�� � � � ( !0&�� � & � "�9.�/�

��! �43)� � # 9�� �2*'!�� ���)"%" ��*'!��2&�$�!�� � ��$�&�� ��$�&���!�� # � � ! � � � � � # (/� F �1!�(�"85 �%& # �)( � � # � $�& �)& # (/� !�&
� $���� " $�&�
�� # !0� � & � " � � �/$�(�� # � � (/�4� # ����!-, � $�������$���" � *'!����)5 , � � + $�& �1!����,$��/�2*.!]5 N "65 ��# ��# �%& � # � � " +



'�� � ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

!�& � $.�������3&�$��.��(1�3�U5 $�&��0� 2k x ��(1$�� � � ��� k 0�132 � �)� # ��( � �/�)& # � � �/$�(�� # � � (1��� ��& # 5�)�$�!�( (/�)&���(/�
�)$���� # � ��! � � (��%�1�1��� ��& # +,&�$�!�� � " " $�&�� ��# !0� � ��(��1$�& �)$�!��0" � 
��4&�$�&-� "��%& � � �%(1� � ��� ��" �4� $.��� k + � #
" ��!�(1� � � (/� $�&�� *'!��)� 3k � #

4k 5 � � � � " ��!�( �0� k ��� # � � $ � ��� �4��� # �)" "%�4�/$�( # � *'!�� �)�)� � � (1� $�& �%*'!��)�
�1$�� �)& # "��%& � � �%(1��� ��& # � # � �0" �)��+ ��5 ��� # � N � � � (/� *'!U5 $�& �

0, 75 < 2k < 1 +���$�� � � � "%" !�� # ( � �/!�(�" � =�
�!�(1�
H 5 3�3 5 � � �,�)( # !�(�� ��# �%$�& ��# !0� � � � �,�)! # �0$�& �3�O5 � ��(�� (/�

k

instable stable

k 2k 3k 4k

σ

56��798 H 5 3�3 / V � $ � , ��� *'! ��# (1�3� $.������� $�!0( "65 ��# !0��� � & � "v9 # � *'!�����! � � (�� �/�1�)� �)& # 5

h(x, t) = A1(t)e
ikx + A2(t)e

2ikx + A3(t)e
3ikx + A4(t)e

4ikx + ��5 ��5 x H 5 3�3 �

$/. " ��� Ai
�1$�& # ����� � ����" � # !����)� �)$�����" �^,��)�)5

K & � � ( # � & # �U5 !�&�� �,�)( # !�(�� ��# �%$�& � " � ��# $ � (/� � � &�� !�&�� �,$�D # � �0� # � �%" " � L = λ =
2π

k
+�$�&

�O5 ��#/# �)&0� N $����/�)(����)(�+ � � &��3!�& ��(1��� �%�)( # �)�����)+ "85 � � ��( 
���& �)� �U5 !�&�� �,�)( # !�(�� ��# �%$�& ��� " $�&�
�!��)!�(
�U5 $�&���� λ/2 x ��! �%�1*'!�� ��5 �)� # " ��� $.��� " � & �)� � (/�)� �)& # "%� ��"%!�� � &0� # � ��" � � + ��! � ��+ � � &���!�& ���)!h,����)� �
# �����0�)+ "65 � ��$�" ! # � $�& ���)(1�4!�&�� " $�&�
�!��)!�(3�U5 $�&��0� λ 5TV�$�&����%� � (/$�&��4"65 � *'! ��# � $�& �U5 � ��$�" ! # � $�& x H 5 3 � �
� ��� � α = β = 1 + � # ��& �1!��4��(��%� � & # " � # ��(1� � �0� � � (������ ��& ∂xh

x !�& � � � &�
���� ��& # ��� (1���/�)(/�

 � " � " � �)& �/! � #EN �O5 � $ ( � &�� � � (-�����)� # �)(/� � � 5 s � &������ � � �-" �)� � *'! ��# � $�&�� �U5 � ����" � # !������ � �)(���� � & #
" ���Z9.� # ��� � N *'! ��# (/�3� $.���)� �/$�& # "%�)� �/! � � � & # ���71





dA1

dt
= ω1A1 − k2 [4k2A2A

∗
1 + 12k2A3A

∗
2 + 24k2A4A

∗
3]

dA2

dt
= ω2A2 − 4k2 [−k2A2

1 + 6k2A3A
∗
1 + 16k2A4A

∗
2]

dA3

dt
= ω3A3 − 9k2 [−4k2A1A2 + 8k2A4A

∗
1]

dA4

dt
= ω4A4 − 16k2 [−6k2A1A3 − 4k2A2

2]

x H 5 3c; �



������� �!	/�� � ���!� � ����� ����� ' � �

$/. ωm = (mk)2 − i(mk)3 − (mk)4 5 � �)� � $.���)� A3
� # A4

� # � & # " � & �)� � (/�)� �)& # � # � ��" ���)+�� " � � ( � D #
( � � �1$�&�& � ��"%� �0� " ������$�&����%� � (/�)( �)$�� � � ) ��� � � %('�� � !-, ����!-, � ! # (/�)�)+ ��5 �)� # � N � � �%(1� *.!]5 $�& & � 
�" � 
��
" ��!�( � � (�� ��# �%$�& # �)��� $�(/�)"%" ��5�V�� #/# � � 9 �,$ # � �)�/� �,�)(1� � # �]5 � �)(��%(1��+ �)&���(1��� ���)(1� � ����(1$ , � � ��# � $�& 1





A3 = −36k4

ω3
A1A2

A4 = −64k4

ω4
A2

2

x H 5 3{> �

, " �1! � # ��� ( � � &��/� � # ��( ���)� �u, ��(/�)�1��� $�&0� � � &0� "%� �Z9.� # ��� ��x H 5 3c; � +"��! �%� ��� � � � � (1�)( " ��� � � ( # � ���
( � �)"%" �)� � # �%� � 
�� & � �%(1���7x Ai = aie

iφi
� � =�& �U5 $�� # �)& �%( "%�)� � *'! ��# � $�&0� �U5 � ��$�" ! # � $�& ����� � ����" � # !����)�

( � �)"%" �)� a1
� # a2

� # ��! � � � � � � � 
�� ∆φ = φ2 − 2φ1 , " (1��� # � � " $�(/� N � � ��(�� � ��( ��� ���2�'9.� # �)� �2���
� �%� ��&����%$�& # (1$ �%��� $��/������������� ��# ��# �-� # ��# �%$�&�& � �%(1��� � # � ��"%�)��+,�0� " � �:3�� ��& � -�$�& *'!U5 �)& F 5 > 5 > 5)4�&
�O5 � �,�)(&-)$ � # � �%� � � �)& # *'!U5 �%"��^, � � # � !�& � # ��# � # ��# � $�&�& � �%(1�!Y ��!�(B[ �)& A2

x ��5 ��� # � N � ��� (1� � ���
� A1 = 0
� 1

�1$�& � ����" � # !0����( � �)"%" � � � (��v= �

a2
2 = − + � (ω2)

212 k8 + � (1/ω4)
x H 5 3 @��

V�5 �)� # " � � ��( # !�(�� ��# � $�& *'! � � ��� � ( � D # � � &��-" �3( � 
 �%� �3"��%& � � � (1��5�* $�! # �u& $ � ��+ $�& �%5 ��#1# ��&�� N �)� *'!��
�)� #1# � �,�)( # !�('� ��# � $�& &��3�1$�� # � � �-� # � �0" � ��� �}� N � � �%� �����#I !�� # ! ��# �%$�&�� �U5 � ����"�� # !������ # ��� � � � �1��+ � #
N �)�-*.!0� "%�-�Z9.� # ��� � # ��&���� ���)(/��!�& ��# ��# � # � ��" ��+ $/. "%� � $.��� A1

�1��( � � # � � �/$�(�� # � � (/�7x ��5 ��� # � N � ��� (1�
!�&��2� # (/! � # !�(1�2���2"%$�&�
�!0�)!�( �U5 $�&���� λ � 5 V�5 �)� # �)�2*'!U5 $�& � ��! # � � (��v= �)(���& � � " �)!�" � & #�N "85 � �%��� ���
	 � �0" � r " �)� � � " ��!�(1�0�0(1$���(/�)� �0� " � � ��# (�� �)� �U5 � ��$�"%! # �%$�& x��%& 5 F 5 > 5 > � 5�4�( " � ( � �1$�" ! # � $�&4��!2�'9.� # �)� �
� $�& # (1��*'!U5 � " &U5 �^, � � # � � � � �U5 � ! # (/� ��# ��# � # ��# � $�&�& � �%(1��� # � �0" ��5 �-$�!�� � ��$�&�� � � (���= � *'!��3�:3�� ���)&
&��3& � 
�"�� 
�� � & # � ! �)!�& # ��(1� �3� � &�� " ��� � *'! ��# � $�&0�?x H 5 3c; � +0$�& $�� # �%�)& # " ���43)� ��( � �1!�" # ��# 5

2 &�� � � �)$���� $���� # � $�& ��& *'! ��# (1� � $.���)��+ ��$�& # ���)!-, �/$�& # " � & �)� � (/�)� �)& # � # � ��"%�)�Lx A4
��# � & #

�43)� �2Y # ('�)� � # � ��"%�{[�+���!�� �1*'!�� σ � � �)(/$�D # ��$�� � � −k4 � +0&U5 �)� # �0$�& �'� � � �/! � � � & # � �,$�!�( � � �)(�� (/�
" � ��$�!��0" �)� �)& # ���
� � (��%$��0���U5 !�&��
�,�)( # !�('� ��# � $�& 5 � �)� � $.���)� � � (1� $�& �%*'!��)� �/$�!��)& # �0$�& ��!�& ('X�" �
# ('�)� � ��� $�( # � & # � � &�� " � ��9.& � � � *'!�� ��!4�'9.� # �)� ��5 � � � � "��)!0" � & � "v9 # � *'!��"�,$�!�( !�& �'9.� # �)� ����� ��" !0�
��� *'! ��# (/�3� $.���)� ��� ����& � & #�# (1$�� " $�!0(1� +�&0$�!�� � ��$�&�� � " $�(1� � � ��(�� � �?N � � "���!�" ��( &.!0� � (�� *'!���� ��& #
"65 � ��$�" ! # � $�& �U5 !0& �Z9�� # ��� � ��� n � $.���)� �0� &0$��.��(/�)� �U5 $�&���� qm = mk 1

h(x, t) =
n∑

m=1

Am(t)eimkx + ��5 ��5 x H 5 3cF �

4�& � �,$�� � A0 = 0 � # A−m = Am
5 ��5 � *'! ��# � $�& �U5 � ��$�" ! # � $�& �0� � � � *'!�� ��$���� $�� � & # � �,�)! #

�O5 � ��(��%(1�
dAm

dt
= ωmAm +m2k4

n∑

p=−n

p(m− p)ApAm−p
x H 5 3{H �



'�� � ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

4�&#� ��! # ��$�&���� � �%& # �)& � & # � & #� 
�(1��( "65 � ��$�" ! # � $�& ���)� Am
5w4�& � � ( # �U5 !�& ��# ��# �%& � # � � " " � ( 
���� ��& #

��$�� � & � � � (�" � � $.��� m = 2 1 am6=2(t = 0) = 10−5a2(t = 0) 5�� �)��� � � � � � � 
���� � & � # � � !-, ��& # (1�
" ��� ����$ � (1��& # � � $.���)� �1$�& # � � $ � ��� � � " �)��# $�� (1��� ��& # � # $�& � & # � 
�(/� "%�)� � *'! ��# � $�&�� x H 5 3{H � � � ( " �
� ��# � $���� �]5 K !�"%�)()5 4�& $����/�)(���� *'!��#�,$�!�( k *'!��)" �)$�&0*.!0��+ " � �Z9�� # ��� � &�� � � (�� # ���)(1� !�& ��# ��#
� # ��# �%$�&�& � � (1� ��$�� � & � � � (2"%� � $.��� & $�&�� � � �)& # � " m = 1 *.!0� ��� n > 10 + ��5 �)� # � N � � �%(1� ��� "65 $�&
� &��)" ! # � � &�� " � ��9.& � � � *'!�� � ! � $ � &�� � !�� # � $������ � � (/� $�& � *'!���� "�� & � � �%(1�)� �)& # � # � ��" ���)5�� � = 
�!�(/�
H 5 3c; � $�& # (1� "65 � ��$�" ! # � $�& �0� "85 � ����" � # !���� ( � �)"%" � ����� *'! ��# (1����(/�)� � �)(/�2� $.����� � � &�� �)� � � ��5 , "

0 200 400 600 800 1000
t

0

1

2

3

4

5

a
m

m=1
m=2
m=3
m=4

��� 	

0 5 10 15 20

m

0

1

2

3

4

5

a
m

���	

56��798 H 5 3c; / x � � � ��$�" ! # � $�& # �)��� $�(/�)"%" ���0�)�-*.! ��# (/�'��(1��� �%�)(1� � $.���)��5Wxr� �  ���0"�� # !���� ���)� ��� &�
 #
��(/�)� � �)(/� � $.����� N "85 � # ��# =�& � " 5�� � ��$�!�(��,�3�)� #�� �/!�� # � � � � ( am =

a1

m2
.

�)� # ��$�& � � ���,$��1���t��"%� �U5 � ����( � � ��&�����( " � ��$�!���"%�)� �)& # ��� � � (��%$���� ��� ����"%�)� �)& # � � (3"%� �)$�!��0" � 
��
&�$�&h� "��%& � � � (1�-�U5 !�&#� � # � # &�$��.�0(1������� $��0�)�)5�4�&��,�)! # � � (���= ��( *'!�� � $�!0( n > 10 +0"65 � &-I !��)&��)����!
&�$��?��(1�-����� $.���)� ��(��%����& �)$���� # � �/!�(�" � �-9�& � � �%*'!�� ��� # & � 
�" � 
�� � ��"%��5 � 5 ��# ��# = & � ",�0! �'9.� # �)� �
x8��� 
�5 H 5 3{; � �)� # � � ( � � #� (��%� � + ��$�� � ��� $�& # ( � � � ( �*�� 
*- �$��� #� � � ;�������� +�� � (

am

a1
=

1

m2

x H 5 3 J��

.;:O? :3? ����� M QSQPJ�D J��EN�HCB�CQ H��*B�� N�� JRQ N�� F JRQ H�� M��CQ N B��CM � MON �

� $�!0� � ��$�&�����$�& � ��$�&�� # ��# � *'!U5 !0& � $.���)"%�4��� ����" ��+ �)$�&0� # (/! � #EN "65 � �%���4�]5 � *.! ��# �%$�&���"%$ � � " ���)+
�,�)(1� � #/# � � # ���3(1� ��(1$.��! �%(1��"%�'� � � &0$�����&��3���3� � (�� �1�/�)� �)& # + �43)� ����� ���)"%! �v� �
� &�� �,�)! # � � � 3 # (/�
� ���0( � � �)&�� � & � �
� "%�)� �)& # ����� � & �t��(1� � & � "v9 # � *'!���5)* $�! # �%& $ �%�)+," �4� $.���)"%�3�0( � �/�)& #� (/����(/$��0! � # !�&
�)$����,$�( # �)� �)& # "�� & � � �%(1� ��� � � ��= *'!��7x��%& 5�� � 
05 H 5 3{> � + ���%� �%" � �%(1� N ���)"%! ��*'!���&�$�!�� � ��$�&�� �%���)& # ��= ��� !
� � � ��� # (/� @ 5-4�()+ �%",�^, � � # ���U5 � ! # (1��� # 9�� ��� �U5 � &�� # � � �%"�� #� � " � & �)� � (/�)��+ � � ( � � # � (��%� � � � � (����)��(1��" ��# � $�&��



������� �!	/�� � ���!� � ����� ����� ' � �

��� ��� ���,�)(/���%$�& � �v$ � (1�)& # �)�)5 � $�!0� � ��$�&�� (/����( � �/�)& #� �/!�( " � = 
�!�(/� H 5 3{> # (1$ �%� ��$����,$�( # �)� �)& # �
�,$��1���t��"%�)�)5

k

σ

�v� 	 ������� �

σ = k2 − k4

k

σ

� ��	 �����	� �
�

σ = −k2 + k4 − k6

k

σ

� ~ 	 �����	� ���
�

σ = −α + k2 − k4

56��798 H 5 3{> /  " " !0(1� ��� " � (1�)" ��# �%$�& �0� � � ��� ��(1��� $�& �,$�!�( # (1$�� � # 9��,�)�2��� ����" ��� �U5 � &�� # � ��� "�� #� � " �v�
& �)� � (/�)�)5�)�$�!0( � � � *'!�� # 9��,� &�$�!�� � ��$�&�� �%&�� � *'! � " � & $�(1� � 
 � & � ( � " � ��! # � !-, �0� �)(/$ � �/� � & ���
�)$�(1(1�����,$�&�� � & # 5

� � # 9��,� , �)$�(/(1�)��� $�&�� N "65 � &�� # � ��� "�� #� *.!0� &�$�!�� � ��$�&�� � # !���� � �/!��1*'!U5 N � � � & # �)& � & # 1 " � � � &����-���
� $������ � &�� # � �0" �)� ��$�& # �%�)& # " ��� $��0� k = 0 *'! � �)� # &0�)! # (1��5 s � &�� " � # 9��,� ,&, + �)�3� $��0� k = 0 �)� #
# $�!��/$�!�(/��&���! # (/��� � � � �)� # �u, ��" ! ����" � 0)$�&����U5 �%&�� # � � �%"�� # � 5 V���" "%�u� � � �)� # � $�(1& � �
� � ( ���)!h, � � "%�)!�(/�
= & �%�)����� k 5 s � &��3"%� # 9 �,� ,�,&, ��& (/� � � & � � ��+ " ���'� � # � # ��&�$��.�0(1�)���]5 $�&0��� � � &���� *'!�� k = 0 �1$�& #
� # � ��"%�)��1�" � �'9.� ��# (�� �'� � ( # ( � &��1" ��# �%$�& ���)( # ��� � " ����� # ��$�& �3(1$�����!���5wV�$�� � ��&�$�!�� "%� ����(1(1$�&�� � !
� � ( � 
�( � � � � �1!�� � � & # + ���)( # � � &0� � $.���)"%�)� ���-(��%���)� ��$�&0&��)& # !�&�� (1��" ��# � $�& ��� � �%���,�)(1��� $�& � �v$ � (1��& # �
�����)��" " ��*'!��4&�$�!�� � ��$�&0� $�� # �)&'!���5 , " ��� # ��$�& ��� & #� (1���1� � & # �U5 � & � "v9.�1�)(-��� + � � &�� �)��� � ! # (/�)� � � ��+
� # # $�!��/$�!�(/� �)& � �/$�! # � & # !�& # �)(/� ��&�$�&-� " � & �)� � (/��" $�� � " ���%���0" ��+�!�& � � (��%�1�/�)� �)& # � " � ��! 5

�%ilg%b 8��+o �ro
b{`(eWfLb ; 9 f � �
� $�!0� � ��$�&��4� � � N � ��$.*'! � ��& @ 5 ; 5 3 " � # � � $�(��%�2��� " � # (�����"%� �)$�!�� � � ��$�� � �2� $�����" � � 9.��(1$p�

��9.& � � � *'!�� �,$��1���t��"%� � $�!0( " � & $�(1� ��# �%$�& ���)� (��%���)��5/V�$�� � �3&�$�!��-"65 � ��$�&0� � � # + "%��� � �-*.!0�4&�$�!��
� ��$�&0� � # !�� � � �/!0�1*'!U5 N � � � & # ��& � & # x � �)$�!0" �)� �)& # �
�%� � �%" " � � ��$�(1(/�)���,$�&�� N !0&�� ��$�! � � � "��%� � # �4���
� � ! # �)!0(���$�&�� # � & # ��5]V�� � ��&�� � & # + ��� "85 $�& # � ��& # ��$���� # �3��� " � � � & $�(1� ��# �%$�& ���3" � �)$�!�� � � " � � � # ��+
# $�! # �)& �/� ��" � - � & # � � &���"85 � �4��(1$ , � � ��# �%$�& �U5 !�&�� ��(/$�& $�&�����!�(��U5 � � ! # (���� 
�( � &�����+�$�& $�� # � ��& #
= & � " �)� �)& # !�&0�-(/�)" ��# �%$�&���� � �%���,�)(1��� $�& � �v$ � (1��& # � ��� �)��" " � *'!�� &�$�!�� � ��$�&�� ! # � "��%� � � �/!��1*'!U5 N ��( � �
�1��& # 5 K & �%$ � # +0" � # � !-, ��� �)(/$ � �/� � & ����"��%& � � �%(1�-�O5 � ��(�� # � � &�� �)� � � �)+4� $�!0( " ��� 
�( � &����)� "%$�&�
�!0�)!�(/�
�U5 $�&���� �� ���� � � + ;�����>�� 1

σ = a k8/3 − b k2 + $ (k2) x H 5 3{M �

� � # ��(1� � �)& k2 (/����( � �/�)& # � # $�!��/$�!�(/��"65 �%$ � # ��� " � �,�)& # ��+� � �%� " � # ��(1� � �U5 $�(�� 
 � &�� � 9.��(1$.��9:�
& � � � *'!���� � (��%����� ����$�� � � k8/3 � # &0$�& �)$�� � � k4/3 �)$�� � �4&0$�!���"65 � ��$�&0� # (/$�!�� ��� ! � � � � � # (/�



' ��� ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

@ 5�)�$�!�( "%�)� 
�( � &����-&�$��.��(/�)�-�U5 $�&�����+ ��5 ��� #�# $�!��/$�!0(1�-"65 �%$ � # ���3�,�)& # � *'! � ��$�� � &���� # σ � � ��(1$�D #
�)$�� � � k2 5 V�� #1# � � &�� # � � �%"�� #� �)$�(1(1�����,$�&�� � ! # 9 �,� ,&, � � = &�����"%!�� � � ! # + �)$�� � � $�& � ��! # " �
�)$�&�� # ��# ��(��1!0( " �-� � � 
�( � � � � ����� # � � �%"�� #� x8� � 
�5 H 5 3 @�� 5���!���" "%� ��� # "85 � ��$�"%! # �%$�& &�$�&-� "�� & � � �%(1� �U5 !�&

k

σ

stable stableinstable

0

kinf kmax kc

�v� 	

1000 2000 3000 4000 5000
t

8

9

10

11

L/λ

���	

56��798 H 5 3 @ / x � �  " "%!�(1� ����" � (1��" ��# � $�& ����� �%���,�)(1��� $�& � � &�� "%� � � �7Y ���%"t�,�)( # [ �0��" �4# � � $�(�� � ����" �
# (�����"%� ��$�! � � ��4 xr� � � ��$�" ! # � $�& ��! &�$��?��(1�4���.�,$��1�/�)��� � &0��!�& ��$�� � �%&�� ��� " � ( 
��)!�( L = 20λ � +
�,$�!�( ε = 0,1 + δ = 0,5 � # γ = δ − ε = 0,4 5

# ��" �'9.� # �)� � ���!� � � # � � " � � (�� �1�/�)� �)& # +� # ����$�! � +�*'!��)" &�$��.��(1� �U5 $�&���� = & � " ��#1# �
� & # � $�& ��)�$�!�(
(1� ��(1$.��! �%(1�2&'!�� � (�� *'!��)� �)& # �)� # 9��,� �U5 � &0� # � � � " � #� + &0$�!�� ��(1��&���(/$�&�� " � (1��" ��# � $�& �0� � �%���,�)(/��� $�&
��! # 9�� � ,�, + �0$�&�& � � �0( � � � ����� � �)& # 1

σ(k) = −εk2 + δk4 − γk6 x H 5 3 � �
)�$�!�(2���%����" ��= ��(4" � ( � �1$�"%! # �%$�& +�&�$�!��2&U5 � ��$�&0� � 
 � "%�)� �)& # ��$�&��1��(�� � *'!U5 !�& �1��!�" # ��(1� � "��%& � � �%(1�
�,$�!�( " � � � (�������+ ��& ∂xh

5 � 5 � *'! ��# � $�& �U5 � ��$�" ! # � $�& ��� ��� �)& # ��$�& �

∂th = ∂xh+ ε∂xxh+ δ∂xxxxh+ γ∂6xh+ ∂xx(h
2
x)

x H 5 ;�� �

4�& �%$ �
� # !�� � "%$�(1�4� � (/�
� # �)� �)& # "85 �%& #� 
�( ��# � $�& &'!�� � (��%*.!0� ��� ��� #1# � � *'! ��# � $�& � $�!0(�� ��$ � (/�)& # ���
� � " ��!�(1� ��� ε + δ � # γ x ���(& � -)$�& N �)� *'!�� " � ( � 
 �%$�& �%&�� # � ��"%� �/$ � # � �/�1� 0 " � ( 
��#� $�!�( ����� � (/�)(
� ��(��%$�(���!�& � � (��%�1�1��� ��& # � 5�� � ���%��!�" ��# � $�& �)� # ( � � " � � � � �)& � � ( # � & # �U5 !�&�� � ��( # !�(�� ��# � $�& ���
" $�&�
�!���!�(��U5 $�&���� λ � + � � &���!0& ��$�� � �%&������2" � ( 
��)!�( L = 10λ � 5W4�& � (/����( � �/�)& #� �1!�(3" � = 
�!�(/�
H 5 3 @ " ��� � � 
�( � � � ���0� � # � ��� "�� #� � # "65 � ��$�" ! # � $�& �0� " � " $�& 
�!��)!0( �U5 $�&����3� ${9��)&�&�� �����-(�� �����)5
4�& �)$�&�� # ��# � � � &���� *'!�� " � " $�&�
�!���!�(��U5 $�&���� � ! 
�� ��& # � � ! �)$�!0(1�3��! # �)�������/!��/*'!U5 N ��#/# �
�%&���(/�
� ���0(1$ , � � ��# �����)� �)& # " � � � " ��!�( λ 0�132 1��)�
� � �)� # " ��( � �1!0" # ��# ����"65 � &�� # � ��� "�� #� "��%& � � � (1��5-V����,�)&�� � & # +
" � "%$�&�
�!0�)!�( �U5 $�&��0� (1�)� # � �)&0�1! � # � �)$�&0� # � & # � �1!�( ����� # �)����� # ('�)� " $�&�
��)5:V�� # 9��,� �U5 �%&�� # � � �%"�� # � " �v�
& �)� � (/��+ �)$�!��0" �SN !0& # �)(/� ��&�$�&-� "�� & � � �%(1� ���%����"%��+ &�� �/�)�.�0" � ��$�& � � � � ��(1$.��! �%(1���0� � � (�� �1�/�)� �)& # +



������� �!	/�� � ���!� � ����� ����� ' � '
� "%$�(1��*'!�� " ��� ��� ��!0" ��# � $�&�� ��� �  ��� � � � ;�����>�� + �u$ � � # ! � ��� �1!0( "%� � $.���)"%� �)$�����"%� # x � 9.��(/$��-9�& � �
� � *'!�� � # # ( � &0���,$�( # &�$�&-� " � & �)� � (/� � � $�& # (/�)& # !�&�� � ! 
�� ��& # ��# � $�&2��� " � " $�& 
�!��)!0( �U5 $�&�����/!��1*'!U5 N
!�&�� � � " ��!�(�" � � � # ��5 , "w& � ! #�# $�! # �u& $ � � �1$�!�"�� 
�&��)( *'!�� "65 � *'! ��# � $�& N "85 $�(/��(1�-"��%& � � � (1� &]5 ��� # � � � �%���)&-�
# �%*'!�� N "85 � *.! ��# �%$�& �%$ �
� # � ���)� �)& # �0$�&�& � �3� � (-"85 � # !��0� � 9.��(/$���9.& � � �%*.!0� x " � &�$�&h� " $�� � "�� # ��� ��# �
�1!4����(��%� � ��+.� # " � # � !-, �����)(/$ � �/� � & ��� σ � � �)(/$�D # �)$�� � � k6 + ��5 ��� # � N � ��� (1�#�,� � ! ��$�!�� �0" !���( � � �%���u�
� �)& # *.!]5 ��& ( �)� "�� #� 5�4�( &0$�!�� � ��$�&�� �.!���( � � � ���)� � �)& # *'!�� " ��� � � (1� $�& �%*.!0�)� ��� 
�( � &�� &0$��.��(/�
�U5 $�&���� � � � � ��& # !0& ('X�" � &0$�& & � 
�" � 
�� � ��" � � � &�� " � �-9�& � � �%*'!�� &�$�&-� "�� & � � �%(1� � 5 s 5 � ! # (1� � � ( # +
"65 � �/$�! # �U5 !�& # �)(1� � &�$�&-� " � & �)� � (/�2�U5 $�(1��(/� �1!�� � (�� ��!�(��)� # �,�)! # � 3 # (1� & � �)���1� � � (/� N "65 $����/�)( � ��# � $�&
��! � � (�� �1�/�)� �)& # � � &0������� � �)5

�%ilg%b 8��+o �ro
b{`(eWfLb ; 9 f � � �
) " � -�$�&��Z� &�$�!�� � � � & # �)& � & # � � &�� " � � � � $/. " � � � &���� � &�� # � �0" ����� # � $�(1& � ��+�� � � ��$/. " ��� $����

k = 0 &]5 ��� # � � ��&���! # (/��5*� � � � � 
�( � � � �����4� # � � � " � #� ��( � �/�)& # � � " $�(/�-"85 � ���,�
� # �1! ��� � & # x��%& 5/� � 
05
H 5 3cF � 5�4�&!�,�)! # (/� # (/$�!����)( !�&2� � � 
�( � � � � ��� � � " � � (/� � ���
� "85 � *'! ��# �%$�&���� =�� ��& # � � $ � �)& � ��( 
�5�� $�!��

σ

stable instable

0

stable

−ε

kkinf kmax kc

56��798 H 5 3cF / + �)" ��# � $�& ���3� � ��� ��(1���%$�&#� $�!�( !�&�� � &0� # � � � " � #� ��� # 9�� � ,�,&, 5

��(/�)&���(/$�&�� �)$�� � � � *'! ��# � $�&h� # 9�� �

σ = −ε+ k2 − k4 x H 5 ;-3 �

�)�3*'! � ��$�(1(/�)���,$�&�� N !�&�� � *'! ��# � $�& �U5 � ��$�" ! # � $�& �0! # 9��,�

∂th = −εh− ∂xxh− ∂xxxxh+ ∂xx(h
2
x) + ∂xh

x H 5 ;�; �

, " & � ! # &0$ # ��( *'!�� "65 � & # (1$.��! � # � $�& ��! # �)(/� � & � 
 ��# ��&���(1$��,$�( # � $�&�&��)" N h (1� ���%�)& #�N (/$�����(1� " �
�'9.� ��# (�� ����� # ( � &��/" ��# � $�& �1! ��� � & # "65 � ,�� ����( # ��� � " 5�V�� #1# � � *'! ��# � $�& &��
�,�)! # �0$�& �
� � � �O5 � ����" � *'!���(
� �%(1�
� # ��� ��& # � ! � � � ���)� (�� �����)5 V�$�� � � � � &�� " � � � ( # � � �0( � � � ����& # ��+'&�$�!�� � ��$�&�� � & # � 
�( � &.!0� � (��v�
*'!��)� �)& # "85 � *.! ��# �%$�& x H 5 ;�; � �,$�!�( � �v$ � (1��& # �)� � � "%�)!�(/� ��� ε 5:4�&!�,�)! # �)$�&�� # ��# �)( �/!�( " � = 
�!�(/� H 5 3 H



' � � ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

*'!�� " �3� $.���3" � ��"%!�� � &�� # � ��"%� k 0�132 = 0,7 &���� � � &�
��3� � � # � &0� � � *'!�� " � & ( � *'!���& �)�4�����)$�!��0!�(1�
(1��� # �,�0(1$�� � � �0� k � ' 1 5�K & (1� � � & � � ��+." � � � &��0�-�]5 �%&�� # � � � " � # � �)� # � $�(/& � � N 
 � !�� � ��� � ( " � � $��0�
k ����� (ε) 5!) $�!�( " � � � "���!�" +�&�$�!�� � ��$�&��#& � � # � ��$�"%! � !�&�� �,�)( # !�(�� ��# �%$�& � & � # � � " �-���3" $�&�
�!��)!�(��U5 $�&����
λ � � � &���!�& �0$�� � � &�� ���2" $�&�
�!���!�( L = 10λ � 5�� � = 
�!�(1� H 5 3{H xr� � � $�& # (/� "85 � ��$�"%! # �%$�& � ! �)$�!�(/�
��! # �)��������! &0$��.��(/� �����E� $��1�1���
��( � �1��& # �)�3� � &���" � � $�D # ��+ � $�!0(�" ����� �v$ � (1��& # �)� � � "%�)!�(/����� ε 5
� � � � (�� �/�1��� ��& # �)� # ��$�&��.� � ��& �,$��1���t��"%�4� � &���"%� � � ���U5 !�&���� &�� # � � �%"�� #� ��� �)� # 9��,��5)*�$�! # �%& $�� �)+

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

k

-0,1

0

0,1

0,2

σ

ε = 0,01
ε = 0,025
ε = 0,05
ε = 0,075
ε = 0,1

�v�
	

0 500 1000
t

0

2

4

6

8

10

L/λ
f

ε = 0,01
ε = 0,025
ε = 0,05
ε = 0,075
ε = 0,1

� �	

56��798 H 5 3{H / x � � + ��" ��# � $�& �0��� � ��� ��(1���%$�& �,$�!�( !�&0���%&�� # � � �%"�� # � ��� # 9 �,� ; �)& & $�& � # �%$�& ��� ε 4Wx
� �� ��$�"%! # �%$�& ��! &�$��.�0(1�3���7� $��1�1��� � � &�� !�&��7�,$�D # �����3" $�&�
�!��)!�( L = 10λ � 5

$�& �,$�!�(/( � � # �O5 ��#1# �)&���(/� N ����*'!U5 � " � � # "��%�)!3�/!0�1*'!U5 N �)��*'!���" �-&�$��.��(/���U5 $�&��0� ��#1# �
� 
�&��-" � � � "%�)!�(
"��%� � # � ��� k �����

1 �)� &U5 �)� # � � �3" � � � �)+ ��$�� � ��"85 �%" "%!�� # (1� " � = 
�!0(1� H 5 3 J 5 4�& �,�)! # �1!4��� $��1�)(3*'!���+
�)$�� � � &0$�!���"85 � ��$�&���� � � N $����1��(�� � �0( � � � ����� � �)& # +�"%�)��� $.���)� �����,� # � # &�$��.�0(1�-�U5 $�&�����+��:3�� �
�O5 � "%���1$�& # "��%& � � � (1��� ��& # � # � ��"%�)�)+ � & # ��(���� ��&�&��)& # � � &0� " � ��9.& � � � *'!��2&�$�&h� "��%& � � � (1��5 � �2� � (�� �/�1�^�
� �)& # &��4�/�)( � � # � "%$�(1���,$��1���t��"%��*.!0� ��� "%�)!�( # � !-, �����)(/$ � �/� � & ���4&]5 ��� # � � � # (1$ � � "%� � � x �)& � � "%�)!�(
� ���/$�" !0� � 5%) $�!�( � $�!���$ �%( �)$���� � (/�)( � ���
� " � # 9�� �-�U5 � &�� # � ��� "�� #� �0( � � � ����& # +0&0$�!�� � ��$�&���(1���0(1$.��! � #
" ��� �:3�� ��� � � " �)!�"%� �)&���(1��& � & # �)$�� � � # � !-, ��� �)(1$�� �1� � & ��� " � & �)� � (/�

σ = −ε+ δk4 − (δ − ε)k6 x H 5 ;�> �

4�& �)$�&�� # ��# � � " $�(/��*'!���+ �)$�� � � ��( � � � ���)� � �)& # + " � "%$�&�
�!0�)!�(2�U5 $�&��0� � !�
�� �)& # �4�/!��/*'!U5 N ��# �
# � � &��0(1� λ 0�132 + � � �%� � � � � !-� ����" N 1 $�& �,�)! # ��$�& � ��� # �%� ��( *'!�� ��5 �)� # � �%�)&3" � �,�)& # � # (1$�� �%���,$�( # � & # �
x ��& � � " ��!�( � ���/$�" !�� � �0! # � !h, ��� ��(1$ �%�1� � & �)� *.!�� ��� # (/�)��� $�&0� � ��"%� �0��"65 � ���/�)& ������� � � (�� �1�/�)� �)& # +
�)� *'! � �)$�&�=�(1� � "85 �%���,$�( # � & ��� ���)��� $.������" � & �)� � (/�)� �)& # � # � ��" ����� � &�� " � ��9.& � � � *'!�� � !-, # �����0�
" $�&�
�� ��! �'9.� # �)� ��5



�/������� �  �4� ��	�� ��� � ����� ���������!�&�����!� ' ���

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
q

inf

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

q
f

56��798 H 5 3 J / � $��.��(1�-�U5 $�&���� ��#1# �
�%& # N "85 � # ��# = & � " ��& & $�& � # � $�& ��! &�$��.��(/���U5 $�&��0�������)$�!��0!�(1��5

����� �
	 *-" . & �! 25�� $��( & ,/0-& . 56*-, & (*-,

� $�!0� � ��$�&�� �.! � !�� � � � � # (1� F *'!�� �43)� � � � &���" � � � ��(1� �]5 !�& � $.���)"%� # (��)� ��� ����" ��= � + $�&
�,�)! # ��( � � � (/� "65 � ��� � (�� # � $�&��,$��/�����0" � �0�)��(�� ����� # (�� � �%� ��&����%$�&�&���" "%�)�)+0� # *'!����)�)( # � �%&��)� � # (1! � # !�(/�)�
� # ��# �%$�&�& � � (1��� � # � �%�)& # � # � �0" �)� / ��! � $ � &0����� $�& �/��(1��� # (1�
� 
�& � � # N !�& &�$�����(1� "�� � � # � ����� $��0�)�)5
V�� #/# � (1��� # (���� # � $�& (/� ��� ��& # �U5 !�&�� � � ( #!N ������3
� � ��( "%�3� � (��%�1�/�)� �)& # + � # �U5 � ! # (1� � � ( #�N & � 
�"�� 
��)(
"65 � & # �)(����)& # �%$�& �����2� $.����� "��%& � � � (1��� ��& # � # � ��"%�)��5 4�( &�$�!�� � ��$�&0�2� $�& # ( � � ��� �0�)�1�/!���*'!�� ��� #1# �
����(1& ���)(1� � 9��,$ # � ���1� &U5 �)� # � � �.& $�(�� � � �)& # �/!0� # �v= � ��5�V�$�� � ��& # " � �'9.� # �)� � ��$�����" � # � � � # � �%" �/�
�)$����,$�( # �)(� s ��� ��# ��# � # (�� ��� � �)&���� $�&�&0�)" � � # � ��"%�)�"�,�)!����)& # � � "%� ( � �)" "%�)� �)& # 3 # (/� ��#1# �
�%& # �)+�$�!2�1$�& # �
� "%� � &0� # � ��" ��� � �%��� N � ��� � �0! � � (��%�1�1��� ��& # �

.;: �;: < � 
9H���� JLQSM DGF � M�� �

� 5 �%� � � " �,$�!�( ( � �,$�&���(/� N �)� #1# � *'!��)� # �%$�& �/�)( � � # � � ��& � � ( ��� ( � � "�� �/�)( !�&0� � # !����4&'!�� � (��%*.!0�
�)$�����"�� # ��+ ���%� �%" � �%(1� N ���)" "%�3��! � � � � � # (1� H + �)& # (1$ �%� � � � �)&���� $�&0�)5 � 5 � & ��$�& � � &�� �)& # ��� ��� #/# � � � �
# � $���� ��� # *'!U5 �)" "%� �)� # # (���� ��$ � # �)!��/� ��& # �)����� ��� � � " �)!�" + ��! �%�1*'!U5 N � � � *'!�� � #� ( ��# � $�& �%" & � ! #
�1!��
�)���1��� ����� ��& # � � �1�/�)(�� � &0��"65 �)��� � �)� ����� $�!�(�� �)(,��! �%��(/� ����& � ( N "65 �)��� � �)��( � ��" 5<)�$�!�(�( � �/$�!���(/�
" � ��(/$���"��)� � �0! # �����0�4��� � � "��)!0" + &�$�!�� � ��$�&��4�0$�& � " N � !��1��� # �)& #� ��� # (/$�!�����( !�&0� � *.! ��# �%$�&
� $�����" �
�0" !�� ���%���0" ��5

V�$�� � � � � &0� " � � � ( # �%���0( � � � ����& # ��+�$�& � � ( # � ( � �U5 !�&�� � *'! ��# � $�& � !-, � � (���� � ��� � � ( # �%�)" "%�)�
x �0$�& � "%$ � � " � � "��%& � � �%(1�'�,$�!�(-(1� ��(1$.��! �%(1� " �3� � � 
�( � � � ����� � # � � �%"�� #� $�� # �)&'! � ! � � � � � # (/� F 5/K &
& � �%� � & # " �)� � � � &�
��)� �)& # � �0��� � (�� � ��"%�)� � � � *.! ��# ��+0$�& �,�)! # �1� ( � � �)&0�)( � � &�� � ��( # � ����
 � & � ( � " � #�
N "65 � *'! ��# � $�& �/! � � � & # �21

∂th = −∂xxh− α∂xxxxh + β∂xxxh+ ∂yyh
x H 5 ; @��



' ��� ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

� � � � � 
�( � � � � �0� � # � � � " � #��� �/�1$��
� � N �)� #/# � � *.! ��# �%$�&2"��%& � � �%(1� �)� # (1���0( � �/�)& #� �1!0( " � = 
�!�(1� H 5 3{M 1
$�&��)$�&0� # ��# � *.!]5 �%" �)� # � �%�)& ��� � � " � � (/� N �)��" ! � ��! � $�����" �#Y�( � ��" [�5 , " (1�)� # � �)&��/! � # � N � � $ �%���%( "%� # ��(1� �

instable

stable

0

kx

ky

1/α

1/2α
stable

56��798 H 5 3{M / s � � 
�( � � � ���0� � # � ��� "�� #��� �1�/$ � � �7N "65 � *'! ��# � $�&yx H 5 ; @�� 5

&�$�& � "��%& � � � (1� � � � *'! ��# 5 4�& � �.! � � &0��" � � � ( # � � ��( � � � ���)& # � *'!U5 !�& # ��(1� � ��� " � & $�(1� � ∂xx(h
2
x)�1!�� � � � #�N 
 � & � (/�)( " � � � � &�$�� �)&�� ��! � � (�� �/�1�)� �)& # 5�K �/� � 9�$�&�� � � &�� !�& �0(1�)� � ��( # �������2!0&��


 � & � ( � "��%� ��# � $�&2��� ����" � �0����� # �)(1� ��+ �/$�!�� " � & $�(/� � ∂xx(h
2
x +h2

y)
5 �-$�!�� � ��$�&�� ��$�& � � ����"%�)� �)& #�

" � ( � �/$�" ! # � $�& &'!�� � (�� *'!������3"65 � *'! ��# � $�& �/! � � � & # �1

∂th = −∂xxh− ∂xxxxh+ ∂xxxh+ ∂yyh+ ∂xx(h
2
x + h2

y)
x H 5 ;�F �

� � &0� !�& ��$�� � �%&�� � ���
� ��$�&�� � # �%$�&�� � � (��%$�� �%*'!��)�4� � &��4" �)�4� � (/�
� # � $�&�� x � # y 5 , & � # � � "%�)� �)& # + "%�
�'9.� # �)� � �)� # � � �)(�� # � � (

h(x, y) = a0 cos(k 0�132 x) +
a0

10

� "%� �
(x, y) x H 5 ;�H �

� � & $�& � # � $�& � " � � ��� # !�& ��(1!�� # ��" � & � ��� � � "%�)!�(2� ${9��)&0&�� &.!0" " ��5�4�& � ��! # � � &0��� �%& � # � �)(3��" !0�
& � � � " ��� ��& # ���)� � ��( # !0(�� ��# � $�&0� # ( � &0������(1� � " ��� N "65 � �)$�!�" ��� ��& # 5�� 5 � ��$�"%! # �%$�& # 9�� �%*'!�� �]5 !�& # �)"
�'9.� # �)� � �)� # (/����( � �1��& #� �4�1!�( " � =�
�!�(1� H 5 3 �05
, " �u, � � # � ��$�& � � � ��& !0& � � � &�$�� �)&�� ��� � � (�� �1�/�)� �)& # x 
�"%$�� � "%�)� �)& # +�" � " $�& 
�!��)!0( �]5 $�&0���

� !�
�� ��& # � � N�# (/$ � � � �%� ��&����%$�&���+�� � � � "%�,�0(1$��)�)�/�1!�� �)� # �,� � ! �)$�!4����"%!�� �)$�����"%�u,�� *'!U5 !0&������ ����" �
�)$ � " �����)��& �)� ��$�� � � N ���)!-, � � � �)&0��� $�&��)5/K & �%$ � # +*� $�!�( � !�
�� ��& # �)(�� � " $�& 
�!��)!0(��U5 $�&���� " $�& �

 � # !�� �%& � "%��+ " � �'9.� # �)� � � � �/�1� � � ( ���)�(Y � # ��# ����� # ( � &0��� # � $�&w[ $/. ������� $���������� � � & $�(/� ��# � $�&
# ( � &�� ���)(/�1��� �/$�& # �1$�" "�� �
� #� ��5 )�$�!0( � ��$ �%(�!�&���� � � ������" � Y # (�� ��� � �)&���� $�&�& � "�� #� [ �0��" � � # (/! � # !�(1��+
&�$�!0� � ��$�&�� # ( � � � �)& & $�& � # � $�& ��! # �)����� " ��&�$�� ��(1�3� ${9��)& ��� �,$��1�/�)�)5�) $�!�( � � " �)!�"%�)( ��� � � ( � �
� � # (/��+ $�& � � �)$�!��,� " �2��$�� � �%&��2�)& Y # ( � & � � ���\[ "%$�&�
 � # !���� & � "%�)��+ $�& � � # �)(/� �%&�� �)$�� � �2�)& ; s
" � &�$�����(1�4�����,$��1�/�)� � � � & # ����� $c9��)&�&0�)(��/!�( # $�! # � " � " � ( 
���!�()5 2 &0� � � " ��!�(-�)& # ���)(1�4������� � � �
( � � � # (1� �%&�� � *'!��3��$�& �4!0& � $ # �v&�!0& � � �%� ��&����%$�&�&���" x ����� (�� ����� N �)(&3 # �4��� &'!��)!0�1� ( � 
�!0"�����(1���-�/$�& #
� "%$�(1� ��$�&����%� � ( � ��� ��$�� � ��!�&�� � �%� ��&����%$�&�&���" " ��� � 5



�/������� �  �4� ��	�� ��� � ����� ���������!�&�����!� ' � (

56��798 H 5 3 � / � ��$�" ! # � $�& # �)���,$�(1��" " � �U5 !�& �'9.� # �)� �2� � �)(�� # � � (.x H 5 ;�F � 5 � � # � � "%" �3����" � � $�D # � �)� #
L = 6λ 0�132 × ` = 15λ � � �

5 , & � # � � " ��� ��& # + kx = k 0�132 5



' � � ��� �����
	����� ����� ��������������	��	�������������� �  ��!�� �#" ����$�������

0 250 500 750 1000
t

0

1

2

3

4

5

6

7

<
L

/λ
>

56��798 H 5 ;�� / � ��$�" ! # � $�& ��! &�$�� ��(1� �����,$��/�1�)� � � &0� !0& �Z9�� # ��� � � � �)(�� # � � (�x H 5 ;�F � + �,$�!�(�!0&��
�,$�D # � ��� " $�& 
�!��)!0( L = 6λ 0�132 � # ��� " � ( 
���!�( ` = 2,5λ � � � ( · · · ·) + ` = 7,5λ � � � ( ����� ) + ` =
20λ � � � (� � ) 5 , &�� # � � " ��� ��& # + kx = k 0�132 5

��! � &�� " � �0$�� � � &�� &U5 ��� # � � � � �1�1� 0 " � ( 
�� �,$�!�(2" � � �1�/�)(��0�)�2� $������ � &�� # � �0" �)� # ( � &������)(1�/�)�
� ��� � ( � D # (/��+0"85 � ��$�"%! # �%$�& �1��& � � # ���3" � �43)� �E& � -�$�& *.!]5 ��& ����!-, � �%� ��&����%$�&���1�"%��&�$�� ��(/��� ${9��)&
��� �,$��1�/�)�-(1�)� # � �)& # �%�)(�+ � # � ��$�" !�� � � (,� � "��%�)(1���1! � �)�)�/���v& �)+ �)$�(/(1�)��� $�&�� � & #�N "85 � "��%� �%& ��# �%$�& �U5 !0&��
(��%����5WK & (1� � � & � � ��+ *'! � &�� " � " � ( 
���!�(���! �'9.� # �)� � � !�
�� �)& # ��+ "%�)�'� � "�� ��(1��� �%��� � ( � �%�1�1��& # + � # " �
�'9.� # �)� � (1��� # � # (��%� � � �)&���� $�&0&��)",� ��&�� � & # # $�! # � " � ��!�( � � ��! � � (�� �/�1��� ��& # + �/!��/*.!]5 N �)� *'!U5 � "
��#/# �
� 
�&���!�& ��# ��# ���/�)!���$ � � # ��# �%$�&�& � � (1� N !�&0� (�� ����5

4�&��,�)! # ��$�&�����$�&�� # ��# ��(�*'!�� ���)� � $ # �v& � # (��%� � � �)&0��� $�&�&��)"%�0�,�)!����)& # � �4� � ( � D # (/� � # �1�-� � � & �
# ��& � ( �1!0( ����� # ������� (1��" ��# � ����� ��& # "%$�&�
���5 * $�! # �%& $ �%�)+ " � � � (�� �1�/�)� �)& # =�& � # # $�! �/$�!�(1��� � ( " ���
� � # (1!�� (1� � # "65 ��# ��# =�& � " �)� # �'9.� #� � ��# � *'!��)� �)& # � � � �%� ��&����%$�&�&���" 5�4�& $ � # �%�)& # =�& � " ��� ��& # �����
(��%���)�-���%&'!��)!��/�)��*'! � �1�4(1�)�0(1�)�/�1��& # �/!�(��0�)� # �)����� # (�����" $�&�
��)5)V�� #1# � # ( � &���� # �%$�& ��$�(1(/�)��� $�&0� (1� �
" ��# � ���)� �)& # � �%�)& N �)��" "%�2� � ��(�� # ��� � (3�u,��)����" � � � (3+ ������� � � ���'
!���  � � ;�����3)� �)& # (/� " ���3(�� �0�)�)+
���& � ����"%� � ����"�� # !����2� # � �%� � � �)&0��� $�&�&��)"%" ���)+ � # "%�)� ��!�&����)+ � 
 � "%�)� �)& # � � � �%� ��&����%$�&�&���" "%�)��� � � �
��� �0" !�� 
�( � &��0�)� � ����"�� # !��0� � # " $�& 
�!��)!0( �U5 $�&�����+ �)� #1# � # ( � &���� # � $�& �1�L& � � � � & # %('*) ���)� (�� �����
Y�" � &�
�!0$ � �����\[ # (�� ��� � �)&���� $�&�&0�)" "%�)��5

V�� #/# � � # !����3��( � "��%� �%& � � (/���/!�(�" � ��9.& � � �%*.!0� # (�� ��� � �)&���� $�&�&0�)" "%��+�� $.� � " � � � � N � � ( # �%( �U5 !0&��
� *'! ��# � $�& " $�� � "%�4$�� # �)&'!�� ��& � # ��&�� � & # ���2� � & ���)(1�4���%����"%� "85 � *.! ��# �%$�& � $.����" � �0( � �/�)& #� � � $�!0(
"65 � ��$�" ! # � $�& �)& ; s + � $�& # (/����$�&��2*.!0� "%���'9.� # �)� � # �)&0� N �/� # (��%� � � �)&0��� $�&�& � " � �1��( � ! �)$�!�(/�3��!
# �����0�)+ �43)� � ��� "65 ��# ��# = & � " (/�)� # � ��� � �%� ��&����%$�&�&���" 5�* $�! # �%& $ �%�)+ "%��� � $ �v, �0! # ��(1� �3&�$�& � "�� & � � �%(1�
�,�)! # � $.� ��= ��( " � ��9.& � � �%*.!0� ��! �'9.� # �)� ��5 s 5 � ! # (/�)� # 9�� ��� ��� &�$�& � " � & �)� (�� #� (1�����,�
� # � & # " ���
�'9.� ��# (�� ��� ��! �Z9.� # ��� � ��$ ������& # ��$�& � 3 # (/� # �)� #� �)�)5 4�& � ��! # � 
 � "%�)� �)& # ��� 
�& � "%�)(�*'!�� ��� "85 $�&
Yp& $�(��)� [ " � # (��%� � � �)&���� $�&0& � "�� #� ��! �'9.� # �)� ��+ �)& � & # (/$��0! � � � & # �)$�� � � ��# ��# �%& � # � � " !�&�� �,�)( # !�( �
� ��# � $�& �)$�&�� # � # ! � ���]5 !�& # (�� ��" � # ����� $��0�)� �)$�&��/! 
�! � �Ex ��$�� � �,� $�!0(�"85 � & � "�9.�1� &�$�& � " � & �)� � (/����( � �



�/������� �  �4� ��	�� ��� � ����� ���������!�&�����!� ' � �
�1��& #� �2��& F 5 > � + �)� #1# � # (��%� � � �)&0��� $�&�& � " � #� � ��(1���%� # ���1!�( ���)� # �)������"%$�&�
�� � � � & # *'!���" �4�'9.� # �)� �
&��3(1��" � ,�����& � � (�� �/� � & # ����(1�-!�&��3(��%����!�& �%*'!�� # ( � &������)(1�/��5

� 5 ��&��1��� ��" ����� �)��� $����/�)(�� ��# � $�&0��&�$�!0� �)$�&0��! � # ��$�& ������&�$�! ��� � ! N �1$�!0"�� 
�&��)( "65 � ��� $�( # � & �)�
��� " � &0$�& � " � & �)� (�� #� � � &�� " � � �%(1� � # �%$�& �,�)(�� ��&�� � �)!�" � � (/� N "65 � ��$�!�" ��� ��& # 5 	 3)� � ��� + N "85 $�(/��(1�
"��%& � � � (1��+ " ��� � $��0�)� # ( � &������)(1�/�)�2&�� �1$�& # � � � �/$�" " ��� � #� �)+ "%��� � � &�$�� ��&�� ��� � � (�� �1�/�)� �)& # �,�)! #
��$�&�� ��& # ( � D	&���(-"%�)!�( � � � # � � � " � � ��# �%$�& +.� # "65 � ��� � (�� # � $�& + � ! � $ � &�� # ( � &0��� # $ � (/��+����4� # (/! � # !�(1��� # (����
� �%� ��&����%$�&�&���" " ���)5





� �������	��
�����

Y . # (/$ � � $�! *'! ��# (1� ���)& # �-� � # (/�)� ���3" � )��.( � � � �������/��� ���1! �%� � � � �/� � ����� � ���0(�� � !0&��3�,$ � 
�& � �
���3� � ��" �����/�3"�� � � " � � �/� � ��$�!�" ��( ���%" �)&��
� ��!��1��� ��& # !0& �,�)!#��"%!�� " $ �%& � # ��� � � � � #SN ��$ ��� � � �1�/���

��� ���1! �%�-��& # ( � �%& ���3� $.� ��� �)( "%� = � � � ( � 5 � [
� � ��� �! #"S'��%$
� ��� ���'&#(*) � ) � 5

+ ! ��$�!�(1� �0� �)� #1# � � # !��0�,��&�$�!�� � ��$�&0� �1! � �)�)�/�������)� �)& #�� �,$�(1� � " �)� � ���,�
� # � �-�4� � (�� � �)& # � !.�/�
# � � $�(�� *'!��)� � # &'!�� � (��%*.!0�)���0� "�� � &0� # � � � " � #����0 �
� # � & # "�� �%& # �)(21 � �)� �)& # (1� !0& � � "��%�)! 
�( � &'!�" � � (1�3� #
!�&43 ! � �0�-��& � �)$�!�"%�)� �)& # �)$�& # � &'! 5.5�� # ( � � � � " ��� �%&�����(�� # � � &�� " � ��(1$ ��" � � ��# � *'!�� ��! # ( � &���� $�( # ���
� � � � � �)& # � � � ( !0&63 ! � �0�,�0� # ����" � 1 $�(/� ��# � $�& ����&0$�� ��(/�)!��/�)� � # (1! � # !�(/�)� & ��# !�(/�)" "%�)� �)$�� � � " ���
(��%���)��� " ��� �0!�&��)� � # " ��� � � & ��� �0� � � ��" ��587 $�!0� &0$�!�� �1$�� � ��� ��" !��3��� � �
�9��*.!0�)� �)& # ��$�& ���)& # ( � �
�1!0(�" �)��(�� �0�)���1$�!���� � � (�� &�����x � # (/! � # !�(1���;:#�,� # � # � � � � �)" "%� � � # $�! # �)&�
 � (/� � & # : "�� ������(�� # *'!��2�����
� � � � & � �/� ��� � & � "%$ 
�!���� ( � 
�� �1�/�)& # " ���-�0!�&��)�<: 
�( � &���� � � � �)" "%��5

� � � � ( # � �4�=� � � (��%� ��& # � " �4���2" � # � ���1� � ��$�&����%� # � : � � #1# (1� � ! �,$ �%& # !�& � �%���,$���� # �91 �� � �)$�! �
" ��� ��& # � &�� # (/!�� ��& #� �,$�!�(�$ ���1��(�����( " � 1 $�(/� ��# � $�& � # "�� � ��$�" ! # � $�& �0�)�2(��%���)�2�/$�!�� � � � � � " "%�)� �)& #
!�& �%� � (/�
� # � $�&�&��)" 5?>�& � ��! # �1$�!�"�� 
�&��)( *'!�� " � � $�& # � 
�� ( � � "�� � � �,$�!�(/( � � # � 
 � " ��� ��& # �/�)(����%(@:
�� � ! # (1�)� ��# !����)�4*'!�� ���)" "%�)� *'!�� &�$�!�� � ��$�&�� � �)& � �)������$�� � � � � ( �=��������"%� " � �.��& � � �%*'!�� ���
� � & � ��� � (�� � � &������ $�! !�&�� $����/�)(�� ��# � $�& �0" !�� � ����" � �2��! # ( � &���� $�( # ���)� 
�( � � &0�'� � (�"�� � ��$�!�"%�)� �)& # 5
. "�� � � �0� ��� �)� � � & � "���&�$�!�� � ��$�&�� # $�! # �� � �,$�(1� $����/�)( � � " � 1 $�(/� ��# � $�& ���)� (��%���)�2�/!�( !�& " � #
��� � � "%" �)�3� $�&�$.� � ��� ��(1�/�)�)5 s � &0��" � "�� � � # ����� " � 
 � � � � ��� � � � � # � � � �)���1������" ������&�$�!��4&� � ��$�&��
$����/�)( � � � ! �)!�&0� � � (�� ��# � $�& ��� 
�&��9� � ��# ��������� " � "%$�&�
�!0�)!�(��� $�&��0� �%& � # � � "%� � ��� � "%�2� � ��� # 58A & (1� �
� � & � � ����"�� � ! 
�� ��& # ��# � $�& ����" �-# � � "%" � ����� 
�( � � &�� �)$�&0��! � # : !�&0� � !�
�� �)& # ��# �%$�&4�0� �)� #1# ��" $�&�
�!��)!�(
�� $�&�����5B7 $�!0� &�$�!�� �1$�� � ��� � 
 � " �)� �)& # �%& # � (/�)�1� � �?: "�� � ��$�"%! # �%$�& ����� (�� ����� �1!�( ����� # �)��������" !0�
" $�&�
��)5��C� � !�
�� ��& # ��# �%$�& ���3" � "%$�&�
�!0�)!�( �� $�&��0� x 	ED � '���� ��	��=FG) � ��� � ( � "%"���" �)� �)& # : " � �)(/$ � �/� � & ���
���4"�� � ���0"�� # !������ � � #� � � �/�4��& � ���%���)& ����5 , "���� #�� ��� � (/! *'!������ #1# ����(1$ �%�1� � & �)��� � �,�)&�� � � # ��� " �
# � � " "%� ���)��
�( � �%&��H��"�� & � � �%(1� � $�!�( "%�)� �0" !���
�(1$�������" " � �)� # " $ 
 � (�� # � � � *'!��!�,$�!�(4" �)� ��" !��3� � # � # �)5



' � � � !���� "S� ����!��

s � � ! # (1� � � ( # � "�� � ����"�� # !��0����$�� � ��" � "%$�&�
�!0�)!�( �� $�&��0� � ��# !0(1�)& # � $�!�( " ���,�0" !�� 
�(/$�� 
�( � � &���5
5��)� � # !������ $�& # � 
 � " ��� ��& # �,�)(/� �%� �� $����/�)(����)(�� ��� � � & ���)(1� *'! � " � # ��# � ���,� "�� � ��$�" ! # � $�& �����

(��%���)��� � & � # � � " ��� ��& # �,�)(��,�)&0� ����!�" � �%(1��� : "�� � �)$�!�"%�)� �)& # � ���)(/�4�0�)� � # (/! � # !�(1���3�0" !�� �)$�����"%�=���)�3� #
# (�� � �%� ��&����%$�&�&���" "%�)�)5 � � " � ( 
���!�( "�� � � # � � �0! � � & � " &���&0$�!�� � �)� � ��&�� � & # � � � �,�)(/� �%� �� �%���)& # �9� ��(
�)" � � (/�)� �)& # *.!0�)" � # � � # "%�4� $ # ��1 � & � " � �0$�� #� 5 A & ��&� &�$�!0� � ��$�&0�'��( � �1�)& # � ���)��( � �/!�" # ��# �
�0( � " ���
� � & � �%(1��� �)$�& ���)(/& � & # !�&�� � &0� # � � � " � #� �/�
��$�&�� � �%(1���.*'! �,�1� �1!��,�)(�� $��1� � !.� (�� �0�)�)5 7-$�!�� � ��$�&���� � �
�)& � ���%���)& �����-�4� � (�� � �)& # � " �)� �)& # "�� � �4� � (�� # �%$�&��1!0( " � 1 � �)� � � $�& # ���)� (��%���)� ���-���%" "%$�&��0� � ( � "%"��)"%�)�
:2"�� � ��$�!�" ��� ��& # 5 5 �%�)& *'!��3�1$�& � � � � & � �/� �'� � �.���%*'!��4(/�)� # �;:!��( � �
� �/�)(�� �)� � � � &�$�� �)&�� � $�!�(1( � � #
�)$�&�� # � # !0�)(�!0& � " � � ��& # ��( � �)!0(1�1��!�(�� � &0��" � ��(1$��)���1�/!������ # (�� ��� � �)&���� $�&�& � "��%� ��# � $�& �0�)��(�� �����)5 , "
�,$�!�(1( � � # � 
 � " ��� ��& # 3 # (1�*: "�� $�(�� 
 �%&�� ����"�� �%&�� # � � �%"�� # ��# ( � &��21 $�(1� � & # !0&���� � (1(1� (1� � # �%"�� 
�&�� �)& !0&��
� � (��%� �0� � � (�� � � &��)��5

� � ��(1$�" $�&�
��)� �)& # & ��# !�(/�)" ��� ��� #1# � ��# !���� �0� �.( � � # ��$�&����%� # �)(��� !�&���� � ( # : �=� ��"%$ � # �)( ��" !0�
� � � & # "%�)�-� ���1!�(/�)���0�4"�� � �)$�!�"%�)� �)& # � ! # $�!�(-���4� # (/! � # !�(1��� � � ��& � � � & �%�)� *.!0� &�$�!0� � ��$�&�� ��$�� �
� �)& � � :3( �)� "��%�1�)( :3"�� � � �0�-�0� " � ) 5 , 5 � 5��.� # �� � ! # (/��� � ( # :4� � ����" $����,�)( !�&�� # � � � & �%*.!0�����-� ���1!�(/�
��!63 ! � ��� 
�( � �%&�����& �1!�(21 � �)�x " �)� ��(1��� �%�)(1���)�/� � �%� � 0 �
� # ! � �-$�& # � $�& # ( � "%�)��" � � � # �)� ����" �3# � � � �
& �%*.!0��) 5 , 5 � 5 �,$�!�( $����/�)(����)(��)� � � � &0$�� ��&��<��!0&�� � ����(1$�� � � ��� # � �,� �1! ��� �'��� � � ( # � �)!�"%�)� � $�!�(1( � � #
��� � � � (1�)(���"%!�� 1 (/! � # !��)!0�1� � � � � &���"�� $��.�/�
� # ��1 ���
� � (�����& � ( :�!�& �)$�!4��" � 
����)& # (1��" � � $�!������ ��& # ��!
3 ! �%����� # ���)" !�� ���)� 
�( � � &���5

s � &��-!�& �1� �)$�&�� # ��������� &�$�!�� � ��$�&0� � �,$�(/� � "�� � ���,�
� # # � � $�(��%*.!0� �0! � � � &�$�� �)&0�4�� � &0� # � � ���
"�� #� 5 . � � ( # � ( ��� "�� � & � "��.�1�3��� � # � � � " � #� "�� & � � �%(1� �)" � �1��� *'!�� : �0�)!.� � �%� ��&����%$�&����0&�$�!�� � ��$�&���� & �
# (/$��0! � # "�� �%&��)( # � �����)� 
�( � � &�� � � &���"%� � $.����" � � # � $�& # ( � *'!��-" ������( � � ��� # � $�&�� � & � "�� # � *'!�����x �:3�� �
����" � � � "��)!0"��)� # (1�)" ��# ������� ��& #�� " $�� 
�& � ���)� ��$�&�� � # � $�&������ "�� �-�4� � (�� ��& �)�@� &0$�!�� � $.� � "�� �/$�&��4!�&
� ��$�!�"%�)� �)& # " � � �%& � �%(1� ���
�0(1$,1 $�&0���)!�( � & ��& � � � ��# � � ��& # &�� #1# ��� ��& # � � � "��%$�( � �)��5 5�� #1# ��� $.� � "�� � � �
# �%$�& ��$�&�&0� "%� � $�& $�(/��(1� ��� 
�( � &����)!0( �,$�!�( " � "%$�&�
�!0�)!�( �� $�&���� � &�� # � � " ��4�������"%!���� ��$�� � � &�$�!��
"�� � ��$�&0�4� $�& # ( � �-�4� � (�� � �)& # � " �)� �)& # � ��� #/# � "%$�&�
�!0�)!�( ��( � � � # � &�� � � � ��&�� � � �4��! � � � � # �� � � !
� � � � �)(/$�� #�� ��� ��" �-� � � � � # (1� ����� 
�( � � &���5�) $�!�( # �)& �%( ��$���� # � ���)��$����1��(�� ��# � $�&����=� � � (��%� ��& # � "%�)���
&�$�!0� � ��$�&�����&��1!�� # � ��# ��&���! "�� � & � "9�.�1�4����� # � � �%"�� # � : !�&�� ��$�& � 
�!0( ��# � $�& # (��%� � � �)&���� $�&0&��)"%" �,�0�)&
� & # (1$.��! � � � & # !0&�� 
 � & � ( � "��%� ��# � $�& ��� " � "%$ � ��� # ( � &���� $�( # ! # �%"�� � � ����( � � � ���)� � ��& # 5 5�� #1# � � & � �
"9�.�/� � ��(/$�!�� � *'!�� "%� � $��0� "��%& � � � (1��� ��& # "%� ��"%!�� �%&�� # � ��" � �)$�(1(1�����,$�&�� � � # � �%�)& : ���)� (�� �����
�,�)(��,�)&0� ����!�" � �%(1��� :2"�� � �)$�!�" ��� ��& # / ����*.!�� �)� # ��$�& 1 $�(/� � :2"�� �=� � � (�� �)&��)��5 5�� � ��&�� � & # � !�& � ! # (/�
( � �1!�" # ��# �%���,$�( # � & # �)� # *.!0� ������� $.���)� $���" � *'!����#x � � ( ( � ���,$�( # :3"�� � ��$�!�" ��� ��& # � �1$�& # � 
 � " ��� ��& #
� &0� # � ��" ����� � # *'!� $�&��,�)! # ��� ��#/# ��&���(1�?: �)�-*.! � �%" � � & # ��(���� ��&�&���& # � � &0� " � � �.& � � � *'!��-&�$�& � "�� & � � �%(1�
����� (��%���)��5 )�$�!0( �)$�& � (1� �)( ��� #1# � � ��� $ # � ���1�,� &�$�!0� � ��$�&0� � �)& � !�&�� ��# !���� 1 � ����"%�)� �)& # &�$�& �
"��%& � � � (1� �)& ��# !0� � � & # " � ��$�!���" � 
��2��& # (1� # (/$ � ��� $��0�)�x (�� ����� # ( � &������)(1�/�)�4� # (��%���)�3$���" � *'!���� � 5 , "
� � � &���� ��#� � $�& # ( � *'!��,� � ���
� " ��� ( � �1��(����)� �%���,$�� � �)��� � ( " ��� " � � � # ������� � � "��%� � # � ��! � � "���!�"��
����� � $ # ��1 � # (��%� � � �)&0��� $�&�&��)"%�2� # ��# �%$�&�& � �%(1���(x �,� �)� # � : � � �%(1� �1� � � �0" � - � & # � ��� � " � ��$�!�( � & # � � &��



� !���� "P� ����!�� ' � '

� $�� ��� � ��# � $�& & � �� � ����"�� # !���� & � ���%1 $�(/� � � � # � # � ��" ����� $�!�� � � ��& # 3 # (/� �-� � ��� � ��5
� � *'!���� # � $�& ����� ��!�(1� & �)� &�� $ � &0�6�0�,�)! # � $�& ��( � ��$ � (2*'!���" � $ # �91 �/�)( � ��#1# � � & # : "�� ��# ��# � �

& � " � , " � � ( � � # � � � �
� "%����� � $�!���$ �%( � ( � � $�&0��(1� :!� � ( # � ( ��! �1��!�" � � " �)!�" � & � "9� # �%*'!��,��� � &�� � ��$ �%(
(1� �)$�!0(1��: " � ��� ��!�" ��# �%$�& &'!�� � (�� *'!���5 s � &�� !0&�� # (1$ �%�����)� � � � ( # � ��� &�$�!�� � ��$�&0����( � �1��& #� !0&��
� � � ! � � �4�� � # !��0� &'!�� � (��%*'!��4�0! �)$����,$�( # �)� �)& # &�$�& � "��%& � � �%(1���0�)��(�� �����)5 s � &0� "%� �43)� �3�)����(�� #
*'!�� � $�!�(�" � ��$�!���" � 
�� # (�� � �%� ��&����%$�&�&���"��0� � $.���)��� &�$�!�� � ��$�&�� # �)& #� ��� � $�� � "��%�1��(�" �!� � � &�$ �
� �)&�� ��! � � (�� �1�/�)� �)& # � � ( !�& �)$�!4��" � 
�� �)& # (/� !�&��,� # � # &�$�� �0(1� ��� � $.�����)5�	 � " � �)!0(1�)!0�1�)� �)& # �
�)� #1# � # �)& # ��# � ��� &� � � � � � �,$�! # ��� �)� *'! � � � # �)& � ��� �0�)& ��� "�� � ���,$�( # � & �)� � � &�� " � � �.& � � �%*.!0�
&�$�& � "��%& � � � (1�����)��� $.���)� "��%& � � � (1��� ��& # � # � ��" �����'��$�& # $�& � !�( � � # ��!&)�� � ' � � '�& � 
�"�� 
��)( "�� � &.3 !��)&��)��5
� �2� � (�� �1�/�)� �)& # � ��$�& � � #� � # !�� � � : "�� � � ���4�� !�&�� ���%��!�" ��# � $�& &'!�� � (��%*'!�� �)$�����"�� # � �)& ���)!.�
� �%� ��&����%$�&��)5 A & ( � �1$�"�� � & # " ��� � *.! ��# �%$�&�����$�&�& � ��� � � ( " � � $.���)"%� # � � $�(�� *'!����$�& � � (����%�)& # �=1 �
1 �
� # �����)� �)& # :�(1� ��(1$.��! �%(1��"�� � ! 
�� ��& # ��# � $�& ���3" � " $�&�
�!���!�( �� $�&���� � ! ��$�!�(1� �0! # �)������� ���)"%" � � �
�
��# � & # ��$���� ��# ����" � � ��� � �)��( # � � &���� ����� $��0�1�)( � ��# �%$�&�� �=� � � (��%� ��& # � " ���)5 A &��.!�� �� � � � " � $�(/�)( �)���
���%��!�" ��# �%$�&����'� # ����"%�)� (/�)&���(/�'��" !0� ��(/$ � � ��� ���)� ��$�&�� � # �%$�&����-� � � (�� � �)& # � " �����0�0�)!.� $���� # � �)"%�)� �/�
��( � �1��& # �)& # 5 s � !�&���� � ( # ��" � ( � �1$�" ! # � $�& ���)� � *'! ��# � $�&0�4� � &�� "%� � � � # !�(���!0" �)& # x ��"%!�����$�& 1 $�(/� �
: &0$ # (/� � �%���,$���� # �91��=� � � (�� � �)& # � " � �)� #4# (��)����$ � # �)!.� �)& # �)�����4��� � � "���!�" 5 s � � ! # (1��� � ( # � � " �1� �
( � � # & � ���)�1� � � (/������� � ��!.� � $.� � "�� �/�)( " � �)$�!4��" � 
��4��& # (1�2"�� � �)$�!�"%�)� �)& # � # "%�;3 ! � ����� 
�( � � &��.x � #
�)& � � ( # ����!�"��%�)(3" � ( � # (1$ � � # � $�& ��! �/�
�)$�&�� �1!�(4" ����(1��� �%�)( � � ����1 � -)$�& : $�� # �)& �%(4!�&0� � �
� "%" ��!�(1�
�������)(���� # � $�& ��! # ( � &���� $�( # 5
, "��1��( � � # � 
 � " ��� ��& # ! # �%" ���� � # ��&���(1� "%� ��(1$ 
�( � � � � :�!�&2�2��� # ��� � # (�� � �%� ��&����%$�&�&���" 5 A &2� 0 � # �

" ��� ��� � !�" ��# � $�&0� &'!�� � (��%*.!0�)� ��� ����" �9� � �)� *'!���&0$�!�� � ��$�&�� ( �)� "��%� � ������& # (1$ �%� � � � �)&���� $�&0� # �)&��0�)& #
: � $�& # (/�)(-*'!� !0& �)&��/�)� �0" � �0�4(�� ����� # ( � &�� ���)(/�1��� � ��$�" !��4& ��# !�(1��" " ��� ��& # ���)(/�����)� � $ # �91 � # (��%� ���
� �)&���� $�&�&0�)" � ��$�����" �-�0��� � ! ��$�!�(1�3��� �1$�& � � (�� �/�1��� ��& # � � � � & # ��� (1����� ���)& �%( ��� � �%� ��&����%$�&�&���" 5
� �)��� # (/! � # !�(1��� # (��%� � � �)&���� $�&0&��)"%" �)��$ ���1��(�� � �)� � � &0�2"�� �=� � � (��%�)& ��� � $�!�(1( � � ��& # ��$�& � &� 3 # (/� *'!��
����� ��# ��# � ��� # ( � &���� # �%$�& ���)(/��!�& � # ��# � & � " � � ��� � �)&���� $�&�&0�)" 5 	 � " 
�( � # $�! # � ��� #1# � ��# !���� �0(1$�!����
*'!� � ",�)� # & � ���)�/� � �%(1����� �)$�&���� � � (1��(�!�& �2�.� # ��� ��� s ���,"�� $�& �1$�! � � � # � � ���0( � � �)&�����( �)$�(1(1� � # �)� �)& #
" � �.��& � � �%*'!��3���)� (��%���)��5





� ��������� �

� ���	�
� 
�
������
 � �	� ���� ��� ��� 
 �	� ��
 ��� ��� 


� ������� � ��
��� ����� �

� ��� ��� ( 23 56. 56*�$ � �
)�$�!0( ( � �1$�!��0(1��" ��� � *.! ��# �%$�&�� � �.��(/$�� �.& � � �%*.!0�)� : ����!.� � � � �)&���� $�&0��� � ",�)� # ��( ��# � *'!�� �� � � ���

� �)&���� $�&�&0�)( " �'��(/$���"��)� �,� �)& � � $ �%���%�1� � & #
k−1 �)$�� � ��!�& � # � ���4"%$�&�
�!0�)!�( � # γ−1 �)$�� � ��!0& � # �

��� # �)������5 s � &0��" � �1! � # ��� # $�! # ����" ����� � (�� � ��"%�)� �1��(1$�& #3� � � � �)&���� $�&0& � ����� � (��)��� 
�( � &����)!0(1�)5 � �
� � � ��� ��� � � # ���1�1��� � # ��� ��(1���1��� $�& � � &��-" �?3 ! � �0� ��� # � � �)(�� # � � (%�

(u, w, p) = (u0, 0, p0) + (u1, w1, p1) e
i(kxx)+ωt x + 5�� �

>�& �,$��/� "%�)� ����!.��� � ( � � � # (/�)� � ��� � �)&���� $�&�& � � �1!�� � � & # � �

α = kH � #
β = kl � $/. l � =

√
ν/γ x + 5! �

A & &�� (1� # �)& � & # ���)� � *'! ��# � $�&0� ��� 7 � ��� ��(�� = # $#"��)� � # �� � &��)$�����(1���1����� �%"�� # � *'!�� "%�)� # �)(/� ��� " ���
& �)� � (/�)��� $�& $�� # �%�)& # " ��� � *'! ��# � $�&0� �)$�!��0" � ���3�1! ��� � & # �)����� $�!�(�" ����*.! � & # � # � � �,�)( # !�(�� � ��� u1

� w1� # p1
�





izu1 + w1 + ip1 = β2
(
∂z

2u1 − u1

)

izw1 + ∂zp1 = β2 (∂2
zw1 − w1)

iu1 + ∂zw1 = 0
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u(z = 0) = 0 = u0(z = 0) + u1(z = 0) = h1 + u1(z = 0) ,
u(z = α) = 0 = u0(z = 0) + u1(z = 0) = u1(z = 0) .
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z = 0 : u1 = −h1 , w1 = 0 ;
z = α : u1 = 0 , w1 = 0 .
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c1 = h1
B− − B+

A−B+ − A+B−

c2 = h1
A+ − A−

A−B+ − A+B−

c3 = −h1

2

c4 =
h1

2

	 + 5��#� �

� ��� �

A± =

∫ α

0

Ai(Z)e±z

B± =

∫ α

0

Bi(Z)e±z

	 + 5��  �

>�& �,�)! # � � �%& # �)& � & # �/� ��" � ���)( � � &�� " � "��%� � # � α = kH � 1 � ��� ����"���� �)(�"�� �=� ��(/�)�1��� $�& ��� ψ1�
� � �����1�/!�� � # � & � "%�)� �)& # � � ��! � (/�3" � �
�%� � �%" "%�)� �)& # � ! & ����� � ! �0! " � # ���3� � ��" �E�

σ �
ηγ

=

(
∂2ψ

∂y2

)

z=0

=
h1(−ieiπ/6β4/3)

A−
∞

	 + 5�� � �
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σ �
ηγ

=





h1

l �
[
1,06eiπ/6β1/3 + 0,83β + 0,43eiπ/3β5/3 + > (

β7/3
)] � $�!�( β � 1

h1

l �
[
2β +

i

2β
+ > (

1

β3

)]
� $�!�( β � 1

	 + 5�� $ �

� � �)$���� $�� � & # �3�� $�(/��(1� �3��! 3 !.� ��� 
�( � � &0� ��� � �)(�� #

q1 "$# = mq � Θm
�
0
χm−1

[
Θ1

Θ �
0

− ∂xh1

µ %

]
	 + 5�� & �

� �%& � " ��� ��& # �0"%� # � ! � ��� �)(/$ � �/� � & ��� �)$�����" �-���'� ��! #'&�# (/�3�=� ��(��%� � ��$�� � �

ω = mq � Θm
�
0
χm−1

[
−i Θ1

Θ �
0

k

h1

− k2

µ %

]
× 1 − ikl +)(

1 + k2l2+)(
	 + 5�� 
 �

* ��# � � "%" $�&0� � � � & # ��& � & # " ��� � � 0 � (/�)& # � � � ��� �)&�� $�� � & #
ω0 = m

q �
d2

Θm
�
0

�
• = � &�� � 0 � # ��� �,�)& # � & � �%&��)( # � � 	 �,� �)� # � : � � �%(1���)&��,$�� � & #

µ % = ∞ � # l +)( = 0
� 5

+ $�!�( β � 1 �




, � (ω) =
d2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

[
0,53β4/3 + > (

β8/3
)]

- � (ω) = −d
2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

[
0,92β4/3 + > (β2)

]
	 + 5�� � �

+ $�!�( β � 1 �




, � (ω) = 0,5
d2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

- � (ω) = −2
d2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)β2

	 + 5�� � �

• + ��� �4� 0 � # ��� � ��& # �4� � �%� � � &0� �%&��)( # �%� 	 �,� �)� # � : � � �%(1����& �,$�� � & #
µ % 6= ∞ � #

l +)( = 0
� 5

+ $�!�( β � 1 �




, � (ω) =
d2

l2� ω0χ
m−1

[
0,53(1 + χ)β4/3 − β2

µ % + > (
β8/3

)]

- � (ω) = −d
2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

[
0,92β4/3 + > (β2)

]
	 + 5�� � �
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, � (ω) =
d2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

[
0,53β4/3

(
1 −

√
3
l +)(
l � β

)]

- � (ω) = −d
2

l2� ω0χ
m−1(1 + χ)

[
0,92β4/3 + > (β2)

]
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λ 0�132 = 1,75π
√

3 l + (
[(

1 +
√

1 − r
)1/3

+
(
1 −

√
1 − r

)1/3
]3 	 + 5' � �

$�� " �'� � ( � � � # (1� r ��� # � � ��& � � � (

r =
8

147

l2�
(0,53µ % )3 (

1 + χ)3 l2+ (
)

	 + 5' # �
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a1 =
ikxγh1

2k

b1 = − ikxγh1

2k

a2 = 2ka1
B− − B+

A−B+ − A+B−

b2 = 2ka1
A+ − A−

A−B+ − A+B−

	�� 5�� �

, � ���,�)" $�&�� *'!��

A± =

∫ H

0

Ai ◦ ξ(z)e±kz

B± =

∫ H

0

Bi ◦ ξ(z)e±kz

	�� 5' �

+ $�!0(��-�4�0(�� � �)( "%�)� �)$�&�� # � & # �)��� � �%& # � 
�( ��# �%$�& � & # ��(����)& � & # � � &�� " �����-� ��(1���1���%$�&������)� ��� # ���1�/�)�
u1

� # v1

	 &.5 � � � � �%" �)� # �0( ��# � *'!��3���3� � ��& � (

Φ1(z) =
πγky

νξ′(z)

[
Bi ◦ ξ(z)

∫ z

0

w1(t)Ai ◦ ξ(t) dt− Ai ◦ ξ(z)
∫ z

0

w1(t)Bi ◦ ξ(t) dt

]
	�� 5 � �

� �%&���� *'!��
∆ = Ai ◦ ξ(0)Bi ◦ ξ(H) − Ai ◦ ξ(H)Bi ◦ ξ(0)

	�� 5 $ �
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a3 =
γkyh1 Bi ◦ ξ(H) + Φ(H) Bi ◦ ξ(0)

∆

b3 =
−γkyh1 Ai ◦ ξ(H) − Φ(H) Ai ◦ ξ(0)

∆

	�� 5'& �

��������������� �"!��$#���� ,%�&!��('�)*!"'+���$�,!-�����	./�&!�#
��0��1�2!�34!��2�
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a2 = −2ka1 A−
∞

b2 = 0

a3 = lim
H→+∞

γkyh1 + Φ(H) Bi ◦ ξ(0)/Bi ◦ ξ(H)

Ai ◦ ξ(0)

b3 = lim
H→+∞

−Φ(H) Ai ◦ ξ(0)

Bi ◦ ξ(H) Ai ◦ ξ(0)

	�� 5�
 �

� �)� �=� ��(/�)�/��� $�&������ a3
� #
b3
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kl � � 1
� � $�& $�� # � �)& # " � � � ���)"%$����,�)� �)& #

�1!�� � � & # �,$�!�(�" ��� ��$����,$�� � & # �)� x � #
y ��! �
�%� � �%" "%�)� �)& # � ! &�� ��� � ! ��! "�� # �0��
�( � � &�� 	 $�& ( � ��� ��" "%�

*'!�� τb0 = ηγ
� �

τb1x

h1τb0
= eiπ/6 l

−2/3� k
1/3
x

1.07k2
x − 0.73k2

y

k2
x + k2

y

+ 0.83
k2

x√
k2

x + k2
y

+e−iπ/6 l
2/3� k

−1/3
x (0.43k2

x − 0.53k2
y) + O((kl � )7/3)

	�� 5� �

τb1y

h1τb0
= −0.34 eiπ/6 l

−2/3� k
4/3
x ky

k2
x + k2

y

− 0.83
kx ky√
k2

x + k2
y

+0.96 e−iπ/6 l
2/3� k

2/3
x ky + O((kl � )7/3)

	�� 5�� �
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kl � � 1

� �

τb1x

h1τb0
=

1

ik2

[
l−2�
4k2

kxk
2
y + ik(2k2

x − k2
y)

]
+
δ−3

ik2

[
i

2
kk2

x −
i

4
kk2

y −
l−2�
4k2

kxk
2
y

]
	�� 5�� �

τb1x

h1τb0
=

i

k2

[
l−2�
4k2

k2
xky + ikkxky

]
− δ−3

ik2

[
i

4
kkxky −

l−2�
4k2

k2
xky

]
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da1

dt
=

, � (ω1) a1 + κ1(∆φ) a2
2 = 0

da2

dt
=

, � (ω2) a2 + κ2(∆φ) a1a2 = 0

d(∆φ)

dt
=

- � (2ω2 − ω1) − κ3(a1, a2) sin(∆φ) + κ4(a1, a2) cos(∆φ) = 0
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AT2 + BT + C = 0
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A =
, � ω1

, � K1

- � K2 −
- � K1

- � K2

- � (2ω2 − ω1) − 2
, � ω2

, � K2

- � K1

B =
- � (2ω2 − ω1) (

, � K1

- � K2 −
, � K2

- � K1)

+
, � ω1 (

, � K1

, � K2 +
- � K1

- � K2)

+2
, � ω2 (

, � K1

, � K2 +
- � K1

- � K2)

C =
- � (2ω2 − ω1)

, � K1

, � K2 +
, � ω1

- � K1

, � K2 − 2
, � ω2

, � K1

- � K2	 � 5�� � �
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Θ0
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0
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