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Introduction

L’étude des variétés Einstein, un domaine de recherche actif depuis plusieurs dizaines d’an-
nées, est récemment revenue au coeur de l’actualité mathématique, grace notamment aux tra-
vaux de G. Perelman [20] sur la conjecture de géométrisation de Thurston via le flot de Ricci. Les
exemples de variétés admettant des métriques Einstein sont plus en plus nombreux, mais restent
souvent cantonnés a des familles bien particulieres. Ainsi, on connait de nombreux exemples
de variétés Einstein a courbure négative, mais tres peu sont non homogenes. Le probleme de
trouver de telles variétés est rendu plus difficile par le fait qu’elles sont rigides dans le cas
compact : on ne peut pas les déformer pour obtenir d’autres variétés Einstein. Ces résultats
de rigidité sont connus depuis longtemps pour les variétés hyperboliques et pour les espaces
symétriques en général [18]. Mais la situation n’est plus la méme deés que 1'on quitte les variétés
fermées : la rigidité est alors en général subordonnée a d’autres parametres, comme par exemple
la structure conforme du bord a l'infini pour les variétés hyperboliques.

Dans leur célebre article [13], Hodgson et Kerckhoff montrent que contrairement au cas
compact, il est possible de déformer des variétés hyperboliques a singularités coniques. Plus
précisément, pour une large classe de cones-variétés hyperboliques de dimension 3, I’espace
des structures coniques hyperboliques au voisinage d’une cone-variété donnée est paramétré
par les angles coniques. Si 'on se donne une petite variation des angles, il existe donc une
unique structure de cones-variétés hyperboliques proche de la structure de départ et réalisant
la variation donnée des angles coniques. Leur résultat principal est le théoreme de rigidité
infinitésimale suivant : si M est une cone-variété hyperbolique de dimension 3 de volume fini,
dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques sont inférieurs a 27,
alors il est impossible de la déformer sans modifier ses angles. Cet article, complété par des
travaux plus récents (voir notamment [14], [16] et [26]), a été le point de départ de nombreux
développements dans 'étude de la géométrie des variétés hyperboliques de dimension 3, tels
que la géométrisation des petites orbifolds ou I’étude des groupes kleiniens ([5], [7]).

Le principe de la démonstration du théoréme de rigidité infinitésimale de Hodgson et Kerck-
hoff est de réussir a appliquer la méthode de Calabi-Weil (cf [8], [12], [25]) aux cOnes-variétés :
on montre que la représentation d’holonomie n’admet pas de déformations non triviales de la
forme voulue. Cela nécessite d’établir des formules d’intégration par parties ainsi qu’un résultat
du type théoreme de Hodge. Ce genre de difficultés est inhérent a I’étude des coOnes-variétés;
nous verrons dans cette these comment les aborder.

Dans le cas des variétés fermées, Koiso [15] a donné un analogue de la méthode de Calabi-
Weil, qui n’utilise plus la représentation d’holonomie mais étudie directement les déformations
de la métrique (cf aussi [2], §12.H). Cette deuxieme méthode présente 'avantage de s’appliquer,
en dimension supérieure, a une classe de variétés plus vaste, et en particulier aux variétés
Einstein (vérifiant de bonnes conditions de courbure).

Il est intéressant de regarder si ces techniques s’appliquent aux variétés a singularités co-
niques, et permettent d’obtenir une généralisation du théoreme de Hodgson et Kerckhoff. Il
devrait étre alors possible de construire, a partir d’une variété hyperbolique a cusps (que 'on
peut considérer comme une cone-variété d’angles coniques nuls), des cones-variétés Einstein
proches, dont les angles coniques (suffisamment petits) sont donnés. On peut choisir ces angles

5



Introduction

de la forme 27 /n ; en prenant ensuite un revétement approprié, on obtient une variété compacte
non singuliere, dont la métrique a priori non homogene est Einstein, a courbure sectionnelle
négative. Comme il a été mentionné, on connait actuellement tres peu d’exemples de telles
variétés riemanniennes ; la construction ci-dessus en donnerait toute une famille.

Le but de cette these est d’utiliser ces techniques pour montrer qu’infinitésimalement, la
situation en dimension supérieure a 3 est la méme qu’en dimension 3. Dans un premier temps,
une adaptation de la méthode de Koiso permet de démontrer que, sous des hypotheses voisines
de celles du théoreme de Hodgson et Kerckhoff, on ne peut pas déformer une cone-variété
hyperbolique en des cones-variétés Einstein sans en modifier les angles coniques. En particulier,
on redémontre dans le cas de la dimension trois le théoreme de rigidité infinitésimale ci-dessus.
Dans un deuxieme temps, une étude plus poussée de I’équation d’Einstein linéarisée permet
de construire, pour toute variation donnée des angles, une déformation Einstein infinitésimale
réalisant au premier ordre la variation voulue des angles coniques.

Présentation des résultats et plan de la these

Dans le premier chapitre, on met en place le cadre et les différents outils utilisés dans la
suite de cette these. On commence par donner dans la section 1.1 la définition précise des
cones-variétés envisagées, et on remarque alors que les déformations infinitésimales d’une telle
structure peuvent toujours se mettre sous une forme standard (i.e. appartenant a une certaine
famille de déformations) au voisinage du lieu singulier. En particulier, une déformation ne
modifiant pas les angles a la propriété d’étre L2, & dérivée covariante L? ; ¢’est entre autres pour
cette raison que l'on sera amené ensuite a travailler principalement dans le cadre L?. Notons
que contrairement au cas hyperbolique, les déformation standards forment ici une famille de
dimension infinie.

La section suivante rappelle la définition des métriques et déformations infinitésimales Ein-
stein et expose le probleme des déformations triviales. Afin de s’acquitter de ce dernier, on
cherche a imposer la condition de jauge de Bianchi, ce qui revient a pouvoir résoudre une
équation de normalisation. On trouve ensuite dans la section 1.3 quelques résultats de la théorie
des opérateurs non bornés d’un espace de Hilbert qui nous seront utiles pour résoudre cette
équation.

La fin des préliminaires est consacré aux problemes d’intégrations par parties, et en parti-
culier a la démonstration du théoreme suivant :

Théoréme (1.4.3). Soient u € C®(T"IM), v € C®(TT+LIM) tels que u, Vu, v, V*v soient
dans L*. Alors (u, V*v) = (Vu,v).

Les résultats de cette section 1.4 seront d’usage constant dans la suite de la these. Ici encore,
on verra qu’il est naturel de travailler avec des objets appartenant a des espaces L?. En plus
des théoremes d’intégrations par partie, on donne leur interprétation en termes d’opérateurs
non bornés ainsi que d’autres résultats utilisant les mémes techniques.

Le but du deuxieme chapitre est d’arriver a démontrer le résultat suivant :



Théoréme (2.2.1). Soit M une cone-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme
une sous-variété fermée de codimension 2, et dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Alors toute déformation FEinstein infinitésimale ne modifiant pas les angles
coniques est triviale.

Les restrictions imposées a la géométrie des cones-variétés sont essentiellement les mémes que
dans l'article de Hodgson et Kerckhoff [13] (on aurait pu remplacer ’hypothese “M compacte”
par 'hypothese “M de volume fini”, mais les choses sont quand méme plus simples dans le
cas compact). La condition sur la géométrie du lieu singulier est plus cruciale : c’est elle qui
permet d’avoir un bon modele local et qui permet ainsi de faire les calculs. De maniere générale,
le lieu singulier d’une cone-variété peut étre beaucoup plus compliqué. Enfin, la condition sur
les angles coniques est une hypothese technique qui parait de prime abord assez mystérieuse.
En fait, on verra dans la section 2.1.4 que les angles coniques régissent en partie la croissance
au voisinage du lieu singulier des solutions d’un laplacien ; plus les angles sont petits, plus on
controle ces solutions.

L’outil principal dans la démonstration de la rigidité infinitésimale est connu sous le nom
de technique de Bochner. En partant d'une équation du type Pu = 0 ou P est un opérateur
différentiel du deuxieme ordre de type Laplacien, on exprime P comme somme d’un opérateur
auto-adjoint positif Q*Q) de degré 2 et d’un opérateur R de degré 0 faisant intervenir la courbure.
Une telle décomposition

P=QQ+R

s’appelle une formule de Weitzenbock; on en rencontrera a de nombreuses reprises dans cette
these. Ensuite, si elle est valide, une intégration par parties donne

0= (Pu,u) = [|Qul]* + (Ru,u).

Si Popérateur R est tel que (Ru,u) > c||u||* avec ¢ > 0, on trouve alors u = 0. Le lecteur
intéressé par le sujet pourra se référer a [2], §1.1.

La premiere partie du deuxieme chapitre consiste en une étude détaillée de ’équation de
normalisation et de I'opérateur correspondant

L=V'V+(n-1)Id=A+2(n-1)Id

agissant sur les 1-formes. Le but est de trouver des bons domaines sur lesquels L est auto-
adjoint et donc inversible. Pour ce faire, et apres avoir préalablement exhibé une décomposition
adaptée en séries de Fourier généralisées (§2.1.3), on étudiera le comportement des solutions
de I’équation homogene au voisinage de la singularité. On montrera que ce comportement est
étroitement lié aux angles coniques; par exemple, la norme ponctuelle d'une solution donnée
au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier d’angle conique « est en r* avec k €
{&1 £ 2pra~t, £2pra~t /p € Z}. Les restrictions imposées sur les angles coniques permettent
de controler suffisamment les solutions de 1’équation homogene, et finalement les solutions de
I’équation de normalisation tout court. On aboutit ainsi au théoreme suivant :

Théoréme (2.1.6). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a 2m. Soit ¢ une forme lisse appartenant a L*(T*M). Alors il existe une
unique forme n € C°(T*M) solution de l’équation Ln = ¢ telle que n, Vn, don, et Vdn soient
dans L2.
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Une fois ce résultat établi, il est relativement facile de faire fonctionner la méthode de Koiso
pour démontrer le théoreme 2.2.1; c’est 'objet de la section 2.2. Partant d'une déformation
infinitésimale Einstein hy préservant les angles (donc & dérivée covariante L?) d’une cone-variété
hyperbolique, dont tous les angles coniques sont inférieurs a 27, la démonstration de sa trivialité
se fait en deux temps. On a d’abord besoin de se débarrasser des déformations triviales, on utilise
donc le résultat mentionné ci-dessus pour résoudre 1’équation de normalisation. On applique
ensuite une technique de Bochner a la déformation normalisée h = hy — 6*n. En utilisant la
formule de Weitzenbock idoine et le premier résultat d’intégration par parties, on obtient

§Vdh + (n — 2)h = 0.

Une deuxieme intégration par parties, un peu plus compliquée, permet de conclure que hy = 6*n,
et donc que 'on a bien rigidité infinitésimale relativement aux angles coniques au sein des cones-
variétés Einstein.

Le troisieme chapitre de la these est principalement consacré a la démonstration du résultat
suivant :

Théoréeme (3.3.4). Soit M une cone-variété hyperbolique dont les angles coniques ay, . ..qy,
sont tous strictement inférieurs a w. Soit & = (dy,...d,) une variation donnée du p-uplet des
angles coniques. Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle
que E'(h) =0 et Bh = 0) induisant la variation des angles coniques donnée.

La restriction sur les angles provient encore une fois de I’équation de normalisation. En effet,
on utilisera le résultat suivant, version plus précise du théoreme 2.1.6 :

Théoréme (3.1.1). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a w. Soit ¢ une section de L*(T*M). Alors l'opérateur

L=V*V+(n-1Id : L**(T*"M) — L*(T*M)
est un isomorphisme.
Ici aussi, la morale est que pour avoir plus de controle sur les solutions de 1’équation il
est nécessaire de restreindre les angles coniques. Dans la suite de la section 3.1, on montre

une version au contraire plus générale de ces résultats de normalisation, s’appliquant a toute
déformation L2

La construction des déformations Einstein infinitésimales nécessite aussi d’étudier en détail
I'opérateur V*V — 2}9{, qui correspond a 'opérateur d’Einstein linéarisé pour des déformations
normalisées. C’est 'objet de la section 3.2, qui est en plusieurs aspects analogue a la section
2.1. On y démontre le résultat suivant, premiere étape d’un théoreme d’inversion locale :

Théoréme (3.2.4). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
inférieurs a %” Alors lopérateur

P=V*V —2R : L**(S*M) — L*(S*M)
est un isomorphisme.
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On peut alors passer a la démonstration du théoreme 3.3.4, dans la derniere partie du
troisieme chapitre. La méthode de construction est la suivante : on part d’une déformation
infinitésimale hg, Einstein au voisinage du lieu singulier, et induisant la variation voulue des
angles. On cherche alors & lui rajouter une déformation L'? (donc ne modifiant pas les angles)
de telle sorte que la somme vérifie I’équation d’Einstein linéarisée. Cela revient a résoudre une
équation de la forme

(V*V — 2R)h = ¢,

ou ¢ = E'(hg) est un 2-tenseur vérifiant la condition de jauge de Bianchi, et a s’assurer que
la solution trouvée vérifie aussi cette condition. La déformation h — hg est alors Einstein et
a les propriétés voulues, et les résultats de la section 3.2.6 permettent de bien comprendre le
comportement au voisinage du lieu singulier de la déformation Einstein ainsi construites.

Enfin, 'appendice regroupe quelques lemmes techniques, dont on a jugé préférable de mettre
la démonstration dans une section a part du reste du texte.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les cones-variétés et leurs déformations

Nous allons maintenant préciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cone-
variété, plus générale que celle d’orbifold, a été introduite par Thurston [22] pour 'étude des
déformations des variétés hyperboliques a cusps en dimension 3. Le cas le plus fréquemment
rencontré est celui des cones-variétés a courbure constante. Celles-ci sont relativement simples
a définir, soit géométriquement comme un recollement de simplexes géodésiques, soit en expli-
citant la métrique en coordonnées; c¢’est cette derniere approche qui sera utilisée ici. Le lecteur
intéressé pourra se reporter a [23] pour une définition par récurrence des cones-variétés modelées
sur une géométrie.

La géométrie du lieu singulier d’une cone-variété arbitraire peut étre tres compliquée. Dans
le cadre de notre étude nous nous limiterons au cas ot il forme une sous-variété de codimension
deux, ce qui permet de parler d’angle conique le long de chaque composante connexe du lieu
singulier et d’avoir des bons modeles locaux pour mener a bien les calculs.

Enfin, comme notre but est de s’intéresser a des variétés Einstein, on s’autorise une classe
assez large de métriques a singularités : on demande juste que la métrique conique ressemble
asymptotiquement au produit de la métrique du lieu singulier avec la métrique d’un cone (de
dimension deux).

Soit M une variété compacte de dimension n > 3, et ¥ = [[}_; ¥; une sous-variété fermée
plongée de codimension 2, dont les YJ; sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte
on emploiera souvent la notation M pour désigner improprement M \ .

Définition 1.1.1. Soient o, ..., a, des réels positifs. La variété M est munie d’une structure
de cone-variété, de lieu singulier ¥ = [%_, 3, et d’angles coniques les a;, si :
- M\ X est munie d’une métrique riemannienne g, non compléte ;
— pour tout i, d; est munie d’une métrique riemannienne g;
— pour tout i, tout point x de X; a un voisinage V. dans M difféomorphe a D? x U, avec
U = VNY; un voisinage de x dans ¥;, dans lequel g s’exprime en coordonnées cylindriques
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locales sous la forme
g=dr’+ (—2041 )*r2df* + g; +q,
T

ou q est un 2-tenseur symétrique vérifiant g(q,q) = o(r?) et g(Vq,Vq) = o(1).

Dans la suite on exprimera souvent la métrique ¢ sous la forme légerement différente
g =dr* 4+ r*d0* + g; + q,
ou la coordonnée d’angle 6 est définie non plus modulo 27 mais modulo ’angle conique «;.

Une cone-variété hyperbolique est alors une cone-variété telle que les métriques g et g; sont
hyperboliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la définition,

0= (52)°(6h(r)” = r2)d6 + (ch(r)? ~ 1)g..

Pour démontrer un certain nombre de résultats, nous aurons besoin d’un controle sur les
angles coniques; par exemple, la preuve de la rigidité infinitésimale a partir de la fin de la
section 2.1 nécessite que tous les angles soient inférieurs a 27w. Ces conditions seront explicitées
quand elles apparaitront.

Le caractere singulier des cones-variétés pose probleme pour adapter certaines méthodes
d’analyse, comme une technique de Bochner. Il faut toujours vérifier si les choses marchent de
la méme maniere que dans le cas compact.

La premiere difficulté va venir des intégrations par parties. Premierement, pour garantir
que les expressions manipulées ont un sens, nous serons obligés de travailler avec des objets
L?. Deuxiemement, il va falloir démontrer qu’on peut effectivement appliquer des formules de
type Stokes : ce sera 'objet de la partie 1.4. Au final nous serons en mesure d’effectuer des
intégrations par parties pour les opérateurs d et §, et V et V*. Mais un tel résultat n’existe
pas (& notre connaissance) pour les opérateurs d¥ et §¥ ; nous devrons donc contourner cette
difficulté quand nous en aurons besoin (section 2.2).

La plus grande difficulté va venir de I’équation correspondant a l'opérateur d’Einstein
linéarisé et de I’équation de normalisation, étudiées dans les sections 2.1 et 3.2. Bien qu’en
présence de sympathiques opérateurs elliptiques de la forme V*V plus un terme borné d’ordre
0, on ne peut pas appliquer la théorie classique sur une cone-variété, dont la métrique est sin-
guliere. Les équations admettront encore des solutions, mais celles-ci ne seront plus uniques, et
on aura quoi qu’il arrive une perte de régularité. Cependant, en imposant que les angles coniques
soient assez petits, nous arriverons a avoir suffisamment de controle sur les solutions et la norme
de certaines combinaisons linéaires de leurs dérivées pour faire fonctionner les démonstrations.

Soit (M, g) une cone-variété au sens ci-dessus, de lieu singulier ¥. Soit maintenant g, une
famille de métriques singulieres, dérivable, telle que gy = g et que pour tout ¢, (M, g;) soit une
cone-variété de lieu singulier X.

Si x est un point de X, pour tout ¢ il existe par définition un voisinage de x dans M dans
lequel on a l'expression ci-dessus pour la métrique en coordonnées cylindriques. Quitte a les
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1.2. Les métriques Einstein, leurs déformations et 1’équation de normalisation

restreindre, ces voisinages sont tous difféomorphes, et on peut donc faire agir une famille ¢, de
difféomorphismes de telles facons que les coordonnées cylindriques locales pour 'expression de
¢; g soient les mémes pour tout ¢.

Dit d’une autre maniere, il existe un voisinage V de x dans M, difféomorphe & D? x U
ou U = V N X est un voisinage de x dans X, dans lequel on peut trouver des coordonnées
cylindriques telles que pour tout ¢, on ait :

$rgr = dr? + (%)QTQCW Fh+q

Dans cette expression, h; désigne une métrique sur U et ¢ est un 2-tenseur symétrique qui
vérifie les conditions de la définition 1.1.1.

Finalement, quitte a modifier la famille g; par des difféomorphismes, ce qui revient a modifier
la déformation infinitésimale par une déformation géométriquement triviale, on peut montrer
que h = %hzo est au voisinage du lieu singulier combinaison linéaire des quatre types de
déformations suivants, modifiant :

- l'angle,

la métrique du lieu singulier,

le reste,

et enfin, la facon de “recoller” la variable d’angle quand on passe d’'un systeme de coor-
données a un autre.

Au voisinage du lieu singulier, une déformation A modifiant le reste vérifie |h| = o(r) et |Vh| =
o(1). Les autres déformations sont de la forme (a une déformation modifiant le reste pres)
Ar2df? pour celle modifiant 1'angle, hy, extension d’un 2-tenseur symétrique défini sur ¥ pour
celle modifiant la métrique du lieu singulier, et 72df.w, ot w est I'extension d’une 1-forme définie
sur X, pour celle modifiant la variable d’angle.

Il est important de noter que les toutes ces déformations infinitésimales sont L?. Par contre
seules les trois derniéres ont leur dérivée covariante dans L?. En effet, on peut constater que
sur les expressions donnée ci-dessus, |Vh| est en o(1), |Vhg| et |Vr?df.w| sont en O(1), alors
que |Vr?df?| est en r~!, et n’est donc pas L?. Ainsi, c’est au niveau du caractére L? ou non
de la dérivée covariante de la déformation que 'on voit si celle-ci préserve ou non les angles
coniques.

1.2 Les métriques Einstein, leurs déformations et I’équa-
tion de normalisation

Par définition, une métrique Einstein est une métrique riemannienne ¢ vérifiant 1’équation

ric(g) = cg,

ol le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et ot ¢ est une constante. Notons que
si on remplace g par Ag, avec A une constante strictement positive, alors la nouvelle métrique
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vérifie I’équation ci-dessus en remplacant ¢ par A"'c; donc en fait c’est principalement le signe
et non la valeur exacte de la constante ¢ qui compte. On peut ainsi distinguer trois grandes
classes de métriques Einstein suivant que c¢ est négatif, positif ou nul.

Les métriques a courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein; en dimension 3
ce sont les seules. Par contre des la dimension 4 il y a beaucoup plus de métriques Einstein
que de métriques a courbure sectionnelle constante ; on peut donc considérer la condition Ein-
stein comme un affaiblissement ou une généralisation de la condition de courbure sectionnelle
constante.

Puisque l'on s’intéresse principalement aux cones-variétés hyperboliques, on ne considerera
que des métriques Einstein vérifiant F(g) = 0, avec

E(g) =ric(g) + (n—1)g.

La constante (n — 1) est choisie de telle sorte que les métriques hyperboliques vérifient cette
équation.

Soit ¢; une famille lisse de métriques Einstein (c’est-a-dire vérifiant E(g;) = 0) sur une
variété donnée M, avec gy = g. Le 2-tenseur symétrique h = %gthzo vérifie alors ’équation
d’Einstein linéarisée

E!(h) = 0.

Le calcul de E est classique, voir par exemple [2] §1.K :

E/(h) = ViV h — 2R,h — 65(28,h + dtr 4h). (1.1)

Les opérateurs utilisés ici nécessitent un peu d’explication. La notation V4, ou V pour
simplifier, désigne la dérivée covariante ou connexion de Levi-Civita associée a la métrique
riemannienne g. Elle admet un adjoint formel noté V; .81 (€;)i=1..n est une base orthonormée,

on a
n

Vin(Xi,.... Xp) == (Ven)en Xi,..., X,).

i=1

Pour les tenseurs symétriques, on définit d; : SPM — SPHLM comme étant la composée de
la dérivée covariante et de la symétrisation. En particulier, si n € Q'M = S*M, alors

S y) = S(Ten)e) + (Vun)(a)
= 5T, ) + gV )
= %Lnﬁg(m?y%

ou L, désigne la dérivée de Lie le long du champ de vecteur n* dual (pour la métrique g) a la
forme 7. L’adjoint formel de 'opérateur d; se note 9, ; c’est juste la restriction de V7 a SPTLMT,
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Ensuite, R, désigne I'action du tenseur de courbure R, sur les 2-tenseurs symétriques : si h
est une section de S%2M, on pose

Roh(z,y) = > h(Ry(z.e;)y, e:),
=1

ou (e;) est une base orthonormale pour T'M ; c¢’est encore un 2-tenseur symétrique. Si g est
hyperbolique, on a alors

Rgh = h — (tr 4h)g. (1.2)

L’opérateur ]%g apparait souvent dans les problemes de déformations de métriques ; la propriété
suivante ([2], §1.132) met 'accent sur son lien avec les métriques Einstein.

Proposition 1.2.1. Une métrique riemannienne g est Finstein si et seulement si ['opérateur
R, envoie lespace S§ des 2-tenseurs symétriques sans trace dans lui-méme.

Enfin, la notation tr, désigne juste la trace par rapport a g : si h est un 2-tenseur,

n
tr  h = Z h(e;, e;).
i=1
Dans la suite et pour alléger les notations, on omettra le plus fréquemment l'indice g.

Par définition, une déformation Einstein infinitésimale de la variété Einstein (M, g) est un
2-tenseur symétrique h vérifiant I'équation Fj(h) = 0.

Maintenant, si g est Einstein et si ¢ est un difféomorphisme de M, alors la métrique tirée en
arriere ¢* g est aussi Einstein. Par conséquent, si ¢; est une famille lisse de difféomorphismes telle
que ¢q soit l'identité, alors la déformation infinitésimale associée %@‘g\t:o est naturellement
Einstein. Une telle déformation est qualifiée de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M défini
par X (z) = 4 (¢y(x))|i=0, et soit n = X" la 1-forme duale, c’est-a-dire vérifiant n(Y) = g(X,Y)
pour tout vecteur Y. On a les relations

4
dt

'espace des déformations infinitésimales triviales est donc égal a Im ¢j.

(079)|i=0 = Lxg = 20;n;

La fagon habituelle de se débarrasser des déformations triviales est d’imposer une condition
de jauge, c’est-a-dire de ne considérer que des déformations infinitésimales vérifiant une certaine
équation. On en trouve plusieurs dans la littérature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (voir
[4] §1.1.C, [1] §2.3). On veut donc que nos déformations infinitésimales h vérifient

5g<h) =0,

ol B, : S*M — Q' M est opérateur de Bianchi (associé a la métrique g) défini par
1
Bg(h) = d4h + §dtrgh.
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D’un point de vue géométrique, d’autres conditions de normalisation sont plus naturelle ; par
exemple la condition d,h = 0, qui correspond a regarder des déformations L?-orthogonales aux
déformations triviales, ou la condition d’étre infinitésimalement harmonique, voir [2] §12.C, cf
aussi [14]. Mais en général ces conditions coincident sur les déformations infinitésimales Einstein.
La condition de jauge de Bianchi est plus naturelle d'un point de vue analytique, pour rendre
les opérateurs elliptiques ; cf par exemple [10].

Ainsi, étant donnée une déformation infinitésimale hy, on veut pouvoir la modifier par
une déformation triviale, de fagon essentiellement unique, de telle sorte que le résultat vérifie la
condition de jauge. Dit plus précisément, on veut trouver une 1-forme 7 telle que la déformation

normalisée h = hy — §*n satisfasse S(h) = 0; de fagon équivalente, on cherche a résoudre
I’équation de normalisation (on omet les indices)
Bod*'n=pF(h). (1.3)

L’étude de cette équation et de 'opérateur (3o d* est I'objet de la section 2.1. On se placera
entre autre dans le cadre de la théorie des opérateurs non bornés entre espace de Hilbert, dont
les résultats principaux sont cités dans la section suivante.

1.3 Quelques rappels sur les opérateurs non bornés

Nous allons annoncer un certain nombre de définitions et propriétés concernant les opéra-
teurs non bornés; le lecteur intéressé pourra consulter [19], chapitre 8, ou [21], chapitre 13.

Soient F et I’ deux espaces de Hilbert. Un opérateur non borné est une application linéaire
A:D(A) — F

ou D(A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, toute application
linéaire (continue ou non) de E dans F' est un opérateur non borné.

Soit A et B deux opérateurs non bornés. On dit que B est un prolongement de A, noté
A C B, si D(A) C D(B) et B|D(A) = A.

Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G(A) = {(u, A(u))|u € D(A)} est fermé

dans F x F, ce qui revient a dire que pour toute suite (u,) de D(A) telle que u,, — u € E et
Au,) —ve F,onaue D(A) et v=A(u).

Si A est a domaine dense dans E, on peut définir son adjoint A* : D(A*) C F — E de la
facon suivante :

v € D(A") <= Jw € E tel que Yu € D(A), (u,w)p = (A(u),v)p.

Comme D(A) est dense dans F, 'élément w (si il existe) est unique; on pose w = A*(v).
Remarquons que 'adjoint d’un opérateur est toujours fermé. On a aussi la propriété évidente
(si les opérateurs considérés sont a domaine dense) A C B = B* C A"

Pour définir A**, il faut vérifier que A* est a domaine dense, ce qui n’est pas toujours le cas.
Mais on a la propriété suivante (voir [19] §117) :
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Proposition 1.3.1. Soit A un opérateur non borné de E dans F', a domaine dense. Alors A*
est a domaine dense si et seulement si A admet un prolongement fermé. Dans ce cas, A** est
le plus petit prolongement fermé de A, i.e. si on a A C B avec B fermé, alors A*™ C B.

On remarque aussi que le graphe de A™ n’est autre que ’adhérence dans E x F' du graphe
de A. D’autre part, si A est fermé, on a A** = A. En particulier, des que cela a un sens, on a
toujours A™* = A* (notons au passage que l'on a bien (A*)™ = (A*)*).

Si A est injectif, on peut définir son inverse A~! : son domaine n’est autre que l'image de
A.

Pour pouvoir définir la composition de deux opérateurs non bornés A : D(A) C E — F et
B:D(B) C F — G, on pose, par définition,

D(Bo A)={z € D(A)|A(x) € D(B)}.
De méme, la somme se définit naturellement sur le domaine
DA+ A"y = D(A)NnD(A").

Il se peut évidemment que ces domaines soient réduits a 1’élément nul. Cependant, on a le
théoreme relativement surprenant suivant ([19], §118, ou [21], théoreme 13.13), et son corollaire :

Théoreme 1.3.2. Si l'opérateur non borné A : E — F est fermé et de domaine dense, alors
les opérateurs
B=(A"0cA+1Id)"', C=Ac (A" 0 A+ 1Id)™*

sont des applications linéaires continues de E dans E et de E dans F; de plus ||B|| < 1,
||C|| <1, et B est auto-adjointe positive.

Corollaire 1.3.3. Si l'opérateur non borné A : E — F' est fermé et de domaine dense, et si
B : E — E est une application linéaire continue et auto-adjointe, alors l'opérateur A* o A+ B
est auto-adjoint.

Maintenant, soit M une variété riemannienne, et soient F et F' deux fibrés vectoriels sur M,
munis de métriques riemanniennes (., .)g et (.,.)r. On note C§°(E) (resp. C*(E), resp. L*(E))
I'espace des sections de E qui sont C°° & support compact (resp. C*, resp. L?); de méme pour
F. La métrique sur E et la forme volume sur M font de L?*(E) un espace de Hilbert (pour
le produit scalaire (f,g)g = [,,(f, g)gdvoly) dont C§°(E) est un sous-espace dense ; de méme
pour F'.

Soit A un opérateur différentiel agissant sur les sections de E. On le considere comme un
opérateur non borné de domaine les sections C'*° a support compact, i.e.

A:C(E) — C(F) C L*(F),
et on suppose que A admet un adjoint formel A : C§°(F) — C§°(FE), i.e. tel que

(Au,v)p = (u, A) g Yu € C°(E) et Vv € C°(F).
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On a clairement A* C A* donc A* est & domaine dense.

On pose alors A,,;, = A™, c’est, on 'a vu, le plus petit prolongement fermé de A. Le graphe
de A** est 'adhérence du graphe de A, donc (et on peut prendre ga comme définition)

u € D(Apmin) < I(uy,) € CP(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,) converge dans L?,

n—oo
A,inu est alors la valeur de cette limite.

On pose aussi Apqr = (A")*; comme A C A*, on a A* C A4, et donc A C A4, De plus
At C (AN = (Ajnaz)®, et, vu la propriété de minimalité de **; on en déduit que A4, est le
plus grand prolongement de A dont I’adjoint prolonge aussi A’. Plus précisément,

U € D(Apaz) == Fv € L*(F) tel que Vo € C°(F), (u, A'¢)p = (v, ¢,

ce qui signifie exactement que v = Au “au sens des distributions”. En utilisant des techniques
standards d’analyse (convolution), on montre qu’on peut approcher u € D(A,.:) par des
sections lisses, i.e. (et on peut prendre ¢a comme définition)

U € D(Apaz) < I(u,) € C°(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,) converge dans L?

n—o0

(Anazu est alors la valeur de cette limite).

1.4 Intégration par parties sur les cones-variétés et ap-
plications

Pour faire fonctionner la technique de Bochner nous avons besoin de procéder a des intégra-
tions par parties. Les deux résultats suivants ainsi que leur interprétation en termes d’opérateurs
non bornés sont a notre disposition. Le premier théoreme d’intégration par parties sur une cone-
variété est le suivant, du a Cheeger [9] :

Théoréme 1.4.1. Soient n € M et o € QP M deux formes C™ sur M telles que n, dn, o,
et 6o soient dans L*. Alors

(n,00) = (dn, o).

En fait il faut adapter un tout petit peu la démonstration, ou combiner deux résultats de
article cité (cf aussi [13], appendice).

Par passage a la limite, il est clair que 1’'on a encore
<n7 5maxa> = <dmax77a 0‘>
quel que soit n € D(dyaz) €t 0 € D(Omaz). On en déduit immédiatement (cf aussi [11]) que :

Corollaire 1.4.2. Les opérateurs dyaz €t Omazr sont adjoints l'un de 'autre; on a dper = dmin
et 5ma:(3 = 5mzn
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Démonstration. En effet, I'égalité (0, 0mar0) = (dmazn, o) quel que soit n € D(dpaz) €t o €
D(6maz) implique que 60 C d Or d&* = dmin C Omaz- DONC Oz = Omin = d- Le

max-* max max-*

méme argument montre que dyar = dmin = 05 ]

max-*

Le deuxieme résultat concerne les tenseurs et non plus les formes différentielles :

Théoréme 1.4.3. Soient u € C°(T™)M), v € C®(TUTYIM) tels que u, Vu, v, V*v soient
dans L?*. Alors
(u, V*v) = (Vu,v).

Démonstration. On va démontrer ce résultat en utilisant une méthode similaire a celle de
Cheeger [9]. Pour simplifier, nous supposerons que la métrique au voisinage de ¥ est exactement,
en coordonnées locales, de la forme g = dr?+r2d6*+ gy, olt § est définie modulo I’angle conique
a. Le cas général se traite exactement de la méme fagon, les expressions sont juste un peu plus
compliquées.

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit
tubulaire. Pour ¢t < a, on note U, le t-voisinage de ¥ dans M, ¥; = 90U, et My = M \ Uy.
Le vecteur % = e, est une normale unitaire en tout point de ;. Avec ces notations, une
intégration par parties ( c¢’est-a-dire la formule de Stokes ) nous donne :

[ (6.0 = g(Vue) = [ g (i) (1.0
M, P

ou i.,v = v(e,,.). Le terme de gauche converge vers (u, V*v) — (Vu,v) quand ¢ tend vers 0.
Notons I; le terme de droite de 1’égalité, qui correspond au terme de bord. On a alors les
inégalités suivantes (la notation |.| désigne la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle
pour la métrique g) :

| 11|

AN
=
=
IS
=

IN

(L W)W (/o) "

On va montrer que le fait que Vu soit L* permet d’avoir une bonne majoration de [ |ul*.
Et comme i, v est L? (car v I'est aussi), fzt lic,v|* ne peut pas croitre trop vite quand ¢ tend
vers 0. Ce deux résultats nous permettront d’affirmer que I; tend vers 0 pour une suite t,
tendant vers 0.

En tout point ou |u| # 0, la fonction |u| est dérivable, et d|u|(x) = g(V,u, |Z—‘) On pose
Olul u
- (Vou, —

si |u| # 0, et 3|—:f‘ = 0 sinon. Il s’agit de la dérivée partielle distributionnelle de |u|, au sens ou
I'on a, si les coordonnées autres que r restent fixées,

)] - fu(a)] = [ 24

o (r)dr.

a
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Or |%| < |V, ul, et dong, si t < a,

u(t)] < [ua)] + / Ve uldr
t
et

) < 2lufa)+2( [ [V, aldr)?

t

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

a 2 adr a
(/ |Veru|dr> < / —/ r|Ve ul*dr
t t TSt

t a
< ()| / r|Vul?dr
t

En intégrant sur >; on trouve

g lul? < /2\u( )P+ / (21n( )/ar|V u\2d7“>

< 2 [ @] +2/m M /ﬂvumr
Et Et
< // a)|*tdfdvols, + 2| In(~ |// (/ 7“|V€Tu|2d7“) tdfdvols,
6=0 6=0
< —/ |u|2+2t|ln(—)|// / V., u|*rdrdfdvols,
6=0
< / ul? + 24 () / 9. uf?
< lu|® + 2t|In(~ |/ |Vul?

~ ol (1.5)

Il reste & controler le terme [, |ic,v[* <[5, [v]*. Comme v est L?,

/( wPydt = [ o2 < +oo,

et donc la fonction ¢ +— [, [v[* est intégrable sur ]0,a]. Or la fonction (tIn(t))~' n’est pas

intégrable en 0. On en déduit donc qu’il existe une suite ¢, tendant vers 0 pour laquelle

/E o = of(t, In(t)) ).

tn

En combinant avec la majoration (1.5) pour [;, |u[?, on en déduit immédiatement que

lim I; =0.
n—-—+00
Or I; — (u, V*v) — (Vu,v) quand t — 0; on a donc bien (u, V*v) = (Vu,v). O
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Corollaire 1.4.4. On considére ¥V comme un opérateur non borné V : C(TT™IM) —
C(TT+YM). Alors pour tout w € D(Vnae), pour tout v € D(V*), on a I’égalité

(Vimaztt, v) = (u, V*v).

Ceci implique en particulier que Vin = Viae et que Vi, =V —=V*,
Démonstration. La premiere égalité se démontre directement en prenant des suites régulari-
santes pour u et pour v : en effet on a vu dans la section précédente que si u € D(Vaz)
(resp. v € D(V*)), il existe une suite u,, € C®(T™*) M) (resp. v, € C(TT1)M)) telle que
lim,, o0 U, = u et lim, oo Vi, = Vet dans L? (resp. lim,, o v, = v et lim,, .o, V*v, = V*0).
Alors

(u, V*0) = lim(u,, V*v,) = Iim(Vu,, v,) = (Viaet, v).

La suite se démontre comme le corollaire 1.4.2. O

Dans la suite les notations V et V* désigneront donc (sauf exception) les opérateurs V,q. (=
Vinin) €t Vi (= VL., = V*). Puisqu'il n’y a pas de risque d’ambiguité, on utilisera épisodi-

quement la notation L%? (resp. L*?) & la place de D(V) (resp. D(V o V)).
On emploiera fréquemment le corollaire suivant, simple reformulation du précédent :

Corollaire 1.4.5. Soit u appartenant ¢ D(V), c’est-a-dire tel que u et Vu sont L?. Alors il
existe une suite (u,), C* a support compact, telle que u, — u et Vu, — Vu dans L* quand
n — oo.

Démonstration. C’est juste la définition de u € D(V ). O

Remarque : dans les théorémes ci-dessus, la condition L? parait naturelle, ne serait-ce que
pour s’assurer de 'existence des termes du type (Vu,v). Cependant il est intéressant de noter
que la démonstration donnée du théoreme 1.4.3 ne fonctionne pas avec des hypotheses du type
u, Vu € LP et v, V*v € L9, avec p et q des exposants conjugués. La condition L? est donc plus
importante qu’il n’y parait.

Les techniques développées dans la démonstration du théoreme 1.4.3, et en particulier la
majoration (1.5), vont nous permettre de montrer deux autres résultats dans la méme lignée.
Commencons par la proposition suivante, qui simplifiera plusieurs preuves par la suite :

Proposition 1.4.6. Soit u une section de T"*)M telle que u, V. u et V*Vu soient dans L?.
Alors Vu appartient ¢ L*(TU+59)M).

Démonstration. La preuve est juste une relecture de la démonstration du théoreme 1.4.3. Plus
précisément, on constate que pour démontrer I'existence d’une suite ¢,, tendant vers 0 telle que

lim 9124, (1, 2, (v)) = 0,
n—00 S,
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il suffit que V. u et i, (v) soient L?. Quand v = Vu comme c’est le cas ici, ces deux conditions
reviennent a une seule, a savoir V. u € L.

On applique cela a 1’égalité (1.4)

/ g(Vu,Vu):/ g(u,V*Vu)—/ g, (U, Ve, u).
M, M,

n n Z:t’n,

Comme u et V*Vu sont L?, le terme [}, g(u, V*Vu) converge vers (u, V*Vu) quand t, tend
vers 0, et comme le deuxieme terme de droite tend vers 0, on a

lim g(Vu,Vu) = (u, V*Vu).

n—00
My,

L’existence de cette limite, plus le fait que g(Vu,Vu) est partout positif, montre que Vu
appartient & L? et que ||Vul|* = (u, V*Vu). O

Le résultat suivant, moins anecdotique, nous renseigne encore sur la dérivée covariante (je
remercie chaleureusement Gilles Carron pour m’avoir donné l'idée de la preuve) :

Théoréme 1.4.7. L’image de lopérateur V : LY2(T"*) M) — L2(TT+19) est fermée.

Démonstration. On va procéder en deux temps : on va regarder ce qu’il se passe en dehors du
lieu singulier, puis au voisinage du lieu singulier. On reprend les notations de la démonstration
du théoreme 1.4.3. Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé du
lieu singulier ¥ dans M soit tubulaire, et on suppose donné un réel b tel que 0 < b < a (on
verra ensuite comment choisir b). Pour ¢ < a, on note Uy le t-voisinage de ¥ dans M, ¥, = 90Uy,
et My = M \ U;. On pose aussi Q = M, = M \ U,.

Commencons par regarder ce qui se passe sur 2. C’est un domaine de M, a bord lisse. On
va montrer que I'image de V (ou plutot de son extension maximale) y est fermée.

Sur €2, les extensions minimales et maximales de la dérivée covariante sont distinctes. On
considere alors l'opérateur Ly = V;“nmm © Viazlo il s’agit de 'extension de Neumann du
laplacien de connexion V*V sur Q. Il est auto-adjoint (corollaire 1.3.3), positif, de spectre

discret. Pour tout v appartenant & D(Ly), on a

/ g(LNU, U) = / g<vmaw\ﬂ v, vmaa}\ﬂ U)a
Q Q

le noyau de Ly coincide donc avec celui de V4,10, c’est exactement I'ensemble des sections
paralleles sur 2. Notons A la premiere valeur propre non nulle de Ly. D’apres la classique
formule du minimax,

\ = inf { fQ g(vmaa:\ﬂ v, Vma:r:\ﬂ U)
Joa(v,v)

| v € D(Vyazia) N (ker Vmax‘Q)L, v # 0} )
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1.4. Intégration par parties sur les cones-variétés et applications

En particulier, si v appartient & D(Vqz10) N (ker Vipaeio)®, alors
o]l < (N[ Vinaalo o] (1.6)

(il s’agit des normes L? sur 2). Cette inégalité suffit & montrer que l'image de V40 est
fermée. En effet, soit (v,) une suite de D(Vyaapa) telle que la suite (Vpeq0 vs) converge en
norme L? vers une limite /. On note p, le projeté orthogonal de v, sur (ker Vmaxm)L. Alors
Vinaz|2 Pn = Viaz| Un, et la suite des V4,00 pn est done de Cauchy. En appliquant I'inégalité
(1.6) & pp+k — pn, on montre directement que la suite (p,) est de Cauchy, donc converge vers une
limite p. Maintenant, comme V4,10 est un opérateur fermé, la limite p appartient a D(V,,qz10)
et Viariop = [, ce qui termine de montrer que I'image de V4,0 est fermée.

On va maintenant montrer que sur U,, l'image de l’extension minimale de la dérivée cova-
riante est fermée. On utilise pour cela la méme majoration (1.5) que pour la démonstration du
théoreme 1.4.3, qui donne, pour toute section u lisse, L?, & dérivée covariante L2,

t t
() < 2 / ul? + 2t In(L) / IVl
aJs, a  Ju,

p

En fait cette inégalité est pour une métrique plate sur le cone. Dans le cas général la méme
majoration est vraie, & un facteur multiplicatif ¢? pres. Si u est & support compact dans Uy,
alors u est nul sur X,, et en intégrant ce qu'il reste entre 0 et a, on obtient ||u|| < %||Vu||, ou

||.|| désigne la norme L? sur U,. Par passage a la limite, on a

ac
V2

pour tout v appartenant & D(V,nu,). Cette inégalité (une sorte de lemme de Poincaré) im-
plique, comme précédemment, que I'image de V., est fermée. En effet, soit (v,) une suite
de D(V i, ) telle que la suite (Vinju, vn) converge en norme L? vers une limite [. La suite
(Vininju, vn) est donc de Cauchy, et en appliquant I'inégalité (1.7) & v, — vy, on montre direc-
tement que la suite (v,,) est de Cauchy, donc converge vers une limite v, qui vérifie (I'opérateur
Vminjv,) €tant fermé) v € D(Viinju,) €t Vi, v = 1, ce qui termine de montrer que I'image
de Vv, est fermée.

Voyons maintenant comment en déduire un résultat sur tout M. Soit w un point de
I'adhérence de l'image de V. Il existe alors une suite (u,) d’éléments de D(V), que I'on peut
tous choisir C'*°, telle que la suite Vu,, converge vers w. On regarde alors la restriction de u,, a
Q): uy | appartient a D(Vmaxm), et Vinaa|o Unjo converge vers wjq. Alors on a vu que la suite des
projections orthogonales des u,q sur (ker me‘g)L était convergente, c’est-a-dire qu’il existe

une suite h,, de sections paralleles sur € telle que la suite (Unm — h,,) converge en norme L? sur
Q.

Si tous les h, sont nuls (par exemple si le fibré n’admet pas de sections paralleles locales),
ou si tous les h,, se prolongent en des sections paralleles sur tout M, on peut terminer la preuve
facilement. A la place de la suite (u,), on s’intéresse a la suite des v,, = u,, — hy,, et on vient de
voir que cette suite converge en norme L? sur €.
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Chapitre 1. Préliminaires

On choisit ensuite une fonction de coupure p, telle que p soit lisse, a support dans U,, et
identiquement égale & 1 sur U,. Alors pour tout n, pv, appartient a D(V v, ), et

Viin|v, PUn = Vpvp, = pVu, +dp @ v, = pVu, + dp @ v,.

Comme Vu,, converge vers w et que p est bornée, la suite (pVu,) converge en norme L? sur U,
vers pw. D’autre part dp est bornée, a support dans U, \ U, qui est inclus dans 2; et comme
la suite (v,,) est convergente sur €2, donc sur U, \ Uy, la suite (dp ® v,,) est aussi convergente en
norme L? sur U,. La suite (Vninju, pvs) est done convergente sur Uy, ce qui implique directement
a l'aide de I'inégalité (1.7) la convergence de la suite pv,, sur U,. Comme p est identiquement
égale a 1 sur Uj, on en déduit la convergence de la suite (v,y,) en norme L? sur Uy. Or on a
vu qu'en plus (v,q) converge sur Q = M \ Us. La suite (v,) converge donc en norme L? sur
M entier vers une limite v. Et comme l'opérateur V est fermé, v appartient a D(V) et vérifie
Vv = w, ce qui termine de montrer dans ce cas que Im V est fermée.

Pour conclure, il suffit de montrer que 1'on peut toujours choisir b tel que toute section
parallele sur 2 = M \ U, se prolonge en section parallele sur tout M. Pour cela, on utilise les
deux faits suivants. D’une part, I'espace des sections paralleles sur M; = M \ U; est un espace
vectoriel de dimension finie. En effet, une section paralléle sur (une composante connexe d’) un
ouvert est entierement déterminée par sa valeur en un point. D’autre part,si0 < t < t’ < a, alors
My C M;, et 'espace des sections paralleles sur M; est inclus dans I'espace des sections paralleles
sur My (plus formellement, s’injecte via ’application de restriction dans...). Ainsi quand ¢ tend
en décroissant vers 0, ’espace des sections paralleles sur M;, qui est de dimension finie, décroit
aussi, donc finit par étre constant. C’est-a-dire qu’il existe un réel ¢y, 0 < tg < a, tel que pour
tout t inférieur a ty, ’espace des sections paralleles sur M; et sur M;, coincide : toute section
parallele sur M;, se prolonge en section parallele sur M;. Et comme cette derniere propriété est
vraie pour tout t €0, %], on en déduit que toute section parallele sur M;, se prolonge en une
section parallele de M. On choisit alors b = t; pour terminer la démonstration. O]

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.8. On considére lopérateur NV : LY2(T") M) — L2(TT+19)). I existe une
constante c telle que pour tout élément & € ImV, il existe une section ( € LY“2(T"*)M)

vérifiant V¢ =& et [[C]] < ¢[[¢]].

Démonstration. L’espace LY(T™*) M) est un Hilbert pour le produit scalaire (u,v)s = (u,v) +
(Vu, Vv). L’application V est alors continue pour la norme ||.||2 associée. Sa restriction a
(ker V) (ol 'orthogonalité est au sens du produit scalaire sus-cité) est une application linéaire,
continue, bijective ; c’est donc un isomorphisme d’apres le théoreme de I'image ouverte. Il existe
alors une constante ¢ telle que ||C|]s < ¢||V(|| pour tout ¢ € (ker V). Comme ||¢|]2 =
|C11? + ||V [?, on en déduit immédiatement que ||¢]| < ¢||[V(]|| pour tout u € (ker V)*, avec
¢ = ¢* — 1. Pour conclure, étant donné ¢ € ImV, il suffit de prendre pour ¢ son unique

antécédent dans (ker V)= . O
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Chapitre 2
Rigidité infinitésimale

2.1 Etude de I’équation de normalisation

Dans toute cette section, nous supposerons que la métrique conique g est hyperbolique.

Comme on I'a vu dans la section 1.2, pour se débarrasser des déformations triviales on
cherche a imposer la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu'une déformation infinitésimale
peut se mettre sous une forme normalisée vérifiant la condition de jauge revient a résoudre
I'équation de normalisation (1.3) :

Bod*n = Bhe.

Cette équation peut se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que
. 1
Vn=4dn+ Edn

(il s’agit juste de la décomposition du 2-tenseur V7 en partie symétrique et anti-symétrique),
que ¢ est toujours la restriction de V* au sous-fibré correspondant, et donc que

on=V'n=—trVn= —tro*n,
la trace de dn étant nulle puisque dn est anti-symétrique. On obtient alors

26(0%n) = 200™n+dtrd*n
= 2V*(Vn— %dn) — ddn
2V*Vn — ddn — don
2V*Vn — An.

Ici A = db + dd est V'opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or A et V*V (parfois
nommé laplacien de connexion) sont reliés par la classique formule de Weitzenbock

An = V*Vn +ric(n), (2.1)
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

voir [2] §1.155. En utilisant cette formule, on trouve

26(0™n) = An—2ric(n)
V*Vn —ric(n).

Pour une métrique Einstein, ric(n) = ¢n, et I'expression ci-dessus se simplifie encore. Dans le
cas qui nous intéresse, la métrique g est hyperbolique, et

26(6™n) = V*Vn+ (n —1)n. (2.2)

On est donc amener a étudier l'opérateur L : 9 +— V*Vn+ (n — 1)n.

2.1.1 Premieres propriétés

La premiere chose a remarquer sur L est qu’il est elliptique. En particulier, si ¢ est C'* et que
Lu = ¢ au sens des distributions, alors u est C*°. Malheureusement, le caractere singulier d’une
cone-variété nous empéche d’utiliser directement les inégalités de type Schauder ou Garding.
Par exemple, on peut montrer qu’il existe des 1-formes v appartenant & L? telles que Lu = 0
au sens des distributions avec Vu qui n’est pas dans L2.

Il est clair que L, vu comme un opérateur non borné C§°(T*M) — C3°(T*M), est formelle-
ment symétrique : avec les notations de la section 1.3, L! = L. Malheureusement, il est possible
de montrer que des que la dimension de notre cone-variété est supérieure a 2, 'opérateur L
n’est pas essentiellement auto-adjoint, i.e. Ly # Lmaz (ou si Uon préfere, L** # L*). On va
donc étudier des extensions auto-adjointes L de L, avec Ly C L C Lynag.

Le théoreme 1.3.2 nous donne une premiere telle extension : toujours avec les conventions
de la section 1.3, opérateur V* oV + (n — 1)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est
par définition

D={ueD(V)|Vue DV} ={ueL®|Vu, V'Vue L*}

(dans la deuxieme définition, il faut considérer V et V*V au sens des distributions). Il s’agit
en fait de I'extension de Friedrichs de L.

On va maintenant introduire une deuxieéme extension auto-adjointe. On doit a Gaffney [11]
le résultat général suivant : les opérateurs dp,indmaz + Omazdmin €6 mazOmin + Omindmae (encore
avec les conventions de la section 1.3) sont toujours auto-adjoints. Or d’apres le corollaire 1.4.2,
on a dpmin = Amaz €6 Omin = Omaz ; les deux opérateurs ci-dessus sont donc les mémes sur une
cone-variété. On en déduit que lopérateur diapOmar + Omazdmar + 2(n — 1)Id, défini sur le
domaine

D" = {u € D(dmaz) N D(0maz) | dmaztt € D(0maz) €t Omazts € D(dimaz)}
= {u € L? | du, 6u, déu, ddu € LQ},

est positif auto-adjoint et donc inversible (encore une fois dans la deuxieme définition, il faut
considérer les opérateurs au sens des distributions). Nous montrerons plus loin que ces deux
domaines D et D’ sont en fait confondus quand tous les angles coniques sont inférieurs a 2.
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

2.1.2 Expression du laplacien de connexion en coordonnées cylin-
driques

On va maintenant sauter a pieds joints dans les calculs. Soit a un réel positif suffisamment
petit pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est plus petit
que a, on note U, le r-voisinage de > dans M et X, le bord de U,.

Par définition, si x est un point de ¥, il existe un voisinage V' de x dans U, et un voisinage
U de z dans 2, tels que U = VNY et V ~ U x D?, et dans les coordonnées cylindriques locales
adaptées a la décomposition V ~ U x D?, la métrique est de la forme

g = dr® + sh(r)*d6® + ch(r)’gs,
ol f# est défini non pas modulo 27 mais modulo 'angle conique u. On utilisera les notations

suivantes : €” = dr, ¢’ = sh(r)df, e, = (¢")! = £, et e = (¢”)F = Shb)%.

Soit u une section de T* M. Au voisinage de Y on peut faire une décomposition orthogonale
et on écrit
uw= fe" + ge’ +w,

avec f, g, deux fonctions de M dans R (ou C, on sera souvent amené dans la suite a complexifier
les fibrés sur lesquels on travaille), et w une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnées
ne soient que locales, les formes e” et e sont bien définies sur tout U,, ainsi que la décomposition
orthogonale précédente.

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V' de U, du type ci-dessus
et suffisamment petit, on peut définir localement des champs de vecteurs eq,...e,_5 de telle
sorte que (e, eg, €1, ...€e,_3) forme un repere mobile orthonormé (local), vérifiant

Verek = Vegek =0

pour tout k¥ dans 1...n — 2. On définit de méme des 1-formes locales e',...e" 2 telles que

(e, el el, ... e"2) soit le repere mobile dual du précédent.

Avant de commencer les calculs, introduisons encore quelques notations. On note N le (sous-
)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de = € U, est le sous-espace vectoriel
de T¥M orthogonal & €’ et e, et N* le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre
au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T, M orthogonal a ey et e,. La 1-forme w
introduite plus haut est naturellement une section de N. Les sections (eq, ..., e, o) forment
localement une base de N*, de méme pour (e!,...,e" %) et N. Si s est une section de N*, et
t une section de N ou de N*, on note Vy,t, ou de facon plus lisible (Vy)(s,t), la projection

orthogonale sur N ou sur N* de V.

Si f est une fonction de U,, on pose

n—2
dsf =" (ex.f)e,
k=1

et

n—2

As f = ch®r Z(Vg)(ek, er).f —er.er.f

k=1
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

(c’est a un facteur pres I'opposé de la trace de la hessienne de f restreinte a N*). Ces deux
opérateurs sont indépendants du choix des e;. En fait, avec les notations ci-dessus, dans V' on
a une identification, a r et 0 fixé, de U x {r,0} a U C 3, et N* et N restreints a U x {r,0}
s’identifient de la méme facon a TU et T*U. Les opérateurs ci-dessus correspondent via ces
identifications a la différentielle et au laplacien de U C ¥ (en fait la métrique gy sur U et la
métrique ch(r)?g, sur U x {r, 0} different d’un facteur ch(r)?, qui se retrouve dans I’expression

de Az)

Il en est de méme pour Vs, et pour les deux opérateurs suivants. Si w est une section de
N, on pose

n—2
On(w) = —ch®r ) V(e w)(ex)
k=1
n—2
= ch?r ZW(Vz(Gk, er)) — ep-wlex),
k=1
et
n—2
(V*V)sw = ch?r Z Vs(Vs(eg, exr),w) — Vs(ex, Vs(eg,w)),
k=1

qui correspondent a la codifférentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de .

On est maintenant armé pour le calcul explicite de V*Vu. En utilisant notre repere mobile,
on a

n—2

V'Vu = =V Vet~ Ve, Veut Vy, ot + Vo ou+ > Vy, ot — Ve, Ve,
k=1

Comme la métrique conique est hyperbolique, on a les expressions suivantes :

1
VeTeT e 0’ v6969 = —mer, et vekek = VZ(Gk, ek) - th(?“) €r.

On vérifie aussi que
Ve e =0 Ve =0 Ve el =0
e 1

_ 1 0 0 _ i
V€' = e’ Veel = ——=e V! =0

th(r) ™ ) )
Ve = th(r)e Ve =0 Vel = —th(r)d;je" + Vs(e;, €’).

On trouve alors que

n—2

+(n = 2th(r)Ve,u+ Y Voot — Ve, Ve, .
k=1

1
VU VLV VT (s

En remplacant u par fe” + ge’ +w, un calcul explicite nous donne I’expression suivante pour
les composantes de V*Vu ; selon e :
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

*f 1 0*f 1 of 1 )
“or? su(r2 06t (th(r) T Q)th(”) o <th(r)2 *(n = 2)thr) > /
2 dg  2th(r)

sh(r)th(r) 96 ch(r)QéEw’

selon €Y :

9%g 1 9% 1 dg g 1 2 of
Tor TSR ae (m tl- 2>th<7”>) o T imeE T @EES T Smmym() o6

et selon la composante incluse dans N :

1
ch(r)?

—Ve,Ve,w—V,, V. ,w— ( + (n — 2)th(r)) Ve, w+th(r)?w -+ (V*V)sw —2th(r) ds f

th(r)

Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la section suivante une
sorte de décomposition en séries de Fourier généralisées.

2.1.3 Décomposition en série de Fourier généralisée

On sait qu’au voisinage du lieu singulier, la métrique g se met localement sous la forme
g = dr? +sh(r)*d6* + ch(r)?gs.

Si la coordonnée # était définie (toujours modulo I'angle conique u) sur tout un voisinage du
lieu singulier, on pourrait faire des décompositions en séries de Fourier, du type

f(r,0,2) an r, z) exp(2imnd/«a).

Mais en général la coordonnée d’angle 8 n’est définie que localement, ce qui empéche d’écrire de
telles décompositions. On va donc procéder a une autre sorte de décomposition ; on obtiendra
finalement des écritures du type

f(r,0,2) an V(0 2)

ou les (¢,,) forment une base hilbertienne bien choisie du bord d’un voisinage tubulaire du lieu
singulier.
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

Une base hilbertienne adaptée

On se place maintenant au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier. Pour
simplifier les notations, la notation > désigne ici la composante connexe en question du lieu
singulier, et « ’angle conique correspondant.

Comme précédemment, on choisit un réel positif a suffisamment petit pour que le a-voisinage
fermé de Y dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est inférieur ou égal a a, on note U, le
r-voisinage de > dans M et X, le bord de U,.

On va particulierement s’intéresser a la sous-variété ¥,. Pour pouvoir faire les décomposi-
tions voulues, on veut trouver une “bonne” base hilbertienne sur ¥, pour les fonctions comme
pour les 1-formes, ou plus précisément pour les sections du sous-fibré N défini précédemment
(pour mémoire, N est le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U, dont la fibre au-dessus de z € U,
est le sous-espace vectoriel de T M orthogonal & e’ et e”). Pour faciliter les calculs, nous serons
amener a considérer plutot les complexifiés de ces fibrés.

Tout point x de X, admet un voisinage V de la forme U x S!, ou1 U est un ouvert de X.
Dans ce voisinage, la métrique de X,, induite par celle de M, s’exprime comme une métrique
produit ; plus précisement on a, dans les coordonnées adaptées,

ga = sh(a)?df* + ch(a)?gs,

ou la variable 0 est définie modulo 'angle conique «. La variété X, est donc localement un
produit, avec la métrique correspondante. C’est un cas simple de submersion riemannienne a
fibres totalement géodésiques, la base étant ¥, munie de la métrique ch(a)?gs, et la fibre S,
muni de la métrique sh(a)?d6?. Le spectre de telles variétés a déja été étudié, voir par exemple
[3], [6] ; le résultat que 1'on se propose de démontrer ici met plus 'accent sur les liens entre les
fonctions propres et les 1-formes propres du laplacien.

Dans cette sous-section, et seulement dans celle-ci, les notations V, V*, A, etc. désigneront
les opérateurs correspondants pour la métrique g,. On pose aussi v = %r ; cette quantité inter-
viendra tres fréquemment dans la suite.

Proposition 2.1.1. 1] existe une base hilbertienne (1;)en du complexifié de L*(3,), telle que
pour tout indice j, il existe un réel \j > 0 et un entier relatif p;, pour lesquels

Asyp; = Aj%’
69.@%‘ = %@Dj.

Soit J U'ensemble des j pour lesquels \; > 0. 1l existe une base hilbertienne (¢;);jesU(¢;) en
du complexifié de L*(N), telle que :
ch(a)

— pour tout indice j appartenant a J, ¢; = de@/{j, et donc
J

(V*V)s¢; = (Aj +n—3)¢;
vee¢j = ;ﬁg) ¢j
dx¢; = ch(a)(Aj) 1y
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

— pour tout indice j € N, il existe un réel yi; et un entier relatif p’;, pour lesquels

’LpJ

{(V*V)z% = 11 0;
veg@j = Sh(a) P,

et on a de plus oxp; = 0.

Démonstration. Soit (ej,...,e,_2) un repere mobile orthonormé de U ~ U x {6}, pour la
métrique ch(a)?gy. Clest la restriction & ¥, du repere mobile local défini dans la section
précédente. Alors (eg,eq,...,€,_2) est un repére mobile orthonormé de V, vérifiant

Vegek = Vekeg =0

pour k = 1...n—2 (rappelons qu’ici et dans la suite de la preuve, on réemploie pour simplifier
la notation V pour la connexion de Levi-Civita pour la métrique g, de Y, a ne pas confondre
avec la connexion de Levi-Civita de la métrique g).

Intéressons-nous maintenant au laplacien A sur (3,, g,). La sous-variété 3, étant compacte,
on peut utiliser le théoreme de décomposition spectrale des opérateurs elliptiques auto-adjoints
pour montrer qu’il existe une base hilbertienne de L?(%,), formée de fonctions propres du
laplacien. De plus chaque sous-espace propre est de dimension finie, et chaque fonction propre
est C™.

On sait aussi (voir [6]) que le laplacien A se décompose en somme d’un “laplacien vertical”
A, et d’un “laplacien horizontal” Ay, tous ces opérateurs commutant entre eux. On peut alors
choisir une base hilbertienne de L?(3,), formée de fonctions propres de ces trois opérateurs. Si
f est une fonction sur ¥,, en utilisant le repere mobile ci-dessus, on obtient les expressions

n—2

Af=—epeof+ Y Veerf—erepf,
k=1

n—2

Auf=—epeof, et Mpf=> Veerf—eperf.
k=1

On peut aller encore un peu plus loin. Le fait que (X,, g,) soit localement un produit de

2
(3, ch(a)?gs) par (S, sh(a)?df?) montre que non seulement A, = —(eg.)* = —ﬁ% commute
avec A, mais que c’est aussi le cas de la dérivation par ey et de l'opérateur %. De plus une

intégration par parties évidente donne, si f et g sont deux fonctions C* sur X,

L= 7%

Soit donc ¢ une valeur propre du laplacien et E, le sous-espace propre associé. On a vu
que F, était de dimension finie et composé de fonctions C'*°. Comme A et % commutent,
la restriction de ce dernier a E, est un endomorphisme de E,; et d’apres ce qui précede cet
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

endomorphisme est anti-symétrique pour le produit scalaire L?. Comme E; est de dimension
finie, on peut donc (en passant dans les complexes) trouver une base orthonormée (1)) de Ey,

formée de fonctions propres de %, c’est-a-dire que l'on a :

{ij = (4
a3 = gty

Cette derniere équation implique que, dans les coordonnées (z,0) adaptées &4 V ~ U x S!,

wj (Z’ 9) = eXp(iuj9)¢j(z)7

ol ¢; est une fonction ne dépendant pas de la variable §. Comme 6 est définie modulo I’angle
conique o, on en déduit que pu; € %“Z, c’est-a-dire qu’il existe un entier p; tel que

Uy(2.0) = exp(C )5, (2),

et donc en particulier

0

_ 2ump;
%%_ o v

Si on exprime a nouveau le laplacien comme somme du laplacien vertical et du laplacien
horizontal, on obtient

bhy = Ay
- Aij+Ah¢j
= —eg.eg.wj+Ah¢j
1 02
T TSh(azogr’i A
Py’

= W%’ + Apy;

avec la notation v = %’r Désignons, comme dans la section précédente, par Ay, 'opérateur

[\

frch(a)?) (Veerf—erenf)

1

3

T

on a Ay = ch(a)?Ay,. Si f est une fonction définie sur U x {0}, la quantité Axf s’interprete
comme le laplacien de f pour la métrique obtenue en identifiant U x {#} & U C ¥. On a alors

Aatts) = et (0= L) o,

Pour clarifier, on introduit les notations suivantes. Pour A € R, p € Z, on pose
Ey={f € L*(Z.) | Af = Af},
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

et

0 .
EA,pZ{fGEH% | 5gf =7

Chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, composé de fonctions C'. Les
E,, sont deux & deux orthogonaux, ainsi que les Ey. On a

Ex=EE, 2,

pez | h@? P

et la somme est en fait finie car F) est de dimension finie. Notons S le spectre du laplacien sur
les fonctions, i.e. 'ensemble des valeurs de A pour lesquelles E) est non réduit a 0. C’est un
ensemble discret, minoré, avec 400 comme seul point d’accumulation, et

Do -DDE,

727p
AeS \ES peZ sh(a)

est dense dans L?(3,). Pour démontrer la premitre partie de la démonstration, il suffit de
prendre comme base hilbertienne de L?(%,) la réunion de bases orthonormées des F) .

Passons maintenant aux 1-formes sur ¥,. Rappelons qu’ici les notations V et V* désignent
la connexion de Levi-Civita et son adjoint pour la métrique g, de ¥,. Cette métrique est
localement un produit ; en particulier Vey et Ve? sont nuls. Le laplacien de connexion V*V
s’exprime alors a ’aide du repere mobile de la fagon suivante :

n—2

V*Vn = —V¢,Ve,n+ Z Vvekekn — VerVegn.

k=1
Si on décompose 1 orthogonalement, n = fe? + w, alors
V*Vn = (Af)e + V*Vuw,

et cette décomposition est a nouveau orthogonale. Dit autrement, si w est une 1-forme sur ¥,
en tout point perpendiculaire & e, alors V*Vw est aussi en tout point perpendiculaire & €.
On va donc considérer le sous-fibré vectoriel N C T*X,, dont la fibre au-dessus de z € X, est
le sous-espace vectoriel de 1Y, orthogonal & e?; c’est la restriction a ¥, du fibré N défini a
la section précédente. L’opérateur V*V se restreint ainsi & un opérateur non borné de L%(N)

dans lui-méme, et se décompose en

* 1 *
V'V = VoV + gV Ve

On retrouve la décomposition en laplacien vertical et laplacien horizontal. On peut alors
appliquer le méme raisonnement que pour les fonctions, et montrer qu’il existe un base hilber-
tienne de L?*(N), formées de sections C*, vecteurs propres des opérateurs V*V et V 8 (et donc

aussi de V*Vy).
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

Pour £ = 1...n — 2, on note comme précédemment e* la forme duale de e;. Les sections
locales e!,. .., e" 2 forment alors une base de N sur V. Soit maintentant w un vecteur propre
de l'opérateur V o, c’est-a-~dire tel que V bW = I, En décomposant dans cette base

-2

w= Z ar(z,0)e,

3

k=1
I’équation ci-dessus donne
n—2 8 n—2
%(ak('% 0))6k =M Z Cl,k(Z, 9)6k7
k=1 k=1

qui s’integre en
ag(z,0) = bi(z) exp(u0)

pour k = 1...n — 2. La coordonnée # étant définie modulo ’angle conique «, on en déduit
encore une fois que p € %Z, c’est-a-dire qu’il existe un entier p; tel que V%wj = ip;yw; (avec
T
= ).

toujours v =

On introduit alors les espaces propres suivants, en continuant ’analogie avec les fonctions.
Pour A € R, p € Z, on pose

F\={we L*(N) | V'Vw = \w},

et
Fap={weF  pe |Vow=ipyw}

sh(a)?

Ici encore, chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, composé de 1-formes
C*; les F) ) sont deux a deux orthogonaux, ainsi que les Fy; on a

Fn=EF, - ,

pEZ " sh(a)2 P

et la somme est finie car F) est de dimension finie. Si on note S’ le spectre de V*V sur les
sections de IV, la somme directe

Dr-DDr, o

- 2 P
AeS! \ES! pEZ sh(a)

est dense dans L?(N). On va maintenant étudier comment passer d’une base hilbertienne de
L*(X,) & une base hilbertienne de L*(N).

Rappelons quelques notations. Si f est une fonction sur ¥,, on a
n—2
dEf = Z(ek'f)eka
k=1
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

c’est une section de N. Il s’agit en chaque point (z,0) € U x S' ~V C ¥, de la différentielle
de la restriction de f a U x {6}. Ensuite, si w est une section de N, on a

n—2
Os(w) = —ch(a)® ) (Ve,w)(ex)
k=1
n—2
= ch(a)? Zw(vekek) — ep.w(eg),
k=1
et
n—2
(V*'V)sw = ch(a)® > Vv, o — Ve, Ve,w.
k=1

Si l'on se restreint a U x {6}, il s’agit de la codifférentielle et du laplacien de connexion sur les
1-formes, pour la métrique obtenue en identifiant U x {#} a U C .

Soit f une fonction sur ¥,, et intéressons-nous a la forme dx, f. On constate facilement d’une
part que

v€0v66<d2f) = V€0v69 (ek'f)ek

k=1

n—2

= Zek.(eg.eg.f)ek
k=1

= dz(eg.eg.f).

D’autre part, comme la métrique de U C X est hyperbolique, on peut utiliser la formule de
Weitzenbock suivante, valable pour les 1-formes :

(V*V)E = Ay + (n - 3)Id = dxdx + Oxds + (n - 3)]d
C’est la méme formule qu’au début de cette section, voir [2] §1.155. On en déduit que
(V*V)E o dz} = (AZ + (n — B)Id) o) dz = dz o (AE + (n — 3)[d),

et donc

(V*'V)s(dsf) = ds(As(f)) + (n —3)ds(f).

Par conséquent, si ¢ appartient a l'espace E), défini plus haut (c’est-a-dire que ¢ vérifie
Ast) = \ip et % = ipy1), on obtient

Vi Vs(dsy) = (A+n —3)dsy)
V%(dgl/}) = ip’y dg¢

La forme dxv appartient donc a F\4,_3,, c’est-a-dire que dx, envoie Ej , sur Fi,_3,.
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De plus, si 1,4’ appartiennent a FE) ,, alors, comme ladjoint de dx est ch(a) ?ds, en
intégrant par parties on trouve

/ galdsth, deyf) =
Ya

On en déduit que, pour le produit scalaire L?, ds. est une homothétie de E) , sur son image, de

rapport C}\l/é). En particulier, I'image est nulle si A = 0.

Par ailleurs, du fait que Padjoint de dy; est ch(a)?dx, si un élément ¢ de F) , est dans I'ortho-
gonal de I'image de E)\_¢,_3), par dx (ce qui est en particulier le cas des que Ex_(,_3)/ch(a)2,p =
{0}), alors nécessairement d5.¢p = 0. Cela incite a définir

F)tp = F)\,p N Im dg == dZ(E)\—(n—3),p)

et
F}, = F\p N (Imds)" = F), Nkerdy.

On a maintenant tout ce qu’il faut pour obtenir les bases hilbertiennes désirées. On choisit
pour chaque E), une base orthonormale, leur réunion (¢;)jen forme une base hilbertienne
de L?(%,). Ensuite, sur chaque F ip’ on a déja une base orthonormale, a savoir I'image par
(A)"Y2ds, de la base orthonormale de E)_(,_3), (cela évidemment dans le cas ot I'on a A > 0
et Ex_(n-3)p 7 10}). La réunion de ces familles orthonormales nous donne les (¢;);c; de
la proposition. Enfin, on compléte ce dernier systéme en une base hilbertienne de L*(N) en
ajoutant I'union de bases orthonormées des F' f’p ; les éléments ainsi rajoutés constitue les (¢;) jen
de la proposition. O

Maintenant, on va utiliser les résultats précédents pour procéder a la décomposition de
u= fe"+ ge’ + w sur tout U,.

Pour passer de ¥, a X, on utilise le transport parallele et le flot le long des géodésiques,
intégrales du champ de vecteur e,. Cela revient a étendre a tout U, les fonctions 9; et les formes
®;, ¢j, en demandant seulement que e,.1); = 0, et que V., ¢; = V. ¢; = 0. On note encore v;,
¢; et p; ces extensions.

En procédant a de simples changement d’échelle, on montre que ces fonctions et formes
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

étendues se comportent de la fagon suivante :

(0
%Zﬁj =0
%1/)1 ip;Y 1/’]
Asy; Aj%’/
(A2
\dz%‘ () ®js
V 9 ¢j =0

V%% = P ¢;

(V*V)so; = (Aj +n —3)9;

ds¢; = ch(r)(A;) "y,

et

V%goj =0
Vo0 = 1Py ;s
(V*V)sp; = wjp;
dxnp; =0

Pour un r fixé, on note f, la restriction de f a >,. On peut de méme étendre f, en une
fonction fr définie sur tout U, en utilisant le flot du champ de vecteur e,, c’est-a-dire en
demandant seulement que e,.. fr soit identiquement nul (et évidemment que f = frsur X,). En
particulier, on peut regarder la restriction & ¥, de f,, notée f7~|za On peut maintenant utiliser
les résultats de la proposition 2.1.1 pour décomposer fr|2a sous la forme d’une série : fr|2a =
> fZ1;. Finalement, en réutilisant le flot pour se ramener a X,, on obtient la décomposition
suivante, valable sur 3, : f, = Y fJ4;. En faisant cette manipulation pour tout r, et en posant

f;(r) = fi, on obtient
f = Z f]'(r)w]
JEN

On effectue évidemment une décomposition similaire pour la fonction g. Pour la section w,
le méme procédé fonctionne, en remplacant le flot par le transport parallele, et on obtient une

décomposition
w=Y wi(r)e; + ) wi(r)e;
j€J jEN

On peut vérifier facilement que si u est C'™ alors les coefficients f;, g;, w; et @; le sont aussi
(en effet, f;(r) = fz Y; f et on peut dériver sous I'intégrale; il en est de méme pour les autres
coefficients).

On a finalement obtenu I'expression suivante pour u :

S firse +> g€’

jeN jEN
+ ij(r)qu + Z w; (1),
jeJ jEN

39



Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la facon suivante, faisant
apparaitre des “blocs élémentaires” de méme fréquence :

u o= Y (fir) e+ g () e +wi(r)ey)

jedJ

+ > (e + () ef)

JEN\J
+ ij(r)cpj. (2.3)

jeN

La norme L? de u sur U, s’exprime bien dans cette décomposition : on a

Il = 2 [ 0 o ol + 1) 0 () o

Expression du laplacien dans cette décomposition

En partant de cette expression pour u, on va effectuer la méme décomposition pour V*Vu+
(n — 1)u. On note toujours v pour 22

On obtient alors, pour la composante de V*Vu + (n — L)u en ¢je", si j € J :

- ;’—(th} -+ (=2 <>)f +(th(1) +(n - 2)th(r)? + p;”) ot —1) ,
2up;y 2th<r)()‘3)1/2w‘
St T ) @ 24

sijéJ:

- (L b (n— 2)th(r)> £+ ( L (= 2)th(r)? + sﬁ:; - 1) f;

th(r) th(r)?2
2ip;y
sy ¢
pour la composante en ¢j69
—”—( ! +mfaﬁm)> +( ! +—p§72 + o +n—1)-
97 () th(r)2 " sh(r)2 ' ch(r)? 9i

~ sh(r)th(r)”’
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pour la composante en ¢, :

— Wi — (thl(r) +(n— 2)th(r)) Wi + (th(r)2 + Sﬁ?j) + AJ;(Z); S ino 1) wj

et pour la composante en ; :

2
P’ Hj

Ay n— r) | @k r)? n—1)|w;
— (th(r) + (n — 2)th( )) i+ (th( )+ Sh(r)? + h(r)? + 1) i (2.8)

2.1.4 Comportement des solutions de ’équation homogeéne au voi-
sinage de la singularité

On va maintenant chercher a résoudre ’équation Lu = 0 au voisinage de ¥. Si la 1-forme
u vérifie Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, alors par régularité elliptique u est localement
C; cela justifie la décomposition en série (2.3), qui converge uniformément sur tout compact
du voisinage du lieu singulier.

La décomposition de Lu ci-dessus permet alors de passer d'une équation aux dérivées par-
tielles a une infinité d’équations différentielles ordinaires. Résoudre I’équation Lu = 0 au voisi-
nage du lieu singulier revient donc a résoudre une équation différentielle linéaire pour chaque
coefficient de la décomposition. On peut ainsi étudier le comportement de chacun des termes
du développement de u, et il est ensuite relativement aisé d’en déduire des propriétés du type
L? pour u et ses dérivées au voisinage du lieu singulier.

Pour chaque indice j, I’équation (ou plutot le systeme) que 1'on obtient présente une sin-
gularité “réguliere” en r = 0. On sait (voir [24], cf aussi [17]) que les solutions d’une telle
équation sont des combinaisons linéaires de fonctions de la forme r* f(r) avec f une fonction
analytique, ou les exposants k s’obtiennent comme racines de 1’équation indicielle (en cas de
racines multiples ou séparées par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr
dans Iexpression des solutions).

On pose donc, pour un entier j donné,

fi(r) " (fo+ fir 4+ far® +---),
g9;(r) = (g0 + g1+ gar® +---),
wi(r) = r*(wo+wir +wer?+---),
w;(r) = 1wy + wr + war? + ).

A partir des expressions (2.4) a (2.8), on obtient les systemes d’équations indicielles suivants :
sijeJ,

(= +1+p)fo + 2ip;y 9o = 0
—2ipjvfo + (K +14+piv%)g = 0
(k> + Py )wo = 0,
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SijéJ,
{ (=K +1+p9)fo + 2ip;Ygo =0
=2ipivfo + (=K +1+p7?)g = 0,
et enfin
(—k? +p;-272)w0 = 0.

Commencons par étudier le premier systeme, le plus compliqué. Son déterminant vaut (au
signe pres) (k% — piv?)(K* — (pyy + 1)*)(K* — (pjy — 1)?). Les valeurs de I'exposant k pour
lesquelles le systeme admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont donc +p,;vy £ 1
et £p;v. Plus précisément, pour k = £(p;v + 1), les coefficients dominants (fy, go,wo) sont
engendrés par (1,—4,0), pour k = £(p;v — 1), par (1,7,0), et pour k = +£p;7, par (0,0,1).
On remarque que 1’'on a toujours des racines séparées par des entiers, ce qui peut rajouter des
termes logarithmiques, mais nous n’aurons pas a en tenir compte car seul I’exposant dominant
va nous intéresser.

Le cas des racines doubles est un peu plus compliqué. Elles apparaissent si p; = 0, p;v = %1,
ou p;y = i%. En fait si p;y = %, les solutions correspondant a k = p;y et a k = 1 — p;7y sont
linéairement indépendantes, on n’a donc pas besoin de termes logarithmiques; méme chose
pour p;7y = —%.

Pour p;v = 1, les solutions pour k = p;v — 1 et k = —(p;v — 1) sont les mémes. On a donc
besoin d'un terme logarithmique. Méme chose si p;y = —1.
Enfin, pour p; = 0, il y a trois dégénérescence. Cependant pour &k = 1 ou k = —1, on n’a pas

de perte de dimension et donc pas besoin de termes logarithmiques. Par contre, pour k£ = 0, le
terme en logarithme est nécessaire.

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des
valeurs particulieres de ’angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit
I'angle. C’est 'existence de ces solutions logarithmiques, qui sont dans L? mais dont la dérivée
covariante ne 'est pas, qui fait que 'opérateur L n’est jamais essentiellement auto-adjoint dans
notre cadre.

Les deux systemes restant sont plus simples a étudier et ne présentent rien de nouveau par
rapport a ce qui précede. La proposition suivante regroupe tous ces résultats :

Proposition 2.1.2. Soit u une solution de l’équation Lu = 0 sur un voisinage d’une compo-
sante connezxe de X, d’angle conique . Alors chacun des termes apparaissant dans la décom-
position

u o= > (fir)ye + gi(r)s e’ + wi(r)g))

jeJ

+ 3 (i) e+ gi(r)y €f)
JEN\J

+ Y @(r)e;
JEN

est solution de l’équation Lu = 0 au voisinage de la composante conneze du lieu singulier.
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Soit 7 un indice appartenant a J. L’ensemble des solutions du type

Fi(r)wy € + gi(rin € + wi(r)g;

forme un espace vectoriel (de dimension 6). Si p;y ¢ {—1,0,1}, alors on dispose d’une base
constituée de solutions élémentaires pour lesquelles v(r) = (f;(r), g;(r),w;(r)) est de la forme
rf(vg + vir + -+ ), avec k € {£p;y £ 1,£p;v}. Pour k = £(p;jy + 1), on peut prendre vy =
(1,—14,0), pour k = £(p;v—1), (1,4,0), et pour k = £p;v, (0,0,1). Si pjy = —1, resp. 1, resp.
0, les deux solutions élémentaires ci-dessus correspondant a k = 0 sont identiques, il faut donc
rajouter une solution de la forme In(r)(vy +vir +---) avec vy = (1, —1,0), resp. (1,1,0), resp.

(0,0,1).

Maintenant si lindice j n’appartient pas a J, l’ensemble des solutions du type
fir)e e + g;(r); e

forme un espace vectoriel (de dimension 4). Si pjy ¢ {—1,1}, alors on dispose d’une base
constituée de solutions élémentaires pour lesquelles v'(r) = (f;(r), g;(r)) est de la forme r* (v} +
vir +--+), avec k = £pjy £ 1. Pour k = £(p;v + 1), on peut prendre vy = (1, —1), et pour
k= £(pjy—1), v) = (1,7). Si pjy = —1, resp. 1, les deux solutions élémentaires ci-dessus
correspondant a k = 0 sont identiques, il faut donc rajouter une solution de la forme In(r)(v) +
vir + -+ ) avec vy = (1, —1), resp. (1,1).

Enfin, pour tout indice j, l’ensemble des solutions du type w;(r)p; forme un espace vec-
toriel (de dimension 2). Si p; # 0, alors on dispose d’une base constituée de deux solutions
élémentaires pour lesquelles w;(r) = r*(1 4+ wir 4+ -+ ), avec k = £p;y. Si p = 0 les deux
solutions élémentaires ci-dessus sont identiques, il faut donc rajouter une solution pour laquelle
wi(r) =In(r)(1+wr+---).

Dans la suite, on supposera toujours que p; et p; sont positifs; en effet une simple conju-
gaison permet de passer de p; & —p;.

Des la section suivante on aura besoin d’avoir plus de renseignements sur les solutions
élémentaires de I’équation dont I'exposant dominant est positif. Pour pouvoir les identifier on
va d’abord introduire quelques notations.

Sij € Jetsip; #0, en accord avec la proposition ci-dessus, on note fjl7 gjl-, wjl- la solution
élémentaire ayant pour exposant dominant p;y+1, i.e. telle que fj /rP7*h, gi /rPidth @ Pt
soient développables en séries entieres et que f] /rP71(0) = 1.

On note f7, g7, w} la solution élémentaire ayant pour exposant dominant p;v, i.e. telle que
f7 /1P, gd [rPi7 | w2 [rPiY soient développables en séries entieres et que w)/r?7(0) = 1. En fait
ces conditions ne suffisent pas & déterminer la solution (a cause de la solution en 77i7*1) on
choisit donc celle telle que f = O(rP73) et gf = O(rP7+3).

On note fj’l, gj’l, wj-’l la solution élémentaire ayant pour exposant dominant p;y — 1,
i.e. telle que fj_1 JrPiv=1, gj_1 JrPin=L, wj_l /P71 soient développables en séries enticres et que
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fj_1 /rPi771(0) = 1. Ces conditions ne suffisent pas a déterminer la solution (& cause des solutions
en 1777 et r7t1), on choisit donc celle telle que w; ' = O(rP7%2) et fi' 4 ig; ' = O(rP7+3).

On prend les mémes notations quand j ¢ J (i.e. quand \; est nul); remarquons juste
qu’alors il n’y a pas de solutions en 7?7 et que w; n’est pas définie.

Sip; =0, les exposants dominants p;y+1 et —(p;y — 1)deviennent identiques, les équations
pour f; et w; d'une part et g; d’autre part deviennent indépendantes. On note alors fjl, wjl- la
solution pour laquelle g; est nulle, telle que fj1 /1 et wjl- /7 soient développables en séries entieres
et que f}/r(0) = 1. On note g; la solution pour laquelle f;, w; sont nulles, telle que gj/r
soient développables en séries entieres et que g]l =1+ O(r?). On garde par contre la notation
précédente pour la solution correspondant a I’exposant p;v.

Enfin, on désigne par 9 la solution élémentaire de la forme w9(r) = r%7 (147 f(r)) ou f
est développable en séries entieres.

L’énoncé suivant décrit partiellement le comportement de ces solutions au voisinage dune
composante connexe du lieu singulier. Pour la définition de a, voir p.32.

Lemme 2.1.3. Les fonctions définies ci-dessus vérifient les propriétés suivantes, sauf éventu-
ellement pour un nombre fini d’indices j.

1l existe un polynome P a deux variables tel que

1505, 12 < PN, p5) (155 (@)* + |wj (a) )

La majoration est encore valable si on remplace ffwj dans le terme de gauche par wfqﬁj,
wf/<bj, gfqﬁj (sip; # 0). C’est encore le cas pour gjl-wj (sipj =0), w?goj et w?/gpj en remplagant
le terme de droite par respectivement P(\;,p;)|g;(a)|* et P(X;, p)|w}(a)]?

La magjoration est encore valable (avec le cas échéant les modifications appropriées du terme
de droite) en remplagant ffwj dans le terme de gauche :

par (fF/th(r))v;, (g5 /th(r));, ff’wj ou gf’wj, sauf sik=—1et0<pjy<1;
par (wf/th(r))gbj ou (w?/th(r))gpj, sauf sip; =0, resp. p; =0;
par (W' /th(r)é;, wh'¢;, (@' /th(r))e; ou @¥"p;, sauf si0 < pyy < 1;

(

par (f¥/th(r)?)0;, (g% /sh(r)?);, (FF /th(r)e; ou (g% /th(r))y, sauf sipyy < 1, ou sipyy < 2
et k=—1;

par (w;?/th(r)Q)ngj ou (w?/th(r)Q)gpj, sauf st pjy <1;

par (f]’.“//th(r) — f]’?/th(r)Q)wj, (g;?//th('r’) — gf/th(r)Z)wj, ff”z/}j ou gj’?”wj, sauf si 0 < pjy <1,
oust0<py<2ethk=-1;

enfin, par (p32g¥ /sh(r)? — z'pj’yff,/sh(r) — pyvfF/sinh(r)th(r))YF, sauf si 0 < p;y < 1.

La démonstration de ce lemme ne présente pas d’'intérét particulier et est relativement
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

longue, a cause du nombre de cas différent a traiter. Pour ces raisons, la preuve se trouve en
appendice (p.91 et suiv.).

2.1.5 Résolution de I’équation

Dans cette sous-section ainsi que dans toute la suite de ce papier, tous les angles coniques
seront supposés strictement inférieurs a 27. En particulier, si p est un entier, alors soit
py = 0, soit [py| > 1.

On va étudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de
I’équation Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, en fonction des différentes conditions imposées
a u.

Le premier résultat est le lemme suivant :

Lemme 2.1.4. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont stricte-
ment inférieurs a 2m. Soit u une 1-forme telle que Lu soit égal a 0 au voisinage du lieu singulier
et que u et du soient dans L?. Alors Vu et Vdu sont dans L?.

Démonstration. D’apres la proposition 1.4.6, comme u et V*Vu sont L2, il suffit de montrer que
V., u est dans L? pour prouver que Vu est dans L?. On veut procéder de méme pour Vdu. Pour
cela on utilise la formule de Weitzenbock suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui
est un analogue de la formule (2.1) pour les 1-formes que I'on a déja utilisée a plusieurs reprises
(voir [2] §1.I) :

Vw € O*M, V*'Vw = Aw + 2(n — 2)w.
En particulier,

V*Vdu = Adu + 2(n — 2)du = dAu+ 2(n — 2)u = d(Lu) + —2du.

Au voisinage du lieu singulier, on a alors V*Vdu = —2du, et donc V*Vdu est dans L?. 11 suffit
donc de montrer que V., u et V., du sont dans L.

On commence par regarder comment les conditions u € L2, du € L? se traduisent sur la
développement de u. On choisit un réel a suffisamment petit pour que Lu soit nul sur U, ; c’est
ce a que l'on utilise pour la décomposition de u (voir proposition 2.1.1). On écrit alors

w o= D ()€ + g () ¢+ ws(r)65)

jeJ

+ > (frw e+ gi(rw; )
JEN\J

+ > wi(r)e;.
JjeN

La norme L? de u sur U, est donnée par

|, |* = Z/Ua (Il + 1gsl* + lws* + [;1%) :118 <§EEZ;) K

45



Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

Comme Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, les fonctions f;, g; etc. sont équivalentes
a cr¥ (ou cr*iIn(r)) quand r tend vers 0. Pour que la quantité ci-dessus soit finie, tous les
exposants dominants apparaissant dans la décomposition de u (donné par la proposition 2.1.2)
doivent étre strictement plus grand que —1. Or on a vu que k est de la forme £p;v £+ 1 ou
£p;7, ol p; est un entier que I'on peut supposer positif, et v vaut 27 divisé par I’angle conique
de la composante connexe du lieu singulier. Par conséquent le fait que u soit dans L? élimine
d’emblée les solutions avec k = —p;y — 1, avec k = —p,7y pour p; # 0, et avec k = —p;y + 1
pour p; > 1 (et aussi p; = 1 si v > 2, c’est-a-dire si 'angle conique est inférieur ou égal a 7).

Le fait que du soit dans L? impose aussi des conditions sur les exposants possibles.

Pour j € J, on note u; la composante de u en
Fi(r)ge” + gi(r)ie’ + w;(r) ;.
Alors du; est de la forme

a;(r)pie” A e + bi(r)e" A ¢; + cj(r)ee A b;,

avec
1 ip;Y
/ ()‘j>1/2
bj(T) = wj —i—th(r)wj — Ch(T) fj7
D )12
Cj(T) — ijfy Wi — ( J)

sh(r)™?  ch(r) 95

Comme Lu = 0 au voisinage d'une composante connexe de X, on sait que u; est une combi-
naison linéaire de solutions élémentaires (voir prop. 2.1.2), pour lesquelles (f;(r), g;(7), w;(r))
sont de la forme r*(vy + vyr + - -+ ). Dans ce cas (a;(r),b;(r),c;(r)) est de la forme r*~1(wy +
wyr 4 -+ ), et, si on note vy = (fo, go,wo), alors

wo = ((k+ 1)go — ip;y fo, kwo, ipjywo).

On constate que si k = £p;v — 1, ou si k = p;7vy avec p; = 0, alors wy = 0, c’est-a-dire que dans
ces deux cas (et seulement dans ces deux cas-1a) u et du ont le méme exposant dominant. Et si
on est dans le cas d'un terme logarithmique du & une racine indicielle multiple (p;y = —1, 0, ou
1), avec (f;(r), g;(r),w;(r)) de la forme In(r)(vo +v17+ - - ), alors I'expression de du comprend
toujours des termes non nuls en 7~ 1.

Maintenant pour j ¢ J, si u; est la composante de u en
filr)gse" + gj(r)iye’,

I'expression de du; est assez simple puisqu’on trouve

1 ;Y
R ! o J ) T 0
du, (g] + th(r) 9; Sh(r) fj> pie” Ne’.
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2.1. Etude de I’équation de normalisation

Si on prend une solution élémentaire de ’équation Lu = 0 du type ci-dessus, ( fi(r),g;(r))

est de la forme 7¥(vj 4 vy + -+ +) (voir proposition 2.1.2), et alors a;(r) = g} + ; ( gj :ﬁ)ﬂ j

est de la forme r*~1(ag + a;r + -+ -), et, si on note v = (fo, go), alors

ap = (k+1)go — ip;y fo.

On constate, de la méme fagon que dans le cas j € J, que si k = £p;y — 1 alors wy = 0, c’est-
a-dire que dans ce cas (et seulement dans ce cas-1a) u; et du; ont le méme exposant dominant.
Et si on est dans le cas d’un terme logarithmique di a une racine indicielle multiple (p;7 = —1
ou 1), avec (f;(r), g;(r)) de la forme In(r)(v) + vir + - - - ), alors 'expression de du; comprend
toujours des termes non nuls en 71

Il reste a voir ce qu'il se passe pour les solutions élémentaires de la forme w(r)¢;. On trouve,
de la méme facon, que si I'exposant dominant de u; vaut k, alors I'exposant dominant de du;
vaut k£ — 1, sauf pour la solution non logarithmique quand k£ = 0.

Récapitulons tout cela. Soit u; une solution élémentaire de 1'équation Lu = 0 au voisinage
d’une composante connexe de ¥, d’exposant dominant k. On note k&’ I’exposant dominant pour
duj. Alors k' = k — 1, sauf pour k de la forme +py — 1 et pour £ = 0. Donc si u; et du; sont
toutes les deux dans L?, alors les seules valeurs possibles pour k sont 0, 1, py — 1, py et py +1
(les autres valeurs pour lesquelles u; était L?, & savoir k = —py+1 et la solution logarithmique
pour k = 0, donnent &' < —1). En partlcuher on a alors k> 0 et k' > 0.

Par conséquent, pour que v € L?, solution de 'équation Lu = 0 au voisinage du lieu
singulier, vérifie du € L?, tous les exposants k apparaissant dans la décomposition de u (donné
par la proposition 2.1.2) doivent étre supérieurs ou égaux a 0 : les seules valeurs possibles pour
k sont donc 0, 1, p;y — 1, p;v, Py et pjy + 1. Cela revient a dire que les fonctions f;, g, etc.
sont des combinaisons linéaires des seules solutions élémentaires fjl, fj_l, fjo , etc. définies a la
section précédente. On peut alors préciser la décomposition de w : si on écrit u = fe" + gef +w,
il existe des coefficients c , dj, c tels que

Fo= D GO+ Y D A

JEN ke{-1,0,1} JjEN  ke{0,1}
p;#0 p;=0
k k
9 = Z Z ngj(r)¢j+ Z d}g}(r)l/}]
JEN ke{-1,0,1} jEN
p;7#0 pj=0
b= XY ddter XX duton + e
jeEN\J ke{-1,0,1} JjeN\J ke{0,1} jEN
p; 70 p;=0

Chacun des termes apparaissant dans cette somme est L?, & dérivée L?, mais il faut encore
montrer que la somme des dérivées converge dans L?.

Comme l'opérateur L est elliptique, la section u est C'*° au voisinage du lieu singulier. En
particulier, comme ¥, est compacte, toutes les dérivées v sont de norme L? finie sur ¥,. On en
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

déduit que pour tout polynome (ou fonction majorée par un polynéme) a deux variables P, la
série
Z |P(pjy, \j) ey £ (a)?

converge, et qu’il en est de méme en remplacant ff(a) par gf(a), Wk

" (a) ou w)(a).

Ce résultat, combiné aux estimations du lemme 2.1.3, montre directement que la série
k ¢k’
Z & f j (T)wj
Jik
converge en norme L? sur U,, et donc que g—r est L2 sur U,, et il en est de méme pour % et
V., w. Cela termine de montrer que V, u = af e’ + 89 e’ + V., w appartient a L2,

On va démontrer de la méme fagon que V. du € L?. On a la décomposition suivante :

_ 1 Loy apyy DY e\
Vedu = Z(g] et me sh(r)fj+sh(r)th(r)fﬂ> vie A e

JjEN

" / 2 A)Y2 L (A)YPeh(r) .
ipr W — Z'pj’y Wi — (Aj)1/2 ! <)‘j>1/2th(r) ) 69 )
* Z <sh(7’) 7 sh(r)th(r) 7 ch(r) 95+ ch(r) g]> a7

FEN\J

+ Z ((w”+th( ) 4 (1 — th(r) ;) €' A p;

jEN

Wy iy , /
T Ssh(r)th(r) Y j . —th , ,
(Sh(’l") w] Sh(T‘)th(r) wj) € /\ SOJ + (wj t (T)wj)dz@g)

Dans cette somme, seules des combinaisons de solutions élémentaires dont les exposants
dominants sont positifs apparaissent. Le fait que pour tout polynéme (ou fonction majorée par
un polynome) a deux variables P, la série

ZIPPJ% )i £ (@)

k

converge, et qu’il en est de méme en remplacant fF(a) par gf(a), w¥(a) ou @Y(a), combinée

aux estimations du lemme 2.1.3, nous assure alors la convergence de la série en norme L2.

Récapitulons : si u est une solution de I’équation Lu = 0 au voisinage de 3, telle que u et
du soient dans L?, on a vu que seuls les solutions élémentaires ayant un exposant dominant
supérieur ou égal a 0 apparaissent dans la décomposition de u. Par conséquent les termes appa-
raissant dans la décomposition de Vu et de Vdu ont tous des exposants dominants strictement
supérieurs a —1. Ce fait, et la caractere C'*° de u pres du lieu singulier, suffit & prouver que Vu
et Vdu sont tous les deux dans L2 O
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L’intérét de ce lemme réside principalement dans la démonstration des deux résultats sui-
vants, qui nous font passer de I’étude des solutions de I’équation Lu = 0 au voisinage du lieu
singulier a celle des solutions de ’équation Lu = f sur M entiere.

Théoreme 2.1.5. Si M est une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a 2w, alors D = D’.

Démonstration. Supposons que les deux domaines D et D’ soient différents ; par exemple, D g
D'. Alors il existe u € D\D'. Comme L|p est bijectif, il existe aussi v’ € D’ tel que Lu' = Lu.
Donc u — v’ € ker L, et on connait le comportement de v — «’ au voisinage du lieu singulier.

Par définition de D et D’ (voir 2.1.1), on sait que u, u/, Vu et du’ sont dans L?, et donc
aussi du. Par conséquent v — u' et d(u — u') sont dans L?. D’aprés le lemme précédent ceci
implique que V(u — u') est dans L2

On peut alors appliquer le théoreme 1.4.3 pour procéder a une intégration par parties :

0 = (Llu—u),u—1u)
= (VVu—-u)+n—-1)(u—1u)u—1u)
= [[V(u—u)|+ (n—1)]Ju—|?

et on trouve finalement u — u’ = 0, ce qui contredit I'hypothese u € D\ D’. On démontre de la
méme fagon que D'\D = (). O

Remarque : Bien que nous ne le montrions pas ici, il est intéressant de noter que des qu’'un
angle conique est plus grand que 27, les deux domaines ci-dessus ne coincident plus. Il de-
vient donc beaucoup plus difficile de trouver un “bon” domaine pour résoudre 1’équation de
normalisation, cf [14] et [7] pour des résultats dans cette direction.

Nous allons maintenant montrer un résultat complémentaire pour les solutions de I’équation
de normalisation.

Théoreme 2.1.6. Soit M wune cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a 2w. Soit ¢ une section de L*(T*M). Alors il existe une unique section
u de L*(T*M), solution de I’équation Lu = ¢, telle que u, Vu, déu, et Vdu (au sens des
distributions) soient dans L?.

Démonstration. On sait depuis la section 2.1.1 que I'on peut résoudre de fagon unique I’équation
Lu = ¢ avec u € D. Maintenant, le théoreme 2.1.5 ci-dessus nous assure que 'on a aussi u € D'
finalement u, Vu (et donc aussi du et du), dou et ddu (et donc aussi V*Vu) sont dans L% Le
seul point qui reste & montrer est que Vdu est aussi L.

Les formes C*° & support compact étant dense dans L?, on peut trouver une suite (¢) de
1-formes C'™ & support compact telle que ¢p — ¢ dans L? quand k — oo. Soit (uy) la suite
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d’éléments de D telle que pour tout entier k, Luy = ¢;. On applique alors le théoreme 1.3.2
(avec, & un facteur pres, A = V et A* = V*) : les transformations (V*V + (n — 1)Id)™" et
V(V*V + (n —1)Id)~! sont continues, donc
Jim g = lim (V*V + (n — DId) (o) = (V*V + (n—1)Id)"(¢) = u
et
lim Vuy = lim V((V*V + (n—1)Id)"Y¢r)) = V((V*V + (n — 1)Id) " (¢)) = Vu,

k—o0

les limites étant au sens L?. Comme duy est la partie antisymétrique de Vuy, la suite (duy)
est aussi convergente, avec limy_ . dup = du. Maintenant, comme ¢, est a support compact,
Luy, est identiquement nul au voisinage du lieu singulier, et wu rentre donc dans le cadre de la
proposition 2.1.2. Comme u;, appartient & D(= D'), u;, ainsi que duy sont dans L% et on a vu
au lemme 2.1.4 qu’alors Vdu, € L2. On va maintenant montrer que (Vduy), suite de sections
du fibré T*M ® A?M, est bornée dans L2.

Pour cela, on considere £, section C™ & support compact de T*M ® A>M (“section test”),
et on s’intéresse au produit scalaire (Vduy, §). Le but est d’arriver & monter que

[(Vduy, §)| < MI|¢]],

ou M ne dépend pas de k ni de &.

La restriction de la dérivée covariante & 2*M nous donne un opérateur (non borné) V :
L*(A*M) — L*(T*M ® A*M) ; son adjoint est la restriction de V* & L2(T*M @ A?M), et les
résultats de la section 1.4 s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de I’adjoint d’un
opérateur, on a I’égalité ker V* = (Im V)=*. Le théoréme 1.4.7 nous garantie que 'image de V
est fermée, et on a donc la décomposition orthogonale suivante :

L*(T*M @ A’M) = ker V* @ Im V.

On peut donc écrire £ = k + V( dans cette décomposition, et d’apres le corollaire 1.4.8 on peut
meéeme choisir ¢ de telle sorte que

I¢I] < e [IVCl] < €]l
pour une constante ¢ donnée ne dépendant pas de &.

Retournons au produit scalaire :

(Vduy, &) = (Vduy, V(+Fk)
= (Vduy, V().
Pour pouvoir faire une intégration par parties, il faut vérifier que tous les termes impliqués sont
L?. On sait déja que ¢, V¢, Vduy le sont, reste & montrer que c’est aussi le cas de V*Vduy,. Pour

cela on utilise la formule de Weitzenbock suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui
est un analogue de la formule pour les 1-formes que 1'on a déja utilisée a plusieurs reprises (voir

2] §1.1)
Vw € BPM, V'Vw = Aw + 2(n — 2)w. (2.9)
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En I'appliquant a wug, on trouve
V*Vduy, = Adug + 2(n — 2)duy, = dAug + 2(n — 2)duy,
car d et A = dé + 0d commutent. D’autre part
Aug = Luy, —2(n — Dug = ¢ — 2(n — 1)ug.

Finalement,

Comme ¢y, est & support compact et que u; € D, les formes d¢y et duy sont L%, donc
V*Vduy est L2, donc on peut donc intégrer par parties (théoréme 1.4.3) :

(Vdug,§) = (Vduy, V()

Comme V( est L? §¢ = —tr,V( est aussi L?, on a méme ||6¢|| < +/n||V(]||. D’autre part
or, doy, et ¢ sont L2, on peut encore intégrer par parties :

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

[(Vduy, &) [ 110C1] + 21| du ][ ]IC]]

(V[ dkll + 2clldu]) [V C]]
Mgl

car les suites (¢r) et (duy) sont convergentes, donc bornées, dans L?. Cette majoration, valable
pour toute section test &, implique directement que la suite (Vduy) est bornée dans L.

VAN VARRVAN

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée (Vduy), qui converge faible-
ment vers une limite [ € L? : c¢’est-a-dire que quel que soit & € L*(T*M @ A*M),

klim (Vduy, &) = (1,€).
Mais alors, si £ est C°° a support compact,
<Vduk, 5) == (duk, V*§>,

ct
Jim (duy, V*€) = (du, V°¢)

car (duy) converge dans L? vers du. Par conséquent, on a
(du, V*€) = (1,€)
pour tout & € CF°, ce qui signifie exactement que
|l =V hezdu = Vdu,
et par suite Vdu appartient a L. O
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Notons que si en plus ¢ est C'*°, alors par régularité elliptique la solution u ci-dessus est
aussi de classe C*.

2.2 Rigidité infinitésimale des cone-variétés

Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le théoreme suivant :

Théoreme 2.2.1. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a 2mw. Soit hg une déformation FEinstein infinitésimale (i.e. vérifiant
Uéquation E;(hg) = 0) telle que hy et Vhgy soient dans L?. Alors la déformation hg est tri-
viale, i.e. il existe une forme u € QM telle que hy = 6*u.

Dans toute cette section nous supposerons donc que les angles coniques sont toujours
inférieurs a 2.

Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a normaliser hg, c’est-a-dire a
chercher u tel que h = hg — §*u vérifie la condition de jauge 5(h) = 0, ce qui revient a résoudre
I’équation 3o §*u = Bho. Comme Vhgy est dans L?, Bhg 'est aussi, et d’apres le théoreme 2.1.6
cette équation admet une unique solution u telle que u, Vu, ddu et Vdu soient dans L2. On
pose h = hg — 6*u. Notons que 'on a perdu des informations en normalisant : en effet, rien
ne garantit que la déformation normalisée h vérifie encore Vh € L?, puisqu’on ne connait rien
pour l'instant sur Vé*u.

La déformation h vérifie alors :

V*Vh —2Rh =0
Sh+dtrh =0

En prenant la trace par rapport a g de la premiere équation, on obtient
A(trh) +2(n — 1)trh =0,
ce qui incite a intégrer par parties, mais pour le faire il faut d’abord vérifier que les termes
impliqués sont L?, avant de pouvoir appliquer le théoréme 1.4.1. Comme hg et §*u sont L2, h
est bien L?, donc tr h aussi, et donc Atr h aussi. Maintenant,
dtr h = dtr hg + dtr §*u = dtr hg — ddu,

donc dtr h est L? (dtr hy est L? car Vhg est). Par suite, on trouve en intégrant contre trh :

0 = (trh,A(trh) +2(n — 1)trh)
= ||dtr h|]> + 2(n — 1)||tr b|?
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et donc trh = 0, ce qui, avec $(h) = 0, implique aussi 6k = 0. Finalement, on a

V*Vh —2Rh =0
§h =0
trh=20

La deuxieme étape de la démonstration consiste a utiliser une autre formule de Weitzenbock
(cf 2], §12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme a valeur dans le fibré co-
tangent T*M. Ce fibré étant muni de la connexion de Levi-Civita V, on note dV la différentielle
extérieure associée sur les formes a valeurs dans 7% M. L’opérateur adjoint est la codifférentielle
notée V. Notons que si u est une O-forme & valeurs dans T*M (c’est-a-dire une 1-forme usuelle),
alors d¥u = Vu; de méme pour une 1-forme & valeurs dans T*M, §¥h = V*h. On a alors la
formule suivante, valable pour tout 2-tenseur symétrique :

V*Vh = (6VdY +dV6V)h + Rh — horic. (2.10)
Pour une métrique hyperbolique, cela se simplifie en
V*Vh = (6VdY +dv6V)h +nh — (trh)g.
En combinant avec ce qui précede, on obtient
SVdVh+ (n—2)h =0

0h =0
trh=0

Pour conclure, “il suffit” d’une intégration par parties contre h. Comme h est dans L%, §VdV h
est aussi dans L? ; si VA, ou méme seulement V., _h, était L? on pourrait conclure en utilisant une
méthode analogue a celle employée dans la démonstration du théoreme 1.4.3. Malheureusement
on ne sait rien sur le caractere L? ou non de Vé*u. On va donc devoir contourner cette difficulté
pour montrer qu’on a bien (§VdYh, h) = ||dVh||?.

Avant toutes choses, il faut montrer que dVh est bien L2. Comme Vhg est L2, dVhy est L?;
il ne reste qu’a regarder dvd*u. Or

®, 1 _ gV 1
0*u = Vu 2du-du 2du,

donc .
dVé*u = (dv)*u — §dvdu.
L’opérateur (dV)? est bien connu, ce n’est rien d’autre que 1'opposé de la courbure, i.e.
(@) u(z,y) = —R(z,y)u = V,Vyu — V,V,u — Vi u.

C’est un opérateur borné, c’est-a-dire continu, pour les normes L?; par conséquent (dV)*u est
L?. 11 ne nous reste donc que la terme dVdu; or le théoréme 2.1.6 nous garantit que Vdu, et
donc dVdu, sont bien L2.
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Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

Le tenseur d¥ h est donc bien dans L?. Malheureusement, on n’a pas d’analogue du résultat
de Cheeger (théoreme 1.4.1) pour les formes & valeurs dans un fibré, du fait que d¥ o d¥ ne
s’annule pas nécessairement, a la différence de d o d. Cependant, en écrivant

1
h:ho—é*u:ho+§du—dvu,
on a

(h,6VdVh) = (ho + %du,évdvh) — (dVu,6VdVh). (2.11)

Le théoreme 2.1.6 nous assure que V(hg + %du) est dans L?. Ceci nous permet de montrer,
exactement de la méme fagon que dans la démonstration du théoreme 1.4.3, qu’on a bien

1 1
(ho + R 5VdVhy = (dY (ho + §du), dVh). (2.12)

Pour le terme qui reste, comme u et Vu sont L?, on peut trouver d’apres le corollaire 1.4.5
une suite (uy), C* a support compact, telle que limy_, o ux = u et limg_o, Vup = Vu. On a
alors

lim (dVuy, 6V dY h) = (dVu, 6V dV h).

k—o0

On peut faire I'intégration par parties avec uy :
(duy, 6VdVRh) = ((dV)*ug, dV h).
Mais comme (dV)? est continue, on a

lim (dY)?uy = (dY)?u,

k—o0
et donc
lim ((dY)?ug, dV ) = ((dY)*u,d" h).

k—oo

On en déduit que
(dVu, 6VdVR) = ((dV)*u,d h),

et avec (2.11) et (2.12) on a établi I'égalité

(h,8VdV h) = ||dV h||?.

Par conséquent, comme 6VdVh + (n —2)h =0, on a

0 = (h,6Vd h+(n—2)h)
|dV R[] + (n = 2)[|R]?

et donc le tenseur h est identiquement nul. Par suite hg = 0*u, la déformation est triviale. [J
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2.2. Rigidité infinitésimale des cone-variétés

Corollaire 2.2.2. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a 2m. Alors M est infinitésimalement rigide parmi les cones-variétés
Finstein a angles coniques fixés.

Démonstration. En effet, on a vu que toute déformation infinitésimale de la structure de cone-
variété préservant les angles pouvait se mettre sous la forme d'un 2-tenseur symétrique hg
appartenant a L?, dont la dérivée covariante Vhg est aussi dans L2. On peut alors appliquer le

théoreme ci-dessus pour montrer que toutes les déformations Einstein de ce type sont triviales.
m
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Chapitre 3

Construction de déformations Einstein

3.1 Retour a I’équation de normalisation

On va montrer dans cette section deux résultats supplémentaires, concernant 1’équation de
normalisation et la normalisation par la jauge de Bianchi. Un résultat plus précis, permettant
d’avoir plus d’informations sur la déformation normalisée, au prix de plus de contrainte sur les
angles, et un résultat plus général, montrant que toute déformation L? (et plus seulement L?)
peut étre normalisée en un certain sens.

Ces deux résultats serviront a construire des déformations Einstein infinitésimale modifiant
les angles coniques.

3.1.1 Un résultat plus précis

On commence par montrer le théoreme suivant, valable seulement si les angles coniques sont
strictement plus petits que 7.

Théoreme 3.1.1. Soit M wune cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs a w. Alors ["opérateur

L=V*V+(n-1Id : L**(T*M) — L*(T*M)

est un isomorphisme.

On retrouve donc quand les angles sont suffisamment petits une propriété toujours valable
sur une variété compacte. La démonstration dépend en grande partie du lemme suivant, que
I’'on démontrera ensuite :

Lemme 3.1.2. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont stricte-
ment inférieurs a w. Soit u une 1-forme telle que Lu soit égal a 0 au voisinage du lieu singulier
et que u et Vu soient dans L?. Alors VNV u appartient a L2.
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Démonstration du théoreme. On a vu dans la section précédente que 1’équation Lu = ¢ avait
une unique solution telle que u, Vu, ddu, et Vdu (au sens des distributions) soient dans L.
Comme Vu = 6*u + %du, il ne reste plus qu’a démontrer que, dans le cas ou tous les angles
coniques sont strictement inférieurs & 7, on a aussi Vd*u € L?. La démonstration suit de tres
prés la preuve du fait que Vdu est dans L? quand les angles sont inférieurs & 27 (théoréme
2.1.6). Le plan est le suivante : on part du fait que le résultat est vrai quand le second membre
de I'équation est identiquement nul au voisinage du lieu singulier. On approxime donc ¢ par
une suite ¢ de formes a support compact, ce qui nous donne une suite de solutions uy, ayant
la propriété voulue (& savoir V§*uy € L?), et convergeant vers u. On cherche ensuite & montrer
que la suite V&*uy, est bornée dans L2, en prenant son produit scalaire avec une section test.
L’ingrédient principal de la démonstration est encore une relation de commutation, ici entre

V*V et 6",

Soit donc une suite (@) de 1-formes C* & support compact telle que ¢, — ¢ dans L? quand
k — oo. Soit (uy) la suite de 1-formes vérifiant Luy = ¢ pour tout entier k, et telle que wuy,
Vuyg, doug, et Vduy, (au sens des distributions) sont dans L?. On sait que uy, et Vuy, convergent
au sens L? vers u et Vu respectivement.

Maintenant, comme ¢, est a support compact, Lu, est identiquement nul au voisinage du
lieu singulier. Tout les angles coniques étant strictement inférieurs a m, on déduit du lemme
3.1.2 que V§*uy, € L?. Comme annoncé, on va montrer que (V*uy), suite de sections du fibré
T*M ® S*M, est bornée dans L2. Pour cela, on forme le produit scalaire (V§*uy, £) avec une
section test (i.e. C° & support compact) & de T*M ® S?M. Le but est d’arriver & monter que

(Vo™ ur, §) < M[¢]],
ou M ne dépend ni de k ni de &.

La restriction de la dérivée covariante a S*M donne un opérateur (non borné)
V:LA(S°M) — L*(T*M ® S*M);

son adjoint est la restriction de V* & L?(T*M ® S?*M), et les résultats de la section 1.4 s’ap-
pliquent. En particulier, comme Im V est fermée d’apres le théoreme 1.4.7, on a la décomposition
orthogonale suivante :

LA(T*M ® S*M) =ker V* @ Im V.
Cela permet d’écrire £ = k+ V(, ou k € ker V* et ( € D(V), et d’apres le corollaire 1.4.8,
on peut choisir ¢ de telle sorte que ||C|| < ¢||V(]|| < ¢]|¢|| pour une certaine constante ¢ ne
dépendant pas de &.

La suite de la preuve repose sur une relation de commutation entre V*V et 6*. Soit 1 une
I-forme (lisse). On sait que la déformation §*n est triviale, c’est-a-dire que l'on a toujours
E'(6*n) = 0, soit

V*V§*n — 2R n — 26%36*n = 0,
voir (1.1). La métrique étant hyperbolique, on peut utiliser les relations (1.2) et (2.2) pour
simplifier cette expression. On obtient alors la relation suivante :

V*V(6™n) = 26"n+2(0n)g + " (V*Vn + (n — 1)n). (3.1)
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3.1. Retour a I’équation de normalisation

En appliquant cette formule a uy, on obtient
V*V (6 uy) = 20" uy, + 2(0ug)g + 0% ¢y
En particulier, V*V (§*uy) appartient a L*(S*M).

On retourne au produit scalaire (V§*ug, £). On a
(Vo'ug, &) = (Vo ug, V(+ k)

On vient de voir que V*V(§*u) est L?, et on sait que c’est aussi le cas pour V*uy, V( et (.
On peut donc intégrer par parties :

(Vo'ug, &) = (Vi u, V()
= (V*"V&u, ()
= (20" uy, + 2(6up)g + 6"y, C).

On peut & nouveau intégrer par partie (tous les termes concernés sont bien L?) pour obtenir

(Vorug, &) = (20%uy + 2(dur)g + 6" ¢x, C)
= (Qug + ¢p, 0C) + 2(ug, dtr ¢).

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

(V0™ u, &) (k! |+ 21[ux| ) [16C]] + 2[|ux] [[dtr C]|

(Vallgell + (2v/n + 2)lJwl]) [V
M[g]|

IA AN A

car les suites (¢y) et (uy) sont convergentes, donc bornées, dans L?. Cette majoration, valable
pour toute section test £, implique directement que la suite (Vd*uy) est bornée dans L.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement vers une limite
| € L2. Comme dans le cas de Vdu, on vérifie facilement que cette limite est bien égale & V*u
(distributionnellement), et donc que Vé*u est bien dans L2 O

Avant de commencer la preuve du lemme, on introduit quelques notations (qui réapparai-
tront plus tard, & la section 3.2.3). Si a et b sont deux 1-formes, on note a.b pour %(a@b—i—b@a).
En particulier, z.x = z ® x.

On rappelle (voir section 2.1.2) que la notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus
de U,, dont la fibre au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T* M orthogonal a e’ et
e”. Si w est une section de N, on définit d5w par

n—2
Sw = Z e' Vy(e;,w).
i=1
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Démonstration du lemme 3.1.2. On procede comme pour la preuve du lemme 2.1.4. Ici aussi, il
ne reste qu’a démontrer que, dans le cas ou tous les angles coniques sont strictement inférieurs
a m, on a aussi Véo*u € L2 En accord avec la proposition 1.4.6, on va d’abord montrer que
V*Vé*u est dans L?; il suffira ensuite de montrer que V. §*u est dans L2. Pour cela, on utilise
la relation (3.1) :

V*V (6" u) = 20"u + 2(du)g + 0" (V*Vu + (n — 1)u).
Au voisinage du lieu singulier, on a alors
V*V (6" u) = 26" u + 2(du)g.

Cela nous assure que V*V(6*u) est dans L2

Ensuite, on utilise la décomposition de u vue en (2.3) :

v Z(fj(T)i/Jjer+9j(7“)¢j€9+wj(7’)¢j>
+ Y (i e+ gi(r)w; )

JEN\J

+ Y wi(r)e;

jEN

Le fait que u et Vu soient dans L? impose que seules les solutions élémentaires d’exposant
dominant supérieur ou égal a 0 apparaissent dans cette décomposition. On décompose ensuite

Su = Z (fj/wjeT-eT + (g/ gj + ijij) wj€T~69+ (ijfygj + fj )) wj69'69

= i th(?“) sh(’/‘) Sh(T’) th(?“
+ fjth(r)ch(r)ng)
N2 ) A N2,
o (o B o (3 ) o)
FEN\J
+ Y ((w; — th(r)w;) ;e + Z]S)ﬂ;ﬂ)j pj.e’ + o E%‘)
jEN
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3.1. Retour a I’équation de normalisation

et donc

* _ o "n_ g;' 9j Z.pj’yfjl'_ Z‘pj’}/fj r 0
Ve = 2 (570 (o~ g * e+ o)~ i) o

(ipﬂg;'_ iPjVY; f i )w,eeee
sh(r)  sh(r)th(r) = th(r) sh(r)2) ™7~

+ ( fith(r) + Ch{i )2) Ch(r)Zgg)

" / Wi ()\)1/2]"]’ ()\)I/ijth(T) r
* j%J((wj_th(r)wj_ch(r)Q—i_ () a(n) )qu.e

P _ipwy (A2, B (\)Y2gth(r) 0
sh(r)  sh(r)th(r) ch(r) ch(r) 7

(6] — thir)e)ii,

" / (] r ipj,yw/' ip Y 0
! —th _ J y J _ J I N
> ((w ()] ch<r>2> Pre ( () sh(r)th<r>) o1

jeN

(=~ h()=) 5 )

Comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que 7w, v est plus grand que 2,
et donc |p;y| est soit nul soit strictement plus grand que 2. Par conséquent les majorations
du lemme 2.1.3 s’appliquent a tous les termes apparaissant dans la formule ci-dessus. Pour
conclure, on utilise la méme remarque que dans la démonstration du lemme 2.1.4, a savoir :
comme 'opérateur L est elliptique, la section u est localement C'*°. En particulier, comme 3,
est compacte, toutes les dérivées u sont de norme L? finie sur ¥,. On en déduit que pour tout
polynome (ou fonction majorée par un polynéome) a deux variables P, la série

> Py, Al fr(a)?
7.k

converge, et qu’il en est de méme en remplacant f(a) par gf(a), wf(a) ou @} (a). Cela assure
la convergence en norme L? de la série, et donc le caractere L? de V., d*u. O

3.1.2 Un résultat plus général

Le théoréme suivant montre que toute déformation infinitésimale h € L?(S?M), il existe une
(unique) 1-forme u € D(d},;,) telle que h — §*u vérifie (distributionnellement) la condition de
jauge de Bianchi (h—d*u) = 0. On peut donc normaliser en un certain sens toute déformation
infinitésimale L2, de facon unique. Ce résultat est assez général puisqu’on suppose juste que
la métrique conique est Einstein a courbure de Ricci négative; il n’y a pas de limitations a la

valeur des angles coniques.
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Théoreme 3.1.3. Soit M une cone-variété Einstein a courbure de Ricci négative. On a la
décomposition suivante
L*(S*M) = ker B © Im 67

man

Quitte & multiplier la métrique g par une constante (voir section 1.2), on va supposer dans
la suite qu’elle vérifie E(g) = ric(g) + (n—1)g = 0. La démonstration de ce théoréme nécessite
plusieurs résultats intermédiaires, regroupés dans la proposition suivante.

Proposition 3.1.4.

1. Le sous-espace Im &7, est fermé dans L*(S*M).
2. Les domaines D(6;

* ), D(V) et D(BL . ) sont égau.

min
3. Les deux sous-espaces Im oy, Nker Bae =
{0}), et la projection canonique de ker o, @ Im 8%, sur le deuziéme facteur est une

application linéaire continue.

et ker B4 sont en somme directe (i.e. Im ¢

min

Démonstration du 1. Si a appartient a C§°, alors

16%all* = (0"a,d"a)
= (00%a,a)

1
= (V*(Va - Eda), a)
1
= (V'Va - §5da, a).
On utilise la formule de Weitzenbock (2.1) Aa = dda + dda = V*Va — (n — 1)a :

1
|0%a||*> = (V*Va-— §5da, a)
= (dda+dda+ (n—1)a— %&ia, a)

= (dda + %&la + (n—1)a,a)

1
19al* + 5[ldal[* + (n = 1)|a] (3.2)

et donc
6% al> > (n —1)||a||*.

Cette inégalité est encore vraie si a € D(¢7,,); il suffit de considérer une suite a,, d’éléments
. : * *
§¢ avec lim, . a, = a et lim,,_., 0 a, = 0,,;,a

man~*
*

* o est fermée dans L?. En effet, si x, €
converge vers x dans L?, alors il existe une suite a,, dans D(d%,. ) telle que z,, = 67, a, ;

min min 1)

Cette inégalité implique immédiatement que Im
Imo*

min

la suite (x,) est de Cauchy, et comme pour tout n, p on a
|2y = zall = [[03in(ap — an)l] = Vn = 1f|a, — anl],
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3.1. Retour a I’équation de normalisation

la suite (a,,) est aussi de Cauchy, donc converge vers un élément a de L2. On a alors lim,, o a,, =
a et lim, o 0} ,;,a, = x; comme l'opérateur 07, est fermé, on en déduit que a € D(5},,,) et

mwn min

que r = 0,,,a, donc que = appartient a Imd; . . ce qui montre que Imd; ;. est fermée.

Démonstration du 2. Revenons au calcul (3.2) : si on utilise différemment la formule de Weit-
zenbock, on trouve

1
[0*a|]* = (V*Va-— §5da, a)
(V*Va+ Aa+ (n—1)a — dda, a)

1
2
%(V*Va + (n—1)a + doa, a)
1

= 5 (IVall® + (n = D[al” + [|6al*),

et donc [|6%a||* > 3||Va|[?, ceci étant valable pour a € C§°. Si a € D(6},;,), on prend une suite

a, d’éléments C3° avec lim,, .o a, = a et lim, . 0*a, = &} ,,a. La suite (6*a,) est donc de
Cauchy, et I'inégalité ci-dessus implique que la suite (Va,) est aussi de Cauchy, donc converge
vers un élément z dans L?. Comme a,, € C§° C D(V) et que opérateur V est fermé, on en
déduit que a = lim, . a, appartient a D(V), et donc que D(V) C D(¢},,)- On en déduit

min
aussi que I'inégalité |[0*al|? > 1||Val|* est vraie pour tout a € D(d},;,)-

Maintenant, 0*a étant la partie symétrique de Va, on a aussi ||0*a|| < [|Val|, et le méme
argument montre que D(5%. ) C D(V), et donc D(67,,,,) = D(V). Au passage on a aussi

min min

—||Va||2 < |l0nmall* < [[Valf?

min

pour tout a € D(V) = D(d%,..).

min

Montrons ensuite que D(d7,,,,) = D(3',,,,). On rappelle que 3 est I'adjoint formel de 3, ¢’est-
a-dire que pour a € C§°, fla = 0*a+ 3(da)g. Maintenant si a € D(87,;,,), on prend une suite a,
d’éléments C§° avec lim,, .o a, = a et lim,,_,o 0*a,, = 0;,;,a. Comme (da,)g = —(tr (6*a,))g, la
suite ((day,)g ) est aussi convergente, donc 3'a,, = §*a,+3(0a,)g converge dans L?. Ceci implique

que a € D(3,,,) par définition de I'extension minimale 3¢, , et donc D(d7,,,) C D(

min min TTZ’LTL)

Rec1proquement sia € D(f ), on prend une suite a,, d’éléments C5° avec lim,, ... a, = a
et lim,, . f'a, = (¢ ,,a. Comme tr f'a, = "T’2§an et que n > 2, on en déduit que la suite (da,,)
est aussi convergente, ainsi donc que §*a, = f'a, — 3(8a,)g. Par suite, l'opérateur ,;, étant
fermé, a appartient bien a D(d%, ), et D(B . ) C D(5* ).

min min min

Remarque : On peut démontrer exactement de la méme fagon que D(6%,,,) = D(3,.); il

suffit juste de remplacer C§° par C*° dans les deux derniers paragraphes.

Démonstration du 3. Soit a € D(df,.) tel que & . a € ker (... Alors on a (au sens des
distributions au moins)

0= 030" = %(V*Va + (n—1)a).
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Comme a est L?, V*Va est aussi L?; et comme a € D(6},,,) = D(V), Va est aussi L?. On peut

min
alors faire une intégration par partle contre a pour trouver

IVall* + (n — D)]|a]|* =

et donc a = 0 et ¢d;,.,a = 0. Cela montre que Im ;. et ker 3,,,, sont en somme directe.

Pour démontrer la deuxieme partie de ce point on aura besoin du lemme technique suivant :

Lemme 3.1.5. [l existe une constante ¢ > 0 telle que quel que soit a appartenant a D(0}..),
on a

< min@ ’6fmn > > C||5mzna||||ﬁfmna||

Démonstration du lemme. On commence par une majoration : si a est C3°, alors

18%all = ll6"a+ 5 (5a)9||

n, 1
< |l6* —||=(6 )
< |l6all + 5 (a)g]

Comme 6*a et * ((5(1) g sont respectivement la partie symétrique et la partie en trace de Va, on
a ||6%l| < [|Val| et ||1(8a)g]| < ||Val|, donc

n+2

16"all < IVall.

Ensuite, toujours pour a € C§°, on a

(Fa,fla) = (Boba,a)
= %(V*Va+(n—1)a,a>

1
[lal|*

1 g N
= SlIValP+ "

v

1
~||Val[*.
LVl
Comme ||Val| > [|0%a|| et [|[Val| > -25]|8"al|, on a

* 1 *
(0%a, B'a) > Tl all.||Ball.

Maintenant si a appartient a D(6},,) = D(V), on prend une suite a,, € C§° telle que a,, tend

man
vers a et Va, tend vers Va; alors 0*a,, et ('a, convergent respectivement vers d*,,.a et 3. a,

et en passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus on trouve le résultat voulu avec ¢ = n}r2. O

Revenons a la démonstration de la continuité de la projection canonique de ker 3,4, ®Im 7.,
sur le deuxieme facteur. Ce que le lemme précédent nous montre, c¢’est que pour tout élément

de Im 67, , il existe un élément de Im 3 . C (ker Bnqs) tel que I'angle entre les deux reste

min? min
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3.1. Retour a I’équation de normalisation

éloigné de 7 /2. Cette propriété va permettre d’estimer la norme du projeté sur Imd7 ;. a partir

de la norme du projeté orthogonal sur (ker B3q.)". C'est ce qui va assurer la continuité.

Soit © = h + 67,0 € ker B0, @ Im o), (avec h € ker (,,4,), on veut montrer qu'il existe

une constante C' > 0 telle que ||0%,. a|| < C||z||. Notons p le projeté orthogonal de 67, a sur

(keT Baz)t :onadf, a = p+kavec k € ker(B,4,). Par définition de la projection orthogonale,

man

[1k]]? = inf{[|0ma — ylI* | ¥ € ker(Bmaz) " }-

Pour majorer Hk;| | on va choisir un bon y. On sait que ker(8,4:)t = Im 6t ! o5 en particulier
o a € ker(Baz)t. Si BL,,a =0, alors en prenant la trace on trouve da = 0 puis 0%, a = 0,

et dans ce cas on a bien ||d%,,.al| < C||z|].

Si L ;.a # 0, on note p’ le projeté orthogonal de ¢7,;,a sur Vect(3!,,,a); on a

t t

a .a
<5* , min > min ,
" Bhamall” 1 Bhmall
et ||05.all> = |IP1)* + 105,a — P'||?. Comme p' € (ker Bpqa.)®, d’apres la définition de la
projection orthogonale on a
||k1||2 < ||5mma_p,||2
< H mzna||2 - ||p,||2
t
< 18l 2 = (T .
En utilisant le lemme précédent, on trouve
* 1 *
IkI[* < ||5mmaH2—m||5mmaH2
1 *
< (1 - m) [107mal I,
d’ou
IpI* = lommall® = |I%[]”
1
> (1= 0 ) Wl

1 *

Ensuite, comme z = h+ 6%, a = h+k+p, avec h et k dans ker 3,4, et p dans (ker B02)",

min

on a
lzll* = Ik + kI[* +[lpl1”
> lpll®
1
> ) 2
> gl
soit ||0%;.all < (n + 2)||z||, et on a bien montré ce qu’on voulait, a savoir la continuité de la
projection canonique de ker (3,4, @ Im o} . sur Imd; . . O
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Démonstration du théoreme 3.1.3. La démonstration se fait en deux étapes. On montre d’abord
que C§° est un sous-espace de ker 3,,,,, @Im ;... puis que ker 3,,,, ®Imd; ;,, est un sous-espace

vectoriel fermé de L2. La densité de C5° dans L? permet ensuite de conclure.

Montrons que Cg° C ker Bpa, @ Im 6},

min

Soit ¢ € C§°. On cherche a écrire ¢ = k + 6,0 avec k € ker B4, Or comme 25 o0 §* =
V*V + (n — 1)Id, on peut trouver une solution de I’équation 3(¢) = F(d*a) avec a, Va, V*Va
dans L2 Mais si a et Va sont L?, alors a € D(V) = D(d et on a alors la décomposition

min)’
voulue en écrivant ¢ = (¢ — 07,;,a) + 0% a.

Avec tout le travail préparatoire qui a été fait dans la proposition 3.1.4, il est maintenant
facile de montrer que ker 3,4, @ Im 47, est un sous-espace vectoriel fermé de L% En effet, si

= hy, 407, a, est une suite de ker 3,4, ®Im §*,; convergeant vers x € L?, alors la suite (5T*mn
converge aussi par continuité, ainsi par conséquent que la suit A, 5;‘mnan Or Imo;,, et

ker Bnq. sont des sous-espaces vectoriels fermés de L? (pour Im 5mm, ¢ est le 1. de la proposition
3.1.4 ci-dessus; et pour ker 4., c’est parce que par définition ker 5,4, = (Im Bfmn) ). Donc
les limites des suites (67 ,,,a,) et (hy,) sont respectivement dans Im §7%,. et ker B4, €t par suite

m’Ln
r = limx, = limh, +lim ;. a, appartient a ker 5., & Imd; . qui est par conséquent fermé.

min

Pour conclure, comme ker 3,4, ® Im ¢, est fermé et contient CF°, il contient aussi son

adhérence qui est 'espace L? tout entier, donc ker 3,4, © Im 87, = L. O

Dans le cas ou la métrique est hyperbolique, on peut encore raffiner un peu ce résultat.

Proposition 3.1.6. Si M est une cone-variété hyperbolique, alors Bmaz = Bmins Orazr = Orin-

On note ces opérateurs simplement (3 et 0, et le théoreme précédent devient L2(S2 ) =
ker 5 & Im §*.

Démonstration. Prenons n € D(d},..). D’aprés le théoreme précédent, il existe k € ker 3,4, €t

n' € D(0},,) tels que 6F,..n =k + 0% n = k. La section u = n — 0 vérifie 5,,4.(05,,.(w)) =0,

min
et donc (au sens des distributions)

min

V*Vu+ (n—1)u=0.

La section u admet alors un développement du type donné a la proposition 2.1.2. Le fait que u
et 0% wu soient dans L? impose que seuls les termes ayant un exposant dominant supérieur ou
égal a 0 apparaissent dans cette décomposition. On peut alors appliquer le raisonnement utilisé
dans les preuves des lemmes 2.1.4 et 3.1.2 pour montrer que Vu est dans L2, et donc que u
appartient a L. Or le noyau de V*V + (n — 1)Id dans L%? est réduit a {0} ; par conséquent
u = 0, et n = n' appartient a D(¢7,;,). Cela montre que D(¢7,,,.) = D(d%,,), et donc que

man max min

5:na:r = 5:’147,71

D’autre part on a vu (proposition 3.1.4 et la remarque p.63) que D(3',,,) = D(d%,.,) et que
D(f,0z) = D(0f,0z)- Alors D(BL ) = D(8.,.), soit B = B ... En passant & adjoint, on
trouve directement que B0 = Bmin. O
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

3.2 Etude de l'opérateur linéarisé

Soit h une déformation infinitésimale Einstein. Si elle est normalisée (c’est-a-dire si elle
vérifie la condition de jauge de Bianchi §(h) = 0), elle vérifie I’équation

V*Vh — 2Rh = 0.

L’étude des déformations Einstein est donc fortement reliée a I’étude de 'opérateur P = V*V —
2132, le linéarisé de I’équation d’Einstein pour une déformation normalisée. Dans le cas général,
son étude peut étre assez compliquée. Cependant si la forme quadratique <}O%h, h) n’est pas trop
positive, I'opérateur P est coercif, ce qui permet d’obtenir des résultats intéressants. Et les
propriétés voulues de R peuvent se déduire de certaines hypotheses de courbure sur la métrique
(voir [2] §12.67 et 12.71). Dans le cas qui nous intéresse ici, la métrique est hyperbolique, et on
a l'expression plus simple
Pu=V*Vu—2u+2(tru)g.

L’opérateur P présente de nombreuses similarités avec l'opérateur L = V*V + (n — 1)Id
agissant sur les 1-formes, dont 1’étude approfondie était I'objet de la section 2.1. Il y a donc de
nombreuses ressemblances dans le plan, les résultats et les formulations entre les deux sections.

3.2.1 Premieres propriétés

La premiere chose a remarquer sur P est qu’il est elliptique. En particulier, si ¢ est C*°
et que Pu = ¢ au sens des distributions, alors u est C°°; cette propriété nous servira par la
suite. Malheureusement, le caractere singulier d'une cone-variété complique considérablement
I’étude de cette opérateur, et la difficulté est de comprendre le comportement des solutions au
voisinage du lieu singulier.

Il est clair que P, vu comme un opérateur non borné C§°(T*M) — C§°(T*M), est formelle-
ment symétrique : avec les notations de la section 1.3, P! = P. Malheureusement, il est possible
de montrer que des que la dimension de notre cone-variété est supérieure a 2, I'opérateur P
n’est pas essentiellement auto-adjoint, i.e. P, # Prae (Ou si U'on préfere, P*™* # P*). On va
surtout s’intéresser au domaine

D ={ue D(V)| Vue D(V*)} ={ue L?| Vu, V*Vue L?}

(dans la deuxieme définition, il faut considérer V et V*V au sens des distributions). Ce domaine,
D, est inclus dans D(V) = L'? ('extension de P & D est en fait 'extension de Friedrichs de
P).

3.2.2 Résolution dans des espaces de Sobolev

Il n’est pas immédiatement évident que P, vu comme opérateur non borné de D dans L2,
est inversible. C’est ce que montre le théoreme suivant :
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Théoreme 3.2.1. Soit ¢ appartenant a L2(S?M). Alors il existe une unique solution u €
LY2(S2M) de l’équation V*Vu — 2Ru = ¢

Démonstration. La preuve est tres classique. Le point important a démontrer est la coercivité
de l'opérateur P. Tout découle de la formule suivante ((2.10), p. 53) : si u est un 2-tenseur
symétrique suffisamment différentiable,

V*Vu =dV6Vu+ 6VdYu — uor + Ru.
Si la métrique est hyperbolique, cela donne

V*Vu =d"6Vu+6Vd u+ nu — (tru)g.
On a alors

Pu = V'Vu—2u+2(tru)g

1 —
= ZV*Vu + z(dvdvu +6VdVu) + 5 8u + §(tr u)g.

4 4

Si u est C° a support compact, on peut intégrer par partie, et on trouve

(Vu,Vu)—Q(]%u,u} = (Pu,u)

1 3 3n—8 5

= ({V'Vu+ 2(d"6%u+6%d ) + ——u+ S (tru)g.u)
1 3 3n — 8 5

= IVl + 216 ul* + [|dull*) + n4 [lul* + [t ul]

> c(n)(||Vaul* + |[ul]?),

ou ¢(n) est une constante ne dépendant que de n, strictement positive pour n > 3. Par ailleurs,
on obtient trivialement l'inégalité dans ’autre sens

(Vuu, V) — 2{Ru,u) < ¢ (n)(|[Vul* + [Ju] ).

Tout cela permet de montrer que le produit scalaire L'? standard (Vu, Vo) + (u,v) et le
produit scalaire (u,v)y = (Vu, Vv) — 2(Ru,v) sont équivalents sur C5° et donc sur L2

Par conséquent, si ¢ appartient & L2(S?M), comme la forme linéaire v — (¢, v) est continue
sur LY2(S?M), il existe un unique élément u € L?(S2M) tel que

(w, 0}y = (¢,v)

pour tout v dans L'?*(S?M). On a ainsi construit une solution faible de 1'équation : V*Vu —
2Ru = ¢ au sens des distributions. Mais comme ¢ et u sont dans L2, on en déduit que la
distribution V*Vu = ¢ — 2Ru est en fait une vraie fonction de L2. La solution u est donc un
élément du domaine D = D(V* o V). O
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

3.2.3 Expression de opérateur en coordonnées cylindriques

On voudrait maintenant avoir plus de précisions sur les solutions de I’équation Pu = 0 au
voisinage du lieu singulier. Pour cela, on est obligé de se plonger dans les calculs. L’expression
de la métrique invite a travailler en coordonnées cylindriques au voisinage d’une composante
connexe du lieu singulier.

Si a et b sont deux 1-formes, on note a ® b, ou plus simplement s’il n’y a pas de risque de
confusion, a.b ou ab pour %(a ®b+b® a). En particulier, t © 2 =z ® x.

On utilisera les mémes notations que dans la section 2.1.2. Pour rappel, les notations
e1,...en_o désignent des champs de vecteurs locaux tels que (e,, g, €1, . .. €,_2) forme un repere
mobile orthonormé (local), vérifiant V. e, = V., e, = 0 pour tout k dans 1...n —2. On définit
de méme des 1-formes locales e!, ... e" 2 telles que (e”, e, e!, ... e"?) soit le repere mobile dual
du précédent. La notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre
au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T*M orthogonal & €’ et e, et N* désigne
le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de x € U, est le sous-espace
vectoriel de T, M orthogonal a ey et e,. Les sections (ey, ..., e,_2) forment localement une base
de N*, de méme pour (e!,...,e"2) et N. Si s est une section de N*, et ¢ une section de N ou
de N*, on note Vyt, ou de fagon plus lisible (Vy)(s, t), la projection orthogonale sur N ou sur
N* de Vt.

On introduit en plus le sous-fibré S2N, engendré par les e; ©e;, 1 <i <n—2,0<j <n-—2.
Si k est une section de S?N et s est une section de N*, on définit de méme Vyx(s, k) comme
étant la projection orthogonale sur S?N de la dérivée covariante V& prise dans S*(M).

Si w est une section de N, on définit dsw, section de SN, par
n—2
Sw = Z e’ ® Vy(e;,w).
i=1

Enfin, si k est une section de S?M, on définit dxk, section de N, et tr ok par

dsk = —ch(r)? i Vs (e, k)(e;)

et

On rappelle les résultats suivants :

Ve =0 Ve e =0 Vel =0
Vee' = th%?") 69, Veeeg - _thb) e’ , Vel =0 A
Ve = th(r)e' Ve =0 Vel = —th(r)d;je" + Vs(e;, ).
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On peut écrire la méme chose de fagon plus concise :

Ve = thtr) e @ e’ + sh(r)ch(r)gs
Vel = _thtT) el @e
Ve! = —th(r)e! ® e" + Vgel.
On rappelle encore que
V*Ve = (th(lr)z + (n — 2)th(r)2) e,
AVAR VA th(lr)2 e

et si w est une section de N (c’est-a-dire si w est orthogonal & e” et ¢’),

VVw=-V,V,w-V,V,w— ( + (n — 2)th(r)) Ve, w+th(r)*w

1 . ~ 2th(r)
ch(r)z(v V)zw ch(r)?

th(r)

+

(Osw)e’.

Si u est une section de S?M, on peut la décomposer orthogonalement au-dessus de U, en
. ror 0 0 r 0 r 0
u= fe'.e"+ +ge’.e” + he".e” +o.e" +ne +k

ou o et 1 sont des sections de N. Avant de pouvoir appliquer la méme décomposition a Pu, on
va calculer ce que devient chacun des termes quand on lui applique le laplacien de connexion
V*V.

On a alors, pour le terme en e".e” :

e’ ® e’ +sh(r)%gs)

V*'Vfer®e = <Af+2(;+(n—2)th(r)2)f> e @e —2f(

1
th(r)?2 th(r)?2

1
(P @e +e" ®e’) —2th(r)(dsf @ e +e" @ dsf),

260-1 i)

soit

Ve = (Af + 2(@ +(n— 2)th(r)2)f) e — 2f(ﬁee.ee + sh(r)2gs)

e-f 4
— 4 " —4th(r)ds f.e".
th(r)e e (r)dsf.e
Pour le terme en e.e? :
2 1
\VAlv/ 0 0 _ A 0 0 r T 1 9. 0 r r 9’
ge’ ® e ( g+th(r)29)e ®e th(r)296 ®e + eggth(r)(e ®e +e ®e’)
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

soit

1
e’ Sge.e” + deg.g——e’ e

* 6 6 __ 2 —2
V*Vge’.e” = (Ag+ th(r )29) th(r) th(r)

Pour le terme en e”.e? :

V*Vhe @ e = <Ah + (ﬁ + (n— 2)th(r)2)h> e e + h(2 2 he” @ €’

+ 2e9.h (e"®@e" — e ®e) — 2th(r)e’ ® dsh,

th(r)

et donc,

V*Vhel e = <Ah + (th BE + (n — 2)th(r)2)h) e

—(e".e" — €.y — 2th(r)e’ dsh.

Pour le terme en o.€" :

1 2
* T * r - h 2 T 0
V*Vo®e (V*'Vo)®e" + (th(r)2 + (n — 2)th(r) ) oR®e ) (Ve,0) ® e
+ 2th(r)*¢” ® o — 2th(r) E Vs(e;, o) ® e,
et donc,

2
+ nth(r) > o.€" — ——(Ve,0).e” — 2th(r)dso.

V*Vo.e" = (V*Vo).e" + ( ()

1
th(r)?

Et si on remplace V*Vo par son expression, on obtient :

V*Vo.e" = (—Ververo— — Ve, Ve, 0 — (ﬁ + (n = 2)th(r)) V.0 + h<1 ; - V)EU) _7»
i (ﬁ +(n+ 1)th(7”)2> o.e — i;}(lgg (Os0)e".e"
- ﬁ(vemee — 2th(r)é5o

Pour le terme en n.e? :

2
®e’ + (Ve ®e’

1
* 0 _ * 0
V'Vnee = (V'Vn) e + th(r)Qn th(r)

et donc,

2
= (V,n).€"

1
* 0 _ * 0
V*Vn.e® = (V*Vn). )2 )
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Et si on remplace V*Vn par son expression, on obtient :
1 1
V*Vn.e® = (—Vervem — Ve, Ve,n — (m + (n = 2)th(r))Ve,n + == (V* V)gn)
T o

ch(r)?
) 2th(7‘) r 2 .,
th(r)? + th(r)*)n.e’ — RAEE (6sm)e”.e? + m(veen).e

Enfin si k est une section de SN,

oy |
V'Vk = =V.,Vek—V,.V.k (th(r) + (n —2)th(r)) V. k
2 * o 2th(7") ror 4th(7") T
+ 2th(r)°k + ch(r)Q(v V)sk ()2 (trg k)e".e ch(r)Ze Oxk.

Regroupons tous ces résultats. Le 2-tenseur symétrique u se décompose orthogonalement en
u=fe'.e" +ge’e’ +he e +o.e +ne +k

ou o et n sont des sections de N. On peut maintenant appliquer la méme décomposition a
V*Vu — 2Ru = V*Vu — 2u + 2(tru)g. On obtient alors, pour la composante suivant e

a7+2 gk 0 007) 1 2

2th( ) 1
t 2f+2 ——trs k
()2 ——trs k) =2f+2(f+9+ - ENESER )
pour la composante suivant el el
2f 2¢eq.h 1
——— 4+ A — —29+2 ——try k
iz T meEd Ty W TR gt b
pour la composante suivant e”.e? :
f 1 4 9 2th(r)
40y Ah+ (| —— + (n — 2)th h— Ss1) — 2h
() T 209y AT gy (0 - D) iy =)
pour la composante incluse dans N.e" :
1 1 .
—4th(r)dgf—VeTVeTa—Veeveea— (m + (Tl — 2>th(7”>> V6T0-+Ch(r)2 (V V)EO'
1 2 4th(r)
1)th(r)? ¢ sk —2
+<th(7’)2+(n+ ) (r))a+th(r)(v o) — (P 5 o

pour la composante incluse dans N.e? :

—2th(r)dsh—V,, Ve, n—Ve,Ve,n— (tht ) + (n — 2)th(r )) Ve, n+ h(l) (V*V)sn
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

+ <ﬁ + th(r)Q) n— ﬁ(veea) oy

et enfin pour la composante incluse dans S%N :

—2fsh(r)?gs —2th(r)050—V,, Ve, k—V, Ve, k—( +(n—2)th(r))V,, k

th(r)

1
(V*V)sk+2th(r)*k—2k+2(f+g+ Wtrg k)ch(r)%gs

+Ch(r)2

Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la suite une sorte de
décomposition en séries de Fourier généralisées, c¢’est-a-dire une décomposition sur des vecteurs
propres d’opérateurs elliptiques du second degré. Mais il faut une décomposition suffisamment
astucieuse pour qu’elle se comporte bien avec les opérateurs dy, d5, etc. qui apparaissent dans
les expressions ci-dessus.

3.2.4 Une base hilbertienne appropriée

Lors de I'étude de l'opérateur V*V + (n — 1)Id agissant sur les 1-formes, nous avons déja
eu besoin d’une décomposition bien choisie des espace L*(M) et L?*(N). Ce qu’il nous faut
maintenant est une base hilbertienne de L?(S?N), dans laquelle le comportement des opérateurs
0%, try etc. se comprennent bien.

On va démontrer la proposition suivante, qui compléte la proposition 2.1.1 (voir la section
2.1.3 pour certaines notations).

Proposition 3.2.2. [l existe une base hilbertienne (1;)jen du complexifié de L*(3,), telle que
pour tout indice j, il existe un réel \; > 0 et un entier relatif p;, pour lesquels

{ AE%‘ = )‘ﬂ/’j

eo-1)j = 5.

Soit J l'ensemble des j pour lesquels \; > 0. Il existe une base hilbertienne (¢;);es U (¢;) en
du complezifié de L*(N), telle que :
ch(a

— pour tout indice j appartenant a J, ¢; = dej, et donc
J

(V*V)s6; = (A +n = 3)9,
Veo®i = it i
d5¢; = ch(a)(\)"*dy;
— pour tout indice j € N, il existe un réel p; et un entier relatifp;, pour lesquels
{(V*V)zsoj = 11j¢p;

iply

Veegpj = mgpja

et on a de plus oxp; = 0.
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Il existe une base hilbertienne (a;)jenU(b;)jesU(¢))jenU(d;)jen du complexifié de L*(S*N),
telle que :
— pour tout indice j € N, a; = \/%Ch(afgg, et donc

(V*V)ga] Aja;
Veoaj = SZEZZ) a;

trg a; = \/mm( )*;
(= —ch(a)(25)"%¢; si A; # 0);

— pour tout indice j € J, bj = \/(L)s(n L+ 1)V (8505 + =5 (050;)9s), et donc

Veobi = Giiaybi
tI‘g i = 0

52[)]' = Ch(a)\/n——?)(% + 1)1/2¢j;

~ pour tout indice j € N, ¢; = ch(a)(“7=2) =12 5%, et donc

(V*V)sej = (u +n— 1)
ipyy

VeGCj shga) J

try ¢; =0

ducj = ch(a) (M=) 25,
— pour tout indice j € N, il existe un réel v; > 0 et un entier relatif p}, pour lesquels

{(V*V)zdj. = v;d;

iy
Veo#i = s bis

et on a de plus
(Szdj = O
tI‘Z dj =0.

Démonstration. La démonstration ne fait que compléter celle de la proposition 2.1.1. Ici aussi,
les notations V, V*, A etc. désigneront les opérateurs correspondants pour la métrique g,, trace
sur Y, de la métrique hyperbolique g de M. On rappelle les notations suivantes :

Ex = {fel’X.) | Af=\f}

Bxy = {F€ By pa | gof =i} =7 € L2(E0) | Asf = M et of =iy )
F\ = {wel*N)|V'Vw= )},

F\, = {w€F+pzwz ]V%w:ip’yw}:{weLz(N)|V*ng:)\w et V%w:ip’yw},
sh(a)?

F)}’p = FA,p N Im dg = dE(EA—(n—B),p),
et F)?,P = FA,p N (IIIldg)L = F>\,p N ker 52.
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Passons maintenant aux 2-tenseurs sur ,. Le laplacien de connexion V*V s’exprime a 'aide
du repere mobile de la facon suivante :

n—2
V*Vh ==V, Veh+ YV, oh— VerVegh.

k=1

On constate aisément que le fibré S?N (ou plus exactement sa restriction & ¥,) est stable
par V*V : si k est une section (lisse) de S*N, alors V*Vk est encore une section de SZN.
L’opérateur V*V se restreint ainsi & un opérateur non borné de L*(S?N) dans lui-méme, et se
décompose en somme d’un laplacien vertical et d’un laplacien horizontal :

* _ 1 *
V'V = VeVt gV Ve

On montre alors, comme dans le cas des fonctions et des 1-formes, qu’il existe un base hilber-
tienne (du complexifi¢) de L?(S?N), formées de sections C*°, vecteurs propres des opérateurs
V*V et V 8 (et donc aussi de V*Vy). Et on peut montrer, en complete analogie avec le cas

des 1-formes, que les valeurs propres de V Il sont de la forme 21'5” =1ipy, p € Z.

On introduit alors, pour A € R et p € 7Z,
Gy ={k € L*(S*N) | V*Vk = \k},
et
Grp={k€G,, 2 |Vak=ipyk}={ke L*(S?N) | V*Vsk = Ak et Vo k=ipyk}

sh(a)?

Etudions maintenant comment passer des fonctions et 1-formes aux 2-tenseurs symétriques.
Les premieres choses a constater sont que

V%vvee( ;w) = 5§(v69v69w)

et
Ve Ve (fgs) = (eq-€o.f)gs.
D’autre part, on a les deux relations de commutation suivantes :
ViVs(dsw) = (n — 1)dsw + 2(0sw)gs + 05(V Vsw)
et

V'V ((0sw)gs) = Ax(dsw)gs
= (0s(V*'Vsw) — (n — 3)(dsw))gs-

La premiere est la relation (3.1) vue p.58, appliquée a la métrique gs. Elle découle directement
de I'invariance par difféomorphisme du tenseur de Ricci. Dans la deuxieme relation, la premiere
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égalité est élémentaire, et la deuxieme utilise le fait que Ay et dx commutent ainsi que la formule
de Weitzenbock (2.1). De cette deuxieme relation on déduit que si w appartient & F);,_3,, alors
(0xw)gs, appartient a G, ,. Cependant cela n’est intéressant que si dxw # 0, ¢’est-a-dire si w
n'est pas dans FY,, 5 . Et siw € Fy,, 5, alors il existe f € Ey, tel que w = dxf, et donc
(dsw)gs = (Axf)gs = Afgs.

Notons my,, : L*(M) — L2(S 2N) la multiplication par le tenseur gs. C’est trivialement une

homothétie de rapport - ha )2 sur son image. La discussion ci-dessus incite a poser

Gi,p = Gp NImmy, = my, (Eh,).

En combinant les deux relations de commutations on trouve :

1
V*Vs(dsw + m(égw)gg) = (n— 18w+ 2(dsw)gs + 65(V*Vsw)

S (55(V*Fs) — (n = 3) ()

n —

= (0= (63 + s (Gew)gs) + 55V V)
+5<az<v*vzw>>gz

Par conséquent, si w appartient a F) ,, alors dgw + —; ((5gw) gs, appartient a Gxy,—1,. Cela
incite a poser

. 1
G = 105w + —= (Gsw)gs | w € i)}

et, puisque dxw = 0 siw € F/\Q_(n_lm,

G?\,p = {5;&) | w € F)?—(n—l),p}'

Dans les deux cas, le fait que tr 505w + 15 (0sw)gs) = 0 montre que G4 , L G} , i = 2,3.
D’autre part, en intégrant par partie, on obtlent

(Osw + —— (0sw)gs, 05w + —— (Is@)gx)

— ch(la) (0(0%w + %(5201)92)77@

- ch(la) (V?Vaw = _5Ed2w o i 2d252w’ @)

- Ch(la)2 <%(V*Vzw T (n=3)w)+ 2(7171—__42)6&52&)7 @)
= ch(la)2 <Z—:2(V*V2w Tw) - 2(nn—_—42)52d2w’ .

Pour la premiere égalité on utilise le fait que I'adjoint de 0% est d/ch(a)? = V*/ch(a)? et que
la trace de 0fw + —(dsw)gs est nulle. La deuxitme égalité provient des formules Vyw =
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

dsw+dsw/2 et d5(fgs) = —dx f. Les deux égalités suivantes sont deux applications différentes

de la formule de Weitzenbock (voir (2.1)) V*Vy = (dgds + 0xnds) + (n — 3)Idy.

Si w appartient a F d0sw = 0, et 'expression se simplifie en

(n_1)=p7

(V*Vsw + (n — 3)w), w) = ——(w, ).

N | —

7

1
< W 5Zw + m(CSEW)QE) = Ch(a)

Cela montre a la fois que G 1 & > €t que 45 est une homothétie de rapport ch(a)™!
2 3
de F/\f(nfl),p sur GM,

Et si w, w appartiennent a F)}f(nfl) " alors dsw = 0, et

. 1 . 1 1 n-—
(Osw + —— (0pw)gs, 05w + —— (0sw)gs) = h(a)? — (V Vsw +w), @)
N 02
- ch(a)2 n—2 <w7 w>>
ce qui montre que 0% + —5mg, o oy est une homothétie de rapport ch(a)™ (n=3)A—n+2) 3)79 2”+2) de

1 2
F)\—(n—l),p sur G .

Finalement, on pose

Gy, =GN (G, ®G, ®G3 )"

Les éléments de G*
try, et de dy.

\p» Orthogonaux aux images de myg, et de dg;, sont donc dans les noyaux de

On alors tout ce qu’il faut pour construire la base hilbertienne de L?(S?N) qui nous
convienne. Sur chaque Gf\jp non réduit a 0, ¢ = 1 (resp. 2, resp. 3) on prend comme base ortho-

normée l'image par il/l%mgz (resp. ch(a), /m(d* g% ©0x), resp. ch(a),/250%)

de la base orthonormée de E) , (resp. Fj’p, resp. Ff ) Constltuee de zp] (resp. ¢, resp. ;). Cela
donne les a;, b; et ¢; de la proposition.

On complete en une base hilbertienne de L?(S?N) en prenant une réunion de bases ortho-
normées des G;‘\’p : ce sont les d; de la proposition.

]

Maintenant, comme dans la section 2.1.3, on prolonge ces sections a tout U, par transport
parallele le long des géodésiques intégrales du champ de vecteurs e,. Par simple changement
d’échelle, on observe que les tenseurs prolongés se comportent de la fagon suivante sur U,,
voisinage de X :
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(0
gt ="
aew Py Y
Ast)j = Aji;
oot
dsth; = ch(r) ~Z—¢; (ou0si A =0)
9 1/2
\1/11'92 = %aj,
IV%Qﬁj - O
Vo ¢ =1ip;y ¢;
(V*'V)so; = (A\j+n —3)o;
Osj = ch(r) (M) vy
350y = o) 31225 4 1), b)) P
(V%QOJ' —0

Vo pj = ipive;
 (V'V)sp; = wjp;
dxnp; =0

|95 = ch(r)

_1(/1Jj +n—3>1/2
2

Cj,
V%CI/J’ =0
V%aj = ip;7Y a;
{ (V*V)sa; = Nja;

s

Oxa; = _Ch(r)(n—_JZ)l/zQﬁj (ou0siA; =0)
Ltrs a; = v — 20h(r)2¢j,
(Vaobj=0
or
V%b] = Zp]"}/ bj
(V*V)sb; = (A + 2(n — 2))b;
s

6Eb] = Ch(’]“)\/n — 3(_-] + 1)1/2¢j

n—2
\trz bj :Oa

(VQQC]' =0

Voc = iy ¢

(V*V)Ecj = (uj +n—1)g
' -3

ktrz G = 07

J
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

et enfin

(Vaodj=0
Vad;= iy d;
(V*'V)sd; = v;d;
dnd; =0

(try d; =0

3.2.5 Décomposition de opérateur

L’existence de ces bases hilbertiennes va permettre de réduire I’équation aux dérivées par-
tielles Pu = 0 en une infinité d’équations différentielles ordinaires. On rappelle la décomposition
orthogonale d’'un 2-tenseur symétrique u au voisinage d’une composante connexe du lieu sin-
gulier :

u=fe".e" ++ge’ e + he" e’ +o.e" +n.e +k

ol o et n sont des sections de N. En utilisant les résultats de la section précédente, on peut
écrire :

w = Y e 3 g+ S hy(r)dsere

jEN jeN JEN
+ Do) + Y Fi(r)gge
jeJ JeN
+ Y m(r)ége + ) T(r)e;.f
jeJ JeN
DRIy + YR+ DK e + 3 ki(r)d;.
jEN jeJ jeN JEN

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la facon suivante,
faisant apparaitre des “blocs élémentaires” de méme fréquence :

u = Z (fi(r)jem.e” + gj(r)ie.e” + hj(r)e e’ + oj(r);.e” + n;(r)p;.e’
jed
+ ki(r)a; + kf«(?")bj)
+ Z (fj(r)v,bjer.er + gj(r)ie? e + hj(r)w;e.e? + kjl (T)aj)

JEN\J

+ ) (@i()pie” +7;(r)pie + K (r)e;)
JeN

+ Y ki(r)d;.

jEN

Maintenant, on fait la méme décomposition pour V*Vu — 2u + 2(tru)g, dont I'expression
en coordonnées cylindriques est donnée a la section 3.2.3. On obtient alors, pour la composante
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en Ye.e’,sije J:

1" 1 / 2 . M2 4+ P Aj '
17y 0 20000) s+ (G 2 =200+ o+ ) 5

2 2Zipyy o 2th(r)(M)'?
PPk Ty on L A o

+(2— o;+(2—2th(r)?)(n—2)"/k},

sijéJ:

e (thtr) +(n— 2)th(r>> fi+ (ﬁ +2(n — 2)th(r)* + SPJ(V) > fi

2 22])]'7 1/2p.1
+(2—M)g +mh j+(2=2th(r)*)(n—2)" kj,

pour la composante en 1/Jj69.60 :

o1~y 02000 o+ (5 + e ) 9

)
(2— h(QT) )fi— sh(%ig( yho+ 2 — )2

[«

-+

pour la composante en 1;e".ef, si j € J :

—h;/— (thtr) (n— Q)th(r)> h;+ (ﬁ + (n — 2)th(r)? + :1?(1)2 + Ch)(\i)g - 2) h;

- dapyy dip;y '_ch(r)()\j)l/Q |
R T LN o e L e N

sijéJ:

—h;,— (thtr) + (n — 2)th(’l“)> h;‘|‘ (thglr)g + (n - Z)th<7")2 + W — 2) hj
4ipjry 4ipjy
) mEne

pour la composante en ¢;.e”

(L o) o 1 ; ary P AiEn=3 N
—0] <th(r) (n — 2)th( )) j+(—th(T)2 + (n+ 1)th(r)” + B0 + B 2) ;

4th(r)(A;)Y/? 2ip;y ath(r), A, 4th(r)(n —3)2 N
T e a2 R -

)1/2k1

pour la composante en gzﬁj.ee

P AN +n—3

== (ﬁ + (n — 2)th(r )) mi+ (th(lfr)2 +th(r)* + sh(r)? * ch(r)2 2> K
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pour la composante en ¢;.e” :

7 - (ﬁ +(n— 2)th(r)) 5;+<

1
th(r)?

pour la composante en p;.e’ :

=/

1
th(r)2

pour la composante en a;, si j € J :

17
-

(ﬁ +(n — 2)th(r)) 7+

thtr) - 2)“1(7”)) k' (Zth(r)2 +

+2(n—2)"2(1—th(r)?) f; +2(n—2)"?g;+

2
S

J (ﬁ +(n— 2)th(r)) kY + (2th<r)2 +

pour la composante en b; :

o
-

— 2)th(r) | k¥ 4 ( 2th(r)?
g (=200 ) '+ (2xme? +
pour la composante en ¢; :

1 1
_ 137
g <th<r>

+ (n — 2)th(r)) K+ <2th(r)2 +

+ (n 4 1)th(r)? +

+th(r)? +

Y’

_2th(r)()\j)1/2
ch(r)

iy
7 sh(r)th(r) 7’

_2> 2,

uj+n—3
2

U TS

sh(r)?2 = ch(r)?
_ 4th(r)(
ch(r)

+

2ipry
sh(r)th(r) ¥

1/21.3
>/kj7

12_2

pj Hj

sh(r)2 ' ch(r)2 2)
2iply

“sh()th(r)

sh(r)?

3y

sh(r)?

+2(n—2)Y2(1

>‘j 1
T ape 2t 2(n — 2)) k)

ch(’f‘) )\j

ch(r) 2)1/2 :

(-2,

—2+2(n—2)> kj

—th(r)2)fj +2(n— 2)1/2gj,

P At2An=2) L\,
sh(r)? ch(r)? J
2th(r) 1/2 Aj 1
2N T p— 9 4 )2,
Ch(?") (n 3) (n_2+ ) Uja
12 2
sh(r)? ch(r)? J
~ 2th(r) (/.Lj +n— 3)1/25.
ch(r) 2 7
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

et pour la composante en d; :

" 1 ’ p/(2,}/2 V.
By 7 - — 2)th k4 2th(r)? J E— S
i (th(r) + (n ) (r)) Tt ( th(r)® + ()2 + h(r)? ) k;

3.2.6 Solutions de I’équation homogene

Comme a la section 2.1.4, on constate que pour chaque indice j, ’équation (ou plutdt le
systeme) que 'on obtient présente une singularité “réguliere” en r = 0. Les solutions de ces
équations sont donc des combinaisons linéaires de fonctions de la forme r*f(r) avec f une
fonction analytique, ol les exposants k s’obtiennent comme racines de I’équation indicielle (en
cas de racines multiples ou séparées par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes
en Inr dans I'expression des solutions).

On pose donc, pour un indice j donné,
Fitr) =" (fo+ fir + far® +--+),

g5(r) = (g0 + 17 + g2 + - ),
etc.

On aboutit alors aux systemes d’équations indicielles suivants (on omet les j en indice) : si
jed,

(k24240 fo — 290 + 2ipyhg = 0
—2fo + (=rR*+2+p)g0 — 2ipyhy = 0
—dipyfo + dipygo + (—k*+44+p*y*)ho = 0
(=r*+1+p*?)og + 2ipyny = 0
—2ipyog + (=K*+1+p*¥*)p = 0
(=r2+p*)ki = 0
\ (=2 + Pk = 0,
sijé¢J,
(=r2+ 24+ fo — 290 + 2ipyhy = 0
—2fo + (=" +2+p7)g0 — 2ipyhy = 0
—dipyfo + dipygo + (—R*+4+p**)he = 0
(=2 +p*A)k, = 0,
et )
(=r2+14p )7y + 2ip'ymy = 0
—2ip'vGo + (—k*+1+p°y)m = 0
(—x2+ Pk = 0,
et enfin,

(—k2 + P2k = 0.
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

Les exposants dominants sont donc +pvy, £py+1 et +py=£2. La seule racine multiple posant
probleme est en 0 (uniquement) si p = 0 (ce qui arrive toujours) ou si py € {—2,—1,1,2} (ce
qui n’arrivera jamais avec nos conditions d’angles). Il faut dans ces cas rajouter une solution
logarithmique.

Si k = £(py + 2), alors (fo, go, ho) est multiple de (—1,1,2i). Si k = £(py — 2), alors
(fo, 90, ho) est multiple de (1,—1,2i). Si K = +pv, alors (fo, go, ho, k¢, k3) est combinaison
linéaire de (1,1,0,0,0), (0,0,0,1,0) et (0,0,0,0,1). Si K = £(py+1), alors (g9, 7) est multiple
de (1,—1i). Si kK = £(py — 1), alors (0¢, n9) est multiple de (1,1).

Si k = +(p'y + 1), alors (G0, 7y, ki) est multiple de (1,—1,0). Si k = +(p'y — 1), alors
(G0, Mo, ko) est multiple de (1,4,0). Si k = £p'y, alors (7,7, ko) est multiple de (0,0, 1).

Enfin, I’équation pour k* donne deux solutions d’exposants dominants x = +p.

L’existence des exposants en p;y —2 oblige a réduire encore les angles coniques pour pouvoir
démontrer des résultats analogues au lemme 3.1.2 et au théoreme 3.1.1. On supposera donc dans
la suite que tous les angles coniques sont inférieurs a 2?”

Lemme 3.2.3. Soit ¢ un 2-tenseur symétrique C'*° a support compact, et soit u ['unique so-
lution dans L'? de l'équation Pu = ¢. Alors VVu est L?, c’est-a-dire que u appartient a

L22(S2M).

Démonstration. La preuve est similaire a celle des lemmes 2.1.4 et 3.1.2. On commence par
montrer que V*VVu est L? par une formule de Weitzenbock, puis que V., Vu est L?, ce qui
permet de conclure grace a la proposition 1.4.6.

La formule de Weitzenbock utilisé est la suivante , que l'on verra plus en détail dans la
prochaine section ((3.3), p.85) : pour tout 2-tenseur symétrique u sur une variété hyperbolique,
on a

V'VVu(z,y,z) = VV'Vu(z,y, 2)+(n—1)Vu(z,y, 2) +2Vu(y, z, 2)+2Vu(z,y, )
+2g(z,y)Vu(z) +29(z, 2) Viuly).

Alors au voisinage du lieu singulier

V*VVu(z,y,2) = (n—1)Vu(z,y, 2) +2Vu(y, , 2) +2Vu(z,y, )
+29(2,y)Viu(z) +29(x, 2)Viu(y).
Comme Vu est dans L?, cela suffit & prouver que V*VVu est dans L?.

On ne donnera pas la preuve détaillée du fait que V., Vu est dans L?. Les techniques utilisées
sont les mémes que pour 'opérateur V*V + (n — 1)Id dans le cas des 1-formes, voir I'appendice
(p. 91 et suiv.). L’idée est la suivante : le fait que u appartient & L% impose que seules les
solutions élémentaires d’exposant dominant positif apparaissent dans la décomposition de w.
Et comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que 27/3, les exposants dominants
positifs sont soit nuls, soit plus grands que 1. Cela donne suffisamment de controle sur les
solutions élémentaires pour montrer que tous les termes apparaissant dans la décomposition de
V., Vu sont non seulement dans L?, mais admettent des bonnes majorations du type donnée
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

dans le lemme 2.1.3. On utilise ensuite le fait que P est elliptique, donc que u est C'° pres
du lieu singulier, pour assurer la convergence en norme L? de la décomposition en série sur un
voisinage du lieu singulier de V., Vu. O]

3.2.7 Résolution dans des espaces de Sobolev, bis

Le résultat suivant est I’analogue du théoreme 3.1.1. Pour avoir un résultat comparable a
ce qu’on obtient sur une variété compacte, il est encore nécessaire de restreindre les angles
coniques. Ce théoreme n’est pas indispensable pour la construction des déformations modifiant
les angles, méme s’il simplifie fortement la preuve quand les angles sont inférieurs a %’r Mais il
montre que pour étre en mesure d’avoir un théoreme d’inversion locale, qui assurerait ’existence
de cones-variétés réalisant les variations des angles, il n’est pas suffisant de demander que les
angles coniques soit inférieur a 7 ; il faut une condition un peu plus forte.

Théoreme 3.2.4. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
inférieurs a 3. Alors Uopérateur P = V*V — 2R : L**(S?M) — L*(S?M) est un isomor-
phisme.

Démonstration. L’opérateur
P =V*V —2R: L**(S*M) — L*(S*M)

est linéaire et continu. D’apres le théoreme de I'application ouverte, il suffit de montrer qu’il
est bijectif pour conclure. Pour cela, on va utiliser le méme principe de démonstration que dans
les preuves des théoremes 2.1.6 et 3.1.1.

On sait déja que si ¢ € L*(S?M), il existe une unique solution v € L?(S?M) de 1’équation
Pu = ¢. On va montrer que quand les angles coniques sont suffisamment petits, cette solution
est en fait dans L??. Le point clé est le fait que si ¢ est a support compact, alors u € L*2. On
va donc approcher ¢ par des tenseurs C§°.

Les 2-tenseurs C™ & support compact étant dense dans L?, on peut trouver une suite (¢,,)
de sections C™ & support compact telle que ¢,, — ¢ dans L? quand n — oo. Soit (u,,) la suite
d’éléments de L'? telle que pour tout entier n, Pu, = ¢,. Le fait que ¢,, converge vers ¢ nous
assure que

lim u, = u
n—oo

et
lim Vu, = Vu,

n—oo
les limites étant au sens L2.
Maintenant, comme ¢, est a support compact, Pu, est identiquement nul au voisinage
du lieu singulier, et u, rentre donc dans le cadre de la proposition 3.2.3, c’est-a-dire que u,

appartient & L*»?(S?M). On va maintenant montrer que VVu,, suite de sections du fibré
TEOM @ S?M, est bornée dans L.
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3.2. Etude de 'opérateur linéarisé

Pour cela, on considere ¢, section C* & support compact de T30 M ® S?M (“section test”),
et on s’intéresse au produit scalaire (VVu,, ). Le but est d’arriver a monter que

[(VVun, &) < MI[¢]],

ou M est une constante ne dépend ni de £ ni de n.

La restriction de la dérivée covariante & T*M ® S?2M nous donne un opérateur (non borné)
V: LA(T*M®S*M) — L>(T?%M®S?M) ; son adjoint est la restriction de V* & 70 M®S52M,
et les résultats de la section 1.4 s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de 1’adjoint
d’un opérateur, on a 1’égalité ker V* = (Im V)= et donc on a aussi la décomposition orthogonale
suivante :

1l

LA(T®*9M @ S?°M) = kerV* ® ImV
1

= kerV* & ImV

d’apres le théoréme 1.4.7. On peut écrire dans cette décomposition & = k+V ¢, o k € (Im V),
et ¢ est choisie d’apres le corollaire 1.4.8 telle que ||C|| < ¢||V{(]| < ¢||¢]| pour une certaine
constante ¢ ne dépendant pas de £. On a alors :

(VVu,, &) = (VVu,, V¢ + k)
= (VVu,, V().

On voudrait pouvoir faire une intégration par partie, et il faut donc vérifier que tous les
termes impliqués sont L?. On sait déja que ¢, V¢, VVu, le sont, reste a le vérifier pour V*VVu,,.
Pour cela, ainsi que pour la suite de la démonstration, on utilise la relation de commutation
suivante, valable pour toute section v d’un fibré tensoriel T :

V*VVu = VV*Vu+ Vuo Ric — (V*R)u + 25(Vu). (3.3)

La notation Ric désigne le tenseur de Ricci vu comme application linéaire TM — TM, et
la composition est a comprendre au sens ott Vu o Ric(x) = Vpgemu. La notation S désigne
I'opérateur qui a une section ¢ de T*M ® T associe

So(x) = tr4(R(-,2)¢ () = ZR(w)s ().

Et R désigne le tenseur de courbure, section de A2M @ End(T).

Dans le cas ou la métrique est hyperbolique, cette formule se simplifie. Comme R est parallele
(i.,e. VR =0), V*R est nul, on a aussi Vu o Ric = —(n — 1)Vu, et donc

V*VVu =VV*Vu— (n—1)Vu + 25(Vu).
De plus, si u est une section de S?M, on a (toujours dans le cas hyperbolique)
S(Vu) (@, 2) = (1~ )Vu(z, g, 2) + Vuly, 2, 2) + Vulz, v, 2) + (2, 9)V*u(z) + 9(z, 2) Vu(y).
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Finalement, pour tout 2-tenseur symétrique u, on a

V'VVu(z,y,z) = VV'Vu(z,y, 2)+(n—1)Vu(z,y, 2) +2Vu(y, z, 2) +2Vu(z,y, )
+2g(,y)Vu(z) +29(z, 2) Viuly).

Maintenant, comme u,, vérifie Pu, = ¢,,
VV'Vu, =V (2Ru, +6,)
= 2Vu, — 2(dtru,) ® g+ Vo,.

Le tenseur ¢, est C5°, donc V@, appartient & L?, et il est alors clair que V*VVu,, appartient
a L?, sachant que u, € L(1?).

On peut alors intégrer par partie :

(VVu,,§) =

{
{

= (VV'Vu, — (n — 1)Vu, + 25(Vu,), ()
{

Comme V( est L?, V*( = —tr,V( est aussi L? on a méme ||V*¢|| < /n||V(||. D’autre
part ¢,, Vo, et ¢ sont L?, on peut encore intégrer par parties :

(VVun, &) = (=(n = 3)Vu, — 2(dtr un) ® g + 25(Vun), ¢) + (dn, V()

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

[(VVun, )] onl [ [[VCI + 1] = (n = 3)Vun = 2(dtru,) ® g 4 25(Vuy)| | ]|]|
(Vnlléull + cll = (n = 3)Vu, — 2(dtr un) @ g +25(Vun)||) [[VC]]

MjEl

IA N CIA

La derniere majoration est due au fait que les suites ¢,, u, et Vu, sont convergentes, donc
bornées, dans L?, et qu’il en est de méme pour le terme —(n — 3)Vu,, — 2(dtru,) ® g+ 25(Vu,)
qui dépend continiiment de w, et de Vu,. Cette majoration, valable pour toute section test &,
implique directement que la suite (VVu,) est bornée dans L.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée VVu,,, qui converge faiblement
vers une limite [ € L? : c’est-a-dire que quel que soit & € L2(T*DM ® S2M),
i (V) = (1.6).
Mais alors, si & est C* a support compact,
(VVuy, §) = (Vu,, VE),
et

lim (Vu,, V*€) = (Vu, V*E)

n—oo
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car Vu, converge dans L? vers Vu. Par conséquent, on a
(Vu, V*¢) = (1)
pour tout & € CF°, ce qui signifie exactement que
| = Ve Vu = VVu,

et par suite VVu appartient & L2 O

3.3 Constructions de déformations non triviales

On a besoin que les angles coniques soient plus petits que 7. Ici M est une cone-variété
hyperbolique, donc la notation [ (resp. %) désigne la seule extension fermée de cette opérateur,
voir proposition 3.1.6. En particulier, ker 3 désigne 'espace des sections h € L2, telle que
Bh = 0 au sens des distributions. La proposition suivante complete I'étude de l'opérateur
P =V*V —-2R.

Proposition 3.3.1. Soit D(P) ={h € ker 8 | Vh € L? et V*Vh € L?}. Lopérateur

P:D(P)Ckerfs — kerf
h +— V*Vh—2h+2(trh)g

est auto-adjoint et positif, et donc inversible.

Démonstration. Vérifions avant toute autre chose que I'image de P est bien incluse dans ker 3.
On sait que pour toute section lisse v de S%M,

B(E'(u)) = B(V*Vu — 2Ru — 26*fu) = 0.

Donc f(V*Vu — 2Ru) = 2036*Bu, et si fu = 0, on a immédiatement G(V*Vu — 2Ru) =0. On
va montrer que c’est aussi le cas (au moins au sens des distributions) si u appartient & D(P).

Soit & une section test de S2M, C™ a support compact, et u un élément de D(P). Alors
(Pu, €) = (u, (V'V = 2R)(8'€)) = (u,26'55'€) = 0
car u appartient a ker 5. Cela montre que Pu € ker 5 pour tout v € D(P).

Dans le cas oi les angles sont inférieurs & 2%, le fait que P : D(P) C ker f — ker 3 est

inversible découle directement du théorérpe 3.2.4. En effet, si on prend ¢ € ker (3, il existe un
unique u € L*?(S?M) tel que V*Vu — 2Ru = ¢, et la solution u vérifie
286 Bu = B(V*Vu — 2Ru) = B¢ = 0.

La forme Bu est dans Pintersection de L'?(T*M) et du noyau de 266* = V*V + (n—1)Id = L,
elle est donc nulle, ce qui montre I'inversibilité de P.

87



Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

On pourrait d’ailleurs raffiner les résultats de la section précédente pour montrer que cette
démonstration fonctionne encore quand les angles coniques sont juste inférieurs a 7, mais ce
n’est pas la méthode que I'on va utiliser ici.

On aura ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Le domaine de l'opérateur V, restreint a ker 3, est dense dans ker 5 pour la
norme L? : D(V|ker ) = ker 3.

Démonstration du lemme. Ce résultat découle des deux théoremes 3.1.3 et 3.1.1. On utilise la
décomposition L? = ker 8 @ Imd* et le fait que la projection p; sur le premier facteur est
continue. Comme C§° est un sous-espace dense de L?, son image p;(C§°) est dense dans ker 3.

Maintenant soit k € pi(C§°). 1l existe ¢ € C5° et u € D(5*) tels que k = pi(¢) et ¢ =
k + 0*u. On alors B(¢) = B(6*u). Or B(¢) est a support compact, donc dans L% D’apres le
théoréme 3.1.1, VVu est L?, et par conséquent §*u € D(V). Comme ¢ est C® & support
compact, elle est aussi dans D(V), et donc k = ¢ — 0*u € D(V). Par suite p;(C5°) C D(V), et
D(V) Nker 8 = D(V|kerp) est dense dans ker f3. O

Le fait que le domaine de V|5 soit dense permet de considérer son adjoint (Ve g)*. On
note i I'inclusion ker 3 < L?; on a évidemment V|, 5 = V oi. Son adjoint est donc po V*, ol p
est la projection orthogonal de L? sur ker 3. De plus on déduit facilement que 'opérateur Ve 5
est fermé du fait que V et ker 3 sont fermés. Cela implique que (Vker3)* 0 Vkers = POV 0V |ker g
est auto-adjoint.

Maintenant, I'opérateur p o Rlwers : h — p(h — (trh)g) est un endomorphisme borné (i.e.
continue) et auto-adjoint de ker 3, donc po V* 0 V|ier g — 2p 0 Rlker g €8t encore auto-adjoint. Or

pOV*OV|ker,@_2poé|kerﬁ = pO(V*OV’kerﬁ—kaerﬁ)
po P
- p

puisque I'image de P est incluse dans ker 5. On a ainsi montré que P était auto-adjoint.

La positivité découle de la formule de Weitzenbock déja utilisée a de nombreuses reprises :
Vh € S*M, V*Vh=d "6 h+ §VdYh +nh — (trh)g.
Si hest C§°, on a

IVAl[* = (V*Vh,h)
= (dV6Vh+ 6VdVh 4+ nh — (trh)g, h)
= [[6VAI* + [|dVA|[* + nl[p|* — ||tr ] .

Cette égalité est encore vraie si h € D(V); il suffit de considérer une suite h,, de 2-tenseurs
symétriques C§° telle que pour la norme L?, h,, converge vers h et Vh, vers Vh.
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3.3. Constructions de déformations non triviales

Soit h € D(P). Comme h, Vh, et V*Vh sont dans L?, on peut intégrer par partie :

(Ph,h) = (V*Vh—2h+2(trh)g,h)
= [|[VA|[* = 2[[n]* + 2[|tr h[|®
= [[6VAI +[|dVA|[* + (n = 2)[|R]]* + [[tr b,

et donc (Ph,h) > (n — 2)||h|*. O

Corollaire 3.3.3. Soit hy une déformation infinitésimale telle que E'(hg) soit dans L*. Alors
il existe un unique 2-tenseur symétrique h € D(P) tel que la déformation hg + h soit Einstein,

ie. E'(ho+ 1) = 0.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que E'(hg) € ker 8 et de résoudre Ph = —E'(hg) dans
D(P). Et comme h € ker 3, E'(h) = V*Vh — 2Rh(—26*3h) = Ph. O

Ce corollaire n’a d’intérét que si la déformation hy n’est pas L2, Sinon, d’apres le théoréme
de rigidité infinitésimale, h + hy est une déformation triviale, c’est-a-dire que h est (au signe
pres) la composante dans ker 5 de hg. Mais si hg est bien choisi, on peut montrer ainsi le
théoreme suivant :

Théoréme 3.3.4. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques ay, . . . oy
sont strictement inférieurs a m. Soit & = (dy, ... d,) une variation donnée du p-uplet des angles
coniques. Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle que
E'(h) =0 et fh = 0) induisant la variation des angles coniques donnée.

Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut se limiter au cas ou un seul des a; est non
nul, ce qui revient a ne considérer qu'une seule composante connexe ¥;, du lieu singulier.

Soit kg une déformation infinitésimale telle que hg soit égal & sh(r)2df? pres de 3y, et que hg
soit nul en dehors d'un voisinage de cette composante connexe. C’est le modele de déformation
conique modifiant un (seul) angle conique. C’est aussi une déformation hyperbolique (donc
Einstein) pres du lieu singulier : en particulier, E'(hg) est C* a support compact. Par contre
ho n’est pas normalisée, et méme pire que ga puisque Shg ¢ L.

En vue d’applications futures, on va commencer par normaliser localement hg, c’est-a-dire
que I'on cherche une 1-forme 7 telle que B(hg — d*n) soit nul pres du lieu singulier. Si on prend
n de la forme f(r)e”, alors la fonction f vérifie 'équation différentielle (ordinaire)

1
th(r)2

2
~ th(r)

—f"(r) = (L + (n = 2)th(r)) f'(r) + ( +(n = 2)th(r)* +n —1)f(r)

th(r)

Cette équation différentielle est a singularité réguliere (selon la terminologie de [24]) ; elle admet
au voisinage de r = 0 une solution de la forme f(r) = —rln(r) + 73(f1(r) + In(r) f2(r)), out fi
et f sont développables en séries entieres. On définit alors x(r) comme étant un fonction lisse
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

égale & —rIn(r) + r3(fi(r) + In(r) f2(r)) preés de 3y, et nulle en dehors d’un certain voisinage
de Ek

On note maintenant hy = hg — 6*(x(r)e") ; pres du lieu singulier, on a encore E’(h;) = 0, et
en plus Bhy = 0. Au premier ordre, h; = (1 + In(r))(dr? + sh(r)2d6?) + O(r* In(r)), c’est-a-dire
que h; ressemble asymptotiquement a une déformation conforme de la métrique du cone, et hy
appartient & L2. Par contre Vh; n’est pas L?.

On va maintenant normaliser globalement h, c¢’est-a-dire que 'on va résoudre 1’équation
B0*n = PBhy sur tout M et non plus seulement sur un voisinage du lieu singulier. Comme (h,
est C* a support compact et que les angles coniques sont inférieurs a m, d’apres le lemme 3.1.2
I’équation admet une unique solution n dans L**(T*M) (et son comportement au voisinage du
lieu singulier est assez bien compris).

On pose alors hy = h; — 6*n. Cette déformation est dans L?, mais Vhy n’est pas dans L2
(puisque Vd*n € L? et Vhy ¢ L?). On a aussi E'(hy) € C§(S?M) et Shy = 0.

On peut maintenant appliquer le corollaire. On construit ainsi une déformation Einstein
infinitésimale hg, normalisée, et qui ne differe de hy que par un élément de D(P) C LY2. Cette
déformation h, modifie donc les angles coniques de la méme fagon que ho et que hg ; elle induit
donc bien la variation voulue des angles coniques. O]

Il est intéressant de voir comment la déformation construite se comporte pres du lieu sin-
gulier. La déformation Einstein h, est de la forme hy; — 6*n — h, ou h vérifie P(h) = 0 pres
du lieu singulier. On connait le terme h; : il ressemble asymptotiquement a un certain chan-
gement conforme de la métrique du cone. Le terme en §*n n’est pas tres intéressant, c’est une
déformation triviale correspondant a la normalisation. Le comportement du terme h est connu
en partie (voir section 3.2.5) : il est asymptotique a un changement de la métrique du lieu
singulier. Comme on pouvait s’y attendre, la déformation h; ne se contente donc pas de chan-
ger les angles coniques : le fait de rester Einstein impose de modifier aussi la métrique du lieu
singulier.
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Appendice

Démonstration du lemme 2.1.3

Le lemme 2.1.3 découle presque intégralement des majorations données par le lemme ci-
dessous, qu’il suffit d’intégrer entre 0 et a. Pour la définition des fonctions ff etc., voir propo-
sition 2.1.2 et la discussion qui suit.

- ko oko ok 0 ot o ,
Lemme. Les fonctions 7, g, w;i et @; Uemﬁe@t l'es z'nega‘lztes sutvantes pour r compris entre
0 et a, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices j.

Sipjy > 1, alors, pour k =0 ou 1,

< |15 (a)]
— th(a)

(1+p7)%+2n =3+ )\, [ff(a)lch(a)?

|wj (a)]

a6 < 0L ] < T

£ (r)

)] < =1 th(a)rr th(r)P L
T e
g () < 1)
o < BT B ey 200 IO e
et
57001 < ),fjf_’lth(r)m-l, GO < 150 o <>|_'th(%th<r>w,
£ (r) +ig; ' (r)] < t2h|{ )pfy_?_tth(r)lﬂﬂ—&-l
) < Ll s s e (T g -
/2 [
P L
0 < 157
o) < BTN WO s, SOV
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2(1+pjy)* +3n —4+2) |ff (a)|ch(a)?

| (r) +igy ()] < = th(a)pﬂﬂ th(r)P?
2(\)"? |w; ! (a)|ch(a)? P2
p;v+2  th(a)pi? th(r)
Sip; =0, alors, pour k=0 ou 1,
k(a
£ < o), ()] < fota)
/ |f]k<a)’ 1/2 2
/0 < (20— 24 0 R 4 200) 2 (@)leh(r)
k' k Q(Aj)l/z \ff(a)\ch(a)Q 3
0 < O+ 20— B)lut@)] r+ =g — )
! 9}(@) 9}(a)
1 g] a 1/ gj\a
9}(1)] < (), 1a} ()] < (-4 )
Si plyy > 1, alors
0 |w§)(a>| p;,»y o/ n+p;272 +:uj |w ( )| p,771 2
S0 < O, (= 0] < T o)

Sip; =0, alors
=) ()| < |@)(@)], [ (r)] < (n+ )| (a)| 7

Démonstration. On regarde d’abord les fonctions w?. Elles vérifient I'équation Q;(w;) = 0, ou

Q= =1 = (s + (= DB + (b0 + L+ (1= th(r)?);+ = 1),

Les premiers termes du développement de w? sont

/ P4 2n —3 n—2 p,’Y / /
wj(r) ="+ (/Z(pw 1) 4 ﬁ) T L O,
J

On veut montrer que, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j, pour r compris
entre 0 et a, on a 'inégalité

th(r)"”

oy < 2L,
th(a)7”
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Un calcul élémentaire montre que

pj+p7y° = (n = 3)ply — 1

Q,(th(r)") = (n ; . ) th(r).

En particulier, Q;(th(r)??) > 0 (avec inégalité stricte si r est différent de 0) sauf éventuellement
pour un nombre fini d’indice j, que 'on exclura dans la suite.

Pour tout c¢ réel positif, on pose

he(r) = @j(r) — cth(r)Pi.
Cette fonction vérifie 'équation différentielle Q;(h.) = —cQ;(th(r)?i"). Supposons qu'il existe
ro, 0 < 19 < a, tel que h.(rg) > 0 et hl(ro) > 0. Alors pour tout r €]rg, al, on a hl(ro) > 0, et
donc h.(rg) > 0. La preuve est la suivante : supposons par l’absurde que k!, s’annule sur [rg, a],
et notons 7, le minimum de ces points d’annulation. Alors

Py
sh(ry)?

ce qui contredit le fait que hL(r) soit positive pour ro < r < 7.

he(r1) = (th(r)* + + (1= th(r1)*)p +n = Dhe(r1) + ¢Q;(th(r)"7) > 0,

Appliquons cela pour ¢ valant 1 ou w?(a)/th(a)pﬁ. Si ¢ =1, on regarde en 0 : on sait que

/
0 — P M + 2n —3 _n- 2 _ by ply+2 O pliy+4
=) TJ_F(M%7+D 1) ror)
et
, , Py .
th(r)Pi? = rPi7 — _é P2 4 O(,r,p]-’7+4>7
donc

pi+2n—3 n—2 P\ i 2
h = — A I Py
1(r) ( 1+ ) 1 + )T + o(r )

On constate donc qu’au voisinage de 0, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j,
hi(r) > 0 et Ai(r) > 0, avec inégalité stricte si r > 0. Par conséquent hy(r) > 0 pour tout
r < a, ce qui montre que th(r)?” < @ (r) pour tout r < a.

Sic= w?(a)/th(a)p;7 : évidemment h.(a) = 0, et d’apres ce qui précede ¢ > 1, donc h.(r)
est négative (strictement si r # 0) au voisinage de r = 0. Si jamais h. n’est pas constamment
négative sur [0, a], alors il existe un point 1y < a ou h.(ro) > 0 et hl(ro) > 0, ce qui implique
he(a) > 0, contradiction. Donc h.(r) est négative sur [0, al, ce qui montre 'inégalité voulue.

On établit ensuite un encadrement similaire pour la dérivée w?/. On a vu que h)(r) était
positive sur [0, a], d’ot on obtient immédiatement que

Py
ch(r)?

th(r)’ ™ < =¥ (r).
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. . o/ 5 ez L2 s 7 7 .
En particulier, @ (r) > 0. D’autre part, les inégalités précédentes permettent d’établir que

(sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices)

1 1242

0’ _ of 2, Pi7 2 0
=) = gy * (0~ DN () + () + 2o+ (1 th(r)) + = D))
< (th(r)® + L + (1 — th(r)?)p; +n — 1)—w§] i) th(r)Ps”
- sh(r)? Hi th(a)l’h
Si p;q est strictement positif, on majore encore par
0”( )<( + 242 4 ) w?(a) th( )p’-w—2
w; (r n : ) ————th(r)Ps
g =R

et on integre entre 0 et r pour obtenir la majoration

th(r)P7Lch(a)?.

_n+ PP+ 1y w(a)
Py =1 th(a)’”

(En fait ceci n’est valable que si p}y > 1 — qui est le cas qui nous intéresse ici — pour que le
terme de droite soit intégrable en 0. Cependant il est possible d’obtenir une majoration similaire
quand 0 < p’y < 1 par une méthode un peu plus compliquée, voir (A-1)).

Sinon, si p}; = 0, on a w?”(r) < (n+ p;)w)(a), ce qui donne en intégrant

(1) < (n+ ) a) .

Les mémes techniques s’appliquent aux termes en f}%jer + g;-“wjee + wfqu. Les fonctions ff,
gf et wf vérifient le systeme

" 1 n— r ¥ 1 n — r 2 p1272 >\j n — .

1 (g + =200 ) 5 (g 0= D+ Pk 1)
2ipyy  2hOM)Y

sh(r)th(r)” ch(r) J

1 1 22 \; 2ip;
—gj”—( +(n—2)th(r)>gj'—|—( SR A —i—n—l)gj ﬁszo

th(r) th(r)2 ' sh(r)2 ' ch(r)? ~ sh(r)th(r)
"n_ 1 n— ) W r)2 p?/yZ Aj+n—3 n— Wi
—wj (th(r) + (n — 2)th( )) i +(th( )+ 0207 + h(r)? + 1) i
2th(r)(W)'?
ch(r) ;=0

Sijé¢J (ie. Aj =0), le systeme se ramene a deux équations sur f; et g; (la fonction w
n’étant pas définie), mais cela ne modifie pas les estimations suivantes. Il faut juste laisser de
coté les solutions en rPi7. Le cas p; = 0 est plus particulier puisque les équations pour f; et g;
deviennent indépendantes ; on traitera ce cas a la fin.
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Introduisons les deux fonctions auxiliaires h; = f; +ig; et k; = f; — ig;. Les fonctions f;,
hj, k; et w; vérifient les équations

- (ﬁ +(n— 2)th(r)> fi+ ((thb) - %)2 + (n —2)th(r)* + Ch?j;)g +n— 1) fi

2piy ,  2th(r)(A)'
J

Sh(r)th(r) () @i =0
o 1 n— r ' 1 ij 2 /\j " — '
" (th(r) (n = 2)th( )) it <(th(r) Ty Tt 1) £
= 2)th(r)y — 2 C =0
M 1 n— r / 1 B Pi7 N2 )‘j n— ]
(i + 0= 200 ) 1+ (G~ ™+ a7 1) ¢
+(n—2)th(r)*f; — 2th((2((:)) / w; =0
" 1 / 9 pjz'72 )\j +n—-3
—wi— (th(r) + (n— 2)th(r)) w;+ (th(r) + 02 + h(r)? +n— 1) wj
20,
ch(r) T

CQmmengons par la solution f}, gj, wj. On pose aussi h = f} +ig} et kj = f} —igj. Les
premiers termes du développement sont
)\3—1-2(71—2) _ n—3 _pj’y~|—1
A(p;y + 2) 1 12

= (L )+009)),

)\j+2(n—2)_n—3_pj’y+1
4(pjy +2) 4 12

>+m&)

a3(r) =10 (=i i

w;(r) _ Pt (_4(2;—&22)7“3 + O(r‘r’)) ;

hjl(r) = pPivtHl (2 + 0(7"2)) ,

n—2

kL — pPivtl <—
() =r 12(p;y +2)

r4-+-()(r6)> :

Les fonctions fjl, hjl- et —wjl» sont donc positives et (strictement) croissantes pres de r = 0.

On va montrer par I’absurde que c’est le cas sur tout [0, al.

Supposons donc qu’au moins une des fonctions fjl, h} et —w} admettent des maximums

locaux sur ]0,a]. Notons 7 le plus petit réel de |0, a[ en lequel une des trois fonctions fjl, hjl-

et —wjl admettent un maximum local. Comme ces trois fonctions sont positives et strictement
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croissantes pres de r = 0, elles sont strictement positives en ry. Supposons que ce soit fj1 qui
admet un maximum local en ry (le cas des autres fonctions est similaire). Alors fjll(ro) =0et

709 = (lay s+ =208 + 5 0
_ 2h(rg) (1)

2p;y
i 00~ T iy (o)

sh(rg)th(rg)
> 0

ce qui contredit la possibilité d’un maximum local en 7.

La méme technique permet de montrer de z'gj1 et kzjl sont aussi positives et croissantes sur
[0,a]. On en déduit immédiatement que |g;| < f} et que | g]l/| < fjll.
1( ) . f]l (a)

Posons maintenant d;(r) = f}(r mth(r)pﬂ. Cette fonction vérifie I’équation

—dl— (thl(r) +(n — 2)th(r)) di'+ (th(1r>2 +(n —2)th(r)* + S]})ljZ)Q + ch%? +n— 1) d}

2ipyy  , 2h(n)(\)Y? | fl(a)
(

w: +

Sth) Y T ) e @ =0

ou

(P (= 3y + A 1
Qo) = ( ch(r)? G

La quantité Q(r) est positive sur [0,a] sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices j.
La méme technique que précédemment permet alors de montrer que si il existe ry pour lequel
d}(re) = 0 et d}'(rg) > 0, alors d}(r) > 0 et d}'(r) < 0 pour tout r €]rg, a]. Comme d}(a) est
nulle et que djl est négative et décroissante au voisinage de 0, on en déduit djl- ne change pas de
signe sur [0, a], et donc que

S+ (n—2)th(r)® +n — 1) th(r)Pi7.

f;(a)
Hr) < =2 P57,
f] (r) < th(a)Pﬂth(T) j
1
Le méme genre d’argument montre que |w;(r)| < %th(r)pﬂ sauf éventuellement pour

un nombre fini d’indices.

On déduit de ces majorations une majoration de fjll(r). En effet, comme fjll(r) >0,ona

, PO 2
fjl//(r) < (( 1 n b )2+ (n—2)th(7”)2—|— Aj tn— 1) fjl _ 2th( )()\]) w;

th(r) = sh(r) ch(r)? ch(r)
1 RERERY n— r)2 Aj n— f}(a) 7P
= ((th(r) Tangy) T D)+ g+ 1) th(ay 27)

2th(r)(A)!/? |wj(a)l
ch(r)  th(a)P

th(r)Ps

fjl(a) piy—2 12 |w]1-(a)| Pyl
th(ay )T 20 S ()P

2
< ((1 +pj7)° +2n—3+ )‘j) th(a)ri
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En intégrant entre 0 et r on obtient

2(\)Y? |wj(a)|ch(a)?

1/ iv—1 y+2
: < th(r)P7 th(r)PirT=,
i) = Py —1 th(a)piv (r) N p;v+2  th(a)p ()
De la méme maniere on démontre que
2,2 _ P! 2 1/2 £1 2
Wy < PR 24 |wj(@)eh(@)® - 2(\,)V/2 f}(a)ch(a) th(r)P2,
i\ = piy — 1 th(a)ri p;iy+2  th(a)p?

On procede de la méme maniere pour les autres solutions du systeme. Si \; # 0, les premiers
termes du développement de f]o , g? et w? sont

06N _ oy [ ()‘j)l/2<3+4pj7) 3 5
fitr)=r ( ST [ )

Ty )1/2
0 __ DiY ijfy()\.])l 3 5)
gi(r)=rbi r°+0(r°) |,
i) (8(pﬂ+2)(pﬂ+1) )
Aj+3n—=2) n-2 py
4(p;y + 1) 112

WO(r) = P07 (1 + 77 )+ 0(7”4)) :

On a alors
(\)'?
2(pjy +2)
(A)'?
Alpyy +1)

Br) = £O(r) + igd(r) = 1P (_ 4 0(7"5)) ,

10) = £20) = i) = (- o).

Et pour la solution fj_l, gj_l, wj_l, on a

g (r) =m0 (z (2 Z(Qp(jfy)_ ) _n . o e Sl O(r“)) :
N1/
wj’l(r) — Pl <_—2(§9);Y):‘21)T3 + O(r5)) .
On a alors
W) = £ +ig () = o (_4(;712 i O(r6)> ,

Et(r) = f]._l(r) - z'gj_l(r) — P71 (2 + O(’I“Q)) )

J

Les mémes techniques que précédemment permettent alors de montrer les inégalités voulues, y
compris celles sur hj_l.
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Traitons enfin le cas ou p; = 0. Le systéme se scinde en deux :

- (thtr) +(n— 2)th(r)) fi+ <th(1r)2 + (n—2)th(r)* + Ch)<\7j;)2 +n— 1> fi

(L ) a2 Ntn=3 w'_2th('r)()\-)1/2.
; (th(r)+( 2)th( )) ]—|—<th()+—ch<r)2 + 1) j— — 2 f

d’une part, et

o= (i + 09000 o+ (G0 + g+ 1) =

d’autre part.

Les techniques précédentes s’appliquent encore pour donner les majorations suivantes, pour
k=0oul:

e < 2

wi(r)| < |wj(a)l
) 20,)2 |f(0)leh(a)’

3 th(a) th(r)”

IN

(Aj+2n — 3)|wf(a)],r +

La majoration de ff’ est par contre un peu plus compliquée. En effet, I'inégalité

" . r \1/2
fi < (th(%y +(n —2)th(r)* + Ch?;)Q +n— 1> fr— —ch(cﬁ((:f) wh

n’est plus suffisante, le terme de droite n’étant pas intégrable en 0. On utilise alors le fait que
pour toute fonction f,

1+ (ﬁ +(n— Q)th(r)) f= W (sh(r)ch(r)”_Qf’)

!/

On en déduit que

<sh(r)ch(r)”‘2ff')/ = (ﬁ + (n — 2)th(r)? + A +n— 1) sh(r)ch(r)"_2ff

ch(r)?
_ 2th(r)(A)"
ch(r)

sh(r)ch(r)" 2wk

J
’ff(a” n—1 1/2) k 2 n—4
< 2n—-2+ /\j)mch(r) + 2(A;)/*|wj (a)[sh(r)“ch(r)
Et en intégrant entre 0 et r on trouve la majoration voulue
|1 (a)]
th(a)

()] < @2n =2+ ) +2(A)"2|wj (@) [th(r)*. (A-1)

On obtient de la méme facon les majorations voulues pour gjl». O]
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On rappelle I'énoncé du lemme 2.1.3 :

Lemme. Les fonctions f’“, gj, Wk, @V vérifient les propriétés suivantes, sauf éventuellement

i
pour un nombre fini d mdzces 7.

1l existe un polynome P a deuz variables tel que

155950, 1P < POy.py) (17 (@) + i (a)]) -

La majoration est encore valable si on remplace ffwj dans le terme de gauche par w]’-“cbj,
wé-“/gzﬁj, g;“gbj (sipj #0). C’est encore le cas pour gjl-wj (sipj =0), w?gpj et w?/goj en remplacant
le terme de droite par respectivement P(\;,p;)|g;(a)|* et P(X;, p)|w?(a)]?

La majoration est encore valable (avec le cas échéant les modifications appropriées du terme
de droite) en remplagant fflﬁj dans le terme de gauche :

par (7 /6h(r))e;, (gf /th(r))iy, F1'; ou gk, sauf sik = =1 et0 < pyy < 1; par (wf /th(r))e;
u (@) /th(r))g;, sauf sip; =0, resp. p; =0;
)

par (wj’?//th(r )5, wk”gf)], (w Q//th(r))gpj ou w?”gpj, sauf si 0 < p;jv <1;

par (ff/th(r)*)ey, (gF/th(r)*)s, (fF /h(r)); ou (gf /th(r))i;, sauf sipyy < 1, ou sipyy <2
et k=—1;

par (W /th(r)?)¢; ou (@) /th(r)®)g;, sauf sip;y < 1;

par (fj’.“//th('r) — ff/th(r)Q)wj, (g;?//th('r’) — gf/th(r)Q)Q/Jj, ff”z/Jj ou gj’?”wj, sauf si 0 < pjy <1,
oust0<py<2eth=-1;

enfin, par (p?’ﬂqf/sh(r)2 — ipﬂff,/sh(r) — pj’yff/sh(r)th(r)) %, sauf si 0 < pyy < 1.
Démonstration. Les seules majorations qui ne découlent pas immédiatement du lemme précé-
dent sont celles des deux dernieres lignes.

Commengons par le terme (ff//th(r) — f7/th(r)?)1;. Le seul cas ol la majoration n’est pas
immédiate est quand p; = 0. Posons alors

4= f} - th(r)”’
On a
’ 2 o 1/ L ! 1
q; + m%’ i h(r) 5= h(r)? + 1)ff
/
= —(n—2)th(r)f¥ + (ch()\r)Q + (n — 2)th(r)? +n — 2) fr— %wﬁﬁ
soit
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2th(r) (M)
—_———w’ .
ch(r) J
Avec les majorations du lemme précédent, on trouve de suite le résultat voulu en intégrant
entre 0 et r puis en prenant la norme entre 0 et a. Le termes en ff”@/)j suit directement de
I’égalité
2.2
;7Y A k
+ +n—1]Ff;
th(r)? ~ ch(r)? ) J;
2ip;y g ch(r)()\)lﬂw"f
sh(r)th(r)™’ ch(r) J

Les termes en (gj’.“l/th(r) — g5 /th(r)*)i; et gf//wj se traitent identiquement.
Enfin, la majoration pour le terme en (p3y°g} /sh(r)* — ipjyff//sh(r) — pyv S /sh(r)th(r))ys
est immédiate sauf quand £ = —1 et p;7 < 2. Dans ce cas, on pose

w=qgV g;l _lej’ijil
9 Tn@) T sh(r)

On réintroduit la fonction auxiliaire hj_l = fj_1 + igj_l. Alors

T o R T

W = g, th(?“) Sh(T) Sh(T) 7
et
_1n 1 D5y -1/ 1 P n
o -1 _ 4 -1 1-— ! !
o= g (thm sh(r)) 9T ( th(r)? sh(r)th<r>) g
B z’pﬂh;l, ipjyh; !
sh(r) sh(r)th(r)
2.2
DY —1/ Py A bi7 !
( (n ) (T) Sh(?“)) 9; + (TL + sh(r)Z + Ch(T)2 + Sh(?“)th(?“)) 9
gy et e
sh(r)th(r)’”? ~ sh(r) " sh(r)th(r)
. p3y? A 28
_ _ B 2 th _ ' ‘_1/ J . J A_l
(~tn-2ih) - 22 g (s 2Ly 2 - B,
B ipj'yhj_l/ _ Z'ijhj_l
sh(r) sh(r)th(r)
On a alors
. —1/ . Fn2 A2
;L DY Y A\ iy i P ) gt
P~ (= 2)th(r)g o - "
U am” (n—2)th(r)g;~ + (n " ch(r)z) % sh(r) (Sh(r)th(r) i Sh(T)2> !
soit

A )1_"pﬂhj‘1'
ch()2’% T Tsh(r)

(wth(g)pﬂ)’ - th(g)m (—(n — 2)th(r)g; " + (n +
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sh(r)th(r) = sh(r)?2” "’
En intégrant entre 0 et r, et a ’aide des majorations du lemme précédent, on trouve
[w(r)] < QA p;) (If; (@)l + lwy ) th(r)P?
puis en introduisant cette majoration dans 1’égalité

. —1/ . .9 9
. PiY —1/ A -1 Zpﬂth p;7y i -1
BiT = —(n—2)th(r) g EERAT, I _ h
e e <”+ ch(r)Q) 9 sh(r) <sh(r)th(r) + sh(r)2) i

on trouve
/()] < Q) (17 (@] + o) thry

ou ) et @' sont deux polynomes a deux variables. En prenant la norme entre 0 et a dans la
derniere inégalité on obtient finalement la majoration voulue. O
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