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Grégoire MONTCOUQUIOL
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Soutenue le mardi 6 décembre 2005 devant le jury composé de :
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Introduction

L’étude des variétés Einstein, un domaine de recherche actif depuis plusieurs dizaines d’an-
nées, est récemment revenue au coeur de l’actualité mathématique, grâce notamment aux tra-
vaux de G. Perelman [20] sur la conjecture de géométrisation de Thurston via le flot de Ricci. Les
exemples de variétés admettant des métriques Einstein sont plus en plus nombreux, mais restent
souvent cantonnés à des familles bien particulières. Ainsi, on connâıt de nombreux exemples
de variétés Einstein à courbure négative, mais très peu sont non homogènes. Le problème de
trouver de telles variétés est rendu plus difficile par le fait qu’elles sont rigides dans le cas
compact : on ne peut pas les déformer pour obtenir d’autres variétés Einstein. Ces résultats
de rigidité sont connus depuis longtemps pour les variétés hyperboliques et pour les espaces
symétriques en général [18]. Mais la situation n’est plus la même dès que l’on quitte les variétés
fermées : la rigidité est alors en général subordonnée à d’autres paramètres, comme par exemple
la structure conforme du bord à l’infini pour les variétés hyperboliques.

Dans leur célèbre article [13], Hodgson et Kerckhoff montrent que contrairement au cas
compact, il est possible de déformer des variétés hyperboliques à singularités coniques. Plus
précisément, pour une large classe de cônes-variétés hyperboliques de dimension 3, l’espace
des structures coniques hyperboliques au voisinage d’une cône-variété donnée est paramétré
par les angles coniques. Si l’on se donne une petite variation des angles, il existe donc une
unique structure de cônes-variétés hyperboliques proche de la structure de départ et réalisant
la variation donnée des angles coniques. Leur résultat principal est le théorème de rigidité
infinitésimale suivant : si M est une cône-variété hyperbolique de dimension 3 de volume fini,
dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques sont inférieurs à 2π,
alors il est impossible de la déformer sans modifier ses angles. Cet article, complété par des
travaux plus récents (voir notamment [14], [16] et [26]), a été le point de départ de nombreux
développements dans l’étude de la géométrie des variétés hyperboliques de dimension 3, tels
que la géométrisation des petites orbifolds ou l’étude des groupes kleiniens ([5], [7]).

Le principe de la démonstration du théorème de rigidité infinitésimale de Hodgson et Kerck-
hoff est de réussir à appliquer la méthode de Calabi-Weil (cf [8], [12], [25]) aux cônes-variétés :
on montre que la représentation d’holonomie n’admet pas de déformations non triviales de la
forme voulue. Cela nécessite d’établir des formules d’intégration par parties ainsi qu’un résultat
du type théorème de Hodge. Ce genre de difficultés est inhérent à l’étude des cônes-variétés ;
nous verrons dans cette thèse comment les aborder.

Dans le cas des variétés fermées, Koiso [15] a donné un analogue de la méthode de Calabi-
Weil, qui n’utilise plus la représentation d’holonomie mais étudie directement les déformations
de la métrique (cf aussi [2], §12.H). Cette deuxième méthode présente l’avantage de s’appliquer,
en dimension supérieure, à une classe de variétés plus vaste, et en particulier aux variétés
Einstein (vérifiant de bonnes conditions de courbure).

Il est intéressant de regarder si ces techniques s’appliquent aux variétés à singularités co-
niques, et permettent d’obtenir une généralisation du théorème de Hodgson et Kerckhoff. Il
devrait être alors possible de construire, à partir d’une variété hyperbolique à cusps (que l’on
peut considérer comme une cône-variété d’angles coniques nuls), des cônes-variétés Einstein
proches, dont les angles coniques (suffisamment petits) sont donnés. On peut choisir ces angles
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Introduction

de la forme 2π/n ; en prenant ensuite un revêtement approprié, on obtient une variété compacte
non singulière, dont la métrique a priori non homogène est Einstein, à courbure sectionnelle
négative. Comme il a été mentionné, on connâıt actuellement très peu d’exemples de telles
variétés riemanniennes ; la construction ci-dessus en donnerait toute une famille.

Le but de cette thèse est d’utiliser ces techniques pour montrer qu’infinitésimalement, la
situation en dimension supérieure à 3 est la même qu’en dimension 3. Dans un premier temps,
une adaptation de la méthode de Koiso permet de démontrer que, sous des hypothèses voisines
de celles du théorème de Hodgson et Kerckhoff, on ne peut pas déformer une cône-variété
hyperbolique en des cônes-variétés Einstein sans en modifier les angles coniques. En particulier,
on redémontre dans le cas de la dimension trois le théorème de rigidité infinitésimale ci-dessus.
Dans un deuxième temps, une étude plus poussée de l’équation d’Einstein linéarisée permet
de construire, pour toute variation donnée des angles, une déformation Einstein infinitésimale
réalisant au premier ordre la variation voulue des angles coniques.

Présentation des résultats et plan de la thèse

Dans le premier chapitre, on met en place le cadre et les différents outils utilisés dans la
suite de cette thèse. On commence par donner dans la section 1.1 la définition précise des
cônes-variétés envisagées, et on remarque alors que les déformations infinitésimales d’une telle
structure peuvent toujours se mettre sous une forme standard (i.e. appartenant à une certaine
famille de déformations) au voisinage du lieu singulier. En particulier, une déformation ne
modifiant pas les angles a la propriété d’être L2, à dérivée covariante L2 ; c’est entre autres pour
cette raison que l’on sera amené ensuite à travailler principalement dans le cadre L2. Notons
que contrairement au cas hyperbolique, les déformation standards forment ici une famille de
dimension infinie.

La section suivante rappelle la définition des métriques et déformations infinitésimales Ein-
stein et expose le problème des déformations triviales. Afin de s’acquitter de ce dernier, on
cherche à imposer la condition de jauge de Bianchi, ce qui revient à pouvoir résoudre une
équation de normalisation. On trouve ensuite dans la section 1.3 quelques résultats de la théorie
des opérateurs non bornés d’un espace de Hilbert qui nous seront utiles pour résoudre cette
équation.

La fin des préliminaires est consacré aux problèmes d’intégrations par parties, et en parti-
culier à la démonstration du théorème suivant :

Théorème (1.4.3). Soient u ∈ C∞(T (r,s)M), v ∈ C∞(T (r+1,s)M) tels que u, ∇u, v, ∇∗v soient
dans L2. Alors 〈u,∇∗v〉 = 〈∇u, v〉.

Les résultats de cette section 1.4 seront d’usage constant dans la suite de la thèse. Ici encore,
on verra qu’il est naturel de travailler avec des objets appartenant à des espaces L2. En plus
des théorèmes d’intégrations par partie, on donne leur interprétation en termes d’opérateurs
non bornés ainsi que d’autres résultats utilisant les mêmes techniques.

Le but du deuxième chapitre est d’arriver à démontrer le résultat suivant :
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Théorème (2.2.1). Soit M une cône-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme
une sous-variété fermée de codimension 2, et dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs à 2π. Alors toute déformation Einstein infinitésimale ne modifiant pas les angles
coniques est triviale.

Les restrictions imposées à la géométrie des cônes-variétés sont essentiellement les mêmes que
dans l’article de Hodgson et Kerckhoff [13] (on aurait pu remplacer l’hypothèse “M compacte”
par l’hypothèse “M de volume fini”, mais les choses sont quand même plus simples dans le
cas compact). La condition sur la géométrie du lieu singulier est plus cruciale : c’est elle qui
permet d’avoir un bon modèle local et qui permet ainsi de faire les calculs. De manière générale,
le lieu singulier d’une cône-variété peut être beaucoup plus compliqué. Enfin, la condition sur
les angles coniques est une hypothèse technique qui parâıt de prime abord assez mystérieuse.
En fait, on verra dans la section 2.1.4 que les angles coniques régissent en partie la croissance
au voisinage du lieu singulier des solutions d’un laplacien ; plus les angles sont petits, plus on
contrôle ces solutions.

L’outil principal dans la démonstration de la rigidité infinitésimale est connu sous le nom
de technique de Bochner. En partant d’une équation du type Pu = 0 où P est un opérateur
différentiel du deuxième ordre de type Laplacien, on exprime P comme somme d’un opérateur
auto-adjoint positif Q∗Q de degré 2 et d’un opérateur R de degré 0 faisant intervenir la courbure.
Une telle décomposition

P = Q∗Q + R

s’appelle une formule de Weitzenböck ; on en rencontrera à de nombreuses reprises dans cette
thèse. Ensuite, si elle est valide, une intégration par parties donne

0 = 〈Pu, u〉 = ||Qu||2 + 〈Ru, u〉.
Si l’opérateur R est tel que 〈Ru, u〉 ≥ c||u||2 avec c > 0, on trouve alors u = 0. Le lecteur
intéressé par le sujet pourra se référer à [2], §1.I.

La première partie du deuxième chapitre consiste en une étude détaillée de l’équation de
normalisation et de l’opérateur correspondant

L = ∇∗∇ + (n − 1)Id = ∆ + 2(n − 1)Id

agissant sur les 1-formes. Le but est de trouver des bons domaines sur lesquels L est auto-
adjoint et donc inversible. Pour ce faire, et après avoir préalablement exhibé une décomposition
adaptée en séries de Fourier généralisées (§2.1.3), on étudiera le comportement des solutions
de l’équation homogène au voisinage de la singularité. On montrera que ce comportement est
étroitement lié aux angles coniques ; par exemple, la norme ponctuelle d’une solution donnée
au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier d’angle conique α est en rk avec k ∈
{±1 ± 2pπα−1,±2pπα−1/p ∈ Z}. Les restrictions imposées sur les angles coniques permettent
de contrôler suffisamment les solutions de l’équation homogène, et finalement les solutions de
l’équation de normalisation tout court. On aboutit ainsi au théorème suivant :

Théorème (2.1.6). Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à 2π. Soit φ une forme lisse appartenant à L2(T ∗M). Alors il existe une
unique forme η ∈ C∞(T ∗M) solution de l’équation Lη = φ telle que η, ∇η, dδη, et ∇dη soient
dans L2.
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Une fois ce résultat établi, il est relativement facile de faire fonctionner la méthode de Koiso
pour démontrer le théorème 2.2.1 ; c’est l’objet de la section 2.2. Partant d’une déformation
infinitésimale Einstein h0 préservant les angles (donc à dérivée covariante L2) d’une cône-variété
hyperbolique, dont tous les angles coniques sont inférieurs à 2π, la démonstration de sa trivialité
se fait en deux temps. On a d’abord besoin de se débarrasser des déformations triviales, on utilise
donc le résultat mentionné ci-dessus pour résoudre l’équation de normalisation. On applique
ensuite une technique de Bochner à la déformation normalisée h = h0 − δ∗η. En utilisant la
formule de Weitzenböck idoine et le premier résultat d’intégration par parties, on obtient

δ∇d∇h + (n − 2)h = 0.

Une deuxième intégration par parties, un peu plus compliquée, permet de conclure que h0 = δ∗η,
et donc que l’on a bien rigidité infinitésimale relativement aux angles coniques au sein des cônes-
variétés Einstein.

Le troisième chapitre de la thèse est principalement consacré à la démonstration du résultat
suivant :

Théorème (3.3.4). Soit M une cône-variété hyperbolique dont les angles coniques α1, . . . αp

sont tous strictement inférieurs à π. Soit α̇ = (α̇1, . . . α̇p) une variation donnée du p-uplet des
angles coniques. Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle
que E ′(h) = 0 et βh = 0) induisant la variation des angles coniques donnée.

La restriction sur les angles provient encore une fois de l’équation de normalisation. En effet,
on utilisera le résultat suivant, version plus précise du théorème 2.1.6 :

Théorème (3.1.1). Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à π. Soit φ une section de L2(T ∗M). Alors l’opérateur

L = ∇∗∇ + (n − 1)Id : L2,2(T ∗M) → L2(T ∗M)

est un isomorphisme.

Ici aussi, la morale est que pour avoir plus de contrôle sur les solutions de l’équation il
est nécessaire de restreindre les angles coniques. Dans la suite de la section 3.1, on montre
une version au contraire plus générale de ces résultats de normalisation, s’appliquant à toute
déformation L2.

La construction des déformations Einstein infinitésimales nécessite aussi d’étudier en détail
l’opérateur ∇∗∇− 2R̊, qui correspond à l’opérateur d’Einstein linéarisé pour des déformations
normalisées. C’est l’objet de la section 3.2, qui est en plusieurs aspects analogue à la section
2.1. On y démontre le résultat suivant, première étape d’un théorème d’inversion locale :

Théorème (3.2.4). Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
inférieurs à 2π

3
. Alors l’opérateur

P = ∇∗∇− 2R̊ : L2,2(S2M) → L2(S2M)

est un isomorphisme.
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On peut alors passer à la démonstration du théorème 3.3.4, dans la dernière partie du
troisième chapitre. La méthode de construction est la suivante : on part d’une déformation
infinitésimale h0, Einstein au voisinage du lieu singulier, et induisant la variation voulue des
angles. On cherche alors à lui rajouter une déformation L1,2 (donc ne modifiant pas les angles)
de telle sorte que la somme vérifie l’équation d’Einstein linéarisée. Cela revient à résoudre une
équation de la forme

(∇∗∇− 2R̊)h = φ,

où φ = E ′(h0) est un 2-tenseur vérifiant la condition de jauge de Bianchi, et à s’assurer que
la solution trouvée vérifie aussi cette condition. La déformation h − h0 est alors Einstein et
a les propriétés voulues, et les résultats de la section 3.2.6 permettent de bien comprendre le
comportement au voisinage du lieu singulier de la déformation Einstein ainsi construites.

Enfin, l’appendice regroupe quelques lemmes techniques, dont on a jugé préférable de mettre
la démonstration dans une section à part du reste du texte.
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1 Préliminaires 13
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les cônes-variétés et leurs déformations

Nous allons maintenant préciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cône-
variété, plus générale que celle d’orbifold, a été introduite par Thurston [22] pour l’étude des
déformations des variétés hyperboliques à cusps en dimension 3. Le cas le plus fréquemment
rencontré est celui des cônes-variétés à courbure constante. Celles-ci sont relativement simples
à définir, soit géométriquement comme un recollement de simplexes géodésiques, soit en expli-
citant la métrique en coordonnées ; c’est cette dernière approche qui sera utilisée ici. Le lecteur
intéressé pourra se reporter à [23] pour une définition par récurrence des cônes-variétés modelées
sur une géométrie.

La géométrie du lieu singulier d’une cône-variété arbitraire peut être très compliquée. Dans
le cadre de notre étude nous nous limiterons au cas où il forme une sous-variété de codimension
deux, ce qui permet de parler d’angle conique le long de chaque composante connexe du lieu
singulier et d’avoir des bons modèles locaux pour mener à bien les calculs.

Enfin, comme notre but est de s’intéresser à des variétés Einstein, on s’autorise une classe
assez large de métriques à singularités : on demande juste que la métrique conique ressemble
asymptotiquement au produit de la métrique du lieu singulier avec la métrique d’un cône (de
dimension deux).

Soit M une variété compacte de dimension n ≥ 3, et Σ =
∐p

i=1 Σi une sous-variété fermée
plongée de codimension 2, dont les Σi sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte
on emploiera souvent la notation M pour désigner improprement M \ Σ.

Définition 1.1.1. Soient α1, . . . , αp des réels positifs. La variété M est munie d’une structure
de cône-variété, de lieu singulier Σ =

∐p
i=1 Σi et d’angles coniques les αi, si :

– M \ Σ est munie d’une métrique riemannienne g, non complète ;
– pour tout i, Σi est munie d’une métrique riemannienne gi ;
– pour tout i, tout point x de Σi a un voisinage V dans M difféomorphe à D2 × U , avec

U = V ∩Σi un voisinage de x dans Σi, dans lequel g s’exprime en coordonnées cylindriques
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locales sous la forme

g = dr2 + (
αi

2π
)2r2dθ2 + gi + q,

où q est un 2-tenseur symétrique vérifiant g(q, q) = o(r2) et g(∇q,∇q) = o(1).

Dans la suite on exprimera souvent la métrique g sous la forme légèrement différente

g = dr2 + r2dθ2 + gi + q,

où la coordonnée d’angle θ est définie non plus modulo 2π mais modulo l’angle conique αi.

Une cône-variété hyperbolique est alors une cône-variété telle que les métriques g et gi sont
hyperboliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la définition,

q = (
αi

2π
)2(sh(r)2 − r2)dθ2 + (ch(r)2 − 1)gi.

Pour démontrer un certain nombre de résultats, nous aurons besoin d’un contrôle sur les
angles coniques ; par exemple, la preuve de la rigidité infinitésimale à partir de la fin de la
section 2.1 nécessite que tous les angles soient inférieurs à 2π. Ces conditions seront explicitées
quand elles apparâıtront.

Le caractère singulier des cônes-variétés pose problème pour adapter certaines méthodes
d’analyse, comme une technique de Bochner. Il faut toujours vérifier si les choses marchent de
la même manière que dans le cas compact.

La première difficulté va venir des intégrations par parties. Premièrement, pour garantir
que les expressions manipulées ont un sens, nous serons obligés de travailler avec des objets
L2. Deuxièmement, il va falloir démontrer qu’on peut effectivement appliquer des formules de
type Stokes : ce sera l’objet de la partie 1.4. Au final nous serons en mesure d’effectuer des
intégrations par parties pour les opérateurs d et δ, et ∇ et ∇∗. Mais un tel résultat n’existe
pas (à notre connaissance) pour les opérateurs d∇ et δ∇ ; nous devrons donc contourner cette
difficulté quand nous en aurons besoin (section 2.2).

La plus grande difficulté va venir de l’équation correspondant à l’opérateur d’Einstein
linéarisé et de l’équation de normalisation, étudiées dans les sections 2.1 et 3.2. Bien qu’en
présence de sympathiques opérateurs elliptiques de la forme ∇∗∇ plus un terme borné d’ordre
0, on ne peut pas appliquer la théorie classique sur une cône-variété, dont la métrique est sin-
gulière. Les équations admettront encore des solutions, mais celles-ci ne seront plus uniques, et
on aura quoi qu’il arrive une perte de régularité. Cependant, en imposant que les angles coniques
soient assez petits, nous arriverons à avoir suffisamment de contrôle sur les solutions et la norme
de certaines combinaisons linéaires de leurs dérivées pour faire fonctionner les démonstrations.

Soit (M, g) une cône-variété au sens ci-dessus, de lieu singulier Σ. Soit maintenant gt une
famille de métriques singulières, dérivable, telle que g0 = g et que pour tout t, (M, gt) soit une
cône-variété de lieu singulier Σ.

Si x est un point de Σ, pour tout t il existe par définition un voisinage de x dans M dans
lequel on a l’expression ci-dessus pour la métrique en coordonnées cylindriques. Quitte à les
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1.2. Les métriques Einstein, leurs déformations et l’équation de normalisation

restreindre, ces voisinages sont tous difféomorphes, et on peut donc faire agir une famille φt de
difféomorphismes de telles façons que les coordonnées cylindriques locales pour l’expression de
φ∗

t gt soient les mêmes pour tout t.

Dit d’une autre manière, il existe un voisinage V de x dans M , difféomorphe à D2 × U
où U = V ∩ Σ est un voisinage de x dans Σ, dans lequel on peut trouver des coordonnées
cylindriques telles que pour tout t, on ait :

φ∗
t gt = dr2 + (

αt

2π
)2r2dθ2 + ht + qt.

Dans cette expression, ht désigne une métrique sur U et qt est un 2-tenseur symétrique qui
vérifie les conditions de la définition 1.1.1.

Finalement, quitte à modifier la famille gt par des difféomorphismes, ce qui revient à modifier
la déformation infinitésimale par une déformation géométriquement triviale, on peut montrer
que h = dgt

dt
|t=0 est au voisinage du lieu singulier combinaison linéaire des quatre types de

déformations suivants, modifiant :

- l’angle,

- la métrique du lieu singulier,

- le reste,

- et enfin, la façon de “recoller” la variable d’angle quand on passe d’un système de coor-
données à un autre.

Au voisinage du lieu singulier, une déformation h modifiant le reste vérifie |h| = o(r) et |∇h| =
o(1). Les autres déformations sont de la forme (à une déformation modifiant le reste près)
λr2dθ2 pour celle modifiant l’angle, hΣ, extension d’un 2-tenseur symétrique défini sur Σ pour
celle modifiant la métrique du lieu singulier, et r2dθ.ω, où ω est l’extension d’une 1-forme définie
sur Σ, pour celle modifiant la variable d’angle.

Il est important de noter que les toutes ces déformations infinitésimales sont L2. Par contre
seules les trois dernières ont leur dérivée covariante dans L2. En effet, on peut constater que
sur les expressions donnée ci-dessus, |∇h| est en o(1), |∇hΣ| et |∇r2dθ.ω| sont en O(1), alors
que |∇r2dθ2| est en r−1, et n’est donc pas L2. Ainsi, c’est au niveau du caractère L2 ou non
de la dérivée covariante de la déformation que l’on voit si celle-ci préserve ou non les angles
coniques.

1.2 Les métriques Einstein, leurs déformations et l’équa-

tion de normalisation

Par définition, une métrique Einstein est une métrique riemannienne g vérifiant l’équation

ric(g) = cg,

où le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et où c est une constante. Notons que
si on remplace g par λg, avec λ une constante strictement positive, alors la nouvelle métrique
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vérifie l’équation ci-dessus en remplaçant c par λ−1c ; donc en fait c’est principalement le signe
et non la valeur exacte de la constante c qui compte. On peut ainsi distinguer trois grandes
classes de métriques Einstein suivant que c est négatif, positif ou nul.

Les métriques à courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein ; en dimension 3
ce sont les seules. Par contre dès la dimension 4 il y a beaucoup plus de métriques Einstein
que de métriques à courbure sectionnelle constante ; on peut donc considérer la condition Ein-
stein comme un affaiblissement ou une généralisation de la condition de courbure sectionnelle
constante.

Puisque l’on s’intéresse principalement aux cônes-variétés hyperboliques, on ne considèrera
que des métriques Einstein vérifiant E(g) = 0, avec

E(g) = ric(g) + (n − 1)g.

La constante (n − 1) est choisie de telle sorte que les métriques hyperboliques vérifient cette
équation.

Soit gt une famille lisse de métriques Einstein (c’est-à-dire vérifiant E(gt) = 0) sur une
variété donnée M , avec g0 = g. Le 2-tenseur symétrique h = d

dt
gt|t=0 vérifie alors l’équation

d’Einstein linéarisée

E ′
g(h) = 0.

Le calcul de E ′
g est classique, voir par exemple [2] §1.K :

E ′
g(h) = ∇∗

g∇gh − 2R̊gh − δ∗g(2δgh + dtr gh). (1.1)

Les opérateurs utilisés ici nécessitent un peu d’explication. La notation ∇g, ou ∇ pour
simplifier, désigne la dérivée covariante ou connexion de Levi-Cività associée à la métrique
riemannienne g. Elle admet un adjoint formel noté ∇∗

g : si (ei)i=1...n est une base orthonormée,
on a

∇∗
gη(X1, . . . , Xp) = −

n
∑

i=1

(∇ei
η)(ei, X1, . . . , Xp).

Pour les tenseurs symétriques, on définit δ∗g : SpM → Sp+1M comme étant la composée de
la dérivée covariante et de la symétrisation. En particulier, si η ∈ Ω1M = S1M , alors

δ∗gη(x, y) =
1

2
((∇xη)(y) + (∇yη)(x)

=
1

2
(g(∇xη

♯, y) + g(∇yη
♯, x))

=
1

2
Lη♯g(x, y),

où Lη♯ désigne la dérivée de Lie le long du champ de vecteur η♯ dual (pour la métrique g) à la
forme η. L’adjoint formel de l’opérateur δ∗g se note δg ; c’est juste la restriction de ∇∗

g à Sp+1M .
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1.2. Les métriques Einstein, leurs déformations et l’équation de normalisation

Ensuite, R̊g désigne l’action du tenseur de courbure Rg sur les 2-tenseurs symétriques : si h
est une section de S2M , on pose

R̊gh(x, y) =
n

∑

i=1

h(Rg(x, ei)y, ei),

où (ei) est une base orthonormale pour TM ; c’est encore un 2-tenseur symétrique. Si g est
hyperbolique, on a alors

R̊gh = h − (tr gh)g. (1.2)

L’opérateur R̊g apparâıt souvent dans les problèmes de déformations de métriques ; la propriété
suivante ([2], §1.132) met l’accent sur son lien avec les métriques Einstein.

Proposition 1.2.1. Une métrique riemannienne g est Einstein si et seulement si l’opérateur
R̊g envoie l’espace S2

0 des 2-tenseurs symétriques sans trace dans lui-même.

Enfin, la notation tr g désigne juste la trace par rapport à g : si h est un 2-tenseur,

tr gh =
n

∑

i=1

h(ei, ei).

Dans la suite et pour alléger les notations, on omettra le plus fréquemment l’indice g.

Par définition, une déformation Einstein infinitésimale de la variété Einstein (M, g) est un
2-tenseur symétrique h vérifiant l’équation E ′

g(h) = 0.

Maintenant, si g est Einstein et si φ est un difféomorphisme de M , alors la métrique tirée en
arrière φ∗g est aussi Einstein. Par conséquent, si φt est une famille lisse de difféomorphismes telle
que φ0 soit l’identité, alors la déformation infinitésimale associée d

dt
φ∗

t g|t=0 est naturellement
Einstein. Une telle déformation est qualifiée de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M défini
par X(x) = d

dt
(φt(x))|t=0, et soit η = X♭ la 1-forme duale, c’est-à-dire vérifiant η(Y ) = g(X, Y )

pour tout vecteur Y . On a les relations

d

dt
(φ∗

t g)|t=0 = LXg = 2δ∗gη;

l’espace des déformations infinitésimales triviales est donc égal à Im δ∗g .

La façon habituelle de se débarrasser des déformations triviales est d’imposer une condition
de jauge, c’est-à-dire de ne considérer que des déformations infinitésimales vérifiant une certaine
équation. On en trouve plusieurs dans la littérature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (voir
[4] §I.1.C, [1] §2.3). On veut donc que nos déformations infinitésimales h vérifient

βg(h) = 0,

où βg : S2M → Ω1M est l’opérateur de Bianchi (associé à la métrique g) défini par

βg(h) = δgh +
1

2
dtr gh.
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D’un point de vue géométrique, d’autres conditions de normalisation sont plus naturelle ; par
exemple la condition δgh = 0, qui correspond à regarder des déformations L2-orthogonales aux
déformations triviales, ou la condition d’être infinitésimalement harmonique, voir [2] §12.C, cf
aussi [14]. Mais en général ces conditions cöıncident sur les déformations infinitésimales Einstein.
La condition de jauge de Bianchi est plus naturelle d’un point de vue analytique, pour rendre
les opérateurs elliptiques ; cf par exemple [10].

Ainsi, étant donnée une déformation infinitésimale h0, on veut pouvoir la modifier par
une déformation triviale, de façon essentiellement unique, de telle sorte que le résultat vérifie la
condition de jauge. Dit plus précisément, on veut trouver une 1-forme η telle que la déformation
normalisée h = h0 − δ∗η satisfasse β(h) = 0 ; de façon équivalente, on cherche à résoudre
l’équation de normalisation (on omet les indices)

β ◦ δ∗η = β(h0). (1.3)

L’étude de cette équation et de l’opérateur β ◦ δ∗ est l’objet de la section 2.1. On se placera
entre autre dans le cadre de la théorie des opérateurs non bornés entre espace de Hilbert, dont
les résultats principaux sont cités dans la section suivante.

1.3 Quelques rappels sur les opérateurs non bornés

Nous allons annoncer un certain nombre de définitions et propriétés concernant les opéra-
teurs non bornés ; le lecteur intéressé pourra consulter [19], chapitre 8, ou [21], chapitre 13.

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Un opérateur non borné est une application linéaire

A : D(A) → F

où D(A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, toute application
linéaire (continue ou non) de E dans F est un opérateur non borné.

Soit A et B deux opérateurs non bornés. On dit que B est un prolongement de A, noté
A ⊂ B, si D(A) ⊂ D(B) et B|D(A) = A.

Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G(A) = {(u,A(u))|u ∈ D(A)} est fermé
dans E × F , ce qui revient à dire que pour toute suite (un) de D(A) telle que un → u ∈ E et
A(un) → v ∈ F , on a u ∈ D(A) et v = A(u).

Si A est à domaine dense dans E, on peut définir son adjoint A∗ : D(A∗) ⊂ F → E de la
façon suivante :

v ∈ D(A∗) ⇐⇒ ∃w ∈ E tel que ∀u ∈ D(A), 〈u,w〉E = 〈A(u), v〉F .

Comme D(A) est dense dans E, l’élément w (si il existe) est unique ; on pose w = A∗(v).
Remarquons que l’adjoint d’un opérateur est toujours fermé. On a aussi la propriété évidente
(si les opérateurs considérés sont à domaine dense) A ⊂ B =⇒ B∗ ⊂ A∗.

Pour définir A∗∗, il faut vérifier que A∗ est à domaine dense, ce qui n’est pas toujours le cas.
Mais on a la propriété suivante (voir [19] §117) :
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Proposition 1.3.1. Soit A un opérateur non borné de E dans F , à domaine dense. Alors A∗

est à domaine dense si et seulement si A admet un prolongement fermé. Dans ce cas, A∗∗ est
le plus petit prolongement fermé de A, i.e. si on a A ⊂ B avec B fermé, alors A∗∗ ⊂ B.

On remarque aussi que le graphe de A∗∗ n’est autre que l’adhérence dans E × F du graphe
de A. D’autre part, si A est fermé, on a A∗∗ = A. En particulier, dès que cela a un sens, on a
toujours A∗∗∗ = A∗ (notons au passage que l’on a bien (A∗)∗∗ = (A∗∗)∗).

Si A est injectif, on peut définir son inverse A−1 : son domaine n’est autre que l’image de
A.

Pour pouvoir définir la composition de deux opérateurs non bornés A : D(A) ⊂ E → F et
B : D(B) ⊂ F → G, on pose, par définition,

D(B ◦ A) = {x ∈ D(A)|A(x) ∈ D(B)} .

De même, la somme se définit naturellement sur le domaine

D(A + A′) = D(A) ∩ D(A′).

Il se peut évidemment que ces domaines soient réduits à l’élément nul. Cependant, on a le
théorème relativement surprenant suivant ([19], §118, ou [21], théorème 13.13), et son corollaire :

Théorème 1.3.2. Si l’opérateur non borné A : E → F est fermé et de domaine dense, alors
les opérateurs

B = (A∗ ◦ A + Id)−1, C = A ◦ (A∗ ◦ A + Id)−1

sont des applications linéaires continues de E dans E et de E dans F ; de plus ||B|| ≤ 1,
||C|| ≤ 1, et B est auto-adjointe positive.

Corollaire 1.3.3. Si l’opérateur non borné A : E → F est fermé et de domaine dense, et si
B : E → E est une application linéaire continue et auto-adjointe, alors l’opérateur A∗ ◦A + B
est auto-adjoint.

Maintenant, soit M une variété riemannienne, et soient E et F deux fibrés vectoriels sur M ,
munis de métriques riemanniennes (., .)E et (., .)F . On note C∞

0 (E) (resp. C∞(E), resp. L2(E))
l’espace des sections de E qui sont C∞ à support compact (resp. C∞, resp. L2) ; de même pour
F . La métrique sur E et la forme volume sur M font de L2(E) un espace de Hilbert (pour
le produit scalaire 〈f, g〉E =

∫

M
(f, g)EdvolM) dont C∞

0 (E) est un sous-espace dense ; de même
pour F .

Soit A un opérateur différentiel agissant sur les sections de E. On le considère comme un
opérateur non borné de domaine les sections C∞ à support compact, i.e.

A : C∞
0 (E) → C∞

0 (F ) ⊂ L2(F ),

et on suppose que A admet un adjoint formel At : C∞
0 (F ) → C∞

0 (E), i.e. tel que

〈Au, v〉F = 〈u, Atv〉E ∀u ∈ C∞
0 (E) et ∀v ∈ C∞

0 (F ).
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On a clairement At ⊂ A∗ donc A∗ est à domaine dense.

On pose alors Amin = A∗∗, c’est, on l’a vu, le plus petit prolongement fermé de A. Le graphe
de A∗∗ est l’adhérence du graphe de A, donc (et on peut prendre ça comme définition)

u ∈ D(Amin) ⇔ ∃(un) ∈ C∞
0 (E) telle que lim

n→∞
un = u et que la suite (Aun) converge dans L2,

Aminu est alors la valeur de cette limite.

On pose aussi Amax = (At)∗ ; comme At ⊂ A∗, on a A∗∗ ⊂ Amax et donc A ⊂ Amax. De plus
At ⊂ (At)∗∗ = (Amax)

∗, et, vu la propriété de minimalité de ∗∗, on en déduit que Amax est le
plus grand prolongement de A dont l’adjoint prolonge aussi At. Plus précisément,

u ∈ D(Amax) ⇐⇒ ∃v ∈ L2(F ) tel que ∀φ ∈ C∞
0 (F ), 〈u,Atφ〉E = 〈v, φ〉F ,

ce qui signifie exactement que v = Au “au sens des distributions”. En utilisant des techniques
standards d’analyse (convolution), on montre qu’on peut approcher u ∈ D(Amax) par des
sections lisses, i.e. (et on peut prendre ça comme définition)

u ∈ D(Amax) ⇔ ∃(un) ∈ C∞(E) telle que lim
n→∞

un = u et que la suite (Aun) converge dans L2

(Amaxu est alors la valeur de cette limite).

1.4 Intégration par parties sur les cônes-variétés et ap-

plications

Pour faire fonctionner la technique de Bochner nous avons besoin de procéder à des intégra-
tions par parties. Les deux résultats suivants ainsi que leur interprétation en termes d’opérateurs
non bornés sont à notre disposition. Le premier théorème d’intégration par parties sur une cône-
variété est le suivant, dû à Cheeger [9] :

Théorème 1.4.1. Soient η ∈ ΩpM et σ ∈ Ωp+1M deux formes C∞ sur M telles que η, dη, σ,
et δσ soient dans L2. Alors

〈η, δσ〉 = 〈dη, σ〉.

En fait il faut adapter un tout petit peu la démonstration, ou combiner deux résultats de
l’article cité (cf aussi [13], appendice).

Par passage à la limite, il est clair que l’on a encore

〈η, δmaxσ〉 = 〈dmaxη, σ〉

quel que soit η ∈ D(dmax) et σ ∈ D(δmax). On en déduit immédiatement (cf aussi [11]) que :

Corollaire 1.4.2. Les opérateurs dmax et δmax sont adjoints l’un de l’autre ; on a dmax = dmin

et δmax = δmin.
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Démonstration. En effet, l’égalité 〈η, δmaxσ〉 = 〈dmaxη, σ〉 quel que soit η ∈ D(dmax) et σ ∈
D(δmax) implique que δmax ⊂ d∗

max. Or d∗
max = δmin ⊂ δmax. Donc δmax = δmin = d∗

max. Le
même argument montre que dmax = dmin = δ∗max.

Le deuxième résultat concerne les tenseurs et non plus les formes différentielles :

Théorème 1.4.3. Soient u ∈ C∞(T (r,s)M), v ∈ C∞(T (r+1,s)M) tels que u, ∇u, v, ∇∗v soient
dans L2. Alors

〈u,∇∗v〉 = 〈∇u, v〉.

Démonstration. On va démontrer ce résultat en utilisant une méthode similaire à celle de
Cheeger [9]. Pour simplifier, nous supposerons que la métrique au voisinage de Σ est exactement,
en coordonnées locales, de la forme g = dr2+r2dθ2+g|Σi

, où θ est définie modulo l’angle conique
α. Le cas général se traite exactement de la même façon, les expressions sont juste un peu plus
compliquées.

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de Σ dans M soit
tubulaire. Pour t ≤ a, on note Ut le t-voisinage de Σ dans M , Σt = ∂Ut, et Mt = M \ Ut.
Le vecteur ∂

∂r
= er est une normale unitaire en tout point de Σt. Avec ces notations, une

intégration par parties ( c’est-à-dire la formule de Stokes ) nous donne :
∫

Mt

(g(u,∇∗v) − g(∇u, v)) =

∫

Σt

g|Σt(u, ierv) (1.4)

où ierv = v(er, .). Le terme de gauche converge vers 〈u,∇∗v〉 − 〈∇u, v〉 quand t tend vers 0.
Notons It le terme de droite de l’égalité, qui correspond au terme de bord. On a alors les
inégalités suivantes (la notation |.| désigne la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle
pour la métrique g) :

|It| ≤
∫

Σt

|u||ierv|

≤
(

∫

Σt

|u|2
)1/2 (

∫

Σt

|ierv|2
)1/2

On va montrer que le fait que ∇u soit L2 permet d’avoir une bonne majoration de
∫

Σt
|u|2.

Et comme ierv est L2 (car v l’est aussi),
∫

Σt
|ierv|2 ne peut pas crôıtre trop vite quand t tend

vers 0. Ce deux résultats nous permettront d’affirmer que Itn tend vers 0 pour une suite tn
tendant vers 0.

En tout point où |u| 6= 0, la fonction |u| est dérivable, et d|u|(x) = g(∇xu, u
|u|). On pose

∂|u|
∂r

= g(∇eru,
u

|u|)

si |u| 6= 0, et ∂|u|
∂r

= 0 sinon. Il s’agit de la dérivée partielle distributionnelle de |u|, au sens où
l’on a, si les coordonnées autres que r restent fixées,

|u(t)| − |u(a)| =

∫ t

a

∂|u|
∂r

(r)dr.
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Or |∂|u|
∂r

| ≤ |∇eru|, et donc, si t ≤ a,

|u(t)| ≤ |u(a)| +
∫ a

t

|∇eru|dr

et

|u(t)|2 ≤ 2|u(a)|2 + 2(

∫ a

t

|∇eru|dr)2.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

(
∫ a

t

|∇eru|dr

)2

≤
∫ a

t

dr

r

∫ a

t

r|∇eru|2dr

≤ | ln(
t

a
)|

∫ a

t

r|∇u|2dr

En intégrant sur Σt on trouve
∫

Σt

|u|2 ≤
∫

Σt

2|u(a)|2 +

∫

Σt

(

2 ln(
t

a
)

∫ a

t

r|∇eru|2dr

)

≤ 2

∫

Σt

|u(a)|2 + 2| ln(
t

a
)|

∫

Σt

∫ a

t

r|∇eru|2dr

≤ 2

∫

Σ

∫ α

θ=0

|u(a)|2tdθdvolΣ + 2| ln(
t

a
)|

∫

Σ

∫ α

θ=0

(
∫ a

t

r|∇eru|2dr

)

tdθdvolΣ

≤ 2
t

a

∫

Σa

|u|2 + 2t| ln(
t

a
)|

∫

Σ

∫ α

θ=0

∫ a

t

|∇eru|2rdrdθdvolΣ

≤ 2
t

a

∫

Σa

|u|2 + 2t| ln(
t

a
)|

∫

Ua

|∇eru|2

≤ 2
t

a

∫

Σa

|u|2 + 2t| ln(
t

a
)|

∫

Ua

|∇u|2

= O(t| ln(t)|) (1.5)

Il reste à contrôler le terme
∫

Σt
|ierv|2 ≤

∫

Σt
|v|2. Comme v est L2,

∫ a

0

(

∫

Σt

|v|2)dt =

∫

Ua

|v|2 < +∞,

et donc la fonction t 7→
∫

Σt
|v|2 est intégrable sur ]0, a]. Or la fonction (t ln(t))−1 n’est pas

intégrable en 0. On en déduit donc qu’il existe une suite tn tendant vers 0 pour laquelle
∫

Σtn

|v|2 = o((tn ln(tn))−1).

En combinant avec la majoration (1.5) pour
∫

Σt
|u|2, on en déduit immédiatement que

lim
n→+∞

Itn = 0.

Or It → 〈u,∇∗v〉 − 〈∇u, v〉 quand t → 0 ; on a donc bien 〈u,∇∗v〉 = 〈∇u, v〉.
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Corollaire 1.4.4. On considère ∇ comme un opérateur non borné ∇ : C∞
0 (T (r,s)M) →

C∞
0 (T (r+1,s)M). Alors pour tout u ∈ D(∇max), pour tout v ∈ D(∇∗), on a l’égalité

〈∇maxu, v〉 = 〈u,∇∗v〉.

Ceci implique en particulier que ∇min = ∇max et que ∇t
min = ∇t

max = ∇∗.

Démonstration. La première égalité se démontre directement en prenant des suites régulari-
santes pour u et pour v : en effet on a vu dans la section précédente que si u ∈ D(∇max)
(resp. v ∈ D(∇∗)), il existe une suite un ∈ C∞(T (r,s)M) (resp. vn ∈ C∞(T (r+1,s)M)) telle que
limn→∞ un = u et limn→∞∇un = ∇maxu dans L2 (resp. limn→∞ vn = v et limn→∞∇∗vn = ∇∗v).
Alors

〈u,∇∗v〉 = lim〈un,∇∗vn〉 = lim〈∇un, vn〉 = 〈∇maxu, v〉.
La suite se démontre comme le corollaire 1.4.2.

Dans la suite les notations ∇ et ∇∗ désigneront donc (sauf exception) les opérateurs ∇max(=
∇min) et ∇t

max(= ∇t
min = ∇∗). Puisqu’il n’y a pas de risque d’ambigüıté, on utilisera épisodi-

quement la notation L1,2 (resp. L2,2) à la place de D(∇) (resp. D(∇ ◦∇)).

On emploiera fréquemment le corollaire suivant, simple reformulation du précédent :

Corollaire 1.4.5. Soit u appartenant à D(∇), c’est-à-dire tel que u et ∇u sont L2. Alors il
existe une suite (un), C∞ à support compact, telle que un → u et ∇un → ∇u dans L2 quand
n → ∞.

Démonstration. C’est juste la définition de u ∈ D(∇min).

Remarque : dans les théorèmes ci-dessus, la condition L2 parâıt naturelle, ne serait-ce que
pour s’assurer de l’existence des termes du type 〈∇u, v〉. Cependant il est intéressant de noter
que la démonstration donnée du théorème 1.4.3 ne fonctionne pas avec des hypothèses du type
u, ∇u ∈ Lp et v, ∇∗v ∈ Lq, avec p et q des exposants conjugués. La condition L2 est donc plus
importante qu’il n’y parâıt.

Les techniques développées dans la démonstration du théorème 1.4.3, et en particulier la
majoration (1.5), vont nous permettre de montrer deux autres résultats dans la même lignée.
Commençons par la proposition suivante, qui simplifiera plusieurs preuves par la suite :

Proposition 1.4.6. Soit u une section de T (r,s)M telle que u, ∇eru et ∇∗∇u soient dans L2.
Alors ∇u appartient à L2(T (r+1,s)M).

Démonstration. La preuve est juste une relecture de la démonstration du théorème 1.4.3. Plus
précisément, on constate que pour démontrer l’existence d’une suite tn tendant vers 0 telle que

lim
n→∞

∫

Σtn

g|Σtn
(u, ier(v)) = 0,
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il suffit que ∇eru et ier(v) soient L2. Quand v = ∇u comme c’est le cas ici, ces deux conditions
reviennent à une seule, à savoir ∇eru ∈ L2.

On applique cela à l’égalité (1.4)

∫

Mtn

g(∇u,∇u) =

∫

Mtn

g(u,∇∗∇u) −
∫

Σtn

g|Σtn
(u,∇eru).

Comme u et ∇∗∇u sont L2, le terme
∫

Mtn
g(u,∇∗∇u) converge vers 〈u,∇∗∇u〉 quand tn tend

vers 0, et comme le deuxième terme de droite tend vers 0, on a

lim
n→∞

∫

Mtn

g(∇u,∇u) = 〈u,∇∗∇u〉.

L’existence de cette limite, plus le fait que g(∇u,∇u) est partout positif, montre que ∇u
appartient à L2 et que ||∇u||2 = 〈u,∇∗∇u〉.

Le résultat suivant, moins anecdotique, nous renseigne encore sur la dérivée covariante (je
remercie chaleureusement Gilles Carron pour m’avoir donné l’idée de la preuve) :

Théorème 1.4.7. L’image de l’opérateur ∇ : L1,2(T (r,s)M) → L2(T (r+1,s)) est fermée.

Démonstration. On va procéder en deux temps : on va regarder ce qu’il se passe en dehors du
lieu singulier, puis au voisinage du lieu singulier. On reprend les notations de la démonstration
du théorème 1.4.3. Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé du
lieu singulier Σ dans M soit tubulaire, et on suppose donné un réel b tel que 0 < b < a (on
verra ensuite comment choisir b). Pour t ≤ a, on note Ut le t-voisinage de Σ dans M , Σt = ∂Ut,
et Mt = M \ Ut. On pose aussi Ω = Mb = M \ Ub.

Commençons par regarder ce qui se passe sur Ω. C’est un domaine de M , à bord lisse. On
va montrer que l’image de ∇ (ou plutôt de son extension maximale) y est fermée.

Sur Ω, les extensions minimales et maximales de la dérivée covariante sont distinctes. On
considère alors l’opérateur LN = ∇∗

min|Ω ◦ ∇max|Ω ; il s’agit de l’extension de Neumann du

laplacien de connexion ∇∗∇ sur Ω. Il est auto-adjoint (corollaire 1.3.3), positif, de spectre
discret. Pour tout v appartenant à D(LN), on a

∫

Ω

g(LNv, v) =

∫

Ω

g(∇max|Ω v,∇max|Ω v);

le noyau de LN cöıncide donc avec celui de ∇max|Ω, c’est exactement l’ensemble des sections
parallèles sur Ω. Notons λ la première valeur propre non nulle de LN . D’après la classique
formule du minimax,

λ = inf

{

∫

Ω
g(∇max|Ω v,∇max|Ω v)

∫

Ω
g(v, v)

| v ∈ D(∇max|Ω) ∩ (ker∇max|Ω)⊥, v 6= 0

}

.
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En particulier, si v appartient à D(∇max|Ω) ∩ (ker∇max|Ω)⊥, alors

||v|| ≤ (λ)1/2||∇max|Ω v|| (1.6)

(il s’agit des normes L2 sur Ω). Cette inégalité suffit à montrer que l’image de ∇max|Ω est
fermée. En effet, soit (vn) une suite de D(∇max|Ω) telle que la suite (∇max|Ω vn) converge en
norme L2 vers une limite l. On note pn le projeté orthogonal de vn sur (ker∇max|Ω)⊥. Alors
∇max|Ω pn = ∇max|Ω vn, et la suite des ∇max|Ω pn est donc de Cauchy. En appliquant l’inégalité
(1.6) à pn+k−pn, on montre directement que la suite (pn) est de Cauchy, donc converge vers une
limite p. Maintenant, comme ∇max|Ω est un opérateur fermé, la limite p appartient à D(∇max|Ω)
et ∇max|Ω p = l, ce qui termine de montrer que l’image de ∇max|Ω est fermée.

On va maintenant montrer que sur Ua, l’image de l’extension minimale de la dérivée cova-
riante est fermée. On utilise pour cela la même majoration (1.5) que pour la démonstration du
théorème 1.4.3, qui donne, pour toute section u lisse, L2, à dérivée covariante L2,

∫

Σt

|u(t)|2 ≤ 2
t

a

∫

Σa

|u|2 + 2t| ln(
t

a
)|

∫

Ua

|∇u|2.

En fait cette inégalité est pour une métrique plate sur le cône. Dans le cas général la même
majoration est vraie, à un facteur multiplicatif c2 près. Si u est à support compact dans Ua,
alors u est nul sur Σa, et en intégrant ce qu’il reste entre 0 et a, on obtient ||u|| ≤ ac√

2
||∇u||, où

||.|| désigne la norme L2 sur Ua. Par passage à la limite, on a

||u|| ≤ ac√
2
||∇min|Ua u|| (1.7)

pour tout u appartenant à D(∇min|Ua). Cette inégalité (une sorte de lemme de Poincaré) im-
plique, comme précédemment, que l’image de ∇min|Ua est fermée. En effet, soit (vn) une suite
de D(∇min|Ua) telle que la suite (∇min|Ua vn) converge en norme L2 vers une limite l. La suite
(∇min|Ua vn) est donc de Cauchy, et en appliquant l’inégalité (1.7) à vn+k − vn, on montre direc-
tement que la suite (vn) est de Cauchy, donc converge vers une limite v, qui vérifie (l’opérateur
∇min|Ua) étant fermé) v ∈ D(∇min|Ua) et ∇min|Ua v = l, ce qui termine de montrer que l’image
de ∇min|Ua est fermée.

Voyons maintenant comment en déduire un résultat sur tout M . Soit w un point de
l’adhérence de l’image de ∇. Il existe alors une suite (un) d’éléments de D(∇), que l’on peut
tous choisir C∞, telle que la suite ∇un converge vers w. On regarde alors la restriction de un à
Ω : un|Ω appartient à D(∇max|Ω), et ∇max|Ω un|Ω converge vers w|Ω. Alors on a vu que la suite des
projections orthogonales des un|Ω sur (ker∇max|Ω)⊥ était convergente, c’est-à-dire qu’il existe
une suite hn de sections parallèles sur Ω telle que la suite (un|Ω −hn) converge en norme L2 sur
Ω.

Si tous les hn sont nuls (par exemple si le fibré n’admet pas de sections parallèles locales),
ou si tous les hn se prolongent en des sections parallèles sur tout M , on peut terminer la preuve
facilement. A la place de la suite (un), on s’intéresse à la suite des vn = un − hn, et on vient de
voir que cette suite converge en norme L2 sur Ω.
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On choisit ensuite une fonction de coupure ρ, telle que ρ soit lisse, à support dans Ua, et
identiquement égale à 1 sur Ub. Alors pour tout n, ρvn appartient à D(∇min|Ua), et

∇min|Ua ρvn = ∇ρvn = ρ∇vn + dρ ⊗ vn = ρ∇un + dρ ⊗ vn.

Comme ∇un converge vers w et que ρ est bornée, la suite (ρ∇un) converge en norme L2 sur Ua

vers ρw. D’autre part dρ est bornée, à support dans Ua \ Ub qui est inclus dans Ω ; et comme
la suite (vn) est convergente sur Ω, donc sur Ua \Ub, la suite (dρ⊗ vn) est aussi convergente en
norme L2 sur Ua. La suite (∇min|Ua ρvn) est donc convergente sur Ua, ce qui implique directement
à l’aide de l’inégalité (1.7) la convergence de la suite ρvn sur Ua. Comme ρ est identiquement
égale à 1 sur Ub, on en déduit la convergence de la suite (vn|Ub

) en norme L2 sur Ub. Or on a
vu qu’en plus (vn|Ω) converge sur Ω = M \ Ub. La suite (vn) converge donc en norme L2 sur
M entier vers une limite v. Et comme l’opérateur ∇ est fermé, v appartient à D(∇) et vérifie
∇v = w, ce qui termine de montrer dans ce cas que Im∇ est fermée.

Pour conclure, il suffit de montrer que l’on peut toujours choisir b tel que toute section
parallèle sur Ω = M \ Ub se prolonge en section parallèle sur tout M . Pour cela, on utilise les
deux faits suivants. D’une part, l’espace des sections parallèles sur Mt = M \ Ut est un espace
vectoriel de dimension finie. En effet, une section parallèle sur (une composante connexe d’) un
ouvert est entièrement déterminée par sa valeur en un point. D’autre part, si 0 < t < t′ < a, alors
Mt′ ⊂ Mt, et l’espace des sections parallèles sur Mt est inclus dans l’espace des sections parallèles
sur Mt′ (plus formellement, s’injecte via l’application de restriction dans...). Ainsi quand t tend
en décroissant vers 0, l’espace des sections parallèles sur Mt, qui est de dimension finie, décrôıt
aussi, donc finit par être constant. C’est-à-dire qu’il existe un réel t0, 0 < t0 < a, tel que pour
tout t inférieur à t0, l’espace des sections parallèles sur Mt et sur Mt0 cöıncide : toute section
parallèle sur Mt0 se prolonge en section parallèle sur Mt. Et comme cette dernière propriété est
vraie pour tout t ∈]0, t0], on en déduit que toute section parallèle sur Mt0 se prolonge en une
section parallèle de M . On choisit alors b = t0 pour terminer la démonstration.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.8. On considère l’opérateur ∇ : L1,2(T (r,s)M) → L2(T (r+1,s)). Il existe une
constante c telle que pour tout élément ξ ∈ Im∇, il existe une section ζ ∈ L1,2(T (r,s)M)
vérifiant ∇ζ = ξ et ||ζ|| ≤ c||ξ||.

Démonstration. L’espace L1,2(T (r,s)M) est un Hilbert pour le produit scalaire 〈u, v〉2 = 〈u, v〉+
〈∇u,∇v〉. L’application ∇ est alors continue pour la norme ||.||2 associée. Sa restriction à
(ker∇)⊥ (où l’orthogonalité est au sens du produit scalaire sus-cité) est une application linéaire,
continue, bijective ; c’est donc un isomorphisme d’après le théorème de l’image ouverte. Il existe
alors une constante c′ telle que ||ζ||2 ≤ c′||∇ζ|| pour tout ζ ∈ (ker∇)⊥. Comme ||ζ||22 =
||ζ||2 + ||∇ζ||2, on en déduit immédiatement que ||ζ|| ≤ c||∇ζ|| pour tout u ∈ (ker∇)⊥, avec
c2 = c′2 − 1. Pour conclure, étant donné ξ ∈ Im∇, il suffit de prendre pour ζ son unique
antécédent dans (ker∇)⊥.
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Chapitre 2

Rigidité infinitésimale

2.1 Etude de l’équation de normalisation

Dans toute cette section, nous supposerons que la métrique conique g est hyperbolique.

Comme on l’a vu dans la section 1.2, pour se débarrasser des déformations triviales on
cherche à imposer la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu’une déformation infinitésimale
peut se mettre sous une forme normalisée vérifiant la condition de jauge revient à résoudre
l’équation de normalisation (1.3) :

β ◦ δ∗η = βh0.

Cette équation peut se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que

∇η = δ∗η +
1

2
dη

(il s’agit juste de la décomposition du 2-tenseur ∇η en partie symétrique et anti-symétrique),
que δ est toujours la restriction de ∇∗ au sous-fibré correspondant, et donc que

δη = ∇∗η = −tr∇η = −tr δ∗η,

la trace de dη étant nulle puisque dη est anti-symétrique. On obtient alors

2β(δ∗η) = 2δδ∗η + dtr δ∗η

= 2∇∗(∇η − 1

2
dη) − dδη

= 2∇∗∇η − δdη − dδη

= 2∇∗∇η − ∆η.

Ici ∆ = dδ + δd est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or ∆ et ∇∗∇ (parfois
nommé laplacien de connexion) sont reliés par la classique formule de Weitzenböck

∆η = ∇∗∇η + ric(η), (2.1)

27



Chapitre 2. Rigidité infinitésimale

voir [2] §1.155. En utilisant cette formule, on trouve

2β(δ∗η) = ∆η − 2ric(η)

= ∇∗∇η − ric(η).

Pour une métrique Einstein, ric(η) = cη, et l’expression ci-dessus se simplifie encore. Dans le
cas qui nous intéresse, la métrique g est hyperbolique, et

2β(δ∗η) = ∇∗∇η + (n − 1)η. (2.2)

On est donc amener à étudier l’opérateur L : η 7→ ∇∗∇η + (n − 1)η.

2.1.1 Premières propriétés

La première chose à remarquer sur L est qu’il est elliptique. En particulier, si φ est C∞ et que
Lu = φ au sens des distributions, alors u est C∞. Malheureusement, le caractère singulier d’une
cône-variété nous empêche d’utiliser directement les inégalités de type Schauder ou G̊arding.
Par exemple, on peut montrer qu’il existe des 1-formes u appartenant à L2 telles que Lu = 0
au sens des distributions avec ∇u qui n’est pas dans L2.

Il est clair que L, vu comme un opérateur non borné C∞
0 (T ∗M) → C∞

0 (T ∗M), est formelle-
ment symétrique : avec les notations de la section 1.3, Lt = L. Malheureusement, il est possible
de montrer que dès que la dimension de notre cône-variété est supérieure à 2, l’opérateur L
n’est pas essentiellement auto-adjoint, i.e. Lmin 6= Lmax (ou si l’on préfère, L∗∗ 6= L∗). On va
donc étudier des extensions auto-adjointes L̄ de L, avec Lmin ⊂ L̄ ⊂ Lmax.

Le théorème 1.3.2 nous donne une première telle extension : toujours avec les conventions
de la section 1.3, l’opérateur ∇∗ ◦∇+ (n− 1)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est
par définition

D = {u ∈ D(∇) | ∇u ∈ D(∇∗)} =
{

u ∈ L2 | ∇u, ∇∗∇u ∈ L2
}

(dans la deuxième définition, il faut considérer ∇ et ∇∗∇ au sens des distributions). Il s’agit
en fait de l’extension de Friedrichs de L.

On va maintenant introduire une deuxième extension auto-adjointe. On doit à Gaffney [11]
le résultat général suivant : les opérateurs dminδmax + δmaxdmin et dmaxδmin + δmindmax (encore
avec les conventions de la section 1.3) sont toujours auto-adjoints. Or d’après le corollaire 1.4.2,
on a dmin = dmax et δmin = δmax ; les deux opérateurs ci-dessus sont donc les mêmes sur une
cône-variété. On en déduit que l’opérateur dmaxδmax + δmaxdmax + 2(n − 1)Id, défini sur le
domaine

D′ = {u ∈ D(dmax) ∩ D(δmax) | dmaxu ∈ D(δmax) et δmaxu ∈ D(dmax)}
=

{

u ∈ L2 | du, δu, dδu, δdu ∈ L2
}

,

est positif auto-adjoint et donc inversible (encore une fois dans la deuxième définition, il faut
considérer les opérateurs au sens des distributions). Nous montrerons plus loin que ces deux
domaines D et D′ sont en fait confondus quand tous les angles coniques sont inférieurs à 2π.
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2.1.2 Expression du laplacien de connexion en coordonnées cylin-

driques

On va maintenant sauter à pieds joints dans les calculs. Soit a un réel positif suffisamment
petit pour que le a-voisinage fermé de Σ dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est plus petit
que a, on note Ur le r-voisinage de Σ dans M et Σr le bord de Ur.

Par définition, si x est un point de Σ, il existe un voisinage V de x dans Ua et un voisinage
U de x dans Σ, tels que U = V ∩Σ et V ≃ U ×D2, et dans les coordonnées cylindriques locales
adaptées à la décomposition V ≃ U × D2, la métrique est de la forme

g = dr2 + sh(r)2dθ2 + ch(r)2gΣ,

où θ est défini non pas modulo 2π mais modulo l’angle conique u. On utilisera les notations
suivantes : er = dr, eθ = sh(r)dθ, er = (er)♯ = ∂

∂r
, et eθ = (eθ)♯ = 1

sh(r)
∂
∂θ

.

Soit u une section de T ∗M . Au voisinage de Σ on peut faire une décomposition orthogonale
et on écrit

u = fer + geθ + ω,

avec f , g, deux fonctions de M dans R (ou C, on sera souvent amené dans la suite à complexifier
les fibrés sur lesquels on travaille), et ω une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnées
ne soient que locales, les formes er et eθ sont bien définies sur tout Ua, ainsi que la décomposition
orthogonale précédente.

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V de Ua du type ci-dessus
et suffisamment petit, on peut définir localement des champs de vecteurs e1, . . . en−2 de telle
sorte que (er, eθ, e1, . . . en−2) forme un repère mobile orthonormé (local), vérifiant

∇erek = ∇eθ
ek = 0

pour tout k dans 1 . . . n − 2. On définit de même des 1-formes locales e1, . . . en−2 telles que
(er, eθ, e1, . . . en−2) soit le repère mobile dual du précédent.

Avant de commencer les calculs, introduisons encore quelques notations. On note N le (sous-
)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x ∈ Ua est le sous-espace vectoriel
de T ∗

xM orthogonal à eθ et er, et N∗ le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre
au-dessus de x ∈ Ua est le sous-espace vectoriel de TxM orthogonal à eθ et er. La 1-forme ω
introduite plus haut est naturellement une section de N . Les sections (e1, . . . , en−2) forment
localement une base de N∗, de même pour (e1, . . . , en−2) et N . Si s est une section de N∗, et
t une section de N ou de N∗, on note ∇Σ st, ou de façon plus lisible (∇Σ)(s, t), la projection
orthogonale sur N ou sur N∗ de ∇st.

Si f est une fonction de Ua, on pose

dΣf =
n−2
∑

k=1

(ek.f)ek,

et

∆Σf = ch2r

n−2
∑

k=1

(∇Σ)(ek, ek).f − ek.ek.f
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(c’est à un facteur près l’opposé de la trace de la hessienne de f restreinte à N∗). Ces deux
opérateurs sont indépendants du choix des ek. En fait, avec les notations ci-dessus, dans V on
a une identification, à r et θ fixé, de U × {r, θ} à U ⊂ Σ, et N∗ et N restreints à U × {r, θ}
s’identifient de la même façon à TU et T ∗U . Les opérateurs ci-dessus correspondent via ces
identifications à la différentielle et au laplacien de U ⊂ Σ (en fait la métrique gΣ sur U et la
métrique ch(r)2gσ sur U ×{r, θ} diffèrent d’un facteur ch(r)2, qui se retrouve dans l’expression
de ∆Σ).

Il en est de même pour ∇Σ, et pour les deux opérateurs suivants. Si ω est une section de
N , on pose

δΣ(ω) = −ch2r

n−2
∑

k=1

∇Σ(ek, ω)(ek)

= ch2r

n−2
∑

k=1

ω(∇Σ(ek, ek)) − ek.ω(ek),

et

(∇∗∇)Σω = ch2r

n−2
∑

k=1

∇Σ(∇Σ(ek, ek), ω) −∇Σ(ek,∇Σ(ek, ω)),

qui correspondent à la codifférentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de Σ.

On est maintenant armé pour le calcul explicite de ∇∗∇u. En utilisant notre repère mobile,
on a

∇∗∇u = −∇er∇eru −∇eθ
∇eθ

u + ∇∇er eru + ∇∇eθ
eθ

u +
n−2
∑

k=1

∇∇ek
ek

u −∇ek
∇ek

u.

Comme la métrique conique est hyperbolique, on a les expressions suivantes :

∇erer = 0, ∇eθ
eθ = − 1

th(r)
er, et ∇ek

ek = ∇Σ(ek, ek) − th(r) er.

On vérifie aussi que

∇ere
r = 0 ∇ere

θ = 0 ∇ere
j = 0

∇eθ
er = 1

th(r)
eθ ∇eθ

eθ = − 1
th(r)

er ∇eθ
ej = 0

∇ei
er = th(r)ei ∇ei

eθ = 0 ∇ei
ej = −th(r)δije

r + ∇Σ(ei, e
j).

On trouve alors que

∇∗∇u = −∇er∇eru −∇eθ
∇eθ

u − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))∇eru +

n−2
∑

k=1

∇∇Σ(ek,ek)u −∇ek
∇ek

u.

En remplaçant u par fer +geθ +ω, un calcul explicite nous donne l’expression suivante pour
les composantes de ∇∗∇u ; selon er :
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−∂2f

∂r2
− 1

sh(r)2

∂2f

∂θ2
−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∂f

∂r
+

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2

)

f

+
1

ch(r)2
∆Σf +

2

sh(r)th(r)

∂g

∂θ
− 2th(r)

ch(r)2
δΣω,

selon eθ :

−∂2g

∂r2
− 1

sh(r)2

∂2g

∂θ2
−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∂g

∂r
+

g

th(r)2
+

1

ch(r)2
∆Σg − 2

sh(r)th(r)

∂f

∂θ
,

et selon la composante incluse dans N :

−∇er∇erω−∇eθ
∇eθ

ω−
(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∇erω+th(r)2ω+
1

ch(r)2
(∇∗∇)Σω−2th(r) dΣf

Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la section suivante une
sorte de décomposition en séries de Fourier généralisées.

2.1.3 Décomposition en série de Fourier généralisée

On sait qu’au voisinage du lieu singulier, la métrique g se met localement sous la forme

g = dr2 + sh(r)2dθ2 + ch(r)2gΣ.

Si la coordonnée θ était définie (toujours modulo l’angle conique u) sur tout un voisinage du
lieu singulier, on pourrait faire des décompositions en séries de Fourier, du type

f(r, θ, z) =
∑

fn(r, z) exp(2iπnθ/α).

Mais en général la coordonnée d’angle θ n’est définie que localement, ce qui empêche d’écrire de
telles décompositions. On va donc procéder à une autre sorte de décomposition ; on obtiendra
finalement des écritures du type

f(r, θ, z) =
∑

fn(r)ψn(θ, z)

où les (ψn) forment une base hilbertienne bien choisie du bord d’un voisinage tubulaire du lieu
singulier.
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Une base hilbertienne adaptée

On se place maintenant au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier. Pour
simplifier les notations, la notation Σ désigne ici la composante connexe en question du lieu
singulier, et α l’angle conique correspondant.

Comme précédemment, on choisit un réel positif a suffisamment petit pour que le a-voisinage
fermé de Σ dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est inférieur ou égal à a, on note Ur le
r-voisinage de Σ dans M et Σr le bord de Ur.

On va particulièrement s’intéresser à la sous-variété Σa. Pour pouvoir faire les décomposi-
tions voulues, on veut trouver une “bonne” base hilbertienne sur Σa, pour les fonctions comme
pour les 1-formes, ou plus précisément pour les sections du sous-fibré N défini précédemment
(pour mémoire, N est le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x ∈ Ua

est le sous-espace vectoriel de T ∗
xM orthogonal à eθ et er). Pour faciliter les calculs, nous serons

amener à considérer plutôt les complexifiés de ces fibrés.

Tout point x de Σa admet un voisinage V de la forme U × S1, où U est un ouvert de Σ.
Dans ce voisinage, la métrique de Σa, induite par celle de M , s’exprime comme une métrique
produit ; plus précisement on a, dans les coordonnées adaptées,

ga = sh(a)2dθ2 + ch(a)2gΣ,

où la variable θ est définie modulo l’angle conique α. La variété Σa est donc localement un
produit, avec la métrique correspondante. C’est un cas simple de submersion riemannienne à
fibres totalement géodésiques, la base étant Σ, munie de la métrique ch(a)2gΣ, et la fibre S1,
muni de la métrique sh(a)2dθ2. Le spectre de telles variétés a déjà été étudié, voir par exemple
[3], [6] ; le résultat que l’on se propose de démontrer ici met plus l’accent sur les liens entre les
fonctions propres et les 1-formes propres du laplacien.

Dans cette sous-section, et seulement dans celle-ci, les notations ∇, ∇∗, ∆, etc. désigneront
les opérateurs correspondants pour la métrique ga. On pose aussi γ = 2π

α
; cette quantité inter-

viendra très fréquemment dans la suite.

Proposition 2.1.1. Il existe une base hilbertienne (ψj)j∈N du complexifié de L2(Σa), telle que
pour tout indice j, il existe un réel λj ≥ 0 et un entier relatif pj, pour lesquels

{

∆Σψj = λjψj

eθ.ψj =
ipjγ

sh(a)
ψj.

Soit J l’ensemble des j pour lesquels λj > 0. Il existe une base hilbertienne (φj)j∈J ∪ (ϕj)j∈N

du complexifié de L2(N), telle que :

– pour tout indice j appartenant à J , φj = ch(a)

(λj)1/2 dΣψj, et donc











(∇∗∇)Σφj = (λj + n − 3)φj

∇eθ
φj =

ipjγ

sh(a)
φj

δΣφj = ch(a)(λj)
1/2ψj;
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– pour tout indice j ∈ N, il existe un réel µj et un entier relatif p′j, pour lesquels

{

(∇∗∇)Σϕj = µjϕj

∇eθ
ϕj =

ip′jγ

sh(a)
ϕj,

et on a de plus δΣϕj = 0.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en−2) un repère mobile orthonormé de U ≃ U × {θ}, pour la
métrique ch(a)2gΣ. C’est la restriction à Σa du repère mobile local défini dans la section
précédente. Alors (eθ, e1, . . . , en−2) est un repère mobile orthonormé de V, vérifiant

∇eθ
ek = ∇ek

eθ = 0

pour k = 1 . . . n− 2 (rappelons qu’ici et dans la suite de la preuve, on réemploie pour simplifier
la notation ∇ pour la connexion de Levi-Cività pour la métrique ga de Σa, à ne pas confondre
avec la connexion de Levi-Cività de la métrique g).

Intéressons-nous maintenant au laplacien ∆ sur (Σa, ga). La sous-variété Σa étant compacte,
on peut utiliser le théorème de décomposition spectrale des opérateurs elliptiques auto-adjoints
pour montrer qu’il existe une base hilbertienne de L2(Σa), formée de fonctions propres du
laplacien. De plus chaque sous-espace propre est de dimension finie, et chaque fonction propre
est C∞.

On sait aussi (voir [6]) que le laplacien ∆ se décompose en somme d’un “laplacien vertical”
∆v et d’un “laplacien horizontal” ∆h, tous ces opérateurs commutant entre eux. On peut alors
choisir une base hilbertienne de L2(Σa), formée de fonctions propres de ces trois opérateurs. Si
f est une fonction sur Σa, en utilisant le repère mobile ci-dessus, on obtient les expressions

∆f = −eθ.eθ.f +
n−2
∑

k=1

∇ek
ek.f − ek.ek.f,

∆vf = −eθ.eθ.f, et ∆hf =
n−2
∑

k=1

∇ek
ek.f − ek.ek.f .

On peut aller encore un peu plus loin. Le fait que (Σa, ga) soit localement un produit de
(Σ, ch(a)2gΣ) par (S1, sh(a)2dθ2) montre que non seulement ∆v = −(eθ.)

2 = − 1
sh(a)2

∂2

∂θ2 commute

avec ∆, mais que c’est aussi le cas de la dérivation par eθ et de l’opérateur ∂
∂θ

. De plus une
intégration par parties évidente donne, si f et g sont deux fonctions C1 sur Σa,

∫

Σa

∂f

∂θ
g = −

∫

Σa

f
∂g

∂θ
.

Soit donc ℓ une valeur propre du laplacien et Eℓ le sous-espace propre associé. On a vu
que Eℓ était de dimension finie et composé de fonctions C∞. Comme ∆ et ∂

∂θ
commutent,

la restriction de ce dernier à Eℓ est un endomorphisme de Eℓ ; et d’après ce qui précède cet
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endomorphisme est anti-symétrique pour le produit scalaire L2. Comme Eℓ est de dimension
finie, on peut donc (en passant dans les complexes) trouver une base orthonormée (ψj) de Eℓ,
formée de fonctions propres de ∂

∂θ
, c’est-à-dire que l’on a :

{

∆ψj = ℓψj

∂
∂θ

ψj = iµjψj.

Cette dernière équation implique que, dans les coordonnées (z, θ) adaptées à V ≃ U × S1,

ψj(z, θ) = exp(iµjθ)φj(z),

où φj est une fonction ne dépendant pas de la variable θ. Comme θ est définie modulo l’angle
conique α, on en déduit que µj ∈ 2π

α
Z, c’est-à-dire qu’il existe un entier pj tel que

ψj(z, θ) = exp(
2iπpj

α
θ)φj(z),

et donc en particulier
∂

∂θ
ψj =

2iπpj

α
ψj.

Si on exprime à nouveau le laplacien comme somme du laplacien vertical et du laplacien
horizontal, on obtient

ℓψj = ∆ψj

= ∆vψj + ∆hψj

= −eθ.eθ.ψj + ∆hψj

= − 1

sh(a)2

∂2

∂θ2
ψj + ∆hψj

=
p2

jγ
2

sh(a)2
ψj + ∆hψj

avec la notation γ = 2π
α

. Désignons, comme dans la section précédente, par ∆Σ l’opérateur

f 7→ ch(a)2

n−2
∑

k=1

(∇ek
ek.f − ek.ek.f);

on a ∆Σ = ch(a)2∆h. Si f est une fonction définie sur U × {θ}, la quantité ∆Σf s’interprète
comme le laplacien de f pour la métrique obtenue en identifiant U × {θ} à U ⊂ Σ. On a alors

∆Σ(ψj) = ch(a)2

(

ℓ − p2
jγ

2

sh(a)2

)

ψj.

Pour clarifier, on introduit les notations suivantes. Pour λ ∈ R, p ∈ Z, on pose

Eλ = {f ∈ L2(Σa) | ∆f = λf},
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et

Eλ,p = {f ∈ E
λ+ p2γ2

sh(a)2

| ∂

∂θ
f = ipγ f}.

Chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, composé de fonctions C∞. Les
Eλ,p sont deux à deux orthogonaux, ainsi que les Eλ. On a

Eλ =
⊕

p∈Z

E
λ− p2γ2

sh(a)2
,p
,

et la somme est en fait finie car Eλ est de dimension finie. Notons S le spectre du laplacien sur
les fonctions, i.e. l’ensemble des valeurs de λ pour lesquelles Eλ est non réduit à 0. C’est un
ensemble discret, minoré, avec +∞ comme seul point d’accumulation, et

⊕

λ∈S

Eλ =
⊕

λ∈S

⊕

p∈Z

E
λ− p2γ2

sh(a)2
,p

est dense dans L2(Σa). Pour démontrer la première partie de la démonstration, il suffit de
prendre comme base hilbertienne de L2(Σa) la réunion de bases orthonormées des Eλ,p.

Passons maintenant aux 1-formes sur Σa. Rappelons qu’ici les notations ∇ et ∇∗ désignent
la connexion de Levi-Cività et son adjoint pour la métrique ga de Σa. Cette métrique est
localement un produit ; en particulier ∇eθ et ∇eθ sont nuls. Le laplacien de connexion ∇∗∇
s’exprime alors à l’aide du repère mobile de la façon suivante :

∇∗∇η = −∇eθ
∇eθ

η +
n−2
∑

k=1

∇∇ek
ek

η −∇ek∇ekη.

Si on décompose η orthogonalement, η = feθ + ω, alors

∇∗∇η = (∆f)eθ + ∇∗∇ω,

et cette décomposition est à nouveau orthogonale. Dit autrement, si ω est une 1-forme sur Σa,
en tout point perpendiculaire à eθ, alors ∇∗∇ω est aussi en tout point perpendiculaire à eθ.
On va donc considérer le sous-fibré vectoriel N ⊂ T ∗Σa, dont la fibre au-dessus de x ∈ Σa est
le sous-espace vectoriel de T ∗

xΣa orthogonal à eθ ; c’est la restriction à Σa du fibré N défini à
la section précédente. L’opérateur ∇∗∇ se restreint ainsi à un opérateur non borné de L2(N)
dans lui-même, et se décompose en

∇∗∇ = −∇eθ
∇eθ

+
1

ch(a)2
∇∗∇Σ.

On retrouve la décomposition en laplacien vertical et laplacien horizontal. On peut alors
appliquer le même raisonnement que pour les fonctions, et montrer qu’il existe un base hilber-
tienne de L2(N), formées de sections C∞, vecteurs propres des opérateurs ∇∗∇ et ∇ ∂

∂θ
(et donc

aussi de ∇∗∇Σ).
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Pour k = 1 . . . n − 2, on note comme précédemment ek la forme duale de ek. Les sections
locales e1, . . . , en−2 forment alors une base de N sur V . Soit maintentant ω un vecteur propre
de l’opérateur ∇ ∂

∂θ
, c’est-à-dire tel que ∇ ∂

∂θ
ω = µω. En décomposant dans cette base

ω =
n−2
∑

k=1

ak(z, θ)e
k,

l’équation ci-dessus donne

n−2
∑

k=1

∂

∂θ
(ak(z, θ))e

k = µ

n−2
∑

k=1

ak(z, θ)e
k,

qui s’intègre en

ak(z, θ) = bk(z) exp(µθ)

pour k = 1 . . . n − 2. La coordonnée θ étant définie modulo l’angle conique α, on en déduit
encore une fois que µ ∈ 2iπ

α
Z, c’est-à-dire qu’il existe un entier pj tel que ∇ ∂

∂θ
ωj = ipjγωj (avec

toujours γ = 2π
α

).

On introduit alors les espaces propres suivants, en continuant l’analogie avec les fonctions.
Pour λ ∈ R, p ∈ Z, on pose

Fλ = {ω ∈ L2(N) | ∇∗∇ω = λω},

et

Fλ,p = {ω ∈ F
λ+ p2γ2

sh(a)2

| ∇ ∂
∂θ

ω = ipγ ω}.

Ici encore, chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, composé de 1-formes
C∞ ; les Fλ,p sont deux à deux orthogonaux, ainsi que les Fλ ; on a

Fλ =
⊕

p∈Z

F
λ− p2γ2

sh(a)2
,p
,

et la somme est finie car Fλ est de dimension finie. Si on note S ′ le spectre de ∇∗∇ sur les
sections de N , la somme directe

⊕

λ∈S′

Fλ =
⊕

λ∈S′

⊕

p∈Z

F
λ− p2γ2

sh(a)2
,p

est dense dans L2(N). On va maintenant étudier comment passer d’une base hilbertienne de
L2(Σa) à une base hilbertienne de L2(N).

Rappelons quelques notations. Si f est une fonction sur Σa, on a

dΣf =
n−2
∑

k=1

(ek.f)ek,
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c’est une section de N . Il s’agit en chaque point (x, θ) ∈ U × S1 ≃ V ⊂ Σa de la différentielle
de la restriction de f à U × {θ}. Ensuite, si ω est une section de N , on a

δΣ(ω) = −ch(a)2

n−2
∑

k=1

(∇ek
ω)(ek)

= ch(a)2

n−2
∑

k=1

ω(∇ek
ek) − ek.ω(ek),

et

(∇∗∇)Σω = ch(a)2

n−2
∑

k=1

∇∇ek
ek

ω −∇ek
∇ek

ω.

Si l’on se restreint à U ×{θ}, il s’agit de la codifférentielle et du laplacien de connexion sur les
1-formes, pour la métrique obtenue en identifiant U × {θ} à U ⊂ Σ.

Soit f une fonction sur Σa, et intéressons-nous à la forme dΣf . On constate facilement d’une
part que

∇eθ
∇eθ

(dΣf) = ∇eθ
∇eθ

n−2
∑

k=1

(ek.f)ek

=
n−2
∑

k=1

(eθ.eθ.(ek.f))ek

=
n−2
∑

k=1

ek.(eθ.eθ.f)ek

= dΣ(eθ.eθ.f).

D’autre part, comme la métrique de U ⊂ Σ est hyperbolique, on peut utiliser la formule de
Weitzenböck suivante, valable pour les 1-formes :

(∇∗∇)Σ = ∆Σ + (n − 3)Id = dΣδΣ + δΣdΣ + (n − 3)Id.

C’est la même formule qu’au début de cette section, voir [2] §1.155. On en déduit que

(∇∗∇)Σ ◦ dΣ = (∆Σ + (n − 3)Id) ◦ dΣ = dΣ ◦ (∆Σ + (n − 3)Id),

et donc
(∇∗∇)Σ(dΣf) = dΣ(∆Σ(f)) + (n − 3)dΣ(f).

Par conséquent, si ψ appartient à l’espace Eλ,p défini plus haut (c’est-à-dire que ψ vérifie
∆Σψ = λψ et ∂

∂θ
ψ = ipγψ), on obtient

{

∇∗∇Σ(dΣψ) = (λ + n − 3)dΣψ

∇ ∂
∂θ

(dΣψ) = ipγ dΣψ.
.

La forme dΣψ appartient donc à Fλ+n−3,p, c’est-à-dire que dΣ envoie Eλ,p sur Fλ+n−3,p.
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De plus, si ψ, ψ′ appartiennent à Eλ,p, alors, comme l’adjoint de dΣ est ch(a)−2δΣ, en
intégrant par parties on trouve

∫

Σa

ga(dΣψ, dΣψ′) =

∫

Σa

1

ch(a)2
ψ δΣdΣψ′

=

∫

Σa

1

ch(a)2
ψ ∆Σψ′

=

∫

Σa

1

ch(a)2
ψ λψ′

=
λ

ch(a)2

∫

Σa

ψψ′.

On en déduit que, pour le produit scalaire L2, dΣ est une homothétie de Eλ,p sur son image, de

rapport
√

λ
ch(a)

. En particulier, l’image est nulle si λ = 0.

Par ailleurs, du fait que l’adjoint de dΣ est ch(a)−2δΣ, si un élément φ de Fλ,p est dans l’ortho-
gonal de l’image de Eλ−(n−3),p par dΣ (ce qui est en particulier le cas dès que Eλ−(n−3)/ch(a)2,p =
{0}), alors nécessairement δΣφ = 0. Cela incite à définir

F 1
λ,p = Fλ,p ∩ Im dΣ = dΣ(Eλ−(n−3),p)

et

F 2
λ,p = Fλ,p ∩ (Im dΣ)⊥ = Fλ,p ∩ ker δΣ.

On a maintenant tout ce qu’il faut pour obtenir les bases hilbertiennes désirées. On choisit
pour chaque Eλ,p une base orthonormale, leur réunion (ψj)j∈N forme une base hilbertienne
de L2(Σa). Ensuite, sur chaque F 1

λ,p, on a déjà une base orthonormale, à savoir l’image par

(λ)−1/2 dΣ de la base orthonormale de Eλ−(n−3),p (cela évidemment dans le cas où l’on a λ > 0
et Eλ−(n−3),p 6= {0}). La réunion de ces familles orthonormales nous donne les (φj)j∈J de
la proposition. Enfin, on complète ce dernier système en une base hilbertienne de L2(N) en
ajoutant l’union de bases orthonormées des F 2

λ,p ; les éléments ainsi rajoutés constitue les (ϕj)j∈N

de la proposition.

Maintenant, on va utiliser les résultats précédents pour procéder à la décomposition de
u = fer + geθ + ω sur tout Ua.

Pour passer de Σa à Σr, on utilise le transport parallèle et le flot le long des géodésiques,
intégrales du champ de vecteur er. Cela revient à étendre à tout Ua les fonctions ψj et les formes
φj, ϕj, en demandant seulement que er.ψj = 0, et que ∇erφj = ∇erϕj = 0. On note encore ψj,
φj et ϕj ces extensions.

En procédant à de simples changement d’échelle, on montre que ces fonctions et formes
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étendues se comportent de la façon suivante :


































∂

∂r
ψj = 0

∂

∂θ
ψj = ipjγ ψj

∆Σψj = λjψj

dΣψj =
(λj)

1/2

ch(r)
φj,























∇ ∂
∂r

φj = 0

∇ ∂
∂θ

φj = ipjγ φj

(∇∗∇)Σφj = (λj + n − 3)φj

δΣφj = ch(r)(λj)
1/2ψj,

et






















∇ ∂
∂r

ϕj = 0

∇ ∂
∂θ

ϕj = ip′jγ ϕj

(∇∗∇)Σϕj = µjϕj

δΣϕj = 0

.

Pour un r fixé, on note fr la restriction de f à Σr. On peut de même étendre fr en une
fonction f̃r définie sur tout Ua en utilisant le flot du champ de vecteur er, c’est-à-dire en
demandant seulement que er.f̃r soit identiquement nul (et évidemment que f̃r = fr sur Σr). En
particulier, on peut regarder la restriction à Σa de f̃r, notée f̃r|Σa . On peut maintenant utiliser
les résultats de la proposition 2.1.1 pour décomposer f̃r|Σa sous la forme d’une série : f̃r|Σa =
∑

f j
r ψj. Finalement, en réutilisant le flot pour se ramener à Σr, on obtient la décomposition

suivante, valable sur Σr : fr =
∑

f j
r ψj. En faisant cette manipulation pour tout r, et en posant

fj(r) = f j
r , on obtient

f =
∑

j∈N

fj(r)ψj.

On effectue évidemment une décomposition similaire pour la fonction g. Pour la section ω,
le même procédé fonctionne, en remplaçant le flot par le transport parallèle, et on obtient une
décomposition

ω =
∑

j∈J

ωj(r)φj +
∑

j∈N

̟j(r)ϕj.

On peut vérifier facilement que si u est C∞ alors les coefficients fj, gj, ωj et ̟j le sont aussi
(en effet, fj(r) =

∫

Σa
ψj f̃r et on peut dériver sous l’intégrale ; il en est de même pour les autres

coefficients).

On a finalement obtenu l’expression suivante pour u :

u =
∑

j∈N

fj(r)ψj er +
∑

j∈N

gj(r)ψj eθ

+
∑

j∈J

ωj(r)φj +
∑

j∈N

̟j(r)ϕj.
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Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la façon suivante, faisant
apparâıtre des “blocs élémentaires” de même fréquence :

u =
∑

j∈J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ + ωj(r)φj

)

+
∑

j∈N\J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ
)

+
∑

j∈N

̟j(r)ϕj. (2.3)

La norme L2 de u sur Ua s’exprime bien dans cette décomposition : on a

||u|Ua||2 =
∑

j

∫ a

0

(

|fj|2 + |gj|2 + |ωj|2 + |̟j|2
) sh(r)

sh(a)

(

ch(r)

ch(a)

)n−2

dr.

Expression du laplacien dans cette décomposition

En partant de cette expression pour u, on va effectuer la même décomposition pour ∇∗∇u+
(n − 1)u. On note toujours γ pour 2π

α
.

On obtient alors, pour la composante de ∇∗∇u + (n − 1)u en ψje
r, si j ∈ J :

− f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j +

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

fj

+
2ipjγ

sh(r)th(r)
gj −

2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
ωj, (2.4)

si j /∈ J :

− f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j +

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+ n − 1

)

fj

+
2ipjγ

sh(r)th(r)
gj, (2.5)

pour la composante en ψje
θ :

− g′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

g′
j +

(

1

th(r)2
+

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

gj

− 2ipjγ

sh(r)th(r)
fj, (2.6)
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pour la composante en φj :

− ω′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

ω′
j +

(

th(r)2 +
p2

jγ
2

sh2(r)
+

λj + n − 3

ch(r)2
+ n − 1

)

ωj

− 2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
fj, (2.7)

et pour la composante en ϕj :

−̟′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

̟′
j +

(

th(r)2 +
p′j

2γ2

sh(r)2
+

µj

ch(r)2
+ n − 1

)

̟j. (2.8)

2.1.4 Comportement des solutions de l’équation homogène au voi-

sinage de la singularité

On va maintenant chercher à résoudre l’équation Lu = 0 au voisinage de Σ. Si la 1-forme
u vérifie Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, alors par régularité elliptique u est localement
C∞ ; cela justifie la décomposition en série (2.3), qui converge uniformément sur tout compact
du voisinage du lieu singulier.

La décomposition de Lu ci-dessus permet alors de passer d’une équation aux dérivées par-
tielles à une infinité d’équations différentielles ordinaires. Résoudre l’équation Lu = 0 au voisi-
nage du lieu singulier revient donc à résoudre une équation différentielle linéaire pour chaque
coefficient de la décomposition. On peut ainsi étudier le comportement de chacun des termes
du développement de u, et il est ensuite relativement aisé d’en déduire des propriétés du type
L2 pour u et ses dérivées au voisinage du lieu singulier.

Pour chaque indice j, l’équation (ou plutôt le système) que l’on obtient présente une sin-
gularité “régulière” en r = 0. On sait (voir [24], cf aussi [17]) que les solutions d’une telle
équation sont des combinaisons linéaires de fonctions de la forme rkf(r) avec f une fonction
analytique, où les exposants k s’obtiennent comme racines de l’équation indicielle (en cas de
racines multiples ou séparées par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en ln r
dans l’expression des solutions).

On pose donc, pour un entier j donné,














fj(r) = rk(f0 + f1r + f2r
2 + · · · ),

gj(r) = rk(g0 + g1r + g2r
2 + · · · ),

ωj(r) = rk(ω0 + ω1r + ω2r
2 + · · · ),

̟j(r) = rk(̟0 + ̟1r + ̟2r
2 + · · · ).

A partir des expressions (2.4) à (2.8), on obtient les systèmes d’équations indicielles suivants :
si j ∈ J ,







(−k2 + 1 + p2
jγ

2)f0 + 2ipjγg0 = 0
−2ipjγf0 + (−k2 + 1 + p2

jγ
2)g0 = 0

(−k2 + p2
jγ

2)ω0 = 0,
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si j /∈ J ,
{

(−k2 + 1 + p2
jγ

2)f0 + 2ipjγg0 = 0
−2ipjγf0 + (−k2 + 1 + p2

jγ
2)g0 = 0,

et enfin
(−k2 + p′j

2
γ2)̟0 = 0.

Commençons par étudier le premier système, le plus compliqué. Son déterminant vaut (au
signe près) (k2 − p2

jγ
2)(k2 − (pjγ + 1)2)(k2 − (pjγ − 1)2). Les valeurs de l’exposant k pour

lesquelles le système admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont donc ±pjγ ± 1
et ±pjγ. Plus précisément, pour k = ±(pjγ + 1), les coefficients dominants (f0, g0, ω0) sont
engendrés par (1,−i, 0), pour k = ±(pjγ − 1), par (1, i, 0), et pour k = ±pjγ, par (0, 0, 1).
On remarque que l’on a toujours des racines séparées par des entiers, ce qui peut rajouter des
termes logarithmiques, mais nous n’aurons pas à en tenir compte car seul l’exposant dominant
va nous intéresser.

Le cas des racines doubles est un peu plus compliqué. Elles apparaissent si pj = 0, pjγ = ±1,
ou pjγ = ±1

2
. En fait si pjγ = 1

2
, les solutions correspondant à k = pjγ et à k = 1 − pjγ sont

linéairement indépendantes, on n’a donc pas besoin de termes logarithmiques ; même chose
pour pjγ = −1

2
.

Pour pjγ = 1, les solutions pour k = pjγ − 1 et k = −(pjγ − 1) sont les mêmes. On a donc
besoin d’un terme logarithmique. Même chose si pjγ = −1.

Enfin, pour pj = 0, il y a trois dégénérescence. Cependant pour k = 1 ou k = −1, on n’a pas
de perte de dimension et donc pas besoin de termes logarithmiques. Par contre, pour k = 0, le
terme en logarithme est nécessaire.

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des
valeurs particulières de l’angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit
l’angle. C’est l’existence de ces solutions logarithmiques, qui sont dans L2 mais dont la dérivée
covariante ne l’est pas, qui fait que l’opérateur L n’est jamais essentiellement auto-adjoint dans
notre cadre.

Les deux systèmes restant sont plus simples à étudier et ne présentent rien de nouveau par
rapport à ce qui précède. La proposition suivante regroupe tous ces résultats :

Proposition 2.1.2. Soit u une solution de l’équation Lu = 0 sur un voisinage d’une compo-
sante connexe de Σ, d’angle conique α. Alors chacun des termes apparaissant dans la décom-
position

u =
∑

j∈J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ + ωj(r)φj

)

+
∑

j∈N\J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ
)

+
∑

j∈N

̟j(r)ϕj.

est solution de l’équation Lu = 0 au voisinage de la composante connexe du lieu singulier.
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Soit j un indice appartenant à J . L’ensemble des solutions du type

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ + ωj(r)φj

forme un espace vectoriel (de dimension 6). Si pjγ /∈ {−1, 0, 1}, alors on dispose d’une base
constituée de solutions élémentaires pour lesquelles v(r) = (fj(r), gj(r), ωj(r)) est de la forme
rk(v0 + v1r + · · · ), avec k ∈ {±pjγ ± 1,±pjγ}. Pour k = ±(pjγ + 1), on peut prendre v0 =
(1,−i, 0), pour k = ±(pjγ − 1), (1, i, 0), et pour k = ±pjγ, (0, 0, 1). Si pjγ = −1, resp. 1, resp.
0, les deux solutions élémentaires ci-dessus correspondant à k = 0 sont identiques, il faut donc
rajouter une solution de la forme ln(r)(v0 + v1r + · · · ) avec v0 = (1,−i, 0), resp. (1, i, 0), resp.
(0, 0, 1).

Maintenant si l’indice j n’appartient pas à J , l’ensemble des solutions du type

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ

forme un espace vectoriel (de dimension 4). Si pjγ /∈ {−1, 1}, alors on dispose d’une base
constituée de solutions élémentaires pour lesquelles v′(r) = (fj(r), gj(r)) est de la forme rk(v′

0 +
v′

1r + · · · ), avec k = ±pjγ ± 1. Pour k = ±(pjγ + 1), on peut prendre v′
0 = (1,−i), et pour

k = ±(pjγ − 1), v′
0 = (1, i). Si pjγ = −1, resp. 1, les deux solutions élémentaires ci-dessus

correspondant à k = 0 sont identiques, il faut donc rajouter une solution de la forme ln(r)(v′
0 +

v′
1r + · · · ) avec v′

0 = (1,−i), resp. (1, i).

Enfin, pour tout indice j, l’ensemble des solutions du type ̟j(r)ϕj forme un espace vec-
toriel (de dimension 2). Si p′j 6= 0, alors on dispose d’une base constituée de deux solutions
élémentaires pour lesquelles ̟j(r) = rk(1 + ̟1r + · · · ), avec k = ±pjγ. Si p′ = 0 les deux
solutions élémentaires ci-dessus sont identiques, il faut donc rajouter une solution pour laquelle
̟j(r) = ln(r)(1 + ̟1r + · · · ).

Dans la suite, on supposera toujours que pj et p′j sont positifs ; en effet une simple conju-
gaison permet de passer de pj à −pj.

Dès la section suivante on aura besoin d’avoir plus de renseignements sur les solutions
élémentaires de l’équation dont l’exposant dominant est positif. Pour pouvoir les identifier on
va d’abord introduire quelques notations.

Si j ∈ J et si pj 6= 0, en accord avec la proposition ci-dessus, on note f1
j , g1

j , ω1
j la solution

élémentaire ayant pour exposant dominant pjγ +1, i.e. telle que f1
j /rpjγ+1, g1

j /r
pjγ+1, ω1

j /r
pjγ+1

soient développables en séries entières et que f 1
j /rpjγ+1(0) = 1.

On note f0
j , g0

j , ω0
j la solution élémentaire ayant pour exposant dominant pjγ, i.e. telle que

f0
j /rpjγ, g0

j /r
pjγ, ω0

j /r
pjγ soient développables en séries entières et que ω0

j /r
pjγ(0) = 1. En fait

ces conditions ne suffisent pas à déterminer la solution (à cause de la solution en rpjγ+1), on
choisit donc celle telle que f 0

j = O(rpjγ+3) et g0
j = O(rpjγ+3).

On note f−1
j , g−1

j , ω−1
j la solution élémentaire ayant pour exposant dominant pjγ − 1,

i.e. telle que f−1
j /rpjγ−1, g−1

j /rpjγ−1, ω−1
j /rpjγ−1 soient développables en séries entières et que
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f−1
j /rpjγ−1(0) = 1. Ces conditions ne suffisent pas à déterminer la solution (à cause des solutions

en rpjγ et rpjγ+1), on choisit donc celle telle que ω−1
j = O(rpjγ+2) et f−1

j + ig−1
j = O(rpjγ+3).

On prend les mêmes notations quand j /∈ J (i.e. quand λj est nul) ; remarquons juste
qu’alors il n’y a pas de solutions en rpjγ et que ωj n’est pas définie.

Si pj = 0, les exposants dominants pjγ +1 et −(pjγ−1)deviennent identiques, les équations
pour fj et ωj d’une part et gj d’autre part deviennent indépendantes. On note alors f 1

j , ω1
j la

solution pour laquelle gj est nulle, telle que f1
j /r et ω1

j /r soient développables en séries entières
et que f1

j /r (0) = 1. On note g1
j la solution pour laquelle fj, ωj sont nulles, telle que g1

j /r
soient développables en séries entières et que g1

j = r + O(r2). On garde par contre la notation
précédente pour la solution correspondant à l’exposant pjγ.

Enfin, on désigne par ̟0
j la solution élémentaire de la forme ̟0

j (r) = rp′jγ (1 + rf(r)) où f
est développable en séries entières.

L’énoncé suivant décrit partiellement le comportement de ces solutions au voisinage d’une
composante connexe du lieu singulier. Pour la définition de a, voir p.32.

Lemme 2.1.3. Les fonctions définies ci-dessus vérifient les propriétés suivantes, sauf éventu-
ellement pour un nombre fini d’indices j.

Il existe un polynôme P à deux variables tel que

||fk
j ψj |Ua

||2 ≤ P (λj, pj)
(

|fk
j (a)|2 + |ωk

j (a)|2
)

.

La majoration est encore valable si on remplace fk
j ψj dans le terme de gauche par ωk

j φj,

ωk
j
′
φj, gk

j φj (si pj 6= 0). C’est encore le cas pour g1
j ψj (si pj = 0), ̟0

jϕj et ̟0
j
′
ϕj en remplaçant

le terme de droite par respectivement P (λj, pj)|g1
j (a)|2 et P (λj, p

′
j)|̟0

j (a)|2

La majoration est encore valable (avec le cas échéant les modifications appropriées du terme
de droite) en remplaçant fk

j ψj dans le terme de gauche :

par (fk
j /th(r))ψj, (gk

j /th(r))ψj, fk
j
′
ψj ou gk

j
′
ψj, sauf si k = −1 et 0 < pjγ ≤ 1 ;

par (ωk
j /th(r))φj ou (̟0

j/th(r))ϕj, sauf si pj = 0, resp. p′j = 0 ;

par (ωk
j
′
/th(r))φj, ωk

j
′′
φj, (̟0

j
′
/th(r))ϕj ou ̟0

j
′′
ϕj, sauf si 0 < pjγ ≤ 1 ;

par (fk
j /th(r)2)ψj, (gk

j /th(r)2)ψj, (fk
j
′
/th(r))ψj ou (gk

j
′
/th(r))ψj, sauf si pjγ ≤ 1, ou si pjγ ≤ 2

et k = −1 ;

par (ωk
j /th(r)2)φj ou (̟0

j/th(r)2)ϕj, sauf si pjγ ≤ 1 ;

par (fk
j
′
/th(r) − fk

j /th(r)2)ψj, (gk
j
′
/th(r) − gk

j /th(r)2)ψj, fk
j
′′
ψj ou gk

j
′′
ψj, sauf si 0 < pjγ ≤ 1,

ou si 0 < pjγ ≤ 2 et k = −1 ;

enfin, par (p2
jγ

2gk
j /sh(r)2 − ipjγfk

j
′
/sh(r) − pjγfk

j /sinh(r)th(r))ψk
j , sauf si 0 < pjγ ≤ 1.

La démonstration de ce lemme ne présente pas d’intérêt particulier et est relativement
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longue, à cause du nombre de cas différent à traiter. Pour ces raisons, la preuve se trouve en
appendice (p.91 et suiv.).

2.1.5 Résolution de l’équation

Dans cette sous-section ainsi que dans toute la suite de ce papier, tous les angles coniques

seront supposés strictement inférieurs à 2π. En particulier, si p est un entier, alors soit
pγ = 0, soit |pγ| > 1.

On va étudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de
l’équation Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, en fonction des différentes conditions imposées
à u.

Le premier résultat est le lemme suivant :

Lemme 2.1.4. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont stricte-
ment inférieurs à 2π. Soit u une 1-forme telle que Lu soit égal à 0 au voisinage du lieu singulier
et que u et du soient dans L2. Alors ∇u et ∇du sont dans L2.

Démonstration. D’après la proposition 1.4.6, comme u et ∇∗∇u sont L2, il suffit de montrer que
∇eru est dans L2 pour prouver que ∇u est dans L2. On veut procéder de même pour ∇du. Pour
cela on utilise la formule de Weitzenböck suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui
est un analogue de la formule (2.1) pour les 1-formes que l’on a déjà utilisée à plusieurs reprises
(voir [2] §1.I) :

∀ω ∈ Ω2M, ∇∗∇ω = ∆ω + 2(n − 2)ω.

En particulier,

∇∗∇du = ∆du + 2(n − 2)du = d∆u + 2(n − 2)u = d(Lu) + −2du.

Au voisinage du lieu singulier, on a alors ∇∗∇du = −2du, et donc ∇∗∇du est dans L2. Il suffit
donc de montrer que ∇eru et ∇erdu sont dans L2.

On commence par regarder comment les conditions u ∈ L2, du ∈ L2 se traduisent sur la
développement de u. On choisit un réel a suffisamment petit pour que Lu soit nul sur Ua ; c’est
ce a que l’on utilise pour la décomposition de u (voir proposition 2.1.1). On écrit alors

u =
∑

j∈J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ + ωj(r)φj

)

+
∑

j∈N\J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ
)

+
∑

j∈N

̟j(r)ϕj.

La norme L2 de u sur Ua est donnée par

||u|Ua||2 =
∑

j

∫ a

0

(

|fj|2 + |gj|2 + |ωj|2 + |̟j|2
) sh(r)

sh(a)

(

ch(r)

ch(a)

)n−2

dr.
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Comme Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, les fonctions fj, gj etc. sont équivalentes
à c rkj (ou c rkj ln(r)) quand r tend vers 0. Pour que la quantité ci-dessus soit finie, tous les
exposants dominants apparaissant dans la décomposition de u (donné par la proposition 2.1.2)
doivent être strictement plus grand que −1. Or on a vu que k est de la forme ±pjγ ± 1 ou
±pjγ, où pj est un entier que l’on peut supposer positif, et γ vaut 2π divisé par l’angle conique
de la composante connexe du lieu singulier. Par conséquent le fait que u soit dans L2 élimine
d’emblée les solutions avec k = −pjγ − 1, avec k = −pjγ pour pj 6= 0, et avec k = −pjγ + 1
pour pj > 1 (et aussi pj = 1 si γ ≥ 2, c’est-à-dire si l’angle conique est inférieur ou égal à π).

Le fait que du soit dans L2 impose aussi des conditions sur les exposants possibles.

Pour j ∈ J , on note uj la composante de u en

fj(r)ψje
r + gj(r)ψje

θ + ωj(r)φj.

Alors duj est de la forme

aj(r)ψje
r ∧ eθ + bj(r)e

r ∧ φj + cj(r)e
θ ∧ φj,

avec

aj(r) = g′
j +

1

th(r)
gj −

ipjγ

sh(r)
fj,

bj(r) = ω′
j + th(r)ωj −

(λj)
1/2

ch(r)
fj,

cj(r) =
ipjγ

sh(r)
ωj −

(λj)
1/2

ch(r)
gj.

Comme Lu = 0 au voisinage d’une composante connexe de Σ, on sait que uj est une combi-
naison linéaire de solutions élémentaires (voir prop. 2.1.2), pour lesquelles (fj(r), gj(r), ωj(r))
sont de la forme rk(v0 + v1r + · · · ). Dans ce cas (aj(r), bj(r), cj(r)) est de la forme rk−1(w0 +
w1r + · · · ), et, si on note v0 = (f0, g0, ω0), alors

w0 = ((k + 1)g0 − ipjγ f0, kω0, ipjγ ω0).

On constate que si k = ±pjγ − 1, ou si k = pjγ avec pj = 0, alors w0 = 0, c’est-à-dire que dans
ces deux cas (et seulement dans ces deux cas-là) u et du ont le même exposant dominant. Et si
on est dans le cas d’un terme logarithmique dû à une racine indicielle multiple (pjγ = −1, 0, ou
1), avec (fj(r), gj(r), ωj(r)) de la forme ln(r)(v0 + v1r + · · · ), alors l’expression de du comprend
toujours des termes non nuls en r−1.

Maintenant pour j /∈ J , si uj est la composante de u en

fj(r)ψje
r + gj(r)ψje

θ,

l’expression de duj est assez simple puisqu’on trouve

duj =

(

g′
j +

1

th(r)
gj −

ipjγ

sh(r)
fj

)

ψje
r ∧ eθ.
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Si on prend une solution élémentaire de l’équation Lu = 0 du type ci-dessus, (fj(r), gj(r))

est de la forme rk(v′
0 + v1r + · · · ) (voir proposition 2.1.2), et alors aj(r) = g′

j + 1
th(r)

gj − ipjγ

sh(r)
fj

est de la forme rk−1(a0 + a1r + · · · ), et, si on note v′
0 = (f0, g0), alors

a0 = (k + 1)g0 − ipjγ f0.

On constate, de la même façon que dans le cas j ∈ J , que si k = ±pjγ − 1 alors w0 = 0, c’est-
à-dire que dans ce cas (et seulement dans ce cas-là) uj et duj ont le même exposant dominant.
Et si on est dans le cas d’un terme logarithmique dû à une racine indicielle multiple (pjγ = −1
ou 1), avec (fj(r), gj(r)) de la forme ln(r)(v′

0 + v1r + · · · ), alors l’expression de duj comprend
toujours des termes non nuls en r−1.

Il reste à voir ce qu’il se passe pour les solutions élémentaires de la forme ̟(r)ϕj. On trouve,
de la même façon, que si l’exposant dominant de uj vaut k, alors l’exposant dominant de duj

vaut k − 1, sauf pour la solution non logarithmique quand k = 0.

Récapitulons tout cela. Soit uj une solution élémentaire de l’équation Lu = 0 au voisinage
d’une composante connexe de Σ, d’exposant dominant k. On note k′ l’exposant dominant pour
duj. Alors k′ = k − 1, sauf pour k de la forme ±pγ − 1 et pour k = 0. Donc si uj et duj sont
toutes les deux dans L2, alors les seules valeurs possibles pour k sont 0, 1, pγ − 1, pγ et pγ + 1
(les autres valeurs pour lesquelles uj était L2, à savoir k = −pγ +1 et la solution logarithmique
pour k = 0, donnent k′ ≤ −1). En particulier, on a alors k ≥ 0 et k′ ≥ 0.

Par conséquent, pour que u ∈ L2, solution de l’équation Lu = 0 au voisinage du lieu
singulier, vérifie du ∈ L2, tous les exposants k apparaissant dans la décomposition de u (donné
par la proposition 2.1.2) doivent être supérieurs ou égaux à 0 : les seules valeurs possibles pour
k sont donc 0, 1, pjγ − 1, pjγ, p′jγ et pjγ + 1. Cela revient à dire que les fonctions fj, gj, etc.

sont des combinaisons linéaires des seules solutions élémentaires f1
j , f−1

j , f 0
j , etc. définies à la

section précédente. On peut alors préciser la décomposition de u : si on écrit u = fer + geθ +ω,
il existe des coefficients ck

j , dj, c′j tels que

f =
∑

j∈N

pj 6=0

∑

k∈{−1,0,1}
ck
j fk

j (r)ψj +
∑

j∈N

pj=0

∑

k∈{0,1}
ck
j fk

j (r)ψj

g =
∑

j∈N

pj 6=0

∑

k∈{−1,0,1}
ck
j gk

j (r)ψj +
∑

j∈N

pj=0

d1
j g1

j (r)ψj

ω =
∑

j∈N\J
pj 6=0

∑

k∈{−1,0,1}
ck
j ωk

j (r)φj +
∑

j∈N\J
pj=0

∑

k∈{0,1}
ck
j ωk

j (r)φj +
∑

j∈N

c′j̟
0
j (r)ϕj

Chacun des termes apparaissant dans cette somme est L2, à dérivée L2, mais il faut encore
montrer que la somme des dérivées converge dans L2.

Comme l’opérateur L est elliptique, la section u est C∞ au voisinage du lieu singulier. En
particulier, comme Σa est compacte, toutes les dérivées u sont de norme L2 finie sur Σa. On en
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déduit que pour tout polynôme (ou fonction majorée par un polynôme) à deux variables P , la
série

∑

j,k

|P (pjγ, λj)c
k
j f

k
j (a)|2

converge, et qu’il en est de même en remplaçant fk
j (a) par gk

j (a), ωk
j (a) ou ̟0

j (a).

Ce résultat, combiné aux estimations du lemme 2.1.3, montre directement que la série

∑

j,k

ck
j f

k
j

′
(r)ψj

converge en norme L2 sur Ua, et donc que ∂f
∂r

est L2 sur Ua, et il en est de même pour ∂g
∂r

et

∇erω. Cela termine de montrer que ∇eru = ∂f
∂r

er + ∂g
∂r

eθ + ∇erω appartient à L2.

On va démontrer de la même façon que ∇erdu ∈ L2. On a la décomposition suivante :

∇erdu =
∑

j∈N

(

g′′
j +

1

th(r)
g′

j + (1 − 1

th(r)2
)gj −

ipjγ

sh(r)
f ′

j +
ipjγ

sh(r)th(r)
fj

)

ψje
r ∧ eθ

+
∑

j∈N\J

(

ω′′
j + th(r)ω′

j + (1 − th(r)2)ωj −
(λj)

1/2

ch(r)
f ′

j +
(λj)

1/2th(r)

ch(r)
fj

)

er ∧ φj

+
∑

j∈N\J

(

ipjγ

sh(r)
ω′

j −
ipjγ

sh(r)th(r)
ωj −

(λj)
1/2

ch(r)
g′

j +
(λj)

1/2th(r)

ch(r)
gj

)

eθ ∧ φj

+
∑

j∈N

(

(

̟′′
j + th(r)̟′

j + (1 − th(r)2)̟j

)

er ∧ ϕj

+

(

ip′jγ

sh(r)
̟′

j −
ip′jγ

sh(r)th(r)
̟j

)

eθ ∧ ϕj + (̟′
j − th(r)̟j)dΣϕj

)

Dans cette somme, seules des combinaisons de solutions élémentaires dont les exposants
dominants sont positifs apparaissent. Le fait que pour tout polynôme (ou fonction majorée par
un polynôme) à deux variables P , la série

∑

j,k

|P (pjγ, λj)c
k
j f

k
j (a)|2

converge, et qu’il en est de même en remplaçant fk
j (a) par gk

j (a), ωk
j (a) ou ̟0

j (a), combinée
aux estimations du lemme 2.1.3, nous assure alors la convergence de la série en norme L2.

Récapitulons : si u est une solution de l’équation Lu = 0 au voisinage de Σ, telle que u et
du soient dans L2, on a vu que seuls les solutions élémentaires ayant un exposant dominant
supérieur ou égal à 0 apparaissent dans la décomposition de u. Par conséquent les termes appa-
raissant dans la décomposition de ∇u et de ∇du ont tous des exposants dominants strictement
supérieurs à −1. Ce fait, et la caractère C∞ de u près du lieu singulier, suffit à prouver que ∇u
et ∇du sont tous les deux dans L2.
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L’intérêt de ce lemme réside principalement dans la démonstration des deux résultats sui-
vants, qui nous font passer de l’étude des solutions de l’équation Lu = 0 au voisinage du lieu
singulier à celle des solutions de l’équation Lu = f sur M entière.

Théorème 2.1.5. Si M est une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à 2π, alors D = D′.

Démonstration. Supposons que les deux domaines D et D′ soient différents ; par exemple, D *
D′. Alors il existe u ∈ D\D′. Comme L|D′ est bijectif, il existe aussi u′ ∈ D′ tel que Lu′ = Lu.
Donc u − u′ ∈ ker L, et on connâıt le comportement de u − u′ au voisinage du lieu singulier.

Par définition de D et D′ (voir 2.1.1), on sait que u, u′, ∇u et du′ sont dans L2, et donc
aussi du. Par conséquent u − u′ et d(u − u′) sont dans L2. D’après le lemme précédent ceci
implique que ∇(u − u′) est dans L2.

On peut alors appliquer le théorème 1.4.3 pour procéder à une intégration par parties :

0 = 〈L(u − u′), u − u′〉
= 〈∇∗∇(u − u′) + (n − 1)(u − u′), u − u′〉
= ||∇(u − u′)||2 + (n − 1)||u − u′||2

et on trouve finalement u − u′ = 0, ce qui contredit l’hypothèse u ∈ D\D′. On démontre de la
même façon que D′\D = ∅.

Remarque : Bien que nous ne le montrions pas ici, il est intéressant de noter que dès qu’un
angle conique est plus grand que 2π, les deux domaines ci-dessus ne cöıncident plus. Il de-
vient donc beaucoup plus difficile de trouver un “bon” domaine pour résoudre l’équation de
normalisation, cf [14] et [7] pour des résultats dans cette direction.

Nous allons maintenant montrer un résultat complémentaire pour les solutions de l’équation
de normalisation.

Théorème 2.1.6. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à 2π. Soit φ une section de L2(T ∗M). Alors il existe une unique section
u de L2(T ∗M), solution de l’équation Lu = φ, telle que u, ∇u, dδu, et ∇du (au sens des
distributions) soient dans L2.

Démonstration. On sait depuis la section 2.1.1 que l’on peut résoudre de façon unique l’équation
Lu = φ avec u ∈ D. Maintenant, le théorème 2.1.5 ci-dessus nous assure que l’on a aussi u ∈ D′ ;
finalement u, ∇u (et donc aussi du et δu), dδu et δdu (et donc aussi ∇∗∇u) sont dans L2. Le
seul point qui reste à montrer est que ∇du est aussi L2.

Les formes C∞ à support compact étant dense dans L2, on peut trouver une suite (φk) de
1-formes C∞ à support compact telle que φk → φ dans L2 quand k → ∞. Soit (uk) la suite
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d’éléments de D telle que pour tout entier k, Luk = φk. On applique alors le théorème 1.3.2
(avec, à un facteur près, A = ∇ et A∗ = ∇∗) : les transformations (∇∗∇ + (n − 1)Id)−1 et
∇(∇∗∇ + (n − 1)Id)−1 sont continues, donc

lim
k→∞

uk = lim
k→∞

(∇∗∇ + (n − 1)Id)−1(φk) = (∇∗∇ + (n − 1)Id)−1(φ) = u

et

lim
k→∞

∇uk = lim
k→∞

∇((∇∗∇ + (n − 1)Id)−1(φk)) = ∇((∇∗∇ + (n − 1)Id)−1(φ)) = ∇u,

les limites étant au sens L2. Comme duk est la partie antisymétrique de ∇uk, la suite (duk)
est aussi convergente, avec limk→∞ duk = du. Maintenant, comme φk est à support compact,
Luk est identiquement nul au voisinage du lieu singulier, et uk rentre donc dans le cadre de la
proposition 2.1.2. Comme uk appartient à D(= D′), uk ainsi que duk sont dans L2, et on a vu
au lemme 2.1.4 qu’alors ∇duk ∈ L2. On va maintenant montrer que (∇duk), suite de sections
du fibré T ∗M ⊗ Λ2M , est bornée dans L2.

Pour cela, on considère ξ, section C∞ à support compact de T ∗M ⊗ Λ2M (“section test”),
et on s’intéresse au produit scalaire 〈∇duk, ξ〉. Le but est d’arriver à monter que

|〈∇duk, ξ〉| ≤ M ||ξ||,

où M ne dépend pas de k ni de ξ.

La restriction de la dérivée covariante à Ω2M nous donne un opérateur (non borné) ∇ :
L2(Λ2M) → L2(T ∗M ⊗ Λ2M) ; son adjoint est la restriction de ∇∗ à L2(T ∗M ⊗ Λ2M), et les
résultats de la section 1.4 s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de l’adjoint d’un
opérateur, on a l’égalité ker∇∗ = (Im∇)⊥. Le théorème 1.4.7 nous garantie que l’image de ∇
est fermée, et on a donc la décomposition orthogonale suivante :

L2(T ∗M ⊗ Λ2M) = ker∇∗ ⊕ Im∇.

On peut donc écrire ξ = k +∇ζ dans cette décomposition, et d’après le corollaire 1.4.8 on peut
même choisir ζ de telle sorte que

||ζ|| ≤ c ||∇ζ|| ≤ c ||ξ||

pour une constante c donnée ne dépendant pas de ξ.

Retournons au produit scalaire :

〈∇duk, ξ〉 = 〈∇duk,∇ζ + k〉
= 〈∇duk,∇ζ〉.

Pour pouvoir faire une intégration par parties, il faut vérifier que tous les termes impliqués sont
L2. On sait déjà que ζ, ∇ζ, ∇duk le sont, reste à montrer que c’est aussi le cas de ∇∗∇duk. Pour
cela on utilise la formule de Weitzenböck suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui
est un analogue de la formule pour les 1-formes que l’on a déjà utilisée à plusieurs reprises (voir
[2] §1.I) :

∀ω ∈ Ω2M, ∇∗∇ω = ∆ω + 2(n − 2)ω. (2.9)
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En l’appliquant à uk, on trouve

∇∗∇duk = ∆duk + 2(n − 2)duk = d∆uk + 2(n − 2)duk,

car d et ∆ = dδ + δd commutent. D’autre part

∆uk = Luk − 2(n − 1)uk = φk − 2(n − 1)uk.

Finalement,
∇∗∇duk = dφk − 2duk.

Comme φk est à support compact et que uk ∈ D, les formes dφk et duk sont L2, donc
∇∗∇duk est L2, donc on peut donc intégrer par parties (théorème 1.4.3) :

〈∇duk, ξ〉 = 〈∇duk,∇ζ〉
= 〈∇∗∇duk, ζ〉
= 〈dφk − 2duk, ζ〉.

Comme ∇ζ est L2, δζ = −tr g∇ζ est aussi L2, on a même ||δζ|| ≤ √
n||∇ζ||. D’autre part

φk, dφk et ζ sont L2, on peut encore intégrer par parties :

〈∇duk, ξ〉 = 〈dφk − 2duk, ζ〉
= 〈φk, δζ〉 − 2〈duk, ζ〉.

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

|〈∇duk, ξ〉| ≤ ||φk|| ||δζ|| + 2||duk|| ||ζ||
≤ (

√
n||φk|| + 2c||duk||) ||∇ζ||

≤ M ||ξ||
car les suites (φk) et (duk) sont convergentes, donc bornées, dans L2. Cette majoration, valable
pour toute section test ξ, implique directement que la suite (∇duk) est bornée dans L2.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée (∇duk), qui converge faible-
ment vers une limite l ∈ L2 : c’est-à-dire que quel que soit ξ ∈ L2(T ∗M ⊗ Λ2M),

lim
k→∞

〈∇duk, ξ〉 = 〈l, ξ〉.

Mais alors, si ξ est C∞ à support compact,

〈∇duk, ξ〉 = 〈duk,∇∗ξ〉,
et

lim
k→∞

〈duk,∇∗ξ〉 = 〈du,∇∗ξ〉

car (duk) converge dans L2 vers du. Par conséquent, on a

〈du,∇∗ξ〉 = 〈l, ξ〉
pour tout ξ ∈ C∞

0 , ce qui signifie exactement que

l = ∇maxdu = ∇du,

et par suite ∇du appartient à L2.
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Notons que si en plus φ est C∞, alors par régularité elliptique la solution u ci-dessus est
aussi de classe C∞.

2.2 Rigidité infinitésimale des cône-variétés

Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à 2π. Soit h0 une déformation Einstein infinitésimale (i.e. vérifiant
l’équation E ′

g(h0) = 0) telle que h0 et ∇h0 soient dans L2. Alors la déformation h0 est tri-
viale, i.e. il existe une forme u ∈ Ω1M telle que h0 = δ∗u.

Dans toute cette section nous supposerons donc que les angles coniques sont toujours
inférieurs à 2π.

Démonstration. La première étape de la démonstration consiste à normaliser h0, c’est-à-dire à
chercher u tel que h = h0 − δ∗u vérifie la condition de jauge β(h) = 0, ce qui revient à résoudre
l’équation β ◦ δ∗u = βh0. Comme ∇h0 est dans L2, βh0 l’est aussi, et d’après le théorème 2.1.6
cette équation admet une unique solution u telle que u, ∇u, dδu et ∇du soient dans L2. On
pose h = h0 − δ∗u. Notons que l’on a perdu des informations en normalisant : en effet, rien
ne garantit que la déformation normalisée h vérifie encore ∇h ∈ L2, puisqu’on ne connâıt rien
pour l’instant sur ∇δ∗u.

La déformation h vérifie alors :
{

∇∗∇h − 2R̊h = 0

δh + dtr h = 0

En prenant la trace par rapport à g de la première équation, on obtient

∆(tr h) + 2(n − 1)tr h = 0,

ce qui incite à intégrer par parties, mais pour le faire il faut d’abord vérifier que les termes
impliqués sont L2, avant de pouvoir appliquer le théorème 1.4.1. Comme h0 et δ∗u sont L2, h
est bien L2, donc tr h aussi, et donc ∆tr h aussi. Maintenant,

dtr h = dtr h0 + dtr δ∗u = dtr h0 − dδu,

donc dtr h est L2 (dtr h0 est L2 car ∇h0 l’est). Par suite, on trouve en intégrant contre tr h :

0 = 〈tr h, ∆(tr h) + 2(n − 1)tr h〉
= ||dtr h||2 + 2(n − 1)||tr h||2

52
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et donc tr h = 0, ce qui, avec β(h) = 0, implique aussi δh = 0. Finalement, on a











∇∗∇h − 2R̊h = 0

δh = 0

tr h = 0

La deuxième étape de la démonstration consiste à utiliser une autre formule de Weitzenböck
(cf [2], §12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme à valeur dans le fibré co-
tangent T ∗M . Ce fibré étant muni de la connexion de Levi-Cività ∇, on note d∇ la différentielle
extérieure associée sur les formes à valeurs dans T ∗M . L’opérateur adjoint est la codifférentielle
notée δ∇. Notons que si u est une 0-forme à valeurs dans T ∗M (c’est-à-dire une 1-forme usuelle),
alors d∇u = ∇u ; de même pour une 1-forme à valeurs dans T ∗M , δ∇h = ∇∗h. On a alors la
formule suivante, valable pour tout 2-tenseur symétrique :

∇∗∇h = (δ∇d∇ + d∇δ∇)h + R̊h − h ◦ ric. (2.10)

Pour une métrique hyperbolique, cela se simplifie en

∇∗∇h = (δ∇d∇ + d∇δ∇)h + nh − (tr h)g.

En combinant avec ce qui précède, on obtient










δ∇d∇h + (n − 2)h = 0

δh = 0

tr h = 0

Pour conclure, “il suffit” d’une intégration par parties contre h. Comme h est dans L2, δ∇d∇h
est aussi dans L2 ; si ∇h, ou même seulement ∇erh, était L2 on pourrait conclure en utilisant une
méthode analogue à celle employée dans la démonstration du théorème 1.4.3. Malheureusement
on ne sait rien sur le caractère L2 ou non de ∇δ∗u. On va donc devoir contourner cette difficulté
pour montrer qu’on a bien 〈δ∇d∇h, h〉 = ||d∇h||2.

Avant toutes choses, il faut montrer que d∇h est bien L2. Comme ∇h0 est L2, d∇h0 est L2 ;
il ne reste qu’à regarder d∇δ∗u. Or

δ∗u = ∇u − 1

2
du = d∇u − 1

2
du,

donc

d∇δ∗u = (d∇)2u − 1

2
d∇du.

L’opérateur (d∇)2 est bien connu, ce n’est rien d’autre que l’opposé de la courbure, i.e.

(d∇)2u(x, y) = −R(x, y)u = ∇x∇yu −∇y∇xu −∇[x,y]u.

C’est un opérateur borné, c’est-à-dire continu, pour les normes L2 ; par conséquent (d∇)2u est
L2. Il ne nous reste donc que la terme d∇du ; or le théorème 2.1.6 nous garantit que ∇du, et
donc d∇du, sont bien L2.
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Le tenseur d∇h est donc bien dans L2. Malheureusement, on n’a pas d’analogue du résultat
de Cheeger (théorème 1.4.1) pour les formes à valeurs dans un fibré, du fait que d∇ ◦ d∇ ne
s’annule pas nécessairement, à la différence de d ◦ d. Cependant, en écrivant

h = h0 − δ∗u = h0 +
1

2
du − d∇u,

on a

〈h, δ∇d∇h〉 = 〈h0 +
1

2
du, δ∇d∇h〉 − 〈d∇u, δ∇d∇h〉. (2.11)

Le théorème 2.1.6 nous assure que ∇(h0 + 1
2
du) est dans L2. Ceci nous permet de montrer,

exactement de la même façon que dans la démonstration du théorème 1.4.3, qu’on a bien

〈h0 +
1

2
du, δ∇d∇h〉 = 〈d∇(h0 +

1

2
du), d∇h〉. (2.12)

Pour le terme qui reste, comme u et ∇u sont L2, on peut trouver d’après le corollaire 1.4.5
une suite (uk), C∞ à support compact, telle que limk→∞ uk = u et limk→∞∇uk = ∇u. On a
alors

lim
k→∞

〈d∇uk, δ
∇d∇h〉 = 〈d∇u, δ∇d∇h〉.

On peut faire l’intégration par parties avec uk :

〈d∇uk, δ
∇d∇h〉 = 〈(d∇)2uk, d

∇h〉.

Mais comme (d∇)2 est continue, on a

lim
k→∞

(d∇)2uk = (d∇)2u,

et donc
lim
k→∞

〈(d∇)2uk, d
∇h〉 = 〈(d∇)2u, d∇h〉.

On en déduit que
〈d∇u, δ∇d∇h〉 = 〈(d∇)2u, d∇h〉,

et avec (2.11) et (2.12) on a établi l’égalité

〈h, δ∇d∇h〉 = ||d∇h||2.

Par conséquent, comme δ∇d∇h + (n − 2)h = 0, on a

0 = 〈h, δ∇d∇h + (n − 2)h〉
= ||d∇h||2 + (n − 2)||h||2

et donc le tenseur h est identiquement nul. Par suite h0 = δ∗u, la déformation est triviale.
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Corollaire 2.2.2. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à 2π. Alors M est infinitésimalement rigide parmi les cônes-variétés
Einstein à angles coniques fixés.

Démonstration. En effet, on a vu que toute déformation infinitésimale de la structure de cône-
variété préservant les angles pouvait se mettre sous la forme d’un 2-tenseur symétrique h0

appartenant à L2, dont la dérivée covariante ∇h0 est aussi dans L2. On peut alors appliquer le
théorème ci-dessus pour montrer que toutes les déformations Einstein de ce type sont triviales.
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Chapitre 3

Construction de déformations Einstein

3.1 Retour à l’équation de normalisation

On va montrer dans cette section deux résultats supplémentaires, concernant l’équation de
normalisation et la normalisation par la jauge de Bianchi. Un résultat plus précis, permettant
d’avoir plus d’informations sur la déformation normalisée, au prix de plus de contrainte sur les
angles, et un résultat plus général, montrant que toute déformation L2 (et plus seulement L1,2)
peut être normalisée en un certain sens.

Ces deux résultats serviront à construire des déformations Einstein infinitésimale modifiant
les angles coniques.

3.1.1 Un résultat plus précis

On commence par montrer le théorème suivant, valable seulement si les angles coniques sont
strictement plus petits que π.

Théorème 3.1.1. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
strictement inférieurs à π. Alors l’opérateur

L = ∇∗∇ + (n − 1)Id : L2,2(T ∗M) → L2(T ∗M)

est un isomorphisme.

On retrouve donc quand les angles sont suffisamment petits une propriété toujours valable
sur une variété compacte. La démonstration dépend en grande partie du lemme suivant, que
l’on démontrera ensuite :

Lemme 3.1.2. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont stricte-
ment inférieurs à π. Soit u une 1-forme telle que Lu soit égal à 0 au voisinage du lieu singulier
et que u et ∇u soient dans L2. Alors ∇∇u appartient à L2.
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Démonstration du théorème. On a vu dans la section précédente que l’équation Lu = φ avait
une unique solution telle que u, ∇u, dδu, et ∇du (au sens des distributions) soient dans L2.
Comme ∇u = δ∗u + 1

2
du, il ne reste plus qu’à démontrer que, dans le cas où tous les angles

coniques sont strictement inférieurs à π, on a aussi ∇δ∗u ∈ L2. La démonstration suit de très
près la preuve du fait que ∇du est dans L2 quand les angles sont inférieurs à 2π (théorème
2.1.6). Le plan est le suivante : on part du fait que le résultat est vrai quand le second membre
de l’équation est identiquement nul au voisinage du lieu singulier. On approxime donc φ par
une suite φk de formes à support compact, ce qui nous donne une suite de solutions uk, ayant
la propriété voulue (à savoir ∇δ∗uk ∈ L2), et convergeant vers u. On cherche ensuite à montrer
que la suite ∇δ∗uk est bornée dans L2, en prenant son produit scalaire avec une section test.
L’ingrédient principal de la démonstration est encore une relation de commutation, ici entre
∇∗∇ et δ∗.

Soit donc une suite (φk) de 1-formes C∞ à support compact telle que φk → φ dans L2 quand
k → ∞. Soit (uk) la suite de 1-formes vérifiant Luk = φk pour tout entier k, et telle que uk,
∇uk, dδuk, et ∇duk (au sens des distributions) sont dans L2. On sait que uk et ∇uk convergent
au sens L2 vers u et ∇u respectivement.

Maintenant, comme φk est à support compact, Luk est identiquement nul au voisinage du
lieu singulier. Tout les angles coniques étant strictement inférieurs à π, on déduit du lemme
3.1.2 que ∇δ∗uk ∈ L2. Comme annoncé, on va montrer que (∇δ∗uk), suite de sections du fibré
T ∗M ⊗ S2M , est bornée dans L2. Pour cela, on forme le produit scalaire 〈∇δ∗uk, ξ〉 avec une
section test (i.e. C∞ à support compact) ξ de T ∗M ⊗ S2M . Le but est d’arriver à monter que

|〈∇δ∗uk, ξ〉| ≤ M ||ξ||,
où M ne dépend ni de k ni de ξ.

La restriction de la dérivée covariante à S2M donne un opérateur (non borné)

∇ : L2(S2M) → L2(T ∗M ⊗ S2M);

son adjoint est la restriction de ∇∗ à L2(T ∗M ⊗ S2M), et les résultats de la section 1.4 s’ap-
pliquent. En particulier, comme Im∇ est fermée d’après le théorème 1.4.7, on a la décomposition
orthogonale suivante :

L2(T ∗M ⊗ S2M) = ker∇∗ ⊕ Im∇.

Cela permet d’écrire ξ = k + ∇ζ, où k ∈ ker∇∗ et ζ ∈ D(∇), et d’après le corollaire 1.4.8,
on peut choisir ζ de telle sorte que ||ζ|| ≤ c ||∇ζ|| ≤ c ||ξ|| pour une certaine constante c ne
dépendant pas de ξ.

La suite de la preuve repose sur une relation de commutation entre ∇∗∇ et δ∗. Soit η une
1-forme (lisse). On sait que la déformation δ∗η est triviale, c’est-à-dire que l’on a toujours
E ′(δ∗η) = 0, soit

∇∗∇δ∗η − 2R̊δ∗η − 2δ∗βδ∗η = 0,

voir (1.1). La métrique étant hyperbolique, on peut utiliser les relations (1.2) et (2.2) pour
simplifier cette expression. On obtient alors la relation suivante :

∇∗∇(δ∗η) = 2δ∗η + 2(δη)g + δ∗(∇∗∇η + (n − 1)η). (3.1)
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3.1. Retour à l’équation de normalisation

En appliquant cette formule à uk, on obtient

∇∗∇(δ∗uk) = 2δ∗uk + 2(δuk)g + δ∗φk.

En particulier, ∇∗∇(δ∗uk) appartient à L2(S2M).

On retourne au produit scalaire 〈∇δ∗uk, ξ〉. On a

〈∇δ∗uk, ξ〉 = 〈∇δ∗uk,∇ζ + k〉
= 〈∇δ∗uk,∇ζ〉.

On vient de voir que ∇∗∇(δ∗uk) est L2, et on sait que c’est aussi le cas pour ∇δ∗uk, ∇ζ et ζ.
On peut donc intégrer par parties :

〈∇δ∗uk, ξ〉 = 〈∇δ∗uk,∇ζ〉
= 〈∇∗∇δ∗uk, ζ〉
= 〈2δ∗uk + 2(δuk)g + δ∗φk, ζ〉.

On peut à nouveau intégrer par partie (tous les termes concernés sont bien L2) pour obtenir

〈∇δ∗uk, ξ〉 = 〈2δ∗uk + 2(δuk)g + δ∗φk, ζ〉
= 〈2uk + φk, δζ〉 + 2〈uk, dtr ζ〉.

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

|〈∇δ∗uk, ξ〉| ≤ (||φk|| + 2||uk||) ||δζ|| + 2||uk|| ||dtr ζ||
≤ (

√
n||φk|| + (2

√
n + 2)||uk||) ||∇ζ||

≤ M ||ξ||

car les suites (φk) et (uk) sont convergentes, donc bornées, dans L2. Cette majoration, valable
pour toute section test ξ, implique directement que la suite (∇δ∗uk) est bornée dans L2.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement vers une limite
l ∈ L2. Comme dans le cas de ∇du, on vérifie facilement que cette limite est bien égale à ∇δ∗u
(distributionnellement), et donc que ∇δ∗u est bien dans L2.

Avant de commencer la preuve du lemme, on introduit quelques notations (qui réapparâı-
tront plus tard, à la section 3.2.3). Si a et b sont deux 1-formes, on note a.b pour 1

2
(a⊗b+b⊗a).

En particulier, x.x = x ⊗ x.

On rappelle (voir section 2.1.2) que la notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus
de Ua, dont la fibre au-dessus de x ∈ Ua est le sous-espace vectoriel de T ∗

xM orthogonal à eθ et
er. Si ω est une section de N , on définit δ∗Σω par

δ∗Σω =
n−2
∑

i=1

ei.∇Σ(ei, ω).
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Démonstration du lemme 3.1.2. On procède comme pour la preuve du lemme 2.1.4. Ici aussi, il
ne reste qu’à démontrer que, dans le cas où tous les angles coniques sont strictement inférieurs
à π, on a aussi ∇δ∗u ∈ L2. En accord avec la proposition 1.4.6, on va d’abord montrer que
∇∗∇δ∗u est dans L2 ; il suffira ensuite de montrer que ∇erδ

∗u est dans L2. Pour cela, on utilise
la relation (3.1) :

∇∗∇(δ∗u) = 2δ∗u + 2(δu)g + δ∗(∇∗∇u + (n − 1)u).

Au voisinage du lieu singulier, on a alors

∇∗∇(δ∗u) = 2δ∗u + 2(δu)g.

Cela nous assure que ∇∗∇(δ∗u) est dans L2.

Ensuite, on utilise la décomposition de u vue en (2.3) :

u =
∑

j∈J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ + ωj(r)φj

)

+
∑

j∈N\J

(

fj(r)ψj er + gj(r)ψj eθ
)

+
∑

j∈N

̟j(r)ϕj.

Le fait que u et ∇u soient dans L2 impose que seules les solutions élémentaires d’exposant
dominant supérieur ou égal à 0 apparaissent dans cette décomposition. On décompose ensuite

δ∗u =
∑

j∈N

(

fj
′ψje

r.er +

(

g′
j −

gj

th(r)
+

ipjγfj

sh(r)

)

ψje
r.eθ +

(

ipjγgj

sh(r)
+

fj

th(r)

)

ψje
θ.eθ

+ fjth(r)ch(r)2gΣ

)

+
∑

j∈N\J

((

ω′
j − th(r)ωj +

(λ)1/2fj

ch(r)

)

φj.e
r +

(

ipjγωj

sh(r)
+

(λ)1/2gj

ch(r)

)

φj.e
θ + ωjδ

∗
Σφj

)

+
∑

j∈N

(

(

̟′
j − th(r)̟j

)

ϕj.e
r +

ipjγ̟j

sh(r)
ϕj.e

θ + ̟jδ
∗
Σϕj

)

60



3.1. Retour à l’équation de normalisation

et donc

∇erδ
∗u =

∑

j∈N

(

fj
′′ψje

r.er +

(

g′′
j − g′

j

th(r)
+

gj

sh(r)2
+

ipjγf ′
j

sh(r)
− ipjγfj

sh(r)th(r)

)

ψje
r.eθ

+

(

ipjγg′
j

sh(r)
− ipjγgj

sh(r)th(r)
+

f ′
j

th(r)
− fj

sh(r)2

)

ψje
θ.eθ

+

(

f ′
jth(r) +

fj

ch(r)2

)

ch(r)2gΣ

)

+
∑

j∈N\J

((

ω′′
j − th(r)ω′

j −
ωj

ch(r)2
+

(λ)1/2f ′
j

ch(r)
− (λ)1/2fjth(r)

ch(r)

)

φj.e
r

+

(

ipjγω′
j

sh(r)
− ipjγωj

sh(r)th(r)
+

(λ)1/2g′
j

ch(r)
− (λ)1/2gjth(r)

ch(r)

)

φj.e
θ

+ (ω′
j − th(r)ωj)δ

∗
Σφj

)

+
∑

j∈N

((

̟′′
j − th(r)̟′

j −
̟j

ch(r)2

)

ϕj.e
r +

(

ipjγ̟′
j

sh(r)
− ipjγ̟j

sh(r)th(r)

)

ϕj.e
θ

+
(

̟′
j − th(r)̟j

)

δ∗Σϕj

)

Comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que π, γ est plus grand que 2,
et donc |pjγ| est soit nul soit strictement plus grand que 2. Par conséquent les majorations
du lemme 2.1.3 s’appliquent à tous les termes apparaissant dans la formule ci-dessus. Pour
conclure, on utilise la même remarque que dans la démonstration du lemme 2.1.4, à savoir :
comme l’opérateur L est elliptique, la section u est localement C∞. En particulier, comme Σa

est compacte, toutes les dérivées u sont de norme L2 finie sur Σa. On en déduit que pour tout
polynôme (ou fonction majorée par un polynôme) à deux variables P , la série

∑

j,k

|P (pjγ, λj)c
k
j f

k
j (a)|2

converge, et qu’il en est de même en remplaçant fk
j (a) par gk

j (a), ωk
j (a) ou ̟0

j (a). Cela assure
la convergence en norme L2 de la série, et donc le caractère L2 de ∇erδ

∗u.

3.1.2 Un résultat plus général

Le théorème suivant montre que toute déformation infinitésimale h ∈ L2(S2M), il existe une
(unique) 1-forme u ∈ D(δ∗min) telle que h − δ∗u vérifie (distributionnellement) la condition de
jauge de Bianchi β(h−δ∗u) = 0. On peut donc normaliser en un certain sens toute déformation
infinitésimale L2, de façon unique. Ce résultat est assez général puisqu’on suppose juste que
la métrique conique est Einstein à courbure de Ricci négative ; il n’y a pas de limitations à la
valeur des angles coniques.
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Théorème 3.1.3. Soit M une cône-variété Einstein à courbure de Ricci négative. On a la
décomposition suivante

L2(S2M) = ker βmax ⊕ Im δ∗min

Quitte à multiplier la métrique g par une constante (voir section 1.2), on va supposer dans
la suite qu’elle vérifie E(g) = ric(g) + (n− 1)g = 0. La démonstration de ce théorème nécessite
plusieurs résultats intermédiaires, regroupés dans la proposition suivante.

Proposition 3.1.4.

1. Le sous-espace Im δ∗min est fermé dans L2(S2M).

2. Les domaines D(δ∗min), D(∇) et D(βt
min) sont égaux.

3. Les deux sous-espaces Im δ∗min et ker βmax sont en somme directe (i.e. Im δ∗min∩ker βmax =
{0}), et la projection canonique de ker βmax ⊕ Im δ∗min sur le deuxième facteur est une
application linéaire continue.

Démonstration du 1. Si a appartient à C∞
0 , alors

||δ∗a||2 = 〈δ∗a, δ∗a〉
= 〈δδ∗a, a〉
= 〈∇∗(∇a − 1

2
da), a〉

= 〈∇∗∇a − 1

2
δda, a〉.

On utilise la formule de Weitzenböck (2.1) ∆a = dδa + δda = ∇∗∇a − (n − 1)a :

||δ∗a||2 = 〈∇∗∇a − 1

2
δda, a〉

= 〈dδa + δda + (n − 1)a − 1

2
δda, a〉

= 〈dδa +
1

2
δda + (n − 1)a, a〉

= ||δa||2 +
1

2
||da||2 + (n − 1)||a||2 (3.2)

et donc

||δ∗a||2 ≥ (n − 1)||a||2.
Cette inégalité est encore vraie si a ∈ D(δ∗min) ; il suffit de considérer une suite an d’éléments
C∞

0 avec limn→∞ an = a et limn→∞ δ∗an = δ∗mina.

Cette inégalité implique immédiatement que Im δ∗min est fermée dans L2. En effet, si xn ∈
Im δ∗min converge vers x dans L2, alors il existe une suite an dans D(δ∗min) telle que xn = δ∗minan ;
la suite (xn) est de Cauchy, et comme pour tout n, p on a

||xp − xn|| = ||δ∗min(ap − an)|| ≥
√

n − 1||ap − an||,
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3.1. Retour à l’équation de normalisation

la suite (an) est aussi de Cauchy, donc converge vers un élément a de L2. On a alors limn→∞ an =
a et limn→∞ δ∗minan = x ; comme l’opérateur δ∗min est fermé, on en déduit que a ∈ D(δ∗min) et
que x = δ∗mina, donc que x appartient à Im δ∗min, ce qui montre que Im δ∗min est fermée.

Démonstration du 2. Revenons au calcul (3.2) : si on utilise différemment la formule de Weit-
zenböck, on trouve

||δ∗a||2 = 〈∇∗∇a − 1

2
δda, a〉

=
1

2
〈∇∗∇a + ∆a + (n − 1)a − δda, a〉

=
1

2
〈∇∗∇a + (n − 1)a + dδa, a〉

=
1

2

(

||∇a||2 + (n − 1)||a||2 + ||δa||2
)

,

et donc ||δ∗a||2 ≥ 1
2
||∇a||2, ceci étant valable pour a ∈ C∞

0 . Si a ∈ D(δ∗min), on prend une suite
an d’éléments C∞

0 avec limn→∞ an = a et limn→∞ δ∗an = δ∗mina. La suite (δ∗an) est donc de
Cauchy, et l’inégalité ci-dessus implique que la suite (∇an) est aussi de Cauchy, donc converge
vers un élément x dans L2. Comme an ∈ C∞

0 ⊂ D(∇) et que l’opérateur ∇ est fermé, on en
déduit que a = limn→∞ an appartient à D(∇), et donc que D(∇) ⊂ D(δ∗min). On en déduit
aussi que l’inégalité ||δ∗a||2 ≥ 1

2
||∇a||2 est vraie pour tout a ∈ D(δ∗min).

Maintenant, δ∗a étant la partie symétrique de ∇a, on a aussi ||δ∗a|| ≤ ||∇a||, et le même
argument montre que D(δ∗min) ⊂ D(∇), et donc D(δ∗min) = D(∇). Au passage on a aussi

1

2
||∇a||2 ≤ ||δ∗mina||2 ≤ ||∇a||2

pour tout a ∈ D(∇) = D(δ∗min).

Montrons ensuite que D(δ∗min) = D(βt
min). On rappelle que βt est l’adjoint formel de β, c’est-

à-dire que pour a ∈ C∞
0 , βta = δ∗a + 1

2
(δa)g. Maintenant si a ∈ D(δ∗min), on prend une suite an

d’éléments C∞
0 avec limn→∞ an = a et limn→∞ δ∗an = δ∗mina. Comme (δan)g = −(tr (δ∗an))g, la

suite ((δan)g) est aussi convergente, donc βtan = δ∗an+ 1
2
(δan)g converge dans L2. Ceci implique

que a ∈ D(βt
min) par définition de l’extension minimale βt

min, et donc D(δ∗min) ⊂ D(βt
min).

Réciproquement, si a ∈ D(βt
min), on prend une suite an d’éléments C∞

0 avec limn→∞ an = a
et limn→∞ βtan = βt

mina. Comme tr βtan = n−2
2

δan et que n > 2, on en déduit que la suite (δan)
est aussi convergente, ainsi donc que δ∗an = βtan − 1

2
(δan)g. Par suite, l’opérateur δ∗min étant

fermé, a appartient bien à D(δ∗min), et D(βt
min) ⊂ D(δ∗min).

Remarque : On peut démontrer exactement de la même façon que D(δ∗max) = D(βt
max) ; il

suffit juste de remplacer C∞
0 par C∞ dans les deux derniers paragraphes.

Démonstration du 3. Soit a ∈ D(δ∗min) tel que δ∗mina ∈ ker βmax. Alors on a (au sens des
distributions au moins)

0 = βδ∗a =
1

2
(∇∗∇a + (n − 1)a).
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Chapitre 3. Construction de déformations Einstein

Comme a est L2, ∇∗∇a est aussi L2 ; et comme a ∈ D(δ∗min) = D(∇), ∇a est aussi L2. On peut
alors faire une intégration par partie contre a pour trouver

||∇a||2 + (n − 1)||a||2 = 0

et donc a = 0 et δ∗mina = 0. Cela montre que Im δ∗min et ker βmax sont en somme directe.

Pour démontrer la deuxième partie de ce point on aura besoin du lemme technique suivant :

Lemme 3.1.5. Il existe une constante c > 0 telle que quel que soit a appartenant à D(δ∗min),
on a

〈δ∗mina, βt
mina〉 ≥ c||δ∗mina||.||βt

mina||.

Démonstration du lemme. On commence par une majoration : si a est C∞
0 , alors

||βta|| = ||δ∗a +
1

2
(δa)g||

≤ ||δ∗a|| + n

2
||1
n

(δa)g||.

Comme δ∗a et 1
n
(δa)g sont respectivement la partie symétrique et la partie en trace de ∇a, on

a ||δ∗a|| ≤ ||∇a|| et || 1
n
(δa)g|| ≤ ||∇a||, donc

||βta|| ≤ n + 2

2
||∇a||.

Ensuite, toujours pour a ∈ C∞
0 , on a

〈δ∗a, βta〉 = 〈β ◦ δ∗a, a〉
=

1

2
〈∇∗∇a + (n − 1)a, a〉

=
1

2
||∇a||2 +

n − 1

2
||a||2

≥ 1

2
||∇a||2.

Comme ||∇a|| ≥ ||δ∗a|| et ||∇a|| ≥ 2
n+2

||βta||, on a

〈δ∗a, βta〉 ≥ 1

n + 2
||δ∗a||.||βta||.

Maintenant si a appartient à D(δ∗min) = D(∇), on prend une suite an ∈ C∞
0 telle que an tend

vers a et ∇an tend vers ∇a ; alors δ∗an et βtan convergent respectivement vers δ∗mina et βt
mina,

et en passant à la limite dans l’inégalité ci-dessus on trouve le résultat voulu avec c = 1
n+2

.

Revenons à la démonstration de la continuité de la projection canonique de kerβmax⊕Im δ∗min

sur le deuxième facteur. Ce que le lemme précédent nous montre, c’est que pour tout élément
de Im δ∗min, il existe un élément de Im βt

min ⊂ (ker βmax)
⊥ tel que l’angle entre les deux reste
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3.1. Retour à l’équation de normalisation

éloigné de π/2. Cette propriété va permettre d’estimer la norme du projeté sur Im δ∗min à partir
de la norme du projeté orthogonal sur (kerβmax)

⊥. C’est ce qui va assurer la continuité.

Soit x = h + δ∗mina ∈ ker βmax ⊕ Im δ∗min (avec h ∈ ker βmax), on veut montrer qu’il existe
une constante C ≥ 0 telle que ||δ∗mina|| ≤ C||x||. Notons p le projeté orthogonal de δ∗mina sur
(ker βmax)

⊥ : on a δ∗mina = p+k avec k ∈ ker(βmax). Par définition de la projection orthogonale,
||k||2 = inf{||δ∗mina − y||2 | y ∈ ker(βmax)

⊥}.
Pour majorer ||k||2 on va choisir un bon y. On sait que ker(βmax)

⊥ = Im βt
min ; en particulier

βt
mina ∈ ker(βmax)

⊥. Si βt
mina = 0, alors en prenant la trace on trouve δa = 0 puis δ∗mina = 0,

et dans ce cas on a bien ||δ∗mina|| ≤ C||x||.
Si βt

mina 6= 0, on note p′ le projeté orthogonal de δ∗mina sur Vect(βt
mina) ; on a

p′ = 〈δ∗mina,
βt

mina

||βt
mina||

〉 βt
mina

||βt
mina||

,

et ||δ∗mina||2 = ||p′||2 + ||δ∗mina − p′||2. Comme p′ ∈ (ker βmax)
⊥, d’après la définition de la

projection orthogonale on a

||k||2 ≤ ||δ∗mina − p′||2
≤ ||δ∗mina||2 − ||p′||2

≤ ||δ∗mina||2 − 〈δ∗mina,
βt

mina

||βt
mina||

〉2.

En utilisant le lemme précédent, on trouve

||k||2 ≤ ||δ∗mina||2 −
1

(n + 2)2
||δ∗mina||2

≤
(

1 − 1

(n + 2)2

)

||δ∗mina||2,

d’où

||p||2 = ||δ∗mina||2 − ||k||2

≥
(

1 − (1 − 1

(n + 2)2
)

)

||δ∗mina||2

≥ 1

(n + 2)2
||δ∗mina||2.

Ensuite, comme x = h + δ∗mina = h + k + p, avec h et k dans ker βmax et p dans (ker βmax)
⊥,

on a

||x||2 = ||h + k||2 + ||p||2
≥ ||p||2

≥ 1

(n + 2)2
||δ∗mina||2,

soit ||δ∗mina|| ≤ (n + 2)||x||, et on a bien montré ce qu’on voulait, à savoir la continuité de la
projection canonique de ker βmax ⊕ Im δ∗min sur Im δ∗min.
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Démonstration du théorème 3.1.3. La démonstration se fait en deux étapes. On montre d’abord
que C∞

0 est un sous-espace de ker βmax⊕ Im δ∗min, puis que ker βmax⊕ Im δ∗min est un sous-espace
vectoriel fermé de L2. La densité de C∞

0 dans L2 permet ensuite de conclure.

Montrons que C∞
0 ⊂ ker βmax ⊕ Im δ∗min :

Soit φ ∈ C∞
0 . On cherche à écrire φ = k + δ∗mina avec k ∈ ker βmax. Or comme 2β ◦ δ∗ =

∇∗∇+ (n− 1)Id, on peut trouver une solution de l’équation β(φ) = β(δ∗a) avec a, ∇a, ∇∗∇a
dans L2. Mais si a et ∇a sont L2, alors a ∈ D(∇) = D(δ∗min), et on a alors la décomposition
voulue en écrivant φ = (φ − δ∗mina) + δ∗mina.

Avec tout le travail préparatoire qui a été fait dans la proposition 3.1.4, il est maintenant
facile de montrer que ker βmax ⊕ Im δ∗min est un sous-espace vectoriel fermé de L2. En effet, si
xn = hn+δ∗minan est une suite de ker βmax⊕Im δ∗min convergeant vers x ∈ L2, alors la suite δ∗minan

converge aussi par continuité, ainsi par conséquent que la suit hn = xn − δ∗minan. Or Im δ∗min et
ker βmax sont des sous-espaces vectoriels fermés de L2 (pour Im δ∗min, c’est le 1. de la proposition
3.1.4 ci-dessus ; et pour ker βmax, c’est parce que par définition ker βmax = (Im βt

min)⊥). Donc
les limites des suites (δ∗minan) et (hn) sont respectivement dans Im δ∗min et ker βmax, et par suite
x = lim xn = lim hn + lim δ∗minan appartient à kerβmax ⊕ Im δ∗min qui est par conséquent fermé.

Pour conclure, comme ker βmax ⊕ Im δ∗min est fermé et contient C∞
0 , il contient aussi son

adhérence qui est l’espace L2 tout entier, donc ker βmax ⊕ Im δ∗min = L2.

Dans le cas où la métrique est hyperbolique, on peut encore raffiner un peu ce résultat.

Proposition 3.1.6. Si M est une cône-variété hyperbolique, alors βmax = βmin, δ∗max = δ∗min.
On note ces opérateurs simplement β et δ∗, et le théorème précédent devient L2(S2M) =
ker β ⊕ Im δ∗.

Démonstration. Prenons η ∈ D(δ∗max). D’après le théorème précédent, il existe k ∈ ker βmax et
η′ ∈ D(δ∗min) tels que δ∗maxη = k + δ∗minη

′ = k. La section u = η − η′ vérifie βmax(δ
∗
max(u)) = 0,

et donc (au sens des distributions)

∇∗∇u + (n − 1)u = 0.

La section u admet alors un développement du type donné à la proposition 2.1.2. Le fait que u
et δ∗maxu soient dans L2 impose que seuls les termes ayant un exposant dominant supérieur ou
égal à 0 apparaissent dans cette décomposition. On peut alors appliquer le raisonnement utilisé
dans les preuves des lemmes 2.1.4 et 3.1.2 pour montrer que ∇u est dans L2, et donc que u
appartient à L1,2. Or le noyau de ∇∗∇ + (n − 1)Id dans L1,2 est réduit à {0} ; par conséquent
u = 0, et η = η′ appartient à D(δ∗min). Cela montre que D(δ∗max) = D(δ∗min), et donc que
δ∗max = δ∗min

D’autre part on a vu (proposition 3.1.4 et la remarque p.63) que D(βt
min) = D(δ∗min) et que

D(βt
max) = D(δ∗max). Alors D(βt

min) = D(βt
max), soit βt

min = βt
max. En passant à l’adjoint, on

trouve directement que βmax = βmin.
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3.2 Etude de l’opérateur linéarisé

Soit h une déformation infinitésimale Einstein. Si elle est normalisée (c’est-à-dire si elle
vérifie la condition de jauge de Bianchi β(h) = 0), elle vérifie l’équation

∇∗∇h − 2R̊h = 0.

L’étude des déformations Einstein est donc fortement reliée à l’étude de l’opérateur P = ∇∗∇−
2R̊, le linéarisé de l’équation d’Einstein pour une déformation normalisée. Dans le cas général,
son étude peut être assez compliquée. Cependant si la forme quadratique 〈R̊h, h〉 n’est pas trop
positive, l’opérateur P est coercif, ce qui permet d’obtenir des résultats intéressants. Et les
propriétés voulues de R̊ peuvent se déduire de certaines hypothèses de courbure sur la métrique
(voir [2] §12.67 et 12.71). Dans le cas qui nous intéresse ici, la métrique est hyperbolique, et on
a l’expression plus simple

Pu = ∇∗∇u − 2u + 2(tr u)g.

L’opérateur P présente de nombreuses similarités avec l’opérateur L = ∇∗∇ + (n − 1)Id
agissant sur les 1-formes, dont l’étude approfondie était l’objet de la section 2.1. Il y a donc de
nombreuses ressemblances dans le plan, les résultats et les formulations entre les deux sections.

3.2.1 Premières propriétés

La première chose à remarquer sur P est qu’il est elliptique. En particulier, si φ est C∞

et que Pu = φ au sens des distributions, alors u est C∞ ; cette propriété nous servira par la
suite. Malheureusement, le caractère singulier d’une cône-variété complique considérablement
l’étude de cette opérateur, et la difficulté est de comprendre le comportement des solutions au
voisinage du lieu singulier.

Il est clair que P , vu comme un opérateur non borné C∞
0 (T ∗M) → C∞

0 (T ∗M), est formelle-
ment symétrique : avec les notations de la section 1.3, P t = P . Malheureusement, il est possible
de montrer que dès que la dimension de notre cône-variété est supérieure à 2, l’opérateur P
n’est pas essentiellement auto-adjoint, i.e. Pmin 6= Pmax (ou si l’on préfère, P ∗∗ 6= P ∗). On va
surtout s’intéresser au domaine

D = {u ∈ D(∇)| ∇u ∈ D(∇∗)} =
{

u ∈ L2| ∇u, ∇∗∇u ∈ L2
}

(dans la deuxième définition, il faut considérer ∇ et ∇∗∇ au sens des distributions). Ce domaine,
D, est inclus dans D(∇) = L1,2 (l’extension de P à D est en fait l’extension de Friedrichs de
P ).

3.2.2 Résolution dans des espaces de Sobolev

Il n’est pas immédiatement évident que P , vu comme opérateur non borné de D dans L2,
est inversible. C’est ce que montre le théorème suivant :
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Théorème 3.2.1. Soit φ appartenant à L2(S2M). Alors il existe une unique solution u ∈
L1,2(S2M) de l’équation ∇∗∇u − 2R̊u = φ

Démonstration. La preuve est très classique. Le point important à démontrer est la coercivité
de l’opérateur P . Tout découle de la formule suivante ((2.10), p. 53) : si u est un 2-tenseur
symétrique suffisamment différentiable,

∇∗∇u = d∇δ∇u + δ∇d∇u − u ◦ r + R̊u.

Si la métrique est hyperbolique, cela donne

∇∗∇u = d∇δ∇u + δ∇d∇u + nu − (tr u)g.

On a alors

Pu = ∇∗∇u − 2u + 2(tr u)g

=
1

4
∇∗∇u +

3

4
(d∇δ∇u + δ∇d∇u) +

3n − 8

4
u +

5

4
(tr u)g.

Si u est C∞ à support compact, on peut intégrer par partie, et on trouve

〈∇u,∇u〉 − 2〈R̊u, u〉 = 〈Pu, u〉
= 〈1

4
∇∗∇u +

3

4
(d∇δ∇u + δ∇d∇u) +

3n − 8

4
u +

5

4
(tr u)g, u〉

=
1

4
||∇u||2 +

3

4
(||δ∇u||2 + ||d∇u||2) +

3n − 8

4
||u||2 +

5

4
||tr u||2

≥ c(n)(||∇u||2 + ||u||2),

où c(n) est une constante ne dépendant que de n, strictement positive pour n ≥ 3. Par ailleurs,
on obtient trivialement l’inégalité dans l’autre sens

〈∇u,∇u〉 − 2〈R̊u, u〉 ≤ c′(n)(||∇u||2 + ||u||2).

Tout cela permet de montrer que le produit scalaire L1,2 standard 〈∇u,∇v〉 + 〈u, v〉 et le
produit scalaire 〈u, v〉H = 〈∇u,∇v〉 − 2〈R̊u, v〉 sont équivalents sur C∞

0 et donc sur L1,2.

Par conséquent, si φ appartient à L2(S2M), comme la forme linéaire v 7→ 〈φ, v〉 est continue
sur L1,2(S2M), il existe un unique élément u ∈ L1,2(S2M) tel que

〈u, v〉H = 〈φ, v〉

pour tout v dans L1,2(S2M). On a ainsi construit une solution faible de l’équation : ∇∗∇u −
2R̊u = φ au sens des distributions. Mais comme φ et u sont dans L2, on en déduit que la
distribution ∇∗∇u = φ − 2R̊u est en fait une vraie fonction de L2. La solution u est donc un
élément du domaine D = D(∇∗ ◦ ∇).
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3.2.3 Expression de l’opérateur en coordonnées cylindriques

On voudrait maintenant avoir plus de précisions sur les solutions de l’équation Pu = 0 au
voisinage du lieu singulier. Pour cela, on est obligé de se plonger dans les calculs. L’expression
de la métrique invite à travailler en coordonnées cylindriques au voisinage d’une composante
connexe du lieu singulier.

Si a et b sont deux 1-formes, on note a ⊙ b, ou plus simplement s’il n’y a pas de risque de
confusion, a.b ou ab pour 1

2
(a ⊗ b + b ⊗ a). En particulier, x ⊙ x = x ⊗ x.

On utilisera les mêmes notations que dans la section 2.1.2. Pour rappel, les notations
e1, . . . en−2 désignent des champs de vecteurs locaux tels que (er, eθ, e1, . . . en−2) forme un repère
mobile orthonormé (local), vérifiant ∇erek = ∇eθ

ek = 0 pour tout k dans 1 . . . n− 2. On définit
de même des 1-formes locales e1, . . . en−2 telles que (er, eθ, e1, . . . en−2) soit le repère mobile dual
du précédent. La notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre
au-dessus de x ∈ Ua est le sous-espace vectoriel de T ∗

xM orthogonal à eθ et er, et N∗ désigne
le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x ∈ Ua est le sous-espace
vectoriel de TxM orthogonal à eθ et er. Les sections (e1, . . . , en−2) forment localement une base
de N∗, de même pour (e1, . . . , en−2) et N . Si s est une section de N∗, et t une section de N ou
de N∗, on note ∇Σ st, ou de façon plus lisible (∇Σ)(s, t), la projection orthogonale sur N ou sur
N∗ de ∇st.

On introduit en plus le sous-fibré S2N , engendré par les ei⊙ej, 1 ≤ i ≤ n−2, 0 ≤ j ≤ n−2.
Si k est une section de S2N et s est une section de N∗, on définit de même ∇Σ(s, k) comme
étant la projection orthogonale sur S2N de la dérivée covariante ∇sk prise dans S2(M).

Si ω est une section de N , on définit δ∗Σω, section de S2N , par

δ∗Σω =
n−2
∑

i=1

ei ⊙∇Σ(ei, ω).

Enfin, si k est une section de S2M , on définit δΣk, section de N , et tr Σk par

δΣk = −ch(r)2

n−2
∑

i=1

∇Σ(ei, k)(ei)

et

tr Σk = ch(r)2

n−2
∑

i=1

k(ei, ei).

On rappelle les résultats suivants :

∇ere
r = 0 ∇ere

θ = 0 ∇ere
j = 0

∇eθ
er = 1

th(r)
eθ ∇eθ

eθ = − 1
th(r)

er ∇eθ
ej = 0

∇ei
er = th(r)ei ∇ei

eθ = 0 ∇ei
ej = −th(r)δije

r + ∇Σ(ei, e
j).
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On peut écrire la même chose de façon plus concise :

∇er =
1

th(r)
eθ ⊗ eθ + sh(r)ch(r)gΣ

∇eθ = − 1

th(r)
eθ ⊗ er

∇ej = −th(r)ej ⊗ er + ∇Σej.

On rappelle encore que

∇∗∇ er =

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2

)

er,

∇∗∇ eθ =
1

th(r)2
eθ,

et si ω est une section de N (c’est-à-dire si ω est orthogonal à er et eθ),

∇∗∇ω = −∇er∇erω−∇eθ
∇eθ

ω−
(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∇erω+th(r)2ω

+
1

ch(r)2
(∇∗∇)Σω− 2th(r)

ch(r)2
(δΣω)er.

Si u est une section de S2M , on peut la décomposer orthogonalement au-dessus de Ua en

u = fer.er + +geθ.eθ + her.eθ + σ.er + η.eθ + k

où σ et η sont des sections de N . Avant de pouvoir appliquer la même décomposition à Pu, on
va calculer ce que devient chacun des termes quand on lui applique le laplacien de connexion
∇∗∇.

On a alors, pour le terme en er.er :

∇∗∇fer ⊗ er =

(

∆f + 2(
1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2)f

)

er ⊗ er − 2f(
1

th(r)2
eθ ⊗ eθ + sh(r)2gΣ)

− 2eθ.f
1

th(r)
(eθ ⊗ er + er ⊗ eθ) − 2th(r)(dΣf ⊗ er + er ⊗ dΣf),

soit

∇∗∇fer.er =

(

∆f + 2(
1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2)f

)

er.er − 2f(
1

th(r)2
eθ.eθ + sh(r)2gΣ)

− 4
eθ.f

th(r)
eθ.er − 4th(r)dΣf.er.

Pour le terme en eθ.eθ :

∇∗∇geθ ⊗ eθ = (∆g +
2

th(r)2
g)eθ ⊗ eθ − 2

th(r)2
ger ⊗ er + 2eθ.g

1

th(r)
(eθ ⊗ er + er ⊗ eθ),

70



3.2. Etude de l’opérateur linéarisé

soit

∇∗∇geθ.eθ = (∆g +
2

th(r)2
g)eθ.eθ − 2

th(r)2
ger.er + 4eθ.g

1

th(r)
eθ.er.

Pour le terme en er.eθ :

∇∗∇heθ ⊗ er =

(

∆h + (
2

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2)h

)

eθ ⊗ er +
2

th(r)2
her ⊗ eθ

+ 2eθ.h
1

th(r)
(er ⊗ er − eθ ⊗ eθ) − 2th(r)eθ ⊗ dΣh,

et donc,

∇∗∇heθ.er =

(

∆h + (
4

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2)h

)

eθ.er

+
2eθ.h

th(r)
(er.er − eθ.eθ) − 2th(r)eθ.dΣh.

Pour le terme en σ.er :

∇∗∇σ ⊗ er = (∇∗∇σ) ⊗ er +

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2

)

σ ⊗ er − 2

th(r)
(∇eθ

σ) ⊗ eθ

+ 2th(r)2er ⊗ σ − 2th(r)
∑

∇Σ(ei, σ) ⊗ ei,

et donc,

∇∗∇σ.er = (∇∗∇σ).er +

(

1

th(r)2
+ nth(r)2

)

σ.er − 2

th(r)
(∇eθ

σ).eθ − 2th(r)δ∗Σσ.

Et si on remplace ∇∗∇σ par son expression, on obtient :

∇∗∇σ.er =

(

−∇er∇erσ −∇eθ
∇eθ

σ − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))∇erσ +

1

ch(r)2
(∇∗∇)Σσ

)

.er

+

(

1

th(r)2
+ (n + 1)th(r)2

)

σ.er − 2th(r)

ch(r)2
(δΣσ)er.er

− 2

th(r)
(∇eθ

σ).eθ − 2th(r)δ∗Σσ.

Pour le terme en η.eθ :

∇∗∇η ⊗ eθ = (∇∗∇η) ⊗ eθ +
1

th(r)2
η ⊗ eθ +

2

th(r)
(∇eθ

η) ⊗ er

et donc,

∇∗∇η.eθ = (∇∗∇η).eθ +
1

th(r)2
η.eθ +

2

th(r)
(∇eθ

η).er.
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Et si on remplace ∇∗∇η par son expression, on obtient :

∇∗∇η.eθ =

(

−∇er∇erη −∇eθ
∇eθ

η − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))∇erη +

1

ch(r)2
(∇∗∇)Ση

)

.eθ

+ (
1

th(r)2
+ th(r)2)η.eθ − 2th(r)

ch(r)2
(δΣη)er.eθ +

2

th(r)
(∇eθ

η).er.

Enfin si k est une section de S2N ,

∇∗∇k = −∇er∇erk −∇eθ
∇eθ

k − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))∇erk

+ 2th(r)2k +
1

ch(r)2
(∇∗∇)Σk − 2th(r)

ch(r)2
(trΣ k)er.er − 4th(r)

ch(r)2
er.δΣk.

Regroupons tous ces résultats. Le 2-tenseur symétrique u se décompose orthogonalement en

u = fer.er + geθ.eθ + her.eθ + σ.er + η.eθ + k

où σ et η sont des sections de N . On peut maintenant appliquer la même décomposition à
∇∗∇u − 2R̊u = ∇∗∇u − 2u + 2(tr u)g. On obtient alors, pour la composante suivant er.er :

∆f +2

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2

)

f− 2

th(r)2
g+

2eθ.h

th(r)
− 2th(r)

ch(r)2
(δΣσ)

−2th(r)

ch(r)2
(trΣ k)−2f +2(f +g+

1

ch(r)2
trΣ k)

pour la composante suivant eθ.eθ :

− 2f

th(r)2
+ ∆g +

2

th(r)2
g − 2eθ.h

th(r)
− 2g + 2(f + g +

1

ch(r)2
trΣ k)

pour la composante suivant er.eθ :

−4
eθ.f

th(r)
+ 4eθ.g

1

th(r)
+ ∆h +

(

4

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2

)

h − 2th(r)

ch(r)2
(δΣη) − 2h

pour la composante incluse dans N.er :

−4th(r)dΣf−∇er∇erσ−∇eθ
∇eθ

σ−
(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∇erσ+
1

ch(r)2
(∇∗∇)Σσ

+

(

1

th(r)2
+ (n + 1)th(r)2

)

σ+
2

th(r)
(∇eθ

η)− 4th(r)

ch(r)2
δΣk−2σ

pour la composante incluse dans N.eθ :

−2th(r)dΣh−∇er∇erη−∇eθ
∇eθ

η−
(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

∇erη+
1

ch(r)2
(∇∗∇)Ση
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+

(

1

th(r)2
+ th(r)2

)

η− 2

th(r)
(∇eθ

σ)−2η

et enfin pour la composante incluse dans S2N :

−2fsh(r)2gΣ−2th(r)δ∗Σσ−∇er∇erk−∇eθ
∇eθ

k−(
1

th(r)
+(n−2)th(r))∇erk

+
1

ch(r)2
(∇∗∇)Σk+2th(r)2k−2k+2(f +g+

1

ch(r)2
trΣ k)ch(r)2gΣ

Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la suite une sorte de
décomposition en séries de Fourier généralisées, c’est-à-dire une décomposition sur des vecteurs
propres d’opérateurs elliptiques du second degré. Mais il faut une décomposition suffisamment
astucieuse pour qu’elle se comporte bien avec les opérateurs dΣ, δ∗Σ, etc. qui apparaissent dans
les expressions ci-dessus.

3.2.4 Une base hilbertienne appropriée

Lors de l’étude de l’opérateur ∇∗∇ + (n − 1)Id agissant sur les 1-formes, nous avons déjà
eu besoin d’une décomposition bien choisie des espace L2(M) et L2(N). Ce qu’il nous faut
maintenant est une base hilbertienne de L2(S2N), dans laquelle le comportement des opérateurs
δ∗Σ, tr Σ etc. se comprennent bien.

On va démontrer la proposition suivante, qui complète la proposition 2.1.1 (voir la section
2.1.3 pour certaines notations).

Proposition 3.2.2. Il existe une base hilbertienne (ψj)j∈N du complexifié de L2(Σa), telle que
pour tout indice j, il existe un réel λj ≥ 0 et un entier relatif pj, pour lesquels

{

∆Σψj = λjψj

eθ.ψj =
ipjγ

sh(a)
ψj.

Soit J l’ensemble des j pour lesquels λj > 0. Il existe une base hilbertienne (φj)j∈J ∪ (ϕj)j∈N

du complexifié de L2(N), telle que :

– pour tout indice j appartenant à J , φj = ch(a)

(λj)1/2 dΣψj, et donc











(∇∗∇)Σφj = (λj + n − 3)φj

∇eθ
φj =

ipjγ

sh(a)
φj

δΣφj = ch(a)(λj)
1/2ψj;

– pour tout indice j ∈ N, il existe un réel µj et un entier relatif p′j, pour lesquels
{

(∇∗∇)Σϕj = µjϕj

∇eθ
ϕj =

ip′jγ

sh(a)
ϕj,

et on a de plus δΣϕj = 0.
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Il existe une base hilbertienne (aj)j∈N∪(bj)j∈J ∪(cj)j∈N∪(dj)j∈N du complexifié de L2(S2N),
telle que :

– pour tout indice j ∈ N, aj =
ψj√
n−2

ch(a)2gΣ, et donc























(∇∗∇)Σaj = λjaj

∇eθ
aj =

ipjγ

sh(a)
aj

trΣ aj =
√

n − 2ch(a)2ψj

δΣaj = − ch(a)2√
n−2

dΣψj (= −ch(a)(
λj

n−2
)1/2φj si λj 6= 0);

– pour tout indice j ∈ J , bj = ch(a)√
n−3

(
λj

n−2
+ 1)−1/2

(

δ∗Σφj + 1
n−2

(δΣφj)gΣ

)

, et donc























(∇∗∇)Σbj = (λj + 2(n − 2))bj

∇eθ
bj =

ipjγ

sh(a)
bj

trΣ bj = 0

δΣbj = ch(a)
√

n − 3(
λj

n−2
+ 1)1/2φj;

– pour tout indice j ∈ N, cj = ch(a)(
µj+n−3

2
)−1/2 δ∗Σϕj, et donc























(∇∗∇)Σcj = (µj + n − 1)cj

∇eθ
cj =

ip′jγ

sh(a)
cj

trΣ cj = 0

δΣcj = ch(a)(
µj+n−3

2
)1/2ϕj;

– pour tout indice j ∈ N, il existe un réel νj ≥ 0 et un entier relatif p′′j , pour lesquels
{

(∇∗∇)Σdj = νjdj

∇eθ
ϕj =

ip′′j γ

sh(a)
dj,

et on a de plus
{

δΣdj = 0

trΣ dj = 0.

Démonstration. La démonstration ne fait que compléter celle de la proposition 2.1.1. Ici aussi,
les notations ∇, ∇∗, ∆ etc. désigneront les opérateurs correspondants pour la métrique ga, trace
sur Σa de la métrique hyperbolique g de M . On rappelle les notations suivantes :

Eλ = {f ∈ L2(Σa) | ∆f = λf},

Eλ,p = {f ∈ E
λ+ p2γ2

sh(a)2

| ∂

∂θ
f = ipγ f} = {f ∈ L2(Σa) | ∆Σf = λf et

∂

∂θ
f = ipγ f},

Fλ = {ω ∈ L2(N) | ∇∗∇ω = λω},
Fλ,p = {ω ∈ F

λ+ p2γ2

sh(a)2

| ∇ ∂
∂θ

ω = ipγ ω} = {ω ∈ L2(N) | ∇∗∇Σω = λω et ∇ ∂
∂θ

ω = ipγ ω},

F 1
λ,p = Fλ,p ∩ Im dΣ = dΣ(Eλ−(n−3),p),

et F 2
λ,p = Fλ,p ∩ (Im dΣ)⊥ = Fλ,p ∩ ker δΣ.
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Passons maintenant aux 2-tenseurs sur Σa. Le laplacien de connexion ∇∗∇ s’exprime à l’aide
du repère mobile de la façon suivante :

∇∗∇h = −∇eθ
∇eθ

h +
n−2
∑

k=1

∇∇ek
ek

h −∇ek∇ekh.

On constate aisément que le fibré S2N (ou plus exactement sa restriction à Σa) est stable
par ∇∗∇ : si k est une section (lisse) de S2N , alors ∇∗∇k est encore une section de S2N .
L’opérateur ∇∗∇ se restreint ainsi à un opérateur non borné de L2(S2N) dans lui-même, et se
décompose en somme d’un laplacien vertical et d’un laplacien horizontal :

∇∗∇ = −∇eθ
∇eθ

+
1

ch(a)2
∇∗∇Σ.

On montre alors, comme dans le cas des fonctions et des 1-formes, qu’il existe un base hilber-
tienne (du complexifié) de L2(S2N), formées de sections C∞, vecteurs propres des opérateurs
∇∗∇ et ∇ ∂

∂θ
(et donc aussi de ∇∗∇Σ). Et on peut montrer, en complète analogie avec le cas

des 1-formes, que les valeurs propres de ∇ ∂
∂θ

sont de la forme 2ipπ
α

= ipγ, p ∈ Z.

On introduit alors, pour λ ∈ R et p ∈ Z,

Gλ = {k ∈ L2(S2N) | ∇∗∇k = λk},

et

Gλ,p = {k ∈ G
λ+ p2γ2

sh(a)2

| ∇ ∂
∂θ

k = ipγ k} = {k ∈ L2(S2N) | ∇∗∇Σk = λk et ∇ ∂
∂θ

k = ipγ k}

Etudions maintenant comment passer des fonctions et 1-formes aux 2-tenseurs symétriques.
Les premières choses à constater sont que

∇eθ
∇eθ

(δ∗Σω) = δ∗Σ(∇eθ
∇eθ

ω)

et
∇eθ

∇eθ
(fgΣ) = (eθ.eθ.f)gΣ.

D’autre part, on a les deux relations de commutation suivantes :

∇∗∇Σ(δ∗Σω) = (n − 1)δ∗Σω + 2(δΣω)gΣ + δ∗Σ(∇∗∇Σω)

et

∇∗∇Σ((δΣω)gΣ) = ∆Σ(δΣω)gΣ

= (δΣ(∇∗∇Σω) − (n − 3)(δΣω))gΣ.

La première est la relation (3.1) vue p.58, appliquée à la métrique gΣ. Elle découle directement
de l’invariance par difféomorphisme du tenseur de Ricci. Dans la deuxième relation, la première
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égalité est élémentaire, et la deuxième utilise le fait que ∆Σ et δΣ commutent ainsi que la formule
de Weitzenböck (2.1). De cette deuxième relation on déduit que si ω appartient à Fλ+n−3,p, alors
(δΣω)gΣ appartient à Gλ,p. Cependant cela n’est intéressant que si δΣω 6= 0, c’est-à-dire si ω
n’est pas dans F 2

λ+n−3,p. Et si ω ∈ F 1
λ+n−3,p, alors il existe f ∈ Eλ,p tel que ω = dΣf , et donc

(δΣω)gΣ = (∆Σf)gΣ = λfgΣ.

Notons mgΣ
: L2(M) → L2(S2N) la multiplication par le tenseur gΣ. C’est trivialement une

homothétie de rapport
√

n−2
ch(a)2

sur son image. La discussion ci-dessus incite à poser

G1
λ,p = Gλ,p ∩ Im mgΣ

= mgΣ
(Eλ,p).

En combinant les deux relations de commutations on trouve :

∇∗∇Σ(δ∗Σω +
1

n − 2
(δΣω)gΣ) = (n − 1)δ∗Σω + 2(δΣω)gΣ + δ∗Σ(∇∗∇Σω)

+
1

n − 2
(δΣ(∇∗∇Σω) − (n − 3)(δΣω))gΣ

= (n − 1)(δ∗Σω +
1

n − 2
(δΣω)gΣ) + δ∗Σ(∇∗∇Σω)

+
1

n − 2
(δΣ(∇∗∇Σω))gΣ.

Par conséquent, si ω appartient à Fλ,p, alors δ∗Σω + 1
n−2

(δΣω)gΣ appartient à Gλ+n−1,p. Cela
incite à poser

G2
λ,p = {δ∗Σω +

1

n − 2
(δΣω)gΣ | ω ∈ F 1

λ−(n−1),p}

et, puisque δΣω = 0 si ω ∈ F 2
λ−(n−1),p,

G3
λ,p = {δ∗Σω | ω ∈ F 2

λ−(n−1),p}.

Dans les deux cas, le fait que tr Σ(δ∗Σω + 1
n−2

(δΣω)gΣ) = 0 montre que Gi
λ,p ⊥ G1

λ,p, i = 2, 3.
D’autre part, en intégrant par partie, on obtient :

〈δ∗Σω +
1

n − 2
(δΣω)gΣ, δ∗Σ̟ +

1

n − 2
(δΣ̟)gΣ〉

=
1

ch(a)2
〈δ(δ∗Σω +

1

n − 2
(δΣω)gΣ), ̟〉

=
1

ch(a)2
〈∇∗∇Σω − 1

2
δΣdΣω − 1

n − 2
dΣδΣω,̟〉

=
1

ch(a)2
〈1
2
(∇∗∇Σω + (n − 3)ω) +

n − 4

2(n − 2)
dΣδΣω, ̟〉

=
1

ch(a)2
〈n − 3

n − 2
(∇∗∇Σω + ω) − n − 4

2(n − 2)
δΣdΣω, ̟〉.

Pour la première égalité, on utilise le fait que l’adjoint de δ∗Σ est δ/ch(a)2 = ∇∗/ch(a)2 et que
la trace de δ∗Σω + 1

n−2
(δΣω)gΣ est nulle. La deuxième égalité provient des formules ∇Σω =
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δ∗Σω + dΣω/2 et δΣ(fgΣ) = −dΣf . Les deux égalités suivantes sont deux applications différentes
de la formule de Weitzenböck (voir (2.1)) ∇∗∇Σ = (dΣδΣ + δΣdΣ) + (n − 3)IdN .

Si ω appartient à F 2
λ−(n−1),p, δΣω = 0, et l’expression se simplifie en

〈δ∗Σω, δ∗Σ̟ +
1

n − 2
(δΣ̟)gΣ〉 =

1

ch(a)2
〈1
2
(∇∗∇Σω + (n − 3)ω), ̟〉 =

1

ch(a)2

λ − 2

2
〈ω,̟〉.

Cela montre à la fois que G2
λ,p ⊥ G3

λ,p, et que δ∗Σ est une homothétie de rapport ch(a)−1
√

λ−2
2

de F 2
λ−(n−1),p sur G3

λ,p.

Et si ω, ̟ appartiennent à F 1
λ−(n−1),p, alors dΣω = 0, et

〈δ∗Σω +
1

n − 2
(δΣω)gΣ, δ∗Σ̟ +

1

n − 2
(δΣ̟)gΣ〉 =

1

ch(a)2
〈n − 3

n − 2
(∇∗∇Σω + ω), ̟〉

=
1

ch(a)2

(n − 3)(λ − (n − 2))

n − 2
〈ω,̟〉,

ce qui montre que δ∗Σ + 1
n−2

mgΣ
◦ δΣ est une homothétie de rapport ch(a)−1

√

(n−3)(λ−n+2)
n−2

de

F 1
λ−(n−1),p sur G2

λ,p.

Finalement, on pose

G4
λ,p = Gλ,p ∩ (G1

λ,p ⊕ G2
λ,p ⊕ G3

λ,p)
⊥.

Les éléments de G4
λ,p, orthogonaux aux images de mgΣ

et de δ∗Σ, sont donc dans les noyaux de
tr Σ et de δΣ.

On alors tout ce qu’il faut pour construire la base hilbertienne de L2(S2N) qui nous
convienne. Sur chaque Gi

λ,p non réduit à 0, i = 1 (resp. 2, resp. 3), on prend comme base ortho-

normée l’image par ch(a)2√
n−2

mgΣ
(resp. ch(a)

√

n−2
(n−3)(λ−n+2)

(δ∗Σ + 1
n−2

mgΣ
◦ δΣ), resp. ch(a)

√

2
λ−2

δ∗Σ)

de la base orthonormée de Eλ,p (resp. F 1
λ,p, resp. F 2

λ,p) constituée de ψj (resp. φj, resp. ϕj). Cela
donne les aj, bj et cj de la proposition.

On complète en une base hilbertienne de L2(S2N) en prenant une réunion de bases ortho-
normées des G4

λ,p : ce sont les dj de la proposition.

Maintenant, comme dans la section 2.1.3, on prolonge ces sections à tout Ua par transport
parallèle le long des géodésiques intégrales du champ de vecteurs er. Par simple changement
d’échelle, on observe que les tenseurs prolongés se comportent de la façon suivante sur Ua,
voisinage de Σ :
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∂

∂r
ψj = 0

∂

∂θ
ψj = ipjγ ψj

∆Σψj = λjψj

dΣψj =
(λj)

1/2

ch(r)
φj (ou 0 si λj = 0)

ψjgΣ =
(n − 2)1/2

ch(r)2
aj,



































∇ ∂
∂r

φj = 0

∇ ∂
∂θ

φj = ipjγ φj

(∇∗∇)Σφj = (λj + n − 3)φj

δΣφj = ch(r)(λj)
1/2ψj

δ∗Σφj = ch(r)−1(n − 3)1/2(
λj

n − 2
+ 1)1/2bj − ch(r)−1(

λj

n − 2
)1/2aj,



































∇ ∂
∂r

ϕj = 0

∇ ∂
∂θ

ϕj = ip′jγ ϕj

(∇∗∇)Σϕj = µjϕj

δΣϕj = 0

δ∗Σϕj = ch(r)−1(
µj + n − 3

2
)1/2 cj,



































∇ ∂
∂r

aj = 0

∇ ∂
∂θ

aj = ipjγ aj

(∇∗∇)Σaj = λjaj

δΣaj = −ch(r)(
λj

n − 2
)1/2φj (ou 0 si λj = 0)

trΣ aj =
√

n − 2ch(r)2ψj,



































∇ ∂
∂r

bj = 0

∇ ∂
∂θ

bj = ipjγ bj

(∇∗∇)Σbj = (λj + 2(n − 2))bj

δΣbj = ch(r)
√

n − 3(
λj

n − 2
+ 1)1/2φj

trΣ bj = 0,



































∇ ∂
∂r

cj = 0

∇ ∂
∂θ

cj = ip′jγ cj

(∇∗∇)Σcj = (µj + n − 1)cj

δΣcj = ch(r)(
µj + n − 3

2
)1/2ϕj

trΣ cj = 0,
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et enfin






























∇ ∂
∂r

dj = 0

∇ ∂
∂θ

dj = ip′′j γ dj

(∇∗∇)Σdj = νjdj

δΣdj = 0

trΣ dj = 0

.

3.2.5 Décomposition de l’opérateur

L’existence de ces bases hilbertiennes va permettre de réduire l’équation aux dérivées par-
tielles Pu = 0 en une infinité d’équations différentielles ordinaires. On rappelle la décomposition
orthogonale d’un 2-tenseur symétrique u au voisinage d’une composante connexe du lieu sin-
gulier :

u = fer.er + +geθ.eθ + her.eθ + σ.er + η.eθ + k

où σ et η sont des sections de N . En utilisant les résultats de la section précédente, on peut
écrire :

u =
∑

j∈N

fj(r)ψje
r.er +

∑

j∈N

gj(r)ψje
θ.eθ +

∑

j∈N

hj(r)ψje
r.eθ

+
∑

j∈J

σj(r)φj.e
r +

∑

j∈N

σj(r)ϕj.e
r

+
∑

j∈J

ηj(r)φj.e
θ +

∑

j∈N

ηj(r)ϕj.e
θ

+
∑

j∈N

k1
j (r)aj +

∑

j∈J

k2
j (r)bj +

∑

j∈N

k3
j (r)cj +

∑

j∈N

k4
j (r)dj.

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la façon suivante,
faisant apparâıtre des “blocs élémentaires” de même fréquence :

u =
∑

j∈J

(

fj(r)ψje
r.er + gj(r)ψje

θ.eθ + hj(r)ψje
r.eθ + σj(r)φj.e

r + ηj(r)φj.e
θ

+ k1
j (r)aj + k2

j (r)bj

)

+
∑

j∈N\J

(

fj(r)ψje
r.er + gj(r)ψje

θ.eθ + hj(r)ψje
r.eθ + k1

j (r)aj

)

+
∑

j∈N

(

σj(r)ϕj.e
r + ηj(r)ϕj.e

θ + k3
j (r)cj

)

+
∑

j∈N

k4
j (r)dj.

Maintenant, on fait la même décomposition pour ∇∗∇u − 2u + 2(tr u)g, dont l’expression
en coordonnées cylindriques est donnée à la section 3.2.3. On obtient alors, pour la composante
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en ψje
r.er, si j ∈ J :

−f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j+

(

2

th(r)2
+ 2(n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2

)

fj

+(2− 2

th(r)2
)gj+

2ipjγ

sh(r)th(r)
hj−

2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
σj+(2−2th(r)2)(n−2)1/2k1

j ,

si j /∈ J :

−f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j+

(

2

th(r)2
+ 2(n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2

)

fj

+(2− 2

th(r)2
)gj +

2ipjγ

sh(r)th(r)
hj +(2−2th(r)2)(n−2)1/2k1

j ,

pour la composante en ψje
θ.eθ :

−g′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

g′
j +

(

2

th(r)2
+

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2

)

gj

+(2− 2

th(r)2
)fj −

2ipjγ

sh(r)th(r)
hj +2(n−2)1/2k1

j ,

pour la composante en ψje
r.eθ, si j ∈ J :

−h′′
j−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

h′
j+

(

4

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
− 2

)

hj

− 4ipjγ

sh(r)th(r)
fj +

4ipjγ

sh(r)th(r)
gj −

2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
ηj,

si j /∈ J :

−h′′
j−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

h′
j+

(

4

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
− 2

)

hj

− 4ipjγ

sh(r)th(r)
fj +

4ipjγ

sh(r)th(r)
gj,

pour la composante en φj.e
r :

−σ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

σ′
j+

(

1

th(r)2
+ (n + 1)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj + n − 3

ch(r)2
− 2

)

σj

−4th(r)(λj)
1/2

ch(r)
fj+

2ipjγ

sh(r)th(r)
ηj+

4th(r)

ch(r)
(

λj

n − 2
)1/2k1

j−
4th(r)(n − 3)1/2

ch(r)
(

λj

n − 2
+1)1/2k2

j ,

pour la composante en φj.e
θ :

−η′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

η′
j+

(

1

th(r)2
+ th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj + n − 3

ch(r)2
− 2

)

ηj
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−2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
hj −

2ipjγ

sh(r)th(r)
σj,

pour la composante en ϕj.e
r :

−σ′′
j−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

σ′
j+

(

1

th(r)2
+ (n + 1)th(r)2 +

p′j
2γ2

sh(r)2
+

µj

ch(r)2
− 2

)

σj

+
2ip′jγ

sh(r)th(r)
ηj −

4th(r)

ch(r)
(
µj + n − 3

2
)1/2k3

j ,

pour la composante en ϕj.e
θ :

−η′′
j−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

η′
j+

(

1

th(r)2
+ th(r)2 +

p′j
2γ2

sh(r)2
+

µj

ch(r)2
− 2

)

ηj

− 2ip′jγ

sh(r)th(r)
σj,

pour la composante en aj, si j ∈ J :

−k1
j
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k1
j
′
+

(

2th(r)2 +
p2

jγ
2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
− 2 + 2(n − 2)

)

k1
j

+2(n−2)1/2(1−th(r)2)fj +2(n−2)1/2gj +
2th(r)

ch(r)
(

λj

n − 2
)1/2σj,

si j /∈ J :

−k1
j
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k1
j
′
+

(

2th(r)2 +
p2

jγ
2

sh(r)2
− 2 + 2(n − 2)

)

k1
j

+2(n−2)1/2(1− th(r)2)fj +2(n−2)1/2gj,

pour la composante en bj :

−k2
j
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k2
j
′
+

(

2th(r)2 +
p2

jγ
2

sh(r)2
+

λj + 2(n − 2)

ch(r)2
− 2

)

k2
j

−2th(r)

ch(r)
(n−3)1/2(

λj

n − 2
+1)1/2σj,

pour la composante en cj :

−k3
j
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k3
j
′
+

(

2th(r)2 +
p′j

2γ2

sh(r)2
+

µj + n − 1

ch(r)2
− 2

)

k3
j

−2th(r)

ch(r)
(
µj + n − 3

2
)1/2σj,
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et pour la composante en dj :

−k4
j
′′ −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k4
j
′
+

(

2th(r)2 +
p′′j

2γ2

sh(r)2
+

νj

ch(r)2
− 2

)

k4
j .

3.2.6 Solutions de l’équation homogène

Comme à la section 2.1.4, on constate que pour chaque indice j, l’équation (ou plutôt le
système) que l’on obtient présente une singularité “régulière” en r = 0. Les solutions de ces
équations sont donc des combinaisons linéaires de fonctions de la forme rkf(r) avec f une
fonction analytique, où les exposants k s’obtiennent comme racines de l’équation indicielle (en
cas de racines multiples ou séparées par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes
en ln r dans l’expression des solutions).

On pose donc, pour un indice j donné,

fj(r) = rk(f0 + f1r + f2r
2 + · · · ),

gj(r) = rk(g0 + g1r + g2r
2 + · · · ),

etc.

On aboutit alors aux systèmes d’équations indicielles suivants (on omet les j en indice) : si
j ∈ J ,







































(−κ2 + 2 + p2γ2)f0 − 2g0 + 2ipγh0 = 0
−2f0 + (−κ2 + 2 + p2γ2)g0 − 2ipγh0 = 0

−4ipγf0 + 4ipγg0 + (−κ2 + 4 + p2γ2)h0 = 0
(−κ2 + 1 + p2γ2)σ0 + 2ipγη0 = 0

−2ipγσ0 + (−κ2 + 1 + p2γ2)η0 = 0
(−κ2 + p2γ2)k1

0 = 0
(−κ2 + p2γ2)k2

0 = 0,

si j /∈ J ,















(−κ2 + 2 + p2γ2)f0 − 2g0 + 2ipγh0 = 0
−2f0 + (−κ2 + 2 + p2γ2)g0 − 2ipγh0 = 0

−4ipγf0 + 4ipγg0 + (−κ2 + 4 + p2γ2)h0 = 0
(−κ2 + p2γ2)k1

0 = 0,

et






(−κ2 + 1 + p′2γ2)σ0 + 2ip′γη0 = 0

−2ip′γσ0 + (−κ2 + 1 + p′2γ2)η0 = 0

(−κ2 + p′2γ2)k3
0 = 0,

et enfin,
(−κ2 + p′′

2
γ2)k4

0 = 0.
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Les exposants dominants sont donc ±pγ, ±pγ±1 et ±pγ±2. La seule racine multiple posant
problème est en 0 (uniquement) si p = 0 (ce qui arrive toujours) ou si pγ ∈ {−2,−1, 1, 2} (ce
qui n’arrivera jamais avec nos conditions d’angles). Il faut dans ces cas rajouter une solution
logarithmique.

Si κ = ±(pγ + 2), alors (f0, g0, h0) est multiple de (−1, 1, 2i). Si κ = ±(pγ − 2), alors
(f0, g0, h0) est multiple de (1,−1, 2i). Si κ = ±pγ, alors (f0, g0, h0, k

1
0, k

2
0) est combinaison

linéaire de (1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0) et (0, 0, 0, 0, 1). Si κ = ±(pγ +1), alors (σ0, η0) est multiple
de (1,−i). Si κ = ±(pγ − 1), alors (σ0, η0) est multiple de (1, i).

Si κ = ±(p′γ + 1), alors (σ0, η0, k
3
0) est multiple de (1,−i, 0). Si κ = ±(p′γ − 1), alors

(σ0, η0, k
3
0) est multiple de (1, i, 0). Si κ = ±p′γ, alors (σ0, η0, k

3
0) est multiple de (0, 0, 1).

Enfin, l’équation pour k4 donne deux solutions d’exposants dominants κ = ±p′′γ.

L’existence des exposants en pjγ−2 oblige à réduire encore les angles coniques pour pouvoir
démontrer des résultats analogues au lemme 3.1.2 et au théorème 3.1.1. On supposera donc dans
la suite que tous les angles coniques sont inférieurs à 2π

3
.

Lemme 3.2.3. Soit φ un 2-tenseur symétrique C∞ à support compact, et soit u l’unique so-
lution dans L1,2 de l’équation Pu = φ. Alors ∇∇u est L2, c’est-à-dire que u appartient à
L2,2(S2M).

Démonstration. La preuve est similaire à celle des lemmes 2.1.4 et 3.1.2. On commence par
montrer que ∇∗∇∇u est L2 par une formule de Weitzenbock, puis que ∇er∇u est L2, ce qui
permet de conclure grâce à la proposition 1.4.6.

La formule de Weitzenbock utilisé est la suivante , que l’on verra plus en détail dans la
prochaine section ((3.3), p.85) : pour tout 2-tenseur symétrique u sur une variété hyperbolique,
on a

∇∗∇∇u(x, y, z) = ∇∇∗∇u(x, y, z)+(n−1)∇u(x, y, z)+2∇u(y, x, z)+2∇u(z, y, x)

+2g(x, y)∇∗u(z)+2g(x, z)∇∗u(y).

Alors au voisinage du lieu singulier

∇∗∇∇u(x, y, z) = (n−1)∇u(x, y, z)+2∇u(y, x, z)+2∇u(z, y, x)

+2g(x, y)∇∗u(z)+2g(x, z)∇∗u(y).

Comme ∇u est dans L2, cela suffit à prouver que ∇∗∇∇u est dans L2.

On ne donnera pas la preuve détaillée du fait que ∇er∇u est dans L2. Les techniques utilisées
sont les mêmes que pour l’opérateur ∇∗∇+(n−1)Id dans le cas des 1-formes, voir l’appendice
(p. 91 et suiv.). L’idée est la suivante : le fait que u appartient à L1,2 impose que seules les
solutions élémentaires d’exposant dominant positif apparaissent dans la décomposition de u.
Et comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que 2π/3, les exposants dominants
positifs sont soit nuls, soit plus grands que 1. Cela donne suffisamment de contrôle sur les
solutions élémentaires pour montrer que tous les termes apparaissant dans la décomposition de
∇er∇u sont non seulement dans L2, mais admettent des bonnes majorations du type donnée
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dans le lemme 2.1.3. On utilise ensuite le fait que P est elliptique, donc que u est C∞ près
du lieu singulier, pour assurer la convergence en norme L2 de la décomposition en série sur un
voisinage du lieu singulier de ∇er∇u.

3.2.7 Résolution dans des espaces de Sobolev, bis

Le résultat suivant est l’analogue du théorème 3.1.1. Pour avoir un résultat comparable à
ce qu’on obtient sur une variété compacte, il est encore nécessaire de restreindre les angles
coniques. Ce théorème n’est pas indispensable pour la construction des déformations modifiant
les angles, même s’il simplifie fortement la preuve quand les angles sont inférieurs à 2π

3
. Mais il

montre que pour être en mesure d’avoir un théorème d’inversion locale, qui assurerait l’existence
de cônes-variétés réalisant les variations des angles, il n’est pas suffisant de demander que les
angles coniques soit inférieur à π ; il faut une condition un peu plus forte.

Théorème 3.2.4. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont
inférieurs à 2π

3
. Alors l’opérateur P = ∇∗∇ − 2R̊ : L2,2(S2M) → L2(S2M) est un isomor-

phisme.

Démonstration. L’opérateur

P = ∇∗∇− 2R̊ : L2,2(S2M) −→ L2(S2M)

est linéaire et continu. D’après le théorème de l’application ouverte, il suffit de montrer qu’il
est bijectif pour conclure. Pour cela, on va utiliser le même principe de démonstration que dans
les preuves des théorèmes 2.1.6 et 3.1.1.

On sait déjà que si φ ∈ L2(S2M), il existe une unique solution u ∈ L1,2(S2M) de l’équation
Pu = φ. On va montrer que quand les angles coniques sont suffisamment petits, cette solution
est en fait dans L2,2. Le point clé est le fait que si φ est à support compact, alors u ∈ L2,2. On
va donc approcher φ par des tenseurs C∞

0 .

Les 2-tenseurs C∞ à support compact étant dense dans L2, on peut trouver une suite (φn)
de sections C∞ à support compact telle que φn → φ dans L2 quand n → ∞. Soit (un) la suite
d’éléments de L1,2 telle que pour tout entier n, Pun = φn. Le fait que φn converge vers φ nous
assure que

lim
n→∞

un = u

et
lim

n→∞
∇un = ∇u,

les limites étant au sens L2.

Maintenant, comme φn est à support compact, Pun est identiquement nul au voisinage
du lieu singulier, et un rentre donc dans le cadre de la proposition 3.2.3, c’est-à-dire que un

appartient à L2,2(S2M). On va maintenant montrer que ∇∇un, suite de sections du fibré
T (2,0)M ⊗ S2M , est bornée dans L2.
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Pour cela, on considère ξ, section C∞ à support compact de T (2,0)M⊗S2M (“section test”),
et on s’intéresse au produit scalaire 〈∇∇un, ξ〉. Le but est d’arriver à monter que

|〈∇∇un, ξ〉| ≤ M ||ξ||,

où M est une constante ne dépend ni de ξ ni de n.

La restriction de la dérivée covariante à T ∗M ⊗S2M nous donne un opérateur (non borné)
∇ : L2(T ∗M⊗S2M) → L2(T (2,0)M⊗S2M) ; son adjoint est la restriction de ∇∗ à T (2,0)M⊗S2M ,
et les résultats de la section 1.4 s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de l’adjoint
d’un opérateur, on a l’égalité ker∇∗ = (Im∇)⊥ et donc on a aussi la décomposition orthogonale
suivante :

L2(T (2,0)M ⊗ S2M) = ker∇∗ ⊥
⊕ Im∇

= ker∇∗ ⊥
⊕ Im∇

d’après le théorème 1.4.7. On peut écrire dans cette décomposition ξ = k+∇ζ, où k ∈ (Im∇)⊥,
et ζ est choisie d’après le corollaire 1.4.8 telle que ||ζ|| ≤ c||∇ζ|| ≤ c||ξ|| pour une certaine
constante c ne dépendant pas de ξ. On a alors :

〈∇∇un, ξ〉 = 〈∇∇un,∇ζ + k〉
= 〈∇∇un,∇ζ〉.

On voudrait pouvoir faire une intégration par partie, et il faut donc vérifier que tous les
termes impliqués sont L2. On sait déjà que ζ, ∇ζ, ∇∇un le sont, reste à le vérifier pour ∇∗∇∇un.
Pour cela, ainsi que pour la suite de la démonstration, on utilise la relation de commutation
suivante, valable pour toute section u d’un fibré tensoriel T :

∇∗∇∇u = ∇∇∗∇u + ∇u ◦ Ric − (∇∗R)u + 2S(∇u). (3.3)

La notation Ric désigne le tenseur de Ricci vu comme application linéaire TM → TM , et
la composition est à comprendre au sens où ∇u ◦ Ric(x) = ∇Ric(x)u. La notation S désigne
l’opérateur qui à une section φ de T ∗M ⊗ T associe

Sφ(x) = tr g(R( , x)φ ()) =
∑

i

R(ei, x)s (ei).

Et R désigne le tenseur de courbure, section de Λ2M ⊗ End(T ).

Dans le cas où la métrique est hyperbolique, cette formule se simplifie. Comme R est parallèle
(i.e. ∇R = 0), ∇∗R est nul, on a aussi ∇u ◦ Ric = −(n − 1)∇u, et donc

∇∗∇∇u = ∇∇∗∇u − (n − 1)∇u + 2S(∇u).

De plus, si u est une section de S2M , on a (toujours dans le cas hyperbolique)

S(∇u)(x, y, z) = (n− 1)∇u(x, y, z)+∇u(y, x, z)+∇u(z, y, x)+ g(x, y)∇∗u(z)+ g(x, z)∇∗u(y).
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Finalement, pour tout 2-tenseur symétrique u, on a

∇∗∇∇u(x, y, z) = ∇∇∗∇u(x, y, z)+(n−1)∇u(x, y, z)+2∇u(y, x, z)+2∇u(z, y, x)

+2g(x, y)∇∗u(z)+2g(x, z)∇∗u(y).

Maintenant, comme un vérifie Pun = φn,

∇∇∗∇un = ∇
(

2R̊un + φn

)

= 2∇un − 2(dtr un) ⊗ g + ∇φn.

Le tenseur φn est C∞
0 , donc ∇φn appartient à L2, et il est alors clair que ∇∗∇∇un appartient

à L2, sachant que un ∈ L(1,2).

On peut alors intégrer par partie :

〈∇∇un, ξ〉 = 〈∇∇un,∇ζ〉
= 〈∇∗∇∇un, ζ〉
= 〈∇∇∗∇un − (n − 1)∇un + 2S(∇un), ζ〉
= 〈∇φn − (n − 3)∇un − 2(dtr un) ⊗ g + 2S(∇un), ζ〉.

Comme ∇ζ est L2, ∇∗ζ = −tr g∇ζ est aussi L2, on a même ||∇∗ζ|| ≤ √
n||∇ζ||. D’autre

part φn, ∇φn et ζ sont L2, on peut encore intégrer par parties :

〈∇∇un, ξ〉 = 〈−(n − 3)∇un − 2(dtr un) ⊗ g + 2S(∇un), ζ〉 + 〈φn,∇∗ζ〉

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

|〈∇∇un, ξ〉| ≤ ||φn|| ||∇∗ζ|| + || − (n − 3)∇un − 2(dtr un) ⊗ g + 2S(∇un)|| ||ζ||
≤

(√
n||φn|| + c|| − (n − 3)∇un − 2(dtr un) ⊗ g + 2S(∇un)||

)

||∇ζ||
≤ M ||ξ||.

La dernière majoration est due au fait que les suites φn, un et ∇un sont convergentes, donc
bornées, dans L2, et qu’il en est de même pour le terme −(n−3)∇un−2(dtr un)⊗g +2S(∇un)
qui dépend continûment de un et de ∇un. Cette majoration, valable pour toute section test ξ,
implique directement que la suite (∇∇un) est bornée dans L2.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée ∇∇un, qui converge faiblement
vers une limite l ∈ L2 : c’est-à-dire que quel que soit ξ ∈ L2(T (2,0)M ⊗ S2M),

lim
n→∞

〈∇∇un, ξ〉 = 〈l, ξ〉.

Mais alors, si ξ est C∞ à support compact,

〈∇∇un, ξ〉 = 〈∇un,∇∗ξ〉,

et
lim

n→∞
〈∇un,∇∗ξ〉 = 〈∇u,∇∗ξ〉
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car ∇un converge dans L2 vers ∇u. Par conséquent, on a

〈∇u,∇∗ξ〉 = 〈l, ξ〉

pour tout ξ ∈ C∞
0 , ce qui signifie exactement que

l = ∇max∇u = ∇∇u,

et par suite ∇∇u appartient à L2.

3.3 Constructions de déformations non triviales

On a besoin que les angles coniques soient plus petits que π. Ici M est une cône-variété
hyperbolique, donc la notation β (resp. δ∗) désigne la seule extension fermée de cette opérateur,
voir proposition 3.1.6. En particulier, kerβ désigne l’espace des sections h ∈ L2, telle que
βh = 0 au sens des distributions. La proposition suivante complète l’étude de l’opérateur
P = ∇∗∇− 2R̊.

Proposition 3.3.1. Soit D(P ) = {h ∈ ker β | ∇h ∈ L2 et ∇∗∇h ∈ L2}. L’opérateur

P : D(P ) ⊂ ker β → ker β

h 7→ ∇∗∇h − 2h + 2(tr h)g

est auto-adjoint et positif, et donc inversible.

Démonstration. Vérifions avant toute autre chose que l’image de P est bien incluse dans ker β.
On sait que pour toute section lisse u de S2M ,

β(E ′(u)) = β(∇∗∇u − 2R̊u − 2δ∗βu) = 0.

Donc β(∇∗∇u − 2R̊u) = 2βδ∗βu, et si βu = 0, on a immédiatement β(∇∗∇u − 2R̊u) = 0. On
va montrer que c’est aussi le cas (au moins au sens des distributions) si u appartient à D(P ).

Soit ξ une section test de S2M , C∞ à support compact, et u un élément de D(P ). Alors

〈Pu, βtξ〉 = 〈u, (∇∗∇− 2R̊)(βtξ)〉 = 〈u, 2βtδβtξ〉 = 0

car u appartient à kerβ. Cela montre que Pu ∈ ker β pour tout u ∈ D(P ).

Dans le cas où les angles sont inférieurs à 2π
3

, le fait que P : D(P ) ⊂ ker β → ker β est
inversible découle directement du théorème 3.2.4. En effet, si on prend φ ∈ ker β, il existe un
unique u ∈ L2,2(S2M) tel que ∇∗∇u − 2R̊u = φ, et la solution u vérifie

2βδ∗βu = β(∇∗∇u − 2R̊u) = βφ = 0.

La forme βu est dans l’intersection de L1,2(T ∗M) et du noyau de 2βδ∗ = ∇∗∇+(n−1)Id = L,
elle est donc nulle, ce qui montre l’inversibilité de P .
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On pourrait d’ailleurs raffiner les résultats de la section précédente pour montrer que cette
démonstration fonctionne encore quand les angles coniques sont juste inférieurs à π, mais ce
n’est pas la méthode que l’on va utiliser ici.

On aura ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Le domaine de l’opérateur ∇, restreint à ker β, est dense dans ker β pour la
norme L2 : D(∇|ker β) = ker β.

Démonstration du lemme. Ce résultat découle des deux théorèmes 3.1.3 et 3.1.1. On utilise la
décomposition L2 = ker β ⊕ Im δ∗ et le fait que la projection p1 sur le premier facteur est
continue. Comme C∞

0 est un sous-espace dense de L2, son image p1(C
∞
0 ) est dense dans ker β.

Maintenant soit k ∈ p1(C
∞
0 ). Il existe φ ∈ C∞

0 et u ∈ D(δ∗) tels que k = p1(φ) et φ =
k + δ∗u. On alors β(φ) = β(δ∗u). Or β(φ) est à support compact, donc dans L2. D’après le
théorème 3.1.1, ∇∇u est L2, et par conséquent δ∗u ∈ D(∇). Comme φ est C∞ à support
compact, elle est aussi dans D(∇), et donc k = φ− δ∗u ∈ D(∇). Par suite p1(C

∞
0 ) ⊂ D(∇), et

D(∇) ∩ ker β = D(∇|ker β) est dense dans ker β.

Le fait que le domaine de ∇|ker β soit dense permet de considérer son adjoint (∇|ker β)∗. On
note i l’inclusion ker β →֒ L2 ; on a évidemment ∇|ker β = ∇◦ i. Son adjoint est donc p◦∇∗, où p
est la projection orthogonal de L2 sur ker β. De plus on déduit facilement que l’opérateur ∇|ker β

est fermé du fait que ∇ et ker β sont fermés. Cela implique que (∇|ker β)∗◦∇|ker β = p◦∇∗◦∇|ker β

est auto-adjoint.

Maintenant, l’opérateur p ◦ R̊|ker β : h 7→ p(h − (tr h)g) est un endomorphisme borné (i.e.

continue) et auto-adjoint de ker β, donc p ◦∇∗ ◦∇|ker β − 2p ◦ R̊|ker β est encore auto-adjoint. Or

p ◦ ∇∗ ◦ ∇|ker β − 2p ◦ R̊|ker β = p ◦ (∇∗ ◦ ∇|ker β − 2R̊|ker β)

= p ◦ P

= P

puisque l’image de P est incluse dans ker β. On a ainsi montré que P était auto-adjoint.

La positivité découle de la formule de Weitzenböck déjà utilisée à de nombreuses reprises :

∀h ∈ S2M, ∇∗∇h = d∇δ∇h + δ∇d∇h + nh − (tr h)g.

Si h est C∞
0 , on a

||∇h||2 = 〈∇∗∇h, h〉
= 〈d∇δ∇h + δ∇d∇h + nh − (tr h)g, h〉
= ||δ∇h||2 + ||d∇h||2 + n||h||2 − ||tr h||2.

Cette égalité est encore vraie si h ∈ D(∇) ; il suffit de considérer une suite hn de 2-tenseurs
symétriques C∞

0 telle que pour la norme L2, hn converge vers h et ∇hn vers ∇h.
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Soit h ∈ D(P ). Comme h, ∇h, et ∇∗∇h sont dans L2, on peut intégrer par partie :

〈Ph, h〉 = 〈∇∗∇h − 2h + 2(tr h)g, h〉
= ||∇h||2 − 2||h||2 + 2||tr h||2
= ||δ∇h||2 + ||d∇h||2 + (n − 2)||h||2 + ||tr h||2,

et donc 〈Ph, h〉 ≥ (n − 2)||h||2.

Corollaire 3.3.3. Soit h0 une déformation infinitésimale telle que E ′(h0) soit dans L2. Alors
il existe un unique 2-tenseur symétrique h ∈ D(P ) tel que la déformation h0 + h soit Einstein,
i.e. E ′(h0 + h) = 0.

Démonstration. Il suffit de remarquer que E ′(h0) ∈ ker β et de résoudre Ph = −E ′(h0) dans
D(P ). Et comme h ∈ ker β, E ′(h) = ∇∗∇h − 2R̊h(−2δ∗βh) = Ph.

Ce corollaire n’a d’intérêt que si la déformation h0 n’est pas L1,2. Sinon, d’après le théorème
de rigidité infinitésimale, h + h0 est une déformation triviale, c’est-à-dire que h est (au signe
près) la composante dans ker β de h0. Mais si h0 est bien choisi, on peut montrer ainsi le
théorème suivant :

Théorème 3.3.4. Soit M une cône-variété hyperbolique dont tous les angles coniques α1, . . . αp

sont strictement inférieurs à π. Soit α̇ = (α̇1, . . . α̇p) une variation donnée du p-uplet des angles
coniques. Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle que
E ′(h) = 0 et βh = 0) induisant la variation des angles coniques donnée.

Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut se limiter au cas où un seul des α̇i est non
nul, ce qui revient à ne considérer qu’une seule composante connexe Σk du lieu singulier.

Soit h0 une déformation infinitésimale telle que h0 soit égal à sh(r)2dθ2 près de Σk, et que h0

soit nul en dehors d’un voisinage de cette composante connexe. C’est le modèle de déformation
conique modifiant un (seul) angle conique. C’est aussi une déformation hyperbolique (donc
Einstein) près du lieu singulier : en particulier, E ′(h0) est C∞ à support compact. Par contre
h0 n’est pas normalisée, et même pire que ça puisque βh0 /∈ L2.

En vue d’applications futures, on va commencer par normaliser localement h0, c’est-à-dire
que l’on cherche une 1-forme η telle que β(h0 − δ∗η) soit nul près du lieu singulier. Si on prend
η de la forme f(r)er, alors la fonction f vérifie l’équation différentielle (ordinaire)

−f ′′(r) − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))f ′(r) + (

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 + n − 1)f(r) =

2

th(r)
.

Cette équation différentielle est à singularité régulière (selon la terminologie de [24]) ; elle admet
au voisinage de r = 0 une solution de la forme f(r) = −r ln(r) + r3(f1(r) + ln(r)f2(r)), où f1

et f2 sont développables en séries entières. On définit alors χ(r) comme étant un fonction lisse
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égale à −r ln(r) + r3(f1(r) + ln(r)f2(r)) près de Σk, et nulle en dehors d’un certain voisinage
de Σk.

On note maintenant h1 = h0 − δ∗(χ(r)er) ; près du lieu singulier, on a encore E ′(h1) = 0, et
en plus βh1 = 0. Au premier ordre, h1 = (1 + ln(r))(dr2 + sh(r)2dθ2) + O(r2 ln(r)), c’est-à-dire
que h1 ressemble asymptotiquement à une déformation conforme de la métrique du cône, et h1

appartient à L2. Par contre ∇h1 n’est pas L2.

On va maintenant normaliser globalement h1, c’est-à-dire que l’on va résoudre l’équation
βδ∗η = βh1 sur tout M et non plus seulement sur un voisinage du lieu singulier. Comme βh1

est C∞ à support compact et que les angles coniques sont inférieurs à π, d’après le lemme 3.1.2
l’équation admet une unique solution η dans L2,2(T ∗M) (et son comportement au voisinage du
lieu singulier est assez bien compris).

On pose alors h2 = h1 − δ∗η. Cette déformation est dans L2, mais ∇h2 n’est pas dans L2

(puisque ∇δ∗η ∈ L2 et ∇h1 /∈ L2). On a aussi E ′(h2) ∈ C∞
0 (S2M) et βh2 = 0.

On peut maintenant appliquer le corollaire. On construit ainsi une déformation Einstein
infinitésimale hα̇, normalisée, et qui ne diffère de h2 que par un élément de D(P ) ⊂ L1,2. Cette
déformation hα̇ modifie donc les angles coniques de la même façon que h2 et que h0 ; elle induit
donc bien la variation voulue des angles coniques.

Il est intéressant de voir comment la déformation construite se comporte près du lieu sin-
gulier. La déformation Einstein hα̇ est de la forme h1 − δ∗η − h, où h vérifie P (h) = 0 près
du lieu singulier. On connâıt le terme h1 : il ressemble asymptotiquement à un certain chan-
gement conforme de la métrique du cône. Le terme en δ∗η n’est pas très intéressant, c’est une
déformation triviale correspondant à la normalisation. Le comportement du terme h est connu
en partie (voir section 3.2.5) : il est asymptotique à un changement de la métrique du lieu
singulier. Comme on pouvait s’y attendre, la déformation hα̇ ne se contente donc pas de chan-
ger les angles coniques : le fait de rester Einstein impose de modifier aussi la métrique du lieu
singulier.
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Démonstration du lemme 2.1.3

Le lemme 2.1.3 découle presque intégralement des majorations données par le lemme ci-
dessous, qu’il suffit d’intégrer entre 0 et a. Pour la définition des fonctions fk

j etc., voir propo-
sition 2.1.2 et la discussion qui suit.

Lemme. Les fonctions fk
j , gk

j , ωk
j et ̟0

j vérifient les inégalités suivantes pour r compris entre
0 et a, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices j.

Si pjγ > 1, alors, pour k = 0 ou 1,

|fk
j (r)| ≤ |fk

j (a)|
th(a)pjγ

th(r)pjγ, |gk
j (r)| ≤ |fk

j (r)|, |ωk
j (r)| ≤ |ωk

j (a)|
th(a)pjγ

th(r)pjγ

|fk
j

′
(r)| ≤ (1 + pjγ)2 + 2n − 3 + λj

pjγ − 1

|fk
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ−1

+
2(λj)

1/2

pjγ + 2

|ωk
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2

|gk
j

′
(r)| ≤ |fk

j

′
(r)|

|ωk
j

′
(r)| ≤ p2

jγ
2 + n − 2 + λj

pjγ − 1

|ωk
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ−1 +

2(λj)
1/2

pjγ + 2

|fk
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2

et

|f−1
j (r)| ≤

|f−1
j (a)|

th(a)pjγ−1
th(r)pjγ−1, |g−1

j (r)| ≤ |f−1
j (r)|, |ω−1

j (r)| ≤
|ω−1

j (a)|
th(a)pjγ

th(r)pjγ,

|f−1
j (r) + ig−1

j (r)| ≤
2|f−1

j (a)|
th(a)pjγ+1

th(r)pjγ+1

|f−1
j

′
(r)| ≤ (1 + pjγ)2 + 2n − 3 + λj

pjγ − 2

|f−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ−1
th(r)pjγ−2

+
2(λj)

1/2

pjγ + 2

|ω−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2

|g−1
j

′
(r)| ≤ |f−1

j

′
(r)|

|ω−1
j

′
(r)| ≤ p2

jγ
2 + n − 2 + λj

pjγ − 1

|ω−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ−1 +

2(λj)
1/2

pjγ + 1

|f−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ−1
th(r)pjγ+1
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|f−1
j (r) + ig−1

j (r)|′ ≤ 2(1 + pjγ)2 + 3n − 4 + 2λj

pjγ

|f−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ+1
th(r)pjγ

+
2(λj)

1/2

pjγ + 2

|ω−1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2

Si pj = 0, alors, pour k = 0 ou 1,

|fk
j (r)| ≤ |fk

j (a)|
th(a)

th(r), |ωk
j (r)| ≤ |ωk

j (a)|

|fk
j

′
(r)| ≤ (2n − 2 + λj)

|fk
j (a)|

th(a)
+ 2(λj)

1/2|ωk
j (a)|th(r)2

|ωk
j

′
(r)| ≤ (λj + 2n − 3)|ωk

j (a)| r +
2(λj)

1/2

3

|fk
j (a)|ch(a)2

th(a)
th(r)3

et

|g1
j (r)| ≤

|g1
j (a)|

th(a)
th(r), |g1

j
′
(r)| ≤ (n + λj)

|g1
j (a)|

th(a)

Si p′jγ > 1, alors

|̟0
j (r)| ≤

|̟0
j (a)|

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ, |̟0

j
′
(r)| ≤ n + p′2j γ2 + µj

p′jγ − 1

|̟0
j (a)|

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ−1ch(a)2

Si p′j = 0, alors

|̟0
j (r)| ≤ |̟0

j (a)|, |̟0
j
′
(r)| ≤ (n + µj)|̟0

j (a)| r

Démonstration. On regarde d’abord les fonctions ̟0
j . Elles vérifient l’équation Qj(̟j) = 0, où

Qj : f 7→ −f ′′ − (
1

th(r)
+ (n − 2)th(r))f ′ + (th(r)2 +

p′2j γ2

sh(r)2
+ (1 − th(r)2)µj + n − 1)f.

Les premiers termes du développement de ̟0
j sont

̟0
j (r) = rp′jγ +

(

µj + 2n − 3

4(p′jγ + 1)
− n − 2

4
− p′jγ

12

)

rp′jγ+2 + O(rp′jγ+4).

On veut montrer que, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j, pour r compris
entre 0 et a, on a l’inégalité

|̟0
j (r)| ≤

|̟0
j (a)|

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ.
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Un calcul élémentaire montre que

Qj(th(r)p′jγ) =

(

n +
µj + p′2j γ2 − (n − 3)p′jγ − 1

ch(r)2

)

th(r)p′jγ.

En particulier, Qj(th(r)p′jγ) ≥ 0 (avec inégalité stricte si r est différent de 0) sauf éventuellement
pour un nombre fini d’indice j, que l’on exclura dans la suite.

Pour tout c réel positif, on pose

hc(r) = ̟0
j (r) − c th(r)p′jγ.

Cette fonction vérifie l’équation différentielle Qj(hc) = −c Qj(th(r)p′jγ). Supposons qu’il existe
r0, 0 ≤ r0 ≤ a, tel que hc(r0) ≥ 0 et h′

c(r0) > 0. Alors pour tout r ∈]r0, a], on a h′
c(r0) > 0, et

donc hc(r0) > 0. La preuve est la suivante : supposons par l’absurde que h′
c s’annule sur [r0, a],

et notons r1 le minimum de ces points d’annulation. Alors

h′′
c (r1) = (th(r1)

2 +
p′2j γ2

sh(r1)2
+ (1 − th(r1)

2)µj + n − 1)hc(r1) + cQj(th(r1)
p′jγ) > 0,

ce qui contredit le fait que h′
c(r) soit positive pour r0 ≤ r ≤ r1.

Appliquons cela pour c valant 1 ou ̟0
j (a)/th(a)p′jγ. Si c = 1, on regarde en 0 : on sait que

̟0
j (r) = rp′jγ +

(

µj + 2n − 3

4(p′jγ + 1)
− n − 2

4
− p′jγ

12

)

rp′jγ+2 + O(rp′jγ+4)

et

th(r)p′jγ = rp′jγ − p′jγ

3
rp′jγ+2 + O(rp′jγ+4),

donc

h1(r) =

(

µj + 2n − 3

4(p′jγ + 1)
− n − 2

4
+

p′jγ

4

)

rp′jγ+2 + o(rp′jγ+2)

On constate donc qu’au voisinage de 0, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j,
h1(r) ≥ 0 et h′

1(r) ≥ 0, avec inégalité stricte si r > 0. Par conséquent h1(r) ≥ 0 pour tout
r ≤ a, ce qui montre que th(r)p′jγ ≤ ̟0

j (r) pour tout r ≤ a.

Si c = ̟0
j (a)/th(a)p′jγ : évidemment hc(a) = 0, et d’après ce qui précède c > 1, donc hc(r)

est négative (strictement si r 6= 0) au voisinage de r = 0. Si jamais hc n’est pas constamment
négative sur [0, a], alors il existe un point r0 < a où hc(r0) ≥ 0 et h′

c(r0) > 0, ce qui implique
hc(a) > 0, contradiction. Donc hc(r) est négative sur [0, a], ce qui montre l’inégalité voulue.

On établit ensuite un encadrement similaire pour la dérivée ̟0
j
′
. On a vu que h′

1(r) était
positive sur [0, a], d’où on obtient immédiatement que

p′jγ

ch(r)2
th(r)p′jγ−1 ≤ ̟0

j
′
(r).
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En particulier, ̟0
j
′
(r) ≥ 0. D’autre part, les inégalités précédentes permettent d’établir que

(sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices)

̟0
j
′′
(r) = −(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r))̟0

j
′
(r) + (th(r)2 +

p′2j γ2

sh(r)2
+ (1 − th(r)2)µj + n − 1)̟0

j (r)

≤ (th(r)2 +
p′2j γ2

sh(r)2
+ (1 − th(r)2)µj + n − 1)

̟0
j (a)

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ.

Si p′jγ est strictement positif, on majore encore par

̟0
j
′′
(r) ≤ (n + p′2j γ2 + µj)

̟0
j (a)

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ−2

et on intègre entre 0 et r pour obtenir la majoration

̟0
j
′
(r) ≤ n + p′2j γ2 + µj

p′jγ − 1

̟0
j (a)

th(a)p′jγ
th(r)p′jγ−1ch(a)2.

(En fait ceci n’est valable que si p′jγ > 1 – qui est le cas qui nous intéresse ici – pour que le
terme de droite soit intégrable en 0. Cependant il est possible d’obtenir une majoration similaire
quand 0 < p′jγ < 1 par une méthode un peu plus compliquée, voir (A-1)).

Sinon, si p′j = 0, on a ̟0
j
′′
(r) ≤ (n + µj)̟

0
j (a), ce qui donne en intégrant

̟0
j
′
(r) ≤ (n + µj)̟

0
j (a) r.

Les mêmes techniques s’appliquent aux termes en fk
j ψje

r + gk
j ψje

θ +ωk
j φj. Les fonctions fk

j ,
gk

j et ωk
j vérifient le système

−fj
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

fj
′+

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

fj

+
2ipjγ

sh(r)th(r)
gj −

2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
ωk

j = 0

−gj
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

gj
′+

(

1

th(r)2
+

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

gj −
2ipjγ

sh(r)th(r)
fj = 0

−ωj
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

ωj
′+

(

th(r)2 +
p2

jγ
2

sh2(r)
+

λj + n − 3

ch(r)2
+ n − 1

)

ωj

−2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
fj = 0

Si j /∈ J (i.e. λj = 0), le système se ramène à deux équations sur fj et gj (la fonction ωj

n’étant pas définie), mais cela ne modifie pas les estimations suivantes. Il faut juste laisser de
côté les solutions en rpjγ. Le cas pj = 0 est plus particulier puisque les équations pour fj et gj

deviennent indépendantes ; on traitera ce cas à la fin.
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Introduisons les deux fonctions auxiliaires hj = fj + igj et kj = fj − igj. Les fonctions fj,
hj, kj et ωj vérifient les équations

−f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j+

(

(
1

th(r)
− pjγ

sh(r)
)2 + (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

fj

+
2pjγ

sh(r)th(r)
hj −

2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
ωj = 0

−h′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

h′
j+

(

(
1

th(r)
+

pjγ

sh(r)
)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

hj

+(n−2)th(r)2fj −
2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
ωj = 0

−k′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

k′
j+

(

(
1

th(r)
− pjγ

sh(r)
)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

kj

+(n−2)th(r)2fj −
2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
ωj = 0

−ω′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

ω′
j+

(

th(r)2 +
p2

jγ
2

sh2(r)
+

λj + n − 3

ch(r)2
+ n − 1

)

ωj

−2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
fj = 0

Commençons par la solution f1
j , g1

j , ω1
j . On pose aussi h1

j = f1
j + ig1

j et k1
j = f1

j − ig1
j . Les

premiers termes du développement sont

f 1
j (r) = rpjγ+1

(

1 + r2(
λj + 2(n − 2)

4(pjγ + 2)
− n − 3

4
− pjγ + 1

12
) + O(r4)

)

,

g1
j (r) = rpjγ+1

(

−i − ir2(
λj + 2(n − 2)

4(pjγ + 2)
− n − 3

4
− pjγ + 1

12
) + O(r4)

)

,

ω1
j (r) = rpjγ+1

(

− (λj)
1/2

4(pjγ + 2)
r3 + O(r5)

)

,

h1
j(r) = rpjγ+1

(

2 + O(r2)
)

,

k1
j (r) = rpjγ+1

(

n − 2

12(pjγ + 2)
r4 + O(r6)

)

.

Les fonctions f1
j , h1

j et −ω1
j sont donc positives et (strictement) croissantes près de r = 0.

On va montrer par l’absurde que c’est le cas sur tout [0, a].

Supposons donc qu’au moins une des fonctions f 1
j , h1

j et −ω1
j admettent des maximums

locaux sur ]0, a[. Notons r0 le plus petit réel de ]0, a[ en lequel une des trois fonctions f1
j , h1

j

et −ω1
j admettent un maximum local. Comme ces trois fonctions sont positives et strictement
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croissantes près de r = 0, elles sont strictement positives en r0. Supposons que ce soit f1
j qui

admet un maximum local en r0 (le cas des autres fonctions est similaire). Alors f 1
j
′
(r0) = 0 et

f 1
j
′′
(r0) =

(

(
1

th(r0)
− pjγ

sh(r0)
)2 + (n − 2)th(r0)

2 +
λj

ch(r0)2
+ n − 1

)

f 1
j (r0)

+
2pjγ

sh(r0)th(r0)
h1

j(r0) −
2th(r0)(λj)

1/2

ch(r0)
ω1

j (r0)

> 0

ce qui contredit la possibilité d’un maximum local en r0.

La même technique permet de montrer de ig1
j et k1

j sont aussi positives et croissantes sur

[0, a]. On en déduit immédiatement que |g1
j | ≤ f1

j et que |g1
j
′| ≤ f 1

j
′
.

Posons maintenant d1
j(r) = f1

j (r) − f1
j (a)

th(a)pjγ th(r)pjγ. Cette fonction vérifie l’équation

−d1
j
′′−

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

d1
j
′
+

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

sh(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

d1
j

+
2ipjγ

sh(r)th(r)
g1

j −
2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
ω1

j +
f1

j (a)

th(a)pjγ
Q(r) = 0

où

Q(r) =

(

p2
jγ

2 − (n − 3)pjγ + λ

ch(r)2
+

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 + n − 1

)

th(r)pjγ.

La quantité Q(r) est positive sur [0, a] sauf éventuellement pour un nombre fini d’indices j.
La même technique que précédemment permet alors de montrer que si il existe r0 pour lequel
d1

j(r0) ≥ 0 et d1
j
′
(r0) > 0, alors d1

j(r) > 0 et d1
j
′
(r) ≤ 0 pour tout r ∈]r0, a]. Comme d1

j(a) est
nulle et que d1

j est négative et décroissante au voisinage de 0, on en déduit d1
j ne change pas de

signe sur [0, a], et donc que

f 1
j (r) ≤ f 1

j (a)

th(a)pjγ
th(r)pjγ.

Le même genre d’argument montre que |ω1
j (r)| ≤

|ω1
j (a)|

th(a)pjγ th(r)pjγ sauf éventuellement pour

un nombre fini d’indices.

On déduit de ces majorations une majoration de f1
j
′
(r). En effet, comme f1

j
′
(r) ≥ 0, on a

f 1
j
′′
(r) ≤

(

(
1

th(r)
+

pjγ

sh(r)
)2 + (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

f 1
j − 2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
ω1

j

≤
(

(
1

th(r)
+

pjγ

sh(r)
)2 + (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

f 1
j (a)

th(a)pjγ
th(r)pjγ

+
2th(r)(λj)

1/2

ch(r)

|ω1
j (a)|

th(a)pjγ
th(r)pjγ

≤
(

(1 + pjγ)2 + 2n − 3 + λj

) f1
j (a)

th(a)pjγ
th(r)pjγ−2 + 2(λj)

1/2
|ω1

j (a)|
th(a)pjγ

th(r)pjγ+1.
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En intégrant entre 0 et r on obtient

f 1
j
′
(r) ≤ (1 + pjγ)2 + 2n − 3 + λj

pjγ − 1

f1
j (a)ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ−1 +

2(λj)
1/2

pjγ + 2

|ω1
j (a)|ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2.

De la même manière on démontre que

ω1
j
′
(r) ≤ p2

jγ
2 + n − 2 + λj

pjγ − 1

|ω1
j (a)ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ−1 +

2(λj)
1/2

pjγ + 2

f1
j (a)ch(a)2

th(a)pjγ
th(r)pjγ+2.

On procède de la même manière pour les autres solutions du système. Si λj 6= 0, les premiers
termes du développement de f0

j , g0
j et ω0

j sont

f 0
j (r) = rpjγ

(

− (λj)
1/2(3 + 4pjγ)

8(pjγ + 2)(pjγ + 1)
r3 + O(r5)

)

,

g0
j (r) = rpjγ

(

ipjγ(λj)
1/2

8(pjγ + 2)(pjγ + 1)
r3 + O(r5)

)

,

ω0
j (r) = rpjγ

(

1 + r2(
λj + 3(n − 2)

4(pjγ + 1)
− n − 2

4
− pjγ

12
) + O(r4)

)

.

On a alors

h0
j(r) = f 0

j (r) + ig0
j (r) = rpjγ

(

− (λj)
1/2

2(pjγ + 2)
r3 + O(r5)

)

,

k0
j (r) = f 0

j (r) − ig0
j (r) = rpjγ

(

− (λj)
1/2

4(pjγ + 1)
r3 + O(r5)

)

.

Et pour la solution f−1
j , g−1

j , ω−1
j , on a

f−1
j (r) = rpjγ−1

(

1 + r2(
λj + 2(n − 1)

4(pjγ)
− n − 1

4
− pjγ − 1

12
) + O(r4)

)

,

g−1
j (r) = rpjγ−1

(

i + ir2(
λj + 2(n − 1)

4(pjγ)
− n − 1

4
− pjγ − 1

12
) + O(r4)

)

,

ω−1
j (r) = rpjγ−1

(

− (λj)
1/2

2(pjγ + 1)
r3 + O(r5)

)

.

On a alors

h−1
j (r) = f−1

j (r) + ig−1
j (r) = rpjγ−1

(

n − 2

4(pjγ + 2)
r4 + O(r6)

)

,

k−1
j (r) = f−1

j (r) − ig−1
j (r) = rpjγ−1

(

2 + O(r2)
)

.

Les mêmes techniques que précédemment permettent alors de montrer les inégalités voulues, y
compris celles sur h−1

j .
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Traitons enfin le cas où pj = 0. Le système se scinde en deux :

−f ′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′
j+

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

fj

−2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
ωj = 0

−ω′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

ω′
j +

(

th(r)2 +
λj + n − 3

ch(r)2
+ n − 1

)

ωj −
2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
fj = 0

d’une part, et

−g′′
j −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

g′
j +

(

1

th(r)2
+

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

gj = 0

d’autre part.

Les techniques précédentes s’appliquent encore pour donner les majorations suivantes, pour
k = 0 ou 1 :

|fk
j (r)| ≤ |fk

j (a)|
th(a)

th(r)

|ωk
j (r)| ≤ |ωk

j (a)|

|ωk
j

′
(r)| ≤ (λj + 2n − 3)|ωk

j (a)|, r +
2(λj)

1/2

3

|fk
j (a)|ch(a)2

th(a)
th(r)3

La majoration de fk
j
′
est par contre un peu plus compliquée. En effet, l’inégalité

fk
j

′′ ≤
(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

fk
j − 2th(r)(λj)

1/2

ch(r)
ωk

j

n’est plus suffisante, le terme de droite n’étant pas intégrable en 0. On utilise alors le fait que
pour toute fonction f ,

f ′′ +

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

f ′ =
1

sh(r)ch(r)n−2

(

sh(r)ch(r)n−2f ′)′

On en déduit que
(

sh(r)ch(r)n−2fk
j

′)′
=

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

λj

ch(r)2
+ n − 1

)

sh(r)ch(r)n−2fk
j

−2th(r)(λj)
1/2

ch(r)
sh(r)ch(r)n−2ωk

j

≤ (2n − 2 + λj)
|fk

j (a)|
th(a)

ch(r)n−1 + 2(λj)
1/2|ωk

j (a)|sh(r)2ch(r)n−4

Et en intégrant entre 0 et r on trouve la majoration voulue

|fk
j

′
(r)| ≤ (2n − 2 + λj)

|fk
j (a)|

th(a)
+ 2(λj)

1/2|ω1
j (a)|th(r)2. (A-1)

On obtient de la même façon les majorations voulues pour g1
j .
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On rappelle l’énoncé du lemme 2.1.3 :

Lemme. Les fonctions fk
j , gk

j , ωk
j , ̟0

j vérifient les propriétés suivantes, sauf éventuellement
pour un nombre fini d’indices j.

Il existe un polynôme P à deux variables tel que

||fk
j ψj |Ua

||2 ≤ P (λj, pj)
(

|fk
j (a)|2 + |ωk

j (a)|2
)

.

La majoration est encore valable si on remplace fk
j ψj dans le terme de gauche par ωk

j φj,

ωk
j
′
φj, gk

j φj (si pj 6= 0). C’est encore le cas pour g1
j ψj (si pj = 0), ̟0

jϕj et ̟0
j
′
ϕj en remplaçant

le terme de droite par respectivement P (λj, pj)|g1
j (a)|2 et P (λj, p

′
j)|̟0

j (a)|2

La majoration est encore valable (avec le cas échéant les modifications appropriées du terme
de droite) en remplaçant fk

j ψj dans le terme de gauche :

par (fk
j /th(r))ψj, (gk

j /th(r))ψj, fk
j
′
ψj ou gk

j
′
ψj, sauf si k = −1 et 0 < pjγ ≤ 1 ; par (ωk

j /th(r))φj

ou (̟0
j/th(r))ϕj, sauf si pj = 0, resp. p′j = 0 ;

par (ωk
j
′
/th(r))φj, ωk

j
′′
φj, (̟0

j
′
/th(r))ϕj ou ̟0

j
′′
ϕj, sauf si 0 < pjγ ≤ 1 ;

par (fk
j /th(r)2)ψj, (gk

j /th(r)2)ψj, (fk
j
′
/th(r))ψj ou (gk

j
′
/th(r))ψj, sauf si pjγ ≤ 1, ou si pjγ ≤ 2

et k = −1 ;

par (ωk
j /th(r)2)φj ou (̟0

j/th(r)2)ϕj, sauf si pjγ ≤ 1 ;

par (fk
j
′
/th(r) − fk

j /th(r)2)ψj, (gk
j
′
/th(r) − gk

j /th(r)2)ψj, fk
j
′′
ψj ou gk

j
′′
ψj, sauf si 0 < pjγ ≤ 1,

ou si 0 < pjγ ≤ 2 et k = −1 ;

enfin, par (p2
jγ

2gk
j /sh(r)2 − ipjγfk

j
′
/sh(r) − pjγfk

j /sh(r)th(r))ψk
j , sauf si 0 < pjγ ≤ 1.

Démonstration. Les seules majorations qui ne découlent pas immédiatement du lemme précé-
dent sont celles des deux dernières lignes.

Commençons par le terme (fk
j
′
/th(r)− fk

j /th(r)2)ψj. Le seul cas où la majoration n’est pas
immédiate est quand pj = 0. Posons alors

qj = fk
j

′ − 1

th(r)
fk

j .

On a

q′j +
2

th(r)
qj = fk

j

′′
+

1

th(r)
fk

j

′ − (
1

th(r)2
+ 1)fk

j

= −(n − 2)th(r)fk
j

′
+

(

λ

ch(r)2
+ (n − 2)th(r)2 + n − 2

)

fk
j − 2th(r)(λ)1/2

ch(r)
ωk

j

soit

(qjsh(r)2)′ = sh(r)2

(

−(n − 2)th(r)fk
j

′
+

(

λ

ch(r)2
+ (n − 2)th(r)2 + n − 2

)

fk
j
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−2th(r)(λ)1/2

ch(r)
ωk

j

)

.

Avec les majorations du lemme précédent, on trouve de suite le résultat voulu en intégrant
entre 0 et r puis en prenant la norme entre 0 et a. Le termes en fk

j
′′
ψj suit directement de

l’égalité

fk
j

′′
= −

(

1

th(r)
+ (n − 2)th(r)

)

fk
j

′
+

(

1

th(r)2
+ (n − 2)th(r)2 +

p2
jγ

2

th(r)2
+

λ

ch(r)2
+ n − 1

)

fk
j

+
2ipjγ

sh(r)th(r)
gk

j −
2th(r)(λ)1/2

ch(r)
ωk

j

Les termes en (gk
j
′
/th(r) − gk

j /th(r)2)ψj et gk
j
′′
ψj se traitent identiquement.

Enfin, la majoration pour le terme en (p2
jγ

2gk
j /sh(r)2− ipjγfk

j
′
/sh(r)−pjγfk

j /sh(r)th(r))ψk
j

est immédiate sauf quand k = −1 et pjγ ≤ 2. Dans ce cas, on pose

w = g−1
j

′
+

g−1
j

th(r)
−

ipjγf−1
j

sh(r)
.

On réintroduit la fonction auxiliaire h−1
j = f−1

j + ig−1
j . Alors

w = g−1
j

′
+

g−1
j

th(r)
−

pjγg−1
j

sh(r)
−

ipjγh−1
j

sh(r)
,

et

w′ = g−1
j

′′
+

(

1

th(r)
− pjγ

sh(r)

)

g−1
j

′
+

(

1 − 1

th(r)2
+

pjγ

sh(r)th(r)

)

g−1
j

−
ipjγh−1

j

′

sh(r)
+

ipjγh−1
j

sh(r)th(r)

=

(

−(n − 2)th(r) − pjγ

sh(r)

)

g−1
j

′
+

(

n +
p2

jγ
2

sh(r)2
+

λ

ch(r)2
+

pjγ

sh(r)th(r)

)

g−1
j

− 2ipjγ

sh(r)th(r)
f−1

j −
ipjγh−1

j

′

sh(r)
+

ipjγh−1
j

sh(r)th(r)

=

(

−(n − 2)th(r) − pjγ

sh(r)

)

g−1
j

′
+

(

n +
p2

jγ
2

sh(r)2
+

λ

ch(r)2
− pjγ

sh(r)th(r)

)

g−1
j

−
ipjγh−1

j

′

sh(r)
−

ipjγh−1
j

sh(r)th(r)

On a alors

w′ +
pjγ

sh(r)
w = −(n− 2)th(r)g−1

j

′
+

(

n +
λ

ch(r)2

)

g−1
j −

ipjγh−1
j

′

sh(r)
−

(

ipjγ

sh(r)th(r)
+

ip2
jγ

2

sh(r)2

)

h−1
j

soit

(w th(
r

2
)pjγ)′ = th(

r

2
)pjγ

(

−(n − 2)th(r)g−1
j

′
+ (n +

λ

ch(r)2
)g−1

j −
ipjγh−1

j

′

sh(r)
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−(
ipjγ

sh(r)th(r)
+

ip2
jγ

2

sh(r)2
)h−1

j

)

En intégrant entre 0 et r, et à l’aide des majorations du lemme précédent, on trouve

|w(r)| ≤ Q(λ, pj)
(

|f−1
j (a)| + |ω−1

j |
)

th(r)pjγ

puis en introduisant cette majoration dans l’égalité

w′ +
pjγ

sh(r)
w = −(n−2)th(r)g−1

j

′
+

(

n +
λ

ch(r)2

)

g−1
j −

ipjγh−1
j

′

sh(r)
−

(

ipjγ

sh(r)th(r)
+

ip2
jγ

2

sh(r)2

)

h−1
j ,

on trouve
|w′(r)| ≤ Q′(λ, pj)

(

|f−1
j (a)| + |ω−1

j |
)

th(r)pjγ−1,

où Q et Q′ sont deux polynômes à deux variables. En prenant la norme entre 0 et a dans la
dernière inégalité on obtient finalement la majoration voulue.
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