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Abréviations et notations

Abréviations
EAP Espérance a posteriori
EM Ezpectation-mazimisation [27|
EQM Erreur quadratique moyenne, définie dans le cadre de ’estimation de la ligne de base
(chapitre 2) par :
N
EQM = D (20— 2n)?
n=1
ICM Iterative conditional mode |5]
iid. Indépendants et identiquement distribués
MA Mowving Average
MAP Maximum a posteriori
MCMC Méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (Monte Carlo Markov chain) (voir
lannexe A, page 123)
MMAP Maximum a posteriori marginal
MPM Mazximum posterior mode (voir page 70)
RIMCMC Méthode de Monte Carlo par chaines de Markov a saut réversible (reversible jump
Monte Carlo Markov chain) |46, 91]
RSB Rapport signal & bruit :
— dans le cadre de 'estimation de la ligne de base (chapitre 2), le RSB est défini
comme le rapport des énergies de la ligne de base z sur le spectre bruité w.
N 2
RSB = 101og (Zg;lzg> .
Zn:l n
— dans le cas de l'estimation des raies du spectre (chapitres 3 et 4), le RSB est défini
comme : N
RSB = 10log <Z"N;1VZ> .
Zn:l bn
SAEM Stochastic approzimation EM [13]
SEM Stochastic EM [12]
u.a. Unité arbitraire (utilisée généralement pour 'axe des intensités des spectres)
Notations

Afin d’alléger les notations, nous ne distinguerons pas dans cette thése les variables aléatoires de
leur réalisation.

La liste des variables représentant les différents signaux peut étre trouvée dans la section 1.7, et en
particulier sur la figure 1.11 page 24.



Abréviations et notations

Distribué selon

Produit de convolution

Proportionnel &

Estimation

Transposée

Matrice nulle

Fonction indicatrice, vaut un sur ’espace E et zéro ailleurs
Impulsion numérique ou impulsion de Dirac centrée en n
Espérance de f(x) suivant x conditionnellement a 6
Itération particuliere (i € {1,...,1})

Nombre d’itérations

Longueur de la période de transition de la chaine de Markov
Matrice identité

Variable discréte du nombre d’onde (n € {1,...,N})
Longueur des signaux

Entiers naturels

Densité de probabilité

Entiers réels

Variable continue du nombre d’onde (¢ € [1, N])
Variance de f(z) suivant = conditionnellement a 6

n® élément du vecteur x

Vecteur x sans I’élément x,,

n® colonne de la matrice X

Element (i, j) de la matrice X



Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre le Centre de recherche en automatique de
Nancy (CRAN, UHP-INPL-CNRS UMR 7039) et le Laboratoire de chimie-physique et microbiologie
pour l'environnement (LCPME, UHP-CNRS UMR 7564).

L’objectif de la collaboration est de développer des méthodes numériques pour faciliter 'analyse de
spectres infrarouge et Raman. Cette collaboration a donc des applications en chimiométrie, qui est la
science de l'acquisition, de la validation et du traitement des données dans le domaine de la chimie
analytique [4]. Les spectroscopies infrarouge et Raman, bien que faisant appel & des phénomeénes
différents, sont souvent exploitées ensemble pour leur aspect complémentaire. L’analyse des spectres
consiste & retrouver les nombres d’onde, les intensités et les aires des raies; cela permet d’identifier les
molécules présentes dans I’échantillon analysé, ainsi que leur dosage et leur configuration structurale.
Or, l'analyse de ces signaux est trés souvent perturbée par le fait que les raies ne sont pas infiniment
fines et peuvent donc se chevaucher lorsqu’elles sont trop proches. Par conséquent, 'analyse est plus
délicate. Il arrive également que des phénoménes de fluorescence, de lumiére extérieure, etc. créent une
ligne de base qui ajoute au spectre une courbe dont I'intensité peut étre parfois trés importante. Cette
ligne de base rend alors la recherche des raies plus difficile puisqu’elle est inconnue et qu’elle introduit
une variation non linéaire de I'intensité du spectre.

Un deuxiéme aspect de la collaboration intervient lorsque I'expérience est menée en faisant varier
un parameétre physique (pression, pH, température, ...). Pour chaque valeur du paramétre, un spectre
est enregistré ; celui-ci revient en fait a une combinaison linéaire des spectres élémentaires de chaque
élément de ’échantillon analysé. Le but est de retrouver ces différents spectres ainsi que les coefficients
de mélange. Le probléme est traité dans un cadre de séparation de sources dans la thése de mon collégue
et néanmoins ami Said Moussaoui [85].

Cette these a donc pour objectif de résoudre deux problémes.

Le premier consiste en ’élimination de la ligne de base. En général, on suppose que la ligne de base
évolue plus lentement que les raies du spectre. C’est d’ailleurs la seule connaissance que 'on ait car
il n’existe pas de ligne de base unique : deux utilisateurs peuvent en trouver deux différentes dans
le méme spectre. En fait, cela dépend du signal que l'on considére comme étant d’intérét; un signal
d’intérét pour une personne peut étre considéré comme un simple bruit pour une autre. C’est la raison
pour laquelle la méthode d’estimation doit étre supervisée, en permettant ’ajustement de paramétres
afin d’estimer la ligne de base attendue. Dés lors, elle doit étre également rapide, car I'ajustement
de paramétres nécessite de procéder a des essais successifs jusqu’a obtenir un résultat qui satisfasse
I'utilisateur. Enfin, comme cette méthode est sensée étre appliquée sur des signaux issus de plusieurs
techniques de spectroscopie dont les caractéristiques de forme des raies sont différentes, elle ne doit
pas étre fondée sur une modélisation précise des raies.

Le deuxiéme probléme traité dans cette thése est celui de I'estimation des raies du spectre. C’est
typiquement un probléme inverse mal posé. Aussi, il est indispensable de restreindre ’espace des
solutions, par exemple en apportant un maximum d’informations sur les variables recherchées. Comme
les spectres infrarouge et Raman sont des spectres optiques, une premiére information importante est
de considérer que les raies sont toutes positives. En outre, il est communément admis que ces raies
ont des formes connues (gaussiennes pour les spectres infrarouge et lorentziennes pour les spectres
Raman) : cette information doit également étre introduite dans la méthode. Enfin, et contrairement a
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I’estimation de la ligne de base, il est souhaitable d’adopter une méthode non supervisée car I’estimation
des raies ne dépend pas de I'utilisateur.

Cette thése couvre un champ assez large des méthodologies du traitement du signal puisque nous
proposons d'une part une approche déterministe pour I'estimation de la ligne de base (en minimi-
sant une fonction-coiit grace a un algorithme d’optimisation déterministe), d’autre part une approche
probabiliste pour l'estimation du spectre de raies (grace a l'inférence bayésienne et des algorithmes
d’optimisation stochastiques).

Les premiéres méthodes de régularisation de problémes inverses furent déterministes : elle consis-
taient soit a contréler la dimension de la solution, soit & ajouter au critére d’adéquation aux données un
terme de régularisation. Malheureusement, hormis pour des cas simples, il n’est pas aisé de minimiser
le critére composite. Parallélement, I'inférence bayésienne est une méthodologie cohérente et homogéne
pour coder toute I'information connue sur les quantités d’intérét, fit-elle qualitative. Toutefois, le fait
d’accumuler un grand nombre d’informations a priori complique I'expression du critére et il faut alors
souvent faire appel & des techniques d’optimisation stochastiques mais qui sont lentes & converger. Bien
que ces deux approches paraissent différentes, il existe un lien entre elles, puisqu’il suffit de considérer
une fonction strictement monotone du critére composite pour obtenir une loi a posteriori. En général,
cette fonction est une exponentielle décroissante, ce qui convient bien aux modéles linéaires dont le
bruit est i.i.d. et gaussien. Par ailleurs, ’estimateur du maximum a posteriori correspond au minimi-
seur du critére composite. Mais 'approche déterministe ne posséde pas tous les outils de 'approche
bayésienne, comme par exemple la possibilité de déterminer les coefficients de régularisation et les
hyperparamétres du critére, ou d’utiliser des méthodes d’optimisation stochastiques.

Plusieurs raisons expliquent cette volonté de travailler dés le départ avec deux méthodologies diffé-
rentes du traitement du signal. Tout d’abord, cela a permis d’étudier un large champ de techniques et
d’en étre plus familier. De plus, I'intérét de traiter les deux problémes séparément et non conjointement
est motivé par le fait que, parfois, seule une correction de ligne de base est nécessaire si la résolution
du spectre est suffisante pour I'analyse. En outre, une approche déterministe pour I'estimation de
la ligne de base permet d’obtenir une méthode rapide, sans pour autant dégrader le résultat, tandis
qu’une approche probabiliste pour I'estimation du spectre de raies est indispensable pour utiliser toute
I'information existante car le nombre d’inconnues est grand par rapport au nombre de données.

Par ailleurs, nous avons souhaité traiter ces deux problémes dans leur globabilité, c’est-a-dire consi-
dérer la modélisation, 'optimisation, ’estimation et finalement I'implémentation des méthodes propo-
sées. En effet, la qualité d’'une méthode dépend non seulement de son aspect théorique, mais également
de sa mise en ceuvre.

Ce document est organisé en quatre chapitres.

Le chapitre 1 est tout d’abord consacré aux motivations de ce travail de thése : nous justifions
I'intérét de développer des méthodes numériques pour I’analyse de signaux spectroscopiques. Ensuite, le
principe de la spectroscopie est présenté d’'un point de vue général puis en s’attardant aux spectroscopies
infrarouge et Raman. Enfin, nous considérons la modélisation du systéme ; ce modéle constituera par
la suite le point de départ du développement des méthodes et servira également & créer des signaux
simulés sur lesquels seront testées les approches proposées.

Le chapitre 2 traite du probléme de la correction de la ligne de base. Comme nous 'avons dit,
Iestimation de la ligne de base n’est pas une fin en soi, mais est nécessaire pour obtenir une estima-
tion correcte des paramétres du spectre. Nous proposons une méthode déterministe en considérant la
modélisation répandue qui suppose que la ligne de base peut étre estimée par un polynéme d’ordre
faible. Ce polynéme est obtenu en minimisant une fonction-cotit choisie de maniére a affecter un coiit
faible aux raies du signal, ce qui revient a diminuer leur influence. Deux fonctions-cotits sont étudiées
(fonction de Huber et parabole tronquée) et nous montrons que, dans le cas de spectres optiques ot les
raies sont toutes positives, les versions asymétriques des fonctions-cotits donnent les meilleurs résultats.
La minimisation des fonctions-cofits est réalisée grace a I’algorithme de minimisation semi-quadratique
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LEGEND : cela permet d’obtenir une méthode simple et rapide sans avoir & considérer un quelconque
modeéle sur les raies et le bruit du spectre. Le choix des paramétres de la méthode est également discuté,
et une étude du comportement de 'algorithme lorsque les paramétres du spectre varient est donnée.
La méthode est finalement validée sur des spectres infrarouge et Raman expérimentaux.

Le chapitre 3 considére, aprés correction de la ligne de base, I’estimation des raies du spectre. Grace
a deux hypothéses simplificatrices, le probléme est traité dans le cadre désormais classique de la décon-
volution impulsionnelle myope non supervisée. En outre, comme le nombre d’inconnues est grand par
rapport au nombre de données, nous choisissons de nous placer dans un cadre bayésien afin d’apporter
le maximum de connaissance a priori. Plus précisément, nous proposons une approche hiérarchique,
c’est-a-dire que les paramétres des lois a priori sont eux-mémes des variables du probléme pour les-
quelles une modélisation probabiliste est nécessaire. Aussi, le spectre est modélisé par un processus
Bernoulli-gaussien (& support positif) convolué avec une réponse impulsionnelle de forme connue mais
de paramétres de forme & estimer. A cet égard, la simulation d’une loi normale tronquée (ou & sup-
port positif) est indispensable : I'annexe C propose une méthode originale qui utilise un algorithme
d’acceptation-rejet mixte. Les méthodes MCMC sont parfaitement justifiées pour I'optimisation de la
loi a posteriori; en particulier, I’échantillonneur de Gibbs s’avére naturel et facile & implémenter du
fait du caractére hiérarchique de la modélisation. Finalement, un nouvel estimateur du signal impul-
sionnel permet d’obtenir un résultat plus pertinent que les estimateurs classiques (comme par exemple
I'estimateur de I'espérance a posteriori). Une étude sur des spectres simulés est ensuite présentée. En
définitive, cette méthode s’avére relativement efficace. Toutefois, les hypothéses simplificatrices im-
pliquent deux inconvénients majeurs qui sont le fait que les raies estimées sont situées forcément en
des nombres d’onde discrets et qu’elles sont toutes identiques (aux nombre d’onde et intensité prés).

Le chapitre 4 propose, pour pallier les inconvénients de la méthode précédente, de modéliser le
spectre par la somme de plusieurs motifs de forme connue, mais dont le nombre est inconnu : le
probléme devient alors un probléme de décomposition en motifs élémentaires. Ce type de modéle est
trés difficile a résoudre mais I'avénement récent des méthodes MCMC a permis de proposer de nouvelles
approches. Comme le nombre de motifs peut varier, I'utilisation d’une méthode MCMC classique est
impossible. Ainsi, une grande majorité des travaux propose d’utiliser des algorithmes qui permettent
de se déplacer entre des espaces de dimensions différentes; 1’algorithme RIMCMC (Reversible Jump
MCMCQ) est le plus souvent proposé. Nous préférons utiliser une approche originale qui s’inspire de I'idée
du processus Bernoulli-gaussien : on suppose qu’il existe un nombre maximal de motifs, qui peuvent ou
non apparaitre dans le spectre. Par conséquent, la dimension du probléme est fixe et permet d’utiliser
I’échantillonneur de Gibbs. Dés lors, cette approche est une alternative intéressante & la déconvolution
impulsionnelle. Elle est en outre plus rapide que la précédente car il y a moins de variables a estimer.
Cependant, elle doit faire face & un probléme commun a toutes les méthodes MCMC appliquées a la
décomposition en motifs élémentaires qui est le probléme de permutation d’indices : une revue des
méthodes existantes est présentée, puis un nouvel algorithme est proposé. Des simulations sont ensuite
effectuées sur des spectres ol les raies sont identiques puis différentes. Enfin, la méthode est appliquée
sur les spectres expérimentaux du chapitre 2 dont la ligne de base a été corrigée. Par rapport a la
déconvolution impulsionnelle myope, cette méthode a 'avantage de pouvoir considérer des raies de
formes différentes qui de plus peuvent étre situées hors des nombres d’onde discrets, mais également
d’avoir moins de variables & estimer, ce qui réduit I’espace des solutions.






Chapitre 1

Principe et modélisation des spectres
infrarouge et Raman

1.1 Introduction

La spectroscopie optique est la science qui produit, mesure et analyse les spectres électromagnétiques
caractérisant la matiére : elle consiste & obtenir des informations sur un échantillon de matiére & partir
de son interaction avec un rayonnement électromagnétique. C’est une méthode non destructive dont
les applications typiques sont l'identification chimique des substances, leur analyse quantitative et la
détermination de leur structure moléculaire [32].

La spectroscopie optique regroupe les spectroscopies infrarouge, Raman, UV-visible, ou de fluores-
cence. Dans cette thése, nous considérons seulement le cas des spectroscopies infrarouge et Raman.

En spectroscopie infrarouge et Raman, chaque photon du rayonnement électromagnétique incident
est, en fonction de sa longueur d’onde (c’est-a-dire de son énergie), a l'origine des vibrations des
molécules : on parle alors de spectroscopie vibrationnelle. Ces vibrations sont caractéristiques des
liaisons chimiques entre les atomes de la molécule et se traduisent sur le spectre par ’apparition ou la
disparition de plusieurs longueurs d’ondes. Un spectre est donc caractéristique des molécules présentent
dans I’échantillon. En d’autres termes, c’est une « image » des molécules de 1’échantillon.

Le but de cette thése est de développer des méthodes numériques afin d’améliorer 'analyse du
spectre. Ainsi, nous présentons dans la section 1.2 les motivations qui ont conduit a ce travail de
recherche : quel est l'intérét de développer des méthodes numériques pour estimer la ligne de base et
le spectre de raies?

Les principes de bases de la spectroscopie vibrationnelle sont ensuite présentés dans la section 1.3 :
nous étudions les propriétés du photon, puis montrons que les vibrations des molécules peuvent étre
décomposées en mouvements simples (appelés modes normaux de vibration) caractéristiques des liai-
sons chimiques. Nous détaillons les principales caractéristiques des spectroscopies infrarouge et Raman
dans les sections 1.4 et 1.5. Enfin, nous montrons dans la section 1.6 qu’il est trés souvent possible
qu’un signal parasite (la ligne de base) apparaisse dans le spectre. Ce signal géne I'analyse du spectre
et doit donc étre supprimé : c’est 'objectif du chapitre 2.

Les sections précédentes ont pour but non seulement de présenter le probléme, mais également
d’introduire le modeéle choisi pour le systéme. Ce modéle servira a poser les hypothéses des méthodes
proposées dans cette thése, mais également a fournir un simulateur grace auquel ces méthodes pourront
étre testées et comparées. Ce modeéle est présenté dans la section 1.7.

1.2 Motivations

L’objectif de cette thése est de développer des méthodes numériques pour faciliter 'analyse des
spectres infrarouge et Raman. Les méthodes développées dans cette thése seront validées sur des



14 Chapitre 1. Principe et modélisation des spectres infrarouge et Raman

spectres expérimentaux de gibbsite fournis par le LCPME (figure 1.1).

14 6000
12} ]
T 5000( 9
— 1r — 1
c; < 4000
N} \@
5 ‘£ 3000
Zos z
L 5)
= +52000(
=04 =
. =
Iy
I ] 1000} ]
0.2 0
Iy
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 % 200 400 600, 800 1000 1200 1400
nombre d’onde (cm™) nombre d’onde (cm
(a) Spectres infrarouge de la gibbsite. (b) Spectres Raman de la gibbsite.

Fia. 1.1 — Spectres infrarouge et Raman de la gibbsite.

La gibbsite (AI(OH)3) a été préparée par oxydation de poudre d’aluminium dans une solution
d’hydroxyde de sodium (voir |62, 88| pour des détails sur la préparation).

Les spectres infrarouge ont été obtenus grace a un spectrométre infrarouge a transformée de Fourier
(Perkin Elmer system 2000) par transmission a travers des pastilles de gibbsite. Ces pastilles de 15 mm
de diamétre ont été préparées par dilution de gibbsite dans un milieu non-absorbant (KBr a 0,1 % en
poids de gibbsite) sous une pression de 10 MPa; les spectres ont été enregistrés sur une bande de 450
4 4800 cm™!. Le temps d’acquisition a été de une minute par spectre. En pratique, on retire au spectre
infrarouge de I’échantillon un signal de référence correspondant au spectre d’une pastille pure de KBr.
Le spectre est alors présenté en unité d’absorbance : A = —log,¢(/Ip) o I est I'intensité du spectre
de I’échantillon et Iy celle du spectre de référence. Aussi, trois spectres de référence on été obtenus avec
des pastilles de KBr plus ou moins pures, ce qui a permis d’obtenir trois spectres infrarouges composés
du méme spectre d’absorption mais avec des lignes de base différentes. Ces trois spectres sont dénotés
Zo, I1 et Iy et sont présentés sur la figure 1.1(a).

Les spectres Raman ont été enregistrés grace a un spectrométre monochromateur triple-soustractif
(Jobin Yvon T64000) équipé d’un microscope confocal. Le détecteur est une cameéra CCD refroidie par
azote liquide. Les spectres Raman ont été obtenus en excitant I’échantillon de gibbsite avec un laser
de longueur d’onde 514,3 nm. Le signal mesuré correspond au signal rétrodiffusé, c’est-a-dire au rayon
lumineux qui fait un angle de 0° avec le rayon incident, dispersé sur un réseau de 1800 traits par milli-
métre afin d’obtenir une résolution d’échantillonnage de 0,6 cm ™. Les spectres Raman ont été obtenus
en mesurant le méme échantillon pendant des durées différentes, afin d’obtenir différentes amplitudes
du bruit. Trois spectres ont été enregistrés : un échantillon de gibbsite pure et deux échantillons de
gibbsite pollués. Ces échantillons pollués ont été obtenus en laissant la poudre de gibbsite dans une
atmospheére de fumée de cigarette, ils ont donc (a peu prés) les mémes signaux Raman mais des lignes
de base de fluorescence différentes. Ces trois spectres sont dénotés Ry, R1 et Ro et sont présentés sur
la figure 1.1(b).

Les spectroscopies infrarouge et Raman sont intéressantes dans le sens ou ce sont des techniques
complémentaires. En effet, en considérant une gamme de longueur d’onde donnée, les raies absentes
du spectre infrarouge apparaissent généralement dans le spectre Raman et vice-versa. C’est la raison
pour laquelle ces deux techniques de spectroscopie sont souvent utilisées conjointement pour analyser
des échantillons de matiére.
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L’analyse d’un signal spectroscopique permet d’obtenir trois types de renseignements sur ’échan-

tillon analysé :

— tout d’abord, elle permet de réaliser 1'identification des molécules qui composent I’échantillon.
Chaque molécule posséde sa propre « empreinte spectrale », c¢’est-a-dire qu’a chaque molécule
correspond un spectre particulier qui permet de la différencier d’une autre molécule;

— ensuite, elle permet d’effectuer un dosage de chaque molécule de ’échantillon : en effet, les inten-
sités des spectres permettent de déterminer les rapports en quantité entre chaque molécule ;

— enfin, elle permet d’obtenir une interprétation structurale qui consiste a caractériser I'organisation
des molécules entre elles. Cette information est notamment obtenue en mesurant les largeurs a mi-
hauteur de chaque raie (un échantillon amorphe aura des raies plus larges que le méme échantillon
sous forme cristalline).

Pour obtenir ces trois informations, il est nécessaire de pouvoir caractériser les nombres d’onde, in-
tensités et largeur & mi-hauteur de chaque raie. Or, en fonction du bruit, de la résolution du spectre
et de la largeur des raies, 'analyse du spectre peut étre difficile, en particulier parce que les raies
sont susceptibles de se chevaucher. Aussi, I'objectif principal de ce travail consiste & développer une
méthode qui permette de séparer les raies, ce qui revient & augmenter la résolution du spectre.

Cependant, I'estimation des raies peut étre perturbée lorsque le spectre fait apparaitre une ligne
de base. Ce signal est dii a des phénoménes intrinséques ou étrangers & 1’échantillon qui ajoutent
au spectre un « fond » irrégulier (voir section 1.6). Dés lors, pour estimer correctement les raies du
spectre, il s’avére indispensable d’éliminer la ligne de base du spectre®. Il existe bien siir des procédés
expérimentaux, mais ils ne sont pas toujours complétement efficaces. C’est pourquoi I’estimation de la
ligne de base est le second objectif de ce travail.

L’approche optimale consiste a estimer la ligne de base conjointement avec I’estimation des para-
métres du spectre [48]. A cet égard, 'approche bayésienne, couplée a des techniques d’optimisation
stochastiques, s’avére particuliérement bien adaptée. Néanmoins, nous proposons ici d’estimer la ligne
de base séparément a ’aide d’'une méthode déterministe. En effet, il n’est pas toujours nécessaire de
procéder & une estimation des raies du spectre et, parfois, seule la correction de la ligne de base est
intéressante. En outre, la méthode proposée dans cette thése est trés rapide et permet a I'utilisateur
de fixer ses propres paramétres, car, comme nous le verrons dans le chapitre 2, la ligne de base recher-
chée peut étre différente d’une personne & I’autre. Une approche bayésienne peut également laisser des
paramétres libres, mais, du fait de l'utilisation de méthodes MCMC, cette approche serait beaucoup
trop longue si les valeurs de ces parameétres sont fixées par essais/erreurs.

Pourquoi ne pas utiliser une base de données des modes normaux de vibration ?

Nous allons montrer dans les sections suivantes que chaque raie du spectre infrarouge ou Raman est
la conséquence d’une vibration particuliére d’'une molécule de 1’échantillon étudié : le nombre d’onde
de la raie est liée a la fréquence de la vibration. Ainsi, nous pourrions créer une base de données des
fréquences de vibrations, ce qui permettrait de retrouver les molécules d’un échantillon inconnu a partir
de son spectre. Malheureusement, cela n’est pas possible.

La raison la plus évidente est que la base de données devrait contenir toutes les fréquences de toutes
les molécules existantes. Elle serait alors de taille rédhibitoire pour permettre non seulement de la
stocker, mais également de la consulter en un temps raisonnable.

En outre, pour connaitre parfaitement la fréquence de chaque vibration, il faut évidemment étre
capable de la calculer. Or, il n’existe pas de modéle analytique représentant parfaitement le modéle
anharmonique qui régit les vibrations des atomes dans les molécules. De nombreuses approximations
mathématiques ont été proposées (les plus courantes sont données dans [4]), mais aucune n’est assez
précise pour pouvoir étre fournir des résultats exacts.

Néanmoins, il existe des tables expérimentales, mais il est difficile de les utiliser car une molécule

L« a proper estimate of the area of peaks can only be achieved through a good approzimation of the background » [48].
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peut avoir un spectre légérement différent en fonction de son environnement. Par ailleurs, ’étude des
vibrations nous indique si une raie peut apparaitre dans le spectre, mais ne donnent pas son intensité,
qui peut étre nulle ou trés faible [54, p. 123]. Ainsi, si un spectre contient des raies indétectables, il
sera difficile, voire impossible, d’identifier la substance en comparant le spectre a la base de données.

De toute facon, pour pouvoir comparer le spectre mesuré avec une quelconque table, il est indispen-
sable d’éliminer la ligne de base et, parfois, d’améliorer la résolution du spectre, motivant 'utilisation
des méthodes proposées ici.

1.3 Bases de la spectroscopie vibrationnelle

1.3.1 Photon et spectre électromagnétique

Le photon est la particule élémentaire du rayonnement électromagnétique. L’énergie E (en joule)
d’un photon est associée a sa fréquence v (en hertz) selon la relation :

E = hv, (1.1)

oll h est la constante de Planck, égale 4 6,626 1 x 1073* J.s. La relation classique entre vitesse, temps
et longueur permet de lier la fréquence du photon a sa longueur d’onde A (en centimétres) :

v=rc/A,

ou c¢ est la vitesse de la lumiére dans le milieu considéré (dans la majorité des cas, on considére la
vitesse de la lumiére dans le vide, égale a 2,997 924 580 x 1019 cm-s~1). Trés souvent, on utilise plutot
le nombre d’onde ¥ (en ecm~!) qui correspond & I'inverse de la longueur d’onde.

Le photon peut étre considéré comme une onde électromagnétique constituée d’un champ électrique
E et d’'un champ magnétique B, perpendiculaires entre eux et de modules :

E = Epsin(2nvt — ¢),
B = Bysin(2nvt — ¢),

ou Ey et By sont les amplitudes des champs et ¢ une constante de déphasage. Ainsi, les champs oscillent
en phase a une pulsation de 27v. En général, I'interaction du photon avec la matiére se fait par la
composante électrique.

La figure 1.2 présente le spectre électromagnétique, des rayons gamma (de faible longueur d’onde,
trés énergétiques) aux ondes radios (de grande longueur d’onde, peu énergétiques)?. On distingue
habituellement I'infrarouge proche (P) qui utilise le rayonnement compris entre 4000 et 12000 cm™!,

moyen (M) entre 400 et 4000 cm~! ou lointain (L) entre 10 et 400 cm ™.

1.3.2 Modes normaux de vibration

Une molécule de N atomes a 3N degrés de liberté. En effet, la molécule entiére possede trois
mouvements de translation selon les trois dimensions et trois mouvements de rotation autour de son
centre de gravité. En considérant alors ’analogie classique avec la mécanique, on peut modéliser la
molécule par un ensemble de masses représentant les atomes et de ressorts représentant les liaisons
entre atomes (on peut considérer que les mouvements entre atomes sont des mouvements de compression
ou d’extension). Un choc sur cette molécule sera la conséquence de mouvements complexes entre les
atomes (mouvement de Lissajous). On peut montrer que ces mouvements sont la combinaison de 3N —6
degrés de liberté pour lesquels les atomes vibrent selon des mouvements harmoniques simples qui sont

2L’énergie est représentée en électronvolt (1 eV ~ 1,602 x 1079 J).



1.3 Bases de la spectroscopie vibrationnelle 17

rayons infrarouge

micro-ondes : ondes radio
gamma .

¢ RX ultraviolet

visible

) 10 10%° 10 10Y7 10% 10 10 108 10'? 10'* 10% 10° 108 107
fréquence (Hz) } } } t t } } t } } } }

A

énergie (eV)

A

longueur d'onde (cm)

nombre d'onde (cm)

A

F1G. 1.2 — Spectre électromagnétique.

appelé modes normauz de vibration |23]. Toutefois, si la molécule est linéaire, elle ne posséde que deux
mouvements de rotation, et, par conséquent, 3N — 5 modes normaux de vibration.

Pour fixer les idées, considérons la molécule de CO,. Cette molécule étant linéaire, elle posséde
3N — 5 modes normaux de vibration, soit quatre modes normaux de vibration représentés figure 1.3.

¢longation symétrique
C clong Y q
(2) © © (symmetric stretching motion)

élongation anti-symétrique
(asymmetric stretching motion)

déformation de 'angle dans le plan
(bending motion)

(d) ' déformation de I’angle perpendiculaire au plan
© C © (out-of-plan bending motion)

F1a. 1.3 — Les quatre modes normaux de vibration du dioxyde de carbone |7, 23].

Les quatres modes normaux de vibration de la molécule de CO4 sont :

— une élongation symétrique, ot les deux atomes d’hydrogéne vibrent symétriquement de part et

d’autre de I'atome de carbone;

— une élongation anti-symétrique, ot I'un des atomes d’hydrogéne s’approche de I’atome de carbone

quand l’autre s’en éloigne ;

— une déformation de 'angle entre les deux liaisons C-O dans le plan de la feuille;

— une déformation de 'angle entre les deux liaisons C-O dans le plan perpendiculaire & la feuille.
L’élongation symétrique vibre a une fréquence de 1337 cm™! et I’élongation anti-symétrique a une
fréquence de 2349 cm™!. Les deux derniers modes de vibration sont en fait identiques et vibrent a la
méme fréquence de 667 cm ™! : ils ne peuvent donc pas étre différenciés ; on les appelle modes dégénérés.

1.3.3 Energie vibrationnelle des molécules

On peut distinguer quatre types d’énergie moléculaire [23] :

— D’énergie de translation, qui est I’énergie fournie ou nécessaire a la molécule pour se mouvoir selon
les trois dimensions ;

— D’énergie de rotation (rayonnement micro-ondes) qui permet a la molécule de tourner autour de
son centre de gravité;
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— I’énergie vibrationnelle (rayonnement infrarouge) qui est 1’énergie résultante des vibrations des
liaisons entre atomes ;
— ’énergie électronique (rayonnement visible ou ultraviolet) qui correspond a I’énergie des électrons
dans les orbitales moléculaires.
Considérons a présent ’énergie vibrationnelle des molécules, conséquence des vibrations des liaisons
inter-atomiques et responsable des phénomeénes exploités en spectroscopie infrarouge et Raman.

En utilisant & nouveau l’analogie avec la mécanique, une molécule diatomique est modélisée par
deux masses reliées par un ressort : elle se comporte donc comme un oscillateur dont la force de rappel
f est proportionnelle & la différence entre la distance r entre les deux atomes et la position d’équilibre
ro -

f=—kAr,

ot Ar = r — 1y et k est la constante de rappel. L’énergie potentielle de vibration U est régie par
I’équation :

aUu
/= d(Ar)
qui donne aprés intégration :
U= g(Ar)Q + e,

ou ¢ est une constante. L’énergie potentielle U est donc une parabole fonction de la distance entre les
atomes et minimale en 7o (figure 1.4(a)).

A A
dissociationldes atomes
{
!
D D
«— niveau fondamental
Ar Ar

(a) Oscillateur harmonique. (b) Oscillateur anharmonique.

F1G. 1.4 — Représentation schématique de I’énergie vibrationnelle de liaison entre deux atomes.
En utilisant la seconde loi du mouvement de Newton, on obtient [4] :
Ar = rycos(2nvt + @)

ou v est la fréquence de vibration et ¢ est la phase qui dépend des conditions initiales. Le mouvement
décrit par cette équation est un exemple de mouvement harmonique simple.

Cependant, le modéle de l'oscillateur harmonique est trop simpliste car il reste limité aux faibles
déplacements des atomes. En particulier, il suppose que les liaisons sont parfaitement élastiques. Or,
ces liaisons peuvent se briser lorsque 'amplitude des vibrations est trop importante.

Un modéle plus complexe, et donc mieux adapté a la réalité, est celui de 'oscillateur anharmonique
dont ’énergie potentielle est représentée figure 1.4(b) [4, 23|.

Cependant, I’énergie de vibration de la liaison ne peut pas prendre toutes les valeurs de la courbe.
En effet, la mécanique quantique restreint ’énergie potentielle de la molécule a des valeurs discrétes
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appelés niveaur d’énergie. Nous ne détaillerons pas ici 'aspect théorique ; pour plus de détails, le lecteur
pourra se référer a [4, 23]. Les niveaux d’énergie pour 'oscillateur anharmonique sont représentés par
les lignes horizontales de la figure 1.4(b).

Le niveau fondamental correspond au niveau de plus basse énergie, ot la molécule est au repos. Tous
les atomes y sont statiques et a leur position d’équilibre. Cet état n’existe que lorsque la température
correspond au zéro absolu. La valeur limite des niveaux d’énergie correspond & la dissociation des deux
atomes.

La transition d’un niveau de grande énergie & un niveau d’énergie plus faible s’accompagne de
I’émission d’un photon dont I’énergie (la fréquence) correspond a la différence d’énergie entre les deux
niveaux. Inversement, une liaison qui passe d’un état de faible énergie & un état d’énergie plus grande
absorbe un photon dont I’énergie (la fréquence) correspond a la différence d’énergie entre les deux
niveaux. Ce phénomeéne est a 'origine de la spectroscopie vibrationnelle qui utilise les radiations élec-
tromagnétiques pour exciter les molécules en les faisant passer d’un niveau d’énergie a un autre. En
vibrant les uns par rapport aux autres, les atomes déforment les nuages électroniques, formés par les
électrons gravitant autour des noyaux. Ces déformations sont & 'origine du spectre infrarouge et du
spectre Raman ; les sections suivantes en détaillent le principe.

1.4 Spectroscopie infrarouge

1.4.1 Moment dipolaire

Un atome seul est électriquement neutre. Par exemple, 'atome de carbone posséde six charges
négatives (les électrons) et six charges positives (les protons). Or, dans les molécules, les atomes ne
sont pas réellement neutres. En effet, les nuages électroniques autour des noyaux peuvent étre déformés
en fonction des atomes voisins. Tout se passe comme si les atomes étaient des ions dans la molécule :
on parle d’électronégativité et on note 44 si 'atome est chargé positivement, —§ dans le cas contraire.
Ainsi, une molécule, bien qu’électriquement neutre, posséde tout de méme des charges positives et
négatives dues a ’hétérogénéité du nuage électronique : il y a donc des dipdles au sein de la plupart
des molécules. Le moment dipolaire permanent d’une molécule mesure 'asymétrie de répartition de ces
charges. C’est une quantité vectorielle.

Lorsqu’une charge positive 4+¢ et une charge négative —g sont séparées par une distance d, le
moment dipolaire est égal a :

Ky = qd,

ou ¢ est en coulombs, 7 en meétres et p, en debyes (1D = 3,33564 x 1073 C-m).
La figure 1.5 représente les molécules de dioxygéne, d’acide chlorhydrique et de dioxyde de carbone,
ainsi que leurs charges et le moment dipolaire correspondant. La molécule de dioxygéne ayant deux

B +J
10—@
Ky
(a) (b) (c)

F1G. 1.5 — Moment dipolaire des molécules de dioxygéne (a), d’acide chlorhydrique (b) et de dioxyde
de carbone (c).

atomes de méme électronégativité, elle ne posséde pas de moment dipolaire. Au contraire, la molécule
d’acide chlorhydrique a deux atomes d’électronégativités différentes, et donc posséde un moment di-
polaire. Enfin, compte tenu de la disposition linéaire de ses atomes, la molécule de dioxyde de carbone
n’a pas de moment dipolaire au repos, bien qu’elle ait des atomes d’électronégativités différentes.
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1.4.2 Principe de la spectroscopie infrarouge

C’est la variation du moment dipolaire permanent d’une molécule, due aux vibrations des liaisons,
qui est & l'origine de son spectre infrarouge.

Les molécules vibrent naturellement suivant tous leurs modes de vibration, mais avec des amplitudes
trés faibles. Or, comme nous 'avons vu dans la section 1.3.1, le photon posséde une composante
électrique sinusoidale. Si la fréquence du photon correspond a la fréquence de vibration d’'un des
modes normaux de la molécule, alors la molécule va entrer en résonance et vibrer avec une amplitude
trés grande. En d’autres termes, un photon dont I’énergie est égale a 1’énergie nécessaire a la molécule
pour passer d’'un état de basse énergie a un état excité sera absorbé et son énergie sera transformée
en énergie de vibration. La figure 1.6 schématise ce phénoméne : seul le photon dont 1’énergie hio est
égale a I'énergie de transition Fo — E; est absorbé. Par conséquent, le photon absorbé fera défaut dans

hl/1 hlll
[aVAV, 2 E [aVAV, <
2
hVQ 7'y
[aVAV, 2 |
hus — hus
[aVAV, 2 [aVAV, 2

F1G. 1.6 — Absorption infrarouge.

le rayonnement transmis : le spectre infrarouge est donc un spectre d’absorption.

L’absorption de certains photons incidents fait apparaitre dans le spectre infrarouge de la molécule
des raies correspondant aux photons qui n’ont pas été transmis. Cette absorption est caractéristique
des liaisons entre atomes du produit considéré puisque chaque mode normal de vibration correspond
4 un mouvement unique de la molécule : il existe donc une correspondance directe entre la fréquence
de radiation absorbée et la structure de la molécule.

Par exemple, la molécule d’acide chlorhydrique ayant deux atomes, elle n’a donc qu’un seul mode
de vibration (3N — 5 = 1) qui est 1'élongation symétrique. Lors de cette vibration, la distance d entre
les atomes varie, impliquant une variation du moment dipolaire : cette vibration est alors active en
infrarouge.

Pour le dioxygéne, la molécule a également un seul mode de vibration mais, comme ces atomes sont
de méme électronégativité, le moment dipolaire permanent ne varie pas : cette vibration n’est donc
pas active en infrarouge.

Dans le cas de la molécule de dioxyde de carbone, I’élongation symétrique ne crée pas de variation
de moment dipolaire, alors que 1’élongation anti-symétrique en implique une : ce mode sera donc visible
sur le spectre infrarouge, au méme titre que les déformations d’angle.

1.4.3 Instrumentation

Un spectrométre souvent utilisé pour obtenir le spectre infrarouge d’un échantillon est I'interféro-
métre de Michelson dont le schéma de principe est représenté figure 1.7 (le schéma est simplifié au
maximum afin de ne faire apparaitre que les éléments essentiels). La source de lumiére est une source
polychromatique dont le faisceau de lumiére est séparé en deux gréace a la séparatrice. Chaque faisceau
est alors renvoyé via les miroirs sur ’échantillon. L’un des deux miroirs peut se déplacer, permettant
ainsi d’obtenir un interférogramme, c’est-a-dire un signal représentant les franges d’interférences obte-
nues grace a la différence de chemin optique du faisceau de lumiére. Au centre de l'interférogramme est
placé un détecteur (en général thermique) qui mesure l'intensité du signal en fonction du déplacement
du miroir : on obtient donc un signal qui est échantillonné implicitement par le procédé mécanique.

Ce signal est alors numérisé, puis une transformée de Fourier est calculée pour obtenir le spectre
infrarouge. Auparavant, le signal est multiplié par une fonction d’apodisation, ce qui a pour effet de
diminuer les lobes des sinus cardinaux dus au fenétrage rectangulaire, mais qui a pour conséquence
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F1G. 1.7 — Schéma de principe de la spectroscopie infrarouge.

d’élargir les raies du signal. Malgré tout, cette technique permet d’obtenir un signal dont le rapport
signal-a-bruit est trés grand.

1.5 Spectroscopie Raman

1.5.1 Polarisabilité

Considérons dans un premier temps un simple atome, constitué de sa charge positive (les protons
du noyau) et de sa charge négative (le nuage d’électrons). Cet atome n’a donc pas de moment dipolaire
permanent. En revanche, s’il est placé dans un champ électrique E (par exemple entre les deux plaques
d’un condensateur), les protons seront attirés par la borne négative et les électrons par la borne positive.

L’atome polarisé ainsi créé aura donc un moment dipolaire induit p; de méme direction que E :

i = aoE.

a est appelé la polarisabilité de I’atome (en C-V~1-m?). C’est un tenseur qui peut étre s’écrire sous la
forme d’une matrice symétrique :

Le tenseur de polarisabilité peut étre représenté graphiquement sous forme d’une ellipsoide |23, 54, 71].

De fagon analogue a un atome, une molécule aura un moment dipolaire induit lorsqu’elle sera placée
dans un champ électrique.

1.5.2 Principe de la spectroscopie Raman

La spectroscopie Raman est basée sur le phénomeéne de diffusion inélastique de la lumiére, qui a été
mis en évidence par Sir Chandrasekhara Venkata Raman (1888-1970, prix Nobel de physique 1930) en
1928.
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Comme nous 'avons vu, les modes actifs en spectroscopie infrarouge sont les modes pour lesquels il y
a une variation du moment dipolaire. Dans le cas de la spectroscopie Raman, un mode est actif lorsqu’il
y a une variation de la polarisabilité au cours de la vibration. Cette variation de polarisabilité intervient
lorsqu’il y a compression ou étirement du nuage électronique durant la vibration de la molécule.

Par exemple, ’élongation symétrique du dioxyde de carbone est active en Raman car la polarisabilité
de la molécule change (figure 1.8). Cette vibration symétrique se situe a 1340 cm™!, faisant ainsi

@aoo@om

@ @

FiG. 1.8 — Polarisabilité de la molécule de dioxyde de carbone dans le cas de 1’élongation symétrique.

T

apparaitre une raie a 1340 cm~! dans le spectre.

Comme en spectroscopie infrarouge, le champ électrique du rayonnement électromagnétique peut
faire entrer une molécule en résonance si sa fréquence est égale a la fréquence de vibration de la
molécule. En fonction de la configuration des atomes dans la molécule, cette vibration peut impliquer
une déformation du nuage électronique : la molécule se comporte donc comme un dipdle oscillant (a
I'instar d’une antenne) qui a pour propriété d’émettre des photons dans toutes les directions et dont
la fréquence peut étre différente de celle du champ électrique incident.

Dans le cas ot les photons incident et diffusé ont la méme énergie (diffusion élastique, le cas le plus
probable), on parle de diffusion Rayleigh. Si au contraire les photons incident et diffusé n’ont pas la
méme énergie (diffusion inélastique), on parle de diffusion Raman [23]. En particulier,

— la diffusion Stokes correspond au cas ot le photon diffusé a une énergie plus faible que le photon
incident. Le photon incident a donc cédé a la molécule au repos une quantité d’énergie correspon-
dant & I’énergie de vibration nécessaire & la transition entre un état de basse énergie et un état
excité. Par conséquent, le photon diffusé a une longueur d’onde plus grande que celle du photon
incident (d’apres I’équation (1.1));

— la diffusion anti-Stokes, au contraire, concerne le cas ou le photon diffusé a une énergie plus
grande que le photon incident : la molécule dans un état excité a cédé au photon incident une
quantité d’énergie correspondant a la différence d’énergie de vibration entre ’état excité et I’état
fondamental. La longueur d’onde du photon diffusé est alors plus petite que celle du photon
incident.

La figure 1.9 illustre ces trois types de diffusions. Les diffusions Rayleigh (élastique), Stokes et
anti-Stokes (inélastiques) sont représentées respectivement a gauche, au centre et a droite.

~

Eo

hv — huTt

Ey \ 4 Ey —1 N
(a) (b) (c)

F1a. 1.9 — Diffusions Rayleigh (a), Stokes (b) et anti-Stokes (c).
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Sur un spectre Raman, les raies Stokes et anti-Stokes sont & égales distances du pic de Rayleigh.
En effet, pour un mode de vibration normal particulier, I’énergie perdue par le photon incident lors
de la diffusion Stokes est la méme (en valeur absolue) que ’énergie gagnée lors de la diffusion anti-
Stokes. En revanche, 'amplitude des raies Stokes et anti-Stokes est différente car le phénomeéne de
diffusion anti-Stokes nécessite que les molécules soient dans un état excité. Or, 'état d’excitation des
molécules est lié & la température : plus la température est élevée, plus les molécules sont excitées. A
température ambiante, le nombre de molécules a I'état excité est faible, c’est la raison pour laquelle les
chimistes préferent le plus souvent travailler avec le spectre de diffusion Stokes, qui ne dépend pas de la
température. Notons également que 1’on peut utiliser la diffusion Stokes et anti-Stokes pour déterminer
la température en mesurant le rapport des intensités de ces deux diffusions.

Par ailleurs, la diffusion Stokes ne concerne qu'un photon sur plusieurs millions. C’est pourquoi il
est nécessaire d’avoir une source d’énergie puissante, comme le laser (Raman, pour sa part, utilisait la
lumiére du soleil & travers un télescope). De plus, il est nécessaire d’avoir une source monochromatique
car le spectre consiste en une différence d’énergie entre la longueur d’onde du photon incident et les
raies de diffusion Stokes et anti-Stokes. Encore une fois, le laser permet de remplir cette condition.

1.5.3 Instrumentation

Le schéma de principe de la spectroscopie Raman est représenté figure 1.10 (pour des raisons de
clarté, Pinstrumentation a été simplifiée & son strict minimum). Ici, une source monochromatique (un

détecteur

réseau

Y

*

laser échantillon
F1c. 1.10 — Schéma de principe de la spectroscopie Raman.

laser) émet un rayonnement sur un échantillon. Le rayonnement diffusé est polychromatique et est
décomposé grace au réseau en un spectre, qui est mesuré a l’aide d’une barrette CCD (charged-coupled
device). L'un des inconvénient de la spectroscopie Raman est la faible intensité du phénomeéne : les
temps d’acquisition sont alors trés longs et peuvent atteindre plus d’une heure! L’avantage de la
rétrodiffusion, qui consiste & mesurer le rayon diffusé & a =0 du rayon incident, est de récupérer un
grand nombre de photons, et donc de diminuer le temps d’acquisition.

1.6 Ligne de base

Souvent, des déviations d’intensité apparaissent sur le spectre. Elles sont causées par des phénomeénes
intrinséques ou étrangers a ’expérience et sont a 'origine d’une ligne de base.

En spectroscopie infrarouge, la ligne de base peut étre la conséquence de la diffusion d’un rayonne-
ment infrarouge causée par les hétérogénéités ou les impuretés de ’échantillon ou tout simplement de
la lumiére extérieure.

En spectroscopie Raman, elle est souvent due soit a la diffusion Rayleigh, soit a la fluorescence de
certaines molécules organiques provenant de ’échantillon lui-méme ou de contamination extérieure (la
fluorescence correspond & une émission de lumiére & une certaine longueur d’onde par une substance
irradiée a une autre longueur d’onde).



24 Chapitre 1. Principe et modélisation des spectres infrarouge et Raman

La ligne de base est principalement caractérisée par le fait qu’elle varie plus lentement que les raies.
Cependant, la distinction entre ligne de base et raies n’est, en général, pas facile & établir. En outre,
la ligne de base peut étre d’intensité trés grande par rapport a 'intensité des raies et, par conséquent,
géner considérablement 'analyse du spectre. Il faut alors I’éliminer par des méthodes expérimentales
ou numériques pour permettre une bonne estimation des paramétres du spectre. Le chapitre 2 traite
de ce sujet et propose une méthode basée sur la minimisation d’une fonction asymeétrique pour estimer
puis supprimer la ligne de base du spectre.

1.7 Modélisation du probléme

Dans cette section, nous proposons une modélisation du probléme qui permettra d’une part de poser
les formulations des méthodes proposées dans cette thése et d’autre part de créer un simulateur qui sera
ensuite utilisé pour tester les méthodes d’estimation de la ligne de base et des paramétres du spectre
présentées dans cette thése. Ces spectres simulés, pour lesquels les différents signaux et parameétres
sont parfaitement connus, permettront d’évaluer et de comparer les performances des méthodes.

Notons y € R¥ le signal spectroscopique mesuré. Nous considérons la modélisation généralement
admise (et justifiée ci-aprés) que le spectre y est la somme de trois signaux :

— un spectre pur v € RY;

— une ligne de base z € RV ;

— un bruit b € RV,

Les modéles de chacun de ces trois signaux sont détaillés dans les sections suivantes. Ces signaux sont
de taille N et échantillonnés sur une grille {1,..., N}. On note n € {1,..., N} la variable discréte
correspondant au nombre d’onde. Dans certains cas, nous aurons besoin d’une variable continue du
nombre d’onde, nous la noterons t € [1, N].

Dans le chapitre 2 (estimation de la ligne de base), nous regroupons dans le vecteur w € RN le
spectre bruité, c’est a dire la somme du spectre pur et du bruit :

w =v -+ b.

Le spectre bruité est alors considéré comme un « bruit », puisqu’il correspond au signal ne contenant
pas l'information intéressante. En revanche, dans les chapitres 3 et 4 (estimation des raies), on suppose
que le spectre est sans ligne de base (ou qu’elle a été supprimée) et donc que les données correspondent
au spectre bruité w.

La figure 1.11 représente le modéle adopté dans cette thése. Pour plus de précisions sur les notations,
nous avons fait la distinction entre la somme du spectre pur et du bruit et la somme du spectre bruité
et de la ligne de base. Cette distinction n’a bien siir aucun fondement physique et ne représente que la
structure du modéle qui sera exploitée ici.

WM spectre bruité

v
spectre pur M +

bruit b T u y M
ki s spectre

ligne de base

Fic. 1.11 — Modélisation du probléme.
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1.7.1 Modélisation du spectre pur

Un spectre pur v € RTY | sans bruit ni ligne de base, est composé d’un ensemble de « raies »
(appelées aussi bandes). Ces raies ne sont jamais infiniment étroites. Plusieurs facteurs importants
contribuent & la forme et a la largeur des raies dans le spectre [54] :

I’élargissement naturel est dii au fait que les niveaux d’énergie des molécules sont plus ou moins

étalés (ce phénomeéne s’explique a l'aide de la physique quantique [54, section 2.3.1]). C’est un

élargissement homogéne puisque chaque atome ou chaque molécule se comporte de la méme
maniére, conduisant & un profil lorentzien. L’élargissement naturel est souvent trés petit par
rapport aux autres causes d’élargissement ;

— D'élargissement Doppler est la conséquence de 'effet Doppler dii au mouvement des particules. En
effet, la fréquence & laquelle se produisent les transitions d’'un état d’énergie a un autre dépend
de la vitesse de la particule par rapport au détecteur. L’élargissement est hétérogéne puisque les
particules ne se déplacent pas toutes de la méme facon. Il conduit & un profil gaussien ;

— D’élargissement di a la pression se produit lorsque des collisions interviennent entre les molécules
en phase gazeuse : il y a alors un échange d’énergie qui conduit & étaler les niveaux d’énergie des
molécules. Cet élargissement est homogéne et produit habituellement un profil lorentzien ;

— enfin, la résolution de 'appareil et, en spectroscopie infrarouge, le procédé d’apodisation (voir

section 1.4.3) contribuent a élargir les raies du spectre.

En fonction de 'importance de ces phénoménes, le profil de la raie peut donc étre considéré gaussien,
lorentzien, ou une combinaison de ces deux formes. Une combinaison classique est la fonction de Voigt
(convolution d’une gaussienne et d’une lorentzienne) ou, plus couramment, son approximation : la
fonction de pseudo-Voigt (somme pondérée d’une gaussienne et d’une lorentzienne) [58]. Parfois, la
fonction de Pearson VII est également utilisée [82].

Dans le cas de la spectroscopie Raman, on peut considérer les raies lorentziennes; dans le cas de
la spectroscopie infrarouge une forme gaussienne convient. Dans la suite de la thése, nous choisissons
arbitrairement de considérer les raies lorentziennes qui ne possédent qu’un seul paramétre de forme
(c’est-a-dire un seul degré de liberté) ; il est facile d’adapter les méthodes a une forme gaussienne. Des
formes plus évoluées, telle qu'une fonction de pseudo-Voigt, seraient traitées de la méme maniére, a la
différence qu’il y aurait plus d’un paramétre de forme. La forme simple de la lorentzienne est choisie
afin de ne pas compliquer 'exposé des méthodes.

Par ailleurs, notons que la lorentzienne (ou fonction de Lorentz) et la fonction de Cauchy corres-
pondent & la méme fonction, dont la transformée de Fourier inverse est la fonction de Laplace. Le
terme « fonction de Cauchy » est habituellement utilisé en statistique (on parle alors de distribution
de Cauchy) et le terme « fonction de Lorentz » (ou lorentzienne) en physique.

Parfois, il est possible que les raies n’aient pas toutes la méme largeur : cela est di aux hétérogénéités
de ’échantillon. Il convient donc, pour certains spectres, de considérer un modéle plus évolué qui prenne
en compte ce phénomeéne. Dans cette thése, nous considérons en premiére approximation que les raies
sont toutes identiques (chapitre 3); un modéle plus réaliste est ensuite utilisé dans le chapitre 4.

Il importe également d’ajouter a ce modéle la fonction d’appareil qui convolue le spectre pur par une
fonction que 'on peut prendre gaussienne. Cet effet résulte des déformations optiques et du détecteur
du spectrométre. Toutefois cet effet est trés faible et peut étre négligé. De plus, dans le cas de la
spectroscopie infrarouge ou les raies du spectre pur sont gaussiennes, la convolution avec la fonction
d’appareil gaussienne ne fera qu’élargir la largeur des raies, qui restent gaussiennes (car la convolution
de deux gaussiennes est une gaussienne). Pour ces raisons, nous ne considérerons pas ici leffet de la
fonction d’appareil.
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En résumé, le spectre pur est modélisé par une somme de K raies lorentziennes :

K 2
S
vne{l,...,N V=) apy———— 1.2
{ ) ) }7 n Z ksi+(n_ck)2’ ( )
k=1
ou les vecteurs ¢ = {c1,...,cx},a={aj,...,ag} et s = {s,..., Sk} représentent respectivement les
nombres d’onde, intensités et largeurs des raies lorentziennes. Dans le cas particulier ol les raies sont
identiques, on a alors, pour tout k € {1,..., K}, s = s.

En spectroscopie optique, les raies sont toutes de méme signe car elles correspondent & un nombre
de photons en plus (spectre d’émission dans lequel les raies sont positives) ou en moins (spectre
d’absorption dans lequel les raies sont négatives). C’est pourquoi, sauf exception, nous considérons
dans cette thése des spectres dont les raies sont toutes positives. Dés lors, on a a € RTX. Par ailleurs,
les nombres d’onde des raies ne sont pas obligatoirement situés sur la grille d’échantillonnage. On a
donc : ¢ € [1, N]¥.

Le spectre pur est simulé de la maniére suivante. Le nombre de raies K est tout d’abord déterminé
en calculant la partie entiére d’une variable aléatoire normale centrée sur AN et d’écart-type 1. A
correspond au rapport du nombre de raies sur le nombre total de points, il est traditionnellement
compris entre 0 et 0,1 pour un signal impulsionnel et est fixé par 'utilisateur. K raies sont ensuite
générées aléatoirement suivant la loi U yj. Les amplitudes de ces raies sont simulées suivant une loi
normale & support positif N'7(0,ry), ol rx correspond & la variance de "amplitude des raies (fixée par
l'utilisateur). Enfin, le spectre pur est calculé comme la somme de K lorentziennes d’amplitudes ay et
centrées sur ci. Les largeurs des lorentziennes sont fixées par 1'utilisateur.

1.7.2 Modélisation de la ligne de base

Comme on 'a vu dans la section 1.6, la ligne de base varie lentement. C’est la raison pour laquelle
elle est, en général, modélisée par un polynome d’ordre faible [45, 69, 77, 110]. Par conséquent, 1'effet
de filtrage par la fonction d’appareil peut étre négligé puisque la réponse en fréquence de la ligne de
base est beaucoup plus concentrée dans les basses fréquences que celle de la fonction d’appareil.

En outre, comme la ligne de base provient de lumiére intrinséque ou extérieure a ’expérience, elle
constitue un signal qui vient s’ajouter au spectre.

Dés lors, la ligne de base est modélisée par un signal additif z € RY correspondant & un polynéme
d’ordre 4 ou 5. L’ordre du polynéme est choisi aléatoirement de maniére équiprobable, et dont les
coefficients sont distribués suivant une gaussienne de moyenne nulle et de variance 1. La ligne de base
est enfin normalisée en amplitude (pour n’étre ni trop faible, ni trop grande), notamment en ajoutant
une constante afin que les échantillons du spectre soient d’amplitude positive.

1.7.3 Modélisation du bruit

Bien que le spectre infrarouge soit beaucoup moins bruité que le spectre Raman, il s’avére nécessaire
de prendre en compte un signal modélisant le bruit dans le simulateur. Le bruit a une origine physique
puisque la spectroscopie revient & un comptage de photons : on peut donc modéliser le bruit par un
processus de Poisson. De plus, la chaine de mesure introduit une erreur sur le signal, notamment, en
spectroscopie Raman, a cause de la barrette CCD qui par ailleurs peut avoir un comportement non-
linéaire lorsqu’elle arrive & saturation. A cela vient s’ajouter la nécessité de considérer notre modéle
imparfait : le bruit doit également modéliser les incertitudes du modéle.

L’hypothése classique utilisée en traitement du signal est de considérer le bruit comme étant additif,
blanc, i.i.d., gaussien et centré [59]|. Ce choix est motivé par trois faits.

Premiérement, la spectroscopie consistant en un comptage de photons, un modéle poissonnien serait
plus adapté. Cependant, lorsque le nombre de photons est relativement important, le modeéle gaussien
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est une bonne approximation. En effet, I’hypothése gaussienne est justifiée par référence au théoréme
de la limite centrale qui dit, sous des conditions assez larges, que si le bruit résulte d’un grand nombre
d’effets élémentaires cumulés, « aléatoires » et indépendants, la distribution gaussienne est une bonne
approximation de sa véritable distribution de fréquence.

Deuxiémement, la modélisation gaussienne du bruit ne vient pas d’une hypothése sur le caractére
aléatoire du bruit mais résulte d’un mode de représentation d’une information a priori incompléte
propre a l'inférence bayésienne [59]. Cette modélisation n’est stirement pas le modeéle le plus proche de
la réalité, et nous ne prétendons pas qu’elle I’est. En fait, nous supposons plusieurs choses sur le bruit :

— il peut prendre toute valeur réelle;

— il est de moyenne nulle;

— les grandes valeurs du bruit sont moins probables que les petites.

Autrement dit, cela revient a considérer que le bruit est de moyenne nulle et d’écart-type fini. Par
contre, nous n’avons aucune idée de I'existence des cumulants d’ordre supérieur. Dans ces conditions,
le choix le moins compromettant est celui d’une distribution gaussienne.

Troisitmement, comme la distribution du bruit permet d’obtenir la fonction de vraisemblance du
modéle, I’hypothése d’une distribution gaussienne permet de simplifier les calculs.

Pour toutes ces raisons, le bruit b € R est supposé additif, blanc, i.i.d. et gaussien de moyenne
nulle et de variance rp1I :

b ~ N(O, TbI).

Néanmoins, une amélioration du modéle serait de prendre en compte le fait que la variance du bruit
est fonction de 'amplitude du signal spectroscopique : c¢’est d’ailleurs une bonne approximation d’un
bruit poissonnien [101].






Chapitre 2

Estimation de la ligne de base

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objet I'estimation de la ligne de base (encore appelé fond ou arriére-plan) du
signal spectroscopique afin de pouvoir la supprimer et faciliter ainsi ’analyse du spectre de raies. La
figure 2.1 représente le spectre Raman d’un échantillon de gibbsite AI(OH)s et une estimation possible
de la ligne de base par la méthode proposée dans ce chapitre’. Il est alors possible, en soustrayant cette
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F1G. 2.1 — Spectre Raman de gibbsite et une estimation de la ligne de base.

estimation du signal spectroscopique, de déterminer les paramétres des raies de maniére plus précise
(c’est lobjet des chapitres 3 et 4).

Ce travail a fait I'objet de publications en congreés [74, 79| et en revue [77]. Le programme Matlab
est librement téléchargeable & ’adresse www.iris.cran.uhp-nancy.fr/francais/idsys/Personnes/
Perso_Mazet/backest-fr.htm.

Une premiére hypothése de travail est de considérer que le spectre mesuré est la somme de la ligne
de base z et du signal utile contenant les raies w. Une deuxiéme hypothése est la variation lente de la
ligne de base par rapport au reste du signal (raies et bruit).

L’idée développée dans ce chapitre est d’estimer la ligne de base par un polyndéme d’ordre assez

'Plus précisément, il s’agit de la minimisation d’une parabole tronquée asymétrique dont le seuil est fixé a 20 u.a. et
lordre du polynéme a 4 (« u.a. » signifie « unité arbitraire »).
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faible (relativement au nombre de données N), dont les coefficients sont estimés en minimisant une
fonction-cotiit ¢ adaptée au probléme.

Ce chapitre est organisé comme suit.

Tout d’abord, une synthése bibliographique des méthodes d’estimation de la ligne de base est pro-
posée en section 2.2.

Ensuite, dans la section 2.3, nous proposons une modélisation du probléme puis nous présentons
quatre fonctions-cotit qui empécheront les raies d’étre trop influentes sur I’estimation. Ainsi, la fonction
de Huber et la parabole tronquée sont considérées, puis étendues au cas asymétrique afin d’améliorer
I’estimation dans le cas de spectres ot les raies sont de méme signe. Ces fonctions n’étant pas quadra-
tiques (voire pas convexes), la minimisation du critére n’est pas directe. C’est pourquoi nous utilisons
une méthode de minimisation semi-quadratique [42, 60]. L’approche proposée est ensuite comparée a
d’autres méthodes de minimisation de fonctions-coiit asymétriques puis aux moindres carrés tamisés
(least trimmed squares) [100] et enfin & la méthode proposée par Lieber et al. [69] pour laquelle une
interprétation mathématique est donnée.

Dans la section 2.4, nous appliquons ’approche proposée & des spectres simulés afin d’illustrer les
performances de la méthode. Nous discutons également les avantages et inconvénients respectifs des
différentes formes des fonctions-coiit. L’influence des parameétres du signal (nombre de points N et taux
de contamination @) sont étudiés et quelques indications sont données pour le choix des paramétres
de la méthode (le seuil s et 'ordre du polynéme p).

L’algorithme est enfin appliqué sur des spectres infrarouges et Raman expérimentaux dans la sec-
tion 2.5.

2.2 Meéthodes de correction de la ligne de base

Il n’est pas toujours possible d’éliminer complétement la ligne de base d’un spectre de maniére
expérimentale. Bien que plusieurs méthodes aient été développées, il faut parfois faire appel a des
méthodes numériques pour la supprimer complétement. La plupart de ces méthodes font I'hypothése
que le spectre observé est la somme de la ligne de base et du signal utile contenant les raies du spectre.
La correction consiste donc a estimer la ligne de base puis & la soustraire au spectre mesuré. Cette
section présente un rapide état de I'art des techniques numériques actuelles.

La méthode la plus simple est 'application de la dérivée premiére ou seconde qui corrige la compo-
sante continue ou linéaire de la ligne de base [4]. Cependant, la plupart des spectres (et en particulier
les spectres infrarouge ou Raman) n’ont pas une ligne de base linéaire et, de plus, peuvent étre trop
bruités pour permettre I'utilisation de cette méthode.

La plupart des logiciels commercialisés (tels qu’Origin® ou PeakFit?), ainsi que certaines méthodes
proposées dans la littérature [45, 110], estime la ligne de base par le polynéme qui minimise le critére
des moindres-carrés sur un sous-ensemble de points du spectre défini par l'utilisateur, et considéré
comme appartenant a la ligne de base.

Par exemple, la figure 2.2 représente un cas d’école ot I’on considére une partie d’'un spectre simulé
(2.2(a)), la sélection des points que 'utilisateur considére appartenir a la ligne de base seulement et pas
aux raies (2.2(b)) et enfin 'estimation de la ligne de base par la méthode des moindres carrés (2.2(c)).
Ainsi, si les points sont correctement sélectionnés, cette méthode donne des résultats trés satisfaisants.
Cela peut étre interprété par la possibilité du modéle polynomial de modéliser correctement la plupart
des lignes de base [45, 69, 110]. Mais la sélection de ce sous-ensemble de points n’est pas toujours
évidente et est une étape lourde et longue (en effet, cette opération ne peut s’effectuer que sur un seul
spectre a la fois, ce qui s’avére fastidieux lorsque l'on travaille avec une séquence de plusieurs spectres).

20OriginLab Corporation, www.originlab.com.
3Gystat Software Inc., www.systat.com.
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Fi1G. 2.2 — Exemple d’estimation de la ligne de base par la méthode des moindres carrés sur un sous-
ensemble de points.

C’est pourquoi il est nécessaire de développer des méthodes permettant une sélection automatique
des points ou qui soient insensibles aux raies.

Ainsi, I'algorithme itératif proposé par Lieber et al. [69] calcule 'estimation des moindres-carrés sur
un signal qui est modifié & chaque itération jusqu’a devenir une estimation de la ligne de base. Cet
algorithme est détaillé dans la section 2.3.4.3 ot nous montrons qu’il est un cas particulier de notre
approche.

Eilers [33| utilise un algorithme de moindres-carrés asymétriques (ALS, asymmetric least squares)
en minimisant une fonction non symétrique  associée a un paramétre de régularisation :

N N
T) = ¢ (yn— (N£)) + A (A%(Nt),)”.
n=1 n=1

Nous proposons dans la section 2.3.4.1 un lien entre cette méthode et notre approche.

Enfin, nous avons proposé récemment d’utiliser une méthode de moindres-carrés tamisés [79]. C’est
une méthode de régression robuste pour calculer ’estimation des moindres-carrés sur un sous-ensemble
de points sélectionnés automatiquement. Elle a été appliquée a l'origine dans le domaine de ’estimation
robuste aux valeurs aberrantes par Rousseeuw et al. |98, 100]. Dans la section 2.3.4.2, nous montrons
que cette méthode est équivalente & la méthode proposée.

La transformée en ondelettes est devenue un outil trés utilisé pour la correction de la ligne de base |9,
28, 70, 108|. La méthode consiste dans un premier temps a appliquer une transformée en ondelettes
(traditionnellement, ce sont les ondelettes Daubechies ou Symlet qui sont utilisées) au spectre, a partir
de laquelle les coefficients de 1'ondelette sont calculés; puis, dans un deuxiéme temps, a séparer la
ligne de base supposée étre dans les basses fréquences (coefficients d’approximation), des raies et du
bruit supposés étre dans les hautes fréquences (coefficients de détail). Une telle approche suppose donc
implicitement que la ligne de base est complétement séparée du reste du spectre dans le domaine de
la transformée. De surcroit, il n’est pas souvent évident de déterminer automatiquement & quel niveau
de décomposition les coefficients d’ondelette correspondent a la ligne de base.

Les techniques MSC (multiplicative scatter correction) [52, 112] sont utilisées sur des séquences de
spectres. Ces séquences correspondent a un ensemble de spectres du méme échantillon enregistrés en
faisant varier un paramétre (la température, la pression, la quantité d’eau, le pH, etc.). L’hypothése
de travail est que, pour un nombre d’onde donné, I’évolution de la ligne de base selon la séquence est
linéaire. La méthode MSC permet d’estimer les coefficients de cette évolution linéaire par des méthodes
de minimisation de moindres-carrés.

Toujours dans le cas de séquences de spectres, les méthodes DOSC (direct orthogonal signal correc-
tion) 72, 102, 111, 112] utilisent deux matrices : la matrice de la séquence de spectre et la matrice de
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concentration qui contient les valeurs du paramétre variant. Ici, on considére que la ligne de base est
la méme pour tous les spectres. De fait, les méthodes DOSC cherchent & supprimer, a partir de cette
séquence, les variations qui sont autant que possible orthogonales & la matrice de concentration. Aussi,
la matrice de la séquence des spectres est projetée sur la matrice de concentration, la décomposant
ainsi en deux parties orthogonales, I'une dans l'espace de concentration (les spectres estimés), l'autre
dans l'espace orthogonal (la ligne de base estimée).

Cependant, ces deux méthodes de pré-traitement nécessitent d’avoir enregistré une séquence de
plusieurs spectres et, dans le cas des méthodes DOSC, d’en connaitre la matrice de concentration. Or,
nous souhaitons développer ici une méthode d’estimation de la ligne de base d’un seul spectre.

Enfin, certains auteurs ont posé le probléme de l'estimation de la ligne de base dans un cadre
bayésien [35, 47, 48|. La ligne de base y est modélisée par des splines cubiques dont la position des
neeuds et les coefficients des splines sont & estimer. Pour cela, un a priori de douceur est posé sur la
ligne de base. Or, la loi a posteriori résultante est difficilement optimisable, ¢’est pourquoi les méthodes
MCMC sont utilisées pour obtenir une estimation, mais elles sont alors la cause d'un cofit de calcul
important. Notons que dans [47, 48|, estimation de la ligne de base est couplée a la déconvolution des
raies.

En modélisant le probléme de maniére différente, nous évitons d’avoir a utiliser les méthodes MCMC,
ce qui permet d’obtenir un algorithme plus rapide.

2.3 Meéthode proposée

2.3.1 Modélisation du probléme

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 1, le signal spectroscopique y € RY peut étre modélisé
comme la somme d’une ligne de base z € R et du spectre bruité w € RV :

y=z+w. (2.1)

Le signal z est modélisé par un polynéme d’ordre v, puisqu’'une fonction polynémiale permet de
modéliser la plupart des lignes de base [45, 69, 110]. Ainsi, il s’écrit sous la forme z = Nt o

0 v
ny nl tO

0 v
nN nN t,y

représentent respectivement la matrice de Vandermonde des nombres d’onde et les coefficients du
polynoéme.

Dans cette section, le signal w est considéré comme un bruit, puisque pour l'instant il ne contient
pas l'information recherchée ; son traitement sera considéré dans les chapitres 3 et 4.

Aucun modeéle particulier n’est nécessaire sur ce signal ; cependant nous supposerons qu’il est consti-
tué de raies de positions, d’amplitudes et de formes différentes, plus d’'un signal gaussien centré de
variance r, de moyenne nulle représentant les erreurs de mesure et les incertitudes du modéle. Comme
le signal est constitué de raies, il peut étre considéré comme parcimonieux, c’est-a-dire qu’il posséde
un grand nombre de valeurs proches de zéro, et peu de valeurs de grande amplitude. Par la suite,
nous considérerons les cas ol les raies peuvent étre de signes différents, puis le cas o elles sont toutes
positives.

Le modéle ainsi obtenu va nous permettre de proposer les fonctions-coiit appropriées.
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2.3.2 Détermination des fonctions-cott

La méthode proposée dans ce chapitre consiste a trouver les coefficients polynéomiaux t qui mini-
misent un critére de la forme :

N
J(t) = Z SD(YH - (Nt)n); (2.2)
n=1
ou ¢ est I'une des fonctions-cotlit présentées ci-dessous.

Tout d’abord, considérons l'estimation de la ligne de base par I'approche classique des moindres
carrés. Cette approche consiste a trouver les coefficients t qui minimisent Ierreur des moindres carrés
entre la ligne de base estimée et le signal, c’est-a-dire que la fonction-cott est la fonction parabole :
o(z) = 2% (figure 2.3(a)).

20— : -
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x x
(a) Fonctions-cott symétriques. (b) Fonctions-cotiit asymétriques.
F1G. 2.3 — Fonctions-coiit proposées pour 'estimation de la ligne de base avec s = 2 (--- : parabole,
- - : fonction de Huber, — : parabole tronquée).

Dans le cas du probléme considéré, cette approche donne des résultats inexploitables puisqu’une
parabole donne un coiit quadratique & chaque valeur y,, — (Njc\)n Deés lors, les raies, caractérisées par
une valeur y,, — (Nt),, trés grande, sont affectés d’un coiit trés important, déformant alors le polynéme
vers ces grandes valeurs pour tenter de minimiser le critére (2.2). La figure 2.4 considére le spectre de
la gibbsite (déja représenté figure 2.1) pour lequel la ligne de base est estimée grace a une fonction-cott
quadratique® : cet exemple met en évidence le fait que I’estimation tend vers les grandes valeurs pour
réduire le cotit du critére J, impliquant alors une mauvaise estimation de la ligne de base.

Une autre maniére de voir la limitation de 'approche des moindres carrés est de considérer ’approche
probabiliste. En effet, utiliser une fonction-cotlit quadratique est équivalent & supposer les échantillons
du signal w i.i.d. et distribués suivant une gaussienne de moyenne nulle. Cela n’est évidemment pas le
cas ici puisque w est la somme de raies et d’un bruit gaussien : la distribution des éléments de w peut
donc étre vue comme la convolution entre une loi normale et une loi Bernoulli-gaussienne (le chapitre 3
développe plus en détail cette modélisation).

Pour surmonter ce probléme, nous proposons d’utiliser des fonctions-cotit dont le cotlit est moindre
pour les grandes valeurs. Ces fonctions doivent étre quadratiques au voisinage de zéro, c’est-a-dire
lorsque la ligne de base et le signal sont proches (cela satisfait I'interprétation bayésienne d’un bruit
gaussien centré sur zéro), mais doivent croitre plus lentement qu'une parabole & partir d'un seuil s afin
que les raies soient moins influentes sur I'estimation de la ligne de base. Le choix de ce seuil est discuté
section 2.4.4.

Dans [77], les deux fonctions-cotit suivantes, initialement proposées dans le contexte de l’estimation

4Pordre du polynéme est égal a 4.



34 Chapitre 2. Estimation de la ligne de base

5000

~—>40001

3000F

intensité (u.a

2000F

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

nombre d’onde (cm~1)
FiG. 2.4 — Estimation des moindres carrés de la ligne de base d’un spectre Raman de gibbsite.

robuste aux valeurs aberrantes [57, 99|, sont considérées (cf. figure 2.3(a)) :
— la fonction de Huber :

2

T si x| < s,
2s|z| — s* sinon;
— la parabole tronquée :
2 .
x® sl x| <s,
VreR, prr) = { , o (2.4)
s sinon.

Alors que la fonction-cott des moindres carrés est quadratique partout, la fonction de Huber et la
parabole tronquée sont respectivement linéaires et constantes au dela de s. De plus, dans le cas de la
parabole tronquée, les points dont la distance a ’estimation est supérieure & s ont tous le méme cofit.
En d’autres termes, cela signifie qu’'une grande raie affecte I’estimation de la méme facon qu’une petite.

Les fonctions-cotit précédentes sont symétriques, ce qui signifie qu’elles diminuent le cotit des grandes
valeurs positives, mais également des grandes valeurs négatives, ce qui est approprié aux spectres ot
les raies peuvent étre positives ou négatives.

Dans le cas particulier de la spectroscopie optique ot les raies sont toutes positives, les valeurs
négatives n’ont pas a avoir un cott faible. Pour cela, nous proposons d’utiliser la variante asymétrique
des fonctions-cout précédentes (cf. figure 2.3(b)) :

— la fonction de Huber asymétrique :

x? six<s,

) (2.5)

sinon ;

Vz € R, oua(r) = {
2sxr — s

— la parabole tronquée asymétrique :

2?2 siz <s,

Vo €R, gpra(e) = { ) (2.6)

S sinon.

Ces fonctions-coiit donnent toujours un cott faible aux raies positives, mais sont quadratiques dans

toute la partie négative, prenant en compte le fait que, dans la partie négative, le signal w n’est
constitué que de bruit gaussien.

Bien entendu, ces deux fonctions-cotit ne sont pas les seules qui peuvent étre utilisées pour 'estima-
tion de la ligne de base. Par exemple, dans |74, 79|, nous avons également proposé les fonctions-cott
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hyperboliques ou de Cauchy. Cependant, il n’est pas possible d’utiliser la variante asymétrique de la
fonction de Cauchy avec la méthode proposée dans ce chapitre car cette fonction-cotlit ne vérifie pas
les conditions nécessaires pour utiliser les algorithmes de minimisation semi-quadratique (voir section
suivante).

2.3.3 Minimisation semi-quadratique

Dans le cas d’une fonction-coiit quadratique, le critére (2.2) correspond au critére des moindres
carrés dont la minimisation est directe et donne l'expression explicite suivante :

t=(NTN) ' NTy.

En revanche, la minimisation de fonctions-cotit non-quadratiques n’est pas directe. Aussi, pour mi-
nimiser le critére (2.2), nous proposons d’utiliser un algorithme de minimisation semi-quadratique,
qui consiste en une méthode déterministe et itérative simplifiant I'optimisation d’un critére non-
quadratique [19, 42, 60]; c’est une méthode trés simple & mettre en ceuvre.

Notons que la méthode des moindres carrés repondérés [114] est un des premiers exemple d’approche
semi-quadratique développé dans le cas unidimensionnel pour la déconvolution LP. Une comparaison
entre cette méthode et la minimisation quadratique peut étre trouvée dans [60].

2.3.3.1 Principe

L’idée de la minimisation semi-quadratique est d’introduire une variable auxiliaire d = {dy,--- ,dy}7
de fagon & obtenir un critére augmenté K admettant le méme minimum que J, soit, pour tout t,

mdinlC(t, d) =J(t). (2.7)
Pour des raisons que nous expliquerons plus loin, nous choisissons d’utiliser la forme de Geman et Yang
pour laquelle la variable auxiliaire est additive [42] :

N

Kl d) = 2 (rn— (N6) — do)* + ().

n=1

Notons que le nouveau critére K est quadratique en t et convexe en d, justifiant le nom de « critére
semi-quadratique ». La fonction ¢ est choisie de maniére a vérifier ’équation (2.7). Pour cela, elle doit
satisfaire certaines conditions détaillées dans [42, section ITT.A].

On appelle paire de Legendre le couple de fonction (f, g) telles que f et g soient convexes et vérifient :
f(u) =sup(ww —g(v)) et g(v) =sup(uv — f(u)).
v u
Or, d’apres [42, théoréme 2|, si

flu)=u?/2—p(w) et g(v)=v"/2+¢(v)

est une paire de Legendre, alors :

J(t) = igflC(t,d).
On obtient par ailleurs :

(u—v)?

ot =sp (UL rv)) e v = (-5 o).
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En fait, nous optons pour le critére de Geman et Yang dans lequel la fonction-cotit ¢ est altérée
par un changement d’échelle (voir [60, section III.B]) : on considére dorénavant la fonction ¢, = ap.
Ainsi, en supposant que ¢ satisfasse la condition suivante :

3 max / Vo € [0; aimax|s fao(u) = u?/2 — ap(u) est strictement convexe, (2.8)

le critére augmenté K prend alors la forme suivante :

N
K(t,d) = é > % <(yn — (Nt), —dp)* + wa(dn)) :

n=1

ou

2
u—v
o (v) = sup (—% + ago(u)) .
u
La condition (2.8) est vérifiée si f,(z) est strictement convexe, ce qui est équivalent a f/(z) > 0,
soit :
1—ay’(z) >0 & a<1/¢"(z).

Comme :
2 siz| <s, 2 siz| < s,
o) = . epr(@) = .
0 sinon, 0 sinon,
2 six<s, 2 six<s,
Pha(z) = . Ppra (@) = .
0 sinon, 0 sinon,

on en déduit que les fonctions-cotit proposées vérifient la condition (2.8) avec amax = 1/2.

2.3.3.2 Algorithme d’optimisation

Dans [18, 19, 60|, I'algorithme déterministe LEGEND est appliqué pour la minimisation de K dans
le cadre de 'estimation de contours en traitement d’image. Notons que dans le cas du critére de Geman
et Reynolds [41], I'algorithme ARTUR est utilisé pour assurer 'optimisation du critére [18, 19, 60|. Or,
¢ ne vérifie pas les conditions permettant d’utiliser ARTUR (en particulier, la symétrie de la fonction-
colit n’est forcément pas vérifiee pour les fonctions asymétriques); c’est pourquoi nous utilisons la
forme de Geman et Yang et l'algorithme LEGEND.

L’algorithme LEGEND est un algorithme de descente par bloc (ou de relaxation) qui estime alter-
nativement t et d en utilisant la convexité de K en t quand d est fixé et vice-versa :

— Lorsque d est fixé, K est quadratique et sa minimisation donne une expression explicite de t:

t=(N"N) ' NT(y + d), (2.9)

lorsque la matrice N7 IN est inversible. Cette expression est intéressante pour deux raisons. Tout
d’abord, elle peut s’interpréter comme étant 1’estimateur des moindres carrés sur le signal y + d.
Ensuite, d’'un point de vue calculatoire, la matrice (NTN)_1 peut étre calculée une fois pour
toutes au début de ’algorithme.

— lorsque t est fixé, le minimum de X est atteint pour [18, 19, 60] :

Vne{l,...,N}, dn=—en+a¢(en) (2.10)
ot £, = yn — (Nt),. Ainsi, on a pour chacune des fonction-coiit dans le cas ot @ = apax = 1/2:

—r—s six < —s,

~ ~ 0 silz| <s
du(x) =<0 si|z] < s, dpr(x) = { N sin‘or|1 ’
—xr+s six>s, ’

~ 0 six < s, ~ 0 six < s,
dua(z) = { dpra(z) = {

—r + s sinon, —x sinon.
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~

La figure 2.5 représente les quatre fonctions d(x). Il est a noter que ces fonctions effectuent un
seuillage sur €, =y, — (Nt),, pour les fonctions-cotit symétriques et sur |¢| pour les fonctions-
cott asymétriques. Ce seuillage est « dur » dans le cas de la parabole tronquée (les coefficients
inférieur au seuil sont mis & zéro) et « doux » dans le cas de la fonction de Huber (identique au
seuillage dur, mais sans discontinuité dans la courbe).

) =, I =,
= = = =
5 0 5 5 0 5 5 0 5 B 0 5
T T x x
(a) Fonction de Huber  (b) Parabole tronquée  (c) Fonction de Huber  (d) Parabole tronquée
symétrique. symétrique. asymétrique. asymétrique.

~

Fia. 2.5 — Fonctions d(x) (s = 2).

En résumé, 'algorithme LEGEND consiste a :

1. initialiser t° (ici, on choisit I'estimation des moindres carrés) ;
2. répéter jusqu’a convergence :

(a) d' = arg mdin K (fifl, d) (équation (2.10)),

(b) t' = arg mtin K (t, a’) (équation (2.9)).

Dans [18], Charbonnier préconise de ne pas effectuer le test d’arrét sur 1’évolution du critére K,
car le calcul peut étre trés cotiteux. Nous suivons donc sa démarche et utilisons comme critére d’arrét
I’évolution relative entre deux estimées successives :

|20 —26-D)] ‘2

[

< €,

ou € est une valeur prédéfinie par 'utilisateur. Afin d’accélérer la convergence de I'algorithme, la valeur
de « doit étre trés proche de apyax [60]. Pour cette raison, nous choisissons en pratique o = 0,99 X .-

Notons que puisque la fonction de Huber est convexe, la convergence de I’algorithme vers le minimum
global est assuré [18, 19, 60]. Au contraire, la parabole tronquée étant non convexe, le critére K peut
avoir un minimum local, méme s’il est convexe en t pour d fixé et vice-versa : nous ne pouvons donc
pas garantir la convergence vers le minimum global dans le cas de la parabole tronquée. Cependant,
dans toutes les simulations effectuées, les lignes de base estimées restent trés proches des lignes de base
simulées ce qui nous laisse penser que le minimum global (ou un minimum local trés proche du mini-
mum global) est atteint & chaque fois. Cet comportement a également été observé expérimentalement
dans [19].

2.3.4 Comparaison avec d’autres méthodes

2.3.4.1 Meéthodes basées sur des fonctions-cotit asymétriques

L’idée de minimiser une fonction-coiit asymétrique a déja été proposée par Eilers [33] (dont la
méthode est également appliquée au probléme de estimation de la ligne de base) et Koenker et

al. [65].
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Ces deux articles proposent de minimiser le critére suivant :

N N
Tt) = @(yn— (Nt)) + A& (A*(Nt),)
n=1

n=1

ot ¢ correspond a la fonction-cotlit asymeétrique et le second terme (terme de régularisation) controle
la douceur de la solution & travers la minimisation de la dérivée seconde de I’estimation. Le paramétre
positif A fixe le poids du terme de régularisation : plus A est grand, plus I'estimation est douce. Dans [33],

on a:
2 .
TI six > 0,
, ot £(r)=a?
(1 —7)z* sinon
avec 7 € [0,1]. Dans [65],
o(r) =2(1 — 1<) et &(x) = |z,
ou 7 € [0,1] et I'estimation est restreinte a la classe des splines cubiques.
La figure 2.6 représente les fonctions-coiit utilisées par ces deux auteurs, dans le cas ot 7 = 0, 2.

80 : : : 8
60r ] 6r
a0 1 Sq
S -
i / 1
Yo -5 0 5 10 Yo -5 0 5 10
x x
(a) Fonction-cott de Eilers. (b) Fonction-cott de Koenker et al.

F1G. 2.6 — Fonctions-coiit asymétriques proposées par Eilers et Koenker et al. (7 = 0,2).

L’asymétrie de ces fonctions-coiit leur permet donc d’étre utilisée pour calculer le polynéme estimant
la ligne de base. En effet, on retrouve I'idée qui consiste a affecter un colt plus grand aux valeurs
négatives qu’aux valeurs positives. De plus, elle sont comparables & la fonction de Huber asymétrique
car, comme elles n’ont pas de partie constante, les raies de grande amplitude restent plus influentes
que les petites sur I'estimation.

Dans l'approche proposée dans ce chapitre, la douceur de la ligne de base estimée est controlée
en fixant l'ordre du polynéme & une valeur suffisamment faible. En revanche, Filers et Koenker et al.
assurent la douceur de 'estimation grace au terme de régularisation de la fonction-cott : la douceur est
alors controlée par le parameétre A. Ainsi, 'estimation n’est pas restreinte & une fonction polynémiale,
ce qui peut s’avérer étre intéressant dans le cas de lignes de base trés irréguliéres. Avec la méthode
proposée, il faudrait augmenter 'ordre du polynéme, ce qui peut introduire des problémes numériques.

2.3.4.2 Meéthode des moindres carrés tamisés

Minimiser une parabole tronquée asymétrique est équivalent & ’approche des moindres carrés ta-
misés (LTS, least trimmed squares) proposée par Rousseeuw [98, 100].

En effet, la méthode des moindres carrés tamisés consiste & minimiser le critére des moindres carrés
sur un sous-ensemble de données. Dans I'exemple de notre application, cela consiste a sélectionner
les points du spectre qui n’appartiennent qu’a la ligne de base, en ignorant les raies. En cela, la
méthode des moindres carrés tamisés est équivalente aux méthodes d’estimation de la ligne de base
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présentes dans la plupart des logiciels de chimiométrie, & cela prés que la sélection du sous-ensemble
de points est automatique. Par ailleurs, la méthode des moindres carrés tamisés revient & assigner un
colit constant aux raies, puisqu’ils ne sont pas influents dans le calcul de 'estimation. Le nombre de
points du sous-ensemble étant fixé au début, I’algorithme cherche alors le sous-ensemble qui minimise
Ierreur quadratique moyenne. La convergence est atteinte lorsque le sous-ensemble reste identique
d’une itération a l'autre. Pour éviter une recherche exhaustive de ce sous-ensemble, une méthode
rapide (FAST-LTS) est proposée dans [100].

Comme 'approche proposée dans ce chapitre donne un cotit constant aux raies et un coiit quadra-
tique aux autres points, elle définie également deux sous-ensembles de points. En supposant que les
points sont affectés de la méme maniére dans les deux approches, le résultat sera exactement le méme :
on peut donc dire que ces méthodes sont équivalentes. En fait, la seule différence entre elles vient de
la méthode de recherche du sous-ensemble.

Ainsi, il apparait que la méthode proposée est équivalente a celle utilisée dans la plupart des logiciels,
la différence étant que la recherche de ce sous-ensemble est automatique.

Afin de permettre une étude quantitative de ces deux approches, cinquante spectres de 256 points
ont été simulés avec un RSB (rapport signal-a-bruit) de 15 dB. Dans le cadre de l'estimation de la
ligne de base, le RSB est calculé comme le rapport des énergies de la ligne de base z sur le spectre

bruité w :
N 2
1 Z
RSB = 10log (%) .
Zn:l Wn
Pour toutes les simulations, la ligne de base a été simulée avec un polynéme d’ordre 6. Les temps
de calcul moyens ainsi que 'EQM (erreur quadratique moyenne) sont présentés dans le tableau 2.1.

L’EQM est calculée grace a la formule suivante :

N
1 .
EQM = — > l(zn—zn)Q.
n=

temps de EQM
calcul moyen moyenne

méthode proposée 63 ms 0,17
FAST-LTS 2278 ms 0,23

TaAB. 2.1 — Comparaison des performances entre la méthode proposée et les moindres carrés tamisés.

I1 apparait alors que les deux méthodes donnent des résultats équivalents (les EQM sont du méme
ordre de grandeur), mais que notre approche est plus rapide |74].

2.3.4.3 Meéthode de Lieber et al.

Lieber et al. [69] ont proposé un algorithme itératif basé sur la méthode des moindres carrés pour
estimer la ligne de base d’un spectre par un polynéme, en éliminant les raies. Leur étude est restreinte
aux spectres Raman pour lesquels les raies sont positives.

L’estimation est calculée & partir du signal y, redéfini & chaque itération. Ainsi, & 'estimation 1,
I’algorithme consiste a :

~

1. calculer une estimation de la ligne de base (Nt) par le polyndéme minimisant le critére des
moindres carrés :

N
J(t) = Z (yn— (Nt)n)2 )

n=1
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2. redéfinir y tel que, pour tout point n € {1,...,N};

-~

Yn =Y¥Yn siyn < (N}J\)n;
Yo=(ND,  sinon:

3. retour en 1.

En d’autres termes, pour chaque point du spectre, y est fixé égal & 'amplitude de la ligne de base
estimée si l'intensité du spectre en ce point est plus grande que I'estimation ; sinon il est inchangé. La
figure 2.7 représente le spectre original suivi des deux premiéres itérations de l'algorithme.

(a) Spectre original. (b) Premiére estimation de la (¢) Deuxiéme estimation de la
ligne de base et y recalculé. ligne de base et y recalculé.

F1G. 2.7 — Les deux premiéres itérations de l'algorithme de Lieber et al. sur un spectre simulé.

Cette méthode est équivalente & la minimisation d’une parabole tronquée asymétrique ou s = 0
car LEGEND estime la ligne de base en minimisant le critére des moindres carrés sur le signal y + d
(équation (2.9)) :

t=(N"N)"'NT(y +d)

en supposant que la matrice N”IN est inversible. A partir de 1’équation (2.10), et en considérant un
échantillon particulier n € {1,..., N},

Yn + an =¥n—€n+ O‘SO/(gn)a
= (Nt),, + a¢/ (yn — (Nt),). (2.11)

Or, en choisissant la valeur limite o = apmax = 1/2 et la parabole tronquée asymétrique, nous obtenons :

. — (Nt iy, — (Nt), < s, Cest-a-di < (Nt ,
ag@l(yn—(Nt)n) — {(})’n ( )n zin};zl ( )TL S, cest-a ire yn ( )N+8

Ainsi, I’équation (2.11) devient, pour s =0 :

~

~ si < (Nt),
Vi & dy = Yn/\ . yn < (Nt)
(Nt), sinon.

En résumé, 'estimation des moindres carrés est calculée sur le signal égal, pour chaque échantillon n,
a yn si y, est plus petit que la ligne de base estimée, sinon a (Nf)n.

Dés lors, la méthode présentée dans [69] est un cas particulier de celle présentée dans ce chapitre ou
le seuil de la parabole tronquée asymétrique est égal & zéro. Or, une valeur nulle du seuil fait tendre
I'estimation vers le bas du spectre (voir section 2.4.4). Pour limiter ce probléme, Lieber et al. ont
proposé de supposer la convergence atteinte lorsqu’un nombre maximal de points modifiés est atteint.
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2.4 Influence et choix des paramétres

En pratique, la fonction Matlab polyfit a été utilisée pour calculer les coefficients du polynome.
De plus, le vecteur t a été centré et redimensionné a [—1; 1] afin d’éviter les problémes numériques.
Afin de quantifier le résultat des simulations, nous rappelons 'expression de 'erreur quadratique
moyenne (EQM) :
N

EQM = %Z(zn _E).

n=1

2.4.1 Choix de la fonction-cotit

Afin de comparer les estimations obtenues grace aux quatre fonctions-coiits, nous avons procédé a
une étude quantitative en créant pour les deux types de spectre (raies de méme signe ou non) deux cents
simulations. Pour chaque simulation, la ligne de base a été estimée en utilisant les quatre fonctions-cotit
dont les seuils ont été choisis comme étant ceux donnant la meilleure estimation en terme d’EQM (on
parle de sewil optimal). Pour chaque fonction-cotit, la moyenne des EQM entre les lignes de base réelles
et estimées a été calculée et est reportée dans le tableau 2.2.

raies positives raies positives
ou négatives seulement
fonction de Huber symétrique 49,1 x 107° 241,8 x 107°
parabole tronquée symétrique 2,7x107° 21,4 x 107
fonction de Huber asymétrique | 1129,1 x 1075 14,8 x 107
parabole tronquée asymétrique | 6387,1 x 1072 2,0 x 107°

TAB. 2.2 — Comparaison de 'EQM entre les lignes de base réelles et estimées pour les quatre fonctions-
cott.

Nous avons vu dans la section 2.3.2 que les fonctions-colit asymétriques ont été introduites dans
le cas ou les raies du spectre sont de méme signe, alors que les fonctions-cotit symétriques sont plus
adaptées aux spectres possédant des raies positives et négatives. Les statistiques obtenues confirment
cette remarque. De plus, lorsque la symétrie de la fonction-coiit est correctement choisie, la parabole
tronquée donne une meilleure estimation que la fonction de Huber. Cela s’explique par le fait que,
dans le cas de la parabole tronquée, toutes les raies dont I’amplitude est supérieure au seuil s ont un
colit constant. Ainsi, quelle que soit leur amplitude, les raies n’influent pas du tout sur I’estimation.
En revanche, la fonction de Huber ne posséde pas de partie constante et, par conséquent, plus les raies
sont grandes, plus elles perturbent 1’estimation.

Afin d’illustrer 'influence de la symétrie, nous avons comparé les estimations obtenues avec une
parabole tronquée symétrique et sa variante asymétrique dans le cas de spectres contenant des raies
positives et négatives (figure 2.8(a)) ou seulement des raies positives (figure 2.8(b)). Pour chaque
fonction-corit, le seuil correspond au seuil optimal. Dans le cas d’un spectre contenant des raies positives
et négatives, la meilleure estimation est donnée par la forme symétrique de la fonction-cott, alors que
pour un spectre contenant des raies de méme signes, c’est la forme asymétrique qui donne le meilleur
résultat.

Les figures 2.9(a) et 2.9(b) présentent les deux types de spectres pour lesquels les lignes de base
sont estimées grace aux deux fonctions-cout étudiées (la symétrie étant correctement choisie et le seuil
correspondant au seuil optimal). Ces deux simulations illustrent le fait que la parabole tronquée donne
la meilleure estimation pourvu que la symétrie de la fonction-cotit soit correctement choisie.

Les seuils optimaux des quatre fonctions-cotit sont les suivants :

— s =0,02 pour la fonction de Huber symétrique;
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F1G. 2.8 — Comparaison de I'estimation de la ligne de base avec les formes symétrique (- -) et asymé-
trique (...) de la parabole tronquée.
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F1G. 2.9 — Comparaison des lignes de base estimées par la fonction de Huber (- -) et la parabole
tronquée asymétrique (---). La ligne de base réelle est représentée par une ligne pleine.
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figure 2.9(b).
Fi1G. 2.10 — Fonctions-cott correspondant aux estimations de la figure 2.9. Les cercles correspondent
aux valeurs des seuils.
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— s = 0,13 pour la parabole tronquée symétrique;

— s = 10,01 pour la fonction de Huber asymétrique ;

— 5= 0,04 pour la parabole tronquée asymétrique.
Les fonctions-coiit correspondantes sont représentées figures 2.10(a) et 2.10(b). Pour les deux types de
spectres, le seuil de la fonction de Huber est toujours inférieur au seuil de la parabole tronquée. Cela
est di au fait que, comme les raies sont influentes sur ’estimation, le seuil doit étre plus petit afin de
réduire leur cofit.

2.4.2 Influence du taux de contamination

Nous définissons le taux de contamination Q comme le rapport entre le nombre de points appartenant
a une raie sur le nombre total de points du spectre. Sur un spectre simulé, on considére quun point
appartient a une raie si amplitude de ce point sur le spectre pur est supérieure & 1 % de amplitude
maximale du spectre pur, soit :

N
1
Q= N Z:l ]lvn>max(v)/100'
n—=

En pratique, on ne peut calculer qu'une valeur approchée du taux de contamination.

Ainsi, plus le nombre de raies ou plus la largeur de celles-ci est grande, plus le taux de contamination
est grand et, inévitablement, plus il est difficile d’estimer correctement la ligne de base puisqu’il y a
moins de points appartenant a la ligne de base seule.

Afin d’étudier I'influence du taux de contamination, la simulation suivante a été faite. Cent spectres
purs (sans ligne de base ni bruit) ont été simulés. Pour chacun d’eux, dix lignes de base et dix bruits
gaussiens centrés de variance 1, ont été générés puis ajoutés, résultant alors en dix spectres différents
mais ayant le méme taux de contamination. Puis la ligne de base a été estimée en minimisant la parabole
tronquée asymétrique et la moyenne des dix seuils optimaux et des dix EQM ont été enregistrés.

La figure 2.11(a) représente le seuil normalisé s/, /Tp, et la figure 2.11(b) les performances en termes
d’EQM en fonction du taux de contamination Q.
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F1G. 2.11 — Influence du taux de contamination.

De ces simulations, nous pouvons définir trois parties :

— la premiére (pour @ < 10 % environ) correspond & un taux de contamination trés bas, c’est-a-
dire qu’il y a peu de raies et qu’elles sont de faible largeur. La valeur du seuil optimal peut étre
supérieure a deux fois I’écart-type du bruit sans que ’estimation en soit altérée, puisque 'EQM
est relativement faible (inférieure & 1074);
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— la seconde (jusqu’a 70 % environ) correspond & la majorité des spectres. Elle fait apparaitre
une décroissante linéaire du rapport s/,/rp de 2 a 1, alors que 'EQM augmente doucement. La
figure 2.11(a) peut donc aider dans le choix de la valeur du seuil ;

— la troisiéme partie (pour un taux de contamination supérieur a 70 % environ) correspond aux
spectres ne contenant quasiment que des raies. Pour ceux-ci, il est trés difficile d’estimer la ligne
de base. La meilleure solution reste & diminuer le seuil a une valeur trés petite afin d’obtenir une
estimation trés proche du bas du spectre. Cependant, cette estimation ne sera pas satisfaisante
car 'EQM sera trop importante.

En conclusion, la méthode proposée estime correctement la ligne de base si le taux de contamination
n’est pas trop grand (typiquement inférieur a 70 %). Dés lors, pour avoir un taux de contamination
faible, il ne faut pas forcément travailler que sur la partie spectrale utile mais inclure également des
zones sans raies.

2.4.3 Influence de la longueur du spectre

Afin d’étudier I'influence du nombre de points N sur la qualité de ’estimation, nous avons créé un
spectre de N = 65536 points, qui a ensuite été ré-échantillonné plusieurs fois & des valeurs différentes
afin d’obtenir des signaux ayant des longueurs différentes mais possédant la méme ligne de base, le
méme niveau de bruit et le méme taux de contamination.

Pour chaque signal, la ligne de base a été estimée en minimisant la parabole tronquée asymétrique
et PTEQM correspondante a été calculée (voir figure 2.12(a)).
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(a) Erreur quadratique moyenne. (b) Temps de calcul.
Fi1G. 2.12 — Influence de la longueur du spectre.

Il apparait que la valeur de 'EQM diminue lorsque le nombre de points augmente, mais, & partir
de quelques milliers de points, son évolution devient trés faible (rappelons que I'axe des ordonnées de
la figure 2.12(a) est en échelle logarithmique). On en conclue que la longueur du spectre (tant qu’elle
est suffisamment grande) n’influe pas de maniére significative sur la qualité de 'estimation.

La figure 2.12(b) représente le temps de calcul de 'algorithme en fonction du nombre de points N :
le temps de calcul est approximativement linéaire par rapport au nombre de points et reste raisonnable
méme pour de grands spectres (moins de deux secondes pour un signal de 65536 points).

2.4.4 Choix du seuil

Comme nous 'avons vu dans la section 2.4.2, le seuil s doit étre choisi en fonction du taux de
contamination () et du niveau de bruit /7y afin d’obtenir une estimation satisfaisante. Ce point
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est illustré figure 2.13 qui présente deux signaux correspondants au méme spectre (dont le taux de
contamination est d’environ 35 %) mais avec deux niveaux de bruit différents. L’estimation de la ligne
de base par la parabole tronquée asymétrique est représenté par une ligne pleine.

3 T T T T 3

N

intensité (u.a.)

intensit

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

nombre d’onde (u.a.) nombre d’onde (u.a.)
(a) Niveau de bruit important (b) Niveau de bruit faible
(Vg ~ 0,10, 5 = 0,24). (75 ~ 0,03, 5 = 0,05).

Fi1G. 2.13 — Influence du bruit sur le choix du seuil.

Sur la figure 2.13(a), /rp est fixé a 0,1, et le seuil optimal est égal a 0,24, soit environ 2,5 fois
I'écart-type du bruit. Sur la figure 2.13(b), \/rp est fixé a 0,03, et le seuil optimal est égal a 0,05,
c’est-a-dire environ 1,5 fois I’écart-type du bruit.

Ainsi, les valeurs optimales du seuil sont égales & environ deux fois I’écart-type du bruit, ce qui est
du méme ordre de grandeur que le seuil optimal de la figure 2.11(a) qui est légérement plus petit que
deux fois ’écart-type du bruit pour un taux de contamination correspondant a celui du spectre.

Afin d’étudier I'influence du seuil sur I'estimation, nous considérons la figure 2.14 qui représente un
spectre avec un taux de contamination de 40 % et I'estimation obtenue avec la parabole tronquée pour
trois seuils différents :

— le seuil qui donne la meilleure estimation est deux fois plus grand que I’écart-type du bruit (c’est

a dire 0,14). Cela est en accord avec la figure 2.11(a) ;

— si le seuil fixé trop grand (ici, 10), alors 'estimation tend vers l’estimation des moindres carrés
puisque la fonction-cotit tend vers une parabole lorsque le seuil tend vers I'infini ;

— Au contraire, si le seuil est trop petit (ici, 0,1), alors l'estimation se déplace vers le bas du
spectre. Cela est dii au fait qu’en choisissant une valeur du seuil faible, les cotits négatifs sont
quadratiques alors que les coiits positifs tendent vers zéro. Ainsi, tous les points positifs ont un
cotit trés proche de zéro et sont privilégiés par rapport aux points négatifs. Or, pour une fonction-
colit symétrique, le résultat sera différent. En effet, lorsque le seuil tend vers zéro, la parabole
tronquée symétrique tend vers une fonction-cotlit constante qui ne privilégie aucune estimation
par rapport a la suivante : I'estimation obtenue est donc celle des moindres carrés, qui correspond
a l'initialisation. Dans le cas de la fonction de Huber symétrique, ’estimation tend & minimiser
Ierreur en valeur absolue, et pour laquelle I'estimation sera également non satisfaisante.

La figure 2.15 montre I’évolution de 'EQM en fonction du seuil normalisé s/,/rp, pour trois taux
de contamination différents (12 %, 36 % et 90 %). Cette simulation montre certains aspects de la
robustesse par rapport au choix du seuil, complétant ainsi I’analyse faite section 2.4.2 :

— nous avons montré que pour un faible taux de contamination (@ < 10 %), le seuil peut étre
fixé plus grand que deux fois I’écart-type du bruit. Notons que, d’aprés la figure 2.15, un seuil
plus grand ne dégrade pas l'estimation de maniére significative puisque 'EQM reste a peu prés
constante au dela de deux fois I’écart-type du bruit. En fait, lorsque le seuil augmente, la fonction-
colit tend vers une parabole et I'estimation tend alors vers I'estimation des moindres carrés. Or
I'estimateur des moindres carrés est le meilleur estimateur (au sens de 'EQM) lorsqu’il n’y a pas
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Fia. 2.14 — Estimation de la ligne de base pour trois seuils différents. La ligne de base réelle est
représenté par une ligne pleine et /rp, ~ 0, 07.
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FiG. 2.15 — Evolution de 'EQM par rapport au seuil normalisé pour trois taux de contamination
différents (— : 12 %, - - : 36 %, --- : 90 %).

de raies car alors tous les points du signal sont considérés comme des points de la ligne de base;

— pour un taux de contamination moyen (10 % < @ < 70 %), la qualité de l'estimation reste
acceptable méme lorsque le seuil s’éloigne de la valeur optimale. Par exemple, pour un taux
de contamination de 36 %, le seuil peut étre choisi dans l'intervalle [\/ry;4,/Tp] sans affecter
significativement 'EQM. Notons que l'intervalle des valeurs acceptables de s diminue quand le
taux de contamination augmente;

— enfin, pour un taux de contamination élevé (Q > 70 %), la figure 2.15 montre que le seuil doit
étre choisi précisément, puisque 'EQM augmente significativement pour une faible variation de s.

De toute facon, dans ce cas, la qualité de I'estimation est mauvaise, faisant apparaitre les limites
de la méthode proposée.

2.4.5 Choix de I'ordre du polynéme

Quelques méthodes ont envisagé d’estimer l'ordre du polynéme automatiquement, tel le critére
AIC [2]. Cependant, nous croyons qu’il peut étre choisi comme un paramétre défini par I'utilisateur,
permettant ainsi de donner un degré de liberté a ’algorithme, car 'ordre du polyndéme permet d’ajuster
la douceur de la ligne de base estimée. Il est donc clair que v doit étre choisi en fonction de la ligne de
base & estimer, mais également en fonction du besoin de I'utilisateur.

En effet, certains spectres peuvent avoir une zone qui peut étre considérée comme faisant partie ou
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non de la ligne de base. Par exemple, la figure 2.16 représente un spectre simulé ot la « bosse » autour
de 700 u.a. peut étre interprétée comme étant une raie ou appartenant a la ligne de base. En ajustant
I’ordre du polynome, il est possible de tenir compte ou non de cette zone du spectre.

5

&
3]

N
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intensité (u.a.)
w &

N
3]
T

“mité Spectrate (waf "
F1G. 2.16 — Estimation de la ligne de base pour deux ordre de polynéme différents (--- : vy =2, - -:
v = 10).

2.4.6 Conclusion

Dans cette section, nous avons donné des indications sur le choix de la fonction-cott et des pa-
ramétres de la méthode; nous avons également étudié I'influence du taux de contamination et de
la longueur du spectre. Ainsi, la parabole tronquée asymétrique est a préférer pour la spectroscopie
vibrationnelle, le seuil et 'ordre du polynéme permettant a 'utilisateur d’estimer la ligne de base sou-
haitée. Par ailleurs, pour obtenir une estimation correcte, il est conseillé de travailler sur des signaux
suffisamment grands et possédant suffisamment de zones sans raies.

2.5 Application sur des spectres réels

Nous avons montré dans les sections précédentes que la parabole tronquée asymétrique est la
fonction-coiit qui donne les meilleurs résultats pour estimer la ligne de base d’un spectre simulé conte-
nant seulement des raies positives. Elle est maintenant appliquée sur les spectres infrarouge et Raman
de gibbsite présentés section 1.2.

2.5.1 Spectres infrarouge

Comme les trois spectres infrarouges représentés figure 2.17(a) sont composés de la méme quantité
de rayonnement infrarouge mais de lignes de base différentes, les performances de la méthode peuvent
étre évaluées par son habilité a retourner seulement les raies du spectre infrarouge. Les lignes de base
sont estimées par un polynéme d’ordre 4, et un seuil s = 0,001. Aprés avoir supprimé les lignes de
base estimées (figure 2.17(b)), les trois spectres sont quasiment identiques, conformément & ce qui était
attendu. Cependant, I'estimation obtenue ne permet pas de corriger parfaitement la ligne de base dans
la zone située entre 1200 cm ™! et 3000 cm ™!, ainsi qu’au dela de 4500 cm 1.

Pour que les trois spectres corrigés soient pratiquement identiques, il faudrait augmenter ’ordre
du polynéme, mais alors les spectres corrigés auraient des valeurs négatives et la ligne de base risque
d’étre plus « chahutée » et donc moins conforme a ’estimation attendue.

Pour ces raisons, nous choisissons d’estimer la ligne de base de maniére & corriger correctement les
zones ayant un réel intérét chimique. Ainsi, du point de vue du chimiste, le mauvais résultat de la

correction de la ligne de base au dela de 4500 cm ™! n’est pas trés important puisque cette zone ne
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Fia. 2.17 — Correction de la ligne de base avec la parabole tronquée asymétrique sur des spectres
infrarouge de gibbsite.

contient pas de raies. De méme, la zone centrale du spectre correspond & des raies de vapeur d’eau et
de dioxyde de carbone présents dans l'air : elle est donc sans information sur I’échantillon de gibbsite.

2.5.2 Spectres Raman

Pour les spectres Raman Rg, R1 et Ra, les lignes de base de fluorescence ont été estimées par
des polynomes d’ordre 4 et des seuils respectifs de 10, 20 et 30 (figure 2.18). Bien que le spectre Ry
corresponde au spectre de gibbsite pure, il existe une ligne de base qu’il a fallu supprimer pour que les
trois spectres corrigés soient similaires.

En effet, les spectres Raman obtenus aprés correction de la ligne de base sont trés proches les uns
des autres (figure 2.18(b)) et correspondent aux spectres attendus.

Toutefois, la ligne de base due & la diffusion Rayleigh et qui est présente aux faibles nombres d’onde
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lignes de base.

Fia. 2.18 — Correction de la ligne de base avec la parabole tronquée asymétrique sur des spectres
Raman de gibbsite.
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des spectres R et Rao n’est pas correctement estimée. Or, si 'ordre du polyndme est ajusté a une
valeur plus grande afin d’estimer cette partie de la ligne de base, la nouvelle ligne de base estimée
ne correspondra pas a celle attendue sur le reste du spectre, puisque, comme dans le cas des spectres
infrarouges, elle sera plus irréguliére. Pour corriger ce probléme, il existe deux possibilités. La premiére
consiste a estimer une deuxiéme ligne de base sur la partie du spectre qui pose probléme. La deuxiéme
possibilité est, aprés estimation des raies, de considérer que les raies estimées les plus larges — donc
celles évoluant le plus lentement — constituent en fait une ligne de base résiduelle. Cette derniére
méthode est évidemment assez approximative, néanmoins elle peut étre utilisée si rien d’autre ne peut
étre fait. Un exemple de cette possibilité est présenté sur ces spectres Raman, dans la section 4.6.2.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode itérative pour estimer la ligne de base de signaux
spectroscopiques par le polyndme minimisant une fonction-cotit appropriée au probléme. La méthode
est alors bien adaptée a une large gamme de spectroscopies (infrarouge, Raman, mais aussi UV-Visible,
RMN, ...) puisqu’elle ne requiert aucun modéle sur les raies.

Plusieurs fonctions-cotit ont été utilisées pour éviter aux raies d’étre trop influentes sur I’estimation,
comme c’est le cas de la parabole, qui est la fonction-cotit de la méthode des moindres carrés. Ainsi,
les fonctions de Huber et la parabole tronquée ont été proposées : elles sont quadratiques au voisinage
de zéro (modélisant un bruit gaussien) et respectivement linéaires et constantes au deld d’un seuil
(modélisant la distribution des raies). Mais comme elles ne sont pas quadratiques, le critére est minimisé
par un algorithme de minimisation semi-quadratique.

De maniére générale, la parabole tronquée donne les meilleurs estimations. De plus, les fonctions-
colit asymétriques donnent les meilleurs résultats en spectroscopie optique ou les raies sont toutes
positives, alors que les fonctions-cotit symétriques sont plus adaptées aux signaux ou les raies peuvent
étre a la fois positives et négatives.

Deux parameétres doivent étre fixés pour implémenter cette méthode : le seuil de la fonction-cofit et
I’ordre du polynome.

La valeur optimale du seuil dépend de I’écart-type du bruit et du taux de contamination. Dans la
majorité des cas pratiques, le seuil peut étre fixé entre une et deux fois I’écart-type du bruit pour donner
une estimation satisfaisante, mais il n’y a pas d’argument formel pour justifier cette régle empirique.
Cependant, la robustesse de la méthode a cet intervalle de valeur a été confirmée expérimentalement,
tant que le taux de contamination reste suffisamment faible.

Concernant I'ordre du polynome, il doit étre choisi en fonction de la douceur de la ligne de base a
estimer. Méme si certaines méthodes peuvent étre développées pour l'estimer, nous pensons qu’il peut
étre laissé au choix de l'utilisateur, permettant ainsi de considérer les « bosses » du spectres comme
faisant partie de la ligne de base ou non.

Des tests ont été faits pour la correction de la ligne de base sur des spectres Raman et infrarouges :
dans tous les cas traités, la méthode a donné des résultats satisfaisants et exploitables.

De plus, l'algorithme reste trés rapide, méme pour des signaux trés grands.

Enfin, méme si la ligne de base de la plupart des spectres est correctement estimée, 1'utilisation de
splines plutot qu’un polynéme d’ordre fixé pourrait permettre d’estimer des lignes de base plus irrégu-
lieres, mais alors 'estimation de 'emplacement des abscisses risquerait de compliquer sérieusement la
méthode.

Une autre perspective de travail consiste & combiner les fonctions-cotit proposées dans ce chapitre
avec le parameétre de régularisation des critéres de Eilers et Koenker et al. (voir section 2.3.4.1). En effet,
cela permettrait d’estimer la ligne de base par une courbe quelconque : il n’y aurait alors pas d’ordre
de polyndéme & fixer. L’intérét est de pouvoir faire varier contintiment la ligne de base estimée, alors
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qu’avec une ligne de base polynomiale, I’évolution n’est pas toujours continue. Cete procédure serait
alors trés pratique pour éviter les problémes rencontrés lors de I'estimation des lignes de base réelles
(section 2.5). Par ailleurs, la minimisation semi-quadratique donne ici une approche trés attractive
pour la minimisation de ce nouveau critére.



Chapitre 3

Estimation des raies par déconvolution
impulsionnelle positive myope

3.1 Formulation du probléme

3.1.1 Modélisation du spectre

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une méthode originale pour corriger la ligne de
base d'un spectre. Nous pouvons maintenant aborder le coeur du probléme : I'estimation des raies du
spectre, c¢’est-a-dire 'estimation de leurs nombre d’onde, intensité et paramétres de forme. L’approche
présentée dans ce chapitre a fait I'objet d’une publication en congrés [78|.

Désormais, les données sont le spectre bruité w qui correspond au spectre y dont on a corrigé la ligne
base (s’il y en a une). Par ailleurs, comme nous I’avons précisé dans la section 1.7.1, nous considérons
uniquement le cas de raies de forme lorentzienne : le choix d’une forme différente, telle une gaussienne
ou une pseudo-Voigt, sera traité de maniére équivalente. Par conséquent, I'estimation des parameétres
de forme des raies revient seulement & estimer la largeur s de la lorentzienne.

Dans ce chapitre, nous considérons ’estimation des paramétres du spectre comme un probléme de
déconvolution impulsionnelle positive myope! car nous pouvons montrer, sous certaines hypothéses
simplificatrices, que le spectre pur v correspond a la convolution entre un signal impulsionnel posi-
tif x et une réponse impulsionnelle lorentzienne h. En effet, rappelons 'expression du spectre pur
(équation (1.2)) :

K 52
Yne{l,...,N}, Vi = ak2—k.
; s; + (n —cp)?
Une premiére simplification est de supposer toutes les raies identiques. Dés lors, on a pour tout k €

{1,..., K}, sy = s. Une deuxiéme simplification consiste a discrétiser les positions des pics, ce qui
revient a poser pour tout k : ¢y =m € {1,..., N}. L’équation précédente se réécrit alors :

N 82
Vi = Y X
— s+ (n—m)

ol x,, code "absence ou la présence — et dans ce cas 'amplitude (positive) — d’une raie lorentzienne
centrée en m. Dés lors, en notant, pour tout n € {1,..., N},

52

hy =
g2 42’

LOn préférera le terme « myope » & « aveugle » car on considére que la déconvolution impulsionnelle aveugle correspond
au cas ol absolument aucune connaissance a priori sur la réponse impulsionnelle n’est disponible. Si tel était le cas, le
probléme serais insoluble (voir en particulier le probléme des indéterminations, section 3.2).



52 Chapitre 3. Estimation des raies par déconvolution impulsionnelle positive myope

on obtient :
N
vV, = Z Xy —m.

m=1
Cette expression correspond & la convolution du signal x et de la réponse impulsionnelle h lorentzienne :

v=xxh
que l'on peut écrire sous forme matricielle :

v = Hx,
ot H € RV est la matrice de Toeplitz de la réponse impulsionnelle h :

ho ... hoyi1

o(t) —»| h(t) 20 w(®)

F1G. 3.1 — Déconvolution impulsionnelle positive myope.

Le probléme de I’estimation des raies du spectre devient alors un probléme de déconvolution impul-
sionnelle positive myope puisqu’il faut estimer le signal impulsionnel x et la réponse impulsionnelle h ;
c’est donc un probléme de détection-estimation dans lequel il faut détecter les pics et estimer leur am-
plitude [59]. En outre, nous considérons le cas non supervisé dans lequel les différents hyperparamétres
du probléme sont inconnus et doivent également étre estimés.

En résumé, 'approche par déconvolution impulsionnelle positive myope suppose deux hypothéses
simplificatrices importantes : d’une part que les raies sont toutes de méme forme et de mémes pa-
ramétres de forme, d’autre part qu’elles sont situées aux « instants » d’échantillonnage. L’approche
considérée dans ce chapitre n’est donc qu’une modélisation grossiére du spectre, mais elle consiste en
une approximation simple de la réalité. Par ailleurs, la déconvolution impulsionnelle myope fournit un
cadre d’étude largement étudié car cette modélisation est trés répandue.

Cependant, on peut s’attendre & deux problémes majeurs. Le premier est que les positions des raies
estimées ne seront pas précises puisqu’elles se situeront en des nombres d’onde forcément discrets.
Le deuxiéme probléme est que, si le spectre présente des raies de forme ou de paramétres de forme
différents, alors les raies larges seront estimées par plusieurs pics. Pour ces raisons, il convient donc
d’analyser l'estimation obtenue avec prudence (cf. section 3.6).

3.1.2 Meéthodes de déconvolution impulsionnelle myope

Le probléme de la déconvolution impulsionnelle myope a tout d’abord été résolu a 'aide d’algo-
rithmes déterministes. Les premiéres applications ont été développées en géophysique ot 'on cherchait
a estimer la réflectivité x du sol et 'ondelette incidente h.

Ainsi, un algorithme de descente par bloc est proposé par Chi et al. [21]. Cet algorithme estime la
réflectivité, ondelette et les paramétres du probléme (excepté la variance des amplitudes des pics) au
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sens du maximum de vraisemblance. La réflectivité est modélisée par un processus Bernoulli-gaussien
(voir section 3.3.1.1) et le modeéle général est traité a 1’aide d’une représentation d’état.

Gautier et al. [37] modélisent la réflectivité par un processus blanc de loi gaussienne généralisée et
I’ondelette est supposée douce et centrée; le bruit est supposé gaussien. Le critére composite s’écrit
donc, a partir des quatre hypothéses précédentes :

J(x,h) = [[w — Hx|* + a ) [x.[” + fh"Qh +7h"h,

ou «, (3 et v sont des paramétres de régularisation et Q est une matrice qui permet d’introduire un a
priori de douceur (on peut prendre par exemple une matrice de Toeplitz d’un filtre dérivé). En ce qui
concerne la réflectivité, 'approche choisie est la déconvolution L2LP (pour plus de détails, consulter [59,
section 5.2.3|).

Kaaresen et al. [63] proposent un algorithme déterministe de descente par bloc, alternant une étape
d’estimation de la réflectivité et une étape d’estimation MAP de 'ondelette. L’estimation de la réflec-
tivité est calculée grace a l'algorithme IWM ([Iterated Window Maximization), qui est un algorithme
de maximisation de vraisemblance généralisée, c’est-a-dire qu’il consiste & maximiser la probabilité de
toutes les quantités probabilistes connaissant les données et les paramétres déterministes. L’originalité
de I'approche est de décomposer le signal sur plusieurs fenétres, ce choix est justifié par le fait que
lorsqu’un pic apparait, la réflectivité ne sera modifiée qu’au voisinage de ce pic. Cette approche fournit
de bons résultats sur des longs signaux, mais le nombre de pics est supposé connu.

Des travaux plus récents ont abordé le probléme de la déconvolution impulsionnelle myope en faisant
appel a des algorithmes stochastiques.

Ainsi, Rosec et al. [96, 97| proposent d’utiliser la déconvolution impulsionnelle myope pour 'amé-
lioration de la résolution d’images sismiques marines. Pour cela, la réflectivité est modélisée par un
mélange de deux gaussiennes (généralisant le modéle Bernoulli-gaussien) et la réponse impulsionnelle
par un processus MA.

Dans un premier temps, les auteurs proposent d’estimer les paramétres du probléme (c’est-a-dire
les hyperparamétres et les valeurs de la réponse impulsionnelle). Deux versions de I’algorithme sont
proposées. Dans la premiére, les paramétres sont estimés par maximum de vraisemblance, & 'aide
d’une version stochastique de 'algorithme EM (SEM [12] ou SAEM [13]). Le choix de cet algorithme
est motivé par la complexité numérique de 'optimisation. La deuxiéme version correspond & une
approche bayésienne en posant des lois a priori sur les paramétres. L utilisation de ’échantillonneur de
Gibbs permet alors de simuler les lois des paramétres, ces paramétres sont ensuite estimés au sens de
I'EAP (espérance a posteriori).

Une fois les parameétres estimés, il reste le probléme de la déconvolution proprement dit. Dans un
contexte déterministe, I'estimation de x fait face & un probléme de combinatoire car il faut tester les
2N combinaisons que peut prendre le vecteur codant occurrence des pics. Pour éviter cela, les auteurs
proposent plusieurs algorithmes qui maximisent la loi a posteriori, comme 'algorithme ICM (Iterative
Conditionnal Mode) [5], MPM (Mazimum Posterior Mode) [15] ou du recuit simulé [93].

En particulier, 'algorithme MPM consiste & simuler le signal x grace a 1’échantillonneur de Gibbs,
puis & prendre une décision pour obtenir un estimateur impulsionnel du signal. Nous proposons dans
ce chapitre de simuler le signal de la fagon similaire, mais le calcul de 'estimateur est différent. Une
discussion a propos de la méthode de décision de Rosec et al. est proposée dans la section 3.5.

On peut aussi résoudre le probléme de la déconvolution impulsionnelle myope dans un cadre tota-
lement bayésien en estimant conjointement le signal et les paramétres du probléme.

Ainsi, en sismique-réflexion, Cheng et al. [20] ont modélisé la séquence de réflexion x par un pro-
cessus Bernoulli-gaussien et le vecteur h des amplitudes de 'ondelette est distribué suivant une gaus-
sienne dont la moyenne et la matrice de covariance sont fixées. Notons que les auteurs ne considérent
pas explicitement ’existence de la variable cachée q représentant I'occurrence des pics du processus
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Bernoulli-gaussien. Les auteurs utilisent ensuite I’échantillonneur de Gibbs pour éviter la minimisation
directe trop compliquée de la loi a posteriori. Enfin, Cheng et al. proposent d’estimer x,, au sens de
I’EAP. Nous verrons dans la section 3.5 que cet estimateur peut étre inadéquat.

3.1.3 Approche retenue
Inférence bayésienne

Un probléme est bien posé au sens de Hadamard si la solution existe, est unique et continue par
rapport au données (une petite perturbation sur les données n’engendre pas une grande perturbation
sur la solution) [26, 51, 59]. Or, 'estimation des raies d’un spectre est typiquement un probléme inverse
mal posé. La résolution de ce type de probléme impose donc d’inclure des connaissances a priori fortes
pour limiter I’espace des solutions, comme par exemple imposer de restaurer un signal impulsionnel ou
considérer la réponse impulsionnelle de forme connue. Cela consiste en la régularisation du probléme.

Dans ce contexte, I’approche bayésienne fournit un cadre particuliérement attractif pour résoudre ce
type de probléme [59, chapitre 3]. En effet, elle permet d’inclure dans le modéle des connaissances (voire
des méconnaissances) afin de limiter le domaine des solutions; ces connaissances peuvent d’ailleurs
étre qualitatives, comme par exemple le caractére impulsionnel de x. En outre, et contrairement aux
méthodes de régularisation plus « classiques », elle offre des réponses au choix des hyperparamétres du
probléme et de l'optimisation du critére [59|. Le probléme de I'estimation des raies étant relativement
complexe, I'inférence bayésienne apporte donc une méthodologie simple et efficace.

En conséquence, le choix de traiter le probléme dans un cadre totalement bayésien ot toutes les
inconnues sont estimées en méme temps nous a séduit par la facilité de sa mise en ceuvre.

Modeéle hiérarchique

L’approche bayésienne nécessite de fixer des lois a priori sur les variables d’intérét (qui sont ici x
et h). Or, il est rare que l'information connue a priori soit suffisamment riche pour définir exactement
une loi a priori. Par exemple, nous choisissons le modéle traditionnel d’un processus Bernoulli-gaussien
pour modéliser x (voir section 3.3.1.1), mais nous ne possédons pas de connaissance suffisante pour
fixer exactement les paramétres de cette loi. Il est alors intéressant d’inclure cette méconnaissance dans
le modéle bayésien et d’estimer les paramétres (le probléme est donc non supervisé).

Cela est possible en fixant une nouvelle loi a priori (une hyper-loi a priori) sur ces hyperparamétres :
le modéle posséde alors une couche supplémentaire contenant les parameétres de cette hyper-loi. Ce
modeéle en couches est appelé dans la littérature modéle hiérarchique (voir [44, chapitres 2 et 19] et [94,
chapitre 10]) et la loi p(w) se décompose en :

p(w) = /p(w|x,s,rb)p(x|)\,ra)p(s)p()\)p(ra)p(rb)dxdsd)\dra drp

oll A et 75 sont les paramétres du processus Bernoulli-gaussien et rp, est la variance du bruit.

Il est possible d’utiliser autant de couches que 'on souhaite, mais un modéle hiérarchique de deux
couches suffit dans la majorité des cas. On introduit généralement des lois peu informatives au dernier
niveau de la hiérarchie.

L’approche bayésienne hiérarchique s’oppose & l'approche bayésienne empirique pour laquelle les
parameétres des lois a priori sont fixés a partir des observations (ce qui revient a leur affecter une
impulsion de Dirac comme loi a priori), tandis que I'approche bayésienne hiérarchique modélise le
manque d’information par des lois a priori moins informatives qu'une impulsion de Dirac, rendant
ainsi l'analyse bayésienne plus robuste par rapport aux choix arbitraires des hyperparamétres. En
d’autres termes, la solution sera moins sensible aux variations de valeur des hyperparameétres.

La loi des hyperparamétres est généralement une loi conjuguée ou une loi non-informative [94,
p. 464].
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e Une loi a priori conjuguée permet d’obtenir une loi a posteriori conditionnelle de méme forme,
mais dont les parameétres sont fonction de la vraisemblance et de 'a priori. Par exemple, si la
fonction de vraisemblance est une loi normale x|o ~ N(0, ), la loi a priori conjuguée naturelle
sur o est une loi inverse gamma o ~ ZG(a, (3) ; ainsi, la loi a posteriori est la loi inverse gamma
olr ~ IG(a+1/2,22/2 + 3). Dans [94, p. 121], on peut trouver un tableau regroupant les lois
conjuguées pour différentes fonctions de vraisemblance.

L’intérét des lois conjuguées est, entre autre, de limiter I'influence des données = (puisque seuls
les paramétres de la loi a posteriori varient, la forme restant identique a ’a priori), mais surtout
de simplifier la charge numérique [94, section 3.3.2]. Cependant, les lois conjuguées ne sont pas
forcément les lois a priori les plus robustes et, de plus, dans le cas d’un manque total d’information,
Iintérét des lois a priori conjuguées n’est que purement analytique : il est impossible de justifier
leur choix et les hyperparamétres ne peuvent étre déterminés.

e Aussi, sans connaissance a priori, la loi a priori ne peut donc étre déduite que de la fonc-
tion de vraisemblance, puisque c’est la seule information valable : on 'appelle alors loi non-
informative (94, section 3.5|. Cependant, malgré leur dénomination, les lois non informatives
intégrent une certaine connaissance dans le modéle : c’est pourquoi elles doivent étre considérées
plutét comme des lois a priori par défaut si aucune connaissance n’est disponible. Ainsi, certaines
lois non-informatives peuvent étre plus ou moins performantes que d’autres, mais elle n’en sont
pas pour autant moins informatives [94, p. 127].

La loi non-informative la plus simple est bien évidemment ’a priori de Laplace qui est une loi
uniforme. Elle a cependant I'inconvénient d’étre impropre et non-invariante en cas de changement
de variable. En effet, si I’a priori sur une variable quelconque 6 est uniforme, alors I’a priori sur
n = g(#) devrait I'étre également, ce qui n’est pas le cas puisque 7(n) = ‘%g_l(n)). C’est pour
cette raison que, en cas d’absence d’information sur les hyperparamétres du probléme, 'approche
bayésienne traditionnelle est celle de Jeffreys [64, 94]|. Celle-ci consiste & poser comme loi a priori
sur les paramétres 6 la mesure induite par I'information de Fisher :

<81ngéw|9))2]

Toutefois, Jeffreys précise que cette « régle générale » peut conduire & des lois a priori qui
contredisent d’autres principes d’invariance (en particulier lorsque la dimension du paramétre 6
augmente) [64, 61, p. 182]. Aussi, Jeffreys recommande de considérer les paramétres de position
(comme la moyenne) indépendants des paramétres d’échelle (écart-type, variance, ...) et donc
de les traiter séparément. Plus généralement, lorsque le probléme fait apparaitre d’autres types
de paramétres, Jeffreys propose de considérer les paramétres de position séparément des autres
parametres.

1/2
p(8) o< 1(6)/% = Eyg

Dans [113], on peut trouver un catalogue de lois non-informatives.

Le choix entre une loi conjuguée ou non-informative doit donc prendre en compte le niveau de
connaissance sur I’hyperparamétre et le degré de complexité de 'algorithme que ’on est prét a assumer.
Quoi qu’il en soit, dans la majorité des cas, la loi a priori est suffisamment non-informative pour ne
pas avoir une influence trés importante sur ’estimation.

Dans ces conditions, nous proposons dans la suite de poser des lois non-informatives de Jeffreys
sur les hyperparamétres qui est le choix traditionnel. Cependant, le choix d’une autre loi a priori sera
envisagé dans le cas ou l'a priori de Jeffreys ne convient pas (c’est le cas pour s, voir plus loin), ou
bien lorsqu’une dégénérescence a pu étre observée. Dans ce dernier cas, nous proposons d’utiliser une
loi a priori conjuguée afin d’éviter cette dégénérescence et de faciliter les calculs.
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Méthode d’optimisation

Le modéle probabiliste étant obtenu, il reste a optimiser la loi a posteriori jointe afin de calculer les
estimations des inconnues 8. Du fait de sa complexité, la loi a posteriori ne permet pas d’obtenir des
expressions explicites des variables qui ’optimisent. Par ailleurs, une optimisation globale est également
difficilement réalisable.

Aussi, l'utilisation de l'algorithme EM [27] pourrait étre envisagée. Cet algorithme itératif permet
d’estimer le vecteur 8 en introduisant des variables cachées x. Dans une premiére étape, I'espérance
conditionnelle de la log-vraisemblance de 6@ est calculée (étape E : expectation) :

Q(e? 0(2_1)) = Ex|y’9(i—1) [IOg p(y7 X|0)] )

_ / log p(y, x|0)p(x]y, 86~D)dx.

Puis, une estimation 0 est obtenue par maximisation de cette espérance en 8 (étape M : maximiza-
tion). Cet algorithme est donc déterministe et tend & augmenter la vraisemblance a chaque itération ;
il ne garantit donc pas la convergence vers 'optimum global. Enfin, une fois que 8 est estimé par la
derniére valeur de B(i), il faut estimer x. Puisque les hyperparamétres sont maintenant connus, le pro-
bléme est simplifié : on peut par exemple utiliser I’algorithme SMLR (Single Most Likely Replacement)
de Kormylo et Mendel [66, 17] ou la méthode HT (Hunt Threshold) de Mazet et al. [73]%. Toutefois,
I’algorithme EM nécessite le calcul d’une espérance et donc d’'intégrales qui peuvent étre de dimension
trés grande.

Il existe des versions stochastiques de cet algorithme qui permettent de remplacer le calcul de
I'espérance par une simulation de la loi p(x|y, O(i_l)), puis en approchant I'estimateur 0 par la moyenne
des variables ). En particulier, l'algorithme SEM [12] permet de ne pas étre attiré par les maxima
locaux. En revanche, peu de résultats de convergence sont disponibles.

Cependant, lorsque ni le vecteur 6, ni les variables cachées x ne peuvent étre estimées & partir d’une
expression explicite, les méthodes du type EM n’ont plus d’intérét. Les techniques de simulations
stochastiques par chaines de Markov (algorithmes MCMC) s’avérent étre alors un choix pertinent et
élégant (voir annexe A). En effet, compte-tenu de la factorisation de p(w), 'utilisation de I’échantillon-
neur de Gibbs est facile et naturelle; il a 'avantage de pouvoir estimer ensemble le signal impulsionnel
X, la réponse impulsionnelle h et les hyperparamétres du probléme (en fait, aucune distinction n’est
faite entre variables de la premiére couche du modéle hiérarchique et hyperparameétres). Cependant, il
convient de faire attention a 'intégrabilité des lois a posteriori (voir annexe A, page 130). Par ailleurs,
il a été montré que, dans le cas de l'estimation des parameétres de mélange de gaussiennes — qui est
un probléme semblable a celui traité dans les chapitres 3 et 4 (cf. section 4.1.3.1), la convergence des
méthodes MCMC est meilleure que celle des algorithmes EM et SEM dans le sens o1, en moyenne, les
chaines de Markov construites a I'aide des méthodes MCMC convergent plus souvent et plus rapidement
vers 'optimum global que les deux méthodes précédentes [30].

3.1.4 Organisation du chapitre

Le chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, nous abordons I'un des problémes majeurs
en déconvolution myope : le probléme d’indétermination. Par exemple, comme x x h = h x x, il est
impossible de différencier lequel de ces deux signaux correspond & l’entrée du systéme et lequel cor-
respond au filtre. Cette indétermination est facilement levée puisqu’on suppose que x est impulsionnel
et que h est une lorentzienne. Cependant, il convient de fixer d’autres conditions pour lever toutes les
indéterminations en déconvolution myope : c¢’est 'objectif de la section 3.2.

Nous pouvons alors traiter le probléme de ’estimation des raies du spectre en considérant le pro-
bléme de la déconvolution impulsionnelle positive myope non supervisée. Nous proposons donc dans

2Cet article fait suite aux recherches effectuées en DEA et est reproduit dans ’annexe E.
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la section 3.3 un modéle probabiliste pour obtenir les lois a posteriori conditionnelles des différentes
variables & estimer.

L’échantillonneur de Gibbs permet alors de simuler chaque variable suivant sa loi a posteriori. Il
n’est pas toujours évident de simuler de telles lois. Aussi, 'implémentation de 1’échantillonneur de
Gibbs et les choix adoptés sont discutés dans la section 3.4.

L’échantillonneur de Gibbs génére une chaine de Markov pour chaque variable, il faut alors trouver
un estimateur qui permet d’obtenir un résultat exploitable. Dans le cas des paramétres du filtre et des
hyperparameétres, une estimation au sens de I'espérance a posteriori convient : elle est approchée en
calculant simplement la moyenne de la chaine de Markov. Par contre, ’estimation du signal impul-
sionnel est moins évidente. Aussi, aprés avoir présenté quelques estimateurs existants, nous proposons
dans la section 3.5 un estimateur original qui nous semble plus pertinent.

Nous pouvons alors tester ’approche proposée dans ce chapitre sur un signal simulé (section 3.6).
Ce signal est construit de telle maniére a faire apparaitre les principales difficultés auxquelles peut
étre confrontée une méthode d’estimation des raies d'un spectre. Nous montrons en particulier que
I’estimateur proposé dans la section 3.5 s’avére plus pertinent que ceux proposés dans la littérature.
La méthode proposée est également testée sur un signal simulé ot les raies ne sont pas toutes de méme
largeur : cela permet d’étudier le comportement de la méthode face a ce type de spectre.

Enfin, la section 3.7 conclue ce chapitre.

3.2 Indéterminations en déconvolution myope

En 'absence de toute connaissance a priori sur I’entrée z et le filtre A d’un systéme, la déconvolution
myope ne permet pas de discriminer les couples

(l’, h) et (l'*hl,hz)

avec h = hy * hy. Une solution extréme pourrait méme étre (x*h,d) ot la réponse impulsionnelle est le
filtre identité. Ce probléme, appelé indétermination sur le contenu spectral, est illustré par la figure 3.2.

z(n) h(n) (z % hl[(n) ha(n)
* I I _ * I

Fia. 3.2 — Exemple d’indétermination sur le contenu spectral.

Dans notre cas, I'hypothése de blancheur de l’entrée (due a la modélisation Bernoulli-gaussienne,
voir section suivante) permet de lever cette indétermination, sauf si, bien str, le filtre h; est un filtre
passe-tout.

On peut distinguer trois cas particuliers d’indétermination sur le contenu spectral, détaillés ci-des-
sous [59]. En particulier, le probléme des indéterminations temporelle et en amplitude a déja été signalé
dans de nombreux travaux [20, 96|, sans pour autant étre étudié plus en détail.

Indétermination sur la phase

Ici, entrée et la réponse impulsionnelle peuvent étre déphasés d’une valeur opposée, fréquence par
fréquence. Dans le domaine fréquentiel, on ne peut pas différencier les couples :

(X(f),H(f) et (X(fe?D H(f)e W),
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ot ¢(f) est une fonction quelconque. L’indétermination sur la phase correspond & un cas particulier
d’indétermination sur le contenu spectral avec, dans le domaine fréquentiel :

Hy(f) = et et Hy(f) = H(f)e ),

La figure 3.3 présente un cas d’indétermination sur la phase.

Im [X(f)] Im [H(f)] Im [X(f)eW(f)} Im [H(f)e*”’(f)]
U / _ NG f
Re [X(f)] Re [H(f)] Re [ X (f)ei*()] Re [H(f)e— )]

FiG. 3.3 — Exemple d’indétermination sur la phase.

Encore une fois, I’hypothése d’'un signal Bernoulli-gaussien permet de lever cette indétermination.
En effet, un signal i.i.d. Bernoulli-gaussien convolué par un filtre passe-tout () n’est plus Bernoulli-
gaussien.

Indétermination sur ’amplitude

Dans ce cas, on ne peut pas différencier les cas
(x,h) et (ax, h/a).

On peut interpréter 'indétermination sur 'amplitude comme un cas particulier d’indétermination sur
le contenu spectral, ott hy = « et hg = h/a. Dans le cas o @ = —1, on peut également U'interpréter
comme une indétermination sur la phase avec ¢(f) = 7. La figure 3.4 présente un cas d’indétermination
sur 'amplitude.

x(n) h(n) az(n) h(n)/a
Lol—m—r ' L—T—I—LT—“—r - Loj—o“—v ’ L—'—T—T—L“—V

F1a. 3.4 — Exemple d’indétermination sur 'amplitude (o = 2).

On peut méme envisager que, lorsque « évolue autour de zéro, les signaux s’inversent au cours des
itérations, la moyenne empirique de x et h tendant alors vers zéro, donnant une estimation au sens de
I’EAP nulle! En pratique heureusement, ce probléme apparait rarement. De plus, nous ne considérons
ici que des pics positifs, impliquant « > 0. Cela ne résout pas le probléme de I'indétermination sur
I’amplitude mais empéche les signaux de s’inverser et, ainsi, de donner une estimation nulle.

A notre connaissance, la totalité des études citant le probléme d’indétermination sur 'amplitude
léve le probléme en normalisant 1’énergie ou 'amplitude de la réponse impulsionnelle [20, 96]. Dés lors,
nous choisissons de fixer le maximum de la réponse impulsionnelle & 1, et donc de laisser la variance
de Pamplitude des pics 7, libre ('hyperparameétre r, doit alors étre estimé).

Indétermination temporelle

L’indétermination temporelle correspond au fait que 'entrée et la réponse impulsionnelle peuvent
étre décalées dans le temps d’une valeur opposée. On ne peut donc pas différencier les cas :

((n).h(n) et (a(n+7).h(n—7)).
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L’indétermination temporelle peut étre vue comme un cas particulier de I'indétermination sur le
contenu spectral avec, dans le domaine fréquentiel :

Hy(f) = H(f)e 2™/ ot Hy(f) = e*27,

L’indétermination temporelle est également un cas particulier d’indétermination sur la phase ot ¢(f) =
2w fr. La figure 3.5 présente un cas d’indétermination temporelle.

x(n+71) h(n —7)

x(n) h(n)
L.L..,H*LLUL.H - LL.....H*L..JHL.

F1G. 3.5 — Exemple d’indétermination temporelle (7 = 2).

Nous levons cette indétermination en fixant le maximum de la réponse impulsionnelle en zéro ; dans
notre application, cela revient & dire que la réponse impulsionnelle h est centrée. Comme par ailleurs
nous avons fixé le maximum de la réponse impulsionnelle & 1, nous avons donc : hy = 1.

3.3 Modélisation probabiliste

3.3.1 Lois a priori
3.3.1.1 Loi a priori du signal impulsionnel x

Un signal impulsionnel est couramment modélisé par un processus Bernoulli-gaussien [16, 17, 20, 66|
qui consiste & représenter x par le couple (q,a) ou q fixe 'occurrence des pics et a leur amplitude. q,
suit une loi de Bernoulli de paramétre A :

an ~ Ber(\), (3.1)

et a, suit une gaussienne de moyenne nulle et de variance r,q,. De plus, nous nous restreignons ici
au cas ot les impulsions sont positives : nous posons donc comme loi a priori sur a, une loi normale a
support positif (cf. annexe D) :

a, ~NT(0,raq,) (3.2)

avec la convention que N7(0,0) est une impulsion de Dirac. En d’autres termes, a, est distribué
suivant une gaussienne a support positif de variance r, si q, = 1 et suivant une impulsion de Dirac
centrée en zéro si q, =0 :

N+(O>ra) si qn = 11
an ~ .
do(an) si q, = 0.

On peut donc déterminer la loi a priori de x,, (loi a priori jointe de (qy,ay)) :

p(xn|>\7 7“a) = p(am qn’/\y Ta)
= p(an‘qnv ra)p(qn‘/\)y

donc :
Xp ~ ANT(0,75) 4+ (1 — X)do(x,). (3.3)

Remarquons que nous aurions pu poser une loi gamma sur les amplitudes a,,, comme dans [47, 48].
Cependant, I'intérét d’utiliser une loi normale & support positif plutét qu'une loi gamma est multiple.
Tout d’abord, la loi normale est un bon modeéle pour coder le fait qu’il y a plus de pics de petite
amplitude que de pics de grande amplitude; la loi gamma suppose en outre que les pics ne peuvent
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pas avoir une amplitude proche de zéro, ce qui ne refléte pas la réalité. Par ailleurs, une loi gamma
résulterait en une loi a posteriori plus complexe, d’autant plus qu’il faudrait fixer deux paramétres
au lieu d’un seul pour la loi normale & support positif. Enfin, le modéle considéré permet facilement
de revenir a des signaux dont les pics sont positifs et négatifs, puisqu’il suffit de ne pas imposer la
contrainte de positivité.

3.3.1.2 Loi a priori de A

En pratique, lorsque le nombre réel de raies devient trés faible, il apparait que la solution qui consiste
a avoir un grand nombre de pics de petite amplitude devient trés probable : A est alors trés proche
de 1. C’est typiquement un probléme de dégénérescence. Il est donc nécessaire de fixer un a priori
sur A qui permette de limiter le nombre de pics. Nous choisissons d’utiliser une loi a priori conjuguée
qui indique que le nombre de pics le plus probable est nul. Cela est bien évidemment faux, mais aura
simplement pour conséquence de faire tendre I’estimation vers une valeur faible de A. Dans ce cas, I'a
priori est une loi beta :

A~ Be(1,N +1). (3.4)

La figure 3.6 illustre le fait que 'on souhaite faire tendre A vers 0 (avec ici une faible valeur de la
longueur du signal : N = 8). Lorsque N devient grand, cet effet s’accentue.

10

F1G. 3.6 — Loi a priori sur A (N = 8).

3.3.1.3 Loi a priori de r,

Sans aucun a priori sur le parameétre r,, sa loi a posteriori s’écrit :

N, Tx,
%NIQ<§L—LMX>,

2
ot Nq correspond au nombre de pics non nuls :

N

Ng =) dn. (3.5)

n=1

Il apparait alors que lorsque Ng < 2 le premier parameétre de la loi inverse gamma n’est plus strictement
positif. Pour éviter ce probléme, nous posons une loi a priori conjuguée sur r,, donc une inverse gamma
(cf. figure 3.7) :

Ta ~ Ig<aavﬁa)7 (3'6)
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oll g > 0 et B > 0. L’espérance et la variance d’une telle loi sont (cf. annexe D) :

E,,[ra) = afi R (sia > 1),
2
Vary, [ra] = (0 — 1)2a(aa ) (si o > 2).

14

127

—~08
R,0.6
0.4f
0.2}

0 1 2
Ta

F1G. 3.7 — Loi a priori sur 7, (¢ = 1070 E,, [ra] = 1)

L’a priori a été choisi pour éviter les erreurs numériques et non pour influer le résultat de l'esti-
mation : il doit donc étre le moins informatif possible. A ce titre, la variance doit étre choisie la plus
grande possible et I'espérance de maniére a ne pas affecter I'estimation. On choisit donc de prendre
I'espérance égale a une estimation grossiére de la variance de 'amplitude des pics. Celle-ci n’étant pas
connue a priori, il y a trois facon de la déterminer :

— elle peut étre mesurée approximativement & partir du spectre ;

— on peut calculer par exemple E,,_[ra] = w/w/N [6], mais ce choix consiste & calculer la variance

des amplitudes de chaque point et pas seulement des pics;

— le spectre est multiplié par un coefficient de fagon & avoir un signal dont la variance approximative

des pics est de 1.
C’est cette derniére méthode qui est utilisée ici. Il n’est pas nécessaire d’avoir une valeur exacte puisque
I’a priori est peu informatif, donc peu influent sur 'estimation. En effet, des simulations ont montré
que méme si cela n’est pas fait, 'estimation des amplitudes des raies ne sera pas trop influencée par la
loi a priori.

Dés lors, puisque Var,, [ra] = E,_[ra]?/(aa — 2), il faut que a, soit le plus petit possible pour avoir
la variance la plus grande possible. Nous choisissons donc ag = 2 + ¢, ott € € RT et ¢ < 1. D’aprés
I'expression de l'espérance on en déduit : 4 = E, [ra](aa — 1) =1+ €.

3.3.1.4 Loi a priori de la réponse impulsionnelle h

Cheng et al. [20] choisissent un a priori gaussien sur 'amplitude des composantes h,,. Le vecteur
h est ensuite estimé en bloc. Cependant, comme le probléme de la déconvolution myope est délicat a
cause du grand nombre de variables & estimer relativement au nombre de données, nous souhaitons
coder le maximum d’information sur la réponse impulsionnelle.

Ainsi, une premiére amélioration de la méthode de Cheng et al. consiste par exemple & introduire
un a priori de douceur sur la réponse impulsionnelle pour éviter les réponses impulsionnelles trop
chahutées, ou encore d’estimer seulement la moitié de la réponse impulsionnelle si on sait qu’elle est
symétrique (ou antisymétrique).

Or, dans certaines applications (comme en spectroscopie), on peut supposer que la structure de h est
connue : ainsi, seuls les paramétres de la structure sont & estimer, limitant ainsi le nombre d’inconnues
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du probléme. Dés lors, en considérant une réponse impulsionnelle lorentzienne :

§2

VRGR, h(n):m,

il suffit simplement d’estimer le paramétre s. L’avantage de cette modélisation est qu’il n’y a qu’un seul
paramétre & estimer. De plus, il n’est pas nécessaire de fixer la longueur de la réponse impulsionnelle,
contrairement & Cheng et al. qui doivent estimer autant de variables que le nombre de points de la
réponse impulsionnelle. Par ailleurs, puisqu’ils utilisent une réponse impulsionnelle finie, il doivent la
considérer suffisamment grande pour réduire les erreurs numériques. Aussi, imposer la structure de la
réponse impulsionnelle connue est un a priori trés fort, limitant ainsi le nombre de solutions possibles
et donc améliorant 1’estimation.

Aucune connaissance particuliére n’est disponible sur s, si ce n’est qu’il doit étre positif. En effet, la
positivité est imposée pour éviter d’éventuelles aberrations lors du calcul de son estimation au sens de
I’EAP car si s était alternativement positif et négatif, la réponse impulsionnelle n’en serait pas affectée,
mais on aurait alors § — 0!

Par ailleurs, nous souhaitons avoir des lois a posteriori conditionnelles intégrables, & défaut d’avoir
une loi a posteriori conjointe intégrable (voir annexe A, page 130). Il s’avére qu’en choisissant une loi
non-informative de Laplace cette intégrabilité est vérifiée dans la majorité des cas (voir plus loin), alors
qu’avec une loi non-informative de Jeffreys, 'intégrabilité serait plus difficile & prouver.

Pour ces raisons, on pose comme a priori sur s :

S~ Z/{RJr. (37)

3.3.1.5 Loi a priori du bruit b

Le bruit b est supposé i.i.d., gaussien de moyenne nulle et de variance rp1I :
b~ N(O, TbI). (3.8)

Comme nous n’avons aucune connaissance de 1y, nous choisissons de lui affecter une loi a priori
de Jeffreys qui est calculée en tenant compte des propositions de Jeffreys [61, 64|, c’est-a-dire en
considérant les autres paramétres du probléme fixes. On obtient alors :

o ~ 1/7rp.

Une telle loi permet de conserver l'intégrabilité de la loi a posteriori conditionnelle de ry,.

3.3.2 Graphe acyclique orienté

Il est commode d’utiliser une représentation graphique des modéles hiérarchiques en les représentant
par un graphe acyclique orienté (directed acyclic graph) [44, 68]. La figure 3.8 représente le graphe
acyclique orienté du modéle proposé dans ce chapitre.

Chaque variable du modéle correspond a un noeud du graphe. Les fléches correspondent aux liens
entre les variables : les fléches continues représentent les dépendances probabilistes alors que les fléches
en pointillés représentent les relations déterministes. Les carrés représentent les quantités fixées ou
observées, et les cercles représentent les quantités inconnues. Enfin, les structures répétitives, telle que
X,, sont représentées sur des rectangles « empilés ». Pour rappel, on a également reporté les lois a
priori de chacune des quantités inconnues (« BG » signifie distribution Bernoulli-gaussienne et « J »
représente la loi non-informative de Jeffreys).

Ainsi, un graphe acyclique orienté permet, tout en représentant le modéle de maniére graphique,
d’écrire la loi a posteriori du modéle trés facilement, méme pour des modeéles complexes [44, chapitre 2.
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1 N +1 (07 ﬁa

Fia. 3.8 — Graphe acyclique orienté du modéle de déconvolution impulsionnelle positive myope.
3.3.3 Lois a posteriori
Il y a donc 2N + 4 paramétres a estimer :
0 ={x,3,\71a,7b} = {q,a,8,\,7a,Tp}.
La loi a priori sur b permet d’écrire la fonction de vraisemblance :
1 1 9
p(W(x, s, A\, ra, b)) = p(W|X, 8,7p) = W exp (—RHW — Hx|| > ,

ou H est la matrice de Toeplitz de la réponse impulsionnelle, fonction de s. La dépendance de H ou
de h par rapport a s est implicite pour éviter de surcharger les notations.

La régle de Bayes permet d’obtenir I’expression de la loi a posteriori globale :
P(X, 8, A, ma, 7b|W) o< p(Wx, 5,75)p(alq, 7a)p(alA)p(s)p(A)p(ra)p(rD),
d’ou :

1 1 )
p(X7 Sy)\7,r'a7rb’W) OCW exp <—ﬂ\|w — HXH )

n=1
N1 — MV Boa o—Pa/ra )
: mﬂ[o,u()\) 8 MWHRJr(Ta) X Ig+(s) x e

L’intégrabilité de la loi a posteriori n’a pas été vérifiée car son expression mathématique est trop
complexe. Comme il est précisé dans annexe A (page 130), pour étre sir que lintégrale de cette
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fonction soit finie, il faudrait choisir des lois a priori propres puisque la fonction de vraisemblance est
bornée. Or, nous avons choisi de poser des lois de Laplace et de Jeffreys sur s et r, puisque poser des lois
a priori non-informatives constitue le choix traditionnel dans le cas d’un modéle bayésien hiérarchique.
Malheureusement, ces deux lois a priori sont impropres. Nous ne nous sommes pas attardé plus en
détail sur ce point car, dans la configuration actuelle, les chaines de Markov de chaque variable ont un
comportement normal qui n’indique aucune dégénérescence : en effet, nous avons pris soin d’obtenir
des lois a posteriori conditionnelles intégrables.

3.3.3.1 Loi a posteriori du signal impulsionnel x

Nous travaillons sur chaque élément de x séparément car les calculs et I'implémentation sont plus
faciles ; en effet, cela évite d’avoir a travailler avec des matrices de dimension N x V.
La loi a posteriori de x,, s’écrit :

p(Xn|W, X—TL7 87 A7 Ta, 7,b) X p(W|Xn7 X—nv 87 )‘7 Taa rb)p(xn|x—n7 87 )\7 7’3, Tb),

x p(W(X, 5,7p)p(Xn |\, Ta),
1 1
- - —— |lw — Hx!|I?
X Gar) V2 P ( 3y 1%~ HXI )

X [/\\/Wzraexp <—%> g+ (x,) + (1 — A)éo(xn)] :

On montre (cf. annexe B) que :

Xp ~ )\O,nN+ (10,n5 POn) + )\l,nN+ (111,05 P10, (3.9)
ce qui revient a :
qn ~ Ber(Ai ), (3.10)
N ) i =0,
a, ~ +(“0’" pon) sl (3.11)
N (,ul,na pl,n) siqp, = 1.
avec
1—A It o
M= 1+ —2 [ 2exp [ 222 )|
A Pln 2p1,n
A I -
Pin 1,n
A 14+ - /2= LU
R R (2p1,n>] |

Pln T Talb
1n=—8€ H ton =0 In = —————
H1n - ntin, n ) Pln - TaHnTHn ’

e, =w— (Hx — H,x,).

Pon = 07

Remarquons que lorsqu’une partie du signal est négative et d’amplitude relativement importante,
on a (i1, < 0 et par conséquent A1, proche de 1. Dés lors, la probabilité pour que q,, = 1 est grande :
un pic est donc estimé, méme s’il est d’amplitude quasi-nulle. Pour éviter cela, nous forgons p1 5, & zéro
s’il est négatif.

3.3.3.2 Loi a posteriori du paramétre de Bernoulli A

La loi a posteriori de A\ s’écrit :
p()“wu X7 87 Tav rb) X p(W’X, 87 )\7 Ta, T'b)p(X, 87 Tav T’b’)\)]?()\),
o8 p(W’X7 S, Tb)p(X’A)p<)\)7

N
x T pxalNp(N).

n=1
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D’ou :

N 2 0 N

I Py e (-2 - AVl
()\’W X, S Ta,Tb = J;[l |: p— exp < 2Ta> ]].R+ (Xn) + (1 )\)50(Xn)] X B(17N+ 1)]].[0,1]()\)7
N 5 N . N
Xn A1 —=))

1l { Vra 0 <2ra> 1R+(X")] L1 10 = X06en)) % Gy gyt

an=1 an=0

v A1 = )N

oc ANa(1 — )N Nqﬁﬂ[o’uo\).

Par conséquent, la loi a posteriori de A est une loi beta :
A~ Be(Ng+1,2N — Ng +1). (3.12)
3.3.3.3 Loi a posteriori de la variance des amplitudes r,
La loi a posteriori de r, s’écrit :

p(ra|wa X, S, )‘a 7nb) X p(W|Xa S, )‘a b, Ta)p(xv S, )‘a rb|ra)p(ra),

X p(W|X, 5, Tb)p(X|T‘a)p(Ta),

N
x [ plxalra)p(ra)
n=1
D'ou :
N
2 X2 /Baa e*ﬁa/ra
9 <Xy 7)\7 )\ - - ]l 1 - )\ 6 X L7]]; 5
plraw s ) o T [0/ 2esp (5 ) e ) (0=t s e e
N
2 }(2 ﬂaa e_ﬁa/'f'a
M/ — —— )1 x == 1 ,
> 71:[1 [ Ty oxp < 27’a> ey (Xn)} [ag) ratt wi(ra)
an=1
N, N
2 q 1 /Baa e ﬁa/Ta
M| — - ol 1 ,
(ln;1
N
1 1 2 Da
X Narraati P | Tgp Z X =2 | e (ra)
Q’n_:l
En remarquant que x,, = 0 si q, = 0, on peut simplifier la somme :
N N
32 =Y = xx,
n=1 n=1
an=1
Donc r, est distribué suivant une inverse gamma :
N, xI'x
ra ~1G (7(41 + Qa, n2 =+ ﬁa) ) (313)

avec, on le rappelle (section 3.3.1.3) :

Qy =2 +¢, Ba=1+4c¢, e 1.
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3.3.3.4 Loi a posteriori de la largeur s

La loi a posteriori de s s’écrit :

p(s|w,x, A\, ra, 7p) X p(W|X, 8, A\, Ta, ) P(S),
X P(W|X7 S, Tb)p(s)a

d’ou :

1
5 ~ exp <—ﬁ|]w — Hx|]2> Tg+(s). (3.14)

ol s intervient dans la matrice de Toeplitz H.

On peut montrer que, en pratique, la loi a posteriori conditionnelle de s (et, par extension, des
paramétres de forme de la raie) est bien intégrable quelle que soit la forme de la raie. En effet,
p(s|w,x, A\, ra, 7p) peut étre majorée par la fonction exp(—as) (a € RT) qui est intégrable car :

1
Ja € RY,Vs € RT, exp <—?HW — Hx||2) I+ (s) < exp(—as),
b
1
& - —|lw—Hx|* < —as,

2rp
& ||lw - Hx||* > 2rpas

Or, ||w — Hx||? est toujours strictement positif quelle que soit la valeur du paramétre de forme. En
effet, ce terme s’annule seulement lorsque w = Hx, ce qui est n’est pas possible en pratique lorsque le
signal w est bruité. En particulier, I'inégalité est évidente puisque le bruit crée des échantillons négatifs
et que le spectre pur est forcément positif. Par conséquent, il est possible de trouver une valeur de «
pour laquelle p(s|w,x, A, ra,7p) est minimisée par exp(—as), prouvant alors U'intégrabilité de la loi a
posteriori conditionnelle.

3.3.3.5 Loi a posteriori de la variance du bruit r
La loi a posteriori de r, s’écrit :
p(rp|wW, X, s, A\, 7a) X p(W|X, 8, A, Ta, ") P(TDb),
o p(wx,s,75)p(TD),
d’otu :
p(rp|wW, X, 8, A\, Ta) X m exp <—i[|w — HXH2> %

Ainsi, la loi a priori de 7, est une inverse gamma :

(3.15)

_ 2
o7 (3, LBy

27 2
3.4 Implémentation de I’échantillonneur de Gibbs

Le modéle hiérarchique permet d’utiliser naturellement 1’échantillonneur de Gibbs. Nous utilisons
la version a balayage aléatoire (cf. section A.3.2), c’est-a-dire que les variables x,,, s, A\, 75 et rp, sont
échantillonnées dans un ordre aléatoire & chaque itération.

Il existe peu d’études sur le choix des valeurs initiales d’'une méthode MCMC [44, p. 13 et p. 431].
Elles peuvent étre fixées par l'utilisateur ou générées a partir de leur loi a posteriori. Cependant, les
paramétres des lois a posteriori ne sont pas connus puisqu’ils sont eux aussi des variables du modéle.
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C’est pourquoi nous laissons a l'utilisateur le choix des valeurs initiales. De toute maniére, pour une
chaine de Markov irréductible, I’échantillonneur de Gibbs est assuré de converger vers la distribution
d’équilibre quelles que soient les valeurs initiales (mais le temps de convergence peut étre réduit en
initialisant la chaine & une valeur raisonnable). Heureusement, il est en général assez facile de déterminer
de maniére grossiére la variance du bruit et des pics, le nombre de pics, et enfin les paramétres de la
réponse impulsionnelle : en effet, des mesures approximatives sur le signal de mesure permettent de
donner un ordre de grandeur aux valeurs initiales assez proche des valeurs réelles des paramétres,
accélérant ainsi la convergence de 'algorithme.

Echantillonnage de x,

L’échantillonnage de x,, est assez simple puisqu’il suffit d’échantillonner les variables q, puis a,
dont les lois a posteriori sont facilement échantillonnables :

1. calcul des parametres A1 p, fi1,n et p1pn;
2. échantillonner q, ~ Ber(A1 ) ;
3. si q, = 1, échantillonner a,, ~ N+(M1,n,/)1,n), sinon a,, = 0.

La génération de variables aléatoires distribuées suivant une gaussienne & support positif a fait ’objet
de plusieurs travaux présentés dans ’annexe C. On y propose également un algorithme d’acceptation-
rejet mixte utilisant plusieurs lois candidates et dont le taux d’acceptation moyen est trés élevé, donnant
ainsi une méthode d’échantillonnage rapide.

La génération de qp, se fait au moyen de méthodes classiques [93].

Echantillonnage de s

Puisque la loi a posteriori de s n’est pas directement échantillonnable, nous proposons d’utiliser un
algorithme de Metropolis-Hastings pour en générer des échantillons. Plus précisément, nous utilisons
un algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire car la forme de la loi n’est pas connue, et
donc nous ne pouvons pas proposer une loi candidate satisfaisante (cf. annexe A).

En général, la loi candidate d’un algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire est uniforme,
gaussienne ou de Student [93, 103|. Nous choisissons une loi candidate gaussienne car elle est a support
infini et simulable facilement. Elle est centrée sur s~ valeur du parameétre a 'itération précédente, et
de variance rg choisie au préalable. Comme la largeur s d’une lorentzienne est positive, nous choisissons
une loi candidate normale définie sur RT : A/ +(s("*1),rs). Finalement, comme la loi candidate est
symétrique®, I’algorithme obtenu est un algorithme de Metropolis (cf. annexe A).

L’efficacité de 'algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire dépend beaucoup du para-
métre d’échelle ry de la loi candidate. Si la variance est trop faible, la chaine de Markov risque de
converger trop lentement ; au contraire, si la variance est trop grande, 1’algorithme va rejeter un grand
nombre de propositions. Gelman et al. [39] recommandent par exemple de chercher & atteindre un
taux d’acceptation de 0,5 pour les modeéles de dimension 1. En général, le réglage de la variance est
heuristique. Dés lors, nous proposons simplement de fixer dés le départ la valeur de rg pour que le taux
d’acceptation de I'algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire soit d’environ 0,5.

Le calcul du taux d’acceptation de l'algorithme de Metropolis peut conduire a des erreurs nu-
mériques. Pour éviter cela, nous en proposons maintenant une implémentation particuliére. Le taux
d’acceptation de I’algorithme de Metropolis s’écrit :

3Pour s’en convaincre, il faut remarquer que I+ (3) = lp+ (8(171)) (ou s est le candidat) puisque, par construction, s
et s071 sont positifs.
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ol s est le candidat. D’un point de vue algorithmique, il est inutile de calculer le minimum entre 1 et le
rapport des deux probabilités puisqu’accepter s avec la probabilité « est implémenté en échantillonnant
une variable aléatoire uniforme u ~ Ujgq) et en acceptant s si et seulement si u < «, ce qui revient
simplement & calculer le rapport :

p(s)

p(s(=1))

Ainsi, au niveau de 'algorithme, s est accepté si et seulement si

u <

exp (— [|w — Hx||?/2r)
exp ( —|lw — H(Fl)x||2/2rb) ’

~or (11w = x| lw = HOOx?) )
b

& —2r, In(u) > ||jw — Hx||?> — ||w — HO- Vx| 2,

4 u <

u<exp<

ot H correspond a la matrice H calculée avec 3 et HO~Y est la matrice H a litération précédente. L'in-
térét d’une telle implémentation consiste simplement & éviter les erreurs de débordement de précision
lors du calcul du rapport entre les deux exponentielles.

Echantillonnage des hyperparamétres \, r, et r,

Enfin, pour I’échantillonnage des hyperparamétres A, r, et rp, il existe des méthodes classiques
telles que celles données dans [93] et présentées dans ’annexe D. Pour I'implémentation, nous utilisons
la boite & outils Matlab Stixbox [56].

3.5 Choix des estimateurs

L’estimateur au sens de Iespérance a posteriori (EAP) est un estimateur naturel & implémenter a
partir d’'une chaine de Markov. En effet, il suffit d’approcher cet estimateur par une moyenne de la
chaine de Markov obtenue :

I
~EAP 1 .
0 =Epl0] ~ ——M— E 10
0[] [-Ih+1%

(Ip étant la longueur de la période de transition). C’est pourquoi I'estimateur EAP est utilisé afin d’ob-
tenir une estimation de la réponse impulsionnelle : il suffit de calculer la moyenne de s(). L’estimateur
EAP est également utilisé si 'on souhaite obtenir une estimation des hyperparameétres A, r, et rp.

Par contre, 'estimation du signal impulsionnel n’est pas aussi évidente. Dans cette section, nous
nous concentrons sur le choix de cet estimateur. Dans un premier temps, nous présentons les deux
estimateurs proposés par Cheng et al. [20] et Rosec et al. [97] qui utilisent une modélisation et une
résolution du probléme proche de celle utilisée dans ce chapitre. Nous appliquons ces estimateurs a la
chaine de Markov générée et montrons qu’ils peuvent, dans certains cas, conduire a une interprétation
erronée. Nous proposons dans un deuxiéme temps un estimateur original permettant d’obtenir une
meilleure interprétation des résultats.

Dans la suite, on suppose donc que ’échantillonneur de Gibbs a généré les chaines de Markov de x et
q. Pour simplifier, nous supposons que la période de transition de la chaine de Markov est négligeable
ou a été supprimée : la chaine est considérée stationnaire de i =1 a ¢ = I.

Considérons 'exemple académique d’une chaine de Markov telle que I = 4 (figure 3.9) et ou des
échantillons placés n’importe ot sur {1,..., N} sont répertoriés par les indices ni, ..., ng. En ny et ng,
les pics (d’amplitudes respectives 1 et 1/2) sont toujours générés; en ng, un pic d’amplitude 1 n’est
généré qu’a la premiére itération ; en ng aucun pic n’est généré ; et enfin un pic d’amplitude 1 est généré
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alternativement en ns et ng (qui sont deux échantillons trés proches : ils sont consécutifs ou séparés
par un pixel), signifiant qu’il y a probablement un pic d’amplitude 1 situé entre ns et ng, mais qu’il
est difficile de le positionner avec précision. Les résultats fournis par les estimateurs de Cheng et al. et
Rosec et al., ainsi que le ndtre, sont également représentés sur la figure et discutés ci-apreés.

S R T

v

ni ng ns ny ns  nNe
e T T ? [
n1 n'g 72'3 N4 725‘ Ng g
e T T v ]
niy an ’rlv3 Ny ns v’rLﬁ g
e I T t [
niy 7;2 1’:3 ny ’I’L5' Ng g
estimateur de Cheng et al. I T T T
1 1 0 1 11
estimateur de Rosec et al. I
(Qmin <0, 5) T ° ° T T >
1 0 0 1 11
estimateur proposé I T T T T x
1 1/4 0 1 1/21/2 ’

Fia. 3.9 — Comparaison des différents estimateurs d’un processus Bernoulli-gaussien.

3.5.1 Estimateur de Cheng et al.

Dans [20], les auteurs ne considérent pas le vecteur q des occurrences des pics et proposent d’estimer
X, au sens de 'EAP. Cette quantité n’étant pas calculable explicitement, I'estimateur est approché
par :

1< .
7273
1=

Le résultat fourni par cet estimateur sur I’exemple de la figure 3.9 donne un résultat cohérent en ny,
n3 et ng seulement. En revanche, en ns, cet estimateur considére qu’il y a un pic d’amplitude 1/4, ce
qui n’est pas le cas : il n’y a sans doute aucun pic a cet endroit, le pic généré a la premiére itération
de la chaine de Markov pouvant étre considéré comme un artefact. De plus, 'analyse de ’estimation
indique qu’il y a deux pics d’amplitude 1/2 en ns et ng, alors qu’il n’y en a qu'un seul. Cependant,
ces deux pics étant trés proches, on peut supposer qu’il n’y en a en fait qu'un d’amplitude double,
c’est-a~-dire d’amplitude 1.
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3.5.2 Estimateur de Rosec et al.

Rosec et al. [97], pour leur part, prennent en compte le vecteur q et l'estiment en testant la valeur
de la somme des échantillons de la chaine de Markov :

~ A {1 si IZZ 1Qn > Qmin;

qn =
0 sinon,

Ol @min st un seuil fixé a priori. En particulier, le choix gmin = 0,5 n’estime & 1 que les pics qui
apparaissent pendant plus de la moitié des itérations de la chaine de Markov. Cela revient donc a
estimer q au sens du MAP (maximum a posteriori). Si par contre gmin = 0, alors I'estimateur de Rosec
correspond a l'estimateur de Cheng.

L’estimateur de 'amplitude est ensuite défini par :

( I

siqn, =1,
Zz—l Z '

:1
(z
qyp’ =1

<)
3
[I>

I
1 .
- (%) foes
E b'e siqn =0,
SLa-at) =7
\ qa(f):o

En d’autre termes, si le nombre de pics générés au point n est trop faible (q, = 0), cet estimateur
considére qu’il n’y a aucun pic. Si au contraire il y a suffisamment de pics générés (q, = 1), alors
Iestimation de I'amplitude correspond & la moyenne des amplitudes des pics générés. La difficulté
vient alors du choix de la valeur de quin.

Cet estimateur, qui constitue I'étape de décision de l'algorithme MPM, est également utilisé par
Bourguignon et al. [6].

L’estimateur appliqué a la chaine de Markov de la figure 3.9 donne un résultat correct pour les pics
en ni, ng et ng, ainsi qu’en ng ou 'artefact est correctement ignoré. Cependant, avec guin < 0,5, il
estime deux pics d’amplitude 1 en ns et ng alors qu’il n’y en a qu'un seul. Si au contraire ¢umin > 0,5,
alors aucun pic ne sera estimé en ns et ng, ce qui n’est pas non plus une solution acceptable.

3.5.3 Estimateur proposé

La principale limitation des estimateurs précédents provient de la prise de décision sous-jacente a
I'estimateur. Pour le premier estimateur, tous les pics sont considérés comme étant significatifs, alors
que pour le deuxiéme, seuls les plus probables sont pris en compte. Afin d’améliorer I’analyse de la
chaine de Markov, nous proposons un troisiéme estimateur constitué de deux indices représentant
respectivement la probabilité d’occurrence d’un pic et son amplitude :

I

~ a1 (7) z 2 1 (@)

qn = 7 an 9 Xn = i Z XTL .
1 i=1 ZiI:1 qu) i=1

Nous ne considérons pas ces deux quantités comme des estimateurs a proprement parler de q et de
x. En effet, nous pensons qu’'un estimateur doit conserver les contraintes les plus fortes imposées
a la quantité estimée. Ainsi, un estimateur de q devrait étre a valeurs dans {0,1} et fournir une
estimation de I'occurrence des pics. Ce n’est manifestement pas le cas de q puisqu’il permet d’obtenir
une estimation de la probabilité d’occurrence des pics. C’est pour cette raison que nous parlons d’indice
et non d’estimateur.

Notons que pour I — oo, ces quantités reviennent a :

an - Eqn [qn]7 Xp — Exn [Xn‘QR = 1]-
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Ainsi, dans le cas de la figure 3.9, les pics en ny, ng et ng sont correctement estimés, et la méthode
estime un pic d’amplitude 1 et de probabilité d’existence 1/4 en ng. Le caractére éphémeére de l'artefact
est donc représenté par une faible occurrence. Enfin, en ns et ng deux pics d’amplitude 1 sont estimés,
mais de probabilité d’existence 1/2, ce qui reflete mieux le comportement de la chaine de Markov.
Comme les deux pics sont trés proches, on peut suivre I'idée de Rosec et al. [97] qui conseillent de
remplacer ces pics par leur centre de gravité, c’est-a-dire que la position du vrai pic (respectivement
son amplitude) correspond au barycentre des positions (respectivement des amplitudes) des pics, ou
les poids sont les probabilité d’occurrence, soit, pour notre exemple :

n5an5 + nﬁana

position = — —
qTL5 + qm;
amplitude = X5 s+ X Ang )
qTL5 + (Ing

On peut donc penser qu’il n’y a qu’un seul pic situé en (ns + ng)/2 et d’amplitude (1+1)/2 =1. Sile
vrai pic était situé plus prés de n5 que de ng, alors la chaine de Markov aurait logiquement généré plus
de pics en n5 qu’en ng. La probabilité d’occurrence du pic en ns serait donc supérieure a celle en ng :
c’est pour cette raison que le calcul de I'estimateur doit prendre en compte la probabilité d’occurrence.

Ces deux indices permettent ainsi un analyse plus fine de la chaine de Markov que les estimateurs
proposés par Cheng et al. |20] et Rosec et al. [97]. Contrairement & ceux-ci, nous préférons laisser la
prise de décision a l'utilisateur. C’est une étape plus longue et plus fastidieuse puisqu’elle n’est pas
automatique ; en revanche, elle permet d’éviter certaines mauvaises interprétations du résultat.

En fait, tout se passe comme si I'estimateur proposé regroupait en un seul signal presque toute
I'information de la chaine de Markov. En effet, la seule information perdue est I’ordre des itérations,
mais cette information n’est pas nécessaire pour le calcul de I'estimateur.

3.6 Application sur des spectres simulés

3.6.1 Cas de raies identiques

Afin de valider notre méthode et d’illustrer la pertinence de l’estimateur, nous avons simulé un
spectre sur lequel a été appliquée la méthode proposée dans ce chapitre®. Le spectre est sans ligne de
base, de longueur N = 500 et sur lequel 10 raies ont été placées : cela correspond donc & un paramétre
de Bernoulli A = 0,02 et la variance de 'amplitude est 75 =~ 0, 84. Les raies sont toutes des lorentziennes
de largeur s = 6, et le bruit a pour variance r, = 5,25 x 1073, correspondant a4 un RSB de 20,5 dB
environ. Le spectre et les raies sont représentés sur la figure 3.10 et les positions et amplitudes sont
répertoriées dans le tableau 3.1.

Ce spectre permet de faire apparaitre les principales difficultés auxquelles I'algorithme peut étre
confronté : raie d’intensité trés faible, raies trés proches et d’intensité trés différentes ou similaires, etc.

La méthode proposée a été appliquée sur ce spectre simulé, avec les valeurs initiales suivantes :
A=0,5, ra = 2, s =10, r, = 0,1,

et un spectre initial nul.

Nous avons effectué I = 4000 itérations de I’échantillonneur de Gibbs; la figure 3.11 représente
I’évolution des chaines de q, ra, A, s et rp. La longueur de la période de transition a été choisie a
Ip = 1000 itérations. Le temps de calcul nécessaire a été d’environ 870 secondes.

4Les simulations et les calculs ont été réalisés avec le logiciel Matlab 6.5, sur un Pentium 4 a 1,8 GHz et 256 Mo de
mémoire RAM.
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F1G. 3.10 — Spectre bruité simulé.

1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
c* |[40,2 | 115,09 | 130 | 186,5 | 1956 | 216,1 | 300,3 | 363,8 | 374,4 | 432,
a* || 01| 31 |04 14 | 13| 1,1 | 26 | 14 | 05 | 05

TAB. 3.1 — Positions et amplitudes des raies du spectre pur.

Estimation des hyperparamétres

Les hyperparameétres de la méthode ont été estimés au sens de 'EAP. Le tableau 3.2 donne les
valeurs réelles et estimées des hyperparamétres, ainsi que ’écart-type et le biais des estimations.

valeur réelle | estimation | écart-type biais
Ngq 10 15,1270 1,2299 5,1270
A 0,02 0,0107 0,0027 —0,0093
Ta 0,8484 1,0064 0,3691 0,1580
S 6 5,8293 0,0754 —0,1707
b 5,25x1073 544x1073 | 0,36x1073 | 0,19x1073

TAB. 3.2 — Estimation des hyperparamétres.

Nous pouvons constater que la largeur de la lorentzienne et la variance du bruit sont correctement
estimés. Par contre, cette simulation a montré que Nq et r, sont estimés avec un biais positif et A avec
un biais négatif. Ce comportement a également été observé dans d’autres simulations. En particulier,
nous pensons que le biais sur Ng peut s’expliquer par le fait que certaines grandes raies sont parfois
estimées par deux pics assez proches (voir plus loin) et que le biais négatif sur A est peut étre di a la
loi a priori qui serait trop informative.

Estimation du spectre pur
L’estimation du spectre pur (q et X) est présentée sur la figure 3.12.
La raie 1, de petite amplitude, est estimée par un ensemble de pics de petites amplitudes et de

probabilité d’occurrence de 10 % environ. Cet étalement est sans doute dii au fait que la méthode a
du mal a positionner précisément la raie dans le bruit ambiant. Nous sommes donc dans le cas étudié
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FIG. 3.11 — Evolution des chaines de Markov (tirets : valeurs réelles).
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F1G. 3.12 — Estimation du signal impulsionnel. Les o indiquent les raies réelles.

dans la section 3.5 pour les pics ns et ng. Par conséquent, nous utilisons la procédure proposée pour
recombiner cet ensemble de pic en un seul.

Par ailleurs, on s’apercoit que les raies 2, 6, 7 et 8 ont été estimées par deux pics successifs ou
séparés par un échantillon. Le fait d’avoir une raie estimée par deux pics est malheureusement assez
fréquent en déconvolution impulsionnelle myope [6, 97]. Il s’explique par la lenteur de convergence
de I’échantillonneur de Gibbs qui est attiré par des modes locaux et est incapable de passer par une
solution de plus faible probabilité [14, 93]. En effet, comme 1’échantillonneur de Gibbs ne simule qu’'une
variable & la fois, la solution qui consisterait & supprimer 'un des deux pics puis & mettre a jour les
parameétres du pic restant conduirait a une probabilité plus faible que la probabilité de l'itération
considérée : il est donc difficile pour la chaine de s’échapper de ce mode local. Ce type de situation est
une limitation de la méthode.

Bourguignon et al. [6] proposent une modification de 1’échantillonneur de Gibbs en ajoutant une
étape de simulation a I'algorithme. Cette étape consiste & inverser les valeurs de q de deux échantillons
successifs choisis au hasard, puis a recalculer 'amplitude des échantillons par une méthode détermi-
niste. Ce mouvement est accepté s’il accroit la loi conditionnelle p(x|w, A, 7a, s, 7). En pratique, cette
procédure est proposée avec une probabilité décroissante exponentiellement, assurant la convergence
de la chaine vers la loi a posteriori. Cependant, aucune étude théorique n’a encore été réalisée par
rapport a cette procédure.

Nous préférons appliquer une méthode manuelle qui consiste & remplacer les deux pics par un pic
dont la position correspond a la moyenne des positions des pics pondérées par leur amplitude, et
I’amplitude & la somme des amplitudes pondérées par la probabilité d’occurrence.

Le tableau 3.3 présente 'estimation finale, aprés avoir regroupé les pics.

k 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
¢ |[ 402 | 115,9 | 130 | 186,5 | 195,6 | 216,1 | 300,3 | 363.8 | 3744 | 4325
a* || 0,1 31 | 04| 14 | 13 1,1 2,6 14 | 05 | 05
T |[41,77 [ 115,82 | 128 | 187 | 196 | 215,78 | 300,29 | 363,48 | 374 | 432
a | 009 | 314 |044| 1,36 | 1,23 | 1,12 | 2,67 | 146 | 0,53 | 0,55

TaB. 3.3 — Estimation du signal impulsionnel aprés interprétation.
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3.6 Application sur des spectres simulés

Le résultat de cette interprétation de l'estimation est trés satisfaisant. En particulier, I'analyse
visuelle de 'estimateur qui consiste a regrouper deux pics trés proches donne un résultat trés bon.
Toutefois, on pourrait penser qu’il y a également un pic d’amplitude 0,16 en 179,78, car, comme la raie
1, il y a une zone de probabilité d’occurrence assez importante aux environ de n = 180.

En conclusion, la méthode d’estimation a permis, une fois que I'estimation ait été interprétée, de
retrouver toutes les raies du signal, y compris la raie 1 noyée dans le bruit. Cependant, il est clair
que la qualité de 'analyse est trés fortement liée a la sélection de la zone relative & un pic, étape qui
a I’heure actuelle est laissée a I'appréciation de l'utilisateur. Le développement d’une technique plus
objective reste un probléme ouvert et le sujet de recherches futures.

Comparaison avec les estimateurs de Cheng et al. et Rosec et al.

A titre de comparaison, les estimateurs de Cheng et Rosec ont été appliqués sur la chaine de Markov
issue de notre algorithme : les résultats sont présentés figure 3.13.
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(c) Estimation de Rosec (gmin = 0, 1). (d) Estimation de Rosec (g¢min = 0, 5).
F1G. 3.13 — Estimation du signal impulsionnel avec les estimateurs de Cheng et al., Rosec et al. et le
notre.

De ces trois résultats, on peut déja remarquer que l'estimateur de Cheng et al. (figure 3.13(b)) ne
fournit pas un résultat impulsionnel puisqu’il y a un pic a presque tous les échantillons. Pour cette
raison, l'estimateur de Rosec et al. est préférable : en fonction du seuil ¢uin, on peut obtenir plus ou
moins de pics dans le signal estimé. Ainsi, avec qmin = 0, 1, on retrouve bien la premiére raie d’intensité
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trés faible (bien qu’elle soit estimée par plusieurs pics), mais de faux pics apparaissent également autour
de la quatrieme raie. Ces pics disparaissent si le seuil est augmenté, mais cela a pour conséquence de
faire également disparaitre I’estimation du premier pic.

Ces applications montrent, comme il a été dit de maniére théorique dans la section précédente, qu’il
est parfois préférable de ne pas utiliser de prise de décision automatique.

3.6.2 Cas de raies différentes

Nous avons voulu étudier le comportement de la méthode par déconvolution impulsionnelle myope
dans le cas ou les raies du spectre sont de largeurs différentes. Pour cela, nous avons simulé un spectre
identique au spectre précédent mais dont les raies sont de largeurs différentes. La figure 3.14 représente
le spectre et le tableau 3.4 reporte les parameétres des dix motifs.

La méthode proposée a été appliquée sur ce spectre simulé, avec les mémes valeurs initiales que
précédemment :

A=0,5, ra = 2, s =10, r, =0,1,

et un spectre initial nul.

Nous avons effectué I = 4000 itérations de ’échantillonneur de Gibbs et la longueur de la période de
transition a été choisie & Iy = 1000 itérations. Le temps de calcul nécessaire a été d’environ 877 secondes,
ce qui est équivalent au temps de calcul qu’il a fallu dans le cas d’un spectre ou les raies sont identiques.
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F1G. 3.14 — Spectre bruité simulé.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c* || 40,2 | 115,9 | 130 | 186,5 | 195,6 | 216,1 | 300,3 | 363,8 | 374,4 | 432,5
a* || 0,1 3,1 104 ] 14 1,3 1,1 2,6 1,4 0,5 0,5
s* 10 6 15 10 15 20 6 15 6 30

TAB. 3.4 — Positions et amplitudes des raies du spectre pur.

L’estimation obtenue est représentée figure 3.15. Comme ce résultat est difficilement analysable,
nous avons également représenté son interprétation figure 3.16 en regroupant les pics de la méme
maniére que dans la section 3.6.1.

Tout d’abord, on s’apergoit que les raies 2 et 7, qui sont les deux raies de largeur la plus faible,
sont correctement estimé par un pic dont la position et 'amplitude sont bien estimés. Cela s’explique
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F1a. 3.15 — Estimation du signal impulsionnel. Les o indiquent les raies réelles.
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F1G. 3.17 — Raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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par le fait que la seule maniére possible pour la méthode de reconstruire correctement le spectre est
d’estimer au mieux les raies les plus fines, puis d’estimer les autres a ’aide d’une combinaison de pics
fins. En effet, la largeur estimée est égale & 6,34 et les raies plus larges du spectre sont estimées par
plusieurs pics.

Notons que la raie 9 est également de largeur 6. Si elle n’est pas estimée correctement, c¢’est pro-
bablement parce que la raie 8 en est trés proche, et qu’il est difficile pour 'algorithme de séparer
correctement ces deux raies.

Le spectre reconstruit est représenté figure 3.17. La qualité de la reconstruction dépend de l'inter-
prétation des pics qui est une étape subjective.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, le probléme de I'estimation des raies du spectre est vu comme un probléme de
déconvolution impulsionnelle positive myope non supervisée. Cette formulation implique deux simpli-
fications importantes, & savoir que les raies estimées sont de méme forme et de méme paramétres de
forme et qu’elles sont situées sur la grille d’échantillonnage. Ces simplifications permettent de résoudre
le probléme a I’aide d’une méthodologie trés répandue et d’obtenir de bons résultats, pourvu que les
vraies raies soient de formes identiques.

La méthode été développée dans un cadre totalement bayésien. En particulier, le spectre pur a été
modélisé par un processus Bernoulli-gaussien restreint au support positif afin de ne générer que des pics
d’amplitude positive. A cet égard, nous avons développé une méthode originale de simulation d’une loi
normale tronquée grace a un algorithme d’acceptation-rejet mixte (voir annexe C). Par ailleurs, nous
avons également introduit dans ce chapitre le probléme d’indéterminations en déconvolution myope.
Dans notre cas, les indéterminations sont levées en posant comme hypothéses le caractére blanc — et
plus particuliérement Bernoulli-gaussien — de x et le fait que h soit centré et d’amplitude maximale
un.

Les raies étant de forme connue, seuls ses paramétres de forme sont & simuler; cela permet non
seulement de réduire le nombre de variables du probléme mais également d’introduire dans le modéle
le maximum d’information a priori. Dés lors, les performances de I'algorithme en termes de temps de
calcul et d’estimation sont améliorées par rapport & une approche ol aucune connaissance a priori
n’est introduite sur h.

Les hyperparamétres ont également été modélisés par des lois a priori, constituant en cela une
approche bayésienne hiérarchique et permettant d’introduire des connaissances qualitatives. Nous avons
utilisé deux types de lois a priori. D’une part, des lois a priori conjuguées ont été utilisées pour éviter
d’avoir & faire a des problémes de dégénérescence et permettre d’obtenir des lois a posteriori classiques
et donc facilement simulables. D’autre part, des lois non-informatives de Laplace ou de Jeffreys ont été
proposées afin de garantir 'intégrabilité des lois a posteriori conditionnelles, & défaut de I'intégrabilité
de la loi a posteriori conjointe.

Les inconnues ont été simulées grace a I’échantillonneur de Gibbs qui est une méthode d’optimisation
naturelle dans le cas d'un modéle bayésien hiérarchique. Un estimateur original a alors été proposé
en calculant deux indices qui permettent de condenser toute I'information intéressante de la chaine de
Markov dans un seul signal. Une analyse de ce signal permet, en particulier, de retrouver des pics qui
ont été difficilement générés par la chaine de Markov.

Enfin, la méthode a été appliquée sur un spectre simulé afin d’illustrer ses performances ainsi que
la pertinence de I'estimateur. Il a cependant été noté que, parfois, une raie peut étre estimée par deux
pics. Ce probléme provient de la lenteur de convergence de ’échantillonneur de Gibbs et constitue donc
un inconvénient de la méthode. Néanmoins, une analyse visuelle permet de regrouper ces deux pics,
résultant alors en une estimation correcte de la raie.

Malgré tout, cette approche posséde trois limitations particuliérement génantes.
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La premiére limitation réside dans le fait que, & cause de la modélisation Bernoulli-gaussienne, les
raies estimées ne sont situées qu’aux « instants » d’échantillonnage. Il serait intéressant de mettre en
place une méthode qui puisse estimer les positions des raies en n’importe quel nombre d’onde. Un
processus de Poisson, qui peut étre considéré comme un cas limite du processus de Bernoulli avec un
pas de discrétisation nul, pourrait résoudre ce probléme [67].

La deuxiéme limitation réside dans 'opération de convolution qui suppose implicitement que toutes
les raies sont identiques. Bien que 'approche développée dans ce chapitre donne une estimation peu
satisfaisante mais que ’on sait toutefois interpréter, il est tout de méme préférable de développer une
méthode qui puisse prendre en compte les différences de forme des raies.

Enfin, la troisiéme limitation concerne le nombre de variables a estimer. En effet, dans un spectre
de N échantillons, seuls AN échantillons correspondent & des pics d’amplitude non nulle. La méthode
proposée ici nécessite tout de méme d’estimer les (1 — A)N échantillons nuls. Ce probléme est bien stir
intrinseque a la modélisation Bernoulli-gaussienne. Or, cette modélisation considére implicitement que
A = 0, sans quoi le signal ne posséde plus son caractére impulsionnel et le processus Bernoulli-gaussien
devient un modéle inadapté. I est donc dommage de simuler tous les échantillons du signal sachant
qu’un grand nombre est nul.

Le chapitre suivant propose une modélisation différente qui permet d’éliminer ces trois limitations :
le probléme est alors considéré comme une décomposition en motifs élémentaires.






Chapitre 4

Estimation des raies par décomposition en
motifs élémentaires

4.1 Formulation du probléme

4.1.1 Modélisation du spectre

Nous proposons dans ce chapitre une alternative a la méthode d’estimation des raies proposée dans
le chapitre 3. Cette nouvelle approche consiste a exploiter directement I’équation (1.2) sans faire de
simplification ni sur les positions des raies, ni sur leur paramétres de forme. Nous considérons donc
le spectre pur comme une somme de motifs (des lorentziennes) dont la position, Pamplitude et les
parameétres sont & estimer :

K 2

S
¥ne{l,... N}, va=)Y app—t—0.
{ } n £ kS%+(7’L—Ck)2

soit :
K
v = Zakh(ck,sk) (4.1)
k=1

ou :
hy (cy, si,) )

S
h(Ck,Sk) = et hn(Ck,Sk) = S,%_—l—(n—k—ck)Q
hy(cg, sk)

En temps continu, I'approche utilisée ici peut étre modélisée par le systéme représenté figure 4.1,
ou h;(t) est une lorentzienne de largeur s;.

aide, (1) — ha(t) b(t>
4
e, (t) —  Iaft) T3 o(t) w(t)
arde,(t) — hk(t)

FiG. 4.1 — Décomposition en motifs élémentaires dans le cas de motifs différents.

Le probléme de I’estimation des raies du spectre consiste donc désormais en ’estimation du nombre
de motifs K, de leur position, amplitude et paramétres : c¢’est donc clairement un probléme de décom-
position en motifs élémentaires.
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Cette approche peut bien siir étre appliquée aux spectres dont les motifs sont tous de méme largeur.
Pour cela, il faut considérer que tous les éléments de s sont identiques, donc que s = s pour tout
ke {1,...,K}. Sicela n’est pas fait, 'estimation risque d’étre moins bonne puisque le fait de ne pas
considérer les motifs identiques constitue une connaissance a priori en moins. De plus, comme il y a
plus de variables & estimer, I'estimation sera plus lente.

Grace a cette modélisation, les limitations du modéle précédent ont été supprimées : les motifs ne
sont pas forcés en des positions discrétes, les paramétres de forme peuvent étre différents et le nombre
de variables est réduit. Désormais, la difficulté provient du choix de la forme du motif : en spectroscopie
infrarouge et Raman, un motif lorentzien ou gaussien convient la plupart du temps, mais dans certains
cas les raies ne sont pas symétriques ou elles ont une forme plus compliquée qu’une simple lorentzienne
ou gaussienne (par exemple une fonction de Voigt). En outre, ce modeéle considére que le spectre est
échantillonné de maniére réguliére, ce qui n’est malheureusement pas toujours le cas pour des raisons
techniques.

4.1.2 Méthodes de décomposition en motifs élémentaires

Dans [83, 84|, Mohammad-Djafari pose le probléme de la décomposition en motifs élémentaires dans
un cadre bayésien, en supposant entre autres que la forme des réponses impulsionnelles est connue.
L’optimisation du critére a posteriori est effectué grace & une version modifiée de 'algorithme de
Newton-Raphson ou grace & un algorithme de type acceptation-rejet, au risque de tomber dans un
minimum local. L’estimation du nombre de motifs K n’est cependant pas optimale puisqu’elle consiste
a répéter K fois 'algorithme en testant toutes les valeurs de K, et en sélectionnant celle qui minimise
le critére. De fait, I'algorithme est trés long & converger.

La complexité du probléme fait maintenant préférer 'usage de méthodes MCMC. Citons parmi les
travaux publiés ceux de Fischer et al. [34], de Gulam Razul et al. [47, 48] en spectroscopie nucléaire
et de Haan et al. [49, 50| en génétique (séquencage d’ADN). Ces travaux sont similaires puisqu’ils
sont posés dans un cadre bayésien et utilisent le méme algorithme d’optimisation, & savoir I’algorithme
RIMCMC (Reversible Jump MCMC') de Green [46, 91]. En effet, une méthode MCMC classique ne
peut pas étre utilisée car la dimension du modéle peut varier d’une itération a l'autre. L’algorithme
RIMCMC effectue des « sauts » entre des espaces de dimensions différentes, permettant ainsi au
nombre de motifs de varier.

Les différences principales entre ces méthodes viennent du choix des a priori des paramétres du
probléme et de I’application.

Malheureusement, & part 'estimation du nombre de motifs qui est effectuée en calculant le maxi-
mum a posteriori marginal (MMAP), ces travaux ne détaillent pas 'estimateur utilisé pour le signal
impulsionnel. Pourtant, c’est une étape indispensable et qui, dans le cas de la décomposition en motifs
élémentaires, fait apparaitre des problémes de permutation d’indices trés génants pour I'estimation du
signal. Dans la section 4.4, nous discutons des méthodes de ré-indexage traditionnellement utilisées en
décomposition de mélange de lois et proposons une méthode originale et efficace dans le cadre de notre
estimation.

4.1.3 Approche retenue

Pour les mémes raisons que dans le chapitre précédent, I'inférence bayésienne couplée 4 une méthode
MCMC est utilisée pour apporter le maximum de connaissances a priori et résoudre le probléme
d’optimisation.

Toutefois, une méthode MCMC classique ne peut s’appliquer ici, en particulier parce que la loi jointe
des paramétres n’est pas stationnaire car le nombre de motifs (et donc de variables a estimer) peut
varier d’une itération a 'autre. En d’autres termes, le nombre d’inconnues est également une inconnue.
Nous proposons dans ce chapitre une approche originale pour laquelle le modéle est de dimension
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fixe, permettant alors d’utiliser un algorithme MCMC classique (en I'occurrence, I’échantillonneur de
Gibbs).

L’idée est de considérer le nombre de motifs fixe et égal & un nombre maximal K, ,x. Ce nombre
est fixé a priori par I'utilisateur et choisi plus grand que le nombre réel de motifs K, mais inférieur au
nombre de points N. Pour éviter d’obtenir un signal estimé de K,,x motifs, nous nous inspirons de
la modélisation Bernoulli-gaussienne (section 3.3.1.1) en introduisant le vecteur q € {0, 1}%max codant
l'occurrence des motifs. Ainsi :

Wk e {1, Kol =1 = a,#0 = le mot%f k est présent dans le spectre,
qr =0 = a; =0 = le motif k est absent du spectre.

Si le motif k est présent, il a pour position cg, pour amplitude aj et pour largeur s;. En revanche, s’il
est absent, cela revient a le négliger car il n’apparait pas dans le spectre. L’amplitude de ce motif est
nulle mais sa position et sa largeur ne le sont pas : ce choix est motivé par la méthode de simulation
utilisée (voir section 4.3).

On note K le nombre de motifs présents et x = (q,a) (contrairement au chapitre précédent, les
vecteurs sont maintenant de dimension Kp,ax). Toujours en s’inspirant de la modélisation Bernoulli-
gaussienne, les occurrences des motifs qj sont distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramétre
A et les amplitudes aj sont distribuées suivant une loi normale & support positif. L’objectif est donc
d’estimer le triplet (c,x,s) et les hyperparamétres du probléme.

L’équation 4.1 se réécrit alors :
Kmax

v = Z xch(cg, sk),
k=1

soit sous forme matricielle :

v = Gx, (4.2)

ou G est la matrice :
G = (h(c1,s1) ... h(cg, sk)).

Grace a cette modélisation, les motifs peuvent maintenant se situer en dehors de la grille d’échan-
tillonnage (cj peut prendre n’importe quelle valeur entre 1 et N) et étre différents les uns des autres.
En outre, le nombre de variables & estimer est inférieur & 'approche précédente puisqu’il est ici de
4Kmax + 3 (q, ¢, a, 8, \, 75 et rp), alors qu’avec un a priori Bernoulli-gaussien, il est de 2N + 4. En
effet, comme on suppose qu’il y a peu de motifs, on peut raisonnablement considérer que Kpax < %N .
Par conséquent, la méthode sera plus rapide (& condition que les simulations de I’échantillonneur de
Gibbs soient de durées similaires pour les deux approches) et I'estimation de meilleure qualité (car il
y a moins d’inconnues pour le méme nombre de données).

Plutot qu'une décomposition en motifs élémentaires, une déconvolution impulsionnelle positive
myope dans laquelle le signal impulsionnel est modélisé par un processus Poisson-gaussien aurait pu
étre envisagée [67]. Cette modélisation permet non seulement de garantir que les raies sont situées en
dehors de la grille discréte mais également de réduire le nombre de variables. Cependant, ’approche par
déconvolution ne permet pas d’avoir des raies de forme différentes. En outre, la dimension du modéle
est variable.

Il est possible d’établir un lien entre la déconvolution impulsionnelle (myope ou non) et la décom-
position en motifs élémentaires. En effet, toute déconvolution impulsionnelle peut étre vue et traitée
comme une décomposition en motifs élémentaires dans laquelle les motifs sont identiques et situés
aux « instants » d’échantillonnage. Ce lien a déja été signalé par Mohammad-Djafari [83, 84|. La mé-
thode proposée dans ce chapitre nous parait alors étre une alternative intéressante a la déconvolution
impulsionnelle puisque le nombre de variables & estimer est plus faible.
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On peut alors effectuer une comparaison des notations entre la déconvolution Bernoulli-gaussienne
et la décomposition en motifs élémentaires (tableau 4.1).

déconvolution décomposition en
Bernoulli-gaussienne | motifs élémentaires
Nombre de pics/motifs Nq K
Nombre maximal de pics/motifs N Kinax
Positions des pics/centres de motifs {1,...,N} c
Amplitude des pics/des motifs x = (q,a) x = (q,a)

TaB. 4.1 — Correspondance des notations entre les approches des chapitres 3 et 4.

4.1.3.1 Lien avec la décomposition de mélange de lois

D’une certaine maniére, le probléme de la décomposition en motifs élémentaires ressemble au pro-
bléme de décomposition en mélange de lois (analysis of miztures models) qui est un probléme largement
traité dans la littérature (voir par exemple [14, 46, 91, 104]). Le paralléle entre ces deux approches a
d’ailleurs été noté dans [34].

Le modé¢le d’un mélange de loi pour des observations indépendantes x = {x;,..., Xy} considére le
cas ol les données sont distribuées suivant la loi :

K
Vne{l,...,N}, Xan(Xn’TUE):Zﬂ'kfk(Xn’&k)v
=1

ot les 7, sont les proportions du mélange (elles suivent une loi de Dirichlet, ¢’est-a-dire qu’elles sont
comprises entre 0 et 1 et de somme unité) et { fx} est une famille de densités de parameétres €. L’objectif
de ce probléme consiste en lestimation des paramétres 0 = {my, &, } a partir de N réalisations, ce
qui est trés semblable au probléme que l'on traite dans ce chapitre. Notons qu’'une contrainte forte du
probléme consiste & considérer la somme des proportions égale & 1'unité.

La différence principale entre ces deux modélisations réside essentiellement dans I'expression de
la fonction de vraisemblance et, par conséquent, dans I'expression des lois a posteriori. Malgré cette
différence, les méthodes de résolution ainsi que certains problémes sont communs [34].

Ainsi, un grand nombre d’articles traitant de 'une ou 'autre de ces deux approches utilisent une
approche bayésienne et un algorithme MCMC pour l'optimisation de la loi a posteriori. En général,
comme l'ordre du modéle K est inconnu, I'algorithme RIJIMCMC est proposé.

De surcroit, ces deux approches font face au probléme de « permutation d’indices » (label-switching
problem, parfois appelé en frangais renversement d’étiquetage) qui définit le fait que, d’une itération a
lautre, deux paramétres (0 et 8y par exemple) peuvent permuter. Dés lors, le calcul de Iestimateur
est trés délicat. Beaucoup de travaux se contentent d’introduire une contrainte d’identifiabilité (par
exemple imposer un ordre inaltérable sur les variables), comme cela a été proposé dans [31]. La sec-
tion 4.4 présente les méthodes de ré-indexage proposées dans la littérature ainsi qu’une alternative a
ces méthodes qui a 'avantage notamment de considérer un nombre de motifs variables en exploitant
le modéle original traité dans ce chapitre.

4.1.4 Organisation du chapitre

Le chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, le choix des lois a priori est consi-
déré dans la section 4.2. Ces lois sont, pour la plupart, similaires aux lois proposées dans le chapitre
précédent.

L’implémentation de I’échantillonneur de Gibbs est ensuite présentée dans la section 4.3. Elle reste
également trés semblable a I'implémentation du chapitre 3 pour la plupart des variables.
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L’estimation du signal impulsionnel est ensuite discutée dans la section 4.4. En effet, peu de travaux
traitant de la décomposition en motifs élémentaires décrivent précisément la procédure a appliquer
pour obtenir une estimation exploitable & partir de la chaine de Markov. Or, cette étape primordiale
pour l'analyse du spectre n’est pas évidente. En effet, une simple estimation au sens de ’espérance a
posteriori est parfois inadéquate, du fait du probléme de permutation d’indices. Aussi, nous présentons
plus en détail ce probléme dans la section 4.4, puis, aprés avoir donné une liste des méthodes permettant
de résoudre ce probléme, nous proposons une procédure originale qui permet d’obtenir une estimation
satisfaisante du signal impulsionnel.

La méthode proposée est ensuite appliquée sur des signaux simulés et réels (sections 4.5 et 4.6).
Afin de comparer avec approche par déconvolution impulsionnelle myope, nous travaillons avec les
mémes signaux simulés que dans le chapitre 3. Les signaux réels correspondent aux signaux de gibbsite
dont la ligne de base a été corrigée a ’aide de 'approche présentée dans le chapitre 2.

Enfin, la section 4.7 conclue le chapitre.

4.2 Modélisation probabiliste

4.2.1 Lois a priori
4.2.1.1 Loi a priori de la position des motifs c

Nous supposons que les motifs sont situés aléatoirement sur [1, N]. Pour cela, une loi a priori
uniforme est utilisée pour ¢y :
Cg ~ u[l,N]' (43)

Cette loi ne correspond pas & une loi non-informative due & un manque de connaissance, mais refléte
bien la volonté de modéliser la position des motifs sur I'intervalle [1, N| sans privilégier un emplacement
par rapport a un autre.

4.2.1.2 Loi a priori de ’amplitude des motifs x

De méme que dans le chapitre 3, un a priori Bernoulli-gaussien a support positif est utilisé pour xy.
Ainsi :
ar ~ Ber(A), et ap~NT(0,7aq),
d’ou :
Xp ~ /\N+(0,Ta) -+ (1 — )\)50(Xk> (44)
4.2.1.3 Lois a priori de la largeur s

Comme dans le cas d’'un motif unique, aucun a priori n’est posé pour s, si ce n’est toujours un a
priori de positivité. La loi a priori s’écrit donc :

Sk ~ UR+. (4.5)

4.2.1.4 Autres lois a priori

Les lois a priori sur A, r5 et rp sont similaires & celles du chapitre précédent :

A~ Be(l, K +1), (4.6)
Ta NIg(O‘aaﬁa)a (47)
Ty ~ 1/7rp. (4.8)

ou K est le nombre de motifs existants, ¢’est-a-dire tels que qx =1 :

Kmax

K=Y a
k=1



86 Chapitre 4. Estimation des raies par décomposition en motifs élémentaires

et
an =2 +¢, Ba=1+4c¢, e 1.

4.2.2 Graphe acyclique orienté

Le graphe acyclique orienté du modéle est représenté figure 4.2.

1 K+1 Qg Ba

|
Sk
~ U

F1G. 4.2 — Graphe acyclique orienté du modéle de décomposition en motifs élémentaires.

4.2.3 Lois a posteriori

Iy a 4K ax + 3 paramétres a estimer :
0= {q7 C,a,s, >‘7 Ta, Tb}-

Dans le cas (le plus courant) ot Kpax < %N , la modélisation proposée ici permet donc d’avoir moins
de variables & estimer que dans le cas d’une modélisation Bernoulli-gaussienne pour le méme nombre
de données.

D’apreés la régle de Bayes la loi a posteriori globale s’écrit :

1 1 )
p(C7X; 57)\,Ta77"b’W) O(W exp <—ﬁ\|w — GXH >

Kmax 2
2 X
<] [M/; exp (—Q—k) s () + (1 — Ao (xe)
1 a a

Kmax Knlax

< I Tw(er) x ] Tre+(se)
k=1 k=1

AO(1 — \)HKmax Boa g =Pa/ra
B(lv Kmax + 1) [0’1]()\) x F(aa) W]}'R'F (Ta) X Ea
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ol :
G = (h(cl, s1)...h(ck,..» sKmx)).

Comme dans le chapitre précédent, et pour les mémes raisons, nous n’avons pas vérifié l'intégrabilité
de la loi a posteriori (voir également page 130).

4.2.3.1 Loi a posteriori de la position des motifs cy
La loi a posteriori de ¢ s’écrit :

p(Ck|W,C_, X, 8,\,7a,Tp) = D(W|Ck, C_, X, S, A, Ta, T )D(C|C_k, X, 8, A, Ta, b)),

= p(wlc,x, s,mp)p(Ck),

1
Ci ~ exp (—ﬁﬂw — GxH2> 1[1,N](Ck)

ol ¢, intervient dans la matrice G.

4.2.3.2 Loi a posteriori de amplitude de motifs x;
La loi a posteriori de x;, s’écrit :

p(Xp|W, C,X_k, S, A\, Ta, Tb) = P(W|Xk, C, Xk, S, A, Ta, Tb)D(Xk|C, Xk, S, A, Ta, Th),

= p(W|C, X, S, ’rb)p(xk’)H Ta)a
! 1 )
= )2 exp( 27ﬂwa Gx|| >
2 x%
X |:)\ — exp <——) ]1R+ (Xk) + (1 — A)(So(xk):| .
2ra

On montre (en s’inspirant de ’annexe B) que :

X ~ ok N V(1o e, posk) + A eNT (1115 P11), (4.9)
ce qui revient a :
ai ~ Ber(A1 k), (4.10)
N+ s i = 07
ay ~ +(M0,k Po,k) S? qx (4.11)
N (1 ey p1,k) siqr=1.
avec
1—A 1 -
A= |1+ AR LS exp _ Lk ,
A Vo 201k
A I -
P1,k 1,k
Nop = |14 D [Pk , ,
k=TT O (2m,k>]

Talb
GIGy’
b +1ral, G

P1,k

T
ik = " =€ Gy, tok =0, Pk = pok =0,
b

€L =W — (GX — kak)-

Comme dans le chapitre précédent (section 3.3.3.1), nous forcons i1 ;, a zéro s’il est négatif. Si cela
n’est pas fait, I’algorithme risque d’estimer un trés grand nombre de motifs & ’endroit ot le spectre
est négatif, ce qui aura pour conséquence de faire tendre K vers Kp.x. Cela n’est pas acceptable car
si le nombre maximal de motifs est atteint, cela signifie qu’il est trop faible. Or, ne pas forcer p;; a
zéro fera toujours tendre K vers Kiax.
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4.2.3.3 Loi a posteriori de la largeur s;

La loi a posteriori de s s’écrit :

1
p(sk|W7 C,X,5_L, )‘a Ta, Tb) X exp <_?HW - GX‘ |2> ]1R+ (Sk)'
b

ou sy intervient implicitement dans G. On peut prouver I'intégrabilité de cette loi a posteriori condi-
tionnelle de la méme fagon que dans le chapitre précédent.

4.2.3.4 Loi a posteriori des autres variables

Elles sont similaires au lois établies dans le chapitre précédent :

A~ Be(K 4 1,2Kpax — K + 1), (4.12)
K Ixn

ra~1G (3 + Qa, % + ﬂa) ) (4'13)
N _ 2

g (3,100 G, )

4.3 Implémentation de I’échantillonneur de Gibbs

Pour les mémes raisons que dans le chapitre précédent, nous utilisons un échantillonneur de Gibbs
a balayage aléatoire et l'initialisation est laissée a 'utilisateur (voir section 3.4).

L’échantillonnage de x; et des autres hyperparamétres est similaire a celui du chapitre précédent.
De méme, nous utilisons un algorithme d’acceptation-rejet & marche aléatoire pour simuler chaque
composante du vecteur s.

En revanche, la loi a posteriori de c; n’est pas directement échantillonnable.

Dans le cas ou le motif est présent (qi = 1), nous utilisons un algorithme de Metropolis-Hastings
a marche aléatoire dont la loi candidate est une gaussienne centrée sur c,(f*l), position du motif &
I'itération précédente, et de variance r¢ choisie au préalable. De plus, la loi est bornée puisque c; €

[1, N]. De méme qu’avec sy, le taux d’acceptation

a=min\< 1, M}
{ pley )

peut s’écrire, afin d’éviter les erreurs de débordement de précision :
—2rp In(u) > ||w — Gx||? - ||w — G~ Vx]|?

ou G correspond 2 la matrice G calculée avec ¢ = {c1,...,Ch, ..., cx..} et GO~ est la matrice
G a litération précédente. L’utilisation d’'un algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire
est motivé par le fait que, puisque le motif est présent dans le spectre, alors il estime un motif du
spectre. L’objectif est donc de définir au mieux sa position : de petites perturbations autour de la
valeur courante permettent d’affiner I’estimation.

Si au contraire le motif est absent du spectre (q; = 0), nous ne disposons d’aucune connaissance
pour déterminer 'emplacement d’un motif a estimer. C’est pourquoi nous utilisons un algorithme de
Metropolis-Hastings dont la loi candidate est uniforme : U}y nj. L'intérét de mettre a jour la position
d’un motif absent est d’explorer I'espace entier, permettant ainsi d’estimer un motif du signal qui
n’aurait pas encore été retrouvé.
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4.4 Méthode de ré-indexage

Comme dans le chapitre précédent, les hyperparamétres du probléme sont estimés au sens de I'EAP.
L’estimation des raies du spectre peut étre calculée au sens de 'EAP seulement si la chaine de Markov
le permet. Or, cela n’est possible que si le signal w est peu bruité et que les raies sont bien séparées les
unes des autres. Dans le cas contraire, le probléme de permutation d’indices apparait inévitablement
et 'estimation du signal impulsionnel devient délicate (voir par exemple les études de Celeux [10],
Holmes et al. [55], Richardson et Green [91] ou Stephens [104]). Ce type de probléme est trés courant
mais trés difficile & résoudre (surtout si le modele est a dimension variable), ¢’est d’ailleurs encore un
probléme ouvert [10].

Considérons 'exemple académique d’'un signal de N = 500 points, trés bruité (RSB =~ 6 dB) et

possédant K = 3 raies de méme largeur (s = {6,6,6}) dont les positions et amplitudes sont reportées
ci-dessous (cf. figure 4.3) :

c1 = 100, ¢y = 150, c3 = 300,
a1:0,1, aQZO,l, 33:1.
1.2
1, |
0.8 1
<
E 06} ]
N
+~
§z
=
O
+~
8
-0.2

0 100 200 300 400 500
nombre d’onde (u.a.)

F1G. 4.3 — Exemple académique de spectre posant des problémes de permutation d’indices.

Nous avons voulu estimer les raies de ce spectre avec la méthode proposée en considérant un nombre
maximal de Kpax = 10 motifs. La figure 4.4(a) représente la chaine de Markov de longueur I = 1000
des positions ¢ des motifs. Chaque position est représentée par un symbole particulier.

Les trois raies du spectre sont bien retrouvées, mais, comme on le voit sur la figure 4.4(b), les raies
situées en 100 et 150 ne sont pas estimées par le méme motif & chaque itération. Il y a donc, au cours des
itérations, des permutations entre les motifs. En fait, la permutation entre deux motifs revient & une
permutation des indices k de ces motifs. De plus, il y a également, au cours des itérations, apparition
et disparition de motifs (cf. figure 4.4(b)).

Le probléme de permutation d’indices est di & deux phénomeénes.

D’une part, §’il n’y a pas d’information a priori qui permette de distinguer les variables des motifs
entre elles, alors la valeur de la loi a posteriori est la méme pour toutes les permutations sur les
indices k de ces variables : on dit que la loi a posteriori est symétrique par rapport aux variables. Dans
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F1G. 4.4 — Chaine de Markov de c.

notre application, cela s’illustre par le fait que deux motifs peuvent étre intervertis, c’est-a-dire qu’'une
permutation entre 8 et 0y (k # k') ne change pas la valeur de la loi a posteriori p(01,...,0k|y). Il
est donc impossible de distinguer les deux motifs, et donc de les empécher de permuter.

D’autre part, la méthode de simulation n’empéche pas non plus les permutations puisqu’elle peut
explorer les k! possibilités de permutation a chaque itération : la permutation des indices est d’ailleurs
une preuve de mélange correct de la chaine de Markov [104, p. 30].

En cas de permutation d’indices, il est clair que 'estimateur au sens de 'EAP est totalement
inefficace. En effet, l'estimation au sens de 'EAP & partir de la chaine de Markov considérée est
représentée figure 4.5(a) : elle est inexploitable sauf, évidemment, pour le grand pic. C’est pourquoi

1 T T & T 1 T T &
(X 0.5F 1 (X osf
[e] [e] [e]
0 L ‘ Aoy L 0 \ T L L
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
n n
(a) Sans ré-indexage. (b) Avec ré-indexage.

F1G. 4.5 — Estimation du signal impulsionnel. Les o indiquent les raies réelles.

il est indispensable de ré-indexer les motifs avant de pouvoir calculer I'estimateur au sens de 'EAP.
L’estimation obtenue grace a la méthode de ré-indexage proposée a la fin de cette section est représentée
figure 4.5(b) : le résultat est maintenant satisfaisant. Les figures 4.6(a) et 4.6(b) représentent la chaine
de Markov aprés ré-indexage.

Cette section a pour but de présenter et discuter de plusieurs méthodes de ré-indexage. Par souci de
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F1G. 4.6 — Chaine de Markov de c apreés ré-indexage.

clarté, on suppose dans la suite que la période de transition est négligeable ou qu’elle a été supprimée,
et donc que la chaine de Markov considérée évolue de i =1 a7 = 1.

Dans un premier temps, nous présentons deux méthodes plus ou moins intuitives et basées sur
un raisonnement simple. Puis nous détaillons les méthodes qui ont été proposées dans le cadre de la
décomposition de lois, en reprenant la classification de Dias et Wedel [30] :

— contrainte d’identifiabilité [31, 91];

— méthode de Celeux [11];

— méthode de Stephens [104, 105, 106] ;

— méthode de Celeux, Hurn et Robert [14].

Les trois derniéres méthodes sont construites sur le méme schéma : elles cherchent & ré-indexer chaque
motif de maniére & diminuer un colt. Les différences principales entre ces méthodes résident dans
I’expression du cofit, dans la recherche des indices optimaux et dans l'initialisation. En conservant
ce schéma, nous proposons une méthode originale pour le calcul de I'estimateur (c,X,s) qui permet
d’obtenir un trés bon résultat pour notre application.

4.4.1 Méthode « en deux temps »

Une méthode trés simple consiste a lancer une premiére fois I'algorithme afin de calculer une esti-
mation du nombre de motifs K. Un estimateur traditionnel est celui du MAP marginal (MMAP) [48]
qui revient & choisir la valeur de K qui revient le plus souvent dans la chaine de Markov : dans
I’exemple considéré plus haut, on aurait KMMAP _ 3 Puis, I'algorithme est lancé une seconde fois en
fixant le nombre de motifs connus, c’est-a-dire en supposant que Kpax = JKMMAP o que les ampli-
tudes des motifs sont distribuées suivant une simple gaussienne a support positif (et pas un processus
Bernoulli-gaussien & support positif), puisqu’alors les K. motifs sont sensés exister.

Cependant, il n’est pas garantit que cette méthode d’estimation empéche la permutation de deux
motifs. De plus, il serait dommage d’utiliser cette méthode d’estimation car I'information contenue
dans la premiére chaine de Markov contient déja toute 'information utile pour calculer une estimation
du signal impulsionnel. Générer une seconde chaine de Markov s’avére alors redondant.

4.4.2 Méthode « a histogramme »

Une autre solution! consiste tout d’abord a estimer le nombre de motifs K (par exemple au sens du
MMAP). On peut alors tracer 'histogramme de chaque quantité (position, amplitude et paramétres

!Suite a une discussion avec Manuel Davy.
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de forme) en considérant seulement les itérations pour lesquelles le nombre de motifs est égal a K. Les
K plus grands pics de chaque histogramme correspondent a la quantité estimée.

Cependant, la largeur des barres de I’histogramme est importante et peut influencer considérable-
ment l'estimation. En effet, des barres trop larges diminuent la précision et des barres trop fines ne
permettent pas de faire ressortir les pics de I'histogramme. De plus, cette méthode s’avére inefficace
pour 'estimation des amplitudes car il est trés délicat de déterminer les maxima de I’histogramme gé-
néré a partir de la chaine de Markov des amplitudes. Quand bien méme il serait possible d’estimer les
positions, les amplitudes et les largeurs, comment recombiner les triplets position/amplitude/largeur ?

4.4.3 Contrainte d’identifiabilité

L’une des premiéres véritables méthode de ré-indexage a été d’imposer une contrainte d’identifiabilité
sur les paramétres qui ne soit vérifiée que pour une seule permutation des indices [31, 91].

Une telle contrainte impose une dissymétrie sur la loi a priori et donc sur la loi a posteriori : celle-ci
n’est alors plus invariante par permutation d’indices. Une contrainte d’identifiabilité serait par exemple
d’imposer un ordre sur les positions des motifs :

cp <cCa < -<Cx.

Cet ordre est établi de maniére arbitraire et n’est pas le reflet d’une réalité physique : c¢’est pour cela
qu’on parle parfois de contrainte d’identifiabilité artificielle [55].

Notons qu’en déconvolution impulsionnelle, on peut considérer qu’'une contrainte d’identifiabilité
est imposée implicitement sur les positions puisque les pics ne peuvent pas permuter les uns les autres.

Afin de respecter la contrainte d’identifiabilité, les indices des paramétres sont permutés a chaque
itération de I’échantillonneur de Gibbs. Cette opération peut étre effectuée une fois que la chaine de
Markov a convergé [104, proposition 3.1] ou au sein de la méthode de simulation, par exemple en
générant les positions cj entre cx_1 et ci41 (avec la convention que c_; = 1 et cx1 = N). En fait,
cela revient & poser ¢ ~ U, | ¢,,,] comme a priori. La position est alors estimée au sens de 'EAP
en l'approximant par sa moyenne [104].

Cependant, dans notre cas, il est difficile d’imposer une contrainte d’identifiabilité & la fin des
itérations de 1’échantillonneur de Gibbs, car le nombre de motifs présents dans le spectre peut varier.

Par ailleurs, certains choix de contraintes d’identifiabilité peuvent étre inefficaces pour supprimer la
symétrie de la loi a posteriori, et le probléme persiste. En effet, il est maintenant reconnu qu’imposer
une contrainte d’identifiabilité peut tout de méme conduire & des estimations non satisfaisantes :
des études empiriques ont montré que cette méthode de ré-indexage peut résulter en un biais sur
I'estimation [14, 30, 105]. En particulier, imposer une contrainte d’ordre sur les positions ne garantit
pas que le loi a posteriori marginale de chaque position ne sera pas multimodale [55, 106].

Enfin, si une contrainte d’identifiabilité est imposée pendant la simulation, elle risque d’augmenter
dramatiquement le temps de convergence de l'algorithme. Considérons par exemple le cas illustré
figure 4.7 sur lequel est représenté I'estimation du signal impulsionnel & une itération particuliére de la
chaine de Markov. Ici, le nombre de motifs est K = 3 et on a choisi également K,x = 3. Ce choix n’est
certainement pas judicieux, mais il permet de mettre en évidence la lenteur de convergence lorsqu’'une
contrainte d’identifiabilité est imposée.

Seules les deux premiéres raies (a et b) sont correctement estimées par les motifs £k = 1 et k = 3.
Comme les positions des motifs sont contraintes de respecter 'ordre ¢; < co < c3, la seule solution
pour obtenir une estimation correcte du signal est que le motif £ = 3 se déplace pour estimer la raie c,
et qu’il soit remplacé par le motif k = 2.

Mais cette solution risque de prendre énormément de temps car 1’échantillonneur de Gibbs doit
passer par une solution de faible probabilité pour arriver dans une solution de plus forte probabilité,
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Fia. 4.7 — Exemple de convergence lente en imposant une contrainte d’identifiabilité.

et, comme on l'a déja vu, I’échantillonneur de Gibbs & du mal & franchir des « vallées » de faible
probabilité [14]. Au contraire, si aucun ordre n’est imposé, la raie ¢ sera sans probléme estimée par le
motif £ = 2 (pourvu bien sir qu'’il puisse se déplacer suffisamment vite).

4.4.4 Meéthode de Celeux

Celeux [11, 14] propose un algorithme de ré-indexage qui consiste, & chaque itération, a permuter
les indices de maniére & minimiser pour chaque paramétre la distance entre la valeur courante et la
moyenne sur les itérations précédentes. Cette approche a I'avantage de ne pas nécessiter le stockage
complet de la chaine de Markov car il peut étre effectué en ligne.

On considére donc la chaine de Markov {0(1)} qui représente la séquence des quantités & estimer
0 = {c,a,s}. Le vecteur @ est donc de taille 3K .. Dans la suite, on note 6; (I € {1,...,3Knax}) un
élément de 6.

L’algorithme est tout d’abord initialisé a partir des I; premiers vecteurs 9(1), R 0" simulés (on
rappelle qu'il n’y a pas de période de transition). La valeur de I; est typiquement d’une centaine
d’échantillons. Bien que cette valeur influe peu sur l'estimation, elle doit étre suffisamment grande
pour s’assurer que 'estimation initiale est une approximation correcte des moyennes a posteriori, et
suffisamment petite pour éviter les permutations d’indices.

Nous pensons que ce point constitue I'inconvénient principal de I’approche. En effet, il n’est pas
toujours évident de sélectionner dans la chaine de Markov une centaine d’échantillons consécutifs pour
lesquels il n’y a pas de permutation d’indices, en particulier lorsque les échantillons sont de petites
amplitudes (voir ’exemple illustré par la figure 4.4).

c . Al0 . 5[0 N .
Les valeurs initiales des moyennes 01[ I et des variances 01[ ) de chaque paramétre sont alors calculées
grace aux équations suivantes :

50 _ 1 N= 0
Iy
a0 _ 1 (i) _ glo)?
0, 1—1;(91 -0 ) ;
pour tout [ € {1,...,3Knyax}. On peut supposer que lorsque le nombre de motifs est variable, alors les

calculs ne considérent que les motifs présents.



94 Chapitre 4. Estimation des raies par décomposition en motifs élémentaires

La procédure de ré-indexage débute alors & partir de l'itération I1 + 1. Ainsi, pour toute itération
i=11+j (j >1), lalgorithme de ré-indexage suit le schéma suivant :

1. détermination de la permutation o; qui minimise

0j = arg min (UZ (91(11+j)) - 9%1])2

g él[Jfl}

)

I +37)

Le vecteur ' est alors redéfini en prenant en compte la permutation des indices ;

2. mise a jour des moyennes et variance de chaque paramétre :

Ii+j
——— 12 0", (4.15)
L+ —
I1+j
A 1 @) _ plil\?
0 = 1 ; <9l | ) . (4.16)

La premiére étape de l'algorithme consiste a trouver la permutation qui minimise la distance nor-
malisée

. e 2 il
(o0 — )" a0

Or, cette recherche n’est pas évidente et une recherche exhaustive parmi les K,,x! combinaisons est a
écarter a cause du cotit de calcul. Une solution consiste a tester une permutation au hasard a chaque
itération de l’algorithme et & ’accepter si elle réduit la distance normalisée. Malheureusement, cela
diminue la vitesse de convergence.

4.4.5 Meéthode de Stephens

Stephens [104, 105, 106] propose, dans le cadre de l'estimation des paramétres d’un mélange de
loi, un algorithme de ré-indexage dont l'idée est de minimiser une fonction-cott £(a, @) correspondant
au colit d’une action a sur les paramétres 6. Il faut alors choisir une action @ qui minimise le risque
suivant, défini comme ’espérance de la fonction-cotit :

R(a) = Eg[L(a, 0)].

En outre, la fonction cotit doit étre invariante aux permutations d’indices. Stephens choisit d’imposer
cette invariance en restreignant les fonctions-cotit & la forme :

L(a,0) = myin Lo(a,v(0))

ou v est une fonction de permutation. Des exemples de fonction-cotit peuvent étre trouvés dans [104,
105, 106].
La valeur optimale de a est :

a* = argminR(a) = arg min/ﬁ(a, 0)p(0)de6.
a a
Comme cette intégrale ne peut pas étre calculée exactement, le risque R(a) est approximé par le

risque de Monte Carlo

I I I
~ 1 ) 1 . : ) .
R(Q) = f E E(a,a(l)) = f E Irlljin [,0(@71/2.(0( ))) — Vlrnu}/] E ,C()(CL, Vl(e( )))’
i=1 T =1

i=1

qui est minimisé par 'algorithme suivant (|104, algorithme 3.4| [106, algorithme 4.1]) :
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1. choisir les valeurs initiales de v1,...,v7 (on peut poser par exemple la permutation identité) ;
2. effectuer jusqu’a la convergence :

(a) choisir @ qui minimise
1
S Lofa, vi(69)),
i=1

(b) pour i =1,...,I, choisir la permutation v; qui minimise

Lo(@,v;(89)).

Le cotit de calcul de l'algorithme dépend de la complexité de Lg. L’algorithme converge vers un
point fixe puisque chaque itération diminue le cott ﬁ(a) et qu’il y a un nombre fini de permutation
vy, ...,vr. Cependant, la convergence vers le minimum global n’est pas garantie. En fait, 'estimation
obtenue dépend de la valeur initiale.

Comme pour la méthode de Celeux, une recherche exhaustive de la permutation qui minimise
Lo(a, Vi(G(i))) n’est pas directe Toutefois, la recherche de la permutation optimale peut étre traitée
comme un probléme de transport (transportation problem) [107], connu également comme un probléme
d’affectation linéaire (assignment problem), qui peut étre résolu rapidement.

4.4.6 Méthode de Celeux, Hurn et Robert

Enfin, Celeux et al. [14] proposent d’utiliser une fonction-cott 5(0,6) invariante par permutation
d’indices et de trouver 'estimateur de Bayes correspondant :

o~k

6 = argminEg[L(6,0)].
2]

Des exemples de fonctions-cotit peuvent étre trouvés dans [14]. La minimisation de cette équation n’est
pas forcément explicite : on peut alors utiliser une approximation de I'espérance par la somme

I
~ 1 -

Eo[L(0,0)] ~ - > L(6%,0).

i=1

L’utilisation de méthodes d’optimisation stochastiques (tel 1'algorithme du recuit simulé [93]) permet
de minimiser 'espérance, mais cela engendre un coiit de calcul supplémentaire alors que la méthode
de décomposition en motifs élémentaires est déja assez lourde du fait de I’échantillonneur de Gibbs.

4.4.7 Méthode proposée

Parmi les méthodes de ré-indexage précédentes, nous avons vu que les méthodes intuitives sont
inadéquates. En outre, imposer une contrainte d’identifiabilité souffre de plusieurs inconvénients, dont
celui de ne pas supprimer la symétrie de la loi a posteriori. La méthode de Celeux est plus performante
mais les étapes d’initialisation et de recherche de la permutation optimale ne contribuent malheureu-
sement pas & diminuer la vitesse de convergence. Le choix de la fonction-coftit et ’étape d’initialisation
sont les deux inconvénients de la méthode de Stephens. Enfin, I'inconvénient principal de la méthode
de Celeux, Hurn et Robert est son cotit de calcul.

Par ailleurs, comme il a été noté dans [55, 106], la méthode de Celeux correspond en fait & une
version en ligne de la méthode de Stephens dans laquelle la fonction-cotit est :

3K max
£0(0a97é) =—In [ H N(0l|élvél)] :

=1
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La minimisation de cette expression en 8 et @ donne les expressions explicites (4.15) et (4.16). Celeux
propose alors une méthode en ligne qui & 'avantage de ne pas nécessiter de sauvegarder la totalité
de la chaine de Markov, alors que la méthode de Stephens est itérative et est utilisée une fois que
la convergence de l'algorithme MCMC est atteinte. Néanmoins, I'initialisation de ces deux méthodes
est semblable puisqu’elle consiste & choisir I'identité comme permutation initiale. Stephens préconise
toutefois d’utiliser plusieurs valeurs initiales pour se soustraire de 'influence de l'initialisation [104].
Quoi qu’il en soit, I'inconvénient majeur de ces deux méthodes de ré-indexage réside dans le fait
qu’elles sont difficilement adaptables au cas oul le nombre de motifs est variable.
La méthode de ré-indexage que nous proposons? s’inspire de la méthode de Stephens, mais plu-
sieurs contributions permettent d’en améliorer certains aspects ou d’en éviter les inconvénients. Nous
cherchons donc & minimiser la fonction-coiit suivante, qui est également celle utilisée par Celeux [11] :

Kmax

k=1

Le choix d’utiliser des gaussiennes permet de simplifier les calculs : en effet, la minimisation de la
fonction-cott conduit & des expressions explicites simples (voir plus loin). La méthode proposée se
distingue de celle de Stephens par les trois points suivants :
— tout d’abord, une estimation approximative de la solution est obtenue & partir des maxima des
histogrammes des quantités d’intérét. Cette premiére estimation permet d’initialiser la méthode
a une valeur plus proche de 'optimum global qu’une simple permutation identité ;
— par ailleurs, le ré-indexage n’est pas obtenu en permutant les motifs mais en tentant de les ré-
indexer un par un de maniére & minimiser la fonction-cott Ly ;
— enfin, la méthode proposée prend en compte le fait que le nombre de motifs présents dans le
spectre peut varier.

Description de I’algorithme

Le nombre de motifs est tout d’abord estimé au sens du MMAP. La suite de la méthode est une
procédure itérative sur k = 1,..., KMMAP,

La premiére étape consiste a créer ’histogramme des quantités simulées. L’histogramme est donc
en trois dimensions (positions, amplitudes et largeurs); dans le cas de motifs plus complexes, il faut
ajouter autant de dimensions qu’il y a de paramétres de forme. C’est d’ailleurs I'inconvénient majeur
de ce type d’approche, puisque tous les logiciels ne permettent pas d’utiliser des tableaux de plus
de deux dimensions, et que le stockage d’un tel tableau est trés gourmand en mémoire. Malgré tout,
I’histogramme permet d’obtenir une approximation proche de l'optimum et n’est utilisé que pour
I'initialisation. C’est pourquoi la taille des cellules n’est pas trés importante : chaque dimension est
composée de cent cellules, sauf celle des positions pour laquelle on utilise IV cellules.

Le maximum de I’histogramme est ensuite déterminé et ses coordonnées 0; = (Ck, Xk, S) constituent
une premiére approximation du résultat. On initialise également les variables €, X et §; & une valeur
trés grande ; ces variables correspondent aux variances des échantillons simulés. La suite de la méthode
consiste & affiner la valeur des moyennes qui constitueront les estimées.

La deuziéme étape de I'algorithme correspond a I'étape 2(a) de la méthode de Stephens. Elle consiste

donc, pour i = 1, ..., I, a minimiser la fonction-cotiit £y en (c(i), x(i), s(i)), ce qui revient a minimiser :
K () _ =32 () _ £ 2 () _5\2
c,’—¢C X, —X s;’ —8§
Lo(c,xD s ¢ ¢,%,%,8,8) =) (€ . ) +( L k) - (5~ )
1 Ck Xk Sk

2Cette méthode a été établie suite a une discussion avec El-Hadi Djermoune.
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La méthode de Stephens consiste & chercher la permutation qui minimise ce terme, c’est-a-dire a
arranger les indices des motifs pour toute itération. Or, la méthode proposée ré-indexe les motifs les
uns aprés les autres (rappelons que l'algorithme est itératif pour k =1,. .., K ) et pas tous ensemble &
I’aide d’une permutation. Aussi, nous proposons une alternative & la méthode de Stephens en cherchant
le motif [ qui minimise la distance

Cela revient & chercher, pour chaque itération de la chaine de Markov, le motif [ qui est le plus
proche de la moyenne 8, = (Cj, Xz, ;). La recherche doit toutefois s’effectuer sur les motifs présents
dans le spectre, c’est-a-dire tels que ql(z) = 1. Par ailleurs, si le motif le plus prés de la moyenne en
est tout de méme trop éloigné, il convient de ne pas le sélectionner. En effet, considérons ’exemple
illustré figure 4.8. La figure 4.8(a) représente la chaine de Markov des positions de deux motifs, que

ek:2o o o o s—k:20 o o o sk:2o o o o
5 ° 5 ° 5 °
— ° . X L~ X
=4 X X X x X X X x X 1= 4t X X X X X X X x >3 1= 4 X x X X X X X x >3
°l k=1 ° k=1 ° k=1
3 3F 3
2 2F 2
1 X 1F o 1
0 ‘ : : : ‘ 0 : : : : : 0 ‘ ‘ ‘ : :
0 2 4 - 6 8 10 0 2 4 -6 8 10 0 2 4 - 6 8 10
i i i
(a) Indices initiaux. (b) Ré-indexage sans prendre en (c) Ré-indexage en prenant en
compte A. compte A.

Fic. 4.8 — Exemple de ré-indexage avec la méthode proposée.

nous dénoterons X et o pour plus de commodité. Les estimations des deux motifs a l'itération 9 sont
représentées par des pointillés (k = 1 et k& = 2). Pour une raison quelconque, le motif C(XIO) est trés
éloigné de la valeur de 'estimation calculée jusqu’a cette itération.

Comme nous 'avons dit, la méthode proposée effectue une boucle sur le nombre de motifs estimés
K. L'ordre des motifs est sélectionné dans 'ordre décroissant des amplitudes des barres de I'histo-
gramme. C’est la raison pour laquelle les motifs dont la chaine de Markov a la plus faible variance
sont susceptibles d’étre estimés avant ceux dont la chaine de Markov a la plus grande variance. Dans
notre exemple, le premier motif estimé sera donc le motif x. Dés lors, a I'itération ¢ = 10, la position

(10)

la plus proche de la moyenne k = 1 est en fait cs ’ : cette quantité est donc ré-indexée, comme c’est
illustré sur la figure 4.8(b). Par conséquent, la position c(xlo) sera forcément attribuée a la moyenne
k =2 (figure 4.8(b)). Ce ré-indexage n’est évidemment pas satisfaisant. En outre, il ne correspond pas
a la meilleure permutation.

Aussi, nous pensons que le motif le plus proche de la moyenne ne doit étre sélectionné que s’il n’en
est pas trop éloigné : il faut que la condition D(O;I), ;) < A? soit vérifiée, ot A est une constante que
nous choisissons égale a cing. Ce choix garantit que les motifs sélectionnés seront distants de la moyenne
d’au maximum cinq fois I’écart-type des échantillons sélectionnés. Il est donc possible qu’aucun motif
ne soit sélectionné & certaines itérations si le motif le plus proche de @), en est trop éloigné. C’est le
cas dans I'exemple considéré o, a U'itération 10, aucun motif n’est affecté a la moyenne k& = 2 puisque
la position C(Xlo) est trop éloignée de la moyenne (figure 4.8(c)). Ce comportement peut se rencontrer
dans le cas de raies particuliérement difficiles & retrouver. En outre, cela permet de gérer le cas ou le
nombre de motifs est variable.

En résumé, on sélectionne le motif [ tel que, pour chaque itération de la chaine de Markov :
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— ce motif soit le plus proche de la moyenne 6y, ;
— la distance a cette moyenne soit inférieure a une valeur A?:
— le motif est présent dans le spectre (ql(l) 1).

En d’autres termes, on cherche 0 {cll) , (1), (l)} qui vérifie :

D6",6,) < D6,8,)  pour tout I € {1,..., Kmax},

D(6)",8;,) < A, (4.17)
ql(i) = 1.

On suppose dans la suite que L motifs ont été sélectionnés et nous regroupons sous le vecteur 1 =
{7, ..., l,E:L)} I'ensemble des indices de ces motifs.

La troisieme étape de I’algorithme correspond a I’étape 2.(b) de la méthode de Stephens. Elle consiste
a mettre & jour les paramétres 0y et 0. La encore, le cas gaussien permet d’obtenir des expressions
explicites des minimiseurs. Ainsi, dans le cas des positions, on a :

L (0 o)
~ _ ‘7 —
I chm’ k=7 (CII(CJ') - Ck) ’
On procéde de méme pour toutes les autres quantités.

Enfin, & partir des moyennes et variances mises a jour, on sélectionne & nouveau les motifs les plus
proches, et on réitére ainsi de suite les deuxiéme et troisiéme étapes jusqu’a ce que la selectlon I ne
varie plus. Le motif estimé a alors pour paramétre 6. L’algorithme reboucle jusqu’a k = K , apreés
avoir mis a zéro les probabilités d’occurrence ql() des motifs sélectionnés, pour éviter qu’ils soient
sélectionnés une nouvelle fois.

L’algorithme de la méthode de ré-indexage proposée est représenté figure 4.9.

En conclusion, la méthode de ré-indexage proposée minimise une fonction-cotit comparable a celle
utilisée par Stephens, mais la procédure de minimisation est différente. En effet, I'initialisation permet
de démarrer l'algorithme & une valeur plus proche de 'optimum qu’une simple permutation identité ;
malheureusement cette étape d’initialisation souffre d’un cotit en mémoire trés important. Par ailleurs,
plutét que de chercher pour chaque itération quelle est la permutation qui minimise la fonction-cofit,
nous préférons effectuer une boucle sur le nombre de motifs estimé K en cherchant, a chaque itération,
quel est le motif le plus proche de I'estimation actuelle. Enfin, en prenant en compte 'occurrence des
motifs ainsi qu'une distance maximale a I'estimation, I’algorithme permet de prendre en compte le fait
que le nombre de motifs varie.

Cette méthode ne bénéficie d’aucune preuve mathématique permettant de garantir son bon fonction-
nement, mais toutes les expériences pratiques ont montré que I'estimation obtenue était satisfaisante.
Cette méthode est également un peu longue, surtout sur les spectres réels pour lesquels le nombre de
motifs et surtout le nombre d’itérations peuvent étre important. Elle reste toutefois plus rapide qu'une
recherche exhaustive de permutation.

4.5 Application sur des spectres simulés

4.5.1 Cas de raies identiques

Nous avons tout d’abord testé la méthode proposée dans ce chapitre sur le méme spectre que celui
présenté dans la section 3.6.1. Nous rappelons les caractéristiques du spectre dans la figure 4.10 et
le tableau 4.2. L’objectif est de vérifier que la méthode proposée ici peut s’adapter au cas ou les
motifs sont identiques. Pour cela, nous utilisons la variante de I’approche qui considére que, pour tout
ke{l,...,K}, s =s.
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Fi1G. 4.9 — Algorithme proposé pour le ré-indexage.
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La méthode a été initialisée avec les valeurs initiales suivantes :

Kiax = 30, ra = 2, s = 10, rp, = 0,1,
et un spectre initial contenant 15 motifs répartis uniformément et d’amplitudes nulles.

Nous avons effectué I = 4000 itérations de I’échantillonneur de Gibbs; les figures 4.11 et 4.12
représentent I’évolution des chaines de q, a, K, ra, s et rp. La longueur de la période de transition a
été choisie a Ip = 1000 itérations. Le temps de calcul a été d’environ 238 secondes soit presque quatre

fois moins que la méthode par déconvolution impulsionnelle myope.

3, 4
EE f
=
=
n
o
)
=17 |
olpiibhy T T b
0 160 260 360 460 500
nombre d’onde (u.a.)
F1G. 4.10 — Spectre bruité simulé.
1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
c* || 40,2 | 115,9 | 130 | 186,5 | 195,6 | 216,1 | 300,3 | 363,8 | 374,4 | 432,5
a* | 01 ] 31 |04 ] 14 | 13 | 11 | 26 | 14 | 05 | 05

TAB. 4.2 — Positions et amplitudes des raies du spectre pur.

Estimation des hyperparamétres

Les hyperparameétres de la méthode ont été estimés au sens de 'EAP. Le tableau 4.3 donne les
valeurs réelles et estimées des hyperparamétres, ainsi que 1’écart-type et le biais de ’estimation.

valeur réelle | estimation | écart-type biais
K 10 11,1593 0,7741 1,1593
A 10/30 0,1982 0,0524 —0,1352
Ta 0,8484 1,6157 0,6979 0,7673
S 6 6,0732 0,0999 0,0732
ry | 5,25x1073 | 5,3424x1073 | 0,3554x1073 | 0,0924x10~3

Comme pour la méthode par déconvolution impulsionnelle myope, les estimations de s et de 1
sont correctes. En revanche, 'estimation de A est inférieure a la valeur réelle et ’estimation de 7, est

TAB. 4.3 — Estimation des hyperparamétres.
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4.11 — Evolution des chaines de Markov des paramétres du spectre (tirets : valeurs réelles).
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FIG. 4.12 — Evolution des chaines de Markov de s et des hyperparamétres (tirets : valeurs réelles).
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supérieure (avec une variance trés importante). En outre, la valeur de K est supérieure a la valeur
réelle, mais elle reste toute de méme du méme ordre de grandeur.

Par conséquent, d’un point de vue de la qualité de I'estimation des hyperparamétres, la décompo-
sition en motifs élémentaires est une méthode équivalente a la déconvolution impulsionnelle myope.

Estimation du spectre pur

La figure 4.13(a) représente 'estimation du spectre pur obtenue avant avoir effectué I’étape de ré-
indexage. L’estimation du spectre pur aprés ré-indexage est présentée figure 4.13(b). La méthode de
ré-indexage a duré 132 secondes qu’il faut rajouter aux 238 secondes de la décomposition proprement
dit. Cela fait un total de 370 secondes, & comparer aux 870 secondes de 'approche par déconvolution
impulsionnelle myope.

3.5 T T T T 35
o] o]
3 : 3t
25 ] 2.5
2t ] 2
(™ (X
1.5¢ 7 1.5
o
1r 1 1
0.5f 1 0.5 | T T
o | i Il |
% 100 200 200 200 500 0 100 200 300 400 500
n n
(a) Avant ré-indexage. (b) Apres ré-indexage.

F1G. 4.13 — Estimation du signal impulsionnel. Les o indiquent les raies réelles.

Globalement, I’estimation initiale du spectre pur est satisfaisante. Quelques défauts sont cependant
corrigés grace a la méthode de ré-indexage (cf. fleches) : certaines amplitudes sont mieux estimées, les
faux motifs ont disparus (il sont trés petits et situés au niveau de n = 245) et, surtout, la premiére
raie est retrouvée. Cela confirme que le ré-indexage est nécessaire et efficace. Toutefois, la raie 2 est
toujours estimée par deux motifs, localisés respectivement en 115,52 et 116,19 et d’amplitudes 1,52 et
1,62.

Nous pensons qu’une modification de la méthode de ré-indexage proposée pourrait combiner deux
raies proches en une seule. En effet, on peut ajouter une quatriéme condition aux équations (4.17) qui
consiste a sélectionner tous les motifs dont la distance D(Hl(z), 0).) est inférieure & une certaine valeur.
Si alors plusieurs motifs sont sélectionnés & une méme itération, ils sont remplacés par un motif unique,
comme cela est fait pour I'instant manuellement.

Le tableau 4.4 rapporte les positions et amplitudes des motifs estimés, aprés ré-indexage, et en
regroupant les deux motifs estimant la raie 2. En comparant le résultat de cette estimation avec celui

k 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
c* || 402 | 1159 | 130 | 186,5 | 1956 | 216,1 | 300,3 | 363.8 | 3744 | 4325
a* || 0,1 3,1 0,4 1,4 1,3 1,1 2,6 1,4 0,5 0,5
¢ |[ 38,35 [ 115,87 | 129,05 | 186,60 | 195,66 | 215,34 | 300,33 | 363,45 | 374,46 | 432,07
a | 009 | 314 | 041 | 141 | 1,28 | 1,04 | 261 | 1,40 | 052 | 054

TaAB. 4.4 — Estimation du signal impulsionnel aprés ré-indexage.
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obtenu par déconvolution impulsionnelle myope, on constate que ’approche traitée dans ce chapitre
donne des estimations légérement meilleures en termes de biais.

4.5.2 Cas de raies différentes

La méthode est maintenant testée sur un spectre similaire au spectre simulé précédent, mais dont
les motifs sont de largeurs différentes. La figure 4.14 représente le spectre et le tableau 4.5 reporte les
paramétres des dix motifs.

3.51
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nombre d’onde (u.a.)
F1G. 4.14 — Spectre bruité simulé.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c* || 40,2 | 115,9 | 130 | 186,5 | 195,6 | 216,1 | 300,3 | 363,8 | 374,4 | 432,5
a* || 0,1 3,1 0,4 1,4 1,3 1,1 2,6 1,4 0,5 0,5
s* 10 6 15 10 15 20 6 15 6 30

TAB. 4.5 — Positions et amplitudes des raies du spectre pur.

Nous avons appliqué la méthode par décomposition en motifs élémentaires (motifs différents) sur
ce spectre simulé, avec les valeurs initiales suivantes :

Knax = 30, Ta = 2, r, = 0,1,

et un spectre initial contenant 15 motifs répartis uniformément, d’amplitudes nulles et de largeurs
égales a 20.

Nous avons effectué I = 4000 itérations de I’échantillonneur de Gibbs; les figures 4.15 et 4.16
représentent I’évolution des chaines de q, a, s, K, ra et m,. La longueur de la période de transition a
été choisie a Iy = 1000 itérations.

Le temps de calcul nécessaire a été d’environ 376 secondes, soit plus que la méthode ot les motifs
sont identiques puisqu’il y a plus de variables a estimer.

Estimation des hyperparamétres

Les hyperparameétres de la méthode ont été estimés au sens de 'EAP. Le tableau 4.6 donne les
valeurs réelles et estimées des hyperparamétres, ainsi que 1’écart-type et le biais de ’estimation.
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FI1G. 4.15 — Evolution des chaines de Markov des paramétres du spectre (tirets : valeurs réelles).
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FIG. 4.16 — Evolution des chaines de Markov des hyperparamétres (tirets : valeurs réelles).
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valeur réelle | estimation | écart-type biais
K 10 8,2286 0,4447 —1,7714
A 10/30 0,1486 0,0451 —0,1847
Ta 0,8484 2,7119 1,2942 1,8635
r, | 3.6793x1073 | 4,2591x1073 | 0,2757x1072 | 0,5799x103

TAB. 4.6 — Estimation des hyperparamétres.

Comme dans les simulations précédentes, la valeur de ry, est bien estimée et les estimations de A et
ra sont respectivement inférieures et supérieures aux vraies valeurs. En revanche, le nombre de motifs
estimé K est inférieur a la valeur réelle. Ce dernier point s’explique par le fait que la méthode a plus

de mal a distinguer deux motifs trop proches et qu'’ils sont en fait estimés par un seul motif (voir plus
loin).

Estimation du spectre pur

La figure 4.17(a) représente l'estimation du spectre pur obtenue avant d’avoir effectué 'étape de
ré-indexage. L’estimation du spectre pur aprés ré-indexage est présentée figure 4.17(b). Le ré-indexage
a duré 88 secondes a rajouter au temps de calcul de la décomposition, soit 464 secondes au total.
Notons que le ré-indexage est plus rapide que dans la simulation précédente ; cela s’explique en partie
parce que le nombre de motifs estimés est plus faible.
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(a) Avant ré-indexage. (b) Apres ré-indexage.
F1G. 4.17 — Estimation du signal impulsionnel. Les o indiquent les raies réelles.
Le tableau 4.7 rapporte les positions et amplitudes des raies estimées.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c* 40,2 | 1159 130 186,5 | 195,6 | 216,1 | 300,3 | 363,8 | 374,4 | 4325
a* 0,1 3,1 0,4 1,4 1,3 1,1 2,6 1,4 0,5 0,5
s* 10 6 15 10 15 20 6 15 6 30
c || 38,44 | 115,98 | 130,03 189,42 212,78 300,34 366,87 435,34
a 0,08 3,13 0,37 2,22 1,32 2,56 1,63 0,47
s || 23,41 | 599 | 12,70 12,91 21,67 5,92 16,19 26,57

TaB. 4.7 — Estimation du signal impulsionnel aprés ré-indexage.

Globalement, les raies sont correctement estimées. En outre, la méthode de ré-indexage permet de
retrouver la raie 1. Toutefois, sa largeur estimée est beaucoup plus large qu’en réalité. Ce biais est sans
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F1G. 4.18 — Spectre reconstruit (tirets).

doute di & la faible amplitude de la raie qui ne permet pas de l'estimer avec précision. Par ailleurs,
les raies 4, 5 et 6 d'une part et 8 et 9 d’autre part sont respectivement estimées par deux et un seul
motif. Néanmoins, cela n’empéche pas le spectre d’étre correctement reconstruit (voir figure 4.18(b)).

En conclusion, méme si cette méthode ne donne pas une estimation parfaite, elle reste néanmoins
préférable a la méthode par déconvolution impulsionnelle myope dont I'inconvénient majeur est qu’elle
ne prend pas en compte le fait que les raies sont différentes.

4.6 Application sur des spectres réels

Dans cette section, nous présentons les estimations des raies des spectres expérimentaux de gibbsite
(voir section 1.2). Rappelons que pour chaque type de spectroscopie (infrarouge ou Raman), les spectres
correspondent au méme échantillon de gibbsite, mais avec une ligne de base différente. La ligne de base
de ces spectres a été estimée puis soustraite grace a la méthode du chapitre 2. Une fois corrigés,
les spectres sont & peu prés similaires, seules quelques différences peuvent malgré tout induire des
différences sur les estimations.

Pour plus de facilité, les spectres ont été découpés en plusieurs zones, et chacune a été traitée
séparément : cela permet d’une part d’obtenir un résultat plus rapidement car le nombre d’itérations
peut étre plus faible, d’autre part de limiter le phénomeéne de permutation d’indices.

L’estimation a été effectuée grace a la méthode présentée dans ce chapitre car c’est 'approche la
plus rapide et dont la modélisation est la plus proche de la réalité. Pour chaque spectre, nous avons
effectué I = 10000 itérations et la période de transition a été choisie & Iy = 5000 itérations. Les valeurs
initiales correspondent & un spectre nul avec A = 0,5, 1y = 2 et rp, = 0, 1. Le nombre maximal de pics
Kinax dépend du spectre.

Par ailleurs, il est conseillé d’initialiser les motifs de maniére a ce qu'ils soient trés larges (par
I'intermédiaire de la variance de la gaussienne dans le cas d’un spectre infrarouge ou de la largeur de
la lorentzienne en spectroscopie Raman). En effet, en partant avec une valeur faible, le spectre risque
d’étre estimé par un grand nombre de motifs trés fins, ou alors la convergence sera trées lente.

4.6.1 Spectres infrarouge

Les spectres infrarouge ont été découpés en trois zones dont les intervalles sont (en cm™1) :

[450; 1206],  [1206; 2801],  [2801; 3981].
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Sur chaque zone, la méthode par décomposition en motifs élémentaires a été appliquée en considérant
un nombre maximal de Kp,x = 40 motifs, de forme gaussienne. Les résultats des estimations sont
présentés sur les figures 4.19, 4.20 et 4.21 (pages 110 a 112), et les tableaux 4.8, 4.9 et 4.10 récapitulent
les caractéristiques des raies estimées, a savoir les nombres d’onde, intensités et aires. L’aire d’une
lorentzienne est calculée par la formule suivante :

+oo 82 +o0o 1 T
Ap = a/_oo mdx =as /_OO Tdey =as (arctan(+oo) + 5) = asT.

Tous les spectres sont bien reconstruits, sauf les quelques raies trés fines présentent sur les zones 2
des spectres. De plus, comme la correction de la ligne de base dans cette zone n’est pas optimale (cf.
section 2.5.1), seules quelques raies estimées sont retrouvées dans les trois spectres. Toutefois, cette zone
centrale du spectre n’intéresse pas les chimistes car il ne s’y trouve aucune information intéressante sur
I'échantillon (la plupart des raies correspondent d’ailleurs a l'eau et au dioxyde de carbone présents
dans 'air au moment de ’expérience : cette partie du spectre n’est donc pas parfaitement reproductible
d’une mesure a lautre).

En ce qui concerne les deux autres zones, 'estimation est trés satisfaisante, et plusieurs raies sont
retrouvées dans les trois spectres. Par exemple, la troisiéme zone correspond a ’élongation O—H. Le
tableau 4.10 (page 112) présente dans la derniére colonne les raies qui ont une signification physique.
Ainsi, les raies « G » correspondent a des modes de vibration de la gibbsite, les raies « B » a ceux de la
bayérite (dont la molécule est également Al(OH)s mais dont la configuration géométrique est différente
de la gibbsite) et enfin « S » est la raie de ’eau en surface de 'échantillon. Toutes les autres raies
(trés larges ou peu intenses) qui ne sont pas marquées n’ont pas de réelle signification physique. Elles
correspondent soit & un résidu de ligne de base qui n’aurait pas été corrigé (les plus larges), soit a des
raies de vapeur d’eau, soit enfin & une raie annexe qui permet de compenser le caractére asymétrique

de raies plus importantes (c’est le cas pour la raie marquée « A » qui peut étre associée a la raie située
en 3525 cm™1).

4.6.2 Spectres Raman
Les spectres Raman ont été découpés en quatre zones dont les intervalles sont (en cm™?) :
[86; 192], [193; 463], [464 ; 665], [665; 1175].

Une décomposition en motifs élémentaires a été appliquée sur chaque zone de chaque spectre en consi-
dérant un maximum de K.« = 20 motifs lorentziens. Les résultats sont présentés figures 4.23, 4.24,
4.25 et 4.26 (pages 114 a 117). Les tableaux 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 récapitulent les nombres d’onde,
intensités, largeurs et aire des raies estimées. L’aire d’une gaussienne est égale a :

“+o00 1172
Ag = a/ exp (— ) dr = aV2rs?.

2
oo 2s

Les estimations obtenues sont trés satisfaisantes, d’une part parce que les motifs retrouvés sont, a
quelques exceptions prés, reproduits dans chaque spectre (et leurs paramétres sont assez proches d'un
spectre a l'autre), d’autre part parce que les raies retrouvées ont une réelle signification chimique.

Les raies situées entre 350 et 650 cm ™! correspondent & une déformation d’angle O-Al-O, et les
raies situées au dela de 700 cm™! correspondent & la déformation d’angle Al-O-H. En particulier,
dans la troisiéme zone, on estime bien les deux raies situées aux alentours de 539 cm™! et 570 cm ™.
En revanche, pour les spectres Rg et Ra, la petite raie située en 556 cm™! n’a aucune signification
chimique, alors qu’au contraire il semble manquer une raie en 490 cm™".

Toutefois, certaines raies sont parfois estimées par plusieurs motifs trés proches, mais dans la ma-
jorité des cas cela est diit a 'asymétrie de la raie estimée. Par exemple, dans la zone 3, les raies situées
en 524 cm™! et 539 cm~! semblent reproduire un méme schéma d’asymétrie.
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.
Spectres infrarouge — zone 1
T 7 7y
B a x 1000 B AL B a x 1000 s AL S a x 1000 s AL
488,30 55,21 6,34 19,93 488,30 59,76 6,38 20,05 488,40 50,77 6,33 19,88
502,20 69,50 4,76 14,95 502,30 78,96 5,10 16,02 501,70 54,87 4,00 12,56
517,90 31,26 4,38 13,76 516,80 27,61 3,62 11,36
524,10 213,85 18,01 56,58 522,00 134,54 17,08 53,66 521,60 173,06 18,25 57,34
529,00 149,38 14,33 45,03 527,50 121,91 14,75 46,34
528,40 50,28 11,18 35,12
530,80 43,19 9,14 28,70
540,20 16,51 3,56 11,17
560,30 164,99 5,26 16,51 560,40 185,51 5,64 17,71 560,40 174,06 5,40 16,97
579,70 104,10 25,30 79,48 588,50 80,32 14,16 44,47 584,00 119,87 33,52 105,31
583,30 13,82 2,72 8,55 589,10 168,04 40,56 127,44 | 587,50 30,05 10,94 34,37
594,70 28,63 7,76 24,38 623,50 103,53 14,08 44,23 619,70 19,78 6,60 20,73
612,10 145,56 47,96 150,66 | 644,80 41,89 8,25 25,92 636,90 162,35 53,62 168,44
620,50 62,80 10,68 33,55
644,70 53,93 9,71 30,50
668,90 142,48 11,04 34,68 668,10 181,41 14,35 45,09 649,50 13,92 7,83 24,59
696,00 48,29 10,79 33,90 669,60 12,31 5,73 18,01 669,20 93,76 9,27 29,14
735,10 30,77 8,38 26,33 698,60 58,96 10,35 32,51 697,60 37,68 13,04 40,97
746,60 104,05 14,89 46,79 735,70 11,72 6,11 19,21 736,10 44,59 10,35 32,53
790,10 256,85 53,14 166,93 741,60 74,12 14,23 44,70 743,10 111,48 14,72 46,25
750,40 70,30 21,46 67,43 760,00 34,11 11,01 34,60
789,00 171,80 48,49 152,35 789,80 211,11 38,06 119,57
802,90 45,37 9,38 29,48 803,50 64,73 11,34 35,62 803,70 39,53 9,30 29,22
837,40 10,11 5,21 16,36 806,90 56,87 68,70 215,84 826,80 60,71 55,90 175,62
864,20 22,70 13,79 43,32 836,50 22,35 8,73 27,41 837,50 18,00 7,56 23,76
913,70 15,55 5,72 17,98 862,90 26,75 12,11 38,03 862,00 26,38 12,30 38,63
868,70 18,57 26,63 83,65
913,90 14,19 4,82 15,14
914,20 13,79 4,65 14,61 955,40 48,07 32,82 103,11
970,10 48,88 7,45 23,39 970,00 50,73 7,74 24,31 970,30 57,08 8,35 26,23
1003,70 102,69 54,66 171,71 1006,40 100,06 52,18 163,93 1018,20 30,55 5,78 18,15
1017,90 9,52 3,81 11,08 | 1018,10 17,26 4,66 14,65
1021,80 314,79 10,45 32,84 1021,60 269,64 10,51 33,03 1022,30 263,50 10,68 33,55
1041,70 83,92 10,40 32,67 | 1039,10 95,30 15,63 49,09 | 1025,50 117,38 33,93 106,58
1060,40 21,40 9,66 30,34 1041,90 59,28 13,19 41,45
1096,30 10,12 31,31 98,36
TAB. 4.8 — Raies estimés pour les spectres infrarouge (zone 1).
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F1G. 4.19 — Zone 1 des spectres infrarouge : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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Spectres infrarouge — zone 2
IO Il I2
T a x 1000 s AL T a x 1000 s AL S a x 1000 s AL
1384,30 4,20 46,57 0,61 1371,10 1,95 38,89 122,19 1312,90 1,02 24,23 76,12
1452,50 1,56 3,88 0,02 1452,70 1,58 3,94 12,37 1377,50 4,20 38,95 122,35
1490,20 0,99 2,52 0,01 1507,10 1,88 20,60 64,71 1452,40 1,52 3,75 11,78
1511,70 7,54 56,77 1,35 1508,20 5,14 64,94 204,03 1481,60 7,46 63,78 200,36
1538,10 2,21 3,39 0,02 1538,30 2,65 3,88 12,18 1490,00 1,06 2,81 8,82
1555,90 2,67 3,72 0,03 1555,60 2,69 3,79 11,91 1537,70 1,91 2,97 9,33
1572,10 1,24 4,75 0,02 | 1628,10 7,59 17,00 53,39 1555,50 2,09 2,88 9,05
1625,60 11,09 22,87 0,80 1635,30 11,43 53,58 168,32 1600,20 15,46 74,76 234,86
1639,50 2,54 9,74 0,08 1647,70 2,73 3,18 10,00 1633,40 14,86 24,11 75,75
1648,50 2,87 2,81 0,03 1696,80 1,71 2,76 8,68 1647,90 2,53 2,39 7,51
1650,20 3,76 106,77 1,26 | 1707,90 2,05 83,55 262,48 | 1686,10 5,05 17,59 55,26
1674,90 2,15 11,05 0,07 | 1738,60 0,86 6,44 20,22 1723,70 4,45 30,25 95,03
1682,70 10,94 85,20 2,93 | 1853,60 5,63 138,47 435,02 | 1779,70 13,81 80,46 252,76
1696,80 2,14 3,20 0,02 | 1975,30 1,24 23,01 72,29 1941,00 17,97 102,56 322,20
1842,20 4,95 55,77 0,87
1952,90 5,06 79,42 1,26
1997,00 5,49 173,51 2,99
2005,90 2,92 14,41 0,13 2006,70 3,38 15,10 47,45 2005,40 3,05 14,95 46,97
2048,90 7,98 81,71 2,05 2076,60 6,58 71,13 223,47 2060,10 11,20 75,40 236,86
2106,00 1,45 2929 0,13 | 2163,00 0,80 10,64 33,43 | 2110,40 2,23 34,20 107,43
2161,40 1,20 14,17 0,05 | 2258,80 0,78 45,19 141,97 | 2114,20 4,02 107,18 336,72
2229,70 4,91 112,40 1,73 2161,90 1,54 17,82 55,99
2331,90 5,36 14,44 0,24 | 2328,30 4,87 12,79 40,18 2231,90 11,94 89,52 281,22
2354,80 5,23 3,02 0,05 2340,00 2,48 3,46 10,86 2318,50 3,05 11,28 35,44
2363,40 6,75 5,88 0,12 2354,30 5,47 3,11 9,76 2331,50 4,04 6,04 18,99
2362,70 7,19 6,10 19,16 2340,30 3,67 2,83 8,89
2454,00 3,35 157,04 1,65 2695,70 1,06 37,09 116,53 2359,10 9,19 8,06 25,31
2769,70 3,86 335,20 4,06 2796,50 3,44 74,56 234,25 2391,20 4,16 80,34 252,38
2431,20 4,10 171,97 540,26
2531,90 3,50 123,53 388,07
2673,60 4,26 238,34 748,75
TAB. 4.9 — Raies estimés pour les spectres infrarouge (zone 2).
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F1G. 4.20 — Zone 2 des spectres infrarouge : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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Spectres infrarouge — zone 3
IO Il IQ
S a x 1000 s AL B a x 1000 s AL < a x 1000 s AL
2923,40 1,76 10,32 0,06 2923,7 1,74 10,31 32,39 2829,7 1,51 207,37 651,46
3046,50 7,06 249,72 5,54 3082,4 9,22 209,75 658,95 2923,8 1,81 10,72 33,67
3358,30 30,68 30,88 2,98 3171,4 7,21 79,87 250,93 3270,6 12,79 117,72 369,84
3375,90 72,23 16,52 3,75 3226,5 10,09 68,54 215,34 3308,3 32,50 77,91 244,76
3291 41,56 54,25 170,44 3352,1 17,85 26,83 84,29
3313,6 16,49 21,71 68,20 3356,6 13,29 11,55 36,29
3354,9 51,45 21,23 66,71
3377,00 33,59 6,31 0,67 3376,6 19,48 5,02 15,78 3376 16,97 4,81 15,12
3377,10 73,22 118,25 27,20 3377,7 81,39 13,84 43,49 3377,9 75,49 12,89 40,49
3395,60 50,98 5,91 0,95 3395,6 42,46 5,40 16,96 3395,8 38,95 5,05 15,86
3398,3 11,52 45,44 142,76
3422,80 47,16 8,87 1,31 3421,9 30,26 6,30 19,79 3421,9 36,63 6,58 20,69
3439,80 7,47 4,54 0,11 3434,3 13,13 7,51 23,60 3434,9 24,39 8,39 26,37
3451,60 256,55 20,51 16,53 | 3451,3 197,24 19,51 61,30 3453 213,78 19,01 59,71
3453,8 228,30 64,17 201,61 | 3469,7 276,93 77,02 241,96
3454,50 47,71 62,55 9,38 3473,1 19,69 14,39 45,19 3479,5 21,00 14,60 45,86
3482,30 37,96 16,53 1,97
3492,40 87,61 70,85 19,50
3510,70 10,27 46,96 1,52
3510,80 62,96 9,03 1,79 | 3511,3 57,64 8,00 25,12 3511 58,17 8,14 25,56
3517,40 50,28 92,37 14,59 3525 118,88 89,10 279,92
3525,40 263,29 8,85 7,32 3525,9 274,88 8,51 26,73 3525,4 266,17 8,43 26,48
3525,60 21,63 99,19 6,74 3527,7 52,39 2,86 8,99 3528,1 67,31 3,25 10,22
3528,40 73,95 3,96 0,92 3533,4 15,41 3,33 10,47 3534,6 18,92 2,67 8,39
3545,8 9,09 3,27 10,28
3548,20 89,72 7,89 2,22 3549,1 86,71 7,29 22,89 3547,9 92,22 7,26 22,79
3563,60 28,00 5,16 0,45 3562,4 30,15 4,82 15,15
3606,50 17,40 5,24 0,29 3563,3 34,76 4,91 15,43 3571,1 9,93 11,17 35,08
3574,9 7,74 3,27 10,28 3603,6 15,51 6,77 21,28
3585,6 4,73 1,30 4,09 3608 9,54 2,90 9,12
3606,8 18,32 5,67 17,80 3611,3 16,93 77,93 244,83
3621,50 164,31 6,92 3,57 3621,2 156,96 6,65 20,88 3621,3 165,74 6,91 21,70
3636,60 11,35 2,47 0,09 3639,3 19,17 10,45 32,83 3636,3 8,97 2,06 6,46
3654,30 33,14 12,79 1,33 3659 23,66 8,45 26,54 3650,7 29,40 14,39 45,19
3710,80 6,90 42,31 0,92 3667,1 12,01 57,07 179,31 | 3660,9 7,68 6,00 18,84
3825,70 2,73 41,65 0,36 3738,3 2,82 11,53 36,21 3718,2 3,93 24,42 76,70
3798,7 6,04 64,92 203,95 3823,4 1,31 29,33 92,14
TAB. 4.10 — Raies estimés pour les spectres infrarouge (zone 3).
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F1G. 4.21 — Zone 3 des spectres infrarouge : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).



4.6 Application sur des spectres réels 113

Comme nous 'avons évoqué dans la section 2.5.2, la ligne de base due a la diffusion Rayleigh des
spectres R1 et Ro n’est pas correctement estimée. Une des possibilité de correction de cette ligne de
base est de considérer que les motifs les plus larges qui composent le signal constituent en fait une ligne
de base résiduelle.

Nous montrons que cette méthode peut étre appliquée en dernier recours. Considérons 'exemple
du spectre R;. Il semble que quatre raies correspondent a la ligne de base résiduelle. En effet, elles
n’apparaissent pas sur le spectre Rg pour lequel il n’existe pas de ligne de base résiduelle et elles
sont trés larges, ce qui signifie qu’elles évoluent moins vite que les vrais motifs (c’était, rappelons-le,

la principale caractéristique de la ligne de base). Les paramétres de ces quatres raies sont répertoriés
dans le tableau 4.11.

~ ~

a S

87,24 430,18 13,13
103,18 196,73 8,00
135,15 121,65 13,11
156,40 28,68 10,31

o)

TAB. 4.11 — Raies pouvant constituer la ligne de base résiduelle du spectre R;.
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F1G. 4.22 — Estimation de la ligne de base sur un spectre Raman de gibbsite.

La figure 4.22(a) représente ces quatres raies ainsi que leur somme, qui est donc une estimation
de la ligne de base résiduelle, et la figure 4.22(b) présente le spectre Ry corrigé par cette nouvelle
estimation ainsi que le spectre Ry . Les deux spectres sont assez semblables : cette procédure peut donc

étre utilisée comme estimation de la ligne de base, mais une estimation par la méthode présentée dans
le chapitre 2 reste préférable.

4.6.3 Améliorations possibles

Outre le fait de prendre en compte des motifs asymétriques ou de forme encore plus évoluée, plusieurs
modifications sont possibles pour améliorer les estimations. Elles consistent & rajouter des informations
trés précises sur le spectre qui seront intégrées grace a ’approche bayésienne. Ces informations sont spé-
cifiques a chaque spectre et proviennent des connaissances a priori qu’ont les chimistes sur I’échantillon
étudié.

Ainsi, il est possible de préciser 'ordre de grandeur des nombres d’onde et des largeurs des raies
les plus grandes et les mieux résolues. Les informations sont codées en imposant sur les parameétres
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Spectres Raman — zone 1
Ro R R,
c a B Aq /103 c a B Aq /103 c a B Aq /103
87,24 430,18 13,13 14,16 | 8844 527,01 14,24 18,84
93,00 9120 330 0,75 93,36 101,97 1,76 0,45
103,18 196,73 8,00 3,95
107,53 205,96 3,53 1,82 | 108,65 232,36 3,35 1,95 | 10826 29382 585 4,31
114,00 222,00 1,82 1,02 | 11519 476,14 2,96 353 | 116,21 663,11 3,15 5,24
115,33 36543 2,20 2,01
117,43 271,49 1,65 1,12 | 117,65 346,93 1,85 1,61
124,21 26,16 1,85 0,12 | 12558 89,63 246 0,55
138,40 40,73 2,15 0,22 | 13515 121,65 13,11 4,00 | 13510 130,55 16,54 541
156,49 28,68 10,31 0,74
174,97 9501 2,85 0,68
177,37 111,27 2,76 0,77 | 178,74 96,70 1,50 036 | 177,90 124,94 2,62 0,82
TAB. 4.12 — Raies estimées pour les spectres Raman (zone 1).
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F1G. 4.23 — Zone 1 des spectres Raman : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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Spectres Raman — zone 2

c a s Ag /103 c a B Aq /103 c a s Aq /103
242,03 550,76 3,96 5,47 242,51 483,50 3,88 4,70 242,85 522,84 4,03 5,28
255,79 306,22 5,81 4,46 256,12 258,30 4,34 2,81 256,67 315,41 4,76 3,76
206,93 269,16 4,80 3,24 297,20 196,30 4,26 2,10 207,25 21224 4,34 2,31
306,49 432,78 3,56 3,86 307,10 419,10 3,89 4,09 307,02 462,43 4,36 5,06
322,55 1754,40 4,04 17,75 | 322,27 145520 3,80 13,85 | 322,85 1816,47 4,04 18,40
371,66 308,15 6,06 4,68 371,77 258,30 5,35 3,47 372,16 358,99 6,26 5,64
381,14 544,08 6,01 8,20 381,43 561,90 6,26 8,82 381,63 615,68 4,99 7,70
396,16 430,26 5,79 6,25 396,95 416,40 5,38 5,61 396,89 474,96 5,58 6,65
412,75 177,49 4,21 1,87 413,16 178,80 4,17 1,87 413,57 20528 3,25 1,67
430,87 372,54 7,13 6,66 431,52 339,10 7,58 6,44 430,76 380,88 7,59 7,24
444,66 133,88 3,47 1,16 44578 112,70 3,47 0,98 444,84 13593 3,95 1,35
TAB. 4.13 — Raies estimées pour les spectres Raman (zone 2).
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F1G. 4.24 — Zone 2 des spectres Raman : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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Spectres Raman — zone 3

Ro Ry R
5 a 3 A/10° 5 a 3 Ag/10° < a 3 Ag/10°
506,87 461,08 6,74 7,79 507,65 474,78 6,16 7,33 507,38 495,10 6,63 8,23
523,62 399,37 7,78 7,79 524,69 346,28 8,03 6,97 524,50 451,10 9,07 10,26

538,55 1828,99 7,39 33,86 | 539,56 192432 7,84 37,80 | 539,01 2013,90 6,79 34,29
547,79 674,23 7,11 12,02 | 549,97 663,75 8,99 14,96 | 547,32 82220 7,34 15,13
556,62 210,00 7,88 4,15 556,71 395,80 7,95 7,89
569,36  1636,76 7,30 20,05 | 570,00 1742,95 7,62 33,27 | 570,28 1932,90 7,28 35,27
605,99 124,22 10,02 3,12 607,60 140,10 10,66 3,74 607,21 154,40 12,20 4,72

TAB. 4.14 — Raies estimées pour les spectres Raman (zone 3).
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F1G. 4.25 — Zone 3 des spectres Raman : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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Spectres Raman — zone 4

intensité (u.a.)

c a B Aq /103 c a B Aq /103 c a B Ac /103
706,67 158,38 8,88 3,52 705,25 66,36 3,52 0,59 712,51 127,89 7,63 2,44
712,01 94,34 7,26 1,72
721,93 50,83 9,04 1,15

743,65 22,78 14,66 0,84
784,96 80,17 14,79 2,97 790,20 59,49 11,62 1,73 791,49 49,15 12,83 1,58
813,46 201,12 12,74 6,42 818,34 151,88 12,84 4,89 817,35 147,38 8,93 3,30
839,96 138,36 1545 5,36 848,12 110,21 2243 6,20 843,76 141,33 32,48 11,51
863,16 103,50 12,25 3,18
885,12 126,64 8,19 2,60
891,64 459,12 12,34 14,20 | 894,19 491,34 12,53 1543 | 894,53 531,67 1242 16,55
914,88 111,84 14,61 4,10 921,86 100,89 14,80 3,74 923,64 74,65 9,00 1,68
930,92 82,60 12,62 2,61 934,64 67,42 10,33 1,75 927,37 128,18 20,05 6,44
977,15 119,64 15,95 4,78 980,24 85,12 11,90 2,54 984,54 96,57 11,91 2,88
999,73 69,15 12,11 2,10 1003,39 9525 1322 3,16
1015,75 216,82 10,49 5,70 1020,93 220,82 9,57 5,30 1017,96 238,93 14,00 8,39
1047,28 41,89 7,31 0,77 1048,92 3510 8,62 0,76 1046,90 81,66 1,83 0,38
TAB. 4.15 — Raies estimées pour les spectres Raman (zone 4).
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F1G. 4.26 — Zone 4 des spectres Raman : spectre corrigé, raies estimées et spectre reconstruit (tirets).
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de certaines raies une loi a priori plus précise que celle utilisée jusqu’a présent. Ainsi, plutot que
d’affecter une loi uniforme sur les positions, on peut poser un a priori gaussien pour imposer une
position particuliére sur les grandes raies. De méme, en modifiant les paramétres de la loi a priori
sur s (qui est une inverse gamma), on peut imposer un « intervalle » trés précis de variation de la
largeur des raies. Par exemple, en spectroscopie Raman, les lorentziennes ont une largeur a mi-hauteur
moyenne de 12+ 5 cm™!. On peut donc poser comme loi a priori sur s (égale a la moitié de la largeur
a mi-hauteur) une inverse gamma de moyenne 6 cm~! et d’écart-type 2,5 cm~!. De plus, la fonction
d’appareil a une largeur de 2,7 cm™!
Une solution consiste donc a introduire une contrainte supplémentaire pour interdire certaines largeurs.
Cette contrainte peut également étre introduite en jouant sur les paramétres de la loi a priori de s.

: on ne peut donc pas trouver de raies plus fines que cette largeur.

4.7 Conclusion

Ce chapitre propose une alternative & I'approche par déconvolution impulsionnelle myope pour
I’estimation des raies du spectre. Elle consiste en une méthode originale de décomposition d’un signal
en motifs élémentaires. Cette approche s’inspire du processus Bernoulli-gaussien dans le sens ou elle
considére un nombre de motifs maximal K.« affectés d’une « variable d’occurrence » q qui indique
pour chaque motif s’il est présent ou non dans le spectre. Dés lors, la dimension du probléme est fixe
et il est donc possible d’utiliser des méthodes MCMC classiques, comme 1’échantillonneur de Gibbs.

Ainsi, cette méthode n’a pas les trois limitations principales d’'une déconvolution impulsionnelle
myope en permettant d’estimer des raies de parameétres de forme différents et situées en dehors de la
grille discréte d’échantillonnage, tout en étant plus rapide puisque le nombre de variables & estimer est
plus faible.

Un probléme important a cependant été rencontré lors de l'estimation des paramétres des raies. En
effet, il peut arriver que deux motifs permutent au cours de la simulation, c’est-a-dire qu’il y a une
permutation des indices de ces motifs. Cette permutation d’indices est rendue possible par le fait que
la loi a posteriori est symétrique par rapport aux variables. Nous avons donc proposé une méthode
originale qui permet de ré-indexer les motifs, permettant par la suite d’estimer les parameétres de raies
au sens de 'EAP. Cette méthode de ré-indexage considére en outre que des motifs peuvent apparaitre
ou disparaitre d’une itération & 'autre.

La méthode proposée a ensuite été testée sur les spectres simulés du chapitre 3 afin de comparer les
performances des deux approches. Dans le cas ot les raies du spectres sont identiques, nous conseillons
de considérer les motifs identiques : cela permet d’inclure dans le modéle une connaissance a priori
supplémentaire qui restreint ’espace des solutions et donc améliore l'estimation. Par ailleurs, cela
permet de diminuer le nombre de variables & simuler.

Enfin, la méthode a été appliquée sur les signaux infrarouge et Raman de gibbsite dont la ligne de
base a été corrigée grace a l'algorithme du chapitre 2. Il est montré que, d’'une maniére générale, la
méthode réussit & obtenir des estimations identiques pour chaque spectre, tant que la ligne de base
est correctement estimée. Or, ce n’est pas le cas pour la zone 2 des spectres infrarouge et la zone 1
des spectres Raman, mais nous avons montré qu’il était possible, en dernier recours, de considérer la
somme des raies les plus larges comme une estimation de la ligne de base.

Plusieurs extensions sont envisageables suites & ce travail.

En effet, le probléme rencontré dans le chapitre précédent ot une raie pouvait étre estimée par
deux pics est toujours présent ici. Pour ’éliminer, une solution serait de modifier la loi a priori sur les
positions des motifs, en imposant une distance minimale entre deux motifs, par exemple a ’aide d’'un
processus de Poisson. La méthode pourrait également étre étendue au cas ot le spectre est échantillonné
irréguliérement (pour des raisons techniques par exemple).

Par ailleurs, avec une approche telle que celle présentée ici, on considére que les motifs sont tous de
la méme forme, en 'occurrence une lorentzienne. Or, il serait intéressant de considérer des systémes
ou les motifs peuvent étre de formes différentes. Par exemple, on peut considérer le cas d’un mélange
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de motifs gaussiens et lorentziens. Une solution consiste alors a regrouper les différents motifs en une
seule expression. Dans le cas d'un mélange de gaussiennes et de lorentziennes, on peut modéliser chaque
motif par une fonction de pseudo-Voigt (voir [58] et la section 1.7.1) :

2

h(n) = K exp (—%) +(1-#)5 i

+n?’

2

avec k € [0,1]. Cette expression posséde trois paramétres a estimer, a savoir k, o et s. Par conséquent,
le nombre de variables a estimer sera alors de 6 K pax + 3 :

0= {q7 C,a,K,0,S8, )‘a Ta, T‘b}-

Une derniére perspective de ce travail est la suivante. Dans certains types de spectres, il est possible
que certains motifs soient de méme forme et de méme paramétres. En fait, le spectre est constitué de
plusieurs familles de motifs. Il y a alors moins de motifs différents que de raies. L’approche développée
dans ce chapitre peut étre appliquée, mais elle sera incapable de regrouper les raies de méme parameétres
de forme. Aussi, les recherches futures pourront s’intéresser & développer une méthode pour estimer
un signal impulsionnel de K raies filtrées séparément par I'un des L motifs (L < K).

Une premiére méthode serait d’utiliser 'approche précédente couplée a une méthode de classification
qui regrouperait les parameétres des motifs en L groupes. Une deuxiéme méthode, qui nous semble plus
intéressante, est de coder la variable q sur {0,1,2,..., L}. Ainsi, une absence de motif serait toujours
codée par qi = 0 et I'existence d’un motif par qi # 0. La valeur de q; indique a quel motif correspond
la raie k. Cette approche pourra étre modélisée par le systéme représenté figure 4.27 ot h; représente

une lorentzienne de largeur s; et tel que Ky, = K. Les entrées ), ajxdc, ,,(t) (I € {0,...,L}) sont ici
S ankde, () —— ()
b(t)
Sk 1 220, () ——| ha(t)
+ +
> o)
w(t)
_l’_
K
dohtr, a1 @k0e,,(8)  —— hy(t)

F1G. 4.27 — Modélisation de ’approche par décomposition en motifs élémentaires dans le cas de plusieurs
groupes de motifs.

des signaux impulsionnels. Ainsi, cette modélisation peut étre considérée comme une généralisation
des approches précédentes, puisque le cas L = 1 correspond a la déconvolution impulsionnelle myope
(en supposant les ¢, discrets) et le cas L = K correspond a la décomposition en motifs élémentaires
présentée dans ce chapitre (puisqu’alors le systéme contient K réponses impulsionnelles h; et que les
entrées ne contiennent qu’'une impulsion).






Conclusion

Ce travail de thése a consisté a développer des méthodes numériques pour 'analyse de spectres,
plus particuliérement en spectroscopie infrarouge et Raman.

Dans un premier temps, nous avons considéré le probléme de la correction de la ligne de base. Ce
probléme a été résolu a l'aide d’'une méthode déterministe consistant a estimer la ligne de base par le
polynéme minimisant une fonction-cotit. Cette fonction-cotit doit croitre moins vite qu’une parabole au
dela d’un certain seuil, ceci afin d’éviter d’affecter un cotit trop important aux raies. Nous avons donc
considéré le cas de la fonction de Huber et de la parabole tronquée. De plus, nous avons montré que
les versions asymétriques de ces fonctions-coiit sont particuliérement bien adaptées aux spectres dont
les raies sont positives (ce qui est le cas des spectres infrarouge et Raman) puisque 'asymétrie suppose
que les raies sont toutes de mémes signes. Il s’est alors avéré que la parabole tronquée asymétrique
est la fonction-cotit qui donne la meilleure estimation pour les spectres considérés. L’estimation a été
obtenue grace a ’algorithme de minimisation semi-quadratique LEGEND.

En outre, la méthode obtenue permet a l'opérateur de choisir 'ordre du polynéme et la valeur du
seuil, laissant ainsi des degrés de liberté pour I'estimation de la ligne de base. L’influence de ces deux
paramétres a été étudiée a travers des simulations et des indications sur le choix de leur valeur ont été
données. Nous avons également testé le comportement de la méthode en fonction des paramétres du
spectre. Enfin, des applications sur des spectres expérimentaux infrarouge et Raman de gibbsite ont
montré 'efficacité de la méthode face a différentes lignes de base. Cette méthode a l'intérét d’étre trés
rapide et de permettre a l'utilisateur de fixer ses propres paramétres afin d’estimer la ligne de base
attendue.

Deux perspectives s’ouvrent a ce travail. Tout d’abord, plutét que de considérer un modéle polyno-
mial ot la douceur de la ligne de base est controlée par 'ordre du polynéme, nous pourrions introduire
un terme de régularisation dans le critére qui permettrait un controéle continu de la douceur de la ligne
de base. Une seconde perspective serait de modéliser la ligne de base par des splines afin d’estimer des
lignes de base plus irréguliéres.

Dans un deuxiéme temps, nous avons considéré I'estimation des raies du spectre, c’est-a-dire 1’es-
timation des nombres d’onde, intensités et paramétres de forme des raies. Pour cela, deux approches
ont été présentées. Elles se placent toutes les deux dans un cadre probabiliste permettant d’introduire
le maximum d’information a priori.

La premiére méthode considére le probléme comme un probléme de déconvolution impulsionnelle
positive myope. Pour cela, un modéle bayésien hiérarchique a été développé, notamment en considérant
le spectre pur comme un processus Bernoulli-gaussien convolué avec une réponse impulsionnelle de
forme connue (dans ce document, nous avons considéré I’exemple d’une lorentzienne). L’échantillonneur
de Gibbs est une approche directe pour simuler la loi a posteriori & partir des lois conditionnelles du
modéle hiérarchique. A cet égard, nous avons été amené & proposer un algorithme d’acceptation-
rejet mixte pour simuler une loi normale tronquée unilatéralement. Nous avons également proposé un
estimateur original du signal impulsionnel en introduisant deux indices; cet estimateur a été comparé
a d’autres sur un exemple académique et un spectre simulé, montrant que I’estimateur proposé est plus
efficace et qu’il permet notamment de retrouver des raies de trés petite amplitude. En contrepartie, une
interprétation de ces indices est nécessaire pour restaurer effectivement un signal impulsionnel, étape
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qui actuellement est laissée a 'appréciation de 'utilisateur. En tout état de cause, dans le cadre de
I’analyse de signaux de spectroscopie, cette premiére méthode souffre de deux inconvénients majeurs.
D’une part les raies estimées sont forcément situées sur la grille d’échantillonnage et d’autre part
elles ont toutes une largeur identique. Par ailleurs, la modélisation Bernoulli-gaussienne suppose un
signal parcimonieux, c¢’est-a-dire ayant un grand nombre de valeurs nulles, mais impose de simuler tous
ces échantillons, méme ceux inutiles. Ceci a pour conséquence un cotit de calcul élevé et une perte
d’efficacité de la procédure d’estimation.

Une deuxiéme approche est alors présentée afin de résoudre ces deux problémes. Celle-ci aborde le
probléme sous I’angle de la décomposition en motifs élémentaires, c’est-a-dire que le spectre est modélisé
par une somme de motifs de forme connue. Dés lors, un paralléle entre déconvolution impulsionnelle
myope et décomposition en motifs élémentaire est possible. Ce type de modélisation permet, d’'une
part, de placer les centres des raies estimées hors des « instants » d’échantillonnage et, d’autre part, de
pouvoir les considérer toutes de largeurs différentes. De surcroit, le nombre de variables a estimer est
plus petit qu’en déconvolution impulsionnelle myope. Cependant, une difficulté est de gérer un modéle
dont la dimension peut varier d’une itération & I'autre. Pour éviter cela, nous nous sommes inspirés
du processus Bernoulli-gaussien en considérant un nombre maximal de motifs qui peuvent, grace a
une variable d’occurrence, étre présents ou absents du signal. Cette approche permet de maintenir la
dimension du modéle constante et donc d’utiliser I’échantillonneur de Gibbs. Cependant, une difficulté
supplémentaire résulte des permutations d’indices qui peuvent apparaitre dans les chaines de Markov
des quantités simulées, interdisant alors une estimation naive, au sens de 'EAP par exemple. Nous
avons donc proposé une méthode de ré-indexage qui a ’avantage de pouvoir considérer que des motifs
puissent apparaitre ou disparaitre. Une analyse de performance sur des signaux simulés confirme que
cette méthode est plus rapide et plus efficace que 'approche par déconvolution impulsionnelle. Une
application a des signaux expérimentaux a donné des résultats satisfaisants et exploitables par les
physico-chimistes.

Toutefois, une limitation de ces deux approches d’estimation du spectre de raies réside dans le fait
qu’une raie est parfois estimée par deux pics trés proches : une perspective intéressante serait d’utiliser
une autre loi a priori sur les positions. Les travaux futurs chercheront également a rendre le modéle
actuel plus adapté aux spectres expérimentaux. Tout d’abord, on pourra s’intéresser a des motifs plus
complexes, tels que des fonctions de Voigt ou des motifs asymétriques. Par ailleurs, on pourra également
développer une méthode qui prend en compte le fait que I’échantillonnage du spectre n’est pas toujours
régulier. Enfin, on pourra considérer une modélisation dans laquelle les motifs peuvent étre regroupés
en famille. Comme nous ’avons proposé dans la section 4.7, une modélisation intéressante serait de
considérer que la variable d’occurrence peut prendre plusieurs valeurs correspondants soit & une absence
du motif, soit a la famille a laquelle appartient ce motif.



Annexe A

Méthodes de Monte Carlo par chaines de
Markov

Cette annexe a pour but de présenter les algorithmes de Monte Carlo par chaines de Markov utilisés
dans cette thése, en ne présentant que les notions utilisées. Pour de plus amples informations, le lecteur
pourra se référer aux publications ayant inspiré cette annexe [3, 36, 49, 96, 103, 109], et en particulier
les ouvrages de Gilks et al. [44], de Meyn et Tweedie [81] et de Robert [93].

A.1 Introduction

Les algorithmes présentés dans les chapitres 3 et 4 font face a trois types de problémes :

— le calcul d’intégrales de grandes dimensions;

— l'optimisation de critéres complexes ;

— la simulation de variables aléatoires.

Le probléme du calcul d’intégrales multiples intervient en particulier lors des calculs d’estimateurs du
type EAP ou d’estimation de marginales; de méme, le probléme de l'optimisation de critéres (ou de
lois a posteriori) est lié au calcul d’estimateurs du type MAP.

En pratique, ces problémes sont trés souvent impossibles & résoudre du fait de leur complexité
calculatoire. La plupart des méthodes classiques sont généralement peu satisfaisantes car elles sont
difficiles & implémenter puisque les calculs doivent se faire dans un espace de dimension élevée.

Les méthodes MCMC (Markov Chain Monte Carlo) se présentent comme une alternative aux mé-
thodes classiques dans le cas ou ces derniéres s’avérent ineflicaces. Le principe des méthodes MCMC est
de créer une chaine de Markov {8} (i € {1,...,I}) dont les éléments sont distribués asymptotique-
ment selon une distribution d’intérét m, puis d’utiliser une estimation de Monte Carlo pour approcher
la solution recherchée. Ainsi, sous certaines conditions, la distribution des éléments de la chaine de
Markov converge vers la distribution d’intérét lorsque le nombre d’itérations tend vers I'infini.

Nous présentons ci-dessous l'intérét des méthodes MCMC dans le cadre des trois problémes présen-
tés.

Calcul d’intégrales de grandes dimensions

Exceptions faites de cas académiques, il est souvent trés difficile d’effectuer analytiquement le cal-
cul d’intégrales dans le cadre de l'inférence bayésienne. En effet, dés que la dimension de 6 devient
importante, les méthodes classiques d’intégration nécessite des temps de calculs rédhibitoires (généra-
lement exponentiels en la dimension de l'espace) et la prise en compte de contraintes sur le domaine
d’optimisation peut étre trés complexe.

Ainsi, le calcul d’intégrales du type :

Eolf(0)] = /E £(0)7(0)d0
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peut étre approché par 'estimateur suivant :
1z
o - (4)
Bals (@] =7 307 (69).

ol {B(i)}ie{l,_”[} est une séquence i.i.d. de I échantillons distribués selon la densité 7(0). Si I est

suffisamment grand, la loi forte des grands nombres implique la convergence presque stre de IE@ [£(0)]
vers Eg[f(0)]. De plus, si la variance Varg[f(0)] est finie, le théoréme de la limite centrale s’applique,
indiquant que la convergence de I'estimateur de Monte Carlo ne dépend ni de la forme de f(6), ni de
la dimension du domaine d’intégration, mais seulement du nombre d’itérations I [96].

Optimisation de critéres complexes

De méme que pour le calcul d’intégrales de grandes dimensions, il est souvent trés difficile de calculer
Ioptimum d’une fonction de grande dimension dans le cadre de l'inférence bayésienne. En outre, les
méthodes d’optimisation classiques (du type gradient) a base de procédures déterministes sont sensibles
A l'initialisation et risquent de conduire a des optima locaux.

Ainsi, par exemple, les méthodes MCMC proposent plusieurs algorithmes pour calculer le MAP :

— ¢i la maximisation se fait composante par composante, on utilise généralement une méthode
graphique en visualisant ’approximation de la fonction & maximiser, c¢’est-a-dire I’histogramme
des valeurs simulées ;

— des méthodes automatisées (méthodes de crible) permettent de procéder de la méme facon : il
s’agit d’algorithmes itératifs qui parcourent I'espace et conserve la plus grande valeur simulée de
toutes les itérations;

— le recuit simulé est une méthode itérative qui permet de converger vers le minimum global de
7(0). Pour échapper a l'attraction des minima locaux, la distribution 7 est lentement modifiée
au cours des itérations par l'introduction d’'un parameétre appelé température qui dépend de 7. 11
a été montré qu’une décroissance logarithmique de la température permet a la chaine de Markov
de converger presque stirement vers le minimum global [93].

Simulation de variables aléatoires

Pour mettre en ceuvre les méthodes MCMC dans les deux cas précédents, il faut étre capable de si-
muler les échantillons des chaines de Markov. Dans le cas ot la distribution 7 est standard, de nombreux
algorithmes ont été proposés et doivent étre utilisés de préférence aux méthodes MCMC, beaucoup plus
longues a converger. Parmi ces méthodes, citons la méthode d’inversion de la fonction de répartition,
I’algorithme de Box et Muller, les méthodes de mélanges, d’acceptation-rejet, les méthodes générales
pour les densités log-concaves, sans oublier les générateurs de variables uniformes. Une présentation
plus détaillée de ces méthodes peut étre trouvée dans [29, 93|.

Dans le cas ot ces méthodes ne peuvent étre appliquées, les méthodes MCMC proposent plusieurs
algorithmes dont la section A.3 présentent celles utilisées dans cette thése.

A.2 Chaines de Markov

On note 7 la distribution d’intérét qui correspond & la loi de distribution des éléments de la chaine
de Markov et définie sur un espace F appelé espace d’état. La famille des parties mesurables de E' est
notée &.

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires {8} (i € {1,...,I}) dont la distribution
de probabilité de 0 sachant toutes les valeurs précédentes 01, ..., 0 _1 est la méme que la distribution
de probabilité de 6}, sachant seulement @;_1. Ainsi, pour tout A € £ :

P(Gk S A\Hl, .. .,Gk,l) = P(é)k < A‘Ok,l).
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Une chaine de Markov est définie par deux composantes :
— sa distribution initiale p(O(O)) (ou la valeur initiale 0 de la chaine) ;
— et son noyau de transition :

T(9,A) = P (9<2‘+1> c Ao = 9) .

Afin de pouvoir définir le noyau de transition, il faut que la chaine de Markov vérifie le condition
d’homogénéité. Une chaine de Markov est homogeéne si ses caractéristiques statistiques n’évoluent pas
au cours des itérations, c’est-a-dire que la distribution 7 ne dépend pas de i. Un exemple classique
de chaine de Markov non homogéne est 'algorithme du recuit simulé o1, d’une itération & l'autre, les
statistiques des transitions évoluent en fonction de la température.

Ainsi, T'(0,-) est la loi de la chaine de Markov aprés une itération, sachant 1’état précédent égal
4 0. En posant T(0, A) = T(6, A), on définit le noyau de i transitions par la relation de récurrence
suivante :

Ti(e,A)_/ETi—l(T,A)P(e,dr).

A.2.1 Propriétés des chaines de Markov

Nous présentons maintenant les propriétés fondamentales que doivent vérifier les chaines de Markov
produites par les algorithmes MCMC présentés pour assurer leur convergence. Seules les notions né-
cessaires a la convergence des algorithmes de la section A.3 sont présentées ici; une présentation plus
détaillée peut étre trouvée dans [93, 103, 109].

Invariance

Une loi 7 est invariante (ou stationnaire) pour le noyau de transition 7" si :
VA €€, m(A) = / T(0,A)r(dO).
E

Cela signifie que si 0 est distribué suivant m, alors 00+ et les suivants seront distribués marginale-
ment selon 7.

Lors de la construction d’algorithmes MCMC, il est souvent délicat de trouver des noyaux vérifiant
cette propriété d’invariance. Mais une condition suffisante et souvent plus facile & démontrer est la
condition de réversibilité.

On dit qu'un noyau de transition T" est w-réversible si :

V(A,B) € € x &, / T(0, B)n(d6) = / T(6, A)r(d6),
A B

ce qui signifie que la probabilité d’aller en B en partant de A est égale & la probabilité d’aller en A
partant de B.

Irréductibilité
Soit ¢ une mesure de probabilité sur (F, ). Une chaine de Markov est dite p-irréductible si :
Ve ENVAcE p(A)>0 =  JieN/POY e A6 =0) > 0.

Cette propriété signifie que tous les ensembles de probabilité non nulle peuvent étre atteints & partir
de tout point de départ dans I’espace en un nombre fini d’itérations.
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Apériodicité
Une chaine de Markov est dite apériodique si :
VOcE, pgcd{m>1P0O"™ =060 =0)} =1.
L’hypothése d’apériodicité élimine donc les noyaux qui induisent un comportement périodique des
trajectoires et donc évite une comportement « déterministe » de la chaine de Markov.
Récurrence au sens de Harris

Soit ¢ une mesure de probabilité sur (F, ). Une chaine ¢-irréductible est dite récurrente au sens
de Harris si :

VA€ E,VO e A p(A) >0 = P (0; € A infiniment souvent|@y = 0) = 1.

La récurrence au sens de Harris signifie que presque stirement, les trajectoires de la chaine de Markov
repassent une infinité de fois dans A.

Ergodicité

Les quatre propriétés précédentes permettent de définir la propriété d’ergodicité : une chaine de
Markov admettant une distribution invariante et qui de plus est irréductible, apériodique et récurrente
au sens de Harris est dite ergodique.

A.2.2 Théorémes de convergence

Avant de présenter les deux théorémes de convergence que doivent vérifier les algorithmes MCMC
utilisés dans cette thése, il est nécessaire d’introduire la définition de la norme de la variation totale
permettant de mesurer la distance entre deux mesures de probabilité.

La norme de la variation totale est définie par :
o1 — @allvr = sup |p1(A) — p2(A)].
Ae€
ol 1 et 2 sont deux mesures de probabilité de (E, E).

THEOREME A.1

Soit une chaine de Markov de noyau de transition T, w-invariante, irréductible et apériodique. Alors,
pour mw-presque tout point de départ 9(0),

lim {|77(-(0) = x(-)||vr = 0.

i——400

La propriété de récurrence au sens de Harris permet d’obtenir une convergence plus forte car le
théoréme précédent peut alors s’appliquer pour tout point de départ de F.

THEOREME A.2

Soit une chaine de Markov de noyau de transition 7', m-invariante, irréductible et apériodique récurrence
au sens de Harris (elle est donc ergodique). Alors, pour tout point de départ 0 ¢ E,

Jim [|T7([0) 7 ()lvr = 0.

L’objectif est maintenant de construire des algorithmes MCMC qui produisent des chaines de Mar-
kov vérifiant I'un ou l'autre de ces deux théorémes. C’est le cas des algorithmes présentés dans la
section suivante qui, au pire, vérifient la convergence pour m-presque tout point de départ.
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A.3 Méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov

A.3.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings consiste a accepter avec un certain taux d’acceptation des
échantillons générés a 'aide d’une distribution instrumentale (ou candidate) q(0]0). 11 peut étre vu
comme le dénominateur commun des méthodes MCMC classiques, qui n’en sont que des cas particu-
liers [3].

L’algorithme de Metropolis-Hastings suit le schéma suivant :
1. initialiser 9% (& une valeur éventuellement aléatoire) ;
2. pour chaque itération i € {1,...,1} :

(a) simuler 6 ~ q(8100=1)),

(b) calculer le taux d’acceptation

B PO N Caell),
w00 D) g(8l0% ) [

(c) accepter @ avec la probabilité o :

0l — {5 si u < a, avec u ~ Ujp 1] (acceptation),

00~ sinon (rejet) ;

3. 1«1+ 1 et aller en 2.

La distribution instrumentale est soit disponible analytiquement (& une constante prés), soit symé-
trique (c’est-a-dire telle que ¢(0]6) = ¢(69)).

De plus, pour améliorer le taux d’acceptation « de I'algorithme, elle doit étre simulable rapidement
et doit étre choisie en fonction de la distribution d’intérét. En particulier, ¢ doit étre une bonne
approximation de 7w et doit couvrir tout le support de w. En effet, si le support de la distribution
instrumentale est trop petit, certaines zones du support de m ne seront pas explorées et donc aucun
échantillon n’y sera simulé ; cependant, une distribution instrumentale & support trop large créerait trop
de rejets, et ralentirait la convergence de l'algorithme. En général, les régles de choix des distributions
instrumentales sont heuristiques.

Nous ne détaillerons pas ici les propriétés de convergence de ’algorithme de Metropolis-Hastings,
qui peuvent étre trouvées dans 3, 93].

L’algorithme de Metropolis-Hastings ne génére pas d’échantillons i.i.d., en particulier parce que la
probabilité d’acceptation de 0 dépend de U1 et peut étre & l'origine d’apparitions multiples d’une
méme valeur puisque le rejet de 0 conduit a reproduire 0U—1 3 I'itération i.

Lorsque la dimension de l’espace est trop importante, il peut étre délicat de définir une distribution
instrumentale g convenable, et celle-ci peut conduire & un taux d’acceptation faible. Dans ce cas, il est
possible de subdiviser @ en plusieurs vecteurs de tailles plus raisonnables et de les simuler au moyen
de M densités instrumentales. Cet algorithme est appelé algorithme de Metropolis-Hastings « un a la
fois » [3, 96].

En pratique, différents choix de ¢ permettent de définir plusieurs variantes de ’algorithme de Me-
tropolis-Hastings que nous présentons maintenant.
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Algorithme de Metropolis-Hastings indépendant

Dans ce cas, la distribution instrumentale est indépendante de I'état H(i_l), c’est-a dire que 'on a
q(8181) = ¢(0), conduisant a une probabilité d’acceptation :

a=min< 1 W(é) q<9(i_1)>
w(0U) q0) |

Algorithme de Metropolis-Hastings a marche aléatoire

Contrairement & I’approche précédente, une seconde possibilité est de générer un candidat & partir
de 01, plus précisément en y ajoutant une perturbation aléatoire. Autrement dit, la distribution
instrumentale est la forme :

q(010%"1) = q(6 — 6" ),

et la probabilité d’acceptation devient :

a=min< 1 W(E) q(O(i_l) _ 5)
- (0" g0 -0 [

Dans le cas particulier ou ¢ est symétrique (q(a—O(i_l)) = q(B(i_l) —5)), la probabilité d’acceptation

se simplifie en :
a=min< 1, ﬂ .
7_‘_(0(1—1))

Cette forme de I'algorithme est appelée algorithme de Metropolis en référence a la méthode originelle
de Metropolis [80].

La distribution instrumentale est généralement une loi uniforme, gaussienne ou de Student. Le pro-
bleme est alors de choisir les paramétres de la distribution afin d’explorer le support de maniére efficace,
et tout particulierement le parameétre d’échelle. En effet, s’il est trop faible, le taux d’acceptation sera
élevé, mais la chaine de Markov convergera trop lentement puisque ses pas seront trop petits. Au
contraire, s’il est trop grand, l'algorithme va rejeter un grand nombre de propositions impliquant un
faible taux d’acceptation.

Par exemple, considérons I'exemple académique suivant, ot I’on cherche & simuler la loi normale
N(0,1) par un algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire. La valeur initiale est fixée a
9 = 2, et on choisit une loi uniforme comme loi candidate. Les figures suivantes illustrent les 1000
premiers échantillons dans le cas de la loi U|_g 1,0,1] (figure A.1(a)) et de la loi Uj_;00;100] (figure A.1(b)),
de plus grand paramétre d’échelle. Il est alors évident que ni I'une ni 'autre des lois candidates n’est
adaptée : cette exemple met bien en lumiére 'importance du parameétre d’échelle dans le cas d’un
algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire.

En général, ce réglage est heuristique. Dans [39] et [95], les auteurs recommandent par exemple de
chercher a atteindre un taux d’acceptation de 0,5 pour les modéles de dimension 1 ou 2, et de 0,25
pour les modéles de dimension plus élevée. Une mise en ceuvre de « calibration algorithmique » dans
le cas multidimensionnel a été proposée par Miiller [86], c’est-a-dire que des modifications successives
du facteur d’échelle sont effectuées jusqu’a atteindre un taux d’acceptation voisin de 0,25.

Dans cette thése, nous nous contentons de choisir une valeur du paramétre d’échelle afin que le taux
d’acceptation suive les recommandations précédentes.

A.3.2 Echantillonneur de Gibbs

En considérant le vecteur 8 = {01, . .., 0y}, 'échantillonneur de Gibbs est une approche intéressante
de simulation dans le cas ot les densités conditionnelles 7, (8,,|6_,,) sont connues et simulables.
Le schéma de simulation de I’échantillonneur de Gibbs est le suivant :
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1.5¢

0.5¢

_0'50 200 400 600 800 1000 0] 200 400 600 800 1000

itérations itérations

(a) Loi candidate : U|_g 1,0,1]- (b) Loi candidate : U[_100;100]-

Fic. A.1 - Exemple de simulation de la loi normale N (0, 1) par un algorithme de Metropolis-Hastings
a marche aléatoire.

1. initialiser (0 = (0&0) ooy 95\0[)) (a des valeurs éventuellement aléatoires) ;

2. pour chaque itération i € {1,...,1} : simuler

0\ ~ my (041057, .., 00Y),
0} ~ my(061, 67V .00 "),

0% ~ n(0x16Y,....0% 1) ;

3. 1«1+ 1etaller en 2.

L’échantillonneur de Gibbs est nécessairement multidimensionnel, avec un nombre de variables fixe.
Notons cependant que les quantités 0,, ne sont pas forcément des scalaires. De plus, comme elles sont
simulées & partir de leur loi conditionnelle, le taux d’acceptation de 'algorithme est de un car tous les
échantillons simulés sont acceptés.

Dans Dalgorithme présenté, le balayage des éléments du vecteur 8 est déterministe (ici, les simu-
lations sont effectuées dans 'ordre, du premier au N¢ élément de 0) : c’est un exemple de balayage
systématique. Mais il est possible d’effectuer un balayage aléatoire ou I'ordre de simulation est choisi
aléatoirement a chaque itération. L’étape 2 de I’échantillonneur de Gibbs devient alors :

générer une permutation o sur {1,..., N},

simuler :

01(711) ~ Moy (001|0§‘i_1)aj # 01)7

00) ~ 7oy (05,16'. 5 # o).

L’intérét de ce type de balayage est que la chaine de Markov produite est réversible et de distribution
stationnaire la loi a posteriori [93, p. 188] : c’est cette version qui est utilisée dans cette thése.

Par ailleurs, I’échantillonneur de Gibbs peut étre vu comme un cas particulier de ’algorithme de
Metropolis-Hastings « un a la fois » pour lequel les distributions instrumentales de chaque composante
0, sont égales a leur distribution conditionnelle. Plus exactement, il correspond & la composition
de N algorithmes de Metropolis-Hastings de probabilités d’acceptation uniformément égales a 1 [93,
théoréme 5.1J.
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Les propriétés de convergence de I’échantillonneur de Gibbs ne sont pas traitées ici, mais sont
détaillées dans [93].

Dans cette thése, nous utilisons des modeéles bayésiens hiérarchiques (voir section 3.1.3), c’est-a-dire
que la loi a posteriori peut s’écrire sous la forme :

’7T(0) = 7T1(01)7T2(02|01) - .7TN(0N|01,. . .,GN_l) N

faisant ainsi de ’échantillonneur de Gibbs une approche naturelle pour la simulation de @ = {61, ...,0x}.

Toutefois, cette facilité peut conduire dans certains cas a utiliser I’échantillonneur de Gibbs lorsque
la loi a posteriori est impropre, c’est-a-dire d’intégrale divergente [3, 53, 93|. En effet, il peut arriver
que les lois conditionnelles extraites de la loi a posteriori soient clairement simulables, mais que la loi
a posteriori jointe ne soit pas intégrable. Cette question se pose dans les sections 3.3.3 et 4.2.3 ou I'on
choisit des lois a priori sur les variables du systéme pour construire ensuite les lois a posteriori condi-
tionnelles qui seront échantillonnées par I’échantillonneur de Gibbs. Cependant, la complexité de la loi
a posteriori jointe empéche de vérifier analytiquement son intégrabilité. L’intégrabilité peut toutefois
étre vérifiée en prenant garde de travailler avec des lois a priori propres. Or, comme nous avons fait le
choix traditionnel d’utiliser des a priori non-informatifs (et impropres) sur certains hyperparamétres,
nous avons plutét cherché a obtenir des lois a posteriori conditionnelles intégrables en choisissant cor-
rectement ces lois a priori, sans quoi nous avons pu constaté, parfois, des divergences des chaines de
Markov.

A.4 Controéle de convergence des algorithmes MCMC

L’implémentation d’une méthode MCMC nécessite de fixer la longueur I de la chaine de Markov
(c’est-a-dire le nombre d’itérations de la méthode). Par ailleurs, il convient d’écarter les Iy premiéres
itérations du calcul de 'estimateur car leur distribution est trés différente de w. La période située aux
itérations ¢ < I est appelée période de transition. Elle dépend principalement de la valeur initiale 6
et du noyau de transition de I'algorithme.

La méthode la plus simple pour déterminer ces deux variables consiste & analyser visuellement la
trace de la chaine de Markov et a déterminer soi-méme les valeurs I et Iy. Iy doit étre fixé de telle
sorte que tous les échantillons {O(i)} tels que ¢ > Iy peuvent étre considérés comme étant distribués
suivant 7. I est ensuite choisi de maniére & avoir un nombre d’échantillons suffisant pour permettre
une estimation de bonne qualité.

Dans cette thése, nous utilisons cette procédure par souci de simplicité. Cependant, un grand nombre
d’outils plus formels pour la détermination de I existent : on les regroupe sous le terme de « tests de
convergence » (convergence diagnostics). Une partie de ces approches proposent également une valeur
de Iy. Nous présentons maintenant quelques techniques courantes ; un panorama plus détaillé peut étre
trouvé dans [8, 25, 93, 109].

Les méthodes fondées sur I’analyse graphique de la chaine de Markov sont parmi les plus simples car
elles consistent en des méthodes empiriques effectuées sur les échantillons simulés. Ainsi, une condition
nécessaire de convergence est la stationnarité d’une suite construite a partir des échantillons 6. On
peut prendre par exemple la moyenne cumulée des échantillons ou le rapport entre la distribution
d’intérét et la distribution estimée.

L’approche de Raftery et Lewis [90] est trés populaire (voir également [44, chapitre 7]). Elle consiste
a calculer, a partir de la suite & deux états z; = 1), (0t 8 est une valeur arbitraire choisie dans le
support de 7), le nombre d’itérations I, la longueur de la période de transition I et le pas minimum
d’échantillonnage ig de la chaine de Markov (la chaine de Markov n’est échantillonnée que toutes les
i itérations).
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La méthode de Mykland et al. [87] est une méthode de regénération, c’est-a-dire qu'’il existe des
instants Ty < T7 < ... tels que, a chaque T}, le futur de la chaine de Markov est indépendant du
passé et identiquement distribué. La convergence est observée graphiquement aprés avoir simulé [
échantillons, puis en tracant T /T en fonction de j/I. L'un des principe de base est de n’enregistrer
qu’une itération sur ig afin de construire une série d’échantillons approximativement i.i.d.

Enfin, d’autres méthodes font appel a la simulation de chaines de Markov en paralléle. En effet, il
n’est généralement pas possible de diagnostiquer la convergence d’une chaine de Markov a partir d'une
seule séquence, car celle-ci peut rester dans une région trés influencée par 'initialisation, méme aprés un
grand nombre d’itérations. En simulant plusieurs chaines, la variabilité et la dépendance aux conditions
initiales sont réduites et la convergence peut étre établie en comparant les estimations des quantités
simulées de chaque chaine. Une approche assez populaire est la méthode de Gelman et Rubin [40].
Cependant, le choix d’une analyse sur plusieurs chaines ou d’une chaine unique trés longue reste un
probléme ouvert, et les études dans la littérature sont contradictoires quant & ce choix [44, 103, 109].
En effet, il n’est généralement pas possible d’effectuer des inférences valides si le nombre d’échantillons
est trop faible : il faut donc que les chaines de Markov soient suffisamment longues, ce qui augmente
le cotit de calcul. Par ailleurs, simuler une chaine de Markov trés longue permet de mieux explorer la
distribution d’intérét 7 : il y a plus de chances de trouver de nouveaux modes et de détecter des zones
de faible probabilité.

Concluons cette section en précisant que, finalement, il n’est pas possible de dire avec certitude
lorsqu’une chaine de Markov (de longueur finie) a convergé, c’est-a-dire lorsqu’elle est représentative
d’une distribution stationnaire |25, 93|. En outre, la prédominance d’une méthode sur une autre dépend
fortement du modéle et du probléme considérés. Ces méthodes restent encore exploratoires et ont parfois
des fondements théoriques limités : 'étude des tests de convergence reste un probléme ouvert [93].






Annexe B

Calcul de la loi a posteriori de x,

On rappelle I'expression de la loi a posteriori de x,, (section 3.3.3.1) :
P(Xn|W, X_py A, Ta, 8, Th) X P(W|X, S, 7H)D(Xn| A, 7a).

En considérant I'impulsion de Dirac comme une gaussienne de variance nulle 7, la vraisemblance et
la densité a priori s’écrivent respectivement :

1 1
p(wlx, s,mp) = Wexp (—EHW - HXH2> )

(x| A, 7a) = (1= A)y/ 2 e X, T+ (xn) + My / 2 e X, T+ (xp)
n ylra - - — €X —a._ n — €&X T a. nj-
P o P 21y R TTa P 2ry ey

Ainsi, en regroupant ces deux expressions, on obtient :

2
Pl AT 5.7) 06 D My e (~ Q1) T ().

1=0,1

avec .
1 2 X721
A =1-—\, AL = A, KT =Ta et an: ||W7HX” + :
’ 21y 2r;

)N/Q

Le terme 1/(27ry a été supprimé puisqu’il est indépendant de [ et n’est donc qu’'une constante de

I’expression.

En posant e, = w — (Hx — H,,x,,) afin d’extraire le terme x,,, @, devient :

1 x2
Ql,n = Ruen - HanH2 + 2_:17

qui, en développant, s’écrit :
Qin = ax2 +bx, + ¢ = a(x, + b/2a)* + (c — b*/4a),

avec :
b + rngHn e:,an ele,
a = — b = -, et C = .
2711 b 21

On obtient donc I'expression suivante :

Ty + rngHn nrbean 2 egen ean 2 b
Ql,n = — 5. | Xn— ) + - 2( 3

2rrp Tb(T’b + TngHn 2rp b b + T[H%Hn)
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et ainsi,
>\l n (Xn - n)2
P(Xn|W,X_py A, Ta, 8, Th) X ———=¢€xp (-*’ Lg+(xn)
) 5 7\ )9y IZEO;I /—27_‘_101771 2pl,n )
ou :

n [ (e (DY

27 pin o 2rp Tb 2(rp +mHLIH,,) )’
r rb—l—rngHn

201 2ryry

rirpel Hy,
In = .
Him ru(rp + 1 HIH,)

Or, dans I'expression de A ,, le terme exp (—egen / 27"b) est constant et peut donc étre supprimé. Les
expressions précédentes se simplifient en :

2
Pln Hin b Pln T
>\ = 2>\ — e — = —-———— = —’e H .
In 1/ " XPp <2pl,n> s Pln ™ —l—T’ngHn? Hin ™ n tin

De plus, afin d’obtenir une densité de probabilité d’intégrale 1, il est nécessaire que 0 < X;,, < 1. On
redéfinit donc \;,, en posant :

A 1 - 12
In = = Ln = — —, avec Ain = 2N Pin exp Zin )
Al,n + Alfl,n 1+ Alfl,n/)\l,n Tl 2'017”
Enfin, la loi a posteriori de x,, a pour expression :
p(Xn|W, X_n, )‘a Ta, S, Tb) ~ )\O,nN+ (NO,na pO,n) + Al,nN—i_ (,ul,na pl,n) (B-l)

oul les expressions des paramétres se simplifient en (rappelons que rg = 0) :

A Plin /”L%,n o
Ao = |1+ exp , pon =0, to,n = 0,
1—-AV ra 2p1n
11—\ u? -
- Ta 1,n TaTpb Pln T
)\ e 1 _ _— —_ 5 = T axawrx = — H .
Ln TN Vs ( 2p1,n>] P = ¥ HIH, Hin = ~Cntin




Annexe C

Simulation d’une distribution normale a
support positif

On considére dans cette annexe le probléeme de la génération d’'une variable aléatoire suivant une
loi normale & support positif de paramétres p et o2, que I'on notera :

x ~ Nt (u,0%).

Nous présentons dans cette annexe une approche originale, qui a notamment fait I’'objet de publications
en congrés |75, 76]. Le programme Matlab est librement téléchargeable a I'adresse www.iris.cran.
uhp-nancy.fr/francais/idsys/Personnes/Perso_Mazet/rpnorm-fr.htm.

La génération de variables aléatoires distribuées suivant une loi normale & support positif est un
probléme rencontré dans les chapitres 3 et 4, lors de la simulation des intensités des raies. Cette densité

de probabilité correspond & une densité gaussienne de moyenne p et de variance o tronquée en zéro
et normalisée afin que l'intégrale soit égale a 1 (cf. figure C.1). Elle a pour expression :

et erf est la fonction erreur définie telle que :

erf(z) = % /O " exp(—12)dt.

Notons que la valeur de C' n’est pas nécessaire pour la mise en ceuvre de 'algorithme.

% 0 & 15
X

FiG. C.1 - Loi normale & support positif (1 = 3, 02 = 9).


http://www.iris.cran.uhp-nancy.fr/francais/idsys/Personnes/Perso_Mazet/rpnorm-fr.htm
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La loi normale tronquée N (u, 0?) a pour moyenne et variance :
2
2p_exp (=1*/2p) W (w20 exp(=1?/2p)
Eofe] = p+ /= L Vana]=p+ o (B4 /2 .
olr] = p 7 1+ erf (u/v/2p) tale] = p 4 2 7 1+ erf (u/v/2p)

Remarque

Si f est tronquée a t #£ 0, la méthode peut étre adaptée par simple translation de la variable aléatoire
générée X : Y = X +t. De méme, sans perdre en généralité, on peut se restreindre au cas o2 = 1,
puisque tous les autres cas se déduisent par changement d’échelle Y = Xo : nous supposerons donc
dans la suite que la loi est tronquée en zéro et que o2 = 1.

C.1 Meéthodes existantes

La technique d’inversion de la fonction de répartition proposée par Devroye [29] ou Gelfand et
al. [38] consiste a générer une variable uniforme u ~ Ujg 17, puis a calculer :

z =+ V202erf! [u + erf(,u/\/ﬁ) (u— 1)} .

Cette méthode a l'avantage de fournir une solution explicite mais suppose que les fonctions erf et
erf~! sont parfaitement calculables. En pratique, 'utilisation de ces fonctions peut se révéler inefficace
car elles ne peuvent étre qu’approchées numériquement. Dés lors, I'erreur d’approximation devient
importante lorsque |u| est trop grand (voir la section C.4 et les références [43, 92]).

Une autre approche consiste & utiliser un algorithme d’acceptation-rejet. La loi candidate la plus
simple est évidemment la loi normale, mais celle-ci n’est adaptée que dans le cas ol p est suffisamment
grand (cf. figure C.3). Au contraire, la loi exponentielle proposée par Robert [92] n’est bien adaptée que
lorsque —p est suffisamment grand (cf. figure C.3). En effet, lorsque y — —o0, la loi normale tronquée
tend & ressembler & une loi exponentielle [43].

Finalement, comme la forme de la loi varie en fonction de u et o2, Geweke propose d’utiliser
un algorithme d’acceptation-rejet mizte, qui est une méthode basée sur I'algorithme d’acceptation-
rejet mais utilisant plusieurs lois candidates, chacune étant adaptée aux formes particuliéres de la loi
cible [43]. Ainsi, il faut déterminer quelle est la loi candidate générant le moins de rejets en fonction
des paramétres de la loi cible (ici, p et 0?). Geweke propose deux lois candidates (les lois normale
et exponentielle) pour simuler une loi normale tronquée unilatéralement et détermine les intervalles
d’utilisation de ces lois de maniére empirique.

En s’inspirant de I'algorithme d’acceptation-rejet mixte de Geweke, nous proposons une méthode
ou les intervalles d’utilisation des lois candidates sont déterminés en fonction du taux d’acceptation
théorique, car une détermination empirique dépend du code utilisé et du logiciel de calcul. De plus,
afin d’améliorer les performances de 'algorithme (en particulier au niveau de g = 0), nous proposons
d’utiliser quatre lois candidates.

Notons que cette idée d’algorithme d’acceptation-rejet mixte peut s’adapter sur toute loi cible qui
n’est pas directement échantillonnable par les techniques classiques, et dont la forme varie en fonction
de ses paramétres.

C.2 Algorithme d’acceptation-rejet mixte

Dans cette section, nous présentons l’algorithme d’acceptation-rejet mixte dans le cas général, c’est-
a-~dire sans se restreindre au cas particulier de la simulation d’une loi normale tronquée. Pour cela,
nous considérons tout d’abord 'algorithme d’acceptation-rejet classique, puis la détermination de la
loi candidate et de la constante M et enfin 'algorithme d’acceptation-rejet mixte.
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C.2.1 Algorithme d’acceptation-rejet classique

Rappelons que l'algorithme d’acceptation-rejet requiert la détermination d’une loi candidate g et
d’une constante M telles que
VzeS, M> f(z)/g(x) (C.1)

o S est le support de f. La loi candidate g(x) est nécessairement non nulle sur S afin que M soit fini et
donc que le taux d’acceptation moyen soit non nul (cf. équation (C.3)). L’algorithme d’acceptation-rejet
suivant permet de générer une variable aléatoire x distribuée suivant f [29, 92, 93] :

L. générer z ~ g(z) et u ~ Up 1) ;
2. calculer p(z) = f(2)/Mg(z);
3. siu < p(z): x =z (acceptation),

sinon : retour en 1 (rejet).

C.2.2 Détermination des lois candidates

Le choix des lois candidates est déterminant pour les performances de la méthode.

Tout d’abord, elles doivent étre facilement échantillonnables, sinon ’algorithme d’acceptation-rejet
perd son intérét. En particulier, elles doivent étre simulables avec un taux d’acceptation de 1, sinon le
taux d’acceptation moyen correspondant doit étre pris en compte dans le calcul du taux d’acceptation
moyen global.

Précisons également que le choix des lois candidates doit prendre en compte la complexité de
I’algorithme : certaines lois intéressantes a priori s’avéreront inadéquates car la détermination de M
ou le calcul de ses paramétres peut étre difficile, gourmand en temps de calcul, voire impossible! Ainsi,
on peut choisir des lois courantes (les lois normale et exponentielle) ou construire des lois particuliéres
afin d’obtenir des lois candidates convenables (une loi normale couplée a la loi uniforme pour notre
exemple).

C.2.3 Détermination de M

Pour le choix de M, n’'importe quelle constante vérifiant ’équation (C.1) convient; cependant,
il est nécessaire que M soit la plus petite possible pour avoir un taux d’acceptation moyen élevé
(équation (C.3)). La valeur optimale de M est donc :

M = max f(x)/g().

On peut alors déterminer le taux d’acceptation p :

plx) = f(x)/Mg(z). (C.2)

Enfin, le taux d’acceptation moyen p = E,[p(z)] définit une mesure d’efficacité de l'algorithme et
permet de déterminer les intervalles d’utilisation des lois candidates :

pt / p()g(x)dr = = / fladr = = (C3)

Remarquons que si g(z) est proche de zéro, alors M devient trés grand et le taux d’acceptation moyen
diminue. L’efficacité de 'algorithme dépend donc de ’adéquation entre f et g; en particulier, pour que
M reste borné, il faut que g ait des queues plus lourdes que celle de f, sans toutefois que leur rapport
soit trop grand, au risque d’augmenter M [93].

L’expression du taux d’acceptation dépend parfois des parameétres de la loi candidate, comme par
exemple le paramétre « de la loi exponentielle (voir section suivante). Ces valeurs de paramétres sont
a calculer afin de maximiser le taux d’acceptation.
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C.2.4 Algorithme d’acceptation-rejet mixte

Parmi I’ensemble des lois candidates utilisées, une seule fournit le meilleur taux d’acceptation moyen
pour des paramétres p et o2 donnés. Il faut donc déterminer les intervalles sur ces paramétres pour
déterminer quelle est la meilleure loi candidate & utiliser sur 'intervalle considéré. L’algorithme pro-
posé est donc le méme que l'algorithme d’acceptation-rejet avec une étape préliminaire qui consiste a
choisir la meilleure loi candidate g; en fonction des parameétres de f, puis a calculer la constante M
correspondante :

1. sélectionner la loi candidate g; donnant le plus grand taux d’acceptation moyen en fonction des
paramétres de f puis calculer la constante M; correspondante ;

2. générer z ~ g;(z) et u ~ U 1y;

3. calculer p(2) = f(2)/Migi(2);
4. siu < p(z) : x = z (acceptation),

sinon : retour en 3 (rejet).

C.3 Application a la simulation d’une loi normale tronquée

Quatre lois candidates (représentées figure C.2) sont proposées pour simuler la loi cible f :

T — )2
gi(z) = \/2;7@@ (—%) ; (C.4)

O La loi normale couplée a la loi uniforme (définie pour > 0) :

0 La loi normale :

Tt (z 1 si0 <z <,
) = 2L { e\ e (©5)
PRV exp | —5.2 six>p;
C’est une distribution définie sur R*, uniforme sur [0, u[ et qui suit la loi normale N (p, 0?) sur
[, +00],
O La loi normale tronquée en la moyenne (définie pour p < 0) :
2 (x — p)?
= — 1 ; .
gg(l‘) \/W exp < 252 [, +oo(z) > (C 6)
O La loi exponentielle [92] :
g1(z) = @ exp(—az) g (x) (©7)

ou la valeur de « correspond a la valeur qui maximise le taux d’acceptation moyen (cf. sec-

tion C.5) :
a= (\/uz + 402 — ,u) /207 (C.8)

La section C.6 propose des méthodes pour générer ces lois candidates.

Le choix de ces lois est motivé par le fait que les lois g1 et g4 permettent d’obtenir un taux d’ac-
ceptation moyen trés important lorsque || > 0, et les lois g2 et g3 permettent d’améliorer le taux
d’acceptation moyen autour de zéro (cf. figure C.3). Pour chacune de ces lois, nous pouvons calculer
I'expression des constantes M (et ainsi les taux d’acceptation moyens) :

My, = V2mo?/C,
M2 = (/,L—f— \/77‘0'2/2) /C,
M3 = \/27T0'2/20,

My = exp (%(2u + 0402)) JaC.
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(a) Loi normale g; (b) Loi normale couplée & (c) Loi normale tronquée  (d) Loi exponentielle g4
(n=1). la loi uniforme go (1 = 1). en la moyenne gs (p=-1).
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Fic. C.2 — Lois candidates proposées pour la simulation d’une loi normale & support positif (— : f(x),
-0 Mg(z)).

Le calcul des taux d’acceptation p(x) est alors direct :

1 siz >0,
/71(90)_{

0 sinon,

exp (—(x;;;)z) si0 <o <,
pa2(r) = _

1 sl > W,

1 siz >0,
p3(x) = { .

0 sinon,

r—u)?  «
pa(x) = exp (—% - 5(2/1 —2x + a02)> .

Les taux d’acceptation moyens pour chacune des quatre lois candidates ont été représentés en
fonction de u figure C.3 (on rappelle que 'on considére o2 = 1).

I 0.5F

-5 NJAV 6 UB PC 5
i

Fic. C.3 — Taux d’acceptation moyens pour les quatre lois candidates en fonction de p (o2 = 1).

Nous pouvons alors trouver les expressions des trois points d’intersections qui délimitent les zones.
Les calculs sont directs pour pup et uc, mais on ne peut que déterminer une valeur approchée de pi4.
En effet, d’aprés I'équation (C.8), on a :

p=(1-a’?/a
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et, en égalant les taux d’acceptation moyen des lois g3 et g4, on obtient :

aoexp(a’o?/2) = e\/2/T.

Cette derniére équation définit aeo sous une forme implicite. On peut en déduire que avo s’exprime sous

la forme
ac = /W (2e?/7) =~ 1,1367,
ou W est la fonction de Lambert, définie comme l'inverse multivaluée de la fonction f(w) = we™ [24].
Ainsi :
ua ~ —0,2570, up =0, pe = o\/m/2.

Le taux d’acceptation moyen le plus faible correspond a p = p4; il est égal & 0,797 environ, ce qui
est un trés bon taux d’acceptation : ’algorithme obtenu est donc trés rapide car il génére trés peu de
rejet.

C.4 Simulations numériques

La fonction erf n’est pas explicite ; cependant, il en existe des approximations, comme par exemple
celles de Cody [22] (qui correspond a la fonction de Matlab que nous utilisons ici) ou Abramowitz et
Stegun [1] qui proposent une approximation exacte a 1072 prés.

Les variables uniformes et normales sont générées avec rand et randn respectivement.

C.4.1 Inversion de la fonction de répartition

La méthode d’inversion [29, 38|, bien qu’elle soit explicite et que le taux d’acceptation soit de 1,
s’avere inefficace dans certains cas pratiques ou —p est trop grand (voir [43] et [93, p. 24]). Cela est di
a la fonction erf dont le calcul engendre des approximations créant alors des problémes numériques.

Pour illustrer ce propos, considérons la génération de 100000 variables normales positives avec le
paramétre y = —7,5 grace a la méthode d’inversion et 'approche proposée. Les histogrammes corres-
pondants sont représentés figure C.4 (les éventuelles valeurs infinies générées par la méthode d’inversion
n’ont pas été représentées sur 'histogramme). Il est clair que la méthode d’inversion s’avére inefficace.

10 ‘ ‘ ‘ ‘ 10

histogramme
histogramme

0.6

0.4 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T x

0.2

(a) Méthode d’inversion. (b) Approche proposée.

Fic. C.4 — Histogrammes de 100 000 variables (1 = —7,5, 02 = 1), et la distribution normale tronquée
correspondante.

Cependant, les performances de la méthode d’inversion pourraient étre améliorées en utilisant une
meilleure approximation de la fonction erf, mais cela entrainerait un coup calculatoire conséquent. De
plus, pour certaines valeurs des paramétres, la méthode d’inversion peut générer des valeurs négatives
ou infinies. Si elles restent relativement peu nombreuses, le probléme peut étre résolu en générant de
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nouvelles variables, mais, dans certains cas, la méthode peut ne donner que des valeurs inexploitables
(par exemple avec = —8,5) : la méthode d’inversion s’avére alors inappropriée.

C.4.2 Comparaison avec des algorithmes d’acceptation-rejet classiques

Comparons maintenant I’approche proposée avec trois algorithmes d’acceptation-rejet classiques
utilisant les lois candidates g1, g2 et g4. Nous comparons le temps de calcul pour différents p, ce qui,
en général, est relativement proportionnel au taux d’acceptation moyen. Les temps de simulation de
10000 variables sont présentés dans le tableau C.1.

approche acceptation-rejet

proposée g1 | g2 | g4
= —2 0,36 s 11,094 s | (n<0!)| 0,39s
pw=20 0,406 s 0,485s | 0,422s | 0,454 s
w=0,5 0,406 s 0,375s | 0,422s | 0,515 s
w=2 0,281 s 0,297s | 0,531s | 0,813 s

TAB. C.1 — Comparaison des temps de calcul pour I’approche proposée et les algorithmes d’acceptation-
rejet utilisant les lois candidates g1, g2 et g4.

Dans tous les cas, les temps de calcul sont cohérents avec les taux d’acceptation moyens de la
figure C.3, sauf pour p = 0,5 ot la loi normale g; est plus rapide que la loi normale couplée a la loi
uniforme go. Cela est di au fait que générer une variable normale est beaucoup plus rapide que générer
une variable suivant la loi go, et que le taux d’acceptation moyen de la méthode proposée n’est pas
assez grand par rapport a celui de la loi normale. Mais comme cette différence dépend de la qualité
de la programmation, du langage et du programme utilisés, il est difficile de déterminer les différents
intervalles & partir des temps de calcul réels. C’est pourquoi nous préférons le faire & partir des taux
d’acceptation moyens théoriques, ce qui permet tout de méme d’obtenir de bonnes valeurs pour les
intervalles. De toute maniére, la différence est faible et particuliére au cas p = 0,5.

C.5 Détails des calculs de M et p dans le cas de la loi exponentielle

Les calculs des constantes M et des taux d’acceptation p(z) pour les lois g1, g2, et g3 étant directs,
ils ne seront pas traités ici.
Pour la loi exponentielle g4, on peut calculer le rapport f(x)/g(x) pour x >0 :

o) 1 (et ),

—L =—ex
g(z) Ca 202
pour lequel le maximum est atteint pour z = ao?+ . En remplacant cette valeur de  dans I'expression
du rapport, on obtient I’expression de la meilleure constante M :

a

M:éexp(2 (2u—|—0402)).

Le taux d’acceptation est alors :

o(z) = exp (—M @

53 5 (2 — 2z + a02)> .

Il reste maintenant & calculer la valeur de o qui maximise le taux d’acceptation moyen p = 1/M. Pour
cela, on calcule la dérivée de p :

ap Q@
0 Cexp (—5 (2p+ ozaQ)) (1 —ap—a’c?).
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Comme « > 0, la racine valable de la dérivée est donc :
a= (\//LQ + 402 — ,u) /202,

C.6 Simulation des lois candidates

Plusieurs méthodes générant un échantillon suivant la loi normale g1 sont présentées dans [29, 89, 93].
En particulier, sous Matlab, nous utilisons la fonction randn.

Un échantillon z distribué suivant la loi go est situé soit dans la partie uniforme (d’aire A4,,), soit
dans la partie gaussienne (d’aire A,). Comme ces aires sont égales a :

B i a w02 /2
A+ +/mo? /2 Y p+ /022

elles sont de somme unité. L’algorithme suivant permet de générer un échantillon x suivant la loi g :

A, et

1. générer u ~ U 1,
2. si u < Ay, générer v ~ Ujg q) puis calculer z = pv,

sinon, générer v ~ N(0,02) puis calculer z = |v| + p.

Pour générer un échantillon z suivant la loi g4, il suffit de décaler de p la valeur absolue d’une
variable gaussienne centrée :

z=lyl+pu ou  y~N(0d5?).
Enfin, la méthode d’inversion de la fonction de répartition permet de simuler la loi exponentielle g4

en générant u ~ U 1), puis en calculant

r = —In(u)/a.



Annexe D

Distributions de probabilité usuelles

Cette annexe donne les expressions des densités et de leurs deux premiers moments utilisées dans
cette thése. Pour plus d’information, le lecteur pourra se reporter a [93, annexe 1|, principale référence
de cette annexe.

Loi normale N (u,0?)

plo) = s e (20,
2

E;[z] =, Var,[z] = o”.

La fonction randn de Matlab permet de générer des variables aléatoires gaussiennes.

Loi normale a support positif N'*(,c?)

1 (z —p)?
p($) = 5 exXp | — 952 Tr+ (:E)
mo? L
o 0= y7 et (2]
22 7222 9 22 7222
o] = pu+ 20° exp (—p*/20°) Var o] = ot 4 1 (120 exp (—p2/20?)

& 1+e1rf(u/\/ﬁ>7 & 1+erf<u/\/@>

L’annexe C propose une approche originale pour échantillonner une loi normale & support positif.

Loi gamma G(«, )

(a, B >0)
pla) = (s exp () L (o),
E;[z] = %, Var,[z] = %.

La fonction rgamma de la boite a outils Stixbox [56] permet de générer des variables aléatoires
distribuées suivant une loi gamma grace a une méthode d’acceptation-rejet.
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Loi inverse gamma ZG(«, (3)

(a, 8> 0)

E;[z] = %, Var,[z] =

TR (avec o > 2).

Pour générer des variables aléatoires distribuées suivant une loi inverse gamma, la fonction rgamma

de la boite a outils Stixbox [56] est utilisée, puisque la loi inverse gamma est la distribution de 2!
quand x ~ G(a, 3). La fonction rgamma utilise une méthode d’acceptation-rejet.

Loi exponentielle £(a)

(> 0)
p(z) = ae” g+ (z),
1
E;[z] = o Var,[z] = pel
La loi exponentielle est un cas particulier de la loi gamma : G(1,«). En pratique, un échantillon

suivant une loi exponentielle est généré grace a la méthode d’inversion de la fonction de répartition.
Ainsi, il suffit de générer u ~ Ug 1}, puis de calculer :

r = —In(u)/a.
Loi beta Be(«, )
(a,3>0)
() = OE D)oty a1 ()
RO B
By le] = —2 Vary[s] = ab

a+ 3’ (a+B)2(a+pB+1)

La fonction rbeta de la boite a outils Stixbox [56] permet de générer des variables aléatoires dis-
tribuées suivant une loi beta en utilisant une méthode d’inversion de la fonction de répartition. La
fonction de répartition est calculée grace a une fonction Matlab (betainc) définie dans |1, section
26.5].

Il est également possible de calculer z1/(x1 +x2) ot &1 ~ G(a, 1) et 25 ~ G(3,1) comme alternative
a 'approche précédente pour éviter les problémes numériques.

Loi de Bernoulli Ber(\)

p(z) = (1 — AN)dp(z) + A1 (z),
Eglz] =X,  Varg[z] = X — A2

Pour générer une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli, il suffit de générer une variable
aléatoire uniforme u ~ Ujg 1], puis de tester si elle est inférieure a A :

{1 siu < A,
xr=

0 sinon.



Annexe E

Déconvolution impulsionnelle par filtrage
de Hunt et une méthode de seuillage

Cette annexe reproduit l'article « Sparse spike train deconvolution using the Hunt filter and a
thresholding method » paru dans IEEE Signal Processing Letters (volume 11, numéro 5, mai 2004,
p. 486-489). Cet article a été publié suite aux recherches effectuées pendant mon DEA et qui portaient
sur la déconvolution impulsionnelle de signaux de décharges partielles.
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Sparse Spike Train Deconvolution Using the Hunt
Filter and a Thresholding Method

Vincent Mazet, David Brie, and Cyrille Caironi

Abstract—A new deconvolution method of sparse spike trains
is presented. It is based on the coupling of the Hunt filter with a
thresholding. We show that a good model for the probability den-
sity function of the Hunt filter output is a Gaussian mixture, from
which we derive the threshold that minimizes the probability of
errors. Based on an interpretation of the method as a maximum
a posteriori (MAP) estimator, the hyperparameters are estimated
using a joint MAP approach. Simulations show that this method
performs well at a very low computation time.

Index Terms—Bernoulli-Gaussian, Hunt filter, sparse spike
train deconvolution, thresholding.

I. INTRODUCTION

E CONSIDER the problem of sparse spike train decon-

volution which is classically stated as follows (in the
sequel, v; will represent the ith element of vector » and M, ;
the element (7, j) of the matrix M): given some observation se-
quence y € RY, find the sparse spike train sequence z € RY
such as

y=Hz+n

where H € RY*¥ is a known impulse response matrix, and
n € RY a noise term assumed to be Gaussian and indepen-
dent, identically distributed (i.i.d.) whose probability density
function (pdf) is p(n) = N(0,r,Ix), r, being the noise vari-
ance. To handle the sparse nature of z, it is modeled as an i.i.d.
Bernoulli-Gaussian (BG) sequence [1], [2], i.e.,
VE, p(@r) = AN(0,72) + (1 = A)o(@x)

where 7. is the pulse variance, A < 1 is the Bernoulli parameter
(ratio between pulse and sample number), and § is the Dirac
mass centered on zero. In the sequel, 8 = {\ r,,r,} gathers
the hyperparameters of the problem.

Among the many applications of sparse spike deconvolution,
we would like to mention partial discharge analysis, which has
motivated this work [3]. The final goal was to develop algo-
rithms that can be embedded to monitor the insulation of high-
voltage AC motors. In addition, in this particular application,
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one has to process very large signals (typically N = 216 points).
These are the reasons that have led us to develop an approach
fast and simple to implement needing only low memory space.

On the one hand, combinatory algorithms like single mst
likely replacement (SMLR) [1], [2], iterated window maxi-
mization (IWM) [4], or others given in [5] are well-suited to the
problem. Although they give very satisfactory estimations, they
are very slow and difficult to implement on embedded systems.

On the other hand, the Hunt filter [6] is very fast and simple
to implement, but it does not yield satisfactory results, mainly
because of the underlying prior, which assumes that the restored
signal is Gaussian. To overcome this drawback, we propose to
associate the Hunt filter with a thresholding procedure to actu-
ally restore a sparse spike train signal resulting in the so-called
Hunt—threshold (HT) method.

The letter is organized as follows. Section II presents the HT
method: first, the Hunt filter is briefly recalled; then, we derive
the approximate pdf of the Hunt filter output from which we
determine the threshold that minimizes the probability of errors.
In Section III, based on an interpretation of the HT method as a
maximum a posteriori (MAP) estimator, we propose to estimate
the hyperparameters using a joint MAP (JMAP) approach [7].
In Section IV, the performances of the HT method are evaluated
and compared to those of the SMLR of [1]. Finally, Section V
gives the conclusions and perspectives of this letter.

II. HT METHOD
A. Hunt Filter

The Hunt filter [6] results from the Phillips and Twomey cri-
terion minimization, which corresponds to the discrete time for-
mulation of the Tikhonov criterion

Jer = (y — Hz)"(y — Hz) + ax” D" Dz

where D = Ix so as to favor the restoration of zero-value
signal.
Minimizing Jpr yields a first estimation Z of z

#=Gy where G=H'H+oly)'H'. ()

The matrix H being supposed circulant, its (discrete) Fourier
transform is a diagonal matrix. Thus, the algorithm may be ef-
ficiently implemented using the fast Fourier transform, Z being
then obtained by an inverse (discrete) Fourier transform. This
results in the so-called Hunt filter.

A Bayesian interpretation [5] shows that the Hunt filter is
equivalent to a MAP approach with a Gaussian prior: it yields
« = r,/r;, where r, is the variance of the Gaussian signal
to restore. In the sequel, we will also take & = 7, /7, with 7,

1070-9908/04$20.00 © 2004 IEEE
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the variance of the pulses of the BG sequence to favor the pulse
amplitude estimation.

B. Approximate PDF of

The pdf p(£) of £ = Gy = GHzx+ Gn is needed to calculate
the threshold ¢ (Section II-C).
As (Gn)y, = Zil Gy in;, we have

*

I1

i={1,...,N}

p(Gk,ini)-

N
p ((Gn)k) =P <Z Gk,i”li) =

1 is introduced to improve the readibility of the letter

I fi@=0fx . * )

Since p(ny) = N(0,7,) and N'(0,07)*N (0,03) = N(0, 07+
a2), we get

p((Gn)y) =N (07 ) Gi) : ©)

Similarly, since p(zx) = M(0,7,) + (1 — A)é(zx) and
(GHz);, = Zf\;l(GH)k,z’-’l?i, we have

p((GHz);,) = H p((GH)y ix;)
i={1,...,N}
AN (0, 7o (GH)} ;) + (1= A)8(zs)]

To simplify the problem, we now need two assumptions.

1) We suppose that the off-diagonal terms of GH are negli-
gible as compared to the diagonal terms. This is nothing
but considering the values (GHz);, decorrelated. We
note that the higher the SNR is (i.e., a decreases), the
more valid this approximation is. Indeed, when a de-
creases, GH tends to I . With this assumption, we have
ro(GH); = 0V k # . The validity of this approxima-
tion depends both on the SNR and the impulse response.
Typically, for the impulse response used in this letter
(see Section IV), the approximation is very realistic for a
SNR greater than 15 dB. But if the frequency contents of
the impulse response becomes more concentrated in low
frequencies, the SNR should be greater;

2) We suppose that the diagonal terms of GGT and
GHH*G" are constant, i.e., we neglect the boundary
effects.

Thus, considering that a Gaussian with zero variance is a Dirac
mass, we get

p(GHz)y) = AN (0,7, (GH). ) + (1 - Nb(@i).  (3)

487
8 %| (1= AN(0, )
§ 6% AND
Sa% A
(=9
2 %] Apa
AN (0,7)
05 -1 0 1 2 — I_ —
Iy, t amplitude &y,
(@) (b)
Fig. 1. PDF of &. (a) Histogram of & for 1024 samples. (b) Areas of false

alarms and nondetections.

From (2) and (3), we obtain
p(@x) =p ((GHz)i) > p ((Gn)i)

N
— W (0, ro(GH)E 1 + T Z Gi)

i=1
N

+ (1= AN (0, n Y Gi) .
=1

As 1 XN Ghi = 1u(GGT)y and 1. (GH)}, =
e Yor | (GH)} ;= ro(GHH"G")y, 1, it follows that the pdf
is a Gaussian mixture centered on zero

p(i?k) = /\N(Oﬂ”l) + (1 — )\)N(O,To) (4)
with

r1 =1 (GHHYG")1. 1, + 10 (GGT ) i (5)
0 ZTH(GGT)k,k, o < T1. (6)

The histogram of & obtained on a 1024-sample signal [Fig. 1(a)]
clearly shows that the Gaussian mixture is a good model for

p(&).
C. Thresholding

The thresholding separates pulses [term AN (0,71)] from
noise [term (1 — A)N(0,r¢)]. The estimated signal may be ex-
pressed as Zj, = Zy, if |&5| > ¢, T = 0 otherwise. Performing
such a (hard) thresholding, one can make two kinds of errors.
False alarms correspond to wrongly detected pulses, while
nondetections correspond to missed pulses. The threshold ¢ is
chosen to minimize the probability of error {pra + pnxp } Where
pra and pnp are the probabilities of false alarm and nonde-
tection. Fig. 1(b) shows the positive part of the two Gaussians.
The area Ag, represents half the probability ppa and Axp half
the probability pyp. It appears that Axp + Apa is minimal
and equal to .A when ¢ corresponds to the intersection point of
the two Gaussians, which gives

A To 27‘17“0
=4/In{ ——/— .
¢ \/n<1—/\ 7"1) To —T1 (7)

1II. HYPERPARAMETER ESTIMATION

To address the hyperparameter estimation problem, we first
need to interpret the HT method in a Bayesian framework. In [§]
and [9], it is shown that the MAP estimator remains unchanged
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for data varying in a neighborhood if and only if the prior pdf
is nonsmooth (i.e., its derivative is discontinuous) in this neigh-
borhood. This results in a thresholding effect of the MAP esti-
mator under nonsmooth priors. Our prior being BG, the MAP
estimation implies a thresholding, that allows us to use the HT
method as a MAP estimator. The BG estimation Z may be inter-
preted as the pointwise multiplication: V&, T}, = Z1.q,, £ cor-
responding to the Hunt filter output and q being an estimate of
the i.i.d. Bernoulli sequence with parameter A, controlling the
occurrence of pulses in . So, we consider the MAP estimation
of (z, q), which maximizes the following joint posterior pdf:

p(z,qly,0) < p(y|z, q,0)p(z|q,0)p(q|0) (8)
where
« p(yl7,0.0) = p(ylz.8) = N(Haz,r.Iy) because
p(n|6) = N(0,7,Iy) andy = Hz + n;
* p(z|q.8) = N(0,7,Q) where Q = diag{q};

p(ql0) = ANe(1 — \)V=Na, N, being the number of
nonzero samples of q.

To estimate the three hyperparameters gathered
0 = {\ r.,7,}, we consider the following JMAP [7]:

into

(£,,8) = arg max p(z, q, 8y)
(x.,q,0)
= algg H;a)txp(ylx? q.9)p(z|q,0)p(q|0)
z.q,

where p(#) does not appear because it is considered as uniform
(no a priori on the hyperparameters: it is in fact an ML esti-
mator). This optimization problem is solved using an iterative
procedure

(@(i)ﬁ(i)) = argmaxp (a: g, A=) (i— 1) i 1)|y)
(z.q)
(X(i)7@(i)7@(i)) — argmaxp (20, gD, A, vy, raly)
()\,rt,rn)

The first optimization problem is approximatively solved using
the HT method, and the hyperparameters are estimated using
(8), with the assumption that z is a BG signal

A= A) =4
arg;naxp(q| ) N

Tz

~ 1
Te = argmaxp(.’l:|q, {rz) = F||zk||2
q

~

1 ~
T = argmax p(y|z,q,r,) = NHy — H.'t||2.

Rather than using (5) and (6) to estimate 7y and 71, we propose
to estimate them directly from z as

(71\0',7:\1) = arg maxp(";:|q77l077‘1)'
(ro,r1)

From (4), we get for all k&
=qN(0,71) + (1 — g;)N(0,70)
=N (0,71g; +70(1 — q3)) -

p(Tk|q,r0,71)

Then
= N(O,rlQ +ron —Q)).

p(i|Q7TU7T1)
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Fig. 2. SMLR and HT estimates. o represents real pulses, and X estimated
ones. MSE: mean square error on the detected pulses. (a) Impulse response (k).
(b) Data (y). (c) SMLR estimate. (d) HT estimate.

Straightforward calculations yield the following explicit
expressions:

R 1

I

|
WE
8
;9)

N
Z #(1—qp)-

This approach has been chosen because it leads to a faster algo-
rithm and gives better results than those obtained by using (5)
and (6).

A, Tz, and 7, are initialized to arbitrary values, while ry and
r1 are initialized using (5) and (6). The convergence test is made
by comparing the signal and hyperparameter values from one
iteration to the next. The procedure stops when they differ no
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TABLE 1
COMPUTATION TIME, PERCENTAGE OF DETECTED PULSES (DP), AND
FALSE ALARMS (FA) FOR SEVERAL SNR

SNR= | SMLR | 2339s | 920% DP | 2.0 % FA

20 dB HT 0.16 s 87.09% DP | 5.0 % FA

SNR = SMLR | 2694 | 83.17 % DP | 2.15 % FA

15 dB HT 0.19 s 8172 % DP | 43 % FA

SNR = | SMLR | 37.59s | 69.07 % DP | 3.09 % FA

10 dB HT 0.23s | 61.85% DP | 824 % FA

SNR = SMLR | 105645 | 429 % DP | 3.7 % FA

5dB HT 031s 40.2 % DP 1.9 % FA

10?

101 :
w
=
o
2 10% 3
o
g

1071 E
-2
10 27 210 213 216 218
N
Fig. 3. Mean computation time.

more than 1%. Extensive simulations have shown the very sat-
isfactory behavior of the procedure.

IV. SIMULATIONS RESULTS

Some simulations were carried out to assess the performances
of the HT method and to compare them to those of the SMLR
of [1]. The two methods were implemented in Matlab 6.5 on a
Pentium IIT at 800 MHz. Fig. 2 shows the results achieved by the
two methods on a 256-sample signal with a 16-sample impulse
response and the following real hyperparameters: A = 0.08,
r, = 1.5, SNR = 15 dB. Comparing the results, it appears that
the SMLR performs slightly better than the HT method. Table I
gives the statistics obtained on ten simulations. They confirm
the superiority of the SMLR at the price of a very high com-
putation time as compared to the HT method. We also note that
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the performances of the two methods become comparable as the
SNR increases. Fig. 3 shows the mean computation time evolu-
tion of the HT method as a function of NV, confirming that the
computational burden remains reasonable, even for very large
signals.

V. CONCLUSION

The HT method is a sparse spike train deconvolution con-
sisting in coupling the Hunt filter with a thresholding. We show
that when the signal  is BG, a Gaussian mixture is a good model
for the pdf of the Hunt filter output. From this result, we derive
the threshold that minimizes the probability of errors. We then
propose to use the HT method as a MAP estimator and to jointly
estimate the hyperparameters of the problem. Simulations show
that the method performs well at a very low computation time,
making this approach very well-suited to process very large sig-
nals and to be implemented on embedded systems. Future work
will be directed to find which global criterion is minimized.
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Résumé

Cette thése s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre le CRAN (UMR 7039) et le LCPME
(UMR 7564) dont l'objectif est de développer des méthodes d’analyse de signaux spectroscopiques.

Dans un premier temps est proposée une méthode déterministe qui permet d’estimer la ligne de base
des spectres par le polynéme qui minimise une fonction-cott non quadratique (fonction de Huber ou
parabole tronquée). En particulier, les versions asymétriques sont particuliérement bien adaptées pour
les spectres dont les raies sont positives. Pour la minimisation, on utilise I’algorithme de minimisation
semi-quadratique LEGEND.

Dans un deuxiéme temps, on souhaite estimer le spectre de raies : 'approche bayésienne couplée aux
techniques MCMC fournit un cadre d’étude trés efficace. Une premiére approche formalise le probléme
en tant que déconvolution impulsionnelle myope non supervisée. En particulier, le signal impulsionnel
est modélisé par un processus Bernoulli-gaussien a support positif; un algorithme d’acceptation-rejet
mixte permet la simulation de lois normales tronquées. Une alternative intéressante a cette approche
est de considérer le probléme comme une décomposition en motifs élémentaires. Un modéle original est
alors introduit ; il a 'intérét de conserver I'ordre du systéme fixe. Le probléme de permutation d’indices
est également étudié et un algorithme de ré-indexage est proposé.

Les algorithmes sont validés sur des spectres simulés puis sur des spectres infrarouge et Raman
réels.

Mots clés : spectroscopie infrarouge, spectroscopie Raman, correction de la ligne de base, minimisation
semi-quadratique, approche bayésienne, déconvolution impulsionnelle positive myope, décomposition
en motifs élémentaires, simulation de loi normale tronquée.

Abstract

This thesis is part of a collaboration between the CRAN (UMR 7039) and the LCPME (UMR 7564)
aiming at developing analysis methods for spectroscopic signals.

Firstly, a deterministic method is proposed. It allows to estimate the baseline as the polynomial
minimizing a non-quadratic cost function (Huber function, truncated quadratic). In particular, asym-
metrical cost functions are well adapted for spectra whose peaks are positive. The minimization is
achieved by the half-quadratic minimisation algorithm LEGEND.

Secondly, we consider the problem of the spectral peaks estimation : the Bayesian approach coupled
with MCMC methods provides a very powerful theoretical framework. In a first approach, the problem
is considered as an unsupervised blind positive sparse spike deconvolution. The sparse spike train
is modelled as a Bernoulli-Gaussian process with positive support; an original mixed accept-reject
algorithm allows the simulation of positive normal variables. An interesting alternative method consists
in considering the problem as a decomposition into elementary signals. An original model is introduced,
allowing to keep the model dimension fixed. The label switching problem is also studied and a relabelling
algorithm is proposed.

The methods are applied to both simulated and experimental spectra (infrared and Raman).

Keywords : infrared spectroscopy, Raman spectroscopy, baseline estimation, half-quadratic minimi-
sation, Bayesian approach, positive sparse spike train deconvolution, decomposition into elementary
signals, simulation of positive normal variables.
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