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Les dunes de sable dans le désert ou les rides sur les plages sont issues de problématiques d’interaction entre
un écoulement (d’eau et/ou de vent) et un tas de sable. Sous l’hypothèse que les perturbations dues à l’hydrody-
namique de l’interaction restent confinées dans une fine couche visqueuse près du fond de l’écoulement, nous
obtenons des résultats analytiques et numériques de la stabilité des rides sur un fond érodable à long terme.
Ces résultats sont comparés favorablement à certaines études expérimentales. Dans le cas d’un tas de sable
posé sur un fond non érodable, nous montrons qu’avec la seule longueur de saturation ou le seuil de mise en
mouvement des grains, il est possible de relier des configurations finales de dunes de tailles différentes, sous des
cisaillements différents, à partir de transformations auto-similaires.
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The sand dunes in the desert and the ripples on the beach are problems of interaction between a flow (of
water and/or wind) and a sand heap. We make the assumption that the disturbances remain confined in a thin
viscous layer close to the bottom of the flow. Then we obtain analytical and numerical results of the stability
of the long-term ripples on an erodable soil. These results are compared favourably with some experimental
studies. Finally, we study the evolution of a single bump on a non erodable soil. In this case, we show that with
the only length of saturation or the threshold of Shield number, it is possible to connect final configurations of
dunes of different sizes, under different shearing, using self-similar transformations.
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Ce travail a pu se faire avec l’aide d’un certain nombre de personnes que je tiens à saluer et à leur dire
grand merci pour leurs contributions.

Côté organisation :
Ce rapport est l’aboutissement d’une collaboration qui a existé entre mon Laboratoire d’origine à l’Université
de Cocody en Côte d’Ivoire et le Laboratoire LMM UMR 7607 CNRS - Université Paris 6. Elle a permis le
déplacement de certains chercheurs et enseignants du LMM à Abidjan afin de faire partager leur domaine de
compétences: Pierre-Yves Lagrée et Pierre Carlès lors de mon cursus de DEA.

C’est pourquoi je commence d’abord par exprimer ma gratitude à l’ensemble des personnes qui ont oeuvré,
en son temps, à la concrétisation des échanges entre ces deux Laboratoires, articulièrement à Pierre-Yves La-
grée et à Emile Danho.

Côté séjour au LMM :
En premier lieu, je dirais que sans l’aide et la générosité des personnes suivantes, je n’aurais jamais pu éprou-
ver le plaisir de ce séjour au LMM et je ne serais sûrement pas allé au bout de cette thèse.
Ces personnes seront identifiées dans aucun ordre particulier d’autant plus que chaque personne mentionnée
ci-dessous a contribué immensement à cette expérience éducative et scientifique.

Je voudrais remercier Madame Larchevêque et Monsieur Adil Ridha de leur patience et de leurs conseils.
Surtout les nombreux déplacements effectués de Caen par Adil Ridha pour suivre mon travail. Merci pour tout
le temps que vous m’avez consacré.

A Pierre-Yves Lagrée qui a accepté de me prendre en tant que thésard, je lui dis merci de sa patience et de
sa tolérance vis à vis de mes nombreux manques de ponctualité. Tous les efforts fournis depuis mon obtention
du Visa, mon hébergement à la Cité Internationale Universitaire de Paris (qui ont facilité mon intégration). Je
ne sais pas si on peut avoir meilleur encadreur de thèse?

En dehors de l’encadrement de la thèse proprement dit, il y a les facilitateurs dans ma vie quotidienne au
travers de leur compréhension de mes horaires, surtout en fin de thèse, horaires qui n’étaient pas évidents pour
les proches amis. Leurs encouragements, leur patience leurs soutiens moraux et souvent financiers. Ils se re-
connaitront.
Spécialement, Je dis merci à Cécile Lacroix, François Coulouvrat et Martine Rousseau, Serge Niango. Je n’ou-
blie surtout pas l’ensemble des thésards du LMM.

Un grand merci aux Rapporteurs et aux Examinateurs qui ont sacrifié une partie de leur été à la lecture du
manuscrit de la thèse.

Il faut que je m’arrête là, sinon la liste est encore longue, vu les nombreuses rencontres enrichissantes que
j’ai eues ces dernières années, que ce soit sur le plan humain ou scientifique.
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Cette étude entre dans le cadre de la compréhension des mécanismes permettant la formation de structures
sableuses par un écoulement de fluide, que ce soit de l’eau ou de l’air.

Les pionniers sont : du Boys [52] pour comprendre la déformation du lit des rivières, Shields et Bagnold [14]–
[15]–[16]–[17]–[18] pour comprendre l’initiation du mouvement des grains de sable induit par le fluide au dessus.
Ce dernier a une place déterminante dans la compréhension de la formation des motifs de sable. Ses expériences
ont permis entre autre la classification de ces motifs.

Certains auteurs comme Blondeaux [28], Vittori et Blondeaux [148], Komarova et Hulscher [77], Andersen,
[3], Roos et Blondeaux [116], ... par une étude théorique de stabilité linéaire, ont pu analyser les conditions d’am-
plification d’une perturbation du fond.

Ils ont ainsi établi que le nombre de Reynolds du fluide dans la couche limite, les nombres de Froude et de
Reynolds des sédiments sont des facteurs déterminants de l’instabilité des rides à grains roulant. Ils établissent
aussi l’existence d’une zone de stabilité de ces rides à grains roulants qui a néanmoins été mise en cause par des
expérimentateurs, dont récemment Rousseaux (2003) [118].

Ils arrivent à la conclusion, comme Bagnold [15], d’un état stable pour les rides à grains roulants.
Ceci montre à quel point le débat sur l’existence de rides à grains roulants stables reste ouvert. C’est ce pro-

blème que traîte dans une certaine mesure notre étude.
Nous nous focalisons sur ce qui se produit dans la couche limite afin de calculer le fluide (cf Smith [134],

Lagrée [86], ...). Le modèle de couche limite fondé sur la théorie de la “triple couche” est ainsi retenu.
Comme Charru et Mouilleron-Arnould [41], Valence et Langlois [144], les équations du fluide sont simplifées

dès le départ en faisant une hypothèse sur les petites dimensions des structures du fond. La différence entre notre
étude et ces dernières est que nous simplifions les équations en gardant en tête l’idée de la possibilité de séparation
de couche limite; nous partons ainsi d’équations simplifiées non linéaires que nous linéarisons. Ensuite le modèle
de flux de matière en fonction du frottement pariétal choisi parmi ceux existant dans la littérature est lui aussi
simplifié. Nous obtenons une analyse de stabilité d’un fond érodable.

Premièrement, dans le chapitre 1, nous faisons un inventaire des structures observées dans la nature ou en la-
boratoire, et nous présentons le critère d’initiation du mouvement des grains.

Puis, pour faire un choix judicieux de la relation liant la quantité de matières transportées à la vitesse de
l’écoulement du fluide, nous passons en revue les formulations de flux de la quantité de matière transportée par
l’écoulement dans le chapitre 2. Nous en retenons que la quasi-totalité de ces formulations fait intervenir le frotte-
ment pariétal.

A travers le chapitre 3, nous simplifions fortement les équations du fluide pour obtenir les équations de Saint
Venant que nous couplons à un fond érodable. Cela nous permet de poser un premier problème de stabilité linéaire
du fond. Nous montrons que cette simplification est trop forte et qu’il nous faut une meilleure estimation du frot-
tement.

�



Dans le chapitre 4, nous nous focalisons sur ce qui se passe près du fond, là où le profil de vitesse est linéaire.
Nous calculons le frottement sur une petite bosse en utilisant les équations complètes de Navier-Stokes dans un
écoulement cisaillé pur (correspondant à ce qui passe près du fond). La résolution est faite par un code de Calcul
(CASTEM2000) pour différents nombres de Reynolds.

Ensuite, dans les chapitres 5 et 6, sont exposés des modèles simplifiés d’analyse de stabilité linéaire d’une
bosse sur son fond érodable sous un écoulement 2D, laminaire, “très visqueux” et “peu visqueux”, fondé sur des
théories asymptotiques à petit et grand nombre de Reynolds. Trois cas d’écoulements sont traités : l’écoulement
s’effectue avec

– un cisaillement constant,
– un cisaillement correspondant à celui d’un liquide freiné,
– un cisaillement correspondant à celui d’un fluide oscillant.

Dans chaque cas, après l’analyse de stabilité du fond érodable, des configurations d’évolutions de ce fond au cours
du temps sur la base de la loi d’Exner sont données.

Au chapitre 7, nous présentons la stabilité linéaire d’un fond érodable dans les mêmes configurations et nous
présentons le phénomène de murissement (“coarsening”) aux temps longs.

Le chapitre 8 montre l’évolution d’une bosse dans un écoulement cisaillé sur un fond non érodable.

Lorsqu’un lit de forte pente est cisaillé par un contre-écoulement, le transport granulaire est dominé par des
avalanches (Loiseleux et Doppler [90]). Pour permettre au modèle de formation des structures d’en tenir compte,
nous terminons cette étude par une formulation des avalanches par une approche milieux continus de type Saint-
Venant (chapitre 9).

La dernière partie est consacrée aux conclusions et perspectives ainsi qu’à cinq annexes donnant le détail de
certains calculs analytiques ou numériques effectués.
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Le processus d’interaction fluide/fond peut être décrit en quatre étapes de la manière suivante :

0. Donnée de la morphologie du fond. Au départ de l’étude, nous prenons un fond plat avec un bruit (sur toute
la surface du fond) ou une bosse de très faible amplitude.

1. La morphologie du fond étant connue, nous calculons le mouvement du fluide au dessus afin de déterminer
le facteur qui influence ce fond : frottement τ sur ce fond (chapitres 3, 4, 5, 6).

2. Lorsque le critère τ > τs est satisfait (§1.5), le flux q de matières entraînées est couplé au mouvement du
fluide à travers une relation du type (chapitre 2):

q = q(τ).
� � �

3. La loi de conservation des matières initialement au fond, et de celles entraînées, loi due à Exner (2), permet
d’obtenir l’évolution du fond. Cette loi s’écrit en une dimension (§2.7) :

∂f

∂t
= − ∂

∂x
q(τ(x))

��/ �
où q est le flux instantané de matières transportées par l’écoulement. On pourrait introduire une avalanche
très rapide à ce niveau (chapitre 9).

4. Et nous bouclons à l’étape 1 par une nouvelle détermination de la morphologie (chapitres 5, 7, 8). L’ensemble
constitue la boucle Fig.1.

:  fDefinition du fond (x,t)

Calcul de Navier−Stokes

Frottement du fluide sur le fond

Couplage Fluide−Fond 

(Flux de matieres : q)

Evolution du fond

Dfinition

matieres

q = q(τ)

∂f
∂t = − ∂

∂xq(τ)
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M�qUr0s`8��� ���)

��� X�R I �� N��� ,6$�=  ��NKL����$ I ���W)0��� ,������4� ,&) ,������ )�� ,���)��*� )cM>$,�08���� ),�� *������������ *�� );���uv,�*�1R�$� ºB� ��*$-)x!� ��O� )1!
�������4��!H$-):)+) ,&,&):)��� �)�� ) )#! ,���� ,��+)

F0
M>9� �� )1!�,����'K³����)+)7���4.�� ,&)C9� \= �*��K��� -, )0�-)���) )���!� ��n��)@��� , *5�� ��n. ) ,&,���)

)#�d.��� �J )�. )�� ,7 �� )-)��� �)�� )'$�= �+*����*!�! )# ��".	�����*.O �.
d
R ) ,7J-�� -,¦G

F0 = d (s − 1) tan ϕs
M>t,�*��ZFR

�:�()0����!
�%$,2
�&)� �� )-!� * )
�&*5��!
� ,��*���;$-)
n
)��� �)�� )#!+.���Q��*��)#!.�� dK³����$ I )�����)0 �� )'$\= � *����%!�!&)� �� d

� g ��)��� �)�� )
$\= �*��$��%) )

1
)#! ,`) )#�4��)3$, -KL����$ ) ,`���:)0�� �)�� )�$�= �*��$��%) )"$�= �*��$��%) )

n
)1!�,`)+)��*� )3!�� ,� ��+) < �Y= �*� ,�)���K���) )��EJ )#)H��)nB� ��%$-)

±�t��:± t�kO!&)+*-,1�nt�����v



����� *�� ,���)-t,� � ��$,2���)#!+$-)�B� ,�d$ )�.	� ,��*2���)#! ,�������!&*5���&,��+)1!
*� ��#� g �T)0�� �)�� )

1
)1!�,+$-)�J%� ,&)1!�!&):�F ��4��)�)+,"���T$��4y5�
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�*J )#!

<  �� )aJ�� ,�)#!�! )a9� ���$,�1)������ , *����O!��� -,T$-)
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qr = CB Fe (Fe − F0)
MYt,�*�#]�R

CB
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Q′ cos(ω t + δϕ)

!&���
(cos(ω t + δϕ))

MYt,� X���R
Q′ )1!�,")0�-*����4.��'�� �!�!���Q�� )#� *����@^F��)
� ,��;9� ) � ��)��%! )#�j�4�1��XE��*�����G

Q′
√

(s − 1) d3
=

{
Cs (Θ − Θs)

3/2, Θ > Θs

0, Θ < Θs.
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Cs = 1.95
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q = qs + qr.
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ζ3 =
Re2

p

Θ =
g (s−1) d3
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β = Θ

Θs

M���� * *5���&,6$, h����.OQ��&)d$ )
^���� )#�*$�! )+,7$ )'!��6J-����)� ��7! )# ��*�%R I �4�\��Q ,���)�� ,7���TKL����.O ���)'$, dB� ,� )��(!& �! * )#��!
�*���ºM

qs
R *5�� ��+ ��dKL����$ *���� ,¦G

qs = 0.05φ1 ub y0 ζ−1 (β − 1)
)+,

qr = φ1
ub

ρp g
(τ − τs).
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qr
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qs = 0.015φ1 ub d
(β λ2

c − 1)3/2

ζ0.3

)+,
qr = φ1

λc ub

ρp g
(τ λ2

c − τs)
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q = α |τ |b (τ − Λ
∂f

∂x
), b = 1/2.
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Θ =
1

ρ g(s − 1) d
(τ − Λ

∂f

∂x
), Λ =

ρ g(s − 1) dΘs

tan ϕs

M>t,� Z�v�R
��´

ϕs
)1!�,7�>= ��������)�$-)'�&) *5��!'M
*������������ *�� )6���uv,�*�1R I )+, Θs
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q
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q ∼ O(
√

(s − 1) d3 Θ
3/2)
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q = Vs dC (Θ − Θs)
3, C = 7.5, Θs = 0.2
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− τ0)
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x

y

Fond : fixe

Ecoulement

Lit : (mobile)

Suspensions

F luide : (parfait)

y = 0

y = y0
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q
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γ
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d
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qsat = (
Vs

d2
)0.85Θ (Θ − Θs)

�EJ )#)
Θs = 0.12
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qsat(u∗) = ρsat(u∗)usat(u∗)

MYt�	uv���R
w �� �����Q-,&)#�����f �� )!�&)#��� ,������ )#� ,��&)3��)nB� ,� )+,�!��:J-����)� ��f$�� ,&)+!�� ,� ����+)3$��������+) )�� ,�)���. )"$, OK���� ,&,&)#. )#� , I ��� )0�-*����*. )
$-)�.	�����42
�&)O�:#����#qKJ

lsat =
lsalt τs

τ − τs
,

M>t�	uv��ER
��´

lsalt
)#! ,7 �� )$�� ,���)C�������� )# ��+)
������) ,������*! ,��%9� )C$ )#!7$��*! ,�����) )1!".��EA )#��� )#! *�����)��� ��� )1!�������!"$ )#!7!���� ,�� ,�������!"$-)1!

�������*��!\G

lsalt ≈ 2 α u2
sat/(g γr).

MYt�	uv�t�R
w �� ��@� ,���Q������:)+) , ,�)T$-)������42
�&)$�&)#��� ,������ I �4�%!+K���� ,:��)#!.�FA *�� ,���21! )1!7!� ��*J-��� ,&)1!-M>9� )-���� �!@!��4. *����
8
����!")#��)����&) *��4 �!�RzG
 ��(�������*�;9� �� �&)+,���.OQ )-!� ��7��)-��� , )��;K���� ,:!��� -,�)��@$�= �� -,��&)1!�	�!���� ,

α usat
����J�� ,�)#!�! )-$�=  ��(�������4�d�&°�)#)�,�� I !���� ,�)�. *�!

$-)OJ���� )#! , < * )� *���21!
α usat/g

M *��� ��(�������*J )�� < )0 ��*.��4��� ,������5R�	 g �a$��%!�,�����)+) *�����)��� ��� ) * )���$���� ,C)+) ,&)#. *�! )#! ,
∼ usat usat/g

	��:= )#! ,�$�����)
lsat

	 g )#!n)�� )�µV)���)�� ,�!
α
$ ).�&)1!�,�� ,� -,������ *��� ��H���')����*���%!
������$-)1!H�������*��! �� ���� ,�$, PK�����$ I ) ,$-)'��)����?��� ,������

γr
$ )'���P$-)���!
� ,��O$-)#!7�������*��! )��W!���� ,�� ,������ *����.��� * *���� , < ��)� ��7J�����)� ��@!�� ,� ����+) I !���� , � * *����E���4.��#!^��� )
��.	����� )+,V)����*��	"���1t�XE�7�� �.6�
���%9� )�. )#� , *����

0.35
) ,

0.2
�&)1! * )1)�,��*J )�. )#� ,
	 g �j$-)#��!�� ,��($-)(!�� ,� ���� ,������ )1!�,

$,�08�����)�*����
ρsat = 2 α (τ−τs)/g I )+,+���TJ�� ,&)1!�!&)�$-)'!�� ,� ���� ,������ usat = ueff − δu

)#! ,7$,�#)���. *���!��+) )#�x �� )�J�� ,�)#!�! )
)0y�)#)�,��4J )

ueff ∝ √
τ − τs

9� �� ��)�)����*2���)C� )1!"�������*��! ) ,7 �� )�J�������� ,������
δu
G

lsat
∂q

∂x
= q(1 − q

qsat
),
�EJ )#)

qsat = q0Hd((Θ − Θs))(Θ − Θs)
b,

) ,
lsat =

2α u2
sat

g γr

τs

τ − τs
,

M>t�	uv�X�R
��´ Hd

)#! ,-���dK�����)�,������N$-) �")��1J��%!
�%$-) I q0
) ,

b
!���� ,O$ )#!O)�����!�,���� ,�)#! I b

)#! ,T)���. *����%!�)#� ,��&)
1
) ,

3
	 � � ��������)

��������������) I qsat
)#! , *����*!'*���� *���� ,�������� )#� <

τ 3/2 	�¶@��$���)�� , ,�� ) ,3)����4��	�� �?�z!��4. *����
8 )�� ,����'�&)#��� ,������(M>t�	 v�X�R`)���.�. )@!& �� ,¦G

lsat
∂q

∂x
+ q = qsat,

�1J )1)
qsat = q0 (Θ − Θs)Hd(Θ − Θs),

) ,
lsat =

)�����! ,���� ,&) MYt�	uv?ZFR

�(����!V��� ,���21! )e$-) �")
��!&)�� � ]��E� I ��)(B� ,� !�� ,� ���� *��� ��V��)#! *����&,��%)0 ���)#! )�� !���� ,�� ,������ ) ,d) )� �� )�� ��)+*-,�� ,������
MU)�������������� )1R )#!�,'$,��8����	*��� ��C �� ,�������!&*����&,:��������)���	 g )OB� ��c$-)#!�*���� ,��*)� �� )1! )#� ��)+* ,�� ,������ )1!�,�*���� *����&,�������� )�� �� 
B� ,�c$-) *���� ,��*)� �� )1! )��j!���� ,�� ,�������	 g �a�������� )# ��C$ )6!�� ,� ���� ,������c$,� * )���$e$, ��� * *���� ,C$-)1!C$-)#��!�� ,��#!�$-)#!C�������*��! ) ,
$, dB� ��*$ ) ) ,@$-)'��� ,����*�4��)'$-)1!"�������4��!\G

qs = B(d)
ρ

g
u3
∗

M>t�	uv�v�R

qr ∝ qs
M>t�	uv�]�R

lsat ∝ s d
MYt�	uv�k�R
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x

q

lsat

qsat

������� t�	ut � ���T:;�����.�3�����'� (0���C�8(
����
J A 3�F�+ L��

�&�������	��

�/� 2
�8(S��� :
��2
�%���32
�3��� ���H L���&�H2
�3�&�&� "31�2
�.��� ���3�+2
�3�&�3��,.���' L��

�%�H A2
�' 5*1�2
�*���
����

���3��,.���' !D��3� N>����(0����:
��2
�3�%�E 3��2
�%�41�

�+ 4���L2J ! 4���3�' #���8�G<=2
�3�����9� �3,F�A I�O2
�S-�

�  (�) �����G�3

��:;�'�����

lsat

D K�� ) �C�8(
����
J A 3�/�H ���

�3��� ���������J1=1�

�R�
�3�'(0�$1����8(=2
�' I��(0�

u∗

�: PK���� ,39� )@��)@�������*����)#!�! )�� ,�$-)#!nJ�� ,&)1!�!&)#!n$ ) *��4 �! )�� *��* �! �*. *
��� ,���� ,&)1!H������!�9� \= �4��!#= �#�����4��� )7$, VK�����$ ) ,")���. *-,�)
,&)��F ($, *�����8��\$-)1!"J�� ,&)#!�!&)#!+$, xB� ��*$ )

lsat
)1!�,7.O �� ,���*����*� *����+ ��dK���)�,�)� ��

ξ I ) , ��������!\G

lsatξ ∝ s d
MYt�	uv�m�R

K���)�,�)� ���9� �� I $�����!O��)d)���!T$\=  ��h�#)��� ���)�. )�� , ,� ���Q� ���)�� ,(M
*�����8��3$-)xJ�� ,&)1!�!&)a�����%����� ,�. �%9� )1R I J��� -, ξ ' 10 − 15
	

g ����!�9� )
ρp ' 2500 kg · m−3, ρ ' 1 kg · m−3 I ) , d ' 200µm I ���6�������� )� ��7$-)-!�� ,� ���� ,������ )1!�,@$�= ����$���)�G

lsat ' 5 − 7.5m.
MYt�	uv���R

� ) , ,�)@�������� )� �� )#! ,n���'�������� )� ��HK�����$���. )�� ,�����)"*��� ��H����K�����.	� ,������P$-)1!n$, �� )#! I )��*� ) �'� ,��")�� ,���� *����*�+).�� V)���!n$-)1!
$, �� )#!�!� �� � ����! *�����¶7��$��&)
� , ,��"�uk1� 	 � � ,�����!C9� )6� )1! ���*$ )#!C$-)�!���Q�� )6$�����!:�Y= ������!&)�.OQ���)�� ,����� �J )������+)#! *�����$-)1!
.6�1)������*!�. )#!-)���. *��42+,&)�. )#� ,T$��4y5�
�&)#� ,�!-$ )V!���� ,�� ,������ ) ,T$-) �&) *-,�� ,������ MU$,�&° < �#J��,9� ��#! *��4 �!'���� -, I � )���! )#�i� ]��?� I¶7��$���)�� , ,��:� ]E�LR�	 � )#!O.��#)
�����%!�. )1!-� )a. ) ,&,&)#� , *���!'K�����)���. )�� , )#�(°�)� ����(.��1)������*9� )x$-)#!-B� ��*$-)1!xM � ��������)+) ) ,
[ ���� ����"���#Z�v1� I �!���*.6K����&,�� ) , w ���?J )�� X�����)a�ut��E�LR I )���� ,��������&)#. )�� ,��� ,�c$, �� )1!�M$]����EA ) ,')����*��	`� m�XE� I ^��� )
��.	����� ) ,
)����*��	����1t�XE� I ¶7��$���)�� , ,�� )+,7)����*��	*� �E� I � �?�LR�	

"�|�� � �"�f� �x�d� '����d�����0�-� �d� �3�-�x���"���:�'���0�-�
·"�����&� � �"©@ª�®�­&¡ h@¥�¯&¡+£zª`¯&¤¦¥

�b������ �!'K��� -,T.	����� ,�)������ , ��!�! )#.OQ���)��-��)#!O$��
yz����)�� ,�!O���*��. )�� ,�! ) ,T�1)�������)P �� )a������$-)x)�����!&)���J�� ,������ *��� ��O� )1!
!&�1$��4. )�� ,�!
	 �b��K��� �$������ ,:�1)�������)O$-)1!:�#9� �� ,�������!:)���. *��*2 ,&)1!:$� c.��� �J )�. )�� ,�$, WB� ��*$-) ) ,�$ )#!C!&�1$��*. )�� ,�!6M � ��� ) ,

� )���������$��i���1��]E�³R�	,���hJ-� )��h�#)�������),�%)��+ �� );J )���!������ ,���21!�!��4. *����48��+) )�� !& * *���!���� ,P9� );���º)�����)+)�� ,���� ,������ )��
!& * * )���!������ )#! ,',���21!�K����*Q���)")+,�9� )@�>= ��� * )# -,3$,�1)��� *���)��n� )1!H�19� �� ,�������!�	�^ ��� ,

c
���-)�����) )�� ,���� ,������ )��P.��� �J )�. )�� , I�>= )! -*���)#!�!
�����#"�������������)�)#! ,79� )����6J-������� ,������ )1!�,7��"���� )'�� xB� $ )+, < ����)������ ,������ ��� ,������ )# ���)�G

∂

∂t

∫

Ω
φdV =

∫

∂Ω

−→q · d−→S +
,�)���. )-!��� ���)+)

.

�b�n.��,$������*!&)��O) )+, ,�)a)�����!&)���J-� ,������ I *���� )� -)�. *���) I !�� ���N!� * *���! )WM � ��� )+, � )���������$��N���#��]1� I g ��"����+);� m�Z?� I � m�]?� I� )�����������)�A ) ,a)����4��	+� Z��E�LR I 9� );���jJ�� ,�)#!�! )($-)1!P!��#$��*. )�� ,�! )�� .��� �J )#. )�� , )#! ,P���jJ�� ,�)#!�! )($, iB� ��%$-) *��* �!P �� )
J%� ,&)1!�!&)�$-)'!��#$��*. )�� ,�� ,������d$�����!3��)'! )���!"$ )C���%"����EJ�� ,��HG

u I v − Vs I )+,79� )C�Y= ��� ��$,. ) ,+�Y= )� ��%! ,&)���) )�$\=  ��()��� ������ ,
$-)'$��
yz �!������;!�� ,��*!&K����%!���� , <  &� )'�����\$-)�,bA * ) � �*)�� I �Y= �#9� �� ,������d$ )')�����!&)���J-� ,������x$-)'���6.	��!�!&)�* )� ,@!�= �#)�������)HG

∂

∂t
φ + u

∂

∂x
φ + (v − Vf )

∂

∂y
φ =

∂

∂x
D∂φ

∂x
+

∂

∂y
D∂φ

∂y
.

M>t�	 ]���R
��´ D(φ)

) ,
Vs(φ)

!���� ,�$��������+)1!�	 ���cA �&)1)����&��� [ ,:�>= �#9� ��*���4Q���) )�� ,���)T���x$��4y5 �!
����� )+,C���x!&�1$��4. )�� ,�� ,������c�#J��,9� ��
$�����!TK�����.O �� )jMYt�	��#��R�	 � ) , ,�) �&)#��� ,������ � *��* �!�$-)d!&)���! )�� ,� ���Q� ���)�� ,P9� \= )��h����. ����������)eM�q>r0s � ��� )+, � )���������$��
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�&)1! ,�������! *���� ,��+)#!

qq

érosion

sédimentation

f(x,t)

Ω

∂Ω

������� t�	 XZ���'�i/"���(��,Z��,S #:1 @��(,S !)4�0����� 1!� @��(��N�1!@M1"�I,�N��()4�01�����) �G1 � ��� 1!�I,8)+���I,��I�!��)4,;����,��?&  !)+���4�0�(� 1!,M���
�" H#���@M1"�I,S�(,8�0�(�5s

���1��]E�³R�	���� )�� )�� ,&)���$, I � )�,&)
��. )
(∂xD∂xφ)

)#! , ����"�����" )
��Q���)�*���� ��� * *����&, �� $ �� -,��&)1!�	
g )CB� $ < ��� *���������$������ )'���6J�������� ,������x$, (!����

f(x,t)
G

∂f

∂t
= D∂φ

∂y
|0 + Vfφ|0.

M>t�	 ]��ER
!��� �!H�Y= ��)�,������a$-)@���-$,� *���!�� ,������

Vfφ|0
)+,3$-)@�Y= ������!������ D ∂φ

∂y |0
	��b��K��� -, )��,8&�x! ):$����&� )��� �� )@�����5$�= ������!�������������� ,���)

B� $ ,�������!�J )���!&)@$ )C.	� ,��������� $ )�. *����&,�� < ���TJ-��� )# ��"$-)����6$-)���!
� ,��'$�����!3��):B� ��*$-)3°_ �! ,&) < ��� *�������� I < ���6$-)���!
� ,��$�����!'� )V!������%$-) ) ,#�� eK���� ,&,&)�. )�� , *������*� ,����`������� ,-��)6B� $ ,�������!�J )���! )�$-)�.	� ,��������� $ )�. *����&,�� < ���dJ-����)� ��-$-)P���
$-)���!�� ,��:$�����!n��)7B� ��%$-)n°b �!�,�) < ��� *�������� I < ���O$-)���!�� ,��:$�����!n��):!������%$-) ) ,��� �K���� ,&,&)#. )�� , *������*� ,�����	����V!&)@���O$������ )
!��� �!3���TK�����. )HG

−D∂φ

∂y
|0 = Q0(1 − φ

φM
)($(

τ − τs

(ρs − ρ)gd
))β , β = 3/2.

�EJ )#)
$(θ) = θHd(θ)

MYt�	 ]�t�R
�:= )1!�,@) )'!�A,!�,�2�. )PMYt�	 ]�� I t�	 ]�� I t�	 ]�t�R3)��� *��4�$�1J )1) � �1J���)���!+^ ,���� )#!+9� \= �*�zK��� �$������ , ���1!��� �$���)�	

� � ,�����!"9� )�)�= )#! ,+�����4J����*!:� X�Z?�¦9� ��"� *���� *���!&�C) )+, ,&)��#)���� ,� ��&)�*��� ��"���6$ )������42
�&)C�#9� �� ,������eMU9� �� )1!�, �*$-)�� ,��*9� )
< ���TK�����.O ���� ,������d$-) g ��"����+)6� m�Z?� I � m�]E� I ������!�9� ) φ � φM I ��´ φM

�&) *����1! )�� ,&)�����$ )���!�� ,��'$�����!"��)-!������%$-)1R�	

��� * )� -,')�����!
�%$,����)��: �� )TJ )
��!������ ��� ,���"�������) �� "�����Q�����)O$ )T���a�����`$-)6)�����! )
��J�� ,�������M>t�	 ]���R�	z^��
n
��)+*����#!&)�� ,�)

∫ ∞
0 φdy I q

�&) *����#!&)�� ,�)���)�B� $ ,�� ,����')��º.��� �J )�. )�� , ∫ ∞
0 φudy I ��� �*$-)�� ,��
8 )a���($,� *���!�� ,������ <

ṅd = Vfφ|0
) ,

�>= ������!������ <
ṅe = −D ∂φ

∂y |0 I
$�= ��´d�Y= �19� �� ,������,��� ,���"�������)HG

∂n

∂t
= −ṅd + ṅe −

∂q

∂x
,

) , ∂f

∂t
= ṅd − ṅe

M>t�	 ]�X�R
� ) ,&,&)H�#9� �� ,������'! )
� ,¦$-)HQ���! ) < $�= �� -,��&)1!�!��*. *����48�)�� ,�������!HM g ��"����+)"� m�]E�LR�	 � �����
K
)1!�,�)�. )�� , I ����* )� -,�)���*���)�.��*2���)

� * *����  ��*.	� ,�������$�����)n9� )
n
)#! , < * )# *���2#! *���� *����&,������ )#� < ���7)�����)+)�� ,���� ,������$�� 'K�����$�G

n = hφ(x,0) I h )�����! ,���� ,&) 	� )+.���. ) I q =
∫ ∞
0 φudy

)#! , < * )# *���2#!	*���� *���� ,������ )�� < ����)�����) )�� ,���� ,������ �� TK�����$ ) ,n$�����) <
n
G
q = γhn I ��´ γ)#! ,` �� )+)�����! ,���� ,&) *���� *���� ,�������� )��*��)��� 6)��%!����4�*� )#. )�� ,�	 g �:$��+*���!�� ,������ )#! , ��� ��!�� *���� *���� ,������ )��*��) < ���C)�����)+)�� ,���� ,������

.��?A )��&� )")��V!����* -,������ I ) ,3$�����).�� 6B� $ ṅd = Vf q/(h2γ)
	 g = �
����!
����� )1!�,3)������*!���) )��V!& * *���!���� ,�9� )7�Y= �
����!
����� )#! ,

*���� *����&,������ )#�4��) < �Y= �#)���� ,C$, (K���� ,&,&)�. )�� ,(�� W!&)� ��*��	"� )T)������  )#! , ,&)��`9� \= < �Y= �#9� ��*���*Q���)O! ,�� ,���������������) )+, ����J���������� ,
*����",�������!&��� ,������NML������!�9� )'�Y= �
����!
����� )#! , )! ���) ,&)#. )�� ,C)���. * )���!&� ) *����@���V$��+*���!�� ,������

ṅd − ṅe = 0
R ��� ��Q-,���)���� )

9� )+��)+B� $ P9� ���)�����)0 ���) )#! , )! ���)�,&)#. )�� ,n��)+B� $ P!�� ,� ���� I qs = q0(Θ−Θs)(Hd(Θ−Θs))
β I ��´ Hd

)#! ,n����K�����) ,������
$-) � )
�EJ��*!��%$-)�	�� ����) ��� *���)���$ºM

Q0 = (Vs/γh2)q0
RzG

ṅe = (
Vs

γh2
)q0(Θ − Θs)(Hd(Θ − Θs))

β ,

g = �#9� �� ,������d$-)
q
)1!�, ��������!

(
h

Vs
)
∂q

∂t
+ (

γh2

Vs
)
∂q

∂x
+ q = q0($(Θ − Θs)

β M>t�	 ]�ZFR
� � "������������ I ��)�,�)�. *�!+.��*! )��6°�)� )#! , ,���2#!"��)�� , I )+,+�Y= �#9� �� ,������d!#= �#)���� ,¦G

lsat
∂q

∂x
+ q = q0$(Θ − Θs)

β ,
��´

$(θ) = θHd(θ)
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����� *�� ,���)-t�	 � ��$,2���)#!+$-)�B� $ d$ )�.	� ,��*2���)#! ,�������!&*����&,��+)1!
g = � � ,&)���*���� ,�� ,������d$-)') )+, ,�)��#9� �� ,������ )#! ,+9� \= �*�zK��� -,7 �� )') )
� ,������ )�$��%!�,�����)+)

lsat = γh2

Vs

�EJ-��� ,+9� )�� )CB� $ d!�� ,� ����
� )"!���� , � , ,�)���� ,�	?��� °&! ,&)
��Q���!�)�� )+,�)����4��	��ut�k1�-*���� *���!&)�� ,f �� )3�#9� �� ,������#��� ,���"�������)�9� �� * )� ,�!#= �1)�������)�!��� �!f) )+, ,&)3K�����. )
M�� *���21!n9� )#�*9� )1!',�������!&K�����.	� ,�������!�.�� � )� ���)#! I $���� ,3� )@K���� ,"9� ) *��� �� )� $ 

ṅd = pVfφ|0 I ��´ p
)#! ,����'K�����) ,������V9� ��

$-)�J���)�� ,")�y )1)�,��*J )�. )�� ,7��)'!����³R�	
�(����!H��)@)���! ��´���) ,&)#. *�!n$�= ������!������ )#! , ,���21!���)�� , I ���	�&)�.	����9� )!����)��*$-)#.�. )�� ,39� )7�>= �#9� �� ,������P$-)7�Y= ��J����* -,������

$, dK�����$ºM>t�	 ]�X )�� ����"�����" )
��� ,
∂tn

R"!�= �#)���� ,.�� �!�!
�HMU�#9� �� ,������;$�= �  $� )�� I )#9�	\MYt�R�R5G
∂f

∂t
= − ∂q

∂x
.

���������� ) ,	� � ��)��a� Z��?� *����&,&)�� ,`$�����)#) ,&)�. )�� ,`$�=  ��OQ��*����� "�����Q�����$-)�Q��*�4��)#! )��-.��� �J )�. )�� ,`$�����!� ��O�#)��� ���)�. )�� ,
)��%!����4�*�4�TM

u = γy
RH�1)���� ,"!��� �!n���'K�����. )TMYt�	 ]�X�R�	�¶ *����&,����3$�= )! -*5����� )���) )1! I �*�*! )��a$,�1$, ��%! )�� ,3��)#! ����$���)#!n$-)�"�������$ )� ��

* )��&,���� )�� ,�!-M ���������� )+,"� � ��)��º� Z��E� I � X��E� I ���������� )+,@)����*��	�� ZFt1�LR�	
�b�%! ��� ,�)�� , ������!��,9� )+)�= )1!�,����C!��#$��4. )�� ,�� ,�������9� ��-*����EJ���9� )�����* )��&,&)+$-)#! "������ ��!

n
)��6.��� �J )#. )�� ,�	 g �CJ�� ,�)#!�! )

$-)�!��#$��*. )�� ,�� ,������-° �� )C �� �+e�� )@K�����$���. )�� ,�����$�����!3� )# �� �������4A,!&) I ��� ��!���9� )C��� ,����*�4��)�$, #"������ �
d
	 �b�%! *���� *���! )�� ,

$�=  ,��*���%! )
�P)���.6. ) ,&)�. *�!P)�������) ,��
���%!�,��*9� )
d/Vs I ��´ Vs = d2(s−1)g/ν

M�q>r0s��
��	 Z 	 X�R�	H�b�%!�! ) *�����) )�� , *���2#!6$ )x���
���*.�� ,�)-$, ;.��� �J )�. )�� ,OM

Θ ' 1 I $�����) ρνγ ' ρ(s − 1)gd
) ,@$�����)

Θs = 1
R�	

g = )#! ,��*.	� ,������h$-)d��� * )
� ,�)d$-) "�������� *����6$��+*���!�� ,������ )#! ,���������! *���� *
��� ,�������� )#�4��) �� ����.TQ��&)d$-) "������ ��! )��
.��� �J )�. )�� ,@$��4J��%!&� *����+��)�,&)#. *�!7)�������)�,��
���%!�,��*9� )HG

ṅd = −n/(d/Vs).

g )+B� $ )�. *���� ,�� )#! , *����n$,��8&��� ,������ *���� *���� ,������ )�� <
n
) , < ���'J%� ,&)1!�!&)7$� �B� ��%$-)HG

q = n(γd)
.����*!'*����n$,��8&��� ,������

$, x^�����)��%$�!�\
Θ = (γd)/((s− 1)gd) = γ(d/Vs)

RH$�����)
q = n(ΘVs)

	 g = ������!������ � )C$,�+* )���$ *���!�$-):$-)@���-9� ���� ,�� ,��
n
)��;.��� �J )�. )�� , I .����*! )1!�,@���*�+) < �>= �#)
���&,.�� ;!&)� ��4��$, W^���� )#�*$�!-M Θ − 1

R�	 g )-)�� )0µV)���)�� ,@$-) *���� *����&,������������ ,���)1!�,
)���)�����)�)�����!�,��� �� ,.�EJ )#)C� )�,&)#. *�!7)�������) ,��
���%!�,��*9� )

(d/Vs)
G

ṅe = (d/(d/Vs))$(Θ − 1)

g = �#9� �� ,������cM>t�	 ]�X�Rn$-)�J���)�� , �EJ )#)7��)#!���A *�� ,���2#!&)#! ) ,"��)#! )� *5�
����)���) )#!3$-)'���������� ) ,+)����4��	�	�MU$�����):)���. *-,&) ,�)��F x$ )
)�� )�µP)�� )�� ,�!". )1!& ����1!"9� ) ���� �!��\= �1J�����! *���!!� � ,����,$, �� ,�°_ �!�9� \= < *����#!&)�� ,¦G�� 	 ����v�v ) ,@X 	 X�RzG

d

Vs

∂n

∂t
= −n + d(0.0055)$(Θ − 1) − (3.3)d

∂(nΘ)

∂x
,

) , ∂f

∂t
= (n/d)Vs − (0.0055)(Vs)$(Θ − 1).

MYt�	 ]�v�R
� )+, ,�)��19� �� ,������ *��� �������� ,+!�= �#)������&)�)�� � )')�����!
�%$,������� , *��4 �!

n I ���,��) ,��� �J )
����� ,!��������!3 �� )'�#9� �� ,������ *����&,���� ,+!� ��
q
)�� ,��� �! *������ ,�!O!
�*.��4��������) < �>= �#9� �� ,������ M>t�	 ]�ZFRC!�� ���jA �%$-)�� ,��48 )V���;������"� )# ��'��� ,���"�������)

h
<

d
	���� �&)+,����� �J )

�� �!�!
�f���a������"� )� ��C$ )6!�� ,� ���� ,������c9� )T�Y= ��� �1J���� , ��� ,�����$, �� ,&)
γh2/Vs I *� ��*!�9� \= �%)�� h

)#! ,
d
$�����)T) )+, ,�)T�����&"� )# ��

)#! ,+Q���)��($�= ����$���)
dΘ

	 g �6������"� )� ��7$-)'!�� ,� ���� ,������ ��$�����)�*��� �� ����$��&)�$-) "�������$-)� ��¦G

lsat = dΘ.

/ � )#�� -,���)'.	�����*2���)-$�= ��Q ,&)������TM>t�	 ]�Z�R �� NMYt�	 ]�v�R!�P� ,��'K���� ,�) *���� g ���&"������%! ) , � ��������) )P� m��E� 	 �b�%!7 -,��4���%! )�� ,:� )1!
��� ,�� ,�������!'�.�3[ � MLJ������O)���� *�� ,���)P��R�) , ��� ,�)�� ,

R
���(9� ���� ,�� ,��	��� ,���"�������)�$ ) "���������!(���� ������ ,�! I $�����) n = R

) ,

Γ = −ṅd + ṅe I �4�%!���� ,&)�� ,
h
��� ���� -,�)� �� ,�� ,�����)OJ��%!
�*Q���)6$-)%"������ ��! I )��*� )�!�= �%$-)�� ,��
8 ) < f

	z¶�J )#)O��)� ���!���� ,�� ,�������! I�>= �#9� �� ,������ ��� ,���"������ )e$-)j$��+*���� ,;9� \= �*�� -,��*���%!&)�� , )1!�,;Q�� )�� )�� ,&)���$, )! ���) ,&)�. )�� ,ºM>t�	 ]�X�RWM )�� K���� , ���� �! �1J�����!
.O �� ,�� *����*� *����

d3 ��)#! ��� ,�� ,�������!@$ )����������� ) ,C)����*��	�� Z�t1�	*��� �� ���#)�����)��4�*��)��7��)#!",������*!@$,�#.	����)�� )1!�R�	 � � �&)#J-����)�� ) I�4�%! *����0KL2
�&)�� ,�K�������)7$-)#!n)������� 6$ )+J�� ,&)#!�!&) *��* �!')�� ��)�)�����$ �EJ )#)" �� )@$-)#!�)���� * ,������ ,� ���Q� ���)�� ,�)@$-)+�Y= �#)��� ���)�. )�� , I � )# ��B� $ )#! ,+$�����)n°
�� �"��(�EJ )#):���TJ�� ,&)#!�!&)
Vs

,� ���Q� ���)�� ,�)PM�q>r0s��
��	 Z 	 X�R')+,
d I $�����) �*��J-�� , √

(s − 1)gd3
M>)���.�. )�$�����!

� )1!"�����%!+$-)�,_A * ) � )�A )
�&± w ) ,�)�� � � �*��)���R�	
g )# �� )1!�,��4.	� ,������W$-)1! "�������$-)# ���!7)
������)�,������*! ,��%9� )#!+J�� )�� ,C$-)O�Y= �������*A,! )O$-)O���a$��*! ,�����) )T$-)O.��*!&) < �Y= �19� ��4���4Q��&)

$�=  &� "���������	n� )� $ )���!P���4.�� ,&)#!x$-)W��)� ��VK�����.O ���)c!���� , I *���)�.��*2���)�. )�� ,a)+)��* �� �%!�!� $, )���! ,� ���Q� ���)�� , ) ,x$�����)
lsat = sd

M�q>r0s¦�#9� �� ,�������M � 	��1m�R ) ,�M ��	ut���R&R0\ )+,C$-)� � ��*2�. )#. )�� , I $�����!@� )T)
��!7����.�����������) I M�q>r0s\�19� �� ,�������M ��	��Ek�R ) ,M ��	��#m�R&R I ��)',&)�. *�! ρp

ρ
d2

ν

.O �� ,���*����*� *��������7J%� ,&)1!�!&)n)
������)�,������*! ,��%9� )�$� 'B� ��%$-)
γd

$������ )n���+������"� )� ���$-)�!�� ,� ���� ,������'G

lsat = s
γd3

ν
= dΘ(s(s − 1)gd3/ν2).
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����� *�� ,��&)-t�	 � �,$�2���)#!+$-)�B� $ d$-)'.	� ,��42
�&)1! ,�������! *���� ,��+)#!
g = )! -*���)#!�!
����� )#! ,�$��
yz����)�� ,�) I .����*! ��� ��� ,&) ,��� ?° �� ���!:��� *���� *����&,������������ ,�� �� e)��*!����*�*� )#. )�� ,�$� cB� ��*$ )�	 g �a�����`$ )
)�����! )
��J-� ,������x$-)'���6.���!�!&)'!�= �#)���� , )���)����&)HG

lsat
∂q

∂x
+ q = q0$(Θ − Θs)

β

w �� ��7)�����)0�* ���)�!� ��7)+)�*���� � , I ���� �!!��)�.	����9� �����!39� ) ���� �!��\=  -,��*���%!�����!79� \=  &� )'�#9� �� ,������;$-)-)�����! )���J-� ,������\G,) )#�4��)
$-)3���@.	��!�!&)�	 g = �19� �� ,������T$ )")�����! )
��J�� ,������O$-)3���C9� ���� ,�� ,��"$-)3.��� �J )�. )�� ,	)#! ,�!� ���!��*. *����*�+)3$�����!`) )1!+� * * *����,)�� )#! I)���.�. ) ���� �!H�>= �EJ�����!n$,�_° < !���"������4�.�� *�������"���� *�� ) ����	 Z 	 X�	N�b��A �-$�����)+Q )#!������V$�=  �� "�����!	)�y���� ,�$-)@.��,$,�����%!�� ,������
*��� �� *���!&)�� ) ,.���#!��� �$���)C)+) ,&,&)'�#9� �� ,�������	

"�|�� � �-�d�����x�¦���-�
�b� ��)�J�� )�� , I � *���21!7)+) , ,�)O������"� )'���� �.������ ,������($ )#!:$��
yz����)�� ,�!7B� � I 9� )O�Y= ��� * )� -,�)0y�)#)�,� )��:���V!&A � ,���21! )T!& ��4±

J-��� ,&) 	
g = �#9� �� ,������O$, -B� $ I )���� ,�� )�� ,f��)HK���)�,&)# �� τ 3/2 )���.6. )� ��T)���!¦���*. � ,&)3������!�9� )H� )1!\K���� ,&,&)#. )�� ,�!f!���� , �*. *����&,���� ,�!

M�q>r0s>]����?A ) ,3)����*��	�� m�X?�³R�	 � ���%! *��� ���$-)+K����*Q���)#!�K���� ,&,&)�. )�� ,�! I ����K�����. )+��� ���������&)
q ∝ τ − τs

* )� -,,�+,���) *����#)������%!��+)HG

q = qsat ∝ τ − τs
M>t�	 ]�]�R

w �� ��+ &�xK���� ,&,&)�. )�� ,@9� )��%)�����9� ) I )+,@!
�\�>= ���d�������
�����%! )C��)�B� $ CG

q = qsat + q̃
�EJ )#) q̃

qsat
� 1,

MYt�	 ]�k�R
��� ��)���� ,������ )�� ,���)�� )�B� $ )+,@!��6J-��� )# ��+!&)� ��*� < �&)+,&)������ )1!�,@$�����!+� )-)���!+$-)'�Y= �����-M$]'���?A�RSG

lsat
∂q

∂x
+ q = qsat, lsat ' 1/τ

MYt�	 ]�m�R
g ����!�9� )(� ) "�����$���)�� ,x$, B� � 

q
�\= )1!�, *���!PK����4Q���) I ��) ����"��*. )W$-) ,�������!&*����&, )1!�,d$���.������ *����V�Y= ��� )
� ,�� )c$ )

�>= �#)��� ���)�. )�� ,
	��(����!7) )')
��!"��� �&)#��� ,������ )�� ,���)���)CB� $ ) ,@!��TJ�����)� ��7!�� ,� ����+)�)#!�,@$��������+) *����¦G

lsat
∂q

∂x
+ q = qsat, lsat = s

γd3

ν

M>t�	 ]���R
g ����!�9� ):��) "�����$�� )�� ,+$, xB� � 

q
)#! ,"K����*Q���) I )+)'9� �� )#! , *���)#!�9� )C� )')
��!"$ )#! ,�������! *���� ,�!���9� �� ,��%9� )#!3������!�9� )C���

J%�%!�)���!�� ,��O$� (B� ��*$ ) )#! , �*. *����&,���� ,&)�� I ��) ,�������!&*����&, )#! ,C$���.�� ��� *����:� )1! )�y ) ,�!C$-)T��� "����1J�� ,�� 	�� ����!C) )6)���! I ���* )� -,7!& * *���!&)��"9� \= �*� �\= A � *���!"$-)�$��4yz����)���) )�)�� ,��&)C� ):B� � a!�� ,� ���� )1!�,"��):B� $ � ��! ,���� ,�������MU)
��!3$�����!3� )�)���� *�� ,��&)
v�RzG

q ' qsat.
M>t�	lk?��R

�: �����$ < ���TK�����. )'$, dB� $ d!�� ,� ���� I !���� )! -*���)#!�!������ )1!�,@$��������+)�)��xK�����)�,������($, ;!&)���!+$-)'�>= �#)��� ���)�. )�� ,¦G
� 	 g ����!�9� )7�Y= �1)��� �� )#. )�� , )1!�,"$������ "��:$�����!� ��x!&)� ��z!&)���!\G ���� �!3)�����! ,�� ,�����!n9� ):��)@B� $ a!�� ,� ���� )1!�, )�� "������������
$-)����TK�����. )HG

qsat = α (τ − τs − Λ
∂f

∂x
)β

M>t�	lk �ER
��´ � )1!V)��-)0µV)���)�� ,�!

α I Λ
) ,

β
!���� ,a$-)#!V)�� )0µV)���)�� ,�!V9� ��:!���� ,PK�����)�,������ $-)#! *���� *����*� ,��#!P$-)1! "���������! ) ,

$-)x�Y= �#)��� ���)�. )�� ,�	
Λ

)#! ,6 ��i)��-)0µV)���)�� , *����*! )�� ,���)
1/2

)+,
6 I β

)1!�, *����*!6$-);!����&,&)x9� )x�Y= � * *����  ��*.	� ,������
q ∝ τ3/2 $-)T���VK�����.O ���� ,������c$-) � )�A )���± w ) ,�)�� )+, � � �*��)���!���� ,(��)#! * )1)�,��+) I ) )69� �� �*. *����%9� )69� )

β = 3/2
	

g )d)�� )0µV)���)�� ,
Λ
������!
�"9� )

α
$�����!dM>t�	uk��1R I !���� , ��� ,����,$, �� ,�! *���� ] ��.	�����EJ-� ) , � )�� )��*���uk�mE� I 
�)��/� )�.	�

� ]Fk#� I )���.6. )6$-)#!C)�� )�µV)���)�� ,�$��*. )���!�������� )��%!C9� �� I ��$��*. )���!����������#! I !���� ,C -,��4���*!��#!C)���.�. )T$-)1! *�������.�2 ,��&)1!
$-)')���� ,���e���)�$, *�����Q��*2�. )�	
� )+* )���$���� ,dM ���������� ) ,�)����*��	�� Z�tE� I � ��������) ) )+, g ����"������%!P����Z�ZE�LR I ��� * )# -,�9� �����$N.���. ) )���J��%!���" )
�- �� )
����� �EJ )#)�������"� )# ��7$ )-!�� ,� ���� ,������ I .����*!7$�����!7)+)-)
��! I ����������"� )� ��@$-)O!�� ,� ���� ,������ )1!�, *���� *����&,������&� )��*� )'�� 
)��%!����4�*��)�. )�� ,

lsat ∝ U
′
S
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����� *�� ,���)-t�	 � ��$,2���)#!+$-)�B� $ d$ )�.	� ,��*2���)#! ,�������!&*����&,��+)1!
t�	 g ����!�9� )+�>= �#)��� ���)�. )�� , )#! , ��!�)��*�4����� ,¦G *��� ��',&)������3)���. *-,�):$, a! )���!�$-)@�>= �#)��� ���)�. )�� ,3$�����!n!����P.��� �J )�. )�� ,
$-)+J-��) ,HJ���)�� , I ���:K�����.O �� )-M>t�	uk��1R * )� -,'*����#!&)�� ,&)
�` &� )"K�����. ) *��4 �! "������
����� ) 	 � �� �!	*����,)��#$�����!`$-)+����. �#. )
.	�����*2���):��)�$-)#J )���� * * )#. )�� ,"K���� ,7$�����!.] ��.	�����EJ-� ) ,"�7 ��*!�)�� )����lk�k#� * *�	�t?Z�X �,t?Z�v�	 g ):B� $ )1!�,+���*���� ,��� � 
$-)�,�������!&*����&, *����-M�q>r0s�)#9�	¦M>t�	 t�t�R&RzG

qsat = ΦB

√
(s − 1) g d3.

M>t�	lk�t�R
g ) ,��� $ �$-) ,�������! *���� ,H$�����!�� )7)
��!H$�=  ����1)��� �� )#. )�� , ��������!�)��*�*����� , )1!�,�$�������� *���� � )�A )
�&± w )+,&)��') , � � �*� )
�
M �1��Z�m�R@� ��]E��M�q>r0s�)#9�	¦M>t�	ut?ZFR )+,OM ��	ut�]�R&R *����¦G

ΦB = nΦ (Θ − Θs)
3/2 =

nΦ

(g (s − 1))
√

ρ3
(τ − τs)

3/2 M>t�	lk?X�R
��´

nΦ
J-�� ,

8
�� 

12
�&)1! * )#) ,��*J )�. )�� , I !&)������h9� )

Θ < 1
�� 

Θ > 1
	 w �� �� ,&)�������)���. * ,&)d$, i! )���!6$-)

�>= �#)��� ���)�. )�� , ��!�)��*�*����� , I ���� �!'� ��$����,$, ��*!�����!���)V!�� "�� )P$-)V���;J�� ,�)#!�! )	� ��)��*$ )�� ,�) I *���� *���� ,�������� )#�4��) < U
′
S
��)

,��� $ V) )C)��*!����*�*� )#. )�� ,!��$��*. )���!
�����&���:$�����!����O)��� �)�� ):���*.�� ,�) I °_ �!�,�)(�� a$ )#!�!& �!3$-)C���T)��� �)�� )C$, "������F ��������&)
9� ) ���� �!!��) ,����� �J )�������!3$�����!"����!� �� ,&) I < *����&,����+$� ;)���� *�� ,�)�Z
	
¶7 �!�!�� I $, -K���� ,f9� \= �*��A'�7 ��-B� $ -$-)�.	� ,��42
�&)1!¦9� �����$'� )nB� $ )1!�,`!& *5�
����)� �� �� O!&)� ��4�F$-)n.��%!&) )��O.��� �J )�. )�� , I���� �!+�#)����*J�����!\G

qsat =
nΦ

g (s − 1) ρ3/2

! "��
(U

′
S) ||τ | − τs|3/2 Hd(|τ | − τs).

MYt�	lkEZFR
g )#!@K�����)�,�������!��")��1J��%!
�%$-) Hd

) ,'!
��"�� )T! "��c!���� ,:���*�+)#! *���� Hd(x) = (1+
! "��

(x))/2
	 g )6!
��"�� )T$-)

U
′
S
J��� -,

1
������!�9� )'�>= �#)��� ���)�. )�� , )1!�,C$�������"��O$�����!7� )T! )���!@$-)1!@)������*!�!���� ,�! )+, −1

������!�9� )'�>= �#)��� ���)�. )�� , )#! ,:$�����!7��)
! )���!+)���� ,���������) )+,@!�= �#)���� ,.�� �!�!
��������!�9� ):���6J�� ,&)#!�!&)(����)��%$-)�� ,&) )#! ,������ �� ��*��)HG

! "��
(U

′
S) =

U
′
S

|U ′
S |g )7! )# ��4�

τs
)1!�,n$��������-M�q>r0s,�#9� �� ,������dM���	 X�ZFR&R *��� ��� ��6K�����$�$-) * )�� ,&)

S
$�����!`����$����&)1)�,������6$ )"�Y= �#)��� ���)�. )�� ,

,&)#�4��)'9� )
tan S = −∂f/∂x

*����-M � ��)#$�!�� )�)+,@� )
� "%������$c� v�k#��*�	�t���v�RzG

τs =
τs0√

1 + (∂f/∂x)2
(1 +

(∂f/∂x)

tan ϕs
) ∼ τs0 (1 +

(∂f/∂x)

tan ϕs
)

MYt�	lk�v�R
��´

ϕs
)#! ,'�Y= ����"�� )P$-)	�&) *���!�! ,�� ,��%9� ) ) ,

τs0
� )V!&)� ��*�n$-)6K���� ,&,&)#. )�� , I *��� ��� &�j��� , *���� ,
	 � � "������������ I � )1!* )�� ,�)#!�$, P��� ,3!���� , *��* �! * ) ,�� ,&)1!n9� )7�Y= ����"�� )7$ ).�&) *���! |(∂f/∂x)| < tan ϕs I *� ��%!�9� \= �� P$-)#� < I  �� ) �EJ-��������)�� )! )6$��#)0��)���)�� ) ����. )������ ,C�>= ���&"���) )��j$-)1!�!��� �!C$-)6�>= ����"�� )6$-) ��)+*���!
	 w �� ��'$-)TK����*Q�� )1! * )�� ,&)1!

(∂f/∂x) � 1 I) )'9� �� )1!�,@!��� �J )�� ,+� )-)���! I |(∂f/∂x)| � tan ϕs I � )-! )# ��4� τs
)#! , *����,)�� )'$-)

τs0
	 � � ,���� ,7��)#!+)�� )0µV)���)�� ,�!\G

α′ =
nΦ

g (s − 1) ρ3/2
Hd(| τ | − τs), C =

τs0√
1 + (∂f/∂x)2

,
M>t�	lk?]�R

������!�9� )C� )�K���� , ,�)�. )�� ,")#!�,7������" )�. )�� ,+!� *5������)� �� < !��6J-��� )# ��+)���� ,��%9� )�*��� ��+ ��;��� ,"*���� ,
τs0

��)CB� $ ºM>t�	lkEZFR
* )� -,@!&)'!��4. *����
8 )�� <  �� )�K�����. )'!��*. �*�������&)PM>t�	ut�v�R��� ;!
��"�� )�*���2#!¦G

qsat = α′ ! "�� (U ′
S)

√
| τ | (| τ | − τ ′s − Λ′ ∂f

∂x
)

MYt�	lk�k�R
��´d��)#!+)�� )0µV)�� )�� ,�!

τ ′s
)+,

Λ′ !���� ,@$,�08&���%! *����¦G
τ ′s =

3C

2
,

) ,
Λ′ =

3C

2 tan ϕs

M>t�	lk?m�R

w �� ��
s = 2.65 I g = 9.81

. · ! −2 I ρ = 103 � " · . −3 ) ,d$-)1!a$�����.�2+,���)#!a$-) "���������!
d I �Y= ����$��&)W$ )"�������$-)# �� ,bA *��%9� )-$, ;K���� , ,�)�. )�� ,")1!�,

[τ ] = Υ = ρ g (s − 1) d ∼ 16186.5 d
\�� )O! )# ��4��$-)�K���� ,&,&)#. )�� ,:$�����!

� )1!')�����$�� ,�������!'$, *�������"���� *�� ) � 	 v�	 t I τs0 = 760.77 d I �Y= ����"���)�$-)���)+*���! ϕs
$���� ,'���xJ�����)� ���,_A *��%9� ) )#! ,

,&)#�4��)�9� )
tan ϕs ∼ 0.3

\z��)#!CJ-����)� ���! ��$��*. )���!
�����&���+)1!C$-)#!�)�� )0µV)���)�� ,�!�!���� ,'��������!\G
C ∼ τs0 ∼ 760.77 d I� )a)�� )�µP)�� )�� ,O$� jB� � |α′| = 1.56 10−5 I *��� �� nΦ = 8

\�)+)V)�� )�µV)���)�� , )#!�,T!��� �J )�� ,#� * * )#�4�Oo *�������.62+,���)
$-)6)�������������" )0p ) , ��� ,��

[q]/(Υ3/2) I !
� [q]
�>= ����$���)T$-)%"�������$-)� �� ,_A *��*9� )�$, WB� � 	\^��aJ-��� )# ��C$-) ����KL����)���)+)

�� (! )# ��4��*���� *���!���*���� w ���
� )
� ) , ]�������" )#.����ºM �#��m�X I qUr0s � )� &��� )
�-� ��v1� *�	��#Z�R )#! , |α′| = 0.002
	 w ���7!� �� ,&)

� )6)��-)0µV)���)�� ,�$-) * )�� ,&)
Λ′ = 3803.85 d I )+,�)��,8 �W��)6! )# ��*� *��� ��: ��c��� ,�*���� ,C)���������"��*�

τ ′s = 1141.16 d
	 � �

) )�9� �� ���� �!")�����)+)���� ) I $�����!3��)� ��" -,��*���%!�� ,������ I ��)#!3J-����)� ���!3$-)#!")�� )0µV)���)�� ,�!"!&)������ ,!��$��*. )���!���������� )#! *����"���
J-����)� �� ,_A *��*9� )-$, dK���� , ,�)�. )�� ,

[τ ]
G

α = α′ Υ3/2, τs =
τ ′s
Υ

,
)+,

Λ =
Λ′

Υ
.

M>t�	lk?��R
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� �����:J )��������C$-)TJ �����C)���.�. )�� ,���)��:.	� ,����������$ ������ ,�)�� ,����'[������ *��������cB����*$-) 	 ��� �������@K����-,'$�����)T.	����� ,&)�±

����� ,")� ���.�� � )
�7)���.�. )�� , ���()����%)�� ��)!�Y= �1)������ )#. )�� ,:$-)'B����%$-)�	 � ����� ���"�������+$�����) I $������7) )O)���� *�� ,���) I *������&)�� ,&)
���� ) �#�������"�-,������ ,���2��$�
�*. * ���
8�� );$-)%�Y= ��A,$����,$,A ����.��%9&� )�	 � ���������"�������T.���� ,���)������ �����'��� *���)�.���)�� )� -)�. * � );$ )
���+,�������) ,�������	

�(� )T) ))����� ,C$������*� )+�*�#)���� � )#. )�� ,,�@)!e ,�� )
�#� ���c$-)#���*J��42
�&) I �Y= � * *����,)�� )-$�� ,�)T$-)Co�^������ ,&± � )������ ,&p )+��,C$��*J )��,�&)0±
. )�� ,-�-,��"���"���+) *������!��)V)����*).� �n$-)�� ����$-)��-$-)�������K���) )+��) ,O$-)+�'J�� ,�)��#� )+��	 � ) , ,�) � * *����,)�� )�. ) , )��d°�).�/���jB����%$-)
* ����M0�>= )
����R1���4.�� ,�� *����(���cK�����$ �*. * )���.2����Q ��) ) ,���� )2�����&K���) )-���*Q��&) 	 ��� �\= A � ����*���� ,��*).� ��)�� )��3�4��� * )����
����� I ���. �"��� )�� "������&� �������&) ,����EJ )��,�4�"*����5� )@B����%$-)�	 � ����� ��� * * )��������6��)��7�19���� ,�������� "���� ��������)�� ��Q-,�)��&� )�� *����n.��?A )���� )*�������� ����� ,&).���:$-))�>= �#)���� ��)�. )�� , I )+,(��)O.��,$,2.��)T$-)-K���� , ,�)�. )�� ,(���;K�����$8�-,��"���"���T)������9�
� )�. *������*9&� )#. )�� , )��(K�����) ,������
$-)����6J�� ,&)��#�&)C.��?A )���� )�	

� ) ,&,&) � * *����,)�� ) )�� ,#�����#�
�H. �9�&) )�� � )���J��&) *������O)���. *���)���$��&)$��) *�����) )��#������$�= ��J����:�-,������º$;�jK�����$<�����,��9&� )
) ).�"���4± )�� )+��,1�����,$���Q � )�M>[ )�A �����*$��������1t1� I �!���*.TK���� ,�� )+, w ���EJ )�� X
����)6�ut��E� I�� � �=��)��'� ]�XE� � ]�Z?�LR�	�� �����+)+)')
��� I ���;)����
±)�� ��)*���VB��$ V$-):.	� ,��
�������� )��VK�����)�,������a$;�VK���� , ,&)#. )�� ,!����K�����$ I ) , �����1)���� ,5���O)������ )
��J�� ,������P$-)(���-.	���#�&)"*������� )%��� ,(M�q>r0sH8&"����&) � � "
	��ER�	 � )+, ,&) � * *����,)�� ) � �����&*������>��"%����)�. )�� ,)���c.��,$;�.���9��� ,������¨$-)+� �EJ-��������)�� )+�O$-)d.��:����).�$ 
"������&����������)��CM>^��1J���" )�)+,"�*�-, ,�)�� I ���1t?Z?� I 	�	�	 I ]����N������� ) ,@)����"��	\�uk�v1� I � �����"A ��)�J�� )���$��������!���;)���� *�� ,���)���R�	

/ � )P$��4µV)�� � ,��V$-)$�Y= � ,���$-) )+��,-9&�\= �"��A �;$-).�� ,�)�. *��')
������) ,������9��,��%9&� )��C$������') ) *�����Q �*2�. )HG?� )�.�����J )�. )�� ,
��� *��*$ )�$;�dB����%$-) ) ,1� )'.�����J )�. )�� ,=��)�� ,@$;�xK�����$ 	 � � )0y�) , I �����,��9&� )�� )-)���� * ����" )�)�� , ��Q��&)���J�� )�� *��&)������ , *������
����K@����)���) )(��) ,�)�. *����FAF$����,$�A ����.��*9&� )C$�� ,no ,�)�. *��")������ ,&p I ��)@K�����$ )+��,38� -)�)�� *��&)#.��42
�&)(� * *����  ��*.	� ,������WM>�����4.6±
K����&,�� ) , w ���?J )�� X
����)x�ut��E�LR I ,�����$��9�'9�� )$�#= �"� )+��, ��Q�� )
��J�� )�� *��&)������ ,�*��������#�0K@����)���)+)2� ) ,�)�. *��'$\= �#J����"�-,������j$ �
K�����$ I $�� ,�o�,&)#. *��'�����&"?p I ��)CB����%$-) )+��,*��,�� ,���������������) )�� *���)�.��*2���)�� * *����  ��*.�� ,������jM � � �=��)��'� ]�XE�LR�	

� ����� *����+� )�� ,������ )����4��� ,&)CQ����*2�J )#. )�� ,'��� )��������*A;� )C$-)���,���Q��"��� ,#�(����� �
������):$ �aK�����$A�����,��9&� )*��):K���� , ,�)�. )�� , ���
K�����$ )+��, )�� *������&)(�EJ )#)*���OJ�� ,&)��#�&):.��EA )���� )�MU) )'9�����)�� ,=������J )�� , *��#�#)������9�4� *����B�Y= � * *����,)�� )�^���� � ,&± � )������ ,SR�	 g )
���+�4� � ,�� ,�)�� ,'9&� )$��)TK�����$3������$���Q ��) ��)�� ,&)$� ,���Q�� )�9&� )��*9&� )C����� ,!��� * )
� ,#����Q�� ,������ ) ,-9&� )���9&� )C����� ,�� )��#��"��*. )6$ )�>= �#)���� ��)�. )�� ,
	 � ) ,1�#)�� )1) ������� * )���. ) , ,�����$-)"°D��� ,��48 )�� ��� ,���)�$ ��.	����)�� )�� � ,��
����).���&) 	

�V|%" E ���d�����0�-�d� �x� ���('+�3�-�d�0�
� �+�T� �x� �d�d�0�d�
� ����� ������� �&)+��,��&)
� "�������� < �&����F���� ��)�. )�� ,

2D I ) , �������*�-,��"���9�������*��)�� � � ,�� ,��������*�����4J���� ,�)��\G���� )%"�������G-).���
j I �����#��9&�\= )��:��)")+��,�����G��9F�� ) *����5��� )(� ,����"� ) I j∗ )�� ,B��� ) "�������G-)����5G��"H )������������ � )�	 �(������G ).�"� ) )+��,!��G��:H )����
������� � ) I�������,� )��:��)�)+��, ��� ,#�+)

j
	

� �����'���$����� ,�)!� )+� "�������G ).���,�\G
• f∗(x∗,t∗)

��)+*��#���&)�� ,�)����TK����#H )!G;�xK�����G I f∗(x∗,t∗) = 0
9&������G>��)CK�����G#�\= )�� ,"*���� * )
� ,#����QI��M * ��� ,SR=\

Z�v



����� *�� ,���)'X�	�[ )�"����#G>�����=�Y= � * *���� F�� )-^������ ,�±�� )������ ,
• η∗(x∗,t∗)

)�� ,2��)xK����#H )�G-)%���3������K���F )>���4Q��&) I η∗(x∗,t∗) = 0
*������$��� )��4���&K���F )>���*Q���)#����� * )��&,�����QI�+)

M * ����� )ER=\
• H0

)�� ,=��� )�� , �����-,&)����1G-)!�Y= �+F������ )�H )�� ,1�����#��9&� )���)CK�����G )+,=���$�����&K���F )����*Q���) � ) ����� , *���� * )��&,�����QI����\
• u∗(x∗,y∗,t∗)

)+��,=��� F�����).H )�� , I ���2F���H *�������� ,&) �������AX���� ,�����)�G-)����TJ�� ,&)+���&)(� ����,���� ,���� � )�G-)��>= ��F���� ��).H )�� ,
	
� )�� "�������G-).���,� * )��#H ) ,&,&)�� ,1G-)�G;�08 ������G

h∗(x∗,t∗) = H0 + η∗(x∗,t∗)− f∗(x∗,t∗)
��� ����� ,&).��� ,�� ,�����)�G )��>= ��F����,±� )�H )�� , I *������=�&� ) * )��&,�����Q�� ,������%G;�dK�����G ) ,*G-)!���$�4����K���F+)����4Q��&)!G������ � )��
	

g �6J�� ,�)��#� )�H��?A )���� )!�����=��� ����� ,&).���1G-)!�>= ��F���� ��).H )�� , )+��,"*����=G;��8&��� ,������'G
U∗(x∗,t∗) =

1

h∗

∫ H0+η∗

f∗

u∗(x∗,y∗,t∗) dy∗.
M>X�	��1R

g )+�$�#9&��� ,��������CG-)W^������ ,&± � )������ ,��#= �+F����4J )�� ,WM � )���J ��� ) ,W�uk�t1� I ]�)���� )�G�A �lkEZ?� I [ )�A �����"G��d��� �1t1�³R )�� ��� ,���"������ ,

U∗(x∗,t∗)

f∗(x∗,t∗)

η∗(x∗,t∗)

y∗

x∗

H0

�.����� X�	�� � � 

,�2
�3���F(�) �+ 3�'(0�HD����������L(0�������3�
S = 0

J )��&,��9F�����).H )�� , � )+�!�#9&��� ,�������� G-) � �EJ�� )
�&±_^ ,���� )���)+, )��/��� * *�������� ,O9�� )C���;J�� ,&)+���&)C������"�� ,���G�� ����� )
u∗

J������ ) * )���4���*J-��� ,
y∗

	 � �"� )+�"K���� , � * *������'[�,��&)(��)�K���� , ,&)�H )�� , ���xK�����GºM
τ∗
RSG

∂ h∗

∂ t∗
+

∂(h∗ U∗)
∂ x∗

= 0,
M>X�	ut�R

∂U∗

∂t∗
+ U∗ ∂U∗

∂x∗
= g cos(S)(tan(S) − ∂h∗

∂x∗
− ∂f∗

∂x∗
) − τ∗

ρh∗
+

ν

h∗
∂

∂x∗
(h∗

∂U∗

∂x∗
)

M>X�	 X�R
��´

S
)�� ,=��� * )�� ,&) G;����� ,"*���� ��� * *���� , < �>= �������AX���� ,���� ) 	 g )�,&)��#H )!G-)�K���� ,&,&).H )�� ,")�� ,W�b�A)4�0��)4�"� ��F������ � I �"��K����-,K
)��#H )
�7��)��5�#9&��� ,��������')��AF�� ���9�
�9������� ,7���-G;�+* )���G�����F )(G-)

τ∗
�1J )+F

U∗ 	 w ��� )� -).H * ��) I ���	��� ,���� G;��� ,5���AF�� )0µ�F�� )�� ,
Cf

M0�-,��"���"��� G������'��)��3K�����H-��� )+�=G-)�,����'[ � �+)1R ,�).�¦9&� )�G
τ∗ = ρCf U∗2.

M>X�	 Z�R
� ) F��-)0µ�F���)�� , )�� ,.��).���:�$���8F�� )�µCF�� )�� ,*G ) ��� ��X�A

C
G
Cf = g/(RH C) I G���� ,1��)��7J-����).���,�=����� ,*G��������+)��*G-)�K���²����).H *������%9&� )!G������'���$��� , ,#����� ,����&)PM

RH
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���������+)��'*����7���$����� ,&).���

H0 I )+,5� )+�7������"�� )����#� �������AX���� ,���� )+�*����*�Y= ��F�� ).�"� )
L
F�������F�,��
���9��,��*9&� ) G-)-���C�����&"�� )����(G-)-�Y= �+F���� ��).H )�� ,6M
)�� "���� ������� I H0 � L I ) , tan(S) � 1 I �
� ���* )�� ,�) G;�dK�����G )�� ,���� ,�� )

S I F
���=G-)+� * )��&,�����Q�� ,��������=�4���=� )!��� ,*G�= ���dB ).��J )�)�� * )�� ,&) G�����F )ER�	
h =

h∗

H0
, η =

η∗

H0
, f =

f∗

H0
, x =

x∗

Lg �;J�� ,�)��#� ) )�� ,#��G��:H )����
���������+) *����!���;J�� ,�)��#� ) ,_A *��*9&� )
U0

G-)��>= ��F���� ��).H )�� , I �����#��9&� )CF )��:���4±�F��')+,-�����jK�����G � )����� , *���� * )��&,�����QI���\G
U =

U∗

U0
.
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• �(��������)$F
��� ��´3� )6B����9G-)CF���� ��)2�����4K����#H$�.H )�� ,$�1J )+F-���eK�����G ����� * )
� ,#����QI�(M
)! -)�H *�� )CG;�eB )���J )$������&� )�* )�� ,�) F�������,���� ,�)!G������ � )
S
R I ���$F������&)���J-� ,������%G-)!����9&����� ,�� ,�� G-)!H�����J )�H )�� ,OMUX 	 X�RB��,�� *�� � )-9&� )HG

g sin(S) = Cf
U2

0

H0
.

M>X�	uv�R
� )+F�� � �����@8� -))�Y= �+F�� )��:��)2G-)2���aJ�� ,�)��#� )

U0
	 g ) ,�).H *��(��A;G����;G,A ����H��%9&� ) � *������(�+F�� )��:��)

L/U0

) ,��������,�
� ����� *��&�������\G

t =
U0

L
t∗.

g )��'�19&��� ,��������'G-)O^���� � ,&± � )������ ,OMUX 	 t�R��zM>X�	 X�R5�&)�*��#���&)�� ,�)�� ,1�������3K����#H )'��G��"H )������������ )��:��)!�4���*J-��� ,�)HG
∂ h

∂ t
+

∂(h U)

∂ x
= 0

M>X�	 ]�R
F 2

0 (
∂ U

∂ t
+ U

∂ U

∂ x
) = cos(S) (1 − U

2

h
− ∂h

∂ x
− ∂f

∂ x
).

M>X�	lk�R
g ) ����HOQ���)�G ) � ������G-) F0

)+��,*G������ ��*����¦G

F 2
0 =

U2
0

g H0
.

M>X�	 m�R
g )��=F�����G�� ,��������!� ��� ,������ )+� ���#���;F��"�+)+�B����� ,*G-)��1F�����G�� ,��������=G-) ����� * )
� ,#����Q�� ,������%G;�dB����9G-) ) ,*G;�dK�����GCG

U = h = 1,
) ,

η = f = 0.
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• �(�����)� )%F���� ��´ ��� �&)>G������ )A����G;��Q�� ,$G-)aB����9G-) ) ,2���NK�����G F���H * �*2 ,&)�H )�� , * ��� ,;M
sin(S) = 0

R I ���J�� ,&)+���&)")+��,BG������ � )"*����5F+)(G;��Q�� , ) ,�� ��� *����5�>= �#9&���"���*Q���)")�� ,��&)*��)7K���� , ,�).H )�� , )+,5��� "����EJ�� ,#�79&��� )�� ,����'[�� )��)CB����"G )VM@�#9&��� ,������;X�	uv�R�	��(�����1F )!F
���'��)��'�19���� ,��������'G-)O^���� � , �')������ ,*��= ��F����*J )�� ,¦G
∂ h

∂ t
+

∂(h U)

∂ x
= 0

M>X�	��#��R
F 2

0 (
∂ U

∂ t
+ U

∂ U

∂ x
) = − ∂h

∂ x
− ∂f

∂ x
− β

U
2

h
.

MUX�	����ER
��´

β = Cf L/H0 > 0
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β � 1
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w �����38� -)
�B��)����9G;� )�� I ������� *����+� )�� ,������ ,���� ,=G-)!�4��� ,�)���� )!�����"�-,������A����� �
�����9�4� )�G;�%��A;��,�2.H )�G������B��)�F
��� ��´,�:�
�\= A � *����=G-) * )�� ,&)aMUX 	��1��R���MUX 	����1R I ) , ��´

β
)+��,"* ) ,�� ,�	5^ ����)�� ,1� )+� * )+,�� ,&)+�+J-������� ,��������'G-)

U
)+,

f
���-,������1G )!� )����

J-����).���!����� ,������ )HG
U = 1 + u,

,&)��¦9�� ) |u| � 1,

η = η,
,�).�¦9&� ) |η| � 1,

f = f,
,�).�¦9&� ) |f | � 1,

h = 1 + η − f,
,�).�¦9&� ) |η − f | � 1.� ����� *�����J������*����� �������"�&)��*��)��*�19&��� ,��������TMUX�	 ]�R��zM>X�	lk�R�	 ��� ,�������J )xM�q>r0s��!����� )+�-���#�?�³R I *������(�&���+F���� � )�H )�� ,��4��Q,±F���� ,��*9&� ) �����4� * )
�#F���� ,��%9&� )�M
F0 6= 1

R I 9�� )����$�����:�-,������ �������*A ,��%9&� )�G )
η
)+��,¦G

η(x,t) =
F 2

0

F 2
0 − 1

f(x,t) +
����G-)�� M>X�	��1t�R

g �������"�-,�������M>X�	��1t�R )�� ,�F���H *��&�4� ) G�= ��� ) *���� ,�� )-� ,�� ,������&�������&) I ) ,�G-))G-)��$ ����G-)��:9&��� �1J�����F+)�� , < ���PJ�� ,&)��#�&)
c1) ,

c2
,�).�"��)��79�� )�G
c1 = 1 +

1

F0
,

) ,
c2 = 1 − 1

F0
.

MUX�	��#X�R
¶1�;Q����-,*G�= ��� ,&)�H *��.���#� )�X�������"���� ��G

η =
F 2

0

F 2
0 − 1

f
)+,

u =
−1

F 2
0 − 1

f.
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w ���")! -).H * ��) I ������� ���+�����4J������B��)��=�19&��� ,�������� �����,± ����� �
������)��'MUX 	 ]�R��zM>X�	lk�R��EJ )�F��&�8F��;G-)!���"H�� ,�).���(G-)'B��$ ;9&� )

������� �1J �����*G;��J )���� * *I�aMLJ������ ����� )� )T�"R�	 g )+�.�#����� � ,�� ,#� �&� H$�
���%9&� )��(����� ,��4���(���P8&"�����) � � "
	 X 	 t�	 t I G������1��))F������´
f(x,0) I ���-Q����#� ).����� ,�������) I )�� ,5��� )�"������#�
��)���� ) 	 � ����� �9G-)�� ,��48 �����5��� *��#���&)���F )*G-)�G-).�$ ����G-)���9&��� ��= �.������"�� )�� ,G-)$���dQ��&���&)�	 � �"� )+�'J���� ,�,����-,�)��!� )+�!G-)��$ <G�������� )CH��.H )��&)����!G���������)�F����!��� * )��,F���� ,��%9�� ) I ) ,-G������!G-)��$ <� )����

� * *��&�4����G�������� )$F����(����Q F���� ,��%9&� )�	�¶1�$ ,�).H *���������"&� I ��)�� ����G-)+� ��� ,'9&��� , ,#�2� )$G���H	��� � )2G-)$F����"F.� � I ) ,!G������(��)F����-G�= ���/�+F���� � )�H )�� ,)��� * )
�#F���� ,��%9&� ) I ���NQ���������).��) , � *������&)C��)AG-)��#�����-G-)����(Q
�&���&)WML8&"�����)AG������ ,�)1R I ���(J�� ,�)��#� )G��:H����&� )#���8����H$H )+,1G )!����Q
�&���&)�	 � � ��)�J-����F�� ) I G������'��) F����=G�= �&����F���� ��).H )�� ,*�4��Q F���� ,��%9&� ) I ���8����H$H )+,1G )!���
Q����#� ) I ���8F���).�� >� )CK�����H ) < ���$�4���&K���F )����*Q���)�	 g �6J%� ,&)+���&)'����"�H )�� ,�)'����G-)+�������=G-)!���6Q����#� ) 	
� ) , ,�) �����:� ,������ I �9F�� F����"F.� �"�+)�)�� �����%����� �
������) I )�� ,1F���� �
�&)�� ,&)'�EJ )�F���� ��).��� ,������>����� �������"���+)�M>X�	��1t�R�	

Temps

Fond
Surface libre

Axes des x

f

Temps

Fond
Surface libre

Axes des x

f

������� X�	ut*� �^&  �qH�����G1"@M1"�I,F#21�
H���!1T14�4,F#���)4�1�� ^#:1V����������q �=1VN�1!)H� ���9#�)+����,;11s �'�^�4��)Lr"��q�1V�P��
!)?1 �$)+ "�"1!��,;1b#:1!�������A#:1"�
/"����DE�I� ���!1!��,A�=�()b�!��)4,Z��)�s �'� 
����H�"1W1"�H,ID �*1>#21 �=����,;1!��)V@M�
�:��@M���G1 |f(x,0)| = 0.2

s �'1OqH���b�4� 
�q!)4��,8�0/!��1MXG������q �=1 ]
14�4,:q��(�4q!���� b������)

F0 = 0.3
c ��1"�M#:1!��� ���A#:1"�M��N����zq�1!��,b#:�(�=�M#214�W�!1!�=���H�:�����! 4��s �'1VqH���9�H�R��1")�q!)4��,8�0/!��1QX #�)+�(��,S1 ]

�=����)
F0 = 1.7

cK��1"�b#21"���O���A#:1"�b�(N��(�5qH1"�I, #:�(�=�<�G1b@M6"@M1V�"1!����3K@��(� �TU�#:1"�<NR��,S1"�H�!14�T#�� �< !)+1!��,;14��s��9�����
��1"�b#21"���
q����

0 ≤ t ≤ 10

�(�����>� )+�A�#9&��� ,��������>� ,�� ,���������������)�� ) , ����� ����� �
������)��eMUX 	 ]�R��zM>X�	lk�R I �:��)� ��9� ,&) *������>��� ) �����-,�).����G-)cQ��&���&)G��������+) I ���CG���H	����� )'M G-)7J-����).���#� G;� ����HOQ���)1G-) � ������G-) � ��� ,������%R	*������6��)#9&� )���G-)�� �&)+�������-,,� � )1F���� )�� ,')��	�1J���� G )���TQ����#� ) 	F�(�����'F+)�G���H	����� )�� )+�'�����:�-,��������5����� �
�����9�4� )���� )������ , *�����J������"G )��
	 g )�G�����"�����H$H )�G���������� ,'��) ����HOQ��&)G-) � ������G-) )��jK�����F�,������/G-)C��� ����� ,&).���-G-)PQ��&���&)	��� ,#�C�+,���Q���� *���� � ��G�� "%� ) ,)F����:��	H���#���E� ) ,T�!����� )��P���1�E� 	�^;���� )+�:8 "�����)�� � � "
	 X 	uta9&���6�����*J )�� , � �����'�1J�������F������"��� ��) ����HOQ��&)CG-) � ������G ) ) ,!���,�����-,�).��� G-)�Q����#�&)2G )C����� ,�) <
*�����J������'�#J%� ,�)��=��� *����+� )���F )!G-)'�&)+������� ,#��M�� � ,���)!F�� G-)�* )��#H )+,1F+)+* )���G���� ,*G-)!��)��=F
���9F�� ��)��1������� *�����Q �*2.H )1R�	

�V|
� E ���d�����0�-� �j� '7�-�-�0�a���0�-� �d���?�-�d�
¶`A���� ,#�#�������"�<�Y= �+F������ )�H )�� ,)G;�NB����9G-) *������ ���NK�����G��� -) I ������� *������������ < �>= ��J����:�-,������/G;�ºK�����G 	 � �"� ) )�� ,

����"���)�*����=��� �&)���� ,������jMYt�R'G-) F������ )
��J-� ,������>G-)!H	� ,����
�&)+��M0����� G�= �  $� )
��R�	
∂ f∗

∂ t∗
= − ∂q∗

∂ x∗
MUX�	��1v�R

� � ,���� ,
q0

�>= ���,G���)BG-)�"�������G ).��� G;�TB��$ 2G-)=H	� ,��	����)��	)�� ,���� [ � �+)+��*���� ����� ,��1G-)1� )+F�,������ I � )"B��$ )�� , ��G��:H )����
������� �
*����¦G

q =
q∗

q0
.

g = ��
&���"���4Q��&) )�� ,���))��)�� ���,G���)��(G-) "�������G-).���,� I * )
��H ) ,!G
� ��J����"� )������ �+F�� )��:��)$G-) ,&).H *���F
������F ,������9��,���
&� ))G-)TK�����±H�� ,�������G-)+�=� ,��#��F�,#����)�� ���xK�����GCG
t∗ =

H0 L

q0
t.
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� ����������H$H )+�(G������*��)2F����(G
� ��� �+F���� ��).H )�� ,������9G����&)+F�,������&� ).� I ��� ��).��� ,������ G;�WB��� ���� ,������ )�� ,�G������ �+) *����
M>t�	lk �ER�	 � �;J���������Q ��)��BG��:H )����
������� )��:��)��1F )�B��$ %��� �+F���� ,¦G

q∗sat = α (τ∗ − τ∗s − Λ
∂ f∗

∂ x∗
)3/2,

) ,
τ∗ = ρCf U ∗2 MUX�	��Ek�R

α
)+,

Λ
�+,���� ,-G-)+� F�� )�µCF�� )�� ,,��)�H *�������
�� )���K�����F�,������/G-)�� *���� *����"� ,#���!G-)+� "�����������)+,-G-)C��� ��F���� ��).H )�� ,-G���� ,-G-)+�

���,G��&)+� G ) "�������G-).���-����� ,2G����&� ��� ��� *�������"���� *�� )at�	 m 	f^ �����-���(K����#H ) ��G��"H )������������ ).�"��) I ��� �&)���� ,������ G;��B��$ ��� ,����#����� �+F���� ,¦G
qsat = (τ − τs − Λ

∂ f

∂ x
)3/2,

) ,
τ = U

2
.
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τ∗ = Υ τ I �EJ )�F�G
Υ = ρCf U2

0 , τs =
τ∗s
Υ

, Λ =
H0

L

Λ

Υ
q0 = α Υ3/2 MUX�	��#��R

g )�����)�� )�� ,��&)!� )�B��$ ) ,*���6J-����).���1��� ,������+)�)�� ,1G������ � *����=��� �&)���� ,������jM>t�	 ]���R��2��� *���" )'X�� 
&��� )+��,¦G
lsat

∂q

∂x
+ q = qsat
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+ ε

∂ q
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ε
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M
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∂(h U)

∂ x
= 0,

) ,
F 2

0 (U
∂ U

∂ x
) = − ∂h

∂ x
− ∂f

∂ x
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∂ f

∂ t
= − ∂ q

∂ x
.
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�"�L�7��� � 
¦¥�¡�¯&©+®�­_¡-h

�(�����7��� *���).H�� )
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β � 1
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�&)+��	K��� ��Q-,�� )�� , �������#�B��� )'��� ,#��"�������)�*���).H��	����)�G;��H�����J )�H )�� ,"*������'��)�B����9G-)�	
g � �#�������"�-,������>G )��=��
&��� ,���������M>X�	ut�v�R���MUX�	ut�]�R �&)#J%��)�� , �+G

η =
F 2

0

2
(1 − U

2
), h = 1 + η − f
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(1 − f +
F 2

0

2
(1 − U

2
))U − 1 = 0

M>X�	ut�m�R

∂ f

∂ t
= − ∂ q

∂ x
,

�EJ )�F
, lsat

∂ q

∂ x
+ q ((U

2 − τs − Λ
∂ f

∂ x
)3/2).
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	 X 	 X 	�� �����1��)-F����*G
� �&� �#��"��"H ) �4��Q F���� ,��	
&� )G-)A��� ��F���� ��).H )�� , I � )aK�����G �1J�����F+)AG������-��)>�&)����)G-)>� � ��F���� ��).H )�� , I ) ,$��� �����-,&)���� )�� , � , ,#��� � �+)�	 � � ��)�J�����F�� )G������1��)-F
���1G � ��� �#��"��"H ) �4� * )��,F���� ,��	
&� ) G-)-� � ��F���� ��).H )�� , I ��)'K�����G �1J�����F ) G������1� ))� )���� � * *��&�4� I ) ,(���	�����-,&)����G��:H����&� ) ��"���� )�H )�� ,�	

Temps

Evolution du fond
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f
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Evolution du fond
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f
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ql

� )�K@�$ %��� ,#���#��MUX 	��1m�R5����� �������"�����������'���6K�����H )HG

ql = (1 − τs)
3/2 (1 +

3 f

2 (1 − F 2
0 ) (1 − τs)

− 3Λ

2 (1 − τs)

∂ f

∂ x
) + O(f2)

M>X�	 X���R
�(��F���H *����������B��� * )��&,���Q�� ,������%G;�dK�����G )��%H��;G-)+�=G-) � ��������)��¦G

f = fk e(σ t+i (ω t−k x)).
MUX�	 X��ER

g � �&)���� ,������%G )!G��9�&* )��,�
����� )�� , �������,�\G
σ + i ω =

1

1 − i k lsat
(
3 i k (1 − τs)

1/2

1 − F 2
0

− 3Λ k2 (1 − τs)
1/2

2
)
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g ���#� 
&� )
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� ��H * ��� ��F
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σ = 0
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Λ
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Λ
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&� �,���
*�������"���� *�� ) � 	 t�	 X 	

F<1 air

sol

eau

dune

h

f

F>1 air

sol

eau

antidune

h

f

������� X�	 ZW� �^&  �q��(����1"@M1!��, #21 
H���!1�14�4,7#(��)4�1�2 M#21L��� �2�(��q���1WN�1!)H�^��� #�)+����,;1#s\Y$����N��(��,-�G1L)+ 9�:��@�1"3 �4� 
�q!)4��,8�0/!��1	X ���
�-��NR�0���P3

F0 < 1
3>U �2�(��q���1;]�3L��� �H�R��1")(q")4��,Z�0/!��1 X ��� ,;��)4)+1!��,Z�01"�P3
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τ ∝ u2 	
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&��� ,��������)G-) � �1J���)���±b^ ,���� )+�-�4���)��� )xQ����#�&) I F+) 
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�
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3

(1 − τs)(1 − F 2
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,
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b =
3Λ

2 (1 − τs)
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ql = 1 + a f(x + l) − b

∂ f(x)

∂ x

MUX�	 X�ZFR

= 1 + a f(x) − (a l + b)
∂ f(x)

∂ x
+ b l

∂2 f(x)

∂ x2
+ · · · M>X�	 X�v�R
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σ + i ω =

−k2 ((a l − b) + lsat (a − b k2)) − i k (a − b k2 + lsat (a l − b) k2)

1 + (k lsat)2
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&��� ,��������=G-) F���� ,����&��� ,#� ) ,*G-) � �EJ�� )
�&±_^ ,���� )��'�������'G��:H )����
����� I G������'���$F�����F�� )����"H � ,&)-� � ��F����*J )�� ,¦G

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

MUZ 	lk�R

∂(u,v)

∂t
+ Reδ ([(u,v) · ∇](u,v) + ∇p) = ∇2(u,v).

MLZ
	 m�R
g ) *���� ����� ��� ,������IG-):J%� ,&)+���&)1�+,���� ,

Ū �!��� ) (ȳ,t̄)
	�� )+, ,&):J�� ,�)��#� )(G-)�J )������ , *������

ȳ
,&)���G���� ,�J )
�#��X.�����aMLZ
	��ER��zMUZ 	ut�R��

MLZ 	 X�R��&)+� * )�F ,��*J ).H )�� , )��;J-��������Q ��)��'�������=G��"H )�����������G
u = 0.332 y + O(y2)

*������=���8F��9�����"�:��).H )�� ,=�����4K����#H ) I MUZ 	 ��R

u =
1√
t
y + O(y2)

*������=�����+F���� ��).H )�� ,+K��&)���� � I MUZ 	��#��R

u = cos(2π t) y + O(y2)
*������=������F���� ��).H )�� , ���#F��"�"����� ,

.
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��´2��)=F�� )0µ�F�� )�� ,
Ū ′

S

)+��,6��) ,����� 2G-)1F��9�����:�"��).H )�� , 
&����J����-,
0.332

G������ ��)1F���� �����4K����#H ) I 1/√t̄
G������ ��)=F
���fK���)���� � I) ,

cos(2π t)
G������'��)!F���� ���#F��"�:����� , I F � )�� ,=��� )CK�����F�,�������G-)!���$�&).��� )'J-��������Q ��)

t̄ I ,&).H *�� �
�;G���� G
� ����H���
�� )�	� ����� �1J������BG������B��)�� ,������9�'F������2F���� 
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u
����� �
������)�)��

y
*�� �+�'G-)���� *���������	

� �����	��) ,�������J������2��)�� �;��, �.H )8G � � 
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� )��!� 
���� ,��������!����� , ��F���� ,&)��$�EJ )�F$��)��!�+F�� )��:��)�� ,&)�H *����&)��:��)��'���;G����;G
� ����H��	
&� ) *����"�&)�� F���H$H ) ����K@���&)���F ) 	¦� �����F )��=��F�� ).�"� ) G-)�,&).H *�� I ,����-,*F���H2H )'����F���� *�� ,���)'X I ��� ��
&��� ,������%G
� ��J ���"�-,�������G;�dK�����G���� �+F���� ,¦G

∂ f

∂ t
+ ε

∂q

∂ x
= 0.
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ε = q0/Q0

)�� ,���� * ) ,�� , *�������H � ,���)�	 � ) 
���� H���� ,���) 
&� � )�� *���).H��	���&) � * *����  ��"H	� ,������ I ��)TK�����G )+��, �� -) 	
� ����� F )�� F�����G�� ,��������+�"�-)�� , *����#�
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g � � ,���G-)�G )��'J���� ,�)! 
&���5� )�G;�#J ).��� * * )�� , )�� �1J����6G-)+� ����H$H )+,#� G-)+� * )��&,�����Q�� ,�������� I ��� * *������+)+� �� -)��$���jK�����GG
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� ,��j���1t�mE� I ]'��� )C���d�uk�XE� I �5� )�J-���C� Z�]?��	

� � ,���)OQ �-,�)�� ,�G
� � ,���G�� )
��� � ��J����"�-,������ G;�WK�����G 	 � �����(��G�� *-,������ I F���H$H ) ,�).H *���G-) ����K@����)���F ) I ��) ,�).H *���G )
K����#H�� ,������%G )�� ���9G-)��
	 g )�,&).H *�� )+��, ��G��:H )����
������� �'��� ������G

t =
t∗

(δ2 q0)
.

g )��=��
&��� ,��������=G-) � �1J���)���±b^ ,���� )+� )+,*G
� �#J����"�-,�������G;�dK�����G���� �+F����4J )�� ,.�������,�\G
∂f

∂t
+

∂q

∂x
= 0

MUZ 	��#X�R

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

MUZ 	���ZFR

ε
∂(u,v)

∂t
+ Reδ ([(u,v) · ∇](u,v) + ∇p) = ∇2(u,v).
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g )+�!�&)���� ,��������'MLZ 	 � �FZ 	����1R'* )���J )�� ,*� )�H )+, ,���) �������'���TK�����H )7o "���� �
����
&� )Sp������*J-��� ,&)HG

u = U
′
S y + O(y2),
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��´-��)BF��-)0µ�F���)�� ,

U
′
S
G-) * )�� ,&)'G-)3J�� ,�)��#� )�J����-,
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G������ ��)BF
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g � ��
&��� ,������ºM>v�	 X�R'� )
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x = −∞ I ) ,*������� ���8G-)��#�4���1G �dK�����G

y = ∞ *������� )+�'��
&��� ,��������=G;��
����9G-)VMUZ 	��#X�R��zMUZ 	���Z�R�	
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����
&� ) �+M0F���H$H )NM>v�	 X�R�RG;�WK���� , ,&)�H )�� ,�*������"� ,���� )�� � ��������)���G������*� )+�(F
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������)��G
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γ = U0/δ
R �����-��� )
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&��� ,��������1G )-F���� ,�� � ��� ,#� )+,(G ) � �EJ�� )
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�&)������ ,F������
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δ
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�����&� �+)+� *����=���2������" )����
L
G-)!���6Q����#� )HG

x =
x∗

L
, y =

y∗

L
, f =

f∗

L
= a0 e−8 π (x−xc)2 ,
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f
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• ��)��+J%� ,�)��#� )��=����� ,.��G��"H )������������ � )�� *����=���6J%� ,�)��#� )

γL
G

u =
u∗

γL
, v =

v∗

γL
,

• ��� *���)��#�
����� )�� , ��G��"H )������������ � )�*����¦G
p =

p∗

ρ (γL)2��´
ρ
)+��,1���$G )������ ,#� G;��
����"G )�	���� )�� ,*G
� ������" )�G
� �-,��:���9� )��1���$G��"H )����
�����8G-)���� *���)��#�
������G
[p∗] ≡ ρ(γL)2,H	���"�'��� ��� * ).�-, �����#�
� �EJ������¦G
[p∗] ≡ (ρ(γL)2)/Re,F+) 
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∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0
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u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+

1

Re
∇2u
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u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −∂p

∂y
+

1

Re
∇2v.
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τ
G
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∂u

∂y

)
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� ��G�������)���F ) �<��� *��������=G-)8���ºQ
�&���&)NM����iK�����G�R I ��)���F�����G�� ,��������G
� )�� ,���� )(M

x = x̄e
R�)+, ����� � ��� G-)+�������!G-)C��� *�������� G-)C���dQ����#� )(M

y = yh
R������ , G������ �+)+��*�������)	����F.F����#G3G-)C��������:�-,������%G )!F�����F�� )����:H�� ,&)VM0����H ����������)1RzG

B
�2��� )�� ,���� )

x = x̄e
������� �EJ������'����F��"�����"�"� )�H )�� ,=�&���
K�����H )

u = y
) ,

v = 0

B
���xK�����GºM

y = a0 e−8 π (x−xc)2
R I ���$F�����G�� ,�������G
� ��G�������)���F )

u = v = 0

B
�2���$����� ,���)

x = x̄s I p = 0
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*����=��� )�K����#H-� ��� ,������%G-)�, � * )'J�� ,&)��#�&)0±�*��&)+����������	 � � )�y )+, I ���$G��4J )
� " )���F+)�G-)PMUZ 	��#m�R ±SMLZ
	��1��R * )��#H ) ,1G � �+F�������)HG
∇2p = 0
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�:H *������+) 	 w ���5G;�0K����-,B�4���7� ) � Q����#G ���4� *I�
����).��� ) ,��!��� ����� ,�� ) I MUZ 	ut��ER�) ,CMLZ
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&� ).���&)-M

(σ̄ ·n) = ((σ̄ ·n)t,(σ̄ ·n)n)
R I ��´ σ

)�� ,6���!F���� ,�������� ,&)+J��9� 
&� )����&)
) ,

n
��� �����#H	����)���� F�����)����xQ����#G%G;�8G���H	��� � )HG
(σ̄ · n)t = µ

∂ūt

∂n̄
(σ̄ · n)n = µ

∂ūn

∂n̄
− p̄.
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� �

x̄ = xs I ) ,"*����1G;��K����-,")��
ȳ = yh I ��� � (σ̄ · n) = (0,0)


&��� I ��G��"H )������������ �!�4���1F )��+Q����,G � I G������ )HG
)��

y = yh, u = u(x),
) , ∂v

∂y
= Re p

MLZ 	ut�X�R
)��

x = xs, u = u(y),
) ,

v = v(y) = v(x = xs,y = H) = 0.
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∂x
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∂v
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u = U
′
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U
′
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U
′
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U
′
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• bj-��E+g8�� ,��0/�E p = 0

Z
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k
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I � ,����@FL;,1�,��083)dFL/I+_1J83)iF�� ,��D8@),+ �*;=O.-��D6�� ,5/I+ *c8@;���-D/`+ *c/
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y

• bj-��E+g8�� ,��0/ p1 = 0I /�V��58 , ,B/'6E/') ,_-��0)=A
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√
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√
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ReH = R Ω/ν

+583) ,�-D/`+�+5;��0M-�*) ,5/`+(E
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Ω = 0.133
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√

t
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∂

∂ t
FT (f(x,t)) = −t−3/4 [3 (i k)|k| + τs0

2 ρ g (s − 1) d tan ϕs

k2

U ′
S

)] p ±LZKJL� r
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t−3/4 k (i |k|) − 2

τs0

2 ρ g (s − 1) d tan ϕs
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FLA *c/'),F��3) ,FL; ,5/'6 *,+(E

< g(t) > =

∫ 1/2

0
g(t) dt +

∫ 1

1/2
g(t) dt. p ±LZKJM¯@r
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< q > = (1 +

3

2
τ1) <

+5C3)
(sin(2π t)) | sin(2π t)|3/2 >

−3

2
(τs + Λ <

+gC@)
(sin(2π t)) (sin(2π t))1/2 ∂ f

∂ x
) p ±LZKJn�7r

I �j6E8 43/I)=)=/aFL;dC����3F��D/I) ,!�,8������I83) ,��*-HFL;Nw,;LO *c/
�56E/+,_FHG AI1������B/|-�� �B/'-�� ,��083)NFL/kF��:+ *c/
�B+��D8@)�E
σ + i ω =<

3

2

+gC@)
(sin(2π t)) | sin(2π t)|3/2 (2 i k |k| − Λ

| sin(2π t)| k2) > . p ±LZKJ@±@r
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∂
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− Λ

∂2
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∂

∂ t
FT (f(x,t)) = − +5C3) (U ′

S) |U ′
S |3/2 [3 (i k)|k| + Λ k2]FT (f(x,t)) p ±=ZKJ	N*r
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1/x
P=)=83;,+ *c83;=M38@),+��BA'A`1������B//E

∂

∂ t
f̂(x,t) = −A1

π

∂
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f ′(x,t) ⊗ 1

x
+ A2 f̂ ′′(x,t) p ±LZKJM<<r
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A1
/+,

A2
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√
2π U ′3

S ∼ 4.33
/+,
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∂

∂t
f(x,t) = −A1

∂

∂x
H (f ′(x,t)) + A2

∂2

∂ x2
f(x,t),

dml � n�o2i
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IxV$Syk

H (g(x)) =
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π
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∫ +∞

−∞

g(ξ)

ξ − x
d ξ
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f(x,t) = t−1/2φ(xt−1/2).
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R�M

0.4 � �"R=H^T{_G3V�M,N�F2K3H�W�R3.'MUF0/�R=H�H(RTs v�OPR�K2M4��MUS,RLG�K�R)s5R�NPOPO�RTG�SUR)V�I�I�S,F=Z�NPs�V�MUNPF�K W�R#j[R�OPOPRTH�W�R#E&VCJ'NPR�S(�5._M,F0/�RTHLd�HUG�I�R�S,I�F2HUN�MUNPF�K
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K�F�s v�S,RTH#W�R�+
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∂v

∂y
= 0 p �=Z0���3r

u
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∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p
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∂2u

∂y2
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0 =
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∂y
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u(x → −∞,y) = y, v(x → −∞,y) = 0

Z3 - s { s v58�w p y = f(x)
rJP

u = v = 0
Z� 8)w0)dFL/a- s { s vB8)w p y → ∞ 83;

y → 0
r �

u = y
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u(x,y = 0) = 0, v(x,y = 0) = 0,
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λ = εbδ
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ν λ

δ3 ε3
b γ
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√
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= −∂p
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ε2
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P
p = X2/3p̃

P=/;u
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v = U
′
S a v1(x,y,t) + · · · p �,Z �;$<r

p = U
′
S a p1(x,y,t) + · · · p �,Z �=�3r� /I+EA`9<; s u"wD8@),+ p �,Z��)�3r � p �=Z��'2@r�+583)=u s -08)vs+�-xwD),A s v"w:+gAI/I+K{c83;@v a << 1

/*ul/I)�C s vBF s )�uE;=)@w:9<;=/'6E/')=uq-0/I+KuB/*vB6j/`+FHG 8�vBF@v5/ s ;W{=-D;i+�;,)N/I)
a p F�wyuB/aAI9<; s u!w083)N/')W{c/}v3uB;@v5Y s u!w083) s ;W{@vB/'6/w0/*v�8)vsF�vB/`r �

∂u1

∂x
+

∂v1

∂y
= 0 p �=Z �)�<r

U
′
S (

∂u1

∂x
+ v1) = −∂p1

∂x
+

∂2u1

∂y2
p �=Z �=�3r

0 =
∂p1

∂y
. p �=Z �;2<r

� 8�vB+B9<;=/|-fG s 6/{=-xwzuB;,FL/kFL;NVo83)iFxM3A}v!wDK,/ |f | � 1
P=-0/|VZvB8
u!u5/'6E/I)�u_/I+3umvBAIF=;@wzuebm�
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∂ȳ
= 0,

@ �1�*�'C
1

Reδ
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ū = Ū ′
S ȳ.

@ �1� �-C
2 �� "����� � � � �=�& � � � �#
��T� � � � �3� ��� �#��� � � 7 � $ B ��
&� �H� ��� � �S��� � :%$��B� � � � �#�& 
���� �#��� � � � ���� " )� � �)�#�����-� ��
&�0 � � � � 
�� �)� 
���� �#
�� � � ����
'� M � � � � � � � � � 
 � � ���3����� ��� $0� $�� ���)�	� � $9� � �*�,� � � � ����� � �H��� � ���.��
�
�� �  )� ����� ���

Ū ′
S = 1

B
� � �F� � ��� ��� �*��� � � ��� � �F�.��
�
�� �  )� �$��� ���

Ū ′
S = cos(2πt̄)

BU� ��� � � � � �'�.� � ��
��#��� � ��� � �����
Ū ′

S = t̄−1/2 � 2 � � ��� ����

�B� � � � /Q� ��� � � �#��� �

U ′
0 = U0/δ

�

λ

εδ

δ

u(y)

U0

U0y
δ

δ

��
���� �1�*��c���� ��������� ��!#" �%$'&(�*)+�,�-!/.0�1!#�2�43�&��'�53�&0"�67� ! 3��#�,8
λ

!/.-39" �5$2!:�43��;���<�>=?"#6@8
H = εδ

!/.0"#6@��" �5$2!:�43��A67�<!B= 6C"D8

� '��?'�) E K -GFA6 
 ��FA<GH�8 � E��
M / $0� ��� ��� � � ��
�� 0 � � � � 
�� �)� 
���� ��
�� � � ����
'B � ���#
�� � � $�� ��� B�� � �@ "
��=" � ��� �,� � � �;�#
 @ 8 � ��� � � � ��� � � "*�;1#+6%:C X

u ' 0.33U0
y

δ

@ �1�*��:EC
$��B� �

δ = (LR
−1/2
L )

� ��� � �*� $<� �����)�#� � @ �1� �-C $��B� �
Ū ′

S = 0.33
� � � ��� �T� � $0� ��� �����=��� � �@� 7 � $V� � �F� � � ��� � �$��B� � � � ����� � �� )� � � � � / % �/� � � 
 � ��� �E "
��=" � ��BQ� � �E G�#
)�=�)� � � � ��� � ���3���>�  "
���" � �8�)��� � � � � � ���#
 � ���#
�� � ��$�� �#� � 2 � �

� � � � � � � � �=/ 8 �2$ � ��
*" +��6% �=/Q�=� 
 
�� 
�� � � � 7 � $ $���� � �H����� � �'& 
 �#�#� � � � �,��� � ��� � �B� � � �;� ��� � � /J���3������� � � � � � � � � � � � �

� '��?'�� H <G8IHJ3�3*F K H�@�� ��FA<GHJ8 �4E �
M � � � � /(
)�=��� �=/5� � � $�� ��� B�� � � �G� � ��� 7 � $V� �6� � �#
 ����� � �=/ X

∂

∂t
u = − d

ρdx
p + ν

∂2

∂y2
u.

@ �1�*� � C
> �'$ > 1�� � �� ��'�,1#:/:�(



< � �� "�B��
��4�3� 8 �)�=�"� � ��� � �=/Q� � ��
�� � ��� � � �)� � � � �*��
���� 
$�<��� ����
 7 � $ �

2 � �6� � �3� ��� �#��� � � ��� � �3�3��� �
U0<[exp(−iΩt)]

� � ���& )� � � � �*� �3� � " � �B� ��� B=/J��
;/(
��-� � � ���)�#�����-�,$ � ��
��
u(y = 0,t) =

0
� 2 � � � � ��
 ����� � � � � � � ��� ����� �?@ 8 � ��� ��� � ��� � � "*�;1#+6%:C�� ��� �=/ ����
.��� � � � ��� �=/R � � � ��� � � � �����#���-B � ����
�� � � $�� �#�IX

u ' U0
y

δ
e−iΩt + ...

@ �1�*�;1-C
� � � � �*� $0� �-������� � @ �1� �-C $���� �

Ū ′
S = cos(2πt̄)

B $��B� � �����H� � ��� � � � $���� �
f−1 = 2πΩ−1 � 2 � � � ��� � �8��/N� � �

�)� 
���� ��
�� � �'����

δ = (ν/Ω)1/2 �

� '��?'�� � -08D-03�- �7F K -06�� FA<GH�8 � E��
M � � � �*/ 
)�=������/K� � � $�� ��� B�� � �*�D� � � � 7 �2$ � � �=���#� � � � � � � ��
 ����� � ��/�P &)� @ �1�*� � C @ �F�'� � ����� �  "
���� � ��� C $��B� �

U0� � �9��� ��� ��� � ����� � �3�3��� �H�*� �A� � " � ���>���=B1/J�#
,/(
���� � � � �)���	����� � ���
u(y = 0,t) = 0

X

u ' U0
y√
πνt

+ ...
@ �1�*���EC

� ��� � �#� $0�9�-������� � @ �3� �EC $���� �
Ū ′

S = 1/
√

t̄
B
δ = (πνT ∗)1/2 $0��
��

T ∗ = h2
0/ν

� � � � ��� � � � � � ���#��� � ��� � � @
h0

� �
� � � $��#����
 � �� �� � B�$ � � � � � ����
  " )� � � � � �#
�����
0� � � �

δ
C.�

����� � � ������� ����� ��
	� 
	
��-,�� � ������� ��
�


3 � ��� � ����� � � � � � � � � � ������
��#� 
 
���BU� � �T
��� " � � � �#
�� ��/ � ��� �#� � �  )���A�=
)�*���#�$�;� �3�=� � � � �.� ��� � � ��
=� � 
 �& �=/
� � � � : � � ���

H = εδ
� ��� ��/ � � � �#� �

λ >> δ
@ "�� 
 
��H�1�*�'C.�IM � � � � ��
 � � �'����
 �=/�
�� � �#�������=� � ��� : � � ���

ε
@ �.���& D��
�� �

���H� � � 
�� �#/:��
�� �)� 
���� �#
�� � � ����
.� � ��� : � � ���
δ
C.B � ��� � � � ����� 
�� � � � � � � ��
��'� � � � �=/0�F/J�-�A���/


λ/δ
$0�%��� � � ����� � �� 

@ �1�*� > �1� 1�C 
�� � � �
ỹ = ε−1ȳ = y

εδ

� ���
x̃ = δ

λ x̄ = x
λ

� % ��
�� 
 
��D�#����� ��� ��/ ��� � �3�3���>� � 
�� � �)�H�=/ �/
 � ��

ε
B � � ��
 � ��


���&
��������)�#� � /J�#
 
  � ��
����=� ��/U� � � � 
 �� X
ũ = Ū ′

S ỹ
� 2 � � � �#
 � ��
 � �#�& � �#"�� �  D
��-� � ��� ��� � � � ����� � � � � � ���� � �#"�� �

 "
��-� � ���,$ � � � �6� � � � � �6��� � ����� ���E
 ���)��
 ��/Y����
�� � � � � � ����& 
 �*����� ��� � 2 � � � � � � � �,K � ��� � �- )� ��� ��� � � � ���-� � ��
)�����-K
@ �-� �  �4:�� "/( $ %N 2/+ ��
  �#
�
��/O�+ � " $�� %:CD� 8 ��B-��� � �'���%�  D
��-� � ��� $���� � � � � ��� � �#� 
 � �E
 ���)��
 �=/�����
�� � B
� � � �#
$� � � �& "
�� ����
 
��-B3�.� � �����3������������
�� � � �$� �H��� � �.� 
�� ����
��8B�� � ��
�� �	� � 
�� � �)�@��
�� � �*���#� � �)�3� $0��� �

λ
� ���

δ
X

λ = ε3δRδ.
@ �1�*� $1C

2 � ��
��./:��
�� $���� �
ū = εũ

B
v̄ = (δ/λ)εṽ

B � ���
p̄ = ε2p̃

B � ��� �#/�$0�M�)�':��M� � �4������� � ��� � �@��� �)�4� � �4���#��� � ��� � ���=/
� � � � � ��� ��� �#��� � � 7 � $

t̄ = t̃
B�$0� � � ��� X

ε2 ∂

∂t̃
ũ + ũ

∂

∂x̃
ũ + ṽ

∂

∂ỹ
ũ = − ∂

∂x̃
p̃ +

∂2

∂ỹ2
ũ + ε2 δ2

λ2

∂2

∂x̃2
ũ.

@ �1�*�-(-C
� ��� − ∂

∂ỹ p̃ = O(ε2)
� 8 � � � �*��B5� � ε → 0

BK� � �� "
��-� � ��� � � & 
 � � � � ����� � �-BK� ��� $<�����"���#� � � �D�)� 
���� ��
�� � � ����
 �
��& 
 �*���#� � /:�/


ũ
$ � � � � $�� ��� �)� @ P &)� �1�*�7�=C.�

� '
�('�) �7EAK -0< EL@ K 9?- <G8'FA3�HJ@��F<

� � � ����� @ � �
ε → 0

C�� � �*�F� � � � �'�.� �$� ��
 � ��
� D��
	���!� �	� � � �/�B� 
�� � � � � � ��
����*�#��������� ��� �#�F "
�� � � � ��� M �.� � �)����� 
�� �
� � �.��
)� ��� ����
 � � � ��� � �F� �0� ��� ��� ��
-� � � � � � � � � � ����� 
�� � � � � � � ��� ��� � � �@� � � � �=��� � ��� � �F� � �)�#� � � �!
����A���#� ���

x = λvx̂� ���
y = λv ŷ

B @ �G���-�
λ = εδ = λv

� � P0&$� �1�*�-(�C.� $0� � � ���
λv =

√
ν/(U0/δ)

� ��� P & �3� 1�B1/:��

û
� ��X

ε2 ∂û

∂t̂
+ û

∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ
= − ∂

∂x̂
p̂ +

∂2

∂ŷ2
û +

∂2

∂x̂2
û.

36�/��� � BD� � �= "
���� � ��� � � � ���;� � �-� 2 � � � � ��� � �4� � ��� ��� � � � � ��K ��� � ��� 
��*� ��� � �DK @ < � �#
�
 
 �3�@� � �-" $ �.% C.B �B��� � ��
  " )� � � �
����
�� � ��� ��� � ! ������
	� � � � � ��� B � �1�;:�� � �&�*�F� � �#
���� � ��� � � @

x̂ = Xx̃
C.B � �&� �#� � �  )�'�A��
)�*������ )��
�� 
 
��D�#����� � @

ŷ = X1/3ỹ
B

û = X1/3ũ
B
p̂ = X2/3p̃

BD� �$�
v̂ = X−1/3ṽ

C<��/5� � � � ��& 
 �#����� � ������� ��X

ũ
∂

∂x̃
ũ + ṽ

∂

∂ỹ
ũ = − ∂

∂x̃
p̃ +

∂2

∂ỹ2
ũ + X−4/3 ∂2

∂x̃2
ũ.

8 ��� � �*� $0�&$�� ��� 
��'�.� �-��
 @ P &)�Y�3�4�*�=C;/:�/
 � ��� � � �,� ��
��-��
0� � � �
λv

�
M � /J�-�A� $<�6�#
��&� � � � � 2 
��! � �  �'� :S� � ����
�� @ ! ��� � � �$� "*��:/1&% B 8 ����$��#
�� � � � � � � �#� �W�=� � "*���/+&% B 8 �&�B� � "4�;��:6%GB8 �3� � ��� �<" 3�� "4�;�;26% C.B�� ��� ��� � � ��
�� 8 �&��� � " +�+ %GB 0<�2$ � � � � 8 ����� � " ��1&% C.� 2 � � �<� �3�,�=/ ��& 
 �#����� ��� � � : � �2$ � ���H�)�

> � ( > 1�� � �� ��'�,1#:�: (
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�� � ���*� � ����� � � � �3
����)� �)� 
���� �#
�� � � ����
 � �� D��
��#����� � � # ��
��� "
����3� � � � �-B�$0�M��
���� � � � � /(
�������$0�/
 :F��/  � 
 � � �  �'� :
8 �&�B� � @ ���<2/1�C�"4�;��:6%G� � �*/:�3� 
$� � � � � � ��� � � $��B� � � �= )��
�� 
 
��D�#����� ��� �=/�� � � �  " )��
  ��� : @ � �=
�����
��/���3����� � �=/�� � �
� � �;� ��7�
 � � CD� 2 � � � ����� ��� � � �*�0 )��
	� 
 
��G�*����� �$� ��/K "
�� ��� 
 
���� ���3
 ��� � �E��� � � � � 7 �'�A����� � �=/K� � � � ��
������ � � � � � � � � � �
�  " )��
  �'� : @ ��/0�/
 � ��
 εδ

λε3δ

C���
�� � ��� ��� ��
�� � � � � � �� $��
	� 
 
��D�*���#� � ��/0 "
�� ����
 
���� � � � �9� �2$<��
  �'� : @ ��/<��
 � ��


ε2 C @ 8 �&�B� � ���.� � � "*�����.%:CD� M � � � � 0 � � � � 
$� ��� � �-B�� � � � ����� ��� � � �#�
ε << R

−1/8
L

�
M � �.�-�& � ����� 2 
��! � �  ��� : BK������� �	� � 
�� � � � � � �)� � ��� � � � �E�

ε2 �.���& D��
�� � ��� � � ��������� � ��� � �H�=/0� � �F�D� � ���
7 �2$ � � � � � � � � $0��
 � �'����
�� 0 
 ��� � � � � � � �#�@
�� � ���*� � � � ��
��H�$�'��� 
�� �=� � � � � � ��
�� �3
 �.� � � � ��� ��� ��
������H� � ��� � �=� � � �
� � � � � � �����&� � �%/(
���� � � � 7 � $ @ � � ���

1/Ω
� � � � � � � �3� ��� �#��� � ����� � � CD� 8�
 
	� � ��
�����
���B�� � �����#��� ��/(�#�#
��!�#����� � ��/5� � �

� �/� � � � ��� � � � / ����
�� � � � �������& D�#
�� � ����� � � � � �3� �#� �*���#� �  )��
���� � �

� '
�('�� * � ��F K H�EF@;<

8 ����� � �H� ��� 
���� ���;� � � ��� � � � /:� ��� �2$ � � � � �=��� ��& 
 �#����� ��� B�� � �@ "
���� � ��� � � � � � �<� � $0��
  ��� : �N� �6� ���& � � X

∂

∂x̃
ũ +

∂

∂ỹ
ṽ = 0,

@ �1�*��+EC

ũ
∂

∂x̃
ũ + ṽ

∂

∂ỹ
ũ = − d

dx̃
p̃ +

∂2

∂ỹ2
ũ

@ �1�*�7��C
M �6����� �$� � � �*� � �;�#
�� � � $�� ��� � � ��
�� � � � � � � ��� � � ��� 
 � � � � �#�.� � � � � � � �;�#
� "
���� � ��� @ $���� � �.� � �����3����� � B � �B' 
�� �#� �
� ���  "
�� ��� 
 
��H��
)� � �#� � � C � � � ��� �)� � � � ��� � � 8 � � ��� � � �1
 ����
������ ��� �2� � � �  "
���� � ��� �&� � � ��� � ��� �)� 
��$� �#
�� � �'�-��

� �� D�#
)�*���#� ��X � � ��
�� � � � � ��� ��� � � � � ���/
	��� � � � � � � � ��� � � � �8��/F� � � � 
 �& � 0<� 
���� �#
�� ��� ��� ������� �$� �#
�� � � ��� �! 
�.� �$� �B���#� � � � � � � �)�#�	����� X

ũ(x̃,ỹ = f̃(x̃)) = 0, ṽ(x̃,ỹ = f̃(x̃)) = 0.
@ �3�4�&2-C

2 � �,���*� � � � � � �)�3� $0��� � � � ������ H��/D� � � � �2$<��
  ��� : @
ỹ → ∞ CQ� ��� � � �,�)�#�����-� ��/D� � �,�)� 
���� ��
�� � � ����
 @

ȳ → 0
C

������� ��X

lim
ỹ→∞

(εũ(x̃,ỹ)) = Ū ′
S ȳ i.e. ũ(x̃,ỹ → ∞) = Ū ′

S ỹ
@ �1�*���EC

2 � � � �#�	����
 ���;� ��� � � �#�,� � �N� � �����&� � �9��� � �3���B� �=� � � � � ����
�B�� � � � ����� ��� � � �*� 
  � ��
��;�=� $0�.
��'�.� ����
�� � ���)� 
���� �#
��
� � ����
� "
���" � � X

ũ(x̃ → −∞,ỹ) = Ū ′
S ỹ, ṽ(x̃ → −∞,ỹ) = 0.

@ �3� 1�:-C

� '
�('�� ��H�@;-GF �:H�<>F K H5EF@�
 3 F � ��-IK � -N- @ K 9;- K EF1 E � �7F 149 
 F @ 6 K 9?- <��.H�@�� �:HJ8 K H5EL@�'

2 � � 
��  )��
�� 
 
��)� �8� � �#
 ����� � �=/ @ �3�*��+ > �1�*�7� C,� ��� �#�& � � X

ũ = Ū ′
S ỹ, ṽ = 0, p̃ = 0.

2 � � � ����� �$� � � �#�M�#��� � � � ��� ���?� � � ����� 
�� � � � �;� ��� � ��B � � �F�)� 
���� �#
�� � � ����
�� � ��� : � � ��� � �3� � � �#�9����� � ���&� ��� � � �
��� � �3�3���>�@ "
��=" � �0
������#� ���(� � � �;�#
 � �;�#
5� � � $�� �#� � 2 � � � � � ����
�� � � �9� � ��
 ���#� � �=/ @ �1�*��+ > �1�*�7�=C��#
�� 
���� � � � � ��� ����
R "
���" � �
� �28 � 
 
�����
 �  G���.��� ��� ��
)�#��� � � /:��
"$��#
 � � ��� � ��� ��� ��� @

Ai
� � � � � 3F�!
��F/ 
�� �A����� � C X

τ̃ = Ū ′
S + Ū ′

SFT−1[FT [f̃ ](3Ai(0))(−(ik̃)Ū ′
S)1/3] + ...

@ �1� 1�� C
2 � � � 
�� � �*���#� � @ �3� 1��'C6�/�#��� � � � �%" � � � 
�� �  )� ��� ���=/-� � � 7�
 � �KX ��� � � � : � � � �� )��
�� 
 
��D�*����� � ��/-� � � ��� ����
 � ��
�� ��� ���
� � �@���/ )����
)�# � � � � � � ����� 2 � � � " � � � 
�� � �#����� � $�� �#� �)� 
�� � � /:�/
�� � � � � � ����
 � �����"� � ���>� � � � � � � � � � � $0� �#� � � /:��
�� � �
�E
 ����
�� ��� � � ��� 
�� �#����� �$� �

� �/� � ���D�-� :6� �  � � � ����� � �*��
��W�=� � � � ������� � /:��
.�H� 
 �& �=/ � � � ��� � �=/5��
 � ��

λ
� ��� ��/ � ���#� � ����/5��
 � ��


H
X

τ = µU ′
0(Ū

′
S(1 + (

U ′
0

νλ
)1/3Hc̃)),

$���� �
c̃ = FT−1[FT [f̃ ]3Ai(0)(−(i2πk̃)Ū ′

S)1/3]
@ �1� 1�1-C

c̃
� � � �1
 ����
������ � �.�1��OF���#� � � � �� )� ��� � � � �=/�� � ��� � �-�A�N� � ���H� ��� ��� � � � � � � � �	� �� )��BD� � � � ����� � �

H
� �*��
  " )� � � � ���

�)� � ��� ��� ��
�� � � �
δ
� 2 � �H/ 
�� �3����� � �=/,�����H�

Ū ′
S

� � � �1
 ���)��
 ��/0�/
 � ��
 � � ���IM /
(
U ′

0

νλ )1/3H
� � ��/0��
 � ��
 � � �=� � � �

� � ��& 
 ���*� � � � �����%/:�/
�� 
�� � @ �3�4���EC.�"<0�-�& D�#
�� � � �$� ��/ /:��
�� 
�� � @ �1� 1�1-C $���� � ! �'������
 8 ���;:�� � �.���& 
 ���*���#� ��� � �$� / 
����
� � �F� � � �;�#
;�'& 
 �*����� ���6@ �3�4�;+ > �1�*�;�=C � � � �)��� � � � � �6�E��
�� 
 �;:�� 
 � �5�=��
�
���� 	�:�
Y� ��� 
�� 
 �
��� 
 ���0� � �
�*��
G� M � �/�#��� �
���1� � 
�� ��
�� � � �=/5�)� 
���� ��
�� � � ����
 � �� D�#
)�*���#� � �

> ��+ > 1�� � �� ��'�,1#:/:�(
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��� � � � ��� ��� � �;��� ����� ��� 
	
������ � ���
���
	��
� ����� F������'F ���

2 � � �	� �;�#
 � ��
�� ��� / 
�� �3����� � �=/�� � �6���� )�-��
)�# � � � � � � �-�6� ��� � $ �.� 
  � � � ���S� � � � � ����� ��� ��� � � � ����
 � ��� � �=/
@ 	��*�'C.B

q̃s = $(τ̃ − τ̃s − Λ̃
∂f̃

∂x̃
).

@ �1� 1#�EC
P-�B� � ��
F� � � 7�
�� � � � � $�� � �,� �*� 
 
)�*��� � � �$�

q̃ = q̃s,
@ �1� 1��1C

��
�� � �@� � ��
����W� � �3')�'�A�F� � �)�
��� � � � ���6������� 
�� � $��B� � ���*�#
��!��� � � ���1��� �3��� � � @ �3� +EC

l̃K
Ū ′

S

∂q̃

∂x̃
+ q̃ = q̃s,

@ �1� 1 (-C
��
�� � �@� � ��
����W� � �3')�'�A�F� � �)�
��� � � � ���6������� 
�� � $��B� � �F�.� ��� ��� � �6���1��� �3��� � � @ �3� ��C

l̃s
∂q̃

∂x̃
+ q̃ = q̃s,

@ �1� 1#+EC
$ � ��
��

τ̃s
B
Λ̃

B
l̃K

BK� ���
l̃s
�#
��%�.� ��� ��� � � � ��� �  "
)���3��� �.��BY� � � � � � ��& 
 � � B3$0� � � � ��� �&� � � � �%��')�'�A� �=/,� � ��
����W� ∂q̃

∂x̃� ��� � � ���'�*� � � � � � � @ �/
 ��� �/ )�'C?��')�'�A� ∂f̃
∂x̃

B � �4� � @ �3� 1�(@� ��� �3� 1�+-C
Λ̃
� � O���
��4� �

q̃s
� 2 � �*�)� � /:��
�� ����� ��
 ����� � @ �1� �-C$��B� � � ��
 ������� � �M� � ����� ��� ��� � � � � � �#����� � � ��X

∂f̃

∂t̄
= −η

∂q̃

∂x̃
,

@ �1� 1/��C
$ � ��
��

η

��� "
�� � � � � � � � �F
��#����� ��/Y� � � � � � 
�� � � � ���&��� � ��� � �,����
 ��
�� � � ���)� � ����� �#
 ����� � � � ����� �  "
��#��� �.��� � � � �#
�� � � �

� ��� � $ � � �
Ū ′

S

� �9� �#�%�.� ��� �)� � ����� � � �
Ū ′

S

� � ��� ��� ��� � ��B�� � �����#��� � ��� � ��� ����
 � � � � �#�
η = 1

� � �6� � ��
�� �3
 �.�
� � � � �E�������

t̄1 = ηt̄
� 2 � � � � �#� � $ � ��� �.�-�� 
 ����� � �������� )�/
�� �;� �����"� � ��� � �=/�� � ��
�� � ��� � �F�)� � $���� �

Ū ′
S

������� � �
� �1� ��� � ��/:��
 � ��
���� � ��� � � �

f̃ = e(σ+iω)t̄1e−ikx̃ B�$0� ���"���#� � � � �� )��
�� 
 
��D�#����� � ��/�� � � � ��� � /(
�� �A���#� � @ P &)�G�3� 1��'C
� ��� $���� � � � � ��
 �����=� � �H� � ����� ��� ��� � � � � � � � ����
 � ��� � ��/ 7�
�� 
�� � �*����� � @ P &)�G�3� 1
�%��
.�1� 1#+��/
F�3� 1�(�C.B $<� �-�����#� �

σ
� �

�%/ 
�� �A���#� � �=/5� � � �H� � �
k
�!� � � �#����� � �#��� � ��
�� � � � � �F� 
�� �#/:��
�� 7�
��KX

q̃0 = Ū ′
S − τ̃s.

� �B� �
q̃0 > 0

B�� � � � � � �;�#
 � �����"� � ���>��� � � � � � � � � � �*� � � � � �;� � � �
τ̃ − τ̃s > 0

� 2 � �N���� � �#"$���#����� � /J�-�A���/

σ
� �  )� � �����#���

/:��
 � �&� �#�
k

@ $���� � P0&)� 	��*�'C X

σ + iω =
3

1

3

Γ(2
3 )

(
1

2
+

i
√

3

2
)k4/3 − Λ̃k2.

@ �1� 1
	EC

�6��� �����"� � ���>� ����� 
 
 � � ��� �8/:��
 � � � � $�� ��� ��@ "�� 
 
��&�1� 1-CD�"� /�� � � � � �� )���3' ���3��� � 
������ ��� �4@
Λ̃ = 0

� � P &)� 	��*�'C.BY� ���
$��'��� � �#
��N�=�& � �#"�� � @

σ = 0.53k4/3 � ��� ω = 0.92k4/3 CD� 2 � � � ���H����
�� � � � /:��
�� � � ��� � � $���� �8� �#� 
 
)�*���#� � ��')�'�A�
@ P &)� �1�
�9��
N�1� + � ��
���� � � � ������� � CDB�� � ��
���� �,
���� �)�=�"� � ��� � � ��� �F/:�/
 � � � ��$��'��� � @ "�� 
 
��4�1� �-C.�
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σ
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�� � �3� 1yc$#+���@. "D3�� " .(67�43�&&%
Ū ′

S = 1
%�3('�$2�1! ) �53 " !:� �*)�3?�<" ��&

σ
3�.+)&,C�2�<" !:� � �
) �",�'.-5�<&

k
%��43 .<�0/21 843 � &65 887:9�%

3���;65 887�1=<?> !#"�6
Λ̃ = 1

/@'9� . "A,C�7. " 3B-<���C>�3����
kmax = 0.21

%
σmax = 0.02

<D%A;?�4�<& �43 . !#� =
Λ̃

!#�'��&(�43 .<��. "�67���E,C"��GF
� 3 �H,@� �G)

k
8
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S = 1
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σ
3 .A)&,C�'��" !:��� �G)0�",�'.-5�<&

k
% �53�.�� /&5 8 59� &.5 887 � ��&

5 887��&< > !#"�6
l̃K = 1

/@'9� . " ,C�7. " 3B-<��� >�3����
kmax = 0.31

%
σmax = 0.047

<D%�;?�5�<&(�53�. !#�>=
l̃K

!#�'��&(�43 .<��.�"�67���E,C"��GF
� 3 �H,@� �G)

k
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��F�1� � ������� � � � � � ����
� "
������#����� � �=/G� � � 
���� �����"� � ���>�-B#� $��'�1�M "
���" � � � � � � � � � �.� ��� ��/ � ��� � /(
�� �A���#� �
τ̃−Ū ′

S� � �#��� � �&� � �#��� �3� 
�� � �)��/:��
��4� � ���3
�� � ��� 2 � � 7�
�� � � � �������& )� � � � � � � 
�� �A/:�/
�� 7�
��
q̃0

 ��
�� �T )��
�� 
 
��D�#����� �$ � ��� � � �
τ̃ − Ū ′

S

� 2 � � ��� �#�	����
6�.� � ��
���� 
 ���#� � ��
�� � � � � � �9�3
�� � �F� ���8� � �  � ���.� � � � � ���*������
 � � $ � � ��
��;�=� �

fluid

erodible bed

τ̃ − Ū ′
S

f̃

� 
�� � �3� ��c � >�3�����$'& � )+��� /G-5� � ;-�1!#�2��%
f̃
<�673�.�3�$7�<& "
,C& -53�" !:��� �
) .�� !#� )4& !:�<" !:��� /2; 3 .(67�&;-�B!#�2��%

τ̃ −Ū ′
S

<0!#��3B; � 3 �2�4�
�G) $76@3 .<� 8	� 67�<� !#" !/. $7��. !#" !#���=% "�67� '�3 " " �<&�!/. '�� � �&; ; �(> � . " &(�53�' / .='�3 �#� 3�&�& ��> . ��� "#6@�0$2&(�*)����2<D% >;67�<� !/.
!/.��'� =>3�" !#� ��% !#"�!/.9!#� �4$?$@� . !#" �*; !#&(�5�<" !:� �28�
26@� &(� .=,C�1"�!/. 3�� !#�2�<&(�53�.����
)�"�67� >�3�����3�� ; 3 ;�!/. $'��3?�4�E'��<�@" !#� "�67�
.4" &(�53�' ;�!#&(�4��" !:��� /D��3�& =>�-!#�'���B!#�2�&; 3�& &(��> . <?8

���
	�� � H � �
�����*F � ����� �'F ���

2 � �,� � �3� �#� �*��� � �F���#��� � ��� � ��� �?� 
  D )� � � ��� ��� ��� ��
5� � � � � � ���������,�=/$��
�� $�� � �=/D� � � � ��
 
 �3� 
 
�� � �D� � � � �����=�/��� �
@ �1� 1/��C)$��B� �

η

)�*����� ��/Y� � �6� � �3� �#� �*��� � �����#���6�1�4� � �6�)� � ����� ��
 ����� � � � ���B� � � �." � �.� ����� � �#� ��
 �

< · >=
∫ 1
0 ·dt̄�3
 
�� � �6� � � � ��� ��� �#��� � �����3� � ����� � ��
�� �3
 ��� � ���H� 
�� ��� � ��� � �@� � � � � � � ��X

t̄0 = t̄
� � � � � ��� �/
	����������BG� ���

t̄1 = ηt̄
� � � � �

� � � �����#����� � �3� �  � ���
f̃ = f̃0(t̄0,t̄1) + ηf̃1(t̄0,t̄1) + ...

� ��� $�
������
q̃ = Q̃ + q̃′

�
Q̃
� �6� �." � � � � � � � �9�H�;� � �*� �#
 �

�3
 
�� � �H� � ��� 
 
�
�� � � �.�3� � �
Q̃ =< q̃ >

� ���
< q̃′ >= 0

���1��BK� � � � �=���#��� � ��
����*�#�������4� ��X ∂
∂t̄

= ∂
∂t̄0

+ η ∂
∂t̄1

,
� � �

�&� ��� ��� ��� ��
��*�*���#� � ��& 
 �*����� �8� ����� � ��
)�*��� ��X
∂f̃0

∂t̄0
= 0,

� � ��� � � ������ )� � �-���E� � & 
 � � � � ����� � �2�*��� � � ��� ��
��������H� � ��� � �-� � � � ��" � �
F̃0(t̄1) = f̃0(t̄0,t̄1)

������� � � � � � �H���#���
� ��� � � X

∂F̃0

∂t̄1
+

∂f̃1

∂t̄0
= − ∂q̃

∂x̃
.
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� �B� � � � � � ���.�-�& )� � �B���#� � �=/
q
X

∂f̃1

∂t̄0
= (−∂q̃′

∂x̃
) + (−∂Q̃

∂x̃
− ∂F̃0

∂t̄1
).

� � �/
 � ��
���� � � � ���N� � �@ "
���� � ��� �*���/
 � ��
,� � ��B�� � � � �'� 
�� �#
�����
�� X
(−∂Q̃

∂x̃ − ∂F̃0

∂t̄1
)
� 
�� �6�)�

0
X

∂F̃0

∂t̄1
= −∂ < q̃ >

∂x̃
.

2 � � � ����� ��� � � �*� $0� ��� � ��� ����� � � ���;� � �*� �#
 � ��/
q
��� � ��� � $���� � � � � � � � �=���#��� ����� �#
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�� ���6�-�1� � � 
 �0� � � � ������� � B $0��� ��� � � �N����
�� −c̄∂f̄
∂x̄

���4� � �N
���� � � � � ��� � � � �
�=/ @ 	�� �71�C,������� ��� $���� � � � � � �3
�� ��� � 2 � � �*� �#
 � ��/5� � �9�.� � ��
���� �

c
� � ���"���#� � � � /(
���� � � � �*� ��
 � ��/5� � � 7�
�� � ���

� � ���*� �#
 �9�=/Q� � �9� 
 �& S�*�.��� � �3
�� � � X
c̄ = q̄(x̄max)/f̄max

� 2 � � � � �#
 ����� � � �6� � $  � ���	��� � � � � � �9��� ��� � �F/(
����H�
� �=� � �#�,������
�� � 
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�� � � �

0
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f̄fin
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 � � �	� � $ � � � � �;�#
 @ 	�� � � C6� � �=�& � ��B $<�� � ��� � � 8 ��� 
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 �� �����)�#� � � �
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��H��� ��� � � �.� ��� ��
���� � � 2 � � � ��� � /(
�� �A���#� � � ��� � � �6� ��� �3�3�W�*��� � � �*� 
 
��#��� � 7�
�� ��
��� � �#����� � BK� � �
���A� 
 � � 7�
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q̄
� �  � �#����� � ���1�$� � � ����� � � � � ��
 ���#� � � � �-������� � � � � � � � �9��� ��� � ��/(
)�=������� �M � �#�*� �28 ��� 
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�)�#�	����� � � � � ����
 � � � � � ��� � � 
 �& @ �*�F���#���
t̄ = 1

C.BD� � � � � � ��� � ��� � �9��� ��� � � ���1� � ��� ��� B"� � � �3
�� � � � ��� � � ��� ��� �
2 � ��
���� ��� � � ����� � � � � ��
 ���#� � � 2 � � 7�
�� �=/5��� ��� � �,� ����O���
��&�*��� � � � �$� ��/5� � � ��� � � � �3
�� ���

� �6 � ���9� � 8 ��� 
 
�� @ 	�� +ECN� � �F" � � � � 
 �& 4�����)�#� � � � /:��
��*�#
���� 
�� �&� ��� � � � 2 � � � � � �;�#
M
�� � � ��
 ����� � � ��� � � �
� � ��> � � � �;�#
.
�� � � ��
 ���#� � �#
��M � �#����� � B !:8#� 8 $0�H�.�-�� G�#
�� � � �#
 ����� � �=/ @ 	�� � � C����6� � � � � ��
 ����� � �=/ @ 	�� 	 > 	�� ��:-C</:��
N� � �
7 �2$ ��� ����� � ��
������ � �*�,� � � � � �F� � � �;�#
��B� � 7 �#�	��� ��� � � � � ��� ��� � � � �-B�$ � � � �F� � � � ��� >>� � � �F
������#� ���;� �;�#
 � �4� � � � �=�����
2 � �6��� � �3���B� �%�=/ � � � �3
�� �.� � � ��
��-��
�� � � � � � � �F� � � ���#
0��� � ��� � � � � � � � � � � � �;�#
0��� � ��� 2 � �6�3' ���3� ��/ � � ��> � � � �;�#
��B� �
� � � � ���3' ���A���#���F�.�-�� 
 ���*����� � ��/-� � ���)� 
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�� � � ����
 � �� D��
��#����� � � 2 � � � � �� D�#
)�*���#� � �3��� 
 
 �N� ��
��%/:��


m̄ > 4.9@ $ � � �
τ̄s = 0.9

B
1/l̄s = 2.5

CD�B� �� � ���?� �&8 �#� 
 
�� @ 	��
�=CR� � � � �=�& � �,�=/ � � ��� � � ����
;�.���& 
 �)�*���#� � �=/ � �3
�� � $���� �
m̄ = 6

$���� � �)� 
���� �#
�� � �'����
 � �� D�#
)�*���#� ��X $<� " ��� � � �#��� � ��
��@� � � � �� D�#
)�*���#� � � 
 ��� � �M� � � � � � ��� � � � � @
τ̄ < 0

C.�
2 � � � ���H� ��� � ��B1� 
 � � � � ����
�B�� ��� � �  � � ��� � � � $0� �#� � 2 � � � ��O�� �=/5� � � � �� D��
��#����� � � 
�� � � �,
���� ��
� "
�� � � �A��� � �1��� � �
� � � ����
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� �F� � � � � � ��� � ��
���� � � � �*�F )� ��� �#� � � ��� � � � �3
�� � � �#
�� �=/R
)�*� � ��
 � �#
���� �&� ��� � ��� �=/ � � � �#� � � ��
��-��
�� � � � � � �-�
�1��$0� $�� ��� ��
��6� � � � � � � � � � ���A���#� � ���H" � � � � ��� ��� �=/5� � � �3
�� �M� �$� " ��� � � � � / >>� �#�&� � ��
���� ��� � � � � ��& 
 �#����� ��� �

� � � � � E � � � E � � ��� F � � � � � ����� � F � �
� � � � � 	 � � � � � � �
� ����� � � � �@ )� � �B���#���<�*� �#
 � �

L,F,T,
� ���

Q
B2$0��
�� � ��� � �,� � �,�*��
��W�=� � � � � � 
�� 
 � ��X

x̄ = Lx∗
B
f̄ = Ff∗ B τ̄ = Γτ∗

B
t̄ = Tt∗

B�� ���
q̄ = Qq∗

� � ��� � � � � �  )� ��� ��� � �F���H�����)�#� � � � � � / � �#�&� � ��
 � � ��
 ����� � �=/�� � � � � � ����� @ 	�� � �'C.B @ 	�� �;1-CDB�� ���
@ 	�� ���ECD� 2 � � � �.���& � � � ���>� �=/R� � � � �  � �/
��#����� � ��/5� � �@ D�#
)�=���3����
 � � � � � � � 
�� �3
 �.� � ��� � � � ���

F = L1/3 � �=� � �*�
� � � � ��� � /(
����3����� � � � � � �#�#
��!� � � @ �3
 ������� � � /J���A��� � �*��� � ��� � 
�� ��� � � � � � ������� � C X

τ̄ = 1 + L−1/3L1/3TF−1[(3Ai(0))(−ik∗)1/3TF [f∗]] = τ∗.
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q̄
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q̄
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�  )� � � �$�  )���3����� � B � � �%" � � � 
�� � ��� � � � � X
x̄ = m̄3/4x∗

B
f̄ = m̄1/4f∗ B τ̄ = τ∗

B
t̄ = m̄t∗

B�� ���
q̄ = q∗

������� � � � �
" � � � 
�� ���6��� ����� � � / � ����� � �#
� "
���� � ��� X

(l∗s)
∂q∗

∂x∗
+ q∗ = $(τ∗ − τ∗s )

∂f∗

∂t∗
= − ∂q∗

∂x∗
,

∫
f∗dx∗ = 1.

� � � �.�@� � � � � � �M D�#
)�=���3����
 � �#
�� X
(l∗s)−1 = (l̄−1

s m̄3/4)
� ����X

τ∗s
@ $ � � � � � � � � �-�A� � �

τ̄s
CD� 2 � �4
�� � 
�� �.� � � � �9" � � �

� 
 �& �	� �# )�@� ��� �B� � ��� � ���3���>�
c∗

B�$ � ��� � � �6� 
 � � � � �*�
c∗f∗ = q∗.� �T8 ��� 
 
�� 	�� 	 $0�� � �#����� � � � � �-� � �3�3������� � ��/�� � � J �3
�� � � �

c∗
/:�/
 � ������
�� � �*� �#
 � � �=/

l∗s
� ���

τ∗s
� � �*" ��� � � �*�

� � � � �3
�� � � � � � � �#�.� � $�� � � � � � � � X �#/
l∗s
� � ���1� � �#
���� @ � �� )� ��� � � �F� � � � ��� � 
�� �	� � ��� �*� �#
 �'CDB�� � ��
��@� ��� � � ����� � �

� � �#
 ���#� � � 8 �/
 � � ���� � �-B �#/
(l̄∗s)−1 < 3.8

/:��

τ∗s = 0.9

@ ��
@�A/
(l∗s)−1 < 4.9

/:��

τ∗s = 0.8

CN� � ��
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� � �#
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�� � � � � � � �&�#����
��W� � � � ��� � � � �# " )����
 � �"� /-� � �4� � 
�� ��� � � � � �
� ����
���� � � � B�� � � � � � � �&� � ����� � ��� ��� � � � � �3
���� � � � �
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 � ������
�� � �*� ��
 � � ��/
l∗s

@ � � � � ��� 
 
���� � ��
��=� � �

�� � ��� � � � �3
�� � � /:�/
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l∗s
� � BK� � � � ��� � ��
M� ��� � � � ��� ��
M� � �

� 
 �& E� � �!� � � �1� �,� ��� � �����  )� ��� �#� � ����� � �'���@� J �3
�� � � $��B� �
l∗s = 0

B"�G� �-��$��B� �
q∗ = τ∗

�
�1�$B"�*��" � � �

τ̄s
B3/:��
.�H������� � �&� ���

m̄
B"� ��� �H�/�#��� �8� �*� 
 
��#����� � � � � �#� �

l̄s
B�� � �9� 
 
���� ��/ 8 �#� 
 
�� 	�� 	H������� ��X

1

c̄
= m̄1/4c∗((l̄−1

s m̄3/4),τ̄s).
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ffin(x − ct)
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τs = 0.9
%
1/ls = 2.5

%
m = 2,3,4,5

/G-5� " " �('	�E,C& ��� " �
"D�4$ �E,C& � �G<?8

∫ ∞
−∞

f ′

x−ξ dξ
�!� � � � � � ��� � ��� � �@
�� � ��� � � � ��� �

x = m1/2x∗
B
f = m1/2f∗ B τ = τ∗

B
t = mt∗

BD� ���
q = q∗

�"�1��� � �*�

1/c
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����#� � � � ���

m1/2 � 2 � � � 
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q̄(τ̄)
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= m̄1/4c∗((Λ̄m̄−1/2),τ̄s).
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τ̄x = 1 + TF−1[3(−ik̄x)1/3Ai(0)a(k̄x,k̄z)TF [f̄ ]],

τ̄z = TF−1[3((−ik̄x)1/3Ai(0))
k̄xb(k̄x,k̄z)

k̄z
TF [f̄ ]],

b(k̄x,k̄z) =
(−3Ai′(0))k̄2

z

9Ai(0)2(k̄2
x + k̄2

z)
a = (1 − b(k̄x,k̄z)).
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∂

∂t

∫ h

Z
ρ dz +

∂

∂x

∫ h

Z
ρ−→v · −→ex dz = [

ρ (
−→
V h −−→v ) · −→n
−→ez · −→n ]h−

− [
ρ (

−→
V Z −−→v ) · −→n

−→ez · −→n ]Z+
,
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V Z
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Z(x,t)
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z = 0

�3�
z = Z(x,t)

X

ρM (
∂Z

∂t
− V0) = ρM

−→
V Z · −→n
−→ez · −→n − ρM

−→
V 0 · −→n
−→ez · −→n .
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∂Z

∂t
=

−→
V Z · −→n
−→ez · −→n
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∂

∂t

∫ h

Z
ρ−→v dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ

=⇒
vv +

⇒
τ ) · −→ex dz = [

ρ−→v (
−→
V h −−→v ) · −→n
−→ez · −→n ]h−

− [

⇒
τ ·−→n
−→ez · −→n ]h−

−[
ρ−→v (

−→
V Z −−→v ) · −→n
−→ez · −→n ]Z+

+ [

⇒
τ ·−→n
−→ez · −→n ]Z+

+ −→g
∫ h

Z
ρ dz
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∂

∂x

∫ Z

0

⇒
τ ·−→ex dz = ρM Z −→g −

⇒
τ ·−→n
−→ez · −→n ]Z−

+ [
⇒
τ ·−→ex]0+
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[
⇒
τ ·−→ex]Z+

− [ρ−→v (
−→
V Z −−→v ) · −→n ]Z+

= [
⇒
τ ·−→ex]Z−
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U

h(x,t)

z

Z(x,t)

R(x,t)

x

(a)

−→n−→
t−→ex

−−→ex

−−→ez
(b)−→
Fs−→
FI

•
−→
V I

ρs

−→
V s = −vs

−→ez

ρI

 Z(x,t) x

z

h(x,t)
−→n

−→
t

−→ex

−−→ex

−−→ez

(b)
−→
Fs

−→
FI

•

•

−→
V I

ρs−→
V s = −vs

−→ez
ρI
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XMY�p
p$U�a\U�XSa\Ud]�XPUda\Y2bPZ\_�[E]�p$UdXPk>U�bJbMY�[�bwa1U�f�{EY2[
V�U�k>U�[HbwT-`jXPUdp$l�XMUua1_
f�Y2a;U�[jXPUdp$l�XMUuo�U�XPbPZNf�Y�a � {
_�XPZ��d_�[�bMY�a ~
[ −→ex−→ez

]
=

[
1√

1+Z′2

−Z′√
1+Z′2

Z′√
1+Z′2

1√
1+Z′2

] [ −→
t
−→n

] | �
	 ��� }
hH`
Z=XPUda1Z\U�[Hb

(
−→
t ,−→n )

a1_
f�Y2a\U�k>U�[HbwY2`WXMU�p$l�XMUuo�UdXJbMZ\fdY2a � {
_�XPZ���_�[�b�Y2a (−→ex,−→ez)
cEYso�Usf

−→ex · −→n = − Z′√
1+Z′2

−→ez · −→n = 1√
1+Z′2

Z ′ = ∂Z
∂x .

� Z\[E]JZ=p$_�`
X�aNYCk>Y�]P]PU ~
[ρ (

−→
V h −−→v ) · −→n ]h−

= [ρ (
−→
V h −−→v ) · −→n ]h+

= ms (−→ez · −→n )
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ms
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[ρ (
−→
V Z −−→v ) · −→n ]Z+

= [ρ (
−→
V Z −−→v ) · −→n ]Z−

= mI (−→ez · −→n )
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X bP_�`
XM[EY2[Hb�vuaNYuo�Z�bMUd]M]JU −→
V I = Ω−→ey ×−→r c2a1USbMY�] k>_��EZ1a\USUs]�b�Y2a\Z\kCUd[�bMipEY2X�aNY>f�_�`9fM{
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XMU 	E� Ud]�V�X�Y2Z\[E]Sh�`EZ;o�Z\U�[
[EU�[�b�Y�a1Z\k>U�[HbPU�X�aNY>f�_�`Ef�{
Uzk>_��
Z\a1U�_�[Hb�`
[
U�o�Z1bPUd]M]PU ~

−→vI = Ω(x + Z
∂Z

∂x
)−→ez

U�b�T
Y2[9]�f�U�fdY�]dc-[
_�`E]wYso�_�[E] ~
mI = ρI (

∂Z

∂t
+ vI).
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UOY�o(Y�a\Y�[Ef�{
UC]PZ1k>p
a\U>a\Ud]zkOY2bPZ\l�XMUd]zhH`
Z�o�Z1Ud[
[
U�[Hb�T
Ud]zZ\[�bMU�XP��Y�f�Us]z]P`
p$i�XMZ\U�`
XMUCU�b�Z1[
��i�XMZ1Ud`
XPU
]J_�[�b�XMUd]Pp$Udf!bMZ1o�U�k>U�[�b ~

ms = 0
U�b

mI = ρI
∂Z

∂t
.

� Y�[E]�a1UwfdY�]�T;x `
[
Uwp
a1`
Z\U�o�UdXJbMZ\fdY2a\UST
USV�XMY�Z\[E] hH`
ZEY�a1Z\k>U�[�bMU�[�b�aNY���Y�f�U�]P`
p$i�XMZ\U�`
XMUSvza\Yzo�Z�bMUd]M]JU −→
V s = −ws

−→ez
[
_�`E]

Yso�_�[E] ~
ms = ρs (

∂h

∂t
+ ws)

pE`
Z\]MhH`
U
us = 0.
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[ρ−→v (

−→
V h − −→v ) · −→n−

⇒

τ ·−→n ]h
−

= [ρ−→v (
−→
V h − −→v ) · −→n−

⇒

τ ·−→n ]h+
= (

−→
V

s
ms −

−→
F

s
) (−→ez · −→n )

[ρ−→v (
−→
V Z − −→v ) · −→n−

⇒

τ ·−→n ]Z+
= [ρ−→v (

−→
V Z − −→v ) · −→n−

⇒

τ ·−→n ]Z
−

= (
−→
V

I
mI −

−→
F
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∂

∂t

∫ h

Z
ρ dz +

∂

∂x

∫ h

Z
ρ u dz = ms − mI
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∂

∂t

∫ h

Z
ρ u dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ u2 + τxx) dz = ms us − mI uI − F s

x + F I
x
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∂

∂t

∫ h

Z
ρw dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ uw + τxz) dz = −g

∫ h

Z
ρ dz + ms ws − mI wI − F s

z + F I
z
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Z−

F I
x = τxz − ∂Z

∂x
τxx =

−→
t · ⇒τ ·−→n − ∂Z

∂x
−→n · ⇒τ ·−→n 1 �-3 �/:*4

F s
x = τzz − ∂Z

∂x
τxz =

∂Z

∂x
−→
t · ⇒τ ·−→n + −→n · ⇒τ ·−→n 1 �-3 � � 4
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t ·
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F I = −µI

−→n ·
−→
F I⇔ −→

t · ⇒τ ·−→n = −µI
−→n · ⇒τ ·−→n 1 �-3 �/�*4
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∂

∂t

∫ h

Z
ρ u dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ u2 + τxx) dz = ms us − F s

x − mI uI − (µI + Z ′)−→n · ⇒τ ·−→n 1 �-3 � � 4

(1 + Z ′2)−→n · ⇒τ ·−→n = g

∫ h

Z
ρ dz − ms (ws − Z ′ us) + mI (wI − Z ′ uI)

+
∂

∂t

∫ h

Z
ρ (w − Z ′ u) dz + (F s

z − Z ′ F s
x)

+
∂

∂x

∫ h

Z
[ρ u (w − Z ′ u) + (τxz − Z ′ τxx)] dz.
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∫ h

Z
ρ u dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ u2 + τxx) dz = ms us − F s

x − mI uI − (µI + Z ′)
(1 + Z ′2)
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T =
∂

∂t

∫ h

Z
ρ (w − Z ′ u) dz +

∂

∂x

∫ h

Z
[ρ u (w − Z ′ u) + (τxz − Z ′ τxx)] dz

+g

∫ h

Z
ρ dz − ms (ws − Z ′ us) + mI (wI − Z ′ uI) + (F s

z − Z ′ F s
x)

1 �-3 ����4
��+�)D% > + L +
�!%��#���!%����� " D��
�� �!��
I��"E� ��B& 	+�
������!79�.����%'7�+�B#0"���D�#��%I+��!%

w − ∂Z
∂x u

�3�
τxz − ∂Z

∂x τxx
 	+�)"
'"��.7���"�7�)-"

����%��$���I��O/
���"���%A��)8%@�&79+
�!�2BN��B#0"
I�
3
� "<]J��)��F
G��B��#
?(*)-��
A(*)-� X

τxz − ∂Z

∂x
τxx =

−→
t · ⇒τ ·−→n − ∂Z

∂x
−→n · ⇒τ ·−→n =

√
1 + (

∂Z

∂x
)2 −→ex·

⇒
τ ·−→n = −→ex ·

⇒
τ ·−→n
−→ez · −→n

τzz − ∂Z

∂x
τxz = −→n · ⇒τ ·−→n − ∂Z

∂x
−→
t · ⇒τ ·−→n =

√
1 + (

∂Z

∂x
)2 −→ez ·

⇒
τ ·−→n = −→ez ·

⇒
τ ·−→n
−→ez · −→n�F��%:��(*)D�*���$+
�!%'1J�-3 ���/4 [F1J�!3 ��+
4R�3�#1J�!3 ���/4 %@+
�/� > �/"!�����&%:(
)!��"�(
)!�'%@+/�B�:"W�J�D�#�I)"
G�'��)MB���"!�$��)M7�+��������*) X

c O�
)�/�*)!"!����
G�J1Q���E� > ��"!���!7 � �_%���B� !"$� 40 	+
)"
:O����-��
)�/"!��%I��
A"$�&%A��(*)D�#����+�� 
:�	��
 1 �;���
� 4T�3�  +
)D��� L 1 �;���/�
4 3
c "���(*)"�����.1 �*L ��+�� L �G�/B&��(*)-� 40 	+�)D
A������0-"��!
:"���%:��(*)D�*���$+
�!%A�-� �������/� � ���D���/� 
��/"�BJ]Q+�
�� � 1I1#:/:��&493

% �#
�"W�N%I)"���I��[D�"�/�D%A)-�E��
)� > �#��"<)-"��I��
�����)D
�[-+��2�#��BJ��
����B��%I)" 	��
� 	+
%I��
A"���%�����)�� B&��"�����) � 1 � > �/"W�/�!7 � �6%I+�)D%A)-�M�&79+�) >
"$��BJ���/� � L ��
I+-� L �D�/B&��(
)!�&4- 	+
)"
A�3�G)!������
:"!�JBJ+/
� � +�"�+�O����V��� )-� ]Q+
�!� 	!) > �!��"�7�+�BNBN�6�"�/�D% "$�'7���%A����%A�3�G)!����%:�-�

I)" "�I)"
G�'���'0D�#
�
���O��J1I<��� D�#
���� ��( 
=493

� ��� � � ������� ���;� 
	� � � � ��� ��� � � � ��������� ��� � � ���<��� ����� � 	�� ���	��� ��� ��� �������
�V� 79+
�!%�����H�
I�=��73� "��N7���%� D��
	����7�)-"�����
'��� )-�-��� > �/"W�/�D7 � �J���NB&�$"!����) O�
)�/�*)!"!����
G�����B�G�.%��$B& -"���[F7/� ��%	�'5K�"��
G�N(*)-�

"!�J7�+�)!7 � �_BN+�0"��"��_�-��
I�&�9+/�B�� D��%A�-�_B��*���$H�
I�_���A�\� �&% ��%I+�)-B&��%@�65��/)!7�)-�-�67�+�����
)�#���/�I�6%I)"
:%���%I)"
I]J��79�6%@)D 	��
��$��)"
I�
[
�3�:(*)F� ��"<�F� L ���/)D79)-�-��
G+#�)�*����+�� 79+
�/��
)�#�!
G��BN��������) 7���%A��)H����B#0	+�)"
��I+
)"
I�D���/�&3  �� -"$)D% "��N���
%0���"�����W�/"F79+
�!%	������
I�
%@��
������  	�����I�,��+
)!79�'7�+��!%	�����/�I�
3
<R��% � L  D+�� � H&%@�&%:%@����
)����)"��%@���/�� G�#
 X
ms = 0

[ −→
F s =

−→
0

[ −→
V I =

−→
0

���
mI = ρI

∂Z
∂t .�F��%:��(*)D�*���$+
�!%'1J�-3 ���/4 [F1J�!3 ��+
4R�3�#1J�!3 ���/4 %@��
G��%	��
G����O��!���/�F�/"�+�
?% 5





∂

∂t

∫ h

Z
ρ dz +

∂

∂x

∫ h

Z
ρ u dz = −ρI

∂Z

∂t

∂

∂t

∫ h

Z
ρ u dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ u2 + τxx) dz = − (µI + Z ′)

(1 + Z ′2)
T

1J�-3 � 	*4

T = g

∫ h

Z
ρ dz +

∂

∂x

∫ h

Z
[ρ u (w − Z ′ u) + (τxz − Z ′ τxx)] dz +

∂

∂t

∫ h

Z
ρ (w − Z ′ u) dz

︸ ︷︷ ︸�I��
IBN�&% ��� +/
G��
G� %@)" 	��
�����)"

1J�-3 �/�*4

<R��73�F�-+�)D%��/BNH��!�'5��$����
G+���)"�!
G�_"���%����9�!�"�����$+
�!%�%@)"� > ���/�G��% X
R = h(x,t) − Z(x,t)

�� D�#��%G%@��)"
:���'"!�N7�+�)!7 � �6BN+�0"��"��
q

[ 	!)��M���6B��#����H�
G�N��
�� > ��
?%��/�/�A"W� �� G�#��%I%I��)"

R

E
[ ���-��
GO����6��� > ��"�+� " 	���6�D�/�!%A"W�N79+
)!7 � �

R
3

R =

∫ h

Z

ρ

ρI
dz

1 �-3/(#:*4

q =

∫ h

Z

ρ

ρI
u dz

1 �-3/(�� 4

> �;1 	 > 1��#%I�� ��&3,1#:/:�(



< � �� "�B��
I�@�!3�PT7�+�)-"���BN�����G%����,%I)"
@]J�
79� X � > �/"W�/�!7 � ��%A���,%���0-"��

E =

∫ h

Z

1

ρI
(ρu2 + τxx) dz

1 �-3/(�1
4
P�� )"����"���%��/�/�:"$�V]J���B��(*)-�_"!�J79+
)!7 � �VBN+�0"��"��_��%	�A)-�-�67�+�)!7 � �_B����!7��N1Z(*)-��"�(*)-�&%A���!��BNH3��
G��%A���_O/
����$�!%,��
GH�%� 	�3���B�?%G49[
T

%@�@
I�&��)"����5
T = g R

�F�'% L % �GH�BN�_�!�D��"F%I��
G����7�
����
∂R

∂t
+

∂q

∂x
= −∂Z

∂t

1J�-3/(#�*4

∂q

∂t
+

∂E

∂x
= − (µI + Z ′)

(1 + Z ′2)
g R

1 �-3/(�� 4

% +�)D
 (*)-�R7��- D
I+
0-"$H�BJ�R%@+/�B� %@+
"$)!0-"$�,�$"
]J�/)�� � ����
\"���%U���!7�+��-� )-��%U "
��$�!7��� G�/"���%T1
R

�3�
Z

4��3� ���� "
��$BN��
R1ZBJ+-����"!��%��*����+��D4
"$�&%����!79+
�-�*)-�&%:%I��79+
�!�"����
G��%61

q
[
E

�3�
µI

4 ���K]Q+��!73����+��M����1
R

���
Z

4R���U���6"���)D
G%:����
�� > ���&%�3

� ��� � 
 � �����<�����;� 
	� ��� ��� � � ��� � � � ��� ������� � � ��� � 
 ��� � ��� � � ����
 � ��� �;��
	�
� �
	��
� 	 � 	�F � � � � � � � �����

��� �# D "
I+-7 � � �*L ��
G+�� L �D��B&��(*)-��)����$"!��%I���& D�#
  +�)D�
� L �3�,79+
"$"E3 � ��� 
���%	�'%��$B&��"!����
G��3 ��+�)D%_O/�#
?��+
�!%U"���%_B ��BN�&%
�-+#�)�*����+��D%'(
)!�.�"���!%6"���%'��(*)D�#����+��!%.1 �-3��#:
4 > 1 �-3����*493 �������-BN+����!%�[�"E� �� " "
G+�7 � �N����� � � �*�#
 � ��� 
T���#���  +
)D��� L �3�
�/" ����� 
 ���� "
���BJ���/�U"���%U�"�B'<��
G�����I��%UO�
)�/�!����)"
?%:�"�/�D%�"$�M
G�� 	H�
I�'"�+�7���"T1 −→

t ,−→n 4A��� %I)" " 	+
%��/���U(*)-�,"W�������!%����I�M
G��%	�I�
79+��D% �)�/�/�G� X

ρ = ρ = Cste,
1J�-3����
4

�3�����8����7�+�B& 	+
%��/�/�
E

���K)-� �I��
IBN�'7��$�!�3����(*)-�'�3��)-� �I��
IBN�'���@ "
G��%G%	��+��
E =

∫ h

Z

ρ

ρI
u2 dz + τxx

1J�-3��#+*4
�U� > ��
��W�*���$+
�,���� "
I�&%I%���+��

∂(τxx)/∂x
��%	� %I)" " 	+*%@��� ����
G�T]J�#��0-"��_1Z"W� +�
?��
G�R��� O�
)�/�!����)"
 ���R"W� > ��
��W�*���$+
�,���� "
G��%G%	��+��

��%	�'�&% ���$BN���.5
R/L

46��� > �/���'"���%M��)���
G��%�[���"�"$�.�&% �#��+
�!7J�!��O�"!��O�����0-"��� 	+�)"
,"$�&%'7�+�)!7 � ��%'B&�$�!7���%�[F+�) 0D�$���Y+�� ���
�������/�:7�+�B& ��I�_�D�/�!%R"W�,BN+�����"���%��#����+��F3�P���]J���B�:�"�/�!%  +�)D�
� L �3�:79+�"�"E3 ����� 
E[�79�.�I��
IBN�V��%	� B&��%A�"�/�!%R"��VBJ��B#0"
G�V�-�
��
I+/�B�G�.1 �I��
IBN�,%@+
)"
?79�&493

∂(τxx)

∂x
' 0.

1 �-3��/��4
�F�'% L % �GH�BN�'����7�
�� > ���/�:"W� � > �/"W�/�D7 � �6%�� �&73
��B� X





∂h

∂t
+

∂q

∂x
= 0

∂q

∂t
+

∂E

∂x
=

1

ρ
P

1J�-3��
	*4

� > �&7 X

E =

∫ h

Z
u2 dz.

1 �-3��#�*4

P

I�� "
I�&%@���/�G�_"$�&% ]Q+/
G7���%A%�� ������
?�����/�:%I)"
:"W�N79+�)D7 � �6BN+
0"�$"��

� �
	�� � 	 � � 
 ��� � F � � � � � � � � � � 
��
 �/�!%

E
[
τxx

���/�I��
 > �������F D�#
�%I+��KO/
��
���$���/�,1Q�����-+
�K���T�G��
GBN�'%I+�)"
?79�'79+�BNBN�,�"�/�!%  �� � 4 3 �U)!%I%��F�-+
)!%� "
G� >]Q��
G+��!%A)-�E
I�� 	H�
G�
(−→ex,−→ez) > ��
�����7��/" > � +�
��!O�+������/"E[���) 
I�� 	H�
G�_"�+�7���"

(
−→
t ,−→n )

(
)D�K
G���D� "$�&%:7���"�7�)-"�%� !"$)!%�7�+�B& -"!��(*)-�&%�3

 ����"!��%��/���F 	+�)"
:"���
G��%	�I�6"���%AB ��BJ�&% � L  	+#� � H�%I��%:(*)-�  ���� 5N%�� > +��!

1��/4

q = q(R)
�3�

E = E(R)1��/4 % 
G+/�!"\��� > �B�G��%G%@�
u

"!�$�!���#�!
G�_���
R

[-�3�U���'O�
)���"�$���/�
(γ)

79+
�!%	���/��� X
u = γ R

��+�)D%A���8������)D��%I+��!% X
q = a γ R2 [

E = b γ2 R3 + c g
R2

2
+ τν

τν
�����/����)-�T�G��
GBN�6"����,5J"!�N7�+��/��
����$���I� > ��%G(*)-��)D%@�.1Z5N�-�9�!�"�!
 4 3

> �71#� > 1��#%I�� ��&3,1#:�:
�



< � �# "����
G�@�-3�PR79+�)-"���BN���/�G%U���'%I)"
I]J��79� X � > ��"!���!7 � �&% �-�'%��/0-"��
�V�H "
I���!�

a =
1

2

���
b =

1

3

[ B��#��%R+��H 	+�)D
�
)�#��� 79+��D%	������
G��
 ���&% 7�+ ����73�������G%
a,b

���
c

����'	��
I���/�G%�[ �-+
)!%��*' 
����!7 � ��% >
%����/����)E "
G+/�!"�"!���-������
G��37�F�&%A��(*)D�#����+��!%�� > ��76���$BN���!%	��+��D%:%@+
�/� X

∂h

∂t
+

∂

∂x
[
γ R2

2
] = 0 (h(x,t) = Z(x,t) + R(x,t))

1 �-3 +�:
4

∂R

∂t
+

∂

∂x
[
γ R2

2
+

c g

γ
R +

τν

γ R
] = − (µI + Z ′)

(1 + Z ′2)
(
g

γ
)

1 �-3 +�� 4
 ���!% 79�&%T�&(*)D�*���$+
�!%T"$�_%I��)!"G�I��
GBN�N
I�&% �)�/�/�A5,BN+�����"���%I��
R��%	� "��_79+ �E�.7��$���/�A���U](
G+#���I��BN���/�

µI
3 � "	��%	� �D�#�I)"
G��"<(*)-�

%��_BN+�����"���%��#����+��=
G��%� 	��73�I�A"���%����$BN���!%	��+��D% ���&% �&(
)G�*����+��D%A1 �-3 +�� 4 3 ��+
)!%Q "
G+� 	+*%@+
�!% �-�� D
I���D��
I���G+�)��T%��$B& -"���BN���/�
µI = µs

� > �&7
µs

79+�����73�����/�,���J](
I+��	�G��BN�����,% �)�*����(*)-��[��3�,���NBN�3����
G�
R = 0

"$+/
G%G(*)-�
R

7�+�BNBN���!7��N5K��� > ���"�!

�-��O��*���$] 3 % +�)D
:"W��
I��%I+�"�)����$+
�F[ �-+
)!%��
����BJ���!%	��+��!�-+��!%:��� �/0	+�
?�2"���%A�&(*)D�*���$+
�!%61 �-3 +�� 4, D��
A"��,7 � +/� �K����%:��7 � ��"�"���%�3
�U� � �/)"�I��)D
:B�� ����B&��"$�'���'"!�� 	���/�G�� 	+
)"
:"W��(*)-��"�"��

∂Z/∂x = µs
��%	�:�-+��I�

Z0
3

h =
h

Z0
, Z =

Z

Z0
, R =

R

Z0
, x =

x

Z0

t = γ t =
t√
Z0

g

, τν =
τν

g Z2
0

�F��%:��(*)D�*���$+
�!%'1J�-3 + �&4R%I+�����
G����7�
����I�&%A%��/�!%:����BJ���!%��$+
�K���K+
BN�3�	�)�/���:"���% � 0G�#
�
I��
. D��
:7�+�BNBN+������I�'�F� �&73
����G)"
I�
3
∂h

∂t
+

∂

∂x
[
R2

2
] = 0

1 �-3 +/1
4

∂R

∂t
+

∂

∂x
[
R2

2
+ cR + τν ] = −µI + Z ′

1 + Z ′2
1J�-3 +��*4

�U�4
I�&%@+
"$)"����+��2���N1J�!3 + �&4��-+�)!%� 	��
GBJ���	��
�������
I����
G+�) > ��
R�"���!%R"��_7���%R"!�$�-�;�#�!
I�V"���%��
7A�G��% ���&73
��B�?%0 D�#
 � ��� 
X[ �3�:�"���!%
"$�,7���%A�-+
� > "����-������
G�_"$�&%��
7A�I�&%ABN+����$�!��%�����73
����G%� D��
��F
)�����W�/� � ��:�
E3
� �
	�� � ����� �!� � � � � ��F � � � �*� � � �!� � � ��� � � � ������� ������� � F � 	 � 
 � � � ��� � � ����� F � � � 	 ���

� �� "
I���-+��D% "��'% L % �GH�BN�.1J�!3 +�1�4 > 1 �-3 +��
4T�-��%:��(*)D�*���$+
�!%	
A�<; � � ��:�
E[-��7�
�����%I+�)!%A)-�-�6]Q+/
IBN�'����'	��
I���/�G� X
∂h

∂t
+ vd

∂

∂x
R = 0

1 �-3 +
� 4

∂R

∂t
+ vd

∂

∂x
R = −vup(µI + Z ′)

1 �-3 + �
4
<R��"W�S
G� > �$���/�.5S D
I���!��
G�

q = vdR
�3�

E = v2
dR

[ ���SB��#���/�G���D���/�.7�+��!%	�����/�N"$�  "
G+���)D�B�
gR/(1 + Z ′2)

�3�N���
"W� �# " 	��"!���/�

vup
3�<R�&%U�&(*)D�*���$+
�!% 
:�<; � %I+��/�_"!�$�!���#�!
G��%U���

Z
�3�

R
3YP�"�"���%�
I��%G%I��B#0-"������_5  �  [F%��/�!%U"���%.�G��
GBN��%

�-+��K"!���-���#�!
G��%�3
�U+�)!% �-+�)!%K%I+�BNBN��%H���/�G��
G��%G%@�&%2�D�/�!%K79�3���I�  D�#
������P5  !"$)!%�����)"
?%6� L  	��%K��� � > �/"W�/�!7 � ��%2%���B& -"$�&%�[ ��� � +
)D�/���

��%G%@���/������"�"���BN����� %@)D
\"���% 79+
�!��������+��!%\"!�$B&���I�&%�3 �F���!%��
�-+
)!%5� > +
�!%\%	��B#)-"��R����% 7���%\�F� � > ��"!���!7 � ��%F��� )-�-�0 	�����I�T+
),�F� )-�
����%V���#O�
)�#���!%F� > ��7'+�) %��/�!%.�/"!��BJ���/�)�*����+
�F[G� > ��7,%@+/
	���$�,"���0"
G�,+�)%� > �&76B#)"
&3  ���!%�"���%.
G��%I)-"$)"����+��!%��*)!BJ��
���(*)-��%�[
"$�,79+ �E�.7��$���/�U���_](
���7A����+��M%	���#����(*)-�

µs
�&% ���-+��I�'%��$B& -"���BN���/�

µ
3

> ���/: > 1��#%I�� ��&3,1#:/: �



< � �� "�B��
I�@�!3�PT7�+�)-"���BN�����G%����,%I)"
@]J�
79� X � > �/"W�/�!7 � ��%A���,%���0-"��
� � � ��� � 

��� �;��
 � � � ��� � � � ���	��� � ��� �����;��
	���

�U+�)!%F
I�&%@+
" > +
�!%A�*)-BN��
���(*)-��BN������1J�!3 +�1�4 �3�J1J�!3 +/�
4�� > ��76)-� %G7 � ��B��N"!�$B&���I��)"
V��� 	D)��Y1 � +��!
V%I7 � ��B��N���%�/� >
�-����� 
  D�/O
� � ���/4U�3�M D��
6)-�^%G7 � ��B��K7����/��
I�N� �� -"���73���I�6� > ��7J����'<)!%	��+�� ���-�"�B���$+
�-��"�"$�
3 % +�)"
'"E� �$�!%	�����/�

c = 0
�3�

τν = 0
3

�U���DO�)"
G���!3 ���-+�)!%:BJ+
�/��
I�6"���%���
G+���%��
7A�G��%:�"���!%A"$�,7��
%:��� )!�-�,%@+/
	���$�6"���0"
G�@� > ��7V"���%:��(*)D�#����+��!%:��� 
A� � � 3
% 
I��B&�$H�
I��BJ���/�&[

R
��)-O�BN���/�I�2���2B��/�"��H�
G�.)-�"�$]Q+�
GBN��[\B�����%�[U 	�3���B�J52 	�3������"W� �$�-]Q+�
GB&�#����+��^�-��"E� � ����%	�I���D79�2����"W�

%@+/
	���$�M
I��BJ+
�/�G�,�3�_79��"$"��#���#"W�� D�#
G+�� ���#O/�/)D7 � �#����%G79���!��3 % ���!�"�/���V"E� ��7A�G� � � [D"!��
G��BN+����I���,�-�,"E� �$��]Q+/
IB��#����+��8%I�
 	+�)"
?%@)"���&3 % ���!�"�/����"E� �
7A�I� �
� � [-"W�� 	��
��I)"
G0D�*���$+
�

R
��% �U79+
B� !"$H��I��BN���/��� > ��79)!����3

� 
�� � �-3��Rc�� � 8��R��� � ���43 .*; � ,C�2��$@��� "D� 3����4� .<� & " !:���1! -�&(��% ����. " &(� !/. 3 ��" � . /
µ = 0.3

%%3�� =?��� !#�@!#" !:3�� �4���@.4" 3�� "
Z ′

0 = −0.35
<?8�/���< �;" 3 . !#� !#" !:3�� ��"�"D3�. )+�'3���8�/���< � 3?�<"D���&%

R(x,t)
$7�(,C&

0 < t < 1.6
8 / #�< � 3 ��" �	�
�&%

R(x,t)
$7�(,C&

1.6 < t < 3.2
8�/ ��< � 3 ��" �������=%

R(x,t)
$7�(,C&

t > 3.2
8

�U�P�!O
)"
I�2�-3 +P�-+
)!%NBJ+
�/��
I�M"���%���
I+/��%���7A�G��%.�"�/�D%N"$� 7���%.��� )-�9�)��%�� > ��7K���!%I)"�B�G�M)!� %I+�"� -"!�#� 1Z"$)"�UB ��BJ�
��
G+��"�/0-"��&4�� > �&7V"���%:��(*)D�#����+��!%:��� 
A� � � 3
% 
I��B&�$H�
I��BJ���/�&[

R
��)-O�BN���/�I�2���2B��/�"��H�
G�.)-�"�$]Q+�
GBN��[\B�����%�[U 	�3���B�J52 	�3������"W� �$�-]Q+�
GB&�#����+��^�-��"E� � ����%	�I���D79�2����"W�

%@+/
	���$�H
G��BN+����I�2���N7���"�"$�K��� "W�% G�#
G+�� ��� O/��)!7 � � ����%G79���!��3 % ���!�"���/�N"E� �
7A�I� � � [ "W�%
G��BN+����I��� ��� "E� ����]Q+/
IB��*���$+
�
%@�= 	+�)"
?%@)"���&[	79���	�G�#]Q+���%V%��E[G��" %�� ��O����_��� )!�-� > ��"$��)"
U� )-"�"$�J7��#
V"E� � > ��"!���!7 � �,��%	�U](
G�����-���#]Q+�
��I��BN���/�6%I)"
V"��J%@+
"5 -"W�*��3
% ���D�"�/����"E� �
7A�I�C� � � [-"!�� 	��
	�G)"
G0D�*���$+
�

R
�&% �U79+
B� !"$H��I��BN���/��� > ��79)!����3

�U���!O
)"
G���-3
�,�!+�)!%ABN+
�/��
G�'79+
BJBN���/�U%@+
�/�:BN+����$�!�&%A"$�&%���
G+���%���7A�G��%:�"���!%A"��'7��
%:��� )!�T�)��%�� > ��7_)-�8%@+
"K -"!�#�
1Q"�)"�FB ��BN�'��
G+��"��0-"$� 40�� "
IH&% "W�� 	���/�G�@ D�#
:"E� �
� � +��D7A����+��M���'"W�J�-+��K"!���-����
����I�.1Q�&(*)D�*���$+
�!%:���  ���� 4 3
% 
I��B&�$H�
I��BJ���/�&[

R
��)-O�BN���/�I�2���2B��/�"��H�
G�.)-�"�$]Q+�
GBN��[\B�����%�[U 	�3���B�J52 	�3������"W� �$�-]Q+�
GB&�#����+��^�-��"E� � ����%	�I���D79�2����"W�

%@+/
	���$�4
G��BN+
�/�I���3�'79��"$"��J���J"!�H D��
I+/� ����O��/)!7 � �����&%I7����!��[  D�#
��#��"�"$��)"
G%_79+
BJBN�J�"���!%_79�J7���%N�$" L �2)-� %@+
"R -"!�#�
5.��
G+����I�
[D�$" ��%	�U��
G+����
3 % ���!�"�/���V"W� ��73�I� � � [!"W�&
G��BN+
�/�I���,���#"W� �$�-]Q+�
GB&�#����+��8%I�M 	+�)"
?%@)D�B�&[-B�����%�"���%��-+
�M"!���-���#
����I�&%
 "
I+-��)"��%@�����:)-�E
������"��%G%@��BN���/����)8%	��O��G�/"E3 
 �M7 � +�76%I�_]Q+/
IBN��[-"W� � > �/"W�/�!7 � �_��%	�A](
G�����-���_]Q+�
��I��BJ���/�U%@)D
:"$�,%@+
"K -"W�*�&3
% ���D�"�/���,"E� �
7A�I�.�
� � [F"��.7 � +�7N���

R
� > �/�!79�N"$���/�I��BN���/�#�3�,+
� 
I���I+�)D
I�-�.5K)-�-�� 	�����I����� ��(*)"��"!�$0"
G�.(*)"���F� ��%	�M D��%

)-�"�$]Q+�
GBJ�'B&����%���+����:"W� > ��"$��)"
���0!%@+
"$)!�_��%	������]Q��
�����)"
G�'5J"W�� 	���/�G�,����
G�� 	+*%61
µs

493
�U�2�!O
)"
G���!3 	 �-+�)D%_BN+��/��
I�J)!�S�)��%67�+����!79�J���/��
G�N����)��S D�#
G+���% > ��
�����7��/"���%J1

x = −2
�3�

x = 0
4 [F+�� > ��
?%@�N5

O/�/)D7 � �'����%:O�
)�#���!%�[ +��M%I�'��+��!�-�'��+
�!7 X
R(x = −2,t) = R0

3 �V� 
G��%I+�)��:"$�&%A��(*)D�#����+��!%:���  �� � 3
<R�3�6� ��7�H�%6���JO�
)�#���!%.
G+�)!"!���/�G%_%I�� "
I+/ D�/O
� > ��
?%V"$�J0D�
%_%I+�)D%U]Q+�
GBN�J��� )-� 7 � +�7�3'�\+�
?%I(*)-�J79�N7 � +�74
G���!7�+��/��
I��"��

> �;��� > 1��#%I�� ��&3,1#:�:
�



< � �# "����
G�@�-3�PR79+�)-"���BN���/�G%U���'%I)"
I]J��79� X � > ��"!���!7 � �&% �-�'%��/0-"��

� 
�� � �!3 +yc � � 8 �T��� � ���53 ..; � ,C� " 3 .�3����4� ���@.&,C!#" � ,C� .<��� $2�,3�" /
µ = 0.3

% 3�� = �,��!#� !/" !:3����4���@.4" 3�� "
Z ′

0 = −0.35$�,C!/. �&<?8 /:� < � " 3 . !#� !#" !:3 � ��"0" 3 .�)��23��,8 /���< ��3?�<"D� �&%
R(x,t)

$@�(,C&
0 < t < 1.6

8 /&#�< ��3?�<"D� ���=%
R(x,t)

$7��,C&
1.6 < t < 3.1

8�/ ��< � 3 ��" �������=%
R(x,t)

$7�(,C&
t > 3.1

8

� 
�� � �-3
�,c � � 8�� ��� �'�53�.�;�� ,C� "D3�. 3����5� .<����$2��3 " � ; &(��!#" � /
µ = 0.3

%;3 �>=?����!#�@!#" !:3��2�4���7. " 3�� "
Z ′

0 = −0.35
$�,C!/.

0
<?8

/���< �G" 3 .�!#� !#" !:3�����" " 3 .;)��23��,8�/���< � � 3 ��" � ���2%
R(x,t)

$7�(,C&
0 < t < 3

8A/&#�< � � 3 ��" � ��� �@%
R(x,t)

$7��,C&
3 < t < 21

8
/ ��< � �(3?�<"D� ����� �@%

R(x,t)
$7�(,C&

t > 21
8

B#)"
_������
G+����I�
[D��" L ��
G��BN+
�/�I���M
)�# "�����#���#"E� ����]Q+/
IB��*����+��F[D !)"��%�[G
G�����&%I7����/�G�#�^� )-� 7 � +�7/[D�3�����$�D%	� ����%I)"�B�G��32�\�
�"� > �;�/)M��) ���
%ABN+��/�G�6O/
��
��)-��"$"���BN������3 �V�K�F� �#
�
�� > �� D��%�5�+
0��I���"�!
����,%@+
"$)����$+
�K%	���#����+��-�G�#�!
I�
3

�U�Y�!O�)"
G� %I)"� > �/���I�%�!3 	Y�!+�)!%�BN+��/��
I� "W� � > +
"$)"����+�� ��� )-� �)��%2��� O/
����$�!%�
I+
)-"!���/�?%& 	+*%@�&%�%@)D
�)-�-�S 	���/�G� 5
> ����1 > 1��#%I�� ��&3,1#:/: �



< � �� "�B��
I�@�!3�PT7�+�)-"���BN�����G%����,%I)"
@]J�
79� X � > �/"W�/�!7 � ��%A���,%���0-"��

� 
�� � �!3 	¢c � � 8 � � � ���53�. ; � ,C� "D3�.9�<�@" &(� ;?�E, 	0' ,C&4.&% ��� � �<&4.<� �5� �@" !#��,@�<�#���E'9��� " � =>3(,@�467� /
µ = 0.3

%�3�� = ���
!#�@!#" !:3�� �5� �7. "D3 �@"

Z ′
0 = −0.30

< 8 /:� < ��" 3 . !#�@!#" !:3�� �<" " 3 . �<� �5��,C&4. ��,C! '�� �@" � =?&(3B;(,@�<�#�,��'9��� "?/ ���5�467� ;?3 �7. �,�
.��<�7. ;(, "D�E'�$ .@<?8 /�� < � � 3?�<" �����2%

R(x,t)
$@�(,C&

0 < t < 4.75
8�/&#"< � � 3 ��" ���
���@%

R(x,t)
$7��,C&

4.75 < t < 5
8 / ��< �

� 3?�<" �����2%A,C�'�0�'�(,C����������)���!/.<8#8#8

"W� ��(*)"��"���0"
G��3 �V� > +/�B�,"!�K]Q+�
GB��*����+��Y��� )-�^7 � +�7� 	+
)"

R

[\"!�E 	���/�G�
Z ′ 
I�&% �G�&�$�D7 � ���-O����N�3�,�&% �,��O��/"��N5 −µs

3��\�
7 � +-7_%I����
����!% ]Q+/
IBN�_���T��
��W�/�-O
"$�N1 % 3 <R"!��)!�����D40 	+
)"
:"��'��� > ��"�+� " 	��BJ���/�.� > �/�/�:"��'7 � +�7�3

� 
�� � �-3 �:c � � 8 � ��� =?&(3�!#�@.%&(��,C��3�� "A$7��. � .%.=,C&C,C�2� $7�<�@" � �5� �7. "D3 �@" �./
µ = 0.3

%
Z ′

0 = −µ
<?8 /���< � "D3�.%!#�@!#" !:3�� �<"

"D3�.��<� �4�(,C&4. �
Z ′ & ��. "D� �5� �7. " 3��@" 8 /�� < � &(3�! ; !/.5.<�E'��<�@"C;�, "D3�.?; �-=?&(3�!#�7.�&(�(,C�,3��@" .<8 /&#�< ����� �467� � � . " )�� &=' � �<"

�5��' '9���'�5� � .�� ; � $2��3 �5�<&<8�/ ��< � �,��" 3 .0&(�(,C��3 �@"�.<��" &(3��7. )�� &='�� �<� " & !:3 �>=?��� 8

> �;��� > 1��#%I�� ��&3,1#:�:
�



< � �# "����
G�@�-3�PR79+�)-"���BN���/�G%U���'%I)"
I]J��79� X � > ��"!���!7 � �&% �-�'%��/0-"��
� ��� � � ������� ���;� 
	� � � � ��� ��� � � �;� � � 

� � ��
 � � � � � �

�F�&%U�&(
)G�*����+��D%U(*)-���-+
)!%N� > +��!%U��7�
����I�&%V%@+
�/�N��
GH�%UO
���-��
���"$�&%�[!��"�"��4 	��
IBN�3���I���/�6�F� ���I)!������
���)!%G%	� %��$B& -"���BN���/�
79��(*)"� %I�4 D�
%I%I�#�D�/�!%V"$�4����B#0D+
)"
.�I+
)"
G�D�/����3  �/�D%U"���%V��(*)D�*���$+
�!%�1J�!3 ���/4 [ 1 �-3 �/+*4A�3�N1 �-3 ����4

ms
�3�

mI
%I+��/�_"$�&%

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x x

x x

x x

x
x

x
x

x

z

y

Zone fixe

Couche
roulante

V =    eyΩ

��
�� � �!3 �;::c��'�46 �E'�3 ;(, " 3('.-5��,C&%" �(,C& �'3�� "D8
	!)��K���'B��*����H�
G��%� "
G+ > ���D�/����
G��%� 	��7A��� > ��BN���/�U����%��$���I��
@]J�
79��%:%I)" 	��
�����)"
G�_�3�F����]Q��
�����)"
G�'���6"W�N7�+�)!7 � �6BN+�0"��"$�
3
% +�)D
�)-�&�)�/B#0	+
)"
��I+
)"
G�D�/�/�R56"W� > ���I��%G%I� −→ω = Ω−→ey

[
"$�����
% BN+�0D�$"��:�&% �0��"���BN���/�G�F�$�-]Q��
�����)D
I��BJ���/�, D��
T����%�O/
����$�!%
5J"!� > ���I�&%I%I� −→

VI
X

−→
V I = −→r ×−→ω =

−→
V I = ΩZ(x,t)−→ex − xΩ−→ez .

1J�-3 +�+*4
�U��
I��"!�#����+�� 1 �-3 �
� 4T�-+
)!%� 	��
GBN�3�U��� �&73
���
G� X

mI = ρI (
∂Z

∂t
+ uI Z ′ − wI)

1 �-3 +���4
P��T "
G���D�/���

ms = 0
[ −→

F s =
−→
0

[ �3�
mI = ρI (∂Z/∂t + Ω(x + Z Z ′))

[ "���%R�&(
)G�*����+
�!%V1 �-3 ���/49[	1 �-3 �/+*4
�3�#1J�!3 ���/4 %@��
G��%	��
G����O��!���/�:5 X





∂

∂t

∫ h

Z
ρ dz +

∂

∂x

∫ h

Z
ρ u dz = −ρI (

∂Z

∂t
+ Ω(x + Z

∂Z

∂x
))

∂

∂t

∫ h

Z
ρ u dz +

∂

∂x

∫ h

Z
(ρ u2 + τxx) dz = − (µI + Z ′)

(1 + Z ′2)
T

1J�-3 + 	*4

T = g

∫ h

Z
ρ dz + ρI (

∂Z

∂t
+ Ω(x + Z Z ′))Ω (x + Z Z ′)

1 �-3 +��*4

∂

∂x

∫ h

Z
[ρ u (w − Z ′ u) + (τxz − Z ′ τxx)] dz +

∂

∂t

∫ h

Z
ρ (w − Z ′ u) dz

︸ ︷︷ ︸�I��
IBN�&% �F� +/
G��
G� %@)" 	��
�����)D

1J�-3
�*:*4

� > ��7U"���%RB ��BN��%A���9�!�D�B���$+
�!%_1 �-3��#:
4 ��� "���)"
?%RBJ+��-��"!��%��*���$+
�!%R%	��B& -"���% �"���!%T"��_7���%R�-�_79+�)D7 � �VB&�$�D79��[�1Q��� %I)" " 	+ >
%����/���G+�) � +
)"
G%

τnu = 0
4A79+�BNBN�.1J�!3 +�:
4R�3�#1J�!3 + �&4R�-+�)D%�� > +
�!% X

∂h

∂t
+

∂

∂x
[
γ R2

2
] = −Ω(x + Z Z ′), (h(x,t) = Z(x,t) + R(x,t))

1 �-3
� � 4

∂

∂t
[
γ R2

2
] +

∂

∂x
[
γ2 R3

3
+

c g R2

2
] = − (µI + Z ′)

(1 + Z ′2)
[g R + Ω(x + Z Z ′) (

∂Z

∂t
+ Ω(x + Z Z ′)]

1 �-3
�#1
4
P�� )"����"���%��/�/�6"$�&%UB ��BJ�&%V��7 � ��"�"���%_(*)-�= "
I�&79���-��BNBN���/�'79�J(*)"�R
G� > �����/�656 "
G���D��
I�

Ω = Ω/
√

Z0
g

[<�-+�)!%V+
0��I���-+��!%
"$�&%A��(*)D�#����+��!%����"�$BN���D%	��+��-�!����% X

∂h

∂t
+

∂

∂x
[
R2

2
] = −Ω(x + Z Z ′)

1 �-3
�*�*4
> ��� � > 1��#%I�� ��&3,1#:/: �



< � �� "�B��
I�@�!3�PT7�+�)-"���BN�����G%����,%I)"
@]J�
79� X � > �/"W�/�!7 � ��%A���,%���0-"��

� 
�� � �!3 � ��c � � 8 � ��� ���43 ..; � ,C� " 3('.-5��,C& "D��,C& �23 �@"�&(�E' $'�1! � '9� !/" ! � /
µ = 0.3

% 3�� = �,��!#�@!#" !:3����4���@.4" 3�� "
Z ′

0 =
−0.30

<?8�/:� < �;" 3 .%!#�@!#" !:3�� ��" "D3�.0�<� �5��,C&4.<8�/���< �
R(x,t)

$@��� ;?3�� "�,C�2� $ �<& !:� ; � 8+/&#�< �
h

673(,C" �E,C& ; ����� 3���3��,3 �2�467�
��"

Z(x,t)
����&4. �E,@�

R
��. "�'�3
	 ! '93 ��8�/ �+< � ��, 	

R2 3�,6' !#�1!:�E, ; ��� � 3���3���3 �'�56@� 8

∂R

∂t
+

∂

∂x
[
R2

2
+ cR] = −µI + Z ′

1 + Z ′2 [1 +
Ω

R
(x + Z Z ′) (

∂Z

∂t
+ Ω(x + Z Z ′)]

1 �-3
� � 4
�U�4
I��%I+�"�)����$+
�.� )-BN��
���(*)-��� > ��7�"��_%G7 � ��B��21Z"����"���I��)"
:��� 	!)���[��/�-�-� ��� 
:4T7�+��!��)D�B���/)���
G��%I)-"����*�?%,
G��%I)-BN��%0 D�#
 "!�
�!O�)"
G�@�-3 �;1�3

� � � � 
	����� � ��� 
	�
�U+�)!%0� > +
�!%�
G�3��
I+
) > �:"���%T��(*)D�#����+��!% ��79"W��%G%	��(*)-��% � ����%0� > �/"W���!7 � �&% > )-��%R��)6 	+����/� ��� > )-�UO�"�+�0G�/"!������73
�� > �/���

"$�VB&����)��6 	+
%G%	��0-"��U"���%R��(*)D�#����+��!% ���_79+
�!%I��
 > �*���$+��F3  ���!%R)-�-�_�3�I)D���V)!"B�G��
��$��)"
I�
[/��"	�!+�)!%T]J�/)D��
����B���(�.�-��
R���D79+�
G�
"W� �/�D��" L %I�_���M���"�/B&���D�/����79+�BNBN�����:)!�M7���%��#��"�"$��BJ���/�� 	��)���������
)���=�-��
:"���%AO/
����$�!%�3

> �;� � > 1��#%I�� ��&3,1#:�:
�



< � �# "����
G�@�-3�PR79+�)-"���BN���/�G%U���'%I)"
I]J��79� X � > ��"!���!7 � �&% �-�'%��/0-"��

� 
�� � �-3 �;1�c � � 8 � ��� �G�43 . ; � ,C��" 3('.-5��,C& " �(,C& �'3�� "7$7�E, &(��'�$2�1!�/
µ = 0.3

% 3�� = �,��!#� !#" !:3 �A�5� �7. "D3 �@"
Z ′

0 = −0.30
<?8

/���< �A" 3 . !#� !#" !:3 �A�<" " 3 . ��� �4�(,C&4.<8�/�� < �
R(x,t)

$7�<� ;?3�� " ,C�'� $ �<& !:� ; � 8 /&#�< �
h

673(,C" �E,C& ;?� ��� 3 � 3 ��3 �2�467�-�<"
Z(x,t)����&4. �E,@�

R
��. "�'�3
	?!4'93��,8�/ �+< � ��, 	

R2 3(, ' !#�B!:��, ;?�-��� 3 � 3 ��3 �2�467� 8

> ���/+ > 1��#%I�� ��&3,1#:/: �



� ��� � ����� �
��� ���������	
��
� ��� � ���	��� � � �	�
	����

 �/�!%.7�� ��
)� > �#��"A�-+�)!%�� > +��!%&�
��+� ��G�K"W�Y����B���
G7 � �M(*)"�U79+��!%���% �G�M5 �3�G)!���$��
����8B&���"��H�
G�  "
G�9]Q��
G����������"�"$�M"��
BJ+
) > ��BN���/�:�-) 	!)"�����'%I��)-"�%I)"
A)-�-�_]Q+�
GBN�_�-�V]Q+��D� ��+��!�-���
3�P��K)����$"!��%����/�� G�#
A"$�6%I)"���I�6)-�-��
I��"!�#����+��2��B& "�!
���(*)-�
���/��
I�U"��UBN+�) > ��BN����� ��) 	!)"�����U���R"���	!) �.�-�V%@�&����BJ���/�?%�[*�-+�)D%T���H� > +��!%T���&��)"��� "���%TBN+����$�D7��#����+��!%R���U"W�#%@)"
I]J��7��
��)8"!�B�_���,"E� �&79+�)!"$��BJ���/��15� )�8 8 �$OD3 �&493��\+
)��U"��#�"�/�-O
��
U���#79���	�G�4�# D "
I+-7 � �,%	��B& -"!� �D���M
G��%������,�-�����-BJ+/���!%��"���!%�"!�
 	��
������-���!7��'��)87 � +�� � ��)M"!�$���K������
G�6"���	!) �K���6O/
����$�D% �3��"$�'BN+�) > ��BJ���/�U��) 	!)"������3


 �-�@
G� > )-�.1W5J"W� % 
I� > ��
��?4A���&%A]Q+�
GB#)-"!�#����+��!%:�-� 	!)��M���'"W�N(*)D���/�����I�#���'B��*����H�
G��%���
)�/�!%� 	+�
��I����%� D��
:"W� ��7�+�) >
"$��BJ���/�'1Q]J�#���I�6�"���!%R"��_7 � �# "����
G��1�49[*�-+
)!%���7�+��!��)"���:5=����+/ ��I��
R)-�!�U]Q+/
IBN�_%��$B& -"!� �D���_B&����%���%G%@��O.
I�;�/"!��%	�I� X 79���	�I�
����
G�"��H�
G�=�$�!7�"$)��'"���%6����)��% � ���-+
BJH��-��%6%I)"� > �/���G% X 	!)��P��� ��
G+
%��$+
� (*)D�/�!� "��#](
G+#���I��BJ���/�@ D�#
����3����" ��%	�'%@)D D��
�����)D

5 )-�!� > ��"$��)"
J%I��)"��"E[ �3�N)-� ��'	���N�-+�� "�+�7���" > ���D���/�N���K"W� ���-��
������K���&%J%@�&����BJ���/�?%K1Z�3'	���.��
Z�/)S73��%����$"�"���BN�����J�-�
"W� ��7�+�)-"���BN�����:+
)M5J)-�M�3'<�3�U���@ 	�����I�&493

�U+�)!%�� > +��!%��#���!%	��BJ+-����"!��%I�_)-�K��79+
)-"$��BN���/�.1  [-(
)G��%�� > % �)�*���$+
�-�D�#�!
I��[*�3�:"!��B&�$�D����
G��3 �V��
)� > ��
G%R)-�-�'79+
���!O�) >

��#����+�����
IH&% %	��B& -"��$�!���J1 ��% L B& ��G+#����(*)-��BN���/� 4T�3�A"����-����
���%I����[*�-+�)!%�� > +
�!%0�/"�+�
?%T�3�G)!���$�6"$�679+�B& 	+/
	�G��BN���/�A��)2]Q+
�!�
�"�/�!%���
G+���%A7���%:��� ��79+
)-"���BN���/�?% X
c )-�873��%����$"�"$��BN���/�U79+��D% �)�/�/�&[
c )-�873��%����$"�"$��BN���/�U79+�
�
G��%� 	+/�D�"�/�/�:5N7���"�)"�\��� )-�M"!��(*)"�����6](
G�����-��[
c )-�873��%����$"�"$��BN���/�U79+�
�
G��%� 	+/�D�"�/�/�:5N7���"�)"�\��� )-� 	D)"���-�'+
%G73��"$"W�/����3
�U+�)!%A�-+
)!%:%@+
BJBN�&%A���@ -"$)D%����/�G��
G��%G%@�&%��/)�� ����'<��
G���/�?%� G�#
)�/BNH3��
I�&% ���6"E� �&79+
)-"$��BN���/�.�#���!%	�F(*)F� �/)��H D
I+/ "
���� >

�I��%:����%A%I������BN���/�?%0��
����!%	 	+/
	�G��%V1W(*)"�<+
�/�A)-�-���$� 	D)-���!7���
G����"�"��_%@)D
 "W��%	����0"�$"!���I�N1Q+
) "W� �$�D% �)�/0"��"����G�&4R�-)2]Q+��!�!493 
 �-�
�/�D��" L %I�V���'% �)�/0"��"����G�_"����-�����!
I�V�&% �����$�D%	�  "
G+� 	+
%I���N 	+�)"
A)-�-�60D+*%I%I�_%I)"
:%@+
��]Q+��!� ��
G+��"�/0!"$�V"$+/
G%G(*)-�U"E� ��79+
)-"���BN�����
��%	� � ��
GH�% > ��%G(*)-��)�� 
_��� �	 	��) > ��%I(*)-��)�� 
?3

��� ��B& D+/
	�)�/�!7��2���2"!�%
I��"!�#����+��^���/��
I�2"���](
I+��	�I��BN���/�� D�#
��$������"T�3��"���%=�/)���
I�&%M D�#
)�/BNH���
G��%,���2"E� �&79+
)-"$��BN���/���
 -) ����
G�2����BN+�����
G���
3 �F���!%��W[ "�+�
?%I(*)-�."��.](
G+#�	�G��BN��������%	�#���  � �
%@�H� > ��7N"W�M]Q+�
GBN�2��� )-�!�20D+*%I%I��%����I)-���H�/)Y]Q+
�!�
��� )!� ��7�+�)-"���BN���/��[-79�3���I�'����
G�"��H�
G�N
I�&% �G�_% �)�/0"��"!��%I���6(
)!��"�(*)-�6%I+���� "��673��%��#��"$"���BN�����:%@)-0D�W[-79�6(*)"�<�&% �A"��67��
%R"�+�
?%I(*)-�
"W� ��7�+�)-"���BN�����:�&% �U5=��
GH�% ]J���$0!"$�'�-+�B#0"
G�'��� � � L �-+
"��-%'15� )�8F7 � �� F3 ��4 3

�F+/
G%G(*)-�V"��6�-+�B#0"
G�6��� � � L �-+�"��-%:���6"W� ��7�+�)-"���BN�����:�F� ��%	�� D��%���
G+� 2]J�#��0-"���[�"��_](
G+#�	�G��BN�����:��%	�F�/"�+�
?% ��� �/)��)�/���
 -"$)D%����&7���"$�,��) %@+
BJBN���U���'"W�N0	+
%G%@��1 > ��
?%:"W� �/BN+
�/�U���,"W� ��7�+�)-"���BN�����.��)M�-��%G%@)!%?4A(*)-�'"W� > �/"���)D
���)M�!+�B#0"
G�'�-�
� � L �-+
"��-%A�&% ����"�� > �.15� )�8F7 � �� F3 � 4 3

�F�N7�����
G����% L B� "�I+#����(*)-�N���J"W�6� � ��+/
����J���N"!�H��
��� !"$�N7�+�)!7 � �K1ZO�
)�/�!�!%V�-+�B#0"
G��%6��� � � L �-+
"��!%G4U��%	�@�# D -"���(*)-�
5Y"E� ��79+
)-"���BN������3�<R�3�	�G� BJ��� � +��-�% 	��
GBN�3� �-� 7���"�7�)-"���
�"W� %@�� D�#
)�*���$+
� ��� "W� 79+
)!7 � � "!��B����I�P��� "E� �&79+�)-"���BN���/��3
�F���!%	��"E� �&79+�)!"$��BJ���/�� 	��)����3��
G�_���!7�+�
G�V%���B� !"��$�!�_O/
��
79�V5�)-�-��
I��"!�#����+��T�/�D��" L ����(*)-�V"!�W�/�/�:"!�#]Q+�
GBN�_���6"!�J��)-�-�@�/)
](
I+��	�I��BN���/�F G�#
��$�����/"E3
% +�)"
 )-�-�R]Q+�
GBN�R�-+��-�-��� ��� ��)!�-��[ "���% %I+�"�)�����+��D%5��% L B& ��I+�����(
)!��%5���$�D%	�*+�0"�I��� )-��% �-+��-�-���/� )-�-� 0	+��-�-� 7�+��!7�+�
 >

�"�/�!7���� > �&7U"���%A%I+�"�)�����+��D% ����%A��(*)D�#����+��!%A79+�B& -"�H3�G��%A��� �.� > �$��
 > ���I+ ����%,
G��%I+�"�)-�&%0� > ��7V)-�K7�+����6���67��/"�79)-" 1 < � � >��P #S1#:/:�:*4 3
 ��%A������B� !"$�&%A��� � > +
"$)�����+��K���_]Q+��!�K%I+��/��5J79���:�3'<�3�� D
I�&%@���/�I�&%� 	+�)"
:�-��%��I��B& !%:"$+
�-O
%A�"�/�D%A��� > ��
?%�
I��O���BN��%

���,73��%��#��"$"���BN������3 �V�879+
�!% �)�*�G�'(*)-�,���&%���
)�#���!%:���M
�������%�%I+��/�U7�
I���&%A���:]Q)!%��$+
�-�-���������M)-�-�,0	+
%G%@�6)-�"��(*)-�@ G�#
:)!�
�����



< � �# "����
G���-3�PR79+�)-"���BN���/�G%U���'%I)"
I]J��79� X � > ��"!���!7 � �&% �-�'%��/0-"��
 "
I+-79��%G%@)D%:�����_��� �@7�+/��
G%I���"���-O 
?3 �V�8BN+�����
G�,���M !"$)!%V(*)-�,"$�,"!���U�&% �F�G+�) � +
)"
?%����!% �)�/0-"��M 	+�)"
V���M 	�������G%U�-+�B#0D
I�&%
��� +
�!���&%'1QO/
����!����% ](
I�&(
)!���!79�&%G493

<R�� "
G+�79�&%I%I)!%'����7�+/�#
?%I���"���-OY1QB#)"
���%I%I��BN�����?46��%	�@�G��"R(
)!�."!�M"�+��-O
)-��)"
#��� +
�!���.B�� ����B#)-B +�0	���B�#5M)-�-��"�+��
���@� L  	�M -)"��%I%��/�!7��,��)E�I��B& !%�3 �V�MBN+�����
G�,���,B ��BN�#(*)-�'"W�N"�+��-O
)-��)"
U��� +��!���,��%	��)!�-�']Q+��!73����+��87�
I+/��%G%��/�/�G�6�-)
79+ �E�.7��$���/�J���T 	�����I� �3�N��� "!�2�)�#��"$"�� ���&%#O�
)�#���!%21Q"W� "�+��A���H -)D��%G%����!79�2��%	�= -"�)!%#]J�#��0-"�� (*)-� 7���"�"$� +�0��G���*)-�T D�#

� +�)!%G%I���/)��2�3�U79+
"$"E3 � �;1�: 
Q4 3 % �#
U79+�����
G�_��"$"��'� > +�"�)-�6���E
��� " 	+�
����$� > ��
?%@�'��) ���/) � ���,73��%��#��"$"���BN���/��3

�V)D���/���/)&�G��B& !% ����]Q+�
GB��*����+�������% % ��
I)!73�I)"
G��%�[���"D� > +
"$)!������)-�-�U"�+/�D���F� L  	�. -)"��%G%����!79�
4/3

���U"W�'"�+��!O�)-��)D

��� +
�!���
[�B��#��%:����B&�$� )-�,(*)D���!� "$�,73��%��#��"$"���BN�����:+�)K"�� 	!)��K���,%@�&���$BN���/�G%F��)-O�BN�����I�
3

�U�N7�+ � ��
I���!79�6���'�-+*%�
I�&%@)-"��)�*�G%A��%	�U����BN+�����
G���'�"���!%A"��� D��
���O�
��# � ���A��3 ��3 �#�3�U�"���!%A"E� ���-�-� � ��P�3 ���!%V"��J7���%V+�� "��J73��%��#��"$"���BN���/�_��%	�67�+��!%	�����/�&[	"W� +�
?��
G������O/
����!����)D
V�-) B�� ����B#)-B ���J"!�2"�+��-O
)-��)D
_��� +��!���J��%	�
��%G%@��OV7�+�
�
I�&7A��3�� "�%I)��&�:���67�+��/��
��
"$��
R"���%� D�#
)�/BNH���
G��%R(*)-�6%@+
�/���/"�+�
?%T"��_%I��)D�$"���)M79+ �E�.7��$���/�:��� � � ����"��-%� D+
)"
 )!�
]Q+��!�E -"W�#�U�3�U"E� �/�-O
"$�#���M
G�� 	+
%,1Z+��8�-+��I��
)�.(*)F� ���%�/)-O
BN���/�)�/�/�U)-�% 	��)8"��#79+�����73�����/�V�-� � � ����"��-%. 	+�)"
U)-�M]Q+
�!�
 -"!�#� �3�A��� ����B&�$� )D�/�/�A)-�T 	��)2"E� ���-O�"��V���N
G�� 	+*%�[
�-+
)!%0 	+�)"
�
���+��D%�+�0��G���"�!
 ���"��73�I��BN���/� "!� > ��"$��)"
R+�0��G��� )-� 
 �3�)�*�
�3�U79+
"$"E3 � 1���
 � 1�� 
 �"���!%:7���%AB ��BJ�&%:7�+��!�"�B���$+
�!%G493
��+
%�
I�&%@)-"��)�*�G%0 	+
)"
 "$�N����)��2��� ��B& -"��$�D7��*����+�� �-��%� 	��
��I)"
G0D�*���$+
�!%T�&% �A"�)"�K�/)!%G%��	��� ��7�7�+�
?��� > ��7V79��"$)D�<+�0��G���*)T D�#


R�����#�V�3�679+�"�"E3 � 1
��
 � 1 � 
X3K<R�&%V����
G�"����
?%�+����V��� �3'<�3�_+�0D%@��
 > �#�"�/�D%U"$��)"
G%U���I)!���&%V(*)-��"W� �/B& -"!� �	7��*���$+
�%��)-O�BN�����I�
� > �&76"��#7���%��#��"�"$��BJ���/�&3��U+�)!%N� > +
�!%�(*)D�/���V5.�!+�)!%F !) (*)D���/��� �!��
V79���	�I�=��)-O�BN���/���#����+�� X "$�M����)��8��� ��B& -"��$�D7��*����+��
����%�
�������%���)-O�BN���/�I�'7�+�BNBN�6)-�E -)"��%I%��/�D79�'79)-0"��(*)-�,��)T�)�/)��K���,73��%�����"$"���BN������3
�������-BN+����!% �-+#��
I���/�D��" L %I�_15� )�8�
I��"!�#����+��K1(PU3 � ��4I45 "
G� > +/�B��(
)!�A"$�:B&� ���$B#)-B �/)!O�BN�����I�:79+�BNBN�A"E� ��� > ��
G%I�A��)����/) �
���:73��%��#��"$"���BN������3/<R�:(*)"�-��%	��79+
�/��
)�#�!
G���/)���7�+��!7�"$)!%���+��!% ���&%��/)��G��)"
?%R "
G��7��������/�?% (*)"�-��%	����BN���/�T(*)-�:79�AB�� ����B#)-B
��%	�����!���� 	���!�"���/�U��)873��%��#��"$"���BN������3
 �/�!%�"��#7���%U��� )!� 7���%��#��"$"���BN���/�V79+/
�
G��%� 	+��!�"�/����5.)-�8�&79+�)!"$��BJ���/�U+*%I7��$"�"W�/�/�&[-�!+�)!%�+
0��I���!+��!%���O��/"���BN�����U���&%


I�&%@)-"����#�G%U��� ��7�7�+�
?�^1 > �W��)!� "$��O���
N
G��� � )!%	�I��BN���/�6���&%N D�#
)�/BNH���
G��%��G��"�%_(*)-��"$�J7�+ ����73�������6���?� � ����"��-%N 	+
)"
V)!�
]Q+��!�  -"W�*������"E� ���-O�"��'���@
G�� 	+*%G4�� > ��767���)�� +
0��I���*)!%� G�#
 � +
)!%G%@�;�/)��2�3�N�/"E3 � � ��� 
E3 �F�'B�� ���$B#)!BC���'"W�J"�+
�-O�)-��)"

��� +
�!��� ��)-O�BN�����I� � > ��7�"��K���W�/BNH���
G� ���&%�O�
)�#���!%�[\"E� �� D����%I��)"
N���K���K"!�P79+
)!7 � � �-�6���G+ ����%J���K"W� ��7�+�)-"���BN�����J�3�
"W� �$� > ��
?%@�N���N"W� > ��%I7�+
%��B�G�J���N"E� ��79+
)-"���BN���/�&3G�F�&%� -)D��%G%����!79�&%N1(�
)�8��A� 3
� 3���4V���N"W�K73
G+���%I%��/�!7�����) B�� ����B#)-B �-�N"!�
"$+
�-O�)-��)"
:�F� +
�!���'%I+�����79�� 	���!�"���/��"$��O�H�
I��BJ���/�� -"�)!%:��"�� > ���&%:�"�/�!%:�-+#��
I�'7��
%�3
�F��% �&7��#
��?% 79+��D% �)�*�I�&%0 	��) > ���/���3��
I�_�-�;�/�-BN+����!% ���� -"!��(
)!��%� D�#
A"$�_]J�#���:(*)-�_�-+���
G�����D�/" L %@�N��B� 	+*%@�6��H�%A"$�'���� D��
	�
(
)!�6"���%A+
�!���&%��#�����/�U����%:��7 � ��"�"���%� !"$)!%:O/
����!����%A(*)-�'"W� ��7 � ��"�"�� > ��%I(*)-��)!%@�
3

P����D�S 	+�)"
N
G����)"�!
G�,"��#�-+
B#0"
I�����= D�#
)�/BNH3��
I�&%,1W%@��)"�$" ���#](
I+��	�G��BN������[	"�+��-O
)-��)"
_����%��*�G)"
��#����+��F[D7�+ ����7��$���/�
���N 	�����I� 4R(
)D�<79+
�/��
��
"$���/�R"��_% L % �GH�BN�V��79+
)-"$��BN���/���&]Q+
�!��[*�-+
)!%R�-+�)!% %I+�BNBN��%0�$���I��
I�&%I%I��%R5#)-�-� �@�-)-�-��
VBJ+-��H�"�� X
)-�-��0	+*%I%I�=�/) > ���&%I%I)!%V��� )-� %@+
" �-+
� ��
G+��"�/0-"���[	%I+�)-B&��%@�J52)-�P73��%��#��"$"���BN�����679+
�!% �)�/���V+�7�7���%���+��-�-�4 D�#
_)-� �&79+�) >"$��BJ���/� > ��%I(*)-��)�� 1Z5.�-+�B#0"
G�,��� � � L �-+�"��-%:��"$� > �&4 3 
 �!�'"�+�� %	��B& -"��$�!���'����"!���-������
G�@� > ��76)-�M��'	���V���#%@��)"�$"R1( 	+
)"

"$��](
I+��	�I��BN���/� 4U�3�6)-�P�3'<�3�'���N%��*�I)D
��#����+��8�&% �6��B& -"�+ L ���= 	+�)"
�
I��"�����
_"$� 	!)�� ���N%@�&����BJ���/�?%���) 7���%��#��"�"$��BN���/�6�-�
"W� ��7�+�)-"���BN������3
 ��%,� ����B& -"���%#���2���� -"W��79��BJ���/�?%#��� �I��)-�-�&% 
�%I+��/�4 "
G��%I�����I�&%�3���+
)!%,+�0��G���-+��D%M��"$+/
G%')-�  "
G+�0-"�H�BN��7�+�)" -"��

�/)��G+ > %	��B&�$"W�#�!
I�
[� D
I� > + L ���/� (*)-�V"W� > �B�G��%G%@�_���_"W����)-�-�_��%	�� D
I+/ 	+�
�����+��-�-��"$"��U5
m−1/4 [�%	�

m
�&% �A"!�#B��
%I%I�.���"�����W�/"��

���A"!�6��)-�!��3?�F��% 7���"�7�)-"�%R���!����(
)!���/�T(*)-�A"W�_��)-�!�:����%	 G�#
)���W� %��-%��VB&�
%I%I�����"�B���!��"$�A�&% �Q��
I+/ = 	�3���B�G��[/+�)N%	��"W�V"�+
�-O�)-��)"

���'%��*�G)"
)�*����+�� �&% ����
G+� KO�
)�/�!���
[ +
) ���!79+/
I�'%	�F"$�,%@��)"��"F���6](
G+#���I��BN���/����%	����
I+/ T 	��������3
��� � > �/�/�)�/O
�2����%�
G��%I)-"B�)�*�?%#+
0��I���*)!%J��%	�.(
)\� � > ��72)-� %@��)-"� D�#
)�/BNH3��
I�P1Z"!�P"$+
�-O�)-��)"
J�-�K%��*�G)"
)�*����+�� +
) "$�M%@��)"��"
���JB&��%I�J���PBJ+
) > ��BN���/�'����%_O/
����$�!%?4 [	+
�S 	��)��M�/"�+�
?%.
I��"�����
6���&%679+��-�!O�)"
)�*���$+
�!%��!�D�/"���%6���M1( D%@��)!��+*4V��)!�-��%6�-�
���#��"�"$�&% �"�B'<��
G�����I��%�[ �3� 7���[ %I+�)D% ����% 79+��D���B���$+
�!% ���A7���%��#��"$"���BN���/� ����'	��
I���/�I�&%A1W5N D�#
����!
 ���0��
����!% ]Q+/
IB��#����+��!% ��� �/)"�I+ >
%	��B&�$"W�#
����I�&493 �&%F
I�&%@)-"����#�G%F��%G%@��O�������������(*)-��%U���M
I��"!�#����+��D%��/)��G+ > %	��B&�$"W�#�!
G��% ���/��
G�'"W�NB���%G%@�'�3�U"W�N"�+��-O
)-��)"
U���#%��#�I)"
)�*���$+
�K�-�
��)-�-��% 
���
 � � ���-��%�+����R���I�V+�0"�I��� )!%0 D�#
 ��
G+ L �3�A79+
"$"E3 � 	/1 
<���2)�����"W�/�/�A)-�2BJ+-��H�"��V%��$B& -"!�$�!�J1 ��
G+ L �3�A7�+�"�"W3 � 	/� 
Q4 3
��+�)D%=
��� " 	��"�+��!%�(*)-� "�� BN+���H�"$�K%��$B& -"!�$�!�K��� ��
I+ L �3�N7�+�"�"E3 � 	���
�� �3�G� �����/0!"��:�"�/�!%�"��K7��
%��F� )-�S��7�+�)-"���BN�����
�I)"
G0-)-"�������[!�3�U79+�
�
G��%� 	+��!�H��)��6��
)�/�D%	 	+/
	�?%R��+�"!�$���K�-�'��)!�-��%�3
��+#��
I� BN+���H�"$� �&% ��
I�;�/"!��%I�0 	+�)"
 "$�&% 79+
�!��������+��!% � �� 	��
���BN�������/"���%A1=]Q+
�!����
G+��"�/0-"�� %@+
)!% )-���&79+�)!"$��BJ���/� "W�/B&���D�#�!
G�&4 3
��� � > �/�/�)�/O
�U�-��% BN+���H�"$�&% %��$B& -"!�$�!��%�
G��%������_�"���!% "W� +�0��G��������+��K����%A���� "
G��%G%	��+��!%0���D�/" L ����(*)-��% ���&%A����'	��
I���/�G%� D�#
)� >BJH���
G��%_�"���!%V"$�4��
����!%� 	+�
��V���&%_��)-�-�&%�[  	��
GBN�3�	�)�/�����/)!%G%�� ���N79+�B& "
G���!�"
I��(*)D�/"!�����*��� > ��BN���/�_)!� O�
)�/�D�M�-+
B#0"
I�
���� G�#
)�/BNH3��
I�&%R�������6]Q+/
IBN�'���,��)-�-�&%�3 �/�!%R"W�M 	��
G%� 	��73��� > �V���.�I���"�!
A79+�B& ��G�_����%0 � ���-+
BJH��-��% ��� � > �/"W�/�!7 � �&%T(*)"�<%I�V���&79"����!7 � ����� "�+�
?%G(
)!��"W�M 	�����I�
����%#��)-�-�&%#��� > �������4�$B& 	+�
������/�G��[F�-+
)!%'��� > ��%��/O
��+
�!%6��� )����$"!��%@��
,)-�!��"$+/�T���279+
�!%I��
 > �*���$+��Y��)Y]Q+��!�Y)����$"!��%����/�#"$�&%
�-+#�)�*����+��D%	
F< � P 1J�� " "
G+�7 � �6���� -"�+�
G���� G�#
��U�/�!O�"�+���% ��� � �/"W�/�!7�� � 		� 
Q493 <V� �&% �. 	+�)"
?(*)-+��F�D�/�!%��D�/�!%:"��,7 � �� "�B��
I�

> ��� 	 > 1��#%I�� ��&3,1#:/: �



< � �� "�B��
I���!3�PT7�+�)-"���BN�����G%����,%I)"
@]J�
79� X � > �/"W�/�!7 � ��%A���,%���0-"��
�-[ �!+�)!%= D
I�&%@�����I+
�!%#)!�-�M79+��-�!O�)"
)�*���$+
� ���KB&�$"!����) 79+
�/����� )  	+�)D
J"$�&%�� > �/"W�/�D7 � �&%�3�<R�3���I�M7�+����!O
)"
��#����+�� � �3�G�
79+�B& D��
I���V]J� > +/
���0-"���BN�������/) �2BN+���H�"$�&%:��� � > �/"W�/�D7 � �&% ������% �)�/�/�&[����M�-+�)!%�
I�&% ��
I���$O
�D�/�����/)�� �*L  	+�� � H&%@�&%:(*)"�F"$�&%
+��/�����-O
���!�"
I����%�3�P����!�\[D 	+�)"
�%I��
��� " "
G+�7 � ��
A���,7��
%�
I����"�%�[���"<]J��)!��
)�#���:�3�G)!������
U����%:��79+
)-"���BN�����G%��G)"
G0-)-"����/�?%�3

> �;�	� > 1��#%I�� ��&3,1#:�:
�





� ��� 
�������� ��� �����

� � �





�

� ����� �	�
����� ��� � ��� ��� � ����� �
� �

�U+�)!%��
��+��	�G+��!% �
�/�!% "���%��
�I+���% 7��
%�[ "$�&%�� L �	+����-H&%@�&% 7�+�BNB#)-�-�&% ��� )!���&79+�)!"$��BJ����� "��/B����������G��[&�����G��"����
� > ��BJ�����
> ��%G(
)!��)��P1Q"��_�!+�B#0
�G�6��� � � L �-+
"��-%A��%��AO����/�D��[��G+�)	�:��� O����G���/��� )!���G��O��$BN�_"���B��$�������G���	+
)
�A"W� ��7�+�)-"���BN�����?4937���
79+�)D7
�-�_"��$B����I�6��%��A��� �&(*)
�$"���0
�I�6��� ���I�&%I%��$+
�!� > ��7U"��J79+�)D7
�-�6����	D)
���-�"��) ���&%I%I)!%�[ 7��6(*)
�<�&%#� > �����$� > ����� "E� ���
����%
��������+��M���'"��&�G)
�G0-)-"����!7���3
'R+�BNBN�M79+
�!�	������+��!%��/) � "���B��(�G��%N"$+��$�S���)��BN+����N���*�/) ���&%I%I)!%N���K"��P0D+*%I%I��[ "�� %I+�"�)	����+�� �
�/�!%J"�� 79+�)!7��-�

"���B��(�G��%I)
�V)-�8]Q+��!�+�!"����V��%��_79+��!%��������G���21Q+
� %I)
�
�	+*%@�,�
�.(*)-�#"�+���� ���#"���0D+*%I%I�,"E� �&79+�)!"$��BJ�����_���#0��
%@�#�F� �&%#� ����%
�	�����I)
�G0	�&4 3 ��+
)!%��-�G)!�	��+��!%�"���%��&79+
)-"$��BN�����?%U%@)�� > �/���?%/.!)-�8�&79+�)!"$��BJ�����V��� 	!)
�����,]0�G�����-�1�2���U%I+��M]Q+��!�MBN��)-0-"���[
)-�2��7�+�)-"���BN�����A����	!)
�����V+*%I7��$"�"��/��� �-� )!�2��7�+�)-"���BN���3�A��� 	D)
���-� � L �/�3�R)-� 7���%
����"�"$��BJ����� )-�
�$]Q+��GBN�_%@)�� %I+��.]Q+
�!��3
4 � �-��O
"���O��5�/���_"���%V]Q+��?79�&% > +�"�)-B���(*)-�&%�[<"$�&%V�&(*)����
�$+
�!%_��� �6� > �$�,��c!�3�I+ ����%V%@�7�I�&��)
��%@�����'5 7���"�"$�&%_��� % �
���!�8�I"

�$�!%��
������+��-�2�����I�9.
∂u∗

∂x∗
+

∂v∗

∂y∗
= 0, p∗ = P∞(x∗)

1 �,3 �&4

d u∗

d t∗
= −1

ρ

∂P∞
∂x∗

+ ν
∂2u∗

∂y∗2
.

1 �,3;:�4

% �IH&%V��) ]Q+
�!� 1
y∗ = 0

��� �	+�)
�6�G+�)	�G� > �/"���)
�_���
x∗

49[	"�� > �(�G��%G%@�#�&%#�_�*)!"$"��
u∗ = 0

[ 1<���	�!���I���!79�&��)8]Q+��!�!49[	"�+����
�/)M����%G%I)!%:��)K]Q+��!�Y1

y∗ → +∞ 4
u∗ =



∞

[-"E� �&(
)2������+��D%61 �,3;:�4A%I�"�I�&��)
����5=.
d


∞

d t∗
= −1

ρ

∂P∞
∂x∗

.
1 �,3 >
4



∞

[-"$�&%:7�+��!�	������+��D%?�$�
���
����"$�&%A�-�6��)��2"��$B����I�&%:���
x∗

%@+
�����-�-�I�,�IB����-���&%?�����:7����
(
)!��� L �	�,��� �&79+
)-"$��BJ�����&3

@ �BA+�
� � F � �DC 	 � �
� � F ����� � � � � � 	 � � � ��� � �

% +�)
�6)-� 	D)
���-�N%��
���
��+��-�������G��[<��+��3�6"�� > ���I�&%I%I��"�+����P�-�J"��������I+�� ��)P]Q+��!��[ 

∞

�&%#�6)-��� ]Q+��IBN�J�-�,79+��D%#���/���G��[
"$�&%A��(*)�������+��!%'1 �#3 � 4pc�1 �#3 >*4 %I�"�G��%����G����O��-�����:5=.

∂u∗

∂x∗
+

∂v∗

∂y∗
= 0, p∗ = P∞(x∗) =

' %��I� 1 �,3 �*4

u∗
∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗
= −ν

∂2u∗

∂y∗2
.

1 �,3���4
� > �&7_"��.7�+��!�	������+��E�/)��K"���B��(�G��%

u∗(y∗ = 0) = v∗(y∗ = 0) = 0 u∗(y∗ = ∞) =


∞

3 ���.%I+�"�)	�
�$+
�F�.�-�I�,���I)!�	�����
����� 
 "���%��$)!%T��� � ��G 	.1H'R+�)!%��I�,� � � �
� 
$� �JI
	
4 ���K���������/�3� ��) 79+��!%��
����.��	+�)��R)-�-� �/0!%G7-��%G%@�

x∗
��+
�-�-���V"��#%I+�"�)	�
�$+
�

����"W� ��7�+�)-"���BN���3�T�-��7�+�)!7��-�:"��$B����I��1 �,3 � 4pc<1 �,3���49[��F� ��%#��]Q+
�!7L�
�$+
�.(*)-�U���
y∗/δ

[
%��-"E� ��������%G%@��)
������"��'79+
)!7��-�:"��$B����I�
� ��>



' �2���
�����G� �,3"� +
"$)
����+��!%:�-�'7�+�)!7��-�6"��$B����I�
��%��

δ
3 �F��%#���-������"�%,%I+��3�#�
���!%"�G+�)!%,"���%,"�� > �G��%,%@)��,"��879+
)!7��-�."��$B����I�
3 
 "���%��$)D% �8+�0	�G���*)^)-�!�2%@+
"$)
����+��^��) � L �	�

u∗(x∗,y∗) =


∞ g(z∗)

[�� > �&7
z∗ = y∗/

√ 

∞/ν x∗

3 ���8]Q+��!7-����+�� �	���I�K�����
�I+��!"
g

[ �F� �
��BN�-�7����%���� ���	�
�G��%G%���+��
�/����" L ����(*)-�2B*����%�[ %@��)-"$��BN�����J)!�S��� > ��"�+��
�	��BN���3����� %I���
���K��%G%@) ��� "E� ��(*)����
�$+
� �	���<���G���3������"�"$�Y10�����/�D% ]Q+��IB*���
�$+
�
����%:��(*)����
��+��!%'1 �#3 � 4pc<1 �,3���4I4A��� 
R"���%���)!%?� > ��7

g = F ′(z∗)
.

2F ′′′ + F F ′′ = 0
1 �,3 �
4

� > �&7V"���%�79+
�!�	������+��!%=��)��2"���B7���I�&%
F (0) = F ′(0) = 0

���
F (∞) = 1.

1 �#3;I�4

% +�)�� � > +����
F (∞) = 1

[ 
 "���%��$)!%��K�	+
%I�
F ′′(0) = 0,332

3 % +
)
�_7�����(*)-�D�	+*%�������+��
x∗

��+��!�-��[	"$� > +���%��$����O��#����"��
�����G+��

y∗ = 0
��%�� ��)!%G%���+�0
�I��� ) �����

z∗ = y∗/
√ 


∞/ν x∗
[!���,%@+����G�6(*)F� �/) > +���%��$����O��6���6"��7�����I+���.

u∗(x∗,y∗) ' 0.332


∞

y∗

δ(x∗)
, δ(x∗) =

√
ν x∗


∞

1 �,3 	
4

@ �BA+� � � F � �DC 	 � 
 � � 	 � � � � � � � ��� ��� 
 � � 	 � � 	 � � � � �
���.79+
���!O
)
�
������+����	��)	�V%@�,���&7-�
���G�'���'"��NB*�/�
��H��G�'%I)
� > �/�3�I�9.
�	+�)
�U���&%?�I��B��!%#1

t∗ < 0
4 [!"$� 	!)
�����,��%��6�/�
��BN�

��� )!�-� > �(�G��%G%@�
u(y∗,t∗ = O) =



∞

)-�
�$]Q+��GBN��3 � �������
���.��� )-� �G��B��!%����
�������/",1
t∗ = 0

49[ "��KBN+
) > ��BN���3�.��%��
0
�I)D%I(*)-��BJ�����������G�-�G��3 % +�)
�

t∗ > 0
[ "$�&%��������
��7�)-"���% ��� 	!)������A(*)
�	���	�!H��G����� 5U"�� �2���G+�� > +
��� %�� ����� �-�G���\0
�G)	���/"���BN�����

�-�#"���%#79+
)!7��-��%,�-� 	!)
����� > +
���D�
��"$�����
���1�����'] �I+����G��BN���3��%I)!7�7���%G%��$]:%@)��,"���%#79+
)!7
�!��% ����]Q���
����)
�G��%�3���� > �(�G��%G%@���-�
"W� ��7�+�)-"���BN���3�.��%��.7,�/"�79)-"���� �	+
)
�N"���%7�I��B��!% 1

t∗ > 0
4 3 'R+�B��	�I� �G���*) �-�M"�� 7�+��!�
�(�
�$+
� �$���(�
����"$�
[�1 �#3 >*4J��+��!�-�

∂p∗/∂x∗ = 0
3"� )
�
�	+
%
�/�3��(*)-�'"W� ��7�+�)-"���BN���3�:�&%#��)-�
���	���I��7-����+��-�!��"E[��-+
)!%=� > +��!%:57�I�&%@+
)!�	�G�9.

∂u∗

∂t∗
= ν

∂2u∗

∂y∗2
1 �,3 �
4

(
)����&%#��)-�-�'��(*)�������+��M���,�	���<)!%��$+
�F� > ��7_"$�&%:7�+��!�	������+��D%/.
u∗(y∗,t∗ < 0) =



∞

�-�
u∗(0,t∗ ≥ 0) = 0

���N%@+
"$)
����+��K��%���.

u∗ =


∞ Erf(

y∗

2
√

ν t∗
),

1 �,3 �,G*4

Erf
�-���/�3����� ]=+
�!7L�
�$+
� 4 �
�I��)
�\���9�!���$�9�����F"E� ���3�I��O��
��"$� �-� "��:�	��%#�
����0-)	�
�$+
�6O���)!%I%������-�-�

Erf(y) = 2/
√

π
∫ y
0 e−x2

dx
3

��) > +���%��$����O��_�-�6"��7�����G+��E[ "��N%I+�"�)	����+��Y1 �#3 �5G
4A%�� ��7�������.

u∗ =



∞ y∗√
π ν t∗

−


∞ y∗3

12(
√

π (ν t∗)3/2)
+ · · · . 1 �,3 � � 4

��� ��������%G%@��)
�:���'"��N7�+�)!7��-�6"��$B����I�,5N7����
(
)!���G��B��!%
t∗ > 0

�&%#�U���6"E� +��?�	�G�_�-�9.

δ(t∗) '
√

π ν t∗

@ �BA+��� � F � �DC 	 � 
 � � 	 � � � � � � � � �
����� F � � F 	 � ����� 	 � �1C 	 � � � � � � � 	 � � �
��� ��7�+�)-"���BN�����K��%#�K+
0	�I���*) ����� )-��	!)������ +
%G7-��"$"��/�3� 5 )-�-� ] �I�&(*)-���!7��

f = ω/2 π
3���� > ���I��%G%I� "$+��$� �-� "��

�����G+��
(y∗ = ∞)

[��8)-�-�!�/B��-"����I)!���
A

�-�#)-�-�K�!)-"�%
���
��+��
ω

3;�\��%,��(*)����
��+��!%�1 �#3 � 4pc�1 �#3 >*46�-)Y]B������(
)!� 

∞ =


0 cos(ω t∗)
[ 


0 = Aω = 2Aπ f
%�� ��7���� > ���3�:�
���!%A"��N�	���I�&7L�
�$+
�K���'"E� +*%I7��$"�"�������+�� .

∂u∗

∂t∗
= − 


0 ω sin(ω t∗) + ν
∂2u∗

∂y∗2
,

1 �,3 �5:
4
� > �&7V"��N79+
�!�	������+��M5J"��7�����G+��

u∗(y∗ = 0) = 0
3

���N%@+
"$)
����+��K��%���.

u =



0 [cos(ω t∗) − e−
√

ω
2 ν

y∗

cos(ω t∗ −
√

ω

2 ν
y∗)],

1 �,3 �,>*4
% � � �D% :3I#%I���	�&3 :�G�G �



' �����
�(�
�I� �#3"� +�"�)	�
�$+
�!%:���,79+
)!7
�!�6"���B��(�G�
�F�'�-� > ��"�+����D��BN���������8%@�,������%'1 �	+
)
�

y∗
�	�-�
�(� 4A�-�'79�����G�,%@+
"$)	�
�$+
�K�-+��-�-�9.

u =



0

√
ω

ν

cos(ω t∗) − sin(ω t∗)√
2

y∗ + O(y∗2)
1 �,3 � � 4

��� ��������%G%@��)
�:���'"��N7�+�)!7��-�6"��$B����I�'�&%#�U���'"W� +��?�	�G�6���9.

δ '
√

ν

ω

δ
δ
δ

� 
�� � �#3 �Oc � &(�*)�� ; �%� !#" � .4.<� ;?3 �7.���39�5��,@�56@�%�1!4' !#"D��3�,��4�(,C&4.C;(, "D�E' $2.<82� =>3(,@�467� ��,C� �4�5�(,C�,��'9�<�@"!)4&(�<!#� � $@3�&
.�3%$73 & � ! ;(, )�����; 8�� ;�&(��!#" � � ,C� �4�5��,C����'9�<�@"���.��<!#�#�,3��@" � ,C�'�A)4&�� ��,@�<�2�4� �5� �7. "D3 �@" � 8

% ���
�1% :3I#%I���	�&3 :�G�G
�





�

� ��� ��� 
�� � ��� ���	��� ����� � � �

���
	 �
� ����������� ������� �����
'R� %I7��-��B*���&%#� 79��"$)��*)	����"���%I� �	+�)
� "�� �G��%I+�"�)	�
�$+
�'�*)-BN���
��(
)!�R���&%\�&(*)����
�$+
�!% �����	��������% � �����/�3���	+�)
� "E� � > +�"�)	�
�$+
�

��)K]=+
�!�K�-��"$�&%=� > ��"����!7
�!��%�3
'R�K%I7��-��B�� ��%��*���
���	�I� �/)�� ��(*)����
�$+
�!%J���!� L �	��� L �	�,�I0	+
"���(*)-��3 �-+�)D%��-�
��0-"���%G%@+
�!%#"��K7��-��B*�P%I)
�J"�� 02��%I� ���&%
��(*)����
�$+
�!%:����% � > �/"��/�!7��-��%A(*)-�6�!+�)!%?�����
�	��"$+
�!%A%I+�)!%A"���]Q+��GBJ�'7�+��!%I��� > ����� > ��3� ��%:��(*)����
�$+
�!%'1 �-3 �3:�4T���#1 �-3 ��>*4R%�� ��7-�
� > ������%I+�)!% ]Q+��GBN�'79+��D%@�,� > ����� > �

∂f

∂t
+

∂

∂x
[F (f)] = G

1 
V3 �&4

� > �&7
f =

(
h
R

)
F (f) =




R2

2
R2

2
+ cR + τν


 G =




0

−µI + Z ′

1 + Z ′2




�V�E�G��B*���?(*)-�,(*)-�#"���% L %#�GH�BN�#��%���� L �	�,�I0	+
"���(*)-�,���V�-+
� "����-�5�����I�21 �I�,�IBN��%_����7�+�� > ��7L�
�$+
�D4 3"� " > �2%
�/�!%V�	���I�
(
)\� ��"-]B��)	�R%�� �����G���!�	�G��5,����%T7��-+�7�%��
���!% "���%���+��-�&%����:]Q+����?% O��
�
�	�$�����?% +
).���U�
��%G79+
�������*)��(�G��3 �U).]B�����TB
!#"QBN�U��� � 5
���6"��N79+
�!�	������+�� ���
�������/"��.1B�	�����G�'���M����B���%X7��I���-�,��)D4 �$"�]B�/)
�U%�� �����I���D�	�I�'��+
�!765N���&%?�
�!���-+
BJH��-��%����,7
�-+�7�%�3

�V�M)	�
�$"���%I�,)-�8%G7��-��B*�N"���B��(�G��)
�V��� 	!)���[D5 > ���
��������+��!�G+����/"��'�-��7-�G+���%G%��/�3�I�.1 � � �_4,1%$ � ���'& �-�($ �J:�:'&=4ABN+��	�$�!�
[
%@��B7��%H�$B��-"���7��(�G��1%$ ���)&Q4A��� +��?�	�G�

1
�����G��B��!%:���U��� +��G�
�I�

2
���M��%�����7��N1 > +��������-�-� ��� �&493

* +�)
�A7����
(
)!�V7�+�B��	+
%
�/�3�I�U�-+��
�����
fn
j = f(j ∆x,n∆ t)

[
∆j+ 1

2

f = fj+1 − fj
�-�

λ = ∆ t
∆ x

[*+
���#"$�6%I7��-��B��

fn+1
j = fn

j − λ [Fn
j+ 1

2

− Fn
j− 1

2

] + ∆ tGn+1
j

1 
_3 :
4
�V�

F
��%��:"���	!) � �*)-BN�,����(*)-�'�����!�
�/�����

Fn
j+ 1

2

=
1

2
[fn

j+1 + fn
j ] − 1

2
Ψ(Cn

j+ 1

2

)∆j+ 1

2

fn (1 − Ln
j+ 1

2

)
1 
_3 >*4

�-�

Fn
j− 1

2

=
1

2
[fn

j + fn
j−1] −

1

2
Ψ(Cn

j− 1

2

)∆j− 1

2

fn (1 − Ln
j− 1

2

)
1 
_3 + 4

Cn
j+ 1

2

=





Fn
j+1 − Fn

j

fn
j+1 − fn

j

si fn
j+1 6= fn

j

D(fn
j ) si fn

j+1 = fn
j

� > �&7
D(f) =

d

df
F (f)

�,+8I



' �2���
�����G� 
V3 ��7��-��B*�
%A�*)-BN���
��(*)-��% � � �

Ψ(z) =





|z| si |z| ≥ ε
z2 + ε2

2 ε
si |z| < ε

� > �&7
ε

)-�F�	�-����� �G����" �	+
%��(�
� ] 3 4 �M�-+����/���

rn−
j+ 1

2

=
∆j− 1

2

fn

∆j+ 1

2

fn

rn+
j+ 1

2

=
∆j+ 3

2

fn

∆j+ 1

2

fn ,

�V�M���9�!���(�U"$�'"���B��(�G��)
�U��� 	!)��
L
�2���

Ln
j+ 1

2

= L(rn−
j+ 1

2

,rn+
j+ 1

2

) ou simplement Ln
j+ 1

2

= L(r−,r+)
1 
_3 �
4
1 
_3 �*4

L(r−,r+)
�&%#�V%I+�����"��'"���B7���I��)
� � ���-BN+���[

Minmod(r−,r+) = sgn(r−)max[0,min[|r−|, r+ sgn(r−)]]
[D%I+�����"��

"���B��(�G��)
�U��� � ��� � ���,����)MB�! "=BN�'�-+
BC(
)!�'%I+��F�/)	�G��)
� � ���	% � ���,�:�����!�
�/�����
L(r−,r+) =

r− + |r−|
1 + r−

+
r+ + |r+|
1 + r+ − 1

3�� "F���	��%#�G�"��)!%I%��<)!�K"���B��(�G��)
�U��
M5 � + �6�-+�BNBN� � )
�	���G0	���'�����!�
�/�����
L(r−,r+) = max[0,min(2 r−,1),min(r−,2)] + max[0,min(2 r+,1),min(r+,2)] − 1

3�#� ���
�GH�%6)!�-�.�-�G)!����7�+�B����������
� > ��]B�����I�*�2���������
[/��"T%�� � > H��G����� O
���-�,�
��" (*)-� � )
�	���G0	���.��%��'"��*�-"$)D%,79+�B��
�G��%G%�� ]
����%6"���B��(�G��)
�?%6�-�,(*)F� ��� �G� > �/�!7��-� � ���	% � ���,�_��%�� �-"$)D%_�E��7���7��N(
)!� � ���-BN+���3 � ����% ��7-� +
� � 
 �
�$"���%I� � ���-+�BN+��
(
)��F%I��B#0-"��'0
�$���F�
�
���
�I�'��� ���
�GH�%A"$�"�I�&%#�U���,79+
B�����������%@+���]B���(�����+�/�!�-����� ��3

� " ]B��)	�6��� �I� > �/�D7
�-���-+��I���'(*)-��[<"��J"��$B����I��)
�6�F� ��%��"���
%_�����!�
� "�+��?%I(*)-��"W� )-� �-��% �����
�	+����?%
r∓

�/)PBN+����!%_��%��
�*)-"E3 * +
)
�9�G��%I+�)!�
�I�:79�-���I�U�	� ��79)-"��I��+
���	��)	� � � +
)	�I����)-�*�	�-�
�(� �I����"!5'7�����79)!�.����%��*)-BN�������G��)
���-�R�����-+�B��������G��)
�
���

r∓
3������*1 �����3I�4 �����
���	�I�6)-�8%G7
�-��B��JBN+��
� �!�,����1 
_3 >*4

Fn
j+ 1

2

=
1

2
[fn

j+1 − fn
j−1] −

1

2
Ψ(Cn

j+ 1

2

) (∆j+ 1

2

fn − L̂n
j+ 1

2

)
1 
_3;I�4

�
�/�!%:"$�&(
)!��"
Ln

j+ 1

2

��%��?�
�
���!% ]Q+��IBN�_���
L̂n

j+ 1

2

L̂n
j+ 1

2

= L̂(|Cn
j− 1

2

|∆j− 1

2

fn,|Cn
j+ 1

2

|∆j+ 1

2

fn,|Cn
j+ 3

2

|∆j+ 3

2

fn)4 ��"$� � ��B��(�G��)
� � �$�-BN+��K5D�
�I+���% > ���
����0-"$�&% ���9�!�
�/�����
Minmod(x,y,z) = Minmod(x,y) + Minmod(x,z) − x

����� 	 ��

��� ��
 ��� ��������� ������� ����� ��� ��� ��
 �
�V�!�I��%��I�6"$�6%G7��-��B*� 1 
_3 :
4H% 1 
_3;I�4T�
���!% "$�67,��%A%���B��-"$�6+��2"��6% L %#�GH�BN��� L �	���G0D+
"���(*)-�J1 
_3 �&4T�&7-�
�(�:%I+�)!% %I+�)D% %
�

]Q+��GBJ�6�-+
�M79+
�!%I��� > ���
� > �_%I�"�G����)��(�U5J"W� ��(*)�������+��M��� 
R)��IO
���?%�.
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0

1 
_3 �*4
� > �&7V"��N��+��!�-���"���
�������/"���.
f0(x) = 1

%��
x <= 0

+�)M%��
x >= 2

f0(x) = 0
%��

0 < x <= 0
f0(x) = x − 1

%��
1 <= x <= 2� �1�I�&%@+
"$)	�
��+�����)*�G���GBN��%R���_79+
� > ��7-����+������/�!%R7���%9� L �	��%R�F� �&(
)2������+��D%T���6�����/�D%��	+���� �	+
%I�U�-��% �
�G+�0!"$H�BJ�&%U1Z+
%G7-��"(%

"�������+��!% �*)-BN���
��(
)!��%��	+�)
������%�%I7��-��B*��% ��� +��?�	�I�A%I)
�	���
�$��)
�G% 5 :V�-���
���<)!%��$+
���������$�D7-����"�"�� �	+�)N����%�%I7��-��B*��% ��� +��	�G�
�&4=� > �&76�-��%U%I7��-��B��
%�79"���%G%���(*)-��%��
�/�!%�"���% �I��O���+��!%:���']Q+����?%:O��
�
�	�$�����G%:+�) ���#�	��%I79+
���
�$� )
���I��3 * +
)
� �G��%I+�)D�	�I�'7���%
�
�I+
0-"�H�BN��%:+��M)	����"���%I�,)-�8%G7��-��B*�N"���B��(�G��)
�V��� 	!)��M7�+�BNBN�,79��) ���
�G+��	+*%@�&% ����� $ �5:�:
& �
���!%�%
� > �,�G%��$+
� BN+��
� ]Q���
����� $ � ���'&\���M)	����"���%
�/�3�:"��&�I�&7
�!�
��(*)-�,��� ��B7�!"���7-���
������+��8���
$ � �)&X3


 �-�*�����/" L %I�&�����'"$�&%'7����
�
7L�I�,����%#�
��(*)-�&%V�-+�)D%"�	���GBN�-�'��� )	�
�$"���%
�/�3�,"$�&%'%@+
"$)
����+��!%'����79���
�G+�0-"�H�BN�81%$ ��� &Q4_�-�
]B�����I�6"���%:7�+�B������
����%I+��!% %I)
� > �/�3�I��%�3


 �M7��-+�7"���
�����������=�/) �	+��$�3�
O(x = 0,t = 0)

3!� "F��%��=���
�(�
����"$��BN�����6�I�&7L����"��$O
�-��[-��� ��(*)�������+��
x = t/2

3

 �-� +��!��� %��$B��-"�� ��������������� 5V�	�G+����I�R�-)D�	+������

A(x = 1,t = 0)
[&��� %I�R��� > ��"�+��
�	� � )!%I(*)F� �/)D�	+��$�3�

B(x = 2,t = 0)
3

% �,+��1% :3I#%I���	�&3 :�G�G �



' �����
�(�
�I� 
_3 ��7
�!��B*��%:�*)-BN���
��(*)-�&% � � �
� �'7��-+�7 �G��%��I�"�G��7L�
�$"���O��-� � )!%G(
)\� 5N%I+�� �����G���?%@�&7L����+��K���

C(x = 1,t = 2)
[�� > �&7V"��N7����
�
7L�I�,����%#�
��(*)-� ��%G%I)-�'���

A
3

4 �!%I)
�(�G�
u
�G��%��I�679+��D%#���/���

u = ζ − 1
%I)
�:7
���
(*)-�_�	�G+����I�67�������7-�I�,����%#����(*)-�

x = (ζ − 1)t + ζ
3 �V�2+
0	�������3�:��+
�!7V"��

%@+
"$)	�
�$+
� � �	�-"���7-���I�,���
u(x,t)

.

u(x,t) =
x − 1

1 + t

1 
_3 �*4
��)8����"�5N��+
�!76��)F�	+������

C(x = 1,t = 2)
[-"E� ��0!%I7���%G%I�

x
��)87
�-+-7N1=]Q+��!7-����+��8���

t
4 [!��+��(� > ���
�$�!���

dx

dt
=

1

2
(uA + uC)

1 
_3 �,G
4
dx

dt
=

1

2
(1 +

x − 1

1 + t
)

1 
_3 � �&4
� �N%@+
"$)
����+��M���,79�-���I�'��(*)�������+��K��%��

x = K
√

1 + t + t + 2
1 
_3 �J:�4

"$�,7
�-+-76��� > ����� ����%G%@�,�=�/) �	+������
C

[
K

��+��(� !#"0���G�6��O���"�5 −
√

3
3� � ��(*)����
�$+
�

x = x(t)
��)87��-+�7_��%����-+��!7 .

t
2

�	+�)��
0 <= t <= 2

t + 2 −
√

3(t + 1)
�	+
)
�

t >= 2

�V�2BN+��3���G�V0
�����K(*)-�6�
�/�!% �-+��
�I�_7�+�����[ �����
�I�����/�3�
q(f) = 1

2f2 �-�A)	�
�$"���%
�/�3�:79��%A79+
�!�	������+��!% �$�
�������/"���%�[ +����
"$�&%AB
!#"QBN��%=�G��%I)-"(�����?%A(*)-�
$ � �)& %@)��:"$�&% �!O
)
�I�&%A%I)
� > �/�3�I�&%�.
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����� � 
_3 ::c / �&< � # ��'
	���
���������� ; ��� ��������������� �
t = 1

/G-G< � # �(' 	#��
���� ����� ;������ ��� ��������� �
t = 2

% � ��G1% :3I#%I���	�&3 :�G�G �
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� �,	 � � 
 � � � ��� � ����� � ����
 	
��
 ������� �

u1k = fk(x,t)ϕ
′

(y).
1 'V3 �&4

� � ��(*)����
�$+
� 1���3 �&4R�����������=�-�9.
v1k = −i k fk(x,t)ϕ(y).

1 'V3;:�4
��+�)D%?�	+
%I+��!%=�/)!%G%���.

p1k = fk(x,t)π(y).
1 'V3 >
4

� ��%:��(*)����
�$+
�!%'1 ��3;:
4R�����
�
� ���-������.

−i k π(y) = −k2 ϕ
′

(y) + ϕ′′′(y)
1 'V3 +*4

π
′

(y) = −i k3 ϕ(y) + i k ϕ
′′

(y).
1 'V3���4

� �
�GH�%A��"���B��$�2������+
�M���
π(y)

[�+
�F�J)-�-�'��(*)�������+��M�	���<���G���3������"�"$�,��� +��?�	�G�
4

���
ϕ
.

ϕ
′′′′ − 2 k2 ϕ

′′

+ k4 ϕ = 0.
1 'V3 �
4

� ��%�79+��D�	�(�
�$+
�!%=�/) �2"��$B����I��%��-� > �$���-�-����� �	+�)��
ϕ
.

ϕ′(0) = −1

ϕ
′

(∞) = 0

ϕ(0) = 0

ϕ(∞) = 0.

4 7-�
� > �/�3�
ϕ =

∑4
j=1(aje

αjy)
[-+
�K+�0	�
�$���������F�I�&%@+
" > �/���A"E� �&(
)2������+
�K7����
�
7L�G���
��%#�
��(
)!� .

α4 − 2 k2 α2 + k4 = 0

αi = ±k

ϕ(y) = (a1 + a2 y) eky + (a3 + a4 y) e−ky.
1H'V3;I�4

� ���



' �2���
�����G�D'V32' ��"�7�)-"�%A�����!+�)
�
�����:�-)����I+����G��BN���3�

 ����"���%
�/�3��"$�&%:79+
�!�	������+��!%=��)��2"���B7���G��%:���

ϕ
+��K+
0	�������3��"��N%I+�"�)	�
�$+
�".

ϕ(y) = −y e−|k|y.
1H'V3 �*4

� ��%��G��%I)-"(�����?% ��� �	�,���G)
�I02������+�� ��� ] �G+����I��BJ�����M�-�M�-� �
�I�&%I%���+�� %I)
�K"�� �����I+��V%I+��3� ��"$+��G%,.
τ1k = 2 |k| fk

�-�
p1k = −2 i k fk

[-7��'(*)
��]B�����U(*)-��.
p1(x,y) = FT−1(−2 i k e(−ky) FT (f(x)))

1 'V3 �
4

τ1(x,y = 0) = FT−1(2 |k|FT (f(x))).
1 'V3 �,G*4

� � � � � 
 � � � ��� � ����� � ��� 	
��
 ������� �
'R��%K7��/"�79)!"�%!�	���GBN�-���I���3�M��� ����%G%@�,� ���S1��-3 > �*4H% 1 �!3 > ��4I4.5 "��^]Q+��IBN�P��) ] �I+����I��BN�����Y1���3 I/493 � � ��(*)�������+�� �-�

79+��3�����*)
���I� �	�,�IBN�-� � � ��(*)�������+��K�-�'7�+����
�$� )
���I��1 �!3 > �
4 ���
�-"���(
)!�'5M1 �-3 +�G*4 �	�,�IBN�-�U��� �I����7-�
���I�9.
uk(y) = φ′(y)

�-�
vk(y) = i k φ(y)

+
�
φ

��%��:)-�-�6]Q+��!7-����+��M���
y

1=]Q+
�!7L�
�$+
�M���,79+�)��
�����:���'"��7�	�����G)
�I0�������+��D49[�"��J�-+��
���
��+��P� �
�
�$BN����[
%���O��
�$�!�6"��N�����
� > ���
�$+
�������=�����
�	+����:5

y
3 � � �&(
)2������+��Y1 �!3 >8I/4 ��� > ��������.

−ik U
′
S y φ′(y) + ik U

′
S φ(y) = ik pk(y) + φ′′′(y).

1H'V3 � �&4
� "��D�����G+�� 1

y = 0
49[ 7�+�BNBN�

φ(0) = 0
�-�A(*)-�

φ′(0) = 0
[*"��1�	�����I)��I0�������+��2�����
�G��%G%���+��.�&%#��.

φ′′′(0) = −ikpk(0)
3

� ����%�[*��� �����IH&%U1 �!3 > �
49[�"�� �	�,���G)
�G0����
�$+
�.�-�6�
�G��%G%���+��.��%�� 7�+��!%��
�����I�6����� �����
�	+����R5
y

1Q��"�"��U�&%#� %I��)-"���BN�����R]Q+����
�$+
�
���

x
���U���

t1
4 3 �6�$�D%��F�-+
)!%=� > +��D%/.

φ′′′(0) = −ikpk(0) = −ikpk(y).
1H'V3 �J:�4

�U�,��� > ����� �/"�+��?%61 'V3 � � 4 �	+�)
�:��"���B��$�-�,�:"��7�
�G��%G%���+�� 1Z7�+�BNBN�6��"$"��6�!�'���,�	���!� ���
%:���
y

4$.
−ik y φ′′(y) = φ′′′′(y).

1H'V3 �5>
4
* +
%
�/�3�

α = y((−ik U
′
S)1/3)

+��F�J"E� �&(*)����
�$+
�K��+
����"��N%I+�"�)	�
�$+
� �&%#��"���]Q+
�!7L�
�$+
�M��� � ��� L 1
Ai

4
Ai′′(α) − αAi(α) = 0.

1 'V3 �,+ 4
� ���
79�65M1H'V3 �J:�49[�"��6O������
�$����� > ��������7���"����'"���]Q+��!7-����+��M���,79+
)
���/�������'"��7�	�,���G)
�I02������+��K��%���.

φ′′(y) = (−(i k))2/3 (U
′
S)−1/3 pk(0)

Ai(α)

Ai′(0)
1H'V3 � ��4

+��
Ai′

��%���"��N�-����� > ���6���'"���]Q+��!7L�
��+��M��� � ��� L 3 
 �
�$"���%
�/�3��"��7���I+��
�����-�G�6���'"���]Q+
�!7L�
�$+
�M��� � ��� L
∫ ∞

0
Ai(ζ)dζ = 1/3,

�-��"$�&%:7�+��!�	������+��D%=�/)�� "���B��(�G��%/.
φ′(∞) = 1

���
φ′(0) = 0

�-+
)!%=� > +��!%/.
pk(0) = (3Ai′(0)) (U

′
S)2/3 (−(ik))−1/3 1H'V3 � �
4

φ′′(y) = (3Ai(α)) (−(ik)U
′
S)1/3.

1H'V3 ��I/4
� �N%@+
"$)
����+��M�
�/�!%:"W� ��%�����7��6�-���!+�)
�
�����:���'"��7�	�����I)
�G0����
�$+
�K��� �
�G��%G%���+�� ��%���.

FT [p] = ((3Ai′(0)) (U
′
S)5/3 (−(ik))−1/3)FT [f ]

1H'V3 � �
4
� ��]Q+��GBN�6"����-�,������%I���6���'"��7�	�,���G)
�G0����
�$+
�K��)K] �I+����I��BN����� �2���
�$���
�/"

τ1
��%��6�/"�+��?%/.

FT [τ1] = 3Ai(0)U
′
S (−(ik)U

′
S)1/3 FT [f ].

1H'V3 ���
4

% � ��: % :3I#%I���	�&3 :�G�G �
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� �,	 � ����� ��� 
 � � � ��
 � ���(� 
! #" � ��� � �$" � 
 � �&%'" � � � ���
(*),+-),+ ( 
/.103254628790
� +�)	�G�#]Q+��D7L����+��

x 7→ f(x)
����BN�-�;:#)-�-�&�����/�!%@]Q+��GBN��������]Q+�)
�
�����

k 7→ f̂(k) = FT (f(x))(k)
���
�	��"��7�/)!%G%��

%��	�&7L���G�'79+
B7�!"$� � �9.

f̂(k) =

∫ ∞

−∞
f(x) e−ikx dx.

1 ��3=<&4
� �7�?>A@������=BDCFE6> �
�
�DCHG8IJB��?K*�����=BDC!�=CMLD>,�NG?>1>OG#��.

FT−1(f̂(k))(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(k) eikx dk. P �RQ;:DS

(*),+-)UT VXW6Y 0[ZM\]7 WH^_Y 4`2,790�acb*d�7fe W 2,b W bg4haci W 28j Y 46287f0
� >OG?�
�NB��
�
�=k-�?kOG�G?l
�mL��nC��N>AG�G?>��NBDC3��l	�
�m@��=G?ko>OG�E��nCHG�@��pG?l
�(�N>9.

d̂

d x
f(x) = i k f̂(k),

d

d k
f̂(k) = −i x f(x) P �qQ >rS

� � � s ��� � � � ��� �o" �ut � �v #" �-w�� ���x #" � �
� >OG[y,�n@zy$l6@zG[y-��%{E6>AGNG,BrlHG=�|>��NKp>-���N>oC3�1E`>D���DGNG?>��[E`>q@~} >OG��2�Dy$>qE`> �6Brl
�
�m>,�[��@~} >OG��2�Dy$>1�Nko>o@�E
�nCHG[@��K�������n���������6>� Q � Q � � �N>o@����
�mBrC�>oC �6Brl
�
�m>,��E`l�I �?B����N>oKp>oC3� �����
�mk��
�D@

τ
>AC�IJBrCHyL�
�mBrC*E`>�@��	I�B��?Kp>�E`l�IJBrCHE

f
E`BrC6C6ko> �����

P y�I8Q �����
�D�������
�6> � S�Q 'fBDKpKp>
FT (τ(x)) = FT (1 + τ1) P �RQ +MSBD�

τ1
>AG���E`BDCHC6k&����� P '3Q=<,GMS�Q/�3C �NkokAy������3@��!�?>A@������=BDC�E`>py$BDCHG?>��NL������=BDC�E`l�IJBDCHE P �N>o@������=BDC�E/} 4-� C6>,� P :DS$. ∂f

∂t =

− ∂q
∂x

S��H>oC �N>oK��6@��D�,�nC3�
q
����� P :`Q � �rS��`BDCF�7�|Brl
��l6C6>�E	�=Kp>oCHG��mBrCF>-�c>oC �6Brl
�
�m>,�

FT (
∂f

∂t
) = −FT (

∂τ

∂x
) = −FT (

∂τ1

∂x
) P �RQ � S

:��N�n�$�O�����8�g�m��� �5¡~¢���� ��£ �¤�,¥]�U�§¦¨¢��o¡U¦8©��~¥]ª ����« ¬$��¢��/����¡U­ ¦8���U®8¯��-£ �¨°H�±¥]� �{­ �8�§�8�z�n°6���O���O� �¤�m��� �5¡~¢����3²A�O�,���8��� ²o� ��«#¬$��¢��g����¡~­O¦,���§®,¯��£O�-³n���O�U¢��8�
< � >



' �2���
�����N> �qQ * �DGNG
�n�D>��X@~} k��Ml����
�mBrCFE`>�� >oC����DK7�=C	%,�3C6BX@��=C6k,�����N>
'f>-���N> �?>A@������=BDC��|>Al	���-�
�?>"�N>$IJB��?Kql6@=ko>�>oC l	���=@��=G
�nC3��@=>AG=�?>A@������=BDCHG/.

G,�rC
(k) =

k

|k| ,
@��RIJBDC��
�mBrC G��m�rC����?>ACHE�@=>AG�L��n@=>ol
�]G

0, − 1, 1 P �RQ �MS

FT (
1

x
) = i

√
π/2

G,�rC
(k),

@��&�����nCHG,IJB��NKpko>�E`> �6BDl����=>��cE`> 1

x
P �RQ InS>-�c@��&�
���nCHG,IJB��NKXkA>�E`>��HBDl����=>���E6l �
�NB`E`l��(�[E`>�yoBDCMLDBr@=l	���=BDC

g1 ⊗ g2
E`>AG�IJBDC yL���=BDC G

g1
>-�

g2

FT (g1 ⊗ g2) = FT (g1)FT (g2),
BD�

g1(x) ⊗ g2(x) =

∫
g1(x − ξ) g2(ξ) dξ P �RQ �rS

���DCHG P '3Qm<5GrS$� k �
�=GNG?lFE6> P S >AG��cl6CF�?ko>A@ P k
|k| =

|k|
k

S��HE6BDCHy1BrC �?>oIJB��NKql6@m>,� P '3Q=<,GMS
FT (τ1) = 2 |k|FT (f(x))

FT (τ1) = (−i) (2 i k)
|k|
k

FT (f(x,t))

FT (τ1) = (2
√

2/π) (i
√

π/2)
G?�DC

(k) (−i k)FT (f(x,t))

FT (τ1) = 2
√

2/π FT (
1

x
) (−i k)FT (f(x,t))

FT (τ1) = 2
√

2/π FT (
1

x
)FT (

∂f(x,t)

∂x
)

FT (τ1) = −(2 i k)
√

2/π FT (f(x,t) ⊗ 1

x
)

FT (τ1) = −(2 i k)
√

2/π FT (

∫
f ′(ξ)
x − ξ

dξ P �RQ �rS
	 >oK��6@��D�,�nC��6�n@=B��]G P �qQ �rS�E
�nCHG P �RQ � S BDCF�6���nl y$B`>�
�y-�=>oC3�=�
�
�AG�@~} k��rl2�����=BDC P S�Q

%[< � +D% :3IqG?>��	�OQ :�G�G �
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� ��������

� BDlHG����N>oC6BrCHGcE��nC Gcyo>����N>qG?>Ay����mBrC

g = 9.81
K · G −2 � ρ = 103 � � · K −3 s = 2.49 P y$> �rl �!y$B!���N>AG"�|BDCHEF��E`l�rl#�$�"� �qG?BDl GclHC�kOy$BDl6@=>oKp>AC%�1E/} >&�nl S$� @~} �nC6�r@m>RE`>�I'���zy��"�=BrC

ϕd ∼ 0.3
�|>��1@=>RE(�)�nK �����?>RE`>OG[�%���!�mCHG P BDC�G?l����|BMG,>q@=>y*�DG�KpBDCHB$+5E(�=G"�|>*�]G,> S

d
>AG,�[y$BrK-���"�zG�>oC%���?>

d = 2
KpK >*�

d = 110µ
K Q

. )?+-),+ d W 7¨4M4`b ^ b�0f4
� >�C6BDK0/ �?>�E`> 	 >*1 C6Br@=E6GcE`>AG2� �$�"�"�zy$l6@=>AG P E`BDC6CHko>��R@)�3� �D�D>p<D<OS54

Rep =
γ d2

ν
, P76 Q=<OS

>AG��8�N>o@9�mk-�Dl C6BDK0/��N>pE`> 	 >*1 C6Br@=E6G�E6>X@~} kOy$Brl6@m>AKp>oC%��E��nC G1@9�FyoBDlHy;:6>X@9�=K3�<�?> P C6BDK0/ �?>pE6> 	 >=1 C6BD@zE6G�E`> �>�?B � >AG
Reδ

S?� �$��@)�3�?>A@9�$�"�=BDC@4
Rep = (

d

δ
)2 Reδ, P76 QBADS

BD�F@=>�C6BrK0/��?>�E`> 	 >=1MCHBD@zE6G�E`>(�>�?B � >AG�GA} > � ���"�=Kp>C�#�$�D4
Reδ =

γ δ2

ν
P76 Q ErS

� } B!�]E(�?>�E`>��!�;�nCHE`>Al���E`l I'�NB$�"�?>AKX>AC%�q>AG��
Υ ∼ ρ νU

′
S
Q � B%�NG
�Ml6>X@=>�I�BrCHE >OG,�RG,l ���|BrG?k-�H@9�$� P S ∼ 0

S��!G?BDl G�l6Cy��zG"�!�m@=@m>AKp>oC%�1y$BrCHG����nC>� P A ∼ 1.7
S��|>��1E �nCHG[@m>OGc@9�=K3�<�N>AG3E`l�CHBDK0/��N>qE`> 	 >*1 C6Br@zE6G

0 ≤ Re ≤ 1000 P yDQ I8QGFf@9� IH�1>*�y$BD@=@~Q $ + + &{�6LDB!�9�I� �D�D>p<=ErS$�`@m>�G?>ol��=@/E6>1I'�NB$�"�?>oKp>oC>� P yDQ I8Q �?>A@9�$�"�=BDC P <DQ E%ArS,Sf>AG��D4
[τs] =

ρg(s − 1)d

9AF (Rep)

sin(S + ϕ)

cosϕ
. P76 Q +MS

* BDl ��l6C	IJBrCHEJ�H@9�$� P S ∼ 0
S�G?BDlHG�l6C y*�=G��$�=@=@m>AKX>AC%��y$BDC G,�;�nC%� P A ∼ 1.7

S$�fE��DCHG�@=>AG�@9�mK-�<�?>AG�E`l C6BDK0/��N>�E`>
	 >*1 C6Br@=E6GG4

0 ≤ Re ≤ 1000 P yDQ I8Q5Ff@<�mIH�c>*�[y$BD@=@~Q $ + + &{�6LDB!�9�I� �D�D>p<=ErS$�`@m>�G?>ol��=@/E6>1I'�NB$�"�?>oKp>AC%�[E`>oLK�=>oC>�D4
τs =

ρg(s − 1)d

15.3 (1 + 0.15Re0.69
d )

tan ϕd. P76 Q � S
� >AG�LL�D@m>Al��NGM�N1K��� �Ml6>AGFE`l�G?>ol �m@�E`>�I'�NB$�"�?>oKp>AC%� G?BDC>�FE`BrC6C6ko>OGO� �!��@)�QPH�Dl �?> �R�=�HQ 6 Qm< P @~} l6C��<�?k >AG��F> � �����mKpko>>oC � �¨K −2 G −2 S�Q * BDl��Xl6C E(�)�nK �����?>�E`>��!�;�$�=CHGqE`BrC6C6kr�!@=>FG,>Al��m@�E`>'I'�NB$���N>oKp>oC>�pE`>�K3�zG?>'>AC�KpBDl6Lr>oKp>oC%�pE`>OG�!�;�$�=CHG[E(�=K-�mC l6>R@=B!�]G
�rlH>�@m>RC6BrK0/��?>XE`> 	 >*1 C6Br@=E6G1E`>AGS� �$�"�"�zy$lH@m>OGS�nl6�rKX>AC%�N>DQ � >XG,>Al��m@T�Dl6�DKp>oC>�?>XEg} �Dl(�"�N>0� �!���@<�=C6k=�!�<�N>oKp>AC%��� LD>Ay1@m>�E(�)�nK �����?>�E`>OG��%���!�mCHGAQ
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���NM-O6PRQ�S

TVU�WKUYX ZN[�\^]`_�acbedLfhg@i3jhaGk
l�m n(o<phq;n?r;r�s-t*uwv<xzy{x<ozr;|'};xhq�~

qsat
v<n��N|	}�s
�$q;n?r���q;n$�>|'};s-t*u{r��,�<
&�	���E���,�<
&�'�*�(�Jp{|���n��*���(�<p9n$q;��n$}^�
t�q�r��Jxhn

Θ < 1
�v8m ~2�(q;s-q;n��

q0 = 8 (Θ − Θs)
3/2

√
(s − 1) g d3.

�+��
 �*�
� t�u�t*q;vhq�n�v<nN��q�|	u4v<n$xhq�n2r#}���t�u{�(}�s
t�uVvhnN�$n$�
xhs�v<xVuht����{q�nNv<n ��� s
n$�>vhr�n$}�v<xVvhs
|����$}�q;nNv<n?r���q�|	s
u{r?
6lG|��{�*xhq;n�{��xhq;n��Ls-�4
 ��
R��v<t�uhuhn�r;|��	|	q;s
|	}�s
t�u n$u¡��t�u{�(}�s
t�u�vhx¡u{t����hq;n�v<n ��� s
n$�>vhr?
J¢Lt*xhq�n2r#};s-�Nn$q��-n�}�|	x<o¡v8m |	�Nph�
s��9�$|'};s-t*u3�
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∂ f∗

∂ t∗
= − ∂q∗

∂ x∗ Ú §�¨&Û	ÜÝ3Þ�ß Î<à Þ Ï@Ð�Ó*Ô<Ñ-á Þ Ì{Ï@Ñ
Í�Ì{ÌhÖ�â{Ó	ãGÙ
q =

q∗

q0
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� >AG�kAy;:6>o@=@m>OG�G"� �L���9�D@m>OG�E`>�@)� �":6kAB!���m>�@=B!�]G �Ml6>1@=>�C6BrK0/��?>�E6> 	 >=1 C6BD@zE6G�>AG���kA@m>ALDk�G,BrC%��>ACFBrl(�"�N>�E`BDC6CHko>AGI�#�$�D4

x =
x∗

δ ε3
b Reδ

,
>��

y =
y∗

δ εb
. P76 Q �rS

� >AG¨B%�NE��?>OG-E`>c�%���DCHE`>Al�� �=C��<�"�)�nl � E`>[@U} �nK-�6@9� �NlHE`>[>�� E`>c@)��@mBrC6�Dl6>Al��9Eg} BDC E`>[E`>AG �|>*�"�?l���/ �L���mBrCHG P ���zE`>AG �=C��<�"�)�n@=>AG]SG,BrC%���Ml �DC%�c�X>Al � �?>OG��|>Oy��"�=LD>AKX>AC%�
a0 = δ εb

>��
λ0 = δ ε3

b Reδ
Q� �-�?>A@9�$�"�=BDC Eg} koLDBr@ml(���mBrC P76 Q��nSI�|>*�NKp>��[E/} kALL�n@=l6>=��@~} kOy�:6>A@m@=>�E`>@�?>AK3� Gcy=�$�;�Dy��?k*���zG,�"� �Ml6>�E`>�IJB!�NK �L�"�=BDC E`>OGcG��"�NlHy�+�?l��N>AG2�Dl�IJBDCHE G,l �mL$�nC%�N> 4

t =
t∗

a0 λ0

q0

. P76 Q �rS
��� � ����� w�� � � � �	� "qw���

��
���
�"���� � 
 
 " 
 � ������
�� �

� >OG � �$�;�nK �����?>OG¨G,BrC%� y$>Al � �zG?G?lHGfE`>[@~} > � �|k*���m>ACHy$>AGfE`> 	 BrlHG?G?>=�Dl � >�� yoBD@=@UQ��=<&A���� P yDQ I8QM> � � k=�"�=>oC y$> E6�!�;�$/6@=>q<OS$Q� } k*� �!�=GNG,>Al���E`>�@9�pyoBDlHy;:6>�@9�mK-�<�?>�>OG,�cko�>�n@=>��24
δ =

√
ν

π f
.

� BDl �1@U} >=�Dl P �'@9�M�N>oK-�|k*�;�L�Nl��?>XE`>
20◦

F�S��;@)�'LK�=GNy$BMG��<�?kRy*�mC6kAK �L�"� �Ml6>
ν = 10−6 K 2 G −1 Q��C�nCHG1@U} > � �|k*���=>oCHyo>D�|@9�I'�?k��rlH>oCHy$>�Eg} BrGNy��=@m@)�L���mBrCRE`>�@~} kOy$BDlH@m>AKX>AC%�->AG�� �����=G?> ko�>�n@=> �3lHC :H>*�"�! D�nE`>?�N>o@=@m>�G?B!�"�?> �Ml6> @~} k*� �!�=GNG?>ol��-E`>�@9��y$BDlHy;:6>E`>�"K�?B � >OG�G,B%� � δ ∼ 0.56

KpK Q
� B!�]G
�rlH>�@U} �nK-�6@9� �NlHE`> E6l KpBrl6LD>oKp>oC>� E`> @U} kAyoBDl6@=>oKp>oC>�

2A
L$�nl(�

4
yoKF��@9��L>�<�?>OG?G?> �=C�� ���)�n@=> ���N>oCHE @)��LL�n@=>ol �

U0 = 2π Af = 0.126
K	G −1 Q � >�C6BrK0/��N>�E`> 	 >=1 C6BD@zE6G�E6>�@U} kAyoBDl6@=>oKp>oC>�qE��DCHG�@)� y$BDlHy;:6>�E`>#">�NB � >AG�>AG�� � �$�y$BDC G,k��rlH>oC%�D4

Reδ =
2π A δ

ν
=

A

δ
= 70.9

	 BDlHGNG?>=�nl � �m<r<%$&�{�$�#�n�D>'$ �H�$��KpBrC%�"�Nk�@~} �=C)(Hl6>ACHy$>[E`>c@~} �DK-�6@<�<�NlHE`>[Eg} BrGNy��=@m@)�L���mBrCpG,l �¨@9��G����!/��=@<�<�?k[E`>AG �"�zE`>OG P PH�rl��?>
� �=�HQ 6 Q EMS��|BDl �3l6C E��9�DK �*�"�N>RE`>R�%���!�=C d = 0.11

KpK >��1l6CH>qI'�?k��Ml6>oCHyo>REg} BrGNy��=@=@9�$�"�=BDC�E`>
1 *  �Q�+5@�B!/ G,>=�?LD> �Ml6>@m>OG9I7�!�</H@m>OG?�DK3�H@<�<�?lHE6>AG�Eg} BrGNy��=@=@9�$�"�=BDCHG?�nl6�rKX>AC%�N>oC%��@=>S�?>oK-�HG�E`>1LK�m>�E`>AG?���=E6>AG �Ml��gG?BDC>�I�D@mB%�NG9KpB!�=CHGI�nK-�6@9� P ko>AGAQ

� } �nK-�6@9� �NlHE`>pEg} BrGNy��=@m@)�L���=BDC P A = 2
yoK�S[>AG��C�����zG,>XE`> �?>A@m@=>pG?B!�"�?> �Ml6>r�;E/} l6CH>3� �$�"�A�|@)�'@=BDC6�rl6>ol���Eg} BDCHE`>3�=C�� ���)�n@=>E`>AGC�"�zE`>AG1@ml��¨G,B%� �C�=C`IJk*���=>ol��N>DQ 6 ��Eg} �nl��"�N> � �$�"�A� �rlH>R@=>0�N>oK-�HG�E`>XLK�m>pE`>AGC�"�zE`>OG1G,B%� �C�Nk=�D@<�zG��?> P C��R���?B%��@=BrC6�H�|C���"�NB!� y$BDl ����S�Q

� BDlHG ���N>oC6BrCHG�y$BrKpKX>O�nK-�6@9�<�?lHE`>�E`>M�|>=���Nl��"/#�L�"�=BDC �=C��<�"�)�n@=>�@m>'E(�)�nK �*�"�N>�Eg} l6C��!�;�$�=C84
a0 = 0.11

KXK Q � >���!���|B!�"��Eg} �rG��|>Oy��
εb = a0/δ ∼ 0.2

�|>*�NKX>*�cEg} B!/��?>oC �<�c@9�X@=BDC6�rl6>ol ��Eg} BDCHE6>8�=C�� ���9�D@m>
λ0 = δ ε3

b Reδ = 0.3
KXK Q

� >M�;�nl � E`>Fy��zG"�!�m@=@=>oKp>oC%�
U
′
S = U0/δ = 222.73

G −1 �|>*�NKp>��XE/} kALL�n@=l6>=�q@~} B%�NE(�N>'E`>��!�;�nCHE`>Al��RE`l�IH�NB$�"�?>AKp>oC%�
� �$���mk*���D@9E`>M/ �DG?>

Υ0 = ρ ν U
′
S = 0.22 kg

K −1 G −2 Q � �$��@)��G,l��<�?>r��C6BrlHGqy*�n@zy$l6@=BrCHG�@m>�C6BrK0/��?>'E`>,"K:��=>o@zE6GqE6>/ �DG?> 4
Θ0 =

Υ

ρg(s−)d
= 0.17.

�3C�KpBDC>�"�N> �D@mB%�NG �Ml6>[@m>1G,>Al��m@;E`>cI'�NB$���N>oKp>oC>� P76 Q � S¨LL�Dl(� τs0 = 0.105 kg
K −1 G −2 Q � >[C6BDK0/ �?>3E`>-"K:��=>o@zE6G G,>Al��=@E`>�K3�zG?>�>oC KpBDl6Lr>oKp>oC%�3E`>OGc�!�;�$�=CHG�>AG����#�$�[y$BrCHG,k��Ml6>oC>�2�N1K��� �Ml6>oKp>AC%�3E6>�@~} B!�]E(�?>�E6>

Θs0 = 0.065
Q � >
(Hl � E`>K-�$�"� �*�N>AG?�"�;�nCHG"�|B!�"�?kA>AG >AG����D@mB%�NG�E`>�@U} B!�]E(�N>�E`> 4

q0 = 8(Θ − Θs)
1.5

√
g(s − 1)d3 = 1.2410−6 K 2 G −1

� BDl G �NkAG?l6KpBDC G �NBDl(�N>AG�yo>AG LL�D@m>Al��NG �=C�� ���9�D@m>OG�E��nCHG @)� �;�$/6@=> P'6 Qm< S�Q#Ff>AG�yoBDCHE(�<�"�=BDC G �|>*�NKp>��"�?>oC>�cE`>C�?kOG,BrlHE(�N>[@m>OGk �Ml �L���mBrCHG P � LD>Ay�E(�=Kp>oCHG"�mBrC S54
∂ f

∂ t
= − ∂q

∂ x
P'6 Q=<%�MS

∂ q

∂ x
+ V q = V qsat P'6 Q=<D< S

+c< � �@+ A.�qG?>*�(�OQ A/��� �
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Θ
q0

������� 6 Q E�c��
	���
������������ 	��������������������������� �	���!#"$��	��%���'&(� )�*,+�& �-".�
������� 	��/!��.&$&0)1"$��	��2����&3� 4�!3	���&$��*5���
"6)��5�����3�����#78!�9  #9�:;	������<��)���=?>�@A@CB�D#9

E;F�G<F�H%I�J#G<K1L d δ s Reδ Θ0 Υ0 q0

(mm) (mm)
+ + +

( −2 −2) ( −2 −1)M )�&.������� 0.11 0.56 2.49 70.9 0.144 ∼ 0.22 ∼ 6.9910−7

NPO�Q,� 6 Q=<VcSRT=���*,+�&$���U����VA)�&$��������W�!�9  #9�+�)���)�*YX<".�����U���,&(� ��=#+�4����Z����!��
3
���U:;	����3�/�3)���=5�<"'!3	�&$&.9�>�@/[�\3D�]

qsat = α (τ − τs0 − Λ
∂f

∂x
)β P'6 Q=<&ArS

� >OG�y$B > 
�y��=>oC%�]G
V
�
α
�
τs
�
Λ
�6>��

β
G,BrC%�cE`k*PHC��zG��-� �$�"�"�9��E`>OG��%���DCHE`>Al��NG?�mC � ���9�D@m>OG P �;�$/6@=> 6 Q=<OS?� �!�D4

V =
λ0

lsat
, lsat = s

γd3

ν
, α =

8

ρ3/2 g (s − 1) d
P'6 Q=<=EMS

τs0 = ρ g (s − 1) dΘs0, Λ =
ρ g (s − 1) d

tan ϕs
Θs0, β = 3/2. P76 Qm<�^MS

� �C�NkAG?BD@=l(�"�=BrCXE`>AG-k �Ml �$�"�=BDCHG P'6 Q=<��rS + P'6 Qm< ADS��!�DE��mKp>oC G��=BDC6CHko>AG �C�|>*�NK-�zG¤@U} B%/(�?>oC>�"�=BDC�E`>AG¨y$Brl���/ >OG¤E6>�E(�zG"�|>*�]G��=BDC�nl y;: �$���<�"�N>�� P �|Brl���@=>AG
�rlH>o@zG?�?BDl G�@m>OG�yoB >�
�y��=>oC>�NG�BrC%�ck��NkCP � kOG�� 1
S�Q

� BDl G2�?>Oy�:6>=�Ny;:6BDC GI�n@=B!�]G @~} B!�]E(�?>��!�;�nC E`>ol��cE`>�@)�p@mBrC6�Dl6>Al��cEg} BDCHE6>
λ
E`>AG2���=E6>AGA�`>*�c@=>8�?>AK-�HGcy=�$�;�Dy��?k*���zG,�"� �Ml6>

TE`>1IJB%�?K �$�"�=BDCFE`>OG�G��"�NlHy��Nl��N>AG�E`>�IJBDCHE84
λ = (

Λ3

ρ3γ2U ′4
S

)1/2,
>*�

T = (
γ λ4

q0U
′
S

)1/2 P'6 Q=< � S
�3C �"�NBDl6LD>@�OLD>Oy3@=>AG�LL�n@=>ol �NG?�=C��<�"�)�n@=>AGcy��<+{E`>OG?G?lHG �Ml6>

Λ ∼ 0.17 ( � �DK −2 G −2)
�
λ ∼ 2.6

KpK >*� �rlH>
T ∼ 0.3

GoQ
�3C �|>ol����?>oI7�$�9�?>1@=>AGcy*�D@=yol6@=G�E`l � �!���D�!���$��:6>`_ 6 QBA3���?kOy$kAE6>oC%�[E��nC G�@m>OG�E`>Al � �nl(���?>OG?�N1K�|>AGcEg} kAy$Brl6@=>oKp>oC>�AQ
�C�nCHG[@=>qy=�DG[Eg} l6C�y��zG��$�=@m@=>oKp>AC%�3yoBDCHG����DC%�[CHBDlHG[l(�"�=@<�zG?BDCHG[@m>OG[yoBDCHE(�<���mBrCHG[E`>0�Nk=�n@9�zG"�$�"�=BDC E6>AG[> � �|k*���=>oCHy$>OGcE6>

�f>*���$��>��[y$Br@m@~Q �BA
^/� � A � �~Q
+[< � $ + A.�qG?>*�(�OQ A/� � �
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�C�nCHG�@=>py=�DG�Eg} l6C y*�=G��$�=@=@m>AKX>AC%��yoB!���?>OG��|BDC E��nC%���Fl6C kAy$Brl6@=>oKp>oC%�@/��NlHG
�Ml6>oKp>oC>�1I'�N>*�=C6kD�gCHBDlHG�l(�"�=@<�zG?BDCHG�@m>OG

� �$�;�nK �����?>OGf> � �|k=�"�=>oKp>AC%���Dl � E`> F?�$�HG � E�� �~Q
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