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Introduction

Les lignes qui suivent abordent des questions liées a 1’é¢tude de quelques
aspects de la modélisation mathématique en mécanique des fluides et des
structures. Elles s’articulent principalement autour de deux thémes: le cou-
plage fluide-structure, ’analyse de problémes d’écoulements peu profonds a
surface libre.

Ce document présente les principaux résultats obtenus en les replacant
dans leur cadre bibliographique.

La premiére partie concerne l'interaction fluide-structure dont on essaie de
mettre en évidence le role fondamental dans des domaines applicatifs comme
I’aérodynamique ou la médecine. On évoque la modélisation mathématique
de ces phénomeénes et, lorsque cela est possible, on établit des résultats
d’existence, de régularité et d’unicité. On aborde enfin la question de la
résolution numérique de ces problémes a travers 1’étude de divers schémas.

La seconde partie porte sur les écoulements en eau peu profonde et leurs
applications en océanographie. On étudie la question de la détermination
des conditions aux limites en mer pour les équations de shallow water, on
aborde le probléme de la régularité des solutions, on s’intéresse a ’approche
numérique de ces équations, enfin, on donne un résultat d’existence, de

régularité et d’unicité pour un modéle de tsunami.






Chapitre 1

Analyse de quelques problémes de
couplage fluide-structure

Prévoir et controler le comportement des fluides est une question primor-
diale dans de nombreux domaines: aérodynamique, médecine, acoustique.
Dans la plupart des cas, le fluide entoure ou est entouré par un corps rigide
ou élastique interagissant avec lui. On doit alors introduire la notion de
couplage fluide-structure qui conduit a I’étude de systémes complexes dont la
modélisation mathématique est relativement délicate et demeure un champ
d’investigation important.

Dans I’histoire de la physique, le premier exemple de ce type de couplage
est donné par la poussée d’Archiméde qui relie la force a laquelle est soumis
un solide non déformable plongé dans un fluide a 1’équilibre avec le poids de
fluide déplacé. Ce principe est valable tant que le fluide reste & I’équilibre,
or dans la plupart des applications cette condition n’est pas satisfaite ce qui
génére des interactions bien plus complexes entre le fluide et le solide. En
particulier, il faut tenir compte des forces de portance, de trainée, de poussée
ou encore du fait que la pression peut déplacer ou déformer le corps avec
lequel le fluide interagit. On voit donc la nécessité d’introduire des modéles
mathématiques beaucoup plus complexes.

La modélisation de ’écoulement du sang dans les artéres est un bon
exemple pour montrer que la modélisation isolée du fluide est insuffisante

pour appréhender certains phénoménes. En effet, le flux artériel fait apparaitre
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au moins deux phénoménes de couplage fluide-structure distincts. Tout d’a-
bord, sous l'action de la pression sanguine, la paroi élastique de l'artére se
déforme. Ensuite, le sang transporte de petits solides tels que les globules avec
lesquels il interagit. Ces deux formes d’interaction sont & l'origine des deux
grands problémes du couplage fluide-structure: le mouvement d’un ou de
plusieurs solides rigides ou élastiques dans un fluide visqueux compressible ou
incompressible et le mouvement d’un fluide compressible ou incompressible
entouré par une paroi en mouvement. La variation du domaine fluide n’étant
pas connue a priori, il s’agit de problémes a frontiére libre.

L’étude mathématique du mouvement de solides dans des fluides visqueux
a donné lieu a de nombreux travaux. Pour ce qui concerne le cas d’un corps
rigide interagissant avec un fluide visqueux incompressible bidimensionnel,
I’existence locale de solutions fortes a été obtenue par C. Grandmont et Y.
Maday dans [77]. Ce travail est a rapprocher d’un travail antérieur de D.
Errate, M.J. Esteban et Y. Maday [46]. Dans le cas d’un solide indéformable
dans R?® soumis & Paction de la gravité, l'existence a été obtenue par D.
Serre dans [131]. Auparavant, un résultat d’existence avait été démontré
par H. Weinberger [143] [142] lorsque la masse relative du solide est petite
devant la viscosité du fluide. Sur un sujet voisin, notons aussi le travail de
G.P. Galdi, J.G. Heywood et Y. Shibata [66]. L’existence de solutions faibles
globales en temps dans un borné de R? a été obtenue par K.H. Hoffmann et
V.N. Starovoitov dans [82] puis dans un borné de R* par C. Conca, J. San
Martin H. et M. Tucsnak [34] [33] qui considérent le mouvement d’un solide
sphérique. Notons que ’ensemble de ces résultats a été démontré en ’absence
de collision avec le bord du domaine fluide.

Lorsque plusieurs solides interagissent dans un fluide incompressible et
toujours en l'absence de collision, I'existence de solutions fortes locales en
temps en dimension deux et trois est montrée par C. Grandmont et Y. Maday
dans [78]. Pour contourner les difficultés liées & la variation du domaine, les

équations sont réécrites dans |78 en coordonnées Lagrangiennes. Le probléme
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ainsi formulé admet une solution locale en temps pour une vitesse du solide
donnée ce qui permet de déterminer la contrainte du fluide et de résoudre
I’équation de la structure. On obtient ainsi une nouvelle vitesse pour I'inter-
face et le probléme est recouplé grace a un argument de point fixe. Cette
démonstration nécessite certaines hypothéses sur la masse et le moment
d’inertie du solide mais permet néanmoins de montrer 'unicité de la solution.
La question de I'unicité de la solution a aussi été abordée par T. Takahashi
[138] qui montre l'unicité de solutions fortes globales dans le cas d’un solide
rigide évoluant dans un fluide incompressible bidimensionnel. L’approche
Lagrangienne introduite dans [78| a déja été utilisée par G. Allain [5], J.T.
Beale [10] [9], V.A. Solonnikov [134] [133], I.S. Ciuperca [30] qui s’intéressent
aux équations de Navier-Stokes & frontiéres variables. Toujours en I’absence
de collision, I'existence de solutions pour tout 7' > 0 a été obtenue par B.
Desjardins et M.J. Esteban dans [37] pour une vitesse initiale dans Hj ()
dans le cas bidimensionnel et pour des données petites dans le cas tridimen-
sionnel. Dans [38], les mémes auteurs montrent ’existence de solutions faibles
globales avec des hypothéses moins restrictives sur les données pour un fluide
compressible ou incompressible. La construction des solutions approchées
passe par la linéarisation du probléme original via un opérateur de régularisa-
tion. Ce probléme est résolu avec une méthode de type Lagrange-Galerkin.
Les auteurs utilisent ensuite un point fixe de Schauder pour recoupler les
équations. Dans le cas bidimensionnel incompressible, K.H. Hoffmann et
V.N. Starovoitov 82| obtiennent un résultat similaire & B. Desjardins et M.J.
Esteban en approchant les solides par des fluides trés visqueux. Citons aussi
le résultat de M. Gunzburger, H. Lee et G. Seregin sur I'existence globale
de solutions en dimension trois [80]. Plus récemment, dans le cas d’un fluide
incompressible bidimensionnel, une avancée significative a été faite par J.
Alonso San Martin, V. Starovoitov et M. Tucsnak [102] qui établissent Iexis-
tence de solutions faibles globales sans hypothése d’absence de collision entre

les corps rigides ou entre un corps rigide et la frontiére du domaine. En
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particulier, les auteurs donnent des estimations sur la vitesse des solides
quand leur distance au bord ou leur distance mutuelle tend vers 0.

Concernant le fait que deux solides plongés dans un fluide incompressible
visqueux peuvent avoir des chocs, une expérience numérique intéressante a
été menée par J. San Martin H. de I’Université du Chili. Cette expérience
montre que deux boules rigides identiques sur lesquelles on applique deux
forces constantes, de méme intensité et de sens opposé s’approchent mais
n’entrent pas en collision. Ce phénomeéne est connu par les expérimentateurs
sous le nom de kiss and go et semble aller dans le sens des résultats d’existence
globale obtenus ci-dessus. Notons que si ’énergie initiale des deux boules est
grande, les deux solides finiront par se rencontrer, toutefois cela n’est pas
contradictoire avec les résultats obtenus car nous sortirions alors du cadre de
I’hypothése d’incompressibilité. En effet, lorsque les boules se rapprochent,
la pression et la vitesse augmentent considérablement ce qui est incompatible
avec cette hyptothése.

Lorsque le solide est élastique, de nombreuses questions restent ouvertes.
La principale difficulté est liée a ’absence de régularité de la frontiére du
domaine fluide. Dans le cas tridimensionnel stationnaire, citons toutefois
un premier résultat d’existence obtenu par C. Grandmont [76]. Dans le cas
instationnaire, peu de résultats existent, néanmoins B. Desjardins, M.J. Este-
ban, C. Grandmont et P. Le Tallec donnent un résultat d’existence de solu-
tions faibles pour une structure élastique plongée dans un fluide visqueux
incompressible [39]. La difficulté liée & la faible régularité de la frontiére est
contournée en approchant les déformations du solide par une décomposition
du déplacement sur les premiers modes élastiques. Toujours dans le cas
instationnaire, il convient de mentionner le résultat de C. Grandmont, Y.
Maday et P. Métier 79| qui utilisent aussi une approche modale.

Comme nous ’avons dit ci-dessus, 1'autre grande famille de problémes de
couplage fluide-structure concerne I’étude du mouvement d’un fluide com-

pressible ou incompressible entouré par une structure en mouvement. Sur
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la question des équations de Navier-Stokes incompressibles sur un domaine
a frontiére libre nous renvoyons a G. Allain [5], J.T. Beale [10] [9], V.A.
Solonnikov [134] [133]. Plus récemment, A. Chambolle, B. Desjardins, M.J.
Esteban et C. Grandmont ont montré un résultat d’existence de solutions
faibles pour un fluide incompressible tridimensionnel couplé & une plaque
[22]. 11 convient aussi de citer le résultat de H. Beirao da Veiga [36] qui
montre 'existence pour des données petites de solutions fortes locales en
temps pour un probléme de flux artériel.

Pour notre part, et malgré quelques travaux sur des modéles de couplage
simplifiés |54] [55] [57], ¢’est sur le théme de ’étude d’un fluide compressible
entouré par une structure en déplacement que nous avons essayé d’apporter
quelques avancées. Dans [51], on donne un résultat d’existence de solutions
faibles pour un modéle de Navier-Stokes compressible isentropique non liné-
aire bidimensionnel sur un domaine & frontiére variable sous une hypothése
de données petites. Dans [56] ou [57], 'existence et 'unicité de solutions
réguliéres sont montrées pour un modéle linéaire de fluide compressible bidi-
mensionnel. Dans [58], I’existence de solutions faibles est obtenue dans le cas
tridimensionnel. Plus récemment nous avons montré I’existence de solutions
pour un modéle bidimensionnel non linéaire de fluide compressible couplé a
un opérateur de coque de type Donnell dont le déplacement est décomposé
sur les premiers modes élastiques [52].

Dans ce qui suit, nous commencons par présenter quelques résultats sur
des modéles simplifiés de couplage fluide-structure pouvant étre utilisés en
acoustique (section 1). Nous donnons ensuite les résultats obtenus en dimen-
sion deux et trois pour le cas d’'un fluide compressible couplé a4 une plaque
(section 2). A la section 3, nous présentons les résultats d’existence obtenus
lorsqu’un fluide compressible est couplé & une coque modélisée par I’opérateur
de Donnell. Enfin, nous décrivons a la section 4 quelques méthodes de con-

struction de solutions approchées pour ces problémes.
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1.1. Un modéle simplifié sur un domaine fixe [54][55][57][49]

1.1 Un modéle simplifié sur un domaine fixe
[54][55][57][49]

Dans [96], P.L. Lions établit rigoureusement des passages a la limite pour
des modéles de fluides visqueux, compressibles et isentropiques. En particulier
en utilisant des résultats d’existence et de compacité obtenus dans [94] et [95],
il montre qu’asymptotiquement on peut déduire le systéme linéarisé autour

d’un écoulement constant :

%-ﬁ-divu:O, (1.1)
ou
 _ uAu+Vp=0. 1.2
gy~ HAu+Vp (1.2)
Sans difficulté, on vérifie que ce systéme est équivalent a:
°p op
— — uA— — Ap = 1.
5z~ HAG —Ap=0, (1.3)

qui correspond a l’équation d’onde visqueuse. Lorsque p = 0, ce type de
modeéle est classiquement utilisé en acoustique et a déja fait 'objet d’une
étude par R. Papi dans le cadre d’un couplage dynamique avec un opérateur
de plaque mince [120]. En particulier, P. Orenga et R. Papi montrent dans
[118] un résultat d’existence et d’unicité pour ce probléme et proposent une
construction des solutions approchées basée sur une méthode de point fixe
et une régularisation de la condition de couplage liant les deux systémes
d’équations.

Ce type de modéle ne nécessite pas de prendre en compte les variations du
domaine et n’est donc utilisable que dans le cadre de faibles perturbations
comme c’est le cas en acoustique. Dans [54] et [55] nous avons étudié des
problémes voisins de celui-ci et donné des résultats d’existence, de régularité
et d’unicité. Les problémes du fluide et de la structure y sont résolus avec
une base spéciale a 'aide de la méthode de Galerkin puis recouplés a ’aide

d’un point fixe.
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1.1. Un modéle simplifié sur un domaine fixe [54][55][57][49]

Les lignes qui suivent traitent d’un probléme proche de celui étudié par
P. Orenga et R. Papi mais dans lequel nous considérons ’équation d’onde
visqueuse couplée a une plaque dont les déplacements sont décrits par le
modéle non linéaire de Von Karman [29]. Sous une hypothése de données
petites, nous donnons un résultat d’existence. Numériquement, ce probléme
est résolu avec la méthode de Galerkin en utilisant une base spéciale bien
adaptée au probléme et sans utiliser de point fixe. Les résultats numériques
permettent de montrer le role joué par la viscosité sur la stabilité des solutions
[57].

1.1.1 Le modéle

On note I'y un ouvert borné régulier de R? de frontiére Oy et Q un
ouvert borné régulier de R* simplement connexe de frontiére I' = 'y U I's.
Physiquement, I'; et {2 correspondent respectivement aux domaines occupés
par la plaque et le fluide. On suppose que I'; est une partie fixe de I'. On
note n la normale extérieure a (2. La plaque est excitée par une force f.

Sur ¥; =Ty x (0,7), on munit ’équation (1.3) de la condition au bord:
p=0 sur X, (1.4)

qui consiste a négliger la pénétration de ’onde acoustique dans la frontiére.
Si on note d la fleche de la plaque, le couplage a l'interface plaque-fluide
s’exprime a travers ’hypothése de continuité de la vitesse normale qui ici

s’écrit sous la forme:

0%d ?p  Op
— = — Yo =T T 1.
02~ Fangy tan S P =T x (01), (1.5)

et & travers la contrainte normale 0 = p + ,u% appliquée par le fluide sur la

plaque. Ainsi, les forces exercées sur la plaque sont :

0
F = f—p—ua—zt) sur Y. (1.6)
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1.1. Un modéle simplifié sur un domaine fixe [54][55][57][49]

Le mouvement d de la plaque est gouverné par les équations de Von
Karman [29] [92]:

d%d

ﬁ + A2d —_ [d,b] = F sur 22, (17)
A?b+[d,d] =0 sur ¥, (1.8)
0%d 0*b  0%b 9%d 0%d  0%b
[db =525+ 7375 — A (1.9)
0z? Oy 0x? Oy 0x0y 0xdy
munies des conditions aux limites:
od
d= o 0 sur 0%, (1.10)
0b
b= o 0 sur 0%,. (1.11)

Sous les hypothéses données dans [57| (données initiales petites), on montre
que le probléme (1.3)-(1.11) est bien posé. En particulier, si on pose V =
{® € H'(2) ; ®=0sur '}, on a le résultat suivant:

Théoréme 1.1. Le probléeme (1.3)-(1.11) admet une solution telle que d €
Whe(0,T; Hy (T2)) N W>(0,T; L*(T)), p €WH(0,T;V) N H?(0,T; L*(2)),
o€ L2(0,T; H2(Ty)) et b € WHe(0,T; H2(T,)).

La preuve s’inspire d’arguments utilisés dans [118] et [92]. Toutefois, pour
contourner les difficultés liées aux non linéarités de Von Karman, on introduit
un espace de stabilité qui induit une condition de données petites. Cette
hypothése n’est pas incompatible avec la physique du probléme car ce type
de modeéle n’a de sens que si les déplacements et les variations de pression ne

sont pas "trop grands".

1.1.2 Approche numérique

Dans [118], P. Orenga et R. Papi utilisent une méthode de point fixe pour
résoudre le probléme couplé lorsque 1’équation de plaque est linéaire et u = 0.

Pour cela, ils pénalisent la condition de couplage qui se réécrit :
0%d  0*p Op
w5 = €a, t 5 sur X
oz~ ‘o2 " onm 2
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1.1. Un modéle simplifié sur un domaine fixe [54][55][57][49]

pour tout € > 0. Cette pénalisation permet d’obtenir un critére de convergence
pour la méthode itérative liant le pas de temps et le paramétre ¢. Chacune
des équations est résolue par éléments finis.

Dans [57], nous proposons de résoudre ce probléme par la méthode de
Galerkin en utilisant une base spéciale. Soit {¥;} une base de HZ(T3) on
cherche d et b sous la forme d =), d;(t)¥; et b= ), b;(t)¥;. Pour exprimer
la pression p, on construit une base de V = H{(Q2) @ H ou H est défini par
H={he H(Q); Ah="h; h=0sur I'1}. Soient {p;} une base de Hi(Q)
et {h;} une base de H définie par Ah; = h; dans Q, h; = O sur I'y, %’: =V, sur
Iy, on cherche p sous la forme p = 7, a;(¢)p; + 3, ¢;(t)h;. La projection des

équations sur ces bases nous conduit a la résolution d’un systéme différentiel

du second ordre en temps:

RYjLETN L

e +[CWHI =F (1.12)

dans lequel les coefficients

s k=1 UT2
de la matrice [C(t)] dépendent des valeurs by et sont recalculés a chaque pas
de temps en résolvant le systéme obtenu en projetant I’équation (1.8) sur la
base {U;} de HZ(T,):

Ao =Y Y od, [ (w00 (114

Plus précisément, les d;(0) étant connus, on peut résoudre le systéme (1.14)
at =0 et obtenir les b (0). Avec (1.13), on calcule alors les coefficients c;;(0)
de la matrice [C(t = 0)] et on résout le systéme (1.12) a ’aide d’un schéma
de type Neumark ou ©-Wilson [40]. Le processus est répété a chaque pas de
temps. Une série de tests numériques a été effectuée dans le cas ou €2 est

un cube et I's une face de ce cube. Lorsque x4 = 0 et dans le cas linéaire,
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1.2. Un modéle de couplage a frontiére variable [56][58][59]

nous disposons d’une solution analytique. Sur la figure 1.1, nous comparons
I’évolution du premier coefficient de Galerkin d; de notre solution numérique
a cette solution analytique. Sur I'image de gauche, le probléme est résolu
avec u = 0 ce qui revient a annuler la matrice [K]. Le schéma de Neumark
perd alors sa stabilité et les solutions explosent. Le role joué par le terme de
viscosité semble donc équivalent & celui joué par le terme pénalisant introduit

par R. Papi et P. Orenga.
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—Lox o= ‘ i
| ]
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|
|
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|
|
|
|

—Lox 107

—*0x 102

=20x 107
—1.0x 0=
—3.0x 107
—ox 1078
-50x107% T { —ox107®
e i 500 700

P 0
time step 5.10—4 s time step 5.10-4 s

F1G. 1.1 — comparaison analytique - numérique

1.2 Un modéle de couplage a frontiére variable
[56][58][59]

Les travaux présentés dans cette section portent sur ’analyse d’un pro-

bléme de couplage entre un fluide compressible et une plaque mince. On
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1.2. Un modéle de couplage a frontiére variable [56][58][59]

suppose que le fluide est gouverné par un modéle de Navier-Stokes linéaire
compressible. On montre ’existence et 1’unicité de solutions réguliéres pour
un modéle bidimensionnel et ’existence de solutions faibles lorsque le fluide
occupe un ouvert borné de R?. Ces résultats ont fait I’objet des publications
[56], [58] et [59]. Contrairement & ce qui a été fait dans [57], on ne peut
négliger les mouvements de la frontiére si I'on veut obtenir des estimations
d’énergie et montrer que le probléme est bien posé. Ce type de probléme est
donc a frontiére libre et peut étre considéré comme une premiére approche
pour modéliser le flux artériel. Dans le cas incompressible, un résultat d’exi-
stence de solutions fortes locales en temps a été obtenu par H. Beirao da Veiga
dans le cas bidimensionnel [36]. Dans le cas tridimensionnel, A. Chambolle,
B. Desjardins, M.J. Esteban et C. Grandmont [22]| obtiennent un résultat
d’existence de solutions faibles. Dans [22], les auteurs annoncent que le résul-
tat reste vrai dans le cas bidimensionnel lorsque la frontiére est une membrane.
Enfin, si les données sont suffisamment petites, I'existence et 'unicité d’une

solution sont montrées dans le cas stationnaire par C. Grandmont [75].

1.2.1 Equations du probléme

On note QP = QP x (0,T) ou QP est un ouvert borné¢ de RY (N =2 ou 3)
représentant physiquement la plaque au repos, ¥; = I'y x (0,7) ou I'y est
une partie de la frontiére fluide supposée fixe, ¥y = U0, {t} x I'2(t) ou
[o(t) est la déformée de la plaque a l'instant t. On suppose que I'; et QF
sont suffisamment réguliers. Dans R¥*!, on définit Q = Uyeom{t} x Q avec
Qy = Ugear(d(x,t),1) le domaine occupé par le fluide a Uinstant t et d(z,t)
la fleche de la plaque. Si d(z,t) est une fonction continue de x et ¢, alors

Qs=QNn{t=s}#2.
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1.2. Un modéle de couplage a frontiére variable [56][58][59]

A
Z
M1
1
My Qt ry
— —»
X

Fic. 1.2 — domaine 2D

On se place dans le cas d’un fluide isentropique ou I'on suppose que la

pression p ne dépend que de la densité p:
p(p) =ap”, a>0,v>1.

Les équations du fluide sont :

(3—?; — uAu+aVp' =0, dans Q, (1.15)
% +div (pu) = 0, dans @, (1.16)
rotu An =0, sur ¥ =% UX,, (1.17)
u.n =0, sur X, (1.18)
u(t =0) = ug, p(t =0) = py >0, dans . (1.19)

Le mouvement de la structure est gouverné par ’opérateur biharmonique
des plaques minces. Un terme supplémentaire correspondant a l’inertie de
rotation de la plaque [67] [139] peut étre introduit dans ce modéle. Ce terme
(—A%) joue un rdle important puisqu’il permet de montrer que d(z,t) €
C(QP) ce qui assure que §); n’est jamais vide. Dans [22], un terme "visqueux"

2 . n T . .
VAQ%, v > 0) jouant un roéle similaire est introduit.
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1.2. Un modéle de couplage a frontiére variable [56][58][59]

Si on note o la contrainte appliquée par le fluide a la plaque, les équations

décrivant ’évolution de d(z,t) sont:

d . O ,
w"‘Ad—Aw—f-FO' dans Q, (120)
od
d= % =0 sur an, (121)
od

La normale extérieure a € sur I'y(¢) est définie par ses coordonnées cos(w;)

avec 1 < N:

ad
cos(w;) = 6”"2 - si i <N, (1.23)
ad ad
\/ () + ()
-1
cos(w;) = si i=N. (1.24)

2 2
() (#)

On suppose que la vitesse normale & ’'interface plaque-fluide correspond a la

projection de la vitesse du déplacement sur la normale a 2P :

u.n = — cos(wy) sur Xo. (1.25)

ot

La force appliquée par le fluide a la structure est :
o= —ap’ + pdivu. (1.26)

Pout tout © suffisamment régulier, on vérifie que la condition de couplage
(1.25) entraine:

/ Ou.n dl'y = —/ @@ dx. (1.27)
I's Qp 8t

La propriété (1.27) est utilisée pour montrer que I'on a conservation de la

masse et s’aveére déterminante pour ’obtention d’estimations d’énergie.
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1.2. Un modéle de couplage a frontiére variable [56][58][59]

1.2.2 Un résultat d’existence

Lorsque N = 2 ou 3 et v = 1, on montre un résultat d’existence de
solutions faibles pour le probléme (1.15)-(1.27) [58]. Lorsque N =2 et v =1,
on donne un résultat d’unicité pour des solutions réguliéres [56] [59].

Soient K une constante positive ne dépendant que des données, € € (0,1),
f e LY 0,T; HY(P)), dy € HZ(QP), dy € Hi(P), ug € L*(Q) et polog py €
L*(€p) vérifiant :

2mes () + (1= €)]|da 3 ) + 10 [zcamy + [0l 120

+ 2/90 polog po + %Hf\ oty < K(1—p?, (1.28)
t)HiQ(Qt) < K(1 — €)p? et on a le résultat suivant :
Théoréme 1.2. Si N = 3 et v = 1, le probléme (1.15)-(1.27) admet une
solution (u,p,d) telle que u € L*®(0,T; L*(€)) N L*(0,T; H(Q)), plogp €
Le(0,T; LY (%)), p € L2(Q), d € Wh(0,T; HE (%)) N L=(0,T; H3(Qr)),
o€ HY0,T; H2(QP)).

L’existence est montrée a l’aide d’un point fixe de Schauder [144]. On se

alors ‘ |u(

donne d et on étudie ainsi les équations du fluide pour une géométrie donnée.
Pour surmonter la difficulté de travailler dans un domaine non cylindrique, on
procéde a une régularisation elliptique de I’équation des moments. Cet outil
a été introduit par J.L. Lions dans [90] et [93] pour des équations d’évolution
non linéaires puis utilisé par R. Salvi dans [129] pour montrer I’existence de
solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes incompressibles dans
un domaine non cylindrique de R®* x (0,7). La structure est alors résolue
pour une contrainte donnée provenant des équations du fluide régularisées.
Le probléme est recouplé grace a4 une procédure de point fixe.

Ce résultat est vrai pour N = 2 ou 3. En dimension 2, ’estimation
sur plog p dans L>=(0,T; L'(€)) est suffisante pour passer a la limite dans

I'équation de continuité [116]. En dimension 3, on introduit une estimation
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1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

supplémentaire sur p dans L%(Q) qui permet de passer a la limite dans pu.
L’obtention de cette estimation passe par une renormalisation de 1’équation
de continuité. Pour justifier cette renormalisation, on pénalise I’équation de
continuité avec dp?, § > 0. Pour plus de détails sur ce type de techniques on
consultera [97] [98] [42].

Dans le cas bidimensionnel on peut montrer le résultat suivant [56] [59]:
Théoréme 1.3. Si N =2, v=1 et py € WH*(Qy), le probleme (1.15)-(1.27)
admet une solution unique vérifiant les estimations du Théoréme 1.2 et telle
que u € L*(0,T; W2H(,)), p € L®(0,T; W), 24 € L4(0,T; W4(QP)),
A?d € LA(QP).

Ce résultat utilise des techniques introduites par A.V. Kazhikhov et V.A.
Weigant dans le cas d’un probléme de Navier-Stokes compressible linéaire
pour un écoulement irrotationnel lorsque le domaine est fixe [86] [141] et
s’inspire des travaux de F.J. Chatelon et P. Orenga qui obtiennent des résul-
tats d’existence et d’unicité pour un probléme de shallow water avec des
conditions aux limites du type u.n = rotu = 0 [26]. Evidemment, dans
le cas du probléme & frontiére libre (1.15)-(1.27), chercher la régularité des
solutions du fluide n’a de sens que si ’on obtient suffisamment de régularité
sur le déplacement d de la structure. En particulier, pour que la borne en
espace sur u dans W?2* ait un sens il faut s’assurer que d ait suffisamment

de régularité pour que le domaine soit C1! [3] [12] [113].

1.3 FEtude d’un probléme de flux artériel [51]
52]

Nous consacrons cette section a 1’étude d’'un modele de flux sanguin
permettant de simuler numériquement avec un coiit raisonnable le flux artériel.
Cette question a fait I’objet de nombreux travaux de la part de L. Formaggia,
J.F. Gerbeau, F. Nobile et A. Quarteroni [63] [62] ou L. Formaggia at A.

Veneziani [64] qui consacrent de longs développements & la modélisation et
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1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

au traitement numérique de ce type de probléme. Concernant la question
plus théorique de ’existence de solutions, il convient de citer le travail de H.
Beirao da Veiga qui donne un théoréme d’existence de solutions fortes locales
en temps [36] ou le travail de A. Chambolle, B. Desjardins, M.J. Esteban et
C. Grandmont [22] qui montrent un résultat d’existence de solutions faibles.
Dans I’ensemble de ces travaux le flux sanguin est décrit par les équations de
Navier-Stokes incompressibles. Dans [52], nous nous plagons dans un cas plus
général en supposant que I’écoulement est donné par un modeéle de Navier-
Stokes compressible isentropique. Pour la structure, on utilise un opérateur
de coque cylindrique de type Donnell et & 'image de ce qui est fait par
B. Desjardins, M.J. Esteban, C. Grandmont et P. Le Tallec dans [39], on
utilise une approche modale pour décrire le déplacement de la structure. Nous
donnons un résultat d’existence de solutions faibles utilisant un résultat local

de compacité sur la densité que nous avons démontré dans [51].

1.3.1 Les équations du probléme

On introduit un modéle qui peut s’avérer utile pour étudier les effets du
raidissement local d’un vaisseau sur le flux dans lequel on néglige I’effet des
globules. Le modéle décrit les effets du mouvement de la paroi de 'artére
sur 1’écoulement. Les équations sont établies pour une artére cylindrique
souple sans bifurcation notée QF dont la déformation est I'y(¢). On note Q; le
domaine occupé par le sang, I'” la zone de la frontiére ou le flux est entrant,
't la zone de la frontiére ou le flux est sortant. On suppose que QP est de

longueur L (z € (0,L)) et que c’est un cylindre rectiligne.
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1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

Yy A

Fic. 1.3 — domaine 2D

Le modéle est obtenu en faisant I’hypothése que les variables sont indé-
pendantes de la coordonnée angulaire et qu’ainsi toute section de l'artére
reste circulaire au cours du mouvement. On suppose en outre que l'axe du
cylindre reste fixe au cours du temps (ce qui est en accord avec I’hypothése
précédente). Enfin pour des raisons techniques, on ne prend pas en compte
les forces extérieures. Le mouvement d = (d,,d,)T de lartére est donné par
I'opérateur de Donnell [108] auquel on ajoute un terme d’amortissement du
type Kelvin-Voight [8] [127]:

0?d od
FT +A(d)+ A (E) =F sur QF =Q° x (0,1), (1.29)
ou F' est la contrainte appliquée par le fluide a I'artére et
& A
dz? dz
A=
i d_4 + 1
dx dz*
avec pour simplifier: d, = d, = % =0enz =0et z = L. Comme dans 39|,

on approche d par sa décomposition sur les IV, premiers modes propres ¢; de

A. Si les ¢; sont suffisamment réguliers, on peut définir la normale extérieure
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1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

n & €. Le sang est décrit par les équations (1.15)-(1.16) (dans lesquelles on

a conservé le terme d’advection) munies des conditions aux limites :

un=GY >0, rotu=0,sur Xt =T" x (0,7), (1.30)
un=G” <0,rotu=0,sur ¥~ =T" x (0,7), (1.31)
u= %, sur Q = QP x (0,7), (1.32)
p=PF,sur ™ =I" x (0,7). (1.33)

La condition (1.33) est naturelle, a un sens (cf. lemme 1.6) et permet d’obtenir

des estimations d’énergie. La contrainte appliquée au vaisseau est :
F = —o.mndet J, sur QF = QP x (0,T) (1.34)

ou o est le tenseur des contraintes du sang et det J le déterminant de la

matrice Jacobienne permettant de passer de 2 & T's(%).

1.3.2 Un résultat d’existence

Dans [52], sous des hypothéses de données petites, on montre que le

déterminant de J est non nul. Cela donne un sens a I'application permettant
de passer de QP a I'y(¢). En outre, on a le résultat suivant :
Lemme 1.4. Siy =1, ug € L2(), pologpo € L* () et si P;log P, — P; €
(H'(0,T; H?(T™)))" avec p > 2, alors plogp € L*(0,T; L' (), p >0, u €
L2(0,T; H'(4))NL®(0,T; L*(Q)), dp € WH(0,T,L2(QP))NH(0,T,HE (2P)),
d, € Wh(0,T,L*(QP)) N H'(0,T,HZ(QF)).

Toujours pour des données petites, dans le cas v > 1, ce résultat est
complété par:

Lemme 1.5. Siy > 1, py € L"(Q) et si P € (H'(0,T; H?(I'")))" avec
p> 3, alors p € L>(0,T; L7 ().

Ces estimations conduisent & un résultat donnant un sens aux conditions

(1.33) et (1.34):

Lemme 1.6. Sous les hypothéses des lemmes 1.3 et 1.4 on a

ps- € (WH(27))
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1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

et
F e H2(QP).

Remarque 1.7. Sur la question du sens a donner a la trace de p sur le bord,
on pourra consulter ce qui est fait par F.J. Chatelon et P. Orenga dans [24]
et [25] pour un probléme de shallow water.

Dans le cas v = 1, les estimations obtenues aux lemmes 1.4 et 1.6
sont suffisantes pour montrer ’existence d’une solution. Lorsque v > 1, on
introduit un résultat de régularité local sur p a la maniére de ce qui est fait
dans [51]. Cette compacité supplémentaire est utile pour passer a la limite
dans le terme de pression Vp? comme le fait par P.L. Lions dans [98] et
montrer I'existence d’une solution. En particulier, la démonstration de P.L.
Lions utilise le lemme "crucial" suivant :

Lemme 1.8. Soient py, ps € C([0,00)) deuz fonctions croissantes. On suppose
que p1(p), p2(p) et pi(p)p2(p) sont relativement compacts dans L' (K x (0,T))

pour tout compact K de Q2. Alors p1(p)p2(p) > p1(p) p2(p) ot pi(p), p2(p) et
p1(p)p2(p) désignent les limites faibles dans L' (K x (0,T)).

Dans sa preuve, P.L. Lions pose pi(p) = p? avec 0 > 0 et pa(p) = p7. On
voit que la compacité induite par le lemme 1.5 est insuffisante pour appliquer
le lemme 1.7, ¢’est pourquoi on montre le résultat suivant [52] [51] :
Lemme 1.9. 511 < 0 < v et si les hypothéses des lemmes 1.4 et 1.5 sont
satisfaites, on a p borné dans L79(0,T; L' (K,)).

Pour démontrer ce lemme on utilise ’argument suivant. Si le déplacement
de la frontiére est suffisamment régulier (ce qui est le cas), on peut définir
K C Uepo €2 tel que Ky = KNy soit compact pour tout ¢. On introduit une
fonction ¢ € C°([0,T]; C§°(€2)) telle ¢ = 1 sur K et 0 < ¢ < 1 sur Usefo,7182-
Ainsi ¢u vérifie les conditions aux limites suivantes: rot (¢pu) = (¢u).n = 0
sur 3. En conséquence, il existe (voir par exemple [117] [115] [70] ou ce qui

est fait dans [26]) u, = Vp et u, = Rotg ol p et ¢ vérifient :

0
—p:0surE,

—Ap = div (¢u) sur €, .

29



1.3. Etude d’un probléme de flux artériel [51] [52]

et
—Aq = rot (¢u) sur 4, ¢ =0 sur &

tels que ¢u = u, + u,. Ainsi, en multipliant I’équation des moments par ¢,
on parvient a:
op

0p" = —5, T HAP+E (1.35)

ou £ est issu de la projection de différents termes de ’équation et dépend du
mouvement de la frontiére. A ce stade, on pose ¢ = 9" et on multiplie (1.35)
par (¥p)?. On montre alors que £ a suffisamment de régularité pour que p
soit borné dans L*(0,T; L"*(K)).

On propose une construction des solutions approchées basée sur une
pénalisation de 1’équation des moments permettant de se ramener a un
domaine fixe (ou domaine fictif). Cette méthode a été introduite par J.L.
Lions dans [89] pour des équations d’évolution sur des ouverts non cylin-
driques. Ce type de méthode a été utilisé par H. Fujita et N. Sauer [65] pour
montrer I'existence de solutions faibles pour le probléme de Navier-Stokes
incompressible sur un domaine a frontiére variable.

L’idée de formuler globalement le probléme sur un domaine fictif est
aussi utilisée par B. Desjardins et M.J. Esteban [37| [38] pour des résultats
d’existence relatifs a I’étude du mouvement de particules dans un fluide. D’un
point de vue numeérique, R. Glowinski, T.W. Pan et J. Périaux utilisent cette
approche [73] [72] [74] [119] qui permet d’employer un maillage fixe. Enfin,
on peut citer P. Angot, C.H. Bruneau et P. Fabrie qui utilisent une méthode
de pénalisation pour simuler I’écoulement autour d’obstacles [7].

Dans notre cas, la frontiére du domaine étant suffisamment réguliére, on
peut prolonger le probléme & un domaine fixe en pénalisant les équations a
I’aide d’'un terme en vitesse dépendant d’'un paramétre ¢ > 0. On montre
que l'on recouvre les solutions du probléme initial lorsque € tend vers 0.
L’autre particularité de cette approche est de permettre la modification des
conditions aux limites sur la frontiére fictive. En particulier, on remplace la

condition de Dirichlet par une condition du type u.n = rotu = 0 ce qui
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1.4. Un schéma numérique Lagrangien [53]

permet d’utiliser la méthode de Galerkin avec une base spéciale bien adaptée
a ce type de probléme [117]. Le domaine étant fixe, on peut utiliser un schéma
Lagrangien sans risquer de voir dégénérer le maillage. A la section suivante,

nous proposons un schéma Lagrangien dont nous étudions la convergence.

1.4 Un schéma numérique Lagrangien [53]

On a vu que les problémes de couplage peuvent étre traités en adoptant
soit une formulation globale du probléme d’interaction soit en résolvant
séparément les équations du fluide et de la structure que I'on recouple avec
un point fixe. La difficulté de la dépendance en temps du domaine peut
étre contournée en utilisant des techniques de pénalisation [65] [82] [52],
de régularisation elliptique [129] [56] [58] ou en écrivant les équations en
coordonnées Lagrangiennes [37] [38]. Numériquement, cette dépendance en
temps du domaine requiert aussi de faire appel a des techniques particuliéres.
Deux grandes stratégies peuvent étre proposées. La premiére consiste a se
ramener & un domaine fixe. Cette approche présente 'indéniable avantage
de travailler avec un maillage fixe. Toutefois, elle nécessite le développement
de techniques numériques pour suivre l'interface dont la reconstitution des
déplacements n’est pas aisée. La deuxiéme grande stratégie consiste a utiliser
la formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Cette formulation con-
siste & travailler sur un maillage évolutif dont les mouvements sont donnés
par une loi arbitraire et dont la seule contrainte est d’égaler la vitesse du
maillage et la vitesse du fluide a 'interface. Sur cette question on consultera
les travaux de T.J.R. Hughes, W. Liu et T.K. Zimmerman [84], J. Donea
[43], J. Donea, A. Huerta et J. Sarrate [45] ou J. Donea, A. Heurta, J-ph
Ponthot et A. Rodriguez-Ferran [44].

Dans [53|, on propose un schéma Lagrangien pour résoudre le systéme
(F) ((1.15)-(1.16) avec le terme d’advection) dans le cas bidimensionnel

lorsque v > 1 et pour des données petites. La description Lagrangienne
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permet de suivre chaque particule dans son mouvement et ainsi de prendre
naturellement en compte les déplacements de la frontiére. Dans [11], M.
Bercovier, O. Pironneau and V. Sastri présentent des tests numeériques sur des
problémes paraboliques/hyperboliques pour évaluer qualitativement certaines
procédu- res basées sur des schémas du type "éléments finis-caracteristiques".
On peut aussi se référer a la méthode "caracteristiques-Galerkin" proposée
par O. Pironneau et S. Huberson [125] et & I’algorithme "transport-diffusion"
introduit par O. Pironneau [123] pour résoudre les équations de Navier-
Stokes. Sur I’étude des schémas mixtes "caractéristiques-Galerkin", on men-
tionne aussi le travail de E. Siili [136]. Plus récemment, on peut citer le
papier de Y. Achdou et J.-L. Guermond 2| sur I’analyse de la convergence du
schéma "Lagrange-Galerkin" pour les équations incompressibles de Navier-
Stokes. Tous ces travaux concernent des problémes définis sur des domaines
indépendants du temps ce qui n’est pas le cas de (F).

Dans cette section et a I'image de ce qui est fait dans [53|, on analyse les
équations de Navier-Stokes en supposant le mouvement de la frontiére connu.
Pour fixer les idées et respecter la régularité du déplacement de la plaque (par
exemple), on suppose que d = d* € WhH*(0,T; Hy () N L>=(0,T; HZ(9P)).
Puisque le mouvement de la structure est donné, le principe d’action-réaction

exprimé avec la contrainte devient :

[uDu — p"I] .n(y(t),t) = o(d*).n(y(t),t),Vy(t) € Ts(t),
ou o(d*) est la réaction de la plaque a la force appliquée par le fluide. La
régularité de d* permet de définir la normale extérieure a Q; sur I'y(¢) puisque
d* € C%(P) pour presque tout ¢ € [0,T].

Notre propos est de construire des solutions de (F) comme des limites
des solutions d’un probléme (F¢) (F¢ 2, F) dans lequel ’équation de
continuité est pénalisée avec le terme ep?*1. Pour approcher la dérivée Lagran-
gienne, on propose un schéma de différences finis auquel on ajoute un opéra-
teur régularisant dépendant du pas de discrétisation et tendant vers 0 lorsque

le pas tend vers 0. Le terme de pénalisation ep?*! permet notamment de
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passer a la limite dans Vp” dans le probléme discret. On montre que ’opéra-
teur régularisant introduit dans le schéma Lagrangien donne la compacité
nécessaire pour justifier la discrétisation et pour passer a la limite dans les

équations.

1.4.1 Discrétisation du domaine

da(t) _

On considére les courbes caractéristiques données par I’équation i

u(z(t),t) qui est discrétisée sous la forme

Tpyr = T + Aty , k€ {0,....M — 1} , At = %,
ou uy est définie plus loin. On commence par la discrétisation du bord X,.
On note avec un astérique les points appartenant aux courbes approchées.
On suppose que les frontiéres réelles et approchées sont confondues a t = 0.
Les M frontiéres I'y(t = kAt) sont approchées par les M frontiéres ['5(t =

kAt) = 'y, en utilisant la relation

*

od
Yr = Yp_1 T Atﬁ(yk—lat = (k—1)At),

ou yF = y*(t = iAt) et y; = y(t = iAt). On pose ng la normale extérieure

sur I'9x. On construit par récurrence M domaines approchés
Qp = {.Z‘k € R2/.Tk = Tp_1 + Atuk_l,xk_l € Qk—l}
avec k € {1,...,M}. Ainsi, on a:

OQa; = {(y*,t) € R? x ]At,T[/

od*
ot

t € [kAL(k+ 1)At[, y; € T,k €{0,....M — 1}},

y*(t) = yp + (¢ — kAY)

Qar = {(x*ﬂf) € R x ]At,T[/w*(t) = ap, + (t — kAt) (%ﬁ) ,

t € [kAL(k+1)At[, z; € O,k €{0,....M — 1}}.
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At—0
Classiquement, si d* est choisi suffisamment régulier, alors Qa; —— Q.

1.4.2 Probléme approché

Notons T, = x_1 la position dans €2;_; de la particule située en x, au
temps ¢ = kA¢. On_approche la dérivée Lagrangienne dans I'équation des
moments par Uk — Ukt + At*Auy, ou ty = kAL, u, = u(Tg,tg), Up 1 =
u(Trte—1) = u(xp + Attg_1,tx—1), 0 < a < 1, A est un opérateur tel que
D(A) = H3 () et At*Auy — 0 au sens des distributions quand At — 0.
Remarque 1.10. La contrainte normale appliquée par le fluide est "pertur-
bée" par I'opérateur régularisant A. Ainsi, le principe d’action réaction de-

vient :
o(d*).n(y(t),t) = [uDu — p"I] .n + At*Tr(Au) Vt,Vy(t) € I'(t).

Dans 'équation de continuité, on approche la dérivée Lagrangienne par
%_Tfk_l + At*B(pg) ou B est un opérateur tel que D(B) = HY(4),
At*B(pr) — 0 au sens des distributions quand At — 07. On obtient finale-

ment le probléme approché:

up — pAtAu, + At Auy, + AtVp] =y dans €,
ok + Atppdiv uy + AtHaB(pk) + eAthH = pr_1 dans ),

ur =0 sur I'y,

s
T ot

(t = kAt)det J(Ty) sur Ty,

(D (ug) — ppI] g + At Tr(Auy) = o(d*).n(t = kAt) det J(Tgy,) sur Iy,
+ conditions aux limites pourAt®Au, sur I,

+ conditions aux limites pourAt*Bpy sur [y,

u(k =0) = ug; p(k =0) = pp > 0 p.p. dans €y,

34



1.4. Un schéma numérique Lagrangien [53]

ou J([y) est la matrice Jacobienne permettant de passer de la frontiére réelle
[o(t = kAt) a la frontiére approchée I'y,. Le déterminant de J(I'g) est non

nul si d* est suffisamment régulier.

1.4.3 Quelques propriétés

L’existence d’une solution pour le probléme discret peut étre obtenue en
utilisant le théoréme de point fixe de Leray-Schauder [144] & la maniére de
ce qui est fait dans ([98], p.86), [68] ou [69] pour des problémes semblables.
Dans [53], on met en évidence certaines propriétés de cette discrétisation.
La compacité introduite par l'opérateur A joue un role essentiel dans les
démonstrations. En effet, elle permet de montrer que ’application x;,; =
T+ Atuyg, définissant le passage de €2 a (211, a un sens. Plus précisémment,
cette compacité permet de prouver que l'on peut toujours trouver un At

suffisamment petit pour que le déterminant de la matrice Jacobienne

1+ At gZ’“ At gZ’“
k:l k2
J(Q) = : (1.36)
8uk E)uk
At—= 1+ At—2
aa:kl + 837162

soit non nul (et méme strictement positif). L’autre résultat di & At*A est
de montrer, en utilisant les propriétés des espaces Sobolev, qu’un point ne
peut sortir du domaine d’un pas de temps a ’autre. Enfin, on établit que
Atup, — 0 quand At — 0, ce qui permet de passer & la limite dans les

équations discrétes et en particulier de retrouver les termes d’advection.
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Chapitre 2

Analyse de problémes
d’écoulements peu profonds a
surface libre

Les premiers modéles mathématiques du mouvement des fluides ne sont en
fait qu'une forme adaptée des relations fondamentales de la dynamique reliant
la force et l’accélération établies par I. Newton (1642-1727) en 1687. Plus
précisément, L. Euler (1707-1783) et L. Lagrange (1736-1813) dévoloppent
dés le XVIIIéme siécle des modéles décrivant le mouvement de fluides sans
viscosité que nous appelons aujourd’hui parfaits. Ce type de modélisations
a permis d’importantes applications dues & D. Bernouilli (1700-1782) ou a
G.B. Venturi (1746-1822) mais a aussi montré ses limites, notamment en ce
qui concerne ’analyse des phénoménes de couplage fluide-structure. Il faut
attendre le XIXéme siécle pour voir I’écriture des équations de Navier-Stokes
ou équations fondamentales de I'hydrodynamique qui honorent les noms de
I'ingénieur Frangais H. Navier (1785-1836) [112] et de Sir G. Stokes (1819-
1903) [135]. Leur écriture n’a été rendue possible que grace aux progrés
réalisés sur la théorie de I’élasticité et le calcul tensoriel. Leur forme trés
complexe rendait leur étude trés difficile et il fallut attendre J. Leray en 1933
|87] pour obtenir les premiers résultats d’existence et d’unicité de solutions
faibles. De nombreux résultats furent ensuite obtenus parmi lesquels il con-
vient de souligner ceux de P.L. Lions et ses contributions fondamentales

sur les fluides compressibles [98]. Toutefois, des questions restent encore
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ouvertes, en particulier I'unicité de la solution en dimension trois n’a jamais
été démontrée. Dans les lignes qui suivent, on s’intéresse a des formes simpli-
fiées des équations de Navier-Stokes en insistant sur les écoulements a surface
libre en eau peu profonde.

Les équations qui régissent les écoulements en eau peu profonde furent
publiées par J.C.A Barré, Comte de Saint-Venant (1797-1886), en 1871 [128].
La principale opération donnant les équations de Saint-Venant (ou de "shal-
low water" en anglais) a partir des équations de Navier-Stokes est une moyen-
ne sur la verticale. Toutefois 'existence de termes non linéaires oblige a
quelques hypothéses et approximations qui conditionnent le domaine de vali-
dité. Ces équations sont employées dans des domaines aussi divers que 1’océa-
nographie, la sédimentologie, I’étude des crues, la simulation des tsunamis.
Les équations de Saint-Venant jouent donc un réle fondamental dans la
protection de 1’environnement.

L’étude mathématique de ces équations a fait I’objet de nombreuses publi-
cations. D’un point de vue théorique, on citera les travaux de B.A. Ton [140],
C. Bernardi et O. Pironneau [14], V.I. Agoshkov, D. Ambrosi, D. Pennati, A.
Quarteroni et F. Saleri [4], P. Orenga [116], F.J. Chatelon et P. Orenga [25]
[26], S. Chippada, C.N. Dawson, M.L. Martinez-Canales et M.F. Wheeler [27]
[28], L. Sundbye [137] ou D. Bresch et B. Desjardins [20]. Concernant I’analyse
numeérique, de multiples schémas ont été proposés. Pour une approche repo-
sant sur les différences finies on citera notamment P. Glaister [71], pour les
élements finis on renvoie en particulier & V.I. Agoshkov, D. Ambrosi, D.
Pennati, A. Quarteroni et F. Saleri [4], pour les volumes finis on consultera
par exemple K. Anastosiou et C.T. Chan [6] ou A. Bermudez, A. Dervieux,
J.A. Desideri et M.E. Vazquez [13|, enfin pour les méthodes spectrales on
se penchera sur les travaux de B. Di Martino, F.J. Chatelon et P. Orenga
[104]| qui appliquent la méthode de Galerkin non linéaire développée par M.
Marion et R. Temam [101].

Les lignes qui suivent sont consacrées a ’étude de diverses questions
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rencontrées dans l'étude des équations de Saint-Venant, que ce soit d’un
point de vue théorique ou numérique. A la section 1, on présente une série de
résultats de régularité obtenue pour le terme d’advection et la hauteur d’eau
dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet lorsque le terme de diffusion
est de la forme —pAwu [60]. A la section 2, on s’intéresse avec F. Bosseur [17]
a la question de la détermination de conditions aux limites par une méthode
de contrdle optimal. A la section 3, avec B. Di Martino, C. Giacomoni et
P. Orenga [107] [105] [106], on introduit un modéle de tsunami simulant
I’élévation de la surface de ’eau lors d’'un mouvement de la lithosphére. On
donne des résultats d’existence, de régularité et d’unicité ainsi que quelques
simulations numériques qui permettent de retrouver certains phénoménes
observés physiquement. Enfin, a la section 4, on introduit un schéma de
résolution mixte "Lagrange-Galerkin" [50] permettant de conserver la positivi-

té de la hauteur d’eau et pour lequel on étudie la convergence.

2.1 Sur la notion de régularité [50] [60]

Les modéles de shallow water sont constitués d’une loi de conservation

pour la hauteur d’eau A > 0:

?3_? +div (hu) = 0, dans Q@ = Q x (0,7), (2.1)

et d’une équation pour la vitesse de la forme:

% +div (hu ® u) + D(h,u) + %Vh? =0,dans Q =2 x (0,7), (2.2)

o D(h,u) est un opérateur de diffusion, a > 0, T > 0 et §2 est un ouvert
régulier de R?. Plusieurs modélisations de la diffusion sont possibles, citons
en particulier [98] [88]:
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D(h,u) = —phAu (2.3)
D(h,u) = —pA(hu) (2.4)
D(h,u) = —pdiv (AVu). (2.5)

On se donne des conditions initiales pour h et hu et on munit ces équations
de conditions aux limites périodiques, de Dirichlet ou de la forme u.n =
rot u = 0. Le probléme (2.1)-(2.2) semble ouvert si la diffusion est modélisée
par (2.4). Si D(h,u) est décrit par (2.5), un résultat d’existence locale de
solutions réguliéres a été démontré par L. Sundbye [137]. Lorsque I'on tient
compte de la friction au fond [121] et de la tension de surface, D. Bresch et
B. Desjardins montrent I’existence d’une solution faible globale [20]. Notons
que le modéle de D. Bresch et B. Desjardins est clairement physique puisque
les termes de friction et de tension de surface proviennent des équations de
Navier-Stokes a surface libre. La régularité introduite par ce modéle permet
de dériver les équations quasi-géostrophiques utilisées en océanographie.

Pour ce qui nous concerne, on s’intéresse au cas (2.3). Si A > 0, le systéme

(2.1)-(2.2) peut étre remplacé par:

Ou + (u.V)u — pAu+aVh =0, dans @ =Q x (0,T)
(F)§ o (2.6)
e + div (hu) = 0, dans @ = Q x (0,7)

On pose uy € L?(Qq), ho et hologhy € LY(R), de plus, comme P.-L. Lions
dans [98] (p. 252) ou P. Orenga in [116], on suppose que:

2

1 _
—/ |2 d:r+a/hologh,0 dz < “—2+a/hologh0 dz
2 Q Q 2C'0 Q

% Jo ho dz et Cy est la meilleure constante de I'inégalité de

ot h_() = mes
Gagliardo-Niremberg

1/2
L2(9)

1/2

< Co |ul| oyl [y

||l ‘L4(Q)
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La notion de solutions faibles utilisée est: h > 0, hlogh € L>(0,T; L'(Q2)),
u € L*®(0,T; L*(Q2)) N L%(0,T; H3(2)) et les équations sont vérifiées au sens
des distributions.

La question de la régularité et de 'unicité de la solution a été traitée
pour des conditions aux limites du type u.n = rotu = 0 par F.J. Chatelon
et P. Orenga [26] pour des données petites. Dans le cas d’un écoulement
potentiel sans advection, des résultats similaires ont été obtenus par A.V.
Kazhikhov [86](voir aussi V.A. Weigant et A.V. Kazhikhov [141]). Notre
objectif est d’étendre au cas (2.6) une borne sur & dans L?(Q) obtenue par
P.L. Lions |99] pour des conditions de Dirichlet lorsque le nombre de Reynolds
est faible. Nous donnons deux démonstrations dont une utilise des résultats

de régularité sur le terme d’advection.

2.1.1 Une estimation sur le terme d’advection

Soit Bf la boule de centre z et de rayon 7. Dans la suite, on note W(R?)
I'espace des fonctions f € H!(R?) dont la dérivée au sens des distribtuions
Df est encore dans H'(R?) I'espace de Hardy défini par:

H'(R?) = {f € L'(R?*)/sup |h, * f| € Ll(RQ)}
n>0
ol hy(z) = n~h(%) > 0, appartient & C§°(R?) et vérifie: supphy(z) C By,
Jg> hy(z) dz =1 (C. Fefferman and E. Stein [48], R. Coifman and G. Weiss
[32]). Notons que W(R?) est un sous espace de I’espace de Sobolev W' (R?).
D.C. Chang, S.G. Krantz et E.M. Stein [23] puis J. Hogan, C. Li, A. McIntosh

et K. Zhang [83] introduisent des espaces de Hardy définis sur des domaines

bornés. Un de ces espaces est :

H.() = {f € L'()/f. e H'(R")}
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ol f, est le prolongement par 0 de f dans R%. Toute fonction f de H.(f)
vérifie fQ f dx = 0. On réécrit le terme d’advection sous la forme:
2

9 .
UVUZ = E Uk Uk + (—l)ZU,jI'OtU = T() + T1
k=1

0x;

avec i # j. On montre alors le résultat suivant [60]:
Lemme 2.1. Sous les hypotheses précédentes, Ty, € L*(0,T; H (), T} €
L2(0,T;HL(Q)) + L 0,7, WhH(Q)).

Ce résultat semble compléter la régularité obtenue sur le terme d’advection
dans le cas des équations de Navier-Stokes incompressibles par R. Coifman,
P.L. Lions et S. Semmes dans [31| ot les auteurs mettent en évidence les
relations existantes entre la théorie de la compacité par compensation (voir
par exemple F. Murat [110] [111]) et des outils d’analyse réelle comme les

espaces de Hardy.

2.1.2 Application: borne L? sur la hauteur d’eau

L’estimation obtenue sur (u.V)u permet de montrer le résultat suivant
dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet:

Théoréme 2.2. Il existe une solution (h,u) de (2.6) telle que h € L*(Q) et
u € C°[0,T]; L3()).

Pour obtenir une borne sur h dans L*(Q) on s’inspire des travaux de P.L.
Lions dans [99]. On introduit 'opérateur de Stokes S(II) = p ou (s,p) est
I'unique solution de —As + Vp = II dans €2, divs = 0 dans €2, s = 0 sur 052
et [o,p dz = 0. On sait que S est borné de W~"(2) dans L"() et de L"(2)
dans W(Q) avec 1 < r < co. On pose II = —pAu € L*(0,T7; W 12(Q)),
alors p = S(—pAu) € L*(Q x (0,T)) et ’équation des moments sur 2 x (0,7)

s’écrit :

—As+ V(p+ah) = —g—?; — (u.V)u.
Ainsi:
- ou
p+ah—ah=-S (E) - S((u.V)u) (2.7)
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ou h = m Jq ho dz. L’équation (2.7) conduit a:

al |32 e oy < C1 (1+\|h\|L2(QX(O,T))) +/ S((uw.V)u)h.  (2.8)

Qx(0,T)
Or, en décomposant le terme d’advection comme a la section 2, il vient :
1

S(uV)wh=>"[ S(T)h. (2.9)

0x(0,T) — Jax(o,n)
Or, on sait que T, € L*(0,T; H1(Q)) et que Ty = Ty; + Tip avec Ty; €
L*(0,T; HL(Q)) et Ti, € LY0,T; WH(2)). Comme HL(2) € H™'(Q) alors
S(Ty) et S(T11) sont bornés dans L?(2 x (0,T)). Ainsi:

2 S < (IS aeiory + 18T liraeiory ) [Flliaiomy

Qx(OT

S(Ty2)h. (2.10)
ax(0,T)

En outre, comme WhH(Q) C L?(f2), alors S(Ti2) est borné dans L'(0,T;V)
ou V est Pensemble des fonctions de H!(€2) de moyenne nulle. On introduit
les espaces de Orlicz [3] L4(Q2), La () et L4(Q2) ou A est la N-fonction
définie par A(t) = exp(t?) — 1 et A’ est la N- fonction complémentaire a A,
équivalente a la N-fonction A’ définie par A’ = t4/log*(t). En utilisant le
fait que |S(Tho)| 10,z < kT2 ||L1(0,T;L2(n)), il vient :

S(Ti)h < 2 / 1S T2) 1, oo [l o)
Qx(0,T)

Finalement, (2.8), (2.10) et (2.11) conduisent a:

2
Hh||L2(Q><(O,T)) = Cu [l p2anqory — C5 <0 (2.12)

d’ott 'on déduit que h est borné dans L?(Q).
La borne sur u dans C°([0,T]; L*(2)) est une conséquence directe du

théoréme des dérivées intermédiaires [100] appliqué a I’équation des moments.
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2.1.3 Remarque: une autre preuve pour la borne L?

4

On note V l'opérateur gradient dans @ et on pose W = Z w; avec:
i=1

Our Ou
wy = <8—tl’ a—;’ 0> , wy = (uVuy, uVuy, 0),

odivu  Orotu  Odivu  Orotu

w;:,z,u(— dr1  0ms ' Owo + 011
Avec ces notations, (F) peut étre écrit sous la forme VA + W = 0. Or,
on a u € L?(0,T; Hy(Q)) donc wy € H7Y0,T; L*(Q)) € H Q) et ws €
L2(0,T; H™'(Q)) ¢ H™Y(Q). De plus, wy € L3(Q) C H™(Q) car u €
L*(Q) N L*(0,T; Hy(2)). Enfin, comme hlogh € L®(0,T; L*(Q2)) alors h €

L*(0,T; H (), div(hu) = -5 € H '(Q) et finalement w, € H '(Q).

: 0) , wyg = (0,0, div(hu)).

Ainsi
Vh=-WeH Q)

et par conséquent h € L*(Q) si h € L2 .(Q) [70]. La borne sur h dans L2, .(Q)

loc loc

peut étre obtenue en procédant comme P.L. Lions dans [98].

Remarque 2.3. En utilisant les estimations obtenues dans [51], on montre
que ce résultat est encore vrai dans le cas d’un probléme & frontiére variable
avec u = % sur ¥ ot d est le mouvement de la frontiére. Ce type de résultat
peut étre appliqué a I’étude du niveau des fleuves (voir par exemple [130])

ou du transport de polluants en mer (pétrole).

2.2 Un schéma de résolution mixte "Lagrange-
Galerkin" [50]

Dans cette section nous nous intéressons a la résolution numeérique des
équations de shallow water [50]. Comme nous I’avons vu, de nombreuses
stratégies peuvent étre proposées pour discrétiser en espace ces équations. On

citera par exemple O. Pironneau [124] pour les élements finis, A. Bermudez,
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A. Dervieux, J.A. Desideri et M.E. Vazquez [13]| pour les volumes finis, B. Di
Martino, F.J. Chatelon et P. Orenga [104] pour la méthode de Galerkin non
linéaire [101]. Ces méthodes sont souvent couplées & un schéma en temps
Eulérien. Notre but est de proposer un schéma numeérique basé sur une
méthode mixte "Galerkin-Caractéristiques" permettant de conserver la posi-
tivité de h. Pour ce schéma, qui posséde une expression trés simple, nous
donnons un résultat de convergence du probléme discret vers le probléme
continu. Enfin, on propose un critére numeérique reliant la discrétisation
Lagrangienne et le nombre de vecteurs propres lorsqu’on résout avec un point

fixe les équations de conservation discrétes.

2.2.1 Le probléme discret : résultats de convergence

On souhaite construire des solutions de (F) comme limites de solutions
de:

( Ou
— + (u.V)u — pAu+ aVh =0, dans @
(F%) ¢ 5 +div(hu) + 6R* =0, h>0, 6>0, dansQ (2.13)
u=0, sur X
L u(t=0) =wug(z), h(t =0) = ho(x) >0,  dans Q.

Remarque 2.4. Grace a I'estimation obtenue sur h dans L?(Q) pour des
conditions aux limites de Dirichlet, on peut affirmer que les solutions de (F)
sont des limites des solutions de (F°) quand 6 tend vers 0F. La régularisation
de ’équation de continuité permet de construire des solutions approchées et
en particulier de passer a la limite dans les équations discrétes.
On renormalise I’équation de continuité comme suit :
dlogh
ot

Cette renormalisation se justifie car h est borné dans L?*(Q) et u est borné
dans L?(0,T; Hy(2)) (R.J. Di Perna et P.L. Lions [41] ; P.L. Lions [97], lemme

+uVlogh +divu +0h =0, dans Q. (2.14)
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2.3). Ainsi, (F?) peut étre formulé sous la forme:

( du
% — pAu+aVh =0, dans @
h
(F%){ == +divu+h=0, dans Q (2.15)
u =0, sur %
| u(t=0)=wug(z), h(t =0) = ho(x) >0, dans .

d 0
ol d—q; = a—(f +u.V¢ est la dérivée Lagrangiennne. Dans I’équation (2.14), on
approche la dérivée Lagrangienne par

log hy — logﬁk,l
At

ou
hie = h(zg,ti), 7Lk—1 = h(zr — Atug_1,tp—1),

T
te = kAL k€ {0, M — 1}, At =

et ou 2 = Tp_1 + Atug_q est la forme discréte de

dx(t)
— =ulx(t),t
o (x(1),t)
qui définit les courbes caractéristiques. Avec les mémes notations, on approche

la dérivée Lagrangienne dans 1’équation des moments par

Up — Ug
thkl +At°‘A(uk)
ol <a< % et A est un opérateur tel que
0
D(A) = H3(Q) = {¢ € H*(Q); ¢ = % =A¢=0on r}

et At*A(ug) — 0 au sens des distributions quand At tend vers 0. Finalement,

on obtient M problémes discrets

up — pAtAu, + AT Auy + aAtVhy = U, dans €,

log hy + Atdivug + dAthy = logﬁk_l dans €,
(F2) R we=0 sur [’

+ conditions aux limites pour Auy sur I,

u(k = 0) = up; h(k = 0) = hy > 0 p.p. sur €.
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Remarque 2.5. Cette discrétisation assure la positivité de hy qui est néces-

saire pour obtenir des estimations.

Si At est suffisamment petit et si les données sont controlées dans un sens

défini dans |50], alors on a le lemme de compacité suivant :
Lemme 2.6. Si a < 3, pour tout k € {1,...,M}, on a:

k
o ulloey <€ 0 Xl = Tl <€

. k
ZNHQHWHZS(Q)gc , ZAt||ui||i]é(Q)<Ca
=1 =

k
Sup th”Ll(Q) <C, ZAtHhiH;(Q)gC((s)
=1

1<Kk
ot les bornes sont indépendantes de At.

En outre, si on note J; la matrice Jacobienne telle que:

/ bp_1 day = / Gr—1det Jp_1 dzp_4
Q Q

alors:
Lemme 2.7. Sous les hypothéses du lemme 2.6, on a det J, > 0.

Ces différents résultats permettent de montrer que le probléme discret a
un sens et fournissent la compacité nécessaire pour passer a la limite dans
les équations:

Lemme 2.8. (F3,) — (F°) au sens des distributions quand At — 0.

Le probléme (F3,) est résolu & l'aide de la méthode de Galerkin en
utilisant un point fixe pour recoupler les deux équations. On pose € < p,
C(n) = sgp C; avec Cz'g[1,n]”¢i = ||¢iHH1(Q) et ¢; une base de H3(Q).
Alors:

e

Lemme 2.9. La méthode itérative converge si At < CHOR

[l 120)
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2.2.2 Application: le lac de retenue de Calacuccia

Avec C. Giacomoni, nous testons la méthode dans une situation réelle:
le barrage de Calacuccia (France-Corse). On considére les conditions aux
limites u.n = rotu = 0 pour lesquelles les résultats restent vrais. La figure
2.1 représente la bathymétrie du barrage de Calacuccia dont la profondeur
principale est d’approximativement cinquante métres. Les simulations sont
réalisées avec un vent dominant caractéristique de cette région (figure 2.2).
On observe une circulation dans le sens du vent prés de la rive (ou la
hauteur d’eau est faible) et une recirculation par le centre du barrage o
la profondeur est plus importante (figure 2.3). L’élévation de la surface est
seulement influencée par le vent (figure 2.4). La figure 2.5 représente ’évolu-

tion de I'énergie cinétique E, = 1||u,| |12(Q) =230 a(t)

F1G. 2.1 — bathymétrie du barrage de Calacuccia
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F1G. 2.3 — allure du champ de vitesse
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2.3. Sur le controéle des équations de shallow water [17]

2.3 Sur le contrdle des équations de shallow
water [17]

Losqu’on cherche a simuler la courantologie en mer ouverte, la détermina-
tion de conditions aux limites & adjoindre au systéme différentiel est une
difficulté majeure. En effet, dans la plupart des cas, les champs de mesures
dont on dispose sont issus de campagnes de mesures a grande échelle ce qui
ne nous donne que peu de renseignements sur les phénomeénes locaux que
nous désirons étudier. Ainsi, le probléme est de déterminer les "meilleures"
conditions aux limites pour que la solution calculée approche au mieux les
valeurs mesurées a I'intérieur du domaine. Pour répondre & cette question
nous utilisons dans [17] des méthodes classiques d’optimisation dont les
aspects mathématiques sont largement détaillés dans [91] et dont des applica-
tions aux fluides géophysiques sont présentées dans |35]. Les travaux publiés
dans [17] portent sur le contrdle des équations de shallow water et complétent
une étude de F. Bosseur et P. Orenga sur un probléme d’écoulement linéaire
[19] (voir aussi [16] [18]). Sur les problémes de controle en mécanique des
fluides on pourra consulter [1] [15].

2.3.1 Expression de la fonction coft

On décompose la frontiére du domaine en trois parties I'’, I't et I'". On

munit (2.6) (sans advection) des conditions aux limites suivantes:

u.n =0, rotu =0, sur X°=T?x (0,T), (2.16)
un=G >0,rotu=0, sur X" =T% x (0,7), (2.17)
un=G<0,rotu=0, sur X~ =T x (0,7), (2.18)
h=P, sur ¥~ =TI x(0,T). (2.19)
Dans [17], on pose v = u — w ol w est défini a aide d’un probléme de

relévement w = R(G) € WH(0,7; W**(2)) avec w.n = G et rot w = 0 sur le
bord (G est suffisamment régulier). Alors si by € W4(Q) et uy € H*(Q) on
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2.3. Sur le controéle des équations de shallow water [17]

montre que le probléme de shallow water admet une solution unique telle que
u € L40,7; W24(Q)) et h € L®(0,7; W14(Q)) [26]. On note z*,...,2™ les m
points de €2 pour lesquels nous disposons de mesures. Comme en dimension
deux u € L*(0,T;W24(Q2)) c L*(0,T;C°(Q)), on peut donner un sens &
u(x'),...,u(z™). Si on note ug = (Ugy,---,Uagm) € L*(0,T;R?™) le champ désiré

(ou mesuré) aux points z',...,z™ alors la fonction cotit J(G) est définie par:

m a7
16 =Y / (@' 4 G) — g
=1

ol u(x!,t; G) représente la valeur au point z' a I'instant ¢ de la solution u du

2 (2.20)

probléme de Saint-Venant pour un G donné. L’objectif de ce travail est de

trouver une valeur de G qui minimise J(G).

2.3.2 Probléme adjoint

A la maniére de ce qui est fait dans [16] (annexe A), on écrit le probléme

adjoint F* associé au probléme de shallow water.

_ 8;7: — pAu*—hVh* :é(u(xi,t; Q) — ug;) ® 8(z — :L,i), dans Q, (2.21)
u*.n =0, sur X, (2.22)
rotu® = 0, sur X, (2.23)
u*(t =T) = 0, dans ©, (2.24)
- 68}1* —u.Vh* —adivu® =0, dans Q, (2.25)
h* =0, sur B, (2.26)
h*(t=T) =0, dans €, (2.27)

ou (u(z't; G) — ug;)®@d(x — x) est la distribution définie par

¥ = / (u(@ 1, G) — uag)b(a 1) dt, v € D(Q).
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En utilisant les propriétés de 'opérateur adjoint, on peut établir que I’équation

vérifiée par le minimum local de la fonctionnelle J s’écrit :
divu® 4+ hh* =0 sur X. (2.28)

Dans [17], nous montrons I’existence d’une solution au probléme adjoint telle
que u* € L3(Q) et h* € L3(Q). Il est clair que cette régularité n’est pas
suffisante pour donner un sens a la trace de divu*+ hh* et donc montrer que
la solution du probléme adjoint vérifie (2.28). La condition (2.28) n’a donc
qu’un intérét numérique.

Pour montrer I'existence d’une solution au probléme adjoint on procéde
par transposition [100] en introduisant le probléme transposé Fr;. associé a
Fr.

88—15 — Ay —aVe = @, dans @, (2.29)
.n =0, sur X, (2.30)
roty = 0, sur 3, (2.31)
Y(t=T) =0, dans , (2.32)
‘Z—f + div (1bh) + div (ug) = 0, dans Q, (2.33)
¢ =0, sur X7, (2.34)
¢(t =0) =0, dans €. (2.35)
On montre que si ® € L*(Q), alors F} admet une unique solution (¢,¢) €
Vi X Vg avec:
4 2,4 o 4 Ypn=20
o= {wertorimai@) 5 e 1@ (") srs s wo =0}
et
Vo= {v e LT @) s 3 e 1@ o=0sur s 60) =0}
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2.3. Sur le controéle des équations de shallow water [17]

Ainsi F;. définit un isomorphisme de V,, x V,, dans L*(Q) x L*(Q) et par
transposition on en déduit qu’il existe un unique u* € L3(Q) et h* € L3(Q)

solution du probléme adjoint.

2.3.3 Quelques résultats numériques

Les simulations présentées ci-dessous ont été obtenues par F. Bosseur sur
la baie de Calvi (France-Corse) [17]. A la figure 2.6, nous montrons ’évolution
de D'erreur lors d’un controle sur G et a la figure 2.7, le champ de vitesse
correspondant obtenu aprés convergence. L’allure de ce champ est tout a fait

comparable a celle obtenue par B. Di Martino [103].

0.1372 T T T 4.3 1 T T T
WY
I '
N x
AR
AN R
1¢}\¢T1\TAA x\
1 P S
BEIRRRN AR
¢¢TT¢¢¢41 NS
T%“;“ﬂ' LNyt w e Ay
014 | 3ATT¢T¢¢AAA’ ‘i\\»‘zii“ B
. NN
¢TT¢¢AAA‘ i&&g\N\\\\
4‘¢T¢¢AAA\\ NN R R Y
¢4\¢ A N ‘%\NQNNN\
Iatatar,y AR vy vy |
PR O S A vy *W
P O NN vy vy
At BMARRRRY
At s AT
5 vy ¥
AAA‘\ \ ~ ‘k‘#¢¢¢¢¢d’¢
oA BRI
o s <eesiEibib vy
. Ly
\ <. crfev ity
vty
v
1 ”f
\\\
[
1A1 m
0 .
001873 ‘ ‘ : :
1 10 20 0 2 2.7

1
0.18725362E-01< cnv < 0.13721428E+00 Vmax= 0.15770671E+00

FIG. 2.6 — Variatjon de Uerreur Fic. 2.7 — Champ de wvitesse

Hu(wi)—uzz,i dans la baie de Calvi.

2

L2(0,T;R™)

W s
H dii||L2(0,7;R™)

o4
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2.4 Analyse d’un modéle de tsunami [103] [104]
[105]

Les tsunamis peuvent avoir des origines trés variées. Ils sont souvent
provoqués par des séismes localisés en mer, des glissements de terrains sous-
marins ou par la proximité d’un volcan actif. Dans ce dernier cas, c’est
I’arrivée brutale en mer d’une quantité plus ou moins importante de débris
volcaniques dévalant les pentes de I’édifice qui déplace la masse d’eau et
provoque une onde de trés grande énergie se propageant a la surface [81].

Lorsqu’un phénoméne de ce type se produit, on sait qu’'une vague impor-
tante va étre générée et se déplacer. Le probléme est de savoir quelles seront
ses dimensions, sa vitesse, et quelle sera sa puissance quand elle déferlera sur
les cotes? C’est a ces questions que la modélisation mathématique essaie de
répondre.

Concernant les tsunamis prenant leur origine dans un glissement de terrain
ou une avalanche de débris volcaniques, on notera que le modéle de Saint-
Venant est déja largement employé [85] [126]. Nous proposons dans cette
section d’introduire le modéle de Saint-Venant pour simuler un tsunami di a
un séisme sous-marin. Les tremblements de terre tectoniques sont provoqués
par un mouvement de la lithosphére, lorsqu’il y a collision entre des plaques
mobiles de la croiite terrestre. Les vagues issues de ce type de séismes ont
des longueurs d’ondes toujours bien supérieures a la profondeur des océans
ou elles évoluent. Ces longueurs sont souvent de 'ordre de la centaine de
kilométres et la vitesse de ces ondes dépend uniquement de la profondeur. Au
large des cotes, par 5000 métres de fond, les tsunamis d’origine tectonique ne
sont jamais ressentis par les navires car leur hauteur n’excéde pas la dizaine
de centimétres et leur vitesse est de 800 km/h. Lorsque le raz de marée se
rapproche du littoral, par 10 métres de fond, la vitesse de la partie avant
des vagues chute & 40 km/h tandis que la partie arriére continue d’évoluer

rapidement. La longueur d’onde décroit donc considérablement & I’approche
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des cotes et comme l'énergie se conserve, la hauteur des vagues augmente
[47]. Les vagues formées & plusieurs milliers de kilométres du rivage peuvent
atteindre une quinzaine de métres et celles nées a proximité des cotes peuvent
dépasser les trentes métres. Selon la nature du littoral les dégats peuvent alors

étre considérables.

2.4.1 Le modéle

Soit 2 un domaine ouvert borné de R?, simplement connexe pour simpli-
fier, de frontiére y réguliére. Physiquement, €2 correspond au domaine horizon-
tal occupé par le fluide et soit @ le cylindre 2x]0,77 et X = yx]0,T7.

On note par n la normale unitaire extérieure a ) sur -y et par x = (x1,22)
un point de Q. u(z,t) est un vecteur de R*® correspondant a la vitesse du
fluide et h(z,t) est une fonction positive qui correspond a la hauteur totale
de la colonne d’eau. d(z,t) représente le déplacement de la lithosphére et on
a h(z,t) = H + ((z,t) — d(z,t) ou H représente la profondeur du domaine et
((z,t) lélévation de la surface. Le modéle du fluide est un modéle de Saint-
Venant obtenu par intégration sur la hauteur d’eau totale (i.e. entre —H +d
et () des équations primitives tridimensionnelles des fluides géophysiques,
lorsque la densité du fluide est considérée constante [114]. En conservant les

notations des sections précédentes, il vient :

%:: + (u.V)u +wealu) — pAu+ gV + Cylulu = fi dans @, (2.36)
(?9_? +div (uh) = 0 dans @, h > 0, 2.37

2.38
2.39
2.40

u-n=0,rotu=0o0n X,
u(t = 0) = up(x) dans €,

)
)
)
h(t = 0) = ho(x) dans €2, hg > 0. )

(
(
(
(

ol we, g et Cy sont des coefficients correspondant respectivement & la force

de Coriolis, a I’accélération de la pesanteur et au frottement au fond [122].
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Nous avons choisi de modéliser les mouvements de la lithosphére a I'aide

d’un opérateur de plaque:

0%d 9 0%d
w-l—A d—sza—i-fg dans @, (2.41)
od
d = g1, = go sur X, (2.42)
od
dit=0)= do(l“),g(t = 0) = di(z) dans Q (2.43)
oll o = —p = —pogh est la contrainte du fluide sur la plaque. Afin de simplifier

la présentation, nous posons g; = g, = 0.

2.4.2 Des résultats d’existence, régularité et unicité

Dans [107] [105] et [106], nous donnons un résultat d’existence pour ce
probléme sous une hypothése de données petites et pour un temps 7 fini. En
particulier, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.10. Soit ug € H*(Q), hg > 0, hologhy € LY(Q), dy € H(9),
dy € H3(Q) et V = {¢ € H'(Q) ; ¢.n =0}, alors le probleme admet une

solution :

u € L*(0,T; V) N C°([0,T]; L*(£2)) (2.44)
h € L*(0,T; L' () N L*(Q), hInh € L™(0,T;L*(2)), h >0  (2.45)
d € Wh(0,T; Hy(Q)) N L*=(0,T; H (). (2.46)

Ces estimations sont obtenues en introduisant un espace de stabilité sur
la vitesse du fluide. Plus précisément, on montre qu’il existe un temps 71" et

une constante C ne dépendant que des données telle que:
|[u(®)]] 12y < C1 VE € [0T].

En fait la borne sur h dans L?*(Q) n’est pas nécessaire pour passer a la
limite dans les équations (I’estimation sur hlogh dans L*®(0,T; L'(Q)) est

suffisante [116]) mais revét un intérét particulier pour la démonstration. Sans
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2.4. Analyse d’'un modéle de tsunami [103] [104] [105]

I'introduction de cette borne sur A, nous devrions construire deux espaces de
stabilité, I'un pour la vitesse du fluide, 'autre pour la vitesse du déplacement
[68] :

<(Cy Vte [O,T]

od
Hu(t)HLz(Q) <Cy et Ha(t) @)

avec Cy = min (52:;,%) ol Cgy est une constante de I'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg [21]. Bien que cette approche permette de construire une solution
plus faible, elle est plus contraignante car le rayon des boules de stabilité
dépend du temps.

Pour montrer I'unicité de la solution du probléme, la principale difficulté
est liée aux équations de shallow water. En effet, pour obtenir 'unicité, on
doit tout d’abord montrer des résultats de régularité sur u et h (i.e. u €
LA0,T; WH4(Q)) et h € L°(Q)).

Ces résultats ont été démontrés par F.J. Chatelon et P. Orenga [26] en
s’'inspirant d’'une méthode introduite par A.V. Kazhikhov et V.A. Weigant
[86], [141] dans le cas d’un écoulement potentiel compressible linéaire.

Nous proposons une démonstration plus courte de ce résultat en utilisant
des techniques présentées par P.L. Lions [98]. En particulier, nous montrons
la borne sur h dans L'*?(Q), (1+p < 00) et sur u dans L'*?(0,7; Wh*2(Q)).
La borne sur h dans L*°(Q) et I'unicité du probléme de shallow water sont
alors obtenues en suivant ce qui est fait dans [26|. Une fois les résultats de
régularité établis, la démonstration de 1'unicité de la solution du probléme

couplé est évidente.

Lemme 2.11. Sous les hypothéses du théoréeme 2.10 et si hyg € LP(R2), ug €
LY?(Q)?, alors h € L*(0,T; LP(Q2)) N L'™P(Q) et w € L*°(0,T; L'*?(Q2)) N
LYFP(0,T; WHHP(Q)), 1 + p < oo. La solution (u,h) est unique si p > 3.
2.4.3 Construction des solutions approchées

Soit V, l'espace engendré par les n premiers éléments d’'une base de V

et {¢1,...,0,} une base de V, ou chaque ¢, € H*(Q)% Notons que grace
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a la régularité de la base, les espaces L*(0,T;V,) et L*(0,T;V, N WhH*(Q)?)
sont algébriquement et topologiquement égaux. La base est construite comme
dans [117].

En premier lieu, u,, = u} € L*(0,T;V, N WH™) est fixé dans I'équation

de continuité et on résout (H)

Ohn  ©. W\
() Bt + div (u,h,) = 0 dans @Q,

hy(t = 0) = hyo(z) dans Q, by o(z) > 0,

qui donne h,, € L*®(0,T; L?(2)) et on définit I’application [y suivante

Iy : L*(0,T;V, N WH*(Q)?) — L™®(0,T; L*(Q))

n

Ce probléme est résolu par la méthode des caractéristiques, donc h, =
honexp (— [, divu}) et h, > 0. Précisons que I'on doit utiliser cette méthode
afin de démontrer la positivité de h,, et ainsi donner un sens & ’estimation
h,Inh,.
On résout ensuite (D)
(a;i",‘lr) + (Va;g",vqf) + (Adn,AW) + g(ho,¥) =0,
(D) VU € H2(Q),

do(t = 0) = dn,o(x),%(t — 0) = dy, (x) dans Q

qui donne d,, et on définit I'application IIp

p : L®(0,T; L*()) —s L™(0,T; H2(Y))

Puis, on considére
(%,gp) - %(ui,div gp) + (rot una(un),g)) + we (a(un),gp)

) 4 +1(Dun, D) + Ca( [ttt 0) = g (n + dudiv ), Vo € Vi
Up(t =0) = upo(x) dans Q
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qui donne u,, et on définit ’application II;; par

Iy : L®(0,T; HZ(2)) — L*(0,T;V, N WH®(Q)?)

Enfin, on définit 'application IT = Il o IIp o 1y par

II: L*(0,T;V, N W (Q)?) — L*(0,T;V, N Wh™(Q)?)

Uy, — U,

Ensuite, nous montrons que II vérifie les hypothéses du théoréme de point
fixe de Schauder [145].

2.4.4 Simulations numériques

Le domaine d’étude (figure 2.8) considéré est un carré de 1000 km de coté
dont le centre est aussi le centre de notre systéme de coordonnées cartésien.
Nous avons implémenté un test dans lequel la zone du séisme est une plaque
de 100 km de large située & 1000 m de fond (entre les abscisses £ = —400 km

et x = —300 km) et coupant le domaine parallélement a la cote.

H=100|m
H = 1000 meters

Walk

-5.0E05 m X 5.0E05

FI1G. 2.8 — domaine d’étude
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2.4. Analyse d’'un modéle de tsunami [103] [104] [105]

Dans ce cas, les fonctions de base permettant de résoudre l’équation
de plaque avec la méthode de Galerkin sont connues analytiquement. La

bathymétrie dépend seulement de = et est supposée constante selon y:

102 m si £<3.10° m
10° — (z — 3.10°) x 9/10* m si 3.10°<2<4.10° m (2.47)
102 m si z>4.10°m

Afin d’obtenir une simulation donnant des résultats interprétables, on consi-
dére une plaque ayant les propriétés de la lithosphére. Ainsi, on prend un
module de Young de 2.6 x 10'° Pa , un coefficient de Poisson de 0.3, une
densité de 2.8 x 10° kg.m >, et une épaisseur de 5 km.

La figure 2.9 représente 1’évolution de la vague dont I'amplitude augmente
lorsqu’elle arrive sur le haut fond. En fait, la vitesse de la partie avant de
la vague chute de 100 m/s & 30 m/s créant une sorte "d’embouteillage" a

I’origine du tsunami.

Elevation after 1200 seconds Elevation after 1400 seconds Elevation after 1600 seconds

Elevation (cm)
Elevation (cm)

F1G. 2.9 — Représentation de l’élévation
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Conclusion et Perspectives

Les lignes qui précédent résument mes activités de recherche au sein de
I’'UMR 6134 de I"Université de Corse. Elles mettent en évidence des travaux
orientés vers I’étude mathématique de la mécanique des fluides, des structures
ainsi que de leurs interactions.

L’expérience acquise en matiére d’interaction fluide-structure me pousse
aujourd’hui & m’intéresser de plus prés a certains phénomeénes de tsunamis
parmi les plus destructeurs: les tsunamis liées & une éruption volcanique.
Pour mesurer le pouvoir dévastateur de ce type de phénoméne, rappelons
le raz de marée provoqué en 1883 par l’effondrement du cone volcanique
du Krakatau en Indonésie qui entraina la mort de 30 000 personnes. Ce
tsunami ravagea plusieurs centaines de kilométres de cotes dans le détroit
entre Sumatra et Java.

Les exemples de ce type de catastrophes sont nombreux et le scénario
qui les régit est complexe. En effet, la modélisation mathématique d’un tel
événement est délicate car elle nécessite le traitement de trois phénoménes
physiques trés différents: 1’écoulement d’un milieu granulaire (I’avalanche),
la déformation du fluide suite & I’avalanche, la propagation d’une onde sur
I'océan.

En l'absence de théorie pour modéliser ’avalanche de débris, certains
modeéles simulent avec un succés relatif ’écoulement pyroclastique a 1’aide
d’un fluide incompressible homogéne s’écoulant sur un plan incliné. Pour
reproduire I'impact avec la mer et la formation de la vague, les modélisateurs
simulent 1’interaction entre deux fluides en dimension trois ce qui d’un point
de vue numérique est trés cotiteux. Une fois la vague formée, on peut se
contenter d’'un modéle bidimensionnel pour simuler sa propagation.

La modélisation mathématique de ce probléme présente des difficultés
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intéressantes qui pourraient faire I’objet d’études futures. J'espére que 'expé-
rience acquise par notre équipe sur le théme du couplage fluide-structure
permettra de répondre & certaines des questions posées.

Sur les écoulements peu profonds a surface libre, nous avons initié un
projet recherche avec 'IFREMER dans le cadre du Contrat de Plan Etat
Région 2003-2005 pour la simulation du déplacement de nappes d’hydrocar-
bure (Projet GILCO). Actuellement, le principal modéle utilisé en France
pour décrire ce type de phénoméne est développé par Météo France. Ce
modele, dénommé Mothy, est a 1’origine cong¢u pour le suivi des containers
perdus en mer. Mothy a été utilisé lors des catastrophes du "Prestige" ou
de "I’Erika" mais le modéle de composition des vitesses trés simplifié qu’il
utilise (3% du vent et 100% du courant moyen) ainsi que I'impossiblité de
traduire I’étalement de la nappe de pétrole limitent sa précision.

Actuellement, en collaboration avec P. Orenga, B. Di Martino et M.
Peybernes, nous développons un modéle de nappe d’huile se déplacant a
la surface d’'un modéle de fluide bidimensionnel. Ce modéle prend en compte
les déformations de la nappe et son étalement. Les difficultés mathématiques
posées par ce probléme sont grandes car la régularité du bord de la nappe est
faible. Une solution envisageable serait de régulariser ce bord avec un terme
de tension de frontiére comparable & celui utilisé par J.T. Beale dans [10]
pour résoudre les équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux avec
une surface libre.

Le probléme de la dépendance en temps de la nappe peut étre traité
en utilisant des techniques de pénalisation, de régularisation elliptique ou
en écrivant les équations en coordonnées Lagrangiennes. Numériquement,
cette dépendance en temps du domaine requiert aussi de faire appel a des
techniques particuliéres. Comme nous ’avons vu, deux stratégies peuvent
étre développées. La premiére consiste & se ramener a un domaine fixe. Cette
approche présente 'indéniable avantage de travailler avec un maillage fixe.

Toutefois, elle nécessite le développement de techniques numeériques pour
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suivre l'interface dont la reconstitution des déplacements n’est pas aisée.
La deuxiéme stratégie consiste a utiliser la formulation ALE qui consiste a
travailler sur un maillage évolutif dont les mouvements sont donnés par une
loi arbitraire et dont la seule contrainte est d’égaler la vitesse du maillage et
la vitesse du fluide & I’interface.

Récemment, avec M. Peybernes, nous avons étudié un probléme bidimen-
sionnel de shallow water bicouche avec des conditions aux limites de Dirichlet
[61]. Ce type d’écoulement se rencontre notamment & Gibraltar ou les eaux de
I’Atlantique pénétrent en surface dans la Méditerranée alors que les eaux de
cette derniére, plus salées, sortent par le fond. Nous avons montré I’existence
d’une solution pour ce probléme ce qui compléte les résultats obtenus par
M.L. Munoz, M.J. Castro-Diaz et C. Pares dans [109].

Depuis peu, toujours en collaboration avec P. Orenga et B. Di Martino,
nous débutons un partenariat avec les membres de ’axe "feux de foréts" de
I'UMR 6134 de I’Université de Corse. Les problémes posés par les modéles
d’incendies nous intéressent car ils induisent des couplages entre des systémes
d’équations non linéaires souvent définis sur des domaines dépendant du
temps. En outre, les modéles de Saint-Venant peuvent étre utilisés dans la
modélisation de la convection dans les incendies de foréts [132]. Ainsi, le savoir
faire acquis par notre équipe sur le traitement des frontiéres libres et sur les
modeéles de Saint-Venant pourrait s’avérer utile dans ’analyse numérique de

ces problémes.
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