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2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2 Banc de mesure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.1 Principe fonctionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Introduction

La mâıtrise des phénomènes vibratoires est un point essentiel dans la conception mé-
canique de systèmes complexes. Les vibrations peuvent engendrer des perturbations dans
l’environnement (instabilités aérodynamiques, perturbations de la visée optique, du guidage
de la tête de fraisage...) et occasionner des gênes importantes (niveau de rayonnement acous-
tique, accélérations perçues par les passagers d’un véhicule...), sans compter les risques de
rupture due à la fatigue vibratoire (aubes de moteurs d’avion, fissures dans les fuselages...).
Un grand nombre de problèmes de vibration peuvent être résolus par une augmentation du
niveau de dissipation dans la structure par l’ajout d’un traitement amortissant.

Dans le cadre de la vibroacoustique, le but est d’amortir les niveaux d’un maximum de ré-
sonances sur une large bande pour diminuer le bruit rayonné. Dans les cas de fatigue, on
cherche à baisser le niveau d’un mode particulier pour diminuer la fatigue vibratoire due à
cette résonance particulière.

On a recours à la simulation numérique pour dimensionner de telles structures, décider
de l’emplacement du traitement amortissant et optimiser son utilisation. L’utilisation de
matériaux viscoélastiques, en particulier sous forme de sandwich (parements d’acier ou de
verre collés par une couche viscoélastique mince), est un moyen traditionnel d’augmenter
l’amortissement. Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, les matériaux amortissants sont
caractérisés par un module complexe dépendant de la fréquence et d’autres facteurs d’en-
vironnement tels que la température et la précontrainte. Une difficulté pour le calcul des
structures est alors la prise en compte de tels modules complexes non constants.

L’ objectif de cette thèse est de proposer un calcul prédictif vibratoire et acoustique
sur un modèle d’enceinte acoustique contenant des traitements amortissants. Pour cela, la
modélisation de la structure passe par la caractérisation des matériaux amortissants qui la
constituent. Le premier objectif est de discuter de la fiabilité et de la facilité d’implé-
mentation de différentes représentations de matériaux viscoélastiques dans la méthode des
éléments finis. Le deuxième objectif est la mise au point d’un banc dynamique de mesure
des propriétés mécaniques de films viscoélastiques de plaques sandwich prenant en compte la
dépendance en température, mais également en précontrainte, afin de définir des lois tabulées
du module de cisaillement complexe de tels matériaux amortissants.
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Introduction

Le chapitre 1 dresse le bilan de la connaissance actuelle en ce qui concerne les modèles
mécaniques utilisés pour représenter l’amortissement dans les structures.

On se place dans le cadre de la viscoélasticité linéaire appliquée aux matériaux homogènes
isotropes pour introduire l’approche module complexe. Les modélisations ainsi couramment
utilisées sont introduites - modèles rhéologiques classiques, modèles à fractions rationnelles,
à dérivées fractionnaires. On discute de leur pertinence à représenter le comportement des
matériaux réels, après identification expérimentale de leurs paramètres. Plus le nombre de
paramètres est important, plus l’écart entre les valeurs, calculées et mesurées, des parties
réelles et imaginaires des modules sont petites mais plus les modèles sont difficiles à manipu-
ler. On montre ainsi l’avantage d’utiliser directement les données expérimentales sous forme
de lois tabulées.

Finalement, la mise en œuvre de tels modèles dans la méthode des éléments finis est discutée
et on montre leur pertinence pour le calcul de réponses fréquentielles directes et le calcul de
modes. Une première contribution de la thèse est l’adaptation de la méthode d’itération
sur les résidus au calcul des réponses fréquentielles de structures amorties.

Le chapitre 2 décrit la réalisation d’un banc de mesure dynamique des propriétés méca-
niques de films viscoélastiques. Le but est de mesurer le module de cisaillement complexe de
matériaux amortissants souples pris en sandwich entre deux parements raides.

La nouveauté du banc est qu’il permet non seulement d’évaluer l’influence de la température
mais également de la précontrainte statique en cisaillement, ceci dans l’état “réel” du film
viscoélastique (sans modification de géométrie dans l’épaisseur du sandwich). La difficulté
est la mise en œuvre de la précontrainte et le dimensionnement de l’ensemble du banc pour
obtenir une bande de fréquence suffisamment large non perturbée par les modes propres du
banc.

On peut alors construire une courbe mâıtresse du film viscoélastique en large bande en
introduisant la notion de variables réduites (hypothèses de superposition). On observe la
validité expérimentale de l’hypothèse de superposition fréquence-température, mais égale-
ment celle de l’hypothèse de superposition fréquence-précontrainte. La réalisation du banc de
mesure et la validation de l’hypothèse de superposition fréquence-précontrainte constituent
la deuxième contribution de cette étude. L’application des hypothèses de superposition
permet non seulement d’obtenir une loi tabulée sur une large bande de fréquence, mais éga-
lement de déterminer l’évolution de la loi en fonction de la température et de la précontrainte.
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Le chapitre 3 présente la modélisation éléments finis-éléments de frontière d’une enceinte
close acoustique et la mise en œuvre d’un traitement amortissant pour optimiser son com-
portement vibroacoustique. On part d’un modèle éléments finis d’enceinte et on recale ses
paramètres à partir de résultats d’essais. Les difficultés de recalage sur le modèle expérimental
sont mises en avant : formes géométriques complexes du haut-parleur, variétés et complexités
des matériaux utilisés, nécessité de prendre en compte la présence de fluide interne, difficulté
d’interprétation des modes expérimentaux autres que le mode de piston, etc.

On étudie l’évolution du champ acoustique rayonné dans la bande de fréquence 0-2000 Hz
et on évalue la contribution acoustique des différentes surfaces de l’enceinte à l’aide d’une
méthode intégrale et d’une modélisation par éléments de frontière.

Le but est alors de placer un traitement amortissant interne, afin de minimiser les vibrations
du coffret. Le mode de piston, qui constitue le mode utile pour le rayonnement acoustique, ne
doit pas être affecté par ce traitement. Une étude paramétrique pour déterminer la raideur
optimale de ce traitement est effectuée et on évalue l’efficacité du traitement amortissant
sur le champ acoustique rayonné. L’ensemble des ingrédients utilisés pour ce calcul ne sont
pas nouveaux, mais leur combinaison, appliquée à une enceinte acoustique, est originale et
constitue la troisième contribution de cette thèse.
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

1.1 Introduction

Un grand nombre de mécanismes sont susceptibles de dissiper l’énergie vibratoire d’une
structure ou d’un échantillon de matériau soumis à une déformation dynamique. Certains de
ces mécanismes sont associés à des reconstructions internes de la structure à l’échelle macro-
scopique et microscopique. Ce type d’amortissement est qualifié d’amortissement interne du
matériau.

D’autres mécanismes dissipent l’énergie au niveau des liaisons ou des interfaces. Ils cor-
respondent soit à des mécanismes de frottement (interaction structure/structure, struc-
ture/fluide, etc.), soit à l’action des supports (impacts, décollements cycliques notamment).
Dans tous ces cas, l’énergie vibratoire est dissipée sous forme d’une énergie non récupérable :
chaleur, rayonnement, etc.

La majorité des techniques d’estimation de l’amortissement utilisent des modèles particu-
liers choisis a priori et essayent d’en identifier les paramètres via des expériences spécifiques.
Les modèles couramment utilisés pour représenter l’amortissement dans les modèles de struc-
ture sont

– l’amortissement visqueux (proportionnel à la vitesse) ;

– l’amortissement hystérétique ou structural (proportionnel au déplacement) ;

Aucun de ces modèles n’est approprié pour décrire le comportement des matériaux réels sur
une large bande de fréquence [15] ; on aborde donc dans ce chapitre les difficultés liées à
l’utilisation de matériaux viscoélastiques.

La section 1.2 détaille la représentation du comportement viscoélatique par des modules
complexes, les mesures qui permettent d’obtenir ce module et les modèles paramétriques
généralement utilisés pour leur représentation.

La section 1.3 présente les modèles effectivement mis en œuvre pour la résolution par la
méthode des éléments finis de problèmes amortis, ainsi que les méthodes de réduction pour
le calcul de la réponse dynamique de tels systèmes.

1.2 Matériaux viscoélastiques

Cette section présente une synthèse des modèles de caractérisation de matériaux visco-
élastiques qui seront utilisés dans la suite de cette étude. En section 1.2.1, on rappelle que la
loi de comportement d’un matériau viscoélastique linéaire se ramène à celle d’un matériau
élastique linéaire à condition de considérer le module élastique comme une quantité com-
plexe dépendant de la fréquence. Les propriétés amortissantes de tels matériaux dépendent
de différents facteurs d’environnement dont on détaille l’influence en section 1.2.2.

6



1.2. Matériaux viscoélastiques

Pour décrire le comportement viscoélastique des matériaux, la section 1.2.3 présente diverses
représentations paramétriques du module complexe : modèles rhéologiques simples, modèles à
fractions rationnelles et à dérivées fractionnaires. En section 1.2.4, on discute des techniques
d’estimation des paramètres à partir des mesures expérimentales et leur pertinence pour
représenter de manière précise le comportement de matériaux réels.

1.2.1 Module complexe

En viscoélasticité linéaire [68], la contrainte σ est supposée être une fonction linéaire de
l’historique de la déformation ε , ce que l’on peut traduire par l’existence d’une fonction de
relaxation h telle que

σ(t) =

∫ +∞

0

ε(t− τ)h(τ)dτ. (1.1)

Par utilisation de la transformée de Laplace, cette hypothèse est équivalente à l’existence
d’un module complexe Λ (transformée de Laplace de la fonction de relaxation h) tel que

σ(s) = Λ(s)ε(s) = [Λ′(s) + iΛ′′(s)]ε(s) (Λ′,Λ′′) ∈ R
2, (1.2)

où Λ′ et Λ′′ sont respectivement les parties réelles et imaginaires du module complexe. D’un
point de vue pratique, on peut donc résoudre les problèmes de viscoélasticité comme des
cas particuliers de l’élasticité où les propriétés des matériaux sont complexes et dépendent
de la fréquence s. Cette propriété est connue sous le nom de principe d’équivalence élas-
tique/viscoélastique [68].

Pour les matériaux isotropes et homogènes, Λ est complètement décrit par un module
d’Young E∗ et un coefficient de Poisson ν∗ complexes. Leur mesure séparée pose cependant
des problèmes expérimentaux très significatifs. La pratique est donc de mesurer le module
d’Young E∗, ou le module de cisaillement G∗, et de supposer un coefficient de Poisson ν∗

constant. Très peu de données sont par ailleurs disponibles sur les variations de ν∗ avec la
fréquence ; on sait principalement dire qu’il diminue lorsque la fréquence augmente [63].

Dans le domaine fréquentiel, si on considère le module d’Young dans les cas de traction
compression, l’équation (1.2) s’écrit

σ(ω) = E∗(ω)ε(ω) = [E ′(ω) + iE ′′(ω)]ε(ω) = E ′(ω)[1 + iη(ω)]ε(ω). (1.3)

On appelle module de stockage la partie réelle E ′(ω) = Re(E∗(ω)) et facteur de perte le
rapport partie imaginaire sur partie réelle η(ω) = Im(E∗(ω))/Re(E∗(ω)) = E ′′/E ′.

7



Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

ε

σ

ε0

E’
1 

E’ η ε0

−E’ η ε0

−ε0

Fig. 1.1 – Cycle contrainte/déformation elliptique pour un matériau viscoélastique linéaire

À chaque fréquence, le module complexe décrit une relation contrainte/déformation elliptique

σ = Re(E∗ε0e
iωt) = Re

(
E ′(1 + iη)ε0e

iωt
)

= E ′ε0(cosωt− ηsinωt), (1.4)

montrée en figure 1.1. Le nom facteur de perte traduit le fait que η correspond au ratio de
l’énergie dissipée Ed sur un cycle de déformation par 2π fois l’énergie potentielle maximale
Ep = E ′ε2

0/2 :

Ed =

∫ T

0

σ : ε̇dt = E ′ηε2
0ω

∫ 2π/ω

0

sin2ωtdt = πE ′ηε2
0 = η2πEp. (1.5)

La forme de l’ellipse qui décrit un cycle d’hystérésis change avec l’évolution du facteur de
perte η. Plus le facteur η est grand, plus l’énergie dissipée Ed est grande et plus la surface
de l’hystérésis est importante.

1.2.2 Facteurs d’environnement

On observe expérimentalement que les propriétés des matériaux amortissants dépendent
non seulement de la fréquence mais également de la température T , de la prédéformation sta-
tique ε0 (ou précontrainte statique) et d’autres facteurs d’environnement. Dans les sections
suivantes, on discute de la dépendance du module complexe Λ = Λ(s, T, ε0) en fréquence,
température et précontrainte et on détaille sa représentation.

1.2.2.1 Influence de la température

La température est le facteur d’environnement ayant le plus d’influence sur les caracté-
ristiques des matériaux viscoélastiques [51]. En fonction de la température, les matériaux
viscoélastiques peuvent se présenter dans quatre états différents montrés en figure 1.2 : l’état
vitreux (a), l’état de transition (b), l’état caoutchouteux (c) et l’état fluide (d) correspondant
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Fig. 1.2 – Variation du module de stockage E′ et du facteur de perte η d’un matériau viscoélastique en
fonction de la température à fréquence constante

chacun à une zone de température donnée. Selon le matériau considéré, la température am-
biante peut se trouver dans l’une des quatre régions. Pour les mélanges de polymères, chaque
polymère peut se retrouver dans une zone différente, ce qui rend l’étude de tels matériaux
ardue.

Dans la première zone (a) associée aux températures les plus faibles, le matériau est dans son
état vitreux caractérisé par un module de stockage atteignant sa valeur maximale et variant
peu avec la température. Le facteur de perte est très faible et augmente rapidement avec la
température. Les déformations du matériau sont alors très faibles.

La zone de transition (b) est caractérisée par un module décroissant fortement avec la tem-
pérature et un facteur de perte présentant son maximum au milieu de la zone (température
de transition vitreuse Tg qui dépend de la fréquence).

Dans la région caoutchoutique (c), le module de stockage et le facteur de perte sont tous
deux caractérisés par des valeurs relativement faibles variant peu avec la température.

La quatrième région (d) correspond à un état fluide du matériau. Cet état est très peu consi-
déré dans les études de conception en raison de son instabilité. De plus, pour beaucoup de
matériaux, cette région n’est pas définie.

Dans l’objectif d’amortir les vibrations, il est utile de solliciter les matériaux au voisinage
de la zone de transition (b). Ce choix est motivé par les variations du facteur de perte η
qui atteint son maximum dans cette zone, permettant ainsi une utilisation optimale des
propriétés amortissantes du matériau viscoélastique.
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

1.2.2.2 Fréquence et variables réduites

La figure 1.3 présente les variations mesurées expérimentalement du module d’un film
viscoélastique (âme de sandwich BI2F étudiée dans le cadre de cette thèse) dans le domaine
fréquence/température. Une coupe isotempérature mène à la figure 1.4 alors qu’une coupe
isofréquence donne la zone de transition (b) de la figure 1.2.
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Fig. 1.3 – Variations du module du BI2F dans le domaine fréquence/température 0 − 50oC 400-2000Hz

Pour une température T proche de la température de transition vitreuse Tg (dans la zone
de transition (b) de la figure 1.2), la mesure de caractéristiques viscoélastiques donne un
module complexe dont la variation en fréquence ressemble généralement à celle montrée en
figure 1.4.
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Fig. 1.4 – Variations du module complexe sur une large gamme de fréquence à température fixée
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1.2. Matériaux viscoélastiques

Une observation expérimentale montre qu’en décalant en fréquence les courbes donnant les
propriétés du matériau en fonction de la fréquence à différentes températures, elles tendent
à se superposer et à décrire une courbe continue. Cette propriété motive l’introduction de la
notion de fréquence réduite α(T )ω associée à une description du module sous la forme

E∗(ω, T ) = Ê(α(T )ω) = Ê ′(αTω)[1 + iη̂(αTω)] (1.6)

où les grandeurs Ê et αT = α(T ) sont respectivement appelées courbe mâıtresse et facteur de
décalage en température. Il s’agit de l’hypothèse de superposition fréquence/température [51],
qui s’applique à beaucoup de matériaux viscoélastiques linéaires.

Parmi les autres facteurs influant sur le comportement amortissant, la précontrainte sta-
tique ε0 est importante. Il est là aussi possible d’introduire un facteur de décalage αε0 = α(ε0)
pour tenir compte de ce nouveau facteur d’environnement. La validation expérimentale de
l’hypothèse de superposition fréquence/précontrainte est ainsi l’un des objectifs du chapitre 2.

Les données du module de stockage Ê ′, du facteur de perte η̂, du facteur de décalage en
température αT et du facteur de décalage en précontrainte αε0 rendent donc possible une
représentation complète du module complexe en fonction de la fréquence, de la température
et de la précontrainte.

Dans le cas de la figure 1.5 (voir plus de détails en section 2.5.2), le décalage en température
a été évalué pour garantir le recollement des courbes de module de stockage et de facteur de
perte pour chaque petite bande de fréquence à différentes températures du BI2F.
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Fig. 1.5 – Module de stockage et facteur de perte du BI2F en fréquence réduite - T ∈ 0 − 50oC

L’hypothèse de superposition fréquence/température n’est pas générale, en particulier
pour les mélanges de polymères. Dans le cas de matériaux non homogènes, l’hypothèse ne
s’applique pas forcément, même dans la zone de transition [77]. Ceci est le cas des copolymères
(assemblage de deux polymères au niveau des liaisons chimiques, ceci crée un nouveau poly-
mère au motif alterné) et des polymères chargés (les charges sont des éléments organiques et

11



Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

0 10 20 30 40 50

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Temperature (oC)

F
ac

te
ur

 d
e 

de
ca

la
ge

 e
n 

te
m

pe
ra

tu
re

   
α T

Fig. 1.6 – Facteur de décalage en température αT du BI2F

inorganiques d’environ 10 microns qui sont ajoutés au polymère). À une température donnée,
les deux polymères peuvent se trouver dans deux états différents. La méthode des variables
réduites ne peut pas s’appliquer lorsque deux transitions de nature différente (par exemple
une transition secondaire et la transition vitreuse) se chevauchent, à la fréquence considérée,
sur une même plage de température. Dans ce cas, les deux types de processus moléculaires
mis en jeu ne présentent pas la même dépendance en fréquence.

L’allure du facteur de décalage utilisé pour construire les courbes de la figure 1.5 est
donnée par la figure 1.6. La représentation de Ê ′ et η̂ en fréquence réduite αTω ou αε0ω
donnée par l’abaque de la figure 1.7 s’appelle donc courbe mâıtresse ou encore nomogramme.

Le nomogramme simplifie l’obtention des données des propriétés du matériau en fonction de
la température T (ou de la précontrainte ε0) et de la fréquence ω. À chaque température cor-
respond un facteur de décalage αT qui définit une droite isotherme dans le plan (ωαT , ω). On
définit donc les fréquences réelles sur l’axe vertical droit et des droites isothermes permettant
de relever graphiquement la fréquence réduite sur l’axe horizontal. Pour une fréquence ωj et
une température Tk quelconques, la lecture de l’abaque se fait en trois étapes apparaissant
sur la figure 1.7 :

– (1) repérage du point d’intersection P de la droite horizontale ωj et de l’isotherme
oblique Tk ;

– (2) lecture de l’abcisse du point P qui fournit la valeur de ωjαT (Tk) ;

– (3) lecture de valeurs de E ′ et η sur les courbes mâıtresses en fonction de ωjαT (Tk).
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Fig. 1.7 – Nomogramme en fréquence réduite

1.2.2.3 Formes paramétriques de la fréquence réduite en température

La section précédente a montré qu’on peut utiliser une loi tabulée pour décrire le compor-
tement viscoélastique du matériau. On stocke dans un tableau les parties réelles et imaginaires
du module complexe en fonction de la fréquence réduite. On donne dans cette section les
principales représentations paramétriques du facteur de décalage qui permettent de faire la
conversion de la fréquence réduite αTω en fréquence physique ω, ceci pour des températures
autres que celles mesurées expérimentalement.

Dans la zone de transition, à des températures supérieures à la transition vitreuse Tg et sur
une gamme de température d’environ 50oC, i.e. de Tg à Tg+50oC, l’équation WLF (Williams-
Landel-Ferry) [81] décrit de façon satisfaisante le facteur de décalage en température αT

logαT = − Co
1(T − T0)

Co
2 + T − T0

. (1.7)

Les coefficients viscoélastiques Co
1 et Co

2 (donnés en oC) sont des caractéristiques du maté-
riau, mais leurs valeurs sont fonctions du choix de la température de référence T0.

On peut montrer, pour un polymère, que la quantité T0 −Co
2 est une constante, homogène à

une température et que le produit Co
1C

o
2 est aussi une constante, indépendante du choix de la

température de référence T0. De ce fait, les valeurs Cg
1 et Cg

2 des coefficients viscoélastiques

13



Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

à Tg se déduisent facilement des valeurs Co
1 et Co

2 à T0. Initialement, il avait été envisagé que
Cg

1 et Cg
2 puissent prendre des valeurs “universelles”, indépendantes du matériau considéré :

Cg
1 = 17, 4 et Cg

2 = 51, 6oC. En fait, il est rapidement apparu que d’un polymère à l’autre, les
constantes Cg

1 et Cg
2 peuvent prendre des valeurs sur des plages de températures très larges,

typiquement [34]

5 ≤ Cg
1 ≤ 30 et 25oC ≤ Cg

2 ≤ 100oC. (1.8)

Halary [34] propose une justification précise de la forme de l’équation WLF à l’aide d’équa-
tions simples basées sur les modèles de volume libre pour un polymère solide homogène dans
la zone de transition.

Des lois arrhéniennes sont observées aussi bien dans la région des transitions secondaires
à basse température (T < Tg), que dans la région d’écoulement (T > Tg). L’équation d’Ar-
rhenius est utilisée en thermodynamique pour quantifier la relation entre le taux auquel une
réaction intervient et sa température

logαT =
Ea

R

( 1

T
− 1

T0

)
, (1.9)

où T est la température en degrés Kelvin, R = 8.314 × 10−3kJmol−1K−1 est la constante
des gaz pafaits et Ea correspond à l’énergie d’activation de la réaction [34].
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Fig. 1.8 – Facteur de décalage en température αT
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1.2. Matériaux viscoélastiques

Des fonctions de type Kohlrausch-Williams-Watts (KWW) rendent compte du compor-
tement à T < Tg [80]. Pellinen et al. [56] proposent une comparaison de cinq fonctions
(WLF, Arrhenius, log-linear, expérimental et VTS -Viscosity Temperature Suceptibility) qui
décrivent le facteur de décalage en température αT , appliquées aux asphaltes.

La figure 1.8 qui présente des courbes typiques de αT et leur expression en fonction de l’écart
en température ∆T = T − T0 montre que leurs différences sont essentiellement liées au
comportement à basse température.

1.2.3 Représentations du module

Cette section expose les différentes représentations du module complexe. On peut utiliser
directement les lois tabulées issues des mesures (section 1.2.3.1). On peut également choisir
une loi paramétrique dont on identifie les paramètres à l’aide des mesures expérimentales
(section 1.2.3.2). Finalement, on discute de la pertinence de ces représentations dans le
domaine fréquentiel, par comparaison avec les modèles temporels proposés dans la littérature
(section 1.2.3.3).

1.2.3.1 Formes tabulées

Un certain nombre d’essais dynamiques (cf. mesures directes explicitées en section 1.2.4.1)
permettent de mesurer le module de stockage E ′(ω) et le facteur de perte η(ω) d’un maté-
riau en un certain nombre de points de fréquence ω sur une bande étroite. Si on mesure ces
quantités à plusieurs températures ou plusieurs précontrainte différentes, on peut envisager
d’utiliser l’hypothèse de superposition explicitée en section 1.2.2.2 pour obtenir un nomo-
gramme en fréquence réduite (cf. figure 1.7). L’objectif principal du chapitre 2 est la mise
au point d’un banc de mesure pour construire des nomogrammes fréquence-température et
fréquence-précontrainte de tôles sandwich.

On dispose alors d’une représentation sous forme de table (loi tabulée) du module com-
plexe en fréquence réduite αTω ou αε0ω, mais également du facteur de décalage en tempéra-
ture αT et en précontrainte αε0 aux températures T et aux précontraintes ε0. Pour connâıtre
le module en un point de fonctionnement arbitraire (ω, T, ε0), on interpole ou extrapole les
valeurs expérimentales du facteur de décalage pour trouver la fréquence réduite, puis on in-
terpole ou extrapole le module sur la courbe mâıtresse.

L’interpolation se déroule en deux étapes. On effectue d’abord une interpolation linéaire du
logarithme du facteur de décalage logαT ou logαε0 pour connâıtre sa valeur au point de
température T ou de précontrainte ε0 désiré. On en déduit la fréquence réduite associée αTω
ou αε0ω. On réalise alors une interpolation du logarithme des parties réelles et imaginaires
du module complexe logE ′(ω) et logE ′′(ω) en ces nouvelles valeurs de fréquence réduite.
L’extrapolation peut se faire directement sur le nomogramme. Dans les zones haute et basse
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

fréquence non mesurées, on prolonge par des asymptotes. La section 1.2.4.3 évoque la pro-
longation par des asymptotes du module complexe dans le domaine des fréquences physiques.

L’avantage d’une représentation non-paramétrique de la loi de comportement est de per-
mettre la représentation de comportements généraux fortement dépendants de la fréquence
et de la température/précontrainte sur une large gamme. De plus, l’utilisation directe des
données permet de contourner des étapes de choix de représentation et d’identification des
paramètres. Dans la mesure où l’ensemble des calculs de conception peuvent être réalisés en
utilisant des interpolations numériques, la représentation tabulée est la plus générale.

1.2.3.2 Formes paramétriques

• Modèles simples

E C

E

E(1+jη) 

C

E

E'

E'

E

C C

(a) (b) (c) (d) (e)

Fig. 1.9 – Modèle d’amortissement à deux ou trois paramètres : (a) Modèle de Maxwell ; (b) Modèle de
Kelvin-Voigt ; (c) Amortissement hystérétique (Structural) ; (d) Modèle de Zener ; (e) Modèle de Poynting.

On cherche à approcher le comportement de matériaux amortissants par un modèle analy-
tique simple (i.e. qui possède peu de paramètres). La première idée consiste à utiliser des
modèles rhéologiques (association de masse, ressort et amortisseur visqueux élémentaires qui
décrivent la relation entre contrainte et déformation).

Le modèle à trois paramètres exposé en figure 1.9 (d) (Modèle de Zener, encore appelé solide
viscoélastique standard) reprend les caractéristiques principales trouvées sur les matériaux
réels : asymptotes haute et basse fréquence, maximum de dissipation à la fréquence de plus
grande pente de variation du module. Le module complexe de ce modèle qui comprend un
élément élastique de module E en parallèle avec deux autres éléments - un élément élastique
E ′ et un élément visqueux C s’écrit

E∗(s) = E∞ +
E0 − E∞
1 + s/ωj

(1.10)

où E0 = E représente l’asymptote basse fréquence, l’asymptote haute fréquence E∞ est égale
à E + E ′ et la fréquence où le maximum de dissipation est atteint ωj

√
E0/E∞ est reliée au
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1.2. Matériaux viscoélastiques

temps de relaxation τ = 1/ωj = C/E ′.

On peut améliorer la précision du modèle en utilisant des formulations plus élaborées.
Les modèles à dérivées fractionnaires proposent l’utilisation de puissances non entières de
s = iω, ce qui permet une représentation fréquentielle dont la pente est arbitraire. Un modèle
à quatre paramètres qui “colle” mieux aux mesures expérimentales du module de stockage et
du facteur de perte est ainsi proposé en [62]

E∗(s) = E∞ +
E0 − E∞

1 + (s/ωj)α
, (1.11)

où les modules haute et basse fréquences, respectivement E∞ et E0, sont déterminés facile-
ment. Les coefficients α et ωj permettent d’ajuster la fréquence du maximum de dissipation
et les pentes du module de stockage et du facteur de perte.

• Modèles d’ordre élevé

La généralisation la plus classique des modèles précédents est le recours à une fraction ra-
tionnelle

E∗(s) = E0
1 + α1s+ ... + αnns

nn

1 + β1s+ ...+ βnd
snd

, avec nd, nn ∈ N , (1.12)

ou encore une fraction de polynômes à dérivées fractionnaires

E∗(s) = E0
1 +

∑∞
n=1 bn(s)βn

1 +
∑∞

n=1 an(s)αn
, avec 0 < αn, βn < 1 . (1.13)

La fraction rationnelle (1.12), lorsque nd > nn et quand tous ses pôles sont distincts, peut
être décomposée en une somme de fractions rationnelles du premier ordre

E∗(s) = E∞ −
n∑

j=1

Ej

1 + (s/ωj)
. (1.14)

Pour des pôles ωj réels, cette série est appelée série de Prony et est souvent considérée dans
le domaine temporel. Dans le cas n = 1 (nd = 1 et nn = 0), on retrouve le modèle de Zener
de la figure 1.9 (d) avec E1 = E ′ = E∞ − E0 et ω1 = E ′/C.

Le modèle de Maxwell généralisé et la châıne de Kelvin, basés sur la combinaison mul-
tiple des modèles rhéologiques présentés en figure 1.10, sont deux représentations classiques
de modèles de la forme (1.12). Il s’agit respectivement de mettre en parallèle le modèle de
Maxwell qui est constitué d’un ressort et d’un amortisseur en série, et en série le modèle
d’amortissement visqueux (dit Kelvin-Voigt), constitué lui d’un ressort et d’un amortisseur
en série.
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(a)

(b)

Fig. 1.10 – Modèles généralisés : (a) Châıne de Kelvin, (b) Châıne de Maxwell

Le module de cisaillement du matériau viscoélastique Golla-Hugues-MacTavish (GHM) [33]
développé par Golla et al. s’exprime de la manière suivante dans le domaine de Laplace

G∗(s) = G0

(
1 +

n∑
i=1

αi
s2 + 2ζiωis

s2 + 2ζiωis+ ω2
i

)
. (1.15)

Du fait de la similitude entre chaque terme de la série apparaissant dans (1.15) et la fonc-
tion de transfert d’un système à un degré de liberté amorti, le module peut être interprété
comme une série de n mini-oscillateurs masse-raideur-amortisseur représentés par les trois
paramètres positifs (αi, ωi, ζi).

Le modèle Anelastic Displacement Field (ADF) [43] [44] [42] développé par Lesieutre et Bian-
chini représente quant à lui le module de cisaillement complexe du matériau viscoélastique
par une série de la forme

G∗(ω) = G0

(
1 +

n∑
i=1

∆i
ω2 + jωΩi

ω2 + Ω2
i

)
, (1.16)

où ∆i et Ωi sont déterminés par identification au module de cisaillement mesuré du matériau.
Cette méthode se base sur la séparation des déformations du matériau viscoélastique en une
partie élastique, instantanément proportionnelle à la contrainte, et une partie anélastique
représentant la relaxation du matériau.

Ces modèles sont des cas particuliers de sommes de fractions rationnelles particulièrement
intéressantes puisque le solveur de valeurs propres associé existe. Malheureusement, ces mo-
dèles nécessitent l’introduction de nombreux pôles pour approcher correctement les mesures
expérimentales, ce qui les rend beaucoup plus coûteux que le modèles simples présentés pré-
cédemment. Associés à une discrétisation par éléments finis, ils conduisent à des systèmes de
grandes tailles, comme cela sera explicité en section 1.3.1.3.
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1.2. Matériaux viscoélastiques

1.2.3.3 Dualité temps/fréquence - Causalité

Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, on est parti du domaine temporel, puis passé
au domaine fréquentiel pour obtenir la relation contrainte-déformation et définir ainsi le mo-
dule complexe (1.2). On peut alors directement utiliser les lois tabulées issues des mesures
expérimentales ou encore effectuer une identification paramétrique des modèles exposés en
section 1.2.3.2. Certaines études, tel que les phénomènes transitoires, nécessitent un calcul
temporel. Dans cette section, à travers la littérature disponible sur ce sujet, on se pose la
question de la bonne représentation des propriétés de fluage et relaxation de telles représen-
tations après passage dans le domaine temporel par transformée de Fourier inverse.

Barkanov [12] a vérifié la causalité de modèles tabulés fréquentiels issus de tests dy-
namiques. Il évalue numériquement à l’aide de la méthode des éléments finis la réponse
transitoire de poutres sandwich (tricouche avec un cœur viscoélastique) à un impact. La
représentation des propriétés amortissantes du cœur est donnée par une loi tabulée. Après
transformation à l’aide de la transformée de Fourier inverse discrète pour se placer dans le
domaine temporel, il observe que la réponse est bien obtenue après application de l’excitation.

Les modèles décrivant le module complexe par des fractions rationnelles peuvent être décrits
à l’aide de variables internes et ont donc une représentation temporelle directe. L’utilisation
de leurs expressions fréquentielles pour le calcul des structures est abordée en section 1.3.1.3.

Bon nombre de modèles d’amortissements hystérétiques ont été proposés dans le domaine
temporel, mais il s’est avéré que ces formulations posent divers problèmes comme la violation
du principe de causalité ou la non-équivalence entre les expressions fréquentielle et tempo-
relle [26].

Christensen [22] a développé un modèle temporel reposant sur une fonction de relaxation qui
peut être transformée dans le domaine fréquentiel en un module complexe. Il est très difficile
d’obtenir dans ce cas un modèle fréquentiel qui colle bien aux données expérimentales. Son
point de vue reste théorique puisqu’il ne donne pas d’expression analytique de fonction de
relaxation qui convienne.

Les problèmes de causalité et de non-équivalence fréquentiel/temporel sont et restent
encore un large champ d’investigations qui n’a pas trouvé de réponses définitives à l’heure
actuelle.

1.2.4 Détermination du module

Dans cette section, on présente les techniques d’identification à partir des principales
mesures expérimentales qui conduisent à la détermination des paramètres des fonctions re-
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

présentant le module de matériaux viscoélastiques citées précédemment.

On présente les différents dispositifs expérimentaux en section 1.2.4.1. En section 1.2.4.2,
on cite les travaux réalisés dans les domaines temporel et fréquentiel pour minimiser l’écart
lois tabulées expérimentales - lois paramétriques par une méthode de moindre carré (appelés
identification ou encore lissage). Finalement, on discute des propriétés asymptotiques de
lissage en section 1.2.4.3.

1.2.4.1 Mesures expérimentales

Pour la caractérisation des matériaux viscoélastiques, on peut distinguer les techniques
indirectes par utilisation des taux d’amortissement de modes sur des éprouvettes [52] et les
techniques directes par sollicitation dynamique en traction/compression, torsion [20] et ci-
saillement (poutre sandwich, banc d’essai de cisaillement [3]) où on mesure directement le
module complexe sur l’ensemble des fréquences du signal d’excitation.

• Mesures indirectes

Fig. 1.11 – Différentes combinaisons d’éprouvettes pour essais de traction/compression : (a) Poutre ho-
mogène, (b) Poutre d’Oberst, (c) Poutre d’Oberst modifiée ; F : effort appliqué, q : déplacement induit

Les principales combinaisons d’éprouvettes, modélisées par des poutres, sont présentées sur la
figure 1.11 : la poutre homogène (a) qui permet de mesurer les propriétés de matériaux suffi-
samment raides ne nécessitant pas l’utilisation combinée avec du métal, la poutre d’Oberst (b)
composée d’une couche de matériau viscoélastique collée sur une face d’une éprouvette de
métal, la poutre d’Oberst modifiée (c), composée de deux couches de matériau viscoélastique
collées sur chaque face d’une éprouvette de métal ; cette dernière permet de simplifier les
équations par rapport à la poutre d’Oberst classique ainsi que de contourner des difficultés
expérimentales.

L’ensemble de ces techniques font travailler en traction-compression les matériaux visco-
élastiques raides. L’analyse vibratoire de ces poutres fournit des fréquences de résonance et

20



1.2. Matériaux viscoélastiques

les amortissements associés. Par analyse inverse de solutions analytiques ou numériques, on
détermine le module complexe au niveau des résonances sous l’hypothèse d’amortissement
modal (section 1.3.3.1).

Fig. 1.12 – Essai de cisaillement indirect : poutre sandwich

Parmi les méthodes analytiques, la méthode de Ross-Kerwin-Ungar [65] reste celle la plus
couramment utilisée : développée pour des structures à trois couches, elle peut être adaptée
aussi bien à des structures sous déformations en traction-compression qu’en cisaillement (fi-
gure 1.12). En faisant varier les dimensions de poutre et les températures, on peut déterminer
un nombre significatif de points.

À partir des mesures sur les éprouvettes, on évalue une ou plusieurs des quantités sui-
vantes [51] :

– ∆ : décrément logarithmique ;

le décrément logarithmique est mesuré sur la réponse temporelle en déplacement du
système (free-vibration decay method [54]). En notant Ai l’amplitude de la réponse, et
n le nombre de cycles, on a ∆ = 1

n
ln Am

Am+n
;

– ζ : taux d’amortissement modal

le taux d’amortissement est relié à la largeur de bande autour de la résonance (half-
power bandwidth) ;

– dW
W

: ratio énergie dissipée / énergie stockée ;

ce ratio est égal à la surface de l’hystéréris dans le quart de plan positif (σ, ε) (resonance
energy loss per cycle method) (cf. figure 1.1 section 1.2.1) ;

– tan δ : tangente de la phase ;

la tangente de la phase (Phase shift ou encore déviation de la phase) mesure, en régime
harmonique, l’écart de phase entre l’accélération de l’excitation et la réponse.
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

Pour une vibration harmonique à la résonance d’un oscillateur à un degré de liberté dans
le cas d’un amortissement faible, la relation entre ces différentes mesures est donnée par
l’équation

η =
∆

2π
= 2ζ =

1

2π

dW

W
= tan δ (1.17)

où η est le facteur de perte défini en section 1.2.1. Il convient cependant de rester très prudent
quant à l’interprétation de cette égalité puisqu’il s’agit d’estimateurs globaux de l’amortisse-
ment issus de tests différents. Pour comparer l’effet d’un traitement par amortissement sur
une structure, il faut rester dans un seul de ces cadres.

• Mesures directes

Les essais de traction/compression sous excitation sinusöıdale sont utilisés pour mesurer les
propriétés de matériaux suffisamment raides pour ne pas nécessiter l’utilisation combinée
avec du métal [78]. Avec des précautions expérimentales très significatives, cette technique
a aussi été appliquée à des films. Selon le dispositif expérimental (balayage en fréquence,
tests en chambre isotherme), on déterminera directement le module complexe sur des isofré-
quences ou des isothermes.

L’essai de cisaillement illustré en figure 1.13 permet de déterminer directement le module
de cisaillement complexe d’un film joignant deux surfaces rigides. La poutre sandwich (la
couche viscoélastique est prise en sandwich entre deux épaisseurs de métal) fait travailler
en cisaillement les matériaux mous. Cet essai est le plus représentatif pour caractériser ces
matériaux puisque le polymère est dans son état fonctionnel, c’est-à-dire sous forme de film,
un échantillon épais du même polymère ayant souvent des propriétés différentes.

Fig. 1.13 – Essai de cisaillement direct : poutre sandwich

Cet essai est le seul à même de permettre la caractérisation de l’effet de précontrainte sta-
tique en cisaillement (contraintes résiduelles) présente dans les sandwich mis en forme. Il
nécessite cependant quelques modifications qui ont été l’objet d’un travail de mise en œuvre
au cours de cette thèse : la conception et l’étude d’un banc de mesure adapté font l’objet du
chapitre 2. La réalisation d’un banc d’essai ne présentant pas de résonances dans la bande
fréquentielle d’intérêt étant très difficile, la caractérisation du module est réalisée sur des
bandes relativement étroites à différentes températures et/ou précontraintes. L’hypothèse de
superposition fréquence-température ou fréquence-précontrainte (section 1.2.2.2) peut alors

22



1.2. Matériaux viscoélastiques

être utilisée pour créer une courbe mâıtresse en large bande.

Il existe d’autres exemples de mesure directe :

– le rhéomètre cône-plan donne la réponse d’un fluide visqueux sous cisaillement dyna-
mique sur une petite bande de fréquence, en général [0,1-100] Hz ;

– le test de barres d’Hopkinson, effectué dans le domaine temporel, dans une barre de
matériau peut donner des résultats entre [100-10000] Hz [55].

1.2.4.2 Identifications temporelle et fréquentielle

Après le choix d’une loi analytique a priori, il importe d’en déterminer les paramètres
pour coller au mieux aux courbes mâıtresses du matériau. Dans le domaine temporel, de
nombreux algorithmes pour approcher le module de relaxation et de fluage sont proposés
par Baumgaerel [14]. Liu [46] en fait une synthèse et présente un cadre mathématique rigou-
reux pour l’identification à l’aide de séries de Prony. Il propose un algorithme basé sur la
méthode des moindres carrés non négatifs.

Dans le domaine fréquentiel, de nombreux travaux ont été effectués sur les polymères, les
colles et les rubans adhésifs à partir des courbes mâıtresses délivrées par les constructeurs.
Les modèles analytiques sont choisis a priori et les paramètres sont obtenus par la méthode
des moindres carrés ; en général la fonction objectif est choisie “linéaire” mais des différences
de logarithmes sont également considérées. Le matériau viscoélastique ISD112 (3M Com-
pany, Kraton - Shell Chemical) a été l’objet d’un certain nombre de caractérisations. On
présente dans les paragraphes suivants les identifications réalisées par divers auteurs sur ce
matériau.

Lesieutre et Bianchini [43] ont présenté le lissage du matériau ISD112, à une température
de 27oC, entre 8 et 8000 Hz en introduisant leurs modèles ADF (cf. équation (1.16)). Ils
concluent que cinq ADFs (avec deux paramètres par ADF, soient onze paramètres au total)
représentent fidèlement le comportement du module élastique et du facteur de perte du ma-
tériau en fonction de la fréquence. Friswell et al. [31] ont présenté la même analyse pour le
modèle GHM (cf. équation (1.15)), avec trois ou quatre paramètres par modèle pour l’ISD112
à 20oC entre 2 et 4800 Hz. Ces modèles lissent généralement bien les courbes mâıtresses des
matériaux dont la dépendance en fréquence est forte.

Lin [45] propose pour le matériau ISD112 les lois suivantes

G′ = e−2.6962f 0.6937 N/mm2,
η = e0.60503f−0.08807 (1.18)

où f représente la fréquence physique. Ces lois, obtenues à partir des courbes expérimentales
issues de [51], ressemblent au modèle à dérivées fractionnaires (1.11) avec des exposants dis-
tincts pour G′ et η.
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Plus récemment, Galucio [32] a identifié le matériau viscoélastique ISD112 à 27oC à l’aide de
deux modèles fractionnaires dont l’expression est donnée par l’équation (1.11). Les courbes
de la figure 1.14 montrent que le choix du coefficient α a une grande importance : lorsque
α = 1, on retrouve le modèle classique à trois paramètres (modèle de Zener donné par l’équa-
tion (1.10)) qui ne permet pas de suivre les 12 points expérimentaux du module de stockage et
du facteur de perte. Un ajustement du paramètre α à l’aide d’une méthode de moindre carré
permet de minimiser l’écart avec les données expérimentales : pour α = 0.7915, la pente du
module de stockage et le maximum de dissipation du facteur de perte sont beaucoup mieux
ajustés. Ceci illustre bien l’utilité du coefficient supplémentaire α pour reproduire fidèlement
les mesures.
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Fig. 1.14 – Module de stockage et facteur de perte de l’ISD112 à 27oC : α < 1 (modèle fractionnaire),
α = 1 (modèle de Zener) [32]

Trindade [75] a comparé les modèles ADF et GHM identifiés à partir des mêmes données
expérimentales. Il a proposé le lissage des paramètres des modèles à l’aide de la bôıte à
outils d’optimisation (Optimization Toolbox) de Matlab, plus particulièrement la fonction
lsqnonlin, qui utilise un algorithme non-linéaire (Non Linear Least Squares) pour mesurer
l’écart entre les valeurs, calculées et mesurées, des parties réelles et imaginaires des modules
de cisaillement. Il précise qu’il faut utiliser pour le lissage une bande de fréquence plus large
que celle considérée dans l’analyse du système de manière à minimiser l’effet des erreurs aux
bords de la bande. Trois séries de paramètres (i.e. sept paramètres pour ADF et dix pour
GHM) sont nécessaires pour la convergence de la méthode avec une erreur minimale de 5%
dans le cas du lissage des courbes mâıtresses de l’ISD112 à 27oC.

Dans le domaine du génie civil, des efforts significatifs ont été fournis pour caractériser les
propriétés thermoélastoplastiques de mélanges butimineux et de l’asphalte mesurés à haute et
basse température [27]. Il est primordial de bien modéliser analytiquement le comportement
de l’asphalte pour tenir compte des grandes variétés de climat, ce qui a amené les chercheurs
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1.2. Matériaux viscoélastiques

à identifier des modèles adéquats. Witczak et al. [56] proposent d’identifier les paramètres
du modèle suivant

log(|E∗|) = δ +
α

1 + eβ−γ log(αT ω)
(1.19)

en appliquant une méthode des moindres carrés non-linéaire Marquadt-Levensburg modi-
fiée [67]. Ce modèle dépendant de la fréquence réduite αTω qui est à rapprocher du modèle
à dérivées fractionnaires (1.11) porte la dénomination de sigmöıdal (Sigmöıdal Fitting Func-
tion). δ représente l’asymptote basse-fréquence du module, δ+α l’asymptote haute-fréquence
du module, β précise la position horizontale du point d’inflexion et γ la pente de la courbe
autour de ce point. Il est à remarquer qu’il ne décrit que le module de stockage E ′ = |E∗|
et non le facteur de perte. D’après les auteurs, ce modèle reproduit bien le comportement
physique des mélanges d’asphalte et garantit de bonnes propriétés asymptotiques.

1.2.4.3 Propriétés asymptotiques du lissage
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Fig. 1.15 – Mesure expérimentale directe - Module de stockage et facteur de perte d’une résine viscoélastique

Les valeurs des paramètres identifiés ne sont souvent valables que dans la bande de fré-
quence utilisée pour le lissage. Or, dans des simulations, des modes situés hors de cette bande
peuvent être excités, il est donc impératif de vérifier le caractère raisonnable du comporte-
ment asymptotique du modèle. La mesure brute de caractéristiques viscoélastiques à une
température et une précontrainte fixées donne le module complexe dont la variation en fré-
quence ressemble généralement à celle montrée en figure 1.15. Dans les zones haute et basse
fréquence non mesurées, on prolonge par des asymptotes.
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Crandall [26] montre que pour représenter un mécanisme de dissipation physiquement réali-
sable, la fonction qui représente le facteur de perte doit être positive et paire de la fréquence
ω. Pour l’extrapolation en basse fréquence, on se donnera une asymptote réelle E0 et η0 = 0
car la fonction de relaxation étant réelle, sa transformée de Fourier est paire et réelle en 0.
Pour les hautes fréquences, on définira une asymptote complexe E∞, η∞.

La figure 1.16 illustre le fait qu’avec des fractions rationnelles on peut assez facilement
satisfaire le premier objectif de reconstruire un module complexe sur une bande étroite (en
gras). Mais les extrapolations en dehors de la bande (traits fins) sont ici de qualité très
moyenne.
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Fig. 1.16 – Module complexe de la résine TA (−) et reconstruction par une fraction rationnelle à trois
pôles (−−) dont les fréquences dont indiquées par les lignes verticales

Trindade [75] discute de la validité de ses modèles hors de la bande concernée par l’optimi-
sation. En analysant le comportement des courbes mâıtresses, représentées analytiquement
par les modèles ADF et GHM, en dehors de la bande utilisée pour le lissage, il a observé des
irrégularités concernant l’identification du matériau viscoélastique DYAD-606 à 38oC, qui
présente des courbes de module de stockage et de facteur de perte plus plates que celles de
l’ISD112. Il lui a été nécessaire d’augmenter le nombre de paramètres pour diminuer l’erreur
d’identification. Cinq séries de paramètres (cf. onze paramètres pour ADF et seize pour GHM
au total) sont alors nécessaires pour représenter assez bien les propriétés de ce matériau avec
une erreur maximale de 25% dans la bande de fréquence 2-6300 Hz.
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1.3 Modèles de structures amorties

Maintenant qu’on dispose de modèles précis pour la représentation de la dépendance en
fréquence, température et précontrainte des propriétés de matériaux viscoélastiques, cette
section aborde les difficultés de mise en œuvre de ces représentations pour le calcul des
structures.

La section 1.3.1 précise le modèle général de structures amorties. On explicite la construc-
tion de la rigidité dynamique complexe comme somme pondérée de matrices constantes as-
sociées aux divers matériaux. On présente ensuite les modèles d’état permettant la prise
en compte en temporel ou pour le calcul des valeurs propres d’une représentation précise
du comportement viscoélastique dans la structure à l’aide des diverses représentations du
module complexe. On traite ensuite de la résolution des problèmes vibratoires de structures
amorties, à savoir le calcul de la réponse fréquentielle directe en section 1.3.2 et le calcul des
valeurs propres en section 1.3.3.

1.3.1 Formes des équations du modèle

Cette section débute par la présentation d’un formalisme bien adapté à l’ensemble des re-
présentations de matériaux viscoélastiques pour le calcul de réponses fréquentielles ou de va-
leurs propres. Les modèles simplifiés qui en découlent sont ensuite évoqués en section 1.3.1.2.
Dans les cas où on effectue une identification à l’aide d’une loi paramétrique qui introduit
des variables internes (fractions rationnelles et dérivées fractionnaires), on peut passer par
une étape supplémentaire (section 1.3.1.3).

1.3.1.1 Forme générale

Les différentes représentations du module complexe abordées en section 1.2.3 permettent
de représenter correctement le comportement du matériau. Elles sont donc toutes valides et
c’est la facilité à implémenter ces lois de comportement dans les solveurs éléments finis qui
rendra l’une ou l’autre de ces méthodes plus avantageuse.

On a vu que la dépendance aux facteurs d’environnement (température, précontrainte) agit
seulement comme un décalage sur la fréquence, le module est alors décrit à partir de la
courbe mâıtresse Ê par

E∗(s, T, ε0) = Ê(α(T, ε0)s). (1.20)

L’énergie de déformation se déduit directement du module complexe grâce à la formulation
variationnelle classique

qTKq =
1

2

∫
Ω

σ(s, q(s)) : ε(q(s))dΩ =
1

2

∫
Ω

Tr(Ê(αT s)ε(q(s))ε(q(s)))dΩ. (1.21)
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Les opérateurs trace Tr et intégrale
∫

étant linéaires, l’énergie de déformation (1.21) dé-

pend linéairement de Ê(αT s). On peut donc représenter la raideur dynamique comme une
combinaison linéaire de matrices constantes

[Z(E∗
i , s)]=

[
Ms2 +Ke +

∑
i

Êi(αT s)
Kv,i(Ei0)

Ei0

]
, (1.22)

où Ke est la matrice de raideur élastique, Kv,i la matrice de raideur associée au matériau
viscoélastique de module complexe E∗

i (s, T, ε0) et Ei0 la valeur élastique nominale du module
pour lequel on assemble Kv,i (on prend couramment Ei0 = Re(Êi(0))).

Le comportement global d’une structure est donc donné dans le domaine fréquentiel par
le modèle mécanique du second ordre

[Ms2 +K∗(s)]{q(s)} = [Z(s)]{q(s)} = [b]{u(s)} ,
{y(s)} = [c]{q(s)} (1.23)

où [M ] est la matrice de masse, [K∗] la matrice de raideur complexe ; [M ] est supposée
constante tandis que [K∗(s)] dépend de la fréquence comme précisé dans (1.22). Les charges
physiques sont décrites par le vecteur des efforts extérieurs {F} = [b]{u} et le vecteur {y}
représente les sorties. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, les degrés de liberté
(DDL) {q} sont associés à des déplacements nodaux. [M ] et [K∗(s)] sont symétriques.

1.3.1.2 Cas simplifiés

D’après l’équation (1.21), pour un module complexe E∗ = E ′ + iE ′′, on peut écrire la
matrice de raideur complexe dépendante de la fréquence comme somme d’une partie réelle
et d’une partie imaginaire K∗(s) = K ′(s) + iK ′′(s).

Les modèles simplifiés traditionnels considèrent

– un amortissement visqueux K ′′(ω) = Cω où C est une matrice constante et réelle. Ce
modèle est loin de représenter le comportement de tous les matériaux réels ;

– un amortissement hystérétique ou structural K∗(ω) = Ke + iB avec Ke et B des
matrices constantes réelles. Ce modèle n’est utilisable que dans le domaine fréquentiel,
compte-tenu de sa non-causalité. Son défaut est d’imposer des modules complexes
constants. Ses avantage sont une facilité de mise en œuvre, une assez large disponibilité
dans les codes éléments finis et la possibilité d’être exact à une fréquence donnée.

Si l’on considère une structure avec ces deux types d’amortissement, la réponse fréquentielle
est définie par

Z(s) {q} =
[
Ms2 + Cs+Ke + iB

] {q} = {F} . (1.24)
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1.3. Modèles de structures amorties

1.3.1.3 Modèles à états internes

• Fractions rationnelles

Quand le module complexe E∗(s) est représenté par la fraction rationnelle (1.12), avec
nd > nn et tous ses pôles distincts, on peut décomposer la fraction rationnelle en une
somme de fractions rationnelles du premier ordre (1.14).

Dans ce cas on utilise une transformation canonique de (1.23) en un problème linéaire d’ordre

supérieur, par l’introduction d’un champ de relaxation interne qvj = − Ej

(1+αT s/ωj)
q et du

champ vitesse sq [18] [9]. Si l’on considère que E(s) peut être approché avec un seul qvj,
alors (1.23) peut s’écrire




 M 0 0

0 M 0
0 0 M


 s+


 0 −M 0
Ke+E∞Kv 0 Kv

ωj/αTEjM 0 ωj/αTM








q
sq
qvj


=




0
F
0


 . (1.25)

La deuxième ligne de (1.25) donne la relation (1.23), la première ligne donne la relation
entre le champs principal q et le champ vitesse sq : sMq = Msq et la dernière ligne donne
la relation entre q et le champ de relaxation interne qvj : M(s+ ωj/αT )qvj = −ωj/αTEjMq.
On remarque que les relations entre les champs sont écrites de manière à avoir une matrice
de masse diagonale par blocs, ce qui permet certaines simplifications lors de l’implémentation.

Le problème (1.25) est particulièrement coûteux à résoudre. En effet, on obtient bien un
problème linéaire, mais la taille du système a été multipliée au minimum par trois dans le
cas d’un seul pôle. Or il est généralement nécessaire d’utiliser au moins cinq pôles dans (1.14)
pour avoir une représentation précise de la loi de comportement observée expérimentalement.
De plus, la matrice de raideur n’est ni à diagonale dominante, ni symétrique. C’est pourquoi
l’application à ce type de problème de la méthode d’itération sur les résidus est particulière-
ment intéressante (voir section 1.3.2).

Des transformations similaires ont été proposées pour les modèles GHM et ADF présentés
en section 1.2.3.2 qui sont des cas particuliers de fractions rationnelles [48].

• Dérivées fractionnaires

Pour la prise en compte de modèles à dérivées fractionnaires, le formalisme des états internes
est aussi applicable dans la mesure où l’on se restreint à des dérivées non entières mais
rationnelles. Pour un dénominateur commun p, on prendra un module de la forme

E(s) = Emax −
p∑

k=1

Ek

sk/p + ωk

(1.26)
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

et on construira un modèle d’état de la forme

x(s)s1/p = [A]x(s) + [B]u(s) (1.27)

où le vecteur d’état fera intervenir les dérivées fractionnaires du déplacement sk/pq avec
k = 1 : 2p− 1 et celles des états internes qvk = − Ek

sk/p+ωk
q (voir [6]).

Le nombre de blocs dans le vecteur d’état étant proportionnel à p, les représentations à
matrices constantes sont donc en pratique limitées à des valeurs très faibles de p [69].

1.3.2 Réponses fréquentielles

Après avoir précisé la forme de la raideur dynamique complexe de structures amorties
en fonction des divers modèles viscoélastiques disponibles dans les sections précédentes, on
détaille la résolution des problèmes vibratoires de telles structures. Cette section précise le
calcul de réponses fréquentielles directes. On montre que le calcul s’applique aux matériaux
viscoélastiques quelque soit la forme du modèle. Les techniques d’approximation et de calcul
itératif avec contrôle de l’erreur pour accélérer le calcul de structures de grande taille sont
évoquées. Ces techniques sont directement applicables au calcul de réponses fréquentielles.

Pour une structure constituée de divers matériaux élastiques et viscoélastiques, les cal-
culs fréquentiels ne demandent que la connaissance pour chaque matériau viscoélastique du
module complexe E∗

i (s, T, ε0). D’après (1.22), on peut représenter la rigidité dynamique d’un
modèle viscoélastique comme combinaison linéaire de matrices constantes. Pour les calculs
de réponse fréquentielle du modèle complet

[Z(E∗
i , s)] {q} = {F} , (1.28)

on stocke les matrices M (masse), Ke (raideur élastique), Kvi (raideur viscoélastique du ma-
tériau i) et on évalue la somme en chaque point de calcul avec les coefficients de pondération
associés 1, 1, E∗

i (s, T, ε0).

Pour la résolution, il n’est pas utile et rarement possible (d’un point de vue du coût
numérique) d’utiliser directement le modèle complet (1.28). On utilise presque toujours des
approximations en cherchant la solution dans un sous-espace ; c’est le principe des méthodes
de réduction.

• Réduction de modèle

Le principe de la réduction de modèle est de projeter le modèle sur une base [T ], avec
l’hypothèse que les réponses exactes peuvent être approchées par des solutions de la forme

{q}N×1 = [T ]N×NR{qr}NR×1, (1.29)
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1.3. Modèles de structures amorties

où la dimension de {qr} est inférieure à celle de {q}, c’est-à-dire NR < N . La projection du
modèle (1.23) sur la base [T ] conduit à un modèle de taille inférieure comportant autant de
DDL généralisés que de colonnes indépendantes dans la matrice T

[T TZ(s)T ]{qr(s)} = [T T b]{u(s)} (1.30)

{y(s)} = [cT ]{qr(s)}

avec [T TZ(s)T ] = [T TMTs2 + T TKeT +
∑

iE
∗
i (s, T, ε0)T

TKvi(Ei0)T/Ei0].

Les fonctions de transfert sont donc approchées par

[H(s)] = [c][Z(s)]−1[b] ≈ [cT ][T TZ(s)T ]−1[T T b]. (1.31)

Pour une base fixe, on peut calculer les matrices réduites constantes une seule fois puis ap-
procher la réponse en un grand nombre de points de fréquence.

Les bases classiques en analyse modale ou sous-structuration contiennent des modes libres
et des termes statiques associés à des chargements imposés [b] (correction statique [K]−1[b]),
qu’on peut compléter par une correction pour la partie imaginaire de la rigidité dyna-
mique [57]

[K]−1[Kv][Φ1:NM ] = [K]−1[Im(Z(ω1:NM , Ei0))][Φ1:NM ]. (1.32)

Il s’agit donc d’une base réelle modale augmentée par une base de correction pour tenir
compte des efforts et des effets amortissants. La base finale considérée s’écrit

[T ] = [[Φ1...ΦNM ] [K]−1[b] [K]−1[Kv][Φ1:NM ]]. (1.33)

• Itération sur les résidus

La méthodologie d’itérations sur les résidus a été ici retenue car elle permet à la fois des
calculs exacts et approchés, en garantissant un faible stockage mémoire et un gain de temps
de calcul [40].

Dans le sous-espace engendré par T n, l’approximation de Ritz de (1.28) est donnée par

{qn(s)} = [T n][T nTZ(E∗
i , s)T

n]−1[T nT b]{u(s)}. (1.34)

En une fréquence s, un estimateur d’erreur en énergie est alors donné par

{Rn
d (s)} = [K0]

−1 {Z(E∗
i , s){qn(s)} − {F (s)}} . (1.35)

31



Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

Ce résidu étant un déplacement, on peut calculer son énergie de déformation ||{Rn
d}||K0 =√

{Rn
d}T [K0] {Rn

d} et vérifier la convergence à l’aide du critère

εn =
||{Rn

d}||K0

||{qn}||K0

. (1.36)

Tant que la tolérance choisie n’est pas atteinte (i.e. εn � tol), on enrichit le sous-espace en
posant

[T n+1] = [T n {Rn
d}] (1.37)

En particulier, une procédure de réorthogonalisation est souvent indispensable pour éviter
que le résidu {Rn

d} ne soit colinéaire à la base [T n].

La factorisation étant une étape beaucoup plus lente qu’une substitution directe/inverse, on
utilise une factorisation unique de la matrice élastique “tangente”

[K0] = Re[Z(E∗
i , 0)]. (1.38)

• Application

On analyse les résultats obtenus avec la méthode itérative basée sur les principes explicités
aux paragraphes précédents. Le cas étudié est le calcul de la fonction de transfert déplace-
ment relatif/force du modèle de banc viscoélastique présenté au chapitre 2 (voir figure 2.15
de la section 2.3). La particularité de ce modèle est qu’il possède une petite zone viscoélas-
tique où l’amortissement est très fort ; le reste de la structure est considéré élastique.

Pour un facteur de perte η du matériau amortissant de la zone d’essai viscoélastique et une
raideur E0 = 50 MPa, on compare plusieurs calculs réduits de la fonction de transfert dépla-
cement relatif/force (809-1292)y/10287y avec son calcul exact. Pour cela, on considère trois
bases de réduction :

– [T1] = [[Φ1...ΦNM ]] ;

– [T2] = [[Φ1...ΦNM ] [K]−1[b]] ;

– [T3] = [[Φ1...ΦNM ] [K]−1[b] [K]−1[Kv][Φ1:NM ]].

On voit en figure 1.17 que la base [T2], grâce à la correction statique [K−1b], procure une
meilleure approximation de l’asymptote HF du transfert et en figure 1.18 que la base [T3],
du fait de la correction [K]−1[Kv][Φ1:NM ], permet d’améliorer sensiblement les résultats sur
l’ensemble de la bande fréquentielle de calcul.
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Fig. 1.17 – Transfert 1-4096 Hz - η = .5
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Fig. 1.18 – Transfert 1-4096 Hz - η = .5

Les figures 1.19 et 1.20 qui présentent les erreurs relatives entre solutions approchées et calcul
exact pour un taux de perte η = .5 et η = .1 pour les trois bases T1, T2 et T3 et la base T3
enrichie montrent l’intérêt de la méthodologie d’itérations sur les résidus pour se rapprocher
encore davantage du calcul exact.
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Fig. 1.19 – Erreur relative par rapport au calcul
du transfert exact - η = .5
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Fig. 1.20 – Erreur relative par rapport au calcul
du transfert exact - η = .1

La base de réduction [Ti] est initialisée en prenant comme base de départ la base [T3], qui
donne comme on l’a déjà vu en figure 1.18 une erreur relative déjà très faible (0.1% en
moyenne sur l’ensemble de la bande pour η = .5). Pour enrichir la base, on choisit une valeur
de 10−3 comme tolérance sur l’erreur en énergie de déformation (équation (1.36)) ; la base est
complétée itérativement avec les parties réelle et imaginaire du résidu en déplacement jusqu’à
atteindre la tolérance. Avec une base itérative de taille 95 vecteurs au final (un enrichissement
de 8 vecteurs s’avère nécessaire à la première fréquence puis les traits verticaux représentent
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Chapitre 1. Modélisation de l’amortissement

les fréquences où la base est enrichie), on gagne un facteur temps de 40 sur le calcul complet
tout en garantissant une bonne précision. D’autres applications de la méthode sont détaillées
en [40] et [18].

1.3.3 Problème aux valeurs propres

Dans cette section, on précise le calcul des modes propres réels et complexes pour les
modèles à matrices constantes et non constantes.

1.3.3.1 Amortissement modal et non proportionnel

• Amortissement modal

Les modes normaux sont solutions du problème aux valeurs propres du modèle élastique

− [M ] {φj}ω2
j + [K0]N×N {φj}N×1 = {0}N×1 (1.39)

et vérifient deux conditions d’orthogonalité en masse

{φj}T [M ] {φk} =
[
\µjδjk\

]
, (1.40)

et en rigidité

{φj}T [K0] {φk} =
[
\µjω

2
j δjk\

]
, (1.41)

où on normalise les modes avec µj = 1, ce qui allègera considérablement les écritures par la
suite.

La base de projection définie par T = [φ1...φN ] permet de construire les modèles réduits par
transformation congruente (1.31). Dans les coordonnées résultant de cette transformation,
dites coordonnées principales, les matrices de masse et de rigidité sont diagonales (condi-
tions (1.40) et (1.41)). Mais ce n’est généralement pas le cas des matrices d’amortissement
T TCT et T TBT (voir paragraphe amortissement non proportionnel).

L’hypothèse d’amortissement modal, encore appelée hypothèse de Basile, consiste à approcher
la réponse par un modèle d’amortissement diagonal en coordonnées principales. Soit[

s2
[\1\] + s

[
\2ζjωj\

]
+
[
\ω2

j \

]]
{p(s)} =

{
T TF

}
, (1.42)

avec {p} le vecteur de coordonnées principales, ζj le coefficient d’amortissement modal associé
au jeme mode. Pour un modèle à amortissement visqueux et hystérétique (1.24), on obtient

ζj =
1

2ωj

(
{φj}T [C] {φj} +

1

ωj

{φj}T [B] {φj}
)
. (1.43)

L’approche traditionnelle consiste à utiliser des coefficients d’amortissement modaux déter-
minés expérimentalement. L’analyse modale expérimentale [30] permet en effet l’estimation
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de coefficients d’amortissement associés aux différents modes identifiés. Pour les modes corré-
lés (dont la correspondance calcul/essai est établie), on utilise donc un taux d’amortissement
ζjTest en conservant généralement la fréquence propre analytique.

• MSE

La méthode de l’énergie de déformation modale (MSE pour Modal Strain Energy Method [64])
est une approximation basée sur le choix d’un coefficient d’amortissement visqueux équivalent
en un point particulier qui est celui du maximum de réponse.

On a vu dans le paragraphe précédent que l’amortissement modal conduit à des modèles
où la réponse peut être décomposée en une somme de réponses d’oscillateurs indépendants.
Pour les amortissements visqueux, structuraux et viscoélastiques de la rigidité dynamique
d’un système masse-ressort (1 DDL), un calcul montre que les flexibilités dynamiques se
superposent presque exactement à la fréquence de résonance. Ce principe d’équivalence est
la base de la MSE.

L’approche générale consiste à calculer le facteur de perte rapport de l’énergie dissipée Ed de
l’équation (1.5) sur un cycle de déformation par 2π fois l’énergie élastique maximale associée
à la déformation imposée q(t) = {φj} cos(ωt)

ηj(ω) =

∫ 2π/ω

0
σ(q) : ε̇(q)dt

π {φj}T [K] {φj}
, (1.44)

et à imposer, à chaque fréquence de résonance ωj du problème élastique, l’égalité du facteur
de perte et de celui associé à un modèle à amortissement modal (1.42)

ζj =
ηj(ωj)

2
. (1.45)

L’approximation (1.43) est donc une application directe de la méthode MSE.

Pour des modèles d’amortissement viscoélastiques généraux, il est toujours possible de définir
des pseudo-modes normaux [57] solutions de

[−ω̃j
2 [M ] + Re(K(ω̃j))

] {
φ̃j

}
= {0} , (1.46)

les normer et définir un taux d’amortissement équivalent à la résonance ω̃j par

ζj(ω̃j) =
1

2

{
φ̃j

}T

[Im(K(ωj))]
{
φ̃j

}
{
φ̃j

}T

[Re(K(ωj))]
{
φ̃j

} . (1.47)
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• Amortissement non proportionnel

On considère le modèle à amortissements visqueux et hystérétique donné par l’équation (1.24).
On identifie les matrices d’amortissement [C] et [B] par des mesures sur la structure com-
plète. On projette (1.24) dans [φ] = [φ1...φNM ] base des modes propres normaux. Le problème
se réécrit sous la forme[

s2
[\1\] + sφTCφ+

[
\ω2

j \

]
+ iφTBφ

] {
φT q

}
=
{
φTF

}
, (1.48)

qui peut être exploitée directement (Solutions 110 et 111 de NASTRAN [41] par exemple).
Dans ce cas, il n’y a aucune raison pour que les matrices d’amortissement soient diagonales :
les termes hors diagonaux de φTCφ et φTBφ sont interprétés comme des coefficients de
couplage entre les modes propres [8]. L’amortissement est qualifié de non-proportionnel. La
diagonalisation du modèle d’ordre un du problème complexe est possible dans l’espace des
“modes propres complexes” (voir section 1.3.3.2).

Pour des amortissements faibles et pour des modes séparés, il est possible de supposer que
les coefficients non diagonaux de φTCφ et φTBφ sont négligeables afin de se ramener à un
modèle d’amortissement proportionnel (cf. équation (1.42)). Pour quantifier, on considère le
critère de Hasselman [35]

2ζjωj

|ωj − ωk| << 1 (1.49)

qui signifie que la largeur de bande du jeme mode 2ζjωj est très petite devant la séparation
en fréquence avec le keme mode. Les termes de couplage entre les modes j et k sont alors
négligeables car il n’y a pas de recouvrement de bande passante.

1.3.3.2 Modes complexes

Le problème aux valeurs propres

Z(λk)ψk =
[
Mλ2

k +K∗(λk)
]
ψk = 0 (1.50)

se traite en spécifiant K∗(λk) comme la somme d’une raideur élastique constante Ke et
d’une raideur viscoélastique Kv décomposée par matériau viscoélastique homogène de mo-
dule complexe E∗

i , comme cela a été exposé en section 1.3.1.1. La dépendance en fréquence
λk se retrouve complètement dans le module complexe E∗

i du ieme matériau viscoélastique.

Le problème aux valeurs propres (1.50) peut s’écrire à l’aide de matrices constantes pour
certaines représentations de E∗

i (λk, T, ε0).
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• Modèle à matrices constantes

- Pour le modèle à amortissement visqueux et hystérétique (1.24), on résout le problème aux
valeurs propres généralisé (modèle du premier ordre équivalent de dimension 2N), soit[[

C M
M 0

]
λk+

[
K + iB 0

0 −M
]]
{θk} =

{
0
0

}
(1.51)

où on montre facilement que {θk} =

{
ψk

ψkλk

}
. On donne le nom de mode complexe à la fois

à θk et ψk. L’existence de 2N vecteurs diagonalisant les matrices de (1.51) est équivalente à
la vérification de deux conditions de normalisation

[θ]T
[
C M
M 0

]
[θ] = ψTCψ + ΛψTMψ + ψTCψΛ =

[\1\]2N

[θ]T
[
K + iB 0

0 −M
]

[θ] = ψT (K + iB)ψ − ΛψTMψΛ = − [\Λ\
]
2N

(1.52)

Les modes complexes mènent à une décomposition spectrale du système d’équations : le
modèle du premier ordre équivalent de (1.23) se réécrit comme

[[\1\] s− [\Λ\
]]{η} = [θ]T

[
b
0

]
{u} (1.53)

où le vecteur d’état η est défini par q = θη.

- Dans le cas particulier où E∗
i est représenté sous la forme d’une somme de fractions ration-

nelles du premier ordre, le problème aux valeurs propres se réécrit

Z(λk)ψk =


Mλ2

k +Ke +
∑

i

(
E∞ −

∑
j

Ej

1 + αTλk/ωj

)
i

Kv,i(Ei0)

Ei0


ψk = {0} . (1.54)

Dans ce cas, on utilise une transformation canonique de (1.54) en un problème linéaire
d’ordre supérieur : le modèle initial du second ordre est transformé en un modèle du premier
ordre équivalent de dimension 3N au minimum, par l’introduction d’un champ de relaxation
interne ψk,vj = − Ej

(1+αT λk/ωj)
ψk et du champ vitesse λkψk. Dans le cas d’un seul matériau

viscoélastique (i = 1) et où un seul pôle est utilisé pour approcher le module complexe de ce
matériau E∗

1(λk) (j = 1), le problème aux valeurs propres s’écrit




 M 0 0

0 M 0
0 0 M


λk+


 0 −M 0
Ke+E∞Kv 0 Kv

ω1/αTE1M 0 ω1/αTM








ψk

λkψk

ψk,v1


 =




0
0
0


 (1.55)
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On retrouve une représentation du premier ordre dont la résolution est un problème classique
de modes complexes présenté au paragraphe précédent

[A1λk + A2] {θk} = {0} , (1.56)

où la matrice [A1] =


 M 0 0

0 M 0
0 0 M


 est diagonale par bloc et symétrique du fait de la

symétrie de la matrice de masse M , ce qui permet certaines simplifications lors de l’implé-

mentation. En revanche, [A2] =


 0 −M 0
Ke+E∞Kv 0 Kv

ω1/αTE1M 0 ω1/αTM


 est non symétrique et non

diagonale dominante. La taille de ce problème peut vite devenir rédhibitoire, les techniques
classiques ne permettant pas sa résolution en des temps raisonnables. Ce problème est traité
en [17] par une technique d’itération sur les résidus proche de celle présentée en section 1.3.2
pour la recherche des modes complexes et le calcul de sensibilités, ce qui permet une résolu-
tion peu coûteuse.

• Modèle à matrices non constantes

La résolution du problème aux valeurs propres non linéaire (1.50) est difficile et reste un
problème ouvert. Deux techniques semblent applicables pour les problèmes de grande taille.

Les techniques d’identification expérimentale peuvent être utilisées pour chercher des so-
lutions approchées. En supposant que les modes complexes sont assez proches des modes
réels, l’effort [M ] {φj(K0)} excite essentiellement le mode j. On calcule donc les fonctions de

transfert {φj=1,NM(K0)}T [M ] [Z(s)]−1 [M ] {φj=1,NM(K0)} et on utilise une technique d’iden-
tification pour estimer les valeurs propres λj [7].

Dans la mesure où {φj=1,NM} est une approximation raisonnable du schéma modal du pro-
blème amorti, la technique d’identification peut être utilisée de façon automatique. Une fois
les pôles estimés, on peut calculer les déformées en faisant des identifications au voisinage
des résonances de [Z(s)]−1 [M ] {φj=1,NM(K0)}. Cette procédure en deux étapes est néces-
saire car le stockage de transferts sur l’ensemble des DDL n’est acceptable que pour un petit
nombre de fréquences. Cette résolution basée sur des techniques d’identification a été mise en
œuvre en [59], mais son extensibilité reste une problématique largement ouverte. L’avantage
unique de cette approche est la possibilité d’estimer les modes complexes sans posséder un
relèvement du module complexe dans l’ensemble du plan complexe (pour toutes les valeurs
de s).

Les Méthodes Asymptotiques Numériques (MAN) reposent le problème (1.50) sous la forme

[
Mλ2

k +K0 + εK̂(λk)
]
{φkD} = {0} (1.57)
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et utilisent un développement en série de λj et φkD en puissances de ε pour estimer la solution
exacte. Différentes variantes de cette stratégie sont discutées en [28].

1.4 Conclusion

Ce chapitre s’est proposé de présenter les outils de mesure et de calcul permettant de
caractériser le comportement vibratoire de structures amorties.

On s’est d’abord intéressé à l’amortissement d’un point de vue matériau. On s’est placé
dans le cadre de la viscoélasticité linéaire appliquée aux matériaux homogènes isotropes pour
introduire l’approche module complexe. La dépendance à la fréquence et aux facteurs d’en-
vironnement tels que la température et la précontrainte des matériaux viscoélastiques a été
évoquée et les hypothèses de superposition fréquence-température et fréquence-précontrainte
ont été précisées. Ces hypothèses permettent de construire des nomogrammes en fréquence
réduite sur une large bande. Les principales représentations paramétriques du module com-
plexe ont été données -modèles rhéologiques, modèles à fractions rationnelles et à dérivées
fractionnaires. On a discuté de la pertinence de ces modèles à représenter le comportement
des matériaux réels, après identification expérimentale de leurs paramètres. On a ainsi mon-
tré l’avantage d’utiliser directement les données expérimentales sous forme de lois tabulées
lorsque les modèles paramétriques sont de grande taille ou peu précis.

La mise en œuvre de tels modèles pour le calcul des structures et leur implémentation
dans la méthode des éléments finis ont alors été introduites. On a explicité la construction de
la rigidité dynamique complexe comme somme pondérée de matrices constantes associées aux
divers matériaux. On a ensuite détaillé les modèles d’état permettant la prise en compte en
temporel ou pour le calcul des valeurs propres d’une représentation précise du comportement
viscoélastique dans la structure ; ces modèles d’état sont basés sur les diverses représentations
du module complexe évoquées au cours de ce chapitre. On a finalement analysé les principes
des méthodes numériques mises en œuvre pour le calcul de réponses fréquentielles directes et
le calcul de modes propres. Les méthodes de réduction de modèles et la méthodologie d’ité-
ration sur les résidus sont ainsi explicitées pour le calcul de réponses fréquentielles directes.
La résolution de problèmes aux valeurs propres à matrices constantes et non constantes a
finalement été discutée.

On dispose maintenant d’un formalisme pour le calcul de structures amorties, avec la
possibilité d’une prise en compte précise du comportement amortissant des parties viscoélas-
tiques. Avant d’aborder le problème final de la mise en œuvre de traitements amortissants
dans une enceinte acoustique, le chapitre suivant décrit la réalisation d’un banc de mesure
dynamique du module de cisaillement complexe de films viscoélastiques. La nouveauté du
banc est de permettre de mesurer la dépendance de tels films non seulement en fréquence et
température, mais également en précontrainte.
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

2.1 Introduction

Les principaux outils de mesure et de calcul pour caractériser le comportement vibra-
toire de structures contenant des matériaux viscoélastiques ont été introduits au chapitre
précédent. Ce chapitre présente le banc de mesure élaboré au cours de cette thèse. L’objectif
du banc est d’obtenir une loi expérimentale tabulée du module de cisaillement complexe de
films viscoélastiques sur une large gamme de fréquence en tenant compte de la température
et de la précontrainte statique. L’originalité et la qualité de ce banc sont de pouvoir mesurer
des échantillons de tôles standard. La nouveauté est de permettre l’étude de la précontrainte.

Le banc de mesure doit donc répondre aux exigences suivantes :

– caractériser le module de cisaillement du film polymère, le banc présentant donc un
mode principal qui sollicite la couche viscoélastique en cisaillement ;

– utiliser des échantillons de tôles sandwich standard avec un minimum de préparation ;
ces échantillons sont faciles à se procurer et le polymère est dans son état réel, c’est-
à-dire sous forme de film (un échantillon épais de même composition chimique n’a
souvent pas les mêmes propriétés mécaniques) ;

– permettre l’ajout d’une précontrainte en cisaillement dans le film ; de telles précon-
traintes ont une influence importante sur le comportement et leur caractérisation est
une étape primordiale pour la prédiction de l’effet de la mise en forme de sandwichs
initialement plats ;

– ne pas présenter de modes propres perturbants dans la gamme de fréquence d’intérêt,
c’est-à-dire celle où on cherche à caractériser le module de cisaillement complexe.

2.2 Banc de mesure

On présente ici le principe de fonctionnement du banc (section 2.2.1) et la mise en œuvre
de la précontrainte (section 2.2.2).

2.2.1 Principe fonctionnel

Pour obtenir un état de cisaillement uniforme dans le film polymère de tôle sandwich,
le principe retenu est celui d’une découpe sélective des parements raides pour isoler une
zone d’essai viscoélastique, comme l’illustre la figure 2.1. Cette découpe permet d’induire
au niveau de la zone d’essai une translation du parement supérieur (Par Sup) alors que le
parement inférieur (Par Inf) est maintenu fixe.
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   dessus dessous

Par Sup

Force F Par Inf

Visco (surface A)

Fig. 2.1 – Sandwich tricouche acier/polymère/acier usiné - Zoom sur la zone d’essai

On commence par définir une formule approchée du module de cisaillement compte tenu
de l’hypothèse de cisaillement uniforme. Le module de cisaillement complexe est défini par

G∗(s, T, ε0) = G′(s, T, ε0)[1 + iη(s, T, ε0)] , (2.1)

où le module de stockage G′ et le facteur de perte η dépendent de la fréquence s, de la
température T et de la précontrainte statique ε0.

Sous l’hypothèse de cisaillement uniforme, d’après la relation (1.2), les contraintes σ13 sont
linéairement reliées aux déformations ε13 par

σ13 = 2G∗ε13. (2.2)

Pour une zone d’essai de surface A et une résultante F des efforts de cisaillement, la contrainte
est donnée par σ13 = F/A. La déformation ε13 est approchée par

ε13 =
1

2
(
∂u1

∂x3

+
∂u3

∂x1

) � 1

2

∂u1

∂x3

� 1

2

d(s, T, ε0)

h
, (2.3)

puisque ∂u3

∂x1
≈ 0 (le film viscoélastique étant mince, on suppose qu’il n’y a pas de variation

dans son épaisseur). d est le déplacement en cisaillement et h l’épaisseur de film viscoélastique.
Après substitution de (2.3) dans (2.2), le module estimé G∗ s’écrit

G∗(s, T, ε0) =
h

A

F (s)

d(s, T, ε0)
. (2.4)
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

On reconnâıt l’inverse de la fonction de transfert déplacement/force F (s)/d(s, T, ε0) où
d(s, T, ε0) est le déplacement induit par la force dynamique F (s) pour une précontrainte
ε0 et une température T données.

Plus généralement, G∗ dépend du système de suspension et des structures additionnelles
nécessaires à la mise en œuvre expérimentale du cisaillement (masses Mi et raideurs Kj

additionnelles), on obtient finalement

G∗(s, T, ε0) = F
(
h,A,

F (s)

d(s, T, ε0)
,Mi, Kj

)
. (2.5)

Le modèle fonctionnel présenté ici a pour objectif de donner une caractérisation analytique
de F qui prend une certaine forme selon le protocole expérimental retenu.

mobile 

prec bati 

sandwich 

F 

couche
 visco 

Fig. 2.2 – Modèle partiel éclaté du banc avec poutre de précontrainte (prec)

Dans le cas de cette étude, les parements sont renforcés par l’ajout d’éléments extérieurs
pour permettre leur translation rigide. Le parement supérieur est ainsi solidarisé à un mobile
de masse m, le parement inférieur à un bâti de masse M (figure 2.2).

Pour étudier l’effet de la précontrainte sur le comportement dynamique du film de polymère,
on rajoute une poutre de précontrainte (prec sur la figure 2.2) représentée par un ressort
de raideur connue Kp entre les deux masses tandis que la zone viscoélastique se comporte
comme un ressort de raideur variable Kv = G∗A/h.

L’ensemble de ces structures additionnelles, y compris la suspension du bâti, conduit au mo-
dèle équivalent du banc de la figure 2.3 ; Ks correspond au ressort qui modélise la suspension
du bâti, F est la force d’excitation dynamique injectée en entrée du mobile et d1 et d2 sont
respectivement les déplacements du mobile et du bâti induits par l’excitation.
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m M

K

K

p

s

mobile bâti

F

d1 d2

Kv

Fig. 2.3 – Modèle équivalent du banc

Le modèle équivalent de la figure 2.3 se traduit par la relation matricielle suivante

((
Kp +Kv

)[
1 −1
−1 1

]
+

[
0 0
0 Ks

]){
d1

d2

}

+

[
m 0
0 M

]{
d1

d2

}
s2 =

[
F
0

]
(2.6)

La connaissance de l’accélération du mobile d1s
2 et du déplacement relatif du mobile par rap-

port au bâti dr = d1 − d2 et plus généralement de la fonction de transfert accélération/force
ou déplacement relatif/force du mobile permet de calculer la raideur Kv et par conséquent
le module complexe G∗. On réalise deux types de mesures : une mesure d’accélération à
l’aide d’un accéléromètre fixé en sortie du mobile dans l’axe de la force et une mesure de
déplacement relatif à l’aide d’un capteur de déplacement fixé sur un flasque solidaire du bâti
en vis-à-vis de la sortie du mobile.

Dans la pratique, on choisit une suspension assez souple (Ks faible) pour que les modes de
suspension interviennent à très basses fréquences et sur un petit intervalle de fréquence. On
peut donc supposer que Ks = 0. Dans ce qui suit, on présente les deux formes obtenues pour
la fonction F (équation (2.5)) en fonction du protocole expérimental retenu.

• Transfert accélération/force

L’élimination de d2 par substitution dans le système (2.6) permet d’obtenir la fonction de
transfert accélération/force H = d1s

2/F du mobile

H =
(Ms2 + K)s2

(Ms2 + K)(ms2 + K) −K2
, (2.7)

avec K = Kv + Kp la raideur totale complexe, somme de Kv = G∗A/h, la raideur du film
viscoélastique, et de Kp, la raideur de précontrainte. Cette expression peut être directement
utilisée pour étudier l’influence de la température T sur le module de cisaillement complexe
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G∗ à partir de la mesure de la fonction de transfert accélération/force H. Le protocole expéri-
mental nécessite alors en plus des capteurs de force et d’accélération une chambre isotherme
pour imposer et contrôler la température de l’échantillon de film viscoélastique.

Par inversion de la relation (2.7), on obtient la raideur totale complexe K à la fréquence s
et à la température T

K(s, T ) = Kv(s, T ) +Kp (2.8)

= G∗(s, T )
A

h
+Kp = −Ms2 H(s, T )−1 −m

H(s, T )−1 − (M +m)
.

• Transfert déplacement/force

Un capteur de déplacement fixé à l’arrière du bâti mesure le déplacement statique relatif
d0 du mobile par rapport au bâti dû à l’application de la poutre de précontrainte et nous
renseigne sur la valeur de la précontrainte statique ε0 = d0/h du film. Le même capteur
nous donne le déplacement dynamique relatif dr = d1 − d2 autour de la nouvelle position
d’équilibre d0.

La fonction de transfert déplacement/force Hr = dr/F = (d1 − d2)/F s’écrit directement à
partir de l’équation (2.6)

Hr =
M

Mms2 + (M +m)K , (2.9)

avec la raideur totale K = Kv +Kp, la masse du mobile m et la masse du bâti M .

Par inversion de cette relation, on obtient la raideur totale complexe K de la zone d’essai
viscoélastique travaillant en cisaillement et du ressort de précontrainte, ceci pour différentes
précontraintes ε0

K(s, ε0) = Kv(s, ε0) +Kp (2.10)

= G∗(s, ε0)
A

h
+Kp =

M

M +m

(
H−1

r (s, ε0) −ms2
)
.

On a donc deux protocoles (et deux expressions correspondantes) permettant de déter-
miner le module à partir de la mesure de fonctions de transferts. Le premier protocole, qui
permet d’atteindre la mesure du module complexe en fréquence-température, repose sur la
mesure du transfert accélération/force ; le second qui nous fournit l’évolution du module
complexe en fréquence-précontrainte est obtenu par la mesure du transfert déplacement re-
latif/force.
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2.2.2 Mise en œuvre de la précontrainte

Le nouveau banc doit permettre d’introduire une précontrainte en cisaillement sur le
cœur viscoélastique de tôles sandwich. Cette section présente la mise en œuvre de la poutre
de précontrainte évoquée précédemment.

Pour créer une précontrainte initiale ε0 dans le film viscoélastique, il faut introduire un
cisaillement statique qui s’ajoute au cisaillement dynamique à mesurer. La réponse dyna-
mique de la couche viscoélastique peut alors être évaluée autour de cette nouvelle position
d’équilibre.

Poutre de précontrainte

Fig. 2.4 – Poutre de précontrainte montée sur le banc

Pour cela, on s’est inspiré des rondelles Belleville (ressorts tronconiques) où la surface du
métal travaille en flexion-compression : on peut obtenir une force importante pour une course
réduite ce qui est approprié à notre cas puisqu’on cherche à faire cisailler la couche visco-
élastique sur des petits échelons de déplacement en contrôlant un effort important. Vu la
configuration du banc, la réalisation d’une poutre de précontrainte de section rectangulaire
travaillant en flexion est plus appropriée pour notre montage et plus simple à mettre en
œuvre (cf. figure 2.4).

La poutre est placée de manière à exercer un effort statique initial sur le mobile, afin de
faire cisailler la zone d’essai viscoélastique. Elle est en appui plan au milieu du mobile et ses
extrémités sont encastrées au bâti par vissage. La modification du serrage des vis latérales
rend possible le réglage de la déflexion de la poutre. Dans cette application, on cherche la
force suffisante pour faire cisailler le film viscoélastique d’au moins quatre fois son épaisseur,
tout près de ce que l’on suppose sa limite de délaminage.

Dans le cas d’une poutre de longueur l encastrée en ses extrémités et soumise à une force
F en son centre C, la déflexion en C est donnée par yC = Fl3/192EIGy avec E le module
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d’Young du métal utilisé et IGy = bze
3
y/12 le moment d’inertie de la section. La déflexion

yC au centre de la poutre de longueur l, de section bzey et de module d’Young E encas-
trée en ses extrémités dépend linéairement de la force que l’on applique en son centre par
F1 = KpyC = (16Ebze

3
y/l

3)yC .

dv

d0

mobile + zone visco

F2

F1

poutre de
précontrainte

0 x

y

yC=dv-d0

b

hGy

z

Coupe

Fig. 2.5 – Cisaillement dv induit par la déflexion yC de la poutre de précontrainte

Pour le mobile isolé de la figure 2.5, l’équilibre des efforts se traduit par

F1 = Kvdv = F2 = KpyC = Kp(dv − d0) , (2.11)

où d0, dv et yC sont respectivement le déplacement des extrémités de la poutre, le cisaillement
de la couche viscoélastique et la déflexion de la poutre. On en déduit l’expression de Kp en
fonction de Kv = G∗A/h

Kp = Kv
dv

d0 − dv

=
G∗A
h

dv

d0 − dv

. (2.12)

On cherche la force suffisante pour faire cisailler la zone viscoélastique d’au moins quatre
fois son épaisseur h, soit dvmax = 4h, avec une précision de dv = dvmax/10 = 2h/5 par tour
de vis, c’est-à-dire pour d0 = p, avec p le pas de vis. Le choix de la raideur Kp est piloté par
l’épaisseur de poutre bz suivant l’expression

Kp = Kv
dv

d0 − dv

=
G∗A
h

2h/5

p− 2h/5
=

G∗A
5p/2 − h

= 16E
bze

3
y

l3
, (2.13)

d’où bz =
G∗A

5p/2 − h

l3

16Ee3y
. (2.14)

L’acier présente un module d’Young élevé, E = 210GPa et a donc été retenu de façon
à présenter l’encombrement minimal. Pour une longueur de tige l = 134mm et de hauteur
ey = 26mm (dimensions maximales compte tenu de l’encombrement du banc), un pas de
vis p = 1 mm, on obtient les épaisseurs de poutre bz données par le tableau 2.1 pour deux
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Descr. Re(G∗) (Pa) h (µm) A (m2) Kv (N.m−1) Kp (N.m−1) bz (m)
Souple 106 40 192.10−6 4.8106 0, 158.106 3, 2.10−6

Raide 109 950 192.10−6 202.106 6, 38.106 5.10−3

Tab. 2.1 – Dimensionnement de la poutre de précontrainte en fonction de deux modules et épaisseurs
extrêmes de cœurs viscoélastiques de tôle sandwich

valeurs extrêmes de modules de cisaillement (polymère souple et raide).

On décide d’utiliser une poutre d’épaisseur standard 2 mm réalisée en acier rapide HSS-
DMo5 (lame trempée sous vide, 64 ± 1 HRC, 5% molybdène, 4% de chrome, 6% de tungstène
+ vanadium). Les vissages choisis permettent par ailleurs de reprendre les charges statiques
et assurent bien la résistance de l’ensemble : des vis et écrous de diamètre 12 mm et de pas
standard p = 1 mm ont été retenus.

2.3 Dimensionnement

Pour concevoir le banc, on a recours à un modèle éléments finis qui va nous permettre
d’étudier le comportement vibratoire du banc et valider les choix de dimensionnement.

On présente le modèle éléments finis du banc en section 2.3.1. Les modes propres calculés
en présence et en absence de la poutre de précontrainte sont précisés en section 2.3.2. On
effectue en section 2.3.3 une analyse de la gamme de validité du banc en fonction de la valeur
du module de cisaillement de la zone viscoélastique et de la fréquence.

2.3.1 Modèle Éléments Finis

Le banc est réalisé en acier d’usage courant, matériau de bonne rigidité et facilement
usinable. La tôle sandwich de dimension 140 mm × 150 mm est collée et vissée sur un
bâti. Elle est constituée d’un matériau tricouche acier-polymère-acier. Pour l’essai réalisé, les
épaisseurs respectives des couches sont 0.5 mm, 0.04 mm et 0.5 mm (échantillon BI2F, voir
section 2.4.1). Une zone d’essai a été usinée conformément à la figure 2.1.

Le mobile est réalisé à l’aide de deux pièces assemblées autour de la zone d’essai et est so-
lidaire du parement supérieur. Une lumière permet le passage d’une poutre transverse fixée
au parement inférieur de la plaque sandwich dans le bâti (voir également figure 2.2). Un pot
vibrant permet d’exciter le mobile via une tige d’excitation et on mesure la force dynamique
injectée en entrée du mobile à l’aide d’une cellule de force. Le mouvement différentiel des
parements, qui correspond au déplacement relatif du mobile par rapport au bâti, permet de
faire cisailler la zone d’essai. Ce déplacement relatif est mesuré par un capteur de déplace-
ment placé sur le flasque à l’arrière du bâti.
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SUPPORT 

POUTRE     
TRANSVERSE 

MOBILE

FLASQUE 

VIS 
VIS 

VIS 

VIS 

PLAQUE  
SANDWICH

BATI

POUTRE DE     
PRECONTRAINTE 

TIGE MASSE LIAISON  
GLISSIERE

Fig. 2.6 – Modèle numérique du banc de mesure - Demi-coupe

La figure 2.6 présente le modèle éléments finis du banc développé pour la validation. Il
possède 28557 degrés de liberté et contient 7024 éléments volumiques (bâti, mobile, support,
flasque, colle, parements et film viscoélastique), 116 éléments poutre (vis, tige d’excitation
et poutre de précontrainte) et un élément masse pour représenter le pot vibrant. Une liaison
glissière est modélisée sur la tige d’excitation en sortie du pot vibrant.

Les propriétés mécaniques nominales retenues sont présentées dans le tableau 2.2.

Acier : E = 210 GPa ν = 0.29 ρ = 7800 kg/m3

Colle : E = 1 GPa ν = 0.49 ρ = 1100 kg/m3

Polymère (cœur) : E0 = 50 MPa ν = 0.49 ρ = 500 kg/m3

Vis : φ = 7 mm Acier

Poutre de précontrainte : A = 2 mm × 26 mm Acier

Tige du pot vibrant : φ = 1 mm Acier

Pot vibrant : m = 0.6 kg

Tab. 2.2 – Propriétés mécaniques nominales du banc de mesure ; E : module d’Young, ν : coefficient de
Poisson, ρ : masse volumique, φ : diamètre, A : surface, m : masse

Pour le polymère, E0 désigne la valeur initiale du module d’Young choisie pour l’assem-
blage.
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2.3. Dimensionnement

2.3.2 Modes propres du banc

Cette section est consacrée à l’analyse modale du modèle éléments finis du banc. On
présente les résultats obtenus pour les configurations avec et sans précontrainte évoquées à
la section 2.2.1.

Le banc est posé sur des suspensions de raideur K0 = 106 N/m en ses quatre coins et on fait
varier la raideur de la couche viscoélastique autour de la valeur initiale E0 = 50 MPa.

• Sans précontrainte

La figure 2.7 présente quatre déformées modales du banc pour un module d’Young de la
couche viscoélastique égal à E0 : les basculements du mobile (ici modes 8 et 10), la pre-
mière flexion horizontale du mobile (mode 12) et le mode de translation axiale du mobile
(mode 14). C’est ce dernier mode qui correspond au principe fonctionnel du banc, les trois
premiers étant des modes perturbants.

Mode 8 at 238.6 Hz Mode 10 at 481.1 Hz

Mode 12 at 1440 Hz Mode 14 at 1877 Hz

Fig. 2.7 – Modes propres du banc - Re(G∗)/G0 = 1

Le tableau 2.3 reprend ces fréquences propres pour diverses valeurs du module élastique
G∗ = CG0(1+ iη) avec G0 = E0/2(1+ ν), η = .1 et C ∈ {.02, .05, .2, 1, 2}. La dernière ligne
permet de voir la différence entre le mode de cisaillement axial réel et celui prédit par le
modèle fonctionnel (figure 2.3 avec Kp = 0). Cette différence s’explique par la flexibilité du
mobile qui est illustrée par la figure 2.8. Pour un module faible (C = .02), le mobile bascule
mais reste essentiellement rigide. Pour un module plus élevé (module nominal, C = 1), on a
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

une flexion significative du mobile, ce qui induit une fréquence de résonance plus faible que
pour le modèle fonctionnel.

Re(G∗)/G0 0.02 0.05 0.2 1 2
Basculement mobile (Oz) 35 (8) 55 (8) 110 (8) 239 (8) 328 (8)
Basculement mobile (Ox) 144 (10) 215 (10) 350 (10) 481 (10) 518 (10)

Flexion mobile 287 (12) 445 (12) 832 (12) 1441 (12) 1644 (12)
Cisaillement axial (Oy) 292 (14) 459 (14) 902 (14) 1877 (14) 2479 (14)
Cis. axial fonctionnel 292 461 923 2063 2918

Tab. 2.3 – Fréquences propres - f0 (no mode) en Hz

Fig. 2.8 – Déformation du mobile en cisaillement axial. (· ·) Re(G∗)/G0 = .02 (- -) Re(G∗)/G0 = 1

• Avec précontrainte

On tient compte de la poutre de précontrainte additionnelle dimensionnée à l’aide de (2.14).
On a intentionnellement décalé cette poutre de l’axe d’excitation, car la poutre réelle est
désaxée. La figure 2.9 donne les modes obtenus pour la raideur réelle Re(G∗) correspondante
de la couche viscoélastique BI2F à 10oC et 1024 Hz (Re(G∗)/G0 � 0, 41), que l’on peut
comparer avec le même calcul sans précontrainte (figure 2.10).

Mode 11 at 1263 Hz

Mode 13 at 1481 Hz

Fig. 2.9 – Modes avec précontrainte - Demi-coupe

Mode 10 at 416.2 Hz

Mode 13 at 1258 Hz

Fig. 2.10 – Modes sans précontrainte - Demi-
coupe
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2.3. Dimensionnement

On observe que le mode de basculement (mode 10 de la figure 2.10) est rejeté à plus haute
fréquence par la présence de la poutre de précontrainte (mode 13 de la figure 2.9), tandis que
le mode de cisaillement n’est décalé que de 5 Hz (le mode 13 de la figure 2.10 correspond au
mode 11 de la figure 2.9 en présence de la poutre de précontrainte).

2.3.3 Analyses détaillées

Le modèle éléments finis permet d’évaluer les imprécisions sur l’estimation du module de
cisaillement en fonction de la raideur nominale de la couche viscoélastique. Le module de
cisaillement nominal du polymère peut s’écrire G∗ = CG0 (1 + iD) avec G0 = E0 / 2(1 + ν).
Les paramètres C et D sont variables de manière à balayer un ensemble de valaurs de mo-
dule de stockage et de facteur de perte. On évalue, à l’aide de l’expression (2.5) et de la
fonction de transfert éléments finis déplacement relatif/force, la valeur du module estimé Ge.
Les rapports Re(Ge)/Re(G∗) et Im(Ge)/Im(G∗) renseignent alors sur la gamme de modules
viscoélastiques mesurables par un tel banc.

Pour justifier du bien fondé de l’expression (2.5), il faut préalablement vérifier qu’on est dans
le cadre de l’uniformité des déformations et contraintes de la zone d’essai viscoélastique, ce
qui est fait par un calcul statique en section 2.3.3.1. Des calculs dynamiques sont alors
possibles (section 2.3.3.2). La section 2.3.3.3 précise finalement la gamme de validité du banc
en module (parties réelle et imaginaire) et en fréquence pour deux types de plaques sandwich.

2.3.3.1 Uniformité contraintes-déformations
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Fig. 2.11 – Densité d’énergie de déformation - Demi-coupe + mobile et parement supérieurs enlevés pour
la visualisation
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

On choisit une valeur de raideur nominale telle que Re(G∗) = G0. La zone d’essai visco-
élastique est usinée au centre d’un échantillon de plaque sandwich avec des zones fraisées de
2 mm de large imposées par la largeur de tête de fraise (cf. figure 2.1). Les dimensions de la
zone d’essai sont de 16 mm × 12 mm × 0.04 mm, 16 mm pour la largeur, 12 mm pour la
profondeur et 0.04 mm pour la hauteur. On calcule la réponse statique du banc à un effort
unitaire appliqué sur la tige de pot vibrant.

La répartition de densité d’énergie de déformation est calculée pour chaque élément sur
l’ensemble du modèle. La figure 2.11 montre que l’énergie de déformation est principalement
située dans la couche viscoélastique. La force injectée sert donc à faire cisailler la zone d’essai.

La figure 2.12 présente la répartition de densité d’énergie de déformation dans la bande cen-
trale de la couche viscoélastique. On voit que l’énergie est majoritairement située dans la
zone d’essai.
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Fig. 2.12 – Densité d’énergie de déformation -
Zone centrale
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Fig. 2.13 – Densité d’énergie de déformation -
Zone d’essai

La figure 2.13 présente la densité d’énergie de déformation dans la zone d’essai. Il y appa-
râıt une répartition non uniforme des déformations, avec des symétries axiales, la densité
d’énergie étant maximale sur les bords. On voit que la différence est localisée sur une bande
étroite sur les bords (30% de variation). Plus on raffine la zone d’essai, plus la surface de
déformation uniforme est large et la variation d’énergie centre/bords importante et localisée
sur les bords, ce qui montre que l’on a bien affaire à des effets de bord comme présenté
dans [16].

On peut donc considérer que hormis les effets de bord, la zone d’essai viscoélastique se dé-
forme uniformément et on peut donc appliquer la relation (2.5) aux résultats de la simulation.
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2.3.3.2 Transferts éléments finis et fonctionnels

Les fonctions de transfert éléments finis accélération/force sont évaluées par résolution ité-
rative de réponse fréquentielle directe (section 1.3.2) pour tenir compte de la variation en
fréquence du module de cisaillement. Cette méthode permet d’effectuer le calcul sur base
de réduction (gain de temps et d’espace mémoire) et de contrôler l’erreur, avec possibilité
d’enrichir la base.

L’erreur sur la fréquence de résonance axiale observée entre le modèle fonctionnel et le mo-
dèle éléments finis est ainsi illustrée par les figures 2.14 et 2.15 qui montrent les fonctions de
transfert prédites par les deux modèles. Le transfert éléments finis permet de tenir compte
du comportement dynamique du banc de mesure dans la zone fréquentielle d’étude : on
observe ainsi l’influence des modes propres autres que le mode de cisaillement fonctionnel
sur la prédiction des transferts. Il en ressort que les autres modes sont assez peu perturbants.
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Fig. 2.14 – EF vs fonctionnel - G∗ = .02G0(1 +
i/10) - Transfert 100-2048 Hz sans précontrainte
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Fig. 2.15 – EF vs fonctionnel - G∗ = G0(1+ i/10)
- Transfert 100-2048 Hz sans précontrainte

Les fonctions de transfert éléments finis déplacement/force du mobile de la figure 2.16
sont évaluées en considérant la loi tabulée BI2F à différentes températures (section 2.5.2). On
observe une diminution avec la température de la fréquence de résonance de cisaillement du
mobile (mode 11 de la figure 2.9) et l’évolution du facteur de perte. La perturbation visible à
1480 Hz est due au mode de flexion du mobile (mode 13 de la figure 2.9). La relative stabilité
fréquentielle de cette résonance quelle que soit la température s’explique par le fait que la
zone viscoélastique travaille peu dans ce mode et donc ses propriétés mécaniques variables
avec la température n’interviennent pas.

On compare les fonctions de transferts avec celles évaluées en absence de poutre de précon-
trainte de la figure 2.17 : le mode perturbant de flexion du mobile (mode 10 de la figure 2.10)
est translaté à plus basse fréquence (perturbation à 420 Hz).
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Fig. 2.16 – Transfert EF 100-2048 Hz avec pré-
contrainte
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Fig. 2.17 – Transfert EF 150-2048 Hz sans pré-
contrainte

2.3.3.3 Zone de validité

On étudie le domaine de validité du banc pour deux types de tôles sandwich d’épaisseur
de cœur différente : les tôles sandwich fines BI2F et épaisses CVF10 (voir section 2.4.1 pour
plus de détails sur leurs dimensions et leur utilisation). Les paramètres investigués sont les
suivants : parties réelle et imaginaire du module, fenêtre fréquentielle d’utilisation.

• Tôle sandwich BI2F

On s’intéresse à l’estimation du module de cisaillement d’une tôle sandwich de mêmes di-
mensions que la tôle sandwich BI2F. Les figures 2.18 à 2.21 donnent les taux d’erreur sur
le module de stockage et sur le facteur de perte estimés pour plusieurs valeurs nominales de
module de cisaillement complexe G∗ = CG0 (1 + iD). Les paramètres C et D prennent un
certain nombre de valeurs de façon à ce que le module de stockage Re(G∗) varie entre 105.7

et 107.7 Pa (figures 2.18 et 2.19) et que le facteur de perte varie entre 0.01 et 1 (figures 2.20
et 2.21). Les valeurs estimées sont évaluées à l’aide de l’équation (2.5) à partir des fonctions
de transfert éléments finis. On s’est intéressé à la bande de fréquence 580-1412 Hz, car en
dehors de cette bande, les erreurs sont trop importantes (supérieures à 10%).

On observe sur la figure 2.18 que pour la bande de fréquence considérée, pour un facteur
de perte η = 0.01, l’erreur n’excède pas 10 % pour des échantillons souples et qu’elle est
principalement due aux forces d’inertie (lorsqu’on monte en fréquence) ; pour des valeurs
de module de stockage plus élevées, l’erreur est négative et approche les −15 % à basses
fréquences. Pour un facteur de perte η = 0.7 (figure 2.19), on observe le même genre d’évo-
lution, sauf pour des valeurs élevées du module à BF, et de faibles valeurs à HF, le module
est surestimé au lieu d’être sous-estimé.
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Fig. 2.18 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ avec η = 0.01 - 580-1412 Hz - Sans
précontrainte
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Fig. 2.19 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ avec η = 0.7 - 580-1412 Hz - Sans
précontrainte
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Fig. 2.20 – Facteur de perte estimé ηe pour diffé-
rents η avec G = G0 - 580-1412 Hz - Sans précon-
trainte
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Fig. 2.21 – Facteur de perte estimé ηe pour dif-
férents η avec G = G0/10 - 580-1412 Hz - Sans
précontrainte

En ce qui concerne l’évaluation de l’amortissement (cf. figures 2.20 et 2.21), les erreurs sont
très faibles sur 580-1412 Hz ; elles n’excèdent pas −7 %. Pour un module donné, l’évolution
est monotone en fonction de la fréquence : croissante pour le module de stockage G = G0 et
décroissante pour G = G0/10. On observe que l’erreur est très peu dépendante de la valeur
du facteur de perte et dépend essentiellement de la fréquence.

Les figures 2.22 et 2.23 précisent les gammes de polymères mesurables par un tel banc en
module de stockage et en facteur de perte à 800 Hz. Les erreurs sont inférieures à 5 %. À
travers les analyses précédentes, cette fréquence est apparue comme intéressante car rela-
tivement isolée des modes propres du banc. On voit là encore que la valeur nominale du
facteur de perte a très peu d’importance alors que celle du module de stockage a une grande
répercution. Pour un sandwich tel que le BI2F, on peut donc couvrir une gamme de mesure
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Fig. 2.22 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ et η - f = 800 Hz - Sans précontrainte
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Fig. 2.23 – Facteur de perte estimé ηe pour dif-
férents G∗ et η - f = 800 Hz - Sans précontrainte

relativement large en module.

Ces erreurs peuvent s’expliquer par la déformation du mobile déjà illustrée par les calculs
de modes (voir figure 2.8), de plus en plus prononcée lorsque la raideur de la zone visco-
élastique augmente. La valeur du facteur de perte est par contre bien estimée qu’elle que
soit la valeur de l’amortissement. Ceci s’explique par le fait que le banc, en dehors de la
couche viscoélastique, ne dissipe pas d’énergie. La plus grande partie de l’énergie dissipée se
trouve dans la zone d’essai viscoélastique qui travaille en cisaillement, comme on l’a vu pour
le comportement statique évalué en section 2.3.3.1.

• Tôle sandwich CVF10

On donne les mêmes résultats pour la tôle CVF10 dont les dimensions sont précisées en
section 2.4.1. On observe une bonne estimation du module, cette fois-ci pour des valeurs no-
minales du module de stockage plus importantes comprises entre 107.5 et 108.5 (figures 2.24
et 2.25). L’erreur sur l’estimation est inférieure à 8 % sur le domaine de fréquence 480-1100
Hz. Le facteur de perte est bien estimé quelque soit sa valeur nominale (figures 2.26 et 2.27).
Ceci confirme que le banc est également bien adapté à la mesure de polymère épais plus raide.

Les figures 2.28 et 2.29 précisent la gamme de polymères mesurables par un tel banc en
module de stockage et en facteur de perte à 600 Hz. À cette fréquence, les erreurs sont infé-
rieures à 3 % en module et à 5 % en facteur de perte.

La comparaison des modèles fonctionnels et éléments finis a permis de valider la gamme d’uti-
lisation d’un tel banc, dans sa version sans poutre de précontrainte. On a vérifié l’uniformité
des déformations et contraintes dans la zone d’essai viscoélastique pour les dimensions usi-
nées suivantes : 16mm × 12mm.
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Fig. 2.24 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ avec η = 0.01 - 480-1100 Hz - Sans
précontrainte
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Fig. 2.25 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ avec η = 0.7 - 480-1100 Hz - Sans
précontrainte
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Fig. 2.26 – Facteur de perte estimé ηe pour dif-
férents η avec G = 20 ∗ G0 - 480-1100 Hz - Sans
précontrainte
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Fig. 2.27 – Facteur de perte estimé ηe pour dif-
férents η avec G = 3 ∗ G0 - 480-1100 Hz - Sans
précontrainte

On est capable de mesurer des modules de cisaillement complexe de plaques sandwich sur
un domaine relativement large qui garantissent un niveau d’erreur acceptable : f ∈ 580-1416
Hz × Re(G∗) ∈ 105.7-107.7 Pa × η ∈ 0-1 pour la tôle fine BI2F et f ∈ 480-1100 Hz ×
Re(G∗) ∈ 107.5-108.5 Pa × η ∈ 0-1 pour la tôle épaisse CVF10.

La section suivante présente la réalisation du banc rendue possible grâce à son dimen-
sionnement numérique et l’exploitation des fonctions de transfert qui mènent à une caracté-
risation expérimentale des tôles sandwich BI2F.
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Fig. 2.28 – Module de stockage estimé Ge pour
différents G∗ et η - f = 600 Hz - Sans précontrainte
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Fig. 2.29 – Facteur de perte estimé ηe pour dif-
férents G∗ et η - f = 600 Hz - Sans précontrainte

2.4 Réalisation expérimentale

On présente dans cette section la réalisation expérimentale du banc en commençant par
décrire les tôles sandwich que l’on veut caractériser (section 2.4.1). On détaille ensuite le
protocole expérimental et la mesure de fonctions de transfert pour différentes évolutions du
banc (section 2.4.2).

2.4.1 Tôles sandwich

Un échantillon de tôle sandwich BI2F (Solconfort, Usinor [76]) est représenté en fi-
gure 2.30. A titre indicatif, on donne entre parenthèse les épaisseurs de cœur et parements
équivalents pour la tôle CVF10.

0,50  (0,35)

0,50  (0,35)
0,04 (0,95)

Fig. 2.30 – Échantillons de tôle sandwich acier-polymère-acier BI2F2 (CVF10). Epaisseurs en mm

Ces deux plaques sont conçues pour des objectifs bien différents. L’échantillon BI2F2 a pour
fonction de dissiper l’énergie de vibrations des parements en chaleur, le polymère utilisé
étant une résine souple sous forme de film polymère très fin par rapport à l’épaisseur des
parements. Le modèle CVF10, constitué d’un polymère plus raide et sous forme de film
épais, a pour but de conserver la rigidité d’une plaque d’acier aux mêmes dimensions tout
en diminuant considérablement sa masse. L’écartement des deux parements obtenu par la
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2.4. Réalisation expérimentale

présence de la couche épaisse de polymère augmente en effet le moment d’inertie de la plaque.

Dans les deux cas, les films utilisés permettent une dissipation importante de l’énergie vi-
bratoire du fait du travail en cisaillement de la couche polymère induit par le glissement
différentiel des parements raides en acier.

L’étude s’est concentrée sur l’obtention d’une loi tabulée du film viscoélastique de l’échan-
tillon BI2F2.

2.4.2 Réalisation et évolutions du banc

Fig. 2.31 – Config. 1 Fig. 2.32 – Config. 2

Fig. 2.33 – Config. 3 Fig. 2.34 – Config. 4

Les figures 2.31 à 2.34 présentent les différentes évolutions du banc réalisé :

– Config. 1 : bâti et pot vibrant sur un support unique, tige d’excitation nylon, accélé-
romètre ;
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

– Config. 2 : bâti et pot vibrant séparés posés sur un bloc de mousse ; tige d’excitation
en nylon gainé, cellule de déplacement ;

– Config. 3 : pot vibrant et bâti suspendu en chambre isotherme ; tige d’excitation corde
à piano ;

– Config. 4 : ensemble séparé et suspendu ; tige d’excitation corde à piano raccourcie et
changement de pot vibrant ; poutre de précontrainte mise en place.

Dans les configurations finales retenues (Config. 3 et Config. 4), un pot vibrant LDS V101
excite en cisaillement la zone d’essai viscoélastique avec un bruit blanc aléatoire sur la bande
1-2048 Hz. La force injectée est mesurée par une cellule de force BK 8200 en entrée du mobile.

Dans la Config. 3, un accéléromètre est fixé en bout de mobile et mesure l’accélération du
mobile. Dans la Config. 4, un capteur de déplacement dynamique KD 2300 qui mesure le
déplacement relatif du mobile par rapport au bâti est fixé sur le flasque à l’arrière du bâti.

Dans l’hypothèse d’un mobile et d’un bâti parfaitement rigides, ces mesures correspondent
au cisaillement de la zone d’essai. L’ensemble est suspendu dans une étuve isotherme Bin-
der KB720 à température contrôlée (Config. 3). La température dans une telle étuve peut
atteindre des valeurs de 0 à 100oC. On fait varier le taux de cisaillement statique de la zone
d’essai viscoélastique grâce à la poutre de précontrainte (Config. 4). Les mesures sont réali-
sées avec un système LMS [1] et exploitées sous Matlab/SDT [11].
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Fig. 2.35 – Transfert accélération/force du mobile dans son axe 250-2048 Hz. Différentes configurations,
température ambiante

La figure 2.35 présente la superposition de la même fonction de transfert accélération/force
pour les trois premières configurations du banc de mesure. La courbe de la Config. 1 présente
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2.4. Réalisation expérimentale

de nombreuses résonances. La solidarisation du pot vibrant et du bâti, retenue initialement, a
l’avantage théorique de permettre une mesure directe du module, puisque l’on construit une
machine de traction. On observe cependant de nombreuses perturbations à basses fréquences
avant le pic de résonance principal vers 1300Hz.

Devant la difficulté d’éliminer efficacement les résonances parasites de ce montage, le concept
résonant exposé en section 2.2.1 a donc été retenu : il consiste à désolidariser excitateur et
zone d’essai.

Dans les configurations désolidarisées, on ne retrouve qu’une grosse perturbation (non li-
néarité due au couplage mobile-pot vibrant-tige, la valeur de la fréquence dépendant de la
longueur de tige) qui est largement atténuée dans la Config. 3. On s’est affranchi de cette
non-linéarité dans la Config. 4 (l’ensemble des mesures qui suivent sont réalisées dans cette
configuration) en raccourcissant la longueur de tige.

Divers essais de validation ont été réalisés sur la Config. 4. La figure 2.36 illustre un ni-
veau de non-linéarité assez faible et la figure 2.37 une très bonne reproductibilité du montage.
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On dispose maintenant d’une évolution acceptable du banc de mesure (Config.4) et d’un
choix et d’un placement fiables des capteurs de mesure autour du banc. La section suivante
détaille l’obtention du module complexe G∗ à partir des mesures de fonctions de transfert à
température et à précontrainte contrôlées.
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

2.5 Exploitation des mesures

Les mesures des transferts présentés à la section précédente permettent de connâıtre
directement le module complexe après quelques ajustements (section 2.5.1), ce qui mène
directement à la construction de nomogrammes (section 2.5.2). Ces nomogrammes sont à la
base de lois tabulées viscoélastiques qui sont validées en section 2.5.3.

2.5.1 Mesure de modules complexes

Le but de ce montage expérimental (banc + capteurs) est de permettre la mesure directe
du module complexe (par opposition aux mesures indirectes précisées en section 1.2.4.1). Les
sections précédentes ont montré qu’on pouvait estimer le module de cisaillement complexe
G∗ à partir des mesures de fonctions de transfert accélération/force H et déplacement re-
latif/force Hr. Les relations entre le module G∗, les transferts H et Hr sont données par la
section 2.2.1. La vérification numérique de l’uniformité des contraintes-déformations effec-
tuée en section 2.3.3.1 a validé leur utilisation.

L’utilisation des relations (2.8) et (2.10) nécessite la connaissance de la raideur réelle de
la poutre de précontrainte Kp, de la masse du bâti M et de la masse du mobile m. Pour
connâıtre plus précisément leur valeur, on les évalue expérimentalement. La pesée du mobile
ne prend pas en compte une partie de la masse ajoutée par la présence de la tôle sandwich ;
on cherche donc à l’évaluer la masse mobile lorsque la zone viscoélastique est excitée par le
pot vibrant sur la gamme de fréquence 0-2048 Hz.

Pour les mesures à différentes températures, la masse mobile m correspond à l’inverse de
l’asymptote haute fréquence du transfert accélération/force (cf. figure 2.35). Pour les mesures
à précontrainte contrôlée, on transforme le transfert déplacement relatif/force en transfert
accélération/force et on traite l’asymptote haute fréquence de la même manière. Dans ce
dernier cas, on observe une masse plus importante du fait de la présence de la poutre de
précontrainte.

La raideur réelle de la poutre de précontrainte Kp est donnée par la fréquence de résonance
de cisaillement du banc correspondant au cas d’une zone viscoélastique endommagée ou d’un
essai à vide -sans tôle sandwich (dans ce cas, le mode de cisaillement du banc correspond au
premier mode de flexion de la poutre de précontrainte). L’absence de couche de polymère
assure en effet que les capteurs mesurent seulement la raideur Kp du fait de la raideur vis-
coélastique Kv nulle. En ce qui concerne la masse du bâti M , cette dernière est obtenue par
pesée et soustraction de la masse mobile m de la masse totale du banc.

Dans ce qui suit, un lissage réalisé par moyenne glissante a été effectué sur l’ensemble des
mesures de transfert. Pour une gamme de température, on obtient le faisceau de fonctions de
transfert de la figure 2.38 et par utilisation de (2.8) le module estimé correspondant repré-
senté en figure 2.39. Ces courbes montrent la diminution du module de stockage et l’évolution
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2.5. Exploitation des mesures

du facteur de perte avec la température et la fréquence tout à fait conformes avec les formes
habituelles discutées au chapitre 1.
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Le même travail présenté sur la figure 2.40 a été réalisé pour différents taux de cisaillement
statique (rapport du déplacement statique axial du film viscoélastique et de son épaisseur,
le film se délaminant pour un taux d’environ 300%) à température ambiante. A chaque nou-
velle mesure de précontrainte, un démontage, un revissage des écrous et contre-écrous et une
attente de la période de fluage du viscoélastique sont nécessaires. La bonne reproductibilité
du montage assure que les différences mesurées ne sont pas un effet du remontage mais bien
une variation intrinsèque des propriétés du matériau.
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

Le faisceau de courbes de la figure 2.41 obtenu par application de (2.10) sur les fonctions de
transfert mesurées montre l’augmentation du module et la diminution du facteur de perte
avec la précontrainte, variations qui sont en accord avec les observations décrites dans [51].

Le module complexe du BI2F a été obtenu sur une largeur de bande fréquentielle à
différentes température et pour différents taux de précontrainte, on peut à présent construire
les nomogrammes associés.

2.5.2 Construction de nomogrammes

On rappelle que l’hypothèse de superposition fréquence/température, qui s’applique aux
matériaux viscoélastiques linéaires consiste à supposer la dépendance suivante du module
G∗(ω, T, ε0) = G∗(α(T, ε0)ω). En échelle logarithmique, on translate en fréquence les courbes
isotempératures de la nappe montrée en figure 2.39 pour vérifier si leurs recouvrements par-
tiels sont bien situés sur une seule courbe dite mâıtresse.

α(T, ε0)ω est appelée fréquence réduite et α facteur de décalage (section 1.2.2.2). L’hypo-
thèse de superposition fréquence/température permet d’obtenir des nomogrammes tels que
celui de la figure 1.7 qui rendent possible la reconstruction de G∗ sur une très grande gamme
de fréquence et de température.

Pour valider l’hypothèse d’équivalence, on a translaté manuellement les courbes de module
de la figure 2.39 de manière à assurer la continuité du module de stockage (cf. figure 2.42).
La bonne concordance de la courbe de facteur de perte montre que l’hypothèse d’équivalence
est raisonnable.
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2.5. Exploitation des mesures

Par analogie, à partir des mesures de précontrainte de la figure 2.41, on définit un facteur de
décalage αε0 qui donne le nomogramme fréquence/précontrainte de la figure 2.43 à tempéra-
ture ambiante. Les facteurs de décalage sont déterminés de manière à assurer la continuité
des courbes de module de stockage.
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Fig. 2.43 – Module de stockage et facteur de perte en fréquence réduite αε0ω - ε0 ∈ 0− 234% - T = 23oC

La concordance de la courbe de facteur de perte est ici plus discutable que pour l’essai de
température. On observe néanmoins une certaine continuité de cette courbe et une évolu-
tion importante des propriétés amortissantes : le facteur de perte passe de 0.7 à 0.3 environ.
Ceci montre que l’hypothèse d’équivalence fréquence/précontrainte est tout à fait exploitable.

Les figures 2.44 et 2.45 donnent respectivement les nomogrammes expérimentaux fré-
quence/précontrainte du BI2F aux températures T = 35oC et T = 15oC. Le nombre d’essai
a été minimisé pour des raisons expérimentales : il devient difficile de régler la poutre de
précontrainte dans une chambre isotherme à température contrôlée autre que la température
ambiante. À chaque changement de précontrainte, il faut non seulement attendre le fluage
de la zone d’essai viscoélastique, mais également la stabilité en température de la zone vis-
coélastique.

Là encore, on observe que le choix des facteurs de décalage pour assurer la continuité du
module de stockage entrâıne une relative continuité de la courbe de facteur de perte, ce qui
valide l’hypothèse d’équivalence fréquence/précontrainte. Les propriétés élastiques et amor-
tissantes évoluent beaucoup à ces températures lorsqu’on passe d’un taux de précontrainte
nul à une situation proche du délaminage. On a une augmentation de 70% et 33% du module
de stockage respectivement à T = 35oC et T = 15oC tandis que le facteur de perte diminue
de 0.8 à 0.4 (50% de diminution) et de 0.45 à 0.3 (33% de réduction).
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2.5.3 Lois tabulées du matériau BI2F

L’ensemble des mesures effectuées précédemment et l’utilisation de l’hypothèse de super-
position a permis de définir des nomogrammes expérimentaux qui délivrent les propriétés du
cœur viscoélastique de tôle sandwich BI2F en fréquence réduite.

Afin de rendre ces nomogrammes plus utilisables, on va les lisser et les stocker dans des
tableaux, ce qui définit les lois tabulées (section 2.5.3.1). Pour valider la loi tabulée en
température, on évalue par le calcul et par la mesure les transferts du banc de mesure à
plusieurs températures (section 2.5.3.2) et les réponses fréquentielles par un essai vibratoire
sur un échantillon de tôle sandwich BI2F (section 2.5.3.3).

2.5.3.1 Nomogrammes tabulés fréquence/température/précontrainte

On réalise un sous-échantillonnage des courbes expérimentales de la section 2.5.2 : on
stocke dans un tableau les valeurs des extrémités de chaque segment mesuré expérimentale-
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2.5. Exploitation des mesures

ment ; on conserve la valeur inférieure de chaque segment et les deux valeurs (inférieure et
supérieure) pour le dernier segment. Étant donné que les facteurs de décalage ont été évalués
de manière à assurer la continuité du module de stockage E ′(ω) et du facteur de perte η(ω)
en fréquence réduite, on obtient une loi tabulée qui délivre un nomogramme continu par
morceaux. La figure 2.46 est la version sous-échantillonnée du nomogramme expérimental en
température de la figure 2.42.
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Le sous-échantillonnage des nomogrammes expérimentaux en précontrainte est plus déli-
cat compte-tenu de la moins bonne qualité du facteur de perte. Une forte interprétation est
nécessaire pour identifier de tels résultats expérimentaux, pourtant facilitée par le passage
en fréquence réduite.

La figure 2.47 montre la superposition des mesures expérimentales à 35oC et de leur ver-
sion sous-échantillonnée en fréquence réduite. La version sous-échantillonnée a été corrigée
pour obtenir un facteur de perte décroissant en fréquence réduite et représentant le caractère
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

moyen des données expérimentales. Ceci montre qu’une identification de mesures de facteur
de perte délivrées par la version actuelle du banc n’est pas souhaitable en fréquence physique,
c’est-à dire sans utiliser l’hypothèse de superposition.

La figure 2.48 présente la version sous-échantillonnée du module complexe expérimental en
précontrainte à 230C, courbe à comparer avec le nomogramme expérimental de la figure 2.43.
Une forte interprétation de la courbe du facteur de perte a de nouveau été effectuée.

10
3

4

4.5

5

5.5

6

ω α
T

R
e(

G
) 

M
P

a

0
30

120

140

160

180
220

10
3

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

ω α
T

η

0
30

120

140

160

180
220

Fig. 2.48 – Module de stockage et facteur de perte en fonction de αε0ω. ε0 ∈ 0 − 230%. T = 23oC.

On souhaite étudier la concordance des essais effectués avec deux configurations du banc
de mesure : on rappelle que la Config. 3 a permis l’essai à température contrôlée et la Config. 4
les essais à précontrainte contrôlée à trois températures (15, 23 et 35oC). La superposition
des essais pour trois températures en absence et en présence de poutre de précontrainte (pour
un taux de cisaillement de 0%) permet d’observer l’influence de la poutre de précontrainte
sur les mesures. On utilise pour cela les versions sous-échantillonnées des mesures de tempé-
ratures et de précontraintes sur la même bande de fréquence 550-1000 Hz qui correspond à
la plus grande bande de fréquence commune aux quatre essais.

La superposition, illustrée par la figure 2.49, montre la difficulté de comparer les essais issus
de deux configurations du banc. Le module de stockage est surévalué tandis que le facteur
de perte est sous-évalué par le traitement des mesures de la Config. 4. On a réévalué le
facteur de décalage en température pour les essais avec poutre de précontrainte pour avoir
superposition des modules de stockage pour les deux types d’essai et on observe une certaine
continuité du facteur de perte correspondant, mais qui ne suit pas du tout la courbe en cloche
de l’essai sans précontrainte.

La différence dans l’évaluation des modules, en particulier du facteur de perte, ne peut
pas s’expliquer uniquement par l’identification difficile des facteurs de perte dont les nomo-
grammes expérimentaux sont très chahutés. La différence peut s’expliquer par une mauvaise
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évaluation des mesures issues de la Config. 4 bien que des précautions importantes aient été
prises dans le traitement des données : une sous-évaluation expérimentale de la raideur addi-
tionnelle de la poutre de précontrainte peut en effet expliquer une surévaluation du module
de stockage et une sous-évaluation du facteur de perte.

Pour obtenir la valeur du module complexe en des points fréquentiels, de température ou
de précontrainte autres que ceux mesurés, on effectue une interpolation du module complexe
en variables réduites, comme cela est présenté en section 1.2.3.1. On observe sur la figure 2.46
que l’interpolation du nomogramme a permis d’atteindre des températures 20oC et 40oC non
mesurées expérimentalement. De la même manière, la figure 2.48 a montré l’interpolation de
nouvelles valeurs de précontrainte non données par la figure 2.43.

2.5.3.2 Transferts réels/fonctionnels du banc

On cherche à comparer les fonctions de transfert réelles du banc de mesure suivant plu-
sieurs températures avec les fonctions de transfert éléments finis du banc en utilisant la loi
tabulée BI2F de la figure 2.46.
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

La figure 2.50 (gauche) représente l’essai de cisaillement réalisé à plusieurs températures sur
la tôle sandwich BI2F grâce au banc de mesure. Le protocole expérimental est le même que
celui précisé en section 2.4.2. Un lissage par moyenne glissante a été réalisé pour obtenir
le faisceau de fonctions de transfert accélération/force sur 60-2048 Hz. La figure de droite
donne la forme de la fonction de transfert accélération/force obtenue d1s

2/F à partir de la
relation fonctionnelle (2.7) et de la loi tabulée du BI2F pour différentes températures.
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Fig. 2.50 – Transfert accélération/force mesuré (gauche) et fonctionnel (droite) à différentes T. 60-2048
Hz. Sans précontrainte

Hormis les imprécisions à basses fréquences et à faibles niveaux de la courbe expérimentale,
on observe une très bonne concordance de l’allure générale des deux figures température
par température, ce qui nous rassure sur la validité de la loi tabulée en température et de
l’interpolation utilisée.

2.5.3.3 Calcul/Essai sur une plaque BI2F

Fig. 2.51 – Analyse modale d’une plaque sandwich BI2F en chambre isotherme

72



2.6. Conclusion

Pour montrer la pertinence de l’utilisation de la loi tabulée BI2F en température dans un
modèle éléments finis autre que le banc de mesure, on effectue la mesure expérimentale et la
prédiction éléments finis des fonctions de transfert d’une plaque sandwich BI2F à différentes
températures. Les points de mesure sont pris au centre de la plaque, l’excitation étant appli-
quée sur la face inférieure et la réponse étant mesurée sur la face supérieure. La figure 2.51
présente le montage expérimental.

La plaque sandwich est modélisée par éléments finis de la même manière que [58], c’est-à-dire
en utilisant des éléments volumiques pour le cœur viscoélastique et des éléments surfaciques
décalés pour les parements en acier ; la couche viscoélastique utilise la loi tabulée BI2F.
La figure 2.52 montre que les fonctions de transfert accélération/force ainsi obtenues se
superposent relativement bien avec celles mesurées sur la bande 1-1024 Hz.
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Fig. 2.52 – Plaque sandwich BI2F - Calcul/Essai avec loi viscoélastique tabulée. (· ·) calcul EF, (–) essai

2.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, on a exposé la réalisation d’un nouveau banc de mesure de tôles
sandwich à cœur viscoélastique qui permet des mesures directes de leur module complexe sur
une large bande de fréquence. On a montré d’un point de vue fonctionnel et par un calcul
éléments finis la pertinence d’utiliser comme mode de fonctionnement principal le mode de
cisaillement du cœur, qui rend possible l’étude de l’influence de la précontrainte statique
sur le module (précisaillement statique avant appliqué avant le cisaillement dynamique).
On a donné la relation entre les fonctions de transfert expérimentales et le module com-
plexe que l’on cherche à caractériser. La configuration choisie du banc rend possible l’étude
en fréquence-température et précontrainte d’un grand nombre de tôles sandwich dont nous
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Chapitre 2. Banc de mesure de films viscoélastiques

avons précisé la gamme d’utilisation en terme de raideur/facteur de perte/épaisseur.

L’étude expérimentale s’est consacrée à l’étude de la tôle sandwich BI2F. Le banc de mesure
permet d’obtenir des mesures de module complexe exploitables sur la bande de fréquence
400-2000 Hz pour les essais de température et 300-1200 Hz pour les essais de précontrainte
à température ambiante (respectivement 550-1150 Hz et 400-1000 Hz pour les essais de pré-
contrainte à T = 35oC et T = 15oC). Les essais ont eu lieu sur la gamme de température
0-50oC et de taux de cisaillement statique de 0-234%, ce qui permet d’obtenir les nomo-
grammes en température et précontrainte des figures 2.42 et 2.45 [39]. La construction de
ces nomogrammes est basée sur l’hypothèse de superposition exposée au chapitre 1.

On a ensuite sous-échantillonné les nomogrammes expérimentaux afin d’obtenir des courbes
mâıtresses continues. Pour décrire la courbe mâıtresse sur une large bande, on effectue une
interpolation de ses données en fréquence réduite, ce qui permet d’atteindre des valeurs
de fréquence et facteurs d’environnement non mesurés expérimentalement. La description
en fréquence réduite facilite également l’extrapolation des zones haute et basse fréquences
non mesurées. L’avantage d’une description de la loi de comportement sous forme de nomo-
grammes tabulés apparâıt donc clairement : il permet la représentation de comportements
généraux fortement dépendants de la fréquence et de facteurs d’environnement sur une large
gamme tout en contournant les étapes de choix de représentation a priori et d’identification
des paramètres.

Le résultat majeur de ce chapitre est l’étude de l’effet de la précontrainte statique sur les tôles
sandwich, l’obtention d’un nomogramme fréquence-précontrainte et une première validation
de l’hypothèse de superposition fréquence-précontrainte. Pour valider l’utilisation dans un
modèle éléments finis de la loi tabulée expérimentale fréquence/précontrainte à l’instar de ce
qui a été fait pour la température en sections 2.5.3.2 et 2.5.3.3, il faudrait quantifier l’effet
de la mise en forme de la structure en terme de précontrainte. Il faut remarquer que des
corrections importantes des niveaux des facteurs de perte des essais en précontrainte ont été
nécessaires et qu’un manque de concordance avec les essais de température a été observé.
Davantage d’efforts pour mieux caractériser la raideur réelle de la poutre de précontrainte
additionnelle en fonction du taux de précontrainte reste à être mis en œuvre.

On présente dans le chapitre suivant l’utilisation de matériaux viscoélastiques dans une
enceinte acoustique dans le but d’améliorer son comportement vibroacoustique.
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Chapitre 3. Traitement amortissant d’une enceinte acoustique

3.1 Introduction

Ce chapitre présente la définition et la mise en œuvre d’un traitement amortissant au
sein d’une enceinte acoustique qui est l’application finale ayant motivé les développements
réalisés dans cette thèse. En dynamique des structures, un certain nombre d’outils existent
pour choisir le matériau amortissant et décider de son emplacement dans la structure afin de
corriger un certain nombre de vibrations parasites [9] [10]. On cherche à effectuer le même
genre d’analyse appliquée au calcul du champ sonore rayonné sur la plage fréquentielle 0-
2000 Hz d’une enceinte acoustique contenant des matériaux viscoélastiques.

Contrairement au corps sonore d’un instrument de musique, le coffret d’une enceinte acous-
tique doit présenter un caractère vibratoire neutre dans la bande fréquentielle de restitution
du signal. Tout le signal sonore utile doit provenir du déplacement vibratoire du seul dia-
phragme. Ceci permet de reproduire fidèlement le signal acoustique original, sans ajout de
trâınages et de colorations. Le coffret n’étant jamais infiniment rigide, cette situation n’est
malheureusement jamais rencontrée.

On cherche donc à minimiser les vibrations du coffret à l’aide d’un traitement amortissant
interne à la structure. Ceci revient à traiter le transfert solidien, c’est-à-dire à dissiper l’éner-
gie vibratoire du moteur électromagnétique transmise aux panneaux via les bras du saladier
(cf. figure 3.1). Diverses alternatives ont été considérés par PRAME [60] : rajout de bandes
de plomb sur les bras de saladier, plots viscoélastiques au niveau des fixations du saladier
sur le coffret, ajustement des propriétés et de l’épaisseur du collage des bords biseautés des
panneaux, panneaux en tôles sandwich MDF-polymère-MDF [5], etc. Notre étude propose
une solution originale à base de tirants amortis.

On présente tout d’abord l’enceinte acoustique de façon générale en section 3.2, puis on
détaille le modèle numérique d’une enceinte PRAME. Le modèle qui fait appel à la méthode
des éléments finis est recalé sur un modèle expérimental (section 3.3). On présente en sec-
tion 3.4 une analyse vibroacoustique du modèle en prenant en compte la présence de fluides
interne et externe. Finalement, la section 3.5 dresse un bilan de l’étude.

3.2 Enceinte acoustique

La section 3.2.1 présente le fonctionnement d’une enceinte acoustique et précise les élé-
ments qui entrent en jeu pour sa conception. On rappelle en section 3.2.2 le rôle du coffret.
Des phénomènes parasites apparaissent lors du montage du haut-parleur dans le coffret. On
présente un ensemble de traitements habituellement mis en œuvre pour corriger le caractère
vibratoire non neutre du coffret (section 3.2.3).
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3.2. Enceinte acoustique

3.2.1 Présentation

Dans le langage courant, une confusion est faite entre haut-parleur (HP), enceinte acous-
tique et baffle. Le HP est le transducteur électro-mécano-acoustique. Une enceinte acoustique
désigne l’ensemble HP/coffret montré en figure 3.1. De façon plus précise, l’enceinte acous-
tique est formée d’un ou plusieurs haut-parleurs montés dans un coffret et elle peut contenir
des filtres de traitement du signal. Quant au baffle, ce mot désigne le ou les panneaux de
l’enceinte sur lesquels sont montés les haut-parleurs constitutifs de celle-ci. Le rôle de l’en-
ceinte acoustique est de convertir avec le moins de distorsions possibles les ondes électriques
issues d’un amplificateur en ondes acoustiques.

Fig. 3.1 – Enceinte acoustique - Coupe longitudinale axiale

Suspensi on
péri phéri que

Spider

A im ant

Culasse noyau

Bobine

Bague

Cache noyau

Diaphragm e

Fig. 3.2 – Haut-parleur électrodynamique classique (sans saladier)

Le HP électrodynamique classique présenté en figure 3.2 est composé d’un ensemble mobile
(bobine électromagnétique, bague, diaphragme et cache noyau) plongé dans un champ élec-
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tromagnétique constant (créé par l’aimant, la culasse, le noyau et la plaque de champ au
niveau de l’entrefer) ; le tout est fixé au coffret par l’intermédiaire d’un saladier et centré par
des suspensions (spider et suspension périphérique). Le saladier est vissé sur l’épaulement
réalisé autour de l’alésage en général décentré d’un des panneaux verticaux du coffret. De
forme conique, il dispose d’importantes ouvertures afin de permettre le couplage acoustique
entre le diaphragme et le volume arrière. Le diaphragme encore appelé membrane a une struc-
ture pseudo-conique (la génératrice n’est pas nécessairement une droite) ; par couplage avec
l’air environnant, le déplacement vibratoire du diaphragme permet de transformer l’énergie
électrique en énergie acoustique dans la gamme des fréquences audibles.

Les six panneaux sont assemblés par collage de leurs bords biseautés pour former le cof-
fret. L’enceinte close est idéalement hermétique et l’air ainsi emprisonné crée une raideur de
suspension pour le diaphragme, encore appelée charge acoustique dont le rôle sera mis en
évidence en section 3.4.2.1. Le volume du coffret est ajusté pour s’accorder avec les dimen-
sions du HP (accord de charge) [47].

Le moteur magnétique du HP électrodynamique classique se compose d’un aimant en
ferrite et de trois éléments en alliage ferro-magnétique : la culasse, la plaque de champ et le
noyau solidaire de la culasse. La bobine est un enroulement de fils de cuivre ou d’aluminium ;
la bobine est enroulée autour d’une bague, généralement réalisée dans le même matériau que
le diaphragme.

Le diaphragme est constitué de papier, de fibre de carbone, de kevlar ou de polypropylène.
Des modèles existent également en titane et aluminium. La suspension périphérique à bord
roulé est réalisée en mousse, tissu ou caoutchouc tandis que la suspension inférieure (spider)
est en tissu traité à plis concentriques. Le saladier est en acier embouti pour les bas de
gamme, et moulé pour les autres.

3.2.2 Rôle du coffret

Dans le cas d’un HP seul suspendu dans l’air, l’onde arrière est en opposition de phase
avec l’onde avant quelle que soit la fréquence (lorsque le diaphragme pousse l’air en avant, il
aspire l’air à l’arrière). Après réflexion sur un mur, l’onde arrière peut être en retard d’une
fraction de longueur d’onde avec l’onde avant, ce qui entrâıne un déphasage (figure 3.3).
Dans les basses fréquences (les BF sont définies là où la longueur d’onde est beaucoup plus
grande que le diamètre du haut-parleur), on appelle ce phénomène court-circuit acoustique
puisqu’il produit une chute de niveau sonore très importante : la différence de phase est
proche de 180o (figure 3.4). À plus hautes fréquences (HF), la situation est plus complexe.
Les ondes sonores peuvent s’additionner, s’annuler ou conduire à une situation entre les deux.

Une méthode pour supprimer l’onde arrière est de monter le HP dans un mur, ainsi l’onde
arrière et l’onde avant peuvent rayonner librement dans des directions opposées dans deux
espaces ouverts distincts, ou au moins de larges espaces, et ne jamais se rencontrer. Ceci est
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DEPHASAGE

Fig. 3.3 – Réflexions parasites autour du HP seul

onde avant

onde arrière

retour d’onde arrière

Fig. 3.4 – Court-circuit acoustique à BF

désigné sous le nom de baffle infini (voir figure 3.5).

Un coffret fermé qui essaie d’approximer cette situation est appelé un coffret baffle infini.
Ce coffret, qui présente généralement un grand volume interne, tente d’approcher la confi-
guration donnée par le cahier des charges suivant :

– le coffret doit être hermétique ;
– l’amplitude de vibration de ses panneaux doit être la plus petite possible ;
– il ne doit pas présenter de fortes résonances internes ni entretenir d’ondes stationnaires ;
– les HP doivent être isolés les uns des autres.

Fig. 3.5 – Différents modèles de coffret

Nous avons choisi d’utiliser une enceinte close, encore appelée suspension acoustique
(figure 3.5). Elle est le système le moins efficace d’un point de vue énergétique puisque la
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moitié du rayonnement du HP est perdue. Elle reste néanmoins très populaire parce qu’elle
est plus simple à réaliser que les autres types d’enceintes. L’autre type d’enceinte usuellement
rencontré est l’enceinte bass-reflex ; la charge acoustique est modifiée par ajout d’un évent
qui permet le rayonnement de l’onde arrière après traitement de sa phase : elle s’additionne
ainsi avec l’onde avant dans les BF [70].

3.2.3 Traitement de l’enceinte

Deux phénomènes parasites créent de l’énergie mécano-acoustique à l’intérieur de l’en-
ceinte : le transfert aérien dû au couplage onde arrière/coffret et le transfert solidien. Ils sont
à la source d’ondes sonores qui risquent de rayonner hors de l’enceinte et de perturber l’onde
avant.

Un certain nombre de publications [13] [25] concernent la forme et le traitement du coffret
et du diaphragme : rajout de raidisseurs pour modifier l’allure des déformées modales du
coffret, collage des panneaux (méthode et type de colle), absorption acoustique de l’onde
arrière par remplissage du coffret de matériau acoustique, modification du matériau du dia-
phragme et/ou du coffret. L’ensemble de ces traitements visent à corriger voire supprimer
soit le transfert aérien, soit le transfert solidien.

• Transfert aérien

Le transfert aérien se traduit en général par la réflexion de l’onde arrière sur le coffret à
l’intérieur de l’enceinte, puis sa transmission directe à travers le diaphragme vers l’extérieur.
Les constructeurs, pour absorber l’onde acoustique interne, adoptent un certain nombre de
techniques relativement faciles à mettre en œuvre qui ne modifient en rien l’ébénisterie de
l’enceinte. Les parois sont tapissées de feutre, le volume de charge est rempli de laine na-
turelle brute, dont la quantité et la densité sont contrôlées. Du feutre tendu sur l’ouverture
permet également d’optimiser l’absorption de l’onde arrière. Ces traitements sont rarement
suffisants pour supprimer toute l’onde arrière et des modifications plus importantes sont
alors effectuées pour isoler davantage l’onde arrière de l’onde avant.

PRAME [60] développe des coquilles d’escargots absorbantes (remplies de laine de roche)
couplées aux HP pour traiter directement l’onde arrière (voir figure 3.6). Une grande partie
de l’onde arrière est ainsi absorbée dans la coquille, sans pour autant que le volume d’air
arrière, important pour la respiration du diaphragme due au couplage avec l’air arrière, ne
soit supprimé.

L’ajout d’un évent (cf. ouverture basse du panneau avant de l’enceinte bass-reflex de la fi-
gure 3.5) permet de modifier la charge acoustique (volume d’air emprisonné dans l’enceinte)
et de traiter avantageusement le transfert aérien [71] [73] [74]. Dans le cas de l’enceinte close
où le volume d’air déplacé par le diaphragme lors du mode de piston n’est pas négligeable par
rapport au volume du coffret, le phénomène de transfert aérien est accentué, d’autant plus
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Fig. 3.6 – Coquilles d’escargots absorbantes couplées aux HP pour le traitement de l’onde arrière - Réali-
sation PRAME [60]

que les mouvements du diaphragme sont importants à B. La figure 3.7 présente la réponse
fréquentielle (niveau de pression acoustique SPL) dans l’axe de l’enceinte pour les trois types
d’enceinte de la figure 3.5. L’enceinte close permet d’éliminer le court-circuit acoustique mais
décale la courbe de sortie vers les HF comparé au baffle infini. Une enceinte bass-reflex peut
étendre la réponse dans les BF de façon significative en dessous de la résonance du HP.

Fig. 3.7 – Comparaison bass-reflex, baffle infini, enceinte close sur la réponse fréquentielle acoustique du
même haut-parleur [66] [24]

Le contrôle actif considère le traitement des ondes sonores par addition ou soustraction ac-
tive des pressions acoustiques. Les enceintes actives possèdent un amplificateur intégré et
parfois aussi un capteur d’accélération permettant de corriger toute distorsion éventuelle par
rétroaction. Un module de traitement du signal (DSP) et un filtre électronique sont intégrés
à l’amplificateur pour rendre le système plus efficace et opérationnel [61].
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• Transfert solidien

Le transfert solidien correspond au transfert des vibrations du moteur magnétique via les
bras de saladier jusqu’aux panneaux. Le coffret n’étant jamais infiniment rigide, les panneaux
vibrent et viennent perturber l’onde avant par rayonnement dans l’air extérieur. Pour éviter
la perturbation de l’onde avant dans la gamme de fréquence qui nous intéresse, c’est-à-dire
pour les BF, on peut chercher à rejeter les vibrations parasites à plus hautes fréquences. Une
autre idée est de guider le transfert solidien vers des zones où le couplage avec l’air extérieur
est faible. L’énergie vibratoire parasite peut encore être dissipée sous forme de chaleur en
utilisant des traitements absorbants ou amortissants.

Lors du déplacement du diaphragme dans l’air, le couplage avec l’air doit être réalisé bien en
dessous des fréquences de résonance du diaphragme, pour éviter que ses propres modes de
vibration entrâınent une distorsion du signal. Pour cela, les constructeurs essaient de rejeter
les fréquences de résonance le plus haut possible. Jouhaneau [38] et Barlow [13] préconisent
l’utilisation de matériaux dont le rapport

√
E/ρ3 est élevé où E est le module d’Young et ρ

la masse volumique. La figure 3.8 présente une réalisation efficace de ce point de vue.

Fig. 3.8 – La structure ”W” du diaphragme : le corps central en mousse structurale est recouvert sur ses
deux faces par une feuille de verre - Réalisation JMLab [37]

Le collage des panneaux influe beaucoup sur le comportement global de l’enceinte acoustique
et varie beaucoup d’un constructeur à l’autre. Dans [50], Nakamura décrit le comportement
du piano et l’étude du collage des tasseaux qui accueillent la table d’harmonie. Il étudie le
comportement des colles en adoptant un modèle d’appui simple (plan contre plan) à BF et
d’encastrement pour les HF. Dans notre cas, l’enceinte étant montée sous forte pression, on
considère que les six panneaux font corps. D’un point de vue vibratoire le type d’assemblage
des panneaux (sur bords biseautés ou non) a donc peu d’importance. Le montage est en
effet généralement guidé par la facilité et l’assurance que toute les surfaces de collage sont
effectivement utilisées.

Des raidisseurs (encore appelés renforts internes ou tasseaux) sur l’intérieur des panneaux
sont rajoutés pour modifier l’allure des déformées modales du coffret [72] [36] et rendre ainsi
l’enceinte la plus raide possible dans sa gamme de fréquence d’utilisation (figure 3.9).

Le transfert aérien est de loin le phénomène parasite le plus perturbant mais c’est le
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Fig. 3.9 – Renforts internes renforçant la rigidité du coffret - Réalisation JMLab [37]

transfert solidien qui nous a le plus intéressé dans cette étude. La plupart du temps, une
fois l’enceinte acoustique réalisée à l’aide des précautions citées précédemment, les construc-
teurs d’enceinte s’attachent à améliorer le rendu sonore de l’enceinte en optimisant encore
davantage le transfert aérien. Le traitement du transfert solidien est alors laissé de côté. Les
solutions à apporter à ce dernier traitement ne sont en effet pas triviales et ont motivé une
étude plus poussée, que nous présentons dans le cadre de ce chapitre.

3.3 Modèle éléments finis d’une enceinte PRAME

On présente en section 3.3.1 les propriétés de l’enceinte et les objectifs du modèle éléments
finis. Le modèle éléments finis de l’enceinte est précisé en section 3.3.2. La méconnaissance
d’un certain nombre de matériaux et de la géométrie précise de certaines parties de l’enceinte
a nécessité une validation des propriétés matériaux. On procède à l’analyse modale expéri-
mentale d’un échantillon de matériau du coffret et de l’enceinte complète et une première
corrélation calcul-essai est effectuée (section 3.3.3).

3.3.1 Propriétés de l’enceinte et objectifs du modèle

La figure 3.10 présente l’enceinte PRAME [60] de référence utilisée dans le cadre de cette
étude. Il s’agit d’une enceinte close avec un seul HP mid-woofer. Le HP est un Samy Speaker
de diamètre 17 cm, importé d’Asie par DAVIS acoustics (Troyes, France) [2]. Le diamètre
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est donné par celui du châssis même si fonctionnellement, c’est le diamètre du diaphragme
qui se mesure au milieu de la suspension périphérique qui importe.

Le coffret est en MDF (Medium Density Fiberboard), commercialisé sous les appellations
MDF MEDITE ou MDF MEDILAND par le fabriquant Willamette Europe [29]. Il s’agit
d’un matériau lourd non poreux à base de poudre de bois que l’on suppose isotrope. Les
panneaux du coffret sont collés à l’aide d’une colle vinylique à prise rapide. La quantité de
colle une fois ”tirée” est infime puisque l’enceinte est montée sous forte pression et on peut
considérer que les six panneaux sont fixés entre eux par des liaisons parfaites.

250

20412

40
0

Diametre 17 cm

28
8

Samy speaker

Fig. 3.10 – Modèle d’enceinte PRAME 400×250×
204 (épaisseur des panneaux 12mm) Fig. 3.11 – Enceinte PRAME

Compte tenu de la difficulté d’estimer précisément la nature et les propriétés des ma-
tériaux utilisés, l’objectif principal est de corréler au mieux le comportement dynamique
calculé (modèle éléments finis) et mesuré (analyse modale expérimentale) de l’enceinte sur
la bande fréquentielle 0 − 2000 Hz. Ceci va guider la construction du modèle éléments finis
(raffinement, choix des éléments finis) et l’affinage des propriétés matériaux.

On cherche à étudier le comportement vibratoire sur la gamme 0−2000 Hz pour plusieurs
raisons :

– La limite BF/HF est donnée par le diamètre utile du haut-parleur, là où les longueurs
d’onde acoustique deviennent plus petites que le diamètre du HP. Pour un HP de
diamètre φ = 17 cm, la limite est

fm =
cf
λm

=
cf
φ

=
340 (m/s)

17.10−2 (m)
= 2000 Hz (3.1)

– Le phénomène de couplage panneaux/air est plus important à BF. Les modes HF di-
visent en effet les panneaux en de plus petites surfaces d’amplitudes moins importantes,
ce qui entrâıne un couplage avec l’air moins important. D’autre part, ces parties ne
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3.3. Modèle éléments finis d’une enceinte PRAME

vibrent pas en phase, d’où une auto-annulation de la pression en certains points. De
plus, les modes d’ordre élevé sont plus facilement amortis.

3.3.2 Modèle éléments finis

La figure 3.12 présente le modèle éléments finis de l’enceinte acoustique. Il possède 26760
degrés de liberté, 8432 éléments volumiques (coffret, aimant, entrefer, plaque de champ) et
2464 éléments surfaciques (suspension périphérique, diaphragme, cache-noyau, spider, sala-
dier).

Fig. 3.12 – Modèle éléments finis complet

La fréquence maximale d’étude souhaitée a déterminé la taille des éléments finis ; en effet,
la précision de calcul des modes d’enceinte, des impédances fluide et des pressions sonores
générées dépend du raffinement de maillage. Si on s’intéresse au coffret, étant donné la
vitesse des ondes de compression du matériau MDF cs = 3000 m/s et celle du son dans l’air
cf = 340 m/s et la fréquence maximale d’étude fm = 2000 Hz donnée par la relation (3.2), la
taille maximale des éléments (si on veut quatre éléments par demi-période de la plus petite
onde) est donnée par

λ =
1

4

min(cs, cf )

fm

=
1

4

340 m/s

2000 Hz
= 42, 5 mm (3.2)

La figure 3.13 présente le modèle éléments finis du haut-parleur. Étant donné la complexité
des courbures et des détails géométriques, le pas de maillage automatiquement ajusté par le
mailleur est plus fin que la limite donnée par (3.2). Les éléments sont principalement surfa-
ciques (quad4) ; seule la partie aimant-entrefer-plaque de champ est en éléments volumiques
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(tetra4). La géométrie des suspensions a en particulier été simplifiée puisqu’elles ont été mo-
délisées par des anneaux plats.

culasse 

aimant 

plaque de champ 

saladier 

diaphragme 

suspension
peripherique 

noyau 

spider 

cache−
noyau 

Fig. 3.13 – Modèle éléments finis éclaté du haut-parleur

La figure 3.14 montre les plis concentriques du spider et la forme torique de la suspension
périphérique qui n’ont pas été pris en compte dans le modèle éléments finis.

Fig. 3.14 – Diaphragme + suspension périphérique + spider + bobine électromagnétique - Modèle Samy
Speaker

La figure 3.15 détaille le maillage des panneaux constituant le coffret. On retrouve quatre
panneaux à bords biseautés centraux dont le panneau avant présente un alésage pour le
montage du HP et deux panneaux latéraux identiques non biseautés. La taille des éléments
volumiques est en accord avec (3.2) et on gagne encore en précision en utilisant des éléments
quadratiques (tetra10 et penta15). L’épaisseur du coffret étant de 12 mm, une couche d’élé-
ments est suffisante pour représenter l’épaisseur. Les éléments penta15 décrivent l’épaulement

86



3.3. Modèle éléments finis d’une enceinte PRAME

du coffret sur lequel est fixé le HP au niveau de son saladier et correspond donc physique-
ment à la superposition du matériau MDF et d’un anneau d’acier appartenant au saladier
(matériau correspondant : MDF modifié). Son maillage, de plus en plus raffiné lorsqu’on se
rapproche du centre, permet d’assurer la continuité des maillages du coffret et du HP et de
définir un maillage de frontière fermé et continu.

penta15 

tetra10 

Fig. 3.15 – Détail des panneaux

Le tableau suivant présente les propriétés matériau finales utilisées dans le modèle élé-
ments finis de l’enceinte. Dans un premier temps, les valeurs du module d’Young (E), du
module de Poisson (ν) et de la masse volumique (ρ) ont été choisies d’après les données pré-
cisées par la littérature pour des matériaux proches [4]. Des pesées nous ont permis d’ajuster
les masses volumiques des matériaux. Dans un deuxième temps, les propriétés des matériaux
du modèle éléments finis ont été recalées (voir section 3.3.3.2 pour le recalage du MDF, sec-
tion 3.3.3.3 pour le recalage des suspensions et section 3.4.2.1 pour la prise en compte de la
raideur acoustique de l’air interne).

E (GPa) ν ρ (kg/m3) e (mm)

MDF (coffret) : 8.8 0.29 732

Acier (saladier) : 210 0.29 7800 0.9

Composite (diaphragme) : 60 0.34 750 0.6

Polymère (suspension) : 0.022 0.34 10−2 0.5

Tissu Gaufré (spider) : 0.5 0.34 10−2 0.16

MDF modifiée (épaulement) : 14.4 0.34 930

Acier modifié (aimant) : 210 0.29 6000
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Les figures 3.16 et 3.17 représentent une partie des modes propres de l’enceinte acous-
tique, encastrée en sa base. Pour davantage de clarté, on ne visualise pas le côté latéral
gauche et le haut du coffret.

Fig. 3.16 – Modes propres 1 à 9

Le mode 1 correspond au mode de piston de la masse diaphragme autour de ses suspensions
(évalué en absence d’air interne, d’où une fréquence propre de 54.61 Hz), les modes 2 et 3
sont les modes de flexion de l’ensemble du coffret par rapport à sa base (basculement gauche-
droite pour le mode 2 et d’avant en arrière pour le mode 3). Le comportement de l’enceinte
acoustique pour les modes 2 et 3 peut se ramener à celui d’une poutre encastrée en sa base
et une masse fixée en son haut pour représenter la masse du HP. On observe qu’il y a un
couplage avec des modes de basculement de la masse du HP sur le saladier accompagnés
d’un basculement du diaphragme.
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Fig. 3.17 – Modes propres 10 à 14, 17, 18, 20 et 22

À plus haute fréquence, les panneaux commencent à travailler. Les modes 6, 9, 10 et 11 sont
des modes de flexion d’ordre un des panneaux latéral et facial, toujours couplés à des modes
de basculement de la masse du HP sur le saladier. Les modes 12, 14 et 22 sont des mode de
flexion d’ordre deux des panneaux. Le mode 22 est couplé à un mouvement de translation de
haut en bas de la masse du HP. On observe à partir du mode 14 (1193 Hz) des déformations
du diaphragme, couplées aux flexions du coffret ; le mode 18 ne fait en particulier travailler
que le diaphragme.

L’ensemble de ces modes met en avant le rôle important joué par la masse du HP constitué
de l’aimant, la culasse, le noyau et la plaque de champ. Après avoir fait fléchir l’ensemble du
coffret (modes 2 et 3), la masse du HP fait travailler les panneaux du fait de sa position de
masse déportée par rapport au panneau avant.
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3.3.3 Validation expérimentale du modèle

Le but de cette section est d’effectuer une étude expérimentale du modèle d’enceinte
PRAME, afin d’améliorer le modèle éléments finis. Une analyse modale expérimentale per-
met ainsi de connâıtre le comportement dynamique réel de l’enceinte et de corriger le modèle
éléments finis pour s’en approcher.

On présente les moyens expérimentaux et les critères de corrélation calcul-essai utilisés en
section 3.3.3.1. Une corrélation calcul-essai effectuée sur un échantillon de plaque MDF a
rendu possible le recalage de son module d’Young (section 3.3.3.2). L’analyse modale de
l’enceinte acoustique PRAME nous permet d’approcher les modules d’Young des suspen-
sions (suspension périphérique et spider, section 3.3.3.3). On présente en section 3.3.3.4 une
première corrélation calcul-essai de l’enceinte rendue possible par l’ensemble de cette étude.

3.3.3.1 Moyens expérimentaux

STRUCTURE

   H(f)

Signal 
d’excitation
en un point

−bruit blanc
−burst random
−sinus

Signal 
de sortie
en un point

−déplacement
−vitesse
−accélération

* H ( f )

u(f) y(f)

−force
−tension

Fig. 3.18 – Fonction de transfert y(ω) = H(ω)u(ω)

Comme le montre la figure 3.18, on approche le comportement vibratoire d’une structure
par un système dynamique linéaire. Ce dernier peut être caractérisé par la donnée d’un jeu
de fonctions de transfert donnant le rapport déplacement/effort dans une certaine gamme
de fréquence et de conditions aux limites particulières.

La figure 3.19 présente le dispositif de mesure complet utilisé pour effectuer des analyses mo-
dales expérimentales. On évalue le transfert entre deux points, rapport des signaux d’entrée
et de sortie au cours de la phase d’acquisition. Le signal d’entrée est donné par une mesure
de force en Newton (on place une cellule de force au point d’excitation) ou sa tension en
Volt et le signal de sortie par une mesure de déplacement (m), vitesse (m.s−1) ou d’accélé-
ration (m.s−2) obtenue à l’aide de capteurs placés aux points de mesure. Dans le cas de nos
mesures, on utilise un capteur de déplacement à effet Hall dans le cadre de pièces magné-
tiquement conductrices (cf. les mesures effectuées sur le banc viscoélastique au chapitre 2),
un vibromètre laser pour balayer plusieurs points et un accéléromètre pour avoir la mesure
d’un point de référence.
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SI 5030
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Fig. 3.19 – Dispositif de mesure de vibrations - Laboratoire MSSMat

Une phase d’identification des fonctions de transfert expérimentales permet alors de
construire les déformées modales aux nœuds mesurés. Pour comparer modes expérimentaux
{yTest,j} et modes éléments finis {φEF,i} sur les capteurs, on utilise le critère MAC (Modal
Assurance Criterion) [30] défini par

MACQ
′
j ,i,j =

({yTest,j}T [
Q

′
j

] {cφEF,i})2

({yTest,j}T [
Q

′
j

] {yTest,j})({cφEF,i}T [
Q

′
j

] {cφEF,i})
, (3.3)

où c est la matrice d’observation ou de projection et Q
′
j est une matrice de pondération des

corrélations sur les différents capteurs. Le terme Q
′
j = T TMT correspond à un calcul de

masse réduite sur les capteurs et le critère correspond alors à l’orthogonalité en masse sur
les capteurs (MAC pondéré en masse). Le critère MAC vaut 1 (ou 100 selon la convention
utilisée) pour une corrélation parfaite et 0 pour des modes totalement décorrélés.

L’erreur relative en fréquence entre la fréquence propre éléments finis fEF,i et la fréquence
de résonance identifiée fTest,j est définie de la façon suivante

∆fi,j =
fEF,i − fTest,j

fTest,j

(3.4)
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L’ensemble de ces moyens expérimentaux et critères de corrélation peuvent maintenant
être mis en œuvre et appliqués au cas de l’enceinte acoustique étudiée. Dans un premier
temps, on détermine expérimentalement les propriétés mécaniques du matériau constituant
les panneaux de l’enceinte. Dans un second temps, on effectue une analyse modale de l’en-
ceinte acoustique. On verra que la présence du moteur électromagnétique au sein de la
structure soulève des difficultés expérimentales.

3.3.3.2 Détermination des propriétés élastiques des panneaux

On cherche à recaler les propriétés mécaniques du matériau constituant le coffret de l’en-
ceinte PRAME. Nous disposons d’une plaque de matériau MDF identique à celui du coffret.
La pesée de la plaque nous donne la masse volumique du matériau ρ = 732 kg/m3.

Un essai de traction classique peut nous renseigner sur le module d’Young d’un tel maté-
riau, mais il faut pour cela préparer une éprouvette à partir de l’échantillon de plaque. Pour
des raisons de commodité, nous avons préféré un essai dynamique pour identifier les premiers
modes de flexion de la plaque et les comparer avec ceux délivrés par un calcul éléments finis.

Fig. 3.20 – Montage expérimental

Un pot vibrant LDS V101 excite par l’intermédiaire d’une tige d’excitation le centre de la
plaque avec un bruit blanc aléatoire généré sur la bande 2-4098 Hz. La force injectée est
mesurée par une cellule de force BK 8200 placée après la tige et vissée sur la plaque. En
sortie, on mesure la vitesse de vibration en 18 points normalement à la plaque à l’aide du
vibromètre laser Polytech OFV 3001 (figure 3.20).
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8z 

Fig. 3.21 – Projection du maillage expérimental
sur le maillage éléments finis
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Fig. 3.22 – Transferts mesuré et identifié 1000-
2000 Hz - Point 8z

On obtient un ensemble de fonctions de transfert exploitables pour les 18 points (leur position
est précisée par la figure 3.21). La figure 3.22 donne la fonction de transfert du point mesuré
8z (nœud 8 dans la direction z), ainsi que la courbe paramétrique obtenue par identification
des deux premiers modes sur 1000-2000 Hz (tableau 3.1). Les mesures sont réalisées avec un
système LMS et exploitées avec le logiciel Matlab/SDT [11].

Mode (No) Fréquence EF (Hz) Fréquence Id. (Hz) ζ (%) MAC (%) ∆f (%)
1 1271 1277 0.92 98 -2
2 1486 1484 1.10 97.5 -0.5

Tab. 3.1 – Fréquence éléments finis (EF). Paramètres modaux estimés (Fréquences et amortissements
identifiés). Critères de corrélation (MAC et erreur relative en fréquence)

Parallèlement, on développe un modèle éléments finis de la plaque. Les masse et raideur
additionnelles créées par la présence de l’excitateur sont prises en compte par rajout au centre
de la surface inférieure de la plaque de masses ponctuelles et modification de la matrice de
raideur aux degrés de liberté concernés. Un calcul libre-libre est effectué.

On ajuste le module d’Young du matériau MDF de manière à avoir cöıncidence des valeurs
des fréquences propres calculées avec celles mesurées. Le calcul du critère MAC (3.3) nous
assure qu’on compare des déformées modales équivalentes. Les faibles valeurs d’erreur rela-
tive en fréquence (3.4) nous garantissent qu’on a bien recalé le module d’Young du matériau,
pour les deux premiers modes (modes de flexion). Les propriétés mécaniques qui assurent
une bonne corrélation sont E= 8.8 GPa, ν=.29, ρ=732 kg/m3, η = 2%.

La figure 3.23 présente la superposition des déformées modales calculées projetées sur le
maillage expérimental avec les déformées modales identifiées des mesures expérimentales des
deux premiers modes.
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1277 Hz 0.92 %, Mode 1 à 1271 Hz 1484 Hz 1.10 %, Mode 2 à 1486 Hz

Fig. 3.23 – Modes 1 et 2

3.3.3.3 Analyse modale de l’enceinte

Le premier mode attendu pour l’enceinte acoustique est le mode de piston du diaphragme,
qui correspond à l’accélération de la masse du diaphragme autour de ses suspensions ; la sus-
pension périphérique en polymère et le spider en tissu gaufré ont été représentés sur la
figure 3.14. Un travail de recalage effectué sur ce mode peut donc permettre d’ajuster les va-
leurs des raideurs des suspensions du haut-parleur, connaissant la masse du diaphragme. Les
propriétés mécaniques de tels matériaux (polymère et tissus gaufrés) varient énormément en
fonction de leur forme et de leur environnement et un essai dynamique effectué sur l’enceinte
complète est la méthode la plus simple pour les estimer.

29ztest 

49ztest 

Fig. 3.24 – Projection du maillage expérimental
sur le maillage éléments finis Fig. 3.25 – Montage expérimental

Trois excitations différentes sont considérées : on excite le haut-parleur de l’enceinte en ten-
sion puis courant (puissance électrique injectée dans la bobine du moteur électromagnétique
du haut-parleur, cf. section 3.2.1) puis le coffret à l’aide d’un pot vibrant dont on contrôle la
force injectée. Le signal d’excitation est un bruit blanc aléatoire sur la bande 1-2048 Hz. En
sortie, on mesure la vitesse de 43 points du panneau avant (le diaphragme y compris) à l’aide
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du vibromètre laser Polytech OFV 3001 (voir la position des 43 points sur la figure 3.24).
L’enceinte est posée à même le sol pour se rapprocher des conditions normales d’utilisation
(modélisées par un encastrement de la base). On stocke le rapport vitesse point i / excitation.
Le montage expérimental est précisé par la figure 3.25.

La figure 3.26 représente la fonction de transfert vitesse/courant mesurée au centre du
diaphragme (point 49ztest). La figure 3.27 précise les déformées modales identifiées à partir
des mesures de transfert effectuées sur le diaphragme. On reconnâıt le mode de piston aux
alentours de 73 Hz ; il correspond au premier pic qui précise l’allure générale de la fonction
de transfert sur 1-2048 Hz. Les perturbations observées sur la descente du pic correspondent
aux modes de basculement du diaphragme à 457 Hz, 885 Hz et 908 Hz. On observe d’autres
modes de piston de plus faible amplitude à 764 Hz et 1254 Hz, ce dernier mode très amorti
étant difficile à identifier et interpréter (voir section 3.3.3.4 pour une discussion sur ce dernier
mode).
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Fig. 3.26 – Transfert mesuré 1-2048 Hz - Point 49ztest
73.91 Hz 3.12 % 457.7 Hz 0.99 %

764.2 Hz 0.90 %

885.5 Hz 1.41 %

908.3 Hz 0.48 % 1254 Hz 5.30 %

Fig. 3.27 – Déformées modales identifiées du diaphragme
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La figure 3.28 montre deux fonctions de transfert, ramenées à un même niveau d’ampli-
tude, mesurées au centre du diaphragme (point 49ztest) à l’aide de deux types d’excitation :
en tension et en courant.

Hormis le premier mode (mode de piston), l’allure générale de la fonction de transfert est la
même. L’erreur au voisinage du mode de piston avec une excitation en tension s’explique :
à cette fréquence, l’impédance électromagnétique du haut-parleur, qui relie tension et cou-
rant, présente une antirésonance (il faut peu d’énergie électrique pour faire translater le
diaphragme à la fréquence correspondante au mode de piston).
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Fig. 3.28 – Transferts mesurés 1-2048 Hz à l’aide de deux excitations : courant (i) et tension (U) - Point
49ztest - Les courbes ont été ramenées au même niveau pour une meilleure visualisation

L’ensemble des mesures effectuées sur l’enceinte nous conduit à privilégier l’excitation en
courant pour les points du diaphragme et l’excitation en tension pour les 43 points du coffret.
Le courant délivré par le petit montage électronique réalisé pour l’expérience n’est en effet pas
suffisamment puissant pour obtenir des transferts de bonne qualité pour les points du coffret.

Compte tenu du relatif découplage du mode de piston et des modes de saladier et de coffret
qui interviennent à plus hautes fréquences (cf. les déformées modales de la section 3.3.2) et
de la bonne superposition des deux types de transfert en dehors du mode de piston pour
les points du diaphragme, on peut supposer que les deux types d’excitation sollicitent de la
même façon les modes d’ordre plus élevés du coffret.
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La figure 3.29 représente la fonction de transfert vitesse/tension mesurée en un point du
panneau avant du coffret (point 29ztest, cf. figure 3.24). On présente en figure 3.30 les dé-
formées modales identifiées à partir des mesures de transfert vitesse/tension effectuées sur le
coffret. Les deux premiers modes identifiés sont des modes de basculement du coffret autour
de sa base. Les modes suivants correspondent à des modes de flexion du panneau avant.

Les deux derniers modes peuvent en particulier être associés aux modes de basculement du
diaphragme mesurés approximativement aux mêmes fréquences (450 Hz et 880 Hz).
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Fig. 3.29 – Transfert mesuré 1-2048 Hz - Point 29ztest

51.03 Hz 5.89 % 100.7 Hz 2.75 %

348.1 Hz 1.19 %

428.5 Hz 1.41 %
453.3 Hz 1.26 %

880.2 Hz 1.11 %

Fig. 3.30 – Déformées modales identifiées du coffret
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Fig. 3.31 – Transferts mesurés 1-2048 Hz - Excitations pot vibrant (pv) et tension (U)- Point 29ztest -
Les courbes ont été ramenées au même niveau pour une meilleure visualisation

On superpose en figure 3.31 deux fonctions de transfert mesurées au point 29ztest sur
1-2048 Hz à l’aide de deux excitations différentes : dans un premier temps, on excite le
panneau arrière à l’aide d’un pot vibrant dans la direction de mesure, dans un deuxième
temps, on excite le haut-parleur en tension. Les fonctions de transfert, qui ont été ramenées
à un même niveau d’amplitude, ont néanmoins des allures très différentes et ne sont pas du
tout comparables, ce qui montre l’importance du choix de l’excitation. On observe de plus
un nombre important de modes sur cette bande de fréquence qui n’apparaissaient pas dans
la fonction de transfert du diaphragme (cf. figure 3.26).

3.3.3.4 Première corrélation calcul-essai

Connaissant par la littérature les masses volumiques des principaux éléments du HP (ai-
mant, culasse, plaque de champ et saladier), nous pouvons approximativement déduire celles
des autres éléments (suspension périphérique, spider et diaphragme) après pesée du HP.
De plus, la valeur de la fréquence propre associée au mode de piston du diaphragme nous
renseigne sur les raideurs des suspensions puisque ce sont essentiellement elles qui travaillent.

Pour une très faible valeur des masses volumiques du polymère et du tissu gaufré (10−2 kg/m3),
nous ajustons leurs modules d’Young pour prédire le mode de piston à la bonne fréquence
(54 Hz, ce qui correspond à la fréquence de 73 Hz en présence d’air interne, voir section 3.4).
Les propriétés mécaniques qui assurent une bonne corrélation sont

E (GPa) ν ρ (kg/m3) e (mm)

Polymère (suspension) : 0.022 0.34 10−2 0.5

Tissu Gaufré (spider) : 0.5 0.34 10−2 0.16
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3.3. Modèle éléments finis d’une enceinte PRAME

La figure 3.32 présente le transfert éléments finis vitesse/force calculé en absence d’air
interne en trois nœuds du diaphragme donnés par la figure 3.34 : le point central 19z, un
point légèrement désaxé 117z du cache-noyau et un point fortement désaxé 853z. Le tout est
évalué pour l’excitation centrée (voir figure 3.35) : on pousse sur l’ensemble des nœuds de la
base du diaphragme et une force de réaction est définie sur la surface supérieure du noyau.
On observe le mode de piston principal aux alentours de 54 Hz puis quelques perturbations
de faible amplitude au delà de 500 Hz.

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3 Transfert vel/force 3 noeuds du diaphragme

A
m

pl
itu

de
 

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
−100

0

100

Fréquence (Hz)

P
ha

se

noeud 19z
noeud 117z
noeud 853z

Fig. 3.32 – Transferts calculés 1-2048 Hz aux
points 19z, 117z et 853z du diaphragme en absence
d’air interne - Excitation centrée
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Fig. 3.33 – Transferts calculés 400-1200 Hz aux
points 19z, 117z et 853z du diaphragme en absence
d’air interne - Excitation centrée

853z 
117z 19z 

Fig. 3.34 – Position des points 19z, 117z et 853z
du diaphragme

44z 

Fig. 3.35 – Excitation à la base du diaphragme

Un zoom dans la bande de fréquence 400-1200 Hz (figure 3.33) permet d’observer les mou-
vements de basculement du diaphragme autour de son centre (modes 6 à 716 Hz et 8 à
756 Hz du modèle éléments finis, voir figures 3.16 et 3.17). Ceci n’est observé que sur les
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fonctions de transfert 117z et 853z, le transfert au nœud 19z n’exhibant que le mode de piston.

Le même calcul est effectué pour une force décentrée : on pousse en un seul nœud de la
base du diaphragme et la force de réaction est définie en un nœud de la surface supérieure
du noyau. La figure 3.36 montre qu’on obtient les mêmes perturbations mais à des niveaux
plus élevés, le transfert calculé au centre du diaphragme (nœud 19z) ne permettant pas
d’observer davantage les perturbations. La perturbation associée au mode de déformation
du diaphragme (mode 18 à 1319 Hz) apparâıt sur le transfert 853z/44z.
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Fig. 3.36 – Transferts calculés 1-2048 Hz aux points 19z, 117z et 853z du diaphragme en absence d’air
interne - Excitation décentrée
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Fig. 3.37 – Transferts mesuré et calculé 1-2048 Hz
au point 51ztest (nœud éléments finis 853z) en ab-
sence d’amortissement de la suspension périphérique
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Fig. 3.38 – Transferts mesuré et calculé 1-2048
Hz au point 51ztest (nœud éléments finis 853z) en
augmentant la masse de la suspension périphérique

Les figures 3.37 et 3.38 présentent la superposition des transferts vitesse/force mesuré et
calculé en un point décentré du diaphragme (point expérimental 51ztest et nœud éléments
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3.4. Analyse vibroacoustique

finis 853z) pour une excitation décentrée. Le calcul de la figure 3.38 a été effectué en augmen-
tant la masse de la suspension périphérique (masse volumique ρ = 400 kg/m3 soit un facteur
4.104 par rapport à la valeur initiale) et en lui affectant un taux d’amortissement de 10%
(amortissement hystérétique correspondant au facteur de perte η = .2). On retrouve ainsi une
densité importante de modes locaux de la suspension autour de 1300 Hz ; leur présence, ainsi
que leur fort amortissement, modifient l’allure du pic à 1319 Hz : on observe maintenant une
résonance très amortie autour de 1300 Hz que l’on retrouve également dans la mesure. Cette
résonance n’est pas retrouvée par le calcul au centre du diaphragme, alors que la mesure
expérimentale fait apparâıtre un mode très amorti vers 1300 Hz (figure 3.26). Le phénomène
physique produisant cette résonance n’a pu être expliqué. Des essais sur HP seul aideraient
certainement à comprendre ce comportement. Le décalage observé sur le premier mode par
rapport à l’expérience s’explique par la non prise en compte de la raideur additionnelle de
l’air interne dans le calcul. La section suivante présente la modification réalisée sur le modèle
éléments finis pour en tenir compte.

3.4 Analyse vibroacoustique

On analyse ici les effets de la présence de fluide interne avant d’aborder la résolution du
problème extérieur. Un calcul d’interaction fluide-structure, basé sur une modélisation par
éléments finis à la fois de la structure et du volume d’air interne, est effectué pour prendre en
compte la masse et la raideur ajoutées par le fluide interne. Pour évaluer le champ de pression
sonore entourant l’enceinte acoustique, un calcul d’interaction fluide-structure, basé sur une
méthode intégrale - éléments de frontière, peut alors être effectué. L’ensemble des calculs
d’impédances et de pressions fluide externe sont réalisés à l’aide du logiciel MISS3d [23].

La section 3.4.1 présente le modèle associé au problème d’interaction fluide-structure,
ainsi que les méthodes de résolution pour prendre en compte le couplage avec le fluide in-
terne (méthode éléments finis) et le fluide externe (équations intégrales). Les résultats de
cette étude font l’objet de la section 3.4.2. La section 3.4.3 présente les prédictions acous-
tiques obtenues pour le modèle d’enceinte PRAME recalé avec un taux de perte par groupe
de matériaux. On propose en section 3.4.4 un premier modèle d’enceinte modifié par un
traitement amortissant, afin d’améliorer le rayonnement acoustique.

3.4.1 Modèle fluide-structure

On décompose le milieu d’étude en trois sous-domaines contenant chacun un milieu ho-
mogène et isotrope : un premier sous-domaine correspond à l’air interne, un deuxième à
l’enceinte acoustique, tandis que le troisième s’identifie à l’air extérieur. Ces sous-domaines
sont associés aux ouverts bornés à la frontière suffisamment régulière Ωfi contenant le milieu
fluide interne, Ωs contenant le milieu élastique et à l’ouvert non-borné Ωfe contenant le mi-
lieu fluide externe. L’air est supposé se comporter comme un fluide parfait, c’est-à-dire non
visqueux.
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δΩ

n Ω fe

Ωs

Ω fi

Fig. 3.39 – Définition des sous-domaines, interface et normale

La frontière du sous-domaine Ωs dénommée interface est notée ∂Ω : cette surface est orientée
selon une normale unitaire n extérieure à Ωs. On suppose que la pression dans le sous-domaine
Ωfe constitué d’air est négligeable, la frontière ∂Ω est dite libre.

• Fluide interne

On part des équations présentées dans l’annexe A. On considère la formulation variationnelle
fluide (A.20). En tenant compte de la condition aux limites (A.16), la formulation se réécrit

−
∫

Ωfi

grad pgrad vdΩ + ρfω
2

∫
∂Ω

φ.nvdS +
ω2

c2f

∫
Ωfi

pvdΩ = 0 (3.5)

En combinant cette écriture variationnelle avec celle de la structure (A.37) et en les écri-
vant d’un point de vue matriciel, ce type de problème résulte, comme cela est détaillé en
référence [49], au problème suivant[[

K −C
0 F

]
+s2

[
M 0
CT Kp

]]{
q
p

}
= [Zstr−fl]

{
q
p

}
=

{
b
0

}
, (3.6)

avec q les déplacements généralisés de la structure, p les variations de pression dans le fluide,
b la force extérieure appliquée à la structure et∫

ΩS
σij(q)εij(δq)dx⇒ δqTKq∫
ΩS
ρSq.δqdx⇒ δqTMq

1
ρF

∫
ΩF

∇p∇δpdx⇒ δpTFp
1

ρF c2

∫
ΩF
pδpdx⇒ δpTKpp∫

Σ
pδq.ndx⇒ δqTCp.

Les termes propres au solide (K et M) et au fluide (F et Kp) sont calculés de manière
classique sur les maillages respectifs. Le calcul du terme de couplage C a été réalisé dans la
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SDT [11], sur des éléments de couplage à un point d’intégration situé au centre de gravité
de l’élément. Lorsque les maillages de la structure et du fluide ne sont pas compatibles, il est
nécessaire de procéder à un appariement. Pour chaque élément de fluide Fi , on cherche alors
l’élément solide Si qui fait face au centre de gravité Gf,i, dans la direction de la normale à
Fi. La projection de Gf,i sur l’élément solide, Pi, appartient à Si ; ce qui permet de calculer
les coordonnées de référence r et s de Pi dans Si. Ainsi on détermine les poids qui doivent
être associés à chaque noeud de Si. Le terme de couplage associe ainsi les DDLs de Fi aux
DDLs de Si, avec les poids correspondants.

• Fluide externe

Les équations qui régissent le problème physique de couplage fluide externe-structure ap-
pliqué au cas d’une structure élastique plongée dans un fluide acoustique sont précisées en
annexe A. L’approche élastique proposée pour sa résolution est basée sur l’étude de la propa-
gation des ondes dans le cadre linéaire et s’appuie sur le formalisme de [19]. Cette approche
peut se décomposer en deux étapes principales. La méthode des éléments finis va permettre
de résoudre le problème aux valeurs propres de la structure élastique encastrée en sa base.
La méthode d’équations intégrales basée sur le relèvement dynamique à la frontière (modèle
éléments de frontière) des champs de déplacements et de contraintes de la structure entourée
d’air extérieur va délivrer l’impédance de l’air et le champ de pression.

On considère les déplacements unitaires qi et qj aux noeuds i et j. D’après l’annexe A, le
terme [Zf ]ij de l’impédance du milieu fluide, ramenée au niveau de l’interface fluide-structure,
s’exprime à la fréquence ω par

[Zf ]ij (ω) = qT
i Zfqj =

∫
∂Ω

p(qi)n.qjdS (3.7)

ce qui permet d’exprimer la réponse q(ω) à la force b du système couplé à l’interface de la
façon suivante[[

Zf +KII KIN

KNI KNN

]
−ω2

[
MII MIN

MNI MNN

]]{
qI
qN

}
=

{
0
bN

}
, (3.8)

avec qI les déplacements de l’interface, qN et bN respectivement les déplacements et la force
appliquée des degrés de liberté internes de la structure.

Une technique de réduction modale est appliquée pour diminuer la taille du problème en
respectant la représentation dynamique de la structure. On calcule ainsi les N modes nor-
maux φj de l’enceinte qui définissent une base modale de projection T = [φ1...φN ] à l’aide
de l’équation (1.39).
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L’impédance réduite Zr de l’enceinte est ainsi définie à la fréquence ω par
Zr(ω) = T TZ(ω)T = K∗

r − ω2Mr = T TK∗T − ω2T TMT (3.9)

et l’impédance fluide réduite à la fréquence ω par

[Zfr]ij (ω) =

∫
∂Ω

p(φi)n.φjdS (3.10)

Ceci permet de définir la raideur dynamique réduite totale à la fréquence ω
Ztr(ω) = T TZt(ω)T = Zr(ω) + Zfr(ω) = K∗

r − ω2Mr + Zfr(ω) (3.11)

On précise la force réduite Fr = T TF (ici force unitaire F imposée sur les nœuds de la
bobine à la base du diaphragme et sa réaction sur le noyau de l’aimant, voir force centrée
de la figure 3.35) et on en déduit la réponse réduite modale qr (encore appelée facteurs de
participation ou degrés de liberté généralisés) pour l’ensemble des fréquences ω

{qr(ω)} = [Zfr(ω) + Zr(ω)]−1 {Fr} (3.12)

La réponse couplée de l’enceinte à la fréquence ω est obtenue par restitution de qr
{q(ω)} = [T ] {qr(ω)} = Σjφjqr(φj, ω) (3.13)

qui peut être également vue comme somme pondérée des modes φj par les facteurs de par-
ticipation qr.

Fig. 3.40 – Maillage du volume d’air interne
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Fig. 3.41 – Modèle éléments de frontière de l’en-
ceinte - Partition de l’interface en 7 surfaces vi-
brantes - S1 : surf. gauche, S2 : surf. droite, S3 :
surf. haute, S4 : diaphragme, S5 : surf. arrière, S6 :
surf. avant, S7 : reste

La figure 3.40 présente le modèle éléments finis de l’air interne à rajouter au modèle
de l’enceinte pour tenir compte du couplage. Il possède 1260 degrés de liberté et contient
1647 éléments volumiques (tetra4). La figure 3.41 présente le modèle éléments de frontière de
l’enceinte partitionné en sept surfaces vibrantes. Il possède 323 degrés de liberté et contient
642 éléments surfaciques (tria3).
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3.4.2 Effet du fluide sur le comportement dynamique

On présente dans cette section les résultats du couplage de l’enceinte acoustique avec
l’air. D’une part, on évalue le couplage avec le fluide interne en section 3.4.2.1 et d’autre part
avec le fluide externe en section 3.4.2.2.

3.4.2.1 Fluide interne

L’objectif de cette section est de montrer l’importance du fluide interne à basse fréquence
et son influence sur la prédiction des modes de diaphragme. Le calcul en absence d’air
interne ne présentant pas les couplages constatés expérimentalement (voir section 3.3.3.4),
on cherche à évaluer l’importance de la charge acoustique sur le déplacement du diaphragme.

10
2

10
3

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

Comparaison raideur air interne − Raideur suspensions enceinte PRAME

Z
s
(w)

K
s
(0)

K
f
(w)

Fig. 3.42 – Comparaison impédance du haut-
parleur Zs avec la raideur de suspension statique Ks
et la raideur d’une colonne d’air Kf
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Fig. 3.43 – Transferts mesuré et calculé 1-2048
Hz au point 49ztest et nœud 19z en présence d’air
interne - Excitation centrée

La figure 3.42 montre que la raideur de la colonne d’air enfermée dans l’enceinte derrière
le diaphragme n’est pas du tout négligeable par rapport aux raideur et impédance du haut-
parleur au niveau du diaphragme (il s’agit de la raideur des suspensions) : entre 0 et 100 Hz,
la colonne d’air est plus de quatre fois plus raide que la raideur de suspension statique du
haut-parleur, les anti-résonances ensuite observées correspondant aux modes acoustiques de
la cavité. Cette observation incite à tenir compte de la présence d’air interne, en particulier
à BF.

On superpose en figure 3.43 le transfert vitesse/intensité expérimental (point expérimen-
tal 49ztest qui correspond au nœud 19z du modèle éléments finis) avec le transfert éléments
finis vitesse/force calculé au point central du diaphragme (nœud 19z) avec une excitation
centrée en tenant compte de l’air interne. On observe une très bonne superposition des deux
courbes à basse fréquence autour du mode de piston (remarquer le décalage en fréquence de
19 Hz dû à la raideur de l’air interne), mais les perturbations observées lorsqu’on monte en
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fréquence sont beaucoup plus faibles et on manque complètement le(s) mode(s) très amorti(s)
autour de 1300 Hz. Dans la section 3.3.3.4, l’explication de ce(s) mode(s) comme des modes
locaux très amortis de la suspension périphérique n’est pas plus satisfaisante.
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Fig. 3.44 – Transferts calculés 1-2048 Hz au point
19z en absence et présence d’air interne - Excitation
décentrée
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Fig. 3.45 – Transferts calculés 1-2048 Hz au point
853z en absence et présence d’air interne - Excita-
tion décentrée

On superpose en figures 3.44 et 3.45 les transferts éléments finis vitesse/force calculés
avec une excitation décentrée en absence et en présence d’air interne au centre (nœud 19z)
et en un point décentré (nœud 853z) du diaphragme. On retrouve l’effet de raideur ajoutée
sur le mode de piston (shift de 19 Hz en fréquence) et un léger effet sur l’amplitude des
pics de perturbation suivants mais qui ne suffisent pas à expliquer les fortes perturbations
observées sur le transfert expérimental mesuré au centre du diaphragme.

La présence de fluide interne joue un rôle non négligeable, principalement sur le mode
de piston ; il faut en tenir compte dans le modèle d’enceinte acoustique pour le calcul de
pression aux points de contrôle dans le fluide externe. Son influence étant peu observable
en dehors du premier mode, l’air interne peut être modélisé par une raideur additionnelle
agissant uniquement sur le diaphragme dans sa direction normale pour retrouver le shift en
fréquence de 19 Hz sur le mode de piston (charge acoustique).

3.4.2.2 Étude de l’influence de l’impédance fluide externe

La méthode éléments finis utilisée à la section précédente pour tenir compte de l’air in-
terne est ici remplacée par un calcul éléments de frontière (où seule la frontière est à définir)
pour évaluer l’impédance supplémentaire créée par l’air extérieur, ce dernier occupant en ef-
fet un milieu semi-infini. On verra en section 3.4.3 que la méthode des éléments de frontière
permet également de calculer les pressions aux points de contrôle.
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Fig. 3.46 – 19z : nœud milieu du diaphragme, 6771z : nœud milieu du panneau avant
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Fig. 3.47 – Fonctions de transfert - Gauche : point 19z, droite : point 6771z

On évalue la participation de l’impédance fluide externe dans la raideur dynamique to-
tale aux nœuds de l’interface précisés par la figure 3.46. Pour cela, on évalue la flexibilité
dynamique totale Ht = [c] [Zt]

−1 [b] et le résidu Ht − H = [c] [Zt]
−1 [b] − [c] [Z]−1 [b] où [c]

et [b] sont respectivement les matrices d’observabilité et de commandabilité, [Zt] et [Z] les
matrices d’impédance totale et de la structure. Les fonctions de transfert aux nœuds 19z et
6771z calculées pour une force centrée 44z (voir figure 3.35) sont précisées par la figure 3.47.
La faible valeur du résidu montre que l’air externe agit comme une masse ajoutée et/ou une
raideur ajoutée très faibles, contrairement à l’air interne. En conclusion, on peut négliger
le terme d’impédance fluide externe [Zfr] pour évaluer les facteurs de participation qr de
l’équation (3.12).
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3.4.3 Analyse de la performance acoustique

Les champs de pression sont évalués aux points de contrôle à partir des champs rayonnés
sur la frontière (cf. annexe A). Pour un point ζ appartenant au domaine fluide externe Ωfe,
le théorème de représentation s’applique et le champ de pression p(φi, ζ, ω) créé par le mode
d’interface φi s’écrit

[p(φi, ζ, ω)] =

∫
∂Ω(x)

∂np(φi(x))P
ζ
G(x)dS(x) −

∫
∂Ω(x)

∂nP
ζ
G(x)p(φi(x))dS(x) (3.14)

où les grandeurs ∂np(φi(x)) = ρω2φi(x).n et p(φi(x)) = ρω2 [PG] [∂nPG]−1 φi(x).n sont connues
sur l’interface ∂Ω (voir annexe A).

On peut décomposer l’équation (3.14) en une somme de contributions de surfaces vi-
brantes Sk données par la figure 3.41 :

∫
∂Ω

=
∫

S1∪...∪S7
=
∑

Sk

∫
Sk

, d’où

[p(φi, ζ, ω)] =
∑
Sk

{∫
Sk(x)

∂np(φi(x))P
ζ
G(x)dS(x) −

∫
Sk(x)

∂nP
ζ
G(x)p(φi(x))dS(x)

}
(3.15)

=
∑
Sk

[
p(φi|Sk

, ζ, ω)
]

où le mode d’interface φi|Sk
correspond à la trace du mode φi sur la partition Sk de l’interface.

C’est-à-dire qu’on impose le déplacement φi sur cette surface tandis que les autres surfaces
sont laissées libres.

Les pressions aux points de contrôle sont données pour chaque fréquence ω comme somme
des pressions modales [p(φi, ζ, ω)] pondérées par les facteurs de participation {qr(φi, ω)} soit

{p(ζ, ω)} =
∑

i

[p(φi, ζ, ω)] {qr(φi, ω)} (3.16)

=
∑
Sk

∑
i

[
p(φi|Sk

, ζ, ω)
] {qr(φi, ω)}

=
∑
Sk

[
p|Sk

(ζ, ω)
]

où les facteurs de participation qr sont calculés pour l’ensemble des surfaces vibrantes de
façon classique par l’équation (3.12).

La figure 3.48 précise la position des points de contrôle dans le fluide externe. Les points
ζ1, ζ2 et ζ3 ont été choisis dans l’axe du HP à respectivement 15, 150 et 400 mm du centre
du HP, ζ6 et ζ7 se trouvent à 400 mm du centre du HP dans le plan du panneau avant à 90o

de l’axe du HP, les points ζ4 et ζ5 sont également à 400 mm du centre du HP légèrement
désaxés (5o de l’axe) et appartiennent respectivement aux plans (xOz) et (xOy). Leur posi-
tion relative par rapport au centre du diaphragme sont précisées par le tableau 3.2.
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Fig. 3.48 – Position des points de contrôle ζi au-
tour du modèle BEM de l’enceinte

x y z
ζ1 0 0 15
ζ2 0 0 150
ζ3 0 0 400
ζ4 35 0 398.5
ζ5 0 -35 398.5
ζ6 400 0 0
ζ7 0 -400 0

Tab. 3.2 – Position relative par rapport au centre
du diaphragme (mm)

On évalue le champ de pression externe p(φi|Sk
, ζ, ω) créé par les modes 1 et 2 aux trois

points de contrôle ζ1, ζ2 et ζ3. La figure 3.49 présente une comparaison du champ de pression
créé par le diaphragme uniquement (surface S4 de la figure 3.41), en comparaison avec la
pression générée par le reste des surfaces vibrantes pour le mode 1 sur la bande de fréquence
11-1711 Hz. On observe une décroissance avec la distance et on retrouve l’allure croissante
avec la fréquence habituellement observée pour un piston plan encastré dans un baffle infini
en ce qui concerne le diaphragme, mais également les panneaux en mode de flexion d’ordre
1. L’essentiel de l’énergie acoustique provient du diaphragme. En ce qui concerne le mode 2,
la figure 3.50 montre que l’énergie acoustique provient autant des autres surfaces vibrantes
que du diaphragme.
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Fig. 3.49 – Champ de pression externe à trois dis-
tances rayonné par le diaphragme et le reste des sur-
faces vibrantes - Mode 1
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Fig. 3.50 – Champ de pression externe à trois dis-
tances rayonné par le diaphragme et le reste des sur-
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Les figures 3.51 et 3.52 détaillent les analyses de contribution au point de contrôle ζ3 des
différentes surfaces vibrantes pour les modes 1, 2, 3 et 22.

La figure 3.51 montre que le champ acoustique rayonné (on affiche la grandeur p/ω2) vient
comme on l’a déjà vu essentiellement du diaphragme pour le mode 1, mais d’autres surfaces
vibrantes pour les modes suivants : des panneaux gauche et droite pour le mode 2, du pan-
neau avant pour le mode 3, des panneaux haut et avant pour le mode 22. Pour le mode 3, le
diaphragme ne rayonne quasiment pas et on observe un creux dans sa réponse vers 320 Hz ;
le diaphragme est animé d’un mouvement de basculement, ce qui entrâıne des déphasages et
une chute de pression à cette fréquence. Le mode 22 présente également un creux à 1050 Hz
dans la réponse acoustique du diaphragme : le diaphragme se déforme pour ce mode (voir
figure 3.17) et l’ensemble de sa surface ne se déplace plus en phase.
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Fig. 3.51 – Champ de pression externe modal divisé par ω2- Modes 1,2,3 et 22
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La figure 3.52 montre les contributions cumulées de chaque surface vibrante sur le champ
acoustique rayonné pour les mêmes modes (1, 2, 3 et 22). L’intérêt de cette représentation est
qu’elle permet d’ordonner pour chaque mode les surfaces vibrantes par ordre d’importance.

Le fait que l’on observe aucune courbe sur la première figure (mode 1) s’explique par ce
que toute la contribution provient du diaphragme et que la courbe est totalement centrée
autour de la valeur 1. On observe que les panneaux latéraux contribuent chacun à presque
50% au rayonnement acoustique du mode 2, avec une chute de 10% à partir de 800 Hz ;
les 20% manquant sont alors apportés par le diaphragme. Le panneau avant contribue à
la majorité de l’énergie acoustique (60%-70%) rayonnée par le mode 3 sur l’ensemble de la
bande fréquentielle. En ce qui concerne le mode 22, les panneaux haut et avant rayonnent
énormément avec une participation du panneau haut qui chute avec la fréquence (chute de
plus de 40% sur la bande de fréquence de calcul) ; les panneaux latéraux comblent l’énergie
manquante.
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Fig. 3.52 – Contribution des surfaces vibrantes sur le champ de pression externe- Modes 1,2,3 et 22
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Chapitre 3. Traitement amortissant d’une enceinte acoustique

On s’intéresse maintenant au rayonnement global de l’enceinte (on tient compte de l’en-
semble des modes pondérés par les facteurs de participation) en comparant la contribution
des surfaces vibrantes avec ou sans diaphragme (surface S4) en 171 fréquences (bande de
fréquence 11-1711 Hz).

Comme on l’a vu en section 3.2, tout le signal utile doit provenir du diaphragme et être le
moins possible perturbé par les autres surfaces vibrantes. On va donc veiller à diminuer au
maximum la contribution des surfaces vibrantes autres que le diaphragme dans cette bande
de fréquence. L’analyse de la contribution au rayonnement acoustique par mode nous a mon-
tré que pour certains modes les panneaux contribuent énormément à l’énergie acoustique
rayonnée ; ceci nous incite à les traiter tout en privilégiant le mode de piston où le rayonne-
ment du diaphragme est important.

Les calculs sont effectués pour l’ensemble des modes présents dans cette bande de fréquence
en plusieurs points de contrôle ζi de la figure 3.48. L’amortissement apporté par les diffé-
rents matériaux -on affecte un facteur de perte par groupe de matériaux (amortissement
hystérétique)- est pris en compte dans le calcul des facteurs de participation qr.

La pression sonore aux points de contrôle est évaluée à l’aide de l’équation (3.16) avec
les facteurs de participation qr correspondant au vecteur complexe

{qr(ω)} = [Zr]
−1 {Fr} (3.17)

=
[−ω2 [Mr] + (1 + iη1) [Kr1] + ...+ (1 + iη4) [Kr4]

]−1 {Fr}

où les facteurs de perte ηi sont définis comme des valeurs constantes (amortissement hysté-
rétique) par le tableau suivant

Groupes Facteur de perte
Suspension périphérique : 1 η1 = 0.2
Acier : 2 :5 7 :10 η2 = 0.001
Spider : 6 η3 = 0.1
MDF : 11 :18 η4 = 0.01

On peut ensuite imaginer utiliser une loi analytique ou tabulée des modules complexes
décrivant les dépendances des matériaux viscoélastiques en fréquence, température et pré-
contrainte (section 1.3.1).

La base de réduction utilisée est la base T3 précisée en section 1.3.2, mais on peut contrôler
l’erreur sur le calcul des fonctions de transfert en utilisant la méthodologie d’itération sur les
résidus (section 1.3.2).
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3.4. Analyse vibroacoustique

La figure 3.53 montre le champ de pression calculé aux points de contrôle ζ3, ζ4, ζ6 et ζ7
créé par la force décentrée : on voit que les modes 3 (546 Hz), 4 (590 Hz) et 13 (1114 Hz)
sont particulièrement perturbants. Le mode 3 correspond à de la flexion d’avant en arrière
du coffret par rapport à la base encastrée et on conçoit bien qu’il contribue au rayonnement
acoustique dans l’axe du HP. Le mouvement de basculement important du diaphragme dans
le mode 4 apporte beaucoup d’énergie acoustique. Le mode 13 qui correspond à une transla-
tion de haut en bas de la masse du HP fait travailler en flexion la plupart des panneaux qui
rayonnent beaucoup dans l’axe du HP.

Le point de contrôle ζ6, placé sur le côté droit à 90o du centre du diaphragme dans le plan
du panneau avant, permet d’observer la perturbation créée par le mode 2 (460 Hz), qui est
un mode de flexion latéral -de gauche à droite- du coffret. La pression au point de contrôle
ζ7 est perturbée par les modes 11, 13, 14 qui sont des modes où les panneaux travaillent
beaucoup (en particulier le panneau haut pour le mode 14) et le mode 18 qui est le premier
mode de déformation importante du diaphragme.
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Fig. 3.53 – Pression en ζ3, ζ4, ζ6 et ζ7 - Force unitaire décentrée
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3.4.4 Conception d’un traitement amortissant

L’analyse des modes propres de l’enceinte (section 3.3.2) met en effet en avant le rôle
important joué par la masse du HP dans les modes perturbant le champ sonore rayonné
(modes 3, 4 et 13). Suite à l’analyse de performance réalisée dans la section précédente, il
semble particulièrement utile d’amortir les modes liés aux translations et rotations de la
masse de l’aimant. Ces modes font travailler le coffret en flexion et sont source de perturba-
tions importantes dans la réponse acoustique. La figure 3.54 présente le traitement proposé
pour modifier l’allure des modes perturbants : huit tirants amortis sont fixés entre les huit
sommets du coffret et quatre nœuds de la surface inférieure de l’aimant du HP.

Fig. 3.54 – Position des tirants amortis - Deux vues

L’efficacité de l’amortissement au sein de la structure est très sensible aux valeurs para-
métriques du traitement amortissant (module, coefficient d’amortissement, épaisseur, etc...)
choisies dans le modèle. Si une solution trop raide est retenue, l’énergie de déformation ne s’y
localisera pas ; si le traitement est trop souple, il ne reprendra pas suffisamment les efforts.
Ces deux cas extrêmes où la dissipation est faible incitent à optimiser les valeurs paramé-
triques pour se trouver dans une zone efficace.

La figure 3.55 illustre ce phénomène en montrant l’évolution des résonances du transfert
vitesse/force 6771z/44z (point central du panneau avant/force décentrée) en fonction de la
raideur des tirants amortis pour un facteur de perte η = 1. La raideur optimale pour laquelle
le pouvoir amortissant des tirants s’exprime au mieux pour les modes 3 et 4 correspond à
des poutres amorties en acier de diamètre 5 mm.
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Fig. 3.55 – Transfert 6771z/44z - Optimisation de la raideur des tirants amortis pour η = 1- Traittillés
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La figure 3.56 compare les transferts calculés 6771z/44z pour l’enceinte initiale et pour l’en-
ceinte équipée de tirants amortis dimensionnés avec la raideur optimale évaluée précédem-
ment. On observe bien que tout en ayant préservé le mode de piston (mode 1), on a décalé
la position des résonances, mais surtout bien réussi à réduire les niveaux des modes 3 et 4 et
d’un certain nombre de modes suivants.
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Fig. 3.56 – Transfert 6771z/44z sans et avec tirants amortis (raideur optimale)

La figure 3.57 présente le transfert calculé 6771z/44z pour différents niveaux d’amortis-
sement des tirants. On voit que l’augmentation d’amortissement corrige principalement le
niveau du mode 3, l’amplitude du mode 4 n’étant pas modifiée. Des atténuations de niveau
intéressantes sont obtenues pour l’ensemble des modes suivants. La figure 3.58 présente le
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mode 4 : c’est un mode de coffret qui fait travailler en flexion l’ensemble des panneaux, sans
faire intervenir la masse du HP. Il est donc normal que ce mode qui ne fait donc pas travailler
les tirants amortis n’est pas sensible à leur amortissement.
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Fig. 3.57 – Transfert 6771z/44z - Influence du
facteur de perte η des tirants amortis

Mode 4 at 719.3 Hz

Fig. 3.58 – Mode 4 projeté sur le modèle éléments
de frontière

La figure 3.59 qui présente la pression rayonnée au point de contrôle ζ3 pour différents fac-
teurs de perte des tirants mène à la même conclusion. L’augmentation du facteur de perte
permet de lisser la pression totale et de diminuer les contributions des surfaces du coffret
sauf pour le mode 4.
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La figure 3.60 montre la pression obtenue aux points de contrôle ζ3, ζ4, ζ6 et ζ7 : une
comparaison avec les champs de pression calculés sur l’enceinte initiale (figure 3.53) rend
compte du lissage intéressant obtenu pour la pression totale dû à l’atténuation d’un grand
nombre de pics. Il reste néanmoins à corriger le mode 4. Dans des directions extrêmes (à 90o

de l’axe du HP, points ζ6 et ζ7), les modes 10 et 12 deviennent également perturbants.
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Fig. 3.60 – Pression en ζ3, ζ4, ζ6 et ζ7 - Force unitaire décentrée
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La figure 3.61 montre l’influence sur la pression en ζ3 des différentes surfaces vibrantes de
l’enceinte. On voit une grande influence des surfaces latérales S1 et S2, ainsi que du panneau
arrière S5. Une solution envisagée pour corriger le mode 4 pourrait être de placer une couche
de matériau amortissant contraint ou des systèmes amortissants SPADD [79] sur la surface
interne des panneaux S1, S2 et S5.
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Fig. 3.61 – Participation des surfaces vibrantes à la pression en ζ3

3.5 Conclusion

On a présenté au cours de ce chapitre la modélisation et la validation expérimentale
du comportement vibroacoustique d’une enceinte acoustique sur la bande de fréquence 11-
1711 Hz. Un recalage a été effectué sur le matériau constituant le coffret et sur les raideurs
des suspensions, points critiques dans la conception de l’enceinte. On a mis en avant l’impor-
tance de prendre en compte l’air interne dans le calcul du mode de piston ; le fluide interne
rajoute une raideur qui décale la fréquence associée. Une étude plus poussée devrait per-
mettre d’expliquer la perturbation très amortie observée expérimentalement aux alentours
de 1300 Hz sur la fonction de transfert vitesse/force du diaphragme.

À partir du modèle recalé, on a pu effectuer un calcul de pression dans le fluide externe
par une méthode d’éléments de frontière et évaluer la participation des différents éléments
vibrants de la structure sur le champ acoustique rayonné. La force électromagnétique a été
modélisée comme une action/contre-réaction à la base de la bobine. On a pu observer que la
majorité de l’énergie acoustique provient du diaphragme et qu’elle est principalement rayon-
née par le mode de piston qui est le premier mode propre de la structure ; cette prédiction
numérique rejoint le principe de fonctionnement théorique d’une enceinte. Une certaine quan-
tité d’énergie acoustique est également rayonnée par le coffret ; une analyse modale permet
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de repérer les modes propres participant à ce rayonnement perturbant. La masse du HP
y joue un rôle important : du fait de sa position de porte-à-faux par rapport au panneau
avant, elle participe, par ses mouvements, à faire travailler le panneau avant et par voie de
conséquence l’ensemble du coffret.

On traite une partie de ces modes perturbants en mettant en place un traitement amortissant
qui corrige l’amplitude des mouvements de la masse du HP : huit tirants amortis sont placés
entre les coins du coffret et quatre nœuds de la surface inférieure de l’aimant du HP. On
montre l’utilité d’une optimisation paramétrique qui permet de dimensionner au mieux ces
tirants pour que leur pouvoir amortissant soit maximal dans la bande de fréquence considérée.
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120



Conclusion

Résumé - Contributions

Les résultats de cette thèse concernent la prédiction numérique, la mise en œuvre et l’ana-
lyse expérimentale de traitements amortissants dans les structures, dont une application a
visé l’amélioration du comportement vibroacoustique d’une enceinte acoustique.

Le chapitre 1 a présenté l’amortissement dans les structures par ajout de traitements vis-
coélastiques. Après avoir défini le module complexe dans le cadre de la viscoélasticité linéaire,
différents modèles paramétriques d’amortissement viscoélastique ont été présentés. Les pa-
ramètres de ces modèles sont identifiés à partir de mesures expérimentales qui mettent en
évidence la dépendance du module complexe aux facteurs d’environnement fréquence, tem-
pérature et précontrainte. La prise en compte de cette dépendance dans les différents modèles
et l’efficacité de leur implémentation dans la méthode des éléments finis ont été comparées.
Une réflexion plus poussée sur la méthodologie d’itérations sur les résidus a été menée afin
d’effectuer des calculs réduits de fonctions de transfert avec mesure de l’erreur a priori. Étant
donné le gain de temps calcul, de stockage mémoire et leur simplicité d’utilisation, on a choisi
d’utiliser directement les données expérimentales sous forme de lois tabulées. L’hypothèse de
superposition permet d’obtenir ces lois sur une large bande de fréquence.

Au chapitre 2, un nouveau banc de mesure des propriétés mécaniques de films viscoélas-
tiques a été conçu pour obtenir des lois tabulées en fréquence, température et précontrainte.
La prise en compte de ce dernier facteur d’environnement et son étude expérimentale sont
en effet primordiales si on veut connâıtre les effets de la mise en forme de tôles sandwich sur
l’évolution de leurs propriétés mécaniques. Le banc permet de mesurer des échantillons de
tôles sandwich acier-polymère-acier standard et d’induire de la précontrainte statique dans
le polymère, jusqu’à un taux de cisaillement de 300 %, proche de la limite de délaminage
de la tôle sandwich. La réalisation d’un banc exempt de résonances dans la bande fréquen-
tielle d’intérêt étant très difficile, la caractérisation du module est réalisée sur des bandes
relativement étroites. Un dimensionnement numérique statique et dynamique du banc a per-
mis de comprendre et de définir un domaine fréquence-température-précontrainte adapté
au matériau viscoélastique étudié. Des mesures expérimentales dynamiques à température et
précontrainte contrôlées ont été effectuées sur l’échantillon BI2F fourni par Usinor [76]. Après
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traitement des données mesurées, les hypothèses de superposition fréquence-température et
fréquence-précontrainte ont été validées pour cet échantillon et ont permis d’obtenir une loi
tabulée de ce film viscoélastique en large bande.

L’application finale présentée au chapitre 3 a été la modélisation et l’optimisation du
traitement amortissant d’une enceinte acoustique afin d’améliorer son comportement vibroa-
coustique. Idéalement, le coffret doit avoir un caractère vibratoire neutre dans la bande
fréquentielle d’écoute et tout le signal sonore utile doit provenir du déplacement vibratoire
du seul diaphragme. Un modèle éléments finis d’une enceinte close PRAME [60] a été recalé
sur un modèle expérimental avec prise en compte du fluide interne, ce qui a ensuite permis
le calcul du champ acoustique rayonné par la structure dans le fluide externe à l’aide d’un
modèle éléments de frontière. La méthode utilisée prend en compte dans le calcul acoustique
l’amortissement propre à chaque matériau de l’enceinte. On a alors envisagé une solution à
base de tirants amortis pour rendre plus neutre le comportement vibratoire du coffret sans
affecter le mode de piston. Enfin, les paramètres définissant la raideur des tirants ont été
optimisés.

Perspectives

Dans l’objectif de poursuivre les travaux de recherche réalisés autour du banc de mesure,
il serait intéressant de généraliser les mesures à d’autres types de plaques sandwich, à épais-
seurs de cœur et de raideur différentes comme le modèle CVF10 présenté au chapitre 2. Il
faudrait procéder à des comparaisons avec d’autres tests réalisés avec d’autres moyens de
mesure sur les mêmes plaques sandwich et observer si on peut construire des nomogrammes
équivalents. Ceci n’est réalisable que pour des essais en fréquence-température, aucun autre
essai en fréquence-précontrainte n’ayant été relevé dans la littérature.

Une étude plus précise des temps de fluage de la plaque sandwich à des échelons de tempé-
rature et de précontrainte s’avére nécessaire pour garantir que la mesure dynamique a lieu
aux points d’équilibre du film viscoélastique. Une automatisation des mesures permettrait
d’effectuer des essais en de nombreux points de température et de précontrainte : des mesures
dynamiques croisées des deux facteurs d’environnement seraient alors possible et méneraient
à l’obtention de nomogrammes à deux entrées (fréquences réduites en température et en
précontrainte, simultanément).

L’utilisation dans les modèles numériques de lois tabulées en précontrainte nécessite la
connaissance des contraintes résiduelles présentes dans le cœur viscoélastique de plaques
sandwich lors de la mise en forme de la structure (pliage, coudage, emboutissage, etc.). Pour
l’instant, la méthode des éléments finis ne permet pas de prédire le taux de cisaillement sta-
tique dans le film viscoélastique à partir de la seule donnée de la géométrie. Des recherches,
basées sur la double connaissance des géométries initiale -avant mise en forme- et finale,
restent à être menées.
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En ce qui concerne l’enceinte acoustique PRAME, des difficultés pour recaler de façon
satisfaisante le comportement vibroacoustique du modèle éléments finis sur le modèle expé-
rimental ont été rencontrées. L’allure générale des modes de coffret et de diaphragme a été
retrouvée mais l’interprétation du mode très amorti mesuré vers 1300 Hz sur le diaphragme
se révèle complexe. En effet, l’allure très amortie de ce mode rend son identification expéri-
mentale difficile et d’un autre côté le modèle numérique ne permet pas de retrouver une telle
forme de mode dans les calculs de transferts. Des modes locaux de suspension, un couplage
électromagnétique ou encore des modes acoustiques de cavité, en particulier du volume d’air
présent derrière le spider, pourraient être une explication. Ces hypothèses seraient plus faciles
à valider à l’aide d’un essai sur HP isolé qui n’a pas pu être réalisé.

Pour valider la proposition de traitement à base de tirants amortis, il faudrait les dimen-
sionner à l’aide d’une modélisation éléments finis précise, faisant par exemple appel à des
tubes sandwich (deux tubes de diamètres différents enfichés l’un dans l’autre et solidarisés à
l’aide d’une colle polymérique définissant une zone viscoélastique torique, le mouvement dif-
férentiel des tubes faisant travailler la zone viscoélastique en cisaillement). Le calcul, effectué
avec le modèle simplifié d’amortissement hystérétique, pourrait être remplacé par un calcul
utilisant une représentation loi tabulée pour la zone viscoélastique, les propriétés mécaniques
du matériau viscoélastique étant déterminées à l’aide du banc proposé au chapitre 2. Une
fois la géométrie des tirants dimensionnée (diamètre et raideur des tubes en acier, épaisseur
du tore viscoélastique) et le matériau viscoélastique choisi, on pourrait alors envisager d’inté-
grer le traitement amortissant à l’enceinte réelle et de valider l’ensemble par des corrélations
calcul-essais vibratoires et acoustiques.
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Interaction Fluide-Structure

On formule le problème d’interaction fluide-structure en un problème global défini unique-
ment sur l’interface, associé à des problèmes locaux dans chaque sous-domaine. Ce problème,
qui a pour inconnue le déplacement de l’interface φ, est qualifié de sous-structuration dyna-
mique.

Ωs
Ω f

n

δΩ

Fig. A.1 – Interaction fluide-structure - Ωf : sous-domaine fluide ; Ωs : sous-domaine structure ; ∂Ω :
interface fluide-structure ; n : normale extérieure

Les équations menant aux problèmes locaux pour le sous-domaine fluide Ωf et pour le
sous-domaine structure Ωs sont développées en section A.1. On rappelle en section A.2 les
équations locales vérifiées dans chaque sous-domaine et l’équilibre global de l’interface ∂Ω,
exprimé au sens faible.

En section A.3, on se pose le problème de la résolution de chaque sous-problème qui passe par
une discrétisation en vue de sa résolution numérique ; une méthode par équation intégrale
et éléments de frontière est appliquée au sous-problème fluide et une méthode éléments finis
au sous-problème élastodynamique. On est alors en mesure de résoudre le problème couplé
à l’interface.
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Annexe A. Interaction Fluide-Structure

A.1 Équations du modèle

A.1.1 Acoustique linéaire

Le fluide, occupant le sous-domaine Ωf , est supposé au repos, homogène, irrotationnel et
compressible. L’action de la pesanteur est supposée négligeable et nous désignons respecti-
vement par p, v et ρf les champs de surpression, de vitesse et la densité moyenne du fluide.

D’une part, l’équation de la dynamique linéarisée conduit, après une transformation de Fou-
rier, à l’équation suivante :

iρfωv(x, ω) + grad p(x, ω) = 0 ∀x ∈ Ωf , ∀ω ∈ R (A.1)

où ω et i désignent respectivement la pulsation et l’unité imaginaire. D’autre part, le caractère
compressible combiné à l’équation de conservation de la masse [21] permet d’écrire, après
linéarisation et transformation de Fourier, l’équation suivante

ρfdiv v(x, ω) + iωρfκp(x, ω) = 0 (A.2)

où κ désigne le coefficient de compressibilité que nous supposons homogène et indépendant
de la fréquence.

La combinaison des équations (A.1) et (A.2) mène alors à l’équation de Helmholtz

	p(x, ω) +
ω2

c2f
p(x, ω) = 0 ∀x ∈ Ωf , ∀ω ∈ R (A.3)

où cf représente la célérité des ondes acoustiques et s’exprime en fonction des deux para-
mètres caractérisant le fluide : cf =

√
1/κρf . Cette équation décrit le comportement d’un

fluide non visqueux en l’absence de terme source. Nous renvoyons à [53] pour diverses exten-
sions de l’équation (A.3), tenant compte de ces phénomènes.

Notons que le seul champ de surpression p permet de caractériser entièrement le com-
portement dynamique du fluide. Nous présentons par la suite les deux conditions limites
auxquelles est soumis le fluide pour nos applications : les conditions limites à l’interface
fluide-structure et les conditions limites de rayonnement à l’infini.

• Interface fluide-structure ∂Ω

Les conditions aux interfaces assurent le raccordement des variables du sous-domaine fluide
Ωf avec le sous-domaine structure Ωs le long de l’interface fluide-structure ∂Ω.
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A.1. Équations du modèle

Ωs

Ω f

n =nsn f
x

x

δΩ

Fig. A.2 – Interface structure-fluide - Définition des normales en x

En notant n la normale extérieure en x à Ωs, pour un fluide non visqueux, il y a égalité entre
la composante normale des champs de déplacement associée au fluide et celle associée au
solide au niveau de l’interface fluide-structure (figure A.2). Cette compatibilité cinématique
se traduit par

ρfω
2u(x, ω).n(x) − ∂np(x, ω) = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀ω ∈ R (A.4)

où ∂np = grad p.n.

Un fluide non visqueux exerce sur le solide une force normale associée à la pression. L’équilibre
des deux milieux conduit à la compatibilité dynamique suivante

tn(u(x, ω)) − p(x, ω)n = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀ω ∈ R (A.5)

où le vecteur contrainte tn(u) s’appliquant sur l’interface de normale n s’écrit en fonction du
tenseur des contraintes tn(u) = σ(u).n (cf. équation A.10).

• Conditions de rayonnement sortant

Pour un domaine Ωf non borné, des conditions limites sont spécifiées à l’infini. Ces condi-
tions imposent que les ondes s’éloignant de la source (force d’excitation) doivent s’atténuer
(condition de décroissance) et assurent qu’aucune onde ne puisse provenir de l’infini (condi-
tion de radiation de Sommerfeld sortante).

Cette dernière condition, que nous détaillons, consiste à imposer à la surpression p de suivre
un comportement d’onde plane à l’infini.
Pour un milieu fluide caractérisé par sa masse volumique et sa vitesse de propagation des
ondes cf , le mouvement de la composante harmonique (de pulsation ω) d’une onde plane se
propageant selon le sens des x positifs s’écrit en fonction du temps t

p(x, t) = p0e
iω(t−||x||/cf ) = p0e

i(ωt−k||x||) (A.6)

avec k = ω/cf le nombre d’onde et p0 la valeur de la pression en x = 0 et t = 0 .
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Son impédance dans la direction de propagation n s’écrit dans le domaine fréquentiel

∂np(x, ω) = −ikp(x, ω). (A.7)

La condition de radiation de Sommerfeld sortante pour le champ de surpression p se traduit
par l’écriture limite de l’équation (A.7)

lim
||x||→∞

1

||x||(∂np(x, ω) + ikp(x, ω)) = 0 avec n(x) =
x

||x|| . (A.8)

A.1.2 Élastodynamique linéaire

Le milieu solide, occupant le sous-domaine Ωs, suit un comportement élastique linéaire, ca-
ractérisé par les coefficients de Lamé λ et µ. En outre, sa densité est notée ρs et le champ de
déplacement décrivant la dynamique de ce milieu est noté u.

À une fréquence donnée ω et pour tout x ∈ Ωs, on associe à u(x, ω) le tenseur des défor-
mations, noté ε((u(x, ω)), et le tenseur des contraintes, noté σ(u(x, ω)), définis pour chaque
matériau par {

ε(u) = 1
2
(grad u+ grad Tu)

σ(u) = λ div (u)I + 2µε(u)
(A.9)

où I désigne la matrice identité.

Le vecteur contrainte tn(u(x, ω)) s’appliquant en un point x situé sur une surface (suffisam-
ment régulière) orientée par la normale n en ce point s’écrit

tn(u(x, ω)) = σ(u(x, ω)).n(x). (A.10)

Dans l’hypothèse des petits déplacements, l’équation de la dynamique pour le domaine solide
déformable Ωs soumis à une force extérieure volumique f s’écrit dans le domaine fréquentiel

div (σ(u(x, ω))) + f(x, ω) = −ρsω
2u(x, ω) ∀x ∈ Ωf ,∀ω ∈ R (A.11)

et conduit après prise en compte de l’équation (A.9) à l’équation de Navier

	∗u(x, ω) + f(x, ω) = −ρsω
2u(x, ω) ∀x ∈ Ωf ,∀ω ∈ R (A.12)

où l’opérateur 	∗ s’exprime comme suit

	∗u(x, ω) = (λ+ µ) grad (div u(x, ω)) + µ	u(x, ω). (A.13)

Notons que l’opérateur 	∗ dépend du milieu dans lequel il est défini par l’intermédiaire des
coefficients de Lamé λ et µ.
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A.2. Équations continues

Lorsque le comportement du milieu solide n’est pas parfaitement élastique, des processus
dissipatifs interviennent. L’amortissement d’un tel milieu peut être pris en compte dans la
loi de comportement en introduisant une composante complexe dans les coefficients de Lamé{

λ∗ = λ(1 + i(βλ + ωηλ))
µ∗ = µ(1 + i(βµ + ωηµ))

(A.14)

où les coefficients ηλ et ηµ déterminent la composante visqueuse de l’amortissement intro-
duisant un déphasage croissant avec la fréquence tandis que les paramètres βλ et βµ corres-
pondent à l’amortissement hystérétique, indépendants de la fréquence (cf. chapitre 1).

• Conditions limites

Les conditions aux interfaces assurant le raccordement des variables du sous-domaine struc-
ture Ωs avec le sous-domaine fluide Ωf le long de l’interface fluide-structure sont évoquées
au paragraphe Interface fluide-structure de la section A.1.1 (équations (A.4) et (A.5)).

Nous ajoutons le cas d’une interface structure-air ∂Ω où la pression de l’air est négligée
(surface libre). Dans ce cas, la compatibilité dynamique conduit à

tn(x)(u(x, ω)) = 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀ω ∈ R. (A.15)

A.2 Équations continues

A.2.1 Équation locale fluide

Le champ de pression p vérifie le système suivant, exprimé dans le domaine fréquentiel à
la pulsation ω 


	p+ ω2

c2f
p = 0 dans Ωf

∂np = ρfω
2φ.n sur ∂Ω

+ CR de Sommerfeld

(A.16)

où on rappelle que cf est la célérité des ondes dans le fluide et ρf la densité volumique du
fluide.

On a ∂np = grad p.n suivant la normale n extérieure au domaine structure Ωs (cf. figure A.1)
et φ.n est la composante normale à l’interface du déplacement φ inconnue du problème
global (A.18).
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A.2.2 Équation locale structure

Le champ de déplacement u vérifie le système suivant, exprimé dans le domaine fréquentiel
à la pulsation ω {

div σ(u) + f = −ρsω
2u dans Ωs

u = φ sur ∂Ω
(A.17)

où ρs est la densité volumique de la structure. φ est le déplacement de l’interface, inconnue
du problème global (A.18).

A.2.3 Équilibre global de l’interface

On écrit au sens faible l’équilibre dynamique de l’interface ∂Ω. L’équation (A.5) devient∫
∂Ω

(tn(u(φ)) − p(φ)n).vdS = 0 (A.18)

où tn(u) = σ(u).n et v est une fonction quelconque cinématiquement admissible.

A.3 Résolution [19]

A.3.1 Sous-domaine fluide

La formulation variationnelle du problème fluide (A.16) s’écrit dans Ωf∫
Ωf

(	p+
ω2

c2f
p)vdΩ = 0 (A.19)

où v est une fonction quelconque cinématiquement admissible.

Une première intégration par partie au terme de gauche mène à

−
∫

Ωf

grad pgrad vdΩ +

∫
∂Ω

grad p.nvdS +
ω2

c2f

∫
Ωf

pvdΩ = 0. (A.20)

Si on applique une double intégration par parties au terme de gauche, on aboutit à∫
Ωf

	pvdΩ = −
∫

∂Ω

grad v.npdS +

∫
∂Ω

grad p.nvdS +

∫
Ωf

p	vdΩ. (A.21)

En combinant les équations (A.19) et (A.21), on obtient

−
∫

∂Ω

∂nvpdS +

∫
∂Ω

∂npvdS +

∫
Ωf

p(	v +
ω2

c2f
v)dΩ = 0 (A.22)

avec ∂nv = grad v.n et ∂np = grad p.n.
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Nous avons besoin de définir les fonctions de Green. La solution élémentaire de Green du
problème local défini sur Ωf étendu à un milieu infini de même caractéristique que Ωf , est
une solution associée à une source unidirectionnelle unitaire S(x) = −δx−ζ appliquée en ζ,
qui satisfait des conditions de radiation de Sommerfeld sortante à l’infini (A.8). Les solutions
élémentaires en pression et en “déplacement” au point x induites par la source sont notées
P ζ

G(x) = PG(x, ζ) et ∂nP
ζ
G(x) = ∂nPG(x, ζ).

Les fonctions de Green du milieu acoustique vérifient l’équation d’Helmholtz (A.3) en pré-
sence du terme source δx−ζ

	P ζ
G(x) +

ω2

c2f
P ζ

G(x) + δx−ζ = 0 ∀ζ ∈ Ωf , ∀x ∈ ∂Ω, ∀ω ∈ R (A.23)

En posant v = P ζ
G dans l’équation (A.22) et en utilisant la relation (A.23), on obtient la

formulation intégrale ∫
∂Ω

[
P ζ

G∂np− p∂nP
ζ
G

]
dS =

∫
Ωf

pδx−ζdΩ. (A.24)

Si ζ n’appartient pas à la frontière du domaine ∂Ω, l’intégration du membre de droite est
immédiate. On obtient la représentation intégrale en tout point régulier∫

∂Ω

[
P ζ

G∂np− p∂nP
ζ
G

]
dS =

{
p(ζ) si ζ ∈ Ωf

0 si ζ /∈ Ωf
(A.25)

Si ζ appartient à la frontière du domaine, l’intégration de la formule (A.24) se fait par passage
à la limite. On obtient l’équation intégrale en tout point régulier∫

∂Ω

[
P ζ

G∂np− p∂nP
ζ
G

]
dS =

1

2
p(ζ). (A.26)

La formulation intégrale de la solution du problème (A.16) s’écrit donc


Trouver (p, φ) tel que ∀x ∈ ∂Ω∫
∂Ω

[
P ζ

G∂np− p∂nP
ζ
G

]
dS = 1

2
p(ζ)

avec ∂np = ρfω
2φ.n sur ∂Ω

(A.27)

Si ce problème est résolu, on a pour ζ ∈ Ωf

p(ζ) =

∫
∂Ω

[
P ζ

G∂np− p∂nP
ζ
G

]
dS. (A.28)

Pour résoudre le problème (A.27), on approche la frontière ∂Ω parNe éléments de frontière
et on suppose les champs ∂np et p constants sur chaque élément du maillage. On peut les
décomposer suivant les fonctions de base de ces éléments

∂np(x) = ΣE=1..Nep
dn
E ψE(x) ; p(x) = ΣE=1..NepEψE(x). (A.29)
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Ce qui permet d’écrire une version discrétisée du problème (A.27)

ΣE∂npE

∫
∂Ω

P ζ
G(x)ψE(x)dS − ΣEpE

∫
∂Ω

ψE(x)∂nP
ζ
G(x)dS = ΣEpE

1

2
δx−ζψE(x). (A.30)

Les fonctions de base ψE sont nulles sur tout élément autre que l’élément E, les intégrales
sur la frontière se réduisent à des intégrales sur l’élément E, d’où

ΣE∂npE

∫
E

P ζ
G(xE)ψE(xE)dS = ΣEpE

[∫
E

∂nP
ζ
G(xE)ψE(xE)dS +

1

2
δxE−ζψE(xE)

]
. (A.31)

En choisissant le point ζ qu’on note ζF au centre de gravité de l’élément F et en notant
δxE−ζF

= δEF , on obtient

ΣE∂npE

∫
E

P ζ
G(xE)ψE(xE)dS = ΣEpE

[∫
E

∂nP
ζ
G(xE)ψE(xE)dS +

1

2
δEFψE(xE)

]
(A.32)

qui d’un point de vue matriciel s’écrit

[PG] {∂np} = [∂nPG] {p} (A.33)

avec

– {∂np} =
{
pdn

1 ..p
dn
Ne

}T
;

– {p} = {p1..pNe}T ;

– [PG] =
[
\∫

E
P ζF

G (xE)ψE(xE)dS\

]
;

– [∂nPG] =
[
\∫

E
∂nP

ζF

G (xE)ψE(xE)dS + 1
2
δEFψE(xE)\

]
.

A.3.2 Sous-domaine structure

La formulation variationnelle du problème élastodynamique (A.17) s’écrit dans Ωs∫
Ωs

(div σ(u) + ρsω
2u)vdΩ +

∫
Ωs

fvdΩ = 0 (A.34)

avec v une fonction test quelconque cinématiquement admissible. On applique une intégration
par partie au terme de gauche∫

Ωs

div σ(u) = −
∫

Ωs

σ(u) : ε(v)dΩ +

∫
∂Ω

tn(u).vdS (A.35)

où tn(u) = σ(u).n.
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A.3. Résolution [19]

En combinant les équations (A.34) et (A.35) et en contraignant la fonction v à être nulle sur
l’interface ∂Ω, l’équation (A.34) se réécrit∫

Ωs

σ(u) : ε(v)dΩ − ω2

∫
Ωs

ρsuvdΩ =

∫
Ωs

fvdΩ. (A.36)

La formulation variationnelle du problème (A.17) s’énonce donc comme


Trouver (u, φ) tel que∀v vérifiant v|∂Ω = 0∫
Ωs
σ(u) : ε(v)dΩ − ω2

∫
Ωs
ρsuvdΩ − ∫

Ωs
fvdΩ = 0

u = φ sur ∂Ω
(A.37)

Soit [Φ] = {Φi}i∈1..N une base orthonormée du sous-espace vectoriel associé à Ωs ; on
décompose u sur cette base i.e u = ΣiuiΦi et on prend v = Φj ∀j ∈ 1..N . Ceci permet
d’écrire une version discrétisée du problème (A.17)

Σiui

{∫
Ωs

σ(Φi) : ε(Φj)dΩ − ω2

∫
Ωs

ρsΦiΦjdΩ

}
=

∫
Ωs

fΦjdΩ ∀j ∈ [1..N ] (A.38)

du fait de la linéarité du tenseur contrainte σ. Ceci mène directement à l’écriture matricielle
suivante

(
[K] − ω2 [M ]

) {u(ω)} = {F} (A.39)

avec

– [K] la matrice de raideur de la structure, [K] =
[
\∫

Ωs
σ(Φi) : ε(Φj)dΩ\

]
;

– [M ] la matrice de masse de la structure, [M ] =
[
\∫

Ωs
ρsΦiΦjdΩ\

]
;

– {F} =
{∫

Ωs
fΦjdΩ

}
les forces extérieures à la structure.

A.3.3 Équilibre global

Le terme de gauche de la formulation variationnelle (A.18) après une intégration par
parties inverse et utilisation de l’équation locale structure (A.17) devient∫

∂Ω

tn(u)vdS =

∫
Ωs

σ(u) : ε(v)dΩ − ω2

∫
Ωs

ρsuvdΩ −
∫

Ωs

fvdΩ. (A.40)

L’équilibre global se réécrit alors comme∫
Ωs

σ(u) : ε(v)dΩ − ω2

∫
Ωs

ρsuvdΩ −
∫

Ωs

fvdΩ −
∫

∂Ω

pn.vdS = 0. (A.41)
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Annexe A. Interaction Fluide-Structure

On remarque que le terme de droite qui a trait à la pression normale à l’interface est linéaire
en u en utilisant la relation matricielle (A.33) et la condition limite de l’équation (A.27)

p = p(u) = [∂nPG]−1 [PG] {∂np(u)} = [∂nPG]−1 [PG] ρfω
2u.n. (A.42)

En introduisant la même base orthonormée du sous-espace vectoriel associé à Ωs que
pour la discrétisation de la formulation variationnelle (A.37), on écrit u = ΣiuiΦi et p(u) =
p(ΣiuiΦi) = Σiuip(Φi). v prend successivement les valeurs des fonctions de base φj : v = Φj

∀j ∈ 1..N . Ceci permet d’écrire une version discrétisée de l’équation (A.41)

(
[K] − ω2 [M ] + Zf (ω)

) {u(ω)} = {F} (A.43)

avec [Zf ] =
[
\∫

∂Ω
p(Φi)n.ΦjdS\

]
l’impédance du milieu fluide Ωf . Les matrices de masse et

raideur de la structure [M ] et [K] et le vecteur des forces extérieures {F} ont été définis en
section A.3.2.

La résolution de l’équation intégrale du problème local dans le fluide fournit la matrice [Zf ].
La base de déformées [Φ] de la structure et ses matrices de raideur et masse sont données
par une méthode éléments finis. À une fréquence donnée ω, la seule inconnue du problème
est le vecteur des coordonnées généralisées {u(ω)}. Il est déterminé par inversion du membre
de gauche de l’équation (A.43).
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au cas d’Ariane 5. Thèse de Doctorat, Ecole Centrale de Paris,
http ://www.mssmat.ecp.fr/structures/REFERENCE/thesebobillot.pdf, 2002.
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(mdf medite, mdf mediland, panneaux de particules darbo...). Villamette Europe Ltd -
Remondstown, Clonmel - Co. Tipperary - Ireland - http ://www.willamette-europe.com.

[30] D.J. Ewins. Modal Testing : Theory and Practice. John Wiley and Sons, Inc., New
York, 1984.

[31] M.I. Friswell, D.J. Inman, and M.J. Lam. On the realisation of ghm models in viscoe-
lasticity. J. Intell. Mater. Syst. Struct., 8(11) :986–993, 1997.

136



[32] A.C. Galucio, J.F Deü, and R. Ohayon. Utilisation des dérivées fractionnaires pour la
modélisation ef de l’amortissement de structures munies de matériaux vicoélastiques.
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2002.

[56] T.K. Pellinen, M.W. Witczak, and R.F. Bonaquist. Asphalt mix master curve construc-
tion using sigmoidal fitting function with non-linear leat squares optimization technique.
15th Engineering Mechanics Conference, 2002.

[57] A.S. Plouin and E. Balmès. Pseudo-modal representations of large models with viscoe-
lastic behavior. International Modal Analysis Conference, pages 1440–1446, 1998.

[58] A.S. Plouin and E. Balmès. A test validated model of plates with constrained viscoelastic
materials. International Modal Analysis Conference, pages 194–200, 1999.

[59] A.S. Plouin and E. Balmès. Steel/viscoelastic/steel sandwich shells - computational
methods and experimental validations. International Modal Analysis Conference, pages
384–390, 2000.
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Résumé

L’amortissement est un moyen habituel de mâıtrise vibratoire des structures (vibroa-
coustique, fatigue vibratoire). Un amortissement passif efficace peut être obtenu par l’ajout
de traitements viscoélastiques au sein de la structure. Les propriétés mécaniques de tels
matériaux dépendent non seulement de la fréquence, mais également de facteurs d’environ-
nement telles que la précontrainte et la température. Leurs représentations, la modélisation
éléments finis et les méthodes de résolution numérique habituellement appliquées aux struc-
tures amorties sont précisées, ainsi que de nouvelles techniques de réduction telles que la
méthode d’itérations sur les résidus.

Un banc d’essai dynamique a été dimensionné et réalisé pour mesurer directement le
module complexe de films viscoélastiques de plaques sandwich standard à des températures
de 0-50 ◦C et sur la bande de fréquence 0-2000 Hz et, ce qui est nouveau, pour des taux de
précontrainte statique de 0-300 %. Les mesures montrent que l’hypothèse de superposition
fréquence-température peut être étendue à la précontrainte.

Le second objectif de ce travail est d’étudier et d’améliorer le comportement vibroa-
coustique d’une enceinte acoustique. Une modélisation éléments finis-éléments de frontière à
basse fréquence (0-2000 Hz) est réalisée et validée par des mesures. Un traitement amortissant
original est proposé et ses propriétés optimisées.

Mots-clés: Amortissement, Viscoélasticité, Vibroacoustique, Enceinte Acoustique, Plaques
Sandwich, Analyse Modale Expérimentale, Éléments Finis, Éléments de Frontière

Abstract

Damping augmentation is a common approach to vibration control in structures (vibroa-
coustics, vibration fatigue). Viscoelastic materials can be used to design efficient damping
treatments. The mechanical properties of these materials however depend on frequency, but
also on prestress and temperature. Traditional representations for viscoelastic materials, fi-
nite element design and computation methods for damped structures are presented along
with new reduction techniques such as the Residual Iteration process.

A dynamic test bench has been designed and built to measure directly the complex
stiffness of viscoelastic films of standard sandwich plates using an electrodynamic shaker in
the frequency range of 1-2000 Hz, for temperatures of 0-50 ◦C and what is new, for static shear
rates of 0-300 %. The tests reveal how the temperature-frequency superposition hypothesis
can be extended to prestress.

The second objective of this work is to investigate and improve the vibroacoustic be-
haviour of an audio speaker. A finite/boundary element model is built and validated through
measurements for the low frequency range (0-2000 Hz). An efficient damping treatment is
proposed and its properties optimized.

Keywords: Damping, Viscoelasticity, Vibroacoustics, Audio Speaker, Sandwich Plates, Ex-
perimental Modal Analysis, Finite Element, Boundary Element




