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Introduction

Il est devenu classique d’étudier les objets de nature arithmétique en leur associant une
fonction L, définie au moyen d’un produit eulérien encodant leurs propriétés “locales”. On espere
alors relier la fonction L a des quantités “globales”, c’est-a-dire géométriques. L’exemple le plus
simple, et le premier historiquement, est donné par la fonction zéta de Riemann [9], qui permet
une étude fine des nombres premiers. Considérons maintenant une courbe elliptique E définie
sur Q, donnée par une équation de Weierstrafl

E:y* =23 +ax+b (a,b € Z).

Hasse et Weil ont défini la fonction L associée a E de la manieére suivante. Pour tout nombre
premier p, notons £, la réduction modulo p d'une équation de Weierstrafl minimale en p pour
E [70, §VIIL.1]. Posons a, = p+ 1 — Card E,(F)) et

(1—a,X +pX?)7 i E, est une courbe elliptique sur F,,,
(1—apX)! sinon.

L,(E,X) :{

La fonction L associée a F est alors définie par

LEs)= [[ L(Er) (éR(s)>;>.

p premier

La convergence du produit infini ci-dessus pour R(s) > % découle de la majoration |a,| < 2,/p,
démontrée par Hasse dans les années 1930. La fonction L(FE,s) s’écrit sous forme de série de
Dirichlet

L(E,s) = 3 Z—” (?R(s) > %)

n—

Nous étudions dans cette these la valeur spéciale L(FE,2). Pour tout caractere de Dirichlet

X : (%)* — C*, la série L de E tordue par x est définie par

pE s =30 X (w8,
n=1

ou par convention x(n) = 0 lorsque (n,m) > 1. Nous savons maintenant, grace a un théoréme
profond di a Breuil, Conrad, Diamond, Taylor et Wiles [78, 74, 17|, que les fonctions L(E, s) et
L(E, x, s) admettent des prolongements holomorphes au plan complexe. Notons N le conducteur
de E [71, §IV.10-11], et w(E) 'opposé du signe de I’équation fonctionnelle satisfaite par L(E, s).
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0.1. Détermination de L(F,2) par les L(FE,x,1), avec x caractére de Dirichlet de
niveau divisant N

Soit H = {z € C, ¥(z) > 0} le demi-plan de Poincaré, muni de ’action homographique du
groupe SLo(Z). Pour tout couple (u,v) € (%)2, posons

« o 3(2)* T
Buo(2) = Egi ( Z Imz +n|>  N2(s— 1)) (z € H). (1)
R(s)>1 m=u (N)
n=v (N)
(m,n)#(0,0)

Pour tous a,b € %, définissons une forme différentielle n(a,b) sur H par

n(a,b) = Eg, - (0 = 0)Egy, — Ejp - (9 — 0)Ef .. (2)
Pour x : (4;)* — C* caractere de Dirichlet modulo N, posons
= 2 Z )n(a.b) ®)
aE(NZ) bE(
La somme de Gaufl de x est définie par 7(x) = Za;()l x(a) e2™@/N Pour z, 21 € H, on note sz1

—1
lintégrale le long d’une géodésique de H reliant zg a z;. Pour v € Z, posons g, = <(1) v > S

SLy(Z). Enfin, notons p = e™/3 € H.

Théoreme 1. Supposons N = p premier. Pour tout caractére de Dirichlet x modulo p, pair et
non trivial, nous avons la formule

L(E,Q)L(E,X, 1) = MZCX,X'L(Eﬂ Xla 1) (4)

ot la somme est étendue aux caractéres X' modulo p, pairs et non triviauz, et les coefficients
Cy,y' sont donnés par

gvp
o= z Yo [ o)
gup
Remarques. 1. La démonstration du théoreme 1 s’inspire de la méthode de Rankin-Selberg,

déja utilisée par Beilinson. Elle utilise donc la modularité des courbes elliptiques sur Q.
2. Les coefficients ¢, s ne dépendent que de x, X’ et p (et pas de E).

3. L’hypotheése N premier n’est pas essentielle. Pour N quelconque, on peut obtenir une
formule analogue a (4) en utilisant le théoreme A de ’appendice (p. 144).

4. De méme, on peut remplacer E par une forme parabolique primitive de poids 2

5. Nous démontrons qu’il existe un caractere y modulo p, pair et non trivial, tel que L(E, x, 1)
est non nul (cf. démonstration du lemme 99). La valeur spéciale L(E,2) se déduit donc
des L(E, x, 1), ou x parcourt les caracteres pairs et non triviaux modulo p.

Voici une méthode alternative permettant de déduire L(E,2) de la formule précédente.
Considérons la série de Dirichlet

8
)
S

LIE®E,s) = - (R(s) > 2).
n=1
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Elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe [19] dont le résidu en s = 2 est non
nul (cf. appendice §5, p. 154).

Théoreme 2. Supposons N = p premier. Nous avons la formule

pgw(E) ZX,X’ )\X,X/L(E’Xa]-)L(E’lel)
8(p+1)(p—1)3n2 Ress—2 L(E® E, s)

L(E,2) = (6)

ot la somme est étendue aux caractéres x (resp. X') modulo p, pairs et non triviauz (resp.
impairs), et les coefficients Ay s sont donnés par

T(X")
)‘va/ = Z I Cx'"x (7)
= TOX)

la derniére somme portant sur les caractéres X" pairs non triviauz modulo p, les nombres cy
étant donnés par (5).

Remarque. D’apres le théoreme D de 'appendice (p. 154), le résidu en s = 2 de L(E ® E, s)
est combinaison bilinéaire des L(FE,x,1)L(E,x’,1). La valeur spéciale L(E,2) se déduit donc
mécaniquement de w(F) et des L(F, x, 1), ou x parcourt les caracteres de Dirichlet non triviaux
modulo p. Explicitement

pPiw(E) Yoy Mo LE, X, 1)L(E, X', 1)
8(p—1)m? Y m(xx)L(E, x, 1) L(E, X', 1)

ou les sommes portent sur les caractéeres x (resp. x’) modulo p, pairs et non triviaux (resp.
impairs).

L(E,2) = (8)

0.2. Généralisation au cadre modulaire

Le théoreme 1 admet un analogue naturel dans le cadre modulaire. Soit donc f une forme
parabolique primitive (i. e. propre pour l'algebre de Hecke, nouvelle et normalisée) de poids 2
pour I';(N), de caractere 9.

La transformée de Fourier d’un caractere de Dirichlet x : (%)* — C* est définie par

X(b) = Zflvz_ol X(a)(f*%mb/N, be % Posons

n(LX) = D> X(b)n(1,b). (9)

be 2,

Notons En l'ensemble des éléments d’ordre N du groupe additif (%)2 Pour tout z € Ey,

choisissons une matrice g, = (CCL Z) € SLy(Z) telle que (c,d) € z. Les formes différentielles

2
(2) étant invariantes sous 'action du groupe I't(N), on vérifie que l'intégrale fgg;pp n(1,X) ne
dépend que de z. Pour tout x € Ey, le symbole de Manin &¢(x) est défini par

() = —i / e (10)

Pour z = (u,v) € Ey, posons z¢ = (—u,v) et fjf(az) = 1(&(w) £ &5(2°)). Le théoreme 1 se
déduit du théoreme 3 suivant.
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Théoréme 3. Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair et distinct de ¥, nous avons

L)L) = 0 S / a(L9)ef (@), (1)

x€EN

Remarque. Le l-cycle 3 cp. f?(az) {g2p, gzp*} est fermé (lemme 111).

Appliquons le théoreme 3 a la forme primitive f associée a E. Nous montrons qu’il existe un
caractere y modulo N, pair et non trivial, tel que L(f,x,1) est non nul (cf. démonstration du
lemme 99). Nous en tirons le résultat suivant.

Corollaire. Pour toute courbe elliptique E sur Q, de conducteur N, la valeur spéciale L(E,2)

2
est combinaison linéaire & coefficients rationnels des quantités = [IF

T JGap 77(17b); ot x et b par-

: z
courent respectivement En el 57 .

0.3. La théorie de Beilinson

Rappelons les résultats de Beilinson [5, 6]. Notons X7 (V) la courbe modulaire sur Q associée
au sous-groupe de congruence

I'y(N) = {(i Z) € SLy(2Z), (‘é Z) = <(1) D (mod N)}.

Soit f une forme parabolique primitive de poids 2 pour I'; (N). Beilinson donne une formule pour
L(f,2)L(f,x,1) ou x est un caractere de Dirichlet pair quelconque, en termes du régulateur d’un
élément du groupe de K-théorie algébrique K§2) (X1(N")), o N’ est un entier divisible par N
(essentiellement N’ = N -m? si x est de niveau m). Il choisit x de telle sorte que L(f,x, 1) # 0.
Lorsque f est associée a E, il suit une formule pour L(F,2)L(E, x,1) en termes du régulateur
de I’élément de KSQ) (E) obtenu grace a la trace K§2) (X1(N") — K§2) (X1(N)) — K§2) (E).

La méthode de Beilinson souffre de deux imprécisions :

— le choix de du caractere y, et donc de 'entier N’, n’est pas précisé;

— la paramétrisation modulaire X;(N) — E n’est pas explicite. Il en va donc de méme de la

trace K2 (X1(N)) — K2 (E).

Nous reprenons la méthode de Beilinson et montrons qu’il est possible de choisir N’ = N
et x parmi les caractéres de niveau divisant N. Notons Q(X1(NN)) le corps des fonctions de
X1(NV). La localisation (3.86) identifie le groupe de K-théorie algébrique K2(X1(N)) ® Q & un
sous-espace du groupe de K-théorie de Milnor Ko(Q(X1(N))) ® Q. Par définition, le régulateur
de Beilinson est la restriction a ce sous-espace de ’application

ry : Ka(Q(X1(NV))) ® Q — Home(S2(I'1(NV)), C) (12)
{u,v} — (f — /XI(N)(C) loglu| - ws A 810g|v\),

oll nous avons noté wy = 2mif(z)dz. Le régulateur s’étend par C-linéarité a Ko(X;(N)) ® C.
Pour tout caractere de Dirichlet x modulo N, pair et non trivial, nous définissons une unité
modulaire u, € O*(Y;(N)) ® C vérifiant

1 *
gl = £ 3 1@ B (13
ae(%)*
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Proposition. Pour tous caractéres x, x' modulo N, pairs et non triviauz, Uélément {u,,u,}
appartient a K2(X1(N)) ® C C K2(Q(X1(N))) ® C.

En explicitant la méthode de Beilinson, nous sommes parvenus au résultat suivant. Notons
v la fonction indicatrice d’Euler.

Théoreme 4. Soit f une forme parabolique primitive de poids 2 pour I'1(N), de caractere 1.
Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair, distinct de v et primitif, nous avons

LI D) = S0r00) (v (e ). (14)

Remarques. 1. L’hypotheése x primitif n’est pas essentielle. On a une formule analogue sans
cette hypothese. De méme, on peut prendre x de niveau m divisant N (avec m # 1).

2. D’apres les résultats de appendice (corollaire 2, p. 145), il existe un caractére pair x
modulo N tel que L(f, x,1) # 0.

0.4. Une question de Schappacher et Scholl

Notons {O*(Y1(N)), O*(Y1(N))} le sous-groupe de Ko(Q(X1(N))) engendré par les symboles
{u,v}, u,v € O*(Y1(N)), et posons

Ky ={0"(1(N)), 0" ("1(N))} N K2(X1(N)) © Q. (15)

La question suivante a été soulevée par Schappacher et Scholl [62, 1.1.3] : 'espace vectoriel
réel Vi de l'application régulateur (12) est-il engendré par ry(Kpy)? Pour le sous-groupe de
congruence I'1(p), p premier, nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme 5. Pour tout nombre premier p, l’espace vectoriel réel V), est engendré par rp(K,).

Remarque. L’analogue de ce résultat pour I'g(p) est faux [62, 1.1.3 (i)].

0.5. Rappels sur la conjecture de Zagier pour L(FE,2)

La valeur spéciale L(F,2), ou E une courbe elliptique définie sur Q, a fait l'objet de travaux
de Bloch [12] antérieurs & Beilinson. Bloch a défini le dilogarithme elliptique D par la formule
tres élégante suivante

o0

Dg(lz]) = Y D(q")  ([z] € E(C) = C*/q?), (16)

n=—oo

avec ¢ € C*, |q| < 1, et ou D est la fonction de Bloch-Wigner, version univaluée de la fonction
dilogarithme Lis. On obtient ainsi une fonction continue Dp : E(C) — R, bien définie au
signe pres!. Dans le cas ot E est & multiplication complexe, Bloch a montré comment exprimer
L(E,2) comme combinaison linéaire de valeurs de Dg. La généralisation de cet énoncé a toute
courbe elliptique est connu sous le nom de conjecture de Zagier pour L(FE,2) [32, 76, 81]. Les
résultats de Bloch et Beilinson entrainent 1’existence d’un nombre rationnel ¢ € Q*, de points

Py,...,P; € E(Q) C E(C) et d’entiers nq,...,ng € Z tels que

k
L(E,2) =cm Y n; Dg(P)). (17)
j=1

!Ce signe dépend du choix d’une orientation de E(R).



12 Introduction

Grace a une étude approfondie du groupe Ko(FE), Goncharov et Levin [32] ont montré que le
diviseur 25:1 n; [P;] de (17) satisfait trois propriétés simples. Fait remarquable, ces conditions
suffisent conjecturalement & assurer la proportionnalité du dilogarithme elliptique avec L(E,2).
Nous renvoyons également a [60, 81, 48].

Nombre d’identités numériques ont été découvertes par Bloch et Grayson [13], Grayson et
Schappacher (voir la these de Rolshausen [59]), Cohen et Zagier (non publié), et sont d’ailleurs
a Porigine de la formulation de la conjecture. Il existe méme une famille infinie & un parametre
de telles identités [59, 60]. Cependant, la démonstration de ces identités est inaccessible dans la
plupart des cas.

0.6. Une généralisation du dilogarithme elliptique aux jacobiennes

La complexité de la paramétrisation modulaire X;(N) — E suggere de reformuler la conjec-
ture de Zagier au niveau de la jacobienne J1(N) de X7 (V). Cela nécessite de définir une fonction
appropriée sur Ji(N), jouant le role du dilogarithme elliptique Dg. Nous définissons une telle
fonction pour toute jacobienne.

Soient X une surface de Riemann compacte de genre g > 1, et J la jacobienne de X. Soit
© C J un diviseur théta. Considérons la fonction log||f|| : J — © — R définie dans [15, p. 196].
Notons we € QV1(J) la forme différentielle duale de Poincaré de ©. Nous définissons

Ry :J — Homg(QY0(J),C) (18)

1 / _ B
r— lwr— —— log||@(w)|| - Oy logl|0(uw — ) || Awd T Aw, ).
(0 oy L Tomllol - Butogllotu — o)l A A )

La fonction R; ne dépend pas des choix de © et 6.

Notons Rx : X x X — Homc(Q10(X), C) la fonction définie par Goncharov & I'aide de la
fonction de Green de X (nous rappelons la définition de Rx dans le premier chapitre). Pour
tous points z,y € X, notons z — y € J la classe du diviseur [z] — [y] de degré 0 sur X.

Théoréme 6. Il existe une fonction continue ®x : X — Homg(QM0(X),C), telle que nous
ayons, via lidentification canonique Q0(X) = Q10(J)

Rj(x —y) = Rx(z,y) + ®x(z) — ®x(v) (z,y € X). (19)

Appliquons ce résultat au cas ou X = X1(N)(C) et J = Ji(N)(C). L’algébre de Hecke
T C Endc(S2(I'1(V))) est le sous-anneau engendré par les opérateurs de Hecke T),, n > 1 et les
opérateurs diamants (d), d € (74;)*. Posons

o0

1 > Z
LT =Y To s LTxo=YneX . ( 2y o)
n=1 n=1

Ces fonctions, a valeurs dans T ® C, admettent un prolongement holomorphe au plan complexe.
Pour 1 caractere de Dirichlet (pair) modulo N, notons T la composante v-isotypique de T ® C
pour I'action des opérateurs diamants. Notons L(TY,s) et L(T¥,x, s) les projections des séries
précédentes sur TY.

Nous avons un isomorphisme T ® C = Homg (S2(I'1(N)), C) donné par T — (f — a1 (T'f)).
Nous pouvons donc considérer Ry, (n) = Rj (n)(c) comme une fonction a valeurs dans T @ C.
Pour tout A € (%)*, notons Py = (A\)oo € X1(N)(C), ol oo est la pointe infinie de X;(N)(C).

Les théoremes 4 et 6 entrainent le résultat suivant.
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Théoréeme 7. Soit b un caractere de Dirichlet pair modulo N. Pour tout caractére de Dirichlet
x modulo N, pair, primitif et distinct de v, nous avons

L(Twa 2) L(va X 1) = C¢,X Z ?X(A) X(M) RJ1(N) (P)\ - PM) (20)
MHE ()" /£1
ot la constante Cy,, est donnée par

Nmi L(¥x,2) 7(x) L(X,2)
p(N) mt '

Cypx = (21)
Remarque. En particulier, le produit L(TY,2)L(TY, x, 1) est combinaison linéaire (explicite) de
valeurs de la fonction R, ) en des points Q-rationnels du sous-groupe cuspidal de J1(N).

En appliquant le théoreme 7 au cas N = 11, nous obtenons le résultat suivant.
Théoréme 8. Soit E la courbe elliptique donnée par l’équation y*> +vy = 2® — 22, et P = (0,0),

point d’ordre 5 de E(Q). Orientons E(R) dans le sens des y croissants. Soit x un caractére de
Dirichlet modulo 11, pair et non trivial. Posons ¢ = x(3) € us. Nous avons la formule

22.5.-1 14+3(¢C+¢)
L(E,2) = . = “Dg(aP). 22
(7) 112 C*C ZC E(a) ()
a€Z/5Z
Nous déduisons du théoreme 8 la preuve d’une identité conjecturée par Bloch et Grayson
[13].

Corollaire. En conservant les hypothéses du théoréme 8, nous avons

L(E,2) = % 7-Dp(P) et Dp(2P)— gDE(P). (23)
La seconde des identités (23), appelée relation exotique, a été démontrée récemment par
Bertin [10].
Le succes de la méthode dans ce cas repose sur deux faits :
— la courbe elliptique E n’est autre que X;(11);
— le sous-groupe de E(Q) engendré par le point P est constitué de pointes.

Remarque. La méthode semble également s’appliquer aux courbes elliptiques X;(14) et X;(15).
Néanmoins, comment montrer la relation conjecturée par Bloch et Grayson pour la courbe
Xo(11), isogene a X1(11)7

0.7. Plan

L’exposition de cette these suit la démarche suivante. Le premier chapitre est essentiellement
un chapitre de rappels sur la fonction dilogarithme définie par Goncharov dans le cas d’une
surface de Riemann compacte. Apres en avoir rappelé la définition (section 1.1), nous montrons
qu’elle généralise le dilogarithme elliptique défini par Bloch (section 1.2). Nous étudions les
propriétés différentielles de cette fonction (section 1.3) ainsi que son comportement vis-a-vis des
morphismes finis (section 1.4).

Le deuxieme chapitre se place au niveau d’une jacobienne J. Nous commencons par construire
des éléments dans le Ky de J & partir de points de torsion de la courbe (section 2.1). Nous
définissons ensuite une fonction Ry sur J (section 2.2). Dans la section 2.3, nous montrons le
théoreme 6 qui relie R a la fonction dilogarithme du premier chapitre. Nous étudions également
le comportement de R; vis-a-vis de certains automorphismes (section 2.4). En vue de justifier
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I'introduction de cette fonction, nous calculons le régulateur de Beilinson des éléments construits
a la section 2.1, en termes de Ry (sections 2.5 et 2.6).

Le chapitre final est consacré a ’explicitation de tous ces objets dans le cas modulaire, en
tirant notamment profit de la méthode utilisée par Beilinson. Nous rappelons la définition et les
propriétés des séries d’Eisenstein en suivant ’exposition de Siegel (section 3.1). Nous exprimons
ensuite une intégrale de type Rankin-Selberg en termes de valeurs spéciales de fonctions L
(section 3.2). Ce calcul est a la base de tous les résultats présentés dans cette introduction,
théoréme 6 excepté. Apres des rappels sur les unités modulaires (section 3.3), nous présentons
une version explicite du théoréeme de Beilinson (section 3.4). Nous montrons en particulier les
théoremes 4, 5 et 7. Le calcul de l'intégrale de Rankin-Selberg admet également le théoreme
3 comme conséquence (section 3.5). Nous spécialisons ensuite aux courbes elliptiques (section
3.6), et montrons les théoremes 1 et 2. Nous traitons en détail ’exemple des courbes modulaires
X1(11) et X;(13), de genres respectifs 1 et 2 (sections 3.7 et 3.8). Nous montrons en particulier
le théoreme 8. Enfin, nous indiquons les applications de ces résultats vers la mesure de Mahler,
en prenant ’exemple de la courbe X (11) (section 3.9).



Chapitre 1

Dilogarithme sur une surface de
Riemann compacte

Soit X une surface de Riemann compacte connexe non vide, de genre g > 1. La définition
d’un dilogarithme explicite pour X est un probléeme important, lié en particulier aux conjectures
de Beilinson sur les valeurs spéciales de fonctions L associées aux courbes projectives lisses sur
Q. Une telle définition est particulierement intéressante car elle permet également d’envisager
la formulation d’un analogue de la conjecture de Zagier pour ces mémes valeurs spéciales.

La fonction Rx introduite dans ce chapitre a été définie par Goncharov [31, Def. 9.1, p. 390,
qui la note G'1 2. D’autre part, cette méme fonction a été utilisée implicitement par Deninger et
Wingberg [24, §1]. Le point de vue que nous adoptons ici n’est donc pas essentiellement nouveau.
En revanche, la propriété différentielle (1.69) et le comportement vis-a-vis des morphismes finis
(1.118) n’avaient a notre connaissance pas encore été écrits.

Notons Q'9(X) ’espace vectoriel complexe des 1-formes différentielles holomorphes sur X.
Pour toute forme différentielle w € Q1%(X), nous allons construire une fonction continue

R,: X xX — C, (1.1)

de classe C* hors de la diagonale de X x X. La fonction R, dépend linéairement de w, donnant
lieu & une fonction Ry, définie sur X x X et & valeurs dans le dual de 2%°(X). Nous montrons
que la fonction Rx permet d’expliciter une application régulateur

rx : Ko(C(X)) — Homg(2M0(X), C), (1.2)

ou C(X) désigne le corps des fonctions méromorphes sur X. Dans la section 1.2, nous nous
plagons dans le cas ou X est une courbe elliptique et montrons que la fonction Ry permet
de retrouver le dilogarithme elliptique défini par Bloch (proposition 26). Nous retournons en-
suite au cas général. Dans la section 1.3, nous montrons que la fonction R, satisfait une pro-
priété différentielle par rapport & chacune de ses variables (théoreme 29), et que cette propriété
différentielle la caractérise (théoreme 33). Enfin, dans la section 1.4, nous étudions le comporte-
ment de la fonction Ry vis-a-vis des morphismes finis.

1.1 Définition de la fonction Ry, selon Goncharov

Une forme volume sur X est une 2-forme différentielle réelle de classe C*° sur X, partout
non nulle et d’intégrale 1 [41, II, §1], [40, p. 329].

15
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Il existe une forme volume canonique sur X. Nous en donnons maintenant la définition.
Considérons le produit scalaire hermitien

(o, B) ::i/XaAﬁ (o, B € Q0(X)) (1.3)

sur l'espace vectoriel complexe Q19(X). Soit (w;)1<j<4 une base orthonormale pour le produit
scalaire (1.3). La forme différentielle

. g
i
voly = — ) w; Awj (1.4)
I
]_
est une forme volume sur X qui ne dépend pas du choix de la base orthonormale (w;)i<j<g-
Cette forme volume provient naturellement d’un diviseur théta sur la jacobienne de X.

Nous notons Div(X) le groupe des diviseurs sur X, c’est-a-dire le groupe abélien libre de
base X. Pour tout diviseur / € Div(X), nous noterons (I) C X son support et degl € Z son
degré, i. e.

() ={z € X, ord,(l) # 0}, (1.5)
degl = Z ordz(1). (1.6)
ze(l)

Nous rappelons maintenant la définition de la fonction de Green associée a X. Cette fonction
classique joue le role de hauteur archimédienne en théorie d’Arakelov. Nous renvoyons & [41,
Chap. II] pour les détails ou démonstrations omis ici. Notons

Ax ={(z,z) |[ze X} C X xX (1.7)
la diagonale de X x X.

Proposition 9 (Arakelov [2]). Il existe une unique fonction
Gy:X x X - Ay — R, (1.8)

appelée fonction de Green associée a X, de classe C*> et vérifiant les trois conditions suivantes.

1. Pour tout x € X, nous avons

9y0,G x (z,y) = mivolx (y e X —A{z}). (1.9)
2. Pour tout x € X et pour toute coordonnée locale holomorphe z(y) au point x vérifiant

z(x) =0, la fonction

y— Gx(z,y) —log|z(y)], (1.10)

définie sur un voisinage épointé de x dans X, s’étend en une fonction de classe C*° sur
un voisinage de x dans X.

3. Pour tout x € X, nous avons

/ Gx(z,y) - voly = 0. (1.11)
yeX



1.1. Définition de la fonction Rx, selon Goncharov 17

Démonstration. L’existence de Gx est démontrée par Arakelov dans [2, §1-2]. Coleman en a
également donné une preuve [41, II, §4]. L’unicité de Gx résulte quant a elle facilement des
propriétés 1, 2 et 3. ]

Nous mentionnons maintenant, sans démonstration, quelques propriétés supplémentaires de
la fonction de Green.

4. La fonction Gx est symétrique : nous avons

Gx(z,y) = Gx(y,x) (x,y € X, x #y). (1.12)

5. La fonction Gx a une singularité logarithmique le long de Ax. Cela signifie que pour tout
xg € X et pour toute coordonnée locale holomorphe z(x) au point g, la fonction

(z,y) = Gx(z,y) — log|z(z) — 2(y)| (1.13)
s’étend en une fonction de classe C* sur un voisinage de (xg,xg) dans X x X.

6. Pour toute fonction méromorphe f € C(X)*, il existe une constante Cy € R telle que

loglf(y)l = C+ 3. ordu(f) - Gx(wy) (e X —(f)), (1.14)
z€(f)

ou (f) désigne I'ensemble des zéros et des poles de f, et ord,(f) € Z désigne l'ordre
d’annulation de f en x € X. Nous avons en outre

Cy :/ log| f] - volx . (1.15)
X

7. En utilisant le langage des courants, nous pouvons condenser les propriétés 1 et 2 de la
fonction Gx en une seule équation : pour tout z € X, nous avons

%85(;)((:@ ) = voly —d,, (1.16)
s

ou ¢, désigne le courant d’évaluation en z.

8. De maniere encore plus intrinseque, la fonction Gx est 'unique distribution sur X x X
satisfaisant 1’équation différentielle

1
—00Gx = p*volx +¢* volx —Qx —0ay (1.17)
i

et normalisée par la condition

/ Gx - p*volx Ag* volx = 0, (1.18)
XxX

ou les applications p,q : X x X — X sont les deux projections naturelles, la forme
différentielle Qx € Q1(X x X) est définie par

Qx =i) (p'wj AW+ q'w; Ap'wy) (1.19)

M

1

.
Il

pour toute base orthonormale (w;)1<j<4 de 25%(X) muni du produit scalaire (1.3), et Ja
désigne le courant d’intégration le long de Ax.
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Remarque 10. Dans la proposition 9, il est possible de remplacer volx par une forme volume
quelconque voly sur X. La fonction G’y ainsi obtenue est liée & Gx. Nous renvoyons & l'article
d’Arakelov [2, Prop. 3.2, p. 1177] pour une version précise de ce lien.

Nous allons maintenant définir la fonction R,. Choisissons donc une forme différentielle
w e QM (X).

Définition 11. Soit R, la fonction définie par

R,: X xX—C

(x,y) — /eX Gx(x,2) w, N0.Gx(y, 2). (1.20)

La convergence absolue de 'intégrale (1.20) résulte de la propriété 2 (p. 16) appliquée aux
fonctions Gx(z,-) et Gx(y,-).

Proposition 12. La fonction R, est antisymétrique :
Ru(y,z) = —Ry(z,y)  (z,y € X). (1.21)

Démonstration. Soient z,y € X. Nous avons

R,(z,y) + R,(y,z) = w: A (Gx(2,2)0.Gx(y,2) + Gx(y,2)0.Gx(x,2))

exX

—

wz A gz (GX (.%, Z)GX (ya Z))
ex

d(Gx(z,2)Gx (y, 2)w:)
zeX

Il
o

)

d’apres la formule de Stokes et car la forme différentielle Gx (z, 2)G x (y, z)w, croit au plus comme
le carré du logarithme en z = x et z = y. O

Corollaire 13. La fonction R,, est nulle sur Ax.

La définition (1.20) de la fonction R, est visiblement linéaire en w. Il est utile de rassembler
toutes ces informations en introduisant une fonction Ry & valeurs dans le dual de Q50(X).

Définition 14. Soit Rx la fonction définie par

Rx : X x X — Hom¢(Q(X),C)
(z,y) = (wr— Ru(z,9)). (1.22)

La définition (1.20) de la fonction R, n’est peut-étre pas tres parlante. Elle trouve sa justi-
fication et son intérét dans l’explicitation d’une application régulateur

rx : Ko(C(X)) — Homg(MY(X), C). (1.23)

Rappelons la définition du groupe de K-théorie de Milnor Ky (F') associé & un corps F.
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Notation. Soit F' un corps. Nous notons Ky (F') le groupe abélien défini par
e F*
(z®@(l—z)|zeF—{0,1})

Pour tous x,y € F*, nous appelons symbole de Milnor associé a x et y, et nous notons {z,y},
la classe de z ® y dans Ko(F').

Ky (F) =

(1.24)

Lemme 15. Pour toute fonction méromorphe f € C(X) —{0,1} et toute forme différentielle
holomorphe w € QY0(X), nous avons

/ log|f| - w A dlog|l — f| = 0. (1.25)
X

Démonstration. Notons D la fonction de Bloch-Wigner [79]. Un calcul explicite donne

_ 7 )
log|f|-w A dlog|l — f| = id((Do f+ilog|f|log|l — f\)w). (1.26)
Le lemme découle donc de la formule de Stokes. OJ

Définition 16. L’application régulateur rx associée a X est définie par

rx : Ko(C(X)) — Homc(QM0(X), C)
(g} <wr—>/Xlog|f|-w/\8log|g|>. (1.27)

Cette application est bien définie d’apres (1.25). Nous pouvons maintenant faire le lien entre
I’application régulateur rx et la fonction Rx.

Proposition 17. Pour toutes fonctions méromorphes f,g € C(X)*, nous avons [’égalité

{fag} Z Z OI'd OI'd )Rx(iﬁ,y), (128)
z€(f) ye(g)

ou nous utilisons les notations de (1.14). Autrement dit, nous avons pour tout w € Q10(X)

/log|f|-w/\810g|g| Z Zord f)ordy(g)Ru(x,y). (1.29)
X

z€(f) ye(g

Démonstration. 11 suffit de démontrer (1.29). Pour cela, nous utilisons ’égalité (1.14) appliquée
a f et g, ainsi que le calcul

/ Ct-wAdloglg| = —C’f/ d(loglg|-w) =0
X X
utilisant la formule de Stokes. La définition de R,, permet de conclure. 0

Remarques. 1. L’application régulateur rx définie en (1.27) est essentiellement le régulateur
de Bloch et Beilinson [5]. Supposons que X est ’ensemble des points complexes d’une
courbe projective lisse Xq définie sur Q, et notons Q(X) le corps des fonctions ra-
tionnelles de Xq. Considérons le régulateur de Beilinson défini sur le groupe de K-
théorie de Quillen Kéz) (Xq)- La localisation en K-théorie algébrique induit une inclusion

K§2) (Xq) — K2(Q(X)) ® Q, d’ott apres extension des scalaires un morphisme
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2
nx K (Xq) — Ka(C(X)) ® Q.
La composition de nx et rx ® Q donne, & un facteur pres, le régulateur de Beilinson.

2. L’antisymétrie de la fonction R, se traduit algébriquement par ’égalité bien connue dans
K3(C(X))

3. La proposition 1.23 jointe a la relation de Steinberg {f,1 — f} = 0 entraine la relation
suivante pour la fonction Ry

Z Z ordg(f)ordy(1 — f)Rx(z,y) =0, (1.31)
ze(f) ye(1-f)
valable pour toute fonction méromorphe f € C(X) — {0, 1}.
4. Le cas ou X est une courbe modulaire nous intéressera particulierement au chapitre 3. Soit
H le demi-plan de Poincaré et I' un sous-groupe discret de PSLa(R), de covolume fini dans
H [15, p. 92]. Notons Y = T'\'H et X la complétion de Y, qui est une surface de Riemann
compacte, connexe. La forme différentielle définie sur H

dx N dy
32
induit une 2-forme réelle sur Y, partout non nulle et d’intégrale finie. Peut-on définir
la fonction Rx en utilisant la forme du plutot que volx 7 Dans cette direction, Gross a
construit une fonction de Green sur Y utilisant la forme du [33, §9]. Le passage de Y a X

est rendu délicat par le fait que dp ne s’étend pas a X.

dy = = —2i-00logy (x 4+ 1y € H) (1.32)

1.2 Cas d’une courbe elliptique, selon Bloch

Dans cette section seulement, nous faisons ’hypothese que X est une courbe elliptique (sur
C), clest-a~dire ¢ = 1 et X est muni d’'un point distingué 0 € X. Nous noterons X = F,
Gx = Gg et Rx = Rp. Nous allons voir que la fonction R permet de retrouver le dilogarithme
elliptique sur F, défini par Bloch. Nous remarquons enfin que I'intérét de la fonction Rp réside
dans son caractere intrinseque.

Proposition 18. Les fonctions Gg et Rp sont invariantes par translation : pour tout a € F,
nous avons les égalités

Gp(r +a,y+a) = Ggp(r,y) (r,y € E, x #y); (1.33)
Rp(r +a,y+a) = Rp(z,y) (z,y € E). (1.34)

Démonstration. Fixons x € E et a € E. Par définition de G, nous avons
0y0yGE(x + a,y) = Ti(volp —0544)-

Notons

t, F— FE
y—yta
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la translation par a dans E. Nous avons t* volg = volg et t*0,.4 = 0., d’oll nous déduisons
P a aVr+ )

0,0yGE(z + a,y + a) = mi(volg —6;) = 0,0,GE(z,y).

Puisque toute distribution harmonique sur E est constante, nous en déduisons l’existence d’une
constante C 4 € R telle que

Ge(x+a,y+a)=Ggr(zr,y) +Cra (y € E,y # x). (1.35)

En multipliant chacun des membres de (1.35) par volg, en intégrant sur E et en utilisant la
propriété 3 de Gg (p. 16), nous obtenons Cy , = 0, d’ou (1.33). Soient maintenant z,y,a € E.
Nous avons

Rw(x—i-a,y—l—a):/ Ge(x+ a,u)w, A 0,Gg(y + a,u)
)

u

= / Gp(r,u— a)w, A 0,GE(y,u — a)
uelr

/ tia (GE(%', U)Wu A 5uGE (ya U))
uel

cF
w(T,y),

/ Gp(z,u)w, A 0,GEg(y,u)
R

ou au cours du calcul nous avons utilisé le fait que la forme différentielle w est invariante par
translation. Cela acheve de démontrer la proposition. O

Une conséquence de la proposition 18 est que les fonctions Gg et Rg sont essentiellement
des fonctions d’une variable sur la courbe elliptique E. Rappelons maintenant la définition du
dilogarithme elliptique, due a Bloch [12]. Choisissons un isomorphisme

C
Z+ 17’

I

n:kE

(1.36)

avec 7 € C vérifiant I(7) > 0. Composons 71 avec 'application z +— exp(2miz). Nous obtenons
un isomorphisme de groupes

E = C*/¢%, (1.37)
ol nous avons posé ¢ = exp(2miT).

Définition 19. Le dilogarithme elliptique Dg , associé a E et n est la fonction définie par

Dg,:E— R

(@] = Y D(zq"), (1.38)

ot nous avons utilisé lidentification (1.37).

La série (1.38) définissant D ,, vue comme série de fonctions de la variable € C*, converge
uniformément sur tout compact. La fonction Dg,, est de classe C* sur £ — {0}, et continue en
0. Elle vérifie les relations suivantes, dites relations de distribution
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Dpy(nP)=n > Dgy(P+Q) (P€E, ncZn#0), (1.39)
QEE[n]

ou E[n] désigne le groupe des points de n-torsion de E. En particulier, la fonction Dg, est
impaire.

Remarque 20. La fonction Dp, dépend du choix de I'isomorphisme 7. Lorsque la courbe el-
liptique E est définie sur R, il existe un dilogarithme elliptique Dg bien défini au signe pres.
Pour voir cela, choisissons une orientation! de E(R). Notons H; (E(C),Z) le sous-groupe de
H{(E(C),Z) constitué des éléments invariants par la conjugaison complexe agissant sur E(C).
C’est un groupe abélien libre de rang 1. L’orientation de F(R) induit un générateur canonique
71 de H{f (E(C),Z). Soit y2 un élément de H;(E(C),Z) tel que (y1,72) forme une base directe
de H,(E(C),Z) pour le produit d’intersection?. Nous posons alors

Jo w
r="2_cH e npn:Pr~— |0 , (1.40)

f’hw f’hw

ol w désigne une forme différentielle holomorphe non nulle quelconque sur E(C). Le nombre
g = exp(2miT) est un nombre réel non nul. Il vérifie —1 < ¢ < 1 et ne dépend que de E. Nous
vérifions que la fonction

w

Dp = Dg,: E(C)—R (1.41)

ne dépend que du choix de l'orientation de F(R); changer cette orientation revient & changer le
signe de la fonction Dg. Nous avons encore les relations de distribution

Dg(nP)=n > Dg(P+Q) (P€E(C), ne€Z n#0), (1.42)
QEE[n]

Les fonctions G, Rg et Dg, sont définies respectivement sur ' x £ — Ap, Ex Fet E. 11
est naturel et intéressant de chercher leurs développements en séries de Fourier. D’une part, cela
nous permettra d’établir le lien entre le dilogarithme elliptique Dg , et la fonction Rg (voir la
proposition 26). D’autre part, cela nous mettra sur la voie de la propriété différentielle satisfaite
par la fonction R, (voir la proposition 28).

Il est commode et naturel d’indexer les développements de Fourier des fonctions définies sur
E par le groupe d’homologie Hi(E,Z). Rappelons que I'application d’Abel-Jacobi

H(E,Z) — Homg(QY0(E), C)
A= (w — /w) (1.43)
A
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels réels

Hi(E,R) = Homc(Q"(E), C). (1.44)

On a alors un isomorphisme

'En général, si E est donnée par équation de WeierstraB y2 + a1zy + asy = x> + a2z? + asx + ag, on peut
orienter E(R) dans le sens des y croissants, mais un tel choix dépend du choix de ’équation. ..

2L’orientation canonique de C induit via 1 une orientation canonique de E(C), qui détermine & son tour le
signe du produit d’intersection sur H1(E(C),Z).
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E = H{(E,R/Z) (1.45)

P
P {w — / w] .
0
Notons (-, ) le produit d’intersection sur Hi(F,Z), a valeurs dans Z (son signe est déterminé
par orientation canonique de E). Il induit une application bilinéaire

(,): Hi(E,Z) ®z H(E,R/Z) — R/Z. (1.46)
Notation. Pour tout A € H1(FE,Z), notons x) : E — C* le caractere de E défini par
XA(P) = exp(2mi (), P)) (PekE), (1.47)

ol nous avons utilisé I'identification (1.45).

Puisque le produit d’intersection est une forme bilinéaire non dégénérée sur Hy(E,Z), les
caracteres x) forment une base de Fourier de E, lorsque A parcourt Hy(E,Z).

L’isomorphisme 7 en (1.36) induit un isomorphisme

n:H(E,Z) = Z+71Z C C. (1.48)

Théoréeme 21 (Bloch, [12]). Le développement de Fourier du dilogarithme elliptique Dg, est
donné par

i(7)? AN
Dpy(P) = Er) > é?ﬁ;? XA(P) (1.49)
)\GHl(E Z)
_ _S@)F PcE), 1.50
611;]5 2) 1A)? 77()‘)> e 150

/
ot le symbole Z indique que la somme porte sur les A #£ 0.

Ce type de série est connu classiquement sous le nom de série d’Eisenstein-Kronecker. Le
théoreme 21 est essentiellement démontré dans [12]. Expliquons brievement comment compléter
la démonstration. Notons ([1], [7]) la base de H(E,Z) déduite de I'isomorphisme (1.48). Fixons
un entier C' > 1 et un point de C-torsion P € E. La fonction

f:7Z* =R (1.51)
(m,n) = S(Xm[1]4n} (P))

est impaire, et C-périodique en chacune de ses variables. Utilisons le théoreme [12, Thm. 10.2.1,
p. 77] avec cette fonction f. En utilisant le lemme [12, Lem. 10.2.2, p. 77] et en prenant la
partie imaginaire, nous obtenons apres calculs I'identité (1.50) au point P. L’égalité (1.50) est
donc vraie pour tous les points de torsion de E ; par continuité, elle est vraie pour tout point de FE.

Notons que I'expression (1.50) du développement de Fourier de D, 1égitime I'introduction
d’une fonction Jg , définie en remplagant R par & dans (1.50). Cette derniere fonction est liée
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a la fonction J; de Bloch [12, (8.1.4), p. 62]; elle coincide avec I'opposée de la fonction J(q;x)
définie par Zagier [79, p. 616].

Le produit d’intersection sur Hy(FE,Z) s’étend par C-bilinéarité en une forme C-bilinéaire
alternée sur Hy(E, C). Considérons la décomposition de Hodge Hy(E,C) = H- %@ H%~1. Pour
un élément \ € Hy(E, C), notons A~19 et \>~! ses composantes via cette décomposition.

Notation. Pour A\ € Hy(FE,Z), nous définissons

Al = (2mi (A%1, A710Y) . (1.52)

Pour montrer que I'expression (1.52) a bien un sens, nous allons la calculer en termes de 7(\)
et 7. Rappelons que l'isomorphisme (1.48) induit une base de H1(E, Z) que nous notons ([1], [7]).
Nous la considérerons également comme une base de l’espace vectoriel complexe Hi(E, C). Un
calcul simple montre que

T—T T—T
— ~1
AT = —
o (2 W+ - )
Nous en déduisons
o (\0—1 \—1,0y _ ™ 25
T <>\ ’)‘ > %(T) |77()‘)| i 07

ce qui justifie la définition (1.52).

Nous allons maintenant exprimer la fonction de Green Gg au moyen d’une série d’Eisenstein-
Kronecker.

Proposition 22. La distribution sur E définie par la série de Fourier
/
3 Hiﬂ2 (1.53)
A\eH,(E,Z)

est de classe C* sur E — {0}. Pour tous points P,Q € E avec P # Q, nous avons

GE(P,Q)Z—% 3 P —Q) (1.54)

L Bk
1(E,Z)

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation de la fonction Gg par les propriétés 3 et
7 (pp. 16 et 17). Des calculs sans difficulté montrent que

I\ = %7(; n(A) - xx - n'dz, (1.55)
oxr = —%E:_)U()\) XAz, (1.56)
N = 5P, (1.57)
volg = 2%i(7) 7 (dz A dF), (1.58)

Nous en déduisons



1.2. Cas d’une courbe elliptique, selon Bloch 25

N AR 2 o N L .
&%%:ww>‘§:mmw' Sz e nd)
_ T ' &(7—).‘701

%m(%:”) i

= 27Ti(50 — VOIE),
ol &g désigne le courant d’intégration en 0 sur E et vérifie

( > XA) volg = do. (1.59)

AeH1(E,Z)

D’apres la propriété 7 (p. 17) appliquée a G et puisque toute distribution harmonique sur F
est constante, il existe une constante C' € C telle que

1 /
Gp(0,)=C—5 H’;ﬁg. (1.60)
\eH|(E,Z)

D’apres la propriété 3 (p. 16) appliquée & G et puisque fE xavolg = 0 pour A # 0, il vient
C = 0. Nous remarquons enfin que

ce qui permet de conclure. ]
Remarque 23. Le recours aux distributions dans la proposition 22 s’explique par le fait que la
série intervenant dans le membre de droite de (1.54) n’est pas absolument convergente. Il est

possible de contourner ce probleme en utilisant des procédés de sommation diis a Eisenstein et
Kronecker [75].

La fonction Rp s’exprime elle aussi au moyen d’une série d’Eisenstein-Kronecker.

Proposition 24. Pour tous points P,Q) € E, nous avons

i rooxa(P—-Q
Rp(P,Q) =+ > (||)\||4) -[Al, (1.61)
XeH(E,Z)
ot nous notons [N l’image de \ € Hi(E,Z) par Uapplication d’Abel-Jacobi (1.43).
Démonstration. Posons w = n*dz. Puisque I'espace vectoriel Q10(E) est de dimension 1, il suffit
de vérifier I’égalité obtenue a partir de (1.61) en appliquant w. Notons que

umﬁzﬂwzﬂmwzndw=mm

de sorte que nous sommes ramenés a démontrer 1’égalité

R =5 3 RELD), (1.62)

AeH A
1(E\2Z)

Cela résulte d’un calcul sans difficulté combinant la définition de R, et la proposition 22.
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RW<P, Q) GE(P, t)wt A 5,5GE<Q, t)

/e ZZ%W *dz“at< r(rngt))

E T
’X,\
*dz N O
/EZZ HAHM?“” s

1 xA(P
E IMH Hu!

,2 n(u) X (dz A dZ).

En intervertissant les signes > et [, il vient

2% /
Rl Q=G50 Z Z XAM ) [ ool

’X)\
1)0-x—p,
Z 2 T uuu? -

' X/\(P)X—)\(Q)

D DL ICY
2 & AIPI=AIP
i~ Xa(P — Q)
= — A
ol ¢ désigne le symbole de Kronecker. O

Remarque 25. La série intervenant dans (1.61) est normalement convergente en tant que série
de fonctions sur £ x E. En conséquence, la fonction Rg est continue sur £ X E.

Proposition 26. Soit E une courbe elliptique sur C munie d’un isomorphisme n : E =N C/(Z
7Z). Le dilogarithme elliptique Dg,, s’exprime en fonction de Rg au moyen de la formule

Dg.,(P)=2-S(R,(P,0)) (P€E), (1.63)

ol nous avons posé w = n*dz. En particulier, supposons la courbe elliptique E définie sur R, et
prenons l'isomorphisme n défini en (1.40). Alors nous avons

RAP,Q) = sDp(P-Q)  (P.QEE(R)). (160

et w=n*dz € QY°(E(C)) est l'unique forme différentielle vérifiant fEO(R) w=1, on E°R) est
la composante neutre de E(R).

Démonstration. Nous allons utiliser I'identité (1.62) obtenue au cours de la démonstration de la
proposition 24. Un calcul sans difficulté nous donne
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2-%(1@(13,0)):2%(7; 3 ﬁfﬁ?-n(ﬂ)

\eH, (E,Z)

— - Z

€H\(E,Z)

—

C\,
T cH\(E,Z) 77()\)77()\

S(r (P
- e,g(%z)n N2y
_S()? X-A(P)
e,g(;m n(A)? 770\))
st ()
o 3 own)
:DEW(P).

Supposons E définie sur R et soient P,Q) € E(R). Notons ¢ : E(C) — E(C) la conjugaison
complexe. Elle correspond & la conjugaison complexe usuelle sur C/(Z + 7Z) via I'isomorphisme
1. Nous avons donc ¢*w = w. Un calcul simple utilisant la définition de Gg montre que

Gr(P,c(t)) = Gp(P,t)  (te B(C),t+ P). (1.65)

D’apres la définition (1.20) de R,,, nous obtenons

teE(C)
—— [ Gu(Pelw) @ 0,Ge(@.c(w)
ueE(C)
:—/ GE(P,U)C*E/\guGE(QaU)
ueE(C)

Le signe — apparait car le changement de variables t = ¢(u) renverse 'orientation. Puisque ¢*w =
w, il vient R R,(P,Q) = —R,(P,Q), c’est-a-dire R, (P,Q) € iR. L’invariance par translation
R,(P,Q) = R,(P — Q,0) et (1.63) permettent alors d’en déduire (1.64). Enfin, nous avons

/ w:/ n*dz:/ dz =1,
EO(R) EO(R) s EO(R)

puisque 7, E°(R) coincide avec la classe du segment [0,1] C C, orienté dans le sens positif. [
Remarque 27. Nous pouvons déduire de la formule (1.63) la dépendance de la fonction D, en
I’isomorphisme 7.

Nous pouvons maintenant faire ’observation suivante. Elle m’a permis de pressentir le
théoreme 29.
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Proposition 28. Pour toute forme différentielle w € QYO(E), nous avons la propriété différen-
tielle suivante sur E — {0}

OR,(-,0) = —mi Gg(-,0) w. (1.66)

Démonstration. Par linéarité, il suffit de démontrer (1.66) pour w = n*dz. Nous avons vu au
cours de la démonstration de la proposition 24 que

R =5 ¥ RELD), (1.67)

NeH1(E,Z)

Un calcul de la méme veine que les démonstrations précédentes donne

X
Ol (Z ||Aﬂ4 )
ZW
Zuw @ "X

(
i (' XA
= 2(2 e > d’apres (1.57)

O]

La signification et la portée de I'identité (1.66) sont les suivantes. La fonction G est 'ana-
logue elliptique du logarithme univalué log|z|. Nous avons vu également dans la proposition 24
le lien entre la fonction R, et le dilogarithme elliptique. Nous pouvons alors considérer la pro-
priété différentielle (1.66) comme 1’analogue de la relation suivante, satisfaite par la fonction de
Bloch-Wigner D

9 i) = % <1°g|z 4 losll = z‘) (- € C—{0,1}). (1.68)

0z 1—2 z

1.3 Propriété différentielle et caractérisation

Nous retournons maintenant au cas général : X est une surface de Riemann compacte connexe
non vide, de genre g > 1. Le but de cette section est d’établir le résultat suivant.

Théoréme 29. Fizvons une forme différentielle w € QY9(X) et un point x € X. La fonction
y — Ry(x,y) est de classe C*° sur X — {z} et satisfait la propriété différentielle

OyRy(z,y) = mi(Gx(2,y) - wy — o) (y € X —{z}), (1.69)

ot la forme différentielle « € QY0(X) (qui dépend de w et x) est déterminée de maniére unique
par la condition

[anB=[ Gxlew) wnB, (5e20). (1.70)
X yeX
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Démonstration. 1’idée directrice est de dériver la quantité R, (x,y) par rapport a y sous le signe
intégrale. La difficulté provient de la singularité de I'intégrand au point y. Fixons une forme
différentielle w € Q19(X) et des points x,y9 € X avec x # yo. Nous allons étudier la fonction
y — R, (z,y) au voisinage de yo. Pour cela, introduisons une coordonnée locale holomorphe u(y)
au point yp, de telle sorte que u(yp) = 0. Pour € > 0, posons

D. = {y € X; |u(y)| < e}, (1.71)
X.=X-D.. (1.72)

Nous raisonnerons toujours en supposant € suffisamment petit. Définissons des fonctions R; et
Ry sur D, par

Rl(y) = X GX(:E7 Z) T Wy /\EZGX(:%Z) (y € D6)7 (173)
zZEXe

Ry (y) = . Gx(z,2) w, ND,Gx(y,2) (y € D). (1.74)

Nous avons R, (z,y) = Ri(y) + Ra(y) pour y € D..
La seule singularité de l'intégrand définissant R;(y) se trouve en z = x, et cette singularité

est indépendante de y. La fonction Gx étant de classe C*° sur X x X — Ax, nous en déduisons
que la fonction R; est de classe C*° sur D, avec

9, Ru(y) = / Gx(0.) e ATDGx() (e D). (1.75)
zE €

Choisissons une base orthonormale (w;)1<j<4 de Q19(X) pour le produit scalaire (1.3). D’apres
la propriété 8 (p. 17) de la fonction Gx, nous avons l’expression

5zayc;’X(ya Z) = _8952GX (y’ Z)

g

=Ty Wiy Ay
j=1
g

=T Wiz Awjy (1.76)

j=1
Nous en déduisons
g
OyR1(y) = WZ ( Gx(z,") w /\wj> Wiy (y € D). (1.77)
j=1 X

La seule singularité de l'intégrand définissant Ra(y) se trouve en z = y. Elle dépend de y,
mais peut étre controlée grace a la propriété 5 (p. 17) de la fonction Gx. Cette propriété assure
I’existence d’une fonction ¢ : D, x D. — R de classe C* telle que

Gx(y,2) =loglu(y) —u(z)| + ¢(y,2)  (y,2 € De). (1.78)

Notons u(z) = u(z) pour z € D.. Nous avons
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= 1 du(z)
02 loglu(y) — u(z)| = 27(s) — ay) (y,2z € D). (1.79)
Nous pouvons donc écrire Ro(y) = R3(y) + Ra(y), avec
R3(y) = % . Gx(z,2) w. A u(;;u_% (y € D) (1.80)
Ry(y) = . Gx(z,2) w, AD.p(y,2) (y € D). (1.81)

Nous déduisons du lemme de Poincaré pour I'opérateur 9 que la fonction Rg est de classe C*°
sur D, avec

1 )
OyR3(y) = 2mi - §GX(:1:, Y) - wy = miGx (x,y) - wy (y € D). (1.82)

La fonction R4 est de classe C*° sur D, et

OyRa(y) = Gx(z,2) w, A gzaygb(y, 2) (y € D). (1.83)
2€D,
Si nous faisons la somme des expressions (1.77), (1.82) et (1.83), nous obtenons
g
OyRu(x,y) =miGx(x,y) 'wy+7rz < Gx(x,-)‘w/\w]’> Wiy
j=1 \Xe

+ Gx(z,2) w, A gzﬁygb(y, 2) (y € D), (1.84)
2€D¢

Evaluons maintenant la forme différentielle (1.84) en y = o, et faisons tendre € vers 0. La
fonction ¢ étant de classe C* sur D, x D, et la mesure de D, tendant vers 0 lorsque € tend vers
0, nous avons

< Gx(w,2) ws AD,0y0(y, z)) — 0.
ZEDE

Nous en déduisons

OyRu(x,y) = m’(GX(:v, Y) - wy — ay) (y e X —{z}),

ot a € NM0(X) est la forme différentielle définie par

a:ijé(/XGX(:r,-)-w/\%> ;. (1.85)

Il nous reste & montrer que « vérifie la propriété (1.70). Il suffit de montrer cette derniere
propriété pour 8 = wy avec 1 < k < g. Nous avons
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g
/oz/\UJk:iZ(/ GX(x,-)~w/\wj>/wj/\wk
X o \Ux X
=(/ GX<x,->-ww)-<—z'>
X
:/G’X(l‘,-)-w/\wk.
X
Cela acheve de démontrer le théoréeme 29. O

Remarque 30. Le fait que la forme différentielle o introduite en (1.85) vérifie la propriété (1.70)
résulte également du calcul suivant utilisant la formule de Stokes

_ _ 1 _
/Xomﬁ - /yEX Gx(,y)ey N By — — /yEX Oy R(,) A B, (1.86)
_ 1 _
= [ oxtee,nB, - [ dlhue) D)
= Gx(z,y)wy /\By (B € QY9(X)).
yeX

Il est utile d’introduire une notation pour la forme différentielle o apparaissant dans la
propriété différentielle (1.69).

Définition 31. Soit S C X un ensemble fini et n une forme différentielle C*° complexe de type
(1,0) sur X — S telle que pour tout x € S, la forme différentielle n croisse au plus logarithmique-
ment au point x. Nous appelons projection holomorphe de n, et nous notons me (), la forme
différentielle holomorphe o) (n) sur X caractérisée par la propriété

/ Thot (1) A B = / WA (B e (X)), (1.87)
X X

La propriété différentielle (1.69) se réécrit alors de la maniére suivante

ORu(z,-) = mi(Gx(z,") w — Thot (Gx (2, ) w)) (x € X), (1.88)

Iégalité étant valable sur X — {x}. Puisque la fonction R, est antisymétrique (proposition 12),
nous obtenons facilement l'expression de OR, (-, y).

8Rw('7y) = _aRw(y7')
= —ﬂi(Gx(y, ) W — Thol (Gx(y, ) . o.)))
= —7i(Gx (- y) - w— Mot (Gx (-, y) - w)) (y € X). (1.89)

Il n’est en fait pas tres difficile de montrer que la fonction Rx est de classe C* hors de la
diagonale de X.

Proposition 32. La fonction Rx : X x X — Homg(Q"0(X),C) est de classe C° sur X x
X — Ax.
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Démonstration. 11 suffit bien sir de fixer une forme différentielle w € Q19(X) et de montrer le
résultat pour R,,. Soient xg # yo des points de X, et considérons la fonction R, au voisinage de
(0, Yo)- Introduisons des coordonnées locales en xq et yo :

v=x(u) y=y)  (ulv]<e),

avec z(0) = xg et y(0) = yo. Nous supposons € suffisamment petit pour que

D(zo,€) = {x(u), [ul <€} et D(yo,€) ={y(v), [v| < ¢}

soient disjoints. Notons alors

X=X — (D(zo,€) UD(yo,¢)).

Nous avons

Ry (x(u), y(v)) = Ra(u,v) + Ro(u,v) + Ra(u,v)  (Jul, o] <€)

avec

Ri(u,v) = /ED( )GX(x(u), 2)-w, AO,Gx(y(v), 2)
Ry(u,v) = / - Gx(z(u),2) w, AN0.Gx(y(v),2)
z€D(yo,e)

Rs(u,v) = Gx(z(u),2) w, AN D.Gx(y(v),2).

Z€X€

D’apres les théoremes de régularité des intégrales a parametres, la fonction R3 est de classe C*°
sur le domaine |u|, |v| < e. Considérons maintenant la fonction R; (le cas de la fonction Ra
se traite de la méme facon). La variable d’intégration s’écrit z = x(t) avec |t| < e. Gréace a la
propriété 5 de la proposition 9, nous avons

Gx(x(u),z(t)) =loglu —t|+ ¢1(u,t)  (lul,[t| <€) (ut),
la fonction ¢ étant de classe C* sur le domaine |u], |[t| < e. Par conséquent
Ru(u,v) = / loglu— |- do(v, )t AdE+ | 61 (ust) - do(v, £)dt A dF, (1.90)
[t]<e [t|<e

ol ¢ est une fonction de classe C* sur le domaine |v|, |[t| < e. D’apres les théoremes de régularité
des intégrales & parametres, le second terme de (1.90) est une fonction de classe C* sur le do-
maine |u|, |v] <e.

Occupons-nous maintenant du premier terme. Pour tout zg € C et » > 0, nous noterons
B(zo,7) (resp. B(z0,7)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre zg et de rayon r dans C.
Fixons |ug| < € et choisissons § > 0 tel que B(ug, 25) C B(0,¢). Soit ¢ : C — R une fonction de
classe C*° vérifiant

¥ =1 sur B(ug,6) 1 = 0 en dehors de B(ug, 20).

En écrivant 1 = ¢ + (1 — ¢), le premier terme de (1.90) s’écrit devient
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/ log|u — t| - g2 (v, t)(t)dt A dt (1.91)

[t—up|<26

T e loglu — | - d2(v,1)(1 — ¥ (t))dt A dt. (1.92)
[t—up|>d

La fonction ¢3 : (v,t) — ¢o(v,t)1(t) s’étend en une fonction de classe C* sur B(0,¢) x C.
L’intégrale (1.91) s’écrit alors

/ log|u — t| - p2(v, t)p(t)dt A dt = / log|u — t| - ¢3(v, t)dt A dt
|t—uo| <26 teC

:/ log|t| - ¢3(v,u — t)dt A dt.
teC

Remarquons que |t| > 2¢ entraine ¢3(v,u — t) = 0. En posant t = e, la derniere intégrale
s’écrit

2¢ 2w
—2@'/ / rlogr - ¢3(v, u — re)dr A df,
o Jo

et définit une fonction C* sur le domaine |ul, |v| < e. Enfin, 'intégrale (1.92) est une fonction
de classe C* sur le domaine (u,v) € B(ug,8) x B(0,¢). La fonction R; est donc de classe C*
sur B(ug,d) x B(0,¢). En conclusion, la fonction Ry est de classe C* sur B(0,€) x B(0,¢), et la
fonction R, est de classe C* sur X x X — Ax. O

Nous montrons maintenant que la propriété différentielle (1.88) caractérise la fonction R,,.

Théoréme 33. Fizons une forme différentielle w € Q°(X). La fonction R, : X x X — C
est lunique fonction continue sur X x X, nulle sur Ax et vérifiant, pour tout x € X fizé, la
propriété différentielle

OR,(z,") = mi(Gx(z,) w — mhot (Gx (2,-) w)) sur X — {z},

ol Tho) désigne la projection holomorphe (définition 31).

Démonstration. Montrons la continuité de R,,. D’apres la proposition 32, il suffit de le faire en
tout point de la diagonale A x. Soit donc zp € X et x = z(u) une coordonnée locale au voisinage
de xg. Pour n > 0 suffisamment petit, rappelons la notation

D(z0,n) = {z(u), |u| <n},

et posons X, = X — D(xq,n). Nous voulons montrer que pour tout € > 0, il existe > 0 tel que

lu|, |[v| <7n entraine |R,(z(u),z(v))| <e.

Pour o > 0 suffisamment petit, nous pouvons écrire

Ry (2(u),z(v)) = Ri(u,v) + Ra(u,v)  (lu], |v] < @),

avec



34 Chapitre 1. Dilogarithme sur une surface de Riemann compacte

Ri(u,v) = /ED( )Gx(l‘(u), 2) -w, A 0.Gx(z(v), 2) (1.93)

Ry (u,v) = / Gx(z(u),2) w, AJ,Gx(z(v),2). (1.94)
2€Xq
Pour traiter 'intégrale (1.93), nous écrivons

Gx(x(u),z(t)) =loglu —t[+ d1(u,t)  (ul[t| <a)  (u#1), (1.95)

la fonction ¢, étant de classe C*° sur le domaine |u|, |t|] < «. Posant ¢2 = 0¢1/0t, nous en
déduisons

Ry(u,0) = /|t _ (gt 40100 ( +0a(0.0) )50 AT, (1.96)

2(v—1t)
la fonction ¢3 étant de classe C*° sur le domaine |t| < a. Nous allons trouver a > 0 tel que
|R1(u,v)| < § pour tout |ul, |[v] < a. L’intégrale (1.96) s’écrit comme somme de quatre termes.
Les fonctions ¢1, ¢o et ¢3 étant bornées sur leurs domaines de définition respectifs, il suffit de
considérer les quantités

I (u) :/ log|u — t[ - dt A dt (Ju] < )
It <a
dt A dt
= <
By = [ |55 (1ol < o)

log|u — t| -dt/\dt’
v—1

(lul, [v] < a),

) = /Itga

et de montrer qu’elles tendent vers 0 lorsque « tend vers 0, uniformément en u et v. Nous allons
traiter le cas de I3(u,v), les cas de I1(u) et I2(v) étant plus simples. Par changement de variables,

nous avons
I3(u,v) = / loglt] - dt 1 dt dt) < /
t€Bua) tHUv—u It|<2a

ou x = u — v vérifie |z| < 2. 1l suffit donc de considérer 'intégrale

B - [ =

et de montrer qu’elle tend vers 0 lorsque « tend vers 0, uniformément en x. Pour cela, nous

écrivons
log|t| - dt A df
o) = [ L dnd |
t|<min(a2lz))] L= 2[a|<[t|<a

La fonction 7 — r|log r| étant croissante sur l'intervalle ]0, ], nous avons

log|t| - dt A dt

t—=x ’

log|t| - dt A dt’
t—=x

(lz] < a),

log|t| - dt A dt
t—x '
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logl|t| - dt A dt dt A dt

/ loglt| - dt  dt ) < 2’xlog2\x|’/ 7‘

[t| <min(c,2|z|) t—w [t|<min(e,2|z|) (t - :‘C)
1 1 _
< 2|log 2] (== =) -dend]

tl<min(a2lz))| T =T

dt A dt
< 4’log2|xH " ‘

[t|<3|x|

Cette derniere intégrale se calcule grace aux coordonnées polaires, et donne lieu & la majoration

/ log“"m( < d8n|zlog2e]| (2] < ). (1.97)
ti<min(a2la)! T
Pour traiter la seconde intégrale, nous remarquons que |t| > 2|x| entraine |t — x| > ‘tl , d’out
/ log|t| -dt/\dt) < 2/ log|t| -dt/\dt’
2z|<[t|]<a! T — L2pi<)t<a ¢
< 8 /Oa|logr]dr (2] < a). (1.98)

D’apres (1.97) et (1.98), la quantité I5(x) tend vers 0 lorsque « tend vers 0, uniformément pour
|z| < . Par suite, il existe g > 0 tel que pour tout choix de a €]0, ap] et tout |ul, |v| < a, nous
ayons |Ri(u,v)| < § pour tout |ul,|v] < a. Considérons maintenant I'intégrale Ra(u,v) (1.94).
La fonction Ry est continue sur le domaine |ul, [v| < a. Or

Ra(0,0) = / G (20, 2) - wo A BuGix (30, 2)
z€X,

:—;/ d(Cx (w0, 2)? - ws)
2€EXq

1
= / Gx(zg,2)? - w..
2 JoD(z0,0)

En utilisant (1.95), il vient

R5(0,0) = ;/M: (log]t| +¢1(O,t))2-¢3(t)dt

— ;/M:a(loga + ¢1(0,t))2 - ¢3(t)dt

Les fonctions ¢1 et ¢3 étant continues en 0, il est facile de voir que cette derniere quantité tend
vers 0 lorsque a tend vers 0. Il existe donc a €]0, ap] tel que |R2(0,0)| < §. Pour ce choix de
a, la continuité de la fonction Ry implique I'existence d’un 7 €]0, o] tel que ]Rg(u v)| < § pour
tout |ul, |v] < n. Nous avons finalement

[Ro(2(u),z(v))| <€ (Jul, Jv] <),

ce qui acheve de montrer la continuité de la fonction R,,.
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Montrons finalement 'unicité de R,,. Soit R/, : X x X — C une autre fonction vérifiant les
propriétés de ’énoncé. Fixons xg € X et considérons la fonction

Y:ye X — Rl (x0,y) — Ru(z0,y).

La fonction 9 est continue sur X et de classe C* sur X — {zp}. De plus, elle vérifie 91 = 0 sur
X — {zo}. Par suite, la fonction ¢ est antiholomorphe sur X, donc constante. Mais 1)(zg) = 0,
d’ott ¢ = 0. Ceci étant valable pour tout point zp, nous avons R/, = R,,. 0

Remarque 34. Dans la démonstration du théoreme 33, nous n’avons en réalité utilisé que la
continuité et le caractere C* par rapport a la seconde variable de la fonction R,,.

1.4 Comportement vis-a-vis des morphismes finis

Le dilogarithme elliptique vérifie les relations de distribution (1.39). Il est naturel de chercher
leur analogue dans le cadre de la fonction Ry .

Soit E une courbe elliptique sur C. Fixons un entier n € Z — {0} et notons ¢ : £ — E
'isogénie donnée par la multiplication par n. La relation (1.39) peut se récrire sous la forme

Dgy(P) =nDg,(¢"P) (Pe b)), (1.99)
ou ¢* P est le diviseur sur E défini par

$*P= > [Q, (1.100)

Qer
»(Q@)=P

et o1 nous avons convenu de définir le dilogarithme elliptique d’un diviseur (ici ¢* P) par linéarité.
Lorsque la courbe elliptique E est définie sur R, nous obtenons en particulier
Dg(P)=nDg(¢*P) (P € E(C)). (1.101)

Remarquons également que la multiplication par n intervenant dans (1.99) et (1.101) n’est
autre que le morphisme ¢, induit par ¢ sur H;(E(C),R). Le lien (1.63) entre les fonctions Dg,,
et R, semble donc indiquer le point de vue suivant. Donnons-nous un morphisme fini

p: X —-Y (1.102)
entre deux surfaces de Riemann compactes connexes. Par image réciproque, ¢ induit une appli-
cation injective

o* QM(Y) = QbO(X). (1.103)
Notons gx (resp. gy) le genre de X (resp. Y'). Nous supposerons dans tout le reste de la section

que gy > 1, de sorte que nous avons également gx > 1.

Nous étendons la définition de la fonction de Green G x aux diviseurs sur X en posant

Gx(l,m)= > ord(l)ordy(m)Gx(z,y) (1.104)
)

ze(l) ye(m

pour tous diviseurs [, m € Div(X) tels que (1) N (m) = 0. Le morphisme fini ¢ induit par image
réciproque une application
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¢* : Div(Y) — Div(X). (1.105)

Dans un premier temps, comparons les fonctions de Green G x et Gy . Une telle comparaison
est sans doute connue, mais je n’ai pas trouvé de référence.

Proposition 35. Il existe une unique fonction ® : X — R de classe C*° vérifiant les conditions

%85@ = ¢ voly —(deg ¢) volx et / ®volx = 0. (1.106)
n X
Pour tout x € X et y €Y tels que ¢(x) # y, nous avons alors
(b k
Gx(z,9"y) = Gy(é(z),y) + ®(x) + d(j;; Z) + C, (1.107)

ot nous avons convenu de définir ®(¢*y) par linéarité, et avons posé

7 _
= < 0. .
C=- P, /X PP < 0 (1.108)

Supposons de plus que gx = gy. Alors ® = 0, de sorte que pour tout x € X et y € Y tels que
o(x) #y, nous avons

Gx(z,9"y) = Gy (9(), y). (1.109)

Démonstration. D’apres [15, Prop. C.5.1, p. 147] et le calcul

/ (¢* VOly —(deg ¢) Vle) = (deg (25) </ V01y> — deg¢ = 0,
X Y

il existe une fonction ® : X — C de classe C*° vérifiant la premiere condition de (1.106). D’apres
[15, Prop. C.5.1, p. 147], la seconde condition de (1.106) détermine ® de maniére unique. En
appliquant la conjugaison complexe aux identités (1.106), il n’est pas difficile de voir que ® = ®,
donc que @ est a valeurs réelles.

Placons-nous dans le cas particulier gx = gy, et montrons que ® = 0. Pour des raisons de
dimension, I’application (1.103) est un isomorphisme. Soit (w;)1<j<g, une base orthonormale de
QL9(Y) pour le produit scalaire (1.3). Le calcul

i /X b"w; A G = i(deg 9) /Y wj AT = (dog §)5,

montre que la famille (¢*w;/v/deg @)1<j<q4, constitue une base orthonormale de 219(X) pour
le produit scalaire (1.3). Par suite, la forme volume sur X est donnée par

deg ¢ dego

D’apres la caractérisation (1.106) de @, il suit & = 0.

. gy P
* A OFw; * 1
volg = LZ P*wj A P*w; _ @* voly (1.110)
9x 3

Fixons maintenant un point y de Y. Considérons la fonction 9, de classe C* définie par

%ZX—W*?J)—’R
€T +— GX(ac, ¢*y) - Gy(¢($)7y)-
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En utilisant la propriété (1.13) appliquée aux fonctions de Green Gx et Gy, nous voyons que la
fonction 1 se prolonge en une fonction de classe C*

Jy:X—>R.

D’apres les propriétés (1.9) et (1.11) appliquées & Gx et Gy, nous avons sur X — (¢*y)

%a&py = —(deg ¢*y) volx —¢*(— voly)
= ¢" voly —(deg ¢) volyx . (1.111)

D’apres (1.106) et (1.111), il existe une constante A(y) € R telle que

Yy(x) = (z) + A(y) (x € X). (1.112)
Considérons un point z de Y distinct de y. Utilisons (1.112) avec le diviseur x = ¢*z. En
convenant de définir par linéarité les quantités qui suivent, nous obtenons

Gx (072, ¢"y) = (deg )Gy (2,y) + B(¢"2) + (deg ¢) A(y).
En utilisant la symétrie (1.13) des fonctions de Green, nous en déduisons que la quantité ®(¢*z)+
(deg @) A(y) est symétrique en y et z. Il existe par conséquent une constante absolue C' € R telle
que

D(o*y)

Ay) = deg o

+C (yey),

ce qui montre (1.107).

Déterminons enfin la constante C. Considérons volx (resp. voly) comme une forme différen-
tielle sur X x Y au moyen de la premiere (resp. seconde) projection. Multiplions chacun des
membres de (1.107) par voly Avoly et intégrons sur X x Y. Nous obtenons

C :/ Gx(x,¢"y) volx Avoly —/ Gy (¢(x),y) volx Avoly
XxY XxY

@ *
—/ ®(z) volx Avoly —/ (67) voly Avoly .
XxY xxy dego

Puisque les intégrales des formes différentielles considérées sont absolument convergentes, nous
pouvons utiliser le théoréme de Fubini. Grace a la propriété (1.10) des fonctions de Green et a
la seconde condition de (1.106), il en découle

1
C=-— ®(p*y) vol 1.113
o L, PO vl (1113

e
= — D - ¢* voly
deg ¢ Jx

1 _
——ﬂ_ideggz)/X(I)aa(P—/X(I)-VOIX
l

:Fdew/x@aacp,

en utilisant (1.106). Le fait que C' < 0 est démontré dans [15, p. 148]. Cela achéve de démontrer
la proposition 35. O
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Cherchons maintenant & comparer les fonctions Rx et Ry. Nous convenons d’étendre la
définition de la fonction Rx aux diviseurs sur X x X, de la méme maniere qu’en (1.104).

Proposition 36. Pour toute forme différenticlle wy € QYY) et tout diviseur m de degré 0
sur'Y', il existe une constante C(wy,m) € C telle que

Ry (2, 0"m) = Ry (0(x), m) + C(wy, m) (x € X). (1.114)

Supposons de plus que gx = gy . Alors l’égalité (1.114) est valable pour tout diviseur m sur'Y,
et nous avons C(wy,m) = 0.

Démonstration. Considérons une forme différentielle wy € Q19(Y) et un diviseur m de degré 0
sur Y. Pour démontrer (1.114), nous allons utiliser la caractérisation différentielle des fonctions
R,y et R, . Posons wy = ¢*wy. Utilisons également la fonction ® définie a la proposition 35.
D’apres cette proposition et le fait que m est de degré 0, nous avons

%aRwX(wcf)*m) =Gx(, ¢'m)wx — Mot (Gx (-, ¢"Mm) wx)
~(ov @t m + 2w

— Thol <<Gy(¢(~),m) + qDéf;?) wX)
=¢"Gy (-,m)wx — ol (¢*Gy (-, m) wx) .

D’autre part, nous avons

—OR. (9(),m) = 6°(~0Ruy ()

= ¢*(Gy (-, m) wy — Thol (Gy (-, m) wy))
= ¢"Gy (,m)wx — ¢ Mol (Gy (-, m) wy) .

Considérons la fonction continue

Pv: X —-C
T = wa (xa ¢*m) - Rwy(d)(x)a m)

La fonction v est de classe C* sur X — (¢*m). D’apres les calculs précédents, il existe une forme
différentielle holomorphe o € Q19(X) telle que

Bw = a]X,@,*m).

Pour toute forme différentielle 8 € Q1%(X), nous avons

/ a/\ﬁ:/ oY A B (1.115)
X X—(¢7m)

- / d(4B)
X—(¢*m)
=0
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d’apres la formule de Stokes, et puisque 9 est continue sur X. Puisque (1.115) est vrai pour
toute forme différentielle 3, nous en déduisons o = 0. La fonction ¢ étant anti-holomorphe sur
X — (¢*m) et continue sur X, elle est nécessairement constante sur X, d’ou (1.114).

Supposons maintenant que gx = gy, et considérons un diviseur quelconque m sur Y. En
utilisant 1’égalité (1.109) fournie par la proposition 35, on se convainc que le raisonnement ci-
dessus permet encore de montrer (1.114). Il nous reste donc & montrer C(wy, m) = 0. Multiplions
les deux membres de 1’égalité (1.114) par volx et intégrons sur X. D’apres (1.110), nous avons

C’(wy,m):/XRwX(-,aﬁ*m)volX —elg/qu*RwY(',m) @* voly
:/ RwX(-,QS*m)volX/ Ry, (-,m) voly .
X Y

Pour tout z € Y, posons

U(z) :/ YRwY(y, z) voly . (1.116)
ye

Il nous suffit de montrer ¥ = 0. Par définition de R, , nous avons

U(z) = / ( Gy (y,t)wys A Gy (z, t)> voly,y,
yey tey

= / < Gy (y, t) V01Y7y> wy, A thY (Z, t)
tey yey

d’apres le théoreme de Fubini, qui s’applique car la forme différentielle en question est intégrable
sur Y x Y. D’apres la propriété (1.11) appliquée a Gy, nous concluons ¥ = 0. Nous avons donc
bien C'(wy,m) = 0. O

La proposition 36 admet la conséquence agréable suivante pour les fonctions Rx et Ry. Par
dualité, le morphisme ¢* de (1.103) induit un morphisme

¢« : Home(2M°(X), C) — Homg(QM0(Y), C). (1.117)

Corollaire 37. Soit | (resp. m) un diviseur de degré 0 sur X (resp. Y ). Nous avons

b Rx (1, 6*m) = Ry (dul,m). (1.118)

Supposons de plus que gx = gy . Alors I’égalité (1.118) est valable pour tous les diviseurs 1 (resp.
m) sur X (resp. Y).

Remarque 38. La formule (1.118) peut étre interprétée comme un analogue, pour les fonctions
Rx et Ry, de la formule de projection en K-théorie algébrique.

D’apres le théoreme de Hurwitz [34, Cor. 2.4, p. 301] et 'hypotheése gy > 1, la condition
gx = gy est réalisée si et seulement si ¢ est un isomorphisme ou gx = gy = 1. Dans ce dernier
cas, le morphisme ¢ est une isogénie entre courbes elliptiques. Nous détaillons ces deux cas dans
les deux corollaires qui suivent.

Corollaire 39. Soit 0 : X — X un automorphisme de X. Pour toute forme différentielle
w € QY(X), nous avons

Ry+u(z,y) = Ry(o(x),0(y)) (r,y € X). (1.119)
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 36 avec X =Y, ¢ = 0, wy = w et m =
[o(y)]. O

Corollaire 40. Soit ¢ : E — E' une isogénie entre deux courbes elliptiques définies sur C. Nous
avons alors

Rgp($(P),0)=¢. > Rp(P+Q,0) (PeE). (1.120)

QcKer ¢

En particulier, lorsque E = E' et ¢ est la multiplication par n € Z — {0}, nous obtenons
Rp(nP,0)=n Y Rp(P+Q,0) (P€E), (1.121)

Q€EEn]

ot Eln] désigne le groupe des points de n-torsion de E.

Démonstration. Utilisons le corollaire 37 avec X = E, Y = E’, [ = [P] et m = [0]. Il vient

Ry(¢(P),0)=¢. > Rg(P,Q).

QeKer ¢

D’apres la proposition 18, nous avons Rg(P,Q) = Rg(P — @,0), ce qui montre (1.120). Lorsque
E = E’ et ¢ est la multiplication par n € Z — {0}, les morphismes ¢* en (1.103) et ¢, en (1.117)
ne sont autres que la multiplication par n, ce qui permet de conclure. ]

Notons que le corollaire 40 joint a la proposition 26 permettent de redémontrer les relations
de distribution pour le dilogarithme elliptique Dpg.

1.5 Questions et perspectives

Nous concluons ce chapitre en proposant plusieurs pistes de recherche pouvant prolonger
notre étude de la fonction R,,.

Les relations de Steinberg (1.31) et les relations issues des morphismes finis (1.118) peuvent
étre vues comme des équations fonctionnelles pour la fonction Rx. En existe-t-il d’autres?

La proposition 35 permet de décrire le comportement des fonctions de Green vis-a-vis des
correspondances. Plus précisément, elle entraine le résultat suivant (comparer avec [33, (2.6), p.
329]).

Proposition 41. Soit T une correspondance entre deux surfaces de Riemann compactes con-
nexes X et'Y de genre > 1, définie par le diagramme

Z
VN
X<——Z——>K

ou Z est une surface de Riemann compacte conneze, et p et q sont des morphismes finis. Posons

T, =g«op" :Div(X) - Div(Y) et T" =p,oq":Div(Y) — Div(X).

Pour tous diviseurs | et m, respectivement sur X et'Y, de degré 0 et vérifiant (p*1) N (¢*m) = 0,
nous avons l’égalité
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Gx(l,T*m) = Gy (Til,m). (1.122)

Peut-on obtenir un énoncé similaire pour la fonction R, 7

Soit X une courbe projective lisse définie sur Q, géométriquement connexe et de genre
g > 1. Notons X (C) la surface de Riemann des points complexes de X. Les conjectures de
Beilinson [5, 52] prédisent que la valeur spéciale L(H'(X),2) s’exprime en termes du régulateur
de Beilinson vu comme morphisme K§2) (X) — Homg(Q19(X(C)), C). D’apres la proposition
17, les valeurs prises par ce morphisme sont combinaisons Q-linéaires de valeurs de la fonc-
tion Rx(c). Peut-on prédire quelle(s) combinaison(s) linéaire(s) prendre dans l'expression de
L(H(X),2)? 1l serait intéressant d’écrire une version (conjecturale) précise de ce lien, a la
lumiere du cas elliptique, qui est traité dans [32] et [76].

La fonction Rx a-t-elle droit au titre de dilogarithme associé & X 7 Cette question en appa-
rence naive peut en réalité se formuler précisément. Pour toute surface de Riemann compacte X
et tout point-base xg € X, il est possible de définir un polylogarithme associé au couple (X, zg).
Cet objet appartient a la catégorie des variations de structures de Hodge sur X — {xo}. Nous
renvoyons a [8] pour une définition. Dans quelle mesure la fonction Rx permet-elle de construire
une partie du polylogarithme mentionné ci-dessus ?



Chapitre 2

Extension a la jacobienne

Soit X une surface de Riemann compacte connexe non vide, de genre g > 1. Dans le premier
chapitre, nous avons introduit une fonction dilogarithme

Ry : X x X =V := Homg(Q"(X), C). (2.1)

Notons J = Jac X la jacobienne de X ; c’est une variété abélienne complexe de dimension g.
Nous disposons d’une application

XxX—J (2.2)
(z,y) »x—y

ou x —y € J désigne la classe du diviseur [z] — [y] de degré 0 sur X. L’application (2.2) ne
dépend pas du choix d’un point-base de X. Une question se pose naturellement : est-il possible
de prolonger la fonction Rx a J? Nous allons voir qu’une tel prolongement est effectivement
possible, dans le sens suivant.

Théoreme 6. Il existe une fonction Ry : J — V et une fonction continue ®x : X — V telles
que

Rj(x —y) = Rx(z,y) + ®x(z) — ®x(v) (z,y € X). (2.3)

Remarque 42. Dans le cas ou X est une courbe elliptique E, nous avons un isomorphisme
canonique E = J (prendre y = 0 dans (2.2)). Le théoréme résulte alors immédiatement de la
proposition 24 : nous pouvons prendre & = 0 et R; donnée par (1.61). En fait, nous verrons que
la démonstration du théoreme 6 fournit précisément ces fonctions g et Ry (voir la remarque
55). Dans le cas elliptique, la fonction R; définie de maniere générale a la section 2.2 coincide
donc avec le dilogarithme elliptique :

Expliquons brievement 'idée ayant donné naissance & la fonction Rj. Commencons par
considérer une courbe elliptique E définie sur C. Bloch [12] a construit des éléments dans le
groupe de K-théorie algébrique Ko(E)® Q a partir des points de torsion de E. Plus précisément,
il associe a tout point de torsion P € E un élément vp € Ky(F) ® Q. Un aspect important de
cette construction est que le régulateur de 1’élément yp est essentiellement donné par le dilo-
garithme elliptique Dg évalué en P. L’ensemble des points de torsion étant dense dans F, la
fonction continue Dp : E — R est caractérisée par la collection des régulateurs associés aux

43
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élements vp. Nous nous sommes inspirés de cette remarque pour construire la fonction R, dans
le cas ou J est la jacobienne d’une surface de Riemann compacte X. Nous commengons par
construire des éléments dans le groupe Kéz)(J ) & partir des points de X qui sont de torsion dans
J. La détermination de 'image de ces éléments par le régulateur de Beilinson nous amene alors
a une définition naturelle pour R ;.

Voici maintenant le plan du chapitre. Dans la premiere section, nous considérons une courbe
X projective lisse définie sur Q, et nous construisons des éléments dans le groupe KéQ)(J ) =
HJQVI(J, Q(2)) associé a la jacobienne J de X. L’intérét arithmétique de ces éléments apparaitra
dans le chapitre 3. Dans les sections 2.2 & 2.4, nous supposons que X est une surface de Riemann
compacte ; J est donc une variété abélienne complexe. Dans la section 2.2, nous introduisons une
nouvelle fonction Ry, définie sur J et a valeurs dans un espace vectoriel complexe de dimension
finie. Dans la section 2.3, nous établissons un lien entre cette fonction et la fonction Rx du
premier chapitre. Ce lien utilise de fagon essentielle la description de J en termes de la puissance
symétrique g-ieme de X, ou g est le genre de X. Dans la section 2.4, nous indiquons quelques
propriétés supplémentaires de la fonction Rj;. Dans la section 2.6, nous supposons a nouveau
que X est une courbe projective lisse définie sur Q, et nous calculons le régulateur de Beilinson
des éléments construits dans la premiere section, au moyen de la fonction R ;. Nous terminons le
chapitre en mentionnant brievement deux axes de recherche qui nous semblent importants. Le
premier concerne la généralisation éventuelle de la construction précédente aux points de torsion
de J, voire d’une variété abélienne. Le second souléve la question de I’existence d’un lien entre
la fonction R et les polylogarithmes abéliens définis par Wildeshaus [77].

2.1 Construction d’éléments dans le K, d’une jacobienne J

Soit X une courbe projective, lisse, définie sur Q, et géométriquement connexe!. Nous sup-
posons que le genre g de X est > 1. Soit J = Pic? X la jacobienne de X ; c’est une variété
abélienne définie sur Q, de dimension g.

Nous allons nous intéresser au groupe de K-théorie de Quillen KSQ)(J ), défini comme sous-
espace propre de Ky(J) ® Q pour les opérations d’Adams [65, §3]. D’apres les conjectures de
Beilinson, ce groupe est relié & la valeur spéciale L(J,2) = L(H'(X),2), ce qui justifie une étude
particuliere de ce groupe. Notons Q(.J) le corps des fonctions rationnelles de J. La localisation
en K-théorie algébrique permet d’écrire une suite exacte [52, (7.4), p. 23]

00— K@ () —=K2(Q()) © Q2> By, QV) @ Q, (2.5)

ou la somme directe porte sur les hypersurfaces irréductibles V' de J (points de codimension 1

du schéma J). L’application 0 = @ dy, appelée symbole modéré, est définie par

Fordv(G)
),  (RGequy). (2.6)

8V{F, G} _ (_1)0rdV(F) ordy (G) (W

Nous supposons que X posseéde un point Q-rationnel 2y € X(Q). Nous notons i = iy, : X — J

'La construction qui suit étant de nature géométrique, il serait plus naturel de considérer une courbe définie
sur C. Compte tenu des applications arithmétiques (notamment le calcul du régulateur de Beilinson), nous avons
cependant préféré nous placer sur le corps des rationnels.
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I'immersion fermée associée?, définie sur les points Q-rationnels par

i1 X(@Q—J@ (2.7)

x — [x — xg].

Nous considérerons souvent (2.7) comme une inclusion. Notons Jios 'ensemble des points de
torsion de .J (Q), et posons Xiors = X (6) N Jiors.- L’ensemble Xiops contient xg et est muni d’une
action du groupe de Galois Gal(Q/Q). Lorsque le genre g de X est > 2, 'ensemble Xy est fini,
d’apres la conjecture de Manin-Mumford, démontrée par Raynaud [54]. Dans le cas ou X est
une courbe modulaire (complétée) et zp une pointe rationnelle de X, ’ensemble X contient
I’ensemble des pointes, d’apres le théoréeme de Manin-Drinfel’d [28, 29]. En nous inspirant d’une
construction de Bloch [24, Thm 5.1], nous allons construire des éléments dans Kéz)(J ) & partir
de diviseurs Q-rationnels supportés dans Xiors (proposition 44).

Notons Ix le groupe des diviseurs (& coefficients entiers) sur Xios, de degré 0 et invariants
sous l'action de Gal(Q/Q). Notons © C J le diviseur théta, défini comme 'image de la compo-
sition

X1 XX ge-1 2y (2.8)

Pour tout a € J(Q), notons t, : x + x + a la translation par a dans J(Q), et posons O, =

©+acC J(Q).

Lemme 43. Pour tout diviseur | € Ix, il existe une fonction rationnelle F € Q(J)* @ Q telle
que

divF = ) ord,(1) ©,. (2.9)
ze(l)

Démonstration. Considérons le diviseur de Weil

D= ord,(l)O,.

ze(l)

Puisque [ est Q-rationnel, D définit bien un diviseur de Weil de J. Nous allons montrer qu’il
existe un entier N > 1 tel que N - D soit un diviseur principal. Nous avons une identification
canonique [49, Thm 6.6]

J(Q) = Pic(Jg) (2.10)
a— [0, — 6],

ol JG désigne 'extension des scalaires de J a Q. Puisque le support de [ est inclus dans Xiors,
il existe un entier N > 1 tel que
N> ordg(l) - 2=0
ze(l)

dans J(Q). L’application (2.10) étant un homomorphisme de groupes, nous en déduisons que
N - D est un diviseur principal, soit N - D = div Fj avec Fy € Q(J)*. La fonction rationnelle
F=F® % répond alors a la question. O

2Plus généralement, il suffit de se donner un diviseur Q-rationnel de degré 1 sur X.
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Proposition 44. Soient l,m € Ix des diviseurs et F,G € Q(J)* ® Q des fonctions rationnelles
associées respectivement a l et m par le procédé du lemme 48. Soit M C Jios un sous-groupe
fini, défini sur Q, contenant les supports des diviseurs | et m. Alors

1

définit un élément de K§2)(J) qui ne dépend pas du choiz de F et G.

Remarques 45. 1. Dans le cas d’une variété abélienne A qui est la puissance d’une courbe
elliptique, I'idée de considérer la moyenne relative a un sous-groupe fini de A est présente
dans la construction par Beilinson du symbole d’Eisenstein [6]. On pourra également se
référer a [22, Sect. 8], [48, 1.3.1, p. 215], [61, 5, p. 309], [63] et [64].

2. Dokchitser, de Jeu et Zagier [27] ont construit des éléments dans le Ky d’une courbe a
partir de points de torsion de cette courbe. Il serait intéressant de comparer les deux
constructions.

Démonstration. Notons L le corps engendré par les points de M. Soit Jy, I'extension des scalaires
de J a L, et L(J) le corps des fonctions rationnelles de Jr,. Nous avons un diagramme commutatif

9y,

0—= K (Jy) —= Ka(L(J) © Q — @y s, Ki(L(V)) © Q (2.12)
01— KP(J)) —= K2(Q()) 8 Q= By, K1(QV) © Q.
Les translations t,, a € M sont définies sur L. Posons

| *
YL = Card M gj\:/[ta{Fv G} € KQ(L(J)) o2y Q

Le sous-groupe M étant défini sur Q, 1’élément ~;, est invariant sous 'action du groupe de Galois
Gal(L(J)/Q(J)) = Gal(L/Q). D’apres [37, Théoreme 2.2 (a)] appliqué & l'extension L(.J)/Q(J),
I’application naturelle

KZ(Q(J)) ®RQ — (KZ(L(J)) & Q)Gal(L/Q)

est un isomorphisme, donc ~yz, définit un élément v de K3(Q(J)) ® Q. L’application o du dia-
gramme (2.12) est injective. Pour montrer que v définit un élément de K§2 (J), il suffit donc de
montrer que dy, (7)) = 1. Par définition de F' et G, on a dy~y, = 1 pour toute hypersurface V
de Jp, distincte des ©,, a € M. D’autre part, puisque vy, est invariant par les translations ¢,,
a € M, nous avons

dovr = t;(0e,72)  (a€ M). (2.13)
Pour montrer 0, vz, = 1, il suffit donc de montrer dgvyr, = 1, c’est-a-dire
I1 ta(0e.{F.G}) =1. (2.14)
aceM

Posons S = (I) U (m) C M. Nous avons dg, {F,G} = 1 pour a ¢ S. Nous sommes finalement
ramenés a montrer
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H =[] t:(00.{F.G}) = 1. (2.15)
z€S
Lorsque g = 1, I’égalité (2.15) n’est autre que la loi de réciprocité de Weil [68, Chap III, Prop
6] appliquée au symbole {F, G}. Supposons maintenant g > 2. Par définition, nous avons

rordz(m)
7) (z € 5), (2.16)

0o, {F, G} = (~1)rd-0er-tm) (e

SF

d’ou nous déduisons

divoe {F,G} = (ordz(m) Z ord,(1)©, — ord, () Z ordy(m)@y) NO,.
ze(l)

y€(m)

En appliquant ¢}, puis en prenant le produit sur z € S, nous obtenons

divH = Z Z(ordz(m) ordg(l) — ord(I) ord,(m)) - ©,_. N O
zeSzeS
= Z (ord.(m) ordg(l) — ord.(l) ordy(m)) - Oy, N O.
z,z€S
Z2F#x

Remarquons que pour z # x, l'intersection ©,_, N O définit bien un diviseur de Weil de ©. Soit
w € QY(X) une forme différentielle algébrique non nulle, de diviseur

2g—2
dive =Y [r;] (1€ X(@), (2.17)
j=1
et définissons
29—2
k=Y i(z;) € J(Q). (2.18)
j=1

Le point k ne dépend pas du choix de w. Notons W I'image de la composition

X972 XX g2 2y (2.19)

et posons W/ =k — W. Pour tout a € J(Q), notons W, = t,(W) et W, = t,(W’). D’apres [50,
Lemma, p. 76] ou [11, Chap. 11, Prop. 9.1], nous avons

O, .NO=W,+W", (z,2€ X(Q), z # 2). (2.20)

Nous pouvons alors finir le calcul du diviseur de H

divH = Y (ord.(m) ordg(l) — ord. () ordz(m)) - (We + W)

z,k€S
z#x

= Z Z(ordz(m) ord, (1) — ord (1) ordy(m)) - (Wy + W)

z€S xeS
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puisque les diviseurs [ et m sont de degré 0. En conséquence, la fonction H est constante. Nous
allons montrer qu’elle vaut 1 en I’évaluant en un point de © bien choisi. Soit e € ©(Q), arbitraire
pour l'instant. D’apres [11, Thm 11.2.4], nous avons

©=r—0. (2.21)

Posons €/ = k — e € O(Q), et écrivons

€ =z1+20+-+ Zg—1 (zl- € X(Q)) (2.22)

Pour e n’appartenant pas & un fermé de codimension 1 dans O(Q), nous avons

XQ) ¢ 0Oz (x€89). (2.23)

Faisant cette hypothese sur e, le théoréeme de Riemann [15, Thm III.5.1] donne alors

g—1

"Ope=[2]+ ) 6] (z€8). (2.24)

i=1

Les fonctions f = (t;F)|x et g = (t:G)|x sont donc bien définies dans Q(X)* ® Q. Le diviseur
de f vaut

div f = i*divt;F =" ) ordy(l) Oz—c = Y  ordy(l)
ze(l)
Nous voyons donc que div f = [; de méme divg = m. Supposons encore que pour tout z € S,
le point e n’appartient pas au support de la fonction rationnelle ¢ (8@Z{F ) G}) Nous pouvons
alors évaluer H en e par

H(e) = H(_l)ordz(l) ord,(m) (sz(m) (6)

* ord, (1
z€S (tZG) ®

_ H ord () ord, (m) ((t:F)Ordz (m) ) (Z)

* ord (I
e’ (tzG)erd=)

or ord, (m fordz(m)
= [0 () )
z€S
=1

d’apres la loi de réciprocité de Weil appliquée au symbole {f, g}. Ainsi H = 1 et v définit un
élement de K. (2)(J ). Montrons que v ne dépend pas du choix de F' (le raisonnement est le méme
pour (). Remplagons F' par F' = AF, avec A € Q* ® Q. Alors 7 est changé en

1
! *

CardM{ H t G}
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Par définition de G, nous avons

div H t2G = Z Z ordy(m)©y_q = 0.
)

aeM a€M ye(m

Donc v est modifié par un élément de K2(Q)® Q C KSQ)(J). Le groupe K2(Q) étant de torsion
[73], nous en déduisons ' = v dans K§2)(J ). O

Dans la section 2.6, nous calculerons le régulateur de Beilinson de . Ce calcul nous amene
a la conjecture suivante, concernant la dépendance de «y en le sous-groupe M C Jiors-

Conjecture 46. L’élément v ne dépend pas du choix du sous-groupe M.
La conjecture 46 est entrainée par la conjecture suivante.

Conjecture 47. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres et a un point rationnel
de A. La translation t, : A — A induit l'identité sur K§2)(A).

Remarque 48. Dans le cas d’une courbe elliptique, les conjectures 46 et 47 découlent de résultats
non triviaux de Goncharov et Levin [32, Prop 3.10]. Indiquons que dans le cas général, la conjec-
ture 47 semble étre conséquence de I'injectivité (non démontrée) du régulateur de Beilinson.

2.2 Définition de la fonction R;

Soit X une surface de Riemann compacte connexe, de genre g > 1. La jacobienne J de X est
un tore complexe de dimension g, donné par le conoyau de application (injective) d’Abel-Jacobi

H,(X,Z) — Homc(2'0(X), C) (2.25)
A= (w — /w>
A
Choisissons une base symplectique B de Hi(X,Z). Elle induit [15, II1.1.2, p. 183] une matrice
de périodes 2 € H, et un isomorphisme
Y

794 QZ9°
La fonction théta (relative & B) est par définition [15, (II1.4.1), p. 192]

I

J (2.26)

f:C—C (2.27)

itn-O)- itn.
PN § :emnﬂn+27rznz.

neZ9
En suivant [15, p. 192], posons Y = 3(Q) ! et

10()]l = [6(z)] - e ™SEYSE (e ). (2.28)

L’expression (2.28) ne dépend que de la classe de z modulo Z9+QZ9, et définit donc une fonction
10|l - 7 — R a valeurs positives, qui dépend a priori de B.
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Définition 49. La fonction R; associée a J est définie par

Ry :J — Homg(Q9971(J), C)
T <a b / log||0(w)|| - Dy log||0(u — x)|| A oau> . (2.29)
ueJ

Montrons que la fonction R; est bien définie et ne dépend pas du choix de la base sym-
plectique B. Le lieu des zéros de la fonction holomorphe 6 est invariant par translation par les
éléments de Z9 4+ QZI, et définit donc une hypersurface irréductible ©¢ C J. La fonction log||@|]
est de classe C*™ sur J — Og et a une singularité logarithmique le long de ©¢. Nous en déduisons
que lintégrale (2.29) converge absolument. Soit maintenant B’ une autre base symplectique de
Hi(X,Z). Notons ¢ la fonction théta relative & B’, et R/, la fonction définie au moyen de ¢'.
D’apres la formule de transformation pour les fonctions théta [11, 8.6.1], il existe un point de
2-torsion a € J[2] et une constante C' € R tels que

log|¢ (2)]| = log||f(z — a)|| + C (z € J). (2.30)

Notons t, : v — u + a la translation par a dans J. Nous avons

(R (2), ) :/ (logl|6(u — a)| + C) - B logl|6(u — 2 — a)|| A vy

ueJ

- / 1ogl0(w)|-Bulogl|(u— )] At
ue

n /UEJ d(Clog||f(u — x — a)ja)
= <RJ($),C¥>

puisque « est invariante par translation, et d’apres la formule de Stokes. Ainsi R, = Ry, ce qui
montre I'indépendance de R; vis-a-vis du choix de B.

Remarque 50. La définition ci-dessus vaut en fait pour toute variété abélienne complexe A
principalement polarisée. En effet, la polarisation principale de A induit une forme bilinéaire
alternée sur Hy(A,Z). Le choix d’une base symplectique de H;(A,Z) pour cette forme alternée
induit alors une fonction # sur le revétement universel de A. Il est alors possible de montrer que
la définition (2.29) ne dépend pas du choix de la base symplectique, et donne donc lieu & une
fonction R4 bien définie sur A, & valeurs dans Homg(Q2%9~1(A), C), ot1 d est la dimension de A.

En vue de comparer les fonctions Ry et R; (voir la section suivante), nous avons besoin de
considérer R; comme une fonction & valeurs dans I’espace vectoriel complexe Homg(Q219(X), C).
Pour cela, il suffit de définir un isomorphisme entre Q°(X) et Q299-1(.J). Comme en (2.7), le
choix d’un point-base x¢p € X induit une immersion fermée i : X — J. L’application

QM) S Qb0(x) (2.31)

est un isomorphisme qui ne dépend pas du choix de z(, ce qui nous permet d’identifier les espaces
QLX) et Q10(J). Soit we, € Q51(J) la forme différentielle duale de Poincaré de I'hypersurface
Oy, définie par la propriété

/wgo AB= 6] (B € Qa7 )). (2.32)
J [SH)

La forme différentielle wg, ne dépend pas du choix de B. La formule de Stokes permet en fait
de montrer
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g
wo, =1  wj AD;. (2.33)
j=1

Remarquons au passage l'identité i*weg, = gvolx, qui fournit une interprétation de la forme
volume vol x .

Notation. Nous convenons d’identifier Q19(X) et Q29971(J) au moyen de I'isomorphisme

QLX) = Qoo () (2.34)
1

g—1

Nous notons encore R; : J — Homc(Q5°(X), C) la fonction qui en résulte.

2.3 Lien entre les fonctions R; et Rx

Le but de cette section est d’établir un lien entre la fonction R; et la fonction dilogarithme
Rx, lorsque J est la jacobienne de X. Dans un premier temps, nous relions les fonctions log||6|| et
Gx (la premiere joue le role de fonction de Green pour 'hypersurface ©g). Ce lien est classique,
voir par exemple [40, Chap. 13, Thm 5.2]. Dans un second temps, nous relions les fonctions R
et Rx, en utilisant la description de J en termes de la puissance symétrique g-ieme de X.

Pour les besoins de la démonstration, nous fixons une base symplectique B de Hq(X,Z)
pour le produit d’intersection, ce qui induit une fonction 6 sur le revétement universel de J, une
hypersurface ©¢ C J définie comme le lieu des zéros de 6, et une fonction log||f|| : J—0¢ — R de
classe C*°, définie grace a (2.28). Nous choisissons également une base orthonormale (w1, ..., wy)
de Q50(X) 22 QL0(.J) pour le produit scalaire hermitien (1.3).

Lemme 51. Sur J — ©g, nous avons l’égalité

g
091og|l6]] = —7 > w; A @, (2.35)
j=1
Démonstration. Nous conservons la notation (2.26). Notons (21, ..., z4) les coordonnées sur CY.

Soit ég I'image réciproque de ©g dans CY. Puisque la fonction z — log|0(z)| est harmonique sur
CY9 — Oy, et d’apres la définition (2.28) de ||6||, nous avons sur J — O

d0log|6(z)|| = 09(—7'S(2) - Y - 3(2))

g _ _
_ Vi, ag(zk .Zk; A Zl)
— 21

27
k=1
71_ 9 —
"1 > Yiy - 00(2k2 — 27 — Tz + ZA)
ki=1

I
N
Mm

Yig - (—dzp Ndz — dzp A dZg)

)

>

-

Yo - dzy N dz,

v 3
=
I

1
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la derniere égalité résultant du fait que la matrice Y est symétrique. Soit A = (axm)i<k,m<g €
M,y (C) la matrice définie par

g
dzp = Z Ak mWm (1<k<g). (2.36)

Notons que la matrice A est inversible. Nous avons alors

g
(dzkydz) = Y Qi (Wi, wn) = Ej%mmm_-mA> (1<k1<yg).
m,n=1
Ecrivons maintenant B = (a1,...,aq,b1,...,bg). Notons § le symbole de Kronecker. D’apres [15,

A.2.5], nous avons également

(dzk,dzl) = Z/ dzi N\ dz]
X

g
—iZ/ dzk-/dzﬁ—/ dzl-/dzk
j=1"% b a bj

g
= iZ(sJ,k S — Q0
j=1
=2-3()p,

la derniere égalité résultant du fait que € est symétrique. Par identification, nous avons A*A =
2Y 1 doutAd = A 'Yl et tAYA = 2I,. Nous avons enfin

g g g
™ ™
-5 E Yii-dzp Ndzp = D) E Yii E Af,mQp - W A\ Wy
k,l=1 k=1 m,n=1

g
= —g Z (tAYZ)mm W N\ O

m,n=1
g
= -7 Z 5m,n * Wi A Wy,
m,n=1
ce qui montre bien 90 1log||d|| = —7 Z?Zl wj ANwj sur J — Oy. O
La proposition suivante établit le lien entre la fonction log||f|| et la fonction de Green sur X.
Nous remarquons que cette proposition ne fait pas référence a un point-base particulier de X.

Proposition 52. Soit e € O tel que la fonction

(r,y) e X x X — [|6(e +2 —1)| (2.37)

n'est pas identiquement nulle. Alors il existe des (g —1)-uplets (z1,...,29-1) €t (Y1,...,Yg—1) de
points de X, bien déterminés a permutation pres, et une constante C, € R, tels que nous ayons

g-—1 9—
logllf(e +z — y)|| = Gx(x,y) + Y _ Gx(z,zi) + Y _ Gx(y,y5) + Ce, (2.38)
i1 =1

pour tout couple (x,y) € X x X vérifiant x #y, v # x; et y # y;.
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Démonstration. Le premier role revient a ’ensemble

Fe=A{(z,y) e X x X [[6(e + = —y)|| = 0}, (2.39)

qui est un fermé algébrique strict de X x X. Nous choisissons un point-base g € X et notons
i : X — J 'immersion fermée associée (prendre y = zp dans (2.2)). Nous verrons i comme une
inclusion. Pour tout a € J, notons ©, = ©g 4+ a C J le translaté de ©¢y par a. Rappelons le
théoreme de Riemann [15, Thm IIL.5.1] : il existe A € J tel que

@A:@0+A:{Z1+"'+2g71EJ|2’1,...,ZQ,1GX}. (2.40)

Le point A dépend de la base symplectique B et du point-base xg. Prendre comme point-base
z(, € X revient & changer A en

A=A—(g—1)(z(— z0). (2.41)

L’identité (2.40) entraine l'existence d'un (g — 1)-uplet (y1,...,yy—1) de points de X tel que

et Ayttt (2.42)
Par parité de ©p, nous avons —e € Op, d’ou l'existence d'un (g — 1)-uplet (z1,...,24—1) de
points de X tel que

—e+A=x1+ -+ x4-1. (2.43)

D’apres [51, Chap. II, Lemma 3.4], chacun de ces (g—1)-uplets est bien déterminé & permutation
pres, et I'identité (2.41) montre qu’ils ne dépendent pas du point-base xy. Toujours d’apres [51,
Chap. II, Lemma 3.4}, nous avons la description suivante de Fp :

r=y
0le+z—y)|=0 < ou x€{xy,...,Tq-1} (2.44)

ou ye& {yh s 7yg—1}‘
Fixons maintenant y € X avec y & {y1,...,yq—1}. Par hypothese sur y, la courbe X n’est pas

incluse dans ©,_.. Toujours d’apres le théoreme de Riemann [15, Thm II1.5.1], I'image réciproque
par ¢ de 'hypersurface ©,_. est donnée par le diviseur

g—1
"0y =[] + 3l (2.45)
i=1
En conséquence, la fonction ¢, définie par
g—1
by(x) =log|lb(e +z —y)|| — Gx(x,y) = Y Gx(x, ;) (2.46)
i=1

s’étend en une fonction de classe C* sur X : cela résulte de la propriété (1.10) de la fonction de
Green G x. Montrons que ¢, est constante sur X. Définissons

te—y :J = J (2.47)

a—a+e—y.

D’apres (1.9) et le lemme 51, nous avons
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90 ¢y = (00i*t;_, log||0]]) — mig volx
(i*t:,yaglogHGH) — mig volx

g
=—r-i't;_, (Z wj A @) — Tig volx
i=1

g
= —Wij A wj — migvolx

Jj=1
=0,

la derniere égalité résultant de la définition (1.4) de volx. Donc ¢, est constante (réelle) sur X.
Déterminons cette constante. Par parité de #, nous avons

10 +z -yl =[0(—e+y—2)|  (z,y€X).

En utilisant ce que nous avons déja démontré, il existe, pour tout z € X — {z1,...,24-1}, une
constante ¥, € R telle que

g—1

logll0(e +z — y)|| = Gx(y,x) + Y Gx(y, ) + ¢u (2.48)
j=1

pour tout y € X tel que y & {x,41,...,ys—1}. La conjonction des équations (2.46) et (2.48)

entraine aisément ’égalité désirée, pour tout (z,y) & Fe. O

Remarque 53. L’ensemble

F ={e €0y (2.37) est identiquement nulle} (2.49)

est un fermé algébrique strict de ©¢ (cela résulte du fait que J = ©p + X), ce qui assure que
la proposition précédente est non vide. Il serait intéressant de préciser la dépendance de la
constante C, de la formule (2.38), en le point e € ©g — F.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le lien entre les fonctions Rj et Rx. Rappe-
lons que nous considérons R; comme une fonction & valeurs dans Homg(21(X), C), grace a
I'isomorphisme (2.34).

Démonstration du théoréme 6. Définissons la fonction @ x par

dx : X — Homg(QM(X),C) (2.50)
g
T (W —1 R, (x,2) wAw;),
(o= [ Rl wnm)

et notons ®,, = (®y,w) pour w € QHY(X). On vérifie que @y ne dépend pas du choix de la base
orthonormale (wy)1<k<y- Les fonctions R, étant continues sur la variété compacte X x X, la
fonction ®x est continue sur X. Nous allons montrer que la fonction R satisfait (2.3). Il suffit
de tester cette égalité sur chacune des formes différentielles wy, 1 < k < g. Notons S, le groupe
symétrique d’ordre g. De (2.33), nous déduisons
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why' =17 D (@) ATD) A+ A (Wr(g1) ATrGT)

TESy
g g
=i g =) N\ wireg.
k=1j=1
Ik

L’image ay de wy par l'isomorphisme (2.34) est donc donnée par

k—iémelfacteur
=19 (W AT A AW A A (wg ATg) € Q9971 ). (2.51)

En utilisant la définition (2.29), il s’agit donc de montrer

<RJ(x - y)v ak> = Ry, (xvy) + @y, (x) - Dy, (y) (xvy € X) (2'52)

L’idée-clé est d’utiliser la description de J en termes de la puissance symétrique g-ieme de X.
Fixons un point-base g € X. Nous verrons X incluse dans J au moyen de ce point-base. Le
morphisme

X9 J (2.53)

(Z15.ey2g) = 21+ + 24

est fini, de degré (g!). Soit A € J tel que (2.40) soit vérifié. Nous avons

(Ry(z—y), o) = / JlogHG(U)II -0y log||f(u — 2 +y)|| A ax,
ue

=/ logl|(u — A — )| - D logllB(u — A — 2)[| A
ueJ

puisque le changement de variables u — u — A — y laisse invariante la forme différentielle ay. En
utilisant le changement de variables v, nous obtenons

1 _
(Ry(r —y),ap) = g,/ log[|0(z1 + -+ +2g — A —y)| - Olog[|0(21 + -+ + 2y — A —z)|| AP g,
S X

ou l'intégrale porte sur les variables (z1,...,25) € X9. Nous allons maintenant calculer ¢*ay.
Pour tout 1 <1 < g, notons p; : X9 — X la projection sur le [-eme facteur. Puisque

g
Yrwj = ZP?Wj (1<j5<g), (2.54)
=1

nous en déduisons

T/J*Oék = Z Z Qo 1) (255)

0ESy TES,

oll nous avons posé

k—ieme facteur
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Posons

I, = / logllf(z1 + -+ 2 — A —y)|| - Olog|0(z1 + -+ 2y — A — 2)|| A gy (2.57)
X9

Remarquons que dans 'intégrale (2.57), nous pouvons remplacer le symbole d par une dérivée
partielle par rapport a la variable z,(;). Dans la suite, nous poserons pour abréger

g
e= > z—Ac6y, (2.58)

=1

17 (k)
Z=Zr(k) € X, (2.59)
de sorte que I, . s’écrit
I = | toglo(e + 2 = )] B loglb(e + = - 2)] A (2.60)
X9

Nous reconnaissons ici des quantités similaires a celle qui intervient dans le membre de gauche de
(2.38). L’ensemble des (z1,...,24) € X9 tels que e vérifie les hypotheses de la proposition 52 est
un ouvert Zariski non vide de X9. Nous pouvons sans danger remplacer (2.60) par I'intégrale sur
cet ouvert, et appliquer la proposition en question a I'intégrand. Dans la suite, nous supposerons
donc toujours que e vérifie les hypotheses de la proposition 52. Nous noterons 2/ (e), ..., z;_4(e)
les points de X, bien déterminés a permutation pres, tels que

1

—e+ A=) ze). (2.61)
j=1
D’apres la formule (2.38), nous pouvons écrire
g-1 g
log|lf(e + 2z —y)|| = Gx(z,y) + Z Gx(z 2i(e)) + Z Gx(y,z1) + Ce (2.62)
=1 =1
! 17 (k)
g—1
et 0,log|lf(e + 2 — x)|| = 0.Gx(z,7) + 0. <Z Gx(z, zé(e))) (2.63)
j=1

L’intégrale I, se développe alors comme une somme de 8 termes. Quatre d’entre eux dispa-
raissent grace a la formule de Stokes :

g
/ (Z GX<y,zl>+ce> B loglfle + = — )] A s
X9\ =1
A0k
g
:/X d(( 3 GX(y,zl)—i—Ce) og|lf(e + = — 2] -aw>
g
i )
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puisque la forme différentielle o, - est “saturée” en les variables z;, [ # 7(k). D’autre part, pour
1 < j1,j2 < g —1, la formule de Stokes montre que la quantité

GX(Z Z]l (6)) : 8zGX(Za ZJQ( )) A Qg7
X9

est antisymétrique en j; et jo. Donc

/XQCX?GX(Z’Z; ) <ZGX >/\ozmzo.

Il reste donc

I, = Gx(z,9) - 0,Gx(2,2) A ag.r
X9
g—1
+/ ZGX(z,zj(e)) 0.Gx(z,2) N ag.r
b
g—1
# [ Gxen) 0. L 6x( 56D ) Aan (2:64)
X9 =
Posons
R, (x,y) = GX(Z y) - 0.Gx(2,2) A agr (z,y € X) (2.65)
/ ZGX )-0.Gx(2,2) A\ agr (x € X). (2.66)
Xg

D’apres la formule de Stokes, le troisieme terme de la somme (2.64) est égal & —®, -(y). Nous
avons donc

(Rj(x —y), o) ' Z Z o,T (z,y +(I)UT( ) — q)J,T(y))' (2.67)

) crESg TES,

Maintenant, occupons-nous de l'intégrale R, .. Puisque cette intégrale est a variables séparées,
elle se calcule aisément grace au théoreme de Fubini. Nous pouvons I’écrire comme un produit de
g intégrales étendues a X. Par orthogonalité des w;, nous voyons immédiatement que R, , = 0
lorsque o # 7. Lorsque o = 7, nous pouvons écrire

g

Ry o(z,y) = (/ Gx(z,y)-0.Gx(z, :n)/\wk> _1H/)(wj/\wj.
=1
Jk

D’apres (1.20) et (1.21), et puisque i [, wj Awj = 1, nous obtenons finalement

Ry o(z,y) = Ry, (z,y) (x,y € X).

Il nous reste maintenant a calculer ®, -, ce qui est sensiblement plus technique. Par permutation
des variables dans I'intégrale (2.66), nous voyons que ®y r = Pyy0.q0r pour tout g € S,;. Cela
implique 'identité
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1 1
J SN a,,= T Y P (2.68)

0ESy TES, T o€eS, 7(']?)89
T(k)=g

Considérons le morphisme

p: X9 —-0yxX (2.69)
g—1
(21,...,29) — (e,2) = (Zzl —A,zg>
=1

et le morphisme p’ défini par le diagramme commutatif

X9 500 x X (e, 2) (2.70)
X lidxid I
©p x X (—e, z).

Ces deux morphismes sont finis, de degré (g—1)!. Notons pr; : ©gx X — Og et pry: Ogx X — X
les deux projections naturelles. Toute forme différentielle 2 sur J induit par restriction une forme
différentielle sur ©g, que nous notons encore ).

Lemme 54. La forme différentielle vy sur ©g x X définie par

g g g

Vk:pr*{</\wl/\wl>/\przwk—Zprf<kawj/\ /\wﬂ\m)/\pr;wj (2.71)
=1 j=1 =1

Ik o 15k

vérifie

P = ig% Z Z Qg 7. (2.72)

0ESy TES,
7(k)=g

Démonstration. Pour toute forme différentielle w € Q10(X) = QL0(.J), nous avons les formules

g—1

prpriw =Y piw (2.73)
=1

P Praw = pow. (2.74)

Nous en déduisons par exemple

g g
P’ pry (/\ wp A wl) = Z Z /\ p:-(l)wl A p:(l)Ul,
g T
ol o et T parcourent les applications injectives de {1, ... K, ... ,g} dans {1,...,g—1}, c’est-a-dire
les permutations de S, vérifiant o(k) = 7(k) = g. Nous trouvons ainsi que 'image réciproque
par p du premier terme de (2.71) vaut
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YD as (2.75)

0ESy TES,
o(k)=g 7(k)=g

En procédant de la méme maniere, nous voyons que l'image réciproque par p du second terme
de (2.71) est

NS}

=D D D P APIGE A </\ P ()t N Dy (1)@l )Apgwg

j=1 oS, r€S, I=1
J#k o(§)=g 7(k)=g I#35,k

g
= Z Do D PeGwi APy A (/\ pﬁ(l)“l”%)”l) A P (k) Wk

=1
72k 0(j)2g k)~ ik

g
— Z%Z Y s (2.76)

Jj=1 o8, T1€8,
37k o (5)=g 7(k)=g

<

En additionnant (2.75) et (2.76), nous trouvons (2.72). O

Suite de la démonstration du théoréme 6. D’apres 'identité (2.68), nous avons

g,ZZ@M = /ZGX )-0:Gx(z,2) A D> > s

0€S, TES, 0€Sy; TES,
T(k):g
Puisque dans cette derniere intégrale (e, z) = p(21,..., z4), nous pouvons utiliser le changement

de variables p et, grace au lemme 54, écrire

g—1
p Z > Por(x) =i 1/(ez)€®0XXZGX(z,zJ( e)) - 0.Gx (2, ) A v

0ESy TES, j=1

Utilisons maintenant le changement de variables p’. Nous avons

(0 e = p* (—id x id)* . (2.77)

Mais v est combinaison linéaire de termes de la forme pri Q A priw, avec Q € Q9=1971( ) et
w € Q0(X), et nous avons (—id)*Q = Q, puisque le degré de la forme différentielle Q vaut
2g — 2. Par conséquent (p')*v, = p*vg. Enfin, en utilisant des notations évidentes, nous avons

(Zi(_e)’ s vZ;—1(—€)) = (21, ,Zg—l),
ce qui permet d’écrire
Z'g—l g—1
vz > % _1)/ > Gx(zg,2) 02, Gx(21) A Y Y agr.  (2.78)
7 7S TES g X =1 0ESy TES

T(k)=g
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L’intégrale (2.78) peut maintenant se simplifier grace au théoreme de Fubini, pourvu que nous
fassions attention & ’ordre des termes. Posons

) (z) = . Gx(2g:21) - 0:,Gx (29, 7) Aaor (11 < g—1). (2.79)

(0

D’apres le théoreme de Fubini et la propriété d’orthogonalité des w;, nous voyons que ¥s7r =
moins que o~ ! et 77! coincident sur 'ensemble {1,... ,/l\, ...,g—1}. Pour 7 fixé, il y a exactement
deux éléments o qui vérifient cette condition, a savoir ¢ = 7 et ¢ = t o7, ou t désigne la
transposition échangeant [ et g. Posons j = 771(I). Lorsque o = 7, nous avons

g
o) (z) = ; Gx (29, 21)0:2,Gx (29, @) N (wr)zy A\ Prgy(wr A1)
g —
ek
= 2/ Ry, (z,2) - wj \Nwj. (2.80)

Lorsque o =t o 7, nous avons

l —
v (x) = |, Gxgs 202, Gox (200) A (@1)s A (3)z, A @)z A /\ P oy (@Wm A Tr),
i
d’ot1 nous déduisons
l
\Ix§o)77(x) = 2/ R, (z,x) - wp ANWj. (2.81)

En sommant (2.80) sur [ et 7, nous obtenons (rappelons que j = 7 1(1))

g—1
SY we-L Y Y / Ry, 2) - wr) AT

=1 71€8, TESy; I=1
7(k)=g 7(k)=g
(g —1)!
o2 Z/ Ry, (z,2) - wj Nj.
J#k
Par définition de volx, nous avons ) Wi Nwj = —igvolx —wi A Wg. Au cours de la démons-

tration de la proposition 36, nous avons montré que

/ R,(x,z)-volx =0 (we QM(X), z € X). (2.82)
zeX
Il en résulte finalement

g—1

o) (z) = — 91! / Ro,(x,2) - w A GF. (2.83)

T j9-2
=1 7€
T )

En sommant (2.81) sur [ et 7, nous obtenons d’autre part

Htm

g
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« 0 1 &
D IR | Ry o) wnwg
=1 r€S, fes, 1=177€X
7(k)=g 7(k)=g
— 1)1
= —(g.g_z) Z/ R, (z,2) - wp A 5. (2.84)
jk

1 91 91 l
FDIDILACOE S DD I LIGER NG
g: 0ESy TES g I=1 T€S8,
7(k)=g
g
:—12/ R, (z,2) - wi AN Wj
j=1 zeX
=&, ().

En revenant a (2.67), nous avons donc finalement

(Ry(x —y),op) = Ry, (z,y) + Dy, (z) — Dy, (y),
ce qui montre (2.52). O

Remarque 55. Dans le cas on X = FE est une courbe elliptique, 'identité (2.82) montre que
®r = 0. Par suite, la fonction R coincide avec le dilogarithme elliptique :

R;(P-Q)=Rp(P,Q) (PQEeE), (2.85)

en utilisant I'identification £ = J. L’identité (2.85) résulte également assez directement de la
définition des fonctions Ry et Rg.

Remarque 56. Les fonctions R et ® x ci-dessus ne dépendent d’aucun choix. Néanmoins, il n’est
pas clair que 'identité (2.3) détermine les fonctions R; et ®x de maniére unique : par exemple
(2.3) reste vérifiée lorsque I'on ajoute une constante & ® x. Supposons d’abord que X = F est une
courbe elliptique. Donnons-nous des fonctions R; et ®p vérifiant (2.3). Cette derniére identité
implique formellement

Pp(z—y)— 2p(0)

Rj(z —y—0) - Rg(z —y,0)

Ry(z —y) — Re(z,y)

Rp(z,y) + ®p(z) — Pr(y) — Re(2,y)

(Pp(x) — ®5(0) — (Pr(y) — PE(0)) (z,y € E).

Donc @ p—®£(0) est un homomorphisme de groupes. Puisque ® g est continue, on a Pp—P5(0) =
0, donc ®p est constante. Par suite, la fonction R; est donnée par (2.85). Nous voyons donc
que (2.3) détermine R; de maniére unique, et P & une constante prés. Supposons maintenant
que X est de genre 2. L’application (2.2) étant surjective, l'identité (2.3) entraine formellement
I'imparité de R ;. Mais elle ne semble pas déterminer R; de maniére unique. Dans ce cas, ainsi
que dans le cas général, il serait intéressant de chercher a caractériser les fonctions Ry et ®x
par des propriétés supplémentaires.
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Remarque 57. 1l serait intéressant de définir ’analogue de la fonction R pour les fonctions G
définies par Goncharov [31, Def 9.1, p. 390]. La fonction R; correspond au cas de la fonction
G-

2.4 Propriétés de la fonction R;

Nous nous plagons dans le méme cadre que les deux sections précédentes.
Proposition 58. La fonction Rj est impaire, c’est-a-dire
(Rj(—x),0) = —(Ry(x), ) (x€J, acQ9l(])). (2.86)

Démonstration. Cela résulte du calcul suivant :

(Rj(—x), o) = /EJ log]|6/(u)]| - D log]|0(u + )| A cty

- / o) Bulog](—u + 2)] A (1) e
_ / _ o)) Bulogl}o(u )] A o
= _<RJ($)7 a>’

par parité de la fonction 6 et d’apres (—1)*a = —a. Noter qu’il est également possible de
démontrer (2.86) en utilisant la formule de Stokes et en faisant un calcul analogue a (1.21). O

Soit maintenant o : X — X un automorphisme (holomorphe) de X. Il induit, par fonctorialité
d’Albanese, un automorphisme oy de J, défini par

oj:J—J (2.87)

[Z n; - ml] — [Z n; - O‘(l’i)}.
Proposition 59. Nous avons la formule

(Rj(o(x)),a) = (Ry(x),05) (z € J, a€eQP971()). (2.88)

Démonstration. Nous reprenons les notations de la section 2.2. Soit ©y C J I’hypersurface
induite par le lieu des zéros de la fonction 6. Fixant un point-base xy € X et utilisant (2.40),
nous voyons que

UJ(@[))—i-O'J(A) = {0(21)+---+0(zg_1)—(g—l)o(xo) ‘ 21y 5”1 EX}.

Puisque o est une bijection de X, nous voyons que o;(0g) coincide avec un translaté de Oy, et
il en va de méme de 051(60). Il existe donc a € J tel que

H:=0,'(0)) =0_,=0) —a. (2.89)

Notons t, : £ — x + a la translation par a dans J et considérons la fonction

¢ = log||0 o o;|| — log]|€ o t,]] (2.90)
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définie et de classe C*° sur J — H. En considérant une coordonnée locale holomorphe A pour
I'hypersurface H, nous voyons que logl||f o o] et log||f o t,|| s’écrivent toutes deux localement
comme la somme de log|A| et d’une fonction C*°. En conséquence ¢ se prolonge en une fonction
de classe C* sur J. En appliquant le lemme 51, nous obtenons sur J — H

g
00¢ = —m Y o7(w; A@j) — L (w; ATy,

=1

ol nous rappelons que (w;)1<j<4 est une base de I'espace Q0(X) identifié & Q10(.J). Par inva-
riance par translation, nous avons ¢ (w; A @;) = w; Aw;. D’autre part, le calcul

o(x) =z = (0(x) — o(z0)) + (0(z0) — 7o)
=oy(z — x0) + (o(z0) — m0) (x € X)

montre que 100 = too o1, oli t est une translation de J. Par conséquent o™ i* = i* 03 t* = i* 07
sur I'espace des formes différentielles holomorphes, ce qui permet d’écrire o%w; = oc*w;. Or, la
famille (0*w;)1<j<, est encore une base orthonormale de Q'0(X). Par indépendance de la forme
volume (1.4) vis-a-vis du choix de la base orthonormale, il vient

g g
ZU*(WJ' /\LLTJ) :ij AWy,
j=1 j=1

et par suite 99¢ = 0 sur J. Donc ¢ = C est constante (réelle) sur J.

Soit maintenant z € J et a € Q9971(J). 1l vient

(B (o5(w).0) = | tog(u)] - Bulog]0(u ()] A o
- /EjlogHH o 0y (w)]| - By Togl| 0 0y (1 — 2)[| A (050)u
_ /GJ(C 1 10g]|0 o ta(w)]]) - u logl0 o ta(u — @) A (050

La constante C' disparait griace a la formule de Stokes. Le changement de variables ¢, dans
I'intégrale permet alors d’obtenir la formule désirée. O

Remarque 60. Une question naturelle est de savoir si (2.88) reste vrai pour un automorphisme
oy de J ne provenant pas nécessairement de X. En fait, la démonstration de (2.88) n’utilise que
le fait qu’il existe a € J tel que la fonction ¢ définie par (2.90) soit constante. On peut montrer
que cette hypothese équivaut au fait que o7(0g) soit un translaté de ©¢. Dans ce cas, o laisse
invariante la forme Z‘?:l wj A wj. Cette hypothese me semble assez restrictive.

2.5 Rappels sur la cohomologie de Deligne

Soit A une variété abélienne définie sur Q, de dimension d > 1. Considérons le régulateur de
Beilinson

ra: K$2(A) = HE (AR, R(2)), (2.91)
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tel qu'il est défini par exemple dans [65, p. 30] et [52, (5.4) et (7.1)]. Notre but est de calculer
explicitement (en un sens que nous allons bientot préciser) 'application régulateur (2.91). Nous
noterons AR (resp. Ac) I'extension des scalaires de A & R (resp. C). Nous noterons Q(A) et C(A)
les corps des fonctions rationnelles respectifs de A et Ac. Nous avons une inclusion naturelle

Q(A) C C(A). Le groupe de K-théorie de Quillen K§2) (A) est décrit par la suite exacte [52,
(7.4), p. 23]

0— KP(4) 5 k(QA) e QS P Q) Q. (2.92)
VCA

ou la somme directe porte sur les hypersurfaces irréductibles V' de A, Q(V') désigne le corps des
fonctions de V', et 0 = (Oy )y ca est défini par

Iy : K3(Q(4)) — Q(V)* (2.93)
Frordy (G)
I,

{F,G} s (—1)ordvF)ordv(&) (Gorde)

Nous allons donner une formule explicite pour 74, dans le sens suivant : nous allons définir une
application explicite 74 sur K2(Q(A)) ® Q, et montrer que la composition de cette application
avec l'application n* de (2.92) coincide avec le régulateur de Beilinson r 4.

Commengons par décrire explicitement I'espace d’arrivée H2(Agr,R(2)) de l'application
régulateur, en terme de la cohomologie singuliere de A(C). Le lemme suivant se déduit de

[65, (*), p- 9].
Lemme 61. Les groupes de cohomologie de Deligne H3(Ac, R(2)) et H3 (AR, R(2)) sont décrits

par le diagramme commutatif

H3(Ac, R(2)) — H'(A(C), R(1)) (2.94)

H3(Ar,R(2)) —> H'(A(C),R(1))~

ot les lignes sont des isomorphismes. Dans ce diagramme, nous avons posé R(1) = 2miR C C,
et (1)~ désigne le sous-espace des éléments anti-invariants par le morphisme c* induit par la
conjugaison complexe ¢ : A(C) — A(C).

Démonstration. La suite exacte en bas de [65, p. 8] s’écrit

0 — F2Hjgr(Ac) — HY(A(C),R(1)) — H3(Ac,R(2)) — 0, (2.95)

ou H]%R(Ac) désigne la cohomologie de de Rham algébrique de Ac. Pour toute variété projective
lisse X définie sur C, la cohomologie de de Rham algébrique de X et sa filtration sont données
par

Hip(X) = H(X(C),C) (0 <i < 2dimg X), (2.96)
FP Hpp(X) = @ HP(X(C),C) (po € Z). (2.97)
ptg=t

Il est donc clair que F?H{Lz(Ac) = 0, ce qui montre le premier isomorphisme du diagramme
(2.94). D’apres [65, p. 8], le groupe de cohomologie de Deligne H2(Agr,R(2)) se définit comme
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le sous-espace de H5(Ac, R(2)) fixé par la “conjugaison de de Rham”. Cette conjugaison cor-

respond a l'involution [w] — [¢*W] = —[c*w] sur H'(A(C),R(1)). L’espace des invariants sous
cette involution est précisément H'(A(C),R(1))~, d’ou le second isomorphisme du diagramme
(2.94). O

Introduisons maintenant une notation. L’espace des formes différentielles complexes inva-
riantes par translation de type (d,d — 1) sur A(C) sera noté Q®4~1(A(C)). C’est un espace
vectoriel complexe de dimension d muni d’une involution anti-linéaire

o Q+14(0)) — Q4L (A(C)) (2.98)

oa— c'a,

ou ¢ : A(C) — A(C) désigne la conjugaison complexe. Nous noterons Qﬁd_l(A(C)) le sous-
espace de Q%?1(A(C)) fixé par o (notation non standard). C’est un espace vectoriel réel de
dimension d, et 'inclusion induit un isomorphisme canonique

QEI1(A(C)) @r C = Q4471 (A(C)). (2.99)

Lemme 62. Nous avons un isomorphisme

H'(A(C),R(1)) — Hom¢(Q%41(A(C)), C) (2.100)

[w] — (ou—>/A(C)w/\a>.

Via cet isomorphisme, le sous-espace H'(A(C),R(1))~ s’identifie a
Homg (25" " (A(C)), R(d)) € Homg(Q44~1(A(C)), C), (2.101)
ot la derniére inclusion est induite par l’isomorphisme (2.99).

Démonstration. Nous vérifions sans peine que I'application (2.100) est bien définie; montrons
que c’est un isomorphisme. Les espaces de départ et d’arrivée ayant méme dimension réelle 2d,
il est suffisant de montrer I'injectivité. Soit [w] € H'(A(C),R(1)) un élément vérifiant

/ wha=0 (aeQ¥1(AC))). (2.102)
A(C)
La décomposition de Hodge

H2d_1(A(C), C) _ Qd,d—l(A(C)) D m (2.103)

et le fait que @ = —w montrent que (2.102) reste valable pour tout o € H2?~1(A(C), C). Grace
au théoreme de dualité de Poincaré a coeflicients complexes, appliqué a la variété compacte
A(C), nous en déduisons w = 0. L’application (2.100) est donc un isomorphisme.

Soit & présent w une forme différentielle fermée sur A(C) avec [w] € H'(A(C),R(1))~. Soit
également o € Q‘ﬁd_l(A(C)). Nous avons
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/ w/\a:/ w/\a:—/ wAca
A(C) A(C) A(C)

= —(—l)d/ cwha= (—1)d/ wAa, (2.104)
A(C) A(C)

ce qui montre que (2.100) induit une application injective

H'(A(C),R(1))” — Homg (QE " (A(C)), R(d)). (2.105)
Puisque les deux espaces ci-dessus ont méme dimension réelle d, cette application est un isomor-
phisme. O

Nous déduisons des lemmes 61 et 62 les identifications

H2(Ac,R(2)) Homg(Q2%4-1(A(C)), C) (2.106)

H3 (AR, R(2)) — Homg (25" (A(C)), R(d))
Nous allons les utiliser pour prolonger le régulateur de Beilinson 74.

Définition 63. Pour toutes fonctions rationnelles F,G € C(A)*, notons n(F,G) la forme
différentielle définie par

n(F,G) =log|F| - (0 — 0)log|G| — log|G| - (0 — 9) log| F|. (2.107)

Remarque 64. La définition de n(F,G) est directement issue de la formule pour le cup-produit
en cohomologie de Deligne [52, (7.3.2), p. 23|. La forme différentielle n(F, G) est un représentant
privilégié du cup-produit des classes des fonctions F et G.

La forme différentielle n(F, G) est définie sur 'ouvert U = A(C) — 5, ou S est la réunion des
hypersurfaces intervenant dans les diviseurs de F' et G. Remarquons que

n(F, G) = —n(F,G). (2.108)

D’autre part, si ¢: U — U désigne la conjugaison complexe, nous avons ¢*F, c¢*G € C(A)* et

cn(F,G) = —n(c'F,c* Q). (2.109)

Enfin, nous avons

dn(F,G) = = (dlog F A dlog G — dlog F' A dlog G) = 1 (dlog F A dlog G), (2.110)

1
2
en posant 7 (w) = %(w — W) pour toute forme forme différentielle w. Lorsque d = 1, la forme
différentielle n(F, G) est fermée; lorsque d > 1, ce n’est pas le cas en général.

Définition 65. Soit 74, l'application définie par

Tac 1 K2(C(A)) — Hp(Ac, R(2))
(F,G} — <aH/ n(F, G)/\a) , (2.111)
A(C)

ot nous utilisons Uidentification H3(Ac, R(2)) 2 Homc (497 1(A(C)), C) de (2.106).
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Montrons que I'application 74, est bien définie. Puisque les fonctions log|F| et log|G| sont
a croissance logarithmique le long des supports des diviseurs de F' et G, lintégrale (2.111)
définissant 74 converge absolument. La forme différentielle n(F, G), et donc I'intégrale (2.111),
sont clairement bilinéaires en F,G € C(A)*. Pour justifier la définition 65, il reste & montrer
que U'intégrale (2.111) annule les relations de Steinberg. Soit F' € C(A) une fonction rationnelle,
avec F' = 0,1. Un petit calcul montre que

n(F,1—F)=id(DoF), (2.112)

ol D est la fonction de Bloch-Wigner. Il en découle

/ nF,1—F)ANa= z/ d((DoF)a)=0  (ae Q™ 1(A(C))), (2.113)
A(C) A(C)

d’apres la formule de Stokes, ce qui acheve de montrer que 74, est bien définie.

Notons la propriété suivante d’invariance par translation : pour toutes fonctions rationnelles
F,G € C(A)* et tout a € A(C), nous avons

Tac({taFit,GY) = Tac({F, G}). (2.114)

Proposition 66. L’application Ta, définie en (2.111) induit une application

7a: K2(Q(A)) — Hp(Ar, R(2)). (2.115)

Démonstration. Rappelons que 'inclusion naturelle Q(A) C C(A) induit un homomorphisme
K2(Q(A)) — K2(C(A)). Considérons des fonctions rationnelles F, G € Q(A)*. Puisque c¢F=F

et ¢*G = G, nous avons d’apres (2.108) et (2.109) l'identité ¢*n(F,G) = n(F,G). Un calcul
similaire a (2.104) montre que

/ n(F,G)NacR(d)  (ae QR (AC))). (2.116)
A(C)

L’élément 74 ({F, G}) appartient donc bien & H2(Agr,R(2)). O

Si nous tensorisons I’application 74 en (2.115) par Q, nous obtenons l’application suivante,
que nous notons encore 74 :

7a: Ko(Q(A) ® Q — H3(AR, R(2)). (2.117)

Proposition 67. Le régulateur de Beilinson r de (2.91) s’obtient comme la composée
(2) n TA 772
K (4) L K(Q(A) © Q ™ H(Ar, R(2)). (2.118)

Démonstration. Soit v € K§2)(A). En utilisant l'identification (2.94), écrivons 74(y) = [w], ot w
est une 1-forme différentielle fermée sur A(C) (nous pouvons supposer que w est invariante par

translation). Nous avons donc
ra(y) = ou—>/ wA (2.119)
A(C)

en utilisant 'identification (2.106).
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D’autre part, écrivons n*y = + > .{F;, Gi} avec F},G; € Q(A)* et N > 1. Soit U l'ouvert
complémentaire dans A de la réunion des supports des fonctions F; et G;. Notons j : U — A
Iinclusion. Nous avons un diagramme commutatif

H2(AR, R(2)) —— H2(Ur, R(2)) (2.120)
K2 (4) — = kD) —C - Ky(Q(A) 2 Q,
\F‘—/

ou ry désigne le régulateur de Beilinson associé a U, tel qu'il est défini dans [52, (7.1), p. 21]
par exemple. La commutativité du carré du diagramme (2.120) exprime la compatibilité du
régulateur aux images réciproques [30, Section 2|. Grace au cup-produit en cohomologie moti-
vique, nous pouvons former I'élément vy = + >, {F;, G;} € Kéz)(U). 11 vérifie vy = n*y. Or,
I'application 7j; est injective, pour la méme raison qu’en (2.5). Nous avons donc vy = j*v. Par
commutativité du diagramme, il vient alors j*r4(v) = ru(yu).

Nous avons maintenant besoin d’une description du groupe de cohomologie de Deligne
H2(Ur,R(2)) similaire a (2.94). Notons C*°(U(C), R(1))~ l'espace des fonctions ¢ de classe
C> sur A(C), a valeurs dans R(1), et satisfaisant ¢ o ¢ = —¢, ou ¢ : U(C) — U(C) désigne
la conjugaison complexe. Notons encore A!(U(C))~ l'espace des 1-formes différentielles réelles
v sur U(C) vérifiant ¢*v = —v. Notons enfin ngog(U (C)) l'espace des 2-formes différentielles
complexes fermées sur U(C) qui sont & croissance logarithmique le long de A(C) — U(C) [21].
L’identification suivante se trouve dans [52, (7.3.1)].

{ve AW(C) @r RO)|dv € 1 (R, (U(C)) }

(U, R(2)) = 4(C=(U(C), R(1))) |

(2.121)

Puisque le régulateur de Beilinson est compatible aux cup-produits [52, p. 23], et d’apres la
formule du cup-produit en cohomologie de Deligne [52, (7.3.2), p. 23], nous avons

ru(w) = %Z[U(Fia Gi)l. (2.122)

i

Nous avons montré j*[w] = ry (). L'application j* : H3(Ar,R(2)) — H3(Ur,R(2)) du haut
du diagramme (2.120) est donnée, via les identifications (2.94) et (2.121), par la restriction des
formes différentielles. Il existe donc une fonction ¢ € C*°(U(C))~ ®@r R(1) telle que nous ayons

|
wluey = 3 2 1(F, Gi) +do. (2.123)

En particulier, la forme différentielle ). n(F;, G;) est fermée sur U(C). La fonction ¢ s’écrit
partout localement comme une primitive de la forme différentielle fermée w — % > i n(EFi, Gi),
qui est a croissance logarithmique le long de A(C) — U(C). Il en résulte que ¢ croit au plus
logarithmiquement le long de A(C)—U(C). Un calcul utilisant la formule de Stokes donne, pour
toute forme différentielle o € Q‘éd_l(A(C)),
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/A(Cw/\a_NZ/ n(F;, G;) /\oz+/U(C)d¢Aa
= NZ?A({Fi,Gi})(aH/ d(¢ )

U(o)
= Ta(n"y) ().
En conséquence 74(y) = 7a(n™y). -

Question. Soit U un ouvert Zariski non vide de A et jy : U — A linclusion. Considérons le
morphisme

jtr : Hp(Ar, R(2)) — H(Ur, R(2)).

Est-il possible de construire un projecteur

pu : Hp(Ur, R(2)) — Hp(Ar, R(2)), (2.124)

c’est-a-dire un morphisme “naturel” vérifiant pyy o j;; = id 7 L’application 74 définie en (2.115)
pourrait alors, de maniere plus conceptuelle, étre définie par la formule

74 = lim py o7y, (2.125)
UCA

ou la limite inductive porterait sur les ouverts Zariski non vides U de A.

2.6 Calcul du régulateur de Beilinson

Nous retournons maintenant au cadre présenté au début de la section 2.1 (p. 44), et calculons
le régulateur de Beilinson de 1’élément + construit dans la proposition 44. Grace a 'identification
(2.106), le régulateur de Beilinson s’écrit

ry: K$2(J) = Home(Q9971(J(C)), C). (2.126)

Théoréme 68. Soient |, m € Ix des diviseurs et M C Jiors un sous-groupe fini, défini sur Q,
contenant les supports de I et m. Notons v € K§2)(J) l’élément associé a I, m et M, obtenu
dans la proposition 44. Nous avons

=2 Z Z ord, (1) ordy(m)R;(x —y), (2.127)

ze(l) ye(m)
ot nous notons x —y € Jiors la classe du diviseur [x] — [y].

Démonstration. Gréace aux propositions 66 et 67, ainsi qu’a I'invariance par translation (2.114),
le régulateur de Beilinson de « est donné par

rs(y) = (a € Q7 I(C) = [ n(F.G)Aa). (2.128)

J(C)

Nous allons maintenant exprimer n(F, G) en termes de le fonction log||#||. Reprenons les notations
de la section 2.3. Le lieu des zéros de ||0]| est noté Oy, et il existe A € J(C) tel que Oy + A soit
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le diviseur théta donné par (2.8). Soit S la réunion des hypersurfaces ©,, € (I). Considérons
la fonction ¢, de classe C*° sur J(C) — S, définie par

dr(u) = log|F(u)| — Z ord. (1) -logll0(u — A —z)||  (ue J(C)—=S5). (2.129)

Puisque la fonction log||f]| est a smgularlté logarithmique le long de ©y, la fonction ¢ s’étend
en une fonction de classe C* sur J(C). De plus, le lemme 51 entraine l'identité suivante sur

J(C)— 8

g
00¢p =7 Y ordx() Y wj Awj =0, (2.130)

ze(l) Jj=1
puisque le diviseur [ est de degré 0. Donc ¢ est constante sur J(C) : il existe une constante Cr
telle que

log|F(u)| = Cp + Z ordz(1) - log||0(u — A — z)] (u ¢ S). (2.131)
ze(l)
De méme, il existe une constante Cq telle que

log|G(u)| = Cq + Z ordy(m) - log||f(u — A —y)|| (u ¢ Oy, y e (m)). (2.132)
ye(m)

Soit a € Q9-971(J(C)). Nous avons

n(F,G) Ao = (—log|F| - 0log|G| + log|G| - log|F|) A
—log|F| - d(log|G| - @) +log|G| - d(log|F| - «)
= —2log|F| - d(log|G| - a) + d(log|F| - 1og|G| - a),

d’ot1 nous déduisons

/ n(F,G)Na = —2/ log|F'| - D1og| G| A c.
J(C) J(C)

Remplagons log| F| et log|G| par leurs expressions (2.131) et (2.132). D’apres la formule de Stokes
fJ(C)510g|G| A a =0, et il vient

/J(C) n(F,G)Na = -2 Z Z ordg(1) ord, (m)-

) ye(m)

/ log||0(u — A — )| - By log||0(u — A — )] A .
ueJ(C)

En effectuant le changement de variables v’ = u — A — z dans 'intégrale, il vient facilement

/J(C) n(F,G)Na= -2 Z Z ordy (1) ordy(m)R;(y — x)

ze(l) ye(m)

=2 Z Z ordg (1) ordy(m)Rj(x —y)

ze(l) ye(m)

d’apres la proposition 58. Le résultat découle alors de (2.128). ]
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Conclusion. La fonction Rj calcule donc le régulateur de Beilinson de certains éléments du
groupe de cohomologie motivique KéQ)(J) = H3,(J,Q(2)), ce qui justifie son introduction.
Les conjectures de Beilinson prédisent que la valeur spéciale L(J,2) s’exprime & 'aide de ce
régulateur. Le théoréeme 113 donne un exemple explicite de lien entre L(J,2) et Ry, pour J =
J1(13).

Remarque 69. Nous pouvons maintenant donner un argument heuristique permettant de mieux
comprendre la fonction R ;. Cette derniére est définie grace a une intégrale qui n’est autre qu’une
moyenne sur le groupe compact J(C). Cette moyenne est un analogue continu de la moyenne
discréte (2.11) qui a permis de construire des éléments dans la cohomologie motivique de J. I
est utile de penser a ces opérations de moyenne comme a des projections, respectivement vers

H2(Jr,R(2)) et K32 ().

2.7 Questions et perspectives

Placons-nous dans le cadre de la section 2.1. La formulation des conjectures de Beilinson pour
la valeur spéciale L(.J,2) nécessite l'introduction d'un sous-espace entier K§2)(J)z C KSQ)(J),
défini & I’aide d’un modele entier convenable de J, cf. [52]. Admettant I'existence d’un tel sous-
espace, & quelle(s) condition(s) les éléments construits dans la proposition 44 sont-ils entiers ?

Il serait intéressant de généraliser la construction (2.11) au cas d’une variété abélienne quel-
conque. Soit A une variété abélienne de dimension d > 1, définie sur Q, et N > 1 un entier.

Notons A[N] le groupe des points de N-torsion de A(Q). Considérons le morphisme (abstrait)

1 *
PN =S D te (2.133)
a€A[N]

En faisant agir py sur les groupes K§2)(A) et K2(Q(A)) ® Q, nous obtenons un diagramme
commutatif

0— KP(4) —~ K> (Q(A) @ Q (2.134)

Py J/ lp’/v

0—= K2 (4) S K»(Q(A)) ® Q.

La conjecture 47 entraine que p'y est I'identité. En revanche, I'application p; n’est pas injective,
comme le montrent des considérations de symbole modéré. Il semble donc intéressant de trouver
des combinaisons linéaires de symboles de Milnor

7= ARG} (F,GieQa)), (2.135)

telles que p () appartienne & I'image de n*. Nous avons vu dans la section 2.1 que de tels
symboles existent dans le cas d’une jacobienne?. En général, nous n’avons pas réussi a construire
de tels symboles, qui seraient ’analogue des symboles d’Eisenstein dans le cas elliptique. Enfin,
il serait tres intéressant d’utiliser le morphisme py pour étudier d’autres groupes de cohomologie
motivique associés a A. Cela nécessiterait d’écrire des suites exactes de localisation en K-théorie
algébrique et de démontrer des lois de réciprocité pour les homomorphismes de bord associés.

311 faut également supposer que la courbe possede suffisamment de points de torsion.
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Il est tentant de relier la fonction Rj au polylogarithme abélien associé a J. L’existence et
la formulation d’un tel lien ne sont cependant pas claires. Beilinson et Levin [7] ont défini les
faisceaux logarithme et polylogarithme dans le cas d’une courbe elliptique. Wildeshaus [77] a
étendu ces définitions au cas d’une variété abélienne ; en particulier, le polylogarithme abélien
est défini comme extension de faisceaux. D’autre part, Levin [43] a défini des “courants poly-
logarithmiques” sur les variétés abéliennes complexes polarisées. Le lien entre les approches de
Wildeshaus et Levin est étudié dans la these de D. Blottiere [14]. Enfin, Kings [38] a construit
des éléments dans la cohomologie motivique des schémas abéliens, dont les réalisations étale et
de Hodge sont les éléments définis par Wildeshaus. Il est a noter que le polylogarithme abélien
vit dans un groupe d’extensions Ext?9~1, avec g = dim.J [38, 3.1]. Le théoréme 68 indique quant
a lui que la fonction R; calcule la réalisation de certains éléments de H3,(.J, Q(2)). Or, le groupe
de cohomologie de Deligne H2(Jc, R(2)) s’interpréte comme un groupe d’extensions Ext! dans
la catégorie MHg des R-structures de Hodge mixtes [52, (3.4.1) et (7.1)], groupe de nature a
priori différente de Ext?9~! pour g > 1 %. Pour établir un lien éventuel entre la fonction R et le
polylogarithme abélien, une possibilité serait de mettre en lumiere un théoreme de dualité entre
les groupes d’extensions mentionnés ci-dessus. Un autre point de départ serait de chercher les
propriétés différentielles de la fonction Rj;.

“Notons également que pour g > 1, nous avons Ext?*~! = 0 dans MHr [52, (2.4)].
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Calculs explicites dans le cas
modulaire

3.1 Formulaire pour les séries d’Eisenstein

Dans cette section, nous suivons de pres ’exposition remarquable de Siegel [69, pp. 1-73].
Le lecteur pourra y trouver les démonstrations que nous avons omises.
Soit N un entier > 1. Le groupe SLo(Z) et les sous-groupes

To(N) = {(‘C‘ Z) €SLo(Z)|c=0 (mod N)} ot (3.1)

Ty (N) = {<‘C‘ Z) €SLo(Z) [c=0 (mod N)a=d=1 (mod N)} , (3.2)

operent sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | J(z) > 0} par homographies :

<Z Z)“iﬁiz ((Z Z)GSL2<Z>,zeH>. (3.3)

Nous allons définir, au moyen de séries d’Fisenstein, des fonctions analytiques-réelles sur H,
invariantes sous l'action de I'; (') ou d’un sous-groupe conjugué dans SLo(Z). Pour tout z € H,
nous noterons y = I(z). Pour (u,v) € (35;)?, définissons

S

_ ! Yy
By (z,8) = E 1 (z € H, R(s) > 1), (3.4)
m=u (N)
n=v (N)

!/
ou le symbole Z indique que la somme est étendue aux (m,n) € Z?2, (m,n) # (0,0). Nous allons

aussi définir certaines combinaisons linéaires des séries F, ). Pour (a,b) € (%)2, définissons

Cap(2;8) = ZI

(m,n)eZ?

e%(mu—s—nb) LS

Y

—_— z€H, R(s) >1). 3.5
e (5)> 1) (35)
Les fonctions (,4(2,s) sont un cas tres particulier de fonctions zéta d’Epstein. Remarquons
I'identité

Caplzs) = > eFEHIE (2, s), (3.6)

(u,0)E(57)?

73
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ainsi que la formule de transformée de Fourier inverse

]. s
Eoy(z,8) =5 3. e FEte (o). (3.7)
(a,b)e(5%)?
Pour (a,b) € (%)2 et z € H fixé, la fonction s — (, (2, s) admet un prolongement méromorphe
au plan complexe [69, Thm 3, p. 69]. Lorsque (a,b) = (0,0), le prolongement a un unique pole en
s =1, ce pole est simple et son résidu (indépendant de z!) est égal & 7. Lorsque (a,b) # (0,0),
le prolongement est holomorphe sur C. Nous définissons pour z € ‘H

. lims 1 (Cap(2,5) — %5) si(a,b) =(0,0),
ol = { et (Canles ) = 55) o 38)
Cap(2,1) si (a,b) # (0,0).
Nous déduisons des affirmations précédentes le prolongement méromorphe des fonctions s +—
E(uw)(z, s) au plan complexe, avec un unique pole en s = 1, simple et de résidu égal a ~z- En
accord avec la notation (3.8), nous définissons
" . s

Passons maintenant aux deux formules-limite de Kronecker. Ces formules donnent une expression
de (5(2) (resp. (; ,(2) avec (a,b) # (0,0)). La premiere formule-limite de Kronecker [69, Thm
1, p. 17] s’écrit

C(’)"O(z) = 27r(7 —log2 —log\/y — 2 10g|77(z)]) (z € H), (3.10)
ol y désigne la constante d’Euler et

o0

n(z) = s H(l — 2minz) (z € H). (3.11)

n=1

La deuxiéme formule-limite de Kronecker [69, Thm 2, p. 40] s’écrit de la fagon suivante. Soit
(a,b) € ()% avec (a,b) # (0,0). Choisissons un couple de représentants (@,b) de (a,b) dans

Z?. Alors
§ 222 a— bz
Cap(2) = 5y — 2mlog 79( N ,Z> ; (3.12)
ou nous avons posé, pour w € C et z € H :
19(’(0, Z) _ e%(emw _ e—mw) H(l _ e2m(w+nz))(1 _ 6—27rz(w—nz)). (3'13)
n=1
Les séries E, vérifient la propriété de modularité suivante
E.(9z,8) = Eyg(z,8) (v € (Z/NZ)?, g€ SLy(Z), z € H, R(s) > 1), (3.14)
oll xzg € (%)2 désigne le produit du vecteur ligne x par la matrice g. Nous en déduisons
Ej(gz) = E;,(2)  (x€(Z/NZ)?, g€ SLy(Z), z € H). (3.15)

En particulier, pour tout z € (%)2, la fonction z — E%(z) est invariante par la transformation

z — z+ N, et admet donc un développement de Fourier (non holomorphe) en la variable Pl |
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en va donc de méme des fonctions ¢ ;, dont le développement de Fourier se déduit des formules-
. 1 2miz
limite de Kronecker. Posons ¢ = e?™* et ¢N = e ~N pour z € H. Pour tout entier 7 > 1, notons

o(r) la somme des diviseurs positifs de r. Nous avons alors

. ™y ()
Gol2) = =5 —wlogy+2ﬂ<’y—log2+z i)(q +q)). (3.16)
r=1

271

- . . : % Z _ o
Ecrivons ensuite le développement de Fourier de (j , avec a € 57, a # 0. Notons (n = e~ .
Nous avons alors

2 o ka —ka
Gol) = T —omlogt — ¢+ 7 Y (S NN ) (317)
r=1 k|r

Ecrivons enfin le développement de Fourier de (] ,, avec a € % et b € %, b # 0. Notons
By(X)=X%2-X +% le deuxieme polynome de Bernoulli, et définissons une fonction 1-périodique

B; sur R par

By(x) = Ba(z — |z]) (x € R), (3.18)

otl || désigne le plus grand entier < z. Alors la quantité Ba( %) ne dépend pas du représentant
b de b dans Z, et nous avons

= B > T T
Cap(2) = 20°Ba(p)y + 7)o gV +ay gV, (3.19)
r=1

ou les coefficients «, sont donnés par la formule

C—ka Cka
S S T S ) (3.20)
klr klr
w=b (N) =—b (N)

Notons Ey C (%)2 I’ensemble des éléments d’ordre N du groupe additif (%)2 Nous avons

une bijection

T'1(N)\SLy(Z) = Ey (3.21)
[(i Z)] — (¢,d) mod N.

Pour tout x € Ep, notons g, € SLy(Z) un représentant de I'image réciproque de x par la
bijection (3.21). Il est alors facile de voir que la fonction EY, définie sur H, est invariante
sous l'action du groupe g; 'T'1(N)gs. Lorsque z = (u,v) € Ey, notons d = (u,v,N) > 1 et
o = (%,%) € (Z/5Z) Alors 2/ € E% et E} = d ?E*. En particulier, la fonction E? sur ‘H
est invariante sous I’action d'un sous-groupe conjugué de I'1 (5) dans SLy(Z); elle est a fortiori
invariante sous 'action d’un sous-groupe conjugué de I'; (V).

Le comportement des séries d’Eisenstein E} vis-a-vis de la conjugaison complexe est le sui-
vant. Notons ¢ : z — —Z la conjugaison complexe sur H. Pour tout z = (u,v) € (%)2, notons
x¢ = (—u,v). Nous avons alors

Ei(c(2)) = Eje(2) (z € (Z/NZ)?, z € H). (3.22)
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Définition 70. Pour toute fonction f : % — C, nous définissons les séries d’Eisenstein E; et
EJ’; par

Ef(z,8) = Y f(v) Egu(z,s) (3.23)
UGNZ
= Y f) B, (2). (3.24)
veﬁ

Remarquons que les notations Ef et ch sont en accord avec le procédé (3.9). L’application
[+ E} est C-linéaire. Remarquons que (3.22) entraine

E;Z (c(2)) = E}(2) (z € H). (3.25)
La transformée de Fourier f w5 — C de f est définie par
27rzbv Z
be — 2
Z fv (be ) (3.26)
’Ueﬁ

Rappelons que f et finduisent des fonctions N-périodiques de Z dans C. Le développement de
Fourier de E7 se calcule aisément a l'aide des formules (3.16), (3.17) et (3.19).

Proposition 71. Soit f : % — C une fonction de somme nulle. La série d’Eisenstein E;Z
admet le développement de Fourier

i) = (X 1)y« TS NS k(Fw) + Fem)) @ ). 62)

neZ r=1 k|r

Démonstration. Puisque f est de somme nulle, nous avons J?(O) = 0. Soit z € ‘H. Nous avons

Ej(z)= ) f(v) E{g()

UGNZ
- Y i Y e
UE% (a,b)e(%)2
= Z (Y ale):
NZ ‘Ze%

Nous déduisons de (3.19) que pour b € %, b # 0, nous avons

> Gulz) = 20N Ba(; y—|—7rz ( Skt Y k)@ 7).

klr klr

ac-L
Nz k=b (N) k=—b (N)

Il en résulte

Bi(z) = 2 (30 FOBa) u+ g o (SR + Fk)) (« +7).

e =1
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La fonction By est donnée par la série de Fourier suivante, qui converge normalement sur R [18,
(1.56), p. 14]

Nous en déduisons aisément

SNOIZESEED IEES
beNL ne

N

ce qui acheéve de montrer (3.27). O

Il est amusant de constater que le développement de Fourier de E;Z fait intervenir naturel-
lement la transformée de Fourier de f. Typiquement, nous utiliserons la série d’Eisenstein E;ﬁ
dans le cas ou f est un caractere de Dirichlet modulo NV, ou la transformée de Fourier d’un tel
caractere.

3.2 Calcul d’une intégrale par la méthode de Rankin-Selberg

Soit N un entier > 1. Notons S3(I'1(IV)) 'espace des formes paraboliques de poids 2 pour
le groupe I'1(N). 11 s’identifie canoniquement a l’espace des formes différentielles holomorphes
sur X1(N)(C), au moyen de 'application f — wy := 2mif(z)dz. Cette section a pour but de
calculer 'intégrale

/ B} -y NOES, (3.28)
Xi(N)(©)

ou f est une forme primitive de poids 2 pour I'1(N), et x (resp. x’) est un caractere de Dirichlet
pair modulo N (resp. modulo un diviseur M de N). D’apres la section précédente, les séries d’Ei-
senstein B} et E%, sont des fonctions sur H respectivement invariantes sous l'action de I'; (V)

et I'1 (M), et donnent donc lieu a des fonctions sur Y;(N)(C). Nous obtenons une expression
exacte pour (3.28) en termes de valeurs spéciales de la fonction L de f (éventuellement tordue).
Signalons que Scholl [66, Thm 4.6.3] a également obtenu une formule exacte pour une intégrale
analogue, en utilisant le langage adélique. Je n’ai pas encore pu comparer les deux résultats.

La fonction L (ou série L) d'une forme parabolique f(z) =, <, ane?™"? 2 € H est définie
comme la série de Dirichlet

L) =S S (Res) > g) (3.29)
n=1

Elle admet un prolongement holomorphe au plan complexe. La fonction L de f tordue par un

caractere de Dirichlet y arbitraire

o

L(f.x.8) =Y a”;((n) (%(s) > %) (3.30)
n=1

possede la méme propriété.
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Théoreme 72. Sous les hypothéses précédentes, notons ¢ le caractére de f et X'y le caractére
modulo N induit par X'. Nous avons

i) 1) s =Xy

B o ABEE - i L(f,2)L(f,x',1) sz‘w XXN» (3.31)
x " “r X’
(O 0 sinon.

Il est intéressant de reformuler le théoreme précédent en utilisant I'algebre de Hecke et
la forme modulaire universelle. Cette démarche m’a conduit & une formule plus agréable et

naturelle. Rappelons que ’algébre de Hecke T C Endc S2(I'1(V)) est le sous-anneau engendré

par tous les opérateurs de Hecke T, n > 1 et les opérateurs diamants (d), d € (%)* Nous

avons un isomorphisme canonique [47, Lemma 9]

T ® C = Homg(S3(I'1(N)), C)
T — (f — ai(Tf)), (3.32)

ou a1 (+) désigne le premier coefficient de Fourier d’une forme modulaire. La fonction L (éventuel-
lement tordue) de l’algebre de Hecke est définie par

L(T, s) = iTn ® % L(T, x, 5) = iTn ® XT(Ln) (%(s) > g) (3.33)
n=1 n=1

Elle est a valeurs dans T ® C et admet un prolongement holomorphe au plan complexe. Elle
s’interprete comme la fonction L de la forme modulaire universelle [47]

oo
QO =2mi Y T, e”™"dz € So(T(N)) ® T. (3.34)
n=1
Pour tout caractere de Dirichlet 1 modulo N, notons TV la composante -isotypique de T ® C

T™={TcT®C|Vde (Z/NZ)*, To(d) =¢(d)-T}. (3.35)
Nous avons une décomposition canonique de T ® C en produit de sous-algebres
TeC=]]T (3.36)
(2

le produit étant étendu aux caracteres de Dirichlet ¢ pairs modulo N. Les projections de L(T, s)
et L(T,x,s) sur T¥ seront notées respectivement L(TY,s) et L(TY,x, s).

Nous démontrerons le résultat suivant, qui comprend le théoréme 72 comme cas particulier
(appliquer une forme primitive f € Sa(T'1(N))).

Théoréme 73. Soient x un caractére de Dirichlet pair modulo N et X" un caractére de Dirichlet
pair modulo un diviseur M de N. Posons 1 = xx/y. Nous avons alors

/ E;-QAOE: = i) L(TY,2)L(TY, X', 1). (3.37)
X1(N)(C) X M

Faisons maintenant la somme de (3.37) sur les caracteéres x pairs modulo N. La série d’Ei-
senstein £ étant nulle lorsque x est impair, nous avons

Z E; = ZE; = ¢(N) ‘EEko,l)a
X

X pair
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ou Ef, ;) est la série d’Eisenstein associée a (0,1) € En. Sommer le membre de gauche de (3.37)
sur x équivaut a sommer le membre de droite sur v, ce qui conduit a la forme suivante de notre
résultat.

Théoreme 74. Soit M un diviseur de N et x un caractére de Dirichlet pair modulo M. Nous
avons l’identité

— iy’
Ef - QATE:S = — U L(T,2)L(T, x, 1), 3.38
/. g o f= T LT LT, X ) (3.38)

ou Ef 1y est la série d’Eisenstein associée a (0,1) € En.

Remarque 75. L’identité (3.38) est plus intrinseque que (3.37). Curieusement, il semble que nous
soyons obligés de passer par le théoreme 73 pour démontrer le théoreme 74. Une démonstration
plus directe serait la bienvenue.

Remarque 76. 11 n’y a pas de raison a priori de se limiter a la torsion par un caractere dans
(3.38) : il est possible de tordre la fonction L par n’importe quelle application « : % — C;
d’ailleurs la formule (3.38) est linéaire en I'application . Il est raisonnable d’espérer que (3.38)
reste valable pour toute application « paire, mais nous n’avons pas de démonstration. Il serait
intéressant d’envisager une version (et une démonstration) du théoreme de Beilinson dans le cas
ou la fonction L de f est tordue par un caractere additif.

Démonstration du théoréme 73. La démonstration consiste en deux grandes étapes. La premiere
étape, de nature globale, utilise la méthode de Rankin-Selberg et exprime l'intégrale en termes
d’une convolution de séries de Dirichlet (formule (3.45)). Pour une introduction & la méthode de
Rankin-Selberg, voir [80, 3. B]. La seconde étape, de nature locale, exprime la série de Dirichlet
précédente comme un produit eulérien (lemme 77). Il est a noter que jusqu’au bout du calcul,
nous tiendrons compte des facteurs locaux aux mauvaises places, c’est-a-dire aux nombres pre-
miers divisant N.

Notons I le membre de gauche de (3.37). Montrons que I appartient & T%. Soit d € ( %)*
Si nous effectuons le changement de variables z — (d)z dans 'intégrale I, nous obtenons grace
a (3.74) et (3.75)

I=x(@)xxld) [ B arendEs,
X1(N)(C)

ou (d)*Q désigne 'image réciproque de la forme différentielle 2 par ’automorphisme (d). L’iso-
morphisme (3.32) étant compatible a l'action des opérateurs diamants, nous avons (d)*Q =
Q® (d), ou a droite (d) agit par multiplication sur le facteur T du produit tensoriel. Il en résulte

Io(d)=x(d)xXy(d)I=v(d)I (de(Z/NZ)"),

c’est-a-dire exactement I € TY. Pour obtenir la composante de caractere 1 de l'intégrale I, il
suffit de remplacer €2 par sa composante de caractere

QY € S5(T1(N)) ®c TY, (3.39)

ce que nous ferons désormais. Remarquons que (d)*Q¥ = ¢(d) - Q¥, d € (Z;)*, c’est-a-dire

Q¥ € S5(T1(N),v) ®c TY, ot So(T'1(N), ) désigne le sous-espace des formes de caractere ).

Pour calculer I, nous pouvons considérer l'intégrale étendue au domaine I'y (N)\'H. Pour
utiliser la méthode de Rankin-Selberg, nous allons remplacer EY par une somme indexée par
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T'o\I'o(NN), ot nous rappelons que 'y, est le sous-groupe de SLso(Z) engendré par les matrices

<_01 _01> et T = <(1) D La fonction E} est définie en appliquant le procédé (3.9) a la

fonction E). Remarquons que le résidu en s = 1 de la fonction s — E, (2, s) est indépendant de
z€H. Or

/ QY ANOEE, = / d(-E% - QY) =0,
Y1 (N)(C) X Y1(N)(C) X

d’apres la formule de Stokes et le fait que la fonction E% est a croissance modérée aux pointes.

Dans l'intégrale I, nous pouvons donc remplacer E} par EX(-, s), puis faire s = 1 :

I=(I(s)),_, = </Y o Ey (- 8)- QY /\8E;’i,> -
1 s=

Le caractére analytique de la fonction I(s) pour s # 1, et la possibilité d’intervertir le signe [ et
I'opération (-)s—1, résultent du fait qu’en chaque pointe de X;(N)(C), la fonction z — E,(z,s)
possede un développement de Fourier convergeant uniformément sur tout compact par rapport
a s. Maintenant, nous avons

Ey(z,s)= Y x(v) Bgu(zs)= > x(n) y

~ ) |mz + n|?s
L)k m=
velvz) (n,N)=1

s

Nous pouvons récrire cette somme en distinguant les valeurs du p.g.c.d. d = (m,n), qui est > 1
et premier a IN. Nous obtenons

> Y it

d>1 m=0 (N)
(d,N)=1 (n,N)=1
(m,n)=d
Z Z x(d) ] x(v) y°
d>1 pv)=1 dZS ’MZ + V|2S
(d,N)= 1dp 0" (N)
(dv,N)=1
x(v) y°
L(x,2
(X’ S) Z |qu_|_1/|2s
(nv)=1
p=0 _(N)
(v,N)=1
Or nous avons une bijection
Too\Co(N) = {(m,v) =1|p=0 (N)}/*1
a b
(& 5)] -t

Puisque —1 agit sans point fixe sur 'ensemble des couples (u,v) ci-dessus, il vient

Ey(z,5) =2L(x,25) Y x(7) S(v2)’,
"/EFOO\FO(N)



3.2. Calcul d’une intégrale par la méthode de Rankin-Selberg 81

ou nous avons posé x(v) = x(d) pour v = (CCL Z) € I'o(N). Pour z € H, notons z = x + iy et
posons
— dx A\ dy
¥ _
0 NDEL = F() - =5, (3.40)

avec F : H — T de classe C*°. La forme différentielle Q¥ A EE;% est de caractere xy = 1/1%,

tandis que dx A dy/y? est invariante sous 'action de SLa(R). Nous avons donc

F(y2) = x(1)F() (v € To(N),z € H). (3.41)

Nous en déduisons

dx A dy

I(5) = 2L(x.29) | S () S F(2)

T NVH e \To (V)

oLy, 25)/ Z S(y2)* - F(yz) -
Li(N)\H YET oo\ ()

dx A dy
y:

L’espace S2(I'1(NN)) étant trivial pour N = 1 ou 2, nous pouvons supposer N > 3; par suite le
morphisme I'; (N)\H — T'o(N)\'H est fini, de degré ¢(N)/2. Par conséquent

s dz N\ dy
I65) = p(N) L0 25) | > 80Py
To(N)\H ~ETs\o(N) Y
s dx N dy
— M2 [ 90 e TL
La derniere égalité est le point-clé de la méthode de Rankin-Selberg.
Développons maintenant F' en série de Fourier
F(z+iy) =Y Fn(y) ™™ (z+iy € H). (3.42)

meZ

Un calcul simple utilisant la définition de QY et E;*?7 ainsi que le développement de Fourier
(3.27), donne

5 167{_3i 2 - —4mny
Foly) = —— ;4> _cne (y > 0), (3.43)
n=1
avec ¢, =TV - ka'(k) eT? (n>1), (3.44)
kln

ol nous notons 77 I'image de T}, dans TwApour tout n > 1. Noter que dans 'unique cas M =1,
la formule (3.27) ne s’applique pas & f = x/, mais (3.16) permet quand méme de mener le calcul,
aboutissant au méme résultat.
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rima AT N\ dy
0= t0rt2) [ [0 By A0

meZ Yy

= @(N)L(x, 2s) /OOO y* Foly) ;li’

16
= TFJZ\;‘O L(x,2s) E cn/ yPe Y dy.
—47ny _ T(st+1)
Puisque f ye dy = (rn)e+1> 1OUS obtenons
16m%ip(N) T(s+1) > e
I(s)=— i am)Hi L(x,2s) 321 T (3.45)

les coefficients ¢,, étant donnés par (3.44). Nous voici arrivés au terme de la premiere étape du
calcul.

Lemme 77 (Une convolution de séries de Dirichlet). Soient ¢ un caractére de Dirichlet modulo
N et x1, x2 des caracteres de Dirichlet arbitraires. Posons

UX17X2 Z Xm (n > 1)- (3.46)
d|n

Nous avons alors pour s € C, R(s) > 3 :

io:Tw . O-X17X2(n) _ L(TwaXQa S) ) L(Tw>X1as — 1) (3 47)
— " n? L(xix2,2s — 2) ’

ZOO Y(m)x1(n)xa(n )

ot nous avons posé L(xix2,8) = 4 5

Démonstration. Nous avons les estimations T}, = O(n%“) et oyy xo(n) = O(n'T) pour tout
e > 0, ce qui montre la convergence absolue de la série du membre de gauche de (3.47) pour
R(s) > 3. La fonction arithmétique o, y, est convolution de deux fonctions multiplicatives. Elle
est donc faiblement multiplicative 4. e. vérifie

Ox1,x2 (mn) = Ox1,x2 (m) Ox1,x2 (n) ((mvn) = 1)'

Il en va de méme de la fonction n — Tff . #

I’expression en produit eulérien

. 11 suit que le membre de gauche de (3.47) admet

o0

I1 (ZW %,;;;S(p )>. (3.48)

p premier “a=0

D’autre part, nous avons formellement

1

L,(T%, X) : TV . X% =
Z 1-T) - X +py(p) - X2

e TY[[X]], (3.49)

ot 1 désigne I’élément unité de T¥. Nous pouvons calculer oy, ,,(p®) grace & la multiplicativité
de x1 et x2. Nous trouvons
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at+l_ a+1 .
XQ(pzcz(p)*(ﬁﬁgg) si x1(p) # 0 ou x2(p) # 0;
Oy (P) =11 si x1(p) = x2(p) =0 et a=0;

0 si x1(p) = xa2(p) =0et a > 1.

Il en résulte que, pour p premier tel que x1(p) # 0 ou x2(p) # 0, le facteur local en p du produit
eulérien (3.48) est donné par

xz2(p) _ 1
x2(p) = pxa(p) 1Ty - xa(p)p=s + ¢(p)x2(p)2p!—2
ol 1
x2(p) = pxi(p) 1Ty x1(p)p' == + ¥ (p)x1(p) 232

soit apres simplifications

(1= (P)x1()x2(p) - P***) - Lp(TY, x2(p)p™*) - Lp(TY, x1(p)p" %), (3.50)

et ce dernier résultat est encore valable lorsque x1(p) = x2(p) = 0. Pour tout caractere de
Dirichlet p, nous avons

[T Lo uo)p) = LT¥ ) (s) > 2). (3.51)

p premier

En prenant le produit sur tous les nombres premiers a partir de 'expression (3.50), nous obtenons
le résultat souhaité. O

Suite et fin de la démonstration du théoréme 73. Reprenons 1’égalité (3.45). Utilisons le lemme
77 avec x1 = X’ (de niveau M) et xo = 1 (de niveau 1). Il vient

1673ip(N) T(s+1) L(TY, s+ 1) L(TY, X/, )
M (47r)5+1

L(¥x',2s)
1673ip(N) T'(s+1)
=— - L(TY,s+1) - L(TY,\’
M (47T)S+1 ( 78+ ) ( 7X7S)7

I(s) = L(x,2s)

puisque L(¢x’, s) = L(¥x'y,s) = L(x, s). La fonction

s — N*2(21)~*T'(s)L(T, s)

admettant un prolongement holomorphe au plan complexe, il en va de méme de la fonction
s +— I(s). En évaluant en s = 1, il vient finalement

[=1I(1) =

(N
TN (et ) LT )
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3.3 Rappels sur les unités modulaires

Dans cette section, nous faisons le lien entre les séries d’Eisenstein définies a la section 3.1
et certaines unités modulaires. Ces résultats sont bien connus [39], mais il nous est utile de les
rappeler pour fixer les notations.

L’ensemble quotient

Yi(N)(C) = Iy (N)\H (3.52)

peut étre muni d’une structure de surface de Riemann (non compacte), appelée courbe modulaire
ouverte. L’ensemble quotient

X1(N)(C) = T1(N)\(HUP(Q)), (3.53)
obtenu a partir de Y1(N)(C) en rajoutant ’ensemble

Py =T1(N)\PY(Q), (3.54)

peut étre muni d’une structure de surface de Riemann compacte, appelée courbe modulaire

complétée. L’ensemble Py est appelé ensemble des pointes de X1(N)(C). La pointe infinie est

par définition la classe de co € P!(Q); elle est encore notée oo. Notons I's, le sous-groupe
. . 11 -1 0 .

de SLy(Z) engendré par les matrices T = (O 1) et ( 0 _1>. Le groupe ', opere par

multiplication & droite sur SLy(Z) et sur En, et nous avons

a b
[(C d)] - (3.55)
Nous en déduisons la suite de bijections
Py =Ty (N)\PY(Q) = T'1(N)\SL2(Z)/Toe = Ex /Tec. (3.56)

En particulier, 'ensemble Py est fini. Pour tout (u,v) € Ex, nous notons [u, v] la classe de (u,v)
dans Py = En/I's. Nous avons donc oo = [0, 1].

Lemme 78. Pour toute application f : % — C de somme nulle, la série d’Eisenstein E;Z

induit une fonction Y1(N)(C) — C de classe C*°, qui vérifie GEEJ”Z =0.

Démonstration. D’apres (3.15), la fonction £} : H — C est invariante sous I'action de I'1(IV),
donc induit une fonction sur Y7 (V)(C). Montrons que cette fonction est de classe C*. L’identité
(3.27) nous permet d’écrire £ = E) + E3, ou E; (resp. E2) est une fonction holomorphe (resp.
antiholomorphe) sur H. Notons 7 : H — Y1(N)(C) la projection naturelle. Soit zg € H. D’apres
[15, Ex. i), p. 75], nous pouvons trouver une coordonnée locale holomorphe u (resp. v) au point
z0 € H (resp. m(z0) € Y1(IV)(C)), de telle sorte que la fonction 7 soit donnée au voisinage de
2o par v = 7w(u) = u", ou n est un entier > 1 (I'indice de ramification de 7 en zp). Dans ces
coordonnées, nous avons donc

ch (U) =F (u) + Es (u) (357)
Soit ¢, = e D’apres Iéquation (3.57), nous avons Ej(uly,) + E2(ul,) = E1(u) + Ea(u). Par
conséquent, la fonction
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ur— E1(ul,) — E1(u) = Ea(ul,) — E2(u)

est holomorphe et antiholomorphe, donc constante au voisinage de 0. Cette constante vaut
Eq(0) — E1(0) = 0, d’ou Ei(uly) = Ei(u) et Ex(uly,) = E2(u). Donc Ey (resp. E2) induit une
fonction holomorphe (resp. antiholomorphe) de v. D’apres (3.57), la fonction E} est de classe
C®° sur un voisinage de 7(z9) dans Y1(N)(C); de plus, elle vérifie 85E;Z = 0 sur ce voisinage. Le
résultat étant vrai localement, il est vrai sur Y7 (V)(C). O

Nous notons C(X7(N)) le corps des fonctions méromorphes de la surface de Riemann com-
pacte X1(N)(C). Les éléments de C(X1(N)) sont appelés fonctions modulaires pour I't(N).
Par définition, le groupe O*(Y1(N)(C)) des unités modulaires est le sous-groupe de C(X;(N))*
formé des fonctions u dont le diviseur est a support dans Py, c’est-a-dire vérifiant (u) C Py.
Notons Div(Py) (resp. Div'(Py)) le groupe des diviseurs (resp. diviseurs de degré 0) sur Py.
Le diviseur d’une unité modulaire u € O*(Y1(N)(C)) vérifie divu € Div’(Py). Le théoreme de
Manin-Drinfel’d [28, 29] énonce que 'application naturelle

diveQ : 0*(Y1(N)(C)) ® Q — Div'(Py) ® Q (3.58)

est surjective. Nous en déduisons la suite exacte

0— C*®C — O*(Y1(N)(C)) ® C — Div’(Py) ® C — 0 (3.59)

ou la fleche de gauche est déduite de I'inclusion naturelle C C C(X;(N)). Toute unité modulaire
u € O*(Y1(N)(C)) induit une fonction holomorphe u : H — C invariante par la transformation
z+— z+ 1 et admettant donc un développement de Fourier de la forme

u(z) = Z anq" (z €H, q = ™) (3.60)

n=ng

avec ng € Z et a,, # 0. Nous définissons alors

U(00) = ap,- (3.61)

L’application u — u(00) est un homomorphisme de groupes de O*(Y7(N)(C)) vers C* qui, apres
tensorisation par C, scinde la suite exacte (3.59). Toute unité modulaire u € O*(Y;(IN)(C))
induit une fonction log|u| : H — R, invariante sous I’action de I'1 (V). L’application u — log|ul
est un homomorphisme de groupes et s’étend par linéarité & O*(Y1(N)(C)) ® C : pour tout
u € O*(Y1(N)(C)) ® C, nous disposons donc d'une fonction log|u| : H — C, invariante sous
laction de I'; (V). Enfin, nous étendons par linéarité les définitions de divu et ordp(u), P € Py,
au cas ou u € O*(Y1(N)(C)) ® C.

Proposition 79. Soit f : % — C une fonction de somme nulle. 1l existe une unique unité
modulaire uy € O*(Y1(N)(C)) ® C vérifiant

1 —~
loglus| = — E} et uf(oo) =1 C*®C. (3.62)

Le diviseur de uy peut se décrire de la maniére suivante : pour toute pointe P = [u,v] € Py,
avec (u,v) € En, nous avons

~

ordp(uf):—m 3 f(au—l—bv)-E(%). (3.63)

(a:b)€(5z)?

De plus, Uapplication f— uy ainsi définie est C-linéaire.
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?) € SLy(Z) un représentant de P

via la bijection (3.56). Nous avons donc v = u (mod N) et § = v (mod N). Soit z € H. D’apres
(3.15), nous avons

Démonstration. Soit P = [u,v] € Py une pointe et g =

Ej(gz) = Y flw) Efy,)(92)
- Z f(w) E?uw,vw)(z)

Z
wWE Nz

1 _2mi X
_ Z f(w) ﬁ Z e~ N (auw+bvw) | Ca,b(z)
wG% ((L,b)e(%)2
1 Iy *
= N2 Z flau+bv) - (5 (2).
(a.b)€(5z)?

Puisque ]?(0) = 0, nous pouvons omettre le terme (a,b) = (0,0) dans la somme précédente.
D’apres les développements de Fourier (3.17) et (3.19), nous voyons que E7(gz) admet un
développement de Fourier de la forme

o0
Ef(gz) = Kpp-y+ao+ Y arq¥ + Bqn, (3.64)

r=1

avec Ky p, oy, 3, € C. La constante K p est donnée par

~

272 —
Kf,p:W Z flau + bv) - Bo(

(a:b)€(57)?

) (3.65)

Z| o

(cette expression ne dépend que de la classe de (u,v) dans Py). Rappelons qu'un parametre
local en la pointe P € Py est donné par

(u,N) 2mwi(u,N)

gp=q 7 =N, (3.66)

Soit G x,(n)(c) la fonction de Green définie dans le premier chapitre. Notons 7 : H — Y1 (V)(C)
la surjection naturelle. D’apres (1.10) et (3.66), nous avons l’estimation

Gx,(v)(c) (P, m(g2)) = loglgp| + Oy—oo(1)
2m(u, N)

Définissons une fonction ¢ sur Y;(N)(C) par
. N Krp
d=Ej+ - ). (qu) - Gx, ) (P (3.68)
PePn ’

D’apres le lemme 78, la fonction ¢ est de classe C*°. D’apres (3.64) et (3.67), la fonction ¢ s’étend
en une fonction de classe C* sur X1 (NN)(C). Nous avons sur Y1 (N)(C) (et donc sur X;(N)(C))
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= =, N Kyp
88¢ = 88Ef + % Z (u,N) . ﬂ-ZVOIXl(N)(C)
PePyn
N K p )
= % m * T VOle(N)(C) .
PePyn

D’apres la formule de Stokes le(N)(C) 00¢ = le(N)(C) d(d¢) = 0. D’autre part fvole(N)(c) =
1, d’ott nous déduisons

Kﬁp _
> W) 0. (3.69)

PePn

Il en résulte 0¢ = 0, c’est-a-dire que ¢ est constante sur X1(N)(C). D’apres (3.69) et la suite
exacte scindée (3.59), il existe une unique unité modulaire uy € O*(Y1(N)(C)) ® C telle que

K _
divqu——ﬁ Z fP : et  Tj(c0)=1€C ®C. (3.70)
PEPN

D’apres (1.14), il existe une constante C' € C telle que

N Kf,p
loglug| = C — 92 P; (. N -G x (o) (P ) (3.71)
N

Nous déduisons de (3.68) et (3.71) l'existence d’une constante C’ € C telle que

E*

logluf| = C" + =

7r
Pour déterminer la constante C’, nous considérons les développements de Fourier des deux
membres de 1’égalité précédente. D’apres la définition (3.61) de uf(oo), le terme constant du
développement de Fourier de logluy| vaut log|uy(co)|, c’est-a-dire 0. Or, le terme constant du
développement de Fourier (3.27) de E7 est nul; nous avons donc C' = 0. L'identité (3.63) résulte
de la définition de uy. D’apres cette méme identité, 'application f + divuy est C-linéaire. Or,
uy n’est autre que I'image de divuy par I'application linéaire

Div’(Py) ® C — O*(Y1(N)(C)) ® C
scindant la suite exacte (3.59). Donc f +— uy est C-linéaire. O

Nous appliquons maintenant la proposition 79 dans le cas ou f est un caracteére de Dirichlet,
ou sa transformée de Fourier. Pour tout d € (7%;)*, notons (d) € SLy(Z) un représentant de
I'image réciproque de (0, d) par la bijection (3.21); un tel élément est appelé opérateur diamant.
Ces derniers induisent une action du groupe (%)* / £ 1 sur Py, par la regle

(d) - [u,v] = [du, dv] (d € (Z/NZ)*, (u,v) € Ey). (3.72)

Pour tout v € (
naturelle entre (

)*/ £ 1, nous notons P, = [0,v] = (v) - co. Nous obtenons ainsi une bijection
~)*/ £ 1 et Porbite de la pointe infinie sous 'action des opérateurs diamants.

bN

2\

Par définition, l'involution d’Atkin-Lehner Wy de X;(N)(C) est induite par linvolution
Z— —ﬁ de H.
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Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, c’est-a-dire un homomorphisme de groupes

X : (%)* — C*. Rappelons que x s’étend (par 0) en une application % — C, que nous notons

encore Y. La somme de Gauff 7(x) de x est définie par

T(x) = Z x(v) - e N (3.73)

Z
vExNZ

Nous disposons de séries d’Eisenstein EY et E;‘? Remarquons les relations

EL({d) - z) =X(d) Ey(2); (3.74)
E5((d) - 2) = x(d) E5(2) (d€ (Z/NZ)*,z € H). (3.75)

Lorsque x (resp. X) vérifie les hypotheéses de la proposition 79, nous en déduisons une unité
modulaire wu, (resp. ug). Dans la proposition suivante, nous obtenons explicitement le diviseur
de uy et ug.

Proposition 80. Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, pair et non trivial i. e. vérifiant
X(—=1) =1 et x # 1. Alors u, est définie et nous avons

divuX:—L(Xéz) Y X)) P (3.76)
T ve(z/NZ) 41

Soit x un caractere de Dirichlet pair modulo N > 1. Alors ug est définie. Notons Ny le conduc-
teur de x et, pour tout entier d > 1 vérifiant Ny |d| N, notons xq le caractére modulo d induit
par x. Pour toute pointe P = [u,v] € Py, avec (u,v) € Ey, posons d = (u, N) ; nous avons
alors

0 si Ny td;

ordp(ug) = { S(N

s , (3.77)
— & TXa(Va) ¥ pe 2 jazy Bo(3)xa(B) i Ny|d,

ot vqg € (Z/dZ)* désigne l'image de v modulo d. Lorsque de plus x est primitif i. e. Ny, = N,
nous avons divug = 7(x) - div uy.

Démonstration. Supposons d’abord y pair et non trivial. La fonction x : % — C est paire, et

de somme nulle puisque le caractere est non trivial. Calculons ordp(u,) pour P = [u,v] € Py.
Nous avons

).

2‘@:

]. 2ri(autbv)w  ——
= - - N . B
NN 2 2 Xwe s 2

_ 2micuw

Or nous avons Y -z e~ ~ = 0siu# 0.1l en résulte ordp(uy) = 0 si u # 0. Supposons
NZ

maintenant u = 0, c’est-a-dire P = [0,v] avec v € (:4;)*. Nous obtenons
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comme dans la démonstration de la proposition 71. Il en résulte (3.76). Passons a la deuxiéme
partie de la proposition. Soit x un caractere de Dirichlet pair modulo N > 1, de conducteur NV,.
Puisque ¥ X N - x et d’apres 'hypothese N > 1, la fonction ¥ : ﬁ — C est paire et de somme
nulle. Il vient également

ordp(ui) = - ! Z x(au + bv) E(ﬁ)

we(%)* (a.b)€(7%)?
au+bv=w
1 — b
T we(E) (a,b)€(5;)?

aw lut+bwlv=1

Nous allons maintenant calculer la somme

Swo)= Y Baz)  ((wv) e By (3.78)

(a,b)e(35)?
au+bv=1

En posant d = (u, N), nous avons S(u,v) = S(d,v). Soient ag, by € % tels que apd + bpv = 1,
ce qui est possible. La solution générale de I’équation ad +bv =1, a,b € % s’écrit

a=ag— kv
b=by+kd, ke 5.
Par conséquent
N-1 N/d—1

m(y) = X m()

La fonction By satisfait la relation de distribution [18, (**), p. 22]

k=0

-1

Zi(w + k) (z €R,r>1). (3.79)

k=0

Nous en déduisons
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ot by € Z est un entier quelconque vérifiant bov = 1 (mod d). Alors

1
ordp(ug) = —J Z x(w) S(d, w1 v)
we(%)*

=LY xw) B,

wE(NLZ)*

ou w désigne un représentant quelconque de w dans Z. Par conséquent

el =~ 3 (3 x@) B, (380)

BE(Z/dZ)* we (&)
w=p (d)

ou B désigne un représentant quelconque de 8 dans Z. Nous distinguons maintenant deux cas.
Si Ny 1d, c’est-a-dire x ne se factorise pas par (Z/dZ)*, la somme intérieure de (3.80) est nulle,
donc ordp(ug) = 0. Si N, |d, notons xq4 le caractere modulo d induit par x, alors la somme

intérieure de (3.80) vaut ((];])) xa(5), d’ou

_p(N)/N
p(d)/d

_p(N)/N
“p(d)/d

ordp(ug) = )N Z Xd(0) E(ﬁ)
)/ BE(Z/dZ)* d
/N ]
)/d

3w B2,

€(Z/dZ)*

grace au changement de variables 8 = ['vy, ce qui montre (3.77). Lorsque x est primitif (et
pair), Iégalité ¥ = 7(x) - X est classique. L’application f ~ divu; étant C-linéaire, nous en
déduisons divug = 7(x) - div uy. O

3.4 Version explicite du théoreme de Beilinson

Nous utilisons les calculs de la section 3.2 pour obtenir une version explicite du théoreme de
Beilinson sur les courbes modulaires. Rappelons que 'application régulateur (1.27)

N =1x,(N)(c) : K2(C(X1(N))) ® C — Home(S2(I'1(IV)), C) (3.81)

est définie par

(rv({u,v}), f) = / log|u| - wg A dloglv], (3.82)
X1(N)(C)

pour toutes fonctions rationnelles u,v € C(X1(N))* ® C et toute forme parabolique f €
So(I'1(IV)), avec la notation wy = 2mif(2)dz

Le théoreme suivant est une version explicite du théoreme de Beilinson sur les courbes mo-
dulaires [5, 62].
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Théoréme 81. Soit f une forme parabolique primitive de poids 2 pour I'i(N), de caractére 1.
Soient x un caractére de Dirichlet pair modulo N et x' un caractére de Dirichlet pair modulo
un diviseur M de N. Supposons x non trivial et M > 1. Notons a: Y1(N)(C) — Y1(M)(C) le
morphisme de dégénérescence induit par lidentité sur H, et x'y le caractére modulo N induit
par X'. Nous avons alors

p(N) . L f NL f / 1 : _ /
« ; ; ' X $1Y = XX
<7‘N({ux,oz u;/}), f> = { wim - LU 2)LC ) ) N (3.83)
0 stnon.
Remarques. 1. Les hypothéses y non trivial et M > 1 assurent respectivement que les unités

modulaires u, et u o sont bien définies (proposition 80).
2. Le facteur de proportionnalité liant régulateur et produit de valeurs spéciales est totalement

explicite.

Démonstration. Nous avons

<7“N({ux,a*u>z,}),f> :/ log|uy| - wy /\glog\a*ugJ
X1(N)(C)
1 —_
™ Jxi()(©) X

Le résultat suit alors du théoréeme 72. O

Corollaire (Théoreme 4). Soit f une forme parabolique primitive de poids 2 pour I'1(N), de
caractere . Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair, distinct de 1 et primitif, nous
avons

LI 1) = S0 (e ). 1) (3.8)

Démonstration. On utilise le théoreme précédent avec M = N. Le caractere x étant primitif,
nous avons X = 7(x) X, d’olt ug = uy ® 7(x). Par hypothese, le caractere ¢y est non trivial. Il
suit

L 2L(f.x. 1) = SZ%<TN({“wxv“?})vf>
= 00 (e 5. ).

O]

Remarque 82. Sans I’hypothéese x primitif, nous n’avons pas trouvé de formule satisfaisante pour
(rn ({ugy, ug}), f). La formule recherchée fait-elle intervenir L(f,%,1)?

Les courbes modulaires Y7(N)(C) et X;(V)(C) admettent des modeles sur Q [25, II. 8],
notés Y1(N) et X (V). Nous adoptons la convention [25, Variant 9.3.6], grace a laquelle la pointe
infinie de X (V) est définie sur Q (un tel modele est parfois noté X, (IN)). La courbe X;(N)
est projective, lisse et géométriquement irréductible [25, Thm 9.3.7]. La courbe Y7 (V) peut étre
vue comme un ouvert affine de X;(N). Notons Q(X7(V)) le corps des fonctions rationnelles de
X1 (V). Par extension des scalaires, nous avons une inclusion naturelle Q(X;(N)) C C(X1(V)).
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Lemme 83. La composition

K»(Q(X1(N))) — K2(C(X1(N))) => T® C (3.85)
est a valeurs dans T @ R(1) = T ® 2miR.

Démonstration. Soient f,g € Q(X1(N))* des fonctions rationnelles. L’image du symbole { f, g} €
K2(Q(X1(N))) par la composition (3.85) est donnée par

({7, }) = /X ol @A Dleglgl €T C
1

ou 2 est la forme modulaire universelle (3.34). Notons ¢ : X1 (N)(C) — X1(N)(C) la conjugaison
complexe, induite par l'involution z +— —% sur H. Notons - la conjugaison complexe sur les
coefficients de T ® C. Nous avons

() = / _ logl|- 2 Dlog

X1(N)(C)

= —/ log|c* f| - ¢*Q A Olog|c*g]
X1(N)(C)

—— [ logls]- A Dloglg,
X1(N)(C)

puisque ¢*f = f et ¢*g = g. D’autre part, 'expression (3.34) de €2 entraine

Q= —2mi Z T, - e 2mnZd(—z) = Q.

n=1
Par conséquent ry ({f,g}) = —rn({f, g}), c’est-a-dire ry ({f,g}) € T @ R(1). O

Nous nous intéressons au groupe de K-théorie de Quillen Ko(X;(N)) associé a la courbe
X1 (V). Il est possible de donner une description de ce groupe (au moins apres tensorisation par
Q) en termes de symboles de Milnor. La localisation en K-théorie algébrique permet d’écrire
une suite exacte

0—KXi(M)eQ L KmexM)ee @ qeq (3.86)
PeX1(N)(Q)

ou lapplication n* est la restriction au point générique de X;(IV), et 'application 0 est définie

comme suit. Nous avons 0 = (0p ® id)PeXl(N)(Q) et, pour tout P € X1(N)(Q), 'application
Op, appelée symbole modéré en P, est définie par

Op : K2(Q(X1(N))) — Q
fordp(g))

{9} = (ayertrentelo) (s ) (), (3.87)

En composant I'application n* de (3.86) et 'application (3.85), nous obtenons le régulateur de
Beilinson, noté encore rxn

ry : Ko(X1(N)) ® Q — T@R(1). (3.88)
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Soit X1(N)z un modele propre et régulier de X;(/N) sur Z (un tel modele existe d’apres la
résolution des singularités [1, 44, 3]). Définissons un sous-groupe Ka(X1(NV))z de Ka(X1(V))
par

K3(X1(N))z = Im(K2(X1(N)z) — Ka(X1(N))). (3.89)

D’apres [65, Remark p. 13], ce sous-groupe ne dépend pas du choix du modele (propre et régulier)
X1(N)z. L’inclusion K3(X1(N))z C K2(X1(N)) identifie alors K2(X1(N))z ® Q & un sous-
espace vectoriel de Ko(X1(N)) ® Q. Le régulateur de Beilinson s’écrit finalement

TN : KQ(Xl(N))Z RQ—-T® R(l) (390)
Notons {O*(Y1(N)), O*(Y1(N))} I'image de 'application bilinéaire alternée

O*(V1(N))®? — K2(Q(X1(N))) © Q (3.91)
u@v— {u,v} ®1,

et définissons via la suite exacte (3.86)

Ky = {O*(Y1(N)), O*(Y1(N))} NKerd € K3(X1(N)) ® Q. (3.92)

De maniere informelle, Ky est formé des éléments de Ko(X1(N)) ® Q que I'on peut construire
a partir des unités modulaires de la courbe X7 (N). Notons Vy = T @ R(1) l'espace d’arrivée de
lapplication régulateur (3.88). Schappacher et Scholl ont soulevé le probleme suivant [62, 1.1.3].

Probléme. Le groupe ry(Ky) engendre-t-il 'espace vectoriel réel Vy ?

Remarques 84. 1. Ce probleme admet un analogue naturel pour tout sous-groupe de con-
gruence I' C SLy(Z) tel que la courbe modulaire associée a I' soit définie sur Q.

2. Schappacher et Scholl ont démontré [62, 1.1.2 (iii)] que Ky C K2(X1(N))z ® Q.

Schappacher et Scholl ont remarqué que le probleme ci-dessus admet une réponse négative
dans le cas du sous-groupe de congruence I'g(p), ol p est un nombre premier tel que le genre
de Xo(p) est non nul, c’est-a-dire p = 11 ou p > 17, cf. [62, 1.1.3 (i)]. Pour un sous-groupe de
congruence donné, la méthode de Beilinson permet (en théorie) de calculer I'image par applica-
tion régulateur des symboles associés aux unités modulaires; le probleme ci-dessus releve alors
d’un simple calcul de déterminant. Ainsi, pour les sous-groupes de congruence I'y(20) et I'(27),
la réponse est positive [62, 1.1.3 (ii)]. Nous démontrerons le résultat général suivant, annoncé
dans 'introduction.

Théoréme 5. Pour tout nombre premier p, l’espace vectoriel réel V), est engendré par rp(K,).

La réponse au probléeme proposé ci-dessus est donc différente pour les sous-groupes de
congruence I' = I'g(N) et I' = I';(IV). La méthode de Beilinson semble mieux adaptée a la
courbe modulaire X7(N). Nous avons également constaté ce phénomene lors de 'application
des résultats de Beilinson a la conjecture de Zagier explicite pour les courbes elliptiques. Par
exemple, nous n’avons pas d’équivalent du théoreme 8, qui concerne la courbe elliptique X7 (11),
pour la courbe elliptique X(11). Il semble intéressant de rapprocher ces observations des travaux
de Stevens sur les paramétrisations modulaires. Dans [72], Stevens conjecture que pour toute
courbe elliptique E définie sur Q, de conducteur N, il existe une paramétrisation X1(N) — FE
telle que la constante de Manin associée soit égale a 1. De plus, il montre que dans toute classe
d’isogénie de courbes elliptiques définies sur Q (de conducteur N), il existe une unique courbe
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paramétrée par X;(N) de maniere optimale. Cette courbe, appelée courbe optimale, est conjec-
turalement la courbe dont la hauteur de Faltings est minimale. Nos résultats semblent donc
eux aussi indiquer qu’il est plus naturel de paramétrer une courbe elliptique E par la courbe
modulaire X (V). L’exemple des courbes modulaires X;(11) et X1(13), que nous étudions en
détail dans les sections 3.7 et 3.8, est particulierement instructif.

Le groupe Aut(C/Q) agit sur les ensembles Y7 (V)(C) et X1(IV)(C), et donc sur 1’ensemble
des pointes Py. D’apres [62, 3.0.2], nous pouvons décrire explicitement cette action. Pour tout
27

o € Aut(C/Q), définissons €(o) € (%)* par I'égalité o((y) = C]E\go), avec (y = e~ . Alors
Aut(C/Q) agit sur Py par la régle

[u,v]” = [e(o)  u, 0] ((u,v) € En, 0 € Aut(C/Q)), (3.93)

ou nous avons utilisé 'identification (3.56). En particulier, la conjugaison complexe ¢ envoie
[u,v] sur [—u,v]. Remarquon qu’avec cette convention, la pointe infinie (et plus généralement
les pointes P,, v € (Z/NZ)*/ £ 1) est bien définie sur Q. Le groupe O*(Y7(N)) des unités de
Y1(N) est de fagon naturelle un sous-groupe de O*(Y1(N)(C)), le groupe des unités modulaires
pour I';(N).

Notation. Soient u € O*(Y1(N)(C)) ® C et K, L deux sous-corps de C. Nous dirons que u est
définie sur K et a coefficients dans L lorsque

ue O"(Y1(N)k)® L C O*(Y1(N)(C)) ® C.
ou Y7 (V) g désigne I'extension des scalaires a K.

Lemme 85. Pour toute fonction f : % — C de somme nulle, l'unité modulaire uy est définie

~

sur Q et a coefficients dans Q(f), le corps engendré par les valeurs de f.

Démonstration. Posons L = Q(f) Notons Div% Py le sous-groupe de Div" Py formé des divi-
seurs qui sont définis sur Q. Nous avons un diagramme commutatif

0—Q*®L O*(Y1(N))® L Divgy Py ® L ——=0

| | |

0—=C"®L—0*(V1(N)(C))® L —Div’ Py @ L —0,

ou les fleches verticales sont injectives et les lignes sont exactes ('exactitude a droite de la
ligne du haut résulte du théoreme Hilbert 90). L’application u € O*(Y1(N)(C)) — u(o0) € C*
scinde la suite exacte du bas du diagramme. Lorsque v € O*(Y1(N)), nous avons u(o0) € QF,
puisque le développement de Fourier (3.60) de w est a coefficients rationnels. L’application
u € O(Y1(N)) — u(oo) € QF scinde la suite exacte du haut du diagramme, de maniere
compatible a la scission de celle du bas.

D’apres (3.63), nous avons ordp(uy) € L pour toute pointe P € Py. Soit o € Aut(C/Q). Le
changement de variables a = €(0)a’ dans la formule (3.63) montre que

ordps (us) = ordp(uy) (P € Py, 0 € Aut(C/Q)).

En conséquence D = divuy € Div% Py ® L, et uy n’est autre que I'image de D par 1'une des
deux compositions du diagramme commutatif
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Divey Py ® L O*(Y1(N))® L

| |

Div’ Py ® L — O*(Y1(N)(C)) ® L.
Par suite, nous avons uy € O*(Y1(N)) ® L. O

Nous allons maintenant chercher & former des éléments dans Ks(X7(V)) ® Q a partir des
symboles de Milnor {uy,ug}, olt us, ug sont les unités modulaires définies précédemment (pro-
position 79). Nous avons la proposition suivante.

Proposition 86. Soient f,g : % — C deuz fonctions de somme nulle et & support dans

(%)* Notons L le sous-corps de C engendré par les valeurs de f et g. Alors l’élément {ug,ugy}
appartient ¢ Ko(X1(N)) ® L.
En particulier, pour toutes unités modulaires u,v € O*(Y1(N))®Q a support dans les pointes

Py, we (%)* et vérifiant u(oco) = v(o00) = 1, ’élément {u,v} appartient a Ko(X1(N)) ® Q.

Démonstration. Considérons la suite exacte (3.86) tensorisée par L. Nous avons

upug € ON(Vi(N) ® L € QX1(N))* ® L

et le symbole {us, uy} définit a priori un élément de Ko(Q(X1(N))) ® L. Il s’agit donc de
montrer que son image par 9 est triviale. Par hypothese, f et g sont combinaisons linéaires a
coefficients dans L de caracteres de Dirichlet non triviaux modulo N. Puisque (f,g) — {uf,uq}
est bilinéaire, il suffit de montrer le résultat pour f = x et g = x/, avec x et x’ caractéres non
triviaux modulo N. Puisque u,, = 1 pour un caractére x impair, nous pouvons supposer que x
et x/ sont pairs. Soit d € (%)* La proposition 3.76 montre que

div(d)*u, = (d)* divu, = x(d) - divu, = div(uy ®@ X(d)).

D’apres la suite exacte

0—> Q" ®L—=0"(Y1(N))® L —=Divgy Py ® L —0,

il existe une unique constante Cy € Q* ® L telle que

(d)*uy = Ca - (uy ®X(d)),

ol nous utilisons la notation multiplicative pour le groupe O*(Y1(N))® L. L’application d — Cy
est alors un homomorphisme de groupes, qui part d’un groupe fini et arrive dans un Q-espace

vectoriel. 11 en résulte Cy = 1 et (d)*uy = uy ® X(d) pour tout d € (:%;)*. De méme pour

u,s. Puisque u, et w,, sont a support dans les pointes P, w € (%)*, il suffit de montrer

Op, {ty, uy } =1 pour tout w. Or

OPy Lty Uy } = O { (W) "y, (W) uys } = (Goo{ux,uxx}) ® xx'(w).

11 suffit donc de montrer que Joo{ty, uy} = 1. Pour des unités modulaires u,v € O*(Y1(N)(C)),
nous avons

) a(oo)ordoo (v)

Ono{u, v} = (1) =M= 2 E e

D’apres la définition (3.62) de uys, nous avons
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Uy(00) = Uy (00) =1®0€ Q" ® L.

I en résulte Ooo{ty, uy} = 1, comme annoncé. Pour finir, soient u,v € O*(Y1(IN)) ®Q des unités
modulaires vérifiant les hypotheses de la seconde partie du théoreme. En utilisant (3.76) et le
fait que L(x,2) # 0, il n’est pas difficile de voir que les diviseurs de u et v sont combinaisons
linéaires a coefficients complexes des diviseurs divu,, olt x parcourt les caracteres pairs non
triviaux modulo N. Il existe donc des constantes C,C" € C* ® C et ¢, céc € C telles que

u:C'HuX@)cX et v:C/-HuX@)cg(.
X X

—

Puisque @(00) = 0(00) = Uy (00) = 1, il vient C = C” = 1. La premiere partie de la démonstration
entraine alors

Hu,v} =1 dans @ C*®C.
PeX1(N)(C)

L’application naturelle C* ® Q — C* ® C étant injective, le symbole {u, v} appartient au noyau
de 0 dans la suite exacte (3.86), et définit donc un élément de K2(X1(NV)) ® Q. O

Remarque 87. Lorsque f ou g n’est pas a support dans (%)*, tous les symboles modérés de

{uf,uy} ne semblent pas nécessairement triviaux. Soit P € Py et v € SLy(Z) un représentant
de P via la bijection (3.56). Notons ap(f) (resp. ap(g)) le terme constant du développement de
Fourier de E%(vz) (resp. Ej(72)). Nous avons alors

log|Op{ur,ug}| = %(ordp(ug)ap(f) —ordp(ug)ap(g)) e R-L C C.

Grace au formulaire sur les séries d’Eisenstein et & la formule (3.63), il est possible d’obtenir
une formule completement explicite pour log|Op{uf,ug}|. Cette derniere quantité ne semble
pas toujours nulle. Une maniere de remédier a cela serait d’ajouter a {us,uy} des “symboles
constants” (voir la remarque a la fin de cette section).

Nous avons enfin besoin des symboles de Manin, dont nous rappelons ici brievement la
définition [45]. Pour tous points a, 3 € P1(Q), notons {a, 3} la géodésique du demi-plan de
Poincaré reliant o a 3. Pour tout x € En (c’est-a-dire z = (u,v) avec u, v € NLZ engendrant
% comme groupe additif), choisissons une matrice g, = (Z Z) € SLy(Z) vérifiant (¢, d) € .
On définit un cycle relatif {(z) € H1(X1(N)(C), Py, C), ou Py est 'ensemble des pointes de

X1(N)(C), par
{(@) = {920, 9200}  (z € Ep). (3.94)
On vérifie que () ne dépend pas du choix de la matrice g, .

Démonstration du théoréme 5. Soit p un nombre premier. Pour tout o € (Z/pZ)*, notons u, €
O*(Y1(p)) ® Q l'unique unité modulaire vérifiant

divug, = P, — Py Ua(0) =1, (3.95)

ce qui est possible d’apres le théoreme de Manin-Drinfel’d [28, 29]. D’apres la proposition 86,
nous avons

{ua,up} € Ko(X1(p)) @ Q (a8 € (Z/pZ)").
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Nous allons démontrer que les rp({uq,ug}) engendrent I’espace d’arrivée V,. Notons V C V, =
T @ R(1) l'espace engendré par les 7 ({ua, u5}) Soient y, x’ deux caracteéres pairs non triviaux
modulo p. Par linéarité et d’apres (3.76), nous avons la formule suivante dans T ® C

(fuyd) = FODHGT S (@) (e ws)) € VO ©.
a,BE(Z/pZ)*/£1

Il suffit donc de montrer que les éléments rp({ux, UX/}) engendrent T ® C comme espace vectoriel
complexe. Remarquons que tous les caracteres non triviaux modulo p sont primitifs, et que les
formes primitives de poids 2 pour I'i(p) constituent une base de S2(I'1(p)). D’apres le théoréme
81 et le corollaire 3.4, nous avons

rp({tiy, uy }) = ———— L (T 2)L(TXX 7, 1) € TXX .
pri - T(xX')
Fixons maintenant un caractere pair ) modulo p. Remarquons que L(TY,2) est inversible dans
TV : pour chaque forme primitive f, on a L(f,2) # 0. D’aprés ce qui précede, il suffit de mon-
trer que les L(TY, x, 1), avec x caractere pair modulo p, et x # 1,1, engendrent T% comme es-
pace vectoriel complexe. Nous noterons H; (X1 (p)(C), ) la composante v-isotypique du groupe
d’homologie H; (X1(p)(C), C), ot H;" indique le sous-espace des invariants pour la conjugaison
complexe agissant sur X;(p)(C). Nous disposons d’isomorphismes

TV = Homg(S2(T'1(p), ¥), C) = Hi (X1(p)(C), ¥), (3.96)

le premier isomorphisme étant induit par (3.32) et le second donné par l'intégration. Le groupe
d’homologie (3.96) admet une présentation en termes des symboles de Manin [45]. Nous allons
exprimer I'image de L(TY, x, 1) par I'isomorphisme (3.96) comme combinaison linéaire explicite
de tels symboles. C’est un calcul classique [45, Thm 3.9 et 4.2.b)]. Nous trouvons que L(T, x, 1)
est donné par l'intégration le long du cyle (relatif)

o=-"0 5 L) (3.97)

p ve(Z/pZ)*

Rappelons que 'involution d’Atkin-Lehner W), de Xi(p)(C) est induite par z — — é sur H.
Nous avons Wp{7, 00} = £(1,v), d'ott

QX:—@WPE(LX) avec &(1,X%) := Z X(v)&(1,v). (3.98)
p ve(Z/pZ)"

Pour tout cycle ¢, nous noterons c¢? sa projection sur la composante -isotypique. Il suit de

(3.98) que 1'élément L(TY,x,1) est donné par I'intégration le long du cycle (a priori relatif)

0y = —T%) W, (£(1,%)7). (3.99)

Nous allons montrer que les cycles 9;? , X # 1,7 sont fermés et engendrent H; (Xi(p)(C),1)
comme espace vectoriel complexe. Notons 1, le caractere trivial modulo p. D’apres (3.99), il
suffit de montrer que les cycles £(1,x)?¥, x # 1p, % engendrent H;" (X1(p)(C), ). L’ensemble des
pointes de X;(p)(C) est donné par

P,=10,v] Q,=v,0] (v e (Z/pZ)") £1). (3.100)

Considérons la projection naturelle
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my + Hi(X1(p)(C), ptes, C) — Hi(X1(p)(C), ptes, ¥)

@) @) = 1 Y B,

P2 \e@znmz)

Manin [45, 1.6] a démontré que les {(x), x € E, engendrent ’espace de départ de my. En
conséquence, l'espace d’arrivée de my, est engendré par les cycles

)" (2=(0,1), = (1,0), v € Z/pZ).
Nous avons £(1,0)¥ = —£(0,1)¥, et le bord des cycles &(z)¥ est donné par

KO, =—— S GNP - Q)
Ne(Z/p2)*
1- w(v) - *
0&(1,v) ] Z YN Qx  (ve(Z/pZ)). (3.101)
p Ae(Z/p2)"

L’espace Hy(X1(p)(C), 1) est donc contenu dans le sous-espace engendré par les cycles £(1,v)¥,
v € (Z/pZ)*. Par suite, I'espace H;" (X1(p)(C),) est contenu dans le sous-espace engendré par
les £(1,v)% + £(1,—v)¥, v € (Z/pZ)*. Or, nous avons la formule

L)Y = D x(wEv)?

ve(Z/pZ)*

Par transformée de Fourier inverse, 'espace H; (X1 (p)(C), ) est contenu dans le sous-espace en-
gendré par les (1, x)¢, ou x parcourt les caracteres pairs modulo p. D’autre part, nous disposons
de la premiére relation de Manin &(u,v) = —£(v, —u), ce qui permet d’écrire

L= Y Y T W)

v€E(Z/pZ)* N\e(Z/pZ)*

- Bee N

p—1
vE(Z/pZ)* Ne(Z/pZ)*

e Y Y Bl ) = —£1,5)",

p—1
w€&(Z/pZ)* pe(Z/pZ)*

Nous devons maintenant distinguer deux cas. Si ¢ = 1, alors £(1, 1,,)1” = 0; par conséquent
H{ (X1(p)(C),1,) est contenu dans I'espace engendré par les £(1,x)¥, x # 1,. Les cycles £(1, x)¥
étant de bord nul d’apres (3.101), nous obtenons le résultat. Supposons maintenant ¢ # 1,. Nous
savons que H; (X1(p)(C),) est contenu dans l'espace engendré par les &(1,x)¥, x # ©. Mais
le calcul du bord de ces cycles donne

b _ ) 2re(z/pz) PN Qy six=1,
9E(1,x) {0 2L

Par conséquent H; (X1 (p)(C), ) est I'espace engendré par les cycles £(1, x)?, avec y # 1,1, O
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Nous présentons maintenant un argument heuristique concernant ’extension éventuelle du
théoreme 5 & tout niveau N. Le rang p1(N) du Z-module libre O*(Y1(N))/Q* est donné par

p1(N) = {QJ (N >1).

Appelons symboles constants les éléments de la forme {\, u} avec A € Q* et u € O*(Y1(N)). En
utilisant le caractere alterné de (3.91) et en étudiant le symbole modéré des symboles constants,
il est possible de montrer que K est un Z-module libre, avec

pN)(p(N)-1)  N?

Ky < ~ .
e AN = N—oo 8

(3.102)

D’autre part [25, Ex 9.1.6] montre que l'espace vectoriel réel Vi est de dimension g1 (N) < 1—1—];[72.
Le rapport asymptotique égal a 3 entre les deux quantités précédentes constitue un indice favo-
rable a la validité du théoréeme 5 pour tout entier N. Le méme argument de dimension, appliqué
dans le cas du sous-groupe de congruence I'g(N), permet a I'inverse, pour beaucoup de valeurs
de N, de répondre négativement a la question de Schappacher et Scholl.

Question. La dimension de I'espace d’arrivée du régulateur, jointe a l'injectivité conjecturale
de ce dernier, imposent des relations sur les symboles {u, v}, u,v € O*(Y1(N)). Est-il possible
d’expliciter ces relations ?

Nous reformulons enfin le théoréme 4 au niveau de la jacobienne J;(N) de X;(N), en sui-
vant la démarche proposée dans la section 0.6 de 'introduction. Rappelons que nous pouvons
considérer Ry, (n) = Ry (n)(c) comme une fonction a valeurs dans T @ C.

Théoreme 7. Soit ¢ un caractére de Dirichlet pair modulo N . Pour tout caractére de Dirichlet
x modulo N, pair, primitif et distinct de v, nous avons

LIT*2) L(TY, x, 1) = Cyy Y XN X(1) Ry (Pr — Bu) (3.103)
Ape(Z)" /1

ot la constante Cy , est donnée par

Nmi L(yx,2) 7(x) L(X, 2)

) = . (3.104)

Cdax =

Remargue. En particulier, le produit L(TY,2)L(TY, x, 1) est combinaison linéaire (explicite) de
valeurs de la fonction R () en des points Q-rationnels du sous-groupe cuspidal de Ji ().

Démonstration. 11 s’agit d’utiliser le théoreme 4. Puisque nous voulons un résultat portant sur
toute I’algebre de Hecke T%, nous devons reprendre les ingrédients de la démonstration de ce
théoreme. D’apres le théoreme 73, nous avons

N / —
_ Es -QANOEE.
mio(N) Jx, vy VX X

Puisque x est primitif, nous avons EX = 7(x) E%. D’apres la proposition 79, il vient

N3 —
L(T¢, 2)L(Tw, X, 1) = . T(X)/ log|uyy | - 2 A Olog|uy].
@(N) X1(N)(C)

Grace a (1.28) et (3.76), nous en déduisons
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LTV, 2)L(TY, x, 1) = Cy > Ix(N)x(i)Rx, () (Px, P
Ape()r /£l

Par hypothese ¥y et X, vus comme diviseurs sur %, sont de degré 0. En partant de I'identité
donnée par le théoreme 5, il suit formellement

> OxX(X(W)Rx, () (Pr, P
Ane(y)* /41

(]

PxN)x (1) (R, vy (P — Bu) — @x, () (Pr) + @x, (v (Pa))
Aue(Z)* /1

(]

XN X () Ry (n)(Pr — Po)
AuE(Z5)* /1

ce qui acheve de montrer (3.103). O

3.5 Une formule en termes de cycles

Le but de cette section est de montrer le théoreme 3 de l'introduction. Nous commencons
par rappeler des résultats bien connus sur la forme différentielle n( f, g) associée a deux fonctions
méromorphes f et g d’une surface de Riemann compacte X [56].

Soit donc X une surface de Riemann compacte, connexe, non vide, et f,g € C(X)* deux
fonctions méromorphes non nulles. Posons [56]

n(f,g9) = log|f|darg g — log|g|d arg f (3.105)
= —ilog|f|(d — 0)log|g| + ilog|g|(d — 0) log| f].

Rappelons les propriétés de cette forme différentielle. C’est une 1-forme réelle, définie et de classe
C* sur le complémentaire des supports de f et g dans X. Elle est fermée, et se comporte de
maniere bilinéaire et alternée en f,g. De plus, elle est “exacte sur les relations de Steinberg” :
nous avons

n(f,1-f)=d(Dof) (f€CX),[f#0,1), (3.106)

ol D est la fonction de Bloch-Wigner. Etudions maintenant le comportement de la forme
différentielle n(f, g) au voisinage d’un point P € X appartenant a la réunion S des supports
des fonctions f et g. Soit u une coordonnée locale en P. Pour toute fonction h € C(X)*, nous
pouvons écrire

~

h(u) ~ h(P)u® 4P (4 — 0, u #0). (3.107)
11 suit

log|h(u)| = ordp(h)log|u| + log|h(P)| + 0y—o(1)

Il vient de méme

darg h(u) = ordp(h)dargu + 0y,—0(1) du + 0y—0(1) da.
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Nous en tirons

1(f,9) = (ordp(g) log|f(P)| — ordp(f) log|g(P)|)d arg u
+ oy—o(log|u|) du + oy—o(log|ul|) du
= 10g|8P{f7 g}]dargu + 0u—>0(log‘u|) du + Ou—>0(10g|u’) du, (3108)

la derniere égalité résultant de la définition du symbole modéré en P. Voici les conséquences
de cette estimation. Posons Y = X — S. La quantité fv n(f,g), ou v est un chemin non
nécessairement fermé de Y, est bien définie et ne dépend que de la classe d’homotopie de +.
D’apres l'estimation (3.108), 'intégrale f7 n(f,g) converge absolument lorsque 7 est un chemin

de classe C'! dans X, & dérivée non nulle aux points de S. D’apres cette méme égalité, I'intégrale
de n(f,g) sur un lacet yp orienté positivement autour d’un point P € S, est donnée par

/ 0(f.g) = 2rlogldp{ /. g} (3.109)

(comparer avec [56, Lemma p. 12]). Enfin, grace a la formule de Stokes, le régulateur associé
aux fonctions rationnelles f, g et & la forme différentielle w € Q'(X) s’exprime facilement en
termes de la forme différentielle n(f, g) :

2

Remarquons que par linéarité, toutes les définitions et résultats ci-dessus s’étendent au cas ou
f,9 € C(X)* ® C. Nous nous intéresserons par la suite au cas ot X est une courbe modulaire
et f,g sont des unités modulaires. Nous disposons par exemple des unités modulaires de la
proposition 79. Néanmoins, nous avons besoin d’étendre légerement la définition de 1 aux séries
d’Eisenstein ne provenant pas d’unités modulaires. Cela justifie la définition suivante. Nous

identifierons les fonctions % — C aux diviseurs sur %

(rx({f,9})w) = —i/XwAn(f,g). (3.110)

Définition 88. Soient [,m deux diviseurs sur %, la forme différentielle n(l,m) sur H est
définie par
n(l,m)=Ef-(0—-0)E}, — E! -(0—0)E}. (3.111)

Les séries d’Eisenstein E} et £, étant modulaires pour le groupe I'; (), la forme différentielle
n(l,m) est invariante sous laction de ce groupe, définissant ainsi une forme différentielle de
Y1(N)(C). Dans le cas ot I et m sont des diviseurs de degré 0, la proposition 79 et la définition
(3.105) montrent que

n(l,m) = i, w). (3.112)

Dans ce cas, la forme différentielle n(l,m) est donc fermée. Ce n’est pas le cas en général, comme
le montre le lemme suivant.

Lemme 89. La différentielle de la forme n(l,m) est donnée par

T 4 dxr N dy

dn(l,m) = 55 Epm) - 2

(3.113)
ot D(l,m) est le diviseur (de degré 0) défini par

D(l,m) = (degm)l — (degl)m. (3.114)
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Démonstration. Nous avons

dn(l,m) = (0 + 0)Ef A (8 — D)E*, — (0 + d)EX, A (0 — O)Ef
+ Ef - (—200E},) + EJ, - (200E})
= —2E} - 90E}, + 2E7, - 00E;.

Par définition de £}, nous avons

B = % S od() Y e,

Z Z
’l)Eﬁ (l,beﬁ

La considération des développements de Fourier (3.16), (3.17) et (3.19) amene a la formule
suivante pour 0OE}

_ 1 _
JOE; = N2 Z ord, (1) - 905 ¢
UG%
(degl) - 991logy
e

dx N\ dy
= —W(degl) TR

s
_W

la derniere égalité provenant de (1.32). Le résultat suit. O

Remarquons que l'intégrale (3.28) peut s’exprimer a ’aide de la forme différentielle n(l,m).
C’est un cas particulier du lemme suivant.

Lemme 90. Pour toute forme parabolique f de poids 2 pour T'1(N), et tous diviseurs l,m sur

%, nous avons
1

/ Ef -w; NJEL, = —/ wp An(lym). (3.115)
X1(N)(©) 2 Jx1(N)(C)

Démonstration. Par définition de n(l,m), nous avons
/ wf/\n(l,m):/ —Ef -wy NOE}, + E}, - wy A OE].
X1(N)(C) X1(N)(C)

Or, une intégration par parties et la formule de Stokes donnent

/ E;-waaEfz—/ Ef -ws NOE},,
X1 (N)(C) X1(N)(C)

puisque la forme différentielle B/ E}, - wy est a croissance modérée aux pointes. O
La forme différentielle n(l,m) n’étant pas nécessairement fermée, nous avons besoin de
préciser la notation suivante.

Notation. Pour tous points a, 3 € H U P!(Q), nous convenons que l'intégrale ff n(l,m) est
calculée le long d’une géodésique de H reliant o a 3.

Lorsque o ou (3 appartient & P!(Q), la convergence absolue de I'intégrale résulte de (3.15),
(3.16), (3.17) et (3.19).
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Notation. Pour toute forme parabolique f € S2(I'1(IV)), nous poserons

1 gz OO

e = —— [ wy = —i/ f()dz  (z€ By). (3.116)
27 Je(a) 20

Pour x = (u,v) € Ey, posons z¢ = (—u,v) et f}t(a:) = %(ff(a:) + &7 (x¢)). Posons p = es.

Puisque 7n(l,m) est invariante sous 'action du groupe I';(/N) et que ce groupe préserve les

9ap®
9z P
forme différentielle n sur H, posons 7 | g = ¢g*n. Notons o et 7 les matrices suivantes de SLa(Z)

I AR (|
0'—10 eT—l_l.

Définition 91. Pour tous diviseurs | et m sur %, définissons un cycle relatif c(l,m) sur
X1(N)(C) par

géodésiques de H, l'intégrale n(l,m) ne dépend que de x. Pour tout g € SLy(Z) et toute

o1, m) :% 3 (/QIPQn(z,m))g(a;). (3.117)

z€FEN 9z P

Le cycle ¢(1, m) définit un élément de H; (X1 (N)(C), Py, C), ou Py est I’ensemble des pointes
de X1(N)(C). Lorsque [ et m sont de degré 0, le bord du cycle ¢(I, m) posséde une expression
agréable en termes du symbole modéré associé aux unités modulaires u; et u,,, comme le montre
la proposition suivante.

Proposition 92. Pour tous diviseurs | et m de degré 0 sur %, le bord du cycle c(l,m) est
donné par

dc(l,m) = —2n3i Z log|Op{ur, um}| - [P], (3.118)
PePyn

ou Op désigne le symbole modéré en P.

Démonstration. Nous avons

oetom =3 3 ([ "t 92 (9206] — [0,

iEEEN
Mais [g;0] = [gzo00], d’0U

2 2

1 P p
octt.m) =3 Y ([ nom) g2 = [ nttom) | ga ) lgaoe)
z€EN p 4
Par changement de variable,
2 2

p
/ n(lam) |gza—1 = -
p

—
he)

3
~
3
SN—
Q
8

il vient donc
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Pour toute pointe P € Py = Ey/ 4+ I's, notons Ep I’ensemble des préimages de P par la
surjection naturelle Fy/ +1 — Ey/ 4 I'. Par définition, la largeur [p de la pointe P est le
cardinal de Ep. La matrice T agit sur Ep par multiplication a droite ; cette action est transitive,
cyclique d’ordre [p. Nous pouvons écrire

Z(Z/ a(t.m) | g ) P).

PEPN :DGEP

Fixons P € Py. Il s’agit de calculer I'intégrale de n(l,m) sur le cycle (a priori relatif) vp de
Y1(N)(C) défini par

v =Y {gap, 920"}

wEEp

Fixons zg € Ep. D’apres p = T)p?, nous avons

Ip—1
P = AGuer+TP% Gogrrp”}
k=0
Ip—1
= Z {gxoT]Hpo,ngTkpZ}
k=0

= {920 T'" 0%, 9o} (3.119)

Puisque ngTngm_O1 € +£I'1(N), nous voyons déja que yp est un cycle fermé de Y7(N)(C), autre-
ment dit yp € Hy(Y1(N)(C), Z). Pour la méme raison, nous pouvons remplacer p? par n'importe
quel point de H dans (3.119). Par conséquent, vp n’est autre qu'un lacet orienté négativement
autour de P € X;(N)(C). D’apres (3.112) et (3.109), nous avons alors

/ n(l,m) = 71'21'/ n(ug, Um) = —273; log|Op{uy, um},
P P
d’ott nous déduisons (3.118). O

Le théoréme qui suit est inspiré du théoreme C de lappendice (p. 152), di a Merel, qui
exprime le produit scalaire de Petersson de deux formes paraboliques en fonction de leurs périodes
de Manin. La démonstration suit largement celle du théoreme C.

Notons F le domaine fondamental standard du demi-plan de Poincaré :

F={zeH;[R(z)| < % et [z] > 1}. (3.120)

Théoréme 93. Soient f une forme parabolique de poids 2 pour T'y(N) et l,m deuz diviseurs
sur NZ Posons

F,(z) = /z wi | ga (x € En,z € H). (3.121)

o0

Nous avons alors

/Xl(N)(C) wg Al m) :/ “f _/ Y Ferd(nlm)|g). (3.122)

zeEN/+1
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Lorsque | et m sont de degré 0, nous avons en particulier
T 9ap®
/ wg An(l,m) =/ wp=-—y5 > (/ n(l,m))ﬁf(x)- (3.123)
X1(N)(C) c(l,m) ceEy VY 9uP

Remarque 94. Nous n’avons pas réussi a nous débarasser du second terme de (3.122), ce qui nous
obligera a faire des hypotheses sur les caracteres de Dirichlet par la suite. Notons cependant que
ce terme désagréable ne dépend que de f et du diviseur D(I, m). Nous ne savons pas si la formule
(3.123) est valable pour tous diviseurs [ et m.

Démonstration. Nous avons

wrAn(l,m) = / wr An(l,m)
/Xl(N)(C) Z

w€BEy/+17 955

- /f (wr An(tm) | ga.

a:EEN/:I:l

Or, nous avons

d(Fx -n(l,m) | gx) =dF, An(l,m) | g, + Fy - d(n(l,m) | gx)
= (wf An(t,m)) | go + Fy - d(n(l,m) | gz).

D’apres la formule de Stokes, nous avons donc

[ nntm) o= [ Fonttom g~ [ B dtat.m) | a2)

Le bord du domaine F est le triangle géodésique de sommets p?, p et oo, orienté dans cet ordre.
Puisque la forme f est parabolique, la fonction F, est a décroissance exponentielle en oo ; par
ailleurs, la forme différentielle n(l,m) | g, est a croissance modérée en oo. Cela nous permet

d’écrire
P oo 0?
| Bty lon= ([ [T+ )R nm) g
OF P> p o0

Nous écrirons ), pour signifier la somme sur les € En/ £ 1. Nous allons démontrer que

;([)w+£2)Fx-n<z,m>|gz:o.

11
) € SLy(Z) fixe oo et envoie p? sur p. Par changement de variable, nous

La matrice T = <O 1

obtenons

/ Fx-na,mngx:/ o | T n(lm) | gor-
P p?

Par ailleurs, nous avons

Tz z
Fx(TZ):/ wf|g:13:/ wf|ng:FmT(Z) (-’EGEN/ilaZGH)'

o0 o
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En sommant sur les z, il vient donc

o0

SRt =Y [ B nm) | gur
xz P z VP
z P

. . . , - . . 0 -1
ce qui montre la simplification annoncée. Utilisons maintenant la matrice ¢ = ( ) €

SLs(Z), qui échange p et p?. Par changement de variables, nous obtenons

2

P P
/Fge-n(l,m)\gx:/ Fyl o -n(l,m) | gao-
P p

2

Par ailleurs, puisque o échange 0 et oo, nous avons

oz z o0
Fy(o2) = / | ge = / Wy | goo = / W | goo + Fa(2) = Fuol(2) + 21 (2),
0 0

[e.9]

la quantité £r(x) étant indépendante de z. En remplagant dans I'intégrale précédente, il vient

2 2

p p p
/2 Fx'n(lam)|9x:/ an'ﬁ(lam)|gm+2775f($)/ n(l,m) | geo
p P p

En sommant sur les x, nous obtenons

Z/:Fx~n(l7m)|gx=2/ Fy-n(l,m) | gz + /:Fm-n(z,m)gm

xz P p

= 2Z2W§f(33)/ n(l,m) | guo
= —Wfo / (l,m) | ge-

Nous obtenons donc au final

/ wf/\n(l,m):/ wf—/ Z F, - d lm)|gx)
X1(N)(C) c(l,m)

a:GEN/:I:l

Lorsque [ et m sont de degré 0, le lemme 89 montre que la forme différentielle n(l, m) est fermée,
ce qui entraine (3.123). O

Notons 1 le diviseur sur % valant 1 en 1 € % et 0 ailleurs.

Corollaire (Théoreme 3). Soit f une forme parabolique primitive de poids 2 pour I'i(N), de
caractere Y. Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair et distinct de 1, nous avons

LE2Lf ) = 50 S / )6 @, (3.124)

Q?GEN
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Démonstration du théoréme 3. D’apres le théoreme 72 et le lemme 90, nous avons

N . .
L(f,Q)L(f,X, 1) __TI'ZSO(]V)/XI(N)(c) Ed,XCUf/\aE)?

N / .
= 0 wr An(Yx, X)-
21ip(N) Jx,onyc) ( )

Appliquons maintenant le théoreme 93. Par hypothese sur Y, le diviseur 1y est de degré 0. Il en
va de méme pour le diviseur ¥, puisque N > 1 par hypothese sur f. Nous en déduisons

Fesl)
_— w+.
2mio(N) Jowr)

Soit maintenant € un caractére de Dirichlet pair modulo N, avec € # ¥y. Nous allons utiliser
des arguments de caractére pour montrer

/ wr=0.
c(eX)
Fixons d € (+%;)*. De (3.74) et (3.75), nous tirons

(d)*n(e,X) = ex(d) n(e, X)-

D’autre part, puisque f est de caractere v, nous avons

§r(de) = P(d)&p(z)  (z € En).
1l suit

/c(e,x) P> (/ (e,%))&s()

CEGEN gzp
T gdwp .
=3 > (/ 77(€7X)>§f(d95)-
z€EN 9dx P

Puisque (d) préserve les géodésiques de H, nous déduisons

/c<e,>?> < 73 Z < /ggpr<d>* (e, A))ff(dﬂf)

op

=3 ([ st n)vase)

IEEN

= exy(d) - / wr.
c(e,X)
Dou [

(o) Wf = 0. Prenons maintenant la somme sur tous les caracteres pairs € modulo N
b
Nous obtenons
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D) = gy [ o

N
N / wr.
2mip(N) Je(s, e)

Remarquons que Ej est nulle lorsque [ : W — C est une fonction impaire. Il en va donc de
méme pour 7(l,m) et ¢(l,m) lorsque [ est impaire. Dans la somme ci-dessus, nous pouvons donc
faire parcourir a € tous les caracteres de Dirichlet modulo N. La somme de tous les caracteéres
de Dirichlet modulo N donnant ¢(N) - 1, nous obtenons

N
DL =5 [
C 7X

En remplagant ¢(1, X) par sa définition, il vient

Lot =0 Y (f

zeEN 9z p

2

G P
n(1,%) )& (@), (3.126)

En vue de faire apparaitre f]'f(a:) dans I’équation précédente, utilisons le changement de variable
x +— z¢. Pour tous diviseurs [, m, nous avons

o p? (9zp)
[ wmy = [ aitm)
9P c(g=p?)
9ap?
=— / c n(l,m).
gz p

D’apres (3.25), les séries d’Eisenstein Ej vérifient ¢*Ef = EJ, il suit

cn(l,m) = c*Ef - (0 — 0)c*E}, — ¢*E}, - (0 — 0)c* ES, = —n(l,m).

En prenant la demi-somme & partir de (3.126), il vient donc

L(fv ) (f7Xa Z /gwp 1X ff()

z€Ey Y 92P

c’est-a-dire (3.124). O

Remarque 95. Au cours de la démonstration du théoréme 3, nous avons obtenu ’expression

N
L(f,2)L(f,x,1) = Irip(N) /c(wx»?) wf.

Dans la pratique, cette expression est peut-étre plus avantageuse que (3.124), puisque la définition
du cycle ¢(vx, X) fait intervenir la forme différentielle (¢ x, X), qui est fermée. Faisons I’hy-
potheése supplémentaire x primitif. Le diviseur ¥ est donc & support dans (%)* Les propositions

86 et 92 entrainent alors que le cycle c(vx, X) est fermé.
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Remarque 96. 11 serait agréable de s’affranchir de ’hypotheése sur x dans le théoreme 3. La
formule (3.124) nous semble suffisamment naturelle pour étre vraie pour tout caracteére y, voire
pour toute application paire de Z/NZ dans C, mais nous n’avons pas de démonstration. Nous
remarquons également que dans le cas y = 1, ’équation fonctionnelle donne une expression de
L(f,1,1) en termes de L(f,1x,1), ou 1y désigne le caractere trivial modulo N. Cela conduit &
une expression pour L(f,2)L(f,1,1), au moins dans le cas ¥ # 1.

Question. Soit f une forme primitive de poids 2 pour I';(N). Existe-t-il une formule pour
L(f,2)L(f,1) analogue a (3.124)?

3.6 Application aux courbes elliptiques

Nous détaillons maintenant les conséquences de la formule de la section précédente pour les
courbes elliptiques. Nous montrons en particulier le résultat suivant.

Théoréme 97. Soit N > 1 un entier. Pour toute courbe elliptique E définie sur Q, de conduc-
teur N, la valeur spéciale L(E,2) est combinaison linéaire & coefficients rationnels des quantités

1 [9=9"
L ), (3.127)
gz P

. . V/
ot x et a parcourent respectivement En et N7

Il est tout a fait frappant de remarquer que L(FE,2) est combinaison linéaire d’un nombre fini
de quantités purement analytiques et dépendant exclusivement du conducteur de E. On peut
rapprocher ce résultat de la conjecture de Zagier pour L(F,2), démontrée par Goncharov et
Levin [32], qui exprime L(F,2) comme combinaison linéaire a coefficients rationnels de valeurs
de la fonction dilogarithme elliptique en des points algébriques de E. Il serait intéressant de
pousser plus avant cette analogie.

Démonstration. Soit E une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur N. D’apres les travaux
de Breuil, Conrad, Diamond, Taylor et Wiles [78, 74, 17], il existe une forme primitive f €
S2(To(N)) telle que L(E,s) = L(f,s). D’apres le théoreme 3, nous avons pour tout caractere x
modulo N, pair et non trivial

Ni 92"

Loty =0 Y ([ a0)e @ (3.129)
zcEy Y 92P

L’idée naturelle consiste a diviser (3.128) par la période réelle de E. Notons QJEC cette période

réelle, définie comme la valeur absolue de l'intégrale d’une forme différentielle de Néron de E

le long d’un générateur de Hy' (E(C),Z). D’apres le théoreme de Manin-Drinfel’d [28, 29], nous

avons

2

£f(2) € Q- o (r € En). (3.129)

Soit « une application de % dans C. Notons L(f,«, s) la série L de f tordue par . Un calcul
classique montre que

L(f,a,1) :—% a(a)/ o, (3.130)
Z a/N
aeﬁ
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Cela montre en particulier que L(f, x,1) € Q(X) QE pour x caractere pair modulo N, ot Q(X)
est le corps engendré par les valeurs de k. Nous souhaitons réduire ce corps des coefficients & Q.
Notons V' le sous-C-espace vectoriel de C[%] engendré par les caracteres de Dirichlet modulo
N, pairs et non triviaux. Soit v I'image de V par la transformée de Fourier; c’est aussi le sous-
espace engendré par les ¥, avec y pair et non trivial modulo N. Pour toute application m de
% dans C, posons

wp = m(a)/ wf. (3.131)
/m/N a; a/N
NZ

Par linéarité, I'identité (3.128) entraine visiblement

0 N2
L) [ o=

Les deux lemmes suivants montrent qu’il existe toujours m € Vn Q[NL] tel que f INWF #0,
ce qui entraine le théoreme.

gzp

n(1,m) gf( ) (meV). (3.132)

:EEEN Gz p

Lemme 98. L’espace VQ Vn Q[NL] est une Q-structure de V.

Lemme 99. Il existe m € V tel que f::}N wy # 0.

Démonstration du lemme 98. 1l s’agit de montrer que VQ engendre V comme espace vectoriel
complexe. Notons W le sous-espace de C[%] formé des applications paires et a support dans
(%)* L’espace V' n’est autre que ’hyperplan de W formé des applications de somme nulle.
L’espace W admet le systeme de générateurs suivants

Nous avons

~ 2mian 2mian Z Z

faln)=e N +e N (a € (—

Notons Q(un) le corps cyclotomique engendré par (y = ¢ . Nous identifions (%)* au groupe

de Galois G = Gal(Q(un)/Q), au moyen de a — o4, olt 0, € G est défini par o4({n) = (. Soit
Q(un)? le sous-espace de Q(uy) formé des éléments de trace nulle. Soit (eq, . ..e,) une base de
Q(un)? sur Q. Nous avons alors

S olenfan) =tr(e(CR+¢y")  (<i<r ne %)'

oeG

Les éléments

gi=y ole)f, (1<i<r)

oeG

appartiennent & V puisque e; € Q(un)?, et le calcul précédent entraine

GieVq (<i<r)

Montrons que ces éléments engendrent V' comme espace vectoriel complexe. Posant
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eg=1 et gOZchra

oeG

il est classique de montrer que les g;, 0 < ¢ < r_engendrent W. Par suite, les g, 0<i<r
engendrent W. Puisque V est un hyperplan de W, un argument de dimension montre que les
gi, 1 < i <r engendrent V. O

Démonstration du lemme 99. 11 suffit de montrer qu’il existe un caractere de Dirichlet xx mo-
dulo N, pair et non trivial, tel que L(f, xn,1) # 0. Supposons le contraire. D’apres le corollaire
2 de I'appendice (p. 145), il existe un caractere y pair et primitif, de conducteur divisant N, tel
que L(f®x, 1) # 0. Notons yu le caractére modulo N induit par y. La non-nullité de L(f®x, 1)
équivaut a celle de L(f, x, 1), elle méme équivalente a celle de L(f, xn,1). Donc xn est égal au
caractere trivial 1. De plus, pour tout caractere y pair et primitif de conducteur divisant IV,
nous avons A(f ® x,1) = 0 si x est non trivial. Dans le théoreme A de 'appendice (p. 144), la
somme donnant 5;{ (u,v) est donc réduite au terme y = 1, ce qui admet la conséquente suivante

Z

§JJ[()\u,U) = §?(u, ) = §JJ{(u,v) (e (ﬁ)*) (3.133)

Remarquons également que f;{ (u,v) est la partie réelle de {¢(u, v). Nous allons utiliser 'opérateur
de Hecke Ty. D’apres [47, Thm 2], nous avons

Toé(u,v) = £(2u,v) + &(u, 2v) + £(2u, u + v) + &(u + v, 2v) ((u, v) € EN), (3.134)

ol par convention &(u’,v") = 0 lorsque (u’,v’) ¢ En. Nous allons maintenant distinguer les cas
suivant la valuation de N au nombre premier 2.

Premier cas : N impair. Utilisant (3.134) avec (u,v) = (0, 1), nous trouvons

T2£(0,1) = £(0,1) +£(0,2) +£(0,1) + £(1,2).

En appliquant cette égalité a f et en prenant la partie réelle, il vient

d’apres (3.133). Les relations de Manin sur les symboles modulaires donnent £(1,1) =
€(1,0) +£(0,1) = 0. Par suite

(ax(f) = 3)€} (0,1) = 0.

Par les bornes de Hasse et Weil as(f) — 3 # 0, d’ott une contradiction avec I’hypothese
L(f,1) 0.

Deuxiéme cas : N = 2N’ avec N’ impair. Utilisant (3.134) avec (u,v) = (2¢,1 — 2t) € Ey,
t € Z/N'Z, il vient

To&(2t,1 —2t) = £(4t,1 — 2t) + &(2t,2 — 4t) + £(4¢, 1) + £(1, 2 — 4¢)
=&(4t,1 — 2t) + £(4t,1) + £(1,2 — 4t)

car (2t,2 — 4t) ¢ En. En appliquant & f et en prenant la partie réelle, nous déduisons
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= &5 (26,1 = 26) + €7 (2t,1) + €7 (1,2 — 4¢)

car (4t,N) = (2t, N). Avec t = 0, nous obtenons

g}r(l’ 2) = (a2(f) - 2)5;{(0’ 1) 7& 0.

Avec t = 1, nous avons également

ax(FEF (2, —1) = €5 (2,—1) + € (2,1) + € (1,—2) = & (2, -1),

d’apres la premiere relation de Manin. Comme f;{(Q, -1)= —fj{(l, 2) # 0, il vient as(f) =
1. Pour tout ¢, nous obtenons donc

EF(26,1) +&5(1,2-4t) =0

Nous avons alors successivement

f?(lv 2t> - _§+(2t7 1) - gjf_(L 2 - 4t) - é}’—(la 4t — 2)

f
=& (1,241 —1) = =& (2(1 = 1),1) = £/ (1,2 - 2t)
=¢f(1,2t—2) (t € Z/N'Z).

D’ol 5;{(1,275) = 5;{(1,0) pour tout t. Notons w(f) = +1 la valeur propre de f pour

I'involution d’Atkin-Lehner Wy . Pour tout a € %, nous avons

_w(/f) _w(f) [7
£f(17a)——27T/WN€(La)wf— o /G/wa. (3.135)

Notons 1y le caractere trivial modulo N'. D’apres (3.130) et (3.135), nous avons

o0

L(falNUl):_% Z 1/]E(a)/ Wt

a€Z/N'Z a/N’
J”}f,ff) S Tn(a)Er(1,2a)
a€Z/N'Z
=D S T2

a€Z/N'Z

=IO Te@)e o).

a€Z/N'Z

Puisque N’ > 1, la somme intérieure est nulle, ce qui contredit ’hypothese L(f,1) # 0.
q

Troisieéme cas : N = 4N’ avec N’ entier. La courbe elliptique E a donc réduction additive
en 2, d’ou az(f) = 0. En utilisant (3.134) avec (u,v) = (0, 1), nous trouvons

€5 (1,2) = 2¢4(1,0). (3.136)
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D’autre part, avec (u,v) = (1,2) et en utilisant les relations de Manin, nous obtenons

=& (LA +EF(2,1) +EF(L3) +67(3,1) + €5 (1,4)
= 2&}_(1’4) _5?(1’2)7
d’ou
7 (1,4) = &(1,0). (3.137)

D’apres (3.130) et (3.135), nous avons

£4(1,0) = “’2(f)L(f, 1). (3.138)

s

Pour tout k diviseur de N, notons ¢;, le diviseur suivant sur %

=3 [k

Xe(Z/ X Z)*
Nous avons er = Ne¢g, d’ou
L(f,6,1) = _/ o = 2mul)Er (1) = 26 (1 )
€k
Grace a (3.133), nous en déduisons
L(f,&,1) = 2mw(f)p(N/k)Ef (L, k). (3.139)

L’application € est %—périodique et invariante sous l'action de (Z/ %Z)* Pour la déter-

miner, il suffit donc de calculer é,(d) pour d | &, et nous avons

~ _ 2mikAd 2mikd
Gd)= Y e N =trquyuale ¥ )
/\e(Z/%Z)*
¢(N/k) ¢(N/k)

- WtrQ(NN/(kd))/Q(CN/(k’d)> = WM(N/(kd))’

ou p est la fonction de Mobius [35, Chap 2, §2], puisque pour tout entier n > 1, le polynome
cyclotomique d’ordre n débute par les termes ®,, = X ¢ — (n) X#(") =1 4 ... Nous avons
alors

ns ns
n=1 d|% n]\?l
(nvf):d
> n(f) 1 (n)
_ = (d an(f) _ & (d ad kd
d§| &) 3 d} DYy
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oll nous avons noté 1 s le caractere trivial modulo za- La fonction 1 n est completement
d

multiplicative. En decomposant dn en facteurs premiers, on est ramenés a calculer la somme
suivante, pour p premier divisant N et a > 0

s apa+b(f) : 1ﬂ(p)b ap o ap(f) -1 (p)\b
> i = (s (R

b=0

Nous en déduisons

d| & p|N P
:dz;ad).“dd(s) L(f,1x,9)
11 suit
N
L(f,Gn1) = p(vyk) S M) adlf) gy
N So(m) d kd

La quantité L(f, 1~ ,1) s’obtient & partir de L(f, 1) en supprimant les facteurs d’Euler aux
kd

. .. N
nombres premiers p divisant ;. Posons

n)=[[L(fp ) 40 (21
pln
ou Ly(f,p~°) est le facteur local en p de L(f,s) (voir 'appendice p. 143), de telle sorte
que

L(f10,1) = RL(f,1)  (n>1).

Lorsque p divise N, nous avons R(p) =1 — apTSf)' Il vient finalement

L(f;ék, 1) = p(N/R)E(N/E)L(f,1) (3.140)

avec la notation

Fny = 3 Gl0) B DROD)

o p(n/d) -

Appliquons tous ces calculs & k = 2 et k = 4. Des égalités (3.136) & (3.140), nous déduisons
(par hypothese L(f,1) # 0)

F(N/2)=2 et F(N/4)=1.

La fonction F est faiblement multiplicative puisqu’elle est convolution de telles fonctions.
Nous voyons sans difficulté que F(2%) = 0 pour a > 2. Puisque F(2N’) # 0, nous en
déduisons que N’ est impair. La propriété de F' entraine alors F'(2N') = F(2)F(N’), d’ou
F(2) = 2, or la définition de F' donne F(2) = u(2)R(2)/p(2) = —1, d’ou la contradiction.
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O
Le théoreme 97 se trouve donc démontré. O

Remarques. 1. Le caractére inexplicite des appartenances 27r§;'($) €qQ- QJPE et L(f,x,1) €

Q(X) - Q rend difficile, dans un cadre général, 'explicitation de la combinaison linéaire
donnant L(E,2) en termes des quantités (3.127). Pour une courbe elliptique donnée, en
revanche, des calculs utilisant les symboles modulaires permettent d’expliciter cette com-
binaison linéaire.

2. Que peut-on dire des dénominateurs des coefficients de la combinaison linéaire intervenant
dans le théoreme 977

3. Il est peut-étre possible d’améliorer la nature des nombres (3.127) intervenant dans 1’énoncé
du théoreme 97. Par exemple, le lemme 89 entraine que pour a # 1, la forme différentielle
7(1,a) n’est pas fermée. Le théoréme reste-t-il vrai en considérant, par exemple, les quan-
tités

T

x/nu,m% (3.141)

ou v parcourt les chemins fermés de Y1 (N)(C), et I, m parcourent les diviseurs de degré 0

Z 9
sur NZ *

4. Une réponse positive a la question précédente aurait la conséquence intéressante suivante.
Pour des diviseurs [, m de degré 0 sur %, la forme différentielle (I, m) est fermée sur
Y1(N)(C), donc admet une primitive Fj,, sur H. Soit v € H1(Y1(N)(C),Z) et ¥ € I'1(N)
tel que v soit la classe d’un chemin reliant zg & yzg dans H, avec zg € H. Nous avons alors

Y20
/77(1, m) = / dﬂ,m = E,m(ﬂiZO) - E,m(ZO)-
v 20
En particulier, la valeur spéciale L(FE, 2) serait combinaison linéaire & coefficients rationnels
de valeurs des fonctions Fj ,,, en des points de H que 1’on peut choisir dans la méme orbite
sous l'action de I'1 (V).

Nous spécialisons encore les résultats précédents aux courbes elliptiques de niveau premier,
et montrons les théoremes 1 et 2 de I'introduction. Soit donc F une courbe elliptique sur Q,
de conducteur p premier. Rappelons que nous notons w(F) l'opposé du signe de ’équation
0

fonctionnelle de L(E,s). Pour v € Z, posons g, = ( 1

_Ul) € SLy(Z). Pour x caractere de

Dirichlet modulo p, posons

Ny = Z Z )n(a,b).

a€( ) bE(Z)

Théoreme 1. Pour tout caractére de Dirichlet x modulo p, pair et non trivial, nous avons la
formule

pw(E)7(x) /

L(E,2)L(E,x,1) = ———F———=~ L(E, %', 1 3.142
EDLE ) = TR Y e B (3.142)
ot la somme est étendue aux caractéres X' modulo p, pairs et non triviauz, et les coefficients
Cy,x' sont donnés par
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N guvp?
o =70 DX (v) / x- (3.143)
v=1 Gop

Démonstration. Notons f € S2(I'o(p)) la forme primitive associée a E. Soit x un caractere de
Dirichlet modulo p, pair et non trivial. Au cours de la démonstration du théoreme 3, nous avons
obtenu ’expression suivante

L(fv ) (f7X7 ) 27m(p T) /C(X75<\)Wf.

Puisque x est primitif, on a ¥ = 7(x) Xx. Par définition de ¢(x,X) il vient alors
p iT( 9up”
9ap

2
Les quantités fgg””pp Ny et 5;{(33) (x € E,) sont invariantes par z — ax, o € (%)* 11 suit

Q;Lﬂ
L(F2L(fx.1) = / )& (@
Z 9z P

1 z
zeP1( Z

. 0 —1 )
Soit z = 00 = %. Nous pouvons prendre g, = < 1 0 > Remarquons que 7, est fermée (lemme

89) et invariante par T Il suit

gup? op? Tp? Too
[ e e e
9ap oap p? 00

De méme, pour x =0 on a gizf 1y = 0. Il reste
L(f,2)L(f,x,1) = 4( ) > (/ nx)ff(:c). (3.144)
gz p

La formule suivante, obtenue au cours (p. 155) de la démonstration du théoréme D de ’appendice,
nous sera utile

£t = ) > @ageny e D))

la somme portant sur les caracteres non triviaux modulo p. Pour xy modulo p et non trivial, la
forme primitive f ® x est de niveau p?, avec a,(f ® x) =0 [4]. On a donc

_ P _Pp
On en déduit

£(r) = %Ufz@l); PN D) e (o)) (3145

En reportant (3.145) dans (3.144), il vient
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LU = -BADT S ([ ) 3 @@L,

xe(plz)* =P X' #1p
ou la seconde somme porte sur les caracteres ' non triviaux modulo p. Posons
_ . 9gap® )
oo =m0 3 X@([ T n) A1),
gz p
de sorte que
pw(E)
L(f,2)L(f,x;1) = W Z e L(f, X', 1).
X' #1p

Il reste & montrer que c, , est nul pour X’ impair, et donné par (3.143) lorsque x’ est pair (non
trivial). En effectuant le changement de variable x — —z dans la somme définissant c, s, il

vient
g—zxp
o =m0 3 X[ )
me(plz)* g—zp
, - , (g2p)
— X060 Y K@ ([ )
, o , gxp .
=00 3 N@([en)
ze( )" gep

= X/(_l)cx,x’
puisque ¢*n, = —7, (cf. démonstration du théoreme 3). Donc ¢, ,» = 0 pour x’ impair. Supposons
enfin Y’ pair non trivial modulo p, et fixons 1 < v < p— 1. Pour x = [v] € (plz)* nous pouvons

1 0 ) s
prendre g, = (v 1) = g_,0, dou
o p—1 g_vop? o p—1 G p?
e == QXN [ =GN [,
v=1 g—vop v=1 g—vp
Puisque g—, € I'1(p) - gp—v, NOUS avons f 9= Up 77x = gi”_’v“pp ’ ny. Le changement de variables
v — p — v donne alors
gvp
v =T zx [
gup
c’est-a-dire (3.143). O
Considérons maintenant la série de Dirichlet
o n
L(E®E,s) = ZE (R(s) > 2).

n=1
Elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe [19] dont le résidu en s = 2 est non
nul (cf. appendice, p.154).
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Théoréme 2. Nous avons la formule

pPw(E) Do Mo LB, x, 1) L(E, X', 1)
8(p+1)(p—1)3n2 Ress—o L(E ® E, s)

L(B,?2) = (3.146)

ot la somme est étendue aux caractéres x (resp. X') modulo p, pairs et non triviauz (resp.
impairs), et les coefficients Ay s sont donnés par

7(x")
Aoy = Z rom X x (3.147)
= TOXX)

la derniére somme portant sur les caractéres x" pairs non triviauz modulo p, les nombres c,»
étant donnés par (3.143).

Démonstration. Notons encore f € So(I'g(p)) la forme primitive associée a E. Le théoreme D
de 'appendice (p. 154) exprime Res;—2 L(E ® E,s) en termes des valeurs A(f ® x, 1). Joint a
identité A(f ® x,1) = 9= L(f, x, 1) pour x caractére non trivial modulo p, il entraine

2 /
b ZL(E1X71)L(E7X¢1)

o L(EQE,s) =
e LEC B =03 17e 227 )

(3.148)

ou la somme est étendue aux caracteres x (resp. x’') modulo p, pairs et non triviaux (resp.
impairs). L’idée consiste maintenant & multiplier (3.142) par L(E, x’,1) pour tout caractére y’
impair modulo p, puis & prendre une combinaison bilinéaire appropriée sur x et x’, de maniere
a faire apparaitre Ress—o L(E ® F,s). Fixons x (resp. x’) modulo p, pair et non trivial (resp.
impair). Nous avons

_ pw(E)T(X)

L(E,2)L(E,x,1)L(E, X', 1) = W L(E, Y, 1)L(E, ', 1
(E,2)L(E,x, 1)L(E,x',1) St —1) > e LE, X", )L(E, X', 1)

X//

ou la somme est étendue aux caracteres x” pairs non triviaux modulo p. En prenant la combi-
naison bilinéaire sur x et x’ indiquée par (3.148), il vient

3 w T
L(E,2) Resss L(E® B, ) = 5o —i—pl)(p(f‘)l)37'r2 3y (Z T(i’;),)cx,w)L(E, X' DL(E, X', 1),
XXX

d’ou la formule (3.146). O

Question. Peut-on simplifier '’expression de A, /7

Remarque 100. En remplagant Res;—o L(E ® E, s) par son expression (3.148), il suit la formule

pPiw(E) Yoy Mox LE, X, 1)L(E, X', 1)
8(p— 172y T(XX)L(E, x, 1) L(E, X', 1)

L(B,2) = (3.149)

En particulier, la valeur spéciale L(F,2) se déduit mécaniquement des quantités L(E, y,1), ou
x parcourt les caracteres de Dirichlet non triviaux modulo p, ce qui justifie la remarque de
I'introduction.
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3.7 Exemple en genre 1

Nous démontrons dans cette section le résultat suivant, annoncé dans l'introduction.

Théoréme 8. Soit E la courbe elliptique donnée par l'équation y* +vy = 2® — 2%, et P = (0,0),
point d’ordre 5 de E(Q). Orientons E(R) dans le sens des y croissants. Soit x un caractére de
Dirichlet modulo 11, pair et non trivial. Posons ¢ = x(3) € us. Nous avons la formule

22.5.71 1+34+C "
L(E,2) = =5 = ae%:sng (aP). (3.150)

Nous déduisons du théoreme 8 la preuve d’une identité conjecturée par Bloch et Grayson
[13].

Corollaire 101. En conservant les hypothéses du théoreme 8, nous avons

10
L(E,2) =

La seconde des identités (3.151), appelée relation exotique, a été démontrée récemment par
Bertin [10].

7w Dp(P) et DE(QP):gDE(P). (3.151)

Démonstration du théoréme 8. La courbe elliptique E ci-dessus n’est autre que la courbe mo-
dulaire X7(11). Notons f l'unique forme primitive de poids 2 pour I'1(11) et wy = 2mif(2)dz
la forme différentielle associée. Nous choisissons 'isomorphisme entre X;(11) et E de telle sorte
que la pointe infinie s’envoie vers 0 et wy s’identifie a la forme différentielle dz/(2y + 1). Nous
avons alors

Q}r ::/ Wy > 0
E(R)

d’apres le choix d’orientation de E(R). O. Lecacheux m’a indiqué comment trouver les coor-
données (z,y) des pointes P, pour v € (Z/11Z)*/ £+ 1. Ces pointes sont rationnelles et ont pour
coordonnées

P1 =0 P2 = (1,0) P3 = (0, —1) P4 = (0,0) P5 = (1, —1). (3.152)

Le groupe de Mordell-Weil E(Q) est cyclique d’ordre 5, engendré par P = Py [20]. Parallélement,
le groupe (Z/11Z)*/ £ 1 est cyclique d’ordre 5, engendré par la classe de 4, et nous pouvons
vérifier la formule

P =a-P (a € Z/57Z), (3.153)
Cette formule résulte du fait que chaque opérateur diamant est nécessairement une translation

rationnelle de la courbe elliptique FE.

Utilisons le théoreme 7 avec ¢ = 1 et le caractére primitif x. Puisque Ji(11) s’identifie
canoniquement & Xi(11), il vient

L(fa 2>L(fa X 1) = CLX Z Y()‘)X(M) <RJ1(11) (P)\ - P;L)7wf>

Ane(2)t /£1

=Cly Z Y(4>GX(4)b <RJ1(11)((a - b)P)va>-
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Puisque X(4) = x(3) = ¢, il suit

L(f7 2)L(f7X7 1) = SCI,X Z Ca <RJ1(11)((1P),LUf>.
aE%

On a wy = Qj{ -n*dz en utilisant les notations de la remarque 20. D’autre part P € E(R).
D’apres (2.4) et (1.64), nous en déduisons
. o
(Ryan(aP),wy) = Ry (aP,0) = Q7 Ry+q.(aP,0) = - Dg(aP).
Il vient donc
5y .
L(f,2)L(f,x:1) = —Cx Y (“Dg(aP). (3.154)
aGSLZ

Des calculs utilisant les symboles modulaires pour I'y(11) montrent que

Q - )
L(f,x,1)=+——-QF avec a=(— 2(¢%2 - ).

Le signe dans cette derniere égalité est déterminé en évaluant numériquement L(f,x,1), par

exemple grace au package ComputeL [26] écrit pour le logiciel Pari (nous ne connaissons pas

d’autre méthode). Nous trouvons le signe moins. D’autre part, le calcul explicite de C, donne

117i7(x) L(x,2)L(X,2)

Cix =" oo
~ 1miT(x) 2 \4 -
10 (ﬁ) (T=¢=0)

En reportant ces expressions dans (3.154), il vient

o 57(x) 50 1lmit(x) [ 2 \4 - “
L2 = =0 5 T (57) (=60 3 ¢*De(aP)
a€zz
2. 5m T-C-T
= 112 T o ZZ (“Dp(aP)
a€zy
puisque 7(x)7(%) = 11. Posons n = ( + ¢ € Q(1+2\/5). Nous avons > =1 — 7 d’ou
7—(—22 7T—n :1+37]
o C-O0+2n) ¢-C
Puisque L(E,2) = L(f,2) on obtient (3.150). O

Démonstration du corollaire 101. Posons n = ¢ + ¢ comme dans la démonstration du théoréme
8. D’apres (1.42), nous avons Dg(4P) = —Dg(P), Dg(3P) = —Dg(2P) et Dg(0) = 0. De
(3.150) nous déduisons

2 . i — — —
£(8.2) = 2 (= ODE(P) + (= C)Ds(2P)
= 257 (7—n)(Dg(P) + nDg(2P)). (3.155)

112
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Cette identité est valable pour tout ¢ racine primitive 5-ieme de 'unité. Soit o € Gal(Q(us5)/Q)
'automorphisme défini par o(¢) = ¢? (noter que la définition de o est indépendante de ().

Puisque (3.155) reste vraie si ’'on remplace n par o(n) = —n — 1, il vient également
22.5.7
L(E,2) = — (8 +n)(Dp(P) — (1+n)Dp(2P)). (3.156)

En éliminant n des équations (3.155) et (3.156), nous obtenons

2-5-7
112
D’autre part, en écrivant ’égalité des membres de droite de (3.155) et (3.156), il vient

L(E,2) = - (=Dg(P)+8Dg(2P)). (3.157)

(7—=n)(De(P)+nDgp(2P)) = (84 n)(Dp(P) — (14 n)De(2P))

ce qui montre, apres simplifications, la seconde des identités (3.151). En reportant cette derniere
dans (3.157), nous obtenons la premiere identité. O

Remarque 102. Un aspect intéressant est que ’on voit assez clairement au cours du calcul d’ou
viennent les facteurs premiers 5 et 11 de I'identité (3.151). Le nombre premier 11 est le niveau
de f (donc aussi le conducteur de FE), tandis que le nombre premier 5 est 'ordre du groupe
(Z/11Z)*/ £ 1 (qui est isomorphe au groupe de Mordell-Weil de E).

Remarque 103. La courbe X7 (V) est de genre 1 pour deux autres valeurs de NV, a savoir N = 14
et N = 15. Les méthodes utilisées ici devraient s’adapter sans difficulté a ces cas-la.

3.8 Exemple en genre 2

Nous considérons ici la courbe X1(13), qui est de genre 2. Nous proposons deux formules
pour L(fe,2), ou fe est une forme primitive de poids 2 pour I'1(13). La premiere formule utilise
les résultats de la section 3.5 et fait intervenir l'intégrale de la forme différentielle n(z,y) as-
sociée aux fonctions z et y relatives & un modele convenable de X;(13). Nous avons constaté que
I'utilisation de I’équation fonctionnelle (L'(fe,0) au lieu de L(fc,2)) ameéne & une formule plus
naturelle. La seconde formule utilise la théorie développée au chapitre 2, et exprime L(fc,2) en
termes de la fonction Ry, (13)(c), évaluée aux points rationnels de J1(13).

Un modele plan de X;(13) a été déterminé par Lecacheux [42, pp. 55-57]. Nous noterons
P, =[0,v] pour v € (Z/13Z)* /%1, les pointes de X;(13)(C) situées au-dessus de la pointe infinie
de X4 (13)(C). Soit Wi3 l'involution d’Atkin-Lehner de X;(13). Les pointes P, sont rationnelles
sur Q, et nous notons ai as ... ag le diviseur Z?Zl a; P; (attention, ces notations different de
[42] par lapplication de Wi3). Dans article cité précédemment, 1’équation suivante est donnée
pour X;(13)

H?*h(h— 1)+ H(=h*+h*+2h—1) = h?> +h=0. (3.158)

Posant x = h|Wi3 et y = H| W3, les fonctions rationnelles x et y sont définies sur Q et a support
dans les pointes P,. En appliquant Wi3 a (3.158), nous trouvons que X1(13) est birationnelle &
la courbe plane de méme équation, soit en coordonnées projectives

va(r —2) +y(—a® + 222 4+ 222% — 23) — 22 (2 — 2) = 0. (3.159)

Noter que la courbe définie par (3.159) est singuliere. Le point de coordonnées projectives (0 :
1:0) est un point double ordinaire et la courbe X;(13) s’identifie a la désingularisée de (3.159)
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en ce point. Dans la carte y = 1, les directions tangentes au point (0 : 1 : 0) sont données par
r = z et = 0. Pour la seconde direction, on a  ~ —z% au voisinage de (z,z) = (0,0). Les
diviseurs des fonctions x et y sont donnés par

dive= 0 1 1 -1 0 -1

divy= 1 -1 1 1 -1 -1. (3.160)
Nous en déduisons les coordonnées projectives des pointes P, :
P1:(1:O:1) PQZ(OZIZO):B:() P3:(001)
Py=(1:0:0) Ps=(0:1:0)3= Ps=(1:1:0). (3.161)

Proposition 104. L’élément {z,y} ® 1 appartient a K2(X1(13)) ® Q.
Nous donnons deux démonstrations de ce résultat.

Démonstration directe. Nous avons a priori {z,y} € K2(Q(X1(13))). D’apres la suite exacte
(3.86), il suffit de montrer la trivialité des symboles modérés de {z,y} aux pointes P,, 1 < v < 6.
Cela se fait directement grace a (3.160) et (3.161), et nous ne détaillons pas les calculs. O

Démonstration utilisant les résultats de ce chapitre. Cette méthode est plus intéressante car sus-
ceptible de généralisation. Les fonctions x et y sont des unités modulaires pour I'1(13), & support
dans les pointes P,, v € (Z/13Z)*/ £+ 1. La proposition résultera donc de la proposition 86, a
condition de montrer les égalités Z(oco) = y(oo) = 1, ol nous utilisons la notation (3.61). Il
s’agit donc d’étudier le comportement des unités modulaires = et y au voisinage de la pointe
infinie P;. Pour I'unité modulaire x, 1’égalité proposée est immédiate puisque z(P;) = 1. L’unité
modulaire y posséde en revanche un zéro simple en la pointe P;, d’apres (3.160), ce qui nous
oblige & calculer le développement de Fourier de y en cette pointe. Notons ¢ = €%, z € H
la variable modulaire. En utilisant [42, pp. 56-57], on exprime y en termes de la fonction p de
Weierstra$, puis on calcule le développement de Fourier en ¢ grace a [71, 1.6.2a], ce qui donne

y(q) = —q + O().

Nous avons donc §(P;) = —1. D’aprés la proposition 86, nous avons {z,y*} € K2(X1(13)) ® Q.
Il en va donc de méme de {z,y} = {z,y*} ® 3. O

Remarque 105. D’apres les résultats de Schappacher et Scholl [62, 7.3.1], nous avons méme
{z,y} € K2(X1(13))z ® Q.

Le groupe (Z/13Z)*/ £ 1 est cyclique d’ordre 6, engendré par la classe de 2. La donnée
d’un caractere de Dirichlet x pair modulo 13 équivaut a celle d'une racine sixieme de I'unité
X(2) € ug. Nous poserons (g = e et noterons ¢ le caractére de Dirichlet pair modulo 13 défini
par €(2) = (g. Les caracteres de Dirichlet pairs modulo 13 sont 1, €, €2, €3, €2 et €; ils sont d’ordres
respectifs 1, 6, 3, 2, 3 et 6. L’espace S2(I'1(13)) est de dimension 2 sur C, une base étant donnée
par les formes primitives f. et fe, de caracteres respectifs € et €. Nous allons maintenant calculer
le régulateur (3.81) de I’élément {z,y}. Posons

re=(ris({z,u}),wy.) et re=(rs({z,y}) wp). (3.162)

Théoréme 106. Nous avons

13+/13
Te = X
47

(14 ¢6) - L(fe, 2)L(fe, €,1) et e = —Te, (3.163)
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Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 107. Dans O*(Y1(13)) ® O*(Y1(13)) ® C, nous avons l’identité

13213
243
Démonstration. Le principe est simple : décomposer les diviseurs (3.160) de = et y comme
combinaisons linéaires de caracteres de Dirichlet, puis appliquer la proposition 79. Nous avons
donc besoin de calculer L(y,2)/72 pour x caractére modulo 13, pair et non trivial. Posons [18,
(1.81)]

TQY=— (1 +Go)(ug @ue) + (2= G)(ug @ue)). (3.164)

By =18 Y x@Ba(ih) (£ 1)
aE%

L’équation fonctionnelle [18, (3.87)] pour L(x, s) et 'expression [18, (1.80)] donnent alors
Lx,2) _ 2710 ;o T(X) Box
- _ L(v.—1) = Bo~ = i 1 .16
) 132 (X7 ) 132 2,X 137_(?) (X?é )? (3 5)

compte tenu de 7(x)7(x) = 13. Gréace a la proposition 79, nous avons

3
CIGE i R T T G —1):—4\/ﬁ
2 132

En considérant u.s et y comme des éléments de O*(Y1(13)) ® C, nous avons 43 (00) = y(o0) =1
(voir la démonstration de la proposition 104), d’ou

div y.

divus = —

13v/13
YyR1l=us® — T (3.166)
Le diviseur de = étant de degré 0 et invariant par I'opérateur diamant (5), il est combinaison

linéaire de divu.2 et divugz. Nous trouvons explicitement

dive =

1-— 2(6 ( div U2 _ div Ug2 >
3 L(e?,2)/72  L(e2,2)/n?
13

= E((Q — ()7(€) divue + (1 + () 7(€7) divug).

D’apres la proposition 80, nous avons Us = U2 ® 7(€2) et Us = Uz ® 7(€2), d’ott

13
dive = ﬁ(@ —(p) divus + (1+ ) divu;z,).

De Z(00) = 1, nous déduisons comme précédemment

13
r@l=10(uz @ (1+G6) +uz ®(2- (). (3.167)
Le lemme résulte alors de (3.166) et (3.167). O

Démonstration du théoréme 106. D’apres le lemme précédent, nous avons

2
re = —%mg(u + ) {uz,uat + (2 — G){uz, us}),wy)
_ 13213

o3 (r1s((L+ Go){ua, uz} + (2= o) {ua, uz}) wy).
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2

Utilisons le théoreme 81 avec N = 13, f = f., x = € et X' = €2 ou €2. Pour des raisons de

caractere, le terme correspondant & x' = € disparait. Il vient

1324/13 12

_ 2
Te = 243 (1+<6)ML(f672)L(f676 71)
13v/13
= = (14 G) L(fe, 2)L(fe, €,1).
g
L’identité re = —7¢ résulte d’un calcul analogue a celui effectué au cours de la démonstration du
lemme 83. ]

Nous allons maintenant donner une expression de L'(f,,0) en termes d’intégrale de la forme
différentielle n(z, y) associée aux fonctions x et y. Noter que I’équation fonctionnelle de L(fe, s)
permet d’exprimer L(f,2) en termes de L'(fe,0). Nous avons une suite exacte

0 — Z — Div P13 — Hy(Y1(13)(C), Z) — H1(X1(13)(C),Z) — 0, (3.168)

ol nous rappelons que Div P;3 désigne le groupe des diviseurs sur P;3. L’application Div P53 —
H,(Y1(13)(C), Z) envoie une pointe P € Pj3 vers un lacet yp autour du point P, orienté dans
le sens trigonométrique. D’apres (3.109) et la proposition 104, nous avons

/ n(z,y) =0 (P € P). (3.169)

L’intégration de la forme différentielle n(x,y) induit donc une application de H;(X1(13)(C), Z)
vers C, qui s’étend par linéarité en un morphisme

[t s mx3)1©),0) — €. (3.170)

Noter que ce morphisme est nul sur H;"(X1(13)(C), C), d’apreés la propriété c*n(x,y) = —n(x,y).
Définition 108. Pour tout caractére de Dirichlet v pair modulo 13, posons

H*() = {y € Hf(X1(13)(C), C), (d).y = ¥(d)y Vd € (Z/13Z)*}. (3.171)

Lemme 109. Pour tout caractére 1) € {e,€}, l'espace vectoriel compleze H* (1)) est de dimension
1. Des générateurs de H™ (€) et H™ (¢) sont donnés respectivement par

7 =201 = 2G6)€(1,2)° +§(1,3)° + £(1,-3)° (3.172)
Yo = €(1,3)" — £(1,-3)". (3.173)

Des générateurs de H'(€) et H™ (€) sont donnés respectivement par

'7; = '76+ = 2(2<6 - 1)6(1a 2)€ + g(lv 3)€ + 5(17 _3)€ (3174)
Yo =7 = £(13)T —£(1,-3)". (3.175)

Démonstration. L’intégration induit un accouplement parfait

H*(¥) x S»(T'1(13),¢) — C.
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L’espace So(I'1(13),) étant de dimension 1 pour 1) = € ou €, il en va de méme pour H*(1). Au
cours de la démonstration du théoréme 5 (p. 98), nous avons vu que I'espace H ™ (¢) est engendré
par les cycles &5, x # 1, e définis en (3.97). Nous pouvons calculer £ grace & [55, Lemme 5]

€ = 2(1 = 2G6)€(1,2) +&(1,3)° + £(1, =3)°,
ce qui montre en outre {& # 0. Nous pouvons donc choisir 7" = £. Passons & 'espace H ™ (e).
L’élément ~y_ est anti-invariant par la conjugaison complexe, et de caractere e. D’apres (3.101),
son bord est nul, d’ott 7~ € H~(€). A nouveau [55, Lemme 5] montre que 7~ # 0. Enfin, les
générateurs de H(€) et H~ (€) sont obtenus en remarquant que la conjugaison complexe sur les
coefficients y +— 7 définit un isomorphisme de H*(e) vers H* (€). O

La propriété n(z,y) = n(x,y) entraine que le morphisme (3.170) est caractérisé par sa valeur
en v, . Pour résumer, nous avons

/%+ n(w,y) = /7+ n(w,y) =0 et /7 n(z,y) = /M (3.176)

€

Théoréme 110. Nous avons lidentité

/ n(z,y) = 4L (f.,0), (3.177)
ot L'(fe,0) désigne la dérivée de L(fe,s) en s = 0.
Démonstration. D’apres le lemme 107, nous avons

2
1?2)4\/7(( (6) ( Ues, ugi) =+ (2 - Cﬁ)n(ue3v uéﬁ))

Drapres (3.74) et (3.75), la forme différentielle n(ues,uz) (resp. n(ues,us)) est de caractere €
(resp. €). Il vient donc

n(w,y) =

32\F
| e =5 0 ) / e, uz). (3.178)

Utilisons le théoréeme 3 avec la forme primitive f = f. et le caractére x = €2. Au cours (3.125)
de la démonstration de ce théoréme, nous avons obtenu

13
2 —
LU 2L, 1) = o / e
137 /gzp
24 gz p

wEElg/il

RS (/ s >)sf€<>

z€FE13/+1 zp

1372

=51 [, ez,

ol nous avons noté ag le cycle relatif suivant de Y;(13)(C)

ae= Y () {gp, 9007} (3.179)

z€F13/+1
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Rappelons que la conjugaison complexe envoie x = (u,v) € Fj3 sur ¢ = (—u,v). Un calcul
simple montre que

Cyxlg = Z &f. (x) {ngPQ, gxcp}

x€E13/%1

== Y &@) {gup, 9007}

$6E13/:I:1

Définissant bz = (az — c.ag)/2, nous avons alors

be= > & (@) {gep, 920"}

z€FE13/+1
Puisque c*n(ues, us3) = —n(ues, us ), nous en tirons
LU 2)L(f e 1) = — 2T _ B 3.180
(fe;2)L(fe,€7,1) = o4 _C*agn(ué,ugg) T oa Z?TI(UE%UEE)- (3.180)

Remarquons que le cycle be est de caractere €, et anti-invariant par la conjugaison complexe cy.
A l’'aide du lemme suivant, nous allons maintenant montrer que le cycle be est fermé et 'exprimer
explicitement en termes de - . Rappelons que les matrices 0,7 € SLy(Z) sont définies par

I AR (|
0'—10 eT—l_l.

Lemme 111. Soit v un cycle relatif de Y1(N)(C) de la forme

Y= Z (0% {gx/), g;,;pQ} (3181)
zeEN
avec les relations
Oy + 0o =0 et ap+ g +a,,2=0 (x € EN). (3.182)

Alors ~y est fermé et posséde 'expression suivante en termes de symboles de Manin

1= 3 3 (o + 2000 £(). (3.183)

xeEN

Démonstration du lemme. Le bord de v est donné par

Oy =Y a(l9:0"] = [92p])

= > 0 ([ga0p] — [920)
r€EN

= > Ouolgepl = D xlgap]
z€EN zeEN

Puisque la matrice 7 fixe p, nous obtenons
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0oy = -2 Z Qy %([gzp] + [gmﬂ'p] + [ngQP])

2
= _g Z (OC:B + Qgr + am72)[grp] =0.
z€EEN

D’autre part, nous avons

v="Y @({gep, 920} + {920, 92°})

zEEN

= Z ar{gazpa gzoo} + Z am{gaxaoa gazop}
z€EEN z€EN

= Z am{gx,o, ngO} - Z ax{gx()?gmp}?
erN Z‘GEN

d’apres a, + aze = 0. En écrivant {g,0, g.p} = &(x) + {9200, gzp}, il suit

v=2 Z Oéx{gxp,gmoo}— Z az€(x).

z€EN z€EN

En utilisant la matrice 7, il vient

2

7=3 > ae{g2p, 9200} + ar{Gerp, Gor0} + Apra{gir2p, gur200}

.Z’EEN

- Z Oélf(SU)

zeEN

2
= g Z ax{g:cp) ngO} + axT{grp, gxo} + 04907-2{,_%07 gxl}
zeEN

- Z ax§($>

r€EN
On fait alors apparaitre (ay; + agr + @yr2){g2p, 9200} ce qui donne
2
Y= g Z am{gxoo,ng} + Ozxﬂ{gmoo,ga;l} - Z O‘acf(x)

z€EN T€EN

L’identité {g,00, gz1} = {9420, g,200} donne finalement

'yzg Z —amﬁ(az)—l—g Z azé(x) — Z azé(x)

z€EN ;I:EEN/:EI z€EFEN
1
= 3 Z (g + 2047) &(T).
zeEN

127
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Les quantités 5}2 (z) = (&.(2z) + &(x)) vérifient les relations de Manin, ce qui permet
d’appliquer le lemme précédent au cycle be. Nous obtenons

be=—: S (€ (@) + 26 (a7)) ().

x€E13/%1

Cette somme comporte 84 termes et il n’est donc pas commode de ’évaluer. Pour réduire le
nombre de termes & 14, nous fixons zg € F13/ £ 1 et calculons

D (&) + 26 (Awor) )€ (Aao)

AE(Z/13Z)* /+1

= S (o) + 26/ (wor)) - €(N) (N (o)

NE(Z/13Z)* /£1
= 6(&F (wo) + 265 (wo7)) - €(20)"

Notons & C Ei3/ £+ 1 'ensemble des couples (0,1) et (1,v), v € Z/13Z. Nous obtenons

be=—2 Y (& (z0) + 2¢f (wo7)) - €(0)".

z0€&o

Un calcul simple montre que les termes correspondant & z¢g = (0,1) et o = (1,0) sont opposés
I'un de I'autre!’. D’ou

be = =2 Z (f};(l,v)%—%}t(v,—v— 1)) '§<177})E

v€E(Z/13Z)*

1 _
— 2 Y (L) 2 (L 1+ D) (L)
v€E(Z/13Z)*
Or [55, Lemme 5] permet d’exprimer gz(l,w), w # 0 en fonction de 5}2(1, 2) et 5;{5(1, 3). Nous
avons la relation f};(l, —w) = f};(l, w) et

E5(1,5) = (G — 1)(EF(1,2) — £5(1,3) £5(1,6) = (G — )€1 (1,2).
D’autre part grace a [55, Lemme 5], les cycles £(1,v)¢, v € (Z/13Z)* s’expriment comme combi-
naisons linéaires de £(1,2)¢, £(1,3) et £(1,—3)%. Il en va donc de méme de be. Mais nous savons

que be est multiple de 7= = £(1,3)° — £(1, —3)°. 1l suffit donc de calculer le coefficient devant
£(1,3)€, ce qui conduit a I'identité

be = (66 (1,2) + (4¢6 — 2)€7 (1, 3)) (£(1,3)° = £(1, =3)°). (3.184)

Dans le premier facteur du produit (3.184), nous reconnaissons 'intégrale de —%w . le long du
cycle (2¢s — 1)7F. Nous obtenons finalement

be = (266~ 1) (5 L @) (3.185)

!Cela résulte aussi de considérations de bord, compte tenu de (3.101).
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En remplagant dans (3.180), il vient

13w
2 P —_— o~
L(fe 2)L(fe 1) = = (26— 1) L Ler) A ifusuz) (3.186)
Le caractére € étant primitif, nous avons [45, Thm 4.2.b)]
7(€?) o0
L(foé 1) = - DROY B (3.187)
13 a€(Z,/13Z)* a/13

ou a désigne un représentant de a dans Z. En écrivant le symbole modulaire intervenant dans
I'intégrale (3.187) en termes de symboles de Manin, nous obtenons

> P@{a o) =G -1
a€(Z/13Z)*

En remplagant dans (3.186) puis en divisant par la période de wy, (que I’on sait étre non nulle),
nous obtenons

T 62 Yis
202 =B = B 1) [ atusua),

d’ou I’égalité

[l z) = ~ g4 G- () L 2).
o

En remplagant dans (3.178), nous obtenons finalement

[ e = VB @) (7). (3.158)

Cette formule se simplifie si 'on utilise I’équation fonctionnelle de L( fe, s). Notons w(f.) € C la
pseudo-valeur propre de f. pour Wis. Elle est définie par 1'identité

fe | W13 = w(fe) f€~ (3.189)
Le treizieme coefficient de Fourier de fe vaut a13(fc) = —3(s — 1. D’apres [4, Thm 2.1], nous
avons
—4
w(f.) = 3%13 -7 (e). (3.190)

Les propriétés des sommes de Gaufl et de Jacobi permettent d’exprimer 7(€2) en fonction de
7(€e). Grace a [35, §8.3, Thm 1 (d)], nous avons

(O = (Y e@) (1 —a)) () = (46 — 3)r(e?),
a€Z/13Z
Or d’apres [35, §6.4, Thm 1], nous avons 7(e3) = 1/13, ce qui conduit &

(16 = 3)VI3

7(?) =
="

(3.191)

Posons
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A(f,s) = 13°22m) *T(s)L(f,s)  (f € S2(T1(13))).

L’équation fonctionnelle pour L(fe,s) s’écrit [58, Prop 18]

A(fe;s) = —w(f)A(fe, s).

Un calcul classique montre alors

7T2
Lfer2) = Tz (4 = 366) (L' (2,0), (3192

En reportant dans (3.188) et en utilisant (3.191), nous trouvons au final

| nta) = an(1 = @) L'(52,0)
:

En appliquant la conjugaison complexe a cette identité, nous trouvons (3.177). ]

Remarque 112. 11 est possible de déduire du théoreme 110 le calcul de 'intégrale f,y n(z,y),

ou 7y est un élément de H; (X1(13)(C),Z). Par un argument galoisien, il est facile de voir
que f7 n(x,y) s’exprime en termes de L'(f,0), ou f € S2(T'1(13)) est une forme parabolique &
coefficients rationnels.

Nous allons maintenant utiliser la théorie du chapitre 2 pour exprimer le régulateur (3.163).
Nous considérons X;(13)(C) incluse dans J;(13)(C) au moyen de 'immersion fermée ¢ associée
a la pointe infinie de X;(13)(C). Nous notons P = i(P) € J1(13)(Q) 'image de la pointe P
par cette immersion fermée. Le point P est d’ordre 19 et engendre J;(13)(Q) [46].

Nous pouvons considérer Rj 13y = Ry, (13)(c) comme une fonction a valeurs dans T ® C =
Homc(S2(T'1(13)), C). Pour ¢ = € ou €, posons Ry, = (Rj (13), fy). Définissons des périodes
réelles pour f. et fe par

Q:Z = /+ wy, (¥ € {e,€}). (3.193)
Ty

D’apres le lemme 107, ij' est non nul, et nous vérifions la formule Qgr = Q. Pour 1 = € OU €,

définissons encore une fonction réduite Rgp =Ry/ Q;Z

Théoréme 113. Nous avons les identités

_ 8miT(e)

L(f2) = T (2 4 35) (B/(2P) — 2R!(P) (3.19)
= ST (1 o) (RUP) + RU2P) + (26~ DRAP). (3.195)

Remarque 114. Dans ces identités, il est curieux que les normes des éléments 2 + 3(g et 1 — 4
soient respectivement 19 et 13.

Démonstration. Les opérateurs diamants (d), d € (Z/13Z)*/ £+ 1 induisent des automorphismes
de Ji(13), par fonctorialité d’Albanese (2.87). Pour connaitre leur action sur J;(13)(Q), il suffit
de déterminer P'action du diamant (2) sur le point P. Posons (2)P = aP avec a € 19LZ' Noter
que (5) = (2)3 est I'involution hyperelliptique de X;(13), puisque le quotient de X;(13) par le

sous-groupe engendré par (5) est de genre 0. Nous avons donc a® = —1 (mod 19), soit
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(a+1)(@®>—a+1)=0 (mod 19).

La congruence a = —1 (mod 19) entraine Py — P» = —(P> — P1), soit Py — P» = P, — Py, ce
qui est absurde puisque P; # P;. Donc a®> = a — 1 (mod 19). En appliquant successivement
l'opérateur (2), nous trouvons alors

P4—P1=(G+1)P P5—P1=2(1P
Pg — P1 = (2a — 1)P P6 — P1 = (a — 1)P. (3.196)

D’apres [53, p. 224], le diviseur 00 03 1 — 4 est principal, ce qui fournit la relation

(3(a+1)+2a—4(a—1))P =0.
Nous en déduisons a = —7 (mod 19), soit (2) P = —7P. Les orbites de l’action des diamants sur
J1(13)(Q) sont donc données par
{0} {£P,£7P, £8P}  {£2P,+£3P,+5P}  {+AP,+6P,+9P}.

En appliquant la proposition 59 avec la forme différentielle w = wy,, nous trouvons

R ((d)x) = e(d) Re(x) (d e (Z/13Z)*/ £ 1, z € J1(13)(C)). (3.197)

Pour d = 5, la formule (3.197) redonne I'imparité de R.. Pour déterminer la fonction R sur
J1(13)(Q), il suffit donc de connaitre R.(P), R.(2P) et R.(4P). Les autres valeurs de R, s’ob-
tiennent grace a l'imparité de R, et la table suivante

RE(7P) = _C6RE(P) RE(8P) = (1 - CG)RE(P)
Re(3P) = (G — 1)Re(2P) R(5P) = G Re(2P)
Re(6P) = (G — 1) Re(4P) Re(9P) = —(Re(4P). (3.198)

Soit maintenant x un caractere de Dirichlet modulo 13, pair et distinct de 1 et e. Utilisons le
théoreme 7 avec N = 13, ¥ = € et le caractere X, qui est bien primitif et distinct de €. Il vient

L(TE7 2)L(TE7Y7 1) = CQX Z XE(A)X(:U’)RJl(I?)) (P)\ - PM)
Ae(Z) /41

soit en appliquant a f.

L(fo2)L(foX:1) = Cex Y, XEAX(W)R(Py — P). (3.199)
MuE(%;)* /41

Grace a (3.197) et a 'imparité de R, il vient

> XeWX(WR(N)(PL = Pyyy))
MuE(157)* /%1
= > XWX(R(P—P,)
Aue(1Z)* /1

==6 > XR(P - D).
Ne(1Z5)*/+1
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Pour tout caractere x pair modulo 13, posons

Sx)= > XNR(P - P). (3.200)
NE(Z/13Z)* /+1

L’égalité (3.199) peut donc s’écrire

L(fea2)L(fe,ya 1) =06 Ce,y SG(X) (X ?é 1,6)' (3'201)

Le changement de variable A — 1/\ dans (3.200) permet de constater que S¢(Ye) = —Sc(x).
Posons ¢ = x(2) € pg. Grace a (3.196) et (3.198), nous trouvons explicitement

Se(xX) = (C+C¢(Go — 1)) Re(P) + C*CRe(2P) + (¢2 + (1 — (o)) Re(4P).

En particulier, nous avons

Se(1) G G 2—G Re(P)
S| =1-2¢6 & 0 R.(2P) | . (3.202)
Se(e) —CG  —C 2—C6/ \Rc(4P)

L’explicitation de Sc(€) = —Sc(1), Sc(€) = —Sc(€?) et S.(¢) = —Sc(¢?) ne livre pas d’information
supplémentaire sur la fonction R, : la matrice permettant d’exprimer ces quantités en fonction
de Rc(P), Rc(2P) et R.(4P) est l'opposée de la matrice (3.202).

Calculons maintenant le produit L(x, 2)L(Xe, 2)/n* apparaissant dans la constante C.x, en
utilisant les formules (3.165) et [35, §8.3, Thm 1 (d)]

L(x,2)L(xe,2) _ 7(x)7(Xe)

4 - 134 Bzzy 2,x€
_ TLE
= (X xaxet-a) poimye (A La.
aE%

En menant les calculs explicitement, nous trouvons pour x # 1,€

L(x,2)L(xe,2)  47(e)
ré - 3.135

((504 —101¢ — 119¢2 — 19¢° — 1570)
(=274 4 157¢ +138¢% = 119C + 560)Gs ).

De la méme maniére qu’en (3.187), nous avons

Hexy=-T2 3 @ [ w

a€(Z/13Z)* a/13

Notons () le symbole modulaire suivant sur X;(13)(C)

)= . x(a){g, oo}, (3.203)

a€(Z/13Z)* /£1

et 6(x)¢ la projection de 6(x) sur la composante e-isotypique. Lorsque x # 1,¢, le cycle 0(x)¢
est fermé, et nous trouvons explicitement

000 = (C+C+C =) 7t (x#Le). (3.204)
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Il vient donc

L(fe,X,1)

1, .5 3 =2 =2
=—— — -QF 1,€). 3.205
X ST Tw 2 (LY (3.205)
Injectons tous les calculs précédents dans la formule (3.201). Pour x = €2, nous obtenons (3.194),
tandis que pour x = €3, nous trouvons (3.195). Notons que les caractéres xy = € et Y = €2 donnent
respectivement les mémes égalités (3.194) et (3.195), ce qui découle des propriétés de symétrie

vues précédemment. O

Remarque 115. 1l serait bon de vérifier numériquement les identités (3.194) et (3.195), ne serait-
ce que pour confirmer ces calculs. Cela nécessite de trouver un moyen de calcul efficace de la
fonction R.. Il serait alors extrémement intéressant de chercher numériquement d’autres relations
entre la valeur spéciale L( fe, 2) et la fonction R.. Par exemple, chacune des valeurs R.(P), RL(2P)
et R.(4P) est-elle proportionnelle & L(f,2)?

Remarque 116. Il est intéressant de chercher une version du théoreme 113 linéaire en la forme
modulaire f € S3(I'1(13)). Nous proposons pour cela une méthode. Notons L(2) la forme linéaire
f = L(f,2) sur S2(I'1(13)). Soit R : J1(13)(C) — Homc(52(I'1(13)), C) la fonction définie de

maniere unique par
(R(z), fo) = 7(e) Re(x) et (R(z), fo) = —7(€) Re(z)  (z € J1(13)(C)).
Nous déduisons de (3.194) et (3.198)

072 =

Puisque L(fs,2) = L(f.,2) et R. = RLo ¢, nous obtenons alors

(—4R.(P) + 5R.(2P) 4+ 3R.(3P) + 6R.(TP)).

-

L(2) = %22 (—4R(P) + 5R(2P) + 3R(3P) 4+ 6R(7P)). (3.206)
Remarquons que le diviseur —4[P] 4 5[2P] + 3[3P] 4 6[7P] est de somme nulle dans J;(13)(Q).
De méme, (3.195) meéne a

_ 8mi
132
et le diviseur [P] — 3[2P] — 4[3P] + 5[4P] — 2[6P] + 4[7P] est de somme nulle dans J;(13)(Q).
Revenant a ’égalité (3.206), nous remarquons que chacun des diviseurs —4[P]+6[7P] et 5[2P] +
3[3P] est de somme nulle. Nous sommes donc tentés de conjecturer que chacune des quantités
—4R(P) + 6R(7P) et 5R(2P) + 3R(3P) est proportionnelle & L(2). Voici encore quelques ques-
tions. Est-il possible de trouver une définition plus intrinseque pour la fonction R ? D’autre part,
une formule de type (3.206) a-t-elle lieu dans J;(N), pour tout entier N ?

L(2) (R(P) — 3R(2P) — 4R(3P) + 5R(4P) — 2R(6P) + 4R(7P)), (3.207)

Remarque 117. La courbe X;(N) est de genre 2 pour deux autres valeurs de N, a savoir N = 16
et N = 18. Le théoreme 113 devrait pouvoir s’adapter a ces cas-la.

3.9 Vers la mesure de Mahler

Notons F = X;(11) la courbe elliptique de conducteur 11 considérée dans la section 3.7.
D’apres les observations et travaux de Smyth, Boyd, Deninger, Rodriguez-Villegas, Bertin. . .,
la valeur spéciale L(E,2) semble étre liée numériquement & la mesure de Mahler de certains
polynémes en deux variables, par exemple [16, (1-25)]
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m(X+Y + DX+ 1)(Y + 1)+ XY) = 7‘121

L(E,?2), (3.208)

4
ou pour un polynéme P(X,Y) € C[X,Y], P # 0, m(P) désigne la mesure de Mahler logarith-
mique de P, définie par

1 1
m(P) = / / log| P(e2™i% ¢27i%Y | dy, d. (3.209)
o Jo
Nous démontrons maintenant le résultat suivant.
Théoréme 118. L’identité (3.208) est vraie.

La preuve de ce théoréme repose sur des résultats et travaux de Deninger [23], Rodriguez-
Villegas [57] et Bertin [10]. L’ingrédient final est la formule explicite pour L(E,2) obtenue a la
section 3.7. Nous renvoyons a l'article de Boyd [16] pour une introduction a la mesure de Mahler
ainsi qu’a son lien avec les valeurs spéciales de fonctions L.

Démonstration. Dans I'article [10], Bertin a calculé la mesure de Mahler (3.208) en termes d’un
régulateur sur la courbe elliptique F. Dans la remarque finale de op. cit., Bertin montre que la
relation (3.208) découle de I’égalité conjecturale suivante

111

r({e, v} = 75 L(E,2), (3.210)

ol le régulateur r({z,y}) est défini par [56, 57]

1 1
r({e.)) = 5 [ n(ew) = 5 [ toglaldargy ~ loglyldarg o (3.211)
27 J, 27 J,
et v est un chemin fermé quelconque de E(C) ne passant pas par les zéros et poles de z et y,
et engendrant? le sous-groupe H; (FE(C),Z) formé des cycles anti-invariants par la conjugaison
complexe agissant sur E(C). Grace a (3.151), la preuve de (3.210) se rameéne a celle de I'identité
? 5
< 2 Dy(P).
()] £ - Di(P)

Or, cette derniere égalité résulte de [10, Th. 6 et Cor. 6.1]. O

Remarque 119. En utilisant [10, Th. 5], nous obtenons également 'identité suivante, conjecturée
par Boyd [16, (1-24)]

5-11
m(Y? + (X2 +2X - 1)Y + X3) = 12 L(E.2). (3:212)

3.10 Questions et perspectives

Soit A une variété abélienne de type GLo définie sur Q, et L(A,s) la fonction L associée a
A. Conjecturalement, il existe un entier N > 1 tel que la variété abélienne A soit quotient (ou
facteur, a isogénie pres) de la jacobienne Ji(N) de la courbe modulaire X;(N). Supposant cela
pour A, il semble que I'association des chapitres 2 et 3 permette de montrer une version faible de
la conjecture de Beilinson concernant la valeur spéciale L(A,2). Plus précisément, considérons
le régulateur de Beilinson

2Le groupe H; (E(C),Z) possédant deux générateurs, le nombre r({amy}) est défini au signe pres. Puisque
I'identité (3.208) relie deux nombres positifs, cette ambiguité de signe ne pose pas probléme.
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ra: KP(A) = Vg = HY(A(C),R(1))™ (3.213)

(voir la section 2.6). L’espace Vq = H1(A(C),Q(1))” est une Q-structure de Vg. La forme
faible de la conjecture de Beilinson pour L(A,2) prédit 'existence d’un sous-Q-espace vectoriel
PaC Kég)(A) tel que I'image r4(P4) soit une Q-structure de Vg, et tel que les deux Q-structures
ainsi définies soient reliées par

detr4(P4) ~q- LY9(A,0) ~g- m29L(A,2)  (g=dimA),
Q

ol nous avons écrit ~q« pour indiquer 1’égalité a un facteur rationnel non nul pres3. Les résultats
des chapitres 2 et 3, joints a la fonctorialité du régulateur de Beilinson pour le morphisme
A — J1(N), entrainent la conjecture faible énoncée ci-dessus. Nous n’avons pas abordé la ques-
tion de l'intégralité des éléments construits dans le groupe K. 52) (A). Pour cette derniere question,
il nous semble intéressant d’envisager la condition d’intégralité a 1’aide du modele de Néron de
A. Dans le cas d’'une courbe elliptique, cela a été fait par Schappacher et Scholl [63, 64], voir
également [76, §1.4]. Dans le cas général, la définition usuelle du groupe K§2) (A)z fait intervenir
un modele propre et plat de A sur Z. Un tel modele a 'avantage d’exister, mais la définition de
K§2)(A) z qui en résulte a le désavantage de dépendre du choix du modele [36].

Enfin, nous pensons et espérons que les méthodes présentées dans les sections 3.7 a 3.9 auront
des applications a la détermination exacte d’autres mesures de Mahler. On peut se référer & [16]
pour une liste impressionnante d’identités conjecturales reliant mesures de Mahler et valeurs
spéciales de fonctions L de courbes elliptiques.

3La forme forte de la conjecture prédit que I’on peut prendre Pa = K§2)(A)z, un groupe qui reste cependant
a définir (& ma connaissance).
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Appendice :

Symboles de Manin et valeurs de fonctions L
Loic MEREL

Ce texte est un complément a la these de F. Brunault, qui fait usage des théoremes A, C et D ci-dessous
et de leurs corollaires. Nous espérons donner un compte-rendu plus complet, incluant une généralisation du
théoréeme A qui ne se limite pas au poids 2, et qui tire avantage du langage adélique dans une publication
ultérieure.

1. L’interprétation arithmétique des symboles de Manin

1.a. Soit N un entier > 0. Soit f une forme modulaire primitive (c’est-a-dire propre pour I'algebre de Hecke,
nouvelle et normalisée) de poids k& = 2 pour le groupe de congruence I'1 (N).

Pour tout entier m > 1, on note ¥, le support de m dans ’ensemble des nombres premiers. Soit x un
caractere de Dirichlet de conducteur & support dans Y. Notons f ® x la forme primitive dont le p-ieme
coefficient de Fourier est a,(f)x(p) (p nombre premier ne divisant pas N). Notons N, le niveau de f ® x.
Notons L(f ® x, s) la fonction L de f ® x. Elle admet un développement en série de Dirichlet > | a,(f ®
x)/n® et en produit eulerien [T, L,(f ® x,p™*), ott Ly(f @ x, X) = 1/(1 = a,(f ® X)X + ap p(f @ x)p* 1 X?)

(p nombre premier) ; on complete ce produit pour former A(f ® x,s) = (2m) ~°I'(s) Ny NI2L L(f®x,s). On pose
ap = ap(f) et app = app(f). Notons 1 le caractére de nebentypus de f; il vérifie 1/)( ) = app(f) (p nombre
premier ne divisant pas N). On pose f = f ® ¥, et on a a,,(f) = @, (f) (n entier > 1).

Lorsque T et T~ sont des ensembles finis de nombres premiers, on prive A(f®, s) de certains facteurs
d’Euler en posant

AT (Fexs) = A @)/ ([] Lifexr™) [] Lo xr ™).

peT+ peT—

Lorsque Rt et R~ sont des sous-ensembles de TF et T~ respectivement, on pose

AMF T (fox,s) = AT T (foy,s) ) 11 L Al vr 8)) II Lylf @ xp' )

s—1 f v ps—k :
ent f®xp ver Lo(f @ x,p=ht)

+

Nous dirons que les nombres premiers p qui vérifient v,(N) =1 et ¢ non ramifié en p sont spéciauz pour f
(ils correspondent aux représentation spéciales de GL2(Q,)). Notons X I'ensemble des nombres premiers
spéciaux pour f. Le cas qui nous intéressera est le cas ot R™ et R~ sont composés de nombres premiers
spéciaux pour f.

Soit S un sous-ensemble de ¥ . Posons S = Xy — S. Pour M nombre entier > 1 & support dans ¥y,
posons M = MgMg ot Mg et Mg sont & supports dans S et S respectivement. On pose S(M) = X3 N S
et S(M) =¥, NS. On note ws(f @ x) la pseudo-valeur propre de f ® x pour I'opérateur d’Atkin-Lehner
associé a S (voir [A-L] ou la mise au point de la section 2.b.). On note de plus w(f ® x) = ws, (f ® x) ; on
a A[T+’T_](f ®x,s)=—w(f® X)A[T_’Tﬂ(f@ X, k — s). Pour a caracteére de niveau a support dans Xy, on
convient de décomposer « sous la forme oo = agag, o ag et ag sont des caracteéres de Dirichlet de niveaux
A supports dans S et S respectivement.

Soit (u,v) € (Z/NZ)?. Notons N’ I'ordre de uv dans Z/NZ. Pour p € Xy et y caractere de Dirichlet
primitif de conducteur m, divisant N, notons @, r,(X) la fraction rationnelle suivante : Qp ;. (X) =
(app*~*/2)r(N'/mx) sauf si a, = 0, v,(N') =1 et v,(m,) = 0, auquel cas on a Q, ;. (X) = —x(p)X L. Cet
objet désagréable dépend de p, ap, x(p), vp(Mmy), k et v,(N'); c’est donc un objet local.

143
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1.b. Les notations qui précedent sont valables méme lorsque k > 2. Supposons, jusqu’a la fin de cette
section, que k = 2.

On pose &f(u,v) = 0 si (u,v) n’est pas d’ordre N dans le groupe additif (Z/NZ)?. Sinon on considere
b
d

une matrice g = € SLy(Z) telle que (¢, d) € (u,v) et on pose

goo

Er(u,v) = —i f(z)dz,

g0

ou l'intégrale est prise le long d’un chemin continu du demi-plan de Poincaré. On dispose donc de
& (Z/NZ)* — C.

L’application f + &; est injective. On peut méme étre plus préeis. Si on pose fj[(u,v) = (& (u,v) +
£r(—u,v))/2 et & (u,v) = (§5(u,v) — €f(—u,v))/2. Les applications f — f;f et f— &, sont injectives [M].

Notre nous proposons de donner un sens a £y en terme des invariants arithmétiques de f. Supposons
(u,v) d’ordre N. Pour cela nous calculons la transformée de Fourier multiplicative de cette fonction. En
effet, on identifie (Z/NZ) a Ugn(Z/dZ)* (par w — wN;,/N (mod N},), ot N, est I'ordre de w dans
(Z/N7Z)). Soit S un sous-ensemble de X contenant le support de « mais disjoint du support de v. Posons
S =Yy —S. Les entiers N et N é expriment les composantes associées a u et v via cette identification ; les
entiers Ng/N§ et Ng/N% ne dépendent pas du choix de S. Toute fonction & : (Z/NZ)* — C s’écrit sous la
forme §(u,v) = 3°, 5capa(Ngv/Ng)B(Ngu/Ns), olt a5 dépend seulement de €, a, 3 et N’ et olt a et 8
parcourent les caractéres de Dirichlet primitifs de niveau divisant N’. L’intérét du théoréme A réside dans
une telle écriture pour § = £y, qui met en évidence le sens arithmétique des coefficients c, g.

Pour w caractere de Dirichlet, notons 7/(w) la somme de Gauss et m,, le conducteur du caractére primitif
associé a w. Notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

THEOREME A. — On a

&r (u, U) =

w(f) T ™ (xs)7' (YsXs)
. g(my,s)(YsXs)(Myg,s)xs(—1) —=—=—=">( Qp,rx(1))( Qp.rxw(1))
qu(N ) ZX:XS S SXsS S)Xs N, peg([N/) f peg([N/) Fax

2y —S(my) ZN/*S("%;)—() 1

Jws(F & XA T EEEEE (f @ X, 1),

s ) () P (e

ou x parcourt les caracteres de Dirichlet primitifs tels que mx,Smwx,§|N/-

On déduit du théoreme A une formule analogue pour 5;{ (resp. {;) qui fait disparaitre les termes faisant
intervenir les expressions A(f ® x, 1) pour x impair (resp. pair).

COROLLAIRE . — La forme modulaire [ primitive de poids 2 pour T'y(N) est caractérisée par les données
suivantes, ot on fait parcourir a x les caractéres de Dirichlet pairs (resp. impairs) de conducteur divisant
N :

(i) le caractére de f,

(i) les niveauz des formes primitives f ® X,

(iii) les pseudo-valeurs propres ws(f ® x),

(iv) les facteurs d’Euler L,(f ® x,s), pour p € ¥y et

(v) les nombres A(f ® x,1).

On peut voir la fonction £; comme une fagon commode de comprimer les données (), (i7), (i), (iv) et
(v). Il résulte du théoreme A un énoncé de théorie analytique des nombres.
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COROLLAIRE 2. — [l existe un caractére de Dirichlet primitif x, qu’on peut choisir pair ou impair, de
conducteur divisant N et tel que L(f ® x,1) # 0.

2. Formulaire préliminaire

Cette section consiste en des mises au points concernant des questions essentiellement déja connues.
Elles concernent en 2.a. la suppression des facteurs d’Euler des fonctions L, en 2.b. les opérateurs d’Atkin-
Lehner, en 2.c. et 2.d. la torsion des formes modulaires par des caractéres non nécessairement primitifs, en
2.e. la translation des formes modulaires par des nombres rationnels.

2.a. On note GLy(Q)™" le sous-groupe de GLy(Q) formé par les matrices de déterminant > 0. On pose,
pour <é g) € GL2(Q)™, et F forme primitive de poids k et de niveau M :

_ (AD-BO)¥? A+ B
F|<A B>(Z)_ (Cz+ D)* FC'z—i—D)'

C D

Cette opération s’étend C-linéairement & C[GL2(Q)™] ; elle se factorise par C[PGL2(Q)™|. Gardons a l’esprit
la formule suivante

(2m)"°T'(s)L(F, s) = /000 F(zy)yédy—y

A 0
On a, pour h = (0 D) € GL:(Q)™,

o d A e d A
/0 Fiuligy' = = () / Fligy=F = (55" (2m) T()L(E, )

Soient T et T~ deux ensembles de nombres premiers. On pose

F[T+,T_] —F

B p 0\ _ _ 1 0\
|HpET+LP(F7p k/2<0 1)) 1HpeT* LP(va k/2<0 p)) 1

de telle sorte que

/ F[T+,T_](Zy)y5@ _ (27(-)7 P(S)L(F’ 8) _ p — M*S/QA[T-F)T_](F’ s).
0 y HpeT+ Ly(F,p~*) HpET’ Ly(F,p*=F)

On pose, lorsque R* et R~ sont des sous-ensembles de T et T~ respectivement,

plE 2] _ pltt—RY TR

1k P 0 —1 i ol— Lo —1
‘HPGR-%—LP(F’p k/ <0 1>) HpER—LP(F’p k/z(o p>)

si bien que

/ FUEF 5 gy WY = a2 A 521 (R ).
0 Y

2.b. Mettons au point les normalisations pour les opérateurs d’Atkin-Lehner. Notons ¢’ le caracteére de
nebentypus de F. Notons M’ le conducteur de 1)’. Supposons que M soit & support dans Y. Soit S un
sous-ensemble de ;. Notons S = ¥j — 5. Posons M = MgMg et M' = MgM7 et ¢' = ¢gps. Soit

(g g) € Ms(Z) telle que Mg|A, Ms|D, M|C, Mg|B, AD — BC = Mg, A= Mg (mod M')et B=1
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(mod Myg) ; on pose alors, comme Atkin et Li dans [Atkin-Li], WsF = F A g\ et il existe un nombre
(¢ )
C D

complexe wg(F) de module 1 tel que WgF = wg(F)F ®1%. Lorsque (é g) € M3 (Z) avec Ms|A, Ms|D,

M|C, Mg|B et AD — BC' = Mg, on a de plus [A-L]

F(A B) = Y5 (B)W5(A/Ms)WsF.
C D

B

A
/ /
Lorsque M|NN', M'|N et lorsque (C’ D

NgN.|B et AD — BC = NsN}, on a

) € My(Z) vérifie les conditions NgN§|A, NgN§|D, NN'|C,

F<é g) wS(F)lE,S(B)lZ{S(A/(NSNé))F<NSN§/MS (1)>

Lorsque S est égal au support de M, on pose wg(F) = w(F).
On a de plus [A-L, proposition 1.1],

ws(Fws(F © ¢g) = Ys(=1)¢5(Ms).
Mentionnons enfin la formule, pour S et So deux sous-ensembles disjoints de >,
WSz (Wle) = 1//52 (MSI)WSIUSZF‘

Cela permet de ramener le calcul de wg(F') aux cas ou S est un singleton.
Ajoutons la formule suivante. Soit p un nombre premier tel que a,(F') # 0 (c’est le cas si et seulement
si vp(M) = vp(my) ou si vy(M) <1). On a

pvp(N)(k/271)7—(w‘/s)
ap(F)”y(N)

wipy(F) =
ou 7(1)g) est la somme de Gauss du caractere (non nécessairement primitif) ¢%. Si p est spécial pour F, on

a a(F)ay(F) = p=2.

2.c. Revenons maintenant sur la torsion des formes modulaires par des caracteres. Soit o un caractere de
Dirichlet de niveau m, de caractere de Dirichlet primitif associé w, lui-méme de conducteur m,,. Notons f,
la forme modulaire (non nécessairement primitive) donnée par le développement

fa(2) =) @na(n)q™.

Elle est liée & la forme primitive f ® w par la formule

Posons de plus
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Soit p un nombre premier divisant m/m,. Notons 3 le caractére de Dirichlet de niveau m/p qui coincide
avec « sur les entiers premiers a p. On a

Sof = app' ™ 2(Ss) 1, o\ — B@)SsT
(5 3)

Posons, dans C[X], R,(X) = (a,p'~*/2X)v»(m/me)=1(g,p'=*/2X — &(p)). Par une application répétée de la

formule ci-dessus, on obtient

Sof = T(@)(fW)\H,, Rp((g 2))7

ot le produit porte sur les nombres premiers divisant m/m,,.

Il est nécessaire maintenant de distinguer plusieurs cas. Si v,(m/m,) =0, ona R, = 1. Siv,(m/m) =
leta,=0,0onaR,=0. Siv,(m/my,)>1leta,=0,onaR,=—w(p).

Or on a, lorsque a, # 0 et p|N non spécial pour f, a,a, = p*~! et donc, lorsque de plus p|m on a, dans

C[PGL2(Q)"],

m((h 3 =@t (5] ) - a2 (o 0

0 p

Cette derniere formule est encore valable lorsque a, = 0 et v,(m) > 1.
Lorsque p|(m/m,,) et p est spécial pour f, on a a,d, = p*~2 (et donc a, # 0). On a donc

m(( 3 )= @t (5] ) - a2 (o )

Lorsque a, = 0, v,(m) =1 et vy(my,) =0, on a
p 0\,_ _
m((h 1) =-s.

=
) m/m,
* r (m, S /me, N f ]

Saf = T(w)(f®<A))HpPp((g (1)>)’

On a donc

ot le monéme P, (X) vaut (a,p'~*/2X)ve(m/me) sauf si a, = 0, v,(m) = 1 et v,(m,) = 0, auquel cas on a
p 0\, _ _
(5 1)) =)

2.d. Reprenons la situation laissée en 2.c en nous plagant dans le cas ot N’ = m est un diviseur de N.

Lemme . — Soit p un nombre premier tel que plm,, et p|(N'/m). On a
7 [0,p] _(F
(f®w)‘P( b 0 )—(f®w)|P( p 0
o 1 “\0 1

Démonstration. — 11 suffit de montrer que P, = 0 ou que a,(f ® w) = 0 = a, ,(f ® w). Supposons P, # 0.
Si a, = 0, on a vy(m,) = 0 et v,(N') = 1, ce qui entraine a,(f @ w) = 0 = a,,(f ®w). Restreignons
maintenant notre attention au cas ol a, # 0. Rappelons d’abord que cela entraine que le conducteur de
1 a pour valuation p-adique v,(N) (ce qui entraine a,,(f ® w) = 0) ou que v,(N) = 1. Les hypotheses
excluent le cas v,(N) = 1. On a de plus a,(f ® w) # 0 si et seulement si w est de conducteur premier a p

(impossible par hypothese) ou ¢ /w est de conducteur premier & p; ce dernier cas est impossible, en effet on
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a p|(N'/m,,), et donc p|(N/my,) et les valuations p-adiques des conducteurs de v et ¥ /w sont égales et donc
non nulles. On a bien a,(f @ w) = 0.

On a donc
SN —Emy

[ENU ():N/,):mw)mzf]

SafZT(w)(f@@w)HpPp((g (1)>) ,

2.e. Soit n € Z. Récrivons la forme modulaire f ( 1 n/ N) comme combinaison linéaire de F’ ( d O) oud

| 0 1 0 1
parcourt les diviseurs de N et ot F' parcourt les formes primitives de niveau divisant N?/d. Nous ne savons
pas si un pareil calcul a déja été rédigé. Notons n’ le nombre entier et N’ le diviseur > 0 de N qui vérifient
n'/N’ =n/N. On a, par inversion de Fourier,

_ a(n’ ) _

= Sy ,

Fon ey = S S sed
0 1

oll v parcourt les caractéres de Dirichlet de niveau N’. En combinant avec la formule trouvée en 2.d., on

obtient

[y i ]
(EN/ —Emw)ﬁzf

fl((l) n/1N>:Zu:mT(w)(f®w)linp((€ (1)))

ol w parcourt les caracteres de Dirichlet primitifs de conducteur m,, divisant N, le produit portant sur les
nombres premiers divisant N'/m,,.

3. La démonstration du théoréme A

a b

Soit g = (C d)

On peut comprendre notre démarche ainsi. La fonction fj, est une forme modulaire pour le groupe
de congruence T'(N), si bien que la fonction f N o) st modulaire pour le groupe de congruence
g( )

0 1

1 (N) N To(N?). Cette derniere forme modulaire s’écrit donc comme combinaison linéaire de fonctions
du type F d 0), ot F parcourt les formes primitives de niveau M divisant N? et d les entiers divisant

€ SLy(Z) telle que la classe modulo N de (¢, d) soit égale a (u,v).

‘01

N?2/M. Nous allons montrer que les formes primitives qui interviennent dans cette écriture sont de la forme
f ®x, ou x parcourt les caractéres de Dirichlet de niveau divisant N et donner explicitement les coefficients
de cette combinaison linéaire.

Lorsque k =2, on a §;(u,v) = fooo Jig(iy) dy. Lorsque, de plus, s = 1 et h est une matrice diagonale de
PGL2(Q)™, et x est un caractere de Dirichlet de conducteur divisant N, on a

e 1 1
(f@X)mliy)dy = —L(f @ x,1) = —=A(f @ x, 1).
/0 | 2m /Ny,
C’est pourquoi le théoreme A se déduit de la proposition B suivante, par intégration de chaque membre de
I’égalité ci-dessous le long de la géodésique reliant 0 & oo dans le demi-plan de Poincaré.
Remarquons que la proposition B permet de démontrer des analogues du théoréeme A pour les formes
modulaires de poids # 2.

PROPOSITION B. — On a
w(f _ _ Né'[} Néu

o= 3308 2 x5l ss) ) ) - ()7 (G T) 5%

—
~—
—~
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Sy —S(my) X]N,—§(md;>z)
GO =8(mx)nsy  (BIN)=8(m g ))ns; ]

N~
Ny sNamyes 0 (1 0 p 0
I 0 Né Hp":‘S(N’) QP-,f,X( 0 p )Hp€.§(N/) QP,f,XT#( 0 1 )

Nsmyg, s

ws(f @ x)(f @ x)

ot x parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs tel que mX,gm¢X,§|N’.

é 7)€ Mu(Z) telle que NsNiA, NsN4|D, NN'|C, NsNy|B,
AD —BC = NgNg, A=uN{; (mod Ngz) et B=v/Ng (mod Ng). Soit k € Z tel que n =uv (mod Ng)
et n = —uv (mod Ng). Notre point de départ réside dans I'identité

rooe=ren (3 3 (6 ) (3 5) (5 )

que le lecteur vérifiera grace au lemme chinois. Comme w(f)f = f 0 1\-ona la formule
(5 0)

-N 0

Démonstration. — Considérons

PG @ B )T

et donc, d’apres la formule trouvée en 2.e.,

Enr—Em
’ b3} N w
w(n) [ N’?(zN,fzmw)mzf]

T (2 B0 8

olt w parcourt les caracteres de Dirichlet primitifs de conducteur m,, divisant N ' le produit portant sur les
nombres premiers divisant N'. Appliquons les formules de 2.b. & ' = f@w;ona M = N,, ¢’ = PYw? et
F @iy =f@uwpswi = f @ Pswsws = f ® Yswswg.

Soit p € X . Soit r un entier > 0. On a

T D@ DT 6 )
T D@ DT e 0 )

sip € S. On a de plus les formules

sipeSet

(f® W)|<p7"A B ) = (Ysw3)(B)(Yswg) (p" A/ (NsNg))ws(f @ w)(f®wgw5w5)l<NsN§/Nw,s 0)
C DJp" 0 1

lorsque p"|(NsNg/Ny,s) et

(f® W)I( A prB) = (wswg)(pTB)(¢s@§)(A/(NSN§))ws(f®w)(f@)wswsws)l(NSNK%/NMS 0)
C/pm D 0 1

lorsque p”|(NgNg/N,, 5). Soit P € C[X]. On a alors (f ® w) » 0 A B\ =
"Ho 1) \c b

(1s@3)(B)(1502)(A/(NsNg))ws(f @ w)(f @ wswsts) 1IN .
SWs 5Ws sNg))ws 5WsPs |P((wsw§)(p>(é 0))(NSNS()/Nw,s (1)>
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sip€ Set P dedegré < v,(NsN4/N, s)etona (f®@w) 0 A B\ =
(5 V(e 5)

(sw2)(B)(Y5w2)(A/(NsNe))ws(f @ w)(f © wgwsts) LN .
5Es 578 ST S ((wswsxp)(g (E))(NSNSO/NW’S (1)>

sipe€ S et P dedegré < vp(NgNG /N, 5)-
On en déduit que

(Fow P 1\ = Gsa)(B)6sa) A/ (NsNg)us(F & )] @ wsasus) WL
e b | 0 1
siet pe S et
(F © w)lrh ) (A ﬁ) (1s23) (B)(sa3)(A/ (NsN)ws(f @ w)(f @ wswsvs) TR
| 0 1
si p € 5. Un calcul analogue donne les formules
(Foo™ ) |\ = Wsad) (B sl 4/ (NeNg)us(F o) o wsmsvs) Dl o
( o D) '( 0 1)
sietpe S et
(F ® w)0{2]] (A B) (1s@3)(B)(V502)(A/(NsNg))ws(f @ w)(f @ wswsws)l[m({ﬁ;]vé/mﬁ 0)
0 1
sipes.

Dans les quatre formules qui préceédent, on peut remplacer, partout ot il intervient, le symbole {p} par

{p}
{p}nZy-

Remarquons qu’on a, dans C(X), Qp. 7w (X) = X ~»W'/mI P (X). On a

[T Asebo) (o o) T1 elwssdio) (5 )= @ssdvs/mes)wsad) (Vg /m..s)

pES(N') 0 p peS )
(5 mss) I @ns@szdo) (5 5D 11 @usi@ssdio (§ 1)
SIS S pes(n SN

Revenons a notre calcul principal. On a

) o}
[ M]

= N Ty 5 B B _
(f®w) ) fA B\ /NN 0 o1 = (Ys@g)(N§B/my, 5)(¥5@03)(A/ (Nsme, s)ws(f @ w)
S
ey V(e p)( )
[ = s —S(my) S —S0mgs) ]
= (SN —S(mx NS} (BIN)—8(m g NS
(f ® wzwss) ! S

N~ .
Nm.sNgmu 5 0 —2 10 _o p 0
| ' 0 ’ N Hpesw,) Qp.r.w((Ps9%)(p) 0 p )Hpeg(N,) Qp, 1,0 ((Ysw?)(p) 0 1 )

Nsmy, s
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Par ailleurs, on a (Yswd)(NgB) = (Ys@3)(Ngv/Ng), (¥s02)(A/Ns) = (¥503)(ulNg/Ns) et w(n') =
WN'/N) = ws (N [N )wg(nN'/N) = ws (—uwN' /N )ws (uoN'/N) et done
w(n') = ws(~1w(uNg/Ns)w(vNg/Ng).
On a donc la simplification
w(n')(Vsw§) (NgB)(V5w3)(A/Ns) = ws(—1)ys@swg (Ngv/Ng)wswgws(Ngu/Ns).

De plus on a

Qiel(s53)0) (o 1)) = Qusasessal(y )

p
sipeSet
_ 0 0
Qp,f,w((¢SW§«)(p) <€ 1 >) = Ql’%f,wg@sws ( (g 1 ))
sipeS.
En combinant ces formules, on obtient
w f — _ NLU B N/ U _ B B
o= ¢(§Vl)> 2 T(@)s(-1)(sPsws) ]\?g ) (Wswsws)( ]\?S Jws(f ® w)(Pgw3)(me,s)(hswg)(m, 5)
w
(o Sy Stmo)  Sne St
(F@wamgthg) s B, 0ny

Ng
Ng,sNgm,, p
| ( S OS s N ) | |p€S(N/) QP»f,uSwaS(<O p>) | |p€S‘(N’) prf,wswsws(<0 1))

Nsm, s

ol w parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur divisant N’. Simplifions encore cette
formule.

On a la relation entre sommes de Gauss
7(W) = @s(mg 5)ws(Ma,5)T(W0s)T(@s)-
Cela donne
(@) (P5we) (M, s) (Yswg) (M, 5) = 7(0s)T(@5) (P5w5) (Ma,5) (bsws) (M, 3)-

Récrivons notre formule en notant x le caractére de Dirichlet primitif associé a wgws¥g. On a donc
Xs = ws et xg = wg¥g, S(mw) = S(my), S(my) = S(myy), No.s = Ny,s et ws(—1) = xs(—1).

On obtient
w(f) o —_ Niv Niu - -
fg= S(N') XX:T'(XS)T/(%’* 5)xs(=1)(¥x)( Ny )x( Ns Jws(f @ VYsXsxs)Xs(My.s)(VsXs)(Myy. 5)
[ =y —S(my) EN/*S'(M,@)Z) ]
(BN —S(mx N5} (BN —8(mg Nns
(f®x) X

N~ 9
(T ) Ve @D ONIL e @ (2 0))
0 N_/g pes(N'y ¥PfiX 0 P ped(N1y IPfixv 0 1

Nsmyg, s

ot x parcourt les caracteres de Dirichlet primitifs de conducteur divisant N'. Appliquons la relation reliant
wg(F) et ws(F @ 9Y) (voir 2.b), pour F = f ® x (et donc 1’ = 1x?). On obtient

ws(f @ X)ws(f @ Psxsxs) = ¥s(—1)(¥5x%)(Ny,s)-

Cela permet de substituer wg(f ® 1sXsxg) pour obtenir la proposition B.
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4. Le produit scalaire de Petersson

Soit I' un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) contenant la matrice . Soient f; et fy deux

-1 -0

0 -1
formes modulaires paraboliques de poids 2 pour I'. Rappelons que le produit scalaire de Petersson de f; et
f2 est donné par la formule :

F1(2) f(2)da dy,

1
DA IR

ou Dr est un domaine fondamental pour I' dans le demi-plan de Poincaré H. Posons 7 = (? _}) et

o= <(1) _01 > Posons de plus p = /3 € H. Soit R un systéme de représentants de T'\SLa(Z).

THEOREME C. — On a

1 goo 9p
< fi, fa >= %[SLQ(Z):F}Q;%/EI fl(Z)dz/g‘ fa(2) dz,

0 i

et
4 gToo goo goo 970
< fi,fa>= 77— / f(z)dz/ f(z)dz—/ f(z)dz/ fa(2) dz.
1, f2 12[SLo(Z) : T g;% 470 1 " 2 90 1 g70 2
Démonstration. — Posons wy = fi(2)dz et wa = fa(2)dz. Pour g dans SLy(Z), posons w;), = fijg dz

(i € {1,2}). Considérons le domaine fondamental Dy pour SLy(Z) constitué par le triangle hyperbolique de
sommets 0o, 0 et p. On a

1 _
< f1, fa >= [SL()F]/Dle Nwy = SL2 Z/ wig N\ Wajg-

gER

Posons Fg( f fg‘g u)du. On a dfl‘g ¢(2) dz = w1 Aws. Cela donne, par la formule de Stokes,

2i[SLo(Z) : T| < f1, fo >= / frigFy

geER

- Z/:fllgFg(z) dz+/opflgFg(z)+/Opf19Fg(Z)

geER

Utilisons que o est d’ordre 2 dans PSLy(Z) et qu’on a 7p = p et 7oo = 0. Cela donne

2[SLy(Z) : T] < f1, fo >=

72/ f1|g dZ+/ f1|gg- ga d2+2/ f1|g dZ+/ nftyfugTFgT(z)dz.

geER gER

Utilisons la relation Fy,(hz) fh ) fg‘g )du On obtient

) 1 0 P [e%S) P
27/[SL2(Z) : F] < f1,f2 >= 5 Z/ w1|g/ Walg +/ W1|g.,./ Walg-
ger’ > ap P T2p
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Le dernier terme est nul. Décomposons le deuxieéme facteur du premier terme. On a

2i[SLo(Z) : ] < fu1, fo >= = Z/ w”q/ w2|q+/:wg|q)

gER

. o) ot _ oo P 3N PR
Comme ¢i = 4, et comme [ w1|g(f0p Walg) = I wl‘gg(fi Walg0), On a la premiere formule du théoreme.
Démontrons maintenant la deuxiéme formule. On a

2Z[SL2(Z) : F] < fi,fo >= Z/ W1|g/ %—/ w1|g/ %
ser’o i 0 p

Calculons séparément les deux séries de termes. On a

o0 o0 o0 oo
E,/ w1|g/ Walg = E,/ ufl|g/ W2|g+/ W1|go/ W2lgos
gER 0 7 0 7

geR
o0 o0 1 o] o0
§ :/ wl\g/ w219 = 5 § :/ wl\g/ wW2|g-
0 i 0 0
geR geR
Par ailleurs, on a

oo o o
/Wug/ Walg = gZ/ w1|g/ Wz21g + /w1|gr/ W2|gr+/0 wl\gr?/ Wa|gr2-
P P

gER

et comme ooo = 0,

s 0o oo oo - N .
Remarquons qu'on a [~ wijy + [ wijgr + [y wijgr2 = 0. C’est pourquoi on a

o0 o0 1 o0 oo o0 o0 o0 [e]
/ wl\g/ “2lg =3 Z/ Wl\gf(/ D2gr —/ “2]g) +/ wl\gr2(/ W2lgr2 —/ W2]g)-
0 P geRr”’0 P P 0 p P

o © R o © R o o JN— oo o o RN— [© @ R .
Comme (fp wg‘gT—fp Wajg) = — J, @Wzjy et comme fp WQ‘gTz—fp Wajy = J, Wajgr2, on obtient, en posant

Ailg) = [y~ wi (i € {1,2}), s ,
/0 wl\g/i Wajg =

% > Milg)ha(g) Z A (g7)Aa(g) — = Z A (g7)A2(g) Z (g + % > Mg ra(g)

geER gER gER gER geER

En utilisant la relation A\1(g) + A1(g97) + A1(g7%) = 0, on obtient finalement

o 4
/0 wl‘g/ w2|g Z)\l gT )\2 —*Z/\l gt )\2(97’)

gGR gER

Cela acheéve la démonstration.

COROLLAIRE . — Supposons qu’on ait ' =T1(N), on a

< f17 f2 >= 12[SL2(Z> T, (N)} Z §f1 (Uv —Uu— U)§f2 (ua ’U) - £f1 (uvv)fh (’U, —u— U)'

(u,v)E(Z/NZ)?
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Démonstration. — C’est une application directe de la deuxiéme formule du théoreme C, en tenant compte
de la formule (i € {1,2})
goo
& (u,v) = —i fi(z)dz,
g0

oll g = <Z Z) € SLy(Z) vérifie (¢, d) € (u,v).

5. La fonction L du carré tensoriel de f

Supposons la forme modulaire f de caractere de nebentypus trivial et de niveau N premier. Considérons
la série de Dirichlet
a

S

S

3

L(f@fs)=)
n=1

Elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe, avec un pole simple en s = 2 et on a [P,S] (notre
normalisation pour le produit scalaire de Petersson est en rapport m/3 = vol(SLa(Z)\ H) avec celle de [S])

RessoL(f @ fos) =12 < f, f > .

THEOREME D. — On a

Ress—oL(f ® f,s) =

NFDW-1E 2 T )

ot x et X' parcourent les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur N tels que xx' soit impair.
Démonstration. — Partons de la formule donnée dans le corollaire du théoreme C. On a, puisque N est
premier, [SLy(Z) : T1(N)] = N2 — 1 et donc

<f,f >:m Z Er(v, —u—v)&p(u,v) — Ep(u,v)€ (v, —u — v).
(u,v)E(Z/NZ)?

Venons-en a la fonction &f. Puisque le nebentypus de f est trivial, la fonction {; est homogene. C’est
pourquoi on pose, pour u/v € P1(Z/NZ) =Z/NZ U {o},

Er(ufv) = &5 (u,v).

Cela permet d’écrire

R e D M (e T E B O )

z€P,(Z/NZ) z+1

Utilisons la relation de Manin {f(x) + &5(—1/x) =0 (z € P1(Z/NZ)). On obtient

<L Een X S@EEE - g+ g,
+€P1(Z/NZ)

Le terme correspondant a x = oo est nul dans la somme qui précede. Par application des relations de Manin,
on a les relations {7(1/0) +&¢(0/1) = 0 et ££(1/0) +££(0/1) +&4(—1/1) = 0. On en déduit £(—1) =0 et
&7(1) = 0. C’est pourquoi on a également la nullité des termes correspondant & x = 0 et z = —1. On a donc,
si on ne conserve que les termes correspondant &  # 0, z # 1 et & # oo et si on change de plus z en —z,

e e D M G U EEe

x€(Z/NZ)*—{1}
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Comme N est premier, rendons plus explicite le théoreme A. On a, pour z € (Z/NZ)*, N' = N et on
peut choisir S = @) et S = {N}. Le terme associé au caractére x dans la formule du théoreme A est nul
(N} {N}
lorsque xy = 1, car N est spécial pour f et on a que A[T’m](f, 1) est multiple de (1 — an)A(f,1) qui est
nul (en effet ay = —w(f) et A(f,1) = 0 si w(f) # —1). Lorsque x est non trivial, le terme associé a x se
simplifie car on a xs = 1, Qp. 1 = 1, Ny = N2, L,(f ® x, X) = 1. On obtient, pour = € Z/NZ*,

&) = LS T as e )
x#1

ou la somme porte sur les caracteres de Dirichlet primitifs de conducteur N.
Comme f est de nebentypus trivial, on a

Alfox,1) =Af®x1).
On en déduit, en utilisant que |w(f)| =1,
)
N +1)(N — 1)2N2

<Lf>= 35 Yo Y rTOAF @ x, DAF @ X, 1) F(x X)),
z€(Z/NZ)*—{1} x;x’

ou

F(x,x') = > (X(=2)X'(1 = 2) = x(1 — 2)X'(—=)).
©€(Z/NZ)*—{1}

Changeons ' en X’ dans la somme. On obtient, en tenant compte de I'égalité 7(x') = x’'(=1)7(X'),

DT (DA © X DA(f @ x, DF(x, X))

XX

i
<hi>= 12(N + 1)(N — 1)2N?2

Cette somme est antissymétrique (resp. symétrique) en x et x’ lorsque x'(—1) = x(—1) (resp. x'(—1) =
—x(—1)). C’est pourquoi on a

<f,f>= 6N T 1)(3\] SV X§1>—1T(X)T(X/)X/(_1)A(f @ X, DA @ x, 1)) E(X, X))

ou E(x,x') = > we(z/Nz)—{13 X(—2)x'(1 — x). On reconnait dans cette derniére expression une somme de
Jacobi donnée par la formule

E(x,X') =x(-1)
On obtient donc, en tenant compte de 'imparité de xx’,

_ i )T T(OT(X) /
<= o X ooy AU EX DA O 1)

XX xx! (=1)=—1
Utilisons les identités 7(x)7(x) = x(=1)N = =x'(—=1)N = —7(x')7(X’). On obtient
(N+1)(N —1)? T(xx') '

<hf>=c
XXX (—1)=-1
Cela donne la formule annoncée lorsque 1’on combine avec 'identité rappelée avant 1’énoncé du théoreme D.
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