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Résumé:

Nous sétudlons les loglques du temps arborescent en tant qu‘outils de
spécification et de preuve des programmes. Les différentes loglques
modales et temporelles sont comparées par rapport aux deux critéres
sulvantes: pulssance d‘expression et décidabilité. Cette é&tude porte
ossentiellement sur la comparaison des logiques du temps arborescent
et des logiques du temps linéaire. Ensuite. le probléme de I'utllisation
des loglques du temps arborescent en tant qu’outils de preuve$ des
programmaes est éludié. Nous proposons une logique pour ta preuve
constructive des propriétés des processus controlables de CCS. Cette
- logique est tells. que la relation de congruence indulte est la congruence
observationnelle de CCS.

Mots-clés:
Spéciilcation de programmes. preuve de programmes. logique temporelie,

temps linéalre, lemps arborescent, pulssance d‘expression, axiomatisation,
procédure de décislon, CCS. preuves constructlves.
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I.INTRODUCTION

Ce ftravall est mollvé par le probléeme de la vérification des programmes
paraliéles.

Vérifler un programme consisie a le comparer a ses spécifications
qui. dans le cas général. peuvent &tre solt une description algorithmique.
solt _un ensemble de propriétés. représentées par des asserilons sur
le comportement. C'est celte deuxiéme forme de spécificatlons que

nous considérons dans toute ia suite.

L‘expression des propriétés des programmes nécessite l'ullllsatlon' d’un
langage formel, en falt une logique. Pour ies programmes séquentiels.
trés peu de propriétés sont nécessalres pour |'expression de't'leurs
spécliicatlons et le probléme de la définition d'un langage de spécification
ne se pose pas. Par contre pour les programmes paralléles. on a
besoin d‘un trés grand nombre de types de propriétés. Il est alors
important de disposer d’un langage de spécification qul soit suffisamment
pulssant et pour leque! Il existe des résultats permettant de détecter

des Incohérences ou des redondances dans les spéciiications.

Les logilques ont été souvent utllisées comme langages de spécification

de programmes. Dans ce cas deux approches sont possibles: soit I'utilisation



du calcul des prédicats. par exemple [AS]. soit I'utilisation de logiques
temporelles. par exemple [Pn].[Ab}. La deuxiéme approche est plus
recente et présente & notre avis des avantages considérables par rapport
a4 la premi¢re. En effet, les loglques temporeilles sont des extensions
du calcul propositionnel par adjonction d‘opérateurs temporels qui
représentent en fait des "paquets® de quantificateurs sur les états et
les séquences d’exécution d'un systéme de transitions. Ces opérateurs
définissent des modalités temporelies; par exemple “il est possible que",
“Il est inévitable que". "Il est toujours vrai que” .

Depuis quelques années un certain nombre de loglques-temporelles
ayant une puissance d'expression satisfalsante ont été proposées b['BMP2].
[EH2]. Wl a été prouvé que ces logiques sont décidables. De plus.
elles présentent par rapport au calcul de prédicats ‘avantage d’offrir
des concepts de plus haut niveau qui facilitent I'expression naturelle
des propriétés. Ces faits expliquent I'intérét grandissant porté a ces
logiques. )

Il existe deux familles de logiques utilisées pour la spécification des
programmes: les logiques du temps arborescent et les logiques du
temps linéaire. Si I'on assimile, les programmes & des systémes de
transitions. les formules des logiques du temps arborescent expriment
des propriétés de leurs états tandis que les formules des logiques
du temps linéaire des propriétés de leurs ééquences' d’exécution.

L'objectif de ce travall est essentlellement I'étude des loglqués du temps
arborescent en tant qu‘outlls de spécification et de preuve de programmes.

Dans le deuxieme chapitre de cette thése nous étudions les différentes
logiques modales et temporelles classiques. c'est-a-dire des logiques
developpées en dehors du cadre spécifique de I'étude des programmes.
L'objectif est la présentation de résultats fondamentaux sur ces logiques
utilisées par la suite.

Le probléme de I'adéquation des logiques temporelles & la spécification
des programmes est &tudlé au troisiéme chapitre. Nous ‘présentons
des résultats concernant I'axiomatisation et la décidabilité des logiques



du temps arborescent. Leur pulssance de description est comparée
a celle des loglques du temps linealre. Nous avons prouvé que ces
deux familles de logiques ont des puissances de description non
comparables, c'est-a-dire qu'll oxiste des propriétés exprimables par
Fune et non par iautre et inversement. Plus particulierement. Il existe
une classe Importante de propriétés (notamment celles exprimant I'absence
du blocage partlel) non exprimables en logique du temps linéalire.

Au quatrléme chapitre nous considérons |utilisation de ces logiques
pour la preuve de programmes. Plus particuliérement. nous nous intéressons
aux logiques permettant des faire des preuves constructives des progra.mmes
décrits dans un modéle algébrique. Aprés avoir donné les conditions
nécessalres que dolt satisfaire une logique pour permetire des preuves
constructives, nous cherchons a définlr une telle loglque en prenant
comme modéle de description de programmes le calcul CCS de R.
Milner [Mi]. Le principal résultat de ce chapitre est la définition d’une
loglque du temps arborescent pour la preuve constructive des processus
*contrOlables” de CCS, c’‘est-a-dire des processus pour lesquels Il existe
un processus “observationnellement™ équivalent sans 7-transition. Cette
logique Induit une relation d'équivalence sur les termes de CCS qui
est la congruence observationnelle. De plus. pour chacun des opérateurs
+, a€A (A est l'ensemble des actions) Il existe des opérateurs @.
@ de la logique tels que. pour LI’ processus contrOlables et ' formules.
on a: - ) »

- 1Kl Implique alF@f.

= tkl. UK Implique tHU'FIBS’. ‘

~ Les asserilons atk@f et HUEI®I’ sont les assertions les‘plus

fortes que 'on puisse dédulre des hypothéses tFf respectivement
tkf et t'FI'.






IT - 1

Il. LOGIQUES MODALES CLASSIQUES

11.} Introduction

La premlére partie de ce chapltre est consacrée a la présentation
des définitlons concernant les loglques en général. et les loglques
modales en particuller, auxquelles nous falsons référence par la suite.
Dansg la deuxlémé partle nous présentons des logiques modales normales.
En effet. les logiques modales normales sont les logiques modales
les plus étudléas, el les premiéres logiques modales proposées. pour
I'expression des propriatés de programmes sont des logiques ije ce
type. '
Aprés la définition générale d‘une logique modale normale, qui sera
utllisée pour les loglques modales & plusleurs opérateurs modaux. détinies
en chapitre 111, nous considérons quelques loglques modales normales.
obtenues en ajoutant différents axiomes a I'axiomatisation de la nglque
modale normale minimale K. Le treilils d’inclusions entre les calculs
correspondants est également présenté. Parmi ces logiques se trouvent
les logiques modales normales les plus étudiées dans la littérature.
Nous donnons aussl l‘axiomatisation de la logique S4.3.1 .qul s6 trouve
étre l'axlomatlsation de la logique du temps linéaire LTL définle en
111.5.
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2.1 Le langage de formules

Un langage de formules F est un ensemble de formules qui contient

le sous-langage FCP. fensemble de formules du langage propositionnel
On représente par FCP(P) I'ensemble des termes construits & partir

d‘une signature L.p et d'un ensemble de varlables propositionnelles
P, ou
P

Fop

{p.q...}
{v..T} ou v est la disjonction., * est la négation et T

la constante logique vral.

Lorsque I‘ensemble P n’est pas signlificatif on écrit simplement FCP.
On definit les abréviations suivantes pour '1'fzchp:

M, =10 f,v‘fz) (la conjonction)
— h ] .
f1:>f2 = f,vfz (Fimplication)
f15f2 = (f13f2)/\(f2:f1) *équivalence)
L =17 {la constante faux)

Le langage de formules Fw d‘une logique modale LM est construit
a partir d’une signature, contenant des opérateurs modaux. Dans un
premier temps. on va considérer des logiques modales pour lesquelles

M
est un opérateur unaire.

F,, est le langage des termes sur la signature £'=ZCPU[D}. ou O

Pour lopérateur dual de O on définit I‘abréviation

<H:=1a0 ),
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2.2 Le calcul loglque

Un calcul loglque est un triplet Cal=(F.Ax.Reg), ou
- F est un langage logique,
- Ax € F est un ensemble d’‘axiomes
- Reg _c_:_ngaF” est un ensemble de régles d'inférences; et pour

(ta,...,ln.t)eﬂeg on écrit

bE... R
+t
L'ensemble de théorémes. noté Th. est obtenu & partir de Ax et Reg
de ia manlére sulvante:

Th = UeF!]l,.....l“eF §,=t et Vikn feAx ou }l, ..... lﬂ.<l "5'----ﬂ)i"1)69991

C'est-a-dire Th est I'ensemble de formules que I'on obtient en “appliquant”
les regles de Reg aux axiomes ou aux formules “déja prouvées”. On

appelia 61...‘,8,' une preuve pour i Pour feTh on écrit également tf.

Tout calcul loglque contient au molns les théorémes du calcul propositionnel
cP= (FCP pr Regc) Une axlomatisation possible du CP est la suivante

[HU].
AxcP contient toutes les formules de la forme
 (CPY) ' fviDf
(CP2)  g>ofvg
(CP3) gviofvg
(CP4) Pvf:ﬁ((gvh):)(lvh))
Regcp contlent toutes les regles d‘Inférences de la forme

(MP) modus ponens: A :__63 €F.p

Sl Th est récursivement énumérable, on dit que Cal est axjomatisable
et on peut trouver Ax décidable [Ro]. Lorsqu‘un calcul est axiomatisable.

on V'appelle aussi un systéme logique ou un systéme de preuves.

On appelle Cal consistant si Hf implique non F'f. Un calcul consistant

est fortement complet. si pour tout non-théoréme f (c.A.d. non P le
calcul Cal'=(F.AxU{f}.Reg) est Inconslistant.
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Proposition 1 [HC]

Le calcul propositionnel CP est consistant et fortement complet. O
Tous les calculs logiques, auxquels on s‘intéresse par la suite. sont
axiomatisables et cdnslstants. Ils ne sont pas fortement complets, mais
en fait, il n‘existe pas de calcul logique modal fortement complet {HC],
et cette propriété n‘est pas désirable pour Iutilisation que I‘'on veut
falre des logiques modales.

23 lLa sémantique

Un calcul iogique Cal est simplement un systeme formel 'particuller.
Pour obtenir une “logique® dans le sens habituel. on doit donner une
sémantique au langage des formules via une Interprétation. Etant donné
F. un langage de formules., une interprétation est un triplet I=(F.M.k),

N

ou

- F est un langage logique

- M est une classe de modales
= F est une relation de satisfaction. qul génére une notion de
validité des formules par rapport aux modeles.

). ou

Pour le calcul propositionnel on consideére ICP=(FCP'MCP"=CP'

- MCP={PlPe2P) C'est-a-dire les modéles sont des sous—ensembles
de P. }
= Pour chaque PeMy, on définit Pk, de la maniére sulvante:
Si f,f’eFCP. alors
() PEp ssi peP et PET
(2 PE'f ssi non PEf
3) PEivi’ ssi PEf ou PEf
Pour PEKf on dit P satisfailt f.

On appelle f valide en Icp' noté kf, ssi PEf VPeMCP.
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Pour une logique modale on conslidére ILM=(FW.MW,}=LM), ou
- MML={m8m=(W,R.P)}. ou
W“\”z} est un ensemble d’'élats.
ReW*W est une gelation d’accessibliité entre états.

Pew—>.2P est une fonctlon qul associe & chaque état W,
un ansemble P(wl)=P,e2P.
= Pour tout modéle m on définit mFLM de- la manlere sulvante:

Si M'er. peP. m=(W.R.M et weW, alors

B mwkp ssi pePlw) ot mwkT,
(2 mwk*f ssl non m,wkf,
(3 m.wkivl’ ssl m.wkEf ou m.wkf,

A

Dans un premler temps on consldére des logiques modales,

>

ou
B

(4) m.wkOf ssl Vw'eW ((w.w)eR implique m.wkD
et par conséquent

4 mwkOf ssl JweW (ww)eR et m.w'Ef

On appelle § satisfalsable en Iy 8°ll existe un meM,, dont
un étal w est tel que m.wki.

On appelle | vral_ en m. noté mFKf. sl pour tout état w' de m
m.wkl. :
On appelle § valide en Iy nOté Ff si mEf pour tout m de
M
Remarque: On voit que la définition de la satisfaction d'une formule
f. ayant comme opérateur princlpal un opérateur propositionnel, dans
un état w d’'un modéle m est compatible avec la définition de la satisfaction
dans un modséle m propositionnel. |
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2.4 La loglque

Une logique L est une paire L=(Cal.I) ou Cal=(F,.Ax.Reg) est un
calcul logique et I=(F .M.F) est une Interprétation.

(Cal.I) est consistant ssi
Ht implique Kf VieF,.
On dit également que Cal est consistant par rapport a I.

(Cal.I) est complet ssi
Ef implique Kf VieF,.
On dit également que Cal est complet par rapport a 1.

Le cas Intéressant pour nous est celul o0 le calcul Cal est axiomatisable
et (Cal.I) est consistant et éomp!et, c’est-a~-dire

Ef ssl M VieF, |
Dans ce cas. on appelle Cal une axiomatisation consistante et complete
de 1. ;
Parfols, si L=(CalI). nous écrivons simplement L a la place de Cal

ou I.

Proposition 2 [HC]
L=(CP,ICP) est consistant et complet. O

Remarque: Il ne faut pas confondre la consistance d‘un calqm loglque
Cal, qui exprime le fait qu‘'une formule ne peut pas étre.'a la fols
un théoréame et un non-théoréme, et la consistance de Cal par rapport
& I. qui signifie que tout théoréme de Cal est valide en I. (La méme
remarque peut étre fait pour la complétude).k

Soit L=(Cal.I) une logique consistante et compléte. L {respectivament
I a la propriété de modele finl (pmd si, pour chaque formule satisfaisable
en I, Il existe un modéle finl qui la satisfait. Dans le cas des logiques
modales cecl signifit qu‘il existe un modeéle m=(W.R.P ou W est finl.
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et Il existe weW tel que m.wkf.

Ainsi, pour chaque non-théoréme f de Cal. *f est salisfaisable dans
un modsle finl. Cecl implique que l‘ensemble des non-théorémes est
récursivement élnumérable. Etant donné que i'‘ensemble des théorémes
Th est récursivement énumérable (Cal est axiomatisable). on obtlent
que Th est décldable. Dans ce cas on dit que L est décidable.

Les logiques consldérées par la suite ont la pmf, donc elles sont décidables.
Dans ce cas. le probléme de la preuve de la consistance et de la
complétude de L=(Cal.I) peut dtre abordé de la maniére suivanie.

1. Pour prouver la consistance de Cal par rapport & 1. on monitre

- VleAx,., Fi et
- —ts__l.__-‘ €l €Reg,, ot Ff pour ieI implique Ef.

On prouve donc par induction structurelle que tout théoréme est une
formule valide.

2. Pour prouver la complétude de Cal par rapport & I, on peut utiliser
le fait que l'ensemble des formules valldes de I est décidable. Dans
ce cas on wrouve une procédure de décision pour I. le. un algorithme
qul déclde sl une formule f donnée est valide en I, et qul. dans le
cas contraire. donne un contre-modéle pour f, c’est~-a-dire un modéle
(finh meM; tel qu'll existe un état w eW ot m.w, <l Les procédures
de décislon des logiques modales peuvent otre basées sur le méme
principe. Pour déclder la valldité de f on part de I'hypothése qu‘il gixiste
un modéle m et un état w,eW lels que m.wyF'f. A partir de cette
hypothése, on essaye de construire m de maniére systématique. Un
eéchec signifie que la formule { est vallde. La complétude de Cal par
rapport & I est ensulte montrée par Induction sur les régles de construction
de conire-modale.

La procédure de décision pour LTAC en I11.4 lllustre ceite méthode
génarale.
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II1.3 Les logiques modales normales

Presque toutes les logiques modales “classiques” sont des logiques
modales normales. Dans ce paragraphe, partant de la logique modale
normale minimale K=(CalK, IK). on obtient des logiques modales normales
K'=(CalK',I') en ajoutant des axiomes 4 Ax. On montre que ces
axiomes supplémentaires induisent des restrictions sur la classe de
modeles I’ et plus particulieremént sur les propriétés des relations
R des modales m=W.R.P. g

3.1 Le calcul modal normal

Un calcul modal normal Cal =(F ,..Ax.Reg). ou Fim définie comme en
I1.2.1, contient les axiomes et régles d‘inférence de CP et de plus
les regles de la forme suivante:

FEA..Af Of

(N ]
I-Df/\. . .ADanDf

2
€ FLMVneN.

Le calcul modal minimal est noté par CaIK. A partir de ces axiomes
et régles on peut déduire les théorémes et régles sulvants.

Proposition 1

Tout calcul modal normal Caly, contient les théorémes et régles suivants.

k£
Fof (regle de généralisation)

* m

+0f>0g

3) _bkf=q
FOf=0g

4) +aT
(5) HOUAg) = OfAOg (distributivité de O par rapport & A)
(6) HaW>dg) o (Of>Og) (axiome de normalité)
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Preuve: Les prauves de (1)-(4) sont triviales., les preuves de (5) et
(6) peuvent étre trouvées en [Ch]. O

La signification de (1) et (6) devient clalre par la proposition suivante
qul exprime que les régles (N") peuvent é&tre remplacées par (1) et
(6) dans I'axlomatisation de tout calcul modal normal.

Proposition 2 [Ch]

Un calcul modal est normal ssi Thc al contient les axiomes de la forme

(1) et les régles de la forme (6) de la proposition 1. O

Remarque: La définition d'un calcul modal peut 6tre considérée comme
la définition d'un opérateur modal pormal O. Dans les logiques & plusieurs
opérateurs modaux considérées par la sulte. on dira que O est normal
sl (1) et (6) de la proposition 1 découlent de l'axiomatisation.

3.2 La logique modale normaie minimale K et d’autres logiques modales

‘normaleg

La logique modale normale minimale est définle par K=(CalK,IK).. ou
I, est définl comme ILM=(FLM,MLMJ=) en 11.2.3. Pour cette logique
on a,

Proposition 8 {Ch]}

La logique K=(CalK,IK) est conslistante. compléte et décldable. O

Par la suite, on propose 5§ axlomes différents avec lesquels on peut
enrichir Cal. pour obtenir 15 calculs Cal’ différents.

A chacun des axlomes correspond une restriction M;_M de la classe
de modeles MLM telle que I‘'on a toujours pour I'=(F,M,,.F) la
consistance et la complétude de (Cal'.1°). Les restriclions sur les classes
de modéles sont en effet dans tous les cas des restrictions sur les
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relations d‘accessibilité R, admises dans les modeles
m=(W.R.P) €M/, € M, Cl-dessous. on donne une liste de cing axiomes
et entre paranthédses la restriction sur R qui en découle:

Oy DHOf (R totale)

(M ofof (R réflexive)

® Doof (R symétrique)

(4) oOfboof (R wransitive)

B OPCOf R euclidienne c.ad. (w.w)eR ot (w.w"eR implique
w'.weR et (Ww.w)eR)

Dans le graphe suivant, une logique K‘. obtenue par adjonction des
axiomes a CaIK. ést notée par K sulvi des noms des axiomes ajoutés.
Par exemple. par KT4 est notée la logique obtenue par adjonction des
axiomes (T) et (4) a Cal.. et en posant IKT4=(FLM,MKT4.I=)-, ou Mg
contient les modeales de MLM ol R est réflexive et transitive.

Le graphe suivant représente seulement les logiques dont les calculs
sont différents. Icl le critere d'inclusion entre logiques est simplement
Vinclusion entre les ensembles de théorémes correspondants. Alnsi,
les inclusions et égalités utilisées pour le graphe suivant [Ch] sont
faciles a prouver, et correspondent bien aux inclusions et égalités entre
les classes ‘de modelgs. indultes par les restrictions sur les relations

R mentionnées.
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Les logiques les plus étudlées dans la littérature parml ces logiques
sont ies sulvantes:

KD: souvent appelé D

KT: souvent appelé T

KB: connu comme le ‘Browarsche’ syltdme B
KT4: connu comme ie sysiéme de lLewis 54
KT5: connu comme le systéme de Lewls S§

A part ces loglques, surtoul des extensions de 54 ont 816 proposées.
Icl, on en mentlonne deux, contenues en S5, parce qu'slies sont
intéressantes par la sulte. -

La premiére. connue comme S4.3, est oblenue par adjonction de V'axiome
sulvant A Cats e

(L O@ivgiviogvd) D @ivog)
(L) est équivalent & l'axiome
LD OIAOG D SUAOGvgnah

qui ost plus faclle a Interpréter.
Cet axiome Indult une restriction des relations réfiexives et translitives
des modéles de S4. aux relations d’'ordre linéalre dans le sens :sub{ant; ’
| (w.wieR et (wweR implique (w'.weR ou (w'.w)leR
ot (wwleR ot (w'.w)eR Implique w=w'".

St les modéles consldérés sont des systémes de transitions (discréts).
la restriction aux relations admises par (13 implique la validité g'un
autrea axlome qul n‘est pas déductible du calcul de S54.3:

(DL OHOaN2H D (Caipd
(DL est équivalent a
(DL) P RO EACC D) 3 O Laoh

qui est plus facile & Interpréter.
On peut voir que (DL') est valide dans les modéles discrets oi R esl
une relation d’ordre linéaire. Par contre, si W est un Intervalle de
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nombres rééls. (DL) n’est plus valide.

La logique obtenue par adjonction de (DL a Cat‘“’a ast connue
comme S54.3.1. Ce calcul est mentionné ici parce qu‘ll est une axiomatisation
de la logique du temps linéaire LTL. inroduite en II1.5. De plus. pour
opérateur non-normal SOME des logiques du temps arborescent introduites

en III. tes formules correspondant & (L) et (DL) sont valides.
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IIT. UTILISATION DES LOGIQUES DU TEMPS ARBORESCENT

EN_TANT QU'OUTIL DE SPECIFICATION:

PUISSANCE D'EXPRESSION, DECIDABILITE.

ITI.17 Introduction

Dans ce paragraphe. nous étudions le probléme de l’adéquaudn dos
logiques temporgiles & la spécification des programmes. Nous: nous
Hmitons aux logiques qul ont une modalité exprimant I’“lnévitabllité".
cette modalité étant nécessaire pour la description des proprlétés des
programmes paralléles ou non-déterministes.

Les différentes logiques consldérées sont comparées par rapport aux
deux critéres sulvanis: pulssance d'expression et déclidabilité. Nous ne
retiendrons que celles satisfalsant les deux critéres. En effet. lorsqu‘une
loglque est utllisée comme outll de spécification. Il est nécessaire qu’elle
permetie l'expression des propriétés Importanies du comportement. D‘autre

part, une pulssance d’expression excessive peut entralner I'indécidablilté.

" Nous présentons une famille de trois logiques du temps arborescent,
toutes extensions d‘une logique de base LTA. Pour toutes ces logiques
la propriété de deécldabilité a 616 prouvée. Une procédure de déclision
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est gonnée pour LTAC. ia logique la plus générale de cette famille.
Nous donnons également une axiomatisation de cette logique.

'Le travall de comparaison est effectué entre LTA et la logique du temps
linéaire LTL, base de toutes les logiques du temps linéaire utilisées
pour la spécification des programmes. Du point de vue pulssance
d'expression ces deux logiques ne sont pas comparables si I'on prend
comme classe commung de modéles les systémes de transitions. Cecl
renforce le résultat de L. Lamport [Lal] pour une classe plus générale
de modéles. contenant des comportements non réallsables par des
programmes. Nous prouvons aussi que LTL admet la méme axiomatisation
que S4.3.1. :



Iir - 3

I11.2 La loglque du temps arborescent LTA

Dans le chapitre Il on a considéré des loglques modales normales,
c’'est-a-dire des loglques avec un opérateur modal distributif par rapport
a la conjonction. Nous nous Intéressons aux logiques possédaﬁt un
operateur exprimant l'inévitabilité, une propriété qul ne peut pas étre
exprimée par un opérateur normal. Par la sulte, nous considérons donc
des loglques ayant un opérateur normal ALL pour exprimer les propriétés
d’invarlants et un opérateur (non—-normald SOME dont le dual INEV
permet d‘exprimer I'Inévitabilité. ‘

Le langage de formules FLM est définl a4 partir de la signature

Era = EcpY{SOME.ALL] |
sur l'ensemble de varlables propositionnelies P. ou SOME et ALL sont

des opérateurs modaux unalres.
Pour feF .. on définit les abréviations suivantes pour les opérateurs
duaux de ALL et SOME:

POT® = *ALLCH

INEVH) :=?SOMECN

La classe de modéles MLTA contlent des modéles m=(W.R.P de.

M ou R est une relation totale, qui représente une relation d'accessibilité

directe.

Pour chaque état weW on définit EX(w). l'ensemble des séquences
maximales a partir de w via R. c’‘est-a-dire -

EXw):={3eW’ls=5,5,.. @1 s;=w 6t (5.5 JER VIeN].

On note EX(m):= U EX(w).
WeEW

Remarque: La définition de EX(w) nous permet de considérer en méme
temps la relation d‘accessibilité directe R et sa fermeture réflexive et

transitive R*.
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La relation de satistaction t=LTA est définie comme ’:uw en 11.23 par

les regles (1) a (3 en ajoutant pour les opérateurs modaux les régles

+ Sulvantes:

Si meMTA weW et feF A’ alors

(AL m.wkEALL(D ssi VseEX(w) VneN m.s Ff
(SOME) m.wkSOME( ssl ]seEX(w) V¥neN m,snbf
Par conséquent. on a pour les duaux
(POTY  m.wkPOT(® ssi JseEXw) IneN m,snt=f
(INEV) m.wkINEV) ssi ¥seEX(w) IneN m,san

Ceci signifie que

~ un état satisfait ALL(D ssi tous les é&tats s, de toutes les
séquences maximales s partant de w satisfont ., C.A.d. ssi tous les
états w’' tels que (w.w’)eR* satisfont f.

— un état w satisfait POT() ssi il existe un état s, appartenant a
une sequence maximale s partant de w, qul satisfait f. c.a.d. ssi
il existe un état w' tel que (w.w)eR* ot w' satisfait f. ssl & partir
de w il est ‘possible’ d‘atteindre un état w’ satisfalsant f.

~ un état w satisfalt SOME(D ssi Il existe une ségquence maximale s
partant de w dont tous les états satisfont f.

= un état w satisfait INEV() ssi toutes les séquences maklmales s
partant de w contiennent un état s, satlsfaisant f, c.a.d. ssl & partir

de w Il est ‘inévitable’ en sulvant une séquence maximale dattelndre

un état w' satisfaisant f.

Remarque: La signification de ALL® et POT(® correspond & la signification
de Of et f dans le chapitre précédent dans des modeles ou la relation
d’accessibilité directe R est remplacée par sa fermeture réflexive et
transitive R*, c'est-a-dire dans les modeles de §54. Pdur définir la
signification de SOME® et INEV®. i est indispensable de tenir compte
des deux relations R et R*.

Dans la proposition suivante. on donne d’une part des formules et
régles valides en LTA qui montrent la relation avec les logiques modales
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normales. et d’autre pant des formules valides permettant de constituer
le trelllis des modalités.

Propgosition 1

Les formules et ragles sulvantes sont valides en LTA:

(V1) ALL(DG) D (ALLIDDALL(GN

(V2)  ALLUAQ) = ALL(DAALL(Q)

(V3)  ALL(DVALL(G) 2 ALL(vg)

(V4) POT(MOVPOT(®) = POT(vg)

(V8) POTUAg) 2 POTNAPOTI(g)

(Ve) ALL(D D

(V7)  ALL(D = ALL(ALL()

(V8) f§ D POT()

v8) POT(® = POT(POTH

(V10) ALLPOTALLPOT(D = POTALLPOT(®)
(V1) POTALLPOTALL(D = ALLPOTALL®)

AY il

(V12) SOME@Ag) > SOMEMASOME(g)

(Vi3 INEV(OVINEV() > INEV(ivg)

(V14) SOME® > f

(VI5) SOME( = SOMESOME®

V16) 1 > INEV()

W17 INEV(D = INEVINEV(D

(V18) SOME(SOME(RVOVISOME(Dvg) = SOME(DVSOME(g)

(V19) INEVIDAINEV(G) = INEVGAINEV(Q) v gAINEV®D)

(V20) SOME(SOME(2SOME®D) D (INEVSOME®MOH |
(V21) SOME( f3INEVUAINEVC D) D (* fSOMEINEVUAINEVC )
(V22) INEVSOMEINEV(D = SOMEINEV()

(v23) SOMEINEVSOME(® = INEVSOME®

EiD29
(A2 ESOMEMSSOME

(V24) ALLID D SOME()
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v25) INEV(H D POT®
(V26) ALL(f2g) D (SOME®NOSOME(g)
(V27) ALL(DASOME(g D SOMEWAQ)
(v28) ALLSOMEWM = ALL(D

(v29) POTINEV() = POT(D

(v30) INEVALLINEV(H = ALLINEV(D
(V31) ALLINEVALL(D = INEVALL®

L

Preuve: Toutes les propriétés peuvent étre prouvées facilement a I'aide

de la définition de F et des remarques suivantes. OO

Remarque: La validité de (V1) et (R nous Indiquent que ALL est un
opérateur normal. (V2) & (V5) sont valldes pour tout opérateur normal.
(V6) et (V7) confirment la remarque que ALL correspond a O de S4.
8 a (Vi1 correspondent & des théorémes de S4. Le fait que Fimpliquation
(V12) est propre. montre que SOME n’‘est pas un opérateur normal,

et (Vi2) et (R2) indiquent que SOME est un opérateur monotone [Ch].

(V13) est ie dual de (Vi2). (V14) et (V15) correspondent a (V6) et
V7. et (V16) et (VI7) sont leurs duaux. (V18)., (V19) sont les axiomes
L, L) de S4.3 pour SOME. Etant donné que I'on considére seulement
des modeles discrets, on a également la valldité de (V20) et (V21
qui sont les axlomes (DL et (DL) de S4.3.1 pour SOME. Leé égalités
(v22) et (V23) qui ne sont pas valides pour ALL sont duesrv:a w18,
(V24) & (V29) montrent la relation entre les deux opérateuré modaux
ALL et SOME. (v26) est une autre fagon d'exprimer la monotonie de
SOME.

Remargue: Si i'on a prouvé la validité de (V1), (V6), (V7). (R1) qul
correspondent aux axlomes et régles de S4, de (V26), (W27) et (V14),
(V158), (V18) et (V20), on peut déduire ia validité des autres formules.
Ces axlomes et régles ne constituent pas par contre une axiomatisation
de LTA. et en [Ca] il est remarqué que LTA n‘a probablement pas
une axiomatisation finitaire, mais admet une séquence Infinle d‘axiomes
qui sont des généralisations de plus en plus compliquées de (V19),
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Il est Intéressant d'éludier les modalités Indépendantes d’une logique
temporelle. Une modallté est une séquence d'opérateurs unaires. En
LTA on peut se restreindre aux séquences d’opérateurs modaux parce
qQue toute négatlon peut toujours 6tre éliminée & )'alde de I'opérateur
dual de chaque opérateur modal. Les égalités (V7), (V10 et leur duaux
v9), (V1D garantissent qu‘avec Vopérateur ALL et son dual POT on
ne peut construlré qu‘un nombre finl de modalités différentes. On obtlent
le méme résultat pour SOME et INEV & partir des égalités (V15), (v22)
ot des propridiés duales V17, (V23). De (v28) & (V3D on dédult que
le nombre de modalités ‘mixtes’ est également finl. Plus préclsémem,
en LTA toute modalllé est équivalente & une modalité de longueur Inférisure
ou égale a cing. Le trelilis des modalités de LTA, qul contient seulement
des modalités différentes. est donné ci-dessous. Les impllcatlohs et
égalités utllisées peuvent 6tre déduites des formules valides de la
proposition 1. Le falt que les Implications sont propres, dolt étre prouveé
a l‘alde de cbntre—exemples.

Le trelllis des modalités de LTA:

APAp Mp\
]

I \
N N, APAISp AIS
/ K \ //l
.’ ‘\
; PAp APAIp APSp PAISp Alp
." /
Ol l.
APp / PAPSp PAIp APSIp ! D
\.\ ;‘ / :
N, h !
.. [ PAPSIp SIp
N, /
\' .J
PAPp PSIp

]

[}

|

1

1

C\ .

On note: ", \ 5

* ]

Ap:=ALLp .. SPp Ip
Sp=SOMEp B \\\ /

Pp:=POTp Pp
Ip:=INEVp
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ITI.3 La logique UB

Pour LTA nous n'avons pas pu donner une axiomatisation finitaire. Ben—Ari,
Manna et Pnueli ont présenté en [BMP1] une logique UB contenant
les opérateurs ALL et SOME de LTA. De plus, UB contient un opérateur
PRE. dont le dual est PRE, exprimant ‘Il existe un successeur directe’.
En UB on peut donc exprimer ce qui se passe dans un pas de calcul.
En effet. Il n'est pas désirable que I‘on puisse spécifier ce qui se
passe dans un pas de calcul [La2], parce que dans les spécifications
on veut précisément faire abstraction de la notion de ‘pas .de calcul’.
Dans les spécifications exprimées en termes de formulesj‘- de uB. il
est donc ralsonnable de ne pas utlliser les opérateurs PRE et PRE,
¢e qul revient a donner des spécifications en termes de formules de
LTA.

L’adjonction de I'opérateur PRE permet par contre de donner une
axiomatisation finitaire de UB [BMP2].

Le langage de formules FUB est definl & partir de la signature
L = L U{PRE} ,
sur un ensemble de varlables propositionnelles P, ou PRE est un opérateur

unaire. Si feF, 5. on définit I'abréviation suivante pour {‘opérateur dual
de PRE: )
PRE(D = TPRECH.

La classe de modéles MUB-est MLTA. p

La relation de satisfaction k. est une extension de E Obtenue en

us ira’
ajoutant pour les formules de la forme PRE(® la régle suivante:

Si feFUB. meMLTA et weWw, alors

(PRE) m.wkPREWM ssi ]seEX(w) m.s Ef,
Par conséquent. on a pour le dual
(PRE) m.wePRE® ssi VseEXW) m.skt.
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Ceacl signitle que

- un état w satisfalt PRE(D ssl I} existe un successeur direct de w
qui satisfail f§.

- un état w satisfalt PRE() ssl tous les successeurs directs de w

satistont ¢

Alnsl, on a défini une Interprétation IUB=(FU5,MUBJ=UB).

Définition 1

Consldérons le calcul Ca'ua' obtenu en ajoutant aux axlomes et régles
- du CP les axlomes et régles suivants:

(AD ALLUDE) D (ALLDDALLUY)
(A2) PRE(f2f) D (PRE(DSPREW))
(A3) ALL() D fAPREALL(D

(A4) ALLUDPRE() D (IDALLN)

(EV ALLUDH) D (SOMENISOME())
(E2) PRE(®) > PREW

(E3) SOME(D D {APRESOME(D

(E4) ALLUDPREW®) 2 (OSOME(D)

.
R Am

(A1) respectivement (A2) correspondent & I‘axiome de normalité de
I1.3 pour ALL respectivement PRE. De (A3) et (A4) on déduil que
ALL(D est le pius grand point fixe de X=PRE(X) contenu en f. (A4)
peut étre consldéré comme une lol d‘induction. '

(EV) est (V26) de 111.2 et exprime la monotonle de SOME. (E2) est
valide du falt que les relations R des modéles considérés sont lotales.
(E3) et (E4) correspondent & (A3) et (A4) et permettent de déduire
qQue SOME( est le plus grand point fixe de X=PRE(X) contenu en f.
(E4) peut étre consldéré comme une loi d’induction comme (A4).

Etant donné que linterprétation des opérateurs modaux ALL et SOME
en UB est la méme qu‘en LTA sur la méme classe de modéles. I
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est évident que toute formule valide en LTA est valide en UB. On a
méme que toute formuie valide en UB, qui appartient a FLTA, est
valide en LTA. Pour la plupart des formules de la proposition 1 de
III.2 il est faclle de montrer -qu‘elles sont des théorédmes de
CaIUB. La preuve pour (V18) par exemple peut étre trouvée en [BMP2].
Aprés la proposition sulvante la preuve pour (V21) est donnée., d‘une
part parce que cette formule n‘est pas mentionnée en [BMP2] et d'autre
part parce que sa déduction n‘est peut-étre pas évidente.

Dans la proposition suivante on donne des formules valides, qui sont
également des théorémes, n‘appartenant pas a FLTA'

Proposition 1

Les formules et regles sulvants appartiennent a CaIUB.

(TH  PREGAY = PRE(MAPRE®)
(120 PREMVPRE() > PREWvVI)
(T3) PREMWVPRE() = PRE(fvf")
(T4)  PREGAf) D PREMAPRE(")
(T5)  PRE(MAPRE(f) D PRE(Af)
(T6) ALL(D = fAPREALL(

(M7 POT(M = fvPREPOT()

(T8)  PREALL(D = ALLPRE(D
(T9) SOME®M = fAPRESOME(®D
(T10) INEV(D = fvPREINEV(®
(T SOMEGDPRE(®) D (DSOMEM)
(T12) PRESOME®M > SOMEPRE(D

Pour les modalités M={ALL,SOME,PﬁE,POT,INEV,PHE} les ragles
d'inférences

FHf

M
A Faw -

M, of
(R2™) rhi®oMa)

Preuve: La plupart des preuves ne sont pas difficiles. A titre d‘exemple
on peut trouver les preuves pour (T8) et (T9) en [BMP2].
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Remarque: tes théorémes (T1) & (T4) découlent du fait que PRE
est un opérateur normal. (T5) peut étre dédult de I'axiome (E2).
(T6) peut étre dédult des axiomes (A3) et (A4), et donne une caractérisation
de ALL(D, et (T7), la formule duale. donne une caractérlsaﬂdn de
POT(. De manliére analogue. (T9 et (T10) peuvent étre déduits de
(E3) et (E4). (T11) est une lol d'induction comme (E4).

Maintenant, nous donnons donc la preuve pour (V18) de 111.2, qui
montre l'utilisation des lois d’induction (A4) et (E4) et des caractérisations
T6). (O7). (T et (TV10).

Propaosition 2 .
(T13) SOME( 2 INEVUAINEV( H) 2 (*f D SOMEINEVUAINEV( )
(T ALLO DINEVUAINEVC' D) D (°f o ALLINEVUAINEV( )
sont des théorédmes de UB.

Preuve: On prouve (T13). On écrit simplement S.1 a la place de SOME,
INEV.
On note ri=IG6AI( D).

CD FYASC PN D YArAS( o) par (V14) et (CP)

( 2 FYAAS( D) D PRE(AS(C 120) par (E3). (T10) et (T5)
{ 3) HAASC 1) D PRE(I(* DAS( 121) par (E3), (T10) et (T5)
€ 4 HATCHDAS( 21 D AS(Y §21) par (V16)

€ 5) FYAICODASC 1) D VIArAS( o) par (1) et (CP)

( 6) FICDAS( 1) D rAS( 20 par (4),(5 et (CP)
€D HAASC D1 D PREGAS( 20) par (3),(6).(R2) .et (CP)
€ 8 FrAS( D) 3 PREGAS(Y f21) par (2.(7) et (CP).

( 9 FASC 2D D SGAS( Pr) par (8).(R).(E4) ot (CP)
A0 HASO PN 3 8N : par (9 et (CP)

an FYUASC PN o sm par (D.Q0) et (CP)
(12) FSC PN D (P 2SM) par (11 et (CP) q.e.d.

La preuve de (T14) est tout a falt analogue. ou PRE est remplacé
par PRE. I'utilisation de (T5) par (TV), (E®) par (A4) etc. O
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UB a une Infinité de modalités indépendantes, parce qu'il n‘existe aucune
‘lol de réduction’ pour les opérateurs PRE et PRE. Pour les modalités
construltes a partir des opérateurs ALL et SOME on obtient évidemment
le méme treilils que pour LTA.

On a le théoréme sulvant.

Théoreme 1 [BMP2]

La logique UB=(CalUB,IUB) est consistante, compléte et décidable. O

La procédure de décision présentée dans le paragraphe suivant est
une procédure de décision pour UB et également pour LTA.
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I1X.4 La loqlgue du temps arborescent conditionnelie LTAC

Les logiques LTA et UB ne sont pas sufflsamment pulssantes pour
exprimer certalnes propriétés Intéressantes de programmes. En pariculier,
elles ne permettent pas d'exprimer des propriétés du type "Il est possible
(respeclivement Inévitable} d’attelndre un état satisfalsant une propriété
P en maintenant vrale une condition ¢ jJusqu’a ce que p soit satisfait”,
C’est-a-dlre des propriétés d'atteignabllité inévitable ou possible sous
une condition. _

Les propriétés de ce type n‘élant pas exprimables en UB, nous Introduisons
Fextension LTAC de UB [QS2] et donnons une axiomatisation compléte
de LTAC et une procédure de décision, généralisation de celle donnée
en [BMP2] pour UB. Cette procédure est également une proéédure
de décision pour UB. parce que les formules valides de la restriction
Fua de Fm\c sont exactement les formules valldes de Fug L@
logique LTAC est également la logique CTL de [CE] et [EH1}. En
[EH2] plusieurs extensions de LTAC sont proposées.

4.1 La logique LTAC

Le langage de formules F,,. est définl a partir de la signature

Lrac = xua sur un ensemble de varlables propositionnelles P, ot ALL

et SOME sont des opérateurs binalres.

Si g.1eF; .. on définit les abréviallons sulvantes pour les opérateurs
OQuaux de ALL et SOME par: '

POT(g.h = YALL('g."H
INEV(.D = "SOME('g.*n

La classe de modéles Mme est MHA.

La relation de satlsfaction tinc est définle comme Fp €0 11.23 par

les regles () a (3 en ajoutant pour les opérateurs modaux les regles
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suivantes:

Si meM

14 WEW et g.feF-UAC, alors

(AL m.wkALL(g.ND ssi VseEXW) VneN i< m.sib‘g Implique
. m',sn&:f) _
(SOME) m wkSOME(g.f) ssi ]seEX(w) V¥neN i< m,sl.l=’g Implique
m,snt=,f)
(PRE) m.wkEPRE(W ssi }seEXwW) m.s,l=f
Par conséquent, on obtient pour les duaux
(POT)  m.wkPOT(g.f) ssi ]seEXw) JneN Vi< m.skg et ;ﬁ.snhf)
(INEV) m.wk INEV(Q.) ssi ¥seEXw) IneN Vi m,s]l=g et m.snhf)
(PRE) m.wkFPREWM ssi V¥seEX(w) m,s1l=f.

Les Interprétations de PRE et PRE sont donc les mémes que pour
UB. Pour les autres opérateurs modaux on a

= Un état satisfait ALL(g.D ss| tout état s, de toute séquence
maximale s partant de w satisfait f, tant que tous les états s, de
la séquence s qul préceédent s, satisfont la “condition* g.

- Un état w satisfait SOME(g.f) ssi tout état s, d’une séquence
maximale s partant de w satisfait f, tant que tous les états s, de
s précédant s, satisfont g.

— Un état w satisfait POT(Q.D ssi il existée une séquence maximale
s partant de w dont un état s, satisfalt f. et tous les §tats 5
de s précédant s, satlsfont g. c’est-a-dire ssi & partir de w Il est
possible d'atteindre un état w' qui satisfait f en maintenant la condition
g vérifiée pour tous les états précédant w’ sur un chemin de w
a w'.

= Un état satisfait INEV(g.H ssi toutes les séquences maximales s
partant de w contient un état s, qui satisfalt f et tous les états
s, de s précédant s, satisfont g, c'est-a-dire ssi & partir de w i
est Inévitable d'atteindre un un- état w’ qui satisfait f en passant
par un chemin de w a w' dont tous les états précédant w’ satisfont

la condition g.

Ainst. on a défini une lmerprétaﬂon‘ ILMC = (FLTAC.MLTAC,E_TAC).
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L'interprétation Yrac ©st donc une "généralisation” de I,g Parce
Que. comme on voit facllement, les opérateurs modaux unaires de UB
peuvent étre délinls de la manlére suivante:

Définition 1

ALLD = ALL(L.D
POT ) := POT(T.N
SOME() := SOME(.N
INEV() = INEV(T.D

Considérons le calcul Cal obtenu en ajoutant aux axiomes et régles

LTAC’
du CP les axlomes et régles sulvants:

(A1) ALL(G.ID1) D (ALL(G.HDALL(G.I')
(A2') PRE(21Y > (PREWDPRE)
(A3°) ALL(g.D D IAC gOPREALL(Q.N)
(A4) ALLULIAY gDPREW) D (IDALL(G.H)
(A5 ALL(L.gDg") D (ALL(G.NDALL(G’.H)

(EV) ALL(g.IDf) D (SOME(g.NDSOME(g.1)
(E2) PRE D PRE®
(E3°) SOME(g.nH D IAC g-oPRESOME(g.m)
F(E4‘) ALLILIAY gDOPRE(N)) D (I2SOME(g.f))
(ES') ALL(1,g2g") D (SOME(g.NDSOME(g’.1)
)

FALL(L.D
Visiblement. on peut déduire les axlomes et régles de Cal,, & partir
de cette axiomatisation en substituant toujours 1 pour g et en utilisant
ensulte les abréviations définles précédemment. Les axlomes (A5) et
(ES") slgnmént Que ALL et SOME sont monotones pour le premier argument.
Cal . est donc contenu en Cal

us LTAC
donnons donc seulement des théorémes et regles de LTAC qui

Dans la proposition suivante. nous

n‘appartiennent pas a Fua' mais qul peuvent élre vus comme des
généralisations des théorémes et régles de UB, donnés dans la proposition
1 de 111.3.
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Proposition 1

Les formules et régles suivants appartiennent a Callmc.

(UD  ALL(G.DAALL(G.f) = ALL(G.IAF)
(U2)  ALL(g.D = A gOPREALL(G.D)
(U3  POT(.D = VGAPREPOT(g.H)
(U  ALL(G.D = ALL(g.ALLG@G.D)
(US)  ALL(gAG'.H D ALL(g.DAALL(G".D
(U6  ALLWLD = ALLILD

(U7  SOME(Q.IAf) D SOME(g.NASOME(g.f)
(UB)  SOME(g.D = IAC* gOPRESOME(g.D)

(U9 INEV(Q.D = fvigAPREINEV(g.H)

(U10) SOME(.h = SOME(g.SOME(g.n)

W1 INEV(@.DAINEV(G.f) = INEV(gAQ'.IAINEV(g'.fIvi'ATNEV(g.H)
(U12)  SOME(LIAYgIPREM) D (fFOSOME(g.H)

(U13) SOME(GAQ'.D D SOME(g.DASOME(g'.H

(U14) SOME(L.D = SOME(.D

1]

il

(U15  ALL(G.Hh D SOME(g.h
(U16)  ALL(G.NASOME(g".f) D SOME(gAgG’.fAT)
(U17)  INEV(g.ALL(g.D) 2 ALL(g.INEV(g.D)

Pour Me {ALL.SOME. INEV.POT}

-
FM(g.D

|

M. Hof' FgDg’
(R TMig.hoMig i

FiA'g D PRE®

A
A3 sAtig.D

S, FIAgIPRE®
(A3 H1>50MEQ.D

Preuve: Les preuves sont analogues aux preuves des théoréme‘s
correspondants de UB. Les preuves., pour les propriétés concernant
les premlers arguments des modalités binaires. sont obtenues a partir
de (A5 et (E5). (UB) et (U14) sont obtenus en utllisant (A5 respectivement
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(E5) dans un sens. el (U2) et (A3) respectivement (U8) et (E3") dans
le sens Inverse. Les régles (R3) sont obtenues a partir de (R) et (A4)
respectivement (E4’) et (MP). 0

Une modalité a été définle comme une séquence d'opérateurs unaires.
En LTAC. on peut définir des modalités en fixant ‘un argument d‘un
opérateur binalre & une constante T ou 1 comme en définltion 1. Etant
donné que
ALL(T.N=t=POT(L.0).

ALL(Q. 1)=POT(g.L)=4 et

ALL(g. =POT(g. =T
et de manlére analogue pour les opérateurs SOME et INEV, les opérateurs
unalres deéfinls en définition 1 sont les seuls que f1'on puisse déﬂnlr
ralsonnablement. Ce sont les modalités de LTA. et on obtient le ‘méme
trelllis de modalltés que pour LTA.
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4.2 La procédure de décision de LTAC

La procédure de décision de LTAC est une extension de la procédure
de décision pour UB. présentée en [BMP2]. Pour une formule f donnée.
cet algorithme effectue une recherche systématique d'un contre-modeéle
pour f, et ne fournit pas un tel modele ssi f est une formule valide.

Definition 2

Une structure est un triplet 8 = (S.R.F) dont la seule différence a

un modéle est que pour s€S F(sSICF n‘est pas nécessalrement

LTAC
complet, c’est-a-dire peP et péF(s) n’'Impilique pas nécessalrement

1peF(s).

Notation: On écrit fes pour feF(s).

Definition 3

Une formule feF est en forme positive st les seules occurrences

LTAC
de la négation en f sont appliquées & des variables propositionnelies.
Ceci est toujours possible en utilisant les opérateurs duaux des opérateurs
primitifs.

(Par exemple *(ALLpvSOMEPOT(q.p)) = POT(* p)AINEVALL('q."p).)

Dans I'algorithme sulvant on ne considére que des formules en forme
positive. Cecl et les caractérisations (U2). (U3). (UB) et (U9 permettent

de classifier toutes les formules en formules primitives. a~-formules

et B-formules.

Les tormules primitives sont les variables propositionnelles ou leurs

négations et les *X-formules* de la forme PRE(D ou PRE(f). Les

a-formules sont de la forme a’'Aa” et les S—formules de la forme B'v8".

Définition 4

On classifie toute formule positive, non-primitive, en a- ou B-formules
de la manlére suivante:
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« a’ a®

IAF* |

ALL(g.D |f gvPREALL(g.D
SOME(g.n |t | gvPRESOME(g.H
8 B |8

fvf* A N

POT(.D |f |QAPREPOT(g.n
INEV@.0 [t |gAPREINEV(g.D

Remarque: On a pdur loute a-formule ., a=a‘Aa* et pour toute B-formule
B. B=8'vE".

Définition 5

Une structure H = (H.R.P est une structure de Hintikka pour LTAC

ssl VseH:

(H)  ‘pes Implique pés (consistance)

(H2) aes Implique a’es ot a*es. ou a une a-formule

(H3)  Bes Implique B'€s ou B%€s. ou 8 une B-formule

(H4a) PRE(es Implique VieH (sRt Implique fet)

(H4D) PREes Implique JteH (sRt et fen ,
(H5a) POT(g.Nes Implique Ix=s,...€H™, s)=s. ]In s,F1 et via skg

(H5D) INEV(g.Des Implique Vx=s)...€H .5,=s, In sl el Vi s’.EQ

H est une structure de Hintikka pour { ssi IseH tel que fes.

Proposgition 2

Une formule teFLT AC ost salisfalsable ssi Il existe une structure de Hintikka
pour .

Preuve:

‘=‘ Evidemment, tout modale est une structure de Hintikka.
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‘«<=* Goit H=(H.R.A une structure de Hintikka pour f. Elle peut étre
étendue & un modele m=(H.R.P par. ¥seH, VpeP
peP(s) ssl peF(s) ou TpéF(s)
TpeP(s) ssi TpeF(s)
Preuve par induction sur la structure de formules en forme positive:

(1) fes implique m,skf
(2 *fes Implique m.skf

Ceci est vrai pour feP par construction de m. La preuve structurelle
est fa/cile & établir par la définition de la relation de satisfaction
pour les formules de la forme fAf, fvi' PRE(, PREW®, POT(,
INEV(D), ALL(). SOME() et les caractérisations (U2), (U3), UB)
et (U9). O

Notations:
1. Un tableau T=(T.R.P est comme une structure ol F(s) est un ensemble

de formules positives quelconques.
2. On appelle seT un noeud de T.

3. Pour seT. on écrit VF(s) pour V_ f et AF(s) pour A f.
pour e pour ers)

Supposons. que l'on veullle prouver la validité d’une formule

TeF rac

la proposition 2. il suffit pour cecl de construire une structure de Hintikka

On essaye alors de construire un modéle pour “f. D'aprés

pour 'f. Elle sera obtenue a partir d‘un tableau T, obtenu en appliquant

P

a un noeud Initlal s,. tel que F(s)={"f}. les “regles” (H1) a (H4 de

la définition 5 jusqu’a stabllisation. Pour la structure que I‘on obtient
a partir de T, Il reste & vérifler (H5).

Définition 6 (construction d’un tabieau pour f

Soit ¥ une formule en forme positive. Pour garantir que la relation
R du tableau construit est totale. on 'peut remplacer {f par fAALL(LT,
une formule équivalente & f.
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1. Solt s, la racine d'un tableau T. On définit Fis ) ={1}.

2. (a-ragie) ,
Sl s€T ot aeF(s). une a-formule & laquelle la a-régle n'a pas encore
été appliquéde. on crée un successeur s, de s. ou
F(s,)=F(s)u[a'.a").
On appelle s un a-pnoeud pour «a.

3. (8-ragle)
Sl s€T ot BeF(s). une B-formule A laquelle la A-régle n'a pas encore
616 appliquée, on crée deux successeurs s, el s, de s. ou
Fls)=F(a)U(8‘) et F(s)=F()U{g"]. '
On appelle s un F-noeud pour 8.

4. Solt s€T un nogud pour lequel les régles (2) et (3) ne sont plus

I'ensemble des X-formules de s. On crée Kk successeurs s, de s
tels que F(sl)=(1‘.9r...g‘] pour I=1. k.
On appelle s un X-ngeud.

Définltion_7 (régles de termlinalson)

(TH Sl s est un noeud tel que peF(s) et *peF(s) pour une formute
. primitive pe_P. 8 ost fermé et on n’applique plus de régles A s.
a2y si 8, &st un successeur d'un X-noeud s. s esi descendant d'un
noeud r}, successeur direct d‘un X-noeud r. et F(s')=F(r'.), alors

on enlave 8, et ajoute un arc de s & rl.

Proposition 3 (terminalson)

L’algorithme de construction de tablead se termine.

Freuve: 8 n esi le nombre de sous-formules de f. Il n’existe pas
plus de 2”7 noeuds différents. Alors, sur toute branche du tableau (T2)
dolt étre appliqué dans une profondeur finle. dans le cas ou (F1 n‘est
pas appliqué. 0O '
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L'algoriihme de marquage suivant élimine tous les noeuds qui ne peuvent
pas 6étre complétés pour sailsfalre (H1) & (H4).

Définitlon 8 (algorithme de marquage provisoire)

On appilque les régies de marquage suivantes jusqu’é stabilisation et
obtention d‘un tableau T'.

M1. On marque tous les noeuds fermes.
M2. On marque un a-noeud s sl s, est marqué.

M3. On marque un B8-noeud s sl 8, et s, sont marqués.

2

M4. On marque un X-noeud s sl un des s, esl marque.

Définltlon 9 (une structure provisolre)
On définit une siruclure S=(S.R.F & partir de T':

1. § est I'ensemble des X-noeuds de T', c'est—-a-dire des X-noeuds
non marqués, que l'on appelle aussi des états.

2. Pour s,reS on a sRr ss! Il existe un chemin 85,..8.1 en T ob
§;--.8, sont des a- et B-noeuds.

3. peF(s) ssi peF(s).

La structure S. ainsi définle. satisfait apparemment les condltions (H1)
& (H4) de la délinition 5. mals pas nécessalrement (HS5). Par exemple
le tableau cl-dessous pour ALL(IAPOT( p) contlent un circuit non marqué
dans lequel la satisfaction de POT(p) est Infiniment ajournée.

[ALLpAPOT (' p) |
I T ,
[ALLpAPOT(* p):ALLp POT( p)
Ja

[ALLpAPOT C 3 ALLp:p.PREALLD.POTC p)
/ \\_ o

= A =
..POTC p;p.PREALLp, p| -..POT( p):p.PREALLD PREPOT(? p)
e Ix r
[ALLp.POTC p)] état
la

[ALLp:p.PREALLD.POTC 1

8] '
p.PREALLp.PREPOT(‘ p

o x
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Pour délerminer des Inconsisiances de ceite nature on assocle un
rang rg(h.8) aux occurences des “formules futures® de la lorme POT(L.g).
INEVa.). PHEPOT(g ) ou PHEINEV(Q ) dans un état s.

Définitlon 10 (algorithme d‘assoclalion de rang rg

On applique les regles d’assaclation de rang sulvantes jusqu’a stabilisation.
Soit rg(h.s) ne pas encore définl. alors

(R1) 81 h est do la torme POT(g.H ou INEV(G.D. s est un g-noeud
pour h et 8, n‘est pas marqué., alors rg(h.s):=1. '

(R2) §I h est de la forme POT(g.D ou INEV(G.D. s est un B-noeud
pour h. 51 8st marqué el fg(h‘,sz) est délinl - od h'=PREPOTI(Q.D
ou h'=PHE[‘_NEV(g.D respectivement — alors rgh.s):=rgih’.s )+].

(R3) 8I s est up B-noeud non pour h et rg(h.s) -est détinl pour =1
ou =2, alors rg(h.s):ag(h,s}ﬂ.

(R4 8| s est up a-noeud et rglh.s) est délinl. alors
rgh.sy:=rgth.s)+1.

(RS5POT) SI h=PREPOT(g.f). 8 sl un X-noeud et rg(POT(g.D.5) est
détini pour un successeur s,. alors rg(h.s):=rg(POT(g.l).s.H].

(RSINEV) S) h=PREINEV(g.0. s est un X-noeud et rg(INEV(g.D, 5)

- est définl pour tous les successeurs s, alors
rgth.s):=max [rg(INEV(g.0.5) } +1.

Cet algorlthma 86 termine parce que le nombre de formules luturas
h est finl et tout rglh.s) p’est défini qu’une fols. ]
Dans la régle (ﬂ&lNEV). on ne tlent pas compte de la condition g
de INEV(Q.h parce que tout noeud contenant PREINEV(g.D conilent
egalement g. Cecl, parce que PﬁEINEV(g.D ne peut éire oblanu.q;ﬁen
appll@uant la a-régle & gAPﬁEINEV(g.l). une formule obtenus par
application de la g-régle a INEV(g.n.

On peut falre une remarque analogue pour la régle (R5POT).
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Proposition 4

(1) rgth.sd=) ssi s est un B-noeud pour h et 8, n‘est pas marqué.

(2) 8 s est un @-noeud pour h, s, est marqué ét 5, n‘est pas
marqué. alors rg(n,sg)«g(h.s).

(3) Sl s est un S-noeud non pour h (un a-noeud), alors
rg(h,sl)«g(h,s) pour un (e seul) successeur de s.

(4) Si s est un X-noeud. alors rg(lNEV(g.ﬁ.s‘)«g(INEV(g.f).s) pour
tout successeur s, de s ot rg(PO’{(g.ﬂ.s’)<rgtPOT(g.0.s) pour ie

successeur s, de s. définl pour PREPOT(Q.D.

Preuve: Evidente. O

Maintenant, on compiéte I‘aigorithme de marquage, définl précédemment,
de telle sorte que l'on obtlenne un tableau a pamr duquel on peut
définir une structure de Hintikka.

Définitlon 10 (algorithme de marquage)

- On applique (MY & (M4) de la définition 8 jusqu’a stabllisation. .

- (M5): On applique talgorithme d‘association de rang et on marque
tout nosud s contenant une formuie future h telle que rg(h.s) n‘est
pas définl, |

- Sl par (M5) un nosud a é&té marqué, on réapplique de nouveau
(M1 & (M4 et ainsl de sulte Jusqu'a stabllisation et obtention d' un
tableau définitif T,

Cet algorithme se termine parce gqu’a chaque étape au moins un noeud
est éliminé.

Théoréamae 1

Soit T’ le tableau définlif, obtenu par lValgorithme précédent en mettant
F(so)={t}. Alors, la racine s, h'est pas marquée ssl Il existe une
structure de Hintlkka (finle) pour f, c’esi-a-dire f est salisfaisable.
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Cecl signifie que |'algorithme décrit est une procédure de décision
pour LTAC. et LTAC a la propriété de modales finis.

Preuve:
<= Une conséquence du théoréme de compliétude. donné en 2.3.

=». Une conséquence de l'algorithme de construction de contre-modéle.
donné ci—dessous. O

La structure S oblenue & partlr du tableau définitif T° n‘est toujours
pas nécessalrement une struclure de Hintikka, parce qu‘il peut toujours
y avolr des circuits dont tous les états contiennent les formules INEV(Q.D
et *f. Mals ces circults peuvent toujours étre quittés par un choix aliernatif
a4 un B-noeud, sinon le clrcult seralt marqué Inconsistant. L'algorithme
proposé eflfectue un “"déroulement* de la structure S’. tel que de tels

circults sont parcourus seulement un nombre fini de fols.

Déflfinition 12 (algorithme de déroulement)

Cet algorithme travallle sur le tableau définitif T'. obtenu par Valgorithme
de marquage. qul ne contient que des noeuds non-marqués. Si Sp€T.

on construll un tableau T* de la maniére suilvante:

Notatlons:
Si seT’'. alors s’, s" etc. sont des occurrences de s en T-.
ch(s'.r') est le chemin de s' & r' qui ne contient pas r’.

Un noeud alternatlf est un B8-noeud dont les deux successeurs appartiennent
aT. '

T" est obtenu a partir de T’ en appliquant les reglés sulvantes:

(DO) s;)e T".

(DN Sl s n'est pas un noeud alternatlf et s'eT", alors pour tout successeur
(direct) 5 de s s“ est un successeur de s en T~

(b2) 8i é est un noeud allernatif, s'eT* et k le nombre d'occurrences
de s en ch(sa.s‘). alors

() 8) k=0, le successeur de 8’ en T* solt s; (arbitrairement).
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@) Si k0 et s; (s‘é) était le successeur de la k-1-idme occurrence
de s en ch(sb.s‘) le successeur de s’ est s;_, (s;).
C'est-a-dire. on cholsit alternativement s, ot s,

(D3) Si s’ est une occurrence de s en T" et s* une occurrence précédente

sur ch(sb,s'). et tout noeud alternatif apparaissant en ch(s".s"
y a au moins deux occurrences. c'est-a-dire tout successeur alternatif

a été choisl au moins une fois, alors on identifle s’ et s*.

Il est évident que cet algorithme se termine. parce que le nombre
de noeuds alternatifs est fini. Si un noeud s a un nombre infini
d‘occurrences dans une branche. alors Il en est de méme pour ses

successeurs directs et ainsi de suite. On obtient dong:

Proposition 6

La structure S obtenue a partir de T* est une structure de Hintikka
(pour 0.

Preuve: Il reste a vérifier (H5). Pour tout é&tat s‘€S* on a:
Si PREINEV(g.D ou PREPOT(g.D appartient & s et f n‘appartient pas

& s, alors g appartient a s. Pour vérifier (H5), on ne doit donc pas

tenir compte de g et la preuve est celle donnée en [BMP2] pour

~vérifier la satisfaction de INEV®) et de POT®. O
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43 La compiétude de LTAC

Theoréme 3 (compiétude)

La logique LTAC définie par LTAC=(CaILMC,1_[LTAC) est consistante et

compléte.

Preuve:
1) Comme nous avons déja mentionnd, les axiomes et régles de

CaIHCA sont valides. D'ol on obtlent la consistance.

2) Pour montrer la complétude. c‘est-a-dire que toute formule valide
est un théoréme, on associe a chaque noeud ‘s du tableau T* une

formule £(s)="AF(s), }.e. f(s)=‘¥F(s)‘t. Pour Fispp={"1} on obtient
donc t(so)=t. On sait que si f est valide. alors la racine s, est

marquée. Si I'on peut prouver que la formule #(s) pour tout noeud
marqué est un théoréme. on obtlent:

VteFUAG
ce qul compléte la preuve. La preuve de Fi(s) pour tout noeud s

Ff implique H1,

marqué est abtenue par Induction sur la structure du tableau T

& partir des quatre lemmes sulvants.

Lemme 1

Sl 8 est un noeud fermé. alors i(s).

Lemme 2

Si s est un a-.( 8-).(X-)noeud et H(s,). ( l—t(s,) et H(sz) ).
( H(s‘) pour un | ), alors ki(s).

Lemme 3

Sl t est un étal, marqué parce que rg(PREPOT(.9).00 n'est pas définl,
alors H{Q).
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Lemme 4
Si t est un état, marqué parce que rg(PﬁEINEV(gJ),t) _n'‘est pas
définl, alors Hi(t).
It est évident que I'on peut déduire des lemmes 1 a 4. :
s, marqué implique K(s,).

ce qui compléte la preuve de la complétude.

Il reste donc a prouver les lemmaes:

Le lemme 1 peut étre prouvé par un raisonnement purement propositionnel

comme en [BMP2].
Le lemme 2 peut étre prouvé exactement comme le lemme correspondant
en [BMP2]. sl Ion utilise les caractérisations (U2), (U3), U8B et (U

a la place de (T6). (T7)., (T9 et (TIO) de III.3.

Preuve du lemmeg 3

Soit [t]* les états accessibles & partir de t en prenant aux X-noeuds
le successeur contenant POT(g.D. Alnsi, tous les éiats seft]*
contiennent h=PREPOT(g.Dh et rg(h,s) n’est pas défini.

Ges¥= {f | PRE(eF(s)} '

Wis)= AGLs) .
wh= v we
seft]*

[s] les états de [t]* accessibles & partir de s én passant
seulement par des a- et B-noeuds. c'est-a-dire les états
successeurs directs.

Soit se[t]* et s, le noeud créé a partir de s pour PREPOTI(g.D. Alors,
F(51)=F(S)U{POT(g,f)} et tout chemin en [t]* passe par Sy
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~ Pour tout «— ou S8-noeud r on a;
St r est un a-noeud pour a=a’'Aa". alors
AF(r)=AF(NAa’ AQBAF ().
Sl r est un 8-noeud pour B8=8‘vB8". alors
AFPVAF (r) SAFINAB VAF(DAB"SAF ().
Ainsl. on obtient

M FAF(s) grve[s]AFm par la définhion de {s].

- Pour tout seft}* h=PREPOT(g.Des ot rg(h.s) n‘est pas définl. Sans
perte de généralité on peut supposer que la premiére régle appliquée
en s, est la g-régle pour POT(g.N=tvgAPREPOT(g.D et 871 g-St
inconsistant (slnon rg(h.s) seralt définl). Cecl impilque:

a) Hi(s,) par Induction. l.e.
F'ispv? équivalent a
FW(g)D ¢ (2).
Parce que (2) est vral pour tout se[t]* alors
FWog (3) ce qul lmplique par (R2™Y

FALLC QWD 2 ALLO gD “@

b) Tous les s’¢[s] sont des successeurs de s, - F(s,) contlent fa
2

a-formule gAPREPOT(g.D et sans perte de généralité on peut

supposer que 312

8on successeur. donc F(N-{PREPOT(g.N}=G(s)ufg]}. Cecl !mp‘iique

est un a-noeud pour cette formule et r est

que tous les successeurs de s, .
2

contiennent la formule g ou une formule g' telle que 'Og (comme |

Inclus les états s'e[s-]

en (a) et la formule primitive PREPOT(g.N. On a
F(N—-{PREPOT(g.H} = Gs)U{g}. Alnsl. on obtient par (1) -

FgAAG(s) D y ]{x(F (s')-{PREPOT(g.D D).

Parce que {PﬁE(i)liEG(s )} € F(s")-{PREPOT(g.N}. alors

FGAAG(s) D ye[s] Bacs ‘)PHE(II).

Par (TT) de TI1.3 et la définition de W(s). on obtient

FgAW(s) > PREW())  (5)
8 s 'sye{s]

Parce que (5) est vral pour tout se[t]*. on a
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!‘-g/\W‘ Ds\é[t]*PﬁE(W(s»' ce qui implique par ,(T2') et la définition
de W

Fgaw! o PREWD. Par (R). (A4) et (MP) on obtient

W o ALLO g.wh. Par (4) et (CP) on obtient

Fw o ALLC g, D). Du fait que FW®>W' on obtient

FWM® 2 ALLC gD équivalent a

FYW(v POT(g.D équlvalent a

F® O

Preuve du lemme 4

A partir de t. on choisit un ensemble d'états S qui joue l'e role de
[t]1* de la preuve précédente. On considére le tableau T au moment
aprés la définition rg(INEV(g.N..) et avant V'application de (M5) et on
choisit §* de la maniere suivante:
(D) teS’
(2 VseS' h=INEV(g.D ou h=PREINEV(g.DeS’ et rgth.s) non défini.
(3) Vse8'. si s est un a-noeud. alors s,€5'.
(4) V¥seS'. sl s est un B-noeud, alors s€8° si s non marqué
pour I=1,2.
(5) V¥seS'.sl s un X-noeud, alors }sieS‘.

On définit S comme I'ensemble des états de S'. La preuve :qu’un tel
ensemble 8 d’états non marqués a cet étape de l'aigorithme existe,
utilise la proposition 4, et peut étre faite comme en [BMP2].

Solt s€S et s,€S’ ie noeud constrult & partir de s pour la formule
PRE(gs)eF(s). Alors. on pose
G'(s) = G(s) U {g,}). Le. G'(®)=F(s)

Z{s) = AG'(s)
Z = vV _Z(s)
S€S
[s] I'ensemble des états successeurs directs de se€S

Par un raisonnement analogue & celul de la preuve précédents, on
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obtlent )
2 o g ce qul implique par R2->)
FSOME(*g.Z) o SOMEC*g.*n (1.

Egalement. comme dans la preuve précédente. on obtient

FAG'(s)Ag D (A
019 2 Yers1' tean

(TS) et la définition de Z(s)
gAZis) D PRE@(s’)) (2).
0 se(s1

PRE)APRE(g ) ce qui Implique par

Parce que (2) est vral pour tout s€S. on obtient
g-g/\z' o VSPBE(Z(s)). Par (T3) et la définition de Z' on obtient
SE€ >

rgaZ > PREED. Par (R),(E4) et (MP) on obtient
+Z' > SOME(*g.7) ce qul Implique par (1)
+Z 2 SOME( 9.7 D. Du falt que Zm>Z on obtient

F2() O SOMEC*g.*H (3) Du falt que INEV(g.NeG'() on obtient
FZ( > *SOME(* Q. ) ce qul implique par (3)

2@ équivalent a

i) 03
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II11.5 Comparaison des logiques du temps arborescent

et des logiques du temps linéaire

En I11.3 nous avons comparé des logiques en comparant leurs calculs.
Le critére habituel de comparaison de logiques sur des langages de
formules comparables est I'inclusion de leurs ensembles de théorémes.
La comparaison que nous effectuons Icl. est d‘une nature différente.
En effet, les théorémes ne sont pas du tout intéressants pour l'expression
des propriétés parce qu’lls ne permettent pas de distinguer dés modales.
Icl. on veut comparer les "propriétés” exprimables par les différentes
logiques. Cecl est possible pour des logiques sur des langages de
formules non comparables a condition de définir leurs interprétations
sur la méme classe de modéles. Une propriété est en effet définie
par l'ensemble des modeles qui la satisfont. Ainsi, deux formules sont
“expressivement équivalentes” si elles sont satisfaites par les mémes
ensembles de modales. ,

Les modeles des logiques du temps arborescent considérées sont des
systémes de transitions. Les modéles des 'logiques du temps linéaire
sont des ensembles de séquences. Pour obtenir une classe commune
de modéles, on prend pour les loglques du temps linéaire seulement
les ensembles de séquences maximales d‘un systeme de transitions.
Ce choix est ralsonnable parce que ce sont les ensembles de - séquences
décrivant des comportements réalisables par un programme.

5.1 La loglgue LTL

Le Langage de formules Fm_ est FLM, définl en 11.2,

La classe de modeéles Mm_ est MLTA’ défini en 111.2

La relation de_satisfaction '=LT ést un sous-ensemble de EX(m)"Fm_
pour tout meM, . c'est-a-dire si seEX(m) alors m.skf exprime le fait
que la séquence s satisfalt la formule f en m.
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On définit les notations sulvanies:
8l s=s;s,... € EX(m). on note par

o
§" = 8,5,y 18 sous-séquence de s commengant en s,

flrst(s) = s, le premler élément de la séquence.

Alnsl. on définlt la relation de satlisfaction F par:

Si meMm_. s€EX(im), t.t'eF

L el peP. on a

(1 m.skp sst pefirsi(s),
@) m,skf ssi m.sil.
(3 m.skivi’ sst m.skf ou m.skf’,
4 m.skDf ssl YneN m.s"Ff

Par conséquent. on obtient pour le dual
(5 mskEOf ssl IneN m.s"Ef

Une formule f est sallsfalsable ssi It existe un modéle m. et il existe
seEX(m) tels que m.skf.
Une formule f est vral en m ssl VseEX(m) m.skEf.

- Une formule f est valide ssi VmeM, mkt.

De cette définition on déduit donc que pour une formule f sans occurrence
d'opérateurs modaux

m.skm_s ssl m.ﬂrst(s)s:mf et en conséquence
m.sﬁnm ssl m.i!rst(s)#wm et
m.stiTLOt ssi m.ﬂrst(s)kaL

Tandls que pour des formules f contenant des opérateurs modaux ceci
n‘est en général pas le cas. '

M

My R

Ainsl. on a définl une Interprétation ILTL=(F lr)'

L

Le calcutl Cati T

A chaque modale m=(W.R.FeM . on peut associer un modéle
m'=(W‘.R‘.P’)eMs4.3J. ol R’ est une relation d‘ordre linéalre et totale,
par

- W'=EX({m)

~ (3.8€R' ssl }n s'=s"

- P (s)=Pltirst(s)).
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Inversement. & chaque modéle m=(W.R.PeM, on peut assocler un
modele m’ = wW.R.P). défini par

- w=w

- P=p

- R = {(ww)eR | Jw"eR w'#w’' ot w"#w ot (ww"eR et (W .w)eR]}

Parce que R est une relation d'ordre linéaire et totale. pour

4.3.1

tout weW’ existe un et un seul w'eW' tel que (w,w‘)eFi’.

Pour meM,,,. feF seEX(m) on a apparemment

M
m,s¢=m_t ssi m,st=34_3‘1f.
Pour meMs4.3.1' ieFLM, weW on a
1 Il existe une séquence unique seEXw)
7
2) m,wl=s4_3.1f ssl m .st=LTLf.
De plus. on a pour meMS“” (m)'=m.

Pour meMLTL on a en général (m‘)’#m, mals EX((mOh=EX(m) et

n1
m,st=LTLf ssi (m’) ,sl=m_i VseEX(m).

Une formule f est donc satisfaisable en ILTL ssi elie est satisfaisable
en I , ., d'ou on obtient que f est valide en Iy, ssi f est valide

en Ig sy

Théoréeme 1

La logique LTL=(Calg .1 .) est consistante et compléte. O

5.2 Un critére de comparaison_de deux loglques

Comme on a déja remarqué, comparer la ‘signification’ des formules
. d’une loglque revient & comparer les ensembles des modeéles qui les
satisfont. On définit alors le critére de comparalson suivant.
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Definition 1

Solent L1, deux interpreétations (deux loglques L’ et L2) sur la
méme classe do modéles M. Solent F, et F, les langages de formules

respeciifs. On définlt pour feF, et geF, que f est expressivement

équivalent 4 g. noté f=g, ssi
VmeMm (m#xt ssi mFI . -

? 2
Remarque: Ce critére définit également une équivalence entre les formules
d‘une méme ioglque ou interprétation.

Comme critére de comparalson de la pulssance d’expression de deux
logiques on obtient alors, |

éfin 2

Solent I, I, deux interprétations (deux logiques L. t.z) sur la méme.
ciasse de modélas M. Solent Ft et F, les iangages de formules
respectifs. On dit que I, est plus expressive que I, noté¢ 131,
respectivement L, plus expressive que L, ssi

VgeF, 3feF1 g=1.

Remarque: Cecl est |‘équivalence forte, définie en’ [Lal]l. Pour la
comparaison do LTA el LTL on ne peut pas raisonnablement définir
une relation d'équivalence plus fine entre formules qul respecte la
capacité des formules d'exprimer des propriétés des états et des séquer{ces
respeclivement. parce que les formules de LTA sont des assertions
sur des élats et les formules de LTL sont des assertions sur des séquan;ﬁes.
ot a ce niveau les modéles ne sont pas comparables. Par all!e&rs,
nous pensons que l'équivalence forte est le critére approprié parce
que les propriétés que i'on veut exprimer dans les spécitications de
programmes sont des propriétés globales.

Pour obtenir notre résultat d'incomparabilité, on utllise le lemme suivant.
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Lemme 1

Sous les mémes hypothéses que en définition 1, on a:
(D jgeF1 jm.m’eM (ml=I g et m‘p(I g) et
2 1

(IrD VieF, (m#lf implique m‘#l n
1
implique L, % L,.

Preuve: Evidente O

6.3 La comparalson de LTL et de LTA

Ihéoréme 1
LTL ¥ LTA,

Preuve: Nous considérons la formule g=POT(p) de LTA, ob peP et deux

modeéles m.m’ tels que

(N m'li.mPOT(p) st mb{TAPOT(p) et

(I m'E

Lnf implique mE_ { erFu.L.

Lre

Cecl prouve le théoréme 2 par le lemme 1.

Il reste donc a trouver des modéles m.m’ satisfaisant (I)f et (II).
Considérons les modéles m.m’ sur P={p}. définis par:

m = (WR.A, ol
W={w0.w1} .
R={ (wo,wo).(wz.w,) }.
P est définl par P{wa)'—'ﬂ et P(w1)={p},

représenté par
© ©

w, 0 w:ip}

On obtient EX(m)={w°;.w°;}.
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m'=WLRLP)= WAL (wy.wp )P,

représenteé par ‘
Q)

wg:Q w:{p}
On obtient EX(m'>=Ex«m)ugwf;w°;sn>oi.

Il est évident que
m'EPOT(P) ot mEPOT(P) (DD
Du falt que P=P et EX(IMICEX(m’). on obtlent
Voer,y,
d‘o0 on obtient (11). ce qui compiéte la preuve. O

VseEX(m) m'.skg ssl m.skg.

Remarque: La preuve du théoréme 1 ne dépend pas de la définition
de f{'opérateur modal de LTL. mals découle de la propriété suivante:

Pour m.m’eM, tels que W=W’' et P£=F on a
EX{m}CEX(m’) impliqus VgeFLn m'Eg implique mkg).

Cette propriété est vrale pour toute loglque du temps linéaire. oblenue
en enrichissant LTL avec d’autres opérateurs modaux. Cecl nous permet
de formuler la proposition suivante.

Proposition 1

Pour toute loglque du temps linéalre LTL’. obtenue en enrichissant
LTL avec d'autres opérateurs modaux. on a
LTL ¥ LTA D

Théoreme 2

LTA » LTL.

Preuve: Nous considérons la formule g=OpvOqvr de LTL. oa"p.q.reP

s e ey e s



IIT - 38

et deux modeéles m.m’'eM teis que

Mhng et Mg et

m:—lmf impligue m'k_ f weFIJ‘A'

Fira

~ Ceci prouve le théoreme 2 par le lemme 1.

Il reste donc a trouver des modéles m.m’ satisfaisant (I) et (II).
Considérons les modéles m.m’ sur P={p.q.r} définis par: '

m=(W.R.P). ot W.R et P sont définis par la représentation suivante:

It est faclle de voir que pour chaque séquence seEX(m)
m.si¥p et m.si¥0q implique m.skOr,

d’ol on obtient qus mEQOpvOqvoT. _
Tandis que pour la séquence s=(w,w,) €EX(m") on a

m'.sEdpvlgver, d'ou m'FlpvOgvr (1),

Nous prouvons (II) par induction sur la structure des formules.

(h 1eP implique YweW (m.wkf ssi m’.wkD
(2} Solent f.f’eFLm teis que
(@) YwWeW (m.wkf ssi m .wkf) ot (m.wkf’ ssi m’.wkf)

On obtlent
a) g='1 implique pour tout weWw
mwkg ssi m.wif |
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ssl m’.wit par (@)
ssl m’.wkg.

b) g=ivl’ Implique pour tout weWw
m.wkg ssl mwk{ ou m.wkf
ssl m’.wkf ou m’'.wkf' par (a)
ssl m'.wkg.

C) g=ALLM lmpuque- paur ftout wev{l
m.wkg ssl ¥w'eW m.w'k{ parce que R fortement connexe,
ssl ¥Yw'eW m’'.wkf par (a)
ssl m’.wkg parce que R’ fortement connexe.

@) g=SOME() Implique ¥YweW
m.wig ssl m.wkf parce que YweW w™eEX(m)
ssl m’.wkf par (a) '
ssl m‘.wkg parce que VweW w”e EX(m’).

Par (1) et (2) et la définition de Fm on obtlent
VIEF, . YWeW m.wki ssi m’.wif,
d‘ot on obtlent (I1). ce qui compléte la preuve. 0O

Remargue: La preuve du théoréme 2 dépend essentiellement de la définition
des opérateurs modaux de LTA. En effet, cette preuve ne peut pas

étre étendue pour prouver p.ex. LTAC 2 LTL.

5.4 Concluslon

Méme en restrelgnant la classe de modéles Mm. aux ensembles de
séquences générées par un systéme de transitions, nous avons prouvé
Fincomparabliité des logiques LTL et LTA comme en [Lal].

Pour renforcer ce résultat nous avons montré qu’ll ne peut pas exister
une loglque du temps linéaire. extension de LTL. qui soit plus expressive
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que LTA.

Cependant, nous n‘avons pas trouvé une preuve formelle qu’il ne puisse
pas exister une logldue du temps arborescent, extension de LTA et
plus expressive que LTL. En effet, en [EH2] une logique E,TCL"'
est proposée et il est démontré qu’‘elle est plus expressive que LTL.
Mais cette logique ne peut pas étre considérée comme une logique
du temps arborescent, étant donné que pour certaines formules la relation
de satisfaction est définie sur des séquences. En [EH2] il est également
demontré, pour une définition d'une “équivalence expressive” plus fine,
que LTAC n'est pas plus expressive que LTL. Cette preuve ne peut
pas étre utilisée pour prouver LTAC 2 LTL. mais tous c:és résulitats
renforcent I‘hypothése qu’ll ne peut pas exister une logique modale
du temps arborescent, extension de LTA. dont tous les opérateurs sont
définissables comme des points fixes d'opérateurs construits a partir
de PRE et PRE. qul soit plus expressive que LTL.

La comparaison effectuée montre qu’ll n‘est pas possible d’exprimer
en LTL et toute extension linéaire de cette logique des classes importantes
de propriétés exprimables en termes de *POT", par exemple I'absence

de blocage partiel. Considérons les deux modéles suivants:

m:  {p} CP, {"p] m: {p} D

g\
\Q
{("p) {*631 |

Si p est un prédicat exprimant le fait qu‘une action t est exécutable
a4 partir d'un état, on a:

mEALLPOT(p) et m’EALLPOT(p). .
c'est-a-dire t est toujours exécutable dans m’ mais pas en 'm. Pourtant
ces deux modéles ne sont pas distinguables en LTL.
Cette Impossibilité des logiques du temps linéaire d’exprimer POT implique
I'lmpossibilité de distinguer des modéles qui ont les mémes séquences
mais pas la méme structure. Par exemple les modeles

m: Z[p1} m':/Q{,\}
{p,] o {p,} ofp,}

AN

O-) {p3} CP[p.;] @ {93} '03{94}
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m el m’ ne sont pas distinguables en LTL. Donc si LTL est utillsé
comme outll de preuve. m et m’ sont équivalenis modulo la relation
d‘équivalence Induilte sur les modséies. L'uilllsallon des relations d’équivalence
de ce type a souvent été critiquée (volr [Mi]). '
C'esl pour ces ralsons que nous avons décldé de prendre des loglques
du temps arborescent en tant qu’outlls de la spécification et de la

preuve de programmes.
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IV UTILISATION DES LOGIQUES DU TEMPS ARBORESCENT
EN TANT QU'OUTIL DE PREUVE DES PROGRAMMES:
A ICATION UR U Ous- MBLE DE CC

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de l'adéquation des loglques
du temps arborescent & la preuve des programmes non déterministes.
Plus particulidrement, nous cherchons des logiques permettant de falre
des preuves constructives des programmes décrits dans un modéle
algébrique. 4_:

Solt L un langage de description de programmes et F I‘ensemible des
formules d’une logique. utilisée comme langage de spéclfication. Pour
pouvolr définir une méthode constructive de preuve des propriétés des

programmes dans L. I est nécessalre que

(1) Pour tout opérateur n-aire o du langage. Il éxlste un opérateur
© de la logique. -
@ Pour {L]7., un ensemblé de programmes dans L et (1)}, un
ensemble de formules de F, on a:
t’Hl pour =1..n Implique 0((,,...tn)t=6((,....tn).,
De plus. cette assertlon est la plus forte que V'on pulsse déduire

des hypothaéses.




Dans le cas général. le langage L peut étre considéré comme une
algébre dont les opérateurs correspondent aux constructeurs de
programmes. munie d'une relation de congruence ~. Une telle
relation définit un concept d‘équivalence opérationneile qui est supposé
étre le plus adéquat et satisfaisant en pratique pour la comparaison
des programmes.

L'utilisation des formules de F pour I'expression des propriétés induit

Irn

une relation d‘équivalence = sur L:
Pour deux programmes t.t'elL

tEt ssi vieF akf ssi tED, |
autrement dit. t et t' ne sont pas distinguables par des formules de
F. Ces deux relations d'équivalence E ot - ne doivent pas étre
choisies indépendamment. F étant le langage de spécification. on doit
Cavoir ~ C E. cest-a-dire si deux programmes sont équivalents. alors
ils ne peuvent pas étre distingués par des spécifications. Si en pilus.
F est utilisé comme langage de preuve. alors Il est nécessaire que
E € ~. c'est-a-dire si deux programmes ne peuvent pas étre distingués
par des formules de F. alors lls sont opérationnellement équivalents.
Par conséquent. l'utllisation de F comme langage de preuve Implique
E-_. @

Dans ce chapitre nous cherchons une logique permettant de faire des
preuves constructives en prenant comme langage de description des
programmes un sous—ensemble de CCS de R.Miiner [Mi] et comme
relation. la congruence observationnelle <. Cette logique doit satisfaire
les exigences (1), (2) et (3).

Dans un premier temps. on considére le langage de formules F

a’ une logique du temps arborescent trés générale pour laquelle les
arbres étiquetés sur un vocabulaire A (processus de CCS) constituent
une classe de modéles. On définit un sous-ensemble F' de FA tel
que les restrictions de < et E sur les processus finis coincident.
F* est défini a I'aide d'une fonction 11 qui assocle & chaque processus
finl de CCS une formule Itl de F’ telle que I'on a pour tous les
processus t.t':

t'Eltl ssi 9t (@,
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En prenant F' les formules générées par Vimage de I, on a

£ -4 1a fonction 11 est définie par Induction sur la structure des
processus finis de CCS en assoclant & Nil, + et I‘ensemble des actions
{a} acA Fospectivement une constante INIll et des opérateurs sur les

formules @ et (@}aeA,
des termes finls de CCS. Des caractérisations simllalres sont présentées

Ainsl, on obtlent une caractérisation modale

dans [HM]. [BR]} et [St]. Leurs résultats sont toutefols moins foris,
élant donné qu'lls permettent de caractériser une classe de congruence
ou d‘équivalence comme une conjonction Infinie de formules et cette

caractérisation n’est pas constructive.

Ayant obtenu une caractérisation modale des termes finls de CCS. nous
ossayons de généraliser ce résuitat pour les termes Iinfinis (obtenus
par définition récursive). Cette généralisation n‘a été possible que .pour
la sous—classe des termes controlables. c’‘est-a-dire les termes pour
lesquels II existe un terme congru sans occurrence d‘actions
non-observables. Pour définir les termes Infinls de CCS, nous considérons
une extension du calcul. obtenue par adjonctlon d‘une constante 0.
Sur cette extension on peut définlr une relation de préordre <« telle
que pour chaque terme 1, t«N et-la restriction de la relation «n¢’?
sur CCS est la congruence observationnelle sur les termes controlables.
Les termes infinis sont définis comme les limites de suites décrolssantes
pour la relation d'ordre Indulte par «. Ces résultats permetient de definir
une logique pour la preuve constructive des processus contrOlables.
Cette logique est le trelills distributif complémenté dont les éléments
atomiques sont les formules de I'lmage de la fonction |). Les formules
de cette logique représentent des unions de classes de congruence.
A un arbre (erme) t donné, on peut en effet associer une formule
de la loglque qul représente les classes de < de tous les arbres qui
sont des “prolongements” de t. |
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Iv.2 Caractérisation de la congruence observationnelle
sur les termes finis de CCS

2.1 La logique du temps arborescent ‘relativisée” LTAR

Nous introduisons une logique du temps arborescent *relativisée™ LTARA
avec un opérateur “plus petit point fixe” comme en [Ko]. paramétrée
par un ensemble A! A est un ensemble de constantes, dont les éléments
ne jouent pas le role de variables propositionnelies, mai;s‘ sont des
noms des relations de transitions par rapport auxquelles la logique
est ‘relativisée”. En effet, on considére une logique sans variables
propositionnelies. . ‘ ’

Le fangage de_formules FA est le sous-ensemble des formules fermées
de F,. définl & pariir de la signature L et d’un ensemble de variables
X. ol

L= z;CP U {<>} U {ux.IxexX} u A,
ou <> est un opérateur unalre. ux. est un opérateur unairg pour fout
x ot A est un ensemble de constantes. '
On définit les abréviations sulvantes pour les opérateurs duaux de <>
ot ux. Sl feF,. geF, alors.

[f] = <D

ax.g(x} = ux gOx),

La glasse de modelaes 'MA contlent les modsles de la forme.

m=(w.wo, {3>}a,e A‘) qui représentent des arbres étiquetés, c'est-a-dire
~ W est un ensemble d'états, les noeuds de l'arbre.
= w, est j"&tat inltial, la racine de {'arbre.

{2}, car ©St un ensemble de relations d'accessibliité directe

%g_:_wxw. Parce que m représente un arbre étiquete alors,

-~ JIw'eW Ja'eA’ w‘im et
0

- VYW eW.w'dw, implique w' a un prédécesseur unilque via

u
a'eA’
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meM, peut élre vu comme un modéle particuller m=(W.R.P) de

M

o R= U (5] et P=0.

e a’eA’

La relation de satisfaction FLTAR(A) esl délinie comme Fw en ‘11.2.3

par les régles (1) & ¢3).

Pour une formule leFA 6t un modasale meMA on définit;

- f est vral en m. noté mkf, ssi m.on. ol wo ast la racine de m.

- § est yallde. noté ki, ssi mkf VmeMA.

Maintenant. on donne les régles s-upplémemalres qul complétent ta

définition de k. Si meMA. wWEeW, feF,. geF"". a€A. alors

? é
(A) m.wka ssl jw'eW w.weD, note whw.
(<>) mwk<> ssl Jw'eW Ja‘eA’ whw' ot mwkt.
(ux) m.whkux.g(x) ssh VieF, (Fg(O>f implique m.wk).

Par conséquent. on obtlent pour les duaux

(LD mwk[f] ssi Vw'eW Va'eA’ whw' Implique m.w'kf.
(0x) m.wkox.g(x) ssi VieF, (F12YgC N Implique m.wkD.

ﬁemargue:

m.wka slgrﬂﬂe que w n‘est pas la racine. et w et son ‘prédécesseur
unique w’ sont llés via la relation f). ol & tout a€eA correspond
a'eA’ et Inversement. Parce que A et A’ sont Isomorphes. on ne
les ‘distingue plus par la sulte.

m.wk <> signifle qu’ll existe un successeur direct w' de w via
éUeA% qul satisfalt 1. c'est-a-dire <f> Correspond & PRE() de ':UB
pour R =aLéA‘l>. - |
m.wkux.g) signifile que w satisfait le plus petit point ftixe de la
fonctlonnelle g(x). c'est-a-dire dans cette logique on peut dé.t"l'nlr
les opérateurs modaux de UB et LTAC. par exemple

POTI) = ux.(v<x>).

Alnsl, on a définl une interprétation ILTM(M=(FA.MA.F).

Si m=(W,w0.[5>]) est un arbre. tout état weW déflnlt un sous—arbre

m =W.w.{2)". od WYCW est I'ensemble des états accessibles &
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partir de w via ( U 2%, et {£>]“" sont les restrictions des relations
% sur WY Alnsl.a(f: peut considérer les relations => comme des
relations entre arbres et écrire mw‘-'->mw, a la place de whw',

Par la sulte nous considérons |‘ensembie des “formules futures® de
FFA. défint par la

Définition 1

FFA = {teFA | toute occurrence de a€A en f se trouve a lintérieur

d'un opérateur <> ou []}}.

Pour les formules f appartenant & FFA on a apparemment que m.wk{
ssi m Ff. c'est-a-dire la valeur de f en w ne dépend pas de la relation
2 par laquelle on arrive en w, mals seulement du sous—arbre m,.
Pour les formules de FFA on considéare donc seulement la relation
de satisfaction F € MAXFFA.

Le calcul Ca‘iTAR(A)

On consldere le calcul suivant, simllaire & celul donné en [Kol qui
contient les axiomes et régles du CP st les axiomes et régles sulvants:

M [F'] 2 ([f]2[¢D
(@) [f]AKI> D <KIAF>

Hf
(4) anb = 1 pour a.beA et a#b

(5) V a
[aeA !

6 glux.gtx)) O ux.gx

Fghof

g Fux.g 0Dt

Remarque: (1) & (3) signifient que [] est un opérateur normal. On
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n‘a pas [1}2<f> parce que les relatlons a%Aa) ne sont pas

nécessairement totales. (4 exprime le fait que toui état a, au maximum,

un prédécesseur. (5) exprime le fait que st w a un successeur w',

alors via auA‘-'L 6) ot (7) expriment le falt que ux. est un opérateur
€

“plus petlt point fixe".

Kozen donne en [Ko] une logique similaire contenant un opérateur
“plus petit point fixe” et prouve qu‘elle est consistante et complate.

De maniére analogue. on peut prouver que la logique
LTAH(A)=(C:_3ILMRW, Iumw)
est consistante et compléte.

Propriété 1

Les tormules sulvantes sont des théorémes de LTAR(A).

.

an <vt'> s <Hvyi'>

(T2) <inf'> D <IHO>ALE>
(T3 [inf'] = [1IA[F]
(T4) [§Ivir'] o [wi]

(T5) [EIAE> & [f]ALIAL>
(T6) <> aa\cl-:A<aA‘>

an ux.gx an\éNgn. ou g,=L. g ~0(g) sl g est continue.

(T8) ox.gt an’éNg’" ou gp=1. gnﬂ=g(gn) sl g est comlnug;

LTAR a les propriétés suivantes:

(P1) mE<anl> ssi Im’ mYm’ et m'EL.
(P2 m’:[“\;la’/\l’] ssl ¥m’ Va (m>m’ Implique Jlel a=a
et m‘HI).

Preuve:

(TH a (T5 correspondent a (T1) & (T5) de II1.3. (T6) est une
conséquence directe de (5). (T?) et (T8) sont des conséquences du
théoreme de Knaster—Tarskl. (PV) et (P2) découlent directement de la

définltion de k et de la remarque sur les formules de FFA. o

i:
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2.2 Le langage de description d rogrammaeas T

Nous considérons un langage de description de programmes T[L]
isomorphe & l'ensemble des arbres étiquetés M,. Par conséquent. on
peut considérer T[L] comme une classe de modéles pour LTAR(A).

Définition 2

1) Le langage de description de programmes T[ZL] est l'algébre libre
dont la signature est L={Nil.+JUA, ol NIl est une constante, A un
ensemble d'opérateurs unaires et + un Opérateur binaire.

2) Pour tout a€A on définit une relation ?->g:_T{I:}"T{E}. qui est ia
plus petite relation satisfalsant '
at & t VieT[ L]
& . a . ‘
t, = U implique t+t, = t' V.t t'eT[L]

t, £ v implique 1,4, Loy Vit teT[L]

Ainsl, on peut associer & un terme t un arbre étiqueté

m, = iw‘,t.{%})emx o0 Wt est 'ensemble des sous-termes atteignables
via (até:-»*. ou tes &> sont définis par la définition 2 et {§>} est
I'ensemble des restrictions de ces reiations sur Wf. Par la sulte, on
ldentifie les arbres étlquetés avec les termes qul les représentent. Ainsi,
Aon écrit pour uné formule feFFA. teT[L] tki & la place de mtt:f.

Propriétés 2

(P NiE[L]

(P2) tet Implique atk<aAf>A[anf]

(P3) tk<anf> implique t+i'k<ant>

(P4) t+U'Ff implique t'+ti=t ‘
(P5 t=[f] ot UE[f'] Implique t+'k [fvt']
(PE) t+NilEf ssi tif

(P7) t+t'E[f] ssi te[1] et VE[f]

Preuve: Evidente OO
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Remarque: Par la sulte l'opérateur A est souvent omis.

Détinition 3 (équivalence forte)

L’‘équivalence forte ~ € T[LI*T[L] é&st la plus grande relation telle
que pour tout l’.tzeT[Z]: ;

8., . 8.4 Y]
L~t, ssl VaeA (™1 Implique 15,50, et t-13)) et

¢

e_ e . .‘; L ~1
VaeA ,™t, Implique ]t’(x’ , et ty)).

En [Mi] a été démontré que ~ est une coagruence qul peut étre

caractérisée par les axlomes sulvants:
(A1) (('ﬂg)ﬂs = tl+(l2+t8)
(A2) L+, = L+t
(A3) t+t =
(A9 1+NIl = &,

2.3 Caraciérisation modale de i'équivalence forte ~

Pour famillariser le lecteur avec notre approche, nous présentons d’abord
une caractérisation modale de I'équivalence forie. c‘est-a—dlref,’nous

définissons une fonction |1 eT[L]—>FF, satisfalsant la proprléte sulvante:
(Cy tvEIItl ssi t'~t (caractérisation)
qul est e:qulvalente aux trols propriétés sulvantes:

CH =il
(C2) t'E it Implique t'~t
(C3) t'~t impligue Iti=lt"d,

Pour la fonctlon {1, définle par la sulte. on montre (C1) a (C3),
c‘est-a-dire (C).
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Ensulte. on suit la méme démarche pour la congruence observationnelle
< (Définitlon 5),

Définition 4

La fonction HeT[}.‘.]—>FFA est définie récursivement par

- INHI = [1]

- latl = <aalti>A[anltl]
1t si Iti=[1]

't st Itl=[1] .

- Il = A_<anlti>A <BbAILI>A] V. aaltlv V bAaltd
ieI’A'leJ' ! [iel’ I jed ! it
si 1t = A <aAalti>A[ V. aalt!l] et

el ¢ 1 [leI"] :
Il = A<bAItI>Al VbAIt]
e ¥ ! [IeJ' it
Il est facile de voir que 1| est une fonction qui associe a chaque

terme t une formule de la forme

[L] si t~Nil
Il

A <anlti>A[l V. anltl].
ie L [ieI' ']

I

Exemple
On calcule Itl pour t = aNil+c(aNil+bNib:

laNill = <anf[i]>[an[1]].
IDNIll = <bA[L]>[bA[1]].
FaNiH+bNIIl = <an[L]1><bA[L]>[an[1]vbA[L]].
Ic(aNil+bNib | = <cAalaNil+bNil i > [calaNii+bNill ],

FaNiHC@NIHDNID | = <aA[1]><cAlaNit+bNill > [aA[ L]veA | aNiH+bNil] ].

Le theoréme suivant montre que pour tout terme teT[L] la formule

Itl caractérise la classe de congruence forte de t.
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Théoreme 2

La fonction 11 caractérise la congruence forte, c'est-a-dire pour VLI eT[ L]
C) tEIIL) ssi t'~t |

Preuve: Or; montre (C1) a (C3), définls précédemment:

(C1) WteT[LE] tkitl est démontré par induction sur la structure de
TIE].

Nil={ 1] par (P1) de la propriété 2.
t=itlimplique atk<anlti>f[anitl] par (P2)

implique aik latl par la définition 4.
-tk itlimplique t+NilE §tl par (P6)
implique t+NilE | t+Nit par la définition 4.

tEitl, t'RiVE, o i) = A <a/\ul>[ Va/\atl] at
fed A<blAlt a>[ VD/\M i}
} ll e 'k A<aAItl> A<b i l> Va ltﬂv Vb T
mehiqu . MY I>E Y antyiy VDALY )

. par (P3) et (P5)
Implique t+t'kE i+t | par la définition 4.

(C2) t'F1tl Implique t'~t est démontré par Induction sur la structure
des formules Iti.

- tE[1]}impllque J1'eT[L] IaeA_tin',
implique t~Nil.

- Solt It une formule telle que VI'eT(E] kIt Implique t'~t.
Alnsl. on obtlent pour tout terme t'€T[L] et aeA
t'= | at implique t‘b=<aA1H>[aAHl] par la définktion 4,
lmpllque 1t WS ot =1t et Wi* (t‘->t" Implique b=a et -
t"F 1tl),
lmpllque 'y D et "~ et Wi*(’ —>t" implique b=a et t*~1,
Implique t'~at par la définitlon 3.

- Rt 1 implique I~4*t, pour Il tels que t'ElL) implique -t

est obtenu par une preuve analogue.
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(C3) t'~t implique It i=1tl.

On voit facilement que || préserve les axiomes (AD a (Ad), c'est-a—dire
pour toute occurrence d‘un axiome de la forme t=t' on a Itl=It'}.
Du falt qus (A1) & (A4) constituent une axiomatisation compléte de
I’équivalence forte ~, on obtient (C3). O

2.4 Caractérisation modale de la congruence observationnelie

Dans ce paragraphe des résultats concernant la caractérisation de la
congruence observationnelle ¥ de CCS [Mi] sont présentés. Dans ce
cas on suppose que le vocabulaire d'étiquettes A contient une étiquette
~speciale 7. T représente une action non-observable ou non-contrélable.
Comme dans la section précédente on définit une fonction

I leT[L]->FF, qui associe & chaque terme t une formule Lt qui est
satisfalte exactement par les termes t’' observationnellement congrus
at

D’abord. nous définissons la congruence observationnelle [Mi] et rappslons
quelques propriétés importantes données en [Mi]. [HM].

Définition 5

1) Solit §=8,...8, une séquence de A*, On écrit

3. . 8 8, 42 8 .40
t=3t' ssli Jt,....,tneT[Z:] L. bt

2) Soit §=8,..5, une séquence de (A-{7h* On écrit
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b 3 x 3
§ L8108, T5 ¢ ) 8=8,...5
n
a [
1=>t° ssi

x
oy sl 8=€. 8 mot vide de A*,

3) L’équivalence observatlonnelle est définle par
= = 0 ~ C TI[E]*T[L]. ou
0~ € TIEI*TIE]

= et VLLET[E] . .
- (,~m,(2 ssl Vse(A-{T])* [;,-n; implique 3(:‘,(&2»!'2 et t;a-ntfz) et

l L e g e '~ .
L=, implique LS, et b~ t)].

En effet =~ est une relation d‘équivalence [MI]. Par < est dénotée
la plus grande relation de congruence sur T[L] telle que vfg;.
La congruence observatlonnelle < peut étre caractérisée par les axlomes
sulvanis [HM].

(A1)-(A4) comme en 2.3
(A5) art = at

(AB) 71+t = T1

({\7) -a(n,ﬂgha(‘ = a(“aﬂz)

Propriétés 3 [HM]
D 1A, = T} (AB)

2) 191’ ssl t~1' ou Ti~t' ou t~TI.

Les deux définitions sulvantes donnent des notatlons. utllisées pour
la définition de la fonction || de traduction d'un terme en sa tor;ﬁule
caractéristique. '

Délinldon 6

Pour les tormules de la forme f = A <ani>[ V aAt]l od teFF
lel ’A’[leK‘Al] im7 A

et ¥f=1, on définit:
n
=V ant.
1ok
On déiinit également ['l] =1 at =T
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Proposition 1
~ ast une fonction partielle de FF, en F,

Preuve

Supposons f'=f et

M f= <ant>Al V ant] et 2y '= A <DAL'DA[ V baf?
! 121 L [ieK' ] lel” 14 [leK" ']

On dolt prouver: ¥meM, ¥weW mwkT ssi mwe? @
Pour prouver (3) on prouve d’abord que
M et @ implique [f1=[P] @.

Y=L implique 1teT[L] tef et JeT[E] tk[P]. Du fait ‘que f'=f on
obtient par les propriétés (P3) et (P5) t+t'Ef’ et par conséquent tHt'kf.
Par (P7) on obtient t'=[T] et par symétrie (4.

Ensuite. on montre que (4) implique (3). Considérons meM,, weW
tels que m,wh‘éfKa,/\fi. On peut faire la déduction suivante:

IweW JiekK whw et m.wit,

Iwew Jiek m Bhm et m ki parce que L eFF,.

am F[ant] par (P2),

gm, k[ Y /Y] du fait que [aAf]o[f] et (.
jjeK’ a‘.=b‘. et mwhf}.‘ parce que f;'f)FFA‘

_m.whb’/\fj‘ parce que w'=hbw en m,
m.wkP parce que blf\fl.’ > 9.

Par symétrie, on obtlient (4). O

Corollaire 1

Solent t.f'eFF, comme dans la preuve de la proposition 1. f=f' et Kf'=1L
implique ‘ .

(71 = (P] et |

S <apia> = e <BALAT>,
Remarque: Solt feFF, telle que T est définl et tEf. Alors t'k[9] ssi
'R, c'est-a-dire [’f\J caractérise I‘'ensemble des termes dont I‘addition
& t préserve la satisfaction de f.
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Délinition 7
Solt teFF, une formule telle que T ost définl. On définit E(M) par

E = . v <7Ax>{1Ax v f]).

Proposition 2

E est une fonction partielle de FF, en FF, et

EM a v X. o0 X :=§
KeEN & 0 .
Xg = X v G0, oV

GX.D = <TA[TAx v T

Preuve: Etant donné que les arbres représentant des termes de
FF, sont de degré fini, les tonctionnelles X.G&.D sont continues. Alnsl,
le résultat est obtenu par (T7) des propriétés 1.

Remarque: lLa signlfication de E(f) devient clalre. quand nous avons
prouvé que, sl f caractérise la classe de congruence observationnelle
d’un terme t alors E(M caraclérise V'unlon des classes de congruence
de & et 7t Par exemple. si t=aNH+bNIl et tkf. alors V'arbre ci-dessous
représente un terme t'<Tt et satisfait E(D.

A lalde de ces définitlons préliminalres. on peut définir la fonction
de traduction de termes en formules.

Définition 8

La fonction |1eT{E]->FF, est définle récursivemant par les quaire
regles suivantes. Pour faclilter l'expression des régles. on définit en
méme temps un ensemble STRICT de formules de i'image de |1.
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STRICT contient les formules représentant des termes t, qui ne sont
pas congrus a un terme de la forme 7t'. On dira dans ce cas que
t est stricte. '

Regle 1: - INNI = [1)
- [L]eSTRICT

Remargue: Nilk[1] et Jt'eT[L] Tt <Nil.

Ragle 2: Toltl si 11l €STRICT
- 7t =
It} sinon .
ou Toltl = <TAEII>[TAEItIvIT].
- 1 7tl éSTRICT. '

Remarque: Le lecteur est Invité de comparer cette régle avec la régle
correspondante dans la définition 4, qui est I 7Ttl=<TAltI>[TAILI].
En regle 2 1tl a été remplacé par Eltl pour tenir compte de I'axiome
(A5) et 1T a éte ajouté (également en Eltl) pour préserver la
satlsfaction pour des termes congrus a t par (A8) de propriété 3 (en
prenant t=t’+12).

Tt n‘est pas stricte parce que TiSTTt.

Regle 3. Pour aeA-{T} -
a°it'l s'il existe un t'l tel que Iti=7°lt'|

- latl =
a°ltl sinon
od a°ltl = <arEitI>[anEltivii\a].
V_aat si 1f1= v anf et
A el ! - el 11
ot ltl\a = I'={iella=7}#0
1 si 1M=L ou 1'=0
- latl eSTRICT

Remarque: Il est intéressant de comparer cette régle avec la régle
correspondante en définition 4, qui est latl=<anlti>[anltl]. Dans
la régle 3 Itl est remplacé par EItl pour tenir compte de (A5). La
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formule l’t\l\a a élé ajoutée pour tenir compie de (A7). En efiet, sl
=L+ 71, alors at-fauatz. [l't\l \a] caractérise tous les termes at,
tels que atfat+at, par application de (A7). Dans le cas oi t=7t' on
a atfat’ c'est-a-dire a° peut étre appliqué a it'l a la place de |tli.
Finallement, at est stricte parce que JUeT[L] tel que at¥7t’.

Ragle 4: H,l sl Itzlx[ll
- lt,ﬂzl = Itzl si Il,lﬂ[.l.]
ll,l@ltzl sinon

- lt,ﬂzl ¢ STRICT ssi }it'd lt,ﬂzl = Toft'l,

= “n - . AN
Pour Hll-‘-é\11<a'/\E“I|>[ll‘|], “‘Qlié\12<b”l\en’ .)[ltz,l]

= ¢ N N Y
I181,1 = A <8AEILI> A <BAEIY D> [1§ivif]

Les ensembles d'indices 17’ et I2' sont définis par:
I = {lel1 | Jlel2 c(a‘.tl.blt")].
I2° = {lelz | Jeli (bll“.al!’)}. ol ¢ est le prédicat

clat.bt) sst ([&°1t1)2[6°1¢1] et non [B°ItT]=[boItT)).

/\
Remarque: On va démontrer que iti= A <aAEILI>[ Vv a°ltl] est
Hemargue 9 QeI st

la forme la plus générale des formules Itl pour t=.§xalt‘. Une

comparaison de celte régle avec la régle correspondante en définition
4 montre que le méme princlpe a été -appliqué, avec la dlﬂérehce
qu'un facteur <anElil> peut ore “éliminé* pour tenir compte des axiomes
(AB) et (A7). Le prédicat clat.bt) est définl de telle sorte que <anEltl>
est éliminé ssi Il existe un facteur <bAEIt'l> tel que at+b' St

mais non at¥bt’ pour éviter que deux "branches" congrues s‘éliminent
mutuellement. Cette régle est due au falt qu'un arbre congru & at+bt’
n‘a pas obligatoirement une branche congrue & at. mais peut en avolr
une. Du dernler fait a déja été tenu compte lors de la construction
de Ibtl: c'est pour cette raison que i'on a [IETI 1o It 1. Du premier
falt on tlent compte en éliminant le tfacteur <anEltl> dans la formule
pour la somme at+bl’, c’est-a-dire la nécessité d‘avolr une branche

congrue 4 .at.
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Finallement, une somme t’+t2 n‘est pas stricte ssi ii existe un t' tel
que t’ﬂzﬁ'rt‘. En effet, ceci signifie 4 {ou t,) est congru a Tt et

t, (respectivement 1) est absorbé.

Exemple 2

On calcule It'l pour le terme t'. obtenu en remplagant ¢ par 7 dans
le terme t de I'exemple 1, alors t'=aNil+7(aNil+bNiD.

laNill = <anE[L1]>[aAE[L]]
IbNIll = <bAE[1]>[bAE[L1]] |
laNil+bNill = <aAE[L1]><bAE[L]1>[aAE[LIVOAE[L]]

| 7@NII+DNID I = <TAE!laNil+bNill > [ TE | aNil+bNil | v a/\E[.L]vb/\E[J_]]
laNi+7(@Nil+bNID | = | 7(aNil+bNiD | .

Dans le résultat final le facteur <anE[1]> est éliminé parce que
c(aNil, 7 @Nil+bNiD) est satisfait. ¢’est-a—dire [anE[L] ][ | T(@Nil+bNID | ],
mals ‘pas inversement. En effet, on a T(aNil+bNiD+aNilf T (aNil+bNil)
par (A8).

Proposition 3

Il est une fonction de T[Z] en FFy.

Preuve: Il est facile de prouver par induction structurelle que la forme

générale des formules It} est
Itl= A <anElt>[ V 8s1tT] ou Itl=[11.
lel 1 i [leI‘ 1] [L]

Cecl implique que || est totale. Pour prouver que |1 est une fonction,
it suffit de démontrer que Itl=7°lt' |=7°t"| implique a°lt’'l=a°it"|,
ceci est le seul cas ou Iunicité de Vimage de || n'est pas tout a
fait évident:
- Solt reitl=r°it*l, lLe.
STAEIVISITAEIVIVIRI] = <TAEICI>[TAEI VI ],
Parce que EIt'l, Elt*l € FF, on obtient par le corollaire 1 que
STAIYI>=TAIT > ce qui implique <aalt'l>=<anlt*l> ) et
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[TAELE VIR )= TAELC vt ] ce qui Impilque
[arElrtviDiNal=[arEiriviTi\a]. Alnsl. on obtient par (1)
a°it'i=a°it"}. O

temme 1
1t éSTRICT ssi ]It} tel que Iti=7°lt'i.

Preuve: On a que 7°)tl £STRICT d'aprés la régle 2. ot par les régles
1 et 3 on ne peut pas obtenir une formule Mti=7°i8’'} pour un;'ﬂa‘ﬂ,

Le reste du paragraphe est consacré A& la preuve que I! caractérise
la congruence observationnelle ¥ sur T[L].

Théoréme 3

La fonction |1 caractérise la congruence observationnelle. c'est—a-dire
(C) VLUET[L] tEItl ssi '~

Preuve: Dans les trols théorémes suivants on montre

(G’ VIeT[E]) tk I,
(C2) VLU eT[L] t'E1tl Implique t'%1.
(C3) VLUeT[L] t'<t Implique I11'I=1tl.

Cecl suffit pour la preuve du théoréme 3. O

Théoréme 4
(Ch VIeT[LE] tE 11,

Preuve: Par iInduction sur la structure de T[L].
1. N[ 4]
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2. Soit Itl une formule telle que tk Itl.

2.1 Si 1tl €eSTRICT alors I7tl=7°Itl. On obtient
TIE<TAItI> [TAItL] par (P2),
TESTAE > [TAE VI ] parce que ItIDEIt],
TtETo 1), ,

2.2 Sl It1¢STRICT alors Itl=7°lt'l pour un It'|l et tkTelt'].
Des définitions 7 et 8 on déduit 7° 1t I=GEIt'].It']) et
EItI=ItIVGEILI.It'D. Ceci implique

tkEIt | parce que T°Iit'IDEIt'],

ik tEX, ou Xk comme en proposition 2, -
TIESTAX>[TAX ] par (P2), '

TtETe I’ | parce que XDOEIt'l et 7oltI=GEIt], It']).

3. Soit itl une formule telle que tkltl et aeA-{T1}.
3.1 Si It eSTRICT alors lati=a°it! et comme en 2.1 on prouve
tE1tl implique atka°itl. '
8.2 81 Itl¢STRICT alors ftl=7°It'| pour un It'l et latl=a°it|.
Comme en 2.2 cecl implique
tEit'},
atk<anE It I>[arEIt IviPI\a] par (P2,
atFacit|.
4. Solent lt,l,ltzl des formules telles que LRIyl et tLEIL L
4.1 8i lt,|=[l] ou It i=[1] al,c\)rs LtLE I+, | par (P6). N
4.2 Sinon H,I='é\“<al/\Eltil>[lt,l] et H2l=‘912<bll\Ejﬂtil'>[|t2|]

Par (P3) et (P5) on obtient (’+t21=f pour

AN FAS
f=A. <anEltl> A <bAEIt I>[1TIvIT I
lelr ¢ 1" jerz 1 y >0 211

et apparemment f:JH,l(Blt2l. lw}

Preuve de la consistance

La consistance de la méthode de traduction est déduite des lemmes
2 a 6. qul ont tous la méme hypothése. I'hypothése d'induction de
la preuve du théoréme 5.
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Solt £ un ensemble de formules de I'lmage de i1 tel que
() VitleF VUeT[L] It'l sous—formuie de it! implique It eF,
(2) VitieF WeT[E] vEItl Implique t'<t.

tes lemmes sulvanis donnent des propriétés de F.

temme 2
VitieF VeT(E] vE[IT1] implique 1+t'<t.

Preuve: Soit 'eT{L) tel que t'F[ﬂ’!\l}. Par le théoréme 4 et les
propriétés 2 (P3) et (P5) on obtient t+i'<1. O

temme 3
VitleF WeT[L] vEEItL impligue <t ou t'<7t.

Preuve: De la propbsltlon 2 on dédult
E“‘=k\éNYk ol Y, =1t et Ykﬂ=ﬁ(‘¥kY‘.ltl).

On prouve le lemme par Inductlon sur k.
= Pour k=0 Y,=i1l et du falt que ItleF t'kY, Implique 1.
- Solt k tel que ViI<k t'EY, Implique v'St ou t'¥11.

Supposon_s x'va ol Y"*’=<TA(l¥kY‘)> [1‘/\(‘ XRY)v!ﬁ 1. Cecl Implique

IZ)t

a)]to =

covfrt.
A - N
bw‘i t >ll implique (aj T et &F lé(le ou a‘t‘k[I&!]) alors

ot = ¥ Y, et par I'hypothése d'induction 4,5t ou

vy t“lnl implique (at<71 ou atr71470 par Fhypothese d'induction.
(A5) et le lemme 2.
I’ est donc de la forme t'=71, + Lat ou 7i¥7t (A5) e
Tt + Laf € 7t + t o+ Lal, par (A6)
S 1t o+ par (b)
£ 71 par (A6).

Par conséquent. t'S71. O
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Lemme 4
VItleF Vt'eT[L] t'ETeltl implique t'<rt.

Preuve: Du fait que 7°ltI=G(EItl.Itl) on obtient que t'F7°ltl Implique
t'hG(k\éNYk.ltl). Du fait que G est continu. on obtient
tE V. GO VY Itl) ce qui est équivalent a
keN i<k / q q
1k20 t'E=G( XY'.,HI) équivalent a
k20 tEY, .
De la preuve du lemme 3 on déduit t'<7t 0O

Lemme 5
VitleF V'eT[L] t'Fa°ltl Implique t'<at.

Preuve: a°lt|—<aAEIH>[aAEltlvltl\a] t'Fa°ltl implique alors

a It t’->t et t,FEItl ce qui Implique par le lemme 3 1,<t ou
t,¥7t. alors
1t t'£>t0 et at <at par (A5). |
b th t'1>t implique a=a et m=Eltl ou ath[l’t\l \ap.
De tlt=Eltl on déduit comme en a) atﬁat et de ath[ltl\a] on
déduit par la définition de ltl\a que TtF[lAl] Par le lemme 2
on obtient t+‘rt~9t ce qui implique par (A7)
at+at atl+a(t+'rtl) < at.
De a) et b) on déduit que t' est de la forme
v'=at,+Zat ou at, Sat et at+£at-§at par (A3) et (A7). D'ou on obtient
ta‘iat

Lemme 6
Vigl.It,le F, vieT[L] te 1+, | Implique 1£9+(2,

Preuve: On a que ltll pour |=1.2 et It1+t21 de la forme

— A A -
It’.l -I911<aﬂ/\Eltﬁl>[ltIl] pour =12,

= AN N N
H,HBlt,‘,l -‘é\“<an/\Elt"l>‘912<82/\EH2]I>[ l t’lvl '(2l] ol
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'=f{leltl Jjel2 cla,t.a 821)] et I2'={lelz2l}lels c(azllzl.aul”)].

Du fait que 2: ahlllhul! et ltlseF pour j=1.2 on déduit que

1 &y P ¥4 pour |=1.2 donc P T O Ay, .

Supposons que teT{L] ot tkiti®lL,l. Soit t= th“ Ceci implique
(2) Viely ]t ’ !’Nll' et a= a” et ly'FEll”l
ie. aa”'afa”tl comme en lemme 6 pour §=1.2.
3)  VIEt=>t" implique bt"k{ | t,l] ou bt* F[I i].
l.e. L+, +br*dL+t, par le lemme 2.
4) we11~11 Jjel2’ [W] o) (m] ce qui implique.
a, )_ 2121 par le lemme 2. ~

(5) Viela2-I2' Jjelr a”t” ; par symétrie.

2t
Ainsl. on obtlent

t 4 X at°+ L at’+ L bt
ety Vi ey 22l ey ti

'gnen %t Erpfela T BN per @

‘euﬂ,},, 1Byt ( LBy par ) et (8)

& (L R +Q§Ja'.t‘.‘ par (D

£ 4+, par 3. O

Théeoréeme 5
(C2) VLIr'eT{L] t'kitl Implique L.

Preuve: Par Induction sur la structure des formules.
1. UE[4] Implique t'<¥NIl (évident.
2. Soit F un ensemble de formules Itl de I'image de |1 tel que

(1) VItleF VreT[L] Iv| sous~formule de It} Implique It'|eF
(@ VitleF VUeT[L] t'Fitl implique 1'~t.

Pour toute formule Itl, obtenue & partir de 'l eF par application
de a°. 7° ou ® ces propriétés sont préservées d'aprés les lemmes
4.5 et 6. Toute formule ltl peut étre obtenue A partir de [1]
par des applications de a°. 7° et ®. ce qul compléte la preuve.
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La preuve de la complétude

Pour démontrer la complétude de la méthode de traduction. il suffit
de démontrer Itl=1t'l pour les axiomes (A1) a (A7) qui sont de ia
forme t=t". Cecl est suffisant parce que I'on sait que (A1) a (A7) constituent
une axiomatisation compiete de <. La complétude est prouvée a partir
des lemmes 7 & 10 sulvants.

Lemme 7
VLt eT[E] [1T1]1=[1D1] implique 1<t’,

Preuve: Du théoréme 4 on déduit tk[l't\l] et t‘t=[l't\’l] ‘ce quli
implique t#[l’t\l] et t't=[l’t\l]. A cause du théoréme 5 le lemme 2
est appliquable et on obtient t+t'St et t+'St' ce qui implique t<t".
a

Lemme 8

(A1) l(t’ﬂz)ﬂal = lt,+(t2+t3)l
(A2%) lt,ﬂzl = l12+t,|

(A3") ft+tl = |t

(A4’) Tt+Nill = |t

Preuve: (A2), (A3°) et (A4°) sont évidents. Il reste a prduver (A1)

dans le cas oa H,l#[.t] pour I1=1,2,3, c’est-a-dire on doit prouver
(H,Ieltzl)elt‘.,l = lt,l@(ltzle)ltsl),
Dans ce cas chaque Itl est de la forme

= A =
lt’.l—‘é\J<a”AEH”I>[ltil] pour i=1,2,3,
Un terme de la forme <anEltl> de It est éliminé en lt,l(Bltzl
ssl il est éliminé en lt,lﬂ)(ltzlealtal) parce que la relation définie
par le prédicat c(at.bt’) est transitive et antisymétrique 0.

Lemme 9

(A5’) lartl = |atl.
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Preuve: Si itltSTRICT. alors Itl=7°lt’l pour un 11’} eSTRICT. Cecl
implique I7tl=7°lt'l, la(rnli=acit’| et latl=a°it'l.

Si 111 ¢STRICT. alors l7tla7eltl ce qui implique lat(7di=a°litl et
lati=a°ltl. On a donc tfoujours latimiazti. O

Lemm 0

(A6°) 171+t = |71
(A7°) Ia(l,+1:2)+atzl = la(x,+n2)l

Preuve: Par Induction sur la structure des formules.

Solt F un ensemble de formules Itl de I'ilmage de 1 tel que
D VitleF wweT[(L] vl sous-formule de It} Implique Il €F.
2) Vitl eF Va.beA a°ltieF implique beltleF,

3 VitleF WeT[E] 't Implique It isiti.

- F={[4]]) est un iel ensemble.
- On considere un tel ensemble F. et on prouve que
F' = Fu(lati l1tieF.aeA)u{It+t' b1 1th, Iy ) €F)
satisfait 1).2) et 3). 1) et 2) sont satisfalts d’aprés la définition de
F. On dolt donc prouver 3). A cause des lemmes 8 et 9, Il suffit de
démontrer (A6 et (A7) de la forme It i=It,} ou Iyl=a°it’') ou
Iti=iy 181" pour Iy 1.1 1 eF. On dolt montrer:
a) Pour Iyl (ou It,1) de la forme 7°Itl on dolt prouver:
alh VIKHIGF th,! = ﬂ‘rt,ﬂ,l (A6°)
(@2) VILL. 7Ll eF I7QpT) ) = 17 T)4+TL, 1 (A7)
Pour cecl Il suftit de prouver
@3 Vil 1ttt leF 17+l = IT@ )7, 1 (ABY)

b) Pour Il (ou I,1) de la forme a°ltl on doit prouver:
) Vit itr7, i eF fa@iT)l = taq#7i)+at, t (A7)

¢) Les cas ou Iyl (ou Hzl) dans des occurrences de (A6) ou (A7)
sont de la forme Iti®it'l ont déja 616 considérés en a) et b).
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Preuve de (a3):
Si lt,+t2leF ot lt,+12|£STRICT, alors IT(t,+t2)I = lt,+12[eF et rien
est & prouver.

Si It,+t2l=[l] ou I12|=[.L], on obtient facilement le résuitat.
Sinon Itzl est de la forme

It,] = A <aAElLI>[ VE%ILT] et
2 iel 1 / [lel' ! ]
Ir(t,+t2)l est de la forme
- T
IT(t,+t2)l = <TAE|11+12I>[T/\EIt1+t2|v|t,lvltzl].

On a Viel [a;lt,l] o) [I-r(t1+t2)l], ce qui implique

- Miel c(altl,'r(t’ﬂz)) d’ot I'on obtient le résultat

- ou Jiel [é}ﬁ?]:[l@n]. Ceci implique
a=7 et [l’t;I]E[?TITil]. et par It,l€eF ot le lemme 7 on obtient
Itzl=-=7'°lt,|, une contradiction & I'hypothése que It,| eSTRICT.

Preuve de (b):

Si lt,+‘rtzleF et It,+thl£STRICT, alors It+7,i=7°1t'l, pour un

Il eF ce qui implique Ia(t,+112)l=a°lt'leF par (2).

Sl lt,+'rtzleSTFlICT, on peut supposer sans perte de généralité que

11,1 eSTRICT. On a que lat,l ot la+7t)l sont de la forme

lat,1=CanElt, | >[anElt, IviTiNa) et

laETt) | = <anElrT, > [anEl T IviGiNa viTi\a vanE i, 1]

On a donc [a':Tt;l] > [amzl] ce qui implique

- ou c(atz,a(tfr'rtz)) d’ou I‘on obtient le résultat §

- ou [a":it\z"l] = [E‘T{;Frtzl}. Par le lemme 7 on obtient
atznfa(t,+‘rt2), ce qui implique t,~t+7t,. Par la propriété 3 (2) cecl
est le cas ssl T,¥t+71, ou t,F7r+7L) ou L,¥t+T,. Le dernier
cas Implique t,¥7t,. Du fait que I, 1. 14+7t,1 €F on obtient
'r°lt2|E|t’+'rtzl ou ltzlz'r°lt,+ﬂzl ou |12|ET°|t2|, et toutes les
trois possibilités contredisent ltzl,lt,+112IeSTHICT.c1

Théoréme 6

(C3) WLU'eT[L] ¥’ implique Itl=1It'1.

Preuve: Les lemmes 8.9 ot 10. O
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IV.3 Sémantigue des termes récursiis gg CCS

3.1 Les termes récursifs contrOlables de CCS

Considérons le langage de termes construit & partir de la signature
E=[Nil.+ JUA définle en 2.2 et d’un ensembie de varlables X de la
manjere sulvante:

- Nil. xeX sont des termes,
- sl LY sont des termes. alors
at, t+t° et recx.t sont des iermes.

“ on représente par T[L.X] Vensemble des termes fermés et blen gardés
de ce langage. § est blen gardé signifie que toute occurrence d‘une
variable x dans i est sous la portée d’'un opérateur acA-{71}., par
exemple t=recx.alx+recy.by} est blen gardé, mals pas t'=recx.ax+x.
Comme en 2.2 pour tout a€A une relatlon 5>5T{£,X]“T[£,X] est
définie comme la plus petlte relation satisfaisant '

TR
a_ ., a, .
L, = Implique L, =t
y, = t Implique >
t{recx.t/x] LHor implique recx.t L 1 sl x libre en t.

C'est-a-dire recx.t(x) est la plus petite solution de I'équation x=t(x).
Le probleme étudié est celul de la solution d’équations récursives de
ce type. En sulvant l'approche classique. nous caractérisons ces solutions
par des limites de suites ordonnées. Pour cela. nous étendons CCS
par l'adjonction .d‘une constante f} représentant le processus le *moins
définl*. Sur cette extenslon nous définissons une relation de préordre
<« tolle que 0:=«n«? est une relation de congruence dont la restriction

sur CCS est la congruence observatlonnelie. Pour des ralsons qui deviennent
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évidentes par la sulte, nous n’avons appliqué cette approche qu‘au
sous-ensemble CT[L.X] des termes contrdlables de CCS. On définit

CTLLX] = {teT[ZX]IJeT[E-{7}.X] t¥1'} et également
CTIL] = (teT(EL]IJreT[E-{7}] t¥1'}.

Un terme est donc controlabie s‘il est congru & un terme t’' sans
occurrence de 7. D’aprés [Mi] Chap.9 les termes controlables t sont
tels que I'exécution d‘une 7-transition meéne & un terme t' tel que
=t

3.2 L'extension CTn[ZZ] de CCS

Considérons le langage de termes TqlZ]. 1'algébre libre sur la
signature LU{N} o0 N est une constante.

Représentons par £ la congruence Induite par les axiomes (A1) a
(A7) de 2.4 sur To[L]. Evidemment. on a Q/T[L] = #.

L'ensemble des termes controlables CTnIE] de Tn[}:] est .défini par
CTnIE] = (eTRIE 1 v eTL[E-{7)] Qr)

Par la suite les termes de CTQ[L‘] seront interpréiés c'.Omme des
ensembles de termes de CT[Z] qui sont des unions de classes de
$. Les termes de CTn[Z] représentent des ensembles de processus
de CCS tels que I‘exécution d‘une 7-transition a partir dé‘ n‘importe
quel sous-terme t méne & un terme t' tel que t'~t,

Prouvons d’'abord deux propriétés de CTIZ]. qui sont importantes
pour la suite.

Propriété 1

VteCTL[E] tlat' ssi t=Xat. od atfat.



v - 29

Preuve: Evidemment tflat’ impllque t=£at,.. Supposons. que pour un |}
atfat’. Cecl implique qu’li existe un | tei que atﬂat’ et at+ifat
par une application de (A7); sinon on aurait également atlﬂatl.
C'est-a-~dire Il existe 4.4’ tels que ai’'Qal et 81‘08(3;'9'1'!") ce quil
implique atfat‘Qat! par (A7). Mals du falt que allﬂaaa pour un
sans occurrence de 7, cecl implique a_(t"+nl')ﬁatl’. D’od t'on déduit

aal.ﬂat'. o

Propriété 2

VieCTo[ L] tlyrt, implique Jy .1, tels que 101’ ' seulement par
(A) a (D et 0y et 1, Gy,

Preuve: Notons par 1R°t' le falt que 101y seulement par (A1) a (A4d).
Si R’Q’t"ﬂ’). alors t‘t'+0 pour un v, parce qu'll n‘existe pas d‘axiome
pour élimlner . Supposons donc que 'thﬂz’ y=Eaf et t,=Lbt’. ¢
est également de la forme t=z:cll“'. De 'la preuve de la propriété 1
on déduit que Zcﬁ;ﬂ'ta}i-rzbjlj. ul

Définition 1

Soit teT[L] avec m0 occurrences de N et 'f)’*—'(p, -p,) un n-uplet de
termes de T[L]. On définit {‘opération de substitution * telle que
n"p est le terme de T[L] obtenu & partir de t en substituant dans
l‘ordre les N par les p. Pour 1€T[L] on définit = P=t.

Délinltion 2
On définit la fonctlon prol: CTn[x] - 20”51 telle que
pour teCT{L]  prolw={1eCT[E] I, t @ 1P v =P }.

On appelle prol() le prolongement de t.
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Propriété 3
prol® = CT[L].
Preuve: évidente. O

Propriété 4

Pour teCT,[L] prolad = {t'lt'afézlati pour ICN finl et teprol}.

Preuvs;

- 8I t'¥xat et Leprol®, on a:
tl-fti'*b; pour t'Qt et t,.'*f); défini.
Donc t' & Za(t]'*ﬁ;) & (Zat’.’)"ff ou P =(_b)1,...b;). Ceci Implique
t' eprol(at), :

- Sl t'eproltad alors v'St**p o0 t*Qat. Par Ia propriété 1 on a
t“=£atl ou at'.Qat. On peut supposer que t ne contient pas de T,
mais on n‘a pas nécessairement tQt'. parce que t' peut dans le
cas général étre de forme t=7t'+1" o0 't ou t'Q71. De la
preuve de la propriété 2 on déduit que a(Tt + )Qat et également
a(Tt +t")"p & at‘p parce que I'élimination de 7T n‘a pas changé
le nombre et I'ordre des occurrences de N en L Ainsi. on peut
obtenir par élimination successive des 7 un t" tel que t“'Qt et
t“'*p’ﬁt*p On obtient alors,

t (}.‘.at,)*p La(t* p) s Za(t""p) ou t~Qt.
Cecl implique ti‘""p,eprol(t) d’o on déduit le résultat. ‘O

Propriété &
Pour .1,eCT,[L] prolt+t) = {mﬁt,'-rtz' pour t’eprol®) i=1.2}.

Preuve:
- sl t"fz:at,'ﬂz' et 1’eprol® pour i=1.2. alors
L2p od ll"Qt pour I=1.2. Cecl impllque
t & t’“*p1+t2'*p2 n?(t, +t ")"(p1 p2 Donc teprol,+t.).
- 8l teprol+t) alors t¥1**p, ou t"Qt+t,. D'aprés la propriété 2 on
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a z:Qta'ﬂz' unlquement par tes axlomes (A1) & (A4) et &,“Qt, et
tz"ﬂtz. Cecl Implique que I'on peut obtenir de fagon évidente & partir
do B un B 16l quo 1B & @R S By = gy
oo.?)”=(f);‘.f)’2‘) et teprol(l). Cecl compléte la preuve. O

Propriété 6

Pour neCTn[l:} proly est une union de classes de la congruence
< sur CTalL].
Preuve: Evidente & partlr des propriétés 3 a 5.

Définition 3

Sur C'Tn[l‘.] on définit les relatlons binalres « et 2 telles que
a) t«t’ ssl prol(cprol(t’)
» 9 = «n«?

Evidemment. « est une relation de préordre sur CTn[ZZ] ot 2 gst
une relation d’équivalence. Remarquons que les restrictions de
0 ot do « sur CTIL] sont la restriction de ~ sur CT[E].

Propriété 7
Pour L4 eCTL[E] pour I1=1.2 on a

a) t’«tl Implique a(dtat,‘

b) l’«t" et ‘2“2‘ implique (,ﬂz«a”ﬂz‘.
rouve:

a) L&’ est équivalent a proltcprol(y,’ d’'otr Kon obtient t"'eprol(at,)

implique t"-fzat” ol L.eproi(t) par la propriété 4. Donc y,eprol,).

ce qui implique L eprol(at’). Ceci implique prol(al,)_cgprol(at,') ce
qul est équivalent a a(’«atl'.

b) ‘1"4" pour I=1.2 est équlvalent A prol(t‘)gprom‘.') pour §=1.,2,
teprolt+y) . Implique t-’t,"ﬂz‘ o t"eprol(t’) par la propriété 5. Ceci




Iy - 32

implique L eprolt”). donc teprol(t,/+t,). Comme en a) on obtient
Grey’+,. 0

Remarquons. que QEQ et cette inclusion est propre. Evidemment, deux
termes ‘1"2 tels que t,Qtz ont les mémes prolongements d’aprés la
définition 2. Mals on n’a pas Q_C_Q parce que par exemple pour
t=aN+aan+aaan et t,=af+aaan on a %1, mais pas {Qt,

3.3 Propriétés “opérationnelles* de <« sur CTLLZ.X].

Dans ce paragraphe nous donnons des propriétés opérationnelles de
« sur CTL[L.X] dont nous avons besoin dans les paragraphes sulvants.
Pour ceci on définit pour tout aeA une relation —>CTQ[E X}*Tn[LX]
et pour aeA\{‘r] une relation >CCT [E. X]"CTn[Z X]. telies que N
n‘a pas de & ou & dérivations.

On définit une relation EECTn[E.X]"CTn[E,X] comme la limite de
relations ﬂk_c;CTn[Z.X]"CTn[E.X] telle que la restriction de ¥ sur
CT[Z] est I'équivalence faible [BR] qui est & sur CT[}:]. C’est &

I'alde des relations X et X que I'on distingue N et Nii.

Pour tout a€A on définlt une relation 2» exactement comme en 2.2
ot pour tout aeA-{7] une relation %, est définie comme ia restriction
de (D= sur CTn[Z X]"CTn[Z X].

Notation

Pour teCT,[Z.X] on note par I® la profondeur de I'arbre qul représente
t. c'est-a—-dire la longueur maximale d‘une séquence se€A-{T}])* telie
que tht. par I-p() on note la profondeur minimale a laquelle se
trouve une occurrence de N. c'est-a-dire N-p® est la longueur minimale
des séquénces se(A-{T])* telles que 0. Pour teCT[L]. on’pose
f1-p () :=co.



IV - 33

Délinitlon 4

On définit la relation ¥ -—-kréN)xk £ CTQIEX]*CTL[E.X]. ou les h’k
pour keN sont définls par
T WL ssl 0-p@»0 pour |=1.2
- gL ssl vaeA-(7) B implique 16,0 et WA et
a N . oy Byg o e )

(4,1, Implique 1t, (l‘ et LEL.
Les relations £, sont des relations d‘équivalence pour tout keN. En
effet. X est l‘équivalence falble sur CCS parce que ¥ n'est définl que
pour des termes 1 tels que N-p(=c, c’'esi-a-dire teCT[EL]. ‘

.

Proposition 1
VteCTLLE.X] n-p>k on a Vi'.t"eprol(d a‘h’kt'.

Preuve: par Inductlon sur keN.

= Pour 1eCTL[L.X] tel que N-p(>0 on a évidemment
Vi‘.t"eprolt) t'ﬂot".
- Supposons que pour un keN V1eCTL[L.X] tel que N-ptk
V' eprol® i 1°. ‘
~ Solt 1teCTL[L.X] 1ol que N-p>k+) et t'.t*eprol().
t est donc de la forme tﬂig.lalt‘ ol 4eCTL[EX] et N-pt)k. Par
les propriétés 4 et 5 on obtlent
= 1308 o . ’
prot( (it IEI ‘é‘.dlall” oL J#0 et t” €prol}.

Pour t'.1"€prol() on obtlent donc;

l?_ (] " Ie__ [ ] = e -

U= Implique JL* t " Jlel a a et L 1 eproi®) ce qul
Implique par I'hypothése d'induction LR '

On obtient alors

Ii , - lg - & L]

:Na implique It ta”' et Lt

ll: 8 L l= L lw L]

U"=¢" Implique ot nooet LR LT

Cecl Implique t'n’mt“. o
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Proposition 2

Vi,.1,eCTLIZ] tels que N-p)>k pour i=1.2, on a
t,‘yktz‘ Vt’.‘eprol(tl) pour I=1.2 implique t’)gktz.

Preuve: On fait une preuve par induction sur k.

- Pour k=0 rien est a prouver.
- Supposons que pour un keN Vt.1,eCT,[L] tels que Q-p(t)>k
2 1 i

pour i=1,2, on a
LR L' Vi eprol@® pour 1=1.2 Implique L L.

= Solent t.t,eCT,[L] tels que N-pM)>k+1 pour I=1.2 et YL
Vt'eproit) pour i=1.2. :
On prouve t’xgkﬂtz.

t}n,a implique VT); x”‘f);‘ln,a*f),' ce qui Implique

- i =3, -2, X

VB, 1t @ p’2—>t2p"p2 et Py ¥ 1, P, parce que

L*P),, 1, *P, Parce que N-p >k et N-ptt, )>k. & partir de la

");w "):
proposition 1 et du fait que t,;p, ”kt2p*p2 on obtient
‘Ia'gktzp' Vi, eproit,). Vtzp’eprol(tzp).

Cecl implique par I‘hypothése d’induction t,a)gktzp
Par un raisonnement symétrique on obtient également

a a '
t,=>1,  Implique ]t1pt,->t,p et ypwktza. Ceci implique le résultat. O

Proposition 3
Yi.1,eCTL[ L] tels que O-p)>k pour i=1.2 on a
L, implique t,.wkte.

Preuve:
t’«tz est équivalent & prol(t’)_t:_prol(tz). Par la proposition 1 on obtient
L& L Vi‘eproi®), ce qui implique par la proposition 2 l,mktz. a
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Propgsition 4

Vi,.1,eCTaIL]. t«t, Implique

a N
‘2'"2a Implique ]lu (,-NM el nm«a,“.

. [y
Breuve: Solent t.t,eCTL[L]. L, ot L5,

@

Supposons Ju, 42>t . Par les propriétés 4 et 5 cecl Implique qu'll
existe un t'eprol(t) tel que t’'éproit,) ce qui contredit L«

On a donc I, u,‘bku. Supposens que pour tout x’btu implique
La%lhy Ce qui est équivalent a Ju ‘eprol(t) tel que ¢ ‘éprol, ).
Par les propriétés 4 et 5 on obtient alors ;l,‘epro!(t,) tei

que L’ éproli,). Cecl contredit le falt que L«i,. O

Propositon 8 '

Vi,.L,eCT[L] tels que O-p>k et I,)<k on a

Vi eprolt) 11, eprol(t) '&,‘ﬂkt,‘,‘ Implique t«t,. (1)

Preuve: On falt une preuve par iInductlon sur keN.

Pour k=0 rlen est & prouver parce que !(t2)<0 n‘est pas possible.
Supposons que (1) est satisfalt pour un keN.

Solqm VL,.!ZGCTQIFZ] teis que N-p(t)>k+1 et I(L)<k+] et
Vt,'eprol(t,) 1, eproi@) l"r{mtz‘. On  prouve t«t,.

{, est de la forme générale t,Q ‘é:lalt" 00 L eCT[L] et
N-pt, >k pour lel.

SI L,0n. alors L,

st de la forme générale 1,{) ‘l‘.Jbltm o0 t,eCTL([E] gt

Sinon 1
€

2
‘“2:) <k pour led.

Solent t’eprol(t) tel que YR, Par les propridiés 4 et 5 t' et

t2' sont de la forme générale

9'“9;51 1£‘I,a‘ lwou (meprol(lu) et 1#0 (a)

lg'ﬁlé:Jlg:J‘bl |2an tzﬁepml(tzl) et J#0 (o).

L, L' implique VL] la.m a=b et t Mt ~ ce qul implique par
la proposition 1 que Vi 'eproltt)) t'K.t, . ce qui Implique par
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I'hypothése d’induction Lt . On a donc trouvé que
484" implique In t"eprola,) et b=a @.
Par un raisonnement symétrique, on trouve également
t2‘g>t2" implique Ji t,"eprol(t,) et a=a (3).
Par les propriétés 4 et 5 on déduit de (2) et (3) que 1, eprol@,).
Du fait que (’ est un élément quelconque de prol(t,), on .obtlent

t’«tz. a

3.4 Complétion CTIL]_de CT[E]

Nous définissons une extension de CTn[Z] en y ajoutant les limites
de suites décroissantes de termes de CTn[Z‘.] qui seront utilisées
pour caractériser les solutions d‘équations récursives sur CTalE]
et finalement pour caractériser les termes “Infinis* de CT[L.X].

- Solt § I'ensemble des suites “i}leN sur CTn[Z‘.], telles que
- VieN ta «t, autrement dit la séquence {t} est décroissante.
- VkeN Jik vbitk) O- P2k, c'est-a-dire les N ﬁguram dans les

t se trouvent en profondeur de plus en plus grande.
- Soit B={ n H{t}es} un ensemble de constantes, mais ouinN
sera lnterprété comme une opération de borne lnférleure
Considérons I'algébre de termes Tal[L] sur ia signature ZU{n}uUB.

Comme en 3.2 on représente par { la congruence Indulte par. les
axiomes (A1) & (A7) sur T}’;[E]. On définit I'ensemble des termes
controlables CTO[L] de TH[L] par

CTRLE] = {teTRIE113vQe et veT™ [I-{7}]].

Pour tout a€A une relation —>CT°°[}:]"TQ[Z‘.] est définie exactement
comme ->cTn[£]"Tn[£]
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Pour tout aeA-{7} une relation f‘-)g:_CTE[Z]"CT:[m est définie
comme la plus pelite relatlon satisfalsant

- pour LU'eCT,[L] 15 (D) aye implique 2ot
- 00y ssi (VieN 20 Implique 310 et (1].[4'] €S

On détinit n—p(m'):m.

Une séquence de relatlons #"ECT:[Z]"C“I:[}S] ot ¥= k%N#* sont
définies exactement comme sur CTLlE].

f_\ema[guegz

~ 8l (L) €S est une séquence qui devient statlonnalre & partir .d’un
certaln rang k, par exemple bbbt alors tke.CT[}:] et N,

- Pour un terme M, on a N-p(N)=w, parce que. solt la séquence
(t'.} est stallonnalre, solt les occurrences de i se trouveni dans
une profondeur de plus en plus grande. c’‘est-a-dire, N ne peut
pas oxister une séquence se(A-{TD* telle qu'il existe un Indice
n tel que Vi>n 190, ce qui serait nécessaire pour ndrq,

- On voit que la relation ¥ sur CTS[Z] n‘est définie que pour les
termes 1t tels que N-pl=cw, c'est-a-dire les termes construlls a partir
de NIl et des élements de B. ’

- La restriction des relations ¥ et k’* sur CTn[lZ] sont les relations
K et X, sur CTH[L] définles en 3.3 ce qul Justifie que I'on ne
les distingue pas par leurs noms. On a également que la restriction
de X sur CT{L] est I'équivalence falble. qul est égale & la restriction

de ¥ sur CT{L].

Proposition 6

Pour [l‘]es VkeN Jitl) Vnaik) nt &‘.’k 1

Preuve: On falt une preuve par Induction sur k.
- Pour une séquence (t‘}es in Visn f-p)>0 ce qui Implique Vi>n

Y




IV - 38

=~ On salt que pour une séquence {t} donnee Jitky ¥izik N-pt»>k
VkeN.
Supposons que pour un k on a pour toute séquence {ti} ntl.!lktn
vnzi),

- Soit {t}es et n:=i(k+1).
m_>m' implique Vj>n t°‘>tl’ ot N-p(t)>k par ia définition de 2.
Ceci implique par I'hypothése d‘induction nt‘Wt’ Vj#n. On a donc

M ndnt’ implique Vi>n t‘>t' et m'Wkt

i
By, a .
Vj?n U >tl Implique ll+1 . "1+1 et t/+1 «t On peut donc trouver
{1’} eS tel que tHt’ wid|. Ceci implique m->nt par la définition
de &. Par I’hypothése d‘induction on a nti’ﬂkt, Vizf, donc
g 4 g.. ’ ‘W ’
() Vj2n Y >tl. implique nt, >0t’ et nt, “ktj'

De (1) et (2) on déduit nwmt‘ Vizn. O

On étend la relation « sur CTL[L] de la maniére suivante.

Définition 5

Pour {t’.},{tl.‘]es on définit
ntl.«ml’ ssi ¥meN ]n tn«tm‘

On note 2 = «n«™.

Proposition 7

Pour {tl],{t,'}es on a
nL«nt’ implique ntgnt’.

Preuve: De la proposition 6 on dédult que pour tout k Il existe i(k)
tel que V¥nz3i(k m’.ﬂktn et nti'k‘.'ktn' n.

nt«nt’ implique vm In(m) t,«t . On peut choisir n et k de telle sorte
que n2ilk) et Vj>n N-p)>k et N-p»k. Par les propositions 2 et 3
on obtlent ¥j3n Ll L', Finallement. on obtient par (1) N Ny’ Parce
que k peut étre choisi de plus en plus grand on a

VkeN nt#kml', donc ntl.#ntl.'. O
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Proposition 8

Pour (t‘.},(g'.']es on a

ntgnL’ implique ng«nt’.

Preuve: AL¥nt’ est équivalent & VkeN ngL’. De la détinition de
ﬂk et de & on dédult Vk In(k) ¥nan(k) n—p(tn»k et n-p(tn"bk ce
qui lmplique LR vn.ma2n(k),

On dolt prouver YmeN JIn(m) tn(m)«(m'.

Solt meN 6t k tol gue l(lm‘)<k.

On a an(k)mktnm et anmnm . Cect Implique par la proposition 1 |
Vteprol(tn(k)), vx'eprol(tnm) g et veproi@t ). Parce que n-p(gh(k))>k
et It )<k on obtlent par la proposition § tnw«tm. 0

Remargue: Pour les termes de CT[L]UB les relatlons 2. « ef &
colncldent, comme on dédult des propositions 7 et 8.

La notion de prolongement peut étre étendue sur CTS[Z] de la
maniere sulvante.

Définjtlon 6

- Pour {t}eS prolay) = (rirgni}
- - = U prolQ’).
Pour teCTLIE]-B proi P

Propriéte 8

Sur CTLIE] t'<t ssl prolt)Sprol). O

roprieté 9

~ L4t Implique atkai, VaeA-[7}.
= M1, Impllque ittty VILeCTIIL] tel que N-plt)=w. O
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Proposition 9
Pour {t'.}eS a(ml.) } 4 n(atl).

Preuve: On a ant®>nt et VieN at®>t. Par la propriéte 7. on obtient
{t}€S Implique {at}eS. Donc nat®s>nt. Cecl Implique antgnat. o

Proposition 10
Pour {t,.},[t,.‘}es natt, )ﬂnti+nti‘.

Preuve: Sans perte de généralité on peut supposer ti,ti‘;én, donc

L 9_ - :Q_ " - . "
N+I=1" implique VieN IS et t"=nt°. Ceci implique VieN
tI.Qn‘." ou t,.’%>t’.". Sans perte de généralité on peut supposer que l‘on
considére une infinité de dérivations a partir des t. C'est-a-dire qu’il
existe un ensemble Infini d'indices I. tel que Wiel t2>t" et WieN-I
lg L]
ti —>t'. .
Apparemment [ti.}leles (par une transposition d’indices) et on a
n t°« n t*, ce qui implique par la proposition 7

leN’ jel’
nt¥ n t" (.
leN’ el

La séquence [t,.] étant décroissante et t,.3>tl" pour leI on peut définir
une séquence décrolssante {t*] telle que t*=t" pour el et tlﬁnl_*
VieN. Ceci implique Nt3>nt* et également ngxe 0 4*. Par la
proposition 7 et (1) on obtient ml."!!lgNt,.'. Par conséquent toute
a-dérivation de n(t,.+t'.‘) est une a-dérivation de m,.+ntl.'.

Evidemment. toute a-dérivation de nt,.+mi' est une a-dérivation de
N+, Cecl implique nu+tHX¥nt+nt’. O

Les propositions 9 et 10 sont des propriétés de continuité des opérateurs
acA et +
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3.5 Solutlon g'équations réoursives dang GT,[XL]

L'objeclif de ce paragraphe est de montrer que les équations récursives
en CT[L]} psuveni 6lre Interprétés comme des éléments de
Clz[i:}. Pour cela. on montre qu‘un systdme d'équations de la forme

(8) X = ’J(XI""XJ))' I=3..n

&

ou les s, sont des fonctlonnelles sur un ensembies de varlables construltes
& partir de Nil, + et acA., a une solution unique dans

CTRLE}/".

Solt pour I=)..n 4 =k‘2Nz’-" ou z =0 et zl_k*ftllzu....zmk) pour 8=}.,n.

Démontrons d’abord que [zllt..n est une solutlon du systéme (S).

On a pour I=l.n;

k¢ kr‘;Nzu‘,.,kreleM) n i(z,'k .zM) par les propositions 9 et 10.

0 0 .
n ((zu ) anz‘-"” kg]zu‘ La fonctionnelis l' étant blen

ardée. on a 0 z.9 n z ..
9 K214k KeN A

Evidemment, [z = nNz' K )1 _n st la plus grande solutlon de (S) dans
€TarE)/h".

De plus cetie solution est unique. Si {zl']L-n est une solution, alors
on a z'«z pour I=1.n. Par la proposition 7 on obtlent z'kz et par
une remarque précédente z"Qz‘.. On a donc ia proposition sulvante.

Proposition 11

Le systéme d‘équations [x=((x’ x)], ou les t sont des
fonctlonnelles blen gardées, a dans (CT‘”[:]/Q)" la solution unique
(z = an(n ﬂ)],ﬂ
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3.6 lnterprétation de CT[L.X]/< dans CT;;[Z]/Q

L'objectif de ce paragraphe est de montrer que les termes de
CT[L.X]/¥ peuvent étre Interprétés comme des termes de
CTRIE1/8. '
Pour cela, on définit une fonction h: CT[L.X] -» CTRIZ] qui
préserve les relations & et 9, c'est-a-dire

Vi.,eCT[LX] t<1, ssi h(t,)‘:‘h(tz).
Cecl permet d'interpréter les termes récursifs de CT[L.X] comme des
termes “Infinis* de CTqI[Z].

Les termes de CT[L.X]/# sans occurrence de rec sont également
des termes de CT;;[Z]/Q étant donné que < et 2 coincident sur
ces termes. Le probléme de I'interprétation se pose donc pour les
termes avec occurrences de rec dont la forme la plus générale est

t = recx,.f,(x,, recxz.fz(x,.xz,recxa.fa( )....rern.fn( ) ), (B
recxa.fatx’,recxz.fz( ),xa..‘.recxn.%( ) ),
recxn.fn(x,,recxz.fz( ),...xn) ).

ou on peut supposer sans perte de généralité que les f’..sont des
fonctionnelles construites a partir de Nil. + et a€A.

Définition 7

On définit une fonction h: CT[L.X] - CTRIZ] par

= hNiD = NIl

~ Pour les termes récursifs t de la forme (1) on pose
hty = z, ou Z, solution de {z,=fi(z7,...zn)}7__n

- h“)ﬂz) = h(t,)+h(12)

= h(@b = ah.
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Proposition 12

Pour tout téCTLE.X] hwt.

Freuve: Rappelons que sur CT[E.X] & est égaie a X, l‘équ!valencé
falble. On prouve la proposition par induction sur la structure des termes
de CT[EL.X].
- h(NID < NI
= Sl t est un terme récursif de la forme (1), c'est-a-dire
t, = recx,.t,(x,.tz,.. t”), ou
tl(x'....xn) = recxl.fl(x,.tg...xl....) pour 1=2..n. on a -
t, YIL0g..x)/x] &z, de 3.5 parce que f, est blen gards,
c’est-a-dire n—p(z,’,)=n—pa,m,...n)>o.

Posons Lo~ 4 et L™ l,.k[tlfx,....xn)/xl]
On obtlent:

5 '3 (parce que N-p(z, )1
2 %y B2 PZ.2
" et par substitution successlve
TS % C@ qui Implique
L x1 YKEN ot par la proposition 6 on a
Z 141 ).‘.'k Nz, . ce qui implique par ja définition de ¥
Lk ng , = b
- 8i nq‘.m, pour }=1.2 alors on a g+t = hatp+h(t,) s G+,
- sl hw+4t, alors on a Wad = ahw~al. o

Propositlon 13

Pour LLeCT[I.X]) on a \
x,‘ftz ssl h((,)nfhuz).

Preuve: Par la proposition précédente on a h(t,)m! et h(t2)m2. On
obtlent le résultat par le fait que $=¥ sur CT[E.X]. O
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IV.4 Caractérisation de la congruence observationnelle
sur _les termes infinis de CCS

4.1 Caractérisation modale de CTQ[Z]IQ

Le but de ce paragraphe est de définir une fonction
BN CTn[L] —> FF4 telle que
t'Eitl ssi t'eprol® Vt'eCT4[L].
ce qul implique
12 ssi stu=wen.
On définit la fonction ¥4 par :

- ANl = [1]

- 1qn =T |

- #atd = <anElti>[anEuts] pour aeA-{T}
- g = AAAALETE v ] ou

N N
e = Al/\[lltil] ou

A, une conjonction de termes <f> ou A‘.=T.
On définit les opérateurs @ et ® sur I'image de Ul par

- Uty = mati
- Ht,ll@lltzl = t"Hzll.

Fn est définl comme l'ensemble des formules générées a partir de

[1] et T par application de & et ®. c’est-a-dire Fp, est I'image de
‘TR S

Propriété 1

Pour f,.f, ,fz,fz'an on a:

f,:)(,’ Implique @f,:@f,'
£ et t2:>f2' implique f1$f2:(1‘®f2' o
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Lemmes 1

Soit t une formula de F représentant une unlon de classes de .
Alars. pour tout 1'eT[L] tei que JI"eCT[L) t'471* ou 141" on a

VEEWM ssi t'F V. Eltl.
it)of

Preuve: Du falt que E est monotone on a !\{SDBE'“DE“)’
SI VEEW. alors J1* vS4* et 1*k1, c’est-a-dire 1°k Yyo't! . Donc
'51° ou v¥re (of. [MI] chap.9). Etant donné (M 1itl (1t12f et t*E 111).

Donc tU'REItl. Alors. on dédult t'k '\{‘D‘Eltl. o

Proposition )

Solt f une formule de F qul représente une unlon de classes de
4, c'est-a-dire f = V. Itl. Alors

itEof ‘
=V |E _atl od H= Ieh...it 1} | 1t1>f pour I= 1.n
FeH Il eF tiy ! / P !

Preuve: Etant donné f = l‘{l:e“' ost une unlon de classes de ~

de termes appartenant & CT[L]. pour tout t satisfalsant { exista un

@f

terme congru A t sans occurrence de 7. Cecl Imptique l’t\l\anl et
par conséquent lati=<anEItI>[anEltl ]=@ it et également
battat' i=jati®lat’'}. Donc itlof implique lati>®f et également
131 et 1t'iDf Implique lattat’ |>@(®®F. Du fait que @IPO=@f. on
obtlent finallement

vV IFL atiof,
FeH Itl eF

Pour l'inverse on montre 'k @f Implique t‘Fié‘.Iagl. ou I est fint et
ILID =@ est équivalent a Uk <anEMN>[anEMD] ce qul Impliqie
t‘=‘£.l at ou I est finl et LEE®. 'eCT[L] implique que pour tout lel
LeCTIE] ou t¥71’ pour un L'€CT[L]. Par le lemme 1. on déduit que
LREWM Implique tEEIL' ]l pour un Hl‘l tel que H 121, Cecl Implique
a(‘.hlatl'l ol par conséquent

gf::]all’: l"é‘.latl‘l. o
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Proposition 2

Soient f.f des formules de Fn représentant des unions de classes.

c'est-a-dire f = V. |tl ot f = V Itt. Alors, on a
11 of Itl>of
fet' = Vv I+t 1,
1t1of, 1t iof

Preuve: Remarquons que pour t.t'eCT[L] ItI®It'I=It+t'l. En effet,
dans ce cas pour tous les sous-termes at on a

Iat,l <aAEHI>[aAEHI] ce qui implique

[la?,l]:)[la?’.l] ssi ua;?,n]_[la;?in]. |

Cecl implique que pour une somme It+t'l de termes de CT[L] le
prédicat c(at.bt) est toujours faux ce qui implique It+t'I=1tI®It'].
De la monotonie de ® on déduit ItIof et |t |>f implique Iti@lt1ofef,

équivalent a |t+t'I12i®f'. On a donc V It+t'] O fef.
Itiof, 1t I of .

Dans le sens inverse on montre t“Ef®f implique t*F lt+t'l pour tt’
tels que Itidf et It'|of.
St f=[L] rien est & prouver.

Si f=T= v Itl, #=AA[P] alors 1@f'= A = v g
teCT[L] LT1 alor 1 151,teCT[E]

Sinon f—IA <x>[A] f'= AJ<V:>[ ] ot x. (-Y; sont de la forme <anE(*)>.
<% A <y,>['f\vf] B0 Implique que
t* est de la forme t' = l‘. at tel que
- Viel JjeK an=<x> (@) et anz[’ﬁ (@”
- Wied ljeK atl=<y> (B et atr—-—[ 1 89
~ VkeK atl=[A] @) ou ate[P] ®"
Solt K'.K* les sous—-ensembles d’indices de K pour lesquels (a”)

Ceci implique 1®f’

respectivement (8°) sont vérifiés. On pose. _

= ’— =W - .’s [

t= |£K:altl et t'= ZK“a'.t,. Du fait que K=K'UK" on a t"<t+t, dongc
Ii=it+t'l et par tkf ot t'Ef' on obtient le résultat. O

"Théoréme 1

Pour tout terme teCTn[}:] on a,
) t'FUtd ssi t'eprol,
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Preuve: On fait une Induction sur fa structure de Fn.

= VET ssl teprolD=CT[L] et

- UE[L] ssl t'eprol(NID=(t'<Nil}.

— Solt #r tel que t'E¥tY ssi t'eprol®. Alors
UE@ N ssi Jy t'SEay et L= u1h par la proposition 1. Par I'hypothése
d’induction LE §sl Leprol poyr tout |, ssi l’.=£atleprol(at)_ par
la propriété 4 de 3.2. O ‘

- Bolt BLu. M8 tels que L'EELE ss| ' eproi) pour I=1.2. Alors
VENLUONLE ssi I‘Jl"ﬂe‘ o0 t'FULE par la proposition 2. Par
I’hypothese d’induction L'EaLE ssi ' eprolt) pour I=1.2, et
tl'eprol(t'.) pour §=1.2, ssi t‘eprol(t,ﬂz) par la propriété 5 de 32 o
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4.2 Proposition d’une logique pour la preuve des processus
contrblables de CCS.

4.2.1 Définition du langage de base FB

Les formules de Fn caractérisent des unions de classes de &

particulieres de CT[L]. celles qui sont des prolongements de termes
de CTn[Z]. On veut enrichir le langage F pour obtenir une logique.
Interprétée dans LTAR, en étendant les opérateurs @ et ® sur des

disjonctions et conjonctions de formules de Far

On considére le langage de formules FB defini par
- .L,T,[J.]eFB
- 8l Lt'eFg alors fvi'.iAf'eFg
- S8i feFg. b un sous-ensemble de A. Le. un élément du treillis
B=2".U.n.0.A alors BfeFy.
- Sl f.i'eFg alors 1of eFg.

La sémantique des opérateurs est définie de la manlére suivante:
- LUlnterprétation de L. T.[1].0vf'.IAf" est l'interprétation en LTAR (2.1).
- 1FOf ssi JteCT[L].aeA t¥Lat ot acb o tif.

- tR1OF ssi JU."eCT[L]. t5t+t" et VEf ot U'kF",

D’abord nous donnons quelques propriétés concernant 1.

Propriété 2

VoL =1
2) 16f = 1
3o = 1
Preuve: évidente. O

Ensulte, on montre que les formules de Fg représentent des

dis]onctions' de formules de F et par conséquent des unions de
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classes de ¥ sur CT[L].

Propriété 3

D 0@t = 1B v Of.
2) B(vt’) = @f v OF v OIBOT.

3 @b s &f v &f v 91061,

reuve:;
1 B vi")
JUat 1S4t et tEI el kv .
ssl JU.GfU+t et UEf ot t"F1) ou JILraSr4+” el 1'Ef et k17
sst RO v f®f".
2) tk® (vi’)
ssl t de la forme 15 2: (&Y Pour aeb et tEI' pour 1eCT[L)
ssi £ I: aei a,€b et Mel LtEf ou Viel aH' ou 1. 1'#0 1*ul°=]
el VleI‘ ikt ot Viel® tH‘)
ssl tE®f ou kO OuOEl atFOﬂ ot Z alFOf

ssl tF@f v OfF v G106,
3) analogue a la preuve de 2).

Proposition 3

Pour toute formule { de Fg on a t=l ou f est une disjonction de

formules de Fn.

Preuve: Remarquons que 1 caractérise Iensemble O. L‘application - d’un

opérateur de Fg & L (s‘ll est unalre) ou & 1 et f (s'll est blnalre)

donne un résuitat 1 ou f (propriété 2), donc L ou une disjonction

de formules de Fq sl f est déja une telie formule.

- [4] et T sont des formules de Fn.

= 8l L1' représentent des disjonctions de formules de Fn. donc des
unlons de classes de ¥ sur CT[L]. alors v’ et IAf représentent
des unlons de classes de +.




IV - 50

- 8i ffoi pour flan, alors

of = L si b=0@
of = —e

(j El}U...U{a 1)t si b={a7....an]EA.
Dans le deuxieme cas on peut a partir des proriétés 3 (2) et (3)
décomposer ®f complétement en une disjonction de formules de
la forme @f&) $@t qul sont des formules de Fa

~ 8l = V{ f'=V f.' o f.f'eF., alors
iel’ fel’d LR ¢
of = ( V D&V ) = ®f’ d'aprés la propriété 3 (1). une
7 er (lj)eI"I" P prop

dls]onctlon de formules de Fn O

Par la sulte on montre que ®f et {®f' admettent une représentation
par des formules de FF,. similaire & celle donnée en 4.1 pour les
formules . de Fer '
Pour cecl on introduit un opérateur E tel que pour feFg

tFE® ssl teCT[L] ot tkf ou Jt'eCT[L] t97t' ot t'Ef.

Propriété 4

D EUvE) = EMD v E()
2) EUAf) = EMMAEE)

Preuve: Remarquons. que pour t'.t"e CT[(L] t$7t et t¥71° on a t'St"

et du fait que les formules feF, représentent des unions de classes
de <. on a UEf ssi t'Ef.
1 tEEUvVE’)

ssl 1eCT[L] et tkf ou tkf' ou JU'eCT[L] 17t et H=f ou tEf

ssl tFE() ou tkE(f).
2) tEEMDAE{) _

ssl (teCT[L] ot tkf ou Jt'eCT[L] t¥71' ot t'EH et

(teCT[X] et tkf ou Jt"eCT[E] t¥71* et t*Ef)
ssl teCT[L] et tRAf' ou JU'eCT[L] t¥71' ot V'EIAF par Ia
' remarque précédente
ssl tkEUAS). O
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Pour une formule feFg. EM est donc exprimable en termes de formules
de LTAR, plus exactement si {=Vi pour llgr-‘n. alors E(DaVE().

On définit également pour beB une lormule b’eLTAR par
- @=1

- A'=T

~ a’'=a pour aE€A

- (b,ubz)‘=b,'vb2'

- (b,ﬂbe)‘=b1'l\b2'

Par la sulle on ne distingue plus b et b’. Par ces définitions on obtient.

Proposition 4

D Of = <bAEM>[DAEM]. »
2P = <t> et g'= A<t'>[{g'] ouv g'=T on a
our g= A <P>[D] et g'= AE>[D'] ou g'=T o

< > sl g'=
N A
089" =
O <IANG> A <'Ag> '} sinon
lel /\ﬁ led ! 9> 1991 .
Plus particullérement. on a

o() = A <DbAEW>[ V. DAEW]
el 1t el . ‘)[lel/\ 1

Preuve:
D k6l N
ssl t a la forme t=Lal’ ]1eCT(L] aeb ot (’'F ou t,'v,fﬂ‘) ej Y=t

" ssl 1=Eal’ aeb ot {'FEM
ssl 1 <DAEMD> [bAE® ].
Evidemment tk<b> ssi Ji* JaeA 151° of aeb.

2) Pour prouver (2) on montre pour <f‘>(fl']an

@) @ <I>[1'] = A<IAL>T Vi)
T el 4V el ™ [m‘]

d’'ou on peut obtenir facllement (2) dans le cas ol g'#T.
Remarquons d’abord ‘que ;

<PIYY = <SAPIE] (proprisis 1 (T5) de 2.1 et
- a»fm, o0 LeCT[E] implique qu'il existe |'€CTIL] t-Ly’ et

. .
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!3'334 {propriété 2 dé 3.1). On salt également que pour toute formule
feFF, t-' ot tkf ssl V'R
- Pour g=<1>{f'} et g'=T. on obtient
=g@g’ ssl tF1+1° UESIAID ] et t"ET.
tECIAKD ssl t SatHt, et atk<IalD,
ssi tfayrt, et ayE<IAr>[1'].
Evidemment, t23=T.
Cecl Ilmplique tFg®g’ ssi tRE<SINGD.

Maintenant, on montre (2°)
tk i?l <>
ssl sﬁlé:ltl‘ et EAD 1]
ss!l Iy - géixt“ et t{F(t‘Al")[f"] par la remarque précédente
ot le falt que les <I>[('] représentent des unions de
classes de .

ssi i~ LU et L UE A IAN>I VI {propriété 2 de 2.2)
W By et LR A SIA>L VT (propr

ssl I A _<IAL'>[ V. 1] par la remarque précédente. 0
1€ ING {9511] p q P

On peut obtenir facilement les propriélés sulvantes.

Propriété 6§

2) O Unt)

D @Df = !

2) OUAT) = QIADT

5t

<BADAED> [anbAEW® ) _
<BaAEM><DAEM> [anEM ] [DAEMD] (propridté 1 (T5) et (T2)
de 2.1)

s §IAGT.

<DAEUAI)> [ BAEUAL) )

2 SDAEMMADAER)> [DAENDADAE() ] (propristé 4 (3D

= QiAGf (comme dans la preuve de (1)). O '

]
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Proprialé 6

Solem (.l’.t‘an lels que gdg=Q pour g=f.1.1", Alors
12° et 21" lmplique (BI'GI* = (DI,

Preuye: Remarquons que gdgsg ssi VLL'eCT[L]) (kg et 1'kg lmpllque
H'Fg). Cecl est le cas ssl g peut étre mis sous la forme
0=8<g>[F) ou g=[P].
Solent t.l'.t'eFa lels que QBg=g pour g=1.I.{* et ‘IOF et 1'Of".
2 lmplique  1BIDIBF donc I21H*

implique (2D DL, |
217 Implique 1'®I*D{"®1* donc 1'®I-Df*

implique 1B ®1"Di@f*. 0

ogiil 5

‘a?x@ “M‘A?J@gp 'a?x‘®'/\(u¥a@"'» 01&(@9‘/“031@ ¥
E!QUVQ:

( 1?1@ P A?JGD o) =

1\ <DE(I)) A <cE(g)> V bE“)A V CE( =
7|} <bE(l)A( VCE( ))> A <cE( )A( v bE(l))) Vv bcE(l
1€l T IO R [u; 3 LN gl”

A €V SBCEUGINIA A (V <GBE(G1>) =
1€l Jed 9 jed 1l 11 op>r L. .. ]

(A
I}sJ"

‘€l<c‘kb'E(g‘kll)>) A];V mf A<ch(g‘ )>) [' T B

jed
ot n={I1 et m=1}J)

aq¥ (B, <0, bEQ l))/\ A<opE@L> [ ... ] =
A I vy '

€l

(@ @A) 6 QAL =
yeJ"T,El'" 1€l @ O 16J®9‘A’4'

I,
b ( IAC V ) O @<« N V D) 0O
e QINGY Qo) 00 @y, O

Remarquons, que d‘aprés celte proposition le terme
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¢ @l.t.)/\( m@g) eut se transformer dans un terme équivalent ou
e ‘ et P q
la conjonction est “repoussée” & un niveau Inférieur. Par application

de cette proposition et les régles

- @ABg = @ND) (Ing)

- (VDA & V_ Q)
IEI‘)g Oellg

. (4] si t={1] ou (=T
- iIn[1]}
1 sinon
on peut obtenir & partir d’une formule  donnée une formule f équivalente
sans occurrence de conjonction.

Dans Iexemple sulvant, on lllustre celte idée pour le cas ou I=J={1.2}.

Exemple 1

on note a;= t, a'= 32 ot 8= g,, 8= 92‘ On obtient

(ana’)BBAR’) = an(BvB IBa’'A(BvR’) ® BAlava)®8 ' Nava’)
5 agf®a’'g’ v af'®a’'f v af®a’'f'Bag’ v agba’'s8'Ga’s
v af’'®a’BBas v af'®a’'SPa’'s’ v afBa’'g'bas da’'s

Les formules aB peuvent éire mises sous la forme ang= QnNb) rg),
et IAg peut étre mis sous une forme ou la proposition est de nouveau
appliquable.

Les opérateurs @ de Fg expriment apparemment i'atteignabilité inévitable

sous une condition b par une transition observabie. En F’B on peut

également définlr des opérateurs B exprimant I'atteignabliité possible
sous une condition b par une transition observable. Pour cecl on définit:

1 = Q10T.

On a les propriétés suivantes:
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Propriétés 7

D ED ssh Jt' U et K
2) Bl = <HAEM>

3 <QUE = B!

49 BUvi') = Divel’
5) GIA®l & BIBDF

Preuve: (1) et (2) sont des conséquences immédiates de la proposition
4. A pariir de (1) et (2) on peut déduire facllement (3).(4) ot (5),

ou pour (5) on utllse également ia proposition 4. O
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4.2.2 L'extension i; de FB.

Comme nous avons déja remarqué. les modalités ® et > de Fg
expriment [’atteignabilité inévitable et possible sous une condltloh b
par une transition observable. Dans ce paragraphe nous étendons
FB par adjonction d‘opérateurs de point fixe. ce qui permet. d‘introduire
des modalités exprimant I'atteignabllité inévitable et possible sous une
condition b par un nombre quelconque de transitions observables. Cette
extension permet également de donner une “traduction" des processus
infinis de CT[EL.X].

On définit un langage de formules par :

- L.T.[1].xeX sont des formules. ol X est un ensemble de variables.
- 8I f.f' sont des formules, alors aussi fvi’ et fAf'.
- 8i £f sont des formules, alors

~ pour beB @®f est une formule,

- 1®f° est une formule,

- ux.f et oxf sont des formules.
On représente par ';4 Fensemble des formules fermées de ce langage.

L'interprétation d‘es opérateurs est définle comme pour Fg et LTAR.
mals sur I‘'ensemble de termes CT[EL.X].

On montre par la suite que les formules de IZ représedient des
unions de classes de & sur CT[ZL.X].

Propgsition 6 .

Toute fonctionnelle F de 'Z est V-continue. c’est-a-dire pour toute
séquence “1} sur liL telle que £>f .. on a

FCV D = Vv FM.
teN/ leN /

Preuve: Il suffit de montrer que les opérateurs de i; sont

V-continus. Pour v et A ceci est évident. Pour ® et ® on montre:

’
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Solent U], {gll des sultes crolssantes de formules de F
c'est-a-dire S:»tm et 0,°9;,; VieN.

- On montre VOf‘ = @(VII) :
ves§ o ® (Vi) est une conséquence de la monotonle de ©.
Soit t=Fat. donc t¥i' ou nlafnl' pour 4'eCT[L.X] et tk® V. Cecl
Implique que VI 8,eb et thE(W‘). Cecl implique VI Jji ‘W:mr
Soit n=max{j(b}. Du fait que {1} est croissante, on a
vi alt‘.kmn ce qul Implique I:atl ce qul Implique t}=0t

- On montre (Vf‘J@(Vg’.) = V(®g):
V(fi&)gl.) o> (VII)GB(Vgl) ést une conséquence de la monotonie de ©.
Soit teCT[E.X] et t=(VR®WVE). Cecl Implique .t -4+, et
LEVL et xzthl. c'est-a-dire }i.j t,HJ et tzhg‘. Pour n=max{i.}}. on
a donc x,t:in ot ‘2'=9n' ce qul implique (,ﬂzktna)gn, donc tt=v_f’ﬂ)gl.
0O

Proposition 7

Toute fonctionnelle F de l; est A-contlnue. c'est~a-dire pour toute

séquence “13 sur l;

F (AI'.)’ 5 AF (tl)

telle que L0 on a

Preuve: Comme pour la preuve précédente. Ii suffit de montrer que

@ ot ® sont A- continus.

Solent (fl], (gl] des sulles décrolssantes de formules de l;

c’'est-a-dire fm:nl et 0,59 VieN.

- On montre O(Aid) = A8
@(Atl) D A@l est une conséquence de la monotonie de ©. A
Solt t=Eaf. donc l-ft“ ou tin pour t'e€CT[E.X] et t=A®1. Cecl
Implique tt=®f VieN. c.a.d. V] aeb et H=E(fl) On obtlent comme
dans la preuve précédente a"hAl‘. Cecl lmpllque Vi aN-‘-O(Af) ot
par conséquent lFO(Af').

- On montre (Afl)fbmgl) = A((I.G)gl)
(Ag)@(Agj) =] A(tl.@gl) 6st une conséquence de la monotonie de .
Soit te CT[E.X] et t#lpgi VieN. Parce que t est de degré finl. il
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existe un nombre fini de 4L et UL tels que -t +t) et
1~4"+t," et ‘t,"F',' ou tz'th; pour 1=1,2). Ii existe donc t’,"t2l tels
que t~t,'+t2‘ ot t"hfi et t2‘i=gi pour un nombre Infinli d’indices leN.
Du fait que {f'.} et {91} sont décroissantes. on a que t,'l=fi et
t, t=gi implique (,h]afi et t, F]élgi' Du fait que pour toqt i It existe
i tel que t,H‘. et t, t=gl on obtient L'EAL et t,'FAg. donc
tFapdWng). O

A partir des propositions 6 et 7, on obtient facilement:

Proposition 8

a) 8i F est une fonctionnelle de '71 on peut approcher les points fixes

par: ,
- ux.Fx) = Vf'. ol fo=.L et fl.+1=F(f‘)
- ox.Fx) = Afl ou fo=T et fl+1=F(fi)

b) Les formules de lz représentent des unions de classes de < sur
CT[L.X].

A partir de la proposition 8. on voit que I'on peut définir une *traduction”
pour les termes de la forme recx.t de CT[ZL.X]. D'aprés les résultats
des paragraphes 3.5, 3.6 et 4.1 pour un t de la forme générale donnée
en 3.6, on a t'Jrecxt ssi t'k (A4t ou les z, sont définis en 3.5.
On obtient alors le résultat que t'frecx.t ssi t'kox.ltl pour une
fonctionnetle 1tl de F,. obtenue par la fonction de traduction de formules

3
sulvante:
On définit une fonction || CT[Z.X]—)E}L par
- INil = [1]
- Ixl = x
- latl = @1t
- 'l = ltlelvi
- lrecxtl = ox.itl

Des résultats des . paragraphes 3.5, 3.6 et 4.1 on déduit facilement:
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Proposition 9

Vit eCT{E.X] v'41 ssi t'Fitl. O

Les opérataurs de polnt’ fixe permetient également de définir des modalités
exprimant l'atieignabilité sous une condition b par un nombre quelcbnque
de Wansitions observables. La proposition 8 garantit qu‘elles peuvent
étre approchées par des calculs Hératifs. On définit;

POT(.f) = ux{ v <Bx)
INEV(L.D = uxif v @0
ALLb.D = o A 8%

SOMEM.D = o.(f A DX

De ces définitions on dédult que

- EPOT(M.D ssi }seA* Jt' 1Bt o1 t'Fi ot s=€¢ ou s=a,..a, OU aeb.

c.ad. ssl Il est possible d'atteindre un ' satisfaisant f, en maintenant
vral la “condition b" jusqu’'d ce que f solt satisfait.

~ W INEV(M.D ssl pour tous les chemins maximaux partant de la raéme
‘de t. on passe par un {' sallsfalsant {, apres avolr seulement exécuté
des transitions observables appartenant & b. c.4.d. ssi Il est Inévitable
d’atteindre un t' satisfalsant f. en maintenant vral la condition b
[uéqu'a:ce que f solt satistait. |

Les modalités POT(b.D et INEV(b.D correspondent aux modalités POT(g.D

ot INEV(g.0) de LTAC. Evidemment., les duaux ALL(D.D et SOME(D.H
correspondent & AlLL{(g.) respeclivement SOME(g.H) de LTAC.

Nous avons donc définl une logique permettant de faire des preuves
constructives qul contient da$ modalités de LTAC. Pour prouver tki,
It sufiit de prouver FItIDf dans la logique.
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IV.5 Conclusion

Le but de ce paragraphe était la proposition d'une logique pour la
preuve constructive.

Nous avbns commencé par donner une caractérisation modale de la
congruence observationnelle sur les termes de T[XL]. c.a.d.b' les termes
finis de CCS. Des caractérisations similaires ont été proposées dans
{HM].[BR] et [St] mals dans ces travaux on représente la classe
de congruence d‘un terme t par la conjonction (infinie) It|=‘é\ff.
De plus. Itl n‘est pas donné de fagon constructive. .Pour notre
caractérisation. nous avons par contre défini des opératéurs @ et @
tols que latl=81tl et It+t'I=1tiIBIt'l. Par la suite nous avons étendu
les opérateurs @ et ® sur des formules représentant des unions de
classes de congruence. plus particulidrements des “prolongements”.
Cette extenslon a été définie de telle sorte que @f et B’ sont les
formules les plus “strictes®. déductibles de f et f', et représentant des
unions de classes de <. Cecl n‘a été possible qu'en se restreignant
aux processus controlables de CCS, c’est-a-dire les processus pour
lesqueis I’exécution d’une 7-transition méne & un processus
observationnellement équivalent.

Pour ces processus nous avons pu définir une logique permettant d’exprimer
les modalités de la logique LTAC et de faire des preuves constructives.
Signalons  enfin, que l'on peut établir une bljection entre les termes
de CTL[Z] et les formules construiltes a partir de [1]1 et T avec
les opérateurs @ pour a€A-{7} et ®. On pourrait donc définir les
opérateurs v et A directement sur les termes de CTn[Z] pour
simplifier 'écriture des formules. i



V CONCLUSION

L'objectif de ce travall a 616 V'étude des loglques temporelles en tant
quoutll de spécification et de preuve de programmes. Nous avons d‘abord
étudlé les logiques du temps arborescent en tant qu’outlt de spécification
et comparé les loglques du temps arborescent aux loglques du temps
linéaire en ce qul concerne leur pulssance d’expression.

Nous avons montré que les logiques du temps arborescent, et en particulier
la logique LTAC. sont des outlls de spécification satlsfaisants. en ce
qui concerne leur pulssance d’'expresslon et leur décidabliité. Pour LTAC
nous avons donné une procédure de décislon. qul a été prograrhmée
dans le systeme CESAR [Sch] ol LTAC est utllisé comme langage
de spécification. ,
Un résultat Important est, que les logiques du temps arboresceht ot
les loglques du temps linéalre sont deux familles de logiques nor;
comparables. Chacune des deux permet d'exprimer un certaln type
d'inévitablilté. Cependant. les logiques du temps lindaire. sl on assimile
un programme & un ensemble de traces. ne perinattem pas d‘exprimer
la possibilité quun événement se produlse. et par conséquent des propriéiés
essentielies du comportement. telles que l’‘absence de blocage partlel.
De plus. ces logiques ne permettent pas de caractériser la structure



interne d‘un systéme. En particulier. les relations d’équivalence qu’elles

induisent sur les programmes ne préservent pas le choix non déterministe.

La deuxieme partie de ce travail porte sur I'étude des iogiques du
temps arborescent en tant qu‘outil de preuve. Nous avons proposé
une logique permettant de faire des preuves constructives pour les
processus controlables de CCS. Cette logique contient des opérateurs
exprimant {'inévitabilité et la possibilité: elle peut étre considérée comme
une extension de LTAC.

Evidemment, Il n’‘est pas envisageable d‘utiliser la loglque proposée
en tant que telle comme outil de preuve de programmes, ses modéles
étant des arbres de synchronisation. Il est nécessaire de I‘enrichir
en y ajoutant des varlableé propositionnelles portant sur les valeurs
échangées lors d'une communication. '

Enfin, Vapproche suivie pour la définition de la logique proposée est
& notre avis suffisamment générale pour qu'elle puisse étre appliquée
& d’autres algebres utilisées comme langages de description de programmes
non deterministes. |
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