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Introduction

La modélisation de la diffusion par des matériaux hétérogénes rugueux est un sujet
complexe tant au niveau théorique que numérique. Elle comporte de nombreux domaines
d’application comme la télédétection |2|, les applications biomédicales [135], les cosmé-
tiques [46] ou encore la caractérisation de matériaux. La diversité des thémes abordés
reflete I'étendue des parameétres a prendre en compte pour la modélisation ainsi que les
degrés de liberté possibles dans leur choix. Dans le cadre de cette thése nous étudierons un
milieu hétérogéne rugueux dans le domaine résonant dont les propriétés sont caractéris-
tiques du domaine optique ou infrarouge. Nous chercherons a calculer numériquement la
Fonction de Distribution de la Réflectance Bidirectionnelle (FDRB ou BRDF en anglais).

Parmi I'ensemble des applications possibles, prenons I'exemple des peintures. Elles se
composent d’un mélange d’un liant et de pigments. L’interface avec le milieu extérieur est
rugueuse. La diffusion par ces matériaux a principalement deux contributions :

— La diffusion volumique due a la présence des pigments, celle ci est fortement dépen-
dante de leur taille, de leur forme, de leurs propriétés optiques et de leur distribution
spatiale ;

— La diffusion surfacique due aux rugosités qui dépend de leurs formes, et de leurs
propriétés optiques.

La prise en compte de toutes les interactions entre les différents éléments constituant le
milieu hétérogéne rugueux est cotiteuse en ressources informatiques. Ainsi de nombreuses
méthodes proposent de traiter un probléme plus simple sous certaines conditions définis-
sant leur domaine de validité. On parlera alors de méthodes approchées (par opposition
aux méthodes numeériques).

Les diffusions surfacique et volumique ont souvent été étudiées séparément. De nom-
breuses méthodes ont été développées pour traiter séparément chacune des deux facettes
de ce probléme. Dans la suite de cette introduction, nous allons citer les principales ap-

proches qui ont été utilisées.

Diffusion par une surface rugueuse La diffusion par une surface rugueuse a été lar-
gement étudiée et de nombreuses approches ont été développées |130]. Suivant les approxi-
mations choisies, on peut classer ces méthodes en deux grandes catégories : les méthodes

asymptotiques et les méthodes rigoureuses.
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Les méthodes asymptotiques sont basées sur un développement asymptotique des équa-
tions de Maxwell suivant un paramétre donné, par exemple le nombre d’onde. Cette
approximation induit un domaine de validité pour lequel la précision des résultats est
suffisante. On trouve une étude de ces méthodes, de leurs implications et de leur do-
maine de validité dans les articles |49, 35|. Elles sont relativement nombreuses, plusieurs
développement asymptotiques étant possibles. Nous allons en citer quelques unes.

La méthode des faibles perturbations (Small Perturbation Method - SPM) permet de
traiter trés rapidement des surfaces trés peu rugueuses [117]. Cette méthode est basée
sur le théoréme d’extinction et donne une expression analytique et explicite du champ
diffracté. Elle est extrémement rapide mais son domaine de validité est trés réduit.

La méthode la plus couramment utilisée est 1'approximation de Kirchhoff (KA) [125,
72, 23|. Les champs sont remplacés par leur valeur sur un plan tangent a la surface. Cette
approche est valable pour des rayons de courbure grands devant la longueur d’onde. Une
extension tres largement utilisée est 'TEM.

L’approximation de Rayleigh suppose que le champ peut se décomposer en une somme
d’ondes planes progressives rayonnées et regues dans tout 1’espace (méme au niveau de la
surface rugueuse)|65, 81|. Cette approximation n’est valable que pour de faibles pentes.

L’approximation des faibles pentes (Small Slope Approximation - SSA) est basée sur un
développement vis a vis de la pente de la surface [128|. C’est une approche qui combine
la méthode des faibles perturbations et 'approximation de Kirchhoff. Son domaine de
validité est limité par la pente de la surface. Elle est particuliérement utile lorsque la
surface présente deux échelles de rugosité comme la surface de la mer.

L’optique géométrique (OG) 98, 11, 28| suppose que tous les paramétres caractéris-
tiques de la surface sont trés grands devant la longueur d’onde. Les ondes sont remplacées
par des rayons qui sont suivis de la source a la sortie du domaine de calcul.

Dans la Mean Field Theory (MFT) [114, 113, 15], la surface est considérée comme une
hétérogénéité en volume. La valeur moyenne de la permittivité est uniquement dépendante
de la profondeur. LLe domaine de validité de cette approche est plus limité par 'amplitude
des variations de la permittivité que par la géométrie du probléme. Cette méthode, qui
traite la surface de maniére volumique, permet de traiter la surface et le volume de maniére
identique.

L’approche de Brown |10, 34| suppose que la surface rugueuse peut étre remplacée par
un ensemble de plans avec des élévations aléatoires qui seraient vues de la méme fagon
par le champ moyen. Cette approximation donne des bons résultats lorsque la surface est
faiblement rugueuse.

La combinaison de toutes ces méthodes rapides permet de traiter un grand nombre
de cas de diffusion par une surface rugueuse. Néanmoins lorsque la taille de ses rugosités
est dans le domaine résonant ou lorsque les pentes sont trop fortes, ces approches ne sont

plus applicables. De plus, dans la plupart des cas, leur domaine de validité exact n’est pas
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connu. Ces limitations conduisent a I'utilisation de méthodes rigoureuses pour la résolution
numérique des équations de Maxwell. Elles permettent de déterminer la diffusion des
surfaces quelconques au prix d'un temps de calcul largement supérieur, notamment di a

I'utilisation d’un algorithme de Monte Carlo.

Les méthodes numeériques les plus utilisées pour le calcul de la diffusion par une surface
rugueuse sont les méthodes intégrales [108, 45, 86, 112]. Si la surface est un conducteur
parfait le probléme se résout sous la forme d’une équation intégrale de surface dont les
courant de surfaces sont les inconnues. Lorsque U'interface est diélectrique, I’étude se réduit
a deux équations intégrales couplées. Celles-ci se résolvent le plus souvent par la méthode
des moments (MoM). 11 s’agit d’une procédure de discrétisation des équations intégrales
par le développement des courants inconnus sur des fonctions de base ayant pour support
la surface. Les champs rayonnés sont projetés sur des fonctions tests dans I'écriture des
relations de continuité, I'ensemble formant un systéme linéaire de dimension finie. La
précision du résultat dépend du pas de discrétisation de la surface. Le cotit numérique de
cette méthode varie en O(N?3) pour le schéma numérique le plus simple out N est le nombre
d’inconnues. Son occupation mémoire varie en O(N?). Par conséquent, cette méthode est
rapidement limitée par le nombre d’inconnues du probléme.

Cette contrainte a été largement dépassée par les nombreux développements qui ont eu
lieu ces derniéres années. En effet, on peut utiliser une approche itérative pour la résolution
du systéme linéaire. Cette solution diminue le cotit numérique de la MoM en O(pN?)
ou p est le nombre d’itérations [17]. L’apparition de la Fast Multipole Method (FMM
- Méthode des multipoles rapides) combinée a un algorithme multiniveau (MLFMM) a
permis de diminuer de maniére significative la complexité et la place mémoire qui croissent
désormais en O(NlogN) [77]. L’adjonction d’un algorithme d’optimisation (SDFMM)
permet d’atteindre une complexité en O(N)[60]. Toutes ces améliorations ont contribué a
faire de la MoM une des méthodes les plus performantes pour 'étude de la diffusion par
des surfaces rugueuses.

L’utilisation de méthodes numériques volumiques est moins courante pour le calcul
de la diffusion par une surface rugueuse puisqu’elle requiert un maillage volumique de
tout l'espace de calcul. Le nombre total d’inconnues est donc plus grand que pour une
méthode intégrale de frontiére. Néanmoins, comme nous le verrons, elles peuvent traiter
plus facilement un milieu inhomogene.

Les différences finies dans le domaine temporel (Finite Difference Time Domain -
FDTD) sont basées sur 'approximation des dérivées dans les équations de Maxwell en
temporel par des différences finies centrées d’ordre 2 |30, 51, 50, 132, 63]|. Malgré sa
relative simplicité, son utilisation pour traiter les surfaces n’est pas triviale. Néanmoins,
comme le calcul s’effectue dans le domaine temporel, cette méthode permet d’avoir une
information sur une large bande de fréquences quand plusieurs calculs sont nécessaires avec

une méthode spectrale. LLa complexité et la place mémoire occupée par cette méthode sont
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en O(N).

Dans I'algorithme de la matrice T [108, 112, 45], I'espace de calcul est discrétisé per-
pendiculairement a la surface. A partir d'une décomposition spectrale des champs, on en
déduit un systéme d’équations différentielles que 'on peut résoudre avec un algorithme
aux différences finies. Cependant, cette méthode n’est ni trés stable ni trés rapide.

La FEM est basée sur des éléments finis |76, 64]. Elle permet de traiter des milieux
avec une géométrie complexe sur un maillage en général tétraédrique.

De nombreuses autres méthodes rigoureuses existent dans la littérature, comme par
exemple la méthode C |7, 5, 6|. Leur utilisation reste marginale pour 'instant.

Les méthodes rigoureuses sont désormais une alternative possible pour I'étude de la
diffusion par une surface rugueuse. Leur utilisation permet de prendre en compte tous
les phénoménes présents comme par exemple les diffusions multiples sur la surface. Leur
domaine d’application (taille et géométrie des échantillons traitables) ne cesse de croitre

avec la puissance des ordinateurs.

Diffusion et propagation dans un matériau hétérogéne Ce sujet est trés vaste et
va de la détermination de paramétres équivalents dans les équations de Maxwell standard
a la création d’un nouvel ensemble d’équations stochastiques décrivant la propagation des
champs électromagnétiques dans le milieu hétérogéne |43|. La premiére approche n’est
souvent, pas possible mais reste largement la plus utilisée. Dans ce cadre, on cherche a
obtenir des parameétres équivalents (ou effectifs) au milieu hétérogéne.

Les deux approches les plus connues sont issues de 1’électrostatique avec les théories
de Maxwell Garnett (MG) [42] et de Bruggeman [12]. Ces théories ne font intervenir
ni la taille des particules ni leur forme. En fait le choix de la loi de mélange utilisée en
dépendra et de nombreuses études comparent les approches d’homogénéisation disponibles
[111, 73, 36, 80, 126] en fonction de la géométrie étudiée. Les différentes approches sont
comparées a des résultats expérimentaux |22, 105, 94|. D’autres lois existent en fonction
des applications, par exemple on peut utiliser pour des ellipsoides les lois décrites dans
[44, 88|, ou & proximité de la percolation [115].

Lorsque la taille des hétérogénéités augmente par rapport a la longueur d’onde, on
ne peut plus utiliser ces lois de mélange du fait de 'augmentation de la diffusion. La
notion d’indice effectif devient fortement dépendante du phénomeéne que l'on cherche
a synthétiser. Dans la plupart des cas, il s’agira de représenter I’évolution du champ
cohérent (la partie non diffusée de I'onde incidente) dans le milieu hétérogéne. Les théories
précédentes ont été étendues pour prendre en compte la taille des particules [107] et
représenter cette évolution. Cette approche permet de traiter des diffuseurs isotropes peu
nombreux dans un milieu hote homogéne. D’autres travaux portent sur la création de
nouvelles lois de mélanges [37, 41].

On cherchera plutot a obtenir la constante de propagation effective a partir de laquelle
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on pourra remonter a 'indice effectif. Il s’agit le plus souvent d’une approche perturba-
tive : la constante de propagation du milieu hote est modifiée par la prise en compte de
I’hétérogénéité. Plusieurs théories ont été développées suivant la fraction volumique occu-
pée par les diffuseurs. Lorsque celle ci est faible, on pourra utiliser le modéle de Foldy-Lax
(ou Foldy-Twersky suivant 'auteur) [39]. La prise en compte de la diffusion double pourra
se faire en utilisant le modéle de Keller [69] ou I'approximation quasi-cristalline (Quasi-
Christaline Approximation - QCA) [29]. Ces théories permettent de calculer la constante
de propagation effective dans de nombreux matériaux hétérogénes, mais leur domaine de
validité est peu connu. Celui-ci peut étre déterminé en comparant les résultats de ces mo-
deéles avec des expériences [59, 54|. La seconde solution consiste a calculer la diffusion par
un ensemble de particules par une méthode électromagnétique pour remonter a l'indice
effectif. Il s’agit de retrouver le comportement d’un matériau homogéne a partir de la ré-
ponse d’un matériau hétérogéne. On retrouve les méthodes présentées précédemment. La
MoM est utilisée dans [109, 33, 4] pour des géométries 2D et en 3D pour des distributions
monodisperses ou polydisperses de particules. Les matrices T sont utilisées dans [131] et
la FDTD en 2D dans [68] pour de trés petites particules.

L’utilisation de cet indice effectif permet de reproduire le comportement en propaga-
tion du champ cohérent mais il ne suffit pas a déterminer le diagramme de rayonnement
complet d'un milieu hétérogéne. Ces informations sont utiles pour ’équation du transfert
radiatif (ETR) [55, 33, 106, 136|. Cette équation permet de calculer la diffusion par un
milieu hétérogéne. Il s’agit d'une approche phénoménologique du transport de la lumiére
dans un milieu aléatoire. Elle est relativement rapide en fonction des ordres de diffu-
sion multiple pris en compte. Néanmoins, elle ne peut prédire des phénoménes cohérents
comme le pic de rétrodifusion exalté. De plus, les limites de son domaine de validité ne

sont pas toujours connues.

De nombreuses autres méthodes sont utilisées comme la théorie du champ moyen
(MFT) lorsque la diffusion multiple peut étre négligée et que les variations d’indices sont
faibles [14]. Lorsque les dimensions sont trés grandes devant la longueur d’onde, on pourra
utiliser 'optique géométrique (OG) [124] . D’autres théories approchées sont répandues
comme par exemple la Distorded Born Approximation (DBA)|75], la méthode des matrices

S [87] ou celle des sources fictives [87].

Les méthodes numériques sont employées lorsque la taille des hétérogénéités se rap-
proche de la longueur d’onde, ou que la forme des particules est complexe [20]. La FDTD
est largement utilisée, notamment grace a sa capacité a traiter des géométries quelconques
[120, 122| ou des indices optiques variants contintiment dans 'espace |91|. Ainsi, elle est
utilisée pour I’étude de la réponse optique sur une large bande spectrale de cellules de peau
présentant des variations d’indice rapide et des hétérogénéités de la taille de la longueur
d’onde |52, 31, 32|. En effet 'utilisation d’'une méthode numérique différentielle, comme

la FDTD, permet de traiter un nombre arbitraire de particules sans augmenter le nombre
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d’inconnues grace a son maillage volumique.

Les méthodes intégrales de surfaces sont moins employées, car leur utilisation est ici
plus lourde que pour le calcul de la diffusion par une surface rugueuse. La Méthode des
Moments est utilisée dans [33, 4, 109, 2| pour diverses tailles et formes de particules en
2D et en 3D.

D’autres approches sont néanmoins possibles, ainsi Stout et al décrivent la diffusion
par un demi-espace comportant des sphéres en utilisant les matrices de transfert [118|.
Mishenko et al présentent, dans leur livre, également la FDTD ou la DDA (Discrete Dipole

Approximation) qui est une méthode intégrale de volume[90].

Diffusion par un milieu hétérogéne rugueux La diffusion par un matériau hétéro-
géne rugueux fait intervenir les deux parties précédentes [58|. Néanmoins, la littérature
disponible sur ce sujet est beaucoup plus réduite. Deux approches sont représentées :

— L’utilisation de deux méthodes différentes pour traiter la surface et le volume, on

parlera alors d’hybridation de méthodes;

L’utilisation d’une méthode pouvant traiter simultanément un probléme surface/volume.
La premiére approche est en général plus rapide mais repose souvent sur de nombreuses
hypothéses. On trouve dans cette catégorie les méthodes combinant deux modéles appro-
chés. L’approche la plus utilisée est 'ETR pour la diffusion volumique avec le modéle de
Kirchhoff pour la diffusion surfacique |74, 18, 53, 33].

Partant sur une base différente, les articles [112, 87| montrent qu’il est possible de
séparer la diffusion due au volume de la diffusion due a la surface. Le résultat est alors
la somme des deux contributions. Cette approche est validée numériquement sur les cas
présentés par une méthode basée sur la MoM pour I’étude de la diffusion par la surface et
sur le formalisme des matrices S pour le calcul de la diffusion par le volume. Une méthode
des moments hybride est aussi utilisée dans [110] combinée a la théorie des images pour
I’étude de bosses hétérogéenes.

Les approches perturbatives sont aussi utilisées. Ainsi, la MFT [14] permet d’étudier
un milieu hétérogéne rugueux pour des hétérogénéités dans le régime d’homogénéisation
et pour de faibles contrastes d’indice. On retrouve une approche perturbative dans 'article
|92| pour un domaine de validité équivalent.

Les méthodes rigoureuses pures n’ont pas été beaucoup appliquées a 1’étude d'un milieu
hétérogéne rugueux. Leur cotit numérique est en effet important. Néanmoins la FDTD
a été utilisée pour I'étude de la glace [95] dans le domaine micro-onde. Dans ce cas, la
taille des particules est trés faible devant la longueur d’onde. La FEM a été utilisée pour
I’étude d’un milieu hétérogéne lamellaire rugueux |99| ou pour une particule unique sur
une surface rugueuse |64].

On trouvera dans |9] une étude expérimentale de la contribution de la diffusion surfa-

cique par rapport a la diffusion volumique dans le cas de la glace.
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Notre travail de thése se propose d’approfondir ces aspects en s’appuyant sur une mé-

thode numérique.

Nous présenterons dans le premier et dans le deuxiéme chapitre la méthode de calcul
retenue pour I'étude de la diffusion par un milieu hétérogéne rugueux. Elle se base sur
I’algorithme de la FDTD en 2D couplé a une génération de milieu basé sur l'algorithme
de Metropolis. La méthode numérique de résolution du probléme électromagnétique a
été choisie pour sa capacité a traiter simplement le probléme de surface/volume sans
faire d’approximation ou d’hypothéses de couplage. Nous validerons notre approche en
comparant les résultats obtenus par la FDTD au diagramme de diffusion analytique en
champ lointain de cylindres & section circulaire. Nous finirons le calcul de I'étude de
milieux semi-infini et par des exemples de BRDF.

Dans le troisiéeme chapitre, nous expliciterons les algorithmes de génération de la sur-
face et du milieu hétérogéne. Nous montrerons des fonctions de représentation des sta-
tistiques des milieux générés. Nous finirons par un algorithme de génération de surfaces
reposant sur les particules.

Nous aurons alors une méthode numérique et un générateur de milieu polyvalent pour
étudier la diffusion par des matériaux hétérogénes rugueux. Les prochains chapitres mon-
treront des applications de cette méthode.

Dans le quatriéme chapitre de ce manuscrit nous présenterons l'utilisation de la mé-
thode pour déterminer le diagramme de diffusion par un matériau homogéne rugueux.
Cette étude sera faite en comparant les résultats obtenus par la FDTD avec une autre
méthode rigoureuse : la MoM. Nous chercherons a déterminer un domaine de validation
croisé des deux approches pour des surfaces rugueuses hors du domaine d’application
des méthodes asymptotiques. Cette étude sera faite pour des surfaces de fonction d’auto-
corrélation exponentielle et gaussienne.

Le cinquiéme chapitre sera orienté vers la détermination de paramétres effectifs pour la
propagation du champ cohérent et sur le diagramme de diffusion de milieux hétérogenes.
Nous présenterons une approche nouvelle de détermination de l'indice effectif basée sur
I’étude de la décroissance du champ a l'intérieur du milieu étudié. Ces résultats pour des
milieux monodisperses seront comparés avec des modéles analytiques approchés. Nous
appliquerons cette méthode a '’homogénéisation des petites particules dans un ensemble
bidisperse de particules.

Le sixiéme et dernier chapitre sera relatif & I’étude du couplage surface volume. Nous
I’étudierons pour différentes tailles et indice de particule avec des surfaces de fonction
d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle. Nous finirons par une étude plus originale

en utilisant des surfaces corrélées a la position des particules.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION



Premiére partie

Présentation de la méthode
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Chapitre 1

Chaine de modélisation

1.1 Introduction

Nous avons présenté dans I'introduction plusieurs méthodes permettant de modéliser la
diffusion par des matériaux hétérogénes rugueux. Dans notre cas, nous cherchons & obtenir
une méthode de référence pour le calcul du probléme complet et pour la détermination
du domaine de validité de méthodes approchées.

Ces exigences nous ont conduit a choisir une méthode rigoureuse de résolution des
équations de Maxwell. Nous avons retenu la FDTD, car elle permet de traiter les problémes
de diffusion surfacique, volumique ou couplant les deux de la méme facon et sans faire
d’hypotheéses. Elle est donc adaptée pour servir méthode de référence pour les études sur
les matériaux hétérogénes rugueux quelles que soient leurs géométries ou leurs propriétés
physiques.

Nous allons commencer ce chapitre par la définition d’'une grandeur souvent utilisée
dans le domaine optique pour étudier le champ lointain rayonné : la BRDF (Bidirectional
Reflectance Directional Function). Nous poursuivrons en définissant I'objet de notre étude
et notamment le modéle utilisé pour représenter ces matériaux. Nous finirons en montrant

comment la FDTD s’integre dans une chaine de modélisation pour le calcul de la diffusion.

1.2 BRDF d’un matériau

Nous cherchons a obtenir par la modélisation la BRDF [119] de matériaux hétérogénes
rugueux a partir de leurs propriétés statistiques et physiques. Cette grandeur repose sur
deux autres quantités radiatives : la luminance et I’éclairement. Nous commencerons par
les définir pour aboutir dans le chapitre 2 & une formulation de la BRDF pour une géo-

métrie bidimensionnelle adaptée a notre algorithme.

La luminance :

19
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Fi1Gg. 1.1 — Luminance

La luminance L est définie comme le flux d’énergie émis par unité d’angle solide dans
la direction (0, ¢) par unité de surface. Si on appelle d?F le flux rayonné a travers une
surface élémentaire orientée d.S a I'intérieur d’un angle solide df2 dans une direction (6, ¢)
alors la luminance se définit comme :
L(0,¢) = w (1.1)
o

L’angle 6 est défini par la direction d’émission par rapport a la normale a la surface.
do est la surface apparente et vaut do = dScos). La géométrie de calcul est représentée
Figure 1.1.

Lorsque la luminance L ne dépend pas de (0, ¢) on dit que le rayonnement est lam-
bertien.

— L’éclairement
L’éclairement F est défini comme la densité de flux F' traversant la surface d.S a l'intérieur

d’un angle solide 2. Il s’obtient en intégrant la luminance :

E:/QL(Q,QS)COSQCZQ

La Fonction de Distribution de la Réflectance Bidirectionnelle (FDRB)
La FDRB est plus connue sous son acronyme anglais BRDF (Bidirectional Reflectance
Distribution Function). Cette grandeur caractérise la réponse optique en réflexion d’un
matériau. Elle dépend de I'angle d’incidence et de 1’angle d’observation, des paramétres
statistiques et physiques du matériau. Elle est notée p”, et elle est définie comme le rapport
de la luminance directionnelle diffusée L, par I’échantillon a I’éclairement directionnel
incident E; de direction (6;, ¢;). Dans la direction (6,, ¢,), elle s’écrit :

L(6,, ¢r
900010 00) = e (12)
Son unité est le [sr~!]. La géométrie de calcul est présentée Figure 1.2.
On peut définir de méme la BTDF (Bidirectional Transmittance Distribution Func-
tion) pour la lumiére transmise. Le terme BSDF (Bidirectional Scattered Distribution

Function) désigne quand a lui I’ensemble BRDF et BTDF.
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Fi1Gg. 1.2 La réflectance bidirectionnelle

Dans notre cas, nous sommes dans une géométrie bidimensionnelle. On a donc df) = df

et do = cosfdl. La luminance s’écrit alors :

d*F
(0) = cosOdldl

Nous verrons dans le chapitre suivant une définition de la BRDF pour les géométries

(1.3)

étudiées.

1.3 Modéle

Nous étudions, dans le cadre de cette thése, des matériaux hétérogénes rugueux com-
prenant (Figure 1.3) :
— Un milieu hote homogéne (1) caractérisé par son indice optique ;
— Une surface rugueuse (2) séparant le milieu hote du vide caractérisée par ses para-
meétres statistiques;
— Un ensemble polydisperse de particules (3) caractérisées par leur forme, leur distri-

bution spatiale, leur taille, leur indice optique.
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Comme nous le verrons dans le prochain chapitre, la FDTD nous permet de modéliser
le champ lointain diffracté par un milieu déterminé (la permittivité et la perméabilité
doivent étre connues dans tout I'espace de calcul). Un exemple de résultat du calcul de
la diffusion par une surface rugueuse déterministe éclairée par un faisceau gaussien est
présenté figure 1.4(a). On observe une figure de tavelure (plus communément appelée

speckle en anglais).
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Fi1G. 1.4  Intensité diffusée par une réalisation d’une surface rugueuse (a) et moyenne
effectuée pour 150 réalisations (b)

Les oscillations rapides du diagramme proviennent de la nature parfaitement cohérente
de l'onde incidente. En effet, les ondes réfléchies par la surface interagissent de maniére
destructive ou constructive suivant leur phase. On montre [108| que l'ouverture angulaire
00 des pics de la figure de tavelure dépend de la taille L de la surface illuminée par
le faisceau incident et de la longueur d’onde A étudiée. Elle vaut grossiérement 66 =
AL~!. Expérimentalement, la longueur de cohérence finie des sources lasers et I'intégration
angulaire des détecteurs masquent en partie ce phénomeéne.

Ainsi, la figure 1.4(a) dépend de la surface étudiée et de I'onde incidente. Elle présente
donc un intérét limité. Afin d’obtenir une BRDF uniquement dépendante des paramétres
statistiques et physiques de la surface, le résultat du calcul par la FDTD du champ lointain
est moyenné sur un grand nombre de réalisations. La figure 1.4(b) présente le résultat de la
moyenne effectuée sur 150 réalisations. La plupart des méthodes asymptotiques donnent
directement le résultat pour une infinité de réalisations.

La premiére étape de calcul consiste donc a générer un ensemble de réalisations respec-
tant les caractéristiques physiques et statistiques du cas considéré. Cette étape fait appel
a un générateur de milieu basé sur 1’algorithme de Metropolis pour le positionnement des
hétérogénéités. Son utilisation nous permet de prendre en compte des contraintes phy-
siques (comme le fait que les particules ne doivent pas s’interpénétrer) et d’atteindre des
fortes fractions volumiques dans un temps de calcul raisonnable.

En résumé la chaine de modélisation comportera les éléments suivants :
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— Un générateur de milieux aléatoires;
— Un solveur électromagnétique.
Le tout étant intégré dans un algorithme de Monte Carlo.
Nous allons maintenant présenter ces deux composantes plus en détail au cours des

deux chapitres suivants.
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Chapitre 2

Méthode de résolution

électromagnétique

2.1 Introduction

La FDTD est une méthode numérique différentielle proposée en 1966 par Yee [134, 123]
suivant un algorithme efficace. Elle se base sur des différences finies centrées d’ordre deux
en espace et en temps appliquées aux équations de Maxwell. 11 s’agit d'une méthode de
résolution des équations de Maxwell sous leur forme différentielle ; I'espace étudié entier
est discrétisé. Cette méthode présente plusieurs avantages numériques. Tout d’abord, son
schéma est explicite facilitant son implémentation. De plus, sa complexité croit en O(N)
ou NN est le nombre d’inconnues. Elle permet donc de calculer la diffraction par des objets
de grande taille devant la longueur d’onde |38]. L’objectif de ce chapitre est de présenter
les grandes lignes de cette méthode et de donner les adaptations effectuées pour traiter
des matériaux hétérogéne rugueux. Cette présentation sera orientée sur ’application de
la FDTD a I'étude de la diffusion par un milieu semi-infini et son utilisation en tant que

méthode de référence.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous déterminerons les équations de base de
la FDTD a partir des équations de Maxwell dans les milieux diélectrique Lh.i. (linéaire
homogeéne isotropes) [24]. Nous étudierons notamment l'insertion du champ incident dans
le domaine de calcul avec une formulation champ total / champ diffracté. Puis, nous
verrons comment calculer les champs lointains rayonnés par l'objet étudié a partir des
résultats en champ proche de la FDTD. Car, en effet, c’est a partir des champs lointains
que nous pourrons calculer la BRDF.

Dans une deuxiéme partie, nous présenterons les résultats de la validation de notre
algorithme sur des géométries canoniques (cylindres diélectriques infinis en incidence nor-
male). Cette étape nous permettra de déterminer les paramétres de calcul pour avoir une

précision suffisante dans la suite de I’étude pour le calcul de la diffusion de volume. Nous

25
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commencerons par comparer le résultat en champ lointain de la FDTD avec le résultat
analytique du modeéle de Rayleigh |70| pour différentes tailles de cylindres et différents
indices. Nous comparerons finalement nos résultats numériques avec un modéle négli-
geant l'interaction entre particules pour deux cylindres en faisant varier leur distance
inter-centre.

La troisiéme partie de ce chapitre exposera les adaptations apportées a l'algorithme
FDTD en espace libre pour pouvoir traiter des milieux semi-infinis. Nous étudierons une
approche originale d’insertion du champ incident dans le domaine de calcul basée sur
I'utilisation d’un faisceau gaussien. Nous présenterons notamment son comportement en
incidence.

Finalement, dans la quatriéme partie, nous étudierons des exemples de BRDF calculées
avec I’algorithme présenté dans ce chapitre. Nous ferons la distinction entre champ cohé-
rent et champ incohérent. Puis, nous présenterons des phénomeénes cohérents difficilement

modélisables sans une approche rigoureuse de résolution des équations de Maxwell.

2.2 Implémentation en espace libre

2.2.1 Equations de Maxwell dans les milieux

La FDTD est une méthode basée sur la discrétisation des équations de Maxwell en
temporel dans les milieux. Celles-ci régissent, a un niveau mésoscopique, le comporte-
ment du champ électrique E et du champ magnétique H a partir des caractéristiques
électromagnétiques du milieu : la permittivité e, la perméabilité u, et la conductivité o.
Ces équations sont exprimées pour un milieu diélectrique homogéne linéaire isotrope et
s'obtiennent a partir des équations de Maxwell dans le vide. Nous supposerons qu’il n’y
a pas de dispersion sur la partie réelle de la permittivité e et que les courants ; suivent la
loi d’Ohm locale :

j=0E (2.1)
Elles s’écrivent :

OH 1— =
=L = _rotE (2.2)
ot i
8E l1—=> 0=
— = —rotH—-—-F 2.3
ot ¢’ € (23)

Afin de symétriser ces équations et de pouvoir par la suite créer un matériau fictif

absorbant, nous introduisons une conductivité magnétique p’ :
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OH 1—- o=

- E-TH (2.4)
ot I I

OE 1— - .

= Lot - ZE (2.5)
ot € €

La conductivité magnétique n’ayant pas de sens physique, elle est nulle pour un ma-
tériau réel. En projetant ces équations sur un systéme de coordonnées cartésiennes, on

trouve :

agz _ % <aab;x ~ % _p,Hz) (2.8)
88% _ % (852 ~ % _ UE“@) (2.9)

Lorsque le probléme est bidimensionnel, c¢’est a dire lorsqu’il posséde une direction
d’invariance, le systéme ci-dessus peut se découpler en deux sous-systémes disjoints de
trois équations associées a deux polarisations indépendantes. Les orientations utilisées

sont présentées Figure 2.1.

y plan d'incidence

e

FiG. 2.1 — Géomeétrie de calcul bidimensionnelle

z

X

Vi

Nous prendrons ici les conventions suivantes :

— La polarisation TE ou H// ou VV pour laquelle le champ électrique est transverse

et le champ magnétique paralléle a la direction d’invariance ;
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— La polarisation TM ou E// ou HH pour laquelle le champ magnétique est transverse

et le champ électrique paralléle a la direction d’invariance.
Si 'on prend I'axe z comme direction d’invariance, les deux sous-systémes sont :

En polarisation TM :

agy _ % (08% _pry) (2.13)
En polarisation TE :

88Etx _ % (6‘;; _UEx) (2.15)

% _ % (_8531; _ UEy) (2.16)

ag.tfz _ %(aaix B %_ H) (2.17)

Ce sont ces équations que nous allons discrétiser dans la suite de ce chapitre. On
remarque qu’elles satisfont au principe de dualité selon lequel un champ électrique doit
étre remplacé par un champ magnétique sans changement de signe tandis qu'un champ
magnétique doit étre remplacé par un champ électrique avec changement de signe. Les €

et u doivent étre échangées sans changement de signe.

2.2.2 Discrétisation des équations de Maxwell

Nous allons rappeler les grandes étapes de leur discrétisation. Nous étudierons ici la
polarisation TM, sachant que 'on peut appliquer le méme raisonnement dans l'autre
polarisation. Le passage de I'une a 'autre se fait par interversion des champs et des
constantes électromagnétiques.

Le domaine de calcul est discrétisé par un maillage régulier rectangulaire (c.f. Figure
2.2). Les champs E et H sont décalés d'un demi pas d’espace et de temps.

On pose (Azx, Ay) comme pas de maillage spatial respectivement sur I'axe x et 'axe y
et At le pas de maillage temporel. On associe a un point M de coordonnées (i, j) dans le
domaine de calcul discrétisé, ses coordonnées cartésiennes (1Ax, jAy) dans I'espace réel.
On notera de la méme fagon F"(i,7) la valeur d’'une fonction dépendant de I'espace et
du temps pour représenter F(iAx, jAy, nAt). n est le numéro d’itération en temps de

I’algorithme.
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L HLj2)
(G ) E (i+1,j+1)
Hy (+i2j) o, E20T2IH2))

. @ H, (i+1/2,j+1)

FiG. 2.2 Maille FDTD en polarisation TM

Le schéma de Yee est basé sur des différences finies centrées d’ordre 2 en espace et en
temps. La discrétisation des dérivées spatiales ou temporelles d’'un champ F’ représentant

E ou H est effectuée grace aux expressions suivantes :

OF"(i,5)  F"3(i,j) — F*"2(i, )
o At (2.18)
78x = s (2.19)

L’approximation des dérivées est centrée. Cette caractéristique du schéma de Yee lui
permet d’avoir une précision d’ordre deux (en o(Az?) et en o(At?)) et d’étre plus stable

et, plus précis. L’interpolation de la fonction F' s’effectue a ’aide d’une fonction linéaire :

(2.20)

Les équations (2.18) a (2.20) sont utilisées pour discrétiser les équations de Maxwell.

Par exemple pour le cas TM (équations 2.12 & 2.14), on obtient :
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1 Atpl;
n+l . 1 <_T) n—s . 1
H:c 2(Z+§>]) - T%H:c 2(Z+§>])
<1+ 2%)
At EMit+s,)+3)—ENi+3,5—3)

+ R0, Ay (2.21)

u(l—i— 2#1’]’)
Atp’..
R
n+i . 1 . ( 2u ) n—=% . 1 .
H, 2(Z+§J) = a1y 2(Z+§,J)
1+ 528
< 2M‘a‘>
At Ei+5j+5) - E(i+37-3)
- T N (2.22)
7 (1—1— 2%)
Atoy
1.1 (1— 2, ) 1.1
En—l—l - T - _ 71JETL . Lo L
P (Z+27]+2) <1+Awi]> z(Z+2J+2)
2¢;;

B At Hy ?(i+1,j+3)—Hy *(i,j +3)
<1+A21:;j) Azx
Hy2(i+4,5) — He 2 (i+ 1))

- (2.23)

Ay

ol €5, 0, fij et pj; représentent les valeurs de €, o, p et p’ au noeud (i, j).

Ces équations permettent de calculer le champ au pas de temps n a partir des champs
limitrophes au pas de temps précédant. Ainsi, tous les calculs sont effectués de maniére
locale. Néanmoins, la valeur des champs aux bords du domaine de calcul doit étre connue.

Nous verrons comment traiter ce probléme a 'aide de conditions aux limites absorbantes.

2.2.3 Représentation des surfaces courbes

La discrétisation de I'espace de calcul pour la FDTD modifie la représentation des
surfaces courbes ou transverses en introduisant des marches d’escaliers |56, 66, 16]. Cette
approximation peut conduire a des erreurs significatives lors de la modélisation de struc-
ture fines [116]. Kaneda et al. [67] proposent une méthode pour prendre en compte les
cellules FDTD remplies d'un matériau de permittivité €; et d’'un matériau de permittivité
€o de fractions volumiques respective (1 — f,) et f,. Pour cela, en polarisation TM, ils

utilisent la loi d’Ampére appliquée sur une maille de surface S et de contour C' :

8 — — - =
2 [ DdS= ¢ H 2.24
5 /S ds ]é di (2.24)

Soit, apres discrétisation :
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mtlf: L1 -, 1 ngs L1 - 1
AxAyDz+1(z+§>]+§)A;Dz(z+§>]+§)

nl.l. nl.l. n+l nt+dl
= Aa(Hy it 5, 0) = He 2= 5, 0) = By(Hy" (g +5) = By (0,5 = 3))

Comme la composante paralléle du champ électrique est continue a l'interface, on peut

exprimer D, comme :

D, = (fv€2 + (1 - fv)el)Ez (2'26)

On retrouve alors une équation similaire a I'équation (2.23) avec € = (fyea+(1— fy)er).
Nous en verrons une application dans le chapitre 4 pour I'étude de surfaces rugueuses de

fonction d’auto-corrélation exponentielle.

2.2.4 Equivalence conductivité /partie imaginaire de la permitti-
vité

Un matériau absorbant est représenté par une permittivité complexe. Or I'algorithme
FDTD [61| que nous utilisons ne permet de prendre en compte que des permittivités
réelles. Afin de pouvoir prendre en compte la partie imaginaire de la permittivité, nous uti-

lisons la conductivité. En effet, les équations de Maxwell en régime harmonique s’écrivent
(avec la convention £ < —iw) :

VxH = —iweE+0oE (2.27)
VxE = iwuH (2.28)

En exprimant la permittivité sous forme complexe, il vient :

€ =€+ i€y (2.29)

En introduisant I’équation (2.29) dans (2.27), on trouve :

V x H = —iwe,E + (0 + wey) E (2.30)

On définit donc la conductivité équivalente par :

Oeq =0 + weg (231)

Celle-ci est réelle et permet donc de modéliser un matériau absorbant dans notre al-
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gorithme. Néanmoins, la valeur de o, obtenue dépend de la fréquence; nous prendrons
la fréquence principale de I'onde incidente. La permittivité du milieu ne sera donc plus
représentative que sur un domaine restreint du spectre électromagnétique. Cette approxi-
mation conduit a des erreurs négligeables dans le domaine temporel [61] mais pourrait
introduire des erreurs importantes lorsque nous nous intéressons a une fréquence particu-
liére du spectre. Il faudra donc prendre en compte cet effet lorsque les calculs ne seront pas

effectués a la fréquence centrale de I’onde incidente et utiliser une permittivité corrigée.

2.2.5 Condition de stabilité du schéma de Yee

La condition de stabilité permet de s’assurer que ’erreur générée par I’approximation
de Yee ne diverge pas lors de I’écoulement du temps. Elle relie le pas de discrétisation
spatial au pas de discrétisation temporel. Elle s’écrit :

At< L (2.32)

/1 1
Ax? + Ay?
ol ¢ est la vitesse maximale de I'onde dans le domaine de calcul. Dans le cas général
ou Az = Ay (que nous considérerons par la suite), la condition de stabilité s’écrit :

et < B2 (2.33)

V2

En fait, pour un probléme de dimension D, cette condition s’écrit cAt < Az/v/D.

Dans notre cas (géométrie bidimensionnelle) nous utiliserons la condition cAt = % .

2.2.6 Conditions absorbantes

Comme nous I'avons vu dans les équations (2.21) a (2.23), nous devons pouvoir
connaitre les valeurs des champs aux limites du domaine de calcul. On distingue deux
approches différentes pour traiter ce probléme :
[’absorption numérique : il s’agit d’équations mathématiques permettant de calculer
le champ sur le bord du domaine de calcul comme si celui-ci était ouvert sur I'espace
libre. Les plus connues sont les conditions de Mur [93|, ou plus récemment des
conditions exactes par hybridation avec des équations intégrales temporelles [78].
Des matériaux absorbants : il s’agit d’absorber 1'onde avant qu’elle n’arrive aux
bords du domaine de calcul a ’aide de matériaux absorbants adaptés. Les conditions
absorbantes les plus performantes et les plus utilisées sont les PML [13].

Le code de calcul utilise une combinaison de ces deux méthodes : les Absorbants Large

Bande (ALB) comme matériau absorbant et les conditions de Mur du premier ordre

comme absorption numérique. La description du choix de ces conditions et de leur implé-

mentation est faite dans la thése de Jaureguy [61].
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2.2.7 Dispersion numérique

La discrétisation spatiale et temporelle du schéma de Yee modifie la vitesse de pro-
pagation des ondes dans le milieu. Cet effet, dont 'amplitude dépend de la fréquence
provoque une modification de la forme de l'onde (c.f. Figure 2.3). C’est un des effets les

plus génants lors de l'utilisation d’algorithmes tel que la FDTD.

1 1
0.5 0.5
w0 w0
-0.5 -0.5
-1 -1

1.5 2 25 3 3 4 5

temps <107 temps <107

(@ (b)

F1G. 2.3 — Effet de la dispersion numérique pour un pas de discrétisation spatial de \g/15
sur le champ |E,| pris en deux points de Iespace de calcul, la figure (a) représente 'onde
initiale et la figure (b) I'onde propagée

La dispersion numérique dépend :
— du pas de maillage spatial et de la longueur d’onde;
— des indices des milieux rencontrés ;
de l'orientation du vecteur d’onde par rapport a I'orientation du maillage ;

— de la taille du domaine de calcul.

Cet effet diminue avec le pas de maillage et peut étre pris en compte [83, 91, 129|. On
peut ainsi parfois intégrer son effet lors du calcul des observables. Nous verrons comment

nous prenons en compte cet effet lors de I'insertion du champ incident.

2.2.8 Onde incidente
2.2.8.1 Expression temporelle

Nous devons choisir la variation temporelle de 'amplitude de la source. Cette forme est
souvent fixée par le phénoméne étudié. Dans notre cas, nous cherchons a disposer d’une
information du comportement du matériau sur le spectre le plus large possible. Ainsi nous
avons choisi |61]| d’utiliser une impulsion courte large bande : 'ondelette de Rayleigh. Au

temps t et pour une distance x par rapport a la source, son expression est donnée par :
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7
t—2Z . 5
< 2C7Tf+Z>

Re représente la partie réelle, ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide et f la fréquence

Fine(z,t) = Re (2.34)

centrale de 'onde incidente. La forme de I'impulsion est représentée Figure 2.3(a). Nous
pourrons ensuite utiliser une transformée de Fourier pour remonter au comportement du
matériau sur un large spectre. Cette transformation permet d’étudier le comportement en

régime continu plus commun en optique.

2.2.8.2 Découpage champ total/champ diffracté

Le domaine de calcul FDTD est limité spatialement. Afin de modéliser une source
située a l'infini et de pouvoir séparer facilement le champ diffracté par I’'objet du champ

incident, deux approches sont possibles :

Le découpage du domaine de calcul en deux zones : une zone de champ total dans
laquelle le champ incident et le champ diffracté sont calculés ensemble et une zone
de champ diffracté seul ;

— Le calcul en champ diffracté seul.

La seconde solution conduit a des erreurs plus importantes dues a la dispersion numérique
|61]. Notre algorithme utilise donc un découpage en champ total/champ diffracté comme
montré sur la Figure 2.4. La surface séparatrice s’appelle surface de Huygens et elle servira

a introduire le champ incident.

Z@ y Conditions de Mur
g Absorbant Large Bande
X Surface de Huygens
Objet étudié

Zone champ total

:

Zone champ diffracté

Fi1G. 2.4  Découpage champ total / champ diffracté dans le domaine de calcul FDTD
pour un objet en espace libre
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Pour la suite de la thése, les coordonnées des coins de la surface de Huygens seront

dénommeées (i1, j1), (i1,72), (i2, 1), (i2,J2).

2.2.8.3 Introduction du champ incident

La technique présentée dans l'article de Mur et Taflove [123]) repose sur le principe
d’équivalence. L’équation (2.34) permet d’obtenir analytiquement la valeur du champ
incident dans tout 1’espace de calcul, et en particulier sur la surface de Huygens. Le
champ incident est inséré dans le domaine de calcul en ajoutant sa valeur sur la surface
de Huygens dans la zone de champ total dans les équations (2.21) a (2.23). Elle agit alors
comme une antenne qui rayonne le champ désiré. Afin de limiter son extension a la zone
de champ total il est ré-émis sur une surface écartée d’'une demi-maille en opposition de

phase (il est retranché) dans la zone de champs diffracté (voir Figure 2.5).

~F.
Inc

Hy (i+1,7+1/2)

| |
1 Surface de séparation

Ck}amp total / Champ diffracté
!

E,(i+1/2,j+1/2) |
+F.
Inc

Fi1G. 2.5 Insertion du champ incident sur une maille de la surface de Huygens

Par exemple, pour la partie de la surface du Huygens située entre les points de coor-

données (i1, 71) et (i1, ja), on obtient les équations suivantes en polarisation TM :

ntd o1 ntd o1 At . 1.1
Hy (i +1,+2) = H (i +1,j+5)— —E"™(iy+=,j+>,n)  (2.35)
2 2’ " 27/ 9
1 1 1 1 At . 1 1
E™( —j+=) = E"(; - 7+ = — H™(q 1.7+ - —)(2.36

On effectue des opérations similaires sur les trois autres faces. Néanmoins, comme il
a été expliqué dans la partie 2.2.7, toute onde qui se propage dans le domaine de calcul
FDTD subit une dispersion numérique. Ainsi, au fur et & mesure de la propagation de
I’onde dans le domaine, la soustraction de ’onde incidente analytique a 1’onde incidente
réelle sera de moins en moins exacte. Cet effet entraine des fuites sur la surface de Huygens
susceptible de masquer les phénomeénes que nous souhaitons observer. Par exemple, la

Figure 2.6 représente 'amplitude du champ E, dans tout le domaine de calcul pour une
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zone de champ total située au centre du domaine de calcul entre les mailles 50 et 150 dans
les deux dimensions. Comme, il n’y a pas d’éléments diffusant, la zone de champ diffracté
devrait étre vide. Les fuites sont ici faibles (-25 dB par rapport a 'amplitude maximale)
pour les deux incidences représentées et ne sont pas génantes lorsque la diffusion par
I'objet étudié est suffisamment forte. Néanmoins, elles peuvent masquer des phénoménes
de diffusion assez faibles, par exemple, lorsque les indices optiques des objets étudiés sont

proches de celui de I’environnement extérieur.

2.2.8.4 Initialisation numérique

Ces fuites ne sont pas toujours acceptables pour I'étude de phénoménes fins pour la
diffusion par des particules ou des objets en espace libre. En effet, la diffusion de 'objet
peut devenir plus faible que les fuites sur la surface de Huygens, comme par exemple des
particules dont l'indice est proche du milieu héte. Ainsi, nous allons utiliser une autre
forme d’initialisation pour ameéliorer la soustraction du champ incident sur la surface de
Huygens |62|. Nous utilisons pour cela un algorithme FDTD monodimensionnel calculant
en paralléele la propagation de 'onde incidente. Ce schéma est soumis aux mémes erreurs
que le schéma principal. L’utilisation de cette méthode est simple et rapide. Ainsi par

exemple en TM, les équations de cet algorithme FDTD sont :

- ntl ~n-1 At (Er(i+3)—Er(i—1

a7 ) = A, 2(i)+—< flits) - B2 2)> (2.37)
1 Ax
~ 1 ~ 1

~ 1 ~ 1 At (HTE () — HTE ()
EMli+2) = EM(i+ )+ — 2.38
i) = Bri+s)+ = ( N (2.35)
En prenant pour condition de stabilité At = %, c’est a dire la méme que celle prise

en géométrie bidimensionnelle, les conditions numériques de rayonnement s’écrivent exac-

tement :

E™ (igin —1) = 0 (2.39)
~ 1 - n_§
H;H_z (imam) = Hy 2 (imax - 2) (240)
E~?+l(imax -1) =0 (2.41)

L’insertion du champ incident dans I'algorithme de calcul bidimensionnel se fait de la
méme fagon que pour l'initialisation de Mur et Taflove. Le résultat est présenté Figure 2.7
et est & comparer avec la Figure 2.6. Les fuites sur les bords de la surface de Huygens ont
complétement disparu. Cette approche nous permet donc d’étudier des objets faiblement

diffractants pour un cotit numérique trés faible. Néanmoins, elle n’est facilement utilisable
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F1G. 2.6 — Effet de la dispersion numérique sur la décomposition champ total / champ
diffracté pour deux incidences (0° et 45°) en polarisation TM pour un pas de discrétisation
de A\o/30. Les échelles sont en mailles et 'intensité du champ E, est représentée en dB au
pas de temps considéré. La surface de Huygens est située en 7; = 50, j; = 50, i3 = 150 et
J2 = 150.
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Fi1G. 2.7 Découpage champ total / champ diffracté avec I'initialisation numérique en
polarisation TM pour un pas de discrétisation de \g/30 pour une incidence de 0°.

qu’en incidence normale pour laquelle le maillage temporel et spatial des deux algorithmes
est identique. L’incidence peut étre traitée avec une interpolation des valeurs du champ

obtenues grace a 'algorithme monodimensionnel sur le maillage bidimensionnel (48, 47].

2.2.9 Calcul du champ lointain

La FDTD calcule les champs électromagnétiques localement. Or nous cherchons a dé-
terminer le champ lointain diffracté pour obtenir la BRDF. Nous utilisons pour cela une
procédure de transformation champ proche/champ lointain basée sur le principe d’équi-

valence [82].

La valeur des champs est collectée en fréquentiel sur un contour fermé en zone de champ
diffracté. La géométrie de calcul est présentée Figure 2.8. Le point d’observation étant
situé a une distance r en zone lointaine (kpr > 1), les potentiels vecteurs magnétiques A

et électriques F' s’écrivent :
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i - £ / (7Y H2 (k|7 — 7|)dL (2.42)
F(R) = %/M(f’)ﬂg(w—m)w (2.43)
E(r, 6)

Domaine de calcul FDTD
x v
FiG. 2.8  Géométrie utilisée pour le calcul du champ lointain

Ou H? est la fonction de Hankel du deuxiéme ordre. Les courants électriques et ma-

gnétiques équivalents se calculent par :

H (2.44)
x E (2.45)

I
St
X

Sy

7
Moo=

Les champs E et H ne sont pas calculés au méme endroit sur le maillage de Yee. Les
courants J et M sont donc calculés sur deux surfaces décalées d'un demi-pas spatial |82].

En polarisation TM, le champ E est porté par l'axe z. En champ lointain, on peut
décomposer la contribution a F, des courants électriques et magnétiques :

— La contribution du courant électrique intervient via sa composante sur ’axe z par :

E.(7)],. = —jwZ - A(7) (2.46)

ou le produit scalaire est noté - .

La contribution du courant magnétique intervient via sa composante tangentielle a
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la surface :

E.(7) |, = —nHo(7) (2.47)

avec

Hy(7) = —joo - F(7) (2.48)

Afin d’obtenir le champ rayonné total sur E,, on somme les équations (2.46) et (2.47),
et on remplace les potentiels vecteurs par leur valeur donnée dans les équations (2.42) et
(2.43). On a alors :

B = 5 | TGk~ )L
L/
+ T%f (& - )M, (7") H2 (|7 — 7'|)dL" (2.49)
LH

ou L' représente le premier contour d’intégration (sur H) et L” le second contour
d’intégration (sur E), t est le vecteur tangent a la surface d’intégration. On note ¥ le
premier contour d’intégration discrétisé et 37 le second contour. Le pas de discrétisation
choisi est celui de la grille FDTD Ax. Dans le cas d’un contour rectangulaire entourant
I'objet, comme montré sur la Figure 2.8, on pose ¥, = ¥} U X} U 35 U X/, Avec ces
notations, la direction avant est pour 8 = 0° et la direction arriére pour # = 180°. On a

alors :

E.(F) = e Z T (7 ) HG (k|7 — 7|) Az
=t
nwe = /i —y/ -/
+ 7r%;@-5m4@)Hamr—rDAx (2.50)

T

En coordonnées cylindriques, on pose ¥ = (r,60). Lorsque |kr| — oo, la fonction de

Hankel HZ tend vers :
H{(kr) ~ ,/ﬁe—j"" (2.51)
0 wkr '

En utilisant I'expression (2.51) dans I’équation (2.50), on trouve :
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Ir
nwe [ 2j i, = N _jkr!!
T %6 J ;(‘b -t )Mt(’f’ )6‘7 Ax (252)
T
On définit F,(6) par :
e—jkr _
E.(r,0) = E.(0) (2.53)

En coordonnées cartésiennes, on pose ||7]| = r = zcos(f) + ysin(#). On a alors pour

la polarisation TM :

_ 29
E.(0) = —“’4—“ W—*;f N (—H,( 3’“"Aa:+z )elkr' Ag:
7
+ Z( e’kTA:E—I—Z Nt A
%

b B2 o) Y B A — sin(6) 3 B ()¢ Aa

4 V mk
S =y
+  sin(6) Z E.(r")e?*" Az + cos(6) Z E.(r")e?*" Az (2.54)
S S

On montre de méme que le champs lointain rayonné porté sur H, en polarisation TE

est :

2j

H.(0) = I = > (=B, (r)e™ Az + Z N Az
s
o
+ Z( "))k AI—FZ Nel  Ag
oy
25 -
- Z—M W—‘]Z; —cos(@)ZHz(r”)e]kr Az — sin(6 ZH Nk Ag
" Z’l’ E”
+ sin(0) Y H.(r")eM Az + cos(0) Y H.(r")e* Ax (2.55)

" 1
=Y sy
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2.2.10 Obtention des champs dans le domaine fréquentiel

Les champs calculés dans 1’algorithme FD'TD sont les champs proches réels obtenus a
tous les pas de temps. Nous cherchons & pouvoir calculer la valeur des champs a certaines
fréquences afin de déterminer le comportement du matériau en régime monochromatique.
Ce calcul est de plus nécessaire pour la transformation champ proche / champ lointain.
Nous utilisons pour cela la réponse temporelle diffusée par I’élément étudié. Nous pouvons
accéder aux fréquences présentes dans 'impulsion incidente. Pour calculer la réponse
spectrale, nous avons plusieurs possibilités :

— La premiére solution est d’enregistrer a tous les pas de temps les champs aux points
du maillage d’intérét. Les champs fréquentiels sont ensuite obtenus par une trans-
formation de Fourier rapide (FFT). Cette méthode permet de remonter a I’ensemble
du spectre mais la place mémoire requise est trés importante (nombre de points x
nombre de pas de temps x 3 champs).

La seconde solution est de revenir a la définition de la transformation de Fourier et
d’effectuer une transformée de Fourier discréte. En effet la transformée de Fourier

d’une fonction F' est : e
F(w) = / F(t)e ™'t (2.56)

o0
Si on applique cette formule a un champ E et un pas de discrétisation temporel At
pour N pas de temps (E est nul pour les ¢ < 0 et supposé nul ou a valeur moyenne nulle
pour t > NAt) :

E(w) =) E(nAt)e 7" At (2.57)

n<N
Cette formule permet de calculer la transformée de Fourier des champs pour un en-
semble fini de fréquences. Ce calcul peut s’effectuer en méme temps que le calcul FDTD
et ne requiert donc qu’une place mémoire minime (le nombre de points x 3 champs). De
plus, les calculs ne sont effectués qu'aux fréquences d’intérét. Cette méthode est en gé-
néral plus rapide et consomme nettement moins de mémoire que la premiére. C’est donc

celle-ci que nous avons choisi d’intégrer dans notre code de calcul.

2.3 Etude et validation du calcul électromagnétique

Afin de tester les résultats de notre algorithme et pour déterminer les paramétres de
calcul qu’il nous faudra utiliser dans la suite (comme le pas de discrétisation), nous avons
comparé les résultats obtenus pour le calcul du champ lointain sur un cas canonique :
la diffusion par des cylindres homogénes. Ces comparaisons ont lieu pour des différences
d’indice faibles ou importantes et pour diverses tailles de particule. Le rayon de la particule

est noté r et son indice n. La direction avant est pour § = 0° et la direction arriére pour
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0 = 180°. Le calcul de la diffusion est complexe |57| puisque les surfaces a traiter sont
courbes, représentées par des marches d’escalier et que les dimensions de I'objet sont dans
le domaine résonant. On trouve de nombreuses applications de la FDTD pour le calcul
de la diffusion par des particules de formes complexes [133, 32, 122, 31, 120).

Tous les essais effectués ne sont pas présentés dans ce manuscrit. Nous avons retenu
ici deux tailles de particules représentatives des cas rencontrés dans le domaine optique et
dans les études que nous ferons dans la suite. Nous présenterons tout d’abord I'influence du
pas de discrétisation sur des “grosses” particules de rayon r = 2. Nous poursuivrons par
I’étude de “petites” particules, de I’ordre du pas de discrétisation et nous nous intéresserons

notamment a leur représentation.

2.3.1 Particule de rayon r = 2)\; et d’indice n = 1.6

Pour ce premier cas, nous allons étudier une particule fortement résonnante. Nous
cherchons a vérifier si notre algorithme permet de suivre les variations de l'intensité dif-
fusée sur tout le domaine angulaire. En effet, la diffusion ici est complexe et suffisamment
forte pour masquer les bruits numériques.

Les champs proches en TE et en TM sont représentés Figure 2.9. La particule est située
au centre du domaine de calcul et ses limites sont matérialisées par un fin trait blanc.
Cette figure permet d’observer la structure complexe du champ rayonné. La séparation
entre les zones de champ total et de champ diffracté est située entre les points d’indice 100
et 300 dans les deux directions du maillage. La décroissance du champ dans les conditions
absorbantes est visible sur les bords du domaine de calcul (dans les 30 derniéres mailles).

Les particules de cette taille présentent de nombreuses réflexions internes. Le calcul
numérique par FDTD de leur diagramme de diffusion est donc complexe. Un capteur
positionné dans la direction de rétro-diffusion relevant les valeurs du champ électrique en
fonction du temps permet d’observer les battements de I'onde dans la particule (Figure
2.10).

Nous allons comparer les résultats en champ lointain avec la matrice de diffusion S(6)
|70, 33] (c.f Annexe A). Tout d’abord, la Figure 2.11 présente les résultats obtenus pour
un pas de discrétisation de X\g/30. Le diagramme obtenu par FDTD présente des erreurs
significatives par rapport au résultat analytique. Cette différence est trés importante en
polarisation TE notamment dans la direction de rétro-diffusion ou elle atteint plus de 5
dB.

Le raffinement du pas de maillage permet d’obtenir une précision correcte avec I’algo-
rithme FDTD, comme on peut le voir sur la Figure 2.12 avec un pas de discrétisation de
Xo/40. Ces résultats confirment la nécessité d’effectuer le calcul avec de bons paramétres
pour traiter numériquement des particules de cette taille. De plus, les nombreux batte-

ments a l'intérieur de la particule augmentent les erreurs dues a la représentation de sa
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Fig. 2.9 Champ proche diffusé par un cylindre de rayon » = 2\ et d’indice n = 1.6
pour un pas de discrétisation de A\g/30 en polarisation TM (en haut) et TE (en bas) pour
une incidence de 0°.
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FiG. 2.11  Comparaison entre |S(0)| et le résultat du calcul FDTD pour un pas de

discrétisation de \g/30 en polarisation TM (gauche) et TE (droite) pour des particules
de rayon 2.
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surface et 'effet de la dispersion numérique dii & 'allongement du trajet parcouru.
L’algorithme FDTD développé nous permet de calculer la phase a une constante preés

due a la phase initiale de I'onde incidente (Figure 2.13). L’origine des phases est prise & 0

dans la direction de propagation avant. Pour cette particule, nous arrivons parfaitement

a calculer avec notre algorithme la phase diffusée.

25 25
= 20 20
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pe e 7
% 10 2 10
c (2]
(] c
7 v L
= IS \
0
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-5 -5
0 100 200 300 0 100 200 300
Angle Angle
(@) (b)
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Fi1G. 2.12 — Comparaison entre |S(6)| (traits pointillés) et le résultat du calcul FDTD
(trait plein) pour un pas de discrétisation de A\g/40 en polarisation TM (gauche) et TE
(droite) pour des particules de rayon 2.
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F1G. 2.13 Comparaison entre la phase de S() et le résultat du calcul FDTD pour un pas
de discrétisation de A\g/40 en polarisation TM (gauche) et TE (droite) pour des particules
de rayon 2)\g. La phase est exprimée en radians.

Nous avons donc pu remonter a la diffusion compléte en champ lointain (intensité et
phase) a partir des résultats FDTD. En résumé, afin de pouvoir représenter correctement
la diffusion par la particule nous devons discrétiser le domaine de calcul avec un pas

d’environ A\/25 ou A est la longueur d’onde dans le milieu d’indice n = 1.6 (la particule).
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2.3.2 Particules de rayon r = \(/40 et d’indice n = 1.02, n = 1.6 et
n =4

Ce sont les plus petites particules que nous traiterons. Le rayon est égal a la taille

d’une maille du domaine de calcul. Elles sont donc représentées par des petits carrés pour

la FDTD. Pour obtenir des résultats équivalents a ceux d’un cylindre, nous utiliserons un

rayon effectif permettant d’avoir des particules de méme surface. Le rayon r.ss effectif du

cylindre équivalent est, en appelant r le demi coté du carré représentant une particule :

7T7“sz = (2r)? (2.58)
soit :

2
Teff = ﬁ’l"

Les calculs analytiques sont effectués avec un rayon effectif r.pr = A\o/35.4. Les résul-

(2.59)

tats sont présentés sur la Figure 2.14 pour les mémes indices que précédemment et pour
le méme pas de discrétisation.

Pour cette taille de particule, le diagramme de diffusion est particuliérement simple :
la polarisation TM présente un comportement isotrope tandis que la polarisation TE
présente deux lobes. Cette situation est uniquement due a la géométrie bidimensionnelle
du probléme. Comme précédemment, en polarisation TM, la différence entre les résultats
FDTD et le modéle analytique est faible (< 1dB). Le comportement isotrope est bien
représenté et le niveau de diffusion est bon pour tous les cas considérés. On remarque
que pour les particules d’indice trés faible (n = 1.02), le niveau de diffusion est lui aussi
trés faible (-60dB) et le résultat FDTD reste correct. La pertinence de l'initialisation
numeérique est ainsi confirmée. La polarisation TE représente correctement la diffusion
par la particule dans les cas d’indice n = 1.02 et n = 1.6. Pour le cas n = 4, un décalage
angulaire apparait, sans doute da a la forme carrée de la particule et a la mauvaise
représentation de la permittivité ¢ dans cette polarisation. Néanmoins la précision des
résultats reste acceptable (inférieure & 1.5 dB). En effet, pour avoir des résultats plus
précis, il faudrait mailler & A/25 soit Ag/100.

2.3.3 Deux particules de rayon r = )\y/2 et d’indice n = 2.25 en
polarisation TM

Nous avons commencé par étudier dans cette partie des paramétres de calcul FDTD
pour I’étude d’objet en espace libre. Nous pouvons maintenant appliquer cette méthode
pour I'étude de la diffusion par des objets complexes ou des agrégats.

Pour cette étude, nous utilisons deux particules donnant un diagramme de diffusion
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Fi1G. 2.14 — Comparaison entre |S(6)| et le résultat du calcul FDTD pour un pas de
discrétisation de \g/40 en polarisation TM (gauche) et TE (droite) pour des particules
de rayon \q/40.
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non trivial (r = A¢/2) avec un indice n = 2.25. La polarisation de I'onde incidente est
TM. Le pas de discrétisation est \g/40. Les deux particules sont positionnées dans le
domaine de calcul a des distances inter-centres d croissantes (d = 1)\g, d = 2)g, d = 4)g
et d = 16)\g). Les résultats du calcul FDTD en champ lointain seront comparés avec
le modele de Rayleigh en négligeant leurs interactions. La FDTD est alors prise comme
méthode de référence pour valider une hypothése simplificatrice de couplage entre les

particules.

Le résultat est donné sur la Figure 2.15 en champ proche et en champ lointain pour

une distance inter-centres d = 1) (les particules se touchent).

Le modéle de diffusion indépendante est dans ce cas inefficace. Il ne permet pas de
retrouver le comportement en champ lointain de la diffusion par ’ensemble des deux

particules. Ainsi, I’agrégat doit étre traité comme un ensemble de maniére rigoureuse.

Sur la Figure 2.16, la distance entre les deux particules est progressivement augmentée.
Ainsi, 'hypothése négligeant l'interaction entre les particules est de plus en plus valide.
Pour une distance entre les particules de d = 2)\g, on observe encore une légére diffé-
rence entre le résultat FDTD et le résultat analytique avec un léger décalage angulaire.
Néanmoins négliger 'interaction entre les deux particules permet d’obtenir une bonne
approximation de la diffusion par I’ensemble. Pour une distance centre a centre d = 4\,
les deux approches donnent pratiquement le méme résultat. L’hypothése négligeant 1'in-

teraction entre les particules est ici vérifiée.

Ce comportement se retrouve sur la Figure 2.17 ou les particules sont situées a une
distance inter-centre de 16\g. Dans ce cas, tout le diagramme est précisément représenté

en négligeant l'interaction entre les particules.

2.3.4 Conclusion

Nous avons présenté une application de la FDTD pour I'étude de la diffusion par des
particules en espace libre représentative des particules qui seront immergées dans le milieu
semi-infini par la suite. Nous avons pu vérifier la précision de notre implémentation de la
FDTD dans les deux polarisations en comparant le résultat en champ lointain avec un
modéle analytique exact. Nous avons pu déterminer que lorsque les dimensions sont de
l'ordre de grandeur de la longueur d’onde, un pas de maillage de A\g/25n est nécessaire
(ott n est 'indice dans le milieu de plus fort indice). Finalement, nous avons appliqué
notre méthode pour montrer son utilisation en tant que méthode de référence pour la
détermination de la validité de I’hypothése négligeant I'interaction entre particules.

Cet algorithme peut donc étre utilisé pour déterminer la matrice de diffusion compléte

d’une particule de forme complexe ou d’un agrégat de particules ainsi que pour valider

des approximations comme celle de la diffusion indépendante.
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F1G. 2.15 — Champ proche (Figure du haut) et champ lointain (Figure du bas) diffusé par
deux particules collées (d = 1))
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F1G. 2.16 — Champ lointain diffusé par deux particules séparées d’une distance inter-centre
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F1G. 2.17 Champ proche (Figure du haut) et champ lointain (Figure du bas) pour deux
particules situées a une distance d = 16
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2.4 Milieu semi-infini

Dans le cas d’un milieu semi-infini, on ne peut pas en général utiliser la technique de
la section 2.2.8.3 pour l'insertion du champ incident car le domaine de calcul est coupé
en deux. C’est la principale difficulté pour traiter ce type de probléme. Bachelier [3] a
montré que le fait de tronquer la surface de Huygens utilisée pour le découpage champ
total /champ diffracté conduisait a un certain nombre d’artefacts. Elle a proposé un calcul
en deux étapes inspiré de l'initialisation numérique vue dans la section 2.2.8.4. Par ailleurs,
Hastings [51, 50| et Fung [40] proposent l'utilisation d’un faisceau gaussien pour éclairer
le milieu. Nous nous sommes inspirés de ces divers travaux pour proposer une nouvelle
méthode qui permet de garder ’absence de fuites de la méthode en deux étapes sans en

avoir la complexité de stockage avec la simplicité des deux derniéres approches.

2.4.1 Onde incidente
2.4.1.1 Onde plane

La premiére idée que ’on peut avoir en voulant traiter le cas de matériaux semi-
infinis est d’appliquer la méthode présentée précédemment pour des objets en espace
libre. Comme il n’est pas aisé d’entourer un objet semi-infini par une surface de Huygens,
on peut couper la surface de Huygens au dessus de la surface étudiée. Cette approche
n’entraine que peu de modifications sur I’algorithme précédent (suppression de la partie
inférieure de la surface de Huygens).

Néanmoins, le rayonnement des extrémités au niveau de la coupure de la surface de
Huygens est trop important dans le cadre de notre étude. Ce probléme est bien visible sur
la Figure 2.18 ou I'on peut voir des interférences de forte amplitude entre le champ incident
et le champ rayonné par la troncature. La structure d’onde plane de I’onde incidente est
rapidement perdue et on observe des variations importantes de 'intensité a la fréquence
étudiée.

Cette solution est donc a éviter pour notre étude. L’utilisation d'une onde plane pour
éclairer un milieu semi-infini ne peut donc rigoureusement se faire qu’en utilisant I'ap-
proche de Demarest |26, 25|. Son application pour I’étude d’un milieu hétérogéne reste
a faire. Lorsque l'utilisation d’une onde plane n’est pas nécessaire, la seconde solution
[3, 63, 51, 50| est d’avoir un champ incident nul au niveau de la troncature de la surface
de Huygens. Cette approche utilise une fonction fenétre de forme connue. Dans notre cas,

il s’agit d'un faisceau gaussien.

2.4.1.2 Faisceau gaussien

Implémentation du faisceau gaussien Nous devons tout d’abord exprimer analyti-

quement le faisceau gaussien dans tout le domaine de calcul. Ainsi, nous pourrons calculer
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F1G. 2.18 — Initialisation par onde plane pour une surface de Huygens tronquée - la partie
inférieure de la surface de Huygens a été enlevée
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Fi1G. 2.19 Géométrie pour le calcul du faisceau gaussien

sa forme en tout point de I'espace et plus particuliérement pour déterminer la fonction
fenétre nécessaire a l'introduction du champ incident. Pour ce faire nous allons exprimer

le faisceau gaussien comme une somme d’ondes planes.

La géométrie de calcul du faisceau gaussien est présentée Figure 2.19. Afin de simplifier
le calcul, une base (P, i, i) pivotée d’un angle 6;,. est utilisée. Un point de coordonnées

(z,y) de la base (P, ¥, 1), aura donc pour coordonnées dans la base (P, ,,iy) :

< Ty ) _ ( —C?S(@inc) sin(Oine) ) < x ) (2.60)
T —$in(Oine) —co8(0ine) y

Pour un point de coordonnées (., z4) dans la base (P, u,, iy), la somme des ondes planes

composant le champ incident s’écrit :

F(x,, xg) = /w(kg)ezvp(—ik:rzvr)ea:p(—ikgxg) (2.61)

avec !

K =k +k; (2.62)

Dans le cas d’'un faisceau gaussien d’écart type oy, les coefficients ¥ (zg) sont de la

P(zg) = exp {—% (j—z)Q} (2.63)

Une transformation de Fourier nous permet de calculer ¢ (k) :

forme :
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wlis) = Teap {—é (f—)} (2.64)

ou :

Il s’agit de prendre suffisamment d’ondes planes, typiquement une dizaine de valeurs pour
kg, afin de représenter le faisceau. Pour un faisceau gaussien, les valeurs représentatives

de kg sont dans l'intervalle :

kg € [_20k97 2Uk9] (2.66)

Afin de remonter a la forme du faisceau gaussien, on effectue une moyenne des inten-
sités du faisceau sur les points d’intérét pour un déphasage a l’origine de I’onde incidente
compris entre 0 et 27 . La fonction fenétre résultante est appliquée sur la partie supérieure
de la surface de Huygens. Cette forme nous permet de faire tendre la valeur des champs

sur les bords vers 0 et de limiter ainsi leur rayonnement.

Validation de I’approche faisceau gaussien La Figure 2.20 et la Figure 2.21 repré-
sentent la propagation dans le domaine de calcul du faisceau gaussien pour deux angles
d’incidences (0° et 30°). La surface de Huygens est positionnée en i = 300.

Nous pouvons tout d’abord observer que le rayonnement introduit par la troncature
de la surface de Huygens est supprimé. En effet, comme nous l'avons vu dans la sec-
tion 2.4.1.1, ce phénomeéne se traduit par la présence d’ondes sphériques au niveau des
extrémités. Elles ne sont pas visibles sur les deux figures présentées.

Ensuite, nous pouvons vérifier que les fuites introduites par l'insertion du champ in-
cident sur la surface de Huygens sont trés faibles. Elles ne sont ni visibles en incidence
normale, ni pour une incidence de 30°. Nous prenons donc exactement en compte la dé-
formation du faisceau gaussien induite par l'incidence grace a notre approche.

Finalement, nous pouvons étudier le comportement des conditions absorbantes. Pour
une incidence normale, elles se comportent parfaitement et absorbent le champ incident
sans réflexions. Lorsque le faisceau gaussien arrive avec une incidence de 30, elles ne
sont plus adaptées. Ainsi, on observe des réflexions parasites sur les bords du domaine de
calcul. Ce phénomeéne peut altérer la précision des résultats pour les calculs en incidence.
Dans toutes les séries de calculs, nous avons donc vérifié que les bruits introduits étaient
négligeables par rapport aux niveaux de diffusion mesurés. Nous verrons de plus que les
effets parasites seront amoindris par le processus de Monte Carlo. En effet, ils sont en

général cohérents et ils influeront peu sur le diagramme incohérent.
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F1G. 2.20 Propagation en espace libre du faisceau gaussien pour une incidence de 0° et
un pas de maillage de \q/30
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FiG. 2.21 Propagation en espace libre du faisceau gaussien pour une incidence de 30°
et un pas de maillage de \y/30
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FiGg. 2.22 — Champ lointain diffusé par un plan d’indice n = 1.6 pour un domaine de
calcul de 30)\g de large et un pas de maillage de \g/30 en polarisation TM

Validation du champ lointain De la méme facon que I'insertion du champ incident ne
se fait que sur la surface supérieure de la surface de Huygens, le calcul du champ rayonné
n’utilise que la partie supérieure de la surface d’intégration. Cette troncature ne nous
permettra donc pas de représenter correctement le champ lointain pour les forts angles
de diffusion. Cet effet s’ajoute aux réflexions sur les conditions absorbantes. La Figure
2.22 présente le champ lointain diffusé par un plan éclairé par un faisceau gaussien. On
observe que les résultats sont corrects pour une incidence de 0 et de 40° (le bruit est de
-40 dB a 40° et -60 dB en incidence normale). Pour un angle d’incidence de 80°, le faisceau
gaussien est noyé dans le bruit numérique et les résultats ne sont plus exploitables.
Nous pouvons vérifier la précision de notre algorithme en calculant dans les deux
polarisations les coefficients de réflexion en énergie. Les résultats sont comparés avec le
résultat analytique pour la réflexion par un milieu semi-infini plan éclairé par une onde
plane. Ainsi les deux coefficients ne pourront pas étre parfaitement identiques puisque
nous éclairons le milieu avec un faisceau gaussien dans notre algorithme FDTD. Pour une
onde plane, en appelant a ’angle d’incidence et 3 'angle de transmission, le coefficient

de réflexion en énergie en polarisation TE s’écrit :

Rrg = (%)2 (2.67)

et en polarisation TM :

g - (22000’ oo

Les résultats du calcul du champ lointain FDTD sont normalisés par rapport a I’énergie

du faisceau incident. En appelant I, le champ E, ou H, suivant la polarisation, on calcule
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FiGg. 2.23  Coefficients de réflexion en énergie pour un plan d’'indice n = 1.6 pour les
deux polarisations et pour différents angles d’incidence

icl :

J1FI2do

Rpprp = W (2.69)

Le résultat est présenté Figure 2.23. On observe que 1’on retrouve bien les coefficients
de réflexion pour les deux polarisations pour tous les angles d’indices. Notamment, il est
toujours bien déterminé pour des incidences fortes (> 60°) ou les bruits parasites sont

forts.

Représentation des diagrammes de diffusion Nous présenterons, dans la suite de
cette thése, les diagrammes de diffusion pour un angle d’incidence 6; et un angle de

diffusion 6, comme :

|F7(6,)]?
1(6; =z 2.
0o = Tire(o)Pas 27
ou encore en décibels :
Fr(6,)]?
]dB(QZ-,HT) = 1010910 (W) (271)

Un tel choix est dicté par 'usage en électromagnétisme. En effet, nous pouvons retrou-
ver les facteurs de réflexions en énergie par l'intégration simple du diagramme. En fait,
la communauté optique utilise comme grandeur d’intérét la BRDF. Nous verrons dans la

prochaine partie de ce chapitre comment passer de cette grandeur a la BRDF.
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2.5 Calcul de la BRDF

2.5.1 Expression de la BRDF

Comme nous 'avons vu dans ce chapitre, notre méthode nous permet de calculer la
diffusion par un matériau hétérogéne rugueux. Nous devons calculer la BRDF a partir du
calcul du champ lointain défini dans les équations (2.54) et (2.55). On utilise pour cela le

vecteur de Poynting, dont le module s’écrit pour une onde plane en polarisation TM :

o) = 3 /SIE 6. 2.72)

En utilisant I’équation (2.54), il vient :
e

me)| = i\/; )
1 Jel = 9
5\ SHIEO) (2.74)

Nous considérons un angle solide df situé a une distance r. Le flux du vecteur de

—jkr 2

(2.73)

Poynting est alors :

B(TI(0)) — %\/g%|Ez(9)|2rd9 (2.75)
1 Je, = 9
_ 5\/£|EZ(9)|619 (2.76)

Le calcul du champ lointain a été fait pour un profil de longueur élémentaire dl, donc

a partir de I’équation (1.3) on trouve :

L(0)cos(60)dld — %\/g \B.(0)[2d0 (2.77)

soit :

L(0) = mﬁa(e)ﬁ (2.78)

L’éclairement vaut donc :

(SIE]

B = / L(0)cos(6)d0

s
2

1 € [ - 9
_ le\/;/_g\Ez(Hﬂdﬁ (2.79)
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La BRDF s’écrit donc finalement, en notant par un indice ¢ I’onde incidente et par un

indice r Ionde réfléchie :

E2(6,)F
cos(0,) [~ |EL(0)]2d0

_r
2

o"(0;,0,) = (2.80)

Le principal avantage de cette formulation est de ne pas faire apparaitre la surface.
En effet, le calcul du champ lointain que nous effectuons l'intégre directement. Ainsi un
calcul de la BRDF fera intervenir deux calculs du champ lointain : une premiére fois pour
I’onde incidente afin de déterminer le coefficient de normalisation et une seconde fois pour
la diffusion par le milieu étudié. Néanmoins, cette formulation a été développée pour une
onde plane (la surface dl d’éclairement élémentaire uniforme n’a pas de sens sinon). Notons
que, en comparant I’équation (2.80) et 1'équation (2.70), ¢”(6;,0,) = ml(ei,&).

Dans le cas de l'illumination par un faisceau gaussien, a condition qu’il soit tubulaire,
ces relations restent valables [51, 40|. Ainsi, nous pouvons faire le lien entre notre calcul

électromagnétique et les grandeurs d’intérét en optique.

2.5.2 Intensité cohérente et incohérente

Nous avons vu qu’il nous faut générer un grand nombre de milieux pour obtenir la
BRDF, nous effectuons ensuite une moyenne sur I’ensemble des réalisations pour obtenir
des grandeurs statistiquement représentatives. On note (F) la valeur moyenne du champ
électrique sur I’ensemble des réalisations et d E' ses fluctuations. On peut alors décomposer

pour chaque réalisation le champ électrique au point r en :

E(r)=(E)(r)+0E(r) (2.81)

L’intensité moyenne est alors définie comme :

(1) = (EM) (2.82)
= ([(E) (r) + 6E(r)[*) (2.83)

Comme, par définition (0E(r)) = 0, on trouve :

(L(r)) = {B) (r)]* + (|sB(r)) (2.84)

On définit alors 'intensité cohérente comme :

Leon(r) = (E) (r)[* (2.85)

Comme nous faisons le calcul sur un nombre limité de réalisations /N, nous utilisons :
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> Eu(r)E;(r)

n<N

(2.86)

1
Icoh(r) ~ ﬁ

Ou E,(r) est la valeur du champ électrique pour la réalisation n au point r. On définit

alors l'intensité incohérente comme :

Iz’ncoh = <|5E(T)|2> (287)
= (|[B(F) - (B) (r)]” (2.88)

<N <N

Q

La diffusion est cohérente lorsque la phase du champ diffusé est corrélée entre chaque
réalisation et incohérente lorsqu’elle n’est pas corrélée. Ainsi, la diffusion par un ensemble
de particules ou par une surface rugueuse présentera en moyenne une part cohérente et

une part incohérente.

2.5.3 Exemples de BRDF

La Figure 2.24 présente deux calculs de BRDF en incidence pour deux milieux hété-
rogénes composés de particules de rayon \y/10 pour une fraction volumique de 10% et de
20%. La remontée de la BRDF pour les angles rasants n’est pas physique et caractérise les
problémes numériques rencontrés précédemment pour les angles rasants. Dans le premier
cas (f, = 10%), la diffusion par les particules est assez faible et le diagramme de diffusion
fait surtout apparaitre la réflexion par le plan. On observe alors une légére composante
incohérente et un cohérent fort. Lorsque la fraction volumique augmente (f, = 20%), la
diffusion par les particules augmente significativement. Ceci se traduit par une augmen-
tation de la composante incohérente du champ diffracté. Dans ce cas, on note I'apparition
d’un second pic dans la direction de rétro-diffusion (6, = 20°). C’est un phénomeéne connu
caractéristique de la diffusion multiple. En effet, dans la direction de rétro-diffusion le
chemin direct et le chemin inverse s’additionnent en phase. Ce phénoméne porte le nom

de rétro-diffusion cohérente ou de rétro-diffusion exaltée.

2.5.4 Conclusion

Nous avons présenté notre implémentation de ’algorithme FDTD pour I’étude de la
diffusion par des matériaux hétérogénes rugueux en géométrie bidimensionnelle. Notam-
ment, nous avons étudié I'insertion du champ incident et une méthode de calcul du champ
lointain fréquentiel rayonné a partir des résultats obtenus dans le domaine de calcul.

Nous avons alors étudié la diffusion en espace libre de cylindres afin de déterminer
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FiG. 2.24 Exemples de BRDF pour des milieux hétérogéenes avec des particules de rayon
Ao/10 pour une fraction volumique de 10% (a) et de 20% (b) pour une incidence 6;,,. = 20°.

les paramétres de calculs pour la suite de nos travaux et s’assurer qu’ils sont correcte-
ment représentés. Nous avons vu qu'un pas de discrétisation de \/20 dans le milieu de
plus fort indice était nécessaire pour s’assurer d’une précision suffisante. Compte tenu du
domaine étudié (indices compris entre 1 et 4), nous utiliserons le plus souvent un pas de
discrétisation de Ag/40 pour I’étude de matériaux hétérogéne.

Afin de pouvoir utiliser ’algorithme présenté pour I’étude de milieux semi-infinis,
nous avons présenté une implémentation originale du faisceau gaussien dans la FDTD.
Cette approche permet de réduire fortement les artefacts d’origine numérique. De plus,
ces propriétés restent valable jusqu’a des fortes incidences et permettent de garder des
résultats précis avec un niveau de bruit faible. Ainsi, les principales sources d’erreurs
restent les conditions absorbantes et la troncature de la surface d’intégration.

Nous avons ensuite présenté une formulation de la BRDF adaptée a la FDTD bidimen-
sionnelle et nous I’avons appliquée a un exemple de milieu hétérogéne. Nous avons séparé
le champ cohérent du champ incohérent di aux diffusions par la surface rugueuse ou par
les particules. Notre algorithme nous permet de modéliser les phénoménes complexes de
diffusion comme le pic de rétro-diffusion exaltée.

Nous disposons, dés lors, d'un outil performant d’étude des matériaux hétérogénes
rugueux. Celui-ci nous permet de calculer sans hypothéses la diffusion par I’ensemble des
éléments constituant le milieu. Cette méthode peut étre utilisée :

— directement pour le calcul de la diffusion d’un matériau hétérogéne rugueux surtout

lorsque les méthodes approchées ne s’appliquent pas;
pour tester le domaine de validité de méthodes approchées.

Nous verrons trois applications de cette démarche dans les chapitres 4, 5 et 6.



Chapitre 3

(zénération de milhieux aléatoires

3.1 Génération de la surface aléatoire

3.1.1 Présentation

Les milieux que nous modélisons comportent une surface aléatoire et un ensemble
de particules. Les deux ne sont pas générés simultanément. En effet, dans cette premiére
partie, la forme de la surface rugueuse est indépendante de la position des particules. Nous
disposerons alors des frontiéres du milieu hote qui constitueront les limites du domaine
de génération utilisé pour le positionnement des particules. Ainsi, nous commencerons
logiquement par la présentation de l'algorithme de génération des surfaces aléatoires a
partir de paramétres statistiques.

Nous décrirons tout d’abord les parameétres descriptifs utilisés afin de caractériser
les surfaces générées. Nous verrons ensuite les bases de 'algorithme de génération et le
passage des fonctions statistiques a un ensemble de surfaces rugueuses. Finalement, nous
étudierons des exemples de surfaces générées et les effets de la discrétisation de la FDTD

sur la fonction d’auto-corrélation.

3.1.2 Description des surfaces

Les échelles seront données en fonction de la longueur d’onde dans le vide .

Nous supposons que la surface est décrite par une fonction s dépendant de la position
y (c.f. Figure 3.1).

La génération de la surface utilise deux paramétres statistiques représentatifs : la dis-
tribution des hauteurs et la fonction d’auto-corrélation. Nous utiliserons ensuite ces deux
fonctions pour caractériser les surfaces générées. La distribution des hauteurs nous per-
met d’étudier le comportement de la surface autour du plan moyen. Nous générerons des
surfaces de distribution des hauteurs P gaussienne, c¢’est-a-dire que les hauteurs suivent

une loi de la forme :

65
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s(y)

Fi1Gg. 3.1 Géométrie de la surface aléatoire

P(y) = ﬁew ((y;h#) (3.1)

rms
La fonction d’auto-corrélation C' pourra prendre n’importe quelle forme. Pour une

surface stationnaire, elle se déduit de la variation des hauteurs de la surface s par :

oo

Cla) = / s(0s(e — X)dx (3.2)

o
Les variations de C' dépendent de la nature de la surface rugueuse. Nous présentons
ici la génération des deux types de surfaces les plus étudiées : les surfaces de fonction
d’auto-corrélation gaussienne et les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle.
Nous verrons qu’elles ont un comportement différent notamment sur la forme des rugosités

présentes.

3.1.3 Génération

Dans cette partie, nous cherchons a obtenir une surface aléatoire respectant une fonc-
tion d’auto-corrélation C' connue et une distribution des hauteurs gaussienne. L’équation

(3.2) peut se mettre sous la forme d’une convolution (notée x) de s avec elle-méme, soit :

Cly) = s(y) xs(y) (3.3)

En utilisant une transformation de Fourier, notée TF et en appelant S la transformée
de Fourier de s et S* sa transformée de Fourier conjuguée, cette équation peut se mettre

sous la forme :

TF[C|(R) = S(R)S*(R) (3.4)
= PSD(R) (3.5)

On retrouve 'expression du spectre de puissance (PSD) de la surface. Celui-ci nous
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permet d’étudier les fréquences présentes dans les variations des hauteurs (il s’agit de
la transformée de Fourier de la surface). L’équation (3.4) montre que la fonction d’auto-
corrélation et le spectre de puissance contiennent la méme information. Il est donc possible
de T'utiliser de la méme facon pour caractériser ou générer la surface rugueuse.
L’équation (3.4) montre que la fonction TF[C] est indépendante de la phase de S.
Ainsi toute multiplication par une fonction de phase ¢ donnera une surface s de fonction
d’auto-corrélation C' et de spectre de puissance PSD. La transformée de Fourier de la

surface peut donc s’écrire :

S(R) = \/TF[C](R)e*® (3.6)

Nous voulons générer une surface discréte a partir de I’équation (3.6). Le pas de dis-
crétisation est noté Az et est égal au pas de discrétisation FDTD. La transformée de

Fourier de la surface pour le 7€ point est alors :

S(j) = /TF[C](j)e"V (3.7)

¢ est un ensemble de nombres aléatoires, décorrélés entre eux, uniformément répartis
entre [0,27]. Ce choix de ¢(j) permet d’avoir une distribution des hauteurs gaussienne
de hauteur quadratique moyenne h,,,;. Finalement, en effectuant une transformation de

Fourier inverse TF~!, on a dans I'espace réel :

s(j) = TFT'VTF[Cle?](5) (3.8)

3.1.4 Etude de surfaces aléatoires
3.1.4.1 Caractéristiques statistiques des surfaces

Nous allons utiliser dans I'algorithme de génération deux fonctions d’auto-corrélation
différentes : gaussienne et exponentielle. Ces fonctions d’auto-corrélation se ressemblent
mais aboutissent a des résultats trés différents. La fonction d’auto-corrélation gaussienne

est :

SERT »

ol Ay est la hauteur quadratique moyenne et [ la longueur de corrélation. La fonction

d’auto-corrélation exponentielle est :

C(r) = hipsexp (—'lﬁ) (3.10)

C

La différence entre les deux fonctions d’auto-corrélation vient donc de la puissance
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de r dans I'exponentielle (1 dans le cas exponentiel et 2 dans le cas gaussien). Elles sont

représentées Figure 3.2.

1 1
0.8 0.8
~ 06 ~ 06
© 04 © 04
0.2 0.2
0 0
-10 -5 0 10 -10 -5 0 5 10
r r
(@) (b)

F1G. 3.2 - Fonctions d’auto-corrélation théoriques gaussienne (a) et exponentielle (b) pour

hrms = )\0 et lc = )\0

On remarque que la fonction d’auto-corrélation exponentielle présente une singularité
en 0 ou elle n’est pas dérivable. On peut observer sur la Figure 3.3 représentant des sur-
faces générées avec la méme graine pour le générateur de nombres aléatoires, I’apparition
de hautes fréquences spatiales pour la fonction d’auto-corrélation exponentielle. Ces va-
riations extrémement rapides sont particuliérement difficiles a prendre en compte avec

une méthode discrétisant 1’espace, comme nous allons le voir par la suite.

1 1
0.5 0.5
= =
yet 0 = 0
~0.5 -0.5
-1 -1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X
(@) (b)
Fi1G. 3.3  Surfaces d’auto-corrélation gaussienne (a) et exponentielle (b)

Si les fonctions d’auto-corrélation sont semblables, il n’en est rien des spectres de
puissance. En effet, en utilisant I’équation (3.4), celui d’une surface de fonction d’auto-

corrélation gaussienne est :

(3.11)

R*?
PSD(R) = h2,,V/7l.exp (— 1 C)

alors que pour une auto-corrélation exponentielle, on trouve :



3.1. GENERATION DE LA SURFACE ALEATOIRE 69

oh2 |
= Zlrmete 12
1+ (I.R) (3.12)

La décroissance du spectre de puissance dans les deux cas est différente. En effet, pour

PSD(R)

des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne, la décroissance est exponentielle
et rapide. Le spectre d'une surface de fonction d’auto-corrélation exponentielle décroit en
loi de puissance R2. Sa décroissance est donc bien plus lente et les surfaces résultantes
ne sont pas dérivables. On ne peut pas normalement définir de pente moyenne pour une
surface d’auto-corrélation exponentielle car [ R*PSD(R) diverge.

La discrétisation altére les propriétés de la surface, notamment en coupant ses hautes
fréquences spatiales. La Figure 3.4 montre l'effet de la discrétisation sur la représentation
des pentes et de la fonction d’auto-corrélation. Deux pas de discrétisation (Ay/100 et
Ao/1000) sont utilisés pour générer la surface. Dans les deux cas, la fonction d’auto-
corrélation est bien représentée puisque les deux courbes (pointillés et trait plein) sont
confondues.

La distribution des pentes présente un comportement différent (Figure 3.4(b et d)).
Dans le cas des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussiennes, celle-ci n’évolue pas
avec la discrétisation : la surface est donc correctement représentée dans les deux cas. De
plus, les pentes restent contenue dans U'intervalle [—1, 1]. On retrouve ici le comportement
lisse de la fonction d’auto-corrélation gaussienne. La distribution des pentes pour les
surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle ne reste pas stable avec ’évolution
de la discrétisation. Dans le cas d’'un pas de p; = A\g/100, les pentes sont contenues dans
'intervalle [—10, 10]. Lorsque le pas est divisé par 10 (pa = Ag/1000), de nouvelles échelles
de rugosités apparaissent et les pentes sont contenues dans I'intervalle [—30, 30]. Comme
attendu, elles n’ont pas convergé et elles ne convergeront jamais. On remarque de plus
que les pentes sont trés importantes et croissent avec le pas de discrétisation. Pour étudier
ce type de surface il faut donc savoir quand les petites oscillations rapides peuvent étre
négligées pour le calcul électromagnétique. Nous verrons par la suite que ce probléme nous

limitera fortement pour leur étude.

3.1.4.2 Effet de la discrétisation

L’algorithme FDTD utilisé introduit une discrétisation spatiale. Nous allons séparer
Ueffet des discrétisations horizontale (sur I'axe y de la figure 3.1) et verticale (sur 'axe x)
pour des surfaces d’auto-corrélation gaussienne. Les effets sont différents et doivent donc
étre étudiés séparément.

Nous commencerons cette étude par la discrétisation horizontale. Celle-ci introduit un
nombre plus restreint de ¢(j) ainsi qu'un pas plus grand pour la génération. La Figure
3.5 présente la fonction d’auto-corrélation de la surface pour deux pas différents : A\q/40

et \g/4. Comme attendu, la discrétisation horizontale réduite induit une discrétisation
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FiGg. 3.4  Comparaisons de la fonction d’auto-corrélation (a et ¢) et de la densité de
probabilité des pentes (b et d) pour deux pas de discrétisation différents (p; = A\g/100 et
P2 = Aog/1000) pour des surfaces d’auto-corrélation exponentielle (a et b) et gaussienne (c
et d) avec hpp,s = 0.2)g et . = Ag (échelles pour I'auto-corrélation en \).

plus faible de la fonction d’auto-corrélation. Néanmoins, cet effet est peu visible pour
une surface gaussienne. En effet, la fonction d’auto-corrélation gaussienne est lisse et ne
présente pas de variation rapide. Elle est donc peu sensible a une discrétisation plus réduite
et reste correctement représentée. La forme de la fonction d’auto-corrélation idéale utilisée

pour la génération n’est pas modifiée puisque ce pas de discrétisation est directement
introduit dans l'algorithme utilisé.

La FDTD discrétise 1’espace dans les deux dimensions. La seconde direction de dis-
crétisation, sur ’axe y, modifie la position des points de la surface par rapport a leur
position idéale générée par I'algorithme pour se placer sur une maille de la FDTD. Ainsi,
la fonction d’auto-corrélation sera d’autant plus altérée que le pas du maillage est faible et
la position des points modifiée. Ceci est nettement visible sur la Figure 3.6(a). La fonction
d’auto-corrélation présente des oscillations autour de la fonction d’auto-corrélation idéale
présentée en trait plein. Une discrétisation plus importante de la surface (\g/40) permet

d’améliorer la concordance entre les deux courbes.

Ces deux exemples montrent I'importance du traitement effectué sur la surface par
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Fic. 3.5 Effet de la discrétisation horizontale de la surface pour une surface de h,.,,s =
0.2X¢ et l. = 1)\g. Le pas de discrétisation est de A\g/40 et de A\g/4 (échelles en \).

I’algorithme pour représenter les caractéristiques désirées. Ainsi un algorithme maillant
uniquement la surface ou restant conforme aux points discrétisés suivant sa direction
naturelle fera moins d’erreur qu’un algorithme maillant tout l'espace avec des mailles
carrées (comme la FDTD). Ces variations peuvent introduire des différences sur le résultat

du calcul électromagnétique entre ces méthodes.

3.1.5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme qui nous permet de générer des surfaces de fonction
d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle et de distribution de hauteurs gaussienne
a partir de la fonction d’auto-corrélation. Nous avons étudié les différences entres les
deux types de surfaces et notamment, nous avons vu que les surfaces de fonction d’auto-
corrélation exponentielles présentaient des rugosités de trés petites échelles. Son spectre
de puissance décroit lentement et ces surfaces ne sont pas dérivables. Ensuite, nous avons
étudié les paramétres statistiques des milieux générés aprés 1'étape de discrétisation et
nous avons remarqué l'introduction d’erreurs numériques supplémentaires. En effet :

— Nous ne pouvons pas traiter rigoureusement les surfaces de fonction d’auto-corrélation
exponentielle, les oscillations rapides de faibles amplitudes étant coupées par le
maillage ;

— La discrétisation de la surface altére ses propriétés statistiques pour des pas de
maillage grands devant h,.,,s et [..

Ainsi, les traitements effectués par I'algorithme pour pouvoir calculer la diffusion par la
surface rugueuse introduisent des erreurs de représentation d’autant plus grandes que

le pas de discrétisation est important. Nous en verrons les conséquences dans la partie
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Fi1G. 3.6 Effet de la discrétisation verticale de la surface pour une surface de h,,,s = 0.2
et . = 1. La pas de discrétisation est de \y/40 a droite et de \g/4 a gauche. Le trait plein
représente la fonction d’auto-corrélation utilisée en entrée de I'algorithme de génération
et les traits pointilles représentent la fonction d’auto-corrélation obtenue (échelles en \g).

portant sur I'étude de la diffusion par une surface rugueuse.

3.2 Génération de milieux hétérogénes

3.2.1 Présentation

Nous cherchons a générer un milieu aléatoire comportant plusieurs types et tailles de

particules. Cette génération doit prendre en compte les contraintes physiques suivantes :

— La distribution de la taille des particules;

— La fraction volumique (i.e. le rapport entre la partie occupée par les particules et le
tout) ;

— Le modéle d’interaction entre les particules : les particules peuvent étre libres de
se positionner (modéle gaz), libre mais sans pouvoir s’interpénétrer (modéle des
sphéres dures), ou tout autre choix (attractions, répulsions...);

Le type de matériaux de chaque particule.

Ces parameétres sont les entrées d'un générateur de milieux aléatoires basé sur I’algorithme
de Metropolis |89]. Nous I’avons choisi car il permet de prendre en compte des contraintes
physiques pour le positionnement des particules (forces d’interactions) et il peut atteindre
de fortes fractions volumiques en un temps de calcul raisonnable. Nous étudierons ici
uniquement des cylindres ou des sphéres mais cet algorithme a déja été appliqué pour des
particules plus complexes comme des sphéroides |2, 102].

Chaque particule P; est décrite par les coordonnées de son centre p; = (z;,y;), son

rayon 7; et son indice optique n; (Figure 3.7). La zone de génération est limitée dans
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FiGc. 3.7 Géométrie utilisée pour le milieu hétérogene

I’espace. Nous montrerons ici le cas de limites rectangulaires, mais nous l'appliquerons
par la suite également aux cas d’interfaces rugueuses (surfaces aléatoires).

Dans une premiére partie, nous allons décrire le déroulement de I'algorithme de Me-
tropolis. Nous verrons comment il permet de prendre en compte des contraintes physiques
et nous l'appliquerons dans le cas particulier des sphéres dures. Nous verrons, dans une
seconde partie, une fonction statistique d’étude des milieux hétérogénes trés utilisée dans

les théories de diffusions multiples : la fonction de corrélation de paires.

3.2.2 L’algorithme de Metropolis [89]
3.2.2.1 [Initialisation

Nous générons un ensemble de N, particules par une méthode de Monte Carlo respec-
tant la distribution désirée en taille et en type. Ces particules sont ensuite positionnées
réguliérement dans 1’espace. Il s’agit d’avoir a I’étape initiale une configuration possible
sans toutefois étre optimale, c’est-a-dire que 1'énergie potentielle du systéme dans 1’état
initial ne doit pas étre infinie mais n’est pas forcément minimale. Dans le cas particulier
des sphéres dures, il faut et il suffit de s’assurer que les particules ne s’interpénétrent
pas. Ainsi, dans I'initialisation de ’algorithme, nous ne cherchons pas a obtenir un milieu
aléatoire mais un milieu possible. Ce second aspect sera pris en compte par le mouvement
aléatoire. Ainsi, les deux problémes de génération sont séparés. C’est ce découpage qui
permet a cet algorithme de générer des milieux fortement chargés en un temps raison-
nable. En effet, nous aurions pu générer un milieu respectant le modéle des sphéres dures
en déterminant directement la position du centre des particules grace a des nombres aléa-

toires uniformément répartis. Cette méthode est treés efficace lorsque la fraction volumique
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est faible mais son temps de génération croit trés rapidement rendant difficile la création
de milieux chargés a plus de 20% et elle ne permet pas de prendre en compte un modéle
physique évolué.

Afin de générer des milieux aléatoires, ’algorithme de Metropolis utilise la variation
d’énergie potentielle du systéme. Par exemple, le potentiel d’interaction entre deux par-

ticules pour les sphéres dures est :

oo st ||pi —p;l|| <ri+7y
Vi = . o= pill < it (3.13)
0 sinon
Ainsi, I'énergie initiale £y du systéme peut s’exprimer comme :
NP NP
E, = Z Z Vi (3.14)
i=1 j=1,j#i
= 0

Dans le cas des sphéres dures, cette somme est triviale. Pour un modéle physique
plus complexe, elle représente la valeur initiale que nous allons chercher & minimiser.
Elle dépend fortement du modéle d’'interaction choisi. Par exemple, elle est soit nulle soit

infinie dans le cas des sphéres dures.

3.2.2.2 Déplacement des particules

Chaque particule positionnée précédemment est maintenant aléatoirement déplacée.
Pour cela, pour une particule P;, on génére deux nombres aléatoires v; et 15 dont la

distribution est uniforme sur l'intervalle [-1,1]|, La particule est ensuite déplacée :

(i, yi) < (@i, y:) + A (1, 10) (3.15)

ou A est un réel donnant la distance maximale de déplacement puisque [|v4]| < 1 et
||v2|| < 1. Sa valeur est optimale lorsque le taux de refus des déplacements est de 'ordre
de 50% 2.

Aprés chaque déplacement, on calcule la nouvelle énergie potentielle du systéme :

N, N
E'=)" >V (3.16)
i=1 j=1,j#i

On calcule ensuite la variation d’énergie du systéme :

SE = (3.17)

On effectue les opérations suivantes en fonction de la valeur de 0 F :
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— Si 6E > 1 (ce qui signifie que E* < E*1), I'énergie potentielle du systéme a décru,
le mouvement de la particule est alors accepté;

SidE < 1 (ce qui signifie que E* > E*~1), la nouvelle énergie du systéme a augmenteé,
un nouveau nombre aléatoire v, est tiré. Si v, > 0 E le mouvement est accepté sinon
il est refusé.

On passe ensuite a la particule suivante.

Le cas des sphéres dures est plus simple. En effet, seulement deux cas sont possibles :
Soit 6E = 0 lorsque deux particules s’interpénétrent, et le mouvement est refusé
quel que soit le nombre aléatoire v, (il n’est donc pas tiré) ;

— Soit 0FE =1 et il est accepté.

Cette étape peut étre considérablement accélérée en ne calculant la somme (3.16) que
pour des particules susceptibles d’interagir ensemble. Dans notre code de calcul, nous
avons utilisé un espace discrétisé pour représenter les domaines d’interaction de chaque
particule. Le domaine de calcul total est alors découpé en plusieurs sous domaines plus
petits et le calcul n’est alors effectué que sur des particules recouvrant les mémes mailles.

Cette optimisation permet de traiter rapidement un grand nombre de particules.

3.2.2.3 Fin de l’algorithme

L’algorithme se termine quand E? atteint un minimum. Dans les cas des sphéres dures,
ce critére n’est pas pertinent puisque £ est toujours nul quel que soit I’état du systéme.
Nous effectuerons donc un certain nombre de déplacements jusqu’a ce que nous ayons
suffisamment déplacé les particules et que nous puissions considérer le milieu comme

aléatoire. La convergence de I’algorithme est prouvée mathématiquement [27].

3.2.2.4 Exemples de milieux générés

Nous allons utiliser cet algorithme avec deux modéles physiques différents : le modéle

2. Pour les deux cas, nous

des sphéres dures et un modéle avec une attraction en r—
utiliserons une distribution en taille suivant une loi de Weibull. Le potentiel d’interaction
pour le modeéle des sphéres dures a déja été défini, pour le modéle attractif les particules

ne peuvent s’interpénétrer et le potentiel V;; est de la forme :

. (3.18)
o0 sthon

v, = { /115 = 55 10? si 116i = gl > 7i 1y

La Figure 3.8 présente les milieux générés. Pour le modéle attractif, les particules
s'agrégent pour diminuer I'énergie potentielle totale du systéme. On remarque que les
particules ont tendance a former tout d’abord des petits amas puis de plus grosses struc-
tures lorsque la fraction volumique augmente. Le modéle des sphéres dures conduit a une

répartition plus homogéne des particules dans I'espace.
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FiG. 3.8 Milieux hétérogénes rugueux générés avec l'algorithme de Metropolis pour deux
fractions volumiques différentes (10% et 40%) et pour deux modéles physiques différents
(attraction en 1/r% a gauche et sphéres dures a droite)
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Fi1G. 3.9 Distribution utilisée pour la génération (Weibull) : la courbe en trait plein
représente l'entrée du générateur et les losanges les quantités réellement obtenues pour
un milieu comportant 2000 particules

Les milieux générés suivant les deux méthodes auront sans doute une réponse différente
a une impulsion électromagnétique. En effet, on voit notamment ’apparition de trous dans
la matrice de taille comparable a la longueur d’onde dans le cas des agrégats pour de fortes
fractions volumiques. La Figure 3.9 représente la distribution de Weibull utilisée en entrée
et la distribution réellement obtenue apreés le processus de Monte Carlo. La différence entre
les deux s’estompe avec le nombre de milieux générés.

Nous avons donc un algorithme de génération qui répond efficacement aux contraintes

physique et statistique que nous nous étions fixées.

3.2.3 Fonction de corrélation de paires
3.2.3.1 Calcul de la fonction de corrélation de paires

La fonction de corrélation de paires (PCF) est une donnée importante pour de nom-
breuses méthodes de calcul de la diffusion multiple. En effet, elle donne la densité de
probabilité de trouver une particule a une distance r» du centre d’une autre particule.

Nous allons chercher & estimer cette fonction par une approche de Monte Carlo. Nous
disposons pour cela de N,, milieux m générés par I’approche précédente comportant cha-
cun N,(m) particules.

On appelle I" 'ensemble des centres des particules d’un milieu aléatoire. L’ensemble
des positions possibles pour les centres est noté I',..;. La covariance C(r) est la probabilité
que deux points de I',.; séparés par le vecteur 7 soient des éléments de I'. On a donc

I' C I'ey. La covariance C' s’écrit |84] :

O = Pl{z e Ty N {(z +7) € [} (3.19)
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Nous la supposerons isotrope. C(7) est alors uniquement dépendante de la distance r
et sera notée C'(r). Nous notons Ny; le nombre de particules dont les centres sont situés
a une distance r. Les deux indices 1 signifient que l'on travaille avec deux particules
identiques (de type 1). En effet, d’autres fonctions (comme la fonction de corrélation
de paire croisée) utilisent deux types différents de particules et on utilise alors Ny ou
Ny suivant la référence choisie. Nous notons N,.s la surface incluse dans I',.; située a
une distance r du centre d’une particule. N,.s est un cercle de rayon r en géométrie
bidimensionnelle et une sphére en géométrie tridimensionnelle. La covariance C(r) peut
étre estimée sans biais en calculant le rapport entre le nombre de centres Ny; sur N,.f .
Nous avons donc, en appelant C’(r) cette estimation :

A Nip(r)

C(r) = Nyor(r) (3.20)

Ni1 est évalué en comptant les centres dans les milieux générés moyennés sur une

petite distance Ar, soit :

Ny Np(m) Np(m)

NH(T)ZALTZ SN 66— A2 < F =T < v+ Ar/2) (3.21)

m=1 i=1 j=1j#i

ou 7; et 7; sont les positions des particules, et §(C') une fonction qui vaut 1 si la
condition C' est vérifiée et 0 sinon.

Nyep est connu analytiquement et dépend de la géométrie de I'é¢tude. En géométrie
bidimensionnelle, I'espace I',.; est un rectangle et en géométrie tridimensionnelle un pa-
rallélépipéde rectangle de taille finie. Ainsi, le domaine de calcul de la PCF est limité, et
N,.r doit étre corrigé en utilisant le covariogramme géométrique (7). Celui-ci permet de
calculer une surface équivalente afin de prendre en compte la forme du domaine de calcul.

Finalement, en géométrie bidimensionnelle, N, s’écrit [104] :

Nyep = Np2mry(r) (3.22)

Le calcul de 7(r) se fait en calculant la surface moyenne d’intersection entre le rectangle
et sa translation d’un vecteur 7 pour tous les vecteurs 7 tel que ||7]| = r [104|. La géométrie

de calcul est présentée Figure 3.10. Le rectangle a pour dimensions a X b.

Nous cherchons a calculer v(r) pour r < min(a,b). On a alors :

V) = %/0W(a—r|cos€|)(b—r|sz’n9|)d0 (3.23)

2 1
= ab—Z= b —r? 3.24
a 7T(a—l— )r—l—ﬂr ( )

Dans le cas du parallélépipede rectangle, nous avons donc :
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F1G. 3.10 — Géométrie pour le calcul du covariogramme géométrique

4
Ny = Nm§7r7“27(7“) (3.25)

avec, si les dimensions du parallélépipéde rectangle sont a X b X ¢ :

2T
v(r) = / a — r|cosb|)(b — r|sinfsing|)(c — r |sinbcosg|)sinddOdep

2

2 1,
abe 2(ab+bc+ca)7’+3 (a+b+opr?——r (3.26)

A partir d’un estimateur de C(r), la fonction de corrélation de paires peut étre estimée

par :
C(r)
2

ou p est 'estimateur naturel du nombre de centre de particule par unité de volume de

9(r) =

(3.27)

I’espace de référence. On a donc :

Zﬁm Np(m)
N,V

ou V représente 'aire ou le volume de 'espace de référence. On a V' = ab dans le cas du

p= (3.28)

rectangle et V' = abc dans celui du pavé. Nous avons dés lors toutes les équations requises
pour déterminer la fonction de corrélation de paire. Il faut néanmoins faire attention lors
de son calcul ; 'espace de référence n’est pas forcément ’espace de génération. En effet, le
centre des particules ne peut pas forcément atteindre toutes les positions possibles dans

l'espace de génération. Dans notre cas, nous devons enlever le rayon des particules.
)
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La fonction de corrélation de paires g peut donc étre estimée par la fonction suivante

en géométrie bidimensionnelle :

Nm NP(m NP(m

A 50— Ar/2 < I = 7l < 7+ Ar/2)
2
)= A A 2 2 17 =7 (3:29)

m=1 i=1 j=1j%#i

La fonction de corrélation de paires, bien que ne travaillant que sur les centres des
particules, n’est théoriquement définie que pour un ensemble monodisperse de particules.
En effet, elle considére la corrélation entre deux particules de méme type. Lorsque les
deux types sont différents, on parle de fonction de corrélation de paires croisées (PCCF).

Par homothétie, la fonction de corrélation de paire ne dépend pas de la taille des

particules si elle est exprimée en fonction de r/2r; ou r; est le rayon des particules.

3.2.3.2 Exemples de fonctions de corrélation de paires

A partir du générateur précédent, nous avons engendré un ensemble de milieux bidi-
mensionnels monodisperses. Les particules ont un rayon r;. Nous avons calculé la PCF
pour des fractions volumiques variant de 0 & 50% par I'algorithme de Metropolis présenter

pour le modéle des sphéres dures.

F1G. 3.11 — Fonctions de corrélation de paire bidimensionnelles numériques. (a) pour une
fraction volumique f, = 50%, (b) pour une fraction volumique de 0 & 50 %. Les particules
ont un rayon r;.

La figure 3.11 présente ’évolution de la PCF en fonction de la fraction volumique
fu. On observe que cette fonction présente des oscillations de plus en plus importantes
a mesure que f, augmente. En effet, les particules interagissent d’autant plus qu’elles
occupent une part importante du volume disponible. De plus, en fonction des valeurs de
g, nous pouvons déterminer certaines caractéristiques du positionnement pour le modéle

des sphéres dures :
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F1G. 3.12 — Fonctions de corrélation de paire tridimensionnelles (a) pour une fraction
volumique f, = 20% calculé numériquement et par le modeéle de Percus-Yevick, (b) pour
une fraction volumique de 0 a 50 % avec le modeéle de Percus-Yevick. Les particules ont
un rayon r;.

— Lorsque g(r) = 0, il n’y a aucune particule située a distance r. Pour le modéle des

sphéres dures on retrouve bien le fait que les particules ne peuvent s’interpénétrer

(g(r) =0 pour 0 <71 < 2r;).

Lorsque g(r) > 1, cela signifie qu'il y a un surplus de particules a distance r. Pour

le modéle des sphéres dures les particules ont donc tendance a se coller.

Lorsque g(r) = 1, la position des particules n’est pas corrélée.
Ainsi, la PCF tend vers 1 pour un milieu aléatoire & mesure que la distance r augmente.
Le comportement entre l'origine et cette limite dépend des caractéristiques du milieu.
Dans le cas des sphéres dures, on observe une zone d’interaction entre les particules de
plus en plus grande a mesure que la fraction volumique augmente et que les particules
sont plus serrées.

Dans le cas tridimensionnel, on dispose d’une forme analytique de la fonction de corré-
lation de paire : la fonction de Percus-Yevick [100, 101]. Nous avons développé ’algorithme
présenté dans la section 3.2.2 en 3D pour cette étude. Le principe de fonctionnement est
identique, les particules ont en plus la possibilité de se mouvoir dans les trois dimensions.
La Figure 3.12(a) présente tout d’abord une comparaison entre la fonction de corréla-
tion de paire calculée numériquement et le modéle de Percus-Yevick. Les deux approches
donnent des résultats identiques. Nous représentons donc correctement le modéle des
sphéres dures avec 'algorithme de Metropolis tel que nous ’avons implémenté. De plus,
cette méthode de calcul numérique de la fonction de corrélation de paire permet de la
calculer quels que soient les potentiels d’interaction entre les particules. La seconde partie
de la Figure 3.12, montre ’évolution de la fonction de corrélation de paire calculée par

la relation de Percus-Yevick en fonction de la fraction volumique. On observe le méme
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comportement dans le cas bidimensionnel : les fortes fractions volumiques favorisent I'ap-
parition d’interactions entre les particules. Néanmoins, elles sont beaucoup plus fortes et

sur des distances plus longues a fractions volumiques égales que dans le cas précédent.

3.3 Génération d’une surface élastique

3.3.1 Présentation

Nous avons présenté, dans les deux premiéres parties de ce chapitre, une surface indé-
pendante de la position des particules. Son algorithme de génération utilise uniquement
la fonction d’auto-corrélation et la distribution des hauteurs.

Nous allons étudier ici une surface dont la géométrie dépend de la position des par-
ticules. L’algorithme de Metropolis est alors utilisé avant la génération de la surface : le
processus est inversé. Cette partie de ce chapitre présente une solution de génération de

surface corrélée a la position des particules basée sur une méthode d’optimisation.

3.3.2 Algorithme de génération

Nous commencons par générer un milieu comportant des particules sous un plan par
I’algorithme de Metropolis présenté précédemment. Nous cherchons ensuite a déterminer
la surface s’appuyant sur celles-ci. La surface est décrite par les points z;. Nous modélisons
les forces sur un petit morceau de surface de projection Ay sur I'axe y par :

La gravité, de potentiel E, = x;;

— La tension de surface, de potentiel E..

E. se calcule a partir de I’élongation. La géométrie utilisée pour le calcul est présentée
Figure 3.13. ds est la longueur d’un élément de surface compris entre x; et x;;, et dr sa
projection.

Le théoreme de Pythagore nous donne la relation suivante :

ds* = da® + (241 — 2;)* (3.30)

Un élément de surface ds entre x; et x;,1 a donc pour longueur :

2
Tig1 — T4
ds =dxy[1 —_— 3.31
s x\/ +< T ) (3.31)

On peut alors exprimer I'allongement de la surface, c’est-a-dire la différence entre sa

longueur initiale (dx) et sa longueur actuelle (ds) par I'approximation suivante :

I (i1 — ?
ds —dr=—- | —— 3.32
T 2( dz ) (3:32)
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Fi1G. 3.13 Géométrie de calcul du potentiel de la tension de surface

La force élastique est proportionnelle a I'allongement de la surface. L.’énergie potentielle

associée est alors :

1
/o 2
Ee = —2ld;13'2 (Ii-l—l — ZL’Z) (333)
ou [ est une constante représentant 1’élasticité de la surface.

Si I'on considére les deux segments de surface autour de z; et en prenant dxr = Ax

(pas de maillage de I’algorithme FDTD), on a ’énergie potentielle totale élastique :

1 ) 2

Ee = —2lA£E2 ((ZEZ - Zl'fi—l) + ($i+1 — ZL’Z) ) (334)
1

= giagz (23 = 2wt w20 £ 2 (3.35)

L’énergie potentielle totale du point d’abscisse x; est donc :

1
Ey(z;) = z; + STALE (227 — 2miwiy + 27y — 2T + 254 (3.36)
On pose :
x

Tn
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2 =1 0 0 -1
-1 2 -1 0
H=1| --- 0 =1 2 =1 0 --- (3.38)
0 -1 2 -1
—-1 0 -1 2
et :
C = Az%l (3.39)

On peut alors mettre I'équation (3.36) sous la forme :

CE(z)=Czx+ %ZETHI’ (3.40)

De plus, la surface doit reposer sur les particules. Sil’on note z, les abscisses maximales
des particules, cette condition s’écrit x > x,. Nous cherchons donc a déterminer I’ensemble
x des points de la surface minimisant I’énergie potentielle £} tout étant supérieurs a x,,.

Le probléme que nous avons a résoudre est donc :

{ min, (C’:E + %:ETH:IJ) (3.41)

T >,

On reconnait ici un probléme de programmation quadratique sous contraintes. Nous

le résolvons en utilisant la méthode de Gill et al. implémentée dans la librairie scientifique

NAG [1].

3.3.3 Exemple de surfaces générées

Cet algorithme de génération lie fortement la rugosité de la surface a la présence des
particules en ajoutant un paramétre supplémentaire que nous avons nommé élasticité.
Lorsque la position et la taille des particules sont fixées, comme par exemple sur la Figure
3.14, la valeur de ce paramétre permet de controler la surface. Pour la valeur la plus
faible, on retrouve un quasi-plan reposant sur quelques particules. A mesure que I’élasticité
augmente, la surface interagit avec un nombre croissant de particules et sa forme devient
de plus en plus complexe. Nous allons, dans les prochains paragraphes étudier la fonction
d’auto-corrélation et la distribution des hauteurs pour tenter de comprendre 1’évolution

de la surface en fonction des parameétres de génération.
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Fi1G. 3.14 Génération d’un surface conforme

3.3.4 Caractéristique des surfaces

3.3.4.1 Changement d’échelle

Nous allons étudier les paramétres statistiques des surfaces générées avec un rayon des
particules r; fixe. Afin de pouvoir appliquer les résultats calculés dans ce cas pour des

particules de rayon r;, nous allons effectuer un changement d’échelle sur I’équation (3.36)
d’un facteur v définit par :

.

L’équation (3.36) s’écrit alors :
2 2 2 2
Z; Y Z; Tili—1 | Liq TiTiv1 | Tip
Ex;)) = — 2— —12 -2 3.43
o) gl TN ( o o * o o * o ) (3.43)
= ; + W (2!13'@2 — 21’il’i_1 + 1’22_1 — 21’,’l’i+1 + l’?_l_l) (3.44)
Ainsi, si on pose ' = ~l, on trouve :
1 2 2 2
’)/Et(l'i) =x; + W (QI’Z- — 21’,’1’,'_1 + T, 1— 21’,’l’i+1 + l’i_H) (345)

On retrouve la méme équation a minimiser que I’équation (3.36), et donc la méme
surface générée avec une homothétie d’un facteur . Ce résultat permet de ne faire I’étude

des propriétés statistiques que pour une taille de particules et de pouvoir transposer ces

résultats pour toutes les tailles possibles.
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3.3.4.2 Distribution des hauteurs

La premiére caractéristique que nous allons étudier est la distribution des hauteurs
des surfaces générées. Pour cela, nous fixons la taille des particules a \g/20, la fraction
volumique & 10% et nous faisons varier 1’élasticité [. Nous pouvons voir, sur la Figure
3.15, que la distribution des hauteurs semble suivre une loi de Weibull avec une augmen-
tation trés forte au départ suivi d’une décroissance beaucoup plus lente. Nous allons donc

chercher a la modéliser avec la fonction suivante :

P(h) = af™*h* ' exp (—%)a (3.46)

ol « est le paramétre de forme et (3 le paramétre d’échelle de la distribution de Weibull.
On peut vérifier, sur la Figure 3.15 que 'on représente parfaitement la répartition des
hauteurs quelque soit le paramétre d’élasticité utilisé. Ce résultat est trés important :
pour ce type de surface on ne peut donc pas faire I’hypothése fréquemment utilisée d’une
distribution des hauteurs gaussiennes.

Les paramétres « et [ ne sont pas trés explicites pour permettre I’étude de la surface.
Nous allons utiliser la valeur moyenne et la variance plus simple pour la compréhension

de I’évolution de la rugosité. Ils s’écrivent :

p=pr1+at) (3.47)

o =1 +2a ) —T*1+a ) (3.48)

La Figure 3.16 représente l'évolution de la hauteur moyenne p et de la variance o
en fonction de I’élasticité pour trois fractions volumiques de particules. On observe, tout
d’abord, que la fraction volumique a une influence trés importante sur la rugosité de la
surface générée. Ainsi, son augmentation réduira drastiquement les hauteurs des rugosi-
tés de la surfaces. En effet, on augmente alors le nombre de particules sur lesquelles la
surface repose. L’élasticité permet de controler la hauteur des rugosités. Tout d’abord, la
croissance de p et de o en fonction de I'élasticité est trés rapide (pour [ < 50) et croit
ensuite beaucoup plus lentement. En effet, cette augmentation permet a la surface de
reposer sur des particules plus nombreuses et de la stabiliser. La transition est d’autant
plus rapide que la fraction volumique est élevée. Ainsi, pour une fraction volumique de
30%, les paramétres p et o deviennent presque constants lorsque 1’élasticité est supérieure
a 0.

3.3.4.3 Fonction d’auto-corrélation

Nous allons, de méme que pour la distribution des hauteurs, commencer par étudier la

fonction d’auto-corrélation pour un rayon des particules a \g/20, une fraction volumique
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Fi1G. 3.15 Distribution des hauteurs calculée numériquement pour différentes valeurs de
Pélasticité (I = 5, 1 = 50, [ = 125 et | = 245) pour des particules de taille \g/20 et une
fraction volumique de 10%.



88 CHAPITRE 3. GENERATION DE MILIEUX ALEATOIRES

1r 0.8¢
0.6f
o 0.4r
0.2
0 : : : : : 0 : : : : :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Elasticité Elasticité
(a) Valeur moyenne (b) Variance
—f =5% R _f =10% . _ . _. f =20%
v v v

FiG. 3.16  Valeur moyenne u et variance o pour des surfaces générées avec des parti-
cules de rayon \y/20 et différentes fractions volumiques (5%, 10% et 20%) en fonction de
I’élasticité.

a 10% et nous faisons varier 1'élasticité [. Nous pouvons voir, sur la Figure 3.17, que la
fonction d’auto-corrélation est gaussienne pour toutes les élasticités testées. Nous allons

donc la modéliser par :

2
C(z) = hZ,,exp (—7—2) (3.49)

La Figure 3.18 présente I'évolution de la hauteur quadratique moyenne h,,,s et de la
longueur de corrélation [. pour plusieurs fractions volumique en fonction de I’élasticité.
On observe que la hauteur quadratique moyenne h,,,s a le méme comportement que la
hauteur moyenne g déterminée précédemment bien qu’elle reste constamment plus faible.
Ainsi, on observe qu’elle diminue avec la fraction volumique et qu’elle augmente avec
I’élasticité. La longueur de corrélation présente un comportement inverse. En effet, elle
commence par diminuer fortement avec 1’élasticité. Car plus 1’élasticité est faible, plus les
particules sur lesquelles reposent la surface sont éloignées ce qui augmente la longueur
de corrélation. De méme on observe une diminution des longueurs de corrélation avec la
fraction volumique. Les deux effets jouent donc en sens contraire, et un accroissement
de Ay, est toujours combiné avec une diminution de la longueur de corrélation [.. Les
surfaces résultantes sont donc de plus en plus difficiles a traiter a mesure que 1’élasticité

augmente.

On remarque que, comme attendu, h,,s et o sont identiques pour une élasticité fixée.
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F1G. 3.17 — Fonction d’auto-corrélation pour différentes valeurs de l'élasticité (I = 5,
[ =50, 1 =125 et [ = 245) pour des particules de taille A\/20 et une fraction volumique

de 10%.
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Fig. 3.18 Hauteur quadratique moyenne h,,,s et longueur de corrélation [, pour des
surfaces générées avec des particules de rayon \g/20 et différentes fractions volumiques
(5%, 10% et 20%) en fonction de Iélasticité.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par décrire 'algorithme de génération de
surface de distribution de hauteur gaussienne a partir de leur fonction d’auto-corrélation.
Nous avons présenté les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle.
Nous avons ensuite étudié 'effet de la discrétisation utilisée dans I'algorithme FD'TD. Nous
avons montré que nous ne pouvions représenter exactement les variations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle car la discrétisation coupe les hautes fréquences
spatiales.

Puis, nous avons ensuite décrit 1’algorithme de Metropolis pour la génération des po-
sitions des particules. Nous avons présenté le modéle des sphéres dures et un modéle phy-
sique plus complexe (attraction en 1/r?). Nous avons présenté un outil de représentation
statistique pour I'étude du positionnement des particules : la fonction de corrélation de
paires. Nous avons validé cette approche en comparant le résultat du calcul numérique de
cette fonction avec le modéle analytique de Percus-Yevick en géométrie tridimensionnelle.

Finalement, nous avons présenté 1’algorithme utilisé pour générer des surfaces origi-
nales corrélées a la position des particules. Elles seront utilisées dans 1’étude du couplage

surface volume effectuée chapitre 6.
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Chapitre 4

Diffusion par une surface rugueuse

4.1 Introduction

L’étude de milieu homogéne rugueux est souvent effectuée en considérant deux modéles

de surfaces ayant des distributions de hauteur gaussiennes :

les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne ;

les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle.
Elles permettent de couvrir un large domaine d’applications de I'optique a la télédétection
radar. D’autres modéles de surfaces sont parfois utilisés, comme les surfaces fractales (dont
les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle sont un cas particulier) ou bien
les modeéles a deux échelles.

L’étude de la diffusion surfacique est particuliérement importante pour notre approche
de modélisation de la diffusion par des matériaux hétérogénes rugueux. En effet, notre
méthode permet de traiter sans distinction la surface et le volume et chacun de ces deux
aspects doit étre validé séparément. Pour cela, nous allons comparer les résultats obte-
nus avec l'algorithme FDTD aux résultats d’une autre méthode numérique : la Méthode
des Moments (MoM). Nous nous limiterons aux surfaces de fonctions d’auto-corrélation
gaussienne et exponentielle. Le cas exponentiel n’a jamais été traité a notre connaissance.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous commencerons par confronter les résultats
obtenus pour le calcul de la diffusion par une surface déterministe par les deux méthodes.
Puis, nous continuerons sur la moyenne de l'intensité diffusée par un ensemble de réalisa-
tions. Cette partie nous permettra de nous assurer de la validité de I'ensemble de notre
chaine de modélisation et comparer les résultats obtenus par les deux approches dans des
cas difficiles.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous étudierons le comportement de la diffusion
surfacique. Notamment, nous examinerons l'influence des différents paramétres statis-
tiques représentatifs des rugosités de la surface comme la hauteur quadratique moyenne

h,ms, 1a longueur de corrélation [. ou nature de la fonction d’auto-corrélation.
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4.2 Géométrie du probléme

Nous cherchons a calculer le diagramme de diffusion en champ lointain par un milieu
homogéne semi-infini. La Figure 4.1 présente la géométrie de calcul utilisée. Nous consi-
dérons une interface rugueuse (2) séparant le milieu hote homogene (1) d’indice ny, de
Ienvironnement extérieur (espace libre). Le milieu est éclairé par un faisceau gaussien

polarisé d’angle d’incidence 6#; par rapport a la normale.

H

Hi r k r
¥
6; |6
(2) PN

F1G. 4.1 — Géométrie du probléme pour la diffusion par une surface rugueuse. (1) repré-
sente le milieu hote homogéne, (2) la surface rugueuse, k; représente le vecteur d’onde
incident et k, le vecteur d’onde réfléchi. I.’angle d’incidence est 6; et I’angle d’observation
est 0,.

La surface rugueuse pourra étre décrite par une fonction d’auto-corrélation gaussienne
ou exponentielle. Cette étude utilise un algorithme de Monte Carlo dont nous allons rap-
peler les principales étapes :

Etape 1 : Générer une surface rugueuse avec une fonction d’auto-corrélation gaussienne
ou exponentielle ;

Etape 2 : Calculer le champ lointain rayonné par cet échantillon avec 1’algorithme FDTD ;
Etape 3 : Répéter I’étape 1 et 2 afin d’obtenir suffisamment d’échantillons pour avoir la
précision requise ;

Etape 4 : Faire une moyenne des résultats et séparer le champ cohérent du champ inco-
hérent.

Dans la suite de ce manuscrit, nous utiliserons ks et kL afin d’exprimer les caracté-
ristiques statistiques de la surface en fonction de la longueur d’onde \. Ces grandeurs se

déduisent de h,.,,s et [, par :

2
— 4.1
ks )\hrms (4.1)
kL = 2—7Tlc (4.2)
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4.3 Introduction a la diffusion par une surface rugueuse

4.3.1 Généralités

La diffusion par une surface rugueuse de fonction d’auto-corrélation gaussienne ou
exponentielle dépend des paramétres ks et kL. La Figure 4.2 présente le comportement
du champ lointain rayonné en fonction de la rugosité pour des surfaces de fonction d’auto-
corrélation exponentielle éclairées par un faisceau gaussien sous une incidence de 6; = 30°
(les conventions angulaires sont données sur la Figure 4.1). Ainsi, la direction de réflexion
spéculaire du faisceau est 6, = 30° et la direction de rétro-propagation 6, = —30°. La
Figure 4.2(a) présente les résultat de la réflexion par un plan : le champ incident est alors
entiérement réfléchi dans la direction 6, = 30°. Pour une rugosité relativement importante
(Figure 4.2(b)), on observe une composante diffuse centrée sur la direction 6, = 30°. Le
cohérent (partie non diffusée) est toujours visible mais est devenu plus faible. Finalement,
pour les surfaces les plus rugueuses (Figure 4.2(c)), la composante cohérente du champ
diffusé a disparu. La diffusion n’est plus clairement orientée et couvre tout le domaine
angulaire supérieur. Sur ces trois exemples, on peut remarquer que la diffusion par une
surface rugueuse et sa couverture angulaire croissent a mesure que ks croit.

En plus des résultats en champ lointain, la FDTD nous permet d’accéder aux valeurs
du champ dans le domaine de calcul. LL’augmentation du champ incohérent avec le pa-
ramétre ks est visible sur la Figure 4.3. Le trait blanc représente le plan moyen et le
trait blanc pointillé h,,,s. On peut ainsi observer une augmentation du champ dans la
zone comprise entre —h,,,s et h.n,s traduisant un renforcement du aux diffusions. Il est

d’autant plus fort et étendu que la rugosité est importante.

4.3.2 Algorithme de Monte Carlo

Nous avons vu que notre méthode est basée sur un algorithme de Monte Carlo. Dans
les premiéres étapes de cet algorithme, nous calculons le diagramme de diffusion pour de
nombreux échantillons de la surface rugueuse. La Figure 4.4 représente chaque résultat
du champ lointain rayonné en fonction de I'angle de diffraction et un angle d’incidence
de 30° par chacune des 100 réalisations utilisée pour générer la Figure (b). La surface est
de fonction d’auto-corrélation exponentielle avec des paramétres de génération ks = 1 et
kL = 27. Chaque réalisation de la surface rugueuse donne une figure de tavelure différente
due aux interférences constructives et destructives du champ rayonné. Ainsi, on observe de
fortes variations de 'intensité en fonction de I'angle d’observation sauf dans la direction de
réflexion (0 = —30°) ou la présence du pic spéculaire permet de garder une valeur stable.
La derniére étape de l'algorithme moyenne I'ensemble de ces résultats pour obtenir un
diagramme de diffusion représentatif du comportement du matériau (comme sur la Figure
4.2).
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0, 1, 1.5 et kL = 2m) pour une fonction d’auto-corrélation exponentielle et une incidence
de 30°. La courbe de gauche représente la diffusion avec une échelle logarithmique et la
figure de droite la diffusion en échelle linéaire en coordonnées polaires.

Fi1G. 4.2 — Diffusion par une surface rugueuse pour trois échelles de rugosités (ks =
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FiG. 4.3 Champ proche pour une surface rugueuse de fonction d’auto-corrélation expo-
nentielle pour deux échelles de rugosités (ks = 1 et ks = 1.5) en polarisation TM. Les

échelles sont en mailles.
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FiG. 4.4 Amplitude diffusée pour chacune des réalisations pour le cas ks = 1 pour une
surface rugueuse de fonction d’auto-corrélation exponentielle
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Ainsi, pour chaque angle de diffusion 6,., nous avons ’ensemble des valeurs de I'intensité
rayonnée par chaque surface utilisée. Ogilvy et al |97 montrent que, lorsque le champ
diffusé est purement incohérent, le module de 'amplitude diffusée suit une distribution de
Rayleigh pour toutes les directions de diffusion. La probabilité que 'amplitude 1(6) soit

située entre une valeur quelconque réelle S et S + dS est donnée par :

p(S)dS = %exp(—SQ/Qég)dS (4.3)
s

Cette relation dépend uniquement du paramétre dg donnant la valeur S pour laquelle

la distribution est maximale. La moyenne de la distribution est alors donnée par :

(1(9)) = \/gés (4.4)

Ces relations restent valables pour des surfaces faiblement rugueuses dans toutes les
directions de diffusion incohérente et sont fausses pour le champ cohérent. En effet, la
phase doit pouvoir prendre des valeurs aléatoires entre 0 et 27. La Figure 4.5 présente
la distribution des amplitudes diffusées pour un des angles de diffusion (60°) et la loi de

Rayleigh correspondante.

0.2 25
Amplitude & Valeurs réelles
0.15 — — — Valeur Moyenne 20 o Modéle
& 15 o
» 0.1 =
“ 10
0.05
> RN
0 0
0 50 100 0 005 01 015 02
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F1G. 4.5 — Amplitude diffusée dans la direction # = 60° pour une surface de paramétres
ks = 1 et kL = 2m en fonction de I’échantillon (& gauche) et densité de probabilité des
amplitudes diffusées pour cet angle (a droite)

Cette loi nous donne la distribution des points autour de la valeur finale. Nous allons
maintenant chercher a caractériser la convergence de la moyenne vers sa limite. Nous
définissons Iy (6) comme la valeur de I'intensité moyennée pour la N°"¢ réalisation. C’est-

a~dire, en appelant I(n, 0) U'intensité diffractée par I’échantillon numéro n dans la direction

0 :

In(0) = % S I(n,6) (4.5)
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F1G. 4.6 Valeurs de € (erreur absolue) en fonction du nombre d’échantillons considérés
a gauche et évolution de la valeur de la moyenne en fonction du nombre d’échantillons a
droite pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle de paramétre ks = 1.5
et kL = 27 et un angle d’observation de 50°.

La limite de la suite Iy est appelée I. Nous ne pouvons pas directement calculer
I’évolution de Iy — I| car I ne sera jamais connue mais seulement approchée. Il s’agit
d’une limite non atteinte par ’algorithme de Monte Carlo. Nous devons donc définir un
autre critére pour mesurer la vitesse de convergence de la suite. Nous savons que si une

suite I,, converge dans IR alors (suite de Cauchy) :

Ve € R,3IN € IN,¥p,q > N,|I, — I,| <€ (4.6)

Notre critére est basé sur cette définition. En effet, elle permet de s’affranchir de la
limite I de la suite que nous cherchons a caractériser. Nous allons supposer que la suite
I,, converge, alors pour une valeur N fixée représentant le nombre d’échantillons utilisés

pour la moyenne, nous définissons la précision de notre calcul € par :

€ = max |, — 1] (4.7)

p,q>N

La Figure 4.6 présente les variations de € définies dans 1'équation (4.7) en fonction du
nombre d’échantillons utilisés dans le calcul de la moyenne pour une surface de fonction
d’auto-corrélation exponentielle. Ce critére suppose que 1’on dispose de beaucoup plus de
N échantillons pour pouvoir connaitre I'erreur. Ainsi, sur la Figure 4.6, 400 échantillons
sont utilisés pour représenter I’évolution de I'erreur absolue e sur 200 échantillons.

On observe que la précision augmente trés rapidement au début du processus puis de-
vient de plus en plus difficile a obtenir. Ainsi, si 5 échantillons sont nécessaires pour gagner
5 dB de précision au départ, 70 échantillons sont nécessaires pour passer d’une précision
de -43 dB a -46 dB. La précision des calculs a un cotit numérique rapidement important
avec un processus de Monte Carlo. On retrouve la vitesse de convergence obtenue avec le
théoréme central limite (1/v/N).
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F1G. 4.7 Domaine de validité de la Small Slope Approximation (SSA), Small Perturba-
tion Method (SPM) et Kirchhoff pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaus-
sienne en fonction de la longueur de corrélation et de h,.,s.

On observe des plateaux durant lesquels la précision des calculs ne s’améliore pas en
fonction du nombre d’échantillons utilisés, par exemple entre les échantillons 25 et 94. 11
s’agit d’'un phénoméne local et un autre angle d’observation donnerait des plateaux diffé-
rents. L’augmentation de la précision mesurée par cette méthode n’est donc pas continue

sur I'ensemble du diagramme de diffusion.

4.4 Reésultats et comparaisons

4.4.1 Comparaisons entre la Méthode des Moments et la FDTD
4.4.1.1 Reésultats

Il s’agit, dans un premier temps, de valider notre algorithme sur des cas tests. La géo-
métrie bidimensionnelle et les dimensions des rugosités (domaine optique) rendent difficile
une validation expérimentale. Ainsi, nous allons comparer nos résultats avec une autre
méthode numérique : la Méthode des Moments (MoM). Cette comparaison est effectuée
pour des surfaces de fonctions d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle et pour des
tailles de rugosités qui peuvent sortir du domaine de validité des méthodes asymptotiques
(par exemple pour ks > 0.5 avec kL = 27 pour la fonction d’auto-corrélation exponen-

tielle). Le domaine de validité des trois principales méthodes asymptotiques est précisé
Figure 4.7.
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FiG. 4.8 Comparaison entre la MoM et la FDTD sur la diffusion par une réalisation de
surface de fonction d’auto-corrélation gaussienne pour ks = 2 et kL = 27. Le milieu est
d’indice nj, = 1.63. Le pas de discrétisation est Ag/30.

Comparaisons relatives & une réalisation de la surface rugueuse Dans une pre-
miére étape, les deux méthodes sont confrontées sur le calcul de la diffusion par une
surface déterministe. Pour cela, le traitement effectué par le deux codes pour la résolution
du probléme ne doit pas présenter de différences importantes.

Il faut tout d’abord un faisceau gaussien identique afin d’avoir la méme zone éclai-
rée sur la surface rugueuse. En effet, c¢’est cette zone qui va fortement interagir. Les
interférences résultantes vont former la figure de tavelure. Cette condition est donc trés
importante. Or, les méthodes d’insertion du champ incident ne sont pas identiques. En
effet le faisceau gaussien n’est pas inséré au méme endroit et diverge légérement : la FDTD
utilise une surface d’insertion du champ incident située au dessus de la surface rugueuse
tandis qu’il est inséré au niveau de celle-ci pour la MoM.

De plus, la représentation de la surface doit étre la méme dans les deux méthodes.
Or la FDTD utilise une approximation en marche d’escalier alors que la MoM utilise des
segments de droite pour représenter la surface.

Nous chercherons, dans cette partie, un domaine de validation croisé au dela duquel
les différences de traitements effectués par les deux algorithmes aboutiront a des résultats
différents. Pour cette étude les surfaces utilisées sont suffisamment grandes (80\) pour
avoir une figure de tavelure fine. Celle-ci est donc le résultat de nombreuses interactions
entre les champs diffusés et est difficile a modéliser.

Nous commencons par la diffusion par des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaus-
sienne de paramétre ks = 2 et kL = 2. Le milieu est maillé & \y/30 et est éclairé en
incidence normale (6; = 0°). Ce calcul est en dehors du domaine de validité des méthodes

asymptotiques les plus habituelles. Dans ce cas, les variations de la hauteur de la sur-
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face sont assez lentes par rapport au maillage et les deux méthodes donnent des résultats
trés proches dans les deux polarisations (Figure 4.8). On remarque de légéres différences
pour les angles de diffusion les plus forts qui peuvent étre attribuées a une plus grande
sensibilité du calcul aux problémes numeériques déja évoqués (fuites sur la surface de Huy-
gens, réflexions parasites en FDTD par exemple). Globalement, la figure de tavelure est
parfaitement représentée avec la FDTD et la Méthode des Moments. Ces deux méthodes
peuvent donc étre utilisées comme méthodes de référence pour ce type de probléme.

Nous poursuivons notre étude avec des surfaces de fonction d’auto-corrélation exponen-
tielle (Figure 4.9). Celles-ci font apparaitre des oscillations de petite échelle et sont donc
trés difficiles & modéliser. Le pas de maillage est toujours \g/30 et I'incidence normale.
Lorsque les rugosités sont faibles (ks = 0.5), les deux méthodes donnent un résultat iden-
tique dans les deux polarisations. Le spéculaire est encore présent et important. Lorsque
la rugosité augmente (ks = 1), de légéres différences apparaissent entre les méthodes
notamment pour les grands angles. Les deux polarisations commencent a présenter un
comportement différent. Finalement, pour des surfaces trés rugueuses (ks = 2), les résul-
tats donnés par les deux méthodes sont différents sur 'ensemble du domaine angulaire.
Les intensités diffusées n’ont ni les mémes amplitudes ni les mémes variations.

Ce comportement spécifique a la diffusion par des surfaces de fonction d’auto-corrélation
exponentielle est sans doute dia a la représentation différente de la surface par les deux
méthodes. Ainsi, la FDTD utilise une approximation en marche d’escalier et les petites
rugosités sont modélisées par des sauts de plusieurs mailles. La surface est alors une suc-
cession de cheminées étroites. La MoM utilise une approximation différente dans laquelle
les points de la surfaces sont reliés par des segments. Afin de pouvoir mieux visualiser le
probléme traité par les deux méthodes, nous avons représenté sur la Figure 4.10 et sur la
Figure 4.11 le maillage FDTD et la surface sous forme de segment pour deux ks différents
et pour des surfaces de fonctions d’auto-corrélation gaussienne ou exponentielle. Dans le
premier cas (ks = 0.5), les deux approches donnent des surfaces semblables et le calcul de
la diffusion donne des résultats identiques. Néanmoins, pour un ks = 2, on observe des dif-
férences dans le traitement de la surface pour la fonction d’auto-corrélation exponentielle
alors que les surfaces restent semblables pour une surface de fonction d’auto-corrélation
gaussienne. Ainsi, les résultats obtenus en diffusion présentent des différences significa-
tives pour les surfaces d’auto-corrélation exponentielle mais restent identiques pour des

surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne.

Stabilité des résultats Lorsque nous doublons le pas de discrétisation en FDTD
en effectuant une interpolation linéaire sur les points de la surface rugueuse, le résultat
reste inchangé comme on peut le voir sur la Figure 4.12. On observe néanmoins localement
(par exemple a 41°) des différences supérieures a 2 dB entre les deux courbes. Cependant,

on peut considérer que le résultat obtenu par FDTD est donc stable en fonction du pas
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F1G. 4.9 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur la diffusion par une réalisation
d’une surface de fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks = 0.5 (a et b), ks =1
(cet d), ks =2 (e et f) et pour kL = 27 en polarisation TM (figures de gauche) et TE
(figures de droite). Le milieu est d’indice n, = 1.63. Le pas de discrétisation est \g/30.
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Fi1G. 4.10 — Traitement de la surface en FDTD (couleur rouge pour le milieu hote et
bleue pour l'espace libre) et avec la MoM (fin trait blanc) pour une surface de fonction
d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle pour ks = 0.5 et kIl = 27 et pour un pas de
maillage de A\o/30. Les échelles sont en mailles.
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Fi1G. 4.11  Traitement de la surface en FDTD (couleur rouge pour le milieu hote et
bleue pour l'espace libre) et avec la MoM (fin trait blanc) pour une surface de fonction
d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle pour ks = 2 et kI = 27 et pour un pas de
maillage de A\o/30. Les échelles sont en mailles.
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Fi1G. 4.12 Diffusion par une surface exponentielle de paramétre ks = 2 et kL = 27
éclairée en incidence normale par la FDTD pour un pas de discrétisation de \g/30 et de
Ao/ 60.

de discrétisation lorsque la surface reste identique.

Conclusion Nous avons vu que nous avions un résultat identique entre la méthode
des moments et la FDTD dans le cas de surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne
fortement rugueuses (ks = 2 et kL = 27). Par contre, lorsque nous avons étudié des sur-
faces de fonction d’auto-corrélation exponentielle, nous avons pu observer des différences
entre les deux résultats a mesure que la rugosité augmentait. Nous avons lié ces différences
au traitement de la surface.

Nous pouvons donc, a priori, étudier par les deux méthodes des surfaces déterministes

de fonction d’auto-corrélation exponentielles lorsque ks < 2.

Comparaisons sur des résultats moyens

Surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussiennes La premiére partie de
cette étude a permis de comparer la Méthode des Moments et la FD'TD sur une réalisation
de surface aléatoire. Nous avons pu déterminer une zone de validité croisée dans ce cas.
Afin de continuer cette analyse, nous allons poursuivre ces comparaisons pour la moyenne
de I'intensité diffusée par un ensemble de réalisations.

Comme les résultats sur une seule réalisation pour des surfaces de fonction d’auto-
corrélation gaussienne sont identiques, les résultats restent identiques pour un ensemble
de réalisations (Figure 4.13). Il s’agit en effet d’'un probléme moins complexe puisque la
position du faisceau sur la surface ne joue plus directement sur le résultat car la figure

de tavelure disparait au profit du comportement moyen du matériau. On ne cherche donc
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F1G. 4.13 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation gaussienne pour ks = 0.5 (aet b), ks =1 (cet d), ks = 1.5 (e
et f) et pour kL = 27 en polarisation TM et TE. L’indice du milieu est n = 1.63 + 0.1.
Le pas de discrétisation est \g/30.
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F1G. 4.14 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation gaussienne pour ks =2 (a et b), ks =3 (c et d) et ks =4 (e
et f) et pour kL = 27 en polarisation TM (figures de gauche) et TE (figures de droite).
L’indice du milieu est n = 1.63 +0.1. Le pas de discrétisation est Ag/30.
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plus, comme dans le cas précédent, a reproduire le comportement complet des variations
de I'intensité mais une valeur moyenne. Les fluctuations restantes sont différentes dans les
résultats fournis par les deux méthodes puisque les surfaces utilisées pour le calcul sont
différentes. Dans le premier cas (ks = 0.5), on observe un spéculaire fort. Le niveau du
diffus est situé environ 10 dB en dessous. On a ici une surface de faible rugosité faiblement
diffusante. Lorsque la rugosité augmente (ks = 1), le spéculaire a complétement disparu
et les deux polarisations donnent toujours des résultats identiques. Les deux rugosités les
plus élevées (ks = 1.5 et ks = 2) présentent toujours des résultats identiques pour les
deux méthodes.

La Figure 4.14 présente les résultats pour des surfaces plus rugueuses (ks = 2 et ks =
4). Ces cas sont en dehors du domaine de validité des méthodes asymptotiques usuelles. La
MoM et la FDTD donnent toujours des résultats parfaitement identiques (aux fluctuations
dues a la moyenne preés). Pour ks = 2, la polarisation TM donne un diagramme de diffusion
en intensité parfaitement plat tandis que la polarisation TE donne des résultats équivalents
a une rugosité de ks = 1.5 en TM. Pour ks = 3 et ks = 4, le comportement reste isotrope
en polarisation TM pour les deux types de rugosités étudiées. On remarque une baisse de
I’énergie totale diffusée de 2,5 décibels dans les deux polarisations entre ks = 3 et ks = 4.

La diffusion par les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne peut étre traitée
par les deux méthodes pour toutes les échelles de rugosité considérées. En effet, la FDTD
et la MoM ont donné des résultats identiques pour tous les cas étudiés (jusqu’a ks = 4 avec
kL = 2m). Ainsi, la FDTD peut servir de méthode de référence pour traiter le probléme
de la diffusion par ces milieux ou étre utilisée lorsque les méthodes approchées ne sont
plus applicables. Elle peut, dans ce cas, étre utilisée en toute confiance pour les études de

couplage surface/volume.

Surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle Pour les surfaces de
fonction d’auto-corrélation exponentielle (Figure 4.15), la différence entre les résultats
obtenus par les deux méthodes s’accroit avec la rugosité. On retrouve un comportement
similaire a I’étude effectuée sur une seule réalisation. Pour une rugosité faible (ks = 0.5
ou ks = 1), les deux méthodes donnent des résultats identiques. Le cohérent disparait
lorsque la rugosité est comprise entre ks = 0.5 et ks = 1 et le niveau du diffus s’accroit
sur un large domaine angulaire. Pour ks = 1.5, les deux méthodes commencent a donner
des résultats différents avec environ 1 dB d’écart. La forme générale reste néanmoins la
méme. Cet écart s’accroit entre 2 et 3 dB pour ks = 2 (Figure 4.16), le comportement
en polarisation TM est devenu parfaitement isotrope et la polarisation TE diffuse moins.
Néanmoins, par rapport au calcul effectué sur une seule réalisation, les différences sur le
diagramme de diffusion ont été gommées. Si 'on compare ces résultats avec ceux de la
Figure 4.13 (cas gaussien), on observe un comportement différent entre les deux types de

surface : le niveau de la diffusion est plus faible dans le cas exponentiel mais il couvre
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un domaine angulaire plus important. Ainsi, les rugosités de petite échelle jouent un role
important dans la diffusion par une surface rugueuse.

Lorsque la rugosité est plus forte, la différence entre la MoM et la FDTD continue a
croitre. Nous ne pouvons alors plus savoir quelle méthode donne un résultat correct mais
on retrouve des similitudes de comportement entre les deux diagrammes de diffusion.
Pour ks = 3, la différence est de 3 dB en polarisation TM et en polarisation TE. La
polarisation TE continue & moins diffuser que la polarisation TM. Le niveau global est
trés bas (-22 dB en TM et -25 dB en TE), la quasi-totalité de I’énergie est transmise.
Pour la rugosité la plus élevée (ks = 4), la différence reste stable vers 3 dB d’écart et la
réflexion continue a décroitre dans les deux méthodes. On remarquera avec intérét que les
deux approches donnent un diagramme similaire dans les deux rugosités traitées et dans
les deux polarisations. En effet, les courbes sont identiques dans leur comportement et

semblent simplement translatées.

Stabilité des résultats Nous avons cherché a comprendre cette différence en vérifiant
la stabilité de nos résultats. En premier, nous avons augmenté I’'indice du milieu hote en le
faisant passer de n = 1.63+140.1 4 n = 4+110.04 (Figure 4.17). En effet, I’énergie réfléchie,
dans le cas exponentiel, pour ks = 2 est trés faible. Néanmoins, on observe que la différence
entre les résultats des deux méthodes a augmenté avec la rugosité. en effet, ’augmentation
de l'indice a amplifié par la méme occasion I'influence des rugosités de petites échelles.
Le faible niveau de 1’énergie diffusée n’est donc pas la cause de la différence entre les
résultats FDTD et la MoM puisqu’elle augmente avec I'indice du milieu hote. Par contre,
ces résultats confirment l'influence des petites rugosités.

Nous avons ensuite essayé d’homogénéiser par une loi de mélange la permittivité sur
les cellules de la FDTD traversées par la surface par la méthode présentée dans le chapitre
2. Nous avons comparé les résultats sur une surface de fonction d’auto-corrélation expo-
nentielle pour ks = 2 et kL = 27 sur la Figure 4.18. Nous observons que ce traitement
diminue légérement le niveau moyen en TM et ne change pas les résultats en TE. Elle
n’explique donc pas les différences entre les résultats obtenus par FDTD et par la MoM.

Finalement, nous avons doublé la discrétisation dans les deux méthodes pour des sur-
faces de fonction d’auto-corrélation exponentielle et pour ks = 4 et kL = 2. Jusqu’alors
nous avons utilisé un pas de discrétisation de \/30, les calculs présentés sur la Figure 4.19
utilisent un pas de discrétisation de A\g/60. Les résultats obtenus par les deux méthodes
sont modifiés et présentent un écart supérieur a celui d'une discrétisation plus faible. De
plus le niveau global de la diffusion est diminué. Les nouvelles rugosités introduites par la
discrétisation plus fine ont donc accentué les effets du traitement différent de la surface.
De plus, celles-ci favorisent la transmission de ’énergie. Les deux méthodes convergent
difficilement vers le résultat de la diffusion par une surface dont les hautes fréquences ont

été tronquées par la discrétisation.
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F1G. 4.15 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks = 0.5 (aet b), ks =1 (cet d), ks = 1.5

(e et f), et pour kL = 27 en polarisation TM et TE. Le milieu est d’indice n = 1.63440.1.
Le pas de discrétisation est \g/30.
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F1G. 4.16 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks =2 (aet b), ks =3 (cet d), ks =4 (e
et f) et pour kL = 27 en polarisation TM et TE. Le milieu est d’indice n = 1.63 + 40.1.
Le pas de discrétisation est \g/30.
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Fig. 4.17 Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface
de fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks = 2 et kL = 27 en polarisation TE .
Le milieu est d’indice n = 1.63 4 ¢0.1 (a) et n = 44 ¢0.04 (b).
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F1G. 4.18 — Diffusion par une surface de fonction d’auto-corrélation exponentielle pour
ks = 2 et kL = 27 calculé par FDTD avec une surface traitée par homogénéisation et

une surface non traitée. Le milieu est d’indice n = 1.63+40.1. Le pas de discrétisation est
Ao/ 30.
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F1G. 4.19 — Diffusion par une surface de fonction d’auto-corrélation exponentielle pour
ks = 4 et kL = 27 calculé par FDTD et par la Méthode des Moments pour un pas
de discrétisation de \g/30 (a) et de \y/60 (b) pour des tailles de surfaces identiques. Le
milieu est d’'indice n = 1.63 4 ¢0.1 en polarisation TM.

Surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle en incidence Le cas
ks = 1.5 est particuliérement intéressant pour les surfaces de fonction d’auto-corrélation
exponentielle. En effet, ¢’est pour cette rugosité qu'une légére différence apparait sur
tout le domaine angulaire entre les résultats des deux méthodes numériques. Les Figures
4.20 et 4.21 présentent des résultats obtenus pour différentes incidences. On observe que
I’écart entre les deux méthodes reste constant quel que soit I’angle d’incidence sauf dans le
dernier cas (0;,. = 60°). Pour cet angle, les erreurs numériques présentées dans la premiére
partie de cette thése (troncature des surfaces de Huygens) deviennent importantes et la
précision des résultats ne peut plus étre assurée. Ces courbes présentent un comportement
différent suivant la polarisation TE ou TM. En effet, le lobe de diffusion n’est pas dans
la méme direction dans ces deux cas. En polarisation TE, il se situe dans la direction de

rétro-propagation et en polarisation TM dans la direction avant.

Evolution de I’énergie diffusée Nous allons ici chercher a étudier I’évolution de I’éner-
gie réfléchie, c’est a dire I’énergie renvoyée pour —90° < 6, < 90°. Pour cela, nous sommons

les intensités diffusées I sur tout le domaine angulaire supérieur par :

1 w/2
Ereflechie = ; / p [(e)de (48)

Le résultat est présenté sur la Figure 4.22 pour différent ks compris entre 0.5 et 2 et

pour kL = 27 dans les deux polarisations et pour les deux types de surfaces étudiées. Pour
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F1G. 4.20 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks = 1.5 et pour kL = 27 en polarisation
TM et TE pour un angle d’incidence §; = 0° (a et b), ; = 20° (c et d). Le milieu est
d’indice n = 1.63 4 40.1. Le pas de discrétisation est Aq/30.
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F1G. 4.21 — Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d’une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle pour ks = 1.5 et pour kL = 27 en polarisation
TM et TE pour un angle d’incidence 6; = 40° (a et b), 6; = 60° (c et d). Le milieu est
d’indice n = 1.63 4 40.1. Le pas de discrétisation est Aq/30.
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F1G. 4.22 — Energie totale réfléchie par des surfaces de fonctions d’auto-corrélation gaus-
sienne et exponentielle pour différents ks et kl = 27 dans les polarisations TM et TE Les
surfaces sont éclairées en incidence normale. Le milieu hote est d’indice de n;, = 1.63+0.14.

les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne, la polarisation TM présente une
énergie réfléchie stable puis décroissante lorsque ks devient proche de 2. Ce comportement
est confirmé par la Figure 4.14. La polarisation TE présente une baisse 1égére mais continue
de T'énergie réfléchie. Les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle ont un
comportement trés différent. L’énergie totale réfléchie baisse fortement dans les deux
polarisations avec la rugosité. Ainsi entre ks = 0.5 et ks = 2, en polarisation TE, celle-
ci est 5 fois plus faible : les petites échelles de rugosité favorisent donc fortement la
transmission et se comportent comme une couche d’adaptation d’impédance. Néanmoins
un niveau de diffusion globalement bas diminue la précision puisqu’il renforce I'influence

des bruits du calcul numérique (fuites sur la surface de Huygens, réflexions parasites).

Synthése Dans cette partie, nous avons validé le calcul de la diffusion par des sur-
faces rugueuses de fonction d’auto-corrélation exponentielle lorsque la rugosité est infé-
rieure a ks = 1.5 avec kL = 27. La FDTD peut servir de méthode de référence dans ce
domaine.

Puis, nous avons étudié phénoménologiquement le comportement de la diffusion en
incidence et en fonction de I'énergie réfléchie. Nous avons vu que les petites rugosités

jouent un role important dans la diffusion par une surface rugueuse.

4.4.1.2 Résultats de la confrontation

Nous avons comparé deux méthodes sur des surfaces de fonctions d’auto-corrélation
gaussienne et exponentielle dans les deux polarisations. Les résultats sont identiques pour

des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne méme pour des surfaces trés ru-
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gueuses. Lorsque nous utilisons des surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle,
des différences importantes apparaissent lorsque nous augmentons la rugosité (a partir
de ks = 1.5 pour kL = 2m). Pour la rugosité la plus importante, lorsque nous raffinons
le pas de maillage, de nouvelles échelles de rugosité sont créées et les deux méthodes ne
convergent, pas vers la méme solution.

Le comportement de la diffusion par les deux types de surface est différent. La surface
de fonction d’auto-corrélation exponentielle diffuse plus et favorise la transmission de
I’onde incidente. Cette étude confirme 'importance des petites rugosités pour la diffusion.

Cette étape nous a permis de valider notre approche. Nous avons vu que nous pouvons
traiter avec confiance les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne pour toutes
les échelles de rugosité considérées. La validité de la méthode est assurée pour les surfaces
de fonction d’auto-corrélation exponentielles lorsque la rugosité est suffisamment faible
(ks < 1.5 avec kL = 2m).

Il faudrait utiliser d’autres méthodes numeériques comme les éléments finis ou des
méthodes intégrales utilisant d’autres fonctions de base afin de pouvoir disposer d’infor-
mations supplémentaires permettant de déterminer la validité des méthodes numériques
pour des ks plus importants dans le cas de surfaces de fonction d’auto-corrélation ex-
ponentielle. Par exemple, afin de pouvoir prendre en compte de maniére rigoureuse ces
petites rugosités pour une méthode numérique, Poirier propose de les homogénéiser grace

a des conditions aux limites équivalentes |103].

4.4.2 Résultats

La méthode de calcul utilisée dans cette section est la FDTD. Nous avons effectué
de nombreux calculs pour différentes incidences, différents indices et différentes rugosités
pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle dont les caractéristiques
sont représentatives des applications dans le domaine micro-onde. Nous allons utiliser une

partie de ces résultats pour illustrer certains phénoménes physiques.

4.4.2.1 Influence de ks/kL

Les surfaces rugueuses de fonction d’auto-corrélation exponentielle ou gaussienne dé-
pendent de deux paramétres ks et kL. Ils définissent la dimension des rugosités dans
les deux dimensions de 'espace (verticale pour ks et horizontale pour kL). On définit o

comme :

ks

kL
hrms
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Nous allons étudier deux exemples de diffusion par des surfaces rugueuses de fonction
d’auto-corrélation exponentielle. Dans le premier cas présenté Figure 4.23 o = (47)7!, et
on a respectivement ks = 0.5 avec kL = 27 et ks = 1 avec kL = 4m. La forme générale
du diagramme de diffusion est identique, et ce, dans les deux polarisations. On observe
une différence de niveau de l'ordre de 3 dB. L’indice du milieu étant le méme dans les
deux cas, cette différence est due a la rugosité. Dans le second cas présenté Figure 4.24,
la valeur de o est plus élevée avec 0 = (2m)~" (ks = 1/kL = 27 et ks = 2/kL = 47). La
forme du diagramme est alors différente : on ne peut plus avoir une idée du comportement
de la surface avec le parameétre réduit o.

Pour comprendre ces résultats, la SPM (Small Perturbation Method) se révéle trés
utile. En effet, dans cette approche, le résultat de la diffusion est proportionnel au spectre
de puissance de la surface étudiée |35]. Dans le cas d'une surface de fonction d’auto-

corrélation exponentielle, nous avons vu dans le chapitre 3 que celui-ci s’écrivait :

2h% 1
PSD(k) = —m=2 4.11
SP) = T e (4.1)
On a donc, dans les grands angles :
2l.0°
PSD(k) = 12 (4.12)

Ainsi, si on calcule 'intensité diffusée par deux surfaces de ¢ égaux mais avec deux
longueurs de corrélations [.; et [.o alors les deux courbes en décibel seront éloignées dans
les grands angles de 20l0g10(le1/lc2)-

Sur la Figure 4.23, ks et ks/kL sont légérement en dehors du domaine de validité de
la SPM. Néanmoins, on mesure effectivement environ 3 dB de différence (2.6 dB en TE et
3.4 dB en TM) entre les deux courbes ce qui correspond au rapport des deux longueurs
de corrélation.

Pour la Figure 4.24, les pentes sont largement plus fortes (o = (2m)~') et les ks sont
plus importants. Nous sommes hors du domaine de validité de la SPM et on ne retrouve

plus de phénoméne de translation des courbes représentant I'intensité diffusée.

4.4.2.2 Influence de I’indice

Nous cherchons ici a étudier I'influence de 'indice optique sur la diffusion par une
surface rugueuse. Dans le cas d’une interface plane, une augmentation de I'indice optique
se traduit par une énergie réfléchie plus grande suivant les lois des Fresnel. La Figure
4.25 présente les résultats pour diverses rugosités entre ks = 0.5 et ks = 2 pour des
surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle avec deux indices optiques différents
(n = 2.65+10.15 et n = 2.02+140.074). On observe que I'augmentation de I'indice optique
induit une énergie réfléchie plus importante pour tous les cas considérés et sur tout le

diagramme de diffusion. La différence est d’environ 2.3 dB en polarisation TE et de 2.7
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F1G. 4.23 — Intensités incohérentes diffusées par des surfaces rugueuses de fonction d’auto-
corrélation exponentielle pour ks = 0.5 et kL = 27 (a et ¢), pour ks = 1 et kL = 4xw (b et
d) pour un angle d’incidence 6; = 20° en polarisation TM (a et b) et TE (c et d), I'indice
du milieu hote est n = 2.65 + 0.15.
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F1G. 4.24 — Intensités incohérentes diffusées par des surfaces rugueuses de fonction d’auto-
corrélation exponentielles pour ks = 1 et kL = 27 (a et ¢), et pour ks = 2 et kL = 4«
(b et b) pour un angle d’incidence 6; = 20° en polarisation TM (a et b) et TE (¢ et d),
I'indice du milieu hote est n = 2.65 + 0.15.
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dB en polarisation TM quelle que soit la rugosité. Ainsi, en moyenne, une augmentation de
I’indice induit une réflexion plus forte mais ne modifie pas I’allure générale du diagramme
de diffusion.

Ces résultats sont obtenus pour une moyenne d’un ensemble de 300 réalisations. Nous
pouvons voir, sur la Figure 4.26, que cette relation est toujours valable pour une réalisation
d’une surface rugueuse de fonction d’auto-corrélation exponentielle (ks = 1.5). La figure

de diffusion dans son ensemble est translatée et les différences de forme sont minimes.

4.5 Conclusion sur la diffusion surfacique

Nous avons validé notre implémentation d’'une méthode d’étude des matériaux ru-
gueux basée sur la FDTD en confrontant ses résultats avec la Méthode des Moments
pour des surfaces faiblement a fortement rugueuses avec des fonctions d’auto-corrélation
gaussienne et exponentielle. Dans un premier temps, nous avons comparé les résultats de
la diffusion par des surfaces déterministes de grande taille. Nous avons vu que les deux
méthodes donnaient les mémes résultats pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation
gaussienne mais que des différences significatives apparaissaient pour des matériaux for-
tement rugueux dans le cas exponentiel. Nous avons ensuite poursuivi cette comparaison
pour la moyenne de 'intensité diffusée par un ensemble de réalisations. Les deux méthodes
donnent toujours des résultats identiques pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation
gaussienne et des différences sensibles apparaissent pour des surfaces de fonction d’auto-
corrélation exponentielle pour ks > 1.5. [’écart grandissant en fonction de la rugosité des
résultats des calculs de diffusion pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation expo-
nentielle semble du aux différences de traitement de la surface dans les deux méthodes.

Ces résultats sont les premiers publiés sur la comparaison de deux méthodes numé-
riques sur le calcul de la diffusion de surfaces d’auto-corrélation exponentielle. Ils montrent
que l'utilisation de ces méthodes est pertinente pour leur étude lorsque ks/kL < 0.25.

Cette étape de validation était nécessaire avant d’entreprendre les études sur le cou-
plage surface volume. En I'effectuant, nous avons pu mettre en évidence certaines pro-
priétés de la diffusion par une surface rugueuse.

Ainsi, nous avons vu que le comportement de la diffusion par les deux types de surface
est différent et que les petites échelles de rugosités sont importantes. Elles favorisent la
transmission de I’énergie et sa diffusion sur un large domaine angulaire.

Nous avons ensuite étudié 'influence du facteur ks/kL pour la diffusion par une surface
rugueuse. Nous avons vu que, tant que nous sommes dans le domaine de validité de la
méthode des petites perturbations (SPM), ce facteur est suffisant pour déterminer le
comportement de la surface dans les grands angles a partir de résultats de méme ks/kL.

Nous avons ensuite étudié I'influence de I'indice optique. Nous avons vu qu’une aug-

mentation de 'indice accroissait 1'énergie diffusée sans modifier le diagramme de diffusion
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F1G. 4.25 Intensités incohérentes diffusées par des surfaces rugueuses de fonction d’auto-
corrélation exponentielle pour ks = 0.5 et kL = 27 (a et b), pour ks = 1 et kL = 27 (c
et d), ks = 1.5 et kL = 27 (e et f) pour un angle d’incidence 6; = 20° en polarisation TM
et TE, I'indice du milieu hote est n = 2.65 +¢0.15 ou n = 2.02 + ¢0.074.
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Fi1G. 4.26 Intensités diffusées par des surfaces rugueuses de fonction d’auto-corrélation
exponentielle pour ks = 1.5 et kL = 2w pour un angle d’incidence ¢; = 20° en polarisation
TM, l'indice du milieu est nj, = 2.65 + ¢0.15 et n, = 2.02 4+ 10.074.

quelle que soit la rugosité étudiée.

Il a été démontré dans ce chapitre que 'outil développé pouvait servir de référence
pour les problémes de diffusion surfaciques. Cette approche permet donc de disposer de
résultats de référence pour établir le domaine de validité de méthodes asymptotiques.
Elle a ainsi été utilisée au cours d’une étude ESA pour la diffusion par les sols. Elle peut
aussi servir de méthode alternative lorsque les méthodes asymptotiques ne s’appliquent
pas (par exemple ks important). Finalement, elle trouve pleinement son intérét quand
les effets de volume s’additionnent & la rugosité surfacique, ce que nous verrons dans le

chapitre 6.
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Chapitre 5

Etude de I’homogénéisation et de la

diffusion volumique

5.1 Présentation du probléme

La propagation d'une onde dans un milieu hétérogéne aléatoire est un phénomeéne
extrémement complexe fortement dépendant de la géométrie du milieu. Ainsi, nous allons
commencer par définir I'objet de notre étude. Nous considérerons ici un cas particulier
de la diffusion volumique : la diffusion par un ensemble de cylindres infinis aléatoirement
positionnés dans un milieu hote. Ces cylindres suivent le modéle des sphéres dures (ils
n’ont pas le droit de s’interpénétrer). Le milieu comporte (Figure 5.1) :

— Un milieu hote homogéne d’indice ny, (1) ;

— Un ensemble polydisperse et polymatériau de particules (2) .

L’interface avec 1’espace libre est plane. Le milieu est éclairé par un faisceau gaussien.

Dans ce type de milieu, on montre [43| que, a cause de la diffusion incohérente, I'inten-
sité cohérente diminue exponentiellement lors de sa propagation dans un milieu aléatoire
d’un facteur que nous noterons kg4. On peut donc écrire, pour une onde se propageant sur

I’'axe des x et d’intensité initiale [ :

[coh = [Oe_’idx (51)

Dans un milieu a pertes, 'intensité présente une décroissance exponentielle de coeffi-
cient k,. Elle est de la forme :

I = [Oe_““x (52)

L’énergie incidente cohérente est soumise aux deux phénoménes. Ainsi son intensité
diminue exponentiellement en k. = k, + kg lors de sa propagation dans le milieu hété-

rogene. k. est appelé le coefficient d’extinction. L’évolution de I'intensité incohérente est

127
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Fi1G. 5.1  Géométrie du probléme pour la diffusion par un milieu hétérogéne. (1) repré-
sente le milieu hote homogeéne, (2) les particules. L’onde incidente a pour vecteur d’onde
k; et fait un angle 6; avec la normale, la direction d’observation est 6,.

beaucoup plus complexe et sa décroissance n’est pas simple & modéliser : par exemple, en

1D elle est polynomiale, tandis qu’en 3D elle est exponentielle [43].

[’étude du champ cohérent est particuliérement intéressante. En effet, dans notre cas,
on peut trouver un matériau homogéne équivalent pour représenter sa propagation [33|. Il
s’agit alors de trouver un indice effectif pour prendre en compte la présence des particules.
En effet, celles-ci vont diminuer 'intensité du champ cohérent par diffusion et modifier sa

vitesse de propagation.

Nous verrons, dans la premiére partie de ce chapitre, plusieurs modéles approchés de
détermination de l'indice effectif pour la propagation du cohérent. Il s’agit de deux lois de
mélanges : Maxwell-Garnett |85] et Bruggeman [12] ainsi que de deux modéles perturbatifs
pour la détermination de la constante de propagation effective : Foldy-Twersky [39] et
Keller [69)].

Nous développerons ensuite une approche innovante basée sur la FDTD de détermi-
nation de l'indice effectif a partir de I’étude de la propagation du champ cohérent dans le
milieu [19]. Puis, nous comparerons ces résultats avec les modéles décrits précédemment.
Il s’agit de la premiére étude - sur un domaine large de fraction volumique, d’indice et de

taille des particules - du domaine de validité de ces approches.

Nous présenterons finalement une approche novatrice pour 1’étude du probléme de la
diffusion par un milieu bidisperse. Nous étudierons si nous pouvons remplacer les plus
petites particules par le milieu effectif calculé par la méthode précédente représentatif du

milieu constitué des petites particules seules.
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5.2 Meéthodes approchées de détermination de I’indice

effectif

5.2.1 Lois de mélange

Nous allons présenter deux lois de mélanges : Maxwell-Garnett (MG) et Bruggeman
(Br). Ces lois sont simples et ne font intervenir que la fraction volumique f,, l'indice
optique du milieu hote nj, et des particules n;. De plus, elles négligent la diffusion in-
cohérente par les particules (kg = 0) : les pertes sont uniquement dues a ’absorption.
Nous nous sommes basés sur les calculs de Niklasson et al. [96] effectués en géométrie
tridimensionnelle pour déterminer I’équivalent en géométrie bidimensionnelle des lois de

Maxwell-Garnett et de Bruggeman.

N §®
S N
®®

Q

¥
S

F1G. 5.2 — Géométrie pour la loi de mélange de Maxwell-Garnett (a) et pour la loi de
mélange de Bruggeman (b) comportant deux composants A (hachuré) et B (blanc)

Ces lois se basent sur deux géométries différentes de milieux. Elles sont présentées
Figure 5.2. Le premier cas (a), représente la géométrie utilisée pour la loi de mélange de
Maxwell-Garnett. On peut clairement identifier des inclusions de formes diverses dans un
milieu hote. Elle représente le milieu que nous cherchons a modéliser. Dans la seconde
géométrie (b), utilisée dans le formalisme de Bruggeman, les deux composantes ne sont
plus clairement séparables et on ne peut pas distinguer milieu hote et inclusions. Dans ce
cas, les matériaux ont un role symeétrique.

Ces deux géométries différentes permettent d’arriver a des indices effectifs différents
méme si les dimensions des éléments du mélange sont trés petites devant la longueur
d’onde. La structure fine du matériau et le modéle utilisé pour le représenter jouent donc
un role important dans l'indice effectif. Dans toute la suite, la fraction volumique f,
représentera le volume occupé par les particules sur le volume total.

L’obtention de ces lois est décrite dans I’Annexe B. Nous les rappelons dans le tableau

ci-dessous :
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5.2.2 Modéle de Foldy-Twersky et Keller

Les modéles de Foldy-Twersky [39] et de Keller [69] sont plus évolués. Ils sont basés sur
un développement perturbatif vis a vis de la permittivité pour obtenir le nombre d’onde
kers dans le milieu hétérogéne. Dans sa theése, Durant 33| a développé ces deux théories
pour une géométrie bidimensionnelle. Elles supposent que :

— toutes les particules ont la méme taille;

les particules sont de petits diffuseurs isotropes;
Le modeéle de Foldy-Twersky donne le nombre d’onde effectif k.;; par une correction du
nombre d’onde k£ du milieu hote. Il prend en compte la diffusion simple. Son expression
est :

4

- (5.3)

ou a est le rayon de la particule et f, la fraction volumique. S(0) est 'amplitude de
diffusion dans la direction avant. On remarque qui si on remplace S(0) par son expression

dans le cas de petites particules (eq. (B.9)), on trouve en TE :

m? —1
kfsz - k’% + Qk%fv <m) (54)
soit :
€y — €1
eff =€ +2f, 9.9
€eff = €1 f61(€2+€1> (5.5)

On retrouve 'expression de Maxwell-Garnett en polarisation TE pour des fractions

volumiques faibles. Dans ’autre polarisation, on obtient :

€eff = €1+ fole2 —€1) (5.6)

On obtient la formule de Maxwell-Garnett en polarisation TM. Ainsi, et de méme
qu’en géométrie tridimensionnelle, la limite du modéle de Foldy-Twersky pour des petites

particules devant la longueur d’onde est la loi de Maxwell-Garnett. Foldy-Twersky appa-
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rait comme un raffinement supplémentaire par rapport a la loi de Maxwell-Garnett grace

a la prise en compte de la matrice de diffusion.

Le modéle de Keller est une approximation du second ordre du probléme perturba-
tif précédent. Une seconde correction est ajoutée pour prendre en compte les diffusions

doubles par les particules. Son expression est :

ALS 4£5(0
2 <>_12<

- — ) / H( (k1r)Jo(keppr)(g(r) — D)rdr (5.7)

ot g(r) est la fonction de corrélation de paires et H} et Jy sont respectivement les
fonctions de Hankel et de Bessel d’ordre 0. Cette formulation est plus complexe que le
modele de Foldy-Twersky. Tout d’abord, il s’agit d'une équation non linéaire puisque ke
apparait dans la fonction Jy. De plus, 'intégration fait intervenir la fonction de corrélation
de paires g(r). Dans le cas 3D, I’équation est de méme nature et les méthodes de résolution
sont les mémes. Ishimaru [59] propose d’utiliser ky au lieu de k.s; dans l'intégrale, ainsi
qu'une fonction de corrélation de type gaz. Celle-ci s’écrit, pour des particules de rayon

T

1sir>2r;
g(r) = { . (5.8)
0 sinon

Hespel [54] propose une approche itérative. Celle ci se décompose en plusieurs étapes :
1) Initialisation : ki(]]c)f est initialisé par la formule de Foldy-Twersky ;
2) Itération :

(/fgyj”) Y50 u <4fS ) / HY (k) Jo (k) (g(r) — Drdr— (5.9)

Cra? ma?

3) Fin : lorsque la précision requise est atteinte.

5.2.3 Conclusion

Nous avons présenté quatre modéles de complexité croissante : les lois de Maxwell-
Garnett et de Bruggeman, le modéle de Foldy-Twersky et de Keller. Nous avons étudié
I’équivalence de ces modéles dans le cas des faibles fractions volumiques. La loi de Maxwell-
Garnett est une simple loi de mélange et n’est vérifiée que pour des particules de petite
taille (les phénoménes de diffusion sont négligés), le modéle de Foldy-Twersky prend en

compte la diffusion simple et le modéle de Keller les diffusions d’ordre 2.
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5.3 Meéthode de détermination d’un indice effectif basé

sur la FDTD

5.3.1 Introduction

Dans la littérature, il existe différentes approches pour déterminer numériquement
I'indice effectif. Chacune repose sur une géométrie spécifique, de ses observables associées
et d'un processus d’inversion adapté. 11 s’agit de déterminer par optimisation les carac-
téristiques d’un objet homogéne équivalent pour le champ cohérent. Nous avons testé les
approches suivantes :

— Un cylindre rectangulaire ou circulaire [109] : la détermination de I'indice effectif est
basée sur la comparaison entre le champ lointain diffusé par un cylindre hétérogéne
et un cylindre homogéne. Le diagramme complet est considéré pour 'optimisation.
Pour le cylindre circulaire homogéne nous utilisons la formule analytique de Ray-
leigh. Ces approches sont simples d’utilisation lorsque les inclusions sont petites
devant la longueur d’onde puisque dans ce cas le cylindre hétérogéne peut étre de
petite taille. Néanmoins, lorsque nous traitons le cas de larges particules, cela induit
un temps de calcul plus important et un diagramme présentant des oscillations ra-
pides, mal adapté a 'optimisation. L'utilisation, plus simple, de 'amplitude diffusée
vers 'avant S(0) ne conduit & une solution unique que pour des petites particules.

— Une lame [106, 33, 68| : L’indice effectif est calculé en comparant le résultat entre la
réflexion et la transmission pour une lame hétérogene avec les résultats analytiques
pour le milieu équivalent. La lame a été introduite en FDTD grace a des conditions
périodiques aux extrémités latérales du domaine de calcul. Nous avons rencontré
ici le probléme classique de cette approche avec de nombreuses ambiguités quand
I’épaisseur du domaine augmente. Ces ambiguités disparaissent avec I’augmentation
de 'extinction.

— Un milieu semi-infini : 'indice effectif est calculé en étudiant la propagation de
I'intensité cohérente dans le milieu.

En se basant sur la derniére approche, nous allons présenter ici une nouvelle méthode de
détermination de la constante de propagation effective basée sur la comparaison entre le
champ proche moyennés et la propagation d’'une onde plane dans un milieu homogéne
équivalent. Nous allons utiliser les champs proches obtenus par la FDTD pour étudier
directement ’évolution de 1’énergie cohérente.

En effet, la propagation d’une onde plane en milieu homogéne est connue. Pour une
longueur d’onde A et un indice optique n, toutes les composantes F' du champ sont de la

forme :

Fl2) = Foeap (Z%Tna?) (5.10)
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Quand le milieu présente des pertes, U'indice optique complexe s’écrit n = n’ + ik,

I'équation (5.10) peut étre mise sous la forme :

2 2
F(z) = Fyexp (z%n’x) exp (—;kx) (5.11)

Le premier terme est relié a la phase de I'onde tandis que le second est relié a son
amplitude. Nous chercherons a déterminer un indice effectif n.sy équivalent reproduisant
le comportement de l'intensité cohérente. Pour cela, nous allons lier son évolution, dans
le milieu, aux caractéristiques d’'un milieu homogéne. Nous allons utiliser la FDTD pour
déterminer F'(z) dans tout I'espace de calcul en effectuant la moyenne des champs sur un
grand nombre de réalisations indépendantes. Nous utiliserons ces résultats pour détermi-
ner les propriétés effectives du milieu hétérogeéne.

Le calcul de la partie réelle et de la partie imaginaire de I'indice optique effectif est

développé dans les deux prochains paragraphes.

5.3.2 Deétermination du coefficient d’extinction

Dans une premiére étape, la propagation d’un faisceau gaussien au travers d'un en-
semble de réalisations de milieux hétérogénes est calculée par FDTD. L’interface avec le
milieu extérieur est plane et le milieu est généré en utilisant I'algorithme de Metropolis.
La largeur du faisceau gaussien est choisie de fagon a ce qu’il diverge trés peu sur l'en-
semble du domaine de calcul pour s’approcher du comportement d’une onde plane. Pour
chaque réalisation, une transformation de Fourier directe (DFT) est effectuée sur toutes
les mailles et a toutes les longueurs d’ondes d’intérét pour la composante z du champ
électromagnétique (composante orthogonale au domaine de calcul). Ainsi, par exemple, le
champ FE, est utilisé pour la polarisation TM. Le champ est alors moyenné a la fréquence
d’intérét sur 'ensemble des réalisations et le champ cohérent est extrait. L’énergie cohé-
rente W, est utilisée pour le calcul de la partie imaginaire k.s¢ de I'indice effectif. On

a

Weon(x) = Wohexp (—Rex) (5.12)

4
= Wyexp (—;k‘effzv) (5.13)

ol k. est le coefficient d’extinction, Wy I’énergie initiale et x la profondeur.

L’énergie a une profondeur x donnée du domaine de calcul est calculée par W, (z) =
Z;V:l Weon(i, j) avec x = iAx. La Figure 5.3 présente des applications & un milieu ho-
mogéne (a) et & un milieu hétérogéne (b). Ainsi, sur la Figure 5.3(a) représentant la
propagation dans un milieu sans perte (k = 0), nous pouvons vérifier la nature non diver-

gente du faisceau. La Figure 5.3(c) montre les flux d’énergie dans ce cas et nous pouvons
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FiG. 5.3 Décroissance exponentielle de I’énergie dans un milieu inhomogeéne. Les figures
(a) et (b) représentent uniquement la partie contenant le milieu hote du domaine de calcul.
Le cas (a) est pour un milieu homogéne d’indice optique n, = 1.63 et le cas (b) pour un
milieu hétérogéne avec un milieu hote d’indice optique n;, = 1.63, et des particules d’indice
n; = 2.25+10.2 et de rayon \g/40 pour une fraction volumique de 25%. Les résultats sont
moyennés sur 20 réalisations. La figure (c) (resp. d) représente 1’évolution de W, en
fonction de la profondeur dans le cas (a) (resp. b).
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vérifier que celle ci reste stable : aucune perte numérique n’a été introduite par les condi-
tions absorbantes et la divergence du faisceau. La Figure 5.3(b) présente la propagation de
I’énergie a travers un milieu hote sans perte et des particules absorbantes : nous pouvons
observer I'évolution de I'énergie cohérente. Le tracé du flux d’énergie en fonction de la
profondeur (Figure 5.3(d)) montre une évolution exponentielle. Le coefficient d’extinction
peut alors étre calculé en calculant la pente du logarithme de 1’énergie. Pour cela nous
calculons le rapport de 1’énergie entre deux profondeurs séparées d’une maille x et v+ Ax

a partir de I’équation (5.13) :
Wcoh(x) 47
—_— = ——FkA 5.14
Weon(x + Ax) crp A o ( )
Soit, en utilisant le logarithme népérien :

A In(Weon(w)) — In(Weon(z + Ax))
4m Az

Cette méthodologie est trés facile & implémenter dans le cas de la FDTD ot les champs

k= (5.15)

sont connus naturellement sur toutes les mailles de 1’espace de calcul. Elle s’est avérée

étre plus précise que les méthodes présentées précédemment.

5.3.3 Détermination de la partie réelle de 'indice effectif
La partie réelle de I'indice effectif est reliée a la phase du champ se propageant dans
le milieu par la formule suivante :
o(x) = —n'z (5.16)
soit :

2T

d(x) — oz + Ax) = Tn'Ax (5.17)
d’ou :

) A o(x) — oz + Ax)
W= o Ao (5.18)

Nous n’utilisons pas directement cette formule car la détermination numérique de la

phase ¢ est complexe lorsqu’elle est proche de 27. Pour cela, nous calculons le champ F

pour deux profondeurs séparées de Ax :

F(z) = |F(z)|e®
Flz 4+ Az) = |F(z+ Ax)|e@ta)

—~

5.19)
5.20)

—~
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d’on :
Flx)  [F@)| ) —s@rar

Flot An) ~ [Pt an (5:21)

soit :
4 (%) — 6(x) — éz + Ax) (5.22)

d’ou :

;A F(x)

" 27TA$¢ <F(x + A:L’)) (5.23)

Cette formulation permet d’obtenir la différence de phase sans effectuer les deux calculs
de phase présents dans ’équation (5.18). Les deux points = et x + Az sont suffisamment
proches pour que le calcul de la phase dans F(z)/F(z + Ax) soit suffisamment petit pour
ne pas introduire trop d’erreur numérique lors du calcul de I'arc-tangente. Néanmoins, la
détermination de la partie réelle n’est pas aussi précise que celle de la partie imaginaire

car la détermination de la phase reste imprécise lorsque les fluctuations sont importantes.

5.3.4 Limites de la méthode

La principale difficulté rencontrée lors de 'utilisation de cet algorithme est la déter-
mination du champ cohérent & partir des données FDTD. En effet, I'intensité cohérente

est déterminée & partir du champ E (ou H) par :

I.on = (EE™) (5.24)
ol x représente la conjugaison. Comme nous avons un nombre fini N de milieux, cette

équation s’écrit :

N _ 1 = *
Lon =~ ;E(n)E (n) (5.25)

Nous avons vu que le champ total £ peut se décomposer en une composante cohérente
E,,, identique quel que soit le milieu et une composante incohérente FE;,.,, variable.

L’équation (5.25) s’écrit alors :
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Eeon + Eincon(n)) (B, + Eipyeon (1)) (5.26)

Zn 1 zncoh( )+ * ZnNzl EinCOh(n)
N coh N

N
+% Z Eincoh Z zncoh (527)
n=1

coh T

=
|
|-
M-

= |Ecoh‘2 + Ecoh

Or, on a par définition de I'incohérent :

Q
o

N
Z Eincoh (n)
N N
Z Ei"COh Z zncoh (n) ~ Z |Eincoh|2 (529)
n=1 n=1

(5.28)

On a donc finalement :

N
1
Ié\o[h ~ |Ecoh‘2 + m Z ‘Eincoh‘2 (530)
n=1
o 1
~ [coh+ lencoh (531)

Ainsi, on peut observer deux zones lors de la détermination du cohérent :

— Lorsque I35, > Nlmcoh, on a IN, ~ I% comme attendu;;

— Lorsque [, < N]

N onsonall [ncohet on ne représente plus correctement

7

oo L'inversion pour déterminer l'indice effectif n.;r n’est alors plus possible et
il faut alors augmenter le nombre N de milieux utilisés pour la moyenne afin de

. . N
diminuer la valeur de Nlmcoh

La Figure 5.4 présente I'évolution de IY, et I¥ . /N ainsi que de la phase cohérente
associée pour deux fractions volumiques différentes. Dans le premier cas (f, = 35%), on
observe que pour des profondeurs x comprises entre 0 et 1.8\ la décroissance de l'intensité
cohérente et I’évolution de la phase est linéaire et rapide. Pour des profondeurs supérieures,
intensité IV,

ce cas (voir 'annexe D), I'extinction est plus forte pour une fraction volumique de 30%

devient égale a I /N comme prévu par la théorie. Rappelons que dans

zncoh
que pour une fraction volumique de 50%. Ainsi, pour pouvoir déterminer correctement
IS, a partir de I, sur tout le domaine observé (pour x compris entre 0 et 6), il faudrait

diminuer U'intensité I, /N de 10 dB et donc, faire 'étude sur 3000 milieux. Dans le

second cas (f, = 50%), nous avons toujours IY, > IV . /N. Ainsi I, et la phase ont
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FiG. 5.4 Evolution de IY, et IN_ . /N pour N = 300 ainsi que de la phase associée pour
des particules d’'indice n; = 4 et de rayon \g/20 dans un milieu d’indice n, = 1.63 pour

une fraction volumique de 35% et de 50% en fonction de la profondeur x exprimée en \g.
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un comportement linéaire sur tout le domaine étudié. Il sera, dans ce cas, plus facile de
déterminer I'indice effectif précisément puisque 'intégralité de la courbe peut étre utilisée

par l'algorithme d’inversion.

5.4 Comparaisons

5.4.1 Introduction

Dans cette partie, les résultats des modéles de Keller, de Foldy-Twersky et les approxi-
mations de Maxwell-Garnett et de Bruggeman sont comparés aux résultats numériques
issus de la FDTD. Pour cette comparaison, il faut prendre garde a la discrétisation. En
effet, les plus petites particules ont le méme rayon que le pas de maillage. Dans ce cas,
nous utiliserons un rayon effectif équivalent pour la comparaisons avec les modéles de
Keller et de Foldy-Twersky. Ce rayon est obtenu en recherchant le cylindre équivalent de

méme surface que le carré maillé. Ainsi, il s’agit de :

2
Teff = NG

Afin de simplifier I’écriture, nous garderons les notations en r, mais c’est le rayon 7.y

r (5.32)

qui est pris en compte lors des calculs. De plus, nous calculerons a chaque fois numéri-
quement la fraction volumique réelle. En effet, des différences significatives apparaissent
pour les plus petits rayons entre la fraction volumique des cylindres et leurs équivalents
maillés. Ainsi, pour chaque taille de particule les points FDTD n’auront pas exactement

la méme abscisse sur I'axe des fractions volumiques.

Dans une premiére partie, nous allons étudier des particules sans pertes en polarisation
TM. Nous verrons l'influence de la fonction de corrélation de paires pour le modéle de
Keller, puis nous verrons l'influence de pertes variant de & = 0 a £ = 0.2 dans des
particules de rayon Ag/40. Nous ferons ensuite varier la taille des particules entre \g/40

et Ao/5 pour les particules de perte k = 0.2.

Dans une seconde partie, nous étudierons des milieux hétérogénes a pertes dans les
deux polarisations. Nous commencerons par faire varier les pertes dans le milieu hote
entre k = 0.02 et k£ = 0.2 pour des particules de rayon \y/40 et d’indice 2.25. Puis nous
ferons varier I'indice des particules entre n = 1 et n = 2.25 et finalement, nous étudierons

I'influence de la taille des particules en la faisant varier entre A\g/40 et A\o/10.

Nous finirons par une extension de la théorie de Foldy-Twersky et de Keller pour des

polymatériaux.
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Fi1G. 5.5 Partie imaginaire de I'indice effectif en fonction de la fraction volumique pour
des inclusions de rayon \y/20 et d’indice optique n; = 2.25 + i0.2 dans un milieu hote
d’indice n; = 1.63.

5.4.2 Milieux sans pertes

Dans les exemples ci-dessous, l'indice du milieu hote est réel n, = 1.63 tandis que
I'indice des particules est n; = 2.25 4+ ik avec k prenant différentes valeurs pour tenir
compte de particules plus ou moins absorbantes. Le rayon des particules r; varie de A\q/40

A Ao/5.

5.4.2.1 Influence de la fonction de corrélation de paires (PCF) sur ’approxi-

mation de Keller

Le modeéle de Keller (eq. 5.7) dépend de la fonction de corrélation de paires pour
représenter correctement la diffusion double. Dans le cas du modéle des sphéres dures,

une premiére approximation utilise la fonction de corrélation de paires suivante :

0str<2a
g(r) = { ) (5.33)
1 stnon

Cette formulation permet de borner et de simplifier I'intégrale infinie présente dans la
formulation de Keller et donc, de faciliter son calcul. La seconde approche est basée sur
la fonction de corrélation de paires numérique calculée précédemment (Chapitre 3).

Pour cette étude, nous utilisons des particules de rayon r; = A¢/20 et k = 0.2. Nous
comparons les résultats de I’indice obtenu par FDTD avec deux approximations du modéle
de Keller. Les résultats sont présentés Figure 5.5.

Jusqu’a une fraction volumique de 20%, nous notons que nous avons une concordance
excellente entre les trois approches. Au dessus de 20%, I'approximation de Keller utilisant
le PCF numérique s’éloigne peu a peu des résultats obtenus par FDTD, mais jusqu’a 30%
la comparaison reste excellente et jusqu’a 50% la différence reste faible. L’ approximation

de Keller utilisant la fonction de corrélation de paire de type gaz s’éloigne beaucoup plus
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rapidement dés 20% et les résultats sont erronés aux fortes fractions volumiques. Cette
étude montre l'intérét d’utiliser une PCF numérique pour des larges fractions volumiques.
C’est cette approche que nous utiliserons.

Ainsi, nous avons effectué le calcul de la PCF pour toutes les fractions volumiques
comprises entre 1 et 50% pour une taille de particule de rayon r; = \g/20. Son utilisation
permet d’améliorer les résultats pour des fractions supérieures a 20% pour un cott nu-
mérique faible. En effet, elle n’est calculée qu’'une seule fois pour une taille de particule a

toutes les fractions volumiques.

5.4.2.2 Influence des pertes dans les particules

Nous considérons ici des particules de rayon a = \/40, de partie imaginaire de 'indice
k=0, 0.02 et 0.2, et nous comparons les résultats FDTD avec les quatre lois introduites
précédemment (Figure 5.6). La partie réelle de I'indice effectif est bien représentée par les
quatre lois étudiées. Les différences avec les résultats obtenus par FDTD restent faibles
sur I'ensemble des fractions volumiques pour toutes les absorptions étudiées.

Pour la partie imaginaire de I'indice effectif, quand & = 0, nous pouvons voir une bonne
concordance entre les résultats FDTD et le modéle de Keller, les deux s’éloignant trés
rapidement du modéle de Foldy-Twersky. Dans ce cas ’extinction est uniquement due aux
pertes par diffusion et le modéle de Foldy-Twersky surestime largement ’extinction. Au
dessus d’une fraction volumique de 10%, la FDTD présente une saturation de ’extinction
qui reste identique a mesure que la fraction volumique augmente, ce qui est bien reproduit
par le modeéle de Keller jusqu’a f, = 30%. Les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnett
prédisent une extinction nulle, ce qui est normal vue leur nature.

Dans le cas des particules a pertes k = 0.2, le modéle de Foldy-Twersky surestime
légérement le coefficient de propagation effectif déterminé par la FDTD. Le modéle de
Keller le sous-estime légérement. Jusqu’a des fractions volumiques de 50%, la concor-
dance entre les quatre approches reste acceptable, ce qui est logique puisque 1’absorption
est le phénoméne prédominant et qu’il est pris en compte correctement dans les quatre
approches.

L’indice effectif obtenu a partir des particules avec k=0.02 présente un comportement
intermédiaire entre les cas précédents avec une surestimation forte de I'extinction par le
modéle de Foldy-Twersky au dessus de 10% et une sous estimation croissante de l'ap-
proximation de Keller au dessus de 30%. Les lois de Bruggeman ou de Maxwell Garnett
sous-estiment largement 1’extinction.

Sur ces trois exemples, nous pouvons conclure que pour cette taille et ces indices, le
domaine de validité du modéle de Foldy-Twersky croit avec les pertes par absorption. Il
reste précis jusqu'a des fractions volumique de 10%. L’approximation de Keller est trés

précise et reste valide jusqu’a des fractions volumiques de 30%.
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F1G. 5.6 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique (a-b) n; = 2.25, (¢-d) n; = 2.25440.02 et (e-f) n; = 2.25 4 70.2
dans un milieu hote d’indice n;, = 1.63 en polarisation TM.
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5.4.2.3 Influence de la taille des particules

Les particules sont d’indice n; = 1.63+4 0.2 et de rayon variable r; compris entre X\ /40
et Ao/5. Nous comparons les résultats obtenus par la FDTD avec les modéle de Keller et
de Foldy-Twersky et les lois de Bruggeman et Maxwell-Garnett en fonction de la fraction
volumique f,. Les résultats sont présentés Figure 5.7.

En ce qui concerne la partie imaginaire, lorsque r; croit, nous pouvons noter que les
approximations de Bruggeman et de Maxwell-Garnett s’éloignent des résultats numériques
de la FDTD. Dans tous les cas, le modéle de Keller donne d’excellents résultats jusqu’a
des fractions volumiques de 30%. Au dessus de cette limite, il sous-estime k.;; pour
les particules de rayon A\g/40 et Ay/20 et le surestime pour les plus grosses particules.
Le domaine de validité du modéle de Foldy-Twersky croit avec la taille des particules.
Il permet de représenter correctement l’évolution de l'extinction jusqu’a des fractions
volumiques de 10% pour des particules de rayon \g/40 et A\g/20 et jusqu'a 30% pour
les particules de rayon A\g/10 et A\g/5. Ainsi, approximation de Foldy-Twersky semble
étre mieux caractérisée par le nombre de centres par unité de volume que par la fraction
volumique.

Pour la partie réelle de 'indice effectif, nous pouvons vérifier que 'approximation de
Bruggeman et de Maxwell-Garnett donnent de bons résultats sauf pour des inclusions
de grande taille. Le modéle de Keller donne toujours d’excellents résultats. Le modéle de
Foldy-Twersky reste valable jusqu’a des tailles de particules de A\g/20 mais pour des tailles

de particules supérieures, son domaine de validité est restreint a 10%.

5.4.3 Milieux a pertes

Pour l'instant, nous avons traité des particules & pertes dans un milieu sans pertes.
Ce n’est pas la configuration la plus probable. En effet, dans le domaine optique, les
pertes sont également dans le milieu. Aussi allons nous reprendre la méme exploration
que précédemment en faisant varier les pertes dans le milieu entre £ = 0.02 et £ = 0.2.
Nous allons également 'enrichir en explorant I'influence de la polarisation. Nous ferons
varier ensuite la taille des particules entre \g/40 et \y/10 ainsi que leur indice optique

entre 1 et 4. Les résultats complets sont présentés en annexe D.

5.4.3.1 Influence des pertes dans le milieu

Les particules ont un rayon de A\g/40 et un indice de 2.25. Les deux polarisations ont
un comportement différent. Aussi, nous allons décrire ’évolution de l'indice effectif en

polarisation TM, puis, nous ferons cette analyse en polarisation TE.

Polarisation TM Nous considérons ici sur la Figure 5.8 des particules de rayon r; =

Xo/40. La partie imaginaire k£ de 'indice optique du milieu hote prend les valeurs k& = 0,
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F1G. 5.7 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
(a-b) Ag/40 (c-d) Ag/20 (e-f) Ag/10 et (g-h)Ag/5 et d’indice optique n; = 2.25 4 0.2 dans
un milieu hote d’indice n;, = 1.63 en polarisation TM.
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F1G. 5.8 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) n;, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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0.02 et 0.2. Nous comparons les résultats FDTD avec les quatre lois de Foldy-Twersky, de
Keller, de Maxwell-Garnett et de Bruggeman.

Lorsque la fraction volumique augmente, deux phénoménes sont en concurrence. Le
premier est la diffusion par les particules qui aura tout d’abord tendance a faire croitre
I’extinction, au moins en régime de diffusion simple. Dans le méme temps, 1’absorption
baisse car on ajoute un matériaux sans pertes (les particules) dans un milieu & pertes (le
milieu hote) ce qui aura tendance & diminuer Iextinction. Ainsi, suivant la contribution
prédominante, on assistera a une augmentation de I’extinction lorsque la diffusion par les
particules sera supérieure a la diminution simultanée de ’absorption ou une diminution
due au phénomeéne inverse.

Ainsi, quand k£ = 0.02, on observe tout d’abord une augmentation de l’extinction
due a la diffusion des particules pour f, < 10% puis une baisse due a la diminution de
I’absorption par le milieu. Le modéle de Keller et les résultats numériques sont identiques
pour toutes les fractions volumiques étudiées. 11s s’¢loignent trés rapidement du modéle de
Foldy-Twersky qui surestime toujours ’extinction. Les modéles de Maxwell-Garnett et de
Bruggeman ne permettent pas de prendre en compte I'évolution de ’extinction lorsqu’elle
est due a la diffusion.

Dans le cas intermédiaire, le modéle de Keller représente toujours parfaitement les
variations d’indices. Dans ce cas, ’extinction diminue dés le départ. Le modéle de Foldy-
Twersky présente une légére surestimation de I'extinction pour des fractions volumiques
supérieures a 10%.

Dans le cas des particules a pertes, les modéles de Keller et de Foldy-Twersky re-
présentent correctement les résultats numériques de la FDTD jusqu’a des fractions de
fo = 50%. Ce résultat est logique puisque I’absorption est le phénoméne qui prédomine
et celui-ci est correctement pris en compte dans les trois approches.

On retrouve donc des résultats quasi-identiques au cas des particules a pertes. C’est-
a-dire que l'on retrouve une influence de la diffusion incohérente uniquement pour les
pertes les plus faibles (k = 0.02) que le modéle de Foldy-Twersky et de Keller permettent
de représenter. Lorsque les pertes augmentent, on a alors k., ~ k, et tous les modéles

donnent des résultats corrects.

Polarisation TE La Figure 5.9 présente les résultats obtenus en polarisation TE.

Les variations de la partie réelle de 'indice effectif sont correctement prises en compte
par les lois de Maxwell-Garnett et Bruggeman sur l’ensemble du domaine des fractions
volumiques. Néanmoins, un écart significatif entre les résultats FDTD et les modéles de
Keller et de Foldy-Twersky apparait a partir d'une fraction volumique de 20%.

Dans le premier cas (k = 0.02), le modéle de Keller permet de représenter correctement
I’évolution de I'extinction. On a rapidement k., = k, et les lois de mélange permettent

donc d’en suivre les variations. Le modéle de Foldy-Twersky permet de représenter la
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F1G. 5.9 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) n;, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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partie imaginaire de l'indice effectif jusqu’a des fractions volumiques de 5%. Au dela, il
surestime l’extinction. Dans ce cas, les modéles les plus simples donnent les meilleurs
résultats.

Lorsque les pertes dans le milieu augmentent (K = 0.1), le modéle de Keller s’éloigne
des résultats FDTD a partir d’une fraction volumique de 10% et surestime alors I’extinc-
tion, son comportement est alors relativement proche du modéle de Foldy-Twersky. La
meilleure approximation est toujours donnée par les deux modeles les plus simples.

Finalement, lorsque I’absorption est maximale, le modéle de Foldy-Twersky et de Keller
se confondent mais ne donnent des résultats corrects que pour des fractions volumiques

inférieures a 10%. Bruggeman et Maxwell-Garnett donnent toujours d’excellents résultats.

Pour mieux comprendre ce phénoméne, nous utilisons des particules d’indice optique
n; = 4 (Figure 5.10). L’effet sur la partie réelle est beaucoup plus marqué et seuls les
modeles de Bruggeman et de Maxwell-Garnett permettent de représenter celle-ci sur ’en-
semble des fractions volumiques.

Pour I’'absorption la plus faible, nous avons une augmentation continue de I’extinction.
Celle-ci est donc due a la diffusion. Le modéle de Keller permet d’obtenir I'extinction
jusqu’a des fractions volumiques de I'ordre de 10%. Le modéle de Foldy-Twersky représente
correctement la partie imaginaire de I'indice effectif pour toutes les fractions volumiques.
La diffusion incohérente est prépondérante (kg > K,), ainsi les lois de Maxwell-Garnett
et, de Bruggeman sous-estiment 1’extinction.

Lorsque I'absorption du milieu hote augmente (k = 0.1), Uextinction est assez stable
sur ’ensemble des fraction volumiques. Le modéle de Keller et ’approximation de Maxwell-
Garnett donnent d’excellents résultats jusqu’a des fractions volumiques de 30%. que ’ap-
proximation de Bruggeman sous estime ’extinction & partir d'une fraction volumique de
35%. Le modéle de Foldy-Twersky surestime la partie imaginaire de I'indice effectif lorsque
la fraction volumique est supérieure a 5%.

Pour I'absorption la plus forte (k = 0.2), les modéles de Keller et de Foldy Twersky
surestiment l'extinction pour des fractions volumiques supérieures a 10%. Le modéle de
Maxwell-Garnett donne les meilleurs résultats et reste valable jusqu’a des fractions volu-

miques de 40%. On a donc, dans ce cas K, & Kq.

Synthése Lorsque le milieu est a pertes, le modéle de Keller permet de représenter
I’évolution des parties réelle et imaginaire de l'indice effectif pour le champ cohérent en
polarisation TM sur I’ensemble des fractions volumiques. Le modéle de Foldy-Twersky est
limité aux faibles fractions volumiques et surestime ’extinction. Lorsque ’extinction est
principalement due a I’absorption (k. ~ k), les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnett
donnent des résultats corrects.

En polarisation TE, le modéle de Foldy-Twersky donne des résultats corrects lorsque

la diffusion incohérente est importante (kg > k,). Lorsque 'extinction est surtout due &
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F1G. 5.10 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
X0/40 et d’indice optique n; = 4 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 70.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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Iabsorption (k. & K,), les modéles de Keller et de Foldy-Twersky prédisent correctement
Pextinction jusqu’a des fractions volumiques de I'ordre de 10%. Au deld une approxima-
tion plus simple comme celle de Maxwell-Garnett donne de meilleurs résultats. Les deux
polarisations TE et TM ont donc un comportement différent pour les modéles d’indice
effectif utilisés. Ainsi, par exemple, le modéle de Keller permet de représenter I’évolution
de l'extinction en polarisation TM ot la diffusion des particules est isotrope (voir Cha-
pitre 3). En polarisation TE, les particules diffusent de maniére fortement anisotrope,
et ce modéle ne permet plus de représenter I’évolution de I'extinction sur I’ensemble des
fractions volumiques.

Il est alors difficile de connaitre le comportement des différents modéles en géométrie
tridimensionnelle. Des expériences numériques dans cette géométrie sont nécessaires afin
de pouvoir déterminer si une des deux polarisations est plus représentative de leur domaine
de validité.

5.4.3.2 Influence de l’indice des particules

Nous allons ici étudier I'influence de I'indice optique des particules sur les modéles
testés. Lorsque celui-ci augmente, la particule diffuse plus et le contraste diélectrique
avec le milieu hote augmente. Ainsi, les lois de mélanges négligeant la diffusion comme
Bruggeman et Maxwell-Garnett ainsi que les théories perturbatives limitées en contraste
d’indice devraient s’éloigner du résultat obtenu par la FDTD.

La Figure 5.11 présente la comparaison entre les différents modéles et les résultats
obtenus par FDTD pour des particules de rayon A\g/20 et pour un indice n; variant de 1
a 4 pour une fraction volumique de 20% en polarisation TM.

Le modéle de Keller donne les meilleurs résultats pour un indice optique des particules
de n; = 1 ou n; = 2.25. Pour des indices plus élevés (n; = 4), on note une augmentation
tres forte et rapide des valeurs de ks prédites par le modele de Keller, et une surestima-
tion de I'extinction par rapport aux résultats FDTD. Comme nous sommes a une fraction
volumique de 20%, le modéle de Foldy-Twersky surestime I’extinction dans tous les cas et
la différence avec le modéle de Keller pour des indices supérieurs a 1.63 s’accentue avec
I'indice optique. Le modéle de Bruggeman et le modéle de Maxwell-Garnett ne donnent
pas des résultats corrects sauf pour "absorption la plus forte (k;, = 0.2) ou il permet de
représenter assez correctement les évolutions de I'indice.

La Figure 5.12 présente la comparaison entre les modéles et les résultats obtenus par
FDTD pour des particules de rayon A\g/20 et pour un indice n; de 1 a 4 et pour une fraction
volumique de 20% en polarisation TE. Le comportement des méthodes est identique pour
la partie réelle de l'indice effectif. Si toutes les méthodes donnent un résultat correct
lorsque l'indice est faible pour cette fraction volumique (20%), seule les lois de Maxwell-
Garnett et de Bruggeman permettent de déterminer sa valeur pour I'indice de réfraction

des particules le plus élevé (n; = 4). On retrouve la méme conclusion que dans le cas de
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Fi1G. 5.11 Indice effectif en fonction de l'indice des particules pour des inclusions de
rayon Ao/20 pour une fraction volumique f, = 0.2 dans un milieu hote d’indice pour (a-b)
np = 1.63440.02, (c-d) n, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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Fi1G. 5.12  Indice effectif en fonction de l'indice des particules pour des inclusions de
rayon Ag/20 et pour une fraction volumique f, = 0.2 dans un milieu hote d’indice (a-b)
np, = 1.63440.02, (c-d) np = 1.63 4 i0.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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I’étude effectuée sur 'influence des pertes en fonction de la fraction volumique.

Pour la partie imaginaire de I'indice effectif, les modéles de Keller et de Foldy-Twersky
ne présentent plus de forte croissance comme en polarisation TM. Dans le cas ou les
pertes sont les plus faibles (n, = 1.63 + i0.02), seul le modéle de Foldy-Twersky a les
mémes variations que 'indice effectif en le surestimant néanmoins. Le modéle de Keller
prévoit une baisse de l'extinction alors que dans les faits, elle augmente. Les lois de
Bruggeman et de Maxwell Garnett restent trés proches du modéle de Keller jusqu’'a un
indice de réfraction des particules n; de 2. Lorsque les pertes augmentent (n; = 1.63 +
i0.1), les résultats suivent toujours le modeéle de Foldy-Twersky mais la différence est plus
importante. Le modéle de Keller et les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman semblent
plus précises lorsque 'indice est proche de 2.25.

Finalement, lorsque 'absorption est la plus forte (k;, = 0.2), tous les modéles donnent
des résultats similaires lorsque le contraste d’indice est faible (1 < n; < 2.25). Néanmoins,
lorsque l'indice des particules devient supérieur a 2.25, le modele de Keller et les lois
de Maxwell-Garnett et de Bruggeman donnent des résultats similaires en sous-estimant

I’extinction tandis que le modéle de Foldy-Twersky le surestime.

5.4.3.3 Influence de la taille des particules

Finalement, nous allons étudier I'influence de la taille des particules sur I'indice effectif.
Nous allons pour cela considérer des particules d’indice optique n; = 2.25 pour une fraction
volumique f, = 0.2 dans un milieu hote d’indice n, = 1.63 + ik o k prendra les valeurs
0.02, 0.1, et 0.2. La taille des particules varie de \g/40 & A\y/10.

Dans le premier cas (Figure 5.13), cette étude est effectuée en polarisation TM. On
observe sur la Figure (a), (c) et (e) que la partie réelle de I'indice effectif varie peu avec la
taille des particules. Elle reste proche de la valeur donnée par les modéles de Keller, Foldy-
Twersky et méme des lois de mélange. La vitesse de propagation de I’onde n’est donc pas
modifiée par la taille des particules. La partie imaginaire de 'indice effectif, présentée sur
les Figure (b), (d) a (f), est plus contrastée. Les lois de Bruggeman et de Maxwell Garnett
ne peuvent prendre en compte le rayon des particules. L’extinction prévue par ces modéles
n’est donc correcte que pour les plus petites particules traitées. Leur limitation apparait
clairement sur ces trois figures. On note néanmoins que les lois de Maxwell-Garnett et de
Bruggeman donnent de bien meilleurs résultats pour la plus forte absorption du milieu
hote (k = 0.2). Le modéle de Keller donne d’excellents résultats pour des particules de
rayon Ao/40 et Ag/20. Il donne les meilleurs résultats pour les particules de rayon \y/10 et
permet de calculer précisément 'indice effectif lorsque I’absorption dans le milieu hote est
suffisante (k;, > 0.1). Le modéle de Foldy-Twersky ne donne ici de bon résultats que pour
des particules de rayon \/40 et surestime de plus en plus 'extinction & mesure que la
taille des particules augmente. Compte tenu de la fraction volumique utilisée (f, = 0.2),

ces résultats sont logiques puisque ce modéle est hors de son domaine de validité.
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En polarisation TE (Figure 5.14), la partie réelle de l'indice effectif ne varie pas non
plus en fonction de la taille des particules pour les trois absorptions considérées. Toutes
les méthodes donnent le méme résultat. Dans le premier cas ou I’absorption est la plus
faible (n;, = 1.63 +i0.02), le modéle de Foldy-Twersky permet de représenter I’évolution
de l'extinction. Il la surestime toujours dans tous les cas. Ces résultats ce détériorent
avec la taille des particules. Lorsque I'absorption augmente le modéle de Foldy-Twersky
représente de moins en moins I'évolution de l'extinction, et il ne donne méme pas un
valeur correcte pour les plus petites particules (A\g/40). Le modéle de Keller ne représente
pas I’évolution de I'extinction, il prévoit une décroissance en fonction de la taille alors que

celle-ci est contintiment croissante.

5.4.3.4 Utilisation du modéle de Keller pour 1’étude de ’influence de la taille

des particules

Nous avons vu que, en polarisation TM, le modéle de Keller permettait de déterminer
précisément 'extinction. Nous avons déterminé un domaine de validité pour f, < 30%
lorsque I'indice des particules est 2.25. Nous pouvons donc utiliser le modéle de Keller pour
effectuer une étude plus approfondie du comportement de I’extinction pour ces paramétres.
Le résultat est présenté Figure 5.15. On observe tout d’abord une phase ou la partie
imaginaire de l'indice effectif baisse avec la fraction volumique lorsque r; = \g/40 car
on ajoute des particules sans pertes a un milieu a perte. Dans le cas inverse, lorsque
ri = Ao/10, 'extinction croit avec le nombre de particules puisque les pertes par diffusions
sont plus importantes que la baisse de ’absorption. Entre ces deux extrémes, les courbes
présentent une augmentation initiale due aux phénomeénes de diffusions suivie d’une baisse

dues aux diffusions multiples et a la baisse de ’absorption.

5.4.3.5 Conclusion

Nous avons vu qu’en polarisation TM le modeéle de Keller donnait d’excellents résul-
tats pour toutes les fractions volumiques considérées tant que l'indice de réfraction des
particules demeurait raisonnable (< 2.25). Le modéle de Foldy-Twersky permet quant &
lui d’estimer 1’évolution de ’extinction, dans les cas que nous avons traités, jusqu’a des
fractions volumiques de 'ordre de 10%. De plus, il est lui aussi limité par les forts indices.
Les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnett permettent de déterminer I'indice effectif
lorsque 'extinction est uniquement due a I’absorption (k. ~ k,) et d’en avoir une estima-
tion sinon. Néanmoins, ces modéles ne permettent pas de prendre en compte la taille des
particules.

La polarisation TE donne des résultats différents. Dans ce cas, le modéle de Keller ne
permet pas de rendre compte les évolutions de 'indice effectif lorsque la fraction volumique

est supérieure a 10%. Le modéle de Foldy-Twersky, pourtant plus simple permet d’obtenir
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FiG. 5.15 — Partie imaginaire de I'indice effectif obtenue avec le modéle de Keller pour
des particules d’indice 2.25 dans un milieu hote d’indice n;, = 1.63 +¢0.02 en fonction de
la fraction volumique f, et du rayon des particules ;.
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un domaine de validité similaire. Le modéle de Foldy-Twersky semble donner de bons
résultats lorsque I’absorption est faible et que I'extinction est surtout due a la diffusion.
Lorsque la taille des particule n’est pas trop élevée (< A\g/40) et que 'extinction est surtout
due a I’absorption, les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman donnent les meilleurs
résultats.

Ainsi, les polarisations TE et TM ont un comportement différent vis a vis des lois
de mélange et des modéles de détermination de la constante de propagation effective.
Notamment, le modéle de Keller ne peut pas s’appliquer en polarisation TE. Une étude
similaire doit étre menée en géométrie tridimensionnelle de comparaison entre les résultats
numeériques et ces modeéles approchés. En effet, les domaines de validité déterminés ici ne
seront sans doute pas transposables compte tenu de la différence de comportement entre

les deux polarisations.

5.4.4 Extension aux polymatériaux

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons traité la diffusion par un ensemble
monodisperse de particules. Cette limitation n’est pas due & notre méthode puisqu’elle
peut traiter un ensemble polydisperse de diffuseurs polymatériaux mais est liée aux li-
mitations de certaines méthodes approchées utilisées. En effet, le modéle de Keller a été
développé pour un ensemble monodisperse de particules. La premiére idée consiste a ap-
pliquer les modeéles précédents itérativement a chaque type de particule. Néanmoins, cette
méthode donne un indice effectif différent suivant 'ordre de prise en compte des parti-
cules. Par exemple, pour deux types de particules d’indice ngl) =2.25et nZ@) = 1 de rayon
Ao/40 dans un milieu d’indice n, = 1.63 + 0.1 avec une fraction volumique f, = 0.4
répartie équitablement entre les deux matériaux, on obtient, avec le modéle de Keller en

polarisation TM les résultats suivants :

milieu 1 puis milieu 2 | milieu 2 puis milieu 1

keyy 1.65 + 10.068 1.70 + 20.066

Il faut donc redéfinir les modéles de Keller et de Foldy-Twersky dans ce cas. Si I’adap-
tation du modéle de Foldy-Twersky est triviale, le modéle de Keller est plus difficilement
adaptable. En effet, il se base sur la fonction de corrélation de paire qui n’est définie que
pour un ensemble de particules de méme type. Nous allons donc ici étudier un polyma-
tériau. Dans ce cas la fonction de corrélation de paire reste la méme. Supposons que 1'on
ait un ensemble P de particules p quelconques. Nous proposons d’utiliser une matrice de
diffusion équivalente S a partir des matrices de diffusion de chaque particule S® et de sa

fraction volumique partielle ) par

5(0) =+ Y 17570) (5.34)
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Fic. 5.16 Indice effectif en fonction de la fraction volumique f, pour des inclusions

d’indice ngl) = 225 et n?) = 1 de fraction volumique identique dans un milieu hote

d’indice n, = 1.63 + ¢0.1 en polarisation TM.

ou f, est la fraction volumique totale occupée par I’ensemble des particules. Le modéle

de Foldy-Twersky s’écrit alors :

4 ; S®) (0
k2, = ki — ;Z% (5.35)

Le modéle de Keller s’écrit comme :

) , 4 L (p)S® (0
B2, = ko_%zf(p)a2 (0)
() (
— s (mz) (Zf p)5 )/ H (kyr) Jo(kegpr)(g(r) — D)rdr

La Figure 5.16 présente ces deux modéles pour deux types de particules d’indice ngl) =

2.25 et "52) = 1 dans un milieu d’indice n, = 1.63 4+ ¢0.1 pour une fraction volumique
répartie équitablement entre les deux matériaux. On observe que le modéle de Foldy-
Twersky donne des résultats identiques au modéle de Keller sur 'ensemble des fractions
volumiques étudiées. Ainsi, on ne peut savoir si les diffusions doubles sont correctement
prises en compte. Les deux modéles permettent de représenter précisément 1’évolution de
la partie réelle et de la partie imaginaire de I'indice effectif. On note néanmoins de 1égéres
différences entre les modéles et les résultats numériques pour les fractions volumiques les
plus faibles (entre 5 et 15%).
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5.5 Diffusion par un ensemble bidisperse de particules

5.5.1 Présentation du probléme

De nombreuses méthodes dépendent de la quantité de particules dans le domaine de
calcul ou se révélent difficiles d’application lorsque le milieu n’est pas monodisperse et
monomatériau. Ce sont, par exemple, des méthodes comme 1'utilisation des matrices S
[45] ou basées sur la DBA (Distorded Born Approximation) [79].

Dans cette partie, nous allons étudier une approche originale de réduction de la com-
plexité du calcul de la diffusion par un ensemble bidisperse de particules. Le milieu com-
porte des grosses particules diffusantes et des petites particules peu diffusantes. Nous
utiliserons un indice effectif afin de représenter l'influence des petites particules sur le
milieu. Il est calculé par la méthode présentée dans la premiére partie de ce chapitre.

Nous commencerons par expliciter les parameétres de calcul utilisés pour cette étude.
Puis, nous chercherons a déterminer si I’on peut calculer précisément le champ lointain en
utilisant un indice effectif associé a la propagation de 1’énergie cohérente pour représenter
les petites particules. Cette étude est réalisée pour le cas de particules a pertes et sans

perte.

5.5.2 Paramétres du calcul

L’espace de calcul est maillé a \y/40. Le milieu hote a un indice n, = 1.63 et comporte
deux types de particules :
les grosses particules (GP) ont un rayon de \y/10 et un indice ngp = 2.25;

— les petites particules (PP) ont un rayon de \y/40 et un indice npp = 2.25 + ik avec

k=0.2 ou 0.
La fraction volumique totale est de 20%, avec une fraction volumique partielle de grosses
particules de 10% et de petites particules de 10%. Cela représente 96% de petites par-
ticules et 4% de grosses particules. Apreés la génération des milieux avec ’algorithme de
Metropolis, on calcule par FDTD les quantités suivantes :
Le champ lointain total diffusé par I’ensemble des particules (petites et grosses
particules) dans le milieu hote ;
Le champ lointain incohérent diffusé par les petites particules dans le milieu hote.
Ces milieux sont générés en enlevant les grosses particules des milieux utilisés pour
le calcul total.

— Le champ lointain total diffusé par les grosses particules dans le milieu homogénéisé.
Ces milieux sont générés en enlevant les petites particules des milieux utilisés pour le
calcul total. L’indice du milieu hote est calculé par 'approche numérique présentée
Chapitre 5.

Le champ total diffusé par les grosses particules dans le milieu hote initial. Ces
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milieux sont générés en enlevant les petites particules des milieux utilisés pour le

calcul total.
Nous utiliserons ces résultats pour tracer simultanément les courbes suivantes :

Le diagramme de rayonnement en champ lointain du probléme total (solution de
référence notée (1)) ;
— Le diagramme de rayonnement en champ lointain dii aux grosses particules dans le
milieu hote (aucune prise en compte des petites particules : solution notée (2));
Le diagramme de rayonnement en champ lointain di aux grosses particules dans
le milieu homogénéisé (prise en compte de la propagation cohérente du champ :
solution notée (3));
Le diagramme de rayonnement en champ lointain des grosses particules dans le
milieu homogénéisé en ajoutant le champ lointain incohérent diffusé par les petites
particules (prise en compte de la diffusion incohérente des petites particules : solution
notée (4)).
Nous cherchons & modéliser un milieu semi-infini. Ainsi, nous devons nous assurer que
toutes les interactions avec les particules ont eu lieu dans 'espace de calcul aux fréquences
d’intérét. Pour cela nous calculons, en plus des données précédentes, la transformé de
Fourier des champs proches a la fréquence étudiée. Nous définissons ensuite W1, pour

un milieu occupant les mailles 7,, & iy et jo & jas dans 'espace de calcul par :

quites = Wio <ZN: W(Z7JO) + XN: W(Zv.]M)> (536)

’i=in i:in
ou Wy est I’énergie du faisceau incident et W (i, j) la valeur du flux du vecteur de Poynting
au point (i, 7). Cette grandeur permet d’évaluer le niveau d’énergie sur les bords latéraux

du domaine de calcul et de vérifier que celui-ci est quasi-nul.

5.5.3 Réduction des tavelures

Afin de lisser les résultats obtenus par I’algorithme FDTD, nous effectuons une moyenne
angulaire sur 10° et nous utilisons la symétrie du probléme par rapport a I'incidence nor-
male (onde incidente normale au probléme). Ainsi, Iintensité lissée I(f) est obtenue a

partir du résultat brut I(6) par :

Np/2
i) = m n:%/z(f(e + nA) + I(—6 — nAB)) (5.37)

ot # est I'angle d’observation, Ny le nombre de points utilisés pour la moyenne et A#

le pas de discrétisation angulaire.
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5.5.4 Petites particules d’indice optique npp = 2.25 + 0.2

Nous commencons par traiter le cas de petites particules fortement absorbantes. Ainsi,
nous devrions avoir K, =~ k, et des interactions faibles entre les particules. Une grande
partie de la diffusion incohérente est absorbée et I'indice effectif devrait convenablement

représenter les petites particules.

50 100 150 200 250 300 350 400TF[EZ](f3
i

F1G. 5.17 Intensité diffusée par I’ensemble des particules dans le milieu hétérogéne pour
un ensemble bidisperse de particules avec des particules A\g/40 d'indice npp = 2.25 + 0.2
en polarisation TM. Les échelles sont en mailles.

Dans une premiére étape, nous allons vérifier que I’ensemble des interactions avec le
milieu hote a eu lieu dans le domaine de calcul en déterminant les champs proches dans
le milieu hétérogéne (Figure 5.17). Le domaine a une taille de 10Xy x 10X et la largeur
du faisceau gaussien incident est de 2)\y. On observe une décroissance du champ au fur
et & mesure de sa propagation et il ne reste que 4% de I’énergie incidente dans le milieu
aux bords du domaine de calcul. Lorsque la taille du domaine est de 20\g x 10\, il ne
reste plus que 1% de ’énergie incidente mais les résultats en champ lointain n’évoluent
pas (Figure 5.18).

Nous calculons ensuite les résultats des approches (1) a (4) décrites dans le chapitre

5.5.2. La procédure d’homogénéisation numérique nous donne n.rr = 1.73 + 10.0404. Les
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Fig. 5.18 Comparaisons entre les intensités diffusées par un milieu hétérogéne avec
npp = 2.25 +10.2. en polarisation TM.

résultats sont présentés Figure 5.19. Sur la courbe représentant le probléme total, on
trouve un cohérent fort et un diffus faible di aux pertes importantes dans les petites
particules (situé environ a -17 dB). Ainsi, U'erreur commise est trés importante lorsque on
omet les petites particules, comme dans I’approche (2), avec plus de 10 dB d’erreur sur le
niveau du diffus. L’approche (3), ou nous utilisons le milieu effectif pour représenter les
particules, permet d’avoir une bien meilleure approximation des résultats réels (environ
1,5 dB de différence). Le champ cohérent est parfaitement représenté. Finalement, 1’écart
restant est comblé en utilisant 'approche (4), ¢’est-a-dire en ajoutant la partie incohérente
diffusée par les petites particules sous un plan.

Les différentes approches présentées permettent donc, graduellement, d’atteindre la
solution du probléme total. Si ’on cherche a avoir un ordre de grandeur, la prise en
compte des petites particules par le milieu homogénéisé donne une précision inférieure a 2
dB dans ce cas, pouvant étre améliorée en ajoutant la diffusion incohérente par les petites

particules.

5.5.5 Petites particules d’indice optique npp = 2.25

Les petites particules sont désormais sans pertes et d'indice npp = 2.25. Nous ne pou-
vons pas, pour des raisons de ressources informatiques, traiter le probléme de la diffusion
par un milieu semi-infini. En effet, I'extinction est trés faible et le domaine de calcul ne
peut pas étre suffisamment étendu pour contenir toutes les interactions de ’onde incidente
avec le milieu hétérogéne. Nous limiterons la profondeur du domaine de calcul & 10\, et
nous représenterons donc la diffusion par une lame hétérogéne infinie. Dans une premiére

étape, nous allons déterminer la largeur minimale du domaine de calcul pour pouvoir
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F1G. 5.19 — Intensités diffusées par un ensemble bidisperse de particules pour npp =

2.25 +140.2.

contenir toutes les interactions latérales de I'onde incidente avec le milieu hétérogéne puis

nous appliquerons la méthodologie précédente pour traiter les petites particules.

Pour cela, nous commencons par calculer les fuites en dehors du domaine de calcul en
fonction de sa taille. Cette étude est présentée Figure 5.20. On observe que la décroissance
du diffus incohérent se propageant latéralement n’est pas la méme suivant les particules
étudiées. En effet, pour le probléme total et lorsque 'on est suffisamment loin du centre
du faisceau, elle est d’environ 7 dB/décade tandis qu’elle est de 9 dB/décade pour les
grosses particules et de 5 dB/décade pour les petites particules. La diffusion par les grosses
particules est forte mais décroit rapidement alors que les petites particules diffusent peu et
transportent 1’énergie beaucoup plus loin. Les domaines de prédominance de chacune des
contributions au diffus ne sont donc pas les mémes. Ainsi, si prés du faisceau le diffus est
majoritairement dii a la présence des grosses particules, a partir d’une distance par rapport
au centre du faisceau de 10\, la contribution des petites particules devient majoritaire.
Cette analyse est confirmée par la Figure 5.21. Elle représente les champs proches dans
le domaine de calcul pour le probléme total (grosses et petites particules) et I'incohérent
diffusé par les petites particules seules. Le domaine a pour dimensions 10)\y x 30\ et
la largeur du faisceau gaussien incident est de 2)\y. On observe que les champs proches
représentés Figure 5.21 sont faibles sur les bords droit et gauche du domaine de calcul
mais restent importants vers le bas du domaine. Nous représentons donc bien une lame
hétérogene. La Figure 5.22 représente l'incohérent diffusé par les petites particules. Il
est dix fois plus faible que le cohérent dans la Figure 5.21, mais sa décroissance est trés
lente et 1’énergie se propage trés loin dans le domaine de calcul. Les petites particules ont

donc un role fondamental dans la propagation de I'énergie. Leur role dans le transport de
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FiG. 5.20 Energie incohérente traversant un plan perpendiculaire a la direction d’inci-
dence en polarisation TM. Le centre du faisceau est en 0.

I’énergie diffusée ne peut étre négligé.
La décroissance de 1’énergie est lente et il nous faut faire croitre largement la taille du

domaine de calcul. L’évolution des fuites latérales est décrite dans le tableau suivant :

Taille du domaine de calcul | 10X\ x 10Xy | 20Xy X 10Xy | 30Ny X 10Ag
W tuites 40% 16% 8%

On observe que, pour une largeur de 30\, il reste encore 8% de I'énergie incidente
sur les bords latéraux. Néanmoins, comme on peut le voir sur la Figure 5.23, le niveau
du champ lointain diffusé se stabilise pour 30\ x 10)\y. L’augmentation du niveau du
diffus entre le domaine 10Xy x 10)\g et 20\g X 10\ est trés importante et confirme que de
nombreuses interactions entre ’onde et les particules ont encore lieu.

Cette étude nous a permis de déterminer la taille minimale du domaine de calcul
pour notre étude, il s’agit désormais d’utiliser I'indice effectif pour représenter les petites
particules. Dans ce cas, nous avons n.yr = 1.73 +140.0041. La partie imaginaire de I'indice
effectif est trés faible par rapport au cas des particules a pertes. Ainsi, on passe d’un régime
ou la diminution de I'énergie cohérente durant sa propagation est due a 1’absorption par
les particules & un régime ot ces pertes sont uniquement dues a la diffusion incohérente
(ke = Kaq). Les résultats des différents traitements sont présentés Figure 5.24. La diffusion
par les particules est beaucoup plus forte que pour les particules d’indice npp = 2.25+10.2
et la procédure donne des résultats plus mauvais. Ainsi, le résultat de la diffusion par les
grosses particules dans le milieu homogénéisé donné par 'approche (3) représente mal le
résultat du calcul total (environ 4 dB de différence). Néanmoins, lorsque nous ajoutons
I'incohérent diffusé par les petites particules (approche (4)), une grande partie de cet
écart, est comblé. Ainsi cette approche permet, dans ce cas, d’avoir une approximation du

probléme de la diffusion par un milieu bidisperse de particules mais elle nécessite de faire
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Fi1G. 5.21 Intensités dans le milieu hétérogéne en polarisation TM pour un ensemble
bidisperse de particules pour des particules \g/40 d’indice npp = 2.25 (a) . Les échelles
sont en mailles.
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Fi1G. 5.22  Intensités dans le milieu hétérogéne en polarisation TM pour les petites
particules seules pour des particules A\g/40 d’indice npp = 2.25 Les échelles sont en mailles.
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F1G. 5.23 Intensités diffusées par un ensemble bidisperse de particules pour npp = 2.25.
Le probléme de taille 10A\g x 10\ est représenté en traits points pointillés, celui de taille
10Ag x 20\ en traits pointillés et celui de taille 10)\y x 30Ag en trait plein.
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F1G. 5.24 — Intensités diffusées par un ensemble bidisperse de particules pour npp = 2.25
en polarisation TM. Les échelles sont en mailles.

le calcul de la diffusion par I’ensemble des petites particules. La précision atteinte (2 dB)
est néanmoins supérieure a la différence entre la diffusion par probléme total et par les

grosses particules dans le milieu hote (1.5 dB).

5.5.6 Validité de ’approche

Nous avons utilisé notre méthodologie pour diminuer la complexité du probléme de
la diffusion par un ensemble bidisperse de particules pour deux indices optiques : npp =
2.25 4+ 10.2 et npp = 2.25. Dans le premier cas, les particules sont a pertes et I'énergie
propagée dans le milieu est contenue dans le domaine de calcul. La procédure d’homogé-
néisation donne de bons résultats, et lorsque nous ajoutons I'énergie incohérente diffusée
par les petites particules les courbes concordent. Dans le second cas, les particules sont
sans perte et nous ne pouvons pas utiliser un domaine de calcul assez grand pour contenir
toutes les interactions de 1'onde avec le milieu hétérogéne. Nous avons utilisé une lame
hétérogéne en lieu et place du milieu semi-infini. Nous avons étudié la propagation de
I'incohérent dans le milieu et nous avons vu que des interactions ont lieu a trés grande
distance. Ainsi, la procédure d’homogénéisation donne seulement des résultat acceptables
mais une méthode rigoureuse doit étre utilisée pour avoir des résultats précis.

Cette méthodologie est seulement applicable lorsque la diffusion par les petites parti-
cules est faible. En effet, notre procédure d’homogénéisation est basée sur la propagation
du cohérent. L’ajout de la partie diffusée par les petites particules dans le milieu hote a
la diffusion du probléme homogénéisé permet d’améliorer les résultats lorsque les pertes

sont faibles et de représenter le probléme total lorsque les pertes sont importantes.
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode originale a notre connaissance de
détermination d’un indice effectif. Elle est basée sur ’étude de la propagation de ’énergie
cohérente dans l'algorithme FDTD. Nous I'avons utilisée pour tester la validité de deux
lois de mélange : Maxwell-Garnett et Bruggeman et de deux modéles perturbatifs : les
modeéles de Keller et de Foldy-Twersky. Nous avons remarqué un comportement différent
suivant la polarisation. En effet, en polarisation TM le modéle de Keller est correct sur
toutes les fractions volumiques et pour des différences d’indice optique inférieures a 1.
Le modeéle de Foldy-Twersky est limité a des fractions volumiques de 'ordre de 10%. Les
lois de mélange permettent d’obtenir un bon ordre de grandeur. En polarisation TE, le
modéle de Keller est limité a des fractions volumiques de l'ordre de 10%. Le modéle de
Foldy-Twersky est correct dans les cas étudiés jusqu’a des fractions volumiques de I'ordre
de 10%.

Nous avons ensuite utilisé cet ensemble de résultats pour étudier la diffusion en champ
lointain par un ensemble bidisperse de particules et notamment savoir si nous pouvions
remplacer les petites particules par le milieu homogénéisé décrit précédemment. Nous

avons pu déterminer dans quels cas cette décomposition est possible.
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Troisiéme partie

Etude du couplage surface/volume
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Chapitre 6

Couplage surface/volume

6.1 Présentation du probléme

Lorsqu’on étudie un milieu hétérogéne rugueux, peu de méthodes peuvent s’appliquer
simplement. Les diffusions surfacique et volumique sont alors souvent calculées séparément
avec deux méthodes adaptées a chacune des contributions. Par exemple, on peut utiliser
I’équation du transfert radiatif pour traiter la diffusion volumique et 1’approximation
de Kirchhoff pour calculer la contribution de la surface rugueuse |53, 33, 127|. Il s’agit
ensuite de connaitre les interactions entre ces deux sous-problémes pour pouvoir calculer
la diffusion par le probléme total. Calvo Perez [14] et Sentenac et al [112| proposent une
méthode de découplage basée sur une somme directe des deux contributions. Ils proposent
ainsi de calculer :

— la diffusion par l'interface rugueuse séparant le milieu homogénéisé a I'aide d’un
indice effectif pour tenir compte de la présence des particules. Ils utilisent I'indice
effectif défini pour décrire la propagation de 'intensité cohérente.

— la diffusion incohérente par I'ensemble des particules placées sous un plan dans le
milieu hote.

I s’agit ensuite de faire la somme de I'intensité diffusée gy, tqce par la surface homogénéisée

ncoh

o . bar le volume pour obtenir I'intensité diffusée

et de l'intensité incohérente diffusée I

totale ;51 par le milieu hétérogéne rugueux :

Itotal(er) - surface(er) + Izyollcquw(er) (61)

Durant [33] montre une limitation de cette approche lorsque la rugosité augmente.
Pour les cas qu’il étudie, il définit un domaine de validité pour :
ks

<02 6.2
7 <0 (6.2)

Il propose d’utiliser I'indice du milieu hote comme indice effectif lorsque ce critére

n’est pas atteint.
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Diffusion par l'interface Incohérent diffusé par

rugueuse avec un les particules sous
indice effectif un plan

F1G. 6.1 Découplage surface/volume

Dans une premiére partie, nous allons valider notre algorithme FDTD pour le calcul
de la diffusion par un matériau hétérogéne rugueux par comparaison avec un résultat
publié dans I'article de Sentenac et al. Nous présenterons ensuite une extension de cette
étude pour des surfaces plus rugueuses et pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation
exponentielle. Nous présenterons ensuite une étude originale de la validité de ’hypothése
de découplage en faisant varier la fraction volumique et la taille des particules.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous utiliserons des surfaces dont la rugosité
est liée a la position des particules. Il s’agit, & notre connaissance, de la premiére étude
de la diffusion par ce type de surface. Nous étudierons I’évolution de I’erreur commise en

utilisant 'hypothése de découplage en fonction de la fraction volumique.

6.2 Comparaisons de résultat FDTD/MoM Hybride

La MoM hybride utilisée dans I'article de Sentenac et al est surtout adaptée aux
particules dont la taille est petite devant la longueur d’onde et la rugosité puisqu’elle
est basée sur le formalisme des matrices S |45]. Nous comparerons les deux méthodes
pour une surface de fonction d’auto-corrélation gaussienne de paramétres statistiques
ks = 0.63 et kL = 2m; les particules ont un rayon r; = 0.035\y et un indice optique
n; = 3.05 4+ ¢0.57, le milieu hote a pour indice n;, = 1.41. Ces particules sont de trop
petite taille devant le maillage et elles ne peuvent pas étre traitées de maniére exacte
par la FDTD (approximation en marche d’escalier). Nous utilisons donc un rayon effectif
pour les représenter par des carrés de méme surface que le disque afin d’avoir la méme
intensité diffusée. Le pas de maillage est pris égal au rayon effectif et vaut \y/28. L’indice
effectif utilisé est celui obtenu dans la partie précédente par FDTD. Nous trouvons par
notre approche n.;y = 1.6574 4-70.0845. L’article de Sentenac et al propose un indice de
Nefs = 1.5473 + 10.21. Les deux méthodes donnent un indice effectif différent car elles
sont basées sur des méthodes de détermination différente. Comme on peut le voir sur la
Figure 6.2, elles donnent in fine des résultats identiques pour la diffusion.

On observe, sur cette figure, que la diffusion par la surface est prépondérante autour
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F1G. 6.2 — Diagramme de l'intensité diffusée par 'ensemble (petites particules et surface)
pour des particules de rayon r = 0.035\ et d’indice n = 3 + 0.57¢ pour une fraction
volumique de 20% dans un milieu d’indice n = 1.42 pour une surface rugueuse de fonction
d’auto-corrélation gaussienne avec ks = 0.6 et kIl = 27 en polarisation TE. Les résultats
par notre méthode sont & gauche (a) et la comparaison avec les résultats de Sentenac a
droite (b) (les résultats FDTD sont en couleur).

du pic spéculaire et décroit rapidement ensuite. La diffusion volumique est beaucoup plus
faible mais reste stable sur tout le domaine angulaire. Elle devient prépondérante pour les
angles supérieurs a 40°. Lorsque nous additionnons les deux contributions, nous retrouvons
I'intensité totale diffusée par I’ensemble. Ainsi, la somme des deux problémes simplifiés
permet de représenter correctement la diffusion par le milieu hétérogéne rugueux. Les
deux approches donnent le méme résultat et dans ce cas 'hypothése de découplage est
vérifiée. Ainsi, nous avons validé notre outil pour ’étude d’un probléme surface/volume.

Nous allons pouvoir 'appliquer sur des milieux plus complexes.

6.3 Influence de la rugosité de surface

Dans une premiére étape, nous avons augmenté la rugosité de surface jusqu’a des
ks importants (ks compris entre 1 et 2.5 et kL = 27) (c.f. Figure 6.3) tous les autres
parameétres restant identiques. La diffusion par les petites particules est la méme dans les
quatre cas traités, néanmoins l'influence de la diffusion par la surface varie. En effet, la
diffusion surfacique devient de plus en plus isotrope & mesure que la rugosité augmente.
Ainsi, pour un ks = 2.5, le comportement des deux contributions est semblable mais la
diffusion par la surface rugueuse reste supérieure a la diffusion par le volume sur tout
le domaine angulaire. Dans tous ces cas, la décomposition surface/volume donne de trés
bons résultats méme pour des rugosités qui peuvent étre importantes.

Ce résultat est important puisqu’il prouve que le critére développé par Durant [33] est
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F1G. 6.3 — Diagramme de l'intensité diffusée par 'ensemble (petites particules et surface)
pour des particules de rayon » = 0.035\ et d’indice n; = 3+ 40.57 dans un milieu d’indice
ny, = 1.42 pour une fraction volumique de 20%, et pour une surface de fonction d’auto-

corrélation gaussienne avec ks = 1, ks = 1.5, ks = 2 et ks = 2.5 avec kL = 27 en
polarisation TE.
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F1G. 6.4 — Visualisation d'un morceau d’un milieu utilisé pour les calculs dans le cas des
particules de rayon r; = \y/40 pour une fraction volumique de 20% pour une surface de
fonction d’auto-corrélation exponentielle de paramétres ks = 0.5 et ks = 1 avec kL = 2.

suffisant mais pas nécessaire. En effet, dans ce cas, le découplage donne toujours de bons

résultats méme pour un rapport ,’j—z > (.2. La validité de I'hypothése de découplage n’est

donc pas uniquement régie par la rugosité de surface.

Nous nous sommes pour I'instant intéressés a des surfaces de fonction d’auto-corrélation
gaussienne. Nous allons utiliser des surfaces d’auto-corrélation exponentielle comme celles
montrées sur la Figure 6.4. On observe des variations rapides des hauteurs de la surface
caractéristiques de ce type de surface. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.5 pour
ks = 0.5 et ks = 1 et pour kL = 27. On remarque que I'’hypothése de découplage est
moins précise que pour les surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne dans le cas
ks = 0.5, et des différences significatives apparaissent a proximité du pic spéculaire dans
les deux polarisations. Lorsque la rugosité augmente le diagramme total est sous-estimé
par I’hypothése de découplage. Une partie de ce phénoméne peut étre expliquée en consi-
dérant I'énergie transmise par la surface. En effet, nous avons vu, dans le chapitre 4, que
les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle modifiaient largement 1’énergie
transmise et réfléchie en se comportant comme une couche d’adaptation d’impédance,
alors que dans le cas d'une surface de fonction d’auto-corrélation gaussienne ces énergies
restaient assez stables en fonction de la rugosité. Les petites rugosités ont donc un role
fondamental en interagissant fortement avec les particules situées sous la surface et en

redistribuant différemment 1’énergie diffusée.

La Figure 6.6 donne le module des champs a la fréquence étudiée dans le domaine de
calcul pour le cas traité. Nous observons un comportement trés différent dans les deux
polarisations. En effet, en polarisation TE, le champ se propage assez loin alors qu’il reste
limité & une fine couche en polarisation TM dans le milieu hétérogéne. On observe des

fluctuations du champ dues a l'indice élevé des particules.
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FiG. 6.5 — Diagramme de l'intensité diffusée pour des particules de rayon r = 0.035X\ et
d’indice n; = 3 + ¢0.57 dans un milieu d’indice n;, = 1.42 pour une fraction volumique

de 20%, et pour une surface de fonction d’auto-corrélation exponentielle avec ks = 0.5
ks =1 et kL = 27 en polarisation TM et TE.
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(a) Polarisation TE
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(b) Polarisation TM

Fic. 6.6 Champ E, en TM et H, en TE dans le domaine de calcul a la fréquence
étudiée pour des particules de rayon r = 0.035)\y et d’'indice n; = 3.05 + 70.57 dans un
milieu d’indice nj, = 1.42 pour une fraction volumique de 20%. La surface est de fonction
d’auto-corrélation exponentielle. Les particules sont entourées d’un trait vert et la surface
est représentée par un trait bleu.
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6.4 Influence de la fraction volumique et de la taille des

particules

Le paragraphe précédent présentait une extension des résultats publiés en augmentant
la rugosité de surface. Nous allons désormais utiliser des surfaces de fonction d’auto-
corrélation gaussienne de paramétres statistiques fixes (ks = 0.6 et kL = 2m) et faire
varier la fraction volumique et la taille des particules. Pour cela, nous avons retenu trois
fractions volumiques (10%, 20% et 30%) ainsi que deux tailles de particules (Ao/40 et
Ao/10). Ainsi, comme montré sur la Figure 6.7, nous accédons a différentes géomeétries.
Dans le cas des particules de rayon \y/40, on observe de nombreuses particules par unité
de volume dans le milieu hote : on trouve seulement 56 particules sur la Figure 6.7b contre
892 sur la Figure 6.7a.

Les calculs seront effectués dans deux configurations. Dans la premiére, le milieu hote
présente une absorption forte (0.2) et les interactions entre les particules et la surface
seront donc limitées. L’absorption sera alors équivalente a ’extinction. Dans le second cas,

les pertes seront faibles (0.02) et I'influence de la diffusion dans l'extinction importante.

6.4.1 Milieu hote a pertes

Pour cette étude, nous utiliserons un milieu a pertes d’indice n, = 1.63 + i0.2. Les
particules sont de rayon r; = X\g/40 et d’indice n; = 2.25. Ces résultats sont présentés
dans les deux polarisations et pour diverses fractions volumiques (10%, 20% et 30%) sur
la Figure 6.8. Pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne de paramétres
ks = 0.6 et kL = 2m, les deux polarisations ont un diagramme de diffusion quasiment
identique. Ainsi, sur ces 6 courbes, la diffusion surfacique est uniquement modifiée par
I'indice effectif utilisé. Les effets de la diffusion volumique restent trés faibles. Pour la
Figure 6.8(a et b), 'effet de la diffusion incohérente du volume est faible. Son influence
n’est visible que au dessus d'un angle d’observation de 50°. La diffusion par la surface reste
largement supérieure a la diffusion par le volume sur le reste du domaine angulaire. Ainsi,
la somme des deux contributions est quasiment égale a la diffusion par la surface seule.
Lorsque la fraction volumique augmente, 'effet de la diffusion incohérente du volume
augmente mais son impact reste tres faible. En effet, elle n’apparait qu’au dessus d’'un
angle de 45° pour une fraction volumique de 20% et de 40° pour une fraction volumique de
30%. Les variations du pic cohérent en fonction de la fraction volumique sont récapitulées

dans le tableau suivant :

Fraction volumique | n.pp[TM] | I (0)[TM] | nepf[TE] | 17(0)|TE]
10% 1.73 4-10.16 -6.9 dB 1.69 4-10.18 -7.2 dB
20% 1.83 +1:0.13 -5.9dB 1.76 4+ 40.16 -6.4 dB
30% 1.9+10.1 -5.7dB 1.82 4-1¢0.14 -6.2 dB
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F1G. 6.7 — Visualisation d’un morceau d’un milieu utilisé pour les calculs surfaces volume
dans le cas des particules de rayon r; = \o/40 et r; = A\g/10 pour différentes fractions
volumiques (10%, 20% et 30%) pour une surface de fonction d’auto-corrélation gaussienne
de parameétres ks = 0.6 et kL = 27.
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L’utilisation d’un indice effectif permet de prendre en compte 1’évolution de la dif-
fusion de surface. L’hypothése de découplage surface/volume est ici trés précise. Nous
pouvons, de plus, remarquer sur la Figure 6.9 que le champ s’atténue rapidement lors de
sa propagation dans le milieu hétérogéne. La polarisation TM présente des fluctuations
plus marquées du champ dans le milieu que la polarisation TE.

Lorsque nous augmentons la taille des particules (r; = Ag/10 - Figure 6.10), la contri-

bution du volume est plus importante. Les indices effectifs sont :

Fraction volumique | ngp¢|TM] NerfTE]
10% 1.73 +40.19 | 1.69 +:0.19
20% 1.83 +40.17 | 1.76 4-i0.18
30% 1.9+10.15 | 1.82 +10.16

Ils sont quasiment identiques au calcul précédent. Ainsi la surface homogénéisée donne
les mémes résultats pour toutes les fractions volumiques que le cas des particules de rayon
Xo/40. Nous pourrons donc étudier I'influence du volume. Pour une fraction volumique
de 10%, les effets du volume sont importants au dela d’un angle d’observation de 40°. Le
niveau de la diffusion incohérente est bien plus fort en TM qu’en TE (5 dB de différence).
Nous observons que le découplage est toujours précis pour la fraction volumique la plus
faible (10%) et donne de trés bons résultats. On note ensuite, pour une fraction volumique
de 20 puis de 30% une surévaluation progressive de la diffusion par la surface. La différence
est plus visible en polarisation TM, car la diffusion par les particules et I'indice effectif y
sont beaucoup plus forts. Ainsi, la différence ne devient vraiment significative qu’a partir
d’une fraction volumique de 30% en polarisation TE (entre 1 dB et 2 dB d’écart). La taille
des particules a donc un réle important sur 'erreur commise en utilisant 'hypothése de
découplage.

La Figure 6.11 présente des fluctuations du champ dans le milieu beaucoup plus im-
portantes que sur la figure 6.9 surtout en polarisation TM. Le comportement de ’onde lors
des interactions avec les particules est donc beaucoup plus complexe et il en est vraisem-
blablement de méme pour l'interaction avec la surface. On note, comme précédemment
que la polarisation TM présente des fluctuations beaucoup plus importantes que la pola-
risation TE. Notamment, on observe un renforcement local du champ dans les particules

pour cette polarisation.

6.4.2 Milieu hote a faibles pertes

Dans ce cas les pertes sont beaucoup plus faibles dans le milieu hote (n;, = 1.63440.02).
Les résultats pour des particules de rayon r; = \¢/40 et d’indice n; = 2.25 sont présentés
Figure 6.12. La diffusion incohérente due aux particules n’est plus négligeable et devient
fortement prépondérante pour les angles supérieurs a 50°. Les deux contributions ont ici

un role important sur I’ensemble du diagramme. Les indices effectifs utilisés sont :
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F1G. 6.8 — Diagramme de l'intensité diffusée pour des particules de rayon r = A\g/40 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n = 1.63 4 70.2 pour une fraction volumique de
10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est de fonction d’auto-corrélation
gaussienne de parameétres ks = 0.6 et kL = 27.
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Fi1Gc. 6.9 Champs E, en TM et H, en TE dans le domaine de calcul pour des particules
de rayon r = X\¢/40 et d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 + 0.2 pour
une fraction volumique de 10%. La surface est de fonction d’auto-corrélation gaussienne.
Les particules sont entourées d’'un trait vert et la surface est représentée par un trait bleu.
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F1G. 6.10 — Diagramme de 'intensité diffusée pour des particules de rayon 7 = X\y/10 et

d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n, = 1.63 4 70.2 pour une fraction volumique
de 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE.
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Fi1G. 6.11 Champs E, en TM et H, en TE dans le domaine de calcul pour des particules
de rayon 7 = A¢/10 et d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 + 0.2 pour
une fraction volumique de 10%. La surface est de fonction d’auto-corrélation gaussienne.
Les particules sont entourées d’'un trait vert et la surface est représentée par un trait bleu.
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Fraction volumique | n.rr|TM]| Nerf|TE]
10% 1.72 +10.02 | 1.69 +40.019
20% 1.82 +140.017 | 1.76 +40.017
30% 1.9 +10.015 | 1.82 +¢0.015

La partie réelle de lI'indice effectif reste trés proche des calculs précédents. Le décou-
plage surface/volume donne de trés bons résultats pour les trois fractions volumiques et

dans les deux polarisations. On observe trois régimes pour ces courbes :

— Un régime de diffusion surfacique pour 6, < 10°, avec Lo (6r) = Lsurface(Or) ;
Un régime mixte pour 10° < 6, < 55%;
Un régime de diffusion volumique pour 6, > 55, avec Lo (6;) = Tyotume(0r)-
On remarque, la encore, que 1’évolution de la diffusion par la surface est bien reproduite
en utilisant 'indice effectif pour la propagation de 1’énergie cohérente. Le niveau du diffus
est approximativement le méme que pour un milieu hote d’indice n;, = 2.25 + 0.2 et des
particules de rayon Ag/10.
Pour des particules de rayon \;/10 (Figure 6.13), la partie incohérente de ’énergie

diffusée par les particules est trés forte. Les indices effectifs utilisés sont :

Fraction volumique | n.zs[TM] nesr|TE]
10% 1.7 +140.036 | 1.69 +:0.026
20% 1.78 4+10.042 | 1.75 +:0.028
30% 1.83 +1¢0.046 | 1.8 4-40.029

La diffusion est trés importante dans ce cas et influe beaucoup sur l'indice effectif
(on a Sm(nesr) > Sm(ny)). Pour une fraction volumique de 10% ( Figure 6.13(1)), la
diffusion par la surface n’est plus prépondérante quel que soit 'angle 6, en polarisation
TM et ne I'est plus que pour des angles inférieurs a 5° en polarisation TE. Le découplage
surface/volume donne toujours des résultats corrects. Lorsque la fraction volumique aug-
mente pour atteindre 20%, la diffusion surfacique ne permet plus que de représenter le
cohérent en polarisation TM (Lypar(6r) = Ivorume(0r) sauf pour le cohérent) et diminue
d’importance en polarisation TE. L’effet de la surface est exalté par I'indice effectif et la
somme des deux contributions est supérieure au résultat attendu dans les deux polarisa-
tions (environs 2 dB en polarisation TM et 1 dB en polarisation TE). Finalement, pour
une fraction volumique de 30%, on a I;510;(0,) = Iyorume(6;) en polarisation TM pour tout
le domaine angulaire, la polarisation TE présente un régime mixte mais largement di a
la contribution volumique. L’erreur commise par I’hypothése de découplage est d’environ

3 dB en polarisation TM et entre 1 et 2 dB en polarisation TE.
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F1G. 6.12 — Diagramme de 'intensité diffusée pour des particules de rayon r = X\y/40 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n = 1.63+:0.02 pour une fraction volumique de
10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est de fonction d’auto-corrélation
gaussienne de parameétres ks = 0.6 et kL = 2.
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F1G. 6.13 — Diagramme de 'intensité diffusée pour des particules de rayon 7 = X\y/10 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n, = 1.63 4 70.02 pour une fraction volumique
de 10% , 20% et 30% en polarisation TM et TE.
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6.5 Limites de I’hypothése de découplage

Pour ce dernier exemple, nous avons augmenté la différence d’indice optique entre le
milieu hote et les particules afin de mettre en défaut 'hypothése de découplage. L’indice
optique des particules est n; = 34140.57 et elles ont un rayon r; = A\y/10 avec une fraction
volumique f, = 0.2 et le milieu hote est d’indice n, = 1.42. Les résultats sont présentés
Figure 6.14.

La Figure 6.14(a) utilise l'indice effectif n.;y = 1.6574 4 ¢0.0845. On observe une
différence significative comprise entre 2 et 3 dB entre le probléme complet et le probléme
découplé. L’indice effectif utilisé renforce trop la contribution surfacique. Elle est alors
trop élevée et supérieure a la diffusion totale.

Lorsque nous utilisons I'indice du milieu hote comme indice effectif, c’est-a-dire n.sp =
1.42, la somme des contributions de la surface et du volume permet de représenter préci-
sément 1’évolution de la diffusion totale. Ainsi, quel que soit I'indice effectif utilisé tel que
nefs > np, Uhypothése de découplage conduira a des erreurs dans le résultat final. Toutes
les théories d’homogénéisation présentées ne peuvent donc pas étre ici utilisées pour repré-
senter I'influence du volume sur la surface. En particulier, il apparait que l'indice effectif
défini pour décrire la propagation du champ cohérent n’est pas toujours la meilleure ca-
ractéristique permettant de rendre compte simplement de la présence des particules selon
une hypothése de découplage.

Durant |33] avait déja remarqué ce phénoméne en augmentant la rugosité des surfaces
qu’il utilisait, ce qui I'avait amené a séparer deux cas selon les valeurs de ks et kL pour
représenter l'interaction entre la surface et les particules :

- Si ,’j—z < 0.2, il utilisait I'indice effectif pour la propagation du cohérent ;

Si £ > 0.2, il utilisait 'indice du milieu hote.
Comme nous 'avons vu, ce critére est insuffisant. On retiendra que dans tous les cas
étudiés, pour des particules de rayon r; < \g/40, nous pouvons découpler en utilisant
cette approche la contribution de la surface et du volume. L’indice effectif a utiliser pour

représenter au mieux l'interaction entre le milieu hote et les particules est mal défini

lorsque leur rayon est r; = A\ /10.

6.6 Surfaces corrélées i la position des particules

Dans cette partie, la génération de la surface est corrélée a la position des particules.
L’algorithme de génération a été présenté dans le chapitre 3 de ce manuscrit. La forme
de la surface dépend de la taille des particules et de la fraction volumique. On peut voir
sur la Figure 6.15 les surfaces générées pour une élasticité [ = 5 et des particules de rayon
Xo0/40 et \g/10 pour trois fractions volumiques (10%, 20% et 30%). L'effet de la taille des

particules et de la fraction volumique sur la surface est évident. On peut ainsi observer
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10 10

Intensité (dB)
Intensité (dB)

-50 0 50 -50 0 50

Angle Angle
(a) utilisation de neyys (b) utilisation de ny,
Total — — — Surface
----- Surface+Volume ------- Volume

FiG. 6.14 Diagramme de l'intensité diffusée pour des particules de rayon r = 0.1\ et
d’indice n; = 3+ 10.57 dans un milieu d’indice n;, = 1.42 pour une fraction volumique de
20% et pour une surface rugueuse d’auto-corrélation gaussienne avec ks = 0.6 et kL = 27
en polarisation TE. L’indice équivalent est n.¢¢ (a) ou ny, (b).

que la surface est pratiquement plane pour des surfaces générées sur les particules de
rayon \g/40 tandis qu’elle présente de larges variations des hauteurs pour des particules
de rayon \g/10. Pour une élasticité constante, la surface est beaucoup plus rugueuse pour
les grosses particules que pour les petites particules.

Dans cette configuration, il est alors difficile de séparer I'influence de la surface de celle
du volume. En effet, lorsque nous augmentons la fraction volumique pour augmenter sa
contribution, nous baissons dans le méme temps la contribution de la surface puisque les
rugosités seront de plus petite échelle.

Dans cette partie, nous commencerons par l’étude d’un milieu hote a pertes (n, =
1.63 + 40.2) dans le premier paragraphe puis nous poursuivrons par ’étude d’un milieu
hote avec des pertes faibles (n, = 1.63 + i0.02). Nous étudierons l'influence de la taille
des particules et de la fraction volumique. L’élasticité est choisie fixe avec [ = 5.

Les indices effectifs utilisés sont les mémes que dans la section précédente.

6.6.1 Milieu hote a pertes

Dans ce cas, l'indice du milieu hote est n, = 1.63 4 10.2. Les résultats, pour des
particules de rayon de r; = A\/40 et d’indice n; = 2.25, sont présentés Figure 6.16 pour
trois fractions volumiques (10%, 20% et 30%) dans les deux polarisations. La diffusion
surfacique est isotrope et garde un cohérent fort. Son comportement est donc largement

différent de celui des surfaces de fonctions d’auto-corrélation gaussienne ou exponentielle.
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F1G. 6.15 Visualisation d’un morceau d’un milieu utilisé pour les calculs surfaces volume
dans le cas des particules de rayon r; = \o/40 et r; = A\g/10 pour différentes fractions

volumiques (10%, 20% et 30%) pour une surface corrélée a la position des particules avec
une élasticité [ = 5.
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En effet, pour les surfaces étudiées précédemment, la diffusion est centrée autour du pic
spéculaire et décroit en fonction de I'angle. Lorsque la rugosité augmente, la diffusion
devient plus isotrope mais le cohérent n’est plus présent. De plus, on remarque que pour
ces courbes, le niveau de la diffusion surfacique est plus élevé en polarisation TE que TM.

Comme nous 'avions annoncé, on observe sur ces courbes une décroissance de la diffu-
sion incohérente de la surface rugueuse en fonction de la fraction volumique de particules.
Par exemple, en polarisation TM, le niveau de la diffusion est autour de -22 dB pour
fo = 10% puis -30 dB pour f, = 20% et finalement -33 dB pour f, = 30%. Dans le méme
temps, la diffusion par le volume croit pour atteindre un niveau équivalent a la diffusion
surfacique autour de f, = 20% en polarisation TM et f, = 30% en polarisation TE.

Ainsi, pour la fraction volumique la moins élevée (f, = 10%), la diffusion par 1'en-
semble est uniquement due a la diffusion surfacique (Liota1(6r) = Lsurface(6r)) dans les deux
polarisations. On remarque que le probléme total est bien représenté par la somme des
deux contributions.

Lorsque la fraction volumique croit, les deux contributions atteignent une intensité
équivalente sur tout le domaine angulaire en polarisation TM. c’est-a-dire que l'on a,
dans ce cas Lyouume(0r) = Lsurface(6r). En polarisation TE, la diffusion par le volume est
toujours largement inférieure a la diffusion par la surface. Dans les deux cas, I’hypothése de
découplage surface/volume permet de retrouver exactement la diffusion totale. Ce résultat
confirme que la précision de 'hypothése de découplage n’est pas liée au niveau relatif de
la diffusion volumique par rapport a la diffusion surfacique.

Dans le dernier cas traité pour cette taille de particules, pour une fraction volumique de
30%, la diffusion volumique est devenue supérieure 4 la diffusion surfacique en polarisation
TM. Les deux contributions sont égales en polarisation TE. L’hypothése de découplage
est toujours précise.

Les résultats obtenus pour une taille de particules de rayon \y/10 sont présentés Fi-
gure 6.17. On observe que le comportement de la diffusion est toujours isotrope pour les
deux contributions. Les diffusions par le volume et la surface sont plus élevées que pour
des particules de rayon \g/40. Néanmoins, dans ce cas, la contribution du volume reste
inférieure a la contribution de la surface pour toutes les fractions volumiques étudiées.

Dans le cas d’une fraction volumique f, = 10%, on observe une absence de champ
cohérent diffusé dans les deux polarisations. Le niveau du champ diffusé par les particules
sous un plan est tres faible par rapport a la contribution de la surface rugueuse avec un
indice effectif. La somme des deux sous estime le résultat du calcul total. Cette différence
est trés grande en polarisation TM (de l'ordre de 5 dB). L’hypothése de découplage
surface/volume n’est donc pas valable dans ce cas.

Lorsque nous augmentons la fraction volumique (20%), on note 'apparition d’une
composante cohérente dans le champ total diffusé correspondant a I'aplanissement de la

surface. La contribution du volume, bien qu’ayant augmenté reste faible. Le champ total
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F1G. 6.16 Diagramme de I'intensité diffusée pour des particules de rayon r = X\y/40 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 4 ¢0.02 pour une fraction volumique
de 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est corrélée a la positon des

particules (e = 5).
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diffusé est toujours sous-estimé dans ce cas par ’hypothése de découplage (environ 4 dB
en polarisation TM et 2 dB en polarisation TE).

Dans le dernier cas (f, = 30%), la contribution du volume devient significative en
polarisation TM mais reste trés faible en polarisation TE. L’hypothése de découplage
surface/volume est toujours imprécise et la différence entre le champ total diffusé et la
somme des deux contributions présente toujours de grandes différences en polarisation
TM (environ 3 dB).

Nous avons donc vu que ’hypothése de découplage permet de représenter précisément
dans tous les cas la diffusion par le systéme complet pour des particules de rayon \y/40. Le
niveau de la diffusion par la surface est inférieur au niveau de la diffusion par les surfaces
de fonction d’auto-corrélation gaussienne utilisées dans la section précédente.

Lorsque nous utilisons des particules de rayon A\y/10, ’hypothése de découplage conduit
a des erreurs significatives. Ces erreurs baissent lorsque la fraction volumique augmente
puisque la surface se rapproche alors du comportement d’'une surface plane. Les erreurs
sont souvent plus grandes en polarisation TM car la diffusion par les particules est beau-

coup plus importante dans ce cas.

6.6.2 Milieu hote a faibles pertes

Dans ce cas les pertes sont beaucoup plus faibles dans le milieu hote (n, = 1.634:0.02).
Les résultats pour des particules de rayon 7; = \y/40 et d’indice n; = 2.25 sont présentés
Figure 6.18 pour les deux polarisations. Dans ce cas, le niveau de la diffusion par le
volume est beaucoup plus important, ainsi que les interactions entre la surface et les
particules. Dés une fraction volumique de 10%, la surface et le volume sont du méme
niveau en polarisation TM. Pour la polarisation TE, I’équivalence est atteinte pour une
fraction volumique comprise entre 10% et 20%. Cette étape nous permettra donc d’évaluer
I'influence sur I'hypothése de découplage de la diffusion volumique.

Dans le premier cas (f, = 10%), le niveau de la diffusion des deux contributions est
identique en polarisation TM et le niveau de la diffusion surfacique est toujours supé-
rieure a la diffusion volumique en polarisation TE. On retrouve donc un cas similaire a la
fraction volumique de 20% avec le milieu hote & pertes mais avec un niveau de diffusion
beaucoup plus fort. On remarque que I’hypothése de découplage surface/volume permet
de représenter précisément la diffusion par I'ensemble.

Lorsque nous augmentons la fraction volumique (f, = 20%), on assiste logiquement
a une baisse de la contribution surfacique combinée & 'augmentation de la contribution
volumique. La contribution volumique devient alors supérieure a la contribution surfacique
dans les deux polarisations. La différence entre les deux contributions est néanmoins
toujours moindre en polarisation TE qu’en polarisation TM. L’hypothése de découplage

donne toujours d’excellents résultats.
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Fi1G. 6.17 Diagramme de I'intensité diffusée pour des particules de rayon r = X\y/10 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 4 0.2 pour une fraction volumique
de 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est corrélée a la position des

particules (e = 5).
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Pour le dernier cas (f, = 30%), la diffusion surfacique baisse énormément. En effet,
le diffus total est alors uniquement di a la contribution du volume, la surface n’inter-
venant plus que pour le cohérent (lipiai(0r) = Iporume(0r)). L'hypothése de découplage
surface/volume permet toujours de représenter efficacement la diffusion par 'ensemble.

Lorsque nous augmentons la taille des particules (r; = A\g/10 - Figure 6.19), nous
augmentons les deux contributions. En effet, les particules plus grosses diffusent plus et la
taille des rugosités de surface est augmentée. Ainsi, le niveau initial des deux contributions
est proche du cas précédent avec une diffusion surfacique et volumique du méme ordre de
grandeur.

Dans le premier cas (f, = 10%), la rugosité de la surface est suffisante pour supprimer
le cohérent. Le niveau du diffus di au volume est du méme niveau que le niveau da a
la surface. Dés cette fraction volumique, nous observons que ’hypothése de découplage
conduit & une sous-estimation importante de la diffusion par le probléme total (environ
4 dB en polarisation TM et 2 dB en polarisation TE). En polarisation TM, la valeur du
champ F, ala fréquence étudiée est représentée Figure 6.20. On observe que la pénétration
du champ est limitée aux premiéres particules situées dans le méme domaine que la surface
rugueuse. Ainsi, 'onde ne peut pas voir un volume et une surface séparée mais les deux
sont intimement liées. Cette caractéristique explique sans doute I'amplitude de 'erreur
commise en utilisant ’hypothése de découplage surface/volume.

Dans le second cas (f, = 20%) la contribution du volume devient supérieure a la
contribution de la surface en polarisation TM mais reste du méme ordre de grandeur
en polarisation TE. L’hypothése de découplage sous-estime toujours le résultat attendu
(environ 2 dB en polarisation TM et 1 dB en polarisation TE).

Finalement, dans le dernier cas, la diffusion est principalement volumique sauf pour
le cohérent, notamment en polarisation TM. La somme des deux contributions présente

toujours de légéres différences avec le calcul de la diffusion par le probléme total.

6.7 Synthése

Dans le cadre de ce chapitre, nous avons vu plusieurs cas d’utilisation de ’hypothése de
découplage. Dans le premier cas, la fraction volumique est de 20%, l'indice des particules
est n; = 3 +10.57, I'indice du milieu hote est n, = 1.42. Les erreurs obtenues en utilisant

I’hypothése de découplage sont récapitulées dans le tableau suivant :

Type de la surface Parameétres de calcul ri = Xo/30 | 7 = Xo/10

Gaussienne ks = 0.6, kL = 27 ~0 dB 2 dB
ks=1aks=25 kL =2m ~0 dB
Exponentielle ks =05et ks=1, kL =27 1dB
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F1G. 6.18 Diagramme de I'intensité diffusée pour des particules de rayon r = X\y/40 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 4 ¢0.02 pour une fraction volumique
de 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est corrélée a la position des

particules (I = 5).
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Fi1G. 6.19 Diagramme de I'intensité diffusée pour des particules de rayon r = X\g/10 et
d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 4 ¢0.02 pour une fraction volumique
de 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surface est corrélée a la positon des

particules (I = 5).
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Fi1G. 6.20 Champ E, en TM et H, en TE dans le domaine de calcul pour des particules
de rayon 7 = \¢/10 et d’indice n; = 2.25 dans un milieu d’indice n;, = 1.63 + 0.2 pour
une fraction volumique de 10%. La surface est corrélée a la position des particules (I = 5).
Les particules sont entourées d’un trait vert et la surface est représentée par un trait bleu.
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Dans une seconde partie, nous avons utilisé des particules d’indice n; = 2.25 dans
un milieu hote d’indice ny, = 1.63 4 ik ou k est le niveau des pertes. Ce cas correspond
aux calculs d’indice effectif calculés dans le chapitre 5. Les résultats sur la précision de

I’hypothése de découplage sont présentés dans le tableau suivant :

Différences (dB) (F.5 dB) i = Xo/40 i = Xo/10
k =0.02 k=0.2 k =0.02 k=02
Surface fo T™ | TE| TM | TE || TM | TE | TM | TE
Gaussienne fo=10% || ~0 | =0 | =0 | =0 || .5 5 ~0 | =0
(ks = 0.6, fo=20% || =0 | =0 | =0 | ~0 1 1 1 |05
kL = 27) fo=30% || ~0 | =0 | =0 | =0 3 |15 15| 1
Corrélée (I =5) | fo =10% 1 1 | =0 | =0 4 2 165 ] 2
fo=20% || ~0 | =0 | =0 | =0 3 1 5 | 1.5
fo=30% | ~0 | =0 | ~0 | =0 || 1.5 | 1 3 |15

On peut donc toujours découpler les contributions de la surface et du volume lorsque
les particules sont petites devant la longueur d’onde r; < Ag/30 sauf lorsque la surface est
de fonction d’auto-corrélation exponentielle. Pour des particules plus grosses, la précision
de cette hypothése décroit rapidement lorsque la fraction volumique augmente (f, < 10%).
Sur I'ensemble des résultats que nous avons obtenus, elle ne donne des résultats corrects

que pour des surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne.

6.8 Conclusion

A titre de validation, nous avons traité un milieu hétérogéne rugueux par la FDTD et
nous avons comparé avec succes les résultats obtenus avec une MoM hybride. Puis, nous
avons testé I’hypothése de découplage proposée par Sentenac et al sur des milieux plus ru-
gueux dans le cas de surfaces de fonction d’auto-corrélation gaussienne. Nous avons vu que
cette hypothése permettait de reproduire le comportement du champ total diffusé par la
surface et le volume. Lorsque nous avons utilisé des surfaces de fonction d’auto-corrélation
exponentielle, nous avons vu que la somme des deux contributions sous-estimait la diffu-
sion. Nous avons attribué ce comportement principalement aux interactions fortes entre
les petites rugosités et les particules.

Ensuite, nous avons fait varier la fraction volumique et la taille des particules pour
deux niveaux de pertes (fortes et faibles). Nous avons vu que I’hypothése de découplage
permettait de représenter avec précision le champ total diffusé pour les particules de petite
taille devant la longueur d’onde. Mais, nous avons remarqué des différences significatives
lorsque la taille des particules et la fraction volumique augmentent.

Afin de mieux comprendre ce phénoméne, nous avons augmenté la différence d’indice

optique entre les particules et le milieu hote. L’utilisation de I'indice optique effectif pour la
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propagation du cohérent donne, dans ce cas, des résultats médiocres alors que I'utilisation
de I'indice optique du milieu hote permet de retrouver le champ total diffusé par la surface
et le volume. Ainsi, nous avons vu que l'indice optique effectif pour représenter le couplage
entre la surface et le volume n’est pas le plus adapté dans tous les cas traités.

Puis, nous avons utilisé des surfaces dont la rugosité est liée a la position des parti-
cules. Dans ce cas, les diffusions volumique et surfacique incohérente sont isotropes. Nous
avons vu que la précision de I’hypothése de découplage n’était pas liée au niveau respectif
de chaque contribution mais était, dans ce cas, liée a la taille des particules combinée
a la rugosité de la surface (élasticité). De plus, dans cette géométrie et contrairement
au cas précédent, I’hypothése de découplage sous-estime la diffusion totale. Ces calculs

confirment la complexité du phénomeéne étudié.

Finalement, au vu des expériences numériques menées ici, on remarque que nous avons
toujours pu découpler précisément le probléme pour des petites particules sous une surface
de fonction d’auto-corrélation gaussienne quelle que soit la taille des rugosités et le niveau
des pertes dans le matériau. Lorsque nous avons utilisé une surface d’auto-corrélation
exponentielle, cette hypothése n’était plus aussi précise. L’utilisation de particules plus
grosses, de rayon A\y/10, a conduit & des erreurs sensibles sur cette hypothése lorsque nous
avons utilisé des fractions volumiques supérieures a 10% pour des surfaces de fonction
d’auto-corrélation gaussienne. La précision des résultats a été améliorée en utilisant un
autre indice effectif pour représenter les particules. Pour les surfaces corrélées a la position
des particules, nous avons obtenu des différences significatives qui ne peuvent étre corrigées
par un indice effectif. Il apparait donc que I’on ne peut pas considérer dans tous les cas que
I'interaction entre les particules et la surface puisse étre uniquement représentée par une
surface de méme caractéristiques statistiques avec un indice effectif lorsque 'interaction
devient complexe.

Ces résultats originaux montrent le bien fondé de I'utilisation d’'une méthode numé-
rique telle que celle développée ici pour traiter ces problémes lorsque la surface est d'un

type particulier ou que les particules sont de taille relativement importante.



Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons présenté une étude numérique de l'interaction de la
lumiére avec un milieu hétérogéne rugueux. Compte tenu de la complexité de ce probléme,
la premiére partie de ce manuscrit présente le développement d’'une méthode originale
d’étude. La seconde partie est dédiée aux applications que nous avons étudiées.

Dans le premier et le deuxiéme chapitre, nous avons décrit I'objet de notre étude.
Nous avons introduit la BRDF et la géométrie des matériaux modélisés. Puis nous avons
étudié une implémentation de la FDTD adaptée a ce probléme. Il s’agit d’'une méthode
numérique qui nous permet de pouvoir traiter n'importe quelle géométrie et matériau au
prix de ressources informatiques importantes. Nous avons présenté les différents éléments
constitutifs de notre algorithme FDTD bidimensionnel pour ’étude de milieux semi-infinis
comme l'implémentation du faisceau gaussien et le calcul du champ lointain. Puis, nous
avons validé notre approche en étudiant la diffusion en espace libre et en champ lointain
de cylindres homogénes et en comparant ces résultats avec le modele analytique exact
de Rayleigh. Nous avons ensuite testé ’hypothése de diffusion dépendante/diffusion indé-
pendante sur un cas simple.

Dans le troisiéeme chapitre, nous avons présenté le générateur de milieu aléatoire. Nous
avons décrit la création d’une surface aléatoire de distribution des hauteurs gaussienne
a partir de sa fonction d’auto-corrélation. Cet algorithme a été appliqué a des surfaces
de fonction d’auto-corrélation gaussienne et exponentielle. Ces résultats ont été utilisés
pour étudier l'effet de la discrétisation et nous avons notamment vu que nous ne pot-
vions représenter exactement les variations d’une surface de fonction d’auto-corrélation
exponentielle. En effet, de nouvelles échelles de rugosité apparaissent & mesure que nous
raffinons le pas de maillage. Nous avons ensuite décrit notre algorithme de génération des
positions des particules. Pour cela, nous nous sommes basés sur ’algorithme de Metropolis
et le modéle des sphéres dures. Nous avons montré son extension a des modéles physiques
plus complexes (attraction en 1/r?). Puis nous avons présenté le calcul numérique de
la fonction de corrélation de paires en géométrie bidimensionnelle et tridimensionnelle.
Nous avons validé cette approche en comparant ses résultats avec le modéle analytique
de Percus-Yevick en géométrie tridimensionnelle. Nous avons finalement présenté 'algo-
rithme utilisé pour générer des surfaces corrélées a la position des particules pour étre a

méme d’étudier des géométries sortant des représentations habituellement utilisées.
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Au chapitre 4, nous avons étudié la diffusion par des surfaces rugueuses de fonction
d’auto-corrélation gaussienne ou exponentielle. Nous avons comparé nos résultats avec
une autre méthode numérique : la méthode des moments. Notre méthode et la méthode
des moments donnent des résultats identiques lorsque les surfaces ont une fonction d’auto-
corrélation gaussienne. Pour les surfaces de fonction d’auto-corrélation exponentielle, nous
avons vu que pour des ks < 1.5 et kl = 27 les deux méthodes donnaient des résultats iden-
tiques mais que des différences significatives apparaissaient au dela. Nous avons attribué
celles-ci aux traitements effectués lors de la discrétisation de la surface. Ces comparaisons

sont les premiéres effectuées sur ce type de surface.

Ensuite, dans le cinquiéme chapitre, nous avons présenté une méthode originale de
détermination d’un indice effectif pour la propagation de I'énergie cohérente basée sur la
FDTD. C’est une méthode simple et robuste car elle est directement liée & 1’observation
directe des champs dans le milieu hétérogéne. Nous I’avons utilisée pour tester la validité de
deux lois de mélange : Maxwell-Garnett et Bruggeman et de deux modéles perturbatifs : les
modeles de Keller et de Foldy-Twersky. Nous avons remarqué un comportement différent
suivant la polarisation. En effet, en polarisation TM le modéle de Keller est correct sur
toutes les fractions volumiques et pour des différences d’indice optique inférieures a 1.
Le modéle de Foldy-Twersky est limité a des fractions volumiques de 'ordre de 10%. Les
lois de mélanges donnent un bon ordre de grandeur. En polarisation TE, le modéle de
Keller ne peut pas s’appliquer car la diffusion par les particules n’est pas isotrope. Le
Foldy-Twersky reste correct jusqu’a des fractions volumiques de I'ordre de 10%. La loi de
Maxwell-Garnett donne de meilleurs résultats lorsque la diffusion incohérente est faible.
Nous avons ensuite utilisé cet ensemble de résultats pour étudier la diffusion en champ
lointain par un ensemble bidisperse de particules et notamment savoir si nous pouvions
remplacer les petites particules par le milieu homogénéisé décrit précédemment. Nous

avons pour déterminer dans quels cas cette décomposition est possible.

Enfin, dans le sixiéme chapitre, nous avons étudié le probléme du couplage sur-
face/volume. Nous avons testé une hypothése de découplage basée sur I'indice effectif
pour représenter les petites particules dans 'estimation de la diffusion surfacique. Nous
avons vu que cette approximation dépendait de nombreux paramétres et que l'indice
effectif choisi ne permettait pas de représenter le couplage entre la surface et les parti-
cules lorsque celui-ci devenait trop fort (grosses particules, surfaces de fonction d’auto-

corrélation exponentielle ou corrélées a la position des particules).

Pour conclure, nous avons présenté une méthode numérique originale adaptée a I’étude
de matériaux hétérogenes rugueux. Il s’agit de la premiére fois que l'on dispose d'une
méthode aussi compléte pour une étude de ce type. En effet, elle peut traiter sans ap-
proximation toutes les géométries et matériaux (diélectriques, absorbants, parfaitement

conducteur).
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Ainsi, cette méthode basée sur la FDTD peut servir pour calculer directement la diffu-
sion par un milieu homogéne rugueux, hétérogéne ou hétérogeéne rugueux. Nous pouvons,
de plus, déterminer I'extinction d’un milieu hétérogéne. Cette méthode peut donc couvrir
deux domaines d’application. Tout d’abord, elle permet d’obtenir des résultats de réfé-
rence. Elle permet, dés lors, de déterminer le domaine de validité de méthodes approchées
ou d’hypothéses simplificatrices. Par exemple, dans ce manuscrit, nous avons pu étudier le
domaine de validité du modéle de Keller ou de Foldy-Twersky dans des domaines de taille
et de fraction volumique nouveaux par rapport a la littérature existante. Cette méthode
peut aussi étre utilisée en tant que telle lorsque les méthodes approchées ne s’appliquent
pas. Nous pouvons alors étudier des géométries complexes comme lorsque la rugosité des
surfaces est liée a la présence des particules ou calculer des matrices de phase d’agrégat
pour le transfert radiatif.

Nous disposons maintenant d’un outil performant qui peut étre utilisé dans de nou-
velles études. Nous pourrons ainsi étudier le comportement de la diffusion ou de la pro-
pagation par des milieux polydisperses et polymatériaux. En effet, de nombreux effets
de couplage entres les différents éléments devraient apparaitre. Leur prise en compte est
complexe dans les modéles approchés et leur validité mal déterminée. L’utilisation d’une
méthode de référence permettra ainsi de connaitre leur domaine d’application et de pou-
voir les utiliser extensivement pour des études systématiques.

Finalement, nous avons choisi, dans le cadre de cette thése, d’'utiliser une géométrie
bidimensionnelle pour ’étude de matériaux hétérogénes rugueux. Ce choix nous a permis
d’étudier des phénomeénes physiques et les interpréter avec un temps de calcul raisonnable.
Ainsi, nous avons pu développer des méthodes d’étude originales & notre connaissance
qui pourront étre utilisées lorsque ’ensemble de la chaine de modélisation utilisera une
géométrie tridimensionnelle. En effet, ¢’est aprés ce passage que I'on pourra accéder aux

comparaisons expérimentales et effectuer des validations dans des cas réalistes.
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Annexe A

Diffusion par un cylindre cylindrique
éclairé en incidence normale en milieu

absorbant

A.1 Géomeétrie du probléme

Nous considérons un cylindre homogéne infini de rayon a et d’indice optique n; dans
un milieu d’indice n;, éclairé sous incidence normale. L’axe z est la direction d’invariance
et I'onde se propage suivant I'axe x. La géométrie du calcul est présentée Figure A.1 en

polarisation TM.

Fi1G. A.1 — Géométrie pour le calcul de la diffusion par un cylindre cylindrique éclairé en
incidence normale. a est le rayon du cylindre, (E;, H;) 'onde incidente de vecteur d’onde
ki, (Eq, Hy) Vonde diffusée de vecteur d’onde k.

L’onde incidente (E;, H;) arrive d’une direction ¢ = 0° et une amplitude du champ
électrique incident Ej. Le point d’observation P est situé a une distance r du centre de
la particule. La base des coordonnées cylindriques est notée (e;, €,, €,).

Nous allons chercher & exprimer la matrice de diffusion .S pour une particule cylindrique

en milieu absorbant dans les deux polarisations. Puis nous exprimerons les valeurs de
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Iefficacité d’absorption de diffusion et d’extinction. Ces résultats seront utilisés pour
valider I'algorithme FDTD en champ lointain et pour le modéle de Foldy-Twersky ou de
Keller.

A.2 Résolution analytique

A.2.1 Matrice de diffusion

A.2.1.1 Solution générale

Ce probléme a été résolu dans le livre de Bohren et Huffman [8] et dans 'article de
Sun et al [121]. Nous allons en reprendre ici les principales étapes. Dans leur étude, ils
développent le champ incident, diffusé et interne en harmoniques cylindriques vectorielles.

En polarisation TM, cela donne :

+oo
E, = > ENY (A1)
_zk =
H = —— E,M® A2
o n:z_oo n (A.2)
— iy
Ey = = ) E.b,NY (A.3)
Zk:_+oo
TP 3)
Hy = wﬂn;ooEnbnM" (A.4)
ol
E
E, = (—i)nf (A.5)

avec k = 21y, /Ao, Ao la longueur d’onde dans le vide, u la perméabilité du milieu et w la

pulsation de I'onde incidente. Les harmoniques cylindriques Mn et ]\7n sont données par :

M, = kexp(ind) mz”[()p)a—z;(p)e; (A.6)
N, = kexp(ind)z,(p)e. (A.7)

ou p = kr, z, représente une fonction de Bessel et le " représente la dérivation. L’ex-
posant (1) des fonctions Mn et ]\7” désigne z, comme la fonction de Bessel du premier
ordre J, et 'exposant (3) comme la fonction de Hankel HY.

Le coefficient de diffusion b, est alors obtenu & partir des équations (A.1) & (A.4) et
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des équations de continuité a 'interface entre le cylindre et le milieu :

 mpdp(ni) ) (npa) — ngJ) (nga) Jn (o)
I (nie) HSY (npat) — ng J2 (nie) HSY (npa)

n

ou o = 2ma/Ng. Comme on a, de plus :

T, = (=1)"J,
H., = (-1)"H,

On a donc :

On trouve des solutions similaires en polarisation TE :

+oo
] —
H = —— E,NW
— +OO
Ey = iy Eua,M{
] p——
7o P V(3)
Hy = o n:Z_wEnanNn

Le coefficient de diffusion a,, est alors :

niJn(na)J! (npa) — npJ),

" niJn(nia)Hy(Ll),(nha) —npJ!

Et, de la méme fagon :
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(A.9)
(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

Les éléments de la matrice de phase S sont, en utilisant une approximation de champ

lointain, en polarisation TM :

S#) = by+2 i b,,cos(nb)

n=1

(A.18)
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Et en polarisation TE :

S) = ap+2 f: aycos(nd) (A.19)

n=1

avec 0 =1 — .

A.2.1.2 Approximation des petits cylindres

Lorsque le cylindre est de taille trés petite devant la longueur d’onde, seul le terme

d’ordre 0 intervient en polarisation TM [70]|. On a donc :

Q

S(6) bo (A.20)
2
i%ngmg —n?) (A.21)

Q

Et en polarisation TE en présence de pertes, ce sont les termes a; et a_; qui sont

prépondérants :

S(0) ~ 2a (A.22)
o’ (nf —nj)
e (n? +nj) (A.23)

Q

A.2.2 Extinction, diffusion et absorption

En polarisation TM, I'énergie diffusée W, par unité de longueur du cylindre est :

1 27 . .
Wd = §§R6 |:/ (Ed X Hd*)radgo} (A24)
0
Sm(n . .
= —2alySm {7‘(‘ (1 -4 §Re((nhh))) [bobOHél)(nhoz)Ho(l) (npa)
+o0o
+2)° bnb;;H,gU(nha)Hg)’*(nha)] } (A.25)
n=1

et I'énergie atténuée W, par unité de longueur du cylindre est :
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2w
W, = =Re {/ (E; X Hy x +E; x Hyx +E4 X Hix).adp (A.26)
0

= —2alySm {7? (1 - ig;e?(%hh))) [Jo(nha)Jé*(nha)

—b Jo(nha)Ho(l)l* (npo) — boJ{)* (nha)Hél) (npa)

!

+2 Z ( (np)J ¥ (npe) — bt (npa) HO™ (npa)

b, J " (nha)H,Sl)(nha))]} (A.27)

ou Iy = 1/2(Re(nn)/cp) |Eol” et ¢ est la vitesse de la lumiere. L'indice r dans les
équations (A.24) et (A.26) signifie la composante radiale du vecteur.

On trouve des expressions similaires en polarisation TE. L’énergie diffusée W, par

unité de longueur du cylindre est donnée par :

2T
Wy = %%e [/ (Ey x ﬁd*)radap} (A.28)
0

Sm(n . ' .
= —2alySm {7? (1 -4 §Re((nhh)>) |:CLOCLOH(§1) (nhoz)Ho(l) (npa)
+oo
+2) ana;;H,§1>’(nha)HgU*(nha)] } (A.29)
n=1

et I'énergie atténuée W, par unité de longueur du cylindre est :

1 ELI o o . ., _
W = §§Re [/ (Bi X Hi % +E; x Hqx +Ey4 % Hi*)radgo] (A.30)
0

= —2al,Sm{w i Smin) [Jo(nna) Jo * (npa)
Re(n)

— b5 Jo (nue) HV" (nper) — bo Jg (npa) HSY (npev)
+22( (np) JE (npe) — b J, (npa) HO* (nya)

—byp J (npo) HY' (nha))]} (A.31)

Le taux d’énergie sur une unité de longueur du cylindre peut étre évalué par :

w/2
f= QaIO/ exp(28m(ny,)acosy)cosipdy (A.32)
0

On peut alors définir I'efficacité d’extinction, de diffusion et d’absorption par :
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=

Qe = 7 (A.33)
Qu = % (A.34)
0, = We=Wa (A.35)

~~



Annexe B

Lois de Maxwell-Garnett et de
Bruggeman en géométrie

bidimensionnelle

B.1 Théorie

Afin d’obtenir les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman, Nicklasson définit le
milieu effectif comme un milieu dans lequel un échantillon du milieu hétérogéne serait
invisible, ¢’est & dire avec une extinction nulle. Pour faire ce calcul, il se base sur des
géométries équivalentes au probléme précédent (Figure B.1). Il montre tout d’abord que le
premier cas (a), représentant la géométrie utilisée dans le formalisme de Maxwell-Garnett,
peut étre représenté par deux sphéres concentriques. La sphére intérieure de rayon r a un
indice ny et la sphére extérieure de rayon R a un indice ng. Le rapport entre le volume
des deux sphéres vaut la fraction volumique f, du milieu hétérogéne. C’est-a-dire que 1'on

a, en géométrie tridimensionnelle :

r )3
fo=1= (B.1)
(R
Le role des deux composantes du milieu n’est donc pas symétrique. Niklasson propose
une autre géomeétrie équivalente pour le formalisme de Bruggeman. Il considére une sphére

d’indice ny avec une probabilité f, et ng avec une probabilité 1 — f,. Dans ce cas, le

comportement des deux matériaux est bien symétrique.

Dans notre géométrie, la sphére est remplacée par un cylindre. Nous présenterons,
ici, les calculs en géométrie bidimensionnelle. Ainsi, le formalisme de Bruggeman repose
sur un cylindre d’indice n4 avec une probabilité f, et d’indice ng avec une probabilité
(1—f,). Le formalisme de Maxwell-Garnett utilise deux cylindres concentriques de rayon

r et R dont le rapport des surfaces vaut la fraction volumique :
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Eeff
€A
ou
tB
() (b)

F1G. B.1 — Géométries équivalentes pour la loi de mélange de Maxwell-Garnett comportant
deux composants A (hachuré) et B (blanc) (a) et pour la loi de mélange de Bruggeman
comportant un composant (en blanc) pouvant étre A ou B (b)

fo= (%) (B.2)

Notre définition du milieu effectif suppose que le milieu hétérogéne plongé dans le
milieu effectif ne doit pas étre détectable aux longueurs d’ondes utilisées. En d’autres
termes, I'extinction du milieu hétérogéne doit étre la méme que si elle est remplacé par le
milieu homogénéisé. Nous allons pour cela utiliser une généralisation du théoréme optique
pour un milieu absorbant [21]. Ce théoréme relie I'extinction Cp,; a 'intensité diffusée vers

I'avant S(0) par une petite particule par :

Cupt = 4Re (S <0)> (B.3)

kery

oul kery représente le vecteur d’onde dans le milieu effectif, soit :

27meff
Ferr = =3 (B4)

A partir de cette définition, on a C,py = 0 si :

Sk(0) =0 (B.5)

Nous commencons par le formalisme de Bruggeman. Nous avons vu que, dans ce cas,
le probléme peut étre assimilé a la diffusion d’un cylindre d’indice optique n4 ou ng dans
un milieu d’indice inconnu n.¢s. En appelant n I'indice n4 ou npg, l'intensité diffusée vers

l'avant dans le cas d’un petit cylindre de rayon r s’écrit [70], en polarisation TM :

ra? 1
——
4 Ners

STM(0) = —i (n* —nZ;) + o(a?) (B.6)

ol a = kegpr. On utilise alors 'équation (B.5) et les probabilités introduites par

Nicklasson :
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foS(0) e, + (1= 1) S(0)] 1y, = O (B.7)

La loi de mélange de Bruggeman en polarisation TM est alors, en remplagant S(0) par

sa valeur :

fn% — ngff) + (1= f)(ng — "3ff) =0 (B.8)

Nous faisons le méme calcul en polarisation TE. La diffusion vers ’avant dans le cas

des petits cylindres s’écrit |70] alors :

ma? [(n? —n,
STE(0) = —i 5 (n2 — Z‘) + o(a) (B.9)

La loi de mélange de Bruggeman en polarisation TE s’écrit donc :

/ (M) - f) (M) 0 (B.10)

2 2 2 2
nA—irneff nB—l—neff

Les équations (B.8) et (B.10) sont symétriques. En géométrie bidimensionnelle, on

trouve deux équations d’homogénéisation suivant la polarisation.

La loi de mélange de Maxwell-Garnett est un peu plus complexe a déterminer. En
effet, il nous faut obtenir la diffusion vers I'avant de petit cylindres concentriques. Kerker
a effectué ce calcul pour des cylindres de taille quelconque |71]. Nous allons partir de ces
résultats pour obtenir la loi de Maxwell-Garnett. Kerker montre que les coefficients a,, et

b,, intervenant dans le calcul de Si. s’écrivent sous la forme des déterminants suivants :

nadn(nata) npH,(ngta) ngJ,(npta) 0
J! (nata) H! (npa) Jn(npa) 0
0 npH,(npa) npJy(npa) neppdp(nesror)
0 — 0 H,(npa) Jn(npa) Jn(negrev) (B.11)
naH,(nata) npH,(ngta) npgJ,(npta) 0
H! (nata) H! (npa) Jn(npa) 0
0 npH,(npa) npJy(npa) neppdn(nesra)
0 H, (npa) Jn(npa) Jn(negre)
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Jn(nata)  Hp(npta)  Ju(npta) 0
naJ)(nata) npH (npa) npJ,(npa) 0
0 H,(npa) Jn(npa) In(Nefrar)
b — 0 npH) (npa) npJ)(npa) neppd) (nesra) (B.12)
H,(nata)  Hp(nata)  Jp(nata) 0
naH! (nata) npH)(npa) nad,(npa) 0
0 H,(npa) Jn(npa) In(Nefrar)
0 npH (npa) npJ)(npa) neppd)(nesra)

ol a = kesR avec R rayon du cylindre extérieur et t le rapport entre le rayon des
deux cylindres. Dans le cas de petits cylindres concentriques, les termes by et a; du déve-
loppement en harmoniques cylindriques de la matrice de diffusion présenté en annexe A

sont en a? et les termes ag et by en *. On a donc en polarisation TM [70] :

STM(0) = by (B.13)

et en polarisation TE :

STE(0) =~ 2a, (B.14)

Il s’agit maintenant de faire les développements limités en 0 de ag et de b et de
déterminer le premier terme non nul. Grace a un logiciel de calcul formel (Maple) et les

formules itératives disponibles dans le Radar Cross Section, on trouve :

7o’ 1 2 2 2 21,2 4
bOZZTnT(nB—neff—l—(nB—nA)t )+O(Oé ) (B15)
eff

4 2 2 4

2 92 2 2.9 2/, 2 2.2
_Z.WCY2 (np — ngpmip +npniy — nonZ, + 2 (niny —njy —ning;,;))

ar = 1 2 2 2.2 RN ) 1 29 +o(a’)
(B.16)
Par conséquent, pour la polarisation TM, I’équation (B.5) devient :
ny —nls+ (nf —ni)t* =0 (B.17)

On a par définition du probléme équivalent en géométrie bidimensionnelle (équation
(B.2)) :

fo=1° (B.18)

On trouve alors 'expression finale de Maxwell-Garnett en polarisation TM :
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ngff =n% + fo(nh —n?) (B.19)
En polarisation TE, a partir de I’équation (B.16), on trouve de la méme maniére :
4 2 2 2,2 2. 2 20,22 4 2.2
Ny — NgppNp + Npny — nanzp +t-(nang —ny —nanzee) =0 (B.20)
Soit :

2 p(nd + g + (0 — nj))
S G )

(B.21)

Ou encore, finalement :

nh —nj

ngff =nj +2finh— (B.22)

ni +ngp — fo(nh —nk)
Cette équation n’est plus symétrique, et on ne trouve plus le méme indice effectif

suivant que les inclusions sont le milieu A ou le milieu B.

B.2 Résultats

Nous avons déterminé les lois de mélange en appliquant la démarche proposée par

Nicklasson dans le cas bidimensionnel. Nous sommes arrivés aux lois de mélange suivantes :

TE ™

2 2
ny —n
Maxwell-Garnett | n?,, = n% + 2f,n? A B

eff B v Bni+n23—fv(n?4—n23)

ngff =njg + fu(n —n3g)

2 2 2 2
nA+neff nB+neff

n4 —n? n2 —n?
Bruggenan | J, (—” 0= 1) (2 ) =0 |y = i+ o — )

Cette étude nous a permis de déterminer les équations des lois de mélange de Maxwell-
Garnett et de Bruggeman en géométrie bidimensionnelle. Nous avons ainsi vu que le choix
du modéle pour représenter un milieu hétérogéne est important. Ainsi, méme lorsque les
dimensions des hétérogénéités sont trés faibles devant la longueur d’onde, la structure du
matériau a un role significatif dans le milieu homogéne équivalent. Les formules en pola-
risation TE sont identiques a celles présentées dans les travaux de Karkkanen [68]. Nous

voyons que les deux polarisations ont un comportement différent pour I’homogénéisation.
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Annexe C

Modéle de Keller et de Foldy-Twersky

C.1 Introduction

Les modéles de Foldy-Twersky et de Keller sont des modéles perturbatifs de complexité
croissante de détermination de la constante de propagation effective dans un milieu hé-
térogeéne. Le modéle de Foldy-Twersky est un modéle du premier ordre et ne prend en
compte que l'atténuation due aux diffusions simples. Le modéle de Keller est plus com-
plexe mais permet de prendre ne compte 'influence des diffusions doubles sur le cohérent.
Ces modéles ont été développés en géométrie tridimensionnelle. Dans sa thése, Durant
redémontre ces deux approximations et développe leur équivalent en géométrie bidimen-

sionnelle. Nous allons reprendre, dans cette annexe, les principales étapes de son calcul.

C.2 Théorie

[’équation de propagation pour le champ électrique E(f’) dans un milieu de permitti-

vité € dépendante d’une variable d’espace 7 peut s’écrire :

2

V X V x E(F) — Z€(F)E(F) = iwpo o (C.1)

QM| &

ol X représente le produit vectoriel et J_;xt le courant extérieur créé par le champ
incident. On introduit la notion d’hétérogénéité par rapport a un milieu de référence €,.¢.
Il s’agit d’un scalaire indépendant de I'espace. On peut mettre 1’équation (C.1) sous la
forme :

2 2
VxVxﬂﬁ—%ﬂdﬂﬁ:mw@m+%k®—qﬂE® (C.2)

On définit alors le champ de référence Eref tel qu’il satisfasse a I’équation de propa-

gation dans un milieu homogéne de permittivité .5 :

221
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2

V X V x Eyop(7) — ‘C”_Qerefﬁref(f) — it Jut (C.3)
On définit le champ diffusé Esca comme :

—

Eoo = F — Eref (04)
Celui-ci satisfait donc a 1’équation suivante :

2 2
V %V X Buaal7) = g e Boeal7) = g e7) = res) Bcal7) (C5)

>
Le tenseur de Green (G qui correspond au probléme de la recherche du champ élec-

trique total dans le milieu hétérogéne est :

2 > >

VxVx GFF) =G =0F—7)1 (C.6)

c2

> >
ou I est I'opérateur tensoriel unité. Quand G est connu, le champ électrique total

s’obtient simplement par :

ﬂﬂsz/?@WMMMfr (7)

Dans le cas d'un milieu hétérogene, le tenseur de Green est extrémement complexe
et dépend de la position exacte de toutes les particules. On introduit alors le tenseur de

<
Green G ,.; qui dans un milieu homogéne de permittivité €. est solution de I'équation :

2
VXV X G pef(7,7) — i—Qemf‘E’mf(ﬁ 7y =6(F— )T (C.8)

L’invariance par translation du milieu de référence impose que le tenseur de Green ne

dépende que de la distance entre 7 et 7/, on a alors :

G rofFF) = G rep(F—7) (C.9)

Les équations intégrales pour le champ de électrique s’écrivent alors :

() = doma [ Crasldr= 7)) (C.10)
2
Bl = 5 | GrgBF)e) = eref| EG)dr (C.11)
2 «— —
E(F) = B+ / G ref (77 e() — eref)E(7")dr (C.12)

On pose alors :
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2

Vi E(7) = S - e E@ (C.13)
Et :
Gy E(F) — / G oy (7.7 B )dPr (C.14)

L’équation intégrale pour le champ électrique peu alors s’écrire sous forme compacte

comme :

E = FE,f + Gy ofVE (C.15)

On a de méme pour la fonction de Green G-

G = Grop + GrefVG (C.16)
ou encore :
G = Grej + Crof LGy (C.17)
avec
+o0
L=> (VG)"V (C.18)
n=0

Dans I'équation (C.17), les seuls opérateurs a variables aléatoires sont la fonction de
Green du systéme complet G et I'opérateur L. La valeur moyenne de I'équation (C.17)

est donc :

<é> = Grep+ Gre <E> Gres (C.19)

En utilisant I'opérateur de masse 3, cette équation peut se mettre sous la forme

suivante :

<é> — Gref + GresS <C3> (C.20)

On montre alors que le champs de Green moyen est le tenseur d’un milieu libre ho-
mogene de permittivité e.rr. On montre aussi que I'on a, pour un milieu statistiquement

isotrope :

S (ke
€eff = €ref + % (CQ].)

oul kers est le nombre effectif et le tilde représente la transformée de Fourier.

On considére désormais des diffuseurs cylindriques d’indice ¢; de rayon a dans un
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milieu hote d’indice €j,. Le milieu de référence est le milieu hote d’indice ny,. Le tenseur

de Green dans ce milieu est noté ;. Le potentiel V s’écrit :

Vi) = g —en) Y0 (C.22)

ot 6;(7) vaut 1 lorsque 7" est dans un diffuseur et 0 sinon. On définit alors :

w2

Vi(r) = g(@ — €3,)0:(7) (C.23)
Le champ de référence est alors le champ qui se propagerait dans le milieu hote sans

diffuseurs. On a donc d’aprés I'équation (C.15) :

E=Ejp.+GVE (C.24)

(2 7 7
N N N
+G12VZG1 leZ kEine + ... (C.25)
( J J

N N,N N,N,N
T=>Vi+> VGV, + V,GhV,G Vi + ... (C.26)
i @] 4,5,k

Ainsi, 'équation (C.17) se réécrit :

On définit alors 'opérateur de diffusion par une particule par :

f; = Vi + ViG V. + V.G ViGVi + ... (C.28)

Comme toutes les particules sont identiques, on utilise ¢ opérateur de diffusion pour

une particule centrée sur 'origine. On a alors pour une particule centrée en R; :

— —

L) =7 — R, 7 — R,) (C.29)

N

Y

L’opérateur T peut s’exprimer en fonction des t; avec une condition de non-interpénétrabilité

des diffuseurs :
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En moyenne, on a donc :

225
N N,N N,N,N
T=> ti+> LG+ > LGLG A+ .. (C.30)
7 2,] 4,5,k
<E> = Bipe + Gy (T) Bine (C.31)

L’expression de la moyenne est donc :

N N,N N,N,N
<f> = <Z ﬁ-> + <Zt§@1fj> + < Fi@lt}@lt}> + .. (C.32)
i ij

i7j7k

Le premier terme est pour les diffusions simples et vaut :

N,N
<z th>
1,5

<§t> @ )

N
_ Z/E(F— R i — B PR PR, (C.34)
— %/F(F— R;, 7 — R,)d*R; (C.35)

N.N
S (iGhi;) (C.36)
Y]

N.N

Z/t(F— Ry, — R;)Gh (' — 2)t(re — Ry, 7" — Ry) Pa(Ry, Ry)

Y]

d*Fd*Fyd Rid* R;

N N_ ]_ - =GN — = = SN T — = =
%/t(r_Ri,rl_Ri>Gl(rl_T2>t(r2_R‘j,f¥_ j)
Pogo(Ry, By)d*Fy d*Fod’ Rid R, (C.37)

On peut écrire une équation équivalente a I’équation (C.31) pour le tenseur de Green :

<é> =G+ G <f> G, (C.38)

Cette équation peut étre mise sous la forme :

<é> =G +GS <é> (C.39)
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On peut alors identifier T :

(T) = S+ 56,5+ 565G + . (C.40)
Si on utilise uniquement le premier terme de diffusion simple, on découvre ’approxi-

mation de Foldy-Twersky a partir de I’équation (C.21) :

N TF[t)(ky)

€eff = €1 + V /{33 (C.41)

ou le TF représente la transformation de Fourier. Dans le cas de diffuseurs isotropes

petits devant la longueur d’onde, on a :

TF[t] =i45(0) (C.42)
ou S est la matrice de diffusion. On a de plus :

N 1

S C.43
V  7ma? ( )
On trouve alors :
€eff = €1 +i4 fu S(0) (C.44)
ra’k}
Soit :
S
k2 = ki +1i4=—55(0) (C.45)

wa?
De méme, le terme de diffusion double donné par 1'équation (C.37) sous la forme
lorsque les particules sont ponctuelles parfaitement cylindriques et pour des ondes sca-

laires :

150 | E 0 tar htrrlstr) — e (C.16)

ma? 2

On obtient alors le modéle de Keller :

41,50) 7 (4f5(0)
2

kK2, =k +i
eff ! Ta? ma?

) /000 Hy (ki) Jo(kepsr)(g(r) — Drdr — (C.47)

C.3 Conclusion

Nous avons, dans cette annexe, donné les grandes lignes des calculs effectués par
Durant dans sa thése. Nous avons obtenu le modéle de Foldy-Twersky et de Keller en

faisant les approximations de :
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— Particules de faibles tailles devant la longueur d’onde ;
— Diffuseurs isotropes

On obtient alors le modeéle de Foldy-Twersky :

Ju S(0) (C.48)

k2= ki 44—
eff = MG

Et le modéle de Keller :

kK., =k +i
eff 1 a2 a2

4£,8(0) Zg (4f5(0)) /0°° H2 (kyr) Jo(ker ) (g(r) — L)rdr  (C.49)
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Annexe D

Diffusion par un milieu hétérogeéne

D.1 Introduction

Cette annexe présente l'intégralité des résultats obtenus pour le calcul d’un indice
effectif pour la propagation du cohérent. Ces courbes font apparaitre :
Les résultats FDTD ;
— Le modéle de Keller;
— Le modéle de Foldy-Twersky ;
La loi de Maxwell-Garnett ;
La loi de Bruggeman.
Ces calculs ont été fait en utilisant la moyenne des résultats pour 40 réalisations d’un
milieu hétérogéne de dimension 8.5\ X 10y maillé & \g/40. Les courbes sont représentées
en fonction de la fraction volumique f, pour les variations de paramétre suivantes :
— La polarisation : TE et TM ;
— La taille des particules : X\g/40, A\o/20 et A\g/10;
[’indice des particules : 1, 2.25 et 4;
— L’indice du milieu hote : 1.63 +¢0.02, 1.63 4 ¢0.1, 1.63 4 ¢0.2.
Lorsque les résultats numériques ne respectent pas le critére de convergence donné dans
le chapitre 4, ils ne sont pas représentés. Ainsi certains points manquent dans le cas des
particules de rayon \/20 et d’indice 4 en polarisation TM, et les courbes complétes pour

les particules de rayon A\y/10 et d’indice 4 ne sont pas incluses.

D.2 Reésultats

229
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Fi1Gc. D.1 Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon

Xo/40 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 i0.02 ,
(c-d) np = 1.63 4 10.1 et (e-f) np, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.2 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) n;, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.3 - Partie réelle (a) et imaginaire (b) de l'indice effectif en fonction de la fraction
volumique pour des inclusions de rayon \g/40 et d’indice optique n; = 4 dans un milieu
hote d’indice (a-b) ny, = 1.63 +i0.02 , (¢-d) ny, = 1.63 +i0.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en
polarisation TM.



D.2. RESULTATS

233

1.6
0.04 .
1.4 R~
5 5
= = 0.02f
1.2
1 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
fV fV
(&) ness (np =1.63 +10.02) (b) kefs (np =1.63+140.02)
1.6
1.4 -
=
©
c
12 0.05
1 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
f f
\ \
(¢c) nefs (np, =1.634140.1) (d) kefr (np, =1.63+140.1)
1.6
0.2
1.4 0.15
5 -
c ~ 01
12
0.05
1 0
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
f f
\ \
(€) ners (np, =1.634140.2) (f) keps (np =1.63410.2)
¢ FDTD Keller oo Maxwell-Garnett

— — — Foldy-Twersky

Bruggeman

Fig. D4

Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon

X0/20 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 70.02 ,
(c-d) np = 1.63 4 10.1 et (e-f) np, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.5 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/20 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) nj, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.6 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
X0/20 et d’indice optique n; = 4 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 70.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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Fi1G. D.7 Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/10 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 +i0.02 ,
(c-d) np = 1.63 4 10.1 et (e-f) np, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.8 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/10 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) nj, = 1.63 +:0.02 |
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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Fi1G. D.9 Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4+ i0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.10 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/40 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) n;, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.11 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
X0/40 et d’indice optique n; = 4 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 70.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.12 Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/20 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4+ i0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 + 0.2 en polarisation TM.
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F1G. D.13 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/20 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) nj, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.14 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
X0/20 et d’indice optique n; = 4 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 4 70.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.15 Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/10 et d’indice optique n; = 1 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 +i0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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F1G. D.16 — Indice effectif en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de rayon
Xo/10 et d’indice optique n; = 2.25 dans un milieu hote d’indice (a-b) n, = 1.63 +:0.02 ,
(c-d) np, = 1.63 4+ 10.1 et (e-f) n, = 1.63 4 0.2 en polarisation TE.
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