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INTRODUCTION

L’os est un matériau vivant en perpétuelle évolution: il change sa masse lors de la
croissance, il peut changer localement son architecture et ses propriétés mécaniques lors
du remodelage comme dans le cas de la consolidation d’une fracture, enfin il change sa
morphologie avec l’âge. En fait, il optimise simultanément son architecture, sa structure
et ses propriétés physiques afin de s’adapter aux sollicitations auxquelles il est soumis.
Ce processus biologique d’optimisation est fascinant car remarquablement efficace et à ce
phénomène naturel sont associées plusieurs questions. Quelle est la structure optimale de
l’os? Est-il possible de décrire son comportement mécanique? Est-il possible de décrire
l’adaptation fonctionnelle? Quel est le mécanisme du remodelage osseux et comment
est-il induit? Est-il possible de prévoir les pathologies?

Sur le plan mécanique, l’os est un milieu fortement hétérogène dans lequel on peut
distinguer sept niveaux structurels à sept échelles d’espace distinctes et les biomécaniciens
savent mesurer les caractéristiques physiques de certains composants élémentaires. Les
cliniciens ont besoin de connaître les champs de déformations ou de contraintes dans tout
le fémur. Il est évident qu’il est impossible d’entreprendre un calcul de structure pour
déterminer de tels champs. Il faut donc utiliser d’autres outils d’investigation.

La thématique du comportement mécanique de l’os cortical humain et de son remo-
delage est étudiée depuis plusieurs années au laboratoire de Mathématiques de Besançon
et, à mon arrivée, il m’a été demandé de finaliser l’ensemble des études réalisées afin de
pouvoir aborder une modélisation de la minéralisation. Pour ce faire, nous avons d’abord
été amenés à introduire le niveau fibrillaire dans la modélisation existante. Cependant,
les tests effectués à mes débuts n’étaient pas concluants et, à plusieurs reprises, nous
avons été amenés à remettre en cause la modélisation.

Après m’être penchée sur la problématique de l’os cortical et de son remodelage,
j’ai étudié les travaux qui avaient été réalisés et j’ai analysé leurs limites respectives.
Une première étude réalisée entre 2003 et 2004 et publiée dans Computer Methods in
Biomechanics and Biomedical Engineering, [CR05], nous a amené à conclure que la
nature de l’os cortical n’était pas due à la seule structure haversienne mais plutôt à
l’organisation architecturale au niveau fibrillaire. Le premier chapitre regroupe ces
analyses et ce résultat qui est très important sur le plan biomécanique. Cette partie de
notre travail est à l’origine d’une importante refonte des modélisations qui avaient été
élaborées.

La nécessité d’introduire le niveau fibrillaire nous a rapidement conduit à introduire
une entité fictive, les EVMC (Elementary Volume of Mineral Contents), pour répon-
dre à des exigences de calcul quant aux développements de la méthode asymptotique
d’homogénéisation. La première question que nous nous sommes posée était de savoir

I
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si la méthode que nous utilisions pour l’homogénéisation était la plus appropriée. Cette
réflexion est conduite au chapitre 2.

Par ailleurs, nous avons très vite observé que, si ces EVMC avaient des propriétés
physiques adéquates, nous étions capables de retrouver les caractéristiques essentielles
des propriétés osseuses. Mais il manquait alors un justificatif à l’introduction de telles
propriétés. Nous nous sommes intéressés à la partie élémentaire de la structure minérale
du cortical, le cristal d’hydroxyapatite (Hap) et, suite à une visite chez le Pr. Ch.
Rey à Toulouse, nous avons décidé de mettre en place une première modélisation des
propriétés d’un ensemble de cristaux d’Hap. Cependant, une telle modélisation n’était
pas envisageable sans prendre en compte le fluide lié aux cristaux et le fluide s’écoulant
entre eux. Ce développement est présenté au chapitre 3.

Le fait d’introduire le fluide au niveau nanoscopique nous obligeait à l’introduire à
tous les niveaux que nous utilisions et donc nous avons été amenés à reprendre tous
les développements relevant de l’homogénéisation. Nous avions à homogénéiser des
structures pseudo-périodiques comprenant un composant piezo électrique, un composant
linéairement élastique et un fluide diélectrique. Ces développements sont détaillés dans
les deux chapitres 4 et 5. Le chapitre 4 reprend la théorie de l’homogénéisation dans un
cadre général sur lequel on peut (et je l’espère on pourra) s’appuyer à plusieurs occasions.
Tout d’abord dans le chapitre 5 on décrit, de manière assez précise, tous les développe-
ments que nous faisons pour obtenir, à partir des constituants de base, l’expression des
coefficients homogénéisés au niveau macroscopique. Ensuite dans les développements su-
ggérés au chapitre 7 par l’introduction de nouvelles lois de comportement, il se peut que
le critère que nous avons choisi dans ce mémoire ne convienne pas et qu’un autre critère
émerge. Il faudrait tout de même vérifier qu’il soit admissible au sens des développements
que nous avons faits.

Nous avons alors pensé pouvoir aborder le phénomène de minéralisation. Dans la
phase initiale, des ostéoclastes ont creusé une galerie et nous imaginions que des ions
transportés par le fluide contenus dans cette galerie pourraient être attirés par le collagène
apparu à la surface de cette galerie. Afin d’estimer ce pouvoir attractif, nous avons évalué,
par homogénéisation, les propriétés piézo électriques de cette surface dans le chapitre
6. Sans anticiper sur le résultat, nous pouvons d’ores et déjà affirmer que ces propriétés
piézo ne semblent pas suffisantes pour amorcer un tel processus de minéralisation.

Conscients de la complexité du phénomène, nous avons alors considéré l’os corti-
cal comme un milieu poreux et étudié, en tenant compte de toutes les investigations
précédentes, les écoulements qui pouvaient exister dans une structure ostéonale. Ces
développements introduisent le chapitre 7 et nous avons constaté que le fluide traversait
deux zones d’écoulement se distinguant par la vitesse d’écoulement : le canal de Havers,
avec une vitesse "rapide" et la structure osseuse avec une vitesse "lente". Cette constata-

II
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tion a des répercussions importantes sur le plan biomécanique. Ayant pris en compte
toutes ces améliorations, nous pouvions enfin obtenir les propriétés homogénéisées de l’os
cortical. Nous avons constaté que les composantes piézo électriques ne "s’évanouissaient"
pas. Il faut savoir qu’il est aujourd’hui bien admis que l’os cortical n’est pas, au niveau
macroscopique, un matériau piézo électrique. Si le résultat que nous obtenions n’est pas
conforme à la réalité, il est cependant conforme à l’esprit de l’homogénéisation : cette
méthode calcule des moyennes à partir des seules propriétés physiques et de la géométrie
des constituants de base. Elle ne tient en aucun cas compte de la physique du problème.
Or, au cours du processus de minéralisation, le matériau piézo électrique (le collagène à
faible module d’Young : environ 1 Gpa) est "enrobé" d’un matériau uniquement élas-
tique (les cristaux d’Hap à fort module d’Young : environ 117 Gpa). De manière un
peu simple, on peut dire que le processus de minéralisation a pour conséquence de dimi-
nuer le chargement appliqué au collagène et donc de limiter l’effet piézo électrique de ce
dernier. Pour prendre en compte ce phénomène mécanique, nous avons donc été obligés
d’introduire une nouvelle loi de comportement (avec seuil). Cette nouvelle loi est intro-
duite à chaque niveau structurel de notre structure osseuse. Les divers travaux que nous
avons conduits aboutissent en fait à une nouvelle modélisation qui clos ce chapitre.

Après un bref descriptif, au chapitre 8, des fonctionnalités du code SiNuPrOs
(Simulation Numérique des Propriétés de l’Os) que nous avons conçu, nous regroupons
divers résultats des simulations numériques effectuées.

Enfin le chapitre 9 et dernier chapitre est consacré aux conclusions et aux perspec-
tives que cette étude ouvre.

III
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Chapter 1

Chapitre 1
Problématique et cadre de l’étude

L’objectif qui est fixé à long terme est de pouvoir simuler numériquement le remodelage
osseux, à la fois dans des cas sains et dans des cas pathologiques. Ce sujet a été abordé par
plusieurs chercheurs de l’équipe de calcul scientifique du laboratoire de mathématiques de
l’université de Franche-Comté depuis 1988. Les travaux que j’ai réalisés s’appuient donc
sur de nombreux résultats obtenus durant ces années. Mais le modèle auquel cette équipe
est arrivée en 2002 n’était pas encore satisfaisant et je l’ai beaucoup modifié. Le degré
de complexité que j’ai été amené à introduire peut apparaître sans fondement au lecteur
néophyte sur ce sujet. Cependant, je n’ai pas le choix : il n’est pas possible de modéliser
simplement un tel phénomène sans être au plus près de la réalité physiologique qui, elle,
est fort complexe. Ce premier chapitre a donc pour objet de présenter, assez brièvement,
l’aspect biophysique du milieu osseux humain et les premièrs résultats et conclusions de
la modélisation qui ont été considérés comme pas suffisament satisfaisants.

Les os (au nombre de 206) remplissent différentes fonctions dans le corps humain.
Ils donnent au corps sa forme extérieure, soutiennent et protègent les parties moelles
et renferment la moelle qui produit les cellules sanguines. D’un point de vue statique,
les os assurent le soutien du corps et la protection de certaines viscères. D’un point de
vue dynamique, ils représentent les éléments de transmission des forces musculaires au
cours du mouvement. Les os contiennent en outre les réservoirs de sels minéraux que
l’organisme peut mobiliser par résorption, selon ses besoins. De plus, les os détoxifient
le corps en éliminant les métaux lourds, tels que le plomb et l’arsenic, ainsi que d’autres
toxines, véhiculés dans la circulation générale.

Les os sont composés d’une substance rigide, le tissu osseux et d’une substance molle,
la moelle, rouge ou jaune, selon l’âge du sujet.

La plupart des os (à l’exception de ceux du crâne) apparaissent d’abord sous la forme
d’une ébauche cartilagineuse qui s’ossifie ensuite au fur et à mesure de la croissance du
nouveau-né. Deux méthodes fondamentales de classification servent à différencier les os
du corps. Le premier système de classification est basé sur l’emplacement anatomique
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de l’os (axial ou appendiculaire), le second sur sa forme (long, court, plat ou irrégulier).
Les os axiaux sont les quatre-vingt os qui se répartissent le long de l’axe central, vertical
du corps. Ils soutiennent et protègent la tête et le thorax et comprennent le crâne et la
colonne vertébrale (rachis). Les os appendiculaires, au nombre de cent vingt six, sont ceux
qui forment les membres, c’est-à-dire les épaules et les hanches, les bras et les jambes, les
mains et les pieds, les doigts et les orteils.

Les os du squelette ont des formes variables qui dépendent de leur fonction et de leur
situation dans le corps [Cab95]. On distingue:

• les os longs, tels que le radius, l’humérus et le fémur, qui se composent du corps ou
diaphyse, et des extrémités ou épiphyses, où l’on trouve l’os spongieux

• les os courts, tels que les os du carpe, les os du tarse, les phalanges de la main et du
pied et le calcanéum, plus petits et comportant de nombreuses surfaces articulaires

• les os plats, tels que l’omoplate, le sternum et les os du crâne, de faible épaisseur

• les os irréguliers, tels que la vertèbre, ne pouvant pas être classés dans les groupes
précédents

• les os "pneumatiques”, tels que les os du crâne, contenant de l’air

• les os sésamoïdes, tels que les os de la main ou la rotule, petits os situés dans
l’épaisseur des tendons

1.1 Le tissu osseux

Le tissu osseux est constitué d’eau (environ 1/4 du poids de l’os), de matières organiques
(environ 1/3 du poids de l’os, dont la majeure partie est représentée par une protéine,
l’osséine) et de sels minéraux inorganiques (le calcium, le phosphore et le magnésium
prédominent, bien que l’on trouve également du fer, du sodium, du potassium, du chlore
et du fluor en petites quantités).

A la coupe, l’os frais présente, de la superficie vers la profondeur:

• le périoste (membrane fibreuse)

• l’os cortical

• l’os spongieux, ou une cavité, limitée par l’endoste
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Figure 1.1: Os cortical et spongieux. Système de Havers [Gra94]
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1.1.1 Structure de l’os compact

L’os compact (ou cortical), dur et dense, constitue la coque externe des os et comprend des
ostéons (unité histo-physiologique constituée par un canalicule vasculaire et des lamelles
osseuses concentriques qui l’entourent) et des lamelles arciformes s’interposant entre les
ostéons. L’os cortical est formé par une association dense d’unités structurales élémen-
taires cylindriques appelées ostéons. L’ostéon est composé de lamelles concentriques au
canal de Havers. Les vaisseaux sanguins irriguant l’os passent par les canaux de Havers.
Les ostéons, de structure cylindrique, sont reliés entre eux par des lamelles interstitielles
formées par les restes d’ostéons antérieurs, l’ensemble donnant une structure compacte,
hétérogène, anisotrope et viscoélastique.

1.1.2 Activité cellulaire

Au niveau cellulaire, l’os trabéculaire contient différents types de cellules: ostéoblastes,
ostéoclastes et ostéocytes [Gib88] (Figures 1.2 et 1.3):

Figure 1.2: Les différentes cellules du tissu osseux [Gib88]

Les ostéoblastes sont les cellules qui contribuent à la formation de l’os mais qui ne
peuvent pas se diviser par mitose.

Les ostéocytes sont des cellules osseuses matures qui proviennent des ostéoblastes; ce
sont les cellules principales du tissu osseux. Comme les ostéoblastes, ils ne présentent
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Figure 1.3: Cellules de l’os trabéculaire [Gib88]

aucune possibilité de mitose. Les ostéoblastes se trouvent sur la surface de l’os mais
deviennent des ostéocytes quand ils sont couverts de matrice. Ils ne sécrètent alors plus
de matrice. Alors que les ostéoblastes produisent d’abord le tissu osseux, les ostéocytes
maintiennent les activités cellulaires quotidiennes de celui-ci, notamment l’échange des
nutriments et des déchets avec le sang. Le rôle physiologique de ces cellules est encore
mal connu.

Les ostéoclastes sont issus de monocytes en circulation (un type de globule blanc). Ils
se posent sur la surface de l’os et assurent la résorption osseuse (destruction de la matrice)
essentiellement dans le développement, la croissance, le maintien et la réparation de l’os.

1.2 Le remodelage osseux

En tant que structure adaptée, adaptable et optimisée, l’architecture osseuse est con-
tinuellement régénérée par apposition et résorption locale d’os: c’est le remodelage os-
seux. Ces processus de formation et de résorption d’os sont couplés et synchronisés par
l’intermédiaire de paquets d’ostéoblastes et d’ostéoclastes couramment appelés unités de
remodelage. Chez un sujet en bonne santé, l’ensemble des taux de résorption et de for-
mation reste constant, permettant la conservation de la masse osseuse, mais le processus
de remaniement n’est pas uniforme. Chaque année, un homme adulte renouvelle 25% de
son os trabéculaire et 4% de son os cortical.

Ce phénomène physiologique du remodelage osseux peut être schématisé de la façon
suivante [Gra94]: les ostéoblastes apposent de l’os aux endroits réclamant plus de ren-
fort, pendant que les ostéoclastes assurent la résorption là où l’os devient trop rigide
par surminéralisation. La destruction ostéoclastique et la reconstruction ostéoblastique
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s’enchaînent dans le temps et l’espace à l’échelle microscopique. Le remodelage se déroule
de façon cyclique en quatre phases:

Figure 1.4: Description du remodelage osseux [Cow93]

Phase d’activation: le long de la surface osseuse inactive recouverte de cellules bor-
dantes, ou ostéoblastes quiescents, surviennent les précurseurs mononucléés des osté-
oclastes.

Phase de résorption: l’os ancien est résorbé par les ostéoclastes.

Phase d’inversion: les ostéoclastes sont remplacés par des cellules mononucléées.

Phase de reconstruction (ostéoformation): les ostéoblastes colonisent la lacune et la
comblent en apposant une nouvelle matrice osseuse. Durant cette dernière phase, certains
ostéoblastes restent enfermés dans la matrice nouvellement formée et deviennent alors des
ostéocytes.

L’os s’adaptant de lui-même aux conditions de chargement auxquelles il est soumis,
hypothèse proposée par Wolff il y a plus d’un siècle, doit donc contenir des capteurs
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internes capables de mesurer cette charge et de traduire les signaux pour activer le re-
maniement osseux. De nombreuses hypothèses ont été faites sur le fait que ce serait les
cellules ostéocytes qui agiraient comme des cellules mécano-sensitives. En effet, d’après
Cowin et al. [Cow91], [Cow93], elles capteraient les signaux mécaniques et seraient régula-
trices de la masse osseuse en agissant sur les cellules actrices du remodelage (ostéoclastes,
ostéoblastes). Ces hypothèses sont dues au fait que les ostéocytes se révèlent être les can-
didates appropriées pour ce rôle de par leur architecture et leur position favorable dans
la matrice extracellulaire osseuse.

Récemment, une nouvelle hypothèse a été avancée par Qui et al.[Qui97], supposant
que la mort cellulaire des ostéocytes serait à l’origine du phénomène de remodelage osseux.
Quoiqu’il en soit, le débat reste ouvert sur l’activité cellulaire liée au remodelage osseux.

1.3 Cadre général de l’étude

Apparemment, les premiers essais de modélisation du cortical comme un milieu composite
sont dus à Currey [Cur62] et plus tard Bonfield et Lie [BLi67]. Ils ont appliqué «la loi
des mélanges» ou modèle de Voigt pour trouver le module de Young du cortical Ecort,
en utilisant les modules d’Young du collagène et de l’hydrpxyapatite Ecol, EHap ainsi que
les volumes du collagène et de l’hydroxyapatite vcol et vHap:

Ecort = vcol ·Ecol + vHap ·EHap (1.1)

D’autres auteurs ont utilisé le modèle de Reuss qui donne le module d’Young de l’os
cortical par la relation :

1

Ecort

=
vcol
Ecol

+
vHap

EHap

(1.2)

L’inconvénient de ces modèles est que, d’une part, ils ignorent l’arrangement de la
structure de l’os compact, et d’autre part, ils n’en donnent que les bornes supérieure (1.1)
et inférieure (1.2).

Pour ces raisons, Piekarski [Pie73] a proposé le modèle de Hirsch, qui combine les
deux modèles précédents d’une façon linéaire :

1

Ecort

= x ·
1

vcol · Ecol + vHap · EHap

+ (1− x) · (
vcol
Ecol

+
vHap

EHap

)

où x = 0.925 pour l’os cortical.

Cette dernière équation présente les mêmes handicaps que celles qui l’ont précédées.

Dans une série d’articles [Kat76]-[Kat85], J. L. Katz et al. suggèrent qu’il est in-
suffisant de considérer l’os compact comme un matériau composite à deux phases. Ils
proposent un modèle hiérarchique à deux niveaux :
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• au premier niveau, l’ostéon est considéré comme un matériau fibreux ayant une
structure cylindrique. Sonmodule d’YoungEost est calculé en se basant sur l’équation
suivante :

Eost = Eorg · Vorg · (1− vorg · vost)/(1− v2org)

+
∑

n

Emin · Vmin · αn · (cos4 ϕn − vost · cos
2 ϕn · sin2 ϕn)

relation introduite par Katz en [Kat81], αn et ϕn étant des paramètres liés aux ca-
ractéristiques géométriques et physiques des cristaux d’hydroxyapatite.

• au second niveau, les ostéons sont considérés comme des fibres creuses noyées dans
une matrice (ligne cémentante + lamelle interstitielle). Les ostéons ont un a-
rrangement hexagonal. Le calcul des bornes des caractéristiques d’élasticité de l’os
compact se fait par appel aux équations de Hashin-Rosen [Has64]. Par application
de ce modèle, Katz obtient des résultats encourageants.

Des modèles hiérarchiques ont été proposés après par Wagner et Weiner [WaW92],
puis un modèle plus raffiné a été introduit en 1998 par Akiva et al. [AWW98].

Des modèles globaux existent également. Ils ont été réalisés par Reilly et Burstein
[ReB75], Mammone et Hudson [MaH93], Sasaki et al. [SaM89], Pidaparti et al.[PCT96],
etc.

La méthode que l’on propose pour notre modèle est une méthode d’homogénéisation
sur cinq niveaux hiérarchiques, en utilisant des développements asymptotiques.

L’idée principale consiste à considérer l’architecture de l’os cortical comme une struc-
ture multi niveaux. Dans une première étape, on utilise ou on développe tous les outils
mathématiques nécessaires pour décrire comment une structure, à un niveau donné, va se
comporter, dès lors que l’on connait les propriétés physiques des ”constituants de base”
et l’agencement respectif de ces constituants. Ces développements devraient permettre
de caractériser au mieux chacun de ces niveaux. Dans une seconde étape, on étudie l’effet
d’un chargement réaliste, au niveau macroscopique de l’os, sur chacun de ces niveaux.
On aura ainsi l’ensemble des sollicitations mécaniques existant dans le milieu où évoluent
protéines et cellules.On pourra alors modéliser et simuler l’apposition osseuse.

1.3.1 Etat actuel de la modélisation

Considérons un os long, comme le fémur. Une coupe transversale effectuée dans la par-
tie médiane permet de distinguer trois parties en allant du centre vers l’extérieur : la
moelle, l’os spongieux et l’os cortical. Nous nous intéressons à ce dernier. Une analyse
microscopique met en évidence une architecture complexe que l’on peut décrire comme
suit. La première image qu’on a est celle d’un matériau composite: il faut imaginer des
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cylindres creux juxtaposés les uns à coté des autres et scellés par une matrice. Les cy-
lindres s’appellent les ostéons, le trou interne le canal de Havers et la matrice le système
interstitiel.

Une analyse plus approfondie montre que les ostéons sont en fait un assemblage de
lamelles cylindriques emboîtées les unes dans les autres et que chaque lamelle est con-
stituée d’un réseau de fibres orientées de collagène enroulées hélicoïdalement et insérées
dans des cristaux d’hydroxyapatite. L’orientation des fibres de collagène peut être di-
fférente entre deux lamelles consécutives. Par ailleurs, ces fibres sont un ensemble de
fibrilles, chaque fibrille étant à son tour composée de micro fibrilles. Enfin, chaque micro
fibrille est un arrangement hélicoïdal de trois composants de tropocollagène.

L’os cortical ressemble donc à un matériau composite multi échelle.

La figure ci-dessous permet de mieux comprendre cette présentation simplifiée d’une
architecture fort complexe. En résumé et pour préciser les dénominations structurelles
utilisées ultérieurement, on dira que la structure de l’os cortical humain comprend sept
niveaux structurels qui sont les niveaux macroscopique, ostéonal, lamellaire, fibreux,
fibrilleux, microfibrilleux et enfin tropocollagénique.

os cortical ostéon lamelle fibre de collagène fibrille microfibrille tropocollagène

Le composant organique principal de l’os est le tropocollagène (niveau 7 de l’architecture
ci-dessus). Les composants minéraux sont nombreux et variés (calcium, magnésium, ...).
Les niveaux 6 et 7 sont totalement organiques et les composantes minérales n’apparaissent
qu’au niveau fibrillaire (5) pour coexister avec les composantes organiques dans tous les
autres niveaux.

Une telle architecture à été exhibée afin de pouvoir utiliser la théorie mathématique
de l’homogénéisation qui est, de par sa nature, un outil très bien adapté pour l’étude de
telles structures. En effet, elle permet d’abord le calcul des coefficients homogénéisés à
partir des caractéristiques physiques des composants élémentaires en tenant compte de la
géométrie à une échelle microscopique de ces composants. Ensuite, elle permet d’obtenir
une information locale au niveau microscopique à partir d’une donnée macroscopique.

Depuis plus d’une quinzaine d’années, diverses études ont été menées à Besançon sur
cette architecture de l’os cortical. Nous les rappelons très succinctement ci-dessous:
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1 Dans le cadre d’une étude statique utilisant la théorie de l’homogénéisation sur qua-
tre niveaux avec une pseudo périodicité (depuis le niveau fibreux jusqu’au niveau
macroscopique), nous savons caractériser, à partir des propriétés élastiques du co-
llagène et de l’hydroxyapatite, les propriétés élastiques homogènes de l’os cortical
macroscopique. On sait également déterminer les informations au niveau ostéonal
à partir de données (déformations, contraintes, ....) au niveau macroscopique (voir
[Aou91]).

2 Dans le cadre d’une étude dynamique utilisant la théorie de l’homogénéisation sur deux
niveaux (du niveau ostéonal au niveau macroscopique) et en introduisant un fluide
visqueux dans le canal de Havers, on peut montrer le comportement visco-élastique
à mémoire longue de l’os cortical macroscopique (voir [Da96]).

3 Aussi dans le cadre d’une étude dynamique utilisant la théorie de l’homogénéisation sur
deux niveaux (du niveau fibreux au niveau lamellaire) et en introduisant la notion
de forte hétérogénéité existant entre les propriétés physiques du collagène et celles
de l’hydroxyapatite, on sait montrer que chaque lamelle a un comportement visco-
élastique à mémoire courte. Par ailleurs, on peut montrer que ce comportement
visco-élastique à mémoire courte ne se retrouve pas au niveau ostéonal (J. M. Crolet
et M. Panfilov).

4 Enfin, dans le cadre d’une étude statique utilisant la théorie de l’homogénéisation
sur quatre niveaux avec une pseudo périodicité (depuis le niveau fibreux jusqu’au
niveau macroscopique), nous savons caractériser, à partir des propriétés piézoélec-
triques du collagène et à partir des propriétés élastiques de l’hydroxyapatite, les
propriétés piézo-électriques homogènes de l’os cortical macroscopique (N. Pernin et
R. Mahraoui).

En conclusion, l’architecture de l’os cortical est telle qu’il est doté de propriétés pro-
pres à certains niveaux. Ceci lui permet sûrement d’optimiser son comportement mé-
canique (chargement,résistance à la rupture, ....) et sa restructuration.

1.3.2 Limites de cette modélisation

Dans les modélisations existantes quatre niveaux hierarchiques ont déjà été pris en compte
: macroscopique ( niveau de l’os), microscopique (niveau ostéonal), mésoscopique (niveau
lamellaire) et nanoscopique (composants) avec une architecture spécifique:

macro micro meso nano
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Mais ces modèles présentent trois inconvénients importants :

• l’Hap est considérée comme un milieu continu. Au mieux, elle pourrait être con-
sidérée comme un milieu poreux avec une porosité donnée (à l’échelle nano) mais
ce concept ne peut pas être employé en début du procédé de minéralisation où il
n’y a rien dans la cavité sauf du fluide, des ions, des protéines et des cellules

• ils ne sont pas validés expérimentalement

• ils ne peuvent pas expliquer tout, par exemple le procédé de minéralisation ou les
variations locales des propriétés mécaniques dans la lamelle

1.3.3 Nouvelle modélisation

Notre but est maintenant de construire une nouvelle modélisation permettant d’introduire
le processus de minéralisation. Du point de vue physiologique, la fibre de collagène est
considérée comme un ensemble de fibrilles, chaque fibrille étant composée de bâtonnets de
collagène (ou micro fibrilles) et ces micro fibrilles sont elles-mêmes un arrangement spatial
spécifique de tropocollagène. Ce dernier ainsi que les micro fibrilles étant des composants
uniquement organiques, nous n’allons pas les retenir dans cette nouvelle modélisation.
La minéralisation, c’est-à-dire le dépôt des cristaux d’Hap survenant entre les bâtonnets
de collagène afin de constituer les fibrilles, nous devons prendre en compte cette structure
de fibrille.

fibre de collagène fibrille microfibrille tropocollagène

Alors, pour notre nouvelle modélisation, nous introduisons le niveau de la fibrille et
nous pourrions alors avoir un modèle d’os cortical à cinq niveaux. Mais l’architecture
”bâtonnets de collagène entourés d’Hap” pour former des ”fibres elles mêmes entourées
d’Hap” parait redondante aux biomécaniciens (discussion informelle avec A. Meunier
du Laboratoire de Recherches Orthopédiques de Paris). De plus, elle est pénalisante
lorsqu’on conçoit l’architecture de la lamelle car, en début de minéralisation, il n’y a
aucune raison pour qu’il y ait la même densité de cristaux d’Hap en tout point de cette
lamelle. Alors, nous choisissons d’occulter le niveau ”fibre de collagène” pour considérer,
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comme constituants de base, les bâtonnets de collagène et les cristaux d’Hap. Nous nous
heurtons alors à une difficulté supplémentaire : celle de la taille respective des bâtonnets
de collagène et des cristaux d’Hap qui sont très différentes. Pour donner un ordre de
grandeur, un bâtonnet de collagène peut être considéré comme un cylindre ayant un
diamètre de 100 nm (nanomètre) et une longueur de 300 nm alors que le cristal d’Hap
est un parallélépipède dont les dimensions ont pour ordre de grandeur (en nm) : 10 x 3
x 20. Afin de pouvoir traiter numériquement ce problème, nous introduisons un nouveau
concept : le Volume Elémentaire de Contenu Minéral (EVMC : Elementary Volume of
Mineral Content) qui est composé en fait de paquets de cristaux d’Hap liés entre eux. Ce
EVMC n’a aucune réalité physiologique mais ils donne une proportion cohérente avec la
taille des bâtonnets de collagène.

Notre nouveau modèle présente alors quatre niveaux, comme le précédent, mais la
différence principale avec les deux modèles se situe à l’échelle nanoscopique où les com-
posants sont maintenant les bâtonnets de collagène et les EVMC.

Maintenant, à l’analyse descendante de l’architecture corticale que nous venons de
mener, nous pouvons opposer une construction ascendante de l’os:

EVMC + collagène lamelle/secteur ostéon os cortical

Avec des bâtonnets de collagène orientés verticalement et une distribution d’ EVMC,
nous obtenons l’architecture d’un secteur lamellaire, ce qui nous permet d’une part de
bien prendre en compte l’aspect tubulaire de la lamelle et d’autre part de simuler des
hétérogénéités architecturales ou de minéralisation. Il est donc supposé que les propriétés
physiques sont constantes dans un secteur angulaire et que deux secteurs peuvent tôt
ou tard différer par la densité des cristaux d’Hap et/ou petites variations de l’angle
d’orientation des bâtonnets de collagène. Restant à cette même échelle, il n’y a aucune
difficulté à changer l’orientation des bâtonnets. La construction d’un ostéon se fait par
apposition de lamelles concentriques (faites de plusieurs secteurs angulaires). En fonction
de l’orientation des bâtonnets de collagène, nous pouvons imaginer ces ostéons comme
ceux décrits par Ascenzi ou toute autre sorte d’ostéons.

La construction de l’os cortical peut être réalisée de plusieurs manières : si un seul
type d’osteon est considéré, alors une période hexagonale peut être employée; si plusieurs
types d’osteons (au maximum 4) sont considérés, alors une période rectangulaire est plus
adéquate.

Nous considérons que les EVMC sont caractérisés par un module d’Young transversal
E1, un module d’Young longitudinal E3 et par un coefficient de Poisson ν. Le collagène
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est caractérisé par un module d’Young Ecol et par un coefficient de Poisson νcol ainsi que
par des propriétés piézoélectriques .

Le processus à suivre pour déterminer les caractéristiques mécaniques homogénéisées
de l’os cortical peut être résumé comme suit :

1) on prend pour caractéristiques de l ’EVMC un module de Young longitudinal E1,
un module de Young transversal E3 et un coefficient de Poisson ν et pour le collagène,
un module de Young Ecol et un coefficient de Poisson νcol

2) avec ces caractéristiques (et avec une nano porosité qui peut être donnée) nous
pouvons obtenir, par homogénéisation, les propriétés mécaniques homogénéisées d’une
lamelle (Qlam) dont les fibres sont parallèles à l’axe vertical

3) en utilisant des équations classiques de rotation, on calcule les coefficients de la
lamelle Qlamϕ1

après la rotation d’angle ϕ1. Ainsi, nous obtenons les propriétés mé-
caniques de la lamelle pour une orientation des bâtonnets de collagène d’angle ϕ1(Qlamϕ1

).
L’orientation des bâtonnets de collagène peut différer entre deux lamelles consécutives.
Nous considérons deux orientations ϕ1 et ϕ2 pour ces bâtonnets de collagène et nous
calculons pour ces orientations les coefficients homogénéisés pour un ostéon (Qost)

4) alors, en considérant quatre types d’ostéons (ou des ostéons du même type), le sys-
tème interstitiel, et en tenant compte de la macroporosité donnée par le canal Haversien
et les canaux de Volkman, nous calculons enfin les propriétés physiques de l’os cortical
(Qos) au niveau macroscopique

Niveau Caractéristiques mécaniques porosité Résultats

Lamelle Ecol l νcol l E1 E3 ν nano porosité Qlam

Orientation Qlam ϕ1 / Qlamϕ1

Ostéon Qlamϕ1
Qlamϕ2

canalicules / interface Qost

Os Qost1 Qost2 Qost3 Qost4 Qint canal de Havers/Volkman Qos

(1.3)
La conclusion du premier groupe de simulations que nous avons réalisées dans de

nombreuses configurations différentes n’est pas celle que nous aurions aimé donner. En
effet, l’analyse de ces premiers résultats numériques prouve la non adéquation de cette
modélisation avec la réalité physique : si nous considérons les résultats obtenus au niveau
macroscopique et si nous étudions le rapport entre le coefficient élastique homogénéisé
longitudinal et le coefficient élastique homogénéisé transverse, nous trouvons des valeurs
dont l’ordre de grandeur est de 1.1 avec un maximum à 1.2. Or, toutes les références
bibliographiques relevant d’une estimation expérimentale de ce rapport concordent pour
donner un ordre de grandeur de 1.5.

La modélisation telle qu’elle est décrite présente donc une faiblesse. Nous avons mené
une analyse fine de toutes les hypothèses que nous avons émises. A l’exception du niveau
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nanoscopique, toutes les hypothèses formulées sont physiquement et physiologiquement
proches de la réalité. Que se passe-t-il au niveau nanoscopique ? Nous avons implicite-
ment, sans formuler une hypothèse particulière, considéré qu’à ce niveau, il y avait une
distribution régulière en espace des EVMC et que ces EVMC avaient des propriétés
isotropes. Le nombre de simulations numériques réalisées et qui correspond vraisem-
blablement à toutes les possibilités du modèle nous conduit à penser que, sans formuler
d’autre hypothèse à ce niveau nanoscopique, il semble presque impossible d’obtenir une
anisotropie réelle à l’échelle macroscopique.

Ce travail de modélisation que nous avons effectué permet donc de donner une pre-
mière conclusion très importante dans la mesure où elle remet en cause l’origine de
l’anisotropie osseuse. Cette modélisation prouve que l’anisotropie de l’os n’est pas entière-
ment induite par la seule architecture haversienne mais qu’elle l’est aussi par l’organisation
architecturale des cristaux d’Hap au niveau nanoscopique.

Dans ce cadre, nous sommes conduits à formuler deux nouvelles hypothèses au niveau
nanoscopique. Nous supposons:

• que les cristaux d’Hap ont la même orientation que celle des bâtonnets de collagène

• que l’agencement spatial des cristaux d’Hap n’est pas quelconque : ils se déposent
d’abord autour du collagène et la zone qu’ils couvrent s’étend peu à peu de manière
radiale, le bâtonnet de collagène étant au centre de cette construction

Ces hypothèses ne règlant pas la difficulté liée à la taille respective des cristaux et
des bâtonnets de collagène, nous transposons ces hypothèses aux EVMC. La cohérence
physique de nos hypothèses peut être argumentée en trois points :

i) la faible anisotropie obtenue à l’échelle macroscopique est physiquement cohérente.
La composante ”dure” dans la structure osseuse est l’Hap (module d’Young d’environ
117 GPa contre 1 GPa pour le collagène présent dans le tissu osseux). En considérant
que les EVMC ont des propriétés isotropes et qu’ils sont régulièrement distribués en
espace, alors l’homogénéisation faite au niveau de la lamelle donne un milieu homogénéisé
qui est presque isotrope. Le changement d’orientation ne change pas beaucoup cette
anisotropie et les deux autres homogénéisations augmentent légèrement l’anisotropie mais
d’une manière telle que le résultat final est un matériau avec une faible anisotropie.

ii) un scénario possible permettant de comprendre cette distribution spatiale pourrait
être trouvé dans l’existence des propriétés piézoélectriques du collagène. Après la de-
struction de l’os par les ostéoclastes et l’élaboration du tissu collagènique (totalement ou
partiellement), certains minéraux ionisés sont en suspension dans le fluide. Le potentiel
induit par l’effet piézoélectrique des bâtonnets de collagène pourrait attirer dans le voisi-
nage de ces bâtonnets certaines de ces particules ionisées en quantité suffisante. L’action
des protéines ou autres cellules actives pourrait alors être responsable de l’élaboration
des cristaux d’Hap.
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iii) plusieurs auteurs ont déjà suggéré une telle distribution de l’Hap (F. J. Ulm, M.
J. Glimcher, Ch. Hellmich, [Hel02]).

Considérons les notations suivantes :
Rnano = module d’Young longitudinal de l’ Hap (E3) / module d’Young transverse

de l’ Hap (E1)
Q33 : coefficient élastique homogénéisé de l’os cortical dans la direction verticale
Q11 : coefficient élastique homogénéisé de l’os cortical dans la direction transverse
Rmacro = Q33 / Q11

On a étudié d’abord les effets des propriétés mécaniques de l’EVMC sur les propriétés
mécaniques osseuses (échelle macroscopique). Pour cela, nous traçons la courbe Rmacro

= Rmacro (Rnano) dont le graphe est donné ci-dessous:

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1 1,2 1,4 1,6 1,8

E3/E1

Q
33

/Q
11

Influence du rapport E3/E1 sur le rapport Q33/Q11

Il existe de nombreuses références bibliographiques à partir desquelles il est possible
de donner une plage de valeurs expérimentales pour le rapport Rmacro . Nous en donnons
quelques unes dans le tableau (1.4).

MEU (89) Katz (87) Ascenzi (84)

Q33 27, 6 32, 5 29 30 27, 6

Q11 18, 1 23, 4 21, 1 20, 9 18

Q33/Q11 1, 5 1, 39 1, 37 1, 44 1, 53

(1.4)

Sur le plan expérimental, le rapport Rmacro semble donc appartenir à l’intervalle
[1.37;1.53]. Nous pouvons alors en déduire un intervalle de cohérence physique pour
le rapport Rnano qui serait l’intervalle [1.27;1.51]. Cela signifie que, si les propriétés
mécaniques de l’EVMC sont telles que le rapport Rnano soit dans l’intervalle [1.27;1.51],
alors des résultats plausibles peuvent être obtenus pour les propriétés mécaniques de l’os
cortical à l’échelle macroscopique.

Il reste cependant un problème totalement ouvert et que nous n’avons pas abordé:
quelle peut être l’origine de cette particularité? Plusieurs possibilités doivent être étudiées
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sur les cristaux d’Hap: l’anisotropie, la forme, l’architecture géométrique, la distribution
dans le voisinage du collagène, ...

On a également étudié la manière dont l’orientation des fibres de collagène peut
influencer sur les propriétés mécaniques de l’os au niveau macroscopique. Pour cela, on
considère que tous les paramètres de la structure (minéralisation, volume du système
interstitiel, types d’ostéons, porosité, ...) sont fixés et que seule l’orientation des fibres
de collagène peut varier. Les résultats trouvés sont présentés aux figures ci-dessous:
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On constate que ces variations sont très faibles (par exemple : 0,016 % pour C13 ,
0,009 % pour C11 et C22 et 0,052 % pour C12 )

Cette modélisation présente encore un autre intérêt : elle permet de poser clairement
le problème de la nature piézoélectrique de l’os. Dans l’état actuel de nos connaissances
au niveau biomécanique et des possibilités de notre modélisation, nous devons admettre
trois faits :

- le collagène est un matériau piézoélectrique
- l’os cortical (au niveau macroscopique) n’a aucune propriété piézoélectrique
- notre modélisation montre que théoriquement les coefficients piézoélectriques sont

non nuls au niveau macroscopique, bien qu’ils soient assez faibles
Il nous faut concilier ces trois faits qui, à priori, sont antagonistes. A ce stade de

la réflexion, on mesure toute l’importance de la notion d’échelle. Certains processus
physiques sont vrais à une échelle donnée et leur contribution doit être exploitée à cette
seule échelle.

1.4 Conclusions

La taille des cristaux d’ Hap étant trop petite en comparaison avec la taille des bâtonnets
de collagène, une nouvelle entité (le Volume Elémentaire de ContenuMinéral) est suggérée
à l’échelle nanoscopique. Cependant, nous ne disposons pas encore d’outils permettant
de déterminer les propriétés physiques de cette entité. Notre modèle permet d’essayer
toutes les configurations structurales possibles et il semble prouver que l’anisotropie de
l’os ne soit pas induite par la seule structure haversienne mais plutôt, et de manière très
importante, par les propriétés des cristaux d’Hap et par leur organisation spaciale.

Il s’ensuit que l’ensemble de la modélisation de l’os cortical doit être reconsidéré
dans ses moindres détails. Les développements présentés dans les chapitres 2 à 6 nous
conduiront à construire une nouvelle modélisation.





Chapter 2

Chapitre 2
Homogénéisation en milieu
périodique

Dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation, la mise en œuvre de la méthode des
développements asymptotiques nécessite la résolution d’équations aux dérivées partielles
sur des géométries plus ou moins compliquées via des méthodes classiques de discréti-
sation (éléments finis, volumes finis, etc. . . .). Or, au niveau fibrillaire, les deux com-
posantes en présence ont des dimensions très différentes : le bâtonnet de collagène est
un cylindre ayant un diamètre de 100 nm et une longueur de 300 nm alors que le cristal
d’hydroxyapatite (Hap) est un petit parallélépipède (10 x 3 x 20 nm).

Par ailleurs, ces cristaux ne sont pas homogènes mais formés d’une partie solide
entourée d’un gel (dit eau liée) et l’arrangement des cristaux entre eux peut laisser a-
pparaître des canaux dans lesquels va s’écouler le fluide, recréant ainsi un milieu poreux
dans lequel il n’y a pas à priori de périodicité.

Il est clair qu’une technique d’homogénéisation doit être utilisée, cependant la mé-
thode des développements asymptotiques utilisée à ce jour n’est peut être pas la plus
performante.

L’objectif de ce chapitre est d’analyser les méthodes existantes afin de faire le choix
le plus judicieux.

2.1 Historique

Dans ce paragraphe nous présentons un court historique de la théorie mathématique
de l’homogénéisation. Nous ne visons pas à mentionner toutes les références existantes,
et notre tâche ici n’est pas de produire une revue compréhensive du sujet, qui est ex-
trêmement vaste. La littérature mentionnée ici se réfère plutôt aux papiers qui ont été
la source de notre propre compréhension de l’homogénéisation et qui, directement ou
indirectement, ont influencé les résultats présentés dans ce mémoire.

19
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Mis à part les méthodes dites “de centrage” ou “de moyennage”, utilisées pour l’étude
des équations différentielles ordinaires, qui sont plus anciennes mais qui relèvent aussi de
l’homogénéisation, les idées qui ont fondé la théorie mathématique de l’homogénéisation,
ont vu le jour progressivement depuis bientôt trente ans. Il semble que ces idées soient
nées presque simultanément, d’une part en Mécanique Théorique, avec l’emploi de mé-
thodes fondées sur les développements asymptotiques et d’autre part en Mathématiques
Appliquées, avec des théories relatives à la convergence de fonctionnelles associées à des
problèmes aux limites.

Mais le concept ou plus exactement le terme “homogénéisation” au sens strict a été
probablement pour la première fois employé par E. Sanchez-Palencia dans une note aux
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris en 1971 [SP71]. Dans cette note,
il a montré, en utilisant des développements asymptotiques, que la loi dite “de Darcy”,
pour les milieux poreux était une version homogénéisée des équations de Stokes régissant
le mouvement lent d’un fluide visqueux à travers une matrice rigide.

On pourrait chercher aussi son origine dans le travail éffectué par De Giorgi et Spa-
gnolo [GS73], où les auteurs prouvaient le premier théorème sur le passage à la limite dans
les edp linéaires avec coefficients périodiques rapidement oscillants, quand le paramètre
de taille associé à la cellule unité tend vers zéro. Leur preuve était assez compliquée et
était basée sur des résultats de Spagnolo [Sp67], [Sp68], qui avait introduit la notion de
G-convergence associée à des séquences des edp symétriques et linéaires et avait étudié
leur propriétés.

Ensuite Tartar [Ta74] suggérait une preuve directe du théorème d’homogénéisation
en utilisant la méthode dite d’énergie ou la théorie de compacité. Son approche était
basée sur l’utilisation, au cours du passage à la limite, d’un choix spécial de fonctions
test dans la formulation variationelle de l’équation, en combinaison avec le maintenant
classique lemme de compacité.

A peu près dans le même temps, Sanchez-Palencia [SP74] et Bakhvalov [Ba74], [Ba75]
employaient la méthode des développements asyptotiques multi-échelle pour la construc-
tion de l’équation homogénéisée. Sanchez-Palencia faisait seulement du développement
formel asymptotique, mais Bakhvalov avait aussi prouvé que la solution de l’équation
homogénéisée est la limite des solutions des problèmes originaux hétérogènes quand le
petit paramètre tend vers zéro, et il fournit l’erreur estimée correspondante. Le concept
de la méthode des développements asymptotiques (puissant d’un point de vue rigoureux
mais aussi heuristique) est due en fait à Krylov & Bogoliubov [KB47] et à Bogoliubov &
Mitropolsky [BM61] et a été employée avec succès pour l’étude de plusieurs problèmes
concernant les échelles multiples depuis ce moment là. L’idée maintenant déjà classique
consiste à chercher un développement asymptotique de la solution d’un problème donné,
avec des coefficients qui "séparent" l’échelle fortement oscillante de celle "lente".
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Des résultats similaires à ceux obtenus par [SP74], [Ba74], [Ba75] ont étés obtenus
ultérieurement mais indépendamment, par Keller [Ke77] et Bensoussan et al. [BLP78].
Les applications et les extensions de cette méthode générale dans la théorie de l’homogéné-
isation ont été davantage développées et résumées dans Sanchez-Palencia [SP80] et Bakhvalov
& Panasenko [BP84].

Jusqu’en 1975, des résultats d’homogénéisation avaient été donnés seulement pour
des problèmes linéaires. Mais rapidement, De Giorgi et Franzoni [GF75] développaient
la théorie de la Γ−convergence pour les fonctionnelles non-linéaires, en fournisant une
méthode rigoureuse pour réaliser une homogénéisation dans ces problèmes nonlinéaires
qui admettent une formulation variationnelle avec un fonctionnelle convexe (pas for-
cément quadratique). Presque dans le même temps, Bakhvalov [Ba75] appliquait son
idée originale de développement asymptotique multi-échelle à un cas général nonlinéaire.
Cependant, il a seulement construit un développement asymptotique formel, mais sans
établir un résultat de convergence.

Un autre pas majeur dans la théorie de l’homogénéisation a été franchi par Murat et
Tartar [MT97], qui ont introduit la notion de H-convergence des opérateurs monotones
et ont étudié les principales propriétés de celle-ci. Cette méthode permet en parti-culier
d’homogénéiser des équations elliptiques linéaires dont les coefficients ne sont pas for-
cément symétriques. Elle permet aussi de traiter un grand nombre de problèmes non
linéaires qui n’admettent pas forcément une formulation variationnelle et donc ne sont
plus couverts par la théorie de la Γ−convergence.

Une dizaine d’années après, une autre méthode a été dévéloppée: la méthode de con-
vergence "à deux échelles". Cette technique a été introduite par le travail de Nguetseng
[Ng89] et développée après par les travaux de Grégoire Allaire [All92] qui a montré de
nombreuses applications de cette méthode. L’un des intérêts de celle-ci est la facilité
de la comprehension des oscilations dans le cadre du processus d’homogénéisation, par
l’introduction d’une notion de convergence des fonctions dépendantes d’une variable "mi-
croscopique", qui s’ajoute à la variable "macroscopique". En ce sens, cette méthode est
quelque part semblable à la méthode des dévéloppements asymptotiques à deux échelles.
Le lemme de compacité à deux échelles a été un nouvel apport à cette méthode.

2.2 Milieux et fonctions périodiques

Dans Rn, n ≧ 2, muni du repère {O, e1, · · · , en} , on considère le pavé : Y =
n∏
i=1

]−ai, ai[,

de frontière ∂Y =
n⋃

p=−n

fp où fp est une face de Y et f−p est la face opposée.

Supposons :
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1. Y est une partition de deux sous-ensembles tels que

Y =
2⋃

l=1

Yl, Y 1 ∩ Y 2 = S1

où S1 est une sous variété de dimension (n− 1) de classe C1, de mesure positive

2. Chaque Yl est localement situé du même coté de sa frontière
•

Y l avec
•

Y l = S1∪∂Yl,
où ∂Yl = Y l ∩ ∂Y , l = 1, 2

3. Posons ∂Ylp = ∂Yl ∩ fp alors, nous supposerons que ∀p ∈ {−n, · · · ,−1, 1, · · · , n} ,
∀l ∈ {1, 2} , ∂Ylp 
= ∅ et elle est de mesure positive

4. ∂Ylp et ∂Yl−p sont géométriquement superposables ; de plus :

(a) si n = 2 et α donné, ∂Yαp est connexe ∀p ∈ {1, · · · , n} ; dans ce cas Y1 est
connexe, alors que Y2 est connexe par morceaux

(b) si n = 3, ∂Y1p, ∂Y2p sont connexes ∀p ∈ {1, · · · , n}, dans ce cas, Y1 et Y2 sont
connexes

Ainsi, soit T k la translation de vecteur Tk = (tk1 , t
k

2 · · · tkn), avec t
k

i = 2kiai, k ∈ Zn, et
posons Y k = Tk(Y ).

Ω est alors défini par :

Ω =
{
ε(Y k + Y ), k ∈ Zn

}
, ε =

1

N
, N ∈ N∗ ; |k| < (2N + 1)n , |k| = |k1|+|k2|+· · ·+|kn| .

Ω est alors la réunion de (2N + 1)n cellules identiques εY que l’on notera Y ε. De la
même façon, posons :

Ωε
l =

{
ε(Y k

l + Yl ), k ∈ Zn
}
, l = 1, 2

on a alors

Ω =
2⋃

l=1

Ωε
l , Γ

ε
1 = Ω

ε

1

⋂
Ω
ε

2.

Fonctions périodiques
On va introduire maintenant les espaces : E#(R

n) ou E#(Ω) des fonctions εY -
périodiques.

Soit E(Y ) = {v : y =(y1, · · · , yn) ∈ Y −→ v (y)∈ Rn} un espace de fonctions et

posons x = εy, alors la fonction v̂ε (x) = v
(x
ε

)
∈ E (εY ). Notons de plus vε, la

fonction v̂ε prolongée par périodicité à Rn.
Nous écrirons :

vε ∈ E# (Rn) ,
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E# (Ω) est la restriction de E# (Rn) à Ω.
On remarque que si v ∈ E# (Y ) où E# (Y ) = {v ∈ E (Y ) : tr (v)|∂Y p = tr (v)|∂Y −p}1,

alors l’espace : E# (Rn) des fonctions εY -périodiques est :

E# (Rn) = {vε ∈ Eloc (R
n) : tr (vε)|∂Y εp = tr (vε)|∂Y ε−p} .

De même, on définit les espaces de fonctions périodiques :
[
Lp
# (Rn)

]n
= {vε ∈ [Lp

loc (R
n)]n , vε (x) εY -périodique} , 1 ≤ p ≤ ∞

W 1,∞
# (Ω) =

{
v ∈ W 1,∞ (Ω) : vε εY -périodique

}
,

Hm
# (Rn) = {v ∈Hm

loc (R
n) : v|∂Y εp = v|∂Y ε−p} , m = 1, 2 . . .

C0 1
# (Ω) =

{
v ∈ C0 1 (Ω) : v|∂Y εp = v|∂Y ε−p

}
,

W# (Y ) =
{
v ∈

[
H1 (Y )

]n
: v|∂Y p = v|∂Y −p

}
,

W# (Rn) =
{
v ∈

[
H1

loc (R
n)
]n

: v|∂Y εp = v|∂Y ε−p

}
.

Condition de périodicité pour les solutions d’un problème local (cellulaire)
Dans la suite, nous aurons à exprimer les conditions nécessaires et suffisantes pour

qu’un problème aux limites du type:




−div (A)v = f dans Y ,

v Y -périodique

ait une solution v, Y -périodique.
Soit D#(Y ) l’ensemble des fonctions Y -périodiques définies sur Y . Multiplions la

première équation par une fonction quelconque v ∈ D#(Y ) et intégrons ce produit sur
Y . On obtient: ∫

Y

A · grad(v)dy −

∫

∂Y

A.−→n vds =

∫

Y

fvdy.

Y

yn
r

xn
r

xn
r−

yn
r

Y∂

1tr est l’application trace linéaire continue de W 1,m (Ω) sur W 1−
1

m
,m (∂Ω) ∀ m, 1 < m <∞, unique

prolongement de l’application de restriction à ∂Ω des éléments de D (Rn).
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Or pour la période Y, les arêtes sont deux à deux paralléles et donc la normale sortante
−→n étant de signe contraire sur deux arêtes opposées, puisque A est Y -périodique, il vient

:

∫

∂Y

A · −→n vds = 0 et par conséquent :

∫

Y

A · grad(v)dy =

∫

Y

fvdy.

De plus, parmi l’ensemble des fonctions v ∈ D#(Y ) on peut choisir v = 1 ⇒ grad(v) = 0,
∀y ∈ Y ; la relation précédente étant vraie ∀v ∈ D#(Y ), nous en déduisons la condition
nécessaire et suffisante de périodicité d’une solution du problème considéré :

∫

Y

fdy = 0.

Autrement dit, la moyenne de la fonction f sur la période Y doit être nulle.

2.3 Méthodes d’homogénéisation

On présente ici les techniques les plus connues de la théorie mathématique de l’homogéné-
isation. Cette présentation est très brêve et pas complète, et on peut la considérer comme
une courte introduction au vaste domaine de l’homogénéisation. Pour une présentation
plus vaste, on peut consulter par exemple [BP84], [BLP78], [SP80], [Mas93] ou [JKO94].

Γ−convergence

La Γ−convergence est une notion abstraite de convergence fonctionnelle qui a été
introduite par De Giorgi. Ce n’est pas une notion restreinte à l’homogénéisation et
elle a plusieurs applications dans le domaine du calcul variationnel. Une présentation
détaillée de la Γ−convergence et quelques applications peuvent être trouvées dans le
livre de [Mas93]. Le principe de la Γ−convergence sur l’homogénéisation est donné dans
l’exemple ci-dessous.

Considérons un processus de diffusion linéaire dans un domaine pé-riodique Ω de
période ε.

Supposons que le tenseur de diffusion soit A(x/ε), oùA(y) est une matrice symétrique,
cœrcive et bornée, Y -périodique. Pour un terme source f(x) ∈ L2(Ω) ce problème de
diffusion est une edp linéaire





−∇ · (A(x
ε
)∇uε) = f dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω
(2.1)

Il est bien connu que lorsque la matrice A est symétrique, l’équation (2.1) est é-
quivalente à la formulation variationnelle suivante:
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Trouver uε ∈ H1
0(Ω) qui réalise la valeur minimale de

min
u∈H1

0
(Ω)

(
1

2

∫

Ω

A(
x

ε
)∇u · ∇udx−

∫

Ω

fudx) (2.2)

Ainsi, la Γ−convergence des fonctionnelles dont le minimum est donné par (2.2) est
équivalente à homogénéiser le problème (2.1).

Un avantage de cette méthode est qu’elle n’est pas restreinte aux équations linéaires
(i.e. aux fonctionnelles quadratiques).

G−convergence

La notion de G−convergence est liée aux séquences des opérateurs symétriques, e-
lliptiques du deuxième degré. Elle a été introduite par Spagnolo [Sp68]. Le G viens de
Green, car ce type de convergence correspond à celui des fonctions de Green associées.

Le résultat le plus important sur la G-convergence est un théorème de compacité
dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation qui énonce que « pour toute suite
coercive et bornée de cœfficients d’une équation symétrique, elliptique de deuxième degré,
il existe une sous suite et uneG-limite (c-à-d des coefficients homogénéisés) telle que, pour
tout terme source, la sous suite correspondante de solutions converge vers la solution de
l’équation homogénéisée». Du point de vue mécanique, cela veut dire que les propriétés
mécaniques d’un milieu hétérogène (perméabilité, conductivité, propriétés élastiques. . . )
peuvent être très bien approximées par celles d’un milieu homogène (ou homogénéisé) si
la grandeur des hétérogénéités est petite par rapport à celle du milieu.

H−convergence

La H-convergence est une généralisation de la G-convergence pour le cas des pro-
blèmes non symétriques. En plus, elle permet l’introduction de la dite méthode de
l’énergie, pour la démonstration du principal théorème de compacité qui est plus simple
que celles d’avant.

La H-convergence (H vient de homogénéisation) a été introduite par Murat et Tartar
[MT77] en 1977.

La méthode de l’énergie

Une méthode très efficace et aussi très élégante pour homogénéiser les équations
aux dérivées partielles a été introduite par Murat et Tartar [MT97] et a été baptisée
"méthode de l’énergie"; pourtant, il n’y a aucune liaison avec toute sorte d’énergie. Elle
peut être aussi rencontrée dans la littérature sous le nom de "méthode des fonctions test
oscillantes".

La méthode de l’énergie est une méthode très générale dans la théorie de l’homogénéisa-
tion. Elle ne demande aucune hypothèse de nature géométrique sur le comportement des
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coefficients de l’équation aux dérivées partielles étudiée (propriétés de périodicité ou
autre). Comme on l’a déjà mentionné, elle assure une démonstration constructive plus
simple du théorème de compacité de la H-convergence.

Exposer la méthode de l’énergie dans les grandes lignes générales pourrait "cacher"
les idées clef de la méthode. C’est la raison pour laquelle on préfère la présenter tout de
même sur un problème modèle d’homogénéisation périodique dans le cadre de la diffusion.
On mentionne qu’elle fonctionne aussi bien dans le cas non périodique.

Pour fixer les idées, le domaine périodique est noté Ω (un ouvert borné de RN), sa
période est ε (un réel positif qui est destiné à tendre vers zéro) et la cellule unité est
notée par Y = (0, 1)N . Le tenseur de diffusion est donné par une matrice NxN, A(x, x

ε
),

pas forcement symétrique, où A(x, y) est une fonction continue de la variable x ∈ Ω et
Y-périodique de variable oscillante y ∈ Y .

On suppose que cette matrice A satisfait les hypothèses usuelles de cœrcivité et de
bornétude.

On note par f(x) ∈ L2(Ω) le terme source et l’on considère une condition de Dirichlet
nulle sur le bord (pour la simplicité des calculs). Notre problème de diffusion modèle
devient : 




−∇ · (A(x
ε
)∇uε) = f dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω
(2.3)

Grâce au lemme de Lax-Milgram, le problème (2.3) admet une solution unique uε

dans l’espace H1
0(Ω) et cette solution satisfait évidemment l’inégalité :

‖uε‖H1
0
(Ω) ≤ C · ‖f‖L2(Ω) , (2.4)

C étant une constante positive qui ne dépend pas de ε (cette estimation est obtenue
en multipliant l’équation (2.3) par uε, en intégrant par parties et utilisant l’inégalité de
Poincaré). On cite le théorème suivant :

Théorème 1 La suite uε(x) de solutions des problèmes (2.3) converge faiblement dans
H1
0 (Ω) vers une limite u(x) qui est l’unique solution du problème homogénéisé:




−∇ · (A∗(x)∇u(x)) = f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.5)

Le tenseur de diffusion homogénéisé est défini par:

A∗ij(x) =

∫

Y

A(x, y) · (−→ei +∇ywi(x, y)) · (
−→ej +∇ywj(x, y))dy (2.6)

où wi(x, y) sont définies, pour tout point x ∈ Ω, comme uniques solutions des pro-
blèmes cellulaires dans H1

#(Y )/R




−∇y · (A(x, y) · (−→ei +∇ywi(x, y))) = 0 dans Y

y → wi(x, y) Y -périodique
(2.7)
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(−→ei )1≤i≤N étant la base canonique de RN .

Remarque 2 Le système homogène défini par (2.5) est identique à celui obtenu par le
développement asymptotique formel:

uε(x) = u(x) + ε · u1(x,
x

ε
) + .....

où u1 est lié aux solutions des problèmes locaux (2.7):

u1(x, y) =
N∑

i=1

∂u

∂xi
(x) · wi(x, y) (2.8)

Le problème original (2.3) admet la formulation variationnelle suivante :
∫

Ω

A(x,
x

ε
) · ∇uε(x) · ∇φ(x)dx =

∫

Ω

f(x) · φ(x)dx (2.9)

pour toute fonction test φ ∈ H1
0(Ω).

De (2.4) on déduit que l’on peut extraire une sous suite, encore notée uε, et telle que
uε converge faiblement dans H1

0(Ω) vers une limite u.
Malheureusement, le terme de gauche de (2.9) contient deux termes faiblement con-

vergents dans L2(Ω), A(x, x
ε
) et ∇uε(x), mais il n’est pas vrai que le produit va converger

vers le produit des limites faibles des deux termes. Donc, sans aucun argument supplé-
mentaire, on n’a pas le droit de passer à la limite dans (2.9).

L’idée principale dans la méthode de l’énergie est de remplacer la fonction test φ de
la relation (2.9) par une suite φε (dites fonctions test oscillantes) faiblement convergente,
et telle que le terme de gauche de la relation (2.9) passe "miraculeusement" à la limite.
Ce phénomène est un exemple de la théorie de compacité par compensation développée
par Murat et Tartar.

L’idée clef de la démonstration est de bien choisir la fonction test oscillante φε(x).
Soit φ(x) ∈ D(Ω) une fonction continue à support compact dans Ω.On définit la fonction
test oscillante φε par:

φε(x) = φ(x) + ε
N∑

i=1

∂φ

∂xi
(x) · w∗i (x,

x

ε
) (2.10)

où w∗i (x, y) ne sont pas les solutions des problèmes cellulaires mais celles des duaux:




−∇y · (At(x, y) · (−→ei +∇yw
∗
i (x, y))) = 0 dans Y

y → w∗i (x, y) Y -périodique
(2.11)

La différence entre les problèmes (2.7) et (2.11) consiste dans le remplacement de la
matrice A(x, y) par sa transposé At(x, y).
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Le pas suivant est d’introduire cette fonction test oscillante φε dans la formulation
variationnelle (2.9):

∫

Ω

A(x,
x

ε
) · ∇uε(x) · ∇φε(x)dx =

∫

Ω

f(x) · φε(x)dx (2.12)

Puis, en tenant compte de l’équation (2.11), on va développer et intégrer par partie
la relation (2.12). En faisant les calculs et en tenant compte du fait que toute fonction
périodique converge faiblement vers sa moyenne, on peut passer à la limite, d’où le
résultat.

Remarque 3 L’intérêt majeur de la méthode de l’énergie est de fonctionner dans un
cadre non périodique, ce qui nous intéresse à priori; elle est également valide pour
quelques problèmes non linéaires et opérateurs monotones (correspondant aux problèmes
non symétriques).

Convergence à deux échelles

Contrairement aux méthodes d’homogénéisation présentées ci-dessus, la méthode de
convergence à deux échelles n’est utilisée que pour des problèmes d’homogénéisation
périodiques. Elle est moins générale que les méthodes de la Γ—convergence, G-convergence
et H-convergence, mais, dans le contexte d’une homogénéisation périodique elle est aussi
plus simple et plus efficace. La convergence à deux échelles a été récemment introduite
par Nguetseng [Ng89] et Allaire [All92].

Dans le cadre des problèmes d’homogénéisation périodique un fait bien connu est
que le problème homogénéisé peut être obtenu de manière heuristique par le biais de la
méthode des développements asymptotiques à deux échelles (voir par exemple [BP84],
[SP80] ou [San92]).

En notant par ε la grandeur des hétérogénéités (un réel positif qui va tendre vers
zéro dans le processus asymptotique) et par uε la suite des solutions de l’équation aux
dérivées partielles considérée avec des coefficients périodiques oscillants, un développe-
ment asymptotique à deux échelles s’écrit

uε(x) = u0(x,
x

ε
) + ε · u1(x,

x

ε
) + ε2 · u2(x,

x

ε
) + ..... (2.13)

où toute fonction ui(x, y) dans la série ci-dessus dépend des deux variables (la variable
macroscopique x et la variable microscopique y = x

ε
) et est une fonction Y -périodique en

y (Y étant la période unité).
Insérant la relation (2.13) dans l’équation satisfaite par uε et en identifiant les puis-

sances de ε, on arrive à une cascade de problèmes pour chacun des termes ui(x, y) .
Malheureusement, du point de vue mathématique, cette méthode des développements

asymptotiques n’est que formelle, car, à priori, il n’y a pas de raison pour que la relation
(2.13) soit vraie. Ainsi, on a besoin de justifier rigoureusement le résultat obtenu de
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manière heuristique, en utilisant cette méthode de développement asymptotique à deux
échelles (voir par exemple le paragraphe précédent sur la méthode de l’énergie).

Malgré ses fréquentes utilisations dans l’homogénéisation de différents types d’équations,
cette méthode n’est pas entièrement satisfaisante car deux étapes sont nécessaires: une
dérivation formelle et une justification rigoureuse du problème homogénéisé.

En conséquence, il y a lieu pour une nouvelle méthode, plus efficace, de combiner les
deux pas en un seul, plus simple. C’est exactement le but de la méthode de convergence
à deux échelles, qui se base sur un nouveau type de convergence. Autrement dit, elle
justifie rigoureusement le premier terme du développement asymptotique (2.13) dans le
sens qu’elle affirme l’existence d’une limite "à deux échelles" u0(x, y) tel que uε converge
vers u0(x, y). ∫

Ω

uε(x)φ(x,
x

ε
)dx →

∫

Ω

∫

Y

u0(x, y)φ(x, y)dxdy

La méthode de convergence à deux échelles se base sur le résultat suivant : "en mul-
tipliant l’équation satisfaite par uε par une fonction test oscillante φ(x, x

ε
) et en passant

à la limite "deux échelles", on obtient automatiquement le problème homogénéisé.

Homogénéisation itérée

Les méthodes d’homogénéisation présentées précédemment sont des méthodes qui
marchent très bien dans le cadre de problèmes d’homogénéisation pour des milieux pé-
riodiques où seulement deux échelles ont été considérées, à savoir l’échelle macroscopique
(celle du domaine considéré) et l’échelle microscopique (celle de la période). Mais dans la
réalité on n’est pas toujours amené à étudier un milieu qui soit forcement périodique ou
qui n’ait que deux échelles d’hétérogénéités ; souvent, il arrive que le domaine soit très
loin d’être périodique et qu’il exige l’étude à plusieurs échelles d’hétérogénéités voire un
grand nombre d’échelles.

Ce type d’homogénéisation s’appelle "homogénéisation itérée" en suivant la déno-
mination donnée par [BLP78]. Elle consiste à faire des homogénéisations successives en
commençant par la plus petite échelle tout en gardant la plus grande échelle comme fixe.

On va présenter cette méthode brièvement, sur un problème modèle, en n’insistant
pas trop sur les détails techniques.

Considérons toujours le cas de l’équation de diffusion dans un domaine multiplement
périodique Ω (ouvert borné de RN). On suppose qu’il y a n échelles d’hétérogénéités
ε1,ε2, ..., εn qui dépendent d’un seul paramètre positif ε, qui tend vers zéro. L’hypothèse
clef est que toutes les échelles tendent vers zéro quand ε tend vers zéro, c’est-à-dire

lim
ε→0

εi(ε) = 0, pour 1 ≤ i ≤ n (2.14)

et que

lim
ε→0

εi(ε)

εi−1(ε)
= 0, pour 2 ≤ i ≤ n (2.15)
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Pour simplifier, on considère que les cellules unités Yi à chaque échelle sont supposées
être les mêmes : Y = (0, 1)N

Le tenseur de diffusion dans Ω est donné par une matrice NxN , A(x, x
ε1
, ..., x

εn
), qui

n’est pas forcement symétrique, où A(x, y1, ...., yn) est une fonction continue des variables
x ∈ Ω et yi ∈ Yi et Yi-périodique en yi. A satisfait les conditions usuelles de bornétude et
de coercivité. On note par f(x) ∈ L2(Ω) le terme source et on considère une condition de
Dirichlet nulle sur le bord (pour la simplicité des calculs). Notre problème de diffusion
modèle dans un domaine multi périodique s’écrit:





−∇ · (A(x, x
ε1
, ..., x

εn
)∇uε) = f dans Ω

uε = 0 sur ∂Ω
(2.16)

Grâce au lemme de Lax-Milgram, le problème (2.16) admet une solution unique uε

dans l’espace H1
0(Ω) et cette solution satisfait évidemment l’inégalité :

‖uε‖H1
0
(Ω) ≤ C · ‖f‖L2(Ω) , (2.17)

C étant une constante positive qui ne dépend pas de ε. Cela implique que la suite uε est
bornée dans l’espace de Sobolev H1

0(Ω).
Pour calculer le tenseur de diffusion homogénéisé on a besoin des notations suivantes:
Soit An(y0, y1, ...., yn) le tenseur original A(x, y1, ...., yn) (on convient que la variable

macroscopique x soit notée par y0). Pour 0 ≤ i ≤ n − 1 le tenseur Ai(y0, y1, ...., yi)
est défini comme le tenseur homogénéisé de Ai+1(y0, y1, ...., yi,

x
ε
) où toutes les "grandes"

échelles y0, y1, ...., yi (incluant celle macroscopique y0) sont fixées. On note aussi le dernier
tenseur homogénéisé A0(y0) par A

∗(x), pour lequel il n’y a plus d’échelle microscopique.
Autrement dit, le schéma de calcul pour le tenseur homogénéisé final A∗(x) est de séparer
et d’homogénéiser les différentes échelles, de la plus petite à la plus grande. Plus précisé-
ment, à chaque échelle 0 ≤ i ≤ n, on introduit les solutions wi

p(y0, y1, ...., yi), 1 ≤ p ≤ N ,
définies en tout point (y0, y1, ...., yi−1) comme solutions uniques dans H1

#(Yi)/R des pro-
blèmes locaux:




−∇yi · (Ai(y0, y1, ...., yi) · (
−→ep +∇yiw

i
p(y0, y1, ...., yi))) = 0 dans Yi

yi → wi
p(y0, y1, ...., yi) Yi-périodique

(2.18)

où (ep)1≤p≤N est la base canonique de RN . Alors, la suite Ai(y0, y1, ...., yi) est définie par
:

Apq
i (y0, y1, ...., yi) (2.19)

=

∫

Yi+1

Ai+1(y0, y1, ...., yi, yi+1)

(−→ep +∇yi+1w
i+1
p ) · (−→eq +∇yi+1w

i+1
q )dyi+1

Les formules (2.18) et (2.19) sont utilisées pour calculer les coefficients homogénéisés d’un
milieu périodique à une seule échelle. Le résultat principal de cette homogénéisation itérée
est le théorème suivant :
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Théorème 4 La suite uε(x) des solutions de l’équation (2.16) converge faiblement dans
H1
0(Ω) vers u(x), la solution unique du problème homogénéisé





−∇x · (A∗(x)∇u(x)) = f(x) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(2.20)

où le tenseur homogénéisé de diffusion est donné par le dernier terme A0 de la suite
définie par (2.19).

Ce théorème a été démontré pour la première fois par [BLP78] dans le cas où les
échelles étaient des puissances successives de ε, c’est-à-dire εi = εi (cela favorise l’utilisation
des développements asymptotiques) ; une preuve dans le cas plus général d’un nombre
infini d’échelles est donnée dans [AB96], où la notion de convergence à échelles multiples
est introduite (qui est en fait une généralisation de la convergence à double échelle).

2.4 La méthode des développements asymptotiques

La méthode des développements asymptotiques permet dans un premier temps de calculer
les propriétées homogénéisées en connaissant les propriétés des composantes de base du
matériau composite considéré tout en tenant compte de sa géométrie microscopique,
et dans un deuxième temps elle donne accès aux informations locales, au niveau mi-
croscopique.

Considérons une structure composite fibreuse et supposons que sa microstructure soit
périodique avec une unique période de taille ε qui représente la microsctructure partout
dans le composite. Aussi, on suppose que des conditions aux limites suffisantes existent,
pour que le problème soit bien posé.

Un tel problème est coûteux à résoudre car, par exemple, si une méthode de type
éléments finis est utilisé, le maillage qu’on devrait construire serait tellement grand que
le problème approché ne pourrait pas être résolu, même avec les moyens informatiques
actuels. On peut alors considérer deux échelles: celle du domaine ou échelle macro-
scopique et celle de la fibre ou échelle microscopique. L’ojectif est d’établir un lien entre
ces deux échelles.

Considérons alors que le matériau composite est rapporté à un système cartésien
d’axes (Ox1x2) associé à la variable macroscopique x. La microsctructure du composite
est constituée par des cellules unités Y liées à l’échelle microscopique y. Chaque période
Y a deux composantes: la fibre et la matrice.

A tout pointM du domaine ayant pour coordonnées dans le repère (Ox1x2) le vecteur
x on peut associer:

• un point M0 du domaine qui est le barycentre de la cellule de base contenant ce
point M . Il a pour coordonnées dans le repère (Ox1x2) le vecteur x0
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• un vecteur y de Y tel que le vecteur εy représente les coordonnées du point M
dans un repère cartésien issu de M0 (on pourra considérer le repère (M0y1y2) )

M0

M

y1

y2

x1

x2

x

x0

ey

M0

M

y1

y2

x1

x2

M0

M

y1

y2

x1

x2

x

x0

ey

On voit ainsi comme sont les variables d’espace définies pour les échelles macro-
scopique et microscopique sont liées. Ce lien est formalisé par la relation:

x = x0 + εy

Nous précisons, par un changement de notation, que certaines entités physiques dépen-
dent des deux échelles. Par exemple, dans notre cas, au lieu de noter la solution par u(x)
en faisant intervenir la seule échelle macroscopique, on va la noter par uε(x, y) pour
montrer qu’elle dépend des deux échelles, à une taille de période ε fixée.

On cherche la solution uε(x, y) sous la forme d’un développement asymtotique:

uε(x, y) = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) +O(ε3)

où chaque fonction ui(x, y) est périodique en y et où l’on pose: y = x
ε

On remplace l’opérateur de dérivation classique qui ne fait apparaître que la seule
variable macroscopique par un nouvel opérateur qui tient compte des deux échelles:

∂

∂x
(φ(x, y)) = (

∂

∂x
+

1

ε
·
∂

∂y
)(φ(x, y))

En utilisant cet opérateur et le développement asymptotique de la solution, on obtient
les problèmes locaux (ou problèmes cellulaires), par identification des termes de même
puissance de ε.

Le calcul montre que le premier terme du développement asymptotique est toujours
indépendant de y. Le graphe de la solution uε (en dimension 1) si l’on s’en tient aux
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deux premiers termes du développement est alors celui de la figure ci-dessous.

Il est composé d’une fonction régulière de x, u0(x), plus un terme petit εu1(x, y) car
0 < ε ≤ 1 qui est un terme fortement oscillant, puisque fonction de y.

Il est facile à voir que le terme oscillant u1(x, y) peut être obtenu en fonction du
gradient du terme "régulier" u0(x), grâce à la linéarité du second problème local. On
introduit alors la notion de fonctions d’influence et elles seront solutions de problèmes sur
la cellule unité Y . Ces problèmes étant résolus on trouve u1. La condition d’existence
et d’unicité de la solution u2 nous permet de trouver des relations explicites pour les
coefficients homogénéisés du problème considéré.

Ainsi, en résolvant les problèmes locaux on va trouver la solution de notre problème.

2.5 Schéma de calcul des coéfficients homogénéisés

Les méthodes d’homogénéisation ont, en général, des ressemblances au niveau de l’appli-
cation et de l’implémentation, malgré la diversité qu’elles offrent dans les multiples
problèmes et phénomènes qui proviennent de l’industrie. De ce point de vue, on peut
mettre en évidence un algorithme qui couvre plusieurs contributions de la théorie de
l’homogénéisation:

1 Mailler le domaine représenté par la cellule unité

2 Introduire le développement asymptotique

3 Obtenir une "cascade" de problèmes: en partant de l’équation de l’équilibre, des lois
de comportement ou autre, un enchaînement d’étapes amène à trois problèmes
hiérarchiques

4 Introduire les fonctions d’influence, qui sont obtenues par résolution des problèmes
cellulaires en utilisant une méthode de discrétisation (éléments finis par exemple)

5 Trouver les coefficients homogénéisés, qui dépendent des solutions des problèmes locaux
sur la cellule de base (fonctions d’influence)

6 Faire une analyse locale, c’est-à-dire obtenir la réponse au niveau microscopique d’une
solicitation macroscopique; il peut s’agir par exemple des expressions analytiques
des microcontraintes ou autre, qui sont obtenues de manière indirecte à l’étape 3
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2.6 Conclusions

Les deux principaux intérêts des méthodes d’homogénéisation sont:

• d’être un outil de synthèse, puisque ces méthodes conduisent à une description
macroscopique de la structure et un outil d’analyse, car, par le biais de la localisa-
tion, elles permettent d’accéder au phénomène à l’échelle microscopique [Duv84]

• de réduire considérablement le coût des calculs numériques, lorsque le calcul exact
n’est pas possible (ou est possible mais devient prohibitif à cause de la complexité
géométrique du milieu), tout en conservant une excellente précision sur le résultat

Les méthodes de convergence sont des outils performants de démonstration, cependant
les suites exhibées pour établir la convergence ne sont pas aisément utilisables sur le plan
numérique.

L’homogénéisation itérée a retenu toute notre attention car elle se rapproche beaucoup
de la démarche qui avait été utilisée auparavant. La raison majeure pour laquelle cette
méthode n’a pas été retenue finalement sera détaillée au chapitre 7. En effet, le processus
de minéralisation étant évolutif en temps, les opérateurs associés à chaque niveau peuvent
changer de nature. Il faut donc rester au plus près de la physique du problème.

On choisit donc de traiter le problème qui nous intéresse par la méthode des développe-
ments asymptotiques, elle assure très bien le passage de la structure fortement hétérogène
(qui sera le cas dans le phénomène qu’on modélise) à la structure homogène équivalente.
Pour pouvoir justifier les résultats formels obtenus par la méthode des développements
asymptotiques (elle reste tout de même une méthode heuristique), on va appliquer une
méthode de type "énergie" pour démontrer la convergence de la suite des solutions uε

vers la solution du problème homogénéisé.



Chapter 3

Chapitre 3
Modélisation élémentaire des EVMC

3.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 1 que la propriété principale d’anisotropie de l’os cortical ne
semblait pouvoir être vérifiée que si le matériau directement issu de la minéralisation
avait lui même une propriété similaire. Par ailleurs, le cristal d’Hap semble, au vu de la
littérature être isotrope. Il était alors naturel d’imaginer que l’anisotropie apparaissant à
ce niveau ne pouvait être induite que par l’arrangement spatial des cristaux d’Hap entre
eux. De plus, comme il est maintenant communément admis que l’os cortical est un
milieu poreux avec une porosité apparaissant à tous les niveaux de son architecture, il
est facile d’imaginer que les espaces vacants entre les cristaux pourraient constituer un
réseau propice à l’écoulement d’un fluide.

Il y a bien entendu plusieurs façon d’aborder la modélisation de cette structure
cristalline. En l’absence d’éléments plus précis, nous sommes réduits à formuler des
hypothèses qui, malheureusement, ne peuvent pas être vérifiées à l’heure actuelle. Ce
chapitre est relativement court et nous avons souhaité ne pas l’inclure dans un autre
chapitre car il est d’une nature tout à fait différente : d’une part, il est davantage réalisé
dans un esprit physicien plutôt que dans un esprit mathématique et d’autre part il est
beaucoup plus sensible à la critique que tous les autres.

Nous décrivons d’abord l’arrangement géométrique que nous proposons, puis nous
analysons le comportement probable de ce milieu sous un aspect mécanique. Enfin
nous proposons une méthode de détermination des propriétés physiques et nous don-
nons quelques résultats numériques.

35
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3.2 Arrangement géométrique

La structure initiale est le cristal d’Hap. Il a une forme parallélépipédique dont
les dimensions Lx, Ly, Lz sont introduites comme paramètres afin qu’elles puissent être
facilement modifiables ultérieurement.

Cristal d’Hap

Suite à une réunion de travail avec le Professeur Ch. Rey (Toulouse) nous prendrons
pour valeurs numériques Lx = 10, Ly = 3, Lz = 20, l’unité étant le nanomètre.

La manière dont les cristaux vont s’agglomérer entre eux n’est pas connue et l’on sait
simplement que le résultat final forme un milieu poreux dont la porosité et la perméabilité
varient avec le taux de minéralisation. Notre objectif est de pouvoir en estimer les
propriétés physiques. On pourrait concevoir une architecture périodique ou pseudo pé-
riodique modélisant la géométrie de ce milieu poreux et déduire ses caractéristiques poro
élastiques par une technique d’homogénéisation. Cependant, avant d’entreprendre un
quelconque développement avec cette technique, il faut prendre conscience de l’énormité
du travail à réaliser pour arriver à un résultat qui pourra être très aisément critiquable.

Une telle critique porterait sur deux points : tout d’abord, la géométrie choisie
qui, au lieu d’être périodique, est plutôt aléatoire et ensuite le fait que la théorie de
l’homogénéisation ne prend en compte que la géométrie des constituants de base et leurs
propriétés intrinsèques. Or il existe à ce niveau un processus qu’il ne faut pas négliger.
Sous l’effet combiné des sollicitations mécaniques et de l’augmentation de la minéralisa-
tion, les cristaux d’ Hap pourraient avoir tendance à se "coller les uns aux autres". Ce
phénomène est semblable à celui qui existe entre deux fines lamelles de verre lorsqu’on
y a introduit une goutte d’eau. Il est évident que les propriétés physiques de l’ensemble
sont alors totalement différentes.

Posé ainsi, le problème se résume à une alternative peu réjouissante : choisir aléatoire-
ment les valeurs des propriétés physiques mais en leur imposant une contrainte arbitraire
et non justifiée mais permettant d’obtenir des résultats cohérents ou se lancer dans un
calcul fastidieux et que l’on sait au départ basé sur des hypothèses fausses. Nous op-
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tons pour une troisième voie qui consiste à obtenir, par un développement simple une
estimation assez grossière de ces propriétés.

Nous considérons un volume élémentaire de contenu minéral (EVMC) de référence.
Supposons le d’abord constitué de Nx (respectivement Ny et Nz) parallélépipèdes ayant
les dimensions ci-dessus selon la direction Ox (respectivement selon Oy et Oz). Il est
toujours possible de choisir les nombres Nx,Ny et Nz de telle sorte que les dimensions
Nx · Lx,Ny · Ly et Nz · Lz soient du même ordre de grandeur.

Structure d’un EVMC

Hypothèse 1 : nous supposons que, dans chaque direction, un parallélépipède sur
deux est un cristal et l’autre est occupé par du fluide osseux

Remarquons que si l’on arrête à cette hypothèse, la proportion d’eau dans un EVMC
sera toujours de 50 %.

Hypothèse 2 : nous supposons qu’un parallélépipède occupé par du fluide est ho-
mothétique à un parallélépipède d’Hap avec un coefficient d’homothétie d ( d < 1 ).

D’après les observations faites par l’équipe du Professeur Ch. Rey, le cristal d’Hap a
une structure particulière : il n’a pas des propriétés constantes dans tout son volume car
l’Hap est enrobée d’un gel.

Hypothèse 3 :

- l’épaisseur du gel associé à l’ Hap est constante dans les 3 directions : egel
- les propriétés de ce gel sont les propriétés du fluide environnant.

Par la suite, nous appellerons "eau liée à l’Hap" ce gel et l’eau contenue dans les
trous.
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L’ensemble de ces hypothèses est peu réaliste et même peu probable car il est vraisem-
blable que l’arrangement des cristaux d’Hap relève plus d’un aspect aléatoire que déter-
ministe. En effet, on sait maintenant qu’à un tel niveau nanoscopique les lois de la
mécanique newtonienne doivent être remplacées par des lois stochastiques. Cependant
ces hypothèses sont suffisantes pour nous permettre d’établir une première estimation
des propriétés physiques d’un tel EVMC.

3.3 Brève analyse du comportement mécanique
probable

Le comportement mécanique de la structure décrite ci-dessus est en fait très complexe
car il y a une forte interaction fluide — structure. Cette interaction est encore plus
complexe si l’on se place dans un cadre dynamique : en effet, sous l’action d’une so-
llicitation mécanique, les propriétés physiques peuvent changer et ceci d’une manière non
réversible. Par exemple, sous l’action d’une compression, les cristaux vont se rapprocher
et les liaisons entre eux peuvent se renforcer. Ces liaisons étant associées à des milieux
hétérogènes encore mal connus (on a parlé précédemment de gel), entraînent probable-
ment des "effets de collage".

Il est clair que les propriétés physiques globales vont dépendre fortement de la manière
dont les cristaux d’ Hap sont collés entre eux. Cependant, en l’absence de toute infor-
mation sur la nature du gel, il est vain de vouloir tenter une quelconque approche de ce
phénomène.

3.4 Proposition de détermination des propriétés
physiques

Nous proposons une approche plus simple, peut être même simpliste en ne faisant inter-
venir que la géométrie des composants du domaine considéré. Nous pourrions bien sur
introduire une technique d’homogénéisation. Cependant une telle méthode est relative-
ment fastidieuse à mettre en œuvre, surtout dans un cadre tridimensionnel et, au vu de
toutes les réserves que nous avons émis précédemment, tant au niveau de la géométrie
elle même que du comportement mécanique probable, nous nous contentons d’appliquer
une méthode classique de moyennage.

Il est aisé de déterminer successivement :
- le volume d’eau liée à un cristal V1 :

V1 = 2 · egel ·
[
Lx · Lz + Ly · Lz − 2 · Lz · egel − 2 · Lx · egel − 2 · Ly · egel + Lx · Ly − 4 · e2gel

]

= 2 · egel ·
[
Lx · Lz + Ly · Lz + Lx · Ly − 2 · egel · (Lz + Lx + Ly)− 4 · e2gel

]
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- le volume d’eau entre deux cristaux V2 :

V2 = d3 · Lx · Ly · Lz ·Ntrous

Ntrous étant le nombre total de trous (les parallélépipèdes occupés par du fluide).

Le volume total d’eau liée sera:

VT = V1 + V2

Sur le plan pratique, on procède de la manière suivante : on se donne un pourcentage
d’eau liée, on cherche les valeurs de l’épaisseur de gel et celle du coefficient d. Le problème
posé sous cette forme ne présente pas unicité de la solution dans tous les cas. On remédie
à cette difficulté en introduisant une valeur seuil pour l’épaisseur de gel. Les calculs se
déroulent alors de la manière suivante :

On calcule pour eseuilgel le V seuil
1 par:

V seuil
1 = 2 · eseuilgel ·

[
Lx · Lz + Ly · Lz + Lx · Ly − 2 · eseuilgel · (Lz + Lx + Ly)− 4 · eseuil 2gel

]

Si VT < V seuil
1 alors on calcule egel en résolvant V seuil

1 = VT , sinon, on calcule d en
résolvant d3 = V2

(Lx·Ly·Lz ·Ntrous)

Les propriétés physiques sont alors déterminées par des relations intégrale de moye-
nnage :

Ex =
1

mx

·


(Nx −NT

x ) ·

Lx−2·egel∫

0

E +NT
x ·

Lx−2·egel−dLx∫

0

E




= E ·

[
1−

2 · egel
Lx

−
NT

x

Nx

· d

]

où mx = Nx · Lx, N
T
x est le nombre de "trous" sur Ox et E représente le module

d’Young de l’Hap.

De même,

Ey = E ·

[
1−

2 · egel
Ly

−
NT

y

Nx

· d

]

et

Ez = E ·

[
1−

2 · egel
Lz

−
NT

z

Nz

· d

]

En résumé, les coefficients Ex, Ey et Ez sont E multipliés par un terme correctif du à
l’architecture.
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3.5 Quelques résultats numériques

On présente ici les diverses valeurs (en GPa) qu’on obtient pour les coefficients élastiques
des EVMC en faisant varier le pourcentage d’eau liée. Les valeurs considérées pour
celui-ci sont respectivement 5%, 10%, 15%, 20% et 25%. On a considéré que ce sont les
pourcentages d’eau liée les plus appropriés pour faire des simulations cohérentes. Les
propriétés physiques que nous prenons pour l’ Hap sont les suivantes : module d’Young
= 117 GPa et coefficient de poisson =0.27. On utilise ces valeurs pour les simulations
numériques que l’on présente au chapitre 8. On étudie aussi la variation du rapport
C33/C11 pour les diverses valeurs du pourcentage d’eau liée.

pel C11 C22 C33 C44 C55 C66 C12 C13 C23

25% 57,1 32,2 78,5 17,4 21,4 14,1 16,5 25,1 20,5

20% 62,7 37,6 82,9 18,9 22,9 15,8 18,5 26,9 22,3

15% 69,3 43,9 88,2 20,8 24,8 17,8 20,9 29,1 24,4

10% 77,5 51,9 94,8 23,1 27,1 20,4 23,9 31,9 27,1

5% 89,3 63,4 104,2 26,4 30,5 24,1 28,2 35,8 30,9
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3.6 Conclusions

L’allure générale des coefficients élastiques est conforme à ce que l’on pouvait attendre.
On note une décroissance avec l’augmentation du pourcentage d’eau liée; les valeurs les
plus fortes sont obtenues pour le C33 (de 78 à 104), puis pour les C11 et C22 (de 32 à
89), les autres coefficients variant approximativement dans le même intervalle (de 14 à
35).

Les valeurs des coefficients C11 et C22 sont très différentes. Ceci est du à l’architecture
des cristaux eux-mêmes. Ce fait sera sans conséquence ultérieurement puisque nous
supposerons que cette structure d’ EVMC sera répartie de manière circulaire autour
des bâtonnets de collagène, ce qui entraînera un effet de symétrie. Il est clair que la
présence de l’eau change considérablement la nature du tenseur élastique. Notons que si
le pourcentage de l’eau est nul, on retrouve le tenseur d’élasticité associé aux valeurs des
module d’Young et coefficient de Poisson de l’ Hap.

Les variations du rapport C33 / C11 sont également intéressantes à analyser. D’abord,
il augmente de manière significative avec le pourcentage d’eau. Lorsque ce pourcentage
d’eau tend vers zéro, il s’approche de 1, mais on est alors dans le cas d’une structure sur-
minéralisée. Dans le cas d’un ostéon en cours de minéralisation, le pourcentage d’eau est
plus important et la valeur de ce rapport est loin d’être négligeable pour les développe-
ments ultérieurs.

La méthode que nous proposons est rudimentaire, cependant ce coté grossier lui donne
un avantage : il compense d’une manière floue les hypothèses très strictes que nous avons
imposées.



Chapter 4

Chapitre 4
Homogénéisation de structures
piézoélectriques

4.1 Introduction

L’homogénéisation de structures périodiques formées de composants piézoélectriques a-
pparaît comme un passage obligé dans l’étude que nous menons. Sur le plan pra-
tique, nous serons amenés à l’utiliser trois fois au cours du chapitre 5 (concernant
l’homogénéisation du cortical) dans deux cadres différents et une réflexion sera ouverte
au chapitre 7 lorsque nous introduirons des lois de comportement avec seuil. Il faudra
alors s’assurer que les hypothèses et le cadre fonctionnel sont encore applicables.

Comme ces lois pourront évoluer lors des travaux ultérieurs qui seront menés sur ce
sujet, il nous a donc paru judicieux de reprendre l’ensemble de la théorie en mettant en
avant les hypothèses nécessaires. Dans ce chapitre, nous présenterons successivement la
mise en équations, le cadre fonctionnel, l’homogénéisation par la méthode des développe-
ments asymptotiques, les équations homogénéisées, les caractéristiques physiques ho-
mogénéisées, le retour au niveau microscopique et la convergence faible de la solution du
problème hétérogène vers celle du problème homogénéisé.

Bien que nous ayons parlé, dans les chapitres précédents de trois constituants de
base, nous pouvons présenter le cadre général avec seulement deux composants. Ceci
nous permet d’alléger l’écriture, suffisamment complexe, des équations envisagées.

4.2 Mise en équations. Hypothèses. Notations

Dans toute la suite de cette section, la géométrie des composites considérés sera supposée
périodique. La structure du milieu est donc parfaitement connue dès que l’on connaît la

43
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géométrie et le comportement d’une de ses périodes.
On va considérer que le milieu piézoélastique occupe le domaine Ω ⊂ R

3, de frontière
∂Ω ”suffisamment régulière”1. Notons u : Ω → R

3 et ϕ : Ω → R, respectivement le
champ de déplacement élastique et le potentiel électrique.

On utilise les espaces de fonctions u = (u1, · · · , um) à composantes dans L2(Ω),
H1(Ω), H1

0 (Ω) qu’on note respectivement : L2(Ω), H1(Ω), H1
0(Ω). Le tenseur de défor-

mations associé au champ de déplacements u est donné par

ekhx(u) =
1

2
(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)

On note par X = (xijkh), Y = (yjkh), Z = (zij) des tenseurs respectivement d’ordre 4, 3
et 2, et par < F > la moyenne sur Y d’une fonction F c-à-d

< F >=
1

|Y |

∫

Y

Fdy

et on introduit les espaces suivants :

Hper(Y ) =
{
v ∈ H1(Y ) telle que v est Y périodique

}

Hper(Y,R
3) = {v = (vi) telle que vi ∈ Hper(Y )}

Remarque 5 Une fonction est dite Y−périodique si ses traces sur les faces opposées de
Y sont égales.

Par la suite on utilisera la convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés.

Les équations d’équilibre piézoélectrique sont :




−
∂

∂xj
(σij) = bi dans Ω

∂

∂xi
(Di) = 0 dans Ω

(4.1)

les lois de comportement
σij = Cijklekl − gkijEk (4.2)

Di = giklekl + ǫikEk (4.3)

et les relations
ekh(u) =

1

2
(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)

Ek = −
∂ϕ

∂xk

(4.4)

où
1Par exemple, ∂Ω est une surface de R3 de classe C1.
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• σ : tenseur des contraintes

• u : vecteur déplacement

• b : densité volumique de forces dans Ω

• E : vecteur champ électrique

• D : vecteur de déplacement électrique

• ϕ : potentiel électrique

Nous admettrons que les coefficients Cijkl (élastiques), gijk (piézoélectriques) et ǫij
(diélectriques) vérifient les hypothèses habituelles:

de symétrie :

Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk

gijk = gikj

ǫij = ǫji (4.5)

de positivité :

∃α > 0 Cijklekl eij ≥ α |e|2 ∀e ∈ E3
S

∃β > 0 ǫijaiaj ≥ β |a|2 ∀a ∈ R3 (4.6)

E3
s étant l’espace des matrices 3× 3 symétriques.

de bornétude:
Cijkl, gijk et ǫij sont dans L

∞(Ω) (4.7)

Remarque 6 Il n’est pas nécessaire d’imposer ici une condition de positivité sur les
coefficients piézoélectriques.

En tenant compte des relations (4.2), (4.3) et (4.4), le système (4.1) s’écrit :




−
∂

∂xj
[cijkl ekl(u)− gkijEk] = bi

∂

∂xj
[gjkl ekl(u) + ǫjkEk] = 0

(4.8)

soit 



−
∂

∂xj
[cijkl ekl(u) + gkij

∂ϕ

∂xk
] = bi

∂

∂xj
[gjkl ekl(u)− ǫjk

∂ϕ

∂xk
] = 0

(4.9)
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dans ces équations les inconnues sont u et ϕ.
En plus, on considère les conditions aux limites de Dirichlet suivantes :




u = 0 sur ∂Ω

ϕ = 0 sur ∂Ω

4.3 Cadre fonctionnel. Existence et unicité de la
solution

On introduit les espaces fonctionnels suivants :

V =
{
v = (v1, v3, v3) ∈ H1(Ω) ; vi = 0 sur ∂Ω

}

Θ =
{
Ψ ∈ H1(Ω) ;Ψ = 0 sur ∂Ω

}

Le produit V×Θ est un espace de Hilbert. Soient (v , Ψ) dans V×Θ où v = (vi). En
multipliant (4.9) par v et Ψ et en intégrant sur Ω on obtient





∫

Ω

−
∂

∂xj
[Cijkl ekl(u) + gkij

∂ϕ

∂xk
] vi dx =

∫

Ω

bivi dx
∫

Ω

∂

∂xj
[gjkl ekl(u)− ǫjk

∂ϕ

∂xk
] Ψ dx = 0.

En regroupant les deux termes et en appliquant la formule de Green on obtient :
∫

Ω

[cijklekl(u) + gkij
∂ϕ

∂xk
]
∂vi
∂xi

dx−

∫

∂Ω

[cijklekl(u) + gkij
∂ϕ

∂xk
]viηj dx

−

∫

Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx+

∫

∂Ω

[gijkekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]Ψηi dσ =

∫

Ω

bividx

soit ∫

Ω

[cijklekl(u) + gkij
∂ϕ

∂xk
]eij(v)dx

−

∫

Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx =

∫

Ω

bividx

En introduisant la forme bilinéaire

a((u, ϕ); (v,Ψ)) =

∫

Ω

[cijklekl(u) + gkij
∂ϕ

∂xk
]eij(v)dx

−

∫

Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx

et la forme linéaire

L(v,Ψ) =

∫

Ω

bividx

le problème se formule ainsi

Trouver (u, ϕ) ∈ V×Θ tel que a((u, ϕ); (v,Ψ)) = L(v,Ψ), ∀ (v,Ψ) ∈ V×Θ (4.10)
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Lemme 7 Sous les hypothèses (4.5), (4.6), et (4.7), le problème (4.10) admet une solu-
tion unique.

Preuve. L’existence et l’unicité de la solution découle de l’application du lemme de
Lax-Milgram.

Il est facile de montrer que a(., .) est une forme bilinéaire continue et L(.) est une
forme linéaire continue sur l’espace V×Θ.

Il reste à montrer la coercivité de la forme bilinéaire

a ((v,Ψ), (v,Ψ)) =

∫

Ω

[cijklekl(v) + gkij
∂Ψ

∂xk
]eij(v)dx

−

∫

Ω

[gjklekl(v)− ǫjk
∂Ψ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx

=

∫

Ω

[cijklekl(v)eij(v)+ǫjk
∂Ψ

∂xk

∂Ψ

∂xj
]dx

≥ α
3∑

i=1

‖vi‖
2
1,Ω + β ‖Ψ‖21,Ω

ainsi, avec la coercivité, le lemme de Lax Milgram permet de conclure à l’existence et
l’unicité de la solution.

4.4 Homogénéisation par la méthode des
développements asymptotiques

L’intérêt consiste à remplacer dans la modélisation notre milieu périodique hétérogène par
un milieu équivalent homogène dont on évaluera les caractéristiques physiques. Pour une
suite de valeurs réelles de ε tendant vers zéro, on peut aussi trouver la limite éventuelle
de la solution (uε, ϕε) et le cas échéant, le problème vérifié par cette limite.

La technique d’homogénéisation que nous allons développer ici, utilise les idées de
la méthode des échelles multiples et les techniques relatives aux équations aux dérivées
partielles. L’hypothèse fondamentale, consiste à postuler que la structure du milieu est
périodique, la période étant “petite” par rapport aux dimensions du milieu. Autrement
dit, les valeurs des coefficients qui caractérisent le milieu, se reproduisent par déplacement
périodique de petite échelle ε, 0 < ε < 1.

On suppose donc que la structure du matériau est caractérisée par des coefficients
Cijkl, gijk et ǫij présentant un caractère périodique en x. De manière plus précise, soit
Y = [0, Y1] × [0, Y2] × [0, Y3] la cellule de base et soient les fonctions Cijkl(y), gijk(y) et
ǫij(y) définies sur la période de base Y . On suppose que ces fonctions satisfont à (4.6) et
(4.7).
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Soit un scalaire ε > 0 destiné à tendre vers 0. Avec le changement de variable y =
x

ε
,

ces fonctions deviennent :

Cε
ijkl(x) = Cijkl(

x

ε
); gεijk(x) = gijk(

x

ε
); ǫεij(x) = ǫij(

x

ε
) (4.11)

pour x ∈ Ω. Les fonctions Cε
ijkl , g

ε
ijk , ǫεij sont εY -périodiques.

Pour ε > 0 fixé, le problème hétérogène se formule ainsi





−
∂

∂xj
[Cε

ijkl ekl(u
ε) + gkij

∂ϕε

∂xk
] = bi

∂

∂xj
[gjkl ekl(u

ε)− ǫjk
∂ϕε

∂xk
] = 0

uε = 0 sur ∂Ω

ϕε = 0 sur ∂Ω

(4.12)

Ce problème admet une solution unique uε, ϕε,conformement au lemme de Lax-Milgram.
Pour déterminer un problème homogène équivalent à (4.12), on cherchera uε et ϕε

sous la forme de développements asymptotiques :

uε(x) = uo(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + · · · (4.13)

ϕε(x) = ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y) + · · · (4.14)

où y =
x

ε
et les fonctions ui et ϕi sont Y -périodiques par rapport à la variable y.

On rappelle que la dérivation par rapport à la variable xi ,
∂

∂xi
, s’écrit

∂

∂xi
�

∂

∂xi
+

1

ε

∂

∂yi

et par conséquent

eij(Φ
ε(x)) = eijx(Φ(x, y) +

1

ε
eijy(Φ(x, y))

où Φε(x) = Φ(x,
x

ε
).

En tenant compte de ce qui précède, le système (4.12) devient

ε−2(−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

ε) + gkij
∂ ϕε

∂yk
])+

ε−1(−
∂

∂xj
[Cijklekly(u

ε) + gkij
∂ ϕε

∂yk
]−

∂

∂yj
[Cijkleklx(u

ε) + gkij
∂ϕε

∂xk
])

+ε0(−
∂

∂xj
[Cijkleklx(u

ε) + gkij
∂ϕε

∂xk
]) + ε (......) = bi

(4.15)
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ε−2(
∂

∂yj
[gjklekly(u

ε)− ǫjk
∂ ϕε

∂yk
])

+ε−1(
∂

∂xj
[gjklekly(u

ε)− ǫjk
∂ ϕε

∂yk
] +

∂

∂yj
[gjklrklx(u

ε)− ǫjk
∂ϕε

∂xk
])

+ε0(
∂

∂xj
[gjkleklx(u

ε)− ǫjk
∂ϕε

∂xk
]) + ε (......) = 0

(4.16)

En remplaçant uε et ϕε par leurs développements dans (4.15) et (4.16) et par identification
des puissances de ε, on obtient une ”cascade” de problèmes:

∂

∂yj
[Cijklekly(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂yk
] = 0 (4.17)

−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

1) + gkij
∂ ϕ1

∂yk
] −

∂

∂xj
[Cijklekly(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂yk
]

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂xk
] = 0

(4.18)

−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

2) + gkij
∂ ϕ2

∂yk
] −

∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + gkij
∂ ϕ1

∂yk
]

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

1) + gkij
∂ϕ1

∂xk
] −

∂

∂xj
[Cijkleklx(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂xk
] = bi

(4.19)

...

∂

∂yj
[gjklekly(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂yk
] = 0 (4.20)

∂

∂yj
[gjklekly(u

1)− ǫjk
∂ ϕ1

∂yk
] +

∂

∂xj
[gjklekly(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂yk
]

+
∂

∂yj
[gjkleklx(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂xk
] = 0

(4.21)

∂

∂xj
[gjklekly(u

1)− ǫjk
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂yj
[gjkleklx(u

1)− ǫjk
∂ ϕ1

∂xk
]

+
∂

∂xj
[gjkleklx(u

0) − ǫjk
∂ ϕ0

∂xk
] +

∂

∂yj
[gjklekly(u

2)− ǫjk
∂ ϕ2

∂yk
] = 0

(4.22)

...

Les problèmes ci-dessus s’énoncent ainsi
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Premier système : trouver u0 et ϕ0 solutions de




∂

∂yj
[Cijklekly(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂yk
] = 0

∂

∂yj
[gjklekly(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂yk
] = 0

u0 et ϕ0sont Y − périodiques

(4.23)

Deuxième système : trouver u1 et ϕ1 solutions de




−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

1) + gkij
∂ ϕ1

∂yk
] −

∂

∂xj
[Cijklekly(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂yk
]

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

0) + gkij
∂ ϕ0

∂xk
] = 0

∂

∂yj
[gjklekly(u

1)− ǫjk
∂ ϕ1

∂yk
] +

∂

∂xj
[gjklekly(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂yk
]

+
∂

∂yj
[gjkleklx(u

0) − ǫjk
∂ ϕ0

∂xk
] = 0

u1et ϕ1 sont Y − périodiques

(4.24)

Troisième système : trouver u2 et ϕ2 solutions de




−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

2) + gkij
∂ ϕ2

∂yk
]−

∂

∂xj
[Cijklekly(u

1) + gkij
∂ ϕ1

∂yk
]

−
∂

∂yj
[Cijkleklx(u

1) + gkij
∂ϕ1

∂xk
] −

∂

∂xj
[Cijkleklx(u

0) − gkij
∂ ϕ0

∂xk
] = bi

∂

∂xj
[gjklekly(u

1)− ǫjk
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂yj
[gjkleklx(u

1)− ǫjk
∂ ϕ1

∂xk
]

+
∂

∂xj
[gjkleklx(u

0)− ǫjk
∂ ϕ0

∂xk
] +

∂

∂yj
[gjklekly(u

2)− ǫjk
∂ ϕ2

∂yk
] = 0

u2 et ϕ2 sont Y − périodiques

(4.25)

4.5 Equations homogénéisées. Caractéristiques physiques
homogénéisées

On rappelle le lemme de Fredholm:

Lemme 8 Soit F une fonction de carré intégrable sur Y . On considère le problème aux
limites :

AΦ = F

Φ Y − périodique
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où A est un opérateur elliptique.
Alors la solution périodique Φ existe si et seulement si < F >= 0.
De plus si la solution existe, elle est unique à une constante additive près.

Tout d’abord, notons que le premier système nous donne l’indépendance de la solution
(u0, ϕ0) de la variable microscopique y:

u0(x, y) = u(x) (4.26)

ϕ0(x, y) = ϕ(x) (4.27)

En effet, d’aprés l’alternative de Fredholm, la solution de ce système existe à une
constante additive près.

Si on multiplie la première équation par u0 et la deuxième équation par ϕ0 et on
intégre sur Y , on obtient :

∫

Y

(
∂

∂yj
[Cijklekly(u

0) + gijk
∂ϕ0

∂yj
] · u0i )dy

−

∫

Y

∂

∂yj
[gijkekly(u

0)− ǫjk
∂ϕ0

∂yk
] · ϕ0dy = 0

En appliquant la formule de Green et en tenant compte de la périodicité des fonctions
on obtient

∫

Y

[Cijklekly(u
0)eijy(u

0) + ǫjk
∂ϕ0

∂yk

∂ϕ0

∂yj
]dy = 0

En tenant compte de l’ellipticité (4.6), on a

0 ≥ α
3∑

kl=0

∥∥ekly(u0)
∥∥2 + β

∥∥∥∥
∂ϕ0

∂yj

∥∥∥∥
2

d’où

ekly(u
0) = 0

∂ϕ0

∂yj
= 0

Ainsi

u0(x, y) = u(x)

ϕ0(x, y) = ϕ(x)
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En tenant compte de (4.26) et (4.27), le deuxième système (4.24) devient




−
∂

∂yj
[Cijklekly(u

1) + gkij
∂ ϕ1

∂yk
] =

∂

∂yj
[Cijkleklx(u) + gkij

∂ ϕ

∂xk
]

−
∂

∂yj
[gjklekly(u

1)− ǫjk
∂ ϕ1

∂yk
] =

∂

∂yj
[gjkleklx(u)− ǫjk

∂ ϕ

∂xk
]

(4.28)

En appliquant l’opérateur<> (moyenne) aux deux seconds membres et en tenant compte
de la périodicité on obtient

∫

Y

∂

∂yj
[Cijkleklx(u) + gkij

∂ ϕ

∂xk
]dy = 0

et

∫

Y

∂

∂yj
[gjkleklx(u)− ǫjk

∂ ϕ

∂xk
]dy = 0

et donc d’après le lemme de Fredholm on a l’existence et l’unicité de la solution à une
constante additive près. Grâce à la linéarité du problème (4.28) on peut mettre u1et ϕ1

sous la forme

u1k(x, y) = χmn
k (y)emnx(u) + Φm

k (y)
∂ ϕ

∂xm
(4.29)

ϕ1(x, y) = Ψmn(y)emnx(u) +Rm(y)
∂ ϕ

∂xm
(4.30)

où χmn , Φm , Ψmn et Rm sont des fonctions périodiques solutions de





−
∂

∂yj
[Cijkl(y)(ekly(χ

mn(y))emnx(u) + ekly(Φ
m(y))

∂ ϕ

∂xm
)

+gkij(y)(
∂Ψmn(y)

∂yk
emnx(u) +

∂ Rm(y)

∂yk

∂ ϕ

∂xm
)] =

∂

∂yj
[Cijmn(y)emnx(u)

+gmij(y)
∂ ϕ

∂xm
]

−
∂

∂yj
[gjkl(y)(ekly(χ

mn)emnx(u) + ekly(Φ
m(y))

∂ ϕ

∂xk
)

−ǫjk(y)(
∂Ψmn(y)

∂yk
emnx(u) +

∂ Rm(y)

∂yk

∂ ϕ

∂xm
)] =

∂

∂yj
[gjmn(y)emnx(u)

−ǫjm(y)
∂ ϕ

∂xm
]

(4.31)
En multipliant les deux équations ci-dessus par la fonction test v = (vi) ∈ Hper(Y,R

3)
, en intégrant sur Y , en appliquant la formule de Green et en tenant compte de la
condition de périodicité on obtient les problèmes cellulaires suivants :





∫

Y

(Cijkl(y)ekly(χ
mn(y) + Cijmn(y)

+gkij(y)
∂Ψmn(y)

∂yk
)eij(v)dy = 0

∀v ∈ Hper(Y,R
3) (4.32)
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∫

Y

(gjkl(y)ekly(χ
mn)− ǫjk(y)

∂Ψmn(y)

∂yk

+gjmn(y))
∂w

∂yj
dy = 0

∀w ∈ Hper(Y ) (4.33)





∫

Y

(gmij(y) + Cijkl(y)ekly(Φ
m(y))

+gkij(y)
∂ Rm(y)

∂yk
)eij(v)dy = 0

∀v ∈ Hper(Y,R
3) (4.34)





∫

Y

(ǫjm(y) + ǫjk(y)
∂Rm(y)

∂yk

−gjkl(y)ekly(Φ
m(y))

∂w

∂yj
dy = 0

∀w ∈ Hper(Y ) (4.35)

Le troisième système s’écrit sous la forme:





−
∂

∂yj
[Cijkl(y)ekly(u

2) + gkij(y)
∂ ϕ2

∂yk
] =

∂

∂xj
[Cijkl(y)ekly(u

1) + gkij(y)
∂ ϕ1

∂yk
]

+
∂

∂yj
[Cijkl(y)eklx(u

1) + gkij(y)
∂ϕ1

∂xk
]

+
∂

∂xj
[Cijkl(y)eklx(u)− gkij(y)

∂ ϕ

∂xk
] + bi

−
∂

∂yj
[gjkl(y)ekly(u

2)− ǫjk(y)
∂ ϕ2

∂yk
] =

∂

∂xj
[gjkl(y)ekly(u

1) − ǫjk(y)
∂ϕ1

∂yk
]

+
∂

∂yj
[gjkl(y)eklx(u

1) − ǫjk(y)
∂ ϕ1

∂xk
]

+
∂

∂xj
[gjkl(y)eklx(u)− ǫjk(y)

∂ ϕ

∂xk
]

(4.36)
D’après le lemme de Fredholm ce système admet une solution périodique si les deux
seconds membres ont des moyennes nulles. Ainsi la moyenne de la première équation
donne ∫

Y

(
∂

∂xj
[Cijkl(y)ekly(u

1) + gkij(y)
∂ ϕ1

∂yk
]

+
∂

∂xj
[Cijkl(y)eklx(u) + gkij(y)

∂ ϕ

∂xk
] + bi)dy = 0

d’où, en remplaçant u1et ϕ1 par leurs expressions on a :

∫

Y

[(Cijmn(y)emny(χ
kl(y) + gmij(y)

∂Ψkl(y)

∂ym
+ Cijkl)

∂2uk
∂xjxl

+(gkij(y) + Cijmn(y)
∂Φk

m(y)

∂yn
+ gmij(y)

∂Rk(y)

∂ym
)

∂2ϕ

∂xj∂xk
+ bi]dy = 0
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soit

Ch
ijkl(y)

∂2uk

∂xjxl
+ ghkij(y)

∂2ϕ

∂xj∂xk
+ bi = 0 (4.37)

où

Ch
ijkl = < Cijmn(y)emny(χ

kl(y)) + gmij(y)
∂Ψkl(y)

∂ym
+ Cijkl(y) >

ghkij = < gkij(y) + gmij(y)
∂Rk(y)

∂ym
+ Cijmn(y)

∂Φk
m(y)

∂yn
>

(4.38)

Ceci constituent les coefficients homogénéisés de la structure piézo-électrique.
((Ch

ijkl) : tenseur élastique homogénéisé ; (ghkij) : tenseur piézoélectrique homogénéisé).
La moyenne de la deuxième équation de (4.36) donne

∫

Y

(
∂

∂xj
[gjkl(y)ekly(u

1)− ǫjk(y)
∂ϕ1

∂yk
] +

∂

∂xj
[gjkl(y)eklx(u)− ǫjk(y)

∂ϕ

∂xk
)dy = 0

et en remplaçant u1et ϕ1par leurs expressions on obtient:

∫

Y

[(gjkl(y)ekly(χ
mn(y) − ǫjk(y)

∂Ψmn(y)

∂yk
+ gjmn(y))

∂2um
∂xj∂xn

+(gjkl(y)ekly(Φ
m(y))− ǫjk(y)

∂Rm(y)

∂yk
− ǫjm(y)

∂2ϕ

∂xjxm
)]dy = 0

soit

ghjmn

∂2um
∂xjxn

− ǫhjm
∂2ϕ

∂xjxm
= 0 (4.39)

où

ǫhjm = < ǫjm(y) + ǫjk(y)
∂Rm(y)

∂yk
− gjkl(y)ekly(Φ

m(y)) >

ghjmn = < gjmn(y) + gjkl(y)ekly(χ
mn(y))− ǫjk(y)

∂Ψmn(y)

∂yk
>

(4.40)

(ǫhjm) est le tenseur diélectrique homogénéisé. Les équations piézoélectriques homogénéisées
s’écrivent donc 




Ch
ijkl

∂2(uk)

∂xjxl
+ ghkij

∂2ϕ

∂xj∂xk
+ bi = 0

ghjmn

∂2um
∂xjxn

− ǫhjm
∂2ϕ

∂xjxm
= 0

(4.41)

Les conditions aux limites du problème homogénéisé se déduisent facilement des condi-
tions aux limites du problème hétérogène et sont donc telles que:

u = 0 sur ∂Ω

et
ϕ = 0 sur ∂Ω

Remarque 9 Les coefficients ghkij donnés par (4.38-2) et (4.40-2) sont identiques.

Remarque 10 Les caractéristiques homogénéisées gardent les propriétés de symétrie.



4.6 RETOURAUNIVEAUMICROSCOPIQUECALCULDESMICROCONTRAINTE

4.6 Retour au niveau microscopique

Calcul des microcontraintes

Une fois l’étape d’homogénéisation finie, on peut résoudre le problème au niveau macros-
copique. De plus, il est possible d’obtenir des informations au niveau microscopique et
c’est ce que l’on présente dans ce qui suit.

On considère maintenant que la structure composite est soumise à un chargement
donné. Par la technique d’homogénéisation, exposée ci-avant, on peut lui substituer une
structure homogène équivalente, et à un chargement donné on peut associer, en chaque
point de la structure homogène les champs de contraintes, de déformations, électrique,
etc.

Le processus de localisation est la démarche qui nous permet d’associer à un champ
de déformations macroscopique le champ de microcontraintes régnant dans la cellule (la
période) qui se trouve au voisinage de ce point x.

Revenons aux relations initiales:

• les lois de comportement

σij = Cijklekl − gkijEk

Di = giklekl + ǫikEk

• les déformations

ekh(u) =
1

2
(
∂uk
∂xh

+
∂uh
∂xk

)

Ek = −
∂ϕ

∂xk
, k = 1, 2, 3

On utilise le développement asymptotique de la solution (uε, ϕε) :

uε(x) = uo(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + · · ·

ϕε(x) = ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y) + · · ·

et on l’introduit dans les lois de comportement

σij = Cijklekl + gkij
∂ϕ

∂xk

Di = giklekl − ǫik
∂ϕ

∂xk

On obtient ainsi, en tenant compte du nouvel opérateur de dérivation, le tenseur de
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contraintes
σεij = Cε

ijkl ·
[
eklx(u

ε) + 1
ε
· ekly(uε)

]
+ gεkij · ∂ϕε

∂xk

Cε
ijkl · [eklx(u

o(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y))

+1
ε
· ekly(uo(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y))]

+gεkij ·




∂
∂xk

(ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y))+

+1
ε
· ∂
∂yk

(ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y))




=
{
Cε
ijkl · eklx(u

0) + Cε
ijkl · ekly(u

1) + gεkij · ∂ϕ0

∂xk
+ gεkij · ∂ϕ1

∂yk

}

+ε ·
{
Cε
ijkl · eklx(u

1) + Cε
ijkl · ekly(u

2) + gεkij · ∂ϕ1

∂xk
+ gεkij · ∂ϕ2

∂yk

}

+ε2 · {...........................}

En utilisant aussi le développement asymptotique du tenseur des contraintes σε
ij, on

aura:
σεij(u

ε) = σ0ij(u
ε) + ε · σ1ij(u

ε) + ε2 · σ2ij(u
ε) + ...............................

d’où, en suivant les puissances de ε on obtient

σ0ij(u
ε) =

{
Cε
ijkl · eklx(u

0) + Cε
ijkl · ekly(u

1) + gεkij ·
∂ϕ0

∂xk
+ gεkij ·

∂ϕ1

∂yk

}
(4.42)

On rappelle que les fonctions u1 et ϕ1 sont de la forme

u1k(x, y) = χmn
k (y)emnx(u

0) + Φm
k (y)

∂ ϕ0

∂xm
(4.43)

ϕ1(x, y) = Ψmn(y)emnx(u
0) +Rm(y)

∂ ϕ0

∂xm
(4.44)

En utilisant (4.43) et (4.44) on calcule

∂ϕ1

∂yk
= ∂

∂yk

[
Ψmn(y)emnx(u

0) +Rm(y)∂ ϕ0

∂xm

]

= emnx(u
0) · ∂Ψmn(y)

∂yk
+ ∂ ϕ0

∂xm
· ∂Rm(y)

∂yk

et

ekly(u
1) = 1

2
·
(
∂u1

k

∂yl
+

∂u1
l

∂yk

)

= 1
2
· [ ∂

∂yl

(
χmn
k (y)emnx(u

0) + Φm
k (y)

∂ ϕ0

∂xm

)

+ ∂
∂yk

(
χmn
l (y)emnx(u

0) + Φm
l (y)

∂ ϕ0

∂xm

)
]

= 1
2
· [emnx(u

0) ·
(
∂χmn

k
(y)

∂yl
+

∂χmn
l
(y)

∂yk

)

+ ∂ ϕ0

∂xm
·
(
∂Φm

k
(y)

∂yl
+

∂Φm
l
(y)

∂yk

)
]

= emnx(u
0) · ekly(χmn(y)) + ∂ ϕ0

∂xm
· ekly(Φm(y))
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En les introduisant en(4.42) on obtient

σ0ij(u
ε) =

{
Cε
ijkl · eklx(u

0) + Cε
ijkl · ekly(u

1) + gεkij · ∂ϕ0

∂xk
+ gεkij · ∂ϕ1

∂yk

}

= Cε
ijkl · eklx(u

0) + Cε
ijkl ·

[
emnx(u

0) · ekly(χ
mn(y)) + ∂ ϕ0

∂xm
· ekly(Φ

m(y))
]
+ gεkij · ∂ϕ0

∂xk

+ gεkij ·
[
emnx(u

0) · ∂Ψmn(y)
∂yk

+ ∂ ϕ0

∂xm
· ∂Rm(y)

∂yk

]

=
{
Cε
ijkl · eklx(u

0) + Cε
ijkl · emnx(u

0) · ekly(χmn(y)) + gεkij · emnx(u
0) · ∂Ψmn(y)

∂yk

}

+
{
Cε
ijkl ·

∂ ϕ0

∂xm
· ekly(Φ

m(y)) + gεkij · ∂ϕ0

∂xk
+ gεkij · ∂ ϕ0

∂xm
· ∂Rm(y)

∂yk

}

En regroupant les termes on a

σ0ij(x, y) = emnx(u
0) ·

[
Cε
ijmn(y) + Cε

ijkl(y) · ekly(χ
mn(y)) + gεkij(y) ·

∂Ψmn(y)
∂yk

]

+ ∂ ϕ0

∂xm
(x) ·

[
Cε
ijkl(y) · ekly(Φ

m(y)) + gεmij(y) + gεkij(y) ·
∂Rm(y)
∂yk

]
, i, j = 1, 2, 3

ce qui représente les relations analytiques des microcontraintes pour un chargement
macroscopique donné (u0, ϕ0) .

Si on note par

Kijmn = Cε
ijmn(y) + Cε

ijkl(y) · ekly(χ
mn(y)) + gεkij(y) ·

∂Ψmn(y)

∂yk

et

Gmij = gεmij(y) + Cε
ijkl(y) · ekly(Φ

m(y)) + gεkij(y) ·
∂Rm(y)

∂yk

alors les relations précédentes peuvent s’écrire

σ0ij(x, y) = Kijmn · emnx(u
0) +Gmij ·

∂ ϕ0

∂xm
(x), i, j = 1, 2, 3 (4.45)

La connaissance donc de la microcontrainte σ0ij(x, y) pour un point fixé x de la
section de la période de base nécessite l’évaluation des coefficients Kijmn(y1, y2) en ce
point là.

Les Kijmn(y1, y2) s’appellent les microcontraintes élémentaires. Après la réso-
lution des problèmes cellulaires, ces quantités sont calculées une fois pour tout, pour une
configuration donnée du composite. Le champ de microcontraintes correspondant à un
champ de déformations macroscopiques (ou bien de contraintes macroscopiques) s’obtient
comme combinaison linéaire de ces dernières et des microcontraintes élémentaires. On
peut tester ainsi l’effet des divers chargements macroscopiques.
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En faisant varier les indices dans la formule (4.45) on obtient explicitement (pour un
matériau de type orthotrope par exemple)

σ011(x, y) = K11mn · emnx(u
0) +Gm11 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K1111 · e11x(u
0) +K1122 · e22x(u

0) +K1133 · e33x(u
0)

+ 2 ·K1123 · e23x(u0) + 2 ·K1113 · e13x(u0) + 2 ·K1112 · e12x(u0)

+ G111 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G211 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G311 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= K1111 · e11x(u0) +K1122 · e22x(u0) +K1133 · e33x(u0) +G311 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

donc

σ011(x, y) = K1111 · e11x(u
0) +K1122 · e22x(u

0) +K1133 · e33x(u
0) +G311 ·

∂ ϕ0

∂x3
(x) (4.46)

σ022(x, y) = K22mn · emnx(u
0) +Gm22 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K2211 · e11x(u0) +K2222 · e22x(u0) +K2233 · e33x(u0)

+ 2 ·K2223 · e23x(u0) + 2 ·K2213 · e13x(u0) + 2 ·K2212 · e12x(u0)

+ G122 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G222 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G322 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= K2211 · e11x(u
0) +K2222 · e22x(u

0) +K2233 · e33x(u
0) +G322 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

et donc

σ022(x, y) = K2211 · e11x(u
0) +K2222 · e22x(u

0) +K2233 · e33x(u
0) +G322 ·

∂ ϕ0

∂x3
(x) (4.47)

σ033(x, y) = K33mn · emnx(u
0) +Gm33 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K3311 · e11x(u0) +K3322 · e22x(u0) +K3333 · e33x(u0)

+ 2 ·K3323 · e23x(u0) + 2 ·K3313 · e13x(u0) + 2 ·K3312 · e12x(u0)

+ G133 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G233 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G333 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= K3311 · e11x(u
0) +K3322 · e22x(u

0) +K3333 · e33x(u
0) +G333 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

c’est-à-dire

σ033(x, y) = K3311 · e11x(u
0) +K3322 · e22x(u

0) +K3333 · e33x(u
0) +G333 ·

∂ ϕ0

∂x3
(x) (4.48)
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De même, on calcule les autres composantes du tenseur des microcontraintes:

σ023(x, y) = K23mn · emnx(u
0) +Gm23 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K2311 · e11x(u0) +K2322 · e22x(u0) +K2333 · e33x(u0)

+ 2 ·K2323 · e23x(u0) + 2 ·K2313 · e13x(u0) + 2 ·K2312 · e12x(u0)

+ G123 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G223 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G323 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= 2 ·K2323 · e23x(u
0) +G123 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G223 · ∂ ϕ0

∂x2
(x)

σ023(x, y) = 2 ·K2323 · e23x(u
0) +G123 ·

∂ ϕ0

∂x1
(x) +G223 ·

∂ ϕ0

∂x2
(x) (4.49)

σ013(x, y) = K13mn · emnx(u
0) +Gm13 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K1311 · e11x(u0) +K1322 · e22x(u0) +K1333 · e33x(u0)

+ 2 ·K1323 · e23x(u0) + 2 ·K1313 · e13x(u0) + 2 ·K1312 · e12x(u0)

+ G113 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G213 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G313 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= 2 ·K1313 · e13x(u0) +G113 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G213 · ∂ ϕ0

∂x2
(x)

σ013(x, y) = 2 ·K1313 · e13x(u
0) +G113 ·

∂ ϕ0

∂x1
(x) +G213 ·

∂ ϕ0

∂x2
(x) (4.50)

σ012(x, y) = K12mn · emnx(u
0) +Gm12 · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= K1211 · e11x(u0) +K1222 · e22x(u0) +K1233 · e33x(u0)

+ 2 ·K1223 · e23x(u0) + 2 ·K1213 · e13x(u0) + 2 ·K1212 · e12x(u0)

+ G112 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) +G212 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) +G312 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= 2 ·K1212 · e12x(u0) +G312 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

σ012(x, y) = 2 ·K1212 · e12x(u
0) +G312 ·

∂ ϕ0

∂x3
(x) (4.51)
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Si on considère un matériau orthotrope, il faut alors tenir compte des relations:

K1123 = K1113 = K1112 = K2223 = K2213 = K2212 = K3323

= K3313 = K3312 = K2311 = K2322 = K2333 = K2313 = K2312

= K1311 = K1322 = K1333 = K1323 = K1312

= K1211 = K1222 = K1233 = K1223 = K1213 = 0

g111 = g122 = g133 = g112 = g211 = g222 = g233 = g212 = g323 = g313 = 0

et
ǫ12 = ǫ13 = ǫ21 = ǫ23 = ǫ31 = ǫ32 = 0

Matriciellement les relations (4.46) - (4.51) s’écrivent




σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12




=




K1111 K1122 K1133 0 0 0

K2211 K2222 K2233 0 0 0

K3311 K3322 K3333 0 0 0

0 0 0 K2323 0 0

0 0 0 0 K1313 0

0 0 0 0 0 K1212




·




e11

e22

e33

2e23

2e13

2e12




+

+




0 0 0 G123 G113 0

0 0 0 G223 G213 0

G311 G322 G333 0 0 G312




T

·




∂ϕ0

∂x1

∂ϕ0

∂x2

∂ϕ0

∂x3




On peut procéder de la même manière pour le vecteur déplacement électrique.
En développant, on obtient

Dε
i (u

ε) = gεikl ·
[
eklx(u

ε) + 1
ε
· ekly(uε)

]
− ǫεik · (∂ϕ

ε

∂xk
+ 1

ε
· ∂ϕε

∂yk
)

= gεikl · [eklx(u
o(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y))

+ 1
ε
· ekly(uo(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y))]

- ǫεik ·
[
∂(ϕ0(x,y)+εϕ1(x,y)+ε2ϕ2(x,y))

∂xk
+ 1

ε
· ∂(ϕ0(x,y)+εϕ1(x,y)+ε2ϕ2(x,y))

∂yk

]

=
[
gεikl · eklx(u

0) + gεikl · ekly(u
1)− ǫεik · ∂ ϕ0

∂xk
− ǫεik · ∂ ϕ1

∂yk

]

+ ε · [........] + ε2 · [.....................]

Mais
Dε

i = D0
i + ε ·D1

i + ε2 ·D2
i + .....



4.6 RETOURAUNIVEAUMICROSCOPIQUECALCULDESMICROCONTRAINTE

et en identifiant les puissances de ε on obtient

D0
i (u

ε) =

[
gεikl · eklx(u

0) + gεikl · ekly(u
1)− ǫεik ·

∂ ϕ0

∂xk
− ǫεik ·

∂ ϕ1

∂yk

]

On introduit, comme précédemment, les expressions (4.43) et (4.44) de u1 et ϕ1 et
on obtient:

D0
i (u

ε) = gεikl · eklx(u
0) + gεikl ·

[
emnx(u

0) · ekly(χ
mn(y)) + ∂ ϕ0

∂xm
· ekly(Φ

m(y))
]

- ǫεik · ∂ ϕ0

∂xk
− ǫεik ·

[
emnx(u

0) · ∂Ψmn(y)
∂yk

+ ∂ ϕ0

∂xm
· ∂Rm(y)

∂yk

]

=
{
gεikl · eklx(u

0) + gεikl · emnx(u
0) · ekly(χmn(y))− ǫεik · emnx(u

0) · ∂Ψmn(y)
∂yk

}

+
{
gεikl ·

∂ ϕ0

∂xm
· ekly(Φm(y))− ǫεik · ∂ ϕ0

∂xk
− ǫεik · ∂ ϕ0

∂xm
· ∂Rm(y)

∂yk

}

d’où

D0
i (x, y) = emnx(u

0) ·
[
gεimn(y) + gεikl(y) · ekly(χ

mn(y))− ǫεik(y) ·
∂Ψmn(y)

∂yk

]

- ∂ ϕ0

∂xm
(x) ·

[
−gεikl(y) · ekly(Φ

m(y)) + ǫεim(y) + ǫεik(y) ·
∂Rm(y)
∂yk

]

ce qui représente les relations donnant le champ déplacement électrique au niveau
microscopique (pour un chargement macroscopique donné).

Si l’on note par

Gimn = gεimn(y) + gεikl(y) · ekly(χ
mn(y)) − ǫεik(y) ·

∂Ψmn(y)

∂yk

et

Eim = −gεikl(y) · ekly(Φ
m(y)) + ǫεim(y) + ǫεik(y) ·

∂Rm(y)

∂yk

on obtient les expressions ci-dessus sous la forme suivante

D0
i (x, y) = Gimn · emnx(u

0)−Eim ·
∂ ϕ0

∂xm
(x), i = 1, 2, 3 (4.52)

ou bien en explicitant la relation (4.52):

D0
1(x, y) = G1mn · emnx(u

0)−E1m · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= G111 · e11x(u0) +G122 · e22x(u0) +G133 · e33x(u0)

+ 2 ·G123 · e23x(u0) + 2 ·G113 · e13x(u0) + 2 ·G112 · e12x(u0)

- E11 · ∂ ϕ0

∂x1
(x)−E12 · ∂ ϕ0

∂x2
(x)−E13 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= 2 ·G123 · e23x(u0) + 2 ·G113 · e13x(u0)−E11 · ∂ ϕ0

∂x1
(x)
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donc

D0
1(x, y) = 2 ·G123 · e23x(u

0) + 2 ·G113 · e13x(u
0)−E11 ·

∂ ϕ0

∂x1
(x) (4.53)

On trouve aussi

D0
2(x, y) = G2mn · emnx(u

0)−E2m · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= G211 · e11x(u0) +G222 · e22x(u0) +G233 · e33x(u0)

+ 2 ·G223 · e23x(u0) + 2 ·G213 · e13x(u0) + 2 ·G212 · e12x(u0)

- E21 · ∂ ϕ0

∂x1
(x) −E22 · ∂ ϕ0

∂x2
(x)−E23 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= 2 ·G223 · e23x(u0) + 2 ·G213 · e13x(u0)−E22 · ∂ ϕ0

∂x2
(x)

donc

D0
2(x, y) = 2 ·G223 · e23x(u

0) + 2 ·G213 · e13x(u
0)−E22 ·

∂ ϕ0

∂x2
(x) (4.54)

D0
3(x, y) = G3mn · emnx(u

0)−E3m · ∂ ϕ0

∂xm
(x)

= G311 · e11x(u0) +G322 · e22x(u0) +G333 · e33x(u0)

+ 2 ·G323 · e23x(u0) + 2 ·G313 · e13x(u0) + 2 ·G312 · e12x(u0)

- E31 · ∂ ϕ0

∂x1
(x)−E32 · ∂ ϕ0

∂x2
(x) −E33 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

= G311 · e11x(u0) +G322 · e22x(u0) +G333 · e33x(u0) + 2 ·G312 · e12x(u0)−E33 · ∂ ϕ0

∂x3
(x)

D0
3(x, y) = G311 ·e11x(u

0)+G322 ·e22x(u
0)+G333 ·e33x(u

0)+2 ·G312 ·e12x(u
0)−E33 ·

∂ ϕ0

∂x3
(x)

(4.55)
Autrement dit, on peut écrire les relations (4.53) - (4.55) sous la forme suivante:




D0
1

D0
2

D0
3


 =




0 0 0 G123 G113 0

0 0 0 G223 G213 0

G311 G322 G333 0 0 G312


 ·




e11

e22

e33

2e23

2e13

2e12




−
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−




E11 0 0

0 E22 0

0 0 E33


 ·




∂ϕ0

∂x1

∂ϕ0

∂x2

∂ϕ0

∂x3




Pour le vecteur champ électrique on a

Eε
k = −

∂ ϕε

∂xk
, k = 1, 2, 3

et donc

Eε
k = −

∂ (ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y))

∂xk
−

1

ε
·
∂ (ϕ0(x, y) + εϕ1(x, y) + ε2ϕ2(x, y))

∂yk

Mais
Eε
k = E0

k + ε ·E1
k + ε2 · E2

k + .....

d’où

E0
k = −

∂ ϕ0

∂xk
−

∂ ϕ1

∂yk

et en remplaçant ∂ ϕ1
∂yk

par son expression, on obtient

E0
k = −

∂ ϕ0

∂xk
−

[
emnx(u

0) ·
∂Ψmn(y)

∂yk
+

∂ ϕ0

∂xm
·
∂Rm(y)

∂yk

]

c’est-à-dire:

E0
k = −emnx(u

0) ·
∂Ψmn(y)

∂yk
−

∂ ϕ0

∂xm
·
∂Rm(y)

∂yk
−

∂ ϕ0

∂xk
, k = 1, 2, 3

qui est l’expression analytique du vecteur champ électrique au niveau microscopique.

4.7 Etude sur la convergence de la solution

Dans ce paragraphe on va démontrer que la solution du problème hétérogène converge
faiblement vers la solution du problème homogénéisé. Considèrons un corps piézoélec-
trique qui occupe un domaine Ω de R3de frontière ∂Ω supposée assez regulière. On
considère le problème piézoéléctrique :





Trouver u et ϕ tel que

−
∂

∂xj
[Cijklekl(u) + gkij

∂ϕ

∂xk
] = bi dans Ω

∂

∂xj
[gjklekl(u)− ǫjk

∂ϕ

∂xk
] = 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

ϕ = 0 sur ∂Ω
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où

• σ : tenseur des contraintes

• u : vecteur déplacements

• b : densité volumique de forces dans Ω

• ϕ : potentiel électrique

On suppose que les coefficients Cijkl (élastiques), gijk (piézoélectriques) et ǫij (diélec-
triques) satisfont les conditions de symétrie, de positivité et de bornétude et on introduit
les espaces fonctionnels suivants :

V =
{
v = (v1, v3, v3) ∈ H1(Ω) ; vi = 0 sur ∂Ω

}

Θ =
{
Ψ ∈ H1(Ω) ;Ψ = 0 sur ∂Ω

}

Soient (v , Ψ) dans V×Θ où v = (vi). En multipliant le premier membre du problème
par v et le deuxième par Ψ et en intégrant sur Ω on obtient





∫

Ω

−
∂

∂xj
[Cijkl ekl(u)+gkij

∂ϕ

∂xk
] vi dx =

∫

Ω

bivi dx
∫

Ω

∂

∂xj
[gjkl ekl(u)− ǫjk

∂ϕ

∂xk
] Ψ dx = 0.

En regroupant les deux termes et en appliquant la formule de Green on obtient

∫

Ω

[cijklekl(u)+gkij
∂ϕ

∂xk
]
∂vi
∂xi

dx−

∫

∂Ω

[cijklekl(u)+gkij
∂ϕ

∂xk
]viηj dσ

−

∫

Ω

[gjklekl(u) − ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx+

∫

∂Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]Ψηi dσ =

∫

Ω

bividx

soit ∫

Ω

[cijklekl(u)+gkij
∂ϕ

∂xk
]eij(v)dx

−

∫

Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx =

∫

Ω

bividx

En posant

a((u, ϕ); (v,Ψ)) =

∫

Ω

[cijklekl(u)+gkij
∂ϕ

∂xk
]eij(v)dx−

−

∫

Ω

[gjklekl(u)− ǫjk
∂ϕ

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx

et

L(v,Ψ) =

∫

Ω

bividx
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le problème se formule ainsi

a((u, ϕ); (v,Ψ)) = L(v,Ψ)

On a déjà montré que, sous les hypothèses de bornétude, de symétrie et de positivité,
le problème admettait une solution unique.

On s’intéresse au cas où la structure du matériau est caractérisée par des coefficients
Cijkl, gijk et ǫij présentent un caractère périodique en x. De manière plus précise, soit
Y = [0, Y1] × [0, Y2] × [0, Y3] la cellule de base et soient les fonctions Cijkl(y), gijk(y)
et ǫij(y) définies sur la période de base Y . On suppose que ces fonctions satisfont les
hypothèses de bornétude et de symétrie.

Soit un scalaire ε > 0 destiné à tendre vers 0. On définit alors

Cε
ijkl(x) = Cijkl(

x

ε
)

gεijk(x) = gijk(
x

ε
)

ǫεij(x) = ǫij(
x

ε
)

pour x ∈ Ω. Les fonctions Cε
ijkl , g

ε
ijk , ǫεij sont εY− périodiques.

Pour ε > 0 fixé, le problème hétérogène





−
∂

∂xj
[Cε

ijkl ekl(u
ε)+gkij

∂ϕε

∂xk
] = bi

∂

∂xj
[gεjkl ekl(u

ε)− ǫjk
∂ϕε

∂xk
] = 0

uε = 0 sur ∂Ω

ϕε = 0 sur ∂Ω

admet une solution unique (uε, ϕε).
Le problème est équivalent à

aε ((uε, ϕε); (v,Ψ)) = L(v,Ψ)

où

aε ((uε, ϕε); (v,Ψ)) =

∫

Ω

[cijkl(
x

ε
)ekl(u

ε)+gkij(
x

ε
)
∂ϕε

∂xk
]eij(v)dx−

−

∫

Ω

[gjkl(
x

ε
)ekl(u

ε)− ǫjk(
x

ε
)
∂ϕε

∂xk
]
∂Ψ

∂xj
dx

Introduisons alors

W1 = Hper(Y ) =
{
v ∈ H1(Y ) telle que v est Y périodique

}
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W2 = Hper(Y,R
3) = {v = (vi) telle que vi ∈ Hper(Y )}

et

pmn
i = ynδim

qm = ym

Théorème 11 Sous les hypothèses de symétrie, de positivité et de bornétude, si les co-
efficients sont Y-périodiques et si b ∈ L2(Ω), alors la solution du problème

aε ((uε,ϕε), (v,Ψ)) = L(v,Ψ)

converge faiblement dans V×Θ,soit

uε → u faiblement dans V

ϕε → ϕ faiblement dans Θ

où (u, ϕ) est l’unique solution de




(u, ϕ) ∈ W1 ×W2

Ch
ijkl

∂2uk
∂xj∂xl

+ ghkij
∂2ϕ

∂xj∂xk
= bi

ghkij
∂2ui

∂xj∂xk
− ǫhjk

∂2ϕ

∂xj∂xk
= 0

avec

Ch
ijkl = < Cijmn(y) · emny(χ

kl (y) ) +Cijkl(y) + gmij(y) ·
∂Ψkl (y)

∂ym
>

ghkij = < cijmn(y) ·
∂Φk

m (y)

∂yn
+gmij(y) ·

∂Rk (y)

∂ym
+ gkij(y) >

ǫhjm = < gjkl(y) · ekly(Φ
m (y))− ǫjk(y) ·

∂Rm

∂yk
− ǫjm(y) >

Preuve. Choisissons (v,Ψ) = (uε,ϕε) dans aε ((uε, ϕε); (v,Ψ)) et utilisons la positivité.
On obtient:

‖uε‖ ≤ C1

‖ϕε‖ ≤ C2
posons

ξεij = Cijkl(
x

ε
) · ekl(uε)

τ εij = gkij(
x

ε
) ·

∂ϕε

∂xk

λεj = gjkl(
x

ε
) · ekl(uε)

ρεj = ǫjk(y) ·
∂ϕε

∂xk
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On a: ∣∣ξεij
∣∣
L2

≤ C3
∣∣τ εij

∣∣
L2

≤ C4
∣∣λεj

∣∣
L2

≤ C5
∣∣ρεj

∣∣
L2

≤ C6

on en déduit que, pour des sous-suites de uε,ϕε, ξεij, τ
ε
ij, λ

ε
j et ρ

ε
j





uε → u

ϕε → ϕ

ξεij → ξij

τ εij → τ ij

λεj → λj

ρεj → ρj

en passant à la limite dans
∫

Ω

[ξεij+τ
ε
ij]eij(v)dx

−

∫

Ω

[λεj − ρεj]
∂Ψ

∂xj
dx = L(v,Ψ)

on obtient∫

Ω

[ξij+τ ij]eij(v) − [λj − ρj]
∂Ψ

∂xj
dx = L(v,Ψ) ∀(v,Ψ) ∈ V×Θ

Soit P(y) un champ de vecteurs sur Y dont les composantes Pi sont des polynômes
homogènes du premier degré en y.

Construisons
wε(x) = P(x) + εχmn(y)

où χmn est l’une des fonctions d’influence. La fonction d’influence χmn est bornée car
Y-périodique et de plus wε → P dans L2(Ω) fort.

Soit q un polynôme homogène du premier degré en y. On construit

Rε(x) = q(x) + εRm (y)

où Rm (y) est aussi une fonction d’influence. Les fonctions d’influence sont solutions
des problèmes

∫

Y

(Cijkl(y)ekly(χ
mn(y) + Cijmn(y)

+gkij(y)
∂Ψmn(y)

∂yk
)eij(v)dy = 0

∀v ∈ Hper(Y,R
3)
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∫

Y

(gjkl(y)ekly(χ
mn)− ǫjk(y)

∂Ψmn(y)

∂yk

+gjmn(y))
∂w

∂yj
dy = 0

∀w ∈ Hper(Y )

∫

Y

(gmij(y) + Cijkl(y)ekly(Φ
m(y))

+gkij(y)
∂ Rm(y)

∂yk
)eij(v)dy = 0

∀v ∈ Hper(Y,R
3)

∫

Y

(ǫjm(y) + ǫjk(y)
∂Rm(y)

∂yk

−gjkl(y)ekly(Φ
m(y))

∂w

∂yj
dy = 0

∀w ∈ Hper(Y )

On a Rε → q dans L2 fort. De plus

aε ((wε,Ψmn), (v1, v2)) = 0 ∀(v1, v2) ∈ V×Θ

aε ((Φm, Rε), (v1, v2)) = 0 ∀(v1, v2) ∈ V×Θ
(4.56)

On choisit dans la formulation variationnelle v = ϕwε, ψ = ϕΨmn et v = ϕΦm,
ψ = ϕRε . On obtient:

aε ((u,ϕ), (ϕwε, ϕΨmn)) = L(ϕwε, ϕΨmn) (4.57)

aε ((u,ϕ), (ϕΦm, ϕRε)) = L(ϕΦm, ϕRε) (4.58)

Dans (4.56) on choisit v1 = ϕuε, v2 = ϕϕε. Il vient

aε ((wε,Ψmn), (ϕuε, ϕϕε)) = 0 (4.59)

aε ((Φm, Rε), (ϕuε, ϕϕε)) = 0 (4.60)

(4.57)-(4.59) donne

aε ((u,ϕ), (ϕwε, ϕΨmn)) − aε ((wε,Ψmn), (ϕuε, ϕϕε)) = L(ϕwε, ϕΨmn) (4.61)

(4.58)-(4.60 )donne
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aε ((u,ϕ), (ϕΦm, ϕRε))− aε ((Φm, Rε), (ϕuε, ϕϕε)) = L(ϕΦm, ϕRε) (4.62)

On traite d’abord l’équation ( 4.61). Après réduction de l’équation, on a
∫

Ω

[ξεij+τ
ε
ij]w

ε
i

∂ϕ

∂xj
dx−

∫

Ω

[λεj − ρεj]Ψ
mn ∂ϕ

∂xj
dx

−

∫

Ω

[cijkl(
x

ε
)ekl(w

ε)+gkij(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
] uεi

∂ϕ

∂xj
dx

+

∫

Ω

[gjkl(
x

ε
)ekl(w

ε)− ǫjk(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
] ϕε ∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

biϕ w
ε
i dx

on peut alors passer à la limite en tenant compte que toute fonction périodique converge
vers sa moyenne. Ainsi on a

wε
i → Pi

uεi → ui

ϕε → ϕ

[cijkl(
x

ε
)ekl(w

ε)+gkij(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
] → Mij(P) (sa moyenne)

[gjkl(
x

ε
)ekl(w

ε)− ǫjk(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
] → Nj(P) (sa moyenne)

Donc

∫

Ω

([ξij+τ ij]Pi − [λj − ρj]Ψ
mn−

−Mij(P) ui +Nj(P)ϕ)
∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

biϕ Pi dx = L(ϕP, ϕΨmn)

où Mij(P) est la moyenne de cijkl(
x

ε
)ekl(w

ε)+gkij(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
et Nj(P) est la moyenne

de gjkl(
x

ε
)ekl(w

ε)− ǫjk(
x

ε
)
∂Ψmn

∂xk
D’autre part,

L(ϕP, ϕΨmn) =

∫

Ω

[ξij+τ ij](Pi

∂ϕ

∂xj
+ ϕeij(P))

-[λj − ρj](ϕ
∂Ψmn

∂xj
+Ψmn

∂ϕ

∂xj
)dx

donc ∫

Ω

([ξij+τ ij]Pi −[λj − ρj]Ψ
mn −Mij(P) ui +Nj(P)ϕ)

∂ϕ

∂xj
dx =

=

∫

Ω

[ξij+τ ij](Pi

∂ϕ

∂xj
+ ϕeij(P))−[λj − ρj](ϕ

∂Ψmn

∂xj
+Ψmn ∂ϕ

∂xj
)dx
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c’est-à-dire
∫

Ω

(−Mij(P) ui +Nj(P)ϕ)
∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

[ξij+τ ij]ϕeij(P)−[λj − ρj]ϕ
∂Ψmn

∂xj
dx

=⇒ ∂
∂xj

[Mij(P)ui −Nj(P)ϕ] = [ξij+τ ij]eij(P)−[λj − ρj]
∂Ψmn

∂xj

=⇒ Mij(P)eij (u) −Nj(P)
∂ϕ

∂xj
− [ξij+τ ij]eij(P)+[λj − ρj]

∂Ψmn

∂xj
= 0 (4.63)

En prenant P = Pmn on obtient

Mij(P
mn) =< cijkl(y)ekly(w

ε) + gkij(y)
∂Ψmn

∂yk
>=

=< cijkl(y)ekly(χ
mn) +Cijmn(y) + gkij(y)

∂Ψmn

∂yk
>= Ch

ijmn

et

Nj(P
mn) =< gjkl(y)ekly(w

ε)− ǫjk(y)
∂Ψmn

∂yk
>=

=< gjkl(y)ekly(χ
mn) + gjmn(y)− ǫjk(y)

∂Ψmn

∂yk
>= ghjmn

l’équation (4.63) devient alors

∫

Ω

Ch
ijkleij(u)ekl(P

mn)−ghjkl
∂ϕ

∂xj
ekl(P

mn)dx = L(Pmn,Ψmn)

ie

Ch
ijkl

∂2uk
∂xj∂xl

− ghkij
∂2ϕ

∂xj∂xk
= bi

On procède de la même manière pour l’équation (4.62). Il en résulte que

∫

Ω

[ξεij+τ
ε
ij]Φ

m
i

∂ϕ

∂xj
dx−

∫

Ω

[λεj − ρεj ]R
ε ∂ϕ

∂xj
dx

−

∫

Ω

[cijkl(
x

ε
)ekl(Φ

m)+gkij(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
] uεi

∂ϕ

∂xj
dx

+

∫

Ω

[gjkl(
x

ε
)ekl(Φ

m)− ǫjk(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
] ϕε ∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

biϕ Φ
m
i dx

on peut alors passer à la limite en tenant compte à nouveau que toute fonction périodique
converge vers sa moyenne. Ainsi on a

Rε → q
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uεi → ui

ϕε → ϕ

[cijkl(
x

ε
)ekl(Φ

m)+gkij(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
] → Mij′(q) (sa moyenne)

[gjkl(
x

ε
)ekl(Φ

m)− ǫjk(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
] → Nj′(q) (sa moyenne)

et donc

∫

Ω

([ξij+τ ij]Φ
m
i − [λj − ρj]q−

−Mij′(q) ui +Nj′(q)ϕ)
∂ϕ

∂xj
dx = L(ϕΦm, ϕq)

où Mij′(q) est la moyenne de cijkl(
x

ε
)ekl(Φ

m) + gkij(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
et Nj′(q) est la moyenne de

gjkl(
x

ε
)ekl(Φ

m)− ǫjk(
x

ε
)
∂Rε

∂xk
Mais

L(ϕΦm, ϕq) =

∫

Ω

[ξij+τ ij](Φ
m
i

∂ϕ

∂xj
+ ϕeij(Φ

m))−[λj − ρj](ϕ
∂q

∂xj
+ q

∂ϕ

∂xj
)dx

donc
∫

Ω

([ξij+τ ij]Φ
m
i −[λj − ρj]q −Mij′(q) ui +Nj′(q)ϕ)

∂ϕ

∂xj
dx =

=

∫

Ω

[ξij+τ ij](Φ
m
i

∂ϕ

∂xj
+ ϕeij(Φ

m))−[λj − ρj](ϕ
∂q

∂xj
+ q

∂ϕ

∂xj
)dx

ie
∫

Ω

−(Mij′(q) ui +Nj′(q)ϕ)
∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

[ξij+τ ij]ϕeij(Φ
m)−[λj − ρj]ϕ

∂q

∂xj
dx

Ainsi on aura

∂

∂xj
[Mij′(q) ui −Nj′(q)ϕ] = (ξij+τ ij)eij(Φ

m)− (λj − ρj)
∂q

∂xj

ie

Mij′(q)eij(u) −Nj′(q)
∂ϕ

∂xj
− (ξij+τ ij)eij(Φ

m) + (λj − ρj)
∂q

∂xj
= 0

choisissons q = qm dans la relation ci-dessus et on obtient

Mij′(q
m) =< cijkl(y)ekly(Φ

m)+gkij(y)
∂Rm

∂yk
+ gmij(y) >= ghmij
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Nj′(q
m) =< gjkl(y)ekly(Φ

m)− ǫjk(y)
∂Rm

∂yk
− ǫjm(y) >= ǫhjm

donc ∫

Ω

ghkijeij(u)
∂qm

∂xk
− ǫhjk

∂ϕ

∂xj

∂qm

∂xk
= 0

d’où

ghkij
∂2ui

∂xj∂xk
− ǫhjk

∂2ϕ

∂xj∂xk
= 0

c.q.f.d.



Chapter 5

Chapitre 5
Homogénéisation de l’os cortical

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter l’ensemble des développements nécessaires à
l’obtention des propriétés physiques de l’os cortical, à chacun de ses niveaux : lamellaire,
ostéonal et cortical.

Nous avons, dans les paragraphes consacrés à la description de l’os, annoncé qu’il
y avait parfois trois constituants de base : (collagène — EVMC — fluide) ou (ostéon
— système interstitiel — fluide). Il est possible de présenter nos développements pour
trois constituants (ou pour un nombre quelconque), mais cela alourdit considérablement
la présentation. Nous choisissons de ne faire la présentation que dans le cas de deux
constituants et nous préciserons le moment venu comment la transition est possible.

Nous utiliserons à trois reprises la théorie de l’homogénéisation en traitant le cas
particulier de composants monocliniques. Nous consacrons donc le paragraphe 5.2 à ce
développement commun : construction des problèmes cellulaires, définition des seconds
membres et enfin expressions des caractéristiques homogénéisées.

Puis nous abordons les trois niveaux d’homogénéisation. Afin de donner au lecteur
une vue d’ensemble, nous présentons d’abord la méthodologie de calcul (paragraphe 5.3)
puis nous traitons successivement les trois homogénéisations : lamellaire (paragraphe
5.4), ostéonale (paragraphe 5.5) et corticale (paragraphe 5.6). Nous terminons par les
propriétés d’isotropie des structures.

73
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5.2 Homogénéisation d’un composite dont
les constituants sont monocliniques

Dans cette section on applique les résultats précédents à une structure composite fibreuse
unidirectionnelle dont les constituants sont monocliniques.

On montre que l’exploitation de certaines hypothèses vérifiées par la cellule de base
et ses constituants, permet de ramener la résolution de ces problèmes cellulaires au cas
bidimensionnel, ce qui réduit considérablement le coût de calcul. Nous abordons la mise
en forme des nouveaux problèmes permettant l’utilisation de la technique des éléments
finis pour leur résolution. On donne une formulation permettant la mise en oeuvre
numérique des coefficients homogénéisés.

On considère un composite constitué de fibres distribuées de manière périodique dans
une matrice.

Figure 5.1: Structure composite

On suppose que ce composite vérifie les hypothèses suivantes :

H1 La cellule de base est définie par Y = H × [0, y3] où H est la section transversale
de Y incluse dans le plan Oy1y2 et y3 est un réel quelconque.

H2 Les coefficients Cijkl , gkij et ǫjk caractérisant les constituants de la cellule de base
Y sont indépendants de la variable y3 i.e.

Cijkl(y) = Cijkl(y1, y2)

gkij(y) = gkij(y1, y2)

ǫjk(y) = ǫjk(y1, y2)



5.2 HOMOGÉNÉISATIOND’UNCOMPOSITEDONTLES CONSTITUANTS SONT

H3 Le tenseur d’elasticité est de la forme



C1111 C1122 C1133 0 0 C1211

C1122 C2222 C2233 0 0 C1222

C1133 C2233 C3333 0 0 C1233

0 0 0 C2323 C2313 0

0 0 0 C2313 C1313 0

C1211 C1222 C1233 0 0 C1212




le tenseur de piézoélectricité est de la forme



0 0 0 g123 g113 0

0 0 0 g223 g213 0

g311 g322 g333 0 0 g312




le tenseur diélectricité est de la forme



ε11 ε12 0

ε12 ǫ22 0

0 0 ǫ33




Rappelons que les caractéristiques homogénéisées d’un tel composite s’obtiennent en
deux étapes

1. On résoud les problèmes cellulaires (4.32)- (4.35) qui sont équivalents à (au sens
des distributions) :





−
∂

∂yj
[Cijkl(y)

∂χmn
l (y)

∂yk
+ gkij(y)

∂Ψmn(y)

∂yk
] =

∂

∂yj
Cijmn(y)

−
∂

∂yj
[gjkl(y)

∂χmn
l (y)

∂yk
− ǫjk(y)

∂Ψmn(y)

∂yk
=

∂

∂yj
gmij(y)

(5.1)





−
∂

∂yj
[gkij(y)

∂Rm(y)

∂yk
+ Cijkl(y)

∂Φm
l (y)

∂yk
] =

∂

∂yj
gmij(y)

−
∂

∂yj
[ǫjk(y)

∂Rm(y)

∂yk
− gikl(y)

∂Φm
l (y)

∂yk
] =

∂

∂yj
ǫjm(y)

(5.2)

2. On calcule les coefficients homogénéisés en utilisant les relations

Ch
ijkl =< Cijkl(y) + Cijmn(y)

∂χkl
m(y)

∂yn
+ gmij(y)

∂Ψkl(y)

∂ym
> (5.3)
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gkij =< gkij(y) + gmij(y)
∂Rk(y)

∂ym
+ Cijmn(y)

∂Φk
m(y)

∂yn
> (5.4)

ǫhjm =< ǫjm(y) + ǫjk(y)
∂Rm(y)

∂yk
− gjkl(y)

∂Φm
l (y)

∂yk
> (5.5)

Remarque 12 Une analyse des hypothèses ci-dessus conduit à plusieurs conclusions
préliminaires

1. De l’hypothèse H2 on déduit que
∂Cijkl(y)

∂y3
= 0 ,

∂gkij(y)

∂y3
= 0 ,

∂Rm(y)

∂y3
= 0

2. Les fonctions χmn, Ψmn, Rm et Φm sont Y−périodiques de période Y3 en y3 (Y3
étant quelconque dans R) donc ces fonctions sont indépendantes de y3. D’où

∂χmn
l (y)

∂y3
= 0,

∂Ψmn(y)

∂y3
= 0,

∂Rm(y)

∂y3
= 0 et

∂Φm
l

∂y3
(y) = 0

et donc

χmn
l (y) = (χmn

1 (y1, y2);χ
mn
2 (y1, y);χ

mn
3 (y1, y2))

Φm(y) = (Φm
1 (y1, y2); Φ

m
2 (y1, y2); Φ

m
3 (y1, y2))

3. Grâce à la symétrie des tenseurs on a

χmn = χnm et Ψmn = Ψnm

par conséquent il y aura 18 fonctions à déterminer

χ11, χ12, χ13, χ22, χ23, χ33.

Ψ11,Ψ12,Ψ13,Ψ22,Ψ23,Ψ33

Φ1,Φ2,Φ3.

R1 , R2 , R3

Par la suite, les fonctions ne dépendent que des variables y1 et y2. En tenant compte
des remarques précédentes, les équations vérifiées par χmn, Ψmn, Rm et Φmau sens des
distrubutions prennent les formes suivantes





−
∂

∂yj
[Cijkl

∂χmn
l

∂yk
+ gkij

∂Ψmn

∂yk
] =

∂

∂yj
Cijmn

−
∂

∂yj
[gjkl

∂χmn
l

∂yk
− ǫjk

∂Ψmn

∂yk
] =

∂

∂yj
gjmn

χmn et Ψmn sont H-périodiques (1 ≤ j, k ≤ 2 et 1 ≤ m,n, l ≤ 3)

(5.6)
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et 



−
∂

∂yj
[gkij

∂Rm

∂yk
+ Cijkl

∂Φm
l

∂yk
] =

∂

∂yj
gmij

−
∂

∂yj
[ǫjk

∂Rm

∂yk
− gjkl

∂Φm
l

∂yk
] =

∂

∂yj
ǫjm

Rm et Φm sont H-périodiques (1 ≤ j, k ≤ 2 et 1 ≤ m,n, l ≤ 3)

En tenant compte de l’hypothèse (H3) on constate que

gjmn = 0 pour (m,n) = (1, 1) ; (2, 2) ; (3, 3) ; (1, 2) et pour j = 1, 2.

Ainsi
∂

∂yj
(gmij) = 0

Ceci nous conduit à grouper les équations précédentes en deux sous-ensembles

1. l’ensemble des équations régissant les χmn et Ψmn pour (m,n) = (1, 1) ; (2, 2) ;
(3, 3) ; (1, 2)

2. l’ensemble des équations régissant les χmn et Ψmn pour (m,n) = (1, 3) ; (2, 3)

Cas où (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (1, 2)

Proposition 13 Sous les hypothèses Hi (i = 1, 2, 3) et en tenant compte des remarques
précédentes, les fonctions χmn et Ψmn sont telles que

1. χmn = (χmn
1 , χmn

2 , 0) et Ψmn = 0

2. en plus (χmn
1 , χmn

2 ) sont solutions des problèmes





−
∂

∂yj
[Cijkl

∂χmn
l

∂yk
] =

∂

∂yj
Cijmn

χmn
l H − périodique

(5.7)

Remarque 14 Le problème ci-dessus est un problème de type élastique bidimensionnel

Cas où (m,n) = (1, 3); (2, 3)

Proposition 15 Sous les hypothèses Hi (i = 1, 2, 3) et en tenant compte des remarques
précédentes les fonctions χm3et Ψm3 sont telles que

1. χm3(y1, y2) = (0, 0, χm3
3 (y1, y2))
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2. En plus χm3
3 et Ψ

m3 sont solutions des problèmes




−
∂

∂yj
[C3jk3

∂χm3
3

∂yk
+ gk3j

∂Ψm3

∂yk
] =

∂

∂yj
C3jm3

−
∂

∂yj
[gjk3

∂χm3
3

∂yk
− ǫjk

∂Ψm3

∂yk
] =

∂

∂yj
gjm3

χm3
3 et Ψm3 sont H-périodiques

(5.8)

Remarque 16 Le problème ci-dessus est un problème de type piézoélectrique.

Détermination des fonctions Rm et Φm

Ces fonctions sont solutions du système :




−
∂

∂yj
[gkij

∂Rm

∂yk
+ Cijkl

∂Φm
l

∂yk
] =

∂

∂yj
gmij

−
∂

∂yj
[ǫjk

∂Rm

∂yk
− gjkl

∂Φm
l

∂yk
] =

∂

∂yj
ǫjm

Rm et Φmsont H − périodiques (1 ≤ j, l, k ≤ 2)

(5.9)

En tenant compte de l’hypothèse H3, on constate que

gmij = 0 pour m = 1, 2 et pour i = 1, 2

On a deux cas :
Cas où m = 1, 2

Proposition 17 Sous les hypothèses Hi (i = 1, 2, 3) et en tenant compte des remarques
précédentes les fonctions Φm et Rm sont telles que

1. Φm(y1, y2) = (0, 0,Φm
3 (y1, y2))

2. Les fonctions Φm
3 et R

m sont solutions des problèmes




−
∂

∂yj
[C3jk3

∂Φm
3

∂yk
+ gk3j

∂Rm

∂yk
] =

∂

∂yj
gm3j

−
∂

∂yj
[−gjk3

∂Φm
3

∂yk
+ ǫkj

∂Rm

∂yk
] =

∂

∂yj
ǫjm

Rm et Φm
3 sont H-périodiques

(5.10)

Remarque 18 Les problèmes ci-dessus sont des problèmes de type piézoélectrique.

Cas où m = 3

Proposition 19 Sous les hypothèses Hi, (i = 1, 2, 3) et en tenant compte des remarques
précédentes les fonctions R3 et Φ3 sont telles que
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1. Φ3(y1, y2) = (Φ31(y1, y2),Φ
3
2(y1, y2), 0) et R

3 = 0

2. La fonction (Φ31 ,Φ
3
2) est solution du problème





−
∂

∂yj
(Cijkl

∂Φ3l
∂yk

) =
∂

∂yj
g3ij

Φ3l H − périodique. (1 ≤ i, j, l, k,≤ 2)

(5.11)

D’après ce qui précède, on doit résoudre deux types de problèmes bidimensionnels
définis sur la section H de la période de base. Tout d’abord on introduit les espaces
fonctionnels suivants :

W1(H) =
{
v, v ∈ H1(H), v H-périodique

}

W2(H) =
{
v,v ∈ [H1(H)]2, v H-périodique

}

Puisqu’on ne peut pas donner les solutions analytiques des problèmes cellulaires ci-
dessus on va utiliser la méthode des élements finis pour déterminer une approximation de
leurs solutions. Afin de préparer ces problèmes à la mise en oeuvre numérique, on donne
ci-dessous leurs formulations variationnelles.

5.2.1 Formulation variationnelle des problèmes cellulaires

Formulation variationnelle des problèmes (5.7)

Le système (5.7) est équivalent à





Trouver (χmn
1 , χmn

2 ) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl

∂χmn
l

∂yk

∂vi
∂yj

dy = −

∫

H

Cijmn ·
∂vi
∂yj

dy ∀v ∈ W2(H)
(5.12)

Formulation variationnelle des problèmes (5.8)

Le système (5.8) est équivalent à





Trouver (χm3
3 ,Ψm3) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂χm3

3

∂yk
+ gk3j

∂Ψm3

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (gjk3
∂χm3

3

∂yk
− ǫjk

∂Ψm3

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy = −

∫

H

(C3jm3 ·
∂w

∂yj
+ gjm3 ·

∂z

∂yj
) dy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

(5.13)

Formulation variationnelle des problèmes (5.10)
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Le système (5.10) est équivalent à





Trouver (Φm
3 , R

m) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂Φm

3

∂yk
+ gk3j

∂Rm

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (−gjk3
∂Φm

3

∂yk
+ ǫjk

∂Rm

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy = −

∫

H

(gm3j ·
∂w

∂yj
+ ǫjm ·

∂z

∂yj
)dy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

(5.14)

Formulation variationnelle des problèmes (5.11)

L’équation (5.11) est équivalent à





Trouver (Φ31,Φ
3
2) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl ekl(Φ
3) eij(v)dy = −

∫

H

g3ij ·
∂vi
∂yj

dy ∀v ∈ W2(H)
(5.15)

5.2.2 Seconds membres des problèmes cellulaires

On suppose que la cellule de base est constituée de deux matériaux de nature différente
et vérifiant les hypothèses précédentes. La section H peut se décomposer sous la forme

H = H1 ∪H2

Soit Γ l’interface entre les deux matériaux. i.e

Γ = H1 ∩H2

Notons que
∂H1 = Γ et ∂H2 = Γ ∪ ∂H

H1

H2

G

H1

H2

G

Seconds membres des problèmes (5.12) (cas (m,n) = (1,1); (2,2); (3,3); (1,2))
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Notons Lmn(v) le second membre du prolème (5.12)

Lmn(v) = −

∫

H

Cijmn

∂vi
∂yj

dy

= −

∫

H1

Cijmn

∂vi
∂yj

dy −

∫

H2

Cijmn

∂vi
∂yj

dy

En utilisant la formule de Green, on obtient

Lmn(v) =

∫

H1

∂Cijmn

∂yj
vidy −

∫

∂H1

Cijmnviη
1
jds

+

∫

H2

∂Cijmn

∂yj
vidy −

∫

∂H2

Cijmnviη
2
jds

et on a

Lmn(v) = −

∫

Γ

Cijmnviη
1
jds−

∫

Γ∪∂H

Cijmnviη
2
jds+

∫

H

∂Cijmn

∂yj
vidy

Sachant que (grâce à la périodicité)

∫

∂H

Cijmnviη
2
jds = 0

et que
n1j = −n2j sur Γ

on en déduit

Lmn(v) =

∫

Γ

[[Cijmn]] viη
1
jds+

∫

H

∂Cijmn

∂yj
vidy

où η1 = (η11, η
1
2) est la normale extérieure à Γ et [[ . ]] est le saut de la fonction à

l’interface Γ, c’est-à-dire:

[[Cijmn]] = Cijmn |H2
− Cijmn |H1

Posons:

fmn
i =

∂Cijmn

∂yj
(5.16)

et
Fmn
i = [[Cijmn]] · η

1
j (5.17)

pour i = 1, 2 et (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (1, 2)
Ces quantités peuvent être identifiées respectivement à des forces surfaciques et linéiques.

L’expression du second membre de (5.12) prend alors la forme suivante:

Lmn(v) =

∫

Γ

Fmn
i · vids+

∫

H

fmn
i · vidy
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Expressions des forces surfaciques:

f111 =
∂C1111
∂y1

+
∂C1112
∂y2

f112 =
∂C1112
∂y1

+
∂C1122
∂y2

f221 =
∂C1122
∂y1

+
∂C2212
∂y2

f222 =
∂C2212
∂y1

+
∂C2222
∂y2

f331 =
∂C1133
∂y1

+
∂C3312
∂y2

f332 =
∂C3312
∂y1

+
∂C3322
∂y2

f121 =
∂C1112
∂y1

+
∂C1212
∂y2

f122 =
∂C1212
∂y1

+
∂C1222
∂y2

Expressions des forces linéiques:

F 11
1 = [[C1111]] · η

1
1 + [[C1112]] · η

1
2

F 11
2 = [[C1112]] · η

1
1 + [[C1122]] · η

1
2

F 22
1 = [[C1122]] · η

1
1 + [[C2212]] · η

1
2

F 22
2 = [[C2212]] · η

1
1 + [[C2222]] · η

1
2

F 33
1 = [[C1133]] · η

1
1 + [[C3312]] · η

1
2

F 33
2 = [[C3312]] · η

1
1 + [[C3322]] · η

1
2

F 12
1 = [[C1112]] · η

1
1 + [[C1212]] · η

1
2

F 12
2 = [[C1212]] · η

1
1 + [[C1222]] · η

1
2

Seconds membres des problèmes (5.13) ((m,n) = (1,3); (2,3))

Notons Lm3 le second membre du problème (5.13)
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Lm3(w, z) = −

∫

H

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3

∂z

∂yj
)dy (5.18)

= −

∫

H1

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3

∂z

∂yj
)dy −

∫

H2

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3

∂z

∂yj
)dy

or

−

∫

H1

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3

∂z

∂yj
)dy =

∫

H1

(
∂

∂yj
C3jm3)wdy −

∫

∂H1

C3jm3wη
1
jds

+

∫

H1

(
∂

∂yj
gjm3)zdy −

∫

∂H1

gjm3η
1
jzds

d’où

−

∫

H1

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3)

∂z

∂yj
dy = −

∫

Γ

C3jm3wη
1
jds−

∫

Γ

gjm3η
1
jzds (5.19)

+

∫

H1

(
∂

∂yj
C3jm3)wdy +

∫

H1

(
∂

∂yj
gjm3)zdy

de même on a

−

∫

H2

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3

∂z

∂yj
)dy =

∫

H2

(
∂

∂yj
C3jm3)wdy −

∫

∂H2

C3jm3wη
2
jds

+

∫

H2

(
∂

∂yj
gjm3)zdy −

∫

∂H2

gjm3η
2
jzds

= −

∫

Γ

C3jm3wη
2
jds−

∫

Γ

gjm3η
2
jzds

donc

−

∫

H2

(C3jm3
∂w

∂yj
+ gjm3)

∂z

∂yj
dy = −

∫

Γ

C3jm3wη
2
jds−

∫

Γ

gjm3η
2
jzds (5.20)

+

∫

H2

(
∂

∂yj
C3jm3)wdy +

∫

H2

(
∂

∂yj
gjm3)zdy

en utilisant (5.19), (5.20) et (5.18), on obtient

Lm3(w, z) =

∫

Γ

[[C3jm3]]wη
1
jds+

∫

Γ

[[gjm3]] η
1
jzds+

∫

H

(
∂

∂yj
C3jm3)wdy+

∫

H

(
∂

∂yj
gjm3)zdy

où η1 = (η11, η
1
2) est la normale extérieure à Γ et [[◦]] est le saut de la fonction à

l’interface Γ, c’est-à-dire:
[[◦]] = ◦ |H2

− ◦ |H1
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Comme pour le second membre du problème (5.12), on peut identifier ci-dessus les
forces surfaciques et linéiques par les expressions suivantes:

fm3 =
∂C3jm3
∂yj

(5.21)

hm3 =
∂gjm3
∂yj

(5.22)

Fm3 = [[C3jm3]] · η
1
j (5.23)

Hm3 = [[gjm3]] · η
1
j (5.24)

pourm = 1, 2. Les expressions (5.21), (5.22) expriment les forces surfaciques et (5.23),
(5.24) les forces linéiques. Le second membre devient alors:

Lm3(w, z) =

∫

Γ

Fm3 · wds+

∫

Γ

Hm3 · zds+

∫

H

fm3 · wdy +

∫

H

hm3 · zdy

On donne ci-dessous les expressions explicites des forces surfaciques et linéiques:

Forces surfaciques:

f13 =
∂C1313
∂y1

+
∂C1323
∂y2

f23 =
∂C1323
∂y1

+
∂C2323
∂y2

h13 =
∂g113
∂y1

+
∂g213
∂y2

h23 =
∂g123
∂y1

+
∂g223
∂y2

Forces linéiques:

F 13 = [[C1313]] · η
1
1 + [[C1323]] · η

1
2

F 23 = [[C1323]] · η
1
1 + [[C2323]] · η

1
2

H13 = [[g113]] · η
1
1 + [[g213]] · η

1
2

H23 = [[g123]] · η
1
1 + [[g223]] · η

1
2

Seconds membres des problèmes (5.14) (m = 1,2)

On note par Lm(w, z) le second membre du (5.14)
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Lm(w, z) = −

∫

H

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy (5.25)

= −

∫

H1

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy −

∫

H2

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy

or

−

∫

H1

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy =

∫

H1

(
∂

∂yj
gm3j)wdy −

∫

∂H1

gm3jη
1
jwds

+

∫

H1

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy −

∫

∂H1

ǫjmη
1
jzds

donc

−

∫

H1

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy = −

∫

Γ

gm3jη
1
jwds−

∫

Γ

ǫjmη
1
jzds (5.26)

+

∫

H1

(
∂

∂yj
gm3j)wdy +

∫

H1

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy

de même

−

∫

H2

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy =

∫

H2

(
∂

∂yj
gm3j)wdy −

∫

∂H2

gm3jη
2
jwds

+

∫

H2

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy −

∫

∂H2

ǫjmη
2
jzds

= −

∫

Γ∪∂H

gm3jη
2
jwds−

∫

Γ∪∂H

ǫjmη
2
jzds

+

∫

H2

(
∂

∂yj
gm3j)wdy +

∫

H2

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy

Comme ∫

∂H

gm3jη
2
jwds = 0

∫

∂H

ǫjmη
2
jzds = 0

par raisons de périodicité, on obtient finalement:

−

∫

H2

(gm3j
∂w

∂yj
+ ǫjm

∂z

∂yj
)dy = −

∫

Γ

gm3jη
2
jwds−

∫

Γ

ǫjmη
2
jzds (5.27)

+

∫

H2

(
∂

∂yj
gm3j)wdy +

∫

H2

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy
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en utilisant (5.26), (5.27) et (5.25), on obtient

Lm(w, z) =

∫

Γ

[[gm3j]] η
1
jwds+

∫

Γ

[[ǫjm]] η
1
jzds+

∫

H

(
∂

∂yj
gm3j)wdy +

∫

H

(
∂

∂yj
ǫjm)zdy

ce qui represente le seconde membre du problème (5.14).
En notant par

fm =
∂gm3j
∂yj

(5.28)

hm =
∂ǫjm
∂yj

et par

Fm = [[gm3j]] · η
1
j (5.29)

Hm = [[ǫjm]] · η
1
j

pour m = 1, 2, on obtient l’expression du second membre en fonction de forces sur-
faciques et linéiques

Lm(w, z) =

∫

Γ

Fm · wds+

∫

Γ

Hm · zds

∫

H

fm · wdy +

∫

H

hm · zdy

Les expression explicites de ces forces sont:
Forces surfaciques:

f1 =
∂g113
∂y1

+
∂g123
∂y2

f2 =
∂g213
∂y1

+
∂g223
∂y2

h1 =
∂ǫ11
∂y1

+
∂ǫ12
∂y2

h2 =
∂ǫ12
∂y1

+
∂ǫ22
∂y2

Forces linéiques:

F 1 = [[g113]] · η
1
1 + [[g123]] · η

1
2

F 2 = [[g213]] · η
1
1 + [[g223]] · η

1
2

H1 = [[ǫ11]] · η
1
1 + [[ǫ12]] · η

1
2

H2 = [[ǫ12]] · η
1
1 + [[ǫ22]] · η

1
2

Seconds membres des problèmes (5.15) (m = 3)
Notons L3 le second membre du problème (5.15)
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L3(v) = −

∫

H

g3ij
∂vi
∂yj

dy

= −

∫

H1

g3ij
∂vi
∂yj

dy −

∫

H2

g3ij
∂vi
∂yj

dy

on applique la formule de Green pour chaque terme

L3(v) =

∫

H1

∂g3ij
∂yj

vidy −

∫

∂H1

g3ijviηj
1ds

+

∫

H2

∂g3ij
∂yj

vidy −

∫

∂H2

g3ijviηj
2ds

et on a

L3(v) = −

∫

∂H1

g3ijviη
1
jds−

∫

Γ∪∂H

g3ijviη
2
jds+

∫

H1

∂g3ij
∂yj

vidy +

∫

H2

∂g3ij
∂yj

vidy

Sachant que (grâce à la périodicité)
∫

∂H

g3ijviη
2
jds = 0

et que
n1j = −n2j sur Γ

on déduit:

L3(v) =

∫

Γ

[[g3ij]] viη
1
jds+

∫

H

∂g3ij
∂yj

vidy

ou bien, en tenant compte des forces surfaciques et linéiques

f3i =
∂g3ij
∂yj

(5.30)

F 3
i = [[g3ij]] · η

1
j (5.31)

pour i = 1, 2 et m = 3, on a l’expression du second membre sous la forme

L3(v) =

∫

Γ

F 3
i · vids+

∫

H

f3i · vidy

Les forces surfaciques sont données par:

f31 =
∂g311
∂y1

+
∂g312
∂y2

f32 =
∂g312
∂y1

+
∂g322
∂y2
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Les forces linéiques sont données par:

F 3
1 = [[g311]] · η

1
1 + [[g312]] · η

1
2

F 3
2 = [[g312]] · η

1
1 + [[g322]] · η

1
2

Remarque 20 On a mis ainsi les seconds membres des problèmes (5.12)-(5.15) sous
forme de forces surfaciques et linéiques, ce qui est commode pour la résolution de ces
problèmes par la méthode des éléments finis. Cette mise en forme des seconds membres
reste valable quand la cellule de base est constituée de plus de deux composantes.

En tenant compte de ce qui précède, les problèmes (5.12)-(5.15) deviennent:
Pour (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (1, 2)





Trouver (χmn
1 , χmn

2 ) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl

∂χmn
l

∂yk

∂vi
∂yj

dy =

∫

Γ

Fmn
i · vids+

∫

H

fmn
i · vidy ∀v ∈ W2(H)

où Fmn
i et fmn

i sont données par les expressions (5.16) et (5.17).
Pour (m,n) = (1, 3); (2, 3)





Trouver (χm3
3 ,Ψm3) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂χm3

3

∂yk
+ gk3j

∂Ψm3

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (gjk3
∂χm3

3

∂yk
− ǫjk

∂Ψm3

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy =

∫

Γ

Fm3 · wds+

∫

Γ

Hm3 · zds+

∫

H

fm3 · wdy +

∫

H

hm3 · zdy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

où Fm3, Hm3, fm3 et hm3 sont données par les expressions (5.21), (5.22), (5.23) et
(5.24).

Pour m = 1, 2





Trouver (Φm
3 , R

m) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂Φm

3

∂yk
+ gk3j

∂Rm

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (−gjk3
∂Φm

3

∂yk
+ ǫjk

∂Rm

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy =

∫

Γ

Fm · wds+

∫

Γ

Hm · zds

∫

H

fm · wdy +

∫

H

hm · zdy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

avec Fm, Hm, fm et hm données par les expressions (5.28) et (5.29).
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Pour m = 3



Trouver (Φ31,Φ
3
2) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl ekl(Φ
3) eij(v)dy =

∫

Γ

F 3
i · vids+

∫

H

f3i · vidy ∀v ∈ W2(H)

avec F 3
i , f

3
i données par les expressions (5.30) et (5.31).

Résumé

On résume ci-dessous le calcul des fonctions d’influence pour un composite mono-
clinique, ce qui permet ensuite le calcul des coefficients homogénéisés de la structure.

Cas Pb. à résoudre Comp. nulles Comp. à déterminer

(m,n) = (1, 1); (2, 2); 5.7 χmn
3 , ψmn χmn

1 , χmn
2

(3, 3); (1, 2)

(m,n) = (1, 3); (2, 3) 5.8 χmn
1 , χmn

2 χmn
3 , ψmn

m = 1, 2 5.10 φm1 , φ
m
2 φm3 , R

m

m = 3 5.11 φm3 , R
m φm1 , φ

m
2

(5.32)

5.2.3 Caractéristiques homogénéisées

Ayant résolu les problèmes cellulaires, les coefficients homogénéisés sont donnés par les
expressions (5.3), (5.4) et(5.5). En tenant compte des hypothèses Hi (i = 1, 2, 3) et de la
forme des fonctions d’influence, on vérifie facilement que les caractéristiques du problèmes
homogénéisées ont des profils particuliers, à savoir:

1. le tenseur d’élasticité Ch = (Ch
ijkl) est de la forme




Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 Ch

1112

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 Ch

2212

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 Ch

3312

0 0 0 Ch
2323 Ch

2313 0

0 0 0 Ch
1323 Ch

1313 0

Ch
1211 Ch

1222 Ch
1233 0 0 Ch

1212




(5.33)
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les coefficients non nuls s’obtenant par la relation

Ch
ijkl =< Cijkl(y1, y2) + Cijmn(y1, y2)

∂χkl
m(y)

∂yn
+ gmij(y1, y2)

∂Ψkl(y)

∂ym
>H

2. le tenseur piézoélectrique Gh = ( ghkij) est de la forme




0 0 0 gh123 gh113 0

0 0 0 gh223 gh213 0

gh311 gh322 gh333 0 0 gh312


 (5.34)

avec

ghkij =< gkij(y1, y2) + Cijmn(y)
∂Φk

m(y1, y2)

∂yn
+ gmij(y1, y2)

∂Rk(y1, y2)

∂ym
>H

3. et le tenseur diélectrique ǫ = ( ǫhjm) est de la forme




ǫh11 ǫh12 0

ǫh21 ǫh22 0

0 0 ǫh33


 (5.35)

avec

ǫhjm =< ǫjm(y1, y2) + ǫjk(y)
∂Rm(y1, y2)

∂yk
− gjkl(y1, y2)

∂Φm
l (y1, y2)

∂yk
>H

En effet, pour (k, l) = (2, 3); (1, 3) et i = 1, 2, 3 on a

Ch
iikl =< Ciikl(y1, y2) + Ciimn(y1, y2)

∂χkl
m(y)

∂yn
+ gmii(y1, y2)

∂Ψkl(y)

∂ym
>H (5.36)

(m = 1, 2, 3 et n = 1, 2)
Mais Ciikl = 0 car la matrice de départ est monoclinique, donc le premier terme est

nul.

En utilisant le tableau (5.32) on observe que χkl
1 = χkl

2 = 0 donc
∂χkl

m

∂yn

= 0 que pour

m = 3, donc du deuxième terme de la relation ci-dessus il ne reste que Cii3n ·
∂χkl

3

∂yn
. Mais

ce terme est nul pour n = 1, 2 (car matrice initiale monoclinique) et il s’ensuit que le
deuxième terme de (5.36) est nul aussi.
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Les coefficients gmii pour m = 1, 2 sont aussi nuls pour des raisons de forme de la
matrice piézoélectrique, donc en tenant compte de tout ces éléments on obtient que

Ch
iikl = 0 pour (k, l) = (2, 3); (1, 3) et i = 1, 2, 3

Pour (i, j) = (2, 3); (1, 3) on a

Ch
ij12 =< Cij12(y1, y2) + Cijmn(y1, y2)

∂χ12m (y)

∂yn
+ gmij(y1, y2)

∂Ψ12(y)

∂ym
>H

(m = 1, 2, 3 et n = 1, 2)
Du tableau (5.32) il résulte que Ψ12 = 0 donc le dernier terme sera nul. Aussi, le

terme Cij12 est nul, compte tenu de la forme de la matrice de départ.
Ensuite, χ123 = 0, donc χ12m 
= 0 que pour m = 1, 2. Il ne nous reste ainsi les termes

en Cij1n et Cij2n pour n = 1, 2. Mais ces termes sont evidemment nuls car la matrice de
depart est monoclinique. Ainsi, le deuxième terme de la relation ci-dessus est aussi nul.
Donc Ch

ij12 = 0 pour (i, j) = (2, 3); (1, 3).
La forme du tenseur élastique homogénéisé sera donc bien celle décrite en (5.33).

Pour le tenseur piézoélectrique on procède de la même manière. On aura:

Pour k = 1, 2 et i = 1, 2, 3

ghkii =< gkii(y1, y2) + Ciimn(y)
∂Φk

m(y1, y2)

∂yn
+ gmii(y1, y2)

∂Rk(y1, y2)

∂ym
>H (5.37)

(m = 1, 2, 3 et n = 1, 2)
Le terme gkii est nul en tenant compte de la forme initiale du tenseur piézoélectrique.
Φk
m = 0 pour m = 1, 2 en utilisant le tableau (5.32), donc il ne nous reste pour le

deuxième terme que Cii3n
∂Φk

3

∂yn
. Mais Cii3n = 0 pour n = 1, 2 d’après la forme du tenseur

élastique, donc le deuxième terme est aussi nul pour la relation (5.37).
gmii = 0 pourm = 1, 2 (voir forme du tenseur piézoélectrique initial) donc le troisième

terme est aussi nul et donc ghkii = 0 pour k = 1, 2 et i = 1, 2, 3.

Pour k = 1, 2 :

ghk12 =< gk12(y1, y2) + C12mn(y)
∂Φk

m(y1, y2)

∂yn
+ gm12(y1, y2)

∂Rk(y1, y2)

∂ym
>H

(m = 1, 2, 3 et n = 1, 2)
gk12 = 0 d’après la forme initiale du tenseur piézoélectrique.
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Φk
m = 0 pour m = 1, 2, donc il ne nous reste que le terme C123n

∂Φk
3

∂yn
. Mais C123n = 0

pour n = 1, 2, en utilisant la forme initiale de la matrice élastique. Donc le deuxième
terme de la relation ci-dessus est aussi nul.

gm12 = 0 pour m = 1, 2 (voir la forme du tenseur piézoélectrique), donc le troisième
terme est nul. Ainsi, ghk12 = 0 pour k = 1, 2.

Pour i = 1, 2 :

gh3i3 =< g3i3(y1, y2) + Ci3mn(y)
∂Φ3m(y1, y2)

∂yn
+ gmi3(y1, y2)

∂R3(y1, y2)

∂ym
>H

(m = 1, 2, 3 et n = 1, 2)

g3i3 = 0 en tenant compte de la forme initiale du tenseur piézoélectrique.

Φ33 = 0 et donc il résulte qu’il ne nous reste que le terme Ci3mn

∂Φ3m
∂yn

pour m = 1, 2

et n = 1, 2. Mais Ci3mn = 0 pour m = 1, 2 et n = 1, 2 étant donnée la forme du tenseur
élastique. Donc le second terme de la relation est nul.

Comme R3 = 0 il en résulte que le troisième terme est aussi nul. Ainsi, gh3i3 = 0 pour
i = 1, 2.

La forme du tenseur homogénéisé piézoélectrique est donc bien (5.34).

Pour le tenseur diélectrique:

Pour j = 1, 2 on a:

ǫhj3 =< ǫj3(y1, y2) + ǫjk(y)
∂R3(y1, y2)

∂yk
− gjkl(y1, y2)

∂Φ3l (y1, y2)

∂yk
>H

(k = 1, 2 et l = 1, 2, 3)

ǫj3 = 0 compte tenant de la forme initiale du tenseur diélectrique.

R3 = 0 il en résulte donc que le second terme est aussi nul.

Φ33 = 0 donc il ne nous reste du troisième terme que gjkl
∂Φ3l
∂yk

pour k = 1, 2 et l = 1, 2.

Mais gjkl = 0 pour k = 1, 2 et l = 1, 2 (voir forme initiale du tenseur) donc le troisième
terme est nul aussi.

Ainsi, ǫhj3 = 0 pour j = 1, 2 ce qui montre que la forme du tenseur homogénéisé
diélectrique est bien celle de (5.35).

Pour les coefficients homogénéisés non nuls on a d’une manière explicite:

Pour le tenseur élastique:
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Ch
1111 = < C1111 + C11mn ·

∂χ11m
∂yn

+ gm11 ·
∂Ψ11

∂ym
>H

= < C1111 + C1111 ·
∂χ111
∂y1

+ C1112 ·
∂χ111
∂y2

+ C1112 ·
∂χ112
∂y1

+ C1122 ·
∂χ112
∂y2

>H

(on a tenu compte ici du fait que Ψ11 = 0 (voir tableau (5.32)) donc le terme piézo
va disparaitre)

Ch
1122 = < C1122 + C11mn ·

∂χ22m
∂yn

+ gm11 ·
∂Ψ22

∂ym
>H

= < C1122 + C1111 ·
∂χ221
∂y1

+ C1112 ·
∂χ221
∂y2

+ C1112 ·
∂χ222
∂y1

+ C1122 ·
∂χ222
∂y2

>H

(pour les mêmes raisons le terme piézo disparaitra). Cela se passera de même pour
les termes suivants:

Ch
1133 = < C1133 + C11mn ·

∂χ33m
∂yn

+ gm11 ·
∂Ψ33

∂ym
>H

= < C1133 + C1111 ·
∂χ331
∂y1

+ C1112 ·
∂χ331
∂y2

+ C1112 ·
∂χ332
∂y1

+ C1122 ·
∂χ332
∂y2

>H

Ch
1112 = < C1112 + C11mn ·

∂χ12m
∂yn

+ gm11 ·
∂Ψ12

∂ym
>H

= < C1112 + C1111 ·
∂χ121
∂y1

+ C1112 ·
∂χ121
∂y2

+ C1112 ·
∂χ122
∂y1

+ C1122 ·
∂χ122
∂y2

>H

Ch
2222 = < C2222 + C22mn ·

∂χ22m
∂yn

+ gm22 ·
∂Ψ22

∂ym
>H

= < C2222 + C2211 ·
∂χ221
∂y1

+ C2212 ·
∂χ221
∂y2

+ C2212 ·
∂χ222
∂y1

+ C2222 ·
∂χ222
∂y2

>H

Ch
2233 = < C2233 + C22mn ·

∂χ33m
∂yn

+ gm22 ·
∂Ψ33

∂ym
>H

= < C2233 + C2211 ·
∂χ331
∂y1

+ C2212 ·
∂χ331
∂y2

+ C2212 ·
∂χ332
∂y1

+ C2222 ·
∂χ332
∂y2

>H

Ch
2212 = < C2212 + C22mn ·

∂χ12m
∂yn

+ gm22 ·
∂Ψ12

∂ym
>H

= < C2212 + C2211 ·
∂χ121
∂y1

+ C2212 ·
∂χ121
∂y2

+ C2212 ·
∂χ122
∂y1

+ C2222 ·
∂χ122
∂y2

>H
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Ch
3333 = < C3333 + C33mn ·

∂χ33m
∂yn

+ gm33 ·
∂Ψ33

∂ym
>H

= < C3333 + C3311 ·
∂χ331
∂y1

+ C3312 ·
∂χ331
∂y2

+ C3312 ·
∂χ332
∂y1

+ C3322 ·
∂χ332
∂y2

>H

Ch
3312 = < C3312 + C33mn ·

∂χ12m
∂yn

+ gm33 ·
∂Ψ12

∂ym
>H

= < C3312 + C3311 ·
∂χ121
∂y1

+ C3312 ·
∂χ121
∂y2

+ C3312 ·
∂χ122
∂y1

+ C3322 ·
∂χ122
∂y2

>H

On a aussi

Ch
2323 = < C2323 + C23mn ·

∂χ23m
∂yn

+ gm23 ·
∂Ψ23

∂ym
>H

= < C2323 + C2313 ·
∂χ233
∂y1

+ C2323 ·
∂χ233
∂y2

+ g123 ·
∂Ψ23

∂y1
+ g223 ·

∂Ψ23

∂y2
>H

Ch
2313 = < C2313 + C23mn ·

∂χ13m
∂yn

+ gm23 ·
∂Ψ13

∂ym
>H

= < C2313 + C2313 ·
∂χ133
∂y1

+ C2323 ·
∂χ133
∂y2

+ g123 ·
∂Ψ13

∂y1
+ g223 ·

∂Ψ13

∂y2
>H

Ch
1313 = < C1313 + C13mn ·

∂χ13m
∂yn

+ gm13 ·
∂Ψ13

∂ym
>H

= < C1313 + C1313 ·
∂χ133
∂y1

+ C1323 ·
∂χ133
∂y2

+ g113 ·
∂Ψ13

∂y1
+ g213 ·

∂Ψ13

∂y2
>H

Ch
1212 = < C1212 + C12mn ·

∂χ12m
∂yn

+ gm12 ·
∂Ψ12

∂ym
>H

= < C1212 + C1211 ·
∂χ121
∂y1

+ C1212 ·
∂χ121
∂y2

+ C1212 ·
∂χ122
∂y1

+ C1222 ·
∂χ122
∂y2

>H

(là non plus il n’y a pas de terme piézo, car Ψ12 = 0)
Pour le tenseur piézoélectrique:

gh123 = < g123 + C23mn ·
∂Φ1m
∂yn

+ gm23 ·
∂R1

∂ym
>H

= < g123 + C2323 ·
∂Φ13
∂y2

+ C2313 ·
∂Φ13
∂y1

+ g123 ·
∂R1

∂y1
+ g223 ·

∂R1

∂y2
>H
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gh113 = < g113 + C13mn ·
∂Φ1m
∂yn

+ gm13 ·
∂R1

∂ym
>H

= < g113 + C1313 ·
∂Φ13
∂y1

+ C2313 ·
∂Φ13
∂y2

+ g113 ·
∂R1

∂y1
+ g213 ·

∂R1

∂y2
>H

gh223 = < g223 + C23mn ·
∂Φ2m
∂yn

+ gm23 ·
∂R2

∂ym
>H

= < g223 + C2323 ·
∂Φ23
∂y2

+ C2313 ·
∂Φ23
∂y1

+ g123 ·
∂R2

∂y1
+ g223 ·

∂R2

∂y2
>H

gh213 = < g213 + C13mn ·
∂Φ2m
∂yn

+ gm13 ·
∂R2

∂ym
>H

= < g213 + C1323 ·
∂Φ23
∂y2

+ C1313 ·
∂Φ23
∂y1

+ g113 ·
∂R2

∂y1
+ g213 ·

∂R2

∂y2
>H

gh311 = < g311 + C11mn ·
∂Φ3m
∂yn

+ gm11 ·
∂R3

∂ym
>H

= < g311 + C1111 ·
∂Φ31
∂y1

+ C1122 ·
∂Φ32
∂y2

+ C1112 ·
∂Φ32
∂y1

+ C1112 ·
∂Φ31
∂y2

>H

gh322 = < g322 + C22mn ·
∂Φ3m
∂yn

+ gm22 ·
∂R3

∂ym
>H

= < g322 + C2211 ·
∂Φ31
∂y1

+ C2222 ·
∂Φ32
∂y2

+ C2212 ·
∂Φ32
∂y1

+ C2212 ·
∂Φ31
∂y2

>H

gh333 = < g333 + C33mn ·
∂Φ3m
∂yn

+ gm33 ·
∂R3

∂ym
>H

= < g333 + C3311 ·
∂Φ31
∂y1

+ C3322 ·
∂Φ32
∂y2

+ C3312 ·
∂Φ32
∂y1

+ C3312 ·
∂Φ31
∂y2

>H

gh312 = < g312 + C12mn ·
∂Φ3m
∂yn

+ gm12 ·
∂R3

∂ym
>H

= < g312 + C1211 ·
∂Φ31
∂y1

+ C1222 ·
∂Φ32
∂y2

+ C1212 ·
∂Φ32
∂y1

+ C1212 ·
∂Φ31
∂y2

>H

Pour le tenseur diélectrique:

ǫh11 = < ǫ11 + ǫ1k ·
∂R1

∂yk
− g1kl ·

∂Φ1l
∂yk

>H

= < ǫ11 + ǫ11 ·
∂R1

∂y1
+ ǫ12 ·

∂R1

∂y2
− g113 ·

∂Φ13
∂y1

− g123 ·
∂Φ13
∂y2

>H

95
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ǫh12 = < ǫ12 + ǫ1k ·
∂R2

∂yk
− g1kl ·

∂Φ2l
∂yk

>H

= < ǫ12 + ǫ11 ·
∂R2

∂y1
+ ǫ12 ·

∂R2

∂y2
− g113 ·

∂Φ23
∂y1

− g123 ·
∂Φ23
∂y2

>H

ǫh22 = < ǫ22 + ǫ2k ·
∂R2

∂yk
− g2kl ·

∂Φ2l
∂yk

>H

= < ǫ22 + ǫ22 ·
∂R2

∂y2
+ ǫ12 ·

∂R2

∂y1
− g213 ·

∂Φ23
∂y1

− g223 ·
∂Φ23
∂y2

>H

ǫh33 = < ǫ33 + ǫ3k ·
∂R3

∂yk
− g3kl ·

∂Φ3l
∂yk

>H

= < ǫ33 − g311 ·
∂Φ31
∂y1

− g312 ·
∂Φ31
∂y2

− g312 ·
∂Φ32
∂y1

− g322 ·
∂Φ32
∂y2

>H

5.2.4 Conclusions

On a développé un modèle pour l’étude du comportement piézoélectrique d’un composite
unidirectionnel, dont les constituants sont monocliniques. Des hypothèses faites sur la
cellule de base ramènent cette opération à un problème bidimensionnel.

Le développement des calculs repose sur la méthode des éléments finis. Celle ci
permet d’obtenir les fonctions d’influence qui sont à la base des relations déterminant les
caractéristiques homogénéisées.

Ce modèle pouvant être appliqué à n’importe quel composite, nous avons utilisé ces
développements à chacun des niveaux de la modélisation du cortical.

5.3 Hypothèses et méthodologie

L’ensemble des hypothèses que nous formulons pour la modélisation que l’on va
construire est résumé ci-dessous :

1) la structure de l’os cortical humain est basée sur quatre niveaux hiérarchiques

os cortical ostéon lamelle fibrille

2) les constituants au niveau fibrillaire sont :
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a) le collagène: milieu piézoélectrique dont les propriétés physiques sont un mo-
dule d’Young, un coefficient de Poisson, des coefficients piézoélectriques et des coefficients
diélectriques

b) les EVMC : milieu élastique dont les propriétés physiques sont données par les
résultats du chapitre 3 et qui possède des propriétés diélectriques

c) le fluide: milieu diélectrique puisqu’il transporte les sels minéraux sous forme
ionisée. On ne considère pas, dans ce chapitre, le mouvement de ce fluide. On suppose
qu’il est le siège d’une pression qui est supposée localement constante.

3) l’architecture retenue est la suivante :
a) une lamelle a la géométrie d’un tube et le milieu qui la constitue est formé par

les trois constituants ci dessus, les bâtonnets de collagène ayant une orientation d’angle
ϕ par rapport à la génératrice de ce tube

b) un ostéon a également la géométrie d’un tube et il est formé par un ensemble
de lamelles emboîtées les unes dans les autres

c) l’os cortical est composé d’ostéons inclus dans une matrice appelée "système
interstitiel". Ce dernier est formé de morceaux d’anciens ostéons et est surminéralisé.
L’interface entre un ostéon et le système interstitiel est appelée "ligne cémentante".

4) la minéralisation peut varier d’un ostéon à l’autre, cependant on suppose qu’elle
est constante dans un ostéon.

5) les propriétés diélectriques du fluide sont supposées constantes dans le volume élé-
mentaire d’os cortical que l’on étudie

Remarque 21 Une telle architecture n’est pas périodique puisque les sections transverses
font apparaître des couronnes.

Nous allons déterminer explicitement les propriétés physiques à chacun de ces niveaux
(lamellaire, ostéonal et cortical) afin de pouvoir comparer cette modélisation avec des
résultats d’expérience qui se mettent progressivement en place.

Etapes dans le déroulement des calculs

Pour alléger la présentation des processus d’homogénéisation successifs, nous présen-
tons d’abord l’organisation structurelle des calculs.

1) l’homogénéisation lamellaire

On considère une couche parallélépipédique notée Ω constituée d’ EVMC, de fluide
et de collagène dont les bâtonnets sont orientés verticalement; on cherche les propriétés
homogénéisées du milieu occupant ce domaine
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- choix de la période
Les calculs ultérieurs étant basés sur une méthode d’éléments finis, il nous faut choisir
la géométrie d’une période afin de construire un maillage. Cette période est, par nature,
tridimensionnelle car elle a un arrangement spatial très particulier à cause du décalage
existant entre les bâtonnets de collagène. Mais elle dépend de paramètres (longueur de
bâtonnets de collagène, écart entre deux bâtonnets de collagène) que nous ne connaissons
pas avec précision. Par ailleurs, il nous a semblé judicieux de laisser la possibilité aux
ingénieurs biomécaniciens intéressés par le sujet de faire varier ces paramètres. La pos-
sibilité de maillages tridimensionnels paramétriques existe mais sa mise en œuvre enlève
beaucoup à la convivialité du code.

fibrille

Nous optons donc pour une solution mixte : des périodes bidimensionnelles (il y en a
4) dans le plan xOy couplées avec une intégration selon l’axe Oz.

- prise en compte d’une valeur de minéralisation réelle
Avec les périodes que nous avons choisies à l’étape précédente, nous n’avons que cinq

niveaux de minéralisation possible. Or nous souhaitons donner à l’utilisateur la possibilité
de choisir la valeur de minéralisation qu’il veut. Pour cela, on associe à chacun des
niveaux de minéralisation une valeur seuil de minéralisation réelle par une intégration sur
la longueur verticale de la période. Ensuite, le cas d’une valeur donnée de minéralisation
est traité via une interpolation linéaire dans cette intégration en z.

- déroulement des calculs
La minéralisation étant fixée, on doit procéder alors à plusieurs homogénéisations

bidimensionnelles. Ces homogénéisations ne différent que par la géométrie de la période.
On se contente alors de ne présenter le processus d’homogénéisation (section 5.4) que
dans un cadre général en simplifiant au maximum les notations.

Remarque 22 Il n’est pas nécessaire, sur la plan numérique, de considérer la lamelle
dans son intégralité. Seules les propriétés d’ un secteur lamellaire sont intéressantes
car ce seront elles qui seront mesurées expérimentalement. On prend comme propriétés
physiques d’un tel secteur angulaire les propriétés déterminées pour la couche paral-
lélépipédique ci-dessus. Ce point est parfaitement correct si les bâtonnets de collagène
sont orientés verticalement. Par contre, c’est faux si les bâtonnets ont une orientation
d’angle ϕ avec la génératrice de la lamelle et s’ils sont considérés comme s’enroulant
hélicoïdalement dans cette structure. L’erreur que nous commettons avec cette approxi-
mation est due à la nature circulaire du milieu considéré : il n’y a pas de périodicité. Il
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est possible de remédier à cette difficulté, cependant la correction à apporter est lourde
à mettre en œuvre et elle sera d’autant plus minime que le secteur angulaire sera fin.
En conséquence, nous choisissons d’approcher, dans tous les cas, les propriétés physiques
d’un secteur lamellaire par les propriétés physiques du domaine Ω considéré ci-dessus.

2) l’homogénéisation ostéonale

Comme pour le cas de la lamelle, on ne va pas s’intéresser directement à l’ostéon, mais
on va d’abord envisager le cas d’un secteur ostéonal. Un tel secteur ostéonal apparaît
comme un empilement de secteurs angulaires de tubes. A nouveau, nous choisissons
d’approcher les propriétés de cet empilement de secteurs angulaires de tubes par celles
d’un empilement de couches.

Il y a deux manières d’organiser les calculs. Nous présentons celle qui est implantée
dans le logiciel et qui basée sur une homogénéisation monodirectionnelle selon Oz. Nous
donnons la seconde en remarque.

Les données pour cette étape sont donc les propriétés physiques du domaine Ω con-
sidéré ci-dessus.

a) première rotation d’axe Ox

Ayant choisi un processus d’ homogénéisation monodirectionnelle selon Oz, nous a-
ppliquons au domaine Ω une rotation d’axe Ox et d’angle π/2 afin que celui ci, initi-
alement vertical vienne se placer dans un plan parallèle au plan xOy. Cela induit, au
niveau des propriétés physiques, l’application en termes tensoriels de cette même rotation.
Les relations sont données en Annexe 2

x

y

z

O

Rotation d’axe Ox, angle π
2

b)seconde rotation d’axe Oz

Si les bâtonnets de collagène n’ont pas la même direction que la génératrice de la
lamelle, il suffit, pour respecter cet arrangement géométrique, d’appliquer, après la rota-
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tion précédente, une nouvelle rotation d’axe Oz et d’angle ϕ ou −ϕ

x

y

z

O

x

y

z

O

Rotation d’axe Oz, angle ϕ Rotation d’axe Oz, angle -ϕ

c) homogénéisation

- choix de la période

De par la nature de l’ostéon, les couches qui constituent l’empilement que nous devons
homogénéiser ne peuvent être, au plus, que de deux natures différentes et dans ce cas
elles doivent être disposées en alternance et avoir ainsi un caractère périodique.

La période est alors simple à concevoir : deux parallélépipèdes mis l’un sur l’autre.
Cependant, il peut arriver que les lamelles qui constituent l’ostéon ne soient pas jointives.
On considère alors une période constituée de quatre parallélépipèdes superposés: deux
pour les couches ci-dessus et deux pour modéliser l’interface et qui matériellement occupée
par un fluide diélectrique.

Période de base pour ostéon Période de base pour ostéon

- lamelles jointives - - lamelles non jointives -

- déroulement des calculs

Les calculs sont présentés dans un cadre général en simplifiant au maximum les no-
tations dans la section 5.5.

d) troisième rotation d’axe Ox

Ayant obtenu les propriétés homogénéisées d’un ensemble de couches, jointives ou non,
et empilées selon la direction Oz, il nous faut, pour obtenir les propriétés homogénéisées
d’un ensemble de couches empilées selon la direction Ox, puis appliquer une rotation
d’axe Ox et d’angle − π/2.
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Remarque 23 Il est possible de procéder de manière plus directe en appliquant d’abord
des rotations d’axe Ox et d’angle ϕ ou −ϕ, puis de faire l’homogénéisation d’un empile-
ment selon la direction Ox. Les deux procédés donnent des résultats similaires. Nous
avons préféré la première solution car nous avions préalablement mis au point et validé
le module d’homogénéisation d’un empilement selon la direction Oz.

3) l’homogénéisation corticale

Les étapes précédentes étant réalisées, nous disposons donc des propriétés du système
interstitiel et de celles d’un secteur ostéonal. Les propriétés du fluide traversant les
canaux de Havers et de Volkman restent les mêmes que précédemment.

- choix de la période
La période est à nouveau tridimensionnelle. Cependant, l’effet de la longueur de

l’ostéon pouvant être un paramètre intéressant à étudier pour les ingénieurs biomécani-
ciens, nous procédons comme précédemment: on introduit deux périodes bidimension-
nelles et une intégration selon la direction Oz. Par ailleurs, nous donnons à l’utilisateur
la possibilité d’avoir simultanément quatre types d’ostéons.

Pour de raisons techniques, le nombre d’éléments étant trop grand dans la seconde
période, on ne prend qu’une demi période et on tient compte de la symétrie.

- déroulement des calculs
Les calculs sont conduits sans difficulté particulière (section 5.6). Il faut cependant

noter une difficulté liée à la modélisation de la ligne cémentante qui forme l’interface
entre l’ostéon et le système interstitiel. Nous la négligeons dans les calculs développés au
cours de ce paragraphe pour deux raisons: d’abord, elle est d’une épaisseur très fine et
sa contribution, en terme d’intégrale de surface sera faible et ensuite sa prise en compte
nécessite unmaillage très fin dont l’utilisation augmente considérablement le temps calcul.

Son rôle nous échappe à ce niveau de modélisation. Nous essaierons de mieux com-
prendre l’origine de cette ligne au chapitre 5 et on esquissera un possible rôle dans les
conclusions, après l’analyse des résultats.

5.4 Homogénéisation lamellaire

Nous avons donc trois composants de base: les bâtonnets de collagène, les EVMC et le
fluide. Il est naturel de laisser au bâtonnet de collagène le rôle de la fibre et nous allons
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considérer que les EVMC et le fluide constituent la matrice. Ceci est possible car ces
milieux sont de même type au niveau des équations : ils font apparaître des composantes
élastiques et diélectriques et ne contiennent pas de composantes piézoélectriques.

En effet le fluide n’est considéré, dans les procédures d’homogénéisation, que sous
une forme statique et donc ses contraintes internes s’expriment par la relation :

σ = p · Id

Par ailleurs, il contient des éléments ionisés en suspension et donc on peut lui définir
des coefficients diélectriques. Il n’y a pas de couplage entre les phénomènes électriques
et mécaniques donc pas de coefficients piézoélectriques.

Nous considérons les EVMC comme un milieu poreux et donc, en accord avec le
cadre de la théorie des milieux poreux, nous définissons en tout point de ce domaine des
caractéristiques élastiques et des caractéristiques du fluide. On a vu au chapitre 3 un
procédé nous permettant d’ obtenir les caractéristiques élastiques. Il faut alors prendre
en compte le fluide en ajoutant la composante p Id au tenseur élastique des EVMC et
définir des coefficients diélectriques pour ce milieu. Notons que ces coefficients peuvent
être les mêmes que ceux du fluide ou qu’il est possible de tenir compte de la porosité.

La "matrice" qui est autour du collagène est donc un milieu élastique et diélectrique
sans couplage entre les phénomènes électriques et mécaniques et donc avec des coefficients
piézoélectriques nuls. Nous avons noté que la condition de positivité sur les coefficients
piézoélectriques n’était pas nécessaire pour assurer l’existence et l’unicité de la solution
de nos problèmes.

On peut alors utiliser directement les résultats présentés au paragraphe 5.2. La mise
en œuvre est réalisée via une méthode d’éléments finis et donc la prise en compte des
trois composants se fait d’une part, naturellement lors de l’affectation des valeurs des
coefficients pour chaque élément et d’autre part en introduisant deux sauts dans le second
membre : collagène — EVMC, puis EVMC — fluide.

Comme nous l’avions annoncé, nous souhaitons que certaines grandeurs (longueurs
des bâtonnets, écarts entre les bâtonnets) soient des paramètres et donc on procède à
quatre homogénéisations bidimensionnelles qui ne différent que par la géométrie de la
période de base. Les périodes de base et les maillages utilisés sont présentés ci-dessous:
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Période 3D de la fibrille

Période 2D de départ
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Minéralisation 0, niveau 1 Minéralisation 0, niveau 2

Minéralisation 0, niveau 3 Minéralisation 0, niveau 4

Minéralisation 1, niveau 1 Minéralisation 1, niveau 2

Minéralisation 1, niveau 3 Minéralisation 1, niveau 4
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Minéralisation 2, niveau 1 Minéralisation 2, niveau 2

Minéralisation 2, niveau 3 Minéralisation 2, niveau 4

Minéralisation 3, niveau 1 Minéralisation 3, niveau 2

Minéralisation 3, niveau 3 Minéralisation 3, niveau 4
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Minéralisation 4, niveau 1 Minéralisation 4, niveau 2

Minéralisation 4, niveau 3 Minéralisation 4, niveau 4

Les coefficients homogénéisés de ce milieu sont obtenus par application directe des
relations données à la section 5.2.

5.4.1 Structure lamellaire avec une orientation quelconque des
fibres de collagène

Maintenant, étudions le changement d’orientation des bâtonnets dans une lamelle. Con-
sidèrons une lamelle dans un repère(Oxyz) où la direction des fibres est parallèle à Oz
et un repère (Ox′y′z′) où les fibres font un angle θ avec Oz. On veut connaître les pro-
priétés de cette lamelle dans le nouveau repère. Pour faire cela nous appliquons d’abord
une rotation d’axe Ox et d’angle π/2 afin que la lamelle, initialement verticale, vienne se
placer dans le plan xOy. Cela revient au niveau des propriétés physiques à l’application
des relations suivantes entre les tenseurs d’élasticité (respectivement piézoélastique et
diélectrique) [Ger73]:

Cx
ijkl (θ) = tim · tjn · tkr · tls · Cmnrs

gxijk (θ) = tim · tjn · tks · gmns

ǫxij (θ) = tim · tjr · ǫmr

où θ = π
2
et T = (tij) =




1 0 0

0 0 1

0 −1 0


 est la matrice de rotation d’angle π

2
, C = (Cmnrs)

est le tenseur d’élasticité de la lamelle dans le repère (Oxyz) et Cx =
(
Cx
ijkl (θ)

)
est le
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tenseur d’élasticité de la lamelle après avoir appliqué la rotation d’angle π
2
. Les relations

explicites de cette rotation seront données en Annexe 2.

x

y

z

O

Rotation d’axe Ox, angle π
2

Il suffit maintenant d’appliquer, après la rotation précédente, une rotation d’axe Oz
et d’angle θ suivie d’une nouvelle rotation d’axe Ox et d’angle −π/2.

x

y

z

O

Rotation Oz, angle θ

On aura ainsi les propriétés d’une lamelle avec une orientation quelconque des bâton-
nets de collagène.

Pour la rotation d’axe Oz et d’angle θ les relations tensorielles à utiliser ont la forme
suivante:

Ch
ijkl (θ) = tim · tjn · tkr · tls · Cmnrs (5.38)

ghijk (θ) = tim · tjn · tks · gmns (5.39)

ǫhij (θ) = tim · tjr · ǫmr (5.40)
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où T = (tij) =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1


 est la matrice de rotation d’angle θ, C = (Cmnrs)

est le tenseur d’élasticité de la lamelle dans le repère (Oxyz) et Ch =
(
Ch
ijkl (θ)

)
est le

tenseur d’élasticité de la lamelle dans le repère (Ox′y′z′) (avec les notations correspon-
dantes pour les tenseurs piézo-élastiques et diélectriques).

En faisant varier les indices on obtient d’une manière explicite:

Ch
1111 (θ) = t1m · t1n · t1r · t1s · Cmnrs

= C1111 · t
4
11 + C1122 · t211 · t212 + C2211 · t

2
11 · t212 + C1112 · t

3
11 · t12 + C1121 · t

3
11 · t12

+C1211 · t
3
11 · t12 + C2111 · t

3
11 · t12 + C2212 · t

3
12 · t11 ++C1222 · t

3
12 · t11

+C2221 · t
3
12 · t11 + C2122 · t

3
12 · t11 + C1212 · t

2
11 · t212

+C2112 · t
2
11 · t212 + C1221 · t

2
11 · t212 + C2121 · t

2
11 · t212 + C2222 · t

4
12

= C1111 · cos θ
4 + C1122 · cos θ

2 · sin θ2 + C1122 · cos θ
2 · sin θ2

+C1112 · cos θ
3 · sin θ + C1112 · cos θ

3 · sin θ + C1112 · cos θ
3 · sin θ

+C1112 · cos θ
3 · sin θ + C2212 · sin θ

3 · cos θ + C2212 · sin θ
3 · cos θ + C2212 · sin θ

3 · cos θ

+C2212 · sin θ
3 · cos θ + C1212 · cos θ

2 · sin θ2 + C1212 · cos θ
2 · sin θ2 + C1212 · cos θ

2 · sin θ2

+C1212 · cos θ
2 · sin θ2 + C2222 · sin θ

4

= C1111 · cos θ
4 + C2222 · sin θ

4 + cos θ2 · sin θ2 · (2C1122 + 4C1212)

+4 · cos θ3 · sin θ · C1112 + 4 · sin θ3 · cos θ · C2212

Ch
1122 (θ) = t1m · t1n · t2r · t2s · Cmnrs

= C1111 · t
2
11 · t221 + C2222 · t

2
22 · t212 + C1122 · t

2
11 · t222 + C2211 · t221 · t212

+C1112 · t
2
11 · t21 · t22 + C1121 · t

2
11 · t21 · t22 + C1211 · t

2
21 · t11 · t12

+C2111 · t12 · t11 · t221 + C2212 · t
2
12 · t21 · t22 + C1222 · t12 · t11 · t222

+C2221 · t21 · t212 · t22 + C2122 · t11 · t12 · t222 + C1212 · t11 · t12 · t21 · t22
+C2112 · t11 · t12 · t21 · t22 + C1221 · t11 · t12 · t21 · t22 + C2121 · t11 · t12 · t21 · t22

= C1111 · cos θ
2 · sin θ2 + C2222 · cos θ

2 · sin θ2 + C1122 · cos θ
4

+C2211 · sin θ
4 − C1112 · cos θ3 · sin θ − C1121 · cos θ

3 · sin θ + C1211 · sin θ
3 · cos θ

+C2111 · sin θ
3 · cos θ − C2212 · sin θ

3 · cos θ + C1222 · cos θ
3 · sin θ

−C2211 · sin θ
3 · cos θ + C2122 · cos θ

3 · sin θ − C1212 · cos θ2 · sin θ2

−C2112 · cos θ
2 · sin θ2 − C1221 · cos θ

2 · sin θ2 − C2121 · cos θ2 · sin θ2

= cos θ2 · sin θ2 · (C1111 + C2222 − 4C1212) + C1122 ·
(
cos θ4 + sin θ4

)

+sin θ3 · cos θ · (2C1112 − 2C2212) + cos θ3 · sin θ · (2C2212 − 2C1112)

Ch
1133 (θ) = t1m · t1n · t3r · t3s · Cmnrs



5.4 HOMOGÉNÉISATION LAMELLAIRE 109

= C1133 · cos θ
2 + C2233 · sin θ

2 + 2C3312 · cos θ · sin θ

Ch
1112 (θ) = t1m · t1n · t1r · t2s · Cmnrs

= cos θ3 · sin θ · (−C1111 + C1122 + 2C1212) + sin θ3 · cos θ · (−C1122 + C2222 − 2C1212)
+C1112 · cos θ

4 − C2212 · sin θ
4 + 3 · cos θ2 · sin θ2 · (−C1112 + C2212)

Ch
2222 (θ) = t2m · t2n · t2r · t2s · Cmnrs

= C2222 · cos θ
4 + C1111 · sin θ

4 + cos θ2 · sin θ2 · (2C1122 + 4C1212)
−4C1112 · sin θ

3 · cos θ − 4 cos θ3 · sin θ · C2212

Ch
2233 (θ) = t2m · t2n · t3r · t3s · Cmnrs

= C2233 · cos θ
2 + C1133 · sin θ

2 − 2C3312 · cos θ · sin θ

Ch
2212 (θ) = t2m · t2n · t1r · t2s · Cmnrs

= cos θ3 · sin θ · (C2222 − C1122 − 2C1212)
+ sin θ3 · cos θ · (C1122 − C1111 + 2C1212)
+C2212 · cos θ

4 − C1112 · sin θ
4 + 3 · cos θ2 · sin θ2 · (C1112 − C2212)

Ch
3333 (θ) = t3m · t3n · t3r · t3s · Cmnrs = C3333

Ch
3312 (θ) = t3m · t3n · t1r · t2s · Cmnrs

= cos θ · sin θ · (C2233 − C1133) + C3312 · cos 2θ

Ch
2323 (θ) = t2m · t3n · t2r · t3s · Cmnrs

= C2323 · cos θ
2 + C1313 · sin θ

2 − 2C2313 · cos θ · sin θ

Ch
2313 (θ) = t2m · t3n · t1r · t3s · Cmnrs

= cos θ · sin θ · (C2323 − C1313) + C2313 · cos 2θ

Ch
1313 (θ) = t1m · t3n · t1r · t3s · Cmnrs

= C1313 · cos θ
2 + C2323 · sin θ

2 + 2C2313 · cos θ · sin θ

Ch
1212 (θ) = t1m · t2n · t1r · t2s · Cmnrs

= cos θ3 · sin θ · (2C2212 − 2C1112) + sin θ3 · cos θ · (2C1112 − 2C2212)
+C1212 · cos θ

4 + C1212 · sin θ
4 + cos θ2 · sin θ2 · (C1111 + C2222 − 2C1122 − 2C1212)

On procède de la même manière pour les tenseurs homogénéisés piézoélectriques et
diéléctriques. On obtient (en appliquant les relations (5.39) et (5.40)):

gh123 (θ) = t1m · t2n · t3s · gmns

= cos θ · sin θ · (g223 − g113) + g123 · cos θ2 − g213 · sin θ2

gh113 (θ) = t1m · t1n · t3s · gmns

= cos θ · sin θ · (g123 + g213) + g113 · cos θ2 + g223 · sin θ2
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gh223 (θ) = t2m · t2n · t3s · gmns

= cos θ · sin θ · (−g123 − g213) + g223 · cos θ2 + g113 · sin θ2

gh213 (θ) = t2m · t1n · t3s · gmns

= cos θ · sin θ · (g223 − g113) + g213 · cos θ2 − g123 · sin θ2

gh311 (θ) = t3m · t1n · t1s · gmns

= 2 · g312 · cos θ · sin θ + g311 · cos θ2 + g322 · sin θ2

gh322 (θ) = t3m · t2n · t2s · gmns

= −2 · g312 · cos θ · sin θ + g322 · cos θ2 + g311 · sin θ2

gh333 (θ) = t3m · t3n · t3s · gmns

= g333

gh312 (θ) = t3m · t1n · t2s · gmns

= cos θ · sin θ · (g322 − g311) + g312 · cos 2θ

ǫh11 (θ) = t1m · t1r · ǫmr

= ǫ11 · cos θ2 + ǫ22 · sin θ2 + 2 · cos θ · sin θ · ǫ12

ǫh12 (θ) = t1m · t2r · ǫmr

= ǫ12 · cos 2θ + cos θ · sin θ · (ǫ22 − ǫ11)

ǫh22 (θ) = t2m · t2r · ǫmr

= ǫ22 · cos θ2 + ǫ11 · sin θ2 − 2 · cos θ · sin θ · ǫ12

ǫh33 (θ) = t3m · t3r · ǫmr

= ǫ33

La détermination des caractéristiques mécaniques de la lamelle dans le repère (Oxyz)
(où la direction des fibres est parallèle à Oz) est donc suffisante pour la détermination
des caractéristiques mécaniques de celle-ci dans le repère (Ox′y′z′) (où les fibres font un
angle θ avec Oz).
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5.5 Homogénéisation ostéonale

L’ostéon est composé d’un ensemble de lamelles concentriques entourant le canal de
Havers. La section transversale de l’ostéon est supposée être circulaire (elle peut être
elliptique). Les lamelles de l’ostéon sont caractérisées par l’orientation de leurs fibres,
qui peut changer en alternance d’une lamelle à l’autre.

ostéon

L’homogénéisation de la structure ostéonale se ramène à l’homogénéisation d’un mi-
lieu multi-couches. Il s’agit d’un empilement constitué de deux types de couches pour
lequel l’angle formé par la direction des fibres de deux couches consécutives est de 2θ.
Cette structure n’est pas périodique. Dans une telle structure il est trop difficile, voire
impossible, de faire des simulations numériques car les hétérogénéités rendent les cal-
culs trop coûteux. L’homogénéisation, qui consiste à donner une loi de comportement
équivalente simplifiée du composite, permet de surmonter cette difficulté. Cependant,
l’application de la technique de l’homogénéisation des milieux périodiques à cette struc-
ture ostéonale rencontre une difficulté majeure, à savoir le fait que le milieu ne présente
pas un caractère périodique. On se propose de chercher les caractéristiques mécaniques
homogénéisées de cette structure ostéonale.

On considère une subdivision de l’intervalle (0, 2π) en n intervalles de longueur 2π
n
.On

obtient ainsi un découpage de l’ostéon Ω en secteurs ostéonaux Ωn.
Soient

Qn0 : le tenseur du secteur ostéonal Ωn0

Qni : le tenseur du secteur ostéonal Ωni

Le secteur Ωni s’obtient du secteur Ωn0 par une rotation d’angle donné ϕ = (ni − n0) ·
2π
n
autour de l’axe Oz.La relation de tensorialité entre Qn0 et Qni est donnée par [Ger73]:

(Qni)khpq = tkl · thm · tpr · tqs · (Qn0)lmrs

avec

T =




cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1




matrice de rotation autour de l’axe Oz.
Les propriétés d’un secteur ostéonal peuvent être obtenues en fait en deux manières:
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1 En faisant trois rotations successives:

• une rotation d’axe Ox et d’angle π/2 dans le but d’obtenir une lamelle placée
dans le plan xOy ou dans un plan parallèle à celui ci

• une rotation d’axe Oz et d’angle ϕ ou −ϕ pour avoir une lamelle dont les
bâtonnets de collagène n’ont pas la même direction que la génératrice de la
lamelle. On utilisera les deux couches ainsi obtenues et on fera un empilement
selon l’axe Oz pour obtenir les propriétés d’un secteur ostéonal qui sera placé
dans le plan xOy

• une nouvelle rotation d’axe Ox et d’angle −π/2 qui finalement va nous donner
les propriétés d’un secteur ostéonal verticalement placé

2 En faisant une rotation et un empilement:

• des rotations d’axe Ox et d’angle ϕ ou −ϕ

• l’homogénéisation d’un empilement selon la direction Ox

On présente ici la première variante, des idées sur la deuxième seront donnée en
Annexe 3 (les calculs se déroulent de la même manière, seules les relations différent et les
résultats sont similaires).

La cellule de base étant la plus petite partie de la structure permettant de recouvrir
le domaine tout entier (par des translations), on choisit la cellule représentée sur la figure
ci-dessous:

x

y

z

O

Cellule de base - homogénéisation ostéonale

Y = [0, Y1] × [0, Y2] × [0, Y3]

Les différentes couches de l’empilement sont homogènes. Dans la cellule de base Y
les composantes du tenseur d’élasticité (piézoélastique et diélectrique) ne dépendent que
de la variable y3, c’est-à-dire:

Cijkl(y) = Cijkl(y3)
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gijk(y) = gijk(y3)

ǫij(y) = ǫij(y3)

On suppose que chaque couche est homogène et que les tenseurs respectifs ont les
formes suivantes:

• pour le tenseur d’élasticité




C1111 C1122 C1133 0 0 C1112

C1122 C2222 C2233 0 0 C2212

C1133 C2233 C3333 0 0 C3312

0 0 0 C2323 C2313 0

0 0 0 C1323 C1313 0

C1112 C2212 C3312 0 0 C1212




• pour la matrice de piézoélectricité



0 0 0 g123 g113 0

0 0 0 g223 g213 0

g311 g322 g333 0 0 g312




• pour la matrice de diélectricité



ε11 ε12 0

ε21 ǫ22 0

0 0 ǫ33




En tenant compte des hypothèses ci-dessus, les fonctions χij, Ψij, Φi et Ri sont Y1-
périodiques et Y2-périodiques par rapport aux variables y1 et y2 où Y1 et Y2 sont quel-
conques, par conséquent ces fonctions sont indépendantes de y1 et y2 i.e

χij(y) = χij(y3), Ψij(y) = Ψij(y3), Φi(y) = Φi(y3) et Ri(y) = Ri(y3)

Ces fonctions sont solutions de problèmes cellulaires (4.32)-(4.35) qui prennent les formes
suivantes 




d

dy3
[Ci3k3

dχmn
k

dy3
+ g3i3

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
Ci3mn

d

dy3
[g3k3

dχmn
k

dy3
− ǫ33

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
g3mn

(5.41)
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et 



d

dy3
[g3i3

dRm

dy3
+ Ci3k3

dΦm
k

dy3
] = −

d

dy3
gmi3

d

dy3
[ǫ33

dRm

dy3
− g3k3

dΦm
k

dy3
] = −

d

dy3
ǫ3m

(5.42)

5.5.1 Détermination des fonctions χmn et Ψmn

Cas où (m,n) = (α, 3) avec α = 1, 2

Si on prend i = 3 dans (5.41), on obtient

d

dy3
[C3333

dχα3
3

dy3
+ g333

dΨα3

dy3
] = 0

d

dy3
[g333

dχα3
3

dy3
− ǫ33

dΨα3

dy3
] = 0

On multiplie la première équation par χα3
3 et la deuxième par Ψα3, on intègre de 0 à Y3

puis on applique la formule de Green, on obtient

∫ Y3

0

(C3333
dχα3

3

dy3
+ g333

dΨα3

dy3
)
dχα3

3

dy3
dy = 0

∫ Y3

0

(g333
dχα3

3

dy3
− ǫ33

dΨα3

dy3
)
dΨα3

dy3
dy = 0

i.e ∫ Y3

0

[C3333
dχα3

3

dy3

dχα3
3

dy3
+ ǫ33

dΨα3

dy3

dΨα3

dy3
]dy = 0

d’après la coercivité, on obtient

0 ≥ α

∣∣∣∣
dχα3

3

dy3

∣∣∣∣
2

+ β

∣∣∣∣
dΨα3

dy3

∣∣∣∣
2

Soit
dχα3

3

dy3
= 0 et

dΨα3

dy3
= 0

et donc les fonctions χα3
3 et Ψα3 sont des constantes que l’on peut choisir nulles :

χα3
3 = 0 et Ψα3 = 0

Par conséquent les fonctions χα3 et Ψα3 sont telles que

χα3(y3) = (χα3
1 (y3), χ

α3
2 (y3), 0) et Ψα3(y3) = 0
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Les composantes χα3
1 (y3) et χ

α3
2 (y3) sont solutions des problèmes





d

dy3
[Ci3k3

dχα3
k

dy3
] = −

d

dy3
Ci3α3

χα3
k Y3-périodique

i, k, α = 1, 2

Pour obtenir les solutions de ce problème, on pose i = 1 et on a:

d

dy3
[C13k3

dχα3
k

dy3
] = −

d

dy3
C13α3

et en tenant compte des hypothèses, on a

d

dy3
[C1313

dχα3
1

dy3
+ C1323

dχα3
2

dy3
] = −

d

dy3
C13α3, α = 1, 2

pour i = 2 on a
d

dy3
[C23k3

dχα3
k

dy3
] = −

d

dy3
C23α3

et en tenant compte des hypothèses, on a

d

dy3
[C2313

dχα3
1

dy3
+ C2323

dχα3
2

dy3
] = −

d

dy3
C23α3, α = 1, 2

En prenant α = 1 on obtient le système





d

dy3
[C1313

dχ131
dy3

+ C1323
dχ132
dy3

] = −
d

dy3
C1313

d

dy3
[C2313

dχ131
dy3

+ C2323
dχ132
dy3

] = −
d

dy3
C2313

et en prenant α = 2 on obtient le système





d

dy3
[C1313

dχ231
dy3

+ C1323
dχ232
dy3

] = −
d

dy3
C1323

d

dy3
[C2313

dχ231
dy3

+ C2323
dχ232
dy3

] = −
d

dy3
C2323

soit dans le cas général





d

dy3
[C1313

dχα3
1

dy3
+ C1323

dχα3
2

dy3
] = −

d

dy3
C13α3

d

dy3
[C2313

dχα3
1

dy3
+ C2323

dχα3
2

dy3
] = −

d

dy3
C23α3

, α = 1, 2
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Après intégration, on obtient





C1313
dχα3

1

dy3
+ C1323

dχα3
2

dy3
= −C13α3 + Cte

1

C2313
dχα3

1

dy3
+ C2323

dχα3
2

dy3
= −C23α3 + Cte

2

d’où

dχα3
1

dy3
=

C1323 · C23α3 − C2323 · C13α3 + Cte
1 · C2323 − Cte

2 · C1323
C1313 · C2323 − C2

1323

(5.43)

et

dχα3
2

dy3
=

−C1313 · C23α3 + C2313 · C13α3 − Cte
1 · C2313 + Cte

2 · C1313
C1313 · C2323 − C2

1323

(5.44)

les constantes Cte
1 et Cte

2 étant déterminées par la condition de périodicité des fonctions
χα3
1 et χα3

2 :

〈
dχα3

1

dy3

〉
=

〈
dχα3

2

dy3

〉
= 0

et on rappelle que
χα3
3 = 0 et Ψα3 = 0 , α = 1, 2

Cas où (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (1, 2)

pour i = 1

d

dy3
[C1313

dχmn
1

dy3
+ C1323

dχmn
2

dy3
] = 0

pour i = 2

d

dy3
[C2323

dχmn
2

dy3
+ C2313

dχmn
1

dy3
] = 0

pour i = 3

d

dy3
[C3333

dχmn
3

dy3
+ g333

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
C33mn

d

dy3
[g333

dχmn
3

dy3
− ǫ33

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
g3mn
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La positivité de la matrice d’élasticité entraîne la positivité de la matrice

 C1313 C1323

C1323 C2323




et donc
χmn
1 = 0 et χmn

2 = 0

et les χmn
3 et Ψmn verifient





d

dy3
[C3333

dχmn
3

dy3
+ g333

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
C33mn

d

dy3
[g333

dχmn
3

dy3
− ǫ33

dΨmn

dy3
] = −

d

dy3
g3mn

Après intégration, le système devient





C3333
dχmn

3

dy3
+ g333

dΨmn

dy3
] = −C33mn + Cte

1

g333
dχmn

3

dy3
− ǫ33

dΨmn

dy3
] = −g3mn + Cte

2

il admet la solution suivante

dχmn
3

dy3
=

(−C33mn + C1) ǫ33 + g333(−g3mn + Cte
2 )

C3333ǫ33 + g2333
(5.45)

dΨmn

dy3
= −

C3333 (g3mn + C2)− g333(C33mn + Cte
1 )

C3333ǫ33 + g2333

avec Cte
1 et Cte

2 vérifiant




Cte
1 < ǫ33 > +Cte

2 < g333 > = < C33mnǫ33 + g333g3mn >

Cte
1 < g333 > −Cte

2 < C3333 > = < −C3333g3mn + g333C33mn >

ce qui représente la condition de périodicité des fonctions χmn
3 et Ψmn :

〈
dχmn

3

dy3

〉
=

〈
dΨmn

dy3

〉
= 0

5.5.2 Détermination des fonctions Φm et Rm

Cas où m = 1, 2

pour i = 1

d

dy3
[C13k3

dΦm
k

dy3
] = −

d

dy3
gm13
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c’est-à-dire

d

dy3
[C1313

dΦm
1

dy3
+ C1323

dΦm
2

dy3
] = −

d

dy3
gm13 (5.46)

pour i = 2
d

dy3
[C23k3

dΦm
k

dy3
] = −

d

dy3
gm23

c’est-à-dire

d

dy3
[C2313

dΦm
1

dy3
+ C2323

dΦm
2

dy3
] = −

d

dy3
gm23 (5.47)

pour i = 3

d

dy3
[g333

dRm

dy3
+ C3333

dΦm
3

dy3
] = 0

d

dy3
[ǫ33

dRm

dy3
− g333

dΦm
3

dy3
] = 0

on multiplie la première équation par Φm
3 et la deuxième par Rmet on intègre sur [0, Y3]

; en utilisant la formule de Green et la périodicité on obtient

∫ Y3

0

[g333
dRm

dy3

dΦm
3

dy3
+ C3333

dΦm
3

dy3

dΦm
3

dy3
]dy = 0

∫ Y3

0

[ǫ33
dRm

dy3

dRm

dy3
− g333

dΦm
3

dy3

dRm

dy3
]dy = 0

La coercivité implique

∣∣∣∣
dΦm

3

dy3

∣∣∣∣ = 0 et

∣∣∣∣
dRm

dy3

∣∣∣∣ = 0, donc les fonctions Φm
3 et Rm sont

constantes et on peut les prendre nulles.
Les fonctions Φm

1 et Φm
2 sont solutions du système formé par les équations (5.46) et

(5.47) et on rappelle que:

Φm
3 = 0 et Rm = 0, m = 1, 2

On a donc 



C1313
dΦm

1

dy3
+ C1323

dΦm
2

dy3
= −gm13 + Cte

1

C2313
dΦm

1

dy3
+ C2323

dΦm
2

dy3
= −gm23 + Cte

2

Après un calcul analytique

dΦm
1

dy3
=

C1323 · gm23 − C2323 · gm13 + Cte
1 · C2323 − Cte

2 · C1323
C1313 · C2323 − C2

1323

(5.48)

et
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dΦm
2

dy3
=

C2313 · gm13 − C1313 · gm23 − Cte
1 · C2313 + Cte

2 · C1313
C1313 · C2323 − C2

1323

(5.49)

avec Cte
1 et Cte

2 vérifiant

〈
dΦm

1

dy3

〉
=

〈
dΦm

2

dy3

〉
= 0

(condition de périodicité)

Cas où m = 3

pour i = 1
d

dy3
(C1313

dΦ31
dy3

+ C1323
dΦ32
dy3

) = 0

pour i = 2
d

dy3
(C2323

dΦ32
dy3

+ C2313
dΦ31
dy3

) = 0

pour i = 3

d

dy3
[g333

dR3

dy3
+ C3333

dΦ33
dy3

] = −
d

dy3
g333

d

dy3
[ǫ33

dR3

dy3
− g333

dΦ33
dy3

] = −
d

dy3
ǫ33

La positivité de la matrice d’élasticité entraîne que

Φ31 = 0 et Φ32 = 0

et les Φ33 et R
3 vérifient





d

dy3
[g333

dR3

dy3
+ C3333

dΦ33
dy3

] = −
d

dy3
g333

d

dy3
[ǫ33

dR3

dy3
− g333

dΦ33
dy3

] = −
d

dy3
ǫ33

Après avoir intégré on obtient





g333
dR3

dy3
+ C3333

dΦ33
dy3

= −g333 + C1

ǫ33
dR3

dy3
− g333

dΦ33
dy3

= −ǫ33 + C2
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La solution du système ci-dessus est donnée par

dR3

dy3
=

(−g333 + C1)g333 + C3333(−ǫ33 + C2)

g2333 + C3333ǫ33
(5.50)

dΦ33
dy3

= −
g333(−ǫ33 + C2)− ǫ33(−g333 + C1)

g2333 + C3333ǫ33

les constantes C1 et C2 sont solutions de




C1 < g333 > +C2 < C3333 > = < g2333 + C3333ǫ33 >

C1 < ǫ33 >= C2 < g333 >

5.5.3 Calcul des coefficients homogénéisés de la structure

Les coefficients homogénéisés de la structure ostéonale s’obtiennent par les expressions
suivantes:

Ch
ijkl =

1

Y3

∫ Y3

0

[Cijkl + Cijm3
dχkl

m

dy3
+ g3ij

dΨkl

dy3
]dy3 (5.51)

ghkij =
1

Y3

∫ Y3

0

[gkij + Cijm3
dΦk

m

dy3
+ g3ij

dRk

dy3
]dy3 (5.52)

ǫhjm =
1

Y3

∫ Y3

0

[−gj3l
dΦm

l

dy3
+ ǫj3

dRm

dy3
+ ǫjm]dy3 (5.53)

La matrice d’élasticité est donc la suivante



Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 Ch

1112

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 Ch

2212

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 Ch

3312

0 0 0 Ch
2323 Ch

2313 0

0 0 0 Ch
1323 Ch

1313 0

Ch
1211 Ch

1222 Ch
1233 0 0 Ch

1212




(5.54)

La matrice de piézoélectricité est donnée par




0 0 0 gh123 gh113 0

0 0 0 gh223 gh213 0

gh311 gh322 gh333 0 0 gh312


 (5.55)
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et la matrice de diélectricité est



ǫh11 ǫh12 0

ǫh21 ǫh22 0

0 0 ǫh33


 (5.56)

où les coefficients homogénéisés de la structure s’obtiennent d’une manière détaillée
en faisant varier les indices dans les formules(5.51), (5.52) et (5.53):

Pour le tenseur élastique

Ch
1111 =

〈
C1111 + C11m3 ·

dχ11m
dy3

+ g311 ·
dΨ11

dy3

〉

Y3

=

〈
C1111 + C1133 ·

dχ113
dy3

+ g311 ·
dΨ11

dy3

〉

Y3

Ch
1122 =

〈
C1122 + C11m3 ·

dχ22m
dy3

+ g311 ·
dΨ22

dy3

〉

Y3

=

〈
C1122 + C1133 ·

dχ223
dy3

+ g311 ·
dΨ22

dy3

〉

Y3

Ch
1133 =

〈
C1133 + C11m3 ·

dχ33m
dy3

+ g311 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3

=

〈
C1133 + C1133 ·

dχ333
dy3

+ g311 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3

Ch
1112 =

〈
C1112 + C11m3 ·

dχ12m
dy3

+ g311 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

=

〈
C1112 + C1133 ·

dχ123
dy3

+ g311 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

Ch
2222 =

〈
C2222 + C22m3 ·

dχ22m
dy3

+ g322 ·
dΨ22

dy3

〉

Y3

=

〈
C2222 + C2233 ·

dχ223
dy3

+ g322 ·
dΨ22

dy3

〉

Y3

Ch
2233 =

〈
C2233 + C22m3 ·

dχ33m
dy3

+ g322 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3

=

〈
C2233 + C2233 ·

dχ333
dy3

+ g322 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3
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Ch
2212 =

〈
C2212 + C22m3 ·

dχ12m
dy3

+ g322 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

=

〈
C2212 + C2233 ·

dχ123
dy3

+ g322 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

Ch
3333 =

〈
C3333 + C33m3 ·

dχ33m
dy3

+ g333 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3

=

〈
C3333 + C3333 ·

dχ333
dy3

+ g333 ·
dΨ33

dy3

〉

Y3

Ch
3312 =

〈
C3312 + C33m3 ·

dχ12m
dy3

+ g333 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

=

〈
C3312 + C3333 ·

dχ123
dy3

+ g333 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

Ch
2323 =

〈
C2323 + C23m3 ·

dχ23m
dy3

+ g323 ·
dΨ23

dy3

〉

Y3

=

〈
C2323 + C2313 ·

dχ231
dy3

+ C2323 ·
dχ232
dy3

〉

Y3

Ch
2313 =

〈
C2313 + C23m3 ·

dχ13m
dy3

+ g323 ·
dΨ13

dy3

〉

Y3

=

〈
C2313 + C2313 ·

dχ131
dy3

+ C2323 ·
dχ132
dy3

〉

Y3

Ch
1313 =

〈
C1313 + C13m3 ·

dχ13m
dy3

+ g313 ·
dΨ13

dy3

〉

Y3

=

〈
C1313 + C1313 ·

dχ131
dy3

+ C1323 ·
dχ132
dy3

〉

Y3

Ch
1212 =

〈
C1212 + C12m3 ·

dχ12m
dy3

+ g312 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3

=

〈
C1212 + C1233 ·

dχ123
dy3

+ g312 ·
dΨ12

dy3

〉

Y3
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Pour le tenseur piézoélectrique

gh123 =

〈
g123 + C23m3 ·

dΦ1m
dy3

+ g323 ·
dR1

dy3

〉

Y3

=

〈
g123 + C2313 ·

dΦ11
dy3

+ C2323 ·
dΦ12
dy3

〉

Y3

gh113 =

〈
g113 + C13m3 ·

dΦ1m
dy3

+ g313 ·
dR1

dy3

〉

Y3

=

〈
g113 + C1313 ·

dΦ11
dy3

+ C1323 ·
dΦ12
dy3

〉

Y3

gh223 =

〈
g223 + C23m3 ·

dΦ2m
dy3

+ g323 ·
dR2

dy3

〉

Y3

=

〈
g223 + C2313 ·

dΦ21
dy3

+ C2323 ·
dΦ22
dy3

〉

Y3

gh213 =

〈
g213 + C13m3 ·

dΦ2m
dy3

+ g313 ·
dR2

dy3

〉

Y3

=

〈
g213 + C1313 ·

dΦ21
dy3

+ C1323 ·
dΦ22
dy3

〉

Y3

gh311 =

〈
g311 + C11m3 ·

dΦ3m
dy3

+ g311 ·
dR3

dy3

〉

Y3

=

〈
g311 + C1133 ·

dΦ33
dy3

+ g311 ·
dR3

dy3

〉

Y3

gh322 =

〈
g322 + C22m3 ·

dΦ3m
dy3

+ g322 ·
dR3

dy3

〉

Y3

=

〈
g322 + C2233 ·

dΦ33
dy3

+ g322 ·
dR3

dy3

〉

Y3

gh333 =

〈
g333 + C33m3 ·

dΦ3m
dy3

+ g333 ·
dR3

dy3

〉

Y3

=

〈
g333 + C3333 ·

dΦ33
dy3

+ g333 ·
dR3

dy3

〉

Y3
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gh312 =

〈
g312 + C12m3 ·

dΦ3m
dy3

+ g312 ·
dR3

dy3

〉

Y3

=

〈
g312 + C1233 ·

dΦ33
dy3

+ g312 ·
dR3

dy3

〉

Y3

Pour le tenseur diélectrique

ǫh11 =

〈
ǫ11 + ǫ13

dR1

dy3
− g13l

dΦ1l
dy3

〉

Y3

=

〈
ǫ11 − g131

dΦ11
dy3

− g132
dΦ12
dy3

〉

Y3

ǫh12 =

〈
ǫ12 + ǫ13

dR2

dy3
− g13l

dΦ2l
dy3

〉

Y3

=

〈
ǫ12 − g131

dΦ21
dy3

− g132
dΦ22
dy3

〉

Y3

ǫh22 =

〈
ǫ22 + ǫ23

dR2

dy3
− g23l

dΦ2l
dy3

〉

Y3

=

〈
ǫ22 − g231

dΦ21
dy3

− g232
dΦ22
dy3

〉

Y3

ǫh33 =

〈
ǫ33 + ǫ33

dR3

dy3
− g33l

dΦ3l
dy3

〉

Y3

=

〈
ǫ33 + ǫ33

dR3

dy3
− g333

dΦ33
dy3

〉

Y3

Résumé
On résume ci-dessous le calcul des fonctions d’influence pour la structure ostéonale,

ce qui permet ensuite le calcul des coefficients homogénéisés de la structure:
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Cas Pb. à résoudre Comp. à déterminer Comp. nulles

(m,n) = (1, 1); (2, 2); (5.45) χmn
3 , ψmn χmn

1 , χmn
2

(3, 3); (1, 2)

(m,n) = (1, 3); (2, 3) (5.43) et χmn
1 , χmn

2 χmn
3 , ψmn

(5.44)

m = 1, 2 (5.48) et φm1 , φ
m
2 φm3 , R

m

(5.49)

m = 3 (5.50) φm3 , R
m φm1 , φ

m
2

(5.57)

Ainsi on peut donc calculer les propriétés mécaniques homogénéisées de la structure
ostéonale, que l’on va noter par Qost.

Remarque 24 1) Les coefficients Ciikl pour (k, l) = (2, 3); (1, 3) et i = 1, 2, 3 et Cij12

pour (i, j) = (2, 3); (1, 3) sont nuls, compte tenu de la forme initiale des tenseurs élas-
tiques et piézoélectriques (et de tableau (5.57)), donc la forme du tenseur élastique ho-
mogénéisé est bien celle donnée par la relation (5.54).
2) Les coefficients gkii pour k = 1, 2 et i = 1, 2, 3, gk12 pour k = 1, 2 et g3i3

pour i = 1, 2 sont nuls pour les mêmes raisons que ci-dessus; le tenseur homogénéisé
piézoélectrique a donc la forme (5.55).
3) Les coefficients ǫj3, j = 1, 2 sont nuls grâce à la forme des tenseurs piézoélectriques

et diélectriques et au tableau (5.57); la forme du tenseur homogénéisé diélectrique est donc
celle de (5.56).

5.6 Homogénéisation corticale

On passe enfin de la structure ostéonale à la structure de l’os compact. Pour cela il
nous faut encore modéliser le système interstitiel. Tous les auteurs sont unanimes sur
le fait que ce système interstitiel est formé de fragments d’anciens ostéons partiellement
résorbés.

On va donc considérer que ce système interstitiel est constitué de plusieurs blocs de
composition homogène, chaque bloc étant un morceau d’ancien ostéon. Ces blocs sont
constitués de parties de lamelles caractérisées, d’une part, par l’orientation des bâtonnets
de collagène, qui est similaire à celles des lamelles des ostéons (alternance d’une lamelle
à l’autre) et d’autre part, par une surminéralisation.

Remarque 25 Les blocs du système interstitiel étant des morceaux d’ostéons, leur ho-
mogénéisation est donc similaire à celle des ostéons.
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Dans une étude concernant la distribution des ostéons et du système interstitiel dans
la section transversale du fémur humain, Portigliatti [POR83] montre que la distribution
des différents types d’ostéons est pratiquement régulière dans la section du fémur, avec
une très légère différence entre les parties postérieure et antérieure (voir aussi [MEU89]).
Cela nous permet de supposer que les ostéons sont régulièrement et périodiquement
répartis dans la structure de l’os compact.

La détermination du comportement homogénéisé de l’os compact se fait par la mé-
thode de l’homogénéisation, en utilisant les résultats obtenus aux paragraphes précédents.

Nous considérons le cas où l’os compact est constitué de quatre types d’ostéons. La
cellule de base est alors formée de trois parties:

• le canal de Havers

• l’ostéon, qui peut être homogénéisé en suivant les procédures des paragraphes précé-
dents

• le système interstitiel composé de plusieurs blocs

On suppose que les différents types d’ostéons sont répartis d’une manière périodique
dans la structure de l’os. La période de base peut être choisie alors comme ci-dessous:

Cellule de base - quatre ostéons

Ayant homogénéisé les différents constituants de la cellule de base considérée (struc-
ture lamellaire et structure ostéonale), en suivant les procédures présentées aux para-
graphes précédents, les caractéristiques des différents constituants des cellules de base
décrites ci-dessus sont complètement connues, par conséquent, on peut aborder la réso-
lution des problèmes cellulaires dans le cas actuel.

Pour les différents choix de la cellule de base, on remarque que les coefficients des
constituants sont indépendants de la troisième variable et que les fonctions d’influence
sont périodiques et telles que:

Pour (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (1, 2) les fonctions χmn et Ψmn sont de la forme

χmn = (χmn
1 , χmn

2 , 0) etΨmn = 0

et (χmn
1 , χmn

2 ) sont solutions des problèmes
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Trouver (χmn
1 , χmn

2 ) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl

∂χmn
l

∂yk

∂vi
∂yj

dy =

∫

Γ

Fmn
i · vids+

∫

H

fmn
i · vidy ∀v ∈ W2(H)

(5.58)

avec Fmn
i et fmn

i données par les expressions (5.16) et (5.17).
Pour (m,n) = (1, 3); (2, 3) les fonctions χm3et Ψm3 sont de la forme

χm3(y1, y2) = (0, 0, χm3
3 (y1, y2))

et χm3
3 et Ψm3 sont solutions des problèmes





Trouver (χm3
3 ,Ψm3) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂χm3

3

∂yk
+ gk3j

∂Ψm3

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (gjk3
∂χm3

3

∂yk
− ǫjk

∂Ψm3

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy =

∫

Γ

Fm3 · wds+

∫

Γ

Hm3 · zds+

∫

H

fm3 · wdy +

∫

H

hm3 · zdy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

(5.59)
avec Fm3, Hm3, fm3 et hm3 données par les expressions (5.21), (5.22), (5.23) et (5.24).

Pour m = 1, 2 les fonctions Φm et Rm sont de la forme

Φm(y1, y2) = (0, 0,Φm
3 (y1, y2))

et Φm
3 et Rm sont solutions des problèmes





Trouver (Φm
3 , R

m) ∈ W2(H) telle que∫

H

[(C3jk3
∂Φm

3

∂yk
+ gk3j

∂Rm

∂yk
)
∂w

∂yj

+ (−gjk3
∂Φm

3

∂yk
+ ǫjk

∂Rm

∂yk
)
∂z

∂yj
]dy =

∫

Γ

Fm · wds+

∫

Γ

Hm · zds

∫

H

fm · wdy +

∫

H

hm · zdy

∀ (w, z) ∈ W2(H)

(5.60)
avec Fm, Hm, fm et hm données par les expressions (5.28) et (5.29).
Pour m = 3 les fonctions R3 et Φ3 sont de la forme

Φ3(y1, y2) = (Φ31(y1, y2),Φ
3
2(y1, y2), 0) et R

3 = 0

et (Φ31 ,Φ
3
2) est solution du problème
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Trouver (Φ31,Φ
3
2) ∈ W2(H) telle que∫

H

Cijkl ekl(Φ
3) eij(v)dy =

∫

Γ

F 3
i · vids+

∫

H

f3i · vidy ∀v ∈ W2(H)
(5.61)

avec F 3
i , f

3
i données par les expressions (5.30) et (5.31).

La résolution numérique des problèmes (5.58)-(5.61) est réalisée par application de
la méthode des éléments finis (programmation en Matlab). Pour calculer les coefficients
homogénéisés, nous avons développé le code SiNuPrOs (voir chapitre 8). Ce code cal-
cule les caractéristiques homogénéisées du milieu considéré, à partir des caractéristiques
géométriques et mécaniques des composants de la cellule de base et des solutions des
problèmes (5.58)-(5.61).

Ayant résolu les problèmes cellulaires (5.58)-(5.61), les coefficients homogénéisés sont
donnés explicitement par les relations (5.3)-(5.5).

Les tenseurs homogénéisés élastique, piézoélectrique et diélectrique de l’os auront les
formes suivantes :

• pour le tenseur d’élasticité homogénéisé



Qh
1111 Qh

1122 Qh
1133 0 0 Qh

1112

Qh
1122 Qh

2222 Qh
2233 0 0 Qh

2212

Qh
1133 Qh

2233 Qh
3333 0 0 Qh

3312

0 0 0 Qh
2323 Qh

2313 0

0 0 0 Qh
1323 Qh

1313 0

Qh
1112 Qh

2212 Qh
3312 0 0 Qh

1212




• pour le tenseur piézoélectrique homogénéisé



0 0 0 gh123 gh113 0

0 0 0 gh223 gh213 0

gh311 gh322 gh333 0 0 gh312




• pour le tenseur diélectrique homogénéisé



ǫh11 ǫh12 0

ǫh21 ǫh22 0

0 0 ǫh33
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Remarque 26 Si l’on suppose que tous les ostéons sont du même type, alors la cellule
de base peut être choisie comme ci-dessous :

Cellule de base - ostéon de type unique

Le processus à suivre pour déterminer les caractéristiques mécaniques homogénéisées
de l’os cortical peut être résumé comme suit :

1) on prend pour caractéristiques de l ’EVMC un module de Young longitudinal E1,
un module de Young transversal E3 et un coefficient de Poisson ν et pour le collagène, un
module de Young Ecol et un coefficient de Poisson νcol; on considère aussi des propriétés
piézoélectriques pour le collagène; avec ces caractéristiques (et avec une nano porosité qui
peut être donnée) nous pouvons obtenir, par homogénéisation, les propriétés mécaniques
homogénéisées d’une lamelle (Qlam) dont les fibres sont parallèles à l’axe vertical

2) en utilisant des équations classiques de rotation, on calcule les coefficients de la
lamelle Qlamϕ1

après la rotation d’angle ϕ1. Ainsi, nous obtenons les propriétés mé-
caniques de la lamelle pour une orientation des bâtonnets de collagène d’angle ϕ1(Qlamϕ1

).
L’orientation des bâtonnets de collagène peut différer entre deux lamelles consécutives.
Nous considérons deux orientations ϕ1 et ϕ2 pour ces bâtonnets de collagène et nous
calculons pour ces orientations les coefficients homogénéisés pour un ostéon (Qost)

3) alors, en considérant quatre types d’ostéons (ou des ostéons du même type), le sys-
tème interstitiel, et en tenant compte de la macroporosité donnée par le canal Haversien
et les canaux de Volkman, nous calculons enfin les propriétés physiques de l’os cortical
(Qos) au niveau macroscopique

5.7 Propriétés d’isotropie des structures considérées

On regroupe ici quelques résultats concernant les propriétés d’isotropie de la lamelle, de
l’ostéon et finalement de l’os cortical macroscopique.

Les invariances matérielles (par symétrie matérielle ou par rotation autour d’un axe)
de la cellule de base, quand elles existent, impliquent les mêmes invariances du matériau
composite à structure périodique, réduisant ainsi le nombre des coefficients indépendants.
Le but de ce paragraphe est d’identifier ces propriétés pour quelques types de transforma-
tions orthogonales (symétries ou rotations) dans le cas des composites unidirectionnels
et des multicouches et d’étudier ensuite leurs conséquences sur l’isotropie de la lamelle
et de l’ostéon (ensemble de couches concentriques).
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Considérons un matériau piézoélectrique à structure périodique occupant un domaine
Ω deR3 muni du repèreOx1x2x3. Ce matériau est caractérisé par ses tenseurs d’élasticité,
piézoélectricité et diélectricité homogénéisés dans ledit repère.

Les invariances de ce matériau peuvent être caractérisées par un groupe de transfor-
mations orthogonales des axes Oxi, i = 1, 2, 3. Soit T un élément de ce groupe, nous
avons:

x′k = tkl · xl

tkl · tml = tlk · tlm = δkm; det tkl = ±1

Les tenseurs d’élasticité, piézoélectricité et diélectricité dans le nouveau repèreOx′1x
′
2x
′
3

s’obtiennent par les relations de tensorialité suivantes [GER73]:

C
′

ijkl = tim · tjn · tkr · tls · Cmnrs

g
′

ijk = tim · tjn · tks · gmns

ǫ
′

ij = tim · tjr · ǫmr

L’invariance matérielle nous permet d’avoir:

Cijkl = tim · tjn · tkr · tls · Cmnrs

gijk = tim · tjn · tks · gmns

ǫij = tim · tjr · ǫmr

5.7.1 Isotropie de la lamelle

On va considérer le cas d’une lamelle dont les fibres sont toutes parallèles à sa génératrice.
Alors la cellule de base peut être choisie comme un cube dont la section de base Y12 est
un rectangle régulier. Le repère orthonormé (O y1 y2 y3) est tel que O soit le barycentre
du cube et l’axe Oy3 est porté par la direction de la fibre.

Y = Y12 ×

[
−y3
2

,
y3
2

]

Cette cellule de base présente les caractéristiques suivantes :

1. La symétrie matérielle par rapport aux plans y1 = 0, y2 = 0 et y3 = 0

2. Invariance pour les rotations d’angles π et
π

2
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Si on considère un nouveau repère orthonormé (O y
′

1 y
′

2 y
′

3) obtenu à partir de l’ancien
repère par une transformation orthogonale a = (apq), on a:

y′p = apqyq

Les caractéristiques élastiques, piézoélectiques et diélectriques satisfont bien sûr:

C ′
ijkl = aipajqaknalmCpqnm

g′ijk = aipajqakmgpqm

ǫ′jk = ajpakqǫpq

Lemme 27 Si le matériau composite est tel que la cellule de base Y possède l’invariance
matérielle par une transformation orthogonale autour d’un axe ∆ on peut choisir les fonc-
tion χij

k , Ψ
ij solutions des problèmes cellulaire telles que leurs composantes satisfassent

:
χkl
n (y

′) = akpalqanrχ
pq
r (y)

e′rs(χ
mn(y′)) = amhankarαasλeαλ(χ

hk(y))

∂Ψkl(y′)

∂yγ
= akmalnaγα

∂Ψmn(y)

∂yα

∂Φi
j(y

′)

∂yk
= aimajnakh

∂Φm
n (y

′)

∂yh

∂Rm(y′)

∂yk
= amiakh

∂Ri(y′)

∂yh

Preuve. La démonstration se trouve dans [LEN84] pour les fonctions χij
k et on procède

de la même manière pour les fonctions Ψij,Φm
n et Rm

Proposition 28 Sous les conditions 1. et 2. ci-dessus, les tenseurs homogénéisés Ch
ijkl,

ghijk et ǫ
h
jk sont tels que

Ch =




Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 0

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 0

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 0

0 0 0 Ch
2323 0 0

0 0 0 0 Ch
1313 0

0 0 0 0 0 Ch
1212




(5.62)
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gh =




0 0 0 gh123 0 0

0 0 0 0 gh213 0

0 0 0 0 0 gh312




et

ǫh =




ǫh11 0 0

0 ǫh22 0

0 0 ǫh33




dans le repère (O y1y2y3)

Preuve. Soit a = (apq) le représentant d’une transformation définie ci-dessus (rotation
d’angle π ou d’angle π

2
). On a

χkl
n (y

′) = akpalqanrχ
pq
r (y)

∂Ψkl(y′)

∂yγ
= aknalm

∂Ψmn(y)

∂yγ

∂Rm(y′)

∂yk
= amiakh

∂Ri(y′)

∂yh
et

∂Φi
j(y

′)

∂yk
= aimajnakh

∂Φm
n (y

′)

∂yh
sachant que det(aij) = ±1 on a

aipajqakmalnC
h
pqmn(y) =

1

|Y |

∫

Y

aipajqaknalm[Cpqmn(y) + Cpqαβeαβ(χ
mn)

+gγpq
∂Ψmn

∂yγ
]dy

=
1

|Y |

∫

Y

[Cijkl(y
′) + Cijrsers(χ

kl(y
′

)) + gγij(y
′)
∂Ψkl′(y

′

)

∂yγ
]dy′

= Ch
ijkl(y

′)

de même on a

aipajqakmg
h
pqm(y) =

1

|Y |

∫

y

aipajqakm[gpqm(y) + Cqmrs

∂Φp
r

∂ys

+glqm
∂Rp

∂yl
]dy

=
1

|Y |

∫

y

gijk(y
′) + Cjkrs(y

′)
∂Φi

r(y
′)

∂ys
+ gljk(y

′)
∂Ri(y′)

∂yl
]dy′

= ghijk(y
′)
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et aussi

aipajqǫ
h
pq(y) =

1

|Y |

∫

Y

aipajq[−gpkl(y)
∂Φq

k

∂yl

+ǫpk
∂Rq

∂yk
+ ǫpq]dy

=
1

|Y |

∫

Y

−gikl(y
′)
∂Φj

k(y
′)

∂yl
+ ǫik(y

′)
∂Rj(y′)

∂yk
+ ǫij(y

′)]dy′

= ǫhij(y
′)

d’où

aipajqakmalnC
h
pqmn(y) = Ch

ijkl(y
′) = Ch′

ijkl (5.63)

aipajqakmg
h
pqm(y) = ghijk(y

′) = gh′ijk(y
′)

aipajqǫ
h
pq(y) = ǫhij(y

′) = ǫh′ij(y
′)

La cellule de base reste invariante par la symétrie par rapport à y1 = 0 la matrice de
transformation a est de la forme

a =




1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


 (5.64)

en utilisant (5.63) et en tenant compte de(5.64) la matrice d’élasticité prend la forme




C1111 C1122 C1133 C1123 0 0

C2211 C2222 C2233 C2223 0 0

C3311 C3322 C3333 C3323 0 0

C2323 0 0

0 0 0 0 C1313 C1312

0 0 0 0 C1312 C1212




(5.65)

et la matrice de piézoélectricité prend la forme




gh111 gh122 g133 gh123 0 0

0 0 0 0 gh213 gh212

0 0 0 0 gh313 gh312
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et aussi la matrice diélectrique




ǫh11 0 0

0 ǫh22 ǫh23

0 0ǫh32 ǫh33




de même la cellule de base reste invariante par rapport à Oy2 la matrice de la trans-
formation est donnée par

a =




−1 0 0

0 1 0

0 0 −1


 (5.66)

en utilisant (5.63) et en tenant compte de(5.65) et (5.66) la matrice d’élasticité prend
la forme 



Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 0

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 0

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 0

0 0 0 Ch
2323 0 0

0 0 0 0 Ch
1313 0

0 0 0 0 0 Ch
1212




et la matrice de la piezoélectricité prend la forme




0 0 0 gh123 0 0

0 0 0 0 gh213 0

0 0 0 0 0 g312




et aussi la matrice dielectrique




ǫh11

ǫh22

ǫh33




ce qui termine la démonstration
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5.7.2 Isotropie de la structure ostéonale

On considère un empilement périodique de couches constitué de deux types de couches.
Chaque couche est constituée d’un composite unidirectionnel. L’empilement est carac-
térisé par l’orientation des fibres qui change en alternance d’une couche à l’autre.

Dans ce cas la cellule de base peut être choisie comme on l’avait vu au paragraphe
5.5. Le repère orthonormé (Oy1y2y3) est tel que O soit le barycentre du cube et les axes
Oy1 et Oy2 soient portées par les bissectrices des angles formés par deux fibres de deux
couches consécutives. La cellule de base est donc la suivante:

Y =

]
−
Y1
2
,
Y1
2

[
×

]
−
Y2
2
,
Y2
2

[
×

]
−
Y3
2
,
Y3
2

[

Elle reste invariante par les rotations d’angles π,
π

2
et −

π

2
autour de l’axe Oy3.

Proposition 29 les matrices des coefficients homogénéisés correspondant à l’empilement
de couches défini ci-dessus ont les formes suivants:
pour le tenseur d’élasticité:




Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 0

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 0

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 0

0 0 0 Ch
2323 0 0

0 0 0 0 Ch
1313 0

0 0 0 Ch
1212




pour le tenseur piézoélectrique:




0 0 0 0 gh113 0

0 0 0 gh223 0 0

gh311 gh322 gh333 0 0 0




pour le tenseur diélectrique: 


ǫh11 0 0

0 ǫh22 0

0 0 ǫh33




Preuve. Tout d’abord les coefficients homogénéisés de l’empilement vérifient les relations
(5.63).
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La cellule de base reste invariante par la rotation d’angle π,sa transformation est
donnée par




−1 0 0

0 −1 0

0 0 1


 (5.67)

et en tenant compte de (5.63) et (5.67)on obtient




Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 Ch

1112

Ch
2211 Ch

2222 Ch
2233 0 0 Ch

2212

Ch
3311 Ch

3322 Ch
3333 0 0 Ch

3312

0 0 0 Ch
2323 Ch

2313 0

0 0 0 Ch
1323 Ch

1313 0

Ch
1211 Ch

1222 Ch
1233 0 0 Ch

1212




(5.68)




0 0 0 gh123 gh113 0

0 0 0 gh223 gh213 0

gh311 gh322 gh333 0 0 gh312


 (5.69)

et



ǫh11 ǫh12 0

ǫh21 ǫh22 0

0 0 ǫh22


 (5.70)

De plus, la cellule de base est invariante par la rotation d’angle −
π

2
,qui a pour trans-

formation



0 1 0

−1 0 0

0 0 1


 (5.71)
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En utilisant (5.63),(5.71),(5.68),(5.69) et(5.70) on obtient



Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 Ch

1112

Ch
2222 Ch

2233 0 0 0

Ch
3333 0 0 0

Ch
2323 0 0

Ch
1313 0

Ch
1112 0 Ch

1212




(5.72)




0 0 0 gh123 gh113 0

0 0 0 gh223 gh213 0

gh311 gh322 gh333 0 0 0


 (5.73)

et 


ǫh11 0 0

ǫh22 0

ǫh33


 (5.74)

de même la cellule de base est invariante par le plan d’équation y1 = 0 qui a pour
transformation 



−1 0 0

0 1 0

0 0 1


 (5.75)

En utilisant (5.63),(5.75),(5.72),(5.73) et(5.74) on obtient



Ch
1111 Ch

1122 Ch
1133 0 0 0

Ch
2222 Ch

2233 0 0 0

Ch
3333 0 0 0

Ch
2323 0 0

Ch
1313 0

Ch
1212







0 0 0 0 gh113 0

0 0 0 gh223 0 0

gh311 gh322 gh333 0 0 0
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et 


ǫh11 0 0

ǫh22 0

ǫh33




ce qui achève la démonstration

5.8 Conclusions

Le but de cette modélisation était de décrire un modèle numérique permettant le calcul
des caractéristiques homogénéisées de la structure composite multi-échelle de l’os cortical
humain.

L’étude permet de concevoir pour l’os un modèle semi-descriptif. La modélisation que
nous venons de proposer apporte un plus par rapport aux modèles existants. Première-
ment, le modèle tient compte de la structure hiérarchique de l’os compact, deuxièment,
la simulation numérique est basée sur une technique d’homogénéisation reposant sur des
résultats mathématiques.

Grâce à certaines hypothèses, nous avons contribué à la formulation des problèmes
cellulaires sous une forme permettant l’utilisation de la technique des éléments finis en
vue de leur résolution.

L’utilisation de ce modèle permet, d’une part, l’étude des variations des coefficients
ho-mogénéisés de l’os compact en fonction des différents paramètres mécaniques et géomé-
triques de ses constituants, et d’autre part, l’étude du champ de contraintes au niveau
des hétérogénéités.

Pour mieux appréhender l’aspect piézoélectrique de ce milieu osseux, on va s’intéresser
à un cas très particulier qui apparaît dans le processus de remodelage : celui où les ostéo-
clastes viennent de creuser une galerie et le tissu collagénique n’est pas encore apparu.
La cavité ainsi construite ne contient que du fluide. La question naturelle est : quelles
sont alors les propriétés physiques de la paroi ?
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Chapitre 6
Propriétés physiques de la paroi
cavitaire ostéonale

Lors de la première phase du remodelage osseux, les ostéoclastes creusent une galerie
dans l’os surminéralisé. Des bâtonnets de collagène qui étaient totalement entourés par
une structure cristalline d’Hap deviennent partiellement libres. Intuitivement on imagine
bien la combinaison des deux effets physico-chimiques suivants : d’une part, la structure
cristalline étant affaiblie autour de ces bâtonnets, l’effet piézoélectrique de ce collagène
de surface peut augmenter et d’autre part, cette augmentation du potentiel électrique
pourrait favoriser la minéralisation par l’apparition d’un environnement riche en ions
minéraux dans lequel l’activité des protéines et des cellules responsables de l’apposition
minérale serait optimal.

Il nous a donc paru intéressant d’estimer les propriétés physiques de cette paroi. A
cette fin, nous allons développer une modélisation spécifique de la paroi qui est con-
sidérée comme un film mince et utiliser à nouveau la théorie de l’homogénéisation. Le
développement est essentiellement de nature mathématique. Nous résolvons un problème

de convergence.

6.1 Position du problème

On considère un tube Ω dont la frontière ∂Ω = ∂Ω1
⋃
∂Ω2

⋃
∂Ω3

⋃
∂Ω4. ∂Ω1 est di-

visée en n surfaces Sε,1, ......, Sε,n de diamètre ε. Par ailleurs, on considère des surfaces
Tε,1, ......, Tε,n incluses dans Sε,1, ......, Sε,n et telles que le diamètre de Tε,j vaille r avec
r < ε. Ces surfaces Tε,1, ......, Tε,n représentent les parties de collagène localisées sur la
paroi.

139
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Figure 6.1: Modélisation de la paroi

On note Sε =
n⋃
i=1

Sε,i et Tε =
n⋃
i=1

Tε,i.

Dans ce domaine Ω on considère le problème classique de piézoélectricité (Ppiezo) :

(Ppiezo)





− ∂
∂xj

(
Cijkl · ekl (uε) +Gkij · ∂ϕε

∂xk

)
= bi dans Ω

∂
∂xj

(
Gjkl · ekl (u

ε)− αjk · ∂ϕε

∂xk

)
= 0 dans Ω

uεi = ci, i = 1, 2, 3 sur Tε

ϕε = d sur Tε

uε = ϕε = 0 sur Sε\Tε

uε = ϕε = 0 sur ∂Ω2
⋃
∂Ω3

⋃
∂Ω4

où:

uε champ de déplacement

ekl (u
ε) tenseur de déformation

ϕε potentiel électrique

∂ϕε

∂xk
vecteur champ électrique

b = (b1, b2, b3) densité volumique de forces dans Ω

Cijkl · ekl (u
ε) +Gkij · ∂ϕε

∂xk
tenseur des contraintes

Gjkl · ekl (u
ε) − αjk · ∂ϕε

∂xk
vecteur de déplacement électrique

On suppose que les coefficients élastiques, piézoélectriques et diélectriques satisfont
les conditions suivantes:
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• symétrie: Cijkl = Cklij = Cjikl = Cijlk; Gijk = Gikj; αij = αji

• positivité: ∃ α > 0 t. q. Cijkl · eij · ekl ≥ α ‖e‖2, ∀ e ∈ M3
S

∃ β > 0 t. q. αij · ai · aj ≥ β ‖a‖2R3, ∀ a ∈ R3

• bornétude: Cijkl, Gijk et αij ∈ L∞ (Ω)

6.2 Existence et unicité de la solution

Théorème 30 Le problème (Ppiezo) admet une solution unique (u
ε, ϕε) , (uε, ϕε) ∈ (H1 (Ω))

3
×

H1 (Ω)

Preuve. Soient gε = (gε1, g
ε
2, g

ε
3) ∈ (H1 (Ω))

3
et hε ∈ H1 (Ω) telles que:




gεi = ci, i = 1, 2, 3 sur Tε

hε = d sur Tε

gεi = hε = 0 sur Sε\Tε

gεi et hε sont uniformément bornées dans H1 (Ω)

On considère:





wǫ = uε − gε

Ψε = ϕε − hε

Alors, le problème piézoélectrique (Ppiezo) équivaut à:

(P )





− ∂
∂xj

(
Cijkl · ekl (wε) +Gkij · ∂Ψε

∂xk

)
= bi +

∂
∂xj

(
Cijkl · ekl (gε) +Gkij · ∂hε

∂xk

)

= bεi dans Ω (1)

∂
∂xj

(
Gjkl · ekl (wε) − αjk · ∂Ψε

∂xk

)
= − ∂

∂xj

(
Gjkl · ekl (gε) − αjk · ∂hε

∂xk

)

= cε dans Ω (2)

wǫ = 0 sur ∂Ω

Ψε = 0 sur ∂Ω

On multiplie (1) par vi ∈ H1
0 (Ω) et (2) par Ψ; en utilisant la formule de Green on

obtient:
a ((wε,Ψε) , (v,Ψ)) = L (v,Ψ) ,∀ (v,Ψ) ∈ (H1

0 (Ω))
3
×H1

0 (Ω) , où

a ((wε,Ψε) , (v,Ψ)) =

∫

Ω

[
Cijkl · ekl (w

ε) +Gkij ·
∂Ψε

∂xk

]
· eij (v) dx−

−

∫

Ω

[
Gjkl · ekl (w

ε)− αjk ·
∂Ψε

∂xk

]
·
∂Ψ

∂xj
dx
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et L (v,Ψ) =

∫

Ω

bεi · vidx+

∫

Ω

cε · Ψdx

a (•, •) est une forme bilinéaire et continue sur
(
(H1

0 (Ω))
3
×H1

0 (Ω)
)2

L (•, •) est une forme linéaire et continue sur (H1
0 (Ω))

3
×H1

0 (Ω)

On a: a ((wε,Ψε) , (wε,Ψε)) =

∫

Ω

Cijkl · ekl (w
ε) · eij (w

ε) dx+

∫

Ω

[
αjk ·

∂Ψε

∂xk
·
∂Ψε

∂xj

]
dx

donc a ((wε,Ψε) , (wε,Ψε)) ≥ α ·
3∑

i=1

‖wε
i ‖
2
1,Ω + β · ‖Ψε‖21,Ω ≥

≥ min {α, β} · ‖(wε,Ψε)‖2
(H1

0
(Ω))

3
×H1

0
(Ω)

Alors, a (•, •) est aussi coercive sur
(
(H1

0 (Ω))
3
×H1

0 (Ω)
)2

D’après le théorème de Lax-Milgram on a existence et unicité pour (wε,Ψε) solution
du système (P ) .

Donc

(uε, ϕε) = (wε + gε,Ψε + hε)

est l’unique solution du problème (Ppiezo)

6.3 Limite du système (Ppiezo)

Théorème 31 La solution du problème (Ppiezo) converge faiblement quand ε → 0 vers

(u, ϕ) ∈ (H1 (Ω))
3
×H1 (Ω) solution du problème:

(Plim)





− ∂
∂xj

(
Cijkl · ekl (u) +Gkij · ∂ϕ

∂xk

)
= bi dans Ω

∂
∂xj

(
Gjkl · ekl (u)− αjk · ∂ϕ

∂xk

)
= 0 dans Ω

ui = γci, i = 1, 2, 3 sur ∂Ω1

ϕ = γd sur ∂Ω1

uε = ϕε = 0 sur ∂Ω2
⋃
∂Ω3

⋃
∂Ω4

avec γ = lim
ε→0

r
ε
∈ (0, 1)

Preuve. (wε,Ψε) est uniformément bornée dans (H1 (Ω))
3
× H1 (Ω) donc (uε, ϕε) l’est

aussi. On conclut qu’il existe (u, ϕ) t.q. (uε, ϕε) →
ε→0

(u, ϕ)



6.3 LIMITE DU SYSTÈME (PPIEZO) 143

En multipliant (Ppiezo) par vi ∈ D (Ω) et Ψ ∈ D (Ω) on obtient





∫

Ω

(
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

)
· eij (vi) dx =

∫

Ω

bi · vidx

∫

Ω

(
Gjkl · ekl (u

ε)− αjk ·
∂ϕε

∂xk

)
·
∂Ψ

∂xj
dx = 0

Par passage à la limite il vient





∫

Ω

(
Cijkl · ekl (u) +Gkij ·

∂ϕ

∂xk

)
· eij (vi) dx =

∫

Ω

bi · vidx, ∀ vi ∈ H1 (Ω)

∫

Ω

(
Gjkl · ekl (u)− αjk ·

∂ϕ

∂xk

)
·
∂Ψ

∂xj
dx = 0, ∀ Ψ ∈ H1 (Ω)

donc 



− ∂
∂xj

(
Cijkl · ekl (u) +Gkij · ∂ϕ

∂xk

)
= bi dans Ω

∂
∂xj

(
Gjkl · ekl (u)− αjk · ∂ϕ

∂xk

)
= 0 dans Ω

On calcule les valeurs de u sur la frontière de Ω. En multipliant (Ppiezo) par u
ε et en

utilisant la formule de Green on aura∫

Ω

[
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

]
·
∂uεi
∂xj

dx−

−ci ·

∫

Tε

[
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

]
· njdσ =

∫

Ω

bi · u
ε
idx

Mais∫

Tε

[
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

]
· njdσ =

=
∑

i

∫

Tε,i

[
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

]
· njdσ =

=
〈
µε,

[
Cijkl · ekl (uε) +Gkij · ∂ϕε

∂xk

]
· nj (x)

〉
H−1(Ω),H1(Ω)

où

µε =
∑

i

δTε,i, avec
〈
δTε,i,Ψ

〉
=

∫

Tε,i

Ψ(x) dσ

On a 〈µε,Ψ〉 =

∫

Tε

Ψ(x) dσ =

= r
ε
·
∑

i

ε ·


1

r
·

∫

Tε,i

Ψ(x) dσ
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Donc lim
ε→0

〈µε,Ψ〉 = γ ·

∫

∂Ω1

Ψ(x) dσ, avec γ = lim
ε→0

r
ε

Alors, µε ���
ε→0

γ · dσ∂Ω1 faible dans H−1 (Ω), où

〈dσ∂Ω1 ,Ψ〉 =

∫

∂Ω1

Ψ(x) dσ, ∀ Ψ ∈ H1 (Ω)

Comme 0 ≤ µε ≤ dσ∂Ω1 on déduit que µε →
ε→0

dσ∂Ω1 fort dans H1 (Ω)

On obtiendra

lim
ε→0

∫

Tε

[
Cijkl · ekl (u

ε) +Gkij ·
∂ϕε

∂xk

]
· njdσ =

= γ ·

∫

∂Ω1

[
Cijkl · ekl (u) +Gkij ·

∂ϕ

∂xk

]
· njdσ

et donc∫

Ω

[
Cijkl · ekl (u) +Gkij ·

∂ϕ

∂xk

]
·
∂uεi
∂xj

dx−

−γ · ci ·

∫

∂Ω1

[
Cijkl · ekl (u) +Gkij ·

∂ϕ

∂xk

]
· njdσ =

∫

Ω

bi · uidx, d’où

ui = γ · ci, i = 1, 2, 3 sur ∂Ω1

ui = 0 sur ∂Ω2
⋃
∂Ω3

⋃
∂Ω4

On va procéder de la même manière pour trouver les valeurs de ϕ sur la frontière de
Ω.En multipliant (Ppiezo) par ϕε et en utilisant la formule de Green, on obtient∫

Ω

[
Gjkl · ekl (u

ε)− αjk ·
∂ϕε

∂xk

]
·
∂ϕε

∂xj
dx−

−d ·

∫

Tε

[
Gjkl · ekl (u

ε)− αjk ·
∂ϕε

∂xk

]
·
∂ϕε

∂xj
· njdσ = 0

On passe à la limite quand ε → 0∫

Ω

[
Gjkl · ekl (u)− αjk ·

∂ϕ

∂xk

]
·
∂ϕ

∂xj
dx−

−γ · d ·

∫

∂Ω1

[
Gjkl · ekl (u) − αjk ·

∂ϕ

∂xk

]
·
∂ϕ

∂xj
· njdσ = 0

ce qui donne

ϕ = γ · d sur ∂Ω1

ϕ = 0 sur ∂Ω2
⋃
∂Ω3

⋃
∂Ω4

donc (u, ϕ) vérifie le problème (Plim) , avec γ = lim
ε→0

r
ε
∈ (0, 1)
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6.4 Conclusions

On est amené à faire une étude sur la phase initiale du remodelage osseux. On voudrait
savoir s’il est possible d’estimer les propriétés piézoélectriques de la paroi de la galerie
creusée par les ostéoclastes.

L’intérêt de ce théorème est de montrer que les coefficients homogénéisés sont pro-
portionnels au terme que nous avons noté γ. Ce terme est la limite du rapport entre la
taille, dans la période considérée, du domaine occupé par le collagène et la dimension de
la période. Donc, dans tous les cas, on a r < ε avec une inégalité stricte. De manière plus
concrète, dans le cas numérique que nous traitons dans le chapitre des résultats, nous
aurons une valeur de γ proche de 0.7.

Il apparaît donc clairement que les propriétés homogénéisées obtenues sur ce pourtour
sont diminuées. Il semble donc qu’une telle organisation ne soit pas propice à un processus
immédiat de minéralisation sur le pourtour de la paroi. Ce résultat est physiquement
réaliste cependant, en l’absence de tout autre élément d’information, il nous est difficile
d’expliquer pourquoi le processus de remodelage commence par l’apparition de collagène
sur ce pourtour.





Chapter 7

Chapitre 7
Nouvelle modélisation de la
structure de l’os compact

7.1 Introduction

Au cours des chapitres précédents, nous avons introduit différentes notions dans l’espoir
de modéliser au mieux le comportement de l’os cortical. Malgré tous nos efforts, nous
n’y sommes pas encore parvenus. En effet, les quelques tests que nous avons réalisés
montrent tous que notre modèle d’os cortical a un comportement piézo électrique au
niveau macroscopique. Or il est maintenant bien admis qu’à ce niveau l’os cortical n’est
pas un matériau piézo électrique. Cette différence peut s’expliquer de la manière suivante.

Sur le plan méthodologique, dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation, lorsqu’on
se donne une seule loi de comportement pour les composants élémentaires, cette loi est
conservée par tous les développements réalisés car ils ne prennent en compte que les
valeurs des propriétés physiques et les géométries des composants.

Sur le plan physiologique, les bâtonnets de collagène sont très fins et les cristaux
d’Hap, encore plus fins, vont se déposer autour d’eux de manière à former une gaine
quasiment continue. Dans le cas d’une minéralisation très avancée, le bâtonnet de co-
llagène se trouve donc totalement "emprisonné" dans cette gaine cristalline.

Sur le plan physique, si l’on se place dans le cadre d’une forte minéralisation et si
cette structure est soumise à un chargement mécanique, on constate que le champ de
contraintes est essentiellement localisé dans la partie cristalline. Il n’est pas nécessaire
de présenter ici des résultats numériques issus d’un calcul de structure classique pour
montrer que lorsque la minéralisation augmente, l’effet piézoélectrique dû au collagène

147
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diminue. La difficulté ne consiste pas à mettre en évidence ce phénomène mais à le
quantifier, la modélisation étant particulièrement complexe.

Sur le plan de la modélisation, on pourrait introduire deux lois aux niveaux des
composants de base : une loi piézo électrique pour le collagène et une loi élastique
pour l’Hap et reprendre un nouveau développement dans le cadre de l’homogénéisation.
Cependant, cela revient à ne plus considérer le domaine minéralisé comme un milieu
poreux et on a vu que ce point était une avancée considérable car il permet d’avoir les
écoulements et les pressions au niveau ostéonal.

Pour lever cette difficulté, on introduit tout d’abord une nouvelle loi de comportement,
dite avec seuil, dans laquelle les termes piézo électriques s’évanouissent si une certaine
condition est réalisée.

Les remarques ci-dessus concernent le comportement mécanique de la partie
solide du cortical. Or nous avons introduit, au chapitre 5, un fluide contenant des ions
minéraux et pouvant s’écouler dans cette structure de milieu poreux. Il faut rappeler que
cette notion a été introduite afin de formaliser correctement le problème d’homogénéisa-
tion, puisque ceci nous permettait d’avoir des tenseurs élastiques et diélectriques non
nuls dans tout le domaine considéré. Le troisième paragraphe de ce chapitre est donc
consacré au rôle et à la modélisation de ce fluide.

On peut enfin présenter, au dernier paragraphe, la modélisation dans son ensem-
ble.

7.2 Nouvelle loi de comportement

Une nouvelle loi de comportement est introduite dans le but d’avoir un modèle beaucoup
plus réaliste sur le plan physiologique. Le caractère spécifique de la piézoélectricité au
niveau macroscopique de l’os cortical pourrait se résumer comme suit :

- dans un os sain, il n’y a pas d’effet piézoélectrique
- dans un cas pathologique (comme celui du début d’un allongement osseux) les

aspects piézoélectriques sont localement présents au niveau macroscopique puisqu’il n’y
a que du collagène

Quelle est l’origine du problème?
Dans le développement de l’actuelle modélisation, les coefficients piézoélectriques a-

pparaissent comme une moyenne où interviennent 3 parties :
- la valeur initiale
- la valeur initiale perturbée par le gradient de la fonction d’influence R
- un terme de couplage où apparaissent les constantes élastiques Cijmn et le

gradient de la fonction d’influence Φ
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Cette décomposition est résumée dans l’expression

ghkij = < gkij(y) + gmij(y)
∂Rk(y)

∂ym
+ Cijmn(y)

∂Φk
m(y)

∂yn
>

et la fonction d’influence Φ apparait dans l’expression du terme correcteur de premier
ordre du champ de déplacements.

u1k(x, y) = χmn
k (y)emnx(u) + Φm

k (y)
∂ ϕ

∂xm

Analysons la composition des coefficients piézoélectriques homogénéisés. Ils sont le
résultat de deux termes d’origine différente

- 1) le terme gkij(y) + gmij(y)
∂Rk(y)

∂ym
Il correspond à la partie purement piézoélectrique et il intervient dans le calcul

de la moyenne, lors de la première homogénéisation, pour 40 % puisque le collagène
occupe 40 % du volume osseux. Dans les autres homogénéisations, un terme équivalent
apparaîtra systématiquement sur la période entière puisque les composants de base auront
des propriétés homogénéisées piézoélectriques ! Il s’ensuit que ce terme piézoélectrique
ne peut jamais disparaître.

- 2) le terme Cijmn(y)
∂Φk

m(y)

∂yn
Il correspond au couplage avec les phénomènes élastiques. Il peut même, si la

fonction Φ n’est pas constante dans la partie de la période occupée par l’Hap ou le fluide,
apporter une perturbation non négligeable.

En conséquence, il est vain, avec une telle modélisation de vouloir simuler à la fois
les cas sains et les cas pathologiques. Il nous faut donc concevoir une nouvelle loi de
comportement qui prenne mieux en compte le processus de minéralisation.

Pour une meilleure investigation de cet aspect, considérons maintenant le processus
d’homogénéisation au niveau fibrilaire. Il y a trois phases dans la cellule de base: le
collagène qui est un milieu piézoélectrique, les EVMC qui ont seulement des propriétés
élastiques et diélectriques et le fluide entourant les deux composants précédents. Dans ce
cadre ci, ce fluide est supposé être caractérisé par une pression constante et des propriétés
diélectriques constantes dans la cellule de base. Les deux lois constitutives modelisant le
phénomène piézoélectrique, à l’échelle des composants, sont les suivants:




σij =
[
Ccol
ijkh · ecolkh + gcolkij · ∂ϕ

∂xk

]
· χcol +

[
CEVMC
ijkh · eEVMC

kh

]
· χEVMC + p · Id · χfluid

Di =
[
gcolikh · ecolkh − εcolik · ∂ϕ

∂xk

]
· χcol − εEVMC

ik · ∂ϕ

∂xk
· χEVMC − εfluidik · ∂ϕ

∂xk
· χfluid

(7.1)
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où χ est la fonction caractéristique

χEVMC(M) =





1, si M appartient au domaine occupé par les EVMC

0, sinon

La technique d’homogénéisation donne des coefficients d’une loi de comportement
homogénéisés piézoélectrique:





σij =
[
Chom lam
ijkh · ehom lam

kh + ghom lam
kij · ∂ϕ

∂xk

]

Di =
[
ghom lam
ikh · ehom lam

kh − εhom lam
ik · ∂ϕ

∂xk

]

(7.2)
ce qui signifie que cette loi piézoélectrique caractérise entièrement le comportement

de la lamelle à l’échelle lamellaire. Regardons de plus proche les deux cas contraires
suivants:

• le secteur lamellaire considéré n’est pas minéralisé: dans ce cas, χEVMC(M) = 0
et les lois constitutives deviennent:




σij =
[
Ccol
ijkh · ecolkh + gcolkij · ∂ϕ

∂xk

]
· χcol + p · Id · χfluid

Di =
[
gcolikh · ecolkh − εcolik · ∂ϕ

∂xk

]
· χcol − εfluidik · ∂ϕ

∂xk
· χfluid

(7.3)

Le résultat de l’homogénéisation est une loi piézoélectrique. Ce point est absolument
cohérent.

• le secteur lamellaire considéré est surminéralisé

Avant de présenter une formulation mathématique, il est nécessaire de décrire le pro-
cessus physique. L’ensemble de cristaux d’Hap fonctionne comme une matrice entourant
les bâtonnets de collagène. A cause de la grande disproportion existant entre les propriétés
élastiques du collagène et de l’Hap, quand un chargement est appliqué, les contraintes les
plus élevées sont situées dans l’Hap et les valeurs survenant dans le collagène sont très
faibles. Ainsi, l’effet piézoélectrique induit par ces contraintes est lui aussi très faible.
Donc le champ électrique induit à une valeur faible et seulement un effet local, dans le
collagène lui même ou son voisinage immédiat. En effet, les coefficients diélectriques a-
ssociées aux EVMC sont devenus plus faibles car la plupart des ions qui étaient à l’origine
de ces coefficients ont disparu pour donner naissance à des cristaux d’ Hap et ceux qui
n’ont pas été utilisés sont "emprisonnés" dans la structure cristalline. Ne pouvant ainsi
plus circuler, il n’engendrent plus le potentiel électrique qu’ils génèraient auparavant.
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En résumé, si une telle structure est observée "de l’extérieur", c’est-à-dire à une échelle
macroscopique, l’effet piézoélectrique ne peut pas être "vu" ou ne peut pas être détecté.
La structure d’Hap, avec son architecture spécifique, a donc le même effet que celui d’une
"boite électriquement isolante."

Avant d’introduire la nouvelle loi, nous présentons deux notations:

md la minéralisation courante

mds

la valeur du seuil de la minéralisation à partir de laquelle l’imperméabilité

électrique est efficace

puis nous introduisons la fonction définie par:

µ =
(mds −md)+

mds

où (mds −md)+ est la " partie positive" de la fonction mds −md.
Maintenant, au lieu de considérer la loi homogénéisée obtenue auparavant :





σij =
[
Chom lam
ijkh · ehom lam

kh + ghom lam
kij · ∂ϕ

∂xk

]

Di =
[
ghom lam
ikh · ehom lam

kh − εhom lam
ik · ∂ϕ

∂xk

]

on considère la nouvelle formulation:





σij = Chom lam
ijkh · ehom lam

kh + µ · ghom lam
kij · ∂ϕ

∂xk

Di = µ ·
[
ghom lam
ikh · ehom lam

kh − εhom lam
ik · ∂ϕ

∂xk

]

(7.4)
Il est facile de voir que:
- s’il y a aucune minéralisation, alors md = 0 et µ = 1 et la première loi homogénéisée

(7.2) est obtenue
- si la minéralisation courante est plus grande ou égale à la valeur seuil, alors µ = 0

et la loi homogénéisée est une loi élastique classique

σij = Chom lam
ijkh · ehom lam

kh

En conclusion, cette nouvelle loi de comportement change de nature physique avec un
seuil sur l’état de minéralisation. D’une manière plus générale, nous pourrions dire que,
lorsqu’on étudie, à une échelle donnée, une structure composite ayant des composants
possédant des propriétés piézoélectriques, l’effet piézoélectrique ne peut être considéré à
l’échelle supérieure que si le milieu entourant cette structure n’est pas trop rigide.
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Il est naturel de se demander si le choix d’un critère établi sur une valeur seuil de la
minéralisation est judicieux car il est évident qu’il est difficile, voire impossible d’obtenir
des informations sur cette entité au niveau expérimental.

D’après la description physique que nous avons faite, il serait plus raisonnable d’intro-
duire des rapports de contraintes (ou des rapports de déformations) comme valeur seuil.
C’est cette direction qui a d’abord retenu notre attention. Mais nous avons vite constaté
d’une part, que les quelques rapports que nous avons testés étaient liés à une valeur de
minéralisation et d’autre part, que les valeurs de ces rapports dépendaient de l’échelle à
laquelle on étudiait le phénomène.

Après réflexion, il semble qu’il faille étudier le champ électrique existant dans la
structure des EVMC pour savoir à partir de quel degré de minéralisation, l’effet de
milieu électriquement isolant apparaît. Ce point est d’autant plus intéressant qu’il est
indépendant de l’échelle à laquelle on se place mais, faute de temps, nous n’avons pas pu
développer cette voie.

Pour les simulations numériques que nous avons réalisées et en l’absence de tout
résultat obtenu à partir de critères mécaniques, nous avons choisi arbitrairement une
valeur seuil qui correspond, dans nos simulations, à la valeur minimale que nous prenons
pour le système interstitiel.

Enfin, une dernière difficulté doit être signalée : le retour au niveau microscopique ne
peut plus être obtenu comme précédemment et il nous faut développer un autre processus
: nous utiliserons des technique issues du calcul de structure ou des formulations de
problèmes inverses.

La conséquence principale d’une telle loi de modélisation est que la structure ostéonale,
dans l’os sain, sera toujours un milieu élastique étant donné que la minéralisation dans
le système interstitiel est égale ou plus grande que la valeur seuil.

7.3 Rôle du fluide

Le fluide que nous considérons dans la structure osseuse a de bonnes propriétés : on le
suppose newtonien, visqueux et incompressible. La nature de son écoulement est double
et dépend de sa position dans le milieu

• Dans la structure ostéonale (et donc dans le système interstitiel) son écoulement est
celui d’un fluide dans un milieu poreux : on utilise alors une équation d’écoulement
avec une modélisation de la vitesse de filtration par la loi de Darcy. Ce fluide
transporte des ions minéraux et la modélisation de ce phénomène se fait de manière
classique par des équations de transport qui sont couplées à l’équation d’écoulement
par un terme de masse. Nous présentons d’abord ces équations d’écoulement et de
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transport et leur couplage, puis la problématique associée à la prise en compte
actuelle de ce couplage.

• Dans les canaux de Havers ou de Volkmann, il s’écoule comme dans des tubes et
on utilise l’équation de Stokes.

Par ailleurs, il est nécessaire d’introduire le couplage entre ces deuxmodes d’écoulement.
On précise à chaque fois que cela est nécessaire le choix des conditions limites qu’il

est possible d’utiliser.

7.3.1 Notations

On présente ici les notations utilisées dans ce paragraphe.

ρ masse spécifique

µ viscosité

K coefficient de perméabilité

g accélération gravitationnelle

k perméabilité intrinsèque [m2]

−→q vitesse

P pression

Ss coefficient d’émmagasinement

C concentration de la soluté

D tenseur de dispersion

QS terme source de l’équation de transport

Le coefficient de perméabilité exprime l’aptitude d’un milieu poreux à se laisser
traversé par un fluide. Sa valeur dépend à la fois du fluide et de la matrice solide et
son expression est:

K =
ρ · g · k

µ

Pour le problème qu’on étudie le paramètre k a une grande importance car il peut
subir des variations significatives selon l’architecture de l’ostéon et en particulier selon
l’orientation des fibres de collagène.

7.3.2 Equations en milieu poreux

Dans cette section on présente les équations qui régissent l’écoulement et le transport
dans un milieu poreux.
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Equation de l’écoulement

Pour un milieu poreux les équations de Navier-Stokes ne sont pas applicables directe-
ment. On peut appliquer par contre la loi de Darcy qui relie bien la pression, la vitesse
et les forces extérieures. Elle peut se formuler de cette manière:

−→q = −
k

µ
· (

−→
∇P − ρ · −→g ) (7.5)

où −→q est appelée la vitesse de Darcy. Cette relation est valable pour un milieu
poreux isotrope ce qui n’est pas le cas dans notre problème, notre milieu étant anisotrope
et non homogène. Cependant, on peut toujours utiliser la formule (7.5) si on remplace
la perméabilité intrinsèque k par un tenseur de perméabilité.

Le problème d’écoulement se formalise alors comme suit:





Trouver P : Ω× (0, T ) → R telle que:

Ss · ∂P
∂t

+ div
[
−ρ · k

µ
· (

−→
∇P − ρ · −→g )

]
= 0 dans Ω× (0, T )

+ C.L. sur ∂Ω× (0, T )

+ C.I. dans Ω

(7.6)

Les conditions aux limites sont de l’un de types suivants:

• Dirichlet:

P = P ∗ sur Γ1

• Neumann:

ρ ·
k

µ
· (

−→
∇P − ρ · −→g ) · −→n = d1 sur Γ2

• Mixte:

ρ ·
k

µ
· (

−→
∇P − ρ · −→g ) · −→n + γ1 · P = δ1 sur Γ3

où Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 est une partition de ∂Ω, P ∗ est la pression imposée sur Γ1, d1 est
la valeur du flux qui traverse l’unité de surface de Γ2 et γ1, δ1 sont des paramètres qui
peuvent varier en espace et en temps. Le fait d’imposer au moins une condition de
Dirichlet ou mixte est essentiel pour assurer l’unicité de la pression.

Equation du transport

Il y a autant d’équations de transport à écrire que de composants minéraux pris en
compte. Nous n’entrons pas dans ces détails et nous ne formalisons qu’un seul problème
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de transport qui s’écrit:




Trouver C : Ω× (0, T ) → R telle que:

∂C
∂t

+−→q ·
−→
∇C − div

[
D ·

−→
∇C

]
= QS dans Ω× (0, T )

+ C.L. sur ∂Ω× (0, T )

+ C.I. dans Ω

(7.7)

Les conditions aux limites sont de l’un de types suivants:

• Dirichlet:
P = C∗ sur Γ1

• Neumann:
(D ·

−→
∇C) · −→n = d2 sur Γ2

• Mixte:
(D ·

−→
∇C) · −→n + γ2 · P = δ2 sur Γ3

où Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 est une partition de ∂Ω (qui peut être différente de la précédente),
C∗ est la pression imposée sur Γ1, d2 est la valeur du flux qui traverse l’unité de surface
de Γ2 et γ2, δ2 sont des paramètres qui peuvent varier en espace et en temps. Le fait
d’imposer au moins une condition de Dirichlet ou mixte n’est pas essentiel pour assurer
l’unicité de la concentration.

On constate que les équations d’écoulement et de transport sont doublement couplées:
- par la vitesse de Darcy −→q solution de (7.6) et qui apparaît dans (7.7) par le produit

−→q ·
−→
∇C
- par la concentration C solution de (7.7) et qui apparaît dans (7.6) par le terme Ss

Dans le cadre de notre étude, nous ne nous intéressons pas au processus de construc-
tion des cristaux qui lui nécessite la prise en compte de variations des diverses concentra-
tions. En conséquence, seule la solution du problème stationnaire de l’écoulement nous
suffit. Et donc le terme d’évolution de l’équation écoulement est supposé nul, ce qui a
pour conséquence de ne pas prendre en compte le couplage écoulement transport dans
cette étude.

7.3.3 Equation de Stokes et couplage Darcy-Stokes

Problème de Stokes

Considérons le problème de l’écoulement dans le domaine Ω ⊂ R3 modélisé comme un
problème de Stokes évolutif. On fait abstraction pour l’instant des conditions d’interaction
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avec le milieu poreux et on considère que la vitesse du fluide est connue sur sa frontière
Γ = ∂Ω. Ainsi, le problème se formule:





Trouver (u(x, t), p(x, t)) tel que:

ρ · ∂u
∂t

− µ ·∆u+∇p = ρ · g dans Ω× (0, T )

divu = 0 sur Ω× (0, T )

u = ud sur Γ× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(7.8)

Couplage Darcy-Stokes

A l’état naturel, l’os est constitué d’une structure solide et de fluide. La fraction fluide
qui était ignorée dans les homogénéisations précédentes, est maintenant prise en compte.
Quand l’os est mis en charge, la déformation de la structure solide génère un mouvement
du fluide. Il s’ensuit que, la matrice solide est soumise à une contrainte hydrostatique
interne appliquée sur les bords des canaux de Havers. Etant donné les dimensions de
ces cavités (quelques dizaines de microns), il est difficile de mesurer expérimentalement
cette contrainte hydrostatique ainsi que ses conséquences sur le comportement final de
l’os compact. Il y a une interaction naturelle entre le fluide et la structure: le fluide
s’écoule sous l’effet d’un chargement et transmet une pression à la structure ostéonale
qui est contrainte et donc pourrait être le siège d’un phénomène piézoélectrique si le degré
de minéralisation n’est pas trop grand. Le cadre de ce paragraphe traite la simulation
numérique du comportement mécanique de l’os compact entier considéré comme un en-
semble fluide-structure. La structure ostéonale est encore plus complexe que ce qui était
écrit avant, car il existe les canalicules traversant la lamelle. On peut donc imaginer que
cette pression sera transmise par le fluide à la totalité de l’ostéon. Si l’on fait abstraction
de la complexité architecturale de l’os cortical, sa structure peut être vue comme un
milieu poreux avec des coefficients différents de porosité selon la minéralisation et des
tenseurs différents de perméabilité selon l’architecture.

Ce problème est donc modélisé comme un problème couplé Darcy-Stokes, en consi-
dérant la loi de Darcy pour la structure ostéonale et l’équation de Stokes pour le canal
de Havers.

La difficulté sur le plan numérique consiste à garantir la conservation de la masse dans
le domaine où l’on utilise Stokes. Il est assez facile de calculer les vitesses à l’interface
commune Darcy — Stokes mais il reste à déterminer les vitesses que l’on impose sur les
faces d’entrée et de sortie du domaine où s’applique Stokes. Il est possible d’extraire
du problème macroscopique une information sur les flux mais, pour écrire correctement
la conservation de la masse en terme de vitesse, il faut choisir un profil d’écoulement :
laminaire, parabolique ou autre ?
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On traite ce problème d’une manière itérative: on résout successivement deux pro-
blèmes différents (dans le milieu poreux-structure ostéonale et dans le fluide-canal de
Havers) jusqu’à l’obtention de la convergence via une norme appropriée. Puisque l’écou-
lement dans le milieu poreux et celui dans le domaine ouvert sont découplés, on peut
utiliser des codes numériques différents pour la résolution de chaque problème, chacun
de ces codes étant performant dans son domaine d’application.

L’algorithme à suivre est, en grandes lignes, le suivant:

• on résout le problème d’écoulement en pression (ou en niveau piézométrique) puis
on calcule la vitesse d’écoulement par la loi de Darcy

• on extrait la vitesse à l’interface et on la prend comme l’une des conditions aux
limites pour le problème de Stokes

• pour résoudre Stokes, il faut aussi les conditions aux limites aux deux extrémités
du canal de Havers : il faut déterminer les champs de vitesse sur ces faces. On se
donne un profil d’écoulement, on obtient à partir d’un calcul de structure les valeurs
de la pression sur ces faces et on déduit les champs de vitesse par l’utilisation de la
condition d’incompressibilité

Pour la résolution numérique du problème couplé, un code (SETMP) basé sur la
bibliothèque d’éléments finis MODULEF a été développé à Besançon depuis 1989 (J.M.
Crolet, F. Jacob [Cro98] et D. Calugaru [Cal92]). Il simule l’écoulement d’un fluide par
la loi de Darcy et le transport de solutés par une équation de convection-diffusion. La
résolution numérique de ces équations permet de calculer en 3D les vitesses et les pre-
ssions, avec la possibilité d’imposer diverses conditions aux limites. Quelques adaptations
ont étés faites pour simuler numériquement l’écoulement d’un fluide dans la structure
ostéonale, ce qui pourrait être un bon début pour une étude plus complexe en ce qui
concerne les implications que cela pourrait avoir sur le comportement macroscopique de
l’os cortical.

Remarque 32 Nous remercions l’ingénieur du Laboratoire de Mathématiques, M. D.
Calugaru, pour l’aide qu’il nous a apportée dans les modifications qu’il était nécessaire
d’inclure dans le logiciel SETMP que nous utilisons dans cette partie. Il avait réalisé ce
logiciel durant ses études doctorales et une version de ce dernier est en libre service sur
le site de l’université.

7.4 Modélisation finale

Cette modélisation comprend trois aspects : la description architecturale et géométrique
de chaque niveau, la description des composants de base à chaque niveau et les lois de
comportement qui leur sont associées.
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Au niveau macroscopique, on considère que la partie corticale d’un os est constituée de
Volumes Osseux Elementaires (VOE) dont la particularité est d’avoir une architecture
constante (nombre de types et types d’ostéons). Ceci nous permet de considérer des
os dont l’architecture peut varier d’une extrémité à l’autre. Un modèle d’os (au sens
biomédical du terme) devrait donc être un ensemble de coordonnées et une topologie de
maillage auxquels on associe une description architecturale.

Le VOE est donc la structure corticale élémentaire du niveau macroscopique sur
laquelle nous développons la méthodologie d’homogénéisation.

7.4.1 Description du niveau lamellaire

Les constituants de base sont les bâtonnets de collagène avec une orientation donnée, les
EVMC et le fluide. On suppose qu’il existe une distribution préférentielle des EVMC
dans la direction des bâtonnets de collagène.

Distribution spatiale des battonets de collagène

La géométrie de la période 3D est obtenue par utilisation des quatre périodes bidi-
mensionnelles (dans le plan xOy) couplées avec une intégration selon l’axe Oz (voir les
dessins de la section 5.4).

Période 3D de la fibrille Période 2D de départ de la fibrille + diverses minéralisations
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Cette période dépend des paramètres (longueur d’un bâtonnet de collagène, écart
entre deux bâtonnets, etc.. ) dont on laisse le choix à l’utilisateur. Aussi une valeur
quelconque de minéralisation peut être étudiée. Les lois de comportement sont respec-
tivement:

- piézoélectrique pour les bâtonnets de collagène
- élastique + diélectrique pour les EVMC
- diélectrique pour le fluide
On va prendre en compte le fluide en ajoutant la composante p Id au tenseur élastique

des EVMC et on définit des coefficients diélectriques pour ce milieu.
La loi de comportement homogénéisée sera une loi piézoélectrique ou élastique selon

la minéralisation.
On aura ainsi le modèle d’une lamelle avec des bâtonnets de collagène orientés ver-

ticalement. Une orientation quelconque peut être obtenue par application des relations
tensorielles de rotation, obtenant ainsi le comportement d’une lamelle avec une orienta-
tion quelconque des bâtonnets de collagène.

7.4.2 Description du niveau ostéonal

On va d’abord envisager le cas d’un secteur ostéonal. Un tel secteur ostéonal apparaît
comme un empilement de secteurs angulaires de tubes. Il y a deux manières d’organiser
les calculs:

• Ayant choisi un processus d’ homogénéisation monodirectionnelle selon Oz, nous
appliquons au domaine Ω une rotation d’axe Ox et d’angle π/2 afin que celui ci,
initialement vertical vienne se placer dans un plan parallèle au plan xOy. Cela
induit, au niveau des propriétés physiques, l’application en termes tensoriels de
cette même rotation.

x

y

z

O

Rotation d’axe Ox, angle π
2
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Si les bâtonnets de collagène n’ont pas la même direction que la génératrice de la
lamelle, il suffit, pour respecter cet arrangement géométrique, d’appliquer, après la rota-
tion précédente, une nouvelle rotation d’axe Oz et d’angle ϕ ou −ϕ

x

y

z

O

x

y

z

O

Rotation Oz, angle ϕ Rotation Oz, angle -ϕ

De par la nature de l’ostéon, les couches qui constituent l’empilement que nous devons
homogénéiser ne peuvent être, au plus, que de deux natures différentes et dans ce cas
elles doivent être disposées en alternance et avoir ainsi un caractère périodique.

La période est alors simple à concevoir : deux parallélépipèdes mis l’un sur l’autre.
Cependant, il peut arriver que les lamelles qui constituent l’ostéon ne soient pas jointives.
On considère alors une période constituée de quatre parallélépipèdes superposés: deux
pour les couches ci-dessus et deux pour modéliser l’interface et qui matériellement occupée
par un fluide diélectrique.

Période de base n◦ 1 pour ostéon Période de base n◦ 2 pour ostéon

Les calculs à faire sont ceux présentés dans la section 5.5.
Ayant obtenu les propriétés homogénéisées d’un ensemble de couches, jointives ou non,

et empilées selon la direction Oz, il nous faut, pour obtenir les propriétés homogénéisées
d’un ensemble de couches empilées selon la direction Ox appliquer une rotation d’axe Ox
et d’angle − π/2.

• De manière plus directe en appliquant d’abord des rotations d’axe Ox et d’angle
ϕ ou −ϕ, puis de faire l’homogénéisation d’un empilement selon la direction Ox.
Les deux procédés donnent des résultats similaires. Nous avons préféré la pre-
mière solution car nous avions préalablement mis au point et validé le module
d’homogénéisation d’un empilement selon la direction Oz.
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7.4.3 Description du niveau VOE

Ce niveau est appelé, par souci de commodité, le niveau cortical. Les constituants de
cet élément de structure corticale sont : les ostéons, le système interstitiel et le fluide
diélectrique s’écoulant dans les canaux de Havers et de Volkmann. Comme des ostéons
de type différents peuvent être voisins, nous reprendrons une période déjà utilisée par B.
Aoubiza pour pouvoir simuler cette mixité qui est supposée constante dans tout le VOE.

Dans les études précédente, l’ostéon était considéré comme ayant une dimension infinie
dans la direction longitudinale. Ceci permettait de réduire les calculs à des problèmes
bidimensionnels. Dans la modélisation actuelle, l’ostéon est considéré comme un tube
ayant une longueur finie dans la direction longitudinale, les extrémités de ce tube étant
occupées par du système interstitiel. Le canal de Havers qui a la forme d’un cylindre,
de longueur finie, traverse l’ensemble de cette structure. Le système interstitiel est le
complémentaire de cette ensemble ostéon—canaux. Les canaux de Volkman situés dans
des plans perpendiculaires à la direction des canaux de Havers ne sont pas représentés
(voir figure ci-dessous).

Structure corticale

La figure ci-dessus illustre cet arrangement des composantes les unes par rapport aux
autres cependant, dans le cadre de nos simulations, la coupe horizontale correspond, non
pas à un carré, mais à l’une des deux périodes que nous choisissons.

Un seul ostéon Plusieurs ostéons

Remarque 33 Si l’analyse architecturale des ostéons dans un VOE montre que les
ostéons ne sont pas verticaux, mais orientés dans une direction particulière, il suffit
d’appliquer une nouvelle rotation aux tenseurs obtenus pour avoir des propriétés physiques
cohérentes.
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Nous avons trouvé dans la littérature diverses valeurs concernant la longueur des os-
téons, certaines pouvant atteindre 10 mm. Il nous a semblé prudent de mettre cette
grandeur en paramètre dans notre modèle et donc nous découpons à nouveau notre
problème d’homogénéisation tridimensionnelle en deux parties : une homogénéisation
bidimensionnelle et une homogénéisation monodimensionnelle selon la direction longitu-
dinale.

Les lois de comportements que nous prenons pour chacun des composants sont les
suivantes : pour l’ostéon nous considérons une loi piézo électrique ou élastiques selon la
minéralisation, le système interstitiel est supposé être élastique et diélectrique et le fluide
un milieu diélectrique. Selon notre modèle, la loi de comportement homogénéisée sera
élastique.

7.5 Conclusions

Une modélisation relativement fine quant à la prise en compte de phénomènes biomé-
caniques à été réalisée. Elle aborde à la fois les aspects géométriques, comportementaux,
multi composants dans un cadre multi échelle. La prise en compte du couplage fluide-
structure de manière différente à chacun des niveaux est une avancée importante.

Elle apparaît donc, parmi tous les modèles publiés à ce jour, comme celle qui est la
plus conforme possible à la réalité physiologique.



Chapter 8

Chapitre 8
Logiciels et résultats

8.1 Introduction

Les développements théoriques que nous avons présentés dans les chapitres précédents ont
toujours été menés de front avec l’élaboration de schémas numériques, leur mise au point,
leur implémentation dans l’un ou l’autre des logiciels que nous utilisons et l’utilisation
de ces derniers pour réaliser des simulations numériques.

Trois logiciels sont utilisés dans le cadre de ce travail. Le premier, consacré à la
détermination des propriétés homogénéisées à chacun des niveaux, se nomme SiNuPrOs
(Simulation Numérique des Propriétés de l’Os). Nous l’avons entièrement développé en
Matlab. Le deuxième est le code d’écoulement et de transport en milieu poreux écrit
par D. Calugaru, nommé SETMP ( Simulation d’ Ecoulement et de Transport en Milieu
Poreux ). Les modifications que nous avons introduites sont mineures. Le troisième est
le code d’éléments finis Modulef qui a été développé par l’Inria et que nous utilisons pour
déterminer les propriétés mécaniques à l’échelle nanoscopique. Le second paragraphe de
ce chapitre est consacré à une courte description du seul logiciel SiNuPrOs.

Les résultats qu’il serait possible de présenter avec ces logiciels couvrent un champ
d’investigation très vaste. Nous avons choisi de présenter des résultats que nous con-
sidérons comme significatifs quant aux possibilités d’investigation. Nous retenons trois
aspects.

Le premier aspect concerne les valeurs homogénéisées que l’on peut obtenir dans
quelques configurations et il développé au paragraphe 3.

Les deux autres aspects concernent le retour à une information microscopique et ils
sont regroupés au paragraphe 4. Pour cela, on décrit d’abord une situation macroscopique
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d’une structure corticale plausible, on explique comment il est possible de visualiser les
écoulements dans une structure ostéonale type, puis comment il est possible d’accéder
aux divers champs mécaniques existant à l’échelle nanoscopique.

8.2 Déscription du logiciel "SiNuPrOs"

Ce logiciel permet de calculer, de manière conviviale, les caractéristiques homogénéisées
de la structure composite multi échelle de l’os haversien compact. Les données que
l’on entre sont les propriétés physiques du collagène, de l’Hap et du fluide ainsi qu’une
description architecturale. Ce code a été baptisé SiNuPrOs ( Simulation Numérique des
Propriétés de l’ Os ). Il a été réalisé en Matlab et les maillages utilisés pour les cellules
de base ont été élaborés en utilisant les mailleurs du code Modulef. Il comprend en fait
deux parties :

- une interface qui rend son utilisation très conviviale, les entrées des données se
faisant de manière interactive

- une phase de calculs qui peut être totalement transparente pour l’utilisateur

L’interface est telle que ce code peut fonctionner comme une boite noire pour l’utilisateur.

La phase de calculs est hiérarchisée, ce qui permet une construction ascendante des
propriétés physiques cherchées.

Signalons enfin une dernière particularité qui rend ce code attractif pour les biomé-
caniciens : on obtient les propriétés pour chaque niveau, ce qui permet de comparer les
résultats intermédiaires obtenus à chaque niveau avec ceux trouvés dans la littérature
ou par expérimentation. Une validation de tout ce travail peut être mise en place, les
mesures expérimentales étant réalisées par le Professeur M.C. Ho Ba Tho du Département
Génie Biologique et Médical de l’Université de Technologie de Compiègne.

Dans un premier temps, on décrit les différents types de données à fournir par
l’utilisateur lors des différentes étapes de calcul.

Dans un deuxième temps, on présente les étapes de calculs nécessaires pour obtenir
les caractéristiques homogénéisées.

Enfin, on décrit les différentes étapes du calcul qui sont constituées elles aussi de
sous-étapes et on donne l’arborescence du code (l’enchainement des procedures créées).

8.2.1 Données

Les différentes données à fournir par l’utilisateur sont les suivantes:
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Architecture

mi_arch minéralisation osseuse exprimée en pourcentage ( 0 < mi_arch < 100 )

pel pourcentage d’eau liée

type d’ostéon 1, 2, 3, 4 ou 5 (selon l’orientation du collagène)

type 1 45◦ -45◦

type 2 90◦ -90◦

type 3 0◦ 90◦

type 4 0◦ 0◦

type 5 on donne les deux angles Phi1 et Phi2

Par pourcentage d’eau liée, pel, on comprend l’eau fixée au cristal avec une épai-
sseur constante qu’on a notée e_gel ( il existe une valeur seuil e_gel_s) mais aussi l’eau
emprisonnée dans les trous entre les cristaux d’Hap.

Paramètres de base

Paramètre 1 Module d’Young de l’Hap

Paramètre 2 Coefficient de Poisson de l’ Hap

Paramètre 3 Module d’Young du collagène

Paramètre 4 coefficient de Poisson du collagène

Paramètre 5 longueur du bâtonnet de collagène

Paramètre 6 écart entre deux bâtonnets de collagène

Paramètre 7 pression moyenne dans le fluide

Paramètre 8 valeur seuil de l’épaisseur du gel dans les crystaux d’ Hap

La pression moyenne dans le fluide est obtenue à partir d’un calcul de structure
classique sur un os entier avec un mode de sollicitation donné. Cette pression varie selon
les sollicitations, cependant son effet est faible au niveau des propriétés macroscopiques
globales.
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Pourcentages

Dans l’organisation architecturelle du cortical, la fibre de collagène est constituée de
fibrilles qui ont un arrangement spatial particulier.

fibre de collagène fibrille

Il nous est paru judicieux de prendre en compte cet arrangement géométrique et donc
l’homogénéisation fibrillaire s’appuie sur 4 maillages différents. Pour chacun d’eux il est
possible de faire varier la minéralisation, d’où la notion de pourcentages.

Période 3D Périodes 2D

Pourcentage 1 pourcentage de la surface du domaine 1

Pourcentage 2 pourcentage de la surface du domaine 2

Pourcentage 3 pourcentage de la surface du domaine 3

Pourcentage 4 pourcentage de la surface du domaine 4

Pourcentage 5 pourcentage de la surface du domaine 5

Pourcentage 6 pourcentage de la surface du domaine 6

Pourcentage 7 pourcentage de la surface du domaine 7

Ce sont les sept domaines correspondant au collagène, l’Hap et au fluide qui coexistent
dans la structure considérée.



8.2 DÉSCRIPTION DU LOGICIEL "SINUPROS" 167

8.2.2 Etapes de calcul

Le processus de calcul des coefficients homogénéisés est hiérarchique et cela permet une
détermination ascendante des propriétés physiques:

• dans un premier temps on fait une homogénéisation lamellaire: les données
sont les propriétés élastiques des EVMC, les propriétés piézoélectriques du col-
lagène, la valeur de la pression du fluide interstitiel et les propriétés diélectriques
du fluide, ainsi que la nano porosité; les résultats sont les propriétés d’un secteur
lamellaire avec une orientation verticale des bâtonnets de collagène. Les propriétés
d’un secteur lamellaire avec une orientation donnée du collagène sont obtenues par
une matrice de rotation

• dans un deuxième temps, les données étant ces résultats auxquels une porosité
lamellaire (canalicules, interface entre les lamelles) est ajoutée, une homogéné-
isation haversienne nous donne les propriétés d’un secteur ostéonal

• enfin, l’homogénéisation osseuse clos ce processus, les données étant l’architecture
haversienne et la porosité haversienne (canaux de Havers et de Volkman ); comme
résultat final on obtient les propriétés macroscopiques de l’os cortical

Il est important de tenir compte du degré de minéralisation car, dans l’homogénéisation
haversienne, le système interstitiel est considéré comme étant surminéralisé, donc il aura
une loi de comportement élastique . La construction ascendante des propriétés physiques
de l’os peut être résumée comme ci-dessous:

Détermination des propriétés des EVMC

On détermine d’abord les propriétés élastiques des EVMC, en ayant comme données
les propriétés élastiques de l’Hap, le pourcentage d’eau liée (pel) et l’épaisseur du gel
(e_gel). Cela se réalise dans le cadre de la procedure EVMC.m
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Homogénéisation lamellaire

Données 1 Résultats 1

1) tenseur élastique des EVMC 1) propriétés piézoélectriques

2) tenseur piézoélectrique du collagène d’un secteur lamellaire

3) pression avec une orientation verticale

4) propriétés diélectriques du fluide du collagène

5) degré de minéralisation + nano porosité

6) lois de comportement 2) loi de comportement

à l’échelle micro d’un secteur lamellaire

Données 2 Résultats 2

1) propriétés piézoélectriques d’un secteur 1) propriétés piézoélectriques d’un secteur

lamellaire avec une orientation verticale du collagène lamellaire avec une orientation arbitraire

2) orientation du collagène

3) loi de comportement d’un secteur lamellaire 2) loi de comportement

d’un secteur lamellaire

Homogénéisation Haversienne

Données Résultats

1) propriétés piézoélectriques d’un secteur 1) propriétés piézoélectriques

lamellaire avec une orientation arbitraire du collagène d’un secteur ostéonal

2) porosité lamellaire (canalicules, interface) (puis d’un ostéon)

3) loi de comportement d’un secteur lamellaire 2) loi de comportement

d’un secteur osteonal
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Homogénéisation Osseuse

Données Résultats

1) architecture haversienne 1) Propriétés macroscopiques

2) porosité haversienne de l’os cortical

3) type d’osteons

4) degré de minéralisation de chaque ostéon 2) Loi de comportement

5) loi de comportement d’un secteur osteonal de l’os cortical

8.2.3 Description des étapes

Un descriptif plus technique du logiciel SiNuPrOs est donné en Annexe 1.

8.3 Résultats d’homogénéisation

Il était logique de s’intéresser tout d’abord à l’effet de la minéralisation sur les coefficients
élastiques. La notion de contenu minéral, qui est bien définie en biomécanique, doit être
précisée dans le cadre de notre modélisation.

La littérature nous apprend que l’os adulte est formé à 40 % de collagène et à 60 %
de matière minérale [Aou91] et que c’est un milieu poreux. Si, avec les maillages que
nous avons utilisés pour nos simulations, le contenu minéral occupe bien, au maximum,
58 % du volume osseux, il faut bien voir que ces 58 % ne sont pas occupés par des seuls
cristaux d’ Hap. Ils sont occupés par du fluide et par des EVMC qui contiennent eux
aussi du fluide. Le pourcentage d’eau liée aux cristaux d’EVMC, ou sa variation au cours
du processus de minéralisation n’est pas connu. Nous le considérons comme un paramètre
et nous le faisons varier de 5 à 25 %. Le cas d’un pourcentage nul n’est pas considéré ici
car ce cas dégénéré n’est pas implémenté (il le sera dans une prochaine version). Notons
que l’on retrouve alors les propriétés mécaniques de l’Hap et que le milieux n’est plus
poreux. Par ailleurs, il nous a semblé qu’il n’était pas raisonnable d’aller au delà de 25
%.

En notant pEVMC le pourcentage d’EVMC et pel le pourcentage d’eau liée dans ces
EVMC, on voit que ce qui correspond, dans notre modèle, à la notion biomécanique de
contenu minéral est donc la quantité : pEVMC × (1− pel)

Il s’ensuit que des valeurs différentes pour les paramètres pEVMC et pel peuvent
donner la même valeur de minéralisation et des coefficients élastiques différents. Par
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exemple:

pEVMC = 0, 9 pel = 0, 2

pEVMC × (1− pel) = 0, 9× 0, 8 = 0, 72

C33 = 31, 14 (cas du type1)

pEVMC = 0, 8 pel = 0, 1

pEVMC × (1− pel) = 0, 8× 0, 9 = 0, 72

C33 = 35, 73 (cas du type1)

Il est difficile de dire si ce point est biomécaniquement correct ou pas car les articles
que nous avons trouvés portant sur des mesures de minéralisation osseuse ne parlent pas
de l’architecture de l’échantillon testé. Sur le plan mécanique des matériaux composites,
il est bien connu que des architectures différentes des constituants, à quantité de matière
égale, vont générer des propriétés mécaniques différentes.

Il est évident qu’il faudrait adjoindre à notre modélisation le mode de variation du
paramètre pel en fonction de pEVMC mais ceci nécessite l’étude du processus de minéra-
lisation incluant la manière dont les cristaux s’arrangent entre eux.

Nous poursuivons nos investigations et nous allons donc faire varier simultanément,
pour chaque type d’ostéon (rappelé ci dessous), les paramètres pEVMC et pel. Ces types
d’ostéons sont définis selon les descriptions d’Ascenzi, la numérotation étant différente:

• type 1 d’ostéon: l’ostéon pour lequel les fibres de collagène de deux lamelles con-
sécutives sont orientées à 45◦ respectivement −45◦

• type 2 d’ostéon: l’ostéon pour lequel les fibres de collagène de deux lamelles con-
sécutives sont orientées à 90◦ respectivement −90◦

• type 3 d’ostéon: l’ostéon pour lequel les fibres de collagène de deux lamelles con-
sécutives sont orientées à 0◦ respectivement 90◦

• type 4 d’ostéon: l’ostéon pour lequel les fibres de collagène de deux lamelles con-
sécutives sont orientées à 0◦ respectivement 0◦

• type 5 d’ostéon: l’ostéon pour lequel les fibres de collagène de deux lamelles con-
sécutives sont orientées à ϕ◦1 respectivement ϕ◦2. Celui ci est un type d’ostéon qu’on
a introduit dans le but de pouvoir tester toutes les configurations possibles

Dans cette investigation, nous supposons que :
- le VOE est constitué d’un seul type d’ostéon,
- l’architecture de cet ostéon et du système interstitiel est la même
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- la minéralisation de cet ostéon et de ce système interstitiel est la même.
Sur le plan clinique, cette situation pourrait correspondre à un remodelage dans le

cas d’un patient sain chez lequel un fragment d’os aurait disparu suite à un accident
(fracture, . . . ). L’os se reforme complètement dans un volume important et où il n’y a
pas encore de partie surminéralisée.
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 37 39.8 9.8 14.1 15.9 14

10 32.5 36 8.7 12.7 14.1 12.2

95 1 15 29.2 33.4 7.9 11.6 12.9 10.9

20 26.7 31.2 7.3 10.8 11.8 9.9

25 24.4 29.4 6.7 10.1 11 9

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 42.2 32.8 10.4 12.6 13.5 16.3

10 37.4 28.7 9.5 11.3 12.1 14.3

95 2 15 33.9 25.9 8.8 10.4 11.1 12.9

20 31.1 23.6 8.2 9.7 10.3 11.7

25 28.8 21.7 7.8 9.1 9.6 10.7

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 38.6 45.3 10.3 11.8 13.7 14.5

10 33.9 40.8 9.2 10.6 12.1 12.7

95 3 15 30.6 37.6 8.4 9.8 11 11.4

20 27.9 35.1 7.7 9.1 10.2 10.3

25 25.6 33 7.1 8.5 9.4 9.4

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 34.8 57.6 10.3 11.2 13.9 12.6

10 30.3 52.6 8.9 10 12.2 11

95 4 15 27 49.2 7.9 9.2 11 9.8

20 24.5 46.4 7.1 8.6 10 8.8

25 22.2 44.1 6.5 8.09 9.26 8.08

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 36.69 39.76 10 14.07 15.66 13.77

10 32.2 35.96 8.87 12.61 13.9 12.02

90 1 15 29.01 33.28 8.07 11.57 12.65 10.77

20 26.43 31.14 7.42 10.74 11.64 9.76

25 24.23 29.33 6.88 10.02 10.79 8.91

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 41.74 32.96 10.73 12.51 13.33 16

10 36.96 28.85 9.72 11.25 11.97 14.04

90 2 15 33.54 25.97 9.02 10.36 11 12.63

20 30.77 23.67 8.45 9.63 10.22 11.49

25 28.4 21.73 7.98 9.01 9.56 10.51

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 38.19 44.85 10.55 11.91 13.56 14.27

10 33.54 40.38 9.35 10.71 12.03 12.47

90 3 15 30.22 37.23 8.5 9.85 10.95 11.19

20 27.55 34.73 7.82 9.16 10.08 10.15

25 25.27 32.61 7.24 8.57 9.35 9.26

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 34.48 56.59 10.38 11.35 13.8 12.47

10 30 51.75 8.98 10.21 12.12 10.85

90 4 15 26.8 48.35 7.98 9.4 10.93 9.69

20 24.22 45.64 7.18 8.74 9.97 8.76

25 22.02 43.35 6.51 8.17 9.16 7.96

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 36.05 39.6 10.42 13.83 15.02 13.24

10 31.6 35.73 9.2 12.38 13.32 11.56

80 1 15 28.43 33.01 8.33 11.34 12.12 10.35

20 25.87 30.84 7.64 10.51 11.16 9.38

25 23.69 29.01 7.04 9.79 10.34 8.56

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 40.73 33.24 11.26 12.32 12.95 15.23

10 36.02 29.05 10.17 11.05 11.63 13.35

80 2 15 32.65 26.1 9.4 10.14 10.69 12

20 29.93 23.76 8.78 9.4 9.93 10.9

25 27.6 21.78 8.26 8.77 9.29 9.97

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 37.34 43.94 10.88 11.99 13.21 13.68

10 32.74 39.5 9.61 10.75 11.72 11.95

80 3 15 29.47 36.39 8.7 9.87 10.67 10.71

20 26.84 33.91 7.98 9.16 9.82 9.71

25 24.59 31.82 7.36 8.55 9.1 8.86

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 33.82 54.57 10.52 11.67 13.49 12.06

10 29.39 49.9 9.05 10.47 11.85 10.51

80 4 15 26.22 46.62 8 9.62 10.68 9.39

20 23.68 44.01 7.16 8.93 9.74 8.49

25 21.5 41.8 6.45 8.34 8.94 7.73

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 35.4 39.42 10.83 13.58 14.38 12.72

10 30.98 35.5 9.53 12.14 12.76 11.09

70 1 15 27.84 32.74 8.6 11.11 11.61 9.93

20 25.31 30.54 7.85 10.27 10.69 9

25 23.16 28.68 7.21 9.56 9.9 8.21

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 39.7 33.52 11.79 12.13 12.56 14.45

10 35.06 29.24 10.61 10.84 11.28 12.65

70 2 15 31.74 26.23 9.78 9.91 10.37 11.36

20 29.07 23.84 9.11 9.17 9.64 10.32

25 26.79 21.83 8.54 8.54 9.01 9.42

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 36.47 43.04 11.21 12.05 12.87 13.08

10 31.94 38.65 9.86 10.78 11.41 11.42

70 3 15 28.72 35.57 8.9 9.88 10.38 10.23

20 26.12 33.11 8.13 9.15 9.56 9.28

25 23.91 31.04 7.48 8.52 8.86 8.47

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 33.15 52.55 10.67 11.98 13.18 11.66

10 28.77 48.05 9.12 10.73 11.57 10.16

70 4 15 25.64 44.89 8.02 9.84 10.43 9.09

20 23.13 42.37 7.15 9.13 9.51 8.22

25 20.98 40.24 6.4 8.51 8.73 7.49

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 34.73 39.25 11.25 13.33 13.75 12.18

10 30.35 35.27 9.85 11.9 12.2 10.62

60 1 15 27.24 32.47 8.86 10.87 11.1 9.51

20 24.74 30.24 8.06 10.04 10.22 8.62

25 22.61 28.35 7.38 9.33 9.47 7.86

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 38.63 33.79 12.33 11.93 12.18 13.65

10 34.07 29.42 11.06 10.62 10.94 11.94

60 2 15 30.82 26.36 10.16 9.69 10.05 10.71

20 28.19 23.93 9.44 8.93 9.34 9.72

25 25.96 21.87 8.83 8.29 8.74 8.88

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 35.6 42.16 11.56 12.11 12.53 12.48

10 31.13 37.81 10.13 10.8 11.11 10.89

60 3 15 27.96 34.76 9.11 9.87 10.1 9.75

20 25.4 32.33 8.29 9.12 9.3 8.84

25 23.23 30.28 7.6 8.48 8.62 8.07

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 32.48 50.52 10.81 12.29 12.86 11.25

10 28.14 46.19 9.19 10.99 11.29 9.81

60 4 15 25.06 43.16 8.04 10.07 10.17 8.78

20 22.57 40.73 7.13 9.32 9.28 7.95

25 20.46 38.69 6.35 8.68 8.51 7.25

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 34.04 39.07 11.67 13.08 13.12 11.65

10 29.71 35.03 10.18 11.65 11.64 10.15

50 1 15 26.64 32.19 9.12 10.63 10.6 9.08

20 24.17 29.93 8.27 9.8 9.76 8.23

25 22.06 28.02 7.55 9.1 9.05 7.5

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 37.53 34.06 12.87 11.72 11.79 12.85

10 33.05 29.61 11.51 10.4 10.59 11.22

50 2 15 29.86 26.49 10.55 9.45 9.74 10.05

20 27.3 24 9.77 8.69 9.05 9.12

25 25.11 21.91 9.11 8.05 8.47 8.32

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 34.71 41.3 11.9 12.14 12.18 11.87

10 30.32 37 10.39 10.81 10.8 10.35

50 3 15 27.19 33.98 9.32 9.86 9.82 9.27

20 24.69 31.58 8.45 9.09 9.04 8.41

25 22.55 29.55 7.72 8.43 8.37 7.67

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 31.79 48.48 10.96 12.59 12.55 10.84

10 27.52 44.33 9.26 11.25 11.01 9.46

50 4 15 24.47 41.42 8.07 10.29 9.92 8.48

20 22.02 39.1 7.11 9.51 9.04 7.68

25 19.93 37.13 6.3 8.85 8.3 7

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 29.48 36.85 13.3 11.6 9.88 8.64

10 25.55 32.65 11.44 10.27 8.8 7.5

40 1 15 22.77 29.7 10.12 9.32 8.04 6.7

20 20.54 27.36 9.05 8.55 7.45 6.06

25 18.64 25.38 8.14 7.9 6.95 5.52

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 30.49 34.54 15.09 10.18 9.55 8.38

10 26.72 29.8 13.33 8.87 8.59 7.27

40 2 15 24.05 26.48 12.08 7.94 7.91 6.48

20 21.91 23.84 11.07 7.2 7.36 5.85

25 20.09 21.63 10.21 6.56 6.88 5.32

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 29.36 36.45 13.26 11.76 10.05 8.6

10 25.51 32.5 11.43 10.33 8.86 7.48

40 3 15 22.78 29.74 10.12 9.31 8.03 6.7

20 20.6 27.55 9.07 8.47 7.36 6.08

25 18.75 25.72 8.18 7.76 6.8 5.56

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 27.58 37.33 11.38 13.77 10.68 8.54

10 23.72 34.16 9.38 12.25 9.35 7.5

40 4 15 20.97 31.93 7.97 11.15 8.41 6.76

20 18.75 30.14 6.84 10.26 7.65 6.17

25 16.86 28.63 5.89 9.49 7.02 5.65

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 27.91 34.93 12.62 11.03 9.36 8.16

10 24.19 30.96 10.87 9.76 8.33 7.08

30 1 15 21.56 28.18 9.62 8.86 7.62 6.32

20 19.44 25.97 8.61 8.13 7.05 5.71

25 17.65 24.1 7.75 7.51 6.58 5.2

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 28.87 32.88 14.4 9.59 8.98 7.88

10 25.3 28.37 12.73 8.36 8.07 6.82

30 2 15 22.77 25.23 11.54 7.49 7.42 6.08

20 20.75 22.73 10.58 6.79 6.9 5.49

25 19.03 20.64 9.77 6.19 6.45 4.99

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 27.82 34.65 12.59 11.14 9.48 8.13

10 24.17 30.9 10.86 9.78 8.36 7.07

30 3 15 21.59 28.29 9.63 8.81 7.57 6.33

20 19.52 26.21 8.63 8.02 6.94 5.74

25 17.77 24.48 7.79 7.35 6.41 5.24

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 26.13 35.37 10.72 13.12 10.05 8.11

10 22.47 32.37 8.84 11.67 8.79 7.12

30 4 15 19.86 30.25 7.51 10.63 7.9 6.41

20 17.75 28.56 6.45 9.78 7.19 5.84

25 15.96 27.13 5.56 9.05 6.59 5.35

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 21.16 26.75 9.76 8.74 7.16 6.06

10 18.33 23.73 8.43 7.75 6.37 5.23

20 1 15 16.33 21.63 7.48 7.06 5.82 4.66

20 14.73 19.95 6.72 6.5 5.39 4.2

25 13.38 18.55 6.07 6.03 5.04 3.82

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 21.94 25.94 11.46 7.23 6.7 5.7

10 19.23 22.46 10.16 6.32 5.99 4.92

20 2 15 17.32 20.03 9.24 5.67 5.49 4.37

20 15.79 18.12 8.49 5.15 5.08 3.94

25 14.5 16.53 7.86 4.72 4.74 3.57

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 21.29 27.15 9.8 8.57 6.98 6.1

10 18.49 24.25 8.48 7.53 6.14 5.29

20 3 15 16.53 22.24 7.55 6.79 5.54 4.73

20 14.96 20.65 6.8 6.19 5.07 4.28

25 13.64 19.33 6.16 5.68 4.68 3.91

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 20.05 27.3 8 10.37 7.39 6.28

10 17.21 24.97 6.62 9.23 6.45 5.49

20 4 15 15.2 23.32 5.64 8.43 5.79 4.93

20 13.59 22.01 4.86 7.78 5.26 4.48

25 12.23 20.9 4.21 7.22 4.82 4.1

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 12.14 15.61 5.84 5.39 4.07 3.31

10 10.53 13.9 5.06 4.82 3.63 2.86

10 1 15 9.4 12.7 4.51 4.41 3.32 2.55

20 8.51 11.76 4.07 4.09 3.09 2.3

25 7.75 10.97 3.71 3.82 2.89 2.09

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 12.53 15.51 6.99 4.42 3.89 2.97

10 11.01 13.53 6.22 3.89 3.47 2.56

10 2 15 9.93 12.15 5.67 3.52 3.18 2.27

20 9.08 11.08 5.23 3.23 2.94 2.04

25 8.35 10.19 4.86 2.98 2.74 1.84

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 12.29 16.05 5.89 5.2 3.86 3.36

10 10.7 14.39 5.12 4.59 3.4 2.92

10 3 15 9.59 13.24 4.57 4.16 3.07 2.61

20 8.71 12.34 4.14 3.82 2.81 2.37

25 7.97 11.59 3.78 3.53 2.6 2.17

pEVMC type pel C11 C33 C12 C13 C55 C66

5 11.74 15.94 4.65 6.29 4.03 3.66

10 10.1 14.58 3.87 5.62 3.52 3.19

10 4 15 8.94 13.62 3.33 5.15 3.17 2.87

20 8.02 12.85 2.91 4.77 2.88 2.61

25 7.25 12.2 2.55 4.46 2.65 2.39

Résultats selon minéralisation (pEVMC) et type d’ostéons
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Variations des coefficients C11 et C33 pour diverses valeurs de pel
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Variations des coefficients C12 et C13 pour diverses valeurs de pel
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Variations des coefficients C55 et C66 pour diverses valeurs de pel
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L’analyse des graphes regroupés ci-avant montre que l’allure générale des variations
des coefficients élastiques est la suivante :
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On distingue nettement quatre parties selon les valeurs de pEVMC :

- jusqu’à 40 % il y a croissance des coefficients avec un fort gradient

- entre 40 et 50 % on a un palier

- entre 50 et 60 % il y a, à nouveau, croissance des coefficients avec un fort gradient

- au delà de 60 %, la croissance est plus faible ou il y a faible décroissance

Ces résultats sont surprenants par deux aspects : l’existence d’un palier et la décroi-
ssance pour des valeurs élevées de pEVMC.

Pour comprendre ces deux aspects, il faut reprendre, pour chacune des quatre phases
apparaissant sur les graphes, le processus physique d’apposition minérale en accord avec
les maillages que nous utilisons.

En l’absence de toute minéralisation, les bâtonnets de collagène sont géométriquement
séparés les uns des autres. Nous avons choisi un mode d’apposition minérale selon lequel
les cristaux d’Hap se déposent en créant des couronnes successives et concentriques autour
de chaque bâtonnet. Ce mode est en accord avec ce que nous avons vu au chapitre 1 et
avec certains articles [Hel02].

Jusqu’à environ 40 %, les bâtonnets sont ainsi enrobés de manière concentrique.
Cependant, dans les maillages que nous considérons, il n’y a pas, pour cette valeur de 40
% en volume, jonction entre deux enrobages voisins (figure 8.1). Sur le plan physique, on
a bien une rigidification rapide de la structure collagènique, le volume d’enrobage étant
plus faible dans les couches entourant immédiatement les bâtonnets. Il s’ensuit qu’on a
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une augmentation rapide des propriétés élastiques, ce que nous observons.

(8.1)

La deuxième phase est approximativement comprise entre 40 et 50 %. Sur nos
graphiques elle montre un palier et elle correspond dans nos simulations à la jonction
totale des bâtonnets enrobés entre eux (figure 8.2). Ce palier que nous observons dans
cette seconde phase est probablement dû au mode d’apposition que nous simulons. En
effet, l’espace existant entre deux enrobages voisins étant réduit, il est physiquement
vraisemblable que l’apposition va être plus rapide dans cette zone ce qui aurait pour effet
de rigidifier rapidement l’ensemble de la structure. Or nous ne prenons pas en compte ce
phénomène, car il relève du processus de minéralisation, et donc nous supposons une ap-
position minérale équiprobable dans l’espace constitué par les couronnes de nos maillages
qui vont réaliser géométriquement cette jonction.

(8.2)

La jonction entre tous les bâtonnets étant réalisée, l’apposition minérale se fait tou-
jours de manière concentrique mais dans un espace de plus en plus grand. Deux phases
se distinguent : l’une, allant environ de 50 à 60 % avec un fort gradient qui est, à priori
identique, au gradient obtenu dans la première phase et l’autre, au delà de 60 % avec un
gradient moindre, voire parfois un gradient négatif.

Ce gradient négatif n’a aucune explication physique. Il apparaît dans nos simulations
car la physique du problème n’est probablement plus prise en compte. Il est vraisemblable
que, lorsque la minéralisation augmente, le pourcentage d’eau liée diminue sous l’effet des
diverses sollicitations mécaniques comprimant le milieu cristallin. Or dans les résultats
que nous présentons, le paramètre pel est constant. Un test réalisé pour des valeurs
croissantes du pEVMC combinées avec des valeurs décroissantes du pel montre une
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croissance des coefficients, par exemple:

pEVMC = 50 pel = 25 C33 = 28.02

pEVMC = 60 pel = 20 C33 = 30.24

pEVMC = 70 pel = 15 C33 = 32.74

pEVMC = 80 pel = 10 C33 = 35.73

pEVMC = 90 pel = 5 C33 = 39.76

Ensuite, nous nous sommes intéressés au rapport C33/C11. Les conclusions que
nous pouvons tirer de l’analyse de ce rapport concernent les extrémités de l’intervalle
d’investigation.

Tout d’abord, nous avons vu précédemment qu’au delà de 40 % nos résultats dépendaient
fortement du processus de minéralisation et comme ce dernier n’est pas modélisé, nous
restreignons la présentation de ces rapports à l’intervalle 0 — 40 % . On constate que,
dans cet intervalle, le rapport C33/C11 est conforme à ce que l’on attend. Pour des
valeurs de pEVMC élevées associées à des valeurs de pel faibles, ce rapport se rapproche
de 1.1, comme nous le constations au chapitre 1.
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Les variations du rapport C33/C11 en fonction de pEVMC
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Signalons enfin qu’il est possible d’exhiber des architectures pour lesquelles les coef-
ficients élastiques et ce rapport sont biomécaniquement cohérents. On donne ci-après de
tels exemples. Pour le système interstitiel constitué d’ostéons de type 4, on considère
deux pourcentages d’EVMC (70 et 80 %) et pour chacun d’eux le pourcentage d’eau liée
varie de 5 à 25 %. Pour les ostéons qui sont toujours de type 4, on considère des pour-
centages d’EVMC de 20, 30 et 40 % pour des pourcentages d’eau liée allant de 5 à 25 %.
On constate des variations significatives, en fonction du pourcentage d’eau liée, sur les
valeurs des coefficients élastiques diagonaux de l’ordre 4 GPa. Les valeurs numériques
obtenues restent cohérentes avec ce qu’on peut lire dans la littérature. Ces exemples sont
donnés à titre indicatif car il est bien entendu possible de faire un grand nombre d’autres
tests.
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Ostéons avec pEVMC de 20, 30 et 40 et pel = 5, ..., 25 et

interstitiel avec pEVMC = 70 et pel = 15

int pel pEVMC C11 C33 C12 C13 C55 C66

20 21.84 32.59 7.92 10.14 8.38 7.49

70/15 5 30 25.93 38.25 10.26 12.08 10.15 8.46

40 27.02 39.68 10.89 12.62 10.61 8.72

int pel pEVMC C11 C33 C12 C13 C55 C66

20 20.15 31.05 6.84 9.48 7.81 7.12

70/15 10 30 23.39 36.09 8.61 11 9.29 7.91

40 24.23 37.35 9.07 11.41 9.67 8.12

int pel pEVMC C11 C33 C12 C13 C55 C66

20 19 30 6.09 9.04 7.42 6.87

70/15 15 30 21.72 34.63 7.51 10.31 8.71 7.55

40 22.42 35.78 7.88 10.65 9.04 7.72

int pel pEVMC C11 C33 C12 C13 C55 C66

20 18.1 29.17 5.51 8.7 7.12 6.67

70/15 20 30 20.44 33.5 6.67 9.8 8.26 7.27

40 21.04 34.57 6.97 10.08 8.55 7.43

int pel pEVMC C11 C33 C12 C13 C55 C66

20 17.35 28.48 5.02 8.41 6.87 6.5

70/15 25 30 19.39 32.57 5.98 9.38 7.9 7.05

40 19.91 33.57 6.22 9.63 8.15 7.18
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Ostéon pel = 5 type = 4

Système Interstitiel pel = 15 type = 4; pEVMC = 70
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Ostéon pel = 15 type = 4

Système Interstitiel pel = 15 type = 4; pEVMC = 70
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On présente aussi les variations des coefficients en fonction des pourcentages d’eau
liée. On fait ces representations pour un pEVMC fixe et pour divers types d’ostéons. On
observe systématiquement une décroissance de ces coefficients, les valeurs maximales sur
l’ensemble des graphes étant obtenues pour le pourcentage d’EVMC maximal, ce qui est
physiquement cohérent.

Ensuite, on étudie l’influence de l’orientation des fibres de collagène sur les coefficients.
On teste, pour diverses pEVMC et divers pourcentages d’eau liée l’effet des diverses
orientations. Cette influence est maximale pour le coefficient C33 et dans le cas d’un fort
pourcentage d’eau liée (15 GPa). Cependant, il faut noter que l’ensemble des variations
est relativement faible (4 à 5 GPa).
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Variations des coefficients élastiques pour pEVMC = 60 %
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Variations des coefficients élastiques pour pEVMC = 70 %
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Variations des coefficients élastiques pour pEVMC = 80 %
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Variations des coefficients élastiques pour pEVMC = 90 %
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Variations des coefficients élastiques pour pEVMC = 95 %
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Effet de l’orientation des fibres de collagène
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Conclusions

La modélisation que nous avons réalisée permet de simuler d’innombrables configu-
rations. Elle permet de retrouver des résultats sur les propriétés osseuses similaires à
ceux que l’on trouve dans la littérature cependant, la comparaison s’arrête là car les do-
nnées de la littérature ne donnent aucune information sur l’architecture des échantillons
testés. On constate que, dans de nombreux cas, plusieurs échantillons ont été testés et
des valeurs moyennes ont été calculées pour fournir les résultats. Il est donc difficile de
mener des comparaisons fines.

Cette modélisation valide le résultat que nous avions trouvé au chapitre 1, à savoir que
l’anisotropie osseuse est due, pour une part importante, à l’architecture cristalline. Elle
met en évidence la nécessité de développer une modélisation de l’apposition minérale.
En effet, sans cette dernière, notre modélisation ne peut pas être exploitée dans son
intégralité.

Nous avons souvent, au long des chapitres précédents, parlé de ce processus d’apposi-
tion minérale et évoqué le besoin d’une modélisation. Le lecteur est en droit de s’interroger
sur les raisons pour lesquelles nous n’avons pas abordé de développement dans cette di-
rection.

La raison est simple et peut être résumée comme suit : des ions minéraux sont en
suspension dans un fluide et c’est l’action combinée de protéines, de cellules et d’un
processus de mécanotransduction plus ou moins complexe qui permet l’apparition d’un
cristal.

Nous rappelons que la mécanotransduction est le processus qui transforme des infor-
mations de nature mécanique en information d’autre nature (chimique, biologique, . . . )
captées par les protéines ou les cellules.

La difficulté est double. Tout d’abord il faut recenser, décrire et modéliser l’ensemble
de ces processus élémentaires. Ceci constitue un travail d’études doctorales à part entière.
Ensuite il faut pouvoir estimer les champs existants à l’échelle nanoscopique et qui sont
créés par les sollicitations mécaniques imposées à la structure macroscopique.

Ce second point a été réalisé dans le cadre de cette étude et nous présentons ci-après,
dans le cadre d’une seule simulation, les étapes qui doivent être parcourues.

8.4 Résultats de localisation

Ce paragraphe décrit comment les informations mécaniques peuvent être transmises de
l’échelle macroscopique à l’échelle nanoscopique en respectant l’architecture que nous
avons considérée. Trois grandes étapes doivent être réalisées : d’abord la définition des
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données à l’échelle macroscopique, ensuite le calcul des champs de contraintes, de vitesse
et de pression à l’intérieur d’une structure ostéonale et enfin les informations existant au
niveau lamellaire, dans le voisinage d’un bâtonnet de collagène.

Pour obtenir les données à l’échelle macroscopique, on peut soit procéder soit de
manière expérimentale, soit faire un calcul de structures par éléments finis, soit faire une
approche mixte.

Notre approche est uniquement numérique. Nous aurions souhaité travailler sur un
fémur. Il est possible de trouver des fichiers de données reconstruisant la géométrie de cet
os, mais nous n’avons pas trouvé de bases de données contenant également un descriptif
de l’architecture locale de cet os cortical. Nous savons maintenant que ce point est
relativement important et comme nous n’avions pas le temps de mener une étude fine sur
l’architecture de cet os, nous préférons présenter sur un cas académique le déroulement
de notre méthode.

8.4.1 Description du cadre macroscopique

Nous avons donc maillé avec des éléments hexaédriques un tube fermé à ses parties
supérieure et inférieure (le dessin ci-dessous représente le huitième de ce tube), nous
nous sommes donné un seul type d’architecture et nous avons affecté à tous les éléments
de ce maillage les propriétés physiques obtenues par notre processus d’homogénéisations
successives.

Nous avons simulé sur la face supérieure un chargement de 5000 N selon une ori-
entation de 30 ◦ par rapport à la verticale. Ce chargement correspond, d’une manière
assez grossière, à un chargement existant chez un individu normal, au niveau de la tête
fémorale lors d’un exercice physique (environ 8 fois le poids du corps). On applique des
conditions de symétrie sur la couronne inférieure du maillage.
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Un calcul classique par une méthode d’éléments finis est réalisé via le code Modulef
en utilisant une interpolation de Lagrange de degré 1. Nous obtenons ainsi :

- en chaque nœud du maillage, les trois composantes du champ de déplacement
- au barycentre de chaque élément, le tenseur des contraintes qui est constant par

élément

σ11 σ22 σ33

Nous choisissons un de ces éléments (le n◦ 809). Les données que nous allons utiliser
sont :

- son architecture que nous nous sommes donnée par construction : type 1 ( 45◦ ;
−45◦ )

- les déplacements en chacun des 8 sommets que nous extrayons des résultats précé-
dents (8.3)

- le champ de contraintes auquel est soumis cet élément (8.4)

Noeuds ux uy uz

1 0.208244E-08 0.264385E-05 -0.182907E-08

2 0.229451E-08 0.232485E-05 -0.182636E-08

3 0.246746E-08 0.239286E-05 -0.182575E-08

4 0.224372E-08 0.272882E-05 -0.182923E-08

5 0.208201E-08 0.265165E-05 -0.365668E-08

6 0.229291E-08 0.233049E-05 -0.365142E-08

7 0.246626E-08 0.239748E-05 -0.364821E-08

8 0.234378E-08 0.273560E-05 -0.365485E-08

(8.3)
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σ11 0.4469436E-05 σ12 -0.8048651E-05

σ22 0.9942555E-05 σ13 -0.8611518E-06

σ33 -0.3607881E-02 σ23 0.2966725E-05

(8.4)

8.4.2 Ecoulement dans une structure ostéonale

Nous nous plaçons maintenant au niveau d’une structure ostéonale:

L’élément n◦ 809 que nous avons considéré à l’étape précédente est donc constitué par
de telles structures qui ont été traitées, dans l’étape précédente, comme homogénéisées.
A ce niveau de calcul, nous les considérons avec leur architecture propre. Les résultats
qui ont été obtenus ci-dessus se transposent facilement à cette structure :

- les déplacements aux 8 sommets de cette structure ostéonale sont obtenus par in-
terpolation linéaire

- le champ de contraintes est le même

A partir de ces résultats, il est possible d’extraire :
- la pression du fluide : nous choisissons de la prendre égale à la contrainte équivalente

de von Mises (36 MPa)
- une estimation des déformations de chacune des faces de ce parallélépipède

Remarque 34 Si la valeur de la pression du fluide que nous venons de trouver est in-
jectée dans notre processus d’homogénéisations successives (qui nous donne les propriétés
homogénéisées du cortical), nous constatons, à postériori, que cette valeur n’intervient
quasiment pas dans la valeur des propriétés physiques du cortical. Ceci reste cohérent
dans la mesure où la structure doit être conçue pour contenir ce fluide et donc résister à
sa pression.

Nous allons maintenant traiter le problème de l’écoulement du fluide dans cette struc-
ture ostéonale via le code SETMP qui nous permet de simuler le couplage Darcy-Stokes.
Les informations précédentes y sont utilisées de deux manières distinctes :

- la valeur de la pression (36 MPa) est prise comme valeur au barycentre de la structure
- à partir des déformations de chaque face, il est possible de calculer les flux traversant

ces faces
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Le couplage Darcy-Stokes peut alors être traité numériquement.

Nous donnons ci-dessous des représentations graphiques du champ piézométrique et
du champ de vitesse:
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A titre indicatif, nous donnons des représentations graphiques similaires pour un
chargement différent au niveau macroscopique et que l’on pourrait assimiler à une relax-
ation:
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Il est important de noter que l’on distingue nettement les deux types d’écoulement:
l’écoulement est plus rapide dans le canal de Havers que dans l’ostéon ou le système
interstitiel.

8.4.3 Champs mécaniques à l’échelle nanoscopique

Il est maintenant possible de choisir l’un des éléments du maillage de la structure os-
téonale ci-dessus. Des résultats obtenus lors de la simulation du couplage Darcy—Stokes,
on peut extraire, en chaque sommet, la valeur de la pression et le vecteur vitesse.
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Cet élément est constitué de structures fibrillaires composées de bâtonnets de co-
llagène entourés d’EVMC et de fluide. Nous considérons alors une structure lamellaire
de géométrie parallélépipédique dont la section est représentée sur la figure (8.5).

A partir des informations précédentes, nous pouvons extraire, sur chaque face, le
champ de pression et le champ des vitesses d’écoulement. On peut alors calculer, à ce
niveau fibrillaire :

- les champs de pression et d’écoulement (code SETMP)
- les champs de déplacements, de contraintes et le potentiel électrique (code Modulef)

Maillage 3D Coupe 2D

(8.5)
Voilà par exemple le potentiel électrique qu’on pourrait obtenir au niveau fibrillaire:

Potentiel électrique - niveau fibrillaire
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8.5 Conclusions

Le tissu cortical est un matériau très complexe. La connaissance de ses propriétés est
indispensable si l’on veut maîtriser certains aspects cliniques, tels que l’ostéoporose ou
la stabilité à long terme des prothèses ostéoarticulaires. Le modèle que l’on a développé
tient compte de la structure hiérarchique de l’os compact et la simulation numérique
est basée sur une technique d’homogénéisation reposant sur des résultats mathéma-
tiques. L’utilisation de ce modèle permet, d’une part, l’étude des variations des co-
efficients homogénéisés de l’os compact en fonction de différents paramètres mécaniques
et géométriques des constituants, et d’autre part, l’étude du champ de contraintes au
niveau des hétérogénéités ce qui est utile pour la compréhension de la loi du remodelage
osseux.

Le code SiNuPrOs que nous avons développé s’avère être un outil d’investigation per-
formant. Les simulations faites dans certaines configurations sont tout à fait cohérentes
et correspondent aux données qui existent dans la littérature.





Chapter 9

Chapitre 9
Conclusions et perspectives

9.1 Conclusions

L’étude que nous venons de réaliser est l’élaboration d’une modélisation de la structure
de l’os cortical qui prend en compte de nombreux aspects : architecture complexe et
multi niveaux, loi de comportement dépendant de la structure elle même et présence du
même fluide à chaque niveau mais avec des rôles différents.

Le point de départ de ce travail vient de la conclusion faite à partir d’un ensemble
important de tests numériques montrant que la structure haversienne n’est pas celle qui
induit le plus fortement l’anisotropie de l’os. Cette étude prouve que ce rôle revient plutôt
à l’organisation architecturale des cristaux d’Hap au niveau microscopique.

On a été amené à prendre en compte le niveau fibrillaire de l’architecture osseuse,
qui est le niveau élémentaire de l’apposition du contenu minéral. Les dimensions des
bâtonnets de collagène et ceux des cristaux d’Hap étant très différentes, on a introduit une
nouvelle entité, le Volume Elémentaire de Contenu Minéral (EVMC), pour laquelle on a
imaginé un arrangement géométrique, puis on a proposé une méthode de détermination
de ses propriétés physiques. Cette prise en compte du niveau fibrillaire a nécessité la
remise en cause de plusieurs concepts.

On s’est d’abord assuré que notre outil spécifique d’homogénéisation était bien adapté
pour notre modélisation. On a analysé les méthodes d’homogénéisation existantes afin
de faire le choix le plus judicieux pour traiter notre problème.

Dans un premier temps, on a repris le cadre général d’un problème piézoélectrique,
en présentant les équations, puis le cadre fonctionnel, l’homogénéisation par la méthode
des développements asymptotiques, l’obtention des propriétés mécaniques homogénéisées,
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l’analyse locale et enfin la convergence faible de la solution. On note que la positivité
des caractéristiques piézoélectriques n’est pas une condition déterminante pour assurer
l’unicité de la solution.

A chacun des quatre niveaux (fibrillaire, lamellaire, ostéonal et cortical) on utilise
cette méthode d’homogénéisation par développements asymptotiques en traitant le cas
particulier de composantes monocliniques. La volonté de mettre en paramètres de notre
logiciel certaines entités nous entraîne à décomposer notre problème d’homogénéisation
en deux sous problèmes bi et mono dimensionnels. Il faut cependant noter que ceci per-
met de réduire considérablement le temps des calculs. Nous abordons la mise en forme
des problèmes permettant l’utilisation de la technique des éléments finis pour leur résolu-
tion. On donne une formulation permettant la mise en oeuvre numérique des coefficients
homogénéisés. Pour l’homogénéisation ostéonale on présente deux manières d’organiser
les calculs, les deux méthodes donnant des résultats similaires. Elles ne différent que sur
le plan analytique. Les propriétés d’isotropie des structures sont ensuite étudiées et on
constate qu’au niveau macroscopique l’os cortical est un matériau orthotrope.

Afin de mieux comprendre le rôle de la ligne cémentante et la place qu’on devait
lui accorder dans notre modélisation, on s’est intéressé au cas particulier dans lequel
les ostéoclastes venant de creuser une galerie et le tissu collagénique n’étant pas encore
apparu, la cavité ainsi construite ne contient que du fluide. On a estimé les propriétés
piézoélectriques de la paroi de cette galerie par un développement mathématique. La
résolution d’un problème de convergence nous a permis de voir que les propriétés pié-
zoélectriques homogénéisées obtenues sur le pourtour de la galerie étaient diminuées. Il
semble donc qu’une telle organisation ne soit pas propice à un processus immédiat de
minéralisation. Ce résultat est physiquement réaliste cependant, en l’absence de tout
autre élément d’information, il nous est difficile d’expliquer pourquoi il y a apparition de
collagène sur ce pourtour.

Enfin, on a introduit une nouvelle loi de comportement, dite avec seuil, dans laquelle
les termes piézoélectriques s’évanouissent si une certaine condition est réalisée. Cette
nouvelle loi de comportement change de nature physique avec un seuil sur l’état de
minéralisation. D’une manière plus générale, on peut dire que, lorsqu’on étudie, à une
échelle donnée, une structure composite dont seule la fibre possède des propriétés pié-
zoélectriques, l’effet piézoélectrique ne peut être considéré à l’échelle supérieure que si la
matrice entourant cette "fibre" n’est pas trop rigide. Cette loi, introduite dans le but
d’avoir un modèle beaucoup plus réaliste sur le plan physiologique, peut être appliquée
à n’importe quel niveau de l’architecture. De plus, elle est compatible avec tous les
développements faits dans le cadre de l’homogénéisation. La difficulté pour nous était
de définir une valeur seuil. Cette dernière a été choisie sur un critère de minéralisation
et la "minéralisation seuil" que nous avons retenue est celle qui correspond au système
interstitiel. La conséquence principale d’une telle loi de modélisation est que la structure
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ostéonale, dans l’os sain, sera toujours un milieu élastique..

Ensuite, on a traité le comportement mécanique de l’os compact entier comme un
ensemble fluide-structure. Le problème a été modélisé comme un problème couplé Darcy-
Stokes, en supposant que l’écoulement était modélisé par la loi de Darcy pour la structure
ostéonale et par l’équation de Stokes pour les canaux de Havers et Volkman. On a con-
sidéré la structure de l’os cortical comme un milieu poreux avec différents coefficients de
porosité selon la minéralisation et différents tenseurs de perméabilité selon l’architecture.

En résumé, une modélisation relativement fine quant à la prise en compte de phéno-
mènes biomécaniques à donc été réalisée. Elle aborde à la fois les aspects géométriques,
comportementaux, multi composants dans un cadre multi échelle. D’une part, cette
modélisation décrit un modèle numérique permettant le calcul des caractéristiques ho-
mogénéisées de la structure composite multi échelle de l’os cortical humain et d’autre
part, elle représente une avancée importante quant à la prise en compte du couplage
fluide—structure à chacun des niveaux.

Le modèle qui a été réalisé est assez complexe et pratiquement, toutes les confi-
gurations possibles peuvent être testées, le modèle permettant une intervention directe
sur les diverses données liées à l’architecture de l’os. On peut par exemple changer
facilement les données concernant la minéralisation (pEVMC), le pourcentage d’eau liée
(pel), la longueur d’un bâtonnet de collagène, l’écart entre deux bâtonnets de collagène,
l’épaisseur de la ligne cémentante, on peut considérer le cas des lamelles collées ou pas,
etc . . .

A partir de ce travail on a construit un logiciel permettant de calculer, de manière
conviviale, les caractéristiques homogénéisées de la structure composite multi échelle
de l’os haversien compact, les données que l’on entre étant les propriétés physiques du
collagène, du fluide et celles du volume élémentaire de contenu minéral (EVMC). Ce
code a été baptisé SiNuPrOs (Simulation Numérique des Propriétés de l’Os). Il a été
réalisé en Matlab et les maillages utilisés pour les cellules de base ont été élaborés en
utilisant les mailleurs du code Modulef. Il comprend une interface qui rend son utilisation
très conviviale, possible par n’importe quelle personne intéressée par le sujet mais non
mathématicienne (biomécaniciens, cliniciens, .....) et une phase de calculs qui peut être
totalement transparente pour l’utilisateur.

Une étude sur les variations des coefficients homogénéisés de l’os compact en fonc-
tion de différents paramètres mécaniques et géométriques liés à ses constituants a été
réalisée. Ces résultats sont intéressants sur le plan biomécanique. D’abord on mon-
tre qu’il est possible, pour certaines architectures de retrouver les caractéristiques du
tissu osseux. Ensuite, on met en évidence le fait que l’organisation cristalline a un rôle
dans l’anisotropie de l’os. Enfin, les techniques de localisation développées permettent
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d’estimer les champs mécaniques existant au niveau nanoscopique.

Le problème de la modélisation du remodelage osseux reste ouvert mais cette étude est
une contribution importante puisqu’elle donne l’accès à des valeurs de champs nanosco-
pique à partir de données macroscopiques.

9.2 Perspectives

L’étude que nous venons de réaliser n’est pas une fin en elle même car elle ouvre la porte
à des investigations incontournables dont la finalité est la compréhension du remodelage
osseux.

Ces investigations peuvent être regroupées en deux grandes classes.

• La première concerne la simulation des écoulements existants au niveau de la struc-
ture ostéonale. Il semble important d’effectuer plusieurs batteries de simulation afin
de voir quelles pourraient être les informations mécaniques susceptibles de modifier
localement la nature du remodelage osseux.

Par exemple, nous avons constaté que des variations significatives apparaissaient dans
les résultats en fonction de l’architecture de l’ostéon en cours de minéralisation. Une étude
plus précise quant à la nature des informations macroscopiques doit donc être menée. Ce
point est important. En effet, considérons un système interstitiel (SI) avec une architec-
ture donnée, monotype dans lequel les ostéoclastes viennent de creuser une galerie. Si
la nature de l’écoulement à l’interface SI—cavité dépendait de l’architecture du SI alors
on pourrait imaginer que cette information soit captée par les cellules responsables de la
création des bâtonnets de collagène et qu’elle soit utilisée pour déterminer l’orientation
de ces derniers.

• La seconde concerne bien entendu la modélisation du processus de minéralisation.
Nous en avons suffisamment parlé dans ce mémoire pour ne plus avoir à prouver
son intérêt.
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Annexe 1
Description des étapes du logiciel
SiNuPrOs

Le logiciel est structuré en plusieurs modules: modules d’entrées de données, modules
de calcul ou modules de sortie de résultats. Les entrées de données se font de manière
interactive; une interface logiciel — utilisateur a été conçue de manière conviviale, ce qui
rend l’exploitation de ce logiciel possible par n’importe quelle personne intéréssée par le
sujet mais non mathématicienne (biomécaniciens, cliniciens, .....).

Le calcul des coefficients homogénéisés nécessite la résolution des problèmes cellulaires,
résolution qui se fait par la technique des éléments finis et qui contient plusieurs sous-
étapes:

Génération des maillages
Les maillages ont été construits en faisant appel à la bibliothèque d’éléments finis

MODULEF [FEM]. Les données nécessaires pour générer les maillages sont les carac-
téristiques géométriques de la section de la fibrille, dans un premier temps, et de la
section de l’os, dans un deuxième temps, les deux constituant les cellules de base pour
chacune de ces structures. Toutes les informations liées à ces maillages ont été récupérées
en créant des modules spécifiques, les données étant chargées en Matlab comme fichiers
de données lors de l’éxécution du programme.

Entrées de données

Les modules d’entrées de données sont INTERFACE et PARAMETRES_PHYSIQUES.
Dans le premier on donne les informations concernant l’architecture et la géométrie des
maillages utilisés et dans le deuxième on introduit toutes les propriétés physiques des
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composantes.
Les propriétés des EVMC sont calculés séparément dans le module EVMC, pour un

volume de référence dont on a étudié les propriétés.
Le module PRESENCECELLULE récupére les propriétés physiques de chaque élé-

ment du maillage en fonction de son appartenence à l’un ou l’autre des sous-domaines,
collagène, EVMC ou fluide. De même, PRESENCECELLULE_HAV a la même fonc-
tion, mais cette fois les sous-domaines sont les 4 ostéons, le système interstitiel et le fluide
s’écoulant dans les canaux de Havers.

Conditions aux limites

On a utilisé deux types de conditions aux limites:

• des conditions aux limites de Dirichlet aux sommets de la section de la cellule de
base (valeurs qu’on a fixé à 0)

• des conditions aux limites de périodicité, c’est-à-dire, des valeurs égales pour les
noeuds situés sur des faces opposées de la section de la cellule de base

Elles sont traitées dans les modules DIRICHLET_ZERO et PERIODDIRICH
Construction et résolution des systèmes linéaires

Dans le module MATRICE sont regroupés les calculs pour l’obtention des matrices
associées aux problèmes cellulaires qu’il faut résoudre pour trouver les coefficients ho-
mogénéisés des différentes structures que l’on rencontre jusqu’au niveau macroscopique
de l’os. Dans SECONDMEMBRE on traite les seconds membres élémentaires de ces
problèmes cellulaires.

Le module SOLUTION permet de trouver les fonctions d’influence qui interviennent
dans le calcul des coefficients homogénéisés.

Calcul des coefficients homogénéisés

Pour le calcul des coefficients homogénéisés on a construit les modules COEFF-
ELASHOM, COEFFPIEZOHOM et COEFFDIELECHOM. Ces modules calculent les
propriétés homogénéisées à partir des données géométriques et mécaniques des constitu-
ants de la section de la cellule de base et de la solution des problèmes cellulaires, résultats
de la sous-étape précédente. On calcule ainsi les propriétées homogénéisés élastiques, pi-
ézoéléctriques et diéléctriques des structures fibrillaire, lamellaire, ostéonale et finalement
corticale.

Des modules comme ROTATION et ROT_LAMELLE sont créées pour déterminer
par exemple les propriétés d’une lamelle avec une orientation donnée des bâtonnets de
collagène.
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Le module HOM_LAM_OZ réalise un empilement de 4 couches qui vont constituer
la fibrille et donc après une lamelle avec une orientation verticale du collagène; on tient
compte de la dimension d’un bâtonnet de collagène.

ROTATION_OS et ROTATION_SI sont des modules qui permettent le passage d’un
secteur ostéonal à l’ostéon dans le cas d’un ostéon normal ou bien dans le cas d’un ostéon
surminéralisé qui constituera après le système interstitiel.

Les modules *_HAV permettent enfin de calculer les propriétés physiques homogéné-
isées de l’os cortical au niveau macroscopique.
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Arborescence

> Interface

> Propriétées_physiques_base:

EVMC

> Paramètres_physiques

> Choix_elt

> Choix_front:

Choix_front_0

Choix_front_1

Choix_front_2

Choix_front_3

Choix_front_4

> Affich_tenseur_C

> Affich_tenseur_G

> Affich_tenseur_D

> Affectation

> Matrice1:

PresenceCellule1

PeriodDirich

> SecondMembre1:

rotationelast

rotationpiezo

rotationdielec

ARBORESCENCE



221

> SecondMembre0

> Dirichlet_zero

> Solutions1

> Affich

> CoeffElasHom1

> CoeffPiezoHom1

> CoeffDielecHom1

> hom_lam_Oz

> Empilement_Oz

> rotation_OS

> rotation_SI

> rot_lamelle:

rotationelast_Oz

rotationpiezo_Oz

rotationdielec_Oz

> matrice_hav:

PresenceCellule_hav

PeriodDirich_hav

> SecondMembre_hav

> Dirichlet_hav

> CoeffElasHom_hav

Le logiciel et le fichier "Help" se trouvent sur le site de l’Université de Franche-Comté
à l’adresse http://www-math.univ-fcomte.fr/Sinupros.zip
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Annexe 2
Formules d’une rotation autour de
l’axe Ox

Pour la rotation d’axe Ox et d’angle θ les relations tensorielles à utiliser ont la forme
suivante:

Ch
ijkl (θ) = tim · tjn · tkr · tls · Cmnrs

ghijk (θ) = tim · tjn · tks · gmns

ǫhij (θ) = tim · tjr · ǫmr

où T = (tij) =




1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ


 est la matrice de rotation d’angle θ, C = (Cmnrs)

est le tenseur d’élasticité de la lamelle dans le repère initial (Oxyz) et Ch =
(
Ch
ijkl (θ)

)
est

le tenseur d’élasticité de la lamelle dans le repère (Ox′y′z′) obtenu après la rotation d’angle
θ et d’axe Ox (avec les notations correspondantes pour les tenseurs piézo-élastiques et
diélectriques).

En faisant varier les indices on obtient de manière explicite:

Ch
1111 (θ) = t1m · t1n · t1r · t1s · Cmnrs

= C1111
Ch
1122 (θ) = t1m · t1n · t2r · t2s · Cmnrs

= C1122 · cos2 θ + C1133 · sin
2 θ

Ch
1133 (θ) = t1m · t1n · t3r · t3s · Cmnrs
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= C1133 · cos θ
2 + C1122 · sin θ

2

Ch
1112 (θ) = t1m · t1n · t1r · t2s · Cmnrs

=C1112 · cos θ

Ch
2222 (θ) = t2m · t2n · t2r · t2s · Cmnrs

= C2222 · cos θ
4 + C3333 · sin θ

4 + cos θ2 · sin θ2 · (2C2233 + 4C2323)

Ch
2233 (θ) = t2m · t2n · t3r · t3s · Cmnrs

= C2233 · (cos θ
4 + sin θ4) + (C2222 + C3333 − 4C2323) · cos

2 θ · sin2 θ

Ch
2212 (θ) = t2m · t2n · t1r · t2s · Cmnrs

= C2212 · cos θ
3 + sin θ2 · cos θ · (C3312 + 2C2313)

Ch
3333 (θ) = t3m · t3n · t3r · t3s · Cmnrs =

= C3333 · cos θ4 + C2222 · sin θ4 + cos θ2 · sin θ2 · (2C2233 + 4C2323)

Ch
3312 (θ) = t3m · t3n · t1r · t2s · Cmnrs

= C3312 · cos θ
3 + sin θ2 · cos θ · (C2212 − 2C2313)

Ch
2323 (θ) = t2m · t3n · t2r · t3s · Cmnrs

= C2323 · (cos θ
4 + sin θ4)− cos θ2 · sin θ2 · (2C2233 + 2C2323) + C2222 · cos θ

2 · sin θ2

+C3333 · cos θ2 · sin θ2

Ch
2313 (θ) = t2m · t3n · t1r · t3s · Cmnrs

= C2313 · cos θ
3 + sin θ2 · cos θ · (C2212 − C2313 − C3312)

Ch
1313 (θ) = t1m · t3n · t1r · t3s · Cmnrs

= C1313 · cos θ
2 + C1212 · sin θ

2

Ch
1212 (θ) = t1m · t2n · t1r · t2s · Cmnrs

= C1212 · cos θ
2 + C1313 · sin θ

2

Ch
1123 (θ) = t1m · t1n · t2r · t3s · Cmnrs

= sin θ · cos θ · (C1133 − C1122)
Ch
2223 (θ) = t2m · t2n · t2r · t3s · Cmnrs

= cos3 θ · sin θ · (C2233 + 2C2323 − C2222) + sin3 θ · cos θ · (C3333 − 2C2323 − C2233)

Ch
3323 (θ) = t2m · t2n · t2r · t3s · Cmnrs

= cos θ ·sin θ · (sin2 θ−cos2 θ) · (C2233+2C2323)−sin3 θ ·cos θ ·C2222+cos3 θ ·sin θ ·C3333
Ch
1312 (θ) = t1m · t1n · t2r · t3s · Cmnrs

= sin θ · cos θ · (C1313 − C1212)
On procède de la même manière pour les tenseurs homogénéisés piézoélectriques et

diéléctriques. On obtient (en appliquant les relations ci-dessus):
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gh123 (θ) = t1m · t2n · t3s · gmns

= g123 · cos θ2 − g123 · sin θ2

gh213 (θ) = t2m · t1n · t3s · gmns

= g213 · cos θ2 − g312 · sin θ2

gh312 (θ) = t3m · t1n · t2s · gmns

= g312 · cos θ2 − g213 · sin θ2

gh111 (θ) = t1m · t1n · t1s · gmns

= g111

gh122 (θ) = t1m · t2n · t2s · gmns

= 2 · cos θ · sin θ · g123

gh133 (θ) = t1m · t3n · t3s · gmns

= −2 · cos θ · sin θ · g123

gh212 (θ) = t2m · t1n · t2s · gmns

= cos θ · sin θ · (g213 + g312)

gh313 (θ) = t3m · t1n · t3s · gmns

= − cos θ · sin θ · (g213 + g312)

ǫh11 (θ) = t1m · t1r · ǫmr

= ǫ11

ǫh12 (θ) = t1m · t2r · ǫmr

= ǫ12 · cos θ

ǫh22 (θ) = t2m · t2r · ǫmr

= ǫ22 · cos θ2 + ǫ33 · sin θ2

ǫh33 (θ) = t3m · t3r · ǫmr

= ǫ33 · cos θ2 + ǫ22 · sin θ2
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Annexe 3

Empilement selon l’axe Ox

Les équations qu’il faut résoudre pour trouver les fonctions d’influence sont:





d

dy1
[Ci1k1

dχmn
k

dy1
+ g1i1

dΨmn

dy1
] = −

d

dy1
Ci1mn

d

dy1
[g1k1

dχmn
k

dy1
− ǫ11

dΨmn

dy1
] = −

d

dy1
g1mn

et 



d

dy1
[g1i1

dRm

dy1
+ Ci1k1

dΦm
k

dy1
] = −

d

dy1
gmi1

d

dy1
[ǫ11

dRm

dy1
− g1k1

dΦm
k

dy1
] = −

d

dy1
ǫ1m

On peut démontrer facilement (comme dans le cas de l’empilement selon l’axe Oz)
que:

1 Pour (m,n) = (1, 3); (1, 2), χmn
1 = 0 et Ψmn = 0 et χmn

2 , χmn
3 sont solutions du

système: 



d

dy1
[C1312

dχmn
2

dy1
+ C1313

dχmn
3

dy1
] = −

d

dy1
C31mn

d

dy1
[C1212

dχmn
2

dy1
+ C1213

dχmn
3

dy1
] = −

d

dy1
C21mn

2 Pour (m,n) = (1, 1); (2, 2); (3, 3); (2, 3), χmn
2 = χmn

3 = 0 et χmn
1 ,Ψmn vérifient:





d

dy1
[C1111

dχmn
1

dy1
+ g111

dΨmn

dy1
] = −

d

dy1
C11mn

d

dy1
[g111

dχmn
1

dy1
− ǫ11

dΨmn

dy1
] = −

d

dy1
g1mn
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3 Pour m = 2, 3, Φm
1 = 0 et Rm = 0 et Φm

2 ,Φ
m
3 vérifient:





d

dy1
[C1212

dΦm
2

dy1
+ C1213

dΦm
3

dy1
] = −

d

dy1
gm21

d

dy1
[C1312

dΦm
2

dy1
+ C1313

dΦm
3

dy1
] = −

d

dy1
gm31

4 Pour m = 1, Φm
2 = Φm

3 = 0 et Φm
1 , R

m vérifient:





d

dy1
[g111

dRm

dy1
+ C1111

dΦm
1

dy1
] = −

d

dy1
g111

d

dy1
[ǫ11

dRm

dy1
− g111

dΦm
1

dy1
] = −

d

dy1
ǫ11

Les coefficients homogénéisés d’un tel empilement s’obtienent en utilisant les formules
suivantes:

• pour les coefficients élastiques:

Ch
ijkl =

1

Y1

∫ Y1

0

[Cijkl + Cijm1
dχkl

m

dy1
+ g1ij

dΨkl

dy1
]dy1

• pour les coefficients piézoélectriques:

ghkij =
1

Y1

∫ Y1

0

[gkij+Cijm1
dΦk

m

dy1
+ g1ij

dRk

dy1
]dy1

• pour les coefficients diélectriques:

ǫhjm =
1

Y1

∫ Y1

0

[−gj1l
dΦm

l

dy1
+ ǫj1

dRm

dy1
+ ǫjm]dy1
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for hydroxyapatite in human cortical bone”, Computer Methods in Biomechanics and
Biomedical Engineering, Vol. 8 (2), pp. 139-143, 2005

Racila M., Crolet J. M., "Human cortical bone: A tool for numerical simulation
of fluid motion in osteonal architectures", Proceedings of 2nd International Conference
on Computational Bioengineering, Vol. 2, IST Press, pp. 711-718, 2005

Crolet J. M. , Racila M., "Sur les propriétés physiques homogénéisées d’une paroi
osseuse", Annals of University of Craiova, pp. 106-111, 2005

Racila M., "On the homogenized behavior of composites with periodic structure", An-
nals of Univ. of Craiova, Math.Comp.Sci.Ser. Volume 30(2), ISSN: 1223-69341, pp.146-
150, 2003

Crolet J. M., Racila M., "Human cortical bone: computer method for physical
behavior at nano scale", Technology and Healthcare — Journal of the European Society
for Engineering and Medicine, ISSN 0928-7329 (à paraître)

Conférences

Crolet J. M. , Racila M., "Human cortical bone : computer method for physical
behavior at nano scale", Symposium of Applied Biomechanics, Regensburg, june, 2005

Crolet J. M., Racila M., "New numerical concept for hydroxyapatite in human
cortical bone", 6th International Symposium on Computer Methods in Biomechanics and
Biomedical Engineering, Madrid, février 2004

Racila M., Crolet J. M., "Multi physic and multiscale aspects in human cortical
bone", 5th International Balkan Workshop on Applied Physics, Constanta, Romania,
july, 2004
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Crolet J. M. , Racila M., "Interest of homogenization theory for modeling human
cortical bone", 7ème Colloque Franco-Roumain de Mathématiques Appliquées, Craiova,
Roumanie, août, 2004

Racila M., Crolet J. M., "Homogénéisation d’une structure osseuse en début de
minéralisation", 7ème Colloque Franco-Roumain de Mathématiques Appliquées, Craiova,
Roumanie, août, 2004

Racila M., "On the homogenization of heterogeneous piezoelectric medium", CAIM,
Oradea, Roumanie, mai 2003
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Résumé

Comprendre le remodelage osseux nécessite la maîtrise du transfert des informations
mécaniques: quelles informations reçoit une cellule osseuse de la partie corticale lorsque
l’os est sollicité ? Ce mémoire est l’élaboration d’une modélisation et d’outils mathé-
matiques permettant d’estimer, à partir d’un chargement mécanique appliqué à un os
humain, divers champs existant dans le collagène, l’hydroxyapatite et le fluide environ-
nant.

On utilise les théories mathématiques de l’homogénéisation et des écoulements en
milieux poreux. La modélisation est mise en place, étape par étape: organisation spa-
tiale des cristaux d’hydroxyapatite, prise en compte de minéralisations différentes, d’une
nouvelle loi de comportement, d’un fluide contenant des ions à chacun des niveaux archi-
tecturaux et homogénéisation de structures composites complexes (lamelles, ostéon, os
cortical).

Sur le plan mathématique, on reprend la méthode des développements asymptotiques
dans un cadre piézoélectrique (avec seuil), on établit toutes les relations nécessaires, une
propriété de convergence et une estimation de propriétés locales. Le retour au micro-
scopique est fait directement via une technique de localisation ou indirectement lorsque
l’effet de seuil se produit. Les méthodes numériques ont été implantées dans deux logi-
ciels.

Sur le plan biomécanique, on établit que l’os cortical humain est un milieu orthotrope
non piézo électrique pour lequel l’anisotropie est due à l’architecture nanoscopique, que
les ostéons sont le siège de deux types d’écoulement, que les écoulements y différent selon
l’architecture : on voit comment les cellules savent quelle architecture donner au tissu
collagènique.

Mots clés

modélisation mathématique, homogénéisation, transfert multi échelles, piézo électric-
ité, milieux poreux, couplage Darcy-Stokes, os cortical, simulations numériques, éléments
finis, remodelage osseux

Abstract

Understand bone remodelling needs the knowledge of mechanical information transfer:
what information receives a cortical bony cell when the bone is solicited? The purpose
of this study is the elaboration of a modeling and of mathematical tools allowing to
estimate, from a mechanical loading applied on a human bone, various fields existing in
collagen, hydroxyapatite and bony fluid.

Mathematical theories of homogenization and flow in porous media are used. Model is
made by taking successively into account spatial organization of hydroxyapatite crystals,
different mineralizations, a new behaviour’s law, motion of fluid containing ions in each
of architectural levels and homogenization of complex composite structures (lamellae,
osteons, cortical bone).
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On a mathematically point of view, asymptotic developments method in a new piezo-
electric framework (with threshold) is used. One establishes all necessary relationships,
a property of convergence and a local analysis is made. The return to microscopic level
is made directly via a technique of localization or indirectly when the effect of threshold
occurs. Developped computational methods have been packed in two softwares.

On a biomechanical point of view, it has been established that human cortical bone
is a non piezoelectric orthotropic medium for which anisotropy is essentially involved by
the nanoscopic architecture, that they are two types of flow in osteon and that flows in
the osteons differ according to their architecture. A process being able to explain how
cells know what architecture to give to the collagen tissue is thus pointed out.

Keywords

mathematical modeling, homogenization, multi scale transfer, piezo electricity, porous
media, Darcy-Stokes coupling, cortical bone, computational methods, finite element anal-
ysis, bone remodeling


