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a Patricia,
a ma mere,

a mon grand-pere.

On appelle “illusions” les facteurs qui rendent notre esprit indiscipliné
et le maintiennent dans cet état. Lillusion principale est cette ignorance
fondamentale qui sous-tend tous les états confus de notre esprit - cette

saisie selon laquelle les choses existent de facon inhérente.

Tenzin Gyatso, 14¢ dalai lama et prix nobel de la paix.

[Sa Sainteté le Dalai Lama, 2000]
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Du Lire et de UEcrire.
Qui gravit les plus hautes cimes se rit de
toutes tragédies jouées, de toutes tragédies

vécues.

Friedrich Nietzsche, 1885.
[Nietzsche, 1985]






Chapitre 1

Introduction

Les systemes commandés par réseau constituent une nouvelle classe de systemes,
introduisant des problemes spécifiques liés a la présence de retards, a la perte d’infor-
mation, ou a la gestion du flux de données. Ces contraintes prennent une importance
considérable lors de la commande de procédés rapides pour lesquels les caractéristiques
du réseau ne peuvent plus étre négligées. Nous retrouvons notamment ce genre de sys-
temes dans les automobiles, les drones, ou plus généralement tout systeme complexe géré
au travers d'un réseau dédié.

Le canal de communication entre le systeme et le controleur est souvent modélisé
comme une ligne de transmission, c’est a dire un élément physique induisant un retard
constant, dépendant des propriétés structurelles de la ligne. Cette description devient
plus complexe lorsque le systeme est commandé au travers d’un réseau utilisé par de
multiples utilisateurs. Dans ce cas, le retard induit ne dépend plus seulement d’éléments
physiques mais aussi et surtout des algorithmes mis en place pour la gestion du trafic
sur le réseau et le codage de l'information. Le canal de communication utilisé pour
la commande du systeme considéré subi 'influence de tous les autres flux de données
présents sur le réseau.

Un réseau peut étre caractérisé par deux éléments de premiere importance lors de sa

modélisation :

— la gestion du flux de données au niveau local (émetteur/récepteur), ou les mesures
physiques sont converties en unités d’information a transmettre,

— la gestion du flux de données au niveau global, ot un algorithme gere les interactions
entre les différents flux, évitant ainsi par exemple les collisions ou la perte de
paquets induits par une surcharge du réseau.

Lors de I’émission, la gestion des données dépend du protocole utilisé et de son implé-
mentation. La taille, la fréquence d’émission et la priorité des paquets peuvent ainsi étre
ajustés, en prenant éventuellement en compte des consignes issues de la gestion globale

11



Chapitre 1. Introduction

S
1 Te 1

Fic. 1.1 — Modele de type Shannon- Weaver.

du réseau.

Lorsque le flux de données devient trop important, la capacité du réseau est dépassée
et de I'information est perdue. Des algorithmes spécifiques entrent alors en action, afin
par exemple d’éviter les collisions ou de gérer la file d’attente en entrée du routeur.
L’émetteur peut étre dans ce cas informé de la saturation et adapter son taux d’émission.

Apres un bref apercu de modeles élémentaires de canaux de communication, nous
verrons dans ce chapitre des exemples de réseaux a utilisateurs multiples et les problé-
matiques spécifiques induites par la commande des systemes en réseau. Cette analyse
permettra la justification de la formulation choisie pour aborder la stabilisation des
systemes commandés par réseaux. En fin de chapitre nous aborderons les principales
contributions de cette these ainsi que leur organisation dans le présent manuscrit. Une
partie de ce chapitre a été présentée dans [Witrant, 2003].

1.1 Modeles de canal de communication

Le canal de communication est envisagé de différentes fagons selon le domaine d’ap-
plication dans lequel il est utilisé. Dans le cadre de la théorie de I'information, celui-ci
est considéré comme une source de corruption de 'information. Ainsi la communication
de données binaires s’effectue, en prenant comme exemple un modele de type Shannon-
Weaver[Shannon & Weaver, 1949], avec une corruption de donnée de probabilité e. Ceci
signifie qu'un 0 émis a une probabilité de 1 — € de conduire a la réception d’un 0 et
une probabilité de € de conduire a la réception d’'un 1, comme illustré dans la figure [1.1.
Une autre approche, plus fréquemment utilisée dans le cadre de I'automatique, consiste a
considérer le canal comme une source de retard dans la communication. La transmission
est supposée fidele et le probleme de modélisation revient a établir le modele de retard
le plus proche de celui subi par les données.

Les modeles de canal de communication peuvent aussi étre différenciés selon la nature de
la transmission, qui peut étre digitale (paquets d’information) ou continue. Notons qu’'un
modele de transmission continue n’exclut pas le fait que les données soient émises par pa-

12



Chapitre 1. Introduction

i(x,t)
_>
Q (@)
+
v(x,t)
- .
0 d

Fic. 1.2 — Ligne de transmission a deux conducteurs.

quets mais suppose plutot que le conditionnement des données (algorithmes d’émission,
de gestion du flux et de réception) est inclus dans le modele du canal de communication.
Dans ce cas et pour I'exemple d’un systeme physique commandé par réseau, le capteur
envoi un flux continu de données vers 'encodeur (qui émet l'information sur le réseau)
et 'actionneur regoit un flux continu du décodeur. Nous considérons le canal de commu-
nication comme une source de retard pour un flux continu de données dans ce travail.
Quatre modeles élémentaires de canal de communication, ou le retard apparait comme
élément prédominant, sont présentés ici. Le premier est celui de la ligne de transmission
sans pertes, basé sur les propriétés physiques de la ligne, qui conduit a modéliser le canal
comme une impédance et un retard constants. Le second est une ligne de transmission
non homogene, induisant un retard et une impédance variables. La troisieme approche
considere le canal comme un retard pur, variable et discret. Le dernier modele (aussi basé
sur un retard pur) décrit quand a lui le réseau de communication comme un ensemble
d’états, chacun étant caractérisé par une distribution spécifique de retards.

Ligne de transmission idéale

Une ligne de transmission idéale est une ligne sans pertes, uniforme dans ’espace et
avec des parametres indépendants de la fréquence (une description précise de différents
types de lignes de transmission est proposée dans [Miano & Mafucci, 2001]). Ce modele
est présenté sur la figure [1.2, ou v indique la tension, i le courant, x la position et d
la longueur totale de la ligne. Ses caractéristiques sont décrites par les équations du

télégraphe
Cav(t,x) _ Ot x)
o Ox
ou(t,r) _L(?z'(t,:c)
or ot

ou L et C' sont, respectivement, d’inductance et la capacitance caractéristique par unité
de longueur de la ligne de transmission. Ces équations ont une solution unique si les condi-
tions initiales de tension et de courant, ainsi que deux conditions limites (par exemple

13



Chapitre 1. Introduction

F1G. 1.3 — Modele de retard variable.

les variables électriques aux extrémités de la ligne) sont spécifiées.

Ce modele représente un canal de transmission a délai constant 7 = dy/L/C, subi par
les variables électriques v et ¢ lors de leur passage sur la ligne. Une approche complete
prenant en compte la dissipation résistive et basée sur la mise en cascade d’un nombre
fini de cellules élémentaires RLC' est présentée dans [Teppoz, 2005].

Ligne de transmission non homogeéne

D’autres modeles de ligne plus complets ont été développés, mais leur complexité rend
leur utilisation peu fréquente lors de la synthese de lois de commande. Le principal in-
convénient du modele idéal, pour représenter un réseau de communication, est qu’il ne
prend pas en compte les perturbations externes sur le flux de données, induites par la
présence d’utilisateurs multiples sur le réseau, ni le codage de I'information (multiplexage
analogique, codage numérique, compression). Nous avons développé, lors d'un travail de
trois mois avec Arjan van de Schaft et Stephano Stramigioli & I’Université de Twente
[Witrant, van der Schaft & Stramigioli, 2005], un modele de ligne de transmission non
homogene mettant en évidence les effets de résonance induits par des variations parame-
triques. Ce travail est présenté en Annexe/C|et illustre comment une ligne de transmission
peut étre source de retard variable dans le temps.

Systeme a retard variable

D’autres approches considerent le canal de transmission comme un retard variable
dans le temps (celui-ci étant la principale source d’instabilité du systéme). Le retard
peut alors étre caractérisé par un modele déterministe, une distribution probabiliste ou
encore une chaine de Markov. Ce dernier exemple est étudié dans [Krtolica et al., 1994]
et induit le modele de retard présenté dans la figure 1.3l La chaine de Markov est utilisée
pour fixer I'un des (3; a un, les autres valant zéro, ce qui permet de permuter entre les
différentes valeurs du retard. Le signal échantillonné y; est ainsi retardé d’un nombre

14



Chapitre 1. Introduction

F1G. 1.4 — Réseau modélisé comme une chaine de Markov a trois niveaux de charge : bas
(L), moyen (M) et haut (H).

d’échantillons ¢A du fait du §; non nul. Le systeme distant recoit le signal wy,.

Ensemble de modeles

Le réseau de communication peut étre aussi considéré comme un systeme ayant diffé-
rents modes de fonctionnements, en fonction de la quantité d’information qu’il doit gérer.
Dans ce cas, différents modeles peuvent étre appliqués selon 1’état global du réseau. Ainsi
dans [Nilsson & Bernhardsson, 1997] et [Nilsson et al., 1998], le réseau est modélisé en
utilisant une chaine de Markov a multiples états, pour lesquels I’état r; correspond a la
charge du réseau (distribution probabiliste du retard de transmission). Un exemple de
ce modele est présenté dans la figure|1.4] avec trois niveaux de charge. La probabilité de
distribution pour r; peut ensuite étre établie en utilisant une matrice de transition, la
probabilité de 1’état et le vecteur de distribution de 1’état du modele de Markov. Cette
approche peut étre étendue plus largement en introduisant d’autres variables physiques
(comme 'impédance) dans ’état.

1.2 Modeles de protocoles

Les modeles de protocoles sont difficiles a établir, I'interaction entre les différents
utilisateurs ne pouvant étre prédite. Néanmoins, des résultats concernant des modeles
moyens permettent de comprendre les principaux processus mis en jeux et de mettre en
valeur les propriétés principales des réseaux. Trois modeles différents de protocoles sont
présentés, illustrant les principaux réseaux de communication utilisés dans I'industrie.

Bus de terrain : CAN

Le bus de terrain CAN (Controller Area Network), fréquemment utilisé dans I'industrie
(notamment automobile avec le VAN, qui est un exemple spécifique de CAN utilisé pour
les controleurs électroniques des véhicules motorisés), est caractérisé par 'utilisation de

229

niveaux de priorité pour I’émission des messages (2% niveaux). Son débit est au maximum

de 1Mbit/s, pour une longueur de 40m. Un noeud peut émettre a tout instant si le bus
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Chapitre 1. Introduction

est silencieux mais c’est le message a plus haut niveau de priorité qui a l’acces au bus (au
travers du controleur central du bus) si deux noeuds tentent d’émettre au méme instant.
Le délai de transmission induit par ce systeme a été étudié dans [Nilsson, 1998], ot il est
décomposé comme la somme de trois retards : le temps d’attente de fin de I’émission en
cours, le temps d’attente que les messages a priorité supérieure soient émis, et le temps
de transmission du message considéré. Des résultats expérimentaux ont montré que des
fonctions de densité probabiliste sont suffisantes pour établir des modeles simples, mais
qu’'un modele de Markov peut étre utilisé pour des représentations plus complexes.

Réseaux locaux : Ethernet

Les réseaux locaux (souvent dénommés LAN, pour Local Area Networks) sont large-
ment répandus et habituellement utilisés pour connecter des ordinateurs dans les réseaux
privés. Leur taille est limitée, rendant le retard connu et borné, et ils ont un taux de
transmission élevé. Ethernet constitue un exemple courant de réseau LAN en bus, sans
controleur centralisé. L’acces au bus peut étre effectué par protocole a détection de por-
teuse (CSMA - Carrier Sense Multiple Access) avec détection de collision (CD - Collision
Detection). Avec cette méthode 1’émission débute seulement si le canal est libre, mais
deux (ou plus) émetteurs peuvent décider d’émettre en méme temps, ce qui induit une
collision. Cette derniere est automatiquement détectée et les deux émetteurs arrétent
leur émission, pour la reprendre apres un temps aléatoire. Les caractéristiques du retard
dépendent fortement de la charge du réseau, rendant Ethernet tres difficile a modéliser.

Réseaux longue distance : Protocole de transfert

Les réseaux grande distance ou WAN (Wide Area Network) sont caractérisés par la
présence d’'un ou plusieurs routeurs et de commutateurs, qui gerent et distribuent I'infor-
mation. La principale influence du routeur est d’induire une file d’attente ot sont stockés
les messages avant d’étre retransmis. Notons que ce probleme apparait également dans
les LAN, ou les commutateurs sont de plus en plus utilisés. Lorsque les flux d’entrée
dans le routeur sont trop importants, celui-ci devient congestionné et des paquets d’in-
formation sont perdus. L’émetteur peut-étre informé des paquets recus par l'envoi de
acquittements (acknowledgements) par le destinataire. Un flux de données passant par
un routeur est présenté dans la figure 1.5. Un modeéle moyen déterministe du retard est
disponible pour différents types de réseaux, notamment pour ceux a file d’attente [Gross
& Harris, 1998].

Le protocole de controle de transfert TCP (Transfer Control Protocol) est un exemple
classique de protocole utilisé dans les réseaux longue distance et LAN, mis en place aux
deux extrémités du canal de communication afin de permettre aux utilisateurs d’émettre
et de recevoir des données au travers d’internet. C’est un protocole dit sécurisé, dans le
sens ou tout paquet perdu est réémis. Son objectif principal est de maximiser le taux de
transmission de 'utilisateur en ajustant la taille de la fenétre d’émission de 'utilisateur

16



Chapitre 1. Introduction

W(t) Routeur Congestionné

C)
paquets de données paquets transmis
Emetteur | 000 0000 q(t)Q 0000 0000 | Reécepteur
A Tline (|
% paquets perdus
= p®
R(t)
Acquittements

0000 0000 <

Fi1G. 1.5 — Exemple de flux dans un réseau comportant un routeur.

en fonction de la congestion du réseau, exprimée par le nombre de paquets perdus. Bien
que le TCP ne soit pas un protocole de premier choix pour la synthése d’'une commande
par réseau (faible qualité de service, notée QdS par la suite), il fournit un exemple inté-
ressant de protocole sécurisé pour lequel des modeles moyens continus ont été développés
[Misra et al., 2000; Low et al., 2001]. Un tel exemple de modele sera présenté dans la
section 1.4.3] illustrant la présence d’une file d’attente dans le réseau.

D’autres modeles de réseaux, plus généraux, ont été développés afin d’assurer une
meilleure QdS. Ainsi une modélisation de type compartiments est proposée dans [Mounier
& Bastin, 2001a; Mounier & Bastin, 20015] pour la description d’un réseau & commuta-
teur (switch). Ce modele, dit de seaux percés a jetons, est utilisé dans la construction
de lois de commande de proche en proche garantissant la stabilité globale du réseau. Un
modele étendu, comprenant les systemes commandés par réseau et le réseau lui-méme,
est développé dans [Mastellone & Abdallah, 2005]. Dans ce cas, 'analyse de stabilité est
effectuée en utilisant la théorie des systemes commutés.

Les différents modeles présentés dans cette sous-section peuvent étre interprétés dans
le cadre de la théorie de l'information (perte de qualité de transmission de données) ou
dans celui des systemes a retard. Comme indiqué lors de présentation des protocoles,
oll nous avons insisté sur la nature du retard induit, nous positionnons le probleme
de stabilisation par l'intermédiaire d’un réseau de communication dans le cadre de la
transmission avec retard.

17



Chapitre 1. Introduction

1.3 Problématiques NECS

La présence d'un réseau dans la boucle de commande induit de nombreuses problé-
matiques spécifiques telles que :
— la quantification du signal lors de 1’émission /réception des paquets d’information,
— le compression/décompression des informations transitant par le réseau,
— la perte de paquets due a la congestion du réseau,
— la gestion du trafic par le routeur afin de garantir la stabilité ou la performance du
systeme considéré lors de la congestion,
— la stabilisation des systemes en présence de retard,
— la prise en compte de la bande passante disponible (dépendante de I’état d’occu-
pation du réseau) lors de la synthese du controleur.
Chacun de ces points faisant 'objet d'une formulation et d'une voie de recherche
spécifique, nous nous contenterons d’en donner un bref apercu afin de justifier ’approche
choisie.

Quantification et codage

Les problemes de quantification et de codage sont liés a la théorie de 'information ;
ils apparaissent lors de la conversion d’un signal de mesure physique en unités d’infor-
mation transmises au réseau (élaboration de 'alphabet, quantification, compression...).
Le probleme du codage des données pour I’émission sur un réseau de communication
est considéré dans [Alamir & Commault, 2004], et fait plus généralement partie de la
problématique de la commande avec information limitée. Dans ce cadre, des résultats
ont été obtenus sur le lien entre la longueur de mots composant I'alphabet et la période
d’échantillonnage admissible [Williamson, 1990], sur les effets chaotiques induits par
I'approximation en utilisant des longueurs de mots finies [Ushio & Hsu, 1987], ou encore
sur les effets de la quantification de ’état sur la stabilisation d’un systéeme instable en
boucle ouverte [Delchamps, 1990]. Les problemes liés a la quantification ont été abordés
dans le cadre de 'automatique avec notamment la stabilisation par commande quanti-
fiée [Brockett & Liberzon, 2000] utilisée afin de conduire le systéme vers un ensemble
invariant autour de I’équilibre [Picasso & Bicchi, 2003], la syntheése de quantificateurs
pour systémes a données échantillonnées [Ishii & Francis, 2003; Ishii & Basar, 2005], et
une approche probabiliste pour la stabilisation de systemes quantifiés [Ishii et al., 2004].
Nous pouvons aussi considérer le probleme de I’échantillonnage & période variable (cette
variation étant induite par le réseau) combiné a un retard variable : une formulation
continue de ce probleme ainsi qu'une solution de stabilisation type LMI est proposée
dans [Fridman et al., 2004; Seuret et al., 2006]. Pour finir, une méthode de synthese de
I’encodeur et du décodeur permettant de répondre a des objectifs de commande clas-
sique est proposée dans [Tatikonda et al., 2004], ou les systemes de commande linéaire
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stochastique sont considérés et ou I'influence du canal de communication sur le probleme
de synthese LQG est établie.

Congestion et perte de paquets

La perte de paquets et la congestion du réseau apparaissent dans les réseaux a file
d’attente (routeur ou switch) lorsque le flux de données est trop important. La gestion
de la file d’attente s’effectue par le protocole mis en place au niveau du routeur, qui
détermine de quelle maniere les paquets sont rejetés (pour PAQM par exemple, le
nombre de paquets rejetés est proportionnel a la longueur de la file lorsqu’une certaine
longueur de référence est atteinte). Le controle de congestion fait ’'objet de nombreux
travaux dans le domaine de l'informatique [Mascolo, 1999; Low et al., 2002] et la
stabilité du réseau résultant d’'un choix particulier de fonction de rejet de paquets
peut étre étudiée (voir [Hollot & Chait, 2001] pour 'exemple TCP/AQM). Le cas du
controle de la file en prenant en compte 1’état de congestion est étudié en détail dans
[Van Foreest, 2004]. Lorsqu'un paquet est perdu, il peut étre réémis (par exemple,
dans le cas du TCP) ou non (UDP...). Dans le second cas, 'analyse de stabilité du
systeme commandé par réseau inclut la considération de perte d’information et ne
peut étre effectuée par les approches continues. Ainsi dans [Azimi-Sadjadi, 2003] un
principe de seuil d’incertitude est utilisé pour déterminer le taux de perte de paquets
pour lequel le systeme bouclé non perturbé reste stable au sens des moindres carrés
(I'espérance de la norme de I’état au carré est nulle en l'infini). D’autres résultats [Ling
& Lemmon, 2002; Ling & Lemmon, 2003] proposent la synthése d'un compensateur
optimal de pertes, utilisant les informations passées, qui est obtenu par obtention
d’un controleur contraint généralisé. Pour finir, ce probleme peut aussi étre abordé
en utilisant la théorie des jeux [Alpcan & Bagar, 2002; Alpcan & Bagar, 2003|, ou
I'unicité de I’équilibre de Nash est utilisée pour obtenir la garantie de stabilité, sous cer-
taines conditions de variation faible pour les flux agrégés par rapport aux retards induits.

Présence de retards

Un élément fondamental induit par la présence du réseau dans la boucle de commande
est la présence de retards entre les capteurs et la commande, et entre la commande
et les actionneurs. La commande des systemes a retard constitue un sujet tres vaste
[Dugard & E. Verriest (Eds), 1997; Gu et al., 2003; Richard, 2003; Niculescu & K. Gu
(Eds.), 2004] et nous n’en donnerons ici qu’un bref aperc¢u, en commengant par les ap-
proches déterministes. La plupart des analyses de stabilité classiques (en utilisant les
fonctions de Lyapunov-Krasovkii et Lyapunov-Rasumikhin par exemple) considérent un
retard constant ou de borne connue [Niculescu, Verriest, Dugard & Dion, 1998; Kolma-
novskii & Richard, 1999]. Le retard constant peut étre compensé a 'aide d’un prédic-
teur de Smith [Smith, 1959] ou plus généralement un prédicteur d’état a horizon fixe
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[Manitius & Olbrot, 1979; Kwon & Pearson, 1980; Artstein, 1982]. Le cas des retard
temps variant ou dépendant de ’état peut étre abordé avec les solutions présentées dans
[Yu, 1999; Verriest, 2002] lorsque le systéme est stable en boucle ouverte. De maniére
plus générale, une méthode constructive de stabilisation robuste basée sur une transfor-
mation descriptive du modele (dénommée descriptor model method) est proposée dans
[Fridman et al., 2003; Fridman & Shaked, 2003] et appliquée au cas des retards temps
variants dans [Seuret et al., 2004]. Dans un cadre similaire, la stabilisation de systemes
neutres en présence de saturation sur la commande est décrite dans [Gomes da Silva
Jr. et al., 2005]. Le prédicteur d’état a horizon variable sera détaillé dans le chapitre
suivant. La téléopération constitue un probleme classique de systeme a retard, incluant
également les problématiques d’adaptation d’impédance et de diffraction d’onde dues a
l'utilisation de deux canaux de transmission. Des solutions basées sur la passivité (ap-
proche énergétique) ont été développées pour le cas d’un retard constant [Anderson &
Spong, 1989; Niemeyer & Slotine, 1991] puis un retard variable, identique [Niemeyer &
Slotine, 1998] ou différent [Lozano et al., 2002; Berestesky et al., Sept. 2-4, 2004] sur les
deux canaux. Une approche prédictive pour le cas du retard variable est considérée dans
[Pan et al., 2004]. Pour clore ce bref apercu sur les systémes a retard, des approches
stochastiques ont aussi été développées, considérant le retard induit par le réseau comme
une distribution probabiliste ou une chaine de Markov [Nilsson, 1998].

Allocation de ressources et limite de bande passante

La présence sur le réseau de multiples utilisateurs suppose un partage et une redistribu-
tion des ressources, ainsi qu'une limite de la bande passante disponible pour chacun des
émetteurs. La bande passante minimum garantie détermine la qualité de service (QdS)
assurée par le réseau. Celle-ci dépend de la gestion de la file d’attente au niveau du rou-
teur ainsi que de celle des émissions, effectuées par le controleur centralisé (par exemple
au niveau du routeur). Le probleme d’allocation de ressources est classiquement abordé
en mathématiques discretes afin d’illustrer les solutions par programmation linéaire ; nous
ne verrons ici que quelques exemples d’approches orientées automatique appliquées a des
réseaux sans fil (donc a ressources plus limitées). L’analyse d’allocation de capacité dans
un réseau Bluetooth (communication radio a courte distance pour systémes mobiles) est
formulée comme un probleme d’optimisation convexe dans [Son et al., 2002], ou une loi
hybride de distribution de capacité est proposée. La QdS pour les réseaux locaux sans fil
(WLAN, pour Wireless Local Area Network) répondant a la norme IEEE 802.11x (ver-
sion sans fil de réseau Ethernet) avec une méthode d’acces par fonction de coordination
hybride est assurée dans [Grieco et al., 2003]. L’algorithme proposé prend en compte le
retard induit par la file d’attente désirée et utilise une loi de commande par retour d’état
proportionnel, les perturbations étant compensées par action anticipative. Le concept de
réseau sous-jacent [Delli Priscoli, 1999] est utilisé dans [Delli Priscoli & Isidori, 2005]
afin de considérer plus généralement les réseaux sans fil avec architecture IP (Bluetooth,
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I[EEE 802.11, Hyperplan II, UMTS, GPRS). Un module de commande de circulation
incluant des buffers avec un controleur gérant les datagrammes IP entrant et sortant est
inséré au niveau de l'interface aérienne afin d’assurer un équilibre idéal garantissant les
performances requises.

Une approche plus générale considere la commande sous contraintes de communication,
ou la commande s’effectue de maniere distribuée sur le réseau et ou un critere de com-
plexité de information est défini [Tatikonda & Mitter, 2004]. Un autre résultat d’intérét
majeur est proposé dans [Sahai & Mitter, 2005a; Sahai & Mitter, 20050], ou la notion
appelée anytime capacity est définie pour introduire une nouvelle qualité paramétrique
du canal de communication, permettant de prendre en compte la présence de bruit. La
richesse de l'information peut ainsi intervenir directement dans la synthese de loi de
commande.

Pour une QdS garantie, la contrainte de bande passante peut étre prise en compte
lors de la synthese du controleur dédié au systeme commandé a travers le réseau. Dans
ce cadre, une solution au probleme d’estimation de 1'état est proposée dans [Wong &
Brockett, 1997], ou le concept de séquence récursive finie pour le codeur-estimateur est
introduit et la convergence de 1’algorithme d’estimation est proposée. Le probleme de
stabilisation avec information limitée est abordé dans [Wong & Brockett, 1999] avec
I'introduction d’un critere moins contraignant que celui de la stabilité classique : la
contenabilité, proche de la stabilité pratique. Un systéme de communication commandé
est contenable si pour toute sphere N centrée sur l'origine il existe un environnement
ouvert centré sur 'origine M et un codage et une loi de commande tels que toute tra-
jectoire partant de M reste dans N pour tout temps. Cette notion differe de la stabilité
classique du fait que M est un sous-ensemble de N. Le résultat proposé permet de relier
contenabilité, taux de transfert de données et variation de I'état.

1.4 Formulation du probleme de commande

Les sections précédentes sont maintenant utilisées afin de formuler le probleme de
commande des systemes commandés par réseaux. Apres une évaluation des spécifications
techniques induites par le réseau, nous détaillerons les arguments motivant le choix d’une
approche déterministe pour la résolution de ce probleme de commande. Nous verrons
ensuite la formalisation de ce dernier comme un systeme a entrée retardée par un retard
temps variant décrit par un systeme d’équations différentielles. Un exemple de modele
de réseau répondant aux caractéristiques proposées, utilisé par la suite afin d’illustrer les
résultats obtenus, sera finalement présenté.
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Autres systemes utilisant le réseau

Systeme Controleur

PT PT PT PT

Réseau avec protocole de transfert

F1G. 1.6 — Systeme controlé par réseau.

1.4.1 Spécifications du réseau et motivations

Nous considérons ici un réseau utilisé par de multiples utilisateurs émettant sur
le méme canal de communication avec un algorithme gérant les flux de données (par
exemple un routeur). Un protocole de transfert (PT) est mis en oeuvre pour permettre
aux systemes connectés d’émettre et de recevoir au travers du réseau, comme illustré
dans la figure[1.6. Des exemples de tels protocoles sont fournis par

— User Data Protocol (UDP)

— Transfer Control Protocol (TCP)

— Network Control Protocol (NCP)

— Sequenced Packet Exchange (SPX)

Les deux premiers sont construits sur des réseaux a protocoles Internet (IP) alors que
NCP et SPX sont utilisés sur des réseaux IPX (Internetwork Packet Exchange). A noter
que TCP et SPX sont des protocoles sécurisés.

Le probleme de stabilisation par I'intermédiaire d’un réseau est principalement ren-
contré pour les systémes embarqués a dynamique rapide (automobiles, avions, drones...)
ou un réseau dédié est mis en place entre les capteurs et actionneurs. Le réseau dédié
permet 'utilisation d'un protocole sécurisé, qui peut étre construit sur une base UDP
(plus performant que le TCP) ou autre. Le faible cout actuel et la standardisation des ré-
seaux rapides de type Ethernet rend négligeable le temps de propagation par rapport au
temps de gestion de l'information. L’impact d’un tel réseau est donc d’induire un retard
temps variant entre le systeme et la loi de commande, di a l'interaction des multiples
utilisateurs. L’absence de pertes permet de justifier I'hypothése d’un retard borné. Pour
des raisons de causalité dans le calcul de la loi de commande et de garantie de service
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Paquet 1: Départ:

t=0ms

p Fz:le.d'attente: Arrivée: =1 ms
metteur débit: 1 pqt/ms t=1 ms
traitement: 1 ms

I —»|  Récepteur

Paguet 2: Depart: l+8 paquets
t=1ms
File d'attente: Arrivée:
Emetteur ’ T=9 ms

debit: 1 pqt/ms t=10ms
traitement: 1 ms

——p| Récepteur

Fic. 1.7 — lustration de 'hypothese 7 < 1.

(réseau sans perte), nous supposons aussi que
T(t) <1

Cette hypothese est justifiée physiquement par le fait que le retard est borné et qu’il
est celui pergu par le récepteur, et non le retard effectif présent dans le réseau. Afin
d’illustrer cette différence, considérons le canal présenté dans la figure [1.7, illustrant le
transport d’un paquet devant passer par une file d’attente ayant pour débit de sortie
1 paquet/ms et un délai pour traitement de l'information de 1ms. L’émetteur émet
toutes les millisecondes. Le premier paquet arrive dans la file vide, subi un retard de
1ms et arrive a t = 1 ms. Le second paquet est émis dans la milliseconde qui suit mais
8 paquets sont arrivés dans le buffer durant ce laps de temps; ce paquet subi donc un
retard de 9ms et arrive & t = 10ms. La variation du retard dans le réseau 7, est donc
7, = 8, mais le retard percu par le récepteur est le rapport entre la différence de délais
et la différence des temps d’arrivée

dr AT 9—-1

—r —=——x1

da At 10-1
Notons aussi que si le retard percu par le récepteur est de dérivée égale a un, ceci
implique qu’un paquet précede dans la file le paquet émis a chaque instant et pour tout
temps (le paquet reste indéfiniment bloqué dans la file), ce qui est contradictoire avec
les hypotheses de bornitude sur le retard.

Remarque. La présence d'un PT entre le réseau et le systeme physique au niveau
du récepteur permet la réorganisation des paquets dans leur ordre d’émission, ce qui
constitue une hypothese courante pour la stabilisation des systéemes commandés par
réseau. Ceci garantit une borne inférieure sur la dérivée du retard, qui n’est pas utilisée
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dans ce travail mais est cependant intéressante pour illustrer le lien entre les propriétés
du réseau et le modele de retard associé. En effet, considérons un premier paquet émis
au temps t; subissant un retard 7 et un second paquet émis au temps t, subissant un
retard 79. L’ordonnancement correcte des paquets implique que la relation suivante soit
vérifiée

h+n <ty+m7
d’ou
T —T1 dr
th—t,  dt

Le fait que nous n’ayons pas besoin dune telle hypothese est d’un intérét particulier

-1<

car nous pouvons alors envisager une extension du travail proposé a la stabilisation des
systemes a échantillonnage temps variant, en suivant un formalisme similaire a celui
proposé dans [Fridman et al., 2004; Seuret et al., 2006]. &

Nous avons vu précédemment que des modeles moyens continus sont disponibles pour
évaluer I’évolution dynamique du réseau, ainsi que le retard temps variant induit. C’est
pourquoi nous considérerons dans un premier temps le cas ou un modele déterministe
du retard est disponible pour I’élaboration de la loi de commande, comme c’est le cas
dans un petit réseau embarqué. Nous verrons ensuite quelles sont les marges applicables
a une telle hypothese grace a une analyse de robustesse.

1.4.2 Justification du modele déterministe

L’hypothese d’'un modele déterministe de retard peut sembler a priori tres contrai-
gnant pour la stabilisation des systemes commandés par réseau. Ce paragraphe a pour
objet d’illustrer les nombreux domaines d’application ou cette hypothese est réaliste et
les limitations d'une telle approche. Nous retiendrons que la méthode de commande choi-
sie, par prédicteur d’état, permet de compenser le retard et donc d’obtenir un gain de
performance important par rapport aux autres méthodes.

Prenons tout d’abord I'exemple du réseau dédié ou ’ensemble des taches est régit
par un ordonnancement nécessaire a l’'objectif recherché. C’est le cas par exemple pour
les machines outil ou des ensembles complexes tels les accélérateurs de particules, ou
I'interaction de nombreux sous-systemes sur le réseau ainsi que les temps de calcul et
de transmission de données prennent une importance considérable. Nous avons ainsi
pour objectif de compenser un retard constant, induit par le traitement des données,
et un retard variable, dont la variation est communément dénommée gigue, induit par
leur acheminement. Le systéeme physique considéré est entierement déterministe du fait
de 'ordonnancement des taches et du choix des protocoles mis en cevre sur le réseau.
Il convient donc d’établir une loi de commande permettant d’utiliser au mieux cette
propriété forte du systeme.
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Pour les réseaux dédiés non ordonnancés ou les réseau locaux, le retard induit par

le réseau répond souvent a des comportement moyens induit par le nombre et la qualité
(en terme de propriété d’émission /réception) des utilisateur. Ces comportements moyens
peuvent étre modélisés par des méthodes analytiques (du type de I'exemple TCP) ou a
partir de mesures (caractérisation des sources en fonction de leur effet perturbateur sur
le réseau, par le volume et la fréquence des données transmises). Un exemple de ce type
de systemes est fourni par le réseau local utilisé dans une automobile ou, comme cela a
été souligné dans le projet en collaboration industrielle [Bonnet, 2005], la considération
de la variation du retard dans la synthese de loi de commande répond a une véritable
nécessité.
La source d’incertitude la plus importante dans ce cadre est le nombre de sources émet-
trices, déterminé par les stimuli de déclenchement exogenes des systemes (comme 1’in-
tervention humaine ou la réponse a un signal extérieur d'un systéme). Nous pouvons
envisager dans ce cas un protocole de transfert impliquant qu’une source indique au
réseau son intention d’émettre puis respecte un certain délais avant 1’émission effective
afin de mettre a jours les fonctions exogenes du modele. Le retard de transmission in-
duit (temps nécessaire a I'information émise par la source pour rejoindre le récepteur
modélisant le réseau) se justifie par le gain de performance permis par le prédicteur. Des
protocoles dédiés a la commande tel celui développé dans [Briat, 2005], ou le transfert
de données et la gestion de file d’attente sont établis afin de respecter des contraintes de
bandes passantes spécifiées par les unités émettrices, sont aussi appropriés a ce type de
systemes.

Pour des réseaux de plus grande taille, ou la commande d’un systeme physique n’a
qu’une faible place par rapport au trafic global, les états de charge du réseau déterminent
la valeur du retard et de ses variations. Ce type de systemes est classiquement illustré
par la téléopération par internet. Nous pouvons établir de maniere intuitive que le retard
induit est proportionnel a la charge du réseau mais que sa variation est inversement
proportionnelle. Le nombre d’états caractérisant le réseau (et la précision d’estimation
du retard) dépend alors de la qualité et de la fréquence des mesures effectuées. Le modele
de retard utilisé par le prédicteur dépendra dans ce cas de ’état de charge du réseau,
avec les caractéristiques de robustesse associées.

Cette sous-section nous a permis de considérer les différents types de réseaux par
ordre de déterminisme. Le comportement imprévus et non-déterminisme du réseau est
pris en compte dans la présente étude par ’analyse de robustesse présentée au chapitre
4. Nous verrons en effet comment le gain de commande admissible ainsi que le profil
de retard peuvent étre prise en compte explicitement pour déterminer I’erreur maximale
admissible sur I'estimation du retard ainsi que la variation temporelle maximale de cette
erreur. Ce résultat, permettant une évaluation quantitative des compromis a réaliser entre
la connaissance possible du retard induit par le réseau et les performances admissibles
pour le systeme, présente une alternative réaliste aux approches stochastiques classiques.
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1.4.3 Formulation du probleme

Nous considérons la stabilisation a distance des systemes linéaires commandés par
réseau, ce dernier introduisant un retard variable dans l’entrée de commande. Notons
que le probleme d’instabilité ou de perte de performance induite par la variation du
retard est classiquement appelé Jitter dans le milieu industriel et que peu de solutions
sont disponibles pour le résoudre. Plus précisément, la classe de systemes étudiée est
décrite par les équations suivantes

#(t) = Ax(t)+ Bu(t—17(t)), x(0)==xg
y(t) = Ca(t)

olt z € R™ est 'état interne du systéme, u € R! est 'entrée de commande, y € R™ est
la sortie mesurée, et A, B, C sont des matrices aux dimensions appropriées. Les paires
(A, B) et (A, C) sont supposées stabilisable et détectable, respectivement, mais aucune
hypothese n’est faite quand a la stabilité de A. Nous considérons donc aussi le cas des
systemes instables en boucle ouverte.

Le réseau intervient par 'intermédiaire du retard variable, pouvant étre décrit par un
modele de type

) = FEOub),  2(0) =z (14.3)
= 4

ou la variable z(t) décrit I’état interne du réseau et 7(t) est le retard résultant. Le signal
exogene ug4(t) est supposé connu et les fonctions f(-) et h(-) connues et contintiment
dérivables (de classe C'). Les équations (1.4.3) et (1.4.4) sont obtenues grace & un modele

du canal de transmission et décrivent la dynamique interne du retard. Par exemple, dans
le cadre d’un réseau a routeur et PT (voir 'exemple [1.4.1)) :
— z(t) décrit I'évolution temporelle de la taille des fenétres d’émission W;(t) (pour
i = 1...N sources connectées au réseau) et de la longueur de file d’attente du
routeur ¢(t),
— ug(t) est une entrée exogene du systeme composée du nombre d’utilisateurs N, de
la capacité du canal en sortie du routeur C, et de la probabilité de perte de paquets
p(t),
— f(2(t),uq(t)) décrit la dynamique interne du réseau, déterminée par le PT (taille
des fenétres) et par la politique de gestion de la file d’attente,
— h(z(t),uq(t)) donne le retard résultant 7(¢) du modele complet. Ce retard est celui
subi par le signal émis par le controleur a ’attention du systeme.
Nous supposons que toutes les solutions du modele (1.4.3)-(1.4.4) ont les propriétés
suivantes, pour tout ¢t > 0

Tmaz > T(t) >0 (1.4.5)
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sup7(t) =v <1 (1.4.6)
teR+

Ol Tyae > 0 est une borne supérieure sur le retard 7(¢) et v > 0 est une constante
arbitrairement proche de un. La premiere de ces deux propriétés est assurée par le choix
d’un réseau sécurisé alors que la seconde est une caractéristique de causalité, comme
décrite au paragraphe précédent.

Remarque. L’approche de commande développée dans cette these est établie sur ’hy-
pothése que le réseau peut étre représenté par un modele déterministe. En effet, nous
verrons par la suite que le retard doit étre prédit sur un horizon [t,t 4+ Tpaz], OU Thnas
est le retard maximum induit par le réseau, et que les incertitudes du modele, ou com-
portement non déterministe du réseau, sont prises en compte avec une analyse de ro-
bustesse. Le choix d’un modele basé sur une équation différentielle ordinaire n’a qu’une
importance secondaire et est motivé par le formalisme analytique utilisé. Les résultats
proposés peuvent aisément étre étendus aux modeles de réseaux discrets ou hybrides.
Ainsi le prédicteur pourrait aussi étre utilisé avec un modele établi sur les niveaux de
charge du réseau (tel que celui présenté figure 1.4), la charge pouvant étre mesurée sans
difficulté, dans la mesure ou l'erreur induite par le temps d’actualisation du modele lors
d’une transition respecte les criteres obtenus par I’analyse de robustesse. &

1.4.4 Exemple d’application : le réseau TCP

Nous avons choisi le TCP comme exemple de réseau du fait de ’absence de perte
de paquets, malgré ses faibles performances au niveau du retard induit. Cet exemple
d’application constitue donc une étude du pire cas du point de vue de la commande des
systemes a retard.

Exemple 1.4.1

Un modele de type flux de fluide du TCP a été développé dans [Misra
et al., 2000] en utilisant des équations différentielles de Poisson. Ce modele
considere N flux TCP (indexés par ¢ = 1,..., N) qui transitent par un rou-
teur de capacité C. Chaque flux est caractérisé par le temps d’aller-retour
R; et par la taille de la fenétre d’émission d’espérance W;(t). Au niveau du
routeur, la dynamique de la file d’attente est exprimée par la longueur de file
d’attente d’espérance ¢(t) et par la longueur moyenne de file d’attente d’espé-
rance ¢(t). Une politique de gestion active de la file telle que 'AQM (Active
Queue Management) est introduite avec la fonction de perte de paquets p(q).
Cette fonction correspond a la probabilité de marquage des paquets qui se-
ront considérés comme perdus. Les équations dynamiques décrivant le TCP
s’écrivent alors

AW;(t) 1 Wi(t)Wi(t — Ri(q))
)

i R(g) | 2Rt~ Rq) P @)
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dczi(tt) _ ln(l(s— Q) a(t) — ln(l(s— Q) o)
dq(t) ()
T SO LRy

Rilg) = & + Ty

ou Tp; est le retard constant induit par la ligne de transmission, a est une
constante de pondération comprise entre 0 et 1, et d est la période d’échan-
tillonnage. Nous avons utilisé ici I’hypotheése courante que le temps mis par
I'information de perte de paquet (émise par le routeur) pour atteindre la
source émettrice est assimilable & R;(t). Le controle d’'un tel modele peut
s’effectuer au niveau du routeur en choisissant une politique AQM appro-
priée (par la définition de p(q)).

La validation de ce modele a été effectuée en le comparant aux résultats
obtenus grace au simulateur de réseau ns. Cette comparaison considere un
réseau comportant cing sources et deux routeurs. La file d’attente estimée et
la longueur de file instantanée sont présentées dans les figures |1.8(a)-1.8(b)
(extraites de [Misra et al., 2000]), ou la réponse du modele -notée DE- est
superposée avec celle de ns. Notons que l'effet du “slow start” induit par le

ns simulation Instantaneous Queue length

ns simulation Queue estimate
— ———  DE Average Instantaneous Queue length

DE Average Queue estimate

(1P — N A
| \ 19

Packets

L . . . L L . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 40 60 100
Time Time

(a) File Estimée (b) Longueur de file instantanée

Fi1G. 1.8 — Validation du modele TCP avec le simulateur ns.

TCP n’est pas inclus dans le modele et génere le pic de départ sur les courbes
obtenues avec ns. Ces résultats illustrent l'efficacité du modele proposé pour
représenter le comportement moyen du réseau, bien que les phénomenes tran-
sitoires apparaissent de maniere légerement retardée.

L’exemple précédent montre comment la dynamique interne du réseau, induite par la
file d’attente du routeur, est affectée par le protocole de transfert implémenté au niveau de
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Longueur de file et taille moyenne des fenétres
20 T T T T T

10F -

q(t) et W(t) (paquets)

\W2

0 1 Il Il 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps (s)

Fic. 1.9 - Etat du réseau et calcul de 6(t).

I'émetteur (taille de la fenétre) et par les caractéristiques intrinseques au réseau (telles
que la capacité du canal de transmission...). L’émetteur adapte la taille de la fenétre
d’émission W (t) en fonction des ressources disponibles sur le réseau. Le retard résultant
dépend du temps de transmission, de la longueur de la file d’attente, ainsi que du temps
induit par la gestion de I'information au niveau du router (adressage, etc.).

De maniere plus générale, le modele précédent fait partie de la classe de systemes pouvant
étre représentés par une équation différentielle de type (1.4.3)-(1.4.4) avec

2(t) Wi(t) ... Wa(t) qt)]*

[
ug(t) = {N(t),C(t),p(t)}
Fa(),ualt)) = [d%(t) deZ(w dcczl_gs)]
1 [q(t)

M) = 5 |90+

et ou le retard induit 7;(¢) est estimé comme étant la moitié du temps d’aller retour. La
dynamique de I'état ¢(t) n’apparait pas explicitement ici du fait de la considération de
p(t) comme une entrée exogene.

Le modele de réseau présenté ci-dessus est illustré par I’exemple numérique suivant.

Exemple 1.4.2

Soit un réseau constitué d’un routeur et de deux flux TCP (celui utilisé par
le canal de commande et un flux perturbateur, agissant entre ¢t = 0, 25s et
t = 0,8s). Les parametres de ce réseau sont tels que le retard est obtenu a
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partir des équations dynamiques

dWi(t) 1 Wi(t) Wit — Ra(t)) m(t)

ait Rty 2 Ri(t—Ri(e)

dW, (t) _ 1 B Wy (t) W, (t - RZ(t))p (t)

dt Ry(t) 2 Ryt — Ro(t)) o
dqlt 2 Wit

% — —300 + ; RZ((t;, q(0) =5
7(t) = Ra(t)/2
avec Ry(t) = %—i—o, 001, Ry(t) = %‘1‘07 0015, p;(t) = 0,005 x q(t — Ri(t)),

i=1,2,et W1(0) = W5(0,25) = 10 paquets. L’évolution temporelle des états
internes du réseau q(t), Wi(t) et Wa(t) est présentée dans la figure [1.9.

Cet exemple sera utilisé comme base de modele de retard dans la suite de ce travail.

1.5 Contributions de la these

Cette introduction nous a permis d’avoir un apercu des différents types de problemes
inhérents au réseau et de mettre en évidence l'importance du retard variable dans ce
cadre. Une analyse des propriétés du réseau justifie certaines hypotheses, notamment sur
la bornitude du retard et de sa dérivée, qui orientent notre choix vers l'utilisation d’un
prédicteur d’état. Les différents chapitres de cette these sont présentés ci-dessous.

Etat de I’art sur le prédicteur d’état

Le second chapitre est dédié a une étude bibliographique permettant de se familiariser
avec les propriétés des systemes a entrée retardée commandés par un prédicteur d’état.
Nous verrons plus particulierement ’attribution de spectre fini, I'utilisation d’un horizon
de prédiction temps variant et quelques éléments de mise en ceuvre. Cette étude motivera
I’analyse effectuée par la suite, notamment concernant I'utilisation d’un modele de retard
pour établir la loi de commande et une compréhension plus détaillée du systeme en boucle
fermée ainsi obtenu.

Prédicteur par retour d’état

Dans ce troisieme chapitre, nous détaillerons le cas du prédicteur a horizon variable
dans le cas ou I'état complet est mesurable. Ceci nous permettra de relier les conditions
de stabilité et de causalité aux hypotheses émises sur le modele dynamique du retard.
Nous verrons ensuite différentes méthodes de calcul de ’horizon de prédiction, et plus
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particulierement une méthode par estimation dynamique permettant de faire apparaitre
de maniere ezplicite le modele du retard dans la loi de commande. L’effet de cette
estimation sur la dynamique du systeme en boucle fermée sera détaillé.

Analyse de robustesse vis-a-vis d’incertitudes sur le retard

Afin de valider ’approche proposée, et notamment son applicabilité a la stabilisation
des systemes commandés par réseaux, il convient d’étudier sa robustesse lors d’une erreur
d’estimation sur le retard, comme proposé dans le quatrieme chapitre. Ceci nous permet-
tra de définir la qualité de réseau nécessaire a une mise en ceuvre sture et performante
de la loi de commande, en vue d’établir un éventuel cahier des charges pour un réseau

dédié.

Application et résultats expérimentaux

Le cas concret d'un réseau induisant un retard sur les deux canaux de communication,
ol seule la sortie du systeme est disponible pour établir la loi de commande et ot I’objectif
est la poursuite d'une trajectoire de référence, est considéré dans le cinquieme chapitre.
Nous verrons comment 1’horizon de prédiction peut étre étendu afin de prendre en compte
un second retard, et comment le prédicteur d’état peut étre aisément inclus dans une loi
de commande basée sur 1’observation ou la poursuite de trajectoire.
La fin du chapitre présentera la mise en application de la loi de commande proposée sur
un banc d’essai expérimental constitué d’'un pendule inversé.

Publications
Les travaux suivants, décrits dans ce manuscrit, ont été publiés ou sont en cours de
soumission :

— E. Witrant, “An Overview of Networked Control Systems”, Note interne, Labora-
toire d’Automatique de Grenoble, Grenoble, France 2003.

— E. Witrant, C. Canudas de Wit and D. Georges, “Remote Output Stabilization
Under Two Channels Time-Varying Delays”, Proc. of the 4" IFAC Workshop on
Time Delay Systems, Rocquencourt, France, September 2003.

— E. Witrant, C. Canudas de Wit, D. Georges and M. Alamir, “Remote Stabilization
via Time-Varying Communication Network Delays : Application to TCP networks”,
Proc. of the IEEE Conference on Control Applications, Taipei, Taiwan, Sept. 2-4,
2004.

— E. Witrant, C. Canudas de Wit, D. Georges and M. Alamir, “On the use of State
Predictors in Networked Control Systems”, en processus de révision pour le livre
Applications of Time-Delay Systems, Springer, 2005.

— E. Witrant, C. Canudas de Wit, D. Georges and M. Alamir, “Remote Output
Stabilization via Communication Networks with a Distributed Control Law”, en
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processus de révision pour IEEE Transactions on Automatic Control, 2005.

— E. Witrant, A. Van der Schaft and S. Stramigioli, “A Passive Model for a Non-
Homogeneous Transmission Line”, Note interne, Universiteit Twente, Enschede,
Netherlands 2005.

— E. Witrant, D. Georges and O. Sename, projet de chapitre du livre Systemes com-
mandés en réseau, IC2 Hermes, 2006.
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Chapitre 2

Etat de I’Art sur le Prédicteur
d’Etat

La commande basée sur un prédicteur d’état est particulierement efficace pour sta-
biliser un systeme (éventuellement instable en boucle ouverte) avec entrée retardée du
fait qu’elle permet le placement des poles du systeme en boucle fermée. Cette classe de
systemes est décrite par une équation différentielle de type

t(t) = Az(t) + Bu(t — 1)

Le placement de poles sur ce type de systemes est effectué par attribution de spectre
fini, comme nous le détaillerons plus loin, et permet d’extraire le retard de la boucle, de
maniere similaire au prédicteur de Smith [Smith, 1959]. En effet, pour le cas du retard
constant, le prédicteur d’état permet de mettre en place la loi de commande

u=—Kzx(t+7)
et le systeme en boucle fermée devient
#(t) = Ax(t) — BKx(t — 7+ 1) = (A — BK)xz(t)

Cette méthode peut aussi étre appliquée au cas des retards temps variants en considérant
un prédicteur a horizon variable, I’horizon étant calculé grace a un modele du retard.

Ce chapitre est dédié a la présentation de résultats notoires concernant 1'utilisation
du prédicteur d’état dans la stabilisation des systemes a entrée retardée. Nous verrons
dans un premier temps quelques approches historiques conduisant a une compréhension
de la méthode de prédiction, a une analyse du systeme bouclé résultant et a la prise en
compte de la dynamique induite par le prédicteur. Une seconde section décrit comment
le prédicteur d’état peut étre analysé d’un point de vue fréquentiel ou inclus dans une
synthese H* pour assurer la robustesse vis-a-vis de perturbations sur le retard ou sur
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u(t-7)

Systéme Linéaire

I

o0 Prédicteur d'Etat éx(t)

FiG. 2.1 — Systeme a retard sur un canal.

I’état. Quelques considérations concernant les instabilités liées a la solution numérique
de la commande seront également présentées. Une partie de ce chapitre sera présentée
dans [Witrant, Canudas-de-Wit, Georges & Alamir, 20054.

2.1 Apercu historique

Apres un bref rappel sur la notion de commandabilité dans le cas des systemes a entrée
retardée, nous verrons dans cette section les principaux résultats obtenus dans les années
1970-1980 concernant le prédicteur d’état. Nous porterons une attention particuliere sur
la notion d’attribution de spectre fini, de systeme réduit et sur I'utilisation du prédicteur
pour stabiliser des systemes a entrée retardée dans le cas ou ce retard varie dans le temps.
L’état est supposé completement connu pour établir la loi de commande, tel que présenté
en figure 2.1.

2.1.1 Commandabilité

La commandabilité des systemes linéaires a entrée de commande retardée n’est pas
triviale (un systéme a retard est un systeme de dimension infinie et a caractere distribué)
et nécessite une définition spécifique, telle que celle proposée dans [Olbrot, 1972]. Nous
considérons la classe générale de systémes décrits sur 1'horizon [tg,t;] par

k

#(t) = A(t)z(t) + > Bi(t)ul(t — 1) (2.1.1)

1=0

ou A(t), B;(t) sont des matrices mesurables bornées de taille n x n et n x m, respecti-
vement, et 0 = 79 < 71 < ... < 7T sont des nombres réels.
La commandabilité de ’état complet est classiquement définie ainsi
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Définition 2.1.1. L’état complet du systéme (2.1.1) au temps t est l'ensemble x.(t) =
{ﬁ(t),?](t, S)}, ot U<t7 S) = U(S), s € [t - Tkat>'

Définition 2.1.2. L’état complet x.(to) est dit commandable sur [to, t1] si il existe une
commande u telle que x(t;) = 0.

Définition 2.1.3. L’état complet x.(to) est dit absolument commandable sur [to, t1] si il
existe une commande u telle que x.(t;) =0 (x(t1) =0 et v(t1,s) =0).

Définition 2.1.4. Le systeme (2.1.1) est dit (absolument) commandable sur [to,t1] si et
seulement si tout état complet est (absolument) commandable sur cet intervalle.

Ces définitions montrent I'influence du retard sur la notion d’état et de commandabilité.
En effet, nous ne considérons plus un état instantané mais une évolution sur un horizon
dépendant du retard : la commande u(-) doit étre connue sur 1’horizon

[t — max 7y, t]

pour pouvoir calculer une valeur unique de #(t), deux commandes ayant une valeur égale
a un instant donné mais un historique différent induisant deux évolutions dynamiques
différentes.

Nous retrouvons ce principe lors de la définition d’un systeme a retard de type

(t) = Apx(t) + Aga(t — 7)

ou une condition initiale appropriée d’écrit sous la forme [Niculescu, Verriest, Dugard &
Dion, 1998|
2(to+0) = 6(0), O [-7, 0, (t, )€ R xCL,

avec Cy . = {¢ € Cnr : |[9]lc < v}, ot v est un nombre réel positif, |[¢|]. =
SUp <4< ||®]], || - || se réfere a la norme Euclidienne et C, . = C([—7, 0], R*) dénote
'espace de Banach des fonctions vectorielles continues projetant I'interval [—7, 0] dans
R™ avec une topologie de convergence uniforme.

La notion d’état complet de la premiere définition est donc introduite pour prendre en
compte les valeurs passées de la commande. Les définitions suivantes sont une application
de la commandabilité au sens classique a ce type de systeme, ou plus simplement la prise
en compte que 'on doive établir les conditions passées de la commande avant I'instant
d’initialisation du systéme (to) puis conserver I’historique de celle-ci durant l'intervalle
[t — maxy, 7%, t] pour assurer I'unicité de la trajectoire décrite par (2.1.1).

Remarques:

— Pour plus de simplicité, nous considérerons dans la suite de ce travail que les valeurs
de la commande précédant l'initialisation du systeme sont nulles et que I’historique
de celle-ci est conservé sur 1’horizon nécessaire. Les conditions initiales du systeme
se réduisent ainsi a x(to) et les notions classiques de commandabilité peuvent étre
appliquées directement.
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— L’utilisation de la commande prédictive permet, du fait de la dimension infinie de
la loi de commande, d’obtenir un systeme en boucle fermée de dimension finie.
Cette transformation d’un systeme décrit par une équation différentielle fonction-
nelle en systeme décrit par une équation différentielle ordinaire est limitée par la
précision de calcul du terme intégral. En effet, le systeme résultant peut s’avérer
non robuste vis-a-vis d’incertitudes arbitrairement petites a ce niveau. Une discus-
sion plus complete a ce sujet est disponible dans [Michiels, 2002] et la limitation
de performance résultante est proche de celle induite par une erreur d’estimation
du retard, dont nous détaillerons 'effet au chapitre 4. %

La solution de 1’équation différentielle (2.1.1) et les définitions précédentes sont uti-

lisées pour établir le théoreme suivant concernant la commandabilité absolue.

Théoréme 2.1.1 ([Olbrot, 1972]). Siles matrices A(t), B;(t) sont analytiques sur [to, 1],
[to + 7i,t1], respectivement, alors le procédé (2.1.1) est absolument commandable sur
[to, 1] si et seulement si

rank [D(t), LD(t),..., L™ 'D(t)] = n

pour tout point non isolé de [to,t1 — Tk]. La fonction D(s) et l'opérateur L sont définis
par

D(s) = Z¢(3,3+Ti)8i(s+7i)
LD(t) = (d/ds)D(s)|s=x — A(t)D(t)

ot B(t,tg) est la matrice de transition de A(t).

Remarque. Pour le cas spécifique du procédé décrit par (1.4.1) avec retard constant,

D(s) = e "B et la stabilité absolue de ce systéme est garantie si et seulement si
rank [e4"B, Ae 4B, ..., A" le 4" B] = n. &

2.1.2 Attribution de spectre fini

L’utilisation d’un retour d’état linéaire sur un systéeme dynamique a commande retar-
dée conduit a un systeme en boucle fermée décrit par une équation différentielle fonction-
nelle retardée a spectre infini. L’attribution d'un spectre fini a un tel systeme n’est pas
possible avec une commande par retour d’état instantané car le systeme bouclé résultant
appartient a la classe des systemes retardés. En effet, la construction de 1’évolution tem-
porelle de cette classe de systémes nécessite de 'information sur un intervalle non-nul (la
condition initiale est une fonction a valeurs vectorielles), ce qui conduit a la considération
d’une classe de systemes a dimension infinie [Niculescu, 2001; Hale, 1977]. L’objet de
cette section est de présenter les résultats obtenus dans [Manitius & Olbrot, 1979], ot le
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prédicteur d’état est utilisé afin d’obtenir un spectre fini en boucle fermée, pour la classe
de systemes dynamiques a entrée retardée.
Soit le systeme avec une entrée retardée et une non retardée

x(t) = Az(t) + Bou(t) + Byu(t — 1), (2.1.2)

ou A, By, B; sont des matrices de dimensions appropriées, et la loi de commande
0
u(t) = Ku(t) + K/ e T B u(t + 0)do (2.1.3)

ol K est une matrice de taille m x n spécifiant ’attribution du spectre en boucle fermée.
Alors le caractere fini de ce spectre est déterminé par le théoreme suivant :

Théoreme 2.1.2. Le spectre du systeme en boucle fermée (2.1.2), (2.1.3) coincide avec
celui de la matrice
A+ [By+e B K

De plus, en supposant la commandabilité (respectivement stabilisabilité) de la paire
(A, By + e 47 By), le spectre du systéme (2.1.2)-(2.1.3) peut étre placé a n’importe quel
ensemble de points conjugués prédéfinis du plan complexe (resp. les valeurs propres in-
stables de A peuvent étre déplacées arbitrairement) par un choiz approprié de la matrice

K.

Démonstration. Supposons que les solutions de sont continiment dérivables ; elles
peuvent donc s’écrire x(t) = eAk(t), out k(t) est une fonction continiiment dérivable.
Nous avons alors

0

ot +71) = et [a:(t) + /_ e~ TFOABou(t + 0 + 7) 4+ Byu(t + 9)]d61

.
En extrayant x(t) de I’équation précédente et en I'introduisant dans (2.1.3), nous obte-
nons apres simplification

0

ult —7) =K [eATx(t) — /

—T

e~ T Bou(t + e)de] (2.1.4)

L’expression pour u(t) de (2.1.3) et celle pour u(t—7) de (2.1.4) peuvent maintenant étre
substituées dans (2.1.2). Notons que les termes intégraux s’annulent et que le systeme
en boucle fermée résultant est

i(t) = (A+ BoK + By Ke *7)x(t)

ce qui termine la démonstration. [l

Remarques:
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— Le résultat original de [Manitius & Olbrot, 1979] était donné pour la classe plus
générale de systemes décrits par

(t) = Az(t) + /_O dp0)u(t + 0) (2.1.5)

ou (3(.) est une matrice de taille n x m composée de fonctions a variation bornée
contenant des fonctions absolument continues et un nombre fini de discontinuités.
De plus, la version originale utilise les intégrales de Lebesgue-Stieltjes, permettant
ainsi la considération de mesures non-uniformément distribuées. Nous nous sommes
restreints a la classe de procédés décrits par (2.1.2) pour plus de simplicité et de
clarté.

— La sensibilité de cette approche aux variation du modele du systeme et a celles du
controleur est aussi considérée dans [Manitius & Olbrot, 1979]. Il est montré que
le systeme en boucle fermée reste stable pour des variations relativement petites,
meme si le spectre désiré n’est pas préservé.

— Pour le cas spécifique du procédé décrit par (1.4.1) avec un retard constant (By =
0), la condition de commandabilité du théoreme précédent est équivalente a la
condition exprimée dans la remarque 2.1.1. En effet, (2.1.3) est choisie avec un
gain KeA™, d’ou la commande

0

u(t) = Ke" [x(t) +/ e~ OB u(t 4 0)do (2.1.6)

Le spectre résultant est donc celui de [A + B K]. &

Un résultat de stabilité similaire a aussi été établi dans [Kwon & Pearson, 1980], ou le

régulateur a horizon glissant est utilisé dans le cadre du contréle optimal pour minimiser
I’énergie de commande.

2.1.3 Reéduction des systemes

Les notions de systeme équivalent et de réduction de systeme ont tout d’abord été
présentées dans [Kwon & Pearson, 1980], afin de présenter le prédicteur comme une
méthode de stabilisation générale. Les travaux précédents (attribution de spectre fini,
réduction de modele) sont ensuite généralisés dans [Artstein, 1982], ou une condition
absolue de continuité pour la réduction des systemes est proposée. Ceci permet la trans-
formation d’un systeme linéaire a commande retardée en systeme différentiel commandé
ordinaire. Cette transformation s’effectue de la maniere suivante.

Théoréme 2.1.3. Soit
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Alors {z(t),u(t)} est admissible pour (2.1.2) si et seulement si {p(t),u(t)} est admissible
pour

N

p(t) = Ap(t) + Bu(t) (2.1.7)
avec B = By + e 4" B,.

Démonstration. Le résultat précédent est obtenu en dérivant p(t) par rapport au temps
et en substituant directement la dérivée de z(t) par (2.1.2)), ce qui permet d’obtenir le
systeme équivalent (2.1.7). [

Pour le cas des systemes avec un retard temps variant dans I’entrée de commande décrits
par (1.4.1) avec n(t) = t — 7(¢t) absolument continu et 7(t) # 1 pour presque tout ¢,
le systeme équivalent est obtenus, pour presque tout ¢, en utilisant la fonction temps
variante

B(t)= > e IB[1—#(s)|7"

sen=1(t)
o~ (t) = {sln(s) = t}.

Les techniques classiques de stabilisation, d’optimisation et de commandabilité
peuvent étre directement appliquées au systeme réduit grace au théoreme suivant.

Théoréme 2.1.4. Soit u(t) = K(t)p(t) un retour d’état stabilisant pour avec
K(t) borné. Alors le systéme (2.1.2) est stabilisé par la commande

u(t) = K(t) [x(t) + /tt et =0=IABwu(h)dh | .

Remarque. Les théoremes originaux de [Artstein, 1982] sont établis pour la classe plus
générale de systemes décrits par (le cas particulier de (2.1.2) est introduit comme
exemple d’illustration). &

2.1.4 Horizon de prédiction pour le retard temps variant

La méthode d’attribution de spectre fini est appliquée plus spécifiquement aux sys-
témes avec un retard de commande temps variant dans [Nihtild, 1989], ou cette méthode
est utilisée pour établir un algorithme adaptatif assurant la convergence de la sortie vers
la valeur désirée ainsi que la stabilité globale. Les spécificités induites par 1'utilisation
d’un prédicteur a horizon temps variant sont soulignées dans cette sous-section.

Le systeme du premier ordre considéré dans [Nihtild, 1989] s’écrit

() = ax(t) + u(t — 7(t)) (2.1.8)
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avec a une constante positive inconnue et 7(t) satisfaisant les conditions établies dans la
section 1.4.3
Le but est d’exprimer (2.1.8) sous la forme

dx
——~(C(t)) = azx(C(t)) + u(t)
dg(t)
ou ((t) = t+0(t) est le temps prédit. Ceci est réalisé si () satisfait §(t) —7(t+0(¢t)) = 0.
On voit apparaitre ici le probleme de 1’équation implicite par rapport au temps réel, qui
sera détaillé par la suite. Le placement de poles désiré sur le systeme bouclé est obtenu
avec l'utilisation de la loi de commande non causale

u(t) = rx(C(1)) + ur(t)

ou u,(t) est une entrée de référence bornée et r est une constante négative telle que
a+ r < 0. Cette loi de commande est rendue causale en utilisant I’état prédit z(((t))
calculé grace au lemme suivant :

Lemme 2.1.5. La prédiction x(t + 6(t)) est donnée par l’équation

t
e +d(0) = PG00 |20+ [ P0G
t—T(1
ot F est la fonction de transition de l'état du systéme, i.e. F(t,0) = e~ pour (2.1.8).

Ce lemme montre que, si a est cette fois connu, nous pouvons établir la loi de commande
proposée de fagon causale, car I'état prédit x(f+0) est calculé a partir de z(t) et de u(s)
avec s € [t — T,1].

En exprimant (2.1.8) dans les coordonnées temporelles en (), nous avons

dx
dq(t)

du fait de la définition de 0(¢). En introduisant la loi de commande proposée nous pouvons

(C(1)) = ax(C(t) + ult + 0 —7(t +6)) = ax(C(t)) + u(t)

placer les poles du systeme bouclé exprimé en (, qui s’écrit

dx
dg(t)

ou k est le gain affecté a la commande.

(€)= (a+ &)z(C(1)) + up(t)

Cette méthode est étendue a la stabilisation des systemes SISO multidimensionnels
dans [Nihtild, 1991a] ot une mise en oeuvre avec un estimateur d’état est aussi proposé.
Elle est appliquée aux systémes a non minimum de phase a retard constant dans [Nihtilé,
19910]. Notons que le calcul de 'horizon de prédiction n’est pas détaillé et que la stabilité
du systeme en boucle fermée n’est pas établie de maniere formelle dans ces travaux.
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2.2 Autres approches

Le prédicteur d’état peut étre combiné a d’autres approches, telles ’analyse fréquen-
tielle, la synthese H*® ou I’analyse numérique, afin de déterminer la robustesse et les qua-
lités du systeme bouclé. Nous verrons tout d’abord comment le probleme de robustesse
par rapport a la connaissance du retard peut étre abordé par ’approche fréquentielle,
dans le cas d’un retard constant. Ensuite, la synthese H* sera utilisée afin de rejeter
une perturbation sur 1’état, en prenant partiellement en compte la variation du retard
temps variant. Pour terminer cette section, nous considérerons quelques éléments d’ana-
lyse numérique permettant de compenser I'instabilité induite par le calcul de I'intégrale
dans le prédicteur d’état.

2.2.1 Robustesse vis-a-vis du retard : analyse fréquentielle

Un critere de robustesse vis-a-vis de 'estimation du retard utilisé lors du calcul de
I’état prédit est proposé dans [Mondié et al., 2001]. Le systeme considéré est un systeme
dynamique a entrée retardée tel que celui décrit par (1.4.1), avec un retard constant.
Le probleme de robustesse est formulé en introduisant la déviation maximale du retard
A = 7 — 7, ou 7 est le retard induit par le réseau et 7 est le retard utilisé pour la
prédiction. Il s’agit donc de trouver la valeur maximale A de A assurant la stabilité
du systeme bouclé pour |A| € [0, A). La considération d'un retard constant permet de
résoudre ce probleme en utilisant une approche fréquentielle, détaillée ci-dessous.

Le retard estimé est utilisé pour établir la loi de commande

u(t) = —Ke? {x(t) + et /t : e—A(’Bu(e)dQ] (2.2.1)

qui s’écrit, dans le domaine fréquentiel,
(I + K(sI, — A)7YI, — e "D B)u(s) = —Ke™u(s)

ou I, est la matrice identité de taille n et s est 'opérateur de Laplace. Le systeme (1.4.1)
est décrit par

(sl, — A)x(s) = Be " u(s)

et la matrice caractéristique du systeme en boucle fermée est

sl, — A Be™7#
det ) )

~Ke™ I+ K(sI, — A) I, — e 7604 B
= det (sI, — A+ I, — (e — ¢ )| BK)

Remarque. Lorsque le retard est parfaitement connu, A = 0 et le spectre en boucle
fermée est identique a celui des systemes équivalents non retardés décrits précédemment.

%
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Le développement précédent permet d’établir la proposition suivante

Proposition 2.2.1. Soit le systéeme décrit par avec un retard constant T, com-
mandé par (2.2.1). Si le retard estimé 7 est différent de celui subi par l'entrée du systéme
et que A décrit la déviation de ce retard, alors l’équation caractéristique du systéme en
boucle-fermée est

det (sI, — A+ BK — ™™™ (1 — e **) BK)

Remarque. Ce résultat montre la corrélation entre le choix du gain K, le retard estimé
maximum et la déviation admissible du retard. Ceci illustre le compromis nécessaire
entre un gain élevé (large bande-passante) et une tolérance vis-a-vis des incertitudes sur
le retard (sensibilité du systéme bouclé). O

La borne supérieure sur la déviation de retard admissible peut ensuite étre évaluée,
de maniere analytique pour le cas monovariable (analyse basée sur des arguments de
continuité) ou de fagon numérique pour le cas multivariable (balayage fréquentiel).

L’inconvénient majeur de cette méthode est de ne pas étre applicable au cas du retard
temps variant, d’'une importance capitale dans les réseaux de communication ou le retard
subi de fortes variations selon la charge.

2.2.2 Commande H> avec retard temps variant

La méthode du prédicteur d’état est utilisée dans la synthese d’une loi de commande
H® pour un systeme a retard de commande temps variant dans [Uchida et al., 2003]. Le
systeme et le canal du capteur sont décrits, respectivement, par

©(t) = Ax(t)+ Bu(t — 7(t)) + Dv(t)
y(t) = a(t—mn())

ou v(t) est le vecteur de perturbation, y(t) est la sortie mesurée utilisée pour établir la loi
de commande, et les deux retards remplissent les spécifications décrites dans la section
1.4.3 (retard et sa dérivée bornés). Ce systeme est décrit de maniere schématique par la
figure 2.2. La formulation de 'état prédit p(t) = x(t + 0(¢)) est similaire a celle proposée
dans [Uchida et al., 2000] et s’écrit

) = AQ()p(t) + B(1))u(t)
+D(7(1), 71(1), 8(1))v(t = (1)), p(0) =0

ou

AB) = (1+6)A
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u(t-7) t
Systéme Linéaire Yo
1 ( S _‘
V) T,()
(i Jd
") Prédicteur d'Etat (-1,

F1G. 2.2 — Systeme a retard sur les deux canaux.

0)=(1+0)B

B
D(11,0,6) = (1 — 0)eA I D

ou 6 est 'argument de la fonction concernée. Soit z(t) la sortie controlée définie par
z(t) = Fp(t), ou la matrice constante F' est utilisée pour l'estimation de l'effet des
perturbations. L’effet de la perturbation v(t) est atténué si le critere suivant est vérifié

/OOO () z(t)dt < +? /OOO ol (t)v(t)dt

pout toute perturbation v(t) dans Ly[0, 00), 'espace des fonctions vectorielles dont les
carrés des éléments sont intégrables sur [0, 00). A partir de cette formulation, la solution
du probleme de commande H> est établie sous forme de LMI (inégalités matricielles
linéaires) pour deux cas distincts :
— le retard est supposé connu a tout instant et la solution est exprimée sous forme
de LMI temps variantes,
— seules les informations présentes et passées sont disponibles; la solution utilise les
bornes supérieures des retards et de leur dérivées.
Le cas de retour de sortie est aussi abordé, ainsi que des considérations de bruits de
capteurs reflétés dans la sortie mesurée y(t).

Le fait que cette solution nécessite de résoudre des LMI a chaque instant pour utiliser
effectivement la valeur du retard réduit considérablement le champ d’application de cette
méthode. En effet, les problématiques NECS telles que considérées ici concernent des
systemes a dynamique rapide, ou le réseau a une influence prépondérante. La résolution
d’un controleur impliquant la résolution de LMI en temps réel n’est donc pas concevable
dans ce cas.
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2.2.3 Probléemes numériques liés au calcul de l’intégrale

Le calcul de la loi de commande prédictive, présentée précédemment sous différentes
formes, est typiquement effectué grace a une approximation finie de la partie intégrale.
Ceci conduit a une version discrete qui peut, dans certains cas, induire des instabilités
numériques. Trois études, effectuées pour le cas des retards constants, sont décrites ici :

— Les méthodes de mise en oeuvre par quadrature numérique sont étudiées dans [Van
Assche et al., 1999], ou il apparait notamment que les méthodes les plus précises
donnent les pires résultats (ce sont celles qui induisent le plus d’oscillations). Par
rapport aux autres approches classiques, la méthode rectangulaire backward donne
le résultat le plus satisfaisant (pas d’oscillations ni de dépassement).

— Une approximation de la commande a retards distribués par une commande avec
seulement des retards ponctuels utilisant un ensemble de fonctions “block-pulse”
est proposé dans [Fattouh et al., 2001]. L’avantage de cette méthode est que la
nature du systeme bouclé reste inchangée, mais sa robustesse n’est pas étudiée.

— Une derniere méthode d’approximation est proposée dans [Mondié & Michiels,
2003], utilisant elle aussi un nombre fini de retards ponctuels. L’introduction d’un
filtre passe-bas dans la boucle de commande (de maniére implicite), induisant ainsi
un quasi-polynéme de boucle fermée de type retardé et non neutre (source d’insta-
bilités), permet dans ce cas d’éviter les problemes d’instabilité numérique.

Lorsque le retard est temps variant, le probleme est plus complexe car dans ce cas
la discrétisation conduit a un controleur discret a dimension variable. Le systeme bouclé
résultant a donc un nombre variable de poles et de zéros, ce qui rend difficile ’étude
de la corrélation entre les instabilités numériques et la période d’échantillonnage ou la
méthode de discrétisation. Ce probleme nécessiterait clairement une étude plus poussée
mais nous nous contenterons ici d’utiliser la méthode des rectangles backward. Ce choix
est motivé par la simplicité de cette approche et sa relative robustesse dans le cas du
retard constant. Les détails de mise en oeuvre de cette technique seront présentés en fin
du chapitre suivant.

Synthese

Au travers d’'une étude bibliographique, ce chapitre nous a permis d’apprécier les bé-
néfices de l'utilisation du prédicteur d’état pour la stabilisation de systemes a entrée
retardée. En effet, I’attribution de spectre fini permet de compenser la nature distribuée
(de dimension infinie) de ce type de systémes et d’appliquer les méthodes de choix de
gains classiques de 'automatique linéaire. Bien que 'utilisation d’un prédicteur a horizon
temps variant soit introduite, son étude reste succincte, notamment concernant 1'utili-
sation explicite des dynamiques du retard dans la loi de commande. La nature variable
du retard présent dans les réseau ainsi que l'efficacité du prédicteur d’état ont motivés
I'orientation de la suite de ce travail.
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Pourquoi mettre au dessus de I'Etre, des fantomes ?
Les clartés, les éthers, ne sont pas des royaumes.
Place au fourmillement éternel des cieux noirs,

Des cieux bleus, des midis, des aurores, des soirs!
Place a l'atome saint qui brule ou qui ruisselle!

Place au rayonnement de ’ame universelle !

Victor Hugo, mars 1859.
[Hugo, 1972]






Chapitre 3

Prédicteur par Retour d’Etat

Nous considérons ici le probleme de stabilisation par retour d’état, ot nous supposons
que I'état complet peut étre mesuré i.e. y(t) = z(t). Le cas de la poursuite de sortie, avec
I'utilisation d’un observateur d’état, peut étre traité de maniere similaire et sera étudié
dans un chapitre suivant. Le systeme étudié est donc décrit par les équations dynamiques

#(t) = Ax(t)+ Bu(t—r7(t)), x(0)==xg (3.0.1)

oll x € R™ est I’état interne du systeme commandé, u € R! est 'entrée de commande, et
la paire (A, B) est supposée stabilisable. Le réseau induit le retard variable décrit par le
systeme dynamique

2(t) = f(z(t),uq(t)), =2(0)=z (3.0.2)
T(t) = h(z(t),uq(t)) (3.0.3)

ou la variable z(t) décrit I’état interne du réseau et 7(t) est le retard résultant. Le signal
exogene ug(t) est supposé connu et les fonctions f(-) et h(-) connues et continument
dérivables (de classe C!).

Nous verrons dans ce chapitre comment le prédicteur d’état a horizon temps variant
peut étre utilisé pour stabiliser ce systeme. Différentes méthodes de calcul de I’horizon
de prédiction seront proposées, afin d’obtenir une loi de commande utilisant le modele
du retard de maniere explicite. Les contributions principales de ce chapitre sont ’analyse
détaillée du systeme commandé par prédicteur d’état ainsi que la prise en compte des
retards lors de la modélisation et la stabilisation du systeme a controler. Une partie de
ces résultats a été présentée dans [Witrant et al., 2003] et [Witrant et al., 2004].

3.1 Meéthode de commande

Le probleme de stabilisation d’un systeme a entrée retardée, ou le retard varie dans le
temps, est abordé ici. Nous utilisons la commande basée sur le prédicteur d’état décrite
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dans le chapitre précédent. Ce choix est motivé par l'efficacité de cette méthode dans le
cas ou un modele du réseau est disponible et par la diversité des stratégies de commande
classiques applicables pour le choix du gain (le prédicteur compense le retard et le gain
détermine les performances du systeme bouclé). Une analyse détaillée des conditions
de stabilité est proposée dans cette section, ce qui permettra d’établir les hypotheses
nécessaires a la suite de ce travail.

3.1.1 Description

Définissons tout d’abord la nouvelle entrée v(t) par

v(t) = u(t — (1)),

En supposant l'existence d'une fonction bornée dépendante du temps oo > §(t) > 0
(qui sera définie par la suite) et en remplacant 'argument temporel ¢ par 'argument a
coordonnée temporelle décalée t 4 0(¢) dans (3.0.1), nous obtenons

2(t 4+ 6(t) = Az(t + 5(t)) + Bu(t + 6(t))

ou z’ est la dérivée de x par rapport a son argument. Il est intéressant de noter que pour
les systemes a retard temps variant la transformation temporelle n’est pas réversible pour
un horizon de prédiction égal au retard. En effet,

v(t+ () =ult —7(t+ (1)) +d(t)) (3.1.1)

contrairement au cas du retard constant, o 0 = 7 et v(t + 0) = u(t).
Supposons qu’il soit possible de calculer

v(t+0(t) = —Kx(t+ (1)) (3.1.2)
le systeme résultant en boucle fermée est alors
2 (t+6(t) = (A— BEK)x(t+4(t)) = Aqz(t + (1)) (3.1.3)

ou A, est la matrice d’état du systeme bouclé, pouvant étre rendue de Hurwitz du fait de
I'’hypothese de controlabilité de la paire (A, B). Néanmoins, la stabilité de I’état x(t) ne
peut étre déduite directement de la stabilité de A, et nécessite certaines contraintes sur
d(t). Nous reviendrons sur ce point apres la présentation de la procédure de prédiction
de v(t 4+ 6(t)) et de la définition constructive résultante pour 6(¢).

Pour résumer, deux conditions doivent étre satisfaites afin que la procédure décrite ci-
dessus puisse étre mise en place :

1. la possibilité de prédire x(t + d(t)),
2. la possibilité de calculer v(t + 0(¢)).
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La seconde condition est satisfaite si ¢ — 7(¢t 4+ d(t)) + 6(t) = ¢, du fait de I’équation
(3.1.1)). Ceci conduit & une condition nécessaire sur §(t) qui sera utilisée par la suite. La
prédiction de x(t + 0(t)) est donc I'élément clé pour la construction de (3.1.2) et pour
que la relation (3.1.3) soit satisfaite. En substituant la solution de I’équation différentielle
3.0.1

z(t + 6(t)) = 0

z(t) + et /jﬂs(t) e Bu(0 — T(G))d@]

dans (3.1.2), nous obtenons

v(t 4 6(t)) = —KeM®

z(t) 4 et /tt+6(t) e Y Bu(f — T(H))d@]

Ensuite, la combinaison de (3.1.1) et de I’équation précédente permet d’écrire
ult —7(t+08(1) +0(t)) = —KeWa(t)

t+6(t)
_ K eAt+8(1) / e_AGBu(Q —7(6))do (3.1.4)
t

L’argument de l'intégrale implique de connaitre l'information entre u(t — 7(t)) et u(t +
d(t) — 7(t 4+ 6(t))). La causalité dans le calcul de la loi de commande est donc satisfaite
si les conditions suivantes sont vérifiées

VO e ft,t+46(t)], 0—7(0) <t
C’est la raison pour laquelle §(t) est défini par
d(t)=max{d >0 | VO e[t t+5], 0—7(0) <t} (3.1.5)
L’existence d’une solution a (3.1.5)) est obtenue par la proposition suivante

Proposition 3.1.1. Le probléeme d’optimisation (3.1.5) admet une solution §(t) pour
laquelle

5(t) — T(t+6() =0 (3.1.6)

Démonstration. Soit ¢ un instant donné. L’ensemble admissible pour le probleme d’opti-
misation est non vide car la valeur 6 = 0 est une solution candidate répondant a la
contrainte t — 7(t) < t. Ceci est du au fait que 7(t) > 0, par '’hypothese (1.4.5). De plus,
I'ensemble admissible est clairement borné par § = sup,-, 7(0). Finalement, en utilisant
des arguments de continuité classiques, ’ensemble admissible est fermé. Le probleme
d’optimisation (3.1.5) est donc de trouver la valeur maximale d'une fonction continue (la
fonction identité) sur un ensemble compact. Le fait que la solution §(¢) satisfasse (3.1.6)
est une conséquence directe de cette propriété de maximum. L’existence et 'unicité de
la solution sont décrites de facon plus détaillée dans la sous-section suivante. O]
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A partir de la proposition précédente, il est clair que §(¢) défini par (3.1.5) permet
d’écrire (3.1.4) sous la forme explicite suivante

t+3(t)
u(t) = —Ke™" |z(t) + et / e~ Bu(0 — (6))do (3.1.7)
t

puisque l'information passée de u(t) est nécessaire uniquement sur I'intervalle temporel
[t —7(2),1].

Remarques:

— Le calcul de §(t) requiert de résoudre contintiment ’équation (3.1.6) pour tout
instant. De plus, il est important de noter qu’une prédiction du retard est nécessaire.
Celle-ci peut étre obtenue par intégration du modele (1.4.3)-(1.4.4) sur 'horizon
de prédiction.

— Pour I'implantation de la loi de commande (3.1.7), il est nécessaire de garder en
mémoire I’histoire des signaux de commande passés durant un intervalle temporel

[t —7(t),1]. &

3.1.2 Analyse de stabilité asymptotique

Le but est ici de montrer la stabilité de 1’état a partir de sa dynamique décrite dans
I'espace temporel ¢ + §(t) obtenue par la procédure décrite précédemment et exprimée
dans I’équation (3.1.3). Nous utiliserons la notation z'(-) pour faire référence a la dérivée
de z(+) par rapport a son argument ; ainsi

avec ((t) =t + 6(t).
Lemme 3.1.2. Soit le systeme décrit par
2'(t+6(t)) = Aqz(t +6(t))

avec t > 0 et §(0) = dg. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) toutes les valeurs propres de Ay sont dans le demi-plan ouvert gauche du plan
complexe,
i1) 0<6(t) <y < o0,
i) —1 < (1) < oo,
alors

lim ||z(C)[| = lim [|z(¢ +6(2))]] =0 (3.1.8)

(—o0
pour toute valeur bornée de x(dy). De plus, I’état x(t + 6(t)) décroit exponentiellement
vers 0.
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Démonstration. Introduisons tout d’abord la fonction correspondant a 1’échelle tempo-
relle décalée ((t) =t + d(t), notée ¢ pour plus de clarté. Soit la fonction de Lyapunov

V(t) = =(¢)" Px(¢) (3.1.9)

ol P = PT > 0. En notant que la dérivée temporelle de ’état correspond au systéme
linéaire temps variant

dlz(Q)] _ dx(¢)d¢ _

i = ac a = 0+

nous obtenons, grace a ’hypothese (i), qu’il existe une matrice () définie positive telle
que

V(E) = (1+00)e(Q)" (PAs+ AGP)x(Q)
= —(1+0()(Q)"Qx(Q)
<~ <0 (3.1.10)

ou la derniere inégalité est obtenue avec I'hypothese (i7i). En utilisant les bornes

A (PO < V(t) < A (P)]J2 ()]

avec A, (+) et Apr(+) dénotant respectivement les valeurs propres minimum et maximum
de la matrice considérée, et en intégrant I'inégalité (3.1.10) entre O et ¢, nous obtenons

V(t) < V(0)e Y®
ou

U(t) = ij;((% /0 (14 6(6))d6 >0

En utilisant a nouveau les bornes de ’équation de Lyapunov, nous pouvons en déduire

Am(P)
A (P)

(O < [l2(80)|%e™™1, (3.1.11)
Il reste a établir que V() — oo lorsque ¢t — oo. Pour cela, nous utilisons la définition de
U(t) pour montrer que

i~ (@

A (P)

ou 4(t) est positif et borné, du fait de ’hypothese (ii). Nous pouvons donc en conclure
que t — oo implique ¥(¢) — oo. L’application de cette propriété a permet de
conclure la démonstration. O

(£ 4 6(t) — do)

Corollaire 3.1.3. Si les hypothéses du lemme [3.1.2 sont satisfaites, alors le systeme
en boucle fermée résultant de Uapplication de la loi de commande (3.1.7) au systéme
(1.4.1)-(1.4.2), a une solution bornée et converge exponentiellement vers 0, pour tout
t > 0. De maniére plus générale, la stabilité de l’état est déduite de celle de x(t + 6(t))
deés lors que les conditions de bornitude sur §(t) et sa dérivée sont vérifides.
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Démonstration. Le systeme (1.4.1)-(1.4.2) est linéaire, et ses états ne peuvent diverger
en temps fini. Donc pour toute valeur bornée de 9y, I'état x(dg) a cet instant est borné. Le
lemme précédent permet ensuite de conclure, si ses hypothéeses sont vérifiées, que 1’état
converge exponentiellement vers zéro. O]

Les conditions de stabilité précédentes concernant la nature de 6(¢) peuvent étre
exprimées en fonction de la nature du retard 7(t) avec la proposition suivante.

Proposition 3.1.4. Les conditions sur [I’horizon de prédiction 6(t)

i) 0<0(t) <oy < o0,

i) —1 < o(t) < p < o0,
sont toujours satisfaites pour les modéles de retard définis par (1.4.3)-(1.4.4) et ayant
les propriétés

P1) 0 <7(t) < Tiaa,

P2) supyep+ 7(t) = v < 1.

Démonstration. L’hypothese (i) (§(t) borné) est clairement satisfaite par la définition de
d(t) et par la condition sur le retard (P1). En utilisant la propriété 7(¢) # 1 pour tout ¢,
nous pouvons dériver (3.1.6) par rapport au temps et réécrire 'hypothese (i7) ainsi :

(<)
1—7(¢)

avec p > 0 fini. La partie gauche de cette inégalité est équivalente a —1 < 0 et est donc
toujours satisfaite (7(¢f) < 1). La partie droite de I'inégalité (dérivée de () finie) est

-1< <p

satisfaite par (P2). En effet, nous pouvons choisir p tel que

0
p=Sup — %
tert 1 —7(t)

Les résultats de cette section sont maintenant résumés dans le théoreme suivant.
Théoreme 3.1.5. Soit le systeme
#(t) = Az(t) + Bu(t — 7(t))

avec (A, B) une paire commandable. En supposant que la dynamique du retard (1.4.3)-
(1.4.4) est telle que les conditions suivantes sur 7(t) sont satisfaites pour tout t > 0
A1) Tiae = 7(t) > 0 pour une constante finie Tya. > 0,
A2) 7(t) <1 Vt>t
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alors la lot de commande

t+3(1)
() + / ¢ Bu(6 — 7(6))d0 (3.1.12)

t

u(t) = —Ke*®

avec

It)=T1(t+ (1))

assure que le systéme en boucle fermée est borné, et que son état converge exponentiel-
lement vers zéro.

Démonstration. Ce théoreme découle naturellement de ’approche constructive présentée
dans la section précédente et des résultats obtenus dans cette section. Plus précisément,
la causalité de la loi de commande est assurée par la définition de d. Puis la stabilité du
systeme résultant est obtenue en appliquant successivement le lemme, le corollaire et la
proposition présentés dans cette section. [l

Remarque. I’originalité de ce résultat réside plus dans la maniere dont il est obtenu
que dans le résultat lui-méme. En effet, nous avons vu dans le chapitre précédent I'effet
stabilisant de la commande prédictive en raisonnant sur un systeme réduit (théoremes
2.1.3 et2.1.4), puis que cette propriété de stabilisation était due a la propriété de stabilité
de I'état z(t+0(t)) (lemme[2.1.5). La méthode d’analyse proposée ici est singuliere dans
le fait qu’elle soit élaborée directement a partir de 1’état temps décalé, permettant une
analyse de stabilité classique et faisant apparaitre les conditions de causalité (propriétés
du modele de retard admissible) de fagon explicite. &

3.2 Calcul de I’horizon de prédiction

Nous nous intéressons ici a la résolution de ’équation implicite
I(t) =T(t+ (1))

utilisée lors du calcul de la loi de commande. Cette équation implique 1’évolution tempo-
relle du retard 7(t) et se trouve donc directement affectée par la dynamique de ce retard.
Nous verrons tout d’abord quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour obte-
nir une solution unique a ce probleme. Des méthodes de résolution exacte seront ensuite
présentées, permettant dans certains cas 1’obtention d’un solution explicite. Enfin, nous
proposerons une approche de calcul dynamique permettant 1'utilisation explicite de la
dynamique du retard, applicable a la classe de retards considérée.
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3.2.1 Existence et unicité

Nous reconsidérons tout d’abord le probleme d’existence d’une solution, abordé dans
le cadre de la résolution du probléme optimal (3.1.5) avec la proposition [3.1.1. Ceci nous
permettra, dans un premier temps, d’établir le formalisme nécessaire a ’application du
théoreme du point fixe (existence d’une solution). La version de Brouwer de ce théoreme
sera ensuite utilisée pour déterminer les conditions d’unicité de la solution.

Ce probleme est de type
d=g(0,1)

ou g(d,t) = 7(t + 9). L'existence d’une solution a ce probleme est établie en considérant
le cas spécifique ou le temps est fixé (i.e. g(d,t) = g(d)). Le résultat obtenu est ensuite
étendu au cas général en remarquant qu'’il reste vrai pour tout temps t € R+,

Soit C(R™, [a, b]) la classe des applications continues de R™" dans [a, b]. De par la défini-
tion des retards admissibles 7(-), continus et bornés, considérés dans le systeme (3.0.2)-
(3.0.3), et le fait que t € R*, nous avons 7(t) € C(R™, [0, Tynaz))-

Ensuite, en considérant aussi le fait que g(d,t) est une projection de R*" dans R, la
propriété suivante est établie

g(6,t) € C(R**, [0, Tynaz)) (3.2.1)
Finalement, le fait que § = ¢(J,t) permet de conclure que, si ¢ existe,
6 € [0, Trmaz] (3.2.2)

L’existence d’une solution peut maintenant étre établie a I'aide du théoreme du point
fixe avec la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Si le retard 7(t) est continu et borné, alors il existe toujours une
solution 6(t) telle que l’équation implicite (3.1.6) soit vérifiée.

Démonstration. Le théoreme du point fixe [Wells, 1991] établit que si g est une fonction
continue ¢(#) € [a, b] pour tout 6 € [a,b], alors g a un point fixe dans [a, b].

Ce théoreme est appliqué au probleme d’existence de § en considérant tout d’abord
g(d,t1), ou t; > 0 est un instant donné. Dans ce cas le théoreme du point fixe, avec
les propriétés de g et § établies par (3.2.1)-(3.2.2), assure directement qu’il existe un
point fixe § € [0, Tyuae]. En effet, le fait que g(0) € [0, e pour tout 6 € [0, Tha]
implique l'intersection de ¢(f) avec la droite g(f) = 6, comme illustré dans la figure
3.1. Le point fixe g(d,t1) = d(t1) est donc défini par cette intersection. Ceci est ensuite
étendu au cas général en remarquant que cette propriété reste vraie pour tout t; € R™.
Donc nous pouvons garantir qu'il existe un 0(t) € [0, Tyaz] tel que la relation (3.1.6) est
satisfaite. O
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g®) A

Tmax

g(0)

O 8 Tmax e

Fi1G. 3.1 — lustration du théoreme du point fixe.

L’unicité de la solution est obtenue par application du théoreme du point fixe de
Brouwer [Milnor, 1965] et présentée dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Si le retard 7(t) est continu et borné, et si sa dérivée vérifie

sup 7(t) < 1
teRT

alors la solution §(t) de I’équation implicite (3.1.6) existe et est unique, pour tout t € RT.

Démonstration. La propriété d’unicité découle naturellement du fait que la condition im-
posée sur 7 nécessite que la fonction 7(¢) ait une dérivée inférieure & un. Plus précisément,
supposons qu’il existe deux points fixes d; et d5. Alors

d(61,02) = d(g(01), g(02)) < Lip(g).d(dy, 62)

ou d(-,-) est la distance entre deux points, g(d) est telle que définie précédemment et
Lip(g) est la constante de Lipschitz de g. Le fait que 7(t) < 1 implique que Lip(g) < 1,
donc que d; = 0s. O

Remarque. L’inégalité stricte sur la borne supérieure de la dérivée du retard est né-
cessaire a 1'unicité de 1'horizon de prédiction d(¢). o

3.2.2 Meéthodes de calcul analytiques et numériques

Il apparait clairement qu'un modele complet du retard est nécessaire pour calculer
d(t), tout du moins sur I'intervalle temporel [0, ¢+40(¢)]. La solution de I’équation implicite
définissant 0(¢) peut étre obtenue par différentes méthodes, selon la structure du modele
du retard et I'information disponible. Nous considérerons ici deux méthodes analytiques
et deux numériques.
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Utilisation de la fonction de Lambert

Un cas particulier ou une solution ezplicite pour § existe est donnée dans I'exemple
suivant. Supposons que le retard soit représenté par un équation différentielle scalaire et
linéaire du type

2(t) = az(t)+0b, avec z(0) =z
T(t) = cz(t)

ou a, b, c et 2y sont des constantes scalaires connues. L’évolution temporelle du retard
est déterminée par l'intégration du systeme précédent et s’écrit

b b
T(t) =c (ZO+5) et — 2

a
L’horizon de prédiction ¢ est donc solution de 1’'équation

i(t)=rc (zo + é) etead(t) _ be
a

a

cette équation devant éetre résolue a tout temps t.

Dans ce cas, la solution explicite de (3.1.6]) peut étre établie et résolue analytiquement en
utilisant la fonction de Lambert [Corless et al., 1993]', notée T. Cette fonction est telle
que W : ze® — x et peut étre calculée par un développement en série. Son utilisation est
illustrée par I'exemple suivant.

Exemple 3.2.1
Soit une variable x définie par ’équation transcendantale

T =ae’ —~

Afin de pouvoir utiliser la fonction de Lambert, cette égalité est reformulée
comme suit

ze Pt = q— e P
& —fre P = —af + fyeP?
& (—fy—Br)e ™ = —ap
& (=fy = Pa)e”™ = —ape™™

Nous pouvons maintenant utiliser la transformation W : xe® — =z, ce qui
donne
—fy — Br = W(—afe ™)

ou, de maniere équivalente,

T = 3 (W (—aBe ™) + B7]

LCette fonction fiit introduite par Euler dans [Euler, 1779] lors de son étude de I’équation transcen-
dantale de Lambert [Lambert, 1758] : 2% — 27 = (a — B)va®*A. Euler définit alors une fonction de =
satisfaisant we™" = x.
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Le résultat de 'exemple précédent peut étre utilisé pour le calcul de 6(¢) en remplagant

b bc
Q par ¢ (Zo + —) e, 3 par a et v par —. La solution finale est donc
a a

5(t) = —% {W (—ac (zo + g) e‘”bc) + bc]

— Cette méthode peut aussi étre appliquée au cas multivariable ainsi que pour les

Remarques:

modeles dynamiques linéaires avec une entrée dépendante du temps. Son principal
défaut est la complexité introduite par le calcul de la série associée a W, qui peut
induire de longs temps de calcul et la rendre inapplicable pour les lois de commande
synthétisées en temps réel.

— Si Pargument x de la fonction de Lambert est réel, alors pour —1/e <z < 0ily
a deux valeurs réelles possibles de W (z). La premiere branche satisfait 'inégalité
W(z) < —1 alors que la seconde, dite branche principale, est caractérisée par
W(z) > —1. Notons que dans le cas étudié ici, ce probleme n’apparait que si

a > —— et ne sera pas étudié plus en détails. &
C2o

Résolution implicite analytique

Pour le cas multi-variable avec entrée temps variante, une expression analytique im-
pliquant §(¢) peut étre obtenue en utilisant la prédiction du retard. Par exemple, dans
le cas simplifié ou 7(t) = z(¢), I'’horizon de prédiction est obtenu par

() =71(t+0(t) =7(t) + /:Jr f(7(0),uq(0))do

La résolution de cette égalité peut étre effectuée de maniere numérique en effectuant une
approximation discrete du terme intégral. Cette méthode peut s’avérer efficace, en temps
de calcul, pour des retards a faible variation (moins de pas d’intégration a calculer).

Calcul par dichotomie

La méthode de dichotomie peut étre appliquée a la résolution de (3.1.6) en utilisant
les valeurs numériques du retard. La dynamique du retard n’intervient pas directement
dans le calcul de I’horizon de prédiction lorsque cette approche est utilisée. La validité de
cette méthode est une conséquence directe du théoreme du point fixe. Le temps de calcul
induit peut aussi étre relativement long, du fait que la dichotomie doit étre appliquée a
chaque période d’échantillonnage.

Méthode de la suite contractante
Nous pouvons aussi utiliser directement le fait que la fonction étudiée est positive et
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de dérivée inférieure & un pour résoudre 6 = g(d). En effet, le calcul de la suite

5n+l = g(an)

pour un dy au voisinage du point fixe nous permet de trouver ce dernier. Cet algorithme
est dit méthode des approrimations successives et ’existence et 1'unicité d’une solution
est une conséquence directe des propriétés de contraction.

3.2.3 Solution dynamique

La fonction §(t) peut aussi étre calculée de maniére dynamique, en utilisant directe-
ment le modele du retard. Nous exploitons ici le fait que ’équation différentielle scalaire
(t) = —0 4 g(8) possede un seul point fixe globalement attractif si I'application g n’a
qu’'un point fixe. Il s’agit d’une version continue de l'itération discrete d,,41 = g(d,,). Cette
approche a ’avantage de proposer une solution explicite, ou le retard apparait dans ’état
du controleur, et d’étre plus performante au niveau du temps de calcul nécessaire a la
résolution de I’équation implicite (3.1.6). Nous décrirons comment la dynamique de (),
exprimée de maniere continue pour plus de simplicité d’analyse du fait du choix d’une
dynamique du retard décrite par une équation différentielle ordinaire, est définie afin de
garantir une convergence asymptotique vers la valeur nominale. Notons qu'un modele
interne du retard est nécessaire pour la mise en ceuvre de cette approche.

Définissons tout d’abord la fonction d’erreur induite par Iestimation de 6(¢) par la rela-
tion

8(t) = 6(t) — T(t + 6(t)) (3.2.3)

ol §(t) est la valeur estimée de d(t). L'idée directrice de I'approche proposée est de trouver
une loi de variation pour 6() telle que la surface s(t) = 0, ot s(¢) correspond & la valeur
recherchée de 5(t) (car correspondant & une solution exacte de 1’équation implicite), soit
rendue attractive et invariante. Le résultat d’une telle dynamique garantit la convergence
exponentielle de §(t) vers §(t). Nous construisons en fait un estimateur de 4(¢) en boucle
ouverte, solution du systeme de Cauchy

Pour prévenir des instabilités numériques induites par cette approche, la dynamique de
5(t) est définie par

5(t)+0s8(t)=0 (3.2.4)
ou o est une constante positive pouvant étre choisie arbitrairement. En dérivant (3.2.3)
par rapport au temps et en substituant § dans (3.2.4), nous obtenons

~ ~ ~ ~

6(t) = 7L +6(1)) +a(5(t) = 7(¢) =0
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ot C(t) =t + 6(t) et 7/(-) est la dérivée de 7(-) par rapport & son argument. L’équation
précédente implique que (3.2.4) soit satisfaite si 7/(-) # 1 et si la loi de variation §(t) est
établie avec . . .
A ) !
Sy = -0 TQFor(d) (3.2.5)
L=7(0)  1=7(0)

Cette expression ezplicite de la dynamique de 0(t) garantit donc que Uestimation 0(t)

converge vers la valeur désirée §(t), et que la fonction §(¢) converge exponentiellement
vers zéro. La vitesse de convergence peut étre établie comme arbitrairement rapide par
le choix d’un ¢ suffisamment grand, mais nous verrons par la suite que ce parametre doit
étre borné supérieurement afin de garantir la stabilité du systeme en boucle fermée. Nous

A~ ~

utilisons ainsi directement les dynamiques de 7(¢) et de 7/(¢) données par (1.4.3)-(1.4.4).
Il reste & démontrer que l'erreur d’estimation sur §(¢) induite par la méthode proposée a
les mémes propriétés de convergence que §(t), pour le type de fonctions considéré. Ceci
est établi avec le lemme suivant.

Lemme 3.2.3. Soit z(t) € X C R la solution de l’'équation implicite x(t) = f(x(t)) avec
f(z(t)) une fonction continue et dérivable sur X de coefficient de Lipschitz M < 1. Soit
z(t) Uestimée de cette solution, calculée par résolution dynamique avec la relation

{é(t) = —05(t)
s(t) = (t) — f(2(@))

ot o est une constante positive. Alors U'erreur d’estimation €(t) définie par

satisfait [inégalité

et converge exponentiellement vers zéro.

Démonstration. L’erreur d’estimationﬁ ¢ est tout d’abord exprimée en fonction de f et
de s avec

ec=flx) =5 —f(2) = =5+ f(x) — flz—¢)
Les propriétés de continuité et de dérivabilité sur X de f, ainsi que le théoreme des
accroissements finis permettent ensuite d’établir qu’il existe un ¢ compris dans 'intervalle
[z — €, z] tel que

d’ou la relation
e(1—f'(c)) =5

2les indices temporels sont omis pour plus de clarté dans la démonstration, le développement proposé
restant vrai pour tout t.
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ce qui implique

S

e———°
1= f'(c)

L’hypothese sur le coefficient de Lipschitz f permet finalement d’établir que

sup flle) =M <1= f'(c) <1

z€eR
justifiant ainsi I'inégalité proposée dans le lemme. La convergence exponentielle de €(t)
est directement obtenue de I’équation dynamique définissant s(t), qui a pour solution
5(t) = 5(0)e~". O

Remarques:
— Le résultat précédent montre de maniere équivalente que I'erreur de poursuite

obéit & la loi de décroissance exponentielle e(t) = e(0)e~". Ceci découle directement
du fait que la fonction s(t) soit décrite par le systeme de Cauchy présenté plus haut.
— Une autre approche, basée sur une méthode similaire a la commande par modes
glissants, peut aussi étre utilisée pour résoudre ce type de probleme. Nous ob-
tiendrions ainsi une convergence de la fonction 5(t) vers zéro en temps finis mais
devrions inclure une partie non linéaire liée a la fonction sign(-) dans I'analyse.
Le lemme précédent peut maintenant étre appliqué au probleme considéré dans cette
section avec le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.4. La solution §(t) de l’équation implicite (3.1.6) peut étre estimée par
la, variable 0(t) solution de I'équation dynamique (3.2.5) avec 6(0) = by € [0, Tmaz] €t 7(t)
satisfaisant les conditions

P1) 0 <7(t) < Traz,

P2) supyep+ 7(t) = v < 1.
L’erreur induite par cette approrimation converge exponentiellement vers zéro et est
bornée de la maniere suivante :

< |80 — 7’(30)|670't
1—v

(3.2.6)

o o est une constante positive.

Démonstration. Cette proposition découle naturellement du développement proposé
dans cette section et des propriétés du retard considéré, qui permettent d’appliquer le
lemme 3.2.3. En effet, le domaine d’étude considéré se situe sur R*, de par la définition
de 0 (3.1.6) et la condition de bornitude sur 7(¢) (P1). La condition sur la dérivée du
retard (P2) remplit la condition sur le coefficient de Lipschitz du lemme [3.2.31 Enfin,

les variables €(t) et s(t) sont substituées par leur expression en fonction de (-), o(+) et
7(+). O
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Remarque. Dans le cadre considéré ici, la valeur de la constante o doit étre choisie en
accord avec la sensibilité aux bruits de mesure sur le retard et aux erreurs numériques
générées par l'algorithme utilisé. Cette notion sera revue par la suite dans le cadre du
choix du gain de l'observateur avec la remarque 5.1.1. Nous verrons apparaitre dans la
section suivante une contrainte plus forte, liée a la stabilité du systeme en boucle fermée.

%

Pour illustrer le calcul de 5, considérons tout d’abord l’exemple présenté dans la
section précédente, ou 7(t) = z(t). Dans ce cas, la dynamique (3.2.5) est évaluée avec

~ ~

= 2(¢)
7(¢) = 20 = f(=(0),ualQ))

Nous retrouvons ici la nécessité de prédire 1’évolution temporelle du retard sur ’horizon
[t, t + Timaz) €t donc de connaitre Ientrée perturbatrice uy(6) sur cet horizon. Un second
exemple, illustrant I’application de la méthode proposée a un réseau TCP, est présenté
ci-dessous.

Exemple 3.2.2

Nous considérons ici le modele TCP présenté dans ’exemple dans le
cas spécifique ot la capacité du routeur est constante. La définition de R;(t)
permet d’établir que

~

q(¢)
Cr

~

0=

+ Tpes (3.2.7)

En dérivant I’équation précédente et en substituant la dynamique de la file
d’attente ¢(t) présentée dans le modele, nous obtenons

N()

dr .. 1 Wi(¢)
d—é(g)_ el Zl Y C, (3.2.8)

~ ~ ~

ou R;(() est obtenu avec le calcul de ¢(¢). N(¢) est supposé connu sur ’hori-
zon [t, t 4+ Tinae), Permettant ainsi la prédiction du modele du retard. L’évo-
lution temporelle des variables VVZ(Qt ) et q(é ) est obtenue a partir de la dy-
namique du modele, en évaluant de maniere continue ses solutions jusqu’a
I'instant (t + Tynez). Les équations (3.2.7)-(3.2.8) peuvent maintenant étre

substituées dans (3.2.5) afin d’évaluer 6(t).

Un dernier exemple est introduit ici afin de présenter une application numérique permet-
tant de comparer la solution exacte de d(t), calculée par dichotomie, avec son estimation
obtenue par résolution dynamique.

Exemple 3.2.3
Nous considérons ici le modele de réseau TCP présenté dans I'exemple [1.4.2.
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Retard et horizon de prédiction

0.03 : : . : :
0025} 1
N 5 (dichotomie)

s 0.02—/
N
S
< 0.015h—~
b S
g oot} ~ .
m . . -
g ,‘7/\\§pourc=10
0.005 |y &' pour ¢ = 100 1
0 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps (s)

FIG. 3.2 - Etat du réseau et calcul de 6(t).

Le calcul de I'estimation de ’horizon de prédiction 4 (t) s’effectue a partir des
équations (3.2.7)-(3.2.8) avec 5(0) = 0, ce qui correspond au pire cas pos-
sible. Nous pourrions en effet éliminer I'effet des transitoires en calculant la
condition initiale avec une méthode numérique, mais le but ici est d’illustrer
la qualité de la méthode dynamique ainsi que sa simplicité d’utilisation. La
figure 3.2/ permet une comparaison entre les horizons de prédiction obtenus
avec la méthode par dichotomie (solution exacte), et ceux fournis par 1’ap-
proche dynamique, pour ¢ = 10 et ¢ = 100. Nous pouvons apprécier grace
a la figure[3.3 'efficacité de la méthode dynamique, qui converge rapidement
vers la solution exacte pour un ¢ suffisamment grand. Notons que le pic est
di a la perturbation intervenant sur le réseau, induisant une discontinuité
dans la dérivée de 7(¢).

3.3 Prédicteur a horizon estimé

Cette section est dédiée a la synthese d'une loi de commande a horizon estimé pour
la stabilisation du systeme commandé par réseau. Nous verrons en premier lieu la forma-
lisation de I'influence de I’estimation de I’horizon de prédiction sur le systeme en boucle
fermée. Puis nous validerons la méthode de calcul dynamique de I’horizon proposée dans
la section précédente, en garantissant la stabilité exponentielle du systeme bouclé. En-
fin, une loi de commande utilisant explicitement la dynamique du réseau décrite par

(3.0.2)-(3.0.3) sera proposée.
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Convergence de l'erreur sur
0.015 :

0.01

8—§pourc=10

Erreur (s)

0.005
8—§pourc= 100

I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6
temps(s)

F1G. 3.3 — Erreur induite par la méthode dynamique sur §(t).
3.3.1 Influence de I’estimation

L’estimation de 'horizon de prédiction B (t) induit une nouvelle dynamique qui in-
fluence le systeme en boucle fermée. En effet, la commande basée sur le prédicteur d’état
est maintenant évaluée a partir de 'estimation de §(¢), comme présenté dans la figure
3.4, et s’écrit

t+6(t)
z(t) + et / e~ Bu(f — 7())do (3.3.1)

t

u(t) = _ KA

ou, de maniere équivalente,
u(t) = —Kx(t+ (1))
avec S(t) définie par sa dynamique (3.2.5). En utilisant la méme transformation sur

I’espace temporel d’évolution de I'état que celle décrite en début de chapitre, ’équation

dynamique considérée estE

2(t+06) = Ax(t+9)+ Bu(t)
— Az(t+6) — BKxz(t+0) (3.3.2)

Apres addition et soustraction du terme BKx(t+ ) a droite de 1’égalité précédente, puis
changement de variable, nous obtenons le systeme

S 2'(C) = (A = BK)2(C) + BK (2(C) — 2( — ¢))

3la dépendance temporelle de 8(t) et de 6(¢) est omise ici pour plus de clarté.
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u(t-7)

Systéme Linéaire

() = 50

L Prédicteur d'Etat |«

u(t) x(t)

F1G. 3.4 — Commande & partir de I'estimation de §(t).

ol e(t) = &(t) — 0(t) a les propriétés décrites par le théoréme 3.2.4 et ¢(t) =t + 6(t). Le
systeme précédent peut se réécrire, par équivalence arithmétique en utilisant la formule
de Leibniz-Newton,

2'(¢) = (A— BK)z(¢) + BK/_ z'(¢C 4 6)do

L’expression (3.3.2) est ensuite substituée dans 'intégrale pour obtenir le systeme trans-
formé

0

—€

x@+ww—wa/ 2(C +0)do

—2e

z,f@qu—Bmﬂo+BKA/
Notons que la stabilité de >; implique celle de X, mais que l'inverse n’est pas vrai
(principe de comparaison), du fait de la prolongation des conditions initiales sur I’espace
temporel [6(0) — 2¢,0(0) — €]. La stabilité du systeme transformé est garantie par le
lemme suivant, qui est une application des résultats de [Niculescu, de Souza, Dugard &
Dion, 1998] au probleme considéré.

Lemme 3.3.1. Soit le systeme décrit par [’évolution dynamique

0

2'(¢) = Aqz(C) + BKA/ x(C+0)df — (BK)Q/ EJZ(C +6)do

—€ —2e¢
z(0) = ¢(0), 0 € [to — 2supe(t), tol, (to, @) € RT x Crr. —2sup, e(t)
t
avec ((t) =t +6(t). Si les conditions suivantes sont vérifiées
i) Agq est une matrice de Hurwitz,

i1) €(t) satisfait (3.2.6) avec

N —

0 < éy =supé(t) <
t

alors la trajectoire x(((t)) est asymptotiquement stable.
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Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii établie pour >,

Va©) = o Prgr—— [ 0 { /C C x(u)Twa)du] a0

— 1 =€y ). 19
Vile(Q) \ Va((0)
« —€ ¢ T
Mg /_26 [/wl’(u) Sx(u)du} d9/
Vi(2(C))

avec P et S des matrices symétriques définies positives, et

1 —2€ép

I<ac<

(3.3.3)

€M

La dérivée de V' le long des solutions de >; est obtenue par sommation pondérée des

éléments
dVl_gz(C» — w(Q [P Ay + ALPI(Q) + 20(0) PEKA [ ¢+ 0y
—22(¢)TP(BK)? /_;x(g + 0)db
—dVQE;Z(C)) < ex(0)"S1x(0) — (1 — ép) /_€x(C +0)"Sx(C + 0)do
dVs(z(C)) 6

ex(0)Sz(0) — (1 — 2éM)/ z(¢+0)"Sx(¢ + 0)do

—2e

0
b e / 5(C+ 0)7Sz(C + 0)do

—€

ou nous avons utilisé la relation
d b(t) pt ) b . 0
. [/ f(u)dud(?] — (b—a)f(t) — (1+ b)/ F(t+0)do+ (h— a)/ F(t +0)do
a(t) Ji+6 a a

Apres réorganisation des termes semblables, la dérivée de V(+) s’écrit

dV(x(¢))
d¢

= 2(Q)" [PACH—AEPJr( L )65}93(0

1—éy  1—2¢py

+ / [22(Q)" PBK Az({ 4+ 0) — z(¢ 4+ 0)"Sz({ + 6)

—€
aéM
1 —2€ép

(¢ +0)"Sx(¢ + 9)} db

+ /_6 [—2$(C)TP(BK)2x(C +0) — ax(¢+0)TSz(¢ + 9)} do

2e
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Cette fonction peut étre bornée en utilisant la relation du complément des carrés de type
2Ty < uTSjlu + vl S
pour ¢ = 1, 2. Nous obtenons ainsi I'inégalité

D < (@) [P+ ATP +anS) o(0)

+ / 0 asx(C)T PBKAS™Y(PBK A) (¢)dd

—€

[ a0 PBRPS T (PBR ()

2¢ &
< z(Q)" [PAy+ ALP + ear S (3.3.4)
+eaaPBKAS™ (PBKA)T + elP(BK)Qs-l(P(BK)Q)T
«
avec 1 1 . 1 9
gy = Lol = éu) : oM (3.3.5)

) Qa2 = .
(I—é)(1=2e) 2 1= 2+ a)én
des constantes positives. En introduisant les matrices
1
R = 1S+ aPBKAS Y (PBKA)" + ~P(BK)*S™'(P(BK)*)"
o
Q = —(PA,+ ALP)

qui sont définies positives par construction et par I'hypothese i), respectivement, I'inéga-
lité précédente s’écrit
dV (z(¢))
d¢

IN

—2(0)" Qx(¢) + ex(¢)" Rx(()
< (=Aa(@) + lelAur (R))[|(O1
La convergence de la fonction €(t) nous assure qu'il existe un temps t. tel que

Am(Q)
A (R)

pout tout ¢ > t., et donc que la fonction de Lyapunov-Krasovskii converge pour tout

e <

x(C¢) € {z(¢(t)) : t > t.}. Ceci permet de conclure que ¥; est asymptotiquement stable
(voir [Khalil, 1996] pour plus de précision concernant la stabilité). [l

Remarque. Bien que la méthode utilisée pour établir le lemme précédent puisse sembler
conservative, notamment au niveau des bornes imposées sur la variation de l'erreur,
elle reste appropriée pour soutenir le propos de cette section. En effet, ces bornes sont
déterminées par un choix approprié de la constante o, qui doit étre choisie telle que

1—v
O-< -~ _ _~
2|99 — 7(do)]
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Des approches moins conservatives seront proposées dans le chapitre suivant, ou des
résultats plus précis sont recherchés. &

L’influence de l'estimation dynamique de I’horizon de prédiction peut étre étudiée
de maniere plus précise en déterminant a quel instant ¢ I'erreur d’estimation e(t) est
suffisamment petite pour que les trajectoires du systeme suivent une décroissance expo-
nentielle. Ceci est réalisé dans le corollaire suivant, qui spécifie cette erreur maximale et
dont le résultat pourra étre utilisé pour déterminer le temps associé.

Corollaire 3.3.2. Si les conditions du lemmel3.3.1| sont satisfaites, si I’horizon de pré-
diction vérifie les propriétés

i) 0<4§(t) <o < o0,

i) —1 < 0(t) < oo,
et si €(t) est tel que

— 1l existe des matrices P et S définies positives,

— la LMI suivante est vérifiée :

PAg+ ALP +ea;S ePBKA ¢P(BK)?

(%) —eals 0 <0 (3.3.6)
(%) (%) —eaS

ot () représente le bloc obtenu par symétrie et aq, as, o sont définis par (3.3.3),
3.5.9),
alors les trajectoires du systeme en boucle fermée (3.0.1)-(3.5.1), avec U’horizon de pré-
diction estimé par (3.2.5), convergent exponentiellement vers zéro pour tout ((t) > ¢(0).

Démonstration. L’application du complément de Schur sur l'inégalité (3.3.4) permet
d’établir que la dérivée de la fonction de Lyapunov-Krasovshii est négative si € est tel
que la LMI (3.3.6) soit vérifiée.

Ceci reste vrai pour I’évolution temporelle I'état x(((t)) (en fonction de t), sous les
hypotheses i) et ii), en notant que

V() = (L+0)V'(¢)

et en utilisant des arguments similaires a ceux présentés dans la démonstration du lemme

3.1.2 et le corollaire[3.1.3! O

Remarque 3.3.1. La LMI peut s’écrire sous la forme du probleme généralisé de
valeur propre

(%) _a_S 0 <= = (%) 0 0 (3.3.7)
2 €
® @ s | YL 0 @0

ne ~E(
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avec C(z) = diag (P,S) > 0, ou A(x), B(z) et C(z) sont des fonctions affine de z, le
vecteur des variables de décision constitué a partir de P et S. Ce probleme s’exprime
sous sa forme générale

minimiser A

tel que AB(z) — A(z) >0, B(xz) >0, C(z) >0
Notons ici que la matrice B(z) de I'inégalité (3.3.7) est semi-définie positive. Il convient
donc de reformuler ce probleme afin qu’il soit bien posé. Pour cela, nous introduisons la
matrice auxiliaire Y > 0, ce qui permet d’écrire le probleme d’optimisation final :

1
min —
P,SY €

sous les contraintes 0< P, S,Y
a;S—-Y PBKA P(BK)?
1
(%) ——S5 0 <0
a2
(%) () —as
0<—PA, — ALP
1
Y < =(=PAy — ALP)
€

o

La formulation obtenue dans la précédente remarque permet d’évaluer I'erreur d’es-
timation de I’horizon qui garantit la convergence exponentielle de 1’état. Ce résultat,
associé a celui présenté dans le théoreme (3.2.4 et aux caractéristiques intrinseques du
systeme considéré (dynamique de 1’état et du retard), conduit a une estimation du temps
t. a partir duquel le systeme va converger. Cet instant est obtenu grace a la relation

te = ! In Al;VAe(tc)
a |00 — 7(do)|

Nous pouvons donc en déduire que 1'état z(¢) converge exponentiellement vers zéro pour
tout ¢ > t.+ d(t.). Cette démarche est illustrée par I'exemple suivant.

Exemple 3.3.1
Soit le pendule inversé en forme de “T” décrit dans I'annexe B ayant pour

dynamique
[ 0 1 0 0] [0 ]
—18.78 0 1482 0 7.52
z(t) = x(t) + u(t —7(t))
0 0 0 1 0
56.92 0 —15.18 0 —8.82

70



Chapitre 3. Prédicteur par Retour d’Etat

Le gain de commande K est choisi pour placer les poles de la matrice Ay

en [—8 + 0.54; —8 — 0.5i; —16; —32]. La valeur de €, est fixée & 0.36 et o =
1 — 2¢
0.9 x —EM = 0.7. Le probleme d’optimisation exprimé dans la remarque
€M
est résolu en prenant les conditions initiales
Ld SO - -[7
e P > 0 solution de PyAy + AL Py < 0,
Am o , .
® g = & avec (Qp et Ry définis comme dans la démonstration
A (Ro)
précédente,

1
e Y, > 0 solution de a; Sy — Yy < 0 et de Yy < ——(PyAy + ALP,) .
€
Nous obtenons ainsi une erreur d’estimation admissible, au sens ou
dV (z(¢))
d¢

tiales Sp, Py, Yo et €g permet une légere amélioration de la solution trouvée (e

< 0, de € = 2.3ms. Notons ici que l'utilisation de conditions ini-

augmente d’environ 1.5%), du fait de la méthode numérique utilisée. L’am-
plitude des solutions peut étre contrainte en modifiant le rayon de faisabilité
ou en introduisant des LMIs de type

P I
'Y
& P>0,Y >0, \pin(PY) > 1

>0

mais ceci n’influence pas la solution optimale.

En considérant le retard induit par le réseau TCP de 'exemple [1.4.2, de
valeur initiale 7(0) = 8.96 ms et de dérivée maximale v = 0.617, I'instant
de convergence est déterminé par t. = 233.4ms et I'état x(t) suit une dé-
croissance exponentielle pour ¢ > t. + d(t.) = 245.8 ms, pour une vitesse de
convergence de I'approximation déterminée par o = 10. Le dernier calcul est
effectué en utilisant la dichotomie pour évaluer §(t.), étant donné la faible
vitesse de convergence choisie.

Remarque. La variation maximale admissible de I’erreur €,; est donnée par le degré de
fiabilité du réseau ou peut étre ajustée par I'utilisateur du réseau si une file de stockage
est mise en place en entrée du récepteur (utilisation du protocole de transfert a ce niveau
pour les nécessités de la commande). &

3.3.2 Formulation finale

Nous avons pu voir au cours de ce chapitre comment ['effet retard du réseau peut
étre compensé avec un prédicteur d’état a horizon temps variant. Plusieurs méthodes ont
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été proposées pour calculer cet horizon, de maniere statique ou dynamique. La méthode
dynamique étant la plus efficace, au niveau du temps de calcul, c’est celle que nous avons
retenu pour la suite du travail. Une analyse de robustesse du systeme bouclé vis-a-vis
de 'erreur d’estimation nous a permis d’établir la stabilité de 1’état, et notamment que
la convergence exponentielle de 'erreur d’estimation induit la stabilité exponentielle de
I’état. La derniere étape, décrite dans cette section, vise a décrire la loi de commande

comme une fonction ezplicite du retard et a montrer que la stabilité est assurée pour un
retard vérifiant (1.4.5)-(1.4.6). Ceci est établi par le théoreme suivant.

Théoreme 3.3.3. Soit le systeme
&(t) = Az(t) + Bu(t — 7(t))

ot la paire (A, B) est commandable. En supposant que la dynamique du retard décrite

par (1.4.3)-(1.4.4) est telle que les conditions suivantes sont satisfaites pour tout t
Al) 7(t) € C(R™, [0, Tymaa)),
A2) 7(t) < 1,
A3) 0 < éy =sup,é(t) < 3
Alors la loi de commande par retour d’état

t+6(t)
z(t) + et / e Bu(f — T(@))d@]

t

() = —a (d:i(f)) J+ @, (d;(f)ﬁ(())
dr dh

—(C) = d—C(Z(C)yud(C))

u(t) = — KM

dg¢
dz
c© = FEQ ), 2(0) =z
avec ¢ = C(t) = 1+ 6(t), o une constante positive, 6(0) = by € [0, Trmaa), €t
®,(d7(¢)/dC) = 1—dr(¢)/d¢
Do(dr(Q)/dC, 7(0)) = dTic—)/gfg)Zc@

assure que le systéme en boucle fermée est borné, et que la trajectoire de z(t) converge
exponentiellement vers zéro.

Démonstration. Ce théoreme est la suite logique du développement effectué au cours de
ce chapitre. En effet, les hypotheses (A1) et (A2) permettent
— de garantir la convergence exponentielle de I'erreur d’estimation du fait que les
conditions du théoreme[3.2.4 sont vérifiées,
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— d’avoir les conditions nécessaires au corollaire 3.3.2 sur la dynamique de I’horizon
de prédiction §(t), par application de la proposition 3.1.4

Le fait que la paire (A, B) soit commandable permet de garantir qu’il existe un gain K
tel que A — BK soit une matrice de Hurwitz. Nous pouvons donc appliquer le lemme
3.3.1 ainsi que le corollaire(3.3.2, en notant que le fait d’avoir la garantie d’une trajectoire
bornée (résultat du lemme) avant I'instant de convergence exponentielle nous assure qu’il
existe un fonction exponentielle décroissante bornant supérieurement la valeur absolue
de la trajectoire tout au long de son évolution (pour t € R). O

Remarque. Cette loi de commande nécessite de garder en mémoire les signaux de
commande émis durant I'intervalle temporel [t — 7,44, t]. De plus, le calcul de 1'horizon
de prédiction implique une connaissance du retard sur Uintervalle [t,t + T,,4.]. Cette
derniere hypothese est la plus restrictive ; elle peut étre satisfaite
— pour les systemes périodiques, grace a la connaissance du cycle suivant,
— pour les systemes entierement déterministes, en utilisant un prédicteur d’état sur
le retard (éventuellement non linéaire),
— de maniere plus générale, en combinant un observateur et un prédicteur sur le
retard.
Notons que I'algorithme d’émission peut étre utilisé a ce niveau pour rendre un réseau
apériodique completement déterministe. En effet, supposons qu'une source émette un
signal, de taille négligeable, informant de son intention d’utiliser le réseau et attende
durant un temps 7,,.. avant d’émettre. Le nombre de sources prévoyant d’utiliser le
réseau est ainsi connu en avance et un modele des protocoles d’émission et de la file
d’attente peut étre utilisé afin de prédire I’évolution du retard de manieére précise. <

Ainsi que nous 'avons vu dans la sous-section 2.2.3| le retard temps variant conduit
a un controleur discret a dimension variable. Nous estimons la partie intégrale de la loi
de commande en utilisant la méthode des rectangles backward, en choisissant un pas
d’intégration fixe et égal a la période d’échantillonnage T. Il en résulte que le nombre
de pas ny = n(tx) nécessaires pour estimer 'intégrale a un instant donné ¢ = t;, dépend
de 8, = 0(t;,) et est défini par
ny, = 0/ T,

Ceci conduit a I'approximation suivante du terme intégral, pour tout £k =1,2,3, ...

th+0(tx)
I, = I(t) = et / e Y Bu(9 — 7(0))dd
ty
= 7(k + 1)
~ T —iATsB .\ e
5 ; e u(k +1 7 )

ou le retard est supposé étre un multiple de la période d’échantillonnage. Cette hypo-
these n’est pas trop restrictive si la période d’échantillonnage est suffisamment petite
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T(k + 1)
T.

S

par rapport au retard, afin que la partie fractionnelle puisse étre négligée dans

I’approximation de 'intégrale.
La partie prédictive de la loi de commande proposée dans le théoreme précédant peut
maintenant étre exprimée de maniere discrete

up = —Ke % (zp, + 1) (3.3.8)

Le terme d’exponentiel de matrice peut étre calculé de maniere approchée en utilisant la
méthode de Krylov [Sidje, 1998] ou de fagon exacte par la méthode des composantes de
matrices [Borne et al., 1992].

Exemple 3.3.2
Nous considérons ici la stabilisation a distance du pendule inversé (voir An-
nexe B) dont la dynamique a été présentée dans I'exemple 3.3.1, avec comme

condition initiale
z(0)=[10 0,5 0]"

Le réseau a les propriétés décrites dans I’exemple[1.4.2/et induit le retard 7(t)
présenté en haut de la figure (3.5l L’évolution temporelle de I'erreur d’estima-
tion de I’horizon de prédiction induite par l'utilisation de I’approche dyna-
mique pour le calcul de §(t) est aussi présenté. Une premiere courbe, notée
€mes, ontre 'erreur d’estimation calculée a partir de la différence entre ) (1)
et §(t) obtenu par dichotomie. La seconde, notée €., est la borne supérieure
obtenue avec le théoreme [3.2.4. La comparaison de ces deux courbes permet
d’évaluer le conservatisme induit par ce théoreme, qui est assez important
initialement puis se réduit. L’augmentation du retard (et de l'erreur d’es-
timation) induite par ’émission de la source perturbatrice reste cependant
dans les bornes prévues par le théoreme.

Les conditions initiales sur la commande sont considérées comme nulles, avec

u(@) =0 VO € [—Tmaz, 0]

et la période d’échantillonnage utilisée pour 'estimation de la partie intégrale
de la commande est de 1 ms. Le systeme est simulé de maniere continue. Le
bas de la figure montre la stabilisation du pendule inversé en T, avec
I'évolution des quatre états le caractérisant (position et vitesse de la barre
en translation, angle et vitesse angulaire de la barre verticale). Notons ici le
temps de latence induit par le retard (d’une centaine de millisecondes), temps
pendant lequel 1’état diverge du fait des conditions initiales non nulles et de
son instabilité. Puis le signal de commande atteint le systeme, produisant des
trajectoires inverses a celles de la stabilisation du fait de la nature du pendule,
qui est a non minimum de phase. Une fois cet effet passé, les trajectoires se
stabilisent de maniere exponentielle. Notons que 'effet du retard n’apparait
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Retard et erreur d’estimation de I’horizon
0.03

& 0.025
0.02
0.015

0.01

Retard et erreur (

0.005

4 T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)

F1G. 3.5 — Réponse du systeme a une condition initiale non nulle.

pas de maniere explicite sur I’évolution du systeme, une fois la période de
latence passée, du fait de la loi de commande choisie. En effet, la prédiction
permet d’enlever le retard de la boucle.

Cette simulation illustre I'efficacité théorique de la loi de commande propo-
sée dans le théoreme pour stabiliser un systéme ayant des conditions
initiales non-nulles.

3.4 Comparaison avec les méthodes de commande
classique

Le but de cette section est de fournir quelques éléments justifiant I'utilisation d’un
prédicteur a horizon variable plutot qu’un simple retour d’état, un prédicteur a horizon
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fixe ou une stratégie de tampon. Ces éléments sont d’ordre qualitatifs et sont illustrés
par un exemple.

Il est clair que 'utilisation d’un prédicteur pour compenser le retard ne se justifie que pour
des applications ou les dynamiques du systeme sont rapides par rapport a 'amplitude
du retard généré par le réseau. En effet, un simple retour d’état de type

u(t) = —Kx(t)

permet d’assurer la stabilité d’un systeme linéaire pour un retard suffisamment petit
par rapport aux modes propres du systéme bouclé (marge de stabilité). Dans le cas
d’applications plus sensibles ou ce n’est pas le cas, la compensation du retard s’avere
préférable voir nécessaire.

L’instabilité induite par un retard fixe d’amplitude non négligeable, tel que celui généré
par des lignes de transmission homogenes ou des temps de calcul constants, peut étre
compensée avec un prédicteur d’état a horizon fixe.

Dans le cadre de la commande des systemes commandés par réseau, nous considérons des
retards dont la valeur moyenne est assez peu représentative. Ces retards sont fortement
dépendants de 1'état de charge du réseau et peuvent varier de maniere drastique d’un
instant a 'autre. Ce probleme, dénommé gigue dans le milieu industriel, induit des
variations de phase difficilement compensable et justifie I'utilisation d’un prédicteur a
horizon variable. Ceci est illustré dans ’exemple suivant.

Exemple 3.4.1
Soient le pendule inversé et le réseau décrits dans I'exemple précédent. Nous
étudions la réponse du systeme pour quatre lois de commande différentes :

— retour d’état,

— prédicteur a horizon variable,

— prédicteur a horizon fixe, d’horizon égal au retard maximal,

— la mise en ccuvre d’une stratégie de tampon, consistant a ajouter un
buffer en entrée du systéme afin de rendre le retard constant (égal a sa
valeur maximale 7,4, ), combinée au prédicteur précédent.

Afin de comparer ces méthodes la réponse du systeme a une condition ini-
tiale non-nulle et sa robustesse vis-a-vis de bruits de mesure (bruit blanc de
puissance 0.01 et de noyau [23341]) sont illustrées par la figure [3.6. L’evo-
lution temporelle de 'angle du pendule inversé montre que, par rapport a
I'utilisation d’un prédicteur a horizon variable :

— le simple retour d’état induit un dépassement et de légeres oscillations
lors d’une condition initiale non nulle, et des oscillations importantes
lorsqu’un bruit de mesure est ajouté,

— le prédicteur a horizon fixe, bien que plus approprié que le controleur
précédent, induit des oscillations et un temps de stabilisation plus long
lors d’une condition initiale non nulle, et est plus sensible aux bruits de
mesure,
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Réponse a une condition initiale non nulle

4 T T T T
3.5 - R . . -
Prédicteur a horizon variable
3 - u
Retour d’état
25 e
ol Prédicteur a horizon fixe |

0(t) (rad)

stratégie
de tampon

0
_0.5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Réponse avec des perturbations sur la mesure
15 T T T T

Prédicteur a horizon variable

o(t) (rad)

Retour d’état

_15 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps (s)

Fi1G. 3.6 — Réponse du systeme avec divers loi de commande.

— la stratégie de tampon montre une divergence initiale (due au retard
plus important induit par le tampon) rapidement compensée et présente
des performances similaires a celles du prédicteur a horizon variable (pic
légerement plus faible). Cette stratégie a ’avantage d’étre plus simple a
mettre en ceuvre au niveau du correcteur mais introduit une complexité
au niveau du systeme. Outre la présence du tampon, elle implique en
effet soit de connaitre le retard réel au niveau du systeme pour l'in-
crémenter au niveau du retard maximum, soit un synchronisation des
horloges entre le correcteur et le systéme (ce qui peut étre une pro-
blématique de recherche en soi lorsque I'utilisation d’'un GPS n’est pas
possible). De plus, 'augmentation du temps de réponse a une entrée
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de commande peut s’avérer un facteur limitant pour les systemes a
dynamique rapide.
Notons que les effets précédents sont largement amplifiés pour des retards
d’amplitude et/ou de variation plus importante.

Synthese

Ce chapitre nous a permis d’établir une loi de commande performante et adaptée pour
la stabilisation des systemes commandés par réseaux déterministes. La synthese proposée
prend explicitement en compte la dynamique du réseau au travers du calcul de ’horizon
de prédiction, variable dans le temps. Cette commande conduit a I’élaboration d’un
controleur a taille variable, du fait de la variation de I’horizon d’intégration. La robustesse
de cette méthode vis-a-vis des incertitudes induites par ’estimation de I'horizon a aussi
été étudiée.
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Notre pale raison nous cache linfini!
Nous voulons regarder : - le Doute nous punit!
Le doute, morne oiseau, nous frappe de son aile...

- Et U’horizon s’enfuit d’une fuite éternelle /...

Arthur Rimbaud, 1870.
[Rimbaud, 1984]






Chapitre 4

Analyse de Robustesse vis-a-vis
d’Incertitudes sur le Retard

Nous avons étudié dans le chapitre précédent I'utilisation du prédicteur d’état pour

établir une loi de commande stabilisant un systeme a entrée retardée, ou le retard varie
dans le temps. Dans ce chapitre, nous évaluerons l'incertitude maximale acceptable sur
le modele du réseau pour stabiliser le systeme. Ce probleme revient a déterminer I’erreur
maximale du retard telle que le systeme en boucle fermée reste stable, erreur induite par
la différence entre le modele de retard utilisé pour le calcul de I’horizon de prédiction et
le retard effectif subi par les paquets d’information.
Dans un premier temps, nous verrons que le probleme de robustesse du systeme en
boucle fermée vis a vis d’incertitudes sur le retard conduit au probleme de stabilisation
d’un systeme algébro-différentiel a état retardé. Une premiere approche exacte nous
permettra d’étudier cette stabilité, en montrant notamment que ’état reste stable pour
une perturbation bornée et que les incertitudes sur le retard induisent, par 'intermédiaire
de la loi de commande, une perturbation convergeant vers zéro. Ceci nous permettra, dans
un deuxieme temps, de justifier une approximation de ’expression de loi de commande
permettant une analyse moins conservative que la premiere. Une partie de ce chapitre
sera présentée dans [Witrant, Canudas-de-Wit, Georges & Alamir, 20055).

4.1 Description du probleme

Soit 7(t) le retard effectif induit par le canal de communication et 7(¢) celui estimé
(fournit par un modele de retard), utilisé pour calculer I'horizon de prédiction () et
établir la loi de commande. Le systéme en boucle fermée est alors déterminé par

#(t) = Ax(t) + Bult — () (4.1.1)
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~ t+6(t)
u(t) = —KeMO | o) + o / e~ Bu(f — 7(0))do (4.1.2)
t

5t) = T(t+46(t) (4.1.3)
avec (A, B) une paire commandable et comme condition initiale (voir sous-section [2.1.1)

w(@) = o(0), 0 € [to— Tmas, to], (to, ) € RT x C¥

n, Tmaz

Le retard estimé 7(t) est obtenu par un modeéle dynamique de type

Z(t) = [fo(2(t),ua(t), z(0) =z (4.1.4)
T(t) = he(2(t), uae(t)) (4.1.5)
o fe(+), he(-) et uge(-) sont les estimations f(-), h(-) et uq(t), respectivement. Ce modele

a les mémes propriétés que celles décrites pour le cas nominal dans la section [1.4.3
notamment concernant les conditions de bornitude sur le retard et sa dérivée :

sup7(t) =v <1
La difficulté de I’étude de robustesse de (4.1.1)-(4.1.3) est die au fait que ce soit un

systeme algébro-différentiel a état retardé. En effet, il peut s’écrire de maniere équivalente
avec la représentation

Loo\[aw ] A oN[aw ], (0B

0 0/ aw) |\ =Ke4 0)| u@ 0 0
0 0
0 —KeM® [eAt () e 4 Bu(f — f(&))d@}

u(t — 1)

x(t—7) ]

+

t

Le caractere algébro-différentiel est mis ici en évidence car il empéche une approche di-
recte (plus classique) telle que celle pouvant étre effectuée a partir du systeme décrit par
I'équation dynamique de z(t) et celle de la loi de commande u(t), utilisée dans [Mondié
et al., 2001] ou [Michiels & Niculescu, 2003] pour le cas des retards constants. L'utilisation
des fonctions de Laplace, pour le cas des systemes a retard constant, permet de prendre
en compte le caractere algébrique induit par I'intégrale dans la transformée elle-méme,
mais ceci n’est pas possible pour le cas des retards variables et I'opérateur de dérivée
n’assure pas une équivalence entre les deux expressions (variation de u(t) exprimée par
une intégrale et par sa dérivée).

C’est pourquoi 'effet du terme intégral sera considéré comme celui d'une perturbation
s’annulant dans le temps dans I'approche exacte, permettant ainsi de mettre en évidence
les problemes de robustesse liés a la nature temps variante du systeme. Avec la seconde
méthode, dite approchée, nous décomposerons le terme intégral afin d’extraire la par-
tie induisant une formulation algébrique, que nous négligerons grace a une justification
appropriée.
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4.2 Approche exacte

Une formulation intuitive du probleme de robustesse consiste a choisir comme état
étendu la combinaison de I'état du systeme xz(t) et de I'estimation de I’état prédit utilisé
pour établir la loi de commande. Cette approche conduit & un probléme mal posé du fait
de la dépendance implicite de 1’état ainsi composé en lui-méme. Nous chercherons par
conséquent a obtenir une dépendance explicite, similaire a la formulation proposée dans
[Mondié et al., 2001] pour le cas du retard constant ou le systéme considéré est décrit
par

{ i(t) = a(z,u)
ut) = Blz,u)
Le fait que le retard soit temps variant et que nous poursuivions une approche temporelle
rend 'utilisation directe de u(t) comme extension de I’état inappropriée. Nous utiliserons

donc le terme intégral de la commande comme nouvel état, celui-ci étant la source de la
dynamique de commande et le siege des perturbations.

4.2.1 Formulation du probleme

L’état induit par l'intégrale est défini par

Une formulation intuitive consiste a utiliser la dynamique de cet état
() = AZ(t) + e [(1 4 8)e ACI Byt +§ — 7(t +8)) — e A Bu(t — 7")]
= AZ(t) + (14 6)e ™ Bu(t) — Bu(t — 7)

En substituant u(t) par _
u(t) = —KeO [z(t) + Z(t)]

nous obtenons
T(t) = AZ(t) — (1+6)e Y BKe™ [x(t) + I(t)] + BKeM) [x(t — 7) + I(t — 7))

Le systeme en boucle fermée avec estimation du retard est donc décrit par les équations
différentielles retardées

i(t) = Ax(t) — BKeMt [zt — 1)+ I(t —7)],
I(t) = (A—(1+0)e PBKeI(t) — (1 + 6)e Y BKeNx(t)
+BK e [x(t — 7) + I(t — 7)],
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avec

&
—
<
S—
I

3(8), 0 € [to — mAX(Tazs Trae); to], (to, @) € RY x C*
¢I(9)7 9 € [tO - maX<Tmam7 7__ma:p>7 tO]a (t()v ¢I> S R+ X qu;

’ maX(Tmaz ; 77—’77‘“11)

N

—
>

SN—
Il

s maX(Tmaz 5 77’7110,1)

Nous voyons clairement apparaitre le retard réel du réseau 7(¢) dans 1’équation dyna-
mique de z(t) et le retard estimé 7 dans celle de Z(¢). En définissant ’état complet
comme

le systeme précédent s’écrit sous forme matricielle

. I A 0
X(t) = . _ s s | X()
| —(1+0)eMBKe? A—(1+08)e YBKeY

[ BEeANt-T) B eAt-T)
0 0

0 0

X(t — - _
( T) + BKeA(s(tfﬂ_') BKeAé(tf-F)

X(t—7)

Notons ici qu’en 1'absence de retard 1'état x(t) converge exponentiellement vers zéro et
le terme intégral Z(t) est nul, du fait que Z(0) = 0. Le terme intégral est cependant
instable dans ce cas, au sens classique du terme, du fait qu’il a pour dynamique 7 = AT.
C’est pourquoi ce type de formulation est impropre au type de probleme considéré, du
fait de la perte du caractere algébro-différentiel du systeme. Notons que l'utilisation de
la variable

w(t) = x(t) + Z(t)

qui décrit la dynamique la plus importante de la loi de commande, conduit au méme
type de probleme.

Afin de respecter le caractere algébro-différentiel du systeme en boucle fermée, nous
sommes donc contraints de conserver le terme intégral dans I'expression du systeme. Ce
dernier s’écrit donc, apres un changement de base approprié dans 'intégrale,

{ #(t) = Awx(t) — BKe®"g(t — 1) — BKI(t — 1) (42.1)

I(t) = [V MBu(t+ 60 —7(t + 6))do
Pour étudier la stabilité de ce systeme, nous considérerons tout d’abord la robustesse
de I'état x(t) en supposant que le terme intégral agit comme une perturbation bornée.
Nous reviendrons ensuite sur la dynamique de la loi de commande pour justifier cette
hypothese de bornitude et montrer la stabilité de la loi de commande.
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4.2.2 Robustesse de 1’état

Le systeme (4.2.1) est considéré ici comme un systeme a retard perturbé, ou la per-
turbation est induite par le terme intégral. Celle-ci est introduite par le terme

A(t) = —BKZ(t — 1)
avec  JA(t)] <oo et limy.o A(t) #0

La perturbation induite est donc supposée bornée, mais persistante (ne s’annule pas),
aussi convient-il en premier lieu d’établir les propriétés de stabilité et de bornitude des
systemes a retard subissant une perturbation persistante. Ceci est effectué avec le lemme
suivant

Lemme 4.2.1. Soit le systeme différentiel retardé subissant une perturbation persistante
décrit par

(t) = A(t)x(t) + Ag(t)x(t — 7(t)) + A(t) (4.2.2)

avec 2(0) = ¢(0), 0 € [to — Tiaa, to], (to, @) € RT x Cy . Si les hypothéses suivantes
sont vérifiées :
H1) le retard satisfait les conditions

Tmazx Z T(t) Z 0

sup7(t) =v <1
teR+
H?2) il existe des matrices symétriques P, X, X, définies positives telles que la LMI
suivante soit vérifiée
2
PA, + ATP 472 ATX A+ %Ag XA, PA, PA,
—v
ATPp -X 0
ATPp 0o -X;

<0

avec A, = A(t)) + Aq(t1), A = A(ty) et Ag = Ay(ts) ou

t, = arg {mtax)\(A(t) n Ad(t))} tp—arg {sgp HA(t)H} |ty = arg {Sl;p HAd(t)H}

H3) la variable
p(t) =2P ( A A(6)df — A
(t) ( d(t) /t-r(t) ( ) (t))

est de norme bornée,
alors nous pouvons garantir que l'état x(t) est globalement uniformément borné de la
maniere suivante :
[p(2)]]

x| < —W
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avec
2

M, = PA, + ATP + PAX'ATP + PAXTATP + 72, ATXA + <1Tm“x)2AdTX1Ad
—v

la matrice décrivant la stabilité du systéme nominal (p(t) = 0), définie négative par

(H2).

Démonstration. De la méme maniere que décrite dans la section 3.3.1, les propriétés du
systeme (4.2.2) peuvent étre déduites de celles du systeme transformé

t t

Agu(0—7(0))d0— A, / A(B)dO+A(1)

t—1

S (t) = (A+Ag)z(t)—Aqg / " Ar(0)d6—A, /

—T
Nous utilisons ensuite la fonction de Lyapunov-Krasovskii ainsi que la méthode proposée
dans [Kim, 2001], appliquées & notre probléme. La fonction de Lyapunov est définie par

Tmax

V($,t) = Uo(iE) + Tmaxvl(m?t> + (1 . V)2

UQ(xat)
avec
vo(w,t) = @' (t)Px(t)
Tmaz t
vi(z,t) = / / 27 (s) AT X Az (s)dsdf
-0
O‘r+7'mazt t _ _
vo(z,t) = / / x7(s) Ay X1 Agx(s)dsdd
T t—6

La dérivée temporelle du premier terme de la fonction de Lyapunov est donnée par

bo(z, 1) = 2T(t)(P(A+ Ag) + (A+ Ag)"P)a(t) — 227 (1) PA, /t Az (60)do

— 22T (t)PAy /tt Agz(0 —7(0))do — 2™ (t)p(t)

IN

2T () (P(A+ Ay) + (A+ AT P)x(t) + 2|7 (1) PALX V2| / j XY2Ax(0)dd)|

t
+ 2|2t (O PAX P | XL A (8 — 7(6))d]] — 2T (t)p(t)

t—1

T (1) (P(A+ Ag) + (A+ A)TP)a(t) + ||aT (1) PAX V2|

IN

t t
* / 1 X2 Az (0)|[2d0 + | |27 (8) PAX, 2|)? + 7 / 1X1% Az (8 — 7(8))]|%d0
t—1 t

— () *

ol la derniére expression est obtenue en utilisant le complément des carrés (2ab < a®+b?,
a, b € R) ainsi que la relation

[ / F(s)ds|” < (b a) / 1£(s)|Pds
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Les inégalités

t t
/ | X2 Az(0)|2d0 < / 2T(0)ATX Ax(0)db
t—1 t—1

t t—1
X2 A200 — 7(0))|2d0 < 1 T (A, X, Ay (0)do
1
t t

—T 1 -V —T—Tmax

permettent d’établir 'expression finale pour vy(t)
vo(x,t) < 2T () (P(A+ Ay) + (A+ A))TP)x(t) + ||zT () PAX 2|2

t
- 7'/ 2T (0) AT X Ax(0)d + ||«T (t)PAX, 2|2
t

—Tmax

1—v

LT / T O) A" X, Age(0)d0 — 27 (1)p(1)

En dérivant le second et le troisieme terme de la fonction de Lyapunov et en appliquant
le lemme nous obtenons

U(x,t) = TmaxxT(t)flTXflx(t)—/ 27 (s) AT X Az (s)ds

t—Tmaz

t—7
a(2,1) = Tmaer’ (ODATX 1 Agz(t) — (1 — T)/ 27 (s) AT X1 Agz(s)ds
t—T—Tmaz
t—7
< Tinae®! (8)AG X1 Aga(t) — (1 —v) / 2T (s) AL X, Aga(s)ds
t—T—Tmaz

Nous pouvons maintenant additionner les trois termes dérivés pour obtenir I’expression
finale de la dérivée de la fonction de Lyapunov-Krasovskii

V(z,t) = vo(x) + Timae01(x, t) +

Tmax

(1—-v)?
< 2T (t)(PA, + ATP)x(t) + |27 (1) PAX 2% + ||« (t) PA X, 2|2
2
— 2T (O)p(t) + 720" () AT X Ax(t) + “ﬂ”ﬁxT(t)AdTXlAdﬂt)
— VUV
< 2T (#t)|PA, + ATP + PAX'AYP + PAX AT P

2
_ _ T — _
+ T72naxATXA + (1 Ta§)2A§X1Ad .T(t) - .Z'T(t>p(t>

L’hypothese (H2) et Iapplication du complément de Schur nous garantissent la stabilité

1.)2(.1', t)

du systeme non perturbé. Le fait que I’état soit borné est obtenu par la relation
V(z,t) < Xa(M)|[z@ + [p@)]]-||=(t)]]
< A M)llz@] + @)z @)]]

qui permet d’établir que la dérivée de la fonction de Lyapunov est négative pour tout

|lp(@)]]
()| > —W

x(t) tel que
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L’hypothese (H3) permet de garantir qu'un tel z(t) existe de maniere finie, et la conclu-
sion du lemme est conséquente & la négativité de V(z,t). Notons ici que la stabilité du
systeme nominal garantit que Ay (M,,) < 0 et la symétrie de la LMI assure que les
valeurs propres de M,, soient réelles. [l

Dans le cas particulier de la commande du systeme a entrée retardée avec un pré-
dicteur d’état, ou le prédicteur est calculé a partir d’une estimation du retard, le lemme
précédent est appliqué avec

At)=A et Ay(t) = —BKeMt

Remarque. La formulation choisie et le lemme précédent conduisent a 1’assimilation
de la commande prédictive a un simple retour d’état, aussi le résultat obtenu sera de
nature conservative. Le point important a retenir du lemme précédent est que si le
systeme nominal est stable et la perturbation bornée, alors I'effet de cette perturbation
est d’induire un résultat de bornitude globale au lieu d’une stabilité asymptotique.

4.2.3 Stabilité de la loi de commande

Nous allons maintenant étudier plus en détail la nature du terme intégral et son effet
sur le systeme bouclé. Notre but est d’établir des conditions suffisantes sur le retard et
son estimée pour que Z(t) soit borné. Le fait que I'intégrale soit évaluée sur I’horizon fini
[0, 5(t)] implique que Z(t) est borné si u(t) I'est, et donc si w(t) est borné. En définissant
I'erreur d’estimation du retard €(t) par

et en dérivant la dynamique de la loi de commande

wt) = @(t) + f(t)j ) ) ) )
= (A= (1+0)e™BKe™)w(t) + BK(eM"Dw(t — 7) — e "Dy(t — 1))

avec
u(t) = —KePOp(t)

nous obtenons

W(t) = (A — (1+8)e B BEeA)w(t) + BE (Pt — 7) — ATyt — 7 — ¢))

En notant que
[ @w ()] = A5 (0)eDw(8) + e Ow'(6)
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nous obtenons le systeme transformé
W(t) = (A—(1+0)e ¥BKe*)w(t)+ BK / Aé’(&) O (0) 4 e Ou'(6)| db
= (A—(1+8)e BKe*)w(t) + BK / (A — BK)e @y (9)

4+ BE(eA0 Dy — 7) — AN0-7 )))} df

Les conditions suffisantes de stabilité du systeme précédent sont établies avec le lemme
suivant.

Lemme 4.2.2. Soit le systeme différentiel retardé décrit par

t—T

w(t) = A1(Hw(t) + E/ [Ax(Q)w(8) + Aa (O)w(0 — T) + Age(O)w(d — T —€))] d (4.2.3)

t—T—e€

avec w(0) = ¢,(0), 0 € [to—2(Timaz+€), to], (to, Pw) € RTXCY

2 (Fmante) - D0 les hypotheses
sutvantes sont vérifiées :

H1) le retard et lerreur d’estimation satisfont pour tout t € RY les conditions

Tmaz Z 7_-(t) Z 0 ’E(t)’ S EM
sup7(t) =v <1 sup [é(t)| = éy <1—v

H?2) il existe des matrices symétriques P, X, X1, Xy définies positives telles que la
LMI suivante soit vérifiée

My PE PE PE
ETP -X 0 0

oo —-x, o |~V
ETP 0 0 —-X5
avec
T 2 AT 52 T 6?\4 T T
= PA,+A P A XA —A XA AL XA
My = +A +1 2+(1 0)? 41451 d1+<1 T —en)1—7D) 422442

et Ay = Ai(tr), Ay = As(ta), An = Aul(ts) et Ap = Ap(ty), ot t; =
arg {max; A(A1(?))}, t2 = arg{sup,|[42(t)|[}, s = arg{sup,|[Au(t)|[}, ¢

arg {sup, [[Aaz(t)[[},
alors le systéme ayant pour dynamique (4.2.3) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Cette démonstration est similaire & celle du lemme aussi nous
omettrons ici les détails de calcul.
Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii définie par

V(z,t) = vo(x) 1614&1)1(%, t)+ (16_%)21)2(%15) + 1=z _eé\;)(l — Ij)vg(x, t)
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avec

vo(x,t) =

T+5M
vi(x,t) = / / (s)AT X Ay (s)dsdf
t—0

TH+Trv+enr t _ B
vo(x,t) = / / 27 (s) AL, X1 Agi(s)dsdf
T t—0

o
T+HTm+2em ot _ _

vs(x,t) = / / 27 (5) AL, Xy Agpr(s)dsdf
FHiater  Jt—0

Apres simplification, les dérivées des fonctions précédentes sont données par

t—7
Uo(z,t) < xT(t)(PAl + AlTP)x(t) + ||ZL‘T(t)PEX_1/2||2 + eM/ :ET(Q)AQTXAQx(@)dQ
t—T—epn
1/2 2 4 €M T T AT 1
+ H:E () PEX, "7||* + — x  (0) A X1 Aqnz(0)do
-V t—T—Tn —€EM
T 71/2 ) €M t—T—Trm—€m T - _
]' —V—€m t—T—Trn —2€pn
-7
o t) < exaT(DALX Aya(t) — (1— 1) / 7(5) AL X Ayr(s)ds
t—T—¢
_ _ t—]’;f—’f'M _ _
Ug(x,t) < eMxT(t)AnglAdlm(t) —(1- I/)/ xT(s)AdTleAdlx(s)ds
t—T—Tn —€M
_ _ t_'F_]'\FIIM_AfIA{ B B
U3(z,t) < GMxT(t)AgQXQAdQZU(t) —(1- 1/)/ xT(s)AdTQXgAdgx(s)ds
t—ﬂ_'—ﬂ_'M—QE]\/[

L’expression finale de la dérivée de la fonction de Lyapunov-Krasovskii est donc, apres
simplification des termes comportant une intégrale

@2($,t> + (1 o €M><1 — ﬂ>@3(l‘,t)

Viz,t) = oo(x)—l—%bl(:c,t)—l—

(1-7)

< ()[PA1+A1TP+PEX—1ETP+pEX;1ETp+pEX2_1ETP
2 62 62
+ iW A XA, + —AlelAdl + M Al Xy Ao | 2(t)

(1—1p)? (1—0—¢én)(l—0)
L’hypothese (H2) et application du complément de Schur nous garantissent la négativité
de V(z,t) et donc la stabilité de I'état. O

Le lemme précédent est appliqué a ’étude de stabilité de w(t) en utilisant
Ait)=A—(1+ S(t))e_AS(t)BKeAS(t), E=BK, Ay0)=(1+05(0)(A— BK)et®,
Ag(0) = BKeMO-7®)  A,(0) = —BEKeMO-TO)—(0)

L’influence de €,; et de é); comme éléments déstabilisants apparait explicitement dans
le résultat obtenu, ainsi que 'effet du retard estimé et de sa dérivée. Il reste maintenant
a combiner les deux résultats précédents afin d’aboutir au résultat final.
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4.2.4 Synthese finale

La sous-section précédente permit d’établir que si les hypotheses du lemme [4.2.2 sont
vérifiées pour le systeme considéré, alors 1'état w(t), de condition initiale xy, converge
vers zéro. Nous pouvons donc en déduire que la loi de commande u(t) tend vers zéro en
conséquence, ainsi que Z(t), pour ¢ suffisamment grand. L’influence de I'estimation du
retard sur 1’état du systeme n’est donc pas celle d’une perturbation persistante, comme
supposé en début de section, mais s’annule avec le temps. Il en résulte que la boule
contenant la norme de I’état, de rayon calculé dans le lemme [4.2.1, devient de plus en
plus petite et que ’état converge vers zéro. Nous avons donc pu montrer la stabilité de
I’état, dont les conditions précises sont synthétisées dans le théoreme suivant.

Théoreme 4.2.3. Soit le systeme algébro-différentiel décrit par

(

#(t) = Aw(t) — BKeM""g(t —7) — BKI(t —7)
w(t) = (A—(1+ 5)€_ASBK€A5)w(t)
+ BK(eAg(t_%)w(t _ 7—_) _ eAS(t—T)w(t . 7_))

I(t) = [ ABu(t+ 60— 7(t + 0))do
u(t) = —KeMOy(t)
| 0(t) = T(t+(t)
avec
2(0) = ¢(9), 0 € [to — Timaa to], (o, ) ERT x C4

w(0) = ¢u(0), 0 € [to — max(Tmazs Tmaz), to]; (fo, Gw) € RT x Cy/

n, max(Tmaz, Tmaz)

U(@) = ¢u(0)7 0 € [tO — Trax — 7Tmaac - SUP(S), tO], (to, Cbu) € R+ X CV

N, Tmax +Tmax +SUP(5)

ot T(t) est Uestimée de T(t) et €(t) est U'erreur induite par cette approximation, définie
par

e(t) = 7(t) — 7(t)
St les hypothéses suivantes sont vérifiées :
H1) le retard et lerreur d’estimation satisfont pour tout t € R™ les conditions

Tmazx Z T(t) Z O 77—ma:c Z 7t(t) Z 0 |E(t)| S €M
) <v<l1 Ft)<wv<1 Et)| < éy <1—7

H?2) il existe des matrices symétriques P, X, Xy définies positives telles que la LMI
sutvante soit vérifiée

- 2
PA, + ATP 4 (7ay + ex)2ATX A + %Z@“lexd PA, PA,
— UV — €y

ATp -X 0
ATP 0o -X;

<0

avec A, = A — BKeV ™M) o4 t; = arg {maXtA(A—BKeA?(t))}, et Ay =
—BKeA™
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H3) il existe des matrices symétriques Q, Y, Y1, Yo définies positives telles que la
LMI suivante soit vérifiée

My QBK (BK @BK

(BK)TQ -Y 0 o | _,
(BK)TQ 0 -Y; 0
(BK)TQ 0 0 -Y
avec
My = QA+ ATQ+ M ATy A, M gry g ‘i ALY, A
e T e T P G R Y
et A = A - (1 + S(tg))e_Ag(tQ)BKeAg(tQ), Uty =

arg {maxt A (A —(1+ S(t))e_Ag(t)BKeAS(t)> }, Ay = (1 ! _) (A — BK)eA™

—v
Ay = BKeA™ et Ayy = —BKeA™,
alors le systeme considéré est asymptotiquement stable.

Démonstration. Ce théoreme est une application directe des lemmes|4.2.1 et ol les
hypotheses sont adaptées au systeme considéré. Leur combinaison est effectuée en suivant
les principes mentionnés en début de cette sous-section, et les relations 7,4 < Tasr + €r,

_ ) z 1 . .
v<upy+éyet 1+0(t)= m sont utilisées afin de tout exprimer en terme de
-7
variables connues. O
Remarques:

— L’existence d’une solution aux LMIs du théoreéme précédent nécessite que le systeme
réponde aux criteres détaillés dans le théoréeme 2.1.1.

— Le retard et sa dérivée apparaissent clairement comme termes déstabilisants dans
le résultat précédent, ou ils interviennent par I'intermédiaire de leur carré et dans
la fonction exponentielle. Le fait que le prédicteur permette d’extraire le retard de
la boucle n’apparait cependant pas dans le calcul du retard maximum admissible.

&

4.3 Méthode approchée

Compte tenu du conservatisme induit par la méthode exacte présentée précédemment,
nous considérons ici le cas ou le retard estimé sur la loi de commande peut étre assimilé au
retard exact du systeme, lors du calcul de I'intégrale. Plus précisément, nous supposons
que

_ t+5(t)
ut) = —Ke®W |z(t) + eAt/ e~ Bu(f — 7(0))do
t
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~ KA

t+6(t)
x(t) + eAt/ e~ Bu(f — 7(0))do
t

Cette hypothese est motivée par le fait que, comme nous I'avons vu dans la section
précédente, 1’état reste borné en présence d’incertitude bornée sur sa dynamique et la
dynamique de la loi de commande tend a se stabiliser.

Plus précisément, ’erreur induite est mise en évidence par la relation

t+6(t) t+6(t)
et / e Bu(f —7(0)dd = e / e Y Bu(h — 7(6))do
t t
t+5(t)
+ M / e Y Blu(d — 7(0)) — u(d — 7(6))]do
t

La différence

w(@ — 7(0)) — u(d — 7(0)) (4.3.1)

est supposée bornée, et le fait qu’elle soit intégrée sur un horizon borné d’amplitude
maximale [0, 7,4, NOUS permet d’écrire

ut) = —Kx(t+5(t)) + A(t)

ou

_ t+6(t)
A(t) = —KeAtHo®) / e Blu(f — 7(0)) — u( — 7(0))]do
t
avec Ay (t) borné. Le systeme bouclé résultant a pour dynamique
2 (t+(t)) = Ax(t +6(t)) — BKx(t + 5(t)) + BA(t)

et constitue donc un systeme a retard classique subissant une perturbation bornée. Nous
pouvons donc conclure, grace aux résultats obtenus dans le lemme 4.2.1, que si le sys-
teme retardé non perturbé est stable alors la perturbation A;(¢) déterminera le rayon
de bornitude de I'état x(t + §(¢)) de facon proportionnelle mais ne déstabilisera pas le
systeme.

Revenons maintenant sur la différence (4.3.1). Lorsque 'état se stabilise autour d’un
point ou d’une région d’équilibre, la loi de commande va tendre naturellement vers des
variations plus faibles, conduisant ainsi 1’état plus proche du point d’équilibre (’ampli-
tude de la perturbation diminue ainsi que le rayon de la sphere contenant 1’état). L’erreur
d’estimation de la loi de commande induite par la différence temporelle entre les entrées
du systeme va donc décroitre avec le temps. Cette explication intuitive est difficile a dé-
montrer rigoureusement, du fait de la présence de fonctionnelles dans la commande w(-)
qui induit un conservatisme du plus a la méthode et aux outils disponibles qu’a la réalité
des phénomenes physiques. En effet, la source principale d’instabilité vient de la diffé-
rence entre ’horizon de prédiction idéal §(t) et celui estimé 6(¢), d’ot1 I'objet spécifique
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de cette section ou nous négligeons l'erreur sur u(-) pour mettre en valeur l'influence de
I'erreur d’estimation du retard sur le systeme au travers de 1'horizon de prédiction.

La loi de commande résultante de I'approximation proposée est donc
u(t) = —Kx(t + §(t))
et le systeme bouclé a pour dynamique

. { 2 (t+6(t)) = Ax(t+08(t)) — BKx(t+ (1))

_ (4.3.2)
= (A= BK)z(t+0(t)) + BK (z(t + 6(t)) — z(t + 6(t)))

Notons que cette équation dynamique est identique a celle obtenue dans la sous-section
3.3.1. Cette formulation conduit donc a considérer 'erreur d’estimation sur le retard
comme une erreur d’estimation de I’horizon de prédiction §(t). Cependant, nous n’avons
ici aucune garantie de convergence de l'erreur d’estimation, aussi chercherons-nous a
utiliser des fonctionnelles plus précises lors des analyses de stabilité. Plusieurs méthodes
seront présentées ici, a des fins de comparaison.

4.3.1 Analyse par fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

Le premier résultat présenté est issu de la méthode proposée par [Kim, 2001] et
utilisée dans la section précédente. Il convient tout d’abord de noter que la stabilité du
systeme X, peut étre déduite de celle du systeme

2.{$’(<)=Acw<<)+BKAf #(C+0)d6 — (BE) [ (¢ +0)d

(4.3.3)
x(0) = ¢(0), 0 € [to — 2ep, to], (to, @) € RT x C¥

n, 26]”

avec Aq = A — BK et en définissant 'erreur d’approximation €(t) = d(t) — 6(¢). La
stabilité de X; est ensuite obtenue par le lemme suivant

Lemme 4.3.1. Soit le systéme décrit par|4.3.3. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
A1) le retard et Uerreur d’estimation satisfont pour tout t € R™ les conditions
Tmaz Z 7_-(t) Z 0 ’E(t)’ S EM
sup7(t) =v <1 sup [€(t)| = éu <1 -7
A2) il existe des matrices symétriques P, X, X définies positives telles que la LMI

suivante ait une solution

My PBK P(BK)?

(BK)'P  -X 0 <0
(BK)»)TP 0 -X
avec
14+v
My = PA, + AL P+eM(1+y)AchAd+eM1 : X3
- tM
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alors l’état du systéme considéré est stable.

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov-Krasovskii définie par

V(.0 = ool () + (e, ) + e )ﬂé — @)
avec
UO(:U7C) = )

0+en
vi(z,() = / / s)AL X Ayx(s)dsdd
¢—0

0+2ens
vz, () = /5 /49 s) X x(s)dsdd
+em

Apres simplification, les dérivées des fonctions précédentes sont données par

C+6
vp(2,¢) < aT(Q)(PAq+ ALP)z(C) + [|27(Q)PBKX?||* + ey / " (0) AL X Aqx(0)do
C+o—enm
1/2 €M CHo—em
s RN OPBRPXT PP+ 2 [ o) Xua(b)ds
I —énm C+0—2epr
. ¢+o
Vi(z,0) < enat (OALXAuz(O) — (1 + 5M)/ 2T (0) AT X Ayz(0)do
C(+o—enr
. C+d—enr
B0 < e’ ©Xisl() = Wby [ a0 Xia(O)9
C+0—2enm

L’expression finale de la dérivée de la fonction de Lyapunov-Krasovskii est donc, apres
simplification des termes comportant une intégrale

V@0 = v+ i@+ o )Aé — %0
< 27(Q)|PAy + ALP + PBKX Y (BK)'P + P(BK)*X{'((BK))'P
%\4 T 6%4
1+ 5mAdXAd - (1+ 8,)(1 — éM)Xl =)

La LMI du lemme précédent et 'application du complément de Schur nous garantissent
la négativité de V'(x, () et donc la stabilité de 1'état. O

Remarque 4.3.1. Pour un systeme subissant un retard de dynamique donnée et une
variation maximale de I'erreur connue, nous pouvons déterminer ’erreur maximale ad-
missible en reformulant la LMI du lemme [4.3.1 comme un probléme de valeur propre
généralisée. En effet le but est, connaissant v et é;;, de trouver €,; répondant au pro-
bleme d’optimisation
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1 1
minimiser — tel que —B(z) — A(z) >0, B(z) > 0, C(x) > 0, avec
M M

PAy+ ALP —PBK —P(BK)?

B(z) = —(BK)TP X 0
—((BK)»)TP 0 X
. . T 14+v
A(z) = diag | (1+v)ALX Ay + —X1,0,0
1-— €N
C('I) = d’LCLg(P, XJ Xl)

Cette approche est maintenant illustrée par 'exemple suivant.

Exemple 4.3.1

Nous considérons ici la stabilisation a distance du pendule inversé, dont la
dynamique a été présentée dans I'exemple!3.3.1, par I'intermédiaire du réseau
décrit dans 'exemple1.4.2. La dérivée maximum du retard est de v = 0.6167
et nous évaluons 'erreur maximale d’estimation admissible telle que la stabi-
lité puisse étre déduite du lemme[4.3.1. Le probléme d’optimisation proposé
dans la remarque [4.3.1 est résolu grace au logiciel de résolution numérique
LMI toolbox de Matlab® et le résultat obtenu est présenté dans la figure 4.1]
ou la dépendance de 'erreur en sa dérivée est mise en évidence. Le cas ou
v = 0 (retard constant) est aussi pris en compte.

Cet exemple illustre bien la perte de robustesse due au caractére temps va-
riant du retard, au travers des termes v et é);. En effet, I'erreur maximale
admissible €, est inversement proportionnelle aux dérivées v et é,;.

4.3.2 Approximation du retard temps variant

L’approche considérée dans cette sous-section est de type petit gain, telle que proposée
dans [Gu et al., 2003], chapitre 8. Elle consiste a réécrire le systeme (4.3.2) en faisant
apparaitre la valeur moyenne, temps-invariante, de 'erreur €, grace a la relation

2t — €(t)) :x(t—ea)—/_eajc(e)de

t—e(t)

Le systeme ainsi obtenu a pour dynamique

C—¢€a
¥(C) = Az(¢) — BK2(C — ) + BK /C o Aw(0) = BIx(0 — (0] 0
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Erreur d’estimation du retard

F1G. 4.1 — Erreur maximale d’estimation admissible.

S G |

E,L,E,,Ey

M

S . <
E,,E,,€,,E()

avec 2(0) = ¢(0), 0 € [ty — exr, tol, (o, &) € RT x C

n,en "
précédent est considéré comme une incertitude et le systeme en boucle fermée peut étre

Le terme intégral du systeme

réécrit sous la forme

u u
Y1 —a 1 7 1 _A Y1 ’
Y2 Uz Uz Y2
avec les systemes G et A présentés figure [4.3.2 définis par

2'(¢) = Az(() — BKx(( — €a) + €4BKus(C)

G : yi(t) = ﬁx(t) (4.3.4)

y2(t) = Ax(t) — BKuy(t)
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u(t) = Aun(t) = v1-—éuy(t —e?))
A 1 [t ¢ (4.3.5)
wl(t) = dualt) == [ “pu(b)as
€d t—e(t)
ou €q = max{ey — €,; €, — €y} 1l est montré dans [Gu et al., 2003], sous-section 8.6.1,
que

7Y0(Akx,) < 1, pour tout matrice non-singuliere X € R™*" k= 1,2,

avec vo(H) le gain du systéme considéré et Hx le nouveau systeme, définis respectivement
par

Yo(H) = inf{y| || |l < 7| ||z pour tout f € Loy}, et
Hyf = XH(XLf).

olt Ly, représente I'ensemble de toutes les fonctions f : R, — R”, R étant I'ensemble
clos des réels, dont le carré est intégrable, ie., [~ ]| f(¢)[|* est bien défini et fini. Nous
pouvons ensuite conclure sur la stabilité du systeme (4.3.2) en appliquant la proposition

sulvante.

Proposition 4.3.2. [Gu et al., 2003] La stabilité entrée-sortie du systéme décrit par
(4.3.2) est assurée si le probléme étalonné -scaled- du petit gain

Y(Gx) <1 pour X = diag(X; Xs), X1,X2 € R™™™ non singuliére
a une solution, ot G est décrit par (4.3.4).

Il reste donc a trouver les conditions suffisantes que doit satisfaire ’erreur d’estimation
pour assurer que le gain du systeme G soit borné par un. Ceci est effectué avec la
proposition suivante, qui synthétise différents résultats de [Gu et al., 2003] et 1'utilisation
d’une discrétisation de la fonctionnelle de Lyapunov a parametres variables.

Proposition 4.3.3. Soit le systeme G décrit par
o(t) = Aox(t) + Aix(t —r)+ Eu(t)
y(t) = Gox(t) + Ghz(t —r) + Du(t),
un ensemble donné de matrices nonsingulieres X, et Z = {XTX|X € X}. Il existe un

X € X tel que vo(Gx) < 1 si il existe un Z € Z, des matrices réelles P = PT, Q,, Sp,
Ry, = RZ;,, p=0,1,...,N,q=0,1,..., N tels que les LMI suivantes sont satisfaites :

P Q
<Qfé+§>>0

A b b
—DST Ry+ Sy 0 >0
— Dot 0 35,
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ot
~ ~ 1 .
Q = (Q @1 ... Qn), Szﬁdzag(So S ... Sy)
Roy  Ro
D T .. . L
R = R.Ol . , h= i
Ry
Aoy Qn — PA; — GOTZG1 —PFE — G'*OFZD
A = () Sy — GlTZGl —G?ZD
(*) (*) Z —DTZD
A = —PA— AP —Qo—QF — Sy — Gl zaG,
D* = (D ... Dy)
h h
540 (@p-1+Qp) + 5 (Rop1 + Rop) = (Qp1 — Qp)
s h h
Dp = §A1T(Qp71 + Qp) - §<RN,p71 + RN,p)
h
§ET(Qp—1 + Qp)
D* = (D¢ ... DY)
h _Ag(Qp—l - Qp) - (RO,p—l - RO,p)
Dy = B —AT(Qp-1— Q) + (Rnp-1 — Rnyp)
ET(QP - prl)
Ry Rao
R, = RT, - . Rapg =hRy 141 — Ryy)
: Rinn
Sd = dzag (Sdl Sd2 Ce SdN), Sdp = p—1 — Sp

.- , ., N s 14, - €q
La proposition précédente est appliquée au systeme considéré en utilisant h = N et

AO == A, Al = —BK, E= [Oan EdBK]

1
——1In Onscn Onscn 4.3.6
GO = 1 - €M ) Gl = 02n><n7 D= g ) ( )
A —BK 0n><n

Ce résultat permet donc d’obtenir I’erreur moyenne d’estimation du retard admissible

)
pour une valeur ainsi qu’une variation maximale donnée. Nous pouvons, par exemple,
prendre €; = 2¢,.

Remarque. Notons ici que la contrainte d’existence d’une solution suppose que é,; < 1
et non é); < 1 — v comme dans la sous-section précédente. De plus I'utilisation d’une
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fonction de Lyapunov-Krasovskii & parametres variables du type ([Gu et al., 2003], p.290)

0
r

V(to) = 67(0)P(0) + 267 (0) / QO)B(E)dE + / [ / o7 (©)R(E, m)o(n)dn| de

o f L ST(S(E)0(E)de

permet d’obtenir des résultats beaucoup moins conservateurs que ceux obtenus avec des

fonctions de Lyapunov a parametres constants.

La méthode développée dans cette sous-section est illustrée par 'exemple suivant.

Exemple 4.3.2

Pour le pendule inversé en “T” décrit précédemment, nous appliquons le
résultat décrit dans la proposition|4.3.3 avec les parametres (4.3.6)). La valeur
moyenne de l'estimation ainsi que sa variation maximale sont présentées
dans le tableau ci-dessous.

€M 0.00 | 0.09 | 0.18 | 0.27 | 0.36 | 0.45 | 0.54 | 0.63 | 0.72 | 0.81 | 0.90

€a(ms) || 81 | 78 | 76 | 7.3 | 70 | 6.7 | 6.3 | 5.8 | 5.2 | 44 | 34

Ces résultats sont clairement moins pessimistes que ceux présentés
dans 'exemple d’autant que la valeur maximale considérée ici est le
double de la valeur moyenne ¢,.

Nous vérifions maintenant que le systeme se stabilise avec 'erreur estimée.
En partant du principe que la variation maximum de 'erreur d’estimation
est identique a celle du retard, nous choisissons €); = 0.6167, ce qui donne
€, = 5.9ms. Nous considérons une erreur de type sinusoidal

€(t) = €, + €4 8in (E—M t)

€a

et étudions la réponse du systeme lorsque
T(t) =7(t) +e(t) et 7(t)=7(t) —e(t)

La réponse du systeme a une condition initiale non nulle est présentée dans
la figure m lorsque l'erreur est ajoutée au retard estimé et dans la figure
4.2(b) lorsqu’elle est soustraite. Le retard oscillant 7(f) est celui subit par
les informations transitant du controleur au systeme alors que 'estimation
7(t) est utilisée pour calculer I'horizon de prédiction. Cette simulation montre
la capacité du systeme a se stabiliser lorsque le retard est estimé avec une
erreur satisfaisant les conditions établies dans cette sous-section (répondant
aux criteres €,, €5 et €jr). Notons que le systéme devient oscillant et ne se
stabilise pas lorsque €, est augmentée de 2ms (non représenté ici), ce qui
illustre 'optimisme de la méthode proposée.

¢
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Retard et estimation (ms)

temps (s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4
temps (s)

0.6 0.8 1

Fi1G. 4.2 — Influence de 'erreur d’estimation du retard.

Remarque. Les résultats numériques obtenus pour les différentes méthodes de calcul
des fonctions de Lyapunov-Krasovskii peuvent étre mis en parallele en comparant les
erreurs maximales admissibles résultantes. Ceci est effectué dans le tableau suivant, en

prenant par exemple é,; = 0.36.

Méthode Exemple 34
Systeme transformé et complément des carrés 3.3.1 2.3ms
[Kim, 2001] 4.3.1 6ms pour v =0
Approche type petit gain [Gu et al., 2003] 4.3.2 14 ms pour €, = 7ms

La derniere approche est donc nettement moins conservative, notamment grace a la

fonction de Lyapunov-Krasovskii & parametres variables de [Gu et al., 2003].

Synthese

%

Nous avons étudié dans ce chapitre I'influence d’une erreur d’estimation du retard in-

duite par le réseau sur la loi de commande proposée. Ce probleme, connu comme source
d’instabilité pour le prédicteur de Smith et abordé pour le prédicteur d’état dans le cas
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de retards constants, n’avait pas été pris en compte pour le retard variable. Le réseau
induisant de fortes variations sur le retard, nous avons établi un critere de robustesse
permettant de prendre en compte ces dernieres de maniere explicite. La difficulté de ce
probleme est qu’il implique ’analyse de stabilité d’un systeme algébro-différentiel.

Une premiere approche exacte nous a conduit a un résultat conservateur, mais a permis
d’établir certaines propriétés du systeme justifiant les hypotheses de simplifications utili-
sées dans la seconde approche. La seconde méthode (approchée) conduit & un critére peu
conservateur (d’apres les simulations) prenant en compte 'erreur d’estimation ainsi que
sa variation maximale. Le compromis entre un gain important et la robustesse vis-a-vis
du retard apparait aussi clairement dans ce résultat.

Pour finir, différentes méthodes d’analyse par fonction de Lyapunov-Krasovskii ont été
considérées, nous permettant de conclure sur la pertinence d’utiliser une fonction a pa-
rametres variables [Gu et al., 2003] dans le cadre de I’étude de robustesse de systémes a
retard.
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[...] il n’y a que deux voies pour penser un accord né-
cessaire de [’expérience avec les concepts de ses objets :
ou bien l'expérience rend possible ces concepts, ou ces

concepts rendent possible [’expérience.

Emmanuel Kant, 1781.
[Kant, 1990]






Chapitre 5

Application et Expérimentation

Afin de considérer la mise en ceuvre de la loi de commande proposée précédemment
pour la stabilisation a distance de systemes réels, nous aborderons tout d’abord dans
ce chapitre le probleme de poursuite de trajectoire par retour de sortie. L'utilisation du
prédicteur a horizon variable sera étendue au cas du retard variable sur les deux canaux,
a 'observation et a la poursuite de trajectoire. Nous détaillerons ensuite 1’élaboration
d’un banc d’essai expérimental permettant d’effectuer la stabilisation du pendule inversé
en T en présence de retards variables pour finir sur les résultats expérimentaux.

5.1 Poursuite de trajectoire par retour de sortie

La loi de commande basée sur un prédicteur a horizon variable développée dans les
chapitres précédent est utilisée ici afin d’effectuer une poursuite de trajectoire a partir
d'un retour de sortie. La classe de systemes considérée est donc décrite par

{ #(t) = Ax(t) + Bu(t — 7(t)) (5.1.1)

y(t) = Cult)

La trajectoire désirée y4(t) est supposée contintiment dérivable et bornée. Nous introdui-
rons aussi un second retard, entre les capteurs et la loi de commande, afin de prendre en
compte le fait que la présence du réseau entre le systeme et la loi de commande induit
un retard sur les deux canaux de communication.

Nous verrons tout d’abord l'effet du retard introduit sur le second canal, avec notam-
ment 'extension de I’horizon de prédiction nécessaire a sa compensation. La seconde
sous-section abordera le probleme du retour de sortie, avec 1’élaboration d’un observa-
teur de I'état retardé, nécessaire a la mise en ceuvre du prédicteur. La poursuite de
trajectoire sera abordée en fin de chapitre.
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5.1.1 Retard sur les deux canaux

Nous considérons dans cette sous-section le cas du retour d’état, la stabilisation par
retour de sortie étant traitée dans la section suivante, en introduisant un observateur.

u(t-15) y(t)
> Systéme Linéaire

310 T

‘ Observateur +

u(t) Prédicteur d'état y(t-T1)

Fic. 5.1 — Réseau avec retard sur les deux canaux.

Les résultats précédents sont étendus au probleme du retard sur les deux canaux,
illustré par la figure|5.1/en considérant 1’état retardé z(t — 71 (t)) comme signal de retour.
L’objectif de commande est d’assigner la loi de commande

v(t+0(t) = —Kax(t+ (1))
telle que le systeme en boucle fermée s’écrive sous la forme
2'(t+6(t)) = (A— BK)z(t +46(t))

Si cet objectif est atteint, alors les propriétés de stabilité sont identiques a celles obtenues
par le lemme [3.1.2 et le corollaire

Dans le cas du retard double canal, la prédiction de x(t + d(t)) s’effectue par intégra-
tion entre ¢ — 71 (¢) et ¢ + 0(¢t) (au lieu de l'intégration entre ¢ et ¢ + §(¢) comme c’était
le cas avec un seul canal retardé). Ainsi

o(t+6(t)) = A0yt — 7 (1))
t+6(t)
+e ) / e~ Bu(0 — 75(6))do
t—Tl(t)

ce qui, associé a la définition de v(-) donnée plus haut, conduit a la loi de commande
suivante

u(t + 5(t) — Tt + 6(1))) = —Ku(t + 8(t)) (5.1.2)

En utilisant la méme définition pour §(¢) que celle donnée par 1'équation

5(t) — ot +6()) = 0 (5.1.3)
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les contraintes de causalité sur la loi de commande sont satisfaites. Celle-ci peut donc
s’écrire sous la forme
t+5(t)
() = —K eSO (¢ 7, ()) — KeAEH) / A9 Bu(0 — 75(0))d0 (5.1.4)
t—71(t)
L’expression précédente est explicite du fait que l'intégrale utilise I'information passée
de commande dans la fenétre temps variante,

{t =) =t =m ()}, {t +6(t) — 72t + () }]

ce qui donne, apres utilisation de la définition de 6(t),

[t —7i(t) — m2(t —7(1)), 1]

Remarques:

— Pour la mise en ceuvre de la loi de commande (5.1.4), il est nécessaire de garder
I'historique des entrées de commande passée sur 'intervalle temporel [t — 7 (t) —
To(t —71(t)), t] et de calculer 6(¢). Afin que ce soit possible, il est nécessaire d’avoir
un modele pour les deux retards permettant de calculer leur solutions et de prédire
T2(t) pour résoudre (5.1.3).

— La différence principale entre ce résultat et le précédent concernant le retard sur un
seul canal est I'extension de I’horizon de prédiction. Ceci retarde I'instant auquel
la loi de commande peut étre completement mise en ceuvre de 7(t). Les propriétés
de stabilité en boucle fermée sont similaires a celles du cas du retard simple canal.

&

La contribution principale de cette sous-section est résumée dans le théoreme suivant

Théoreme 5.1.1. Soit le systeme décrit par I'équation différentielle
t(t) = Ax(t) + Bu(t — 12(t))

avec (A, B) commandable. Si la dynamique des retards est telle que les conditions sui-
vantes sont satisfaites pour 7;(t), i = 1,2, ¢t >0 :

Al) 0 < 7(t) < 7" < o0,

A2) supyep+ |Ti(t)] = v < 1
Alors la loi de commande par retour d’état (5.1.4) assure que 'état x(t) converge expo-
nentiellement vers zéro.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est similaire & celle du lemme 3.1.2

[]

Exemple 5.1.1
Nous considérons dans cet exemple la stabilisation du pendule inversé en “T”
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Réponse du systéme a une condition initiale non nulle
4 \ ‘ ‘

2(1) et 8(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps (s)

F1G. 5.2 — Stabilisation pour un retard sur les deux canaux.

au travers du réseau TCP. Les deux canaux de communication subissent le
retard induit par ce réseau et décrit dans I’exemple [1.4.2, aussi nous avons

71(t) = 7o(t)

La loi de commande est décrite par (5.1.4) et la réponse du systeme a une
condition initiale non nulle est présentée dans la figure [5.2l Cette simula-
tion montre l'efficacité de la loi de commande proposée pour stabiliser un
systeme par le biais d'un réseau induisant un retard sur les deux canaux de
communication

5.1.2 Observateur

Afin de relaxer I’hypothese que I’état complet est mesurable, le but de cette sous-
section est d’établir une loi de commande basée sur un observateur. Cette approche nous
permet d’étendre les résultats obtenus aux systémes ayant une paire (A, C') observable,
ou tout du moins détectable. L’état de I'observateur! Z(t — 1) est utilisé pour évaluer la
partie dépendante de ’état x(t — 71) nécessaire au calcul de la loi de commande. Nous

! Afin de simplifier les notations, la dépendance temporelle des fonctions 7y (t), 72 (t) et 6(¢) sera omise.
Par la suite, les notations 71, 7o et § seront utilisées a la place.
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introduisons I'observateur d’état de Luenberger suivant pour le systeme (1.4.1)-(1.4.2) :

Bt—m) = AR(t—m)+Bult—m —n(t—m))
+H{y(t —m) — C(t —7)}

L’erreur d’observation résultante
et —m)=zx(t—m)—2(t—m)
a pour dynamique

E(t — 7'1) = l;(t— 7'1) —[i’(t — 7'1) = (A— HO)€(t — 7'1)

= Age(t—7)

La loi de commande est exprimée comme une fonction de ’état observé retardé z(t —
T1) avec

u(t) = —-K [eA(‘H“)i:(t —71) + I(t)]
= —K [Tyt — 1) — eAOTe(t — 1) + 1(t)]

ou I(t) est la partie intégrale de la loi de commande et Ay = A — HC est une matrice
dont on peut fixer les valeurs propres (grace a la propriété d’observabilité du systeme).
Ainsi, la dynamique complete du systeme en boucle fermée est

i(t+6(t)) = Agx(t+6(t))+ BEKeAHe(t — 1)

A

Et—m) = Aue(t —m)
La stabilité de ce systeme est garantie par le lemme suivant.

Lemme 5.1.2. Soit le systeme

i(¢) = Aqx(&)+ BKeA0Te(() (5.1.5)

A

€(G) = Aae(() (5.1.6)
ot (g =t+0(t), G =t—m1, pourt >0 et 6(0) = dg. Si les conditions suivantes sont
satisfaites

i) Ay et Acl sont des matrices de Hurwitz,
i1) les retards 7;(t), 1 = 1,2, t > 0 sont tels que

0<m7(t) <1 < o0

sup |7 (t)| =v; < 1
teR+
alors,

lim [[2(t + (1) =0, Ve > 5

pour toute valeur bornée de €(dg). De plus, €(t) converge de maniére exponentielle.
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Démonstration. Ce résultat s’obtient en utilisant le lemme 3.1.2 sur les équations (5.1.5)
et (5.1.6). Ceci permet de démontrer que les deux états, dans leurs arguments temporels
respectifs (7 et (o, sont bornés supérieurement par un signal a décroissance exponentielle.
Les conditions (ii) et (iii) assurent cette propriété. Ensuite, la stabilité du systeme
interconnecté est obtenu par application du principe de séparation de la procédure de
synthese de l'observateur et du controleur [Kailath, 1980]. [

L’existence d’une loi de commande basée sur un observateur est résumée dans le
théoréme suivant.

Théoréme 5.1.3. [Witrant et al., 2003] Soit le systéme

#(t) = Ax(t)+ Bu(t — (1))
y(t) = Cx(t)

avec (A, B) une paire commandable et (A,C) une paire observable. Si les conditions
sutvantes sont satisfaites :

i) A— BK et A— HC sont des matrices de Hurwitz,
it) les retards 7;(t), i = 1,2, t > 0 sont tels que

0<m7(t) <1 < o0
sup |7 (t)] =v; < 1
teR+
alors, la loi de commande établie avec un observateur
R t+8(t)
u(t) = —KeAO0WmOz(p) — [eAlt+t) / e Bu( — 5(0))do

t—71 (t)

2(t) = Ai(t)+ Bult— 71—t —m)) + H{yt — 1) — C(t)}

avee T(t)=x(t — 11(t)), assure que le systéme en boucle fermée est borné et exponentiel-
lement stable.

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence directe du lemme appliqué au
systeme considéré dans cette section. O

Remarque 5.1.1. Le gain d’observation doit étre suffisamment élevé pour retrouver les
propriétés de performance et de robustesse obtenues par la méthode de placement de
poles. Cette caractéristique induit donc une augmentation de la bande passante néces-
saire au niveau de 'observateur, rendant le systeme plus sensible aux bruits de mesure
(principe de récupération du transfert de boucle).

Exemple 5.1.2
L’exemple précédent est reconsidéré ici avec un retour de sortie. Dans ce
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Réponse du systeme a une condition initiale non nulle

2(1) et 8(1)

-20 ‘ ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps (s)
Erreur d’observation sur les dérivées
2
15} 1

T

15} 1

Erreur (%)

_2 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps (s)
F1G. 5.3 — Stabilisation avec utilisation d’un observateur.

cas, la position de la barre horizontale et ’angle de la barre verticale sont
mesurés ; nous avons donc

1000
y(t)=[0 01 O]x(t)

Cette sortie est utilisée afin de mettre en ceuvre la loi de commande proposée
dans le théoreme|(5.1.3] ou le gain de l'observateur H est choisi tel que les va-
leurs propres de la matrice A— HC' soient {—1000, —1100, —1200, —1300}. Ce
choix de gain élevé est motivé par la remarque précédente et différents essais
de simulation. La sortie du systeme, notée {z1(t),01(t)}, et Uerreur d’estima-
tion des vitesses sont présentés sur la figure[5.3. Cette erreur est calculée en
divisant la différence entre les états du systeme et les sorties de 1’observateur
par les sorties observés, aussi les pics correspondent a des divisions par zéro
(dérivées nulles) et ne sont pas représentatifs. Une autre simulation, présen-
tée par I’évolution temporelle des états {z5(t), 02(t)}, correspond a un second
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gain choisi tel que les poles de 'observateur se situent dix fois plus loin sur
'axe réel, c’est a dire & {—10000, —11000, —12000, —13000}. La superposition
des réponses du systeme pour ces deux valeurs du gain d’observation permet
de conclure qu’un gain trop élevé nuit a la performance du systeme, les tra-
jectoires présentant un pic de dépassement plus important dans le second cas.

5.1.3 Poursuite de trajectoire

Cette sous-section a pour vocation d’étendre les résultats précédents au cas de la
poursuite de sortie. La trajectoire de référence a poursuivre est notée y,(t), et sa dérivée
U-(t) est bornée et connue. Le systéme considéré est décrit par (5.1.1) avec z € R",
u, y € Ret A, B, C des matrices aux dimensions appropriées.

Nous considérons tout d’abord le cas ot le systeme est de degré relatif un, i.e. CB # 0.
Les dynamiques des zéros induites de dimension n — 1 sont supposées stabilisées par un
premier retour d’état. En suivant les notations utilisées dans le chapitre 3| ot le systeme
considéré s’écrit

7'(¢) = Az(¢) + Bu(0),

la loi de commande

0(Q) = ~K(Q) + g [~CAar(C) — K(C) + (<)

avec ((t) =t+09(t), y(t) = y(t) —y,(t), k > 0 et Ay = (A— BK) une matrice de Hurwitz,

conduit a la dynamique de l'erreur de sortie suivante

7'(¢) = —kj(C)

La stabilité de cette équation est déduite directement des propriétés du retard considéré
et des résultats précédents. La dynamique des zéros résultante (g — 0)

(0 = (1- 55 ) Aas©) + i

est stable du fait de la bornitude de 3,.(¢) et des hypotheéses émises sur A.
La loi de commande peut étre ré-écrite sous la forme

v(¢) = —=K=z(¢) + 7:(C)

avec
7 (Acl + k[)
K = K+ OT
1
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Finalement, en suivant la méme procédure que celle décrite précédement, la loi de com-
mande est mise en ceuvre avec
(1)
ut) = —KeMO A Oyt — 7 (1)) + et / e Y Bu(0 — 15(0))d0 | + g,.(t + (1))

t—71 (t)

Dans le cas ou C'B = 0, comme pour le pendule inversé, nous cherchons a poursuivre
la trajectoire donnée par 'état x,.(t). La loi de controle choisie a pour forme

() = =K (x(C) — 2,(C)) + uc(t)

ol u.(t) = BT (x.(¢) — Az,(C)) et B est la pseudo-inverse de B. L’erreur de poursuite
résultante
e(t) = z(t) — z,(t)

a pour dynamique

¢(¢) = (A—BK)xz(¢)+ BKx,(¢) + Buc — 2,(C)
(A= BK)e(¢) + Az, (¢) + Bu, — 2.(¢)
= (A— BK)e(()

et s’annule donc de maniere exponentielle. La loi de commande finale s’écrit donc

t+48
u(t) = —K [ g(t — 1) 4 A0H) / e Y Bu(0 — 15(0))d0 — z,.(¢)

t—71

+B7(2,(¢) — Az,(¢)) (5.1.7)

La performance de cette poursuite est illustrée dans I’exemple suivant.

Exemple 5.1.3

Nous considérons ici 'exemple du pendule inversé avec une condition initiale
non nulle présenté précédemment. Le retard présent sur les deux canaux de
communication est celui induit par le réseau TCP, avec une perturbation
agissant entre 10 s et 25 s, présenté en haut de la figure La trajectoire de
référence est un signal carré filtré par

1
0.8s+1

L’état de référence est I'angle du pendule 6(¢), qui a pour valeurs 6, =
+2 5deg. La fréquence du filtre est choisie suffisamment faible par rapport
aux fréquences propres du systéme pour pouvoir négliger I'effet des vitesses
dans la trajectoire de référence. Cette derniere est établie en tenant compte
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Retard sur les deux canaux

0.03 : :
0.025 |
w002 .
QA
£ o015 ]
o f
o 0.01 .
0.005 - .
0 L Il Il Il
0 10 20 30 40 50
Poursuite de trajectoire
0.05 ‘ ‘
. non-minimu
© de phase
©
=
2
-— 0 1 7]
(0]
Qo
(@)
C
<
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Fi1G. 5.4 — Poursuite de trajectoire.

des propriétés physiques du systeme afin de générer un état de référence cor-
respondant a un état d’équilibre du systeme (2,.(t) = 6,(t) = 0), ainsi nous
avons

m110 + mglc T /
z.(t) = | —————tan(0,.(t)) 0 6.(t) 0 et x.(t)=0

ma

La trajectoire de référence ainsi que la trajectoire du systeme sont présentés
en bas de la figure[5.4, ou la commande est établie avec (5.1.7).

Cette simulation illustre l'efficacité de la loi de commande proposée pour
suivre une trajectoire, compte tenu de conditions initiales non nulles. Notons
que le pic apparaissant au moment du changement de consigne est révélateur
du fait que le pendule soit a non minimum de phase; il lui faut en effet
commencer par partir en sens inverse de la trajectoire désirée.
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5.2 Résultats expérimentaux

La loi de commande développée dans les chapitres précédents est mise en ceuvre sur
le pendule inversé en “T” Model 505 commercialisé par Educational Control Products®.
La présentation théorique de ce systeme est effectuée en annexe Bl ou sont présentés le
modele non linéaire ainsi que le modele linéaire. Nous détaillerons ici la mise en ceuvre
expérimentale ainsi que les résultats obtenus dans le cas d’une poursuite de trajectoire.

Fi1G. 5.5 — Pendule inversé ECP’505.

5.2.1 Banc d’essai expérimental et réglages préliminaires

Le banc d’essai expérimental est composé de quatre sous-systemes, comme présenté
dans la figure (5.6 :

— Le systeme électromécanique du pendule inversé, constitué du systeme mécanique
a frottements relativement faibles, de deux capteurs haute résolution (mesurant la
position angulaire et la position de la barre horizontale), et d'un servomoteur a
courant, continu actionnant la barre horizontale.

— L’unité d’interface contenant, les interfaces servo-actionneurs, le servo-
amplificateur et les sources de puissance auxiliaires.
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Interface -
Amplificateur

PC contréle temps-réel

Systeme électromécanique

=

PC développement

F1G. 5.6 — Banc d’essai expérimental.

— Un PC de controle en temps réel, fonctionnant avec un noyau zPC Target placé
sur une disquette et contentant les spécifications de la loi de commande choisie.
Ce PC permet la mise en ceuvre de la loi de commande, simule le réseau et sert
d’interface entre 1'utilisateur et le systeme.

— Un second PC, fonctionnant sous Windows™™ | dit de développement car il permet
la mis en place du processus de commande sous Matlab - Simulink® avant d’étre
téléchargé sur le PC d’interface. Cette unité permet aussi la récupération et le
traitement des mesures une fois la simulation effectuée.

Afin de compléter cette description, notons que deux cartes d’acquisition Measurement
Computing sont présentes dans le PC de controle en temps réel afin de permettre la
communication avec I'unité d’interface :

— une carte PCI-DDA 02/12 permettant de gérer deux sorties analogiques de douze
bits, et

— une carte PCI-QUAD 04 a quatre canaux, pour ’acquisition des données fournies
par les encodeurs incrémentaux.

Pour finir, le PC d’interface et le PC d’acquisition sont connectés entre eux par l'inter-
médiaire de deux cartes réseau 100 Mb Intel® PRO/100S Desktop Adapter, compatibles
avec zPC Target.

Nous avons effectué une identification des parametres du systeme afin d’obtenir un
modele plus précis. Ceux-ci sont indiqués dans le tableau ci-dessous, en comparaison avec
les valeurs fournies par le constructeur.
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Nom du parametre Signification Constructeur | Identification
my Masse de la barre horizontale 0.213 kg 0.217 kg
msa Masse de la barre verticale 1.785 kg 1.795 kg

lo Longueur de la barre verticale 0.33 m 0.33 m
le Position du centre de gravité de la barre verticale —0.029 m —0.0322 m
J Moment d’inertie nominal 0.055 Nm? | 0.0571 Nm?

Le modele linéarisé résultant differe donc du modele fourni par le constructeur (uti-
lisé dans les simulations) et la loi de commande est établie a partir de la dynamique
(identifiée) suivante

0 1 0 0] 0]
_ _18785 0 14.820 0 7.520
x(t) = T+ u
o 0 o0 1 0
56.924 0 —15.181 0 _8.824

Les signaux mesurés en sortie des encodeurs incrémentaux doivent étre multipliés par
des facteurs d’échelle appropriés afin d’obtenir une mesure ayant pour unités celles du
systeme international. Nous devons de plus replacer le zéro de référence étant donné que
les mesures sont initialisées lorsque le pendule est au repos a droite alors que 'analyse
est effectuée avec le zéro correspondant a la position d’équilibre verticale. En notant 6.
et z. 'angle et la position mesurés, 1’étalonnage est effectué avec

6 =0.50, — 0.3395 [rad]
2 = 0.0063 2, — 0.1075 [m]

La vitesse angulaire et la vitesse de la barre horizontale sont estimées en dérivant puis
en filtrant 0(t) et z(¢). Les filtres numériques utilisés ont pour fonction de transfert

1
0.0ls+1

Pour finir, la loi de commande est codée en langage C' afin d’améliorer les perfor-
mances de l'algorithme et du fait qu’il n’est pas possible d’utiliser les fonctions clas-
siques de Matlab (uniquement des blocs Simulink ®) avec xPC Target. Notons aussi
que l'utilisation de fonctions de transfert continues dans le programme induisant des
comportements erronés, les estimateurs utilisés pour observer les variables (t) et 2(t)
ont été discrétisés avant leur utilisation, aussi

~9.952—19.95
2 —-0.99

9.952-9.95

o(t) 0(t) et i(t) — o9 *()
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Retard induit par le réseau
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N
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temps (s)
F1G. 5.7 — Résultats expérimentaux.

5.2.2 Résultats expérimentaux

Etant donné le faible retard induit par le réseau local Ethernet (d’environ 1ms), nous
avons choisi d’utiliser le modele de retard présenté dans 'exemple[5.1.3, qui est calculé a
priori et rappelé en haut de la figure[5.7. Il faudrait, pour que le retard soit significatif,
disposer d’un systeme aux dynamiques plus rapides ou d’un réseau induisant des retards
plus contraignants (type réseau sans fil). Le gain du correcteur K est choisi par synthese
LQR avec @ = diag(900,600,900,600) et R = 1 sur le systéme non retardé

i(t) = Az(t) + Bu(t)

La configuration de commande est celle d’une poursuite de trajectoire avec un retard sur
le canal entre le controleur et l'actionneur.

La période d’échantillonnage des capteurs, actionneur et loi de commande est fixée a
1 ms, et la trajectoire de référence est un signal carré filtré identique a celui de ’exemple
5.1.3. La référence, la réponse en boucle fermée du systeme (position de la barre horizon-
tale) avec la loi de commande proposée et la réponse avec un retard nul sont présentées
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Prédicteur a horizon variable

o

o

o
T

6 (deg)

B | | | I E—— | | | —

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fi1G. 5.8 — Réponse du prédicteur a horizon variable.

en bas de la figure 5.7.

Ces résultats montrent l'efficacité de la loi de commande proposée pour stabiliser le
pendule inversé lorsqu’un retard temps variant apparait dans le canal de communication.
L’asymétrie de la réponse est due a la force exercée par le cable reliant le pendule a
I'unité d’interface. Cet effet peut étre considéré comme une perturbation extérieure sur
le systeme affectant la performance mais suffisamment bien gérée par la loi de commande
pour ne pas affecter la stabilité. La réponse du systéeme dans le cas ou il n’y a pas de
retards permet d’illustrer la similitude des réponses, exception faite de 'effet du cable
qui induit une erreur peu prévisible.

Comparaison avec d’autres méthode de commande

Les simulations présentées ici ont pour but de mettre en perspective la loi de commande
développée dans cette these avec celles présentées sans la section La poursuite de
trajectoire effectuée avec le prédicteur a horizon variable est présentée dans la figure
5.8, la réponse obtenue grace a un prédicteur a horizon fixe correspond a la figure 5.9
et la stratégie tampon est illustrée par la figure 5.10l La position et 'angle du pendule,
ainsi que la force appliquée par la loi de commande, sont utilisés afin de comparer les
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Prédicteur a horizon fixe

o

o

o
T
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Fi1G. 5.9 — Réponse du prédicteur a horizon fixe.

méthodes proposées.
Par rapport a la commande utilisant un prédicteur a horizon variable, les résultats sont
les suivants :

— la stabilisation par retour d’état ne peut étre effectuée sur le systeme considéré,
celui-ci induisant de fortes oscillations sur le pendule qui le font immédiatement
sortir du domaine d’étude (d’ou le fait que ce résultat expérimental ne soit pas
illustré),

— la commande a horizon fixe introduit une oscillation haute fréquence sur la com-
mande ainsi qu’une réponse dégradée,

— la stratégie tampon a le méme type de conséquences que la commande précédente,
de maniere cependant moins marquée.

Cette série d’expérience montre que la plus grande fiabilité et la meilleure performance
sont atteintes avec la commande basée sur le prédicteur a horizon variable.

Etudes de robustesse
Différentes expériences sont présentées ici afin de mettre en évidence les caractéris-
tiques de robustesse du systeme bouclé. La premiere illustre la robustesse vis-a-vis de
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Stratégie de tampon
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F1G. 5.10 — Réponse avec une stratégie tampon.

variations sur le modele du systeme. A cet effet, les masses sous-jacentes au pendule ont

été remontées afin de rendre le systeme plus instable et modifier le lieu de ses poles. Ce

dernier est donné dans le tableau ci-dessous, en fonction de la distance du sommet des

masses au pivot.

distance

poles imaginaires

poles réels

73mm
71 mm
69 mm
65 mm

60 mm

+6.78851
£6.79067
+6.7912¢
£6.7907:
£6.78661

£3.4810
+3.5117
+3.5326
+£3.5751
+3.6299

L’évolution temporelle de ’angle du pendule, pour chaque placement de masses proposé,
est présenté dans la figure Nous pouvons observer que pour les distances de 60 et

65 mm P'angle devient trop important pour que le modele linéaire soit valide (le pendule

opere avec un angle de 30 deg), aussi la loi de commande ne peut plus assurer la pour-
suite de trajectoire. L’ensemble des résultats illustre cependant la robustesse de la loi de
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Robustesse par rapport au placement des masses (pbles)

30 T T
65 mm
20+ s ]
—69mm
1ok . — 71 mm
73 mm (modele)
O -
5
o -10f
[en)
-20}
-30 \
\
40t \(W Wiy \/\/\W\/\AWVWWV\W\W\/\/\MV\N\ANVM
60 mm
_50 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps (s)

Fi1G. 5.11 — Effet de variations paramétriques.

commande proposée vis-a-vis des incertitudes paramétriques.

La seconde étude de robustesse étudie l'effet d’erreurs de mesure et d’impulsions
exogenes. Ceci a été effectué en inclinant d’'un angle d’environ 5 deg la table supportant
le pendule pour introduire un biais de mesure, et en donnant de petites impulsions aux
bouts de la barre horizontale pour observer le rejet des perturbations. Le résultat de
ces deux procédures est présenté sur la figure Nous pouvons conclure de ces deux
expériences que le biais de mesure induit un biais sur la réponse du systeme d’amplitude
équivalente mais ne le déstabilise pas. Le systéeme montre aussi une bonne robustesse
vis-a-vis des perturbations extérieures.

Une derniere expérience montre enfin la robustesse du systeme a une erreur d’estima-
tion du retard. Le retard réel est incrémenté de la fonction sinusoidale déterminée dans
I'exemple 4.3.2. Un agrandissement du retard estimé 7(¢) et du retard réel 7(t) ainsi que
la réponse du systeme sont présentés dans la figure(5.2.2. Ceci montre le peu d’effet d’une
erreur d’estimation du retard, ayant une amplitude et une variation correspondant aux
résultats du précédent chapitre, sur la réponse du systeme.
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Robustesse aux bruits de mesure et aux impulsions
20 T T T T T T T T T

T : impulsions

10
angle de 52 |

A
5+ |
-10
-15-
o —non perturbé

_20 | | | | | 1 | | |
0
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!

FiG. 5.12 — Effet d’un biais de mesure et de perturbations.

0 (deq)

Le systeme s’est aussi avéré robuste vis-a-vis d’une perturbation en sortie de la loi
de commande.

Synthese

Nous avons vu dans ce chapitre 'applicabilité de la loi de commande proposée au
cas du retard sur les deux canaux de transmission, au retour de sortie et a la poursuite
de trajectoire. Différentes expériences ont ensuite montré ’applicabilité du prédicteur a
horizon variable a un systeme physique réel. Une comparaison avec d’autres méthodes
plus classiques a permis de mettre en évidence les atouts d’une telle loi. Une étude de
robustesse a finalement permis d’établir la qualité du prédicteur pour palier a une erreur
d’estimation des parametres du modele,un biais de mesure, des perturbations physiques
impulsionelles et une erreur d’estimation du retard.
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Fi1c. 5.13 — Effet de 'erreur d’estimation du retard.
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons abordé le probleme de stabilisation des systemes com-
mandés par réseaux. Une étude de différents réseaux et de leurs propriétés a permis de
centrer notre recherche sur I'effet du retard sur la stabilisation. Ainsi le réseau a été consi-
déré comme un retard temps variant satisfaisant des conditions de bornitude motivées
par les propriétés structurelles du réseau et supposé connu, ou tout du moins estimable.

Ceci nous a conduit au choix du prédicteur d’état comme base de loi de commande, celui-
ci permettant d’affecter un spectre fini au systeme en boucle fermée, dans la mesure ou
le retard est connu. L’horizon de prédiction de la commande a été choisi temps variant
afin de prendre en compte les importantes variations de charge présentes dans un réseau
et de laisser une grande liberté de choix de gain. Le fait que le prédicteur soit sur un
horizon temps variant implique que nous utilisons un controleur a dimension variable.

Apres une étude détaillée sur les conditions nécessaires a la stabilité et a la causalité du
systeme commandé par le prédicteur, nous avons pu proposer différentes méthodes de
calcul de I'horizon de prédiction. La méthode de calcul par estimation dynamique est
particulierement retenue car elle permet la prise en compte explicite de la dynamique du
retard dans la synthese de loi de commande. La robustesse du systeme vis-a-vis de cette
estimation a pu étre montrée.

Pour justifier de I'applicabilité de la méthode proposée a des réseaux ou l’estimation
du retard peut s’avérer difficile, nous avons conduit une analyse de robustesse du sys-
teme commandé vis-a-vis d’incertitudes sur le retard. Une premiere approche, exacte
mais conservative, nous a permis de justifier qualitativement certaines hypotheses sim-
plificatrices conduisant a des résultats plus optimistes. Les résultats obtenus permettent,
compte tenu d’un choix de gain (qui peut étre lié a des criteres de performance), de
déterminer I'erreur maximale admissible ainsi que sa variation. Ces parametres peuvent
ensuite motiver un choix de réseau adapté.
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Le prédicteur a finalement été combiné avec des méthodes de commande classiques telles
que la commande avec des retards variables sur les deux canaux de communication, la
commande par retour de sortie (utilisation d’un observateur) ou la poursuite de trajec-
toire. Un banc d’essai expérimental a été mis en place afin de faire suivre une trajectoire
au pendule inversé en forme de “T” lorsque la commande subi un retard variable. Cette
expérience, ainsi que les différentes simulations illustrant les résultats obtenus, ont permis
de montrer I'efficacité de la méthode développée dans ce mémoire.

Ce travail permet également d’établir différentes perspectives concernant la méthode
de commande utilisée et plus généralement la stabilisation par réseau. En considérant
tout d’abord la stabilisation de systemes a entrée retardée a 1’aide d'un prédicteur a
horizon variable, la question de la performance envisageable et de criteres de mesure
adaptés, en relation notamment avec des contraintes de robustesse, pourrait étre en-
visagée. Une approche constructive pour le choix du gain du prédicteur, étant donnés
certains criteres de qualité du réseau, pourrait aussi étre déduite des résultats proposés
ici. Un autre point d’intérét concerne la discrétisation du terme intégral et le calcul des
matrices constituantes de 'exponentiel. Ces éléments numériques demandent des res-
sources calculatoires importantes, qui pourraient étre allégées par une étude appropriée
des algorithmes utilisés et de l'effet de I'erreur induite sur le systéeme. La mise en ceuvre
d’une application a dynamique plus rapide ou 'utilisation d’un réseau sans fil comme
moyen de communication permettraient une étude plus détaillée des limites de la loi de
commande proposée, notamment en terme de modélisation du retard et de robustesse
du systeme en boucle fermée.

Une extension du prédicteur au cas non linéaire est aussi envisageable, étant donné la
structure du prédicteur et le fait qu’il integre I’évolution du systeme. En effet, considérons
par exemple le systeme

2(t) = f(x) + g(x)ult — (1))

sous ’hypothese que nous connaissions une fonction ¢(z) telle qu'il existe, pour

une fonction de Lyapunov V(z) > 0 associée au systeme

#(t) = f(x) + g(x)u(t)

et de dérivée V(x) < 0. Dans ce cas, nous pouvons utiliser les mémes outils que ceux
développés précédemment pour le cas linéaire, notamment concernant la causalité et le
calcul de prédiction, afin de mettre en place la loi de commande

ult) = ofalt+5()
= o a0+ [ rlal0) + ote@)uto — 70)0)
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Actionneurs \

Capteurs ——> Bascule —=

Perturbations /

Fia. 6.1 — Systeme controlé par I'intermédiaire d’une bascule.

Les méthodes d’analyse restent similaires excepté pour ’analyse de robustesse, auquel
cas nous devons considérer les résultats établis pour les systemes non linéaires retardés
[Mazenc & Niculescu, 2001]. Un autre probleme induit par la stabilisation a distance
d’un systéme non linéaire apparait lors de la synthese d’un observateur. En effet, nous
ne pouvons plus dans ce cas utiliser le principe de séparation. Des résultats du type de
ceux développés par [Praly & Arcak, 2004] pourraient servir de point de départ a une
telle étude.

Nous nous sommes concentrés ici sur la question de la stabilisation, mais il serait in-
téressant de relier cette étude a la problématique de la mise en ceuvre du protocole,
dans le cadre notamment de la synthese d’un réseau dédié. En ce qui nous concerne, une
étude préliminaire a été effectuée dans cette direction avec un projet de Master dont le
theme a été la synthese d’un nouveau protocole de transfert de données et de controle
de réseau en étoile [Briat, 2005]. Cette étude a permis d’établir les bases nécessaires
a la synthese d’un protocole ad hoc garantissant la taille des fenétres d’émission, cette
taille permettant d’établir un lien avec des criteres classiques de I'automatique tels que la
bande passante. Un estimateur du retard associé, dont la précision dépend de la période
d’échantillonnage du systeme, a aussi été proposé. La mise en ceuvre d’un tel protocole
sur un réseau type UDP serait particulierement adaptée au controle de systemes embar-
qués.

Ceci conduit naturellement au probleme de stabilisation par réseau de systémes embar-
qués, ou le réseau est une bascule (switch). Dans ce cas, les capteurs et actionneurs
(ou signaux de commande) constituent les entrées de la bascule, comme présenté dans la
figure6.1. Une synthese simultanée, prenant en compte les besoins des systémes comman-
dés (bande passante et priorité) ainsi que les algorithmes de gestion du réseau (protocoles
d’émission, tailles des fenétres et gestion des collisions), revient & introduire un retard
dépendant de 'état. En effet, la taille des fenétres d’émission dépendant de I'état du
systeme commandé ainsi que de la file d’attente, le retard subi par le signal dépend en
méme temps de ’état du réseau et de celui du systeme. La résolution d’un tel probleme
peut se baser sur [Verriest, 2002; Georges, 2003, ot est abordé le probleme de commande
avec des retards dépendant de 1'état.
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Un dernier aspect critique de la stabilisation des systemes par réseau, non abordé ici,
concerne les aspects liés a la discrétisation et au codage. Ceci conduit au probleme
de la commande des flux critiques, a la considération des aspects asynchrones, comme
’échantillonnage variable [Fridman et al., 2004], et plus globalement aux problématiques
de commande numérique appliquée au réseau.
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Annexe A

Rappels Mathématiques

Définition A.0.1 (Application lipschitzienne). Une application h est dite lipschitzienne
s’il existe K € [0,4o00[ tel que

d(h(z),h(z") < K.d(z,z")

On dit ausst qu’elle est K-lipschitzienne.
On définit la constante de Lipschitz

Lip(h) = sup{%]x,x’ e X,z #2'}

Proposition A.0.1. Si f est lipschitzienne, elle est uniformément continue.

Définition A.0.2 (Application contractante). On appelle application contractante ou
contraction une application lipschitzienne dont la constante de Lipschitz est < 1.

Théoréme A.0.2 (Théoreme de Banach du point fixe). Soit X un espace métrique
complet et h une contraction de X dans X. Alors :
e h admet un unique point fize x

o Vu d(x,zg) < )d(x,h(x))

1
1—Lip(h

Théoréeme A.0.3 (Théoreme des accroissements finis pour une application de R dans
R). On se donne f continue de [a,b] dans R, dérivable sur ]a,b|. Alors il existe ¢ € [a, b]

tel que f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Théoréeme A.0.4 (Changement de variable). Si f est continue sur [c,d] et si 0 est C*

de la,b] dans [c,d], alors on a
o(b

) b
F(t)dt = / F(6())0 (x)dx

0(a)
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Lemme A.0.5 ([Kim, 2001]). Soient deuz fonctions dérivables a, b, et

b(t) pt
w(t) = /a(t) /t@ f(s)dsdb

Alors la relation suivante est satisfaite :

Gty = =@ =i [ s - [ o
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Annexe B

Pendule Inversé en “T7”

Nous décrivons ici le pendule inversé en forme de “T” utilisé comme exemple de sys-
teme physique instable dans ce manuscrit. Ce banc d’essai expérimental a été développé
par Educational Control Products® et est référencé comme le Model 505. 11 est caractérisé
par des poles et des zéros dans le demi-plan complexe droit et des nonlinéarités cinétique
et gravitationnelle couplées. De plus, la disposition des masses étant ajustable, les ra-
cines du polynome caractéristiques peuvent étre modifiées. Ces propriétés en font donc
un exemple de choix pour tester les capacités de stabilisation d’une loi de commande.

U()

g Z(t)

mY¥
'1 0(t) U

|
|
|
|
~P
1112@
|
|
o~

e

Fi1c. B.1 — Schéma du Pendule inversé en “T7.

Le pendule inversé, dont un schéma est proposé sur la figure B.1, est composé d’une
barre horizontale pouvant coulisser perpendiculairement au sommet d’une barre verticale.
Le bas de la barre verticale tourne librement autour d’'un axe, fixé sur la structure de
support. L’angle entre la position verticale haute et la barre verticale, noté 6(t), est
mesuré positivement dans le sens trigonométrique. Le déplacement de la barre horizontale
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par rapport & sa position médiane, noté z(t), est positif vers la gauche. Ce systeme est
actionné en appliquant une force linéaire u(t) = F(t) a la barre horizontale a ’aide

d’un moteur a courant continu placé en bas de la barre verticale et couplé a la barre

horizontale par un engrenage mécanique. Les variables z(t) et 6(t) sont mesurées grace a

deux capteurs, situés sur 'axe fixe (mesure de 1’angle) et sur le moteur. La position du

centre de gravité de la barre verticale peut étre déplacée vers le haut ou vers le bas en
ajustant la hauteur des deux masses placées en bas de la barre verticale.
Le modele sans frottement de ce systeme est décrit par

+

my

mily

m1l0 j+ m122

|1 o ][

—my sin 6 1]
g= u,
— (maly + mal.) sin@ — my z cos 0

0

ou la dépendance temporelle des variables d’état est implicite, et la signification et la
valeur des parametres utilisés sont listées ci-dessous.

Nom du parametre | Valeur Signification
my 0.213 kg Masse de la barre horizontale.
Mo 1.785 kg Masse de la barre verticale.
lo 0.33 m Longueur de la barre verticale.
e —0.029 m | Position du centre de gravité de la barre verticale.
g 9.807 5 Accélération gravitationnelle.
J 0.055 Nm? | Moment d’inertie nominal.

En définissant le vecteur d’état x = |z, 2, 0, Q]T, I’équation dynamique précédente se

ré-écrit

T
T
T3

Ty

J()(ZEl)

\

= X2,

u . .
= — —lpiy + 2125 + gsin (13),

my
= Xy,

1

Jo(fljl) — mll(%

lg (Mmalesin (x3) + myxq cos (z3))

—m1 (loil34 + 2%2) r1T4 + —lo U] s

= J+ma?

La linéarisation autour du point d’équilibre Z = 0 sous u(t) = 0, donne la représen-
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Poursuite de trajectoire

Angle et réf. (deg)
position de la barre en translation (cm)

0 5 10 15 20 25
temps (s)

Fi1G. B.2 — Influence de lerreur d’estimation du retard.

tation d’état sous la forme standard z(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = x(t), ou

0 1 0 0 0
—18.78 0 14.82 0 7.52
A — s B =
0 0 0 1 0
56.92 0 —15.18 0 —8.82

Les valeurs propres de A sont A\;o = £6.788), A3 = 3.481 et Ay = —3.481. Les deux
valeurs propres purement imaginaires dépendent de la dynamique de la barre verticale
(sans frottement), alors que celles qui sont réelles et positives dépendent de la dynamique
de la barre coulissante.

Dans le cadre du chapitre 5 et de la synthese d’observateur, la position de la barre
horizontale et ’angle de la barre verticale sont mesurés ; nous avons donc

1000
y(t)zlo 01 O]ﬂf(t)

Le fait que le pendule inversé soit & non minimum de phase induit les dépassements que
I'on peut observer figure B.2| ot1 une poursuite de trajectoire est effectuée sur le systeme.
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Annexe C

A Passive Model for a
Non-Homogeneous Transmission
Line

Abstract ﬁ

The aim of this work is to develop and study a power consistent model for a non-
homogeneous lossless transmission line. The proposed model is based on the classical
LC' circuit, with time-varying inductance and capacitance, under the constraint that
no power can be created by these variations. It results in a passive physical object
characterized by a time-varying impedance and inducing a variable transmission delay
in the communication channel.

C.1 Introduction

One of the major problems concerning the use of transmission lines is due to the non-
homogeneous effects, induced by the fact that the physical properties of the line are not
uniform. This properties can be strongly affected by climatical changes or lightning surge
(see [Yamada et al., 1995] for some experimental evaluation of this problem). In that case,
the parameters of the line experience some time and space variations, which results in
some important wave reflections and unpredicted overvoltage in the line equipments.
Safety and performance issues motivate the importance of a proper model to describe
the line behavior. The nonuniform transmission line is also of prime interest in medical
sciences, where it is used to model arteries behavior [Taylor, 1965; Matonick & Li, 2001].

Lce travail résulte d’un séjour de trois mois & I’Université de Twente en collaboration avec Arjan van
der Schaft et Stephano Stramigioli
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The nonuniform transmission lines are classically modelled with space-varying para-
meters. A model with varying inductance and capacitance is proposed in [Taylor, 1965]
to model the pulses in arteries. A dampening, space-varying resistance is introduced in
[Ishii et al., 1991] to model the time-varying impedance. A finite-differences algorithm,
with space-varying inductance, capacitance and resistance, is also presented in [Correia
de Barros & Almeida, 1996] to model the line with distributed nonuniform losses.

In this work, we consider a lossless transmission line and describe the resonance effect
that occurs when this line is not uniform. This effect is due to the coupling between the
electric and the magnetic energy. The line is modelled as a set of classical T-shape
LC' circuits, where the capacitance and inductance are both time and space-varying.
Compared to most of the existing models, based on empirical methods, we propose
here a power consistant, physically based model. This is done using geometric modelling
[van der Schaft, 2004] and power port concepts [Blankenstein et al., 2003] to develop
a passive model with time and space-varying impedance and delay. The resulting bond
graph representation allows for a direct use of the proposed model in geometric control
schemes such as impedance matching [Stramigioli et al., 2000], robotic telemanipulation
[Stramigioli et al., 2002; Blankenstein et al., 2003] or telemanipulation with time-varying
delays [Stramigioli, 2002].

This paper is organized as follows. We first present the geometric modelling of the
homogeneous lossless transmission line in order to introduce the proposed method and
allow for some direct comparisons. In the third section we establish the LC' circuit model
with time-varying elements, based on some physical elementary properties and passivity
constraints. The resulting distributed model is then analyzed in the fourth section to
describe the global behavior of the line (characterized by the impedance and time-delay)
and its transient response (scattering-like analysis). Some simulation results are also
presented.

C.2 The classical transmission line

The aim of this section is to present the classical LC' model of the transmission line
in the bond graph framework and from an energetic point of view. This transmission line
is supposed to be lossless and is modelled with the usual T-shape circuit describing the
differential length element, which is presented on Figure C.1.

The equivalent Bond graph model is shown on Figure [C.2, where I is an inductor of
inductance L and flux linkage ¢, C a capacitor of capacitance C' and charge q. Py, is the
input power port (characterized by the effort e; and the flow f;) and Poys is the output
power port (characterized by the effort e; and the flow fs).

The physical (inductance, flux linkage, capacitor and charge) and the power (efforts
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Fi1G. C.1 — Differential element of a transmission line.

|
P eI i

n f1

Fic. C.2 — Equivalent bond graph representation.

and flows) variables are related thanks to the relationships

er = q/C+¢
hi = ¢/L

€2 = 61—¢
f2 = fi—¢

In order to ensure the power consistency of the differential element, the input power
is equal to the output power plus the change of the stored energy FE;, which yields to

dE,
exfi = eafa+ dtt
- ¢, q.
Ey = Z¢o+= 2.1
& By L¢+ Cq (C.2.1)

where the last line is obtained by substituting the power variables by the physical va-
riables.

Considering the distributed model of this uniform transmission line, the global beha-
vior of the line is described by two parameters of prime importance : the impedance Z
and the induced time delay 7, related to L and C by (for a unitary line length)

- = VIC
Z = J/L/C

C.3 Model with time-varying elements

We now introduce the time-varying property of the line with some time-varying ca-
pacitance and inductance. This is achieved in the bond graph framework by modelling 1
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and C as two-ports objects. Using the fact that no power can be created by the trans-
mission line, the variations of L(t) and C(¢) can not be considered independently and
are structurally coupled.

Passivity requirement
Considering some linear elements, the electric energy of the circuit V' and its magnetic
energy T' can be expressed, respectively, as

1 2

vV o= 5% (C.3.1)
1 2

T = 5% (C.3.2)

The total energy of the elementary circuit unit is
E=V+T

From the fact that the time variation of C' and L does not produce any extra power and
that there is no dissipative element, the stored energy is not influenced by these varia-
tions. Therefore, we establish the passivity of the differential element by differentiating
the previous equality as

dE q. o ¢ 2, .

— ==—q+—-¢p——C——L=F

TRRNCE R A e Y7 t
where Fg is the stored energy of the uniform line and the last equality is inferred from
the passivity property. This leads to the following requirement on the dynamics of L(t)
and C(t) (cancelling the terms in ¢ and ¢ using (C.2.1))

L2 q2 .

Capacitor and inductor models

The capacitor and inductor models are established similarly to [Secchi et al., 2001],
where the model of a spring with variable stiffness was developed. The main idea was to
first consider the classical Hamiltonian representation of the system and then to introduce
a new port, induced by the new state variable (in this case the stiffness).

Following this method, a capacitor with a time-varying capacitance is modelled as a
2-port Hamiltonian system, as shown in Figure [C.3a, with the energy function V, two
states (¢ and ') and their corresponding produced efforts and input flows. If we first
consider the left port (with state ¢), its input current and output voltage are obtained
by deriving (C.3.1) with respect to ¢ and write as, respectively,

) q
fer=4q and ec: :E
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Jar > J' J’ < Jer Asz oT oT fLIL
<eC1 al al ecz; €| | Cu
dq aC ,[ J. B
a) b)

F1a. C.3 — Time-varying capacitor (a) and inductor (b).

l—0 —MTF+—C
T 0
P —1 1

in f1 | 0 f2 APout

Fic. C.4 — Differential element with time-varying parameters.

Concerning the right port (with state '), its input flow and output effort are given by
(deriving (C.3.1) with respect to C)

q2

Je2=C and ecy= —2—02

The inductor with a time-varying inductance is also modeled as a 2-port Hamiltonian
system, as shown in Figure (C.3b, with the energy function T, two states (¢ and L) and
their corresponding produced flows and input efforts. The right port (with state ¢), has
an input voltage and an output current (obtained by deriving (C.3.2) with respect to ¢)

eri=¢ and fri=¢/L

The left port (with state L), has an input effort and an output flow (obtained by deriving
(C.3.2) with respect to L)

. ¢2
er2=1L and =——
L2 fr2 e
A passive interconnection
We now have to connect the ports induced by the time varying inductance and capa-
citance in a passive way (that is, with the dynamics of L(t) and C(t) satisfying (C.3.3)).
This is done thanks to a modulated transformer MTF with input a and a zero-junction,
as shown on Figure [C.4. The resulting capacitance and inductance have the following

dynamics
) 2
¢ = a% (C.3.4)
¢
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The passivity requirement is directly verified by substituting a from (C.3.4) into (C.3.5).
It is important to note that the dynamics of this system depends directly on the input «
and that there is no passivity constraint on this input. Therefore, o can be any desired
function, possibly with a nonlinear or stochastic evolution. Nevertheless, a has to be
such that the physical positivity constraints on L(t) and C(t) are satisfied.

Exemple C.3.1

Consider the LC circuit presented in figure |[C.4/ where the initial values of
the inductance and capacitance are, respectively, L(0) = 1mH and C' =
10 uF'. A voltage source providing 1V is connected to the input of this circuit
and a resistor of 100 €2 is placed at its output. The input of the modulated
transformer « is the square signal of amplitude 10~* presented at the top of
figure [C.5/ The middle part of this figure shows the time evolution of L(t)
and C(t), while the resulting time-delay and impedance are plotted on the
bottom part.

These results illustrate the fact that the time variation of the capacitance
is proportional to a while the variations of the inductance, impedance and
time-delay are inversely proportional to this design parameter.

Time dependant characteristics of the LC element

1
—~ 05f
b
o L
Z 0
5 _0.5,
-1t
0 5 10 15
10.03 11
™ C(t) =
= T
= 10.02 09 <
(0] . r 109 =~
[&) [0]
5 L e
= g
g 1001} 108 ©
a >
© ©
O c
10 0.7
5 10 15
0.11 10
_ Z() <)
2 95 o
LE, 0.1 ’ ©
g 3
a 1) ° 3
0.09+ E
: 8.5
0 5 10 15
time (s)

Fi1c. C.5 — Properties of the LC' circuit for a step input.
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C.4 The distributed model

The behavior of the transmission line resulting from the previous elementary time-
varying unit is now detailed by an analysis of the distributed model. From the physical
model, the Telegrapher’s equations follow as

9q _ _0I
ot 0z
o _ _OV
ot 0z
where z is the spatial coordinate and
qg = CV
¢ = LI
This leads to the relationship
Ltl + LIt = —‘/Z
X X
using the notation X; = 8_ and X, = 8_
ot 0z

From the passivity of the interconnection between the capacitance and the inductance

- , we also have that

B ¢2 B IQ
Cy = a2L2—a2
2 2
q \%
Lo = —gm=—0y

In order to obtain a set of partial differential equations (PDE) involving only the voltage
and current derivatives, we finally substitute ¢ and ¢ in the telegrapher’s equations,
which gives

%ﬂv+cm = —L (C41)
—%V2I+Lft - _V (C.4.2)

Note that this system is equivalent to the homogeneous transmission line model when
a=0.

C.4.1 Global behavior

The PDEs describing the model behavior are clearly coupled and difficult to analyze.
This is due to the third order coupling terms appearing in (C.4.1)-(C.4.2). Nevertheless,
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the global behavior of the line, described by the induced time-delay and impedance, can
be inferred from the homogeneous solution of the model.

First note that (C.4.1)-(C.4.2) can be put into the form

v, 0 ! V. Lre oy 1%
]t - L LT N Ly I
t —Z 0 z O ﬁV

The waves velocity v(z,t) is then given by the eigenvalues of the homogeneous solution

matrix
0 L
1 C
- 0
from which we have that
v(z,t) =+ !

L(z,t)C(z,t)
Using the finite element method, the resulting time-delay 7; is computed as

N

where N is the number of elements used to described the transmission line, L; and C; are,
respectively, the inductance and capacitance of the i*" element of the line. The impedance
of the line Z; is computed in a similar way as

It is interesting to note that the dynamics of the line delay 7;(¢) and impedance
Z(t) can be expressed as a function of the transformer parameters, the electric and the
magnetic energies, with

N

7(t) = 52“%

N
- Ly~ TtV
Zl(t) = —§ (0

i=1 iCi Vv Li(t)ci(t)

While the previous dynamics are difficult to analyze, they could be used to design an
observer or an estimator for the global transmission line behavior.
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C.4.2 Transient response

In order to study the coupling problem in the transient behavior analysis, we intro-
duce the scattering-like variables to describe the incident and reflected waves, denoted
respectively by Sy (z,t) and S_(z,t) (see [Stramigioli et al., 2000; Stramigioli, 2001] for
a detailed presentation of geometric scattering of Hamiltonian systems). We call these
variables scattering-like because they are not orthogonal, contrarily to the constant ca-
pacitance and inductance case, as detailed in this sub-section.

Let
L(z,t)
C(z,1)

be the distributed impedance of the transmission line, a two covariant tensor dependant
on time and space, and N(z,t) be such that Z = NN. The scattering variables write as

Z(z,t) =

-1

Si(st) = jf/é (V4 Z1) = %(va +NT)
St = Y wozn= Lvv—wn

V2 V2
Thanks to the equalities - , the partial derivatives of S, are then obtained

as

08, 1 _ _

% -7 [(I=N?V)Ny+ NI, + N~'V]

95, 1 9 -1

5 = ﬁ[(l N7V)N,+ NI, + N 'V,]
= L[(1 — N2V)(N, — Nocz) — N'LI, — NCV]
- \/§ z 2 t t

L
Using the fact that N? = C((Z’ i) and rearranging the terms properly, we have that
Z)
oSy 05, I - N2V NIV
— +VL = N, +VLCN, — a—— 4.

The dynamics of the reflected wave S_ are computed similarly and are described by the
PDE

95 dS_ I+ N2V NIV
- VL — N, +VLCN, + a—~ 4.4
o C o NG { -+ VLON, +a—; ] (C.4.4)

Remarque. When the scattering variables are orthogonal (in the homogeneous trans-
mission line case), they are described by the set of PDEs

05, _ 95,

o Y, 0
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0S_ oS-

et i
ot v 0z
where v is the speed of the travelling wave. The resulting scattering variables then write
as
St = K(t+z/v)
S_ = L(t—=z/v)
for some continuous functionals K and L. &

The dynamics of the two waves (C.4.3)-(C.4.4) clearly shows a dependency of the

solutions on the time-varying property of L and C, and more precisely on the design
parameter a (N; is directly proportional to a and N, is proportional). The fact that
both waves equations depend on the same parameters indicates that they are coupled.
This coupling is proportional to the exchange of energy occurring between the inductance
and capacitance since it is proportional to the parameter a.
The fact that the incident and reflected waves influence each other has already been
described in [Stix, 1992], where the effect of non-homogeneous plasma regions on the
travelling waves is investigated. The exchange of energy between the capacitance and
inductance is clearly equivalent to the change of density in a plasma medium, since it
corresponds to an exchange between potential and kinetic energy in both cases.

C.5 Simulations

The previous model is used to represent a transmission line of 100 km, which expe-
riences a time-variation of its physical characteristics. In order to determine the initial
values of the line parameters, the transmission speed v is assumed to be one third of the
speed of light, which leads to

1

v=10° [m/s] = —L(O)C’(O)

= L(0)C(0) = 107 [H.F/m?]

where L(0) and C(0) are the initial inductance and capacitance per meter characte-
rizing the transmission line. Setting a cell to describe 10 km of the line we have that
L;(0)C;(0) = 1078 [H.F] where the subscript i is introduced to denote the characteristics
of the i" cell. If we assume that the initial capacitance of each cell is C;(0) = 10 uF, it

follows that the initial inductance is L;(0) = 1 mH and the corresponding time-delay is
TI(O) =10"*s.

The software 20-sim® is used to simulate the behavior of the transmission line, which
is described by ten unit cells with a voltage (effort) input Se=1 V. A resistor R = 10 2
terminates the line and is used to measure the transmission line output voltage. The
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Lu.—’?% In
10 Time-Varying
Se— LC Elements AR

10 Constant

Se LC Elements

Fic. C.6 — 20-sim® model of the transmission line.

main scheme is presented on Figure |C.6, where the top part is the nonuniform line with
the MTF input o and the bottom part corresponds to a homogeneous line, introduced
for comparison.

The model’s response (delay, impedance and voltage across the resistor) to a step

input provided by Se is presented on Figure|C.7, which shows

— the input signals provided by the voltage source V; and by the modulated trans-
former coefficient a (top),

— the induced time-delay 75(¢) and impedance variations Zs(t), occurring in the 5"
cell of the nonuniform line (middle),

— a comparison between the output voltage of the homogeneous line V;, and the
output of the non-homogeneous model (bottom).

These results can be described as follows :

— between 0 and 0.01s : « = —0.1 and V; = 1, the impedance increases and the delay
decreases, the transients of the output voltages are similar (the line parameters are
close to their initial values) but the steady state value of V,,, is less than the one
of Vh,

— between 0.01s and 0.02s : « = —0.1 and Vs = 0 the impedance and the delay
remain constant, the wave reflection effect clearly appears in the transients response
of V,,;, and the steady state values are the same for both line,

— between 0.02s and 0.06s : the sign of a is changed at 0.03s and V; = 1, the
impedance and the delay show some important variations, the wave reflection effect
increases and the sign of the difference between the steady state values of both lines
changes at the same time as «,

— between 0.06s and 0.08s : a« = 0.1 and V; = 0, the impedance and the delay remain
constant, the wave reflection effect is very important.

This set of simulations shows that « has an important effect on the model behavior.
It appears that the line parameters (illustrated by 75(¢) and Z5(t)) strongly depend
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Proposed Model Behavior
01

0.05- / {o.8
V —
lo6S
3 oF \ s 0.6 =
o

104 =

-0.05f
10.2

i

1 1 O
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Delay (ms)

0.06 i i 1 i i i 45
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0 001 002 003 004 005 006 007 0.08
time (s)

Fi1c. C.7 — Model’s response to a step input for two values of «.

on « and on the applied voltage (we can’t establish some simple relationships as in the
previous example). The internal wave reflections (coupling of the scattering-like variables)
clearly depend on the uniformity of the line, since the simulation setup is such that the
nonuniformity increases with time and the oscillations follow this evolution. We can also
observe that the steady state error depends directly on «, which is consistent with the
fact that it corresponds to a transfer between the electric and magnetic energies. To
conclude, these simulation results show the capability of the proposed model to describe
the physical phenomena occurring in a non-homogeneous transmission line.

Conclusion

We proposed in this paper a new model to describe non-homogeneous transmission
lines, based on geometrical modelling and bond graph representation. This model, phy-
sically based and power consistant, allows for a precise analysis of the resonance effects
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induced by the time and space variations of the line parameters. We analyzed both the
global behavior and the transient response of the distributed model thanks to classical
PDE properties and a scattering-like analysis. Some simulation results were finally pre-
sented to illustrate the theoretical results and verify the physical properties established
in the analysis.
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Résumé : Nous étudions dans cette these le probleme de stabilisation de systemes
physiques par l'intermédiaire d’un réseau de communication induisant des retards de
dynamique connue. Ce probleme apparait lorsque la loi de commande est mise en
ceuvre a distance et conduit au probleme de la stabilisation d'un systeme instable
en boucle ouverte avec un retard variant dans le temps. Nous utilisons un prédicteur
d’état a horizon variable afin d’établir une loi de commande stabilisante qui place les
poles du systeme en boucle fermée. Le calcul de I'horizon de prédiction est détaillé
afin d’établir un controleur qui utilise de maniere explicite les dynamiques du retard
et est robuste vis-a-vis d’erreurs d’estimation induites par le modele de réseau utilisé.
Cette analyse de robustesse permet de prendre en compte les caractéristiques non
déterministes du réseau. Nous proposons finalement une loi de commande basée
sur un observateur pour le cas ou seule la sortie est mesurable et considérons aussi le
cas de poursuite de trajectoire. Des simulations et résultats expérimentaux sont proposés.

Mots clefs : Systemes commandés par réseau, stabilisation avec des retards temps
variants, prédicteur d’état, observateur.

Stabilisation of Network Controlled Systems

Abstract : In this thesis we investigate the problem of remote stabilization via
communication networks involving some time-varying delays of known dynamics. This
problem arises when the control law is remotely implemented and leads to the problem of
stabilizing an open-loop unstable system with time-varying delay. We use a time-varying
horizon predictor to design a stabilizing control law that sets the poles of the closed-loop
system. The computation of the horizon of the predictor is detailed to establish a
control law which explicitly uses the delay dynamics and is robust with respect to some
uncertainties on the delay model. Thanks to this robustness analysis, we also consider
the non-deterministic behavior of the networks. We finally develop an observer-based
control for the case when only the delayed system output is measurable and solve the
trajectory tracking problem in this framework. Simulation and experimental results are
also presented.

Key words : Networked control systems, stabilization with time-varying delays,
observer-based control, state predictor.

Discipline : Automatique-Productique
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