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Résumé

Ce travail s’inscrit, d’un point de vue théorique, dans le domaine du contrôle des
systèmes décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP). Il s’agit d’étendre l’utili-
sation de la structure de Commande par Modèle Interne (CMI) aux systèmes de dimension
infinie, en la généralisant au cas du contrôle frontière de systèmes hyperboliques.

Réalisé également dans le cadre de l’Action Spécifique "Canaux d’Irrigation : automati-
sation et mise en oeuvre" au département STIC CNRS, les EDP hyperboliques considérées
sont les équations non linéaires de Saint-Venant, qui décrivent les écoulements à surface
libre.

Le modèle utilisé est une linéarisation autour d’un écoulement permanent dont les co-
efficients sont non constants vis-à-vis de la variable d’espace. Les pentes et les frottements
ne sont pas pris nuls, les phénomènes variables le long du canal sont ainsi pris en compte.

La technique utilisée pour l’analyse et la synthèse du contrôle est celle qui consiste à
considérer le système en boucle fermée comme une perturbation (additive principalement)
du système en boucle ouverte. Les perturbations portent sur les opérateurs, les semigroupes
et le spectre (ou la résolvante) dans un espace de Hilbert approprié. Ce travail consiste alors
à caractériser le plus explicitement et directement possible l’opérateur hyperbolique du
type Ae(x)∂x +Be(x), en une dimension spatiale x, où les opérateurs Ae(x) et Be(x), sont
bornés. Cela est établi sans transformation préalable (symétrisation ou diagonalisation)
et sans considérer que les coefficients sont constants.

Pour la synthèse de commande, une structure de contrôle frontière par modèle interne
est utilisée après avoir ramené le contrôle frontière classique en une forme Kalmanienne
abstraite par une transformation due à Fattorini dans les années 60. L’analyse de la stabi-
lité en boucle fermée, par la théorie de la perturbation en dimension infinie (Kato), permet
de donner des conditions suffisantes de réglage des paramètres d’une loi de commande du
type intégral et proportionnel intégral.

En ce qui concerne les résultats tant en simulation qu’expérimentaux sur le micro canal
de Valence, ils montrent la faisabilité de l’approche. Cette faisabilité a été testée dans les
cas monobief et multibiefs, notamment en ce qui concerne la validité du modèle interne
utilisé.

Mots–Clés
Commande de systèmes en dimension infinie, contrôle frontière multivariables de systèmes
décrits par des EDP hyperboliques, théorie de la Perturbation d’opérateurs et de semi-
groupes, équations de Saint-Venant (écoulements à surface libre), commande par Modèle
Interne, canaux d’irrigation, multibiefs.
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Abstract

From a theoretical point of view, this work deals with the control of systems described
by partial derivative equations (PDE). The generalization of Internal Model Control (IMC)
structure is extended to infinite dimension systems, especially for boundary control of
hyperbolic systems.

Also carried out in the framework of the Specific Action "Irrigation Channels : au-
tomatization and implementation" of STIC department (CNRS), the hyperbolic PDE
considered in this work are the nonlinear equations of Saint-Venant which describe the
free face water flows. The model used is a linearization around a permanent flow whose
coefficients are nonconstant with respect to the space variable. The slopes and frictions
are taken different from zero, the variable phenomena along the channel are thus taken
into account.

The technic used for the analysis and the control synthesis considers the closed loop
system as an additive perturbation, mainly of the open loop system. The perturbations
are related to the operators, the semigroups and the spectrum (resolvent) in a suitable
Hilbert space. This work then consists in characterizing the most explicitly and directly
as possible the hyperbolic operator written as Ae(x)∂x + Be(x),in a one dimension space
x, where operators Ae(x) and Be(x), are bounded. It is established without preliminary
transformations (symmetrization or diagonalization) and without considering that the
coefficients are constant.

For the control synthesis, an internal model boundary control structure is used, after
writing the traditional boundary control into an abstract Kalmanian form by a transfor-
mation given by Fattorini in the Sixties. The stability analysis of the closed loop, by the
perturbation theory in infinite dimension (Kato), gives sufficient conditions to adjust the
law parameters in case of an integral law and a proportional integral one.

The experimental results, in simulation as on the micro channel of Valence, show the
feasibility of this approach. This feasibility was tested in the mono-reach and multi-reaches
cases, especially with regard to the validity of the internal model used.

Key–Words
Infinite dimension systems control, multivariable boundary control of systems described
by hyperbolic PDE, perturbation theory of operators and semigroups, Shallow water equa-
tion, Internal Model Control, irrigation channels, multi-reaches.
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Introduction

La recherche dans le domaine du contrôle des systèmes à paramètres distribués, décrits
par des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) est un champ d’investigation constant
depuis plusieurs décennies.

Pendant longtemps, les résultats théoriques les plus avancés ont concerné des cas plutôt
académiques, mais avec un aspect générique non négligeable.

Ces dernières années, beaucoup de classes d’EDP étudiées concernent des problèmes
décrivant une finesse ou une exigence de fonctionnement de systèmes réels.

Parallèlement, le développement de la théorie du contrôle en dimension infinie, i.e. dans
des espaces fonctionnels de Banach (ou Hilbert), permet d’appréhender beaucoup plus de
problèmes en gardant cette description relativement fine que constitue la description par
des EDP.

Dans le domaine de l’automatique, les problèmes de stabilisation, de poursuite de tra-
jectoire, de régulation, etc.. se posent formellement de la même façon quelle que soit la
description adoptée dans un modèle. L’analyse du système, à travers ce modèle, introduit
une distinction dans les différentes approches pour traiter les problèmes précisés. Ainsi, il
est possible de garder les concepts formels simples pour traiter des problèmes relativement
complexes.

Cette thèse se situe dans le cadre de l’extension de la structure de Commande par
Modèle Interne (CMI ou IMC pour Internal Model Control) aux systèmes décrits par des
EDP. Ces systèmes, où le contrôle est pris frontière, sont représentés dans des espaces de
dimension infinie.

Cette extension a déjà été réalisée pour des systèmes décrits par des EDP paraboliques
dans le cas linéaire [40] et dans le cas non linéaire [15].

L’objectif du présent travail est de contribuer à cette extension pour des EDP hyperbo-
liques décrivant des écoulements fluides. On considérera ainsi des systèmes hyperboliques
en une dimension de la variable d’espace, mais dont les coefficients dépendent de cette
variable. Cela permet de tenir compte des phénomènes répartis non seulement dans les
variables d’état mais aussi pour les paramètres du modèle.

Dans cette approche directe, l’idée générale adoptée dans cette extension est d’ana-
lyser et de régler le système en boucle fermée en le considérant comme une variation du
système en boucle ouverte. La théorie de la perturbation d’opérateurs, de spectres et de
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semigroupes dans un espace de Hilbert est l’outil technique principal de la réalisation de
l’étude. Dans le cas des systèmes paraboliques, à coefficients constants qui plus est, la
caractérisation du système en boucle ouverte est relativement facile [40], [42], [66].

Pour les systèmes hyperboliques à paramètres variables, il en va tout autrement et le
principal objectif de ce travail est de mener cette caractérisation en amont, concernant le
spectre et le semigroupe de manière la plus explicite possible.

Le modèle considéré généralise les équations de Saint-Venant linéarisées autour d’un
état d’équilibre quelconque. Ainsi, la régulation des canaux d’irrigation est le cadre ap-
plicatif tout au long de ce travail. L’application concrète a été effectuée sur un canal
expérimental pour conforter la validité technique de l’approche.

Ce mémoire est présenté sous la forme de cinq chapitres.

Dans le premier chapitre est défini le cadre scientifique qu’est le contrôle des EDP en
général, et le cadre applicatif de la régulation des canaux d’irrigation en particulier, le
système étant décrit par les équations de Saint-Venant.

Un bref rappel des méthodes employées dans le domaine du contrôle en dimension
infinie est donné permettant de classer le travail parmi les méthodes directes. De même,
le système représentatif des écoulements dans des canaux à surface libre est explicité.

Les divers travaux sur ce thème tant d’un point de vue global que national sont pré-
sentés succinctement.

Le second chapitre présente les deux principales spécificités de cette thèse.
L’utilisation de la structure particulière de commande IMBC, qui est décrite, est le

premier point. Le second point est l’application de cette méthode à des EDP hyperboliques
à coefficients spatiaux variables tels que le système des canaux d’irrigation décrits par les
équations de Saint-Venant dans le cas d’un ou de plusieurs biefs (tronçon de canal situé
entre deux ouvrages).

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de la stabilité d’EDP hyperboliques à
paramètres spaciaux variables, généralisant le système linéarisé des équations de Saint-
Venant, par la théorie de la perturbation des opérateurs et des semigroupes.

Dans un second temps, l’application de cette étude de stabilité sur le cas concret du
canal, par le calcul explicite de ces diverses propriétés est menée.

Le passage au système en boucle fermée est l’objet du quatrième chapitre. La structure
de commande IMBC permet d’utiliser un correcteur simple, tel qu’un correcteur intégral ou
proportionnel intégral, ce qui permet de caractériser aisément l’opérateur et le semigroupe
en boucle fermée à partir de l’opérateur et du semigroupe en boucle ouverte.

Les propriétés du système en boucle ouverte sont conservées par la structure de com-
mande IMBC, sous des conditions (paramètres de synthèse) fixées en utilisant à nouveau
la théorie de la perturbation.

Ce chapitre se conclut par l’application de ces résultats au cas du canal. Elle est réa-
lisée également au travers de calculs explicites.
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Le chapitre suivant est consacré à l’ensemble des résultats obtenus que ce soit en
simulation ou expérimentalement sur le micro canal expérimental de Valence.

Dans les deux cas, les résultats présentés ont été réalisés aussi bien dans le cas monobief
que multibiefs, que ce soit en monovariable ou en multivariable, avec ou sans perturbations.
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Chapitre 1
Contexte et État de l’Art

"Il faut avoir déjà beaucoup appris de choses pour savoir

demander ce qu’on ne sait pas."

Extrait de Julie ou La nouvelle Héloïse.

Jean-Jacques Rousseau, philosophe français, 1712-1778.
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CHAPITRE 1. CONTEXTE ET ÉTAT DE L’ART

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de situer ce travail dans son contexte scientifique qu’est le
contrôle des EDP en général, et dans le cadre particulier qu’est la régulation des canaux
d’irrigation en utilisant les équations de Saint-Venant.

Un rapide rappel sur la classification méthodologique dans le domaine du contrôle en
dimension infinie permet de situer ce travail parmi les méthodes directes (analyse directe
dans les espaces fonctionnels des EDP).

Le contrôle frontière par modèle interne est étendu à une classe d’EDP hyperboliques
à paramètres spaciaux variables, dans le domaine des écoulements fluides.

L’application ciblée est la régulation des canaux d’irrigation à surface libre. Ces écou-
lements sont décrits par les équations hyperboliques de Saint-Venant.

Ainsi sera présenté l’état des travaux sur le thème du contrôle des canaux d’irrigation
au niveau général, comme au niveau national qui forme un cadre privilégié de ce travail.

1.2 Contexte

1.2.1 Le contrôle de systèmes décrits par des EDP

L’étude des systèmes décrits par des équations aux dérivées partielles (EDP) est un
champ de recherche très large et, étudié depuis plusieurs siècles d’un point de vue mathé-
matique et théorique. Cette étude des systèmes décrits par des EDP est toujours d’actua-
lité, en particulier dans le domaine du contrôle d’un point de vue théorique, mais aussi
dans le domaine des applications. Ce domaine prend en effet une importance croissante
avec la description fine des phénomènes physiques au sein des procédés qui devient de plus
en plus nécessaire.

On conçoit de ce fait que plusieurs approches existent, que ce soit au niveau métho-
dologique, ou au niveau synthèse de contrôle (synthèse de contrôle est à prendre au sens
large du terme, i.e. identification, synthèse de la commande proprement dite, synthèse
d’observateurs, étude de stabilité, etc...).

Un résumé peut être consulté à ce propos dans [75], [82] par exemple. Il est juste rap-
pelé ici une classification succincte afin de situer ce travail.

a. Classification méthodologique

Les systèmes à paramètres distribués sont des systèmes décrits par des équations
aux dérivées partielles, en association possible avec des équations différentielles ordinaires
(EDO) ou des équations algébriques. Les variables indépendantes sont le temps et l’es-
pace, cet espace pouvant être représenté par une, deux ou trois dimensions. Ces équations
peuvent être linéaires ou non linéaires en général.
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1.2. Contexte

La démarche méthodologique de l’étude de ces systèmes, en terme de théorie du
contrôle, peut être classifiée en deux optiques :

– les méthodes indirectes : le système d’EDP est d’abord ramené en un système
d’EDO, soit par une approximation des équations par différenciation finie (discréti-
sation par des schémas de différences finies), soit par une approximation des solutions
du système (par des fonctions orthogonales des variables spatiales essentiellement).
Dans tous les cas, le système obtenu est représentable dans R

n et donc la théorie de
contrôle en dimension finie (au sens large) peut être utilisée.

– les méthodes directes : dans toute la phase d’étude théorique et de synthèse,
le système d’EDP est représenté dans les espaces fonctionnels appropriés, donc de
dimension infinie, et ce n’est qu’en simulation ou lors de l’implémentation finale que
les méthodes d’approximation, de ce fait de résolution numérique, sont utilisées.

Ce travail se situe dans le cadre des méthodes directes d’études des sys-
tèmes d’EDP.

b. Classification en dimension infinie

En terme de domaine d’étude, les EDP étant gardées en l’état, la classification globale
est similaire à celle en dimension finie.

En linéaire, il s’agit des techniques fréquentielles ou des techniques qui conservent la
description temporelle.

Plus généralement, il y a la représentation Kalmanienne, représentation d’état avec
toutes les techniques inhérentes (système d’état, boucle ouverte, boucle fermée, stabilisa-
tion, etc...).

Il existe enfin le calcul opérationnel lié à l’optimisation fonctionnelle en dimension in-
finie.

Cette thèse se situe dans l’approche temporelle par la représentation d’état
et la résolution par semigroupe d’opérateurs.

1.2.2 Le contrôle frontière par modèle interne

Dans les différents cas de description de contrôle des procédés, celui où les actionneurs
sont situés sur un ou sur plusieurs bords géométriques du système sont les plus répandus.
Il s’agit du contrôle frontière (par opposition au contrôle distribué).

L’approche Kalmannienne permet d’utiliser formellement la plupart des techniques
de synthèse de contrôle connues en dimension finie. De plus, les actionneurs et capteurs
sont toujours en nombre fini, de sorte qu’en terme d’entrée-sortie le problème de contrôle
frontière d’un système, bien que décrits par des EDP, peut être vu comme un problème
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CHAPITRE 1. CONTEXTE ET ÉTAT DE L’ART

"classique" de régulation.

La commande par modèle interne (CMI) introduite dans les années 70, est étendue au
cas des systèmes décrits par des EDP dans le cas des méthodes directes et ceci depuis les
années 90, d’abord en linéaire [42], [41] puis en non linéaire [15], [17], [18].

Dans cette approche, pour le cas linéaire, la théorie de la perturbation d’opérateurs
et de semigroupes a été utilisée, que ce soit pour mener à bien les études de synthèse ou
les études de stabilité basée sur la conservation de certaines propriétés. Cette théorie est
établie de manière générale depuis les travaux de KATO dans les années 60 [44].

Les travaux, cités précédemment, ont traité le cas des systèmes dissipatifs décrits
par des EDP paraboliques à coefficients constants, où plusieurs conditions requises ou
suffisantes pour la stabilité des propriétés post-perturbations sont vérifiées (croissance
spectrale, décomposition spectrale, holomorphicité de semigroupe, etc...).

Le terme "perturbation" s’entend ici comme le fait que le système en boucle fermée
(où le contrôle est obtenu au travers d’opérateurs linéaires sur la sortie ou l’état) est décrit
par un opérateur obtenu à partir de celui de la boucle ouverte, auquel sont ajoutés des
termes dont l’étude permet de caractériser le système global.

Ce travail concerne l’extension de cette approche de commande par modèle
interne aux systèmes décrits par des EDP hyperboliques à coefficients dépen-
dant de la variable d’espace.

1.2.3 Contrôle de systèmes d’écoulement fluide : canaux d’irrigation

Un cas typique de systèmes d’EDP hyperboliques est celui des écoulements fluides où
le transport est prépondérant devant la diffusion. C’est le cas des écoulements en surface
libre dans les canaux d’irrigation. Ces derniers ont constitué le cadre générique de ce tra-
vail d’extension de la structure CMI aux systèmes hyperboliques. L’objectif est d’aboutir
à des résultats dont l’adéquation avec des systèmes réels est maximisée.

Ci-après, le type d’EDP concerné par ce travail est défini ainsi que le contexte national
et le problème sous-jacent de la régulation des canaux.

a. Les systèmes hyperboliques

Une définition globale des équations aux dérivées partielles hyperboliques est donnée
en Annexe D, ainsi que des exemples académiques (équations des cordes vibrantes et de
Navier-Stockes). Une forme particulière est définie ci-après :

Soit n un entier strictement positif. Soit Mn l’ensemble des applications linéaires de
R

n dans R
n, soit T > 0 et soit Y un ouvert connexe non vide de R

n. On se donne une
application A : [0, L]× [0, T ]×Y −→ Mn et une application f : [0, L]× [0, T ]×Y −→ R

n.
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On considère le système :

∂y

∂t
+ A(x, t, y)

∂y

∂x
= f(x, t, y) (1.1)

avec x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]. La condition de Cauchy :

y(x, 0) = y0(x) ∀x ∈ [0, L], (1.2)

où y0 : [0, L] −→ R
n est une fonction donnée.

Définition 1.2.1 ([46], [32]). On dit que le système (1.1) est strictement hyperbolique
si, pour tout x ∈ [0, L], pour tout t ∈ [0, T ] et pour tout y ∈ Y, les valeurs propres de
l’application linéaire A(x, t, y) sont distinctes et réelles. Le système est dit simplement
hyperbolique si toutes ces valeurs propres ne sont pas distinctes.

Le système considéré dans ce travail se retrouve dans la forme (1.1) précédente avec
les notations suivantes :

∂tξ = A(ξ)∂xξ + B(ξ), (1.3)

ξ(x, 0) = ξ0(x), (1.4)

F1(ξ(0, t), u(t)) = 0, F2(ξ(L, t), u(t)) = 0. (1.5)

b. Contexte National : Action Spécifique Canaux d’irrigation

Plusieurs chercheurs travaillant dans ce domaine du contrôle en dimension infinie, ou
directement sur le contrôle de canaux d’irrigation se sont mis en réseau pour confronter les
approches et partager leur expérience. Un micro canal expérimental existe dans ce cadre.

L’objectif est de contribuer à augmenter l’efficacité de la gestion de l’eau dans le do-
maine de l’irrigation et de l’industrie, en diminuant les pertes sur la commande des canaux
en manuel (pertes estimées à plus de 70% en manuel et de moins de 30% en automatique
et semi-automatique [32]).

Un bilan de leurs travaux a été réalisé en 2003 et est donné dans [33].

c. Le problème de régulation des canaux d’irrigation : les équations de Saint-
Venant

Dans le cas de la régulation des canaux d’irrigation, le problème a été d’obtenir un
modèle qui prenne en compte l’aspect distribué du système. Les équations aux dérivées
partielles dites de Saint-Venant intègrent cet aspect avec un contrôle frontière tant sur un
bief (tronçon de canal situé entre deux vannes de régulation) que sur plusieurs biefs (en
série ou cascade). Elles sont couramment employées depuis plus d’un siècle [8].
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Le problème de régulation concerne alors la stabilisation du débit et/ou de la hauteur
d’eau, autour d’un point de fonctionnement dans un bief.

Après une brève présentation des travaux de Saint-Venant sur les mouvements des
eaux dans un canal rectangulaire, le problème de régulation tel que nous l’avons abordé
est présenté.

1.2.4 Modèle d’écoulement à surface libre

Les équations de l’hydrodynamique qui nous intéressent ici sont tirées des travaux
de Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886) dans lesquels il analyse les
mouvements non permanents des eaux dans un canal.
Ces équations ont été généralisées pour l’étude d’un réseau de canaux d’irrigation. Elles
sont données pour des canaux à base rectangulaire en particulier.

a. Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris [8]

On trouve principalement deux articles de Saint-Venant sur la théorie du mouvement
non permanent des eaux, avec applications aux crues des rivières et à l’introduction des
marées dans leur lit [8].

Tout d’abord, plongé dans l’étude des marées puis des crues dans un canal, il élabore
à partir des travaux de M. PARTIOT et de l’équation des ondes, l’équation du profil ins-
tantané de la marée fluviale (écoulement sub-critique).

Pour écrire ces équations, plusieurs hypothèses sont émises, à savoir :

[H1] la pente I est supposée constante et faible, pour que l’approximation
sin I = I soit réalisée,

[H2] la longueur L est suffisamment longue pour considérer un mouvement
uniforme dans le sens transversal, l’écoulement est mono-dimensionnel,

[H3] la masse volumique ρ de l’eau est supposée constante,
[H4] la répartition des pressions est hydrostatique,
[H5] les effets de la viscosité interne sont négligeables, compte tenu

des frottements extérieurs.

La généralisation aux mouvements non permanents des eaux courantes en est alors
déduite, avec d’une part la condition de continuité ou de conservation du volume :

∂ω

∂t
+

∂(ωU)

∂s
= 0, (1.6)

où U est la vitesse moyenne des eaux à travers une section transversale ω, dont s est
l’abscisse, t le temps.
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D’autre part, le bilan des diverses quantités de mouvement dues à la pesanteur, aux
pressions sur deux faces opposées d’une tranche, aux frottements, et la quantité de mou-
vement effective, conduit à la deuxième équation sur la conservation de la quantité de
mouvement :

∂ζ

∂s
=

I

g

∂U

∂t
+

U

g

∂U

∂s
+

χ

ω

F

ρg
, (1.7)

où :
– g est l’accélération due à la gravité,
– I la pente du canal.

Pour cette section ω, on définit :
– ζ est l’ordonnée verticale de la superficie au-dessous d’un plan horizontal,
– χ le périmètre mouillé,
– ρ la densité, ou ρg le poids de l’unité de volume,
– ρgF le frottement du fond par unité superficielle.

Il détermine également les limites des formules précédentes, en excluant le cas torrentiel
(comme les déferlements et mascarets, définitions C.3.1 et C.3.2).

En reprenant les travaux de J.-M. HERVOUET [38], on obtient l’existence de courbes
caractéristiques réelles (définition D.1) pour les équations de Saint-Venant, ce qui place
ces dernières dans la famille des équations différentielles hyperboliques.

Ces équations ont été généralisées, des termes de diffusion et sources y apparaissent,
prenant en compte des phénomènes comme la pluie, les apports internes et externes d’eau
[32].

b. Généralisation des équations d’écoulement

Les écoulements dans un bief à surface libre sont modélisés par les équations suivantes,
par généralisation de celle de Saint-Venant [32] :

∂tS + ∂xQ = ql, (1.8)

∂tQ + ∂x(
Q2

S
) + gS∂xZ + gbJZ = kqlV, (1.9)

avec :
– t la variable de temps (s),
– x la variable d’espace (m), orientée dans le sens de l’écoulement,
– Q le débit (m3.s−1),
– Z la côte absolue de l’eau (m),
– ql le débit latéral par unité de longueur (m2.s−1) ; ql > 0 pour des apports ; ql < 0

pour des pertes,
– V la vitesse de l’écoulement (m.s−1),
– S la section mouillée (m2),
– g la constante de gravité (m.s−2),
– J la pente de frottement (m.m−1).

De plus k = 0 si ql > 0, et k = 1 si ql < 0, en considérant que les apports sont per-
pendiculaires au sens de l’écoulement et qu’ils n’apportent pas de quantité de mouvement
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(équation 1.9), la pluie par exemple. Les pertes sont parallèles au sens de l’écoulement et
diminuent cette quantité de mouvement, comme les infiltrations et l’évaporation.

Un système d’irrigation est un réseau de canaux, généralement constitué d’un canal
principal et de canaux secondaires (Fig. 1.1). Ces prises d’eau latérales sont modélisées de

Figure 1.1 : Réseau de canaux d’irrigation

deux façons :

1. Une condition limite interne est ajoutée, le système d’équations est ainsi séparé en
deux morceaux. Les deux équations sont alors additionnées au point de prise.

2. Un terme similaire aux infiltrations multiplié par une fonction delta de Dirac est
ajoutée aux équations de Saint Venant, de sorte que la valeur soit prise en compte
uniquement au point de prise. Les équations de Saint Venant sont dans ces conditions
pour un canal rectangulaire :

b∂tZ + ∂xQ = ql +
∑

δ(x − xp)qp, (1.10)

∂tQ +
1

b
∂x(

Q2

Z
) + gbZ(∂xZ + J − I) = kqlV +

∑

kpδ(x − xp)qpV, (1.11)

où b est la largeur du canal, Z le tirant d’eau (S = bZ), I la pente du fond.
- kp est un facteur fonction de l’angle d’arrivée (φ) ou sortie de l’apport latéral (0
pour des apports perpendiculaires, 1 pour des apports parallèles et -1 pour des pertes
parallèles) ; kp = cos φ (Fig. 1.1),
- xp est la position de la prise sur le bief,
- δ(x − xp) est la fonction qui vaut 1 si x = xp, 0 sinon.

Dans la plupart des cas, l’angle d’arrivée de l’eau est de 90◦ donc kp = 0.

Les cinq hypothèses (H1-H5) ont donc été adoptées dans le cadre de notre travail, et le
cas fluvial est uniquement traité (c’est à dire que des événements comme les déferlements
(C.3.1) et les mascarets (C.3.2) sont exclus).
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Remarque 1.2.1.
De plus, les équations (1.10-1.11) fonction du débit Q et de la hauteur Z sont celles choisies
dans ce mémoire avec ql = 0 et qp = 0. En effet, des études [61] montrent que le modèle
hauteur-débit est plus performant que le modèle hauteur-vitesse, numériquement.

c. Présentation du modèle de régulation

Les équations de Saint-Venant, décrites précédemment, sont appliquées à des canaux
à base rectangulaire (Fig. 1.2, 1.3).

Figure 1.2 : Schéma d’un Canal : un bief déversoir

Figure 1.3 : Schéma d’un Canal : deux biefs en cascade

Les notations de l’état, du contrôle ainsi que des divers paramètres du canal sont les
suivantes :

– Q(x, t) est le débit (m3.s−1),
– Z(x, t) est la hauteur d’eau du canal (m),
– Ui(t) est l’ouverture (m) de (i + 1)th vanne, U0(t) est la première,
– L(i) est la longueur (m) du ith bief, à contrôler entre l’amont x = xam = 0 et l’aval

x = xav = L(i),
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– I est la pente du fond (m.m−1) (Fig. 1.3,1.6), elle vérifie l’hypothèses [H1],
– b la largeur du canal (m) (Fig. 1.4),
– g la constante de gravité (m.s−2),
– S(Z) la surface mouillée (m2) et P (Z) le périmètre mouillé (m) :

S(Z) = bZ, P (Z) = b + 2Z,

– R(Z) le rayon hydraulique (m),

R(Z) =
S(Z)

P (Z)
=

bZ

b + 2Z
,

– J(Z) la pente de frottement (m.m−1), exprimée à partir de la formule de Manning-
Strickler (n est le coefficient de Manning qui est fonction de la rugosité des parois
(s.m−1/3) et le coefficient de Strickler est K = 1

n (m1/3.s−1), tableau 1.1),

J(Z) =
n2Q2

(S)2R4/3
.

Remarque 1.2.2.
Pour les essais réalisés dans ce travail, le coefficient de Manning-Strickler est posé égal à
n = 0.01s.m−1/3 (K = 97m1/3.s−1), i.e. que l’on considère le cas d’une structure en verre
ou PVC.

Figure 1.4 : Coupe transversale d’un canal rectangulaire

Matériel des parois du canal Coeff. de Manning : n Coeff. de Strickler : K

Terre 0.05 20
Galets ou herbes 0.025 à 0.040 25 à 40

Graviers 0.022 à 0.035 28 à 35
Béton lisse 0.011 à 0.013 77 à 91
Béton brut 0.013 à 0.016 62 à 77
Moellons 0.020 à 0.030 33 à 50

Verre, PVC 0.0103 97

Tableau 1.1 : Le choix du coefficient de Manning et Strickler en fonction du milieu
[9]
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1.2. Contexte

On suppose que chaque bief (tronçon de canal situé entre deux ouvrages) a une longueur
L(i) suffisante, de telle sorte qu’on puisse considérer un mouvement uniforme dans la
direction latérale (hypothèse [H2]).
Les équations aux dérivées partielles non linéaires de Saint-Venant [8], qui décrivent les
écoulements dans un canal rectangulaire en fonction de la hauteur Z ∈ X = L2(xam, xav)
et du débit Q ∈ X = L2(xam, xav), sont alors les suivantes ([32, 55]) avec :
- l’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂tQ = −∂x(
Q2

bZ
+

1

2
gbZ2) + gbZ(I − J), (1.12)

- l’équation de conservation de la masse :

∂tZ = −∂x
Q

b
, (1.13)

- les conditions initiales :

Z(x, 0) = Z0(x), Q(x, 0) = Q0(x). (1.14)

Il s’agit là d’un système d’équations hyperboliques (définition 1.2.1).

Plusieurs types d’ouvrages existent sur un canal, comme par exemple [20], [32] :
– les vannes noyées ou dénoyées,
– les déversoirs ou seuils à pelle importante ou faible, noyés ou dénoyés,
– les orifices,
– les vannes de fond,
– les surverses.

Remarque 1.2.3.
Dans le cadre de cette étude, deux cas sont considérés d’un point de vue théorique (cas A
et B, Tableau 1.2), le dernier cas n’est abordé qu’en simulation.

Figure 1.5 : Coupe d’un déversoir dénoyé

Les cas A et B sont traités parallèlement tout au long de ce mémoire. Les conditions
aux limites peuvent s’écrire sous les formes suivantes selon qu’on se place dans l’une ou
l’autre situation.
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Tableau 1.2 : Description des différents cas traités pour un canal

Cas A - un bief avec une vanne noyée en amont et un déversoir dénoyé
(Fig. 1.5) en aval, nous sommes alors dans le cas d’un

contrôle monovariable (Fig. 1.2),

Cas B - un ou plusieurs biefs en cascade avec des vannes noyées (Fig. 1.6)
tout le long, il s’agit d’un contrôle multivariable (Fig. 1.3),

Cas C - le cas de canaux secondaires (Fig. 1.1) n’est abordé
qu’en simulation.

Figure 1.6 : Coupe d’une vanne noyée

c.1 - Cas A Contrôle monovariable, bief avec déversoir (Fig. 1.2)

L’équation de la condition en amont du ith bief (x = xam) est donnée par :

Q(xam, t) = Uam(t)Ψ1(Z(xam, t)). (1.15)

La condition en aval du bief (x = xav) est :

Z(xav, t) = Ψ2(Q(xav , t)), (1.16)

où : Ψ1(Z) = K1

√

2g(zam − Z),Ψ2(Q) = ( Q2

2gK2
2

)1/3 + hs.

- zam est le tirant d’eau en amont de la vanne,
- K1 = bdeµ1 (respectivement K2 = bvaµ2) est le produit de la largeur du déversoir bde (res-
pectivement de la vanne bva) avec le coefficient de débit µi de la vanne n0i (0.6 ≤ µi ≤ 0.7),
- h(s) est la hauteur du déversoir à l’aval,
- Uam(t) est la commande amont.
Notons que la variable à contrôler est la hauteur en xav.
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c.2 - Cas B Contrôle multivariable, biefs en cascade (Fig. 1.3)

L’équation de la condition amont est toujours (1.15) :

Q(xam, t) = Uam(t)Ψ1(Z(xam, t)).

Une autre commande apparaît en aval de chaque bief, i.e. en x = xav :

Q(xav, t) = Uav(t)Ψ3(Z(xav , t)), où Ψ3(Z) = K2

√

2g(Z − zav) (1.17)

et - Uav(t) est la commande aval du bief,
- zav est le tirant d’eau en aval de la vanne.

Remarque 1.2.4.
L’amont et l’aval dépendent du bief considéré, il en est de même pour les abscisses et les
vannes.
Indépendamment du type d’ouvrage installé sur le canal (déversoir pelle, orifice, vanne de
fond, surverse), les équations des conditions limites ont pour caractéristique d’avoir une
dérivée avec un signe identique pour un bief considéré, à savoir négatif en amont ∂ZΨ1 < 0
et positif en aval ∂ZΨ2,3 > 0.
Il en va de même pour la forme de base du canal, rectangulaire dans notre cas. Les pro-
priétés qui vont suivre s’appliquent de façon identique quelque soit le type de la base du
canal, avec une démonstration plus ou moins simple.

Le modèle non linéaire en dimension infinie ainsi défini, le problème de contrôle est
posé comme un problème de contrôle frontière d’un système linéarisé, tout en restant dans
une approche directe du problème de régulation, c’est à dire en dimension infinie.

D’autres approches pour l’étude de ce problème ont été et sont étudiées.

1.3 Sur la régulation des canaux d’irrigation : État de l’Art

La gestion de l’eau et en particulier l’eau pour l’irrigation a interpellé les hommes de
tout temps, de l’Egypte Antique [23] jusqu’à nos jours.

La recherche dans ce domaine a pris un essor dû à l’importance socio-économique du
sujet, la maîtrise de l’eau, mais aussi au développement de la théorie du contrôle.

Ainsi est d’abord présenté l’état des travaux dans ce domaine au niveau général puis
un aperçu des différentes approches développées au sein du réseau sur ce thème de la
régulation au niveau national

1.3.1 Les méthodes dans le cadre général

Les travaux menés sur les système d’irrigation et notamment sur les canaux à surface
libre emploient des méthodes basées un modèle linéaire monovariable entrée-sortie comme
sur un modèle non linéaire construit à partir des équations de Saint-Venant, en mono ou
multivariables. Un état de l’art intéressant est réalisé dans [32], [55].
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Les grandes lignes sont ici reprises pour distinguer les deux classes de méthodes : mo-
novariables et multivariables.

a. Les méthodes monovariables [58], [77]

Par rapport aux canaux, les méthodes monovariables se placent dans le cadre d’un
déversoir, c’est à dire un bief avec une vanne en amont et un déversoir en aval (obstacle
de hauteur variable). On commande une vanne pour obtenir une sortie (système SISO).

Les premières commandes de type monovariables usitées ont été :
∗ méthodes heuristiques monovariables du type Zimbelman, CARDD, Littleman,
∗ les contrôleurs monovariables en boucle fermée du type proportionnel (P : AMIL, AVIS,
AVIO), intégrateur (PI : ELFLO, BIVAL, Régulation dynamique, Sogreah), dérivateur
(PID : UMA Ingénierie).

Dans ce type de méthode, le retard naturel des écoulements n’est pas pris en compte,
d’où l’adaptation des méthodes suivantes :
∗ intégration d’un prédicteur de Smith (PIR= PI+ prédicteur, R=retard) [77],
∗ placement de pôle,
∗ commande predictive (horizon unitaire, horizon étendue) [78],
∗ commande neuronale et commande floue (contrôleur non linéaire).

Dans le cas où le canal est constitué de plusieurs biefs, des méthodes monovariables
ont été étendues. Toutefois, l’interaction des biefs entre eux est trop importante, et les
négliger amène des erreurs de représentation trop importantes, d’où la nécessité d’avoir
une approche plus globale avec les méthodes multivariables.

b. Les méthodes multivariables

Le premier pas dans l’approche multivariable a été l’extension de la commande d’un
bief avec déversoir à un bief avec deux vannes, donc deux entrées pour une sortie (MISO :
multi-input, single-output).
Puis, la généralisation de la commande à plusieurs biefs en cascade, avec des méthodes
multivariables, a été introduite ; plusieurs vannes sont alors traitées simultanément et
l’interaction entre biefs est prise en compte de façon plus réaliste (MIMO : multi-input,
multi-output).

Certaines de ces méthodes multivariables sont :
∗ PID multivariables [52],
∗ placement de pôle dans l’espace d’état [47], [72],
∗ commande prédictive [14], [56],
∗ inversion de modèle, basée sur un modèle non linéaire d’ordre fini (en boucle ouverte
généralement, ou en boucle fermée),
∗ commande robuste [3], [51], [88]
∗ méthodes d’optimisation ; commande LQG, commande H∞ [54], [53], [48], [10] H2 [80], l1
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[57], commande LQR [79], commande non linéaire [4], optimisation linéaire et non linéaire,
commande prédictive multivariable [78], [56], méthode de collocation [31], platitude [64],
[91], optimisation convexe [65], système à retard [50], [49] ...

L’étude des canaux d’irrigation ne se borne pas qu’à leur modélisation ni au contrôle
de leurs systèmes. La stabilité de tels systèmes est également un difficile problème et de
nombreux travaux ont également été menés sur cette stabilité et sur ses différentes formes,
par l’étude du système linéarisé [28], en dimension finie ou infinie [13] ou par d’autres
approches [27], [36], [59], [71], [89], [87], [86].

1.3.2 Les méthodes utilisant les équations de Saint-Venant

L’exposé est ici limité aux travaux menés dans le cadre des activités d’automatisation
des canaux d’irrigation par les équations de Saint-Venant linéarisées ou non, au niveau
national [33].

a. Approches par représentation d’état Kalmanienne

La démarche par représentation d’état Kalmanienne est la plus proche de celle de
l’automatique dans R

n. Les analyses de stabilité (de type Lyapunov par exemple) de la
régulation ou de poursuite sont établies en adoptant la description des EDP sous forme
d’opérateurs et leur résolution par semigroupe dans les espaces de type L2. La stabilisation
et le contrôle frontière sont les aspects théoriques prépondérants.

Techniques de type Lyapunov [4], [84], [36], [5], [37]
Le contrôle frontière est utilisé pour stabiliser le système autour d’un équilibre en utili-
sant des fonctions d’entropie comme fonction de Lyapunov [4], [84]. Les canaux mono et
multibiefs sont traités [36], [5], [37], [35].

Techniques de contrôle frontière par modèle interne [11], [12], [13]
Il s’agit de l’objet de ce travail. L’analyse et la synthèse de contrôle stable sont menées
par les techniques de perturbations de semigroupes et de perturbations spectrales.

b. Approches par le contrôle optimal

Il s’agit de formuler le problème de commande comme un problème d’optimisation
fonctionnelle. L’objet des recherches concerne ici les stratégies de :
- formulation : calcul des variations en dimension infinie ou approximation préalable en
dimension finie (du critère d’optimisation ou des EDP),
- résolution : commande prédictive linéaire ou non linéaire, sur horizon glissant en boucle
fermée ou en boucle ouverte.

Différentes techniques sont utilisées :
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Techniques à la formulation en dimension infinie ou à l’approximation préa-
lable
Il s’agit là :

∗ de la réduction des équations aux dérivées partielles de Saint-Venant en utilisant les
résidus pondérés en non linéaire [32], [21] ou en linéaire [60],

∗ de la commande optimale robuste vis à vis des erreurs de réduction [60].

Techniques de commande prédictive linéaire ou non linéaire
Pour ce qui est de la commande prédictive, deux types de commande ont été étudiées en li-
néaire (commande optimale) et en non linéaire (commande prédictive par modèle interne).

∗ Commande optimale des EDP de Saint-Venant [32], [30] :
application à la commande prédictive non linéaire en dimension finie et en dimension in-
finie et à la commande optimale LQ par approche semigroupe.

∗ Commande prédictive non linéaire par modèle interne [17] [16], [19], [22]
Il s’agit ici d’étendre la technique de commande prédictive, par modèle interne et par opti-
misation sur un horizon glissant, au problème du canal, en tenant compte des contraintes
de fonctionnement. Cette technique ayant donné des résultats intéressants sur des procé-
dés réels, en Génie des Procédés [17] [16], [19], elle est utilisée ici directement sur les EDP
de St Venant non linéaires en simulation [22].

c. Approche par l’extension de la notion de la platitude

L’extension de la notion de platitude aux systèmes de dimension infinie qui en pos-
sèdent la propriété, a déjà été entamée [26], [25], [45] [64], [74], [82]. Il s’agit ici de l’ap-
plication au cas particulier de la régulation des canaux, sur la base du modèle d’EDP
linéarisées de Saint-Venant [92].

1.4 Conclusion

L’objet de ce chapitre a été de situer la problématique du contrôle des EDP hyperbo-
liques décrivant les écoulements fluides, comme ceux des canaux d’irrigation.

La plupart des approches et méthodes exposées ici l’ont été pour montrer l’intérêt
scientifique du sujet, mais en aucun cas dans un aspect comparatif.

L’objet du chapitre suivant est la présentation de la structure de commande IMBC
(IMBC pour Internal Model Boundary Control) et de poser les équations représentatives
des écoulements peu profonds dans un canal d’irrigation, sur lesquelles la structure de
commande sera appliquée.
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Chapitre 2
La structure de commande et le
modèle

"Il n’est point d’impasse là où on peut faire marche arrière."

Extrait des Nouvelles pensées échevelées.

Stanislaw Jerzy Lec, écrivain polonais, 1909-1966
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CHAPITRE 2. LA STRUCTURE DE COMMANDE ET LE MODÈLE

2.1 Introduction

Les deux principales spécificités de ce travail de thèse sont d’une part l’utilisation de la
structure particulière de commande IMBC, et d’autre part l’application de cette méthode
à des EDP hyperboliques à coefficients dépendants de la variable d’espace.

L’objet de ce chapitre est de présenter ces deux spécificités.

La première est l’utilisation de la structure de commande frontière par modèle interne.
La structure de commande par modèle interne (CMI) est répandue pour le contrôle de
systèmes de dimension finie. Elle est ici rappelée.

Cette structure étendue (structure IMBC) au cas de la dimension infinie est ensuite
décrite.

La deuxième spécificité porte sur le système étudié, ici les canaux d’irrigation, dé-
crits par les équations de Saint-Venant, dans le cas d’un ou plusieurs biefs en cascade.
Le modèle issu de ce système d’EDP hyperboliques est le linéarisé autour d’un point de
fonctionnement. Il s’agit ici d’un état d’équilibre définissant deux fonctions : une hauteur
et un débit d’équilibre.

Le modèle de régulation obtenu, dans un premier temps, pour un bief, se différencie
selon le type d’ouvrage situé à l’aval du bief.

Dans un second temps, ce modèle est généralisé au cas de biefs en cascade.

2.2 La structure de commande IMBC

La structure de Commande par Modèle Interne, plus simplement notée CMI, est une
structure couramment exploitée pour ses performances en asservissement et en régulation.
Largement employée dans le cas de la dimension finie pour des systèmes linéaires et non
linéaires, elle a été étendue à des systèmes décrits directement en dimension infinie, que
ce soit pour des systèmes linéaires [40], ou non linéaires [15], [17].

2.2.1 Rappels sur la structure CMI

La notion de commande par modèle interne (CMI) est apparue de manière structurée,
sous cette forme, depuis les travaux de Richalet [73] et Morari [29]. Mais l’idée est plus
ancienne puisqu’on la trouve dans les travaux de Propoï en 1963, notamment pour la
commande prédictive [70].

a. Principe de base

L’idée de base de la CMI est de concevoir une synthèse de commande qui agit en pa-
rallèle sur le procédé modélisé et son modèle en temps réel, comme on peut le remarquer
sur le schéma de base (Figure 2.1 b.), en regard de la structure de commande en boucle
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fermée classique (Figure 2.1 a.), en incluant un bruit additif en sortie. où v est la consigne,

a. Structure de commande en boucle fermée

b. La structure de commande IMC

Figure 2.1 : Structures de commande

ε l’écart, u la commande, yp la sortie du procédé, ym la sortie du modèle, le système
représentant le modèle ou le procédé selon.
Si on pose formellement C le transfert de la partie commande, M le modèle et P le pro-
cédé, on a toujours formellement (dans le domaine linéaire) :

∗ pour la Figure 2.1 a. :

u = Cε
ε = v − ym

ym = Mu







⇒







u = C
I+CM v

ym = M
I+CM Cv

yp = P
I+CM Cv

(2.1)

∗ pour la Figure 2.1 b. :

u = Cε

ε = v − d̃

d̃ = (P − M)u + d







⇒

{

u = C
I+C(P−M)v − C

I+C(P−M)d

yp = CP
I+C(P−M)v + I−CM

I+C(P−M)d
(2.2)

Remarque 2.2.1.

∗ Avec les relations (2.1), on peut :
– procéder à une stabilisation si le système en boucle ouverte n’est pas stable (par un

retour non unitaire),
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– avoir des performances supérieures en boucle fermée par rapport à la boucle ouverte.
∗ Avec les relations (2.2), on peut :

– avoir la stabilité de l’ensemble quand M (P ) et C sont stables,
– pour un modèle idéal (M = P ), C = M−1 et ainsi avoir :

→֒ une poursuite parfaite de trajectoire, yp = v, ∀d,

→֒ une estimation en ligne des perturbations non mesurées, d̃ = d.

Il est bien évident que cela exclut beaucoup de cas et c’est ainsi que la mise en oeuvre
effective de la structure CMI passe par des techniques qui concourent à deux principes
généraux :

– minimiser la sensibilité de la structure CMI pour un rejet de perturbation maximal :

S =
yp

d
=

I − CM

I + C(P − M)
,

– maximiser la sensibilité complémentaire pour une meilleure poursuite :

T =
yp

v
=

CP

I + C(P − M)
.

C est donc choisie de telle sorte que ‖S‖ soit minimal et ‖T‖ ≤ 1. Les normes habi-
tuellement utilisées sont les normes H2 ou H∞ [29].

b. Modèle interne et correcteur en boucle fermée

Dans le principe de base de la commande par modèle interne, plus le modèle est proche
de la réalité plus la structure s’approche d’une structure en boucle ouverte.

Un correcteur de type boucle fermée peut donc compenser ce handicap tout en élar-
gissant la classe des systèmes pour lesquelles la structure est applicable.

D’autre part, l’écart e entre le procédé et son modèle peut être dû à de multiples
raisons, de sorte qu’il est plus raisonnable de considérer ce signal comme exogène par rap-
port à la commande. La structure de la Figure 2.1 b. est modifiée comme suit (Figure 2.2).

On retrouve des relations similaires à celles de (2.1), où le rôle de v est joué par
x = v − e :

{

u = C
I+CM x

ym = M
I+CM Cx, yp = P

I+CM Cx
(2.3)

Le correcteur peut alors être choisi le plus simple possible en garantissant les per-
formances de la structure CMI. En effet, le correcteur agit toujours sur l’écart entre la
consigne et la sortie réelle du procédé yp :

– si le procédé et son modèle sont identiques : e ≡ 0 et x = v,
– en général : ε = x − ym = v − e − ym = v − yp.

L’autre avantage est qu’en commande prédictive (linéaire ou non linéaire) la sortie modèle
ym sera utilisée pour prédire l’évolution du système en tenant compte de l’écart e, voire
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Figure 2.2 : Structure MCI modifiée

de son évolution [40], [15].

La structure finale de modèle interne utilisée dans ce mémoire tient compte de cela,
en incluant un modèle de référence en ce qui concerne la consigne et un modèle de filtrage
pour ce qui est de l’écart de sortie observé.

2.2.2 Structure de commande IMBC

Les procédés décrits par un modèle d’EDP sont généralement contrôlés et observés
en des endroits déterminés et en nombre fini. De sorte que tout ce qui précède peut être
conservé comme en dimension finie sauf le modèle qui est bien entendu représenté dans
des espaces fonctionnels de dimension infinie.

La structure devient alors une structure de contrôle frontière par modèle interne (In-
ternal Model Boundary Control : IMBC) [81], représentée Figure 2.3.

Figure 2.3 : La structure IMBC
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Les caractéristiques des principales composants de ces structures sont les suivantes :

∗ Le système ou procédé.
Il est supposé stable et uniquement contrôlé sur ses frontières par un nombre fini de
commandes. Les mesures disponibles sont en nombre fini également et susceptibles d’être
soumises à des perturbations.

Remarque 2.2.2.
Le système est supposé stable pour satisfaire l’hypothèse classique de stabilité du modèle
interne.

Dans le cas d’un système instable, le bouclage de retour peut être rendue stabilisant
au préalable, afin de se ramener à un système stable.

∗ Les modèles de poursuite Mr et de filtrage Mf sont des systèmes stables dont les
entrées et sorties sont définies sur des espaces de dimension finie p, pour tout t fixé. Plus
précisément :

Le filtre (Mr) de référence
Le modèle de poursuite Mr est un système stable de dimension finie permettant, dans le
cas classique d’une consigne constante, d’imposer une certaine dynamique de poursuite
par rapport à cette consigne fixée. Il reçoit le plus couramment le nom de générateur de
trajectoires ou filtre de consignes.

Ce comportement de référence peut être écrit sous la forme suivante :

ẋr(t) = Arxr(t) + Brv(t), v(t) ∈ R
p, r(t) ∈ R

p, (2.4)

r(t) = Crxr(t)

xr(0) = 0.

Le cas d’une consigne variable est ici considéré. La consigne v est ici considérée va-
riable, le nombre de sorties mesurées est p ≥ 1.

Le filtre (Mf )
Le filtre Mf est un système linéaire de dimension finie, qui sert à filtrer le signal d’erreur
e(t) = ys(t) − y(t), écart entre les sorties du procédé et celles de son modèle. Ce signal
supposé non persistant et borné est représentatif des perturbations non mesurées ajou-
tées en sortie du procédé, ainsi que des erreurs de paramètres et/ou de modélisation. On
l’écrit :

ẋf (t) = Afxf (t) + Bfe(t), e(t) ∈ R
p, yf (t) ∈ R

p, (2.5)

yf (t) = Cfxf (t)

xf (0) = xf0.

La structure de commande par modèle interne est connue pour ses qualités propres de
robustesse et d’asservissement. Le filtre de retour (Mf ) permet d’imposer une dynamique
de rejet de perturbation par rapport soit aux bruits directs de mesure, soit à des incerti-
tudes de modèle représentés par e(t), ou les deux, afin d’atténuer leurs influences sur la
commande.
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De part sa construction, la commande CMI se comporte comme un intégrateur par
rapport à la sortie "réelle" mesurée, tout en y utilisant le modèle.

En effet :

ε(t) = yd(t) − y(t)

= r(t) − y(t) − yf (t)

pour un comportement stable, et une fois les transitoires terminés, avec r(t) et e(t) sup-
posés non persistants, on a :

lim
t→∞

ε(t) = lim
t→∞

r(t) − y(t) − yf (t)

= lim
t→∞

r(t) − y(t) − (ys(t) − y(t))

= lim
t→∞

v(t) − ys(t). (2.6)

Ainsi, le fait de travailler sur yd(t) − y(t) revient à travailler sur yf (t) − ys(t) et donc sur
r(t) − ys(t) en régime permanent. Cela signifie qu’en régime permanent, asservir y(t) à
yd(t) revient à asservir ys(t) à v(t).

En résumé, le principe de la structure CMI consiste à trouver la commande u(t) telle
que :
- le système résultant en boucle fermée soit stable,
- la sortie commandée du système réel ys(t) soit régulée de telle sorte qu’elle tende vers
une trajectoire de référence choisie v(t).

Le dernier élément de la structure précédente est le modèle interne du système. Dans
ce qui suit, le modèle est défini dans deux cas, tout d’abord dans le cas monobief avec
deux sous catégories déterminées par le type d’ouvrage en amont et à l’aval du bief. Puis
il est généralisé au cas multibiefs, i.e. des biefs en cascade, avec des vannes en amont et à
l’aval de chaque bief.

2.3 Le système du canal en boucle ouverte : un système de
commande frontière

L’objectif de cette partie est d’écrire explicitement le modèle du canal, comme un sys-
tème de commande frontière. Le modèle physique non linéaire décrit au chapitre 1 est
rappelé avec les deux conditions limites dans le cas d’un bief. Ces conditions limites dé-
pendent du type d’ouvrage considéré en amont et à l’aval de chaque bief.

Le problème de régulation est alors traité autour d’un point de fonctionnement, et le
modèle linéarisé en est déduit. Selon les conditions limites, le contrôle est alors soit mo-
novariable s’il y a un déversoir et une vanne sur le bief considéré, soit multivariable s’il y
a deux vannes.

Le modèle linéarisé est ensuite généralisé au cas multibiefs, le contrôle est alors multi-
variable dans tous les cas.
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2.3.1 Le modèle physique

L’écoulement mono-dimensionnel dans un canal est décrit par les équations de Saint-
Venant avec deux états, la hauteur d’eau et son débit.

La notation choisie est la suivante ξ =

(

Z
Q

)

∈ L2(xam, xav) × L2(xam, xav).

Le système (1.12-1.14) s’écrit comme suit :

∂tZ = −∂x
Q

b
, (2.7)

∂tQ = −∂x(
Q2

bZ
+

1

2
gbZ2) + gbZ(I − J), (2.8)

Z(x, 0) = Z0(x), Q(x, 0) = Q0(x), (2.9)

et les conditions limites dépendent du type d’ouvrage considéré. Deux ouvrages sont traités
ici :
- un déversoir noyé (Figure 1.5), les conditions frontières sont alors données par les
équations (1.15)-(1.16) :

Q(xam, t) = Uam(t)Ψ1(Z(xam, t)),

Z(xav, t) = Ψ2(Q(xav , t)),

- une vanne noyée (Figure 1.6), les conditions frontières sont alors données par les
équations (1.15)-(1.17) :

Q(xam, t) = Uam(t)Ψ1(Z(xam, t)),

Q(xav, t) = Uav(t)Ψ3(Z(xav , t)). (2.10)

Un bief est un tronçon de canal délimité en amont par une vanne, et à l’aval soit par
une vanne, soit par un déversoir. Dans un premier temps, le modèle de régulation dans
un bief autour d’un point de fonctionnement est décrit, avant d’être généralisé au cas
multibiefs dans un second temps.

2.3.2 Le modèle de régulation dans un bief autour d’un point de fonc-
tionnement

Le problème de régulation concerne la stabilisation du tirant d’eau, autour d’un point
de fonctionnement, qui est ici un niveau d’équilibre, à l’aval d’un bief, noté (ze(x), qe(x)).
Un modèle linéaire à coefficients variables peut donc être utilisé pour décrire les variations
autour de ce comportement d’équilibre.

Cet état d’équilibre du système (2.7-2.9) vérifie les équations suivantes :

∂tξe = 0 ⇔

{

∂xze = gbze
I+Je+

4

3
Je

1

1+2ze/b

gbze−q2
e/bz2

e
,

∂xqe = 0,
(2.11)

où

Je(z) =
n2Q2

e

S(ze(x))2R(ze(x))4/3
, Re(z) =

bze(x)

b + 2ze(x)
.
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Notons que qe est constant mais que ze dépend de la variable d’espace. Cela traduit
le fait qu’un niveau d’eau est horizontal même si le canal est en pente (pour une pente
raisonnable, dans le cadre de l’étude la pente est de 1.60/00).

Le système linéarisé autour d’un niveau d’équilibre ∂tξ(t) = (∂tz(t) ∂tq(t))
t s’écrit :

∂tξ(t) = A1(x)∂xξ(x) + A2(x)ξ(x) (2.12)

ξ(x, 0) = ξ0(x) (2.13)
{

Fam(ξ(xam, t), uam,e) = Gam(uam(t))
Fav(ξ(xav , t), uav,e) = Gav(uav(t))

(2.14)

où chaque élément est donné par (un niveau d’équilibre différent par bief) :
∗ la condition initiale est donnée par

ξ0(x) = (z0(t) q0(t))
t

∗ les opérateurs définissant l’état sont

A1(x) =

(

0 −a1(x)
−a2(x) −a3(x)

)

, (2.15)

A2(x) =

(

0 0
a4(x) −a5(x)

)

, (2.16)

avec

a1(x) = 1/b, a2(x) = gbze(x) −
q2
e

bz2
e(x)

, a3(x) =
2qe

bze(x)
,

a4(x) = gb(I + Je(x) +
4
3Je(x)

1 + 2ze(x)/b
), a5(x) =

2gbJe(x)ze(x)

qe
.

∗ Les conditions frontières se différencient selon le type d’ouvrage en amont et à l’aval.

Elles sont alors :

- en amont pour une vanne noyée

Fam(ξ(xam, t), uam,e) = q(xam, t) − uam,e∂zΨ1(ze(xam))z(xam, t)

= uam(t)Ψ1(ze(xam)) = Gam(uam(t)) (2.17)

- à l’aval dans le cas d’un déversoir noyé

Fav(ξ(xav , t), uav,e) = z(xav , t) − ∂qΨ2(qe)q(xav , t) = 0 = Gav(uav(t)) (2.18)

- à l’aval dans le cas d’une vanne noyée

Fav(ξ(xav , t), uav,e) = q(xav , t) − uav,e∂zΨ3(ze(xav))z(xav , t)

= uav(t)Ψ3(ze(xav)) = Gav(uav(t)) (2.19)

où uam,e, uav,e sont les ouvertures de vannes pour les points d’équilibre amont et aval d’un
bief et uam, uav sont les variations de ces ouvertures.
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Remarque 2.3.1.
Comme pour l’équation des ondes, on distingue trois comportements caractéristiques des
écoulements selon le signe du produit des valeurs propres de l’opérateur associé [61], [32],
[38] :

- torrentiel ou super-critique (produit des valeurs propres positif), les ondes vont moins
vite que le courant. L’écoulement en un point ne dépend que des conditions aux limites
amont, il n’influe que sur l’aval.

- dans le cas nul, l’écoulement est dit critique.

- fluvial ou sub-critique (produit négatif), les ondes vont plus vite que le courant.
L’écoulement en un point dépend des conditions aux limites amont et aval.

Cela correspond physiquement à une hauteur critique zc. Cela est également rattaché
au nombre de Froude et à sa position par rapport à 1 (dans le cas sub-critique, Z > zc,
F < 1). Le nombre de Froude est un nombre adimensionnel défini par :

F =

√

Q2L

gS3
.

Remarque 2.3.2.
Dans le cadre de la thèse, le cas fluvial a été choisi puisque représentatif de la plupart des
écoulements. Cela se traduit par la condition suivante :

ze > 3
√

q2
e/(gb2) = zc. (2.20)

Cela a pour effet d’avoir une hauteur d’eau minimale (hauteur critique zc).
Cette condition ajoutée à la hauteur maximum zam pouvant être atteinte dans un bief

bornent tous les termes des opérateurs A1 et A2 définis précédemment.

Les domaines de définition des différents opérateurs sont dans le cas d’un bief avec en
amont une vanne et à l’aval :
∗ un déversoir, le contrôle est alors monovariable et u(t) ∈ U , U = R :

D(Ad) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X et z(L) = ∂qΨ2(qe)q(L)},

∗ une vanne, le contrôle est alors multivariable et U = R
2 :

D(Ad) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X}

Remarque 2.3.3.
Deux remarques peuvent être faites sur les domaines :

1. L’opérateur ∂x est à domaine dense sur l’espace Lp(a, b) pour tout 1 ≤ p < ∞,
où (a, b) est un intervalle fini (cf. [44], pp. 145). De plus, son inverse existe, et est
un opérateur intégral, s’il existe une relation du type : ξ(0) = 0, ξ(L) = 0 ou
ξ(0) = kξ(L), k 6= 0 et k 6= 1.
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2. En associant cette première remarque au théorème de Baire , les opérateurs A1(x)∂x

et A2(x) sont à domaine dense, puisque les opérateurs A1(x) et A2(x) sont bornés.
L’opérateur A(x) = A1(x)∂x + A2(x) est donc à domaine dense.
En effet, le domaine D(A(x)) est défini comme suit :

D(A(x)) = D(A1(x)∂x + A2(x)) = D(A1(x)∂x) ∩ D(A2(x)),

il est donc dense dans X = L2(xam, xav) × L2(xam, xav).

La variable de sortie, y, est la hauteur d’eau à l’aval du bief,

y(t) = Cξ(t), t ≥ 0, y(t) ∈ Y = R (2.21)

où C est un opérateur borné (représentation de la mesure en un point avec
1x±µ(y) = 1[x−µ,x+µ](y) la fonction qui vaut 1 si y ∈ [x − µ, x + µ], 0 sinon, et µ > 0) :

Cξ =
(

1
2µ

∫ x1+µ
x1−µ 1x1±µ 0

)

ξdx, µ > 0

Le problème de régulation d’un canal rectangulaire est donc posé sous la forme d’un
système à commande frontière, ainsi que les objectifs de régulation.
Le problème de commande pour un bief est alors le suivant selon qu’il y ait une vanne et
un déversoir, ou deux vannes :

∗ une vanne et un déversoir : trouver les variations de uam(t) à l’extrémité x = xam,
pour que la variable de sortie à l’aval, x = xav, suive un signal de référence r(t).

∗ deux vannes : trouver les variations de uam(t) à l’extrémité x = xam, et uav(t) à
l’extrémité x = xav du bief telles que la variable de sortie à l’aval, x = xav suive un signal
de référence r(t).

Le cas d’un bief se généralise à plusieurs biefs en cascade (Figure 1.3). La forme du
système reste identique au cas monobief décrits par les équations (2.12)-(2.14), seuls les
opérateurs de l’état, de commande et de sorties sont modifiés. C’est l’objet de la section
suivante.

La notation suivante est adoptée dans ce qui suit : l’indice "i" désigne un élément du
ième bief. Par exemple ze,i(x) désigne la hauteur d’eau à l’équilibre dans le ième bief.

2.3.3 Le modèle de régulation pour des biefs en cascade

On se place dans le cas où p biefs sont mis en cascade avec uniquement des vannes
comme ouvrages en amont et à l’aval, comme décrit dans la Figure 1.3 où p = 2. Afin de
simplifier les notations, on suppose que les biefs ont une longueur L(i) et par conséquent
écrire x ∈ [0, L(i)] signifie que l’on se situe au niveau du ième bief. De plus, on suppose que
les p biefs ont une longueur totale L =

∑p
1 L(i), donc la variable d’espace x appartient à

l’ensemble [0, L].
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Un état d’équilibre du système est défini par la notation suivante :

ξe tel que ∂tξe = 0, (2.22)

où

ξe = (ze,1 qe,1 ze,2 qe,2 . . . ze,p qe,p)
t ∈ X = (L2(0, L(1))2×(L2(0, L(2)))2×. . .×(L2(0, L(p)))2).

Notons que ξe dépend a priori de la variable d’espace.

Le système linéarisé autour d’un niveau d’équilibre, différent pour les p biefs, s’écrit
alors :

∂tξ(t) = Ae(x)∂xξ(x) + Be(x)ξ(x) (2.23)

ξ(x, 0) = ξ0(x) (2.24)

F̃ (ξ, ue) = G̃(u(t)), (2.25)

où

ξ = (z1 q1 z2 q2 . . . zp qp)
t ∈ X = (L2(0, L(1))2 × (L2(0, L(2)))2 × . . . × (L2(0, L(p)))2),

et F̃ et G̃ sont les généralisations de Fam, Fav, Gam et Gav , leurs coefficients étant adaptés
selon le type d’ouvrages des biefs en question.

Les opérateurs Ae(x) et Be(x) sont des généralisations des opérateurs A1(x) et A2(x)
respectivement, en effet ils prennent la forme suivante :

Ae =













A1,1 02×2 . . . 02×2

02×2 A1,2
. . .

...
...

. . . . . . 02×2

02×2 . . . 02×2 A1,p













et Be =













A2,1 02×2 . . . 02×2

02×2 A2,2
. . .

...
...

. . . . . . 02×2

02×2 . . . 02×2 A2,p













. (2.26)

avec les notations suivantes :

02×2 =

(

0 0
0 0

)

et A1,i(x) =

(

0 −a1,i(x)
−a2,i(x) −a2,i(x)

)

, x ∈ [0, L(i)], ∀1 ≤ i ≤ p,

pour la matrice A1,i(x) représentative de l’état ξi(x) = (zi(x) qi(x))t du ième bief. Il en
est de même pour Be(x), x ∈ [0, L]. Les coefficients aj,i(x), 1 ≤ j ≤ 5 dépendent de l’état
d’équilibre ξe,i(x) = (ze,i(x) qe,i)

t, x ∈ [0, L(i)], ∀1 ≤ i ≤ p.

Le modèle linéarisé à commande frontière en boucle ouverte peut alors être formulé
comme suit :

∂tξ(t) = Ad(x)ξ(t), x ∈ Ω =

p
⋃

1

]0, L(i)[, t > 0 (2.27)

Fbξ(t) = Bbu(t), sur Γ = ∂Ω, t > 0

ξ(x, 0) = ξ0(x) sur Ω (2.28)
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où Ad(x) = Ae(x)∂x + Be(x).

Le domaine de l’opérateur Ad est (a.c. = absolument continue) :

D(Ad) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X} (2.29)

Le domaine de définition est dense dans X. La remarque 2.3.3 reste vrai.

On définit le contrôle multivariable tel que U = R
n, où n est donc la dimension de

l’espace de contrôle, cela représente le nombre de vannes à contrôler.

Dans le cadre traité de p biefs, la dimension de la sortie p correspond aux nombres de
hauteurs que l’on souhaite contrôlées. La variable de sortie, y est mesurée en xj = L(j),
1 ≤ j ≤ p :

y(t) = Cξ(t), t ≥ 0, y(t) ∈ Y = R
p, (2.30)

où C : X −→ Y est un opérateur borné (représentation de la mesure en un point avec
1xi±µ(x) = 1[xi−µ,xi+µ](x) est la fonction qui vaut 1 si x ∈ [xi − µ, xi + µ], 0 sinon, et
µ > 0) :

Cξ =













C1 0 . . . 0

0 C2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Cp













ξdx, µ > 0,

avec Ci =
(

1
2µ

∫ xi+µ
xi−µ 1xi±µ 0

)

.

Le problème de régulation d’un canal rectangulaire composé de p biefs en cascade et
de n = p+1 vannes est donc posé sous la forme d’un système à commande frontière, ainsi
que les objectifs de régulation.
Le problème de commande pour p biefs est alors le suivant : trouver les variations de
uL(i−1)(t) à l’extrémité x = xL(i−1), et uL(i)(t) à l’extrémité x = xL(i) du ième bief telles
que la variable de sortie à l’aval, x = xL(i) suive un signal de référence ri(t), ∀1 ≤ i ≤ p.

2.4 Conclusion

La structure de commande par modèle interne étendue est posé. L’ensemble des pa-
ramètres et l’opérateur du système du canal en boucle ouverte sont définis ainsi que le
modèle de régulation selon les divers cas traités : du monobief avec une vanne et un dé-
versoir au cas multibiefs avec des ouvrages hydrauliques quelconques.

D’après les travaux de Russel [75], les systèmes précédent peuvent être rendus symé-
triques par un changement de variables, la caractérisation en est facilitée.

Cependant, dans les techniques de perturbations, il est nécessaire de garder le système
en boucle ouverte intact pour sa caractérisation, de manière à poser la boucle fermée
comme une perturbation additive relativement bornée.

C’est l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3
Étude du Système en Boucle
Ouverte

"Le mental intuitif est un don sacré et le mental rationnel est un serviteur fidèle.

Nous avons créé une société qui honore le serviteur et a oublié le don."

Albert Einstein, physicien allemand, 1879-1955.
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CHAPITRE 3. ÉTUDE DE LA BOUCLE OUVERTE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, le système abstrait de contrôle frontière en boucle ouverte est étudié
pour une classe d’EDP hyperboliques, généralisant le système décrit par les équations de
Saint-Venant.

Dans un premier temps, on se ramène à une structure plus connue, en introduisant
l’opérateur et le semigroupe du système d’état abstrait en boucle ouverte.

L’étude des propriétés de l’opérateur et du semigroupe en boucle ouverte est ensuite
réalisée : on vérifie que le système d’état abstrait en boucle ouverte est bien posé, i.e. que
l’opérateur défini est bien générateur d’un C0-semigroupe.

Dans un second temps, cette étude permet de caractériser la stabilité du système
en boucle ouverte d’une telle classe d’équations hyperboliques. Le point essentiel de ce
chapitre est l’étude de cette stabilité en boucle ouverte.

Elle est réalisée en utilisant d’ores et déjà la théorie de la perturbation des opérateurs
et des semigroupes en dimension infinie.

La principale difficulté dans le cadre des applications provient des coefficients non
constants par rapport à la variable d’espace de l’opérateur en boucle ouverte. Ceci ne
permet pas d’utiliser directement les raisonnements jusqu’ici utilisés pour les EDP para-
boliques, dont entre autres, la dissipativité de l’opérateur pour de tels systèmes.

Dans un troisième temps, ces résultats de caractérisation en boucle ouverte sont vérifiés
et établis sur le cas du canal en explicitant les calculs.

3.2 Système abstrait de contrôle frontière

Le système d’équations (2.23-2.25) est d’abord écrit comme un système de contrôle
frontière classique. Le système d’état, écrit sous la forme de Fattorini, est ramené sous la
forme d’une représentation d’état de type Kalman par changement de variable : c’est le
système d’état abstrait de contrôle frontière.

La condition de fermeture de l’opérateur de ce système habituellement considérée
comme acquise, doit être ici calculée du fait des coefficients variables du modèle.
Enfin, on montre que le système est bien posé, i.e. que son opérateur est générateur infi-
nitésimale d’un C0-semigroupe .

Les définitions et théorèmes sont en Annexe C.

3.2.1 Système d’état abstrait en boucle ouverte

Les notations du chapitre précédent sont rappelées. Les biefs ont une longueur L(i) et
x ∈ [0, L(i)] signifie qu’on se situe au niveau ième bief. De plus, les p biefs ont une longueur
totale L =

∑p
1 L(i), donc la variable d’espace x appartient à l’ensemble [0, L].

Après un bref rappel de l’opérateur en boucle ouverte et de son domaine de définition, le
système d’état abstrait est posé.
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3.2. Système abstrait de contrôle frontière

a. Opérateur d’état en boucle ouverte

Le modèle linéarisé à commande frontière en boucle ouverte est formulé comme suit
(éq. (2.27)-(2.28)) :

∂tξ(t) = Ad(x)ξ(t), x ∈ Ω =

p
⋃

1

]0, L(i)[, t > 0 (3.1)

Fbξ(t) = Bbu(t), sur Γ = ∂Ω, t > 0 (3.2)

ξ(x, 0) = ξ0(x) sur Ω (3.3)

où Ad(x) = Ae(x)∂x + Be(x), et

ξ ∈ X = (L2(0, L(1))2 × (L2(0, L(2)))2 × . . . × (L2(0, L(p)))2).

Les domaines de définition des différents opérateurs pour un bief, tel que x ∈ [0, L],
sont :

∗ dans le cas d’un bief avec un déversoir à l’aval (Figure 1.2), le contrôle est
alors monovariable, u(t) ∈ U , U = R et :

D(Ad) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X et z(L) = ∂qΨ2(qe)q(L)}, (3.4)

ker(Fb) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X et q(0) = u0,e∂zΨ1(ze(0))z(0)}. (3.5)

∗ Dans le cas d’un bief avec une vanne à l’aval (Figure 1.3), le contrôle est alors
multivariable i.e. U = R

2 et :

D(Ad) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X}, (3.6)

ker(Fb) = {ξ ∈ X : ξ a.c.,
dξ

dx
∈ X, q(0) = u0,e∂zΨ1(ze(0))z(0),

q(L) = uL,e∂zΨ3(ze(L))z(L)}. (3.7)

∗ Dans le cas de biefs en cascade, le domaine de l’opérateur global est l’union des
domaines de chaque bief, il en est de même pour les noyaux, en adaptant les notations et
les coefficients pour chaque bief.

Le système abstrait équivalent de contrôle frontière est obtenu par changement d’opé-
rateurs et de variable, cette approche est due à H.O. Fattorini [24], [81] pour le contrôle
comme fonction continue et E. Washburn [85] dans le cas Lp, p ≥ 1 .
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CHAPITRE 3. ÉTUDE DE LA BOUCLE OUVERTE

b. Système d’état abstrait en boucle ouverte

On cherche à se ramener sous une forme plus connue du type Kalmanien, c’est à dire :

ẋ = Ax + Bu, y = Cx.

Pour cela, considérons le changement de variables suivant :

ξ(t) = ϕ(t) + Du(t) ∀t ≥ 0 (3.8)

où u(t) ∈ U , D est un opérateur borné de Cα([0,∞], U) dans X (u ∈ Cα([0,∞], U)), tel
que :

Du ∈ D(Ad)

Fb(Du(t)) = Bbu(t) ∀u(t) ∈ U

Remarque 3.2.1. Le degré de continuité α de l’application u sera déterminé ultérieurement,
il est a priori au moins égal à 2, sa dérivée intervenant ci-après de façon continue.

L’opérateur D est appelé opérateur de distribution du contrôle frontière [76], [82],
[81].
En effet, la commande n’agit que sur le bord du domaine (3.2). Le fait de répartir son
action sur l’état ne doit pas modifier cette propriété, et l’opérateur Ad n’agit lui que
dans le domaine ouvert (3.1). Il apparaît alors logique que l’opérateur D s’annule dans
le domaine de Ad, pour n’agir que sur la frontière du domaine. Ainsi, sans perdre en
généralité, l’opérateur D peut être choisi tel que l’opérateur Ad reste inchangé [43], i.e.

Im(D) ⊂ Ker(Ad).

Le système (3.1)-(3.3) devient équivalent à :

ϕ̇(t) = Aϕ(t) − Du̇(t), ϕ(t) ∈ D(A), t > 0 (3.9)

ϕ(0) = ξ(0) − Du(0) (3.10)

qui a pour solution classique :

ϕ(t) = TA(t)ϕ0 −

∫ t

0
TA(t − s)Du̇(s)ds

où u̇ est prise continue et A doit être un générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe TA(t)
tel que la solution ϕ(t) = TA(t)ϕ0 existe et appartienne à D(A).

Remarque 3.2.2. Nous souhaitons attirer l’attention du lecteur sur l’apparition de la déri-
vée de la commande u̇ au lieu de u. Cela conditionnera le choix de la commande en boucle
fermée, ultérieurement.

Dans tout ce qui précède, on a supposé que :

A est à domaine dense.

A est un générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe TA(t)

tel que la solution ϕ(t) = TA(t)ϕ0 existe et appartienne à D(A).
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3.2. Système abstrait de contrôle frontière

D’après les définitions et théorèmes en annexe C, pour montrer que A est générateur
infinitésimal d’un C0-semigroupe TA(t), il faut dans un premier temps montrer que A
est un opérateur fermé, à domaine dense, puis montrer dans un second temps qu’il est
générateur d’un semigroupe.
C’est le propos de ce qui suit.

3.2.2 Semigroupe du système d’état en boucle ouverte

L’opérateur A du système abstrait est construit à partir du système (3.1)-(3.3). Il est
défini sur le noyau de ker(Fb) (3.5)-(3.7) de telle sorte que Fbξ = 0, et son domaine de
définition est alors :

D(A) = {ξ ∈ D(Ad) : Fbξ = 0} = D(Ad) ∩ ker(Fb)

et Aξ = Adξ, ∀ξ ∈ D(A) dans X = (L2(0, L(1))2 × (L2(0, L(2)))2 × . . .× (L2(0, L(p)))2).

C’est sur cet opérateur que les propriétés suivantes sont à vérifier :
∗ d’une part le fait que A est opérateur fermé à domaine dense,
∗ d’autre part qu’il est générateur d’un C0-semigroupe.

a. A est opérateur fermé à domaine dense

En se plaçant dans le cas non homogène (i.e. que l’opérateur global du système dépend
de la variable espace), il est nécessaire de montrer que cet opérateur est fermé. Dans le
cas constant (opérateur à composantes constantes), ceci est habituellement admis.

Proposition 3.2.1. L’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) du système

∂tξ(t) = Ae(x)∂xξ(x) + Be(x)ξ(x), t ≥ 0, x ∈ Ω = ∪p
i=1]0, L(i)[ (3.11)

ξ(x, 0) = ξ0(x) x ∈ Ω̄ (3.12)

F̃ (ξ, ue) = G̃(u(t)), (3.13)

où

ξ = (z1 q1 z2 q2 . . . zp qp)t ∈ X = (L2(0,L(1))2 × (L2(0,L(2)))2 × . . . × (L2(0,L(p)))2),

est un opérateur fermé si Ae(x)∂x et Be(x) sont des opérateurs linéaires tels

que Be(x) borné et Ae(x)∂x soit un opérateur fermé.

L’opérateur A(x) est de plus à domaine dense si Ae(x)∂x et Be(x) sont des

opérateurs à domaine dense.

Démonstration :
A(x) = Ae(x)∂x + Be(x), A est un opérateur linéaire.
D’après la proposition (C.2.1) (Annexe C), si Be(x) est borné, et tel que D(Be(x)) ⊃
D(Ae(x)∂x) alors A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) est un opérateur fermé.
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L’inclusion est vérifiée, puisque les deux opérateurs Ae(x)∂x et Be(x) sont supposés à do-
maine dense.
Il en découle également, d’après le point 2 de la remarque 2.3.3, que l’opérateur A est à
domaine dense.
D’où A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) est un opérateur linéaire, fermé, à domaine dense.
2

Les propriétés de l’opérateur dérivé peuvent être exploitées, on obtient ainsi une pro-
position dérivée de la précédente :

Proposition 3.2.2. L’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) du système (3.11)-(3.13)

est un opérateur fermé à domaine dense si

1. Ae(x) et Be(x) sont des opérateurs linéaires, bornés,

2. l’une des 3 conditions suivantes est réalisée : ξ(0) = 0, ξ(L) = 0 ou ξ(0) = kξ(L),

k 6= 0,

3. Be(x) est à domaine dense,

4. Ae(x) inversible, pour tout x ∈ (0,L). Dans le cas ξ(0) = kξ(L), cela revient

à supposer que k 6= 1.

Démonstration :
A(x) = Ae(x)∂x + Be(x), A est un opérateur linéaire et à domaine dense (d’après la
remarque 2.3.3, l’opérateur dérivé est à domaine dense, donc multiplié par un opérateur
borné il le reste). En appliquant la proposition précédente 3.2.1, il suffit de montrer que
Ae(x)∂x est un opérateur fermé, puisque l’opérateur Be(x) est borné.

D’après la remarque 2.3.3 et l’hypothèse 2 (ξ(0) = 0, ξ(L) = 0 ou ξ(0) = kξ(L)),
on peut alors définir l’inverse de l’opérateur Ae(x)∂x comme étant un opérateur de type
intégral.

Montrer que c’est un opérateur fermé (définition C.2.2) peut alors se faire comme suit :

Pour Ae(x)∂x, définissons f , tel que Ae(x)∂xf = y i.e. f(x) = (Ae(x)∂x)−1y, où y, z et
zn appartiennent à X, avec y = (y1 . . . ym)t, z = (z1 . . . zm)t, zn = (z1,n . . . zm,n)t. Ainsi,
avec la notation A−1

e (x) = (ai,j(x))1≤i,j≤m, on peut écrire dans le cas où ξ(0) = 0 :

f(x) = (Ae(x)∂x)−1







y1
...

ym






=







∑

i

∫ x
0 a1,i(s)yi(s)ds

...
∑

i

∫ x
0 am,i(s)yi(s)ds






=

∫ x

0
A−1

e (s)y(s)ds.

Pour les autres conditions frontières, l’inverse est du même type :

(Ae(x)∂x)−1y(x) = −

∫ L

x
A−1

e (s)y(s)ds pour ξ(L) = 0,

et un arrangement des deux précédentes intégrales dans le cas ξ(0) = kξ(L), k 6= 1 :

(Ae(x)∂x)−1y(x) =
1

1 − k

[∫ x

0
A−1

e (s)y(s)ds + k

∫ L

x
A−1

e (s)y(s)ds

]

.
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3.2. Système abstrait de contrôle frontière

Nous nous plaçons dans le premier cas, ξ(0) = 0, les deux autres se traitant de façon
similaire.

En utilisant le produit propre à X (éq. (C.1), définition C.1.1), nous obtenons :

‖f − z‖L2(0,L) = ‖f − zn + zn − z‖ ≤ ‖f − zn‖ + ‖zn − z‖

≤ ‖zn − z‖ +

[
∫ L

0
|

∫ x

0
A−1

e (s)y(s)ds − zn(x)|2dx

]1/2

≤ ‖zn − z‖ +

[
∫ L

0
|

∫ x

0
A−1

e (s)y(s) −
dzn

ds
(s)ds|2dx

]1/2

≤ ‖zn − z‖ +

[
∫ L

0
‖1[0,x]‖

2
L2‖A

−1
e y −

dzn

ds
‖2

L2dx

]1/2

≤ ‖zn − z‖ +
1

3
‖A−1

e y −
dzn

ds
‖

puisque dzn
ds → A−1

e y et zn(x) → z(x) , la dernière inégalité peut être rendue arbitraire-
ment petite. Donc f = z, et l’opérateur est fermé d’après l’implication (C.3). 2

L’opérateur A du système abstrait en boucle ouverte étant un opérateur fermé à do-
maine dense, l’opérateur Ad du système à commande frontière en boucle ouverte est éga-
lement un opérateur fermé à domaine dense.

La vérification du fait que A est un générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe peut
maintenant être menée.

b. A est générateur d’un C0-semigroupe

Proposition 3.2.3. Le système en boucle ouverte est bien posé , i.e. générateur

d’un C0-semigroupe si Ae(x) et Be(x) sont bornés et Ae(x) inversible, pour tout

x ∈ (0,L).

Démonstration :
A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) est un opérateur linéaire, fermé et à domaine dense.
D’après les hypothèses, les opérateurs Ae(x) et Be(x) sont bornés et Ae(x) est inversible
pour tout x ∈ [0, L], donc l’opérateur

B(x) = A−1
e (x)A(x) = ∂x + Ae(x)−1Be(x)

est une transformation bornée inversible de A pour tout x ∈ [0, L]. De ce fait, B(x) est
une perturbation bornée de l’opérateur T = ∂x, qui est générateur d’un C0-semigroupe
([44, 63]). 2

Le système en boucle ouverte est maintenant bien posé. Il s’agit maintenant de carac-
tériser le système en boucle ouverte en terme de stabilité.
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Dans un premier temps, nous montrons que sous certaines hypothèses l’opérateur
A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) est générateur d’un C0-semigroupe exponentiellement stable,
puis dans un second temps, nous montrerons que dans le cas du canal ces hypothèses sont
toutes vérifiées et donc que le semigroupe du système linéarisé des équations de Saint-
Venant, sous l’hypothèse de fluvialité, possède une stabilité exponentielle.

3.3 Etude de la stabilité du système en boucle ouverte

La démarche est de caractériser l’opérateur A(x) comme une perturbation de Ae(x)∂x

par un opérateur borné Be(x). En effet, le modèle interne de système en boucle ouverte,
sans commande s’écrit :

ϕ̇(t) = Aϕ(t) t > 0, x ∈ Ω

ϕ(0) = ϕ0 ∈ D(A(x))

et ϕ(t) = TA(t)ϕ0 (selon la proposition 3.2.3), où TA(t) est le C0-semigroupe généré par
l’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x).

3.3.1 Etude du spectre de Ae(x)∂x

Dans un premier temps, seul l’opérateur Ae(x)∂x est donc traité. Cela peut se faire en
étudiant son spectre et sa résolvante pour conclure sur la stabilité du semigroupe associé.

A partir de l’hypothèse suivante :

ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0,

on souhaite démontrer l’implication

ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0 ⇒ 〈Ae(x)∂xϕ,ϕ〉 ≤ 0. (3.14)

Pour cela, on démontre que l’opérateur Ae(x)∂x est générateur d’un C0-semigroupe expo-
nentiellement stable. De cette stabilité exponentielle, la dissipativité est obtenu et donc
l’implication (3.14) est vérifiée.

Remarque 3.3.1.
L’une des différences par rapport aux équations paraboliques se situe à ce niveau, la dissi-
pativité de l’opérateur est très facile à démontrer et on s’en sert pour montrer la stabilité
du C0-semigroupe.
En dimension finie, l’inégalité ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0 implique la stabilité exponentielle,
mais il n’en est pas de même en dimension infinie, puisque l’implication (3.14) n’est pas
forcement réalisée [24], [91].
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Proposition 3.3.1. Supposons que le spectre de Ae(x)∂x soit tel que

ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0, ∀x ∈ Ω = ∪p
i=1]0, L(i)[. (3.15)

Alors, l’opérateur Ae(x)∂x est générateur d’un C0-semigroupe exponentielle-

ment stable.

De plus,

〈Ae(x)∂xϕ,ϕ〉 ≤ 0, ∀ϕ ∈ X. (3.16)

Démonstration :
L’opérateur Ae(x)∂x est à résolvante compacte. En effet l’opérateur ∂x est à résolvante
compacte et Ae(x) est borné ([44], pp 187), donc Ae(x)∂x est à résolvante compacte.

Rappelons deux résultats de base sur les semigroupes, dans un espace de Hilbert :

Théorème 3.3.2. ([6], p223, théorème 5.1.6)

Soit A le générateur infinitésimal du C0-semigroupe T (t) sur l’espace de Hilbert Z et

définissons

wσ := sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A)}.

Alors T (t) satisfait la propriété de croissance spectrale si et seulement si pour ω > wσ ,

((s + ω)I − A)−1 ∈ H∞(L(Z)).

Théorème 3.3.3. ([6], p222, théorème 5.1.5)

Soit A le générateur infinitésimal du C0-semigroupe T (t) sur l’espace de Hilbert Z. Alors

T (t) est exponentiellement stable si et seulement si (sI − A)−1 ∈ H∞(L(Z)).

Ae(x)∂x étant à résolvante compacte, il vérifie la propriété de croissance spectrale
(Définition C.2.9, [81], [83]), et donc l’ordre du système réduit Ae(x)∂x (Définition C.2.8)
vérifie :

w0 = wσ = sup{Re(λ) : λ ∈ σ(Ae(x)∂x)}.

Puisque l’on a supposé que :
ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0,

on obtient :
w0 < 0.

D’où, pour ω = 0 > wσ = w0, (sI − A)−1 ∈ H∞(L(X)) par le théorème 3.3.2, et le
semigroupe TAe(x)∂x

(t) généré par l’opérateur Ae(x)∂x est exponentiellement stable par le
théorème 3.3.3.

La démonstration de l’inégalité (3.16) s’en suit, en posant ω = 0 dans (3.17) :

‖TAe(x)∂x
(t)‖ ≤ e−ωt, ∀ ω > w0 ⇒ ‖R(λ,A)‖ ≤

1

Re(λ) − ω
∀ Re(λ) > ω. (3.17)

L’inégalité suivante est alors obtenue :

‖R(λ,A)‖ ≤
1

Re(λ)
∀ Re(λ) > 0, (3.18)
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et

λ‖ξ‖ ≤ ‖(λI − A)ξ‖ ∀ λ > 0 ⇒< Aξ, ξ >< 0, (3.19)

puisque l’inégalité de gauche donne la dissipativité ([6], théorème C.2.6, corollaire C.2.7
et [63] théorème C.2.8).

En résumé, l’inégalité ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0 implique sous les hypothèses émises :

〈Ae(x)∂xϕ,ϕ〉 < 0, ∀ϕ ∈ X (3.20)

et

‖TAe(x)∂x
(t)‖ < e−wt, ∀w > 0. (3.21)

Ceci achève la démonstration de la proposition 3.3.1. 2

3.3.2 Etude du spectre de A(x) = Ae(x)∂x + Be(x)

La première propriété que l’opérateur global conserve de l’opérateur Ae(x)∂x est la
compacité de sa résolvante. En effet, rappelons le théorème suivant dû à Kato [44].

Théorème 3.3.4. ([44], théorème 3.17, p.214)

Soit T un opérateur fermé de X et soit A un opérateur de X qui T -borné, tels que

D(A) ⊃ D(T ) et l’inégalité

‖Au‖ ≤ a‖u‖ + b‖Tu‖, u ∈ D(T )

soit réalisée. S’il existe un point ξ de D(T ) tel que

a‖R(ξ, T )‖ + b‖TR(ξ, T )‖ < 1, (3.22)

alors S = T + A est fermé et ξ ∈ D(S), avec

‖R(ξ, S)‖ ≤ ‖R(ξ, T )‖(1 − a‖R(ξ, T )‖ − b‖TR(ξ, T )‖)−1. (3.23)

Si en particulier T est à résolvante compacte, alors S est à résolvante compacte.

En posant T = Ae(x)∂x, A = Be(x) et S = A(x), on constate d’abord que A = Be(x)
vérifie la première inégalité du théorème, avec a = MBe , b = 0, puisque Be(x) borné,
‖Be(x)‖ = MBe . De plus, T = Ae(x)∂x est à résolvante compacte et exponentiellement
stable. Donc la relation (3.22) est vérifiée, pour tout ξ, tel que Re(ξ) > MBe , en utilisant
l’identité (3.18)

‖R(ξ,Ae(x)∂x)‖ <
1

Re(ξ)
, ∀Re(ξ) > 0,

puisque (3.22) devient avec a = MBe , b = 0 :

‖R(ξ, T )‖ <
1

MBe

.

Donc A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) est à résolvante compacte, d’après le théorème 3.3.4.
Par conséquent, l’opérateur A(x) vérifie la propriété de croissance spectrale.
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Proposition 3.3.5. Considérons l’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x),

x ∈ Ω = ∪p
i=1]0, L(i)[ tel que Ae(x)∂x vérifie ℜe(σ(Ae(x)∂x)) < 0 et Be(x) borné,

i.e. Be(x) ∈ L(x), ∀x ∈ Ω.

Supposons que :

i) Be(x) est semi-définie négative,

ii) 0 n’est pas une valeur propre de l’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x).

Alors, l’opérateur A(x) est générateur d’un C0-semigroupe exponentiellement

stable.

Démonstration :
La première hypothèse, Be(x) semi-définie negative implique la relation suivante :

〈Be(x)ϕ,ϕ〉 ≤ 0.

Pour tout ϕ ∈ X, on a :

〈A(x)ϕ,ϕ〉 = 〈Be(x)ϕ,ϕ〉 + 〈Ae(x)∂xϕ,ϕ〉,

d’où d’après la proposition 3.3.1 et i) :

〈A(x)ϕ,ϕ〉 < 0, ∀ϕ ∈ X et ∀x ∈ Ω,

et si 0 ∈ ρ(A(x)) alors ℜe(σ(A(x))) < 0.

Associé à la compacité de la résolvante de A(x), on a :

w0 = sup{Re(λ) : λ ∈ σ(Ae(x)∂x + Be(x))} < 0.

Par conséquent, le semigroupe T (t) généré par l’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x), est
exponentiellement stable par les théorèmes 3.3.2 et 3.3.3.

Ceci achève la démonstration de l’exponentielle stabilité de l’opérateur en boucle ou-
verte A(x) = Ae(x)∂x + Be(x). 2

Remarque 3.3.2. On peut voir cette stabilité plus explicitement.
Rappelons que :











ϕ̇(t) = Aϕ(t) t > 0, x ∈ Ω

ϕ(0) = ϕ0 ∈ D(A(x))

et ϕ(t) = TA(t)ϕ0

Soit V (t) la fonction suivante,

V (t) =
1

2
‖ϕ(t)‖ =

1

2
‖TA(t)ϕ0‖,

sa dérivée est semi définie négative :

V (t) =
1

2
‖TA(t)ϕ0‖ =

1

2

∫ L

0
(TA(t)ϕ0)

2dx

V̇ (t) = 〈ṪA(t)ϕ0, ϕ(t)〉 = 〈A(x)TA(t)ϕ0, ϕ(t)〉

= 〈A(x)ϕ(t), ϕ(t)〉

= 〈Ae(x)∂xϕ(t), ϕ(t)〉 + 〈Be(x)ϕ(t), ϕ(t)〉.
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Les deux opérateurs Ae(x) et Be(x), sous les hypothèses des propositions précédentes,
sont respectivement exponentiellement stable et semi-défini négatif, donc il existe deux
constantes M(Ae) < 0 et M(Be) ≤ 0 telles que :

V̇ (t) ≤ (M(Ae) + M(Be))‖ϕ(t)‖2 < 0

i.e. V̇ (t) =
1

2

d
(

‖ϕ(t)‖2
)

dt
< −ρ‖ϕ(t)‖2

X < 0, ρ > 0

donc ‖ϕ(t)‖X < C exp(−ρt)

‖TA(t)ϕ0‖X < ‖ϕ0‖ exp(−ρt)

‖TA(t)‖X < exp(−ρt).

Ceci signifie l’exponentielle stabilité de A(x).

3.4 Application au modèle linéarisé du canal

L’objet de cette partie est de mener le calcul explicite du spectre de l’opérateur A(x),
x ∈ [0, L], du modèle linéarisé des équations de Saint-Venant décrivant le canal.

3.4.1 Propriétés de l’opérateur du canal

En appliquant les propositions 3.2.1 ou 3.2.2 et 3.2.3 à l’opérateur A(x) = A1(x)∂x +
A2(x) du système (2.15)-(2.19), dans le cas du canal, on montre que cet opérateur est
fermé, à domaine dense, générateur d’un C0-semigroupe.

a. L’opérateur du canal est un opérateur fermé

On applique la première proposition 3.2.1, cela permet de développer une démonstra-
tion similaire à la seconde proposition 3.2.2, et donc de mieux la saisir.

Proposition 3.4.1. L’opérateur du canal A(x) = A1(x)∂x + A2(x) est un opéra-

teur fermé, à domaine dense, ∀x ∈ [0,L].

Démonstration :
A(x) = A1(x)∂x +A2(x), A est un opérateur linéaire : la linéarité de A(x) est claire, étant
donnée la structure des opérateurs ∂x, A1(x) et A2(x).
A est un opérateur à domaine dense, c’est une conséquence de la remarque 2.3.3. Dans le
cas présent, les opérateurs A1(x)∂x et A2(x) sont à domaines denses, puisque l’opérateur
∂x est dense dans L2(0, L). Le domaine

D(A(x)) = D(A1(x)∂x + A2(x)) = D(A1(x)∂x) ∩ D(A2(x))

est donc également dense.
A est un opérateur fermé. Pour cela, les hypothèses de la proposition (3.2.1) doivent être
vérifiées :
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- D’après l’hypothèse (2.20) l’opérateur A2(x) est compact, ainsi que A1(x).
En effet, cette condition implique que ze(x) est compris entre

zc < ze(x) < zam, ∀x ∈ (xam, xav) = (0, L).

Les coefficients ai(x), 1 ≤ i ≤ 5, des opérateurs A1(x) et A2(x) dépendent continûment
de l’état d’équilibre ze(x) et qe(=constant), ce sont donc des fonctions continues bornées
sur l’intervalle fini [0, L].
Donc A1 et A2 vérifient les hypothèses 1,3 et 4 de la proposition 3.2.1.

- Vérifions l’hypothèse 2 de la proposition 3.2.1 :
Dans le cas fluvial, d’après la remarque (2.3.1), l’écoulement en un point dépend des condi-
tions aux limites amont et aval. Nous pouvons donc en déduire, ainsi que des conditions
aux limites (2.17)-(2.19), qu’il existe un k 6= 0 tel que ξ(0) = kξ(L), en réécrivant ces
conditions.
Remarquons que l’inverse de A1(x)∂x s’écrit alors :

(A1(x)∂x)−1y(x) =
1

1 − k

[∫ x

0
A−1

1 (s)y(s)ds + k

∫ L

x
A−1

1 (s)y(s)ds

]

.

De plus, k est différent de 1, puisque les conditions frontières ont des signes opposés. Donc
dire que k = 1 impliquerait que les constantes liant respectivement z(0) et q(0), et z(L)
et q(L) sont identiques et de signes opposés donc nulles. Cela signifierait que soit Qe = 0
soit ze ≡ 0, ce qui est exclu donc k 6= 1.
Ceci conclut la preuve puisque toutes les hypothèses de la proposition (3.2.1) sont vérifiées.
2

b. L’opérateur du canal est générateur d’un C0-semigroupe

La proposition 3.2.3 s’applique directement au cas du canal, puisque A(x) = A1(x)∂x+
A2(x) est un opérateur linéaire, fermé et à domaine dense.
De plus, les opérateurs A1(x) et A2(x) (2.15) sont bornés pour tout x ∈ [0, L] par la
condition de fluvialité (2.20), et A1(x) est inversible puisque a2(x) 6= 0 ∀x ∈ [0, L], son
inverse est

A−1
1 (x) =

1

a1(x)a2(x)

(

−a3(x) a1(x)
a2(x) 0

)

.

Donc A(x) = A1(x)∂x + A2(x) est générateur d’un C0-semigroupe.

3.4.2 Caractérisation du spectre en boucle ouverte

Comme le système est bien posé, l’étude de sa stabilité peut être menée.

Proposition 3.4.2. Le système abstrait en boucle ouverte, défini à partir du

système (3.9)-(3.10), a un C0-semigroupe exponentiellement stable.
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Démonstration :
Les trois conditions de la proposition (3.3.5) doivent donc être vérifiées :

1. A2(x) est semi-définie négative,

2. Le spectre de A1(x)∂x vérifie : ℜe(σ(A1(x)∂x)) < 0,

3. 0 n’est pas une valeur propre de l’opérateur A(x) = A1(x)∂x + A2(x),

où (2.15) :

A1(x) =

(

0 −a1(x) = −1
b

−a2(x) = −gbze(x) + q2
e

bz2
e(x)

−a3(x) = − 2qe

bze(x)

)

, (3.24)

A2(x) =

(

0 0

a4(x) = gb(I + Je(x) +
4

3
Je(x)

1+2ze(x)/b ) −a5(x) = −2gbJe(x)ze(x)
qe

)

. (3.25)

1. Calcul du spectre de A2(x)
L’opérateur A2(x) n’offre aucune difficulté quant à l’étude de son spectre, nous allons donc
le caractériser en premier lieu.
A2(x) est semi-défini négatif, puisque son spectre est :

σ(A2(x)) = {0} ∪ {−a5(x) tq a5(x) > 0 ∀ 0 ≤ x ≤ L},

〈A2(x)ϕ,ϕ〉 ≤ 0. (3.26)

C.Q.F.D △

2. Calcul du spectre de A1(x)∂x

Le spectre de A1(x)∂x est difficile à caractériser à cause de la présence de l’opérateur
dérivé. Définir son spectre est l’objet de la première étape, la seconde est de montrer que
ℜe(σ(A1(x)∂x)) < 0.

⋆ ⋆ ⋆

Forme du spectre :
Le but est ici de donner la forme des valeurs propres de cet opérateur. L’idée est de
généraliser la forme du spectre de l’opérateur dérivé ∂x, donnée ci-dessous [44] :

σ(∂x) = σd(∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

L
, n ∈ Z}, (3.27)

où σd est le spectre discret (définition C.2.7), pour obtenir que le spectre de A1(x)∂x est
défini par :

σ(A1(x)∂x) = σd(A1(x)∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

Lθ(x)
, n ∈ Z,∀x ∈ [0, L]}.

Montrons l’égalité 3.33 :

Proposition 3.4.3. Le spectre de l’opérateur ∂x est défini comme suit, sous la condition

limite ∃k 6= 1 ξ(0) = kξ(L), ξ ∈ L2(0, L) :

σ(∂x) = σd(∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

L
, n ∈ Z}. (3.28)
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Démonstration :
Soit λ une valeur propre de ∂x alors :

∂xφ(x) = λ(x)φ(x)

φ′ = λφ ⇔ φ′φ−1 = λ

log(

∣

∣

∣

∣

φ(L)

φ(0)

∣

∣

∣

∣

) =

∫ L

0
|λ(x)|dx

si k > 0 log(
1

k
) =

∫ L

0
λ(x)dx ⇔

1

k
= exp

R L
0

λ(x)dx

si k < 0 log(
−1

k
) =

∫ L

0
−λ(x)dx ⇔ k = exp

R L
0

−λ(x)dx

Si µ est une autre valeur propre, distincte de λ, elle vérifie les mêmes équations. Donc, il
existe n ∈ Z tel que

∫ L

0
µ(x)dx = 2inπ +

∫ L

0
λ(x)dx

⇔

∫ L

0
µ(x)dx =

∫ L

0

2inπ

L
+ λ(x)dx ⇔ p.p. µ(x) =

2inπ

L
+ λ(x).

2

Proposition 3.4.4. Le spectre de l’opérateur A1(x)∂x est défini comme suit :

σ(A1(x)∂x) = σd(A1(x)∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

Lθ(x)
, n ∈ Z,∀x ∈ [0, L]}. (3.29)

Démonstration :
Cette preuve est divisée en deux points ; le premier point montre qu’effectivement le spectre
de A1(x)∂x prend la forme suivante :

σ(A1(x)∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

Lθ(x)
, n ∈ Z,∀x ∈ [0, L]}.

Le second point montre que le spectre de A1(x)∂x se réduit à son spectre discret, i.e. :

σ(A1(x)∂x) = σd(A1(x)∂x).

i) Montrons que σ(A1(x)∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) + 2iπn
Lθ(x) , n ∈ Z,∀x ∈ [0, L]}.

D’une part, si λ est une valeur propre de A1(x)∂x alors :

A1(x)∂xφ(x) = λ(x)φ(x)

A1φ
′ = λφ ⇔ φ′ = λA−1

1 φ ⇔ φ′φ−1 = λA−1
1

(

1
1

)

(

z′/z
q′/q

)

= −λ

( a1−a3

a1a2
1
a1

)

d’où : q′(x)/q(x) = −λ(x)
a1

⇒ log | q(L)
q(0) | =

∫ L
0 −λ(x)

a1
dx

et z′(x)/z(x) = −λ(x)a1−a3

a1a2
⇒ log |z(L)

z(0) | =
∫ L
0 −λ(x)a1−a3

a1a2
dx.
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D’autre part, les conditions frontières (2.18, 2.19) peuvent s’exprimer comme suit :

z(L) = αLq(L), z(0) = α0q(0), et αi constants non nulles.

Par conséquent,

log |
z(L)

z(0)
| = log |

q(L)

q(0)
| + log |

αL

α0
|

∫ L

0
−λ(x)

a1 − a3

a1a2
dx =

∫ L

0
−

λ(x)

a1
dx + log |

αL

α0
|

∫ L

0
−λ(x)

a1 − a3 − a2

a1a2
dx = log |

αL

α0
| = C

∫ L

0
λ(x)θ(x)dx = C (3.30)

D’ou si µ est une autre valeur propre de A1(x)∂x, different de λ, elle vérifie (3.30), et

exp
R L
0

λ(x)θ(x)dx = exp
R L
0

µ(x)θ(x)dx,

donc ∃n ∈ Z :
∫ L
0 λ(x)θ(x)dx =

∫ L
0 µ(x)θ(x)dx + 2inπ =

∫ L
0 (µ(x)θ(x) + 2inπ

L )dx.

Alors

∃n ∈ N tel que λ(x) = µ(x) +
2inπ

Lθ(x)
p.p. (3.31)

C.Q.F.D. △

ii) Montrons qu’il n’existe aucun point exceptionnel,
i.e. λ(x) < µ(x), ou λ(x) > µ(x) ∀x ∈ (0, L).
Si un α ∈ (0, L) existe tel que λ(α) = µ(α) alors il existe un φ tel que

A1(x)∂xφ(α) = λ(α)φ(α) = µ(α)φ(α)

i.e. φ ∈ ker(A1(x)∂x − λ) ∩ ker(A1(x)∂x − µ).
Le lemme (3.4.5) nous donne alors que les valeurs propres sont isolées et de multiplicité
finie. De plus, la théorie développée dans Kato ([44], ch. III) nous permet de conclure que
dans le cas de valeurs propres isolées et de multiplicité finie, l’espace spectral peut être
décomposé en somme orthogonale des espaces propres.
D’où, si

φ ∈ ker(A1(x)∂x − λ) ∩ ker(A1(x)∂x − µ)

cela implique φ = 0.

Lemme 3.4.5. ([6], p.616 lemma A.4.19, [44], p.140, théorème III.6.29)

Soit A un opérateur linéaire fermé, avec 0 ∈ ρ(A), et A−1 compact. Le spectre de A est

constitué uniquement de valeurs propres isolées et de multiplicité finie.

Le lemme s’applique à l’opérateur A1(x)∂x puisqu’il s’agit d’un opérateur fermé et :
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– (A1(x)∂x)−1 existe et est compact puisque composé d’opérateurs intégraux et tout
ces coefficients ai(x) sont non nuls et bornés selon l’hypothèse (2.20). L’inverse de
A1(x)∂x est :

(A1(x)∂x)−1y(x) =
1

1 − k

[
∫ x

0
A−1

1 (s)y(s)ds + k

∫ L

x
A−1

1 (s)y(s)ds

]

,

∀y ∈ D(A1(x)∂x) . (3.32)

– De plus 0 ∈ ρ(A1(x)∂x).
Rappelons que les conditions aux bords sont de signe opposé en x = xam = 0 et
x = xav = L, donc il existe au moins un point β de l’intervalle pour lequel la fonction
s’annule.
Supposons que 0 est une valeur propre, les égalités (3.34) donnent :

q′ = 0 ⇒ q(x) = c, c = constante, et q(β) = 0 ⇒ q ≡ 0

⇒ z′ = 0 ⇒ z(x) = d, d = constante, et z(β) = 0 ⇒ z ≡ 0,

donc z et q sont nuls, et (0 0)t est l’unique solution. Le vecteur nul n’est pas un
vecteur propre, il y a contradiction.

Les hypothèses du lemme s’appliquent, donc A1(x)∂x a son spectre constitué de valeurs
propres isolées et de multiplicité finie.

Cela permet de conclure qu’il n’existe pas de point exceptionnel dans le spectre de
A1(x)∂x.
C.Q.F.D. △

Finalement l’inégalité (3.31) est donc vérifiée, et le spectre de A1(x)∂x s’écrit :

σ(A1(x)∂x) = σd(A1(x)∂x) = {µn : µn(x) = µ(x) +
2iπn

Lθ(x)
,

n ∈ Z,∀x ∈ [0, L]} . (3.33)

2

Le spectre de l’opérateur A1(x)∂x étant caractérisé, sa position dans C est essentielle
pour définir une quelconque stabilité.

⋆ ⋆ ⋆

Stabilité
Dans cette deuxième partie, montrons que la partie réelle des valeurs propres de l’opérateur
A1(x)∂x est strictement négative, c’est à dire

ℜe(σ(A1(x)∂x)) < 0.

i) Montrons que ces valeurs propres ne peuvent être nulles.
Il a été montré précédemment que 0 est dans la résolvante de A1(x)∂x, c’est à dire 0 ∈
ρ(A1(x)∂x).
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Maintenant supposons qu’il existe un x = α ∈]0, L[, tel que µ(α) soit nul, alors c’est un
extremum de µ et donc µ′(α) = 0.
Comme A1(x)∂x est inversible pour tout ξ ∈ D(A1(x)∂x) = D (D est dense dans X),

A1(x)∂xξ(α) = µ(α)ξ(α) = 0 ⇒ ξ(α) = 0.

D’où, d’une part : µ(α) = 0,
et d’autre part : ξ(α) = dξ

dx(α).

De plus, ξ
(n)
1 (α) = 0 ⇔ ξ

(n)
2 (α) = 0,∀n ≥ 2.

En se servant de ces relations dans la première égalité de (3.34)

µ(x)ξ1(x)

a1(x)
= −ξ′2(x),

une contradiction apparaît, puisque à gauche de l’égalité, α est un zéro d’ordre supérieur
à n + 1, et à droite, cet ordre est plus petit que n − 1.
C.Q.F.D. △

Donc µ(x) ne peut prendre la valeur zéro, ∀x ∈ [0, L], et par conséquent µ(x) est soit
strictement positif soit strictement négatif.

ii) Montrons que la partie réelle des valeurs propres de A1(x)∂x est négative.
La partie réelle de chaque valeur propre vérifie les deux égalités suivantes, d’après la
relation (3.33) :

−a1q
′ = µz, −a2z

′ − a3q
′ = µq. (3.34)

La première donne :

−(q(x) − q(x′)) =

∫ x

x′

µ(s)z(s)

a1(s)
ds,∀x, x′ ∈ (0, L), a1(x) > 0 (3.35)

D’après les conditions de bords dans D(A), z et q ont le même signe en x = L.
Soit α ∈ (0, L) le plus grand x, différent de L, tel que q(α) = 0. Supposons que q(L) et
z(L) soient positifs, deux possibilités peuvent être considérées :

1. z(x) ≥ 0 sur l’intervalle [α,L].
Cela implique par (3.35) et l’hypothèse q(L) > 0 :

0 ≥ −q(L) =

∫ L

α

µ(s)z(s)

a1(s)
ds ⇒ µ < 0 sur [α,L],

et donc µ < 0 sur [0, L]. Notons que, si q(L) et z(L) sont supposés négatifs, alors
z(x) ≤ 0 sur l’intervalle [α,L], et le résultat demeure identique.

2. Soit α′ le plus grand x ∈]α,L[, tel que z change de signe en ce point, alors z(α′) = 0.
Comme z(L) est supposé positif, alors

∃ε > 0, tel que z(x) ≤ 0, ∀x ∈ [α′ − ε, α′[, et z(x) ≥ 0, ∀x ∈]α′, L].

Cela implique alors que z′(α′) > 0.
En utilisant la première égalité de (3.34), on obtient que q′(α′) = 0, et en utilisant
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la seconde :

−a2(α
′)z′(α′) − a3(α

′)q′(α′) = µ(α′)q(α′)

−a2(α
′)z′(α′) = µ(α′)q(α′)

−a2(α
′)z′(α′)

q(α′)
= µ(α′)

et q(α′) > 0, z′(α′) > 0 ⇒ µ(α′) < 0 ⇔ µ(x) < 0, ∀x ∈ [0, L] (3.36)

Donc, µ(x) < 0,∀x ∈ [0, L], et le spectre de A1(x)∂x vérifie l’inégalité souhaitée, i.e. :

ℜe(σ(A1(x)∂x)) < 0.

C.Q.F.D. △

3. 0 n’est pas une valeur propre de l’opérateur A(x) = A1(x)∂x + A2(x).
Supposons que 0 est une valeur propre du système, alors ∃f 6= 0 tel que :

A1(x)∂xf(x) + A2(x)f(x) = 0, ∀x ∈]0, L[ (3.37)

⇔ f ′(x) = A−1
1 (x)A2(x)f(x)

⇔

{

f ′
1(x) = a4(x)

a2(x)f1(x) − a5(x)
a2(x)f2(x)

f ′
2(x) = 0

(3.38)

La seconde équation de (3.38) donne que f2(x) est constante. Or les conditions aux bords
sont de signe opposé en x = xam = 0 et x = xav = L, donc la fonction f s’annule en au
moins un point de l’intervalle. Il existe alors un β ∈]0, L[ tels que f2(β) = 0, donc :

f2(x) ≡ 0, ∀x ∈ [0, L].

En utilisant ce résultat dans la première équation de (3.38), et en remarquant que :

a4(x)

a2(x)
=

z′e(x)

ze(x)

d’après (2.11), f1(x) se réécrit comme suit :

∃ c constante, tel que f1(x) = c
ze(x)

ze(0)
.

Mais, les conditions aux bords donnent f1(β) = 0, et ze(x) 6= 0,∀x ∈ [0, L]. Donc

c = 0, ⇒ f1(x) ≡ 0, ∀x ∈ [0, L] ⇒ f(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0, L].

Il y a contradiction.
C.Q.F.D △

Toutes les conditions de la proposition 3.4.2 sont vérifiées, l’opérateur A(x), x ∈ [0, L],
du modèle linéarisé du canal est donc exponentiellement stable.
C.Q.F.D. 2

La principale distinction entre les EDP hyperboliques traitées de façon générale et
dans le cas particulier des canaux, est l’utilisation répétée de la condition de fluvialité
dans le second cas. Qu’implique cette condition dans un cadre plus générale ?
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3.4.3 Remarque : condition de fluvialité

Il a été rappelé au chapitre 2, remarque 2.3.1 que comme pour l’équation des ondes,
trois comportements caractéristiques des écoulements se distinguaient selon le signe du
produit des valeurs propres de l’opérateur associé, i.e. l’opérateur A(x, t, y) si l’on reprend
la définition (1.2.1). Le cas fluvial appelé aussi régime sub-critique est défini lorsque ce
produit des valeurs propres est strictement négatif. Cela se traduit physiquement par le
fait que les ondes vont plus vite que le courant. L’écoulement en un point dépend des
conditions aux limites amont et aval.

Mathématiquement, nous avons donc deux conditions sur l’opérateur associé A(x, t, y)
de la définition (1.2.1) :

1. l’hyperbolicité des équations implique que les valeurs propres de l’opérateur A(x, t, y)
sont distinctes et réelles, donc son déterminant est positif ou nul,

2. la condition de fluvialité implique que le produit de ses valeurs propres est strictement
négatif, donc le déterminant de A(x, t, y) est strictement positif.

Ces deux conditions, en étant associées impliquent que l’opérateur A(x, t, y) a un déter-
minant non nul, donc il est inversible.

Les propositions (3.2.2) et (3.2.3) se réécrivent sous cette condition de fluvialité :

Proposition 3.4.6. L’opérateur A(x) = Ae(x)∂x + Be(x) du système (3.11)-(3.13)

est un opérateur fermé à domaine dense si

1. Ae(x) et Be(x) sont des opérateurs linéaires, bornés,

2. l’une des 3 conditions suivantes est réalisée : ξ(0) = 0, ξ(L) = 0 ou ξ(0) = kξ(L),

k 6= 0,

3. Be(x) est à domaine dense,

Proposition 3.4.7. Le système en boucle ouverte est bien posé, i.e. générateur

d’un C0-semigroupe si Ae(x) et Be(x) sont bornés pour tout x ∈ (0,L).

Remarque 3.4.1.
Dans le cas du canal, la condition de fluvialité implique également que tous les coefficients
sont bornés. En effet, la majoration naturelle par les conditions physique (hauteur maxi-
mum) ajoutée à la minoration engendrée par cette condition de fluvialité, bornent l’état
d’équilibre et de ce fait, les coefficients des opérateurs A1(x) et A2(x).

3.5 Conclusion

Les propriétés d’existence et de stabilité sont établies pour la classe d’EDP hyperbo-
liques considérées (système (3.11)-(3.13)).

Deux points se dégagent de cette étude :
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3.5. Conclusion

1. Contrairement au cas des EDP paraboliques, la dissipativité est ici une conséquence
de l’exponentielle stabilité (elle ne l’implique pas comme pour les équations parabo-
liques). C’est sur ce point que porte la principale différence, mais aussi la principale
difficulté dans le cas des EDP hyperboliques dont le paramètre d’espace est variable.

2. La théorie de la perturbation est utilisée pour généraliser les propriétés de l’opérateur
dérivé T = ∂x : deux types de perturbations sont considérées, additives (perturbation
par l’opérateur Be(x)) et multiplicatives (perturbation par l’opérateur Ae(x)).

Ce deuxième point permet de démontrer que dans le cas explicite du canal, sous la
condition de fluvialité, l’exponentielle stabilité de l’opérateur en boucle ouverte est intrin-
sèque au système des canaux d’irrigation.

L’étude du système en boucle ouverte ainsi effectuée, celle du système en boucle fermée
au travers de la structure de commande IMBC est abordée, avec pour objectif la régulation.
Cet objectif est atteint en utilisant une loi de commande simple dans la structure de
contrôle IMBC.
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Chapitre 4
Étude de la Boucle Fermée

"Everything should be made as simple as possible, but not simpler."

Albert Einstein, physicien allemand, 1879-1955.
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CHAPITRE 4. ÉTUDE DE LA BOUCLE FERMÉE

4.1 Introduction

Les différents éléments de la structure IMBC (Chapitre 2) ont été détaillés, sauf la
synthèse de la commande qui prend toute son importance dans l’étude du système en
boucle fermée (Figure 4.1).

C’est l’objet de ce chapitre.

Dans une première partie, on cherche à caractériser le système en boucle fermée à
partir du système en boucle ouverte.

Comme la structure IMBC permet d’utiliser un correcteur simple, une commande de
type intégral est d’abord choisie. Deux raisons justifient ce choix :

1. l’apparition de la dérivée de la commande dans le système d’état (remarque 3.2.2),

2. la structure de commande IMBC se comporte intrinsèquement comme un intégra-
teur.

Un correcteur proportionnel est également implémenté, avec pour objectif l’amélioration
de la rapidité de réponse du système.

L’étude du système d’état en boucle fermée peut alors être réalisée par la théorie de
la perturbation des opérateurs et des semigroupes, en considérant que :

– l’opérateur du système en boucle fermée est une perturbation de l’opérateur du
système en boucle ouverte,

– le semigroupe du système en boucle fermée est une perturbation du semigroupe en
boucle ouverte.

Dans un second temps, la théorie de la perturbation conditionne les paramètres de
synthèse, afin de préserver la stabilité du système en boucle ouverte, que ce soit pour une
commande intégrale ou proportionnelle intégrale.

L’application sur le cas du canal est réalisée en parallèle, par calculs explicites.

Dans un troisième temps, le comportement asymptotique du système au regard d’une
consigne variable est étudié (régulation).

4.2 Le système en boucle fermée

Rappelons que pour la structure CMI choisie (Figure 4.1), le correcteur peut être pris
le plus simple possible en agissant sur l’écart entre la trajectoire de référence et la sortie
observée. Dans un premier temps, le correcteur intégral est choisie à cause de la présence
de la dérivée de la commande frontière (remarque (3.2.2) du chapitre 3) et, dans un second
temps, un correcteur proportionnel intégral est choisi pour en améliorer la rapidité.
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4.2. Le système en boucle fermée

Figure 4.1 : La structure IMBC

4.2.1 Contrôle de type intégral

Pour une régulation, la loi de commande peut être choisie sous la forme d’un feedback
de type intégral, avec

.
ζ (t) = ε(t) :

u(t) = αiκiζ(t)

= αiκi

∫

ε(s)ds, (4.1)

où αi est une constante et κi une matrice de R
p → R

n, tous deux à définir pour garantir
la stabilité de la boucle fermée.

Remarque 4.2.1.
Pour appliquer la relation (2.6) au système de contrôle en boucle fermée, il est nécessaire
de considérer la relation entrées-sorties dans les deux cas mono et multibiefs :

C : X → R
p

D : Ck([0,∞], Rn) → X,

où p est le nombre de hauteurs contrôlées (= nombre de biefs), et n est le nombre de
vannes contrôlées.

L’objet de la remarque est l’existence de l’opérateur CD : la solution du système peut
être re-formulée comme suit [82]

ξ(t) = TA(t)ξ(0) −

∫ t

0
TA(t − s)D

.
u (s)ds,

donc

ξ(t) − Du(t) = TA(t)(ξ(0) − Du(0)) −

∫ t

0
TA(t − s)D

.
u (s)ds
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et pour des entrées constantes, u(t) = ũ, on obtient alors
.
u (t) ≡ 0, et u(0) = 0.

Avec y(t) = Cx(t), on a :

y(t → ∞) = yref → CDũ 6= 0. (4.2)

Ce raisonnement permet d’affirmer l’existence de l’opérateur CD tel que :

CD : Ck([0,∞], Rn) → R
p. �

Donc on obtient ζ(t) =
∫

r(s) − y(s)ds d’où
.
ζ (t) = r(t) − y(t).

La relation (3.8) donne alors
.
ζ (t) = r(t) − Cϕ(t) − CDu(t).

En remplaçant et en développant ceci dans les équations d’état, le système en boucle fer-
mée est obtenu.
Si la majeure partie du travail sur la boucle fermée s’est effectuée avec une commande
intégrale, ainsi que les simulations, nous développons les équations du système en boucle
fermée à partir d’une commande proportionnelle intégrale (pour éviter de répéter deux fois
des équations similaires, à un αp = 0 près pour obtenir les équations dans le cas intégral).

4.2.2 Contrôle de type proportionnel intégral

Comme nous l’avons fait remarqué (remarque 3.2.2), la commande intégrale dans ce
cas d’étude joue un rôle de commande proportionnelle. Cela s’est confirmé lors des expéri-
mentations, où une erreur statique non nulle apparaissait. Une commande proportionnelle
a alors été ajoutée pour accélérer la convergence du système.

La loi de contrôle s’écrit alors comme suit :

u(t) = αiκiζ(t) + αpκp

.
ζ (t),

où αi, αp sont des constantes et κi, κp des matrices de R
p → R

n, toutes à définir pour
garantir la stabilité de la boucle fermée.

En développant, on obtient :

u(t) = αiκiζ(t) + αpκp

.
ζ (t)

= αiκiζ(t) − αpκpCϕ(t) − αpκpCDu(t) + αpκpr(t)

(I + αpκpCD)u(t) = αiκiζ(t) − αpκpCϕ(t) + αpκpr(t).

Pour pouvoir continuer, une première condition est à poser, tout du moins dans le cas de
la commande PI :

Condition 1 : (I + αpκpCD) : R
n → R

n est inversible, et W = (I + αpκpCD)‡ est sa
pseudo inverse à gauche , i.e. tel que W (I + αpκpCD) = I (‡ représente la pseudo inverse
à gauche).
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4.2. Le système en boucle fermée

Sous cette condition, on obtient alors

u(t) = αiWκiζ(t) − αpWκpCϕ(t) + αpWκpr(t) (4.3)

et
.
u (t) = αiWκi

.
ζ (t) − αpWκpC

.
ϕ (t) + αpWκp

.
r (t)

.
u (t) = −αpκpCAϕ(t) + αiκi(I − αpCDWκp)(r(t) − Cϕ(t))

−α2
i κiCDWκiζ(t) + αpκp

.
r (t)

De la même façon, l’application
.
ζ (t) s’exprime :

.
ζ (t) = r(t) − Cϕ(t) − CDu(t)

= (I − αpCDWκp)(r(t) − Cϕ(t)) − αiCDWκiζ(t) (4.4)

Par conséquent, le système (3.9) peut se réécrire :

.
ϕ = Aϕ − D

.
u

= (I + αpDκpC)Aϕ(t) − αiDκi(I − αpCDWκp)(r(t) − Cϕ(t))

−αpDκp
.
r (t) + α2

i DκiCDWκiζ(t)

et, en posant xa(t) = (ϕ(t) ζ(t))t, le système d’état étendu de la structure IMBC devient :

{ .
xa (t) = A(α)xa(t) + B(α)r(t) + C(α)

.
r (t)

xa(0) = xa0,
(4.5)

où

A(α) =

(

(I + DαpκpC)A 0
−(I − CDWαpκp)C 0

)

+ α2
i

(

0 DκiCDWκi

0 0

)

+αi

(

Dκi(I − CDWαpκp)C 0
0 −CDWκi

)

, (4.6)

B(α) =

(

−Dαiκi(I − CDWαpκp)
(I − CDWαpκp)

)

, C(α) =

(

−Dαpκp

0

)

.

A(α) peut être vu comme une perturbation de A, où :

A(α) = Ae + αiA
(1)
e + α2

i A
(2)
e ,

et A
(1)
e et A

(2)
e sont des opérateurs bornés. En effet, C, D et CD sont des opérateurs

bornés. Il en va de même pour les opérateurs B(α) et C(α).

La présence de
.
r dans (4.5) est artificiel, en toute rigueur il faudrait exprimer r et

.
r

en fonction de l’entrée v(t) et de l’erreur e(t) avec les relations (2.4) et (2.5). En étendant
l’état xa, le système peut se réécrire sous la forme suivante, avec Xa le nouvel état donné
par Xa(t) =

(

xr(t) xf (t) xa(t)
)t

:
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.
Xa (t) =





.
xr (t)
.

xf (t)
.

xa (t)





=





Ar 0 0
0 Af 0

B(α)Cr + C(α)CrAr 0 A(α)



+





Br 0
0 Bf

C(α)CrBr 0





(

v(t)
e(t)

)

Xa(0) =





xr(0)
xf (0)
xa(0)



 =





0
xf0

xa0



 = Xa0,

(4.7)

⇔







.
Xa (t) = Ã(α)Xa(t) + B̃

(

v(t)
e(t)

)

Xa(0) = Xa0,
(4.8)

Cela n’apportant rien par rapport à l’étude de la stabilité, nous laisserons l’écriture
(4.5) en place, en notant par ailleurs que dans le cas d’une commande intégrale cette ma-
trice C(α) disparaît.

D’après les travaux de Pohjolainen ([66, 67]), si la condition de contrôlabilité du sys-
tème est respectée, la stabilité est obtenue par un choix convenable des paramètres de
commande αi, αp, κi et κp.
L’opérateur en boucle fermée est donc maintenant écrit (ci-dessus) en fonction de l’opéra-
teur en boucle ouverte (éq. 4.5), au travers de la structure IMBC.
Reste à savoir de quel façon se transforme le spectre de l’opérateur en boucle ouverte lors
du passage en boucle fermée, ainsi que le semigroupe.

4.3 Stabilité de la boucle fermée

Nous cherchons à définir dans un premier temps les paramètres de perturbation αi et
κi dans le cas d’une commande intégrale, en faisant un parallèle avec la théorie développée
par Pohjolainen [66, 67, 68, 69] entre autres dans le cas d’équations paraboliques.

Dans un second temps, l’adaptation du cas intégral au cas proportionnel intégral est
traité toujours dans l’esprit de la démonstration de Pohjolainen.

On constate alors que seules les propriétés même du système interviennent et non pas
le fait qu’il s’agisse d’équations hyperboliques ou paraboliques.

4.3.1 Contrôle de type intégral

Supposons que κp = 0 et αp = 0, seule la partie intégrale est alors considérée, i.e. :

u(t) = αiκi

∫

t
(r(s) − y(s))ds, et W = I.

Le coefficient A(α) du système (4.5) est le suivant, en utilisant (4.6) :

A(α) =

(

A 0
−C 0

)

+ αi

(

DκiC 0
0 −CDκi

)

+ α2
i

(

0 DκiCDκi

0 0

)

. (4.9)
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Donc, il existe une série de la forme :

A(α) = Ae + αiA
(1)
e + α2

i A
(2)
e .

Des conditions sont alors nécessaires pour assurer la convergence de cette série, donc la
stabilité du système en boucle fermée.
Le problème est centré sur le spectre de Ae, qui est composé du spectre de l’opérateur A
en boucle ouverte et de 0, Figure 4.2 :

σ(A(α)) ∼= σ(Ae) + perturbation, et σ(Ae) = σ(A) ∪ {0}.

Figure 4.2 : Spectre de l’opérateur Ae

Les autres opérateurs A
(n)
e , n = 1, 2 sont alors considérés comme des perturbations

bornées. Il nous faut donc déterminer quelles sont les limites dans lesquelles on peut per-
turber ce spectre sans le rendre instable.

Deux des principaux résultats des travaux de Pohjolainen, dont nous nous servons dans
ce cadre, sont rappelés :

Théorème 4.3.1 ([67]). Il existe une solution au problème (3.9) si et seulement si rg(CD) = p.

Théorème 4.3.2 ([67]). Soit CD tel que rg(CD) = p et κi = −[CD]†. Un αi,max > 0

existe tel que σ(A) ∈ C
−, pour tout αi ∈ (0, αi,max). Si rg(CD) < p, le système ne peut

être rendu stable par aucun αi, κi († représente la pseudo inverse à droite).

Pour appliquer ces théorèmes tels quels, deux conditions doivent être vérifiées :

• la première porte sur la commande u(t) que l’on suppose être au moins C2(0,∞),

• la seconde est de vérifier qu’il s’agit d’une famille holomorphe de type (A). Le critère
d’une famille de type (A) est donné par le théorème suivant (définition C.2.5) :
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Théorème 4.3.3 ([44], Theorem 2.6 p378). Soit T un opérateur fermé de X dans Y avec

D(T ) = D. Soit T (n), n = 1, 2, ..., des opérateurs de X dans Y dont le domaine contient

D, et soient les constantes a, b, c ≥ 0 telles que

‖T (n)u‖ ≤ cn−1(a‖u‖ + b‖Tu‖), u ∈ D,n = 1, 2, .... (4.10)

Alors la série définie un opérateur T (k) = T + kT (1) + k2T (2) + ... de domaine D défini

pour | k |≤ 1/c. Si | k |≤ (b + c)−1, T (k) est fermé et sa fermeture T̃ (k) pour ces k forme

une famille holomorphe de type (A).

Pour le système décrit par l’opérateur A(α), les opérateurs sont bornés, donc ce théo-

rème s’applique avec b = 0, c = 1, a = sup(‖A
(1)
e ‖, ‖A

(2)
e ‖. De plus, cela implique que

k ≤ 1, c’est à dire αi ≤ 1.

La valeur limite suffisante de αi,max est le résultat de l’application de la théorie des
perturbations à l’opérateur résolvant perturbé :

Proposition 4.3.4 ([67], [40]). Une condition suffisante de la stabilité du système en

boucle fermée est donnée par :

0 < αi < min
λ∈Γ

(a‖R(λ,Ae)‖ + 1)−1

avec a = max(‖A
(1)
e ‖, ‖A

(2)
e ‖), Γ ∈ ρ(Ae), (Fig. 4.3)

Re(σ(CDκi)) < 0. (4.11)

Figure 4.3 : Perturbation du spectre

Ce résultat s’applique ici, puisque la démonstration de cette proposition n’a besoin
que de la propriété de croissance spectrale et de l’exponentielle stabilité [67].

La preuve du rang de CD (rg(−CD) = p) est réalisée par récurrence dans l’annexe
B, avec p = n dans le cas d’un canal aboutissant sur un déversoir (Figure 1.2), p = n − 1
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dans le cas d’un canal uniquement constitué de vannes (Figure 1.3), donc p ≤ n.

D’où en posant κi = −θ(CD)†, 0 < θ < 1, et 0 < αi < minλ∈Γ(a‖R(λ,Ae)‖ + 1)−1,
la condition (4.11) est réalisée, et les théorèmes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 et la proposition 4.3.4
ci-dessus sont vérifiés.

Le domaine d’existence des paramètres de réglage étant fixé dans le cas d’une com-
mande intégrale, il est intéressant alors de comprendre comment est perturbé ce domaine
sous l’influence d’une commande proportionnelle. L’action proportionnelle permettant ha-
bituellement de gagner en rapidité de réponse par rapport à l’action intégrale.

4.3.2 Contrôle de type proportionnel intégral

Comme dans le premier cas, nous nous sommes fortement inspiré de la théorie dévelop-
pée par Pohjolainen [66], et Josserand [40], la démonstration de ce qui suit y est produite
(travaux menés d’après Kato [44]). La condition d’un semigroupe holomorphe peut être
remplacée par celle d’un C0-semigroupe exponentiellement stable, la condition essentielle
est celle de la stabilité et de la propriété de croissance spectrale.

Une partie proportionnelle est ajoutée à la commande intégrale, i.e :

u(t) = αiκi

∫

t
(r(s) − y(s))ds + αpκp(r(t) − y(t)).

L’opérateur en boucle fermée (4.5) se réécrit alors :

A(α) =

(

(I + DαpκpC)A 0
−(I − CDWαpκp)C 0

)

+ α2
i

(

0 DκiCDWκi

0 0

)

+αi

(

Dκi(I − CDWαpκp)C 0
0 −CDWκi

)

, (4.12)

Selon la théorie de la perturbation, trois conditions sont nécessaires pour assurer la
stabilité du système avec ce type de contrôle :

– Condition 1 : (I + αpκpCD) est inversible.
Le problème est ainsi bien posé. (Si ‖αpκp‖ < ‖CD‖−1 alors cette condition est
vérifiée.)

– Condition 2 : D’après le théorème 3.6 (théorème C.2.9) de Pohjolainen [67] repris
dans [40], un bon choix de κp est donné : κp = [CD]†

et l’opérateur (I +αpDκpC)A reste stable pour des valeurs assez petites de αp, i.e. :

|αp| < (sup
λ∈Γ

a‖R(λ;A)‖ + b‖AR(λ;A)‖)−1

où a et b sont des nombres positifs, qui vérifient ‖DκpCx‖ ≤ a‖x‖ + b‖Ax‖ pour
tout x ∈ D(A).
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– Condition 3 : la stabilité de la série
∑

n αn
i An

e est assurée par les conditions sui-
vantes [40] [81] (théorème C.2.10),







0 ≤ αi < minλ∈Γ(a‖R(λ;Ae)‖ + 1)−1 < 1
rg(CDW ) = p
Re(σ(CDWκi)) < 0

(4.13)

L’opérateur I + αpκpCD est supposé inversible, d’inverse W (condition 1). Pour cela
l’opérateur CD doit être inversible également. Or ce n’est pas toujours le cas, puisque cet
opérateur de rang complet peut n’avoir qu’un inverse à droite selon le type d’ouvrage à
l’aval des p biefs en cascade (Annexe B) :

∗ si le dernier ouvrage est un déversoir, l’opérateur CD est une "matrice" carrée p× p
de rang p, W est l’inverse à droite et à gauche, la condition 1 est vérifiée,

∗ si le dernier ouvrage est une vanne, l’opérateur CD possède une pseudo inverse à
droite, c’est une "matrice" (p + 1) × p de rang p, W est alors la pseudo inverse à
gauche de l’opérateur I + αpκpCD.

Pour la commande intégrale définie précédemment, W est l’identité.

Cette différenciation selon le type d’ouvrage à l’aval du canal conduit à étudier les
deux cas ci-dessus séparemment :

∗ le premier est le cas d’un canal dont le dernier ouvrage est un déversoir (1),

∗ le second cas est celui d’un canal dont les ouvrages ne sont que des vannes (2).
On pose comme précédemment κi = −θ[CD]†, 1 > θ > 0 et αi vérifie la première
inégalité de la condition 3.

a. Un canal avec un déversoir final

On considère un canal constitué de n biefs, et p = n vannes. La matrice CD est alors
une matrice n × n inversible de rang n (Annexe B). De plus, κp est posé de tel sorte à
vérifier la condition 2, i.e. κp = [CD]−1. Le coefficient αp est alors choisi de sorte à vérifier
les conditions 1, 2 et 3.

Le premier point est de montrer que W est inversible et d’éventuellement de définir
explicitement cet inverse : l’idée est de montrer qu’il existe un k > 0 tel que W puisse
s’écrire, W = k(I − αpκpCD). Alors, k et W doivent vérifier l’équation suivante :

W (I + αpκpCD) = I

k(I − α2
pI) = I ⇔ k(1 − α2

p) = 1

⇔ α2
p =

(k − 1)

k
⇔ αp =

√

(k − 1)

k
≥ 0 (4.14)

La condition 1 est alors vérifiée, (I + αpκpCD) est inversible et son inverse est donné
explicitement :
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W = k(I − αpκpCD), avec αp =
√

(k−1)
k ≥ 0, k ≥ 1 ou k ≤ 0.

Remarque 4.3.1.
On notera que αp n’est pas restreint par cette condition, car si k ≥ 1 alors 0 ≤ αp < 1, et
si k < 0 alors 1 ≤ αp < ∞.

Sous ces conditions, la condition 3 est vérifiée, puisqu’on a supposé que αi vérifie le
premier point. Les deux autres sont également vérifiées, en effet :

rg(CDW ) = rg(CDk(I − αpκpCD))

= rg(k(1 − αp)CD) = rg(CD) = p

Re(σ(CDWκi)) = Re(σ(k(1 − αp)CDκi)) = Re(σ(CDκi)) < 0 (4.15)

puisque si

k > 1 ⇔ 0 ≤ αp < 1 alors k(1 − αp) > 0 et si k < 0 ⇔ αp > 1 alors k(1 − αp) > 0.

De plus, la dernière inégalité est vérifiée d’après la proposition (4.3.4).

Finalement, la condition 2 donne la condition sur αp :

|αp| < (sup
λ∈Γ

a‖R(λ;A)‖ + b‖AR(λ;A)‖)−1

où les nombres positifs a et b doivent vérifier ‖DκpCx‖ ≤ a‖x‖ + b‖Ax‖ pour tout x ∈
D(A). Déterminons ces coefficients a et b. Notons que

DκpC : X → X,

et qu’il s’agit là d’opérateurs bornés, donc b = 0, et

|αp| < (sup
λ∈Γ

a‖R(λ;A)‖)−1 (4.16)

⇔ k <
1

1 − (supλ∈Γ a‖R(λ;A)‖)−2
avec a = ‖DκpC‖. (4.17)

b. Un canal : tous les ouvrages sont des vannes

Soit un canal constitué de n = p + 1 biefs, et p vannes. La matrice CD est alors une
matrice (p + 1) × p, avec une pseudo inverse à droite, de rang p. De plus, κp est choisie
de sorte à vérifier la condition 2, i.e. κp = [CD]†, la pseudo inverse à droite de CD. Le
raisonnement est le même, les conclusions le sont donc également, i.e. αp et k sont choisies
tel qu’ils vérifient (4.16)-(4.17). En effet, si on vérifie que W est bien le pseudo inverse à
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gauche de (1 + αpκpCD), on obtient :

k(1 − αpκpCD)(1 + αpκpCD) = I

⇔ 1 − α2
pκpCD = k−1I

⇔
k − 1

k
I = α2

pκpCD

⇔
k − 1

k
CD = α2

pCDκpCD = α2
pCD

⇔
k − 1

k
= α2

p ⇔ αp =

√

(k − 1)

k
(4.18)

4.3.3 Résolvantes

Dans ce qui précède, la résolvante de l’opérateur en boucle ouverte tient un rôle im-
portant, puisqu’elle permet d’estimer les paramètres de perturbation afin de préserver la
stabilité en boucle fermée. Nous proposons ici de calculer cette résolvante explicitement,
ce qui permettra par la suite de donner une estimation numérique des coefficients de per-
turbation αi, αp.

a. Calcul des résolvantes

Dans un premier temps, relions la résolvante de l’opérateur Ae à celui de la boucle
ouverte A. Un simple calcul d’inverse nous donne :

R(λ,Ae) = R

(

λ,

(

A 0
−C 0

))

=

(

R(λ,A) 0

−C
λ R(λ,A) 1

λ

)

. (4.19)

Dans un second temps, l’idée est de généraliser le résultat donné par Kato [44] sur
l’opérateur dérivée. Dans le cas où la condition frontière est décrite par k v(a) = v(b),
k 6= 1, la résolvante de l’opérateur ∂x est donnée par l’opérateur intégral sur le domaine
[a, b], avec L = b − a et v ∈ ρ(∂x) :

R(λ, ∂y)v(y) = (∂y − λI)−1v(y) (4.20)

=
eλy

k − eλL

[

k

∫ y

a
e−λxv(x)dx + eλL

∫ b

y
e−λxv(x)dx

]

.

La résolvante de l’opérateur en boucle ouverte A(x) = A1(x)∂x+A2(x) peut se réecrire :

R(λ,A(x)) = (A1(x)∂x + A2(x) − λI)−1

= A−1
1 (x)[∂x + A−1

1 (x)(A2(x) − λI)]−1

= A−1
1 (x)[∂x − µ(x)]−1, (4.21)
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avec µ(x) = A−1
1 (x)(λI − A2(x)).

On se ramène donc au calcul de la résolvante de l’opérateur ∂x − µ(x) où µ est une
fonction non constante. Pour simplifier la partie calculatoire, on se place dans le cas où la
condition frontière est v(a) = 0, avec [a, b] le domaine de définition et L sa longueur.

Proposition 4.3.5. La résolvante de l’opérateur ∂x, dans le cas où la condition frontière

est v(a) = 0, avec [a, b] le domaine de définition et L sa longueur, est donné par :

R(µ(x), ∂x)v(x) = (∂x − µ(x)I)−1v(x)

= eµ(a)xe
R x

a µ(s)ds

∫ x

a
e−µ(a)ye−

R y
a µ(s)dsv(y)dy. (4.22)

Démonstration :
Déterminer la résolvante de ∂x équivaut à trouver la solution de l’équation différentielle
suivante, avec R = R(µ(x), ∂x) :

∂x(Rv) − µRv = v (4.23)

Dans un premier temps, on résout l’équation homogène, puis dans un second temps la
méthode de variation de la constante est appliquée (la notation prime "′" est utilisée pour
définir la dérivée par rapport à la variable x.

Equation homogène de l’équation (4.23) :

∂x(Rv(x)) = µ(x)Rv(x)
(Rv)′

Rv = µ

Rv(x) = Be
R x
a

µ(s)ds

Variation de la constante sur l’équation (4.23) :

Rv(x) = B(x)e
R x
a µ(s)ds

(Rv)′(x) = B′(x)e
R x

a µ(s)ds + (µ(x) − µ(0))Rv(x)

(Rv)′(x) − µ(x)Rv(x) = (B′(x) − µ(0)B(x))e
R x

a µ(s)ds = v(x)

Pour résoudre l’équation (4.23), l’équation (4.24) doit être résolue :

B′(x) − µ(0)B(x) = v(x)e−
R x

a
µ(s)ds (4.24)

Equation homogène de l’équation (4.24) :

B′(x) − µ(0)B(x) = 0

B(x) = Ceµ(0)x

Variation de la constante sur l’équation (4.24) :

B(x) = C(x)eµ(0)x

B′(x) − µ(0)B(x) = C ′(x)eµ(0)x = v(x)e−
R x
a µ(s)ds

donc C ′(x) = v(x)e−µ(0)xe−
R x
a µ(s)ds
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Finalement, en remontant le raisonnement précédent avec :

C ′(x) = v(x)e−µ(0)xe−
R x
a µ(s)ds

C(x) = θ +

∫ x

a
e−µ(0)ye−

R y
a µ(s)dsv(y)dy

on pose θ = 0, et :

C(x) =

∫ x

a
e−µ(0)ye−

R y
a µ(s)dsv(y)dy (4.25)

on obtient alors :

B(x) = eµ(0)x

∫ x

a
e−µ(0)ye−

R y
a

µ(s)dsv(y)dy

et la résolvante obtenue est :

Rv(x) = eµ(0)xe
R x
a

µ(s)ds

∫ x

a
e−µ(0)ye−

R y
a

µ(s)dsv(y)dy. (4.26)

C.Q.F.D. 2

En faisant un parallèle avec le cas où les valeurs propres sont constantes et le résultat
précédent, et en se rappelant que µ(x) = A−1

1 (x)(λ(x)I − A2(x)), la résolvante de l’opé-
rateur en boucle ouverte A(x) = A1(x)∂x + A2(x), avec kv(a) = v(b), k 6= 1, comme
condition frontière sur le domaine [a, b] , s’écrit :

R(λ(x), A(x))v(x) =
eµ(a)xe

R x
a

µ(s)ds

k − eµ(0)Le
R b

a µ(s)ds

[

k

∫ x

a
e−µ(a)ye−

R y
a

µ(s)dsv(y)dy

+ eµ(a)Le
R b

a µ(s)ds

∫ b

x
e−µ(a)ye−

R y
a µ(s)dsv(y)dy

]

. (4.27)

Vérifions cela en l’appliquant à A(x)v(x) − λ(x)v(x), v ∈ ρ(A) :

∂x( R (λ(x), A(x))v(x)) = µ(0)R(λ(x), A(x))v(x))

+ [µ(x) − µ(0)]R(λ(x), A(x))v(x))

+
eµ(a)xe

R x
a

µ(s)ds

k − eµ(0)Le
R b

a µ(s)ds

[

(k − eµ(a)Le
R b

a µ(s)ds)e−µ(a)xe−
R x
a µ(s)dsv(x)

− ke−µ(a)av(a) + eµ(a)Le
R b

a
µ(s)dse−µ(a)be−

R b
a

µ(s)dsv(b)
]

= µ(x)R(λ(x), A(x))v(x) + v(x) + e−µ(a)a(v(b) − kv(a))

= A−1
1 (x)(λ(x)I − A2(x))R(λ(x), A(x))v(x) + v(x)

⇔ (A1(x)∂x + A2(x) − λ(x)I)R(λ(x), A(x))v(x) = v(x)

⇔ (A(x) − λ(x)I)R(λ(x), A(x))v(x) = v(x). (4.28)

Le résultat est le même, en intégrant par parties, si l’on calcule :

R(λ(x), A(x))(A1(x)∂x + A2(x) − λ(x)I)(v(x)).

La résolvante est bien définie.
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b. Calcul des normes

Les maxima imposés sur les coefficients αi et αp sont fonction de la norme de la
résolvante de l’opérateur en boucle ouverte.

Pour la résolvante de la boucle ouverte, on utilise la propriété de stabilité exponentielle
qui implique que :

‖R(λ,A)‖ = sup‖v‖=1‖R(λ,A)v‖

≤ sup‖v‖=1
‖v‖

|λ|
=

1

|λ|
. (4.29)

Le coefficient αp est alors majoré par (éq. (4.16)) :

|αp| < inf
λ∈Γ

|λ|

a
=

rBO

a
≤ (sup

λ∈Γ
a‖R(λ;A)‖)−1,

(4.30)

où rBO est tel que (Fig. 4.3) :

rBO > |w0| = | sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A(x))} < 0|.

Remarque 4.3.2.
Supposer que le sup est atteint en ‖v‖

|λ| n’est pas abhérent, puisque c’est le cas pour l’opé-
rateur dérivé ∂x. En effet, la résolvante est alors donnée par l’expression (4.31) :

R(λ, ∂x)v(x) =
eλx

k − eλL

[

k

∫ x

a
e−λsv(s)ds + eλL

∫ b

x
e−λsv(s)ds

]

.

Calculer sa norme revient à déterminer son maximum pour ‖v‖ = 1. En dérivant R(λ, ∂y)

par rapport à v, on obtient :

∂v(R(λ, ∂x)v(x)) = λR(λ, ∂x)v(x) + x(x)

= ∂x(R(λ, ∂x)v(x)) = 0

⇒ R(λ, ∂x)v(x) =
−v(x)

λ
. (4.31)

On en déduit que :

‖R(λ, ∂x)‖ = sup
‖v‖=1

‖v(x)‖

|λ|
=

1

|λ|
.

Il est fait de même pour la résolvante en boucle fermée, la propriété de stabilité expo-
nentielle implique que :

‖R(µ,Ae(x))‖ = sup‖v‖=1‖R(µ,Ae(x))v‖

≤ sup‖v‖=1
‖v‖

|µ|
=

1

|µ|
. (4.32)

Le coefficient αi est alors majoré par (éq. (4.13)) :

|αi| < sup
µ∈Γ

a‖R(µ,Ae)‖ + 1)−1

d’où si |αi| ≤ inf
λ∈Γ

|λ|

a
=

rBF

a
,

(4.33)
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alors αi vérifie (4.32), où rBF est tel que (Figure 4.3) :

rBF > |ω0| = | sup{Re(λ) : λ ∈ σ(Ae(x))} < 0|.

On peut donc supposer d’après cette remarque que poser :

αi,max =
rBO

sup(‖A
(1)
e ‖, ‖A

(2)
e ‖)

et αp,max =
rBF

sup ‖DκC‖

sont optimaux d’un point de vue théorique.

4.4 Régulation

Il s’agit d’étudier le comportement asymptotique du système vis-à-vis d’une consigne
variable c’est-à-dire de vérifier les qualités de poursuite de trajectoire de la structure en
dépit d’une certaine classe de perturbations non mesurées ajoutées en sortie du procédé et
d’erreurs de modélisation pouvant exister au sein du modèle. L’hypothèse de non persis-
tance de la fonction e(t) précise cette classe d’écart modèle-procédé. La propriété globale
de régulation de la structure se traduit par la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. On suppose que le système et son modèle vérifient l’hypothèse de non

persistance (pour la fonction e(t) = ys(t) − y(t)). Le système en boucle fermée Ã étant

générateur d’un semigroupe holomorphe exponentiellement stable, le système commandé a

le comportement asymptotique suivant :

lim
t−→∞

[ys(t) − v(t)] = 0.

Démonstration :
Il s’agit d’exprimer le régime permanent du système en boucle fermée, on étudie pour cela
la valeur finale de la solution du système (4.7) terme à terme :

xa(t) = TA(α)(t)xa(0) +

∫ t

0
TA(α)(t − s)B̃v(s)ds. (4.34)

– L’exponentielle stabilité du C0-semigroupe implique :

lim
t→∞

‖TA(α)(t)xa(0)‖ → 0.

– Par le théorème de Hille-Yosida (C.2.5) [63], [90], A(α)−1 existe et est borné, une
intégration est donc possible, on obtient :

∫ t

0
TA(α)(t − s)B̃v(s)ds =

∫ t

0
TA(α)(t − s)B̃[v(s) − v(t)]ds

+

∫ t

0
TA(α)(t − s)B̃v(t)ds

=

∫ t

0
TA(α)(t − s) B̃ [v(s) − v(t)]ds

−A(α)−1TA(α)(0) B̃ v(t) + A(α)−1TA(α)(t)B̃v(t)

=

∫ t

0
TA(α)(t − s) B̃ [v(s) − v(t)]ds

−A(α)−1B̃v(t) + A(α)−1TA(α)(t)B̃v(t). (4.35)
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– Le terme A(α)−1TA(α)(t)B̃v(t) est asymptotiquement nul par la stabilité de TA(α)(t).
– Le terme intégral peut être majoré par une variable devenant nulle quand t → ∞.

En effet :

• B̃ est borné puisque composé d’éléments bornés, donc il existe une constante N
positive telle que :

‖B̃‖ < N.

• La consigne v(t) étant également supposé non persistant, donc pour tout ǫ > 0, il
existe un T > 0 tel que :

‖v(t) − v(s)‖ <
ǫω

2MN
, pour s, t ≥ T,

où M et ω sont donnés par la stabilité exponentielle, i.e. :

‖TA(α)(t)‖ ≤ M exp−ωt .

De ce fait, les inégalités précédentes impliquent :

‖

∫ t

0
TA(α)(t − s) B̃ [v(s) − v(t)]ds‖ ≤ N

∫ t

0
‖TA(α)(t − s)‖‖v(t) − v(s)‖

≤ N

∫ T

0
‖TA(α)(t − s)‖‖v(t) − v(s)‖ds

+N

∫ t

T
‖TA(α)(t − s)‖‖v(t) − v(s)‖ds

≤ MN

∫ T

0
exp−ω(t−s) 2‖v‖maxds

+MN

∫ t

T
exp−ω(t−s) ǫω

2MN
ds

≤ 2‖v‖maxMN
exp−ω(t−T ) − exp−ω(t)

ω

+
ǫ

2
(1 − exp−ω(t−T ))

≤ 2‖v‖max
MN

ω
exp−ω(t)(exp−ω(T ) −1)

+
ǫ

2
(1 − exp−ω(t−T )) −→ 0 quand t → ∞

L’équation (4.35) se réduit au seul terme A(α)−1B̃v(t) lorsque t → ∞. Donc, on en
conclut que la limite quand t → ∞ de l’état du système commandé est :

lim
t→∞

xa(t) = − lim
t→∞

A(α)−1B̃v(t),

ce qui revient à écrire :

lim
t→∞

A(α)xa(t) + B̃v(t) = lim
t→∞

.
xa (t) = 0.

De ce fait, chaque composante de
.
xa (t) tends vers 0, i.e. :

lim
t→∞

.
ζ (t) = lim

t→∞
ε(t) = 0.
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Or, ce dernier par définition s’écrit :

lim
t→∞

ε(t) = lim
t→∞

r(t) − y(t) − yf (t)

= lim
t→∞

r(t) − y(t) − e(t)

= lim
t→∞

r(t) − ys(t)

= lim
t→∞

v(t) − ys(t) = 0, (4.36)

on garantie ainsi, par la structure IMC, la régulation de la sortie du procédé ys(t) à
la consigne variable v(t).

2

4.5 Conclusion

L’originalité de ce chapitre n’est pas basée sur l’application de la théorie de la pertur-
bation en elle même, celle-ci étant réalisée sans difficultés apparentes.

Un point intéressant est la détermination explicite des caractéristiques de certains opé-
rateurs (comme l’opérateur CD ou la pseudo inverse W ) et de la résolvante de l’opérateur
en boucle ouverte du canal, ce qui permet de caractériser la résolvante de l’opérateur en
boucle fermée.

Cela permet d’appliquer les résultats de la théorie de la perturbation en pratique. Ils
permettent de préserver la stabilité de la boucle ouverte en boucle fermée (par exemple
les conditions sur les paramètres de commande) par un correcteur simple, du type I ou
PI.

Par ailleurs, les calculs menés ici peuvent être repris aisément pour des opérateurs
similaires.
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Chapitre 5
Simulations et Expérimentations

"En théorie, il n’y a pas de différence entre la théorie et la pratique,

mais en pratique, il y a une différence."

Yogi Berra, joueur de base-ball américain, 1925-...

Sommaire

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.2 Simulations numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.2.1 Aspect numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.2.2 Résultats des simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.3.1 Description du banc d’essais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.3.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

79



80



CHAPITRE 5. SIMULATIONS ET EXPÉRIMENTATIONS

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’ensemble des résultats obtenus à partir des simulations
d’un ou plusieurs biefs et à partir des expérimentations effectuées sur le micro canal ex-
périmental de Valence.

Dans une première partie, le choix du schéma de modélisation numérique est présenté
ainsi que celui des paramètres.

La partie simulation s’en suit, les simulations ont été effectuées sous Matlab et Simu-
link.

Trois sections se distinguent,
– le contrôle de niveau pour un bief tant avec une vanne et un déversoir que deux

vannes,
– le contrôle multibiefs,
– enfin le contrôle de niveau soumis à des perturbations.

La seconde partie est consacrée aux expérimentations avec en premier lieu une présen-
tation du micro canal. Elle se découpe également en trois points :

– le contrôle de niveau pour un bief avec ou sans perturbations,
– le contrôle par l’approche multi-modèles,
– le contrôle multibiefs.

5.2 Simulations numérique

5.2.1 Aspect numérique

La structure de modèle interne utilisée dans ce mémoire nécessite dans la phase de mise
au point, la résolution numérique en parallèle du modèle interne de commande (linéarisé)
et du modèle complet du système (non linéaire).
Quand on connaît les difficultés numériques intrinsèques à la résolution des équations de
Saint-Venant [34], [38], [61], on comprend la nécessité de l’attention à donner à cette étape.
Par ailleurs, même en temps réel la structure calcule le modèle en parallèle, pour l’évalua-
tion de la commande.

a. Discrétisation des EDP

La méthode de semi-discrétisation est choisie pour l’intérêt que cela donne à utiliser
les routines d’intégration numérique d’équations différentielles ordinaires contenues dans
la plupart des bibliothèques de logiciels. Donc, seules les dérivées spatiales sont approchées
par différence finie.

Cette discrétisation s’est effectuée sur la base d’un θ schéma amont aval, θ = 1/2, c’est
à dire que la valeur à l’instant i est calculée à partir de i− 1/2 et i + 1/2, tous deux avec
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le même poids :

f(i) =
1

2
f(i − 1/2) +

1

2
f(i + 1/2).

Ce choix est la conséquence de la condition de fluvialité (2.20), cette dernière implique
que l’une des valeurs propres est positive, l’autre négative. Donc l’information monte et
descend le long du canal.

Le logiciel Matlab est utilisé pour la résolution du système final.

b. Les valeurs numériques

Les conditions de simulations sont très importantes pour les conclusions sur la validité
des résultats et des conclusions à tirer. A ce niveau il faut définir :

– les paramètres constants du modèle,
– les valeurs plausibles des grandeurs de fonctionnement,
– les valeurs "optimales" des paramètres de commande, car les valeurs théoriques sont

des valeurs garantissant à coup sûr la propriété de stabilité sans aucune autre per-
formance.

Les travaux menés extérieurement ou en parallèle par les autres membres de l’AS Ca-
naux d’irrigation, cités dans ce mémoire, ont largement contribué à "caler" un modèle non
aberrant dans cette phase de simulation (et par la suite pour le canal expérimental).
Ainsi, les travaux de M.L. Chen [3] et S. Chaussinand [2] ont permis d’avoir une très bonne
initialisation de tous les paramètres sans la phase habituelle d’identification (coefficients
de vannes, etc..). Cela comprend également les valeurs de fonctionnement plausibles, i.e.
des états d’équilibre non aberrants.

L’échelle des hauteurs est le décimètre, ce choix se justifie par le fait que d’une part
la profondeur du canal est de l’ordre du décimètre, d’autre part les simulations en mètre
créent des erreurs numériques (les calculs sont alors de l’ordre de 10−15, ils ne sont pas
gérés par Matlab). L’unité de temps est la seconde.

Notons d’ores et déjà que le système des écoulements peu profonds à surface libre est un
système lent, ainsi que la propagation d’informations. Cela se traduit par des simulations,
et surtout des expérimentations qui se comptent en minutes.

La simulation en boucle ouverte a permis de valider le schéma numérique utilisé en
l’appliquant au système non linéaire. Elle a également permis d’obtenir les coefficients de
la matrice CD, pour réaliser les simulations en boucle fermée, par la relation (4.2). Les
essais en boucle ouverte n’apportant rien de spécifique, seuls des résultats en boucle fermée
sont donnés.
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5.2.2 Résultats des simulations

Trois types de simulations ont été réalisés représentant les cas étudiés dans ce travail :
– contrôle du niveau dans un bief,
– contrôle du niveau dans le cas multibiefs,
– contrôle sous l’effet de perturbations.

Dans les trois cas, on suppose que la pente I est non nulle, sa valeur est prise dans la
plage des grandeurs du micro-canal de Valence (de l’ordre de 1.60/00). Il en est de même
pour la pente de frottement J(ze(x)).

Dans le chapitre 4, une majoration des termes αi et αp est donnée pour assurer la
stabilité exponentielle du C0-semigroupe en boucle fermée.
Par exemple, la première équation de (4.13) implique que αi < 1,

0 ≤ αi < min
λ∈Γ

(a‖R(λ;Ae)‖ + 1)−1

cette condition est suffisante pour garantir la stabilité, mais pas nécessaire.
Ces valeurs dépendent du point de fonctionnement.
Dans le cas d’une commande proportionnelle intégrale, la valeur maximale de αi dépend
de la valeur du paramètre αp par les équations (4.13), puisque l’opérateur Ae s’écrit en
fonction de αp.

a. Contrôle de niveau dans le cas monobief

Deux cas se distinguent dans l’étude d’un bief : le cas d’un bief avec déversoir et celui
d’un bief avec deux vannes. Ce dernier cas a été plus facile à traiter, en effet le réglage des
différentes valeurs ayant déjà été effectué dans le cas du déversoir.
Les simulations ont donné des résultats cohérents du fait que les paramètres du canal
(entre autre les coefficients de vannes et de déversoir) ont été définis auparavant [2].

a.1 Le cas du déversoir : variations des paramètres commande

Trois essais sont présentés, ils ont tous les mêmes conditions initiales et ne se différen-
cient que par les valeurs des coefficients de la commande intégrale αi et de la commande
proportionnelle αp :

u(t) = αiκiζ(t) + αpκp

.
ζ (t).

Les conditions initiales sont :

ze(0) = 1.017dm, qe = 1dm3.s−1,

La hauteur de l’obstacle à l’aval, dans le cadre des simulations, ne peut être réglé de
façon quelconque. Pour une hauteur d’eau donnée en amont, il faut régler l’ouverture de
la vanne amont pour que les conditions aux limites aient un sens.
Explicitons ceci sur l’exemple suivant ; d’après les conditions initiales la hauteur d’eau à
l’aval du bief est donnée par l’état d’équilibre, et est égale à ze(L) = 1.146dm. La condition
limite amont établit que l’ouverture de la vanne :

ue =
qe

K1

√

2g(zam − ze(0))
= 0.097dm,
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et la condition aval donne la hauteur de l’obstacle à l’aval :

hs = ze(L) −
q
2/3
e

(2gK2
2 )1/3

= 0.919dm.

Les paramètres de commande prennent respectivement, dans les trois cas, les valeurs
décrites dans le Tableau 5.1, les valeurs théoriques y sont également citées.

Coefficients de la commande Variations de la consigne

αi αp αi,max αp,max

essai 1 0.5 0 2.10−3 2.10−3

essai 2 1 0 2.10−3 2.10−3

essai 3 1 0.5 3.10−3 2.10−3

temps r(t)

0 ≤ t ≤ 130 r(t) = r0 = 1.146dm

130 ≤ t ≤ 650 r(t) = 1.14 ∗ r0 = 1.306dm

650 ≤ t ≤ 1000 r(t) = 0.95 ∗ r0 = 1.09dm

Tableau 5.1 : Déversoir ; commande et consigne

La consigne imposée dans tous les essais est décrite dans le Tableau 5.1, il s’agit du
niveau d’eau souhaité à l’aval du bief. On pose r0 = ze(L) = 1.146dm.

Le but est ici de mesurer la sensibilité du système à ces paramètres de commande,
Tableau 5.1 :

– pour les deux premiers essais, αp = 0, il s’agit d’une commande de type intégral,
avec des réglages différents,

– et d’une commande proportionnelle intégrale pour le troisième essai.
Les résultats de ces simulations correspondent à la Figure (5.1).

L’erreur entre le modèle et le système n’est pas nulle, et varie selon que l’on s’éloigne
(moins de 5% en moyenne pour des variations inférieures à ±20% en hauteur) ou que l’on
se rapproche de l’état d’équilibre. Pour les exemples donnés ci-dessus, l’erreur maximum
est inférieure à 4%.

Remarque 5.2.1.
Toutes les hauteurs ne sont pas accessibles à cause de l’obstacle à l’aval, puisqu’il a été
supposé que le déversoir est noyé (Chapitre 2). Un niveau minimum à l’aval du bief, en
plus de la hauteur critique (condition de fluvialité), doit donc être garanti pour respecter
cette hypothèse (n’oublions pas que du point de vue des simulations, la hauteur de l’obs-
tacle hs peut être nulle, et qu’il en va de même sur le micro canal).

Les résultats sont concluants, mais on constate déjà que le choix des paramètres de
commande influe sur la convergence et la rapidité du système.

Notons qu’une commande prédictive a fait l’objet d’un stage de DEA [22] cette année,
avec des résultats concluants.

Le passage au cas un bief deux vannes a pu se faire alors très rapidement, les princi-
pales difficultés ayant été éliminées après le cas déversoir.
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Essai 1 :
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Essai 2 :
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Essai 3 :
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Figure 5.1 : Déversoir : hauteurs et ouverture de la vanne amont
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a.2 Le cas d’un bief à deux vannes

Deux types d’essais sont réalisés, le premier a pour but de mesurer l’influence des pa-
ramètres de la commande comme pour le cas déversoir, l’objectif du second est de mesurer
l’influence sur le système des variations et des temps de réponse de la consigne.

∗ Trois premiers essais : variation des paramètres de la commande

Comme précédemment, nous allons donner trois résultats de simulations, à peu près
similaires au cas du déversoir, afin de comparer leur dynamique :

– pour les deux premiers essais, αp = 0, il s’agit d’une commande de type intégral,
avec des réglages différents,

– et d’une commande proportionnelle intégrale pour le troisième essai.

Les coefficients de la commande αi, αp sont donnés dans le Tableau 5.2, ainsi que leurs
valeurs maximales théoriques.

Coefficients de commande Variations de la consigne

αi αp αi,max αp,max

essai 1 0.5 0 1.5.10−2 1.5.10−2

essai 2 1 0 1.5.10−2 1.5.10−2

essai 3 1 1 3.10−2 1.5.10−2

temps r(t)

0 ≤ t ≤ 130 r(t) = r0 = 1.022dm

130 ≤ t ≤ 650 r(t) = 1.16 ∗ r0 = 1.185dm

650 ≤ t ≤ 1000 r(t) = 0.9 ∗ r0 = 0.92dm

Tableau 5.2 : Bief avec deux vannes : commande et consigne

Les conditions initiales sont les suivantes ; le débit, la hauteur amont, les ouvertures
des vannes amont et aval à l’équilibre sont donnés :

Qe = 2dm3.s−1, ze(0) = 0.843dm, u0,e = 0.35dm, uL,e = 0.18dm.

Les ouvertures de vannes et les hauteurs d’eau du système et du modèle en sortie sont
représentées Figure 5.2, les variations de la consigne étant décrites dans le Tableau 5.2.

La hauteur d’eau minimale de simulation est la hauteur critique zc.
La dynamique d’un bief avec deux vannes est plus rapide que celle d’un bief avec

déversoir. De ce fait, le système est plus sensible aux paramètres de commande, et donc à
l’instabilité.

Il en est de même pour l’erreur de modélisation, qui reste toutefois inférieure à 5%.
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Essai 1 :
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Essai 2 :
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Essai 3 :
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Figure 5.2 : Bief avec deux vannes ; Hauteurs et ouverture des vannes
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∗ Quatrième simulation : variation de la consigne

La simulation qui suit a pour objectif de montrer que le dépassement dépend du type
de consigne, et est plus ou moins important même pour des grandes amplitudes, Figure
5.3. Sur la Figure 5.4, le modèle de référence est redonné à part.
Les données sont celles de l’essai n◦3, cité précédemment.
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Figure 5.3 : Un bief deux vannes ; variation des pentes de la consigne

• + 20% par rapport à l’état
initial, la pente est moyenne,
• + 40% par rapport à l’état
initial, la pente est verticale,
• − 20% par rapport à l’état
initial, la pente est faible.
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Figure 5.4 : Le modèle de référence

A nouveau, on constate qu’un choix approprié des paramètres de commande αi et αp

est nécessaire, et que ces derniers doivent a priori varier selon le type de consigne deman-
dée, pas seulement dans l’amplitude de cette consigne, mais également vis à vis du temps
de réponse de la référence.

Les résultats sur un bief sont concluants, l’étude du cas multibiefs a donc été mise en
place.
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b. Contrôle de niveau dans le cas multibiefs

Les simulations ont porté successivement sur deux biefs avec trois vannes jusqu’à quatre
biefs cinq vannes, ainsi qu’avec un déversoir. Pour ne pas alourdir, seul un résultat (trois
biefs quatre vannes) est donné. Les consignes sont constantes, et les données initiales sont
les suivantes :

Qe = 2dm3.s−1,

ze,1(0) = 1.544dm, ze,2(0) = 1.424dm, ze,3(0) = 1.064dm,

u0,e = 0.352dm, uL,e = 0.621dm, u2L,e = 0.323dm, u4L,e = 0.198.

Coefficients de commande Variation de la consigne

Bief αi αi,max

= αp,max

n◦1 0.5 7.10−2

n◦2 0.5 0.147

n◦3 0.5 7.8.10−2

Bief Niveau d’équi- Hauteurs
-libre (dm) à atteindre

n◦1 r0,L = 1.3944 rL(t) = 0.9 ∗ r0,L = 1.3944

n◦2 r0,2L = 1.2865 r2L(t) = 0.9 ∗ r0,2L = 1.2865

n◦3 r0,3L = 1.1238 r3L(t) = 1.05 ∗ r0,3L = 1.1238

Tableau 5.3 : Trois biefs avec quatre vannes ; commande et consigne

Les hauteurs d’eau du système et du modèle en sortie et les ouvertures des vannes sont
représentées Figures 5.5 et 5.6 respectivement, les variations de la consigne étant décrites
dans le Tableau 5.3.

Quelques difficultés sont apparues par rapport aux temps de calcul et pour définir les
conditions initiales. Ces dernières doivent être réglées en tenant compte des lois physiques,
comme par exemple : le niveau d’eau à l’aval d’un bief i ne peut être inférieur au niveau
d’eau à l’amont du bief i+1, du moins à l’équilibre, ceci indépendamment de la pente des
biefs.

Les résultats en monobief comme en multibiefs donnent des résultats satisfaisant dans
le cas le plus simple, i.e. non perturbé.

Reste donc à étudier le comportement du système lorsqu’il soumis à des perturbations
raisonnables. Deux types de perturbation sont étudiées.
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Figure 5.5 : Trois biefs avec quatre vannes : hauteurs
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Figure 5.6 : Trois biefs avec quatre vannes : ouverture des vannes
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c. Simulations de perturbations

Rappelons les équations (1.8)-(1.9) de Saint-Venant généralisées décrites au chapitre
1 :

∂tS + ∂xQ = ql, (5.1)

∂tQ + ∂x(
Q2

S
) + gS∂xZ + gbJZ = kqlV. (5.2)

Ces équations représentent le système dans la structure CMI, tandis que le modèle
interne reste le modèle linéarisé dans les deux cas étudiés ici.

En effet, pour les deux résultats de simulation présentés, on considère que les pertur-
bations ne modifient pas la quantité de mouvement, i.e. k = 0 et ql > 0 comme :

– la pluie,
– des apports d’eau en un point du type branchement avec un canal secondaire trans-

verse.

∗ Première simulation : la pluie

La première perturbation simulée est le phénomène de pluie, ce qui correspond vis à
vis des équations à poser k = 0. Le cadre de la simulation est le suivant : un bief avec deux
vannes est considéré et on pose ql = 0.0014dm3.s−1 pour ce qui est de la perturbation.
Cela correspond à la Figure 5.7, avec les données initiales suivantes :

Qe = 1dm3.s−1, ze(0) = 1.32dm,

αi = 1, αp = 0, αi,max = αp,max = 1.2.10−3.

La consigne est la suivante :

– r0 = 1.334dm,
– r(t) = r0 pour 0 ≤ t ≤ 150,
– r(t) = 1.1 ∗ r0 = 1.468dm pour 150 < t ≤ 600.
La prise en compte du phénomène de pluie est flagrante sur la 4ème figure représentant

l’ouverture des vannes.
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Figure 5.7 : Perturbation : phénomène de pluie
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∗ Deuxième simulation : jonction d’un canal secondaire

La deuxième simulation présente un apport d’eau en un point du canal, type bran-
chement d’un bief secondaire (Figure 1.1). Cette perturbation a un impact plus ou moins
important selon que le branchement se situe en amont ou pas du bief, en somme si la
perturbation est absorbée par le canal.
On se place dans le cadre d’un bief avec déversoir. Les conditions initiales sont :

Qe = 1dm3.s−1, ze(0) = 1.017dm,

αi = 1, αp = 0, αi,max = αp,max = 2.10−3.

L’ouverture de vanne à l’équilibre et la hauteur de l’obstacle en sortie sont :

ue = 0.098dm, hs = 0.9191dm,

la consigne est de rester à l’équilibre, i.e. r(t) = r0 = 1.146dm.

Deux perturbations sont produites telles que ql = 0.1dm3.s−1, une en amont du bief,
la seconde au milieu du bief. Sur la Figure 5.8 sont représentées les réponses du système,
et les ouvertures de la vanne.
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Figure 5.8 : Perturbation : jonction d’un canal secondaire

Selon l’endroit de l’apport d’eau, la réaction est totalement différente :
– lorsque la perturbation a lieu en amont du bief, sa propagation est absorbée le long

du bief. La perturbation apparaît bien sur le relevé du capteur aval, mais de façon
atténuée,

– lorsque la perturbation est située au milieu du bief, les répercussions sur l’aval du
bief sont plus importantes, la perturbation n’étant pas absorbée en totalité.

Considérant que les résultats tant sur un bief qu’en multibiefs sont encourageants, les
premières expérimentations sont réalisées sur le micro-canal de Valence.
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5.3 Expérimentations

Le micro canal expérimental de l’ESISAR 1 /INPG 2 à Valence est utilisé comme sys-
tème pilote dans le cadre de l’Action Spécifique Canaux d’Irrigation du CNRS. Il a été en
grande partie construit par l’équipe GSYS 3 du LAG 4, et son fonctionnement a été finalisé
et est maintenant sous la responsabilité du laboratoire LCIS 5 à l’ESISAR.

5.3.1 Description du banc d’essais

a. La maquette

Le canal est constitué de deux biefs d’une longueur de 3, 5m et d’une partie amont et
aval de 0, 5m chacune. Les parois sont en polycarbonate (Figure 5.9 a.). A la partie canal,
vient s’ajouter un réservoir amont qui fait office de source et dont le niveau est constant,
un réservoir aval et un réservoir intermédiaire qui sert de cuve de stockage. La structure
est supportée par une poutre en treillis métallique. La circulation d’eau entre les réservoirs
aval, intermédiaire et amont se fait dans des tuyaux fermés en PVC. La partie canal peut
être inclinée grâce à un vérin.

La hauteur du déversoir à l’aval est variable et dans le cas du canal il s’agit d’un mor-
ceau de plexiglass qui se glisse dans une encoche prévue à cette effet. Il en existe deux,
d’une hauteur de 5.2cm et 7.7cm respectivement.

Un schéma complet de la maquette a été réalisé avec l’ensemble des capteurs action-
neurs (Fig. 5.10).

Les paramètres caractéristiques de ce canal ont été déterminés par S. Chaussinand [2],
ainsi que les protocoles d’expérimentations menés et les résultats obtenus. Les valeurs de
ces paramètres sont reportées dans le tableau 5.4.

paramètres B L K µvan1 µvan2 µvan3 µdev pente Qmax

(m) (m) (m1/3s−1) 0/00 (m3s−1)

valeurs 0.1 7 97 0.6 0.65 0.73 0.66 1.6 0.009

Tableau 5.4 : Paramètres du canal de Valence

b. Instrumentation

Les capteurs de niveaux sont des capteurs à ultrasons (Figure 5.9b.) qui délivrent
après traitement une tension de 0-10V correspondant à une hauteur d’eau de 0 à 20cm.
Les vannes sont actionnées par des moteurs à courant continu asservis qui à la mise sous
tension vont chercher leurs butées et ensuite ouvrent la vanne de manière linéaire de 0 à 20

1École Supérieure d’Ingénieurs en Systèmes industriels Avancés Rhône-Alpes
2Institut National Polytechnique de Grenoble
3Automatique Grands Systèmes
4Laboratoire d’Automatique de Grenoble
5Laboratoire de Conception et d’Intégration des Systèmes
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Figure 5.9 : a. Canal de Valence b. Coupe d’un capteur

Figure 5.10 : Schéma de la maquette de micro-canal de Valence
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cm en fonction de leur tension d’entrée 0-10V. La vanne et la pompe proportionnelles sont
destinées à assurer un niveau constant respectivement à l’aval et à l’amont du canal. Elles
font l’objet d’une régulation externe assurée par un automate Crouzet de type Millénium
II. Un PC de supervision récupère toutes les données issues des capteurs et gère tous les
actionneurs via une interface dSPACE (Fig. 5.11).

Figure 5.11 : Interface dSPACE

L’interface de communication avec la carte dSPACE s’éffectue par Simulink (Figure
5.12). Elle est la même pour tout les utilisateurs de la maquette.

Figure 5.12 : Interface Simulink

Le pas de temps est fixé par les propriétés de la carte dSPACE (ses entrées sorties).
Deux paramètres sont fixés :

n = 8, T = 0.02 ⇒ dt = T/n = 0.0025s,

où n est le nombre d’entrées de la carte dSPACE, et T la période d’échantillonnage.
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5.3.2 Résultats expérimentaux

Quatre types d’expérimentations ont été réalisées, représentant les trois cas d’études
dans ce travail : le contrôle du niveau dans un ou plusieurs biefs, puis sous l’effet de
perturbations dans les deux cas.

La quatrième expérimentation est une solution proposée afin de résoudre le problème de
restriction autour d’un état d’équilibre : contrôle du niveau par l’approche multi-modèles.

Des perturbations sont réalisées lors des expérimentations dans le cas mono et multi-
biefs.

Cette section se décompose en trois points :
– contrôle du niveau dans un bief, avec et sans perturbations,
– contrôle du niveau par l’approche multi-modèles,
– contrôle du niveau dans le cas multibiefs, avec et sans perturbations.

a. Contrôle du niveau dans un bief

a.1 Le cas du déversoir

Quatre expériences sont décrites ci-dessous :

1. un exemple témoin,

2. sa sensibilité aux paramètres de la commande,

3. sa robustesse par rapport aux variations de niveau de la consigne à atteindre (vis à
vis de l’équilibre),

4. sa sensibilité aux perturbations.

Dans ces quatre cas, nous nous sommes limités à effectuer de la régulation.
Les échelles des premières expérimentations sont en seconde pour le temps, et en mètre
pour les hauteurs. Notons que l’interface est, elle, programmée en millimètres. Ces côtes
sont gardées, les deux échelles apparaissent donc sur les figures suivantes.

De même, seule la commande intégrale a été implémentée à ce stade, donc αp = 0 dans
ce qui suit. La valeur maximale théorique de αi est de l’ordre de 5.10−3.
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∗ Première simulation

Pour la première simulation, le débit, la hauteur amont, l’ouverture de la vanne amont
à l’équilibre sont donnés, ainsi que la vitesse de simulation :

qe = 0.001m3.s−1, ze(0) = 0.082m, ue = 0.014m, αi = 0.05.

La consigne est d’atteindre +20% par rapport à l’état d’équilibre r0 = 0.095m, soit un
niveau de rdL = 1.2 ∗ r0 = 0.114m à l’aval (Figure 5.13).
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Figure 5.13 : Un bief déversoir ; ouverture de la vanne et hauteurs d’eau

L’erreur initiale est conservée tout le long, tout comme lors des simulations.
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Figure 5.14 : Un bief déversoir ; αi = 2
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∗ Deuxième simulation : paramètre de commande

La seconde simulation est quasi-identique, seul le paramètre de la commande de simu-
lation a été augmenté (αi = 2), pour tester le seuil de stabilité vis-à-vis du paramètre de
la commande αi (Figure 5.14).

Une instabilité apparaît, tout comme lors des simulations théoriques. Elle est due a
priori au fait que le seuil de stabilité αi < 1 est dépassé.

Des irrégularités du relevé capteurs apparaissent également (pics inopinés sur les
courbes "systèmes" des différentes figures), elles sont provoquées par une ré-initialisation
des moteurs des vannes.

∗ Troisième simulation : variation de la consigne

Dans la troisième simulation, la consigne envoyée est d’atteindre un niveau de +50%
par rapport à l’état d’équilibre r0 = 0.095m, soit une hauteur rdL = 1.5 ∗ r0 = 0.142m
(Figure 5.15).
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Figure 5.15 : Un bief déversoir ; variation de 50%

La conclusion vient clairement, les résultats pour des variations supérieures à 20%
ne sont pas bons, voire conduisent à des instabilités du modèle, sans que le système ne
converge pour autant.
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∗ Quatrième simulation : perturbations

Dans un quatrième temps, la robustesse de la commande est testée, pour voir comment
elle réagit à de fortes perturbations : pour cette simulation, la hauteur du déversoir est de
0.13m (Les deux plaques de plexiglass formant les deux déversoirs sont placées l’une sur
l’autre).

La perturbation consiste à enlever un des deux morceaux lors de la simulation aux
temps t = 15s et t = 220s. Parallèlement, une variation de −10% par rapport à l’état
d’équilibre r0 = 0.173m est demandée, soit un niveau final de rdL = 0.9 ∗ r0 = 0.155m.

ze(L) = 0.1727m, hs = 0.15m, αi = 1.
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Figure 5.16 : Un bief déversoir ; perturbations

Les diverses ré-initialisations de la vanne amont ont provoqué d’autres perturbations.
Malgré tout, le système et le modèle semblent cohérents l’un par rapport à l’autre. Une
certaine robustesse peut donc être attribuée à l’ensemble.

Remarque 5.3.1. Sur les figures présentées, le système (ligne continue) semble avoir des os-
cillations importantes. Hormis celles attribuées aux ré-initialisations brutales des vannes,
il s’avère que ces "oscillations" ne sont dues qu’à un problème d’échelle. En effet, il ne
s’agit pas d’interférences possibles entre les moteurs électriques des vannes, le moteur de
la pompe (et tous les appareils susceptibles d’interférés sur les mesures) et les capteurs de
niveaux. Il s’agit d’un mouvement d’ondulation (phénomène de "vagues") de la surface
de l’eau. Ramené à une échelle 1 : 1, ces oscillations disparaissent au profit d’une courbe
légèrement ondulante (Figure 5.17).

Les premières constatations et conclusions apparaissent :
– régler les problèmes d’initialisation,
– changer l’échelle des hauteurs car pour des petites hauteurs cela pose problème

comme pour les simulations,
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Figure 5.17 : Un bief déversoir ; zoom

– puisque la régulation donne de bons résultats, l’asservissement peut être envisagé,
– implémenter les filtres Mf et Mr, qui n’apparaissent pas lors des premiers essais,
– les résultats sont encourageants pour essayer le multibiefs, donc programmer sous

Simulink ces expérimentations,
– trouver une solution pour ne plus être restreint à un niveau d’équilibre.

Jusqu’à maintenant, la consigne est lancée une fois l’équilibre demandé atteint. Le
temps des expérimentations n’étant pas déterminé à l’avance, la consigne demandée est
manuelle, à savoir qu’elle est modifiée en temps réel au travers de l’interface dSPACE.
C’est donc ainsi que les premiers essais en asservissement sont effectués.
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a.2 Le cas d’un bief deux vannes

Deux vagues d’expérimentations sont présentées, la première porte sur un essai réalisé
auquel une perturbation inopiné s’est ajoutée.

La seconde introduit la commande proportionnelle intégrale. Elle comporte quatre es-
sais qui se différencient par le choix des paramètres de commande αi et αp.

∗ Première expérimentation : perturbation

Les conditions initiales de la première expérimentation sont :

qe = 2dm3.s−1, ze(0) = 1.14dm, r0 = 1.275dm,

u0,e = 0.39dm, uL,e = 0.24dm αi = 1 et αi,max = αp,max = 10−2.

La consigne est d’atteindre un niveau de +20% soit

rdL = 1.2 ∗ r0 = 1.2 ∗ 1.275 = 1.53dm.

Lors de cette expérimentation une perturbation manuelle, au temps t = 600s, est ef-
fectuée, une main est mise sous le capteur amont de la vanne aval. Le capteur indique que
le niveau d’eau augmente. La commande réagit en ouvrant les vannes dans le sens inverse
(Figure 5.18).

La réaction de l’ensemble est immédiate, le modèle agit correctement puisque le niveau
d’eau simulé diminue comme le niveau réel (on rappelle que le capteur indique un niveau
d’eau croissant car une main est placé sous le capteur).

Cela pose le problème de la fiabilité des capteurs, et de leur gestion.
Les premiers essais sur l’asservissement sont réalisés.
Le problème de ré-initialisation des vannes est résolu.
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Figure 5.18 : Un bief deux vannes ; ouverture des vannes et hauteurs d’eau
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∗ Deuxième expérience : paramètre de commande

Une série d’essais est effectuée sur le cas d’un bief avec deux vannes, en asservissement,
avec une commande proportionnelle intégrale, sur une échelle de hauteurs en décimètre.

Dans les quatre cas présentés, les conditions initiales sont :

Qe = 2dm3.s−1, ze(0) = 1.344dm.

Les quatre essais suivants sont effectués avec des valeurs croissantes des coefficients
de la commande αi, et l’ajout du coefficient αp pour la commande proportionnelle sur les
deux derniers essais (αp,max = 7.4.10−3). Leurs valeurs sont décrites Tableau 5.5), ainsi
que les variations de la consigne par rapport à l’équilibre.

Coefficients de commande Variation de la consigne

αi αp αi,max

essai 1 2 0 7.4.10−3

essai 2 4 0 7.4.10−3

essai 3 2 1 1.5.10−2

essai 4 2 1 1.5.10−2

Variation 1 Variation 2

essai 1 r(t) = 1.2 ∗ ze(L) r(t) = 0.9 ∗ ze(L)

essai 2 r(t) = 1.2 ∗ ze(L) r(t) = 0.9 ∗ ze(L)

essai 3 r(t) = 1.2 ∗ ze(L) r(t) = 0.9 ∗ ze(L)

essai 4 r(t) = 1.5 ∗ ze(L) r(t) = 0.5 ∗ ze(L)

Tableau 5.5 : Valeurs des paramètres de contrôle et variations de la consigne

Les résultats obtenus sont satisfaisants (Figure 5.19 pour les hauteurs, 5.20 pour les
ouvertures de vannes).

De plus, l’amorce d’une instabilité est constatée. Elle est produite par un choix des
coefficients de commande trop élevés.

Un autre problème apparaît, à savoir que pour des variations supérieures à ±25%
autour d’un état d’équilibre, l’erreur est trop importante. La question de pallier à ce
phenomène s’est donc posée.
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Figure 5.19 : Un bief deux vannes ; Hauteurs
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Figure 5.20 : Un bief deux vannes ; Ouverture des vannes
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b. Contrôle multi-modèles

L’idée est de considérer non plus un, mais plusieurs états d’équilibre, et de passer selon
la demande de l’un à l’autre. Les difficultés sont multiples : la principale est de savoir si
l’interface a le temps d’assimiler les calculs, et si ces derniers peuvent être appliqués en
temps réel.

Même si l’interface de calcul n’a pas posé de problème, à partir d’un certain nombre
d’états d’équilibre, les calculs ne se font plus en temps réel et un décalage apparaît lors de
l’expérimentation.

Deux expérimentations sont présentées, les débits et les paramètres de commande sont
identiques. Le débit est à l’origine de qe = 1dm3.s−1, et les paramètres de la commande

αi = 2, αp = 1, αi,max ≃ αp,max = 10−3.

Le niveau d’équilibre dépend du niveau d’eau réel dans le micro canal.
Dans le cadre des expérimentations, le déversoir d’une hauteur de 5.2cm a été placé,

de ce fait la hauteur d’eau minimum dans le canal est de +7cm. Pour des mesures de
sécurité, l’arrêt d’urgence se déclenche lorsque le niveau d’eau dépasse 2dm sur les 2.5dm
du canal. Les niveaux d’eau demandés lors de ces expériences varient donc entre 7.5cm et
19cm. On ne parle plus en terme de variation par rapport à un état d’équilibre, mais en
terme de commande globale (Tableau 5.6).

Les commandes pour ...
l’expérimentation 1 l’expérimentation 2

Temps Variation

t ≤ 100s r(t) = 1.92dm

105s ≤ t ≤ 290s r(t) = 0.68dm

295s ≤ t r(t) = 1dm

Temps Variation

t ≤ 140s r(t) = 0.7dm

150s ≤ t ≤ 320s r(t) = 1.3dm

330s ≤ t r(t) = 1.8dm

Tableau 5.6 : Multi-modèles : Consignes de références

Les résultats sont affichés cf. Figure 5.21.

Les essais sont plus que concluants, même s’il aurait été intéressant d’en faire d’autres,
avec des paramètres de contrôle différents, une consigne plus douce, et sur un temps plus
long.

L’approche multi-modèles fonctionnant, le cas multibiefs est traité.
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Figure 5.21 : Hauteurs variant du niveau d’eau minimum au niveau maximum

c. Contrôle du niveau dans le cas multibiefs

On se place dans le cas de deux biefs, trois vannes.
Dans la configuration en place sur le micro canal, le déversoir est placé trop près de

la troisième vanne et donc, il provoque des perturbations non prises en compte par les
équations.

En effet, une des hypothèses (hypothèse H2) des équations de Saint-Venant, est de
supposer que la longueur L du bief est suffisante pour considérer un mouvement uniforme
dans la direction latérale, ici ce n’est pas le cas. De plus, l’ajustement des paramètres est
un point sensible pour obtenir une bonne précision lors des expérimentations.

Quatre expérimentations sont proposées ci-après :

1. un exemple témoin,

2. la sensibilité vis à vis des variations de la consigne,

3. les limites physiques inhérentes au modèle,

4. la robustesse aux perturbations.

c.1 Exemple témoin

L’expérimentation, Figure 5.22, est effectuée sans que tous les paramètres soient bien
réglés.

Les conditions initiales sont :

qe = 1dm3.s−1, ze1(0) = 1.217dm, ze2(0) = 1.017dm, zav = 0.73dm, αi = 2,

pour des valeurs théoriques αi,max ≃ 10−2, αp,max ≃ 10−3.
La consigne est décrite Tableau 5.7.
Malgré un coefficient αi élevé et des variations hors des limites fixées (±20%), l’erreur

entre le modèle et le système reste inférieure à 10%. Globalement, le système suit la réfé-
rence imposée, même si le modèle n’est pas aussi précis.
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Les variations de la consigne
Premier bief Second bief

Temps Variation r0 = 1.28dm

t ≤ 85s r(t) = r0dm

90s ≤ t ≤ 330s r(t) = 1.2 ∗ r0

330s ≤ t ≤ 475s r(t) = 0.9 ∗ r0

480s ≤ t r(t) = 1.1 ∗ r0

Temps Variation rL = 1.077dm

t ≤ 160s r(t) = rLdm

160s ≤ t ≤ 320s r(t) = 0.76 ∗ rL

325s ≤ t r(t) = 0.9 ∗ rL

Tableau 5.7 : Deux biefs trois vannes : consignes de références
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Figure 5.22 : Hauteur aval dans les 2 biefs (dm) et ouvertures des 3 vannes (mm)
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5.3. Expérimentations

c.2 Sensibilité aux variations de la consigne

On s’intéresse ici aux répercussions dues à des variations de consigne trop importantes.
Les conditions initiales sont les suivantes :

qe = 1dm3.s−1, ze1(0) = 1.017dm, ze2(0) = 0.817dm, zav = 0.73dm, αi = 2,

pour des valeurs théoriques αi,max ≃ 10−2, αp,max ≃ 10−3.
La consigne demandée est donnée dans le tableau 5.8.

Les variations de la consigne
Premier bief Second bief

Temps Variation r0 = 1.08dm

t ≤ 295s r(t) = r0dm

300s ≤ t r(t) = 1.3 ∗ r0

Temps Variation rL = 0.88dm

0 ≤ t r(t) = rLdm

Tableau 5.8 : Deux biefs trois vannes : consignes de références

La figure suivante (Figure 5.23) confirme l’expérimentation précédente à savoir que
des variations trop importante (variation de ≃ 30% dans le premier bief) associées à des
paramètres de commande trop élevés peuvent rendre instable le modèle. Toutefois, on
constate que le système réel suit la consigne.

On peut remarquer également que les événements qui se produisent sur le premier bief
ont des répercussions sur le second. La variation demandée dans le premier bief au temps
t = 300s, et donc l’ouverture des vannes 1 et 2, se retrouve au niveau du second bief au
temps t = 335s.

Les interactions entre les biefs existent bien, et sont non négligeables, que ce soit vis-à-
vis des niveaux d’eau à atteindre ou vis à vis des répercussions des perturbations, produites
dans un bief, sur l’autre.
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Figure 5.23 : Hauteurs
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5.3. Expérimentations

c.3 Limites physiques

Ces limites physiques sont inhérentes aux modèles, et plus précisément aux équations
représentatives des ouvrages, i.e. le lien entre deux biefs.

Les équations des conditions limites sont telles qu’elles dépendent de la racine carrée
de la différence de niveaux avant et après chaque vanne. De ce fait, on peut supposer que
demander un niveau avant la vanne plus petit que celui après la vanne pose problème.

C’est ce qui est montré avec cette expérience.

Les conditions initiales sont les suivantes :

qe = 1dm3.s−1, ze1(0) = 1.017dm, ze2(0) = 0.817dm, zav = 0.73dm, αi = 1,

pour des valeurs théoriques αi,max ≃ 10−2, αp,max ≃ 10−3.

Les Figures 5.24 et 5.25 ont pour but de voir comment se comporte le système quand
la consigne pour le premier bief est d’atteindre la même hauteur qu’en amont du second
bief (Figure 5.24). Ou réciproquement, on donne une consigne dans le second bief de telle
sorte que sa hauteur amont soit égale à la hauteur aval du premier (Figure 5.25).
Les consignes n’apportant rien dans ce cas d’études, elle ne sont pas décrites.
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Figure 5.24 : Deux biefs, trois vannes

Le système devient instable dans les deux cas.
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Figure 5.25 : Deux biefs, trois vannes

c.4 Sensibilité aux perturbations

Finalement, des perturbations manuelles sont appliquées avec dans un premier cas
(Figure 5.26) avec un simple retrait d’eau manuel sur le premier bief et dans le second cas
(Figure 5.27), un retrait d’eau puis un obstacle sur le premier bief.

Les conditions initiales sont les mêmes que précédemment :

qe = 1dm3.s−1, ze1(0) = 1.017dm, ze2(0) = 0.817dm, zav = 0.73dm, αi = 1,

pour des valeurs théoriques αi,max ≃ 10−2, αp,max ≃ 10−3.

Les consignes demandées sont données dans les tableaux 5.9 et 5.10.
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Les variations de la consigne : Figure 5.26
Premier bief Second bief

Temps Variation r0 = 1.32dm

t ≤ 50s r(t) = 0.88 ∗ r0dm

72s ≤ t r(t) = r0

Temps Variation rL = 0.88dm

t ≤ 75s r(t) = rLdm

85s ≤ t ≤ 190s r(t) = 1.125 ∗ rLdm

215s ≤ t ≤ 245s r(t) = 0.8 ∗ rLdm

265s ≤ t ≤ 245s r(t) = 0.8 ∗ rLdm

Tableau 5.9 : Perturbations : consignes de références

Dans le second cas, les perturbations sont plus importantes, et de ce fait leurs réper-
cussions dans le second bief sont plus visibles, au niveau du capteur aval du second bief.
L’information a mis +15 secondes pour se propager, soit +2s.m−1.
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Figure 5.26 : Deux biefs, trois vannes ; perturbations (manuelles)

Malgré les perturbations effectuées sur le micro canal, le système suit la référence im-
posée dans tous les cas.
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Figure 5.27 : Deux biefs, trois vannes ; perturbations (retraits d’eau et obstacles)

Les variations de la consigne : Figure 5.27

Premier bief r(t) = r0, ∀t Second bief r(t) = rL, ∀t

Tableau 5.10 : Perturbations : consignes de références
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5.4. Conclusion

5.4 Conclusion

Tant au niveau des simulations que des expérimentations, les résultats présentés va-
lident l’approche employée, qui est adaptée à ce type de système. Ils montrent de plus la
cohérence des résultats théoriques, que ce soit en régulation ou en asservissement, pour
un ou plusieurs biefs en cascade.

Pour ce qui est des simulations, une fois bien ajustés les coefficients (autant du canal
que des coefficients de la commande), les échelles de mesures (une échelle adaptée à la
maquette ; le passage des mètres au décimètre ici) et le logiciel d’exploitation (passage de
Matlab à Simulink), les résultats obtenus correspondent à nos attentes.

Dès lors, il est facilement envisageable de pouvoir simuler n’importe quel type de canal,
le nombre de biefs étant limité uniquement par les temps de calculs donc par la capacité
de l’ordinateur utilisé.

Des essais avec deux biefs en cascade ayant chacun sa pente propre (une pente différente
pour chaque bief) ont également été menés.

Du point de vue des simulations, seul un point n’a pas été réellement abordé, il s’agit
des canaux secondaires sortants, i.e. une perte d’eau se produit, ce qui se traduit par
ql < 0 et k = 1 dans le système généralisé (1.8)-(1.9). Ce cas particulier modifie l’équation
de quantité de mouvement, et donc l’état du système. En somme, l’état d’équilibre est
modifié. D’un point de vue théorique, il suffit de s’assurer que le raisonnement proposé
reste valable pour ce nouvel état, les opérateurs qui en découlent, etc...

Généraliser le travail aux équations globales traduisant les écoulements serait intéres-
sant, autant sur le plan numérique que sur le plan expérimental.

Pour ce qui est des expérimentations, les résultats sont encourageants, mais les essais
menés ne sont pas suffisants pour tirer des conclusions définitives. Les résultats obtenus
sont néanmoins concluants et prometteurs pour une application sur site réel.
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Conclusion

L’objectif principal de ce travail a été d’étendre la structure de Commande par Modèle
Interne à des systèmes décrits par des EDP hyperboliques.

Dans cette approche, la technique consiste à caractériser le système en boucle ouverte
et à poser le système en boucle fermée comme une perturbation additive de cette boucle
ouverte.

Dans ce travail, nous avons proposé d’appliquer cette technique à une classe de systèmes
hyperboliques en une dimension d’espace, mais dont les coefficients sont variables selon
cette dimension d’espace.

On pourra ainsi tenir compte de phénomènes physiques distribués ou répartis le long
du système, y compris dans le cas linéaire.

Les canaux d’irrigation sont l’exemple générique à cet égard.

Dans les techniques de perturbation, il est nécessaire de conserver la boucle ouverte
sous une forme qui permette de poser la boucle fermée comme une perturbation additive
du système initial.

Une des spécificités de ce travail est de mener cette caractérisation sans passer par les
techniques habituelles de symétrisation et de diagonalisation.

Les différentes propositions énoncées au troisième chapitre sont les principales contri-
butions de ce travail.

Ces résultats sont généraux en ce qui concerne la classe des EDP hyperboliques décrits
par des opérateurs du type A(x) = Ae(x)∂x + Be(x). Ces propositions 3.2.2, 3.2.3, 3.3.1
et 3.3.5 permettent de définir les propriétés, le spectre et la stabilité de ce type d’opérateur.

Ces résultats explicités dans le cas du canal d’irrigation sont une autre contribution
de ce travail.

Un résultat notable à ce niveau est aussi que ce calcul explicite permet, sous la condition
de fluvialité, de démontrer l’exponentielle stabilité du système en boucle ouverte pour le
modèle de régulation des canaux d’irrigation.

De plus, le calcul effectué est applicable à des systèmes d’EDP similaires.

Ce travail de caractérisation a permis la détermination des paramètres de synthèse du
système en boucle fermée par l’utilisation directe de la théorie de la perturbation.
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Conclusion

En ce qui concerne les résultats tant en simulation qu’expérimentaux sur le micro canal
de Valence, ils montrent la faisabilité de l’approche.

Cette faisabilité a été testée dans le cas monobief et multibiefs, notamment en ce qui
concerne la validité du modèle interne utilisé.

Perspectives :

Sur le plan théorique, les résultats portent principalement sur des conditions suffisantes.
Ceci pose 2 problèmes :

– l’évaluation quantitative pour les applications,
– les conditions d’optimalité des paramètres de synthèse.

En utilisant la théorie de la perturbation de l’opérateur et du semigroupe, et le calcul
explicite du spectre pour une telle classe d’EDP hyperboliques, une perspective est de définir
les conditions nécessaires pour ces paramètres de synthèse.
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Annexe A
Calcul de la norme de A2

"Nous sommes automates dans les trois quarts de nos actions."

Leibniz, philosophe et mathématicien allemand, 1646-1716.
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ANNEXE A. CALCUL DE LA NORME DE A2

L’objectif de cette annexe est de calculer implicitement la norme de l’opérateur A2(x).
A cette fin, on utilisera la méthode d’optimisation de Kuhn Karush Tucker [1].

Par définition, on a :

‖A2(x)‖2 = sup
‖f(x)‖=1

‖A2(x)f(x)‖2

= sup
‖z2(x)+q2(x)‖=1

‖

(

0
a4(x)z(x) − a5(x)q(x)

)

‖2

= sup
‖z2(x)+q2(x)‖=1

∫ L

0
(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2dx (A.1)

Pour ne pas alourdir les notations, le terme intégral est omis par la suite et sera resti-
tuer en temps voulu.

Calculer la norme de A2(x) est donc un problème de minimisation sous contraintes.
La méthode de minimisation de Kuhn Karush Tucker est appliquée à (A.1), avec :

f(x) = −(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2

g(x) = z2(x) + q2(x) − 1

}

∇f(x) + λ∇g(x) = 0

on obtient alors le système d’équations suivant :

⇒







−2a4(a4z − a5q) + 2λz = 0 (1)
+2a5(a4z − a5q) + 2λq = 0 (2)

z2 + q2 − 1 = 0 (3)

Pour le résoudre, (1) est multiplié par q, et (2) par z, puis leur différence donne

⇒ λzq = a4q(a4z − a5q)
⇒ −λzq = a5z(a4z − a5q)

}

⇒ a2
4zq − a2

5zq − a4a5q
2 + a4a5z

2 = 0 (A.2)

On se sert de l’équation (3) dans (A.2), et le raisonnement suivant permet d’expliciter la
norme ‖A2(x)‖ :

a2
4zq − a2

5zq − a4a5q
2 + a4a5z

2 = 0

(a2
4 − a2

5)zq − a4a5(q
2 − z2) = 0

±(a2
4 − a2

5)q
√

1 − q2 − a4a5(2q
2 − 1) = 0

⇔ (2q2 − 1)C = ±q
√

1 − q2, avec C =
a4a5

a2
4 − a2

5

(4q4 − 4q2 + 1)C2 = (1 − q2)q2 = q2 − q4 ⇔

q4(1 + 4C2) − q2(1 + 4C2) + C2 = 0

Le déterminant est :

△ = (1 + 4C2)2 − 4C2(1 + 4C2) = (1 + 4C2) > 0
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donc q2 =
(1 + 4C2) ±

√

(1 + 4C2)

2(1 + 4C2)
=

1

2
±

1

2
√

(1 + 4C2)

et q = ±

√

√

√

√

1

2

(

1 ±
1

√

(1 + 4C2)

)

Développons (1 + 4C2) :

1 + 4C2 = 1 + 4
a2

4a
2
5

(a2
4 − a2

5)
2

=
a4

4 + a4
5 − 2a2

4a
2
5 + 4a2

4a
2
5

(a2
4 − a2

5)
2

=
(a2

4 + a2
5)

2

(a2
4 − a2

5)
2

√

1 + 4C2 = ±
(a2

4 + a2
5)

(a2
4 − a2

5)
⇒

1
√

(1 + 4C2)
= ±

(a2
4 − a2

5)

(a2
4 + a2

5)

1 ±
1

√

(1 + 4C2)
= 1 ±

(a2
4 − a2

5)

(a2
4 + a2

5)
=

{

2a2
4

(a2
4 + a2

5)
,

2a2
5

(a2
4 + a2

5)

}

Par conséquent, q a pour solutions :

q = ±

√

√

√

√

1

2

(

1 ±
1

√

(1 + 4C2)

)

=

{

±a4
√

a2
4 + a2

5

,
±a5

√

a2
4 + a2

5

}

et pour chaque débit q, la hauteur z correspondante est :

z =

{

±a5
√

a2
4 + a2

5

,
±a4

√

a2
4 + a2

5

}

1. Si q = ±a4, z = ±a5, et z & q ont le même signe, alors :

f(x) = −(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2 = −
(a4a5 − a5a4)

2

a2
4 + a2

5

= 0 (A.3)

2. Si q = ±a5, z = ±a4, et z & q ont le même signe, alors :

f(x) = −(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2 = −
(a2

4 − a2
5)

2

a2
4 + a2

5

(A.4)

3. Si q = ±a5, z = ±a4, et z & q ont des signes opposés, alors :

f(x) = −(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2

= −
(a2

4 + a2
5)

2

a2
4 + a2

5

= −(a2
4 + a2

5) (A.5)

4. Si q = ±a4, z = ±a5, et z & q ont des signes opposés, alors :

f(x) = −(a4(x)z(x) − a5(x)q(x))2 = −
(a4a5 + a5a4)

2

a2
4 + a2

5

= −
4a2

4a
2
5

a2
4 + a2

5

(A.6)
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ANNEXE A. CALCUL DE LA NORME DE A2

La méthode de Kuhn Karush Tucker permet de calculer le minimum d’une fonction,
donc le maximum de −f(x) est égal à :

max
x∈[0,L]

{
4a2

4(x)a2
5(x)

a2
4(x) + a2

5(x)
, a2

4(x) + a2
5(x),

(a2
4(x) − a2

5(x))2

a2
4(x) + a2

5(x)
} = max

x∈[0,L]
{a2

4(x) + a2
5(x)}.

En effet,
4a2

4a
2
5

a2
4 + a2

5

≤ a2
4 + a2

5 ⇔ 0 ≤ 4a2
4a

2
5

et a2
4 + a2

5 ≥
(a2

4 − a2
5)

2

a2
4 + a2

5

⇔ (a2
4 − a2

5)
2 ≥ 0.

Par l’hypothèse de fluvialité (2.20), a4(x) et a5(x) sont bornés, et continus sur [0, L], il
existe donc une constante MA2

< ∞ telle que

‖A2‖ =

∫ L

0
a2

4(x) + a2
5(x)dx = MA2

.
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Annexe B
Démonstration du rang de
l’opérateur CD

"C’est souvent l’évidence qui exige le plus de démonstrations."

Extrait de Le prix du souvenir.

Jean-Marie Poirier, romancier québécois, 1922-2000.
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ANNEXE B. DÉMONSTRATION DU RANG DE L’OPÉRATEUR CD

Le but est ici de déterminer le rang de l’opérateur CD, et de montrer que son rang est
maximum. Cet opérateur est défini sur

CD : Ck([0,∞], Rn) → R
p,

où k ≥ 2 et p est la dimension de Y , y(t) ∈ Y , n est la dimension de l’espace de commande.
On a donc

C : X → Y = R
p

D : Ck([0,∞], Rn) → X

et CD : Ck([0,∞], Rn) → R
p.

De plus

Cξ =













C1 0 . . . 0

0 C2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 Cp













ξdx, µ > 0, avec Ci = (ci 0) , (B.1)

où ci =
1

2µ

∫ xi+µ

xi−µ
1xi±µ

et D =







d11 · · · d1n
...

. . .
...

d(2p)1 · · · d(2p)n






⇒ CD =

















c1d11 · · · c1d1n
...

...
cid(2i−1)1 · · · cid(2i−1)n

...
...

cpd(2p−1)1 · · · cpd(2p−1)n

















où p est le nombre de hauteurs contrôlées (généralement une hauteur par bief, donc p est
le nombre de biefs), et n est le nombre de vannes contrôlées.
Dans le cas du déversoir Figure (1.2), p égale n, dans l’autre cas Figure (1.3), p égale n−1,
donc p ≤ n.

On cherche donc à démontrer que rg(CD) = p quelque soit p.

Une remarque a été émise au Chapitre 4 : l’objet de la remarque est l’existence de
l’opérateur CD : la solution du système peut être re-formulée comme suit [82]

ξ(t) = TA(t)ξ(0) −

∫ t

0
TA(t − s)D

.
u (s)ds,

donc

ξ(t) − Du(t) = TA(t)(ξ(0) − Du(0)) −

∫ t

0
TA(t − s)D

.
u (s)ds

et pour des entrées constantes, u(t) = ũ, on obtient alors
.
u (t) ≡ 0, et u(0) = 0.

Avec y(t) = Cξ(t), on a :

y(t → ∞) = yref → CDũ 6= 0. (B.2)
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Ce raisonnement permet d’affirmer l’existence de l’opérateur CD tel que :

CD : Ck([0,∞], Rn) → R
p. �

La démonstration du rang est effectuée par récurrence sur la dimension p, avec pour
point de mire le rang de CD.

B.0.1 Dans le cas d’un bief, p = 1

a. Pour un bief avec déversoir

Supposons que la matrice CD n’est pas de rang 1, alors

CD = c1d11 = d11(L) = 0,

cela implique y(t) = 0 donc il y a le même niveau d’eau à l’aval du bief (nous rappelons
que nous sommes en variations) par la relation (B.2) quelle que soit l’ouverture de la vanne
en amont. Il y a contradiction, CD 6= 0 ⇒ rg(CD) = 1.

b. Pour un bief avec deux vannes

Supposons que la matrice CD n’est pas de rang 1, alors CD = (c1d11 c1d12) =
(d11(L) d12(L)) n’est pas de rang 1, cela implique que d11(L) = 0 et d12(L) = 0, donc
y(t) = 0 et le niveau d’eau est le même à l’aval du bief par la relation (B.2) quelles que
soient les ouvertures des vannes amont et aval. Il y a contradiction, les déterminants par-
tiels de CD ne sont pas tous nuls, donc rg(CD) = 1.

B.0.2 Dans le cas de deux biefs p = 2

a. Pour deux biefs avec un déversoir

Supposons que la matrice CD n’est pas de rang 2, alors det(CD) = (d11(L)d32(2L)−
d12(L)d31(2L)) = 0, cela implique que

d11(L)d32(2L) = d12(L)d31(2L).

La relation (B.2) donne

(1) d11(L)u1 + d12(L)u2 = yref,1 = z̃L,

(2) d31(2L)u1 + d32(2L)u2 = yref,2 = z̃2L,

et en multipliant (1) par d31(2L), (2) par d12(L), leur différence associée au déterminant
nul implique

⇒ d31(2L)z̃L = d12(L)z̃2L
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pour tout (z̃L, z̃2L)t, indépendamment des ouvertures des vannes. Une contradiction ap-
paraît, det(CD) 6= 0 ⇒ rg(CD) = 2.

b. Pour deux biefs avec trois vannes

Le raisonnement appliqué au trois déterminants partiels est identique à celui exposé
dans le cas de deux biefs avec déversoir, ils ne sont pas nuls car cela impliquerait que l’on
peut régler le niveaux d’eau indépendamment des ouvertures des vannes. Donc, le rang de
CD est de 2, avec respectivement CD de la forme suivante pour pour deux biefs avec un
déversoir et avec trois vannes :

CD =

(

c1d11 c1d12

c2d31 c2d32

)

, CD =

(

c1d11 c1d12 c1d13

c2d31 c2d32 c2d33

)

. (B.3)

B.0.3 Dans le cas de p + 1 biefs

a. Pour p + 1 biefs avec déversoir

Le rang de CD est supposé égal à p, pour p biefs, i.e. det(CDp) 6= 0 (où (CDj) est
une matrice j × j).
Si det(CDp+1) = 0, on a

det(CDp+1) =

p+1
∑

j=1

(−1)j−1d(2p+1)j((p + 1)L) det(CDj)p = 0

où (CDj)p est la co-matrice d’ordre p associée à la fonction d(2p+1)j((p + 1)L), et par
l’hypothèse de récurrence det((CDj)p) 6= 0.
Si on suppose que le rang n’est pas égal à p + 1 (déterminant nul), alors la relation (B.2)
nous permet d’écrire que :

∀1 ≤ i ≤ p + 1,

p+1
∑

j=1

d(2i−1)j(iL)uj(∞) = z̃iL.

Il existe donc un i, 1 ≤ i ≤ p + 1 tel que pour ce problème du type : Ax = B, avec
Ai,j = d(2i−1)j(iL), B = z̃jL, il existe une constante c 6= 0 telle que

z̃iL = cz̃(i+1)L.

Donc deux hauteurs sont réglées indépendamment des ouvertures des vannes. Il y a contra-
diction, CD 6= 0 ⇒ rg(CD) = p + 1.
Remarquons que l’on peut également se ramener au cas de deux biefs avec deux vannes et
un déversoir, en considérant que le tronçon de canal constitué de p biefs est soit ouvragé
seulement avec des vannes (ce serait donc le premier bief dans le sens de l’écoulement avec
deux vannes), soit ouvragé avec un déversoir en final (ce serait donc le second bief avec
déversoir). La démonstration se ramène à celle produite dans le cas p = 2.

129



b. Pour p + 1 biefs avec que des vannes

Le raisonnement est similaire, puisque les p+2 déterminants partiels sont d’ordre p+1,
et donc ne s’annulent pas. Le rang de CD est alors rg(CD) = p + 1.
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Annexe C
Définitions et théorèmes

"La définition du possible est qu’il peut ne pas avoir lieu."

Extrait de Joyce et Paris.

Jacques Lacan, médecin et psychanaliste français, 1901-1981.
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ANNEXE C. DÉFINITIONS ET THÉORÈMES

C.1 Rappel de topologie

∗ Espace de Banach

Définition C.1.1 ([44]).
Un espace normé pour lequel toute suite de Cauchy a une limite est dit complet.
Un espace normé complet est appelé espace de Banach.
Un espace X est dit séparable, s’il contient un sous-espace S tel que S̄ soit dense dans X.
Si un espace de Banach est séparable, il est appelé espace de Hilbert.

Remarque C.1.1.

– Les espaces Lp(a, b), p ≥ 1, sont des espaces de Banach, mais ce ne sont des espaces
de Hilbert que pour 1 ≤ p < ∞ (démonstration dans KATO [44]).

– On définit la norme Lp(Ω) sur Ω = ∪p
i=1]0, L(i)[ comme étant :

‖u‖ = ‖u‖Lp(Ω) =

(

Σp
i=1

∫ L(i)

0
|u(x)|p

)1/p

, p ≥ 1. (C.1)

– Le produit scalaire est défini comme suit, pour tout u, v ∈ L2(a, b) :

〈u, v〉 = 〈u, v〉L2(a,b) =

(
∫ b

a
|u(x)v(x)|

)1/2

. (C.2)

C.2 Théorie des semigroupes en dimension infinie

Dans ce qui suit, X, Y , Z.. sont des espaces de Banach, à moins qu’une autre définition
soit spécifiée.

C.2.1 Quelques définitions

a. Opérateur

Définition C.2.1 ([44]). Un opérateur T de X dans Y est une fonction qui envoie tous
vecteurs u d’un sous-espace linéaire D de X sur un vecteur v = Tu ∈ Y et qui vérifie
la condition de linéarité pour tout u1, u2 ∈ D. D est appelé le domaine de définition, ou
simplement domaine de T , et est noté D(T ).
Si D(T ) est dense dans X, on dit que T est à domaine dense.
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C.2. Théorie des semigroupes en dimension infinie

∗ Opérateur fermé

Définition C.2.2 ([6]). Un opérateur T : X → Y est dit fermé si pour toute suite
(zn)n ∈ X, z ∈ X telle que zn → z, alors

Tzn → y,⇒ z ∈ D(T ) et Tz = y. (C.3)

∗ Relativement borné

Définition C.2.3 ([44]). Soient A et T deux opérateurs dans X tels que D(T ) ⊂ D(A).
A est relativement borné par rapport à T (A est T -borné) s’il existe a et b non négatifs
tels que :

‖A(x)‖ ≤ a‖x‖ + b‖Tx‖, x ∈ D(T )

∗ Opérateur adjoint

Définition C.2.4 ([6]). Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert Z. Suppo-
sons que le domaine D(A) de A est dense dans Z. Alors l’opérateur adjoint A∗ : D(A∗) ⊂

Z → Z de A est définie comme suit. Le domaine D(A∗) de A∗ est constitué de tous les
éléments y ∈ Z tel qu’il existe un y∗ ∈ Z qui vérifie

〈Ax, y〉 = 〈x, y∗〉 pour tout x ∈ D(A).

Pour chaque y ∈ D(A∗), l’opérateur adjoint de A∗ est alors définie par

A∗y = y∗.

De plus, si A est un opérateur fermé, à domaine dense, alors D(A∗) est dense dans Z,
et A∗ est un opérateur fermé.

∗ Famille holomorphe de type (A)

Définition C.2.5 ([44]). Une famille d’opérateurs T (x) définie sur un espace de Banach
X pour tout x sur un domaine D0 du plan complexe, est dite holomorphe de type (A) si

i) D(T (x)) = D est indépendant de x,

ii) T (x)u est holomorphe pour x ∈ D0 pour tout u ∈ D.

Dans ce cas, T (x)u a une série de Taylor pour tout x ∈ D0.

Par exemple, si x = 0 appartient à D0, on peut écrire :

T (x)u = Tu + xT (1)u + x2T (2)u + ..., u ∈ D,

série convergente sur le disque de rayon r, indépendamment de u.
T = T (0) et T (n) sont des opérateurs linéaires de X qui ont le même domaine.
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b. Résolvante et spectre

∗ Résolvante

Définition C.2.6 ([44]). Soit T un opérateur fermé dans un espace de Banach X, soit ξ

un nombre complexe. Si T − ξ est inversible avec

R(ξ) = R(ξ, T ) = (T − ξ)−1 ∈ B(X),

alors ξ appartient à l’ensemble résolvant de T . La fonction de l’opérateur ξ, R(ξ), ainsi
définie sur l’ensemble résolvant ρ(T ) (ou P (T ) selon les notations) est appelée résolvante
de T .
De plus, R(ξ) définie de X dans D(T ) pour tout ξ ∈ ρ(T ), est borné à domaine dense.

∗ Spectre

Définition C.2.7 ([44]). Le complémentaire σ(T ) de ρ(T ) dans le plan complexe est
appelé le spectre de T .
D’où :

– l’ensemble des valeurs ξ pour lesquelles R(ξ, T ) n’existe pas est appelé le spectre
discret de T . Il est noté σd(T ). Les éléments de σd(T ) sont appelés valeurs propres
de T .

– L’ensemble des valeurs ξ pour lesquelles R(ξ, T ) existe et est à domaine dense mais
n’est pas borné, est appelé le spectre continu de T . Il est noté σc(T ).

– L’ensemble des valeurs ξ pour lesquelles R(ξ, T ) existe mais n’est pas à domaine
dense, est appelé le spectre résiduel de T . Il est noté σr(T ).

Le spectre de T est alors défini par :

σ(T ) = σd(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

∗ Ordre du système

Définition C.2.8 ([7]). Pour un générateur A d’un semigroupe TA(t), on appelle ordre
du système ou type du système, la valeur ω0 définie par :

ω0 = ω0(A) = inf
t>0

ln ‖TA(t)‖

t
.

∗ Croissance Spectrale

Définition C.2.9 ([40]). Un opérateur A générateur d’un C0-semigroupe TA(t), satisfait
la propriété de croissance spectrale si :

sup{ℜe(λ);λ ∈ σ(A)} = ω0(A).
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De plus, R. Triggiani [83] montre qu’elle est vérifiée pour les systèmes dont :
– l’opérateur A est borné,
– le semigroupe engendré par A est holomorphe,
– le semigroupe engendré par A est compact.

∗ Propriété de décomposition spectrale

Définition C.2.10 ([44]). On dira que T , un opérateur fermé dans un espace de Banach
X, possède la propriété de décomposition spectrale si son spectre σ(T ) contient une partie
σ′ et une autre σ′′ telles que l’on puisse tracer une courbe fermée Γ autour d’un ensemble
ouvert contenant σ′ et laissant σ′′ à l’extérieur (Figure C.1).

Figure C.1 : Décomposition spectrale

c. Semigroupe

∗ Définition d’un semigroupe

Définition C.2.11 ([6]). Un semigroupe fortement continue est une fonction d’opérateur,
T (t) de R

+ dans L(Z) qui vérifie les propriétés suivantes :

T (t + s) = T (t)T (s) pour t, s ≥ 0, (C.4)

T (0) = I, (C.5)

‖T (t)z0 − z0‖ → 0 quand t → 0+,∀z0 ∈ Z. (C.6)

La notation abrégée C0-semigroupe est couramment employé pour parler d’un semigroupe
fortement continue.

∗ Semigroupe de contraction

Définition C.2.12 ([6]). T (t) est un semigroupe de contraction si c’est un C0-semigroupe
qui satisfait l’inégalité suivante : ‖T (t)‖ ≤ 1, pour tout t ≥ 0.
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C.2.2 Théorèmes généraux

a. Perturbations

∗ Opérateur fermé

Proposition C.2.1 ([44]). Si A et B sont deux opérateurs tel que A fermé et B borné

et :

D(A) ⊃ D(B)

alors A + B est un opérateur fermé.

Théorème C.2.2 ([44]). Soient A et T deux opérateurs dans X tels que A est T -borné

avec b < 1 (Définition C.2.3), alors :

S = T + A est fermé si et seulement si T est fermé.

∗ Perturbation de l’opérateur

Théorème C.2.3 ([63]). Soit X un espace de Banach et soit A le générateur infinitésimal

d’un C0-semigroupe T (t) sur X, tel que ‖T (t)‖ ≤ M expwt. Si B est un opérateur linéaire

borné sur X alors A + B est générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe S(t) sur X, tel

que ‖S(t)‖ ≤ M exp(w+M‖B‖)t.

∗ Perturbation du spectre

Théorème C.2.4 ([44]). Soit A un opérateur fermé de X et soit B un opérateur de X qui

est A-borné (i.e. il existe deux constantes positives a et b telles que ‖B(x)‖ ≤ a‖x‖+b‖Ax‖,

x ∈ D(A) ⊂ D(B)). Si

sup
ξ∈Γ

(a‖R(ξ,A)‖ + b‖AR(ξ,A)‖) < 1

où Γ est une courbe qui sépare le spectre de A, alors le spectre de S = A + B est séparé

par Γ de la même façon.

b. Semigroupe

∗ Théorème de Hille-Yosida

Théorème C.2.5. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur linéaire,

fermé à domaine dense A, sur un espace de Hilbert Z soit générateur d’un C0-semigroupe

est qu’il existe des nombres réels M , w tels que pour tout réel α > w, α ∈ ρ(A) l’ensemble

137



C.2. Théorie des semigroupes en dimension infinie

résolvant de A, alors :

‖R(α,A)r‖ ≤
M

(α − w)r
pour tout r ≥ 1, (C.7)

où R(α,A) = (αI − A)−1 est l’opérateur résolvante, ou résolvante. Dans ce cas, on a de

plus :

‖T (r)‖ ≤ M expwt . (C.8)

∗ Semigroupe de contraction

Théorème C.2.6 ([6]). Soit A un opérateur linéaire, fermé à domaine D(A) dense dans

un espace de Hilbert Z. Alors A− wI est un générateur infinitésimal d’un C0-semigroupe

de contraction T (t) sur Z si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour

tout réel α > w :

‖(αI − A)z‖ ≥ (α − w)‖z‖ pour tout z ∈ D(A), (C.9)

‖(αI − A∗)z‖ ≥ (α − w)‖z‖ pour tout z ∈ D(A∗), (C.10)

où A∗ désigne l’adjoint de A.

Corollaire C.2.7 ([6]). Soit A un opérateur linéaire, fermé à domaine D(A) dense dans

un espace de Hilbert Z. Des conditions suffisantes pour qu’il soit générateur infinitésimal

d’un C0-semigroupe de contraction T (t) sur Z vérifiant ‖T (t)‖ ≤ expwt sont :

Re(〈Az, z〉) ≤ w‖z‖2 pour tout z ∈ D(A), (C.11)

Re(〈A∗z, z〉) ≤ w‖z‖2 pour tout z ∈ D(A∗). (C.12)

Théorème C.2.8 ([62]). Soit A un opérateur linéaire, A est dissipatif si et seulement si :

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖ pour tout x ∈ D(A) et λ > 0. (C.13)

c. Contrôle

Théorème C.2.9 ([67]). Considérons le système suivant :

ẋ = Ax + Bu + w, x(0) = x0 ∈ D(A)

y = Cx, t > 0,

u(t) = αpκp(y(t) − yr) +

∫ t

0
αiκi(y(s) − yr)ds.

Soit Γ une courbe orientée positivement, fermée, simple, rectifiable, entourant les p pre-

mières valeurs propres de A avec les parties réelles les plus proches de 0 dans son intérieur
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et l’autre partie du spectre à l’extérieur de telle sorte que l’on puisse tracer une ligne verti-

cale qui sépare les deux parties du spectre. Les valeurs propres sont supposées de dimension

un. Soit P le projecteur

P =
−1

2πi

∫

Γ
R(λ,A)dλ et PB =

[

B+

0

]

, CP =
[

C+ 0
]

. (C.14)

Supposons que les lignes des matrices, p × p, B+ et C+ sont linéairement indépendant,

respectivement. Alors toutes les valeurs propres de A contenues dans Γ peuvent être dé-

placées vers la gauche en utilisant un feedback externe.

Un bon choix de κp est

κp = −[C+B+]1,

et αp doit être choisie tel que

0 ≤ αp <

(

sup
λ∈Γ

a‖R(λ;A)‖ + b‖AR(λ;A)‖

)−1

où les nombres positifs a et b doivent vérifier ‖BκpCx‖ ≤ a‖x‖ + b‖Ax‖ pour tout x ∈

D(A).

Théorème C.2.10 ([40]). Supposons que :

rg(CDW ) = p,

si κi ∈ L(Rp, Rm) est choisie tel que :

Re(σ(CDWκi)) < 0

alors le système en boucle fermée est stable pour tout αi tel que :

0 ≤ αi < min
λ∈Γ

(a‖R(λ;Ae)‖ + 1)−1

C.3 Rappels

∗ Déferlement

Définition C.3.1. Le déferlement est un processus dissipatif de l’énergie de la houle. Il
est conditionné par la cambrure, rapport de la hauteur sur la longueur d’onde de la houle.
La cambrure des vagues augmente, au fur et à mesure que la houle se rapproche du rivage,
jusqu’à une valeur maximale. Il y a apparition du déferlement lorsque la cambrure atteint
cette valeur limite. Le déferlement engendre un écoulement complexe turbulent. Au large
sous l’action du vent, on l’appelle plutôt moutonnement. Près des côtes, on distingue 3
grands types de déferlements, correspondant à des pentes de plages de plus en plus fortes :
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Figure C.2 : Déferlement glissant

- le déferlement glissant (spilling) qui ressemble au moutonnement observé en grande
profondeur, la vague s’écroule progressivement sur sa face avant (Fig C.2),

- le déferlement plongeant (plunging) sur des pentes un peu plus fortes, la vague forme
alors des rouleaux, bien connus des surfeurs (Fig C.3),

Figure C.3 : Déferlement plongeant

- le déferlement frontal (surging), caractéristique des houles longues et des plages très
pentues, correspond à une augmentation très importante de la hauteur par shoaling jusqu’à
un écroulement brutal formant un front d’onde (Fig C.4).

Figure C.4 : Déferlement frontal
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∗ Mascaret

Définition C.3.2. Le mascaret est un phénomène exceptionnel qui se produit dans cer-
tains estuaires aux époques des grandes marées (on a répertorié environ 60 sites dans le
monde).
Dans des conditions très particulières (fort coefficient de marée, fleuve à gros débit et très
faible niveau d’eau), la marée montante qui est freinée par les flots de la rivière constitue
une série de bourrelets qui peuvent atteindre 3 m de hauteur dans les meilleurs conditions.
Cet ensemble de vagues (une dizaine séparées d’une distance d’une dizaine de mètres) em-
portant avec lui près de la moitié de la marée montante remonte l’estuaire avec une vitesse
de 15 à 30 km/h. Il se propage ainsi sur plus de 150 km de distance puis disparaît dans
les zones où le courant de marées est complètement affaibli.
La vitesse de propagation du MASCARET : Comme la houle, la vitesse de propagation
du mascaret dépend essentiellement de la hauteur d’eau. Si h est la hauteur d’eau et
g = 9.81m.s−2 l’accélération de la pesanteur, la vitesse est soit 3m.s−1 = 10km.h−1 avec
h = 1m et 6m.s−1 = 20km.h−1 avec h = 4m.
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Annexe D
Exemples d’équations hyperboliques

"Sans exemple, on ne peut rien enseigner correctement."

Lucius Columelle, agriculteur et auteur romain, 1er siècle après JC.
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ANNEXE D. EXEMPLES D’ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES

D.1 Définition [39]

Une équation aux dérivées partielles (EDP) peut être définie comme étant une relation
liant une fonction et ses dérivées partielles. Dans le cas d’une fonction u = u(x, y) des
deux variables x et y, cette relation peut s’écrire sous la forme :

F (x, y,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x∂y
, ...) = 0. (D.1)

L’ordre d’une EDP est l’ordre maximal de dérivation dans l’équation.

On s’intéresse ici aux équations aux dérivées partielles du premier ordre, donc du type

a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
+ c = 0. (D.2)

Le terme quasi-linéaire signifie que les équations sont linéaires par rapport aux déri-
vées d’ordre le plus élevé, ce qui veut dire que a, b et c sont des fonctions des variables
indépendantes x, y et de la fonction inconnue u. Une EDP devient linéaire lorsque les
fonctions a, b, c ne dépendent que de x et y, et elle est dite à coefficients constants lorsque
a, b et c sont ... des constantes.

Trois comportements de ces équations se distinguent selon les valeurs propres [39] :
- si l’équation (D.2) admet des racines complexes, on parle de problèmes elliptiques (ex.
type : équation de Laplace),
- si l’équation (D.2) admet une racine multiple, le problème est dit parabolique (ex :
équation de la chaleur),
- si l’équation (D.2) admet des racines réelles, il s’agit du cas hyperbolique (ex : équation
des cordes vibrantes). Les directions sont appelées caractéristiques.

La forme d’équations généralement usitée pour le premier ordre est décrite par l’équa-
tion (D.3) avec c = 0, et pour le second ordre par l’équation (D.4) avec d = 0 :

a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
+ c = 0, (D.3)

a
∂2u

∂x2
+ b

∂

∂x

∂u

∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d = 0. (D.4)

Deux exemples connus de systèmes hyperboliques sont ici énoncés. Le premier exemple,
l’équation des cordes vibrantes est traitée dans [39] avec sa solution explicite et son schéma
de discrétisation. Les équations de Navier-Stokes sont également abordées ici, les équations
de Saint-Venant en étant un cas particulier.
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D.2 Exemples

D.2.1 Équation des cordes vibrantes : problème hyperbolique

Les vibrations transversales d’une corde homogène tendue peuvent être représentées,
dans le cas de petites perturbations et si l’on néglige les effets de la pesanteur, par l’équa-
tion :

1

c2

∂2u

∂t2
−

∂2u

∂x2
= 0,

où la célérité des ondes propagées est c = (T
ρ )1/2, T étant la tension et ρ la masse linéique.

En acoustique, l’équation des ondes dans un tuyau sonore prend exactement la même
forme, u étant dans ce cas la pression p, et c = ∂p

∂r , dérivée partielle de la pression par
rapport à la masse volumique. Pour un gaz parfait dont les chaleurs spécifiques sont
constantes, on a c = (γRT )1/2, où γ = Cp

Cv est le rapport des chaleurs spécifiques, R la
constante des gaz parfaits, et T la température.

Le problème de Cauchy associé à l’équation des cordes vibrantes consiste à fixer deux
conditions initiales : u(x, 0) et ∂u

∂t (x, 0) pour tout x dans le domaine. Les conditions aux
limites sont du type u(0, t) = u(L, t) = 0.

On peut remplacer l’équation des cordes vibrantes du deuxième ordre par un système
d’équations du premier ordre en posant v = ∂u

∂x et w = 1
c

∂u
∂t . On a alors :

∂v

∂t
= c

∂w

∂x
,

∂w

∂t
= cv

∂v

∂x
.

D.2.2 Équations de Navier-Stokes

Dans le cas d’un fluide incompressible (donc où seuls le vecteur vitesse u et la pression
p jouent un rôle) et newtonien (le tenseur des contraintes est une fonction affine de celui
des taux de déformation), on a la loi de comportement

sij = 2µDij ,

où Dij = 1/2(ui,j + uj,i) et µ est le coefficient de viscosité dynamique. Le p.f.d et la
conservation de la masse nous permettent alors d’écrire :

du/dt +
(gradp)

ρ
= νLap(u), ν =

µ

ρ
,

divu = 0

où ρ est la masse volumique et d/dt représente une dérivée particulaire, c’est-à-dire que
dui/dt = ∂ui

∂t +
∑

j uj .
∂ui
∂j .

Le nombre de Reynolds Re = ν
(V.L) mesure le rapport des forces d’inertie aux forces

de frottement. Il est basé sur une longueur caractéristique L (la longueur d’un conduit,
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par exemple) et une vitesse caractéristique V (vitesse moyenne de l’écoulement). Deux
écoulements ne peuvent se comparer que s’ils ont même nombre de Reynolds. Dans le cas
d’une maquette à échelle réduite, comme L change, les résultats obtenus ne sont pas par-
faitement transposables. Dans la pratique, µ est petit et Re est grand. L’équation est donc
du type "perturbation singulière". Ceci se traduit par les phénomènes de couche limite
le long des parois. C’est dans ces zones que la viscosité joue vraiment un rôle. Ailleurs,
l’approximation du fluide parfait est suffisante.

Lorsque Re dépasse un seuil critique, on passe à un écoulement turbulent. L’étude des
turbulences est délicate pour deux raisons essentielles :

- le spectre est large, c’est-à-dire que différentes échelles interviennent, et que les phé-
nomènes à petite échelle finissent par influer sur ceux à grande échelle.

- les équations de Navier-Stokes en 3D : pour Re assez grand, la solution n’est pas
forcément unique ... On considère alors des équations faisant intervenir des moments, i.e
des moyennes des fluctuations par rapport à la moyenne. Le système comportant dans ce
cas davantage d’équations que d’inconnues, il est nécessaire de le "fermer" en ajoutant des
relations empiriques.
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