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Résumeé :L'objet de cette these est I'étude d’un phénomeéne de concentration pour
une série de problémes non linéaires issus de la géométrie : I'existence d’hypersurfaces
plongées dans une variété Riemannienne dontdaurbure moyenne est constante.

(La r-courbure moyenne d’'une hypersurface est la rieme fonction symétrique de la
courbure principale de I'hyersurface). Nous donnons dans cette thése quelques résul-
tats d’existence de telles hypersurfaces. En outre, les exemples que nous construisons
mettent en évidence un phénomeéne de concentration le long de sous variétés, phéno-
meéne associé a un phénomeéne de résonance qui rend I'analyse de ces objets particu-
lierement délicate et que I'on rencontre dans I'étude de nombreux autres problémes
non-linéaires, équation de Schrodinger non linéaire, probleme de perturbations singu-
liere, systeme de réaction-diffusion,

Dans la premiére partie on montre qu'étant donné une variété Riemanniénne
et p un point critique non-dégénéré de fonction courbure scalaire, il existe une fa-
mille d’hypersurfaces a-courbure moyenne constante qui se concentrepi@rsque
leursr-courbure moyenne tend vers l'infini. Les éléments de cette famille constituent
un feuilletage d’'un voisinage de Ce résultat tend a toute lescourbure moyenne
un résultat obtenu par Rugang Ye pour le cas de la 1-courbure moyenne (la courbure
moyenne).

Dans la deuxiéme partie, étant donné une variété Riemannignge dimension
m+ 1 et une sous variét& de dimensiork inférieure ou égale .+ 1 —r, on constuit
une famille d’hypersurfacessacourbure moyenne constante qui se concentrept en
lorsque leurs-courbure moyenne tend vers I'infini. Cette fois-ci les éléments de cette
famille constituent un feuilletage d’un voisinage tubulairefleCe résultat généralise
un résultat précédent de Rafe Mazzeo et Frank Pacard lorsque la sous kKagsté
une géodésique. La démonstration de ce résultat utilise une idée introduite par A. Mal-
chiodi et M. Montenegro.

Dans la troisieme partie, étant donné une variété Riemannig&hme¢ une géo-
désigue compact&’, on montre sous des hypothéses géométriques qu'’il existe une
famille d’hypersurfaces a courbure moyenne constante de "type Delaunay" qui se
concentre sufs lorque leur courbure moyenne tend vers linfini. Les hypersurfaces
construite ne sont pas proche d’'un voisinage tubulairé{dmais oscillent comme
une surface de Delaunay. De plus, contrairement aux précédent résultat de Mazzeo et
Pacard aucun phénomene de résonance n’apparait.

11






Abstract : In this Thesis, we study concentration phenomena for geometrical non-
linear elliptic equations : the existence of constasturvature hypersurfaces in Rie-
mannian manifolds. ( The r-mean curvature of a hypersurfave is defined to be the r-th
elementary symmetric function of the principal curvature of the hypersurface). We
give in this thesis some results of existence of such a submanifolds. Moreover, the
examples which we build highlight a concentration phenomena along submanifolds,
phenomena associated with a resonance phenomena which returns the analysis of these
objects particularly delicate and which one meets in the study of many other nonlinear
problems : nonlinear Schrédinger equations, singularly perturbed problems, reaction-
diffusion systems,- - .

In the first part, given a Riemannian manifald andp a non-degenerate critical
point of the scalair curvature function, we prove the existence of a family of constant
r-mean curvature hypersurfaces which concentrapeaattheir r-mean curvature tends
to infinity. The elements of this family constitute the leaves of a foliation of a neigbo-
rhood of the poinp.

In the second part, given a Riemannian manifadaf dimensionn+ 1 and a non-
degenerate minimal submanifold of dimension less tham + 1 — r, we construct
a family of constant r-mean curvature hypersurfaces which concentrafeaattheir
r-mean curvature tends to infinity. This time the closure of the elements of this family
constitute the leaves of a lamination of tubular neigborhood oT his result extends
a previous result of Rafe Mazzeo and Frank Pacard which holds for geodesics. The
proof of this result uses ideas from a paper by A. Malchiodi and M. Montenegro.

In the third part, given a Riemannian manifald and a compact geodesic, we
construcu under some geometrical assumptions a family of "Dalaunay type" constant
mean curvature hypersurfaces which concentrate along the geddesicheir mean
curvature tends to infinity. This time the hypersurfaces constructed are not close to a
geodesic tubular neighborhood &fbut rather oscillate as Delaunay surfaces do.
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0.1 Introduction

L'objet de cette thése est I'étude d’un phénoméne de concentration pour une série
de problémes non linéaires issus de la géométrie : I'existence d’hypersurfaces plongées
dans une variété Riemannienne dontd@ourbure moyenne est constante.

Etant donnée une hypersurfac& plongée dans une variété Riemannienne
(M™*1 g), lar-courbure moyenne est définie comme étant égale a

o, = E Rip - Ry,

11 <. <y

ou lesk; sont les courbures principales de I'hypersurfaée Dans le cas particulier

ou la variétg M™ ! g) = (R™", g...) est I'espace euclidiem; correspond (a une
constante multiplicative prés) a la courbure moyenne de I'hypersurface et nous sub-
stituerons fréquemment "courbure moyenne®-&8urbure moyenne?, correspond,
toujours a une constante multiplicative prés, a la courbure scalaire de I'hypersurface et
o, correspond a la courbure de Gauss-Kronecker.

Les hypersurfaces donttacourbure moyenne est constante constituent une classe
importante d’objets dans les variétés Riemanniennes méme si tres peu d’exemples sont
connus B6]. Nous donnons dans cette thése quelques résultats d’existence de telles
hypersurfaces. En outre, les exemples que nous construisons mettent en évidence un
phénomeéne de concentration le long de sous variétés, phénoméne associé a un phé-
nomene de résonance qui rend I'analyse de ces objets particulierement délicate et que
I'on rencontre dans I'étude de nombreux autres problemes non-linéaires.

0.1.1 Familles d’hypersurfaces se concentrant en un point

L'existence de familles d’hypersurfaces a courbure moyenne constante se concen-
trant en un point a été étudiée par R. Ye [42]. Pour tquaint critique non dégénéré de
la courbure scalair® sur(M™*!, g), R. Ye démontre I'existence d'une famille d’hy-
persurfaces plongées, a courbure moyenne constante, qui se concentrésgoe
la courbure moyenne tend vers l'infini.

Dans le premier chapitre de cette thése, nous avons généralisé ce résultat a toutes
lesr-courbures moyennes. Comme dadi2][ I'idée est de perturber les sphéres géodé-
siquesS,(p) de rayonp petit, centrées au poipt Un simple calcul montre qus, (p)
est proche d’'une hypersurface-&ourbure moyenne constante lorsguind vers)
au sens ou

o (Sp(p)) = Cr p™" + O(p™").
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Ainsi, il semble raisonnable de perturb8s(p) en une hypersurface dont la
courbure moyenne est constante égale’gp~", pour p assez petit. Le résultat ci-
dessous montre qu’une telle construction est possibieesit un point critique non
dégénéré de la courbure scalaiResur (M™! g) :

Theorem 0.1.1Fixonsr € {1,...,m} etp un point critique non-dégénéré de la cour-
bure scalaireR sur (M™*! g). Alors, il existep, > 0 tel que, pour toup € (0, py), la
sphére géodésique, (p) peut étre perturbée en une hypersurfagelont lar-courbure
moyenne est constante égale,a= C;, p~". En outre, les hypersurfaces, forment
un feuilletage d’un voisinage ge

Ce résultat généralise, pour tout 1, ..., m, le résultat obtenu par R. Ye poue= 1.
Précisons que la démonstration de R. Ye utilise de maniére essentielle le fait que I'on
s’intéresse a la courbure moyenne d’hypersurfaces (a¢) @t qu’elle ne semble pas
pouvoir s’adapter aux autres courbures. Notre démonstration est basée sur un dévelop-
pement limité de la-courbure moyenne d’une sphere géodésique perturbée suivant la
normale. Plus précisément, étant donnée une fonatidéfinie surS™ et un pointg
proche dep, on considére la sphere geodésique pertuthég w) qui est parameétrée
par

re " — Epr]w (p(1—w(x))O(x))

ouO(z) =y 2'E; etk ..., B, estune base orthonorméeTigM . Nous obte-
nons un développement dertaourbure moyenne en puissanceg @ en puissances
de la fonctionw et de ses dérivées

pron(Sp(g,w)) = Cp+Cry ((Asm +m)w — 3 Ric, (0, 0) p?
- % VGRiCq(®7 0) 103) + O(p4) + p2 Lq(w) + Qq(w)

ou Ric, désigne le tenseur de Ricci sr/™*!, g) calculé eng. L'opérateurL, est

un opérateur différentiel du second ordre dont les coefficients sont bornées indépen-
damment de et deq. L'opérateur(), est un operateur différentiel du second ordre
non linéaire dont le développement de Taylor en puissancesal@e ses dérivées ne
contient pas de terme constant ni de terme linéaire et a ses coefficients de Taylor qui
sont bornées indépendammentydet deg.

La principale difficulté a surmonter pour résoudre I'équation

p"or(Spq, w)) = €7, 1)

est I'existence d’'un noyau de dimension + 1) pour I'opérateur\ g~ +m. L'idée est

de projeter I'équatiori (1) d’'une part sur I'orthogonal de ce noyau et d’autre part sur ce
noyau. Nous obtenons ainsi un systéme couplant une équation aux dérivées partielles
elliptique non linéaire avec une équation algébrique. La résolution de I'’équations aux
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dérivées partielles est basée sur I'utilisation d’un théoreme de point fixe pour les appli-
cations contractantes et ne pose aucune difficulté particuliéere. Cette premiére équation
étant résolue, il reste a résoudre une équation algébrique de la forme

VR, = Fy(a), (2)

ou F, est une application non linéaire définie su"*! et a valeurs dang' M. De
plus, on montre qu'indépendamment du choixgdé, est majorée par une constante
(indépendante dg) fois p?. Le gradient de la courbure scalaire(dé™ !, g) apparait
lors de la projection du term&g Ric(©, ©) sur le noyau dé\ s + m. Une condition
suffisante permettant la résolution de I'’équati@i our toute petite valeur de est
guep soit point critique non-dégénéré de la courbure scafdire

La méthode de construction permet d’avoir de nombreuses informations quant aux
hypersurfaces construites. En particulier, ces hypersurfaces sont des graphes normaux
surS,(¢q) pour une fonction majorée par une constante fdiDe plus, on obtient le
développement limité du volume dg

\Vol,.(S,) = p™Vol,,(S™) |1 — —= R, p* + O(p*

Oln(5,) = 9" VOl (5") (1= 5t Ry 400" )

ainsi que le développement limité du volume du domdwele /™! contenu dans
S, et contenant le point

1

2
—perl VO|m<Sm) (1 m+

VOlerl(Bp) - - m

R, 0+ O(p") ),

e PP (r")

Remarquons que les premiers termes de ces développements limitées ne dépendent pas
der. Dans le cas ou = 1, ces deux développements limités permettent de trouver un

développement limité du profil isopérimétrique en puissances(dd [35])

La construction d’une famille a un paramétre d’hypersurfacesa@urbure moyenne
constante qui tend versco est a rapprocher & des nombreux résultats de concentra-
tion qui ont été mis en évidence ces dernieres années dans I'étude des perturbations
singuliéres d’équations semi-linéaires [3], [23],[25], . ..

0.1.2 Familles d’hypersurfaces se concentrant le long d’'une sous
variete
Dans le deuxieme chapitre de cette thése, nous nous sommes intéressés a l'exis-
tence de familles d’hypersurfaces-aourbure moyenne constante qui se concentrerent

sur une sous variét&” de (M™*1 g), aveck € {1,...,m}.
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Soit K* une sous variété de dimensibrcompacte dans/™*!, on note

T,(K):={qe M™": dist(q, K) = p};
le tube géodésique de rayprautour deK*. Pour toutp assez petit/,(K) est une
hypersurface réguliere et un simple calcul montre que

0 o, (T)(K)) = Cly o+ O(1), 3)

Comme dans I'analyse précédente, il semble assez naturel d’essayer de perturber cette
hypersurface afin de construire une hypersurfaces dontctaurbure moyenne est
constante, du moins lorsqueest assez petit. Une simple observation montre que dans

le développement limité précédent le terme suivant du développement dépend du vec-
teur courbure moyenne de la sous varigté En particulier, siK* est une sous variété
minimale, on obtient alors

o o, (T,(K)) = Cp_y + O(p). (4)

Dans le cas oir = 1 et ou K* est une géodésique non dégénérée=(1) R.
Mazzeo et F. Pacard [28] ont démontré le :
Theorem 0.1.2[28] Soit K une géodésique fermée non dégénérée. |l ekiste N
et deux suiteg), < p) définies pourk > k, et qui tendent vers, telles que, sp €
I := (pl, p}), le tube géodésique, (K ) peut étre perturbé en une hypersurface dont
la courbure moyenne est constante égatg a mT‘l.

De plus, ils obtiennent une estimation des paramefres p;,

r_ mA—}—O(k‘*g/‘L),

Pk = a2x(iD 5)
A= s O,

ou A est la longueur de la géodésiqgite

Remarquons que leur méthode ne permet pas d’obtenir ce résultat de perturbation
pour toutes les valeurs (petites) du paramginemais simplement poys appartenant
a une suite d’intervalles non vides. Ceci est d0 a un phénomeéne de résonance qui ap-
parait de maniére naturelle dans ce probleme pour les grandes valeurs de la courbure
moyenne (i.e. pour les petites valeursilela difficulté principale dans la démonstra-
tion vient de I'existence de valeurs gdgpour lesquelles I'opérateur de Jacobi associé
au tube géodésiquE,(K) n'est pas inversible. La construction s’appuie alors sur une
étude précise du spectre de cet opérateur de Jacobi lorsque le pajatestteerd).

Dans la deuxiéme partie de cette these, nous avons généralisé ce résultat a toutes
les r-courbures ce qui n’introduit pas vraiment de difficulté supplémentaire et nous
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avons aussi considéré le cas ou I'ensemble de concentration est une sous variété de
dimensionk € {1, ..., m} ce qui cette fois-ci introduit des difficultés supplémentaires
majeures.

Dans le cas de la courbure moyenne (i.ecge notre principal résultat est le :

Theorem 0.1.3 Etant donnéd<* une sous variété minimale non dégénérée de
(M™* g)avecl < k <m—1,ilexistel C (0,+o0), réunion dénombrable disjointe
d’intervalles ouverts non vides, tels que pour tout 7, le tube géodésiquE,(K) peut
étre perturbé en une hypersurface a courbure moyenne constaateeco; = mT_k'
De plus, pour tout; > 2 il existe une constantg, > 0 telle que

[H'((0,) V1) = pl < cqp",

oluH! dénote la mesure de Lebesgue unidimensionnelle.

Remarquons que cette fois, nous ne disposons que de trés peu d’informations sur
'ensemble dans lequel nous pouvons choisir le paramgtse ce n'est que cet en-
semble est en quelque sorte de plus en plus dense@ansguandy tend verd). La
démonstration de ce résultat permet d’améliorer le résultat de R. Mazzeo et F. Pacard
au sens ou I'on peut montrer que
P = S+ O(k), ©

po= Tt Ok,

pour toutg > 2.

La condition de non-dégénéresence/dest simplement une condition d’inversi-
bilité de I'opérateur de Jacobi associ& di.e. I'opérateur courbure moyenne linéarisé
en K). Pour décrire le comportement des hypersurfacesbtenues dans ce résultat
quandp tend versD, on peut s’'intéresser a la densité de volume associEep@ur
laquelleona:

P HMLT, — w  HE LK, 7)

lorsquep tend vers) ou H' désigne la mesure de Hausddrffimensionnelle .

La démonstration de ce résultat est basée sur le calcul de la courbure moyenne
d’un tube géodesique perturBg( K, w, ®) qui est décrit par

(p,x) € SNK — Exp, (p (1 —w(p,x)) O(z) — @(p)) (8)

ol w est une fonction définie sWN K, le fibré normal en sphéres shr, et & est
une section déV K, le fibré normal surk'. En fait, ® permet de décrire localement
toutes les sous variétés procheddédle joué par le poing proche du poinp dans la
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démonstration de R. Ye). Quant a la fonctionelle permet essentiellement de décrire
les hypersurfaces proches du tube géodésique de ragentré sur la sous variété
proche dek.

Le développement limité de la courbure moyenne de I'hypersurface paramétrée
par (8) en puissances gew et de® est donné par

n(SK w0, 0) = " - 5(0,0)p+0()

+ (pAK + L (Agms +m — k)) w+ g(3x @, 0)
+ pL(w, @)+ ; Q(w, D)

ou B est une forme quadratique sirK et J est 'opérateur de Jacobi associ&a
qui apparait dans la variation seconde du volufrs3 [

I = —A) —Bg +RY

ou AY est le Laplacien suN K, B est un potentiel calculé a partir de la deuxieme
forme fondamentale d& etR” est une contraction du tenseur de courbure associé ala
connexion sutV K. Cet opérateur est un opérateur elliptique que nous avons supposé
étre inversible (hypothése de non dégénérescenéé)de

La résolution de I'équation; = mT*’“ se traduit par la recherche d’une fonction
et d’'un champ de vecteusissolutions de

= B(6,0)p—0(p?) — p L(w, ®) — 1

» (’LU, (I))
On décompose toute fonctierdéfinie surSN K en
v=pw+g(d,0)

ou, pour toup € K
w(p,-) L Ker(Agm-r +m — k)

et®d est une section d&¥ K. Cette décomposition revient a considérer, pourjpoati’,
la décomposition de(p, -) sur les fonctions propres d&s..-» comme cela avait déja
ete fait dans le 81. On considere alors I'opérateur

1
L,(pw+g(®,0)) = (pAK + ;(Asmfk +m — k)) w+ g(Jx ©,0).
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Le spectre de cet opérateur est la réunion d’une part de 'ensemble des
1

ou \; sont les valeurs propres dey ety; sont les valeurs propres de;.—« et d’autre
part de I'ensemble des valeurs propres de 'opérateur de Jagdqhui sont non nulles
car la sous variét&” est supposée non dégenéree).

Remarquons que

m—k

Ai

1 .
En particulierL, n’est pas inversible pour ces valeursd€’est la I'origine du phéno-
meéne de résonance dont nous avons déja parlé et qui nous empéchera d’entreprendre
la résolution de9) pour toutes les (petites) valeurs débans le cas ou

p§2{ m;k : iZl}, (11)

on peut tout de méme évaluer la distance eftet le spectre dé&.,, ce qui permet
d’obtenir une estimation sur la norme de,)~! (disons en tant qu’opérateur de
dansL?). Malheureusement, dés quie > 2, des calculs formels montrent que la
perturbationp L qui apparait dans9j n’est pas assez petite pour pouvoir considérer
L, + p L comme une perturbation de,. De plus, toujours quand > 2, le terme
d'erreur B(0,0) p — O(p?) est bien trop grand et la résolution @ éemble alors
compromise.

Afin de contourner cette difficulté, nous avons utilisé une stratégie mise au point
dans un contexte différent par A. Malchiodi and M. Montene@6] [

Dans un premier temps, nous "améliorons la solution approchée" de notre pro-
bleme en utilisant un schéma itératif. Supposons que (11) soit vérifiée, nous pouvons
alors définir par récurrendev;, ®;), i > 0, comme étant la solution de

pAKwi+1 + %(Asm—k +m — ]{I) Wit1 -+ g(:}K q)lqu, @)
= B(0,0)p—0(p?) — p L(wi, ®;) — 1 Q(wi, ®;) — p Agcw;

avec par exemple, = 0, &, = 0. Malheureusement, comme nous I'avons mentionné
ci-dessus, des calculs formels montrent que la norme de I'inverse de I'opérateur qui ap-
parait & gauche est trop grande pour assurer des estimations raisonnables sur le couple
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(w;, ®;). Lidée est alors de remplacer le schéma ci-dessus par

%(Asm*k +m —k)wipr + 9k Pit1, ©)
(12)

L'avantage de ce schéma itératif réside dans le fait que I'on peut construire un "inverse
a droite" borné pour I'opérateur qui apparait & gauche au sens suivant : Etant donnée
une fonctionp >z + g(¥, ©) définie surSNK ou z(p,-) est L?(S™*)-orthogonal a
Ker(Agn-» +m — k) et ou¥ est une section d& K, nous commengons par résoudre

IJxg® ="
en utilisant la non dégénérescence de I'opéraiguiEnsuite, nous résolvons

% (Agm-r +m —k)w(p,-) = 2(p, )

pour chaque € K (Nous considérons comme un parametre). Nous obtenons ainsi
un opérateur

pz+g(¥,0) e L}(SNK) — pw+ g(®,0) € L*(SNK)
dont la norme est bornée indépendammenp d# qui est un inverse a droite pour
I'opérateur

1
Ly(pw +g(®,0)) = ;(Asm—k +m—k)w+g(Jx P, 0)

qui apparait a gauche de (12). Malheureusement, cet "inverse a droite" ne permet pas
de "gagner" de régularité suivaht car I’opérateuﬂlp est clairement non elliptique.

En particulier nous ne pouvons pas utiliser cet "inverse a droite" afin de rés@)dre (

en utilisant un argument de point fixe.

Toutefois, nous pouvons utiliser cet "inverse a droite” dans le schéma itératif un
nombre fini de fois étant donné que l'erreBf©, ©) p — O(p?) qui apparait dand (),
est une fonctio®>. On obtient alors les estimations

w; = O(p?) et ®; = O(p?)
et la courbure moyenne dg (K, w;, ®;) est alors donnée par

—k ,
o1 (TH( K, wy, ®;)) = mT +O(p*)

en fonction de > 1.
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Il reste maintenant a déterminer = w; + w et® = ®, + ¢ de telle sorte que
o (T,(K,w,®)) = mT_k Autrement dit, nous devons résoudre une équation non li-
néaire de la forme

(pAk + H(Agns +m—k)) 0+ 935 @,0) + p Li(it, B)
— O(p*) — 1 Qi(1, )

La résolution de cette équation par un argument de point fixe pour les applications
contractantes ne pose aucun probléme si nous pouvons démontrer que, pour certaines
valeurs dep, l'inverse de I'opérateur qui apparait dans le membre de gauche a une
norme bornée par une puissance (indépendantediel /p. Pour ce faire nous avons
estimeé la distance entfeet le spectre de I'opérateur auto adjoint

1 . .
Lyi 0 = (p Arct(Dgnosctm—k)) 9@ &, O)tp Li(@, @), 0 = piv+g(,0),

en utilisant la formule de Weyl pour estimer le nombre de valeurs propr@g @i
sont plus petites que
#FEN: X\ <A~ A3
nous obtenons une estimation de l'indice (nombre de valeurs propres négatives) de
l'opérateurL,, ;
IndexL,; ~ cp* (13)
Ensuite, nous obtenons une minoration de la dérivée par rappaiesipetites valeurs

propres de., ;
p0,0 >2(m—k)—cp, (14)

Cette estimation est basée sur un résultat de localisation des fonctions propres asso-
ciées aux petites valeurs propredlde qui stipule que, SL,; o = —\ ¥ et est petite,
alorsv est essentiellement une fonction définie Kur

L'estimation (14) nous permet de montrer que peassez petit, les petites valeurs
propres sont des fonctions croissanteg dee qui montre que l'indice de,; est une
fonction monotone décroissante gléNous utilisons alors (1.3) pour montrer que, étant
donnét > 2, les intervallegry, rs] C (p, 2p) tels que

ro — 1 2 pk-‘rt

et pour lesquels,, ; n'a pas de noyau pour toute (11, 72) recouvre(p, 2p) a I'excep-
tion d’'un ensemble de mesure majorée par une constantg fois

En utilisant ce dernier fait ainsi que (14), nous obtenons alors une minoration de
la distance entré et le spectre d&, ;, puis une estimation uniforme pour la norme

(L,:)"': L*(SNK) — L*(SNK)
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par une constante foig* lorsquer € (r, + pft+t ry — pF+tH1), Cette estimation qui

ne dépend pas d€si p est choisi assez petit) est précisement I'estimation recherchée
qui permet de résoudr8) en utilisant un argument de point fixe pour les applications
contractantes.

La généralisation de ce résultat aux autres courbures est I'objet de la section §2.8
du chapitre 2 de cette these. Le résultat principal de cette partie est le :

Theorem 0.1.40n suppose qué < r < m — k et queK* est une sous variété
minimale non dégénérée. Alors, il existe_ (0, +o00), reunion denombrable d’inter-
valles non vides disjoints, tel que pour tgut I, le tube géodésiquE,(K) peut étre
perturbé en une hypersurfadg, dont lar-courbure moyenne est constante egale a
o.=Cy_.p".

La démonstration est essentiellement la méme que dans le ¢cas dpnéanmoins un
nouveau phénomene de perte d’ellipticité apparait ici quandn — k. En effet, cette
fois ci, 'opérateutL, est remplacé par

L,(pw+g(®,0)) 0 :=Cr % (p Ak + - (Agm-r +m — k)) w+g(Jx ©,0)

La conditionr < m — k permet précisément de garantir I'ellipticité de cet opérateur.

0.1.3 Autres problémes non-linéaires présentant le méme phéno-
mene de résonnance

Nous décrivons brievement des résultats récents pour lesquels un phénomene de
résonance associé a un phénomeéne de concentration a été mis en évidence.

Par exemple, A. Malchiodi [22] a étudié I'existence des solutions périodiques de
I'équation
| n
aH—E—QV(m):O, r€eR (15)

poure > 0, ici V : R® — R est une fonction réguliere dont I'ensemble des points
critiques est une hypersurfadé C R". Il a distingué deux cas suivant la nature du
potentiel V : lorsqué’ est de type répulsif par rapport\d, i.e.

V"(x) (ngy,ne) <0 Voee M, 0#n, LT,M

il a démontré que toute géodésique fermée non dégéngré&! — M est limite,
quands > 0 tend vers), d’'une famille & un parametre. de solutions de I'équation
(15). En patrticulier, il N’y a aucune restriction sur le parameti@ans le cas attractif

V'(z) (ng,ng) >0 Yere M ,0#n, LT,M

24



la situation est radicalement différente étant donnée I'existence d’'un phénomene de ré-
sonance et, sous des hypotheses techniques, A. Malchiodi a démontré I'existence d’'une
suite(ex ), qui tend vers$) et une suite de solutions de I'équatidb) qui converge vers

xo quandk tend verstoo.

De méme, J. Shatah et C. Zeng![38] ont considéré I'équation
Dyp + 11, (w'(p)) = 0 surM, (16)

ou M est une sous variété de dimensioplongée dan®™*!, 11, est la projection
orthogonale d&,R™ ! surT, M et D, est la dérivée covariante siif dans la direction

dep. Le probléme est de démontrer que les solutions périodiques de I'équation (16)
sont des limites d’'une suite de solutions périodiques de I'équation pénalisée :

i+ w'(x) + 52 G'(x) =0 (17)

ou cette fois ciz est une courbe d&™"! et ou le potentiel de pénalisatidi =
dist(-, M)? au voisinage dé/. J. Shatah et C. Zen@8] ont montré qu’étant donnée

po une solution périodique non dégénérée de I'équation (16), il existe unesyite

qui tend vers) et une suite de solutions périodiqugsde I'équation'l?7) avec: = ¢,

qui converge verg,. Comme dansZ?2], I'existence des solutions ne peut pas étre
prouvée pour tout > 0 et ceci est expliqué par la présence d'un phénoméne de
résonance correspondant a des valeurs geur lesquelles I'opérateul?) linéarisé
enp, admet un noyau non trivial. En effet, si on recherche formellement les solutions
de (17) comme perturbations des solutions/de (16), i.e. des solutions de la forme

r=po+y +y"

ou p, est solution de I'équatiorilf), y" ety' désignent des perturbations normales et
tangentes a/, 'opérateur linéarisé associé B/, projeté sur le fibré normal s’écrit
n =N n 1 n
Lly") =§"+ A") + 5
et les modes résonnants correspondent aux valeurgélifiant

1

o\
g2 J

ou les); sont les valeurs propres de l'opératgtir— " + A(y").

Dans le domaine des perturbations singuliéres d’équations aux dérivées partielles
semilinéaires, A. Malchiodi et M. Montenegro [25] ont démontré un résultat de concen-
tration pour les équations de la forme :

—2 Au+u=uP p>2 (18)
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ou la fonctionu est définie dans un domaine borné régullate R” et vérified,u = 0

sur le bord de&?. lls démontrent, pour une suite — 0, I'existence d’'une solution
positive qui se concentre le long @& [25], [2€] ou bien le long d'une géodésique
non dégénérée d#) [23]. Comme dans les résultats précédents, la construction n’est
possible que pour une suitg qui tend verd) et pas pour tout assez petit, ceci est
une fois de plus da a la présence d’'un phénomeéne de résonance.

Dans 7], M. Del Pino, M. Kowalczyk et J. Wei ont étudié I'existence de solutions
pour I'équation de Schrddinger non linéaire :
oy

—is S =2 A — Q) ¥+ [l (19)

dansR?, oup > 1. Si I'on recherche) sous la forme)(t,y) = exp (—i A t/e) u(y),
alorsu est solution de I'équation semi linéaire

2 Au—(Qy) +Nu+u’ =0, u>0, (20)

M. Del Pino, M. Kowalczyk et J. Wei ont démontré qu’étant donné une colirbe
stationnaire, non dégénérée relativement a la fonctionnelle

T

et siQ + A est une fonction uniformément positive, alors pour tout 0, il existe

g > 0 et\, > 0 telles que, pour tout < ey Vérifiant|e? j2 — \,| > ce,Vj € N,
I'équation 20) admet une solution positive qui se concentre le long de Ce résultat
généralise un résultat partiel qui avait été obtenu par A. Ambrosetti, A. Malchiodi et
W.M. Ni [2] dans le cas des potentiéisne dépendant que de la distance a I'origine.

0.1.4 Hypersurfaces de "type Delaunay" dans quelques variétés
Riemanniennes

Dans le chapitre 3, on s’intéresse a I'existence d’hypersurfaces de type Delaunay
dans quelques variétés Riemanniennes. Commencons par définir, pour totle
parameétre

1 m—1
T = E(m 1)™m

Il existe, dansR™*!, une famille & un parametrg, ,, avecp > 0 et € (0,7,],

d’hypersurfaces a courbure moyenne constante qui sont de révolution autour de I'axe

rm+1. Ces hypersurfaces généralisent en toute dimension 2 les surfaces de De-

launay [12]. On peut paramétrer ces hypersurfaces par

X(s5,0):=p(7e’D 0, K(s)),

26



ou (5,0) € R x S™L. Lorsquer € (0,7,), la fonctions est une solution non
constante de
(0s0) +7%(e” + e(l_m)")2 =1,

qui vérifiec(0) < 0 etdso(0) = 0 alors que la fonctiom est définie par
D5k = 727 (7 + ell7m)7),

avecrx(0) = 0. Lorsquer = 7, les hypersurfaces correspondantes sont en fait des
cylindres dl’OitSS'm_l(mT_lp) x R, alors que, quand tend vers), ces hypersurfaces
convergent vers une suite de sphéres de raygqui sont tangentes et centrées sur I'axe
rmi1. Ces hypersurfaces sont invariantes par rapport a un groupe discret de transla-
tionst, e,,+1 Z le long de I'axer,,,; out, > 0 est la plus petite période verticale de
I'hypersurface.

On vérifie gu'il existe une fonction réguliere— ¢(7) telle que
pl_m H™.S;, — c(7) H' UK, (21)

De plusc(r) tend vers; |S™| quandr tend vers) ete(r,) = (Z=1)™ 1| S™.

L'objet de ce dernier chapitre est de démontrer I'existence d’hypersurfaces qui,
quand leur courbure moyenne tend vers, se concentrent le long d’une géodésique
mais pour lesquelles (21) reste valable. Ces hypersurfaces généralisent dans les varié-
tés riemannienne les surfaces de Delaunay. Dans des cas particulier, les spheres, I'es-
pace hyperbolique, ... I'existence de ces hypersurfaces était déja connue par d’autres
méthodes.

On suppose qué& est une géodésique compacte (dé™ "', g). On définie un
systeme de coordonnées dans un voisinage tubulaifé gaur lequel on suppose que
les coefficients de la métrique ne dépendent pas du poirt s@rest, par exemple, le
cas lorsqu’on consideére les métriques de la foyme A(z') dxg + g sSur M™ ! =
St x N™. On note/ la longueur dek'. On suppose que la géodésigideest 7-non
dégénérée, c’est a dire que I'on suppose que l'opérateur

3@ := V5 @ + o, R(P, Xo) Xo
défini sur le fibré normal & est inversible. IciX, est le vecteur unitaire tangenta

eta, € R est une constante définie dans le 83 du Chapitre 3. Sous ces hypotheses,
nous avons obtenu le :

Theorem 0.1.50n suppose quél est7-non dégénérée. Il existe un ensemble fini
T C (0,7,,) (T = 0 lorsquem = 2) tel que, pour tout € (0, 7,,,) — T, il existei, € N
tel que, pour tout € N, ¢ > i, si nous définissong > 0 par
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alors, il existe une hypersurface, ; dont la courbure moyenne est constante égale a
o= /} et telle que

pi T mHML Y, — e(r)H' LK,
guandi tend verstoo.

La constantey, est une fonction continue enqui converge ver$ quandr tend vers
T €t 'opérateur
I ® = V5, @ + R(P, Xo) X

est n’est autre que I'opérateur de Jacobi assodié Bn particulier, toute géodésique
non dégénérée (au sens usuel)resbn dégénérée pourproche der,,.

Comme dans 83, nous considérdnene section dé&/ K etw une fonction définie
surSN K. Poury etk solutions de

(Bsp)* 4+ (P> + 7™ > ™) = 2,
et
Dok = 9 (L+ 7" ™),

avecy(0) < 7, ds¢(0) = 0 etx(0) = 0, nous définissons (pour topt> 0 assez petit)
I'hypersurface de Delaunay perturbée :

G(s,2") = EXBY(, ue)) (£ (0(5) — w(s,2)) O(a") — @(pr(s)))

et nous souhaitons détermineret ® de telle sorte que sa courbure moyenne soit
constante. Cette fois ci, aucun phénoméne de résonance n’apparait. Néanmoins, une
difficulté supplémentaire surgit. En effet, 'opérateur de Jacobi associé a une hyper-
surface de Delaunay admet deux champs de Jacobi qui sont invariant par rotation. Un
premier champ de Jacobi est associé a la famille a 1-parametre d’hypersurfaces a cour-
bure moyenne constante obtenue en translatant I'hypersurface de Delaunay le long de
son axe. Ce champ de Jacobi est périodique et une fois transporté dans notre contexte
Riemannien, il induit une valeur propre prochedpour I'opérateur linéarisé autour

de la solution approchée. C’est pour pouvoir s’affranchir de cette difficulté que nous
avons supposé que les coefficients de la métrique ne dépendaient pas du p&int sur

Un second champ de Jacobi est associé a la famille a 1-parametre d’hypersurfaces
a courbure moyenne constante obtenue en modifiant le parametre de Detailnay

est obtenu en écrivant poyrassez petit I'hypersurface de Delaungy., comme un

graphe normal suf. pour une fonctionu, et en différentianty,, par rapport & en

n = 0 (c.f[12] pour plus de détails). Il est démontré dans [12] que ce champ de Jacobi
n'est en général pas périodique (i.e. ne peut étre périodique que guartiet pour

au plus un nombre fini de valeurs dg

Ce résultat montre qu'’il n’existe pas de résultat de quantification de I'énergie (la
densité de volume) pour les hypersurfaces a courbure moyenne constante.
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Ce résultat est a comparer aux résultats de quantification qui ont été obtenus pour
d’autres problemes non linéaire comme les applications harmoniques en dimension
n > 3 [17], les équations de Yang-Mills en dimension> 5 [34].
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Chapitre 1

Constant r-curvature hypersurfaces in
riemannian manifolds

Abstract In [42], Rugang Ye proved the existence of family of constant mean curva-
ture hypersurfaces in an + 1-dimensional Riemannian manifold/™"!, g), which
concentrate at a point, (which is required to be a nondegenerate critical point of
the scalar curvature), moreover he proved that this family constitute a foliation of a
neighborhood ofy. In this chapter we extend this result to the other curvatures (the
r-th mean curvature for < r < m) and we give the expansion of the-dimensional
volume of the leaves of this foliation as well as thet+ 1-dimensional volume of the
sets enclosed by each leaf.

1.1 Introduction

Let S be an oriented embedded (or possibly immersed) hypersurface in a Rieman-
nian manifold(A/™*1, g). The shape operatots is the symmetric endomorphism of
the tangent bundle & associated with the second fundamental forny gis, by

bs(X, Y) = gS(ASX, Y), \V/X,Y - TS, here gs = g|TS .

The eigenvalues; of the shape operatots are the principal curvatures of the hy-
persurfaceS. Ther-curvature ofS is define to be the-th symmetric function of the
principal curvatures of), i.e.

U,«(S) = Z Riq -« Rig,.-

11 <...<ip
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Hence, whem = 1, o, is equal tan times the mean curvature 6f When(M™ ! g) =

(R™! geuer) is the Euclidean space; is equal to@ times the scalar curvature

of S anda,, is equal to the Gauss-Kronecker curvature&ofn this chapter we are in-
terested in the existence of hypersurfaces/ifi*! whoser-curvature is constant. Hy-
persurfaces with constant mean curvature, constant scalar curvature or constant Gauss-
Kronecker curvature in Euclidean space or space forms constitute an important class
of submanifolds. In Riemannian manifolds very few examples of constantvature
hypersurfaces are known, except whes 1.

R. Ye [42], |43] has proved the existence of a local foliation by constant mean
curvature hypersurfaces which concentrate at a point (which is required to be a non-
degenerate critical point of the scalar curvature function). We extend the result and
methods of42] to handle the case= 2,...,m. No extra curvature hypotheses are
required. In particular, we prove the existence of foliations of a neighborhood of any
nondegenerate critical point of the scalar curvaturéidf**!, g) by constant Gauss-
Kronecker or constant scalar curvature hypersurfaces. A&irtfie idea is to perturb
S,(p), a geodesic sphere with small radjus- 0 centered at a point. A simple com-
putation will show thatS,(p) is close to being a constant r-curvature hypersurfage as
tends ta) and in fact

o (Sp(p)) = Cr p™" + O(p™"*?),

In this note, we show that it is possible to pertifp) for every small radius provided

p is close to a nondegenerate critical point of the scalar curvatuké.dafhe analysis
follows exactly the analysis performed #Z2]. In fact, independently of the value af

the linearized-curvature operator about the unit Euclidean sphere is always a multiple
of Agm + m, the linearized mean curvature operator about the unit Euclidean sphere.
This implies that, as in [42], to perform the perturbation of a small geodesic sphere, one
has to overcome the problem of the existenc@of- 1)-dimensional kernel of g +

m, kernel which is related to the invariancere€urvature with respect to the action of
isometries (in the case of the unit sphere, this kernel is only generated by translations).
This is where, as in42] we use the fact that we are close to a nondegenerate critical
point of the scalar curvature of the ambient manifold.

Even if there is no additional difficulty to treat the general case?2, ..., m, the
analysis of([42] is specific to treat the case of mean curvature and, unfortunately, can’t
be used to treat the general case. The main technical result of this note is a precise
expansion of geometric operators (first and second fundamental forms) for perturbed
geodesic sphere (see Proposith@.1, Proposition 2.3.1 and Proposition 2.3.3). We
believe that these expansions are of independent interest and can be used in many other
construction/[24]. Our main result is :
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Theorem 1.1.1 Suppose that, is a nondegenerate critical point of the scalar curva-
ture R of M. Then there exists, > 0, such that for alp € (0, py), the geodesic sphere
S,(po) may be perturbed to a constanturvature hypersurfacg, witho, = C7, p=".
Moreover these-curvature hypersurfaces constitute a local foliation of a neighbo-

rhood ofp.

The existence of the hypersurfaces is not so difficult and can be obtained rather easily.
The fact that they constitute a local foliation requires more work. The leflyese

small perturbation of geodesic spheres in the senseSth& a normal graph over
S,(po) for some functions, which is bounded by a constant time’s

The hypersurface, is a small perturbation of,(p,) in the sense that it is the
normal graph of some function (with> norm bounded by a constant timg4d over
a geodesic sphere obtained centered at a point at distance bounded by a constant times

p* of py.

1.2 Expansion of the metric in geodesic normal coordi-
nates

We now introduce geodesic normal coordinates in a neighborhood of azpaint
M. We choose an orthonormal bagis i = 1,...,m + 1, of T,M.

Consider, in a neighborhood pfin M/, normal geodesic coordinates
F(z) = expéw(xiEi), r:= (21, ., Tma1),

whereexp is the exponential map o/ and summation over repeated indices is
understood. This yields the coordinate vector fields= F.(9,,). As usual, the Fermi
coordinates above are defined so that the metric coefficients

9i5 = 9(Xi, Xj)
equald;; atp. We now compute higher terms in the Taylor expansions of the functions

gi;- The metric coefficients at := F'(x) are given in terms of geometric datayai=
F(0)and|z| := (22 + ...+ a2 )Y2

Notation The symbolO(|z|") indicates an analytic function such that it and its par-
tial derivatives of any order, with respect to the vector field(;, are bounded by a
constant timegz|” in some fixed neighborhood 6f

We now give the well known expansion for the metric in normal coordinates [39],
[16], |4€], but we briefly recall the proof in the Appendix for completeness.
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Proposition 1.2.1 At the point; = F'(z), the following expansions hold

1 1
Gij = 5¢j+§ 9(R(Ex, E;) By, Ej) v 20+ 6 9(VE R(Ey, E)E,, E;) 3y, 3 3+ O(|z] )
(1.2)
where all curvature terms are evaluatedyat

1.3 Geometry of spheres

We derive expansions agends td) for the metric, second fundamental form and
mean curvature of the sphesg(p) and their perturbations.

Fix p > 0. We use a local parametrizatian— ©(z) of S™ C T,,M. Now define
the map
G(z) = F (p(1 - w(2)) ©(2)),
and denote its image hy,(p, w), so in particularS,(p,0) = S,(p). Because of the
definition of these hypersurfaces using the exponential map, various vector fields we

shall use may be regarded either as fields al§yig, w) or as vectors of ,A/. To help
allay this confusion, we write

0:=0E; 0, := 0.6 Ej.

These are all vectors in the tangent spégk/. On the other hand, the vectors
T:=0X; Y = 0.0 X;

lie in the tangent spacE, M, whereq = F'(z). For brevity, we also write

w; = 0w, w;j i= 0, 0,w.

In terms of all this notation, the tangent spac&¢w) at any point is spanned by
the vectors

1.3.1 Notation for error terms
The formulas for the various geometric quantitiesSpfp, w) are potentially very
complicated, and so it is important to condense notation as much as possible. Fortuna-

tely, we do not need to know the full structure of all of these quantities. Because it is so
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fundamental, we have isolated the notational conventions we shall use in this separate
subsection.

Any expression of the forni’ (w) denotes a linear combination of the functians
together with its derivatives with respect to the vector figddsip to order;. The co-
efficients are assumed to be smooth functions'drwhich are bounded by a constant
independent op € (0,1) andp € M, in C* topology.

Similarly, any expression of the fori@’(w) denotes a nonlinear operator in the
functionsw together with its derivatives with respect to the vector fiéddsip to order
j. Again, the coefficients of the Taylor expansion of the corresponding differential
operator are smooth functions 6fi* which are bounded by a constant independent of
p € (0,1) andp € M in theC*> topology. In addition)’ vanishes quadratically at
w = 0.

Finally, any term of the forni’ x Q* will denote any finite sum of the product of
a linear operatorg’ with nonlinear operator§®*.

We also agree that any term denoté¢y?) is a smooth function o™ which is
bounded by a constant (independenppfimesp? in the C> topology.

1.3.2 The first fundamental form

The next step is the computation of the coefficients of the first fundamental form
of S,(p, w). We sety := G(z) andp := G(0). We obtain directly from3.2.4) that

9(Xi, X;) = 0y +39(R(©,E) 0, E)) p* (1 — w)?
+ L1g(VeR(O,E)6,E)p* (1 —w)? (1.3)
+ O(p!) + p' LO(w) + p* Q°(w).
where all the curvature terms are evaluateo &@bserve that we have
g(T, 1) =1 g9(T,7;) =0

Using these expansions it is easy to obtain the expansion of the first fundamental form
of S,(p, w).
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Proposition 1.3.1 We have
p P (1—w)?9(Z, Z;) = 9(©:,0;) +59(R(0,0:)0,0;)p? (1 — w)?

+ %g(V@R(@, @z) @, @]) p3 (1 - U))g + (1 - w)_Q w; Wj
+ O(p") + p*Lw) + p* Q(w).

(1.4)
where all curvature terms are evaluatedyat

1.3.3 The normal vector field

Our next task is to understand the dependence ofithe unit normalV to S,(w).
Define the vector field .

and choose the coefficient§ so that thatV is orthogonal to all of theZ;. This leads
to a linear system fon’.

Z A 9(Z;, Z;) = —pw;
j
Observe that o
g(N,N)y=14p ) Ajuw;
j
The unit normal vector fieldv aboutS,(p, w) is defined to be
N

1.3.4 The second fundamental form

We now compute the second fundamental form. To simplify the computations be-
low, we henceforth assume that, at the p@éiit) € S™,

g(@z, @j> = 6ij and v@i@j =0, Z,] =1,....m (16)

(whereV is the connection o' S™1).
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Proposition 1.3.2 The following expansions hold
—9(VzN,Zj) = p(1—w)dy+pwy+359(R(O,0,)0,6;)p* (1 —w)®
+ % g<V@R(®7 @Z) 67 @J) p4 (1 - U})4
— 5 (9(R(Vw, ©;)0,0;) + g(R(O©, ©;) Vuw, 8;)) p*

+ O0(p°) + p* L' (w) + p Q' (w) + p L*(w) x Q" (w)
a.7)
where as usual, all curvature terms are computed at the point

Proof : We will first obtain the expansion @f(V 2, N, Z;). To this aim, we compute

—9(VzN,2;) = (VZ-T Z;) = 3 9(V 2 (A" Zy), Z;)
= 1559(Vz((1-w) Y1), Z;) + 125 wi g(Y, Z))
- Z 9(Vz,(A* Zy), Z;)
= 759(Vz (1 —w)T), Z;) — £, wiw;
- Z 9(Vz(A* Zy), Z;)

Now, recall that
> A g(Zh, Zj) = —pw;
k

Hence
E 9(V2(A* Zy), Z;) = —pwy; — E A* 9(Z, N 2,2;)
k k

Using the fact that
29(Zk, N 2,Z5) = Zi 9(Zx, Z;) + Z; 9(Z, Zi) — 21, 9(Zs, Z;)

we conclude that

1
> 9(V2(A* Zy), Z) = —p Wi~ > A (Zig(Zk, Z;) + Z39(Zn, Zi) — Zi 9(Zi, Z5))
k k

To analyze the ter . ((1—w) T), let us revert for the moment and regarés func-
tions of the coordinates and also consider as a variable instead of just a parameter.

Thus we consider 3
F(p,2) = F(p(1 = w(2))6/(2)).

37



The coordinate vector fields; are still equal tcﬁ*(azj), but now we also have
Zy = (1 —w) T = F,(d,), which is the identity we wish to use below. Now, we write
g(vzi((l - U)) T)v Zj) + g(ij((l - w) T)v ZZ) = g(inZ07 Zj) + g<ijZO7 Zl)
= Zog(Zi, Zj)
Collecting the above we have obtained to formula
—g(V4N,Z;) = m Zo 9(Zi, Z;) — 125 pwiw; + pwi

+ 5 A (Zig(Zh, Z5) + Z; 9(Zk, Zi) — Zk 9(Zi, Z5))

We will now expand the first and last term in this expression.

If the coordinateg are chosen so thg{O,, ©;) = J;; at the point where we will
compute the shape form, we have, using the result of Propo&itso,

sicwy Z09(Zi,Z;) = p(1—w)dy+ 59(R(0,0:)0,0;)p (1 —w)*
+ 5 9(VeR(©,6;)0,0;) p* (1 — w)* + = pw; w;
+ O(p°) + p° Lo(w) + p° Q°(w).

Using the same Proposition together with the fact that the coordipatesschosen so
thatVe,©; = 0 at the point where we will compute the shape form, we also have

Z; 9(Zy, Z;) + Z; 9(Zi, Zi) — Zy 9(Z;, Z;) =
2 (9(R(O%,©:) ©;,0) + g(R(6%, 0:) ©;,0)) p*
+0(p°) + p? L' (w) + p* Q' (w) + p* L*(w) x L'(w)

If the coordinates; are chosen so that(©,,©,) = J,; at the point where we will
compute the shape form, we have the expansion

Ak = —ﬁ +p LM w) + p Q' (w)
collecting the above estimates, we conclude that
—9(V2N,Z;) = p(1—w)by+ pwi;+ 3 9(R(©,6,)0,0;) p* (1 — w)?
+ 2 9(VeR(©,0,)0,0;)p* (1 —w)*
— 5 (9(R(O4, ©:)0,0;) + g(R(O, ;) 61, 0;)) p’ wy,
+ O0(p°) + p* L'(w) + p Q' (w) + p L*(w) x Q' (w)
It remains to observe that
g(N,N)™2 =1+ Q' (w)
This finishes the proof of the estimate. O
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1.3.5 The shape operator of perturbed surfaces

Collecting the estimates of the last subsection we obtain the expansion of the shape
operator of the hypersurfacg (p, w). In the coordinate system defined in the previous
sections, we get

Proposition 1.3.3 Under the previous hypothesis, the shape operator of the hypersur-
faceS,(p,w) is given by
pAij(w) = (1L+w)dy +wi;+59(R(O, ©;)0,6;) p> + 1 9(VeR(O, ©;)©,8)) p*
— 5 [9(R(©, ©:)0,0;)w + (¢9(R(Or, ©:)0,0;) + g(R(O, ©;) O, 0;)) wy
+9(R(6,6;), 0, 0r) wyy] p?
+ O(p") +p* L*(w) + Q' (w) + L*(w) x L(w) + L*(w) x Q' (w).

(1.8)
where all curvature terms are computed at the pgint

1.4 Ther-curvature of the perturbed sphere

Given any symmetric matriXd, and anyr = 0, ..., m, we define
or(A) == D AN
11 <. <0y

where\q, ..., \,, are the eigenvalues of. Ther-th Newton transform ofl is defined

by
T.(A):=0.(A) ] —0, 1(A)A+---+(—1) A"

with 7;,,(A) = 0. Now suppose thatt = A(t) depends smoothly on a parameteit
is proved in[33] that
d d
EUT(A) =Tr (TT—I(A> %A> (19)
From this computation, it follows at once that, given amy m symmetric matrixH,
o.(I+H)=Cp +Ch ! Tr(H) + O(|H|?)

Using this together with the previous expansion of the shape operator, it is not hard to
check that the-curvature of the hypersurfacg (p, w) can be expanded as
p" o (Splp,w)) = Cr 4+ Cr [(Agm +m)w — 3 Ric(©,0) p? — 1 VgRIic(0, 0) p?
+ % (Ric(©,0) 4 2Ric(V-,0) — g(R(©,V-)O, V")) wp?
+ O(p") + 0 L*(w) + Q' (w) + L*(w) x LO(w) + L*(w) x Q' (w)]
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where as usual, all curvature terms are computed ldere we have defined
Ric(V-, 0) := Ric(e;, ©) e;

and

g(R(@, V), @, V) = g(R(@, 62‘), @7 €j> € €;
if e1,..., e is an orthonormal frame field df,S™ satisfyingV., e; = 0 at the point
g € S™ where these expressions are computed. It will be convenient to set

1

£=3

(Ric(©, 0) + 2Ric(V, ©) — ¢(R(6, V), 0, V))

Now observe that a similar expansion is valid in Euclidean space and in this case
the expansion op~" o,.(p, w) does not depend om (nor onp). This means that the
nonlinear operator

Q* =Q"+L*x L'+ L* x Q!

can be decomposed into its value in Euclidean space and a similar operator all of whose
coefficients are bounded by This fact can also be recovered by going through all the
above expansions. Therefore, we can write

Q*=Q:+pQ;

where@? is the corresponding nonlinear operator when the metric is Euclidean and
hence it does not depend @n while p Q? denotes the discrepancy induced by the
curvature of the metrig on M. Both Q? and@? satisfy the usual properties.

1.5 Existence of foliations by constant-curvature hy-
persurfaces

Assume that we are givem, € M, a nondegenerate critical point of the scalar
curvatureR on M. We would like to find a small functiow € C**(S™) and a poinp
close topy such that

0, (Sp(p,w)) = Crp™"
In view of the previous expansion, this amount to solve the nonlinear equation
1 _. 1 ,
(Agm +m)w = = Ric(O, ©) p* + — VgRIic(0,0) p* — O(p")
3 4 (1.10)
—p* Lw = p* LP(w) — Q*(w)
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We denote byT andII* the L2-orthogonal projections df?(S™) onto Kef A g +
m) and KefAgn» + m)+, respectively. Recall that the kernel &fs» + m is spanned
by p;, fori = 1,...,m + 1, the restriction to the unit sphere of, the coordinates
functions inR™ "1,

First fixed point argument From now on, we assume that the function
C%*(S™) is L*-orthogonal to KefA s~ + m) and we project the equatiof.(0) over
Ker(Ag= + m)*. We obtain

(Agm +m)w = I+ [$Ric(0,0) p* + 1 VeRic(0,0) p* — O(p*)
—p* Lw = p’ L*(w) — Q*(w)]
We definew, € Ker(Ag~ + m)* to be the unique solution of
(Agm +m)wy = % Ric(©, ©) (1.11)

sincell* (Ric(©, ©)) = Ric(6, ©). Similarly, we definas; € Ker(Ag» + m)* to be
the unique solution of

1 :
(Agm +m)w;, = 1 I1*+ [VeRic(O, 0)]

Itis easy to rephrase the solvability of the nonlinear equation/(1.10) as a fixed point
problem since the operatdys +m is invertible from the space @< (S™) functions
which areL?-orthogonal to KefA g~ +m) into the space af®<(S™) functions which
are L2-orthogonal to KefAg» + m). We writew := p* wy + p® wy + p v, so that it
remains to solve an equation which can be written for short as

(Agm +m)v=—0(1) —p 2 Lw — p~ ' L*(w) — p~* Q*(w)

Applying a standard fixed point theorem for contraction mappings, it is easy to check
that there exists a constant> 0, which is independent of the choice of the point
p € M, s