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AVERTISSEMENT

Ce mémoire comporte un préambule qui vise a présenter de maniére ac-
cessible les idées qui ont mené & ce travail de thése. Aux lecteurs réfractaires
ou étrangers aux symboles mathématiques, je propose de ne lire que ces pre-
miéres pages.

Ensuite vient la table des matiéres et le corps principal de ce mémoire.
Les publications auxquelles ont donné lieu le travail de cette thése sont re-
produites en appendice, avant les références bibliographiques.

Ce mémoire a été écrit dans une double démarche, celle tout d’abord de
rendre compte de mes travaux et celle ensuite de proposer une exposition
pédagogique du formalisme que j’ai utilisé. Loin de prétendre rivaliser avec
les différents livres et cours sur le sujet, cette exposition vise a en concilier
les différentes approches et a unifier autant que faire se peut les conventions,
pour fournir au lecteur un contenu homogeéne, qui, je I’espére, sera utile a de
futurs thésards.
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PREAMBULE

La description du monde physique repose actuellement sur deux modéles
standards. Avant d’en exposer les grandes lignes, nous devons expliquer la dif-
férence entre le monde classique et le monde quantique. Nous désignerons par
le monde classique le monde physique correspondant aux échelles de tailles
(de maniére équivalente, de durée, d’énergie) humaines, c’est-a-dire entre le
micromeétre et le millier de kilomeétres. Hormis quelques exceptions, tous les
systémes de cette taille vérifient le méme ensemble de lois physiques que
nous appelons théories classiques. La physique des échelles inférieures, dites
microscopiques, est décrite par des théories quantiques, ou les degrés de li-
berté, les parameétres qui rendent compte de 1’évolution d’un systéme donné,
sont fondamentalement différents des degrés de liberté classiques. Comme
I'intuition peut nous l'indiquer, les deux mondes se sont pas étrangers I'un
a autre : la physique microscopique détermine un grand nombre de para-
meétres qui interviennent dans les modéles classiques. La physique des échelles
supérieures, dites macroscopiques, rassemblant la cosmologie, I’astrophysique
et I'astronomie, a un statut beaucoup moins clair. La plupart des théories
macroscopiques sont en fait des théories classiques (et quantiques) qui sont
appliquées a des échelles de distance et de durée plus grandes et qui sont
ajustées pour décrire une grande partie des phénomeénes observés, mais le
domaine de validité de ces extrapolations est encore inconnu.

Le premier modéle, appelé simplement modeéle standard, est un modéle
unifié de la physique microscopique. Il décrit le comportement des particules
élémentaires, de leurs composés, de leurs interactions. Il décrit le monde
microscopique, aussi bien la matiére! que trois interactions fondamentales
sur les quatre que nous avons observées?. Jusqu'a présent il a été validé
par toutes les observations expérimentales microscopiques que nous avons pu

faire et donnerait entiére satisfaction s’il ne comportait pas un grand nombre?

IPar exemple, 'électron est une particule élémentaire, le proton et le neutron, qui

consituent le noyau des atomes, sont des composés de différents quarks.
2L’électromagnétisme, 'interaction nucléaire faible et I'interaction nucléaire forte sont

décrits par le modeéle standard, mais pas la gravitation.
3plus d’une centaine
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de parameétres, parmi lesquels la masse de 1’électron par exemple, et s’il ne
supposait pas l'existence d’une particule encore non détectée : le boson de

Higgs.

Le second modele, appelé modéle standard cosmologique, est un modéle
global de la physique macroscopique, c’est-a-dire qu’il décrit un certain nombre
de propriétés de I'univers considéré dans son ensemble, comme par exemple
les propriétés du fond de radiation cosmologique, les propriétés de distribu-
tion de la matiére dans I'univers, les propriétés d’isotropie et d’homogénéité
de lespace-temps. A ce stade, nous devons faire la différence entre ce modéle
et les théories macroscopiques que nous avons présentées comme des extra-
polations classiques et quantiques. Ces théories sont des modéles phénomé-
nologiques qui décrivent I’évolution d’un systéme particulier, par exemple la
formation, la vie et la fin d’une étoile ou la dynamique d’une galaxie. Par
contre, le modeéle standard cosmologique vise & décrire de maniére unifice
le comportement & grande échelle de 'univers et constitue ainsi un premier
pas vers une théorie cosmologique unifiée. Cependant les réponses qu’il ap-
porte sont beaucoup plus partielles que celles du modeéle standard. Il suppose
I’existence d’un phénomeéne d’inflation dont il ne donne pas ’explication, et
n’élucide pas le probléeme de la constante cosmologique par exemple, dont
aucune théorie actuelle ne permet de prédire la valeur trés faible mais non

nulle déterminée par les mesures astronomiques.

Pour comprendre pourquoi le second modéle parait moins efficace, il faut
revenir sur la distinction que nous avons faite entre les deux modeéles. Nous
avons distingué un modeéle unifiant la physique microscopique et un modéle
visant & unifier la physique macroscopique. Mais la démarche intellectuelle qui
a mené a la construction de ces modéles a pour but d’isoler des constituants
fondamentaux microscopiques a partir desquels on construit la physique a
toutes les échelles supérieures. Comme la gravitation joue un role négligeable
aux échelles microscopiques auxquelles nous avons acces, le modéle standard
n’inclut pas cette interaction. Aux échelles humaines, la théorie classique de
la gravitation (la relativité générale), rend compte parfaitement des résul-
tats expérimentaux. La gravitation, bien que trés faible, est une interaction

auxquels tous les constituants fondamentaux sont sensibles et dont les effets
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attractifs sont cumulatifs?. Aux échelles macroscopiques la gravitation joue
donc un roéle primordial, comme les observations astronomiques permettent
de la constater. Le modeéle standard cosmologique décrit la matiére et les
trois interactions autres que la gravitation a ’aide du modéle standard ou
de théories effectives classiques et y incorpore la théorie classique de la gra-
vitation. Si I'on s’en tient & la démarche initiale, il manque donc une théorie
microscopique de la gravitation a partir de laquelle on expliquerait le com-
portement classique de cette interaction et les observations cosmologiques
encore non expliquées.

Malheureusement, aucune théorie microscopique de la gravitation n’est
encore pleinement satisfaisante. A la difficulté de construire une telle théorie
s’ajoute celle de concevoir des expériences permettant d’en tester les prédic-
tions expérimentales. Devant cet obstacle, on peut imaginer de remettre en
cause, pour la gravitation, la démarche déductive, qui suppose la physique
classique et macroscopique déterminée par la physique microscopique. Ce fai-
sant, on perd a priori toute chance d’obtenir une unification au niveau du
formalisme utilisé dans les modéles standards, celui de la théorie des champs,
classique pour la gravitation, quantique pour le reste. En pratique les modeles
construits dans cette perspective ne sont que phénoménologiques et n’offrent
pas de réponses meilleures que celles du modele standard cosmologique. C’est
pourquoi les tentatives les plus sérieusement considérées sont celles visant a
construire une théorie microscopique de la gravitation. Dans une telle théorie,
il existe une échelle microscopique ot les effets quantiques se font sentir. Des
considérations dimensionnelles indiquent que cette échelle correspond une
distance caractéristique, appelée longueur de Planck®, de lordre de 103
métres, ou une énergie de Planck® égale a 10 GeV. Notons que, méme dans

I’hypothése ot les effets quantiques de la gravitation sont trés importants, le

4En I’état actuel des connaissances, la seule interaction gravitationnelle répulsive pro-

vient de la constante cosmologique et elle est extrémement faible.
5Si cette distance était celle entre nos pieds et notre téte, ’électron serait grand comme

la longueur de la galaxie, c’est-a-dire environ cent mille années-lumiére.
6Cette énergie correspond & 1'énergie nécessaire pour élever de mille métres une loco-

motive de cent tonnes. Elle correspond aussi & l’énergie de repos d’une masse de 10 mi-
crogrammes, c’est-a-dire ’énergie qu’on obtiendrait si une poussiére de 5 microgrammes

de matiére s’annihilait avec une poussiére de 5 microgrammes d’antimatiére.
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modeéle standard n’est pas remis en cause, puisqu’il ne décrit la physique que
jusqu’a une échelle maximale de 10'® GeV et que les expériences ne sondent
que des énergies inférieures a 10* GeV.

Il est donc possible de se focaliser sur la gravitation et d’ignorer momen-
tanément le reste. Ce choix a été fait pour la théorie de gravité quantique de
boucle”. Construite a partir des principes fondamentaux de la relativité gé-
nérale, elle vise, a travers un formalisme novateur de réseauz de spins, entité
mathématique censée décrire la structure de I’'espace-temps quantique, & don-
ner un modele cohérent du comportement microscopique de la gravitation.
Ce formalisme fait malheureusement la faiblesse de cette théorie, puisqu’il est
encore impossible de faire le lien avec le formalisme de la théorie des champs
du modéle standard. Cette théorie a donc moins de succeés que la théorie des
cordes qui prend ses racines® dans le modéle standard. La théorie des cordes
reprend exactement le méme formalisme de la théorie des champs, suit la
méme démarche qui a mené de la mécanique classique a la mécanique quan-
tique puis a la théorie des champs. Mais au lieu de considérer que l’entité
fondamentale est une particule ponctuelle a zéro dimension, elle introduit un
objet & une dimension appelé corde. Comme cette corde est supposée avoir
une dimension de l'ordre de la longueur de Planck, a toutes les échelles de
la physique connue, on la voit comme une particule ponctuelle. La corde est
donc la brique commune a toutes les particules connues ou prédites par les
théories précédentes. La théorie fait méme un lien plus profond : une méme
corde peut étre telle ou telle particules selon la facon dont elle vibre et dont
ses extrémités sont fixées. De méme qu’une corde de guitare émet plusieurs
notes, la corde peut « jouer » différentes particules. Une corde fermée, nouée
comme un lacet, pourra correspondre au graviton, la particule qui véhicule
la gravitation, alors qu’une corde ouverte, libre comme un bout de ficelle ou
attaché a des parois particulieres appelées D-branes, pourra correspondre a
d’autres interactions ou a des particules de matiére. La théorie des cordes
propose ainsi un modéle unifié du monde physique connu, ce qui en a fait le

succes depuis pres de quarante ans.

"loop quantum gravity en anglais
8et méme ses racines historiques, puisque la théorie des cordes a été dans ses débuts

un modéle « infructueux » de l'interaction forte.



Cependant, deux difficultés majeures atténuent la portée de cette théorie.
La premiére est une difficulté technique. Méme si le formalisme de la théo-
rie des champs pour la particule ponctuelle est un guide précieux, choisir
la corde comme entité fondamentale introduit de nouveaux problémes dont
les solutions sont loin d’étre connues a I’heure actuelle. Par exemple, le for-
malisme de la théorie des champs permet de décrire une infinité de degrés
de liberté, alors qu’en théorie des cordes seul le formalisme permettant de
décrire un nombre fini de degrés de liberté a été correctement posé et celui
permettant de décrire un nombre infini de degrés de liberté est encore en
gestation. Ainsi, tout un ensemble d’effets quantiques est encore impossible
a décrire en théorie des cordes. Un autre exemple particulierement caracté-
ristique est la difficulté a sélectionner 1'état de vide. En effet, la théorie des
cordes prédit I'existence d’'un nombre immense (mais fini a priori) de vides,
qui forment ce qu’on appelle le paysage des vides®. Les critéres qui permet-
traient de choisir un vide parmi toutes les possibilités prédites par la théorie
ne sont pas connus, ni ceux qui indiqueraient si le ou les vides sélectionnés

sont compatibles avec le modéle standard.

La seconde difficulté, qui n’est pas étrangére a la premiére, provient de
la maniére dont la théorie des cordes a été construite. Fagonné dans une dé-
marche qui a mené a I’établissement du modéle standard, le formalisme de la
théorie des cordes reste éloigné des principes de la relativité générale, notam-
ment le principe d’indépendance vis-a-vis du fond selon lequel les lois de la
physique s’écrivent de la méme fagon quel que soient I'observateur ou la géo-
métrie!? considérés. En I'absence d’un formalisme permettant d’implémenter
ce principe, il est difficile de répondre aux questions suscitées par la relati-
vité générale et d’aller plus loin que les effets semi-classiques de la gravitation
quantique'’. En effet, la théorie des cordes n’est définie que pour l'espace-
temps de Minkowski et pour des configurations géométriques particuliéres,

majoritairement statiques. L’étude des configurations gravitationnelles non

9traduction personnelle de landscape

0La relativité générale établit un lien canonique entre gravitation et géométrie. Un
observateur placé dans un champ gravitationnel peut localement se placer dans un systéme
de coordonnées, c’est-a-dire choisir une géométrie, ou le champ gravitationnel est nul.

Herest-a-dire I'influence d’un champ gravitationnel classique sur un systéme quantique

X1



triviales, si possible incorporant des ingrédients du modele standard cosmo-
logique, représente ainsi un enjeu vital dans la construction de la théorie.
C’est pourquoi dans cette thése nous avons étudié des configurations géo-
métriques dépendantes du temps. Notre objectif, modeste, a consisté & choisir
des configurations auxquelles le formalisme de la théorie des cordes dans I'es-
pace de Minkowski pouvait étre appliqué et a comprendre comment un effet
comme la contre-réaction gravitationnelle pouvait se manifester. La contre-
réaction gravitationnelle est une modification de la configuration géométrique
suite aux interactions gravitationnelles des fluctuations quantiques présente
dans cette configuration. En particulier, dans une configuration présentant
une singularité, c’est-a-dire un point ot les grandeurs qui caractérisent la
géométrie de l'espace-temps deviennent infinie, de nombreuses particules
peuvent disparaitre ou apparaitre a cause de 'influence de la variation dans
le temps de géométrie sur un champ quantique et produire un champ gravi-

tationnel dont l'effet sur la singularité est encore inconnu.
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CHAPITRE 1

Configurations dépendantes du

temps

1.1 Modéles exacts

Comme nous l'avons évoqué dans le préambule, la théorie des cordes
propose un cadre qui peut permettre de résoudre les problémes posés par le
modele standard cosmologique actuel, notamment celui de la nature du Big
Bang, ou de maniére un peu plus générale de la nature des singularités de
genre espace.

Cependant, il n’existe pas de formalisme de théorie des cordes permettant
d’intégrer pleinement la théorie de la relativité générale et de construire une
théorie de la gravitation quantique. Nous sommes actuellement contraint de
nous limiter a une approche semi-classique, ou la géométrie est posée comme
une hypothese de travail. C’est tout naturellement que le formalisme de pre-
miére quantification de la corde a été développé d’abord dans l’espace de
Minkowski!, puis dans des géométries courbes, dans le cadre des modéles
Wess-Zumino- Witten (WZW) [5] ou la géométrie est décrite par une va-
riété de groupe de Lie. Toutefois les premiéres géométries étudiées étaient
statiques.

Puisqu’il n’était pas possible de comprendre le régime quantique de la

gravitation, des modeles ont été développé a partir des premiers espaces

'Nous invitons le lecteur & se référer aux ouvrages [1, 2, 3, 4].



1 Configurations dépendantes du temps

courbes et ont permis d’étudier la quantification de la corde évoluant dans
une géométrie dépendante du temps dans I'espoir de découvrir des indices
permettant de compléter le formalisme ou d’apporter, plus modestement,
les premiers éléments de réponses aux questions posées par les singularités.
Ainsi s’est développé dés 19872 [7] une importante direction de recherche
pour trouver des modéles qui puissent étre résolus exactement, c’est-a-dire
des modéles pour lesquelles on peut déterminer explicitement les solutions
des équations classiques du mouvement de la corde, mener la procédure de
quantification canonique, déterminer le spectre de 'opérateur hamiltonien et

calculer les amplitudes les plus simples.

Ces modéles sont loin d’étre réalistes et cette direction de recherche se
démarque des tentatives de construire des géométries cosmologiques de type
Friedmann-Robertson-Walker ou inflationnaire de type de Sitter [8] qui se
situent dans une perspective de théorie effective, a basse énergie. Mais le
compromis qu’il faut faire pour étudier de maniére exacte un modéle dans
le cadre de la théorie des cordes n’empéche pas d’étudier des configurations
extrémement intéressantes du point de vue cosmologiques : les singularités.
Comme nous le détaillons un peu plus bas, certaines géométries comportant
une singularité donnent lieu a un traitement exact, ce qui permet d’étudier
précisément le comportement de la corde dans cette géométrie. Il est méme
possible d’aborder les problémes de contre-réaction gravitationnelle ou de
régularisation éventuelle de la singularité. Nous reviendrons sur ce point aux

chapitres 3 et 4.

Cette thése s’inscrit dans cette démarche. Nous avons étudié trois modéles
différents de géométrie dépendante du temps et extrait des calculs un certain
nombre d’effets physiques que nous exposons au chapitre 3. Notre souci a
été de construire des géométries dans lesquelles la corde pouvait étre quan-
tifiée sans approximation et nous avons pour cela puisé dans deux des trois
différents types de modéles dits exacts et dépendants du temps actuellement

disponibles.

2mais déja en 1974 un premier article [6] abordait ce genre de probléme.

10



1.2 Modéles exacts dépendants du temps

1.2 Modéles exacts dépendants du temps

Comme nous 'expliquerons dans le chapitre 2, la premiére quantification
de la corde est fondée sur I'interprétation du modéle sigma non-linéaire de
la corde en terme de théorie conforme des champs. La recherche de modéles
exacts est donc guidée par la nécessité de trouver une théorie conforme des
champs correspondante. Nous pouvons distinguer trois maniéeres générales de

construire des modeéles exacts dépendants du temps.

1.2.1 Orbifold de I’espace de Minkowski

Originellement un orbifold est une variété® obtenue a partir de 'espace
de Minkowski par quotient sous I'action d’un groupe de rotation fini Zy (N
est un entier naturel) [9]. Par extension, ce nom est appliqué a toute variété
obtenue & partir de I'espace plat? par identification sous I’action dun sous-
groupe de Lorentz isomorphe & Z ou Zy.

Pour obtenir une géométrie dépendante du temps, il suffit que l'action
du sous-groupe corresponde & une transformation non triviale impliquant
la cordonnée temporelle. Les points invariants sous cette transformation de-
viennent des singularités topologiques. L’espace est plat loin des singularités.

Bien que le principe semble simple, la premiére construction d’orbifold
dépendant du temps est récente [10]. Elle a été suivie de 'étude de ’orbifold
null [11, 12, 13, 14] et de 'espace de Misner [15, 16, 17, 18]. La stabilité
de ces orbifolds n’est pas évidente a établir [19, 20, 21|, mais nous avons
choisi d’étre optimiste et de considérer que méme si ces orbifolds n’étaient
pas stables, la quantification de la corde dans ces géométries fournirait des
indices quant-a leur destin.

L’espace de Misner a ’avantage sur 1’orbifold null de présenter une géo-
métrie simplifiée de Big Crunch/Big Bang, comme nous aurons l’occasion
de I'expliquer en détail & la section 3.2. Il constitue ainsi un cas d’école de

singularité cosmologique.

3« orbi- » pour orbital, rotation et « -fold » de manifold, variété.

4Dans tout ce mémoire, nous utiliserons I’expression « espace plat » comme synonyme

de 'expression « espace de Minkowksi ».
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1 Configurations dépendantes du temps

La possibilité d’une transition douce (bounce en anglais) a été étudiée
dans [22] et un scénario d’univers cyclique dans l'espace de Misner est évo-
qué dans [23], qui étudie la théorie des champs dans l'espace de Misner.
Une étude complémentaire et des références supplémentaires concernant la
quantification d’un champ dans l’espace de Misner se trouvent dans [17, 18|.
L’étape suivante consiste a étudier cette possibilité de transition douce dans
le cadre de la théorie des cordes. Il s’agit notamment de savoir si la singularité
pourrait étre gommée par des effets de contre-réaction gravitationnelle.

Plus modestement, nous avons déterminé dans le cadre de cette thése
les opérateurs de vertex et calculé les amplitudes a 'ordre des arbres. Ce
travail [24] est exposé & la section 3.2 et une partie des détails techniques

sont abordés dans les sections 2.11 et 2.12.3.

1.2.2 Modéles Wess-Zumino-Witten

Les premiéres géométries de signature minkowskienne ont été obtenues
en construisant des modeles WZW & partir du groupe de Lie non compact
SL(2,R) (qui est aussi AdSs, 'espace anti-de Sitter a trois dimensions) [25,
26]. 11 s’agit de variations autour du trou noir a deux dimensions décrit dans
article [25] et appelé aussi « le cigare ».

Ces modéles sont en réalité des modeles de WZW gaugé. Ils sont construits
a partir d’une variété de groupe quotient. Cette notion est proche mais dis-
tincte de celle d’orbifold. Si on note G le groupe de base ® et H un sous-groupe
de Lie de G, le modéle est construit a partir du quotient G/ H. Cette construc-
tion permet de remédier a ’absence de représentation unitaire des groupes
non compacts et éliminer ainsi du spectre des états de norme négative (voir
le traitement de 27| dans le cas de SL(2,R)). Par contre, un orbifold est
un quotient par un groupe discret, comme nous ’avons dit a la sous-section
1.2.1, et il ne fait apparaitre que de nouveaux secteurs topologiques dans la
théorie conforme initiale. Il est tout a fait possible de construire un orbifold
a partir d’'un modéle WZW, gaugé ou non. Par exemple [28] est un orbifold
du modéle WZW sur SL(2, R).

°Le plus souvent, il s’agit de SL(2,R), mais on peut avoir par exemple un produit

tensoriel SL(2,R) x SU(2), qui correspond & l’espace & six dimensions AdSz x S3.
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1.2 Modéles exacts dépendants du temps

D’autres modéles dépendants du temps ont ensuite été construits. Ils
comportent soit une singularité de type orbifold® R /7 [29, 30, 31, 32], soit
une singularité de type trou noir BTZ [33, 34, 35, 28, 36|. Plus proche des
observations astronomique, le modéle Nappi-Witten [37] décrit une géométrie
d’univers en expansion.

Les modeles WZW ont permis également 1'étude des probléemes liés aux
configurations de Big Crunch/Big Bang [38] dans une approche différente de
l'orbifold de Misner. [39] montre que dans ce modéle la singularité peut étre
gommeée par la présence de flux.

L’é¢tude de la propagation de la corde dans un modele WZW avec une
singularité cosmologique type R /Z a été faite dans [40]. Enfin mention-
nons [41] qui parle des modéles WZW dans le cadre d’un tour d’horizon des
géométries dépendantes du temps en théorie des cordes.

Nous n’avons pas étudié de modele WZW dans le cadre de cette these.
Cependant, comme cet apergu le suggére il existe des liens entre les modéles
WZW et les orbifold. Ainsi, comme cela est évoqué dans la section 3.2 et ex-
pliqué en détail dans Particle [24], certaines amplitudes & 'ordre des arbres
dans 'espace de Misner peuvent étre obtenues a partir des amplitudes cal-
culées dans le modéle WZW contruit et étudié dans [42], grace aux analogies
formelles entre les deux modéles.

De méme qu’il existe des analogies avec les orbifolds, certains modéles
WZW, comme ceux étudiés dans [43, 42| sont des modéles d’ondes planes,

que nous allons exposer dans la sous-section suivante.

1.2.3 Ondes planes

Les géométries d’ondes planes ont été construites dans une approche dif-
férente. Au lieu de trouver directement un modéle exact avec une description
en terme de théorie conforme des champs, des géométries ont été d’abord
considérées comme des approximations d’ordre dominant en o’ des solutions
exactes des équations classiques du mouvement. Il a ensuite été démontré
qu’il n’y avait pas de corrections en o’ et qu’ainsi ces solutions étaient exactes.

On peut distinguer une premiére phase [7, 44, 45, 46, 47, 48, 49] d’une se-

6Voir sous-section 2.6.1 pour de plus amples explications.

13



1 Configurations dépendantes du temps

conde plus récente |50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58| ot ont pu étre construites

des classes complétes de ces géométries.

Ces ondes planes gravitationnelles, comme les sous-sections 2.6.2, 2.9.4
permettent de le comprendre, correspondent & des configurations de cordes
fermées. De maniére équivalente, on peut coupler la corde ouverte a des
champs électromagnétiques extrémaux (c’est a dire qu’ils sont la somme
d’un champ électrique et d’un champ magnétique de méme intensité), ce que
nous expliquerons aux sous-sections 2.6.2 et 2.9.3 et obtenir ainsi un modeéle
exact [59]. En fait le cas particulier de 'onde plane monochromatique avait
été étudié dés 1974 (6], mais ce n’est qu’aprés avoir réalisé cette propriété

d’exactitude que des modéles généraux ont été étudié (60, 61].

Dans le cadre de cette thése, nous avons examiné des configurations de
champs électromagnétiques extrémaux a gradients non nuls, généralisant
ainsi les configurations de [61]. Nous avons exposé les principaux résultats de
cette étude a la section 3.1. La publication correspondante [63] est reproduite

en annexe B.

1.2.4 S-brane de Dirichlet

Il ne s’agit pas d’'une quatriéme classe de modéle, mais d’un objet défini
dans 'espace de Minkowski. Le concept de S-brane regroupe divers objets
qui partagent la propriété d’étre localisés dans le temps. Nous y reviendrons
a la section 3.3. La S-brane de Dirichlet [62| peut étre considérée comme un
mur infini qui n’existe qu’un instant et sur lequel les extrémités des cordes
ouvertes doivent s’accrocher. Nous définirons précisément cet objet a la sous-
section 2.10.3.

Nous avons, au cours de cette thése, essayé de préciser les propriétés de
cet objet assez particulier car il constitue le plus simple exemple de géomé-
trie dépendante du temps, une fonction delta de la dépendante en temps en
quelque sorte. Nous avons rassemblé nos observations a la section 3.3. La pu-

blication [63] auxquels ces travaux ont donné lieu est reproduite en annexe

D.
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1.3 Organisation du mémoire

1.3 Organisation du mémoire

Comme nous 'avons dit au début de ce chapitre, les modéles exacts per-
mettent de suivre les étapes du formalisme perturbatif de premiére quanti-
fication de la corde jusqu’au calcul des amplitudes. En pratique, quelques
ajustements sont nécessaires du fait des subtilités introduites par un modéle
particulier. Ainsi dans ce mémoire, nous avons choisi de concentrer dans le
chapitre 2 sur les problémes liés a la résolution du modéle. Nous suivons ainsi
les étapes de 1’étude de la corde dans ’espace de Minkowski et nous montrons
comment elles se traduisent dans les différents modeles. Ceci nous permet
de remplir un double objectif, celui de se débarasser d’un certain nombre
de détails techniques qui risqueraient d’occulter ’exposition des phénomeénes
physiques et celui de proposer une approche pédagogique ot les trois modeles
étudiés au cours de cette thése sont une source d’exemples atypiques.

Ainsi, la physique mise en jeu dans les différents modéles dépendants du
temps, ainsi que certains résultats n’ayant pas leurs places dans le chapitre
2 sont exposés au chapitre 3.

Le chapitre 4 présente les perspectives et les développements ultérieurs
des travaux réalisés au cours de cette thése.

Enfin, les annexes contiennent un bref formulaire (annexe A) et les trois
articles publiés au cours de la thése [64, 24, 63] (annexes B, C et D). Un
compte-rendu de conférence [65] a été aussi publié, il n’est cependant pas

reproduit.
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CHAPITRE 2

Formalisme perturbatif

Dans cette partie, nous exposons le formalisme de premiére quantifica-
tion et nous l'illustrons avec les problémes que nous avons rencontrés lors de
I’étude des différentes configurations dépendantes du temps. Nous commen-
gons par établir un certain nombre de notations et de conventions qui seront
utilisées dans ce qui suit.

Nous travaillerons dans un espace-temps a D dimensions, de signature
(1,d), ou d est le nombre de dimension spatiale, avec les conventions habi-
tuelles de physique théorique (h = ¢ = 1). Le choix des signes pour la si-
gnature sera conforme a la convention utilisée en cosmologie : (—,+,...,+).
Comme nous allons le préciser ci-dessous, la corde définit une surface d’uni-
vers notée Y, paramétrée par deux coordonnées 7 et . o décrit un intervalle
compact, [0, 7] ou [0, 27] en général et T parcourt R. L’interprétation de ces
parameétres est la suivante : o désigne un point de la corde a un instant 7.
Cette corde évolue dans un espace de plongement, ou espace-cible, une variété
notée M et qui suit les conventions données ci-dessus. Les lettres majuscules
de la fin de I'alphabet, par exemple X, désigneront les coordonnées de plon-
gement de la corde, alors que les lettres minuscules de la fin de I'alphabet,
par exemple z, désigneront les coordonnées de ’espace-temps. Les indices p,
v correspondent a des directions d’espace-temps, tandis que les indices a, b
des directions de feuille d'univers : oy = 7,07 = 0. En toute rigueur, la corde

est décrite par la courbe paramétrée suivante
zt = X*(o,) (2.0.1)
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2 Formalisme perturbatif

ol X* sont les fonctions de plongements, mais nous ne ferons pas cette dis-
tinction et nous appelerons X des coordonnées. Nous désignerons indiffé-
remment par L ou 7, 'ensemble des directions spatiales ou I’ensemble des
directions transverses au cone de lumiére, défini plus loin, ou ’ensemble des
directions spatiales transverses a une hypersurface de genre temps. Notons
enfin que v aura un sens bien précis dans le cas d'une configuration de champ
électrique ou d’orbifold de boost (voir sections 2.6.1 et 2.6.2), sans risque de

confusion possible.

2.1 Théorie du point

L’étude des systémes ponctuels apporte une aide précieuse lorsque nous
étudions la corde. Non seulement les notions et le formalisme sont similaires,
mais I’étude du systéme ponctuel constitué par le centre de masse de la corde
permet, notamment dans le cas de 'espace de Misner (voir la section 3.2),
d’extraire une partie significative des effets physiques générés par la géométrie
dépendante du temps.

Nous rappelons ainsi le formalisme de ligne d’univers pour les systémes
ponctuels, qui laisse naturellement place & un formalisme de surface d univers
pour la corde, puis nous résumons quelques effets quantiques liés a la présence

d’un champ électrique ou d’'une géométrie non triviale.

2.1.1 Formalisme de ligne d’univers

Une particule relativiste (de masse non nulle m) est décrite par I'action

suivante
S = —m/ds (2.1.1)

ou s est I'abscisse curviligne le long de la trajectoire. Définissons celle-ci par

la paramétrisation z# = X*(7), on a alors

S=-m / 07 1/ =gy (X)0- X0, X (2.1.2)

La forme de cette action suggére qu’on peut considérer la théorie de la par-
ticule relativiste comme une théorie des champs comportant D champs sca-

laires X* définis sur un espace a une dimension, la ligne d’univers. Ce point
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2.1 Théorie du point

de vue sera particulierement utile lorsque nous traiterons le cas de la corde.
Une propriété importante de cette action est son invariance par reparamé-
trisation de la ligne d’univers 7/ = f(7), ce qui caractérise la ligne d’univers
indépendamment de tout systéme de coordonnées. On peut dire que la théo-
rie des D champs scalaires est invariante par difféomorphisme de ’espace sur
laquelle elle est définie.

Le traitement quantique de cette action, surtout lorsqu’on la généralise au
cas de la corde, est difficile. On peut construire une action quadratique plus
maniable qui posséde 'avantage de donner un sens au cas de la particule
de masse nulle. Cette action quadratique est obtenue en introduisant un
degré de liberté de jauge n(7), lié & la métrique unidimensionnelle sur la
ligne d’univers (n(7) = \/TT(T) ) et qui correspond justement a l'invariance
par reparamétrisation de la ligne d’univers de I'action. L’introduction d’une
notion de métrique sur la ligne d'univers peut sembler artificielle mais nous

verrons qu’elle prend tout leur sens dans le cas de la corde.

S = %/dT (lgm/(X)&_XﬂaTXV - 77m2) (2‘1'3)
n

L’équation du mouvement pour 7 s’écrit
G (X)0, X1 0. XY + n*m? = 0 (2.1.4)

Si l'on remplace la solution pour 1 dans 'action (2.1.3), on retrouve 'action
initiale (2.1.2). L’action quadratique (2.1.3) est également invariante sous
les reparamétrisations de 7. Sous la transformation 7/ = f(7) ou f est un

difféeomorphisme, les champs X, g et 1 se transforment de la fagon suivante

X" = XH(7) (2.1.5a)
9 (X') = g (X) (2.1.5b)
/() = 50 (2.1.50)

L’expression de laction de X' et 7 est identique & lexpression (2.1.3). Il

suffit de choisir f telle que

0,1 () = Mn(t) (2.1.6)
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ol A est une constante pour que 7’ soit une fonction constante. On peut ainsi

choisir! la jauge n = 1. L’équation (2.1.4) s’écrit alors
G (X)0. X" 0. X" +m® =0 (2.1.7)

et correspond ainsi a I'annulation du tenseur énergie-impulsion de la théo-
rie de champs a une dimension définie sur la ligne d’univers. Pour éviter les
complication inhérentes aux espaces courbes (voir sous-section 2.1.3), consi-
dérons le cas ot 'espace de plongement est I'espace plat. Les équations du

mouvement, dans cette méme jauge, s’écrivent
O2XH =0 (2.1.8)

et ont pour solutions

Xt =g+ phr (2.1.9)

On voit alors que la relation (2.1.7) peut étre interprétée comme une relation

de couche de masse

P'p,+m® =0 (2.1.10)

La notation p* n’est pas le fruit du hasard puisque I'impulsion canonique 7,

conjuguée a X* g’écrit
Ty = 90, X" = 0. X, (2.1.11)

Nous pouvons quantifier le systéme dans le formalisme de quantification
canonique ou dans le formalisme d’intégrale des chemins. Comme nous uti-
liserons surtout le premier dans nos calculs en théorie de cordes et que nous
utiliserons certains résultats du second, nous présentons les deux formalisme
pour un systéme ponctuel évoluant dans I’espace plat. La quantification co-
variante consiste & promouvoir au rang d’opérateur X* et 7" et a appliquer

la prescription suivante

L, Jps — —il., ] (2.1.12)

'Nous omettons le prime & présent.
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2.1 Théorie du point

ol [.,.]pp. désigne les crochets de Poisson? et [.,.] les crochets de commuta-

tion. X* et 7#, qui classiquement vérifient la relation suivante,

(X* (1), X" (7T)|pp. = [ (1) , 7" (T)]ps. =0 (2.1.13a)
(X (7) 7 (7)]pm. = —" (2.1.13b)

deviennent des opérateurs qui vérifient les relations de commutation suivantes

[(XH(r), X"(1)] = [#"(7),7"(7)] =0 (2.1.14a)
[(XH(7), 7(7)] = in™ (2.1.14b)

On en déduit les relations de commutation que vérifient les modes® ¢ et p*

[ q"] = [p",p"]=0 (2.1.15a)
[¢", p"] = in™ (2.1.15b)

Les états quantiques physiques |phys) doivent vérifier la condition de couche
de masse (2.1.10)
(p"py +m?)|phys) = 0 (2.1.16)

Dans la représentation ¢, 'opérateur p, s'écrit —id/0x" et cette condition
devient I’équation de Klein-Gordon pour la fonction d’onde ¢(q) associée a
I'état |phys). Nous verrons a la section 2.9 comment nous devons adapter ce
formalisme au cas de la corde.

L’évolution dans le formalisme d’intégrale des chemins est décrite par le
propagateur entre deux points de coordonnées z* et x’*'. Nous nous plagons

dans I’espace plat et nous supposons que
XH(1o) = x| X*(7y) = 2™ (2.1.17)

L’intégrale des chemins s’écrit alors

Plz,a') = N / (Dn][DX] exp B /T:df (%aTXMaTXM —77m2>} (2.1.18)

2Nous réservons la notation {.,.} pour les crochets d’anticommutation, en dépit de la

notation couramment utilisée pour le crochet de Poisson.
3Nous ne distingons pas au niveau de la notation les quantités classiques des opérateurs

quantiques correspondants.
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2 Formalisme perturbatif

ou DX représente [] =o..p—1 DX*, [Df] représente le produit infini formel
des intégrations sur f(7), [[,ef, . dlf(7)] et ot N est une constante de
normalisation. L’intégration inclut les degrés de liberté de jauge, qu’il faut

éliminer. Nous fixons la jauge en introduisant une fonction § normalisée a 1
1= [IDA8we (50 - 1) (2.1.19)

ott n/(f(7)) = n(7)/0,f(7) est une simple réécriture de (2.1.5¢). De méme
nous nommons X/ I'image de X sous une transformation de jauge (ici une

simple reparamétrisation, voir (2.1.5a)). Nous obtenons alors

P(a.a') = N [(DilIDX|[DS]

o .
App.(n')s(n’ — 1) exp [%/ dr (587X~87X—nm2)] (2.1.20)

Comme ’action et la mesure [Dn][DX] sont invariantes sous transformation
de jauge, nous pouvons remplacer 1 et X par n/ et X/, a condition de traiter

précisément les bornes d’intégration de 'action,
Plaa') = N [IDAIDAIDX) der)3(0f ~ 1)

exp [E /f(Tl)dT/ (Laﬂxf(r’).aﬂxf(r’) —nf(T')m2)] (2.1.21)
2 Jf(ro) nf (1)

Nous avons noté 7’ la variable d’intégration pour insister sur le fait que

I'invariance sous transformation de jauge nécessite un changement de variable

dont 'effet est loin d’étre négligeable.

Enfin, nous renommons les variables d’intégration n/ et X/ en p et Y,
ce qui montre qu’en fait, rien ne dépend de f dans I'intégrand de l'intégrale
des chemins, sauf les bornes de I'intégrale de 1’action. Nous pouvons intégrer
sur f(7) pour 7 €]7y, [, ce qui donne un terme infini, car c’est le volume
du groupe de jauge. Nous définissons N comme 'inverse de ce volume pour
éliminer cet infini et ne garder ainsi que la partie pertinente de l'intégrale des
chemins. L’intégration sur f(1y) et f(m) est plus subtile. Pour comprendre

le sens physique de ces paramétres restants, nous intégrons sur p, ce qui fixe
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2.1 Théorie du point

la jauge & 1, c’est-a-dire n/(7') = 1 avant qu’on ne renomme les variables

d’intégration. Alors, d’aprés la relation (2.1.5¢), f'(7) = n(7) ou encore

f(r) = /Tn(%)df' +c (2.1.22)

70
A ce stade l'intégrale des chemins a pour expression
f(m)

P(z,a') = / df (ro)df (1) [DY] Ap.p.(1) exp (é /f( )

dr 0;Y (1) 0.Y (1) — m2>

(2.1.23)
La borne inférieure de l'action, f(79) = ¢, correspond & un choix d’origine
sur la ligne dunivers. On peut interpréter ceci comme les transformations
f(1) = 7+ ¢ qui laissent la jauge n = 1 invariante. De maniére générale,
il s’agit de degrés de liberté correspondant & des symétries non fixées par le
choix de jauge et qui forme un groupe de symétries résiduelles. Dans notre cas
nous pouvons éliminer cette symétrie résiduelle. Nous nous ramenons & une
borne inférieure égale a 0 par une transformation 7 = 7— f(7g) et, en utilisant
le fait que la mesure [DY] est invariante sous cette transformation, nous
faisons la méme manipulation que précédemment en renommant la variable
d’intégration Y’ en X. On peut alors intégrer sur f(7), ce qui produit a
nouveau un facteur infini, absorbé dans N.

La borne supérieure de I'action est alors égale a f(m1) — f(70) (mais ne
dépend plus de f(7)), ¢’est-a-dire a f; n(7)d7, qui correspond a la longueur
invariante des chemins [ = |2’ — z||, comme le suggere l'interprétation de n
comme une métrique de ligne d’univers. Ce parameétre, qui ne peut pas étre
éliminé, correspond de maniere générale a un degré de liberté de jauge qui
n’est pas contraint par les symétries. Il s’agit d'un exemple de paramétre de
Teichmdiller ou module.

Ces deux types de degrés de liberté résiduels correspondent a la légere
différence entre les symétries globale et les symétries locales sous lesquelles
I’action est invariante.

Il reste un facteur dont nous n’avons pas parlé, le déterminant de Fadeev-
Popov Agp (1). I correspond & la mesure d’intégration de la transformation
f dans (2.1.19). Dans notre cas il est égal & 1, mais en général, il contribue

de fagon importante a l'intégrale des chemins. Il est mis sous la forme d’une
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contribution & 'action en terme de champs appelés fantomes car ils ne vé-
rifient pas le théoréme spin-statistique en théorie quantique des champs. En
pratique, leur contribution élimine les degrés de liberté dont la propagation
n’est pas physique. Dans nos calculs, y compris lorsque nous nous exposerons
le formalisme de la corde, cette contribution sera toujours incluse de maniére
implicite.

Finalement, l'intégrale des chemins s’écrit

Pz, o) = /O dl / (DX] exp (% /O ldTaTX(T).aTX(T)—W) (2.1.24)

ce qui donne le résultat habituel?.
Nous reviendrons sur la construction des amplitudes, sur la procédure qui
permet de fixer la jauge et sur les paramétres résiduels en théorie des cordes

dans la section 2.12.

Couplage au champ électromagnétique

En guise d’introduction a la configuration de corde couplée a des champs
électromgnétiques, nous allons exposer comment le couplage entre une parti-
cule ponctuelle et un champ électromagnétique s’écrit dans le formalisme de
la ligne d’univers. Le champ électromagnétique F),, est défini & partir d’'un
potentiel A,,. A Taction (2.1.3), nous ajoutons le terme Sy, dont 1’expression
est la suivante

Sem = /dTAu(X)c‘?TX“ (2.1.25)

et qui modifie les équations du mouvement (2.1.8) de X* comme nous nous
y attendions
92X+ =F,,0,X" (2.1.26)

Nous avons inclus la charge e de la particule dans la définition du potentiel
A,,. Nous verrons que dans le cas de la corde (sous-section 2.6.2), le couplage
au champ électromagnétique se fait de la méme fagon, ou chaque extrémité

de la corde constitue un systéme ponctuel.

4Un dernier changement de variable 7/ = 7/I et un prolongement en temps euclidien
7" = —i7’ permettent de retrouver Pexpression correspondante (3.1.19) dans le cours [77],

qui expose le calcul détaillé et le résultat (équations (3.1.29) et (3.1.31) de ce méme cours).
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2.1 Théorie du point

2.1.2 Création de paires dans un champ électrique constant
et uniforme : méthode du temps propre de Schwin-

ger

La création de paires dans un champ électrique est un effet décrit dans le
formalisme de la théorie quantique des champs, c¢’est-a-dire pour un systéme
comportant une infinité de degrés de liberté. Ce phénomene est caractérisé
par 'amplitude de probabilité pour que, dans I'état de vide de particules
avec un champ électrique non nul, aucune paire ne soit émise. Notons que
la probabilité d’émission de paries peut étre interprétée comme la partie
imaginaire de 1’énergie de cet état de vide. Ce que nous allons présenter
n’a donc pas de lien direct avec le formalisme décrivant une particule libre,
éventuellement couplée a un champ électromagnétique.

Le formalisme de quantification de la corde est lui aussi un formalisme
a nombre fini de degré de liberté et nous pouvons nous demander comment
intervient une telle quantité. Lorsque nous parlons pour la corde de for-
malisme de premiére quantification (nombre fini de degrés de liberté), nous
considérons que l’entité fondamentale est la corde. Cependant, comme nous
le verrons des la sous-section 2.9.3, le spectre de la corde comporte une infi-
nité d’états qui peuvent étre interprétés comme autant de particules. Lorsque
nous évoquerons l'effet de production de paires en théorie des cordes et que
nous en calculerons le taux a partir de I’énergie du vide de la théorie de la
corde, nous ferons donc référence, souvent implicitement, a la production de
paires d’états de cordes. La ressemblance formelle entre les modes d’excita-
tion de la corde® et les modes d’excitation d'un champ explique pourquoi le
résultat en théorie de cordes ouvertes [66] par exemple est trés semblable au
résultat de Schwinger [67]

Le calcul de production de paires de cordes quant-a lui nécessiterait une
théorie de champ de cordes, dont la définition compléte n’est pas encore

achevéeS. Notons également qu’en théorie des cordes, I'effet de production de

5Nous verrons que le formalisme de feuille d’univers définit une théorie de D champs

scalaires X*# sur la feuille d’univers.
6La théorie de champ de cordes ouvertes a trouvé une définition cohérente, mais il reste

encore difficile de construire une théorie de champ de cordes fermées satisfaisante.
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2 Formalisme perturbatif

paires d’états n’est pas forcément associé a la présence d’un champ électrique,
mais nous nous servirons a plusieurs reprises de 'analogie avec un champ
d’électron-positron couplé a un champ électrique.

Nous allons donc résumer la méthode de temps propre introduite par
Schwinger [67] et le calcul exposé dans [68], section 4-3. L’amplitude de pro-
babilité Sy pour qu’aucune paire d’électron-positron ne soit émise dans le

vide peut étre mise sous la forme suivante

In Sy = trln (16 —eAX)—m+ ie) (2.1.27)

p—m+ie

ou tr comprend une trace sur les états de spins et une intégrale sur la position
x, valeur propre de X. Le taux de désintégration w est défini a partir de Sy

de la facon suivante

|So|? = exp (—/d“x w(x)) (2.1.28)

Une définition équivalente, que nous utiliserons a la section 3.3, relie w a la

fonction de partition du vide F
/d‘{rw(:p) =—2ImF (2.1.29)

De fagon réductrice, nous pouvons dire que la méthode de temps propre
se résume a la représentation suivante du logarithme d’un quotient

© 4 ‘ . ) )
n a _ / as (ezs(b-i-zs) _ 615(a+l€)) (2130)
b o S

ol la limite € — 0 est sous-entendue.

De maniére générale, la méthode de temps propre est une représentation
du propagateur de Feynman Gpr. De maniére formelle, le propagateur de
Feynman est 'inverse de I'opérateur cinétique écrit, pour un champ scalaire
chargé par exemple, sous la forme A = §P)(z — y) (=D, D" + m? — ie) ou

D,, est la dérivée covariante. On peut calculer
Grp=-A"'= —z’/ dr e'A7 (2.1.31)
0

G s’écrit comme l'opérateur d’évolution d’un systéme dont 1’hamiltonien

est A. La méthode de Schwinger permet de formuler cela d’'une maniére plus
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2.1 Théorie du point

rigoureuse, en définissant le noyau K (z,y;7) = (z]e’®7|y). Ce noyau vérifie

I’équation de Schrodinger suivante
—i0, K (x,y;7) = (D, D" — m*)K (x,y; T) (2.1.32)
avec pour condition initiale
K(z,y;0%) = 0P (z —y) (2.1.33)

Le propagateur de Feynman s’écrit alors

Gr(z,y) = /000 dr K(z,y;7) (2.1.34)

Nous pouvons faire le lien avec I'intégrale des chemins dans le formalisme de
ligne d’univers : G est le propagateur (2.1.24) et K l'intégrand de l'intégrale
sur [, & condition de renommer [ en 7 et la variable d’intégration 7 en 7.

Revenons au calcul de la probabilité w de créer des paires par unité de
volume et de temps. La représentation en temps propre de Schwinger per-
met de mener un calcul non perturbatif en F, intensité du champ électrique
constant et uniforme. Le résultat ne dépend finalement pas de x

E2SN 1 2
w=" exp ( nrm ) (2.1.35)

2 n? e
n=1

ou e est la charge de I’électron, m sa masse, et « la constante de structure
2

e
Amhe”

fine o =

2.1.3 Notions de théorie des champs dans les espaces-

temps courbes

Comme nous 'avons évoqué & la sous-section précédente et comme nous
I’expliquerons en détail dans les sections suivantes, la théorie des cordes peut
étre considérée comme une théorie de champs et si 'espace de plongement
n’est pas plat, nous devons tenir compte des effets de la géométrie sur la
quantification des champs X*. Comme dans le cas de production de paires
dans un champ électrique, il s’agit d’une étude semi-classique, c’est-a-dire
que nous décrirons les effets provoqués par une configuration classique du
champ gravitationnel sur un champ quantique, en nous inspirant du traite-

ment exposé dans I'ouvrage [69].
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Géométrie dépendante du temps, transformation de Bogolioubov

et production de particules

L’action d’un champ scalaire ¢(z) de masse m dans un espace courbe

doté d'une métrique g, (z) s’écrit
1
S = 3 /dD:c\/ —g(x) [g””(x)ﬁu(b(x)&,qﬁ(x) — (€R(z) + m?) ¢*(z)] (2.1.36)
ou & est un facteur numérique, R le scalaire de Ricci et g le déterminant de

la métrique. L’équation du mouvement vérifiée par ¢ est
[O+m® + ER(z)] ¢(z) =0 (2.1.37)

ou O¢ = g™V ,V,0 = +/—g0,[V/—g 9" 0,¢|. Nous pouvons distinguer deux
cas particuliers
— le couplage minimal £ =0

— le couplage conforme ¢ = ainsi nommé car les équations du

mouvement (2.1.37) sont invariantes sous une transformation conforme

9p (1) = Q*(2)gu (), & condition que le champ ¢ se transforme de la
facon suivante ¢'(z) = QC=P)/2(2)¢(x).

Si nous supposons que 1’espace-temps est globalement hyperbolique, c’est-

a-dire qu’il admet une foliation R x ¥ ot ¥ est une hypersurface de genre

espace et R représente I’axe d'une coordonnée temporelle z°, nous pouvons

généraliser le produit scalaire

(6.0) = —i / 05/ gn() n* () ,(x) (2.1.38)

ol n* est un vecteur unitaire dirigé vers les z° croissants (le futur) et ortho-
gonal a . De méme que dans I’espace plat, nous pouvons trouver une base

orthonormal de solutions u,(z) de (2.1.37) qui vérifient ainsi
(tp; tg) = Opq 5 (U, g) = —0pq , (up, ug) =0 (2.1.39)

Les indices p et ¢ représentent I’ensemble des quantités qui distinguent les

solutions. Le champ ¢ peut alors étre développé selon ces modes u,(x)

o(z) = Z apuy () + alul () (2.1.40)
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et quantifié en imposant les relations de commutations suivantes
[ap, al\] = Gy (2.1.41)

Nous pouvons alors construire a partir de 1a un état du vide |0),, un espace
de Fock et définir les mémes quantités que dans l'espace plat. Cependant,
I’analogie s’arréte ici. En effet, dans I'espace de Minkowski, le systéme de
coordonnées cartésien (¢, x,y, z) tient une place particuliére, liée au groupe de
Poincaré sous 'action duquel la métrique plate est invariante. A ce systéme de
coordonnées correspond un ensemble de solutions, les ondes planes eiE'f”'“’t,
qu’il est facile de diviser en solutions de fréquence positive w > 0 et solutions
de fréquence négative w < 0. Ces diverses définitions sont absolues, c’est-a-
dire valable dans tous l’espace plat, quel que soit I'observateur inertiel.

Par contre, dans un espace courbe (ou de maniére équivalente, pour un
observateur non inertiel), il n’existe aucun systéme de coordonnées privilégié.
Méme si 'espace admet un groupe de symétrie, singulariser un systéme de
coordonnées n’a pas de sens en relativité générale. Ainsi, une autre décom-

position du champ ¢ en terme de modes b, est tout aussi valable
$(x) = bevg() + by (x) (2.1.42)
q

Nous définissons alors un nouveau vide |0),, qui vérifie b,]0), = 0 pour tout
q, et un nouvel espace de Fock. Comme les deux ensembles de solutions sont
des bases de I'espace des solutions, il existe une transformation linéaire qui
les relient. Cette transformation est appelée transformation de Bogolioubov.

Elle s’écrit

vy = Z Qgrtly + Byt (2.1.43)
r
ou encore, pour les modes,
by = Z aba, — Bal (2.1.44)
r
Les coefficients « et 3 peuvent étre calculés a partir des formules suivantes

Qgr = (Uqa u?") s ﬁqr = _(Uq7 U:) (2145)
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et vérifient les propriétés suivantes

Z(apTaZ'r - BpTﬁ;r) - 5pq (2146&)

T

> (B = Boratf,) =0 (2.1.46b)

r

Cette ambiguité dans le développement du champ ¢ se traduit physiquement
par un phénomeéne de production de particules. En effet la valeur moyenne
dans le vide |0), de 'opérateur N, = aLap pour le nombre de particules dans

le mode u, vaut

(0] N,,|0),, Z\ﬁqu (2.1.47)

Nous voyons que cette production de particules est générique : elle apparait
dés qu'un coefficient 3 est non nul. Si nous considérons cette production, non
comme un effet d'une géométrie dépendante du temps, mais comme un choix
de référentiel (intertiel ou non), la situation ot un observateur mesure la pré-
sence de particules alors qu'un autre ne mesurera rien est tout a fait générale.
Le concept de particule en relativité générale est donc assez problématique,
puisqu’il est lié a I'observateur, au choix particulier d'une décomposition en
modes, ou encore d’'un systéme de coordonnées. En effet, la réponse d’un dé-
tecteur de particule lié a un observateur particulier, donnée par I'opérateur
N = a'a, dépend de la décomposition en modes du champ ¢ et donc de la
base de solution qui correspond & cet observateur (adaptée par exemple a sa
ligne d’univers). Les modes sont définis sur I'espace-temps complet, ou du
moins sur un large domaine de celui-ci, ce qui explique pourquoi le concept
de particule est global et ne peut servir de sonde fiable de I'état quantique du
champ ¢. Pour cela, il faut définir des grandeurs locales, par exemple la va-
leur moyenne du tenseur énergie-impulsion (¢|7),,(z)|¢). Nous ne n’entrerons

pas plus dans les détails.

En effet, les configurations que nous avons étudié en théorie des cordes
(voir section 3.2) correspondent a des espace-temps asymptotiquement plat,
ol nous pouvons donner un sens physique plus précis a la notion de particule.

A Dinfini passé et futur, ’espace est plat et nous pouvons choisir le vide
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commun & tous les observateurs inertiels”, dans lequel la notion de particule
est correctement définie. Nous définissons ainsi un vide in, correspondant au
vide de I'espace plat dans I'infini passé, et un vide out correspondant au vide

de 'espace plat dans I'infini futur. La décomposition du champ ¢ s’écrit ainsi

o(x) = arulM(x) + aM (ull) () (2.1.484)

p
o(z) = Z asud" () + a;“ﬁ(u;“t)*(x) (2.1.48Db)

p

ou

ul () o e~ 20 o (2.1.49a)
up(x) o 7ot ¥ — foo (2.1.49D)
(2.1.49¢)

Les modes in et out sont reliés par une transformation de Bogolioubov, qui
encode la production de particules entre 'infini passé et I'infini futur. Ainsi,
si nous partons d'un état de vide a l'infini passé, nous obtenons un état
contenant généralement des particules & l'infini futur et ces particules ont
été produites par la géométrie intermédiaire.

Notons que cette configuration d’espace-temps asymptotiquement plat
permet de traiter plusieurs problémes intéressants, comme la radiation Haw-
king des trous noirs ou la production de particules provoquée par 1’expansion

cosmologique.

Vide adiabatique et vide conforme

Dans ce dernier cas de I'expansion cosmologique, 1’espace-temps ne com-
porte pas forcément de régions statiques in et out. Si I’on choisit une base
de solutions, le vide et les états de Fock correspondants n’ont pas en général

de signification physique directe. Cependant, il existe dans ces géométries

"Ce vide est 'un des vides qu'il est possible de définir dans I’espace de Minkowski,
mais c’est le seul qui soit commun a tous les observateur inertiels. Il suffit en fait que
I’espace asymptotique admette un vide privilégié et une définition naturelle des états de
particules, sans étre forcément plat, mais nous n’aurons pas besoin de ce raffinement pour

notre étude.
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une classe d’observateurs privilégiés, ceux liés aux référentiels comobiles. La
notion d’observateur comobile est celle qui se rapproche le plus de la notion
d’observateur inertiel dans 1’espace de Minkowski. C’est pourquoi nous nous
attendons a ce que la notion de particule ait un sens pour ces observateurs.
Deux approches permettent alors de résoudre ce probléme.

La premiére consiste a considérer le cas ot 'expansion est trés faible. Dans
la limite o I'expansion est nulle, nous retrouvons ’espace plat, ol le concept
de particule est bien défini. Nous nous attendons alors & ce qu’il soit possible
de définir le concept de particule de maniére approché lorsque I’expansion (ou
de maniére générale la variation de la géométrie) est trés petite. Pour cela,
nous construisons une base de solutions qui minimise la production totale de
particule. Précisons un peu cette construction dans le cas d'une géométrie de
Robertson-Walker & section spatiale plate avec un champ scalaire qui a un

couplage gravitationnel conforme. La métrique s’écrit
ds® = dt* — a®(t)d(x")? (2.1.50)

ol z' représente indifféremment ’ensemble des directions spatiales et le vec-

teur correspondant. En définissant un temps conforme n de la fagon suivante

t= /77 a(n)dn (2.1.51)
on peut mettre la métrique sous la forme
ds* = C(n)(dn* — d(z")?) (2.1.52)
avec C(n) = a*(n). Les solutions des équations du mouvement s’écrivent
wp = (2m)ID2CCDIA (g ' g () (2.1.53)
ou k = ||k']|. &, vérifie I'équation suivante
028, + Wit =0 (2.1.54)

avec wp = k* + C(n)m?. L’approximation adiabatique consiste a négliger
les variations de la solution formelle de type WKB (généralisation de 'onde

plane) donnée par I'expression suivante

exp (—i / ! Wk(ﬁ)dﬁ) (2.1.55)

=

§e = (W)™
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ou W, satisfait I’équation non linéaire suivante
1 (W, 3W?
W2 =w?— - <—’“ - ——’“) (2.1.56)

La borne inférieure de 'intégrale, non spécifiée, correspond a un facteur de
phase arbitraire. Sans entrer plus dans les détails, mentionnons qu’on peut
mener un développement lorsque 7' — oo, ot T est un paramétre de faible
variation introduit en remplagant n par ' = n/T. Ainsi, quelle que soit la
fonction C(n), C(n') et toutes ses dérivées varient infiniment peu dans la
limite T" — oo. Dans ce développement, le terme en T~ est appelé terme
d’ordre adiabatique n. A partir de 'approximation d’ordre zéro, Wkgo) = Wk,
nous voyons que l'ordre adiabatique n correspond au nombre de dérivées de
C dans 'expression de W,g"). Nous pouvons écrire en général la relation entre
les solutions exactes et les solutions approchées u,i"), obtenues a partir la

solution d’ordre adiabatique n & ,g”)

ur(n) = o () () + B (n) ™ () (2.1.57)

ozfcn) (n) et ﬁlin) (n) sont des constantes a l'ordre n, car ul(cn) est solution de

I’équation du mouvement a ce méme ordre.
Nous pouvons a présent construire le vide adiabatique. Partons d’un en-
(n

semble de solutions wu,, ) 4 lordre adiabatique n. Nous choisissons ensuite un

instant 7y quelconque et nous posons

al™ () = 1+ O(T~"+1) (2.1.58a)
B (o) = 0+ O(T~ ") (2.1.58b)

Nous construisons ensuite u, a partir des solutions approchées. Tout d’abord,
nous définissons uy, par (2.1.57). Ainsi uy, est pour I'instant défini seulement en
1o. Nous déterminons alors «v et 3 pour tout 7 de fagon a ce que les u;, forment
une base de solutions exactes de ’équation du mouvement. Ces solutions
sont appelées modes adiabatiques de fréquence positive. Nous insistons une
nouvelle fois sur le fait qu’il s’agit de solutions exactes. Nous pouvons alors
tout a fait construire le vide |0),q. correspondant. Ce vide constitue une
approximation adiabatique au vide in des régions statiques et est appelé
naturellement vide adiabatique.

A ce stade nous pouvons faire deux remarques
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— Nous pouvons définir une infinité de vide adiabatique pour un ordre
n fixé. En effet, & chaque choix de la valeur 7y correspondra un vide
adiabatique a prior: différent des autres.

— Bien qu’un vide adiabatique soit moins précis qu’'un vide in ou out, sa
représentation des particules physiques (mesurées par des détecteurs
de particules dans un référentiel comobile) est la meilleure disponible
si I'espace-temps n’a pas de régions in et out.

La seconde approche au probléme de la définition du concept de particules
consiste a exploiter les symmétries éventuellement présentes et sélectionner
ainsi une base de solutions et des états de particules de maniére canonique.
Nous nous concentrerons sur le cas d’'un champ ¢, invariant sous les transfor-
mations conformes qui se propagent dans un espace conformément plat, ce
qui correspond aux configurations que nous étudierons en théorie des cordes.

La métrique peut s’écrire sous la forme suivante
G = QQ(:E)UMV (2159)

Comme nous avons supposé que le champ était invariant sous les transforma-
tions conformes (ce qui suppose qu'’il soit de masse nulle), on peut se ramener
par une transformation conforme qui change ¢ en ¢’ a I’équation du mou-
vement dans 'espace plat pour ¢'. Le champ ¢ se décompose alors sur une

base de solutions d’onde plane modulo un facteur conforme
o) = 0 P12(2) 37 (apuf (@) + af (u])" () (2.1.60)
k

—ihr e vide associé & ces modes est appelé vide

ol ug est proportionnel a e
conforme.

Notons que méme un détecteur de particules comobile enregistrera en
général la présence de particules dans le vide conforme. Par contre, si un
champ est & un instant donné dans I’état de vide conforme, il le restera a tous
les temps et il n’y aura pas de production de particules. Ceci est interprété de
la fagon suivante dans une configuration ot I'expansion cosmologique cesse
de facon douce.

Un détecteur mis en marche apres I’expansion n’enregistrera aucune parti-

cule. L’éventuelle réponse d'un détecteur mis en marche pendant 1’expansion
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2.2 Cordes et action sur la feuille d’univers

n’est alors pas pertinente : elle est 'artefact de la disparition du sens intuitif
du concept de particules dans les régions de courbure non nulle.

Nous rencontrerons ces problémes liés aux espaces courbes dans notre
étude de I'espace de Misner en théorie des cordes que nous exposons dans la
section 3.2. Les modes zéros de la corde twistée® sont décrits par la théorie
quantique de la particule chargée dans l’espace de Rindler, mais nous n’en
exposerons pas les détails. Nous nous bornerons a citer les résultats utiles

dans la section 3.2. Un traitement complet est donné dans [70].

2.2 Cordes et action sur la feuille d’univers

De la méme fagon que le mouvement classique d’une particule ponctuelle
est décrit par une action proportionnelle a la longueur de la ligne dunivers,
le mouvement classique d’une corde est décrit par une action proportionnelle
a la surface de la ligne d'univers. Cette action est appelée action de Nambu-
Goto

Sne = —
NG 2ma!

/dea\/—det hap (2.2.1)

ol hg est la métrique induite sur la surface d’univers par le plongement dans
I’espace-cible

hay = 0, X 0 X, (2.2.2)

et 27T1a, aussi noté T est la tension de la corde. o est appelée la pente de
Regge, allusion a la tentative de décrire des séries de résonance en physique
des particules par des modeéles de cordes appelés modéles duaux. Comme pour
la particule ponctuelle, on peut obtenir une action quadratique, [’action de

Polyakov®, en introduisant une métrique ~ sur la feuille d’univers

1
Sp = /dea\/—y Y0, X 0, X, (2.2.3)

4o/

Cette action est invariante sous les symétries suivantes

8Nous conservons le terme anglais. Il est défini & la sous-section 2.6.1.
9Polyakov a développé le formalisme d’intégrale des chemins correspondant & cette

action, mais elle a été trouvé par Brink, di Vecchia, Howe, Deser et Zumino.
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2 Formalisme perturbatif

— invariance de Poincaré

X"(r,0) = A XY (1,0) + a* (2.2.4a)
Vob(T,0) = Vab(7,0) (2.2.4b)

— invariance par difféomorphisme de la feuille d univers

X" 0"y = XH(1,0) (2.2.5a)
o'¢ o'?
;?%d(T', ') = vau(T,0) (2.2.5b)

— invariance de Weyl de la feuille d’univers

X"(1,0) = X"(1,0) (2.2.6a)
V(T 0) = 0Dy (7, 0) (2.2.6b)

pour w(T, o) arbitraire

L’action de Nambu-Goto posséde les deux premiéres symétries mais pas
la troisieme. Cette troisiéme symétrie provient du fait que deux métriques
de feuille d'univers image 1'une de l'autre par une transformation de Weyl
définissent le méme plongement dans ’espace-cible.

Nous pouvons considérer ’action (2.2.3) comme définissant une théorie de
D champs scalaires définis sur un espace courbe a deux dimensions. L’inva-
riance sous les symétries permet de se ramener a une métrique plate Y., = 74p-
C’est la jauge unitaires. La symétrie de Weyl correspond a la possibilité de
se ramener & une jauge dite conforme yq(0) = €@, pour laquelle le ten-
seur de Riemann R4 de la feuille d’univers est nul. Comme nous le verrons
plus en détail dans la sous-section 2.8.2'°, une fois que la jauge unitaire pour
la métrique a été choisie, il reste une symétrie résiduelle sous laquelle 'ac-
tion est invariante : la symétrie conforme (en toute rigueur, il faut prolonger
analytiquement la coordonnées de temps propre 7 pour se ramener a une
surface euclidienne). La théorie définie sur la feuille d’univers est ainsi une
théorie conforme des champs, ce qui permet d’utiliser toute la puissance du

formalisme associé (voir section 2.8).

10Ce point est lié a I'identification de symétries et paramétres résiduels, que nous avons
expliqué & la sous-section 2.1.1 dans le cas de la particule ponctuelle et que nous exposerons
brievement dans le cas de la corde & la sous-section 2.12.2.
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2.3 Supercordes : action supersymétrique

D’autre part, la procédure de Fadeev-Popov qui permet de fixer la jauge
introduit des champs de fantdémes et la quantification rigoureuse de 1’action
compléte (matiére et fantomes) nécessite d’introduire la symétrie de Bec-
chi, Rouet, Stora et Tyutin (BRST) et la quantication BRST associée. Nous
n’exposerons cependant pas ce formalisme et nous nous restreindrons au for-
malisme plus simple dit d’ancienne quantification covariante, qui introduit
des régles a priori arbitraires mais justifiées par le formalisme complet et qui
suffit & saisir les problémes que nous nous sommes pPosés.

Jusqu’a la section 2.8 nous supposerons la métrique de la feuille d'univers
fixée par choix de jauge a la métrique plate v, = n4. Nous allons voir que
cela simplifie I'action (2.2.3). Nous introduisons les coordonnées du cone de

lumiére sur la feuille d’univers

ot =o0+T (2.2.7)

La métrique a alors pour composantes

1
Mot =0-—-=0,7- =1 =7 (2.2.8)
et on définit )
Ot = 5(80 +0,) (2.2.9)
L’action (2.2.3) s’écrit alors
So=—— [ @oo,xr0.X 2.2.10
o= g | Fo0. X0, 2210)

ou d*c = do_do, = 2drdo.

2.3 Supercordes : action supersymétrique

Nous introduisons dés maintenant la version supersymétrique de la théorie
des cordes. En effet, cela permet de définir des théories ne comportant pas
de tachyons, particules de masse carré négative, comme nous le verrons a la
section 2.9.9. Nous distinguons ainsi la corde bosonique, ainsi nommeée car
elle ne décrit que des degrés de liberté bosoniques de la supercorde ou corde

supersymétrique. Par souci de simplicité, nous nous restreindrons souvent
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2 Formalisme perturbatif

a la théorie de la corde bosonique, 'extension a la théorie supersymétrique
étant sous-entendue. Ce n’est que pour la configuration de la S-brane (voir
section 3.3) dans ’espace de Minkowski que nous utiliserons explicitement
le formalisme supersymétrique. Nous allons, conjointement aux différentes
configurations de la corde bosonique, exposer successivement les élements
du formalisme de la supercorde en supposant toujours que l’espace-cible est
I’espace de Minkowski.

Il existe deux maniéres d’introduire la supersymétrie en théorie des cordes.
Ou bien nous construisons une supersymétrie sur la feuille d’univers, c’est
le formalisme de Ramond-Neveu-Schwarz (RNS), ou bien nous construisons
une supersymétrie dans ’espace-cible, c’est le formalisme de Green-Schwarz
(GS). Nous n’avons utilisé que le premier, ¢’est pourquoi nous ne décrirons
que celui-ci et nous sous-entendrons dans des expressions comme « l’action
supersymétrique » qu’il s’agit de 'objet dans le formalisme RNS. Nous invi-
tons le lecteur a se reporter par exemple a [1, 2] pour une exposition détaillée
du formalisme GS par leurs auteurs.

Nous ne détaillons pas comment fixer la jauge. Aprés cette opération,
'action supersymétrique s’écrit!?

Sip = ! / drdo (n*0,X"9,X,, — )" p*daby) (2.3.1)

4o

ol ¥ est un spineur de Majorana!? sur la feuille d'univers et les matrices

p = ) o =1 (2.3.2)

fournissent une représentation de l'algébre de Clifford & deux dimensions.

Dans cette base, le spineur 1 a pour composantes

(o

L W%

(2.3.3)

HTes conventions correspondent a [1].
12Nous supposons que nous sommes dans un espace-cible & dix dimensions otl un spineur

peut étre a la fois de Majorana et de Weyl. Nous verrons & la sous-section 2.8.6 que cette

hypotheése est a posteriori justifiée.
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2.4 Equations du mouvement

L’action (2.3.1) est invariante sous la transformation de supersymétrie sui-

vante, écrite sous forme infinitésimale,
OXH = —eypt | oYt = ip*0, X e (2.3.4)

ou € est un spineur de Majorana constant.
Comme pour 'action bosonique (2.2.3), on peut mettre cette action sous
une forme plus simple en introduisant les coordonnées du cone de lumiére o

sur la feuille d’univers et utilisant les composantes 4

Sp = /fUGLW&&réWﬂww+§M&%w)(%%)

2ma!

2.4 Equations du mouvement

2.4.1 Pour la corde bosonique

L’équation du mouvement pour la métrique ,, impose ’'annulation du

3

tenseur énergie-impulsion!® associé¢ a la théorie des champs définie sur la

feuille d’univers, ce qui, dans la jauge unitaire, s’écrit
1 i 1 .
Tab = —a 8aX Gqu — §7yab&3X 0 AXP‘u =0 (242)

La trace du tenseur énergie-impulsion est nulle & cause de I'invariance de ’ac-
tion sous la symétrie de Weyl. Nous pouvons résumer ’équation précédente

par la relation suivante
(0- X"+ 0,X")? =0 (2.4.3)

Elle est appelée contrainte de Virasoro pour des raisons que nous explique-
rons plus loin (voir section 2.8). Il s’agit de la contrepartie en théorie des

cordes de la relation de couche de masse pour la particule relativiste (2.1.10).

13Nous définissons le tenseur énergie-impulsion comme dans [3]

0Sp

T = —47/— .
570,(7

(2.4.1)
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2 Formalisme perturbatif

Nous nous en servirons pour déterminer la masse des états de la corde apres
quantification (voir section 2.9).
Mentionnons les composantes du tenseur énergie-impulsion dans les co-

ordonnées du coné de lumiére o..

1
T++ = aa_FXMa_’_XM (244&)
1
T = —0.X")_X, (2.4.4D)
T+_ = T_+ =0 (244C)

Sous cette forme le lien avec le formalisme de la théorie conforme des champs
apparaitra de maniére explicite (voir sous-section 2.8.6).
L’équation du mouvement pour les coordonnées X* décrit la propagation

classique de la corde

(02 = 2)XH =0 (2.4.5a)

ou encore

00, X" =0 (2.4.5b)

2.4.2 Pour la supercorde

De méme, I'équation du mouvement pour la métrique impose que les

composantes du tenseur énergie-impulsion

. |

T =— (a+ XrO. X, + %wia+w+,u> (2.4.6a)
X .

T =— (a_X“(‘?_XM - %wﬁa_@z)_,M) (2.4.6b)

soient nulles. A 'invariance par supersymétrie correspond la conservation du

courant de Nother associé, appelé supercourant

0-Jy=0,0,J_-=0 (2.4.7)
ou

Ji = gwi&r)(u (2.4.8a)

J_ = —gwa_xu (2.4.8b)
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2.5 Conditions au bord partie 1 : corde libre dans un espace plat et dans
un espace compactifié

Notons qu’il ne s’agit pas sous cette forme d’une équation du mouvement,
mais il est possible d’introduire un champ auxiliaire noté habituellement
B qui permettent de faire apparaitre ces équations comme des équations du
mouvement et définir ainsi des transformations de supersymétrie hors couche
de masse. Nous n’utiliserons pas cette subtilité.

L’annulation de T, T"__, J, et J_ constituent la version supersymeé-
trique de la contrainte de Virasoro. Nous verrons a la sous-section 2.8.7 qu’a
l’action supersymétrique (2.3.5) correspond une théorie de champ supercon-
forme.

Les équations du mouvement pour les fermions s’écrivent

Yt =0 (2.4.9b)

2.5 Conditions au bord partie 1 : corde libre
dans un espace plat et dans un espace com-

pactifié

Lorsqu’on calcule la variation de ’action pour obtenir les équations du
mouvement (2.4.5), des termes supplémentaires apparaissent. Pour les annu-
ler, il faut imposer des conditions au bord qui vont contraindre le mouvement

de la corde. Ces termes s’écrivent

/dT [0, X (1,0 =1)0X, (1,0 =1) — 0,X"(1,0 =0)6X, (1,0 =0)] =0
(2.5.1)
ou o € [0,1] décrit la corde.
Il existe deux manieéres de satisfaire cette équation. Ou bien les coordon-
nées sont périodiques et dans ce cas l'invariance conforme nous permet de

fixer [ = 2,
X (1,0 +2m) = X*(1,0) (2.5.2)

Nous obtenons une corde fermée. Ou bien les coordonnées doivent satisfaire
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2 Formalisme perturbatif

les conditions suivantes
Op X" (1,0 = 0,)0X (1,0 =0,) =0 a=0,1 (2.5.3)

avec 0p = 0 et 0 = 7 (nous avons cette fois choisi de fixer | = 7). Il s’agit
alors d'une corde ouverte. Pour chaque coordonnée, chacune des extrémités

vérifie une condition au bord de Neumann

O XH(1,0 =0,) =0 (2.5.4)
ou une condition au bord de Dirichlet

IXH(r,0=0,)=0 (2.5.5)
qu’on peut écrire aussi

X (1,0 =0,) =¢" (2.5.6)

Dans ce dernier cas, I'extrémité de la corde est fixée sur un hyperplan per-
pendiculaire aux directions selon lesquelles sont imposées les conditions de
Dirichlet. Cet hyperplan est appelé D-brane si toutes les directions perpendi-
culaires sont spatiales ou S-brane de Dirichlet si 'une des directions perpen-
diculaires est la direction temporelle X°. Nous expliquerons plus en détail
I’origine de ces objets en théorie des cordes a la section 2.10.

Dans toute cette section et la suivante, nous exposons diverses conditions
au bord pour la corde bosonique et nous réservons le cas de la supercorde,

que nous supposerons libre dans un espace plat, pour la section 2.7

2.5.1 Solutions des équations de mouvement pour la

corde libre dans un espace-cible plat
Corde fermée

Les solutions des équations du mouvement pour la coordonnée X* d’une

corde fermée s’écrivent'*

o ol . ol .
I ) 1, 1 . n _—in(r—o) n _—in(r+o)
XH(r,0) =q¢" + a'p T—f-“/—Q E —e —I——ne (2.5.7)

n
neZ\{0}

Nous reviendrons dans la sous-section 2.9.1, note de pied de page 31, sur les facteurs

qui apparaissent dans ces expressions et les suivantes.
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2.5 Conditions au bord partie 1 : corde libre dans un espace plat et dans
un espace compactifié

Corde ouverte

Les solutions de I'équation du mouvement pour pour la coordonnée X*

d’une corde ouverte s’écrivent

— pour des conditions de Neumann a chaque extrémité

K .
XH(r,0) = ¢" +2a'p'T + iV20/ Z In o=int o5 ng (2.5.8)
n
neZ\{0}

— pour des conditions de Dirichlet a chaque extrémité (X*(7,0,) = ¢*)

Xt =qy+ il qga — V20 ) % o=in” Gin no (2.5.9)
™ n
neZ\{0}

— pour une condition de Neumann en o = 0 et une condition de Dirichlet

X¥(r,m) = ok

H ) 1
Xt (7,0) =g} +iV2a' Y n“—:l e~ i) cog (n + 5) o (25.10)

nel 2

— pour une condition de Dirichlet X#(7,0) = zf et une condition de

Neumannen o =7

p , 1
XHMr,0)=¢q) —V Qa’z na——:l e~ i) gin (n + 5) o (2.5.11)
2

nez

Notons que pour la corde fermée (2.5.7) et la corde ouverte avec des
conditions de Neumann (2.5.8), les deux premiers modes ¢* et p* décrivent
le mouvement d'un systéme ponctuel (voir (2.1.9)), le centre de masse de
la corde. L’interprétation suivante, valable pour les deux premiers types de
cordes ouvertes (2.5.8) et (2.5.9), nous sera trés utiles lors de notre étude des
configurations de champs électromagnétiques extrémaux (voir section 3.1) :
si nous annulons les modes a ou a, qui décrivent des oscillations, les modes
restants, appelés aussi modes zéro, décrivent un « baton », soit en mouvement
rectiligne uniforme, soit attaché a des D-branes. Nous utiliserons par la suite

le terme « approximation de la corde rigide ».
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2 Formalisme perturbatif

2.5.2 Corde fermée libre dans un espace plat compacti-
fié

La compactification toroidale est le prototype de l’espace courbe. Bien
qu’elle ne corresponde pas a une géométrie dépendante du temps, elle joue
un role fondamental en théorie des cordes'.

Considérons une direction particuliere X#°. L’indice 0 sera omis dés a
présent. Compactifier la direction X* c’est lui donner la topologie du cercle
par l'identification

Xt~ XH 4+ 27 RP (2.5.12)

ou R* est le rayon de compactification. Cette terminologie correspond au
plongement d'une variété de topologie R™ x S* dans R"*2 ot la variété appa-
rait comme un cylindre (un tore a partir de deux directions compactifiées).

Les solutions (2.5.7) deviennent alors

1 / woo S
XMr1,0)=q"+ O/%T—l—ww” Rto +14 % Z A —in(r—0) + n in(r+o)
neZ\{0} n n
(2.5.13)

w" est le nombre d’enroulement de la corde autour de la direction compacte.
Le fait que I'impulsion est égale a E—i peut étre compris de la fagon suivante.
A partir de la fonction d’onde quantique e correspondant & une particule
libre se propageant dans I’espace plat RY?, on construit la fonction d’onde
invariante sous lidentification (2.5.12) par superposition des images dans

I’espace de recouvrement de la variété compactifiée, ici I’espace de Minkowski,

G(a) = ePrrey " el @2 (2.5.14)
neZ
Une resommation de Poisson nous donne le résultat attendu

¢($) — PLTL pinuuptat Z 5(p“R“ — U”) . (2.5.15)

vheZ

5 notamment pour construire des modéles phénomélogiques oil sur les dix dimensions
que doit comporter ’espace-cible pour des raisons que nous évoquons a la sous-section
2.8.6, six peuvent étre réduites & un tore dont les dimensions sont inférieures aux bornes

expérimentales.
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2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dépendante du temps

Nous avons supposé qu’'une seule direction, désignée par u, était compactifiée
et nous avons nommé z | les autres directions.

Nous avons profité de cette configuration trés simple pour expliquer la
construction des fonctions d’onde quantique correspondant aux modes zéros,
bien que nous anticipions sur la quantification canonique traitée a la section
2.9. Nous l'avons adaptée au cas de la corde dans l'espace de Misner (voir
sous-section 2.11.2 et section 3.2) et sans détailler les calculs, qui sont simi-
laires & celui présenté ci-dessus, nous indiquerons les modifications & apporter

aux expressions des opérateurs de vertex et des fonctions de corrélation.

2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dé-

pendante du temps

2.6.1 Orbifold
Trois types d’orbifold

Nous construisons une variété quotient par l'identification suivante
X ~ e X (2.6.1)

ou
j = BJ02 + 0J12 s (262)

Jo1 est le générateur d’'un boost selon la direction x! et Ji, est le généra-
teur d’une rotation dans le plan (z',2?). Le choix des directions 1 et 2 est
arbitraire. On distingue alors trois cas.

— Si 8 < 0, il Sagit d'un orbifold euclidien'® ou d’un orbifold de rotation.

En effet, par une transformation de Lorentz, on peut se ramener &
j/ == 9/J12 (263)

ot 8 = /6% — 32. Si @' est rationnel, ¢’est un orbifold au sens premier
du terme, sinon on obtient un orbifold noté R?/Z (un produit direct

avec R1472 est sous-entendu).

6car il peut étre défini & partir d’une variété de signature euclidienne
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2 Formalisme perturbatif

- Si B = 0, il s’agit un orbifold de genre lumiére ou pour reprendre le
terme anglais, un orbifold null, noté R%?/Z.
- Si B > 0, il s’agit d'un orbifold Lorentzien ou orbifold de boost, noté

RY!/Z. On peut se ramener & un boost pur
J = Jos (2.6.4)

ou # = \/m L’espace obtenu de cette fagon est un espace cos-

mologique appelé espace de Misner. Il présente une singularité de type

Big Crunch/Big Bang. Nous détaillerons cela a la sous-section 3.2.1.
Les solutions de cordes fermées vérifient la condition de périodicité sui-

vante
XH(r,0 4 27) = ™I XH(1,0) , (2.6.5)

ol w est un entier naturel.

Pour une corde dans le secteur non twisté w = 0, les solutions ont la méme
forme que dans l'espace plat (2.5.7). Ce qui change, c’est la fonction d’onde
quantique associée aux modes zéro de la corde et comme nous le verrons plus
loin, cela modifie les amplitudes de diffusion.

D’autres solutions sont compatibles avec la condition de périodicité (2.6.5),

elles correspondent aux secteurs twistés w # 0.

T H T H
XH(1,0) = eI [(/ e_w‘j“du> aq + (/ ewj“du) dg]

o efi(nfiwj) (r—a)\ # efi(nJrin) (t+o)\ #
) — v Y 2.6.6

neZ\{0}

Nous appellerons modes zéros les modes ag et ag, bien qu’a strictement

parler ils ne correspondent pas a I’approximation rigide.

Orbifold de boost

Regardons de plus prés le cas de l'orbifold de boost!” Nous pouvons

diagonaliser '® la matrice J en utilisant les coordonnées de cone de lu-

"Nous invitons le lecteur cherchant une présentation unifiée des trois types d’orbifold
a consulter [71].
8Dans le cas de I'orbifold de rotation, en introduisant des coordonnées d’espace-cible

complexe Z = % (X'+iX?) et Z = % (X1—iX?), il est possible également de diagonaliser
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2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dépendante du temps

miére X+ = %(X O+ X?) La variété quotient est obtenu par identification

% ~ ™% La condition (2.6.5) s’écrit alors

X*E(r,0 +27) = 2™ XE(7,0) (2.6.7)
Les solutions ont ’expresssion suivante, ol l'on a posé v = —wp,
ey 1 TV 1
Xi(T O') — 3 _Z ozie i(ndiv)(r—o) + ozie i(nFiv)(r+0o)
’ 2neZ ntiv " nFiv "
(2.6.8)

Nous faisons deux remarques.

— Le cas de l'orbifold de boost peut étre obtenu par continuation ana-
lytique # — i3, a partir de l'orbifold de rotation (d’angle irrationnel
en général), ce qui permet de calculer certaines amplitudes. Nous invi-
tons le lecteur a se référer a [24]| pour un exemple d’utilisation de cette
propriété.

— cette expression présente des analogies formelles avec les solutions de
cordes ouvertes couplées a un champ électromagnétique, analogies qui
permettent de quantifier correctement les modes zéros des cordes twis-
tés, comme nous le verrons a la sous-section suivante et a la section
2.9.7.

2.6.2 Couplage a deux champs électromagnétiques
Configuration de champs générale

Commencgons par une courte digression. Jusqu’ici nous avons travaillé
dans le cas ou l'espace-cible ot évoluent les cordes est plat (ou posséde un
espace de recouvrement plat). Cependant il est possible de généraliser I’action
de Polyakov au cas ot I’espace est courbe. Nous introduisons trois champs :
la métrique g, (X) , un tenseur antisymétrique b,,(X) et un le dilaton (un
champ scalaire) ¢(X). La raison de la présence de ces trois champs sera
clarifiée a la sous-section 2.9.4. Ils définissent la géométrie de I'espace-cible
(notamment, le champ antisymétrique correspond & une torsion et le dilaton

a un facteur d’échelle et & I'intensité des interactions de corde), ¢’est pourquoi

la matrice J.
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2 Formalisme perturbatif

on les appelle champs de fond. Nous écrivons 'action sur une feuille d’univers
de signature euclidienne, obtenue par continuation analytique 7 = —i7g.

I’action s’écrit alors

Sp =

drdo /e [(VE 9w (X) + 1€°b,, (X)) 0. X 0, X" + o/ Ry (X))
(2.6.9)

oll €? est un tenseur complétement antisymétrique défini sur la feuille d uni-

Ao

vers \/p€'® = +1 et R, est le tenseur de Riemann associé a la métrique
euclidienne vg.

La théorie des champs ainsi définie porte le nom de modéle sigma non
linéaire.

Pour que cette action soit invariante sous les transformations de Weyl,
les trois champs que nous avons introduits doivent vérifier des équations
déterminées perturbativement en calculant les fonctions [ associées a la re-
normalisation du modéle sigma non linéaire. Le détail des équations ne nous
importe peu (voir [3] p.111), ce qu’il faut retenir, ¢’est qu’une tentative naive
d’introduire une géométrie dépendante du temps suffisamment simple pour
qu’on puisse l’étudier en détail a toutes les chances de briser la symétrie
de Weyl. En l'absence de cette symétrie, la théorie n’est plus une théorie
conforme et les calculs sont encore hors de portée. Les modeles WZW, dont
nous avons parlé a la section 1.2.2, sont un exemple de modéle ot la symétrie
n’est pas brisée.

Une autre stratégie consiste a introduire un champ de fond, le poten-
tiel électromagnétique, qui est couplé aux extrémités de la corde, considérées
comme des systémes ponctuels. A I'action de Polyakov est ainsi ajouté deux
termes de bord de la forme (2.1.25), la nouvelle action s’écrit schématique-

ment Sy, = Sp + Shord avec
Sbord = e/dTAu(X)c‘?TX“ (2610)

ou e est la charge électrique et A,(X) le potentiel. Rappelons que si le champ

électromagnétique de fond F),, est extrémal, la théorie reste conforme.
Précisons a la lumiére de ce formalisme comment un couplage & des

champs extrémaux peut définir une géométrie dépendante du temps. Nous

distinguons les coordonnées de cone de lumiére 2+ = \1[( 2% 4+ 2!) et des co-
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2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dépendante du temps

ordonnées transverses x*, i = 2,...,d. Si nous définissons un potentiel dont

la seule composante non nulle est
Ay (z") = (T, 2% (2.6.11)
nous obtenons alors un champ électromagnétique dépendent du temps
Fiy = 0;®(a",2") (2.6.12)
qui constitue un fond exact si
9;0'® =0 (2.6.13)
Le calcul de la métrique effective pour les cordes ouvertes donne
ds® = 2datdz™ + do'da’ + (2ma)? [0, (x Y, xz)]z dztdzt (2.6.14)

Cette métrique correspond a une onde plane gravitationnelle dans les coor-
données de Brinkmann. Ainsi pour les cordes ouvertes du moins, il s’agit bien
d’une géométrie dépendante du temps.

Un autre point de vue, adopté dans les articles [60, 61|, consiste a consi-
dérer la version T-duale de ces configurations de champ électromagnétique,
c’est-a-dire deux D-branes dont les vitesses et orientations relatives varient
au cours du temps. La T-dualité est expliquée a la sous-section 2.10.2.

Revenons a notre couplage (2.6.10). La variation de l'action dans un

espace-cible plat

1
drad

Sem =

/dea (=0, X"0, X, + 0,X"0,X,)
1 1
+ 50 / dr A (X)0, X" — Se1 / dr AN (X))o, X" (2.6.15)

par rapport & X#(7,0) fournit, aprés intégration par partie, les conditions

au bord suivantes
Do XM 4+ 2wl e (FOYV (X)0, X" =0  o=o0, (2.6.16)

Les équations du mouvement (2.4.5) restent, elles, inchangées. Par la suite,

on intégrera la charge e, et le facteur 2ra/ a la définition du champ F(®. Les
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2 Formalisme perturbatif

équations du mouvement ont pour solution X (7,0) = f(74+0)+g(7—0) on

les indices sont sous-entendus. Les conditions au bord s’écrivent alors

f1(1) = g'(1) + FO(f (1) + (7)) (f'(r) + ¢'(7)) = 0 (2.6.17a)
flrdm) =g —m)+ FO(f(r+m) +g(r—m) (f(T+7) + ¢ (T = 7)) =0
(2.6.17D)

On obtient un systéme d’équations différentielles non linéaires et non locales,

ce qui rend compliquée, sinon impossible, la recherche de solutions générales.

Champs éléctromagnétiques constants et uniformes, cas du champ

électrique

Commencons par étudier le cas otl les champs F(® sont constants et
uniformes. On suppose en outre que les matrices correspondantes (F(®)#
commutent [F(®, FM] = 0. Les solutions des équations du mouvement qui

vérifient les conditions au bord (2.6.16) s’écrivent

T+0o 1 —|—F(O) T—0
— Qu - - Qu
X(T,U)—%—l-(/ e du+1—F(0)/ e du)ao

o 1 o 1+ FO

el —i(n+iQ)(t+0) - —i(n+iQ)(t—0)

+i Z:n+M(e + 0 a, (2.6.18)
neZ\{0}

ou €2 est défini par

921—Fm1+F@
1+ FO1 - FO

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou les deux champs

2

(2.6.19)

sont des champs électriques!® FJ(FQ,) = €,. On peut alors diagonaliser F( en

se placant dans les coordonnées du coéne de lumiére X* et on obtient

1 o
X* = qf +iv2o Z ?eﬂ("i“’” cos [(n + iv)o F iarctanh(e)] o
n+iv
nez

(2.6.20)
ou

1
v = —(arctanh(e; ) — arctanh(eg)) (2.6.21)
T

9Les solutions dans le cas de deux champs magnétiques peuvent étre obtenues & partir

des solutions (2.6.20) par un simple prolongement analytique de v.
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2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dépendante du temps

Cette expression est la méme que dans [66] a des choix de conventions preés.
Maintenant, nous pouvons mettre en évidence la ressemblance formelle entre
les équations (2.6.8) et (2.6.20). De méme que dans le cas de la corde libre,
on peut considérer la corde fermée (2.5.7) comme étant constituée d’'un jeu
d’oscillateurs de cordes ouvertes (2.5.8) pour les modes gauches et d'un jeu
d’oscillateurs de cordes ouvertes pour les modes droits, on peut voir la corde
fermée dans un orbifold lorentzian comme 1’assemblage de deux jeux d’oscil-
lateurs de corde ouverte couplée a un champ électrique (¢9 = 0, €; est choisi
tel quel Velee = Vorbitold = —w/3). Nous reviendrons a la section 2.9.7 sur cette
analogie qui est cruciale puisqu’elle permet de quantifier la corde fermée dans
I'orbifold lorentzien & partir de la quantification de la corde ouverte dans un
champ électrique. Exposée dans [17], elle a été exploitée par la suite dans

[18] et nous a permis de mener les calculs de [24].

Champs électromagnétiques extrémaux dépendants du temps

Considérons maintenant le cas du champ électromagnétique dépendant
du temps. Les équations (2.6.17b) peuvent étre simplifiée si nous choisissons
d’identifier le temps de la feuille d’univers 7 avec la coordonnée du cone de
lumiére X

Xt =qg"+prr. (2.6.22)

Il s’agit en fait d’un choix de jauge qui permet d’éliminer les redondances
introduites par la symétrie par difféomorphisme et par transformation de
Weyl. La démarche générale que nous suivons dans ce chapitre consiste a
quantifier la théorie puis imposer les contraintes appropriées sur les états
du spectre pour éliminer les états non physique. Ici nous fixons la jauge
et nous éliminons les degrés de liberté non physique avant de quantifier.
Comme les deux démarches sont équivalentes, nous ne détaillerons pas cette
quantification de cone de lumiere.

Les équations (2.6.17b) deviennent linéaires et il devient possible de trou-
ver des solutions si, pour les champs électromagnétiques F(®, on choisit des
fonctions ®@ (voir (2.6.12)) linéaires ou quadratiques. Le cas de fonctions
®(@) linéaires, traité dans l'article [61], n’entre pas dans le cadre de cette

thése. Nous allons donc présenter le calcul dans le cas de fonctions @ qua-
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2 Formalisme perturbatif

dratiques et indépendantes de z. Nous reviendrons sur le cas de champs
dépendants du temps dans le chapitre 3.1.

Les fonctions ®@ g’écrivent alors
a 1 a) 1 .9
o) = §h§j)x 2 (2.6.23)

) sont des matrices constantes choisies de telle sorte que la condition

ou hg?
(2.6.13) sur la fonction ® soit remplie. On obtient des champs avec un gra-
dient constant

FY = a7 (2.6.24)
En raison de problémes de stabilité que nous expliquerons dans le chapitre
3.1, il est nécessaire d’ajouter un champ magnétique constant et uniforme.
Par souci de simplicité, nous le supposerons nul. Notons toutefois que les
équations en présence de ce champ magnétique restent linéaires, mais 1'ex-
pression des solutions correspondantes devient assez lourde.

Les équations (2.6.16) s’écrivent sous ces conditions

0, Xt =0 (2.6.25)
0, X' +h X0, Xt =0 o=o0, (2.6.26)
0, X~ —nYXI0. X =0 (2.6.27)

Dans la jauge du cone de lumiére, seule la condition sur X° reste pertinente
i +7,(@) i _ —
0, X' +pTh;; X? =0 o=a0, (2.6.28)

On considére le cas ou les matrices h;; commutent entre elles et on appelle®
e;j = pTh;;. Dans ce cas les matrices sont codiagonalisables et on peut choisir
un potentiel de la forme z? — y* (x et y sont deux directions spatiales). On
se rameéne ainsi a deux problémes & une dimension image 1'un de I'autre par
(€0, e1) — (—eq, —e€1).

Détaillons un peu la résolution de ce probléme. X° s’écrit encore une
fois comme la somme d’une partie gauche et d’une partie droite X(7,0) =
f(r+ o)+ g(t — o). Les conditions au bord (2.6.28) s’écrivent alors

fi(7) =g (T) +eo (f(7) +g(7)) =

! (2.6.29)
f(r+2n) =g (1) + e (f(r+2m)+g(r) =0

207] y a un facteur 7 de différence avec 'article [64].
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2.6 Conditions au bord partie 2 : géométrie dépendante du temps

Les modes de Fourier de f et g, définis par

f(r) = /f(w) e “Tdw | (2.6.30)

vérifient le systéme suivant

—iw + eg iw—+eo) [fw) B
<(_Z'w+€1>e—2i7rw iW+€1> <g(w)> =0 (2631)

Le systéme admet des solutions non nulles si et seulement si le déterminant
de la matrice 2 x 2 est nul, ce qui détermine les valeurs des modes w. On
peut mettre cette relation de dispersion sous la forme

(e1 — ep)w

e (2.6.32)

tan(rw) =

qui permet de mettre en évidence le fait qu’il existe un seul mode réel w,
sur chaque intervalle [n,n + 1[, n € N\{0}. On garde ainsi la structure des
modes de la corde libre, avec un décalage qui rappelle le décalage réel présent
pour une corde couplée & des champs électriques. La ressemblance toutefois

s’arréte la, comme le montre I'expression des solutions.
X(Ta U) = XZérO(Ta U) + Z Xn (2633)
n=1

ou

X, = Nni (e‘iw”(TJr") + we_w"(T_")) a, + complexe conjugé
Wn, Wy + €o
(2.6.34)

et X,ero correspond aux modes zéros. N,, est un coefficient de normalisation
dont l'expression peut étre trouvé dans l'appendice C de [64] et dont nous
expliquerons la détermination a la section 2.9. Dans le cas d’une corde neutre,
c’est-a-dire lorsque ey = e1, w, = n et les modes sont données par ’expression
(2.6.34) en remplagant w, par n.

Revenons aux modes zéro. Leur expression dépend des valeurs de e; et
e1. Définissons 0 = e; —eg — mege; et A = e —eg + % Cinq cas se présentent

~ 6 >0et A > 0. La relation de dispersion (2.6.32) admet une seule

racine réelle wy dans |0, 1[ (voir figure 2.1). Alors

Xzéro — Xn:O . (2635)
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2 Formalisme perturbatif

— 0 =0et A >0. Il existe deux modes de fréquence nulle.
Xoero(T,0) = N§(1 — eqo)(qo + poT) (2.6.36)

— 6 < 0 (la courbe A = 0 est contenue dans ce domaine). On a deux

racines complexes wy = +iky (voir figure 2.1 et 2.2)

Xoero = X4 + X (2.6.37)
avec
Xi(1,0) = O”i (eiko(TJrU) + meik‘o@'ﬂ)) ay (2.6.38)
ko Fko + e

Cette expression est valable pour une corde neutre, a condition de poser

ko = e et de redéfinir le mode a, en posant a; — %‘M‘ On obtient

1
XZéI‘O(T7 0') = A/‘OU_ (ee(TJrJ)a, + efe(ffo)aJr) (2639)
(&

— 6 =0et A <0. Les deux racines +w; s’annulent (avec les notations
données plus haut, il s’agit en fait de fréquence w; qui sont devenues
wp car elles passent de l'intervalle [1,2[ & I'intervalle [0, 1]; I'ensemble
du spectre s’est décalé). On obtient deux nouveaux modes identiques a
(2.6.36).

— 0> 0et A <0. Les racines +w; sont devenues complexes (voir figure

2.1) et correspondent a deux modes donnés par (2.6.38).

3 3

2 /\\ 2 |

1 \\\\\‘ 1 /ﬁ TTrT— /|
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 -1

2 2

3 -3

F1G. 2.1 — Solution graphique de la relation de dispersion des cordes ouvertes.
A gauche : § > 0, A > 0, toutes les racines sont réelles. A droite : § < 0,

A > 0, deux racines se sont rencontrées a w = 0 et sont devenues complexes.
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2.7 Conditions au bord partie 3 : fermions

iy il

F1G. 2.2 — Solution graphique de la relation de dispersion des cordes ouvertes.
A gauche : § <0, A < 0, les racines dans I'intervalle [0, 1[ correspondent au
premier niveau excité. A droite : 6 > 0, A < 0, deux nouvelles racines se sont

rencontrées et sont devenues complexes.

Les phénoménes physiques associés a ces modes seront expliqués au cha-

pitre 3.1.

Cette série de résultats montre qu’'une grande variété de configurations
peuvent étre résolues exactement et permettre ainsi un traitement standard

de premiére quantification.

2.7 Conditions au bord partie 3 : fermions

Nous rappelons que pour la corde supersymétrique nous nous placons
dans I’espace plat et dans la situation ot la corde est libres Nous exposons
le calcul des solutions pour les degrés de liberté fermioniques de la corde
supersymétrique. Ces résultats sont les éléments constitutifs des expressions
d’amplitude que nous écrirons a la section 3.3 lorsque nous étudierons la

S-brane.

Le terme de bord s’écrit

/ dr [y (m)0tps () — Y (m)0tp—(m) — (¢4 (0)894(0) — ¢ (0)6¢—(0))] = 0
(2.7.1)

ou la dépendance en 7 est sous-entendue.
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2 Formalisme perturbatif

2.7.1 Cordes ouvertes

Pour les cordes ouvertes, les conditions aux bords sont vérifiées si les

spineurs v vérifient

¥-(0,7) = mv(0,7) (2.7.2a)
Y (m,7) = matpy (7, 7) (2.7.2b)

ol 712 peuvent prendre indépendamment les valeurs £1. Si 1, = 7, alors
nous sommes dans le secteur de Ramond, noté R, de la corde ouverte. Si
1m1 = —1) alors nous sommes dans le secteur de Neveu-Schwarz, noté NS, de
la corde ouverte.

Les solutions pour les spineurs s’écrivent alors

P =V b e ) (2.7.3)
our € Z+ % dans le secteur NS et r € Z dans le secteur R.

2.7.2 Cordes fermées

Dans le cas des cordes fermées, les deux composantes ¥, et ¥_ sont
indépendantes ; elles peuvent étre soit périodiques, soit anti-périodiques. Cela

s’écrit

¥-(0,7) = nsy_ (27, 7) (2.7.4a)
Yo (m, 7) = marpy (27, 7) (2.7.4b)

Nous avons alors quatre secteurs différents

— le secteur de Ramond, Ramond, noté R-R ou RR, qui correspond a n3 =
ns = +1,

— le secteur de Neveu-Schwarz, Neveu-Schwarz, noté NS-NS ou NSNS, qui
correspond & 13 =1y = —1,

— le secteur de Ramond, Neveu-Schwarz, noté R-NS ou RNS, qui corres-
pond & 73 = —my = +1,

— le secteur de Neveu-Schwarz, Ramond, noté NS-R ou NSR, qui corres-

pond ang = —n = —1,
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2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme des champs

Les solutions pour les spineurs s’écrivent

=V pre ) (2.7.5a)
Y=V pre ) (2.7.5h)

o, pour les modes 3, r € Z + % dans le secteur NS et r € Z dans le secteur
R et, pour les modes B, s €L+ % dans le secteur NS et s € Z dans le secteur
R.

Avant d’exposer la procédure de premiére quantification pour la corde,
nous allons expliquer rapidement l'intégrale des chemins en théorie de cordes
et montrer comment la théorie conforme émerge naturellement comme le

cadre dans lequel se font les calculs.

2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme

des champs

Il existe deux formalismes majeurs pour implémenter la procédure de
quantification : l'intégrale des chemins et le formalisme d’opérateur (quanti-

fication canonique).

Nous avons entrevu l'existence de la quantification du cone de lumieére,
ou les contraintes sont résolues avant la quantification. Ceci brise la cova-
riance manifeste de la théorie, qu’il faut vérifier a posteriori. Inversement,
il est possible de quantifier puis d’imposer les contraintes sur les états phy-
siques, ce qui permet de préserver explicitement la covariance. Ce programme
est réalisé par 'ancienne quantification covariante et dans la quantification
BRST. Comme nous 'avons évoqué a la section 2.2, la seconde est la version
rigoureuse de la premiére.

Dans cette section, nous introduisons le formalisme d’intégrale des che-
mins, qui permet de présenter plus aisément le lien avec la théorie conforme
des champs et les concepts qui nous seront utiles par la suite, notamment les

fonctions de corrélation.
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2 Formalisme perturbatif

2.8.1 Feuille d’univers euclidienne et intégrale des che-

mins

Une fonction de corrélation C' = (®[X]) s’écrit dans le formalisme de

I'intégrale des chemins
C = / [DX][Dy] ®[X] P (2.8.1)

Pour donner une définition mathématiquement plus acceptable de 'intégrale
des chemins, il est d'usage de considérer une intégrale des chemins avec une
action euclidienne, qui est ici obtenue par prolongement analytique de la
coordonnée 7 de feuille d’univers 7 = —i7g. La feuille d’univers devient une

surface euclidienne et ’action

1
Y de

Sp = / dredo /e Y 0. X 0y X, (2.8.2)

ou le changement de signe devant ’action provient de la convention choisie
pour l'intégrale de chemin euclidienne : le poids affecté a chaque trajectoire
classique est e . Les symétries permettent de choisir une jauge pour la

métrique qui peut se ramener & la métrique plane euclidienne .

Fixer la jauge, comme pour la particule ponctuelle, produit un détemri-
nant de Fadeev-Popov, qui s’exprime comme une contribution en terme de
fantomes a ’'action de la corde. Nous n’entrerons pas plus dans les détails,
mais notons qu’aux fantomes correspond également une théorie conforme des
champs. Le formalisme que nous exposons dans cette section s’applique donc

a ces champs.

Nous avons fixé la jauge pour métrique. Il reste cependant une classe de
transformation combinant une transformation de Weyl et un difféomorphisme
qui ne modifie pas la métrique et les degrés de liberté correspondants ne
sont donc pas éliminés par le choix de jauge. Il s’agit des transformations
conformes. Il faudra donc tenir compte des contraintes imposées par cette
symétrie résiduelle lorsque nous procéderons a la quantification de la théorie

et au calcul des fonctions de corrélation.
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2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme des champs

2.8.2 Invariance par transformation conforme de l’ac-

tion avec la jauge de métrique fixée

Avant d’aborder le formalisme de la théorie conforme des champs & deux
dimensions, expliquons briévement la symétrie conforme. Le prolongement
analytique 7 = —itp changent les coordonnées de cone de lumicre o+ en
coordonnées complexes w = o + 17, W = 0 — 7. La métrique de la feuille

d’univers, dans la jauge unitaire, s’écrit alors
ds¥ = dwdw (2.8.3)

La métrique du plan est factorisée. Ceci est une particularité de la dimension
deux et la métrique ne se factorise pas pour un espace plat de dimension
supérieure a deux.

Appliquons a présent le difféomorphisme suivant

w' = flw) @' = f(w) (2.84)

a la suite de la transformation de Weyl de paramétre w(w, w) que nous déter-
minerons a posteriori. f est une fonction holomorphe. La métrique devient
alors

- 1
d8/22 = €2w(w’w)wdw/dw/ (285)

Si l'on choisit w(w,w) = In|d,, f|, la métrique reste inchangée. Nous voyons
donc que les transformations conformes apparaissent comme un sous-ensemble
des transformations de Weyl associées a un difféomorphisme et qu’elles ne
sont pas fixées par le choix de jauge.

Avant de continuer, faisons deux remarques. La premiére concerne les
transformations conformes. Ces transformations sont définies sur le plan doté
de la métrique d,,. Les transformations conformes n’agissent pas, contraire-
ment aux difféfomorphismes ou aux transformations de Weyl, sur une mé-
trique indépendante qu’on peut faire varier ; elles changent les distances entre
les points. Il s’agit donc d’'une contrainte additionnelle sur la dynamique des
champs sur la feuille d'univers. Lorsque nous écrivons ds’?, c’est bien la dis-
tance infinitésimale qui change et non la métrique, bien que les notations ne

distinguent pas cette nuance.
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2 Formalisme perturbatif

La seconde remarque porte sur la dimension deux. Nous avons insisté sur
le fait qu’en dimension deux la métrique s’écrivait sous forme factorisée et
c’est cette forme qui permet de considérer des transformations w’ = f(w)
avec une fonction f holomorphe quelconque. Par contre, en dimension supé-
rieure a deux, il n’existe qu'un nombre fini de transformations conformes : les
translations, les rotations, les dilatations et I'inversion, c’est-a-dire la trans-
formation

zt —

t (2.8.6)

w
rrz,,

Les contraintes imposées sur les fonctions de corrélations en dimension deux
sont donc bien plus puissantes qu’en dimension supérieure. C’est I'une des
raison pour lesquelles la définition d’une « théorie des feuilles » (la corde est
remplacée par une surface dont 1’évolution temporelle correspondrait & un
volume d’univers) ou autres objets de dimension supérieure n’est pas encore

claire.

2.8.3 Générateurs classiques des transformations con-

formes

Nous allons & présent mettre en évidence la structure algébrique des trans-
formations conformes au niveau classique. Considérons une transformation
conforme infinitésimale v’ = w + ¢(w), ou € est une fonction holomorphe
(la transformation de w, sous-entendue, est identique). Notons que le do-
maine sur lequel la fonction est holomorphe n’est pas précisé. Si nous choi-
sissons le plan complexe tout entier, toute fonction bornée est constante,
cette solution ne peut pas étre retenue. Nous pouvons alors définir un do-
maine {w, jw| < R} ou R, alors e(w) et bornée et admet un dévelopement de
Taylor e(w) = Y07 | b,w™**. Nous pouvons restreindre encore le domaine
a un anneau {w,r < |w — wy| < R}, ce qui autorise la fonction e(w) a
avoir des singularités artificielles ou essentielles ou des poles hors de ’an-
neau (et notamment en wy). €(w) admet alors un développement en série de
Laurent e(w) = >_°7 __a,(w—w)" ™. r et R sont choisis de telle sorte a évi-

n=—oo

ter d’éventuelles singularités®' et pour qu’il soit possible de borner e(w) sur

21'En général, 7 est fixé a 0 et le domaine est un disque percé du point wy.
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2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme des champs

I’anneau par une valeur infinitésimale. Par la suite, lorsque nous parlerons de
fonction holomorphe infinitésimale, c¢’est dans le sens de fonction holomorphe
infinitésimale définie sur un anneau. Bien entendu, tout ceci s’applique aussi
a €(w).

e admet donc un développement en série de Laurent??

e(w) = Z apw" (2.8.7)

n=—oo

La transformation conforme infinitésimale agit sur un champ scalaire clas-
sique ®(w) (de méme, la dépendance sur w est sous-entendue) de la fagon

suivante

5.0 = — Z apw" 10, ® (2.8.8)

ot 0P = ¢’ (w) — ¢(w) avec ' (w) = ¢(w — e(w)). Les opérateurs [,,, définis
par
l, = —w"o, (2.8.9)
sont les générateurs des transformations conformes classiques. Ils vérifient
Valgebre de Wit? :
Loy ] = (0 — M) lpim (2.8.10)

On a la méme relation de commutation pour les opérateurs [,,.

2.8.4 Générateurs quantiques des transformations con-

formes

Au niveau quantique, ce n’est plus sur un champ classique ® qu’il faut
étudier l'effet d’une transformation conforme, mais sur les fonctions de corré-
lation contenant ®. L’effet d’une transformation conforme infinitésimale sur

le champ ® dans une fonction de corrélation (®(wg)®P(wy) ... Py(wy)) est

22y peut étre fixé sans perte de généralité a 0 par une translation.
Bou algebre de Virasoro classique, bien que ce terme préte a confusion.
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2 Formalisme perturbatif

le suivant?*

(6. (wo) @y (wr) . .. By (wy)) = % / d2€ 0 (€, E) (T (€, E)D(wp) Dy ... Dy) =

% Cdf [e(€><Tww(§, E)D(wo) Py ... Pn) + €(€)(Tpw(E, E)P(wo) Dy . .. @Nﬁ
_QLM dé () (T l€ O(w)@1 .. ) + e(€)(Tu (€, E)@(w) ... B (wy))]

(2.8.11)

ou (' est un contour qui contient seulement wy et o, B est le domaine privé
de wy tel que C' = OB et sur lequel € est défini. Sur la premiére ligne, 0* agit
sur le produit €*T,,. T est le tenseur énergie-impulsion. Enfin, le facteur %
est une convention commode.

En choisissant ¢(w) = € (translation) puis €(w) = AM(w — wy) (dilatation),

on obtient, pour w # w;

awTww - awTww - 0 (2812)
T’ww - qujw =0 (2813)

Ces relations sont des relations sur ’opérateur T, ou autrement dit, elles
doivent étre comprises en terme de fonction de corrélation, c’est-a-dire que

OpTww = 0 signifie en fait
<awTww@(w0)@1(w1) N @N(UJN» =0 (2814)

quels que soient les opérateurs ® et ®;. Ceci est valable pour toutes les équa-
tions qui suivent, qu’elles impliquent 7" ou un autre opérateur. Les équations
(2.8.12) permettent de se ramener a deux fonctions respectivement holo-
morphe T, = T'(w) et antiholomorphe® Ty, = T (). On peut montrer par
ailleurs que Ty = Ty = T ; ainsi 'équation (2.8.13) correspond a 'annu-
lation de la trace de 7. Les deux fonctions T" et T suffisent pour définir le
tenseur énergie-impulsion. Cependant, I’équation (2.8.13) n’est valable qu’a

I’ordre des arbres. L’anomalie de Weyl modifie cette équation

C
Tw’lf] - Tw - __R 2815

24Nous suivons en partie I'exposition faite dans [72]. L’article de référence est [73].
25Dans le sens indiqué plus haut de fonctions développables en série de Laurent.
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2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme des champs

ol R est la courbure de Ricci de la feuille d’univers et ¢ est une constante
qui est aussi la charge centrale de la théorie conforme considérée, notion que
nous définirons un peu plus loin. Toutefois, en ce qui nous concerne, nous
travaillerons dans des situations cette anomalie est une constante, ce qui
permet de se restreindre aux deux fonctions 7" et T.

L’identité de Ward (2.8.11) s’écrit a présent

(0D (wg)P1(wy) ... Px(wy)) =

37 P AOTEOR ()P . 0y) = 5 FdE TG TOP(un)r .. 0
(2.8.16)

Cette relation, dans le cadre d’une théorie conforme particulére, permet de
calculer la transformation de 'opérateur .

Les générateurs des transformations conformes sont les coefficients de T
et de T des séries de Laurent suivantes

o0

T(w) = i w "L, , T(w) = Z w "2 L, (2.8.17)

n=—oo n=—oo

Les opérateurs L,, et L,, vérifient les mémes relations de commutation®®

(L, L] = (0 — 1) Liysm + %n(nQ — )i (2.8.18)

et constituent ainsi une algebre de Virasoro. c est la charge centrale.

2.8.5 Représentations irréductibles de 1’algébre des gé-

nérateurs, champs primaires

Les représentations irréductibles de cette algebre, appelées aussi module
de Verma V,j sont caractérisées par la charge centrale c et le poids conforme
h, qui est la valeur propre de Ly de I'état de plus haut poids. N’oublions
pas la présence de 'algébre antiholomorphe correspondant aux L,,, avec des
modules de Verma Vaﬁ caractérisés par une charge centrale ¢ et un poids

conforme h. Les états de notre théorie appartiennent donc au produit direct

26Rappelons que cette équation doit étre comprise comme une relation sur des fonctions

de corrélation. Voir [72| pour la démonstration dans ce formalisme.
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2 Formalisme perturbatif

Ven X Va1, Les notations sont ici trompeuses puisque ¢ n’est pas le conjugué

de ¢ ni h celui de h. On notera le poids conforme (h, h).

L’état de plus haut poids de la représentation irréductible est appelé
aussi champ primaire. Sous une transformation conforme w — f(w), il se

transforme de la fagon suivante

O(w, w) — ¥ (w, @) = (D f ()" (@ f ()" (f(w), flw))  (2:8.19)

On peut aussi caractériser un état de plus haut poids par les conditions

suivantes

L,»=0 pourtout n >0 (2.8.20a)
Lod =hd (2.8.20b)

et les conditions correspondantes pour les opérateurs L,,.

Ainsi, le champ scalaire que nous avons considéré plus haut est un champ
primaire de poids (0,0). Dans ce qui suit, tous les champs que nous consi-
dérerons seront des champs primaires, sauf le tenseur énergie-impulsion, qui
appartient au module de Verma de I'opérateur identité de poids conforme

nul.

Comme cette derniere phrase permet de le constater, nous employons in-
difféeremment « champ », « opérateur » ou « état » pour désigner les éléments
des modules de Verma. « Champ » fait référence aux fonctions de corrélation
de champs, « opérateur » fait référence a I’écriture condensée des relations
entre fonctions de corrélation sous forme de relation entre opérateurs (sous-
entendu, agissant sur les champs qu’on peut rajouter dans les fonctions de
corrélation) et « état » se trouve justifié par 1’équivalence entre le forma-
lisme d’intégrale des chemins et le formalisme de quantification canonique,

que nous aborderons dans la section 2.9.
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2.8.6 Application a la théorie de la corde bosonique :
théorie conforme minimale ¢ = 1 du boson libre,

ordre normal

Revenons maintenant a la théorie des cordes. Au lieu d’utiliser les va-

riables w, nous utiliserons les variables z définies par
z=eW=¢m" z=¢Y=¢m (2.8.21)

de sorte que les expressions des solutions des équations du mouvement s’écrivent

comme des séries de Laurent. Par exemple, pour la corde fermée libre, apreés

prolongement analytique 7 = —i7g, la solution (2.5.7) s’écrit
o o at at
XM(z,Z) =a¥ —i—p"In(zZ A — Lyt 2z 2.8.22
(z,2) == oY n(zz)—i—u/2 e;\{o}(nz +-tz > ( )

et peut étre décomposée en une partie holomorphe
Xt L " In( o
=o' —i— L 2.8.23
B M INERENL I S 2523
neZ\{0}
et une partie antiholomorphe

1 o [o -
X' () = §$M - 25 p"n(z Z (2.8.24)

€Z\{

L’action euclidienne (2.8.2) s’écrit

1 _
Sg = d*w 0, X" 05 X, = 5 / d*z 0X"0X, (2.8.25)

2ma!

ot d*w = dwdw = 2dmrdo, O = 0, et 0 = 0;. Les composantes non nulles du

27

tenseur énergie-impulsion”’ sont

T(z) = —i, [ 0XM(2)0X,(2): , T(2) = —i, 10XHM(2)0X,(2):  (2.8.26)

(0% (0%

2TLes expressions (2.8.26) comportent un signe — supplémentaire par rapport aux ex-
pressions (2.4.4). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille d’univers
euclidienne qui change le signe de 'action (comparer (2.8.25) et (2.2.10)).
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2 Formalisme perturbatif

Les deux points indiquent 1'ordre normal que 'on va appeler conforme, par
opposition a ’ordre normal dans le formalisme de la quantification canonique.
Les deux ordres normaux produisent le méme résultat, mais l'ordre normal
conforme est défini différemment. Voyons comment sur I'exemple de T'(z).
La fonction de corrélation (X*(z, 2) X" (', Z')) peut étre calculée sans obs-
tacle dans le formalisme de 'intégrale des chemins puisque Sg est quadra-

tique. Le résultat s’écrit

/

(X"(z,2)X"(, 7)) = —%nw In(|z — 2/|2S) (2.8.27)

ou S est la surface de la feuille d'univers et correspond a un régulateur a
grande distance. Remarquons en passant que X n’est pas un champ primaire.
La fonction de corrélation (0X*(2)0X,(2')) est déduite par différentiation (la

variable Z n’intervient plus a présent) :

o 1

(X)X () = =G

PR (2.8.28)

On constate alors que la limite z — 2’ est divergente, ce qui pose probléme
pour définir T'. On régularise cette divergence a courte distance a l'aide de

I’ordre normal, défini par
/
XP(z, 2) XV, 7)) = XP(2, 2) XV (. 2) + %nw In(]z — #[?) (2.8.29)

L’ordre normal appliqué a plus de deux champs est défini récursivement
par
N
(B1Dy . Dy =Dy By Dy — Y (BDy) Dy B Dy Dy

1=2

(2.8.30)
On vérifie que cette procédure est cohérente en calculant le produit 7'(2)7'(2")

(toujours avec des fontions de corrélation sous-entendues)

D 1 2
T()T() = = T(Z)+ ——0,T()+... (2.8.31
(Z) (Z) 2(Z_Z/>4+(Z_Z/>2 (Z)_'_Z_Z/ (Z)_'_ ( )
ou ... fait l'ellipse des termes non divergents lorsque z — 2z’. Ce dévelop-

pement de T'(2)T(z") correspond & ce & quoi on s’attend pour une théorie
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2.8 Intégrale des chemins et théorie conforme des champs

conforme dont la charge centrale serait ¢ = D. D’autre part, on peut aussi

vérifier que

1 1
X))
EErE RN ey

ce qui correspond & ce qu’on attend pour un champ primaire de poids conforme

T(2)0,X°(2) = 0.(0.XP)(2) +... (2.8.32)

(1,0). On peut vérifier directement que 0,X”(z) obéit a la loi de transforma-
tion (2.8.19) avec h =1 et h = 0.

Ainsi nous sommes en présence d’une théorie conforme avec une charge
centrale ¢ = D. Cette théorie est la superposition de D bosons libres X* qui
définissent chacun une théorie conforme avec une charge centrale ¢ = 1. Un
outil puissant permet de calculer les fonctions de corrélations de cette théorie :
la représentation des champs primaires par des opérateurs exponentiels du
champ libre X* (chapitre 6 de [72]). A un opérateur ®,(z, z) de la théorie®®,

on associe un opérateur de vertex V,(z, z)
V(z,2) =:ePXE2). (2.8.33)
ou p vérifie la relation suivante

h:ﬁ:zﬁ (2.8.34)

Ceci se généralise a la théorie contenant D bosons X*. Les fonctions de

corrélations feront ainsi intervenir les opérateurs de vertex
V,(2,2) = :ePnX" (2. (2.8.35)

ol p est I'impulsion de la corde entrante. Ces opérateurs se généralisent aux

produits

Vi) (z,z) = [ [omxm T o X ernX @), (2.8.36)
i J

qui correspondent a tous les états que nous trouverons en quantification
canonique.
Les amplitudes de la théorie des cordes doivent étre invariante sous une

transformation conforme. Comme la position de 'opérateur de vertex est

280n ne considére que le cas o h = h.
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arbitraire sur la feuille d’univers, les amplitudes font intervenir les opérateurs
ntégrés

V= / Az cePnX (3 (2.8.37)

qui doivent étre invariant, ce qui fixe le poids conforme de V,(z,2) a (1,1) et
permet de déterminer le spectre dans ce formalisme.

Nous avons ainsi donné un apercu de 'origine de la condition de quanti-
fication, de l'ordre normal et de la forme des opérateurs de vertex que nous
introduirons dans le cadre de la quantification canonique sans plus de justi-
fication.

Nous ne développerons pas plus les formalismes de I'intégrale des chemins
et de la théorie conforme et nous terminerons par deux remarques

— Dans le cas de la corde ouverte, les conditions aux bords identifient les
algébres de Virasoro holomorphes et antiholomorphes L, = L,.

— La théorie des cordes est bien définie lorsque la charge centrale totale
est nulle. Notre théorie conforme a ¢ = D est complétée par la théorie
conforme des fantomes de Fadeev-Popov qui ont une charge centrale
¢ = —26 dans le cas de la corde bosonique. La charge centrale totale
est ainsi D — 26, ce qui fixe la dimension de 'espace-temps a vingt-six

dimensions.

2.8.7 Intégrale des chemins pour les fermions, théorie

superconforme
Intégrale des chemins pour la corde supersymétrique

L’intégrale des chemins pour 'action supersymétrique fait intervenir, comme
en théorie des champs, des variables de Grassmann et les résultats de l'inté-
grale de Berezin. On peut écrire 'action en terme de superchamps définis sur
un superespace, ce qui rend manifeste I'invariance par supersymétrie, mais
nous n’exposerons pas ce formalisme dont nous n’aurons pas besoin par la
suite. Les degrés de liberté de symétrie sont éliminés en fixant la jauge super-
conforme. Le déterminant de Fadeev-Popov sera exprimé en terme non seule-
ment de fantomes, mais aussi de superfantomes. Comme précédemment, nous

ne détaillerons pas les subtilités liés a ces superfantémes et nous en tiendrons
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compte directement dans le résultat.

Théorie superconforme des champs

Nous avons vu a la sous-section 2.4.2 qu’aux transformations de super-
symétrie correspondaient un supercourant Ji. En procédant de la méme
maniére que dans le cas bosonique, nous pouvons montrer que 'action su-
persymétrique, une fois la jauge fixée, est invariante sous l’action des trans-

formations superconformes

IXH*(w, w) = —é(w, w) Y (w,w) , SYPH(w, w) = ip® 0, X*(w, w) e(w, w)
(2.8.38)
ol nous insistons sur la dépendance en w, w de €. € n’est pas ici le conjugué
de €, mais le conjugué multiplié par la matrice de Pauli py. L’expression
(2.8.38) est a comparer a celle de la supersymétrie (2.3.4) et a celle des
transformations conformes (dont I’expression infinitésimale est 6 X*(w, w) =
—e(w, w) X*(w, w)).
La symeétrie résiduelle est ainsi une symétrie superconforme, qui contraint
la forme des fonctions de corrélation et permet de travailler avec le formalisme

de la théorie superconforme des champs.

De méme que les transformations conformes sont générées par des modes
L, de T qui forment ’algébre de Virasoro, les transformations supercon-
formes sont générées par les modes L, et les modes G, du supercourant
J, fonction holomorphe de w obtenue a partir de J_ lors du prolongement

analytique vers la feuille d'univers euclidienne?

Jw)= > w26, J@)= Y oG, (2.8.39)

rel+v reZ+v

ol v = 0 si nous sommes dans le secteur de Ramond et v = % Sl nous sommes

dans le secteur de Neveu-Schwarz.

29 J, supercourant antiholomorphe, est obtenu a partir de .J, et participe & une seconde

superalgébre de Virasoro.
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Ces modes forment la superalgebre de Virasoro.

Ly, L) = (n—m)Lpym + 1—0271(712 — 1)0n4m,0 (2.8.40a)
(G, Gy} = 2L,y + 1—62(47’2 — 16150 (2.8.40D)
LoGl=""""c. . (2.8.40¢)

Lorsque r et s sont des entiers, il s’agit de 1’algebre de Ramond, lorsque r et

s sont demi-entiers, il s’agit de 1’algébre de Neveu-Schwarz.

Application a la théorie de la supercorde : théorie superconforme

minimale ¢ = % du fermion libre

Comme pour la corde bosonique, il faut utiliser les variables z et z pour
que les solutions des équations du mouvement s’écrivent comme des séries de

Laurent. L’action euclidienne s’écrit

Sp— — / dPw (an“anu — L Ot =Dt u)
2o/ 2 ’ 2 ’
. ) o Z, (2.8.41)
=5 d2s (6)(#8)(“ — 51&81&,,“ + 51/;18%,”)
ol, dans la seconde égalité, 1, fonctions de z, Z, sont définis par
P_(w) = (8p2) 29— (2) = (—iz)29_(2) (2.8.42a)
Y (@) = (002) 200, (2) = (i2) 204 (2) (2.8.42b)

pour que l’action soit invariante sous la transformation conforme. Comme on
peut le vérifier en calculant le produit d’opérateurs T & partir des expres-

sions données ci-dessous, ces transformations correspondent & des opérateurs

1

de poids conformes respectifs (3,0) et (0, 3). Nous avons les expressions sui-
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vantes pour le tenseur énergie-impulsion et le supercourant®

T (2) = T() = —5 (:8X“(z)8Xu(z): —% :w(z)aw(z):> (2.8.43a)
Ty(2) = T(6) = o, (XU (R0X,(2): 43 30 (00 (2): ) (2:8430)
T (2) = J(2) = ? A (2)0X, () (2.8.43¢)
512 = () = =2 g (210, ): (2:8.434)

Le développement en modes de 4 s’écrit
P (2) = Vi Z Btz (2.8.44a)
YH(Z) = V—iad Y s (2.8.44D)

3
29
de poids conforme (0, %) Nous rappelons que T et T sont les descendants de

Notons que J est un opérateur de poids conforme (3,0) et J un opérateur
I'opérateur identité dans ’algébre holomorphe et antiholomorphe respective-
ment et ne se transforment pas comme les champs primaires. Nous n’entre-
rons pas plus dans les détails.

Les fonctions de corrélation a deux points des champs fermioniques s’écri-
vent

(WE(2)y () = e ——

z— 2z

(WAL () = —ian ——

z—Z7

(2.8.45a)
(2.8.45b)

et permettent de définir I'ordre normal conforme pour ces champs.

Pour calculer des fonctions de corrélation, des opérateurs de vertex super-
symétriques peuvent étre construits comme pour la corde bosonique. Comme
cette construction fait intervenir des subtilités liés aux superfantémes et que
nous n’aurons pas besoin de la forme précise de ces opérateurs de vertex par

la suite, nous n’entrerons pas dans les détails.

30Les expressions (2.8.43) comportent un signe — supplémentaire par rapport aux ex-
pressions (2.4.6) et (2.4.8). Ce signe provient du prolongement analytique vers la feuille

d’univers euclidienne qui change le signe de l'action (comparer (2.8.41) et (2.3.5)).
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Enfin, pour que la théorie puisse étre correctement définie, il faut a nou-
veau que la charge centrale totale soit nulle. En tenant compte des fantoémes
et superfantomes, celle-ci est égale & D — 10. Le nombre de dimensions de
I’espace-temps est donc fixée a dix, contre vingt-six dans le cas de la corde

bosonique.

2.9 Quantification canonique : ancienne quan-

tification covariante

Il ne sera pas aussi facile d’appliquer la condition de couche de masse
et la sélection des états physiques est obtenue par une régle ad hoc, qu’on
peut justifier dans le formalisme BRST ou celui d’intégrale des chemins.
Nous n’exposerons pas le formalisme BRST, nous nous contenterons d’expo-
ser certains aspects du formalisme d’intégrale des chemins qui nous seront
utiles pour l'explication des calculs que nous avons réalisés en théorie des
cordes. Nous ne détaillerons pas les autres aspects, notamment le traitement
complet des fantomes qui sont des degrés de liberté supplémentaires intro-
duits lorsqu’on élimine les degrés de liberté de jauge ; nous nous contenterons

de mentionner les effets qu’ils ont sur nos calculs.

2.9.1 Quantification canonique de la corde ouverte libre

La procédure que nous allons suivre ressemble formellement & ce qu’on
appelle seconde quantification en théorie des champs. Gardons a 'esprit ce-
pendant que pour la corde il s’agit d’une premiére quantification. Nous allons
détailler cette procédure dans le cas de la corde libre (conditions au bord de
Neumann aux deux extrémités) et ouverte. Nous donnerons seulement les
résultats pour les autres cas (orbifold et champ électromagnétique).

Il s’agit de promouvoir au rang d’opérateurs les modes z#, p* et a? de la
corde. Comme pour le systéme ponctuel (voir section 2.1), la prescription de

la quantification canonique s’écrit

[, JpB. — —i[., ] (2.9.1)
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Les crochets de Poisson sur X* et son impulsion conjuguée 7# = —27rla, o, X+
[ XH(1,0), X" (1,0")|ps. = [7*(7,0),7(7,0")]pB. =0 (2.9.2a)
[XM(Ta J) 777-]/(7-7 OJ)]P.B. = _77MV 5(0' - Ul) (292b)

permettent de calculer les crochets de Poisson sur les modes de la corde (nous

omettrons définitivement d’écrire les crochets de commutation nuls)3!

JpB. = 0™ drino (2.9.3a)
[z, p"]pB. = -0 (2.9.3b)

Apreés quantification , les opérateurs X* et n” vérifient les relations de com-

mutation suivantes

(XH(r,0),7"(1,0")] = in"" 6(0 — o) (2.9.4)

et les modes
[a’g ) a’ryn] =n 77“” 5m+n,0 (295&)
[z, p"] = i (2.9.5b)

Les champs classiques X* sont réels. Cette propriété devient une condition
d’hermiticité pour 'opérateur X* et impose la relation suivante (a*)" = a”,,.
On reconnait respectivement les relations de commmutation de l'oscillateur
harmonique (& un facteur de normalisation prés) et celles de la particule libre.
L’espace des états E sera donc le produit direct entre les états de I'oscillateur

harmonique et les états propres de I'impulsion p

E= {){N;;}%N\{O}, ke, e o, .. D}>} (2.9.6)

ou k" est la valeur propre de l'opérateur impulsion p* et N¥ le niveau du

n-iéme oscillateur harmonique de la coordonnée X*.

31 Les facteurs qui apparaissent dans les expressions en termes de modes des champs X
(cela est valable aussi pour les champs ) sont déterminés de fagon a ce que ces crochets
de Poisson soient standards, sachant que z et p sont des modes décrivant le mouvement
rectiligne uniforme du centre de masse, que les modes a, o et & décrivent les oscillations

d’un champ bosonique et les modes b, § et B, celles d’un champ fermionique.
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2.9.2 Contrainte de Virasoro dans le formalisme de quan-

tification canonique

L’espace de Hilbert H des états physiques est cependant bien plus petit,
car il faut d’une part, imposer I’équivalent des contraintes classiques (voir
(2.4.2)) et d’autre part éliminer les redondances d’états qu’on ne peut pas
distinguer entre eux (parce que leur différence est un état physique orthogo-
nal a tous les autres états, lui-méme compris, appelé état null pour reprendre
le terme anglais). L’élimination des redondances se fait par simple quotient
de l'espace des états physiques par l'espace des états null. Par la suite, nous
parlerons de I'espace des états remplissant les contraintes physiques et 'opé-
ration subséquente d’élimination des états null sera implicite.

Au niveau classique, les équations du mouvement sur la métrique de la

feuille d’univers (2.4.2) s’écrivent en terme des modes de T’
L,=0 pour tout n (2.9.7)

Aprés quantification, cette condition doit étre adoucie, comme le formalisme
BRST permet de le démontrer. Les états physiques |phys) vérifient les condi-

tions suivantes
L,|phys) =0,n>0 (Lo — a)|phys) =0 (2.9.8)

oll a est la constante d’ordre normal®?. Avant de voir comment cette constante
apparait en quantification canonique, remarquons que la contrainte sur les
états quantiques correspond a la définition d’un champ primaire ® en théorie

conforme
L, ®=0 n>0 et Lo® = hd (2.9.9)

La détermination du spectre de la corde est ainsi équivalente a I'identification
des opérateurs primaires de la théorie conforme associée. Nous avons vu que

ces opérateurs étaient représentés par des opérateurs de vertex qui devaient

32Nous écrirons aussi Lg en y incluant la constante d’ordre normal. La condition devient
alors Lo|phys) = 0. Nous utiliserons la convention suivante : si la constante a n’est pas
écrite explicitement, elle est supposée incluse dans I’expression de L. Nous définirons de

méme L.
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2.9 Quantification canonique : ancienne quantification covariante

avoir un poids conforme®® 1. On peut montrer que dans le formalisme de
quantification canonique, il faut aussi que a = 1 pour que le spectre soit
cohérent.

Revenons a la corde ouverte libre. A partir de 'expression de 7" en fonction
de X* (2.4.4) ou (2.8.26), nous obtenons 'expression des L,, en fonction des

modes quantifiés

1
=35 >t (2.9.10a)
meZ
1
Lo = o'p"p, + 5 %aimam,u (2.9.10b)

Mais il subsiste une ambiguité dans l'ordre des opérateurs pour Ly. Pour
résoudre cette ambiguité, on applique la prescription d’ordre normal, cette
fois-ci d’opérateur, qui impose de placer les opérateurs de création (a”,,, n >
0) a gauche et les opérateurs d’annihilation (a#, n > 0) a droite. Cet ordre

normal introduit une constante supplémentaire

D -2

2.9.11
51 (2.9.11)

Ly = o'pl'p, + Z a’ L an . —

n=1

La constante d’ordre normal est donc a = %. Elle est égale a 1 lorsque
D = 26.

Dans les autres cas, ou la corde ouverte a des conditions aux bords
Dirichlet-Dirichlet (DD), (2.5.9), Neuman-Dirichlet (ND ou DN), (2.5.11) et
(2.5.10), pour une coordonnée X*° donnée, la contribution de cette direction

a Lo, que nous noterons Lf°
LSL,ODD ql — qo + Z A_nQyp — (2912&)

Li’xp = L%y = Za,nan - ﬂ (2.9.12b)
n=1

oll nous avons omis j,y pour alléger les expressions et inclus la contribution a

la constante d’ordre normal. Les expressions des L,,, n # 0 restent inchangées.

33Dans la théorie conforme associée & la corde ouverte, il n’y a qu’une seule algébre de

Virasoro et nous notons simplement le poids conforme i = 1.
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Notons que pour une corde ouverte ayant des conditions DD sur le méme
nombre de dimensions, L, s’écrira
J_>2 i~

L
(o —a0)” S a1 (2.9.13)

2
Lo = apy + (2m)2c/
n=1

ou // désigne les directions du volume d’univers des D-branes et L les direc-

tions transverses.

2.9.3 Détermination du spectre de la corde libre ouverte

Nous allons classer les états a ’aide du nombre total N d’excitations des

oscillateurs harmoniques, valeur propre de 'opérateur

N=> a",a., (2.9.14)
n=1

En effet, si 'on applique cet opérateur a un élément de F, on obtient

o D
N’{N#}, k“> - <Z N#) ){N#}, k“> - N’{N;j}, k“> (2.9.15)
n=1 p=0

Nous n’entrerons pas dans les détails de ’analyse détaillée du spectre qui

est faite dans [1] p.81-86 ou [3] p.121-124 et nous nous contenterons d’en
donner les résultats.

— Le spectre est dépourvu d’états de norme négative quand D = 26. On
retrouve la méme condition que celle évoquée dans le cadre de la théorie
conforme. La constante d’ordre normal qui apparait dans I’expression
de Lg est donc égale a —1.

— La condition sur Lg correspond a la condition de couche de masse sur
les états physiques

m? = é(N —1) (2.9.16)

— Il existe un seul état au niveau N = 0, noté |0, k") de masse carré
négative. La théorie comporte donc un tachyon.

— Au niveau N = 1, nous avons 24 états de masse nulle, définis par
eya |0, kP) ou et vérifie la condition k*e, = 0 et est défini modulo

ey ~ €, + vk, avec x réel quelconque. Ces états correspondent aux 24
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polarisations possibles pour un boson vecteur de masse nulle évoluant
dans un espace-temps a 26 dimensions.

— Les autres états sont obtenus par applications successives des opéra-
teurs a”,,. Nous n’en aurons pas besoin par la suite.

Nous allons a présent donner les résultats pertinents pour les autres condi-

tions au bord que nous avons évoquées précédemment.

2.9.4 Corde fermée libre dans un espace plat

Les modes de la corde fermée libre (2.5.7) vérifient les mémes relations

de commutation que la corde ouverte

[Oéﬁ ’ Oélr/n] =n nuz/ 5m+n,0 (2917&)
(&, aon] = 0™ S (2.9.17h)
[, p"] = i (2.9.17¢)

Les états physiques doivent vérifier la condition (2.9.8) pour les L,, et pour

les L, ainsi qu'une condition supplémentaire dite de level matching*
(Lo — Lo)|phys) = 0 (2.9.18)

Notons que Ly dans le cas de la corde ouverte, ou Ly + Lo dans le cas de
la corde fermée, est le générateur des translations par rapport au temps 7g
de la feuille d'univers euclidienne et consitue ainsi I’hamiltonien du systéme.
De méme, Ly — Ly est le générateur des rotations. Les états physiques sont
donc invariants sous les rotations de la feuille d’univers. Nous verrons dans
la section suivante que ce n’est pas toujours le cas.

Les générateurs des algébres de Virasoro L, et L, sont identiques pour

n # 0 a ceux de la corde ouverte.

1

Ln=15 > o i (2.9.19a)
MEZ

|

L= > A Gt (2.9.19b)
MEZ

34Une traduction pourrait étre ajustement de niveau mais nous préférons garder le terme

anglais.
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Par contre, nous avons

o e
Lo= 70"+ > a1 (2.9.20a)
n=1
_ O[/ b
Lo = Zpupu T Z & i,y — 1 (2.9.20b)
n=1

ou nous avons posé D = 26.
On peut définir comme pour la corde ouverte un niveau N. La condition
de level matching impose que N = N. La masse des états physiques est

définie par la relation suivante :

m? = %(N —1) (2.9.21)

Comme précédemment, I'état N = 0 est un tachyon. Les états suivants sont
obtenus par application successives d'un nombre égal d’opérateur o, et &” ..
Les états de masse nulle sont particulierement intéressants. Il s’agit des
états e, 06”10, kP) ou e, vérifie la condition kte,, = ke, = 0 et est
défini modulo ey, ~ e, + z,k, + Yk, avec x,k* = y,k* = 0. Nous avons
576 (242) états de masse nulle qu'on peut organiser en un scalaire ¢, le
dilaton, un tenseur symétrique de trace nulle g, la métrique, et un tenseur
antisymétrique B. Il est tout a fait 1égitime de donner de tels noms a ces états
car une perturbation de la métrique par exemple autour de I’espace plat est
décrit par I'insertion de l'opérateur de vertex du graviton (voir [3| p.108).
Ainsi I'extrapolation de cette observation conduit & inclure un dilaton, une
métrique quelconque et un champ antisymétrique a l'action de Polyakov,
ce qui donne le résultat que nous avons déja donné (2.6.9). Toutefois, en
I’absence de théorie de champ de cordes permettant de décrire des états
cohérents de gravitons par exemple, il est encore impossible de déterminer
de tels champs et nous sommes contraints de les choisir sans autre guide que

la possibilité de définir la théorie perturbative et la faisabilité des calculs.

2.9.5 Corde fermée et compactification

Nous allons supposer qu'une seule direction est compactifiée et nous omet-

trons l'indice d’espace-temps correspondant. Pour traiter le cas de la corde
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avec un nombre d’enroulement non nul, il faut distinguer la partie gauche
X1, ou partie antiholomorphe (2.8.24) sur la feuille d’univers euclidienne, et
la partie droite®® Xp de la solution (2.5.13), ou partie holomorphe (2.8.23),

!/

/ o )
Xg(1,0) =2 + a —pr(T —0) + “/ﬁ Z In g=in(r—0) (2.9.22a)

2 n
neZ\{0}
. fzn (t40)
Xp(r,0) =af + 2pL T+0) \/ Z (2.9.22b)
nEZ\{O}
avec R R
VW vw
_ 2 - _ _ 2.9.23
PrR= 1 + o PL="1" " ( )

Les cordes non enroulées vérifient p;, = pr et les cordes enroulées sont celles
pour lesquelles p;, # pgr. C’est pourquoi il faut introduire les modes conjugués
app et pr:xp et xR.

Les relations de commutation sont les mémes que pour la corde fermée
dans un espace plat, mais celle pour les modes zéro s’écrivent pour un nombre

d’enroulement non nul :

[2r,pL] = [zr,pR| = (2.9.24)

On obtient alors, pour Ly et Ly

o >
Lo = Z(pi2 +p%) + ; o an, —1 (2.9.25a)
_ @/ e - -
Lo = Z(pi +p3) + ; i, — 1 (2.9.25b)

ol p% est la norme au carré de 'impulsion dans les directions non compacti-
fiées.

Les conditions de Virasoro imposent :

v? w?R? 2 —
m? = mt et &(N + N —2) (2.9.26a)
N—N+ovw=0 (2.9.26b)

35Ces dénominations supposent que o est orienté de gauche a droite et sont opposées
aux conventions habituelles (qui supposent que o est orienté de droite & gauche) ou les
parties droite et gauche sont échangées, auquel cas la partie gauche est associée a la partie

holomorphe et la partie droite, & la partie antiholomorphe.
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Nous évoquerons les propriétés de symmétrie de ce spectre et ses consé-

quences physiques a la section 2.10

2.9.6 Corde fermée dans un orbifold et corde ouverte
dans un champ électromagnétique constant et uni-

forme

Comme nous avons vu a la section 2.6, il existe une analogie formelle entre
la corde fermée dans un orbifold et la corde ouverte dans un champ électro-
magnétique constant et uniforme et nous allons voir qu’elle reste présente
aprés la quantification. Dans le cas de l'orbifold de boost que nous expli-
querons plus en détail & la sous-section suivante, cette analogie est méme
indispensable pour quantifier correctement les modes zéro.

Dans le cas général de I'orbifold (2.6.6), les relations de commutation (non

nulles) entre les modes «, et &, s’écrivent |71]

[ah,ap] = (n —iwT )" 0" Onimo (2.9.27a)
(@t an] = (n 4 iwd )" 1" Snsmo (2.9.27b)

Ces relations sont valables pour n = 0 sauf pour les directions selon lesquelles
J a une valeur propre nulle, auquel cas, il faut définir®® a partir de «aq et
o des opérateurs de type x et p. Cette redéfinition doit étre faite pour les
cordes non twistées w =0 (aff = af = \/%p“). Par ailleurs, dans ce cas, on
retrouve bien les relations de la corde fermée dans un espace plat.

Ces relations de commutation sont a comparer a celles de la configuration

de champ électromagnétique (2.6.18)
[aly ,a] = (n 4+ Q)" ™ 8nymo (2.9.28)

n»rm

valables pour n = 0 sauf si {2 a une valeur propre nulle (cas de champs
extrémaux, qui est résolu en adoptant la jauge du cone de lumiére). Il faut

ajouter les relations de commutation sur les gf

: 2
v G 12
p

36Nous invitons le lecteur & se référer a la sous-section 2.4 de [71] pour les détails de ce

cas particulier. Dans faire le lien entre notre présentation et cet article, il faut échanger

les modes a et @.
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La configuration de corde fermée est composée de deux copies des modes de
cordes ouvertes, si I’on ne tient pas compte des modes zéro dont le traitement
est plus délicat. Nous verrons comment les modes zéro sont reliés dans le cas
de l'orbifold de boost et de la configuration de champs électriques.

En ce qui concerne les générateurs des algébres de Virasoro, pour la corde
fermée et pour la corde ouverte, les expressions des L,, (L,) (2.9.19b) restent
inchangées tandis que dans les expressions de Ly (L), la constante d’ordre
normal changent, & cause d’'une part du décalage dans les énergies des modes
(iwJ ou +iw)) et d’autre part, dans le cas d’un orbifold de boost ou
du champ électrique, les modes zéros ne sont pas des opérateurs d’oscillateur
harmonique et ne doivent donc pas étre ordonnés. Dans ces derniers cas, ot la
quantification est particuliérement délicate, nous détaillerons les expressions
des générateurs L,, et la facon dont il faut procéder.

Pour le cas général, nous invitons le lecteur & se reporter a 'appendice
B de [71] qui présente des résultats unifiés pour les trois configurations d’or-
bifold, qui peuvent étre transposés aux configurations de champs électroma-

gnétiques constants et uniformes.

2.9.7 Configuration de champs électriques et orbifold de
boost

Considérons le cas de la corde ouverte couplée aux champs électriques

d’intensité ¢, et ;. Les relations de commutation s’écrivent

[a’;’t ) a;z] = —(TL + ZV) 5n+m,0 (2930&)

0

T oa] = 2.9.30b
i a5] = —— (29.300)

En particulier, les modes aoi vérifient la relation de commutation suivante

lad ,ag] = —iv (2.9.31)

qui correspondent & un oscillateur harmonique inversé [17]. Si 'on se res-

treint aux modes xg et qg, nous avons exactement la méme situation qu’une
0 05

particule dans un champ électrique. Nous en expliquerons les conséquences

physiques dans le chapitre 3.2. Alors que pour les autres modes, malgré le
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décalage iv de leur énergie, ’espace des états est un espace de Fock, pour ayg,
I’espace des états est le continuum d’états correspondants au spectre de 1’os-
cillateur harmonique inversé. La distinction « opérateur de création » /« opé-
rateur d’annihilation » n’a pas de sens pour ag, il ne faut donc pas I’ordonner.
La prescription donnée par [17| consiste & symétriser le produit aaL agy . Ainsi,
Ly s’écrit

[e.e]

1 1 1
Lo= Ly — i(aaLao_ +agad) — Z at,a, +a”,at + §V2 kT (2.9.32)
n=1

ot Li correspond aux directions transverses au cone de lumiére®”. Notons
que Loy n’est pas le prolongement analytique § — i3 de l'opérateur L, de
la corde ouverte couplée a des champs magnétiques. Un tel prolongement
donnerait, a la place du terme 1%, Liv(1 — ).

Pour la corde fermée dans un orbifold de boost, les relations de commu-

tation s’écrivent

= —(n+ i) dntmo (2.9.33a)

G, a0] = —(n — iv) Sppmo (2.9.33b)

3|

Pour les modes zéros, nous avons en particulier

g , o] = —iv (2.9.34a)
lGd a5 = v (2.9.34b)

Il s’agit de deux copies de l'algébre de la corde ouverte, les modes droits de
la corde fermée ozéc correspondant a un parameétre +v, les modes gauches
o?oi a un parameétre —v. Il est possible de faire correspondre exactement les
quatre modes zéros de la corde fermée avec les quatre modes zéros de la corde
ouverte et ainsi transposer directement a la corde fermée ’analyse faite pour

la corde ouverte. Il suffit d’identifier

af =af af = £/vle —e)q (2.9.35)

aa—L et q(jf peuvent étre représentés par la dérivée covariante dans un champ

électrique constant appliquée a la fonction d’onde ¢(z*, x7) d’un état propre

3"La contribution des fantomes est sous-entendue.
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des modes zéro du cone de lumiére

1
o =0y £ o0t gE=7F <i8¢ T Za:i) (2.9.36)
2 v(ep — €) 2
On aura alors
af = iVy =iy + g:pi aF =iV =i0: F gxi (2.9.37)

Nous pouvons a partir de ces définitions nous focaliser sur la physique dans
le cone de lumiére. Nous allons voir qu’en définissant de fagon appropriée
la masse, les conditions de Virasoro impliquent que la fonction d’onde ¢
vérifie I'équation de Klein-Gordon dans le cone de lumiére en présence d'un
champ électrique, ce qui justifie a posterior: notre interprétation en terme
d’oscillateur harmonique inversé.

Les expressions de Lg et L sont

1 - 1 1
Lo= Ly — a(aaroza +agag) — Zafna; +a” . + 51/2 13 (2.9.38a)
n=1

1
v? — — (2.9.38b)

e . |
LO:Lé_§(aa_aO —I—O[O(IE)’—)—ZO[E” n + —na:+§ 12
n=1

Le générateur de boost J

1 _ B 1, ..
JZ%(O‘(J)F% +0‘004(J)r) - %((X(J)r% "‘%O‘(J)r)
= (ot o a0 AT, a; +a,a)t (2.9.39)
+ZZ( n“‘n : n-n n“‘n : n n)
n -+ n—v

n=1

doit étre un multiple de % a cause de la relation d’équivalence de 'orbifold.

Définissons maintenant une masse « droite » M et une masse « gauche »

M

- 1

M? = -2 Zoﬁjn(x; +a,af + 17— 6 + Ly (2.9.40a)
n=1

_ > 1 -

M? = -2 " a%,a, +a°,a, +1v° — i L (2.9.40b)
n=1

et les conditions de Virasoro s’écrivent
2 4+ - -+ T2 b~ | o~ ~t
M* =agoy +ayaq M* =ag 6y + &g g (2.9.41)
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c’est-a-dire, dans la représentation des ag et &y en terme d’opérateurs dif-
férentiels agissant sur la fonction d’onde ¢, de ’équation de Klein-Gordon

dans RY! d’une particule de charge +v

(VIV™ +V Vo = M?¢ (2.9.42a)
ou d'une particule de charge —v

VIV +V Vo= (2.9.42b)

La signification physique pour les cordes de ces équations sera précisée a la
sous-section 3.2.3.

Terminons par la définition de la masse de cone de lumiére p

1 _
= §(M2 + M?) (2.9.43)

et de j la partie de mode zéro du générateur de boost

1

= (M — M?) (2.9.44)

J

2.9.8 Corde ouverte dans un champ électromagnétique

extrémal quadratique

Derniére configuration a avoir été étudiée dans la section 2.6, elle présente
la ressemblance suivante avec la configuration de champ électrique : selon la
valeur de 0 = e; — eg — megeq, les modes zéro sont soit de type magnétique
(0 > 0), c’est-a-dire des opérateurs d’oscillateur harmonique, soit de type
extrémal (6 = 0), ou ils se réduisent & deux modes de corde libre zy et
po, soit de type électrique § < 0, c’est-a-dire des opérateurs d’oscillateur
harmonique inversé. Nous verrons au chapitre 3.1 que le type magnétique
correspond a une configuration stable alors que le type électrique, & une
instabilité cinématique de la corde.

Nous avons vu a la section 2.6 que cette configuration pouvait se ramener,
dans le cas ot la corde n’est pas neutre, & deux problémes unidimensionnels
selon deux directions d’espace. Nous avons ainsi les relations de commutation
suivantes

[a'n ; aT ] = Wn 5n,m 5 (2945)

m
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pour n # 0 et
[ag,al] =wy ou [xo,po] =i ou [a+,a_] =ik (2.9.46)
pour les modes zéro, selon la valeur de § (nous nous limitons a A > 0,

A=e —ey+ %) Les normalisations, dont nous n’avons pas expliqué 1’origine

a la section 2.6, sont fixés par ces relations de normalisations, de telle sorte

que dans le membre de droite apparaissent 1’énergie du mode correspondant,

comme dans le cas de la corde libre dans un espace plat.

Lg s’écrit alors

o agao sid >0
p'Lo=>) al+E+{ pi  sid=0 (2.9.47)
n=1

aya_ sid<0

A ce stade nous devons faire trois remarques :

Le facteur p* apparait car nous avons utilisé le formalisme de la quan-
tification dans la jauge du cone de lumieére.

E est une constante d’ordre normal dont I’expression peut étre trouvée
dans [74]. Il est important de noter qu’elle est réelle.

Les modes électriques ont été ordonnés, malgré ce qui a été dit précé-
demment. En effet, les états peuvent étre exprimés comme des états de
Fock. La constante E étant réelle méme dans le cas § < 0, la condition
de Virasoro peut tout a fait étre vérifiée. La différence par rapport a
la configuration de champs électriques réside dans le type d’instabilité.
Dans notre cas, I'instabilité est seulement cinématique, alors que dans
I'autre cas, l'instabilité est due a la production de paires d’états. Il
serait intéressant d’étudier d’autres configurations de type électrique
pour savoir si cette corrélation entre type d’instabilité et nature du

spectre peut étre généralisée.
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2.9.9 Corde supersymétrique dans ’espace plat

Quantification canonique

Les opérateurs fermioniques doivent vérifier les relations d’anticommuta-

tion suivantes
(W (r,0) 4 (r,0')} = ~5(0 ~ o)
(W (r,0) 44 (r.0)} = 05(0 — o)
(0£(7,0) 4 (r,0)} = 0

Les modes vérifient alors
(81,82} = {8, B} = 0" 0risp

Les générateurs L,, et GG, ont pour expression

1 1 n
Ln = 5 Z O/imaern,u + 5 Z <§ + S) ﬁﬁsﬁﬁn,u n 7£ 0

meZ s
Gr =V 20/puﬁr,u + Z aﬁmﬁm-ﬁ-r,u
meZ\{0}
o -
LO = Zpupu + Z O/imam,u + Z Sﬁﬂsﬁs,u +a
m=1 s>0

(2.9.484)

(2.9.48b)
(2.9.48¢)

(2.9.49)

(2.9.50a)

(2.9.50D)

(2.9.50¢)

avec a = % pour le secteur R et a = 0 pour le secteur NS. Les expressions

pour les quantités antiholomorphes s’écrivent de fagon identique avec @ et 3.

Pour la corde ouverte, o et 3 sont remplacés par a et b et %p"pu par o/'p*p,,.

Il est utile d’introduire un nombre de spineurs sur la feuille d’univers F

défini modulo 2 pour classer les états du spectre selon leur valeur propre +1

pour lopérateur e, L’expression de F ne nous est pas utile, elle peut étre

trouvé dans [4] chapitre 10.

Corde ouverte

La condition d’états physiques s’écrit pour la corde ouverte
L,|phys)y =0 n >0
G,|phys) =0 r >0
(Lo — a)|phys) = 0
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2.9 Quantification canonique : ancienne quantification covariante

oua= % dans le secteur NS et a = 0 dans le secteur R.
Nous obtenons alors la condition de couche de masse suivante, a D = 10

dimensions et en tenant compte des contributions des fantomes et superfan-

tomes,
1 1
2
=—(N—= 2.9.52
m = —(N - 2) (29.52)
pour le secteur NS et
1
m? = =N (2.9.53)

pour le secteur R.

Dans le secteur NS, ’état du vide est I’état annihilé par tous les 3%, avec
r > 0, et est noté |0; k). Le secteur NS contient donc des bosons. L’état
|0; k) est un état tachyonique, noté NS— car il a une valeur propre —1 pour
Iopérateur®® e™F" . Les états excités bosoniques sont construits en appliquant

des opérateurs 5., r > 0, une fois chaque maximum & cause des relations

rs
d’anticommutation. On peut montrer qu’il existe 8 états de masse nulle qui
représentent les différentes polarisations d’une boson vecteur & 8 dimensions.
On les note NS+.

Par contre dans le secteur R, il existe plusieurs états du vide, qui ont une
masse nulle. Ces états |u; k) (nous anticipons la notation sur le résultat) sont

déterminés par la condition (2.9.51b) pour 7 > 0 et par la condition suivante

Golus kY = V! |s' k) k- Dygug = 0 (2.9.54)
ol us est la polarisation du spineur u : |u; k) = |s;k)us et la somme sur s

est sous-entendue. Nous reconnaissons 1’équation de Dirac pour un fermion
de masse nulle
k-Tgsus =0 (2.9.55)

ou I'* sont les matrices réalisant 1’algebre de Cardiff & D dimensions

I =28 (2.9.56)

Le secteur R contient donc des fermions. Il est possible de démontrer qu’il y a

16 états du vide dans le secteur R, qui se décompose en 8 états correspondant

38Ceci signifie qu’il y a un spineur sur la feuille d’univers. En effet, il s’agit d’un spineur

superfantéme, qu’il faut inclure dans le décompte.
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2 Formalisme perturbatif

aux polarisations d’un spineur de chiralité positive®, notés R+, et en 8 états
correspondants aux polarisations d’un spineur de chiralité négative, notés
R—. Les signes + font toujours référence a la valeur propre de 1’état pour
e,

Ainsi, les états tachyoniques et de masse nulle sont classés dans les sec-
teurs NS=+ et R+. Trois conditions de cohérence supplémentaires sur la théo-
rie, localité, fermeture de 'algébre des produits d’opérateurs et invariance
modulaires des amplitudes, ainsi que le couplage a la théories de corde fermée
dont nous parlerons a la sous-section suivante, sélectionnent deux secteurs :
NS+ et R+. C’est la théorie de type 1. Elle contient des cordes ouvertes non

orientées. Le spectre ne comporte pas de tachyon (qui est dans NS—).

Corde fermée

Le spectre de la corde fermée est consituté de deux copies des spectres
de la corde ouverte. Si on note a et a les constantes d’ordre normal associées
respectivement aux parties holomorphe et antiholomorphe, on a la condition
de couche de masse suivante

m? = %(N —a)= %(N _a) (2.9.57)
a et a sont déterminés comme pour la corde ouverte selon le secteur dans
lequel on se trouve. ainsi les secteurs RR et NSNS contiennent des bosons,
alors que les secteurs RNS et NSR, des fermions.

Les trois conditions de cohérence sélectionnent deux théories :

— la théorie de type IIB, qui comporte les secteurs (NS+ ,NS-+), (R+,R+),

(R+,NS+), (NS+,R+)
— la théorie de type IIA, qui comporte les secteurs (NS+ NS+ ), (R+,R—),
(R+,NS+), (NS+,R—)
Cette sélection est opérée sur le spectre total par I'intermédiaire de la projec-
tion Gliozzi-Scherk-Olive (GSO). De méme cette projection GSO sélectionne

les états de cordes ouvertes. Pour la théorie de type I1B, la projection conserve

39Nous définissons I' = T0...T'g. Un état de chiralité positive est un état ayant pour
valeur propre +1 pour I', un état de chiralité négative, un état ayant pour valeur propre

—1 pour I'.
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2.10 D-branes et Dirichlet S-branes

les secteurs qui vérifient
e = mF — 11 (2.9.58)

Pour la théorie de type IIA, la projection conserve les secteurs qui vérifient

eiT(F =11
- . (2.9.59)
™ = 41 si le secteur est NS, ™ = —1 si le secteur est R

Aucune de ces deux théories ne contient de tachyons, ce qui fait tout I'intérét
des théories supersymétriques.

A partir de la théorie de type IIB, dont les secteurs holomorphes et an-
tiholomorphes ont la méme chiralité, il est possible de définir une théorie
de cordes fermées non orientées en ne sélectionnant que les états du spectre
dont la valeur propre est +1 pour 'opérateur de parité sur la feuille d univers,
noté €. On obtient alors la théorie de cordes fermées non orientées de type I.
C’est la seule théorie avec laquelle peuvent interagir les cordes ouvertes, ce
qui explique pourquoi elles doivent elles aussi étre non orientées. C’est dans
le cadre de ces théories, de type I pour les cordes ouvertes, de type ITA et
IIB pour les cordes fermées, que nous étudierons la S-brane, a la section 2.10
et 3.3.

2.10 D-branes et Dirichlet S-branes

Nous revenons sur le cas de la corde fermée dans un espace plat com-
pactifié et nous exposons la T-dualité, qui permet d’introduire un objet tres

important en théorie des cordes, la D-brane ou membrane de Dirichlet.

2.10.1 T-dualité pour les cordes fermées

Comme précédemment nous ne considérons qu’une seule direction (sup-
posée spatiale) et nous omettons l'indice d’espace-temps correspondant. Le
spectre de la corde fermée dans un espace plat compactifié, déterminé par les

conditions (2.9.26), est invariant sous la transformation

!/

R— — vew (2.10.1)

=L
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2 Formalisme perturbatif

En particulier, lorsque R — 0, le spectre de la corde présente un continuum
et s’approche de celui dune dimension non compacte, ce qui est totalement
différent de la situation en théorie du point. Cette équivalence est aussi va-
lable pour les interactions®”. Sous cette transformation, le mode pp ne change
pas, tandis que py, est changé en —py. Si 'on note X’ le champ obtenu par

T-dualité a partir de X, on peut écrire
X' =Xp— X, (2.10.2)

La relation entre X’ et X est donc non-locale sur la feuille d’univers.

Finalement la théorie de la corde compactifiée sur un cercle de rayon R est
équivalente a la théorie compactifiée sur un cercle de rayon o’/ R. Les rayons
définissant des théories différentes appartiennent a l'intervalle [\/J , 00 Vo
est le rayon auto-dual et consistue en quelque sorte une distance minimale
pour la corde fermée.

De méme pour les champs fermioniques, la T-dualité change ¥_ ; en
—_ et Y4 1 en —p . Ceci multiplie par —1 la valeur propre pour e des
états du secteur R antiholomorphe. La théorie IIA compactifiée sur un cercle
de rayon R est donc équivalente par T-dualité a la théorie IIB compactifiée

sur un cercle de rayon o//R et inversement, la théorie IIB est T-duale a la
théorie ITA.

2.10.2 T-dualité pour les cordes ouvertes et D-branes

Pour les cordes ouvertes, par contre, dont le spectre est identique au
spectre (2.9.16) d’espace plat non compactifié, la limite R — 0 est identique
a celle en théorie du point. La corde ouverte, lorsque R = 0, est contrainte
a se propager dans un espace comportant une direction spatiale de moins.
Comme nous 'avons vu pour la corde fermée, la théorie T-duale est décrite
par le champ X' = X — Xg. La condition de Neumann pour X devient une

condition de Dirichlet pour X’. Les coordonnées X (o, 7)|__, . des extrémités

o=0,7

de la corde ouverte sont ainsi fixées. Par contre, pour 14, les conditions aux

bords ne sont pas modifiées.

40Cependant, nous ne détaillerons pas cet aspect dans les sections suivantes.
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2.10 D-branes et Dirichlet S-branes

Dans le cas général, ot 'on a fait une T-dualité dans une ou plusieurs
directions, le lieu o les extrémités de la corde sont contraintes d’évoluer est

un hyperplan de 'espace-temps, appelé D-brane.
Nous pouvons faire plusieurs remarques

— On peut tout a fait définir la transformation de T-dualité par l'opéra-
tion X, — —X, (et ¢y — —t¢4 1) indépendamment de la compacti-
fication, par exemple dans le cas décompactifié ot R = oco.

— Dans la théorie supersymétrique, la T-dualité & partir de la théorie de
type I compactifiée fait apparaitre en plus des D-branes, des objets
qui correspondent au fait que la corde ouverte est non orientée : des
orientifolds. Il s’agit de plans qui sont en quelque sorte des miroirs dans
lesquels les deux versions orientées de la corde se refletent. Loin des D-
branes, nous avons un théorie de type I, car la projection d’orientation
Q) relie un état de corde avec son image derriére l'orientifold, mais
n’impose aucune contrainte locale sur les états. A partir de la théorie
de type I (dont les secteurs ont méme chiralité), nous obtenons par
T-dualité une théorie de type ITA hors des D-branes (et type I sur les
D-branes) puis par une T-dualité supplémentaire une théorie de type
IIB, etc.

— La position d'une D-brane est T-duale & la valeur d'un potentiel de
jauge. A un systéme de n D-branes correspond un champ de jauge
U(n) qui est couplé a la corde ouverte. Dans ce cas, les positions des
D-branes sont encodées comme les valeurs propres d’une matrice U(n).
A une seule D-brane correspond un champ de jauge électromagnétique.

— Les D-branes sont en réalité des objets ayant une dynamique propre. En
effet, les fluctuations des D-branes sont simplement T-duales des fluc-
tuations du champ de jauge (par exemple, ce champ peut dépendre du
temps, alors la position de la D-brane aussi. Ce genre de configuration
est étudiée par exemple dans [61]). Par la suite, nous ne considérerons
que des D-branes « rigides ».

— Les D-branes sont des objets dont la masse est proportionnelle a I'in-
verse de la constante de couplage de la théorie et sont a ce titre consi-
dérées comme des états non perturbatifs de la théorie.

— Les D-branes peuvent étre définies dans d’autres géométries. Un exemple
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2 Formalisme perturbatif

proche des travaux que nous avons effectués dans cette thése peut étre
trouvé dans 75|
— Nous noterons Dp-brane une D-brane comportant p directions spatiales.
Le volume d’univers qu’elle décrit est donc un espace a p+1 dimensions.
Dans 'espace-plat, il s’agit de RY?,
La Dp-brane, dans les théories a basse énergie, est une solution de type
soliton. Elle est décrite par une action dite de Born-Infeld pour la partie

bosonique

S, = =1, /def [tr e ®\/—det (g +b+2ma/'F)

2.10.3
+itrexp(2ma’ F + b) A Z C’q} ( )

q
ot T, est une constante qui correspond a la tension de la D-brane. ¢ est le
dilaton g et b sont la métrique et le tenseur anti-symmeétrique (états de masse
nulle du secteur NSNS de la corde fermée) induit sur la Dp-brane

OXH*oXY OXH oXV
Gap = D OgF G (X (§)) 5 bap = Do DE7 b (X (§)) (2.10.4)

F est le champ de jauge se propageant dans la D-brane (état de masse nulle
du secteur NS de la corde ouverte). Enfin, les champs C, sont les différents
états RR admis dans la théorie de type II, ¢ indiquant le degré de la forme
différentielle associée. Pour la partie fermionique de I'action de la D-brane,
nous invitons le lecteur a se reporter a [4] et aux références qui y sont données.

Si l’on considére les D-branes comme des états de la théorie, leur construc-
tion par T-dualité montrent que la théorie de type IIA contient les D8-,
D6-, D4-, D2-, DO-branes et la théorie de type IIB, les D7-, D5-, D3-, D1-
branes, auxquelles il faut ajouter la D9-brane, identifiée dans la théorie a
basse énergie (supergravité de type IIB). Ces états sont stables*'. A ces D-
branes stables, on peut adjoindre des D-branes instables*?, qui ne font pas a
strictement partie de la théorie puisqu’elles se désintégre au bout d’un certain
temps, mais qui jouent un role important dans les configurations dépendantes

du temps (nous en redirons quelques mots a la sous-section 3.3.1). Ainsi en

41Ce sont des états BPS.
261 non-BPS
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théorie de type IIA, les D9-, D7-, D5-, D3-, D1-branes sont instables, et en
théorie de type 1IB, ce sont les D8-, D6-, D4-, D2-, DO-branes.

2.10.3 S-branes de Dirichlet en théorie de type II*

Si nous faisons une T-dualité sur la direction X, nous obtenons une D-
brane trés particuliére : elle n’existe qu'un instant! Pour insister sur cette
particularité, elle est appelée S-brane (de Dirichlet, pour des raisons qui ap-
paraitront & la sous-section 3.3.1). Cette construction est décrite en détail
dans [76]. En théorie des cordes bosoniques, elle ne pose aucun probléme
particulier. Cependant en théorie des supercordes, lorsqu’on se place dans la
limite des basses énergies, les S-branes sont des solutions de théories appelées
IT* et dont la définition est problématique. Le statut de ces S-branes est donc
assez imprécis. Nous reparlerons de ce probléme a la section 2.13, consacrée

aux états de bord.

2.11 Opérateur de vertex et ordre normal

Dans cette section, nous parlerons uniquement des opérateurs de vertex
pour la théorie bosonique car nous n’avons calculé en théorie supersymé-
trique que des amplitudes ne faisant intervenir aucun opérateur de vertex

(amplitudes du vide, sans états entrants ni sortants).

2.11.1 Construction des opérateurs de vertex pour les

différents états du spectre

Les amplitudes autres que les amplitudes du vide correspondent a des
fonctions de corrélation & un ou plusieurs opérateurs, dont nous avons expli-
qué qu’elles pouvaient étre calculées dans une représentation de champ libre
a ’aide des opérateurs de vertex. Nous allons donner quelques exemples qui
nous seront utiles, puis nous étudierons en détail le probléme d’ordre normal
que pose les opérateurs de vertex dans la configuration d’orbifold de boost.

Considérons pour l'instant le cas de la corde libre dans un espace plat.

Nous avons évoqué dans la section 2.8 le fait que les fonctions de corrélation
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2 Formalisme perturbatif

pour le champ libre bosonique s’écrivaient en terme d’opérateur de vertex
de forme exponentielle e*¥. Cet opérateur de vertex représente l'insertion
d’un état tachyonique |0; k*) dans 'amplitude de diffusion. Pour construire
les opérateurs de vertex correspondant aux autres états du spectre, il faut
trouver I'équivalent des opérateurs de création o, dans la représentation de
champ libre conforme. Rappelons que le champ X peut s’écrire comme une

série de Laurent
/
_ -1
0XH*(2) = —z;p - — \/ E ahz (2.11.1)
neZ\{O}

pour z appartenant & un anneau .4 centré sur 0 (on suppose qu’'on veuille

insérer un état en 0). Par application du théoréme des résidus, on exprime

dz
H — —_— __—,n 2]
ah “a 27rZ 0X*"(z) (2.11.2)

ou C' est un contour contenu dans l’anneau A, ce qui revient a

alors off comme

al ~ M XH(0) (2.11.3)

Ainsi a l’action de o sur un état correspond la multiplication de 'opérateur
de vertex par 9" X*(0). Nous nous permettons d’écrire 0" X*(0) puisque les
éventuelles divergences sont retirées a ’aide de l'ordre normal. Toutefois,
nous avons privilégié la clarté a la rigueur; il est possible de démontrer cette
correspondance en utilisant ’équivalence entre le formalisme d’intégrale des
chemins et celui de quantification canonique.

En résumé, pour l'état de niveau N = 0 (état tachyonique pour la corde

bosonique libre dans un espace plat), 'opérateur de vertex s’écrit
Vo =:eFX =3, (2.11.4)

Pour un état de niveau N =1 (état de masse nulle pour la corde bosonique

libre dans un espace plat), nous avons
VI = 0XH(2)e X =2 (2.11.5)
dans la cas de la corde ouverte et
VI = 0XH(2)0X" (2)e* X2 (2.11.6)

dans le cas de la corde fermée.
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2.11.2 Ordre normal dans une amplitude comportant

des états twistés

Ces expressions sont valables pour les cordes fermées non twistées dans
I’orbifold de boost. Par contre, pour les états de cordes twistés, la construction
des opérateurs de vertex correspondants n’est pas connue. Nous avons alors
choisi d’écrire les amplitudes dans le formalisme des opérateurs, o jusqu’a
deux cordes twistées peuvent étre insérées sous la forme des états initiaux et
finaux, qu’il est possible de déterminer dans ce cas. Nous allons donc revenir
sur le probléme de 'ordre normal pour les opérateurs de vertex des cordes
non twistées dans 1’orbifold de boost.

Considérons d’abord l'opérateur de vertex )V, pour une corde libre dans
un espace plat. Nous écrivons alors X comme la somme d’une partie de
mode 0 Xj, d’une partie de fréquences positives X, qui ne contient que des
opérateurs d’annihilation et d’une partie de fréquences négatives X ¢, qui ne

contient que des opérateurs de création. L’opérateur de vertex
Vo = e X oTXT ik X (2.11.7)

s’écrit, en se restreignant aux coordonnées du cone de lumiére,

VO —e k™ X _g—ik X<06 kT X g—ik X>06 kT Xy —ik™ X, (2118)

ol on a placé les opérateurs de création a gauche, les opérateurs d’annihila-
tion a droite, sans se préoccuper des éventuels commutateurs des opérateurs
entre eux. En effet, les termes qui proviennent des commutateurs sont singu-
liers et on peut considérer qu’ils sont retirés par ’ordre normal, ce qui régu-
larise I’expression des opérateurs de vertex. Cependant, nous allons voir que
la prescription d’ordre normal opératiorel est naive dans le cas de 'orbifold
de boost, car les termes issus des commutateurs ne sont pas tous singuliers. Il
faut revenir a la simple régularisation introduite par ’ordre normal conforme
et traduire cette régularisation en terme de prescription sur les opérateurs
de création et d’annihilation. Examinons en détail le cas de la corde libre

dans un espace plat. Nous notons V;; 'opérateur de vertex non régularisé et

écrivons
= oYX T =ik Xt (—ik T X Zg—ik” X o)+ (= ikt X Zg—ik™ XT o)+ (—ikt Xg —ik™ X))

(2.11.9)
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Pour simplifier les expressions, nous absorbons le facteur —ik* dans X ;

nous supposerons par ailleurs que o/ = 2,

VS — eX<0(2:2)+X>0(2,2)+X0(2,2) (2.11.10)

Nous souhaitons utiliser la formule de Baker-Campbell-Hausdorff eA+? =

eAeBe=3214.B] pour des opérateurs A et B tels que [A, B] soit un multiple de

I'identité?®, mais le commutateur [X_q, Xso], qui s’écrit
=1

X z), X N = —4ktk™ — 2.11.11

[ <0(Za Z)7 >0(Z,Z)] ;n ( )

est infini. Pour étudier la singularité, séparons les positions des opérateurs

X et Xog et écrivons

Vy = lim eX<0z#) X002+ X0(2) (2.11.12)

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff donne alors

2

/
Vi = lim eX0(22) X <0(22)  Xoo0(2:2) =T Inf1-%

(2.11.13)

2l —z

Nous obtenons alors (2.11.8) en supprimant le dernier facteur. Cette régu-
larisation peut étre faite sans introduire la limite 2/ — 2z, en adoptant la
prescription suivante : écrire le commutateur (2.11.11) sous la forme d'une
série divergente et soustraire les termes dominants divergents.

Cette analyse a pu paraitre triviale dans le cas de la corde libre, mais
examinons maintenant ’opérateur de vertex correspondant a 'insertion d’un
état de corde non twistée dans une amplitude de diffusion. Comme nous
I’avons expliqué dans le cas de la corde compactifiée, il faut superposer les
images de la corde sous l'opération de boost. Nous obtenons un résultat

dépendant de la valeur propre du moment cinétique de boost j
Vo =: / T dpe Xk X e i X g (2.11.14)

Pour ne pas alourdir inutilement les expressions, nous enlevons tout ce qui

dépend de v, sachant qu’a la fin nous pouvons remettre I'intégrale sur v, le

43C’est ainsi que nous désignerons les c-number.
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facteur e~¥? et faire la substitution k% — k%eT’ pour obtenir le résultat
correct.
Nous écrivons ainsi 'opérateur de vertex non régularisé de la fagon sui-

vante
Vi = eX<0(2:2)+X>0(2,2)+X0(2,2) (2.11.15)

Pour une amplitude dont les états initiaux et finaux appartiennent au secteur
non twisté, X* aura I’expression correspondante au secteur non twisté ot
w = 0, ce qui revient au cas étudié ci-dessus. Par contre dés lors que les états
initiaux et finaux appartiennent & un secteur twisté w, X* a expression
correspondant a ce secteur w. Physiquement, la corde non twistée est émise
dans le vide des cordes twistées. C’est dans cette situation que nous nous
plagons maintenant.

En suivant la méme démarche que ci-dessus, nous séparons les fréquences

positives des fréquences négatives

V= lim eX<0(z" 2 X0(52) X0 (%) (2.11.16)
et nous obtenons
Vo = lim X057 X <o(2'7) X>0(22) gk T~ O (22) (2.11.17)

2l —z

avec

C*(z,7) =

1+iv /
(Z—> (1+z1/12+w Z—>
z z
/
( ) (1 w,1:2 — Z—)
1 — Z
1tiv , (2.11.18)
> (14—@1/12—0—@1/ Zj>
z
2/
1—w \z Z

ou o F(a, b; c; x) est une fonction hypergéométrique définie dans I'appendice

SIS

| Y

_|_

A. Du comportement de cette fonction lorsque x — 1 (voir Pappendice A),

on déduit celui de C*

712

C*(z,2)) = —2In |1 — Z; F2120(1) — (1 +iv) — (1 — iv)]+o(l) 2 — 2

(2.11.19)
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ou ¢ est la fonction digamma. On régularise en éliminant le In dans C'. Les
termes non-divergents doivent étre gardés par contre et on obtient I'opérateur

de vertex régularisé

V, = e X0(2:2)  X<0(2.2) o X>0(2,2) gk Tk [2(1) = (1+iv) =g (1—iv)] (2.11.20)

En utilisant la prescription que nous avons donnée, le calcul est plus

simple
Vi = X0l X022 o Xo0(22) kT kT S" (2.11.21)
avec
S*—i ! + ! (2.11.22)
_n:1n+z’1/ n —iv o
Le terme dominant est % Pour régulariser, il suffit de remplacer S* par#t
— 1 1 2
S = - — 2.11.23
; n 4+ v * n—iv n ( )

S est finie et peut étre évaluée, ce qui permet de confirmer le résultat obtenu
(2.11.20)

Remarquons que S peut étre écrite comme la différence de commutateurs
S = [Xzo ) X;—O]O + [Xio ) X;O]O - [Xzo >X;_O]V - [XIO >X>_O]V (2'11‘24)

ou l'indice v indique que le commutateur doit étre calculé dans le secteur
twisté de parameétre v et 'indice 0 indique que le commutateur doit étre
calculé dans le secteur non twisté.

Enfin, nous reviendrons dans la sous-section 3.2.6 sur la signification phy-

. +r—
sique du facteur eF ¥ 5,

2.11.3 Ordonnement des modes zéro pour les opéra-
teurs de vertex de I’état N = 1 dans une am-
plitude comportant des états twistés

Il existe une seconde subtilité avec les opérateurs de vertex V; pour des

amplitudes ou les états initiaux et finaux appartiennent au secteur twisté.

4“4Dans la section 3.2 et I'article [24], annexe C), nous avons utilisé A, qui est 'opposé

de S : S(v) = —-A(v).
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2.11 Opérateur de vertex et ordre normal

Considérons dans un premier temps un opérateur V; type corde ouverte. La
définition
Vi = 0X P (z) kX2 (2.11.25)
impose un ordre arbitraire pour les modes zéro. Dans le cas d'un opérateur
de vertex dans une amplitude sans états twistés, mettre 0X* & droite ou a
gauche de 'exponentielle revient au méme une fois qu’on contracte 'opéra-
teur de vertex avec la polarisation de 1’état (a cause des contraintes sur cette
polarisation). Par contre dans le cas d’une amplitude avec états twistés, il
faut symétriser l'opérateur de vertex. Notons que dans I'expression de V), les
modes zéro ne sont pas ordonnés et que pour Vi~ il n’y a pas de probléme de
modes zéro. Pour Vi, il faut donc adopter la définition suivante
Vi = % (:0XF(z) eFXEA 4 hXED 9XE(2):) (2.11.26)
ouk-X=—ktX" —k Xt + k' X+ Comme pour V,, la dépendance sur
v est sous-entendue, mais & cause du facteur 9X* supplémentaire, il faut ici
rajouter un facteur e™™ pour obtenir un opérateur de vertex invariant sous la
transformation de boost. Le calcul des opérateurs régularisés se fait comme
précédemment. Le premier terme s’écrit comme la limite régularisée quand
2l — z de
OXF(2) v (z ) 0XZp(2) re™ ¥ (2)+
X (2) 0XE(Z) + [0XE,(2), e ()] +
+ (7X5—L(z') X (2)

(2.11.27)
DXL, (2), X (2)] = [0XE,(w), —ik*X T, (2)] €™ X:(2)  (2.11.28)

et
0XE,(), —ik*XT(2)] = —mi<zl>i’ 2,1_2 (2.11.29)

Le second terme quant-a lui, s’écrit dans cette méme limite
() OXH () = OXE (=) 1N () + [V (), 0XE (=)
+ R X () 0XE (2)
+ e X () 0XF(2)
(2.11.30)
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ou
(1™ (2),0X5,(2)] = [—ikTXT(2),0X5,(2)] e X:(2))  (2.11.31)
et - ]
) , ) z v
ik XT (), 0XE,(2)] = ik* (Z—) —— (2.11.32)
On obtient finalement
ViE(2) = 0XZ, e X (2)+ e X 0XZE (2)
1 " "
) (0X5 ™ X (2)+ % 0X5(2)) (2.11.33)
kT ‘ ) .
F 1/7 R X (2) + %kiﬁ:e’k'x (2)

Le dernier terme peut étre éliminé puisqu’il correspond a un courant conservé.
Nous constatons que, d’une part, les modes zéro sont bien symétrisés
et que, d’autre part, le terme issu des commutateurs (2.11.28) et (2.11.31)

peut étre incorporé dans la partie de mode 0, a condition de redéfinir oz(jf —

af FivkTz* dans 0X .
Pour l'opérateur de vertex VI pour l'insertion d’une corde fermée non
twistée dans une amplitude a états twistés, la symmeétrisation s’écrit
1 _ . _ ) =
V¥ (z,2) =2 [:GX“(Z)ﬁX”(Z)eZk'X(Z’Z): + OXH(2)e* X EDHXV (7))
+ 10XV (2)eFXEAGXH(2): + :eik'X(z’E)ﬁX”(z)éX”(Z):}
(2.11.34)
L’effet de cette symmétrisation n’apparait que lorsque p ou v est £. On
obtient un résultat similaire a (2.11.33), avec les opérateurs de création a
gauche, ceux d’annihilation & droite, les modes zéros non ordonnés et la régle
suivante®®

aF — af FivkT ™ a5 — af £ivkT 2T (2.11.35)

ces remplacements devant étre fait seulement dans X et 0.X7". L'opérateur
de vertex pour le graviton, qui nous intéresse plus particuliérement pour les
amplitudes dont nous parlerons au chapitre 3.2, est la combinaison symé-

trique de trace nulle de V.

4511 y a un changement de signe par rapport a l'article [24] car la convention pour

I'onde plane qui y a été choisie est e=**'X et non ¢?**X. On peut simplement passer d’une

convention & I’autre en changeant k¥ en —k* (et k+ et —k=).
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2.12 Amplitudes, amplitudes a I’ordre des arbres

et fonction de partition

Nous disposons de tous les éléments pour construire les amplitudes de
diffusion. Contrairement aux précédentes sections, nous ne détaillerons pas
les différents cas correspondants aux diverses configurations que nous avons
étudiées car les spécificités de chacune nous ont mené vers des amplitudes
différentes. Nous exposerons donc les résultats au chapitre 3 et nous nous bor-
nerons dans cette section a rappeler la définition des amplitudes et certaines

de leurs propriétés.

2.12.1 Série perturbative en théorie des cordes

De méme qu’en théorie du point, les diagrammes de Feynmann encodent
la série perturbative d’'une amplitude. Ces diagrammes en théorie des cordes,
aprés continuation analytique vers la feuille d'univers euclidienne, sont des
surfaces de Riemann et sont classifiées selon leur genre, qui est aussi la puis-
sance a laquelle est élevée la constante de couplage dans la série perturbative.
Ainsi, les deux ordres les plus bas sont les surfaces de genre zéro comme la
sphére ou le disque qui correspondent a 'ordre des arbres et les surface de
genre un comme le tore qui correspondent a l’ordre d'une boucle. Nous nous
limiterons a ’ordre des arbres pour les amplitudes comportant des états ex-
ternes et a 'ordre d’une boucle pour les amplitudes du vide. Notons que le
formalisme de la théorie des cordes ne permet en I’état actuel de ne traiter
que des amplitudes sur la couche de masse, ce que nous supposerons tout au

long de notre étude.

2.12.2 Aspects globaux de la feuille d’univers et symé-
tries

Considérons une amplitude a quatre cordes fermées. Le diagramme a

I'ordre des arbres est représenté sur la figure 2.3. L’invariance conforme de

laction permet de simplifier ce diagramme. en ramenant la feuille d’univers
)

(euclidienne) & une sphére et chaque patte & un point, qui est la position
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2 Formalisme perturbatif

de l'opérateur de vertex correspondant a l’état entrant correspondant (voir
figure 2.3).

1 2

FiG. 2.3 — Amplitude de diffusion de quatre cordes fermées. A gauche : les
cordes fermées entrante sont bien visibles sur la feuille d’univers (les quatre
tubes). A droite : aprés transformation conforme, on peut se ramener & une

sphére percée de quatre trous correspondant aux cordes fermées.

Lorsque nous avons exposé ’action de Polyakov (2.2.3), nous avons vu que
nous pouvions éliminer par un choix de jauge sur la métrique les degrés de
liberté superflus introduits par les symétries de Weyl et de difféomorphisme,
sauf ceux liés a l'invariance conforme. Cependant nous avons travaillé au
niveau local, sans nous préoccuper des contraintes globales, imposées no-
tamment par la structure différentielle et la topologie de la feuille d'univers.
Comme pour la particule ponctuelle, nous aurons un groupe de symétries
résiduelles et des parameétres de Teichmiiller associés a la feuille d’univers.

Tout d’abord, la symétrie résiduelle qu’est 'invariance conforme est res-
treinte : la sphére par exemple n’est pas invariante sous une transformation
conforme quelconque z — f(z), mais seulement sous les transformations

conformes dont la forme infinitésimale®® est 2 = ag + a1z + a222, c’est-a-dire

az+p3
vzt

sont les seules transformations conformes qui sont définies sur la sphére toute

celles de la forme z — avec an—~3 = 1. En effet on peut montrer que ce

entiére. Dans le cas général, on a un nombre fini*" de degrés de liberté de

symétrie non fixés par le choix de jauge. Le groupe de symétries résiduelles

a9, a1, az, a, B, v et 1 sont des nombres complexes.

4Td’aprés le théoréme de Riemann-Roch
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2.12 Amplitudes, amplitudes a 'ordre des arbres et fonction de partition

s'appelle groupe de Killing conforme. Notons que localement, l'invariance
conforme est toujours présente ; ainsi le formalisme de théorie conforme n’est
pas disqualifié pour le calcul des amplitudes.

D’autre part, les parameétres de Teichmiiller sont dans le cas de la corde
les paramétres?® de la métrique qui ne sont pas fixés par les symétries. Par
exemple, les métriques ne sont pas toutes dans la méme orbite du groupe de
jauge et la famille des métriques non images I'une de ’autre par une transfor-
mation de jauge est paramétrée par un module. Par exemple, le tore a deux
modules?® écrit sous la forme d’un nombre complexe 7, notation tradition-
nelle qui peut préter a confusion — nous choisirons p. L’espace des modules
est noté Fj et il correspond a une classe d’équivalence du demi-plan supérieur
sous l'action du groupe PSL(2,Z) qui est le groupe des transformations de
coordonnées globales du tore.

Enfin, il reste une derniére catégorie de parameétres : les positions des opé-
rateurs de vertex, qu’on appelle aussi par exenstion modules. On peut jauger
les symétries du groupe de Killing conforme en fixant autant de positions
d’opérateur de vertex.

Considérons une amplitude générale dans le formalisme d’intégrale des
chemins. L’intégration sur les métriques et les positions des opérateurs de
vertex est mise sous la forme d’une intégration sur le groupe de jauge, les
modules et les positions libres des opérateurs de vertex. La mesure d’inté-
gration est donnée par le jacobien de cette transformation, jacobien qui se
met sous la forme d’une contribution de fantémes a l’action de Polyakov.
Comme nous 'avons déja évoqué, 'amplitude peut se calculer en terme de
fonctions de corrélations d’une théorie conforme de boson, de fermions et de
fantomes. Lorsque nous calculerons une amplitude dans les différentes confi-
gurations que nous avons étudiés, nous utiliserons implicitement les résultats
de la procédure d’intégrale des chemins pour écrire ’amplitude sous la forme
d’une fonction de corrélation de théorie conforme dépendante des différents
parameétres sur lesquelles on intégre. Nous n’écrirons pas les contributions
des fantémes, nous en tiendrons compte directement dans le résultat final.

Enfin, nous calculerons les fonctions de corrélation dans le formalisme des

48en nombre fini d’aprés le méme théoréme

490n compte les paramétres réels.
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opérateurs.

2.12.3 Amplitudes a 'ordre des arbres

Appliquons ce qui a été dit plus haut au cas de 'amplitude de diffusion
a 'ordre des arbres de trois états tachyoniques de cordes fermées libres dans
I'espace plat. La feuille d’univers a considérer est une sphére S2. Elle n’a
aucun module, par contre elle a six paramétres dans le groupe de Killing
conforme et ces six parameétres réels peuvent étre éliminés si on fixe les posi-
tions des trois opérateurs de vertex. Le choix standard est z; =0, 29 = 1 et

z3 = oo. L’amplitude s’écrit
Ag = lim (:e®fX O gk XD piks X (z.7) ) (2.12.1)

2300
oll, dans I’équation précédente et toutes les équations concernant les ampli-
tudes, le symbole = signifie égal & une constante de proportionnalité prés
(constante de couplage incluse). Dans le formalisme des opérateurs, cette
amplitude s’écrit

Ag = (0; ky|:e*2 XM 1)0; k) (2.12.2)

On obtient le résultat suivant

[’amplitude suivante
ALY = (:eikl'X(O): :8X”(1)5X”(1)eik2'x(l): :eik3'X(z3’g3):> (2.12.4)
que nous noterons
vaut
Ag” = (lg1 - kg)“(lﬁ — kg)”é(kl + ko + kg) (2.12.6)

Notons qu’en toute rigueur, 'amplitude compléte est ey, AL” ol eg est la
polarisation de I'état de masse nulle.
Nous étudierons en détail le cas ou les états initiaux et finaux sont des

états twistés et nous noterons simplement (1| 7% |3).
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Citons enfin 'amplitude de diffusion de quatre états tachyoniques

24—00

A4 — / d2Z3 llm < :eik1~X(0) . :e’ik‘g-X(l) . :eikg-X(23,23) . :eik4-X(Z4,24) . >
¢ (2.12.7)
= /d2z3 (0; k| T2 etz X ). gikaX(zs:23) 0 k)

ou T désigne le produit ordonné dans le temps. Aprés calculs, on obtient,

dans un premier temps, ’expression suivante
A4 = 5(2?:1/@) / d2z3‘23‘7o/u/274‘1 — 23|7a/t/274 (2128)
C

puis, en intégrant, 'amplitude de Virasoro-Shapiro

P(-1-) D (1= T (=1 - o)

4 4 4
I(2+2)T(2+ 950 (2+ 42)

Ay =630 ki) (2.12.9)
ou s, t et u sont les variables de Mandelstam telles qu’elles sont définies en
théorie des champs (s = ki + ko, t = k1 + k3, u = ki + ky).

Nous n’exposons pas les résultats concernant les amplitudes de cordes ou-
vertes a ’ordre des arbres, car cela ne nous sera pas utile par la suite. D’autre

part, nous n’étudierons que la version bosonique de ce type d’amplitude.

2.12.4 Fonctions de partition

Comme en théorie des champs, les fonctions de partition sont des am-
plitudes de corde sans pattes externes. Comme nous ’avons dit plus haut il
s’agira toujours d’amplitude a une boucle. Pour une fonction de partition de
cordes ouvertes, la feuille d’univers est un anneau, ou, ce qui est équivalent
du point de vue topologique, un cylindre (voir figure2.4). Il y a un module,
que nous noterons ¢ (0 < ¢t < 00). 27t est la circonférence du cylindre®. La
fonction de corrélation correspondant a la fonction de partition est (1) et

s’écrit, dans le formalisme d’opérateur,

> dt
Z :/ — tre2mtho (2.12.10)
o 2t

50Le facteur 27 est une convention commode qui permet de passer du tore au cylindre

en posant p = it et faisant le quotient par la relation d’équivalence w ~ —w.
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ou la trace porte sur 'espace des états de la corde ouverte et inclut l'inté-
gration sur les impulsions. Le dénominateur 2¢ élimine la redondance due au
module et au choix d’orientation de la boucle. Ly constitue I’hamitonien du
systéme et les contributions des fantomes sont sous-entendues. Pour faire le
lien avec l'intégrale des chemins correspondante, il faut considérer la feuille
d’univers annulaire, comme une bande de longueur 27t le long de laquelle les
états de cordes se propagent (la translation selon 7i est générée par L) et

dont on colle les deux extrémités.

Fi1G. 2.4 — La corde ouverte décrit une bande dont les extrémités sont collées

pour former un cylindre (ou un anneau). 7z € [0, 27t], o € [0, 7].

Dans le cas des cordes fermées, la feuille d’univers est un tore; nous en
avons parlé un peu plus haut. Nous écrirons p = p; +ips ol p; et ps sont les
deux modules du tore. On peut considérer que le tore est formée par 1’évolu-
tion d'un état de corde pendant un temps euclidien 27ps et la translation du

méme état d’une distance 27p;. Dans le formalisme d’opérateur, ceci s’écrit

Z = / dpdp . 2mipr(Lo~Lo)~2mpa (Lo+Lo (2.12.11)
r 402

La trace porte cette fois sur l'espace des états de la corde fermée et in-

clut de méme l'intégration sur les impulsions. Ly — L est le générateur des

translations selon o, Lq + Ly est le générateur des translations®! selon 5. Le

dénominateur 4ps inclut la contribution des modes excités des fantomes pour

dpdp, la redondance due au groupe de Killing conforme et un facteur 2 da

au choix d’orientation du tore.

51Lg + Ly sans la constante d’ordre normal est I’hamiltonien dans le systéme de coor-
données z, Z mais avec nos conventions, elle est sous-entendue dans I’expression donnée et
nous avons bien le générateur des translations selon 7g correspond au fait que le tenseur

énergie-impulsion n’est pas un opérateur primaire
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Par commodité, nous appellerons aussi fonction de partition ou amplitude

du vide les amplitudes Z(t) ou Z(7), sans intégration sur les modules.

Cas de la corde supersymétrique

Dans I'équation (2.12.10) la trace comprend aussi une somme sur les
différents secteurs. Il est plus pratique pour la suite de définir des fonctions

de partition par secteurs, que nous noterons également Z

< dt
Z= —t —2mtlLo 2.12.12
/O (o) (2.12.12)

ol P est un opérateur de projection et ou la trace porte sur un secteur
particulier. Nous verrons des exemples de cela & la section suivante (2.13).
Si la partie de mode zéro des fonctions de partition supersymétriques est
identique a celle des fonctions de partition bosonique, la contribution des
états des spineurs et des superfantomes modifient le facteur correspondant
aux états excités. Nous ne donnerons pas plus de détails et nous invitons le

lecteur a se reporter a [4], [77] ou [78|.

2.12.5 Dualité de feuille d’univers

Revenons a la fonction de partition de corde ouverte. Sous sa forme d’an-
neau, la feuille d’univers évoque bien une boucle pour cordes ouvertes, mais
si nous la considérons comme un cylindre, il s’agit aussi de la feuille d univers
correspondant a la propagation d’une corde fermée. Ce changement de point
de vue est illustré sur la figure 2.5. Nous considérons une feuille d’univers dé-
crivant la propagation d’une corde ouverte de longueur 7 sur un intervalle de
temps 27t. Si nous définissons de nouvelles coordonnées de feuille d’univers

T, 0’ de la fagon suivante

1 1
™m=-0 , 0 =-Tg (2.12.13)

t t
alors la feuille d’univers décrit la propagation d’une corde fermée d’une lon-
gueur standard 27 sur un invervalle de temps 7 (voir figure 2.5). Ainsi I'am-

plitude de propagation d’une corde fermée®? A ; est égale a 'amplitude du

52souvent notée Z. ;. bien que ce ne soit pas & proprement parler une fonction de partition
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vide des cordes ouvertes a une boucle Z,,. C’est la dualité de feuille d’univers.
Comme le changement de coordonnées est une transformation conforme, cette

dualité est la conséquence de la symétrie conforme présente dans la théorie.

101910

T

F1G. 2.5 - 7 € [0, 27t], 0 € [0, 7] sont les coordonnées pour la corde ouverte.

7 € [0, 7], 0’ € [0,27] sont les coordonnées pour la corde fermée.

Nous introduisons a la section suivante 2.13 le formalisme d’états de bord
qui permet de calculer les amplitudes de propagation de la corde fermée et
de vérifier cette dualité. Lorsque nous considérons une amplitude d’anneau
comme une amplitude d’anneau de corde ouverte a une boucle, nous dirons
plus simplement que nous nous placons dans le canal de corde ouverte; de
méme, si nous considérons la méme amplitude comme une amplitude de
cylindre de corde fermée a 'ordre des arbres, alors nous parlerons de canal

de cordes fermées.

Remarque a propos des configurations de D-branes

De méme que la fonction de partition du vide électromagnétique constitué
par deux plaques conductrices qui imposent des conditions aux bords spéci-
fiques est égale au produit entre une durée infinie d’interaction et 1’énergie
d’interaction par effet Casimir entre ces deux plaques, la fonction de parti-
tion des cordes ouvertes dans le vide constitué par deux D-branes est égale au
produit entre une durée infinie d’interaction et ’énergie d’interaction entre
ces deux D-branes. Dans le cas de deux S-branes, on parlera respectivement
de longueur d’interaction L et d’impulsion d’interaction. Le calcul de la fonc-
tion de partition, déja motivé par la signification physique que celle-ci revét,

est de plus indispensable a la définition compléte des états de bord.
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En effet, dans une configuration de D-branes, la dualité de feuille d uni-
vers fait correspondre & notre amplitude & une boucle de corde ouverte (avec
conditions aux bords de Dirichlet) une amplitude correspondant & la propa-
gation d'une corde fermée émise par une des deux membranes et absorbée

par l'autre.

2.13 Membranes de Dirichlet et formalisme d’états
de bord

2.13.1 Formalisme d’états de bord

Nous utilisons dans cette section le terme membranes de Dirichlet pour
désigner indifférement les D-branes et les S-branes de Dirichlet, c¢’est-a-dire
les objets correpondants & des conditions de Dirichlet sur la coordonnées X°.
Nous avons vu a la sous-section 2.10.3 qu’elles pouvaient étre obtenues par
T-dualité sur la direction temporelle, mais ici, nous supposerons seulement
que des conditions de Dirichlet ont été imposées sur la coordonnée X° dans
une configuration d’espace plat non compactifiée.

Dans le canal de cordes fermées, 'amplitude de propagation peut s’écrire
dans le formalisme d’opérateurs, a condition de définir des états de bords

décrivant 'interaction entre une membrane et une corde fermée.
Act(t) = (B1|P|By) (2.13.1)

ou P est le propagateur de la corde fermée, c’est-a-dire

/ d2 _
S &2 Lozko (2.13.2)
4 |2|<1 |22

Les notations Ly et Ly incluent la constante d’ordre normal. Ces états de
bords sont déterminés en appliquant la transformation conforme correspon-
dant & la dualité sur les conditions aux bords que vérifient les coordonnées
bosoniques X et fermioniques 1. Les conditions au bord que vérifie une corde
ouverte attachée a une p-brane en ¢ = 0 (ou de fagon similaire en o = 7)

s’écrivent pour les coordonnées bosoniques

O, XI'=0, X"=y" o=0 (2.13.3)
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ou g décrit le volume d’univers de la p-brane et v désigne les directions
perpendiculaires & la p-brane. Pour une Dp-brane, p = 0,...pet v = p+
1,...,d. Pour une Sp-brane de Dirichlet, y = 1,....,p, v = 0,p+ 1,...,d.
Les conditions que doivent vérifier I’état de bord |B) correspondant & cette

p-brane sont donc
0.X*|B)y=0, (X"—y")|B)=0 7=0 (2.13.4)
Il est utile d’écrire ces conditions en terme de modes

(o +6",)|B) =0 P|B) =0 (2.13.5)
v G )B)=0 (a¥ — y")|B) = 0 (2.13.6)

De méme, les conditions aux bords pour les fermions (2.7.2) imposent que
la partie fermionique de 1’état de bord ne comportent que les secteurs R-R

et NS-NS. Elles imposent en outre,

(gt +ind™, )| B) = 0 (2.13.7)
(&) —ing”,)|B) =0 (2.13.8)

ou r est entier dans le secteur R-R et demi-entier dans le secteur NS-NS. Le
facteur ¢ provient de la transformation conforme et n vaut £1. Nous avons
ainsi deux types d’états pour chacun des secteurs R-R et NS-NS, notés en
général |B,n) et |B,+) ou |B,—) si la valeur de 1 est fixée. Ces états per-
mettent de construire des états de bord invariants sous la projection GSO
et qui donc se couplent bien aux secteurs physiques de la théorie des su-
percordes considéré. Pour le secteur R-R, nous noterons cet état physique
|B)r.r ; pour le secteur NS-NS, |B)ns.ns. Dans notre étude, nous nous pla-
cons en théorie II, mais nous donnerons les expressions correspondantes un
peu plus loin et nous exposons l'utilisation de la dualité de feuille d’univers
en toute généralité.

De la méme maniére, les contraintes imposées par les fantémes peuvent
étre exprimés en terme de modes, mais nous n’entrerons pas dans les détails,
nous tiendrons seulement compte de la contributation des fantomes dans le

résultat final.
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2.13 Membranes de Dirichlet et formalisme d’états de bord

Les solutions aux équations (2.13.6) et (2.13.8) s’écrivent

‘B’ 77>NS—NS = NNS—NS 5(di_)(x _ y) e Z?f:l of_LnS;wd’in 6”7 Z;.‘o:l/Q wirsuu'&ir ‘O, k — O>
(2.13.9)

1B, n)rr = Ni_r 6@ (q — y) e~ Tnma 08aSuw o oin i 2 St A, | AY| B)
(2.13.10)

oil [0;k = 0) est le vide NS-NS, |A)|B) est le vide R-R avec des indices de
spineur de SO(1,9) A et B. La matrice S*, a des valeurs propres +1 dans
les directions du volume d’univers de la p-brane et —1 dans les directions

perpendiculaires a la p-brane. La matrice M 45 est une solution de I’équation

(T")TM —inS* T yMI” =0 . (2.13.11)

Les solutions s’écrivent

p 1l

M=cCrrt...r :
1+1n

(2.13.12)

ou C est la matrice de conjugaison de charge. Une éventuelle constante de
proportionnalité est en fait intégrée dans la normalisation de 1’état. Pour
la S-brane, nous distinguerons cependant le cas ol nous avons un facteur ¢

supplémentaire.

La dualité de feuille d'univers identifie la propagation d’une corde ouverte
le long d’une boucle de longueur 27t avec la propagation d’une corde fermée

sur une durée %. D’autre part nous obtenons par calcul direct®® les identités

1

53en faisant notamment le changement de variable s = i
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2 Formalisme perturbatif

suivantes
0 SN2 dt
d B LQ+LQ B — NS—NS / — ¢ 727TtL0
/0 S NS- NS< 77‘ ‘ 77>NS NS = 7T0/Tp2 0 ot IN
(2.13.13)
0 7 SN2 < dt
d i B 77|'S(L0+LO) B o i — NS-NS - t 727TtL0
/o s Ns-Ns( B, nle | B, —1)Ns-Ns 77?0/@3 Y
(2.13.14)
/oo is <B 77‘ s(Lo+Lo) ‘B 77> — F2{—R /OO @ trNS(_1>F€—27rtLo
0 R 27To/Tp2 0 2t
(2.13.15)
/oo ds <B n|ef7rs(Lo+Izo)|B _77> - _ PQ{—R /oo ﬁ tr (_1)F€f27rtLo
0 R-R ) ) R-R 27TO/TPQ 0 2% R
(2.13.16)
ol
T, = n"/2-pg3-ry/3/27P/2 (2.13.17)

est la tension de la p-brane. tryg désigne une trace sur le secteur NS de la

corde ouverte seulement, trg sur le secteur R seulement. Nous avons écrit le

propagateur, aprés changement de variable z = e™ ™,

o0

/
P= ”;‘ ds e~ms(Lo+Lo) | (2.13.18)
0

A partir de ces identités, on construit des états de bords pour les Dp-
brane qui soient invariants sous projection GSO et qui correspondent & une
amplitude de corde ouverte ou se propagent aussi des états invariants par
projection GSO. En théorie de type II, les combinaisons détats de bords

invariantes sous projection GSO sont
|B)xsns = | B, +)nsns — | B, —)nsNs (2.13.19)
|B>R—R - |B,—|—>R_R—|— ‘Ba_>R—R (21320)

L’état |B)r.r n’est invariant sous projection GSO que si p est pair en théo-
rie ITA et impair en théorie IIB. On construit alors deux types d’états de
bords de D-branes : un état de bord de D-brane BPS, ainsi nommé car il est

supersymétrique et conduit a une interaction nulle,

|D)eps = |B)xsns + | B)rr (2.13.21)
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2.13 Membranes de Dirichlet et formalisme d’états de bord

et un état de bord de D-brane instable®*
|D)inst. = | B)NsNs (2.13.22)

qui est un état indépendant pour p impair (en type IIA) ou pair (en type
I1B).

La dualité impose, pour les D-branes BPS,
1
NSNS = —1—6N12{_R (2.13.23)

Les états de bord, qui représentent les conditions au bord induite par une
D-brane dans le secteur de corde fermée, permettent de calculer les champs
du spectre de corde fermée émis par la membrane. Pour cela, il faut projeter
I’état de bord auquel on a appliqué le propagateur sur les états de masse nulle
adéquats. Ces projecteurs sont construits & partir des opérateurs de vertex
de la corde fermée supersymétrique. Ainsi, le champ NS-NS J# (k) émis par
une D-brane est donné par®

J (k) = lim (0] : V" (k/2; )V, (k/2;Z): | B)ns-xs (2.13.24)

2,Z—00

Le champ R-R est donné par

Ji(k) = lim (0] : V5, (k/2;2)V 0 (k/2:2): | B)rg (2.13.25)

2,2—00

ot @ et b sont des indices correspondant a la représentation conjuguée de
Weyl des spineurs de SO(1,9).

Aprés calcul, la comparaison de ces expressions (2.13.24) et (2.13.25) avec
les champs émis par la solution classique de supergravité correspondant a la

D-brane achéve de fixer les normalisations

T,
NNS—NS = Zzp et NR—R = :t4Tp . (2.13.26)
pour les D-branes BPS et
T,
NnsNs = i—= (2.13.27)

2V/2

pour les D-branes instables.

5car il n’est pas protégé par la supersymétrie
®Dans les deux équations qui suivent, nous suivons les conventions de [79]. Les indices

des opérateurs de vertex indiquent la représentation (picture en anglais) des superfantdmes.
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2 Formalisme perturbatif

2.13.2 Etats de bord pour les S-branes

Pour la S-brane, la situation est moins claire. Il existe deux prescriptions
possibles pour construire les états | B, n)gr.gr. La premiére consiste a prolonger

analytiquement la solution de D-brane (2.13.12) et a écrire

1+l

M -brane — 'Crl...FprJrl
sb ! 1+ in

(2.13.28)
Cette prescription conduit a des champs NS-NS (2.13.24) et R-R (2.13.25)
qui ne sont pas tous les deux réels. On peut vérifier que du point de vie des
cordes ouvertes, les états qui se propagent dans la boucle sont des états ayant
une valeur propre —1 pour 'opérateur de projection GSO, en particulier le
tachyon de corde ouverte qui est habituellement éliminé par une projection
sur les états de valeur propre +1. La seconde prescription consiste a garder
la méme matrice M que dans le cas de la D-brane. Les champs émis sont
maintenant réels (si 'on choisit correctement les normalisations), les états
de cordes ouvertes qui se propagent dans la boucle ont une valeur propre +1
pour 'opérateur de projection GSO. Cependant, ces états ne vérifient pas les
équations de supergravité de type II, mais de type II*.

Ainsi, les S-branes de Dirichlet émettant des champs NS-NS et R-R phy-
siques n’existent pas dans une théorie de type II. Par contre, nous pouvons
considérer des S-branes émettant seulement un champ NS-NS, qui sont la
contrepartie des D-branes instables. Nous allons, dans la section 3.3 du cha-
pitre suivant 3, étudier plus en détail I'amplitude a une boucle de cordes ou-
vertes tendues entre deux S-branes de Dirichlet. Il s’agira alors de S-branes

« instables ».

2.13.3 Etats de bord dans une configuration non triviale

Dans le cas de la configuration de champs extrémaux quadratiques que
nous avons décrite a la sous-section 2.6.2, les conditions aux bords sont li-
néaires®®. Nous pouvons alors résoudre les conditions imposées sur les états
de bords et calculer I'amplitude de propagation de la corde fermée en pré-

sence des champs. Nous avons d’autre part calculé I’amplitude & une boucle

56Nous n’avons étudié cette configuration que dans le cadre de la théorie bosonique.
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2.13 Membranes de Dirichlet et formalisme d’états de bord

de la corde ouverte. Nous avons ensuite vérifié explicitement la dualité de
feuille d’univers. Nous ne détaillons pas ici ces calculs, qui sont semblables &
ceux exposés ci-dessus, et nous invitons le lecteur a se réferer a l'article [64]
(appendice B) et notamment a son appendice A. Ceci constitue un exemple

non trivial de cette dualité.

Conclusion du chapitre

A travers cet exposé du formalisme de premiére quantification de la théo-
rie des cordes, nous avons mis en place les outils nécessaires a la discussion
que nous allons mener au chapitre suivant 3. Nous avons essayé de montrer
comment divers problémes techniques issus de configurations en apparence
trés différentes pouvaient étre traités de maniére similaire. Dans le chapitre
suivant, nous traiterons les aspects physiques, plus spécifiques, de chacune

des configurations.
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CHAPITRE 3

Effets physiques produits par les
configurations dépendantes du

temps

3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal qua-

dratique

3.1.1 Configuration statique, configuration dépendante

du temps

Avant de nous attaquer a la configuration dépendante du temps, nous
avons étudié le cas statique. Nous avons mis en évidence l'existence d’un
gradient critique, qui correspond a la limite entre un domaine de stabilité
et un domaine d’instabilité. En premiére analyse, les extrémités de la corde
ont des domaines de stabilité disjoints, la configuration est donc globalement
instable. Dans un premier temps, nous avons cherché un mécanisme per-
mettant de stabiliser la configuration statique. Dans un second temps, nous
avons essayé de résoudre les équations du mouvement dans une configuration
dépendante du temps.

La solution au premier probléme est la transposition directe des méca-
nismes de stabilisation des piéges a ions. Le piége de Penning, obtenu par

I’ajout d’'un champ magnétique constant et uniforme élargit la zone de sta-
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

bilité pour chaque extrémité de la corde et permet 1'existence d'une configu-
ration stable. Le mécanisme du piége de Paul, qui confine les ions en impo-
sant une variation périodique du champ électrique (ici, nous faisons varier le
champ extrémal), fonctionne aussi.

Le second probléme n’a pas pu étre résolu sans faire certaines approxi-
mation, qui nous ont permis de mener les calculs a leur terme. Ceci nous a
notamment permis de mettre en évidence un degré de liberté que nous avons

interprété comme la contre-réaction due a la dépendance en temps.

3.1.2 Particule chargée dans un champ extrémal

Nous commencons notre étude par le cas d’une particule chargée. En effet,
comme nous le constaterons également a la section 3.2, ’étude de modéles
ponctuels reproduisant le comportement des modes zéros de la corde permet
de mettre en évidence une partie non négligeable des effets physiques engen-
drés par la configuration choisie. Ici, la particule chargée est loin d’étre un
modeéle fidele des modes zéros, mais elle permet de comprendre facilement la
source de l'instabilité de la configuration.

Nous considérons donc une particule relativiste de masse m et de charge
unité, plongée dans une configuration composée d’un champ extrémal arbi-
traire de potentiel A = ®(xT, z')dx™ (vérifiant la condition d’harmonicité
(2.6.13)) et d’'un champ magnétique constant et uniforme B. Les équations
du mouvement correspondant a l’action donnée dans la section 2.1.1 dans le
formalisme de la ligne d’univers, conduisent a la relation de couche de masse

suivante )
5P PP+ pT (a2 4w =0 (3.1.1)

ou p; = O0.x; — Bij:cj et p~ = 0.7 — @ sont les impulsions canoniques
conjuguées & x' et . p~ est 'Hamiltonien pour I'évolution sur la ligne
d’univers.

Le mouvement de la particule relativiste se réduit donc a celui d'une
particule non relativiste dans un potentiel « electrostatique » qui dépend
du temps ®(z ", z"). L’apparition d’une cinématique non-relativiste est une
caractéristique habituelle de la quantification dans la jauge du cone de lu-

miére, qui est naturellement imposée ici par I’équation du mouvement sur
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3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

ot ot =af +ptT.
En 'absence de champ magnétique, les points critiques du potentiel har-
monique ont la forme suivante & deux dimensions (spatiales) ® = Re(2"/n)

2 —?) et le mouvement

avec z = x +1y. Pour n = 2, le cas habituel, & = %(:p
le long de y est instable (il correspond & un oscillateur harmonique inversé.
Mais pour des points critiques d’ordre supérieur, le mouvement converge
vers z = 0 lorsque 7 — oo. En effet 2(7) = [n(n — 2)7]/@™_ Si I'on re-
vient aux équations du mouvement pour la corde (2.6.16), on est confronté a
des équations non linéaires, que nous n’avons pas su résoudre!. Néanmoins,
I'instabilité du cas n = 2 n’est pas rédhibitoire; il existe plusieurs fagons de
stabiliser un piége électrostatique quadrupolaire.

— La premiére possibilité, anecdotique en ce qui concerne notre probléme,
consiste a considérer un piége pour des molecules de polarisabilité né-
gative. Les molécules sont alors attirées vers le centre du piége, ou le
champ électrostatique E est nul. Une polarisabilité négative peut étre
obtenue pour des états excités dégénérés lorsque F = 0.

— La seconde possibilité consiste a rajouter un champ magnétique constant
et uniforme pour confiner les direction instables. Le piége s’appelle piege
de Penning. Le cas le plus simple est le piége a trois dimensions, ou le
potentiel quadrupolaire s’écrit V(z) = —3 e (2% + y* — 22%). En ajou-
tant un champ magnétique dans la direction z, on peut confiner les ions

dans le plan (z,y). En effet, les équations du mouvement

s —qy x 0
gl+2b| 2 | —e|l y | =10 (3.1.2)
Z 0 —2z 0
conduisent a la relation de dispersion suivante
(w? — 2wb + e)(w? + 2wb + €)(2e — w?) =0 (3.1.3)

ou les 2 premiers facteurs correspondent aux polarisations gauche et
droite dans le plan (z,y) et le dernier, a celle dans la direction z. Le

mouvement est stable si toutes les racines w sont réelles, c’est-a-dire

'En perdant la linéarité des équations du mouvement, on perd aussi la possibilité de

superposer les sources et leurs solutions particuliéres.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

si b > e et si la charge e est strictement positive. Ainsi, seules les
particules chargées positivement sont piégées, et ce, seulement si le
champ magnétique est suffisamment intense.

— La troisiéme possibilité consiste a faire varier le potentiel ® a une fré-
quence donnée de fagon a obtenir une résonance paramétrique avec
les modes propres du champ quadrupolaire. Ce piége s’appelle piége de
Paul. & deux dimensions, le potentiel s’écrit ®(z) = 1 (e+f sin(wr) (22—

y?). Les équations du mouvement s’écrivent alors
I+ [e+ fsin(wr)]z=0 (3.1.4)

Cette équation s’appelle équation de Mathieu et présente qualitative-
ment le méme diagramme de stabilité que pour une modulation rectan-
gulaire, plus simple & calculer (voir figure 3.3).

Avant de voir comment ces mécanismes s’appliquent aux cas de la corde
ouverte dans un champ extrémal quadratique, nous allons étudier le compor-
tement d’un dipole élastique dans une telle configuration de champ. En effet,
ce systéme reproduit une grande partie de la physique de la corde a basse

énergie.

3.1.3 Dipole élastique dans un champ extrémal quadru-

polaire

Nous commencons par expliquer comment nous nous ramenons au modeéle
du dipole élastique. Dans la jauge du cone de lumiére X = ot + p*7, les

conditions de Virasoro pour la corde ouverte s’écrivent
pt0, X" +0,X0,X' =0 (3.1.5a)
1 A .
—pT . X" + 3 [(0- X"+ (0,X')*] =0 (3.1.5b)

En réécrivant la contrainte Hamiltonienne (3.1.5b) en terme des impulsions

canoniques (la dépendance en 7 est sous-entendue)

T =—0,X"=—p", m=0,X"

r = —0X 4 BOX(O)3(0) - BOXENo )

120



3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

et en intégrant sur o entre 0 et ™ nous obtenons I’expression de I’Hamiltonien
de cone de lumiere p~

b= Moy — - / )+ (0,X7)) do — @O(X(0)) + B0 (X ()

2pT

(3.1.7)
Cet Hamiltonien est conservé si les potentiels @ sont indépendants de
xt. De méme que dans le cas de la particule relativiste (voir sous-section
3.1.2), H.1 peut étre interprété comme I’Hamiltonien de deux particules non
relativistes évoluant sous l'effet d’'un potentiel dépendant du temps égal a
pT®W(X (7)) —pt®© (X (7)) et liées par un potentiel élastique ) 2(9,X7)?.
L’énergie de liaison croit comme la longueur de la corde au carré, alors que
dans le cas relativiste, cette énergie augmente de fagon linéaire. Cette diffé-
rence est cruciale, comme nous allons le constater par la suite.

Le comportement a basse énergie des cordes ouvertes peut étre modélisé
par le modéle simplifié du dipole élastique, qui correspond a l’approximation
de corde rigide. Notre définition du dipole est plus large que celle du dipdle
habituel, puisque nous autorisons la charge totale a prendre n’importe quelle
valeur (autrement dit notre dipole est un « vrai » dipdle seulement dans le
cas ot @O (27 2%) = ®W(z+, 2%). Notre dipole est ainsi constitué de deux
charges dont les positions respectives sont z (7) et 2%(7) et qui sont reliées

par une corde « rigide »

) 1 ) )
X'(r,0) == [oaf+ (v — o) x] (3.1.8)
™
L’énergie de cone de lumiéere de ce dipole est donnée par la relation sui-
vante 1
—p'p” + 5(]9% +pR) +V(rr,2r) =0 (3.1.9)
ou V est I'énergie potentielle
1 . .
V(zp,zgr) = 2—(3:2 —ab)? +pt [0 (zg) — @ (z)] (3.1.10)
T

Remarquons qu’une solution statique de ce probléme est une solution exacte
des équations pour la corde puisque I’équation (3.1.8) satisfaira les équations

du mouvement (2.4.5) et les conditions aux bords suivantes
ahy — 2t + apt 9,00 (x) =0 at 0 =0 (3.1.11a)
2y — a2t 4+ 7pt 9,00 (2g) =0 at o =7 (3.1.11b)
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

Contrairement au cas de la particule traité ci-dessus, le potentiel & deux corps

(3.1.10) n’est plus harmonique, mais satisfait la relation suivante
2
(AL +AR)V =—d, (3.1.12)
T

ol d; = d — 1 est le nombre de dimensions spatiales transverses au cone de
lumiére. Il est donc possible que ce potentiel admette des extrema stables au

lieu de présenter uniquement des points-cols.

Domaine de stabilité, gradient critique et cordes macroscopiques

Nous pouvons maintenant mettre en évidence une caractéristique impor-
tante de cette configuration de cordes ouvertes, 'existence d’un gradient
critique et de cordes macroscopiques. Pour cela, nous étudions la dynamique
de notre dipole élastique sous leffet de potentiels @ = %hg?):cixj oll nous
supposons que h® et h() commutent. Comme nous I’avons fait & la fin de
la sous-section 2.6.2, nous définissons e, = p*h(®. L’énergie potentielle dans

une direction propre z* de e s’écrit alors comme une forme quadratique

i iy 1 : A i i [ 1—meg -1
Viaheh) = 7 (ot o) @ <xR> 0= ( 1 +mz‘1>
(3.1.13)
ol e’ est la valeur propre correspondante.

Considérons tout d’abord une premiére direction x''. Le mouvement est
stable dans cette direction si le potentiel V* présente un minimum global,
c’est-a-dire si les deux valeurs propres de Q% sont positives. C’est le cas si le
déterminant de Q%

0 = m(e; — eg) — T eper (3.1.14)

et la trace de Q™
7TA27T(€1 —60)—|—2 (3115)

sont positifs. Nous avons omis I'exposant i; et introduit les notations de la
sous-section 2.6.2. Sid > 0 et A < 0, alors le potentiel présente un maximum
global et si § < 0, quel que soit le signe de A, le potentiel présente un
point-col. Le diagramme de stabilité est présenté sur la figure 3.1.

A ce stade, nous pouvons faire les remarques suivantes.
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3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

S o

F1G. 3.1 — Diagramme de phase pour le dipole élastique dans le plan (eg, eq).
La région de stabilité est grisée. Des cordes macroscopiques sont produites

sur la séparatrice.

— Nous retrouvons les différents cas que nous avons distingués lors de la
quantification de la corde ouverte dans des champs extrémaux. L’ori-
gine de I'instabilité est cinématique, elle correspond a une configuration
de champs donnée, non & un instabilité de la configuration.

— Si la corde avait une tension nulle, le domaine de stabilité serait dé-
fini par e; > 0, ey < 0, c’est-a-dire que chacune des extrémités de la
corde serait plongée dans un puits électrostatique. L’énergie de liaison
élastique étend ce domaine aux quadrants ege; > 0.

— Si l'on considére n directions iy, .. .1, simultanément, il n’est pas pos-
sible de choisir les gradients eff, ¢} tous dans le domaine de stabilité
et remplir en méme temps la condition d’harmonicité (2.6.13) sur les
potentiels & qui se traduit par la condition suivante sur les gradients
STr_ (eF eff) = (0,0). Autrement dit, 'état fondamental de la corde a
une polarisabilité positive.

— Le choix d’une configuration ot h? et A(Y) ne commutent pas ne semble

pas améliorer le probléme de stabilité [64].

Nous considérons & nouveau une seule direction. La courbe § = 0 corres-
pond au cas ot I'une des deux valeurs propres de () est nulle. Pour la partie

de cette courbe qui forme la frontiére du domaine de stabilité, le potentiel
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

présente une vallée dégénérée, qui correspond & des cordes de taille arbitraire

dans la direction considérée
X = —(epo — 1)zp, (3.1.16)

La longueur de la corde selon x est |megzy|. L'interprétation physique est la
suivante. Lorsque ey est positif ou e; est négatif, le potentiel électrostatique
décroit quadratiquement selon z et/ou zg et I’énergie de liaison de la corde
non relativiste croit comme le carré de la longueur. Il existe donc une valeur
critique des gradients ey, e; pour laquelle les deux forces électrostatique et
de tension s’annulent quelle que soit la taille de la corde. Les cordes peuvent
alors étre macroscopique. Si I’on modifie les gradients de facon a franchir la
ligne de stabilité, le vide devient instable, des cordes d’échelle quantique sont
étirées sur des distances infinies et déchargent le condensateur qui génére la
configuration de champ, ce qui raméne les valeurs de gradients dans la zone
de stabilité. Ce phénomeéne est trés similaire & la présence, en électrodyna-
mique de Born-Infeld ou pour les cordes ouvertes chargées en présence d'un
champ électrique [80, 81|, d’une valeur critique de ce champ, résultat de la
compétition entre un potentiel électrique qui écarte les extrémités de la corde
et qui croit linéairement avec la longueur de celle-ci et une énergie de liaison

qui croit aussi linéairement.

Stabilisation de la configuration, piége de Penning, piége de Paul

Nous allons résumer les résultats qui montrent que cette stabilisation est
bien possible, comme dans le cas de la particule. Nous commengons avec le
piége de Penning. Par souci de simplicité, nous considérons la configuration
suivante, avec des champs extrémaux dans deux directions x et y et stabilisée

par un champ magnétique B,

2
1402

1
Pl — 5h(a) <x2 + y2 _ 22) , B=bdxNdy (3.1.17)

En présence du champ magnétique, la métrique effective pour les cordes
ouvertes est modifiée, ce qui explique le facteur 1/(1 + b?).

Nous n’entrerons pas dans les détails de 1'analyse (voir [64], appendice
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3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

B). Pour la direction z, le domaine de stabilité est défini par

(140 +2¢0) (140> —2¢,) — (1+0?)° >0 (3.1.18a)
(14+0b%) +eg—e1 >0 (3.1.18Db)

Pour chacune des directions x et y, le domaine de stabilité § > 0, A > 0 est

élargi au domaine défini par

(140" —eo) (140" +e)—1>0, (3.1.19a)
eo < 1+0° (3.1.19b)

qui correspond au quadrant supérieur gauche de la courbe dessinée en violet
sur la figure 3.2. Il est maintenant possible de trouver e et e; vérifiant (3.1.18)
et (3.1.19) de sorte que le mouvement soit stable dans les trois directions z,

y et 2.

>—/ )
-2 / 2 /
. -3 4 —s— |

Fi1G. 3.2 — Diagramme de phase pour la corde ouverte dans un potentiel

quadrupolaire dans le plan (eg, e1) avec un champ magnétique de faible (a
gauche), moyenne (au centre) et de forte (a droite) intensité. La limite du
domaine de stabilité est en violet, la ligne de production des cordes macro-

scopiques, en rouge et la ligne de dégénérescence accidentelle, en bleu.

Pour le piége de Paul, le champ extrémal est modulé par une fonction
périodique H(t) de période 27 de la fagon suivante (nous avons choisi la

configuration la plus simple)
+ 1 or . 2 2
O(z™) = 5 h+ fH e (x* —y%) (3.1.20)
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

L’équation du mouvement pour une particule s’écrit, aprés reparamétrisation

de =T

X+ w4+ a*Ht)]) X =0 (3.1.21)

a nouveau, nous invitons le lecteur a se référer a [64] et a 'article original
[82] pour les détails de lanalyse de stabilité. Le diagramme de stabilité,
représenté sur la figure 3.3, montre 'existence d’une région stable dans le
domaine w? < 0. II est possible de choisir 'amplitude f et la période T' de la
modulation pour que (w?, a?) et (—w?, —a?) soient tous deux dans le domaine
de stabilité et ainsi d’obtenir un mouvement stable pour les deux directions

T et y.

\

FIG. 3.3 — A gauche : diagramme de stabilité dans le plan (w?, o) pour un
oscillateur harmonique dont la fréquence est modulée par un signal rectan-
gulaire. w est proportionnel & h, a a f. La région stable est ombrée. Elle
s’étend dans la zone habituellement instable w? < 0. A droite : zoom sur la
région ol a? < 1, les axes sont échangées. Notons enfin que des instabilités
apparaissent lorsque w est demi-entier, dés que 'amplitude de modulation

est infinitésimale.

Le cas qui nous intéresse est celui du dipole élastique. L’équation du
mouvement s’écrit, en supposant que la méme modulation est appliquée aux

deux extrémités de la corde,

i\ 1| 1=apth® —1 N (271' ) 10 Ty
+= —p fH | a” =
<¢R> 7 ( e ) TP ) o 1) s

(3.1.22)
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3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

qui peut étre réduite a I’équation (3.1.21) pour chacune des directions propres

de la matrice? Q avec

T \°1 ep—e (eg + €1)?
2 = S U N U VA 3.1.23
Y (27Tp+) T ( N 2 * 4 ( 2)
T 2
2
_ 3.1.23b
) (2@*) / ( )

Les modes propres w? dans les directions z et y ne sont plus opposés, mais
il est possible de choisir la modulation f de fagon & stabiliser le mouvement

dans les deux directions, au moins pour une tension suffisamment faible.

3.1.4 Corde ouverte couplée & des champs extrémaux :

stabilisation

Les solutions de corde ouverte dans cette configuration et leur quantifi-
cation ont été décrites dans les sous-sections 2.6.2 et 2.9.8.

L’analyse faite dans la sous-section 3.1.3 s’applique aux modes zéro de
la corde ouverte et montre que le mouvement de celle-ci dans des champs
extrémaux quadratiques est instable.

Nous pouvons également transposer les mécanismes de piégeage qui ont
fait leur preuve pour des particules ponctuelles chargées. Nous ne traiterons
que le piege de Penning car d’'une part, il nous suffit de trouver un seul dis-
positif de stabilisation et d’autre part, le piége de Paul introduit en quelque
sorte une dépendance en temps parasite. Nous considérons ainsi le piege de
Penning a trois dimensions qui a été exposé a la sous-section 3.1.3. Nous sup-
posons par souci de simplicité que le champ B et les gradients e, commutent.
L’énergie des modes de la corde ouverte, déterminée par ’équation (2.6.32),
est donnée en présence du champ magnétique par la relation de dispersion

suivante
w(er —ep)

(1 4+ 0?)w? £ b(eg + €1)w + epeq
ou les signes £ correspondent aux polarisations circulaires gauche et droite.

tan(rw) = (3.1.24)

Ces polarisations sont échangées si ’on change w en —w, nous pouvons donc

2La matrice @ est la méme que celle que nous avons définie plus haut, elle n’inclut pas

la partie de modulation.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

nous concentrer sur le signe +. La ligne de production de cordes macrosco-
piques 0 = e; —eg—ege; = 0 n’est pas modifiée puisque le champ magnétique
b n’apparait que dans des termes qui sont d’ordre supérieur en w par rap-
port aux termes qui déterminent cette ligne. Par contre, lorsqu’on atteint
d = 0, une seule racine devient nulle® et change de signe avec . On n’a
donc pas d’instabilité associée a § = 0, mais la création de cordes statiques
macroscopiques comme expliqué ci-dessus.

L’instabilité apparait pour un champ magnétique critique

2 _ Aleo—1)(3 = 3eo + cf)

1 1.2
c 3c2(eg — 2)° 0, 6K (3.1.25)

Malheureusement, il semble impossible de trouver I’expression de la ligne cri-
tique pour un ¢ arbitraire. Néanmoins, le domaine de stabilité est élargi : il
est maintenant possible de fixer les valeurs de gradients et du champ magné-
tiques pour stabiliser le mouvement dans toutes les directions, comme pour

le dipole élastique.

3.1.5 Corde ouverte couplée a des champs extrémaux :

dépendance en temps

Nous considérons maintenant le cas de champs extrémaux quadratiques
dépendants du temps. Notons qu’a cause de la symétrie par translation se-
lon 27, il n'y a pas de productions de cordes. Seuls les états avec p* = 0
contribuent & I’énergie du vide (ou 'amplitude du vide, pour reprendre les
termes utilisés au chapitre précédent) et ces états ne sont pas sensibles aux
champs extrémaux. Par contre, une corde, de maniére générale, sera exci-
tée en se propageant dans le champ électromagnétique. On parlera donc de

production de modes.

Production de mode, transformation de Bogolioubov

Nous considérons des champs extrémaux a support compact le long de
xt. Lorsque T — 400, la corde ouverte est libre, les coordonnées X*(7,0)

admettent un développement en modes « libres » (2.5.8). Pour distinguer

3Ceci peut étre vu en développant la relation de dispersion 3.1.24 pour w petit.
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3.1 Corde ouverte dans un champ extrémal quadratique

létat initial & 2+ — —oo de I'état final & 27 — oo, nous utiliserons les
notations de (2.5.8) xg, po et a, pour les modes initaux et nous noterons
respectivement vy, qo et b, les modes finaux. Comme la perturbation est
linéaire, les modes finaux dépendent linéairement des modes initiaux. Cette

relation de dépendance linéaire est représentée par la matrice de Bogolioubov

Yo 07 ﬁ An Zo
® =17 0 Ba|[ro (3.1.26)

Pour trouver une expression explicite des coefficients, il nous a fallu procéder
a des approximations. Nous invitons le lecteur & se réferer a [64] pour les
approximations adiabatique et brutale, cette derniére étant pertinente pour

traiter le cas du piége de Paul.

Nous exposons les résultats de I'approximation de Born, dans laquelle
le champ extrémal est traité comme une perturbation autour du cas de la
corde ouverte libre. Cette approximation est pertinente pour les états trés
excités de la corde. Nous faisons ainsi ’hypothése que les gradients h(® sont

du méme ordre e. La décomposition des parties droite et gauche des modes

/ —ia L e T of
O-ie()es()

ou 6 f et 6g sontd’ordre €. Les équations du mouvement peuvent étre résolues?,

excités, f et g s’écrit

ce qui permet d’extraire les coefficients B,,,, A, et B,. On compléte le calcul

des coefficients en considérant le développement au premier ordre en € des

4Un calcul trés similaire a été fait dans l'article [61].
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

parties droite et gauche des modes zéro xy + po7. Nous obtenons

a=1-— %/: (t(eo — (Ter))(pT7) — w(Ter)(p* 7)) dr (3.1.28a)
8= [ (e~ (Te))'r) = m(r + 20)(Ter)p"r) dr

(3.1.28D)

y= % / Z(eo — (Ter))(ptr)dr (3.1.28¢)

§=1+ % / Z (m(eo — (Tex))(p*7) — w(Ter)(p*r)) dr,  (3.1.28d)

m = % /Z(eo — (Te)))(ptr)e™ dr | (3.1.28e)

B, = % Z (r(eo — (Tex))(p™r) — m(Ter)(pFr)) e™7dr ,  (3.1.28f)

A, = —% Z ((e0 — (Ter))(p*7) — w(Ter)(p*r)) e ™ dr , (3.1.28g)

B, = % h (eo — (Ter))(pTr)e ™dr | (3.1.28h)

B = Oon + ;n / Z(eo — (Te)))(prr)e =7 dr (3.1.281)

ou par exemple (eg — (Teq))(pT7) doit étre compris comme la fonction eg —
(Tey) prise en p™7. T est Popérateur de décalage : (Te)(7) = e1(T + 7).

Il est cependant un phénoméne dont la transformation de Bogolioubov
ne rend pas compte. Il s’agit de la contre-réaction de la corde sur le champ
¢électromagnétique, qui est ’analogue de la contre-réaction qu’on attend d’une
corde dans une géométrie dépendente du temps. En effet, le mode zf de la
corde est construit comme la somme des modes constants fj et gy des parties
droite et gauche. La différence fi — g4 n’a dans le cas habituel de la corde
libre, aucune signification physique. Il peut étre en effet interprété® comme
un potentiel de jauge U(1) constant A = (fi — gi)dz' et ce degré de liberté
superflu est éliminé en fixant la jauge.

Par contre, dans une configuration dépendante du temps, la variation de

fo—go entre I’état initial et I’état final posséde une signification invariante de

50n peut aussi le voir comme la position de la D-brane T-duale le long de la direction

x et parvenir & la méme conclusion.
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

jauge : c’est la variation du potentiel du champ extrémal entre ces deux états®
Ai(+00) — Aj(—o0) = fj;o Fidz". Ce changement dans la configuration
électromagnétique induit par la propagation des cordes constitue ainsi un
cas d’école de contre-réaction qu’il serait intéressant de transposer au cas
d’une géométrie dépendente du temps et asymptotiquement plate. Dans le
cadre de I'approximation de Born, cette contre-réaction peut étre précisée,
en calculant séparément la variation de fy et de gg. On trouve le résultat

suivant (X est la solution de corde ouverte libre)

§fo—0go = — /00 eo(pt7)X (0 =0,7)dr (3.1.29)

(e 9]

qui représente, comme on vient de l’expliquer, une variation de Fj, .

3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

Comme nous ’avons expliqué auparavant, ’orbifold de boost présente une
singularité de type Big Crunch - Big Bang” et offre la possibilité d’utiliser le
formalisme perturbatif de premiére quantification. On s’attend ainsi & ce que
le calcul des observables physiques telles que les amplitudes nous donnent
des informations sur la nature et I’évolution de la singularité. Toutefois ces
attentes doivent étre tempérées par la nature de la singularité présente dans
I'orbifold de boost. Par construction, il ne s’agit que d’une singularité topo-
logique et ne peut constituer qu'un cas d’école®. En outre, nous verrons qu’il
est assez difficile d’extraire des informations physiques des résultats que nous
avons obtenus. Ceux-ci doivent étre vus comme une premiére étape vers un
véritable traitement perturbatif de la singularité de type cosmologique. Nous
reviendrons sur ce point au chapitre 4.

Nous allons d’abord détailler la géométrie d’orbifold de boost, préciser les
caractéristiques du mouvement des particules libres dans cette géométrie et

en tirer les conséquences pour les modes zéro de la corde, puis, apres avoir

5ou encore le déplacement de la D-brane T-duale

"de maniére équivalente, nommée singularité cosmologique ou singularité de genre es-

pace.
8Nous utilisons cette traduction de « toy model » au lieu de la traduction littérale

« modéle jouet ».
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

rapidement exposé les phénomeénes de production de particules, nous expose-
rons le calcul perturbatif de la contre-réaction et des amplitudes pertinentes.

Précisons que les sous-sections 3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 exposent les résultats
de [18], qui ont été résumés dans [65] mais qui ne rentrent pas directement
dans le cadre de cette these, alors que les sous-sections 3.2.4, 3.2.5 et 3.2.6

présentent les résultats de [24].

3.2.1 Géomeétrie de 'orbifold de boost

L’orbifold de boost est plus connu sous le nom d’espace de Misner et a
été introduit en tant que modele local de singularité [83] dans les espaces-
temps Taub-NUT [84]. Comme nous l’avons vu dans la sous-section 2.6.1,
I’espace de Misner peut étre obtenu par quotient de ’espace de Minkowski
RY! par une transformation de boost de rapidité 273 : 2+ ~ 2™zt 11
est donc localement plat et la courbure est localisée sur le cone de lumiére
T2~ = 0, qui est fixe sous la transformation de boost. L’espace de Misner
peut étre représenté comme quatre cone (de signature lorentzienne) réunis
a leur sommet et qui correspondent aux quatre quadrants de l'espace de
recouvrement R, On distingue ainsi deux régions de Milne, définies par
xtx™ > 0 et deux régions de Rindler, définies par zT2~ < 0. En effet, si 'on
définit d’une part les coordonnées t et 6 pour les régions de Milne et d’autre

part les coordonnées r et 1 pour les régions de Rindler

1
xt = ——Te* (3.2.1)

V2

1
xt = £ ——rethn

5 3.2.2

= (3:2.2)
on obtient les métriques suivantes (ds? = —2dz"dx™)

dsipie = —dt* + F*1°d6? (3.2.3)

dslz:{indler = drz - BQTQdT,Q . (324)

a cause de l'identification sous le boost, les coordonnées et n parametrent
des directions compactes de période 2.
Ainsi, la région définie par 27 < 0 et = < 0, notée (P), décrit une cos-

mologie en contraction. Plus précisément, il s’agit d'un cercle 6 € [0, 27| de
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

rayon |3t| qui se contracte donc linéairement. De méme, la région définie par
x> 0et x7 > 0, notée (F), décrit une cosmologie en expansion. Le rayon
du cercle augmente linéairement. Les régions définies par z7 < 0 et 2= > 0
d’une part et 7 > 0 et = < 0 d’autre part, respectivement notées (L) et
(R), sont des géométries indépendantes du temps avec un temps 1 compact
(de rayon 27 également). Ces régions de Rindler contiennent des courbes fer-
mées de genre temps qui sont habituellement considérées comme un défaut
incurable de la géométrie considérée, ou éliminées par contre-réaction gra-
vitationnelle’. Cependant, le formalisme perturbatif est bien défini et nous
ferons I’hypothése que la production de particules due a la dépendance en

temps modifie la géométrie de maniére adéquate.

3.2.2 Particules et cordes non twistées dans 1’orbifold
de boost

Comme nous ’avons expliqué dans la sous-section 2.6.1, dans un orbifold

il faut distinguer les états twistés des états non-twistés. Ces derniers se com-

portent de facon similaire a des particules ponctuelles. En effet, les modes

zéros de la corde fermée décrivent la trajectoire d’une particule ponctuelle,
qui dans I'espace de recouvrement est une ligne droite

Xt

zéro

= 2F +pir (3.2.5)

Nous définissons une masse de cone de lumiére m?, = 2pTp~, qui inclut les
impulsions transverses et les modes excités de la corde. Le moment cinétique
dans la direction compacte est appelé moment cinétique de boost j = xp~ +
pTz~ et est contraint aprés quantification a étre un multiple de 1/5. Une
particule massive avec une énergie positive (p™ > 0, p~ > 0) arrive de l'infini
passé (dans la région (P)) a 7 = —oo et atteint 'infini futur (dans la région
(F)) & 7 = 400 aprés s’étre aventuré dans les régions de Rindler pendant un
temps propre fini. Lorsque la particule, dans la région (P), s’approche du cone
de lumiére, sa vitesse angulaire dfl/dt ~ 1/t le long de la direction compacte
croit jusqu’a linfini. On s’attend alors a ce qu'un abondant rayonnement

gravitationnel soit émis et puisse induire une contre-réaction importante qui

9C’est la conjecture de protection chronologique défendue par S. Hawking.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

meénerait & la créaction d’un large trou noir'® [20]. Un observateur dans 'une
des régions de Rindler a un instant 7 fixé verrait un nombre infini de copies de
la particule émerger et replonger dans la singularité de maniére périodique. j
décrit alors I’énergie de Rindler de chacune de ces particules, qui se propagent

jusqu’a une distance radiale finie r = |j]/me...

Au niveau quantique, le mouvement du centre de masse d’une corde non
twistée sans spin, qui correspond aux modes zéro, est décrit par une fonction
d’onde solution de I’équation de Klein-Gordon dans la géométrie de Mis-
ner. Aprés avoir diagonalisé le moment cinétique de boost (la valeur propre
est noté également j), le mouvement radial est gouverné par I’équation de

Schrédinger suivante

—0% —m?e* — j2 =0 t=4V2ts =¢" (3.2.6a)
—02 +m®e® — j2 =0 r=+v-2ztr =¢ (3.2.6b)

Nous constatons ce que nous avons évoqué a la sous-section 2.6.1 : la diffé-
rence entre les cordes fermées libres et cordes fermées non twistées se situe
non pas au niveau du développement en modes qui est identique (2.5.8) (de

méme que les relations de commutation), mais au niveau semi-classique.

La particule est réfléchie dans les régions de Rindler par un mur type
Liouville, exponentiellement croissant, tandis qu’elle est accélérée dans un
puits type Liouville dans les régions de Misner. Remarquons que dans les
deux cas, 'origine de I'orbifold de boost est située a distance infinie dans les
systeme de coordonnées canoniquement normalisées, x dans les régions de
Milne, respectivement y dans les régions de Rindler. Il est toutefois possible
de définir des fonctions d’ondes entrantes (états in) et sortantes (états out)
dans chaque région et de les étendre par continuation analytique a travers

les horizons & 2~ = 0 pour définir des fontions d’ondes globales.

D’autre part, nous pouvons définir des fonctions d’onde sur tout ’espace

de Misner en superposant les images des fonctions d’onde dans I’espace plat.

10L3 aussi, nous faisons ’hypothése que la production de particules est suffisamment

importante pour modifier la géométrie avant que cela n’arrive.
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

Comme nous 'avons vu a la sous-section 2.11.2, la fonction d’onde s’écrit :

o0
fimzs(xt,a7) = /+ dv exp (z’p+X_e_27rﬁv +ip” XY 4 juj + vs) .

- (3.2.7)
Elle est caractérisée par la masse m, la valeur du moment cinétique de boost
J et nous considérons que le spin SO(1,1) dans RY', noté s, peut ne pas
étre nul''. Cette expression définit bien des fonctions d’ondes globales dans
toutes les régions, a condition de déformer le contour d’intégration sur v
(—00,+00) — (—00 — i€, +00 + i€).

Remarquons en particulier qu’il n’existe pas de production de particule
entre le vide entrant (adiabatique) a ¢t = —oo et le vide sortant (adiabatique)
at = 400, alors qu'il y en a une entre le vide entrant (adiabatique) at = —oo
et le vide sortant (conforme) & ¢t = 07. Ce dernier résultat découle de 'effet

d’accélération/décélération infinie df/dt ~ 1/t prés de la singularité.

3.2.3 Cordes twistées dans 1’orbifold de boost

Les cordes twistées ne se comportent pas comme des particules ponc-
tuelles, mais ’étude des modes zéro nous permettra, de la méme facon qu’a
la sous-section précédente, de comprendre le comportement semi-classique de
ces états de cordes. Avant cela, nous pouvons déja dire, en lisant la condition
de périodicité (2.6.7) pour w # 0, que dans les régions de Milne, les états
twistés correspondent & des cordes qui s’enroulent w fois autour de la direc-
tion compacte de genre espace paramétrée par 6, alors que dans la région de
Rindler ils correspondent a des cordes qui s’enroulent autour de la direction
compacte de genre temps paramétrée par n. Si nous acceptons l'existence
des boucles temporelles, une corde enroulée autour d’une direction tempo-
relle ne pose pas de probléme, il s’agit juste d'une superposition de w cordes
statiques ou temporellement périodiques et couvrant des distances radiales

infinies (pour une feuille d’univers avec une topologie de cylindre).

Nous nous restreignons ainsi a la partie de la solution (2.6.8) comportant

"De maniére équivalente, nous pouvons permettre que j prenne des valeurs complexes.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

seulement les modes zéro'?

1
XE(r,0) = ;ejF”U [£age™ Fage™] . (3.2.8)

Nous invitons le lecteur a se reporter a la sous-section 2.9.7 pour les détails
de la quantification et les conditions de Virasoro. En se restreignant par souci
de simplicité & j = 0, on peut fixer le module des oscillateurs a® et a* a
11/v/2. On distingue alors qualitativement deux types de cordes twistées

— Pour a™a™ > 0, on obtient des configurations de corde courte,

X (r,0) = M sinh(v7) e*7 (3.2.9)
vy 2
Ces cordes s’enroulent autour des cercles de genre espace dans les
régions de Milne et se propagent de lUinfini passé a linfini futur (si
a™ > 0). Lorsque j # 0, elles s’é¢tendent dans les régions de Rindler
jusqu’a une distance radiale finie 72 = (M — M)?/(4v?), aprés que la
feuille d’univers ait changé de signature.

— Pour a™a~ < 0, on obtient des configurations de corde longue,

Xf(o,7) = K cosh(v7) e*° (3.2.10)
vy 2
Ces cordes se propagent seulement dans les régions de Rindler et s’en-
roulent autour du cercle de genre temps. Elles correspondent a des
configurations statiques qui s’étendent de l'infini spatial dans (L) ou
(R) jusqu’a une distance finie r2 = (M + M)?/(41?) et se replient a
nouveau vers l'infini spatial. La figure 3.4 montrent les configurations
de corde courte et longue
Contrairement aux orbifolds euclidiens, les cordes twistées ne sont pas loca-
lisées pres de la singularité.

Dans la sous-section 2.9.7, nous avons écrit les équations semi-classiques
(2.9.42a) et (2.9.42b) correspondant aux modes zéro sans en préciser le sens
physique. L’analogie trés proche avec la corde ouverte dans un champ élec-
trique suggere d’adapter ’étude de la particule chargée dans un champ élec-

trique au probléme de la corde (ouverte ou fermée). C’est de cette fagon

2Dans ce qui suit, nous omettrons l'indice 0 associé & ces modes.
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F1G. 3.4 — Les feuilles d’univers des cordes fermées (a droite) dans 'espace
de Misner sont obtenues a partir des trajectoires des particules chargées dans
I'espace plat en préence d’un champ électrique constant (nous en avons sou-
ligné I’analogie formelle a la sous-section 2.9.7). Les cordes courtes (en vert),
respectivement longues (en bleu), correspondent aux particules chargées qui

franchissent, respectivement ne franchissent pas, ’horizon.

qu’émerge I'image d’oscillateur harmonique inversé : la trajectoire de la par-
ticule chargée sous 'effet du champ électrique peut étre ramenée & un mouve-
ment unidimensionel avec un potentiel inversé (harmonique pour un champ
électrique uniforme et constant). Ainsi le spectre des états est un continuum
d’états de diffusion qui correspondent a des électrons et des positrons réflé-
chis par le champ électrique et dont le mélange par effet tunnel n’est autre
que la production de paires dans le vide. Pour adapter cette image aux cordes
twistées, il faut cependant projeter le spectre sur les états invariants sous le
boost. Pour cela, il est utile de considérer le probléme d’une particule char-
gée vue par un observateur accéléré dans ’espace de Minkowski, c¢’est-a-dire
un observateur statique dans l’espace de Rindler, car dans cet espace, j est
diagonalisé et la projection est alors plus facile a réaliser.

Les particules chargées dans I’espace de Rindler ont été étudiées dans [70]
et les résultats, appliqués au cas de la corde fermée dans [18]. Les trajectoires
classiques sont des hyperboles dans ’espace de Minkowski, décrites en termes
des coordonnées de Rindler (y = e”, n). Pour j fixé, le potentiel gouvernant

le mouvement radial s’écrit

V(y) (3.2.11)

5 —

M2N2 (M2 + 0% v L\’
= — =T
2v 2

v

en terme des parameétres de corde fermée. Contrairement au cas de la parti-

cule neutre ot nous avions un mur type Liouville (voir (3.2.6b)), le potentiel
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

n’est pas borné inférieurement quand r — oo. Pour j < M?/(2v), condition
qui peut étre vérifiée par les états twistés non tachyoniques de la corde fer-
mée, les régions asymptotiques r = 0 et r = 0o sont séparées par une barriére
de potentiel (voir figure 3.5. Les particules & droite (r — oo) de la barriére
correspondent a des électrons venant de ou retournant vers l'infini spatial de
Rindler, alors que pour j > 0 (respectivement pour j < 0), les particules a
gauche (r — 0) de la barriére correspondent a des positrons (respectivement
des électrons) émis ou absorbé par I'horizon de Rindler. L’effet tunnel décrit
ainsi & la fois la production de paires dans le champ électrique (j > 0) et
I’émission Hawking de particules chargées par I'horizon (j < 0).

Quant-au mouvement des particules chargées dans les régions de Milne,
il est gouverné, a j fixé, par le potentiel suivant

V(t) (3.2.12)

M2N2 (M40 v\’
R ( 2v * §t )
a comparer a celui correspondant aux particules neutres (états non twistés)
(3.2.6a). Le potentiel est maximal et négatif a t = 0, qui est & une distance
infinie dans la coordonnée x. Le mouvement classique couvre ainsi tout ’axe
temporel t € R.

Au niveau quantique, I'équation de Klein-Gordon dans les régions de
Rindler est équivalente a une équation de Schrédinger dans le potentiel
(3.2.11) pour une énergie nulle. Les solutions peuvent étre exprimées en terme
de fonctions de Whittaker M et W. Les modes in et out peuvent étre définis
dans chaque quadrant et prolongés analytiquement a travers les horizons. Par
exemple, dans la région (R) de Rindler, les modes entrants a 'infini spatial

=00 S()Ilt l"epl"ésen[és paI
’ 2

1

—(L —2—

2 2v /2
alors que les modes entrants & ’horizon de Rindler » = 0 sont représentés
par
U, .= eI TIW, ey (—ivr?)2) (3.2.14)
’ 27 )3
Les modes sortants peuvent étre obtenus simplement par conjugaison de

charge

ugut,R(r7 n) = [Vi]n,R(r7 -n)*, Vgut,R(T’ n) = [%%,R(ﬁ )" (3.2.15)
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

Les vides in et out sont reliés par des transformation de Bogolioubov non
triviales. Il y a donc une production de paires, dont les taux dans les régions
respectivement de Rindler et de Milne sont

| sinh 7] cosh |:7TM2/21/]

cosh [7?]\2/2/21/}

—mM?/2v

QR _ e—7rM2/2y

) QM-:e

)

| sinh 77|

(3.2.16)

j <0

FIG. 3.5 — A gauche : trajectoires classiques d’une particule chargée dans
I'espace de Misner (Rindler). j désigne 1'énergie de Rindler ou I'impulsion de

Milne et est mesurée en unités de M?/v. A droite : le potentiel gouvernant
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

le mouvement radial dans la région de Rindler droite (R), en fonction de la

coordonnée standard y = e’.

Revenons aux cordes twistées. La fonction d’onde des modes zéro aj, ag

est solution de la méme équation de Klein-Gordon que la particule chargée,
bien que seule la dépendance en r soit pertinente. L’interprétation des so-
lutions est par contre différent : au mouvement d’une particule & droite de
la barriére de potentiel dans la région (R) de Rindler correspond une corde
longue étirée de 'infini spatial de (R) & une distance radiale finie r et re-
pliée sur elle-méme vers I'infini. De méme, au mouvement d’une particule a
gauche de la barriére correspond une corde courte étirée de la singularité a
une distance radiale r_. Par effet tunnel, on passe d’'un type d’états a 'autre
par une évolution en distance radiale imaginaire r, évolution qui peut étre
vue semi-classiquement comme une bande euclidienne étirée entre r_ et r,.
Les fonctions d’onde dans les régions de Milne représentent simplement des
cordes courtes entrantes ou sortantes & l'infini passé, futur ou prés de la
singularité.

Le calcul de la production de paires de cordes nécessite en principe de
pouvoir définir des vides de seconde quantification, c’est-a-dire choisir une
base d’états d’énergie positive et d’états d’énergie négative. Pour les cordes
courtes dans les régions de Milne, il est possible de poser une définition claire,
mais pour les cordes longues, cela est plus délicat, étant donné qu’elles ont
une énergie de Rindler infinie et que cette définition dépend des conditions
au bord a l'infini » = oo. Cependant, comme une fonction d’onde globale
dans ’espace de Misner peut étre écrite comme un état appartenant au pro-
duit tensoriel des espaces des états des régions (L) et (R) de Rindler, ces
régions sont susceptibles de fournir la formulation la plus naturelle. Ainsi, la
dynamique de I’espace cosmologique entier serait décrit comme 1’état d’une
géométrie indépendante du temps, & ceci prés qu’elle comporte des boucles
temporelles. Quoi qu’il en soit, il n’est pas nécessaire de comprendre en dé-
tail la définition rigoureuse de la seconde quantification des modes zéro des
cordes twistés pour relier les composantes entrantes et sortantes des fonctions
d’onde et calculer la production de paires pour des conditions au bord fixées
a l'infini spatial de Rindler. En particulier, remarquons que le taux de pro-

duction Q). dans les régions de Milne est infini lorsque le moment cinétique
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

de boost j est nul. Ceci apparait comme une conséquence de la singularité.
Remarquons finalement que ces résultats peuvent étre obtenus en cal-
culant la partie imaginaire de 'amplitude du vide a une boucle. Nous ne

détaillerons pas cette approche qui sort du cadre de ce mémoire.

3.2.4 Amplitudes a trois cordes

Aprés avoir étudié les phénoménes physiques associés aux modes zéro de
la corde, nous utilisons le formalisme perturbatif pour calculer quelques am-
plitudes. Nous commencons par préciser ce que nous entendons par amplitude
a trois cordes. Sauf si nous précisons le contraire, un état est implicitement
le premier état du secteur, c’est-a-dire un état dont le nombre d’occupation
des oscillateurs a,, a,, n > 0 de la corde est nul. Dans la théorie de la corde
bosonique, il s’agit de 1’état tachyonique, c¢’est pourquoi nous utiliserons abu-
sivement la méme dénomination pour les états twistés (dont 1’énergie n’est
pas forcément négative). Nous appellerons amplitude a trois cordes les am-
plitudes comportant deux états twistés tachyoniques et un état non twisté,
notées (1|0 3) si I’état non twisté est tachyonique et (1| 7% |3) si I’état non
twisté est le premier état excité (correspondant au dilaton, a la métrique et au
champ antisymmétrique B). Les états 1 et 3 sont twistés et I’état non twisté
est désigné par 2 (on notera par exemple ko I'impulsion entrante de la corde
non twistée correspondante). Nous ne détaillerons pas le cas des amplitudes a
trois états twistés, obtenues par continuation analytique des amplitudes ob-
tenues dans une géométrie d’onde plane de Nappi-Witten et calculées dans le
formalisme d’un modéle WZW [42]. L’analogie formelle entre ’espace de Mis-
ner et cette géométrie, ainsi que les expressions des amplitudes, sont données
dans [24, 65]. Nous n’entrerons pas plus dans les détails pour ce calcul, car il
sort du cadre du travail effectué au cours de la thése. Nous ne parlerons pas
non plus des amplitudes a trois états non twistés, qui ne différent de 'am-
plitude a trois cordes libres dans I’espace plat que par un facteur d_;, 4,440
imposant la conservation du moment cinétique de boost.

Rappelons que 'ordre normal d'un opérateur de vertex non twisté dans
une amplitude ou les deux autres états sont twistés produit un facteur ¢ =
exp(—ky ky A) avec A(v) = (1 + iv) + (1 — iv) — 2(1). Nous avons ex-
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

posé les données qui permettent d’en donner une interprétation physique.
Comme ce facteur dépend de w = —v/[3, il ne peut pas étre éliminé par une
redéfinition des champs, twistés ou non. Il s’agit plutét du facteur de forme
acquis par les états non twistés en présence d'une corde twisté, a cause des
fluctuations quantiques de 1’état de plus basse énergie de cette derniére.

En effet la corde twistée polarise les états non twistés, qui forment alors
un nuage de taille moyenne /A(v). Le comportement a grand twist de A(v)

est logarithmique

23
A(v) =~ 2logr — 20 +0(v™?) (3.2.17)

ce qui peut étre considérée comme la version T-duale de la croissance de

Regge. Ce facteur évoque également un produit non commutatif, comme cela

peut étre vu plus clairement sur ’expression de 'amplitude a trois cordes.
L’amplitude Ag entre deux états twistés et un état non twisté tachyonique

s’écrit alors, avec les conventions données a la sous-section 2.12.3
Ay = e k2 8(1]eXo() X0 (D) X>0(1)|3) (3.2.18)

otl, comme dans la sous-section 2.11.2, nous avons sous-entendu iky et 'ex-
pression compléte de 'opérateur de vertex pour 1'état non twisté (2.11.14).
L’amplitude se décompose ainsi en une valeur moyenne d’une expression
ne comportant que des modes excités de la corde non twistée et en une
valeur moyenne d’une expression ne comportant que des modes zéro. La
valeur moyenne pour les modes excités est triviale : elle vaut 1. Pour écrire la
valeur moyenne pour les modes zéros, que nous noterons également Ay, il faut
choisir une représentation pour ces modes. Si I'on choisit la représentation
dans lespace réel ou représentation x pour faire court, les opérateurs ot et
a* se mettent sous la forme donnée par (2.9.37). On obtient alors, en notant

que Xo(1) s’écrit —iky = — iky a™,
Aok k3 ) = 64y tiatis0 0 (i ki)
ek ka AW) /d:c*dxff (zt, 27 )e *2 v~k m g (0 27) (3.2.19)
dans 'espace des impulsions ou encore

‘Ao(x;’ .T;) = 5*j1+j2+j370 4 (Z?:lkzl) eA(V)a+a_ ff(.%;r, x;)fiS(x;rv .T;)
(3.2.20)
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

avec 0y = 8—32{ et oll 0_j,1j,+j50 provient de l'intégrale sur vq, le para-
métre entrant dans la définition de l'opérateur de vertex intégré. Le fac-
teur eA9+9- f* fo peut étre considéré comme un produit non commutatif et
constituerait ainsi le pendant de la non-commutativité de 2+ et £~ pour une
corde ouverte dans un champ électrique (2.9.30b).

Les fonctions f; 3 doivent étre remplacées par les fonctions d’ondes pour
les états twistés. On peut a priori étendre I'expession (3.2.19) ou (3.2.20)
pour des fonctions d’onde d’états hors couche de masse, bien que la per-
tinence physique du résultat ne soit pas garantie. Par la suite, le facteur
0 j1+ja+js,00 (Zlekll) sera parfois sous-entendu.

Pour obtenir plus facilement un résultat explicite pour ces amplitudes
a trois cordes, il est plus pratique d’utiliser une autre représentation des
modes zéro : la représentation de mode ou représentation «, &. Pour cela,
nous diagonalisons la moitié des modes zéro (et nous confondons opérateur et
valeur propre). Les fonctions d’onde entrantes sont des fonctions f;,(at,a™)
de at € R et de &~ € R°. Les états courts correspondent a €& = +1 tandis
que les états longs, a e = —1. Les opérateurs o~ et @' agissent sur f;, de
la fagon suivante

Q” =0y , A = ivds- (3.2.21)

De méme les fonctions d’onde sortantes sont des fonctions de o~ et de at

four(a™,a™). Les opérateurs a™ et &~ agissent sur f,,, de la fagon suivante

ot = —ivd,- , & = —ivdsr (3.2.22)

Les fonctions d’onde sur la couche de masse s’écrivent

M2 1 M2 _1
fin(at,&7) = Nj (ea™)> 2 (ga7) > 2 (3.2.23a)
2 4 2 1
fout(a™,a%) = Ny (e a—)*%*i (gaﬁ)*%vﬁ (3.2.23b)

Nous avons volontairement omis de distinguer € et & entre les états entrants
et sortants car nous calculerons des amplitudes ot ils sont identiques pour
les deux états, par souci de simplicité. a partir du produit scalaire dans la

représentation x

(filf2) = /dx+d:p_ fi@t z7) fola™,27) (3.2.24)
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

on détermine le produit scalaire entre les états in et out dans la représentation

a, a

i

(il fo)in = / di*da~datda f(@*, am) e (0T ) £t 6)
(3.2.25)
Pour les expressions des normalisations N;, et N,,;, nous invitons le lecteur a
se reporter a [24]. La partie de modes zéro de 'amplitude (3.2.18) peut s’écrire
comme le produit des valeurs moyennes pour la partie de mode gauche et celle

de mode droit

k ks . _ I _ P o4
Qi”2 out<M1|e+%k;_a 6_%% a+|M3>in 0ut<]\41|e+%k2 a""e—%k;a |M3>m

(3.2.26)

avec un facteur supplémentaire (le premier) qui provient de l'utilisation de

0 _
Ag=e

la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Dans cette expression nous avons
anticipé le fait que les fonctions d’onde sur la couche de masse [ respec-
tivement fi", s’écrivent comme le produit d’une fonction de o~ caractérisée
par M, respectivement de ot caractérisée par Ms, et d’'une fonction de &
caractérisée par M, respectivement de &~ caractérisée par Ms, comme on
peut le constater sur les expressions (3.2.23a) et (3.2.23b). Il faut finalement

calculer les intégrales suivantes

Ag = eké:—f; /dOZ+dOz_ (a—) ]2%3*% e%(oﬁa—fk;a'“rk;a—) (Oé+) o f%

/dddd+ (&Jr)%l—% 6%(d+d*+k;d+fk2+5f) (df)QTU—%

En intégrant d’abord sur at et &~ par exemple, on obtient deux intégrales
de la forme

/ dtt* (14 )7 e = T'(a) U(a, b; 2) (3.2.28)
0

ou U est la fonction hypergéométrique confluente de Tricomi (voir 'appendice

A). On obtient alors pour 'amplitude A, le résultat suivant

3 — kT A v
‘AO = 5—j1+j2+j3,0 0 (Zz:lkj) € haky A0)

. +1.- +7.—
BV () U (it o (i) (32,29
( 2) 2 nua v 7,ua ( )

v
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

Les fluctuations des modes zéro et excités produisent une non-localité carac-

térisée par
A(v) =Av) — == Y(iv) + (1 —iv) — 2¢(1) (3.2.30)

Les parameétres'® des fonctions U sont

NI (L,
MQ_MQ MQ_MQ e
M:1+ 3' 1 /]:1+ 3' 1
2iv 2iv

Nous considérons a présent A;, 'amplitude entre deux états twistés ta-
chyonique et un état non twisté de masse nulle. Nous définissons une ampli-

tude A" correspondant a la polarisation €, de I’état non twisté
A = e A (3.2.32)

et qui s’écrit

A = ot (A (D] fo)in (3.2.33)
ou lexpression de V" est donnée par (2.11.34) et correspond & un état d’im-
pulsion k.

Nous nous concentrerons sur les amplitudes A5, Aij et A e=+ =+
de fagon indépendante; i et j sont des indices correspondant a des directions
transverses au cone de lumiére . Les amplitudes A% sont obtenues comme le
produit de 'amplitude 3.2.29 et de 'amplitude 2.12.6 avec les exposants 7.

Considérons tout d’abord A5°. Cette amplitude s’écrit
— _ + — v ’7
is =0 (Zf:lkzl) e ke AC )in<f1|le;|f3>out (3'2'34>
ou
e _ | ~E | =18 _1 &\ —iky Xg —iki X5 € i LE 1 e
T, = | a +éivk, 2]{:2 e aof —eivks + 2k‘2 (3.2.35)

Les termes ivky provient de 'ordre normal des modes excités, alors que les
termes %kg apparaissent lorsqu’on fait commuter les modes zéro avec 'ex-

ponentielle en position centrale. Notons qu’ici la position des modes zéro

13Le paramétre p ne doit pas étre confondu avec la masse de cone de lumiére f.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

convient a la représentation x, ou les opérateurs a et & sont représentés par
les différentielles covariantes (2.9.37). L’amplitude, dans 'espace des posi-

tions, s’écrit alors

Aig(l‘;’ l‘;) = 5*j1+]'2+j3,05 (Zf:lkzl)

— 1 = 1
eAW)010- (Va — &ivd= + 588) (Vs + v, — 585) fl*fg (3236)

On peut également adopter la représentation de mode, qui permet d’obtenir
des expressions en terme de fonctions hypergéométriques U. Dans ce cas,

I'ordre des modes zéro est différent selon les signes de ¢ et &
++ —__ N T +. 1 LNt
T =t(a" — 5(1 —2iv)ky 1) E o’ + 5(1 — 2iv)ky .1 (3.2.37)
1 ~ 1
T =t& (& + 5(1 — 2iu)k2.1) (oﬁ + 5(1 — 2iu)k2+.1) (3.2.38)
1 ~ 1
T =t (&* — 5(1 — 2@'1/)]{3.1) (04 — 5(1 — 2iy)k2.1> & (3.2.39)
__ _ 1 N 1 N
T =t (04 — 5(1 — 2iv)k, .1> & (04 + 5(1 — 2iv)k, .1> (3.2.40)

oil 1 et 1 représentent 'opérateur identité (le nombre 1) et servent a distinguer
la partie holomorphe 1 et la partie antiholomorphe 1 et £ = e~ %2 Xq —iky Xq |
On peut construire l'expression pour l'amplitude en suivant les régles

suivantes

1. retirer 'exponentielle en position centrale

2. remplacer les opérateurs at, a*, 1 et 1 par une fonction appropriée

1 par (k) U\ . Sk hy)

o par ()P UN+ 1, p+1, Lk ky)

o~ par (k3)* 22U\ p— 1,2k ky)

L par (ky)F U(X, i, £k k)

at par (ky )PUN =1, £k ky)

a~ par (ky )PFUN+ 1, i+ 1, Lk ky)

ol les paramétres des fonctions U sont définis comme précédemment
(3.2.31)
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3.2 Cordes fermées dans un orbifold de boost

3. ajouter aux impulsions un poids exponentiel pour reconstruire la forme
invariante de boost de l'opérateur de vertex : kf — ket et ajouter

un facteur e~%2"2 dans l’expression
4. ajouter un facteur e+t9v2 3 I'expression et intégrer sur v,

Ces deux derniéres étapes produisent le terme de conservation du moment
cinétique de boost d_;, 4,450, comme dans les amplitudes précédentes. Un
exemple d’amplitude peut étre trouvé dans [24]. Notons que ces régles sont
les mémes pour des amplitudes a plus de trois cordes, une fois déterminé
I’équivalent de T'.

Pour les amplitudes Aij , respectivement A%, il suffit d’appliquer les résul-
tats précédents a la partie holomorphe, respectivement antiholomorphe, de
I'amplitude et de multiplier par (k; — k3)*, respectivement (k; — k3)7, facteur

qui correspond & I’autre partie. Nous ne détaillerons pas plus cette situation.

3.2.5 Amplitudes a quatre cordes

Nous nous intéressons aux amplitudes comportant deux états twistés et
deux états non twistés dans le formalisme des opérateurs. Les techniques
présentées pour les amplitudes a trois cordes s’appliquent tout aussi bien

pour ces amplitudes. Nous obtenons le résultat suivant

(UTTGM) = 5-ssisisnad (D) [“dves [aas
1= o2hER | o2h8 bk 2 gy [_ (ki ky + ki k3) A(u)}
exp [kagre” (G(z; v) +G(z;—v) + %2“’) + ky ky €’ (G(z; —v)+G(z;v) + %zi”)}
(k3 + k;e’”z"”]u_l [ky + kge”,?“’]ﬁ_l U ()\,,u, EA(’U, z)) U (5\,/1, 121(1},2))
v v
(3.2.41)

ou (A, v, A, i) ont la méme expression (3.2.31) que pour les amplitudes a trois

cordes a condition de renuméroter la particule 3 en 4. Nous avons défini

A(v,2) = (ky +kye’z") (kg + kie "2") (3.2.42)
A(v,2) = (k3 + k3e'z) (ki + kie z™") (3.2.43)
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et

00 . .
Zner Zler

G(zv) =

= Fy(1+ww, 1:24 v 3.2.44
2t T in? V(1 +iv, 152 +iv; 2) ( )

La valeur moyenne dans (3.2.41) a été évaluée pour |z| < 1, mais le méme
résultat est valable lorsque |z| > 1 a cause des propriétés des fonctions hy-
pergeometriques (voir équation (A.2.2) dans I'appendice A).

Lorsque z — 0 'amplitude peut se mettre sous la forme

UTTAM) = 6ot (Cait) [ “avets o [azas

— 00

Lplopl pl_ N =) A
PR e [ (o + ) A0

(L7 ()7 (k) R (kg P 23V 2 (32.45)
ou nous avons utilisé le comportement asymptotique de U, donné par (A.1.9),
lorsque z — 0.

L’amplitude diverge lorsque j3 = j; a cause de la propagation de cordes
twistées avec un moment cinétique de boost nul dans le canal intermédiaire.
Ceci est similaire au probléme discuté dans 'article [16], ou les amplitudes de
diffusion a quatre cordes non twistées a l'ordre des arbres divergent & cause

d’un abondant échange de gravitons pres de la singularité.

3.2.6 Contre-réaction gravitationnelle

Il est impossible avec les techniques actuelles de calculer la contre-réaction
provoquée par la production quantique de particules et de cordes. Par contre,
la réponse linéaire des champs de corde fermée & la presence d'un condensat
classique de cordes twistées peut étre calculée dans le formalisme perturbatif.
Ajoutons a I'action de la feuille d’univers un condensat d’opérateurs de twist

marginaux

S>\ = /deU@X+8X_ + A_wV+w + )\+wV_w (3246)

w indique le secteur twisté mis en jeu. Ceci correspond a la déformation de
I’espace de Misner hors du point d’orbifold. Cette déformation est marginale
a l'ordre dominant, mais elle induit une fonction & un point non nulle pour

les champs non twistés

(e®XY\ ~ XA (w|e®X | —w) | (3.2.47)
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3.3 S-brane et ajustement fin des conditions initiales

qui doit étre annulée en ajoutant & Sy un terme d’ordre \? faisant intervenir le
champ non twisté. Ce champ est précisément le champ dont la corde twistée
avec un opérateur de vertex Vi, est la source classique. D’autre part, cette
méme corde twistée est une source pour les états twistés dans les secteurs

multiples de w

<V72w>)\ ~ >\w)\w <U}|V,2w|’w> s (3248)

Grace aux expressions des amplitudes que nous avons données a la sous-
section 3.2.4, nous pouvons en principe calculer la contre-réaction gravita-
tionnelle (et celle liée aux autres champs) au premier ordre en \,, mais
nous n’avons pas entrepris ces calculs. Cette procédure permet dans le cas
de T'orbifold euclidien de régulariser une singularité conique de type ALE,
remplacée par un instanton gravitationnel de type Eguchi Hanson et dont la
géométrie est réguliére [85]. Nous n’avons pas répondu a la question de savoir
si cela fonctionne aussi pour la singularité de I'espace de Misner, mais des
avancées significatives ont été accomplies dans cette direction [75, 86]. Nous

en reparlerons au chapitre 4.

3.3 S-brane et ajustement fin des conditions
initiales
3.3.1 Le concept de S-brane

Nous terminons par notre étude de la S-brane de Dirichlet, configura-
tion dépendante du temps particulierement simple, mais pas aussi simple a
comprendre. Nous avons évoqué les problémes liés a l'existence de S-branes
émettant un champ R-R a la sous-section (2.13.2). Nous avons cherché au
travers de différentes approche de cerner mieux la nature de cet objet.

Il est nécessaire de préciser « S-brane de Dirichlet », car le mot S-brane
désigne plusieurs constructions assez différentes en théorie des cordes. Une
S-brane désigne de maniére générique un défaut topologique localisé sur une
hypersurface de genre espace. Cette définition est la contrepartie de la défi-
nition premiére des branes, qui sont localisées sur une hypersurface de genre

temps et qui ont été identifiées comme telle dans les différentes théories ef-
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

fectives de supergravité. Le terme « S-brane » a tendance a étre appliqué
a toute solution dépendante du temps, localisée & un instant donnée (bien
que cette localisation puisse étre étendue a un intervalle). Le lecteur peut se
référer a la revue [87] ou ces solutions sont examinées dans le contexte de
I'inflation.

Les S-branes sont 1'un des éléments utilisés pour construire des géométries
inflationnaires en théorie des cordes, de méme qu’une D-brane sert de source
pour les géométries anti de Sitter (noté AdS) [76]. Dans des géométries dé-
pendentes du temps plus générales, elles peuvent étre utilisées comme des
sondes [15] ou comme des surfaces de conditions initiales et/ou finales [88§].

En théorie des cordes, il existe principalement deux constructions de S-
brane. Tout d’abord, nous avons vu dans le chapitre précédent (section 2.10.3)

t!'4 est obtenue en imposant des conditions au bord

que la S-brane de Dirichle
de Dirichlet & la coordonnée X° des cordes ouvertes. Ensuite, il est possible de
construire une S-brane sur une D-brane instable. L’évolution d’une D-brane
instable est décrite par adjonction d’un terme de bord tachyonique a I’action
de corde ouverte. Ce terme correspond & un potentiel en forme de cloche sur
lequel le tachyon de la corde ouverte « roule » depuis ou vers le vide de corde
fermée (voir [89] pour une revue du sujet). Une S-brane dans ce contexte est
une solution de type kink!® temporel sur la D-brane instable. Les deux types
de S-branes ne sont pas complétement étrangers 'un a I’autre : dans certains
cas, on peut voir une S-brane sur une D-brane instable comme un réseau de
S-branes de Dirichlet en temps imaginaire [90].

Nous avons vu & la section 2.13 que les S-branes de Dirichlet émettant
un champ R-R et un champ NS-NS réels n’existaient pas en théorie de type
IT. 11 est donc utile d’évaluer la « stabilité spatiale » des S-branes existantes
(qui n’émettent qu’un champ NS-NS), de méme qu’on évalue la stabilité
temporelle des D-branes en calculant notamment le taux de désintégration
d’une paire de D-brane. L’équivalent du taux de désintégration peut étre
calculé pour une S-brane de Dirichlet et nous exposerons cela a la sous-
section 3.3.3. Nous commencons par exposer le lien entre une configuration

de S-brane et une configuration de champ électrique et les enseignements

1Elle a été étudiée en premier par les auteurs de [62].
15Nous conservons le terme anglais.
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3.3 S-brane et ajustement fin des conditions initiales

qu’il nous permet de tirer.

3.3.2 S-brane et champ électrique surcritique

D’aprés la définition premiere que nous avons donnée des S-branes, on
voit que le terme S-brane de Dirichlet s’applique a toute condition au bord

de forme
O-(X'—vX%) =0, 9,(X°—0vX") =0 (3.3.1)

ot X! est une coordonnée spatiale arbitraire et [v| > 1. Pour |v| < 1, nous
avons a faire a une D-brane et pour |v| = 1 il s’agit d’une brane extrémale,
c’est-a-dire une D-brane de genre lumiére. Une D-brane immobile est obtenue
en posant |v| = 0 tandis qu'une S-brane fixée a un instant précis correspond
a |v| — oo. Nous considérons seulement le cas de la S-brane |v| > 1. Les
conditions au bord correspond a la configuration obtenue par T-dualité sur

la coordonnée X' s’écrivent
0y X' — 00, X° =0, 0,X°—0v0, X' =0 (3.3.2)

ce qui, comme on peut le vérifier en se reportant a 1’équation (2.6.16), cor-
respond & un champ électrique surcritique'® Fy, = v, constant et uniforme,
défini sur la surface d'univers d’une D-brane dans les directions X%, X*'. Rap-
pelons que par T-dualité sur la coordonnée temporelle X°, on obtiendrait une
configuration avec un champ électrique sous-critique Fy, = % mais de théorie
IT* [76], théorie qui reste mal comprise.

Un tel champ électrique surcritique surmonte la tension des cordes ou-
vertes qui sont étirées jusqu’a atteindre une longueur infinie. Lorsque |v]| —
00, la configuration de feuille d’univers qui décrit ce processus est définie par,

dans ’approximation de corde rigide,

X' =24 wo (3.3.3)

1
X'=a2'+ FuT (3.3.4)
X+ =2dp*r (3.3.5)

161,’action de Born-Infeld (2.10.3), schématiquement v/1 — F2, impose a priori la valeur
limite 1 (un facteur 2ma’ est inclus dans F') a lintensité du champ électrique F'. Par

ailleurs, des configurations de champs surcritiques ont été récemment étudiées dans [91].
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

Nous avons supposé que les deux extremités des cordes ouvertes obéissaient

aux mémes conditions au bord. Les conditions de Virasoro imposent

F2

1
y 929
vement 0, en théorie de supercordes dans le secteur de Neveu-Schwarz, res-

ou a est la constante d’ordre normal (1 en théorie bosonique respecti-
pectivement de Ramond). Si I'on ajoute les fluctuations a la configuration
rigide décrite par (3.3.5), la feuille d’univers peut étre vue comme un proces-
sus de nucléation de dipoles qui s’étirent et forment rapidement une corde
de longueur infinie (voir figure 3.5). Ce processus décharge les plaques du
condensateur qui produit le champ électrique et rameéne celui-ci & une valeur
critique ou sous-critique. Dans la configuration T-duale, on imagine alors que
la S-brane est courbée de facon & former une brane extrémale ou méme des

paires D-brane, anti-D-brane & partir d’'une certaine distance.

F1G. 3.5 — La feuille d’univers dans l'approximation rigide est délimitée par
les lignes en pointillés tandis que sans approximation elle est délimitée par
les lignes continues. Si nous suivons les points de la feuiles d’univers a X
constant lorsque X augmente, nous constatons I’apparition de dipoles com-
portant deux charges ey (nous considérons le bord inférieur de la feuille d’uni-
vers). Ces dipodles coalescent rapidement pour former une corde de longueur

« infinie », qui décharge le condensateur.

Ainsi I'image de contre-réaction électrique par création de paires suggére
une contre-réaction gravitationnelle induite par la S-brane, ce que nous pou-

vons examiner en calculant la fonction de partition a une boucle.
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3.3.3 Amplitude du vide a une boucle, longueur de cor-

rélation de S-brane

Précisons un peu la signification physique de la fonction de partition.
Pour deux D-branes statiques, 'amplitude du vide & une boucle est égale a
I’énergie d’interaction entre les deux D-branes, multipliée par un facteur infini
correspondant a la durée infinie de 'interaction. En effet, si I’on considére
I’amplitude comme 'amplitude & 'ordre des arbres pour des cordes fermées

se propageant entre les deux D-branes, celle-ci s’écrit schématiquement
Z= % / dPx dPy Jy(2)Gr(z — y)Jo(y) = T Eiy (3.3.7)
ou G est le propagateur de Feynman,
J (2%, 2%) = qid(a' —2) . Ty = gud(a’ — xb) (3.3.8)

sont les sources représentants les D-branes au repos et Fy,. est 'énergie d’in-
teraction. Ce résultat en terme d’énergie d’interaction se justifie en quan-
tifiant le long de la direction temporelle 2°. Si 'amplitude, et donc cette
énergie d’interaction, a une partie imaginaire non nulle, I’état de paire de
D-branes a une durée de vie finie : le taux de désintégration est de 'ordre
de 1/Im E;[J]. Ceci a été appliqué pour calculer le taux de désintégration
des D-branes instables dans [92, 93|. La méme inteprétation est valable pour
les S-branes & condition de considérer 'amplitude comme le résultat d’une
quantification le long d'une direction spatiale commune aux deux S-branes,
2! pour la définir. Alors 'amplitude du vide & une boucle correspond au pro-
duit entre une longueur infinie d’interaction L et une impulsion d’interaction

le long de x!, due aux échanges de cordes fermées entre les deux S-branes.
Z = LPy (3.3.9)

Si I'impulsion d’interaction présente une partie imaginaire non nulle, cela est
interprété comme une « désintégration » au cours d’'une évolution « tempo-
relle » selon z!, aprés une distance caractéristique 1/ Im Py [.J]. Nous revien-
drons sur cette interprétation aprés le calcul.

Nous considérons deux S-branes de Dirichlet, fixées a des instants res-

pectivement xg et 29 ainsi qu’a des positions respectivement xy et x7. Nous
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

rappelons que A est la séparation entre les S-branes et nous supposerons

qu’elle est de genre temps.
A? = (20 — 25)? — (2% — z})? (3.3.10)

En appliquant 'expression (2.9.13) a notre configuration de S-branes, nous
pouvons écrire la relation de couche de masse suivante

A2 a— N

47‘(‘2 a/2 + o

P = (3.3.11)
ou k désigne les directions paralléles a la S-brane et a la constante d’ordre
normal (a = 1 dans le secteur NS et a = 0 dans le secteur R). Nous constatons
qu’il existe une infinité d’états tachyoniques et seulement un nombre fini
d’états physiques (car nous avons supposé que A? > 0). L’interprétation de
ces états tachyoniques n’est pas claire, mais nous pouvons en voir l'effet sur
I’amplitude du vide.

La seule différence entre 'amplitude pour les S-branes et celle pour les
D-branes se trouve dans la partie concernant les modes zéro. En effet, dans

le canal de corde ouverte,

1 *dt [ drt! : :
Z = 5\@“/ 7/(2 )ffl ¢~ t2ma'pp =A%/ (ma)] Zx (3.3.12)
0 m
ol

e IO (L ) + g I (L g

[ (1 —g*)®

avec ¢ = e~ ™. Le premier produit infini correspond & la fonction de partition

(3.3.13)

des modes excités des cordes ouvertes dans le secteur de Ramond, le second a
la fonction de partition des modes excités dans le secteur de Neveu-Schwarz
(les deux sont sans insertion de projecteur). Ces deux termes correspondent,
dans le canal de corde fermée a I’échange de cordes fermées dans le secteur
NS-NS uniquement. Dans le cas des D-branes émettant un champ R-R, il
existe un troisiéme terme, correspondant dans le canal de cordes ouvertes a
la fonction de partition des modes excités dans le secteur de Neveu-Schwarz et
dans le canal de cordes fermées a la fonction de partition des modes excités
dans le secteur R-R, mais comme nous avons vu qu’il n’existait pas de S-

branes émettant de champ R-R en théorie de type II, du moins dans le
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3.3 S-brane et ajustement fin des conditions initiales

cadre du formalisme perturbatif, ce terme n’est pas présent dans ’expression
(3.3.12). L’identité abstruse de Jacobi permet de remplacer les deux termes
de produits infinits par le terme du secteur R-R dont 'expression est plus
simple, ce qui nous facilitera I’étude ultérieure. Ainsi, 'amplitude s’écrit pour

deux Sp-brane

/ dt/ dp+1pk tl2ra’pi—A2/(2ma’)] 71Hn 1( 2n 1)8 )

[0 -
(3.3.14)

Malgré les apparences, le secteur R-R est bien absent !

Une différence avec I'amplitude pour les D-branes mérite d’étre relevée :
I'intégrale sur les impulsions p; correspondant aux directions du volume
d’univers de la S-brane est convergente sans qu’on ait besoin de faire une
continuation analytique. D’autre part, et il s’agit maintenant d’un point com-
mun, nous avons une divergence ultraviolette quand ¢ — 0, qui correspond a
I’échange d’états de masse nulle de corde fermée.

Point crucial, il existe des divergences infrarouges qui s’aggravent lorsque
la séparation A augmente. Ces divergences ont en réalité un sens physique
bien précis qui est mis en évidence par la régularisation préconisée dans [94].
En effet, elles correspondent en fait & une partie imaginaire non nulle pour

I’amplitude des S-branes

p+1

n* AQ =
Im Z Z an (27?20/ - n) (3.3.15)

. . N 2 . .
ou n* est la partie entiére de ﬁ et a,, sont les coefficients de Fourier de la

forme modulaire suivante

193 — (1 — q2n 1 —nt
7z q H = Z anq" (g=e) (3.3.16)
n=1 n=-—1

Ces coefficients sont donnés par la formule de Rademacher (nous invitons le

lecteur a se référer a [95] et aux références qui y sont données). En tronquant

17

la somme de Kloosterman au premier terme nous obtenons'’ une trés bonne

1"Le facteur (—1)"*! provient justement de ce premier terme de la somme de Klooster-

main.
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3 Effets physiques produits par les configurations dépendantes du temps

approximation
an = m(=1)"Tn %2, (2my/n) ~ (—1)Hip /A g2mvn (3.3.17)

Notons en particulier que la série des a,, est alternée. Le comportement de
croissance exponentielle de ces coefficients, appelée croissance de Hagedorn,

permet d’approximer la série de (3.3.15) par le dernier terme non nul

/

Im Z| ~ A2 AV (3.3.18)

Le comportement détaillé de la somme en tant que fonction de A, notamment

ses oscillations est illustré dans la figure 3.6.

Log Abs ImA

ImA
600
500 2x10%
400 1x10%
300 |
200
-1x10%
100
ol -2x10%
20 0 60 80 100 a

FIG. 3.6 - A gauche : log|Im Z| (en rouge) en fonction de A. La courbe ne peut
étre distinguée de son approximation (3.3.18) (en noir), mais ne reproduit
pas les oscillations. A droite : nous avons grossi I'intervalle A € [10, 11] pour
mettre en évidence ces oscillations. Nous avons choisi p = 2 et o/ = % pour

les deux courbes.

Lorsque #220/ est entier, le dernier terme de la somme s’annule et la somme
est dominé par 'avant-dernier terme, dont le signe dépend de la parité de
n*. Ceci permet de conclure que 'amplitude s’annule une infinité de fois,
ce qui correspond a des paires de S-branes d’extension spatiale infinie qui
peuvent se former pour des séparations temporelle dont la valeur est fixée tres
précisement. Toutefois, en général, la longueur de corrélation est de l'ordre
de Véchelle de corde v

La conclusion que nous avons tirée dans notre article [63] visait & mettre

en évidence le caractére hautement ajusté des configurations de S-brane et a
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rejeter ces configurations comme des candidats génériques a des géométries
dépendentes du temps. Malgré ce caractére d’exception, nous pouvons lire ce
résultat d’une maniére perpendiculaire. Les valeurs de A ou la partie imagi-
naire de Z s’annule, que nous noterons A,, donnent la séparation temporelle
entre deux S-branes d’extension infinie. Nous pouvons ainsi dire que si une
S-brane « stable », c’est-a-dire d’extension spatiale infinie, apparait a l'ins-
tant t, alors une seconde S-brane « stable » apparaitra & I'un des instants
t+ A,
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CHAPITRE 4

Perspectives

4.1 Résumé des résultats

L’étude de la configuration de champs quadratiques extrémaux a fait

apparaitre plusieurs phénoménes.

— Il existe une valeur critique du gradient a partir de laquelle se déve-
loppe une instabilité. Les cordes ouvertes deviennent macroscopiques
car leur tension est compensée par les champs. Elles s’étirent alors
jusqu’a atteindre le condensateur qui crée le champ quadrupolaire et
le déchargent. Ce phéomeéne est I’équivalent non relativiste du champ
critique en électrodynamique de Born-Infeld

— La configuration est instable mais il est possible de la stabiliser en
ajoutant un champ magnétique constant (ou en modulant de maniére
paramétrique le gradient des champs quadrupolaires). L’instabilité due
au gradient critique n’est pas modifiée par cette stabilisation.

Nous avons par ailleurs eu 'occasion de vérifier la dualité de feuille d’univers
dans une configuration non triviale et pu calculer, moyennant certaines ap-
proximation, les effets de la dépendance en temps, notamment la production
de modes. Nous avons enfin mis en évidence la contre-réaction de la corde
sur le potentiel du champ quadrupolaire.

L’espace de Misner nous a fourni un cas d’école de singularité cosmo-

logique tout en nous permettant d’utiliser le formalisme perturbatif. Dans

le cadre de cette thése, en nous appuyant sur I'étude de la quantification
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[17] et des modes twistés [18], nous avons étudié les amplitudes a l'ordre des
arbres a trois ou quatre points. Nous avons réussi a calculer les amplitudes
faisant intervenir deux états twistés en utilisant le formalisme d’opérateur.
Pour cela, il a fallu adapter la définition de I'ordre normal des opérateurs
de vertex, ce qui a mis en évidence un étalement des flucuations quantiques
des modes excités sur une distance A(v). Cette distance croit comme log v
lorsque v tend vers l'infini et peut ainsi étre arbitrairement grande. Cet effet
est qualitativement similaire & la géométrie non-commutative.

Le calcul des amplitudes a quatre points permet de mettre en évidence
des divergences provoquées par la propagation de cordes twistées avec un
moment cinétique de boost nul dans le canal intermédiaire, similaire & ce
qui a été constaté dans [16] pour les gravitons. Les amplitudes a trois points
permettent d’envisager le calcul perturbatif de la contre-réaction gravitation-
nelle, ce que nous laissons pour un travail futur.

Enfin, nous nous sommes intéressés a la S-brane de Dirichlet. Aprés avoir
montré en détail qu'une S-brane émettant un champ R-R réel n’existait pas
en théorie de type II, nous avons étudié les propriétés de « stabilité » des
S-branes « instables ». Nous avons mis en évidence un comportement trés
particulier dii aux divergences infrarouges de l'amplitude & une boucle de
cordes ouvertes tendues entre deux S-branes. En effet, pour certaines valeurs
bien précises de la séparation entre les deux S-branes, le systéme possede
une extension spatiale infinie. Ceci permet d’une part de conclure que ces
configurations correspondent a un ajustement infini des conditions initiales
et d’autre part de prédire ’ensemble des dates auxquelles une S-brane d’ex-
tension spatiale infinie peut apparaitre si une premiére S-brane d’extension
infinie est déja apparue a un instant donné (ou inversement, les dates de
premiére apparition d’une S-brane infinie sachant qu’une seconde apparaitra

a un instant donné).

4.2 Limites et espoirs du calcul perturbatif

Nous avons cherché & montrer tout au long de ce mémoire comment le
formalisme perturbatif pouvait étre exploité pour faire des calculs précis d’ob-

servables intéressantes dans des configurations dépendantes du temps. Il ap-
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parait cependant que la complexité formelle de certains résultats limite la
possibilité de tirer des conclusions physiques voire ne permet pas de saisir le
comportement de certaines configurations.

Toutefois, cet écueil est dit moins & une faiblesse inhérente a cette ap-
proche qu’a la difficulté de mener les calculs et d’explorer 1’ensemble des
pistes possibles. Nous souhaiterons clore ce mémoire en illustrant ce propos.
En étudiant I'espace de Misner, nous avions espoir que le calcul des am-
plitudes nous permette de préduire le destin de la singularité, notamment
par le calcul perturbatif de la contre-réaction gravitationnelle. Les articles
|75, 86|, s’appuyant notamment sur les travaux précédents [17, 18, 24| et
dans la méme démarche, ont pu, a partir de I’étude des cordes ouvertes et
des D-branes dans ’espace de Misner, sonder la condensation du tachyon de
corde fermée a l'aide de D-instantons et construire un modéle effectif. Ils ont
ainsi montré qu’aprés la condensation, 3 avait diminué, « élargissant » ainsi
I’espace de Misner. Bien que I'analyse faite & partir des D-instantons ne soit
valable que sur une distance de I'ordre de la longueur de la corde, ce résultat
est trés encourageant et apporte un premier élément de réponse quant-au

destin de la singularité.
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ANNEXE A
Définitions et formules utiles

Nous réunissons ici les définitions et relations qui nous ont été utiles
au cours de nos calculs et qui ne sont pas souvent utilisées dans d’autres
contextes. Ainsi, nous n’aborderons pas les fonctions modulaires, dont les

propriétés utiles sont par exemple données dans I"appendice de [77].

A.1 La fonction hypergéométrique U et les fonc-
tions de Whittaker M et W

A.1.1 Définition des fonctions

Nous nous inspirons de la présentation faite dans [96] et nous en adoptons
les conventions. Il y a quatre fonctions appelées fonctions hypergéométrique
confluente : la fonction de Kummer 1 Fj, sa fonction associée U et les deux
fonctions de Whittaker My ,,(x) et Wi (x). La fonction 1 Fi(a,b,z) est la
solution la plus simple de I’équation de Kummer, un cas particulier d’équation

différentielle hypergéométrique généralisée,
zy" +(b—1x)y —ay=0 (A.1.1)

ot y est une fonction de x, ¥’ et y” ses dérivées premiére et seconde, a et b

des constantes. La solution | Fi(a, b, x) est définie par la série entiére suivante,
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lorsque b ¢ {0,—1,-2,...}

[e.e]

1F1 (l bl’ =
n=0

(a)px™

oY (A.1.2)

ou la notation (a), désigne a(a+1)...(a+n—1).

La fonction hypergéométrique confluente de Tricomi U est une autre so-

lution de I’équation (A.1.1) définie par

I'(1-05)
'l4+a—-0)

r'(b—1
—L——%P%ﬂ@+a—a2—a@

I'(a)
(A.1.3)

U est une fonction multivaluée de x, la branche principale est choisie comme

Ula,b,x) = 1Fi(a,b,x) +

étant celle qui se trouve dans le plan complexe de = coupé le long la partie
négative de I’axe réel. Notons également que U est définie pour b nul ou entier

négatif, par exemple a l’aide de I'expression suivante,

F l—bF 1 . 2_
U(a,,b’l‘): T ( 1 1(0/767.1') T 1 1( +a, b, b’x))

sin(7wb) \I'(1 4+ a — b)I'(b) [(a)T'(2 - 10)
(A.1.4)
Les fonctions de Whittaker peuvent étre définies par les expressions sui-
vantes
1 1 ]_
My () :ﬁ*me’ixlﬂ(a+m—k,1+2m,x) (A.1.5a)
1
Wmex):aé+me—%1m2-%nl k14 2m, ) (A.1.5b)

A.1.2 Relations utiles concernant U

La fonction U admet la représentation intégrale suivante

1 o0
Ula,b,z) = —/ e " (1 4-t)meat (A.1.6)
I'(a) Jo
avec Rea > 0 et Rex > 0. Dans nos calculs, la condition sur a est satisfaite,
mais x € 1R . Il est possible néanmois de faire tourner le contour d’un angle

¢ et de prendre la limite ¢ — 0 :

o
1 xoe
Ula,b,x) = m/o e (1 )Pt (A.1.7)
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avec —% < ¢ +argr < 7.

Le premier théoréme de Kummer s’écrit pour U
Ula,b,x) = 2" U1 +a—b,2—b,x) (A.1.8)
Enfin, le comportement asymptotique de U lorsque z est
Ula,b,x) ~az™ (A.1.9)

lorsque Rea > 0.

A.2 La fonction hypergéométrique - F;

La fonction o Fi(a, b; ¢; x) est une solution de 1’équation différentielle hy-
pergeométrique suivante, connue aussi sous le nom d’équation Fuchsienne de

type général,
t(1—2)y" +c+(1+a+dz]y —aby =0 (A.2.1)

Nous avons adopté les mémes notations que dans la Section précédente A.1
Parmi les relations de transformation principales, nous mentionnons celle-

ci
['(b—a)l(c)
L'G)(c—a)

—l—%( x)7b2F1 (b,b—c—l—l;b_a‘i‘l;%) (A.2.2)

1
oFy(a,b;c;x) = (—x) "% F (a,a—c—i— 1;a—b+1;—)
x

La fonction 9 F}(a, b; ¢; z) admet le développement en série entiére suivant

o F1(a,b;c; x) Z Z Jn x_' (A.2.3)
n=0 n )

En particulier, nous avons la relation suivante, qui intervient a plusieurs

reprises dans nos calculs,
0 Zn-l—iu Zl+i1/

G(zv) = = Fi(14+w,1;2 4+ v, A24

(2;0) Z‘;nﬂ_y T (i L2 v 2) (A.2.4)

ot la premiére égalité définit la notation G(z;v)
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Dans la limite ou z — 1, nous avons le comportement asymptotique

suivant
G(zv) = —log(l —2)+¢(1) —y(1 +iv) + O(z — 1) (A.2.5)

ou ¢ est la fonction digamma.

A.3 La fonction digamma v

La fonction digamma, notée v, est la dérivée logarithmique de la fonction
I', ou encore
1 dl'(x)
m dz

U(x) = (A.3.1)

En particulier, ¢/(1) est la constante d’Euler ~.

A.4 Relations utiles

A.4.1 Resommation de Poisson

Soit f(z) une fonction admettant une transformée de Fourier F[f](w)

définie par

FUw) = 5= [ degi@ye. (A1)

On a alors
> f@mm) =) Flfln) (A42)

En particulier pour f(z) = e**

Z e = Z d(a+n) (A.4.3)

nez ne”L

D’autres formules intéressantes peuvent étre obtenues en choisissant pour f

une gaussienne (voir [77], Appendix A).
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A.4.2 Une formule de trigonométrie hyperbolique
Nous mentionnons pour référence la formule de trigonométrie suivante

1+z
1—=z

(A.4.4)

arctanh(z) = 5 In
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Configurations dépendantes du temps dans le formalisme perturbatif de la théorie des cordes

Ce mémoire présente I’étude de trois configurations dépendantes du temps dans
le formalisme de premiére quantification de la corde. Tout I'intérét de ces configura-
tions réside dans le fait qu’on peut calculer perturbativement les observables comme
les fonctions de corrélations et s’en servir pour comprendre l'interaction entre la
géométrie dépendante du temps et la corde quantifiée. Aprés une présentation dans
le premier chapitre de la démarche qui a mené a cette étude, le formalisme per-
turbatif de premiére quantification est exposé de maniére détaillée dans un second
chapitre et les difficultés techniques soulevées par les configurations sont résolues.
Ensuite, dans un troisiéme chapitre, les phénoménes physiques mis en jeu dans ces
configurations sont expliqués, les calculs spécifiques & chacune d’entre elles, décrits
et les enseignements que nous pouvons en tirer, exposés. Enfin, un bref chapitre

conclut et ouvre les perspectives de ce travail de thése.

MOTS-CLES : théorie des cordes, perturbatif, dépendant du temps, singularité, de

genre espace, S-brane, champ électromagnétique, quadrupolaire

Time-dependent configuration in the perturbative formalism of string theory

In this thesis three time-dependent configurations are studied in the formalism
of first-quantized string. These configurations are interesting because pertubative
computation of correlation functions is possible and thus is a tool to understand the
interplay between the time-dependent geometry and the quantified string. In a first
chapter, we explain the reasons for studying these configurations. Then in a second
chapter we describe the perturbative formalism and explain how to solve technical
problem we encoutered. A third chapter is devoted to the physical description
of the phenomena involved in these configurations, to the specific computations
we made and to the insights we gained. Eventually, we conclude and give some

perspectives.

KEYWORDS: string theory, perturbative, time-dependent, singularity, space-like, S-

brane, electromagnetic field, quadrupolar



