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INTRODUCTION

Ce travail traite de 1'identification des systémes déter-
ministes linéaires instables. Le probléme nous a été posé de fagon for-
tuite au terme d'une étude expérimentale sur un prototype de la SNIAS
1'hydroptére H 880. I1 s'agissait d’estimer les paramétres de cet engin
afin de vérifier les calculs faits en bureau d'étude et d'améliorer le
pilote automatigue de ce systéme fortement instable. Cette étude qui
s'est conclue sans aboutir & des conclusions complétes, nous a permis
cependant de prendre conscience qu'il n'existait pas 3 cette époque

(1974} de bonne solution & ce probléme :

. la méthode du mod&le est inopérante pour ce genre de pro-
bleme étant donné les difficultés de simulation des systémes instables,

et le fait gu'on ne peut négliger le bruit sur les entrées ;

. la méthode des moindres carrés peut étre appliguée mais
dans des conditions trés restrictives : il faut que le systéme soit linéaire
stationnaire, que les paramétres & estimer soient les coefficients mémes
de la ?Dnction de transfert et que toutes les variables d'état soient
mesurées. Enfin, elle donne des résultats biaisés qui ne peuvent é&tre

corrigés que par la connaissance de covariances des bruits.

Or, dans le cas de 1'hydroptére, si le systéme est bien
linéaire stationnaire, les coefficients de la fonction de transfert
sont des fonctions complexes non bijectives des paramétres de la mécanique
du Vol qu'il fallait estimer et toutes les variables d'état ne sont pas

mesurées. .

. Enfin une méthode générale de maximum de vraisemblance
trés séduisante proposée par R.K, MEHRA semblait pouvoir gtre appliquée :
d'une part, elle traite de systemes assez généraux : linéaires mais non
forcément stationngires et paramétres quelconques. D'autre part, elle
conduit & remplacer la simulation du modele par le filtrage de Kalman
des données issues de 1'objet & identifier. Or ce filtrage jouit de

propriétés de stabilité numérigue sous des conditions assez peu restrictives.



Malheureusement, cette méthode suppose que 1'objet est un
processus stochastique, excit€ par une entrée aléatoire inconnue appelée
bruit de processus. Or, dans le cas de 1'hydroptére il semblait que la
source d’'incertitude venait plus de la mauvaise qualité des mesures sur
les entrées que d’un éventuel bruit de processus du type houle aléatoire,

rafale de vent, ezc.

C'est en discutant de cette guestion avec P. LEROUX que
1'idée nous est venue conjointement qu'en remplagant les bruits de
processus par des bruits de mesure sur les entrées, on devait parvenir

a une formulation assez voisine de celle de MEHRA.

Aprés avoir présenté au chapitre I les généralités sur 1'iden-
tification, c’est cette approche qui est développée au chapitre II.

Deux idées directrices ont été suivies dans ce développement

Premierement il nous a semblé important de ne pas se res-
treindre & présenter une simple méthode d'estimation de parametre,
mais plutdt une méthode compléte d'identification de systémes. On en-
tend par 1& une méthode permettant de formuler un modele {étape de
caractérisation), d’en estimer les paramétres de méme que leur domaine
d'incertitude (estimation) et d’éprouver la validité du modéle en fonc-
tion de connaissances sur les propriétés statistiques des bruits.{test
de caractérisation). C’est pourquoi, dans cette étude nous avons étendu
a cette méthode, les tests statistiques de caractérisation et de défi-
nition du domaine d'incertitude des param&tres tests classiques dans le
cas de la méthode du modéle, et sur lesquels nous avions travaillé
précedemment.

D'autre part, et contrairement & une tendance existant en
automatique, nous avons essayé afin de donner la portée la plus géné-
rale a cette méthode, de contraindre au minimum la nature du moddle
envisagé. La seule contrainte nécessaire & 1’application du filtrage
de Kalman est que le systéme soit linéaire & équation d'état. Il peut

ne pas 8tre stationnaire et les paramétres sont de type général.

S'agissant d'une méthode voisine de celle de Mehra, il

nous a semblé intéressant de proposer au chapitre III un parallele



entre ces deux méthodes. Les différences que 1'on peut noter sont les

suivantes :

- nous traitons de systémes déterministes alors que Mehra

traite de processus stochastiques.

- le filtrage de Kalman nous sert & résoudre un probleme
de commande optimal par programmation dynamigue, alors que pour

Mehra il s'agit d'expliciter la fonction de vraisemblance des données.
- enfin, les méthodes de test sont différentes.

De plus, face 3 la tendance générale en automatique de
proposer des modéles de type stochastique, il nous a paru important
de montrer que notre méthode qui traite de systémes déterministes pou-
vait trouver des terrains d'application. Nous décrivons sommairement une
6tude de moddlisation du cheptel bovin frangais qui nous semble étre le

type d’étude o0 la méthode peut s’appliquer.

La question étudiée au chapitre IV est celle de la qualité
de la méthode d'estimation proposée. Cette gualité ne pouvant se juger
gu'asymptotiquement nous avons étudié 1la convergenceDFBSQUBSGFB de la
méthode proposée. Cette question méritait d'8tre posée car contrairement au
cas habituel, le nombre d’inconnues de la fonction de vraisemblance croit

dans notre cas vers 1°infini en méme temps que le nombre de données.

Cette guestion, d’'autre part, se traite habituellement en
démontrant la convergence uniforme presque sdre du critére d*identifi-
cation lorsque le nombre de données tends vers 1'infini, et ce genre
de démonstration peut &tre délicat a établir. Par souci d'établir un
outil général qui resservira au chapitre V, nous montrons que 1'on peut
se coﬁtenter de convergences simples en utilisant le théoréme d'Egorof

classique en analyse.

Une difficulté qui se présente dans 1'application de la
méthode proposée est gu’elle nécessite la connaissance des covariances
des bruits d'entrée et de sortie, du moins & un coefficient proportion-

nel prés. S'agissant de bruits de mesure, on peut penser que dans la



plupart des cas, une analyse de la méthode de mesure et des expériences
appropriées peuvent fournir des estimations de ces covariances. Néanmoins
des cas peuvent se présenter ol cela n'est pas possible. Un probléme
analogue de régression non-linéaire nous a été posé par des biologistes
cherchant & estimer des paramétres de cinétique enzimatique par iden-
tification de données expérimentales & 1'aide de la loi de Michaelis-
Menten. Lorsqu’on leur posait la question des bruits, ils nous avouaient
que sans doute les deux variables mesurées étaient entachées d’erreurs
sans que l'on puisse préciser davantage le rapport des variances de

ces deux bruits. Ne connaissant pas de solution & ce probléme, nous leur
proposions alors des identifications obtenues en ne considérant de bruit
que sur une seudle des deux variables. Cela nous a conduit & étudier ce
probléeme d'estimation des paramétres et des variances des bruits pour
les deux modéles : régression non lingéaire et systéme dynamique linéaire,
au chapitre V. Une méthode semble-t-il originale de maximum de vraisem-
blance enrichi est proposée pour les résoudre et ses conditions de con-

vergence asymptotigue établies.

Enfin, nous avons complété ce travail par une étude en
simulation des méthodes proposées. Cette étude fait 1'objet du
chapitre VI. L'objet choisi est un systéme linéaire stationnaire mono
variable d'ordre 2, instable. Son identification est menée & bien par
la méthode du chapitre II lorsque le rapport des variances des bruits

est connu, par celle du chapitre V dans le cas contraire.

1|



I - IDENTIFICATION DES SYSTEMES ET ESTIMATION STATISTIQUE

I -1 - Généralités sur 1'identification

I1 ne s'agit pas ici de développer in extenso, l1'identifica-
tion qui est un vaste sujet ayant fait 1’objet de guelques ouvrages
de référence, par exemple Richalet, Rault et Pouliguen f131, mais d'en

esquisser simplement la trame.

On considére un objet inconnu O dont on mesure un certain

nombre N de couples d’entrées, sorties (Un, Sn] n =1, N (figure 1.1).

u" Sn
Figure 1.1

Les notations sont les suivantes

(x,) n =1, Nou plus simplement (% ) lorsque les bornes
sont sous-erntendues, désigne la séquence STROY cedXp On représen-

tera aussi cette séguence par le symbole Xﬁ.

Les systémes considérés sont en général temporels (S} est
observé postérieurement & Si si j > 1} et de type causal. Enfin les
entrées U et sorties S 4 1'instant courant n sont des variables vec-
torielles réelles. Ne désignera dans la suite la dimension du vecteur

d'entrée et Ns celle du vecteur de sortie.

Identifier ce systéme, c'est trouver un systeme M dit modele
de 0 qui, excité par la séquence d'entrées UT fournisse une séquence
de sorties S'? = (5; J suffisamment voisine de S?. Les étapes de cette

identification sont les suivantes.



I -1 -1 - Caractérisation

Il s'agit de trouver, & partir d’une analyse physique bio-
logique, économique, etc. du systéme O une formulation mathématique
gui paraisse convenir a la représentation de ce systéme. Cette repré-

sentation sera du type
, n
5 F ﬁ\( LA ! P)

Dans cette formulation, U:

tronquée & 1'instant n (hypothése de causalité).

représente la séquence d'entrées

P est un vecteur en général réel de dimension p qui représente

les inconnues du probléme. Ces inconnues peuvent &tre de deux types

- les paramétres proprement dits : ces paramétres ont pour
effet de ne pas figer & priori la représentation choisie et donc de

~

pouvoir 1l'ajuster, en les modifiant & la realité ;

- 1'état initial du systéme modéle, lorsqu'il s’agit de
systémes dynamiques. p étant fini on s'interdit par 13 de considérer

des modéles ayant une infinité de variables d'état.

Au cours de ces généralités, on ne distinguera pas paramétres
et états. Lorsque cette distinction sera nécessaire (chapitre II),
P deésignera les parametres (dimension p) et Xg 1'état initial (dimension No).

Le modele s'écrira alors :

5;. = Fn( U:;XOJP>

I -1-2 - Estimation des paramétres

Le modéle s'écrit donc 5; ] ?n(Li,')) et n'est donc pas
entiérement défiri puisque P est inconnu. Pour utiliser ce modéle,
il convient de déterminer une valeur P convenable, et, comme il s'agit
d'obtenir une anelogie de comportement entre les systémes 0 et M,
5 s'obtiendra en minimisant un critére (appelé improprement distance
objet-modéle) mesurant 1'écart entre ST et S'T. C'est donc une fonctian

D (P) gui pourra &tre du type



D(P) - “R"”‘““ %" €n (U’lh :P)H (distance de Tchebicheff)
e - f (PN
D(P)" Z ‘5,, F(Ua.P)H

ol le symbole I‘ ll représente une norme dans 1'espace vectoriel

B?N des sorties.

Afin de pouveir parler, en toute généralité de point minimum
P et de distance minimum D[P), on suppose fixée a priori un domaine Q?
de 1'espace paramétrique dans lequel on toleére les variations de P
et sur lequel se fera la minimisation de D(F). Ce domaine sera choisi
fermé, borné donc compact dans 1'espace paramétrique RY. Si de plus
on suppose D(P) continue en P sur E?, 1'existence et 1'upicité du mi-
nimum D{P} sera établie.

En revanche, le point 5 peut n'étre pas unique. Deux rai-

sons peuvent expliquer cela :

a) Le modéle n'est pas identifiable : c'est le cas lorsque

deux points de 1'espace paramétrique fournissent le méme modéle :
: N "p)= | Uy, P)
BP,PE@,Vui : Va FH(UHP)" n( 3
I1 faut en général éviter de proposer des modéles non
jdentifiables. C'est la raison des recherches de représentations mini-

males des systémes, par exemple pour les systémes linéaires stationnaires

multivariables, les formes canonigques observables [37.

b) Méme dans le cas de modéles identifiables, il peut n'y
avoir pas de minimum unique, si la séquence d'entrée UT ne sensibilise
pas.suffisamment les parametres. D ol les recherches sur la génération
d'entrées sensibilisantes sur un horizon fini {11, ou lorsgue 1'horizon
tend vers 1°infini ¢ entrées excitantes en permanence d'Astriom et

Bohlin (4].



Ces guestions concernent le probléme d'estimation ponctuelle.

Une fagon complémentaire de procéder consiste & fournir tout un domaine
autour de P contenant des mod@les voisins gqui peuvent aussi convenir

a la représentation de 1'objet. On parlera alors d’estimation d’un

domaine, par exemple les domaines isodistance de Richalet Rault et -

Pouliquen [1] définis par :

P - DP) - D(P) & cmsbanke

Une fois ce travail fait le probléme se pose de savoir si
la caractérisation adoptée et les parametres P qui en découlent satis-
font le désir que 1’on a de représenter le systéme objet : c’'est

1'étape de validation.

I -1 -3 - Validation du modele

C'est un sujet complexe qui dépend du degré d'analogie que
1'on souhaite entre 1'objet et le modéle.

Un premier degré de validation consiste & examiner la dis-
tance minimum D(@} obtenue, ou bien directement la séquence é? en la

comparant & la séguence objet.

Un second degré consiste & stimuler 1’objet et le modele
par une nouvelle séguence d'entrées U? , de fagon & apprécier les

gécarts de comportement gqui en découlent.

D'autres types de vérification peuvent porter sur la

vraissemblance physique ou autre des valeurs de paramétres obtenus.

Dans tous les cas, une insatisfaction de ces conditions
conduit & revenir sur 1'étape de caractérisation et ainsi réitérer

la procédure.



[ - 2 - Introduction de 1'aspect statistique

Dans ce cadre trés général, il n'est pas fait d'hypotheéses
sur la structure réelle du systéme objet et en particulier, il n’est

jamais dit que 1'cbjet est régi par les équations du modéle. Au modele

choisi dit modéle de représentation on ne demande que de ressembler

dans son comportement a 1'objet.

T1 en va tout autrement dans le cas particulier, mais fre-
quent ol 1'on affirme et 1'on veut vérifier que 1'objet est régi per
des lois (physiques par exemple) de telle sorte que 1'on puisse poser
Sy = gnkLu‘. R,) ol Po est un point bien particulier de 1'espace
paramétrigue. Si tel est le cas, 1'affirmation ne sera prouvée que
lorsque le modéle aura fourni une séquence S'T identique a ST. Le fait
que cette identité ne se produise jamais revient & mettre en doute la
possibilité de trouver les lois mathématiques des phénoménes observables.
En réalité, dans ce probléme dit du modéle de connaissance un certain nom-
bre de facteurs ont été oubliés qui rendent 1'identité effectivement
impossible & atteindre. Ce sont les bruits et autres causes influant sur
1'incertitude des mesures, ainsi que les phénoménes secondaires indé-
pendants du phénomene principal que 1’on cherche & cerner et qui le per-
turbent. Ces facteurs qui font que la répétition de deux expériences iden-
tiques ne fournit pas les mémes résultats conduisent & poser 1'hypothése

que 1'on veut vérifier sous la forme :

S? est une réalisation de la séquence aléatoire S’? telle

Sul = g; ( &lri E;)

ol Po appelé point nominal est un point déterminé mais

que

inconnu de 1°'espace paramétrique.

et ot {n est un vecteur aléatoire fonction de U? et de Po.

I - 2 - 1 - Caractérisation

Ainsi, 1'étape de caractérisation conduit & formuler mathé-

matiquement la loil de probabilité de la séquence S'T.
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I ~2 -2 - Estimation

L'estimation des parametres reléve de méthodes statistiques :

ces méthodes peuvent &tre classées en deux catégories

que pour un type de probléme bien particulier. Un grand nombre de méthodes
ont été trouvées dans le cas des modéles linéaires stationnaires lorsque
les parametres sont les coefficients de la fonction de transfert en Z

du systéme. Ces méthodes peuvent 8tre souvent classées sous le nom de

méthodes d'équation d'erreur dans la terminologie de Mehra [5]. On peut

citer parmi ces méthodes, la méthode des moindres carrés (qu'il ne faut pas
confondre avec la méthode des moindres carrés de type général formulée

en b) la méthode de variables instrumentales [6], la méthode de LEVIN [7]
généralisée par GROSJEAN [8] etc.

Dans nette classification les méthodes d’estimation des
paramétres en temps réel ne sont pas des méthodes particuliéres. En
effet, il simble que 1'on puisse toujours les ramener & une minimisation

en temps réel de critéres en temps différé, & 1'aide d'approximations.

- au premier ordre dans le cas des méthodes d’approxima-

tion stochastique [9] ;

- au deuxiéme ordre dans le cas du filtre de Kalman étendu [10].

- Méthode des moindres carrés (Gauss)ou d'erreur de sortie

d'apres Mehra [5].

Il s’agit de minimiser la distance
F) = 2, [oom Bl Rl O e e[R 0GP}

ol E représente 1l'espérance mathématique et

O

MC

et Cn est une matriece carrée Ns x Ns symétrique défini

positive, covariance de S'n
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C - E { [ s, P)- €[ Fn(u?,P)m{f“(uf,p) SELE (u Pﬂj}

On peut remarquer que la méthode des moindres carrés n’exige
pas pour sa mise en oeuvre la connaissance de la loi de probabilité de

S'n mais uniquement celle de ses deux premiers moments.

- Méthode de maximum de vraisemblance {(Fisher)

(Y [\
Soitl_(gdjLA,P) 1a densité de probabilité de la suite aleée-
atoire S'N {si cette densité existe). La méthode du maximum de vraisem-
blance consiste & choisir P de telle sorte gue la densité de probabilité

pour la réalisation ST soit maximum. Cela revient & minimiser la *distance”
L\ WV
D)= - Le [ L (5,007
MV

- Méthode d'estimation Bayesienne

Controversée dans les milieux statistiques, cette méthode
suppose que le vecteur paramétre P est aléatoire et gu'une réalisation
Po a été choisie pour fournir les résultats de 1’expérience considérée.
On est donc conduit & introduire la densité de probabilité de P p(P),
et la "distance” devient :

N N
. P\ . (P)]
D(P)z’lo%’[\‘(sﬂ)uﬂ-, /P
B
5i P est complétement incertain (loi uniforme surtout 1'espace

paramétrique) on retrouve la méthode précédente.

Nous avons vu que 1l'estimation pouvait aboutir non pas a

un point P mais & tout un domaine (isodistance par exemple). Dans le cas
statistigue cette notion se précise. En effet, quelle que soit la

méthode d’estimation choisie, 1'optimum trouvé Pest fonction de 1la réa-



-12-

lisation ST. C’est donc un vecteur aléatoire, dit estimateur dont on

peut étudier des propriétés telles que
Moyenne M = E (P)
Covariance C = E {[P - E [5)] [P - € [5]]T}
Ellipsoide d'inertie :
Xx:x c x < 1}

Ces propriétés peuvent s'étudier par rapport au point Po

SuUpposé connu : on introduira alors le biais Po - M.

Cette question peut aussi s'appréhender par la méthode des
tests statistiques. Elle conduira & interroger chaqgue point P de 1'es-
pace nominal Po, et & opposer & cette hypothése simple P = Po, 1'hypo-
thése complexe P # Po. Pour un seuil de signigication a donné (en
général a = 0.05) 1'ensemble des points P tels gue 1'hypothése sim-
ple P = Po ne peut &tre rejetée, forme le domaine de confiance &

{1 - a) de Po.

I1 faut remarquer que lorsque la méthode de test utilisée est
celle du rapport de vraisemblance (Neyman-Pearson), le domaine de

confiance s'exprime de fagon trés simple :

En effet, 1'hypotheése simple P = Po ne pourra &tre rejetée

au seuil o si

L(5P) 5 k() 0 ¢ k(#)¢ 4
e [_(?% j13>
P

Soit P l'estimée maximum de vraisemblance . On aura aussi

Ly (USR] ¢ - LS )] - e



Le domaine de confiance s'exprime donc comme un domaine

iso distance :
3 k()
%P'. D(P) ¢ D) - Lk }
En revanche la détermination de k (a) est souvent complexe.

I - 2 - 3 - Validation du modéle

Enfin, 1'étape de validation du modéle se pose aussi en
termes de tests statistiques. 11 conviendra d’éprouver 1'hypothése
complexe:S? est une réalisation de F:"(Lgy,f%) (Po inconnu) contre
toute autre hypothése également complexe qui la nie. Dand cette optique
un modéle n’est jamais définitivement accepté, ce qui est heureux. La

validation n'est que provisoire jusqu'a ce qu'un test vienne le rejeter.

I - 3 - Cas du modéle instrument de mesure

Méme dans le cas d’un modéle de représentation, 1'aspect
statistique s'introduit du fait des bruits qui rendent ST aléatoire.
11 en résulte alors que quelque soient les distances utilisées,

P ot D[E) sont aléatoires puisque fonction de S?. L'étude de leurs

propriétés statistiques est importante lorsque :

- Le modéle sert d'instrument de mesure des parametres, par
exemple en vue d’'un diagnostic de systémes. Un exemple d’une telle étude

peut &tre trouvé en [2].

- On veut prévoir quel sera 1l'écart de comportement objet

modéle au cours d'une utilisation ultérieure.

Cette étude est en principe difficile puisque la loi de
probabilité de S'?
cette loi est partiellement connue, par exemple lorsque 1’on connait
N

la 1oi de 8'1 - E (S’?].

n‘est pas précisée. Elle devient possible lorsque
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1T - UNE METHODE D'IDENTIFICATION DES SYSTEMES LINEAIRES INSTABLES

II - 1 - Position du probléme

11 - 1 - 1 - Identification d'un systéme déterministe par une méthode

statistique

Un probléme fréquent d'identification porte sur les systémes
déterministes. Un systéme objet O est considéré comme déterministe si
1'on peut supposer que la séguence d'entrées UT détermine parfaitement

la séquence de sortie S?.

figure 2.1

Cela revient & supposer que les entrées du systéme prises
en compte représentent complétement les excitations auxquelles est

soumis le systéme.

Ce systéme peut 8tre identifié par une méthode purement

déterministe { I- 1) : On proposera un modele:

Sq EL(U:’ P)

et une distance:

D Py I o BV P o ot

Néanmoins, nous avons vu en 1.2 qu'il y a pour des raisons

-

3 la fois théoriques et pratiques intérét & proposer un modéle aléatoire
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menant & une méthode d'identification statistique.

La fagon la plus simple de se placer dans un cadre aléatoire
est de supposer que la sortie Sn de 1’objet n’est pas mesurée parfaite-

ment, mais entachée d’erreurs de mesure

v

Va O Sn

figure 2.2

Le modéle aléatoire que 1'on peut proposer du systéme s'écrit

alors
" b
o' = fn(Ui,P) + bn
ou bn est un bruit de mesure. Le modéle doit &tre complété
par la donnée de la loi de probabilité de la séquence B? = [bn]. L'"hypo-

N . . s oz os N .
these la plus simple consiste & définir 81 comme une séquence de vecteurs

indépendants, stationnaires, de moyenne nulle et de covariance finie :

vn , E(bn)=0

Vo,m | E(bybn) = Qb

ol U est une matrice Ns x Ns symétrique définie positive

{Ns est la dimension de Sn) et &n,m est le symbole de Kronecker.

La méthode des moindres carrés fournit alors la distance
N J -1
| n h
GEDN CEI SO I CR A )
MnC 4 .

Si 1'on suppose de plus que le bruit est gaussien et que Q
est connu, %C[PJ est aussi le critere résultant de la méthode de ma-
ximum de vraisemblance . Dans la méthode M.C. @ doit &tre connu 3 un

facteur multiplicatif preés.
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Q peut aussi 8tre inconnue. ld vraisemblance des données

s'écrit alors :
-zu‘ (Gn _ (n(\):, P))T 9’4‘( Sp - €n(U1", P))

S, P,0)= €
L (s Q) (m)”%.(aet(a))’%

D ot la "distance” maximum de vraissemblancel

0, (P9) = - Ly (L5, Q)]

2
qui peut s'écrire en multipliant par N-et en supprimant 1le

2" [eae g (7] O - RIULP) Lot Q)
N

1

terme constant

D, P0)=

La minimisation de Dmv peut se faire en deux temps : minimi-

sation par rapport & Q puis a P :

: . - min | M0 P, = mun ’ P
TQ:B {DW(P'Q)}‘ P (O [DW( Q)] o [Dnv( )]

La minimisation en § s‘'obtient en écrivant?
—3 [)Mv (Fﬁ(}) - O
3 Q

qui donne N

e}z.;_,-z‘

T

[Sn - E‘(U:eP)][s,, - ?n(U:.P)]

D'ol aprés élimination des termes constants

Dh (P) = Log[ 2 [ Q)]

1

Remarques : I1 faut noter que la distance moindre carré est un cas
particulier de la distance déterministe {norme particuliére). On peut

remarquer aussi 1'intérét de la méthode M.V. qui permet de trouver Q.
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Minimisation des distances

Quelle que solt la distance choisie, la minimisation en P
ne peut se faire, dans le cas général, que par programmation non

linéaire (P.N.l..) selon 1l'organigramme suivant

choix d'un

P initial

N

simulation

du modele

A

calcul de D

non algorithme

de choix de P

oui

Figure 2.3

Dans certains cas : systéme représentés par une fonction
de transfert en z des méthodes deminimisation de distance du type
D ou MC ont été proposées ne faisant pas appel & la programmation non
linéaire : méthode de Steigletz [11], moindres carrés généralisés de
Clarke [12]. Enfin, des méthodes particuliéres [6]1, [7], [8] peuvent

aussi s’appliquer.
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11 - 1 - 2 - Difficultés des systémes instables

Lorsque le modéle est instable, 1a simulation du systéeme
au cours de 1'algorithme de P.N.L. pose de délicats problémes d'ana-
lyse numérique : ainsi les erreurs d'arrondi, loin de s'atténuer,
perturbent de fagon constante la sortie du modéle ou vont méme en
s'amplifiant. I1 en est de méme de la représentation digitale des
entrées (celles ci devraient 8tre connues de fagon trés précisel.
D'autre part les méthodes qui évitent la P.N.L. font explicitement

référence & la stabilité asymptotigue du systeme.

Comme cela est fréguent lorsque des problemes d'analyse
numérique se posent, la solution des difficultés ne doit pas étre cher-
chée dans 1'utilisation de méthodes d'analyse numérique plus perfection-
nées mais plutdét dans une reformulation du probléme qui bien souvent
léve la difficulté. Dans le cas des systémes instables une caractéri-
sation tenmant compte du fait que les gntrées ne sont pas parfaitement

mesurées permet de résoudre le probléme.[13].

11 - 2 - Caractérisation adaptée aux systémes déterministes

instables

L*idée consiste donc & supposer gque les entrées sont de la
méme fagon que les sorties observées entachées de bruits de mesure, le

systéme lui restant strictement déterministe :

¥
Sn

A 4

)

Figure 2.4

Le modéle sera donc :



*

Sy = Sn * bn
1

Un = Up + ba

[bn) et [b'n] étant des séquences de bruit a moyenne nulle

stationnaires independants et indépendants entre eux, de covariance finie.
!
E(bn) :E.(bn):o
T
- E_(bn bm) = an,m

R 8§a,m

[}
1
N
Lo
>
o -
3 4
S’
i

- E(ba by )= ©

o O est une matrice Ns x Ns et R une matrice Ne x Ne toutes
deux symétriques définies positives.

IT - 3 - Critéres de moindre carré et de maximum de vrai -
semblance

IT - 3 - 1 - Critéere de moindres carrés

Le critére ou distance de moindres carrés s'écrit :

D () = 24 (on = )R (vn-0k) + (50-92)G" (50 -53)

Dans cette expression

Sy = F ( Ujh) P)

n

X ¥
Un et Sy sont liés par la relation:

. - lLa distance ne peut &tre calculée que si 1'on connait

kji qui est inconnue. Il convient donc de 1'introduire dans 1la
¥\
liste des inconnues de la distance : I;uc (_\)1 ) P)
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- La distance exige pour &tre calculée la connaissance de Q etR aunoins
3 un facteur multiplicatif prés. Dans le cas monovariable il s'agit de

scalaires q et r dont i1 suffit de connaitre le rapport.

II - 3 - 2 - Critére de maximum de vraisemblance

Si les bruits sont gaussiens et §, R connus, la méthode de
maximum de vraisemblance se raméne & celle des moindres carrés. De la
méme fagon qu'au paragraphe II- 1 - 1 on peut se poser la question de
savoir si la méthode de maximum de vraisemblance permet d'estimer les

covariances Q et R. Nous allons voir gue ce n'est pas le cas ¢

I1 est facile de vérifier que la vraisemblance des données
N N
S

Uy 1 >4

(UT est icl aléatolre} s'écrit :

. -4 p)/
L(U:,SU-UMP,Q,R): e ,( 1
(2" (et Q)" (det R)™

ot N = N(Nel*vNS)

La maximisation de L en § et R donne

n -—:;r— Zi’ (c,n _s,’f) (s,,~ 5:,‘)~r

Q

R i, (on- w)(un-va)

En reportant ces valeurs dans L 11 vient

L - C'N'
(21 (det Q)™ (det R
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Deux solutions triviales se présentent alors qui rendent

la vraisemblance infinie

A NN N

_ Q - 0 soit 54_ - Si {pas de bruit de sortie)
A AN N

_ R = o soit U4 = U:L (pas de bruit d'entrée)

ITI - 3 - 3 - Conclusion

11 apparait donp gue la méthode de maximum de vraisemblance
n'apporte rien de plus par rapport & celle des moindres carrés. La
connaissance des covariances des bruits de mesure parait donc nécessaire
au moins & un facteur multiplicatif prés. Etant donné qu'il s'agit de
bruits de mesure, il n'y a pas 1a d'obstacle pratique & la mise en
oeuvre de cette méthode : il devrait étre toujours possible, avant toute
expérience de mesurer 1'incertitude due & la chaine de mesures, bien
que cette évaluation puisse parfois &tre difficile notamment en économie.
Néanmoins, nous verrons au chapitre 5 une fagon de modifier la méthode
de maximum de vraisemblance afin de pouvoir estimer, au moins dans le

cas mono entrée mono sortie ces covariances.

D'autre part, on peut remarquer gue la distance trouvée
peut 8tre aussi interprétée dans un cadre purement déterministe : au
lieu de chercher uniquement & rapprocher la sortie du modeéle de la
sortie objet, on chercheici des paramétres et une entrée tels que 1'en-

trée et la sortie du modeéle soient le plus analogue & celles de 1l'objet.

IT - 4 - Optimisation du critére

Le probleme de la minimisation du critére se divise natu-

rellement en deux parties :

s e . *N . s N
- minimisation en U P elle consiste & résoudre un probleme

de commande optimale & critére quadratique pour le systéme modéle de

paramétre P fixé. On obtient ainsi le critere optimal
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DE)- min | DU, P))
k&

- minimisation de la "distance objet-modéle” D'(P) qui

est du domaine de la programmation non linéaire.

Dans le cas général le probléme de commande optimale est
difficile a résoudre. De la méme fagon gue MEHRA en {51 on peut sans
doute étendre la méthode que nous proposons en 2-5 pour les systeémes
linéaires au cas non linéaire par filtrage de Kalman étendu. Le cas
qui fournit les résultats les plus riches est le cas classique des
systémes linéaires a équation d'état que nous allons développer in

extenso.

II - 5 - Cas des systémes lingaires & équation d'état

II - 5 - 1 - Formulation du modéle et de la distance

La partie déterministe du modéle s'écrit alors
»
Xasa Fn(p)xn + Gn(P) Un

S; = Hn(p)Xn

ot x est le vecteur d'état du systéme, de dimension No

Fn(?) est une matrice No x No

Gn (P) est une matrice  Ng x Ne

“n(P) est une matrice f\/.-, X No

Qutre 1a connaissance de P et U*N

P la séquence de sortie
du systéme dépend d'une inconnue de plus : 1'état initial Xo.Xo sera
distingué des paramétres de structure P du systéme pour plusiseurs

raisons : d'une part, la minimisation en Xo du critére semintégrée
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a4 la résolution du probléme de commande optimale. D'autre part, Xo

peut étre :

- soit partiellement connu : la connaissance que 1'on a de
Xo peut s'exprimer dans une optigue bayesienne par une distribution de

~

probabilité a priori, gaussienne:

- ( Xp ~ ?O)T_E;;L( *o = i;)
(Xo) = € >
F (2 )% (dek . )"

ot Co est une matrice symétrique définie positive No x No
Xo un vecteur No x 1

- soit parfaitement connu. Cela peut s'exprimer & la limite
en posant Co = 0. La valeur de Xo est alors fixée & Xo et Xo doit &tre
retiré de la liste des inconnues du critére. Le terme en Xo du critére

est supprimé ;

- soit inconnu. Co est alors considéré comme infini. Xo est

une inconnue du critére mais le terme en Xo du critére doit &tre suppri-

-

me.

Ces deux derniers cas sont donc des cas particuliers du

premier pour lequel le critere s’ écrit

D(U" P %) = (%o - %) Co* (%0 - 7o)

P 2 (o0 -] Q' (5= 90+ (on -u8)R(vn -u3)

~

Le probléme de commande optimale revient donc & chercher

le critere optimal:

D'(P) = Um”x[ D(u", XD}P)]

IT - 5 - 2 - Optimisation gquadratique par filtrage de Kalman

La fagon la plus convenable de procéder pour résoudre ce pro-



bleme de commande optimale consiste & utiliser la programmation dynamique.
En effet, en chaque point P, 11 n'est pas utile d'exhiber la commande
():'r et 1'état initial §0 optimaux car il suffit de connaitre le cri-
tére optimal D' (P) pour le transmettre au programme de recherche non
lindaire. Ce n'est que lorsque ﬁ a été trouvé que la connaissance de

A*N- PS
L)i et Xo peut &tre utile.

Les travaux de FAGEN [14]) dans le cas discret et COX [15]
dans le continu, dont on trouvera 1'exposé dans JAZWINSKI [16] ont
établi 1'équivalence entre la programmation dynamique et la théorie
du filtrage optimal exposée par KALMAN en [47]. I1 faut noter que
dans cet article Kalman avait déja envisagé 1'application de sa théo-
rie du filtrage aux problémes de commande optimale sous forme d'un

théoreme de dualité.

=

Le filtre de Kalman associé & un systéme tel que celui
formulé en II- 5 - 1 est un filtre linéaire déterminé par la donnée
d'un sextuplet: FK ( Fm, Gn, Hn, Q, R, Co). Les entrées sont des cou-
ples (Sn, Un). La sortie principale est la séquence d'états estimés
(in/n) . D'autres sorties possibles sont la séquence des sorties
des sorties prédites (én/n - 1), 1a séquence d’'innovations ([18])
{Sn —|§n/n - 1), ou la séguence de résidus (en) gui en est dérivée.

Enfin, ces sorties dépendent d'un état initial Xo.

| %

A
Sn > — X ol
o | I
{]

Figure 2.5
Les équations du filtre sont les suivantes :

Prédiction

A A
Xnsa/n = Fo Xagn  + Gn Un

CVHA/!\ = Fn Cnh\ FnT + Gn R GI
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Filtrage

T T -1
K“ = C"/n—a. Hn {Q + Hn Cn/n-| HnJ
anﬂ = ),(‘ﬂ/n—a + Kn {Gn - Hn Qn/n_l)

Cn/q = Cn/n-4 [I - H: K:J

Dans ces expressions

A A
- Xffpr et X'Vn sont des vecteurs de dimension No

= Cam et Cafn-1+ sont des matrice symétriques NoxNo

et I est la matrice identité d'ordre No
- Kn est une matrice (Gain de KALMAN) No x Ns

Conditions initiales

Co[o = Co

7/2010 = S(-o

Lorsque 1’on suppose Co infini, la valeur initiale de Xo/o
est indiférente. Une fagon de procéder consiste & poser Co = o1
a étant grand. Une autre fagon de faire est la méthode de ALBERT [19]

qui consiste a claculer une pseudo inverse exacte tant que le nombre

d'inconnues dépasse le nombre de données.
Résidus
Les autres sorties du filtre sont :
A A
- la sortie prédite Sn{n~4 = ‘*n Xh/n-4-
A
- les innovations Sn - 9n/n-4

- les résidus €n qui se déduisent des innovations par

transformation linéaire
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A
€, = Ty &C’“ - S “l"‘-’l]
ott T est une matrice Ns x Ns obtenue par factorisation de la matrice
T -
symétrique positive ( C} + Hr\(?m/nﬂx‘4n ]:

-4

T T, - [ Q + Wn Cafnes u:]

Remarque : Une autre fagon de procéder, qui évite au cours du filtrage
1'inversion de la matrice Q + Hp Cajn-a F‘ est rendue possible
lorsque @ est une matrice diagonale ce qui est fréquemnent le cas pour
des bruits de mesure : bruits indépendants sur chaque voie de mesure
des sorties. Cette méthode consiste au lieu de corriger Xn/ n - 1 a
1' aide de 1a donnée Sn en un seul temps (filtragel, & répéter cette
opération Ns fois en 1ntr0duisant successivement les diverses compo-
santes de Sn et en corrigeant X nh 1, S1 5‘ ; a 1'aide de la com-

posante Si T de fagon & obtenir )(,\,,,,4 Y . gt . Au terme de

n
ce processus on obtiendra :

n Ne A

Xh/n-d, Sy, Sa = Xonf

L'intérdét de cette méthode est gue chaque correction est
scalaire et se fait sans inversion de matrice. tes résidus obtenus sont

différents mais jouissent des mémes propriétés.

Equivalence entre programmation dynamique et filtrage de Kalman

Celle-ci peut s'énnoncer sous la forme du théoréme suivant

dont nous ne donnerons pas la démonstration classique.

Théoréme 2- 5 - 2

. Le critére optimal correspondant & la minimisation de

N N *N'
[)(91 ,Xo 9‘)) par rapport a k& ' Xo s'écrit:

D)= T (50 - Boed) [+ Ho Cotaa HE] (50 - Boins)

1

- S E(P) & (P)
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Ce critere peut donc se calculer par filtrage de Kalman des
. N Noyo qes
données[S,, U;7a I'aide du F.K. [ (), G,(P), Ha(P),Q, R, Co)

initialisé & 1'état Xo.

. La séquence d'entrée optimale U:N et 1'état initial Xo

optimal correspondant au critére optimal D'{P) s*obtiennent en procédantau lissage

inverse d'équations :

N

" T -1 A A
Xﬂ/N— = X“/n + Cn[n Fn CM,/,, (Xnn/n— - Xnu[n)

A T -4 A A
U:\ = Uy, + R G, Cnu/n(XnMIN— - Xnap)

n variant de N a Q.

Fal
Yo = ‘XOIM

IT - 5 -3 - Mise en ceuvre et optimisation non lindaire

La minimisation de D' (P) s'obtient par programmation non

linéaire selon 1l'organigramme suivant :

choix de P

initial

filtrage de

Kalman

> en(P] Figure 2.6
calcul de D’

D minimum ? non algorithme de

choix de P

oui

lissage éventuel

~«N -
donnant U1 s Xo
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La comparaison de cet organigramme avec celui donné enll.t.1.
montre que 1'on a simplement remplacé la simulation du modéle par le

t
filtrage des données a 1'aide du filtre construit sur le modeéle.

Le choix de 1'algorithme non linéaire est guidé par le

fait que D'(P) peut s'écrire sous la forme d'une somme de carrés :

P = T, GOV ) = 2 I e ()

S
ou € o représente la iome composante de €

Le Gradient s’écrit :

GEe) = 2 Z"Z‘MS E0(P) D EnelP)
2 P

=1 f-1

et le Hessién modifié de Gausse Newton :

NN T
) o 202 e 3 6
nst es1 P d P

Ces quantités peuvent &tre calculées de fagon rigoureuse
en adjoignant au filtrage de Kalman les équations de sensibilité du
filtre. On peut aussi les calculer par différences finies.

On aura donc ¢

- La méthode du Gradient :

Plui = Pk - )‘h G ( pk) avec Ak tel que ]j(Phu)( D(Plz)

- La méthode de Gauss-Newton :

Pars = P - Mo H™(P) G(Pr)

Ak étant 13 aussi choisi de fagon algorithmique de sorte

gue la distance diminue.

- Qu mieux, la mathode de Gauss Marquardt [20]

-4

P\(Jd = P\Q - ')\k ‘M(Ph) G(P\Q)

00 la matrice M = (mi j) régularise la matrice H = (hi } par :

, J
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m;'} = hi’l} + ‘ﬂi.'},’i gi'}

ol 54 est le symbole de Kronecker,

et P est un coefficient tendant vers o lorsque k croit.

II - 5 - 4 - Stabilité du filtre

C'est la stabilité du filtre de Kalman, démontrée par les
travaux de KALMAN [21] et de DEYST et PRICE [22] qui donne tout son sens
a8 la méthode gque nous proposons en ITI - 3., La propriété de stabilité

peut &tre résumée dans le théoréme suivant :

Théoreme II - 5 -4

Si le systeme (Fn, Gn, Hn) est uniformément complétement
observable et commandable pour les covariances @ et R et pour un hori-
zon supérieur ou égal & Noc, et si Co est positive, alors le filtre
de Kalman F.K. (Fn, Gn, Hn, §, R, Co) est uniformément asymptotiquement

stable (U.A.S.}.
La démonstra%}on de ce théoreme utilise la fonction de
g
Lyapunov :\/(X]n) = X C}h X , dont on peut montrer la décroissance

stricte avec n, et le lemme suivant :

Lemme II - 5 - 4

Sous les conditions du théoreme I5-4, il existe deux

constantes a et B positives telles que :

Vn>/ Noe , Yx€ “D\”o,

-4
o T T + d 4
mxxg X" Chy, X gid_ﬁ_ X' X

On peut déduire de ces propriétés un corollaire qui sera

utile au chapitre V :

Corollaire 11 - 5 - 4

Pour un systéme mono entrée, mono sortie, et en négligeant
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1'influence de la condition initiale, la sortie €, du filtre de Kalman

peut s'écrire sous forme de séquence de pondération
n

€En = Z Qpi Sa-i * bn.i, Un-¢
(=0

Sous les hypothéses du théoréme II - 4, il existe deux cons-

tantes positives k1 et k2 telles que au dela d'un certain n' on ait
, e (0-)
Vn}h Vce[oﬂﬂ “Qm4\4k1€

-k, n-t)
“bn,iu < ka Ck (

Cette propriété découle de la stabilité asymptotique uni-
forme du filtre, et du fait que pour assurer la commandabilité et 1’ob-
servabilité compléte uniforme du systéme il faut supposer que les varia-

tions de Gn et Hn avec n sont bornées.

I1 - 6 - Propriétés statistiques du critére et tests

Cette partie s'’appuie, en les utilisant de fagon approchée,
compte tenu de 1'aspect non linéaire de 1'identification, sur des mﬁ—
thodes qui sont classiques en estimation lingaire gaussienne [231.
D'autre part, les questions de choix du modéle et de domaines d'incer-
titude peuvent Etre env&sagées. on 1'a vu en I, comme des problémes
de décision statistique. Il convient donc tout d’abord d'étudier les
propriétés statistiques des éléments de décision dont on dispose. Ces
é1éments seront essentiellement la valeur du critére et la séquence des

résidus .

II - 6 - 1 - Propriétés statistiqgues

Les propriétés statistiques ne peuvent 8tre précisées que
si 1'on suppose exactes les hypothéses statistiques qui fondent le
modéle. En effet, dans le cas contraire les lois de probabilité ne sont
pas entiérement définies. On suppose donc que le modéle est exacte et

que Po est la valeur vraie des parametres ayant engendré les données.
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Les propriétés suivantes seront données en considérant le
cas geénéral : Co définie positive non infinie. Les cas particuliers

Co nulle ou infinie s'en déduisent aisément.

Propriété 1 :

2
D(Po, U:N, Xo) est distribué comme un &5 a No + N (Ne * Ns)

degrés de liberté, en tant que somme d'un tel nombre de variables

gaussiennes indépendantes, équidistribuées, au carré. (U:N représente

ici la séquence des entréés vraies supposées connues sans bruit].
Propriété 2 :

2
D' (Po) est distribué comme urn%‘ a N.Ng degrés de liberté.

Cette distribution est exacte si le modele est linéaire.
Propriété 3 :

2
D'(P) est distribué de fagon approchée comme un vé a
N.Ns - p degrés d= liberté.

Remarqgues

. La distribution serait exacte dans le cas d'un modéle

linéaire par rapport aux paramétres, ce qui est rarement le cas.

. Il faut supposer gque B'(P) est deux fois continlment
dérivable en P, ce qui revient & supposer gqu'il en est de méme pour les

matrices Fn, Gn, Hn définissant le modéle.

. Les travaux de Beale [24] ont montré que cette distribution
était d'autant meilleure gue les bruits de mesure sont faibles et que le
modele se rapporchait d’'un modeéle linéaire par rapport aux param@tres.
Une mesure de la non linéarité par rapport aux paramétres d'un modéle
est d'ailleurs proposée en [24] ainsi que des moyens de corriger 1la

distribution.

. Le terme -p correspond & 1'optimisation de la distance

par rapport & p paramétres. En toute rigueur il conviendrait de remplacer
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p par p' < p nombre de paramétres sensibilisés du modele

2 '
(rang de la matrice E { b D (R’)} )
D P

En général, on néglige cettecorrection ce qui n'a pour

effet que de rendre les tests plus séveres.
Propriéte 4 :

D’ (Pe) - D'(P) fSt distribué, sur les mémes hypothéses de
fagon approchée comme un SA a3 p (p') degrés de liberté. De plus cette
quantité est indépendante de D' (P).

2

Propriété 5 :

Soient deux modéles M, et M, d'espaces paramétriques {P1}

et {P?}, qui sont dits emboités, c'est a dire tels que
"p1<p2

- M1 se déduit de N2

(en général on les met & 0). M1 gst donc une simplification de M2.

en fixant la valeur de Py = Py parametres

Supposons M1 Juste.

Alors D; (P,) - D! (P.) est distribué approximativement
2 1 1 2 2
comme un %ﬁ a Py = Py (pé - p%) degrés de libertés et cette guantiteé

est indépendante de Dé (le.
Propriété 6 :

{a sulte des résidus € (Po) est une suite de vecteurs

gaussiens, & moyenne nulle, covariance unité, indépendants entre eux.

Remarque’

Cette propriété n'est pas la propriété classique d'indépen-
dance des résidus dans le filtrage de KALMAN due & KAILATH [18]. En

effet, nous ne nous situons pas dans le cas classique d'application du
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filtre dans le cadre d'un probleme d'estimation d’'état, mais dans le

~

cas d'applicatior & la commande optimale.

Le cas classique peut se représenter par la figure suivante :

BudeR)  xew R, o) by v dfo.Q)

o n (D%JbML + S,
« FI\-Gn, Hﬂ ¢
Un S
\
Xo a
— FK(Fn' G‘n., \"‘n,Q)R,Co) >

Figure 2.7

DAns cette figure le symbolen)QY]m, v} signifie distribué
selon une loi normale de moyenne m et de variance v. Au cas classique

correspond la propriété 6 bis : la suite €, est une suite de vecteurs

gaussiens, & moyenne nulle, covariance unite, indépendants entre eux.

Le cas qui nous occupe peut se représenter par la figure

2.8. Yo 0 MR, CL)

1
U oy | S R
by HoR)  xr ” b, v N(0,Q)
i *
fo F K En
) '(FanﬂtHleIvao) -

Figure 2.8
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Demonstration de la propriété 6 :

Etant donné la linéarité du systéme (Fn, Gn, Hn) et du
filtre de Kalman F.K. associé, on peut décomposer par la pensée les

résidus en deux termes : (figure 2.9].

ey

En = VUp 4+ Wq

. Uq provenant du filtrage de la partie déterministe des

* *
entrées (un , sn) le filtre étant initialisé par Xo.

. W, provenant du filtrage des bruits (b'n, bn), le filtre
étant initialisé par Xo - Xo.

[ L
. S. o
Un o S N> S
+ bn
: y ) , % _x
F K. J(—-—. Fw IR
v" + + wn
i n
Figure 2.9

a) vn = 0 pour tout n. Cela résulte immédiatement de 1'appli-
cation du théoréme I1-5-2.: (vn) est la séguence de résidus obtenus aprés
minimisation par filtrage de Kalman d'un critére de commande optimal tri-

vialement nul. Donc

". .
ZL Vg VU, =0 et Vné{_i,”} Y e
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b) I1 reste & démontrer que (wn] est une séguence de vecteurs indépen-
dants distribués selon une loi (0, I) o0 I est la matrice identité NS X Ns'
Cette propriété découle immédiatement de la propriété classique d’indépen-
dance des innovations de KAILATH [18]. En effet, placgons nous dans le cas
classique de la figure 2.7 avec uﬁ = 0 pour tout n, et en changeant le signe
de bé :

Le systéme s'écrit

xn+1 ) Fn xn - Gn b;

s =H x + bn avec la condition initiale xO

Le filtre d'écrit :

xn+’l/n - Fn Xn/n
xn/n - Xn/n—’l ¥ Kn [Sn h Hn Xn/rv.-1:|
avec la condition initiale % = x

o/0 o]

Dans ces conditions, la séquence des résidus W, est blanche éguidistribuée.

On obtient la méme séquence de résidus par translation

-

- = Fo? - '
[xn+1/n xn+1] Fn[xn xn] * Gn bn

/n

-~

R n " xn) = {

“n/n-1 " xn] * Ky [bn h Hn[xn/n—1 B Xn)]

Il s'agit bien du filtrage de Kalman du couple [+bé, bn) avec la condi-

tion initiale X - x .
o 0

Remargue

1° Dans tous ce qui précéde, les hypotheéses de normalité
de bn, b'n, Xo ne sont pas nécessaires puisqu'il s'agit de propriétés
d’ordre 2. Si on n'en tient pas compte, il suffira de remplacer dans ce

qui précéde indérendant par décorélé.
2° Orn obtient la propriété paradoxale suivante :

Corollaire II - 6 - 1

Soit une famille de filtres de Kalman

FR [Fh(P),Gn(p} ,k}n(P) .(Q,R,CO] dépendant d'un vecteur de

parametres P,

Soient [bn] et (b'n] deux séquences de vecteurs indépendants

i
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entre eux distribués respectivement selon des lois N(o,Q), N(o,R)
et soit Xo une variable indépendante des précédentes distribuée en

N{o,Co).

Alors la séquence de résidus (Wn(P}} du filtrage de [b'n,
bn) avec 1'initialisation Xo est une séquence de vecteurs indépendants

distribués en N(o,I), et ceci pour toute valeur de P.

IT - 6 - 2 - Tests de caractérisation fondés sur la valeur du critére

optimal

Ces tests sont des applications classigues de théorie du
test au probléme de la caractérisation. teur utilisation en identifi-
cation a fait 1'objet de nombreus travaux a3, (253, £263. Nous les
appliquerons & la méthode d®identification proposée dans deux cas :@
le test absolu lorsque les covariances () et R sont connues, et le
test par comparaison de modéles lorsqgue celles-ci ne sont connues

qu’ad un coefficient proportionnel pres.

1° Test absolu

Le test absolu consiste & étudier si le critéere minimum
D' (P] est compatible avec la puissance des bruits (f, et R) connues
par ailleurs, ou bien 5’1l faut supposer des bruits supérieurs, donc

soit des perturbations négligées, soit une erreur de caractérisation

traduisant des écarts systématiques entre 1'objet et le modele.

Dans notre cas, cette alternative peut &tre posée comme

un probléme de choix entre deux hypothéses statistiques :
Hypothése 1

11 existe Po tel gque les données ont été engendrées par

un systéme régi par les équations données en II-2.
Hypothese 2

Quel que soit Po si les données sont engendrées par les

équations 112, alors il faut supposer que



T | U
E(boby )= 2Q , E(bybn) =AR |, A >4
En incluant A dans la caractérisation donnée en II-2, le

choix peut se résumer de la facon suivante :

Hypothese 1 (simple) A = 1
Hypothese 2 (complexe) A > 1

La fonction de vraisemblance peut s'écrire alors

*\
L—(L&;Xvi?lk ) et 1'hypothése 1 sera rejetée si

ug UT"‘NT( P L(U:” x°’P’4)]
= Ay te,

"YY\MC [L(UI”JXNP’A)]
i} v Xo,P,k

1y

< k(@)

ot « est une probabilité fixée (en général 0.05) appelée
seuil de signification du test et k (a) une fonction & déterminer
connaissant la distribution deM pour 1'hypothése 1.

~

Tout calcul fait, cela revient & écrire

N/ -D(P) /
! !/, A
- D) € < k(o)
Il y @ deux seuils possibles (figure) mais seul le
second N
4
1
k()
> D
o

K (=)
est intéressant car il correspond & 1'hypothése A > 1. L'hypothése 1

sera rejetée si

TP > k(o)
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En général on se fixe une probabilité a (par exemple 5 %)
dite seuil de signification du test, telle que 1'on ait une prohabilité
a de rejeter H1 de fagon erronée (c'est 3 dire si H1 est vraie). Cette

définition permet de trouver la valeur de k"(a). En effet on doit avoir

o = Rot [ D) > K'(e) / Hy)

0'aprés le paragraphe II-6-1 propriété 3, k" (n) est donnée

dans la table 2 a N.NS -p degrés de liberté pour le seuil o

k"(o(\ : %’ (N-Ms _?,o\)

En revanche, on ne connait pas la probabilité de rejeter
1'hypothese 2 de fagon arronée. En effet, la distribution de D'(E] n'‘est

pas définie lorsgue H2 est vrai.

En conclusion, ce test n'apporte de réponse précise que si le
modéle est rejsté. Dand ce cas on connait la probabilité d'erreur de cette
décision. Dans le cas contraire (modéle accepté), il s'agit d'une décision
provisoire qui demande d'autres vérifications. En effet, d'une part on ne
connait pas la probabilité d’erreur de cette décision. D'autre part, 1'hy-
pothése n'a été prouvée que contre un type d'hypothése alterne et il en

existe d'autes possibles.

2° TJests relatifs - comparaison de modéles emboités

On peut aussi opposer 1'hypothése H1 en comparant le modéle
M 3 un modéle M2 englobant M (mod2les emboités au sens de I1-6-1,
Séme propriété). Le mod2le M2 dépend d'un vecteur paramétre P2 & p2
dimensions et M se déduit de M2 par exemple en fixant a 0 les p2 - p
paramétres supplémentaires. La comparaison conduit & opposer les deux

hypothéses :

H1/ les p2 - p paramétres supplémentaires sont nuls

H2/ ces paramétres ne sont pas nuls.
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La méthode de tests par rapport de vraisemblance peut

alors 8tre mise en oeuvre dans deux cas.

al » est fixé a 1. H1 est alors rejeté au seuil o si

A ' % 1
DE) - DUR) > R (h-p, )
Mais cette méthode qui suppose les covariances des bruits

parfaitement connues n'est pas trés adroite car dans ce cas il vaut

mieux utiliser le test absolu.

b) A est indéterminé. H1 est alors rejeté au seuil o si

N.Ng -, D(P) - D,(P) > F (Pz“F, N.Ns - P, ,ot)
P- 7 'Ié(ﬁi )

ol F est le seuil correspondant 3 la distribution de Fisher-

Snedecor.

II - 6 - 3 - Test fondé sur 1'indépendance des résidus, - Condition

d'application

Ce test a é€té proposé dans divers cas de maximum de vrai -
semblance ( [25]1, [261). Par exemple dans la méthode exposée en III-2

c’est le seul & pouvoir 8tre mis en oeuvre.

Dans notre cas, il se fonde sur la propriété 6 de 11-6-1.
Supposant pour simplifier un résidu monodimensionnel, il consiste &

calouler gquelgues coefficients de correlation.

4 zénﬁnw ’(” ZE,,)(N_{TZ'EM)

N-l N-R&

VErT & G 20 ) (e = o - (e % o))

et de les comparer au seuil correspondant de la distribution du coef-

My =

ficient de correlation dans 1'hypothése nulle.

Néanmoins cette méthode de test ne doit &tre utilisée qu'’avec
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certalnes précautions, qui ont 8té jusqu’d présent insuffisamment expli-
citées. En effet, 1'analyse qui précede serait exacte si 1'on disposait

des résidus au point Po. Or, les résidus dont on dispose ne sont connus
gu'au point 5, qui minimise 1a distance D'{P). On peut montrer que méme
dans le cas le plus favorable, lorsque les résidusEJﬁ’) sont des fonctions
affines- de P (ce qui n'a pas lieu en général et en particulier dans

notre cas} les résidus en P ne sont pas rigoursusement indépendants.

1
La fonction & minimiser D'(P) = Z:é;i?) peut s'écrire en
T
notation vectorielle D' (P} = E(P) tcp)

En introduisantAP = P - Po et les dérivées partielles

L.

3P {ou fonction de sensibilité) qul sont constantes dans le cas
- e JE APY 2E AP

affine, 11 vient 0'(P) = (E (PRI + 2E A ) (E®) + 28 )

La minimisation en AP conduit 3 la formule classigue des

moindres carrés

A v “1 T
AP - {ze as] dE £(R)
P

PP 2P

EBY - {1 - (2 2] 2671 &(p,
()= 7 - 336 2] 2eT) ()

Dans 1'hypothése ou le modéle est exact, on aura :
T
Efe() €] =T
- T

) ALY ke
oo E[E(P) E(R)) = T - 2e(2e 2] ¢
AP LIP P P
ae [ 2€" 267 T 3e"
e L 2P 3P 3P

La matrice M =

a p valeurs propres égales & 1 correspondant au sous espace propre
engendré par les fonctions de sensibilité (colonnes de %%—], les N - p

autres valeurs propres étant nulles. On peut donc écrire :

M=F FT ou F est la matrice N x p dont les p colonnes
forment une base orthonormée du sous espace des fonctions de sensibilitsé.

51 F sont les éléments de F on pourra écrire

ij
N-k

E(ﬁ Z‘ En(“g) Emk(lﬁ\) = ‘—’;‘I‘:‘E E‘*: nZ;i En ﬂ,n&k

[
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Les fonctions de sensibilité étant en général & basse fré-
quence, pour les faibles valeurs de k (1,2...} sur lesquelles portent
N-x
en général le test, leur coefficient de correlation Z: F F, .
n ‘e,n-

P n=-4A
sera voisin de 1.

v-k
N
L'esperance de la correlation Ck = ka 21 En(p)émk
P

qui devrait &tre nulle en cas d'indépendance vaut environ "1 ok

D'autre part, la variance de Ck pour un bruit gaussien

blanc vaut

2 A
a =
Cw N -k
On a donc pour la correlation €k un rapport biais sur

i
VN-k
sur le coefficient de correlation rk. Si 1’on admet gque pour que le

gcart-type de 1'ordre de . Un rapport du méme ordre se retrouve

test ne soit pas faussé, il convient que ce rapport n’exéde par %ﬁ
la condition d'applicabilité du test est que 1’on dispose d'un hori-
zon de mesures N suffisamment grand, tel que N 2 100 p. oll p est le

nombre de parametres a estimer.

IT - 6 - 4 - Domaine d'incertitude des paramétres

Il s'agit 13 encore d'application de méthodes classiques
de test statistique & la détermination de 1'incertitude sur les para-
métres. Ces méthodes sont d'usage courant en identification depuis le

travail d'Astrtm en [27].

Bans le cas de la méthode proposée le probléme peut se for-

muler de la fagon suivante
Considérant un point P de 1'espace paramétrique on se pose
la question de savoir si ce point peut &tre le point réel Po, ou non,

sous la forme de deux hypothéses :

H1 / Po = P

H2 / Po # P

Deux cas peuvent se présenter.
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a) Les covariances des bruits sont supposées bien connues.
La méthode du rapport de vraisemblance est appliquée en fixant A =1

et conduit au rejet de H1 au seuil o si :

D'(P) - D(F) > ki)

La propriété 4 du ITI - 6 - 1 permet de fixer
2
k("() = %U’ld)

b) ) est supposé mal connu. Il est alors laissé indéterminé

et la méme méthode conduit & la condition de rejet

NN, P D) - T(P) > F(p,WNs-p, o)
? D'(h)

Dans tous les cas, la condition s'écrit D'(P) > constante.
En général on considére plutdt les points qui ne sont pas rejetés, qui
obéissent a la condition D'(P) < constante et qui forment le domaine
d'incertitude de Po. Il faut noter que la forme de ce domaine (dit aussi
domaine isodistance) est rigoureuse [24]. Seule la valeur de la cons-
tante dépend des ppproximations qui ont été faites dans 1'étude des dis-
tributions (II-6-1).

Enfin, il est souvent commede d'utiliser une approximation
de ces domaines sous forme de quadrique. Celle-ci s’obtient en consi-
dérant le hessien H (défini en II-5-2 et en approximant IS(P) - I)ka)
par AP H AP
ou AP = P«-%

La quadrique d'incertitude est alors centrée en P et définie

par AP H AP £ constante.

On voit 13 1'intérét d'utiliser pour 1'optimisation non
1inéaire une méthode du 28me ordre du type Gauss Newton ou Gauss Marquardt

qui fournit & la fois P et H.
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II1 - PARALLELE AVEC LA METHODE DE MEHRA

IT1 - 1 - Modéles déterministes et stochastiques

Nous avons vu au chapitre 1 que pour pouvoir "identifier”
un objet & un modéle, 11 convient d'introduire dans le modeéle un
aspect aléatoire. La premiére tendance en ce sens a consisté a consi-
dérer un modéle déterministe dont les sorties sont mesurées avec des
erreurs oy bruits de mesure. La méthode que nous proposons au chapitre 2
se situe dans ce cadre puisque nous montrons 1°'intérét qu'il y a a in-
troduire des bruits de mesure sur les entrées notamment pour les sys-

témes instables.

L'autre tendance qui est de plus en plus utilisée en auto-
matique depuis les travaux d’Astrtm et Bohlin [4] et Clarke {121 con-
siste & considérer des mod@les stochastiques. La fagon la plus courante
d'introduire ces mod2les consiste & prendre en compte & coté des entrees
connues du systéme des entrées aléatoires dites bruit de processus, incon-
nues, dont on suppose qu‘elles ne sont pas corrélées avec les entrées

connues. Ces bruits de processus peuvent &tre attribuges :

- Aux perturbations réellement aléatoires et inconnues. L'exem-
ple type est celui des rafales de vent (Mehra [51) dand 1'identification

des paramétres de vol d’un avion.

- Aux phénoménes secondaires qui pourraient &tre modélisés
éventuellement mais qui ne sont pas pris en compte dans le cadre d'un

modéle de représentation, par exemple en vue de la commande du rpocessus.

- Enfin toujours dans le cas d'un modéle de représentation,
aux erreurs de caractérisation introduites volontairement pour des rai-
sons de simplification du modéle : par exemple modele lingarisé d'un

systéme non linéaire autour d’un point de fonctionnement.

I1 nous a semblé intéressant de présenter en III-2 la mé-
thode de maximum de vraisemblance adaptée au probléme des modéles
stochastigues. En effet, cette méthode présente de grandes analogies

avec la méthode proposée au chapitre 2, notamment par 1°'usage du filtre
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de Kalman pour calculer la distance objet-modéle. Nous reviendrons en
III-3 sur le probleme du choix : modéle déterministe-mod@le stochastique

en montrant sur un exemple 1’intérét d’'un modéle déterministe.

IIT - 2 - Méthode du maximum de vraisemblance . de Mehra

Cette méthode présentée par Mehra en [5] et [28] est une

extension des travaux de Astrdm et Wemmark [29] et Kashyap [30].

ITI - 2 - 1 - Cas général

Le modéle est un processus stochastique décrit en équation

d'état :
!
Xnaa = g(xn.un,bnlp)
n
Sn_ = gln_(Xn_ ,bn,P)
- Xn e3t un vecteur d’'état, de dimension No
ou - Un est un vecteur d'’entrées connues parfaitement (dimension Ne)

- Sn est le vecteur de sorties (dimension Ns)
- b et b'rI sont des vecteurs aléatoires gaussiens (Ns, Ne)

blancs indépendants entre eux.

E(B)=0 ElBe)-o
E(bn ba )= R Gum , E(byB,) = QF)S,n

- P est le vecteur des paramétres inconnus.

La mise en oeuvre d'une méthode de maximum de vraisemblance
en vue d'estimer P nécessite le calcul de la densité de probabilité des
données SN (et non pas aussi UN qui est déterministe) pour ume valeur

1 1
P des paramétres : L-( S:-; P)
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C’est 13 un probléme difficile car la transformation qui
fait passer de bn’ b‘n dont les densités sont connues a S? est non

linéaire. En particulier, les termes s, ne sont pas gaussiens.

I1II - 2 - 2 - Cas linéaire

Le cas lindaire est plus facile & traiter. Formulons le,

pour se rapprocher au mieux des éguations II-5-1, de la fagon suivante :

- E(P)xn =+ G,,(P)(u,,+k'>n)

X’\%j_ -

Sn = Hn(p) X+ by

On peut décomposer la fonction de vraisemblance. par appli-

cation répétée de la regle de Bayes :

L(S." ,’ P) - P(s, ). P(s2154,?) P(sn /S."":?)... P(s.]@f'; ?)

La théorie du filtrage de Kalman permet de montrer que
N4
le vecteur aléatoire Sn/'sa est distribué de fagon gaussienne avec

pour moyenne et covariance

E(%n / CJ:M) - H, Qn/n.1

Cov{50/ S | = th Comith + Q

LX)
ot Xuin-4 et C;h4 sont données par le filtrage de Kalman

dont les équations ont été données en II1-5-2.

L'opposé du logarithme de L fournit donc le critére a mini-

miser qui s’écrit :

z 4

N, + + -4
D(e) - i . [(sn - Ha 2..,”.‘) [»\h Copp, Hh + Q} (e,, M, Q,.,,\_.)

¥ Lo% [det( annln-s H—:\ + Q)]}
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IIT - 2 - 3 - Comparaison avec notre méthode

On voit ainsi apparaitre un critére D(P) qui au logarithme
prés, est analogue au critére D'(P) donné en II-5-1. Cette différence
tient & ce que 1'objet des deux méthodes est différent : la figure sui-

vante montre le xchéma bloc des mod@les correspondants :

notre méthode méth?de de Mehra
n
g: Un c)
_____;L;:;;

+
Un
Sp

Un exemple simple permet de mieux saisir la différence.

Considérons une entrée nulle.

Dans le premier systéme les variables mesurées u et s seront
deux bruits blancs, tandis que dans le second u sera nul et s un bruit
corrélé. Si 1'on applique la deuxiémé méthode dans le premier cas, on
concluera que S est un systéme sans dynamique, alors qu'il est évident
et notre méthode le montrerait, que le systéme est entiérement indé-

terminé.

Des différences de mise en oeuvre peuvent &tre aussi re-

marquées.

- Le critere n'est plus guadratique et son optimisation

nécessite des méthodes de programmation non linéaire plus générales.

- Le probléme du test de caractérisation est plus délicat.
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On ne voit guére que la méthode d'indépendance des résidus qui puisse lui

gtre appliquée.

- De méme, le probléme du domaine d'incertitude des paramétres
est délicat. Une fagon approximative de 1'aborder consisterait a utiliser

sous forme d'égalité 1'inégalité de RAO CRAMER :

o] €3 - <)

~

mais cette quantité s'avére difficile & calculer dans le cas

général.

IT - 2 - 4 - Cas du filtie stationnaire

Un cas particulier de mise en oeuvre plus aisée et qui se
présente fréquemnent est le cas ou le filtre de Kalman permettant de

calculer la fonction de vraisemblance est stationnaire.
I1 faut pour cela supposer :
- que le modéle est linéaire stationnaire,

- que 1'état initial Xo est distribué de fagon gaussienne
avec une moyenne conhue Xo et une covariance égale a C= ol C» est la
covariance limite de 1'état estimé par le filtre de Kalman : Ce est la
solution positive de 1'éguation :

C,. = F§ (o -CuM'(Q +ncw\+‘]':4c,,}!7' + GRG

I1 est facile de voir que si le filtre de Kalman est initia-

lisé a partir de Xo, Ce , i1 est alors stationnaire.

e critére s'écrit :

D(F)= 2 :r “?“ - H Q“ln_‘]T(Q + W Coo HT:’"[S'. SHX ""“J

v log [ 4t (QrHCo HT)”

On suppose que 1'on peut procéder au changement de parametre



P'(dimension p' = p - 1)
P (dimension p) >
A(dimension 1)

tel que :

det [Q + H Cw HTJ = A"‘ est indépendant de P’

]

Iﬂ;w(sn-ﬂ Q..,M)T [G +HCo HT]-(Qn‘ H Q,,,n_‘) = Dl(P'_) est indépendant de A.

v

Le critére s'écrit alors :
y ' ] NS
D(p,;)z D(P) + N Log(R7)
A

- La minimisation se fait alors en deux temps :

On cherche P' qui minimise D'. Cette minimisation ect non

linéaire mais porte sur un critére quadratique.

A [N
Puis on obtient A = _4 _ D(P)
N-NS‘P‘
- le test de caractérisation peut &tre mené & bien par com-
paraison de modéles emboités de paraméetres P'1 (p'1) et P'2 (p'2] avec

p'1 < p'z. Le .modeéle 1 sera rejeté au seuil o si
NI.NS -I?L Dg(Pd )“' ADz(Pz) > Fo (P _f; ,NNS—PL :d)
Po - O D, (FS)

- Un domaine d'incertitude peut &tre calculé. Un point P’

est hors de ce domaine au seuil a si

NN P D(P) -B(E) (P, NNs-F ) o)
¥ (P

IIT - 2 - 5 - Difficultés du cas stationnaire

Pour pouvoir en toute rigueur appliquer le filtre stationnaire
il convient de connaitre 1°état initial avec 1'incertitude Ce (P). Une

fagon de bien connaitre 1'état initial consiste & laisser le systéme



atteindre son régime permanent avec une entrée u nulle, le systéme
gtant soumis & la seule perturbation b. A 1a fin de cette période,
1'observation du systéme peut commencer avec une entrée u variable.
L'état initial einsi obtenu est & moyenne nulle avec une covariance

Cx(P) qui est uriquement fonction des paramétres du systéme.

Cx(P) vérifie 1'équation

Cy. FC F° + GRG

Malheureusement on peut démontrer que Cx est "supérieur”
3 C» au sens que '
¥ x X Cxx ) ¥ Ceox
L'application de la méthode du filtre stationnaire dans ce

cas n'est qu'une approximation.

Une fagon de tourner le probléme consiste a écrire le mo-

déle sous la forme du systéme S°.

’

Xn.i = F*'n + Gun + FKoo bﬂ

sy = Hxh + by

N

ou  E(oa)zo  E(babm)= (Q+ HCoW] Som

et Ko estle gain de Kalman stationnaire associé a S.

On peut'démontrer que en régime stationnaire S et S' four-

nissent des suites S| et S'T ayant les mémes propriétés statistiques.

/
Le filﬁée de Kalman associé 3 S' a un gain K’= égal & Ke

et une covariangg/stationnaire C'o = 0. Pour que le filtre reste sta-
tionnaire il}pénvient de connaitre 1'état initial X'o de fagon cer-
taine. Par"ékemple, 1'observation peut débuter au moment ou ni 1'entrée,

ni la perturbation n‘ont commencé & agir sur le systeme.

Mais alors S' n'est pas en régime stationnaire, régime dont

i1 est facile de vérifier gue la covariance Cx' obéit a la relation



Cx’ + Coo = Cx

Donc, S' n'est pas équivalent & S. La méthode n'est rigou-

reuse que lorsque la caractérisation s'écrit d'emblée sous la forme S°'.

La méthode du filtre stationnaireproposée par Mehra en (28]

est donc bien approchée.

IIT - 2 - 6 -~ Méthode d'Astrom

Un modele particuliérement simple du type S5° est le modele
d'Astrém qui s’écrit sous forme de fonction de transfert rationnelle en

z : dans le cas mono entrée mono sortie on a :

No ' o . 1No
6y - RIS ¢ T B, 12 [by ¢ TG b, ]

t=A t =0

Si 1'on supposse vérifiées les conditions initiales

b_L‘:O f L € O,No-'l}

le critére et maximum de vraisemblance s'écrira
D(P) = D(P) + Nlog)h
A
- N2
avec 'D(P\ = Zi f“(P)

les résidus étant donnés par 1'équation de filtrage :

No 4 No jNo
En - - LZ::C‘ En-i, + Sn "‘LZ::-: Aign-t - Lz:o BL Un_';

IIT - 3 - Un exemple de modéle déterministe

Etant donnés la perfection atteinte par les méthodes d'iden-
tification de processus stochastiques présentées en III-2, et leur inteé-
rét en automatique, la guestion psut se poser de 1°intérét de méthodes

fondées sur des modeles déterministes telle que celle gque nous proposons.
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11 nous semble cependant, que ces méthodes devraient trouver un lieu
d'application dans des problémes d'économie ou d'écologie, notamment
ceux qui traitent de la dynamigque de populations. En effet, les varia-
bles d'état de ces systémes sont des grands nombres ou des distribu-
tions de_probabilité gvoluant en suivant des équations de type diffusion
ou transfert (égustions de Kolmogorov par exemple). Ces équations sont
donc de type déterministe puisqu'il s’agit d'équations régissant 1'évo-
lution de la loi de probabilité d’un phénoméne stochastique. En revanche,
les mesures que 1’'on peut faire sur ces systéemes sont plus souvent du
type sondage que du type recensement général et donc entdchées de bruits
de mesure importaits et que 1'on peut chiffrer. De plus, ces systémes
sont souvent instables.

Nous allons présenter sommairement un exemple de tels systémes issu
d'une étude [3ﬂ 3 laquelle nous avons participé.

11 s'agit de modéliser la dynamique de la population des bovins en
France : on appelle nilt] ie nombre de bovins dans la tranche d’ége 1 en
mois, par exemple. En prenant un pas de temps de un mois sur t, on aura

le systéme d'équations :

ng(E41) = ny (8] = mi(t) = by (t) + e, (4]
n, (£ = JZ A;(8) ny ()

Dans ce systeme ¢
bi[t] repriesente 1'abattage de bovins d'dge 1 & la date t,

ei(t) repriésente le bilan importation-exportation de bovins,

mi[t) reprisente la mortalité naturelle

Ai(t] reprosente la fécondité d'un bovin d'age i & la date t (variations

saisonniéres. Les Ai(t) sont des paramétres du systéme. En revanche,

bi et ei

modélisée & 1'aide de coefficients de mortalité ui:

sont des entrées, my peut &tre considéré comme une entrée ou

mitt] L ni(t].
En réalité, le modéle est plus complexe puisqu’il faut distinguer les

méles et les femelles, les génisses non fécondables et les vaches.
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L'examen de ce modéle montre que les équations régissant la population
sont simples et réalistes. Il ne semble pas qu'il y ait lieu de considérer
de bruit de processus (celd serait le cas si 1'on étudiait un petit trou-
peau, mais & 1'échelle d'un pays il s'agit de grands nombres dans lesquels
les différences locales s'attenuent). D’autre part, ni 1’état initial,
pyramide d'&ge des bovins & un instant donné, ni les entrées ne peuvent
8tre connus avec une grande précision. Il s'agit de grandeurs détermi-
nistes mal mesurées. Enfin, le systéme est instable : une vache fournit
normalement un veau tous les ans. La stabilisation du systéeme est l'effet
du processus de bouclage engendrant les gntrées. Ce processus est complexe
il tient compte de facteurs économigues, écologiques (limitation des res-

sources) politiques etc... mais il n'entre pas dans le modéle considéré.

Ce genre de probléme gue 1'automatique commence 3 envisager nous semble

dtre un lieu d'application privilégié pour la méthode gque nous proposons.



IV - ETUDE DE LA CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR

IV - 1. Introduction

l Parmi les propriétés classiques d'un extimateur il convient de distinguer
celles qui concernent un horizon d’observation N fini de celles qui apparais-

sent lorsque 1'horizon tend vers 1'infini et qui sont dites asymptotiques.

11 est clair que 1'estimation proposée au chapitre 2 ne jouit d'aucune
propriété particuliére (non-biais, covariance minimum, distribution) sur un
horizon fini. Seules paraissent donc accessibles les propriétés asymptotigues.
Parmi celles-ci ncus nous sommes intéressés a la question de 1a convergence.
En supposant le mcdéle exact il s'agit de savoir si 1'on peut approcher aussi
prés que 1'on veut du point réel Fy en avgmentant suffisamment
1'horizon d'observation, et ceci pour presque toutes les expériences, c'est-
a-dire avec une probabilité unité. Cette guestion n'est pas totalement
triviale. En efret, en général, le nombre d'inconnues est fixé et il est
logique de penser gue, en augmeritant le nombre de données apportant de
1'information str ces inconnues, celles-ci soient de misux en mieux connues.
Dans notre cas, er revanche, le nombre d'inconnues auxiliaires & estimer U:N
croit avec l'horiéon, ce qui rend le probléme plus difficile. Avant de
1'étudier nous exposerons la démonstration de la convergence de la régression
non linéaire qui tert de point de départ & notre étude. Cette démonstration
a été donnée par JENNRICH [32]. Le méme type de démonstration est aussi utilisé
pour démontrer le convergence dfautres méthodes de maximum de vraisemblance :
par exemple SODERSTROM [33]. En effet, en identification les systémes, méme
linéaires, donnenf. des critéres non linéaires par rapport aux paramétres.

On congoit donc bien qu'ils soient justiciables des mémes méthodes d'analyse

qu'en régression non linéaire.
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IV-2. Convergence de la régression non linéaire [32]

On considére le modele suivant (ou s, est mono-dimensionnel pour simplifier
1'exposé).

s =f (P)+b
n n n

modéle qui est supposé exact, dont Po est le point vrai inconnu avec les

hypotheses :

a) E[bn] = 0, E[bi] = 02, les bn sont mutuellement indépendants
b) Po appartient & un domaine Compactx? de 1'ensemble {P}
c) les fonctions Fn sont continues, donc uniformément continues sur &?

L'estimation de P est obtenue par la méthode des moindres carrés.
On considere la distance :
5" Q)
4 Sy - s
D, (P} =e—vp ( n )
N NG n=t f"

-~

et 1'estimée PN minimise DN(P] dans

Ajoutons 1'hypothese :
: A ¥ : )
d) La fonction FN[P1,P2] = sz‘%i.Fn[P1] fn[Pz] converge uniformément
vers une limite F[P1,P2]. qui est donc uniformément continue sur

Il s'en suit que la distance sans bruit

N 2
DS[P) = 1-2 Ej (#(P) - ?U%)) converge uniformément vers une limite
N Ng no n L]

0> (P)

Enfin, la derniere hypothése est

e) DS[P] a surg? un minimum unique en Po : DS(PDJ = 0.

On a alors le théoreme :

Théoneme (Jennrich) 4-2-1

Sous les hypotheéses a, b, ¢, d, e la suite = converge presque sirement

N
vers Po.

La démonstration fait appel aux lemmes suivants :
2
Lenme 4-2-7 _4 Zj b, tend presque slrement vers 1.
T ONGg2 A
Cela est dG a 1'indépendance des bn et & 1'existence de E(bi].

| Bl



~-55-

Lemme 4-2-3
%" '
- 4 -
L\FB" (?\ T ReT o (ﬁ(g) ﬁ(")) bn tend presque sOrement vers 0.
En effet_;gﬁz: ( g(ﬁJ - g(?,)‘ converge vers 02 DS[P)
N n n

qui est bornée comme fonction continue sur un compact, et cette convergence

2
entraine celle ce 2 (¥n(90)2,- Fn(P))
h)

Lenme 4-2-4

La convergence du lemme 2 est uniforme.

En effet .

' A J - ,
| b76,(P)] ¢ | P BLeY| 4 L2, 2 (feh- £P) \/h_,'}lif b,
I1 existe No tel qu'au dela\f}1 b, (K

Ngl

Pour tout N et pour tout £ i1 existe 7 tel que presgque sGrement

neieney =\ (RO GO <

On peut trouver un nombre fini de boucles de diametre 7 centrées

en Pi recouvrant‘zu

En chaque Pi il existe Ni tel qu'au deld, presque sirement

\AFB (PN & »&

Le maximum ces ND, Ni est un nombre tel qu'au deld et pour tout P é.%f

\L\F BN(P)\QE. L’'ensemble des événements pour lesquels cela ne se pro-
duit pas a une probabilité nulle, comme réunion finie d'ensembles de ‘proba-
bilité nulle.

La démonstrztion du théoréme est alors la suivante :

Pour presque tout ensemble {bn} :

DN[P] converge uniformément vers DS[P] + 1

De 1la suite ﬁNDn peut extraire une sous suite 5NR convergente.

Soit P' sa limite

-~ . S .
DNR[PNR) converge vers DT(P'} + 1

or DNR[PNR

Donc DS(P'] + 1 ¢ 1 ce qul entraine P' = PO.

DNR(PD)

) <

La suite ﬁN a un seul point d'accumulation P0° C'est donc sa limite.
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IV - 3. Convergence de 1'estimation proposée

Nous limiterons cette étude au cas des systémes linéaires, donc a la
méthode d'estimation présentée en § 2~-5-1. De plus, pcour simplifier 1'exposé,
la sortie s, sera considérée comme mono-dimensionnelle. Le modéle est sup-

posé exact avec pour point vrai Po.

La méthode d’'estimation conduit 3 la minimisation de la distance
1 2; N 2
DyP) = § IS cP).
Nous avons vu en § 2-6-1 6° propriété, que les résidus n(P) peuvent
se décomposer sous la forme
(P} =V (P) + W (P)
n n n « «
ol Vn[P] résulte du filtrage des couples [un, sn] est déterministe, avec
V(P) =20
n o

et wn(P] résulte du filtrage des bruits (bn, bé].

On peut donc introduire la distance déterministe
< 2 S
avec DN(P) - ;1_ 5 V() Dy(R) = o )
— ]
3 2 V (PYW (P + 4 W _(P
DN'(P) = D“.(p) + '—N.—-Z‘ n( ) n( ) _KT_Z n( )
L'application d'une démonstration du type de celle exposée en § 4-2

exige la convergence uniforme presque siire de chacun des 3 termes de cette

égalité.

Examinons tout d'abord le cas de % E;N Wi(P]. En introduisant 1'hypothése
1

a) Les bruits bn, bé sont gaussiens, indépendants, a moyenne nulle et de
covariances R et § connues exactement.

On peut démontrer le lemme suivant

Lemme 4-3-1
Pour tout P-% jji Wi[P] converge slrement vers 1.
Démons thation

On a vu en 2-4-1 6° propriété que guel que soit P les wn(P] ant une
moyenne nulle, une covariance unité, et sont décorréllés entre eux. Si les
bruits bn, bé sont gaussiens, les wn(P) seront aussi gaussiens comme
combinaison linéaire de termes gaussiens. Ils seront donc indépendants entre

eux (gaussiens, décorrellés).
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Fixons-nous P et supposons gu’il existe un ensemble de suites (hn, hé] de
probabilité non nulle telle que pour chacune-% E:E'Wi[P) ne converge pas
vers 1. I1 y aura donc un ensemble de suite wn de probabilité égale tel
que cette convergence ne se produise pas. On pourrait donc trouver une
suite de variables aléatoires gaussiénnes indépendantes entre elles telle

15" 2 .
que NZ; wn ne converge pas presque sirement.

Le lemme 1 de § 4-2. montre que cela n’est pas possible , ce qui

achiéve la démonstration.

L'hypathese
b) Ds(P] converge pour tout P vers DS(P] permet de démontrer le lemme 2.

Lemme 4-3-2. Pour tout P-% 2:2 Vn[P) wn(P] converge presque sirement vers 0.

Ce lemme se démontre de la méme fagon que le lemme 1.

11 faut maintenant remarquer que ces convergences qui ont lieu en tout
point P pris séparément, restent vrales pour un ensemble dénombrable de points,
mais non pour ur ensemble ayant la puissance du continu, ce qui.est en général
le cas pour l'ersemble {P}. La difficulté peut étre levée grice au lemme

suivant qui est diérivé du Théoréme d'Egorov.

Lenme 4-3-3. (Egorov)

Soit une stite de variables aléatoires Xn(P) qui sont des fonctions
continues de P, P appartenant & un compact ‘€. L'ensemble {P} est supposé
muni d'une mesure M réelle avec M(Bl<=, Si pour tout P,Xn(P] converge
présque sOrement vers une fonction continu x(P), alors pour tout V >0
11 existe un compact ?b inclu dans '@ avec N(E7) 3> M(B) -% tel gue sur

e ,Xn(P] converge presgue sirement uniformément.
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L'utilisation de ce lemme pour notre probleme exige les hypotheses

suivantes :

c) PD appartient & un compact connu k. L'espace {P} est muni d'une

mesure M. ﬁNminimise DN[P) surE’.

d) Les fonctions du modéle Fn(P), Gn[P], Hn(P] sont continues en P,
ce qui entraine la continuité du filtre de Kalman correspondant, donc

des fonctions Vn[P] et wn(P].
e) DS(P] a un minimum unique en B.

On a alors le théoreme de convergence

Théoneme 4-3-4.

Moyennant les hypotheses a, b, ¢, d, e, pour presgque tout PO deeg? , 1l
existe une suite ﬁN de minimum de DN[P] qui converge presque sdrement vers
P_.

o
Démons thation

On peut aussi appliquer le théoréme d'Egorov a DS[P] (ce qui permet de

ne supposer que sa convergence simple), et donc trouver pour tout ? >0, EZ
tel que presque slrement uniformément

D;(P)_-,D[P]

2:’ Va(P) W, (P) —» ©

b PN

N
2
1
N 2‘1 Wh(P) —p 1

wee M (8) S MH(E)-S

Pour presque tout point Potkaé on peut trouver ? et &7 tels que PO
est un point intérieur é%% . Soit 5& la suite des minimum absolus de DN(P]
5ur‘é7 . Une démonstration analogue a celle du théoréme permet de montrer gue
5& converge presgue sirement vers PD. PD étant un point intérieur & %3, a

partir d'un certain rang tous les ﬁ& sont intérieurs a %%,et sont donc des

minimas relatifs de DN(P) surgf ce qui acheve la démonstration.

B



-59-~

IV - 4. Conclusion

Le théoréme 4-3-4 est plus faible que celui démontré pour la regression
non linéaire; ceci est d0 au fait que le terme de bruit wn est fonction de P
et aux difficultés que cela entraine. I1 est néanmoins satisfaisant et K permet

de fonder la validité de la méthode d’estimation proposée.

11 est intéressant d'examiner les hypothéses faites et leur implication

sur le plan d'un protocole expérimental d'étude d'un systéme.

Les hypothéses a et d ne posent guére de probléme, et 1°hypothése c n’a

pas.une importance pratique trés grande.

L'hypothése b, (convergence de DE(P] =-% :Z Vi(P]) est d'un abord assez
compliqué. Sa réalisation n'est pas liée au fait que Vn soit bornée, mais
plutdt & des aspects de stationnarité. Un exemple de suite Vn ne donnant

~

pas lieu & convergence est le suivant :
-V _vaut 0 ou 1.
n

- Les dates de transition sont telles gue,  n = 2

i+1 ni
n1 = 1
n2 = 3
: 12'2 1 2
Aux dates de transition M Vn vaut alors alternativement g-ou 3

et donc ne converge pas.
Enfin 1'hypothése a) pose deux problémes :

Un_probléme d'identificabilité : il convient qu'a deux valeurs de P

distinctes ne corresponde pas le méme systéme modéle (condition
d'injectivitéel.

. Un_probléme de_sensibilité : il convient que les entrées sensibilisent
en permarence les paramétres du modéle. Un exemple classique en ré-
gression non linéaire, o0 cela n‘a pas lieu est le modéle de systeme
du premier ordre, sollicité par une entrée impulsionnelle.

~t/P7 et la distance sans bruit

M Y _te
D (P) - 4 Xx: (‘16 p,e "*P)AL

=]

ou P est 1le vecteur (D1. D2].

La réponse du modéle est s(t) = %Py ©
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torsque T tend vers 1l'infini D?[P] tend vers 0 pour tout P (si Py % 0.
L'augmentation de 1'horizon T est inutile puisqu’'elle apporte de moins en

moins d'information sur les parametres.
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V - ETUDE DE L'EST’MATION DES COVARIANCES

V - 1. Etude théor:que

Nous avons vu en 1I-3.2 que pour 1'estimateur proposé au Chapitre II on
ne peut estimer les covariances ) et R des bruits de sortie et d'entrée, du

fait de deux solutions triviales
é:=D pu P = 0 qui toutes deux rendent la vraisemblance infinie.

Avant de chercher une méthode d’estimation de ces covariances, nous
allons étudier 1'existence, dans les données, d'une quantité d'information
suffisante pour estimer ces covariances. Nous montrerons en V-1.1 que cette
quantité d'information existe. En V-1.2 une méthode sera proposée pour
compléter le maximum de vraisemblance & 1°aide de propriétés particuliéres,
et les conditions de sa convergence établie. Deux cas seront présentés alors
otl de telles propriétés particulidéres peuvent &tre mises en évidence :

- Le cas de 1a régression non linéaire "linéarisée” avec bruits

d'entrée et de sortie

- Le cas des systémes dynamiques linéaires avec bruit d’entrée et

de sortie.

Dans chagque cas les conditions de convergence seront précisées.

V - 1 - 1. Existence d'un information suffisante

Cette étude se fonde sur 1'information de Fisher et 1'inégalite de
Rao-Cramer dont on peut trouver un exposé dans les ouvrages de statistique

classique, par exemple DUGUE [34]:

Inégalité de Rao-Chramen

Soit X1 un vecteur aléatoire dont la loi dépend d'un vecteur de para-

métres,P et P la valeur vrale de ces paramétres.

- Z0

Soit L(X
. - N
P 4] Tt

; P) 1a vraisemblance des données et T un estimateur de

Soit C la natrice mesurant 1'écart moyen entre B et PO :
- _ _ _ T
- - E[F-P] (¥ -p1

Alors sous des conditions de régularité de la fonction de vraisemblance
C est "supérieure ou égale” & 1-1(P0] ot I est la matrice d'information de

Fisher :
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o Log LOALPYT
p T3P P

N
_ 3 Log L(Xy;:P)
I[Po] -t [BP

3% Log LX), P)

p?

- E

Remarque : On entend par supérieure ou égal pour des matrices symétrigues le

fait gue pour tout Y

Application au probleme

I1 est clair que si I n'est pas réguliére (existence de valeurs propres
nulles) il est inutile de chercher un estimateur des paramétres puisgue
1'estimation résultante se trouverait infiniment dispersée par rapport a la

bonne valeur Po' I1 convient donc d’étudier tout d'abord cette matrice.

Cette étude sera faite dans le cas mono entrée, mono sortie
[Ne =1, NS = 1) en reprenant les notations définpies en 11-3 et en rempla-

cant les matrices § et R par les scalaires q et r.

X
- Log L(U?, P, aq, r) s'écrit en supprimant les termes constants

2 xn 2
Un- - , P
fi{f n0h? . (e - faU, P Y Log(q.1) J}

n r g

Xn
1
d'inconnues X, dont la valeur vraie est XO et soient 5 et r, les valeurs

Regroupons les inconnues U et P en les désignant par le vecteur

vraies de g et r. On peut écrire

E (— Log L(X,q.r]) .ﬁiil;L£E2.+ Eﬁfliﬂﬂg + N Loglqg.r)
r g
= B[X,q,r]
- 3&' .
avec A(XO] =0 5% XD 0
B[XD]=U 58 .

5?[ X
@]
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Sous les conditions de régularité telles que 1'on peut dériver deux

fois sous le signe somme, la matrice d'information 1(X,q,r) sera donnée

.

par 2 — 1 — 1 —
I D 2D D
X %3 dxr
1(X,q,r) = 3 BT BZB Ez]—)
A JqE der
+5 ID 3D
[ 3x3r qr ?rt

Tous calculs faits, il vient au point nominal Xo’ g, r

o [8)
1 1 %
4 YA 4 39 o ]
I(XO.GO.I‘D] = ro )X Xp+ qo W‘X‘, O
N
O T o)
. o

I est inversible dés que

, 4 A 4 3B
LA Y P e 7 P

est elle-méme inversible. Or I'[XO) n'est autre que la matrice d’information
lorsque les variances qo et ry sont connues. 11 est facile de montrer qu’elle
est réguliére deés que le systéme modéle est identifiable et que les entrées

sont suffisamment sensibilisantes, du moins dans le cas des modéles linéaires

stationnaires.

Ces calculs montrent donc qu'il y a en théorie suffisamment d’informa-

tion pour estimer les variances g et r. De plus cette information croit en

N avec la taille de 1'horizon : termes en HE et l% . La question de savoir
r
0 o

pourquoi la méthode de maximum de vraisemblance ne permet pas de les estimer
est un probléme de statistique théorique dont la solution ne nous est pas

connue. Néanmoins, 1°existence de cette information nous incite a rechercher

un estimateur de ces variances.
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Remargue : Le cas de la régression linéaire, avec bruits de mesure sur 1'entrée
et la sortie, est développée dans KENDALL et STUART [40). Lorsque les variances
sont inconnues. une solution, pour estimer les paramétres et les variances,

due a WALD y est présentée. Cette solution qui est du type variable instru-
mentale peut s’appliquer & notre probléme dans certains cas particuliers
systéme linéaire stationnaire dont les paramétres inconnus sont les coef-
ficients de la transformée rationnelle en 2 du systéme. Sa mise en oeuvre
reste cependant conditionnée par la possibilité de trouver des variables
instrumentales qui soient fortement corrélées aux entrées et sorties déter-
ministes inconnues du systéme et décorrélées des bruits de mesure cor-

respondants.

V - 1 - 2. Maximum de vraisemblance enrichi

=

La solution que nous préconisons consiste & adjoindre & la fonction de
vraisemblance d'autres fonctions jouissant de propriétés intéressantes pour
1’estimation. Par propriétés intéressantes pour l'estimation nous entendons

des propriétés pour une fonction'FN du type

N N
VP £ P E{’F’N[X,],PD)} > E{’F’N[X,],P]}

ou Ei%lé(x:r, Po)}:o y E _gfg_()(,"’P)} $0 pour P

. N L4 . . .
Dans ces expressions X1 est une réalisation d’'un vecteur aléatoire dont

la loi dépend d'un vecteur param2tre P dont la valeur vraie est Po'

En présence de telles propriétés on est conduit & penser que 1'on ob-

tiendra de bons estimateurs en prenant

nN
Soit P maximise Tﬂ“(XT,P] sur un compact ‘®

. ] N~
Soit P 13N[X1.P) =0
Considérons maintenant le probléme de 1'estimation des variances.
Les paramétres de la fonction de vraisemblance se décomposent en deux
vecteurs P et P’ ot P' représente les paramétres qui ne sont pas estimables
par maximum de vraisemblance (par exemple g et r)

N y
Kk LDg[L[Xq,B,PO)]

= = 0 fournit une bonne estimation de PD, Pé étant

connu.
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2 LogLiXy,B,P"))

En revanche 3P

3 log [L(X BB

2P° =0

ne fournit pas uae bonne estimation de PD et Pé du fait de 1l'existence de so-
lutions triviales.

Supposons jie 1’on puisse trouver une fonctionﬂi“ telle que :
N
E{’F’N(X,‘,P ,P‘]} - 0 et
oo
N ’
o il L4
E{’F’N[X1,PU,P )} #0 pour P* £ P!

Un premier nastimateur que 1'on peut proposer est du type

KN Log'L[X?.B.B')
P

N A -
":"(X1IBJB ] - U

11 se peut czpendant qu'il n'y ait pas de points 3, B' vérifiant ce

=0

systeme d'équaticns. C'est pourquoi on préférera construire la fonction :

N L}
(J—N(X1,P.P ) |

N
3 Log L(X PP 1“ s T PP
E ‘ NTH l

1’estimation étant donnée par un point ﬁ 0 B' qui minimise G‘ sur un compact
N° N N

v
auguel appartient [Po’ DO),

Deux types dz convergence presque slre peuvent étre envisagées pour
cet estimateur er reprenant les démonstrations des théoremes IV-2.1 et

IvV-3.4.

Théoneme V-1.1.

Si G‘ est continu en P, P', si (PD, Po)éﬁ%? compact si 6: converge
presque sﬁrement uniformément vers(;[P P*') et si (;(P P') a un minimum
unique en [POp Pc] alors 1la suitelaN,BN) converge presque sidrement vers

(PD, Pé).




Théoreme V-1,2.

Si 6& est continue en {P,P'), si [PD,Pé)E E’ compact, si @’est muni d'une
mesure M, si GN converge presgue slrement simplement vers C§[P,P'] continue,
si &*(P,P') a un minimum unique en (PO,Pé], alors pour presgue tout [PD,Pé]
il existe une suite (gN’B&] de minimas relatifs de GN sur-& qui converge
presque slrement vers (PD,Pé].

Nous allons voir deux cas ol cette méthode s'applique

Le cas de la régression non linéaire et celui du modéle linéaire dyna-

mique.

V - 2. Cas de la régression non linéaire

Nous présentons ce cas en tant qu'illustration de notre méthode. Son
intérét peut paraitre limité pour 1'automaticien : ne s'agit-il pas simple-
ment d'identifier une caractéristique non linéaire statique & partir de
mesures experimentales bruitées ? Néanmoins, 1'automatigque débordant de
plus en plus vers des problémes économiques, biologiques etc... ol la ques-

tion peut se poser, ce cas pourra y trouver son utilité.

V - 2.1. Méthode d'estimation

On considére le modele non lindaire statique & une entrée, une sortie
st = fLu, P)

Les données sont supposées engendrées par le modéle avec P = PO et
bruitées par des bruits blancs indépendants et indépendants entre eux

- X = =
Sp TSy Y bn E(bn] 0 E[bn bm] a Gn,m
u = ul o+ b E(b’) = O E(b’ b’) = r &
n N n ] n m n,m

et E(b_b') =0
n om

Le probleme consiste & estimer [PD, d,» ro] a partir d'une réalisation

Le cas de ce modele étant trop compligué, on va traiter celui du modéle
obtenu par linéarisation en u* du précédent. Les résultats que 1'on obtiendra
s'appliqueront approximativement au modéle non linéaire, et ce d'autant

mieux gque les puissances des bruits seront plus faibles.
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Le modéle considéré sera donc :

X X

g = f (P)u + g (P)
n n n n

En appliguant une méthode de max imum de vraissemblance dans 1°hypothese

gaussienne, et €n fixant q et r, on obtient la distance

N

% 2 x.2
T TS e L (T - S LIPS
1 N n=1 n n

N n=1
q

ta minimisation en u: peut se mener & bien sur chague dn et donne 1la

nouvelle distance.

i

D'(P,q,r) d;(P,q,r)

1 N
N n=1
{

5 -fn[P].un-gn[P)2

n

d'(P,q,r)
n 2
fn[P) r+q

En P0 1'espérance de d; vaut :

2
E {d'(P .q.r]} . fn (P rg * 9o
n (2]

2
fn(po) r+aq

et E { d' (P, a,, ro)} =1

11 s'en suit que la distance minimum en chaque point dépend de n par

1'intermédiaire de fi (P} sauf :

- si fi(P] ne dépend pas de n {cas de la régression linéaire)

- si les covariances sont correctes.

Cette particularité est mise & profit pour construire la fonction auxi-

liaire sous forme de corrélation expérimentale.:

?N(P,q,r) 1

On vérifie gue 1'on a bien

£ {FN(PD.QD.FD]} -0

Pour éviter une solution triviale du type q w ou r =

au changement de variable
g = Av
r = (1-A) v

et poser d'(P,A)} = v d'(P,q,r)
n n

AN 2 AN s N2
= =2 dref (P) (Ni71 dn)(NZ1 £ (P)

i1 faut procéder
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On peut alors construire la fonction

N
) .
Gy tPs ) = |l 0y R0+ | Ey R0
La minimisation de(; donne B % et 3 = D’[B % ]
N N’ N N N N”"N

V - 2.2. Conditions de convergence

Pour pouvoir appliquer le théoreéme V-1.1., les conditions suivantes sur

le modéle sont requises :

=

al P0 appartient & un compact é?, d'ou (PD,AOJ appartient au compact

€ x {0,1},
b) Les fonctions fn(P) et gn(P) sont continlment dérivables.

c) Toutes les séries impliquées dans la convergence uniforme presque

stire de é% D& P,A) et’FN[P,X] doivent converger uniformément.

Ces conditions s'obtiennent de la fagon suivante

Le développement de chacun de ces deux termes peut s'écrire

1 N ’ 1]
N171 X nlPsX) + Y, (LAY b+ Yo (PsA) b1+ Yy (PLX) BBy
S Y. (PN BE % Y. (P,A) b7
5,n n 6,n n
ol les fonctions X1 n et Yi n sont déterministes et ne dépendent que du

modéle et des entrées.

Les conditions pour la convergence uniforme qu'il convient de vérifier

sont :

1 §%N .1 N 2 . .
1} N X1,n(P,A) et pour tout i N-Z; Yi n[P,A] convergent uniformément.

s

2) bn et bé ont un moment d'ordre 4.

d) La derniére condition est celle de 1'unicité du minimum : il faut

vérifier que les fonctions déterministes

lim E{

N>

aDN[P,)\]i
N —

et lim E i’FN[P,A]‘k

N->co



qui existent si les conditions décrites en c sont vérifiées, ne s'annulent

simultanément qu'esu point [PD, AD].

V - 3. Etude du modéle dynamique linéaire

Vv - 3.1. Méthode d'estimation

Nous considérons le modéle linéaire tel qu'il est défipi en 1I-5.1, dans
le cas d'une entrée et d'une sortie. Si les covariances sont connues, la

méthode de maximum de vraisemblance conduit & minimiser 1la distance

' L AN 2 ford -
0, (P) = NZ’1 €° (P) (théoreme I1-5.2),

ou les En[P) sont les résidus du filtrage de Kalman. On a vu en II-6.1,
Be propriété, que les résidus peuvent se décomposer en une partie détermi-

niste vn[P) et une aléatoire wn(P] avec

€ (P) = v (P) + w (P)
n n n

De plus,quel que soit P, si les covariances sont correctes, les wn(P]
sont gaussiens indépendants, a moyenne nulle, et & variance unité. En re-
vanche si les covariances sont erronnées, les wn[P] ne sont en général plus
indépendants. Cette propriété est mise & profit pour construire la fonction

auxiliaire FN tde la fagon suilvante :

On pose r (1-2) v

q = AV

N _eXy2 _ x.2
DN[XD. P, A, U:N] =.% :g (sp~spl™ (up-un)
1 A (1-1)

Aprés filirage on obtient la nouvelle distance

, 1IN g2 1N 2
0P A) = Nz; EZ P, - NZ1 (v (PN} + w_(P,)))

La fonctinn’FN est fondée sur 1a corrélation expérimentale des résidus :

= N _ A s 1SN
FyPa) = 4= 2, € PE ) G20 € (PaA) (g 2en €4 (P2A))

Cette fonction vérifie bien 1la conditicn

E {1—N(PO.7\U)} -0
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” k3 . . ~ 3 » ,\" 0 3 . 13
La méthode d'estimation consiste a choisir B, A gqui minimisent

NGRS ||59_'{‘;g_'“l(+ GMGRSY

et v =D (B,X]

N

V - 3.2. Conditions de convergence

I1 s'agit de vérifier que les conditions du théoréme V.1.2. sont

remplies :

PD, AD est un point intérieur du compact @ X [0,1]
{cela implique en particulier que )b ne vaut ni 1 ni 0. Cette restric-
tion n'est guere génante car sur des mesures expérimentales, le bruit

n'est jamais strictement nul).

ex[0,1] est muni d'un corps de Borel et d’une mesure M

Les fonctions FN[P), Gn[P), Hn[P) et celles définissant le filtre de

Kalman sont continlment dérivables en P, et en A-pour les derniéres.
Les suites

a0y (P, A)
aP

DP,2) et F(P,A).

E( et EﬂfN(P,A)] convergent vers des fonctions

- Le seul point de x(0,1) vérifiant simultanément

DP,2) = 0 et F(P,A) =0

est le point PD,AD. Si cette condition n'était pas remplie, il serait

possible d'adjoindre au CritéreCaV(P,k] d'autres fonctions auxiliaires

du type th’k[P,A)| avec

T (P2) = s Z::rgn(m) £, (P) -(_&E'eh@, ”)(ﬁi‘r ne L, (PN)

I1 reste & démontrer la convergence presque sire en tout point P,

des termes aléatoires.Ceux-ci sont de deux types

N Nt
Les t bilinéai : 1 W (@Y IW, (P ) 4 wiP N w (P )
es ermes 1 neaires _NT Z;l n ] )-)_F;‘_( ' ) vy Z;L A n_|( )

N
Les termes linéaires: L 2, Vi (P,k) AWy (f,2) + Wa(P))2 Va (P, A)
NS 3P 3P
A
T E ) g (P 5 W () (P

A T wo(p)
N-4 2
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a) Etude des tzrmes bilinéaires

Le problém2 gui se pose est plus complexe gue celui étudié au
Chapitre IV lemme 4.3.1, du fait que pour‘X guelconque i1 s'agit de
moyennes de te-mes non indépendants. Le probléme a été étudié dans
le cas ot (wn] est la sortie d'un filtre stationnaire dont 1'entrée

est un bruit stationnaire blanc (b )

n
n
" -Zi=0 a ;b Elb) =0

On trouve, oJar exemple, dans {36] le résultat suivant :

2

4 . n . 1 5N
si E(bi) existe et si Zi=o \ (n-1) an—i\ converge, alors NZ:1 wn

tend presque sirement vers lim %ZNi E(wi].

Les études sur ce sujet ont évolué [37) vers 1'étude de propriétés
plus fines de telles suites, dans des conditions de plus en plus géné-
rales. Mais i1 ne semble pas gue le cas des systémes non stationnaires
ait été abordé. Plutdt que d'essayer de généraliser ces propriétés au
cas non stationnaire, nous nous sommes contentés de les vérifier dans
un cadre trés restrictif : bruit gaussien, systéme uniformément asymp-

totiquement stable, suffisant en ce qui concerne notre propos.

Pour ce faire on utilisera essentiellement la propriété classique sui-

vantes

Théoreme 5.3.1.

Si la suite E(XN] converge, et s'il existe un moment pair centré

m .
Zk,rltel que la serie%%nbk’n est convergente, alors la suite XN converge
presque slrement vers lim E(XN].
N
Cette propriété va nous servir a démontrer la convergence presque sire

1 2
de 5 3, W (P,A).

Théoreme 5.3.2.

S P

Si un systiime linéaire a état fini est uniformément asymptotiquement
stable, si ses entrées sont des bruits gaussiens blancs indépendants entre

1
eux et si ELN 21 wi) converge vers une limite (ot W est la sortie du
systéme) alors la puissance moyenne de sa sortie-% i converge presque

sOrement vers cette limite.




Démonstration

1 2 .2 . 4
En posant SN = Nwzg W E[wn), on montre facilement gque E(SN ) est

majoré par %2. C'est donc le terme général d'une série convergente. S&
tend donc presque slrement vers 0. Comme par hypothése-% E(Z:wi] converge,

jN‘E:Wﬁ converge presque slrement vers cette limite.

Corrollaire 5.3.3.

Si deux systeémes vérifient les hypothéses du théoréme 5.3.2 et fournis-
sent pour les mémes entrées les sorties w_ et w’ alors-l 2: (w_w' - Elw_ w')
n n N n N n n n

converge presque srement vers 0.

En effet, le systéme somme vérifie lui aussi les hypothéses assurant la

convergence de
1 12 12
N Z(wn+wn] E[wn+wn]

La convergence des termes carrés permet d'assurer celle du terme croisé

du développement de 1'expression précédente.

Corrollaire 5.3.4.

Si le filtre de Kalman et ses dérivées en P vérifient les hypotheses
de stabiliteé asymptotigue uniforme et si les hypothéses de convergence des

espérances de %f(P')) et T (P)) sont vérifiées alors

N N
A Z4 W, (P, %) Bawn P.)) et 43 W (P) w, (P A)
N P N-4 2

convergent presque slirement.

b} Convergence des termes linéaires

La convergence des termes linéaires peut &tre fondée sur le théoreme

suivant

Théoreme 5.3.5.

1
. s ) . _ 1
On considere 1'expression SN N an,N bn

~

ol (bn] est un bruit blanc & moyenne nulle.
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Les conditions : 1]lE[b]2 <

11 existe une suite 8 telle que :
?2) 2 B converge

3) 1 zj(a -8 ] + 0 lorsque No
N W

entrainent la convergence presque siire de SN vers 0.

Démonstration

La condition 1 entraine 1 sz —-+E(b21
N n n ¢s

1
1 et 2 entrainent o 2; B, b 50

On a alors

S LR O

La conditicn 3 entraine la convergence presque siire de SN vers 0.

Corrollaire 5.3.6.

Sous les hypothéses de stabilité asymptotique uniforme des filtres de

Kalman et de leurs dérivées, et de majoration pour tout n des termes

vn(P.X] et -5’; (P,\), les termes linéaires convergent presque sirement
8

vers 0.

Démonstration

La démonstration sera donnée pour le terme S, =_%.%: Vn-i(P-)‘) W, (P,))
l ' I3
Z ( (an,i'. b, + Rni bi))
oci ¢h

On peut se limiter au premier terme

Z.'v,,,,_ A.anan'i.bi -A.Z b; (Z‘ V-1 th.)"‘ 5;: dtﬂbt

5
[+]
d;, W\&“«.n

LN 2 (“_L)
1] d;w converge. En effet, | vieall asi] € KKy e

terme général d'une série absolumeni convergente.
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On pose @ = lim o
N - 0o

2
2} .31 B converge
i Lt
2 3
En effet B ¢ K Ko 2, € { comabamle

N
3) _’L-__Z‘ (d;'v - pi)z—e O avec N
N i1

En effet \f?b _ dé,u‘ < Zwl\/ﬁ_l Q-nli,‘ < KK Z‘ e

nN=N n:N
le',;- di,n" < Kr e-\(z(M’-b)
o 2 12, N gy (N-0) "
E,l(dw_gb.)gK Ee ¢ X

Remarque

Dans cette démonstration, 1'hypothese v, majore par K pourrait étre
A
ramplacée par 1'hypothése moins forte Vi< K n?*Y avec v>o .

En pratique cependant il n'y a guére de difficultés & supposer les entrées

déterministes du systeme majorées.

V - 3.3. Conclusion

On a donc dégagé un ensemble d'hypothéses permettant d'assurer la con-
vergence presque siire de 1'’estimateur proposé et donc de fonder la validité
de la méthode proposée. Parmi celles-ci, celles qui posent un probleme pra-
tique sont :

- L'hypothése d'unicité du minimum, gui dépend du choix judiciaire de
la séquence d'entrée UTN stimulant 1'objet, les u? devant é&tre par
ailleurs bornés.

- Restent les hypothéses de stabilité asymptotique uniforme. I1 est
facile de montrer gque la stabilité du systéme de sensibilité d'un
systéme linéaire par rapport & un parametre p, se déduit de celle

du systeme lui-méme

Soit un systéme, par exemple un filtre de Kalman

Xnra = F®)Xp + Go(P) uy,

N
>
I}

Ho(P) Xn + Tn( P) un
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La fonction de sensibilité’%?ﬁ par rapport & un paramétre pi s'obtient

en adjoignant au systéme les éguations de sensibilité

D¥Xmis - Fad3Xn 4 3wy & G, ua
3 LAC il A
n

= Xn + }1" U n

S
3Sn . H, D%+ M
EAA o F C)? 2F;

-

B'ol le svstéme de sensibilité

Fnas Fn o Xa Gn
= : u
D ¥nn 3% | 2|l Y 26 "
36 o, 3N 0
Xn
2°5n - [ Hy PN + 3 1“ Ua
P kA dXn 3 '
3F;

F
Or les valeurs propres de la matrice " °

I =] 2t Fn

3%

sont celles de Fn. En effet, il existe up changement de variable

Yn = Rn Xn qui triangularise Fnv Jn est alors triangulaire et a donc les

mémes valeurs propres que Fn.

11 suffira donc de vérifier la stabilité asymptotique uniforme du filtre
de Kalman pour tout (P,A)€ &? x(0,1). Celle-ci est établie dans les conditions

du théoréme 2-5.4.







~-76-

VI - EXEMPLE D°APPLICATION

VI - 1. Choix de 1'exemple

VI - 1.1. Equation de 1'objet

Nous avons choisi d'étudier un systéme simple, décrit par une équation
linéaire stationnaire du deuxiéme ordre :

X b % b3
s = a s + b s + cu
n n-1 n-2 n

avec un pdle stable et un pdle instable, de telle sorte que 1la simulation du
modéle soit aussi difficile que celle du modéle adjoint : les pdles choisis
sont réels, inverses 1'un de l'autre :

p1 = 2 p2 = 0.5

La difficulté de simulation du modéle est 1llustrée par le calcul
suivant :
Soit une arreurEc]sur une condition iniitale. Sur un horizon de 100

1y

points on aura ure erreur d'état finah3£100 égale a :

__toe ~ 3,10 _ ,.30
5100-2 ED_‘Mo)gU-m Eo

Ces pBles decnnent les valeurs des paramétres

a=2-5 b=_1l

De plus c =2ttt pris égal & 1.

VI - 1.2. Simulation de 1'objet

L'objet est simulé en boucle fermés avec un régulateur : figure (6.1).

-1

Figure 6.1.
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Le régulateur choisi est & réponse plate

x— -
u ZEn E-n-‘l

n
E - -
n n n-1

ol En est la valeur de consigne.

Une consigne e a été élaborée sur trois niveaux -1, 0, 1 de fagon empi-
. . . X X . . s
rique. La figure 6-2 montre les signaux e, u", s". L'horizon choisi est

N = 100.

~

Des bruits de mesure b et b' blancs, indépendants, gaussiens & moyenne
sy . . X X . .
nulle sont additionnés aux signaux s, U . Les variances choisies g = 1
r = 1 ont été prises élevées (pour des bruits de mesure) de fagon a

la méthode.

illustrer

lLla figure 6 .3 représente les signaux u et s qui servent de données a

1'identification.

VI - 1.3. Plan d'essais

Dans un premier temps :VI.2 nous avons appliqué la méthode proposées au

chapitre II qui suppose le rapport des variances connu :
En VI-2.2. le modele et le rapport des variances sont corrects.

En VI-2.3. le modele est correct, le rapport des variances faux. Divers
essais sont effectués pour étudier la sensibilité de la méthode & une

erreur sur le rapport des variances.

En VI-2.4. le rapport des variances est correct mais le modele est faux

1er ordre.

En VI-2.5. toujours pour un rapport de variance exact, le probléme plus
général de la détermination du modéle par essais successif de modeéles,

du 1er, 2e et 3e ordre de type général, est étudié.

En VI-3. 1a méthode proposée au chapitre V est appliquée afin d'examiner
la possibilité d'estimer les variances q et r lorsque leur rapport est

inconnu.

Enfin, en VI-4. nous examinerons une hypothése de boucle fermée plus
réaliste correspondant au cas ou le bruit de mesure b sur la sortie est

un bruit de capteurs agissant sur la boucle de retour.
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VI - 2. Rapport des variances connues

VI - 2.1. Méthode d'identification

W

Le critére s'écrit D(P} = jzj 6;2 (P) o0 les éii(P) sont obtenus par
filtrage de Kalman. Ce critére est optimisé 3 1'aide du programme non linéaire
VA 10 A de 1la bibliothaque HARWELL [35]. Ce programme met en oeuvre une
méthode du 2° ordre, & 1'aide de dérivées partielles du critére obtenu par
différence finie. I1 fournit la matrice des dérivées secondes du critére au
point minimum, ce qui permet de calculer les variances des paramgtres. On
peut noter qu'il ne tire pas profit de la nature "somme de carrés” du critére.
La raison de ce choix est gu’'il permet d'utiliser le méme programme d’optimi-

sation selon gue le rapport des variances est connu ou pas.

Le rapport des variances est défini par't'= %. Dans cette étudelg est
supposé connu donc fixé.

Onagq = rp R

r est estimé par D(F) ot N est 1'horizon et p le nombre de parametres
N-P

et ¢ est estimé par }’ %égl

Enfin, le temps de calcul en secondes C.P.U. est indiqué pour chaqgue

essai.

VI - 2.2. Modéle et rapport des variances corrects

Deux essals ont été faits :

a) Le point de départ (initialisation de 1’algorithme VAIOA) est 1e

point exact : la figure 6.4. montre les résidus En au point nominal.
b) Un point éloigné (1,1,1) est choisi.

Dans les ceux cas 1'algorithme converge vers deux points trés voisins.

Les résidus au meilleur point {cas b) sont donnés & la figure 6.5.

Le point correspondant est le suivant :

objet meilleur | écart-type
point
o 2.5 2.614 0.21
b -1 -1.18 0.14
¢ 1. 1.026 0.1 TC = 13 secondes
a 1. 1.066
r 1. 1.066
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I1 apparait donc que la méthode donne dans ce cas de bons résultats avec

un temps de calcul assez court.

VI - 2.3. Modele correct, rapport des variances faux

I1 s’agit d’'étudier la sensibilité de la méthode & une erreur sur le
rapport des variances.

Dans un premier essai le rapport‘P est pris égal & 100 ce qui correspond
a un bruit trés faible sur 1l'entrée.

Le point de départ est le point nominal, les résidus au meilleur point

sont donnés & la figure 6.6.

Le meilleur point est :

Objet meilleur écart-type
point
a 2.5 10.56 1.4
b -1. -4.06 0,52
C 1 3.78 0,77 TC = 12 second
q 1 204.
r 1 2.04

Un écart important apparait sur les paramétres. Comme la limite de notre
méthode lorsgue la variance d'entrée tend vers 0 est la méthode classique
de 1l'erreur quadratique de sortie, cette expérience montre que pour les
systémes instables on ne peut négliger les bruits sur 1l'entrée et que la
méthode classique qui les néglige donne de trés mauvais résultats. D'autre
part, on peut noter l'aspect non blanc des résidus (figure 6.6), fait sur

lequel on s'appuie au chapitre V pour estimer le rapport des variances.

Afin d'estimer la sensibilité & une erreur sur le rapport des variances,
des essais successifs ont été faits en multipliant pour chaque essai le

rapporttl par 2.
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Pour‘}7= 2 1as paramétres restent satisfaisants.

- Objet modéle écart-type
3 2.5 2.75 0,23
BCEE BER 7.047 0,16
b -1. -1.175 0.16
[ 1q 1 2.6
r 16 1.3
TC = 11,4 secondes
4 un écart plus important apparait
Objet modéle écart-type
2.5 2.91 0,1
b ~1. -1.21 0.15
c 1. 1.12 0.12
q 1. 6
r 1 1.5

TC = 34 secondes

Cette étude montre donc, pour cet exemple particulier, que la méthode
peut tolérer une erreur de 100% sur le rapport des variances. I1 ne semble
pas qu'une estimation, par 1'analyse du processus de mesure, de ce rapport,
avec une erreur de cet ordre de grandeur, soit la plupart du temps un

objectif impossible & atteindre.

VI - 2.4, Moddle faux, rapport des variances correct

Le modéle choisi pour le systéme est un modéle du premier ordre :
X X b3

5 = as + cu

n n-1 n

Le résultat est le suivant : les résidus sont donnés a la figure 6.7.
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objet meilleur écart-type
point
a| 2.5 2.09 0,26
b -1 - -
C 1. 0,82 0,09
q 1. 1.71
r| 1. 1.71

TC = 9,5 secondes

= 1,71t et r, = 1.066

la valeur obtenue dans cet exemple : r 5

Appelons r,

celle obtenue en VI-2.2. pour le modele correct.

1

Si les rapports de variances sont seuls connus, la diminution sensible
de la distance optimale r par adjonction d'un paramétre conduira & préférer
le modéle du deuxidme ordre a celui du premier ordre (Test de F).

Si les variances sont connues, les quantités r% = 98 r, et ré = 97 r,
seront comparées au seuil de 5%3 3 98 et 97 degrés de liberté respectivement,
pour une probabilité o d’erreur donnée.

Pour d= 0.025, et pour un nombre de degrés de liberté important (grand par

rapport a 30) le seuil est donné par

S =n+ 2V 2Zn

Pour n 98 S = 125,8

Pour n 97 S = 124, 7

I1 apparait clairement que le modéle du premier ordre sera rejeté tandis
gue celui du 2e ordre sera accepté, et ce en dépit de bruits de mesure rela-

tivement importants sur les données.

VI - 2.5. Détermination de l'ordre du modele

Lorsque la structure du modéle est inconnue, mis & part le fait qu'il
doit Btre linéaire, stationnaire et sans branche directe (degré du numérateur

inférieur & celui du dénominateur), la méthode adoptée en général consiste a

gssayer successivement des modéles du type:

No Np-1
% * o *
Sn = Zi q,(' Sn-(', + zo b(,- Uh—l.,

en accroissant 1'ordre ND d'une unité a chague essai.
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Pour un deuxiéme ordre, on obtient le résultat sulvant :

- objet meilleur| écart-type
point

a, | 2.5 2.56 0.20
a, | -1 -1.07 0.122
bD 1. 1.0284 0.08
b, | 0. 0.0680 0.095
q 1e 1.07

1. 1.07

TC = 38 secondes

On posera rvg = 1.07

Pour un troisiéme ordre on obtient

L

objet] meilleur| écart-type

point

a, 2.5 3.04
a, -1 -2.63
aq 0. 0.84
bU 1, 0.968
b1 Uo —0054
b2 0. 0.089
T 1.08

1! 1.08

TC = 60 secondes
On posera r3 = 1.08

Deux remarques s'imposent au sujet de cette identification ¢

a) Les écarts-type n'ont pas été obtenus, le hessien étant dégénéré
au point obtenu : le modéle n‘est pas identifiable localement au

voisinage du point trouvé.
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b) Les paramétres sont éloignés de ceux de 1'objet. Cela s'expligue
d'apreés ce qui a été dit en a) : il y a au point trouvé une compensa-
tion entre un pdle et un zéro de la fonction de transfert du modale.
Le temps de calcul important de 1'algorithme s'explique aussi par le

méme phénomene.

L'examen global des résultats de recherche du bon modele, résumé dans
la donnée des valeurs rq, r2, r2g’ r3 permet d'aboutir aux conclusions sui-
vantes

1) Le fait que r_ croisse par rapport a r conduit au rejet du modele du

3 2g
3e ordre. Déjad le fait que le hessien soit dégénéré pour ce modéle est une

cause de rejet.

2} Le modéle du premier ordre est rejeté par rapport au deuxiéme ordre
général du fait de la diminution importante de r entre ry et FZg'

3) Le deuxiéme ordre général n apporte aucune diminution de r par rapport
au deuxiéme ordre particulier, et ceci bien qu'il comporte un parametre

de plus. D'autre part, ce parametre supplémentaire b, a été trouvé égal

1
a4 0.068 + 0.095. La valeur 0 est donc largement comprise dans son domaine
d'incertitude. Ces raisons conduisent & adopter pour modéle le modeéle

exact.

Cette étude montre donc que les méthodes classiques de choix du modéle,
que nous avons étendu en II.6 au cas de notre méthode d'identification don-

nent des résultats satisfaisants dans le cadre de cette méthode.



-8~

VI - 3. Rapport des variances inconnues

VI - 3.1. Mise en oceuvre de 1°'identification

En fonction de 1°étude faite en V-3. on pose :
r = vi

v{1-1)

1

q

lLe critére s ecrit

D(P,)) \ 3 D(P ») \ Cov(E"(P,)«). Ena(P)]

i=1

Les dérivées partiellaes de D par rapport a chaque parametre Pi sont
obtenues par différences finies. Le programme VAIOA est utilisé pour minimiser
D' par rapport a P et A. Lorsque le point optimum P, A est obtenu, les va-

riances sont estimées par

o D(q,A] x i
-~ D(P x)
Q= =5 (1-1)

VI - 3.2. Résul:ats

Divers essais ont été effectués en choisissant des points d'initialisation

différents.

a) Lorsque 1°on part du point nominal (2.5, -1., 1., 0.5), 1'algorithme

converge vite vers un point trés voisin.

b) Pour divers points initiaux :
(1., 1., 1., 0.9]
1., 1., 1., 0.5)
(1.25, -2., 0.5, 0.25)
(2., -1.5, 0.75, 0.6}

obtenus en s'approchant de plus en plus du point nominals 1°algorithme
converge vers des points éloignés avec des valeurs de D’ plus mauvalses

que celle trouvée en al.
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c) En revanche pour le point initial (2.5, -1, 1., 0.9) paramétres nomi-
naux, rapport des variances faux, 1'algorithme retrouve le méme point
gu'en al). Les résidus en ce point sont donnés & la figure 6-8. Ce point

est le suivant

Objet Meilleur point
a 2.5 2.47
b -1. -1.096
c 1. 0.97
A 0.5 0.525
q 1. 1.
r 1. 1.10
v 2. 2.1
‘Pqu’ 0.17
aP
G, 0.078

TC = 2B secondes

Ce résultat peut &tre considéré comme satisfaisant en ce sens gue sur
6 initialisations différentes essayées, le plus petit minimum trouvé correspond
a un point trés voisin du point nominal.
Néanmoins il s'avére que ce minimum sera trés difficile a trouver dans
les cas pratiques o 1'on ne dispose pas de "bon" point d'initialisation et
de ce fait de l'existence de nombreux minimes locaux. La mise en oeuvre de

cette méthode peut donc s'avérer couteuse en temps calcul.

Néanmoins, en rapprochant le fait gque la méthode avec rapport des variances
connues semble fournir de bons résultats pour les paramétres du systems, en
dépit d'une erreur importante sur le rapport des variances, et gue la m2thode
avec rapport inconnu nous a donné de bons résultats partant de bons paramétres
et d’un mauvais rapport de variances, on peut suggérer la méthodologie

suivante

1) A partir d'une estimation grossiére du rapport des variances issue
d’'une analyse du procédé de mesure, rechercher une valeur des para-

métres par la méthode avec rapport connu.

2} Partant de cette valeur des paramétres, améliorer éventuellement la
valeur des paramétres et celle du rapport des variances en utilisant

la méthode avec rapport inconnu.
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VI - 4. Cas du bruit agissant sur la boucle de retour

VI - 4.1. Conditions expérimentales

Les conditions expérimentales correspondent alors & la figure 6.9.

v

~4

Figure 6.9
Pour les mémes valeurs de consigne e que précédemment, et pour les mémes
variances de bruits g = 1 et r = 1 les données d’identification (u) (s) sont

représentées 3 la figure 6.10.

VI - 4.2. Analycse du probléme

Dans la littérature (38) (39), le probléme est envisagé sans tenir compte
du bruit de mesure b’ sur 1’entrée. Le régulateur est supposé linéaire station-
naire (ou stationnaire par morceaux]).

L*écart d'identificationﬁ,i(z] s'écrit en transformée en z :

£ (n o L002) - N(z)) REz) elz) + (1 + 271 M2) R(z)) blz)
i

(R z_1 0(z) R(z}

ot M(z) représente la fonction de transfert du modéle.

Deux valeurs de paramétre sont 3 considérer :

0(z). On a alors

It

a) Les valeurs telles gque M{(2)

£ ;(2) = blz)
b) Les valeurs telles que M(z] = —1%1———— si elles existent.
z  R(z)
Alors Ej(z] = e_[__:]

z
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Si ni b(z) ni e(z) ne sont identigquement nuls et s'il existe des para-
metres du modéle tel que M(z) = —174:1—— , 1'identification conduira a des
valeurs de parametre intermédiai%esRé%%re celles-ci et celles de 1'objet.

Une condition nécessaire pour que 1l'estimateur soit asymptotiguement con-
vergent est que le modéle ne puisse représenter 1'inverse du régulateur. Il
convient donc pour 1'identification de choisir un régulateur adéquat (par
exemple stationnaire par morceaux). Des conditions suffisantes de convergence

peuvent &tre établies (38) (39).

Dans le cas du protocole gque nous avons choisi cette condition néces-

saire n'est pas remplie :

M(z} = _C =5
1+az +bz
-1 -
z_qR(z) -22—1+z_2
On obtient M(z) = = en faisant tendre c vers 1'infini avec
z R(z)

-S tendant vers -2 et-g vers 1.

On peut donc s'attendre & obtenir un résultat biaiseé.
Néanmoins, on peut considérer que :

- si la puissance moyenne de la consigne est faible par rapport & celle

du bruit, on obtiendra des paramétres tels que M(z) = —:%1——— , le
z RI(z)
-1
terme 1z 7 Rlz) M(z) b(z) étant prépondérant dans le signal

1+ z ' 0(z) R(z2)

d'erreur,

- si au contraire la puissance moyenne de la consigne est grande par

rapport a celle du bruit, les paramétres obtenus seront voisins de

ceux de 1l'abjet, le terme (0€z) - Mlz) R(z) elz) devenant alars

1+ 2V 0tz) R(2)

prépondérant.
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Dans le cas ot 1'on considére le bruit b' sur les entrées et la méthode
d'identification que 1°'on propose, 1'analyse du probléme est beaucoup plus
complexe. Les identifications qui suivent ont pour objet de vérifier si les

considérations qualitatives développées ci-dessus demeurent valables.

VI - 4.3. Identifications avec rapport des variances connu exact

Le modeéle choisi est un modéle général du deuxiéme ordre :
s, ~as._4* bs ,*+tcu * du 4
Des essais successifs ont été réalisés avec des variances de bruit de
sortie g décroissantes : 1, 0,5, 0,16, 0,04.
La pulssance moyenne de la consigne étant voisine de 1, ces valeurs cor-

respondent aussl au rapport variance du bruit de sontie
P PP putssance moyenne de fa consigne’

Des résultats satisfaisants sont obtenus pour q £ 0,16

Par exemple pour g = 0,16 on obtient le point suivant.

Objet Modele écart-type
a 2.5 2.73 0.14
b -1. -1.24 0.08
o 1. 1.03 0.05
d 0. -0.079 0.06
q 0.16 0.13
r 1. 0.83

JC = 48 secondes
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Pour g = 0.04 on obtient

Objet Modele Ecart-type
a 2.5 2.53 0.12
b 1. -1.14 0.069
c 1. .0.98 0.057
d 0. -0.067 0.041
q 0.04 0.04
r 1. 1.

Ces résultats montrent donc que, méme dans le cas ol 1'inverse du régu-
lateur est susceptible d'&tre représenté par le modé%e, les résultats d’*iden-
tification peuvent &tre bons dés que le rapport E%%%%%EE gst supérieur a
2.5 (en amplitude).

VI - 4.4, Identification avec rapport des variances connu faux

On considére 1'objet simulé avec des variances :

q, = 0.04
r =1
0
9
soit un rapport de variances M, = T 0.04
0

L'identification est réalisée avec un rapport u= 0.16 soit un rapport &

entre y et uD. Le résultat est le suivant

Objet Modele Ecart-type
al 2.5 2.58 0.127
b -1. -1.18 0.07
o} 1. 0.97 0.049
d| 0. -0.085 0.05
gl| 0.04 0.11
r| 1 0.73




e Ty

Ce résultat mantre que la méthode proposée peut tolérer une erreur sur

le rapport des variances importante.

VI - 4.5. Identification avec rapport des variances inconnu

La méthode avec rapport de variances inconnu a été appliquée a 1'objet

correspondant 3 q = 0.04, r = 1.

Des essais successifs ont été menés a partir de plusisurs valeurs
d'initialisation. Oans chaque cas 1'algorithme converge vers un point éloigné
du point nominal. En revanche, lorsque 1°on initialise 1'algorithme au point
nominal, on obtient un point trés voisin avec un critére meilleur que ceux
précédemment obtenus. On retrouve donc 13 le probléme pratique d’optimisa-

tion du critére proposé, compte tenu de la non unicité du minimum.

VI - 4.6, Conclusion

Les résultats obtenus lorsque le bruit de sortie agit sur la boucle
de retour du systéeme apparaissent donc tout a fait comparables avec ceux
obtenus lorsque ce n‘est pas le cas, a 1a condition que ce bruit soit

faible par rapport & la consigne (rapport signal bruit supérieur a2,s).
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CONCLUSION

Dans ce travail deux méthodes ont été présentées :

Premierement, une méthode générale d'identification des systéemes déter-
ministes lingaires 3 éguation d'état. Cette méthode prend en compte les bruits
de mesure sur les entrées et les sorties du systéme bruits dont les covariances
dolvent &tre connues & un coefficient prés. Elle parait donc bien adaptée
& 1'identification des systémes instables pour qui les bruits sur 1'entrée
ont une importance considérable. Cette méthode permet d’estimer les para-
metres du systeéme, d’en donner un intervalle de confiance, de tester le mo-
dele dans 1’absolu et de comparer entre eux divers modéles emboités, donc de
pouvoir modifier éventuellement la structure du modéle. D'autre part, en ce
qul concerne les systémes instables elle présente 1'intérét de remplacer 1la
simulation du modale par un filtrage de Kalman uniformément asymptotiquement'

stable sous des conditions assez peu restrictives.

Une étude théorique a montré que cette méthode fournissait un estima-
teur presqua slrement convergent. D'autre part, une étude en simulation
(Chapitre VI) sur un exemple simple a montré qu‘elle donnait de bons ré-
sultats en ce qui concerne 1’'estimation des paramdtres et en ce qui con-
cerne le choix du modéle. En dépit de bruits de mesure volontalrement assez
importants, donc avec des mesures d'assez mauvaise qualité, nous avons pu
cependant déterminer exactement la structure du modele. Cette étude en simu-
lation a aussi montré que la méthode tolérait une erreur assez importante
dans 1a connaissance des covariances des bruits.

La deuxiéme méthode vise 3 compléter la premiére lorsque les covariances
des bruits sont inconnues, du moins dans le cas monoentrée, monosortie. 11
s'agit d'une méthode d'estimation 3 la fois des parametres et des variances
des deux bruits. Elle s'applique au cas des systémes linéaires 3 equation
d'état, et au probléme de régression non-linéaire {identification d*un mo-
déle monodimersionnel non linéaire statique). Sur le plan théorique nous
avons pu fournir des conditions pour en assurer la convergence.

En simulation nous avons pu montrer que le minimum du critére proposé
fournit une bonne estimation des paramétres du systéme et des variances des
bruits, mais que ce minimum était difficile 3 atteindre du fait de la pré-
sence de nombroux minimes relatifs. Il y a donc 13 de sérieuses difficultés

de mise en oeuvre. Néanmoins, étant donné que la premidre méthode toleére
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des erreurs assez grandes sur les variances, il semble que la combinaison

des deux puisse résoudre le probleme.

A la suite de ce travail, d'autres études pourront &tre entreprises pour
préciser la gualité de 1’estimation de la premiére méthode. Par exemple, il

devrait &tre possible de démontrer sa normalité asymptotigue.

Sur le plan pratique, i1l reste a trouver a ces méthodes des débouchés
afin que ce travail ne reste pas stérile. De tels débouchés peuvent naturel-
lement étre trouvés dans le domaine de 1’automatique puisqu’en effet le pro-
bleme qui a motivé cette recherche était de nature automatique. Néanmoins,
ces méthodes qui traitent de systémes déterministes semblent actuellement

-

se situer & contre courant de la tendance en automatique qui consiste &

[0}

modéliser les systémes sous forme de processus stochastigues de fagon
tenir compte des perturbations aléatoires, des phénoménes secondaires né-
gligés et des erreurs de caractérisation. I1 nous semble donc, comme nous

avons essayé de le montrer au Chapitre III qu'’un certain nombre de domaines
comme la biologie, 1'écologie, la démographie, voire 1'économie, qui commencent
a intéresser les automaticiens, é&tudient des phénoménes instables, détermi-
nistes en ce sens qu'ils portent sur des variables représentant des grands
nombres, et mal mesurés (sondages}, devraient fournir un terrain d'applica-

tion privilégié pour ces méthodes.
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