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II.1 Etude multisymplectique de la théorie φp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
II.2 Introduction au calcul perturbatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
II.3 Arbres Plans . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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A.2 Théorie Quantique du champ libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

B Preuves du chapitre I 93
B.1 Formes Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
B.2 Représentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
B.3 Quantification par déformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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Thèse - 0.0 concours 01/04

D Preuves de l’application à la théorie du contrôle 134
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Introduction

La géométrie multisymplectique définit un cadre général permettant de donner une
formulation hamiltonienne aux problèmes variationels à plusieurs variables similaire à la
théorie hamiltonienne bien connue pour la mécanique. Dans le cas d’une particule évoluant
dans un espace cible la formulation hamiltonienne de la dynamique peut éventuellement
être un bon préalable à la formulation de la version quantique du problème par des procédés
maintenant relativements bien compris.

Le but de cette thèse est d’étudier l’équation de Klein–Gordon sur les champs scalaires
couplée avec une non–linéarité et sa quantification par le biais de la géométrie multisym-
plectique.

La thèse se divise en deux chapitres. Le premier concerne l’étude du champ libre (c’est–
à–dire l’équation linéaire associée) et sa quantification du point de vue multisymplectique.
Dans le deuxième chapitre nous étudions l’équation non linéaire de manière perturbative.
Dans un souci de lisibilité nous avons regroupé les différentes preuves dans les annexes.

Dans cette introduction nous allons tout d’abord introduire la géométrie multisymplec-
tique et le formalisme hamiltonien pour les problèmes variationnel à plusieurs variables.
Nous reprenons essentiellement les résultats expliqués dans les articles de Frédéric Hélein
et Joseph Kouneiher [28], [29] (voir aussi [27] pour une introduction à la géométrie multi-
symplectique). Ensuite nous énonçons les résultats principaux des chapitres de la thèse.

Commençons par introduire le formalisme hamiltonien issu de la géometrie multisym-
plectique. Considérons un lagrangien L[u] défini sur l’espace des champs u : U ⊂ Rn −→ R

par

L[u] :=

∫

U
L(x, u(x),du(x))dx

avec L : Rn × R × Rn −→ R lisse. Nous cherchons à étudier les points critiques de ce
lagrangien c’est–à–dire les solutions de l’équation d’Euler Lagrange

∑

µ

∂

∂xµ

(
∂L

∂vµ
(x, u(x),du(x))

)
=
∂L

∂u
(x, u(x),du(x))

Pour étudier ce problème de manière géométrique nous pouvons nous placer du point de
vue de Frédéric Hélein et Joseph Kouneiher ([28], [29]). Celui–ci consiste à travailler sur
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le fibréM := ΛnT ∗ (U × R) sur U × R muni d’une (n+ 1)–forme multisymplectique (voir
la section I.1.2 p.24) Ω ∈ Γ(M,ΛnT ∗M) (pour F un fibré sur B, nous noterons Γ(B,F)
l’ensemble de ses sections lisses). De la même manière que pour la formulation d’Hamilton
de la mécanique [3] on peut effectuer une transformée de Legendre qui permet de voir
un point critique de L comme une n–courbe hamiltonienne c’est à dire une sous–variété
Γ ⊂M de dimension n telle que ∀m ∈ Γ, ∃X ∈ ΛnTmΓ tel que

X Ω = (−1)ndH

où X Ω désigne l’unique 1–forme sur M telle que pour tout V ∈ TM, X Ω(V ) =
Ω(X ∧ V ) et où H :M −→ R est la fonction hamiltonienne correspondant au problème.
C’est une fonction H construite à l’aide de la transformée de Legendre (voir la section I.1
p.23-25 pour plus de détails ou [27], [28], [29]). Nous noterons EH l’ensemble des n–courbes
H–hamiltoniennes. Cette construction est générale et peut s’appliquer à tout problème va-
riationnel.

Vient ensuite la question des observables. Cette notion est naturelle dans le cas d’une
particule, mais elle ne l’est plus pour les champs. L’école Polonaise sous l’impulsion des tra-
vaux de W. M. Tulczyjew [56] et J. Kijowski [35] ont défini les observables algébriques
comme étant les (n − 1)–formes F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) admettant un champ de vecteurs
hamiltonien c’est–à–dire un champ de vecteurs ζF ∈ Γ(M, TM) tel que dF + ζF Ω = 0
(nous noterons ζ Ω le produit intérieur du champ de vecteur ζ dans Ω). A partir de
cette définition nous pouvons définir un crochet de Poisson entre deux (n − 1)–formes
observables F et G par la formule

{F,G} := (ζF ∧ ζG) Ω = ζF dG = −ζG dF

Remarquons que Ω étant une (n+ 1)–forme, {F,G} = (ζF ∧ ζG) Ω est bien une (n− 1)–
forme. Ce crochet vérifie alors l’identité de Jacobi modulo une forme exacte. D’autre part
J. Kijowski [35] (voir aussi les travaux de H. Goldschmidt et S. Sternberg en collabora-
tion avec S. Coleman [24]) a introduit la condition supplémentaire dH(ζF ) = 0 sur les
(n − 1)–formes observables ; de telles formes sont appelées (n − 1)–formes observables
dynamiques. Ces observables correspondent aux symétries du problème : en effet nous
avons dans ce cas un analogue du théorème de Noether.

A partir d’une (n− 1)–forme, nous pouvons construire une fonctionnelle sur l’ensemble
des n–courbes hamiltoniennes EH de la manière suivante. Considérons Σ une hypersurface
de M transverse à toutes les n–courbes hamiltoniennes et F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une
(n − 1)–forme sur M, alors nous pouvons définir la fonctionnelle

∫
Σ F sur EH par la

formule (rappelons que dimΣ ∩ Γ = n− 1)

∫

Σ
F : Γ ∈ E 7−→

∫

Σ∩Γ
F

Alors si nous considérons les fonctionnelles
∫
Σ F et

∫
ΣG obtenues à partir de deux (n−1)–

formes observables F et G, nous pouvons définir le crochet de Poisson entre
∫
Σ F et

∫
ΣG

Harrivel R. 5
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en posant {∫

Σ
F,

∫

Σ
G

}
:=

∫

Σ
{F,G}

Ce crochet de Poisson vérifie l’identité de Jacobi et il cöıncide avec le crochet de Poisson
utilisé habituellement par les physiciens en théorie des champs [31]. Ceci justifie l’intro-
duction de la notion de (n − 1)–forme observable et la définition du crochet de Poisson
entre ces formes.

Se pose alors le problème de la définition du crochet de Poisson entre deux fonction-
nelles

∫
Σ̃ F et

∫
ΣG où Σ̃ et Σ sont deux hypersurfaces différentes. Cette question est

cruciale si nous cherchons à avoir une théorie covariante. Dans le cas où l’une des (n− 1)–
formes, par exemple F , est une observable dynamique la solution est très simple. En effet
on peut facilement prouver que dans ce cas la fonctionnelle

∫
Σ F ne dépend que de la

classe de cobordisme de Σ. On peut alors définir le crochet de Poisson entre
∫
Σ̃ F et

∫
ΣG

par
{∫

Σ̃ F,
∫
ΣG
}

:=
{∫

Σ F,
∫
ΣG
}

=
∫
Σ {F,G}. Malheureusement, comme les observables

dynamiques correspondent aux symétries du problème, il en existe en général très peu
dés lors que nous introduisons une non–linéarité. Nous verrons comment nous pouvons
contourner ce problème perturbativement.

Remarque 0.0.1
Avant de présenter les résultats des différents chapitres nous précisons que nous utiliserons
dans tout le texte de la thèse la convention d’Einstein sur les sommations. Ainsi tous les
indices répétés en position haute et basse seront sommés sauf mention du contraire. Ainsi
l’expression Xµdx

µ désignera la somme
∑

µXµdx
µ.

0.1 Enoncé des résultats du chapitre I

Dans ce chapitre nous étudions le champ libre du point de vue multisymplectique.
Nous commençons par suivre les étapes décrites par F. Hélein et J. Kouneiher dans [28]
et [29] et présentée précédemment de manière à donner la formulation multisymplectique
de l’équation de Klein–Gordon linéaire. Comme expliqué dans [28] et [29] nous obtenons
ainsi une formulation hamiltonienne covariante du problème.

Ceci peut être un bon préalable pour obtenir une procédure de quantification du champ
libre covariante. Nous cherchons ainsi à quantifier du point de vue multisymplectique.
Nous abordons ce problème de trois manières différentes. Tout d’abord nous définissons
une préquantification des symétries, puis nous adoptons une stratégie de quantification par
déformation. Enfin nous donnons les idées d’un travail en cours (effectué en collaboration
avec Frédéric Hélein) consistant à définir un processus de quantification géométrique dans
le cadre multisymplectique.

0.1.1 Etude multisymplectique

Nous nous donnons une variété pseudo Riemanienne (X , g) de dimension n et (xµ)µ∈J0,n−1K

un système de coordonnées sur X . Nous noterons ω la forme volume induite par la métrique

Harrivel R. 6
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sur X . Considérons alors l’équation de Klein–Gordon linéaire sur les champs scalaires
ϕ : X −→ R donnée par

1

g

∂

∂xµ

(
ggµν

∂ϕ

∂xν

)
+m2ϕ+ ξRϕ = 0 (K-G)

où g :=
√
|det(gµν)| et m > 0, ξ ∈ R sont deux constantes réelles. R désigne la courbure

scalaire de X .
En nous plaçant du point de vue de F. Hélein et J. Kouneiher [28], la formulation

multisymplectique du problème revient à considérer le fibréM := ΛnT ∗(X ×R) sur X ×R.
La variétéM admet le système de coordonnées (x, φ, e, p) où (x, φ) désigne les coordonnées
naturelles sur X × R et où nous repérons π ∈ ΛnT ∗

(x,φ)X × R par π = eω + pµdφ ∧ ωµ
avec ωµ := ∂

∂xµ ω. Nous munissons alors M de la (n + 1)–forme multisymplectique

Ω ∈ Γ(M,Λn+1T ∗M) définie par Ω := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ − 1
g
∂g
∂xµpµdφ ∧ ω. Alors

après une transformée de Legendre (section I.1.1 p.23) nous trouvons que la fonction
d’Hamilton H : M −→ R correspondant au problème est donnée par H(x, φ, e, p) =
e+ 1

2

(
gµνp

µpν +m2φ2 + ξRφ2
)
.

Les solutions de (K-G) sont alors vues comme des n–courbes H–hamiltoniennes c’est–
à–dire des sous–variétés Γ ⊂M de dimension n telles que H est constante le long de Γ et
telle que pour tout q ∈ Γ, il existe un n vecteur X ∈ ΛnTqΓ tel que

X Ω = (−1)ndH

Nous noterons EH l’ensemble des n–courbes H–hamiltoniennes.

Nous nous interessons ensuite aux (n−1)–formes observables algébriques et dynamiques
de cette théorie. Nous obtenons alors que l’espace OH des observables dynamiques est la
somme directe de deux composantes (propositions I.2.1 et I.2.2 p.27). L’une correspond
aux symétries de l’espace–temps et les champs de vecteurs hamiltoniens correspondant
sont les champs de Killing de X . Elle permet de retrouver le tenseur d’énergie–impulsion.

L’autre composante permet d’obtenir une évaluation des valeurs locales du champ. En
terme de symétries elle correspond à l’ajout d’une solution de (K-G) à une autre solution.
Ces observables dynamiques sont intimement liées à la linéarité de l’équation (K-G). Nous
verrons ainsi que contrairement aux (n−1)–formes FX , les Fψ cessent d’être des observables
dynamiques dés que nous introduisons une non–linéarité dans l’équation (K-G).

0.1.2 Quantifications

Nous cherchons ensuite à quantifier le problème. La quantification du champ libre via
la quantification canonique est maintenant très bien connue ([48], [52], [31]), mais cette
construction s’adapte mal à la géométrie multisymplectique. Il nous faut trouver de nou-
velles pistes pour quantifier. Dans cet esprit nous définissons une préquantification des
symétries (c’est–à–dire des champs de vecteurs hamiltoniens dynamiques) du problème.

Harrivel R. 7
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Nous essayons ensuite de suivre une stratégie de quantification par déformation de
l’algèbre de Poisson des champs locaux qui correspondent aux fonctionnelles

∫
Σ Fψ. Nous

définissons dans un premier temps un produit étoile nous semblant adapté à la géométrie
multisymplectique. Malheureusement nous nous rendons compte que celui–ci ne corres-
pond pas à l’ordre de Wick ou ordre normal d’opérateur de la quantification canonique.
Or cet ordre a une signification physique importante : il permet de fixer l’energie du vide
et d’avoir des énergies finies. Par ailleurs J. Dito a défini dans ses articles [17], [18] le pro-
duit étoile correspondant à l’ordre normal. Nous avons alors adapté cette quantification
par déformation à notre cas mais il nous a semblé difficile de donner une interprétation
multisymplectique à celui–ci.

Enfin nous mettons en oeuvre une stratégie de quantification géométrique. Cette démar-
che nous semble la plus prometteuse et bien que ce soit un travail en cours (en collaboration
avec Frédéric Hélein), nous en présentons les principaux résultats.

Préquantification des symétries

D’après la proposition I.2.1-I.2.2 l’algèbre de Lie V des champs de vecteurs hamilto-
niens dynamiques se décompose en V = Vφ ⊕ VX où L’espace Vφ décrit les symétries
infinitésimales correspondant à la linéarité de l’équation et VX les symétries de l’espace–
temps.

On montre alors que Vφ est un idéal de l’algèbre de Lie V. Nous considérons les com-
plexifiés VC

X et VC

φ de VX et Vφ. Nous supposons donnée une structure hermitienne (•|•) sur

VC

φ telle que pour tout ζX ∈ VX réel l’application i[ζX , •] soit auto–adjointe c’est–à–dire
telle que l’on ait

∀ζX ∈ VX ; ∀(v,w) ∈ (VC

φ )2 ; (i [ζX , v] |w) = (v|i [ζX , w])

Alors nous pouvons étendre le produit scalaire (•|•) à l’algèbre commutative (S(VC

φ ),⊙)

librement engendrée par VC

φ i.e. S(VC

φ ) :=
⊕

k≥0

[
(VC

φ )⊗k/Sk

]
.

Nous définissons alors Q : VC −→ L
(
S(VC

φ )
)

par ∀ζ ∈ VC

Q(ζ) := pφ(ζ)⊙ •+⊙ ◦
({
i
[
pX (ζ), •

]
+
(
•
∣∣∣pφ(ζ)∗

)}
⊗ id

)
◦ δ

où nous avons noté pφ et pX les projections sur Vφ et VX respectivement et où δ : S(VC

φ ) −→
VC
φ ⊗S(VC

φ ) désigne l’opérateur de Spencer (voir la définition I.5.3 p.35). Alors l’application

Q : VC −→ L(S(VC

φ )) vérifie les propriétés suivantes :

Théorème I.5.1 p.39

1. Pour tout ζ, ζ ′ appartenant à VC nous avons

Q
([
ζ, ζ ′

])
= i
[
Q(ζ),Q(ζ ′)

]
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où le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre de
droite le commutateur de L(S(VC

φ )) (∀(A,B) ∈ L(S(VC

φ )) on a [A,B] := A◦B−B◦A).

2. pour tout ζ ∈ VCon a l’identité suivante

Q(ζ∗) = Q(ζ)∗

où l’astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite l’opérateur adjoint.

Quantification par déformation

La quantification par déformation a été introduite par F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal,
A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans leur article fondateur [5]. Celle–ci consiste à
obtenir la quantification comme une déformation de la structure des observables classiques
plutôt que comme un changement radical de la nature des observables. Plus précisément
donnons nous une algèbre de Poisson (A,×, {•, •}). La quantification par déformation
revient à rechercher un produit associatif ⋆~ sur l’espace A[[~]] des séries formelles à
coefficients dans A vérifiant les propriétés suivantes : la projection naturelle π : A[[~]]→ A
est un morphisme d’algèbre et le principe de correspondance est vérifié c’est–à–dire

1

~
[A,B]

~
mod ~ = {A mod ~, B mod ~}

avec [A,B]
~

= A⋆~B−B⋆~A. Récemment cette théorie a fait l’objet d’une intense activité
et de nombreuses avancées ont été réalisées.

Nous nous plaçons dans le cas où X est l’espace de Minkowski plat X0 i.e. sur Rn muni
d’une métrique (ηµν)µν de signature (n−1, 1). Nous nous donnons alors Σ une hypersurface

deM et nous considérons les espaces P et P définis par P := {ψ ∈ C∞(X0) ; ηβα ∂2ψ
∂xα∂xβ +

m2ψ = 0} et P := {
∫
Σ Fψ ; ψ ∈ P} où Fψ := (pµψ − gµν ∂ψ∂xν φ)ωµ est une (n − 1)–forme

observable dynamique. On peut montrer que les fonctionnelles
∫
Σ Fψ permettent de donner

une évaluation des valeurs locales des champs.
Nous considérons alors S(P) l’algèbre librement engendrée par P. Nous nous rendons

compte que le crochet de Poisson {•, •} défini sur les fonctionnelles observables permet
de munir S(P) d’une structure d’algèbre de Poisson. Cette structure se transmet alors
à S(P ) l’algèbre librement engendrée par P . Nous noterons ⊙ le produit (commutatif)
sur S(P ) et P⊙k la k–ième puissance symétrique de P i.e. P⊙k := P⊗k/Sk. Le triplet
(S(P ),⊙, {•, •}) définit ainsi l’algèbre de Poisson des observables.

Nous définissons alors un produit ⋆~ sur S(P )[[~]] (section I.6 p.39–42) tel que l’on ait
le résultat suivant

Théorème I.6.2 p.43 (S(P )[[~]], ⋆~) est une algèbre associative et cette algèbre est une
quantification par déformation de l’algèbre de Poisson (S(P ),⊙, {•, •}) i.e. la projection
naturelle π : S(P )[[~]] −→ S(P ) est un morphisme d’algèbre et le principe de correspon-
dance est valide.

Harrivel R. 9



Thèse - 0.1 concours 01/04

Le produit étoile est construit de manière analogue au produit de Moyal [47] et de façon
totalement covariante. De plus il semble que l’on puisse en donner une formulation multi-
symplectique simple.

Malheureusement nous nous rendons compte que ce produit étoile ne correspond pas à la
quantification canonique du champ libre utilisé par les physiciens. Pour bien comprendre
ce fait nous nous plaçons dans un système de coordonnées (xµ)µ∈J0,n−1K dans lequel la
matrice de la métrique est donnée par diag(1,−1 . . .− 1). La première coordonnée jouant
le rôle du temps nous la noterons t et nous prenons comme hypersurface Σ l’hypersurface
Σ0 := {t = 0}. Alors les observables classiques que nous quantifions sont des fonctionnelles
de la forme

ϕ −→
∑

I⊂J1,kK

(−1)|I|
[∏

i∈I

∫

Σ
ψi
∂ϕ

∂t

]
∏

j 6∈I

∫

Σ

∂ψj
∂t

ϕ




Quantifier revient alors (voir [19]) à remplacer chacune des intégrales
∫
Σ
∂ψj

∂t ϕ et
∫
Σ ψj

∂ϕ
∂t

dans l’expression précédente respectivement par les opérateurs ϕm

(
∂ψj

∂t |t=0

)
et πm((ψj)|t=0)

où ϕm(f) et πm(g) sont des opérateurs agissant sur l’espace de Fock symétrique Fs tels que
[ϕm(f), ϕm(g)] = [πm(f), πm(g)] = 0 et [ϕm(f), πm(g)] = i

(∫
Rn−1 fg

)
id. Nous renvoyons

le lecteur à l’annexe A et au livre de M. Reed et B. Simon [50] pour une définition précise
de ces opérateurs. Se pose alors le problème de l’ordre dans lequel écrire les opérateurs
ϕm(f) et πm(g) car ces opérateurs ne commutent pas. D’après J. Dito [18],[17] ou K.
Fredenhagen et M. Dütsch [19] à chaque quantification par déformation correspond une
façon d’ordonner les opérateurs.

Choisissons d’ordonner les opérateurs en mettant tous les opérateurs πm(f) à gauche
des opérateurs ϕm(g) c’est–à–dire que nous définissons l’application de R[~]–module Θ de
S(P )[~] dans l’espace des opérateurs agissant sur l’espace de Fock en posant Θ(~.1) := −i
et ∀k ∈ N∗, ∀ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk ∈ P⊙k

Θ(ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk) :=
∑

I⊂J1,kK

(−1)|I|
[∏

i∈I
πm
(
(ψi)|t=0

)
]
∏

j 6∈I
ϕm

(
∂ψj
∂t |t=0

)


Alors nous avons le résultat suivant nous assurant que cette façon d’ordonner les opérateurs
ϕm(f) et πm(g) correspond au produit étoile ⋆~ que nous avons défini

Théorème I.6.1 p.45 Pour tout A et B appartenant à S(P )[~] nous avons

Θ(A)Θ(B) = Θ(A ⋆~ B)

Remarquons que cet ordre ne correspond pas à l’ordre de Wick utilisé par les physiciens en
théorie quantique des champs. Or l’ordre de Wick a une signification physique profonde,
il permet d’obtenir une énergie finie et positive ([48], [52], [31]).
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Dans ses articles [17] et [18] J. Dito définit le produit étoile correspondant à l’ordre de
Wick. Nous voyons comment ses résultats se transcrivent dans notre cas, obtenant ainsi un
produit ⋆W sur S(P )[[~]] tel que (S(P )[[~]], ⋆W ) soit une quantification par déformation
de l’algèbre de Poisson (S(P ),⊙, {•, •}) et tel que l’on ait le théorème suivant :

Théorème I.6.2 p.47 Pour tout P,Q appartenant à S(P )[[~]] nous avons

ΘW (P )ΘW (Q) = ΘW (P ⋆W Q)

avec ΘW : S(P )[~] −→ Õ est le morphisme de R[~]–module tel que Θ(~ · 1) = 1 et

ΘW (ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk) :=
∑

I⊂J1,kK

(−1)|I| :
∏

i∈I
πm
(
(ψi)|t=0

)∏

j 6∈I
ϕm

(
∂ψj
∂t |t=0

)
:

où :
∏
i∈I πm (fi)

∏
j 6∈I ϕm (gj) : désigne le produit d’opérateurs ordonnés dans l’ordre

normal (voir l’annexe A p.90 ou [52], [31], [48] pour une définition précise).

Mais comme la définition du produit ⋆W fait intervenir la transformée de Fourier de ψ|Σ
et ∂ψ

∂t

∣∣∣
Σ

il nous semble difficile de donner une signification multisymplectique à ⋆W . Nous

avons donc préféré nous engager dans une nouvelle direction, la quantification géométrique.

Quantification géométrique

Nous présentons les idées d’un travail en cours effectué en collaboration avec Frédéric
Hélein. Nous adoptons une stratégie de quantification géométrique dans le cadre multi-
symplectique en adaptant la construction de A.A. Kirillov, B. Kostant et J.M. Souriau
[36], [39], [55] généralisant les constructions de B.O. Koopman [38], L. Van Hove [58] et
I.E. Segal [54]. Cette démarche permet a priori de retrouver la théorie quantique obtenue
par la quantification canonique [31], [52], [48] et ceci de manière géométrique et covariante.
Elle est donc pleinement satisfaisante.

Nous nous plaçons cette fois dans le cadre général, c’est–à–dire M := ΛnT ∗(X × R)
muni de la forme multisymplectique Ω définie par Ω := de∧ω+dpµ∧dφ∧ωµ− 1

g
∂g
∂xµp

µdφ∧ω
et nous considérons l’hamiltonien H(q, e, p) = e + 1

2

(
gµνp

µpν +m2φ2 + ξRφ2
)
. Nous no-

tons alors OH l’ensemble des (n−1)–formes observables dynamiques et EH l’ensemble des
n–courbes H–hamiltoniennes.

Considérons le fibré L = EH
C
×C sur EH

C
les complexifié de EH. Pour tout F ∈ OH nous

allons construire un opérateur F̂ agissant sur l’ensemble des sections Γ(EH
C
,L).

Soit F ∈ OH, sous certaines hypothèses sur le flot du champ de vecteurs hamiltonien de
F (proposition I.7.1 p.49) il existe U : (−ǫ, ǫ)×M −→M tel que ∀m ∈M, U(0,m) = m
et ∀τ ∈ (−ǫ, ǫ), ∂U

∂τ (τ,m) = ζF (U(τ,m)). Alors on montre que U induit une application

(−ǫ, ǫ)× EH −→ EH
(τ,Γ) 7−→ Γτ := U(τ,Γ)

où EH désigne l’ensemble des n–courbes H–hamiltoniennes.
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Cette propriété nous permet de définir pour F ∈ OH un champ de vecteur ΞF sur EH
C

de la manière suivante

∀Γ ∈ EHC ; ΞF (Γ) :=
dΓτ
dτ

∣∣∣∣
τ=0

∈ TΓEHC

ce qui nous permet finalement de définir une connexion ∇ΞF
sur Γ(EH

C
,L) en posant

∀A ∈ Γ(EH
C
,L) ; ∇ΞF

A := ΞF ·A−
i

~

(∫

Σ
ζF θ(s)

)
A

où pour s ∈ R fixé, θ(s) désigne la n–forme définie par θ(s) :=
(
e− (1− s)1

g
∂g
∂xµφp

µ
)
ω +

(s pµ dφ− (1− s)φ dpµ) ∧ ωµ.
Enfin pour F ∈ OH nous définissons l’opérateur F̂ agissant sur Γ(EH

C
,L) par

∀A ∈ Γ(EHC ,L) ; F̂A :=

(∫

Σ
F

)
A+

~

i
∇ΞF

A

=
~

i
ΞF ·A+

(∫

Σ
(F − ζF θ(s))

)
A

Ceci définit une préquantification du problème et non une quantification car comme pour
le cas d’une particule on se rend compte que l’espace sur lequel agissent les opérateurs F̂
est trop grand, permettant ainsi à l’énergie d’être négative. Une polarisation c’est–à–dire
une restriction des opérateur à un sous espace de Γ(EH

C
,L) est nécessaire. Nous pouvons

définir une polarisation permettant de retrouver exactement la théorie obtenue par la
quantification canonique dans le cas de l’espace de Minkowski plat.

Nous pouvons remarquer que cette quantification géométrique est effectuée indépen-
damment du système de coordonnées, elle est donc complètement covariante. Nous pouvons
de plus remarquer que contrairement à la quantification canonique nous quantifions toutes
les observables suivant la même procédure, aussi bien les positions

∫
Σ Fψ que le tenseur

d’énergie–impulsion
∫
Σ FX . De plus c’est une construction générale, elle permet ainsi de

quantifier au moins formellement le champ libre dans un espace–temps courbe. Nous pou-
vons aussi imaginer pouvoir quantifier d’autres problèmes pourvus qu’ils contiennent assez
d’observables dynamiques ce qui, malheureusement, n’est en général pas le cas lorsque
nous introduisons une non–linéarité. Nous voyons dans le second chapitre comment nous
pouvons contourner cette difficulté perturbativement.

0.2 Enoncé des résultats du chapitre II

Dans ce chapitre nous étudions l’équation de Klein–Gordon (K-G) couplée avec une
non–linéarité d’ordre p ∈ N. Comme dans le cas de l’équation linéaire nous commençons
par donner la formulation multisymplectique du problème. Mais comme I. Kanatchikov l’a
remarqué [34] le nombre de formes observables dynamiques est considérablement réduit.
Il ne reste que les observables correspondant aux symétries de l’espace–temps.
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Suivant une idée de Frédéric Hélein [27] nous montrons que nous pouvons contourner
le problème de maniére perturbative. Nous montrons que nous pouvons définir des ob-
servables perturbativement sous la forme de séries indexées par les arbres plans et nous
montrons la convergence de ces séries.

Suite à une discussion avec Christian Brouder nous nous sommes rendu compte que
ces observables étaient étroitement liées aux séries de Butcher permettant de donner
explicitement les termes du developpement perturbatif d’une solution de l’équation de
Klein–Gordon couplée avec une non–linéarité analytique. Nous montrons encore une fois
un résultat de convergence et nous voyons comment retrouver les observables précédentes
à partir des séries de Butcher.

Nous voyons ensuite comment ce calcul perturbatif réalisé dans un cadre classique peut
formellement être relié aux calculs perturbatifs quantiques effectués par les physiciens [31],
[48]. Plus précisément nous montrons que formellement les séries de Butcher permettent
de retrouver la formulation d’Heisenberg du champ quantique en interaction [48] p. 83.

Enfin nous présentons une application de ces calculs perturbatifs en théorie du contrôle.
Ainsi nous voyons comment nous pouvons définir perturbativement un contrôle pour une
équation différentielle ordinaire à l’aide des arbres plans.

0.2.1 Arbres plans

Pour énoncer les résultats principaux de ce chapitre nous devons introduire la notion
d’arbres plans. Nous ne donnons ici que quelques définitions. Nous renvoyons le lecteur à
la section II.3 p.59-64 pour plus de détails.

Les arbres plans sont la donnée d’un graphe fini orienté connexe et sans boucles muni
d’un plongement dans le plan ; on suppose que l’un des sommets de ce graphe n’est l’arrivée
d’aucune arête, ce sommet est appelé la racine de l’arbre. Les arbres plans seront dessinés
avec la racine en bas. Nous noterons T l’ensemble des arbres plans. Nous appelons feuilles
les noeuds externes d’un arbre et noeud interne les autres noeuds. Pour b un arbre plan,
nous noterons ‖b‖ le nombre de feuilles de b.

Certains arbres plans nous intéresserons particulièrement. Tout d’abord pour p ∈ N∗

nous appelons p–arbre plan tout arbre dont chaque noeud a soit 0 fils (c’est alors une
feuille) soit exactement p fils. Nous noterons T(p) l’ensemble des p–arbres plans. Nous
noterons aussi T(2,∞) l’ensemble des arbres plans dont les noeuds ont soit 0 fils soit au
moins deux fils.

Enfin à partir de m arbres plans (b1, . . . , bm) ∈ Tm, nous pouvons construire un arbre
plan B+(b1, . . . , bm) en connectant une nouvelle racine aux racines de b1, b2, ..., bm dans
cet ordre (voir la définition II.3.4 p.62). En réitérant ce procédé nous obtenons tous les
arbres plans autres que l’arbre plan réduit à une racine.
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0.2.2 Calcul perturbatif d’observable

Nous nous plaçons dans le cas de l’espace de Minkowski plat X0 muni d’une métrique
diagonale (ηµν)µν = diag(1,−1 . . .−1). La première variable jouant le rôle du temps, nous
la noterons t. Nous étudions alors l’équation sur les champs scalaires ϕ : X0 → R

ηµν
∂2ϕ

∂xµ∂xν
+m2ϕ+ λϕp = 0 (K-Gp)

qui dérive elle aussi d’un lagrangien. Nous pouvons alors suivre la démarche expliquée
précédemment qui conduit au même espace multisymplectique, seul l’hamiltonien est mo-
difié. Mais lorsque nous nous intéressons aux observables dynamiques nous nous rendons
compte que seules subsistent les observables FX correspondant aux symétries de X0, car les
(n−1)–formes Fψ donnant une approximation des valeurs locales des champs ne sont plus
des observables dynamiques. Nous obtenons ainsi un espace d’observables de dimension
finie.

Pour voir comment nous pouvons passer outre cette difficulté nous pouvons revenir à
la justification de la notion d’observable dynamique. Ces observables ont été introduites
pour pouvoir définir le crochet de Poisson entre deux fonctionnelles

∫
Σ̃ F et

∫
ΣG lorsque

les hypersurfaces Σ̃ et Σ étaient distinctes. Voyons s’il n’est pas possible de calculer
∫
Σ̃ F

en fonction de fonctionnelles de type
∫
Σ F̃ et de produit de telles fonctionnelles.

Nous nous restreignons au cas d’une non–linéarité quadratique (i.e. p = 2) mais notre
démarche peut s’appliquer à des non–linéarité polynomiales quelconques sans difficultés.

Nous nous donnons Fψ la (n − 1)–forme de la proposition I.2.1-I.2.2 correspondant à
ψ : X0 → R vérifiant (2 +m2)ψ = 0 et Σ une hypersurface de type {t = t0}. Alors pour
toute solution ϕ : X0 → R de (K-Gp) nous avons

∫

Σ∩Γϕ

Fψ =

∫

Σ
ψ
←→
∂ ϕ (1)

où pour tout f, g : X0 → R nous avons noté f
←→
∂ g pour ∂f

∂t g − f
∂g
∂t et où Γϕ désigne la

n–courbe hamiltonienne correspondant à ϕ.
Considérons alors les surfaces Σ̃ = Σ0 := {t = 0} et Σ = Σs := {t = s} avec s ≥ 0

fixé. Il s’agit d’exprimer la fonctionnelle
∫
Σ0
Fψ à l’aide de produits de fonctionnelles de

type
∫
Σs
F̃ . Frédéric Hélein a proposé d’aborder ce problème de manière perturbative

[27]. Nous nous proposons de finaliser cette idée en donnant explicitement les termes du
développement perturbatif et en montrant sa convergence. Ce travail a fait l’objet d’un
article accépté pour publication aux annales de l’IHP [26].

Nous nous donnons un temps T > 0, alors pour ψ : X0 → R donné avec ψ ∈
C1([0, T ],H−q) où nous supposons q > n−1

2 et où nous avons noté de manière habituelle
H−q le dual de l’espace de Sobolev Hq(Rn−1).

Nous construisons alos une famille de fonctionnelle (Ψ(b))b∈T(2) indexée par les arbres
binaires plans de la manière suivante : soit b un arbre binaire plan b ∈ T(2), nous notons
alors k le nombre de feuilles de b
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1. Attachons à chaque feuille de b une variable d’espace–temps x1, x2, . . . , xk ∈ X0 en
respectant l’ordre des feuilles.

2. Pour chaque noeud interne nous attachons une variable yi ∈ Rn que nous intégrons
sur P+ =

{
(t, z) ∈ R× Rn−1 | t > 0

}
.

3. Pour chaque arête entre les noeuds v et w où la profondeur de v est plus petite que
celle de w, nous multiplions l’intégrande par un facteur Gret(av−aw) où av (resp. aw)
est la variable associée à v (resp. w) où Gret désigne la fonction de Green retardée
de l’opérateur (2 +m2) [48] i.e.

Gret(z) :=
1

(2π)n−1
θ(z0)

∫

Rn−1

dn−1k
sin(z0ωk)

ωk
eik.

−→z

où θ désigne la fonction seuil θ(x) = 1 si x ≥ 0 et 0 sinon et nous avons noté −→z la
partie spatiale de z ∈ Rn i.e. z = (z0,−→z ) ∈ R × Rn−1. Enfin pour k ∈ Rn−1 nous
avons noté ωk := (|k|2 +m2)1/2.

4. Enfin nous multiplions par ψ(ar) où ar est la variable associée à la racine de b.

Nous renvoyons le lecteur à la définition II.4.2 p.68 pour une définition rigoureuse. Pour

s ∈ [0, T ], nous considérons la fonctionnelle Ψ(b)
←→
∂ ⊗k
s sur l’espace C2([0, T ],Hq) définie

formellement par 〈
Ψ(b)
←→
∂ ⊗k
s , ϕ

〉
=

∫

(Σs)p

Ψ(b)
←→
∂ ⊗kϕ⊗k

pour tout ϕ ∈ C2([0, T ],Hq). Remarquons que c’est en quelque sorte un produit (généralisé)
de k fonctionnelles de type (1).

Théorème II.4.1 p.69

i. Soient ψ ∈ C1([0, T ],H−q), ϕ ∈ C2([0, T ],Hq) et s ∈ [0, T ]. Alors la série entière en λ
∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗|b|+1, ϕ
〉

(2)

a un rayon de convergence R non nul vérifiant

R ≥
(

4CqM
2T

[
‖ϕ(s)‖Hq + ‖∂ϕ

∂t
(s)‖Hq

])−1

> 0

avec M := max( 1
m , 1) où m désigne la masse et Cq une constante ne dépendant que

de q et n.

ii. De plus si ϕ est solution de l’équation (2+m2)ϕ+λϕ2 = 0 et ψ ∈ C2([0, T ],H−q+2)
est telle que (2 +m2)ψ = 0 dans H−q et si la condition

8|λ|CqM2T‖ϕ‖E (1 + |λ|CqT‖ϕ‖E ) < 1

est vérifiée alors la série entière (2) converge pour tout s ∈ [0, T ] et nous avons
l’égalité suivante

∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗|b|+1, ϕ
〉

=
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
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Pour avoir le développement perturbatif pour p ≥ 3, il suffit de considérer des p–arbres
plans et de définir la famille (Ψ(b))b∈T(p) en utilisant la même construction. Alors on peut
montrer que nous avons un théorème analogue au théorème II.4.1.

Par ailleurs bien que le point de vue diffère du notre, les arbres binaires plans ap-
paraissent dans d’autres travaux sur des équations aux dérivées partielles analogues à
(K-Gp), voir par exemple les travaux de Ch. Brouder et A. Frabetti [7], [11] sur l’electro-
dynamique quantique ou [41], [20] qui montrent la relation entre les arbres et l’équation
(K-Gp) du point de vue probabiliste ou encore les travaux de D. Bahns [4] sur les champs
évoluant dans un espace temps courbe.

0.2.3 Séries de Butcher

Nous pouvons nous interroger sur l’origine de l’intervention des arbres plans dans le
résultat précédent. D’un certain point de vue ces arbres sont des diagrammes de Feynman
sans boucles (ce qui pourrait se justifier par le fait que le calcul se fasse dans un cadre
classique). Une discussion avec Christian Brouder nous a mis sur une autre voie, celle des
séries de Butcher.

Les séries de Butcher sont des séries indexées par les arbres introduites par J.C. Butcher
[13] pour étudier les méthodes de Runge–Kutta de résolution numérique des équations
différentielles ordinaires. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [13] ou [25] pour des
informations plus complètes.

Dans son article [10] Christian Brouder a fait remarquer que les séries de Butcher pou-
vaient être utilisées pour étudier les équations aux dérivées partielles, plus précisément
elles pouvaient permettre de donner un développement perturbatif des solutions. Nous
précisons ici cette idée en donnant un résultat de convergence en voyant les équation aux
dérivées partielles comme une équation différentielle ordinaire sur un espace de Banach
général (pas nécessairement de dimension finie).

Nous nous donnons B, B′ et B0 trois espaces de Banach tels que B ⊂ B′ et B0 ⊂ B′
avec injections continues. On note alors K l’espace K := C0([0, T ],B)∩C1([0, T ],B′) qui est
naturellement un espace de Banach. On se donne enfin T > 0 un réel strictement positif
et x0 ∈ B. Nous considérons alors le problème (PF ) suivant





x ∈ K
x′ = Lx+ f + λF (x) sur [0, T ]

x(0) = x0
(PF )

où f ∈ C0([0, T ],B′) et L est une application linéaire L : B −→ B′ et F : B −→ B0 est de la
forme F (x) =

∑
p≥2 Fp(x, . . . , x) où pour tout p ≥ 2, Fp désigne une application p–linéaire

symétrique continue de B dans B0. On a alors le résultat suivant

Théorème II.5.1 p.72 Supposons que L et F vérifient les hypothèses suivantes
– La série entière |F |(z) :=

∑
p≥2 ‖Fp‖zp a un rayon de convergence infini.

Harrivel R. 16
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– Le problème linéaire (P0) obtenu en prenant F = 0 dans (PF ) se résoud facile-
ment. Plus précisément on suppose que pour tout x0 ∈ B et f ∈ C0([0, T ],B0) il
existe une unique solution φ0(x

0, f) au problème (P0) et que l’application φ0 : B ×
C0([0, T ],B0)→ K est continue. Nous notons alors µ l’application µ : C0([0, T ],B0)→
K définie par µ(f) := φ0(0, f).

Alors on définit l’application φ : T(2,∞) −→ K récursivement par φ(◦) := φ0(x
0, f) et

pour tout r ≥ 2 et (b1, . . . , br) ∈ T(2,∞)r

φ [B+(b1, . . . , br)] := µ [Fr(φ(b1), . . . , φ(br))]

Si λ ∈ R vérifie la condition

|λ| < ‖φ0(x
0, f)‖

‖µ‖|F | (16‖φ0(x0, f)‖)

alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(2,∞) est sommable dans K et la somme x :=
∑

b∈T(2,∞) λ
|b|φ(b)

est solution du problème (PF ).

Nous pouvons alors appliquer ce théorème pour trouver un développement perturbatif
des solutions d’une équation aux dérivées partielles. Ainsi pour l’équation (K-Gp) nous
obtenons les solutions sous la forme d’une série sur les arbres plans, et à partir de ce
développement nous pouvons retrouver le résultat du théorème II.4.1.

0.2.4 Lien avec le calcul perturbatif quantique

Partant de l’étude de l’équation linéaire (2+m2)ϕ = 0 nous pouvons utiliser le théorème
II.5.1 pour écrire les solutions de l’équation non–linéaire (2 +m2)ϕ+ λϕp = 0 sous forme
de série de Butcher. Nous savons par ailleurs qu’en suivant une démarche similaire au
niveau quantique, c’est–à–dire en se basant sur la théorie quantique du champ libre, les
physiciens ont développé des théories perturbatives pour l’étude des champs quantiques en
interaction. Même si pour l’instant ces théories ne sont pas formulées de manière correcte
du point de vue mathématique, elles permettent d’obtenir des résultats concordant avec
l’expérience.

Nous pouvons nous demander s’il existe un rapport entre la série de Butcher décrivant le
développement perturbatif d’une solution classique et les calculs perturbatifs de la théorie
quantique des champs tels qu’ils sont présentés dans la littérature (voir par exemple [48],
[31] ou [52]).

Comme nous l’avons précisé, les calculs perturbatifs quantiques effectués par les physi-
ciens n’ont pas encore de sens mathématique rigoureux. Ainsi les calculs que nous faisons
sont purement formels en ce sens que les objets manipulés n’ont pas de sens mathématique,
néanmoins les physiciens les utilisent sans complexes.

Soit t0 ∈ R un temps que nous fixons pour le reste de cette partie. Suivant les notations
de M. Peskin et D. Schroeder [48] p. 83, pour x ∈ X0 nous notons φI(x) le champ quantique
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libre dans l’espace–temps avec comme surface de Cauchy {t = t0}. φI(x) est ainsi un
opérateur agissant sur l’espace de Fock.

Soit t > t0 alors nous définissons la famille d’opérateur (Φ(b))b∈T(p) agissant sur l’espace
de Fock de manière similaire à la construction du théorème II.5.1. C’est à dire que nous
posons Φ(◦)(x) := φI(x) et pour tout (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p

Φ(B+(b1, . . . , bp))(t,
−→x ) :=

∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(x− y)Φ(b1)(y) · · ·Φ(bp)(y)

Nous avons ainsi exactement la même définition que les séries de Butcher à la différence
que les Φ(b) sont maintenant des opérateurs agissant sur l’espace de Fock. Remarquons
que la définition précédente est formelle car nous n’avons pas pris en compte les problèmes
de définition du produit d’opérateur sur la diagonale. Alors en utilisant les règles de com-
mutation des opérateurs φI(x) nous obtenons le résultat suivant

Théorème II.5.4 p.83 Soient t > t0 et −→x ∈ Rn−1. Nous avons

Φ(t,−→x ) :=
∑

b∈T(p)

λ|b|Φ(b)(x) = U †(t) φI(t,
−→x ) U(t)

U(t) désignant l’opérateur

U(t) :=
∑

α≥0

(−iλ)α
∫ t

t0

dτ1

∫ τ1

t0

dτ2 · · ·
∫ τα−1

t0

dταHI(τ1)HI(τ2) · · ·HI(τα) (3)

où HI(τ) est donné par HI(τ) := 1
p+1

∫
Rn−1 d−→y φp+1

I (τ,−→y ).

Remarquons que l’opérateur U défini par (3) peut se réecrire en utilisant le produit ordonné
dans le temps (voir [48] p.85)

U(t) = T

{
exp

(
−iλ

∫ t

t0

dτHI(τ)

)}

Nous avons ainsi relié le calcul perturbatif classique obtenu par les séries de Butcher à la
formulation perturbative du champ quantique en interaction qu’utilisent les physiciens.

0.2.5 Une application à la théorie du contrôle

Nous voyons que le développement en série de Butcher nous donne la forme précise des
solutions de certaines équations non–linéaires. Ainsi nous nous rendons compte que ceci
peut nous permettre d’influer précisément sur les solutions d’un système non–linéaire, par
exemple de contrôler celles–ci.

Nous allons traiter un problème de contrôle intérieur en dimension finie. Nous nous
donnons (n,m) ∈ N2 et T > 0 et nous considérons le problème





x ∈ C0([0, T ],Rn) ∩H1([0, T ],Rn)
x′ = Ax+Bv + λF (x)

x(0) = x0 ∈ Rn
(PF )
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où A ∈ Mn,n(R) est une matrice carré n × n, B ∈ Mm,n(R), F : Rn −→ Rn et
v ∈ L2([0, T ],Rm). La question que nous nous posons est la suivante : étant donné x0 ∈ Rn

est-il possible de trouver u ∈ L2([0, T ],Rm) telle que la solution x du problème (PF ) vérifie
x(T ) = 0 ? Si elle existe, la fonction u est appelé contrôle.

Nous nous sommes inspirés de la méthode de contrôle optimale permettant de résoudre
ce problème pour λ = 0 et nous avons utilisé les séries de Butcher pour étudier ce problème.
Nous supposons ainsi que F : Rn −→ Rn s’écrit sous la forme F (x) =

∑
p≥2 Fp(x, . . . , x)

où pour tout p ≥ 2 ; Fp est une application linéaire continue Fp : (Rn)⊗p −→ Rn. Nous
supposerons de plus que la série entière |F | définie par

|F |(z) :=
∑

p≥0

‖Fp‖zp

a un rayon de convergence infini. Alors nous avons le résultat suivant

Théorème II.6.2 p.88 Soit x0 ∈ Rn fixé. Nous supposons que B vérifie la condition de
Kalman

rang
(
B,AB, . . . , An−1B

)
= n

Nous pouvons alors définir récursivement la famille (v(b))b∈T d’éléments de L2((0, T ),Rm)
comme suit. Nous posons v(◦) := B∗ỹ(◦) où ỹ(◦) est la solution du problème dual





y ∈ C0([0, T ],Rn) ∩H1([0, T ],Rn)
−y′ = A∗y
y(0) = y0 ∈ Rn

(P ′)

correspondant à la condition initiale ỹ(◦) ∈ Rn minimisant la fonctionnelle J(◦) : Rn −→ R

définie donnée par J(◦)(y0) := J0(y
0) = 1

2

∫ T
0 |B∗ỹ(t)|2dt+

〈
x0, y0

〉
où pour tout y0 ∈ Rn,

ỹ désigne la solution de (P ′) correspondant à y0. Ensuite pour (b1, . . . , br) ∈ Tr nous
posons b = B+(b1, . . . , br) et v(b) := B∗ỹ(b) avec ỹ(b) solution de (P ′) correspondant à la
condition initiale ỹ(b) ∈ Rn minimisant une fonctionelle J(b) : Rn −→ R de la forme

J(b)(y0) :=
1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

∫ T

0

(
ỹ(t), Fr [(Φ ∗ u)(b1), · · · , (Φ ∗ u)(br)]

)
dt

où ỹ désigne la solution de (P ′) correspondant à la condition initiale y0 et où pour tout
c ∈ T, (Φ ∗ u)(c) ne dépend que des (v(d))‖d‖≤‖c‖ (voir la section II.5.1 p.73 pour plus de
précisions).

1. Il existe une constante C telle que si λ ∈ R et x0 vérifient la condition

|λ|‖B‖
‖u(◦)‖ |F |(16C‖u(◦)‖) < 1

alors la famille (λ|b|v(b))b∈ est sommable dans L2((0, T ),Rm) et la série |u| définie

par |u| :=∑b∈T
|λ||b|‖u(b)‖ vérifie |u| ≤ 16‖u(◦)‖

1− |λ|‖B‖
‖u(◦)‖

|F |(16C‖u(◦)‖)
.
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2. Si de plus nous avons

|λ| < ‖φ0‖|u|
‖µ‖|F |(16‖φ0‖|u|)

alors la fonction v =
∑

b∈T
λ|b|v(b) conduit la solution du problème (PF ) de x0 à 0.

0.3 Perspectives

• Quantification du champ libre sur un espace–temps courbe. Tout d’abord
il nous reste à finaliser la quantification géométrique multisymplectique que nous
présentons dans la section I.7, c’est–à–dire définir de manière précise les espaces
fonctionnels sur lesquels nous travaillons. Ensuite il faudra comprendre comment
nous pouvons quantifier un produit d’observables, nous verrons alors apparâıtre le
problème de l’ordre dans lequel écrire les opérateurs.

Cette quantification géométrique nous donne aussi une nouvelle direction pour atta-
quer le problème du champ libre sur un espace temps courbe. En effet notre construc-
tion est indépendante de la nature de l’espace–temps considéré. Nous pouvons donc
théoriquement définir la quantification du champ libre sur un espace quelconque. Il
pourrait être intéressant d’étudier la théorie obtenue et voir si nous pouvons définir
des opérateurs de création et de destruction dans ce cadre.

• Champs quantiques en interaction. Une autre question qui nous semble très
intéressante est l’apparition des boucles. En effet les séries de Butcher nous per-
mettent d’avoir une théorie perturbative classique ne faisant intervenir que des arbres
plans. Or nous savons que la théorie perturbative quantique introduite par les physi-
ciens fait intervenir des graphes contenant des boucles. Nous pouvons nous demander
comment ces boucles apparâıssent et si elle sont liées aux arbres des séries de But-
cher. Pour aborder cette question nous devons être en mesure de quantifier la théorie
perturbative classique directement.

théorie libre classique
Séries Butcher

quant. canonique/géométrique

théorie perturbative classique

?

théorie libre quantique
Schwinger

Feynman
théorie perturbative quantique

Il nous parâıt naturel de reprendre la quantification géométrique introduite pour le
champ libre. Malheureusement nous avons vu que nous n’avons pas assez d’obser-
vables pour appliquer telle quelle notre méthode de quantification géométrique. En
effet la non linéarité élimine toutes les observables du type

∫
Σ Fψ.

Nous avons vu comment nous pouvons contourner cette difficulté de manière per-
turbative en transformant la fonctionnelle

∫
Σ Fψ en quantité conservée. Nous ob-

tenons alors des observables généralisées que nous pouvons essayer de quantifier
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géométriquement.

Il nous faut essentiellement définir les transformations canoniques correspondant à
ces observables. Nous obtiendrons alors la connection ΞF qui nous permettra de
(pré)quantifier. Les séries de Butcher devraient nous permettre de trouver relative-
ment facilement ces transformations canoniques.

Nous devrions ainsi pouvoir définir une théorie perturbative quantique à partir de
la théorie perturbative classique. Nous pourrons alors comparer cette théorie à la
théorie quantique perturbative utilisée par les physiciens.

• Renormalisation. Il nous semble inévitable qu’une renormalisation soit nécessaire
à un moment ou à un autre dans les étapes décrites ci–dessus. Même si cela semble
prématuré quelques questions rendent cette perspective très excitante. Dans leur
travail sur la renormalisation [15] Alain Connes et Dirk Kreimer ont montré que les
calculs intervenant dans la renormalisation pouvaient être structurés à l’aide d’une
structure d’algèbre de Hopf sur les arbres. Or Christian Brouder a remarqué que
cette structure d’algèbre de Hopf avait déjà été utilisée par J.C. Butcher [13] pour
classifier les méthodes de Runge–Kutta en analyse numérique en exprimant les so-
lutions d’une équation différentielle sous la forme d’une série indexée par les arbres.
Christian Brouder a ainsi montré [10] que le processus de renormalisation pouvait
être vu comme une méthode de Runge–Kutta. Nous pouvons nous demander si nous
retrouverons ces résultats dans notre contexte.

D’autre part, comme nous sommes partis d’une théorie perturbative classique pour
construire la théorie perturbative quantique, nous pouvons espérer avoir une in-
terprétation classique de la renormalisation.

• Théorie du contrôle. Enfin, selon nous il reste encore beaucoup de travail à faire
en ce qui concerne l’application à la théorie du contrôle. Tout d’abord nous n’avons
traité qu’un exemple en dimension finie i.e. contrôle d’une équation différentielle
ordinaire. Or il semble que nous pouvons suivre la même stratégie pour contrôler une
équation aux dérivées partielles. Plusieurs difficultés techniques sont à surmonter
mais d’après le travail engagé dans ce sens elles ne semblent pas infranchissables. En
effet le principal problème vient de la décomposition de la solution en série de Butcher.
Ensuite si nous arrivons à définir assez facilement l’analogue des composantes v(b)
du contrôle, l’étude de la convergence de celui–ci est plus délicate.
D’autre part nous pouvons étudier les propriétés éventuelles du contrôle obtenu (mi-
nimalité, régularité...).
Enfin l’intérêt principal de cette méthode est de pouvoir trouver facilement un
contrôle approché. Pour que cela soit satisfaisant il faut vérifier que cette méthode
est effectivement efficace.
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Chapitre I

Etude multisymplectique de

l’equation de Klein–Gordon

linéaire

Soit n ∈ N∗, nous nous donnons (X , g) une variété pseudo Riemanienne orientable lisse
de dimension n et (xµ)µ∈J0,n−1K un système de coordonnées sur X . Nous noterons (gµν)µν
les composantes de la métrique g dans le système de coordonnées (xµ)µ.

On étudie alors l’équation sur les champs ϕ : X −→ R suivante

1

g

∂

∂xµ

(
ggµν

∂ϕ

∂xν

)
+m2ϕ+ ξRϕ = 0 (K-G)

avec g :=
√
|det(gµν)| et où m > 0 et ξ ∈ R sont deux paramètres réels et où R désigne la

courbure scalaire de X . On sait alors que cette équation dérive du lagrangien L[ϕ] défini
par

L[ϕ] :=

∫

X

1

2

(
gµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
−m2ϕ2 − ξRϕ2

)
ω (L)

où ω désigne la forme volume induite par la métrique sur X i.e. ω := gdx0 ∧ · · · ∧ dxn−1.

Dans ce chapitre nous étudions le champ libre et sa quantification du point de vue mul-
tisymplectique. Dans les premières sections nous suivons les étapes décrites par F. Hélein
et J. Kouneiher [28], [29] que nous expliquons rapidement. Ceci nous permet ainsi dobte-
nir une formulation hamiltonienne (multisymplectique) du problème et nous décrivons les
symétries et l’espace des observables dans ce cadre (propositions I.2.1–I.2.2 p.27).

Nous nous intéressons ensuite à la procédure de quantification dans ce cadre. Nous
abordons ce problème de trois manières différentes. Tout d’abord nous définissons une
préquantification des symétries.

Ensuite nous adoptons une stratégie de quantification par déformation. Nous définissons
ainsi un produit étoile sur l’algèbre des fonctionnelles observables correspondant aux va-
leurs locales des champs. Nous relions cette déformation à la quantification canonique du
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champ libre [48], [31], [52] et nous voyons qu’elle ne correspond pas au produit normal
utilisé par les physiciens (section I.6.3 p.44). Nous voyons alors quel est le produit étoile
correspondant à l’ordre normal. Remarquons que J. Dito [17], [18] a explicité un produit
étoile correspondant à l’ordre de Wick dans un cadre plus général.

Enfin nous donnons les idées d’un travail en cours (effectué en collaboration avec
Frédéric Hélein) consistant à définir un processus de quantification géométrique dans le
cadre multisymplectique en nous inspirant de la construction de A. A. Kirillov [2], B.
Kostant et J.M. Souriau [39], [55] pour le cas d’une particule.

I.1 Formulation multisymplectique du problème

La géométrie multisymplectique permet de formuler un formalisme hamiltonien de di-
mension finie aux problèmes variationels à plusieurs variables de manière analogue à la
formulation symplectique des problèmes variationels à une variable (formulation d’Hamil-
ton de la mécanique). Le formalisme multisymplectique est fondé sur un analogue du fibré
cotangent muni d’une (n+ 1)–forme dite multisymplectique qui joue un rôle similaire à la
forme symplectique canonique du fibré cotangent.

A partir d’un lagrangien L[u] :=
∫
X L(x, u,du)ω où u : X −→ Y est une fonction lisse

d’une variété source X muni d’une forme volume ω vers une variété cible Y (voir [28]), on
peut construire un hamiltonien via une transformée de Legendre qui permet d’avoir une
formulation géométrique du problème. Il est par ailleurs remarquable que la transformée de
Legendre soit toujours possible dés que les dimensions des espaces de départ et d’arrivée
sont supérieures à 2 (voir [29]), il n’y a donc plus le phénomène de dégénérescence du
lagrangien qui est observé en dimension 1.

Remarquons qu’il existe d’autres formulations hamiltoniennes pour les problèmes varia-
tionels à plusieurs variables, mais le point de vue est radicalement différent. Nous pouvons
citer notamment le formalisme hamiltonien couramment utilisé par les physiciens pour
la quantification canonique des champs (voir [48], [52], [31]). Celui–ci consiste essentielle-
ment à choisir une coordonnée temporelle t et considérer un champ ϕ : Rn → R comme
une particule évoluant dans un espace de dimension infinie ϕ : R → {f : Rn−1 → R},
ϕ : t 7→ (ϕ(t, •)). La procédure implique ainsi dés le départ un choix de temps, elle
n’est donc clairement pas covariante (c’est–à–dire ne respecte pas le principe de relativité
(générale) d’Einstein), contrairement au formalisme multisymplectique qui permet d’avoir
une théorie géométrique complètement covariante. Un autre avantage de cette théorie pro-
vient du fait qu’elle permet de travailler sur des espaces de dimension finie (même si cette

dimension peut être très grande : dimΛnT ∗(X × Y) = n + k + (n+k)!
n!k! avec n := dimX et

k := dimY). Pour plus d’informations sur la géométrie multisymplectique, nous renvoyons
le lecteur à [27] pour une introduction et aux articles [33], [28], [29] pour une étude plus
précise.

I.1.1 Transformée de Legendre

Considérons N la variété de dimension n+1 définie par N := X ×R et le fibré T ∗
NX au

dessus de N . Un système de coordonnées sur N est donné par ((xµ)µ∈J0,n−1K, φ) et pour
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q = (x, φ) ∈ N , un élément v de T ∗
q X sera noté v = vµdx

µ. Définissons alors la fonction
L : T ∗

NX −→ R par

L(x, φ, v) :=
1

2

(
gµνvµvν −m2φ2 − ξRφ2

)

Avec ces notations l’action (L) est donnée par L[ϕ] =
∫
X L (x, ϕ(x),dϕ(x))ω(x).

Considérons alors M le fibré au dessus de N des n–formes différentielles sur N c’est–
à–dire M := ΛnT ∗N . Soit q ∈ N , toute n–forme P ∈ ΛnT ∗

qN peut être repérée par les
coordonnées (e, (pµ)µ∈J0,n−1K) telles que P = eω+pµdφ∧ωµ où ωµ désigne la (n−1)–forme
définie par

ωµ :=
∂

∂xµ
ω

la notation désigne le produit intérieur.
Nous étudions ici les champs scalaires ϕ : X → R, le formalisme multisymplectique

se réduit ainsi à la théorie de De Donder–Weyl (voir [16], [59], [32] ou [29]). A tout
(q, v) ∈ T ∗

NX , on fait correspondre Π(q, v) = Πµ(q, v)dφ ∧ ωµ ∈ ΛnT ∗
qN défini par

Πµ(q, v) :=
∂L

∂vµ
= gµνvν (I.1.1)

Nous voyons alors facilement que la relation (I.1.1) peut être inversée c’est–à–dire que
nous pouvons définir V : M → T ∗

NX telle que V ◦ Π = idT ∗
NX . Il suffit de prendre pour

tout (q, e, p) ∈M
V(q, e, p) := gνµp

µdxν

Nous définissons alors l’hamiltonien H : M −→ R par ∀(q, e, p) ∈ M, H(q, e, p) :=
e+ pνVν(q, e, p)− L(q,V(q, e, p)). Un calcul simple nous donne alors l’expression suivante
pour H

H(q, e, p) = e+
1

2

(
gµνp

µpν +m2φ2 + ξRφ2
)

(I.1.2)

Remarquons qu’il est possible de définir H de manière intrinsèque (voir [28] ou [29]). Nous
pouvons maintenant donner une formulation hamiltonienne du problème (K-G).

I.1.2 Formalisme multisymplectique

Nous définissons la forme de Poincaré–Cartan θ ∈ Γ(M,ΛnT ∗M) par

θ := eω + pαdφ ∧ ωα

et la (n+ 1)–forme Ω surM par Ω := dθ. En coordonnées nous obtenons

Ω := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ −
1

g

∂g

∂xµ
pµdφ ∧ ω (I.1.3)

La (n+1)–forme Ω est une forme multisymplectique surM, c’est à dire qu’elle est fermée
et non dégénérée i.e. dΩ = 0 et ∀ξ ∈ TM, (ξ Ω = 0⇒ ξ = 0).
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Remarque I.1.1
Nous pouvons observer que nous avons aussi pour tout s ∈ R, Ω = dθ(s) où θ(s) désigne la
n–forme définie par

θ(s) := (spµdφ− (1− s)φdpµ) ∧ ωµ +

(
e− (1− s)1

g

∂g

∂xµ
φpµ

)
ω

Définition I.1.1 Soit Γ une sous–variété de dimension n deM. Alors Γ est une n–courbe
H–hamiltonienne (ou n–courbe hamiltonienne s’il n’y a pas d’ambiguité) si, et seulement
si H est constante sur Γ et pour tout m ∈ Γ, il existe un n–vecteur X ∈ ΛnTmΓ tel que
ω(X) = 1 et

X Ω = (−1)ndH (I.1.4)

où X Ω désigne l’unique 1–forme sur M telle que pour tout V ∈ TM, X Ω(V ) =
Ω(X ∧ V ). Nous noterons EH l’ensemble des n–courbes hamiltoniennes.

Remarque I.1.2
On montre facilement que la condition (I.1.4) entrâıne automatiquement que H est loca-
lement constante sur les n–courbes hamiltoniennes. Ainsi la condition H constante sur Γ
est inutile si nous supposons Γ connexe.

Voyons comment les solutions de l’équation (K-G) peuvent être reliées aux n–courbes
H–hamiltoniennes.

Soit ϕ une application lisse ϕ : X → R et h ∈ R. Nous associons alors à (ϕ, h)
l’application fϕ,h : X →M définie par ∀x ∈ X

fϕ,h(x) := (x, ϕ(x), Eϕ,h(x)ω + Π(x, ϕ(x),dϕ(x))) ∈M (I.1.5)

où Eϕ,h est définie par Eϕ,h(x) := h−H(x, ϕ(x), 0,Π(x, ϕ(x),dϕ(x))). Considérons alors
Γϕ,h ⊂M l’image de l’application fϕ,h. C’est alors une sous–variété de dimension n deM
et on vérifie très facilement que H est constante, égale à h sur Γϕ,h. Les résultats de [28],
[29] nous assurent alors que ϕ est solution de l’équation (K-G) si, et seulement si Γϕ,h est
une n–courbe H–hamiltonienne.

Réciproquement donnons–nous Γ une n–courbe hamiltonienne, alors par définition il
existe h ∈ R tel que H|Γ ≡ h et pour tout m ∈ Γ il existe X ∈ ΛnTmΓ tel que ω(X) = 1
et X Ω = (−1)ndH. La condition ω(X) = 1 6= 0 nous assure que Γ est localement le
graphe d’une application g : X → M et d’après [28] et [29] les conditions H|Γ ≡ h et
X Ω = (−1)ndH nous assurent que Γ est localement le graphe d’une application fϕ,h où
ϕ : X → R est solution de (K-G) et où fϕ,h est définie par (I.1.5).

I.2 Etude des formes observables

Nous avons défini un cadre géométrique permettant de donner une formulation ha-
miltonienne de l’équation de Klein–Gordon (K-G), formulation analogue à la formulation
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hamiltonienne de la dynamique d’une particule évoluant dans un espace cible de dimen-
sion finie Y (formulation d’Hamilton de la mécanique). Si nous cherchons à pousser plus
en avant l’analogie, il se pose alors naturellement la question des observables. Dans le cas
d’une particule il est naturel de considérer l’espace C∞(T ∗Y) comme étant l’espace des
observables. Le crochet de Poisson entre deux observable f et g est alors donné naturel-
lement par la structure symplectique de l’espace cotangent ({f, g} := ζf dg où ζf est le
champ de vecteurs hamiltonien associé à f).

Dans le cas des champs la notion d’observable du point de vue multisymplectique n’est
plus si évidente. Dans les années soixante-dix, l’école Polonaise sous l’impulsion des travaux
de W. M. Tulczyjew [56], J. Kijowski [35] (voir aussi [23], [24] et [28], [29]) a introduit la
définition suivante

Définition I.2.1 Soit F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une (n− 1)–forme sur M.

1. F est une (n − 1)–forme observable algébrique si, et seulement si il existe un
champ de vecteurs ζF ∈ Γ(M, TM) tel que

dF + ζF Ω = 0 (I.2.1)

le vecteur ζF est alors unique et on l’appelle le champ de vecteurs hamiltonien de
F . Nous noterons O l’ensemble des (n− 1)–formes observables algébriques.

2. F est une (n − 1)–forme observable dynamique si, et seulement si F est une
(n− 1)–forme observable algébrique et le champ de vecteurs hamiltonien ζF associé
à F vérifie la condition supplémentaire suivante

dH(ζF ) = 0 (I.2.2)

Nous noterons OH l’ensemble des (n− 1)–formes observables dynamiques.

Remarquons que la notion d’observable algébrique est indépendante de l’hamiltonien H,
elle ne dépend que de la structure multisymplectique (M,Ω). La dynamique (c’est à dire
H) n’intervient que dans la définition des formes observables dynamiques. Par ailleurs, on
se rend compte que si la condition (I.2.1) n’est pas très restrictive, il n’en est pas de même
pour la condition (I.2.2) qui est une condition très forte. Nous verrons par exemple que
dés que l’on rajoute une non–linéarité à l’équation (K-G), il ne reste pratiquement plus
d’observables dynamiques.

La définition (I.2.1) permet de définir le crochet de Poisson entre deux formes obser-
vables algébriques

Définition I.2.2 Soient F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) et G ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) deux (n − 1)–
formes observables algébriques, nous noterons ζF et ζG leur champ de vecteurs hamiltonien
respectif (i.e. dF + ζF Ω = 0 et dG+ ζG Ω = 0).

Alors la (n− 1)–forme {F,G} définie par

{F,G} := (ζF ∧ ζG) Ω = ζF dG = −ζG dF (I.2.3)

est une forme observable algébrique. On l’appelle le crochet de Poisson de F et G.
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Le crochet de Poisson {•, •} vérifie l’identité de Jacobi modulo une forme exacte, c’est–à–
dire que pour A, B et C des (n− 1)–formes observables algébriques nous avons

{A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}} = −d (ζA ∧ ζB ∧ ζC Ω) (I.2.4)

voir [28] pour une preuve de ce résultat. Cette définition du crochet de Poisson peut être
reliée au crochet de Poisson habituellement utilisé par les physiciens en théorie des champs
et elle justifie l’introduction de la notion d’observable algébrique. Nous renvoyons le lecteur
à la section I.3 pour plus de détails.

Recherchons l’ensemble des formes observables algébriques et dynamiques dans le cas
de l’équation de Klein–Gordon linéaire (K-G). Soit F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une observable
algébrique alors par définition il existe ζ ∈ Γ(M, TM) tel que dF + ζ Ω = 0. Par
conséquent la n–forme ζ Ω est fermée.

Recherchons ainsi les champs de vecteurs ζ tels que d(ζ Ω) = 0, nous avons la pro-
position suivante

Proposition I.2.1 Soit ζ ∈ Γ(M, TM) alors ζ vérifie d(ζ Ω) = 0 si, et seulement si ζ
s’écrit ζ = χ+ ζ où ζ est de la forme

ζ := Xα ∂

∂xα
+ ψ

∂

∂φ
−
[
e
1

g

∂

∂xµ
[gXµ] + pµ

∂ψ

∂xµ

]
∂

∂e

+

[
pβ
∂Xα

∂xβ
− pα

(
∂ψ

∂φ
+

1

g

∂

∂xµ
[gXµ]

)
− e∂X

α

∂φ

]
∂

∂pα
(I.2.5)

avec Xα : N −→ R et ψ : N → R des fonctions lisses de (x, φ) ∈ N et où χ est de la forme
χ := E ∂

∂e + Πµ ∂
∂pµ avec E : N −→ R et Πµ : N −→ R vérifiant l’équation

∂E

∂φ
− 1

g

∂

∂xµ
[gΠµ] = 0 (I.2.6)

De plus nous avons d(ζ Ω) = d(χ Ω) = 0.

Pour plus de lisibilité, les preuves des propositions de cette section ont été reportées à
l’annexe B.1. Le corollaire suivant donne les (n − 1)–formes algébriques correspondants
aux champs de vecteurs décrits dans la proposition I.2.1

Corollaire I.2.1 Soit F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) alors F est une (n − 1)–forme observable
algébrique si, et seulement si F s’écrit F = FX + Fψ + Fχ avec FX et Fψ de la forme

FX := eXαωα − pαXβdφ ∧ ωβα
Fψ := pαψωα

où ψ : N −→ R et Xα : N −→ R sont des fonctions lisses quelconques et avec Fχ telle que

dFχ = Eω + Πµdφ ∧ ωµ

avec E : N −→ R et Πµ : N −→ R vérifiant l’équation (I.2.6).
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Intéressons nous maintenant aux observables dynamiques, nous avons la proposition sui-
vante

Proposition I.2.2 Soit ζ ∈ Γ(M, TM) un champ de vecteurs tel que d(ζ Ω) = 0 et
vérifiant de plus dH(ζ) = 0 alors ζ s’écrit de manière unique ζ = ζX + ζψ où ζψ est donné
par

ζψ := ψ
∂

∂φ
−
(
φ(m2 + ξR)ψ + pα

∂ψ

∂xα

)
∂

∂e
+ gαβ

∂ψ

∂xβ
∂

∂pα
(I.2.7)

avec ψ : X −→ R solution de l’équation (K-G) et ζX un champ de vecteurs de Killing i.e.
vérifiant l’équation

LζX (gµν)µν = 0 (I.2.8)

où LζX (gµν)µν désigne la dérivée de Lie de la métrique.

Notons V l’ensemble des champs de vecteurs ζ ∈ Γ(M, TM) tels que dH(ζ) = 0 et
d(ζ Ω) = 0

V := {ζ ∈ Γ(M, TM) tel que dH(ζ) = 0 et d(ζ Ω) = 0} (I.2.9)

L’espace V donne les symétries du problème liées par le théorème de Noether aux lois de
conservations (voir [28]). La proposition I.2.2 nous donne une décomposition de V. Nous
avons d’autre part le résultat suivant

Proposition I.2.3 V est une sous–algèbre de Lie de Γ(M, TM).

Preuve: (proposition I.2.3)
Il suffit de revenir à la définition (I.2.9) de V. Soit ζ et ζ̃ appartenant à V alors nous avons
dH(ζ) = ζ · H = 0 et dH(ζ̃) = ζ̃ · H = 0 ainsi dH([ζ, ζ̃]) = ζ · (ζ̃ · H) − ζ̃ · (ζ · H) = 0.
D’autre part nous voyons que nous avons [ζ, ζ̃] Ω = d((ζ ∧ ζ̃) Ω) ce qui nous assure

que d
(
[ζ, ζ̃] Ω

)
= 0.

�

I.3 Fonctionnelles observables

Nous pouvons nous demander s’il existe un rapport entre les formes observables et les
observables habituelles de la théorie des champs. Nous expliciterons ce lien en nous fondant
sur les travaux de Frédéric Hélein et Joseph Kouneiher [28], [29] et [30].

Commençons tout d’abord par une définition. Nous nous plaçons toujours dans la
variété multisymplectique (M,Ω) décrite dans la section I.1.1 et nous considérons l’hamil-
tonien H défini par (I.1.2). Nous noterons toujours EH l’ensemble des n–courbes hamilto-
niennes (voir la définition I.1.1).

Définition I.3.1 Une tranche de codimension 1 est une sous–variété Σ de codimension
1 de M transverse à toute n–courbe hamiltonienne Γ ∈ EH telle que pour tout m ∈ Σ
l’espace quotient TmM/TmΣ soit continument orienté en fonction de m.
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Par tranche de codimension 1, il faut penser tranche de temps c’est à dire une hyper–
surface du type Σ = {t = Constante}.

Exemples I.3.1
– On se place dans le cas où X est l’espace de Minkowski plat c’est–à–dire X = Rn

muni d’une métrique constante (ηµν)µ,ν donnée dans la base canonique par la matrice
diag(1,−1, . . . ,−1). La première coordonnée joue alors le rôle de temps, on la note
ainsi t. Dans ce cas (voir la section I.4) M s’identifie à R2(n+1) via les coordonnées
(xµ, φ, e, pα) et l’hamiltonien H est donné par H(x, φ, e, p) = e+ 1

2

(
ηµνp

µpν +m2φ2
)
.

On vérifie alors facilement que pour tout s ∈ R les surfaces Σs définies par

Σs := {(x, φ, e, p) ∈M tel que t = s}

sont des tranches de codimension 1.
– Dans le cas général, on se rend compte que les contraintes sur Σ ne sont pas trop

restrictives et qu’il existe toujours des tranches de codimension 1. Par exemple on
peut considérer les surfaces de niveau d’une fonction du type f ◦πX :M→ R où πX

désigne la projection naturelle πX : M → X et où f : X → R est une fonction C1

sans point critiques. Nous renvoyons le lecteur à [29] pour une étude plus précise.

La notion de tranche de codimension 1 va nous permettre de construire des fonction-
nelles sur EH à partir des (n− 1)–formes observables.

Définition I.3.2 Soient Σ une tranche de codimension 1 et F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une
(n− 1)–forme surM. On note alors

∫
Σ F la fonctionnelle

∫
Σ F : EH −→ R sur l’ensemble

des n–courbes hamiltoniennes EH définie par

∫

Σ
F : Γ 7−→

∫

Σ∩Γ
F

Remarque I.3.1
Remarquons que

∫
Σ F est bien définie car par définition des tranches de codimension 1,

pour tout Γ ∈ EH la variété Σ ∩ Γ est de dimension n − 1 et est orientée. Nous pouvons
donc intégrer la (n− 1)–forme F sur Σ ∩ Γ.

Nous avons ainsi construit à partir d’une (n− 1)–forme F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) et d’une
tranche Σ une fonctionnelle

∫
Σ F sur l’ensemble des n–courbes hamiltoniennes.

Définition I.3.3 On appelera fonctionnelle observable toute fonctionnelle du type
∫
Σ F

où Σ est une tranche de codimension 1 et où F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une (n − 1)–forme
observable algébrique.

Alors pour toute tranche Σ de codimension 1 on peut définir un crochet de Poisson
entre deux fonctionnelles observables

∫
Σ F et

∫
ΣG par la formule

{∫

Σ
F,

∫

Σ
G

}
:=

∫

Σ
{F,G} (I.3.1)
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où le crochet {•, •} du membre de droite désigne le crochet défini par (I.2.3) de la page
26.

Si nous restreignons les fonctionnelles observables aux n–courbes hamiltoniennes Γ telles
que ∂Γ = ∅, l’identité (I.2.4) page 27 nous assure que le crochet (I.3.1) vérifie l’identité de
Jacobi

{∫

Σ
A,

{∫

Σ
B,

∫

Σ
C

}}
+

{∫

Σ
C,

{∫

Σ
A,

∫

Σ
B

}}
+

{∫

Σ
B,

{∫

Σ
C,

∫

Σ
A

}}
= 0

De plus on se rend compte ([28], [33], [35]) que le crochet (I.3.1) cöıncide avec le crochet
de Poisson standard de la théorie des champs (voir [52] ou [31]). Ces propriétés justifient
l’introduction de la notion d’observable algébrique et de leur crochet de Poisson.

Nous pouvons maintenant nous demander comment définir le crochet de Poisson entre
deux fonctionnelles observables

∫
Σ F et

∫
Σ̃G où Σ et Σ̃ sont deux tranches de codimension

1 différentes. Ce problème a une réponse fort simple si l’une des deux formes observables F
ou G est une observable dynamique. En effet on a la proposition suivante dont on trouvera
la preuve dans [28] ou [29]

Proposition I.3.1 Soit F ∈ Γ(M,Λn−1T ∗M) une (n− 1)–forme observable dynamique.
On se donne alors deux tranches Σ et Σ̃ telles qu’il existe un ouvert D de M vérifiant
∂D = Σ− Σ̃. On a alors l’égalité ∫

Σ
F =

∫

Σ̃
F

Ainsi la fonctionnelle
∫
Σ F ne dépend que de la classe de cobordisme de la tranche Σ.

Nous voyons ainsi que si F est une (n− 1)–forme observable dynamique et G une (n− 1)–
forme observable algébrique, et si Σ et Σ̃ sont deux tranches de codimension 1 dans la
même classe de cobordisme, alors d’après la proposition I.3.1, on peut définir le crochet
de
∫
Σ F et

∫
Σ̃G par {∫

Σ
F,

∫

Σ̃
G

}
:=

{∫

Σ̃
F,

∫

Σ̃
G

}

où le crochet du membre de droite est défini par (I.3.1).

I.4 Cas de l’espace de Minkowski plat

Il est maintenant temps de traiter un exemple important pour fixer les idées. Nous
reviendrons constamment sur cet exemple dans la suite.

Nous nous plaçons dans le cas particulier X = X0 := R1,n−1 où R1,n−1 désigne l’espace
de Minkowski plat i.e. l’espace Rn munie d’une métrique constante (ηµν)µν de signature
(n − 1, 1). Soit (xµ)µ des coordonnées sur X0 telles que la forme volume ω induite par la
métrique s’écrive ω = dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1. L’équation (K-G) se réduit alors à

(2 +m2)ϕ = 0 (I.4.1)
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où 2 désigne l’opérateur 2 := ηµν ∂2ϕ
∂xµ∂xν . Dans le cas où la métrique est donnée dans la

base canonique de Rn par la matrice diagonale diag(1,−1, . . . ,−1), l’opérateur 2 est le

d’Alembertien, c’est à dire l’opérateur ∂2

∂(x0)2 −
∑

i≥1
∂2

∂(xi)2
.

Dans ce cas la variété N := X0 × R est réduite à Rn+1 et la variété M décrite
précédemment est donnée par M0 := ΛnT ∗Rn+1. Pour tout (x, φ) ∈ X0 × R, on repère
π ∈ ΛnT ∗

(x,φ)R
n+1, π = eω+pµdφ∧ωµ. On identifie alorsM0 à R2(n+1) via les coordonnées

(xµ, φ, e, pµ). On munit M0 de la (n+ 1)–forme multisymplectique Ω0 définie par

Ω0 := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ (I.4.2)

avec ωµ := ∂
∂xµ ω. Enfin l’hamiltonien (I.1.2) est donné dans ce cas par

H0(x, φ, e, p) = e+
1

2

(
ηµνp

µpν +m2φ2
)

(I.4.3)

I.4.1 Etudes des observables

Recherchons maintenant les (n − 1)–formes observables algébriques dans ce cas par-
ticulier. Tout d’abord le corollaire I.2.1 se simplifie pour donner la proposition suivante
explicitant l’espace des formes observables algébriques de (M0,Ω0)

Proposition I.4.1 Soit F ∈ Γ(M0,Λ
n−1T ∗M0). Alors F est une (n − 1)–forme obser-

vable algébrique si, et seulement si F s’écrit F = FX + Fψ + FΠ + F0 où F0 est fermée,
dF0 = 0 et où FX , Fψ et FΠ sont de la forme

FX := eXαωα − pαXβdφ ∧ ωβα
Fψ := pαψωα

FΠ := Πµωµ

avec Xα : N → R, ψ : N → R et Πµ : N → R des fonctions lisses quelconques.

et la proposition I.2.2 nous donne facilement l’ensemble des champs de vecteurs corres-
pondant aux observables dynamiques de l’espace (M0,Ω0) muni de l’hamiltonien H0.

Proposition I.4.2 1. Soit ζ ∈ Γ(M0, TM0) un champ de vecteurs, alors ζ vérifie
d(ζ Ω) = 0 et dH(ζ) = 0 si, et seulement si ζ s’écrit ζ = ζX + ζψ où ζX := Xα ∂

∂xα

est une isométrie infinitésimale i.e. ∀α, µ ; ∂Xα

∂xµ + ∂Xµ

∂xα = 0 et où ζψ est donné par

ζψ := ψ
∂

∂φ
−
(
m2φψ + pα

∂ψ

∂xα

)
∂

∂e
+ ηαβ

∂ψ

∂xβ
∂

∂pα
(I.4.4)

où ψ : X0 −→ R vérifie (2 +m2)ψ = 0.

2. Les (n−1)–formes observables correspondant respectivement aux champs de vecteurs
ζX et ζψ de la proposition I.4.2 sont données modulo les (n− 1)–formes fermées par
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GX et Gψ définies par

GX := eXαωα − pαXβdφ ∧ ωβα (I.4.5)

Gψ :=

(
pµψ − ηµν ∂ψ

∂xν
φ

)
ωµ (I.4.6)

La preuve de la proposition I.4.2 découle directement de la proposition I.2.2.

Remarque I.4.1
Les champs de vecteurs solutions de l’équation ∂Xα

∂xµ + ∂Xµ

∂xα = 0 sont de la forme X(x) =
v +Ax avec v ∈ Rn et A ∈ so(n).

I.4.2 Fonctionnelles observables

Comme nous avons explicité l’ensemble des (n − 1)–formes observables, nous sommes
en mesure de décrire les fonctionnelles observables correspondantes.

Voyons à quoi correspondent ces fonctionnelles observables lorsqu’elles sont restreintes
aux courbes hamiltoniennes Γh,ϕ correspondant aux solutions ϕ : X0 → R de (I.4.1) (voir
section I.1.2 de la page 24).

Proposition I.4.3 Soient ψ : X0 → R solution de l’équation de Klein–Gordon (I.4.1)
(2 +m2)ψ = 0 et X = (Xα)α : X0 −→ Rn vérifie ∂Xα

∂xµ + ∂Xµ

∂xα = 0. Notons GX et Gψ les
(n − 1)–formes observables dynamiques correspondant respectivement à X et ψ par les
expressions (I.4.5) et (I.4.6).

Considérons Σ une tranche de codimension 1 du type Σ =
(
f ◦ πX0

)−1
(0) où πX0

désigne la projection naturelle πX0 : M0 → X0 et où f : X0 → R est une fonction lisse
sans point critique telle que f−1(0) 6= ∅.

Alors pour toute fonction ϕ : X0 → R vérifiant (I.4.1) et pour tout h ∈ R on a

∫

Σ∩Γϕ,h

GX =

∫

πX0 (Σ)

[
hXα +

1

2

(
ηµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
−m2ϕ2

)
Xα − ηαν ∂ϕ

∂xν
Xβ ∂ϕ

∂xβ

]
ωα

(I.4.7)
∫

Σ∩Γϕ,h

Gψ = −
∫

πX0(Σ)
ηµν

(
∂ψ

∂xµ
ϕ− ψ ∂ϕ

∂xµ

)
ων (I.4.8)

Pour bien comprendre à quoi correspondent ces fonctionnelles nous allons nous placer
dans un système de coordonnées tel que la métrique (ηµν)µν soit donnée par la matrice
diagonale diag(1,−1, . . . ,−1). La première coordonnée jouant alors le rôle du temps, nous
la noterons t. Nous allons alors nous intéresser plus particulièrement aux fonctionnelles
observables correspondant aux tranche de codimension 1 du type {temps = const}. Plus
précisément introduisons la définition suivante
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Définition I.4.1 Soit s ∈ R, on appelle une tranche de temps de l’espaceM0 et on note
Σs l’hypersurface deM0 définie par

Σs :=
{
(x, φ, e, p) ∈M0|x0 = s

}
⊂M0

On vérifie facilement que Σs est une tranche de codimension 1.

La proposition I.4.3 nous permet alors de décrire les fonctionnelles observables obtenues
à partir des tranches de temps. Soit ϕ : X0 → R une solution de (2 + m2)ϕ = 0. On a
dans le cas où X = (1, 0, . . . , 0), c’est–à–dire ζX = ∂

∂t en reprenant les notations de la
proposition I.4.2, pour tout s ∈ R

∫

Σs∩Γϕ,0

G ∂
∂t

= −1

2

∫

{t=s}

((
∂ϕ

∂t

)2

+

n−1∑

i=1

(
∂ϕ

∂xi

)2

+m2ϕ2

)

On reconnâıt alors l’énergie telle qu’elle est définie dans la littérature (voir [52], [31], [48]).
De même pour pour ζX = ∂

∂xi , i ∈ J1, n− 1K nous obtenons

∫

Σs∩Γϕ,0

G ∂

∂xi
= −

∫

{t=s}

∂ϕ

∂t

∂ϕ

∂xi

c’est–à–dire les impulsions. Ainsi on retrouve le tenseur d’énergie–impulsion comme étant
observable.

Voyons maintenant le cas des formes Gψ . Soit ψ : X0 → R vérifiant (2 + m2)ψ = 0,
d’après (I.4.8) nous avons

∫

Σs∩Γh,ϕ

Gψ = −
∫

{t=s}
ψ
←→
∂ ϕ (I.4.9)

où pour f : X0 → R et g : X0 → R, nous avons noté f
←→
∂ g la fonction

f
←→
∂ g :=

∂f

∂t
g − f ∂g

∂t

Nous pouvons faire remarquer que cette notation apparâıt naturellement en théorie quan-
tique des champs (voir par exemple [52] page 129 ou [31] page 115).

Remarque I.4.2
Notons que les fonctionnelles

∫
Σs∩Γh,ϕ

Gψ nous donnent une estimation des valeurs locales

du champ ϕ. En effet soit x0 = (t0,
−→x 0) ∈ X0 = R1,n−1, si on choisit ψ solution de (I.4.1)

telle que

ψ|t=t0 = 0 et
∂ψ

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= −χδ

avec χδ : {t = t0} −→ R est une approximation de la masse de Dirac concentrée en un
point x0 de Σt0 alors on voit que la fonctionnelle (I.4.9) nous donne dans ce cas

∫

Σt0∩Γh,ϕ

Gψ =

∫

{t=t0}
ϕχδ ≈ ϕ(x0)
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Pour obtenir la valeur de ∂ϕ
∂t en x0, il suffit d’intervertir les rôles de ψ et ∂ψ

∂t dans le
raisonnement précédent. On retrouve ainsi les observables fondamentales de la théorie des
champs.

I.5 Préquantification de l’algèbre de Lie des champs de vec-

teurs hamiltoniens

Revenons maintenant dans le cadre général. Nous nous proposons ici d’exhiber une
représentation des symétries du problème c’est–à–dire de l’algèbre de Lie V.

I.5.1 Décomposition de V
Notons πX et πφ les projections naturelles πX : M −→ X et πφ : M −→ R (i.e.

πX (x, φ, e, p) := x et πφ(x, φ, e, p) := φ). Les fonctions πX et πφ induisent alors des

applications πX∗ : TM→ TX et πφ∗ : TM→ R.

Définition I.5.1 – On définit Vφ comme étant l’ensemble des champs de vecteurs
ζ ∈ V tels que πX∗ ζ = 0 c’est–à–dire

Vφ := V ∩ Γ
(
M, ker(πX∗ )

)

– De la même façon, on définit VX comme étant l’ensemble des éléments de V tels que
πφ∗ ζ = 0 c’est–à–dire

VX := V ∩ Γ
(
M, ker(πφ∗ )

)

Nous avons alors la proposition suivante

Proposition I.5.1 1. Vφ est un idéal commutatif de l’algèbre de Lie V.

2. Vφ ⊕ VX est une algèbre de Lie isomorphe à V.

Preuve: (proposition I.5.1)
Le second point est une conséquence directe de la proposition (I.2.2). Intéressons nous au
premier point. Soit ζ ∈ Vφ, alors ζ ∈ V et πX∗ ζ = 0. D’après la proposition I.2.2, il existe
alors ψ : X → R solution de (K-G) telle que ζ = ζψ où ζψ est donné par (I.2.7). Soit
ζ̃ ∈ Vφ alors de la même façon il existe ψ̃ : X → R solution de (K-G) telle que ζ̃ = ζψ̃.

Alors [ζ, ζ̃] est donné en coordonnées par

[ζ, ζ̃] =

(
−ψ(m2 + ξR)ψ̃ + ψ̃(m2 + ξR)ψ − gαβ ∂ψ

∂xβ
∂ψ̃

∂xα
+ gαβ

∂ψ̃

∂xβ
∂ψ

∂xα

)
∂

∂e
= 0

Ainsi Vφ est une sous–algèbre de Lie commutative de V. Il ne reste plus qu’à montrer que
Vφ est un idéal de V. D’après la proposition I.2.2 il suffit de montrer que pour ζX ∈ V de
la forme (I.2.8) on a [ζ, ζX ] ∈ Vφ ceci pour tout ζ ∈ Vφ. Soient ζX ∈ V de la forme (I.2.8)
et ζ ∈ Vφ alors il existe ψ : X → R telle que ζ = ζψ donné par (I.2.7). Un calcul simple
montre alors que πX∗ [ζψ, ζX ] = 0 donc [ζ, ζX ] ∈ Vφ ce qui complète la preuve.
�
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I.5.2 Structures algébriques

Introduisons quelques notations, tout d’abord nous allons définir l’algèbre commutative
librement engendrée par un espace vectoriel

Définition I.5.2 Soit K un corps de caractéristique non nulle et W un K–espace vecto-
riel.

– Nous notons T (W ) l’algèbre librement engendrée par W c’est–à–dire

TW :=
⊕

p≥0

W⊗p

avec la convention W⊗0 := K. Alors T (W ) muni du produit tensoriel que nous
noterons • (au lieu de ⊗) est une algèbre unitaire graduée non commutative.

– Pour tout k ∈ N∗, on note W⊙k la k–ième puissance symétrique de W c’est–à–dire
W⊙k := W⊗k/Sk où Sk désigne le groupe des permutations d’ordre k qui agit de
manière habituelle1 sur W⊗k. On note alors S(W ) l’espace défini par

S(W ) :=
⊕

k≥0

W⊙k

avec W⊙0 := R. Alors le produit tensoriel • : W⊗k ⊗W⊗l → W⊗(k+l) induit une
application⊙ : S(W ) ⊗ S(W ) → S(W ) bilinéaire qui confère à S(W ) une structure
d’algèbre commutative graduée unitaire, le neutre est donné par 1 ∈ W⊙0 = R.
L’algèbre S(W ) est alors l’algèbre commutative librement engendrée par W .

Remarque I.5.1
Nous pouvons voir S(W ) comme un sous–espace (mais pas une sous–algèbre) de TW via

l’isomorphisme S : W odotk −→W⊗k défini par

S(v1 ⊙ · · · ⊙ vk) :=
1

k

∑

σ∈Sk

vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k)

Nous utiliserons aussi l’opérateur de Spencer δ : S(W ) → W ⊗ S(W ) que nous pouvons
définir de la manière suivante

Définition I.5.3 (Opérateur de Spencer) Soient W un K–espace vectoriel et k ∈ N∗. On
définit δ : W⊙k −→ W ⊗W⊙(k−1) l’opérateur tel que pour tout élément décomposable w
de W⊙k (i.e. w = w1 ⊙ · · · ⊙ wk avec wj ∈W pour tout j ∈ J1, kK) on ait

δ(w1 ⊙ · · · ⊙ wk) :=

k∑

α=1

wα ⊗ (w1 ⊙ · · · ⊙ wα−1 ⊙ wα+1 ⊙ · · · ⊙ wk)

Pour k = 0, on pose δW⊙0 ≡ 0. On peut alors étendre δ en un opérateur δ : S(W ) −→
W ⊗ S(W ) par K–linéarité. L’opérateur δ est appelé l’opérateur de Spencer.

1∀σ ∈ Sk et ∀(w1, . . . , wk) ∈ W k nous posons σ · (w1 ⊗ · · · ⊗ wk) := wσ(1) ⊗ · · · ⊗ wσ(k).
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Exemple I.5.1
On a par exemple pour w1, w2 et w3 des élément d’un espace vectoriel W

δ(w1 ⊙ w2 ⊙ w3) = w1 ⊗ (w2 ⊙ w3) + w2 ⊗ (w1 ⊙ w3) + w3 ⊗ (w1 ⊙ w2)

On peut montrer directement à partir de la définition I.5.3 de l’opérateur de Spencer que
celui–ci vérifie la propriété suivante

Propriété I.5.1 Soit W un K–espace vectoriel alors nous notons R : W ⊗W −→W ⊗W
l’opérateur K–linéaire tel que pour tout (x, y) ∈ W 2 on ait R(x⊗ y) = y ⊗ x. Alors nous
avons

(R⊗ id) ◦ (id⊗ δ) ◦ δ = (id⊗ δ) ◦ δ
c’est à dire que le diagramme suivant commute

S(W )
δ

δ

W ⊗ S(W )
id⊗δ

W ⊗W ⊗ S(W )

R⊗id

W ⊗ S(W )
id⊗δW ⊗W ⊗ S(W )

I.5.3 Représentation de V
Considérons tout d’abord les complexifiés VC

φ , VC
X et VC respectifs de Vφ, VX et V c’est–

à–dire les espaces VC
φ := C⊗Vφ, VCX := C⊗VX et VC := C⊗V = VC

φ ⊕C VC
X . On considère

alors l’algèbre commutative librement engendrée par VC

φ c’est–à–dire d’après la définition
I.5.2 l’algèbre

S(VC

φ ) =
⊕

k≥0

(
VC

φ

)⊙k

Structure Hermitienne sur S(VC

φ )

D’après la proposition I.5.1, pour tout ζX ∈ VX l’application [ζX , •] : Vφ −→ Vφ qui à
ζφ ∈ Vφ associe [ζX , ζφ] est bien définie. On étend alors [ζX , •] à VC

φ par linéarité.

On suppose alors que l’on dispose d’un produit scalaire Hermitien (•|•) sur VC
φ tel que

pour tout ζX ∈ VX réel l’application i[ζX , •] soit auto–adjointe c’est–à–dire telle que l’on
ait

∀ζX ∈ VX ; ∀(v,w) ∈ (VC
φ )2 ; (i [ζX , v] |w) = (v|i [ζX , w]) (I.5.1)

Il existe une unique façon d’étendre le produit scalaire (•|•) à S(VC

φ ) de manière à ce
qu’il vérifie (1|1) = 1 et

(v1 ⊙ · · · ⊙ vk|w1 ⊙ · · · ⊙ wl) :=





0 si k 6= l

∑

σ∈Sk

k∏

p=1

(
vp|wσ(p)

)
si k = l

(I.5.2)

pour tout (k, l) ∈ N2 \ {(0, 0)} et tout (v1, . . . , vk) ∈ (VC

φ )k et (w1, . . . , wl) ∈ (VC

φ )l.
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Exemple I.5.2
On obtiendra par exemple pour v1, v2, w1, w2, z1, z2 et z3 des éléments de S(VC

φ )

(1 + v1 ⊙ v2 | w1 ⊙ w2 + z1 ⊙ z2 ⊙ z3) = (v1|w1)(v2|w2) + (v1|w2)(v2|w1)

Remarque I.5.2
L’application (•|•) : S(VC

φ )⊗S(VC
φ ) −→ R que nous avons ainsi définie est bien un produit

scalaire sur S(VC

φ ). Pour s’en convaincre il suffit de considérer S(P ) comme un sous espace
de T (P ) via l’application S de la remarque I.5.1.

Exemple I.5.3
Plaçons nous dans le cas où l’espace X est l’espace de Minkowski X0 c’est–à–dire Rn

plat muni de la métrique diagonale diag(1,−1, . . . ,−1). Nous notons E : S(Rn−1) −→ Vφ
l’application définie par ∀f ∈ S(Rn−1) et ∀x ∈ X0

Ef(x) :=
1

(2π)(n−1)/2

∫

Rn−1

dn−1k

ωk

(
f(k)eik·x + f(k)e−ik·x

)

où pour tout x = (x0,−→x ) ∈ X0 nous avons noté x · k la quantité ωkx
0 − k.−→x avec k.−→x

le produit scalaire usuel sur Rn−1. On montre alors facilement que E est injective et nous
noterons V0

φ l’image de E i.e. V0
φ := E(S(Rn−1)) que nous identifierons avec S(Rn−1). Nous

obtenons alors un sous–espace de Vφ. Nous introduisons alors le produit scalaire (•, •) sur
V0
φ défini par

(Ef,Eg) :=

∫

Rn−1

dn−1k

ωk
f(k)g(k)

Remarquons que V0
φ est aussi l’espace des solutions de l’équation de Klein–Gordon à condi-

tions initiales dans S(Rn−1) i.e.

V0
φ =

{
ψ : X0 −→ R telle que (2 +m2)ψ = 0 et

(
ψ(0, •), ∂ψ

∂t
(0, •)

)
∈ S(Rn−1)2

}

Nous voyons donc que V0
φ est une un idéal de Vφ.

Les symétries correspondant aux champs de vecteurs appartenant à VX correspondent
au groupe de Lorentz c’est–à–dire le produit semi–direct des rotations de l’espace–temps
et les translations i.e. SO(n)⋉Rn où le produit de deux éléments (Λ, a) et (Γ, b) est donné
par

(Λ, a)(Γ, b) := (ΛΓ, a+ Λ−1b)

Ce groupe agit alors sur l’espace des solutions de l’équation de Klein–Gordon via l’opéra-
teur U(Λ, a) défini par

[U(Λ, a)ψ](x) := ψ
(
Λ−1(x− a)

)

On montre alors que U(Λ, a) est un opérateur unitaire c’est–à–dire que pour tout éléments
ψ et ϕ de V0

φ nous avons
(U(Λ, a)ψ,U(Λ, a)ϕ) = (ψ,ϕ)

De cette dernière identité nous pouvons déduire que le produit scalaire (•, •) sur V0
φ vérifie

la condition (I.5.1) i.e. pour tout ψ, ϕ appartenant à V0
φ nous avons

([X,ψ], ϕ) = −(ψ, [X,ϕ])

Harrivel R. 37
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Représentation

Nous pouvons alors définir l’application Q de VC = VC
φ ⊕VC

X sur L(S(VC
φ )) l’espace des

endomorphisme de S(VC

φ ) comme suit

Définition I.5.4 Soit Q l’application C–linéaire Q : VC −→ L(S(VC
φ )) définie par ∀ζ ∈

VC

Q(ζ) := pφ(ζ)⊙ •+⊙ ◦
({
i
[
pX (ζ), •

]
+
(
•
∣∣∣pφ(ζ)∗

)}
⊗ id

)
◦ δ

où pφ et pX désignent les projecteurs associés à la décomposition VC = VC

φ ⊕ VC
X et où

δ : S(VC
φ )→ VC

φ ⊗ S(VC
φ ) désigne l’opérateur de Spencer. On a ainsi pour tout ζφ ∈ VC

φ ⊂
S(VC

φ ) et ζX ∈ VC
X

Q(ζX ) := ⊙ ◦ (i[ζX , • ]⊗ id) ◦ δ (I.5.3)

∀v ∈ S(VC

φ ) ; Q(ζφ)(v) := ζφ ⊙ v +
{(
• |ζ∗φ

)
⊗ id

}
◦ δ(v) (I.5.4)

Exemple I.5.4
Soient w1, w2 et w3 des éléments de VC

φ et ζX ∈ VC
X alors d’après la définition I.5.4 de Q

et en reprenant le calcul de l’exemple I.5.1 on obtient

Q(ζX )(w1 ⊙ w2 ⊙ w3) = i[ζX , w1]⊙ w2 ⊙ w3 + i[ζX , w2]⊙ w1 ⊙ w3 + i[ζX , w3]⊙ w1 ⊙ w2

et pour ζφ ∈ Vφ on a

Q(ζφ)(w1 ⊙ w2 ⊙w3) := ζφ ⊙ w1 ⊙w2 ⊙ w3+

(w1|ζ∗φ) w2 ⊙ w3 + (w2|ζ∗φ) w1 ⊙ w3 + (w3|ζ∗φ) w1 ⊙ w2

Remarque I.5.3
On peut interpréter la définition (I.5.4) comme suit. On peut voir l’espace S(VC

φ ) comme

un espace de Fock, chaque
(
VC

φ

)⊙k
representant l’état à k particules. Soit ζφ ∈ VC

φ , si on

note Aζφ et A†
ζφ

les opérateurs agissant sur S(VC

φ ) de la manière suivante, ∀v ∈ S(VC

φ )

Aζφ(v) := ζ ⊙ v et A†
ζφ

(v) :=
∑(

v(1)|ζ∗φ
)
v(2)

où on a noté δ(v) =
∑
v(1) ⊗ v(2) avec v(1) ∈ Vφ et v(2) ∈ S(VC

φ ). On vérifie facilement

(voir la preuve du théorème I.5.1 qui suit) que les opérateurs Aζφ et A†
ζφ

sont adjoints l’un

de l’autre, c’est à dire que l’on a A∗
ζφ

= A†
ζφ

.

On voit que pour tout k ∈ N les opérateurs Aζφ et A†
ζφ

envoient l’espace V⊙kφ respecti-

vement sur les espaces V⊙(k+1)
φ et V⊙(k−1)

φ . On peut ainsi voir Aζφ comme un opérateur de

création de particule et A†
ζφ

comme un opérateur de destruction et d’après la définition

I.5.4 on remarque que pour ζφ ∈ Vφ, l’opérateur Q(ζφ) est donné par

Q(ζφ) = Aζφ +A†
ζφ
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On retrouve ainsi la description habituelle de la théorie des champs (voir [48], [52] ou [31]
pour une étude complète).

Théorème I.5.1 L’application Q : VC −→ L(S(VC
φ )) vérifie les propriétés suivantes :

1. Q est un morphisme de Lie c’est–à–dire que pour tout ζ et ζ ′ appartenant à VC nous
avons

Q
([
ζ, ζ ′

])
= i
[
Q(ζ),Q(ζ ′)

]
(I.5.5)

où le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre de
droite le commutateur de L(S(VC

φ )) (∀(A,B) ∈ L(S(VC

φ )) on a [A,B] := A◦B−B◦A).

2. pour tout ζ ∈ VCon a l’identité suivante

Q(ζ∗) = Q(ζ)∗ (I.5.6)

où l’astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite l’opérateur adjoint.

Nous renvoyons le lecteur à l’annexe B.2 pour la preuve du théorème I.5.1.
D’après le théorème I.5.1 et en reprenant le langage de la théorie de la quantification

géométrique (voir le texte très clair de Kirillov dans [2] pour une présentation de la théorie)
on peut voir l’application Q comme une préquantification de V. Notons que nous n’avons
pas considéré de structure symplectique de dimension infinie dans ce qui précède. Pour
compléter cette étude il faudrait pouvoir étendre Q en une représentation R de l’algèbre
des observables, ce qui correspond ici à une représentation de S(V), vérifiant R(1) = id
et les relations (I.5.5) et (I.5.6).

I.6 Quantification par déformation

La quantification par déformation a été introduite par F. Bayen, M. Flato, C. Frons-
dal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans leur article fondateur [5]. Dans cette théorie,
on voit la quantification plus comme une déformation de la structure des observables
classiques que comme un changement radical de la nature des observables (passage de
fonctionnelles classiques à des opérateurs quantiques agissant sur un espace de Hilbert).
Cette démarche permet de faire une quantification directement à l’aide des observables
classiques de manière intrinsèque.

Etant donnée une algèbre de Poisson (A,×, {•, •}) la quantification par déformation
consiste à rechercher un produit associatif ×~ sur l’espace A[[~]] des séries formelles à
coefficients dans A tel que la projection naturelle π : A[[~]] → A soit un morphisme
d’algèbre vérifiant le principe de correspondance

1

~
[A,B]

~
mod ~ = {A mod ~, B mod ~} (I.6.1)
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où [•, •]
~

désigne le commutateur dans l’algèbre associative (mais pas nécessairement com-
mutative) A[[~]] muni du produit ×~ i.e. [A,B]

~
= A×~ B −B ×~ A.

Récemment cette théorie a fait l’objet d’une intense activité et de nombreuses avancées
ont été réalisées. Nous pouvons citer notamment le résultat de Maxim Kontsevitch mon-
trant l’existence d’un produit étoile sur une algèbre de Poisson (en dimension finie) à l’aide
d’un résultat plus général, le théorème de formalité [37]. Par ailleurs Alberto S. Cattaneo
et Giovanni Felder ont montré que le résultat de Kontsevitch était relié à l’intégrale de
chemin dans une certaine théorie des champs [14].

En ce qui concerne les champs (le cas qui nous intéresse ici), nous n’avons aucun résultat
général. Il faut traiter au cas par cas. Pour le cas du champ libre, nous pouvons citer les
articles [17] et [18] de J. Dito qui définit un produit étoile correspondant à la quantification
canonique des champs.

Nous nous proposons ici de donner une quantification par déformation de l’algèbre
de Poisson engendrée par les fonctionnelles du type

∫
ΣGψ . Nous voyons ensuite comment

notre produit étoile se traduit dans le cadre de la théorie quantique du champ libre issue de
la quantification canonique. Nous nous rendons alors compte que celui–ci ne correspond
pas à l’ordre normal utilisé par les physiciens. Enfin nous voyons à quel produit étoile
correspond l’ordre normal.

I.6.1 Préalables

Plaçons nous dans l’espace de Minkowski plat X0 muni de sa métrique (ηµν)µν . Nous
allons nous intéresser aux fonctionnelles observables du type

∫
ΣGψ telles qu’elles ont été

définies dans la section I.4 page 30. Nous avons vu que ces fonctionnelles correspondent aux
valeurs locales des champs. Les (n−1)–formes Gψ correspondantes étant des (n−1)–formes
observables dynamiques (voir la proposition I.4.2) les fonctionnelles

∫
ΣGψ ne dépendent

que de la classe de cobordisme de Σ
On fixe ainsi Σ une tranche de codimension 1. On suppose de plus que Σ est de la

forme Σ =
(
f ◦ πX0

)−1
(0) où πX0 désigne la projection naturelle πX0 : M0 → X0 et où

f : X0 → R est une fonction lisse sans point critique telle que f−1(0) 6= ∅.
Considérons les espaces P et P définis par

P :=

{
ψ ∈ C∞(X0) ; ηβα

∂2ψ

∂xα∂xβ
+m2ψ = 0

}

P :=

{∫

Σ
Gψ ; ψ ∈ P

}

Enfin nous noterons G l’espace des fonctionnelles réelles sur P . Muni de la multiplication
point par point (∀A,B ∈ G, (A · B)(ϕ) := A(ϕ)B(ϕ)) G est une algèbre commutative
unitaire d’élément neutre I la fonction constante égale à 1. Un élément F de P peut alors
être vu comme une fonctionnelle de G via

ϕ ∈ P 7−→
∫

Σ∩Γϕ,h

Gψ (I.6.2)
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Thèse - I.6 concours 01/04

on peut faire remarquer que cette identification est cohérente car d’après la proposition
I.4.3 cette dernière expression ne dépend pas de h ∈ R.

Considérons S(P ) l’algèbre librement engendrée par P (voir la définition I.5.2 page 35)
on introduit alors la défintion suivante

Définition I.6.1 On note I : S(P ) 7−→ A l’unique morphisme d’algèbre tel que pour tout
ψ ∈ P

I(ψ) :=

∫

Σ
Gψ

Nous noterons A l’image de I, c’est la sous–algèbre engendrée par les expressions du type
(I.6.2).

Nous allons maintenant munir S(P ) d’une structure d’algèbre de Poisson. Pour ce faire il
nous faut définir un crochet sur S(P )

Proposition–Définition I.6.1 On note {•, •}0 : S(P )⊗ S(P ) −→ S(P ) l’unique appli-
cation linéaire telle que pour tout (ψ1, ψ2) ∈ P 2

{ψ1, ψ2}0 := I(ψ1)(ψ2)

et vérifiant la règle de Leibniz i.e. ∀(A,B,C) ∈ S(P )3

{A ·B,C}0 = A⊙ {B,C}0 + {A,B}0 ⊙ C

On a alors la proposition suivante dont on trouvera la preuve dans l’annexe B.3.1

Proposition I.6.1 L’algèbre commutative S(P ) munie du crochet {•, •}0 est une algèbre
de Poisson c’est–à–dire que c’est une algèbre unitaire et le crochet vérifie l’identité de
Jacobi et la règle de Leibniz, ∀(A,B,C) ∈ S(P )3

{A, {B,C}0}0 + {C, {A,B}0}0 + {B, {C,A}0}0 = 0 (I.6.3)

{A ·B,C}0 = A · {B,C}0 + {A,B}0 · C (I.6.4)

Nous verrons dans la section I.6.3 comment ce crochet est relié aux crochets de la théorie
des champs.

Nous avons ainsi une structure d’algèbre de Poisson sur une algèbre d’observables clas-
siques, nous sommes ainsi dans le cadre de la quantification par déformation.

I.6.2 Déformation

Nous allons définir dans un premier temps une déformation de l’algèbre S(P ) c’est–
à–dire que nous allons définir un produit associatif ⋆~ sur S(P )[[~]] tel que la projection
naturelle π : S(P )[[~]]→ S(P ) soit un morphisme d’algèbre.
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Définition I.6.2 – Soient β ∈ J0, n − 1K et z ∈ X0. On note alors i(z) et ∂β(z) les
endomorphisme linéaire de S(P ) définis par

i(z) := (φ(z)⊗ id) ◦ δ et ∂β(z) :=

(
∂φ

∂xβ
(z) ⊗ id

)
◦ δ

où δ : S(P ) → P ⊗ S(P ) désigne l’opérateur de Spencer et où pour tout z ∈ X0 et
tout β ∈ J0, n − 1K, les opérateurs φ(z) : P → R et ∂φ

∂xβ (z) : P → R sont définis par
∀ψ ∈ P

φ(z)(ψ) := ψ(z) ∈ R et
∂φ

∂xβ
(z)(ψ) :=

∂ψ

∂xβ
(z) ∈ R

Nous avons donc pour tout z ∈ X0, i(z)P
⊙k ⊂ P⊙(k−1) et ∂β(z)P

⊙k ⊂ P⊙(k−1).
– Soient p ∈ N∗, β = (β1, . . . , βp) ∈ J0, n− 1Kp et z = (z1, . . . , zp) ∈ X p0 , on définit alors

les opérateurs ip(z) et ∂pβ(z) sur S(P ) par

{
ip(z) := i(zp) ◦ · · · ◦ i(z1)
∂pβ(z) := ∂βp(zp) ◦ · · · ◦ ∂β1(z1)

Par convention on pose i0 = ∂0 = IdP .

Remarque I.6.1
Nous voyons alors facilement que pour tout (k, p) ∈ N nous avons ip(z)P⊙k ⊂ P⊙(k−p) et

∂pβ(z)P
⊙k ⊂ P⊙(k−p) avec par convention P⊙l = 0 si l < 0.

Considérons S(P )[[~]] l’espace des polynômes en ~ à coefficients dans S(P ). On définit
alors le produit étoile ⋆~ sur S(P )[[~]] comme suit

Définition I.6.3 On note ⋆~ le morphisme de R[[~]]–module ⋆~ : S(P )[[~]]⊗S(P )[[~]] −→
S(P )[[~]] tel que pour tout Ψ ∈ S(P ) et Φ ∈ S(P ),

Ψ ⋆~ Φ :=
∑

p≥0

~p
1

p!

(
ΨMp

ΣΦ
)

avec pour p = 0, ΨM0
ΣΦ := Ψ⊙ Φ et pour p ∈ N∗

ΨMp
ΣΦ :=

∑

β∈J0,nKp

α∈J0,nKp

ηαβ
∫

πX0 (Σ)p

(
∂pβ(z)Ψ

)
⊙ (ip(z)Φ)ωα(z)

où pour tout α = (α1, . . . , αp) et β = (β1, . . . , βp) éléments de J0, nKp, on a noté ηβα pour
ηβ1α1 · · · ηβpαp et ωα pour ωα1 ⊗ · · · ⊗ ωαp (nous rappelons que pour tout µ ∈ J0, n − 1K,

ωµ désigne la (n− 1)–forme ∂
∂xµ ω).

On a alors la proposition suivante
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Proposition I.6.2 (S(P )[[~]], ⋆~) est une algèbre associative et cette algèbre est une
quantification par déformation de l’algèbre de Poisson (S(P ),⊙, {•, •}0) i.e. la projection
naturelle π : S(P )[[~]] −→ S(P ) est un morphisme d’algèbre et le principe de correspon-
dance (I.6.1) est valide.

Nous renvoyons le lecteur à l’appendice B.3.1 pour la preuve de la proposition I.6.2.

Remarques I.6.1
– Directement à partir de la définition du produit ⋆~ on peut montrer que le sous–

espace S(P )[~] des expressions polynomiales en ~ à coefficients dans S(P ) est une
sous–algèbre de (S(P )[[~]], ⋆~). En effet d’après la définition I.6.3 on voit que pour p
assez grand nous avons ΨMp

ΣΦ = 0.
– Notons ce résultat se retrouve en utilisant les paires de Laplace comme le font Ch.

Brouder et R. Oeckl dans leur article [12]. Plus précisément on peut montrer que la
paire de Laplace

∀(ψ1, ψ2) ∈ P 2 ; (ψ1| ψ2) := ηαβ
∫

πX0 (Σ)

∂ψ1

∂xβ
ψ2ωα

donne un produit twisté [12] correspondant à notre produit ⋆~. L’associativité de ⋆~

est alors une conséquence directe des résultats exposés dans [12].

Nous allons maintenant voir comment la construction précédente peut être reliée à la
théorie quantique des champs.

I.6.3 Lien avec la théorie du champ libre

Plaçons nous dans un système de coordonnées tel que la matrice de la métrique soit
donnée par la matrice diagonale diag(1,−1, . . . ,−1). Nous noterons alors la première va-
riable t.

Nous supposerons à partir de maintenant que Σ est la tranche de temps Σ = Σ0 :=
{t = 0} et pour ne pas alourdir les notations, nous noterons toujours Σ l’hypersurface
πX0(Σ) ⊂ X0. Nous considérons l’espace P défini par

P =

{
ψ ∈ C∞(X0) ; (2 +m2)ψ = 0 et ψ|t=0,

∂ψ

∂t |t=0
∈ S(Rn−1)

}

Remarquons qu’un élément ϕ ∈ P peut être spécifié par les conditions initiales (ou
conditions de Cauchy) [ϕ|t=0,

∂ϕ
∂t |t=0

]. Alors on peut définir une structure d’algèbre de

Poisson sur G = F(P,R) à la manière des physiciens de la théorie des champs (voir par
exemple [31] ou [52]) en définissant le crochet par la formule

{F,G} :=

∫

Σ
dx


 δF

δϕ(x)

δG

δ
{
∂ϕ
∂t (x)

} − δG

δϕ(x)

δF

δ
{
∂ϕ
∂t (x)

}


 (I.6.5)
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Les expressions δF
δϕ(x) et δF

δ{ ∂ϕ
∂t

(x)} désignent les dérivée fonctionnelles de F par rapport

respectivement à ϕ(x) et ∂ϕ
∂t (x). Comme nous n’utiliserons pas cette notion nous resterons

vague sur sa définition précise.
On peut alors montrer que l’application I : S(P ) −→ G est un morphisme de Pois-

son entre les algèbres de Poisson (S(P ),⊙, {·, ·}0) et (A, ·, {·, ·}) i.e. I est un morphisme
d’algèbre et pour tout A,B ∈ S(P )

I ({A,B}0) = {I(A), I(B)}

où le crochet de gauche (resp. droite) désigne le crochet dans S(P ) (resp. dans G).
Ainsi nous pouvons voir la quantification par déformation de S(P ) que l’on a défini
précédemment comme une quantification par déformation de la sous–algèbre de Poisson
A munie du crochet de Poisson habituel (I.6.5) de la théorie des champs.

Ordre d’opérateur correspondant

Donnons nous Ψk = ψ1⊙ · · · ⊙ψk un élément décomposable de P⊙k. Alors en utilisant
les les résultats de la section I.4.2 p.32 nous voyons que la fonctionnelle I(Ψk) prise en ϕ
s’exprime de la manière suivante

I(Ψk)(ϕ) =
k∏

j=1

∫

Σ

(
∂ψj
∂t

ϕ− ψj
∂ϕ

∂t

)
=

∑

I⊂J1,kK

(−1)|I|
[∏

i∈I

∫

Σ
ψi
∂ϕ

∂t

]
∏

j 6∈I

∫

Σ

∂ψj
∂t

ϕ




(I.6.6)
Si l’on suit K. Fredenhagen et M. Dütsch [19], la quantification des observables classiques
(I.6.6) consiste à remplacer les champs classiques ϕ(x) et ∂ϕ

∂t (y) par des opérateurs φ(x)
et π(y) agissant sur un espace de Hilbert H et vérifiant les relations de commutation dites
relations de commutation à temps égal

{
[π(x), π(y)] = [φ(x), φ(y)] = 0
[π(x), φ(y)] = iδ(x − y) (I.6.7)

Plus précisément en reprenant la construction de l’annexe A quantifier la fonctionnelle
observable (I.6.6) revient à remplacer chacune des intégrales

∫
Σ
∂ψj

∂t ϕ et
∫
Σ ψj

∂ϕ
∂t respec-

tivement par les opérateurs ϕm

(
∂ψj

∂t |t=0

)
et πm((ψj)|t=0) agissant sur l’espace de Fock

symétrique Fs et de domaine F0

∫

Σ

∂ψj
∂t

ϕ ←− ϕm

(
∂ψj
∂t |t=0

)

∫

Σ
ψj
∂ϕ

∂t
←− πm((ψj)|t=0)

(I.6.8)

Nous voyons alors que se pose la question de l’ordre dans lequel écrire ces opérateurs car
ceux–ci ne commutent pas. D’après J. Dito [18],[17] ou K. Fredenhagen et M. Dütsch [19],
à chaque quantification par déformation correspond une façon d’ordonner les opérateurs.
Nous allons vérifier cette propriété en définissant un ordre correspondant au produit ⋆~
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que nous avons défini. Nous verrons que cet ordre diffère de l’ordre de Wick (encore ap-
pelé ordre normal) utilisé habituellement en théorie quantique des champs (voir [31], [52],
[50] ou [49] pour plus de détails). Nous verrons ensuite comment la quantification par
déformation présentée par J. Dito dans ses articles [17] et [18] (qui correspond à l’ordre
normal) se transcrit dans notre cas.

Choisissons d’ordonner les opérateurs en mettant tous les opérateurs πm(f) à gauche des
opérateurs ϕm(g). Plus précisément nous définissons l’application R–linéaire Θ : S(P ) −→
Õ de S(P ) sur l’espace Õ des opérateurs agissant sur Fs de la manière suivante. Nous
posons Θ(1) := 1 et ∀k ∈ N∗, ∀ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk ∈ P⊙k

Θ(ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk) :=
∑

I⊂J1,kK

(−1)|I|
[∏

i∈I
πm
(
(ψi)|t=0

)
]
∏

j 6∈I
ϕm

(
∂ψj
∂t |t=0

)
 (I.6.9)

Remarquons que cette dernière expression a bien un sens car les opérateurs ϕm(f) com-
mutent entre eux de même que les opérateurs πm(g). De plus ces opérateurs ont tous
comme domaine F0 et envoient F0 dans F0, nous pouvons donc les composer, obtenant
ainsi un opérateur non–borné de domaine F0. Nous étendons alors Θ à S(P )[~] en un
morphisme de R[~]–module par linéarité en posant Θ(~ · 1) := −i. Nous avons alors le
résultat suivant dont nous donnons la preuve dans l’annexe B.3.2

Théorème I.6.1 Pour tout A et B appartenant à S(P )[~] nous avons

Θ(A)Θ(B) = Θ(A ⋆~ B)

Le théorème I.6.1 montre que cette manière d’ordonner les opérateurs correspond bien au
produit étoile ⋆~ que nous avons défini.

Nous pouvons remarquer que cet ordre ne correspond pas à l’ordre habituel de la théorie
quantique des champs : l’ordre normal ou ordre de Wick (voir [52] ou [31]). Or le choix
de cet ordre par les physiciens a des motivations physiques profondes reliés à la nécessité
d’avoir une énergie finie.

Nous allons maintenant rechercher la quantification par déformation correspondant à
l’ordre normal.

I.6.4 Ordre de Wick

La manière d’ordonner les opérateurs que nous avons défini ne correspond pas à l’ordre
habituellement utilisé par les physiciens de la théorie des champs, qui est l’ordre de Wick.
Celui–ci consiste à exprimer les opérateurs ϕm(f) et πm(f) à l’aide desopérateurs de
création et de destruction a†(f) et a(f), puis de placer tous les opérateurs de créations
a†(f) à gauche des opérateurs a(f). Nous allons voir à quel produit étoile correspond cette
façon d’ordonner les opérateurs.

Nous avons vu que quantifier revient à effectuer la substitution (I.6.8) dans l’expres-
sion (I.6.6) et à définir la manière dont on ordonne les opérateurs. Pour pouvoir ordonner
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les opérateurs suivant l’ordre de Wick nous devons exprimer le quantifié de la fonction-

nelle
∫
Σ ψ
←→
∂ ϕ à l’aide des opérateurs a†(f) et a(f). Plus précisément en vertue de la

correspondance (I.6.8) nous avons

∫

Σ
ψ
←→
∂ ϕ←− ϕm

(
∂ψj
∂t |t=0

)
− πm((ψj)|t=0)

Alors en utilisant l’identité (A.2.3) de l’annexe A nous obtenons finalement que l’opérateur

correspondant à la fonctionnelle
∫
Σ ψ
←→
∂ ϕ est donné par

∫

Σ
ψ
←→
∂ ϕ←− a(Fψ) + a†(Gψ)

où nous avons noté Fψ et Gψ les fonctions de S(Rn−1) définies par

Fψ :=
1√
2

(
1/µ

∂̂ψ

∂t
− iψ̂

)

Gψ :=
1√
2

(
1/µ

∂̂ψ

∂t
+ iψ̂

)

Pour alléger les notations nous avons noté ψ̂ pour ψ̂|t=0 de même que pour ∂̂ψ
∂t dans les

expressions précédentes. Nous pouvons dés lors quantifier les fonctionnelles I(Ψk) données
par (I.6.6) en utilisant l’ordre de Wick.

Nous définissons le morphisme de R[~]–module ΘW : S(P )[~] −→ Õ de S(P ) sur
l’espace Õ des opérateurs agissant sur Fs de la manière suivante. Nous posons Θ(~.1) = 1
et ∀k ∈ N∗, ∀ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk ∈ P⊙k

ΘW (ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk) :=
∑

I⊂J1,kK

[∏

i∈I
a† (Gψi)

]
∏

j 6∈I
a (Fψj)




Il nous reste à voir à quel produit étoile sur S(P ) correspond cet ordre d’opérateur i.e.
quel produit ⋆W peut-on définir sur S(P )[[~]] pour que ΘW soit un morphisme d’algèbre de
(S(P )[~], ⋆W ) vers l’algèbre des opérateurs non–bornés sur Fs de domaine F0 et stabilisant
F0.

Définissons les opérateurs G(−→k ) et G(−→k )∗ de manière analogue aux opérateurs ∂β(z)
et i(z)

Définition I.6.4 Soit
−→
k ∈ Rn−1, alors on note G(−→k ) et G(−→k )∗ les applications R–

linéaires G(−→k ),G∗(−→k ) : S(P ) −→ S(P )⊗ C définies par

G(−→k ) :=
(√

µG(
−→
k )⊗ id

)
◦ δ et G(−→k )∗ :=

(√
µG(
−→
k )⊗ id

)
◦ δ
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où pour tout
−→
k ∈ Rn−1 l’opérateurs

√
µG(
−→
k ) : P −→ C est défini par ∀ψ ∈ P

√
µG(
−→
k )(ψ) :=

1√
2

(
1/µ

∂̂ψ

∂t
+ iψ̂

)
(
−→
k )

On étend alors la définition de G(−→k ) et G(−→k )∗ à S(P )[[~]]⊗C par C[[~]]–linearité et pour

p ∈ N et
−→
k ∈ (Rn−1)p, on définit Gp(−→k ) et Gp(−→k )∗ par G0 = G0∗ = Id et si p ≥ 1

{
Gp(−→k ) := G(−→k p) ◦ · · · ◦ G(

−→
k 1)

Gp(−→k )∗ := G(−→k p)∗ ◦ · · · ◦ G(
−→
k 1)

∗

On peut alors facilement adapter la preuve de la proposition I.6 de manière à prouver
la proposition suivante

Proposition I.6.3 Notons ⋆W : S(P )[[~]] ⊗ S(P )[[~]] −→ S(P )[[~]] le morphisme de
R[~]–module tel que pour tout (P,Q) ∈ S(P )[[~]]2

P ⋆W Q :=
∑

k

1

p!

∫

(Rn−1)p

dkGp(−→k )P ⊙ Gp(−→k )∗Q

Alors (S(P )[[~]], ⋆W ) est une algèbre associative unitaire. De plus (S(P )[[~]], ⋆W ) est une
quantification par déformation de (S(P ),⊙, {·, ·}).
Remarque I.6.2
Remarquons que encore une fois le sous–espace S(P )[~] est une sous–algèbre de S(P )[[~]]
muni du produit ⋆W .

Nous avons d’autre part le théorème suivant nous assurant que cette quantification par
déformation correspond à l’ordre normal

Théorème I.6.2 L’opérateur ΘW : S(P )[~] −→ W est un morphisme d’algèbre de
(S(P )[~], ⋆W ) dans W i.e. Î(1) = 1 et pour tout P,Q appartenant à S(P )[[~]]

ΘW (P )ΘW (Q) = ΘW (P ⋆W Q)

Nous renvoyons le lecteur à l’appendice B.3.3 pour une preuve de ce dernier résultat.

I.7 Quantification Géométrique

Nous allons montrer comment mettre en oeuvre une procédure de quantification géo-
métrique dans le cadre multisymplectique. Nous présenterons tout d’abord la méthode de
préquantification de A. A. Kirillov [2], B. Kostant et J.M. Souriau [39], [55] généralisant
les constructions de B.O. Koopman [38], L. Van Hove [58] et I.E. Segal [54] (voir aussi
l’excellent texte de Kirillov dans [2]).

Nous verrons comment étendre cette méthode pour quantifier les champs libres. Nous
nous placerons tout d’abord dans le cadre général puis nous étudierons le cas où X est
l’espace de Minkowski plat X0. Ce travail est en cours effectué avec Frédéric Hélein. Il
reste donc encore des imprécisions, notamment sur les hypothèses de régularité et sur les
espaces fonctionnels considérés.
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I.7.1 Préquantification de Kostant–Souriau–Kirillov

Donnons-nous une variété symplectique (P, β). Nous supposerons pour simplifier que
la forme symplectique β est exacte β = dθ pour une certaine 1–forme θ (Par exemple
P = T ∗Y muni de sa forme symplectique canonique).

Considérons alors le fibré trivial L := P × C sur P et l’ensemble Γ(P,L) des sections
lisses de L. En utilisant θ nous pouvons définir une connection ∇ agissant sur Γ(P,L) de
la manière suivante

∀ξ ∈ Γ(P, TP), ∀ψ ∈ Γ(P,L), ∇ξψ := ξ · ψ − i

~
θ(ξ)ψ (I.7.1)

Cette connection va permettre d’associer à toute fonction F ∈ C∞(P) un opérateur F̂
agissant sur Γ(P,L).

Définition I.7.1 - préquantification de (P, β) - Soit F ∈ C∞(P), nous notons alors
F̂ l’application linéaire F̂ : Γ(P,L) −→ Γ(P,L) telle que pour tout ψ ∈ Γ(P,L)

F̂ψ := Fψ +
~

i
∇ξFψ = (F − θ(ξF ))ψ +

~

i
ξF · ψ (I.7.2)

où ξF ∈ Γ(P, TP) est le champ de vecteurs hamiltonien associé à F i.e. tel que dF +
ξF β = 0.

Exemple I.7.1
Nous prenons (P, β) = (R2n,dpj ∧ dqj) où (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) sont les coordonnées
canonique sur R2n. Alors nous avons dpj ∧ dqj = dθ avec θ := pjdq

j . Alors en utilisant la

construction précédente nous avons q̂j = qj + i~ ∂
∂pj

et p̂j = −i~ ∂
∂qj . Nous voyons dans cet

exemple que cette représentation n’est pas irréductible, par exemple ∂
∂pk

commute avec

les p̂j et les q̂j . C’est pourquoi elle est appelée préquantification et non quantification. Un
moyen pour remédier à ce défaut est d’introduire une polarisation.

I.7.2 Préquantification du champ libre

Nous allons nous inspirer de la construction précédente pour quantifier les champs
libres dans le cadre multisymplectique. Nous allons présenter la construction dans le cadre
général puis nous nous spécialiserons au cas de l’espace de Minkowski plat pour montrer
que nous retrouvons effectivement la théorie quantique du champ libre telle qu’elle est
présentée dans la littérature (voir [52], [31], [48]).

Nous reprenons les notations des sections précédentes, c’est–à–dire que nous considérons
l’espace multisymplectique M := ΛnT ∗(X × R) muni de la forme multisymplectique Ω
donnée en coordonnées par

Ω := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ −
1

g

∂g

∂xµ
pµdφ ∧ ω
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Comme nous l’avons noté dans la remarque I.1.1 page 25 nous avons Ω = dθ(s) pour tout
s ∈ R où θ(s) est donné par

dθ(s) :=

(
e− (1− s)1

g

∂g

∂xµ
φpµ

)
ω + (s pµ dφ− (1− s)φ dpµ) ∧ ωµ

EnfinM est muni d’un hamiltonien H :M−→ R défini par

H(q, e, p) = e+
1

2

(
gµνp

µpν +m2φ2 + ξRφ2
)

Nous noterons EH
C

le complexifié de l’ensemble des n–courbes H–hamiltonienne. Consi-
derons le fibré trivial L := EH

C
× C sur EH

C
, enfin nous noterons Γ(EH

C
,L) l’ensemble des

section ”lisses” de L. Nous resterons vague sur cette notion. Pour faire une construction
analogue à I.7.1, il nous faut principalement trouver une notion d’observables analogue à
C∞(P,R) et définir ce que peut être la connection (I.7.1).

Nous avons défini dans la section I.2 la notion de (n− 1)–forme observable dynamique
et les fonctionnelles observables correspondantes qui semble être la notion d’observable
adéquate. Nous noterons toujours OH l’ensemble des observables dynamiques

OH :=
{
F ∈ Λn−1T ∗M telle que ∃ζF ∈ Γ(M, TM)|dF + ζF Ω = 0 et dH = 0

}

Nous considérons OH
C

le complexifié de OH c’est–à–dire OH
C

:= OH ⊗C.
Intéressons nous maintenant à l’extension de (I.7.1). Nous avons la proposition suivante

Proposition I.7.1 Soit F ∈ OH, alors par définition il existe ζF ∈ Γ(M, TM) tel que
dF + ζF Ω = 0 et dH = 0. Supposons alors qu’il existe ǫ > 0 et une fonction lisse U
telle que

U : (−ǫ, ǫ)×M −→ M
(τ,m) 7−→ U(s,m)

tel que pour tout m ∈M nous ayons U(0,m) = m et pour tout τ ∈ (−ǫ, ǫ)

∂U

∂τ
(τ,m) = ζF (U(τ,m))

c’est–à–dire que le flot de ζF a un temps d’existence minimal uniforme non nul. Alors U
induit une application

(−ǫ, ǫ)× EH −→ EH
(τ,Γ) 7−→ Γτ := U(τ,Γ)

où EH désigne toujours l’ensemble des n–courbes H–hamiltoniennes.

Preuve: (de la proposition I.7.1)
Nous nous donnons F ∈ OH et nous notons alors ζF ∈ Γ(M, TM) son champ de vecteurs
hamiltonien. Soit m ∈ Γ et X ∈ ΛnTΓ tel que X Ω|m = (−1)ndH. En notant m′ =
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U(τ,m) nous avons alors pour τ ∈ (−ǫ, ǫ) fixé U(−τ)∗dH = dH par définition de OH.
Ainsi nous avons

(−1)ndH|m′ = (−1)nU(−τ)∗dH|m
= (−1)nU(−τ)∗(X Ω|m) = (U(τ)∗X)m′ U(−τ)∗Ω|m′

Or toujours par définition de OH nous avons U(−τ)∗Ω = Ω, ainsi la dernière égalité nous
donne au final (−1)ndHm′ = (U(τ)∗X)m′ Ω|m′ ce qui nous assure que Γτ est une n–
courbe H–hamiltonienne.
�

La proposition I.7.1 nous permet alors de définir pour tout F ∈ OH vérifiant les hy-
pothèses de la proposition I.7.1 un champ de vecteurs sur EH de la manière suivante, pour
tout Γ ∈ EH nous posons

ΞF (Γ) :=
dΓτ
dτ

∣∣∣∣
τ=0

∈ TΓEH (I.7.3)

Ce qui nous permet de définir ∇ΞF
de la manière suivante

∀A ∈ Γ(EH
C
,L) ; ∇ΞF

A := ΞF ·A−
i

~

(∫

Σ
ζF θ(s)

)
A

où s est ici fixé. Remarquons que ∇ΞF
dépend de s. Nous pouvons alors donner un

équivalent de la définition I.7.1

Définition I.7.2 Soit F ∈ OH vérifiant les hypothèses de la proposition I.7.1 alors nous
définissons l’opérateur F̂ agissant sur Γ(EH

C
,L) de la manière suivante

∀A ∈ Γ(EHC ,L) ; F̂A :=

(∫

Σ
F

)
A+

~

i
∇ΞF

A

=
~

i
ΞF ·A+

(∫

Σ
(F − ζF θ(s))

)
A

Remarque I.7.1
Notons que la construction précédente peut se mener quel que soit l’espace–temps X . C’est
une procédure générale qui peut s’appliquer à tout problème dérivant d’un Lagrangien.

I.7.3 Cas de l’espace de Minkowski plat

Nous allons étudier plus en détail le cas où X est l’espace de Minkowski plat X0 c’est–à–
dire X0 = Rn muni d’une métrique constante (ηµν)µν de signature (n−1, 1). L’hamiltonien
H est alors H0 donné par (I.4.3) page 31

H0(x, φ, e, p) = e+
1

2

(
ηµνp

µpν +m2φ2
)

Nous nous donnons alors des coordonnées (xµ)µ sur X0 telles que la forme volume ω induite
par la métrique s’écrive ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Thèse - I.7 concours 01/04

Nous identifierons alors dans ce cas l’ensemble EH0 des n–courbes H0–hamiltonienne
aux solutions de l’équation de Klein–Gordon

(2 +m2)ϕ = 0 (I.7.4)

Ceci va nous permettre de définir des coordonnées sur EH0 . En effet nous avons la propo-
sition suivante

Proposition I.7.2 Notons C+ l’hypersurface de X0 définie par

C+ :=
{
k ∈ X0 tel que ηµνk

µkν −m2 = 0 et k1 > 0
}

Alors toute fonction ϕ ∈ C2(X0) ∩ L2(X0) solution de (I.7.4) s’écrit de manière unique

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫

C+

dk̃
(
uke

−ik·x + u∗ke
ik·x
)

où dk̃ est la mesure invariante sur C+ et où k 7→ uk et k 7→ u∗k appartiennent à C2(C+) ∩
L2(C+).

Nous allons maintenant appliquer la construction décrite précédemment dans notre cas.
Dans cette optique nous allons décrire plus précisément les observables et nous introduisons
les définitions suivantes :

Définition I.7.3 1. Soit f ∈ L2(C+) alors nous notons αf la (n − 1)–forme complexe
définie par

αf :=

(
pµψf − gµνφ

∂ψf
∂xν

)
ωµ

où ψf est la fonction définie par ψf : x ∈ X 7−→ i
(2π)3/2

∫
C+ dk̃f(k)eik·x. Nous note-

rons alors af la fonctionnelle
∫
Σ αf associée à αf .

2. Soit g ∈ L2(C+) alors nous notons α†
g la (n− 1)–forme complexe définie par

α†
g :=

(
pµψ†

g − gµνφ
∂ψ†

g

∂xν

)
ωµ

où ψ†
g est la fonction définie par ψ†

g : x ∈ X 7−→ −i
(2π)3/2

∫
C+ dk̃g(k)e−ik·x. De la même

façon, nous noterons a†f la fonctionnelle
∫
Σ α

†
g.

3. Enfin pour s ∈ R nous noterons K(s) l’espace des des (n− 1)–formes défini par

K(s) :=
{
FX = ξX θ(s) avec ξX ∈ Γ(X , TX ) champ de Killing

}

et nous posons K(s)
C

le complexifié de K(s) i.e. K(s)
C

:= K(s) ⊗C.
Nous noterons alors A et A† les espaces respectivement définis par A :=

{
αf |f ∈ L2(C+)

}

et A† :=
{
α†
g|g ∈ L2(C+)

}
.
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Nous avons alors la proposition suivante qui est un corollaire direct des propositions I.2.2
et I.7.2 qui décrit complètement les (n− 1)–formes observables

Proposition I.7.3 L’ensemble des observables OH
C

se décompose pour tout s ∈ R comme
suit

OH
C = A⊕ A† ⊕K(s)

C
⊕ C

où C :=
{
F ∈ Γ(M0,Λ

n−1T ∗M0) telles que dF = 0
}

désigne l’ensemble des (n − 1)–
formes fermée.

Nous avons alors le résultat suivant en appliquant la construction décrite précédemment

Théorème I.7.1 Pour f et g appartenant à L2(C+) et A ∈ Γ(EH
C
,L) nous avons

âfA := ~

∫
f(k)

∂A

∂u∗k
+

(∫

C+

dk̃
f(k)

2
uk

)
A (I.7.5)

â†gA := −~

∫
g(k)

∂A

∂u∗k
+

(∫

C+

dk̃
g(k)

2
u∗k

)
A (I.7.6)

Et enfin pour Xα ∈ Rn constants, nous avons

̂(∫

Σ
FX

)
A = −ηµνXµ~

∫
kν
(
uk
∂A

∂uk
− u∗k

∂A

∂u∗k

)
(I.7.7)

Harrivel R. 52



Chapitre II

Etude de l’équation de

Klein–Gordon avec interaction

Plaçons nous sur l’espace de Minkowski plat X0 de la section I.4 c’est–à–dire X0 =
R1,n−1 où R1,n−1 désigne l’espace Rn muni d’une métrique constante (ηµν)µν de signature
(n − 1, 1). On se donne (xµ)µ∈J0,n−1K un système de coordonnées sur X0 tel que la forme
volume ω induite par la métrique s’écrive ω = dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1. Donnons nous p ∈ N,
p ≥ 2 et considérons l’équation

ηµν
∂2ϕ

∂xµ∂xν
+m2ϕ+ λϕp = 0 (Eλ)

Dans ce chapitre nous étudions l’équation de Klein–Gordon (K-G) couplée avec une
non–linéarité d’ordre p ∈ N. Comme dans le cas de l’équation linéaire nous commençons
par donner la formulation multisymplectique du problème. Mais comme I. Kanatchikov l’a
remarqué [34] le nombre de formes observables dynamiques est considérablement réduit.
Il ne reste que les observables correspondant aux symétries de l’espace–temps.

Suivant une idée de Frédéric Hélein [27] nous montrons que nous pouvons contourner
le problème de maniére perturbative. Nous montrons que nous pouvons définir des ob-
servables perturbativement sous la forme de séries indexées par les arbres plans et nous
montrons la convergence de ces séries.

Suite à une discussion avec Christian Brouder nous nous sommes rendu compte que
ces observables étaient étroitement liées aux séries de Butcher permettant de donner
explicitement les termes du developpement perturbatif d’une solution de l’équation de
Klein–Gordon couplée avec une non–linéarité analytique. Nous montrons encore une fois
un résultat de convergence et nous voyons comment retrouver les observables précédentes
à partir des séries de Butcher.

Nous voyons ensuite comment ce calcul perturbatif réalisé dans un cadre classique peut
formellement être relié aux calculs perturbatifs quantiques effectués par les physiciens [31],
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[48]. Plus précisément nous montrons que formellement les séries de Butcher permettent
de retrouver la formulation d’Heisenberg du champ quantique en interaction [48] p. 83.

Enfin nous présentons une application de ces calculs perturbatifs en théorie du contrôle
c’est–à–dire que nous voyons comment nous pouvons définir perturbativement un contrôle
pour une équation différentielle ordinaire à l’aide des arbres plans.

II.1 Etude multisymplectique de la théorie φp

Nous allons faire l’étude analogue à celle effectuée dans la section I.1 du chapitre I pour
l’étude de l’équation (Eλ).

Comme nous travaillons avec les même objets (c’est–à–dire les champs scalaires ϕ :
X0 −→ R) l’espace multisymplectique ne diffère pas de celui défini dans la section section
I.4 du chapitre I. Il est donné par (M0,Ω0) défini par M0 := ΛnT ∗Rn+1 que l’on peut
identifier à R2(n+1) via les coordonnées (xµ, φ, e, pµ) telles que pour tout (x, φ) ∈ X0×R =
Rn+1, un élément de π ∈ ΛnT ∗

(x,φ)R
n+1 est repéré par π = eω + pµdφ∧ ωµ et Ω0 est défini

par
Ω0 := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ

avec ωµ := ∂
∂xµ ω.

Il ne reste plus qu’à expliciter l’hamiltonien correspondant au problème. L’équation
(Eλ) dérive du lagrangien Lλ défini par

Lλ[ϕ] :=

∫

X0

(
1

2
ηµν

∂ϕ

∂xµ
∂ϕ

∂xν
− 1

2
m2ϕ2 − λ

p+ 1
ϕp+1

)
ω

Nous pouvons alors effectuer une transformée de Legendre obtenant ainsi l’hamiltonien
Hλ :M0 −→ R défini par

Hλ(x, φ, e, p) := e+
1

2
ηµνp

µpν +
1

2
m2φ2 +

λ

p+ 1
φp+1

Comme dans le cas linéaire, à une solution ϕ : X0 → R de (Eλ) correspond une n–

courbe Hλ–hamiltonienne Γ
(λ)
ϕ définie par Γ

(λ)
ϕ := f

(λ)
ϕ (X0) où f

(λ)
ϕ désigne l’application

f
(λ)
ϕ : X0 →M0 définie par ∀x ∈ X0

f (λ)
ϕ (x) :=

(
x, ϕ(x), E(λ)

ϕ (x)ω + Π(x, ϕ(x),dϕ(x))
)
∈M0

où Π a été défini par (I.1.1) page 24 et où E
(λ)
ϕ est donné par

E(λ)
ϕ (x) := −Hλ(x, ϕ(x), 0,Π(x, ϕ(x),dϕ(x)))

Etudions maintenant les (n − 1)–formes observables. Comme nous l’avons remarqué
dans le chapitre précédent les formes observables algébriques ne dépendent que de l’espace
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multisymplectique. Ainsi d’après la proposition I.4.1 p.31 les (n − 1)–formes observables
algébriques s’écrivent sous la forme F = FX + Fψ,Π + F0 avec F0 fermée (dF0 = 0)

FX := eXαωα − pαXβdφ ∧ ωβα (II.1.1)

Fψ,π := pαψωα + πµωµ (II.1.2)

avec Xα : X0 × R −→ R, ψ : X0 × R −→ R et πµ : X0 × R −→ R des fonctions lisses
quelconques. Nous obtenons donc les mêmes observables algébriques. Par contre en ce qui
concerne les (n−1)–formes observables dynamiques la situation est radicalement différente.
En effet nous avons la proposition suivante

Proposition II.1.1 Notons Z0 l’espace des (n−1)–formes fermées surM0 et Fλ l’espace
des (n− 1)–formes observables dynamiques correspondants à l’hamiltonien Hλ i.e. Z0 :=
{F ∈ Γ(M0,Λ

n−1T ∗M0) | dF = 0} et

Fλ :=
{
F ∈ Γ(M0,Λ

n−1T ∗M0) telle que

∃ζF ∈ Γ(M0, TM0) | dF + ζF Ω0 = 0 et dHλ(ζF ) = 0}

Alors si λ 6= 0 on a dim (Fλ/Z0) < ∞, plus précisément nous avons Fλ = {FX ; ∂X
α

∂xν +
∂Xµ

∂xα = 0} ⊕ Z0 où FX est défini par (II.1.1).

Remarque II.1.1
On voit ainsi que seul le tenseur d’énergie–impulsion est observable dés qu’une non–
linéarité apparâıt. Nous n’avons pas assez d’observables pour quantifier.

Preuve: (de la proposition II.1.1)
Donnons nous F ∈ Γ(M0,Λ

n−1T ∗M0) une (n− 1)–forme observable dynamique. Alors F
est en particulier une observable algébrique. Ainsi d’après la proposition I.4.1 dont nous
avons rappelé les résultats, F s’écrit F = FX + Fψ,Π + F0 où F0 est fermée et FX et Fψ,Π
sont données par (II.1.1) et (II.1.2). D’après la proposition I.4.1, les champs de vecteurs
hamiltoniens correspondant sont donnés par

ζX := Xα ∂

∂xα
− e∂X

α

∂xα
∂

∂e
−
(
e
∂Xα

∂φ
+ pα

∂Xβ

∂xβ
− pβ ∂X

α

∂xβ

)
∂

∂pα
(II.1.3)

ζψ,π := ψ
∂

∂φ
−
(
pα

∂ψ

∂xα
+
∂πα

∂xα

)
∂

∂e
−
(
pα
∂ψ

∂φ
+
∂πα

∂φ

)
∂

∂pα
(II.1.4)

Etudions alors l’équation dHλ(ζX + ζψ,φ) = 0. Tout d’abord nous avons

dHλ = de+ ηµνp
µdpν +

(
m2φ+ λφp

)
dφ

Ainsi introduisant les expressions (II.1.3) et (II.1.4) dans l’équation dHλ(ζX + ζψ,φ) = 0
nous obtenons finalement

− e∂X
α

∂xα
− pα ∂ψ

∂xα
− ∂πα

∂xα
− ηµνpµe

∂Xν

∂φ
− ηµνpµpν

∂Xβ

∂xβ
+ ηµνp

µpβ
∂Xν

∂xβ

− ηµνpµpν
∂ψ

∂φ
− ηµνpµ

∂πν

∂φ
+
(
m2φ+ λφp

)
ψ = 0
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On peut alors voir cette dernière expression, à x ∈ X0 fixé comme une expression polyno-
miale en φ, e, p. Le coefficient en φp nous donne alors directement ψ = 0, et ceux en e, pµe
et pµpν imposent la condition ∂Xα

∂xν + ∂Xµ

∂xα = 0. Enfin le terme constant et le terme en pµ

nous donne que πµ = πµ(x) et vérifie ∂πα

∂xα = 0. Mais alors Fψ,π est réduit à Fψ,π = πµωµ
qui est une forme fermée : dFψ,π = ∂πµ

∂xµω = 0. On en conclut que F = FX + F ′
0 avec F ′

0

fermée et X ∈ Rn constant.
Réciproquement il est évident que toute (n− 1)–forme s’écrivant F = FX +F0 avec F0

fermée et X champ de Killing est une observable dynamique.
�

II.2 Introduction au calcul perturbatif

Nous avons vu que l’espace des observables dynamiques est considérablement réduit
dés qu’une non linéarité apparâıt, ce qui est problématique pour la quantification : nous
n’avons pas asser d’observables pour obtenir une théorie interessante.

Etudions plus précisément le problème. Prenons F une forme observable dynamique
pour l’hamiltonien libre H0, d’après les résultats du premier chapitre nous savons qu’elle
s’écrit F = FX + Fψ où FX est donné par (II.1.1) avec la condition ∂Xα

∂xν + ∂Xµ

∂xα = 0 et

Fψ :=

(
pµψ − ηµν ∂ψ

∂xν
φ

)
ωµ (II.2.1)

Le champ de vecteurs hamiltonien correspondant à Fψ étant donné par

ζψ := ψ(x)
∂

∂φ
−
(
m2φψ(x) + pα

∂ψ(x)

∂xα

)
∂

∂e
+ ηαβ

∂ψ(x)

∂xβ
∂

∂pα

où ψ : X0 → R vérifie (2 +m2)ψ = 0.
La proposition II.1.1 nous assure que FX est aussi une observable dynamique pour

Hλ avec λ 6= 0. Concentrons nous ainsi sur Fψ et voyons pourquoi elle n’est plus une
observable dynamique pour l’hamiltonien Hλ dés que λ 6= 0. En calculant dHλ(ζψ), nous
obtenons facilement

dHλ(ζψ) = λψφp 6= 0 (II.2.2)

qui est effectivement non nul si ψ n’est pas identiquement nul. Mais nous pouvons faire
remarquer que d’après cette dernière expression dHλ(ζψ) est d’ordre 1 en λ. Ainsi, si nous
prenons λ ”petit” nous aurons dHλ(ζψ) ”petit”. Nous pouvons ainsi tenter de mettre en
oeuvre un calcul perturbatif.

Avant d’aller plus en avant il est nécessaire de bien comprendre ce que nous recherchons
et en particulier de comprendre pourquoi la notion d’observable dynamique a été intro-
duite. Nous rappelons ici rapidement les résultat des sections I.2 page 25 et I.3 page 28.
La définition I.2.1 des formes observables algébriques nous a permis de définir le crochet
de Poisson entre deux formes observables algébriques F et G de la manière suivante

{F,G} := ζF dG = −ζG dF = (ζF ∧ ζG) Ω
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Par ailleurs nous avons vu comment à partir d’une tranche de codimension 1 (voir la
définition I.3.1) Σ et d’une (n − 1)–forme F nous pouvons construire une fonctionnelle∫
Σ F sur l’espace des n–courbes hamiltoniennes (voir la définition I.3.2). Alors étant donné

une tranche de temps Σ et deux (n−1)–formes observables algébriques F et G nous sommes
en mesure de définir le crochet de Poisson des deux fonctionnelles

∫
Σ F et

∫
ΣG en posant

{∫

Σ
F,

∫

Σ
G

}
:=

∫

Σ

{
F,G

}
(II.2.3)

et il s’avère que ce crochet de Poisson cöıncide avec le crochet de Poisson (I.6.5) qu’utilisent
habituellement les physiciens en théorie des champs.

Maintenant se pose le problème de la définition du crochet de Poisson entre deux fonc-
tionnelles

∫
Σ F et

∫
Σ̃G lorsque Σ 6= Σ̃. C’est alors que la notion d’observable dynamique

intervient : en effet si l’une des deux formes, disons F , est une (n − 1)–forme observable
dynamique, c’est–à–dire vérifiant dH(ζF ) = 0, alors la fonctionnelle

∫
Σ F ne dépend que

de la classe de cobordisme de Σ (voir la section I.3). Ainsi si Σ̃ et Σ sont dans la même
classe de cobordisme alors nous avons

∫
Σ F =

∫
Σ̃ F ce qui nous permet de définir le crochet

de
∫
Σ F et

∫
Σ̃G de la manière suivante

{∫

Σ
F,

∫

Σ̃
G

}
:=

{∫

Σ̃
F,

∫

Σ̃
G

}

où le crochet du membre de droite est défini par (II.2.3). C’est dans cette dernière définition
que réside l’intérêt des formes observables dynamiques.

Nous pouvons alors faire remarquer que pour définir le crochet de Poisson entre les
deux fonctionnelles

∫
Σ F et

∫
Σ̃G avec F et G des observables algébriques, il suffit d’être

en mesure d’exprimer
∫
Σ F en fonction de fonctionnelles du type

∫
Σ̃ F̃ et de produits de

fonctionnelles de ce type. Dans le cas où F est une observable dynamique, nous avons
vu que c’était particulièrement simple : il suffit de prendre F̃ = F . Mais nous venons
de voir que la condition pour être une observable dynamique était trop forte dans le cas
non–linéaire, essayons donc de procéder autrement.

Nous allons nous placer dans un cadre simplifié pour pouvoir mener à bien les cal-
culs c’est–à–dire que nous nous donnons un système de coordonnées (xµ)µ∈J0,n−1K dans
lequel la métrique est donnée par la matrice diagonale diag(1,−1, . . . ,−1) et nous n’allons
considérer que des hypersurface Σ du type tranches de temps (voir la définition I.4.1)
c’est–à–dire des surfaces du type

Σs :=
{
(x, φ, e, p) ∈M0|x0 = s

}

où s ∈ R est un temps fixé. Dans ce cas les fonctionnelles
∫
Σs
Fψ avec Fψ de la forme

(II.2.1) s’écrivent de manière très simple, en effet nous avons la propriété suivante

Propriété II.2.1 Soient Fψ une (n−1)–forme surM0 du type (II.2.1) et s ∈ R un temps
fixé. Alors pour toute solution ϕ : X0 → R de l’équation (Eλ) (2 +m2)ϕ+ λϕp = 0 nous
avons ∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ =

∫

Σs

ψ
←→
∂ ϕ
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où Γ
(λ)
ϕ désigne la n–courbe Hλ–hamiltonienne correspondant à ϕ (voir la section II.1) et

où pour f, g : X0 → R nous avons noté f
←→
∂ g la fonction

f
←→
∂ g :=

∂f

∂t
g − f ∂g

∂t

Nous pouvons alors formuler simplement le problème qui nous intéresse. Donnons–nous
deux temps s et s′ : comment exprimer la fonctionnelle

∫
Σs
Fψ en fonction de fonctionnelles

du type
∫
Σs′

F ′ et de produits de fonctionnelles de ce type ?

Nous pouvons supposer sans nuire à la généralité que s′ = 0 et nous supposerons
également que s > 0, le cas s < 0 étant similaire. Soit ϕ : X0 → R solution de (2+m2)ϕ+
λϕp = 0, calculons la différence

∫
Σs∩Γ

(λ)
ϕ
Fψ −

∫
Σ0∩Γ

(λ)
ϕ
Fψ. Nous obtenons alors

∫

Σs

[
∂ψ

∂t
ϕ− ψ∂ϕ

∂t

]
−
∫

Σ0

[
∂ψ

∂t
ϕ− ψ∂ϕ

∂t

]
=

∫

D

[
∂2ψ

∂t2
ϕ− ψ∂

2ϕ

∂t2

]
(II.2.4)

où D désigne l’ensemble D := [0, s] × Rn−1 ⊂ X0. Nous supposons ici qu’il n’y a pas
de termes de bords c’est–à–dire que ϕ et ses dérivées s’annulent à l’infini en espace, nous
ferons une étude plus précise par la suite. Comme ϕ satisfait l’équation (Eλ) nous pouvons

remplacer ∂2ϕ
∂t2

par
∑

µ
∂2ϕ
∂(xµ)2

−m2ϕ− λϕp dans l’identité précédente. Alors en effectuant

deux intégrations par parties successives de manière à transférer les dérivées spatiales de
ϕ sur ψ nous obtenons

∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ −
∫

Σ0∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ =

∫

D
ϕ(2 +m2)ψ + λ

∫

D
ψϕp (II.2.5)

et puisque nous avons supposé que ψ vérifiait l’équation (2 + m2)ψ = 0 cette dernière
égalité se réduit à ∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ −
∫

Σ0∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ = λ

∫

D
ψϕp (II.2.6)

qui est une conséquence directe du calcul (II.2.2). Nous retrouvons ainsi que si la différence
n’est plus nulle comme c’était le cas pour λ = 0, elle est d’ordre 1 en λ. Nous pouvons
alors essayer de trouver un contre–terme agréable qui remplace le membre de droite de
(II.2.6) par un terme d’ordre supérieur en λ.

De manière à simplifier les calculs, nous nous plaçons dans le cas d’une non–linéarité
quadratique c’est–à–dire p = 2. Néanmoins notre étude peut se généraliser à tout p entier,
p ≥ 2. Nous allons chercher le contre–terme sous la forme

∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

F
(2)

Ψ(1) :=

∫

Σs×Σs

Ψ(1)

(←−−
∂

∂t1
−
−−→
∂

∂t1

)(←−−
∂

∂t2
−
−−→
∂

∂t2

)
ϕ⊗ ϕ (II.2.7)
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où Ψ(1) désigne une fonction lisse Ψ(1) : X0 ×X0 −→ R et où pour A un opérateur donné,←−
A (resp.

−→
A ) indique que l’opérateur A agit à gauche (resp. à droite). Nous avons par

exemple

f

(←−
∂

∂t
−
−→
∂

∂t

)
g =

∂f

∂t
g − f ∂g

∂t
= f
←→
∂ g

Nous voyons ainsi que d’après la propriété II.2.1, la fonctionnelle (II.2.7) est une observable
de type (II.2.1) sur deux copies de l’espace. C’est une généralisation du produit point par
point de deux fonctionnelles de type (II.2.1).

Remarque II.2.1
Pour le cas général (p ∈ N, p ≥ 2) il suffit de chercher un contre terme de la forme

∫

(Σs)
p
Ψ(1)

(←−
∂

∂t
−
−→
∂

∂t

)⊗p

ϕ⊗p

avec Ψ(1) une fonction sur p copies de l’espace Ψ(1) : X p0 −→ R. Les calculs se mènent
alors de façon similaire.

Si nous supposons que Ψ(1) ainsi que ses dérivée premières par rapport au temps s’an-
nulent sur les ensembles D×Σ0 et Σ0×D, nous pouvons suivre les étapes (II.2.4) à (II.2.5)
sur la première et la deuxième variable successivement. En supposant qu’il n’y a pas de
termes de bord dans les intégrations par parties, nous obtenons alors l’égalité suivante

∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

F
(2)

Ψ(1) =

∫

D×D
dx1dx2

2∏

i=1

(
ϕ(xi)Pi + λϕ2(xi)

)
Ψ(1)(x1, x2)

où Pi désigne l’opérateur P := 2 +m2 agissant sur la i–ième variable, i ∈ {1, 2}. Alors en
développant cette dernière identité et d’après (II.2.6) nous avons

∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ + λ

∫

Σs∩Γ
(λ)
ϕ

F
(2)

Ψ(1) −
∫

Σ0∩Γ
(λ)
ϕ

Fψ = λ

(∫

D
ψϕp +

∫

D2

ϕ⊗2P1P2Ψ
(1)

)
+ λ2 · · ·

(II.2.8)
Nous voyons ainsi que si nous prenons Ψ(1) telle que

P1P2Ψ
(1)(x1, x2) = −δ(x1 − x2)ψ(x1) (II.2.9)

où δ désigne l’opérateur de Dirac, alors le terme d’ordre 1 en λ dans (II.2.8) disparâıt.
Nous avons donc une condition pour que la fonctionnelle (II.2.7) soit un contreterme. Il
s’agira ensuite de supprimer les termes d’ordre 2, puis 3 etc..

II.3 Arbres Plans

Pour organiser les contre–termes intervenant dans le developpement perturbatif il est
commode d’introduire la notion d’arbre plan. Nous allons ainsi donner une définition de
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ces objets ainsi que quelques propriété élémentaires de ceux–ci. Cette partie est largement
inspirée de l’excellent livre de Robert Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] et des articles de
Löıc Foissy [21] et [22].

Nous pouvons faire remarquer que les arbres font l’objet d’un intéret accrus ces dernières
années, voir par exemple les travaux de Jean–Louis Loday et Maria Ronco [44], [43], Löıc
Foissy [21], [22], Pepijn Van Der Lann [57] ou encore les travaux de Michèle Schatz-
man (Communication privée) pour n’en citer que quelques uns. Ils interviennent dans
de nombreux sujets de recherches récents autre que l’analyse numérique ou l’informa-
tique théorique où ces structures sont utilisées depuis longtemps. Nous pouvons citer par
exemple les travaux d’Alain Connes et Dirk Kreimer [15] sur la renormalisation, les travaux
de Jean–François Le Gall et Pascal Duquesne sur l’analyse des équations différentielles
non–linéaires du point de vue probabiliste [41], [20] ou les travaux de Christian Brouder
et Alessandra Frabetti en electrodynamique quantique [7], [11].

II.3.1 Définitions et Notations

Nous reprenons ici la définition des arbres plans donné par Löıc Foissy dans [21].

Définition II.3.1 Un arbre plan est la donnée d’un graphe fini orienté connexe et sans
boucles muni d’un plongement dans le plan ; on suppose que l’un des sommets de ce graphe
n’est l’arrivée d’aucune arête, ce sommet est appelé la racine de l’arbre. Les arbres plans
seront dessinés avec la racine en bas. Nous noterons T l’ensemble des arbres plans.

Un arbre plan est représenté par un graphe.

Exemple II.3.1
Les arbres plans diffèrent des arbres enracinés en ce sens que l’on ne peut pas en général
permuter ses arêtes. On a ainsi

6=

en tant qu’arbres plans. Ces deux arbres représentent pourtant le même arbre enraciné.

Introduisons quelques notations sur les arbres plans.

Définition–Notations II.3.1 Soit b ∈ T un arbre plan, on note alors ‖b‖ et |b| respec-
tivement le nombre de feuilles et le nombre de noeuds internes de b. On note aussi N(b)
le nombre total de noeuds de b, on a ainsi

N(b) := ‖b‖+ |b|

Enfin pour ν un noeud de b, on appelle la profondeur de ν le nombre d’arêtes qu’il faut
parcourir pour rejoindre la racine à partir de ν en suivant les arêtes de b.

Exemple II.3.2
Considérons l’arbre b donné par
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b =

•

Alors on a ‖b‖ = 4 et |b| = 2 donc N(b) = 2 + 4 = 6. D’autre part dans b la racine a une
profondeur de 0 et le noeud marqué a une profondeur de 2.

Remarque II.3.1
Soit b ∈ T, alors b étant orienté nous pouvons numéroter les noeuds de b. Nous choisirons
pour la suite de numéroter les noeuds de b de gauche à droite et par ordre décroissant de
profondeur. On a ainsi

1

7

2

8 9

10

3 4 5 6

C’est une décoration particulière de l’arbre - voir les articles [21], [22] de Löıc Foissy pour
plus de précisions.

Notation II.3.1
Nous noterons ◦ l’unique arbre plan réduit à une racine et nous utiliserons aussi le symbôle
� pour désigner l’unique arbre plan ayant deux feuilles et un noeud interne.

Définition II.3.2 Nous allons définir deux sous–ensembles d’arbres plans : les p–arbres
et l’ensemble T(2,∞).

– Soit p ∈ N∗.On appelle p–arbre plan ou tout simplement p–arbre tout arbre plan dont
chaque noeud a soit 0 fils (et c’est alors une feuille) soit exactement p fils. On notera
T(p) l’ensemble des p–arbres plans. Enfin pour N ∈ N, on notera T(p)N l’ensemble
des p–arbres plans ayant exactement N noeuds internes

T(p)N = {b ∈ T(p) tel que |b| = N}

– Nous noterons aussi T(2,∞) l’ensemble des arbres plans dont chaque noeuds a soit
0 fils (c’est alors une feuille) soit au moins 2 fils.

Exemples II.3.1
– Les arbres des exemples précédents ne sont pas des p–arbres mais appartiennent à

T(2,∞) contrairement à l’arbre plan suivant

qui n’appartient ni à T(p) ni à T(2,∞) car le noeud le plus à droite a un seul fils.
– L’arbre défini par le graphe suivant est un 2–arbre plan
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Les 2–arbres plans sont aussi appelés les arbres binaires plans.

Nous pouvons alors démontrer sans aucune difficulté la propriété suivante reliant le nombre
de feuilles au nombre de noeuds internes

Propriété II.3.1 Soit p ∈ N∗ alors nous
– ∀b ∈ T(p), ‖b‖ = (p− 1)|b|+ 1.
– ∀b ∈ T(2,∞), ‖b‖ ≥ |b|+ 1 donc N(b) ≥ 2|b|+ 1.

Remarque II.3.2
Nous n’avons pas de propriété équivalente pour les arbres plans généraux pour lesquels le
nombre de noeuds internes et de feuilles sont complètement indépendants.

Définition II.3.3 Nous noterons A le R–espace vectoriel librement engendré par T et F

l’algèbre librement engendrée par A i.e.

A :=

{∑

b∈T

λb b ; λb ∈ R presque tous nuls

}

F := T (A) :=
⊕

p≥0

A⊗p

Nous noterons • la multiplication sur F plutôt que ⊗ et I : R −→ F l’unité. Pour b =
b1•· · ·•bp ∈ T⊗p on note |b| la somme du nombre de noeuds internes des bi i.e. |b| :=∑i |bi|
et nous posons |1| := 0. Nous pouvons alors choisir de graduer F avec le nombre de noeuds
internes F :=

⊕
p≥0 Fp avec

Fp := VectR

{
b ∈ T⊗k ; k ∈ N ; |b| := p

}

ce qui confère à F une structure d’algèbre graduée.

Remarque II.3.3
Remarquons qu’avec la graduation choisie F n’est pas une algèbre graduée connexe c’est–
à–dire que I n’est pas un isomorphisme entre R et F0. Ceci provient du fait que F0 contient
tous les éléments de type ◦ • ◦ • · · · • ◦.

II.3.2 Propriétés élémentaires

Nous pouvons remarquer que l’on peut construire les arbres plans de façon récursive,
c’est d’ailleurs la définition retenue en informatique théorique (voir [53]). Nous utiliserons
très souvent cette propriété c’est pourquoi nous introduisons la définition suivante

Définition II.3.4 Soient m ∈ N∗ et (b1, . . . , bm) ∈ Tm, on note alors B+(b1, . . . , bm)
l’arbre plan obtenu en connectant une nouvelle racine aux racines de b1, b2, ..., bm dans
cet ordre.
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b1 b2 bm· · · · · ·
B+(b1, . . . , bm) =

Remarque II.3.4
Directement à partir de la définition II.3.4 de B+(b1, . . . , bm) nous obtenons que nous
avons pour tout m ∈ N∗ et tout (b1, . . . , bm) ∈ Tm

‖B+(b1, . . . , bm)‖ =
m∑

i=1

‖bi‖ et |B+(b1, . . . , bm)| = 1 +
m∑

i=1

|bi|

Exemple II.3.3
Ainsi l’arbre plan de la remarque II.3.1 est obtenu à partir des trois arbres plans suivant

, ,

Nous avons alors la proposition fondamentale suivante qui nous permettra de travailler
de manière récursive sur les arbres plans

Proposition II.3.1 Soit b un arbre plan tel que |b| 6= 0, alors il existe un unique entier
m ∈ N∗ et un unique m–uplet d’arbres plans (b1, . . . , bm) ∈ Tm tel que b = B+(b1, . . . , bm).
Nous définissons alors B− : T −→ F l’application linéaire telle que pour tout b ∈ T,
B−(b) := b1 • · · · • bm où (b1, . . . , bm) est l’unique m–uplet tel que b = B+(b1, . . . , bm).

Corollaire II.3.1 Soit p ∈ N∗, alors pour tout p–arbre b ∈ T(p) tel que |b| 6= 0, il existe
un unique p–uplet de p–arbres plans (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p tel que b = B+(b1, . . . , bp).

Nous avons d’autre part des résultats combinatoires sur le nombre de p–arbres plans
ayant un nombre de noeud internes fixé. Nous renvoyons le lecteur au livre de Robert
Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] p. 288 pour la preuve des résultats suivants

Proposition II.3.2 Pour N ∈ N notons C(p)N ne nombre de p–arbres plans ayant N
noeuds internes. Nous avons alors pour tout N ∈ N, N 6= 0

C(p)N := Card [T(p)N ] =
1

(p− 1)N + 1
CNpN ∼ cp (αp)

N /N3/2

où C lk désigne le coefficient binomial C lk := k!
(k−l)!l! et où cp et αp sont définis par





αp :=
pp

(p − 1)p−1

cp :=
1

p− 1

√
p

2π(p− 1)
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Remarque II.3.5
Si p = 2, on retrouve le résultat classique C(2)N = (2N)!

(N+1)!N ! le N–ième nombre de Catalan.

Proposition II.3.3 Soit N ∈ N∗, si on note CN le nombre d’arbres plans ayant exacte-
ment N noeuds alors on a l’estimation suivante

CN := Card {b ∈ T tel que N(b) = N} ≤ 16N

II.3.3 Greffes

Nous allons introduire la notion d’excroissance sur les arbres plans. Soient b un arbre
binaire plan ayant k feuilles et E = (E1, . . . , Ek) un k-uplet d’arbres plans E ∈ Tk alors
nous appelons greffe de E sur b et nous noterons E ∝ b l’arbre plan obtenu en remplacant
la i–ième feuille de b par Ei ceci pour tout i ∈ J1, kK. Par exemple nous avons

(
,

)
∝ =

(
, ,

)
∝ =

Nous introduisons ∆̃ : F −→ F⊗ F le coproduit suivant

Définition II.3.5 Nous notons ∆̃ : F −→ F ⊗ F l’unique morphisme d’algèbre tel que
pour tout b ∈ T

∆̃(b) :=
∑

c∈T

∑

E=(E1,...,E‖c‖)∈T‖c‖

E∝c=b

(E1 • · · · • E‖c‖)⊗ c

Nous avons muni F⊗ F de la structure d’algèbre héritée de F.

Exemple II.3.4
Nous avons par exemple ∆̃(1) = 1⊗ 1 car ∆̃ est un morphisme d’algèbre et par définition

∆̃(◦) = ◦ ⊗ ◦ et

∆̃

( )
= ⊗ + • ⊗ + • • • ⊗

On a alors la propriété suivante qui se démontre très facilement

Propriété II.3.2 Notons ǫ : F −→ R le morphisme d’algèbre tel que ǫ(◦) = 1 et ∀b ∈ T ,
b 6= ◦, ǫ(b) := 0. Alors le quintuplet (F, •, I, ∆̃, ǫ) est une bigèbre graduée c’est–à–dire

– (F, •, I) est une algèbre graduée associative dont l’unité est I.
– (F, ∆̃, ǫ) est une co–gèbre graduée co–associative de co–unité ǫ.
– ∆̃ : F→ F⊗ F et ǫ : F→ R sont des morphismes d’algèbres graduées.

Remarques II.3.1
1. Nous pouvons remarquer que (F, •, I, ∆̃, ǫ) est une bigèbre non–commutative et non–

co–commutative.
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2. La bigèbre (F, •, I, ∆̃, ǫ) n’étant pas connexe nous ne pouvons pas appliquer le lemme
de Milnor–Moore [46] pour montrer que nous avons une structure d’algèbre de Hopf.
Ceci d’autant moins que (F, •, I, ∆̃, ǫ) n’est pas une algèbre de Hopf. En effet il
n’existe pas d’antipode, pour s’en convaincre il suffit de considérer l’équation

◦ • x = 1

qui n’a pas de solution dans F.

II.4 Calcul perturbatif

Pour mener à bien le calcul perturbatif introduit dans la section précédente, il faut
tout d’abord pouvoir définir des fonctionnelles de type (II.2.7) pour des fonctions Ψ(1)

plus générales. En effet l’opérateur P étant hyperbolique, il est difficile de contrôler la
régularité de la solution de (II.2.9). Nous définirons ainsi les espaces fonctionnels dont
nous aurons besoin et nous serons alors en mesure de donner le développement perturbatif
complet.

II.4.1 Espaces fonctionnels

Nous nous donnons un temps T > 0 que nous fixerons pour le reste du chapitre.

Définition II.4.1 Pour q ∈ Z nous noterons de manière conventionnelle Hq(Rn−1) (ou
simplement Hq) l’espace de Sobolev

Hq(Rn−1) :=
{
f ∈ L2(Rn−1)

∣∣∣ (1 + |ξ|2)q/2f̂(ξ) ∈ L2(Rn−1)
}

Il est alors bien connu (voir par exemple [6], [51], [1]) que Hq muni du produit scalaire

(f | g)Hq :=

∫

Rn−1

(1 + |ξ|2)qf̂(ξ)ĝ(ξ)dξ

est un espace de Hilbert.

Comme nous souhaitons donner un sens au produit ϕp il est agréable de travailler dans
une algèbre. Or nous pouvons trouver dans les ouvrages classiques d’analyse fonctionnelle
(voir par exemple [1]) le résultat suivant :

Proposition II.4.1 Si q > (n − 1)/2 alors Hq est une algèbre de Banach i.e. il existe
une constante Cq > 0 ne dépendant que de q telle que pour tout (f, g) ∈ (Hq)2 le produit
point par point fg : x 7−→ f(x)g(x) appartient à Hq et

‖fg‖Hq ≤ Cq‖f‖Hq‖g‖Hq

Nous fixons alors un entier q ∈ N tel que q > (n− 1)/2 pour le reste du chapitre.
Occupons nous tout d’abord de l’espace des solutions de l’équation (Eλ), nous donnons

la définition suivante
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Définition II.4.2 Nous noterons E l’espace défini par E := C2([0, T ],Hq). E est alors
naturellement un espace de Banach.

Introduisons maintenant les espaces Ek∗ qui nous permettrons de définir les termes
successifs du dévelloppement perturbatif.

Propriété–Définition II.4.1 Soit k ∈ N∗ un entier non nul, alors nous notons Ek∗ l’es-
pace défini par

Ek∗ := C1

(
[0, T ]k,

⊗̂k

H−q
)

où pour tout espace de Banach B et pour tout k ∈ N∗, nous notons
⊗̂k
B∗ l’espace de

formes k–linéaires sur B. Alors Ek∗ muni de la norme ‖ · ‖k∗ definie par

‖U‖k∗ := max
α∈{0,1}k




sup
t∈[0,T ]k

(f1,...,fk)∈(Hq)k

‖fj‖Hq≤1

∣∣∣∣∣

〈
∂|α|U
∂tα

(t), (f1, . . . , fk)

〉∣∣∣∣∣




est un espace de Banach, 〈·, ·〉 désigne ici le crochet de dualité1.

Il est très utile pour la suite de définir le sous espace (E1∗)⊗k des éléments décomposables
de Ek∗

Définition II.4.3 Soit k ∈ N∗, on appele élément décomposable de Ek∗ tout élément
U ∈ Ek∗ s’écrivant U = U1⊗· · ·⊗Uk avec (U1, . . . , Uk) ∈ (E1∗)k i.e. pour tout (f1, . . . , fk) ∈
(Hq)k et pour tout t = (t1, . . . , tk) ∈ [0, T ]k

〈U(t), (f1, . . . , fk)〉 = 〈U(t1), f1〉 · · · 〈U(tk), fk〉
On note alors (E1∗)⊗k le sous espace vectoriel de Ek∗ engendré par les éléments décompo-
sables.

Alors en utilisant la densité des fonctions lisses à support compact dans Hq(Rn−1) on peut
facilement montrer la propriété suivante

Propriété II.4.1 Pour tout k appartenant à N∗, le sous espace (E1∗)⊗k est dense dans
Ek∗.
Remarque II.4.1
Nous pouvons voir Ek∗ comme un sous–espace de

⊗̂k
E∗ l’espace des formes k–linéaires

continues sur E en posant pour tout U é́lément de Ek∗ et pour tout ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) ∈ Ek

〈U,ϕ〉 :=

∫ T

0
dt1 · · ·

∫ T

0
dtk 〈U(t1, . . . , tk), (ϕ1(t1), . . . , ϕk(tk))〉

Nous utiliserons cette notation par la suite.

1∀f ∈ B∗, ∀z ∈ B nous avons par définition 〈f, z〉 := f(z).
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Il ne nous reste plus qu’à généraliser les fonctionnelles observables (II.2.7) pour ψ
appartenant à E1∗, nous introduisons ainsi la définition suivante

Définition II.4.4 Soit U un élément de E1∗ et s ∈ [0, T ], nous notons alors U
←→
∂s la forme

linéaire continue sur E définie par

ϕ ∈ E ;
〈
U
←→
∂s , ϕ

〉
:=

〈
∂U

∂t
(s), ϕ(s)

〉
−
〈
U(s),

∂ϕ

∂t
(s)

〉
(II.4.1)

Alors en utilisant la propriété de densité II.4.1, on peut facilement démontrer la proposition
suivante

Proposition II.4.2 Soit k ∈ N∗ et s ∈ [0, T ] alors il existe un unique opérateur Ek∗ −→
⊗̂k
E , U (k) 7−→ U (k)←→∂s ⊗k tel que pour tout élément décomposable U = U1 ⊗ · · · ⊗ Uk ∈

(E1∗)⊗k et pour tout ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) ∈ Ek

〈
U (k)←→∂s ⊗k, ϕ

〉
:=

k∏

j=1

〈
Uj
←→
∂s , ϕj

〉

Remarque II.4.2
La proposition II.4.2 permet d’introduire des fonctionnelles de type (II.2.7) pour des fonc-

tions Ψ(1) plus générales et sur un nombre de copies d’espaces plus élevé.

II.4.2 Calcul perturbatif d’observables

Nous sommes maintenant en mesure de mener à bien le calcul perturbatif amorcé dans
la section II.2. Les résultats de cette partie ont fait l’objet d’un article [26] accepté pour
publication par le journal les annales de l’IHP.

Nous rappelons que nous nous sommes restreint au cas p = 2 c’est–à–dire à l’étude de
l’équation

(2 +m2)ϕ+ λϕ2 = 0 (E2)

Néanmoins notre approche peut facilement se généraliser à tout p ∈ N, p ≥ 2. Nous
donnerons quelques indications pour cette généralisation.

Nous allons définir une famille de fonctionnelles (Ψ(b))b∈T(2) indexée sur les arbres

binaires plans telle que Ψ(b) appartienne à l’espace E‖b‖∗ pour tout b ∈ T(2) et vérifie
l’identité ∫

Σ0

(
∂ψ

∂t
ϕ− ψ∂ϕ

∂t

)
=
∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂ ‖b‖
s , ϕ⊗‖b‖

〉

pour toute solution ϕ de l’équation (E2).
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Proposition–Définition II.4.1 Soit Υ : E1∗ −→ E2∗ l’opérateur2 défini pour tout ψ ∈
E1∗, ∀t = (t1, t2) ∈ [0, T ]2 et ∀(f1, f2) ∈ (Hq)2 par

〈Υψ(t1, t2), (f1, f2)〉 :=

∫ T

0
dτ 〈ψ(τ), (G ∗ f1) (t1 − τ) (G ∗ f2) (t2 − τ)〉

où pour tout f ∈ Hq, t ∈ [0, T ], on a noté (G ∗ f) (t) l’élément de Hq défini par ∀k ∈ Rn−1

̂(G ∗ f)(t)(k) := θ(t)
sin(tωk)

ωk
f̂(k) (II.4.2)

où θ désigne la fonction seuil θ(t) = 0 si t < 0 et 1 sinon et où ωk := (m2 + |k|2)1/2 pour
tout k ∈ Rn−1.

Remarque II.4.3
On peut voir Υψ comme une distribution Υψ ∈ ⊗̂

2
D′((0, T ) × Rn−1) et Υψ s’exprime

alors

Υψ(x1, x2) =

∫

P+

dyGret(x1 − y)Gret(x2 − y)ψ(y) (II.4.3)

où P+ = {x ∈ Rn|x0 > 0} et oùGret(z) désigne la fonction de Green retardée de l’opérateur
(2 +m2) de Klein–Gordon

Gret(z) :=
1

(2π)n−1
θ(z0)

∫

Rn−1

dn−1k
sin(z0ωk)

ωk
eik.

−→z

ici nous avons noté −→z la partie spatiale de z ∈ Rn i.e. z = (z0,−→z ) ∈ R× Rn−1.

On peut vérifier facilement que l’opérateur Υ est bien défini, et il nous permet d’introduire
la définition suivante dont on trouvera la preuve dans l’annexe C.1.1.

Proposition–Définition II.4.2 Il existe une unique famille (Υ(b))b∈T(2) d’opérateurs

Υ(b) : E1∗ −→ E‖b‖∗ indexée par les arbres binaires plans telle que

{
Υ(◦) := id

∀(b1, b2) ∈ T(2)2 ; Υ(B+(b1, b2)) := (Υ(b1)⊗Υ(b2)) ◦Υ
(II.4.4)

où pour U : E1∗ → Ek∗ et V : E1∗ → E l∗, on a noté U ⊗ V l’unique fonctionnelle U ⊗ V :
E2∗ −→ E(k+l)∗ telle que pour tout U = U1 ⊗ U2 ∈ (E1∗)⊗2, U ⊗ V(U) = U(U1)⊗ V(U2).

Nous renvoyons le lecteur à l’annexe C.1.1 p.110 pour les preuves de cette section.
Soit ψ un élément de E1∗, nous définissons alors la famille (Ψ(b))b∈T(2) par

∀Ψ(b) ∈ E‖b‖∗ ; Ψ(b) := Υ(b)(ψ) ∈ E‖b‖∗

En utilisant la remarque II.4.3 nous pouvons voir que les fonctionnelles Ψ(b), b ∈ T(2)
peuvent être construites en utilisant les règles suivantes : On se donne un arbre binaire
plan b ∈ T(2) alors

2on peut voir Υ comme Υψ = (G⊗G) ∗∆0ψ où ∆0 est un coproduit généralisé sur E1∗.
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1. Attachons à chaque feuille de b une variable d’espace–temps x1, x2, . . . , x‖b‖ ∈ X0

en respectant l’ordre des feuilles.

2. Pour chaque noeud interne nous attachons une variable d’intégration yi ∈ Rn que
nous intégrons sur P+ avec

P+ =
{
(t, z) ∈ R× Rn−1 | t > 0

}

3. Pour chaque ligne entre les noeuds v et w où la profondeur de v est plus petite que
celle de w, nous multiplions l’intégrande par un facteur Gret(av − aw) où av (resp.
aw) est la variable associée à v (resp. w).

4. Enfin nous multiplions par ψ(ar) où ar est la variable associée à la racine de b.

Pour fixer les idées nous allons traiter un exemple. Considérons l’arbre plan b ∈ T(2)
décrit par le graphe suivant

b = x1

y2

y1

x2 x3

Alors en utilisant la définition II.4.2 nous avons Ψ(b) = (id ⊗ Υ) ◦ Υψ et pour tout
x = (x1, x2, x3) ∈ ([0, T ] × Rn−1)3, l’élément Ψ(b)(x) de E3∗ est donné par

Ψ(b)(x) =

∫∫

P+

dy1dy2Gret(x1 − y2)Gret(y1 − y2)Gret(x2 − y1)Gret(x3 − y1)ψ(y2)

Nous avons alors le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans l’annexe C.1

Théorème II.4.1 i. Soient ψ ∈ E1∗, ϕ ∈ E et s ∈ [0, T ] fixés. Alors la série entière
∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

(∗)

a un rayon de convergence R non nul, plus précisément nous avons

R ≥
(

4CqM
2T

[
‖ϕ(s)‖Hq + ‖∂ϕ

∂t
(s)‖Hq > 0

])−1

où M est définie par M := max( 1
m , 1) et Cq est la constante apparaissant dans la

proposition II.4.1.

ii. Soient ϕ ∈ E solution de l’équation (E2), (2 +m2)ϕ+ λϕ2 = 0, et ψ appartenant à
C2([0, T ],H−q+2) ⊂ E1∗ telle que (2 +m2)ψ = 0 dans H−q. Si la condition

8|λ|CqM2T‖ϕ‖E (1 + |λ|CqT‖ϕ‖E ) < 1 (II.4.5)

est vérifiée alors la série entière (∗) converge pour tout s ∈ [0, T ] et de plus, quelque
soit s ∈ [0, T ] nous avons

∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

=
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
(II.4.6)
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Nous avons ainsi défini une quantité conservée sous forme d’une série entière en λ.

Tout d’abord remarquons que par la définition II.4.4 de l’opérateur
←→
∂s , la série entière

(∗) ne dépend que des valeurs de ϕ et ∂ϕ
∂t au voisinage de la surface Σs et la fonctionnelle

Ψ(b)
←→
∂

⊗‖b‖
s se présente comme une fonctionnelle de type (II.2.7) sur ‖b‖ copies de l’espace,

c’est ainsi une sorte de généralisation du produit de fonctionnelles observables.

Remarques II.4.1
1. Nous n’avons traité que le cas s ≥ 0 mais nous avons exactement le même résultat

pour s négatif.

2. Dans le cas de la théorie φp, p ≥ 2 quelconque, il faut considérer une famille
(Ψ(b))b∈T(p) indexée par les p–arbres plans. Cette famille est construite en utilisant
exactement les règles 1 à 4 décrites précédemment. Nous avons alors un résultat
tout à fait similaire au théorème II.4.1 c’est–à–dire qu’en adaptant la condition de
convergence (II.4.5) nous avons l’égalité suivante

∑

b∈T(p)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

=
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉

Remarquons que l’on peut généraliser ce calcul à une non linéarité polynomiale
ou même analytique. Nous renvoyons le lecteur à la section suivante pour plus de
précisions.

3. Nous pouvons faire observer que les arbres binaires plans apparaissent dans d’autres
travaux sur des équations aux dérivées partielles analogues bien que le point de vue
diffère du notre (voir par exemple [7], [10], [11], [41], [20], [4]).

4. Par ailleurs il est possible de contrôler la norme ‖ϕ‖E à l’aide des données initiales
par une méthode perturbative analogue à celle effectuée ici. Nous renvoyons le lecteur
à la section suivante pour plus d’informations.

II.5 Séries de Butcher

Les séries de Butcher sont les séries indexées par les arbres (non nécessairement plans).
Elles ont été introduites par J.C. Butcher [13] pour étudier les méthodes de Runge–Kutta
de résolution numérique des équations différentielles ordinaires.

En utilisant le developpement en séries indexée par les arbres des solutions d’une
équation diffférentielle ordinaire (EDO) non–linéaire J.C. Butcher a montré que les méthodes
Runge–Kutta de résolution numérique des EDO avaient une structure de groupe et a per-
mis de classifier celles-ci. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages [13] ou [25] pour des
informations plus précises. Indépendament, D. Kreimer a défini une structure d’algèbre
de Hopf et a montré comment celle–ci était relié aux calculs de la renormalisations [40].
Christian Brouder a alors montré que cette algèbre de Hopf était sous–jacente dans les
calculs de J. C. Butcher et qu’on pouvait voir la renormalisation comme une méthode
Runge–Kutta [9], [8], [10].

Harrivel R. 70
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Dans son article [10] Christian Brouder a fait remarquer que les séries de Butcher pou-
vaient être utilisées pour étudier les équations aux dérivées partielles. Nous nous proposons
ici de compléter cette idée en donnant un résultat de convergence.

Soient B, B′ et B0 trois espaces de Banach tels que B ⊂ B′ et B0 ⊂ B′ avec injections
continues. On note alors K l’espace défini par

K := C0([0, T ],B) ∩ C1([0, T ],B′)

qui est naturellement un espace de Banach. On se donne enfin T > 0 un réel strictement
positif et x0 ∈ B.

Considérons le problème (PF ) suivant





x ∈ K
x′ = Lx+ f + λF (x) sur [0, T ]

x(0) = x0
(PF )

où f ∈ C0([0, T ],B′), L est une application linéaire L : B −→ B′ et F : B −→ B0 est de la
forme

F (x) =
∑

p≥2

Fp(x, . . . , x)

où pour tout p ≥ 2, Fp désigne une application p–linéaire symétrique continue de B dans
B0. Enfin nous noterons I l’espace des ”conditions initiales et des sources” c’est–à–dire

I := B × C0([0, T ],B0)

qui est naturellement un espace de Banach muni de la norme ‖ • ‖I := ‖ • ‖B + ‖ • ‖∞,B0.
Nous noterons alors If le sous espace de I défini par If := {0} × C0([0, T ],B0) qu’on
identifiera à C0([0, T ],B0).

On fait alors les hypothèses supplémentaires suivantes sur L et F

(H1). On suppose que la série entière

|F |(z) :=
∑

p≥2

‖Fp‖zp (II.5.1)

a un rayon de convergence infini.

(H2). On suppose que le problème linéaire (P0) obtenu en prenant : lambda = 0 dans
(PF ) se résoud facilement. Plus précisément on suppose que pour tout u = (x0, f) ∈
I il existe une unique solution φ0(u) au problème (P0) et que l’application φ0 :
I −→ K est continue. Nous noterons alors µ l’application φ0 restreinte à If i.e.
∀f ∈ C0([0, T ],B0) ∼= If , µ(f) := φ0(0, f).

Remarque II.5.1
La condition (H1) peut être remplacée par la condition : |F | a un rayon de convergence
non nul. La formulation du théorème II.5.1 est alors plus complexe.
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Théorème II.5.1 On suppose les deux hypothèses (H1) et (H2) vérifiées. On considère
alors la famille (Φ(b))b∈T d’applications linéaires Φ : I⊗‖b‖ −→ K récursivement par
Φ(◦) := φ0 et pour tout r ∈ N∗ et (b1, . . . , br) ∈ T(2,∞)r

Φ [B+(b1, . . . , br)] := µ ◦ Fr ◦ (Φ(b1)⊗ · · · ⊗ Φ(br)) (II.5.2)

avec la convention F1 := 0.
Soit u = (x0, f) ∈ I nous considérons la famille (φ(b))b∈T d’éléments de K définie par

φ(b) := Φ(b)(u⊗‖b‖) pour tout b ∈ T. Si λ ∈ R et u = (x0, f) ∈ I vérifient la condition

|λ| < ‖φ0(u)‖
‖µ‖|F | (16‖φ0(u)‖)

(II.5.3)

alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(2,∞) est sommable dans K et la somme

x :=
∑

b∈T(2,∞)

λ|b|φ(b)

est solution du problème (PF ).

Nous renvoyons le lecteur à l’appendice C.2 pour la preuve de ce résultat. Dans le cas où
la fonction F est réduite à F := Fp c’est–à–dire quand la fonction F est p–linéaire, la
condition (II.5.3) peut être améliorée. Plus précisément on a le résultat suivant dont la
preuve (que l’on trouvera en appendice) est très proche de celle du théorème II.5.1

Théorème II.5.2 Soient p ≥ 2 et Fp une appliction p–linéaire symétrique continue et
nous supposons la condition (H2) satisfaite. On définit φ : T(p) −→ K récursivement en
posant φ(◦) := φ0(x

0, f) et pour tout (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p

φ[B+(b1, . . . , bp)] := µ [Fp(φ(b1), . . . , φ(bp))] (II.5.4)

Si λ ∈ R vérifie la condition

pp

(p− 1)p−1
|λ|‖µ‖‖Fp‖‖φ0(x

0, f)‖p−1 < 1 (II.5.5)

alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(p) est sommable dans K et la somme x :=
∑

b∈T(p) λ
|b|φ(b) est

solution du problème





x ∈ K
x′ = Lx+ f + λFp(x, . . . , x) sur [0, T ]

x(0) = x0
(II.5.6)
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II.5.1 Lien avec le coproduit ∆̃

Nous pouvons nous demander comment s’exprime la solution du problème (PF ) quand
u = (x0, f) ∈ I est une série du type u =

∑
p λ

pup ou de manière équivalente quand u

s’écrit u =
∑

b∈T
λ|b|u(b) avec u(b) ∈ I pour tout b ∈ T. Cette question intervient naturel-

lement quand on cherche à contrôler la solution de l’équation à l’aide d’une source f ou
de la condition initiale x0 (voir l’application à la théorie du contrôle II.6 page 84).

Nous reprenons les notations de la section précédente. Nous considérons tout d’abord
l’algèbre T (I) :=

⊕
p∈N
I⊗p librement engendré par I. l’espace T (I) est naturellement

un espace vectoriel normé muni de la norme ‖ • ‖ :=
∑

p ‖ • ‖I⊗p (mais il n’est pas
complet, ce n’est donc pas un espace de Banach). Nous pouvons alors considérer la famille
(Φ(b))b∈T que nous avons défini dans le théorème II.5.1 comme une application linéaire
Φ : A −→ Hom(T (I),K) de l’espace vectoriel A librement engendré par T vers l’espace
des applications linéaires de T (I) dans K.

Donnons nous (u(b))b∈T une famille d’éléments de I. Comme précédemment nous pou-
vons voir cette famille comme une application linéaire u : A −→ I qui admet un unique
prolongement ũ : F −→ T (I) qui soit un morphisme d’algèbre (propriété universelle de
l’algèbre librement engendrée par un espace vectoriel). Nous noterons toujours u ce pro-
longement.

D’après la définition II.3.5 de ∆̃, nous voyons que pour tout b ∈ A, si nous notons
∆̃(b) =

∑
b(1) ⊗ b(2) nous avons b(2) ∈ A ⊂ F et b(1) ∈ A⊗‖b(2)‖, ce qui nous assure que

u(b(2)) ∈ I⊗‖b(2)‖. Nous pouvons ainsi considérer l’application Φ ∗ u : A −→ K définie par
∀b ∈ A

Φ ∗ u(b) :=
∑

Φ(b(2))
(
u(b(1)

)
(II.5.7)

Nous avons donc Φ ∗ u = 〈•, •〉 ◦ (u ⊗ Φ) ◦ ∆̃ avec pour tout A ∈ Hom(T (I),K) et tout
v ∈ T (I), 〈v,A〉 := A(v) ∈ K. C’est en quelque sorte le produit de convolution de Φ et
u, d’où la notation Φ ∗ u. Nous avons alors le résultat suivant qui se déduit du théorème
II.5.1.

Théorème II.5.3 Nous supposons les hypothèses (H1) et (H2) vérifiées.
Soient (u(b))b∈T une famille d’éléments de I et λ ∈ R tels que (λ|b|u(b))b∈T soit som-

mable dans I. Nous noterons alors u = (x0, f) ∈ I et |u| les sommes

u :=
∑

b∈T

λ|b|u(b) et |u| :=
∑

b∈T

|λ||b|‖u(b)‖I

Si u et λ vérifient la condition

|λ| < ‖φ0‖|u|
‖µ‖|F |(16‖φ0‖|u|)

(II.5.8)

alors la famille (λ|b|(Φ∗u)(b))b∈T est sommable dans K et la somme x =
∑

b∈T
λ|b|(Φ∗u)(b)

est solution du problème (PF ).

Nous renvoyons le lecteur à l’annexe C.2 p.127 pour la preuve de ce résultat.
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II.5.2 Exemples

Pour illustrer les résultats précédents nous allons traiter deux exemples, l’équation de
sin–Gordon et la théorie φp. Nous allons tout d’abord définir les espaces B, B′ et B0 dans
lequel nous allons travailler puis nous étudierons le problème linéaire pour pouvoir enfin
appliquer les résultats précédents. Nous verrons ensuite comment relier ces résultats au
calcul perturbatif mené dans la section II.4.2.

Définissons les espaces B, B′ et B0 comme suit

B′ := Hq−1(Rn−1)×Hq−2(Rn−1)

B := Hq(Rn−1)×Hq−1(Rn−1) ⊂ B′

B0 := {0} ×Hq−1(Rn−1) ⊂ B′

Nous identifierons de manière évidente B0 à l’espace Hq−1(Rn−1). Nous munissons alors
ces espaces des normes ‖ • ‖B′ , ‖ • ‖B et ‖ • ‖B0 définies par

∀u′ = (ϕ′
0, ϕ

′
1) ∈ B′ , ‖u′‖B′ := max(‖ϕ′

0‖Hq−1 , ‖ϕ′
1‖Hq−2)

∀u = (ϕ0, ϕ1) ∈ B , ‖u‖B := max(‖ϕ0‖Hq , ‖ϕ1‖Hq−1)

∀v = (0, φ) ∈ B0 , ‖v‖B0 := ‖φ‖Hq−1

Alors B, B′ et B0 sont bien des espaces de Banach et ils vérifient bien les hypothèses B ⊂ B′
et B0 ⊂ B′ avec injections continues. Comme précédément nous noterons K l’espace

K := C0([0, T ],B) ∩ C1([0, T ],B′)
Considérons l’opérateur LKG : B → B′ défini pour tout u = (ϕ0, ϕ1) ∈ B par

LKG(u) :=

(
0 1

∆−m2 0

)(
ϕ0

ϕ1

)
∈ B′ (II.5.9)

En utilisant cette notation, l’équation (2 + m2)ϕ = 0 est équivalente à du
dt = LKG(u)

avec u(t) = (ϕ(t, •), ∂ϕ∂t (t, •)). Nous avons alors la propriété suivante qui se démontre sans
difficulté

Propriété II.5.1 Donnons nous un réel T > 0 fixé. Soient u0 ∈ B et f appartenant à
C0([0, T ],Hq−1(Rn−1)) alors il existe une unique fonction φ0(u

0, f) ∈ K = C0([0, T ],B) ∩
C1([0, T ],B′) telle que

∀t ∈ [0, T ] ;
d

dt
φ0(u

0, f)(t) = LKG(φ0(u
0, f)(t)) + f(t)

et φ0(u
0, f)(0) = u0. De plus φ0(u

0, f) vérifie l’inégalité
wwφ0(u

0, f)
ww

K ≤ 2A2‖u0‖B + (1 +AT )‖f‖C0([0,T ],Hq−1)

où A désigne la constante A := max(m, 1
m).

Suivant les notations de la section précédente nous noterons µ : C0([0, T ],B0) → K la
fonction définie par µ(f) := φ0(0, f). La propriété II.5.1 nous assure alors que la condition
(H2) est satisfaite.
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Exemple : l’équation de sin–Gordon

Nous prenons juste pour cet exemple m = 1, nous avons alors A = max(m, 1/m) = 1.
considérons l’application F : B → B0 définie pour tout u = (ϕ0, ϕ1) ∈ B par

F (u) := (0, ϕ0 − sin(ϕ0)) ∈ B0

Pour montrer que F est bien définie il suffit de montrer que sin(ϕ0) − ϕ0 appartient
effectivement à Hq−1(Rn−1) ce qui est évident car nous avons choisit q tel que Hq soit
une algèbre de Banach (voir la proposition II.4.1). La fonction F s’écrit alors de manière
évidente F (u) =

∑
p≥1 F2p+1(u, . . . , u) où F2p+1 est la forme (2p + 1)–linéaire symétrique

définie par

F2p+1(u
(1), . . . , u(2p+1)) := − (−1)p

(2p+ 1)!

2p+1∏

j=1

u
(j)
0 ∈ B0 ≃ Hq−1 (II.5.10)

où ∀j, u(j) = (u
(j)
0 , u

(j)
1 ) ∈ B. Nous voyons alors immédiatement que la condition (H1) est

vérifiée. Nous pouvons alors appliquer le théorème II.5.1 avec λ = 1 à ce cas particulier
de manière à obtenir le résultat suivant

Proposition II.5.1 Soit u0 = (ϕ0, ϕ1) ∈ B alors nous définissons la famille (φ(b))b∈T(2,∞)

d’éléments φ(b) = (φ(b)0, φ(b)1) deK indexée par les arbres plans b ∈ T(2,∞) de la manière
suivante φ(◦) := φ0(u

0, 0) et ∀p ∈ N∗, ∀(b1, . . . , b2p) ∈ T(2,∞)2p,

φ(B+(b1, . . . , b2p)) := 0

et ∀p ∈ N∗, ∀(b1, . . . , b2p+1) ∈ T(2,∞)2p+1

φ(B+(b1, . . . , b2p+1)) := − (−1)p

(2p+ 1)!
µ [φ(b1)0 · · ·φ(b2p+1)0]

Si T > 0 et u0 ∈ B vérifient la condition

(1 + T )

[
sinh

(
32Cq‖u0‖B

)

Cq‖u0‖B
− 32

]
< 1 (II.5.11)

alors la famille (φ(b))b∈T(2,∞) est sommable dans K et de plus ϕ définie par

ϕ :=
∑

b∈T(2,∞)

φ(b)0

est solution de l’équation 2ϕ+ sin(ϕ) = 0 et (ϕ(0, •), ∂ϕ∂t (0, •)) = (ϕ0, ϕ1).

Preuve: (de la proposition II.5.1)
Il suffit d’appliquer le théorème II.5.1. Nous obtenons directement à partir de la proposition
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II.4.1 et de (II.5.10) que pour tout ϕ0 ∈ Hq, ‖ϕp‖Hq−1 ≤ Cp−1
q ‖ϕ‖pHq ce qui nous donne

directement pour tout r > 0

|F |(r) :=
∑

p≥1

‖F2p+1‖r2p+1 ≤ 1

Cq
sinh(rCq)− r

Nous appliquons alors directement le théorème II.5.1 et en utilisant cette dernière égalité
ainsi que les résultats précédents nous voyons que si (II.5.11) est vérifiée la condition
de convergence (II.5.3) est satisfaite pour λ = 1, ainsi la famille (φ(b))b∈T(2,∞) est som-
mable dans K et la somme v :=

∑
b∈T(2,∞) φ(b) vérifie v(0) = u0 est v′(t) = LKG + F (u)

ce qui est équivalent à 2ϕ + sin(ϕ) = 0 où ϕ désigne la première composante v0 et
(ϕ(0, •), ∂ϕ∂t (0, •)) = (ϕ0, ϕ1).
�

Exemple : théorie φp+1

Nous revenons ici au cas où m > 0 est quelconque. Nous nous donnons un entier p ∈ N

tel que p ≥ 2. Pour le cas de l’équation sur les champs scalaires ϕ : X0 → R

(2 +m2)ϕ+ λϕp = 0 (II.5.12)

il suffit d’appliquer la proposition II.5.2 avec les espaces B, B′ et B0 décrit précédemment
et avec L = LKG et avec Fp l’application p–linéaire symétrique Fp : Bp −→ B0 telle que

pour tout (v(1), . . . , v(p)) =
(
(v

(1)
0 , v

(1)
1 ), . . . , (v

(p)
0 , v

(p)
1 )
)
∈ Bp

Fp(v
(1), . . . , v(p)) :=

p∏

j=1

v
(j)
0

Alors nous pouvons appliquer directement la proposition II.5.2 pour obtenir le résultat
suivant.

Proposition II.5.2 Soient u0 ∈ B et λ ∈ R alors si la condition

2
pp/(p−1)

(p − 1)
A2Cq(1 +AT )1/(p−1)|λ|1/(p−1)‖u0‖B < 1 (II.5.13)

est satisfaite alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(p) définie par φ(◦) := φ0(u
0, 0) et pour tout

(b1, . . . , bp) ∈ T(p)p

φ(B+(b1, . . . , bp)) := −µ [φ(b1)0 · · · φ(bp)0]

est sommable dans K et
ϕ :=

∑

b∈T(p)

λ|b|φ(b)0 (II.5.14)

est solution de l’équation (II.5.12).
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Preuve: (de la proposition II.5.2)
Nous voyons directement à l’aide de la propriété II.5.1 que si la condition (II.5.13) est
satisfaite alors il en est de même pour (II.5.5) ce qui permet de conclure grâce à la propo-
sition II.5.2.
�

II.5.3 Lien avec le calcul perturbatif d’observable

Comme nous l’a fait remarquer Christian Brouder, le calcul perturbatif que nous avons
effectué dans la section II.4.2 est lié aux séries de Butcher. C’est ce que nous allons essayer
de mettre en relief dans cette section. Nous ne nous attarderons pas à étudier précisément la
convergence des séries en jeu et nous admettrons que les intégrales considérées convergent.
Nous mènerons ainsi les calculs de façon plus formelle que précédemment sachant que la
partie analytique a déjà été traitée.

Pour bien comprendre le lien entre les séries de Butcher et le théorème II.4.1 il est
nécessaire de revenir au problème initial. Nous nous donnons deux tranches de temps Σ0

et Σs et une solution ϕ de l’équation

(2 +m2)ϕ+ λϕp = 0

Comment pour ψ : R × Rn−1 → R vérifiant (2 + m2)ψ = 0 pouvons nous exprimer la
quantité3 ∫

Σ0

ψ
←→
∂ ϕ (II.5.15)

en fonction de ϕ(s, •) et ∂ϕ
∂t (s, •) ?

Une réponse possible est d’utiliser les séries de Butcher, c’est à dire considérer la surface
Σs comme une surface de Cauchy et (ϕ(s, •), ∂ϕ∂t (s, •)) comme les données de Cauchy
correspondantes. Alors le théorème II.5.2 nous permet4 d’exprimer ϕ au voisinage de Σ0

sous la forme d’une série
ϕ =

∑

b∈T(p)

λ|b|φ(b) (II.5.16)

où φ(◦) est la solution de l’équation (2 +m2)φ = 0 telle que

(
φ(s, •), ∂φ

∂t
(s, •)

)
=

(
ϕ(s, •), ∂ϕ

∂t
(s, •)

)

et où φ(B+(b1, . . . , bp)) vérifie l’équation

(2 +m2)φ(B+(b1, . . . , bp)) = −φ(b1) · · · φ(bp)

avec pour condition initiale φ(B+(b1, . . . , bp))(s, •) = 0 et ∂
∂tφ(B+(b1, . . . , bp))(s, •) = 0.

3Nous rappelons que pour f, g : X0 → R la notation f
←→
∂ g désigne la fonction f

←→
∂ g := ∂f

∂t
g− f ∂g

∂t
, nous

avons déjà utilisé cette notation dans la section II.2
4à condition que s ne soit pas trop grand.
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En introduisant l’expression (II.5.16) dans (II.5.15), nous obtenons alors l’égalité sui-
vante ∫

Σ0

ψ
←→
∂ ϕ =

∑

b∈T(p)

λ|b|
∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(b) (II.5.17)

égalité qu’il nous faut comparer à (II.4.6) du théorème II.4.1. Pour aller plus en avant il
est nécessaire de comprendre comment sont construites les fonctions φ(b). Nous avons le
lemme suivant

Lemme II.5.1 Pour tout x = (x0,−→x ) ∈ [0, s] × Rn−1 et tout (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p nous
avons

φ(◦)(x) =

∫

Σs

dy Gret(y − x)
(←−−

∂

∂y0
−
−−→
∂

∂y0

)
ϕ (II.5.18)

φ(B+(b1, . . . , bp))(x) = −
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(y − x)φ(b1)(y) · · · φ(bp)(y) (II.5.19)

où comme dans la remarque II.4.3 de la page 68, nous avons noté Gret la fonction de Green
retardé de l’opérateur de Klein–Gordon

Gret(z) :=
1

(2π)n−1
θ(z0)

∫

Rn−1

dn−1k
sin(z0ωk)

ωk
eik.

−→z (II.5.20)

enfin si ψ : X0 → R vérifie (2 +m2)ψ = 0 alors pour tout y ∈ [0, s]× Rn−1 nous avons

ψ(y) =

∫

Σ0

d−→x ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)
Gret(y − x) (II.5.21)

En utilisant ce lemme nous pouvons voir que les développements perturbatifs (II.4.6) et
(II.5.17) sont en réalité les mêmes. Nous allons vérifier ceci sur les premiers termes.

Commençons par le terme d’ordre 0 dans (II.5.17), il est donné par
∫
Σ0
ψ
←→
∂ φ(◦). Or

d’après l’égalité (II.5.18) du lemme II.5.1 nous avons

∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(◦) =

∫

Σ0

ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)[∫

Σs

dy Gret(y − x)
(←−−

∂

∂y0
−
−−→
∂

∂y0

)
ϕ(y)

]

En utilisant le théorème de Fubini nous voyons que cette dernière égalité peut se mettre
sous la forme ∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(◦) =

∫

Σs

ψ(y)

(←−−
∂

∂y0
−
−−→
∂

∂y0

)
ϕ(y)

où ψ désigne

ψ : y 7−→
∫

Σ0

ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)
Gret(y − x) (II.5.22)

Alors en réutilisant le lemme II.5.1 pour ψ cette fois nous voyons que nous avons finalement
ψ = ψ puisque ces deux fonctions sont solutions de (2+m2)f = 0 et cöıncident (ainsi que
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leurs dérivée prmière par rapport au temps) sur la surface Σ0. Finalement nous obtenons
donc bien ∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(◦) =

∫

Σs

ψ(y)

(←−−
∂

∂y0
−
−−→
∂

∂y0

)
ϕ(y) =

〈
Ψ(◦)←→∂ s, ϕ

〉

Voyons maintenant le terme d’ordre 1 dans (II.5.17) c’est–à–dire la quantité

∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(B+(◦•p))

où B+(◦•p) est l’unique p–arbre ayant un seul noeud interne. Pour simplifier les calculs
nous nous placerons encore une fois dans le cas p = 2, mais le résultat reste vrai pour tout
p ≥ 2. Dans ce cas nous avons B+(◦•2) = � = B+(◦, ◦) alors en utilisant le lemme II.5.1
nous obtenons

∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(�) =

∫

Σ0

ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)[
−
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(y − x)

∫

Σs

dz1 Gret(z1 − y)
(←−−

∂

∂z0
1

−
−−→
∂

∂z0
1

)
ϕ(z1)

∫

Σs

dz2 Gret(z2 − y)
(←−−

∂

∂z0
2

−
−−→
∂

∂z0
2

)
ϕ(z2)

]

Encore une fois en utilisant Fubini nous pouvons réécrire cette dernière égalité sous la
forme

∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(�) =

∫

Σs

dz1

∫

Σs

dz2ψ(z1, z2)

(←−−
∂

∂z0
1

−
−−→
∂

∂z0
1

)(←−−
∂

∂z0
2

−
−−→
∂

∂z0
2

)
ϕ(z1)ϕ(z2)

(II.5.23)
où ψ(z1, z2) désigne la quantité

ψ(z1, z2) := −
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y
∫

Σ0

ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)
Gret(y−x)Gret(z1−y)Gret(z2−y)

où nous voyons apparâıtre l’expression (II.5.22) de ψ. Ainsi d’après ce que nous venons de
voir nous obtenons au finalement

ψ(z1, z2) = −
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ψ(y)Gret(z1 − y)Gret(z2 − y)

Nous reconnaissons alors l’expression (II.4.3) page 68 de Ψ(�) et avec les notations du
théorème II.4.1 et l’identité (II.5.23) devient alors

∫

Σ0

ψ
←→
∂ φ(�) =

〈
Ψ(�)

←→
∂ (2), ϕ⊗ ϕ

〉

Les termes d’ordre 1 dans les deux developpement cöıncident donc. Les termes d’ordre
supérieurs se traitent de manière similaire.
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Remarque II.5.2
Pour le cas général il suffit de montrer par récurrence sur le nombre de noeuds internes

que nous avons l’égalité
∫
Σ0
ψ
←→
∂ φ(b) =

〈
Ψ(b)
←→
∂ ⊗‖b‖, ϕ⊗‖b‖

〉
.

Nous allons donner maintenant la preuve du lemme II.5.1.
Preuve: (du lemme II.5.1)

D’après la définition de (φ(b))b∈T(p) nous avons (2 +m2)φ(◦) = 0 et
(
φ(s, •), ∂φ∂t (s, •)

)
=

(
ϕ(s, •), ∂ϕ∂t (s, •)

)
. On en déduit pour tout (t, k) ∈ [0, s]×Rn−1 l’expression suivante pour

la transformée de Fourier spatiale5 φ̂(◦)(t, k) de φ(◦)

φ̂(◦)(t, k) = cos((s− t)ωk)ϕ̂(s, k) − sin((s − t)ωk)
ωk

∂ϕ̂

∂t
(s, k)

qui peut se réécrire en utilisant la transformée de Fourier inverse pour tout x ∈ [0, s]×Rn−1

φ(◦)(x) =

∫

Σs

dy Gret(y − x)
(←−−

∂

∂y0
−
−−→
∂

∂y0

)
ϕ

D’autre part la solution de l’équation (2+m2)u = f telle que u(s, •) = 0 et ∂u
∂t (s, •) = 0

s’écrit en transformée de Fourier spatiale pour tout (t, k) ∈ [0, s]× Rn−1

û(t, k) =

∫ t

s
dτ

sin((t− τ)ωk)
ωk

f̂(τ, k)

ce qui nous donne en prenant la transformée de Fourier inverse que pour tout x = (x0,−→x ) ∈
[0, s]× Rn−1

u(x0,−→x ) =

∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(y − x)f(y)

Ainsi d’après la définition de (φ(b))b∈T(p) nous avons pour tout x = (x0,−→x ) ∈ [0, s]×Rn−1

et tout (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p

φ(B+(b1, . . . , bp))(x) = −
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(y − x)φ(b1)(y) · · · φ(bp)(y)

Enfin comme nous avons pris ψ : X0 → R solution de (2 +m2)ψ = 0, nous avons de la
même manière que nous avons obtenu l’identité (II.5.18), pour tout y ∈ [0, s]× Rn−1

ψ(y) =

∫

Σ0

d−→x ψ(x)

(←−−
∂

∂x0
−
−−→
∂

∂x0

)
Gret(y − x)

Le lemme se trouve ainsi démontré.
�

5c’est–à–dire dφ(◦)(t, k) = (2π)−(n−1)/2
R

Rn−1 d−→x φ(◦)(t,−→x )e−ik.−→x .
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II.5.4 Lien avec le calcul perturbatif quantique

Nous avons vu que comment les séries de Butcher permettent de faire un developpement
perturbatif des solutions de l’équation

(2 +m2)ϕ+ λϕp = 0 (Ep)

sous la forme d’une série
∑

b∈T(p) λ
|b|φ(b) indéxée par les arbres plans.

Par ailleurs les physiciens ont développé des théories perturbatives pour l’étude des
champs quantiques vérifiant (Ep). Malheureusement la formulation mathématique de ces
théories pose d’énormes difficultés et n’est pour l’instant pas achevée.

Nous pouvons tout de même légitimement nous demander s’il existe un rapport entre
la série de Butcher décrivant le développement perturbatif d’une solution classique de
l’équation (Ep) et les calculs perturbatif s de la théorie quantique des champs tel qu’il est
présenté dans la littérature (voir par exemple [48], [31] ou [52]).

Comme nous l’avons précisé, les calculs perturbatifs quantiques effectués par les physi-
ciens n’ont pas encore de cadre mathématiques adaptés. Ainsi les calculs que nous effectue-
rons dans cette section seront purement formels en ce sens que les objets manipulés n’ont
aucun sens mathématiques. Néanmoins ce sont des objets que les physiciens manipulent
sans complexes, obtenant ainsi des résultats remarquables.

Nous allons montrer que le developpement effectué à l’aide des séries de Butcher permet
de retrouver formellement la formulation du champ en interaction utilisée par les physi-
ciens. Plus précisément nous montrerons que en partant de la ”quantification” de la série
de Butcher et en utilisant les règles de commutation du champ libre dans l’espace–temps
nous pouvons retrouver le la formulation d’Heisenberg de la théorie quantique des champs.

Rappelons brièvement comment se présente la théorie quantique du champ libre dans
l’espace temps telle qu’elle est présentée dans les ouvrages classiques de théorie quantique
des champs, voir par exemple le livre de Michael E. Peskin et Daniel V. Schroeder [48], de
Claude Itzykson et Jean–Benôıt Zuber [31] ou encore celui de Lewis H. Ryder [52]. Comme
nous n’introduisons ces objets que pour effectuer des calculs formels, nous ne chercherons
pas à donner une formulation mathématique précise des objets considérés. Remarquons
que cette formulation existe (voir par exemple [50] et [49]) puisque nous ne parlons ici que
du champ libre.

Nous manipulerons des opérateurs agissant sur un espace de Hilbert Fs, l’epace de
Fock que nous avons définit dans l’annexe A. Deux opérateurs jouent des rôles particulier,
les opérateurs a†

k de création de particule de moment k ∈ Rn−1 et les opérateur ak
d’annihilation d’une particule de moment k ∈ Rn−1.

Soit t0 ∈ R un temps que nous fixons pour le reste de cette partie. Suivant M. Peskin et
D. Schroeder [48] p. 83 nous définissons pour x = (t,−→x ) ∈ X0 l’opérateur φI(x) agissant
sur l’espace de Fock par

φI(x) = φI(t,
−→x ) :=

1

(2π)n−1

∫

Rn−1

dk√
2ωk

(
ake

−ik·x + a†
ke
ik·x
)∣∣∣
x0=t−t0
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avec k · x := ωkt− k.−→x où k.−→x désignant le produit scalaire canonique sur Rn−1 et où ωk
désigne la quantité ωk := (|k|2 +m2)1/2. Nous savons alors (voir [48] p.28) que nous avons
la relation de commutation suivante pour tout x, y ∈ X0

[φI(x), φI(y)] =
1

(2π)n−1

∫

Rn−1

dk

2ωk

(
e−ik·(x−y) − eik·(x−y)

)
(II.5.24)

Pour z = (τ,−→z ) ∈ X0 nous noterons ∆(z) la quantité

∆(z) := − 1

(2π)n−1

∫

Rn−1

dk

2ωk

(
eiωkτ − e−iωkτ

)
eik.

−→z (II.5.25)

Nous avons alors de manière évidente [φI(x), φI(y)] = ∆(x− y).

Remarque II.5.3
Le commutateur des opérateurs φI(x) et φI(y) est ce qu’on appelle un c–nombre (voir
[48]), il commute ainsi avec les opérateurs φI(z) pour z ∈ X0.

Nous définissons alors formellement une famille (Φ(b))b∈T(p) d’opérateurs agissant sur
l’espace de Fock.

Définition II.5.1 Pour tout x = (t,−→x ) ∈ X0 nous notons (Φ(b)(x))b∈T(p) la famille
d’opérateur définie récursivement par Φ(◦)(x) := φI(x) et pour tout (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p

Φ(B+(b1, . . . , bp))(t,
−→x ) := −i

∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ∆(x− y)Φ(b1)(y) · · ·Φ(bp)(y) (II.5.26)

Considérons alors la série formelle Φ(x) en la variable λ à coefficient dans les opérateurs
agissant sur l’espace de Fock définie par

Φ(x) :=
∑

b∈T(p)

λ|b|Φ(b)(x) (II.5.27)

Remarques II.5.1
– La définition de Φ(x) est purement formelle car nous n’avons pas tenu compte des

problèmes de définition du produit d’opérateur sur la diagonale dans (II.5.26).
– Attardons nous un instant sur cette série et sur la définition II.5.1. Si nous comparons

les expressions (II.5.25) de ∆(z) et (II.5.20) de Gret(z), nous nous rendons compte
que nous avons

Gret(z) = −iθ(τ)∆(z) (II.5.28)

Prenons alors t ≥ t0 et −→x ∈ Rn−1. En revenant alors à l’expression II.5.26 de
Φ(B+(b1 . . . bp)) nous obtenons en tenant compte de (II.5.28)

Φ(B+(b1, . . . , bp))(t,
−→x ) :=

∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(x− y)Φ(b1)(y) · · ·Φ(bp)(y)
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expression qu’il faut comparer à l’expression (II.5.19) du lemme II.5.1 définissant la
série de Butcher classique pour l’équation (2 +m2)ϕ+m2ϕ+ λϕp = 0

φ̃(B+(b1, . . . , bp))(x) = −
∫ s

x0

dy0

∫

Rn−1

d−→y Gret(y − x)φ̃(b1)(y) · · · φ̃(bp)(y)

Nous voyons ainsi que la famille (φ̃(b))b∈T(p) de fonctions φ̃(b) : X0 → R et la fa-
mille (Φ(b))b∈T(p) d’opérateurs agissant sur l’espace de Fock sont construites suivant
exactement le même principe. La seule différence réside dans l’initialisation de cette
récursion, dans le premier cas nous posons φ(◦)(x) comme étant la fonction satis-
faisant (2 +m2)u = 0 ayant des conditions initiales fixées et dans le deuxième cas
Φ(◦)(x) est définie comme étant le champs libre de référence φI(x).
Nous pouvons ainsi voir la série (II.5.27) comme le quantifiée de la série de Butcher
que nous avons introduite dans la section II.5.2.

Nous avons alors le résultat suivant dont on trouvera la preuve dans l’annexe C.3

Théorème II.5.4 Soient t > t0 et −→x ∈ Rn−1. Nous avons alors formellement l’égalité
suivante

Φ(t,−→x ) :=
∑

b∈T(p)

λ|b|Φ(b)(x) = U †(t) φI(t,
−→x ) U(t) (II.5.29)

où U(t) est désigne l’opérateur

U(t) :=
∑

α≥0

(−iλ)α
∫ t

tO

dτ1

∫ τ1

t0

dτ2 · · ·
∫ τα−1

t0

dταHI(τ1)HI(τ2) · · ·HI(τα) (II.5.30)

avec HI(τ) donné formellement par

HI(τ) :=
1

p+ 1

∫

Rn−1

d−→y φp+1
I (τ,−→y )

Remarque II.5.4
L’opérateur U défini par (II.5.30) peut se réécrire en utilisant le produit ordonné dans le
temps (voir [48] p.85)

U(t) = T

{
exp

(
−iλ

∫ t

t0

dτHI(τ)

)}

L’égalité (II.5.29) est exactement l’égalité d’Heisenberg bien connue en théorie quan-
tique des champs. Cette égalité peut être le point de départ de la théorie perturbative
quantique (voir par exemple [48] p.77-87). Elle est obtenue en étudiant la dynamique des
champs quantiques.

Ce qui nous parâıt intéressant dans le résultat (II.5.29) c’est qu’elle permet de faire
le lien entre le calcul perturbatif classique que nous avons introduit dans les sections
précédentes et le calcul perturbatif quantique tel qu’il est exposé dans les ouvrages de
référence.
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De plus nous pouvons faire remarquer qu’au niveau classique (c’est–à–dire que l’on
remplace tous les φI(x) par une solution de l’équation (2 + m2)φ = 0) le membre
de droite de (II.5.29) n’a pas de signification, contrairement au membre de gauche qui
est exactement la série de Butcher, vérifiant ainsi d’après le théorème II.5.1 l’équation
(2 +m2)ϕ + λϕp = 0. Nous pouvons ainsi voir les séries de Butcher exactement comme
l’analogue classique de l’expansion perturbative du champs quantique en interaction défini
par U †(t) φI(t,

−→x ) U(t). Pour être tout à fait complet il serait intéressant de trouver une
série génératrice pour les séries de Butcher.

II.6 Applications à la théorie du contrôle

Dans le chapitre II nous avons vu comment définir une quantité conservée analogue
aux courants de Noether dans le cas d’une équation d’évolution non–linéaire. Or les fonc-

tionnelles
∫
Σ ψ
←→
∂ ϕ sont très utilisées en théorie du contrôle. Il nous semble ainsi naturel

d’essayer de voir si notre démarche peut avoir des applications dans ce domaine.
Nous traiterons un exemple en dimension finie où les calculs peuvent se faire explicite-

ment. Nous ferons quelques rappels concernant la théorie du contrôle optimal essentielle-
ment repris de l’excellente revue de Sorin Micu et Enrique Zuazua [45]. puis nous verrons
comment utiliser les séries de Butcher pour trouver un contrôle dans le cas non–linéaire.

II.6.1 Problème en dimension finie : cas linéaire

Soient (n,m) ∈ N2 et T > 0. Considérons le problème suivant





x ∈ C0([0, T ],Rn) ∩H1([0, T ],Rn)
x′ = Ax+Bv + λF (x)

x(0) = x0 ∈ Rn
(PF )

où B ∈Mm,n(R), v ∈ L2([0, T ],Rm) et F une application

F : C0([0, T ],Rn) ∩H1([0, T ],Rn) −→ L2((0, T ),Rn)

La question que l’on se pose est la suivante, étant donné x0 ∈ Rn est-il possible de
trouver v ∈ L2([0, T ],Rm) telle que la solution x du problème (PF ) vérifie x(T ) = 0 ? Si
elle existe, la fonction v est appelé contrôle.

Dans le cas linéaire, c’est à dire λ = 0, la réponse est bien connue, il suffit d’appliquer
la méthode du contrôle optimal. Rappelons rapidement le principe de cette méthode.
Considérons l’équation duale donnée par





y ∈ C0([0, T ],Rn) ∩H1([0, T ],Rn)
−y′ = A∗y
y(0) = y0 ∈ Rn

(P ′)
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Alors pour y solution de (P ′) et x solution de (PF ) avec λ = 0, nous considérons la quantité∫ T
0 (y′(t), x(t))dt où (•, •) désigne le produit scalaire habituel sur Rn. La fonction y étant

solution de (P ′) nous avons
∫ T

0
(y′(t), x(t))dt = −

∫ T

0
(A∗y(t), x(t))dt = −

∫ T

0
(y(t), Ax(t))dt

D’autre part en faisant une intégration par partie et en utilisant le fait que x est solution
de (PF ) avec λ = 0 nous avons

∫ T

0
(y′(t), x(t))dt =(y(T ), x(T )) − (y0, x0)−

∫ T

0
(y(t), x′(t))dt

=(y(T ), x(T )) − (y0, x0)−
∫ T

0
(y(t), Ax(t)) −

∫ T

0
(y(t), Bv(t))

Regroupant ces deux dernière identité nous obtenons finalement que pour tout y solution
de (P ′)

(y(T ), x(T )) = (y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(t)) (II.6.1)

Nous pouvons remarquer que d’après la forme du prblème (P ′) nous pouvons choisir y(T )
arbitrairement dans Rn c’est–à–dire que pour tout yT ∈ Rn il existe y0 ∈ Rn tel que la
solution correspondante de (P ′) vérifie y(T ) = yT . Ainsi nous obtenons que x(T ) = 0 si,
et seulement si pour tout y solution de (P ′)

(y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(t)) = 0

Il suffit donc de choisir v telle que cette dernière égalité soit vérifiée pour tout y0. Une
manière de réaliser ceci est de prendre v := B∗ỹ où ỹ est la solution de (P ′) avec comme
condition initiale ỹT minimisant la fonctionnelle J0 : Rn −→ R+ définie par

J0(y
0) :=

1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

〈
x0, y0

〉
(II.6.2)

où ỹ désigne la solution de (P ′) correspondant à la condition initiale y0. On montre alors
que le contrôle ainsi obtenu a une norme L2 minimale parmis tous les contrôles possibles,
on l’appelle ainsi contrôle optimal.

Il ne reste alors qu’à rechercher un minimiseur (s’il existe) de J0. Or on montre que si
B vérifie la condition de Kalman

rang
(
B,AB, . . . , An−1B

)
= n (II.6.3)

alors pour tout temps T > 0 il existe cT > 0 tel que toute solution y de (P ′) vérifie
∫ T

0
|B∗y|2dt ≥ cT |y0|2 (II.6.4)

ceci assure alors l’existence d’un minimum pour J0 et donc l’existence d’un contrôle opti-
mal. Nous avons en réalité le résultat plus fort suivant (voir [42])
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Théorème II.6.1 Le système (PF ) avec λ = 0 est exactement contrôlable en temps T > 0
quelconque c’est–à–dire que pour tout T > 0 et ∀x0 ∈ Rn il existe vT,x0 ∈ L2([0, T ],Rm)
tel que la solution x du problème (PF ) avec λ = 0 et v = vT,x0 vérifie x(T ) = 0 si, et
seulement si B vérifie la condition de Kalman (II.6.3).

II.6.2 Cas non linéaire : Principe

Nous nous plaçons maintenant dans le cas λ 6= 0. Essayons de suivre les étapes
précédentes. Nous nous donnons ainsi y solution de (P ′) et x solution de (PF ), alors

en étudiant la quantité
∫ T
0 (y′(t), x(t))dt nous voyons qu’au lieu de (II.6.1) nous obtenons

(y(T ), x(T )) = (y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(t))dt+ λ

∫ T

0
(y(t), F (x(t)))dt (II.6.5)

En suivant le même raisonement que pour le cas linéaire nous obtenons que x(T ) = 0 si,
et seulement si nous avons pour toute solution y de (P ′)

(y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(t))dt+ λ

∫ T

0
(y(t), F (x(t)))dt = 0 (II.6.6)

Nous pouvons alors prendre v ∈ L2((0, T ),Rm) sous la forme d’une série v =
∑

p∈N
λpvp

où les vp sont choisis tels que l’égalité (II.6.6) soit vérifiée à l’ordre p en λ (rappelons ici
que x étant solution de (PF ), x dépend de λ).

Voyons comment nous pouvons trouver les vp. Plaçons nous dans le cadre de la sec-
tion II.5 avec B = B′ = B0 = Rn. Nous supposons que F est de la forme F (x) =∑

p≥2 Fp(x, . . . , x) avec Fp : (Rn)p → Rn une application p–linéaire et supposons la condi-
tion (H2) vérifiée. Nous pouvons alors voir F comme une forme linéaire sur T (Rn) =⊕

p≥0(R
n)⊗p.

Prenons v sous la forme d’une série

v =
∑

b∈T

λ|b|v(b)

Nous notons u := (x0, v) qui s’écrit naturellement u =
∑

b∈T
λ|b|u(b) avec u(◦) := (x0, Bv(◦))

et ∀b ∈ T, b 6= ◦, u(b) = (0, Bv(b)). D’après le théorème II.5.3 p.73 nous savons que sous
certaines conditions la solution x de (PF ) s’écrit sous la forme

x =
∑

b∈T

λ|b|(Φ ∗ u)(b) (II.6.7)

où Φ a été définie dans la section II.5.1. Nous avons ainsi une expression de la solution de
(PF ) en fonction de λ. Ceci va nous permettre d’anaylser la condition (II.6.6).
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D’après ce qui précède nous avons sous réserve de convergence

λF (x) =
∑

r≥1

∑

(b1,...,br)∈Tr

λ1+|b1|+···+|br|Fr((Φ ∗ u)(b1)⊗ · · · ⊗ (Φ ∗ u)(br))

=
∑

b∈T

λ|b|F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

où nous avons étendu Φ ∗ u : T→ Rn en un morphisme d’algèbre Φ ∗ u : F −→ T (Rn) de
manière naturelle et où F est vue comme une forme linéaire sur T (Rn). Ainsi la condition
(II.6.6) s’écrit

(y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(◦)(t))

+
∑

b∈T
b6=◦

λ|b|
(∫ T

0

(
y(t), Bv(b)(t)

)
+

∫ T

0

(
y(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt

)
= 0

Nous voyons ainsi qu’il suffit de prendre la famille (v(b))b∈T telle que

(y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(◦)(t)) = 0 (II.6.8)

∀b 6= ◦ ;

∫ T

0

(
y(t), Bv(b)(t)

)
+

∫ T

0

(
y(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt = 0 (II.6.9)

Nous retrouvons ainsi dans (II.6.8) la condition (II.6.1) du contrôle linéaire et nous pou-
vons faire remarquer que pour tout b ∈ T \ {◦} seul le premier terme de (II.6.9) fait
intervenir v(b), tous les autres v(c) apparaissant dans cette expression vérifient |c| < |b|
car ils proviennent de B−(b). Nous voyons ainsi la possibilité de définir récursivement les
v(b). Nous savons de plus que pour trouver une fonction v(◦) vérifiant (II.6.8) il suffit
de minimiser la fonctionnelle J0. De la même manière nous voyons que pour trouver v(b)
connaissant les v(c) pour |c| < |b| il suffit de de minimiser la fonctionnelle

J(b)(y0) :=
1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

∫ T

0

(
ỹ(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt

où ỹ désigne toujours la solution de (P ′) correspondant à la condition initiale y0. Voyons
maintenant plus précisément comment nous pouvons trouver le contrôle.

II.6.3 Calcul perturbatif du contrôle

Tout d’abord nous voyons que nous sortons un petit peu du cadre de la section II.5,
en effet nous ne cherchons plus les solutions dans un espace du type C0([0, T ],Rn) ∩
C1([0, T ],Rn). Cependant les choses se passent de manière tout à fait similaires.
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Considérons I l’espace I := Rn × L2((0, T ),Rn) et I0 le sous–espace de I défini par
I0 := {0} × L2((0, T ),Rn) ∼= L2((0, T ),Rn). Nous notons K l’espace K := C0([0, T ],Rn) ∩
H1([0, T ],Rn).

Alors nous considérons φ0 l’application linéaire continue φ0 : I −→ K qui à u =
(x0, f) ∈ I associe φ0(x

0, f) solution du problème




x ∈ K
x′ = Ax+ f

x(0) = x0 ∈ Rn
(P0)

Nous noterons alors µ : I0 ∼= L2((0, T ),Rn) −→ K l’application φ0 restreinte à I0.
Nous nous donnons alors une application F : K −→ L2((0, T ),Rn) s’écrivant sous la

forme F (x) =
∑

p≥2 Fp(x, . . . , x) où pour tout p ≥ 2 ; Fp est une application linéaire

continue Fp : K⊗p −→ L2((0, T ),Rn). Nous supposerons de plus que la série entière |F |
définie par

|F |(z) :=
∑

p≥0

‖Fp‖zp

a un rayon de convergence infini. Nous avons ainsi supposé l’analogue des conditions (H1)
et (H2) vérifiées.

Définition II.6.1 Nous définissons la famille (Φ(b))b∈T d’applications Φ(b) : I⊗‖b‖ −→ K
récursivement en posant Φ(◦) := φ0 et pour tout r ∈ N∗, pour tout (b1, . . . , br) ∈ Tr

Φ (B+(b1, . . . , br)) := µ ◦ F [Φ(b1)⊗ · · · ⊗Φ(br)]

avec la convention F1 ≡ 0.

Définition II.6.2 Soit (u(b))b∈T une famille d’éléments de T (I) telle que ∀b ∈ T ; u(b) ∈
I⊗‖b‖. Nous pouvons alors voir u comme une application linéaire u : A −→ T (I) que nous
pouvons étendre de manière unique en un morphisme d’algèbre u : F −→ T (I). Alors nous
définissons Φ ∗ u l’application Φ ∗ u : T −→ K définie par ∀b ∈ T

(Φ ∗ u)(b) :=
∑

Φ
(
b(2)
) (
u(b(1))

)

où nous avons noté ∆̃(b) =
∑
b(1) ⊗ b(2) ∈ F⊗ A.

Nous avons alors le théorème suivant dont on trouvera la preuve dans l’annexe D.

Théorème II.6.2 Soit x0 ∈ Rn fixé. Nous supposons queB vérifie la condition de Kalman
(II.6.3) alors il existe une famille (v(b))b∈T d’éléments de L2((0, T ),Rm) telle que pour tout
b ∈ T ; v(b) := B∗ỹ(b) où ỹ(b) est la solution de (P ′) correspondant à la condition initiale
ỹ(b) minimisant la fonctionnelle J(b) : Rn −→ R où les J(b) sont définies par

J(◦)(y0) := J0(y
0) =

1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

〈
x0, y0

〉

J(b)(y0) :=
1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

∫ T

0

(
ỹ(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt
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où ỹ désigne la solution de (P ′) correspondant à la condition initiale y0 et où (u(b))b∈T

désigne la famille d’éléments de T (I) définie par u(◦) := (x0, Bv(b)) et pour tout b ∈ T,
b 6= ◦ ; u(b) := (0, Bu(b)).

1. Si λ ∈ R et x0 vérifient la condition

|λ|‖B‖
‖u(◦)‖ |F |(16C‖u(◦)‖) < 1

avec C :=
‖µ‖√cT +‖B‖‖φ∗0‖‖φ0‖

‖B‖‖φ∗0‖
alors la famille (λ|b|v(b))b∈ est sommable dans L2((0, T ),Rm)

et la série |u| définie par |u| :=∑b∈T
|λ||b|‖u(b)‖ vérifie

|u| ≤ 16‖u(◦)‖
1− |λ|‖B‖

‖u(◦)‖ |F |(16A‖u(◦)‖)

2. Si en plus nous avons

|λ| < ‖φ0‖|u|
‖µ‖|F |(16‖φ0‖|u|)

(II.6.10)

alors la fonction v =
∑

b∈T
λ|b|v(b) conduit la solution du problème (PF ) de x0 à 0.

Remarque II.6.1
Si nous cherchons à généraliser ce résultat à d’autre équations, notament en dimension
infinie, nous nous rendons compte que s’il est relativement simple de définir la suite de
fonction (up)p∈N il est bien plus difficile de montrer que la série

∑
p λ

pup converge dans
l’espace voulu.
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Annexe A

Théorie quantique du champ libre

Dans cette annexe nous allons exposer la théorie quantique du champ libre. Cet ex-
posé est entièrement repris des livres très clairs de Michael Reed et Barry Simon [50] et
[49]. Nous renvoyons le lecteur à ces ouvrages pour les preuves des résultats et pour plus
d’informations sur la construction.

A.1 Espace de Fock

Soit p ∈ N∗, nous notons L2
s((R

n−1)p) le sous–espace des fonctions de L2((Rn−1)p)
invariantes sous l’action du groupe Sp des permutations sur p éléments c’est à dire

L2
s((R

n−1)p) :=

{
f (p) ∈ L2((Rn−1)p) | ∀(g1, . . . , gp) ∈ L2(Rn−1);∀σ ∈ Sp ;

∫

(Rn−1)p

f (p)gσ(1) ⊗ · · · ⊗ gσ(p) =

∫

Rn−1

f (p)gσ(1) ⊗ · · · ⊗ gσ(p)

}

Nous définissons alors l’espace vectoriel F0 comme étant la somme directe (algébrique) des
espaces L2

s((R
n−1)p)

F0 :=
⊕

p≥0

L2
s((R

n−1)p)

avec par convention F0 := C. L’espace F0 hérite naturellement de la structure hermitienne
des espaces L2

s((R
n−1)p) via le produit scalaire


∑

finie

v(p)

∣∣∣∣∣∣
∑

finie

w(q)


 :=

∑

r

∫

(Rn−1)r

v(r)w(r) (A.1.1)

Alors nous notons Fs(L2
s(R

n−1)) (ou plus simplement Fs s’il n’y a pas d’ambiguité) le
complété de F0 muni de la norme induite par le produit scalaire (A.1.1) c’est–à–dire

Fs
(
L2(Rn−1)

)
:=
⊕̂

p≥0

L2
s((R

n−1)p)
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Nous obtenons ainsi un espace de Hilbert séparable qu’on appelle espace de Fock symé-
trique ou espace de Fock bosonique dans la littérature. Nous pouvons voir les éléments de
Fs (c’est–à–dire les états pour les physiciens) comme une famille de fonctions (f (p))p∈N

avec f (0) ∈ C et ∀p ≥ 1, f (p) ∈ L2
s((R

n−1)p) telle que

|f (0)|2 +
∑

p≥1

∫

(Rn−1)p

|f (p)(−→x 1, . . . ,
−→x p)|2d−→x 1 · · · d−→x p < +∞

Nous renvoyons le lecteur à [50] p.53 pour plus des précisions sur la définition de l’espace
de Fock sur un Hilbert quelconque.

A.2 Théorie Quantique du champ libre

Soit f une fonction de L2(Rn−1) alors nous notons a−(f) et a−(f)∗ les opérateurs non
borné sur Fs de domaine F0 tels que pour tout v =

∑
v(p) ∈ F0 avec v(p) ∈ L2

s((R
n−1)p)

pour tout p nous ayons a−(f)v :=
∑

p(a
−(f)v)(p) et a−(f)∗v :=

∑
p(a

−(f)∗v)(p) où pour
tout p ∈ N

(
a−(f)v

)(p)
(m1, . . . ,mp) :=

√
p+ 1

∫

Rn−1

f(m)v(p+1)(m,m1, . . . ,mp)

(
a−(f)∗v

)(p)
(m1, . . . ,mp) :=

1√
p

p∑

j=1

f(mj)v
(p−1)(m∨j)

avec m∨j := (m1, . . . ,mj−1,mj+1, . . . ,mp). Nous pouvons tout d’abord remarquer que
l’application f 7−→ a−(f) est C–antilinéaire alors que f 7−→ a−(f)∗ est C–linéaire. En-
suite pour f, g ∈ L2(Rn−1) les opérateurs a−(f) et a−(g)∗ envoient tous deux l’espace F0

dans lui–même. Nous pouvons donc composer ces opérateurs obtenant ainsi un opérateur
non–borné de domaine F0 envoyant son domaine dans lui–même.

Introduisons quelques notations. Tout d’abord nous noterons µ la fonction µ : Rn−1 →
R∗+ définie par

µ(
−→
k ) :=

(
|−→k |2 +m2

)1/2
> 0

et pour tout f ∈ S(Rn−1) nous notons Cf la fonction de S(Rn−1) définie par ∀−→k ∈
Rn−1, Cf(

−→
k ) := f(−−→k ). Enfin pour tout f ∈ S(Rn−1) nous noterons f̂ ∈ S(Rn−1) la

transformée de Fourier de f c’est–à–dire

f̂(
−→
k ) :=

1

(2π)(n−1)/2

∫

Rn−1

e−i
−→
k .−→x f(−→x )d−→x
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Soit f ∈ S(Rn−1), nous définissons alors les opérateurs ϕm(f) et πm(f) non–bornés sur
Fs de domaine F0 par

ϕm(f) :=
1√
2

[
a−
(
Cf̂/
√
µ
)

+ a−
(
f̂/
√
µ
)∗]

πm(f) :=
i√
2

[
a−
(√

µf̂
)∗
− a−

(√
µCf̂

)] (A.2.1)

On peut alors montrer (voir [49] p.213-218) que pour f ∈ S(Rn−1) à valeurs réelles, les
opérateurs ϕm(f) et πm(f) sont essentiellement autoadjoint sur F0. Remarquons que les
applications f 7−→ ϕm(f) et f 7−→ πm(f) de l’espace S(Rn−1) sur l’espace des opérateurs
de domaine F0 sont C–linéaires. On appelle ces applications les champs à temps constant.
On peut vérifier (voir [49] p.218) que pour f et g appartenant à S(Rn−1) et à valeurs
réelles, les opérateurs ϕm(f) et πm(g) vérifient la relation de commutation dite relation
de commutation canonique (CCR)

[ϕm(f), πm(g)] = i

(∫

Rn−1

fg

)
id (A.2.2)

Remarque A.2.1
Nous avons utilisé la transformée de Fourier pour définir les opérateurs ϕm(f) et πm(g)
mais ce n’est pas nécessaire. Nous renvoyons le lecteur au livre de M. Reed et B. Simon
[49] p.210 pour la construction générale.

On peut voir l’opérateur ϕm(f) comme la quantification du champ classique ϕ|t=0 et πm(f)

comme la quantification de ∂ϕ
∂t |t=0

. Nous renvoyons le lecteur encore une fois au livre de

M. Reed et B. Simon [50], [49] pour des explications plus approfondies sur la construction
précédente.

Enfin pour tout f ∈ S(Rn−1) nous définissons les opérateurs a(f) et a†(f) non bornés
de domaine F0 par

a†(f) := a−(
√
µf)∗ et a(f) := a−(

√
µCf)

alors directement d’après cette définition et (A.2.1) nous obtenons que pour tout f ∈
S(Rn−1) nous avons

ϕm(f) :=
1√
2

[
a(f̂ /µ) + a†(f̂ /µ)

]

πm(f) :=
i√
2

[
a†(f̂)− a(f̂)

] (A.2.3)

D’autre part on peut montrer (voir [49] p.210) que pour tout f, g ∈ S(Rn−1) à valeurs
réelles les opérateurs a(f) et a†(g) vérifient la relation de commutation suivante

[
a(f),a†(g)

]
=

(∫

Rn−1

µ(
−→
k )f(−−→k )g(

−→
k )d
−→
k

)
id (A.2.4)
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Annexe B

Preuves du chapitre I

B.1 Formes Observables

Nous prouverons ici les resultats de la section I.2 du chapitre I. Nous nous donnons une
variété pseudo–Riemanienne (X , g) orientable de dimension n ∈ N∗ munie d’une forme
volume ω et un système de coordonnées (xµ)µ∈J0,n−1K sur X .

Considérons M le fibré M := ΛnT ∗(X × R) sur X × R sur lequel nous avons les
coordonnées ((xµ)µ, φ, e, (p

α)α) où pour tout (x, φ) ∈ X×R un élément π ∈ ΛnT ∗
(x,φ)(X×R)

est repéré par π = eω + pαdφ ∧ ωα. On munit alors M d’une forme multisymplectique Ω
définie en coordonnées par

Ω := de ∧ ω + dpµ ∧ dφ ∧ ωµ −
1

g

∂g

∂xµ
pµdφ ∧ ω

où ωµ désigne la (n−1)–forme ωµ := ∂
∂xµ Ω. On définit de plus l’hamiltonien H :M→ R

par

dH := e+
1

2

(
gµνp

µpν +m2φ2 + ξRφ2
)

(B.1.1)

Nous rappelons alors l’énoncé de la proposition I.2.1

Proposition B.1.1 Soit ζ ∈ Γ(M, TM) alors ζ vérifie d(ζ Ω) = 0 si, et seulement si ζ
s’écrit ζ = χ+ ζ où ζ est de la forme

ζ := Xα ∂

∂xα
+ ψ

∂

∂φ
−
[
e
1

g

∂

∂xµ
[gXµ] + pµ

∂ψ

∂xµ

]
∂

∂e

+

[
pβ
(
∂Xα

∂xβ
− δαβ

(
∂ψ

∂φ
+

1

g

∂

∂xµ
[gXµ]

))
− e∂X

α

∂φ

]
∂

∂pα
(B.1.2)

avec Xα : N −→ R et ψ : N −→ R quelconques et où χ est de la forme χ := E ∂
∂e +Πµ ∂

∂pµ

avec E : N −→ R et Πµ : N −→ R vérifiant l’équation

∂E

∂φ
− 1

g

∂

∂xµ
[gΠµ] = 0 (B.1.3)

De plus on a d(ζ Ω) = d(χ Ω) = 0.
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Preuve: (proposition B.1.1)
Soit ζ ∈ Γ(M, TM) tel que d(ζ Ω) = 0. Sans perte de généralité nous pouvons écrire
ζ sous la forme ζ = Xα ∂

∂xα + ψ ∂
∂φ + E ∂

∂e + Πµ ∂
∂pµ où Xα, ψ, E et Πµ sont des fonctions

lisses deM dans R. La n–forme ζ Ω est alors donnée par

ζ Ω = −Xαde ∧ ωα +Xαdpµ ∧ dφ ∧ ωαµ − ψdpµ ∧ ωµ

+

(
E − pα 1

g

∂g

∂xα
ψ

)
ω +

(
Πα + pµ

1

g

∂g

∂xµ
Xα

)
dφ ∧ ωα

Il s’agit maintenant d’analyser l’équation d(ζ Ω) = 0. Les termes en dpβ ∧ dpµ ∧ ωµ,
dpβ ∧ dpµ ∧ dφ ∧ ωαµ, de ∧ dpµ ∧ ωµ et dpβ ∧ de ∧ ωµ nous donnent directement que les
fonctions Xα et ψ ne dépendent que des variables x et φ. Dés lors l’analyse des termes
en de ∧ dφ ∧ ωα, dpµ ∧ ω, de ∧ ω, dpβ ∧ dφ ∧ ωµ et dφ ∧ ω nous donne respectivement les
équations suivantes

∂Πα

∂e
+
∂Xα

∂φ
= 0 (de ∧ dφ ∧ ωα)

∂E

∂pµ
+

∂ψ

∂xµ
= 0 (dpµ ∧ ω)

∂E

∂e
+

1

g

∂gXα

∂xα
= 0 (de ∧ ω)

∂Πµ

∂pβ
+ δµβ

(
∂ψ

∂φ
+

1

g

∂gXα

∂xα

)
− ∂Xµ

∂xβ
= 0 (dpβ ∧ dφ ∧ ωµ)

∂E

∂φ
− 1

g

∂gPα

∂xα
− 1

g

∂g

∂xα
pα
∂ψ

∂φ
− ∂

∂xβ

(
∂g

∂xα
Xβ

)
pα = 0 (dφ ∧ ω)

Les quatres première équations impliquent que si ζ vérifie l’équation d(ζ Ω) = 0 alors ζ
s’écrit ζ = ζ + U ′ où ζ est donné par (B.1.2) et où U ′ := ζ − ζ est de la forme

U ′ = E′ ∂
∂e

+ Π′µ ∂

∂pµ

où E′ : X × R → R et Π′µ : X × R → R sont des fonctions lisses. Réciproquement tout
champ de vecteurs de la forme ζ + U ′ vérifie les quatre premières équations. Il nous suffit
donc d’étudier la dernière équation (dφ∧ω) pour ζ = ζ +U ′. Un calcul direct nous donne
alors que celle-ci est équivalente à l’équation suivante sur E′ et Π′µ

∂E′

∂φ
− 1

g

∂(gΠ′µ)
∂xµ

= 0

c’est–à–dire (B.1.3). La proposition B.1.1 se trouve ainsi démontrée.
�

Corollaire B.1.1 Les formes observables algébriques (voir définition (I.2.1) page 26)
s’écrivent F = FX + Fψ + Fχ avec FX et Fψ de la forme

FX := eXαωα − pαXβdφ ∧ ωβα
Fψ := pαψωα
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où ψ : N −→ R et Xα : N −→ R sont des fonctions lisses et où Fχ est une (n− 1)–forme
surM telle que

dFχ = Eω + Πµdφ ∧ ωµ
où E : N −→ R et Πµ : N −→ R vérifient alors l’équation (B.1.3).

Preuve: (corollaire B.1.1)
Soit F une (n − 1)–forme observable algébrique. Par définition il existe ζ ∈ Γ(M, TM)
tel que ζ Ω = −dF . Nous avons donc d(ζ Ω) = 0. Alors d’après la proposition B.1.1
ζ s’écrit ζ = ζ + χ avec ζ de la forme (B.1.2) et χ de la forme χ = E(q) ∂∂e + Πµ(q) ∂

∂pµ

avec E et Πµ vérifiant (B.1.3). On vérifie alors aisément que les formes FX et Fψ définies
à partir des fonctions Xα et ψ intervenant dans (B.1.2) vérifient d(FX +Fψ) + ζ Ω = 0.
Nous obtenons donc d(F − FX − Fψ) = (ζ − ζ) Ω = χ Ω ce qui prouve le corollaire.
�

Intéressons nous maintenant aux observables dynamiques. Nous rappelons ici l’énoncé
de la proposition I.2.2

Proposition B.1.2 Soit ζ ∈ Γ(M, TM) un champ de vecteurs tel que d(ζ Ω) = 0 et
vérifiant dH(ζ) = 0 alors ζ s’écrit de manière unique ζ = ζX + ζψ où ζψ est donné par

ζψ := ψ(x)
∂

∂φ
−
(
φ(m2 + ξR)ψ(x) + pα

∂ψ(x)

∂xα

)
∂

∂e
+ gαβ

∂ψ(x)

∂xβ
∂

∂pα
(B.1.4)

avec ψ : X −→ R solution de l’équation (K-G) et où ζX est un champ de vecteurs de
Killing i.e. vérifiant léquation

Lζx (gµν) = 0 (B.1.5)

LζX (gµν) désigne la dérivée de Lie de la métrique.

Preuve: (proposition B.1.2)
Soit ζ ∈ Γ(M, TM) un champ de vecteurs vérifiant d(ζ Ω) = 0, alors d’après la pro-
position B.1.1 ζ s’écrit ζ = ζ + χ où ζ est donné par (B.1.2) et χ est de la forme
χ = E(q) ∂∂e + Πµ(q) ∂

∂pµ avec E : N → R et Πµ : N → R vérifiant (B.1.3). Il nous
faut maintenant analyser l’équation dH(ζ) = 0.

D’après la définition (B.1.1) de H, la forme dH est donnée en coordonnées locales par

dH = de+ gαβp
βdpα + (m2 + ξR)φdφ+

1

2

[
∂gαβ
∂xµ

pαpβ + ξ
∂R

∂xµ
φ2

]
dxµ

Nous pouvons alors remarquer que dH(ζ) est une expression polynomiale en les variables
(e, pµ), ainsi l’équation dH(ζ) = 0 est équivalente à l’annulation des coefficients des
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monômes correspondants. On obtient ainsi les équations suivantes

∂Xα

∂φ
= 0 (Ee)

1

g

∂

∂xα
[gXα] = 0 (Eep)

∀α ; Πα = gαβ
∂ψ

∂xβ
(Ep)

∀α, β ; gµα
∂Xµ

∂xβ
+ gµβ

∂Xµ

∂xα
− 2gαβ

(
∂ψ

∂φ
+

1

g

∂

∂xµ
[gXµ]

)
+
∂gαβ
∂xµ

Xµ = 0 (Ep2)

E + (m2 + ξR)φψ +
1

2
φ2ξ

∂R

∂xµ
Xµ (E1)

auxquelles il faut ajouter l’équation (B.1.3).
Considérons tout d’abord le système d’équations (Ep2). En utilisant (Eep) nous voyons

qu’elles se réduisent à

∀α, β ; gµα
∂Xµ

∂xβ
+ gµβ

∂Xµ

∂xα
+
∂gαβ
∂xµ

Xµ − 2gαβ
∂ψ

∂φ
= 0 (B.1.6)

Nous obtenons à partir de ces équations l’expression suivante pour ∂ψ
∂φ

2n
∂ψ

∂φ
= 2

∂Xµ

∂xµ
+ gαβ

∂gαβ
∂xµ

Xµ

et nous reconnaissons alors dans le second membre de cette dernière égalité exactement
l’expression de 2

g
∂(gXµ)
∂xµ . En effet comme par définition g = |det(gµν)|1/2 nous avons

1

g

∂(gXµ)

∂xµ
=
∂Xµ

∂xµ
+

1

g

∂g

∂xµ
Xµ =

∂Xµ

∂xµ
+

1

g

1

2g
g2 ∂gαβ
∂xµ

gαβXµ

Ainsi en utilisant (Eep) nous obtenons finalement que ∂ψ
∂φ = 0 ce qui nous assure que ψ ne

dépend que de x i.e. ψ = ψ(x) et le système d’équations (B.1.6) se réduit alors à l’équation
de Killing c’est–à–dire

LζX (gαβ)αβ = gµα
∂Xµ

∂xβ
+ gµβ

∂Xµ

∂xα
+
∂gαβ
∂xµ

Xµ = 0

et nous avons alors X ·R = Xµ ∂R
∂xµ = 0 ce qui nous permet de simplifier l’équation (E1).

Nous avons obtenu que ψ ne dépendait que de x ; alors en utilisant l’équation (Ee) et

en dérivant deux fois l’équation (E1) par rapport à φ nous obtenons que ∂2E
∂φ2 = 0 ainsi E

s’écrit E = E0(x) + φE1(x) avec E0, E1 : X −→ R, des fonctions lisses. Nous remarquons
alors que le terme de gauche de l’équation (E1) est une expression polynomiale en φ et
en considérant le coefficient de chaque monôme de cette expression, nous obtenons que
E0 ≡ 0 et

E1(x) + (m2 + ξR)ψ(x) = 0 (Eφ)
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Mais d’après (B.1.3) et (Ep) nous avons

E1(x) =
∂E

∂φ
=

1

g

∂ (gΠα)

∂xα
=

1

g

∂

∂xα

(
ggαβ

∂ψ

∂xβ

)

et l’équation (Eφ) devient alors exactement l’équation de Klein–Gordon pour ψ.
Réciproquement il est très facile de vérifier que les champs de vecteurs de la forme ζX

et ζψ vérifient les équations d(ζ Ω) = 0 et dH(ζ) = 0. La proposition B.1.2 se trouve
ainsi démontrée.
�

B.2 Représentation

Nous reprendrons les notations de la section I.5.3 page 36. Nous allons donner la preuve
du théorème I.5.1 dont nous rappelons l’énoncé

Théorème B.2.1 L’application Q : VC −→ L
(
S(VC

φ )
)

(voir la définition I.5.4 page 38)
vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour tout ζ et ζ ′ appartenant à VC ∼= VC

φ ⊕ VC
X nous avons

Q
([
ζ, ζ ′

])
= i
[
Q(ζ),Q(ζ ′)

]
(B.2.1)

où le crochet du membre de gauche désigne le crochet dans VC et celui du membre
de droite le commutateur de L

(
S(VC

φ )
)

(∀(A,B) ∈ L
(
S(VC

φ )
)

on a [A,B] := A ◦B−
B ◦ A).

2. pour tout ζ ∈ VC nous avons l’identité suivante

Q(ζ∗) = Q(ζ)∗ (B.2.2)

où l’astérisque du membre de gauche désigne la conjugaison complexe et celui de
droite l’opérateur adjoint.

Preuve: (théorème B.2.1)
Commençons par le point 1. Il suffit de démontrer l’identité (B.2.1) pour (ζ, ζ ′) appartenant
successivement à V2

φ, V2
X et Vφ × VX .

De manière à alléger les expressions nous noterons V l’algèbre commutative librement
engendrée par VC

φ i.e. V := S(VC
φ ).

Soient (ζ, ζ ′) ∈ V2
φ et v ∈ V , il s’agit de montrer l’égalité (B.2.1) en v. Sans perte de

généralité, nous pouvons supposer que v est un élément décomposable de (VC

φ )⊙k avec
k ∈ N, le cas général s’obtenant alors par linéarité. Si k = 0 il n’y a rien à montrer,
supposons maintenant k ≥ 1.

Notons v = v1 ⊙ · · · ⊙ vk avec ∀i ∈ J1, kK, vi ∈ VC

φ . Alors d’après la définition (I.5.4) de
Q(ζφ) et Q(ζ ′φ) nous avons

Q(ζφ)
(
Q(ζ ′φ)(v)

)
= ζφ ⊙ ζ ′φ ⊙ v +

(
ζ ′φ|ζ∗φ

)
v +

∑(
v(1)|ζ∗φ

)
ζ ′φ ⊙ v(2)

+
∑(

v(1)|ζ ′∗φ
)
ζφ ⊙ v(2) +

∑∑(
v(1)|ζ∗φ

) (
v(2)(1)|ζ ′∗φ

)
⊙ v(2)(2) (B.2.3)
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où nous avons noté δ(v) =
∑
v(1)⊗v(2) ∈ Vφ⊗V et de la même façon δ(v(2)) =

∑
v(2)(1)⊗

v(2)(2). En utilisant la propriété I.5.1 de l’opérateur de Spencer le dernier terme du membre
de droite de l’égalité (B.2.3) peut s’écrire

(
v(1)|ζ∗φ

) (
v(2)(1)|ζ ′∗φ

)
⊙ v(2)(2) =

∑

i6=j

(
vi|ζ∗φ

) (
vj |ζ ′∗φ

)
⊙ v∨i,j (B.2.4)

où v∨i,j désigne l’élément v1 ⊙ · · · ⊙ vi−1 ⊙ vi+1 ⊙ · · · ⊙ vj−1 ⊙ vj+1 ⊙ · · · ⊙ vk de V⊙k−2
φ .

Nous voyons alors que l’expression (B.2.3) est symétrique en ζφ et ζ ′φ et nous obtenons
finalement

Q(ζφ)
(
Q(ζ ′φ)(v)

)
−Q(ζ ′φ) (Q(ζφ)(v)) = 0 = Q([ζφ, ζ

′
φ])(v)

car [ζφ, ζ
′
φ] = 0. Nous avons donc (B.2.1) pour (ζ, ζ ′) ∈ (VC

φ )2.

Considérons maintenant le cas (ζ, ζ ′) ∈ (VC
X )2. Nous nous donnons ainsi (ζX , ζ ′X ) ∈ V2

X
et v ∈ V . Nous avons alors d’après (I.5.3)

Q(ζX ) ◦ Q(ζ ′X )(v) =i
∑
Q(ζX )

(
[ζ ′X , v(1)]⊙ v(2)

)

=−
∑[

ζX ,
[
ζ ′X , v(1)

]]
⊙ v(2) −

∑∑[
ζ ′X , v(1)

]
⊙
[
ζX , v(2)(1)

]
⊙ v(2)(2)
(B.2.5)

toujours avec δ(v) =
∑
v(1) ⊗ v(2) ∈ Vφ⊗ V et δ(v(2)) =

∑
v(2)(1) ⊗ v(2)(2). Occupons nous

tout d’abord du premier terme du membre de droite c’est à dire
∑[

ζX ,
[
ζ ′X , v(1)

]]
⊙v(2). En

utilisant l’identité de Jacobi [ζX , [ζ ′X , v(1)]] = −[v(1), [ζX , ζ ′X ]]−[ζ ′X , [v(1), ζX ]] nous obtenons

−
∑[

ζX ,
[
ζ ′X , v(1)

]]
⊙ v(2) =−

∑[[
ζX , ζ ′X

]
, v(1)

]
⊙ v(2) −

∑[
ζ ′X ,

[
ζX , v(1)

]]
⊙ v(2)

=iQ
([
ζX , ζ

′
X
])

(v)−
∑[

ζ ′X ,
[
ζX , v(1)

]]
⊙ v(2)

(B.2.6)

D’autre part toujours en utilisant la propriété I.5.1 de l’opérateur de Spencer, le deuxième
terme de (B.2.5) s’écrit
∑∑[

ζ ′X , v(1)
]
⊙
[
ζX , v(2)(1)

]
⊙ v(2)(2) =

∑∑[
ζX , v(1)

]
⊙
[
ζ ′X , v(2)(1)

]
⊙ v(2)(2) (B.2.7)

En regroupant (B.2.6) et (B.2.7) nous voyons apparâıtre l’expression de
∑Q(ζ ′X )

(
[ζX , v(1)]⊙ v(2)

)

et nous obtenons finalement

Q(ζX ) ◦ Q(ζ ′X )(v) = iQ
(
[ζX , ζ ′X ]

)
(v) + iQ(ζ ′X ) ◦ Q(ζX )(v)

c’est à dire l’identité (B.2.1) pour (ζX , ζ ′X ) ∈ (VC
X )2.

Il ne nous reste plus qu’à considérer le cas (ζφ, ζX ) ∈ VC
φ ×VC

X . Soient (ζφ, ζX ) ∈ VC
φ ×VC

X
et v ∈ V alors d’après les définitons (I.5.3), (I.5.4) et la définition de l’opérateur de Spencer
nous avons

Q(ζφ) ◦ Q(ζX )(v) = i
∑

ζφ ⊙
[
ζX , v(1)

]
⊙ v(2) + i

∑([
ζX , v(1)

]
|ζ∗φ
)
v(2)

+ i
∑∑(

v(2)(1)|ζ∗φ
) [
ζX , v(1)

]
⊙ v(2)(2)
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d’une part et d’autre part

Q(ζX ) ◦ Q(ζφ)(v) = i [ζX , ζφ]⊙ v + i
∑

ζφ ⊙
[
ζX , v(1)

]
⊙ v(2)

+ i
∑∑(

v(1)|ζ∗φ
) [
ζX , v(2)(1)

]
⊙ v(2)(2)

Regroupant ces deux derniers résultats et en utilisant la propriété I.5.1 nous obtenons

[Q(ζX ),Q(ζφ)] (v) = i [ζX , ζφ]⊙ v − i
∑([

ζX , v(1)
]
|ζ∗φ
)
v(2) (B.2.8)

Alors en utilisant l’hypothèse (I.5.1) de la page 36 il est facile de montrer que nous avons
l’identité suivante pour tout v ∈ VC

φ

i
(
[ζX , v] |ζ∗φ

)
= −i (v| [ζX , ζφ]∗)

Alors en insérant cette dernière égalité dans (B.2.8) nous obtenons finalement

[Q(ζX ),Q(ζφ)] (v) = i [ζX , ζφ]⊙ v + i
∑(

v(1)| [ζX , ζφ]∗
)
v(2) = iQ([ζX , ζφ])

c’est à dire (B.2.1). La première partie du théorème se trouve ainsi démontrée.
Voyons maintenant le second point. Il suffit de montrer que pour tout ζ ∈ V réel

l’opérateur correspondant est autoadjoint c’est–à–dire il s’agit de montrer que pour tout
(v,w) ∈ V 2 nous avons

(Q(ζ)(v)|w) = (v |Q(ζ)(w) ) (B.2.9)

Pour ce faire il suffit de montrer l’égalité (B.2.9) pour v et w décomposables, le cas général
se déduisant par linéarité.

Nous nous donnons ainsi (k, l) ∈ N2 et v(k) = v1 ⊙ · · · vk ∈ (VC

φ )⊙k et w(l) = w1 ⊙ · · · ⊙
wl ∈ (VC

φ )⊙l décomposables.
Soit ζX ∈ VX alors d’après la définition (I.5.3) nous avons

Q(ζX )(v(k)) ∈ (VC

φ )⊙k et Q(ζX )(v(l)) ∈ (VC

φ )⊙l

Ainsi d’après (I.5.2), si k 6= l alors nous avons
(
Q(ζX )(v(k))

∣∣w(l)
)

= 0 et
(
v(k)

∣∣Q(ζX )(w(l))
)

=
0. Supposons maintenant k = l alors nous avons par définition

(Q(ζX )(v)|w) =

k∑

j=1

(
i [ζX , vj ]⊙ v∨j

∣∣ w(k)
)

=
∑

σ∈Sk

k∑

j=1

(
i [ζX , vj ] | wσ(j)

) k∏

p=1
p 6=j

(
vp | wσ(p)

)

Nous utilisons alors l’hypothèse (I.5.1) ce qui nous donne

(
i [ζX , vj ]|wσ(j)

)
=
(
vj
∣∣i
[
ζX , wσ(j)

])
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En remplaçant dans l’égalité précédente nous obtenons finalement

(Q(ζX )(v)|w) =
∑

σ∈Sk

k∑

j=1

(
vj
∣∣i
[
ζX , wσ(j)

]) k∏

p=1
p 6=j

(
vp|wσ(p)

)

où nous reconnaissons l’expression de (v(k)|Q(ζX )(w(k)). L’identité (B.2.9) est ainsi vérifiée
pour ζ ∈ VX .

Prenons maintenant ζφ ∈ Vφ réel. Notons Aζφ et A†
ζφ

les éléments de L(V ) tels que
pour tout v ∈ V

Aζφ(v) := {(• |ζφ)⊗ id} ◦ δ(v)
A†
ζφ

(v) := ζφ ⊙ v

Alors nous avons

A†
ζφ

(v(k)) ∈ (VC

φ )⊙(k+1) et Aζφ(w(l)) ∈ (VC

φ )⊙(l−1)

Ainsi si l 6= k + 1 nous avons
(
A†
ζφ

(v(k))|w(l)
)

= 0 =
(
v(k)|Aζφ(w(l))

)
. Supposons mainte-

nant que l = k + 1 alors d’après (I.5.2) nous avons

(
A†
ζφ

(v(k))|w(k+1)
)

=
∑

σ∈Sk+1

(ζφ|wσ(k+1))
k∏

p=1

(vp|wσ(p)) =
k+1∑

j=1

(ζφ|wj)
∑

σ∈Sk+1

σ(k+1)=j

k∏

p=1

(vp|wσ(p))

En utilisant alors la définition (I.5.3) de l’opérateur de Spencer et (I.5.2) cette dernière
égalité nous donne
(
A†
ζφ

(v(k))|w(k+1)
)

=
∑(

ζφ

∣∣∣w(k+1)
(1)

)(
v(k)

∣∣∣w(k+1)
(2)

)

=
∑(

w
(k+1)
(1)

∣∣∣ ζφ
)(

v(k)
∣∣∣w(k+1)

(2)

)
=
(
v(k)

∣∣∣Aζφ(w(k+1))
) (B.2.10)

où nous avons noté δ(w(k+1)) =
∑
w

(k+1)
(1) ⊗ w(k+1)

(2) avec w
(k+1)
(1) ∈ VC

φ et w
(k+1)
(2) ∈ (VC

φ )⊙k.

En remarquant que d’après la définition (I.5.4) de Q(ζφ) nous avons Q(ζφ) = Aζφ + A†
ζφ

,

le calcul (B.2.10) nous assure que l’identité (B.2.9) est vérifiée pour ζ = ζφ ∈ Vφ.
L’identité (B.2.9) étant valide pour tout ζX ∈ VX et tout ζφ ∈ Vφ réel, elle l’est pour

tout ζ ∈ V = VX ⊕ Vφ. Le théorème B.2.1 se trouve ainsi démontré.
�

B.3 Quantification par déformation

B.3.1 Associativité

Dans cette section nous allons prouver les propositions I.6.1 et I.6.2. Nous allons prin-
cipalement montrer l’associativité du produit ⋆~ c’est–à–dire la proposition
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Proposition B.3.1 (S(P )[[~]], ⋆~) est une algèbre associative.

Les autres assertions des propositions I.6.1 et I.6.2 en découlent alors facilement. En effet
nous avons la proposition suivante qui se prouve très facilement à partir de la définition
du produit ⋆~.

Proposition B.3.2 La projection naturelle π : S(P )[[~]] −→ S(P ) est un morphisme
d’algèbre entre (S(P )[[~]], ⋆~) et (S(P ),⊙) et de plus nous avons pour tout A,B éléments
de S(P )[[~]]

π

(
1

~
[A,B]

~

)
= {π(A), π(B)}0 (B.3.1)

La proposition I.6.1 est alors une conséquence directe de ces deux propositions. En effet
il s’agit de montrer que l’algèbre (S(P ),⊙) munie du crochet {•, •}0 est une algèbre de
Poisson. Il suffit ainsi de montrer que le crochet {•, •}0 vérifie la règle de Leibniz (I.6.4)
et l’identité de Jacobi (I.6.3). Nous avons défini le crochet {•, •}0 de manière à ce qu’il
satisfasse Leibniz donc seule l’identité de Jacobi est à montrer. Or l’algèbre (S(P )[~], ⋆~)
est associative d’après la proposition B.3.1 donc nous savons que le crochet [•, •]

~
vérifie

l’identité de Jacobi, ainsi d’après l’égalité (B.3.1) de la proposition B.3.2 il en est de même
pour le crochet {•, •}0 sur S(P ). La proposition I.6.1 se trouve ainsi démontrée.

Il ne nous reste ainsi qu’à prouver la proposition B.3.1 qui est essentiellement un résultat
combinatoire
Preuve: (proposition B.3.1)
Tout d’abord il est clair que 1 ∈ P ⊂ S(P )[~] est un neutre pour ⋆~. Concentrons nous
sur l’associativité du produit ⋆~. Pour la vérifier il est suffisant de montrer que pour tout
(k, l,m) ∈ N3 et (Ψk,Φl,Ξm) ∈ P⊙k × P⊙l × P⊙m l’identité suivante est vérifiée

Ψk ⋆~ (Φl ⋆~ Ξm) = (Ψk ⋆~ Φl) ⋆~ Ξm

or par définition du produit ⋆~ nous avons

Ψk ⋆~

(
Φl ⋆~ Ξm

)
=
∑

α≥0

~α

α!

( ∑

p+q=α

Cpα ΨkMp
(
ΦlM qΞm

))
(B.3.2)

où Cαβ désigne le coefficient binomial Cαβ = β!
α!(β−α)! .

Soit A un entier, nous allons nous intéresser au terme d’ordre A en ~ dans B.3.2.
Nous nous donnons ainsi (p, q) ∈ N2 tel que p + q = A et nous noterons N l’entier
N := k + l +m− 2A. Alors d’après la définition I.6.3 nous avons

ΨkMp
(
ΦlM qΞm

)
=

∑

β,α∈J0,n−1Kp

α,β∈J0,n−1Kq

∫

Σp

[
ηβα∂α(z1,p)Ψ

k

⊙ ip(z1,p)
(∫

Σq

ηαβ∂β(zp+1,A)Φl ⊙ iq(zp+1,A)Ξmωα(zp+1,A)

)]
ωβ(z1,p) (B.3.3)
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Il est nécessaire ici de préciser les notations utilisées. Pour tout ρ ∈ X k0 et 1 ≤ a ≤ b ≤ k,
ρa,b désigne le (b− a+ 1)–uplet ρa,b := (ρa, ρa+1 . . . , ρb) ∈ X b−a+1

0 .
En revenant à la définition de l’opérateur de Spencer on peut montrer très facilement

le lemme combinatoire suivant

Lemme B.3.1 1. Les opérateurs (i(z))z∈X0 commutent deux à deux ainsi que les
opérateurs (∂β(ξ))ξ∈X0 . De plus Pour tout (z, ξ) ∈ X 2

0 et tout β ∈ J0, n − 1K les
opérateurs i(z) et ∂β(ξ) commutent.

2. Soient (a, b) ∈ N2, k ∈ N, Ψ̃ ∈ P⊙a, Φ̃ ∈ P⊙b et z ∈ X k0 alors nous avons

ik(z)(Ψ̃ ⊙ Φ̃) =
k∑

j=0

∑

J⊂J1,kK
|J |=j

ij(zJ )Ψ̃⊙ ik−j(zJ1,kK\J )Φ̃ (B.3.4)

où pour tout J = {a1, . . . , aj} ⊂ J1, kK tel que |J | = j nous avons noté zJ le j-
uplet zJ := (za1 , . . . , zaj ) d’éléments de X0. Notons que d’après le point précédent
l’opérateur ij(zJ ) est bien défini.

3. L’égalité (B.3.4) est vérifiée avec ∂β à la place de l’opérateur i.

Alors si nous insérons l’identité (B.3.4) dans l’expression (B.3.3) nous obtenons

ΨkMp
(
ΦlM qΞr

)
=

p∑

j=0

∑

β,α∈J0,n−1KA

∑

J⊂J1,pK
|J |=j

∫

ΣA

ηβα∂pα1,p
(z1,p)Ψ

k⊙

(
ip−j(zJ1,pK\J ) ◦ ∂qαp+1,A

(zp+1,A)
)

Φl ⊙ iq+j(zJ , zp+1,A)Ξmωβ(z)

Enfin en utilisant le théorème de Fubini nous pouvons réorganiser les intégrations sur Σ
de façon à obtenir

ΨkMp
(
ΦlM qΞr

)
=

p∑

j=0

∑

β,α∈J0,n−1KA

Cjp

∫

ΣA

ηβα ∂pαA−p+1,A
(zA−p+1,A)Ψk⊙

ip−j(zA−p+j+1,A) ◦ ∂A−pα1,A−p
(z1,A−p)Ψl ⊙ iA−p+j(z1,A−p+j)Ξm ωβ(z)

Ainsi le terme d’ordre A de (B.3.2) est finalement donné par

A∑

p=0

p∑

j=0

∑

β,α∈J0,n−1KA

CpAC
j
p

∫

ΣA

ηβα ∂pαA−p+1,A
(zA−p+1,A)Ψk⊙

ip−j(zA−p+j+1,A) ◦ ∂A−pα1,A−p
(z1,A−p)Ψ

l ⊙ iA−p+j(z1,A−p+j)Ξm ωβ(z)

Alors en effectuant le changement de variable j ← A − p + j puis en inversant l’ordre
des sommes sur p et j et en effectuant un dernier changement de variable p← A− j + p
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l’expression précédente devient

A∑

j=0

j∑

p=0

∑

β,α∈J0,n−1KA

CA−j+pA CpA−j+p

∫

ΣA

ηβα ∂A−j+pαj−p+1,A
(zj−p+1,A)Ψk⊙

iA−j(zj+1,A) ◦ ∂j−pα1,j−p
(z1,j−p)Φ

l ⊙ ij(z1,j)Ξm ωβ(z)

Or un calcul simple nous montre que Cp+A−jA Cpp+A−j = CpjC
j
A. Alors nous pouvons faire

les opérations précédentes dans l’autre sens c’est–à–dire qu’en utilisant le théorème de
Fubini la dernière expression peut s’écrire

A∑

j=0

CjA

j∑

p=0

∑

β,α∈J0,n−1KA

∑

J⊂J1...jK
|J |=p

∫

ΣA

ηβα∂pαJ
(zJ)

[
∂A−jαj+1,A

(zj+1,A)Ψk
]
⊙

∂j−pαJ1,jK\J
(zJ1,jK\J )

[
iA−j(zj+1,A)Φl

]
⊙ ij(z1,j)Ψmωβ(z)

Alors en utilisant le lemme B.3.1 nous obtenons finalement que le terme d’ordre A de
(B.3.2) est donné par

A∑

j=0

CjA

(
ΨkMA−jΦl

)
M jΞm

ce qui en revenant à l’égalité (B.3.2) prouve l’associativité de ⋆~.
�

B.3.2 Ordre d’opérateur

Nous allons maintenant prouver le théorème I.6.1. Nous reprenons ici les notations
de l’annexe A. Nous allons dans un premier temps prouver le lemme suivant qui est un
analogue du lemme de Wick bien connu en théorie des champs (voir par exemple e.g. [52])
puis nous verrons comment celui–ci permet de montrer facilement le théorème I.6.1.

Lemme B.3.2 Soient (a, b, c, d) ∈ N4 et f (a), f (b), f (c) et f (d) des fonctions à valeurs
réelles appartenant respectivement à S((Rn−1))a, S((Rn−1))b, S((Rn−1))c et S((Rn−1))d.

Pour tout p ∈ N∗ et tout f (p) ∈ S(Rn−1)p, nous notons π⊗pm (f (p)) :=
∏p
j=1 πm(f

(p)
j ) ce

qui a un sens car les πm(f) commutent deux à deux. De la même façon nous posons

ϕ⊗p
m (f (p)) :=

∏p
j=1 ϕm(f

(p)
j ). Nous obtenons toujours de cette manière des opérateurs

non–bornés sur Fs de domaine F0 et laissant stable ce domaine.
Alors le produit d’opérateur π⊗am (f (a))ϕ⊗b

m (f (b)) · π⊗cm (f (c))ϕ⊗d
m (f (d)) est donné par

∑

I⊂J1,bK

∑

σ:I →֒J1,cK
σ injective

i|I|


∏

j∈I

∫

Rn−1

f
(b)
j f

(c)
σ(j)




π⊗(a+c−|I|)
m

(
f (a), f

(c)
J1,cK\σ(I)

)
ϕ⊗(d+b−|I|)
m

(
f (d), f

(b)
J1,bK\I

)
(B.3.5)
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où pour p = c ou d et pour tout J ⊂ J1, pK nous avons noté f
(p)
J := (f

(c)
j )j∈J ∈ S((Rn−1))|J |.

Preuve: (lemme B.3.2)
Nous allons effectuer une récurrence sur c. Pour c = 0, il n’y a rien à montrer. Considérons
maintenant le cas c = 1. Donnons nous (a, b, d) ∈ N3 et (f (a), f (b), f (d)) ∈ S((Rn−1))a ×
S((Rn−1))b × S((Rn−1))d et g ∈ S(Rn−1) à valeurs réelles. Il suffit de montrer l’identité
suivante

π⊗am (f (a))ϕ⊗b
m (f (b)) · πm(g)ϕ⊗d

m (f (d)) = π⊗(a+1)
m (f (a), g)ϕ⊗(d+b)

m (f (d), f (b))

+ i
b∑

k=1

(∫

Rn−1

f
(b)
k g

)
π⊗(a)
m (f (a))ϕ⊗(d+b−1)

m (f (d), f
(b)
J1,bK\{k}) (B.3.6)

Pour démontrer (B.3.6), nous allons faire une récurrence sur b cette fois. Pour b = 0, il
n’y a rien à montrer. Supposons maintenant que pour b ∈ N fixé et pour tout (a, d) ∈ N

l’égalité (B.3.6) soit vérifiée. En utilisant alors les relations de commutation canonique
(CCR) (A.2.2) nous avons

π⊗am (f (a))ϕ⊗(b+1)
m (f (b+1)) · πm(g)ϕ⊗d

m (f (d)) =

π⊗am
(
f (a)

)
ϕ⊗(b)
m

(
f

(b+1)
J1,bK

)
πm(g)ϕ⊗(d+1)

m

(
f

(b+1)
b+1 , f (d)

)

+ i

[∫

Rn−1

f
(b+1)
b+1 g

]
π⊗am

(
f (a)

)
ϕ⊗b
m

(
f

(b+1)
J1,bK

)
ϕ⊗d
m

(
f (d)

)
(B.3.7)

On peut alors appliquer l’hypothèse de récurrence au premier terme de cette dernière ex-

pression et on obtient finalement que l’opérateur π⊗am (f (a))ϕ
⊗(b+1)
m (f (b+1)) ·πm(g)ϕ⊗d

m (f (d))
est donné par l’expression

π⊗(a+1)
m

(
f (a), g

)
ϕ⊗(d+b+1)
m

(
f (d), f (b+1)

)
+

i

b∑

k=1

[∫

Rn−1

f
(b+1)
k g

]
π⊗am

(
f (a)

)
ϕ⊗(d+b+1−1)
m

(
f (d), f

(b+1)
J1,bK\{k}

)
+

i

[∫

Rn−1

f
(b+1)
b+1 g

]
π⊗am

(
f (a)

)
ϕ⊗(b+d)
m

(
f

(b+1)
J1,bK , f

(d)
)

c’est à dire que l’on obtient (B.3.6) au rang b + 1. L’identité (B.3.5) du lemme est donc
vrai pour c = 1.

Supposons maintenant le lemme démontré pour c ∈ N fixé et pour tout (a, b, d) ∈ N3.
Soit (f (a), f (b), f (c+1), f (d)) ∈ S((Rn−1))a × S((Rn−1))b × S((Rn−1))c+1 × S((Rn−1))d à
valeurs réelles. En utilisant l’égalité (B.3.5) pour c = 1 nous obtenons que l’opérateur
π⊗am (f (a))ϕ⊗b

m (f (b)) · π⊗(c+1)(f (c+1))ϕ⊗d
m (f (d)) est donné par l’expression

π⊗(a+1)
m

(
f (a), f

(c+1)
1

)
ϕ⊗b
m

(
f (b)

)
· π⊗cm

(
f

(c+1)
J2,c+1K

)
ϕ⊗d
m

(
f (d)

)

+ i

b∑

k=1

[∫

Rn−1

f
(b)
j f

(c+1)
1

]
π⊗am

(
f (a)

)
ϕ⊗(b−1)
m

(
f

(b)
J1,bK\{k}

)
π⊗cm

(
f

(c+1)
J2,c+1K

)
ϕ⊗d
m

(
f (d)

)

(B.3.8)
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Nous utilisons alors l’hypothèse de récurrence dans chaque terme de l’expression (B.3.8) et
nous obtenons alors deux composantes, l’une correspondant au premier terme de (B.3.8)
est donnée par

∑

J⊂J1,bK

∑

σ:J →֒J2,c+1K

i|J |


∏

j∈J

∫

Rn−1

f
(b)
j f

(c+1)
σ(j)




π⊗(a+c+1−|J |)
m

(
f (a), f

(c+1)
1 , f

(c+1)
J2,c+1K\σ(J)

)
ϕ⊗(d+b−|J |)
m

(
f

(b)
J1,bK\Jf

(d)
)

(B.3.9)

et l’autre, correspondant à la somme dans (B.3.8) est donnée par

b∑

j=1

∑

K⊂J1,bK\{j}

∑

σ:K →֒J2,c+1K

i|K|+1



∫

Rn−1

f
(b)
j f

(c+1)
1

∏

j∈K

∫

Rn−1

f
(b)
j f

(c+1)
σ(j)




π⊗(a+c+1−(|K|+1))
m

(
f (a), f

(c+1)
J2,c+1K\σ(K)

)
ϕ⊗(d+b−(|K|+1))
m

(
f

(b)
J1,bK\({j}∪K)f

(d)
)

(B.3.10)

On se rend alors compte que l’on retrouve ces deux termes à partir de l’expression (B.3.5)
pour c = c+1 en séparant les cas où σ n’atteint pas 1 ∈ J1, c+1K et les cas où 1 ∈ J1, c+1K
est atteint par σ. Nous obtenons ainsi l’expression (B.3.5) au rang c+ 1, ce qui termine la
preuve du lemme B.3.2.
�

Nous reprenons maintenant les notations de la section I.6.3 et nous allons voir comment
le lemme B.3.2 permet de démontrer le théorème I.6.1 dont nous rappelons ici l’énoncé

Théorème B.3.1 Nous notons Θ l’application linéaire définie par (I.6.9) p.45. Pour tout
A et B appartenant à S(P )[~] nous avons

Θ(A)Θ(B) = Θ(A ⋆~ B)

Preuve: (du théorème B.3.1)
Pour prouver le théorème B.3.1 il suffit de montrer que pour tout (k, l) ∈ N2, Ψk ∈ P⊙k

et tout Φl ∈ P⊙l décomposables nous avons l’identité suivante

Θ(Ψk)Θ(Φl) = Θ(Ψk ⋆~ Φl) (B.3.11)

Soient (k, l) ∈ N2, Ψk = ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk ∈ P⊙k et Φl = φ1 ⊙ · · · ⊙ φl ∈ P⊙l. Alors par
définition de Θ nous avons

Θ(Ψk)Θ(Φl) =

∑

I⊂J1,kK

∑

J⊂J1,lK

(−1)k−|I|+|J |πm
(
ψJ1,kK\I

)
ϕm

(
∂ψI
∂t

)
πm (φJ )ϕm

(
∂φJ1,lK\J

∂t

)
(B.3.12)

où pour tout v = v1 ⊙ · · · ⊙ vq ∈ P⊙q et tout I ⊂ J1, qK nous avons noté vI l’élément de
P⊙|I| défini par vI :=

⊙
i∈I vi et où pour tout w = w1 ⊙ · · · ⊙ wq ∈ P⊙q nous avons posé
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πm(w) :=
∏q
i=1 πm((wi)|t=0) et ϕm

(
∂w
∂t

)
:=
∏q
i=1 πm

(
∂wi
∂t |t=0

)
ce qui a un sens car les

πm(f) commutent deux à deux de même que les ϕm(f).
Nous pouvons alors utiliser le lemme B.3.2 pour calculer le second membre de (B.3.12)

qui devient alors

∑

I⊂J1,kK

∑

J⊂J1,lK

∑

K⊂I

∑

σ:I →֒J

i|K|(−1)k−|I|+|J |


∏

j∈K

∫

Rn−1

∂ψj
∂t

φσ(j)




πm
(
ψJ1,kK\I ⊙ φJ\σ(K)

)
ϕm

(
∂ψI\K
∂t

⊙
∂φJ1,lK\J

∂t

)

Alors en inversant l’ordre des sommations sur K,σ et I, J nous obtenons finalement

∑

K⊂J1,kK

∑

σ:K →֒J1,lK

(−i)|K|


∏

j∈K

∫

Rn−1

∂ψj
∂t

φσ(j)




∑

I⊂J1,kK\K
J⊂J1,lK\σ(K)

(−1)|I|+l−|J |−|K|πm
(
ψI ⊙ φ(J1,lK\σ(K))\J

)
ϕm

(
∂ψ(J1,kK\K)\I

∂t
⊙ ∂φJ

∂t

)

où nous reconnaisons exactement l’expression de Θ
(
ψJ1,kK\I ⊙ φJ1,lK\σ(K)

)
. Finalement

nous obtenons l’identité suivante

Θ(Ψk)Θ(Φl) =
∑

K⊂J1,kK

∑

σ:K →֒J1,lK

(−i)|K|


∏

j∈K

∫

Rn−1

∂ψj
∂t

φσ(j)


Θ

(
ψJ1,kK\K ⊙ φJ1,lK\σ(K)

)

(B.3.13)
Voyons maintenant l’expression de Ψk ⋆~ Φl avec Ψk = ψ1⊙· · ·ψk et Φl = φ1⊙· · ·⊙φl.

Tout d’abord d’après la définition I.6.2 p.42 des opérateurs ∂p(z) et ip(z) nous avons pour
tout p ∈ N et tout z ∈ X p0

∂p(z)Ψk =
∑

1≤i1<···<ip≤k

∑

σ∈Sp

[
p∏

α=1

∂ψiσ(α)

∂t
(zα)

]
ψJ1,kK\I

ip(z)Φl =
∑

1≤j1<···<jp≤l

∑

γ∈Sp




p∏

β=1

φjγ(β)
(zβ)


φJ1,lK\J

où nous avons noté ∂(z) l’opérateur ∂p
(0,...,0)

(z). Alors en insérant ces dernières expressions
dans la définition I.6.3 p.42 du produit ⋆~ nous obtenons

Ψk ⋆~ Φl =
∑

p≥0

~p
∑

J⊂J1,kK
|J |=p

∑

σ:J →֒J1,lK


∏

j∈J

∫

Rn−1

∂ψj
∂t

φσ(j)


ψJ1,kK\J ⊙ φJ1,lK\σ(J) (B.3.14)

Alors en comparant cette dernière identité à (B.3.13) nous obtenons exactement (B.3.11).
�
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B.3.3 Produit Normal

Nous allons donner la preuve du théorème I.6.2 relatif à l’ordre de Wick. Ce théorème
se montre de manière tout à fait similaire au théorème I.6.1, nous nous bornerons donc à
expliquer les modifications à apporter à la preuve.

Tout d’abord nous avons le lemme de Wick suivant qui est l’analogue du lemme B.3.2

Lemme B.3.3 Soient (a, b, c, d) ∈ N4 et f (a), f (b), f (c) et f (d) des fonctions à valeurs
réelles appartenant respectivement à S((Rn−1))a, S((Rn−1))b, S((Rn−1))c et S((Rn−1))d.

Pour tout p ∈ N∗ et tout f ∈ S(Rn−1)p, nous notons a†⊗p(f (p)) :=
∏p
j=1 a†(f (p)

j ) ce

qui a un sens car les a†(f) commutent deux à deux et de la même façon nous posons

a⊗p(f (p)) :=
∏p
j=1 a(f

(p)
j ).

Alors le produit d’opérateur a†⊗a(f (a))a⊗b(f (b)) · a†⊗c(f (c))a⊗d(f (d)) est donné par

∑

I⊂J1,bK

∑

σ:I →֒J1,cK
σ injective


∏

j∈I

∫

Rn−1

µ(
−→
k )f

(b)
j (−−→k )f

(c)
σ(j)(
−→
k )d
−→
k




a†⊗(a+c−|I|)
(
f (a), f

(c)
J1,cK\σ(I)

)
a⊗(d+b−|I|)

(
f (d), f

(b)
J1,bK\I

)
(B.3.15)

Preuve: (du lemme B.3.3)
Ce lemme se démontre exactement de la même façon que le lemme B.3.2. Il suffit de
remplacer les opérateurs πm(f) par a†(f) et les opérateurs ϕm(f) par a(f), et alors en
utilisant l’expression (A.2.4) du commutateur de a†(f) et a(g) nous obtenons exactement
(B.3.15).
�

Nous considérons le produit ⋆W et l’application ΘW que nous avons définis dans la
section I.6.4. Nous avons alors le théorème I.6.2 dont nous rappelons l’énoncé

Théorème B.3.2 Pour tout P,Q appartenant à S(P )[[~]] nous avons

ΘW (P )ΘW (Q) = ΘW (P ⋆W Q)

Preuve: (du théorème B.3.2)
Ce théorème se montre de la même façon que le théorème B.3.1. Donnons nous (k, l) ∈ N2,
Ψk = ψ1 ⊙ · · · ⊙ ψk ∈ P⊙k et Φl = φ1 ⊙ · · · ⊙ φl ∈ P⊙l. Alors en suivant les mêmes étapes
que pour obtenir (B.3.13) dans la preuve du théorème B.3.1 et en remarquant que nous
avons [

a(Gψ),a†(Fφ)
]

=

(∫

Rn−1

µ(
−→
k )ψ̂(

−→
k )φ̂(

−→
k )d
−→
k

)
id

Harrivel R. 107



Thèse - B.3 concours 01/04

nous obtenons

ΘW (Ψk)ΘW (Φl) =

∑

K⊂J1,kK

∑

σ:K →֒J1,lK


∏

j∈K

∫

Rn−1

µ(
−→
k )ψ̂j(

−→
k )φ̂σ(j)(

−→
k )d
−→
k


ΘW

(
ψJ1,kK\K ⊙ φJ1,lK\σ(K)

)

(B.3.16)

Et de la même façon que nous avons obtenu (B.3.14) nous avons

Ψk⋆W Φl =
∑

p≥0

~p
∑

J⊂J1,kK
|J |=p

∑

σ:J →֒J1,lK


∏

j∈J

∫

Rn−1

µ(
−→
k )ψ̂j(

−→
k )φ̂σ(j)(

−→
k )d
−→
k


ψJ1,kK\J⊙φJ1,lK\σ(J)

ce qui avec (B.3.16) nous donne le résultat.
�
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Annexe C

Preuves du chapitre II

Dans cet annexe, nous allons donner les preuves des résultats du second chapitre, c’est–
à–dire essentiellement la preuve du théorème II.4.1 relatif au calcul perturbatif d’obser-
vable ainsi que la preuve du théorème II.5.1 d’existence de solutions obtenu en utilisant
les séries de Butcher. Nous expliquerons ensuite comment nous avons pu retrouver la
formulation d’Heisenberg à partir des séries de Butcher.

C.1 Calcul perturbatif d’observables

Dans cette section nous allons prouver le théorème II.4.1. Nous rappelons que nous
avons défini une famille de fonctionnelle (Ψ(b))b∈T(2) (voir la proposition–définition II.4.2
page 68). Une première étape consiste à montrer la proposition–définition II.4.2 assurant
que la famille (Ψ(b))b∈T(2) est bien définie.

Nous montrerons alors le théorème II.4.1 dont nous rappelons l’énoncé

Théorème C.1.1 i. Soient ψ ∈ E1∗, ϕ ∈ E et s ∈ [0, T ] fixés. Alors la série entière

∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

(C.1.1)

a un rayon de convergence R non nul, plus précisément nous avons

R ≥
(

4CqM
2T

[
‖ϕ(s)‖Hq + ‖∂ϕ

∂t
(s)‖Hq

])−1

où M est la constante définie par M := max( 1
m , 1) et Cq est celle apparaissant dans

la proposition II.4.1.

ii. Soient ϕ ∈ E une solution de l’équation (E2), (2 + m2)ϕ + λϕ2 = 0, et ψ ∈
C2([0, T ],H−q+2) ⊂ E1∗ telle que (2 +m2)ψ = 0 dans H−q. Alors si la condition

8|λ|CqM2T‖ϕ‖E (1 + |λ|CqT‖ϕ‖E ) < 1 (C.1.2)
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est vérifiée, la série entière (∗) converge pour tout s ∈ [0, T ] et de plus pour tout
s ∈ [0, T ] nous avons l’égalité suivante

∑

b∈T(2)

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

=
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
(C.1.3)

Tout d’abord nous montrerons la première partie du théorème c’est–à–dire la partie concer-
nant le rayon de convergence de la série (C.1.1). Puis nous nous attaquerons à la preuve
de la deuxième partie en effectuant dans un premier temps des calculs algébriques avant
de montrer l’égalité (C.1.3) elle–même.

C.1.1 Rayon de convergence

Nous allons tout d’abord montrer la proposition–définition II.4.2. Nous prouverons
ensuite que le rayon de convergence de la série (C.1.1) est non nul.

Introduisons quelques notations. Tout d’abord deux arbres binaires plans jouent des
rôles particuliers dans la construction de la famille (Ψ(b))b∈T(2) : l’arbre binaire ◦ réduit à
une racine et � l’unique arbre binaire ayant un seul noeud interne.

◦ = et � =

Nous allons maintenant introduire pour b ∈ T(2), b 6= ◦, α ∈ {0, 1}‖b‖, t ∈ [0, T ]‖b‖ et

f ∈ (Hq)‖b‖ les fonctions Gα(b)(t, f) ∈ C0
m([0, T ],Hq) continues par morceaux sur [0, T ] à

valeurs dans Hq.
Soit b ∈ T(2), b 6= ◦ alors il existe b1 et b2 des arbres binaires plans tels que b =

B+(b1, b2). Soient α = (α(1), α(2)) ∈ {0, 1}‖b1‖ × {0, 1}‖b2‖ t = (t(1), t(2)) ∈ [0, T ]‖b1‖ ×
[0, T ]‖b2‖ et f = (f (1), f (2)) ∈ (Hq)‖b1‖×(Hq)‖b2‖. Alors si b1 6= ◦ et b2 6= ◦ nous définissons
Gα(b)(t, f) par

Gα(b)(t, f)(τ) :=

∫ T

0
dη1

[
G ∗

(
Gα(1)

(b1)(t
(1), f (1))(η1)

)]
(η1 − τ)

∫ T

0
dη2

[
G ∗

(
Gα(2)

(b2)(t
(2), f (2))(η2)

)]
(η2 − τ) (C.1.4)

où G∗f a été défini p.67. Considérons maintenant les cas (b1 = ◦, b2 6= ◦) et (b1 6= ◦, b2 = ◦).
Nous nous donnons b 6= ◦, α ∈ {0, 1}‖b‖ , t ∈ [0, T ]‖b‖ et f ∈ (Hq)‖b‖, α̃ ∈ {0, 1}, t̃ ∈ [0, T ],
g ∈ Hq. Alors nous posons

G(α̃,α)(B+(◦, b))((t̃, t), (f̃ , f))(τ) = G(α,α̃)(B+(b, ◦))((t, t̃), (f, f̃))(τ) :=

(Gα̃ ∗ f̃)(t̃− τ)
∫ T

0
dη [G ∗ (Gα(b)(t, f)(η))] (η − τ) (C.1.5)

où G0∗f := G∗f et où pour tout f ∈ Hq, t ∈ [0, T ], nous avons noté
(
G1 ∗ f

)
(t) l’élément

de Hq tel que ∀k ∈ Rn

̂(G1 ∗ f) (t)(k) := θ(t) cos(tωk)f̂(k) (C.1.6)
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Enfin pour (b1, b2) = (◦, ◦) nous posons pour tout α = (α1, α2) ∈ {0, 1}2, f = (f1, f2) ∈
(Hq)2 et t = (t1, t2) ∈ [0, T ]2

Gα(�)(t, f)(τ) := (Gα1 ∗ f1) (t1 − τ) (Gα2 ∗ f2) (t2 − τ) (C.1.7)

Nous avons alors le lemme suivant

Lemme C.1.1 Pour tout b ∈ T(2), b 6= ◦, α ∈ {0, 1}‖b‖, t ∈ [0, T ]‖b‖ et f ∈ (Hq)‖b‖, la
fonction Gα(b)(t, f) est bien définie et est continue par morceau de [0, T ] dans Hq. De plus
pour tout τ ∈ [0, T ] nous avons

‖Gα(b)(t, f)(τ)‖Hq ≤ 1

T

(
CqM

2T
)|b| ‖f1‖ · · · ‖f‖b‖‖ (C.1.8)

Preuve: (du lemme C.1.1)
Nous allons montrer le lemme C.1.1 par récurrence sur le nombre de noeuds internes |b|
de b.

Si b = � alors Gα(�)(t, f) est donné par (C.1.7). Alors en utilisant les définition (II.4.2)
et (C.1.6) de G0 ∗ f et G1 ∗ f nous obtenons facilement que Gα(�)(t, f) appartient à
C0
m([0, T ],Hq). Soient α = (α1, α2) ∈ {0, 1}2, f = (f1, f2) ∈ (Hq)2 et t = (t1, t2) ∈ [0, T ]2,
τ ∈ [0, T ]. Alors d’après la proposition II.4.1 nous obtenons

‖Gα(�)(t, f)(τ)‖Hq ≤ Cq‖ (Gα1 ∗ f1) (t1 − τ)‖Hq‖ (Gα2 ∗ f2) (t2 − τ)‖Hq

Or d’après la définition deG0∗f etG1∗f nous pouvons facilement voir que ‖ (Gαj ∗ fj) (tj−
τ)‖Hq ≤Mθ(tj− τ)‖fj‖Hq où M = max(1, 1

m) ceci pour tout j ∈ {1, 2} ce qui montre que
le lemme est valide pour b = �.

Supposons maintenant le lemme vrai pour tous les arbres binaires plans b ∈ T(2)
tels que 1 ≤ |b| ≤ N avec N ∈ N∗ fixé. Nous nous donnons alors b ∈ T(2) tel que
|b| = N + 1 ≥ 2. Il existe alors (b1, b2) ∈ T(2)2 tel que b = B+(b1, b2) et nous avons
nécessairement |b1| ≤ N et |b1| ≤ N . Soient α = (α(1), α(2)) ∈ {0, 1}‖b1‖ × {0, 1}‖b2‖,
t = (t(1), t(2)) ∈ [0, T ]‖b1‖ × [0, T ]‖b2‖ et f = (f (1), f (2)) ∈ (Hq)‖b1‖ × (Hq)‖b2‖.

Si b1 6= ◦ et b2 6= ◦ alors Gα(b)(t, f)(τ) est défini par (C.1.4). Or par hypothèse le lemme
C.1.1 est vrai pour b1 et b2. Ainsi ∀j ∈ {1, 2} l’application

τ 7−→
∫ T

0
dη
[
G ∗

(
Gα(j)

(bj)(t
(j), f (j))(η)

)]
(η − τ)

est bien définie et appartient à C0
m([0, T ],Hq). Alors d’après la proposition II.4.1 la fonction

Gα(b)(t, f) est bien définie par (C.1.4), appartient à C0
m([0, T ],Hq) et nous avons de plus

‖Gα(b)(t, f)(τ)‖Hq ≤ Cq
∫ T

0
dη1

www
[
G ∗

(
Gα(1)

(b1)(t
(1), f (1))(η1)

)]
(η1 − τ)

www
Hq

∫ T

0
dη2

www
[
G ∗

(
Gα(2)

(b2)(t
(2), f (2))(η2)

)]
(η2 − τ)

www
Hq
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Alors d’après la définition II.4.2 de G ∗ f nous avons en utilisant l’inégalité C.1.8 vérifiée
par b1 et b2

‖Gα(b)(t, f)(τ)‖Hq ≤ CqM2
(
CqM

2T
)|b1|+|b2| ‖f‖

où par abus de notations nous avons noté ‖f‖ le produit ‖f (1)
1 ‖ · · · ‖f

(1)
‖b1‖‖‖f

(2)
1 ‖ · · · ‖f

(2)
‖b2‖‖.

L’inégalité (C.1.8) est donc vérifiée pour b = B+(b1, b2).
Il ne nous reste plus qu’à traiter les cas (b1 = ◦, b2 6= ◦) et (b1 6= ◦, b2 = ◦). Si b1 6= ◦

et b2 = ◦ alors Gα(b)(t, f)(τ) est donné (C.1.5) et par hypothèse le lemme C.1.1 est valide
pour b1. Alors en utilisant les définitions de G ∗ f , G1 ∗ f et la proposition II.4.1 nous
obtenons facilement que Gα(b)(t, f) ∈ C0

m([0, T ],Hq) et

‖Gα(b)(t, f)(τ)‖Hq ≤ Cq
www
(
Gα

(2) ∗ f (2)
)

(t(2) − τ)
www
Hq

∫ T

0
dη1

www
[
G ∗

(
Gα(1)

(b1)(t
(1), f (1))(η1)

)]
(η1 − τ)

www
Hq

Alors en utilisant le même raisonnement que pour le cas précédent nous obtenons finale-
ment

‖Gα(b)(t, f)(τ)‖Hq ≤ CqM
2

T

(
CqM

2T
)|b1| ‖f‖

∫ T

0
dη1θ(η1 − τ) ≤

1

T

(
CqM

2T
)|b1|+1 ‖f‖

Ainsi l’inégalité (C.1.8) est vraie pour b = B+(b1, ◦). Pour traiter le cas b1 = ◦, b2 6= ◦ il
suffit d’échanger les rôles de b1 et b2 dans ce qui précède.
�

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve de la proposition II.4.2. Nous
allons en fait prouver un résultat plus précis dont voici l’énoncé

Proposition C.1.1 Pour tout b ∈ T(2) l’opérateur Υ(b) : E1∗ −→ E‖b‖∗ est bien défini
par (II.4.4) page 68 et pour tout b ∈ T(2) et b 6= ◦, nous avons ∀ψ ∈ E1∗, α ∈ {0, 1}‖b‖,
∀t ∈ [0, T ]‖b‖ et ∀f ∈ (Hq)‖b‖

〈
∂|α| (Υ(b)ψ)

∂tα
(t), f

〉
=

∫ T

0
dτ 〈ψ(τ),Gα(b)(t, f)(τ)〉 (C.1.9)

Preuve: (de la proposition C.1.1)
Nous allons encore une fois effectuer une récurrence sur le nombre |b| de noeuds internes
de b.

Si b = � alors la définition (II.4.4) nous donne Υ(�) = Υ ainsi en comparant la définition
(II.4.1) p.67 de Υ et l’expression (C.1.7) de Gα(�)(t, f) nous voyons que l’égalité (C.1.9)
est vérifiée.

Supposons maintenant que la proposition C.1.1 est vraie pour tous les arbres binaires
b ∈ T(2) tels que |b| ≤ N avec N ∈ N∗ fixé. Soit b ∈ T(2)N+1 alors il existe (b1, b2) ∈
T(2)2 tel que b = B+(b1, b2). Alors soient α = (α1, α2) ∈ {0, 1}2, f = (f1, f2) ∈ (Hq)2,
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t = (t1, t2) ∈ [0, T ]2 et enfin U =
∑

j U
(1)
j ⊗U

(2)
j appartenant à (E1∗)⊗2 alors par définition

nous avons

〈
∂|α| (Υ(b1)⊗Υ(b2))U

∂tα
(t), f

〉

=
∑

j

〈
∂|α

(1)|Υ(b1)U
(1)
j

∂(t(1))α(1)
(t(1)), f (1)

〉〈
∂|α

(2)|Υ(b2)U
(2)
j

∂(t(2))α(2)
(t(2)), f (2)

〉
(C.1.10)

Si b1 6= ◦ et b2 6= ◦ alors par hypothèse (C.1.9) est vraie pour b1 et b2. Ainsi le second
membre de (C.1.10) devient

∫ T

0
dτ1

∫ T

0
dτ2

〈∑

j

U(τ1, τ2)
((
Gα(1)

(b1)(t
(1), f (1))(τ1)

)
,
(
Gα(2)

(b2)(t
(2), f (2))(τ2)

))〉

(C.1.11)
Alors en utilisant cette dernière expression et l’inégalité (C.1.8) du lemme C.1.1 nous
obtenons finalement

∣∣∣∣∣

〈
∂|α| (Υ(b1)⊗Υ(b2))U

∂tα
(t), f

〉∣∣∣∣∣ ≤
(
CqM

2T
)|b1|+|b2| ‖U‖‖f‖

Ainsi puisque (E1∗)⊗2 est un sous–espace dense de E2∗ ∋ Υ(ψ), la dernière inégalité nous
assure que (Υ(b1)⊗Υ(b2)) est bien défini comme opérateur allant de E2∗ vers E‖b‖∗. Nous
pouvons donc bien considérer la composition (Υ(b1)⊗Υ(b2)) ◦Υ. Enfin soit ψ ∈ E1∗ alors
Υ(ψ) ∈ E2∗. Donnons nous une suite (Un)n d’élements de (E1∗)⊗2 convergeant vers Υ(ψ)
dans E2∗ (une telle suite existe par densité). Alors pour tout n l’expression (C.1.11) devient

〈
∂|α| (Υ(b1)⊗Υ(b2))Un

∂tα
(t), f

〉

=

∫ T

0
dτ1

∫ T

0
dτ2

〈
Un(τ1, τ2),

((
Gα(1)

(t(1), f (1))(τ1)
)
,
(
Gα(2)

(t(2), f (2))(τ2)
))〉

En faisant alors tendre n vers +∞ dans cette dernière expression et en utilisant les
définitions (II.4.1) et (C.1.4) de Υ et Gα(B+(b1, b2))(t, f) respectivement, nous obtenons
finalement l’égalité (C.1.9).

Enfin les cas b1 6= ◦,b2 = ◦ et b1 = ◦, b2 6= ◦ se traitent suivant le même procédé.
�

Nous pouvons faire remarquer que si nous utilisons l’inégalité (C.1.8) du lemme C.1.1
dans l’identité (C.1.9) nous obtenons l’inégalité suivante

∀b ∈ T(2) \ {◦} ; ‖Υ(b)‖ ≤
(
CqM

2T
)|b|

(C.1.12)

qui va nous permettre de montrer facilement la première partie du théorème C.1.1.
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En effet donnons nous ϕ appartenant à E alors la proposition C.1.1 nous assure que
pour tout s ∈ [0, T ] et pour tout b ∈ T(2) nous avons

∣∣∣
〈
Ψ(b)
←→
∂s , (ϕ, . . . , ϕ)

〉∣∣∣ ≤
(
CqM

2T
)|b| ‖ψ‖∗1

[
‖ϕ(s)‖Hq + ‖∂ϕ

∂t
(s)‖Hq

]‖b‖

alors en utilisant le fait que le nombre d’arbres binaires plans b tels que |b| = N est majoré
par 4N (voir l’excellent livre de Robert Sedgewick et Phillipe Flajolet [53] pour une preuve
de ce résultat) nous obtenons finalement la première partie du théorème C.1.1 i.e. la série

entière
∑

b∈T(2)(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s , (ϕ, . . . , ϕ)

〉
a un rayon de R vérifiant

R ≥
(

4CqM
2T

[
‖ϕ(s)‖Hq + ‖∂ϕ

∂t
(s)‖Hq

])−1

> 0

Remarque C.1.1
Nous avons utilisé ici le fait que pour tout b ∈ T(2), ‖b‖ = |b|+1. Dans le cas des p–arbres,
cette propriété est remplacée par ‖p‖ = (p − 1)|b| + 1. Notons que nous n’avons pas de
propriété analogue pour les arbres plans généraux.

C.1.2 Calculs algébriques

Nous allons maintenant nous pencher sur la deuxième partie du théorème C.1.1. Nous
fixons donc ϕ ∈ E solution de l’équation (E2) i.e. telle que (2 + m2)ϕ + λϕ2 = 0 et
ψ ∈ C2([0, T ],H−q+2) ⊂ E1∗ telle que (2 +m2)ψ = 0 dans H−q. Donnons nous N ∈ N,
nous allons étudier ∆N défini par

∆N :=
∑

b∈T(2)
|b|≤N

(−λ)|b|
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗‖b‖, (ϕ, . . . , ϕ)
〉
−
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
(C.1.13)

Nous devons maintenant montrer que ∆N tend vers 0 lorsque N tends vers +∞.
Fixons un temps s dans l’intervalle [0, T ]. Considérons l’espace F ⊂ E défini par

F := C2([0, T ],Hq) ∩ C0([0, T ],Hq+2)

et l’opérateur P : E1∗ −→ F∗ tel que pour tout U ∈ E1∗ et pour tout ϕ ∈ F

〈PU,ϕ〉 :=
〈
U
←→
∂s , ϕ

〉
−
〈
U
←→
∂0 , ϕ

〉
+

∫ s

0
dτ
〈
U(τ), (2 +m2)ϕ(τ)

〉
(C.1.14)

ici 2 +m2 est l’opérateur 2 +m2 : F → C0([0, T ],Hq) défini par 2 = ∂2

∂t2
−∆. Soit k un

entier k ∈ N2 alors pour tout I ⊂ J1, kK nous notons P kI l’unique opérateur P kI : Ek∗ −→
⊗̂k
F tel que pour tout élément décomposable U = U1 ⊗ · · · ⊗Uk de (E1∗)⊗k et pour tout

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) ∈ Fk
〈
P kI U,ϕ

〉
=
∏

i∈I
〈PUi, ϕi〉

∏

j 6∈I

∫ s

0
〈Uj(τj), ϕj(τj)〉 dτj
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Il est facile de voir que P kI est bien défini par densité de (E1∗)⊗k dans Ek∗.
La fonction ϕ ∈ E est une solution de (E2) ainsi d’après la proposition II.4.1 ϕ appar-

tient à F . Nous pouvons donc considérer 〈PU,ϕ〉 pour U ∈ E1∗.
Soit b un arbre binaire plan tel que b 6= ◦. Nous notons alors k le nombre de feuilles de

b, k := ‖b‖. Alors d’après la définition II.4.2 p.68 de Υ(b) (et donc de Ψ(b) = Υ(b)ψ) nous

obtenons facilement que ∀j ∈ J1, kK, ∀α ∈ {0, 1}k nous avons ∂|α|Ψ(b)
∂tα

∣∣∣
tj=0

= 0 et d’autre

part (2 +m2)ϕ = −λϕ2. Ainsi d’après la définition (C.1.14) de P nous avons l’égalité
〈
Ψ(b)
←→
∂s

⊗k, (ϕ, . . . , ϕ)
〉

=
∑

I⊂J1,kK

λk−|I|
〈
P kI Ψ(b), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉

(C.1.15)

où αIj = 2 si j 6∈ I et αIj = 1 sinon.
Pour le cas b = ◦ nous avons le lemme suivant

Lemme C.1.2 Pour tout ψ ∈ C2([0, T ],H−q+2) tel que (2+m2)ψ = 0 dans H−q et pour
tout ϕ ∈ E solution de l’équation (E2) nous avons ∀s ∈ [0, T ]

〈
ψ
←→
∂s , ϕ

〉
−
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
= λ

∫ s

0

〈
ψ(τ), ϕ2(τ)

〉
dτ (C.1.16)

c’est–à–dire 〈Pψ,ϕ〉 = 0 pour tout ϕ ∈ E solution de l’équation (E2).

Preuve: (du lemme C.1.2)

Soient ψ ∈ C2([0, T ],H−q+2) telle que ∂2ψ
∂t2 −∆ψ +m2ψ = 0 dans H−q et ϕ ∈ E solution

de (E2). Alors puisque ψ et ϕ sont des fonctions C2 la fonction f : t 7−→
〈
ψ
←→
∂t , ϕ

〉
est

dérivable sur [0, T ] et pour tout t ∈ [0, T ]

f ′(t) =

〈
∂2ψ

∂t2
(t), ϕ(t)

〉
−
〈
ψ(t),

∂2ϕ

∂t2
(t)

〉

Or ψ et ϕ vérifient ∂2ψ
∂t2
−∆ψ +m2ψ = 0 et ∂2ϕ

∂t2
−∆ϕ+m2ϕ = −λϕ2. Nous avons donc

f ′(t) =
〈
ψ(t), (∆ −m2)ϕ(t)

〉
−
〈
ψ(t),

∂2ϕ

∂t2
(t)

〉
= λ

〈
ψ(t), ϕ2(t)

〉

ce qui nous donne en intégrant sur [0, s]

〈
ψ
←→
∂s , ϕ

〉
−
〈
ψ
←→
∂0 , ϕ

〉
= f(s)− f(0) = λ

∫ s

0

〈
ψ(τ), ϕ2(τ)

〉
dτ (C.1.17)

c’est–à–dire (C.1.16).
�

Revenons maintenant à la somme ∆N définie par (C.1.13). D’après (C.1.16) et (C.1.15)
nous avons

∆N =
2N−1∑

β=1

λβ−1
∑

1≤k≤N
0≤l≤k
k+l=β

∑

b∈T(2)
‖b‖=k

∑

I⊂J1,kK
|I|=k−l

(−1)|b|
〈
P kI Ψ(b), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉

(C.1.18)
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avec αIj = 2 si j 6∈ I et αIj = 1 sinon.

Soit β ∈ N∗ tel que β ≤ N . Considérons ∆β
N le terme d’ordre β par rapport à λ dans

le membre de droite de (C.1.18), il est donné par

∆β
N :=

∑

b∈T(2)
‖b‖=β

(−1)|b|
〈
P βJ1,βKΨ(b), (ϕ, . . . , ϕ)

〉

+
∑

1≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2)
‖a‖=k

∑

I⊂J1,kK
|I|=k−l

(−1)|a|
〈
P kI Ψ(a), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉

(C.1.19)

Etudions la première somme dans (C.1.19).
Pour tout E ∈ {◦,�}k nous noterons n�(E) le nombre d’occurences de � dans E c’est–

à–dire
n�(E) := Card{i|Ei = �}

Nous avons alors le lemme suivant qui est en quelque sorte la clef de la démonstration.

Lemme C.1.3 1. Soit b un arbre binaire plan ayant β feuilles avec β ≥ 2. Alors nous
avons

−
∑

1≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2) ; ‖a‖=k
E∈{◦,�}k tel que

n�(E)=l et E∝a=b

(−1)|a| = (−1)|b|

2. Soient p ∈ N∗ et a ∈ T(2) tels que ‖a‖ = p et E ∈ {◦,�}p alors nous avons
‖E ∝ a‖ = p+ n�(E) et

〈
P
p+n�(E)
J1,p+n�(E)KΨ(E ∝ a), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
=
〈
P pIEΨ(a), (ϕα

IE
1 , . . . , ϕα

IE
p

〉

où IE := {j ∈ J1, pK tel que Ej = ◦} et où αIEj = 2 si j 6∈ IE et 1 sinon.

Nous renvoyons le lecteur à la section C.1.4 pour la preuve de ce dernier lemme.
Le point 1 du lemme C.1.3 nous donne directement l’égalité

∑

b∈T(2)
‖b‖=β

(−1)|b|
〈
P βJ1,βKΨ(b), (ϕ, . . . , ϕ)

〉

= −
∑

1≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2) ; ‖a‖=k
E∈{◦,�}k|n�(E)=l

(−1)|a|
〈
P βJ1,βKΨ(E ∝ a), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
(C.1.20)
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Or E ∈ {◦,�}p est entièrement déterminé par p et IE ainsi d’après le deuxième point du
lemme C.1.3 et l’égalité (C.1.20) nous avons

∑

b∈T(2)
‖b‖=β

(−1)|b|
〈
P βJ1,βKΨ(b), (ϕ, . . . , ϕ)

〉

= −
∑

1≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2)
‖a‖=k

∑

I⊂J1,kK
|I|=k−l

(−1)|a|
〈
P kI Ψ(a), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉

alors en insérant cette dernière égalité dans (C.1.19) nous obtenons finalement que pour
tout β ≤ N nous avons ∆N

β = 0. Ainsi le terme d’ordre β dans le membre de droite de
(C.1.18) s’annule ce qui montre que ∆N est d’ordre au moins N + 1 par rapport à λ.

Il nous faut maintenant nous occuper des termes d’ordre supérieurs de manière à mon-
trer que ∆N → 0 quand N →∞.

C.1.3 Etude analytique

Nous avons vu que tous les termes d’ordre β ≤ N du membre de droite de l’égalité
(C.1.18) s’annulent. Nous avons donc

∆N =

2N−1∑

β=N+1

λβ−1
∑

1≤l≤k≤N
k+l=β

∑

b∈T(2)
‖b‖=k

∑

I⊂J1,kK
|I|=k−l

(−1)|b|
〈
P kI Ψ(b), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉

(C.1.21)

Pour finir de prouver le théorème C.1.1 il nous suffit ainsi de majorer la valeur absolue du
membre de droite de cette dernière inégalité de manière à prouver que ∆N tends vers 0
quand N tends vers +∞. Or nous avons le lemme suivant

Lemma C.1.1 Soient k ∈ N∗ avec k ≥ 2 et b ∈ T(2) tel que ‖b‖ = k. Alors pour tout
I ⊂ J1, kK et ψ ∈ E1∗ et toute solution ϕ ∈ E de (E2) nous avons

∣∣∣
〈
P kI Ψ(b), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k )
〉∣∣∣ ≤ 1

T
(2 + |λ|CqT‖ϕ‖E )|I|M2(k−1) (CqT‖ϕ‖E )2k−|I| ‖ψ‖1∗

(C.1.22)

Ce dernier lemme va nous permettre de finir la preuve du théorème. En effet en insérant
l’égalité (C.1.22) du lemme dans (C.1.21) et en utilisant le fait que le nombre d’arbres
binaires plans vérifiant |b| = k est majoré par 4k, nous obtenons

|∆N | ≤
‖ψ‖1∗
|λ|T

2N−1∑

β=N+1

(|λ|CqT‖ϕ‖E )β
∑

1≤l≤k≤N
k+l=β

4k−1Ck−lk (2 + |λ|CqT‖ϕ‖E )k−lM2(k−1) (C.1.23)
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Notons B la quantité B := |λ|CqT‖ϕ‖E alors d’après (C.1.23) nous avons

|∆N | ≤ Cq‖ϕ‖E‖ψ‖1∗
∑

1≤l≤k≤N
N+1≤k+l≤2N−1

Ck−lk (4M2B)k−1Bl (2 +B)k−l

Or pour tout (k, l) ∈ (N∗)2 tel que 1 ≤ l ≤ k ≤ N et N + 1 ≤ k + l ≤ 2N − 1 nous avons
k ≥ [N/2], ainsi l’inégalité précédente implique

|∆N | ≤ Cq‖ϕ‖E‖ψ‖1∗
N∑

k=[N/2]

(4M2B)k−1 (2 + 2B)k−1 (C.1.24)

Mais si la condition (C.1.2) est satisfaite alors nous avons 8M2B(1 + B) < 1 et (C.1.24)
nous assure ainsi que ∆N tend vers 0 quand N tend vers l’infini.

Il ne nous reste plus qu’à prouver les lemmes C.1.1 et C.1.3 pour compléter la preuve
du théorème II.4.1.
Preuve: (du lemme C.1.1)
Notons P̃ l’opérateur P̃ : E1∗ −→ F ′ défini pour tout U ∈ E1∗ et pour tout ϕ ∈ F par

〈
P̃U, ϕ

〉
:=
〈
U
←→
∂s , ϕ

〉
+

∫ s

0
dτ
〈
U(τ), (2 +m2)ϕ(τ)

〉
(C.1.25)

Pour tout k ∈ N∗ et tout I ⊂ J1, kK nous notons alors P̃ kI l’unique opérateur P̃ kI : Ek∗ −→
⊗̂k
F tel que pour tout élément décomposable U = U1 ⊗ · · · ⊗Uk de (E1∗)⊗k et pour tout

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) ∈ Fk
〈
P̃ kI U,ϕ

〉
=
∏

i∈I

〈
P̃Ui, ϕi

〉∏

j 6∈I

∫ s

0
〈Uj(τj), ϕj(τj)〉 dτj

En developpant l’expression (C.1.25) on montre facilement que P̃ kI est bien défini et que
pour tout U ∈ (E1∗)⊗k nous avons
∣∣∣
〈
P̃ kI U,ϕ

〉∣∣∣ ≤ ‖U‖∗k
∑

J⊂I

∏

α∈J
2‖ϕα‖E

∏

β∈I\J
T
ww(2 +m2)ϕβ

ww
∞,Hq

∏

γ∈J1,kK\I
T‖ϕγ‖∞,Hq

De plus comme pour tout b 6= ◦, ∀j ∈ J1, kK, ∀α ∈ {0, 1}k nous avons ∂|α|Ψ(b)
∂tα

∣∣∣
tj=s

= 0,

nous obtenons finalement que pour tout b 6= ◦ nous avons P kI Ψ(b) = P̃ kI Ψ(b).
Soit ϕ ∈ E une solution de (E2) alors puisque (2 + m2)ϕ = −λϕ2, la fonction ϕ

appartient à F il en est dons de même pour ϕ2 d’après la proposition II.4.1. Alors en
appliquant l’inégalité précédente à (ϕ1, . . . , ϕk) = (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k) nous obtenons finalement

∣∣∣
〈
P kI Ψ(b), (ϕα

I
1 , . . . , ϕα

I
k)
〉∣∣∣ ≤ (2 + |λ|CqT‖ϕ‖E )|I| (CqT )k−|I| ‖ϕ‖2k−|I|‖Ψ(b)‖∗k (C.1.26)

ce qui, avec l’inégalité (C.1.12), nous donne l’inégalité (C.1.22) recherchée.
�
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C.1.4 Combinatoire sur les arbres binaires plans

Pour finir de prouver le théorème II.4.1 il nous suffit de démontrer le lemme C.1.3. Nous
allons tout d’abord montrer la première partie du lemme c’est–à–dire le lemme suivant

Lemma C.1.2 Soit b un arbre binaire plan tel que β := ‖b‖ ≥ 2. Nous avons alors

∑

0≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2),‖a‖=k
E∈{◦,�}k|n�(E)=l

tel que E∝a=b

(−1)|a| = 0 (C.1.27)

Preuve: (du lemme C.1.2)
Soit b ∈ T(2) tel que β := ‖b‖ ≥ 2. Notons L l’entier défini par

L := max{i ∈ N tel que

∃a ∈ T(2), ‖a‖ = β − i, ∃E ∈ {◦,�}β−i tel que n�(E) = i et E ∝ a = b}

Puisque β ≥ 2 nous avons L ≥ 1. Notons par ailleurs K l’entier K := β − L et prenons
A ∈ T(2), ‖A‖ = K et Ê ∈ {◦,�}K tel que Ê ∝ A = b (nous avons alors nécessairement
n�(Ê) = L). Remarquons que A est alors unique : il est obtenu en supprimant toutes les
paires de feuilles de b attachée au même noeud interne. Notons I l’ensemble des indices
1 ≤ i ≤ K tels que Ei = � et pour tout J ⊂ I nous désignerons EJ le K-uplet EJ :=
(EJ1 , . . . , E

J
K) ∈ {�, ◦} où pour tout j ∈ J1,KK, EJj est défini par

EJj =

{
� si j ∈ J
◦ si j ∈ J1,KK \ J

Exemple C.1.1
Nous allons traiter un exemple pour fixer les idées. Considérons l’arbre b ∈ T(2) défini par
le graphe suivant

b =

Alors dans ce cas nous avons L = 2 et l’arbre A que nous avons construit précédemment
est donné par

A =

et avec les notations précédentes Ê = (�, ◦,�) et I = {1, 3}. Remarquons que nous avons
bien dans ce cas Ê ∝ A = b. Enfin nous avons E{1} = (�, ◦, ◦) et E{3} = (◦, ◦,�).
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Soient k et l des entiers tels que 1 ≤ l ≤ k ≤ β et k+ l = β. Alors pour tout a ∈ Tk tel
qu’il existe Ea ∈ {◦,�}k vérifiant b = E ∝ a, il existe un unique sous–ensemble J ⊂ I de
I tel que a = EJ ∝ A et nous avons alors k ≥ |J | = l ≥ 1. Par ailleurs pour tout J ⊂ I
tel que |J | ≥ 1 il existe un unique (K + |J |)–uplet Ẽ ∈ {◦,�}K+|J |, n�(Ẽ) ≥ 1 tel que
Ẽ ∝ (EJ ∝ A) = b. Nous avons ainsi l’égalité suivante

−
∑

0≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2),‖a‖=k
E∈{◦,�}k|n�(E)=l

tel que E∝a=b

(−1)|a| = 0−
∑

J⊂I
|J |≤L

(−1)|E
J∝A|

mais |EJ ∝ A| = K + |J | − 1 ainsi l’égalité précédente se réduit à

−
∑

0≤l≤k≤β
k+l=β

∑

a∈T(2),‖a‖=k
E∈{◦,�}k|n�(E)=l

tel que E∝a=b

(−1)|a| = −
L∑

l=0

C lL(−1)K+l−1 = (−1)K(1 − 1)L = 0

ce qui finit la preuve.
�

Voyons maintenant la seconde partie du lemme C.1.3 c’est–à–dire le lemme suivant

Lemme C.1.4 Soient p ∈ N∗, a ∈ T(2) tels que ‖a‖ = p et E ∈ {◦,�}p alors nous avons
‖E ∝ a‖ = p+ n�(E) et

〈
P
p+n�(E)
J1,p+n�(E)KΨ(E ∝ a), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
=
〈
P pIEΨ(a), (ϕα

IE
1 , . . . , ϕα

IE
p

〉
(C.1.28)

où IE := {j ∈ J1, pK tel que Ej = ◦} et αIEj = 2 si j 6∈ IE et 1 sinon.

Preuve: (du lemme C.1.4)
Tout d’abord nous allons traiter le cas n�(E) = 1 nous verrons ensuite comment généraliser

le résultat. Pour j ∈ J1, kK nous définissons E(j,k) = (E
(j,k)
1 , . . . , E

(j,k)
k ) ∈ {◦,�}k par

E
(j,k)
r = ◦ si r 6= j et E

(j,k)
j = �. Soient t ∈ [0, T ]k−1 et (f1, . . . , fk−1) ∈ (Hq)k. Considérons

alors l’élément Ψ(a)∨{j}(t, f) de E1∗ défini par

〈
Ψ(a)∨{j}(t, f)(τ), g

〉
:=

〈Ψ(a)(t1, . . . , tj−1, τ, tj+1, . . . , tk−1), (f1, . . . , fj−1, g, fj , . . . , fk−1)〉 (C.1.29)

Alors par définition de Ψ(b) = Υ(b)ψ nous avons Ψ(E(j,k) ∝ a) = Υ
[
Ψ(a)∨{j}(t, f)

]
∈ E2∗.

Alors nous avons le lemme suivant

Lemme C.1.5 Soient ψ ∈ E1∗ et ϕ ∈ E solution de (E2). Alors nous avons

〈
P 2 (Υψ) , (ϕ,ϕ)

〉
=

∫ s

0

〈
ψ(τ), ϕ2(τ)

〉
dτ (C.1.30)
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Preuve: (du lemme C.1.5 )
Donnons nous ψ ∈ E1∗ et ϕ ∈ E solution de (E2). En revenant à la définition II.4.1 de Υ
on montre très facilement que l’on a

〈
(Υψ)

←→
∂s

⊗2, (ϕ,ϕ)
〉

=

∫ s

0
dτ

∫

Rn

dk1

∫

Rn

dk2M(s, τ, k1)M(s, τ, k2)ψ̂(τ, k1 +k2) (C.1.31)

où pour tout (t, τ) ∈ [0, T ]2 et pour tout k ∈ Rn la quantité M(t, τ, k) est donnée par

M(t, τ, k) := cos((t− τ)ωk)ϕ̂(t)(k)− sin((t− τ)ωk)
ωk

∂̂ϕ(t)

∂t
(k) (C.1.32)

Nous pouvons alors voir l’égalité (C.1.31) comme
〈
(Υψ)

←→
∂s

⊗2, (ϕ,ϕ)
〉

= u(s) où u :

[0, T ]→ R est la fonction continue définie par

u(t) :=

∫ t

0
dτ

∫

Rn

dk1

∫

Rn

dk2M(t, τ, k1)M(s, τ, k2)ψ̂(τ, k1 + k2)

D’après la définition (C.1.32) de M(t, τ, k) nous voyons que u est dérivable sur [0, T ] et
pour tout t ∈ [0, T ] nous avons

u′(t) =

∫

(Rn)2
dk1dk2ϕ̂(t)(k1)M(s, τ, k2)ψ̂(t)(k1 + k2)

−
∫ t

0
dτ

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t− τ)ωk1)
ωk1

P̂ϕ(t)(k1)M(s, τ, k2)ψ̂(τ)(k1 + k2)

Alors puisque u(0) = 0 nous obtenons par intégration u(s) =
∫ s
0 u

′(t)dt ce qui nous donne
en utilisant l’expression de u′(t) précédente

〈
(Υψ)

←→
∂s

⊗2, (ϕ,ϕ)
〉

=

∫ s

0
dt

∫

(Rn)2
dk1dk2ϕ̂(t)(k1)M(s, τ, k2)ψ̂(t)(k1 + k2)

−
∫ s

0
dt

∫ t

0
dτ

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t− τ)ωk1)
ωk1

P̂ϕ(t)(k1)M(s, τ, k2)ψ̂(τ)(k1 + k2) (C.1.33)

où P est l’opérateur de Klein–Gordon P := 2 +m2.

Décomposons alors l’égalité (C.1.33) comme suit :
〈
(Υψ)

←→
∂s

⊗2, (ϕ,ϕ)
〉

= v(s) + w(s)

où les fonctions v,w : [0, T ]→ R sont définies par

v(t) =

∫ t

0
dt1

∫

(Rn)2
dk1dk2ϕ̂(t1)(k1)M(t, τ, k2)ψ̂(t1)(k1 + k2)

w(t) = −
∫ t

0
dt1

∫ min(t,t1)

0
dτ

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t1 − τ)ωk1)
ωk1

P̂ϕ(t1)(k1)M(t, τ, k2)ψ̂(τ)(k1 + k2)
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Nous voyons alors que les fonctions v et w sont dérivables sur [0, T ] et pour tout t ∈ [0, T ]
nous avons

v′(t) =

∫

(Rn)2
dk1dk2ϕ̂(t)(k1)ϕ̂(t)(k2)ψ̂(t)(k1 + k2)

−
∫ t

0
dt1

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t− t1)ωk2)
ωk2

ϕ̂(t1)(k1)P̂ϕ(t)(k2)ψ̂(t1)(k1 + k2)

et

w′(t) =

∫ s

0
dt1

∫ min(t1,t)

0
dτ

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t1 − τ)ωk1)
ωk1

sin((t− τ)ωk2)
ωk2

P̂ϕ(t1)(k1)P̂ϕ(t)(k2)ψ̂(τ)(k1 + k2)

+

∫ s

t
dt1

∫

(Rn)2
dk1dk2

sin((t1 − t)ωk1)
ωk1

P̂ϕ(t1)(k1)ϕ̂(t)(k2)ψ̂(t1)(k1 + k2)

Alors comme encore une fois v(0) = w(0) = 0 et puisque par hypothèse Pϕ(t) = −λϕ2(t)
nous obtenons en revenant à la définition (II.4.2) de G ∗ f
〈

(Υψ)
←→
∂s

⊗2, (ϕ,ϕ)

〉
=

∫ s

0
dτ
〈
ψ(τ), ϕ2(τ)

〉
+ 2λ

∫ s

0
dt

∫ s

0
dτ
〈
ψ(τ),

(
G ∗ (ϕ2(t))(t− τ)

)
ϕ(τ)

〉

+ λ2

∫ s

0
dt1

∫ s

0
dt2

∫ s

0
dτ
〈
ψ(τ),

(
G ∗ (ϕ2(t1))(t1 − τ)

) (
G ∗ (ϕ2(t2))(t2 − τ)

)〉

Alors d’après la définition (C.1.14) de P et en remarquant que ∂Υψ
∂tα = 0 sur {0} × [0, T ]

et [0, T ]× {0} nous voyons que cette dernière égalité se réduit à (C.1.30).
�

D’après le lemme C.1.5 nous pour tout ϕ ∈ E solution de (E2)

〈
P 2

J1,2KΥ
[
Ψ(a)∨{j}(t, f)

]
, (ϕ,ϕ)

〉
=

∫ T

0

〈
Ψ(a)∨{j}(t, f)(τ), ϕ2(τ)

〉
dτ (C.1.34)

Alors en utilisant la définition (C.1.29) de Ψ(a)∨{j}(t, f) nous trouvons finalement que
le lemme C.1.4 que nous cherchons à démontrer est vrai si E = E(j,k) c’est–à–dire si
n�(E) = 1.

Voyons maintenant le cas général. Soient M ∈ N∗ et E ∈ {◦,�}k tels que n�(E) = M .
Alors nous définissons JE ⊂ J1, kK comme étant l’ensemble des indices j ∈ J1, kK tels que
Ej = � alors comme n�(E) = M nous avons |JE | = M . Notons JE := {j1, . . . , jM} où
jM < jM−1 < · · · < j1. Alors on montre facilement que nous avons

b := E ∝ a = E(jM ,k+M−1) ∝ (E(jM−1,k+M−2) ∝ (· · · ∝ (E(j1,k) ∝ a)) · · · )
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Ainsi si nous notons a1 l’arbre binaire plan a1 := E(jM−1,k+M−2) ∝ (· · · ∝ (E(j1,k) ∝
a)) · · · ) nous avons b = E ∝ a = E(jM ,k+M−1) ∝ a1. Alors pour tout

t{jM} = (t1, . . . , tjM−1, tjM+1, . . . , tk+M−1) ∈ [0, T ]k+M−2

f{jM} = (f1, . . . , fjM−1, fjM+1, . . . , fk+M−1) ∈ (Hq)k+M−2

nous avons le fait suivant

Υ
[
Ψ(a1)

∨jM (t{jM}, f{jM})
]

= Ψ(b)∨{jM ,jM+1}(t{jM}, f{jM}) (C.1.35)

où pour k ∈ N∗ et U ∈ Ek∗ et pour tout K ⊂ J1, kK, tout t∨K ∈ [0, T ]k−|K| et tout
f∨K ∈ (Hq)k−|K| nous avons noté U∨K(t∨K , f∨K) l’élément de E |K|∗ défini pour tout
τ ∈ [0, T ]|K| et tout g ∈ (Hq)|K| par

〈
U∨K(t∨K , f∨K)(τ), g

〉
:=
〈
U(t̃), f̃

〉

où t̃ et f̃ sont définis par

{
t̃r := t∨Kv(r) si r 6∈ K
t̃r := τk(r) si r ∈ K et

{
f̃r := f∨Kv(r) si r 6∈ K
f̃r := gk(r) si r ∈ K

avec

v(r) := Card{k ≤ r tel que k 6∈ k} et k(r) := Card{k ≤ r tel que k ∈ K}

En utilisant (C.1.34) et (C.1.35) nous obtenons finalement

〈
P 2

J1,2KΨ(b)∨{jM ,jM+1}(t{jM}, f{jM}), (ϕ,ϕ)
〉

=
∫ T

0

〈
Ψ(a1)(t), (f1, . . . , fjM−1, ϕ

2(tjM ), fjM+1, . . . , fk+M−1)
〉
dtjM

où t est le (k + M − 1)–uplet t := (t1, . . . , tjM−1, tjM , tjM+1, . . . , tk+M−1). Nous pouvons
alors écrire a1 = E(jM−1,k+M−2) ∝ a2 et en utilisant les même arguments on peut montrer
que l’on a

〈
P 4

J1,4KΨ(b)∨{jM ,jM+1,jM−1+1,jM−1+2}(t{jM ,jM−1}, f{jM ,jM−1}), ϕ⊗4
〉

=
∫∫

[0,T ]
dtjM dtjM−1

〈
Ψ(a2)(t), (f1 . . . ϕ

2(tjM ), fjM+1 . . . fjM−1−1, ϕ
2(tjM−1

), . . . , fk+M−1)
〉

Répétant alors la même opération successivement pour jM−2, . . . , j1 nous obtenons finale-
ment

〈
P

|K|
J1,|K|KΨ(b)∨K(t∨K , f∨K), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
=

∫∫

[0,T ]M
dtjM · · · dtj1 〈Ψ(a)(t), (g̃1, · · · , g̃k)〉

(C.1.36)
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où K :=
⋃M
r=1{jr + M − r, jr + M − r + 1} et où g̃r := ϕ2(tr) si r ∈ JE et g̃r := fv(r)

sinon. Ainsi en considerant l’élément
〈
P

|K|
J1,|K|KΨ(b)∨K(·, ·), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
de E(k+M−2M)∗ et

en utilisant (C.1.36), nous obtenons finalement
〈
P k+MJ1,k+MKΨ(b), (ϕ, . . . , ϕ)

〉
=
〈
P kJ1,kK\JE

Ψ(a), (h̃1, · · · , h̃k)
〉

où g̃r := ϕ2 si r ∈ JE et h̃r := ϕ sinon, c’est–à–dire exactement l’égalité (C.1.28) re-
cherchée.
�

C.2 Séries de Butcher

Nous reprenons dans cette section les notations de la section II.5 et nous allons donner
la preuve du théorème II.5.1 de la page 72 dont nous rappelons l’énoncé

Théorème C.2.1 On suppose les deux hypothèses (H1) et (H2) vérifiées. On considère
alors la famille (Φ(b))b∈T d’applications linéaires Φ : I⊗‖b‖ −→ K récursivement par
Φ(◦) := φ0 et pour tout r ∈ N∗ et (b1, . . . , br) ∈ T(2,∞)r

Φ [B+(b1, . . . , br)] := µ ◦ Fr ◦ (Φ(b1)⊗ · · · ⊗ Φ(br)) (C.2.1)

avec la convention F1 := 0.
Soit u = (x0, f) ∈ I nous considérons la famille (φ(b))b∈T d’éléments de K définie par

φ(b) := Φ(b)(u⊗‖b‖) pour tout b ∈ T. Si λ ∈ R et u = (x0, f) ∈ I vérifient la condition

|λ| < ‖φ0(u)‖
‖µ‖|F | (16‖φ0(u)‖)

(C.2.2)

alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(2,∞) est sommable dans K et la somme

x :=
∑

b∈T(2,∞)

λ|b|φ(b)

est solution du problème (PF ).

Preuve: (théorème C.2.1)
Introduisons tout d’abord les notations suivantes : pour b ∈ T(2,∞) on note I(b) l’ensemble
des noeuds internes de b et pour i ∈ I(b) on note rb(i) le nombre de fils de i. Nous avons
alors le lemme suivant

Lemme C.2.1 1. Soit b ∈ T(2,∞), alors le nombre total de noeuds de b (c’est–à–dire
|b|+ ‖b‖) vérifie |b|+ ‖b‖ − 1 =

∑
i∈I(b) rb(i).

2. Soit b ∈ T(2,∞) on a alors

‖φ(b)‖ ≤ ‖µ‖|b|‖φ0(u)‖‖b‖
∏

i∈I(b)
‖Frb(i)‖ (C.2.3)
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Preuve: (lemme C.2.1)
La première partie du lemme se montre sans aucune difficulté en effectuant une récurrence
sur le nombre de noeuds internes de l’arbre b.

Concentrons nous sur le deuxième point. Nous allons effectuer une récurrence sur N(b)
le nombre total de noeuds de b. Si N(b) = 1 alors nous avons nécessairement b = ◦ et il
n’y a rien à montrer. Soit N ∈ N∗ fixé. Supposons l’inégalité (C.2.3) vérifiée pour tous
les arbres enracinés plans b ∈ T(2,∞) satisfaisant N(b) ≤ N . Soit b ∈ T(2,∞) tel que
N(b) = N+1 ≥ 2, alors il existe r ≥ 2 et (b1, . . . , br) ∈ T(2,∞)r tels que b = B+(b1, . . . , br).
D’après la définition (C.2.1) nous avons dans ce cas

‖φ(B+(b1, . . . , br))‖ ≤ ‖µ‖‖Fr‖‖φ(b1)‖ · · · ‖φ(br)‖

Or nous avons N(b) = N(b1)+ · · ·+N(br)+1 ≤ N+1 donc tous les bi, i = 1 . . . r vérifient
N(bi) ≤ N , l’hypothèse de récurrence s’applique et la dernière inégalité nous donne alors

‖φ(B+(b1, . . . , br))‖ ≤ ‖µ‖‖Fr‖
r∏

j=1


‖µ‖|bj |‖φ(◦)‖‖bj‖

∏

i∈I(bj)
‖Frbj

(i)‖


 (C.2.4)

Or on a |b| = |b1|+ · · · |br|+ 1, ‖b‖ = ‖b1‖+ · · ·+ ‖br‖ et enfin I(b) est l’union disjointe de
la racine de b et des I(bj), j = 1 . . . r. Intégrant ceci dans (C.2.4) on obtient que (C.2.3)
est vérifiée pour b, ce qui permet de conclure.
�

Nous allons regrouper les termes de la famille (λ|b|φ(b))b∈T(2,∞) suivant N(b) le nombre
total de noeuds de b. Soient N ∈ N∗, N ≥ 2, d’ après le lemme C.2.1 nous avons

∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖φ(b)‖ ≤
∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖µ‖|b|‖φ(◦)‖‖b‖
∏

i∈I(b)
‖Frb(i)‖ (C.2.5)

Soit b ∈ T(2,∞) tel que N(b) = |b| + ‖b‖ = N , on vérifie facilement que N(b) = 1 +∑
i∈I(b) rb(i) et nous obtenons ainsi

∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖φ(b)‖ ≤
N∑

p=0

∑

b∈T(2,∞)
|b|=p;‖b‖=N−p

∑

(r1,...,rp)∈Np

r1+···+rp=N−1

‖φ(◦)‖N−p
p∏

i=1

(|λ|‖µ‖‖Fri‖) (C.2.6)

avec la convention F0 = F1 = 0. On utilise alors la proposition (II.3.3) assurant que le
nombre d’arbres plans ayant N noeuds est inférieur à 16N . Introduisant ce résultat dans
(C.2.6) nous avons finalement

∑
b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖φ(b)‖ ≤ uN avec

uN := 16N
N∑

p=0

∑

(r1,...,rp)∈Np

r1+···+rp=N−1

‖φ(◦)‖N−p
p∏

i=1

(|λ|‖µ‖‖Fri‖) (C.2.7)
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Considérons maintenant la série formelle U :=
∑

N≥1 uNX
N ∈ R[[X]]. D’après la

définition (C.2.7) on a dans R[[X]]

U =
∑

N≥1

XN16N
N∑

p=0

∑

(r1,...,rp)∈Np

r1+···+rp=N−1

‖φ(◦)‖N−p
p∏

i=1

(|λ|‖µ‖‖Fri‖)

=16X‖φ(◦)‖
∑

p≥0

∑

N≥p

∑

(r1,...,rp)∈Np

r1+···+rp=N−1

(16X‖φ(◦)‖)N−1
p∏

i=1

( |λ|‖µ‖‖Fri‖
‖φ(◦)‖

)

Puisque F0 = F1 = 0 par convention, nous reconnaissons dans le membre de droite de

la dernière égalité l’expression de
(

|λ|‖µ‖
‖φ(◦)‖

∑
r≥0 ‖Fr‖ (16X‖φ(◦)‖)r

)p
qui tend vers 0 dans

R[[X]] lorsque p→∞ puisque F0 = 0. Nous obtenons ainsi dans R[[X]]

U = 16X‖φ(◦)‖
∑

p≥0

( |λ|‖µ‖
‖φ(◦)‖ |F |(16X‖φ(◦)‖)

)p
=

16X‖φ(◦)‖
1− |λ|‖µ‖

‖φ(◦)‖ |F |(16X‖φ(◦)‖)

Nous voyons ainsi que si la condition (C.2.2) est vérifiée alors le rayon de convergence de U
est strictement supérieur à 1, ce qui signifie que la série

∑
N uN est convergente assurant la

sommabilité de la famille (|λ||b|‖φ(b)‖)b∈T(2,∞) et donc la sommabilité de (λ|b|φ(b))b∈T(2,∞)

dans K.
Montrons que la somme x :=

∑
b∈T(2,∞) λ

|b|φ(b) est solution de (PF ). Tout d’abord
nous avons bien x ∈ K d’après ce qui précède. Il suffit de montrer que x vérifie x =
φ0(x

0, f + λF (x)) c’est–à–dire que x vérifie l’équation

x = φ0(x
0, f) + λµ(F (x)) (C.2.8)

Calculons la quantité λµ(F (x)). Nous avons par hypothèse F (x) =
∑

p≥2 Fp(x, . . . , x)

série convergent normalement dans C0([0, T ],B0), alors par continuité de µ nous obtenons
µ(F (x)) =

∑
p≥2 µ (Fp(x, . . . , x)). D’autre part nous avons x =

∑
b∈T(2,∞) λ

|b|φ(b) série

convergeant normalement dans K donc dans C0([0, T ];B). Ainsi par continuité des Fp et
de µ nous avons pour tout p ≥ 2

µ (Fp(x, . . . , x)) =
∑

(b1,...,bp)∈T(2,∞)p

λ|b1|+···+|bp|µ (Fp(φ(b1), . . . , φ(bp)))

Or nous avons par définition µ (Fp(φ(b1), . . . , φ(bp))) = φ(B+(b1, . . . , bp)). Ainsi en utili-
sant le fait que |B+(b1, . . . , bp)| = |b1|+ · · ·+ |bp|+ 1 nous obtenons finalement

λµ(F (x)) =
∑

p≥2

∑

(b1,...,bp)∈T(2,∞)p

λ|B+(b1,...,bp)|φ(B+(b1, . . . , bp))

En utilisant alors la proposition II.3.1 nous avons

λµ(F (x)) =
∑

b∈T(2,∞) ; b6=◦
λ|b|φ(b)
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Or en revenant à l’expression x =
∑

b∈T(2,∞) λ
|b|φ(b) et sachant que par définition φ(◦) =

φ0(x
0, f) nous obtenons exactement (C.2.8).

�

Voyons maintenant la preuve du théorème II.5.2 qui reprend essentiellement les étapes
de la démonstration du théorème C.2.1. Nous en rappelons ici l’énoncé.

Théorème C.2.2 Soit p ≥ 2 alors si F (x) = Fp(x, . . . , x) où Fp est une application
p–linéaire symétrique continue, alors on définit φ : T(p)→ K par

{
φ(◦) := φ0(x

0, f)
et ∀(b1, . . . , bp) ∈ T(p)p ; φ(B+(b1, . . . , bp)) := µ (Fp(φ(b1), . . . , φ(bp)))

Alors si λ ∈ R vérifie la condition

pp

(p− 1)p−1
|λ|‖µ‖‖Fp‖‖φ0(x

0, f)‖p−1 < 1 (C.2.9)

alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(p) est sommable dans K et la somme x :=
∑

b∈T(p) λ
|b|φ(b) est

solution du problème (PF ).

Preuve: (théorème C.2.2)
De la même manière que pour le lemme C.2.1 on montre que pour tout b ∈ T(p) nous
avons

‖φ(b)‖ ≤ ‖µ‖|b|‖Fp‖|b|‖φ(◦)‖‖b‖

Or si b est un p–arbre plan, on sait que l’on a ‖b‖ = (p− 1)|b|+ 1. Nous pouvons dés lors
regrouper les termes de la famille (λ|b|φ(b))b∈T(p) suivant |b|. Sachant que le nombre de

p–arbres plans b tel que |b| = N est inférieur à (pp/(p− 1)p−1)N (voir [53]) nous obtenons

∑

b∈T(p)
|b|=N

|λ||b|‖φ(b)‖ ≤ ‖φ(◦)‖
(

pp

(p − 1)p−1
|λ|‖Fp‖‖µ‖‖φ(◦)‖p−1

)N

ce qui nous assure que si la condition (C.2.9) est vérifiée alors la famille (λ|b|φ(b))b∈T(p)

est sommable. La première partie du théorème II.5.2 est ainsi démontrée. On montre alors
que la somme x =

∑
b∈T(p) λ

|b|φ(b) est solution de (PF ) avec F = Fp de la même façon
que dans la preuve du théorème II.5.1
�

Enfin il ne nous reste plus qu’à prouver le théorème II.5.3 c’est–à–dire en reprenant les
notations de la section II.5.1 p.73 le théorème suivant :

Théorème C.2.3 Nous supposons les hypothèses (H1) et (H2) vérifiées.
Soient (u(b))b∈T(2,∞) une famille d’éléments de I et λ ∈ R tels que (λ|b|u(b))b∈T(2,∞)

soit sommable dans I. Nous noterons alors u = (x0, f) ∈ I la somme de cette famille
u :=

∑
b∈T(2,∞) λ

|b|u(b) et |u| la somme

|u| :=
∑

b∈T(2,∞)

|λ||b|‖u(b)‖I
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Si u et λ vérifient la condition

|λ| < ‖φ0‖|u|
‖µ‖|F |(16‖φ0‖|u|)

(C.2.10)

alors la famille (λ|b|(Φ ∗ u)(b))b∈T(2,∞) est sommable dans K et sa somme est solution du
problème (PF ).

Preuve: (du théorème C.2.3)
Encore une fois les étapes de la preuve sont calquées sur celles de la démonstration du
théorème II.5.1.

Considérons la famille (λ|b|+|E|Φ(b) (u(E))) b∈T(2,∞)

E∈T(2,∞)‖b‖

. D’après la définition de Φ ∗u la

sommabilité de cette famille entraine la sommabilité de (λ|b|(Φ ∗ u)(b))b∈T(2,∞) (en effet

nous avons (Φ ∗ u)(b) =
∑

Φ(b(2))(u(b(1))) où nous avons noté ∆̃b =
∑
b(1) ⊗ b(2)). Nous

allons ainsi nous intéresser à la sommabilité de la famille (λ|b|+|E|Φ(b) (u(E))) b∈T(2,∞)

E∈T(2,∞)‖b‖

.

Nous allons regrouper les termes de la famille suivant N(b) et N(E). Soient N ∈ N∗ et
M ∈ N∗. Alors nous avons
∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|
∑

E∈T(2,∞)‖b‖

N(E)≤M

|λ||E|‖Φ(b)(u(E))‖ ≤
∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖Φ(b)‖
∑

E∈T(2,∞)‖b‖

N(E)≤M

|λ||E|‖u(E)‖

(C.2.11)
Or nous savons par hypothèse que (λ|c|u(c))c∈T(2,∞) est sommable donc nous avons

∑

E∈T(2,∞)‖b‖

N(E)≤M

|λ||E|‖u(E)‖ ≤ |u|‖b‖

D’autre part en suivant pas à pas les étapes de la démonstration du lemme C.2.1 on peut
très facilement démontrer l’inégalité suivante

‖Φ(b)‖ ≤ ‖µ‖|b|‖φ0‖‖b‖
∏

i∈I(b)
‖Frb(i)‖

A la lumière de ces deux résultats, nous voyons que nous pouvons faire tendre M vers
l’infini dans (C.2.11) et obtenir l’inégalité suivante

∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|
∑

E∈T(2,∞)‖b‖

|λ||E|‖Φ(b)(u(E))‖ ≤
∑

b∈T(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖µ‖|b|‖φ0‖‖b‖|u|‖b‖
∏

i∈I(b)
‖Frb(i)‖

Nous voyons ainsi apparâıtre exactement l’inégalité (C.2.5) avec ‖φ0‖|u| à la place de
‖φ0(u)‖. Ainsi en suivant exactement les même étapes que pour la démonstration du
théorème C.2.1 nous obtenons que si

|λ| < ‖φ0‖|u|
‖µ‖|F |(16‖φ0‖|u|)
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alors la famille (λ|b|+|E|Φ(b) (u(E))) b∈T(2,∞)

E∈T(2,∞)‖b‖

est sommable dans K ce qui implique la

sommabilité de (λ|b|(Φ ∗ u)(b))b∈T(2,∞).

Il reste maintenant à montrer que la somme x =
∑

b∈T(2,∞) λ
|b|(Φ ∗ u)(b) est bien

solution du problème (PF ). Pour ce faire il suffit de remarquer que comme la famille
(λ|b|v(b))b∈T(2,∞) est sommable, nous avons

x =
∑

b∈T(2,∞)

(Φ ∗ u)(b) = lim
N→∞





lim
M→∞

∑

b∈T(2,∞)
N(b)≤N

λ|b|Φ(b)
∑

E=(E1,...,E‖b‖)∈T(2,∞)‖b‖

N(Ej)≤M

[
λ|E1|u(E1)

]
⊗ · · · ⊗

[
λ|E‖b‖|u(E‖b‖)

]




Or nous savons par hypothèse que
∑

E=(E1,...,E‖b‖)∈T(2,∞)‖b‖

N(Ej)≤M

[
λ|E1|u(E1)

]
⊗ · · · ⊗

[
λ|E‖b‖|u(E‖b‖)

]

tend vers u⊗‖b‖ et en reprenant la preuve du théorème C.2.1 nous voyons que x est effec-
tivement solution du problème (PF ).
�

Remarque C.2.1
Nous observons que la preuve du théorème nous donne une majoration de la série des
normes : ∑

b

λ|b|‖Φ ∗ u(b)‖ ≤ 16‖φ0‖|u|
1− |λ|‖µ‖

‖φ0‖|u| |F |(16‖φ0‖|u|)

C.3 Lien entre série de Butcher et calcul perturbatif quan-

tique

Nous allons donner la preuve de la proposition II.5.4 de la page 83. Nous reprenons
ainsi les notations de la section II.5.4.

Nous introduisons une nouvelle notation qui nous s’avère très utile dans les calculs
faisant intervenir les intégrales itérées. Pour tout r ∈ N∗ et pour tout t0 ≤ t le symbole
>
∫ t
t0

dy1 · · · dyr désignera l’intégrale multiple

>

∫ t

t0

dy1 · · · dyr :=

∫ t

t0

dy0
1

∫ τ1

t0

dy0
2 · · ·

∫ τp−1

t0

dy0
p

∫

Rn−1

d−→y1 · · ·
∫

Rn−1

d−→yr

Ainsi avec cette notation la définition (II.5.30) de U(t) se réduit à

U(t) =
∑

α≥0

( −iλ
p+ 1

)α
>

∫ t

tO

dy1 · · · dyα φp+1
I (y1)φ

p+1
I (y2) · · · φp+1

I (yα) (C.3.1)
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Tout d’abord notons que nous avons le lemme suivant bien connu de la théorie des
champs (voir [48] par exmeple)

Lemme C.3.1 Pour tout t ∈ R nous avons U(t)U †(t) = Id ce qui se traduit en regardant
le terme d’ordre m ∈ N dans cette dernière identité par par

∑

(r,s)∈N

r+s=m

(−1)s >

∫ t

t0

dy′1 . . . dy
′
r >

∫ t

tO

dy1 . . . dysφ
p+1
I (y1) · · · φp+1

I (ys)φ
p+1
I (y′r) · · ·φp+1

I (y′1) = δ0,m

avec δ0,m = 0 si m 6= 0 et 1 sinon.

Nous pouvons maintenant donner la preuve de la proposition II.5.4 dont nous donnons
ici l’énoncé

Proposition C.3.1 Nous avons l’égalité suivante pour ϕ(t,−→x )

ϕ(t,−→x ) = U †(t) φI(t,
−→x ) U(t) (C.3.2)

Preuve: (de la proposition C.3.1)
D’après l’expression (C.3.1) de U(t) nous avons l’égalité suivante

U †(t)φI(t,
−→x )U(t) =

∑

m≥0

(
iλ

p+ 1

)m ∑

(r,s)∈N

r+s=m

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzsφp+1
I (yr) · · ·φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs)

Ainsi pour prouver la proposition C.3.1 il suffit de montrer que que pour tout m ∈ N

∑

b∈T(p)
|b|=m

Φ(b)(x) =

(
i

p+ 1

)m ∑

(r,s)∈N

r+s=m

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzs

φp+1
I (yr) · · ·φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs) (C.3.3)

Nous allons montrer (C.3.3) par récurrence sur m ∈ N.
Pour m = 0 le membre de gauche de (C.3.3) est réduit à φI(x) ainsi puisque nous avons

posé Φ(◦)(x) = φI(x) l’égalité (C.3.3) est vérifiée pour m = 0. Donnons nous N ∈ N et
supposons que (C.3.3) est vérifiée pour tout m ≤ N . Nous posons alors

ϕN+1(x) :=
∑

b∈T(p)
|b|=N+1

Φ(b)(x)

Alors puisque N + 1 ≥ 1 nous savons que pour tout b ∈ T(p) tel que |b| = N + 1 il existe
un unique p–uplet (b1, . . . , bp) ∈ T(p)p tel que b = B+(b1, . . . , bp). Alors par définition de
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Φ(b)(x) nous avons

ϕN+1 =
∑

(b1,...,bp)∈T(p)p

|b1|+···+|bp|=N

−i
∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ∆(x− y)Φ(b1)(y) · · ·Φ(bp)(y)

que nous transformons en regroupant les termes de la somme en

ϕN+1 =
∑

(q1,...,qp)∈Np

q1+···+qp=N

−i
∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ∆(x− y)
( ∑

b1∈T(p)
|b1|=q1

Φ(b1)(y)

)
· · ·
( ∑

b1∈T(p)
|bp|=qp

Φ(bp)(y)

)

En utilisant alors l’hypothèse de récurrence dans l’égalité ci–dessus, nous obtenons finale-
ment l’expression suivante pour ϕN+1

− i
(

i

p+ 1

)N ∑

(q1,...,qp)∈Np

q1+···+qp=N

∑

(r1,s1)∈N2

r1+s1=q1

· · ·
∑

(rp,sp)∈N2

rp+sp=qp

(−1)s1+···+sp

∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ∆(x− y) >
∫ y0

t0

dy
(1)
1,r1

>

∫ y0

t0

dz
(1)
1,s1
· · · >
∫ y0

t0

dy
(p)
1,rp

>

∫ y0

t0

dz
(p)
1,sp

P(y
(k)
j , y)

(C.3.4)

où P(y
(k)
j , y) est donné par le produit suivant

φp+1
I (y(1)

r1 ) · · ·φp+1
I (y

(1)
1 )φI(y)

[
φp+1
I (z

(1)
1 ) · · · φp+1

I (z(1)
s1 )φp+1

I (y(2)
r2 ) · · · φp+1

I (y
(2)
1 )
]
φI(y)

[
φp+1
I (z

(2)
1 ) · · · φp+1

I (z(2)
s2 )φp+1

I (z(3)
r3 ) · · · φp+1

I (z
(3)
1 )
]
φI(y) · · · φI(y)φp+1

I (z
(p)
1 ) · · · φp+1

I (z(p)
sp

)

Alors en utilisant le lemme C.3.1 nous voyons que les termes entre crochet dans l’expression
précédente se simplifient dans la somme (C.3.4) pour donner finalement

ϕN+1 = −i
(

i

p+ 1

)N ∑

(r,s)∈N2

r+s=N

(−1)s
∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y ∆(x− y)

>

∫ y0

t0

dy1 · · · dyr >
∫ y0

t0

dz1 · · · dzs φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φ
p
I(y)φ

p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs) (C.3.5)

Nous utilisons alors le fait que ∆(x− y) = [φI(x), φI(y)] et que ∆ commute avec les φI(z)
de manière à obtenir

∆(x− y)φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φ
p
I(y)φ

p+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1) =

φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (y)φp+1

I (z1) · · · φp+1
I (zs)

− φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φI(y)φI(x)φ
p
I(y)φ

p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs) (C.3.6)
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Or puisque ∆(x−y) commute avec les φ(z) nous avons φI(x)φ
p
I(y) = φpI(y)φI(x)+p∆(x−

y)φp−1
I (y). Alors en utilisant cette dernière observation dans (C.3.6) et en injectant le

résultat dans (C.3.5) nous obtenons finalement

(p+ 1)ϕN+1 =

− i
(

i

p+ 1

)N ∑

(r,s)∈N2

r+s=N

(−1)s
∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y >

∫ y0

t0

dy1 · · · dyr >
∫ y0

t0

dz1 · · · dzs

[
φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (y)φp+1

I (z1) · · · φp+1
I (zs)

− φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φ
p+1
I (y)φI(x)φ

p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs)
]

(C.3.7)

Considérons alors séparément les deux termes du membre de droite de cette dernière
égalité. Le premier terme est donné (modulo le terme multiplicatif −i(i/(p + 1))N ) par

∑

(r,s)∈N2

r+s=N

(−1)s
∫ t

t0

dy0

∫

Rn−1

d−→y >

∫ y0

t0

dy1 · · · dyr >
∫ y0

t0

dz1 · · · dzs

φp+1
I (yr) · · · φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (y)φp+1

I (z1) · · · φp+1
I (zs) (C.3.8)

Nous remarquons alors que pour tout y ∈ [0, t]×Rn−1 et tout a ≥ 1 nous avons l’identité
suivante

>

∫ y0

t0

dy1 · · · dya =>

∫ t

t0

dt1 · · · dta −
∫ t

y0
dy0

1

∫

Rn−1

d−→y1 >

∫ y01

t0

dy2 · · · dya

Ainsi en utilisant cette dernière identité et en effectuant le changement de variable s← s+1
l’expression (C.3.8) devient

−
∑

r≥0;s≥1
r+s=N+1

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs)

+
∑

r≥1,s≥1
r+s=N+1

(−1)s
∫ t

t0

dz0
1

∫

Rn−1

d−→z1
∫ t

z01

dy0
1

∫

Rn−1

d−→y1

>

∫ y01

t0

dy2 · · · dyr >
∫ z01

t0

dz2 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs) (C.3.9)

où nous avons noté V(yr . . . y1, x, z1 . . . zs) le produit suivant

V(yr . . . y1, x, z1 . . . zs) := φp+1
I (yr) · · ·φp+1

I (y1)φI(x)φ
p+1
I (z1) · · · φp+1

I (zs)

De façon tout à fait analogue (mais en intervertissant les rôle de y et z et de r et s)
le deuxième terme du membre de droite de l’égalité (C.3.7) s’écrit modulo le facteur

Harrivel R. 132
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multiplicatif −i
(

i
p+1

)N

−
∑

r≥1;s≥0
r+s=N+1

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs)

+
∑

r≥1,s≥1
r+s=N+1

(−1)s
∫ t

t0

dy0
1

∫

Rn−1

d−→y1

∫ t

y01

dz0
1

∫

Rn−1

d−→z1

>

∫ y01

t0

dy2 · · · dyr >
∫ z01

t0

dz2 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs) (C.3.10)

Ainsi en insérant (C.3.9) et (C.3.10) dans l’identité (C.3.7) nous obtenons que l’opérateur(
p+1
i

)N+1
ϕN+1 est donné par

2
∑

r≥1;s≥1
r+s=N+1

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs)

+ >

∫ t

t0

dy1 · · · dyN+1V(yN+1 . . . y1, x) + (−1)N+1 >

∫ t

t0

dz1 · · · dzN+1 −A (C.3.11)

où A est donné par

∑

r≥1;s≥1
r+s=N+1

(−1)s
∫

Rn−1

d−→y1

∫

Rn−1

d−→z1
(∫ t

t0

dz0
1

∫ t

z01

dy0
1 +

∫ t

t0

dy0
1

∫ t

y01

dz0
1

)

>

∫ y01

t0

dy2 · · · dyr >
∫ z01

t0

dz2 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs)V(x, z1 . . . zN+1) (C.3.12)

Or on a de manière évidente l’identité suivante

∫ t

t0

dz0
1

∫ t

z01

dy0
1 +

∫ t

t0

dy0
1

∫ t

y01

dz0
1 =

∫ t

t0

dz0
1

∫ t

t0

dy0
1

Ainsi utilisant ce dernier résultat dans l’expression (C.3.12) de A, nous obtenons finalement
en remplaçant A par l’expression obtenue

(
p+ 1

i

)N+1

ϕN+1 =
∑

r≥0;s≥0
r+s=N+1

(−1)s >

∫ t

t0

dy1 · · · dyr >
∫ t

t0

dz1 · · · dzsV(yr . . . y1, x, z1 . . . zs)

c’est–à–dire exactement (C.3.3) au rang N + 1.
�
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Annexe D

Preuves de l’application à la

théorie du contrôle

D.1 Dimension finie

Nous allons donner ici la preuve du théorème II.6.2 de la page 88. Nous reprenons
ainsi les notations de la section II.6.1. Nous allons tout d’abord montrer que la famille
(v(b))b∈T(2,∞) est bien définie puis nous étudierons la convergence absolue de la série∑

b∈T(2,∞) λ
|b|v(b) dans L2((0, T ),Rm) et enfin nous verrons pourquoi la somme de cette

série mène la solution du problème (PF ) de x0 à 0.

D.1.1 Définition du contrôle

Montrons par récurrence sur |b| que les fonctionnelles J(b), b ∈ T(2,∞) admettent un
minimiseur dans Rn. Nous avons supposé que la condition de Kalman (II.6.3) était vérifiée,
nous savons alors qu’il existe cT ne dépendant que de T tel que

∫ T

0
|B∗y|2dt ≥ cT |y0|2 (D.1.1)

pour tout y solution de l’équation (P ′). Alors nous avons

J(◦)(y0) =
1

2

∫ T

0
|B∗ỹ(t)|2dt+

〈
x0, y0

〉
≥ cT

2
|y0|2 − |x0||y0|

ce qui nous assure que J(◦)(y0) tend vers +∞ quand y0 → ∞. Ainsi J(◦) atteint son
minimum.

D’autre part soit b ∈ T(2,∞), b 6= ◦. On suppose déterminés les u(c) pour |c| < |b|, alors
la fonction F [(Φ ∗ u)(B−(b))] est entièrement déterminée. Nous notons alors φ∗0 : Rn −→
L2((0, T ),Rn, ) la fonction qui à y0 associe la solution y de (P ′). C’est une application
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linéaire continue. Alors nous avons

J(b)(y0) =
1

2

∫ T

0
|B∗ỹ|2dt+

∫ T

0

(
ỹ(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt

≥cT
2
|y0|2 − ‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖L2((0,T ),Rn)‖ỹ‖L2((0,T ),Rn)

≥cT
2
|y0|2 − ‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖L2((0,T ),Rn)‖φ0‖|y0|

ce qui nous assure que J(b)(y0) tend bien vers +∞ quand |y0| → ∞. Ainsi J(b) atteint
effectivement son minimum en un point ỹ0 de Rn donc v(b) := B∗ỹ est bien définie avec
ỹ la solution de (P ′) correspondant à ỹ0.

D.1.2 Sommabilité du contrôle

Intéressons nous à la sommabilité de la famille λ|b|v(b). Tout d’abord par définition

de v(b) nous avons pour tout b ∈ T(2,∞) ; ∂J(b)(ỹ(b)+εy0)
∂ε

∣∣∣
ε=0

= 0, ce qui nous assure

que les identités (II.6.8) et (II.6.9) sont vérifiées, c’est–à–dire que pour tout y solution du
problème dual (P ′) nous avons

(y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(◦)(t)) = 0 (D.1.2)

∀b 6= ◦ ;

∫ T

0

(
y(t), Bv(b)(t)

)
+

∫ T

0

(
y(t), F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

)
dt = 0 (D.1.3)

Prenons y = ỹ(◦) dans (D.1.2), alors compte tenu du fait que v(◦) = B∗ỹ(◦) nous obtenons
‖v(◦)‖2L2 = −

(
ỹ(◦), x0

)
≤ |x0||ỹ(◦)|. Or nous avons supposé la condition de Kalman (II.6.3)

vérifiée, ce qui nous assure qu’il existe cT > 0 tel que (D.1.1) soit vérifiée. En utilisant
alors (D.1.1) nous obtenons finalement

‖v(◦)‖L2 ≤ |x
0|√
cT

(D.1.4)

Remplacons maintenant y par ỹ(b) dans (D.1.3). Nous obtenons alors en utilisant (D.1.1)

‖v(b)‖L2 ≤ ‖φ
∗
0‖√
cT
‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖L2 (D.1.5)

où φ∗0 désigne l’application linéaire qui associe à y0 la solution y ∈ L2((0, T ),Rn) du
problème dual (P ′). Il nous faut maintenant étudier la quantité ‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖L2 .

Tout d’abord on peut prouver en suivant pas à pas les étapes de la démonstration du
lemme C.2.1 le résultat suivant

Lemme D.1.1 Soit b ∈ T(2,∞) alors nous avons

‖Φ(b)‖ ≤ ‖µ‖|b|‖φ0‖‖b‖
∏

i∈I(b)
‖Frb(i)‖ (D.1.6)
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D’autre part on peut montrer par un calcul direct que le coproduit ∆̃ vérifie l’identité

∆̃ ◦B− = (id⊗B−) ◦ ∆̃ (D.1.7)

Soit b ∈ T(2,∞), b 6= ◦. Nous notons r le nombre de fils de la racine de b i.e. l’entier tel
que b = B+(b1, . . . , br). Alors en partant de la définition II.6.1 de Φ ∗ u et en utilisant
(D.1.7) nous avons

‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖ ≤ ‖Fr‖
∑

b(1),b(2)
b(1)∝b(2)=b

‖Φ(B−(b(2))‖‖u(b(1))‖

et en utilisant le lemme D.1.1 nous obtenons finalement

‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖ ≤
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|−1‖φ0‖‖b(2)‖

‖Fr‖

∏

j∈I(B−(b(2)))

‖FrB−(b(2))
(j)‖


 ‖u(b(1))‖

On remarque alors que si b(1) ∝ b(2) = b avec b(2) 6= ◦, r est aussi le nombre de fils de la
racine de b(2). Nous avons ainsi

‖Fr‖
∏

j∈I(B−(b(2)))

‖FrB−(b(2))
(j)‖ =

∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖

ce qui nous donne finalement

‖F [(Φ ∗ u)(B−(b))] ‖ ≤
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|−1‖φ0‖‖b(2)‖
∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖‖u(b(1))‖

En insérant alors cette dernière inégalité dans (D.1.5) nous obtenons enfin

‖v(b)‖L2 ≤ ‖φ∗0‖
‖µ‖√cT

∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|‖φ0‖‖b(2)‖
∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖‖u(b(1))‖ (D.1.8)

A partir de cette dernière inégalité nous pouvons effectuer une récurrence sur |b| de manière
à prouver le lemme suivant

Lemme D.1.2 Pour tout b ∈ T(2,∞) nous avons

‖v(b)‖ ≤ 1

‖B‖A
N(b)−1B|b|‖u(◦)‖‖b‖

∏

j∈I(b)
‖Frb(j)‖

où A et B désignent les quantités

A :=
‖µ‖√cT + ‖B‖‖φ∗0‖‖φ0‖

‖B‖‖φ∗0‖
et B :=

‖B‖‖φ∗0‖√
cT

(D.1.9)

Harrivel R. 136
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Preuve: (du lemme D.1.2)
De manière à simplifier les expressions nous noterons β la quantité

β :=
‖B‖‖φ∗0‖
‖µ‖√cT

Nous définissons alors récursivement le morphisme d’algèbre C : F −→ R en posant
C(◦) := ‖u(◦)‖ et pour tout b ∈ T(2,∞), b 6= ◦

C(b) := β
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖φ0‖‖b(2)‖C(b(1)) (D.1.10)

En remarquant que si b(2) = ◦ nous avons b(1) = b nous voyons directement à partir la
définition précédente que C(b) vérifie l’identité

C(b) =
β

1 + β‖φ0‖
∑

b(1),b(2)
b(1)∝b(2)=b

‖φ0‖‖b(2)‖C(b(1)) (D.1.11)

pour tout b ∈ T(2,∞).
Montrons alors par récurrence sur |b| que nous avons pour tout b ∈ T(2,∞)

‖u(b)‖ ≤ C(b)‖µ‖|b|
∏

j∈I(b)
‖Frb(j)‖ (D.1.12)

Pour b = ◦ nous avons par définition de C(b), ‖u(◦)‖ = C(b) dons (D.1.12) est bien vérifiée
pour b = ◦. Soit b ∈ T(2,∞), b 6= ◦. Supposons (D.1.12) vérifiée pour tous les arbres c
tels que |c| < |b|. Nous avons alors b 6= ◦ donc u(b) = (0, Bv(b)) donc ‖u(b)‖ ≤ ‖B‖‖v(b)‖
ainsi en utilisant (D.1.8) nous avons

‖u(b)‖ ≤ β
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|‖φ0‖‖b(2)‖
∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖‖u(b(1))‖ (D.1.13)

Or tous les arbres c composant b(1) dans la somme du membre de droite de cette dernière
inégalité vérifient |c| < |b|. L’hypothèse de récurrence s’applique donc et nous obtenons
alors

‖u(b)‖ ≤ β
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|‖φ0‖‖b(2)‖
∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖C(b(1))‖µ‖|b(1) |

∏

j∈I(b(1))
‖Frb(1)(j)‖

On remarque alors que l’ensemble I(b) des noeuds internes de b est union disjointe de
l’ensemble des noeuds internes de b(1) et b(2) si b = b(1) ∝ b(2) et que nous avons |b(1)| +
|b(2)| = |b|. La dernière inégalité devient donc

‖u(b)‖ ≤ ‖µ‖|b|
∏

j∈I(b)
‖Frb(j)‖β

∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖φ0‖‖b(2)‖C(b(1))
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où nous reconnaissons la définition (D.1.10) de C(b), nous obtenons ainsi que (D.1.12) est
vraie pour b.

Il nous reste maintenant à étudier C(b). Soient r ∈ R∗ et (b1, . . . , br) ∈ T(2,∞)r. En
revenant à la définition de ∆̃ nous pouvons montrer que nous avons

∆̃ ◦B+ = (id⊗B+) ◦ ∆̃ +B+ ⊗ ◦

ainsi d’après la définition (D.1.10) de C nous avons

C(B+(b1, . . . , br)) = β
∑

b1
(1)
,b1

(2)

b1
(1)

∝b1
(2)

=b

· · ·
∑

br
(1)
,br

(2)

br
(1)

∝br
(2)

=b

‖φ0‖‖B+(b1
(2)
,...,br

(2)
)‖
C(b1(1)) · · ·C(br(1))

Or nous avons ‖B+(b1(2), . . . , b
r
(2))‖ = ‖b1(2)‖ + · · · + ‖b1(2)‖. Ainsi en utilisant l’identité

(D.1.11) nous obtenons finalement

C(B+(b1, . . . , br)) = β

(
1 + β‖φ0‖

β

)r r∏

j=1

C(bj)

Une récurrence immédiate nous montre alors que C(b) est donné par la formule

C(b) = β|b|
(

1 + β‖φ0‖
β

)|b|+‖b‖−1

‖u(◦)‖‖b‖

En remplacant alors cette dernière expression de C(b) dans (D.1.12) nous obtenons fina-
lement que pour tout b ∈ T(2,∞)

‖u(b)‖ ≤ B|b|A|b|+‖b‖−1‖u(◦)‖‖b‖
∏

j∈I(b)
‖Frb(j)‖

avec B et A donnés par (D.1.9).
Pour conclure il suffit de remarquer que si b = ◦ le lemme D.1.2 est trivial et si b 6= ◦

nous avons l’inégalité (D.1.8) ainsi

‖v(b)‖ ≤ β

‖B‖
∑

b(1),b(2) 6=◦
b(1)∝b(2)=b

‖µ‖|b(2)|‖φ0‖‖b(2)‖
∏

j∈I(b(2))
‖Frb(2) (j)‖‖u(b(1))‖

à comparer avec (D.1.13). Alors en utilisant (D.1.12) nous obtenons de la même manière
que ci–dessus

‖v(b)‖ ≤ 1

‖B‖C(b)‖µ‖|b|
∏

j∈I(b)
‖Frb(j)‖

ce qui nous permet de conclure.
�

Nous voyons que nous avons maintenant une majoration de ‖v(b)‖ du même type que
l’inégalité (C.2.3) de la preuve du théorème II.5.1. Nous pouvons alors suivre exactement
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les mêmes étapes pour étudier la sommabilité de
∑

b λ
|b|v(b).

Nous regroupons ainsi les termes de la famille (λ|b|v(b))b∈T(2,∞)(2,∞) suivant le nombre
total de noeuds de b. Soit N ∈ N∗, alors d’après le lemme D.1.2 nous avons

∑

b∈T(2,∞)(2,∞)
N(b)=N

|λ||b|‖v(b)‖ ≤ vN
A‖B‖

où vN est donné par l’expression

vN := (16A)N
N∑

p=0

∑

(r1,...,rp)∈Np

r1+···+rp=N−1

‖u(◦)‖N−p
p∏

i=1

(|λ|‖µ‖‖Fri‖)

Considérons la série formelle V :=
∑

N≥1 vNX
N , on montre alors exactement comme dans

la section C.2 p.125 que si
|λ|‖B‖
‖u(b)‖ |F |(16A‖u(◦)‖) < 1

alors la série formelle V a un rayon de convergence R ≥ 1 ce qui entraine la sommabilité
de la famille (λ|b|v(b))b∈T(2,∞) et de plus nous avons

|v| :=
∑

b∈T(2,∞)

|λ||b|‖v(b)‖ ≤
∑

N

vN =
1

‖B‖
16‖u(◦)‖

1− |λ|‖B‖
‖u(◦)‖ |F |(16A‖u(◦)‖)

Nous obtenons l’estimation de |u| énoncée dans le théorème II.6.2 en effectuant la même
étude pour la famille (λ|b|u(b))b∈T(2,∞).

D.1.3 Vérification du contrôle

Concentrons nous maintenant sur la seconde partie du théorème. Nous pouvons re-
prendre mot à mot la preuve du théorème II.5.3 pour montrer que la somme si la condi-
tion (II.6.10) est vérifiée alors la famille (λ|b|(Φ ∗u)(b))b∈T(2,∞) est sommable et la somme

x =
∑

b∈T(2,∞) λ
|b|(Φ ∗ u)(b) est solution du problème (PF ). Montrons maintenant que la

fonction v =
∑

b∈T(2,∞) λ
|b|v(b) que nous avons défini conduit bien la solution de (PF ) de

x0 à 0 en temps T i.e. montrons que x(T ) = 0.
Soit y une solution du problème dual (P ′). Alors en utilisant le fait que x soit solution

de (PF ) nous avons

d(y(t), x(t))

dt
= (y(t), Bv(t)) + λ(y(t), F (x(t)))

En intégrant cette dernière expression sur [0, T ] nous obtenons exactement (II.6.5) c’est–
à–dire

(y(T ), x(T )) = (y0, x0) +

∫ T

0
(y(t), Bv(t))dt+ λ

∫ T

0
(y(t), F (x(t)))dt (D.1.14)
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Or nous avons déjà vu que λF (x) pouvait s’écrire comme

λF (x) =
∑

b∈T(2,∞)

λ|b|F [(Φ ∗ u)(B−(b))]

cette dernière somme convergeant dans L2((0, T ),Rn). Ainsi nous retrouvons le fait que
(D.1.14) est donné par

(y(T ), x(T )) = (y0, x0) +
∑

b∈T(2,∞)

λ|b|
(∫ T

0
(y,Bv(b)) + λ

∫ T

0
(y, F [(Φ ∗ u)(B−(b))])

)

Or les identité (D.1.2) et (D.1.3) nous assure que le membre de droite de cette dernière
égalité est nul, nous obtenons ainsi que pour tout y solution de l’équation duale (P ′)

(y(T ), x(T )) = 0

Comme nous pouvons choisir arbitrairement y(T ) cette dernière propriété nous donne
x(T ) = 0. Le théorème II.6.2 se trouve ainsi démontré.
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[16] De Donder, T. Théorie invariante du calcul des variations. Gauthiers–Villars,
Paris, 1930.

141
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