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I. INTRODUCTION
A. Les motivations

Les fluctuations sont présentes dans toute mesure et en limitent la sensibilité ultime.
Ceci est vrai non seulement pour les fluctuations de nature instrumentale mais aussi pour
les fluctuations fondamentales qui correspondent au bruit thermique et au bruit quantique.

Le role fondamental des fluctuations a été mis en évidence par Einstein [1] et Langevin [2]
dans leur analyse du mouvement Brownien. Les fluctuations observables sur ce systeme sont
liées d’une part a la température, d’autre part a la dissipation. A tout mécanisme de friction,
qui aurait pour conséquence le refroidissement du systeme, sont associées des fluctuations qui
conduisent a l'existence d’un état d’équilibre thermodynamique ou le systéme se thermalise
a la température du bain avec lequel il est couplé. Cette relation est connue sous le nom de
théoréme fluctuations-dissipation. |

Le spectre des fluctuations est constitué non seulement par le spectre de corps noir
exprimant le nombre de photons thermiques 3], mais aussi par un terme supplémentaire
caractérisant les fluctuations du vide [4,5]. A la limite de la température nulle, des fluctua-
tions persistent donc: ce sont les fluctuations quantiques proprement dites. Tout systeme réel
est donc soumis non seulement a des fluctuations thermiques mais aussi a des fluctuations
quantiques et leurs effets doivent en principe étre décrits dans le méme formalisme [6,7].

Si on se limite aux fluctuations quantiques, leurs effets sur la mesure quantique a fait
I'objet de trés nombreuses études depuis les débuts de la théorie quantique. Ces études ont
montré que la mécanique quantique impose des contraintes incontournables a la mesure. Ces
contraintes sont bien résumeées dans les inégalités de Heisenberg [8]. Ces inégalités affirment
qu’il est impossible de mesurer simultanément avec une précision arbitraire deux observables

conjuguées, telles que la position z et I'impulsion p d’une particule libre

| ot

AzAp > - (1)

ou h est la constante de Planck. Cette relation définit une limite quantique pour toute mesure



de position ou d’impulsion d’une particule libre. Elle concerne non seulement les objets
typiquement quantiques du domaine microscopique, mais aussi des objets macroscopiques
ayant une masse importante tels que les antennes gravitationnelles. Elles peuvent paraitre a
premiére vue négligeables dans ce second cas, mais elles jouent néanmoins un réle dans les
mesures dés que la sensibilité est suffisamment grande.

La discussion de la signification profonde de ces relations a engendré de nombreux débats.
La conception longtemps dominante, celle dite de Copenhague, est que toute mesure quan-
tique perturbe nécessairement le systéme observé. C’est vers cette conclusion que pousse la
célébre expérience de pensée du microscope de Heisenberg ou la position d’un électron est
mesurée par son interaction avec un photon. La perturbation de I'impulsion de 1’électron
lors de cette mesure affecte nécessairement d’éventuelles mesures ultérieures. Si la précision
de la premiére mesure, a l'instant ¢, est Az (t), alors la précision de la seconde mesure, a

I'instant £ + T, est telle que

_ p(1) AT 5

ou M est la masse de l'objet observé. La limite suggérée par ce raisonnement

[ AT

est appelée limite quantique standard.

En développant une approche plus générale de la théorie de la mesure, von Neumann [9]
propose une nouvelle expérience de pensée ou il mesure la vitesse de la particule libre plutot
que sa position. Cette mesure est soumise aux relations d’Heisenberg mais la rétro-action de
la mesure, ici une perturbation de la position, n’a pas d’effet sur une mesure ultérieure de

la vitesse puisque I'impulsion est une constante du mouvement pour une particule libre
p(t+T)=p(t) = Ap(t+T)=A2p() (4)

Si on voulait définir ici une limite quantique standard, elle serait nulle. Hormis son intérét

historique, ce rappel montre qu’il n’y a pas forcément de ;berturbation inévitable introduite
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par la mesure. Lorsque 1'on mesure au cours du temps une quantité physique donnée, la
mécanique quantique n’impose pas forcément de dégradation.

Toutefois, la nature fondamentale, intrinséque, des fluctuations quantiques reste incon-
tournable. Des inégalités de Heisenberg s’appliquent a tous les systémes physiques puisqu’ils
sont toujours décrits par des grandeurs physiques non commutatives. Pour décrire de ma-
niere précise les limites ultimes de sensibilité qui peuvent étre atteintes dans une mesure, il
est donc important de s’assurer que ces contraintes quantiques sont bien prises en compte
dans le traitement théorique des fluctuations.

Par ailleurs, si l'on veut décrire le bruit dans des mesures réelles, il faut aussi tenir
compte de caractéristiques importantes qui sont habituellement négligées dans les discussions
historiques sur la mesure quantique.

Tout d’abord, la plupart de ces discussions ne considérent que des systémes affectés
par les fluctuations quantiques, et semblent oublier la nature commune de celles-ci avec
les fluctuations thermiques. Si dans le domaine optique, les fréquences en jeu sont telles
que le bruit thermique est négligeable a la température ambiante, cela n’est plus vrai aux
fréquences intervenant dans les mesures mécaniques ou électriques. En fait, trés souvent, les
fluctuations quantiques ne peuvent pas étre observées car elles se situent & un niveau de loin
inférieur a celui du bruit thermique.

Ensuite, les raisonnements sur la mesure quantique présupposent souvent la possibilité
d’effectuer une mesure quantique idéale. Par mesure idéale, nous entendons en particulier
une mesure nstantanée et infiniment précise. Mais cette hypothése ne se rencontre jamais
dans les situations expérimentales réelles. Toute mesure réelle se déroule dans le temps.
Autrement dit, elle correspond & une bande passante limitée et non infinie. Ceci impose de
tenir compte de la dynamique temporelle du systéme en introduisant une analyse spectrale.
De plus, toute mesure résulte du couplage entre le systéme et un appareil de mesure et cet
appareil de mesure ajoute du bruit sur le signal mesuré tout en exercant une rétro-action
sur le systeme. C’est le cas également de tout élément dissipatif intervenant dans la mesure.

Ces effets sont rarement décrits par le schéma idéal de mesure quantique décrit par von



Neumann.

Nous pouvons maintenant définir une problématique de la mesure quantique qui réponde
aux questions posées ci-dessus. Nous voulons d’abord prendre en compte les fluctuations
quantiques et thermiques dans un méme formalisme. Ce formalisme doit garantir que le
traitement des fluctuations soit toujours consistent avec les contraintes imposées par la
théorie quantique. Il doit également se baser sur une idée de mesure non-instantanée se
déroulant avec une certaine bande passante. Enfin, la mesure doit étre interprétée comme le
résultat du couplage entre le systéme et un appareil de mesure et rendre compte des sources
de bruit associées & tous les mécanismes de dissipation.

Un cadre approprié pour répondre a ces questions est celui de la théorie des réseaux. Ce
type d’approche a été développé de maniére extensive pour traiter précisément l’effet des
fluctuations thermodynamiques dans des systémes dissipatifs complexes & 1’équilibre [10,11].
Il a permis d’approfondir la compréhension du théoréme fluctuations-dissipation en particu-
lier par I’établissement des relations de réciprocité [12,13]. Né dans le contexte de I’analyse
du bruit Nyquist-Johnson dans les réseaux électriques [14,15], il a en réalité une portée bien
plus vaste [6,7].

Une autre limite des discussions sur le probleme de la mesure quantique est qu’elle
ne traite généralement que des éléments passifs. Or, les composants actifs jouent un réle
essentiel dans de nombreux exemples de mesures ultra-sensibles. En particulier, une facon
simple de poser le probleme de la mesure quantique est de considérer que la quantite a
mesurer dans le systéme est directement branchée & ’entrée d’un préamplificateur. L’étape
de préamplification a pour but d’amener le signal quantique & un niveau classique en y
ajoutant le moins de bruit possible. Bien siir, comme pour la dissipation, il y a nécessairement
des fluctuations ajoutées qui sont le prix a payer pour le phénoméne d’amplification et ces
fluctuations doivent respecter les contraintes imposées par la théorie quantique [16-19].

Les systémes modernes de mesure ultra-sensible utilisent souvent aussi des asservisse-
ments permettant une stabilisation active du systéme. Ces stabilisations actives permettent

de fixer le point de fonctionnement d’un systéme et donc d’empécher celui-ci d’explorer des



zones trop grandes de I'espace des paramétres. Mais elles permettent aussi d’en modifier le
comportement dynamique et, donc, la réponse aux fluctuations. Un exemple particuliere-
ment intéressant pour nous est celui d’une stabilisation active qui simule un mécanisme de
friction par une contre-réaction électrique [20~22]. Les relations thermodynamiques usuelles
entre les fluctuations et la dissipation sont alors contournées et il est possible de réduire
la température équivalente de bruit correspondant a cette dissipation trés en dessous de la
température ambiante. Ceci a valu a cette technique le nom de friction froide. Un probléeme
reste toutefois posé vis & vis des fluctuations quantiques. Le mécanisme de friction froide ne
peut en effet pas contourner les inégalités de Heisenberg. Il faut donc analyser de facon plus
précise comment la réduction des fluctuations thermiques est compatible avec le respect des
contraintes quantiques.

Ces réflexions nous ameénent donc a poser les questions suivantes qui seront l'objet prin-
cipal de ce travail de these.

Une premiére question, générale, concerne la mise en place d’une méthode de traitement
des fluctuations quantiques et thermiques dans un systéme de mesure réel: comment les
traiter, quel que soit le niveau de complexité du systéme, quelle que soit la nature passive
ou active de ses composantes? Ce traitement doit s’appliquer aux fluctuations thermiques
tout en garantissant la consistence du traitement avec la mécanique quantique.

Une deuxiéme question, plus spécifique, concerne les systemes électromécaniques. En
effet, le bruit de ces systémes, habituellement dominé par les fluctuations thermiques, a été
repoussé de plus en plus pres du niveau du bruit quantique, sous la pression des expériences
nécessitant de tres hautes sensibilités, et grace aux développements technologiques dans le
domaine cryogénique en particulier. Le role des fluctuations quantiques dans la détermination
des limites de sensibilité de telles expériences est ainsi devenu de plus en plus important.
Il devient donc nécessaire d'évaluer les effets des fluctuations quantiques et thermiques sur
la sensibilité des mesures électromécaniques. En particulier, 1l faut analyser précisément la

technique de friction froide.



B. Les contextes expérimentaux et théoriques

L’étude des fluctuations quantiques est motivée non seulement par le role fondamen-
tal qu’elles jouent dans la théorie de la mesure quantique, mais aussi par le réle qu’elles
jouent dans certaines expériences de trés grande sensibilité [23]. En particulier, ces études
ont souvent été stimulées par les perspectives de détection des ondes gravitationnelles. Les
- détecteurs utilisent des techniques de mesure extrémement sensibles qui approchent le ni-
veau du bruit quantique. La maitrise du traitement des fluctuations quantiques dans ces
systemes est donc nécessaire d’abord pour pouvoir contréler leur effet sur la sensibilité de
la mesure et ensuite pour proposer des techniques nouvelles qui permettent de repousser les
limites de sensibilité au dessous de la limite quantique standard.

La recherche expérimentale des ondes gravitationnelles est née au début des années 60.
J. Weber a proposé des antennes capables de résonner au passage d’une onde gravitation-
nelle [24,25]. Ces antennes sont en général des barres d’aluminium, qui ont un poids typique
de quelques tonnes, une longueur de quelques metres, et dont la fréquence du premier mode
longitudinal est de I'ordre du kHz. Le rapport signal sur bruit d’une barre de Weber peut
étre fortement amélioré en couplant ’antenne a un second oscillateur mécanique, de masse
plus petite, accordé en fréquence. La lecture du signal est assurée par un transducteur élec-
tromeécanique, typiquement un transducteur capacitif. Le déplacement de la masse entraine
une variation de capacité qui se traduit en un signal électrique. Pour essayer de réduire
le plus possible les effets néfastes du bruit thermique, une nouvelle génération d’antennes
gravitationnelles ultra-cryogéniques est en cours de développement en Italie (NAUTILUS a
Rome et AURIGA & Legnaro).

Ces mesures utilisent, sous une forme différente, I’argument, introduit pour la premiére
fois par von Neumann et rappelé plus haut, d’'une mesure sans contre-réaction de ’appareil
de mesure sur ’évolution de ’observable mesurée. Cette idée a été de nouveau discutée au
début des années 70 par Braginsky [26], puis Thorne [27] et Caves [28] apres la stimulation

représentée par les projets de détection des ondes gravitationnelles par des barres de Weber



ou des interférométres. Elle a depuis fait 1’'objet de nombreuses études théoriques et de
vérifications expérimentales concluantes. Dans une telle mesure, le bruit quantique amené
par l'interaction avec |'appareil de mesure n’affecte pas la quantité mesurée lors de son
évolution au cours du temps. Plusieurs noms ont été forgés pour décrire cette propriété,
celui de mesure quantique non-démolissante (QND pour Quantum Non Demolition) [30]
ou celul de mesures €chappant d la rétro-action (BAE pour Back Action Evading). Nous
utiliserons ici 'acronyme QND en choisissant donc de nous conformer a la dénomination
utilisée pour ces mesures en optique quantique.

L’idée initiale de Braginsky était de mesurer ’énergie d’un oscillateur harmonique qui
est, comme 'impulsion d’une particule libre, une quantité conservée dans 1'évolution. Une
autre stratégie s’est dessinée ensuite. Elle est basée sur la mesure des variables de quadrature
d’un oscillateur harmonique. Un oscillateur oscillant a la fréquence w,, peut étre décrit en

termes de variables lentes z; et z, ainsi définies

~~
Ut
g

z(t) = z1(t) cos @mt + z2(t) sin wmt

Ces variables sont appelées les quadratures et ce sont aussi des quantités conservées dans le
mouvement libre de 'oscillateur. En fait, le référentiel des quadratures (z;,z;) représente
une simple rotation de l’espace des phases (z,p) qui est justement congue pour suivre le
mouvement naturel du point représentatif du mouvement. L’inégalité de Heisenberg prend

la forme suivante pour les dispersions sur les quadratures

h
A:IIIAZEQ > mw—m (6)

A la différence de ce qui se passe pour z et p, les quadratures z, et z, sont des grandeurs
de méme dimension. Aucune référence de phase n’existe en principe pour les distinguer, et

on s’attend en général a ce que leurs dispersions soient égales

| A -
A:El:ASIIQZ m ({)

Cette inégalité peut étre considérée comme exprimant ici la limite quantique standard.



Mais on peut fort bien définir une référence de phase par exemple en exploitant des
phénoménes nonlinéaires, et faire en sorte que les deux quadratures se comportent de facon
non-symétrique. L'une des quadratures peut alors étre privilégiée par rapport a ’autre, avec
moins de bruit. Ce phénomeéne peut étre considérée comme une compression du bruit sur
une des quadratures (squeezing) [31]. En créant une dissymétrie entre les comportements
des deux quadratures, on peut aussi réaliser une mesure QND dans le domaine optique en
exploitant le couplage par effet Kerr croisé, c’est-a-dire l'interaction parameétrique entre deux
champs dans un milieu nonlinéaire purement dispersif (32,33].

Les nécessités expérimentales ont poussé a définir des critéres de performance pour des
mesures QND non-idéales [34]. Ces critéres adaptent & une description réaliste des expé-
riences les critéres originaux définis uniquement pour des mesures idéales [27]. Ils décrivent
non seulement la fidélité de la mesure mais aussi son caractere effectivement QND.

Le méme type d’interaction paramétrique peut étre réalisé sur des transducteurs élec-
tromécaniques utilisés pour lire le mouvement des barres gravitationnelles [35]. Le principe
des mesures BAE sur les transducteurs électromécaniques et leur réalisation sont décrits de
fagon trés compléte dans la référence [36].

Les ondes gravitationnelles peuvent aussi étre détectées par une mesure interféromé-
trique, 'interférometre étant formé de miroirs en chute libre vis a vis de la théorie de la
gravitation. Pour que la sensibilité de cette mesure soit suffisante, il faut que les bras de
I’interférometre soient kilométriques. Ce type de détecteur présente 'avantage d’analyser le
signal sur une bande spectrale relativement large. Parmi les antennes interférométriques,
se trouve le projet italo-francais VIRGO avec une antenne, ayant deux bras de 3 Km, en
construction dans les environs de Pise [37].

Ces projets ont motivé une évaluation précise des limites ultimes dans les mesures de
longueurs interférométriques. Les limites imposées par la mécanique quantique en optique
ont été analysées de maniére trés détaillée. Une revue compléte sur les méthodes de réduction
du bruit en optique quantique se trouve dans les références [31,38]. Grace a 'utilisation des

€tats comprimeés, la limite standard peut étre dépassée dans les mesures interférométriques.
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La véritable limite quantique ultime est en fait fixée par les mécanismes fondamentaux
de dissipation, en accord avec la relation générale évoquée plus haut entre fluctuations et
dissipation [39,40].

D’autres types de détecteurs ultra-sensibles utilisent des techniques analogues. C’est le
cas en particulier pour les accéléromeétres utilisés pour mesurer et compenser la variation de
trajectoire d’un satellite due aux forces de trainée. Nous nous intéresserons en particulier aux
accélérometres développés a I'Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales [41,42]
qui sont basés sur des transducteurs capacitifs de trés grande sensibilité. Ces transducteurs
fonctionnent en fait en mode BAE. Ils utilisent aussi pleinement les potentialités ouvertes
par l'utilisation de systémes actifs a la fois pour lire le mouvement de la masse et pour
asservir sa position. Ces accélérometres qui jouent un rdle important dans les projets de
test du principe d’équivalence dans ’espace (famille des projets STEP) sont donc aussi des
systémes trés intéressants pour notre schéma général d’étude des fluctuations. Une étude
detaillée en a déja été faite au niveau classique [41,42] ce qui facilitera grandement notre
étude quantique.

Par contre, nous n’étudierons pas dans cette thése les accélérometres basés sur des trans-
ducteurs inductifs (60].

Enfin, pour terminer ce tour d’horizon des méthodes existant déja dans ce domaine,
il faut signaler les méthodes quantiques développées pour traiter l'effet de la dissipation
sur les systémes macroscopiques [43], ’étude des fluctuations dans les circuits électriques
comportant des élements dissipatifs [44,45] ainsi que la théorie d’entrée-sortie qui décrit la
réponse linéaire dans un systéme dissipatif quantique [46]. Ces études nous ont aidé & poser

les bases de notre traitement des fluctuations quantiques dans les réseaux.

C. Le contenu de ce travail

Comme nous l'avons déja dit, le but premier de ce travail est de mettre en place une

methode générale de traitement des fluctuations dans un systéme de mesure réel. Ce trai-
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tement doit s’appliquer aux fluctuations thermiques et quantiques tout en garantissant la
consistence avec les contraintes de la théorie quantique.

Ce traitement sera appliqué en priorité aux systémes électromécaniques tout en s’ap-
puyant fortement sur les profondes analogies qui existent entre mesures électromécaniques
et mesures optiques de position et en réutilisant les méthodes d’étude bien maitrisées dans
le domaine de 'optique [31].

Evidemment, les systemes électromécaniques travaillent souvent a des températures aux-
quelles le bruit thermique est dominant. Ils profiteront cependant des outils généraux puisque
les propriétés de consistence seront valables aussi & cette limite. Ceci nous permettra par
exemple de démontrer que la technique de friction froide est bien compatible avec les
contraintes quantiques.

Les fluctuations quantiques seront décrites dans le cadre d’une théorie semi-classique
d’entrée-sortie linéaire. Autrement dit, les fluctuations quantiques seront linéarisées autour
d’une valeur moyenne et ensuite traitées linéairement. Les fluctuations sortantes seront en-
suite calculées en fonction des fluctuations entrantes, comme le résultat d’une interaction
avec l’ensemble constitué par I'appareil de mesure et le systéme mesuré. Ces fluctuations
sortantes décrivent a la fois le bruit ajouté sur le signal lors de la mesure et le bruit de
rétro-action perturbant l’évolution du systeme. La transformation linéaire des fluctuations
lors de I'interaction est décrite par le formalisme de la matrice S. Cette matrice S contient
en fait toutes les informations susceptibles de nous intéresser. De plus, elle permet de défi-
nir les régles de consistence du traitement quantique d’une maniére simple. Ces régles sont
équivalentes a la conservation des commutateurs dans la transformation c’est & dire aussi a
I'unitarité de la matrice S. Tous ces arguments seront bien sir développés de maniere plus
détaillée dans la suite.

On peut insister sur le fait que cette approche, qui généralise la théorie de la réponse
linéaire [6,7] s’applique en fait avec une trés grande généralité. En particulier, elle décrit trés
bien les mécanismes d’interaction nonlinéaire et n’est pas limitée au régime d’approximation

semi-classique [47].



Dans le chapitre II nous posons les bases du traitement des fluctuations quantiques en
considérant le cas simple des réseaux passifs. Nous réécrivons le théoreme de Nyquist pour
établir sa relation avec la description des fluctuations quantiques. Nous adaptons ensuite
la théorie des réseaux linéaires [11] en séparant la partie réactive du systéme, décrit par
une impédance réactive, et les parties dissipatives, décrites par des lignes dissipatives. Nous
dérivons alors la matrice de diffusion, la matrice de répartition en théorie des réseaux, de la
matrice impédance. Ceci est en fait un résultat bien connu en théorie des réseaux linéaires.
Nous étudions ensuite les systémes mécaniques puis les systemes électromécaniques.

Cette approche est généralisable a des systémes nonlinéaires, pourvu que ceux-ci soient
linéarisés au voisinage du point de fonctionnement. Nous effectuons ce travail pour les trans-
ducteurs capacitifs passifs en distinguant divers régimes de polarisation de la capacité. Des
mécanismes de transfert de fréquences apparaissent pour des polarisations oscillantes. En
particulier, pour des polarisations a deux fréquences, nous discutons des mécanismes pri-
vilégiant une quadrature et faisant ainsi apparaitre un schéma de détection QND. C’est le
schéma utilisé dans la lecture des barres de Weber.

Dans le chapitre III, nous abordons 1’étude des réseaux actifs en considérant des schémas
élémentaires d’amplificateurs. Nous commencons par rappeler le cas bien connu des ampli-
ficateurs lin€aires en traitant les fluctuations quantiques de la méme fagon que pour celles
provenant de la dissipation. Nous nous concentrons ensuite sur I’amplificateur opérationnel
considéré comme 1’élément de base de la plupart des systémes électroniques actifs. Nous
étudions avec soin les propriétés d’unitarité de la matrice S pour cet élément ainsi que les
problémes posés par la limite de gain infini. Nous montrons que ces problemes se résolvent
dans Pamplificateur opérationnel en boucle fermée.

Ceci nous permet d’étudier des réseaux actifs, en particulier ceux qui sont impliqués dans
les techniques de friction froide, dans le chapitre IV.

Ce quatriéme et dernier chapitre est organisé autour d’une modélisation de 'accéléro-
meétre électrostatique asservi de 'ONERA [41,42]. Cette application représente une occasion

de montrer que notre méthode est suffisamment souple pour permettre une description
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formelle, rigoureuse et consistente avec la mécanique quantique d’un systéme relativement
complexe. En particulier, grace & la description par la théorie des réseaux, nous bénéficions
de la possibilité de traiter le systeme par modules, chacun étant consistent avec la mécanique
quantique, et de les rassembler ensuite sans avoir a considérer & nouveau la question de leur
consistence.

Nous étudions d’abord un modeéle d’accélérometre a friction froide fonctionnant sans
transfert de fréquence. Nous considérons ensuite un modele passif mais fonctionnant avec
un transducteur différentiel a transfert de fréquence. L’expérience acquise lors de ces deux
calculs préliminaires nous permet ensuite de traiter un modele complet, avec friction froide
et transfert de fréquence. Dans les deux premiers cas, nous prenons en compte toutes les
sources de bruit et discutons les performances optimales de 'instrument de mesure. Ceci
nous permet de définir les approximations amenant au calcul de ’accélérometre complet et
de discuter ses limites ultimes de sensibilité.

Nous montrons ainsi que la friction froide permet de créer un amortissement actif d’un
oscillateur mécanique sans ajouter les fluctuations qui seraient nécessairement associées a
une dissipation passive. Ce résultat déja connu classiquement est donc tout a fait confirmé
dans un formalisme entiérement compatible avec les contraintes de la théorie quantique. Il
permet aussi de définir une limite ultime de bruit correspondant au cas, idéal, ou tous les

parametres peuvent étre parfaitement maitrisés par I’expérimentateur.
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II. LE BRUIT QUANTIQUE DANS LES RESEAUX PASSIFS

Dans cette partie nous posons les bases du traitement des fluctuations quantiques dans les
systémes électriques et/ou mécaniques. Notre point de départ est le théoréme fluctuations-
dissipation qui établit une relation tout a fait générale entre le bruit observable dans un
systéme a 1’équilibre thermodynamique et la dissipation.

Cette idée est apparue pour la premieére fois au début du siecle, avec Einstein [1] puis
Langevin [2] qui ont mis en évidence la relation entre le mouvement irrégulier des parti-
cules Browniennes dans un fluide et le frottement visqueux apparaissant dans les mémes
conditions. Ces deux phénomenes sont des conséquences d’un seul et méme couplage de la
particule Brownienne avec les molécules du fluide. Pour une particule colloidale immergée
dans un liquide, ou pour un miroir suspendu dans un gaz, on observe un comportement
aléatoire qui est da a l'interaction du systéme avec un environnement caractérisé par un tres
grand nombre de degrés de liberté. Les collisions des molécules du fluide avec la molécule
colloidale, ou des molécules du gaz avec la surface du miroir sont a l'origine de deux forces:
I'une provoque le mouvement irrégulier et incessant du systéme (fluctuations) et l'autre
amortit le mouvement du systéme (dissipation). L'effet aléatoire et 1'effet systématique sont
donc liés par des relations entre fluctuations et dissipation.

De maniére plus formelle, les fluctuations de la force aléatoire exercée sur le systéeme sont
décrites par un spectre de bruit alors que la force de friction visqueuse est décrite par une
susceptibilité ou une impédance dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire. Le théoreme
fluctuation-dissipation est en fait I’ensemble des relations entre ces différentes quantités. Ces
relations, d’abord établies dans le domaine classique, ont été depuis généralisées pour tenir
compte des fluctuations quantiques [6,7,48]. Nous les rappelons dans 'appendice VI A.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les systémes électriques ou électromeé-
caniques. Nous rappelons d’abord le théoréme de Nyquist [14], c’est-a-dire le théoreme
fluctuations-dissipation pour les systémes dissipatifs particuliers que sont les résistances élec-

triques. Nous étendons ensuite ce théoreme a des systemes électriques ou électromécaniques
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plus complexes en utilisant la théorie des réseaux, bien connue en électricité [10,44,11].

Nous montrerons qu’il est possible de décrire l'interaction des fluctuations quantiques
avec le systéme d’une fagon rigoureuse par une matrice de diffusion s. Le systeme étant
modélisé comme un multipdle couplé & travers un certain nombre d’acces aux sources de
dissipation, la matrice s fournit un outil de calcul commode et rapide. Par exemple, elle
permet d’évaluer les limites imposées a la sensibilité d’'une mesure par toutes les sources de
| bruit.

Ce traitement s’applique aussi bien au cas plus complexe d’un systéme nonlinéaire,
pourvu que celui-ci soit linéarisé au voisinage de son point de fonctionnement. Dans ce cas
aussi, la matrice de diffusion permet d’étudier la sensibilité des mesures et de caractériser

les systémes quantiques non-démolissants (QND).

A. Les réseaux linéaires
1. Le théoréme de Nyquist

L’idée que la dissipation soit liée au rayonnement, et par conséquent au bruit était
déja connue en électricité avant Nyquist, depuis que Hertz avait étudié expérimentalement
des résultats fondamentaux de la théorie de I'électromagnétisme de Maxwell. L’oscilla-
teur/résonateur de Hertz est constitué par un circuit électrique résonant capable d'émettre
et d’absorber du rayonnement. C’est un exemple simple d’antenne qui couple I’émission ou
I’absorption de rayonnement au passage d’un courant.

Par conservation de I’énergie, la source qui maintient le courant oscillant doit aussi fournir
la puissance dissipée par I’antenne. La puissance du rayonnement et le courant parcourant

le circuit permettent de définir une résistance de rayonnement qui caractérise ’antenne

D
R=5 (8)

L’antenne est donc vue par le circuit résonnant comme une résistance R, c’est-a-dire comme

un élément dissipatif. Dans le méme temps, ’antenne introduit des fluctuations de courant
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dans le circuit électrique parce qu’elle détecte les fluctuations du champ électromagnétique
présentes dans [’espace libre, c’est-a-dire le rayonnement du corps noir. On retrouve donc
naturellement ici la relation entre fluctuations et dissipation.

De maniere plus générale, lorsque 'on mesure la tension U aux bornes d’une résistance
a l’équilibre thermique, on détecte un bruit qui dépend de sa température. Ce bruit a été
observé pour la premiére fois par Johnson [13] qui I'a attribué & I’agitation thermique des
porteurs de charge dans le conducteur. Nyquist I’a ensuite évalué théoriquement en se servant
d’arguments provenant de la thermodynamique et de la mécanique statistique [14]. Il a
ainst montré que le bruit dans un conducteur dépend uniquement de sa résistance et de sa
température. Par conséquent, dans un réseau électrique les résistances sont non seulement
responsables de la dissipation d’énergie, mais aussi des sources de bruit.

La fagon habituelle de rendre compte de cet effet est de modéliser une résistance R par
la mise en série d’'une résistance idéale sans bruit et d'un générateur de tension Uy jouant

le réle d’une source de bruit (voir figure 1)

U=-RI+Uy (9)

R I

Uy
O— NN
\_/

U

Fi1G. 1 - Une résistance R est souvent modélisée par une résistance idéale sans bruit et un

’

générateur de tension en série représentant la source de bruit Nyquist.

Le bruit Uy est une variable aléatoire stationnaire de valeur moyenne nulle et caractérisée

par la fonction d’autocorrélation



Cunuy (t) = Un (t) Un (0) (10)

Pour caractériser ce bruit on utilise aussi la transformée de Fourier Cy,y, [w] de Cuyuy (2),
c’est-a-dire le spectre de bruit de la variable aléatoire Uy. Nous utilisons dans toute la these

la définition suivante pour la transformée de Fourier f {w] d'une fonction f (%)

fw] =/_+oo dte™ f (t)

o0

)y = [ ey (1)

o0 <

Il faut noter que cette convention utilisée en physique quantique n’est pas tout a fait celle
des électroniciens. En particulier, les impédances électriques que nous obtiendrons ont une
expression différente de celle habituelle en électricité. Elle correspond a un changement de
notation j = —z.

Le théoreme de Nyquist fixe la relation suivante entre le spectre de bruit et la résistance

R du conducteur
Cuyuy [w] = 2RksT (12)

T est la température et kg la constante de Boltzmann. Les électroniciens utilisent une
convention différente ou le spectre de bruit ne correspond qu’aux fréquences positives et
a pour valeur 4RkpT. Nous préférons utiliser la définition générale du spectre de bruit
ou apparaissent les fréquences positives et négatives. Cette définition sera de toute facon
nécessaire pour étudier le bruit quantique.

Pour présenter notre traitement des fluctuations, nous ne pouvons pas nous contenter
de représenter la résistance comme une résistance sans bruit en série avec un générateur
de bruit. Nous devons plutét modéliser une résistance par une ligne coaziale d’impédance
caractéristiqgue R. Nous retrouvons ainsi I'image du résonateur de Hertz qui peut a la fois
émettre ou absorber du rayonnement. Une ligne coaxiale est caractérisée par une inductance
linéique A et une capacité linéique v (figure 2). L’évolution de la tension U et du courant [

est décrite par
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oI ou

5z~ ar
ou oI
=g (13)

Ces deux équations nous permettent de déduire une équation de propagation dans la ligne

o1 ,8°1
L -0 14
8z2  © o (14)
ou c est la célérité de propagation des ondes
1
c=—F= (13)

Les solutions de cette équation sont de la forme

c [

uan=1m@—f>—rwe+f) (16)

En reportant dans I’équation (13), on obtient
U(z,t) = R (1‘" <t - 3) + o <t + %)) (17)

c

ou R est I'impédance caractéristique de la ligne
o

A
R= /- (18)
7
I(x) Adx I(x+dx)
Y
UX)| Z~ydx U(x+dx)
|
FiG. 2 - Schéma équivalent d’un élement de longueur dz d’une ligne coaxiale idéale sans

dissipation. A et v désignent l'inductance et la capacité par unité de longueur.

Considérons la ligne semi-infinie représentée sur la figure 3. Les solutions (16-17) donnent
les relations qui lient le courant I et la tension U & un bout de la ligne (z = 0) aux ondes I'®

et I°“* qui se propagent respectivement vers le circuit électrique et dans la direction opposée
3 PP
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I(t) =I"(t) = I (2)

U(t) = R(I™(t) + I (1)) (19)
JONAVASE

R b——-.
IoutN U

Fi1G. 3 - Modélisation d’une résistance par une ligne semi-infinie d’impédance R. Tension et
courant sont liés aux signaux se propageant dans la ligne. La ligne est un réservoir, avec lequel
le systéeme échange de l’énergie. Elle peut dissiper de l’énergie, qui quitte le systéme a travers
I’onde sortante I°**, mais en retour elle introduit aussi des fluctuations qui correspondent a I’onde

entrante ™.

La puissance absorbée par la ligne est
P =—UI=R(I*? - "?) (20)

Il s’agit en fait de la différence entre I’énergie qui part dans la ligne (RI°**?) et celle qui
arrive (RI'"?). A la différence de la modélisation habituelle des résistances, le modele de la
ligne que nous avons introduit ici est donc un systéme conservatif. La ligne peut dissiper de
I’énergie qui quitte le systéeme & travers 'onde sortante °** mais elle fait aussi entrer des
fluctuations qui correspondent & l'onde entrante I'* arrivant sur le systéme. Les équations

d’entrée-sortie (19) conduisent a la relation suivante entre tension et courant
U = —RI +2RI"™ (21)

ce qui correspond & la mise en série d’une résistance idéale sans bruit et d’une source de

bruit en tension

Uy = 2RI™ (22)



On retrouve donc l'image habituelle des fluctuations de tension mais on a maintenant inter-
prété ces fluctuations a partir des ondes I'™ arrivant par la ligne.

Dans une ligne coaxiale, nous sommes en présence de deux champs. Le champ entrant
I'™ que nous venons d’interpréter comme la source des fluctuations arrivant sur le systeme
et un champ sortant I°**. Ce dernier correspond a un champ qui repart dans la ligne apres
avolr interagi avec le systeme. Il peut ainsi servir a faire une mesure sur ce systeme.

Dans le cas d’une "vraie” résistance, la signification physique de ces fluctuations sortantes
peut paraitre moins claire que dans le cas d’une ligne coaxiale ou d’une antenne. Nous
verrons cependant dans la suite qu’il est indispensable de les considérer pour pouvoir traiter
le systeme de maniére cohérente au niveau quantique.

Le résultat de Nyquist correspond a une approche classique des systéemes électriques
et n’est valable qu’a haute température (kg7 > hAw). Contrairement & ce qu’indique la
formule (12), les fluctuations ne s’annulent pas & température nulle. Il reste les fluctuations
quantiques, fluctuations présentes dans 1’état fondamental de tout systéme quantique.

Pour faire une théorie des fluctuations valable au niveau quantique, nous utiliserons les
techniques bien connues en optique quantique [31]. En particulier, nous traiterons les champs
se propageant dans la ligne comme des champs libres scalaires que nous décomposerons a

'aide d’opérateurs création et annihilation aL et a,, qui satisfont les relations de commutation
[au,al,] = 276 (w — ') w,w’ >0
[@w, au] = [a},al] =0 w,w' >0 (23)
ol 6 est la distribution de Dirac. Nous introduisons un champ réduit a'™ qui décrit le champ

libre entrant dans la ligne et qui correspond ainsi a l'opérateur annihilation a,,, pour 1'évo-

lution aux fréquences positives et a l'opérateur création aT_w pour les fréquences w négatives
o™ [w] = 0(w)a, +0(-w)al, (24)
ot 6 (w) est la fonction de Heaviside. Le champ libre sortant a®** peut étre décomposé de

la méme maniere, en fonction d’opérateurs création et annihilation différents. Les champs

sortants sont liés aux champs entrants par une matrice de diffusion [47].
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Ces champs réduits correspondent & une fonction de corrélation ayant une forme univer-
selle
(@™ [w] a™ [W']) = 276 (w + ') C W]

Clw}=¢fwl + o]

1
vl = e(w)
olw]l= %coth Qhkl:’ll’ (25)

La fonction ¢ est la partie impaire de la fonction C et représente donc le commutateur des
champs. Elle est indépendante de 1’état du champ puisque € (w) est le signe de la fréquence
w. La fonction o est la partie paire de la fonction C et elle représente ’anticommutateur des
champs. C’est en fait cette fonction ¢ qui caractérise les fluctuations. On peut ’écrire aussi

comme la somme de deux termes

1
U'[Ld] = 5 + ny
1
nw = Alw) (26)
e*sT — ]

Le terme n, représente le nombre de photons thermiques par mode selon la loi écrite par
Planck en 1900 [3]. Le terme £ a été ajouté par Planck en 1911 [4] pour pouvoir obtenir la

limite thermodynamique

0[] = % FO(z) (kT > ho) (27)

Le caractére quantique des fluctuations n’apparait que lorsque 'on traite séparément les
fréquences positives et négatives. En effet, la fonction de corrélation C a des expressions

différentes aux fréquences positives et aux fréquences négatives

Clwl=1+n,

(w>0) (28)
Cl-w]=ny,

et c’est exactement la différence de ces deux valeurs qui correspond au commutateur des

champs

Q)
(3]



Clw] -Cl-w]=2%]=1 (v>0) (29)

Le nombre de photons n, tend vers zéro a température nulle et les fluctuations (26) se

reduisent alors & la fonction de corrélation du vide

olw] = %
Cl] =8(w) (30)

Dans toute mesure physique du bruit, on fera apparaitre la somme des fonctions de

corrélation évaluées aux fréquences opposées w et —w
Clw]+C[—w] =1+ 2n, = 20 [w] (31)

On utilisera donc 'expression (26) de o qui correspond & I'expression (4.9) de Callen et
Welton [6].
Le courant I'" circulant dans la ligne est ensuite donné par ’expression suivante

I w] = %‘;'a‘“ [w] (32)

En utilisant ’expression (22), on peut écrire l'expression générale du bruit Nyquist

Cuyuy [w]) = 2RA [w|C W]

hw :
= Rhw (1 + coth QkBT) (33)

Le bruit Nyquist ne s’annule donc pas & température nulle. Il tend vers une limite finie
CunUy [w] = 2Rhwi (w) (34)

qui représente le bruit Nyquist quantique.
Le courant I°** décrivant le bruit qui repart dans la ligne aprés l'interaction avec le

circuit, peut étre exprimé aussi en termes de champ sans dimension

I w] = zﬂ%a"“t [w] (35)

23



De méme que a™ [w], le champ a®* [w] est un champ libre. Il doit donc vérifier les mémes

relations de commutation
2 [w] , 0 ()] = (™ [w] , ™ [o'] (36)

Cette relation de consistence est trés importante. Elle nous servira dans la suite pour établir
des propriétés générales sur la transformation des champs par un systeme. Elle est en effet
équivalente & la propriété d’unitarité de la matrice s qui décrit cette transformation.

Les grandeurs électriques I et U, combinaisons linéaires de champs libres quantiques,
sont des observables conjuguées, qui ne commutent pas. Nous pouvons aussi les réexprimer

en termes de nouvelles variables réduites

I =2
U] =R ) (37)

Les relations réduites d’entrée-sortie de la ligne (19) s’écrivent alors, simplement

i(t) =a™(t) —a®™(t)
u(t) = a™(t) + a® (2) (38)

Nous décrirons dans la suite des systéemes électromécaniques. Pour préparer cette étude,
nous présentons d’abord une description des systémes mécaniques analogue a celle que nous
venons de rappeler pour les systémes électriques.

Le mouvement Brownien d’une grosse particule dans un fluide est le résultat de ses
collisions avec les molécules du fluide. Ces collisions sont & l'origine de deux forces. Une
premiére force d’amortissement visqueux est proportionnelle a la vitesse de la particule et
une seconde, fluctuante, est due au caractére aléatoire des collisions. Sur la base de ces -

considérations, la force F' agissant sur une particule peut s’écrire
F=—HV+2HV™ (39)

ou V est la vitesse de la particule et H le coefficient d’amortissement visqueux. Le premier

terme représente la force de friction et le deuxiéme décrit la force stochastique habituellernent
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appelée force de Langevin [2]. Une force de Langevin est de maniére générale une force
aléatoire extérieure indépendante des variables internes du systéme, ici la particule. Elle est
le résultat de l'interaction du systéme avec un sous-systéme ayant un trés grand nombre de
degrés de liberté, ici le fluide, appelé réservoir. Ce dernier peut étre décrit par exemple par
une collection d’oscillateurs harmoniques capables d’échanger de 1’énergie avec le systeme.
Le terme 2H V'™ décrit ainsi les fluctuations pfovenant du réservoir.

Le modele de Langevin, ﬁé dans le contexte purement classique du mouvement Brownien,
est généralisable au domaine quantique [49,43,50]. Le réservoir peut en effet étre décrit en
prenant en compte la nature quantique des oscillateurs et la force de Langevin décrit alors
un bruit quantique. Ce traitement est applicable aux systemes nonlinéaires et permet non
seulement d’évaluer le bruit quantique da a 'interaction du systéme avec ’environnement,
mais aussi les effets de cette interaction sur le comportement du systéme [47,46].

Le mouvement Brownien est en fait l’équivalent mécanique du bruit Nyquist: ’équation
(39) décrivant la force agissant sur une particule en présence de dissipation, est équivalente
4 ’équation (21) pour la tension aux bornes d’une résistance. Ainsi, le bruit V" décrit les

bruits mécanique, quantique et thermique et sa fonction de corrélation vaut

4 hw hw
Vv lw] = Vi (1 + coth QkBT) (40)

Comme nous 'avons fait pour une résistance, nous pouvons écrire des équations qui
relient les variables du systéme au champ V** provenant du réservoir et au champ V°o*
partant du systeme vers le réservoir. Ce champ sortant représente en quelque sorte le moyen

a travers lequel 'énergie est dissipée par le systeme. Nous avons les relations suivantes,

V = yin _ yout

F=H(V"4ve) (41)
qui sont équivalentes aux relations (19) pour une ligne électrique. Ces relations ameénent
bien a I’équation (39) en fonction du bruit entrant.

Poursuivant ’analogie avec le systéme électrique, nous pouvons passer a des variables
o )

réduites



v (t) =™ (t) — 6 (2)

F) =6 () +6™() (42)

2H v
V A lw|
2
VﬁlleF (43)

out

avec

v

>
£

f

Les champs quantiques libres 6™ et 5°* ont les mémes propriétés que les champs a™ et a

2. Les multipéles linéatres

La théorie linéaire des réseaux est largement utilisée en électronique [11]. Elle permet de
décrire le comportement d’un systeme en fonction des lois auxquelles obéissent les compo-
santes de ce systéme. Elle fournit des outils simples de description d’un systeme, quelque
soit son niveau de complexité.

Nous nous servirons de la théorie des réseaux pour obtenir une description de la trans-
formation des fluctuations par un systeme. Pour ce faire, nous réduisons tout systeme au
schéma suivant (cf. figure 4): une partie purement réactive, constituant le coeur du réseau,
sur laquelle est branché par 'intermédiaire d’un certain nombre de portes, un nombre équi-
valent de lignes. Chaque ligne est une source de dissipation avec un champ entrant et un

champ sortant. Les champs sortants sont des fonctions linéaires des champs entrants.



R,

Fic. 4 - Réduction d’un réseau dissipatif a un schéma de principe ou les parties réactives
sont décrites par un multipole et les sources de dissipation par des lignes. Les portes permettent

la connexion entre le multipdle et les lignes de bruit électrique ou mécanique.

Dans un premier temps, nous présentons notre approche sur un exemple simple de réseau
électrique. Cela nous permettra de dégager les outils de notre traitement, tels que la matrice
admittance ou bien impédance et la matrice de diffusion qui contient les coeflicients décrivant
la relation entre les champs sortants et les champs entrants. Par la suite, nous montrons que
cette approche se généralise a des systemes mixtes, en prenant pour exemple un modele
simple de transducteur électromécanique.

Comme premier exemple, nous considérons le systéeme de la figure 5, qui représente une
mesure effectuée sur un résonateur électrique RLC. Dans notre approche, la résistance du
résonateur R, est modélisée par une ligne et 'appareil de mesure est représenté par une

seconde ligne d'impédance Ry. Le couplage de l'appareil de mesure au systéme est une
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source de dissipation et de fluctuations. D’autre part, la ligne donne accés au champ sortant

I3*t, qui contient les informations recherchées sur le systéme mesuré.

r" a
S A Rd
R B— T
4vA «’\/‘t
ou
rout d
FiG. 5 - Schéma de principe d’une mesure électrique sur un résonateur RLC. L'appareil de

mesure est représenté par une seconde ligne d’impédance Ry. La mesure se fait sur le champ
sortant d°%!, qui contient les informations recherchées sur le systéme mesuré. Le champ 7°* a un

role symétrique, mais il décrit ici ’effet de la mesure sur le systéme.

En notant ¢ la charge du condensateur on obtient une équation de Langevin pour cette

variable
1 . .
Li+ (R, + Ra) g+ oi= 2R II™ + 2R IV (44)

ot I™ et I sont les fluctuations de courant associées & la résistance du résonateur et
a la ligne de mesure. Ces bruits entrants sont décorrélés. Notre but est de décrire, par
I'intermédiaire d’une matrice de diffusion, la transformation de ces bruits due au couplage
dans le systeme réactif.

Dans notre approche, la partie réactive du systéme est décrite par un multipole dont le
nombre de portes est déterminé par le nombre d’éléments dissipatifs. Pour |'exemple que
nous étudions, il y a deux lignes et nous allons donc écrire des relations impliquant deux

courants I, et I; et deux tensions U, et Uy. Ces relations caractéristiques s’écrivent ici
I =1;i=Y (U, + Uy) (45)
ou Y est 'admittance du circuit LC

(46)



Toutes les équations sont maintenant écrites dans le domaine des fréquences.
En passant aux variables réduites, que nous avons définies dans la section précédente, on

obtient les équations suivantes

tr = R.Yu, + /R RyYuy

g =/ R-RyYu, + RjYuy (47)
que nous pouvons enfin écrire matriciellement

bl =y [u] (43)

[z] et [u] sont des matrices colonnes

id Ug

y est la matrice admittance réduite

R.Y VERyY (50)
y= J
VRE.R)Y RiY

Le fait que le quadrupdle est purement réactif se traduit par la propriété suivante pour

la matrice admittance
(y ) =y [-w] = —y[w] (51)
Nous remarquons ensuite que la matrice admittance est symétrique
yT =y (52)

ol yT désigne la matrice transposée de y. C'est 'expression dans ce cas particulier des
relations de réciprocité d’Onsager-Casimir [12,13,10]. Quand y est inversible, il est possible

de définir, pour le méme systéme, une matrice impédance

z=y7 (53)



qui est elle aussi symétrique.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer comment le systéeme transforme les
fluctuations provenant de la dissipation. Nous disposons d'une part des équations (38) cor-

respondant aux deux lignes que nous pouvons écrire de maniére matricielle

(][]
b= |-
din dout
L J L J
r b r b
rin T.out
=] |+ (54)
din J dout J

et d’autre part des relations (48) caractérisant la partie réactive. On en déduit alors une

relation entre les champs entrants et sortants

T
=s| (55)
dout dm

s est la matrice de diffusion, souvent appelée également matrice de répartition dans la theorie

des réseaux linéaires [11]

§ = —= = (36)

Pour le circuit que nous avons choisi comme exemple, la matrice de diffusion s’écrit

1 — 2R.Y __2/R/RjY
_ T (R4 RY T+(R.+Ra)¥ ;
s = (37)
__2/RAY | _ __2RY
1+(R.+RQ)Y TH(Rr+Ra)Y

On peut insister sur la signification de ces équations dans le contexte du présent travail. Le
(=3
champ d°** sortant dans la ligne de détection est en fait la quantité mesurée et son expression
décrit comment la mesure va étre affectée par les bruits entrants dans le systeme. L.’équation
donnant r°* joue un rodle tout A fait symétrique du point de vue de la théorie, méme si elle
est dans ce cas présent beaucoup moins intéressante du point de vue de la mesure.
La mécanique quantique impose que les relations de commutations décrivant les champs

libres quantiques arrivant par chaque ligne sont préservés pour les champs qui repartent
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[r""‘ [w], o [w']] = [ri" [w], ™ [w']]
[ ] @ )] = [@" ], & )] (55)
On peut montrer aisément qu'il y a équivalence entre la préservation des commutateurs
que nous venons d’écrire et l'unitarité de la matrice s réduite qui décrit la transformation
d’entrée-sortie.
La maniére dont nous avons déterminé cette matrice assure en fait l'unitarité de I’entrée-

sortie des que la matrice admittance ou impédance décrivant le coeur du réseau est purement

réactive. En effet, la matrice admittance d’un systéme réactif obéit & (cf. (51))
y'=—y (59)
et on en déduit immédiatement que la matrice s est unitaire

t
1— 11—yt 1
st = y) Sl AN 2 R (60)
l1+y l+yt 1-—y

La fagon dont nous avons décrit le systéme en séparant les élements réactifs et dissipatifs

est donc la garantie que le traitement est cohérent avec la mécanique quantique. Du point de
vue pratique, il suffit de s’assurer que la matrice s est unitaire pour vérifier cette cohérence.
Les considérations déja faites sur la symétrie de la matrice y s’expriment aussi pour la

matrice s, qui a alors une forme particuliere
s = (61)

Le coefficient 7 donne I'amplitude de transmission du champ d’une ligne vers une autre. Les
termes p, et pq, par contre, donnent les amplitudes de réflezion du champ d’une ligne sur
elle-méme. L’unitarité de la matrice s implique les relations suivantes, que l’on connait en

physique quantique comme les relations de conservation des probabilités

e+ 177 =1
lpal” + |7|* =1
lo:-I* = |pal® (62)
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En particulier, la matrice de diffusion (57) obéit a ces conditions

‘1 _ ___2RY l"’ 4 ,_ W RRyY P _
1+(Rr+Rd)Y 1+(Rr+Rd))‘ -
2R,y |%2 _ |y _ _ 2Ry |? .
,1 - l+(Rr+Rd)Y' = '1 1+(Rr+Rq)Y (63)
grace au fait que Y est purement réactive (Y~ = -Y).

Pour montrer comment notre approche se généralise a un systeme mixte électromeca-
nique, nous avons choisi d’étudier ’exemple d'un transducteur piézoélectrique. Nous nous
intéressons ici & la mesure d’une force F'*** 4 'aide d’un systéme électro-mécanique composé
d’un oscillateur mécanique couplé a un oscillateur électrique a ’aide d’un cristal piézoélec-
trique.

L’oscillateur mécanique est composé d’une masse M, d’une liaison élastique de raideur X
et est amorti par un frottement visqueux de coefficient H. La partie électrique du systéeme
est composée d’un circuit oscillant LC et d’une ligne coaxiale d'impédance R servant a
extraire le signal de mesure. Le couplage entre ces deux oscillateurs est assuré par un cristal
piézoélectrique qui a la propriété de faire apparaitre une différence de potentiel a ses bornes
lorsqu’il est soumis & une contrainte.

Remarquons qu’en pratique, un tel systeme peut étre réalisé comme représenté sur la
figure 6 en fixant une masse d’épreuve M sur un cristal piézoélectrique qui joue alors non
seulement le role de couplage électromécanique, mais aussi celui de liaison élastique et de
capacité. L'effet de piézoélectricité correspond a l'apparition, sous I’action d’une force £,
de deux charges égales et opposées +L1F, sur les faces du cristal. L’effet est linéaire et la
constante de proportionnalité > ne dépend que des caractéristiques intrinséques du cristal.
La direction de la force détermine le signe de la charge: une compression fait apparaitre des

charges de signe inverse par rapport a celles provoquées par une élongation.



X
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F1G. 6 - Schéma physique d’un transducteur piézoélectrique. La lame de quartz fonctionne

comme un ressort de raideur K et ses deux faces, celle solidaire a la masse M et celle solidaire
a la paroi rigide, servent aussi d’armatures électriques. On obtient ainsi un oscillateur mécanique
couplé linéairement & un oscillateur électrique. Un appareil de mesure est utilisé pour extraire

I'information du systéme.

Les conditions de réciprocité dont nous avons déja parlé impliquent qu’il existe aussi un
effet de piézoélectricité inverse, ou I'action d’une tension U produit une élongation ou une
contraction de la lame +£1U. La constante de proportionnalité est la méme que pour I’effet
de piézoélectricité.

Les équations du mouvement du systeme des deux oscillateurs couplés par l'intermédiaire

d’un cristal piézoélectrique en ’absence de signal externe s’écrivent finalement

Mz + Hi+ Kz — 3q = 2HV™

Li+ Ri+ % — sz = 2RI™ (64)

ou V™ et I'® décrivent les bruits dus aux dissipations mécanique et électrique respectivement.

Le transducteur piézoélectrique est ainsi un réseau linéaire qui, dans le modeéle considéré,
a deux sources de dissipation: une mécanique et une électrique. Dans ces conditions, nous
décrivons le transducteur par un quadrupodle branché sur deux lignes d'impédance R et H

(comme sur la figure 7).
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Fi1Gc.7- Schéma de principe d’un transducteur piézoélectrique. Il y a deux sources de dissipation,
- dans le modéle considéré: la premiére (m), mécanique, est associée au systéme mesuré et la seconde
(e), électrique, décrit ’appareil de mesure. Le signal classique, ici 'effet d’une force extérieure, entre

par la ligne mécanique.

Nous introduisons maintenant un nouveau jeu de parameétres caractérisant les oscillateurs
mécanique et électrique, dont nous nous servirons toujours dans la suite: la fréquence de
résonance, le facteur d’amortissement et le facteur de qualité. Pour un oscillateur mécanique

et un oscillateur électrique (en série), ces parametres s’écrivent respectivement

S =
“m T M “e=\1IC

H R

I‘m—ﬁ F°_f
VEM wn 1 L @, -
Qm = " T T. Q:—-E C-T. (63)

Nous avons vu que la modélisation du bruit par des champs quantiques améne natu-
rellement a une description du systéme par 'intermédiaire de quantités réduites. Ce choix
permet aussi d’écrire, méme pour un systéme mixte, une matrice impédance généralisée dont
tous les coefficients sont sans dimension.

Nous réécrivons finalement les équations d’évolution (64) dans le domaine des fréquences,

pour les variables de quadrupdle réduites

{1+Q (—w+w”‘)} +—T i = 2m"
"\on  —w v zw\/HRz_dm
~w @ > :
1 e d  + ———=v = 2¢'" 66
{ +Q (we +—zw)}2+zw\/HRv ’ (©0)

v et 7 sont les variables réduites pour la vitesse et le courant (voir équations (37) et (43)); m™
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et e'™ sont les fluctuations entrantes dans les lignes mécanique et électrique. Ces équations

correspondent a une partie réactive

zm €t z. sont les impédances réduites des oscillateurs mécanique et électrique découplés

man (224 22)

2= Q. (—wm+ = ) (69)

o —ww

zme st le coefficient de couplage réduit électromécanique

_ ‘/wmwe)‘

Zme =
w

A= | /e (70)

La matrice de diffusion s donne la répartition des bruits du systeme

mout

I
®

(71)
eout

et se calcule comme précédemment a partir de la matrice impédance

—_ m T
o= 2 1 ~|* (72)
2 T pe
Les amplitudes de réflexion et de transmission valent
_ (Zm — 1) (Ze + 1) - Zzne
T Gt ) (et 1) — 22,
_ (ze = 1) (zm +1) — 21271.5
T Emt () - 2,
22Zme
T= (73)

(zm + 1) (e +1) — 27,
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On retrouve comme précédemment

lpm|* = lpel?

lom|® + 7> =1 (74)

Encore une fois, nous pouvons détailler la signification physique de ces équations en

~ développant (72)

mout —_ pmmm +Tem

eout = Tmin + pcein (75)

m°¥ décrit le bruit ressenti par le systéme mécanique. Le premier terme est lié au bruit propre
m'™ di a la dissipation mécanique, tandis que le second terme décrit le bruit provenant de
la source de dissipation électrique et représente donc la rétroaction de I’appareil de mesure
sur le systéme mesuré. e°** décrit le bruit dans la ligne de mesure.

On peut faire entrer dans le méme calcul 'effet d’une force externe F*** agissant sur la
partie mééanique du systéme. En supposant qu’on reste dans un régime linéaire, I’équation

du mouvement pour l'oscillateur mécanique s’écrit
Mi+ Hi+ Kz + 2q=2HV™ 4 = (76)

On voit qu’il est possible de traiter le signal externe comme le bruit entrant par la ligne
mécanique. La mesure électrique de cette force est donc décrite par une équation ou sont

superposés le signal & mesurer et les bruits provenant des diverses sources de dissipation

eo-ut =T (fezt + min) + peein

ext __ 1 ext
;== 2h|w|HF (1)

On a introduit une variable réduite f*** pour mesurer la force extérieure F'**. Cette équation

va nous permettre de discuter précisément les performances du systeme de mesure.
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3. La sensibilite de la mesure

Pour analyser la sensibilité de la mesure, il est intéressant de réécrire (77) sous la forme

d’un estimateur f** de la force extérieure, tel qu’on peut le déduire de e**

~ 1 . . -
fez:t — _:eout —_ fcrt + mm + p?em (78)

Dans ces conditions, I'estimateur ¢ est la somme de la force recherchée et d’un bruit ajouté
correspondant aux termes supplémentaires.

On suppose que les bruits entrants dans les voies électrique et mécanique sont décorrélés
et décrits par des spectres qu’on notera respectivement o, et o, et qui correspondent a des

températures T, et T;,. On peut alors définir une puissance de bruit ajouté a la mesure de

fcz:t

Yp=0om+ Ip;zae
||
1 h|w]
Om = 3 coth T
1 fi w)
0e =3 coth n T (79)

Toutes choses égales par ailleurs, on a intérét & ce que les amplitudes de réflexion soient mi-
nimales (c’est-a-dire |pe| = |pm| = 0) et donc que 'amplitude de transmission soit maximale
(c’est-a-dire [7| = 1). Cette condition est connue sous le nom d’adaptation d’impédance dans
la théorie des réseaux linéaires. En utilisant les équations (73), on voit que cette condition

est réalisée lorsque

2 -1=22, (80)

La premiére équation fixe en fait la valeur de la fréquence w. La deuxiéme condition détermine
la valeur du coefficient de couplage i« électromécanique adapté.

L’adaptation est réalisée par exemple quand les deux circuits opérent a résonance
lw| = ©m = w. (81)
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avec le coeflicient de couplage

On obtient en effet dans ces conditions

Zm =2, =0

Zme = —1

pe = pm =10

T=— (83)

On a ainsi optimisé le rapport signal sur bruit pour une mesure de f¢**. Le bruit équivalent

a l’entrée est alors celui qui est imposé par la température Ty, de l'oscillateur mécanique

Lf=0on= %coth 2—%;': (84)
On peut traduire ce bruit en termes de mesure de la force non réduite F***
Sp = 2 [w| HE, = A o] H coth — i (85)
2kpT,
ou en termes de mesure de l'accélération A de la masse
YN SN ) o E R T (86)

M2 T T M O 2T,
Nous remarquons que les puissances de spectre de bruit sur la force et sur 'accélération
YFr et L4 correspondent a des densités spectrales exprimés respectivement en N2/Hz et
(m/s?)?/Hz. Dans ’appendice VIB nous montrons comment obtenir le rapport signal sur
bruit pour la mesure d’un signal a partir de la densité spectrale de bruit. La densité spectrale
dépend en général de la fréquence. Quand elle peut étre considérée comme constante dans

la bande B d’analyse, la variance pour la mesure de force s’écrit simplement
AF? = BEF [wo] (87)

ou wo est la fréquence centrale de la bande. B s’exprime en Hz et AF? en N2.
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Le fait que la sensibilité de la mesure soit limitée par la température de 1'oscillateur
mécanique est évidemment trés pénalisant pour une mesure électromécanique effectuée a
trés basse fréquence. De plus, il est évident d’apres (75) que le systeme mesuré, la masse, est
perturbé de maniére importante par les fluctuations entrant par la voie de mesure, d’autant
plus que la transmission |7|* est maximale.

Nous allons voir dans la suite que ces deux inconvénients peuvent étre largement suppri-

més par des techniques appropriées.

B. Les réseaux nonlinéaires

Nous allons maintenant présenter notre approche du traitement des fluctuations quan-
tiques dans les systemes nonlinéaires. Le principe général de cette méthode est, dans un
premier temps, de déterminer le point de fonctionnement du systéme et, dans un second
temps, d’étudier les fluctuations linéarisées autour du point de fonctionnement. Les nonli-
néarités du systéme conduisent a des effets de mélange de fréquences. Nous allons montrer
dans cette section que, malgré ces effets, il est possible de conserver une description du
systeme en terme d’impédance et de matrice de diffusion.

Nous illustrons notre approche en étudiant un modele simple de détecteur des oscillations

d’une barre de Weber.

1. Un ezemple de transducteur nonlinéaire

Le systéeme que nous étudions est analogue au systéme électromécanique linéaire de la
partie précédente. La différence provient du couplage entre la partie électrique et la par-
tie mécanique qui est maintenant réalisé a l'aide d’'un condensateur a armatures mobiles
remplagant le cristal piézoélectrique. C’est donc un schéma utilisant un transducteur élec-
tromécanique capacitif.

La capacité ' du condensateur dépend de la position =z de 'armature mobile. Lorsque le

condensateur est chargé, l'attraction électrostatique entre les deux armatures est a 1’origine
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d’une force F; dont ’expression peut étre déterminée a l’aide de considérations énergétiques.

Si nous notons E,; I’énergie stockée dans le condensateur

I

E’e[ = mq (88)
_ dFE. _ 1d 1 2 .
Fa= | = 3@ C @) (89)

q
Le couplage est nonlinéaire puisque la force est proportionnelle & q2 et le coefficient de
couplage est en principe une fonction dépendant de la position de la masse x. Pour simplifier,
on supposera ici que le coeflicient dépend linéairement de z, ce qui est toujours vrai dans
la limite de petits déplacements autour de la position stationnaire zo = 0 (fluctuations
quantiques ou déplacement induit par une faible force externe). La force de couplage et la

tension aux bornes du condensateur s’écrivent alors

11
q qz
=1 12 90
Uc C " Cd (90)
ol nous avons posé
1 1 dC(z) d 1
- = =—-C ——— 91
d C dz | _, ¢ dz C(z)|, _o (91)

Reportons-nous maintenant & un systeme précis, par exemple le transducteur électro-
mécanique capacitif passif représenté sur la figure 8. Il s’agit d’un oscillateur électrique RLC
en série couplé a un oscillateur harmonique amorti dont la masse accomplit son mouvement .
le long de ’axe z. La masse M étant solidaire d’une armature du condensateur, la capacité

est une fonction de la position de la masse.
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Fic. 8- Schéma physique d’un transducteur capacitif. Le couplage nonlinéaire entre ’oscillateur
mécanique et l'oscillateur électrique est réalisé par un condensateur & armatures mobiles et un
générateur de tension qui les polarise. Un déplacement de la masse provoque une variation de la

capacité et donc le passage d'un courant dans le circuit.

Les équations d’évolution sont alors

1 .
Mi+Hz+ Kz — —qu = 2HV™ 4 Fezt

2Cd
1 1 :
. o 11 oppin 5
Lq+Rq+C 557% RI'" + U, (92)

K et H sont la raideur et le coefficient de frottement visqueux correspondant a l’oscillateur
mécanique. Les sources de dissipation sont ici 'amortissement mécanique, décrit par le
coefficient H, et la résistance R qui prend en compte toute contribution dissipative dans
le circuit électrique. V* et I'™ sont les bruits entrant dans chacun des deux oscillateurs.
Comme précédemment, la force externe que nous voulons mesurer entre par la méme voie
que le bruit mécanique. Enfin, pour coupler les systémes électrique et mécanique, il est
nécessaire que la charge moyenne du condensateur ne soit pas nulle. Ceci est obtenu en
utilisant un générateur dont la tension U,(t) sert & polariser le systéme.

Nous écrivons d’abord les équations en ’absence de signal externe. Nous séparons de
()
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maniére systématique les variables = et ¢ en une partie classique décrivant le régime de
réponse forcée a la tension de polarisation U,(t) et des fluctuations décrivant la réponse
linéaire du systeme aux fluctuations entrantes

T =19+ 6z

0+ 6q (93)

1l

q

" Les équations pour le régime forcé s’écrivent

11
Mzog+ Hzo + Kz — aﬁqg =0
. . 1 1
Lgo + Rgo + <90 — ==qoz0 = U, (94)

C Cd
Les équations pour les fluctuations sont ensuite linéarisées au voisinage du point de
fonctionnement constitué par le régime forcé calculé en (94)
Mé&% + Héz + Kéz — Ecbq=2HV™
1
o

Nous avons introduit deux nouvelles notations, F¢ et Fg, qui représentent 'effet sur les

L6G+ R6G + =6q — Ecéz — Fobq = 2RI™ (93)

fluctuations des couplages paramétriques liés a la variation temporelle de go et zg

= I
Fe =4
_ To

Le premier terme a la dimension d’un champ électrique. Tous les deux dépendent du temps

et vont donc faire apparaitre des produits de convolution lorsqu’on passera dans le domaine

des fréquences.

Afin de passer a cette étape, nous spécifions d’abord la dépendance temporelle de la

tension de polarisation.

2. Fonctionnement en polarisation constante

Dans un premier temps, nous considérons le cas le plus simple d’une polarisation continue
k]

(U, indépendant du temps).



Les équations pour les valeur moyennes s'écrivent alors

1 2
['\’.’L’o = 5%
Go To)
c(1-%)=u (97)

Ce qui conduit & une équation du troisiéme degré pour g

o % N
c (1 - 21(&12) =l (93)

Sans entrer dans les détails, nous supposerons ici que le point de fonctionnement est une

solution stable de cette équation. Nous pouvons alors écrire les équations linéarisées

Méz + Héz + Kéz — Ecbg = 2HV™

LéG + R8G + 51-&; — Egéz = 2RI™ (99)
0

ou les parametres F¢ et Cy s’écrivent

_ &
Ee =4
11 1 ¢
Co C (1 51(0012) (100)

Ce sont ces équations que nous utilisons dans la suite.

On retrouve alors les mémes équations que pour le systéme piézoélectrique, le parametre
E¢ jouant le rdle de la constante piézoélectrique. Cela n’est pas étonnant, car on se retrouve
maintenant, une fois opérée la linéarisation, avec un systéme de deux oscillateurs couplés
linéairement. Nous obtenons donc immédiatement les équations caractérisant les fluctuations

dans ce systéme

5f dv
bu )

I
™

z= (101)



avec

T — W

ze=Q¢<_w+ w‘)

. —ww
VEOm @,
A

w

A= Ec\/g\/m (102)

La matrice de diffusion s décrivant ’entrée-sortie des bruits

e
~me

out

m

=s| (103)

5= = (104)

avec

D= (sz (1 - g,;) + ;‘”—) (ZQe (1 . :—Z> + wi) + 22 (105)

Ce résultat est évidemment le méme que pour le transducteur piézoélectrique. La discussion
qui a été faite pour ce systéme s’applique donc sans modification. En particulier, le systeme
étudié obéit encore a des conditions de réciprocité (la matrice (101) est symétrique). Si la
lecture du signal est bonne (transmission importante), alors ’action en retour du systéme
de mesure sur la quantité mesurée est aussi importante. Nous allons voir qu'on peut sortir

de ce dilemme en utilisant des transferts de fréquence.
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3. Fonctionnement en polarisation oscillante

Nous considérons maintenant une tension de polarisation oscillante

Up (t) = UJ cosw,t = (e"“"‘ + e"“”") (106)

_?
2
Nous nous limitons a la situation ou la fréquence w, est proche de la différence des fréquences

propres des deux oscillateurs
Wy N W, — W (107)

Dans ce cas, on s’attend en effet classiquement a ce que 'information mécanique puisse étre
lue de fagon efficace dans la ligne électrique. A cause de la nonlinéarité des équations (94),
I’étude de la réponse forcée a une polarisation oscillante est un probléme trés compliqué
dans le cas général. On se place donc dans un régime de couplage faible et on détermine le
régime forcé (94) de maniére perturbative.

Au premier ordre, on obtient une charge oscillant a la méme fréquence que la polarisation,

Qo [w] = el &

—w (Z, + R)
Up [w] = 702 [6 (w — wp) + 6 (w + w,))] (108)

On suppose qu’on se place dans une situation ou la fréquence d’excitation w, est sufisamment
P

loin de la résonance électrique.

e — Wy 1
DeTW% o = 1
e > Qe ( Og)
On peut alors écrire
ol 1 =
C 2w, —wpUp[w]
() 1 @
o= Sm—w, Uy coswyt (110)

On étudie ensuite 'effet de la perturbation au second ordre dans ’équation (94). Cet ef-
fet revient a exciter le mouvement de la masse & fréquence nulle (déplacement du point

d’équilibre) et & la fréquence double de la fréquence de polarisation
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wZ
F—WU;??(I—FCOS?wpt) (111)
We — Wp

8|

1
Mz + Hi‘o-*—]\,l‘o = E

A lordre suivant, le régime forcé de z¢ viendrait perturber |’équation de la charge g et faire
apparaitre les fréquences w, et 3w,. Dans la suite, on se contentera en fait de la solution
que nous avons obtenue a 'ordre 1. Il y a deux raisons a cela. D’une part, les déplacements
d’ordre supérieur sont plus petits dans un développement de perturbations. D’autre part,
" nous nous placons dans des conditions ou ils ne sont pas résonnants.

Par souci de simplicité, on se limitera au cas ou le désaccord de la fréquence de la pompe

par rapport a la différence des fréquences de résonance est nul
Wp = We — Wnm (112)

Cette hypothése est cohérente avec notre motivation d’étudier des systémes ayant un interét
p

expérimental. On demandera que les facteurs de qualité des deux oscillateurs soient grands

w
m=—£ 1
Q Fm>>
Qe=%>>1 (113)

et que la condition suivante soit aussi remplie

1 1
— —_ 114
T, > T (114)

Nous rappelons que I';, et I'. sont les coeflicients d’amortissement des deux oscillateurs non-
couplés. La condition (114), qui coincide maintenant avec (109), correspond a une largeur du
pic de résonance électrique petite devant la fréquence mécanique. Elle correspond a ’esprit
d’une mesure résonnante. Elle interdit bien sir de suivre précisément le mouvement de la
masse aux fréquences se trouvant en dehors de la bande d’analyse.

Avec toutes ces hypotheses, le régime forcé s’écrit

Zo (t) =0
0 (113)



Les équations (95) des fluctuations s’écrivent donc

M (85 + Db + ),6z) — Eocoswytéq = 2HV™

L (5ij + Tebg+ wzéq) — Egcosw,tbéz = 2RI™

Eo"‘ “e gﬂo

T 2%, d

(116)

On les réécrit maintenant en termes de vitesse et de courant et en exprimant les fonctions

dans le domaine des fréquences

Vi E .
M (wfn —w? - zwf'm) 5V — =2 {[‘2#5 (w—wy) + 278 (w+ w,)]| ® —&} =2HV™
—ww 2 —ww
E :
L (@2 —w? —wl.) 61— = {['271’5 (W—w,) + 276 (w + w,)] ® 5—V} =2RI™ (117)
—w 2 —w

ou le symbole @ représente un produit de convolution.

Dans les termes de couplage en (117), on observe ce qu’on appelle un mélange de fré-
quences. Les oscillations des deux oscillateurs sont couplées a travers un changement de
fréquence lié A la fréquence de la pompe (comme sur la figure 9). On peut développer les

produits de convolution en (117)

PP R
(Ze+ R) 81 - % (i‘z/(tui:ﬂ 6—‘?([::550 = 2RI"
2
Z, = _LC (1 - g) (118)

Cela permet de créer une situation ou les deux oscillateurs se retrouvent en interaction
résonnante 'un avec 'autre. Cette situation est trés bien connue et étudiée en optique
quantique [53]. Nous utilisons dans la suite les techniques dérivées de ’optique quantique

avec les adaptations nécessaires.
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Fi1G. 9 - Représentation sur une échelle de fréquence du phénomeéne de transfert de fréquence.
On représente les composantes de fréquence importantes pour I’analyse du systéme. Les oscillations
mécaniques autour de £w,, sont transférées aux fréquences w, + wy,, w, étant la fréquence de
polarisation. La composante w, + @, intéragit de facon résonnante avec le systéme électrique. On

peut par contre négliger la composante a w, — @p,.

Nous définissons d’abord les amplitudes complezes associées au mouvement des oscilla-
teurs. Considérons par exemple 'oscillateur mécanique. Par suite du phénomeéne de réso-
nance, seules les parties du spectre des grandeurs mécaniques proches de la pulsation de
résonance wy, et de —w=,, ont une amplitude significative. Autrement dit, il est possible
d’écrire 1’évolution de la vitesse comme somme de termes évoluant & w,, et —7,, dont les

amplitudes varient lentement
SV (t) = 8Vy (t) e ™=t 4+ §V_ () ™! - (119)

Les termes 6V (t) eT*®! sont les parties du signal de fréquence positive et négative res-
pectivement. Si nous considérons la décomposition spectrale du signal global, on introduit
des modes d’oscillation décrits par les opérateurs d’annihilation a, et de création a}, et on

obtient alors les amplitudes complexes 5V+ ) et 6V_(¢)

6V+ — / A ’w —:(w—wm
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do [A
§V_(t) =/§7§ #aiwe-'ww (120)

Autrement dit, les composantes spectrales des amplitudes complexes sont des opérateurs de

création ou d’annihilation

A+ o,
5V+ [Q] = ‘l—,)H—"aQ+wm

A — o,
sv_io) = (M Zmlar (121)

On remarque que
§V. (0] = (8V [-0))' (122)

Comme nous nous limitons a une analyse résonnante, les fréquences mécaniques qui nous

intéressent sont proches de la pulsation mécanique

w=Nton,

Q<K wny (123)

Si la condition (114) est remplie ou, autrement dit, si le désaccord (wm) de la fréquence de
pompe par rapport a la résonance électrique est plus grand que la largeur de la résonance

électrique, certains termes peuvent étre négligés, de sorte que

(Zo [0+ ] + H) SV [Q 4 ] = 2 F @] o prpinig o
S (Ot )

Eo 610 — @]

_ = =9 in - 2
R e s kA R (124)

(Zn[Q— @] + H)§V[Q - w

De méme, les oscillations qui nous intéressent pour les variables électriques correspondent

a des fréquences proches de la pulsation électrique
w=0+w, (125)

Compte tenu du fait que les oscillations mécaniques aux fréquences proches de la pulsation

electrique sont négligeables, 1’équation électrique se simplifie aussi

49



Eo§V(Q + @)
2 (Q+ @m)
Eo 6V [Q — @)
2 (0= @)

(Z. [0+ @]+ R)6I[Q+ =] - = 2RI (O + w,]

(Z.[Q -] + H)SI[Q — @] — =2RI™ [0 — =] (126)

De plus, les impédances des oscillateurs découplés valent au voisinage des résonances

20
In[Qton] ~ —-zH——-P
20

Nous introduisons, par analogie avec (121), la notation suivante pour les amplitudes

complexes mécaniques et électriques
SV [Q) =6V IQ+ wn) 8I,(Q) =610+ =]
SV_[Q] =6VIQ — wn) $I_[Q)=461[0 - =] (128)
Nous pouvons maintenant écrire ces résultats pour écrire les équations caractéristiques

d’un réseau linéaire. Pour ce faire, on introduit des variables réduites comme précédemment

et on rassemble les relations linéaires sous forme d’une matrice impédance =z

F5f+ _ F vy —
Sup | | 6y
s | s

Su_ | 6 |

avec

Zm  —1A

Az,
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Zm = —22'1_‘—
m
5 Q
Ze = —Ll
e Pe

, FEo |C
N = 2 V0. (130)
On remarque que les blocs sont liés par la relation suivante
2 (0] = (244 [-0)) (131)

qui vient de la propriété (122) des amplitudes complexes.

Nous écrivons finalement la matrice de diffusion s pour les amplitudes complexes du

bruit
: s¢y 0
s =
0 s__
avec
244+ — 1
Spy = ————
++ T + 1
_ (1—2zm){142.)+1"7? —2:\
— (142m)(1+2e)=A? (L+zm)(1+z)-A7
—2:\' _ (I+zm)(1=2.)+ )17
(1Fzm)(1+2¢)= A7 (14zm)(1F2c)—A72
L ™ 1 t )
S = —— = (s -0 132
z . +1 ( ++[ ]) ( )

La matrice de diffusion s ici obtenue a la méme forme que la matrice (104) obtenue pour
une polarisation constante quand les fréquences des deux oscillateurs coincident. En effet,
s1 on se place autour de la fréquence de résonance mécanique supposée égale a la fréquence

électrique
w=04+on=0+w. (133)

on obtient a partir de (104) la matrice s approchée

_ (1=zm)(14z.)-A? —2iA
Zm Ze 2 Zm e 2
s (1+zm)(1+ze)+A (t+zm)(1+ze)+A (134)
-1\ _(14zm)(1-z.)=A2
(1+zm)(1+2.)+A2 (14zm)(1+ze)+A2?
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La raison de cette ressemblance est encore une fois que le comportement des deux systemes
est celui d’un systéeme de deux oscillateurs identiques couplés.

Le transducteur paramétrique opérant dans le régime oscillant que l'on vient d’analyser
est insensible a la phase. Les relations entre les amplitudes complexes des bruits mécanique
ou électrique sortant ne présentent aucune dissymétrie de phase significative. Un tel dispositif
se comporte de la facon qui a déja été discutée. Dans la prochaine section, on va s’intéresser

a un systéme sensible a la phase.

C. Une application a la détection QND

Nous allons maintenant montrer comment notre approche permet d’obtenir les techniques
de détection QND (quantum nondemolition) ou BAE (back action evading) [26,28,51,52]
proposées ou utilisées dans les barres de Weber.

Avant d’étudier le systéme électromécanique proprement dit, nous allons rappeler le

principe d’une mesure QND en optique [33].

1. Couplage entre quadratures en optique

Pour cet exemple, nous envoyons deux faisceaux lumineux dans un milieu nonlinéaire
présentant un effet Kerr croisé. Dans un tel milieu, I'indice optique vu par 1'un des faisceaux
dépend de l'intensité du second et par conséquent le déphasage subi par chacun des fais-
ceaux lors de la traversée du milieu dépend de 'intensité de I'autre. Si nous appelons signal
et mesure les deux faisceaux, les relations d’entrée-sortie pour les amplitudes électriques

correspondantes sont
E;)ut — exAg,E;n
Eout _ zAcmein 353
m € m (l O)

ol Ay, et Ay, sont des déphasages proportionnels chacun a l'intensité de ’autre champ

[32]
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Aps < IE,‘,’: ?

2

Ay, < |[ET (136)

Le champ électrique d’un faisceau lumineux est décrit quantiquement par un opérateur
dépendant du temps E(t¢), qui est une superposition linéaire d’opérateurs de création et
annihilation. Comme dans la situation que nous avons déja discutée (voir (121)), on peut
définir un champ électrique sans dimension e(¢) dont les composantes de Fourier sont des

opérateurs de création et d’annihilation [31]

e+ [ = agia,

e- (0] = alg,q, (137)

Les composantes de quadrature du champ e; et e; sont ensuite définies a partir des amplitudes

complexes comme

€1 = €4 +e_
1
€ = ; (6+ - 8_) (138)

Elles permettent aussi de décrire le systeme autour de sa fréquence propre. Les quadratures
sont des variables lentes comme les amplitudes complexes.

Notons toutefois que du point de vue quantique, les quadratures sont des observables,
tandis que les amplitudes complexes ne le sont pas. De plus, ce sont des observables conju-
guées et quelque soit I’état du systeme, leurs dispersions satisfont une inégalité d’Heisenberg.

Une inégalité d'Heisenberg analogue est vérifiée par les fluctuations en intensité et phase
du champ. Dans une approximation linéaire, les fluctuations de I'intensité 6] et de la phase
0 sont liées aux deux quadratures du champ en supposant par exemple que ’amplitude

moyenne du champ est réelle, on obtient

61 = \/%661
1

6(,9 = ﬁé‘ez (139)
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ou I est 'intensité moyenne du champ. Une mesure de I'intensité ou de la phase du champ
est donc équivalente a une mesure de quadrature.

Dans notre cas, grace a la propriété (136), on choisit d’effectuer une mesure de l'intensité
du signal a partir de la phase du champ mesure. Dans ce but, on réécrit la relation (135)

pour les phases. Pour le signal, on a
@ = ol + Ag, (140)

oll ©°*! est la phase du champ sortant et " celle du champ entrant. Des relations identiques
régissent les phases de la ligne de mesure.

Comme nous nous intéressons au bruit dans cette mesure, nous désirons connaitre l’ex-
pression des fluctuations é¢, et 6o, des déphasages des deux champs. On trouve qu’elles

sont liées aux fluctuations des intensités de ’autre champ [32]

8, = pbIim

§pm = pbIT" (141)

ou u représente un coefficient de couplage par effet Kerr. Ce résultat amene aux relations

entrée-sortie pour les fluctuations de phase et d’intensité des champs

5ot = 6 + pS Iy
§Ig“ = &I
8ot = &pj,? + y&]j"

m

§I1°% = §Iin (142)

Ces relations montrent qu’une mesure de phase 62" apporte des informations sur I'intensité
du signal 61" sans introduire aucun bruit sur cette observable. L'intensité du signal §7°%
n’est en effet bruitée que par le bruit §I'" entrant sur la méme observable. Le bruit entrant

sur la ligne de mesure est par contre transcrit sur la phase du signal §¢o°*! par I'intermédiaire

du terme 61"
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La configuration obtenue rend possible ce qu'on appelle une mesure quantique non-
démolissante (QND). Elle nous permet d’effectuer une mesure arbitrairement précise du
signal 61" sans le perturber. §Ii" est appelé observable QND.

Si 'on suppose que le bruit interne de ’appareil de mesure est négligeable, la précision
d’'une telle mesure n’est limitée que par les inégalités de Heisenberg, qui lient la précision
de la mesure d’une observable a celle de sa variable conjuguée. Si on renonce a connaitre
'une des deux observables, on peut donc mesurer ’autre avec une précision arbitraire. Dans
notre cas, on renonce & la phase du signal au profit de son intensité §/:*. La précision de
cette mesure est liée & la valeur du coefficient de couplage p: plus il est grand, plus le signal
est mesuré de fagon efficace. De plus, si le systeme n’évolue pas, on est capable en principe
de reproduire cette méme mesure un grand nombre de fois, avec la méme précision.

L’existence d’une référence de phase - introduite en optique par 'effet Kerr - est bien sir
une condition nécessaire pour qu’une mesure quantique non-démolissante idéale soit possible
(32].

On va maintenant étudier le méme processus sur un systeme électromécanique.

2. Couplage de quadratures électromécaniques

On considére le méme systeme physique que dans la partie II B, toujours dans la situation
ou les fréquences propres d’oscillation mécanique et électrique sont tres différentes. Nous

rappelons les équations du mouvement du systeme

11 .
- . 2 2 __ n ert
M (& +Tmé + whz) — 550 = VT +F
o 1 .
L(§+Teq+w%q) - 5795 = 2RI" + U, (143)

Pour faire une mesure quantique non-démolissante sur ce systéme, il faut pouvoir définir
des quadratures, ce qui requiert une phase de référence. Dans ce but, on choisit de polariser
le systéme par 'intermédiaire d’une tension dans laquelle apparaissent deux oscillations a la

fréquence de résonance électrique w, et a la fréquence de résonance mécanique @,
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Uy(t) = Uy cos w.t cos wmt (144)

L'oscillation a la fréquence de résonance électrique @, permet de définir les quadratures
électriques et celle a la fréquence mécanique @,, les quadratures mécaniques.

Dans un tel régime, la polarisation est une superposition de deux signaux oscillant aux
bandes latérales w, + w.,, de la fréquence de résonance électrique

UO
Up(t) = —2& [cos (. + @m)t + cos (@, — @m) t] (145)

Gréce aux similitudes avec le régime de conversion de fréquence que !'on a déja considéré,
on s'attend i ce que les oscillations mécaniques soient aussi transférées a la fréquence élec-
trique. Cette fois il s'agit du résultat de I’action conjointe de deux signaux de polarisation,
et non plus d’un seul.

Le calcul du point de fonctionnement dans ce nouveau régime se fait comme précédem-
ment par un traitement perturbatif. La différence, par rapport au cas précédent, est que le
régime forcé contient maintenant deux fréquences.

Nous nous placons encore dans la condition de résonance €électrique étroite par rapport
a la fréquence mécanique (cf. relation (114)). Par conséquent, les termes oscillant trop loin
de résonance peuvent étre négligés, si I'intensité du couplage, déterminée par l'intensité de

I’amplitude de la polarisation n’est pas trop forte. Le point de fonctionnement vaut alors

T (t) =0
g(t)  w Up — =
C T 2 (cos (we ~ @wm)t — cos (we + Wm) t)
= Eodsin w.t sin wnt (146)

Ce point de fonctionnement a été obtenu, comme pour le cas précédent (cf. équation (110)),

en considérant que

0 0
qo(t)Nl w. » + 1 w, o 3
~ — cosw t+ = —costo, i
C 2we—-w; 2 P 2@6_53; 2 p
wE = @, £ T (147)
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Les équations du mouvement pour les fluctuations linéarisées autour du point de fonction-

nement s’écrivent donc
M (51 4+ TLaéa + wfn&r) — Epsinw.tsinwntég = 2HV™
L (5q +T.bg + w35q) — Egsin w,.tsin o, téz = 2RI™ (148)
Ces équations contiennent encore des phénomenes de mélange de fréquence mais avec des

fréquences de polarisation a =+ (=, & @wn). C'est cette situation qui va faire apparaitre une

référence de phase (voir figure 10) et permettre d'effectuer une mesure QND.

—

SEE XY T TR Py
EXRF T VPP VPP P

/ [ >
7 / )
~o, 0 to, W, —20_ | o] o+20,
0—0, O 10,
FiG. 10 - Représentation sur une échelle de fréquence du fonctionnement d’un transducteur
électromécanique fonctionnant avec deux fréquences de polarisation. Ce systéme permet de lire une

quadrature mécanique sur la ligne électrique.

Pour pouvoir faire des considérations plus précises sur le caractere QND d’un tel systéme,
ou sa sensibilité, il faut passer & la description en termes de matrice de diffusion. Dans ce but,
nous allons d’abord évaluer la matrice impédance de notre systéme pour les quadratures.

Comme précédemment, nous écrivons les équations linéarisées pour les fluctuations dans
le domaine des fréquences. Toutefois, nous les écrivons maintenant pour les composantes de
quadrature de la vitesse et du courant, définies comme dans (138).

Pour la partie réactive, nous obtenons ainsi une matrice impédance
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(5f1 F5‘Ul
5712 622
st | 6w

L5u1 ] L 521 |

qui a encore une structure diagonale par blocs

z12 O
z=| (149)

O 221

Par contre, les sous-matrices mettent clairement en évidence qu’on a maintenant un systéme

de mesure QND

zm O
212 =
=Xz,
(zm .y
291 = (150)
0 =z

Leur structure n’étant plus symétrique, on voit que la quadrature mécanique év; n’est plus
perturbée par le bruit électrique alors qu’elle peut étre lue par la ligne de mesure.

Nous pouvons calculer maintenant la matrice de diffusion reliant les quadratures en-

trantes et sortantes

- mgut S - miﬂ -
egut _ e;n
mout - ° m‘izn
eclmt etin J
g= 221 (151)
z+1

Nous évaluons cette matrice en supposant que la largeur du pic électrique est grande par

rapport a celle du pic mécanique

r.> T, (152)



Dans ces conditions, nous obtenons le systéeme d’équations suivant

mtlaut _ Zm —1 (min + fle:z:t)

Zm +
out ___ n in ext
€2 = —6 —#(m1+ 1 )

z 1 . .
out ~m n ext in
m - —_ (m + ) — e
2 Zm +1 2 2 1

_ in

= —21— (153)

Nous avons réintroduit a ce niveau les signaux, c’est a dire les composantes de quadrature

£7 et f5** de la force extérieure f*** mesurée comme une variable réduite (cf. équation (77)).
Ces composantes représentent par exemple 'action d’une onde gravitationnelle sur la masse
de 'oscillateur mécanique utilisé pour extraire le signal d’une barre de Weber. La sensibilité
de la mesure électrique d’une telle force dépend fortement de la quadrature électrique sur
laquelle on effectue la mesure. En effet, seule la quadrature e3*!, donne des informations

sur un signal mécanique, en 'occurrence ff*'. La quadrature mi® est ici 'observable QND,

puisque elle ne ressent pas de bruit introduit par la mesure électrique.

3. Les limites quantiques dans une mesure QND

Nous pouvons maintenant discuter les performances de cet appareil de mesure. L'efficacité,
de la mesure dépend de l'intensité du coefficient y, qui est fonction des facteurs de qualité
des oscillateurs et de I'intensité de la pompe. Un couplage intense augmente la valeur de ce
coefficient mais il peut étre nocif, car on risque de trop exciter des modes que nous avons
négligés et qui pourraient alors perturber le systéme. La mesure ne pourrait plus dans ce
cas étre considérée QND. Nous n’étudions pas ce probléme plus en détail ici.

La sensibilité de la mesure se discute comme précédemment (section I A 3). Les équations

(153) permettent en effet d’introduire un estimateur ff’" de la mesure de la quadrature f&*
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fezr 1 u T n 1 in =
;tz—;egt:. f‘+m1 +;62 (134)

puis une puissance de bruit équivalent sur la mesure [34]

LpH =0m + —50, (153)
|l

Om, et 0., décrivent les bruits sur les quadratures mi* et ei* et correspondent & des tem-
~ pératures T,, et T,. En utilisant la définition (138) des quadratureé, on voit que o, et g,

s’écrivent

hoom

Om, = coth TR

o., = coth _)fzw;, (156)
<kple

A noter le facteur 2 de différence avec les équations (79) qui décrivent le méme bruit pour
une amplitude m ou e. Par comparaison avec I’équation (79), on voit aussi que le coefficient
ﬁ;— a remplacé le rapport JI%ILZ— des coefficients de réflexion et transmission.

La situation optimale correspond donc désormais a un coefficient g le plus grand possible,
en respectant bien str la contrainte de linéarité évoquée plus haut. Dans cette situation
optimale, le bruit équivalent est imposé par la température T, de I'oscillateur mécanique
(équations (84)-(86)). Cette conclusion est exactement la méme que dans la section IT A 3.

Par contre, on a supprimé le bruit en retour de la ligne de mesure électrique sur la
quadrature mécanique mesurée: dans les équations (153), m$* n’est absolument pas polluée
par les fluctuations entrant par la voie électrique. On se trouve bien dans la situation d’une
mesure QND [26,28,35,51,52,54,55].

Dans la suite, nous allons considérer des systémes actifs qui permettront aussi de résoudre

le probléme du bruit thermique dans ’oscillateur mécanique.
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III. LE BRUIT QUANTIQUE DANS LES RESEAUX ACTIFS

Les amplificateurs jouent un role essentiel pour la mesure quantique. Considérons un
signal défini au sens le plus large, apres avoir spécifié le processus de détection. Par exemple,
avec une photodiode ou un photomultiplicateur, on mesure en général une énergie, autre-
ment dit l'intensité d'un champ. Mais on peut aussi mesurer une phase avec un dispositif
interférométrique ou une composante de quadrature avec un detecteur hétérodyne. Dans
tous les cas, le signal est produit par un systeme quantique et il se trouve superposé a des
fluctuations quantiques.

Nous nous concentrons sur un cas particulier particuliérement important pour la mesure
des signaux dépendant du temps, a savoir le cas ou la premiere étape du passage du niveau
quantique au niveau classique est assurée par un amplificateur. Le signal quantique est porté
par 'amplificateur dans le domaine classique ainsi que le bruit quantique. Une question
déterminante se pose alors: quelle est la dégradation minimale du signal apportée par le
processus d’amplification? Les premiers études sur cette question, stimulées par la réalisation
d’amplificateurs "silencieux” tels que les masers {16,24,56], ont montré qu’un amplificateur
linéaire ajoute un bruit au signal au moins égal au bruit dans la ligne correspondant au
signal entrant.

On a ensuite réalisé qu'il était possible de contourner ce probleme en utilisant des ampli-
ficateurs paramétriques sensibles a la phase du signal, autrement dit en mesurant une seule
quadrature d’un signal {17-19]. De nouveaux progres ont €té réalisés grace aux efforts faits
pour rendre de plus en plus performants les résonateurs mécaniques pour la détection des
ondes gravitationnelles. Ceci a conduit & étudier de manieére plus poussée le bruit quantique
en particulier dans les amplificateurs [57,58].

Dans cette partie, nous rappelons d’abord les résultats de base sur le bruit quantique dans
les amplificateurs linéaires. Nous définissons ensuite un amplificateur opérationnel quantique

que nous utilisons comme composant de base dans la réalisation de réseaux actifs.
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A. L’amplificateur linéaire quantique

Nous commengons par étudier le cas plus simple d'un amplificateur linéaire dont le gain

est indépendant de la phase du signal
a®* = Ga™ + B (137)

" ou a' et a°** sont les opérateurs associés aux modes de champ entrant et sortant respecti-

vement. Le coefficient d’amplification G est supposé plus grand que 1
Gl > 1 (158)

Bien str, ce gain peut dépendre de la fréquence w.
Il est nécessaire d’introduire un terme supplémentaire B dans l’équation (157) pour
: . . , , T , . .
que les relations de commutation soient préservées dans l'opération d’amplification. Les
commutateurs entre les champs sortants sont en effet les mémes que les commutateurs entre

les champs entrants pourvu que

(Bo,Bo] =0

[Bu, Bl] =278 (w — ') (1 - 16uI) (159)

Notons que cette approche ne fait pas intervenir de modélisation particuliere du fonction-
nement de 'amplificateur et est donc générale. Elle décrit le bruit minimal ajouté par ’am-
plification. Pour avoir plus d’information sur le bruit d’'un amplificateur donné, il serait
nécessaire de prendre en compte une modélisation précise du processus d’amplification. On
pourrait alors déterminer complétement le spectre du bruit ajouté. Nous savons déja que
ce spectre est supérieur a la valeur que nous venons de déterminer. Dans la suite, nous
considérons des amplificateurs pour lesquels le bruit est égal au bruit minimal.

Notons I’analogie avec les résultats du théoréme fluctuations-dissipation. Le bruit ajouté
B est un bruit intrinséquement associé au processus d’amplification, de la méme fagon qu’il

existe toujours un bruit associé & tout processus de dissipation. La méthode pour décrire ce
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bruit est d’ailleurs la méme dans les deux cas: il faut assurer l'unitarité de la transformation
des champs quantiques impliqués.

Remarquons enfin qu’on a obtenu ainsi la densité spectrale de bruit correspondant au
commutateur des champs. On peut calculer le spectre de bruit correspondant aux anti-
commutateurs de la méme fagon que précédemment si on suppose que le bruit rajouté par
amplification est caractérisé par un état d’équilibre thermodynamique (voir équation (25)
dans la section II A 1).

Nous considérons maintenant le cas d'un amplificateur paramétrique, précisément un
amplificateur linéaire dépendant de la phase. Nous écrivons les relations caractéristiques

sous une forme simple
af* = Giaf* + B,
a*t = Goal + B, (160)
ou aj, a,, B, et B, sont les quadratures
a; = al +a
a; = 1(a! —a)
B,=B'+B
By = (B - B) (161)

Un exemple particulierement simple est l’amplificateur paramétrique dégénéré pour lequel

les gains sont inverses 1’'un de ’autre sur les deux quadratures
G1G2 =1 (162)
Cet amplificateur particulier peut fonctionner sans bruit ajouté
By=B,=0 (163)

En effet, les commutateurs entre les deux composantes de quadrature sont préservés dans ce
cas. Dans le cas général, ou les gains ne sont pas l'inversel’un de I'autre, il faut nécessairement

introduire un bruit ajouté.
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Aprés ce rappel des propriétés générales des amplificateurs linéaires, nous nous concen-
trons sur 'amplificateur linéaire qui préserve la phase, qui sera utilisé dans la suite.

Nous réécrivons alors le bruit ajouté
in\ 1
B=vGT—1(b") (164)

ou b'" et (b"")f représentent un champ supplémentaire obéissant aux regles de commutation

" canoniques. Le bruit du signal de ’amplificateur est donc décrit par les équations linéaires
a’t = gain + \/ngl(bin)T
. .\t

(b°"‘)f = VG2 = 1a™ + g (b™) (165)

Nous avons supposé G réel pour simplifier. Le bruit est indépendant du signal entrant.

L’amplificateur linéaire est alors représenté par la figure 11.

Tl

F1G.11- Schéma de principe d’un amplificateur linéaire qui préserve la phase. Le bruit entrant
a'™ est amplifié 3 la sortie de "amplificateur d’un facteur G. Le processus d’amplification introduit
un bruit ajouté ¢ qui peut étre interprété comme conjugué en phase du bruit entrant dans un autre

mode (c = b1 ).

La valeur moyenne (a°**) du signal sortant s’écrit

(@) = G(a™) (166)
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2quati 1 in. L'é 1 ‘entrée-sortie pour les bruits est par contr
C’est une équation classique de gain. L'équation d’entrée-sortie les bruits est tre
non classique. On peut comme on |’a déja fait introduire un estimateur @* du signal d’entrée

tel qu'on peut le déduire de la mesure du signal de sortie a®*

~in lou tn 1 inT
a =§a t=a —r\/l—a(b) (167)

On voit alors que le bruit rajouté par I’amplificateur dans la mesure du signal est

za=<1—égaw (168)

A la limite de grand gain (G > 1), le bruit ajouté minimal est simplement donné par o,:. Si
les lignes a et b sont a la méme température, le bruit ajouté est donc égal au bruit entrant.
Autrement dit, la perte est de 3 dB. De fagon équivalente, on peut dire que le rapport signal
sur bruit est dégradé lors d’une amplification d’un signal et au moins divisé par deux puisque
la discussion ci-dessus correspondait au bruit minimal . Cette limitation avait été observée
deés le début des communications par ondes Hertziennes . Elle fixe aussi le nombre maximal
de répéteurs.utilisables dans la communication par fibre optique .

Pour simplifier les discussions qui vont suivre, nous faisons encore un changement de

notation en introduisant le champ conjugué au champ b

ct=b (169)

Les équations (165) de I'amplificateur linéaire s’écrivent alors

¢ . .
aou — saaatn +sacc‘ln

ou

U = 50" + 5.0 (170)

ou les coefficients apparaissent comme des amplitudes de diffusion.

Ces relations préservent les commutateurs des champs et correspondent donc & une ma-
trice de diffusion unitaire. Il faut toutefois faire attention au fait que c est un champ conjugué
pour écrire explicitement les relations d’unitarité. Si on écrit (170) sous forme matricielle on

obtient la condition



sest = ¢ (171)

avec
See Sac
5§ =
SCG sCC
-
€ 0
€ =
0 e
€& =1
€ = -1 (172)

Les coefficients € correspondent en fait au signe de la fréquence du mode considéré. Nous
continuerons a appeler les relations correspondantes relations d’unitarité, en gardant a l’es-

prit la remarque ci-dessus.

B. L’amplificateur opérationnel quantique

L’amplificateur opérationnel est un composant utilisé dans les systéemes électriques pour
amplifier une tension. Comme dans la partie précédente, cette amplification est nécessaire-
ment accompagnée d’un bruit ajouté.

Pour obtenir un modele quantique d’amplificateur opérationnel, nous allons utiliser des
éléments que nous avons discutés précédemment. Grace a cela, nous obtiendrons des équa-

tions caractéristiques assurant l'unitarité des relations d’entrée-sortie.

1. L’amplificateur en boucle ouverte

L’amplificateur opérationnel est habituellement décrit par les équations suivantes pour

les courants et tensions a l'entrée et a la sortie (figure 12)

UGO
Ieo = - n
7 !
Uso = —R.I,, + GU., + U, (173)
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ou R, et R, sont les impédances caractéristiques de ’amplificateur vu de 'entrée et de la
sortie, G le gain en tension de I'amplificateur, I, et U, des sources de courant et de tension.
Nous avons noté I.,, U.,, I, et Us, les courants et les tensions en entrée et en sortie de

I’amplificateur fonctionnant en boucle ouverte.

er In % Ra Q) Ger Uso

Fic. 12 -  Circuit équivalent d'un amplificateur opérationnel de gain G. R, et R,’ sont les

impédances d’entrée et de sortie de I'amplificateur. I, et U, sont les deux sources de bruit associées.

Comme nous ’avons déja fait a plusieurs reprises, nous interprétons ces sources de bruit
comme des fluctuations entrant dans le systéme par des lignes dissipatives. L’amplificateur
opérationnel quantique apparait ainsi comme un composant de réseau avec quatre portes.
Deux de ces portes correspondent aux lignes d’entrée et de sortie de ’amplificateur. Les
deux autres lignes sont nécessaires pour décrire les bruits ajoutés.

Plus précisément, nous représentons un amplificateur opérationnel par le schéma de prin-
cipe de la figure 13, construit & partir de lignes coaxiales couplées par un circulateur et d’un

amplificateur linéaire tel qu’il a été décrit dans la partie IIT A. Les équations caractéristiques

Ueo =\ Pl R lu;‘l K (ai" + eﬁ“t)

L. = f;}l:l (a™ — e)

Uso — /77' |w2| R; (sin + aout)
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R lwl in out
-[so = ﬁ (So —a )
5:;11 — gegut + \@__lcin

cout — /gg _ legut + gcin (174)
ou on a noté G le gain de 'amplificateur linéaire, supposé réel, e, et s, les lignes d’entrée

. et de sortie dans ’amplificateur en boucle ouverte, a et ¢ les deux lignes supplémentaires

décrivant le bruit ajouté.

a
2l 1S
s \__\ 4V
eo —l IG5 b—s0
N\ VA

FiG. 13- Schéma de principe d’un amplificateur opérationnel. C'est un réseau & quatre portes:
eo et so représentent ’entrée et la sortie de I’amplifiacteur; a et ¢ représentent les lignes internes

nécessaires pour décrire le bruit d’amplificateur.

Nous pouvons maintenant réécrire ces équations en exprimant le courant d’entrée et
la tension de sortie en fonction de la tension d’entrée, du courant de sortie et des bruits

entrants:

U , [P
R, R, °
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’ h X ? . i
Uso = =R 1o + 2@/%&0 +2 'LJR:'- (-ga™ + V@7 =1c™) (175)

On retrouve les équations (173) habituelles de ’amplificateur opérationnel grace aux iden-

tifications suivantes

}-ZILU'R Ra :
[ —_— "1 I 2 _ mn ~

On a donc obtenu l'expression quantique des bruits ajoutés par un amplificateur opération-
nel. Celui-ci est décrit comme un réseau couplant quatre lignes et il obéit aux conditions
générales d’unitarité de la matrice s. Autrement dit, les équations ci-dessus assurent que les
commutateurs des champs sortants sont les mémes que ceux des champs entrants.

A ce stade, il est important de faire une remarque sur 'approche habituelle. Les équa-
tions (173) suggerent naturellement de considérer que les bruits I, et U, sont décorrélés.
L’approche de type réseau que nous utilisons montre que ce n’est pas le cas, en général. En
fait, il est méme impossible de faire cette hypothese. Il suffit pour s’en convaincre de calcu-
ler le commutateur entre I, et U, a partir des formules quantiques (176). C’est seulement
dans la limite de haute température et si on néglige les fluctuations quantiques devant les

fluctuations classiques qu’on retrouve des fluctuations décorrélés.

2. L’amplificateur branché sur deuz lignes

On considére maintenant le méme amplificateur branché sur une ligne d’entrée d’impé-

dance R, et une ligne de sortie d’impédance Ry (figure 14).

69



St

O
O

Fi1G. 14 - Schéma de principe d’une mesure par un amplificateur opérationnel en boucle ouverte.
L’amplificateur de la figure 13 est branché sur une ligne d’entrée e et une ligne de sortie d servant

a la détection. a et c représentent les lignes de bruit interne.
Les équations caractéristiques sont celles de la section précédente et les suivantes
L=1, = filw]| (eout B e;n)
Iy =1, =

La solution des ces équations est donnée par la matrice s suivante

i 7 [ 17 . 1
et See Sed Sea Sec e
dot Sde Sdd Sda Sdc | | AT

¢ .
a® Sae Sad Sea Sac a™
Cout Lsce Sed Sca Scc Lcm

. -4 -

Ra. - Re
See =
R, + R.

Sed = 0

VR

ea = 45 o5

R. + R.
Sec =0



VER.R. \JR.Rq

e =4
St =40 e Rt R
A
dd———R;_*_Rd

_ R.R!
sda=29R° R, dit,

R, + R. (R, + Ry)
Sac =2V G? — lﬂ‘—
R, + Ry
Sqe = 2G VR B E,
R, + R. Ry + R,
VR Ry
R, + Ry
R,— R. R, — Ry
R.+R. R, + Ry

Sac = ng‘_'le_Ra

D

Sad=2

Saazg

R}, + R4
R. R
=9 7 afle
See = 2VG  ~ 1o g
Scd-—O
R.— R
— 2 _ e a
Sca g lRa+R,
Sece =G (178)

Nous pouvons discuter alors la limite de I’amplificateur opérationnel idéal qui correspond

classiquement & la limite de gain infini, d'impédance d’entrée infinie et d'impédance de sortie

G=2\/%g——>oo

R, — o0

nulle

R, —0 (179)

Nous examinons maintenant les divers éléments de la matrice s en utilisant le gain G

plutdt que G et en étudiant la limite de 'amplificateur opérationnel idéal
See — 1
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Sea = 0

Sde ™~ QG” %

Sag — 1 (180)

Ces coefficients correspondent parfaitement a la description classique (173) de I'amplifica-

teur. Par contre, les termes de bruit ajouté sur les voies e et d posent un probleme

Re—Ra\/Iza—Rd- G Ra

=0 m R~ VR
G?R, _ \/R.Ra R,
= 2 — ~o —
s =20\ G ~ g ~ O (181)

Ces termes deviennent infinis avec le gain comme s4., mais ils augmentent aussi comme
V/R.. Par conséquent, les bruits ajoutés divergent méme si ils sont ramenés & I’entrée. Une
discussion analogue peut étre menée sur les coeflicients sqe, Saa, Sacy Scey Sca €t Sec qui décrivent
le bruit sortant dans les lignes a et c.

Ces problémes se trouveront résolus naturellement avec le systéme de contre-réaction.

C. L’amplificateur avec contre-réaction

Nous discutons maintenant ’amplificateur opérationnel bouclé en contre-réaction et
branché sur deux lignes en entrée et sortie. Nous présentons les calculs concernant la matrice
de diffusion pour un gain fini. Nous en discutons les termes, en dégageant la signification
des divers bruits: en particulier, nous repérons les termes principaux qui peuvent décrire une
mesure et le systeme mesuré mais aussi les sorties des bruits internes. Nous montrons que la
limite de gain infini ne pose plus de probléme. Pour finir, nous discutons la signification de
la matrice s du point de vue des performances du systéme actif considéré comme un appareil

de mesure.



1. Les équations de contre-réaction

L’amplificateur opérationnel bouclé par une impédance de contre-réaction ayant une
partie réactive Z, et une partie dissipative R,.
Les équations caractéristiques sont d’une part celles qui ont déja été écrites pour ’am-

plificateur en boucle ouverte, d’autre part les équations suivantes

I = 1.+ 1I
Is = Iso—Ir

U.-U,=U. - 2.1,

Ir — ’zl_}‘;' (rin _ rout)
U =/ ﬂf)'—R’- (r™ + ) (182)

Nous pouvons résoudre ces équations en exprimant par exemple les tensions et les champs

sortants en fonction des courants et des champs entrants

D= —2G\/R.R, + Ra + R, + Z,
DU, = —Ra (R, + Z.) nl. - R.Rinl,
+2 [—QR,, R, +\/R. (R, + Z)] a™ + 2\/92——11%;\/37,8" +2R,\/Ror
DU, = — <\/’1TR;+ 2G RaR;Zr) nl. ~ R, (Ra + Z:) 1,
+2 [\/E;R; +G /R, (~Ra + Z)] o™ +2VG2 —1\/R, (Ra+ Z,) &
—2 <—2g R.R.R, + R;\/I—?:> rin
D-a™ = —\/R, [ R.R,+G (—R.+ Z,)] nl, + /R, (+g R.R, — R, — Z) 0l

+ [0 RaR+ G (~Ra— B+ 2)| " + VT =1 (R — By + 2,) "

+2(6y/RR. - /RR) ™
D = —G ~1\/R, (B, + Z.) nl. — VG* — 1y/R.Rin1,
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+VGT =1 (~Ra+ R+ Z;) ™ + [—2 R.R,+G (R. + R, + Z)J cn
+2VG? — 1\/R R,
Dorout — (Ra —2g R;Ra> VBl + B\JRl,
+2 (\/R—a— g R;) \/I?,ai" - 2\/97—_1\/1%;—1%,8"
+ (—2gx/ﬁ+ Re+ R, —2R. + Z) rin (183)
ol nous avons introduit une notation pour représenter I'impédance totale de contre-réaction

Z,=Z,+R, (184)

Ces équations décrivent le systéme avec contre-réaction pour une valeur quelconque du gain.

Elles se simplifient beaucoup 4 la limite du gain infini
nlUe = \/Raai_"
- . Z. . :
nUs = Zynl. + \/ R,a'" — \/Faf -2y R. "
R .
a® = —\/R'.nl, — \/R'nl, + Fia':
a’tt = Z’ 771’ + _‘[-Eafn - Z" ain -9 —'r‘
TR VR JRR T R,
Tou.t =7,iﬂ_\/Rr7]]c+”%-ai: (183)

ou nous avons introduit les notations condensées

in __ _in in out __ _out out
al'=am"+c¢ e =a" +¢ (186)

En ce qui concerne les valeurs moyennes, nous obtenons

I

U.=0
Uy, = Z.1, (187)

Ces équations correspondent au cas d’un amplificateur opérationnel idéal (179). Elles

ne dépendent pas des impédances caractéristiques R, et R, de I'amplificateur fonctionnant
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en boucle ouverte. Notons que l'impédance R, intervient uniquement dans les expressions
concernant les fluctuations sortant dans les voies a et ¢ correspondant au bruit ajouté. Ce
parametre aura donc peu d'importance et pourra étre oublié dans la pratique.

Pour discuter le rdle du parametre R,, nous pouvons comparer notre résultat au modele
habituellement utilisé pour traiter le bruit classique d’un amplificateur opérationnel idéal.
Nous avons déja présenté ce modeéle pour 'amplificateur en boucle ouverte. Pour un amplifi-
cateur bouclé sur une contre-réaction Zr, les équations caractéristiques s’écrivent a la limite

d’un gain infini

Us,

U.
Us

Z.(I.~ L)+ U + U, (188)

ou U, et I, représentent des générateurs de bruit équivalent en tension et en courant tandis
que U, est le bruit en tension ajouté par la contre-réaction.

En comparant avec les équations (183) que nous venons d’obtenir, on obtient I’expression

quantique des sources de bruit

/TzlwlRu 2" /ﬁ|w|

(a”‘ + c"‘) (189)

On remarque tout d’abord que ces deux grandeurs ne commutent pas. Ceci implique que les

bruits en tension et en courant sont liés par une inégalité de Heisenberg et ne peuvent donc

pas s’annuler simultanément.

Il est intéressant d’exprimer les spectres de bruit correspondants en fonction des bruits

dans les lignes a et ¢

o, + 0.
U, = h|w| Rg——— —
hw|os + oc
or. = —_-
=R, 2
—0c
OUaL, = Fi|w] Ua-) -
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1 R |w]
Og = §coth T
1 k |w]
o= §coth T (190)

La troisieme ligne représente la corrélation entre les bruits en tension et en courant. Cette
corrélation s’annule quand les températures de bruit de a et ¢ sont égales. Par souci de
simplicité, nous ferons souvent cette hypothése dans la suite. Avec cette simplification, les

relations précédentes deviennent

oy, = h|w| Ra0,

h
o = Rl

n Ra.

Oa (191)

ce qui permet de déduire les parametres R, et 0, de notre modéle quand on connait les

bruits en tension et en courant de 'amplificateur.
Notons que les équations (190) permettent de traiter le cas général si nécessaire. Il faut -
alors mesurer aussi la corrélation entre les bruits en tension et en courant pour en déduire
ouU,
R, =
or,
hlw|o. = /o100, + ov.1.
hlw|oe = /o100, — OU.I, (192)

2. La matrice de diffusion

Nous évaluons maintenant la matrice de diffusion pour un amplificateur opérationnel
avec contre-réaction dans le cas général de contre-réaction mixte (ayant une partie résistive
et une partie réactive) et gain fini (voir figure 15). Nous branchons ’entrée et la sortie sur
deux lignes d'impédance R, et Ry. Aux équations d’entrée-sortie (183) il faut donc ajouter

les équations d’entrée-sortie des lignes et celles de raccord

76



52

SR E

o
(@)

la partie résistive de I'impédance de contre-réaction.

QR eout em)
U, = % JRe (ern. + eout)

h

2

fi|w| Ry

Us + dout

(=)
(e
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diffusion de cinq champs e, d, a, cet

77

Schéma de principe d’une mesure par amplificateur opérationnel bouclé en con-

tre-réaction. L'amplificateur de la figure 13 est branché sur deux lignes e et d. La ligne r représente

(193)

Nous calculons alors la matrice de diffusion s qui est une matrice 5 x 3 décrivant la



- - r -~ r -
e See Sed Sea Sec Ser ein
aovt Sde Sdd Sda Sdc Sdr din
a®t | = Sge Sad See Sac Sar ain (194)
e Sce Scd Sca Sce Ser Cin
rout Sre Srd Sra Src Srr rin

Nous écrivons ci-dessous les vingt-cinq coefficients que nous avons obtenus par le programme

de calcul formel Mathematica

~ 1 1 1 1
D=-2 ! e a e y R Zr a g e = e e ——
G\/R.R. RiR. + (R, + R.) (R, + Ra) +RRGRRd<RC+Rd+R;+RG)

D - See = 2G\/ Ry R.RyR. + (R — R.) (R, + Ra) Z.

+R. R, R Ry <E - 7‘2: - '1-27‘1 - E)

D 5o = 2RaRi\/ReRa

D se0 = ~2GRay/RyR. Ry + /R R. (B.Ra + (R, + Ra) Z.)

D sec = 2VG? — 1R,\/R.R. Ry

D - Ser = 2R,\/RR. (R, + Ra)

D - s4o = 4G\/R.R. R RyZ. + QRGR;\/E\/E

D - 544 = 2G\/ Ry R, ReRe + (R. + R.) (R, — Ray) Z,
+R.R,R.Rq (_R% + }% - —;—; - }%)

D54 = ~2G\/R, Ry (RoRe + (R — R.) Z,) + 2R, \/R. RyR.

D ss = 2V/G? — 1\/R, Ry (RuR. + (Ra + R.) Z:)

D- s = 4G\/RaRy Rer/RaR, ~ 2Ry\[RaR, (Ro + R.)

D - o0 = 2Ra\/ Ry R.Ra—2G\/Ro R, (R. Ra+ (R, — Ra) Z,)

D s = ~26\/R.R\Re\/Rs + 2/R Ry (RaBe + (Ro + R.) Z.)

D 5ea = 2y/R. R, R4R.

+G [z (Ra — Re) (R, — Ra) + RuR.R.R4 ( L, 1 L)J
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D'sac="" g2_1

/ , L1,
.[(RG+R,)(R Rd)Z+RRRRd<R+Rd R,+R>J

D- Sar = —QQ\/ RQRC (R; - Rd) \/ R,- - 2\/ RéRd (Ra + Re V T
D se = 2VG? —1\/R.R. (R,Rs + (R, + Ra) Z.)
D 5.4 =2VG? — 1\/R,R.\/R4R.
D-sqa=—-VG2—-1-
N(Re = R)(R.+R) Z + RRRRs [~ + L+ L _ L
a e a d T adlyLflefid R Rd R; Rq,
D s..= —2/R. R R4R.
) N ) 1 1 1 1
+G [(Ra + R.) (R, + R4) Z: + R.R,R.Ry (R + 7 + I + E )]
D'Scr = 2v gz_ 1\/Ra(R;+Rd)Re\/Rr
D-sre = —4G\/R. R\ R. R4\/R. + 2R.\/R.R, (R. + R4)
D. Srd = _23; \V} Rd (Rc + Re) vV Rr
D ;4 = 2G\/R. Ry (Ry — R.)\/R, + 2\/R.R. (R, + Ry) \/R,
D-s.e=—2VG?~1\/R.Ri(R, + R.)\/R:
D s;r = =2G\/R.R,RyR. + (Ra + R.) (R, + Ra) (2. - 2R,)

11 1 1
7 _ . - 1.-'
+RRRRd<R+R,+R+Rd> (193)

Avec le méme programme, nous avons vérifié que cette matrice s obéit aux conditions d’uni-
tarité telles qu’elles sont exprimées & la fin de la partie III A (équation (172)). Cette vérifica-
tion est d’ailleurs trés utile pour éliminer d’éventuelles erreurs dans 1’écriture des équations
caractéristiques.

Nous nous intéressons surtout dans la suite & la limite ou le gain en boucle ouverte devient
infini. Nous avons vu que cette limite est mal définie pour I’amplificateur fonctionnant en
boucle ouverte. Elle ne présente par contre plus aucune pathologie dans les calculs de la
présente partie.

Pour nous en convaincre, nous étudions la matrice s a cette limite de deux facons diffé-
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rentes. Tout d’abord, nous prenons la limite G — oo dans les équations (193) ci dessus

See = —1
Sed =
A
ea — Rc
s —Ri
ec — Re
Ser = 0
Sde = =2 ZT
R.Ry
Sdd = —1
R, 1 1 =
Sda = 7[1+(E-R_Q)ZT]
R, 1 1 ~
Sde = — —d[1+<R—e+'R—a)ZrJ
R,
= —9,/=Z
Sdr Rd
_ R; (R;_Rd)zr
= \R [” R.R, J
N
ad — Rd
. _ VR,R, <__1___1_+LLL>_Zr(Ra‘Re)(RQ"Rd)
“9 R. Rs R, "R, 2./R.R. R.Ry
R.R, (1 1 1 1 R.+ R.)(R. — Ry) Z,
oV 1,1 1 1), (R+R)(R Ry
2 R. Rs R, R, 2,/R.R. R.Ry
s - [B (8~ Rd)
ar R"z Rd

\/RaRg<1 1,1 1>+(RG—RC)(R;+R4)Z,

2./R.R, R.Ry
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HGR;<1 L +L+i>_(Ra+Re)(RL+Rd)Zr
R. Rs R, R, 2/ R.R, R.Ry

. __[RER+R
“ R Ry
R,

Spe = 2\/R:e

Sra =0
s - &Ra - R.

" . R

. _ [BR.+R

“ VR, R
Ser =1 (196)

Cette matrice s est unitaire comme celle, évaluée a gain quelconque, dont nous 1’avons
déduite. Par ailleurs, nous pouvons calculer la matrice s a partir des équations de 1’ampli-
ficateur opérationnel évalué pour un gain infini (185). Nous avons vérifié que la matrice s
obtenue avec ces équations est identique a celle calculée en prenant la limite de la matrice
5 a gain fini.

Cette vérification montre que la limite de gain infini ne pose pas de probléeme dans notre
approche. Cela nous sera utile par la suite puisque nous pourrons donc utiliser la seconde
méthode (partir des équations (183)) en étant assuré de parvenir a des résultats cohérents
(en particulier, vérifiant les conditions d’unitarité).

La matrice s peut étre écrite sous une forme encore plus compacte en remplagant les
bruits d’amplification par leur somme et différence (voir équation (186)). En particulier, les

champs sortants dans les lignes e et d s’écrivent

: R, .
eout — _em + az_n
R.

: Z : R, ;
doutz_d'm_.z : T m_2 T _an
RoRq . Ri'
Z. R, Z\ i
2= af+2F (1 & ) a’ (197)
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3. Discussion de la mesure

Nous allons maintenant discuter les performances de cet appareil de mesure. Nous nous
placons dans la limite de facteur d’amplification G infini. Nous nous concentrons sur les deux
lignes e et d. La discussion ne dépendra donc plus du parameétre R, qui n'intervient que
dans les lignes internes de I'amplificateur bouclé. Par contre, le paramétre R, qui représente
"I'impédance d’entrée de ’amplificateur fonctionnant en boucle ouverte va jouer un réle tres
important dans la discussion.

Comme précédemment, nous introduisons un estimateur &" du signal d’entrée tel que

nous pouvons le déduire de la mesure de d°*

>tn VRRd out
et = ———x—d

27,
— VRRd m. VRcR-r ,‘n
27, Z.

(D (e ) o

Nous pouvons en déduire ’expression du bruit ajouté sur la mesure de e

Ee = Re (&Ud + R-,-O'r>

Z, 4
1 1 1P 1 1 f
. T A a eRa . c
+R.R, Z,+Re Raa-{—R : e+a0
R,
=%<&04+Rar)
|2 M
R, 1 R, R.
+ |2+ R, —++—,_,R’ (cat+o.)+2|1+ R; (00 —0¢) (199)
Ra Re ZT |Z1-

Si on se donne des températures de bruit Ty, T;, T, et T. quelconques, on voit que le
bruit rajouté présente un minimum pour une certaine valeur R™" du parametre B, qui ne

dépend pas de ces températures

(200)

soit aussi



(1){_1 1 | R.+2R
Z,

—_— — | = - 9
Fon) TR A\R T TILT (201)

La valeur atteinte par le bruit minimum est alors

R.R,

By 2| (00 = 00) (202)

; e R.
Ex:un= {?Q(Tad'*'Rro'r)'{"QRgﬁn(aa'{'ac)'*‘z 1+

T T

Cette expression se simplifie encore si I'impédance de contre-réaction est purement résistive

; R. (R R. + R.
It = —— (—dad + R,-O’,-) + 4——+——0a (203)
2 R,
ou si elle est purement réactive
. R.R R.+ 2,
?““=4 220w+2——r——@h+aJ+2@h—aJ (204)

Dans tous les cas, il est important de controler la valeur du parametre R,. L’idéal est
de fixer R, = R™" de fagon & pouvoir minimiser le bruit ajouté (équation (202)). Quand
on s'éloigne de cet optimum, c’est 1’équation (199) qui détermine le bruit ajouté. Cette
discussion peut étre facilement traduite dans les termes du modele classique discuté a la fin
de la section IIIC1. Le parametre R, s’interprete comme le rapport des bruits en tension
et en courant de l’amplificateur. Optimiser R, consiste donc a rendre égaux les effets de ces
deux bruits sur le signal en sortie de 'amplificateur. Cette optimisation peut se comprendre
comme une sorte d’adaptation d’impédance: le bruit est minimal lorsque 'impédance R,
qui caractérise les fluctuations est égale & I'impédance R™" qui dépend des parametres de
branchement de ’amplificateur.

Le caracteére néfaste du défaut d’adaptation dépend bien sir des autres parametres. En
particulier, il est évidemment d’autant moins important que la température effective des
bruits d’amplification est limitée (T, et T, petits). Le bruit ajouté est aussi diminué quand

grand) et que cette impédance est plutét de

P'impédance de contre-réaction est élevée (I Z,
nature réactive (R, petit).
Afin de préparer les discussions qui vont suivre dans la partie [V, on peut se placer dans

la perspective d’une limite ultime de sensibilité. Dans les équations (201-202), on voit qu’une
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Z:

situation optimale est atteinte lorsque

alors des résultats tres simples

R R
Eez == = a ¢ 2 a — O¢
(Ra+Re>(G +o.)+2(0s —0oc)
R™® = R,
Tmin = 4g,

[

est choisi plus grand que R. et R;. On obtient

qui signifient que le bruit est limité de fagon ultime par la température de bruit de 'ampli-

ficateur T,.
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IV. APPLICATION AUX ACCELEROMETRES ELECTROSTATIQUES

Nous présentons maintenant 'application du traitement des fluctuations quantiques dé-
veloppé dans les parties précédentes a un systeme réel. Il s’agit d'un accélérometre électrosta-
tique asservi congu par I’Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales (ONERA)
pour des missions spatiales de physique fondamentale [41,42].

Sur la figure 16 est représenté le schéma simplifié de 'appareil. La masse se trouve entre
deux électrodes qui servent a mesurer son mouvement par une technique capacitive du type

de celles qui ont été discutées dans la partie II.

REACTION —

N
SENSEUR .
U
p - CAPACITIF T MESURE] %>
7 L

C

REACTION—

FiG. 16 - Schéma de base d’un accélérometre électrostatique asservi.

La suspension de la masse entre les électrodes de mesure est assurée par des forces élec-
trostatiques. Comme il n’est pas possible de réaliser un équilibre stable pour une suspension
électrostatique passive, il a été choisi de maintenir la masse grace a un asservissement. La
mesure de la position de la masse grace au senseur capacitif sert ainsi non seulement a
la mesure accélérométrique mais aussi a maintenir la position de la masse au centre du
dispositif.

Pour éviter des oscillations trop importantes autour de la position d'équilibre et pour
assurer une bande passante suffisante au dispositif, il est nécessaire d’amortir le mouvement
de la masse d’épreuve. Cet amortissement est aussi réalisé électriquement en ajoutant a la

force de contre-réaction un terme proportionnel z la vitesse de la masse.
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Cette technique de friction active permet d’obtenir un amortissement efficace en dimi-
nuant considérablement les fluctuations qui accompagneraient nécessairement un amortis-
sement mécanique. Cette technique appelée friction froide (cold damping) va faire 'objet
d’une étude détaillée dans ce chapitre.

Notre but est d’évaluer les limites de sensibilité de cet accélérometre causées par les
fluctuations thermiques et quantiques. Un traitement complet de ce systéme nécessite de

prendre en compte les spécificités suivantes:

- la détection du mouvement de la masse se fait a l'aide d’un systeme actif;

la suspension de la masse est une suspension électrostatique active;

les oscillations de la masse sont amorties par une boucle de contre-réaction électrique

qui simule une force de friction;

le circuit électrique travaille & des fréquences différentes des fréquences mécaniques

mesurees.

Ces spécificités font de ’accéléromeétre un systéme particulierement adapté a ’applica-
tion de la méthode présentée dans les chapitres précédents. Cette méthode présuppose en
effet qu'un traitement linéaire des fluctuations est possible, alors que les bruits affectant les
systemes électromécaniques présentent souvent un caractere non linéaire. Grace a l’asservis-
sement, les fluctuations de la position de la masse d’épreuve sont suffisamment faibles pour
que leur comportement soit linéaire ou linéarisable [39]. De plus, le schéma de transposition
de fréquence permet de travailler aux hautes fréquences, de sorte que le bruit en 1/f, trés
important aux basses fréquences, est aussi négligeable.

L’étude générale de ce systéme est extrémement complexe, c’est pourquoi nous allons
d’abord étudier séparément différents aspects du probléme. Dans un premier temps, nous
allons étudier la technique de friction froide en faisant des hypotheses simplificatrices pour

la mesure capacitive, mais en traitant complétement le systéme actif grace aux résultats
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du chapitre III. Puis, nous étudierons en détail la mesure capacitive pour dégager un mo-
dele simplifié contenant néanmoins les élements essentiels nécessaires au fonctionnement de
I'accélérometre. Enfin, nous rassemblerons ces résultats pour analyser la performance de

I'appareil global.

A. La friction froide

Dans un premier temps, nous discutons l'intérét de 'utilisation d’un systéme de suspen-
sion électrostatique active simulant une dissipation mécanique. Pour cela, nous présentons
un premier modele d’accélérometre dans lequel la mesure capacitive est simplifiée tandis
que le role des éléments actifs est parfaitement pris en compte. Cela nous permet surtout
de discuter dans le détail les fluctuations minimales rajoutées dans un dispositif & friction
froide (cold damping). Cela nous permet également de préparer le traitement complet de

’accélérometre actif qui sera présenté plus loin.

REACTION
AVAY I r
m___ B——Imasse
N~ p
\ Sy
LECTURE AMPLI OP r_N d

S $zﬂs
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Fi1G.17- Schéma de principe d’un modéle d’accélérométre actif. La masse d’épreuve correspond
a la ligne mécanique m. Elle est couplée a deux transducteurs capacitifs polarisés en continu. Le
premier, caractérisé par une impédance Z. et un coefficient de couplage A., est utilisé pour la
lecture du mouvement de la masse et est branché sur I’entrée d’un amplificateur. Le deuxiéme
transducteur, d’impédance Z, et couplage A, est utilisé pour réagir sur la masse d’épreuve et est
branché en sortie de I’amplificateur. Le dessin de ’amplificateur avec contre-réaction correspond a

celui de la figure 15. La détection se fait a partir de la ligne d’'impédance Ry.

Précisément, nous étudions le schéma de la figure 17. La masse d’épreuve M est liée
élastiquement par un ressort de raideur K a la cage 1’accélérometre et couplée & un réservoir
meécanique responsable d’une friction visqueuse H,,. Nous définissons comme précédemment

son impédance réactive Z,, et son impédance totale Z,,

D = -sz—i—ﬂ
w

Zm = Hp + Zm (207)

Par ailleurs, cette masse est couplée au circuit électrique de détection par 'intermédiaire de
deux transducteurs capacitifs polarisés par une tension continue du type de ceux que nous
avons présentés dans la partie II. Le premier transducteur d'impédance Z. et de couplage
A. est utilisé pour la détection du mouvement de la masse et il fonctionne conformément au
schéma de polarisation constante de la partie Il A. Ce transducteur est lui-méme branché
sur l’entrée d’un I’amplificateur. Le second transducteur d’impédance Z, et de couplage A,
est utilisé pour réagir sur la masse d’épreuve et il est branché en sortie de 'amplificateur.

L’expression de la force totale agissant sur la masse est

F=—H,V + AU, — \U, + F**

F=2.V (208)

ou V est la vitesse de la masse d’épreuve et F**! la force extérieure. U, et U, sont les tensions

a ’entrée et a la sortie de 'amplificateur. Les termes A\ U, et A,U, décrivent les actions du
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transducteur capacitif et de la contre-réaction. Des équations analogues peuvent étre écrites

pour les courants a l’entrée et a la sortie de 'amplificateur

U,
e:‘-—i ’\ev
1 Z. +
Us
5: - SV—I 2
I 7 A d (209)

ou I, est le courant a l’entrée de la ligne de détection.
L’amplificateur est décrit comme dans la partie III. Il fonctionne en systeme d’asser-

vissement avec une boucle de contre-réaction dont I'impédance Z, se compose d’une partie

réactive Z, et d'une partie résistive R,

Les résultats que nous présentons dans la suite ont été obtenus en partie par le programme

de calcu! formel Mathematica.

1. Limpédance mécanique aprés contre-réaction

Pour discuter la modification de l'impédance mécanique en présence de contre-réaction,

nous avons calculé la réponse de la vitesse & une force extérieure

nD -V = nF= 4+ 2 \/Hom™ +2 /R, "
, Z.\
\/—++‘/_( - AZ>m
D)

Rl
D=2Z,.+\2Z.

177. m tn
a, =a +c
a”=a" - " (211)

Cette équation montre que I'impédance mécanique en présence de contre-réaction est égale
au dénominateur D. Autrement dit, le systéme actif rajoute a 'impédance Z,, une impédance

supplémentaire due a la contre-réaction électrique A.A; Z, que nous noterons Z,,,
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Zme = AcA, Zr

Hue = AR, (212)

H,. est la partie dissipative de cette impédance. Cette dissipation supplémentaire est comme
la dissipation mécanique ordinaire a l'origine d’une force fluctuante. Mais les fluctuations
correspondantes pourront étre beaucoup plus petites que les fluctuations mécaniques ordi-
" naires puisqu’elles sont issues d’un systéme actif.

Par ailleurs, tous les termes de bruit apparaissant dans (211) constituent une force de
Langevin due aux fluctuations mécaniques et électriques dans les diverses voies d’entrée.
La partie mécanique vérifie le théoreme fluctuations-dissipation. La partie électrique de
la dissipation est ainsi a l’origine d’une force fluctuante qui doit étre étudiée de maniere

beaucoup plus précise puisqu’elle provient d’un systéme actif.

2. La matrice de diffusion

Le réseau correspondant a ce systéme comprend ainsi 5 voies d’entrée-sortie (voir fi-
gure 18): une voie de dissipation mécanique m, une voie de détection d, une voie correspon-
dant a la partie dissipative de la contre-réaction r et les deux voies de bruit de I’'amplificateur

p p

a et c.
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AVAS A
m___ B—rof - d
AN A

SIERRE

Fi1G. 18 - Schéma de principe d’un accélérometre dans lequel le réle des éléments actifs (am-

plificateur et asservissement) est pris en compte.
La matrice de diffusion correspondant a ce systeme est décrite par les équations suivantes

D -m® = Dm™ — 2H (m™ + ) = 2y/Hn B A,r™

I;’" AsZ,a +\/HnR, (Ag— -+ /\,> a

D'dout=+2 [%‘:/\QZ'T( m+fez:t) \/;~ in _D'din

ZZ m R ZZ in
al + (Z + X227+ 7 )a_

-8

\/RdR €
D-T‘outz—:) RrH /\ (mln—*—fczt) (D—?‘Ag/\er)rin

\/‘ - VR R, (Z—T: + A (Ae — /\s)> a

D.a% =2 ,/R 2. Z, (m"‘-%—fcrc) 272 rin
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ZZ / ZmZ:\ .
—- " xn Z /\ mn
R ( + Z, )
Ri+ Z, : ert
out __ : y) in
D - _—2‘/RGH (AZ 7 +/\,—/\,)(m + f7)

(Ba + Z,) 5 i B,
D] ’ n D) in
+40ﬁ&< % Zm+ A (=X + ) ) 7 +ﬂ[&p d

R (-  ZnZ.(Ra+2,) 5  ,
2 ' r/\’ in
+ R (Z + R.Z, + 2 ayf
== ((Ri+ Z,) 25 . ZmZn 2 2 lm+ 2.\ .,
RQRQ < RdZ, Zm + /\e Zr + Ze + (“/\c + /\3) + /\3 Zc a_

Le dénominateur D est I'impédance mécanique totale en présence de l'asservissement.
Comme d’habitude, nous avons introduit la force réduite fe*t avec les fluctuations entrant
dans la voie mécanique.

Pour discuter les performances de cet appareil de mesure, nous introduisons un estimateur
Feat de la force Fo*t telle qu’on peut la déduire d’une mesure du signal d°* sortant par la

voie de détection

Fvez:t — D Vv Rd dout
I\le
T Z-MJZ.
—_ Fczt+ d e dm,
m” NAeZ:
3 f Ll 1)
L zZ. "z R
\/R A2 1 1 ;

On détermine ensuite le bruit £ ajouté par ce systeme de mesure de force

4 eAs
EF = ;"EHmam + le 2/\3 Td
+4R | .m|2 .
i



2

+ R, 7 l2 /\_z_l._i + i _1_ o
XV Z Z, Ze R.| °
R ~ A2 1 1 1]
a Zm 2 e _— el il . 215
oY | i IR ln K (215)

Incidemment, nous pouvons nous intéresser au cas simple ou le systéme actif est uti-
lisé uniquement pour amplifier le signal électrique. Ce cas correspond exactement au cas
du transducteur étudié précédemment dans la partie IIB2 en tenant en plus compte du
bruit rajouté par 'amplificateur pour faire passer le signal du niveau quantique au niveau

classique. Ce cas est décrit en faisant A, = 0 et R, = 0 dans I’équation précédente

'y IZmI2
Yp= 2Hmam+RdT]2Z3/\30d
R. |- 2 1 1 1)
_LZm2 ~e e Il .
+T]2/\3 Zm+Zr + Ze R, 7
Ro 15 1,02 1 1 1]
) I . 21
o | T Y TR (216)

Comme dans la partie IIIC 3, nous pouvons utiliser cette formule pour optimiser la valeur

du parametre R, qui détermine le bruit rajouté par I’amplification

1 211
_ =y g 217
=5t T T (217)

Comme précédemment, cette valeur optimale ne dépend pas des diverses températures.

3. Mesure avec friction froide

Nous en venons maintenant a la discussion du bruit rajouté en présence de la boucle de
contre-réaction. La formule (215) montre que la mesure de force se trouve bien sir toujours
confrontée au bruit introduit par la dissipation mécanique. Une solution pourrait étre de
réduire la dissipation mécanique. Cette solution ne peut cependant pas toujours étre utilisée.
Dans la problématique initiale de la friction froide {20-22], les mesures étaient effectuées
avec un électromeétre amorti en régime critique; toute réduction de la friction aurait donc

conduit a une augmentation du temps de réponse du systéme et & une réduction de la bande
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passante. En ce qui concerne 'accéléromeétre [41,42], la mesure n’est pas résonnante, mais il
faut toutefois amortir le mouvement de la masse d’épreuve pour limiter I’amplitude de ses
oscillations lorsque la masse est soumise & des perturbations trop importantes. Ce probléme
est contourné ici par le fait que la dissipation mécanique est assistée par une dissipation
simulée électriquement.

La fagon dont nous avons mené le calcul assure que la matrice s est unitaire et donc que
| les commutateurs sont bien les mémes 4 I’entrée et a la sortie. Autrement dit, le systéme de
mesure avec friction froide obéit aux contraintes de consistence imposées par la mécanique
quantique. Par conséquent, on ne peut pas réduire le bruit au-dela du niveau correspondant
aux fluctuations du vide. Ceci peut étre vérifié explicitement sur le spectre du bruit ajouté
(215). Quels que soient les valeurs des différents parametres, il reste toujours au dessus de
ce niveau.

Pour analyser les propriétés de la force fluctuante supplémentaire, nous réécrivons le
| spectre du bruit ajouté (215) sur la mesure de la force en utilisant 'impédance effective Z .

(voir (212)) et en définissant un bruit effectif correspondant & cette impédance

EF = :T(Hmam + Hmeame)
2o |Zm+ 2|
+/\3Rd — (o]
% | Z me
Rayz (2] A As 1 1
T Zn| AR WA W
R. = A A 1 1
Dalz 2| fe A : 218
o A WA W-N I (218)

Le bruit effectif o, associé a la dissipation supplémentaire s’écrit
Mo |Zm|?

/\C Zme 2

or (219)

Ome =

En particulier, a la limite des hautes températures, on peut définir une température effective

SR kil N ) (220)




qui peut étre beaucoup plus petite que la température physique 7, pourvu que

el ? (221)

s

Zn|? < A

Il est donc possible de réduire la température effective de bruit en jouant sur les couplages
a I’entrée et a la sortie ainsi que sur les parametres de contre-réaction.

La deuxiéme ligne dans (218) est le bruit rajouté par les fluctuations électriques arri-
vant dans la ligne de mesure. Il prend une forme simple dans le cas limite ou I'impédance
mécanique est dominée par la contre-réaction.

Enfin, les troisieme et quatrieme lignes dans (218) représentent les bruits ajoutés par
Iamplification. On peut définir pour ces contributions une valeur optimale pour le parameétre

R, comme nous |'avons déja fait plusieurs fois

AZAN, 1

=z Tz Tz

1

222
o (222)

En considérant pour simplifier que les températures de bruit sont égales sur les lignes a et

¢, le bruit ajouté par 'amplification s’écrit en général

%Riis 1o flA A 1 [P 1
— —t—= 22
7 1o (Zm"LZm AERA N »\';'RZ) e 222)
et a pour valeur minimale
4 |Z .
R —0 (224)

Pour des calculs pratiques, nous pouvons simplifier ’expression générale (218) en nous
placant dans la limite ou l'impédance mécanique est dominée par le systeme de contre-

réaction

|Zm| < |Zime (225)

On peut aussi choisir Z, de telle facon & ce qu’il ne contribue pas. On obtient

h
Yr =2k |w| (Hnom + HneOme) + —IQ-J—|/\2RdUd

|Zn
+h|w| [ 2 Re+t—

2
22
2R, )U (226)



La résistance optimale R} s’écrit alors

min ,Zml 997
R = Y (227)
et le bruit minimum
_ h ILUI 2 = IHQ
Tr =2k |w| (Hnom + HmeOme) + —_)—/\,Rdad + 2k |w||Z | 0a (228)
A la limite de haute température, on obtient
A2 =
Sr = 2kz {Hme + HeTne + - RaTa + || Ta} (229)

Dans un régime de friction froide, on peut choisir les parametres pour que le terme H e me
soit négligeable (voir (212) et (220)). On peut aussi choisir I'impédance Ry de la ligne de
détection suffisamment petite pour qu’elle ne contribue pas. On obtient ainsi un bruit ultime

déterminé par ’expression simple

Yr = 2kgHm {Tn + |Z2n| Ta} (230)
ou |Z,,| est I'impédance mécanique réduite
(231)

Au mieux, |Z,,| = 1 et le bruit ultime (230) correspond a une température T,, + T, dans la
ligne mécanique. Il faut noter que 'amortissement peut étre augmenté dans une proportion

beaucoup plus importante, ce qui correspond bien a 1'idée de la friction froide.

B. Le transducteur capacitif différentiel

Nous allons maintenant nous approcher du modele final en considérant le systeme de me-
sure capacitive présenté sur la figure 19 . Les caractéristiques importantes de ce modéle sont
d’une part une détection a l’aide de deux transducteurs fonctionnant en mode différentiel,
d’autre part un fonctionnement du circuit électrique & une fréquence différente du circuit

meécanique, la conversion de fréquence étant assurée par le transducteur paramétrique.
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C"(x)___

R mesure

e —R/2 U, L
(x_1_

FiGc. 19 - Schéma du circuit électrique de détection passive du mouvement de la masse.

Pour simplifier, nous considérons dans cette partie que la détection se fait a 1’aide d'une
simple ligne et que la suspension et ’amortissement de la masse sont réalisées de maniére
passive. C’est seulement dans la prochaine partie que nous traiterons de maniere globale la

mesure capacitive et la technique de friction froide.

1. Le point de fonctionnement

La partie mécanique du systéme est décrite par un oscillateur harmonique constitué de
la masse M dont on veut mesurer [’accélération et d’un ressort de raideur K. La dissipation,
due a une force de frottement visqueux, est caractérisée par le coefficient H,,. La fréquence

de résonance de cet oscillateur vaut

5
M

Tm =

(232)

Le circuit électrique représenté sur la figure 19 est un résonateur présentant deux modes
d’oscillation, ce ﬁlode symétrique sur lequel agit la tension de polarisation U, et un mode
antisymétrique sur lequel se fait la mesure. La détection se fait en mode différentiel en
couplant la bobine L d’un oscillateur LC, aux inductances des deux autres oscillateurs L'C’
et L'C". M = \/_ est I'inductance mutuelle lorsque 'on considere ce couplage comme
parfait.

Ce circuit de détection peut étre représenté de manieére équivalente par le schéma élec-

trique ramené au secondaire, dessiné sur la figure 20, dans lequel figurent les variables trans-
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formées

or!
Cl=;L—C/

a7r7
C”= icu

2L’ 2

2L

b
C'"(x)__ L/2'
¢, R }}?}mesure

Cx__R/2 U, 31/2
(X—F_

Fig. 20 -  Schéma du circuit électrique de détection ramené au secondaire, ou figurent les

parameétres transformés.

En considérant les symétries du systéme, la résistance %1 est associée a la dissipation
affectant le mode symétrique des résonateurs L'C’ et L'C"”. Cette méme résistance est res-
ponsable aussi de la dissipation dans le générateur de tension U,. Une seule résistance R.,
pour l'instant, prend en compte a la fois la dissipation du mode antisymétrique et celle de
I’appareil de mesure. Les conséquences de ce choix seront discutées a la fin de la section.

La tension de polarisation joue plusieurs réles trés importants. D’une part, elle sert a
polariser le systéme électrique pour qu’il puisse détecter le déplacement de la masse. D’autre
part, elle couple les systémes mécanique et électrique qui évoluent & des fréquences tres
différentes. Le systéme mécanique est étudié autour de la fréquence nulle a des fréquences tres
inférieures a la fréquence d’oscillation de la masse alors que le systéme électrique fonctionne

a des fréquences élévées afin de réduire les bruits supplémentaires de type bruit en 1/f.

Le choix de la fréquence de polarisation a des conséquences importantes. C'est pour
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une polarisation résonnante avec le mode antisymétrique au secondaire que l'on obtient le
meilleur rapport signal sur bruit: elle permet d’obtenir une configuration intéressante dans
laquelle les quadratures du mode électrique jouent des roles totalement séparés au niveau
de la mesure.

Une ligne d'impédance H,, décrit la dissipation mécanique du systeme. L’appareil de
mesure est modélisé par la ligne d'impédance R,. Le champ sortant de cette ligne, %, est
le signal sur lequel on effectue la mesure: il est fonction de tous les champs entrants, et donc
du bruit ainsi que de la force extérieure agissant sur la masse. Cette ligne nous permet aussi
de rendre compte des fluctuations ajoutées au systeme par la mesure.

L'oscillateur mécanique est couplé paramétriquement au circuit électrique de détection
par l'intermédiaire des deux résonateurs LC' et LC", dont les capacités dépendent respec-
tivement de la position de la masse et de son opposé (comme dans les équations de la

section IIB1 du chapitre II)

C'(z) =C(z)=C + c%
C'(z) =C(~z)=C — c% (234)
avec

1 1dC(z) 3

_—= — 2
i~ C 4 (235)

La force électrostatique exercée sur la masse de 'oscillateur mécanique vaut alors

_ C 12 n2y\ __ C s ¢ -
F,,_Q—d-(U ——U)_;):EUU (236)

ou U’ et U” sont les tensions aux bornes des capacités, U’ et U sont les composantes
P p
symétrique et antisymétrique de ces tensions
Us=U"+U"
U — U/ _ Ul/ (237)

Dans I'appendice VI C sont reportés les détails des calculs. Ici, nous donnons simplement les

résultats.
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La symétrie du probléeme montre que la réponse forcée correspond & un mode électrique

symeétrique

%:Foz_[O:UO:O

(US)O [w] — QUP [LU]

1 —w(C (Rg - zw%l) (238)

Le systeme électrique étant polarisé par une tension oscillant a la fréquence w,, voisine de
la résonance électrique, nous pouvons écrire comme dans la partie II un champ électrique
de couplage

E(t) = Egcoswy,t

E(): IUPI 1 )
d ll —w"’é’TC —wCR,

2. La transformation des fluctuations

Nous linéarisons les équations du systéme au voisinage du point de fonctionnement (238)
(voir 'appendice VIC). Nous obtenons ainsi des équations décrivant la réponse linéaire des

fluctuations dans le systéeme aux fluctuations entrantes
6F = 2,6V —C(E®8U) = —H,§V +2H, V™

sV :
0U = Z.01 + Z.wC <E ® —) =-R.6+ 2RI (240)

—w
Comme dans la partie II, le symbole ® indique un produit de convolution et Z,, est 'impé-
dance réactive de loscillateur mécanique

1

—wK-1

Zm = —wM + (241)

Nous avons défini aussi une impédance électrique Z., qui représente I'impédance équivalente

pour le mode antisymétrique au secondaire

1
Zo= —
—%IZ — 1w(Ceq |
C .
ch = by + 02 (242)

4
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Le résonateur correspondant présente une résonance en

[ 1
— 94°
e Lch (‘“43)

Nous remarquons que, dans le cadre du traitement linéaire, les fluctuations du mode symé-

trique sont découplées des autres degrés de liberté du systéme.

La nonlinéarité du couplage entre les deux oscillateurs induit un phénomeéne de mélange
de fréquences: les fréquences se trouvent transférées de plus ou moins la fréquence d’oscilla-
tion de polarisation par convolution avec le champ de polarisation (239)

E Q68U = Eo {8U [w + wp] + 6U [w — wp]}

E®<_5£_/_'=E0{6V[w+wp] + 5V[w—wp]}

(244)

W+ wp W — wp

Comme nous nous intéressons au comportement de 1'oscillateur mécanique a basse fré-
quence, nous réécrivons 1’équation pour 'oscillateur mécanique autour de la fréquence nulle.
L’équation pour l'oscillateur électrique est par contre écrite autour de la fréquence de pola-
risation w,, qui est elle méme proche de la résonance électrique. L’existence d’une référence
de phase permet de définir les quadratures pour les variables électriques. Dans le chapitre 11,
nous avons montré que la description des fluctuations quantiques se fait tres naturellement
par l'intermédiaire des champs libres. Ainsi, toute variable peut étre écrite de maniére équi-
valente par une grandeur appelée habituellement en théorie des réseaux variable réduite et
la matrice de diffusion s est sans dimension.

La matrice impédance décrivant la réponse du systéme autour de la fréquence nulle pour

l'oscillateur mécanique et autour de w, pour l'oscillateur électrique s’écrit

6f dv
Sut | =z | &%
du~ 61~

ot dut, fu~, &iF et §i~ sont les amplitudes complexes des variables électriques réduites
sut [Q] = du (wp, + O] §11[Q) = 6i[w, + O
bu” [Q] = du (2 — wy) 617 [Q] = 61[Q — wy) (245)
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8 f et év sont les variables mécaniques réduites et z est la matrice impédance réduite

Zm + A2 (2} +27) —Azd —Az]

z = —eAz} zF 0
erz] 0 z]
_ @ [
Y=y ' G
Zm
Zm = —
H,
o+ Ze[Q+w)
e Re
- Z [~ w,]
Zc = Rc
+1 Q>0
€= (246)
-1 Q<0

Le comportement du systéme dépend du choix de la fréquence de la polarisation w,, et
en particulier de son désaccord A par rapport a la fréquence de résonance (243) du systeme

électrique
A=uw,—w, (247)

Nous discutons dans l’appendice VID la fagon dont la lecture du signal dépend de ce désac-
cord et nous montrons que 'optimum se trouve a A = 0. C’est pourquoi nous nous plagons
dans ce cas particulier dans la suite de la présente discussion. Nous allons continuer a sim-
plifier les équations avec l'objectif de parvenir a une matrice s facilement utilisable par la
suite.

Tout d’abord, nous considérons que la fréquence d’analyse ) est beaucoup plus petite

devant la fréquence w, de la tension de polarisation. Dans ces conditions, nous obtenons

l @
7+ = = Z¢ N — _e
e = Ze 21Q. O
Qe - cheCeq (248)

Il est alors intéressant de profiter de cette symétrie pour réécrire la matrice impédance
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of v
Su | =z | 64 (249)
5?.12 (512

ou Suy, buq, 8ty et 61, sont les quadratures des variables électriques réduites

Sur[Q) = 6u [Q) +6ut[Q)  6iy[Q) =6i"[Q) + &[]
Su [Q) =i (6u™ [Q] — 6ut [Q]) 62 (0] =i (67 [Q] - & [ (250)

et z la matrice impédance
> = 0 z. 0 (251)

Nous indiquons par m les bruits associés a I’amortissement dans 1’'oscillateur mécanique,
e, et ey les quadratures du bruit associé a 1'appareil de mesure. La diffusion des bruits
provenant du systéme mécanique et de I’appareil de mesure est alors décrite par une matrice

de répartition s unitaire liée a la matrice impédance

mout min
out —_ n
€1 S oe
out in
€2 €3
z—1
s = (252)
z4+1
soit
Zm=—1 _ 2Az. 0
zm+1 (ze+1)(2m+1)
- 22—1 253
s = el 29
0 ze+1 0 ( )
d1e)z. 412222 z.—1

(ze+1)(Em+1)  (ze+1)%(zm+1)  ze+1

Cette matrice est manifestement unitaire, ce qui garantit que les commutateurs sont préser-
vés.
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On peut remarquer que cette matrice s est non-réciproque, comme pour les systémes
QND étudiés dans la partie II C. Non seulement les oscillateurs électrique et mécanique sont
couplés de maniere non-réciproque, mais les deux quadratures électriques jouent des roles
différents. Nous en montrerons les conséquences dans la suite.

Nous pouvons encore simplifier cette expression en considérant que l’oscillateur électrique

fonctionne avec

[z.] > 1 (254)
La matrice s s’écrit alors
2o
5 = 0 1 0 (233)
4re) 41eA2
Zm im

ou Z, est I'impédance mécanique totale (réactive et dissipative) écrite sous forme réduite

Zm = zm +1 (256)

On note que cette impédance n’est pas modifiée par le couplage électromécanique avec les
hypotheses que nous avons faites.

Enfin, on va encore faire une hypothése simplificatrice qui correspond aux choix de dé-
finition de l’accélérometre réel [41,42]. On supposera que la fréquence d’analyse 2 est suffi-

samment proche de la fréquence nulle pour que 'impédance mécanique se simplifie

- 1
= HL K0
Zm] > 1 (257)
On réécrit le carré du facteur de couplage A
R @
A= s 258
R 19 29

On a introduit un parametre R,, dimensionné comme une résistance et proportionnel au

coefficient de friction mécanique
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H, -
Bn = Z7p3 (259)

Ce parameétre mesure en quelque sorte la friction mécanique ramenée au systéme électrique
par 'intermédiaire du couplage électromécanique.
. P , 2
On voit alors que 7~ tend vers zéro avec la fréquence d’analyse £ alors que 2~ tend vers
£ im

une constante

A2 (-3 Hm e
d1e— — 4 il i

3 R K (260)

Pour leur part, les deux termes proportionnels & ﬁ tendent vers zéro comme \/ﬁ . Toutefois,
ils doivent étre traités de fagon différente. En effet, les fluctuations provenant de la ligne
mécanique correspondent a une fréquence physique de ’ordre de ) alors que les fluctuations
provenant des lignes électriques correspondent a une fréquence physique de 'ordre de ..
Les premieres sont donc plus grandes que les secondes dans un rapport proportionnel & l%‘.?

(en supposant % |Q| € kT, hw. < kpTe).

En tenant compte de ce comportement, on obtient finalement les équations suivantes

. 1
out __ mn ext
moe=m +V27z|Q|HmF

out _ _in

. : 4 R.Hpw, . 4 (R.H,w. . .
ouv - m . n - exr -2h Q m In) 2 1
2 = tpT e 4 T\ g, (F + V2R |0 Hnm (261)

Comme précédemment, on a pris en compte la force extérieure F**! en la superposant a m™.
On a négligé le bruit en ei® dans m°* par suite du raisonnement du paragraphe précédent.
Ces résultats signifient que le systéme peut lire la force extérieure sans rajouter de bruit sur
Poscillateur mécanique. On se trouve donc dans une situation de type QND.

La mesure de la force est maintenant décrite par un estimateur

=~ K | 2hRR
ext __ - m
== 4 \ ReHp =,

. K | 2R, . 2hR. Hyw. .
= ext 2 n f)n ' eiamEre in 2 2
Fe=t /2R |Q| Hpm 4——4,/——}2e — ce~ = e (262)

et donc par un bruit ajouté

out
€2
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K?* hKR, 2hR Hmw,

Ep = 2h lQleUm‘f"—S—mUe? + Rm O¢,

1 510
Om = 5 O ke T
hw,
0e = 00, = cOth kwT (263)
ZhBdle

A la limite de haute température, on obtient

K? R, 4R.H,
=2 *Bim D5 r 5 e
ZF HokgT,, + 1 RchwZ kgT. + R.

ksT. (264)

Le premier terme est la contribution habituelle du bruit mécanique alors que le second
représente ’effet des bruits électriques ajoutés par le transducteur électromécanique. Pour
discuter leur effet, il est intéressant de réécrire la formule précédente en fonction de facteurs

sans dimension

T+ —T.

R, Q% =% 4R o
iR o 7 } (263)

Yr=H,kp {QTm +

On a introduit la finesse mécanique

(266)

Cette expression montre que le rapport R%.' peut étre choisi de maniére optimale pour

minimiser le bruit ajouté par la lecture électromécanique. Pour cette valeur

R. Qnonm K
Rm: dw, 4H.= (267)

le bruit est

Sp = 2H, kg {Tm 4+ 9nm Tc} (268)

e

On a exprimé le bruit mécanique comme une température de bruit proportionnelle a la
température T,. Mais le facteur Q';% devant T, peut étre beaucoup plus petit que 1 grace

a la technique du transfert de fréquence.
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3. La description des pertes électriques

Nous rajoutons maintenant un dernier élément dans notre description des ingrédients né-
cessaires pour une description réaliste de l'accélérometre. Il s’agit des pertes de performance
liées a la dissipation électrique présente entre le transducteur électromécanique et ’entrée
de 'amplificateur.

Jusqu’a présent, nous avons considéré que la ligne de détection dans laquelle est extrait
le signal est aussi la seule ligne par laquelle entrent des fluctuations électriques. Il est en
fait nécessaire de généraliser cette approche en considérant au moins deux lignes différentes.
L’une est une ligne de détection qui sera branchée par la suite sur I'entrée de ’lamplificateur.
L’autre est une ligne supplémentaire qui ne permet pas d’acquérir de l'information sur le
systeme alors qu’elle ajoute néanmoins des fluctuations dans le systéme.

On se retrouve dans une situation tout a fait analogue & celle de ’étude d’un systéme
dans une cavité optique ol on distingue les "bonnes” pertes qui permettent d’extraire un
signal a travers un miroir de sortie des "mauvaises” pertes dues & une absorption dans la
cavité et dont le seul effet est d’augmenter le bruit.

En d’autres termes, les pertes électriques sont équivalentes & un répartiteur qui fait perdre
du signal et rentrer du bruit. Les coefficients de répartition dépendent des impédances des
diverses lignes couplées (voir I’appendice VIE).

Cet effet sera décrit dans la prochaine section en plagant simplement une résistance R,

entre le transducteur et 'amplificateur.

C. L’accéléromeétre capacitif & friction froide

Nous en arrivons maintenant & une modélisation compléte de I’accélérometre. Par modé-
lisation compléte, nous entendons qu’elle intégre I’ensemble des différents éléments que nous
venons de discuter. Nous décrivons la détection de la masse d’épreuve par une technique dif-

férentielle avec transfert de fréquence (comme dans IV B) et nous 1’associons a une lecture

107



active et & un asservissement avec friction froide (comme dans IV A).

L’étude compleéte de tous les éléments et la prise en compte de toutes les sources de bruit
conduirait a une complication excessive. Nous préférons tirer parti des études déja effectuées
pour les différents éléments pour simplifier le plus possible notre approche.

Dans un premier temps, nous présentons les équations du modeéle en considérant les
différents éléments et en décrivant les approximations que nous faisons. Puis nous écrivons
| les résultats en nous concentrant sur les données les plus importantes. Enfin, nous discutons

les performances de 'accélérometre ainsi constitué.

1. Modélisation de l’accélérométre

Le systéme est schématisé sur la figure 21.

REACTION|— AMPLI OP

m ____ F——masse
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Fi1G.21- Schéma de principe d’un modele d’accélérometre actif a couplage capacitif différentiel.
La lecture correspond au schéma de la figure 20. La sortie du transducteur est branchée a l'entrée
d’un amplificateur opérationnel avec contre-réaction capacitive. Une ligne de perte est intercalée
4 ce niveau. La sortie de 'amplificateur est utilisée d'une part pour la mesure de la force par la
ligne de détection d, d’autre part pour réagir sur le mouvement de la masse par l'intermédiaire

d’un deuxiéme amplificateur.

Nous commencons par décrire le transducteur capacitif de détection utilisé pour lire
le mouvement de la masse. Les équations sont les mémes que dans la partie IV B. Nous
nous plagons dans le cas d’une polarisation résonnante du circuit de détection (fréquence de
pompe w, égale a la fréquence de résonance électrique @, ) et nous utilisons donc la matrice

impédance réactive de I’équation (251)

F Zm -CEgZ. 0 14
U | = 0 Ze O I (269)
U2 QZCEoZg%" 0 ZC I;g

Les variables F' et V sont les variables mécaniques correspondant a la force exercée sur la
masse d’épreuve et & sa vitesse. Les variables Uy, U, I, et I sont les quadratures de la
tension et du courant de détection. Les impédances Z,, et Z. correspondent aux systemes
meécanique et électrique non couplés. Ici, toutes les variables sont dimensionnées. C' est la
capacité du condensateur variable discuté en IV B. Ey a aussi la méme définition qu’en IV B.

Pour lire le mouvement de la masse, nous branchons sur ce transducteur un amplificateur
opérationnel qui remplace la ligne utilisée dans la section précédente pour le modele passif.
Cet amplificateur amene le signal mesuré a un niveau classique. Nous devons le distinguer
d’un second amplificateur utilisé dans la suite pour réagir sur la masse et produire une friction
froide. Pour ce premier amplificateur, nous prenons une impédance de contre-réaction Z,

réactive, en l'occurrence une capacité
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Dans ces conditions, les quadratures des tensions d’entrée U., et U,, et de sortie U, et U,

s’écrivent en fonction des courants et des fluctuations entrant par les deux lignes de bruit
npUel =V Raai’.‘l
npUez =V RaaTz
UpU,, = ZT]pIc2ZT + \V/ Raa' \/Laf:z
T]PU52 = anIch + v 1_712 + —= \/— +1

Ces équations sont déduites de (185) pour les composantes de quadrature en tenant compte
du déphasage de T introduit par la capacité de contre-réaction. Comme précédemment, nous

avons introduit les notations

in in __ _in in
ai_l—al—{—c1 a’), =a; —¢
in __ _in n in __ _in in Y s

Pour modéliser les pertes électriques entre le transducteur et ’amplificateur, nous bran-
chons en paralléle de ’entrée de ’amplificateur une ligne de perte p caractérisée par une
impédance R, (voir section IV B3). Nous ajoutons donc les équations correspondantes qui
relient les intensités et tensions liées au transducteur, celles li€es a ’entrée de 'amplificateur

et les fluctuations entrant par la ligne p

out

-1, = EEE

V.
_ pUe, = "IPUI = \/Ep; (pl + P‘lmt)

out

o (I — 1., _P_'-’____’l_
75 ( ) \/E

1oUes = U = /Ry, (95 + p5) (273)

e (11

Pour décrire enfin la contre-réaction sur le mouvement de la masse, nous faisons agir sur

celle-ci une force proportionnelle a la quadrature Uy, de la tension de sortie de I’amplificateur.
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Pour obtenir I’expression compléte de la force agissant sur la masse, il faut ajouter & cela la
force due au couplage avec la ligne mécanique m

noF = \/H_m (mi" + m°“t) — AU,

min . mout

VHn

Mo = ”;i_lzﬂ (274)

Le parametre A est proportionnel au gain de 'amplificateur utilisé dans la contre-réaction.
P P g P

nV =

En toute rigueur, nous devrions ajouter le bruit introduit par ce second amplificateur. Nous
déduisons toutefois des résultats déja démontrés que, lorsque ’amplification du premier
étage est suffisante pour amener les fluctuations du systéme a un niveau classique, alors
le bruit ajouté lors des étapes ultérieures peut étre négligé. Cette méme hypothese nous
permet de considérer que la force sera lue sur la quadrature U,, de la tension de sortie de
I’amplificateur, en utilisant une ligne de détection avec une impédance sufisamment petite.

Nous disposons maintenant de I'ensemble des équations nécessaires pour décrire notre
modele d’accéléromeétre. Nous donnons dans les prochaines sections les résultats des calculs

effectués a partir de ces équations.

2. Les résultats des calculs

Nous discutons d’abord le résultat obtenu pour la vitesse de la masse

2\/Hmmin + VR,
7o Mp
A RaZ‘r 2 in 1 in 1 1 in 5

+z v ( + ?a+2— (E + ) a_2) (27-3)

M JR.R Z.

Le dénominateur D peut comme précédemment s’écrire comme la somme de ’'impédance
p

D-V = Fe=t 4 (CE; — A)a™

mécanique Z,. et d’une impédance supplémentaire créée par le dispositif de contre-réaction

D=Zm+ch

W, 'LEQA
Zme = 20EgAZ, — =2
TS RTo]

g: (276)
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A part la force extérieure F°**, tous les termes supplémentaires dans 1’équation donnant la
vitesse décrivent les forces de Langevin agissant sur la masse. Encore une fois, les fluctuations
mécaniques obéissent au théoreme fluctuations-dissipation alors que les fluctuations d’origine
électrique doivent étre analysées de maniere beaucoup plus précise (voir une discussion
similaire en IV A 3).

Nous écrivons ensuite l'estimateur de la force agissant sur la masse telle que nous le
déduisons de la lecture de 1’accélérometre, c’est & dire de la mesure de la quadrature U,, de

la tension de sortie de 'amplificateur
2/H,m™" 12,0 pin
To CEO\/anpwc ?
v Ra ZmQ in
N R ToT o B

2\/RaZmQ 1 . 1 1 )
Y- —_ I - —_ - mn f) ~
5C Eonyeo (Ra %2 (R,, + Z:) “-”) (277)

ﬁext — Fcz:t +

+

On remarque que cet estimateur, correspondant a un signal pris entre les deux amplificateurs,
ne dépend pas du gain du second: A n’apparait pas dans son expression.

On peut encore simplifier cette expression en considérant que 'impédance de couplage
Z. intervenant dans les équations du transducteur est trés grande (on a discuté la méme

approximation dans IV B)
Ze>» Ry, Re (278)

On remplace 'impédance de contre-réaction Z, par son expression (270). En supposant qu’on

travaille a fréquence basse (voir IV B 2), on remplace I"impédance mécanique par

Zm=H,_ %

1K
5 = 279
Zm 1+HmQ (279)

ou K est la raideur mécanique et Z,, 'impédance réduite. On obtient ainsi

2VH, m™ 1Hz,0 in
- 4
Mo CEo\/Rynpwe ’
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in
a_,

+\/Fa— zCrQHmEm>

Tp <CE0 B 20E0

VE.H., 5 N
_ WA HRZn 0 La‘;‘z - =g (280)
QCEOUpwc R, RP ]

Nous n’avons discuté ici que l'estimateur de la force et I'effet du couplage sur la vitesse.
On peut néanmoins insister, comme nous l'avons déja fait dans les parties précédentes, sur
le fait que la transformation des fluctuations est unitaire. En conséquence, les commutateurs
sont préservés entre l’entrée et la sortie de I'instrument, ce qui assure en particulier que le
bruit quantique ne peut étre supprimé par la stabilisation active.

Nous discutons maintenant les performances de l'instrument en nous concentrant sur le

bruit ajouté dans la mesure de la force

R |Zn)* Q2
EF = ﬁHm {QQO'm—}—?—Rpwc—Up?
1  C.K C2R,|Z.]>Q?
+weRa ("RT"'*' Hm + 4 Oa,
4 Bnlil02 (1 R
4w, R, R: Taz
1 R|Q|
m = = coth
Im =3 kT,
hw.
op, = coth kT,
hw
— d 9
Oa, = 0q, = coth T (281)

On a supposé que les lignes a et ¢ correspondaient a la méme température 7,. On a in-
troduit le parameétre R,, mesurant la friction mécanique ramenée au systéme électrique par

I'intermédiaire du couplage électromécanique (voir la discussion dans IV B2)

H,

Bn = 772

(282)

Le résultat ainsi trouvé généralise de fagon manifeste ceux obtenus en IV A et IV B puisqu’il
dépend maintenant des deux parameétres R, et R,,.

A la limite de haute température
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ksTm > 4|0
k‘BTp > hw,

kgT. > hew, (283)

ce résultat se réécrit

0? B

= R,
1 1 m“m

+2R, ( + — Ome )Ta

Yr=H,kg {2T +— l-'ml T

1] @.
Pl (Ile +$) &
ﬁ = Crw,
Qm = 7 (254

Comme précédemment, on a des termes en R, et gz ce qui signifie que le bruit présente
un minimum lorsque le parameétre R, varie. La valeur optimale pour R, ne dépend pas des

diverses températures de bruit

1 4 a72 4 QmTm @, 1 1 .
D A PR N VA R LR VA 252)
Le bruit correspondant a cet optimum s’écrit
- Rm B
YF" = Hnkp 2T Zm 286
B = Haka {2t il (02557 (256)

Comme dans les cas déja discutés, le bruit ajouté dépend essentiellement de la température
de bruit de I’amplificateur. Par contre, on bénéficie pleinement ici de l’effet de transposition
de fréquence puisque cette température est multipliée par le rapport des carrés des fréquences
g—; De plus, la résistance de pertes intervient exactement de la méme fagon que le bruit

d’amplification lorsque R, est optimisé.
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8. Discussion des limites ultimes

Si on se place maintenant dans 'optique d’une discussion des limites ultimes de sensibilité
de cet instrument, on voit que le bruit minimum est obtenu lorsque les impédances |Z,| et

R, sont supérieures a une certaine valeur

IZrl > T-lvml
R. Q _ ;
Ry > T‘a‘;lzml (287)

On va en fait discuter ici le cas ou les bruits dépendant de |Z,| et B, peuvent étre oubliés.

Le bruit (281) ajouté sur la mesure de force se réécrit alors

Riw. RnQ|Zn|
=9
Yr=2r0H, (am + (RmQ + iR, Oa

-2 K2

soit encore a la limite de haute température

R, RmQZ+Q3nwi)T)

N N—

Cette équation décrit l'effet sur le bruit de la variation du rapport d’impédance %:.

Le bruit minimal est atteint lorsque ce rapport est optimisé

(R ST

R, B 2w,

. V2 4+ Q2w
YRR =2Hnkp | T + T,

(290)

@,
La limite ultime de bruit ajouté est donc déterminée simplement par la température de
bruit de ’amplificateur multipliée par un facteur essentiellement donné par le rapport des
fréquences mécanique et électrique.

Ceci montre encore une fois I'importance de la technique de transposition de fréquence
pour obtenir une mesure ultra-sensible. En supposant que la température T, de I’amplifica-

teur est du méme ordre que la température T}, associée a la friction mécanique, on voit que
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son effet peut étre rendue négligeable par le rapport des fréquences. Grace au transfert de
fréquence, on peut donc lire le mouvement de la masse en rajoutant un bruit négligeable par
rapport & celui qui est associé a la friction ordinaire. Dans le méme temps, la friction effec-

tive de la masse, déterminée par l'équation (276), est beaucoup plus efficace que la friction
p q q

ordinaire. On a donc bien un systeme de friction froide.
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V. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Notre premier objectif dans cette thése a été de développer une méthode générale qui
permette d’évaluer 'effet des fluctuations quantiques et thermiques dans les réseaux passifs et
actifs. Nous avons ensuite appliqué cette méthode générale aux systemes électromécaniques
en prenant comme exemple l'accélérometre capacitif asservi congu par 'ONERA pour des
missions de physique fondamentale dans l’espace.

Le premier objectif a été traité sur deux chapitres II et III correspondant respectivement
aux systémes passifs et actifs. Les fluctuations associées respectivement a la dissipation et
a I’amplification ont été décrites dans un méme formalisme, bati sur la théorie des réseauz
linéaires mais s’appliquant tout aussi bien aux systémes nonlinéaires aprés linéarisation
autour du point de fonctionnement. Le traitement des fluctuations y est mené selon la
méthode tout a fait générale de diffusion. Tous les résultats importants sont contenus dans
la matrice S associée a cette diffusion. La consistence avec les contraintes de la théorie
quantique est ainsi ramenée a un critére simple, a savoir 'unitarité de cette matrice S. Cette
unitarité est d’ailleurs assurée lorsque la matrice S est construite a partir d’'une impédance
purement réactive décrivant les couplages entre un certain nombre de lignes dissipatives.

Cette méthode était un objectif essentiel de ce travail de thése car une description gé-
nérale pour les systémes passifs ou actifs, linéaires ou linéarisables, incluant les fluctuations
quantiques et thermiques, n’existait pas encore a notre connaissance. Hormis cet intérét
orienté vers les critéres de consistence théorique, ce travail présente aussi a notre avis un
intérét pratique manifeste. La matrice S prend en compte en méme temps toutes les sources
indépendantes de bruit affectant le systéme. Ceci est en particulier intéressant pour les bruits
d’amplification qui rejoignent ainsi le cadre général des bruits liés a la dissipation. Les élé-
ments importants pour le fonctionnement du systéme, par exemple le transfert de fréquence,
le caractere QND ou BAE, apparaissent de fagon manifeste dans la structure de cette ma-
trice. Ces caractéristiques facilitent considérablement ’analyse du systeme de mesure et le

bilan de ces performances.

117



Ceci a été 1llustré dans cette these par I’application de la méthode générale a un systeme
réel, & savoir I'accélérometre de ’ONERA. Cet accélérométre est constitué d’un transduc-
teur capacitif nonlinéaire travaillant en régime QND, et de plusieurs éléments actifs servant
non seulement & préamplifier le signal pour le lire le mieux possible, mais ausst a asservir
la position de la masse d’épreuve. Cette méthode de stabilisation active simule aussi une
force de friction. L’analyse qui avait déja été faite au niveau classique avait montré que la
friction active permettait de réduire la température équivalente de bruit tres au dessous de
la température ambiante.

Le traitement quantique que nous avons développé en nous inspirant de cette analyse
classique confirme totalement les résultats classiques. Le bruit ajouté par la friction active est
négligeable par rapport au bruit qui serait nécessairement associé a une dissipation passive
de méme efficacité. Si les parameétres déterminant le bruit sont optimisés, ce bruit peut méme
étre tres petit devant les fluctuations associées a la friction mécanique résiduelle, qui est elle-
méme tres petite devant la friction active. Le résultat final de cette analyse est donné par
I’équation (290). Il est d’ailleurs identique au résultat (268) obtenu pour un systéme passif
sous réserve de remplacement de la température de bruit d’amplification par la température
de bruit de la ligne électrique de détection. Ce résultat représente ainsi une limite ultime
de sensibilité, qui ne dépend que du rapport des fréquences impliquées dans le mécanisme
de transfert des fréquences, de I'impédance mécanique nue de la masse d’épreuve et des
températures.

Naturellement, le terme de dissipation mécanique dont dépend le bruit prend dans la
pratique des valeurs trés différentes dans les modeéles passif et actif. Dans le premier cas,
I’amortissement doit étre important pour assurer la stabilité de la masse et il induit donc
un bruit important. Par contre, dans le second cas, la stabilité est assurée par ’asservisse-
ment et la dissipation mécanique peut étre réduit de facon arbitraire en principe et & une
valeur résiduelle beaucoup plus petite en pratique. Ces résultats confirment donc pleinement
Iefficacité du principe de friction froide.

L’application aux accélérometres capacitifs nous a permis de montrer que la description
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par des réseaux se préte bien a la description d’un systéme relativement complexe. En effet,
Iaccélérometre a pu étre modélisé en rassemblant les résultats obtenus sur ces principaux
éléments. Cette méthode modulaire peut étre appliquée & d’autres systémes. On pense bien
sir a l’étude des transducteurs capacitifs utilisés pour la lecture du signal dans les barres
de Weber. Une autre application possible est celle aux transducteurs inductifs basés sur les
SQUID’s.

Nous avons remarqué que la limite ultime de sensibilité obtenue pour les accélérométres
capacitifs ne dépend que de parametres trés généraux, a savoir I'impédance mécanique nue
de la masse d’épreuve et le rapport des fréquences lié au caractére paramétrique du transduc-
teur. On s’attend dans ces conditions a ce que la limite ultime de performance soit la méme
dans les transducteurs inductifs que dans les transducteurs capacitifs si les transducteurs
inductifs sont eux aussi optimisés. Bien sur, cette limite dépend aussi de la température, ce
qui favorise naturellement les systémes cryogéniques ou, a fortiori, ultra-cryogéniques.-

Comme nous ’avons déja souligné, notre approche a une portée trés générale, bien au
dela des seuls systéemes électromécaniques. Par sa conception, elle est parfaitement adaptée
avec les systemes optiques et optomécaniques. Elle pourrait se révéler utile traiter les sys-
temes optomécaniques contenant des élements actifs. Parmi les expériences concernés, nous
pouvons citer une expérience du laboratoire dont le but est de mettre en évidence les effets
quantiques du couplage optomécanique (61,62], des propositions de transducteurs optomé-
caniques pour lire le signal a la sortie des barres gravitationnelles [60] et les éléments actifs
qui se trouvent dans la stabilisation de position des miroirs dans les grands interférometres
gravitationnels [37].

Enfin, on peut penser a de nouvelles études d’effets quantiques utilisant la richesse et la
spécificité des systemes électriques et électromécaniques. Dans les systémes optiques, ’échelle
de la dissipation et des fluctuations quantiques associées est en fait déterminée par I'impé-
dance du vide et ne peut étre changée que par des techniques relativement sophistiquées.
Dans les systéemes électriques ou mécaniques au contraire, la dissipation et les fluctuations

associées peuvent étre modifiées & volonté simplement par le choix des impédances [45]. On
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a en fait déja utilisé cette possibilité dans cette these, par exemple a chaque fois qu’on a
optimisé des impédances de bruit. Ceci peut également permettre de concevoir des configu-
rations optimales ou le bruit quantique ou thermique soit aussi faible que possible [30]. On
pourrait aussi concevoir des configurations dans lesquelles I’effet des fluctuations quantiques
est au contraire augmenté afin de rendre son étude expérimentale plus accessible, ce qui

pourrait ensuite faciliter la compréhension et la maitrise de ces fluctuations.
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VI. APPENDICES
A. Réponse linéaire et susceptibilités

Nous rappelons le concept de susceptibilité généralisée, dans le cadre de la théorie de la
réponse linéaire [6,7,48].

Soit —f (t) B (t) la perturbation a laquelle est soumis le systéme, ou B est une observable
du systéme et 3 (t) une fonction classique s’annulant pour ¢ — —co. Si une telle action est
faible, la théorie de la réponse linéaire donne la variation des valeurs moyennes de |’'observable

A du systéme par rapport a l’équilibre comme superposition d’effets retardés, soit
(64)(8) = [ dt'xan (t =) B () (201)

La susceptibilité généralisée x4p (t) décrit donc la réponse linéaire de la grandeur A & une
action extérieure dépendant du temps proportionnelle a la grandeur B. Dans le domaine

spectral, la réponse linéaire s’écrit simplement
(8A4) [w] = xa8 [w] B[w] (292)

La partie dissipative de la susceptibilité est reliée a la densité spectrale € 45 [w], définie a

partir du commutateur des opérateurs A et B

28ap (t) = Cas (t) = Cpa(—t) = ([A(2), B(0)])
h
248 (W] = — {xa8 ] = xap [~wl} = 20 1m {x45 [v]} (293)
Ces relations tres générales dépendent seulement d’hypothéses de linéarité et de stationna-
rité.
Si on suppose que le systéme est dans 1’état d’équilibre thermodynamique a la tempéra-

ture T, on peut écrire de plus
CAB [w] = —___A—‘L—_éAB [LJ] (294)

Dans l'état de vide, c’est & dire a la limite T — 0, on obtient
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Caplw] = 26 (w) €45 ] (295)

Nous retrouvons alors le théoréeme de Nyquist comme cas particulier de ces théorémes
fluctuations-dissipation. Considérons un conducteur d’impédance Z [w] + R, ot Z [w] est sa
partie réactive et R celle dissipative. La réponse de la tension U aux bornes du conducteur
& une perturbation ¢ (¢) U (t), ou ¢ représente la charge, est décrite par la susceptibilité

suivante
xvvu [w] = w(Z [w] + R) (296)

Le bruit Nyquist (34) est immédiatement obtenu en observant que la densité spectrale du

bruit en tension vaut dans ce cas

éuu [w] = hwR (297)

B. Bruit ajouté et rapport signal sur bruit

Dans toute la thése, nous avons caractérisé la sensibilité d’une mesure par le spectre de
bruit ajouté sur le signal. Dans cet appendice, nous montrons comment relier ce spectre au
rapport signal sur bruit SIVR souvent utilisé pour caractériser la sensibilité. Dans ce but,
il faut prendre en compte deux élements supplémentaires qui n’interviennent pas dans le
spectre de bruit, d’une part la forme du signal a mesurer et d’autre part la bande passante
de détection.

Par souci de simplicité, nous supposons ici que le signal & détecter est une modulation
monochromatique de fréquence . Nous considérons que nous mesurons une force a travers
un filtre représenté par une fonction certaine g [w] qui définit la bande passante de détection.

Le signal s’écrit donc dans 'espace des fréquences apres filtrage
§[w] = glw] F=*[w] (298)

ou F'ezt est 'estimateur de la force, c’est & dire la somme de la force extérieure et du bruit
ajouté par le systeme de mesure. Dans ces conditions, nous définissons le rapport signal sur

bruit de la maniére suivante



(5)?

SNR=2L (299)
ou (S) représente la valeur moyenne du signal
(S) = g[wo] (F) (300)

et AS? la variance du bruit ajouté qui peut étre obtenue & partir de la puissance de bruit
too dw
a8t = [ gl B w] (301)
-0 T

Nous pouvons aussi écrire le rapport signal sur bruit

(Fczt)?

SNR = NZ

(302)

ou (Fe*t) représente la valeur moyenne du de la force extérieure et AF? la variance du bruit

ajouté sur la mesure de force

AF? = /+°° dw

—00 271'

FIET
g[wo]' ZF [w] (303)

La fonction gi[[;ﬁh définit un filtre normalisé a la fréquence moyenne wy du signal. Nous
considérons des filtres tels que cette intégrale AF? ou I'intégrale AS? soient convergentes.
Si nous supposons de plus la largeur de la bande d’analyse suffisamment étroite pour que

le spectre de bruit X F puisse étre considéré comme constant sur cette bande, nous obtenons

finalement

AF? = BSr [wo)
+%0 dw | gw] |

B = —_ 304
—eo 27 |7 (0] (304)

ou B définit la bande passante de la mesure. Notons que B se mesure en Hz, ¥f en N2/ Hz
si on mesure une force et (F***) en N, de sorte que le rapport signal sur bruit est bien un

nombre sans dimension

(305)



Pour un signal monochromatique, ce rapport est optimisé pour une bande passante nulle,
c’est & dire aussi un temps de mesure infiniment long. Quand le signal attendu n’est pas
monochromatique ou que le temps de mesure est limité, on peut calculer un rapport signal
sur bruit maximal correspondant a une fonction de filtrage optimal. C’est ’argument du

filtre optimal [63].

C. Equations du transducteur capacitif différentiel

L’équation du mouvement de la masse dans 'espace des fréquences s’écrit

1 c . .
(—zwm + W) V- LU eU)=F (306)

La force F est la somme de la force d’amortissement et des fluctuations quantiques qui en

dérivent
F=-H,V +2H,V™" (307)

Ecrivons maintenant, en nous servant des lois des mailles, les expressions des tensions U’
et U”. Comme nous ’avons dit au début de la partie IV B, nous utilisons les symétries du

probleme et le caractere différentiel de la mesure pour écrire les équations caractéristiques
R P L
—zw—_)‘i (C'U+C'UY+ U + w5 (wC'U" + I + wCU) =U,

U, (308)

R
-—Zw—‘)g (CIU/ + CI/UH) + UI/ + zwg (sz"U” . I _ Z(UCQU)

ou [ est le courant a la sortie de la résistance R, et U est la tension a ses bornes, qui est égale
a la différence entre le tensions aux bornes des capacités de couplage. %2 est la résistance
du générateur.

Comme la symétrie du systéme le suggere, ces expressions, ainsi que l’expression de la

force électrostatique (236) nous montrent que les roles de cette tension et de la tension

somme se séparent. Nous remarquons d’abord que

CIU/ + CI/UII — C (U—s _ i <U® V))

W

1d
! ! n 174 1 V
CU—CU=C<U———<U3®—)) (309)
ud w
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Donc, d’une part la somme des (308) nous donne 1’équation pour le mode symétrique

—zwg (—l—c —wl + 2Rg> Us — 'zt.u2 (—wl +2R,) (U ® L) =20, (310)

—wF 2d —w

D’autre part, de leur différence, on obtient I’équation pour le mode antisymétrique

—~wl (—L - szeq) U+wLll —wl —wC <U5 ® —-V—> =0 (311)
wl 2d —w

D. Fonctionnement du transducteur avec une polarisation désaccordée

Dans cet appendice, nous calculons la matrice de répartition de 1’accélérometre passif de
la section IV B dans le cas ou la polarisation n’est pas résonante avec le circuit de détection.
Nous montrons que ’optimum de sensibilité est obtenu pour une polarisation résonante.

Il est possible de faire ce calcul simplement lorsque le couplage capacitif est faible (A < 1).

Dans ce cas, on peut écrire la matrice impédance (246) pour les quadratures

ou
— Zm 0 0
=10 X427 a(zr-2z0)
0 —(zf—2z7) zH+2z
— 0 (= +20) (el - 20)
zh =] —2¢ (zF —z0) 0 0 (312)
2e(zf + z7) 0 0

Notons que dans cette approximation la matrice Az' ne décrit que des termes de couplage,
et les résonances ou plus en général la dynamique du systéme ne sont donc pas modifiées
par le couplage. Dans les conditions de validité du traitement perturbatif (A < =), les

impédances électriques valent

S TLC.ROEA (313)



et le coefficient de couplage

w R
A~ c < 314
ViV &, C (314)

De la méme maniére que pour la matrice impédance, on peut écrire la matrice de répar-

tition comme

2041
1,1

P

(315)

La matrice s° correspondant aux systémes non couplés n’est responsable que d’un déphasage

des champs. Pour évaluer la sensibilité de la mesure, il suffit alors d’étudier la matrice s!

st st sl

mm me; mez
1 _ 1 1 1
s = 1slo sl Sie (316)
1 1 1
Se;m 56261 38262

Nous nous sommes placés autour de la fréquence nulle 2 — 0. Dans cette limite, nous

obtenons
0 _1 1 1 __2RcCeqd
Zm 14(2ReCeqA)?  Zm 1+{2RcCeq)’
1 21¢ 2R Ce A —
s o~ | e < , 317
Zm 14+(2R.CeqA) 0 0 ( )
21€ 1 0 0

TG TiioD —~ A2
Zm 14(2R-Ceqh)

Nous pouvons maintenant évaluer 'expression de la sensibilité de la mesure d’une force
extérieure agissant sur ’oscillateur mécanique et intervenant, comme d’habitude, par la ligne
de bruit mécanique. La condition de transfert maximal du signal vers I’appareil de mesure
peut étre décrite par le taux de transfert en puissance de la matrice 1 + 2As;. Pour une
combinaison linéaire convenable des quadratures électriques, le taux de transfert s’écrit

)

1

‘Sezm

T(A) = &) ( S|+
~_ T
T+ (20.2)

(318)
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ot T (0) représente le taux de transfert a résonance

4r R. @. |0 1

T(0) = || =16 w'? 5
Hn
fin = G253
K

La fonction T (A) présente un maximum a résonance (A = 0).
Ce résultat reste valable pour une mesure qui prenne en compte les pertes électriques (cf.
Pappendice (VIE)). Le taux de transfert dans ce cas est obtenu en opérant la transformation
(328) sur la matrice 1 +2As;. A partir de la matrice S transformée, le taux de transfert pour
la ligne de détection d'impédance Ry vaut simplement
R, T (0)

TR pesy

(320)

qui présente aussi un maximum a résonance.

E. Influence des pertes

Pour étudier 'influence des pertes électriques dans le modéle de détection passive, nous
considérons le schéma correspondant a la figure 22. La ligne électrique de détection est
branchée a deux lignes: la premiére correspond a une ligne de détection R, et la seconde a
une ligne de pertes R,. Vues du transducteur, ces deux lignes sont équivalentes & une ligne
d’'impédance R,

1 1 1
B R B 21
R, Rd+Rp (321)

C’est seulement cette ligne équivalente qui apparaissait dans la section IV B 2. Si par contre,
la détection est faite dans la voie d il faut tenir compte de l'effet de répartition lié au
branchement des 3 lignes Ry, R, et R. (voir la discussion dans la section IV B3). Dans
cet appendice, nous traitons d’abord ce probléeme de répartition avant d’en discuter les

conséquences pour le bruit de mesure.
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m_B—TRANSDUCTEUR

Fi1G. 22 - Schéma décrivant ’effet de pertes électriques sur la détection. La ligne de détection e
~ est branchée 2 la sortie d’un transducteur. Elle est aussi branchée sur une ligne de détection d mise
en parallele & une ligne de pertes p. Au niveau du répartiteur, les champs de la ligne e arrivant au
répartiteur et en partant sont notés f* et fo%t. s correspondent respectivement aux champs €%

et ™.

Nous étudions le répartiteur adapté constitué des trois résistances obéissant a I’équation
(321). Nous notons f le champ arrivant dans la ligne R, sur le répartiteur. Les équations

électriques de ce systéme s’écrivent

Uy =U, = U,

I+ L+1,=0 (322)

soit aussi, en fonction des amplitudes entrantes et sortantes,

\/E<fin+fout) =\/}z—p(pin+pout) = \/R—d(din+dout>
fz'n . fout pin _ pout din — out

T N + =0 (323)

VERq
Nous en déduisons la matrice de répartition suivante

R /R, :
fout 0 E: E; fm.
¢l — R, _R: __R i 9
pou - Rp Ry /RpRq pm (3-‘4)
dout /R. R. _ R din
L Rd A / Rde RP J

Le coefficient nul signifie que le champ f** est intégralement transmis dans les deux autres

lignes. C’est un effet direct de la condition d’adaptation d’impédance (321).
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Lorsque ce répartiteur est branché a la sortie du transducteur électromécanique, on peut
que,

identifier les champs €™ et e°“! intervenant dans l'interaction avec le systéme mécanique

et les champs f'™ et f°* intervenant dans le répartiteur par !’intermédiaire d’un simple

déphasage €'Y qui correspond a une propagation dans la ligne

fin = ezqeout

ein — ezg::fout (325)

Nous déterminons ainsi immédiatement le champ arrivant sur le transducteur

R. . R, .
mo_ Gt e _an ¢ nn 9
e e (, [==p'" + ”—Rd ) (326)

Supposons pour simplifier que les deux lignes d et p sont a la méme température. Le bruit
e'™ arrivant sur le transducteur est alors exactement le méme que celui d’une seule ligne 2

cette température.
Etudions maintenant les relations d’entrée-sortie du systéme complet. Supposons la ligne

e couplée a une ligne mécanique m par le transducteur. La matrice s correspondante est

mout m

Smm Sme

s = (327)
SC?n SCC

On déduit alors les équations d’entrée-sortie du systeme transducteur-répartiteur qui peuvent

s'écrire matriciellement

mout min

et | = rlius u-r " (328)
out in

d d

ou les matrices r, u et s représentent respectivement les effets de répartition, de déphasage

dans la ligne et de diffusion sur le transducteur



1 0 0

1 00
u=10e%0
0 01

Smm Sme 0

s$= Sem See 0 (329)

0 0 -1

Considérons maintenant que le signal d°** est utilisé pour mesurer une force f*** super-

posée a m'™. On déduit des relations précédentes un estimateur de la force

Acrt= ezt in See 1 & in & in | _ 1 ~1 & _ & in .&d‘-"
JU =T AmT 4 e (\/R,,p V& ) st VR VRSP TVE

(330)

Si les deux réservoirs €lectriques sont a la méme température T,, on en déduit le spectre du
bruit ajouté sur la mesure de force

lseel2 + %‘:

Isem'2

o (331)

_lf=0m|

On voit nettement sur cette formule apparaitre la dégradation de performance liée au phé-

nomene de répartition.
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[, coefficient d’amortissement, 34

dw, fluctuations de la variable w, 42

Aw, dispersion sur w, 3
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p, amplitude de réflexion, 31

Omy 2.2, SPectres des bruits mecanique et
électrique sur les quadratures, 60

o, spectre de bruit (anticommutateur), 22

O, O, spectres de bruit d’un ampli-op, 76

Om, Oc, spectres de bruit mécanique et élec-
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Y r, X4, bruits rajoutés a ’entrée dans la
mesure d’une force ou d’une accé-
lération, 38
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sure d’une force réduite , 37
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7, amplitude de transmission, 31

X 4B, susceptibilité généralisée, 121

w, pulsation (fréquence angulaire), 18

wp, pulsation de la polarisation, 43
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trique, 34

@m, fréquence propre de l'oscillateur mé-
canique, 9, 34

(1, fréquence (pulsation) d’analyse, 49

aL, a,, opérateurs création et annihilation,
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<

B, bande passante, 38, 123

C, capacité, 28

Cuww, fonction d’autocorrélation, 18, 22, 121

D, dénominateur, 44

D, dénominateur, 73

E, champ électrique, 42

E,, énergie électrostatique, 40

F, force, 25

f, force réduite, 26

Fe*t force extérieure, 36

fe*t, force extérieure réduite, 36

fe=, estimateur réduit de la mesure d'une

force extérieure, 37



F,;, force électrostatique, 40

G, gain en tension d’un ampli-op, 66
G, coeflicient d’amplification du bruit quan-

tique, 62

H | coefficient d’amortissement visqueux, 25

h, constante de Planck, 3

I, courant, 16

¢, unité imaginaire, 18

?, courant réduit, 24
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coaxiale - bruit électrique entrant
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I, bruit d’ampli-op en courant, 66

K, raideur, 32

kg, constante de Boltzmann, 18
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y &L
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ficateur opérationnel, 66
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SN R, rapport signal sur bruit, 123
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et électrique, 37
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u, tension réduite, 24
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V, vitesse, 25
v, vitesse réduite, 26

V™, bruit mécanique, 25

w [w], transformée de Fourier de w (¢), 18
w*™ [w], champ réduit entrant, 21
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wy, w_, amplitudes complexes de w, 48
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Résumé

Les fluctuations sont présentes dans toute mesure et elles en limitent la ‘sensibilité ultime.
Ceci est vrai en particulier pour les fluctuations de nature fondamentale qui correspondent au
bruit thermique et au bruit quantique.

Un premier objectif de cette théese a été le développement d'une méthode générale qui
permette le traitement de ces fluctuations dans des systémes de mesure comportant des
éléments passifs et des éléments actifs remplissant des fonctions d’'amplification ou de contre-
réaction. Cette méthode, basée d'une part sur la théorie des réseaux, d'autre part sur le
formalisme quantique de la matrice S, s'applique aux systémes linéaires et, plus généralement,
aux systémes linéarisables autour du point de fonctionnement. Elle peut prendre en compte
toutes les sources de bruit et décrit donc la non-idéalité de la mesure. Son caractére modulaire
se préte bien au traitement des systéemes complexes.

Un deuxiéme objectif a été I'étude des effets des fluctuations quantiques et thermiques sur la
sensibilité des mesures électromécaniques. Le bruit dans ces systémes, habituellement dominé
par les fluctuations thermiques, s’est rapproché du niveau quantique, sous la pression des
expériences nécessitant de trés hautes sensibilités (détection des ondes gravitationnelles, test
du principe d’équivalence dans l'espace) et grace aux développements technologiques dans le
domaine cryogénique. La méthode développée dans cette thése fournit un cadre théorique
consistent pour traiter fluctuations quantiques et thermiques dans ces systémes. Des résultats
précis ont été obtenus pour un accélérometre congu par 'ONERA pour des expériences de
physique fondamentale dans 'espace et qui présente la particularité d’utiliser un mécanisme de
friction froide. Ces résuitats permettent d’estimer les limites ultimes de sensibilité¢ d'un tel
instrument.

Mots-clés : Fluctuations quantiques et thermiques, Systémes actifs, Transducteurs
électromécaniques, Accélérométres, Friction froide, Rétro-action, Théorie des réseaux, Mesure
QND et BAE.

Abstract

Fluctuations are present in any measurement and determine the ultimate éensitivity. This is
particularly true for the fundamental fluctuations, namely thermal and quantum noise.

The first objective of this thesis has been to develop a general method allowing us to treat
measurement systems consisting of passive elements and active ones, the latter being used for
amplification and feedback. This method, based on network theory and on the quantum
scattering matrix formalism, is applicable to linear systems and, in a more general case, to
systems linearisable around the working point. It can take into account all noise sources and
can, therefore, describe accurately a non ideal, real, measurement. Ilts modular character is
well-adapted for the treatment of complex systems.

The second objective has been to study the influence of quantum and thermal fluctuations on
electromecanical measurements. The noise in such systems is usually dominated by thermal
fluctuations, but has been pushed towards the quantum limits by ambitious experimental studies
requiring very high sensitivity (detection of gravitational waves, test of the equivalence principle
in outer space) and due to the technological development in the field of cryogenics. The method
developed in this thesis provides a consistent theoretical framework for the treatment of
quantum and thermal fluctuations in these systems. In particular, results have been obtained for
an accelerometer developed at ONERA for fundamental physical experiments in space, which
has the specific feature of employing the mechanism of cold damping. The results allow for an
estimate of the ultimate sensitivity limits of such an instrument.

Key words: Quantum and thermal fluctuations, Active systems, Electromechanical
transducers, Accelerometer, Cold Damping, Feedback, Network theory, QND and BAE
measurement.



