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Résumé

Cette these a été préparée a l'lnstitut de Mécanique Céleste et de Calcul des
Ephémérides (IMCCE) de I'Observatoire de Paris, de septembre 2001 & avril 2005,
sous la direction de Messieurs Alain Chenciner et Alain Albouy. Elle traite du
probleme des N corps, qui consiste en 1’étude des solutions des équations de New-
ton, qui décrivent le mouvement dun systeme de N particules ponctuelles en
interaction gravitationnelle. Cette these a plus précisément pour objet ’étude des
solutions homographiques du probleme des N corps associées a des masses de signe
quelconque.

Le point de départ de ce travail est une question qui m’a été posée par A.
Chenciner en octobre 2000, au sujet des chorégraphies. Une chorégraphie est une
solution des équations de Newton dans laquelle les N corps se suivent sur la méme
courbe & intervalles de temps égaux ([CGMS]). La premiere chorégraphie connue
est la solution de Lagrange : trois corps se suivent sur un cercle en formant un
triangle équilatéral. Le premier exemple non trivial de chorégraphie, le "huit”, a
été mis en évidence par C. Moore en 1993, et son existence a été prouvée par A.
Chenciner et R. Montgomery en 1999 ([CM]). Toutes les chorégraphies connues ac-
tuellement nécessitent des masses égales, et A. Chenciner a prouvé qu’il n’existait
pas, dans le plan, de chorégraphie a masses distinctes, ou chorégraphie ”perverse”,
pour un nombre de corps N inférieur ou égal a 5 ([Chl], [Ch2]). Aussi, la question
qu’il m’a posée portait sur I’éventuelle existence de chorégraphies perverses pour
N > 6. La section 5 de cette these répond négativement a cette question dans le
cas ol le potentiel est logarithmique. Ceci permet de prouver qu’il n’existe pas de
chorégraphie perverse pour un systeme de N tourbillons satisfaisant les équations
de Helmholtz ([He]). La section 5 propose également une minoration du plus grand
rapport des distances mutuelles au cours d’une éventuelle chorégraphie perverse
pour le potentiel newtonien.

L L L L 04 L L L L
05 0 05 1 1 05 0 05

F1G. 1 - La solution circulaire de Lagrange et le “huit” (d’aprés [Si4]). Trois corps
se sutvent sur la méme courbe.

L’obtention de ce résultat a nécessité ’étude d’équilibres absolus associés a des
masses de somme nulle. Ces masses sont en fait des intermédiaires de calcul qui
apparaissent quand on soustrait les équations de Newton associées a deux systemes
de masses positives. Les systemes de IV corps de somme des masses nulle possedent
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F1G. 3 — Deux chorégraphies de 15 et 89 corps de masses égales (d’aprés [Sif]).

des propriétés particulieres. Ceci découle du fait que le centre d’inertie est rem-
placé par un vecteur d’inertie, dont la connaissance fournit des informations sur la
configuration a translation pres. Les propriétés de cet objet sont présentées dans
la section 1.

Au lieu de me limiter a I’étude des équilibres absolus & somme des masses nulle,
j’al préféré considérer les configurations centrales associées a des masses de signe
quelconque, qui en constituent une généralisation naturelle. J’ai également décrit
les mouvements engendrés par ces configurations pour certaines valeurs des vitesses
initiales. Ces résultats sont présentés dans la section 2, qui généralise a des masses
de signe quelconque des résultats classiques sur les mouvements homographiques a
masses positives ([AC]). La section 2 dénombre également les configurations cen-
trales associées a des masses (z, —z,y, —y). Il s’agit, avec le cas a masses égales,
du seul cas connu actuellement o1 ’'on peut dénombrer les configurations centrales
d’un systeme de quatre corps.

Les mouvements rigides associés a des masses positives sont décrits dans [AC].
A masses positives, un calcul simple montre qu’un mouvement rigide de dimension
inférieure ou égale a trois est plan. Dans la section 3, je caractérise les mouvements
rigides associés a des masses de signe quelconque. Je montre en particulier que, si
une certaine relation entre les masses et les distances mutuelles est vérifiée (et c’est
toujours le cas quand la somme des masses est nulle), il existe des mouvements
rigides de dimension 3. La configuration n’est alors plus nécessairement centrale,
mais équilibrée au sens de [AC].
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A somme des masses nulle, I'existence d’un vecteur d’inertie permet tres sou-
vent de se ramener a un probleme a N — 1 corps. Ceci a donné implicitement la
possibilité, dans la section 2, de traiter un probleme non actuellement résolu avec
des masses de somme non nulle : la détermination des configurations centrales de
quatre corps. Un avatar de cette dégénérescence avait été observé en 1892 par
Dziobek, a travers la considération de ’équation de Lagrange-Jacobi (|Dz]). La
section 4 étudie les aspects dynamiques de cette dégénérescence, et fournit un cas
d’intégrabilité du probleme colinéaire des trois corps.

Les résultats des sections 2 et 5 portant sur les équilibres a somme des masses
nulle et les chorégraphies perverses sont évoqués dans [Cel]. Les résultats des
sections 2 et 4 sur les mouvements homothétiques et homographiques plans et le
gain d’intégrabilité & somme des masses nulle font 'objet de [Ce2]. La section 3
sur les mouvements rigides reprend les résultats contenus dans [Ce3].
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Abstract

This Ph.D thesis has been prepared in the Institut de Mécanique Céleste et de
Calcul des Ephémérides (IMCCE), in the Observatory of Paris, from September
2001 to April 2005. It was supervised by Prof. Alain Chenciner and Dr. Alain
Albouy. The thesis deals with the N-body problem, whose aim is to study the
solutions of Newton’s equations. These equations describe the motion of a system
of N punctual particles which interact through gravitation. More precisely, the
aim of the thesis is to study the homographic solutions of the N-body problem
when the masses are allowed to be positive or negative.

The starting point of this work is a question about choreographies that A.
Chenciner asked me in October 2000. Let us call a choreography a solution of
Newton’s equations in which the N bodies chase each other on the same curve,
with the same phase shift between two bodies ([CGMS]). The first known choreo-
graphy is Lagrange’s solution : three bodies making an equilateral triangle chase
each other on a circle. The first non trivial example of a choreography, which is
called the "eight”, was found by C. Moore in 1993, and its existence was shown by
A. Chenciner and R. Montgomery in 1999 ([CM]). All the choreographies that are
actually known require equal masses. Indeed, A. Chenciner has proved that in the
plane, there was no choreography with distinct masses or ”"perverse” choreography,
with number of body N lower than or equal to 5 ([Ch1], [Ch2]). Thus, the question
he asked was about the possible existence of perverse choreographies for N > 6.
Section 5 gives a negative answer when the potential is logarithmic. This enables
to prove that there is no perverse choreography for a N-vortex system which sa-
tisfies Helmholtz’s equations ([He]). Section 5 also proposes a lower bound for the
largest ratio between the largest and the smallest mutual distances for a possible
perverse choreography with Newtonian potential.

1 05 ) 05 1 h 1 05 ) 05 1

F1G. 4 — Lagrange’s circular solution and the “eight” (from [Si4]). Three bodies
chase each other on the same curve.

In order to obtain this result, I had to study absolute equilibria with masses
whose sum vanishes. In fact, these masses are auxiliary variables which appear
when we subtract Newton’s equations for two systems of positive masses. There
are special properties when the total mass vanishes. This is entailed by the fact
that the center of inertia is replaced by a vector of inertia, whose knowledge brings
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F1G. 6 — Two choreographies with 15 and 39 bodies and equal masses (from [Si4]).

us information on the configuration after reduction by translations. The properties
of this object are described in section 1.

Rather than restrict the study to absolute equilibria with vanishing total mass,
I have considered central configurations with positive and negative masses, which
are a natural generalization. I have also described the motions generated by these
configurations for certain initial velocities. These results are described in section
2, which gives a generalization for positive and negative masses of classical results
on homographic motions for positive masses ([AC]). Section 2 also lists the central
configurations associated with masses (z, —x,y, —y). This case and the case with
equal masses are the only known cases where we can enumerate the central confi-
gurations of a four-body system.

Rigid motions with positive masses are described in [AC]. For positive masses, a
simple computation shows that a rigid motion with dimension lower than or equal
to three is planar. In section 3, I give a characterization of rigid motions with
positive and negative masses. In particular, I show that if a certain relationship
between the masses and the mutual distances is satisfied (this is always the case
when the total mass vanishes), there are rigid motions with dimension 3. Then the
configuration is no more necessarily central, but balanced in the sense of [AC].

When the total mass vanishes, the existence of a vector of inertia often enables

to restrict our study to a (N — 1)-body problem. In an implicit way, in section
2, this enabled to deal with a problem which at present is still unsolved for a
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non-vanishing total mass : the enumeration of four-body central configurations.
An avatar of this degeneration had been observed by Dziobek in 1892, through
the consideration of the Lagrange-Jacobi equation ([Dz]). Section 4 studies the
dynamical aspects of this degeneration and provides a case of integrability for the
collinear three-body problem.

The results in sections 2 and 5 about equilibria with vanishing total mass and
perverse choreographies are presented in [Cel]. The results in sections 2 and 4
about homothetic and homographic planar motions and the better integrability
with vanishing total mass are the subject of [Ce2]. Section 3 about rigid motions
resumes the results of [Ce3].
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Notations

On s’intéresse, dans cette these, a un systeme de N corps ponctuels de masses
my, ..., my non nulles, de signe quelconque, de somme M, occupant a la date t les
positions 7 (%), ..., 7y (), éléments d'un espace vectoriel euclidien E. Le produit
scalaire est noté (.|.). L’espace F est identifié avec son dual de la fagon habituelle.
Un sous-espace de E de dimension 2 pourra étre identifié a C. Le produit de deux
nombres complexes u et v est noté uv ou u.v.

Les équations de la dynamique associées a un potentiel U sont définies par :

1 oU

ri(t) = s OF, (71(t), s T (t)) = Vi(71(E), oo, T (2))-

Les équations de Newton sont les équations de la dynamique associées au potentiel

newtonien :
m;my;

avec ’}/Z‘(’I“l,...,TN) = Z mjm
je{l . N\{i} o
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1 Systemes de N corps de somme des masses
nulle

1.1 Le vecteur d’inertie

On définit, pour un systeme de N corps de somme des masses non nulle, son
centre d’inertie :

(quantité indépendante de @). Pour un systeme de N corps de somme des masses
nulle, en revanche, le centre d’inertie n’est pas défini, mais on peut définir le
vecteur :

>

N
(Fry o Py) = Y m(F; — @)
=1

(quantité indépendante de @), que l'on appellera vecteur d’inertie. Le vecteur
d’inertie est invariant si la configuration subit une translation. Plus généralement,
si une configuration subit une transformation affine, son vecteur d’inertie subit la
transformation linéaire associée.

Proposition 1 Pour une solution des équations de Newton a somme des masses
nulle, le vecteur d’inertie est une fonction affine du temps.

Preuve. 1l suffit d’écrire :
6: mﬁ’l(ﬁ, ...,FN) —I— —f- mNiN(ﬁ, ...,’I?N) = /_\)(.T;’)l, ,’I?N)
On définit les constantes P et B par : X7 (1), ..., 7n(t)) = B + tP.

Remarque 1. L’analogue de cette propriété a somme des masses non nulle est
le principe d’inertie : le centre d’inertie effectue un mouvement rectiligne uniforme.

Remarque 2. Le mouvement d'un fluide plan incompressible peut étre décrit
par un systeme de N tourbillons de vorticités k1, ..., Ky, de signe quelconque,
dont les positions 77, ..., Ty, qui appartiennent a un méme plan, sont solutions des
équations de Helmholtz ([He], [ON]) :

5 o . I
Fi(t) = AP (t), o PN () = 7 > ,{jm ,
jeft Ny

ou r désigne la rotation vectorielle d’angle 7 /2. Pour ces équations, on définit de
méme, a somme des vorticités nulle, un vecteur de vorticité, qui est une intégrale
premiere du mouvement invariante par translation.
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Remarque 3. On note [3(77, ..., 7y) le moment d’inertie par rapport au point
a. Il possede I'expression :

I:(7) Zman al|>

Ecrivons 1'égalité de Leibniz, valable pour des systemes de masses de somme
quelconque et pour toute origine a :

(Zm) zmz

A somme des masses nulle, on a, d’apres la proposition 1 et la nullité de la somme
des masses :

S™ a7 () = FOIE = —[IXFEE), o i) = — [P + B

1<i<j<N

Z mimy| |7 — 7“2||2

1<i<j<N

= —|IPI*¢* = 2(P|R)t — ||R|*
La grandeur )7, o, .y mam;||7(t) — 75(t)||* est donc une fonction quadratique du
temps. Dziobek avait obtenu ce résultat dans le cas de trois corps comme une
conséquence de I'égalité de Lagrange-Jacobi, dégénérée a somme des masses nulle
([Dz]). 11 n’avait manifestement pas remarqué que cette équation était le carré
scalaire d’une équation vectorielle.

Remarque 4. Si, a somme des masses quelconque, on remplace le potentiel
newtonien par un potentiel homogene de degré 2k, également noté U par commo-
dité, I'égalité de Lagrange-Jacobi a pour expression :

1 d?
2 dt?
ol a est une origine qui ne dépend pas du temps et H désigne l'intégrale premiere
de I'énergie. A somme des masses non nulle, on a :
1 d?
S o
2 dt2 (T‘l,...,TN)

]6(7:17 ,??N) =2H + 2(:“& -+ 1)U(’I?1, ---aFN)a

T_’i, ...,FN) = 2H0 + 2(/43 + ].)U(Fl, ...,FN),

ou Hj est I'énergie a centre d’inertie fixé.

Si I'on prend pour origine é(ﬂ, ., TN ), I'égalité de Leibniz s’écrit :

<Zmz> G Pl PN) = > mamy| [ — 75|

1<i<j<N
Ainsi :
N
S mam|lF; - FIP = (Z mi> (4Hy + 4(k + DU(7, ..., 7y))-
1<i<j<N i=1
Pour k = —1 (potentiel dit de Jacobi), nous observons le méme phénomene qu’a

. a7 — 712
somme des masses nulle : la grandeur >, .,y mimy| |7 — 73|

quadratique du temps.

est une fonction
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1.2 Le probleme des deux corps a somme des masses nulle

Quand M = my + mg # 0, le probleme des deux corps associé a des masses de
signe quelconque se traite de la méme fagon que le probleme a masses positives, et
le vecteur 7, — 7 parcourt une conique. Notons que si M < 0, I'énergie est positive
(car c’est la différence entre I'énergie cinétique, toujours positive, et le potentiel, qui
est alors négatif), et cette conique est nécessairement une hyperbole. En revanche,
comme conséquence de I'existence d'un vecteur d’inertie, la forme des solutions est
totalement différente pour M = 0.

Proposition 2 Les solutions des équations de Newton pour un systeme de deux
corps de masses my = 1 et mo = —1 ont [’expression suivante :
- Si P =0, 7y et 7y parcourent des paraboles (éventuellement dégénérées) :

—

R

= +175(0) + 73(0):
IEI[®

1
7i(t) = 51%2

— - -

-SiP+0,P=aR (¢ #0) :

1 R .
7i(t) = — (at — In(at + 1)) —=— + t73(0) + 73(0)-
o &
- Cas ot P et R ne sont pas colinéaires. On peut supposer : det(ﬁ, ﬁ) > (. Notons
P’ I’élément de vect(P, R) tel que <H§H’ﬁ/> soit orthonormée directe. Définissons
s(t) par :

sh(s(t)) = —%

On a alors (@, b; sont des constantes) :

1 P _ .
7i(t) = —— | s(t)—= + ch(s(t))P’) T td; + by
||P][? ( |||

Dans un méme référentiel en translation dont l’origine parcourt une chainette, les
deux corps effectuent des mouvements rectilignes uniformes.

Preuve. On a : A(7(t), 7(t)) = 7i(t) — 7 (t) = tP + R. La relation :

7 () — Pa(t) tP+ R

IR =@ )P + B3

permet de se ramener a deux intégrations d'une fonction.

Remarque. Le cas P = ( est mentionné dans [Dz].
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1.3 Configurations de vecteur d’inertie nul

Le volume algébrique du parallélotope engendré par p > 2 points dy, ..., @,
noté Vol(dy, ..., d,), est défini par :

Vol(c?l, ceny C_l:p) = det(d'g - 61, cees EiP — 61)
On pose : A; = VOl(Tiq1, ooy TNy Ty ooy Tio1)-

Le moment d’inertie de la configuration par rapport au point @, noté Iz(7, ..., ™n ),

est défini par :
I3 (7 ZmZHrZ al|*

Proposition 3 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

- La configuration (7, ...,Tn) est de vecteur d’inertie nul. (1)

- Le moment d’inertie Iz(71,...,7n) est indépendant de a. On l’appellera moment
d’inertie de la configuration. (2)

- Le moment d’inertie Iz (71, ...,7n) est indépendant de i. (3)

Si, de plus, le sous-espace affine engendré par la configuration est de dimension
N — 2, ces propriétés sont équivalentes a la propriété suivante :

- Le vecteur (my,...,my) est colinéaire a (—A1, Ao, ..., (=1)NTAx_1, (=1)VAy)
si N est pair, et a (Aq,...,Ax) si N est impair. (4)

Preuve. Posons : I(d,71,...,7y) = Iz(r1, ..., 7x). Supposons X(Fl, e TN) = 0.
On a alors, pour tout a :

ol V=

aa(_"lﬁ ,’I?N):—Q/\(Tl,...,T_”N) :6

Donc [z(71, ...,7n) est indépendant de @. La propriété (1) implique donc la pro-
priété (2).

La propriété (2) implique trivialement la propriété (3).
Supposons qu’il existe une constante C' telle que 'on ait, pour tout 7 :
N
- - 112 .
Y myll = F|F=C (4)
j=1
La combinaison linéaire SN | m;, (i) et I'égalité de Leibniz nous donnent la nullité
du vecteur d’inertie. Donc la propriété (3) implique la propriété (1).

Supposons que la propriété (1) soit vraie et que le sous-espace affine engendré
par la configuration soit de dimension N — 2. On a :

Al = det(Fg—FQ, ...,FN_FQ) = det(Fg—FQ, (7?4—773)4-(773—772), ceey (FN—Fg)—F(Fg—FQ))
= det(f:g - 772, F4 - 773, ...,’FN - 773) = — det(Fg - 7?3, F4 - 7?3, ...,’FN - 7?3),

21



AQ = det(ﬁ; — ??3, ...,FN — 773,7:‘1 — 773) = (—1>N73 det(ﬁ — 773,?74 — 773, ...,FN — ??3)

Supposons mq + ms = 0. Si N est pair :
Ay — Ay = —det(r) — 73,7y — T3, ..., Tny — T3) + det(7y — 73,7y — T3, ..., TN — T3)

= det(ry — 7,7y — T3, ..., Ty — T3) = 0

Si N est impair :
Al +A2 :det(f’l —7?2,774—773,...,77]\[ —7?3) :O

On suppose maintenant : m;+msy # 0. On note 7’ le barycentre de { (7, m1), (72, m2)},
qui est aussi le barycentre de {(75,m3), ..., (Fxy,my)}. On a:

Ay = —det(ry — 73,74 — 73, ..., TN — T3) = —det(Ty — 7,7y — T3, ..., Ty — T3)"

Par ailleurs :
AQ == (—1>N+1 det(fi — 7?3,774 — 773, ey FN — 7?3)

= (—1>N+1 det(ﬂ — ??, 774 — ??3, ...,?:)N — Fg)

m — — — — —
= (—1)N+1 det (—m—Q(T’Q — ’F),T'4 —73,...., TN — 7“3)
1

m
= ——2(—1)N+1 det(Fg — ’I?, 7?4 — 773, ...,’FN — 7?3)
my
Dot : Ay = (=1)N T Aymy/my. Si N est pair, miAy = —myA. Si N est impair,
m1Qs = mo/A;. En effectuant des permutations sur les corps, on prouve la pro-
priété (4).

Supposons que le sous-espace affine engendré par la configuration soit de dimen-
sion N — 2 et que la propriété (4) soit vraie. Comme la configuration est contenue
dans un sous-espace affine de dimension N — 2, il existe m/, ..., m/y non tous nuls,
de somme nulle, tels que lon ait : mir + ... + miy 7y = 0. Supposons qu'il existe i
tel que m} = 0. Alors A; = 0. Comme (—Ay, ..., (=1)YAy) ou (A4, ..., Ay) est co-
linéaire a (my,...,my) et my, ..., my # 0 ,ona: A; = ... = Ay = 0. Donc
le sous-espace affine engendré par la configuration est de dimension inférieure
ou égale a N — 3, ce qui est impossible. Donc pour tout i, m} # 0. En appli-
quant le raisonnement précédent, on montre que (m},...,mly) est colinéaire a
(=AL Aoy (= D)VTAN 1, (=1)NAp) si N est pair, et & (Aq,...,Ay) si N est
impair. Il est donc colinéaire a (my, ..., my). Comme (m},...,mYy) et (my,...,my)
ne sont pas nuls, il existe a # 0 tel que l'on ait : (m/,...,my) = a(my,...,my), ce
qui prouve la propriété (1).
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2 Solutions homographiques planes et homothé-
tiques associées a des masses de signe quel-
conque

A masses positives, les solutions homographiques constituent une généralisation
classique des solutions du probleme des deux corps. Une classification de ces mouve-
ments & masses positives est donnée dans [AC], ou les configurations qui admettent
de tels mouvements sont caractérisées par un systeme d’équations algébriques.
Mais I’étude faite dans [AC] repose notamment sur I’existence d'un produit scalaire
associé aux masses, qui n’existe plus lorsque les masses sont de signe quelconque.
Nous allons nous restreindre dans cette section aux mouvements homothétiques
et aux mouvements homographiques dont la configuration a translation pres reste
dans le méme plan.

2.1 Une condition nécessaire et suffisante sur la configura-
tion et les vitesses a la date 0

Une configuration est dite centrale si, et seulement si, il existe un réel £, appelé
multiplicateur, tel que 'on ait pour tous ¢, j :

Si € # 0, il existe un unique ﬁ, appelé centre, tel que l'on ait, pour tout 7 :
FVi(Tr, oo, ) = 28(15 — Q).

Si tous les (77, ..., 7y) sont nuls, la configuration est appelée équilibre absolu.

Etant donnée une configuration plane, identifions C et le plan vectoriel associé.
La configuration est dite centrale complexe (ou ”dizzy”, [Al2]) si, et seulement si,
il existe un nombre complexe &, appelé multiplicateur, tel que 'on ait pour tous ¢,

j .

Si & # 0, il existe unique Q, appelé centre, tel que 1'on ait, pour tout i :

Proposition 4 A somme des masses non nulle, une configuration centrale de
multiplicateur nul est un équilibre absolu.

Preuve. On a, pour tout i :
6 == mlil(f’l(()), ceny FN(O)) + ...+ mNiN(ﬁ(O), ceny FN(O))

= (mq1 + ... + mn)%i(71(0), ..., 75 (0))
car les 7;(71(0), ..., Fx(0)) sont égaux. Donc pour tout 4, 7;(7(0), ..., 7 (0)) = O.
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Proposition 5 Pour une configuration centrale (respectivement centrale complexe)
de multiplicateur non nul :

- A somme des masses non nulle, son centre est le centre d’inertie.

- A somme des masses nulle, son vecteur d’inertie est nul.

Preuve. 1l suffit d’écrire :

N

N
0= Zmﬁi(ﬁ, e TN) = Z%mi(f’;‘ - ﬁ)
i=1

=1

Proposition 6 La valeur du potentiel est nulle pour un équilibre absolu.
A somme des masses nulle, une configuration centrale de multiplicateur nul vérifie,
pour tout 1 :

U, ) = = (G, PN s P)-

A somme des masses quelconque, une configuration centrale (respectivement cen-
trale complexe) de multiplicateur & non nul, de centre Q, vérifie :

Uy, ..., Tn) = =2815(71, ..., Tn)-

Preuve. Considérons une configuration centrale (respectivement centrale com-
plexe) de multiplicateur £. On a, d’apres ’homogénéité du potentiel et son inva-
riance par translation :

— —

N
_U(Fla 7FN) = dU(Fla "'7FN)(_)1 - Q) aFN - Q) = Zml(i;z(f‘la aFN)|F; - Q)
i=1

Si Yi(11, .y TN) = 0 pour tout 4, la valeur du potentiel est nulle.

A somme des masses nulle, si £ = 0, on a, pour tout 7 :
—U(, o ) = (Fi(F1, o, )N, oy )

Supposons maintenant £ # 0 a somme des masses quelconque. On considere le
cas d’'une configuration centrale complexe. Le cas d'une configuration centrale est
analogue. On a :

=U(7,...,7n) = 2Re(&)I5(71, ..., TN )

On a par ailleurs, d’apres I'invariance du potentiel par rotation et translation :

N
0= dU(Fla cery FN)(I(Fl T ﬁ)a X 1(FN - Q)) = Zmz(’%(fia 777N>|1<7TZ - Q))

i=1

N
= mRe(28|7; — Q).
=1
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Remarque 1. Le fait que la valeur du potentiel soit nulle pour un équilibre
absolu prouve qu’il n’y a pas d’équilibre absolu pour des masses de méme signe.

Remarque 2. D’apres cette proposition, pour une configuration centrale com-
plexe de multiplicateur imaginaire, le moment d’inertie par rapport a son centre
est nul.

Un mouvement de N corps est dit homothétique (respectivement homogra-
phique) si, et seulement si, il existe une homothétie linéaire (respectivement une
similitude linéaire) dépendant du temps s telle que, pour tous ¢, 7, on ait :

(1) = 7i(t) = s()(5(0) = 73(0))-

Cette définition est indépendante de l'origine des dates choisie. Au cours d’un
mouvement homothétique, la configuration est centrale. Si, au cours d’'un mouve-
ment homographique, la configuration a translation pres reste dans un méme plan
(identifié avec C), elle est centrale complexe.

Proposition 7 Supposons que la configuration soit centrale complezxe de multipli-
cateur € a la date 0, et qu’il existe un complexe sy tel que l'on ait, pour tous 1,
J -
75(0) = 73(0) = s0(75(0) — 7(0))-

Soit s la solution de l’équation différentielle : § = 2€s/|s|® (probléme a un centre
fize placé en 0, de masse complexe —2€), telle que s(0) = 1 et $(0) = sg. Le
mouvement est homographique, la configuration a translation pres reste dans le
meéme plan, et ['on a :

(1) = 7i(t) = s(t)(75(0) = 7(0))-

St & = 0, le mouvement de chaque corps est rectiligne uniforme ou analogue a
une solution du probleme des deux corps a somme des masses nulle. Et, dans
un référentiel en translation, tous les corps effectuent un mouvement rectiligne
uniforme. Si la configuration a linstant 0 est un équilibre absolu, tous les corps
effectuent un mouvement rectiligne uniforme.

S1 &€ #£ 0, tout se passe comme si chaque corps subissait l’action d’un seul corps de
masse complexe effectuant un mouvement rectiligne uniforme.

Preuve. Posons, pour ¢ > 2 :
’Nyi(ﬁ% ) fN) = ’_)/‘1(67 7727 ) fN) - :Y‘l((_])a 7127 '“771]\7)7 ﬁl(t) = 8(t>(f;(0) - 771(0))

On a:




Donc (74, ...,7n) est solution du systeme différentiel : Fio= Fi(Toy ooy TN), @ > 2.
Comme (75 — 77, ..., "y — 71) est solution du méme systeme différentiel, et 7(0) =
7(0) = 74(0), 74(0) = 74(0) — 74(0), on a -

(Foy .o, TN) = (T — 71, ..oy TN — T1)

Dot : 7(t) = 71 (t) + s(t)(7,(0) — 71(0)). Ainsi :

On en déduit :

F0) = FAE) e () = T 0, P O)) )

Si ¢ =0, s est une fonction affine du temps. Donc si 'on fixe 7, d’apres (1), chaque
corps effectue un mouvement rectiligne uniforme. D’apres (2), si 'on a :

’72(7?1(0), ceey FN(O)) = 6,
le mouvement du corps ¢ est rectiligne uniforme. Si I'on a :
Fi(71(0), ..., 7n(0)) # 0,

il est analogue a une solution du probleme des deux corps a somme des masses
nulle. Si la configuration a 'instant 0 est un équilibre absolu, chaque corps effectue
donc un mouvement rectiligne uniforme.

Supposons § # 0. Soit () le centre de la configuration centrale complexe a la date
0. Soit € = 7(0) — so(7;(0) — Q) (égalité indépendante de 7). Soit () = Q+1€. On
peut remarquer comme précédemment que le mouvement (74, ..., 7y) défini par :

Fi(t) = G(t) + s(t)(7(0) — D)

est solution des équations de Newton. En effet :

(1) = $(0)(7(0) — ) = 26°D_(570) - )

= %Wﬁ(@% o PN (0)) = Fi(Fr(t), oy P (2)):

De plus, (7q,...,7y) vérifie les mémes conditions initiales que (77, ...,7y). Donc
(71, ooy ™) = (71, .o, Tv). Alnsi :

7 (1) — §4(t) = s(t)(73(0) — ) (1)

Les relations (2) et (1’) nous donnent :




Sir(0) = O, le corps i est toujours confondu avec le centre Q(t) Sinon, on obtient,
en prenant le module de I"équation (1') : |s(t)| = |75(t) — Q(¢)]/]7(0) — €]. Ceci
nous donne :

—

. L A = )
F(t) = 26|7(0) — QP —L 2
) =20 = A S

ce qui acheve la preuve de la proposition.

Proposition 8 Supposons que la configuration soit centrale de multiplicateur € a
la date 0, et qu’il existe un réel aq tel que l'on ait, pour tous i, j :

73(0) = 73(0) = ao(75(0) = 73(0)

Soit « la solution de ’équation différentielle : & = 2£/a? (probléme linéaire a
un centre fize placé en 0, de masse —2¢), telle que a(0) = 1 et &(0) = ag. Le
mouvement est homothétique, et l’'on a :

(1) = 7i(t) = a(t)(75(0) = 73(0))-

St & = 0, le mouvement de chaque corps est rectiligne uniforme ou analogue a
une solution du probleme des deux corps a somme des masses nulle. Et, dans
un référentiel en translation, tous les corps effectuent un mouvement rectiligne
uniforme. Si la configuration a linstant 0 est un équilibre absolu, tous les corps
effectuent un mouvement rectiligne uniforme.

Si & # 0, tout se passe comme si chaque corps subissait ’action d’un seul corps
effectuant un mouvement rectiligne uniforme.

Preuve. Il suffit de reprendre les arguments de la preuve précédente. Cette
fois, les 7; appartiennent a un espace affine de dimension quelconque, et s est réel.

Remarque. Dans le probleme des N tourbillons, et avec la méme définition
d’une configuration centrale et d’une configuration centrale complexe (les 7; — ¥;
sont proportionnels aux 7; — 77), il existe des analogues des propositions 7 et 8.
Comme les équations de Helmholtz sont du premier ordre, la condition sur les
vitesses initiales : ' ‘

75(0) = 7i(0) = 50(75(0) — 7i(0))
disparait. Supposons ainsi qu’une configuration de /N tourbillons soit centrale com-
plexe de multiplicateur £ a la date 0. Soit s la solution de ’équation différentielle :
s = 2¢s/|s|?* telle que s(0) = 1 (par rapport aux énoncés précédents, l'ordre de
I’équation et 'exposant de |s| ont été modifiés). Le mouvement est alors homogra-
phique, et 'on a :

7j(t) = 7i(t) = s(t)(75(0) — 7(0))-
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2.2 Configurations centrales complexes de trois corps

Configurations colinéaires.

Proposition 9 FEtant donnés trois corps de masses my, ms, ms, il existe au plus
trois configurations centrales colinéaires de ces trois corps de la forme (ry = 0,719 =
1,73 > 1) (on identifie chaque vecteur avec sa mesure algébrique). Si les masses
sont positives, il en existe evactement une. Pour certains systemes de masses, il
existe trois configurations centrales colinéaires de la forme (0,1,r3 > 1).

Preuve. On pourra se reporter a [Al4]. Pour prouver qu’il existe au plus trois
configurations centrales colinéaires, il faut appliquer le théoreme de Rolle a une
fonction bien choisie. Et 'on peut facilement trouver des cas ol un systeme de
masses de la forme (mq, ma, ms) admet trois configurations centrales colinéaires.

Proposition 10 Dans cet énoncé, et seulement dans cet énoncé, on autorise des
masses nulles. Etant donnée une configuration colinéaire de trois corps et deux
réels € et M, il existe un unique systéme de masses (dont certaines peuvent étre
nulles) (my, me, m3) de somme M pour lequel la configuration est centrale de mul-
tiplicateur .

Preuve. On peut supposer : r; < r9 < r3. La configuration est centrale de
multiplicateur & si, et seulement si :

28(ry — 1) = y2(r1,72,73) — Y1 (7r1, 72, 73)
28(rs — 1) = y3(r1,72,73) — Y1(r1,72,73)

26(rg —r1) = —(ma + Tn2)|r2 r1\3 +m 3|T3 rQ‘s +m 3‘:117:]3
28(rs — 1) = —(ma + m3) 250y + o2y + mepi Sl

ro—rs|3 2\7“1 —ro|3

— 1 1 1 M
28(ra — ) = ms ((T2—T1)2 + (r3—r2)? (7“3—7“1)2) ~ (r2—m)?
25(7"3—7“1):—”12( Lo+ Lo - >—( M

(ro—r1) (r3—rg)? (ra—r1)2 r3g—ry)2

Comme r3 — 19 < r3 — 71y, 0n a :

L + L 1 > ! >0
(ro —m1)?  (r3—12)?  (r3—11)? (1 —71)?

D'ou :
1 1 1

(rs—m) (=12l (rs—11)?

Le systeme précédent admet donc exactement une solution (msg, ms).

#0.

Proposition 11 A somme des masses nulle, les configurations centrales colinéaires
de trois corps sont les configurations sans collision (sii # j, 7; # 7;) de trois corps
de vecteur d’inertie nul. Leur multiplicateur n’est pas nul.
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Preuve. D’apres les équations ci-dessus, le multiplicateur d’une configuration
centrale colinéaire de trois corps de somme des masses nulle n’est pas nul. D’apres
la proposition 5, c’est donc que le vecteur d’inertie est nul.

Réciproquement, une configuration de trois corps sans collision de somme des
masses nulle et de vecteur d’inertie nul est colinéaire. Posons :

’72(7“1,7”277“3) - ’Y1(7”177“277“3)'

26 =
T2 — T
On a:
mso
73(7’1,7“2,7”3) - 71(7“1,7“2,7”3) = —ﬁ(%(ﬁ,ﬁ,?ﬁ%) - 71(7“1,7“2,7’3))
3

= —25—(7”2—7“1) =28(r3 — 1)

La configuration est donc centrale.
Configurations non colinéaires.

Proposition 12 Une configuration non colinéaire de trois corps est centrale si, et
seulement si, c’est un triangle équilatéral. Dans ce cas, elle est centrale pour tout
systeme de masses. Son multiplicateur est nul si, et seulement si, la somme des
masses est nulle.

Donnons-nous une configuration non colinéaire et non isocéle de trois corps et
identifions le plan de la configuration avec C. I existe un systéme de masses
(my, mg, m3), unique a homothétie pres, pour lequel la configuration est centrale
complexe de multiplicateur imaginaire (i. e. complexe non réel). Une configuration
non colinéaire, isocéle et non équilatérale de trois corps n’est centrale complexe
pour aucun systeme de masses.

Preuve. La configuration est centrale complexe de multiplicateur £ si, et seule-
ment si :
{ 25(772 - 771) = 72(7“1,7“2,7’3) 71(7?1,772,773)
26(75 — 1) = Y3(7", T2, T3) — Y1(771, T2, 73)

Ceci équivaut a :

26( = 1) = ~(ma + m2) = ms My + M
2675 — 1) = = (m1 + me) s + Moty + M
2d€t(772 - 77175(7?2 - 771)) = m3det(F2 - 7?17 FB - 771) (|;3_17-:2‘3 - \F3—1F1|3>
2det (7 — 7, €(7 — 1)) = det(y — 71, 7 — 1) (E52% + 2
2det(ry — 7, &(F5 — 1)) = —det(ry — 71, 75 — 71) <‘T,%1j£1|§ + 5
2det(ry — 71, &(F5 — 7)) = modet(Fy — 7, 75 — 71) (|;2_1;1‘3 - ‘;3_1F2|3
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Permutons les deux premieres lignes et exprimons la nullité de la somme des masses
dans la troisieme ligne :

2det(7% — 7, £(7 — 1)) = det(7y — 73, 75 — 1) (Bt 4+ )

[ro—m [ © [ —ra]3
Qdet(f’g — 77175(7?2 — _‘1) = mgdet(Fg —Fl,Fg —7?1) |F3—17_"2\3 ‘7_‘,3_177”3
) —

)
Qdet(Fg—Fl,g(Fg—Fl ):mgdet(Fg—Fl,Tg— _‘1) |2
2det (7 — 75, § (75 — 3)) = 2det((75 — 1) + (71 — 72), §((75 — 71) +

:mldet(rg—ﬁ,rg—rl)@# e — )

\
Ce systeme équivaut a :

[ 2(Re)det (7 — 71,75 — 71) 4 2(Im&)det (75 — 7, (7 — 71))

_ — — — — m1+m2 ms
o det(rQ ERETAE N 7”1) <|T42*771|3 + |F3*F2\3>

1

2(Im§)\f’2 — 771|2 = m3d6t<772 — Fl, Fg — F1>

[P =3
2(1mf)|f'3 — 7?1|2 = mgdet(Fg — 7?1, Fg — 7?1) |F2—17_"1\3 — ‘7_‘,3_1772|3
2(1mf)|f'3 — 7?2|2 = mldet(Fg — 7?1, Fg — 7?1) |F371F’1\3 — ‘FQEF1|3

\

Si la configuration est centrale non colinéaire, le premier membre de la qua-
trieme égalité s’annule, ce qui implique : |73 — 71| = |75 — 71|. De méme : |75 — 71| =
|75 — 7% |. Donc la configuration est équilatérale. On vérifie dans ce cas que si M = 0,
la configuration est centrale de multiplicateur nul, et que si M # 0, la configura-
tion est centrale de multiplicateur non nul.

Si la configuration est centrale complexe de multiplicateur imaginaire et n’est ni
isocele, ni colinéaire, les trois dernieres égalités définissent un unique (my, mq, ms) a
homothétie pres. Et la configuration est bien centrale pour ce triplet (mq, ma, mg) :
la partie imaginaire de £ est définie par les trois dernieres égalités, la partie réelle
se déduit de la premiere égalité.

Si la configuration est isocele, d’apres 'une des trois dernieres égalités, on a :
Im¢ = 0. Donc la configuration est centrale. D’apres ce que l'on a démontré plus
haut, si elle n’est pas colinéaire, elle est équilatérale.

Proposition 13 A somme des masses nulle, la seule configuration centrale com-
plexe non colinéaire de trois corps est le triangle équilatéral. Elle est centrale de
multiplicateur nul. Ce n’est pas un équilibre absolu.

Preuve. Si le multiplicateur n’était pas nul, d’apres la proposition 5, le vecteur
d’inertie serait nul, donc la configuration serait colinéaire. D’apres la proposition
12, la seule configuration centrale non colinéaire de multiplicateur nul a somme
des masses nulle est le triangle équilatéral. On vérifie immédiatement que ce n’est
pas un équilibre absolu.
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2.3 Configurations centrales de quatre corps a somme des
masses nulle

La détermination des configurations centrales est un probleme difficile des
quatre corps. Leur finitude a similitude pres quand les masses sont positives
fait 'objet du sixieme probleme de Smale pour le 21éme siecle ([Sm]). Elle n’a
été démontrée que récemment dans le cas de quatre corps, et sa preuve actuelle
nécessite 'usage d'un ordinateur ([HM]). Il existe d’ailleurs un continuum de confi-
gurations centrales de cing corps si I'on autorise une masse négative ([Ro]). Un
continuum de configurations centrales de quatre corps a également été mis en
évidence pour des particules chargées (la charge pouvant étre positive ou négative)
en interaction électrostatique, et non gravitationnelle ([AP]).

S’il est possible d’étudier numériquement les configurations centrales de quatre
corps de masses positives ([Sil]), le seul cas ou 1'on sache les dénombrer est celui
ou les quatre masses sont égales ([All]).

On se propose, dans cette section, d’énoncer quelques propriétés des confi-
gurations centrales de quatre corps dans le cas ou la somme des masses M est
nulle, ainsi que le vecteur d’inertie X. Cette derniere hypothese implique, puisque
N =4, que la configuration est contenue dans un plan. D’apres la propriété 5, ces
configurations englobent les configurations centrales de quatre corps dans le cas :
M =0, £ # 0. On montre en particulier que, pour des masses (z, —x,y, —y), il
existe exactement deux configurations centrales non colinéaires telles que X = 0.
Ces configurations ont la forme d’un trapeze.

Ce calcul est rendu possible par le fait qu’a somme des masses nulle, I'existence
du vecteur d’inertie nous ramene a un probleme a N —1 = 3 corps (proposition 14).

Dans toute cette section, on suppose : M = 0.

On pose :

~ m;m;
U(Fla "'7FN71) i + |mN|mN — )
2 7il| Z 15205 '( — 73|

1<i<j<N-1 H Fa

C’est le potentiel newtonien engendré par les corps 1, ..., N — 1 et un corps de
masse —(my + ... + my_1) placé au centre d’inertie des corps 1, ..., N — 1. Ce
potentiel est invariant par translation et rotation et homogene.

Proposition 14 On suppose que X(Fl, e TN) = 0. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

- La configuration (71, ...,7n) est centrale pour le potentiel newtonien. (1)

- La configuration (7y, ..., Px_1) est centrale pour le potentiel U. (2)

- Il eziste I tel que la configuration (771, ..., Tn) soit un point critique de U restreinte
auz configurations vérifiant : I, = ... = Iz, = 1. (3)
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- 1l existe I tel que la configuration (7, ...,7n_1) soit un point critique de U res-
treinte auz configurations de moment d’inertie I par rapport a leur centre d’inertie.

(4)

Preuve. Notons V' la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie

nul. Ona: V (7, ...,7n) = U(F, ..., "ny_1). La propriété (1) est vraie si, et seulement
si, il existe un réel & tel que pour tous 07, ..., 07x vérifiant : (677, ..., 0Fy) = 0,
on ait I’égalité suivante, qui est indépendante de 'origine @ choisie :

25((?711(??1 — 5)’5771) 4+ ...+ (mN(FN — 5)’577]\7))
= (M1 Y1(71, -, TN)|OT1) + oo+ (MmN (T, o, TN) [07N)
=dU(r, ..., 7N) (071, ..., 0TN) = dV (71, .oy TN ) (077, .., OTN )

Montrons que les propriétés (1) et (2) sont équivalentes. Si, dans 1’égalité

—

précédente, on prend 07 = ... = 0y = 1, on obtient : §X(F1, o TN) = 0,
conséquence de I'hypothese : A = 0. Comme les sous-espaces {(#, ..., %), @ € E} et
{(67,, ..., 07n_1,0),07, ..., 0Fny_1 € E} sont supplémentaires dans EV, la propriété
(1) est vraie si, et seulement si, pour tous 077, ..., 67y_1 tels que :

X7, ..., 07N _1,0) = 0,

on a

-,

2{’((m1(f’1 — 6)|5F1) + ...+ (mN(FN - 6)|5FN_1)) = dV(?Tl, ...,’I?N)((S’I?l, PN 5FN_1, 0)
= dU(7y, ..., PN_1) (0T, ..., OFN_1)-
Ceci équivaut a la propriété (2).
La propriété (1) est vraie si, et seulement si, il existe un réel £ tel que pour
tous 07y, ..., 67y vérifiant : X(07, ..., 6Fy) = 0, on ait :
dV(T_’i, ...,FN)<5F1, ey 577]\7) = 25((7711(??1 — 5)’6771) + ...+ (mN(FN — E];)’(SFN))
= gd[d(Fla "'7FN)(5F17 ) 57?]\7)

Ceci revient a dire que (77, ..., 7x) est un point critique de la restriction de U aux
configurations de vecteur d’inertie nul ayant une valeur de I; fixée. D’apres la pro-
position 3, ceci équivaut a dire que la configuration (77, ..., ¥y) est un point critique
de la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie nul ayant une valeur
de Ir, fixée.

Comme, d’apres la proposition 3, les configurations de vecteur d’inertie nul
sont celles qui vérifient : I = ... = Ir,, les propriétés (1) et (3) sont équivalentes.

Pour une configuration (7, ..., 7y) de vecteur d’inertie nul :
IFN(rlv XD TN) = ]FN(Tla "'7TN—1)a

et v est le centre d’inertie de 7, ..., y_1. Ainsi, d’apres le paragraphe précédent,
les propriétés (1) et (4) sont équivalentes.
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Proposition 15 Etant donnée une configuration de vecteur d’inertie nul, il est
équivalent d’écrire que tous les A; (définis dans la section 1) sont nuls ou que ['un
au moins des /\; est nul.

Soit M l’ensemble des configurations a isométrie pres de N corps de vecteur d’iner-
tie nul telles que l'un des A; ne soit pas nul (i. e. telles que tous les A; soient
non nuls). Soit N l'ensemble des (s;;)1<i<j<n tels que mys;y + ... + mys;n soit
indépendant de i (en posant s; =0 et s;; = sj; st j <1i). Les carrés des distances
mutuelles définissent un difféomorphisme de M dans un ouvert W de N.

Preuve. La premiere assertion découle de la proposition 3.

Reprenant les notations de [AC], posons :

D= {(517 ~"7§N) € RNagl + ... "‘fN = 0}

L’espace D* est le dual de D = RV /(1,...,1). On peut alors identifier N & I’es-
pace des applications linéaires § : D* — D symétriques (B = () telles que
B(ma,...;mn) = 0 (poser : (B(&1, -, En), (€1, -, En)) = = Dicicjan &i€jsig)- Soit U
I'ouvert constitué des applications linéaires 3 positives (pour tout &, (5(£),£) > 0)
de noyau vect(my, ..., my). On montre, en reprenant les arguments de la preuve
de la proposition 1.8 de [AC], que les carrés des distances mutuelles définissent
une bijection de M dans U. On montre également, en reprenant les arguments de
la preuve de la proposition 1.12 de [AC], qu’elles définissent un difféomorphisme
local.

Proposition 16 Une configuration plane non colinéaire de quatre corps est cen-
trale de vecteur d’inertie nul pour un certain systeme de masses non nulles, de
somme nulle si, et seulement si :

- Trois corps quelconques ne sont jamais alignés.

- Les distances mutuelles vérifient I’égalité :

1 1 1 1 1 1
= + = + =C-

IR R R e ot | N e A L [ Y L e 1 | R I BN I

Dans ce cas, les vecteurs (my, ms, mg, my) et (—Ay1, Ao, —Ag, Ay) sont colinéaires.

Preuve. Considérons une configuration plane, non colinéaire de quatre corps,
de vecteur d’inertie nul pour des masses non nulles, de somme nulle. Il existe un ¢
tel que A; # 0. Donc, d’apres la proposition 15, pour tout ¢ : A; # 0. Donc trois
des corps ne sont jamais alignés.

Considérons une configuration plane de quatre corps telle que, pour tout i,
A; # 0. D’apres les propositions 3 et 14, elle est centrale de vecteur d’inertie nul
(pour un certain systeme de masses non nulles, de somme nulle) si, et seulement si,
c’est un point critique de U a I, = I, = I, = I, fixé (pour ce systeme de masses).
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D’apres la proposition 15, ceci équivaut a dire qu’il existe &1, &, €3, &4 tels que

((sij = |75 — 7il|*)1<i<j<a, (&)1<i<a) sOit un point critique de la fonction :
4 4
((sij)1<iciza; (Gi)1<ica) — Z mimjsi_jl/2 + Z mi&; Z m;Sij
1<i<j<4 i=1 j=1

(les multiplicateurs de Lagrange sont les m;&;). On vérifie que ceci équivaut a :

1 1 —3/2 —-3/2
R A e R R AL CREY

IR SR SR S
R R I e R [ S 2 L [ S

Cette relation ne fait pas intervenir les masses.

Remarque. On aurait pu obtenir ces équations en remplacant, dans les équations
de Laura-Andoyer ([Al3]), chaque terme A; par (—1)'m,;.

Théoreme 1 [l n’existe pas de configuration centrale cocyclique de quatre corps de
somme des masses nulle et de vecteur d’inertie nul. Il n’existe pas de configuration
centrale non colinéaire de quatre corps de somme des masses nulle et de vecteur
dinertie et moment d’inertie nuls.

Preuve. Considérons une éventuelle configuration centrale cocyclique de quatre
corps de vecteur d’inertie nul. On peut supposer que les corps sont dans l’ordre :
1, 2, 3, 4 sur le cercle. On note 0, la mesure de I’arc de cercle non orienté joignant
T; et 7, et passant par 7. C'est un élément de |0, 27[. Comme 6193 + 6143 = 27, on
peut supposer 0193 < 7, quitte a permuter les corps 2 et 4. Comme 0415+ 6,430 = 27,
on peut supposer 430 < m, quitte a permuter les corps 1 et 3. Comme #03 < T,
on a: ||y — || < |75 — 71||. Comme O35 < 7, 0on a : ||y — 73|| < ||F4 — 72| Or la
proposition 16 nous donne :

1 1 1 1

=P i =72 ms =l (|7 — P

ce qui est impossible.

Considérons une éventuelle configuration centrale non colinéaire de quatre
corps de vecteur d’inertie et moment d’inertie nuls. Le point 7 est le centre d’iner-
tie de 77, T, T3 pour les masses my, ms, ms. Donc d’apres la formule de Leibniz,
on a, pour tout 7 :

ma||7 = 712 + mol |7 — 7?4+ ms| |75 — 71° — (m1 4+ ma + mg)||7y — 7|

=my || — 7|? + mol |7 — 74l |* + ms||F5 — 74> = 0-

Si 'on choisit pour 7'le centre du cercle circonscrit a 7, 7, 73, cette égalité implique
que 74 est sur ce cercle circonscrit. Or nous venons de voir que c¢’est impossible.
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Remarque. L’étude des configurations centrales cocycliques de quatre corps
a somme des masses non nulle est difficile. On sait que si le centre d’inertie est
le centre du cercle, les masses sont nécessairement égales, et la configuration est
un carré ([Hal). Il en est de méme lorsque le centre du cercle est 'intersection des
diagonales ([Sa]).

Proposition 17 Le multiplicateur d’une configuration centrale non colinéaire de
quatre corps de vecteur d’inertie nul a pour erpression :

NUGRRE 1
L S Y

2 (R, T, ) 2

my + mo my + mg my + mg )
|7y =73 (|75 =P I =73 )7

ot I est le moment d’inertie par rapport au centre d’inertie (I(7y,72,73) # 0
d’aprés le théoréme 1) et C' est la constante définie dans la proposition 16. Cette
expression reste valable apres permutation des indices des corps.

Preuve. D’apres le calcul effectué dans la preuve de la proposition 14, la confi-
guration (7, 7%, 73) est centrale pour le potentiel U, de multiplicateur £. On voit
facilement que la proposition 6 est aussi valable pour le potentiel U, homogene
de degré —1 et invariant par translation. Que l'on ait : & = 0 (dans ce cas,
comme my + mg + m3 = —my # 0, la configuration (7,75, 73) est un équilibre
absolu pour le potentiel U ) ou & # 0, cette proposition nous donne la relation :
&= -U(r,7,13)/(21(7,73,73)).

On a :
2§(F2 - Tl) - ;}/‘2(7:’17??277?37??4) - ’71(7?1777277737774)
T — T N T3 — Th Ty — Ty
mi—— — msg—— — My —— =
1|V1 — 7o[? 3\VB — 7o[? 4\Vl — [
Ty — T Ta —T1 Ty — T
Mo —— — msg—— — My—— =
Q\Vb — 3|VB —[? 4\Vl — P
D’ou
my + moy msg My .
26 + — — — — + — — T
(5 EREEAE wu—mw>1
my + moy msg My .
+ | =26 — — — - — — - — — T
( S [Ty E R Ay |vm—mw)2

o R (L
ms = — - S = T3+ My = = - TS " rqy =V
|75 =[P [l — P [Fa =l lrs =l

Comme la configuration est plane non colinéaire, il existe un unique (&1, &2, &3, &4) 2
homothétie pres tel que : §1714+&or2+8373+E84ry = 0. Or mym+mora+mars+mary =
0. Donc

my + Moy ms my
26 + — = + — — + — S
(5 —rlF %= nlF  f-nAlF
o mit+my Mg my )
[/ =P |l = 7lP (|7 — 73
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my + Mo ms my
(f 7 rlE TR —mlE T/ —mp T e
my + moy ms my
-2 — — — T — + — — —m C)
S ER A R oy R

est colinéaire a (mq,ms). D’ou :

0 =2(my+me)é+ (my +ma)® | mams — mama | mams — mama
- 1 2

- - —— + (mq +mg)myC
FB=rlF  HBrlP | =mp T mtmam
(m1 -+ m2)2 (m1 —+ mg)(ml -+ mg)

=2(my + mo)é + ——— >
(mu+ma) + = AR

(mq + mg)(ma + ms3)
|[75 — 5|3

+ (mq + mg)myC-

D’ou la proposition.

Dans le plan, on appellera bande d’un segment [c?,g] I’ensemble des 7+ w, ou
e [6,6] et #Lb — @ Etant donné un trapeze, on appellera bandes de ce trapeze
les bandes associées aux bases. Notons-les B et B’. Si B C B’ ou B’ C B, on dira
que le trapeze est équilibré. Si B NB’ = @, on dira que le trapeze est déséquilibré.
Sinon, on dira que le trapeze est semi-équilibré.

Théoreme 2 Soient x, y # 0. Une configuration centrale non colinéaire de vec-

teur d’inertie nul pour les masses (x,—x,y, —y) est un trapéze semi-équilibré, et
lon a :&#0.

Preuve. Comme z(75 —7 ) = y(r3 —74), la configuration est un trapeze. Quitte
a permuter les indices des corps 1 et 2 ou 3 et 4, nous pourrons supposer : z, y > 0.

Supposons que le trapeze soit équilibré. Supposons, par exemple, y < z. On a
alors : |7y — 71| < [|7a — 72|, |75 — 7a|| < |73 — 71||. Ceci est incompatible avec la

relation :
1 1 1 1

17—l s =l i = [l — [

conséquence de la proposition 16. Donc le trapeze n’est pas équilibré.

Supposons que le trapeze soit déséquilibré. Supposons, par exemple, y < z. On
a: ||ry — 7| < |7y — 7], ||7a — 73] < |73 — 72||. Ceci est incompatible avec la

relation :
1 1 1 1

——— =3 =T =3t s =3
|G R 1 Rt 1| N Y O | (F Bl

Donc le trapeze n’est pas déséquilibré.

Supposons que l'on ait : £ = 0. Supposons, par exemple, que [7, 7] soit la plus
grande diagonale. On a, d’apres la proposition 17 :

my + Mo my -+ My Mo + My

0=m3C + —— —— -
’ [/ —7® ||/ =7l (|7 — )3
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B ( 1 N 1 )+ oy L STy
Y\ —nlP i =) " m—mlP (i — P
1 oz 1 Y 1

F =P z+yllfa—nlP oz +yllis -

Or cette relation ne peut étre vérifiée, car nous avons, puisque [, 7] est la plus
grande diagonale : |7y — 71|, ||75 — 72| < ||74 — 72||. Donc £ # 0.

Théoreme 3 Etant donnés deux réels non nuls x et y, il existe exactement deuz
configurations centrales (a similitude pres) non colinéaires et de vecteur d’inertie
nul pour les masses (x, —z,y, —y). Ces configurations sont des trapezes, symétriques
l'un de l’autre par rapport a une droite orthogonale aux bases. St x =y oux = —y,
les deux configurations centrales sont des losanges.

Preuve. On peut supposer = et y strictement positifs, quitte a permuter les
indices des corps 1 et 2 et des corps 3 et 4.

Comme on recherche des configurations a similitude pres, on peut supposer
||y — 73|| = x. Une configuration de vecteur d’inertie nul pour les masses =, —z,
y, —y est un trapeze. Notons @ lintersection des diagonales [}, 73] et [ra, 7y] du
trapeze. La donnée du trapeéze a isométrie pres est équivalente a celle de ||7'3 — @]
et ||y — d|| telles que (||75 — dll, ||Fa — ]|, ) vérifient les inégalités triangulaires.
Posons @ u = |5 — 71|*, v = ||y — 73||*. Nous avons : == = HF;/EJH = =
La donnée du trapeze a isométrie pres est équivalente a celle de (u,v) tel que
(v/u, /v, + y) soient les longueurs des cotés d'un triangle.

D’apres la proposition 3 :

{ I”_"Q (/Fl’ F37 F4) - I’I_ﬁ (FQa F37 F4)

IFQ(Flﬂ F3>F4) = Ifg(ﬁ, FQ,F4)
Ceci équivaut a :

{ |75 — P||* + [|Fs — AP = u+v —2zy
(z +y)lI7s — 7|* = 2u + yv — 2y(z +y)

T Yy
u u 1
¢( ):(Hy zjy)( )_xy< )
v wy ww /\ Y 1

Ona:p=ToA, ou A est 'affinité orthogonale par rapport a la premiere bissec-
trice et de rapport i—jrz (qui est une projection orthogonale quand = = y), de valeur
absolue strictement inférieure a 1, et T est la translation de vecteur —zy(1,1).
Le systeme précédent est équivalent & : (|75 — 7 ||%, ||7s — 71][?) = o(u,v).

Posons :

Si la configuration est centrale non colinéaire, on a, d’apres la proposition 16 :

1 1 1

1 1 1
§+_
2

3 =
2

— — + — — - )
e | O [ o | LTS ST S A Vo
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Posons : f(u,v) = ug% + US% La relation précédente équivaut a :

flu,v) = fe(u,v)) = f(2*,y7) (1)

Soit T la ligne de niveau de f associée & la valeur f(z?,3?). Le couple (u,v) vérifie
I’équation (1) si, et seulement si, (u,v) € I' N f~HT). Pour tous z, y > 0, il existe
exactement deux solutions de (1) dans RY x R*, de la forme (u,v) et (v,u). Ces
solutions sont les deux intersections de T' et f~(T'), et dépendent continiiment de
T et y.

Réciproquement, considérons 'une des deux solutions (u,v) de (1). On a vu
que le couple (u,v) définissait un trapeze a isométrie pres si, et seulement si, les
nombres (y/u, /v, z+7vy) étaient les longueurs des cotés d’un triangle. Donc d’apres
la proposition 16, le couple (u,v) définit une configuration centrale non colinéaire
de vecteur d’inertie nul si, et seulement si, les nombres (y/u, /v, x + y) sont les
longueurs des cotés d'un triangle non aplati. Si z = y, on obtient :

(u,v) = (3,332979836; 0, 6670201635) ou (0,6670201635; 3, 332979836)-
D’ou :
(Vu, Vv, x +y) ~ (1,825645047; 0, 8167130240; 2)x
ou (0,8167130240; 1, 825645047; 2)z-

Ce sont bien les cotés d’un triangle non aplati. Supposons maintenant = # .
Notons (u(t),v(t)) un couple solution associé a z(t) = x et y(t) = = + t(y — x).
Pour ¢t = 0, on a z(t) = y(t) et le triplet (\/u(t), \/v(t),z(t) + y(t)) définit bien
un triangle non aplati. Supposons qu’a un certain instant ¢ < 1, le triangle soit
aplati. Les quatre corps forment alors un trapeze aplati. Comme le trapeze est semi-
équilibré, les corps sont alignés dans l'ordre : 1, 4, 2, 3. D’ou : ||7y — 71 || < ||F2—T1]]
et ||’I?3 — 7?2|| < ||’I?4 — 773|| Ainsi :

1 1 1 1

P =7l lFa =7l ([ =l (7 =7l

ce qui est impossible. Donc (v/u, v,z +y) = (v/u(1), \/v(1), z(1) + y(1)) définit

bien un triangle non aplati.

On passe d’'une configuration centrale a l'autre en permutant les variables u
et v. Ceci revient a permuter les corps 1 et 2 et a permuter les corps 3 et 4. Ceci
revient encore a considérer I'image de la configuration par une symétrie d’axe or-
thogonal aux bases du trapeze. Dans I'une des deux solutions, la grande diagonale
du trapeze a pour extrémités les corps de masse positive. Dans 'autre solution,
elle a pour extrémités les corps de masse négative.

Quand x = y, chacune des configurations centrales est un parallélogramme
d’apres la nullité de \. En fait, dans ce cas, le vecteur (1, 0) est colinéaire a (1, 1)
pour tout (@,?), donc le vecteur (|73 — 75|[2, || — 71]|?) = ¢(u, v) est colinbaire &
(1,1). D’ou :

2 1 1 1 1 2

- = - = 4 = .
|75 — 5|3 |75 — 75| |7 — 7[? [y —7l® |y =752 2®
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La configuration est un losange.

0.6 0.6
051 051
0.4 041
0.37 . 03]
0.2 021
1 Kt
04 -02 O 02 04 06 08 1 06 -04 -0z O 02 04 06 08

Fi1G. 7 — Deux configurations centrales de vecteur d’inertie nul, pour les masses
(1, =1,r,—7r) (on a indexé les corps en suivant l'ordre des aiguilles d’une montre,
le corps 1 est en haut a gauche), ot r = 0,75 et r = 1. Le point mis en évidence
a lintérieur du trapéze est le centre de la configuration centrale.

057

0.4

0.34

5

0~_ 01
05 1 15 2 25 3 0.2 02 04 06 08 1 12 14 16

Fic. 8 — Deux configurations centrales de vecteur d’inertie nul, pour les masses
(1, —=1,7,—7), our =0,1 etr =0,4.

2.4 Equilibres de N corps a somme des masses nulle

Dans cette partie, on considere un potentiel homogene généralisant le potentiel
newtonien, de la forme :

Ua(71y ooy TN) = Z S BN #0,

Ua(Py ey iv) = = > mamyIn(|[75 = 7|l) si a =0,
1<i<j<N

a étant un réel, appelé exposant du potentiel. Les équations de Newton associées
a ce potentiel ont ’expression :

g - T — T
=) =) T
Jje{l,.. ., NI\{i} J v

La proposition suivante reformule, pour des potentiels d’exposant quelconque, la
proposition 6 dans le cas ol la somme des masses et le multiplicateur sont nuls.

Proposition 18 Une configuration centrale de multiplicateur nul (les 7; sont égaux)
pour des masses de somme nulle vérifie, pour tout k, la relation :

m;m; = (= =2 NI (7 7
S e (Gl WA e )
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Preuve. Pour tout @ € E, pour tout entier k :

N
(T (7, oo P AL oy ) = (Zmﬁi(ﬁ,...,ﬁv)
=1

ﬁ—a>

m;m;

175 — 7l

= dU (%, oo, PN) (P — @,y —G) = — Y

1<i<j<N

Notons que ce dernier terme est constant si a = 0. Ceci suggere d’étudier en

premier lieu le cas @ = 0. Dans ce cas, les équations de Newton ont une expression

analogue a celles de Helmholtz : le second membre possede le méme exposant. En

revanche, les équations de Newton sont du second ordre et celles de Helmholtz

sont du premier ordre, mais cela n’intervient pas dans ’étude des configurations
centrales.

La proposition suivante énonce, dans le langage du probleme des N corps, un
résultat connu concernant les systemes de tourbillons, solutions des équations de

Helmholtz.

Proposition 19 Pour le potentiel logarithmique, il n’existe pas d’équilibre d’un
systeme de N corps de masses de somme nulle.

Preuve. Pour un tel équilibre, les masses vérifieraient en effet :

N N 2
Zm?z(ZmZ) -2 Z mymj; =0
i=1 i=1

1<i<j<N
d’apres la proposition 18.
Remarque. L’argument de cette démonstration permet également de prouver

qu'un équilibre a somme des masses nulle n’est pas équilatéral (deux distances
mutuelles au moins sont distinctes).

Pour N > 2, on note SV~ la sphere unité de RY, munie de la norme euclidienne
standard. Soit 8¥72 = {(zy,...,zy) € SV, 2511 x; = 0}.

Proposition 20 Pour tout N > 2, le mazimum C(N) de > ;i |@il|z;| sur
8V=2 vaut : 1 (N —1— 1) si N est impair, 2(N — 1) si N est pair.

Preuve. Pour tout (zy,...,zy) € 8V 72 :

N 2 N
S il = (Zm\) -y
=1 =1

1<i<j<N

Il est facile de vérifier que la plus grande valeur critique de sz\il || sur 8N 2NR*N
vaut : /N (1 — 1/N2) si N est impair, et v/N si N est pair. Il suffit alors de vérifier
que cette valeur est supérieure au maximum de 2~ | |2,] sur le bord de $¥"2NR*N.
Sur cet ensemble, I'un des z; s’annule, et ’on est en fait ramené a un probleme sur
8§N=3 qui se traite de facon analogue.
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Proposition 21 Pour tout N > 2, toute configuration d’équilibre pour le potentiel
d’exposant o € R, associée a des masses de somme nulle, vérifie la relation :

. s 1
sup  dnf > a1 - | > 5
(21, zN)ESN 2 seR 1<i<j<N ||Tj — T’ZH 2
Preuve. On peut supposer, par commodité : Zf\; m? = 1. Pour tout k,
k(71 ..., 7n) = 0. Donc d’apres la proposition 18 :
Y 0
el | i
D'ou :
N 2
1:Zm?: m; | —2 Z mym; = —2 Z m;m; 1—% .
: : — — |75 = 7l
i=1 i=1 1<i<j<N 1<i<j<N J
D'ou :
S DN 1] R
2= R N R T

1<i<j<N
Il suffit alors de considérer le nombre réel s qui minimise le membre de droite, et
le N-uplet (my,...,my) qui maximise la borne obtenue.

Etant donnée une configuration, on note l,,;, la plus petite distance entre deux
corps, et [ la plus grande distance entre deux corps.

Théoreme 4 Une configuration d’équilibre associée a des masses de somme nulle,

vérifie :
Lo\ _20(N) -1
=2C0(N)+1’
C(N) étant défini dans l’énoncé de la proposition 20.

lm(m:

Preuve.

1
ig(inf sup |1 i

sER 1< j<N

|75 — 7il|

) sip Y il
(21, yzy)ESN—2 1<i<j<N

=C(N)inf sup i '

sER 1< j<N

1

|75 — 73|
On vérifie facilement que :

S
«
lmax

1 —

inf sup

bl
SER 1< j<N

i ':infsup(‘l—lai

s€R man

) o ‘lranax B l?nm|

HFJ _7:;‘”0[ l?na:r_'_lranin

Remarque. La proposition 19 et ’absence d’équilibre équilatéral a somme des
masses nulle peuvent étre vus comme des conséquences immédiates de ce résultat.

41



3 Solutions rigides associées a des masses de signe
quelconque

On étudie ici les mouvements rigides d’un systeme de N corps quand les masses
sont de signe quelconque. On montre qu’au cours de tels mouvements, la configu-
ration est équilibrée au sens de [AC], ce qui était connu & masses positives. Ceci
nécessite une preuve différente de celle donnée dans [AC], car il n’existe plus de
produit scalaire associé aux masses. Une conséquence de ce résultat est la constance
de la rotation au cours d’'un mouvement rigide, fait bien connu pour des masses
positives.

L’espace vectoriel engendré par les accélérations est toujours inclus dans l’es-
pace vectoriel engendré par les positions. Mais, quand les masses ne sont pas toutes
de méme signe, cette inclusion peut étre stricte. Ceci permet de mettre en évidence
des mouvements rigides de dimension 3. Cette construction fait a nouveau jouer
un role particulier aux systemes de masses de somme nulle.

3.1 Notations

On utilise, dans cette section, les notations de 'article [AC], qui étaient déja
intervenues brievement dans la preuve de la proposition 15. On pose toujours :

D* = {(&,....&n) € RN & + ..+ En = 0}

La configuration absolue ou configuration a translation pres s’identifie a ’applica-
tion linéaire x : D* — FE. définie par :

.%'(517 ...,fN) = 51??1 + ... +€NFN'

La configuration & Uinstant ¢ est notée x;. De méme, 1’état absolu (positions et
vitesses a translation prés) s’identifie & une application linéaire z : D*2 — E. On
notera parfois : z = (z,y). La configuration relative ou configuration a isométrie
pres s’identifie & la forme bilinéaire symétrique positive 3 =! z o € o x sur D*, ou
€ : E — E* désigne le produit scalaire de E. De méme, 1’état relatif € est défini
par : £ =tz oe€o0 2.

On définit v : D* — E par :

Y€1, én) = &7+ o ENANe
Soit v : D* — D V'application linéaire définie par :

&4

V(& s €8, (€], s EN)) = Enév

2oL 2N
mq my

Le mouvement des corps a translation pres est solution du systeme différentiel :
coi=dU(x)ouw.
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Si M =my+ ...+ my =0, Kerv = vect(my,...,my). Si M # 0, v est une
bijection, et I'on peut poser : v = u~!. Les équations du mouvement peuvent
alors s’écrire sous la forme : € o ¥ o u = dU(z). C’est la forme sous laquelle elles
sont présentées dans [AC], qui suppose que les masses sont strictement positives.
La définition de g que nous venons de donner correspond a la caractérisation (1)
de la proposition 1.15 de [AC]. C’est la seule caractérisation qui posséde encore
un sens quand M = 0. En posant : U(z) = U(83), on obtient la factorisation :
dU = 2coz0dU, ce qui permet d’écrire : vy = 2x o dU o v = 2z 0 A en définissant
Pendomorphisme de Wintner-Conley A par : A = dU o v.

On appelle espace du mouvement 'espace vectoriel vect{z.({),t € R, & € D*}.
C’est I'espace vectoriel engendré par le mouvement a translation pres.

Proposition 22 L’espace Imz; est indépendant de t. C’est l’espace du mouve-
ment.

Preuve. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, 'espace vectoriel des états
dont I'image est contenue dans F' est invariant par le champ de vecteurs associé
aux équations de Newton. Donc pour tout sous-espace F' de E, si, a l'instant
to, Imz,, C F , alors a tout instant ¢, Imz; C F. Soient ¢y, t, € R. En pre-
nant F' = Imz,, on obtient : Imz;,, C Imz;,. De méme : Imz,, C Imz,. Donc
Imz;, = Imz,,. Ainsi, Imz; est indépendant de t. Notons-le Imz.

Pour tous t, £ : 24(§) € Imz; C Imz; = Imz. Donc 'espace du mouvement est
contenu dans Imz.

Pour tous ty, & : Y, (&) € vect{z:(&),t € R} C vect{z(§),t € R, € D*}.
Donc Imy;, est inclus dans 'espace du mouvement. Donc Imz = Imx,, + Imy,, est
inclus dans ’espace du mouvement.

3.2 Un résultat d’algebre linéaire

Si F' est un R-espace vectoriel, f un endomorphisme de F' et b une application
linéaire : F' — F™*, on pose, comme dans [AC] : [f,b) = fob—1Dbo f.

Théoreme 5 Soient f un endomorphisme de F', R-espace vectoriel de dimension
finie, et b une application linéaire : F — F* symétrique (b = b) positive (pour tout

u, (b(u),u) >0). 1l est équivalent d’écrire : [f,b) =0 et [f,[f,b)) = 0.

Preuve. L’implication directe est évidente. L’implication réciproque est évidente
dans le cas ou f est diagonalisable. Supposons [f,[f,b)) = 0 et f non diagonali-
sable. Il existe un polynome réel P irréductible dans R[X] et un entier d > 1 tels
que endomorphisme induit par f sur KerP?(f) ne soit pas diagonalisable.

- Supposons que P soit de la forme X — a. Comme ’endomorphisme induit
par f sur KerP?(f) n'est pas diagonalisable, d > 2. Soit u € KerP%(f) tel que
P(f)(u) # 0. Soit p le plus grand entier tel que PP(f)(u) # 0. Posons :

= Pr(f)(u), = P(f)(&) #0:
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Ona: (f —ald)(&) = 0. Par ailleurs :

0= <[f7 [f? b))<€,)7§/> = <[f - a]da [f - ald? b))(§/)7§/>

= {(((f —add)*ob+bo(f—ald)®—2(f—ald)obo(f—ald))(£),£) = —2(b(&),&)-

D’ou, puisque b est positive : b(§) = 0. Soit F un hyperplan de F ne contenant
* %

pas £. Dans {¢, F}, f possede une matrice de la forme : ( ( ~ ), b possede

0) f
une matrice de la forme : ( (8) (g) ), ot b est symétrique positive, [f,b) a pour
matrice : ( (8) [J(g?%) ), et [f,[f,b)) a pour matrice : ( (8) [f, g%? B)) ) On

conclut par récurrence.

- Supposons que P soit de la forme (X — a)? + C, on C > 0. Soit u # 0
tel que P4(f)(u) = 0. Soit p le plus grand entier tel que PP(f)(u) # 0. Posons

¢ =PP(f)(u). On a: P(f)(&) =0. Soit £ = (f —ald)(£'). On a:
0= {([f.[£,0)(&),€) ={lf —ald,[f — ald,b))(£).£)
=(((f—ald)?ob+bo(f—ald)?®—2(f—ald)obo (f —ald))(&),£)

= —20(b(¢"),€") — 2(b(¢), &)-
Dot : (b(£),&) = (b(¢'),&") = 0. D’ou, puisque b est positive : b(§) = b(¢') = 0.
Soit ' = vect(&',€). Le sous-espace F’ est stable par f. Si F/ = F'| il est évident
que [f,b) = 0. Sinon, soit F un supplémentaire de F' dans F. Dans {F’, F'}, les
matrices de f, b, [f,b) et [f,[f, b)) sont de la méme forme que précédemment. On
conclut par récurrence.

D’apres ce théoreme, il est équivalent d’écrire : [A,5) = 0 et [A,[A, ) = 0.
Nous dirons dans ce cas que la configuration est équilibrée. Les configurations
équilibrées constituent une généralisation des configurations centrales. A masses
positives, ce résultat, qui constitue la proposition 2.6 de [AC], s’obtient facilement,
car A est symétrique pour le produit scalaire p, donc diagonalisable.

Nous dirons qu’une configuration équilibrée est attractive si, et seulement si,
la forme bilinéaire symétrique 5o A est négative. Quand les masses sont positives,
cette définition est équivalente a celle de [AC], d’apres un argument de la preuve
de la proposition 2.8 de [AC]. Notons que d’apres [Al3] et [AC], & masses positives,
toutes les configurations équilibrées sont attractives (pour le potentiel newtonien).
Donc pour des masses toutes négatives, il n’y a pas de configuration équilibrée
attractive.

3.3 Configurations équilibrées et mouvements rigides

Nous reprenons la définition de [AC] d’un mouvement rigide et d’un équilibre re-
latif. Un mouvement est rigide si, et seulement si, les distances mutuelles ||7; — 7| |2
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ne varient pas au cours du mouvement. Un équilibre relatif est un état d’équilibre
des équations de Newton a isométrie prés.

L’énoncé suivant décrit les mouvements rigides les plus simples.

Proposition 23 Supposons que pour t = 0, on ait : v = 0. Alors le mouvement
est rigide si, et seulement si, at =0 :x = 0. Dans ce cas, x est constant.

Preuve. Supposons que l'on ait, at =0 : vy = 0. Si le mouvement est rigide,
on a: & = =0 a tout instant. Donc pour tous 7, j, il existe u, v € E tels que
Pon ait : 7(t) — 7(t) = til + 0. Puisque le mouvement est rigide, @ = 0, donc x est
constant, £ = 0. Réciproquement, si v = 0 a ¢ = 0, le mouvement pour lequel z
est constant est la solution des équations de Newton telle que © =0 a t = 0.

Les configurations de trois corps pour lesquelles v = 0 sont les configurations
centrales de multiplicateur nul de trois corps étudiées plus haut. La seule confi-
guration centrale non colinéaire de trois corps est le triangle équilatéral. Elle est
centrale pour tout systéme de masses. Son multiplicateur est nul si, et seulement
si, M = 0. Etant donnée une configuration colinéaire de trois corps et un réel
M, on montre qu’il existe un seul systeme de masses (dont certaines peuvent étre
nulles) de somme M pour lequel la configuration soit centrale de multiplicateur
nul.

Théoreme 6 Au cours d’un mouvement rigide, l’état est un équilibre relatif a tout
instant. Si, au cours d’un mouvement, a une certaine date, l’état est un équilibre
relatif, le mouvement est rigide et la rotation est uniforme : il existe une application
linéaire Q2 : E — E* antisymétrique ('Q = —Q)) constante telle que l'on ait, d tout
instant : & = e toQou.

Preuve. La preuve du fait qu’au cours d’'un mouvement rigide, 1’état soit un
équilibre relatif est la méme que celle de la proposition 2.5 de [AC], mais il faut
remplacer la proposition 2.6 de [AC] par le théoréme 5, qui permet de traiter le cas
ou les masses sont de signe quelconque. La preuve du fait qu'un état d’équilibre
relatif engendre un mouvement rigide a rotation uniforme est contenue dans celle
de la proposition 2.9 de [AC].

Proposition 24 Une configuration est équilibrée si, et seulement si, il existe une
application linéaire symétrique S : Imx — (Imx)* telle que v = 2x0A = ¢ 1oSox
(par abus de langage, x et 7y désignent ici des applications a valeurs dans Imz,
et € une application linéaire : Imx — (Imx)*). Dans ce cas, S est unique. Une
configuration équilibrée est attractive si, et seulement si, S est négative.

Un état est un équilibre relatif si, et seulement si, il existe une application linéaire
antisymétrique Q : E — E* telle que y = ¢ 1o Qox, v = (¢ oQ)?0xz. Dans ce
cas, S est la restriction de Qoe 1o Q a Imx.

Preuve. Supposons qu'il existe S symétrique telle que : Yy =e¢ 1o Sox. On a
alors :
Qo3 ="yoecorx ="xoSox="roecoy=2F0A
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La configuration est donc équilibrée.

Réciproquement, supposons la configuration équilibrée. Soient = et 7 les res-
trictions de x et v & un supplémentaire de Kerz. On a : ¥ = (Yo 27 !) o z. Or,
puisque 7y =2x 0 A :

Noecox=240B3=2B0A="z0c0n-
Donc Hoecox =tToeod, et eoJoz ! est symétrique. Il existe donc S = eoJo g~}
symétrique telle que 'on ait : ¥ = ¢ 1 0.5 0 7. Puisque yoecox =l z0e€o0,
pour tout & tel que z(€) = 0, (&) est dans I'orthogonal de Imz, donc ~(¢) = 0.
Donc Kerz C Kery. Donc pour ¢ € Kerz, on a encore : y(£) = (¢71 o S o z)(£).
Finalement : vy =¢ 1o Soux.

Supposons qu’il existe S, Sy telles que on ait : v = ¢ oS0z =¢1oSy0ux.
On a: (S — S1) oz =0. Donc S; = S, il y a unicité de S.

Ona:%ocox =tzoSox. Donc la configuration est attractive si, et seulement
si, S est négative.

Notons X le champ de vecteurs sur l'espace des états absolus qui définit les
équations de Newton, et p 'application qui & un état associe 1’état relatif corres-
pondant. Un état z est un équilibre relatif si, et seulement si : dp(X(z)) = 0.
Ceci équivaut a dire qu’il existe une application linéaire 2 : E — FE* anti-
symétrique telle que : X (z) = ¢ 1 oo z. Cette égalité équivaut 4 : y = e 'oQoux,
y=€eloQoy=(ctoQ)our.

On a montré en particulier, grace au théoreme 6, que la configuration au cours
d’un mouvement rigide était équilibrée. Si le mouvement est, de plus, plan, la
configuration est centrale, i. e. ¢! o S est une homothétie. En effet, il existe un
nombre complexe de module 1 dépendant du temps z(t) tel que l'on ait : 7;(t) —
7i(t) = 2(t)(7;(0) — 73(0)). En dérivant deux fois a la date 0, on obtient : ¥;(0) —
7:(0) = 2"(0)(r;(0) — 73(0)). Comme la configuration est équilibrée, d’apres la
proposition 24, le produit a gauche par z”(0) est une application symétrique. Donc
2"(0) € R, et la configuration est centrale.

Proposition 25 Etant donné un état d’équilibre relatif, la configuration associée
est équilibrée attractive. On note r le rang d’une configuration équilibrée attractive
et s le nombre de valeurs propres de €' o S non nulles et de multiplicité impaire.
Etant donnée une configuration équilibrée attractive et un espace E de dimension
r—+ s, il existe des vitesses dans E telles que [’état associé soit un équilibre relatif.

Les configurations centrales planes relevent du cas : r = 2, s = 0. Dans le cas
ou toutes les valeurs propres de S sont non nulles et distinctes, on a s = r, et cette
proposition est une conséquence de la proposition 2.8 de [AC] : il y a équilibre
relatif pour certaines vitesses dans un espace de dimension 2r.
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Preuve. La premiere assertion découle de la proposition 24. Donnons-nous
une configuration équilibrée attractive et supposons dimFE = r + s. Soit B une
base orthonormée (pour €¢) de Imz constituée de vecteurs propres de e ! o S.
Soit (By, B, B3) une partition de B telle que By soit l'ensemble des éléments
de B qui annulent S et Bs soit un ensemble de vecteurs propres associés aux va-
leurs propres non nulles de multiplicité impaire, comportant s éléments. Ainsi, les
éléments de By peuvent étre regroupés par paires telles que les deux vecteurs de
chaque paire aient la méme valeur propre associée. Notons —£2, ..., —£2 les valeurs
propres associées aux éléments de Bz. Notons Uy, ..., Uy la diagonale de la ma-
trice dans By de I'endomorphisme induit par e ! o S sur vect(Bs), ot I'on pose :

—n?
U, = 87’ _0 2 ) . Soit { f1, ..., fs} une base orthonormée du supplémentaire or-

thogonal de Imz dans E. Notons ey, ..., e5 les éléments de Bs. Soit €2 'application

linéaire : E — E* telle que la matrice de e 1o dans By UByU{ey, f1}U...U{es, fs}
soit diagonale par blocs, de diagonale : 0, ..., 0, Vi, ..., Vi, Wy, ..., W, ou l'on
pose : V; = ( 7(7) _Om ), W; = ( g _0& ) L’application linéaire {2 est anti-
symétrique, et I’endomorphisme induit par (¢7! o Q)% sur Imz est €0 S. On a
donc : v = (1 0Q)?ox. Ainsi, en posant : y = ¢ ! 0 Q oz, on obtient un état
d’équilibre relatif d’apres la proposition 24.

Proposition 26 Etant donnée une configuration équilibrée attractive, s’il existe
des vitesses telles que l’état associé soit un équilibre relatif de rang impair, alors
S n’est pas inversible.

Preuve. On suppose, par commodité : Imz = E. On a : Imy C Im(e™! o ),
Imy C Im(e~ o). Donc Imvy +Imy C Im(e~! o). Comme rgz est impair, 'appli-
cation linéaire antisymétrique  n’est pas inversible. Donc Im(e™! 0 Q) C, Imz =
Imz + Imy. D’ou : Imy 4 Imy C Imz + Imy. D’ou : Imy C Imz. Donc S n’est
pas inversible.

D’apres [Al3], & masses positives, pour toute configuration équilibrée, 1’endo-
morphisme A est inversible. Donc Imvy = Imz. D’ou S est inversible. Ainsi, a
masses positives, le rang d’un état d’équilibre relatif est pair, ce qui fait l'objet de
la proposition 2.9 de [AC].

3.4 Mouvements rigides de dimension 3

Nous allons maintenant construire des mouvements rigides pour lesquels I’es-
pace du mouvement est de dimension 3. Nous dirons par abus de langage que la
dimension du mouvement est 3. Quand E est orienté et de dimension 3 et 2 # 0,
on note & le vecteur rotation. On a, pour tout @ € E, G A = (e o Q)().

Si les masses sont positives, il n’existe pas de mouvement homographique de
dimension 3 pour le potentiel newtonien d’apres [AC] (de tels mouvements existent
néanmoins pour le potentiel d’exposant o = 2, se reporter a [Bal, [Wi]). S’il exis-
tait un mouvement rigide de dimension 3, on aurait, d’apres la proposition 22 :

47



rgz = 3. Or, d’apres la remarque précédente, rgz doit étre pair. De méme, de tels
mouvements n’existent pas si rgz = 1. On aurait alors : rgy < 1. Donc rgz < 2, et
le mouvement serait contenu dans un plan d’apres la proposition 22.

On a vu que quand la somme des masses M s’annulait, le triangle équilatéral
était une configuration centrale de multiplicateur nul. On peut en fait vérifier que
toutes les configurations équilatérales sont centrales de multiplicateur nul, ce qui
revient a dire que v = 0. Ainsi, quatre corps formant un tétraedre régulier vérifient
les hypotheses de la proposition 23. Ils peuvent donc subir un mouvement rigide de
dimension 3. La proposition suivante décrit les mouvements rigides de dimension
3 dont la configuration est de rang 2.

Proposition 27 On suppose dimFE = 3. On se donne une configuration équilibrée
attractive de rang 2. Il existe des vitesses initiales telles que le mouvement associé
soit rigide de dimension 3 si, et seulement si : rgy = 1. Dans ce cas, 2 # 0 et la
direction du vecteur rotation & est le supplémentaire orthogonal de Imry dans Imx.
Si M =0, le vecteur & est colinéaire 4 x(mq,...,my).

Preuve. Supposons qu’il existe des vitesses initiales telles que le mouvement
soit rigide de dimension 3. D’apres la proposition 22, rgz = 3 est impair. Donc,
d’apres la proposition 26, I'application linéaire S n’est pas inversible. Donc Im~y C
Imz. D’ou rgy < 1. Supposons que l'on ait : v = 0. D’apres la proposition 23, la
configuration est constante, donc I'espace du mouvement est un plan, ce qui est
impossible. D’ou rgy = 1.

Supposons que l'on ait : rgy = 1. Alors e !0 S posséde une unique valeur propre
nulle. On a donc : dimFE = 3 = r+s. D’apres la proposition 25, il existe des vitesses
telles que I’état associé soit un équilibre relatif. On vérifie de plus que 'application
linéaire €2 construite dans la preuve de la proposition 25 vérifie : KerQ2 C Imz.
Comme v # 0, Q # 0 et & € Imzx. Donc rgz = 3. D’apres la proposition 22, le
mouvement est de dimension 3.

Pour tout ¢ :
(@(€) = @I(e 0 Q*(2(€))) = —((e " o Q(@)I(™" 0 Q)(x(£))) = 0-

Donc & appartient a 1'orthogonal de Im-y.

D’apres la relation : v = e 'oSox, on a : Kerz C Kery. Comme rgy < rgz, on
a : Kerz C Kery. Soit £ € Kery\Kerz. Ona: (e 'oQ)?(z(¢)) =~(£) = 0. D’ou:
(et o Q) (z(€))|z(€)) = 0. Ainsi : Q(z(£)) = 0. Le vecteur & est donc colinéaire
a x(§), vecteur non nul de Imz.

Si M =0, ona: (e!oQ)(x(my,...my)) =~v(m,..,my)=0. Dou :
(€7 o QP (@(ma, .oy mn))|x(ma, ... my)) = O-

Ainsi : Q(z(my, ...,my)) = 0. Le vecteur & est donc colinéaire a z(my, ..., my).
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Nous allons donc étudier, dans le cas N = 3, les configurations équilibrées
attractives de rang 2 telles que rgy = 1. Si M = 0, on pose :

Ty — T s — T i — T3

= (M1, M2, M3), U = —5—— — —— =
o = (muymayma), @ = R B YR — AP R = RIP

Soit M’ = my |73 — 7| |® + ma||F3 — 71| + ms||7 — 712, Si M’ = 0, on pose :
& = (175 — AP = I/ = AP, |72 = 7P = 1175 = 7|17 |7 — 7P = |7 — 7)),
71/ :m1||F3 —TT2||3771 +m2H7?3—771H3?72+m3||??2 —TT1||3773'

Proposition 28 Une configuration non colinéaire de trois corps vérifie : rgy = 1
st, et seulement si, la configuration n’est pas équilatérale et ['une des deux relations
suivantes est vérifiée :

- M =0. Dans ce cas : Kery = vect(§y), Imy = vect().

)

=/

- M'=0. Dans ce cas : Kery = vect(&)), Imy = vect(u

Preuve. On a :
NN P N PR VAN PR A VA

" ( : : )(* )
m = = — = = Ty — T
’ |75 —75|[® ||y — 7 ’ o

V3 — 1= M2 (7“2—7“1)

R

m — — - d — - — — r3—r :
? ||7’3—7“1||3 ||7“3—7“2||3 ||7’3—7“1||3 ’ '

PR MM
e S — pu
Yo — V1,73 — T |7 — 713|755 — 7| [3]|75 — 71

D’ou :

—

det(Fg — Fl,Fg — 7“1)'

Donc rgy < 1 si, et seulement si : M = 0 ou M’ = 0. Lorsque c’est le cas, on a :
rgy = 1 si, et seulement si : v # 0. D’apres la proposition 12, une configuration
non colinéaire de trois corps vérifie : v = 0 si, et seulement si : M = 0 et la
configuration est équilatérale. Or si rgy < 1 et la configuration est équilatérale, on
a M = 0. Ainsi, sous 'hypothese : rgy < 1, on a : rgy = 1 si, et seulement si, la
configuration n’est pas équilatérale.

Si M =0, & € Kery \ {0}, et I'on a:

Y2 — Y1 = M3uU = M3 (72 —71)

G EREEEE

+ (e - ) )
T TS S r3— 1T .
|75 =753 |75 — 7 ’ !
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Comme la configuration n’est pas équilatérale, ce vecteur n’est pas nul.

Supposons M’ =0. On a :

L Ty — T T3 — T T — T3 Ty — T
Y2 — Y1 = Mm3 -

|7 — 7|3 || — 7|3 | — )3 |7 — 7|

Et les vecteurs 73 — 75 et 73 — ¥; possedent une expression analogue. D’ou :
(175 =721 =172 = 71371+ (17 = 7 P = |75 — 7] P) 3+ (|75 = 7o P = |17 — 71 ) s
= |7y = AP (T2 = T1) + (175 — [P (T3 — o) + 171 = 75][* (1 — F5)

Ty — T T3 — T T — T3 -
:M’( 1 + = 0-

[ —7® s =7l [|r — 75

Donc ¢, € Kery \ {0}. Enfin, comme  # 0, on peut supposer, par exemple :
Yo #71- On a:

?_?_(ml—sz_l_ ms )F_(ml—i—mg_l_ ms )77
2 =P /% —alE) G A

e =k
m = = — = = T
’ ||7’3—7“2||3 |75 — 7] [3 ’

1 — — — — — — —
(175 = 7[> ((ma +ma) [P — 71 [P+ mg | [ — 71| °) 7

|7 = ARl = B — )P

— (|75 — AP ((my + ma) |75 — 7| |° + mal|7 — 7))
+mg| |7 — 7P (|75 — 7P = |75 — 7] °)7)

|75 = 7P = (|75 — 7>,

|7 = APl = P — )P

Proposition 29 On se donne une configuration de trois corps non colinéaire telle
que gy = 1. St M = 0 (respectivement M’ = 0), elle est équilibrée si, et seulement
si, les vecteurs x(&y) et U (respectivement x (&) et i') sont orthogonau.

Preuve. Supposons M = 0. Soit £ un élément de D* non colinéaire a &,. La
configuration est équilibrée si, et seulement si, I’application linéaire antisymétrique
2[A, B) =t yoeox—'roeory est nulle. Ceci équivaut a : ((*yoeox—'roeoy)(&),&) = 0.
Comme & € Kery, on a: {((roeoy)(&), &) = 0. La configuration est donc équilibrée
si, et seulement si : {(yoeox)(&p), &) = 0. Ceci équivaut a dire que x(&p) est orthogo-
nal & ~(€). Comme (&) # 0 et Imy = vect (@) = vect(y(£)) d’apres la proposition
28, cela équivaut a dire que x(&y) et @ sont orthogonaux. Le méme raisonnement

s’applique au cas : M’ = 0.

Les propositions suivantes vont permettre de construire des mouvements rigides
tels que ceux décrits dans la proposition 27.
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Proposition 30 On se donne une configuration de trois corps non colinéaire telle
que U (respectivement x(&())) ne soit orthogonal a aucun des 7; — ;. Alors il existe
un unique systéme de masses a homothétie prés vérifiant M = O (respectivement
M’ = 0) et tel que la configuration soit équilibrée. Et il existe un unique systéme
de masses a homothétie de rapport positif pres vérifiant M = 0 (respectivement
M’ =0) et tel que la configuration soit équilibrée attractive. Pour ces systémes de
masses, on a : rgy = 1.

Preuve. Supposons qu’il existe des masses telles que M = 0 et que la configura-
tion soit équilibrée. Comme % n’est orthogonal a aucun 7; —7;, la configuration n’est
pas équilatérale. D’apres la proposition 28, on a : rgy = 1. Soit ¥ un vecteur non nul
orthogonal a @. D’apres la proposition 29, le vecteur x(&y) = my7 + mars + mgrs
est orthogonal a i # 6, donc colinéaire a v, qui ne dépend pas des masses. Donc les
masses sont proportionnelles aux coordonnées barycentriques de ¢ dans (77, 7, 73).
Réciproquement, puisque @ n’est orthogonal a aucun 7; — 75, ces coordonnées ne
sont pas nulles. Et des masses proportionnelles aux coordonnées barycentriques de
v vérifient M = 0, et la configuration est équilibrée pour ces masses et vérifie :
rgy = 1. On procede de la méme fagon dans le cas M’ = 0. Il s’agit alors d’avoir
mq||7s — 7|27 + ma||7s — 71| PP + mg||f2 — 71|37 colindaire & un vecteur ortho-
gonal a x(¢))). Dans les deux cas, la configuration est attractive si, et seulement
si: 230 A="roeo est négative. Comme cette application linéaire est une fonc-
tion linéaire de (mq,ms, m3), cela est vrai lorsque (mq, mo, m3) appartient a une
certaine demi-droite.

Proposition 31 On se donne une configuration de trois corps mon colinéaire,
vérifiant rgy = 1, équilibrée. Si M = 0, elle est attractive si, et seulement si :
IIFST?QH?’ + HF3T7271||3 + IIFzT%H?’ < 0. St M' =0, elle est attractive si, et seulement i :
m1HF3 — FQHG +m2||F3 — 771”6 +m3||F2 — 771”6 < 0.

Preuve. Supposons M = 0. Le vecteur &, ne peut pas étre a la fois colinéaire
a (—=1,1,0) et (—1,0,1). Supposons, par exemple, qu’il ne soit pas colinéaire a
(—1,1,0). Comme (&) = 0, la configuration est attractive si, et seulement si :

2((foA)(—1,1,0),(—1,1,0)) = (x(—1,1,0)|y(—1,1,0)) < 0-

Comme la configuration est équilibrée, d’apres la proposition 29, les vecteurs z(&p)
et v(—1, 1, 0) sont orthogonaux. Donc ceci équivaut a dire que det(z(&), v(—1,1,0))
et det(z(&),z(—1,1,0)) sont de signes opposés.

On a :
det(x(&), 2(—1,1,0)) = det(mao(7 — 7)) + ms(Fs — 71), 7o — 71) = —msA
en posant : A = det(ry — 7,75 — 7). On a également :

det(z(&),7(—1,1,0)) = det(my(7y — 71) + mg(7s — 1),

(mmr ) =+ (e~ ) 7))
m — - — — = 9 — 7T = - — — - rg — 1T
’ [ =P |75 — 7 ? ! |75 — 5|3 |75 — 7 ’ '
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:—mgA(| my + ms + ms )

R e T K [ T U K I R S
La configuration est donc attractive si, et seulement si :
my mo ms

——— <0
||7“3—7“2||3 |75 — 713 ||7’2—7“1||3

Supposons M’ = 0. On montre, par le méme raisonnement, que la configuration
est attractive si, et seulement si det(z (&), v(—1, 1,0)) et det(z (&), x(—1,1,0)) sont
de signes opposés. Et 'on a :

det(2(&), #(~1,1,0))
= det((||7o — 7| PP = 175 = 72|]*) (7o = 71) + (|75 =7 [P = |71 — 73] |*) (75 = 71), 7 = 71)
= (175 = AP = 1|75 — 7| °)A-

On a également :

det(z(£p), 7(—1,1,0))

= det (|72 = 71| = (|75 = 7| ) (7 — 1) + (|75 — 7| P — |[71 — 75| ) (75 — 72),
|75 — 7]* — | |75 — 7| —v)
|75 — 713|175 — 7o P]|7s — 72

|75 — 7 ]? — |75 — 7]

_ S o6 S o6 = _ 2 I6)A.
||772—7?1||3||773—772||3||Fg—ﬁll?’(mlHT3 7"+ ma| |7 =[P+ ms| |7 — 71 [[7)

La configuration est donc attractive si, et seulement si :
my |7y — 7] |° + mo |75 — 71]|° 4 ma|7 — 7] < 0

Donnons-nous une configuration isocele, telle que ||y —71|| = ||75 — || = 11 et
||7s—71|| = Iz < l1. D’apres les propositions 27 et 28, la preuve de la proposition 30
et la proposition 31, la configuration effectue un mouvement rigide de dimension
3 pour certaines vitesses initiales si, et seulement si, 'une des deux hypotheses
suivantes est vérifiée :

- Le triplet (my, mg, m3) est de la forme a(1,—2,1), avec a > 0.

- Le triplet (my,mg, m3) est de la forme a(—1/13,2/15, —1/13), avec a > 0.

Dans les deux cas, le vecteur & appartient a ’axe de symétrie du triangle isocele.
On obtient les mémes mouvements si [; < [, mais les masses doivent étre multi-
pliées par —1.

Notons que les résultats de cette section précédant la proposition 28 s’ap-
pliquent a un potentiel quelconque dépendant des distances mutuelles. Ils restent
donc valables pour un systeme de N particules chargées. Le potentiel possede alors
la méme expression, mais les masses doivent étre remplacées par des charges, de
signe quelconque. Les équations de la dynamique ont I'expression :

Fi(t) = 3;(Fi(t), ..., P (1)),

N . qi 77] — 75
avec Y (7, ...,Tn) = p— Z %m'
b jefl  NI\{i} 7o
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4 Sur le gain d’intégrabilité a somme des masses
nulle

Cette section présente trois résultats qui ont pour but de montrer qu’a somme
des masses nulle, le probleme des N corps peut, dans certains cas, se ramener a
un probleme a N — 1 corps. Ceci revient a remplacer dans les équations le corps
d’indice N par son expression comme combinaison linéaire des positions des corps
1, ..., N —1 et du vecteur d’inertie X. Cette technique a déja permis de dénombrer
plus haut les configurations centrales de quatre corps de somme des masses nulle
et vecteur d’inertie nul.

Proposition 32 Un mouvement de trois corps de somme des masses nulle tel
que X(71(0), 7(0), 75(0)) = X(71(0), 7(0), 73(0)) = O est homographique, et il existe
un réel non nul £ et un complere dépendant du temps s, solution du systéme
différentiel 5 = 2€s/|s|?, tels que l'on ait, pour tous i, j :

(1) = 7i(t) = s()(75(0) = 73(0))-

Preuve. D’apres la proposition 11, la configuration a 'instant 0 est centrale
de multiplicateur non nul. Identifions C et l'espace engendré par 7%(0) — 71(0) et
72(0) — 71 (0). 11 existe sq tel que : 75(0) — 7 (0) = so(72(0) — 71(0)). On a donc :

mq ,: ma

— (7%(0) — 71(0)) = —s0(7%(0) — 71.(0)) = 50(7%3(0) — 7%(0))-

ms ms

75(0) = 75(0) =
Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 7.

Remarque. L’ homographle du mouvement est une conséquence immédiate de
la relation : X = 0. En effet, ceci implique : |my| X [|7 — 7| = |ms| x ||75 — 7).
D'ou ||75 — 73| /]|72 — 71]| est constant.

Proposition 33 Si, au cours d’un mouvement de trois corps de somme des masses

nulle, le vecteur d’inertie est constant (ceci revient a dire que X(ﬁ, To,T3) s’annule
a une certaine date), le vecteur 7o — 71 est solution d’un probléme a trois centres
fixes alignés.

Choisissons les indices des masses de sorte que mq et mo soient de méme signe,
et de signe opposé a celui de ms, et renormalisons les masses de sorte que mg €
{=1,1}. Posons r =ms/my > 0. Les centres ont alors pour positions :

0, —ms(r~" +1)X et ms(r + 1)X-
Leurs masses ont les valeurs :

—mg, ma(r~t + 1) et my(r + 1)

Preuve. Il suffit de soustraire les équations de Newton (2) et (1) et de rempla-
cer 73 — 7 par ma\ — 1/(141)(fy — 71) et 75 — 71 par mgA+ 1/(1+r=1) (7 — 7).
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Remarque 1. Ce phénomene a déja été observé pour un systeme de N tour-
billons ([RA]).

Remarque 2. D’apres la proposition 11, il n’existe pas de configuration cen-
trale colinéaire de trois corps de somme des masses nulle et de multiplicateur nul.
Donc il existe i # j tels que F] — 7 +£ (. Comme X £ 0, pour tous i, j, FJ — 7 £ 0.
Ce probleme a trois centres fixes n’admet donc pas d’équilibre.

Remarque 3. Dans le cas ou X = 0, les trois centres fixes sont confondus.
Ainsi, 7 — 7, est la trajectoire d’un corps soumis & un centre fixe situé en 0, de
masse :

ma(r? +2r + 1+ 2r~" +172).
On retrouve une conséquence de la proposition 32.

Remarque 4. Le probleme des trois centres fixes en dimension 1 est un
probleme hamiltonien a un degré de liberté. Il est donc intégrable. Le probleme
des trois corps a somme des masses nulle et vecteur d’inertie constant est donc
intégrable en dimension 1. On peut retrouver ce résultat en énumérant les généra-
teurs des symétries et les intégrales premicres dépendant du temps, exprimés dans
les coordonnées : (r1, 72,73, p1 = M1T1, D2 = Mal, P3 = MaT3) :

- Intégrale premiere de 1’énergie (hamiltonien) :

H(T’l, T, r37p17p27p3) = p%/2m1 + pg/QmQ +p§/2m3 - U(rla T, T3)'
- Générateur des translations :
XP(Tla o, r37p17p27p3) = (]-7 17 ]-7 07 Oa 0)

- Quantité de mouvement :

P(Tl,TQ,Tg,pl,pmm) = /\(pl/ml,p2/m3,p3/m3)'

C’est I'intégrale premiere associée au champ Xp.
- Générateur des transformations galiléennes :

X*R(Tla T2, 7"3,]91,]92,]93) = (t7 ta t? my,ma, m3)'

- Valeur initiale du vecteur d’inertie :

R(T17T2,7"37P17p2ap3) = )\(7“177“2,7”3) - U\(Pl/mlam/mz,pa/m:s)'

C’est 'opposée de l'intégrale premiere dépendant du temps associée au champ
X_R.

On a: {P, R} = my+ms+ms = 0. Si, de plus, on suppose que le vecteur d’inertie
est constant (i. e. P =0) :

- La fonction R est une intégrale premiere qui ne dépend pas du temps. On peut
donc se restreindre a une hypersurface de niveau de R sans faire apparaitre la
variable temps.
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- L’énergie est invariante par le champ de vecteurs X_g.
On est donc ramené a une équation différentielle a 6 — 5 = 1 variable, donc
intégrable.

Des considérations analogues permettent de montrer que le probleme des N
tourbillons, qui est intégrable pour N = 3, est intégrable pour N = 4 lorsque la
somme des vorticités est nulle et le vecteur de vorticité est nul ([Ec|, [AS]).

Remarque 5. Nous avons vu qu’a somme des masses non nulle, pour un
potentiel de Jacobi, 1'égalité de Lagrange-Jacobi était de la forme :

d2 L .
Z mZmJHr] TZ||2_4H0(r1a"'7TNap1a"'7pN)'
1§z<j§N
Posons : .
[(7?17"'77?]\772717' 7pN Z mm]HrJ TZH

1<i<j<N

i(F17~' rNapla' 7pN —2 Z mzm] (T]_Tz

1<i<j<N

i b
m; m;

Ceci permet de définir une intégrale premiere supplémentaire ([Ja]) en posant :

F=8[Hy— ] Le probleme des trois corps a somme des masses non nulle associé
au potentiel de Jacobi est ainsi intégrable sur la droite.
A somme des masses nulle, pour un potentiel quelconque, nous avons :

I= [XI[* = —2]|P|J*

dtQ‘

ne analogie avec le probleme a somme des masses non nulle associé au potentie
U 1 1 bl d 11 tentiel
de Jacobi nous suggere de considérer I'intégrale premiere

F = —4I||P|? — J* = 4(det(X, P))*-

Mais cette intégrale premiere est la fonction nulle en dimension 1. Donc la tech-
nique d’intégration utilisée pour le potentiel de Jacobi ne s’applique pas pour le
potentiel newtonien a somme des masses nulle.

Proposition 34 Si, d tout instant, X(7y,...,7x) = 0 (i. e. si A(7(0), ..., Pn(0)) =
X7y, ... 7n(0)) = 0), le mouvement (71, ..., 7x) vu d translation prés est une solu-
tion homographique des équations de Newton a translation pres si, et seulement si,
le mouwvement (71, ...,7y_1) vu a translation pres est une solution homographique

des équations de la dynamique associées aur masses my, ..., my_1 et au potentiel
U défini en 2.5.

Preuve. Supposons X(Fl,...,FN) = 0 & tout instant et (71, ..., "n—1) homo-
graphique. Il existe une similitude dépendant du temps s(t) telle que, pour 4,
je{l,..,N—-1}:

7j(t) — 7i(t) = s(£)(75(0) — 73(0))-
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On a alors, pour tout ¢ € {1,.... N — 1} :

— - —s(t (Z m; (7(0) - mo») = 5(0)(7v(0) = 7i(0)):

Ainsi, si X(Fl, ...,7y) = 0, il est équivalent de dire que (7, ..., 7y) est homogra-
phique et que (7, ..., 7y_1) est homographique.

Notons V' la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie nul. On a :
V (7, ...,Tn) = U(7, ..., Pn_1). Le mouvement (7, ..., 7x) est solution des équations
de Newton a translation pres si, et seulement si, pour tous 077, ..., 07y vérifiant :

X((W’l, ey OTN) = 0,ona:
(m1%1|5771) + ...+ (mNFN|5FN) = dU(?Tl, ceny FN)(éfl, ceny (57?]\[)
= dV (7, .o, PN) (0T, o0, OFN) = AU (7, ..o, Pn—1) (071, ..y 07N 1)

Si I'on prend 077 = ... = dry = u, cette relation équivaut a : X = 0, qui
est une conséquence de la nullité de X & tout instant. Comme les sous-espaces
{(@,....,0),7 € E} et {(67,...,07FN_1,0),0F,...,0Fny_1 € E} sont supplémentaires
dans £V, le mouvement (77, ..., 7y ) est solution des équations de Newton & transla-
tion pres si, et seulement si, pour tous 0T, ..., 0T n_1 vérifiant : X(éﬁ, oy OT N1, 5) =
0,on a:

(m1%1|(5771) + ...+ (mN%N,1|577N71) = dU(Fla sy FN*l)((Sf‘la sy 57?]\771).

D’ou la proposition.

Remarque 1. Si l'on se contente de supposer : X(Fl, e TN) = 0, on se ramene
également a un probleme a N —1 corps, mais le potentiel réduit n’est plus invariant
par rotation et n’est plus homogene.

Remarque 2. Si une seule masse est négative, les solutions homographiques
de vecteur d’inertie nul des équations de Newton d'un systeme de N corps se
déduisent des solutions homographiques a N — 1 corps de masses positives pour
un autre potentiel, homogene, invariant par translation et rotation. Ces solutions
sont décrites dans [AC] pour tout potentiel homogene et invariant par translation
et rotation.
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5 Sur les éventuelles chorégraphies perverses

On appelle chorégraphie une solution des équations de Newton dans laquelle les
N corps se suivent a intervalles de temps égaux ([CGMS]). Des considérations sur
les symétries ont récemment permis de trouver de nouvelles orbites périodiques,
et notamment des chorégraphies. La premiere chorégraphie connue est la solution
de Lagrange (1772) : trois corps formant un triangle équilatéral se suivent sur
un cercle. Mais I'étonnante solution en "huit” du probleme plan des trois corps,
deuxieme chorégraphie a avoir été découverte, a été trouvée numériquement par
C. Moore en 1993, et son existence a été prouvée en 1999 par A. Chenciner et
R. Montgomery ([CM]). Depuis, de nombreuses chorégraphies ont été découvertes
([Si2], [Si3], [Ve], [FT], [Che]), et I'existence de certaines d’entre elles a été prouvée,
en particulier grace a une astuce due a C. Marchal ([Ma2]).

De nombreux travaux sur les chorégraphies et les orbites définies par des
méthodes variationnelles ont été menés ([Ch3], [Ch4]). Ainsi, C. Marchal a mis
en évidence une famille & un parametre de solutions spatiales, contenant le ” huit”
et la solution de Lagrange ([Mal]). A. Chenciner, J. Féjoz et R. Montgomery ont
retrouvé cette famille en considérant ces deux solutions dans un repere tournant
([CEM]). Des généralisations récentes de ce résultat a des mouvements de rotation
de polygones réguliers ont permis de trouver de nouvelles familles de solutions
périodiques contenant certaines solutions connues ([CF]).

Les preuves d’existence des chorégraphies nécessitent d’invoquer une certaine
symétrie des équations de Newton, qui n’est observée que lorsque les masses sont
égales. Aussi, ces preuves ne permettent pas de prouver 'existence d’éventuelles
chorégraphies & masses (positives) distinctes, ou chorégraphies perverses.

Nous allons montrer dans cette section qu’en toute dimension d’espace, il n’y
a pas de chorégraphie perverse si I’on remplace le potentiel newtonien par un po-
tentiel logarithmique. Un raisonnement analogue permet de prouver que les vor-
ticités d’une chorégraphie sont égales pour un systeme de N tourbillons vérifiant
les équations de Helmholtz. Une généralisation de ce résultat a un potentiel quel-
conque permet de majorer par une constante indépendante des masses le rap-
port entre la plus petite et la plus grande des distances mutuelles au cours d’une
chorégraphie perverse.

Des considérations d’algebre linéaire permettent en fait d’établir que, pour le
potentiel newtonien, il n’existe pas de chorégraphie perverse plane pour N < 5
([Chl]). Mais on ignore actuellement s’il existe, pour le potentiel newtonien et
pour N = 6, une chorégraphie perverse. Notons que, pour N < 4, on peut montrer
qu'il n’existe aucune solution plane vraiment perverse ([Ch2)), i. e. admettant deux
systemes de masses de méme somme, et de méme centre d’inertie. Pour certains
exposants du potentiel, il existe, d’apres [BCS], des équilibres relatifs réunions de
polygones réguliers qui sont des solutions vraiment perverses. Précisons enfin que
les résultats énoncés dans cette section se généralisent sans peine aux solutions
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vraiment perverses.

On note m la moyenne arithmétique des masses m;, et 'on pose p; = m; —m.

Proposition 35 Une chorégraphie associée aux masses my, ..., my est aussi une
chorégraphie pour les masses m, ..., m.

Preuve. Cette propriété découle d'un calcul élémentaire ([Chl]).

Proposition 36 Une chorégraphie possede, a tout instant, une configuration d’équi-
libre (absolu) pour les masses pi = my —m, ..., uy = my — M.

Preuve. Cette propriété découle de la proposition 35 et de la linéarité des
équations de Newton en les masses.

Proposition 37 Au cours d’une chorégraphie, les T;(t) vérifient, a tout instant,

la relation :
> il () = F)|* = 0-

1<i<j<N

Preuve. 1l est facile de vérifier qu’au cours du mouvement, le centre d’inertie
et I'isobarycentre sont confondus ([Ch1]). Ceci nous donne : 32| yu;(7(t) — @) = 0,
relation indépendante de l'origine @ choisie. Il suffit alors d’élever cette égalité au
carré et d’exploiter le fait que la somme des p; soit nulle.

Remarque. Les solutions vraiment perverses sont les solutions vérifiant les
propositions 36 et 37. Les éventuelles chorégraphies perverses seraient donc vrai-
ment perverses.

Théoreme 7 [l n’existe pas de chorégraphie perverse pour un potentiel logarith-
mique. Il n’existe pas de chorégraphie perverse de tourbillons.

Preuve. D’apres la proposition 36, la configuration est, a tout instant, un
équilibre pour les masses p;. La somme des p; étant nulle, on déduit de la propo-
sition 19 que les p; sont nuls.

Remarque. Nous venons en fait de montrer plus généralement qu’il n’existait
pas de solution vraiment perverse pour un potentiel logarithmique. Si cela était le
cas, cela prouverait qu’il existe, pour ce potentiel, des équilibres absolus a somme
des masses nulle, ce qui contredirait la proposition 19. A l'inverse, les solutions
vraiment perverses mises en évidence dans [BCS] font apparaitre des équilibres
absolus a somme des masses nulle pour le potentiel newtonien.

Théoréme 8 Pour tout N > 2, toute chorégraphie perverse (7 (t), ...,Tn(t)) pour
le potentiel d’exposant a € R vérifie, a toute date t :

L (£) )T 20(N) — 1
(zmam(t)) S0 11

0l Lin (t) désigne la plus petite distance entre deuz corps et lyq.(t) la plus grande
distance entre deuz corps, et C(N) est défini dans l’énoncé de la proposition 20.
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Preuve. Il s’agit d’appliquer la proposition 36 et le théoreme 4, en remarquant
que, d’apres la proposition 37 et une coincidence, I’énoncé du théoreme 4 reste vrai
si I'on remplace o par —2.

Remarque. L’absence de chorégraphie de trois corps a masses distinctes lorsque
|a] < 2 est une conséquence directe de cette proposition. En effet, il est facile de
vérifier qu’au cours d’'une chorégraphie a masses distinctes, a une certaine date
t, il existe des indices i, j, k deux & deux distincts tels que ||7;(t) — 7(t)|| =
||7%(t) — 73(t)|| soit la plus petite des distances mutuelles. On a alors :

Lnas (t) = [|75(t) = T (O] < [|70(t) = T + ||75(2) — T < 2imaa (t) /471,

ce qui est impossible si |a| < 2. Notons que cet argument exprime que la condition :
lmaz = lmin définit un domaine constitué de trois composantes connexes dans

I'espace des triangles. Comme les trois corps se suivent, les trois composantes
connexes sont visitées au cours du mouvement, ce qui est impossible.
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