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Préface

Mathematics is not a deductive science — that’s a cliché. When you try
to prove a theorem, you don’t just list the hypotheses, and then start to reason. What you do is trial and
error, experimentation, guesswork. *

(Paul R. Halmos)

Mon activité de recherche concerne le calcul stochastique en général et se concentre en particulier sur la
caractérisation et le comportement des trajectoires des processus stochastiques. Depuis la fin de mon DEA,
cette activité de recherche a été menée d’une part dans I’équipe de Modélisation Stochastique et Statistique
d’Orsay, Université de Paris-Sud, durant ma thése (1991-1995), et d’autre part a I’Institut Elie Cartan de
Nancy, Université Henri Poincaré (depuis 1996). Mes travaux de recherche sont I’objet de diverses collabo-
rations et ont donné lieu a des publications dans divers journaux (voir la liste a la fin de cette introduction).
Les travaux [6]2, [7] et [9,10] font aussi partie des théses, respectivement, de Madalina Deaconu, Samuel
Herrmann et Ivan Nourdin.

Pendant la these je me suis intéressé a deux problémes proposés par Gérard Ben Arous. Le premier
probléme concerne la description précise de la singularité prés de la diagonale de la fonction de Green
associée a un opérateur hypoelliptique (sous I’hypothese de Hormander forte et avec une géométrie des
crochets de Lie localement constante). La fonction de Green G est la densité de la mesure d’occupation
de la diffusion associée et I’étude est basée sur une analyse fine des trajectoires de cette diffusion. Nous
montrons que la limite limy_,yx G(X, y)|y|CX’(X)‘2 n’existe pas, ou | - |x est une norme localement homogéne
adaptée a la géométrie des crochets de Lie et Q(X) est la dimension graduée en x. 1l s’agit d’un comportement
différent par rapport a la situation elliptique, a celle du groupe d’Heisenberg plat ou a la situation du groupe
d’Heisenberg “non-plat”3. La limite ci-dessus existe seulement de facon radiale et ce comportement est
décrit & I’aide d’un processus non-markovien qui est la projection d’une diffusion invariante sur un groupe
de Lie nilpotent. L’étude repose sur des résultats de développement de Taylor stochastiques® et sur les
estimations a priori de la fonction de Green et de ses dérivées®. Des exemples et des applications a la théorie
du potentiel sont présentés. Ce travail a donné lieu a deux publications en collaboration avec Gérard Ben
Arous [3,14]. La deuxiéme partie de ma thése porte sur le théoreme de support en norme y-hdlderienne,
0 <y < 1/2. Il s’agit d’une généralisation du résultat de Stroock et Varadhan pour la topologie uniforme®.
Nous montrons que le support de la loi de la diffusion Py est encore I’adhérence du méme ensemble de
trajectoires, mais pour la topologie y-holderienne. Nous avons suivi la stratégie de Stroock et Varadhan
et I’outil de base est une estimation de la probabilité que le mouvement brownien ait une grande norme

| Want to be a Mathematician ; an automathography”, Springer 1985.

2Les références [1-15] de cette préface correspondent a la liste de publications.

3Chaleyat-Maurel, M., Le Gall, J.-F. Green function, capacity and sample paths properties for a class of hypoelliptic diffusion
processes, Probab. Theory Related Fields 83, 219-264 (1989).

4Castell, F. Asymptotic expansion of stochastic flows, Probab. Theory Related Fields 96, 225-239 (1993).

5Nagel, A., Stein, E.M., Wainger, S. Balls and metrics defined by vector fields I. Basic Properties Acta Math. 155, 103-147
(1985).

6Stroock, D.W., Varadhan, S.R.S. On the support of diffusion processes with applications to the strong maximum principle.
Proceedings of Sixth Berkeley Symposium of Math. Statist. Probab. 1970, University of California Press, 333-359, 1972.
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v-holderienne, conditionnellement au fait qu’il ait une petite norme uniforme (ou y’-hélderienne, y" < ).
Ces estimations impliquent un cas particulier de I’inégalité de corrélation et constituent I’outil central d’un
résultat de grandes déviations en norme hélderienne’. Cette collaboration avec Gérard Ben Arous et Michel
Ledoux a donné aussi lieu & deux publications [2,13]. Les détails de tous ces travaux peuvent étre trouvés
dans ma thése [15], soutenue en juin 1995.

Mes travaux de recherche aprés ma thése, bien qu’orientés dans plusieurs directions, sont restés concen-
trés sur I’étude fine des trajectoires de processus stochastiques : diffusions, mouvement brownien fraction-
naire, solutions d’équations aux dérivées partielles stochastiques. Ce document contient la synthése de ces
travaux. Pour guider la lecture de cette synthese, les principales directions de recherche seront décrites dans
les quatre premiers chapitres, les deux derniers chapitres contenant d’autres travaux. L’organisation de ce
document ne respecte donc pas I’ordre chronologique stricte de ces recherches.

Le premier théme, résumé dans le Chapitre 1, est I’étude et I’identification des lois d’intégrales par
rapport au temps local d’une diffusion (plus particulierement du processus de Bessel de dimension 0 < d <
2). L’intérét de cette étude est multiple : retrouver et compléter des résultats de méme type connus, illustrer
le lien entre ces fonctionnelles et I’opération d’intégration fractionnaire (I’opérateur d’Abel) et donner une
approche originale pour ce type de questions, basée sur deux représentations probabilistes de solutions d’un
probléme aux limites. Ces travaux font I’objet de deux publications [4,5] en collaboration avec Bernard
Roynette, Pierre Vallois et Marc Yor.

Le Chapitre 2 contient un autre probléme auquel je me suis également intéressé : peut-on donner la
description précise du comportement des trajectoires de la diffusion obtenue comme une petite perturbation
brownienne d’un systéme dynamique dépourvu de la propriété d’unicité de solutions (le phénomeéne de
Peano) ? Nous illustrons un nouveau phénomene singulier de grandes déviations pour la densité d’une telle
diffusion. A partir de ce résultat on peut obtenir un principe singulier de grandes déviations pour sa loi.
Le travail [7], fruit d’une collaboration avec Samuel Herrmann et Bernard Roynette, est basé sur des outils
de grandes déviations, mais aussi sur I’étude des solutions de viscosité pour des équations aux dérivees
partielles de Hamilton-Jacobi.

Une autre partie importante de mon travail de recherche est résumée au Chapitre 3. Cela concerne
I’étude du mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst 0 < H < 1/2 et I’élaboration d’une ap-
proche du calcul stochastique (et plus particulierement de la formule d’It6) par rapport a ce processus gaus-
sien (non-markovien, non-semimartingale). Dans une série de trois publications [8,9,10] nous nous sommes
intéressés a la construction des intégrales stochastiques par rapport au mouvement brownien fractionnaire
et a I’obtention de la formule d’1t6. D’autre part nous avons étudié les approximations trajectorielles de ces
intégrales (mais aussi pour des intégrales d’1td classiques par rapport aux semimartingales, un cas en dehors
“du monde gaussien”). Notre approche, basée sur une methode de régularisation de Russo et Vallois, utilise
une analyse gaussienne fine et la régularité Holder des trajectoires. Les résultats peuvent étre utilisés pour
étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement brownien fractionnaire®. Ces
travaux ont débuté en collaboration avec Francesco Russo et Pierre Vallois, puis avec lvan Nourdin et ce
sont poursuivis par une collaboration a quatre.

Les idées utilisées pour I’étude du mouvement brownien fractionnaire ont inspiré une autre partie de
mon travail de recherche actuel. Il s’agit de la possibilité de développer des idées du calcul stochastique
classique (formule d’It6, formule de Tanaka, temps local) pour les solutions de certaines équations aux déri-
vees partielles stochastiques. Dans le Chapitre 4 nous décrivons ces résultats pour I’équation de la chaleur
stochastique linéaire. Des outils de calcul de Malliavin et du calcul stochastique par rapport au mouvement

"Ben Arous, G., Ledoux, M. Grandes déviations de Freidlin-Wentzell en norme hélderienne, Séminaire de Probabilités XX VIII,
Lect. Notes in Math. 1583, 293-299, Springer-Verlag 1994.

8Herrmann, S., Phénoméne de Peano et grandes déviations, C.R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 332, 1019-1024, 2001.

®Nourdin, 1., Schémas d’approximation associés a une équation différentielle dirigée par une fonction hélderienne ; cas du
mouvement brownien fractionnaire, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 340, 611-614, 2005.
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brownien fractionnaire sont adaptés pour I’étude de cette convolution stochastique en dimension infinie.
Cette étude fait I’objet d’une publication [11] en collaboration avec Ivan Nourdin et Samy Tindel. Avec
Samy Tindel, nous poursuivons I’étude de I’éguation de la chaleur stochastique non-linéaire et nous avons
obtenu récemment une formule de type 1t6 (non contenue dans ce document).

Le Chapitre 5 est issu d’une collaboration avec Madalina Deaconu et Jean-Rodolphe Roche (et inspiré
des travaux de ce dernierl®). Il s’agit d’une tentative de calcul le plus exact possible de I’espérance du
temps de sortie du disque unité du mouvement brownien plan réfléchi sur un petit disque intérieur (d’un
autre point de vue, il s’agit de la solution d’un probléme aux limites mixte). A notre connaissance, seuls
les problémes de Dirichlet et de Neumann étaient traités. Nous étudions la densité de ce processus et nous
utilisons une famille de transformations fractionnaires linéaires du plan complexe. Cette étude est contenue
dans la publication [6].

Enfin, le dernier chapitre est un travail encore en cours [12], en collaboration avec Ivan Nourdin, et
concerne I’estimation (de point de vue statistique) de la volatilité stochastique (le coefficient diffusion d’une
équation différentielle stochastique) a partir d’une observation discrétisée de la trajectoire sur un intervalle
de temps donné. Nous nous sommes aussi intéressés a la construction d’un test d’adéquation basé sur cette
estimation. Le modéle d’une semimartingale est également étudié et I’approche de ce travail est basée sur le
calcul stochastique, mais aussi sur certaines idées utilisées pour I’étude du mouvement brownien fraction-
naire.

Les six chapitres de ce document sont organisés de la maniére suivante : aprés une courte introduction
et motivation de chaque probleme nous décrivons les résultats centraux et nous donnons ensuite les princi-
pales idées de preuve. Chaque chapitre se termine avec un certain nombre de perspectives et de références.
L’ ensemble de toutes les références bibliographiques est réunie a la fin du document.
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Chapitre 1l

Intégrales par rapport aux temps locaux

1.1 Introduction

L’objet de I’étude est le processus

t
{Lt(“’)(X) = fo go(s)dLS(X),t>O}, (1.1)

ou:

e X est une diffusion réelle (e.g. mouvement brownien B, pont brownien b, processus de Bessel R, pont
de Bessel r, processus d’Ornstein-Uhlenbeck etc),

o {Li(X) :t> 0}estletemps local de X en 0,

e ¢ est une fonction borélienne positive localement bornée.

Le but est de décrire le plus explicitement possible les lois des variables aléatoires Lg“’)(X), t>0.

L’intérét de cette étude est de triple nature :

e retrouver, compléter et étendre des résultats de méme type (voir aussi §1.2) ,

e mettre en lumiére la relation entre les transformées de Laplace des lois étudiées et des transformees
d’Abel (intégration fractionnaire) (voir §1.3-1.5)

e illustrer une approche originale qui repose sur deux représentations probabilistes (de Dirichlet et de
Fokker-Planck) d’une équation aux dérivées partielles avec conditions initiales et aux limites (voir
§1.4).

Les résultats concernant cette étude ont fait I’objet de deux publications [8] et [9]. Cette derniére contient

aussi un glossaire de formules obtenues dans ces deux articles.

1.2 Quelques exemples de résultats

Avant d’énoncer quelques résultats significatifs, revenons sur quelques faits connus au moment ou I’on
a démarré ce travail. Les fonctionnelles de type LS")(X) apparaissent d’une maniére naturelle :
. {Lg“’)(B) .t > 0} est le temps local en O du processus {¢(t)B; : t > 0} ou {¢(gt)By : t > 0} ; ici Bestle
mouvement brownien standard et g; := sup{s < t : Bs = 0} (voir aussi la formule de balayage [11], p.
260) ;
e laloide fow e 3dL¢(B) a été étudiée en [3] en relation avec certains lois d’arcsinus (voir aussi [12]) ;
. L(ll)(B) et L(ll)(R) sont de loi de Mittag-LefHler (ici et ailleurs 1 note la fonction constante 1).
Par souci de concision on va illustrer les résultats seulement pour le processus de Bessel Rde dimension
d €]0,2[ ou d’indice n €] — 1,0[, ainsi que pour le mouvement brownien standard B, les deux processus
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issus de 0. Précisons que certains résultats pour le mouvement brownien peuvent étre retrouvés a partir des
résultats pour le processus de Bessel en prenant n = —-1/2.
La plupart des résultats concernent la variable aléatoire L(l“’)(R) qui existe et est finie si et seulement si

fol () s™1ds < oo (voir aussi [10], p. 655 pour le cas du mouvement brownien).
Les résultats obtenus (pour certaines fonctions ¢) sont de trois types :

i) Description de la loi de L(l“’) a travers sa transformée de Laplace (ou ses moments).

Pour le processus de Bessel R on montre que :

ER [exp (—/1 fo o o(u+ s)dLS(R))} = Z (—ﬂ)k(ﬂ';l)(u), uel0,1, 1>0. (1.2

= 2n+1T(n + 1)

Ici :
o IE§ I’espérance par rapport a la loi P du processus de Bessel Rd’indice nissu de 0;
e ¢ :[0,1] — [0, oo est une fonction continue telle que limy oty (t) existe ;
o (A)(u) =™ [Eﬁ)(l — u), avec 17" I’opérateur d’Abel d’indice —n (voir §1.3 ci-dessous) et h une
fonction borélienne positive (on utilisera la notation ?(u) :=¢(1—u) pour ¢:[0,1] — [0, c0[).
Pour le mouvement brownien on obtient :

dLs(B) A\K [11{%“}]
Eo|exp|- f = ——) E|—=1, u€]0,1[, 2> 0, (1.3)
V2r [ k>0( 2) VP«

ou IEq est I’espérance par rapport a la loi Pg du mouvement brownien standard issu de 0 et ou on a noté
Po = 1 et Py = Py1Vk, pour k > 1, avec les variables aléatoires Vi des copies indépendantes de loi de
arcsinus (ou loi beta de paramétres 3, 3

ii) Lois explicites avec randomisation.

Les variables aléatoires suivantes sont de méme loi £(1), exponentielle de parametre 1 :

2n+1

I(In))

2+ 1) [
B m) Jo

f(Z 9"dLs(R), (b) (Za1 + 9"dLg(R), (1.4)

et

dLS(B) Vor (P dLg(B)
\[ fo ‘B(a,17;2)f0 [Z s (9

ou Z1 est une variable aléatoire de loi beta de parametres a, 1, indépendante de B et de R, et Z est une
variable aléatoire positive indépendante de R de loi quelconque.

iii) Théorémes limites.

I'y a convergence en loi vers la loi gaussienne standard, lorsque 8 | 0, des familles de variables aléatoires :

2"I(n + 1) L Ty
{W(\/Bfo FdLs(R) 2n+11“(n+1)\/ﬁ) ./5’>0} (sous PR), (1.6)

et

T (\/ﬁfl £12dLg(B) - L] :B>0}  (sous Pg) (1.7)
Vinz| ¥ Ner

ol F :=T"/T est la fonction digamma.



1.3 Lien formel avec la transformée d’ Abel

La transformée d’Abel (ou I’opération d’intégration fractionnaire) est donnée par

a . 1 ' a-1
OO0 = 5 fo t-9°f(9ds t>00<a<l, (1.8)

ot f : R, — R, est une fonction borélienne. J1f est une primitive de f. De plus, si f est dérivable et
f(0) = 0, alors 12+ f" = J¢f,

Nous allons illustrer une relation formelle entre la loi de L(“’)(R) pour le processus de Bessel d’indice n
et la transformée d’Abel. On peut écrire, pour toute fonction h borélienne positive

' co t
]ES[ fo h(s, Rs)ds]: fo m(dy) f h(s Y)Ej[dsLL(R)] = j; m(dy) fo h(s,y)ps(0, y)ds,

ol LY(R) est le temps local en y, m(dy) := 2y +1]l{y>o dy est la mesure vitesse associée a Ret py(0,y) est la
densité du semigroupe P3(0, dy) par rapport a la mesure m(dy). On déduit que IEJ [dsL’S’(R)] = pPs(0,y)ds. Si
on note q(s) := ps(0, 0), alors

t
B [LYR)] = fo o(9a(9ds

Par ailleurs,

t t
25| (LOR) | = 8| [ 000 f L900| = [ et9a9as [ ethats - 9as.

par la propriété de Markov. Ensuite, par le théoréme de Fubini on trouve :
5| (LOR)| = @) [ eoadeads
ou Qur = (QY)(t) = fot q(t — s)yw(s)ds. De la méme facon,

t
B3 |(LPR)] = @1 [ e(90u(vQu(valds

et ainsi de suite pour tous les moments. Enfin, comme q(s) = k,s™ ! (avec k, une constante), I’opérateur
Q est I’opérateur d’Abel d’indice —n. Cela montre qu’il y a une relation, au moins formelle, entre la loi de
L (R) et la transformée d’Abel. On précisera cette relation au paragraphe suivant.

1.4 ldées de démonstration d’un résultat central

L’idée principale pour aborder ce probléme est de relier deux représentations probabilistes de la solution
d’une équation aux dérivées partielles. Le générateur infinitésimal du processus de Bessel R d’indice n est
donné par (pour x > 0) :

1 92 L+l
- 1.
L 26%2 " T 2x_ ox (1.9)

(pour le mouvement brownien il suffit de prendre n = —1/2). On considere le probleme suivant

Bw/M)E X) = (Lw)(t,X), t,x>0
{ w(0, %) = wo(X), x>0 (1.10)
w(t,0) = f(1), t>0,



ol wq et f sont deux fonctions réguliéres telles que wo(0) = f(0) = 0. Si wg est continue, avec une hypothése
de croissance lente a I’infini, et si f est de classe Ct, alors il y a existence et unicité pour ce probléme et la
solution de (1.10) admet deux représentations probabilistes.

lére étape : représentation de type Dirichlet de la solution w : il s’agit de résoudre le probleme de
Dirichlet temps-espace pour I’opérateur £ — (9/dt) sur [0,t] x [0, oo[. Par la formule d’Ité appliquée au
processus {(t — s, X+ Rg) : s [0,t]} on trouve :

a)(t, X) = E§ [CUO(Rt)]l{kTO}] + E§ [f(t - To)]lu;'ro}] , x>0, (1.11)

ou Top := inf{t > 0 : R = 0} et P% est la loi du processus de Bessel d’indice n issu de x.
2éme étape : représentation de type Fokker-Planck de la solution w : elle est implicite, car si on pose

o(t) = (1/F®) lim X2+ /aX) (L, X), t>0, (1.12)

alors
Y lu(t,y) = j; wo() (% Y) X [exp (-LP(R) R = y| x@*¥dx,  ty>0. (1.13)

Ici pi(x,y) est la densité du semigroupe de Bessel par rapport a la mesure de Lebesgue dy. Cette densité
peut s’obtenir ([9], p. 535) a partir de la densité du semigroupe carré de Bessel (dans [2], p. 379, on reprend
I’expression de cette derniére pour un autre probléme).

Pour obtenir (1.13) on considéere d’abord la fonction w définie par

(h@), =ES  [N(R)M] avec M, = exp(-L#(R))
L’idée est de vérifier que la fonction ‘w satisfait (1.10), d’ou, par unicité de la solution on aura'w = w
et donc on pourra utiliser (1.11) dans la relation de définition de w ci-dessus. Dans cette relation de dé-
finition on a posé v(dx) := X*1dx la mesure invariante par rapport a laquelle le semigroupe de Bes-
sel est symétrique, h une fonction borélienne quelconque et on a noté IEf, , I’espérance par rapport a
P () = 5 wo()PE()v(dX).

Pour verifier que w satisfait (1.10) on utilise essentiellement la formule d’It6 appliquée au processus
g(t, R)M;, ol g(t, X) = u(t)x?™ + v(t) est a support compact dans R* x R*, u et v étant réguliéres ([9], p.
541-543). Dans ces calculs la martingale RtZ'“'—2|n|Lt(R) associée au processus de Bessel joue un réle central.
Cette martingale apparait d’une maniére naturelle lorsqu’on définit le temps local L x(R) du processus de
Bessel au niveau x comme une densité d’occupation ([9], p. 538, voir aussi [6], p. 8-9 et [11], p. 321) : pour
toute fonction h borélienne positive fot h(Rsg)ds = 2 fo°° h(X)L¢.x(R)x**+1dx (on écrit L¢(R) au lieu de Lyo(R)
pour simplifier).

3eme étape : I’opérateur d’Abel apparait. Cette étape est plutdt technique ([9], p. 544-545). L’idée est
d’utiliser les expressions (1.11) et (1.13) pour calculer explicitement ¢ avec (1.12). La décomposition en
deux termes de la représentation de Dirichlet force une décomposition en deux termes de (1.12), mais aussi
de (1.13). Chaque terme est calculé separément en employant des équivalents pour les fonctions de Bessel.
Quand on refait la somme on trouve :

n+1 00
(af + ¢ F)(t) = %tn—l j; woly)ye Y /2dy, t>0, (1.14)
ou
at(t) 1= a3 )(t) (1.15)

est essentiellement la transformée d’Abel de f (ici et ailleurs ¢, := 2°*1(n + 1)/T(In)) ([9], p. 546).
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4éme étape : obtenir un résultat clé. Si ¢(x, u) la densité par rapport a la mesure de Lebesgue du de la
loi sous P} du temps d’arrét Ty utilisé dans la représentation de Dirichlet (1.11), alors le deuxieme terme de
cette relation s’écrit, pourt =1

1
oot ) = B F(L = TolLreen] = [ F(2-uho(x v (L.16)

et, par ailleurs, en utilisant (1.13) et la propriété de Markov forte,

P lun(,y) = fo "~ 0009 P1u(0. V), Ul
1 1-u
X fo duEj [exp (—fo o(u+ s)dLS(R)) |Ri_y = y]. (1.17)

Mais ¢(x,u) = (2°/T(n))utx2reX/21 o0 ([8], p. 311, [9], p. 537), d’ol, en mettant ensemble
(1.16), (1.17) et (1.14) on trouve :

2n+1
I'(Inf)

1 1
y f F(L - Uur e /gy = f duas + ¢f)(U)P1_a(0.Y)
0 0

exp (— fo s s)dLS(R)) | Ry = y]. (1.18)

n
x IEg

Cette égalité ne contient plus la fonction wo, et les seuls paramétres sont les fonctions continues positives f
et ¢. Une autre forme de ce résultat est :

1 u
f (af +¢f)1-u)Ef [h(Ru) exp (—f e(l—u+ s)dLS(R))] du
0 0

_ 2n+1 0o 1 . _yz/zu
_F(Inl)fo yhy)dy fo f(L—uwuteY2idu, (1.19)

ou h est une fonction borélienne positive quelconque ([9], p. 550-551). (1.18) et (1.19) sont des résultats
clés et au paragraphe suivant on va montrer comment les utiliser pour obtenir les formules données au 81.2.

1.5 Autres résultats et remarques

Nous allons montrer comment obtenir (1.2). On commence par remplacer ¢ par A¢ en (1.18) et ensuite
on intégre par rapport a y. On trouve :

1 1
l;(iﬂ) j; (af + @ f)(WA,(u)du = j; 1 -w"f(u)du, (1.20)

ol A, (u) = E[exp(-1 fol_u o(u+ 9)dLg(R))] (on rappelle que a(t) = c, (3™ F)(t)). Par ailleurs, par des
manipulations simples avec la transformée d’Abel, on peut montrer que, pour une fonction réguliere ¢ :

[ (jn) l%(u)g(u)du = (1 -2 (n + )™ - 2), (1.21)
0

2n+l

ou, comme avant?’(z) = —{'(1-2). Enfin, sionprend f = ¢ en (1.20) et on utilise (1.21) avec £(u) = A, (u),
apres quelques calculs ([9], p. 552-553) on trouve I’équation intégrale (7 +(1/cn)AL)A, = 1, d’ol on déduit
(1.2).



Si on prend dans (1.2), ¢(t) = (1 —t)%, 8 > n, on trouve une égalité qui permet de déduire plusieurs
résultats :

n - A\ k(3-n)
E} [exp (—/l fo (1-u- s)ﬁdLs(R))] =1+ (_E) (1-u)
k>1

k

LB+ +(-1)@-n)
xg ) , uel0,1. (1.22)

On fait dans cette égalitét s =0etu=0,d ou

n (_ﬂ)k
E -1, L1(R) ] =1 E _
0 [exp( Cn l( ))] + £ Hlj(:l F(]lnl N l)

Cette derniére égalité montre que c,L1(R) est de loi de Mittag-Leffier de paramétre |n| (voir [5], p. 447). Ce
résultat est cité dans [1], p. 25.

On prend 8 = n dans (1.22). On obtient que, pour tout u € [0, 1[, (2**1/T'(In])) fou(u— 9)"dL¢(R) est de loi
&E(1). Ce résultat est cité dans [7], p. 468, ou I’on souligne la méthode analytique de cette démonstration. Une
réciproque de cette affirmation est la suivante : si on suppose que pour tout u € [0, 1] la variable aléatoire
fol_u o(u+ 9)dLg(R) est de loi &(1), alors (t) = (22+1/T'(n]))(1 — t)™. Pour démontrer ce fait on vérifie que
(37™p)(u) = c, et ensuite on utilise I’injectivité de la transformée d’Abel ([9], p. 557).

Passons a la démonstration de (1.4). Pour obtenir la loi (1.4.a) il suffit de remarquer que lorsque 8 = n, le
membre de droite de (1.22) ne dépend pas de u. (1.4.b) est un cas particulier du résultat plus général suivant.
On choisit f telle que folaf(u)du = 1 et soit Z est une variable aléatoire indépendante de R, de densité
af(1 = u)ljg(u). Sion pose ¢ = ay/f, alors

(1.23)

fz o(1 —Z + s)dLg(R) est de loi &(1). (1.24)
0

En effet, a partir de (1.19) avec h = 1 et Ap au lieu de ¢, on trouve :
1 u
1+ /l)f at(1-u) g [exp (—Af e(l—u+ s)dLS(R))] du=1,
0 0

ce qui est (1.24). La loi (1.4.b) n’est alors qu’un cas particulier avec ¢(t) = %tn et Z = Z,1 de loi beta.
Revenons sur la formule (1.3) et prenons dans (1.19) n = -1/2, f(t) = t? (a> —1/2) et Ap au lieu de ¢.
Alors :

du

¢ dLg(B) )
l1-u+s

f 1(1 — U)* 2R, [h(|Bu|) exp (—ﬂ
0 0

o0 1
_ Ny —~3/24-Y?/2u

Bt fo yh(y)dyfO 1-uwu“e du, (1.25)
ol Ba = 2aB(a, 1/2). Par changement d’échelle, on peut remplacer h(|By|) par h( +/u|Bs|) dans I’espérance
et lorsqu’on conditionne par {|Bs1| = y} on peut éliminer la fonction h ([8], p. 274-275). Ensuite, on pose
u = eV eton inverse la transformée de Laplace par rapport au parametre a. Lors de ce calcul ([8], p. 275-
278) on utilise le fait que 2/[34 est la transformée de Laplace (en a) de toute variable In(1/V), avec V de loi
de arcsinus. On en déduit que :

K k+1 Kk
LR [y P

k>0
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ot g*® est la densité de In(1/(Vi...Vy)), avec les variables aléatoires V, indépendantes de méme loi de
arcsinus. Enfin, pour déduire (1.3), on enléve le conditionnement en intégrant contre la densité de |By|.

La loi (1.5.a) est le cas particulier de la loi (1.4.a) (il suffit de prendre n = —1/2 et Z = 1). Vérifions la
loi (1.5.b). Par calcul direct on voit que

1 k>Za1 a— a— B(a’ 1/2)
]E[ {li/P_Zk}]:E[Pk 1/2] (E[V 1/2]) ( - )

On en déduit que le membre de droite de (1.3) vaut (1 + AB(a, 1/2)/(2x)) %, d’ou la loi recherchée.
Remarquons que lorsqu’on remplace le mouvement brownien B par le pont brownien b et la variable de

loi beta Z, 1 par une variable de loi beta Z5 1/, la loi (1.5.b) reste la méme. En particulier, on peut prendre

une variable Z1,21/2 de loi de arcsinus indépendante de b, par exemple g = sup{s < 1 : Bs = 0}. Ainsi, la

variable aléatoire
\[ f _AL®) (1.26)
,/1 9+5s

est de loi £(1). La loi (1.5.a) s’obtient alors comme une conséquence du fait que les variables aléatoires
fol o(s)dLg(B) et \/afol o(gs)dLg(b) ont la méme loi, pour toute fonction borélienne positive ¢, lui méme
vrai parce que les processus {L¢(b) : t € [0, 1]} et {L(B)/ /7 : t € [0, 1]} ont la méme loi.

Enfin, donnons les idées de démonstration des théorémes limites (1.6) et (1.7). D’abord, soit dans (1.2)
o(t) = (83 > 0), u= 0 et soit 1+/B & laplace de A :

k g1 1

En[exp( ANB f 38+“dLS(R))]_1+Z( 2n+1r(n+1)) — | [ BB,

=1

ou, au membre de droite, le premier terme de la série est W Notons d, := 2°"'(n + 1). On en
déduit (voir [8], p. 295 et [9], p. 560) :

]En[exp a(\/‘ f FdLg(R) - ) \/_)]
ﬂ(k/Z) 1 k1
l1+2(——) l_[’B(jﬁ Ini) Z( )(k')ﬁk/zl’ (1.27)
k>1 i= k>

Le terme général t,(8) du produit des séries peut s’écrire comme :

-1y
W= (2) WZ e J),l_[lﬁ’B(Iﬁ . k> 1. (129

Il est connu que XB(X, In]) = 1 + d,X + 0(X), lorsque x | 0, avec &, := F(1) — F(n|) et F = T’/T la fonction
digamma. Par un raisonnement sur les coefficients des polynémes en 3 dans (1.28) on déduit ([8], p. 296)

que limgyo tz(8) = (ﬂzdn/dﬁ)g /(€Y. On passe a la limite dans (1.27) et on trouve :

%6
I|m]En exp -1 f FMdLg(R )]:ex ( n). 1.29
x5 ®-77) -0 (129)
Ce résultat donne la convergence (1.6). (1.7) s’obtient pour n = —1/2 (car F(1) — F(1/2) = In 4).
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1.6 Perspectives

Donnons ici quelques perspectives basées sur quelques questions, ayant des énoncés simples, issues de
ces calculs : L
e Pour quelles fonctions ¢ et  as-t-on I’indépendance des variables aléatoires fo M o(u+ 9)dLg(R) et

fol_u (U + 9)dLs(R) (u € [0, 1]) ? Une idée serait de pouvoir éventuellement exprimer le produit des
transformées de Laplace de ces variables a I’aide de (1.2).
e Un probleme de Skorokhod : soit ¢ une probabilité sur R.. Peut-on trouver une fonction ¢ telle que

I @(9dL(R) ait pour loi 2
e Soit le probléme suivant :

w(0, X) = u(0, X), x>0

(Ow/ot)(t, X) = (Lw)(t, X) — (Lu/u)(t, X) — ((Qu/at)/u)(t, X), t, x>0
{ w(t,0) = u(t, 0), t >/

0,

ol u est une fonction donnée. Il est clair que w = u est une solution de ce probléme. On en déduit
comme & la 81.4 ci-dessus :

fo h(x)u(t, X)dx = j; u(0, x)dx

n
x Ey

t B t
nRyep(- [ EIZC DRy [ 9am)|

ol x(t) := (1/h(t, 0)) limyo x**1(Au/ax)(t, 0). Peut-on trouver des “bonnes” fonctions u pour les-
quelles on peut décrire les lois des couples (fot V(S)dRs, fot)((s)dLs(R)) ?

e Soit b le pont brownien et notons par h, la densité de la variable aléatoire fol $dLg(b). Est-il possible
de trouver h, ? Une idée serait de poser g,(y) = y*~/2h, (y***/2), de voir que g, satisfait

g,(y) = f;(ﬂ + %)3/3 fow gﬁ({; 9 s (1.30)

et de trouver, si possible, la solution de cette équation intégrale.
L article [9] (qui généralise et compléte [8]) est cité par plusieurs auteurs (on a déja souligné [1], [2], [6]
et [7]) et apparait aussi dans [4], p.103.
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Chapitre 2

Un principe singulier de grandes déviations

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie la diffusion {X{ : t > 0} issue de Xp et obtenue par une petite perturbation
brownienne {&B; : t > 0} d’une trajectoire du systeme dynamique x’'(t) = b(x(t)). L’hypothese centrale est
que ce systeme dynamique est soumis au phénomeéne de Peano, & savoir, on suppose que b est une fonction
réelle continue, mais pas lipschitzienne ; il n’y a donc pas nécessairement d’unicité de la solution de ce
systéme dynamique (voir §2.2).

Le but est de décrire, le plus précisement possible, le comportement de la loi P4 de cette diffusion, quand
& — 0. Le pas essentiel dans cette étude est la description du comportement de la densité de probabilité
pe(t,-) de la variable Xf. L’intérét est I’illustration de la décroissance exponentielle de p?(t, x) avec des
vitesses différentes suivant la position du couple (t, X) dans le plan (voir §2.3).

De plus, la méthode de démonstration est originale car elle combine des arguments probabilistes (de
type grandes déviations et calcul stochastique) avec des idées analytiques (la théorie des semigroupes et les
solutions de viscosité pour des équations de Hamilton-Jacobi, voir §2.4).

Les résultats concernant I’étude de la densité p?(t, -) ont fait I’objet de la publication [4], qui fait aussi
partie de la thése [5].

2.2 Le phénomeéne de Peano

Supposons que le processus réel {X{ : t > 0} est solution sur [0, T] de I’équation différentielle stochas-
tique
{ dX¢ = edB; + b(Xf)dt, t€]0,T], 2.1)

Xt = x € R,

ol b est une fonction réelle continue. Si on note la loi de la diffusion X# par P4, alors la famille {IP¢ : & > 0}
est étroitement relativement compacte et toute valeur d’adhérence a son support contenu dans I’ensemble
des trajectoires du systeme dynamique

X(t) =b(x(t)), te]0,T],
{ X(0) = %o, 2.2)

Si b est une fonction réelle lipschitzienne, alors la solution X* converge, uniformément sur [0, T], vers
I’unique solution du systéme dynamique. La théorie de Freidlin-Wentzell montre que la loi P suit un
principe de grandes déviations de vitesse £2. Autrement dit, P¢ décroit exponentiellement vite vers la masse
de Dirac en I’unique solution de (2.2).
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Lorsque la fonction b n’est pas lipschitzienne, mais vérifie la condition suivante :

b est continue, impaire, croissante, a dérivée continue et b est intégrable au voisinage de 0, (2.3)

alors le systeme dynamique (2.2) admet une infinité de solutions non constantes (le phénomeéne de Peano).
Sous I’hypothese (2.3), dans [1] on a montré qu’il existe une unique valeur d’adhérence {IP¢ : ¢ > 0}
dont le support est I’ensemble des deux trajectoires extrémales de (2.2) (la trajectoire extrémale supérieure,
respectivement inférieure est la solution qui quitte en premier I’intervalle ] — oo, 6], respectivement [—6, oo,
6 > 0). Autrement dit, IP¢ tend vers une combinaison affine des deux masses de Dirac en les extrémales.

Au moment ou I’on a démarré ce travail il n’y avait aucune information concernant la vitesse de conver-
gence de IP¢ pour ce cas, ni de principe de grandes déviations. Une idée assez naturelle est de décrire d’abord
le comportement de la densité p(t, X).

2.3 Lesresultats
On considére le cas particulier suivant :
=0 et Db:R->R,b(X)=|x"sgn(x), 0<y<l (2.4)

On peut montrer qu’il y a existence et unicité de la solution forte de (2.1) et qu’il y a une infinité de solutions
de (2.2), {xc,(t - YA 21> 0}, ol c, est une constante. Les deux solutions extrémales de (2.2) sont :

p1o() = £{(1 - P, (2.5)

Drapres [1], P* converge €étroitement vers (1/2)(6,, + J,,)- Intuitivement, la trajectoire limite “préfere” les
trajectoires qui quittent zéro le plus rapidement possible.

Dans ce cas particulier on peut expliciter la densité p®(t, X), ainsi que les vitesses des convergence de
cette densité, lorsque € — 0 et (t, X) ne se trouve pas sur une des deux extrémales. Voici les résultats obtenus :
i) Le point (t, ) est situé en dehors des extrémales x| > {(1 — )t} YA et0 <y < 1.

Il existe une fonction strictement positive k;(-) telle que :

lim &% In p(t, X) = —k(IX)). (2.6)

Autrement dit, la décroissance est exponentielle avec vitesse €2 comme dans la théorie classique de Freidlin-
Wentzell. D’une facon intuitive, si x est “grand”, alors x n’est pas “visité” par les trajectoires déterministes
donc il est raisonnable de retrouver I’asymptotique classique des grandes déviations.

i) Valeur particuliére y = 3.

. t2 . X2 2|x%2% |xt t8
S —, alors lim&%In p°(t, x) = — S R 27
i1X> 7, alors lime np°(t, X) = —ki(IX)) o T T 1 %6 (2.7)
et ;
. t . t
si 1| < -, alors limsup ePInp(t, x) < a5 - VIxD, (2.8)
e—0
ol a] = —1,01879297... est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction d’Airy Ai.
iii) Le point (t, X) est situé entre les deux extrémales |x| < {(1 — y)t}Y/3=") et 0 < y < 1.
Dans toute la suite de ce chapitre on notera
S(e) 1= 217/ (L) (2.9)
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Alors :

: . I
lim s(e) In p°(t, x) = —A1 [t - , (2.10)
&—0 1- Y
ol A, est la premiére valeur propre positive de I’opérateur de Schrddinger :
. 1 d2 1 N IR . Y 2
L= _EW + EV(X), ou V:R"— IR,+, V(X) = |X|T7 + |X| Y, (211)

Heuristiquement, une unique trajectoire déterministe passe par un X “petit” apres étre restée en 0 un certain
temps ; la diffusion aura alors tendance a rester au voisinage de 0 un certain temps et évolue ensuite en
restant proche de cette trajectoire déterministe. Or, la probabilité de rester un certain temps au voisinage de
0 s’exprime & I’aide d’une valeur propre de I’opérateur L.

Enfin, notons que dans le cas y = 0 les calculs sont encore plus explicites. On peut trouver la densité
et prouver sa convergence. De plus on montre que la diffusion converge vers les solutions (généralisées)
extrémales de (2.2) (qui sont dans ce cas =+t) :

(X -1)?
2t

V(t,x) € Ry xR, |iI’Tg)82 In p°(t, X) = et |iI’Tg)82 INP(IXE] —t| > 6) = ——. (2.12)

2.4 ldées de démonstration

Nous allons donner ici les idées principales de démonstration des résultats (2.6)-(2.10) concernant le
comportement de la densité p?(t, -) de la diffusion (2.1) (avec (2.4)).

Une application du théoréme de Girsanov ainsi que de la formule d’It6-Tanaka permet de déduire que,
pour toute fonction h borélienne positive :

E[h(X?)] = E |h(sB B r (s 14 ! ‘B 2 213
[h(X{)] = (¢By) exp (y+ D7 217 O| sl S—m 0| s/~ ds|| . (2.13)

Cette formule est le point de départ de la preuve.
La lére étape est de donner plusieurs représentations de la densité p®(t, X). Ona:

y+1 2
po(t, X) = g : )

&V2nt exp((}’ +1)&2  2s2t
1 1
x E |exp —y—tf |xs+s\/fbs|7‘1ds—if Ixs+ & Vibg?ds||, (2.14)
2 Jo 262 0

ou {bx : t € [0, 1]} est le pont brownien standard. Pour I’obtenir on fait un changement d’échelle en (2.13) et
on utilise la décomposition du mouvement brownien B; = b; + gt, avec g une variable aléatoire gaussienne
standard, indépendante du pont brownien b.

Une deuxiéme expression est obtenue en conditionnant par rapport a {B; = X} et en renversant le temps
(voir [4], p. 561) :

1 |X|7+l X2 1 [tse) .
= ~ 507 | B -5 V(B
) (e L] LU S RO

Ici le potentiel V est donné par (2.11) et a un point singulier. L’idée suivante remonte a Kac [9], mais pour
des potentiels continus. On introduit le semi-groupe d’opérateurs, contractant et a trace, qui préserve la
positivité

B = o]. (2.15)

(Tth)(X) = Ey [h(Bt) exp (—% fot V(Bg)d )]
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Il est connu que sa densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) admet un développement en série en termes
des valeurs propres A; et des fonctions propres v de I’opérateur de Schrédinger (2.11). Enfin, on en déduit
le développement en série de la densité :

|X|y+1

e)2 P ((y ¥ )2

P9 = ) e wusom (-2). @2.16)

& eS(e)12

On en déduit un résultat plus faible que (2.10) : pour tout t > 0, lim,_ S(€) In pE(t, es(e)¥/?) = —1t.
A partir de la premiére représentation (2.14) de la densité on peut étudier le comportement de la quantité
g2 In p?(t, X) : c’est la 2éme étape de la preuve. Soient les fonctionnelles du pont brownien b suivantes :

! 1
F(eb) := %tf Ixu— Vieb,”"ldu et G(eb):= %f Ixu— Visby?du.
0 0

Alors (2.14) s’écrit encore
|X|y+l X2
(y+1)e2 282

O (LX) = G(Sb))]

) E [exp (—F(sb) -2

|x|7+1 X2 G(eb)
< - - . .
eV2nt exp((7 +1)e? 287t e &? (217)

Soit I’espace Hé = {p(u) = fou f(s)ds avec f € L%([0,1];R) et ¢(1) = 0} muni de sa norme usuelle ([4],
p. 565). On introduit la fonctionnelle :

1
ex
eV2nt P (

! 1
A= tf X~ Vig(u)7du+ f #2(Wdu, ¢ € HY, 218)
0 0
et on peut montrer ([4], p. 567-570) qu’il existe une fonction positive k(") telle que
1+ .
i 2|nyly - XT2 si|X <{(1- y)t}l/(l—y)
|n1‘1 A(¢) = Alpo) = o 019
geH B — %+ 2k(X), sinon.

Lors de la minimisation de la fonctionnelle A, on démontre I’existence de la fonction minimum ¢q et on met
en évidence ses propriétés. La démonstration est technique et est basée sur une étude fine des solutions de
problemes de Cauchy.

En utilisant deux outils classiques de grandes déviations, le principe de Varadhan et le théoréme de
Schilder (voir, par exemple [3] p. 43 et p. 81) on montre que, lorsque |X| > {(1 — )t} :
|X|y+1 X2 1

— = — 2 inf A(¢) < liminf &?In p(t, ), (2.20)
¢€H(1) &—0

. 2 & <
limsup & Inp(t,X)\wl 2t 2

-0

d’ou (2.6). L’idée de la minoration dans (2.20) est la suivante : on choisit ‘W un voisinage de ¢ tel que :

An>0:maxF(gp)<n et Vo>0:maxG(p) < G(go) + 6.
peWwW peW

On en déduit
G(eb)

g2

liminf&?InE [exp (—F(sb) - )] > liminf €2 InP(gb € ‘W) — lim &%y — max G(¢)
e—0 e—0 -0 peW

. 1t 1
>— inf = f 16/ (U)Pdu — G(do) — 6 > —=A(o) - 6.
¢e(WmH(}2 0 2
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L’expression explicite (2.7) de la fonction k; pour le cas particulier y = 1/2 est une conséquence de
(2.19) et des calculs de minimisation de la fonctionnelle A. Précisément, lorsque |x| > (t/2)2, on trouve la
fonction minimum ¢o(u) = (t¥2/4)u(1 — u) et A(go) = xt/2 — t3/48.

A ce niveau de la démonstration, toujours pour le cas particulier y = 1/2, nous allons mettre en évidence
les idées d’une démonstration probabiliste pour la majoration (2.8) (qui n’apparait pas dans [4], mais qui
est détaillée dans [5]). On utilise encore la premiére représentation (2.14) ou plutét la majoration (2.17). On
commence par décomposer E[exp —G(eb)/£?] en deux termes & et &y, suivant que &b se trouve ou non
dans une boule en norme a-hélderienne, 0 < a < 1, centrée en ¢q. Par le principe de Varadhan pour le pont
brownien en norme a-hélderienne :

. . Al
limsup&?In&; = limsup €2 InE |exp _GEb) Liebe, (g0 | < _Ado) _ L (2.21)
-0 -0 &2 o 2 2

Pour I’autre terme on utilise les décompositions de ¢ et du pont brownien dans la base de Schauder de
I’espace des fonctions a-hdlderiennes sur [0, 1], et on obtient aprés calculs :

G(sh)

Al t3/2 a
&1 = ]E[exp (— ;2 )]].{gbeBa(qyO,r)}] < exp( (¢O)) [e p( e fo |b5|ds)], (2.22)

ol a :=sup{0 < u < 1: ¢o(u) = xu/ Vt}. Pour obtenir (2.8) a partir de (2.17), (2.21) et (2.22) il reste a
estimer I’espérance de I’expression précédente. On utilise le résultat suivant qui semble avoir un intérét en
S0i :

£—0 21/3’

a
lim 82/3InE[exp (—%f |bslds)} 2% vo<a< 1, (2.23)

ou & est le plus grand zéro négatif de la derivée de la fonction d’Airy Ai (a; = -1,01879297...). L’ar-
gument central de démonstration de (2.23) est I’utilisation de la formule de Kac (voir [7], p. 54 ; voir aussi
certains calculs de [13] et [15]) :

00 t 0 00
E fo e-ﬁtexp(— fo |Bs|ds)f(a>dt=®(0) f HOTO)dy +70) fo o) fy)dy,  (224)

ou @ et ¥ sont deux solutions de I’équation différentielle homogeéne —%w”(x) + (B + X)w(x) = O telles
que @ soit bornée en +co, ¥ soit bornée en —co et ®Y¥’ — 'Y = 2, et f est une fonction réelle bor-
née a support compact. On peut prouver que ®(x) = ¥(-X) = cAi (21/3(ﬁ + x)), pour X > 0, o0l c2 =
—213Ai(21/3B)Ai’ (21/38). La fonction Ai(-) apparait naturellement car c’est une solution bornée en +oo de
I’équation —w”’(X) + xw(x) = 0. Pour obtenir (2.23) on doit d’abord conditionner par {B; = X} (prendre
d’abord f = (1/26)1yx-sx+s dans (2.24) et ensuite faire 5§ — 0) et on déduit, apres calculs et inversion de la
transformée de Laplace,

oo o

ou aj est le n-ieme zéro de la derivée Ai’. Pour eliminer le conditionnement on doit intégrer sur R, par
rapport a x I’égalité (2.25) et on trouve la valeur d’une expression de type

1 4 X,a
E |exp ——f Ib%3|ds
€ Jo

ou b*@ est un pont brownien allant de 0 a x sur [0, a] (voir [5], p. 33-35) .

e M@ e (ot

n>1
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Revenons au cas d’une valeur quelconque de y €]0, 1[. La 3éme (et derniere) étape de la démonstration
est de nature analytique et repose sur I’étude des solutions de viscosité d’une équation de Hamilton-Jacobi
(voir aussi [2]) :

du du d%u

L H(t - -
ot THOXU 2%, 2%

ol H(t, x, u, p,g) est un hamiltonien réel défini sur U x 3, elliptique : si q < ¢ alors H(t, x,u, p,q) <
H(t, x, u, p, g'). Rappelons qu’une fonction u définie sur U, bornée, semi-continue supérieurement (respecti-
vement semi-continue inférieurement) est une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité pour

(2.26) si, pour toute fonction ¢ € C%(U; R) et pour (to, Xo) € U un point de maximum local (respectivement
minimum local) deu— ¢, 0ona:

)=0, surUcR;xR, (2.26)

d%u .
ﬁ(to, Xo) < 0 ( respectivement > 0).
Soulignons aussi que toute solution classique est une solution de viscosité.

L’idée est basée sur la remarque suivante (voir aussi [14], p. 127) : la fonction

L exp(—X—z)]E[exp (—lftV(B )ds)
N 2t 2Jo 0
est une solution classique de I’équation (du/dt) + Lu = 0sur ]0, T]x R*. Ici V est le potentiel de I’opérateur
de Schrodinger £ (2.11).
En utilisant la deuxiéme représentation (2.15) de la densité p?(t, X) on peut montrer que la fonction
Ue(t, X) := —s(e) In pe(t, X) est une solution de viscosité de I’équation de Hamilton-Jacobi sur le domaine
Q% = {(t,X) : (1 — )Y <t < T,e5(e)¥? < x < {(1 — )t} (voir Fig. 2.1) :

d¢ Ay
E(th XO) + H(to’ X0, u(th XO)’ &(tO’ XO)’

t,X) >

Bt:X]

4y

OUf OUE 62 & 2 el
a—lf[ + Hg(t, x, U7, (’)_li( a—;z) =0, avec H.(txupQ:= —%q + 827 P2+ X'p -y 1e). (2.27)
solution extrémale (1 —y)T}an

0y

\\\\\\ ,,,,, N & (g)"2
T

Fic. 2.1 — Domaine pour (2.27).

Une partie technique, qui généralise dans cette situation les idées de [2], est de faire ¢ tendre vers 0 dans
(2.27). On montre que u? converge vers la solution de viscosité (qui est en fait une solution classique) u°® de
I’équation sur Q := {(t,X) : 0 <t < T,0 < x < {(1 — )}y

AP Al
— —_— = = y
0 + Ho(x, (’)x) 0, avec Ho(x p)=xXp. (2.28)
Le développement (2.16) de la densité p(t, X) permet de déduire la condition aux limites :
w(t,0) = — lim s(e) In p°(t,0) = Ast. (2.29)

Mais I’'unique solution (classique) de (2.28)-(2.29) est uo(t, x) = A1(t—x¥7/(1-7)) et (2.10) est démontrée.
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2.5 Perspectives

Les perspectives ont pour point de départ quelques questions.

Une premiére question est : serait-il possible de traiter le cas d’une fonction b générale ? On constate
que, bien qu’on ait consideré un cas particulier, le probléme reste difficile. Il semble clair que ce cas général
ne peut pas étre abordé par les mémes méthodes. Néanmoins, le résultat de [1] est démontré sous I’hypothése
(2.3). Peut-on étre plus précis ?

Dans [5] les résultats de [4] ont été généralisés au cas ou la fonction réelle b satisfait (2.3) ainsi que
I’hypothese suivante :

il existe 0 <y < 1 etk > 0 telles que b’(X) ~ xy|X"~* au voisinage de I’origine. (2.30)

Autrement dit, la fonction b a un comportement au voisinage de I’origine qui ressemble beaucoup a celui de
la fonction x +— sgn(X)|x|”.

Par exemple, la deuxieéme étape de la démonstration décrite au paragraphe §2.4, basée sur les techniques
de grandes deviations, s’applique et on montre qu’il existe une fonction strictement positive k; telle que

lim EInpet,x) = —k(Ix), si x> K),

ot K~1(-) est la fonction réciproque de K(x) := fox %. De méme, par la troisiéme étape de la démonstration
on montre que

Iirrg) S(e) In p°(t, X) = 11(K(IX) —1), si  |x < K™(),

ED

ol A, est la premiére valeur propre positive de I’opérateur

1 d? Ky K2|X|2
=—=——+ +
2dx2  2Ixt 2
Une deuxiéme question naturelle est : la loi de la diffusion X¢ satisfait-elle un principe de grandes
déviations ? Une discussion informelle concernant ce probléeme a été faite dans [8].
La reponse compléte est donnée dans [5] (voir aussi [6]) et est basée sur I’étude fine de la densité de X .
On démontre un principe de grandes deviations pour {IP¢ : ¢ > 0} dans lequel la vitesse de convergence de
P4(T") dépend de la position du borelien T" de I’espace des trajectoires par rapport aux solutions extrémales
du systéme dynamique. D’une facon plus précise, on suppose, en plus de (2.3) et (2.30), que la fonction b
est bornée et strictement croissante. Alors la famille de lois {IP¢ : & > 0} satisfait un principe de grandes
déviations, de vitesse £ et de fonctionnelle d’action :

Ir(¢) = { J‘%O{?T 1¢(s) — b(¢(s))l?ds, si¢ e H?

, sinon,

ol H* est I’espace de Cameron-Martin. Evidemment, cette fonctionnelle s’annule sur I’ensemble des solu-
tions du systeme dynamique (2.2). Donc le principe de grandes déviations ne donne pas d’information sur le
comportement de IP4(I"), ou I est un borélien de I’espace des fonctions réelles continues sur [0, T] contenant
une solution ¢ de (2.2).

Dans [6] on utilise les résultats de [4] sur le comportement précis de la densité pé(t, x), pour (t, X) situé
entre les deux extrémales, pour décrire le comportement de la diffusion X¢ au voisinage d’une solution non
extrémale ¢ de (2.2), sous les mémes hypothéses que pour le principe de grandes déviations. Pour le cas
particulier b(x) = sgn(x)|x?, en utilisant (2.10) on montre que

lp(T) + 61" T) ’

lim s(e) In]P( sup IX{ = o(t)] < 5) = /11(
e—0 ] 1 -y

te[0, T
pour 0 <& < {(1 - YTIVEN — o(T)1.
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Troisiéme question : peut-on étudier la situation ou la fonction b dépend a la fois de t et de x (systéme
dynamique non-homogeéne) ?

Une quatriéme question intéressante, mais qui semble difficile, est I’étude du méme probléme en dimen-
sion supérieure. Remarquons que dans [1] on a étudié seulement le cas de la dimension 1, sans discuter le
cas de la dimension supérieure.

Enfin, une cinquiéme question : que peut-on dire lorsque le systeme dynamique est perturbé non par le
mouvement brownien, mais par le mouvement brownien fractionnaire ? On pourrait penser que les avancées
récentes (formules d’It6 et de Girsanov ...) du calcul stochastique par rapport a ce processus seraient des
outils de base pour aborder ce probléme.

L article [4] est cité par [11], [10] et [12].
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Chapitre 3

Formule d’1td et mouvement brownien
fractionnaire

3.1 Introduction

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : si X est une semimartingale et si f
est une fonction de classe C2, alors f(X) est une semimartingale et on peut écrire la formule d’It6.

Il est bien connu que le mouvement brownien fractionnaire {Bf : t > 0} d’indice de Hurst 0 < H < 1,
est une semimartingale si et seulement si H = % (voir [24], p. 97-98), situation dans laquelle il s’agit du
mouvement brownien standard.

Les questions naturelles sont alors : lorsque H # % est-il possible de construire des intégrales stochas-
tiques par rapport au mouvement brownien fractionnaire ? Peut-on écrire une formule de type 1t6 ?

Il n’est pas difficile de voir que, pour H > % le mouvement brownien fractionnaire est & variation
quadratique nulle (voir §3.2) donc I’intégrale de Young ([29]) peut étre utilisée. Dans la suite on va surtout
considérer le cas H < 3.

Les réponses données constituent quelques premiers pas vers un un calcul stochastique par rapport au
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H < % d’ou leur intérét :

e définition de I’intégrale symétrique (d’ordre m) par rapport au mouvement brownien fractionnaire ;

e étude fine de I’approximation trajectorielle de cette intégrale ;

e démonstration de la formule d’1t6 pour le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst quel-

conque.
L’étude est essentiellement basée sur une analyse gaussienne fine élémentaire, mais aussi sur des outils du
calcul stochastique classique.

Les résultats concernant ces questions ont fait I’objet de trois publications [14], [15] et [16]. Les articles
[15] et [16] font aussi partie de la thése [19].

3.2 Notations et résultats principaux

Le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H €]0, 1] est un processus gaussien centré, de
covariance

Ca(s 1) = B(BUEY) = 205 + I ~ s~ ), (59 € R?. @)

Ainsi, E[|Bf - BY?] = |t — g% et donc les trajectoires de B" sont holderiennes de paramétre strictement
inférieur a H.
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Il 'y a plusieurs approches pour construire des intégrales par rapport au mouvement brownien fraction-
naire(voir [14], p. 1773-1774, [16], p. 782 ou [9] pour des tours d’horizon des différentes approches).

Les travaux [14], [15] et [16] reposent sur une méthode de régularisation introduite par Russo et Vallois
[25] et généralisée comme suit. Pour X et Y deux processus reels continus on introduit :

: 1t -
[X, ..., X](t) := lim prob = f (Xsrs — Xs)™ds  la m-variation, (3.2)
~—— &—0 € Jo
mfois
{ 1 t
f Yod(MX; := lim prob f Ys(Xsre — Xs)™ds  la mrintégrale forward (3.3)
0 e 0

et

t : 1 (" Yepe + V. . -
f Yd*MX; = lim prob = %TH(XW — Xs)™ds la mintégrale symétrique (3.9)
0 &= €Jo

(les convergences sont en probabilité, les processus admettant des versions continues). Pour m = 1, ces
objets généralisent respectivement la variation quadratique, I’intégrale d’Itd et I’intégrale de Stratonovich,
par exemple, lorsque les processus X et Y sont des semimartingales et lorsque Y est adapté. Dans le cas
m = 1 on omettra I’indice mdans les notations et dans les dénominations.

Dans [26] est démontré le résultat suivant : I’intégrale forward fot f/(Xg)d™ Xs existe pour toute fonction

f € C?(R;R) si et seulement si X admet une 2-variation et dans ce cas la formule d’1td suivante a lieu :

F(X) = f(Xo) + fo tf’(Xs)d‘Xs+% fo tf”(XS)d[X,X]s, teR. (3.5)

C’est un calcul élémentaire pour voir que le mouvement brownien fractionnaire B admet une 2-variation
si et seulement si H > 1 (nulle si H > 3), donc (3.5) s’applique, pour toute fonction f € C2(R;R). Sous

les mémes hypothéses, H > % et f € C3(R;R), I'intégrale symétrique fot f’/(Xg)d° Xs existe et la formule
d’1td-Stratonovich a lieu :

f(B{*):f(Bg)+fotf'(B‘;)d°B§, teR (3.6)

(voir aussi [3] ou [21] pour une approche basée sur I’opérateur divergence lorsque H > % ; Voir aussi [12]).

En fait, si H < % il n"est pas possible de montrer directement I’existence de I’intégrale symétrique. On
peut voir que si H > % le mouvement brownien fractionnaire admet une 4-variation. Cette idée est la base
de la démonstration d’un 1er résultat :

siH > X etsi f e CAR;R) alors fot f/(BY) d°BY existe et (3.6) a lieu (3.7

(lorsque H > %1 ce résultat a été obtenu indépendamment dans [1] par des techniques de calcul de Malliavin ;
voir aussi [2] et [21]).

On est tenté de poser la question suivante : pour quelles valeurs de H la formule (3.6) reste vraie ? On
approche la réponse a cette question en deux temps. Dans un premier temps on montre que :

(3.6) n’a pas lieu pour H < . (3.8)
En effet, par un calcul simple on trouve :
t
. 1
(BY? = (B8 +3 [ (BEPaBl- S[B%BM B0, (<R

ou I’intégrale symétrique existe si et seulement si la 3-variation [BY, BY, B"] existe. Encore une fois, on peut
facilement voir que si H > % la 3-variation de B existe. En fait, on peut prouver que ([14], p. 1780) :

siH > £ alors la 3-variation [BY, B, B"] existe. (3.9
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Montrons que si H < % alors la 3-variation [BY, B®, Bf] n’existe pas. Supposons le contraire, & savoir que,

lorsque ¢ — 0, % fot(B}sﬂg — BY)3ds converge en probabilité vers une variable aléatoire £. On en déduit que,
lorsque & — 0,

t t
o [ (B, - BYds= 1/ V) [ (B, - BY/e) ds
€ Jo 0

converge en loi vers 0. Cela contredit le fait que la méme quantité converge en loi vers /C3xt g, avec g une
variable gaussienne standard et c3y # O une constante explicite. En effet, il s’agit d’un cas particulier du
2eme résultat central :

SiH < % et sim > 3 est un entier impair alors, lorsque € — 0,

(1/«/‘)[ (B, - BN/ ds: t>0) 0} % { VEmr Bt >0

(3.10)

Ici {3+ : t > 0} est un mouvement brownien standard et ¢z # O est une constante explicite. Dans un second
temps on prouve le 3éme résultat important ([16], p. 795) :

siH> % etsi f e C8(R;R) alors fot f/(BY) d° B existe et (3.6) a lieu (3.11)

(le méme résultat a été obtenu simultanément et indépendamment dans [9] en utilisant d’autres techniques
comme la dérivation fractionnaire et le calcul de Malliavin ; voir aussi [7] et [8]).

Pour franchir la barriere % on introduit une nouvelle classe d’intégrales. Pour un entier m > 1 et une
probabilité v sur [0, 1] on définit la v-intégrale d’ordre mde g(X) par rapport a un processus continu X :

t t 1
f g(Xs) d”"MXq := Iing) prob% f ds(Xsse — Xg)™ f v(da) g(Xs + a(Xsie — Xg)). (3.12)
0 e 0 0

Ces integrales ont été déja introduites dans [28] mais pour m = 1 et X une semimartingale. On retrouve,
pour Y = g(X), les mrintégrales forward et symétrique, (3.3) et (3.4), en prenant, respectivement v = g
et v = (1/2)(60 + 61). La mrvariation (3.2) de X s’obtient en prenant simplement g = 1. Quand v est une
probabilité symétrique (c’est-a-dire, invariante par I’application t — 1—t) cette intégrale est la géneéralisation
naturelle de la m-intégrale symétrique. Précisons que la &, ,-intégrale symétrique joue un rdle central (voir
la relation (3.27) au paragraphe suivant).

Avec ces outils on peut écrire un développement d’1td général (4€me résultat) :

1/2

si¢,n > 1 sont deux entiers, si v est symétrique telle que ses moments d’ordre (2j) valent1/(2j + 1),
j=1,...,€—1, si X admet une (2n)-variation et si f € C*"(R;R), alors

t n-1 t . .
f(X) = f(Xo) + f PXJd ! Xs+ > K f fRHD(X)dv2 A X, t € R,
0 : " Jo
=t

ou la somme sera nulle si ¢ > n—1 (k;  sont des constantes explicites).
(3.13)

L’eégalité s’entend au sens suivant : si toutes les intégrales sauf une existent, alors la derniere existe aussi.
Ce résultat repose sur un développement de Taylor et a un caractére plutdt “déterministe”. Son intérét réside
dans son application au mouvement brownien fractionnaire.

D’abord, on peut faire le tour de la question d’existence des v-intégrales par rapport au mouvement
brownien fractionnaire ([16], p. 793-794). Par exemple, pour fo g(BY) d»2"BY (n > 1 entier), il suffit de voir
que, lorsque € — 0,

t 1
% f ds(B,, - B f v(de) g(BY + a(BY, , — BY)) ~ £2W-1y5, f g(B)ds presque sirement,
0 0
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uniformément en t sur tout compact. Ici et ailleurs w2, note le moment d’ordre (2n) d’une variable gaussienne
standard g. Cet équivalent s’obtient pour f(x) = x2 & partir du 5éme résultat :

pour tout H, pour Y processus continu et pour f : R — R polynomiale

t BH _BH t
lim f st(%)ds:]E[f(g)] f Ysds, presque sdrement,
0 0

&—0
uniformément en t sur tout compact.
(3.14)

Notons aussi le résultat suivant d’existence ([16], p. 794) :

: 1. t : .
si(2n+ 1)H > > etsig e C(R; R) alors f o(BY) o221 BY existe et s’annule pour tous les entiers
0

¢ >n(n>1 entier).
(3.15)

Par exemple, si H > %, les intégrales fot g(Bf) d‘51/2’€B§ existent et s’annulent pour tout entier impair ¢ > 3. Si
on combine ce résultat au développement d’Itd (3.13) on trouve la premiére partie du 6éme résultat central :

siH > % etsi f e CO(R;R) alors fot f/(BE) d»1BY existe pour toute v symétrique et

t
f(B{*):f(B‘g)+j;f’(Bﬂ)dV’lBg, teR.

(3.16)
De plus, pour un entier r > 2,
: 1 t . I
si(2r+1)H> 5 etsif e C**2(R;R) alors f f/(BY) d*1BY existe pour toute v symétrique et
0
t
f(Bf) = f(Bh) + fo (B d*BL te R

pourvu que les moments d’ordre (2)), j=1,...,r=1,dev valent1/(2] + 1).

(3.17)

On peut trouver des exemples de probabilités v pour lesquelles (3.17) s’applique, leur forme étant liée a
la formule de Newton-Cotes. Ainsi, pour r > 2 on peut prendre ([16], p.795)

2r-2

1
. (2r —2)a -k
V= j:EO ajdj/r-2, OU aj= fo | | B — da. (3.18)

k#]

Par exemple, si r = 2 il suffit de choisir v = (1/6)(d0 + 46,,, + ¢1) (liée a la formule de Simpson) et la
formule d’1t6 (3.17) s’applique pour H > % et f € CO(R;R). Enfin, si H €]0,1[ est quelconque fixé,
on choisit I’entier r > (1 — 2H)/(4H), la mesure v et on applique (3.17) pour une fonction f suffisamment

réguliére (voir aussi [5], [9] et [11] pour d’autres approches du probléme de la construction d’une intégrale

par rapport au mouvement brownien fractionnaire et I’obtention de la formule d’1td, pour tous les indices de

Hurst H €]0, 1]).

3.3 Autres résultats

Ce paragraphe contient quelques résultats connexes au précédents obtenus dans [14], [15] et [16] concer-
nant la généralisation de la covariation, la décomposition d’une v-intégrale ainsi que des résultats d’approxi-
mation au premier et second ordre des m-intégrales.
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La m-variation est un cas particulier de la m-covariation d’un vecteur (X1,..., X™ de processus réels
continus :

t
XL .. X™M() = lim prob e f (XL, - xhy... (X2, - XMds. (3.19)
E— E 0

Nous analysons les conditions d’existence et les relations avec les mintégrales (3.3). Par exemple, pour un
entiern>1:

t t
Y, X, ..., X](t) = f Yd DX, — f Yed™@Xg, (3.20)
S——— 0 0

2n

ou la m-intégrale backward est définie par

t ) 1 t
f YodMX; = lim prob = f Yore(Xsre — Xs)Mds. (3.21)
0 & € Jo

t 1 t {
j; st"(m)xszz[ j; Y ™MX, + j; st—(m)xs]. (3.22)

Pour le mouvement brownien fractionnaire on peut montrer que ([14], p. 1785 et [16], p. 794), pour un
entier n > 1 et pour g € CY(R; R) :

Notons que :

fho(BYds si 2rH=1

BY), B, ..., B](t) = 2
o), B .o B = SIS % 2= (329
2n
et ([16], p. 794) sige C"Y(R; R) :
t t
[o(BY), BY,..., BH](t) = -2 f g(BY)d--Dpl = 2 f g(BY) d* @D siH > 2—1n (3.24)

2n

De plus, & partir de (3.24) on peut voir que si H > =, la (2n)-covariation [g(BY), BY, ..., BY] existe, pour
toute fonction g localement bornée.
Pourn=2etH= % nous déduisons de (3.23) que, pour toute fonction g localement bornée,

[g(BY), BY4, BY4, BY4](t) = -3 f a@(LLY (@)da (3.25)
R

ou Ltl/ 4(a) est le temps local en a du mouvement brownien fractionnaire BY/# ([14], p. 1786). L application
am- Ltl/“(a) est une fonction absolument continue (cette propriété est vraie lorsque H < %). (3.25) est une
généralisation de I’identité de Bouleau-Yor pour le temps local brownien :

[a(BY2). BY2](t) = - f o(@)L Y2 (da) (3.26)
R

Concernant les v-intégrales, nous avons déja signalé I’importance de la 6, ,-intégrale : si v est une pro-
babilité sur [0, 1] symétrique, si g € CK(R; R) et si X admet une (2n)-variation (k + m > 2n), alors

2]
0

| A= Y

0 t '
2 f g@(Xy) dPr2™AX + R, teR, (3.27)
(2i)! Jo
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ol v? = fol ((1/2) - @)l v(da) et R = (~1)K(2/k!) f(;g(k)(xu)d[x,...,X]s, sik+m=2netR = 0si
k+ m> n ([16], p. 789). Par exemple, si X admet une 6-variation (c’est le le cas du mouvement brownien
fractionnaire avec H > %) etsige CHR;R) alors :

t t t
[ oEyaost = [ oehe8l+ g [ g aneel
t t
et f g(BHd°® B! = f g(BY)d’v2°BY.  (3.28)
0 0

Enfin, nous allons répondre a deux autres questions naturelles. Est-il possible d’avoir convergence
presque sdre dans (3.3) et (3.4) ? Pour le cas du mouvement brownien fractionnaire on a déja énoncé (3.14)
qui meéne a la réponse de cette question pour f(x) = x" (voir aussi [17]). Si f(x) = x*™* la limite en (3.14)
est nulle. Est-il possible de changer de normalisation pour obtenir une limite non nulle ? On a déja énoncé
(3.10) comme réponse a cette question pour le mouvement brownien fractionnaire avec H < % (voir [27]
pour H > %). Soulignons qu’un autre intérét des résultats (3.14) et (3.10) est que les convergences obtenues
sont en tant que processus.

Comme applications de (3.14) nous montrons que les intégrales forward et symétrique suivantes peuvent
étre définies trajectoire par trajectoire ([15], p. 5) :

SiH > % etg e CY(R; R) alors fot g(Bf)d~ B existe presque sdrement (3.29)

et
SiH> % etg e C3(R; R) alors fot g(BE)d° B existe presque sdirement. (3.30)

Dans [30] on introduit une intégration trajectorielle par rapport au mouvement brownien fractionnaire
des processus ayant régularité y-holderienne, avec y > 1 — H. De plus, quand I’intégrant est g(BY), les
hypothéses forcent H > % (voir [30], p. 354). Ainsi (3.29)-(3.30) constituent une amélioration des résultats
dans [30].

Par ailleurs, un lien entre I’intégrale symétrique et I’intégrale de type Skorokhod peut étre établi (voir

(1)
| (BB = | (BB + B | (B s (3:31)
0 0 0

Le deuxiéme terme dans le membre de droite de cette égalité est la limite presque sire, quand £ — 0, de

1 t
72 || 9(BIICk(s. (s+) A1)~ Cals (s e) v O)lds

Ainsi, par (3.30) et (3.31) on voit que I’intégrale de type Skorokhod peut étre définie trajectoire par trajec-
toire pour H > 3.

Enfin, remarquons qu’on peut prouver des résultats semblables pour des martingales (autrement dit,
pour des processus qui ne sont pas nécessairement gaussiens). On note {F; : t > 0} la filtration canonique
du mouvement brownien standard B = BY2. Soit la martingale Z; = Zy + [, 0(Bs)dBs, o € C*(R; R). On a

([15], p. 4) :
pour un processus continu Y et pour f . R — R polynomiale
T Zore —Z t _
lim f Ys f(EE_—"S)ds = f Y [f(a o(Bs))|Fs]ds  presque sirement,
-0 0 \/E 0

uniformément ent sur tout compact,
(3.32)

24



et ([15], p. 6)

sim > 3 est un entier impair alors, lorsque ¢ — 0,

t . t
{(1/Vz) fo (Zsie — Z3)/ VE)™ds 1 t > 0}~ { fo c(BP)Md(k1 P + kD) 1 t > 0).
(3.33)

Ici on a noté par g une variable aléatoire gaussienne standard, par {([351), 52)) : t > 0} un mouvement
brownien bidimensionnel standard et par k1, ko deux constantes. Ces résultats (voir aussi [4] et [6]) sont
de méme type que (3.14), respectivement (3.10) et, une fois de plus, il s’agit de convergences en tant que
processus. Comme précédemment en (3.29), on peut déduire que ([15], p. 5) :

t
sig e CY(R;R) alors I'intégrale d’It6 f 0(Zs)dZs existe presque sdrement. (3.34)
0

3.4 Quelques idées de démonstration

Donnons les idées des démonstrations des principaux résultats 1-6 décrits au paragraphe §3.2. Pour
obtenir (3.7) on écrit, en utilisant le développement de Taylor :

t+e tf B f’ BH
%ft f(B)ds——f f(B¥)ds = f ( ); B) g1 _ giyas

1 f FO(BH) + FO(BE,,)
12¢ 2

1
(B, - BE)ds + f J(BE, B, )(B,, - BY)?ds. (3.35)

ot J(a b) = (1/24) f01(4/l3 - 622+ 1)(f¥a+ (1 - )b) — @ (@)dA. Si on peut passer a la limite dans
(3.35), alors on trouve

t
f(B) = f(BY) + f f/(BY)d° Bt - o f fOBHI OB, teR, (3.36)
0

ce qui donne (3.6) dés qu’on montre que la 3-intégrale symétrique est nulle. Le membre de gauche de (3.35)
converge, lorsque £ — 0, vers f(B{) — f(Bp). Le troisiéme terme du membre de droite de (3.35) converge
vers zéro en utilisant I’existence de la 4-variation de BY, ainsi que le fait que SUP [0, JBE B, -0
en probabilité, quand £ — 0. Pour terminer la démonstration de (3.7) on doit montrer que la 3-intégrale
symétrique existe et s’annule. Nous montrons que si %1 <H< % les 3-intégrales forward (3.3) et backward
(3.21) existent et s’annulent. Si H = %1 les 3-intégrales forward et backward ne s’annulent pas en général,

mais . . .
i 3 (",
| a@he et =~ [ oeha OBt - - [ gehas

La derniére égalité a lieu pour g € C1(R; R). Dans tous les cas (3.22) donne la conclusion.

La démonstration de I’existence et des propriétés des 3-intégrales forward et backward (moments, ré-
gularité des trajectoires, valeurs) est technique, mais élémentaire ([14], §5). Elle repose sur le caractére
gaussien du mouvement brownien fractionnaire, ainsi que sur sa propriété d’autosimilarité d’indice H : pour
tout ¢ > 0, le processus {Bf : t > 0} a la méme loi que le processus {c"B{ : t > 0}. L’idée centrale est de
montrer que la famille de variables aléatoires {(1/¢) fotg(Bg)(B‘;g — BY)3ds : & > 0} est de Cauchy dans
L2(€2). Quelques calculs formels compliqués ont été effectués avec des procédures Maple ([14]).
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Le méme type d’argument s’applique pour obtenir (3.11). Ainsi, pour H > %3, on déduit le développement
suivant :

t+e tf B f’ BH
%ft f(B)ds——f f(B)ds = fo ( ); Bs) g _Biyds

1 B + BY,, 1 [t B+ BY,,
_Efo f(3)(TS+)(B . — BY)3ds— 4808ff(5)( > S“L)(Bm B)Sds

1 (.
« 2 [ 3Bl e, - B @3)

ou J € C(RZ R) satisfait J(a,a) = O (en écrivant un developpement de Taylor a I’ordre 6). Si on admet
(3.15), pour H > 2, les intégrales f 3 (BY)d’v23BH et fo O (BY)d’v2°BY existent et s’annulent. Quand
& — 0, on trouve, par (3.37) :

t t
f(Bt)—f(B)+ff(BH)d°BH 2]0 f(3)(B§)d‘51/2’?’B’§—%f £ (BY)d’v2°BY
= f(B)+f f/(BHd°BY, teR. (3.38)
Notons que, pour H > %, un développement de Taylor a I’ordre 6 du méme type que (3.35) conduit, &
t 1 t 1 t
f(B) = f(BE) + f /(Bhd° B - — f fO BBl + — f fOBHIOBE teR, (3.39)
0 12 Jo 120 Jo

et, par (3.38), on déduit que la somme des deux derniers termes est nulle. En fait les deux derniers termes
au membre de droite de (3.39) sont nuls par (3.28) et (3.15).

Pour obtenir (3.13) on pousse le développement de Taylor a I’ordre 2n, sous I’hypothése de régularité
de f. Cette démonstration ([16], §5) constitue une amélioration de la démonstration donnée auparavant dans
[14], §5.

Comme précédemment, Ia démonstration de (3. 15) c’est- a dire de I’existence et de I’annulation des
d,,-intégrales symeétriques fo g(BY) 2™ B, pour 2m <H< = et m > 3 un entier impair, repose sur une
analyse de la structure de la fonction covariance Cy du mouvement brownien fractionnaire ([16], §5). Cette
analyse gaussienne est différente et plus fine que celle utilisée dans la démonstration ([14], §5) de (3.7).
Le pas fondamental est la démonstration de la convergence vers zéro dans L?(Q) de la famille de variables
aléatoires {(1/¢) fo g((BL, . + BY/2)(BY,, - BY)™Mds: & > 0.

Nous allons donner Ies idées de démonstration de (3.10) et (3.14) (mais aussi de (3.33) et (3.32)). Pour
I’approximation au premier ordre, (3.14) et (3.32), on commence par démontrer la convergence dans L2(Q).
Ensuite on utilise un argument de type Borel-Cantelli, ainsi que la régularité Holder des trajectoires étudiées.
En fait, avec cette démarche on démontre le critére général suivant ([15], p. 7) :

pour f polynomiale et pour {W; : t = 0} un processus a trajectoires y-hélderiennes soit
W(f)(t) = f f(——— Wote )ds s’il existe {V; : t > 0} processus continu & variation bornée
tel que, ||W(f)(t) thle(Q) = 0(g%), e —» 0, a > 0 alors, pour tout processus {Y; : t > 0}
continu, ll_r% j(; t stwg)(s) = fo t Y<dVs, presque sdirement, uniformément ent sur tout compact.
(3.40)
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L’application de ce critére est technique : pour le cas du mouvement brownien fractionnaire on se sert de
son caractére gaussien, tandis que pour le cas des martingales on utilise le calcul stochastique.

Passons a la démonstration de I’approximation au second ordre (3.10). Par I’autosimilarité du mouve-
ment brownien fractionnaire il suffit d’étudier la convergence en loi du processus M, (t) = T~%/2 tT(B
BI)™Mds, lorsque T — oo.

Illustrons la démarche pour le mouvement brownien B = B2, Par des applications successives de la
formule d’1td (classique) et de la version stochastique du théoréme de Fubini (voir [23], p. 175) on écrit
M, (t) comme fOtT R, (s)dBs plus un reste qui tend vers zéro dans L2(2). On commence par vérifier que

limy_e fOtT R.(9)?ds = cstt, d’ou, par le théoreme de Dubins-Schwarz, on déduit que M, (-) — +cstp.,
quand T — oo, au sens de la convergence en loi des marginales de rang fini. On termine en validant un
critere de tension.

Lorsqu’on passe au cas du mouvement brownien fractionnaire d’indice 0 < H < % des nouvelles diffi-
cultés techniques apparalssent On utilise la représentation du mouvement brownien fractionnaire de type
moyenne mobile BY = fo Ku(s t)dBs et le calcul stochastique d’Ito classique, pour mettre en place le pro-
gramme décrit ci-dessus. On souligne que le noyau Ky(s, t) est essentiellement de la forme (s—t)#(1/2 (voir
[2], p. 122), donc singulier pour s = 0 ainsi que pour s = t, d’ou les difficultés techniques.

Enfin, pour démontrer (3.33) on suit une démarche semblable. On utilise, en plus des résultats clas-
siques de calcul stochastique (entre autres, la version asymptotique du théoréme de Knight, [23], p. 524), un
théoréme de convergence en loi pour des intégrales stochastiques obtenu dans [18], p. 125.

3.5 Perspectives

Une fois de plus les perspectives sont basées sur des questions.

Une premiére question naturelle générale est : peut-on appliquer le calcul stochastique développé jusque-
Ia pour étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement brownien fraction-
naire ? Une réponse a cette question est donnée dans [19] (voir aussi [20]) : aprés avoir étendu la notion
d’intégrale de Newton-Cotes et la formule d’Itd & des processus de la forme (BY, V4), ot {V; : t > 0} est
une processus a variation bornée, on étudie la notion de solution de I’équation différentielle stochastique
dX; = o(X)dB} + b(X;)dt. L’existence et unicité d’une telle solution est démontrée et des schémas d’ap-
proximation numérique de la solution sont donnés.

\oici encore quelques questions issues de ces travaux :

e Est-il possible d’appliquer les mémes méthodes pour un processus gaussien général ? La réponse est
sans doute positive. 1l s’agit en fait de décrire des conditions qui doivent étre satisfaites par la fonction
de covariance d’un tel processus. Soulignons, néanmoins que, dans le cadre du mouvement brownien
fractionnaire plusieurs des résultats précédents expriment des conditions nécessaires et suffisantes en
termes de I’indice de Hurst (qui caractérise la régularité des trajectoires). Ce fait remarquable semble
hors d’atteinte pour un processus gaussien général.

e On avu dans (3.9) que la 3-variation [B¥, B®, B] existe si H > k5 L et elle n’existe pas si H < # Que se
passe-t-il pour H = 1 ? Par (3.10) on sait seulement que (1/¢) [(BYS — BY®)3ds converge en loi vers
une variable aleatmre gaussienne.

e Par (3.11) on sait que I’intégrale symetrlque fo g(BE)d° B! existe pour H > 6 et par (3 29) on sait
qu’elle existe presque sirement pour H > A t-on existence presque sdire pour H €] & 5 3

e Que peut-on dire de I’existence de la Iim|te en loi de

B BY t
[ fg( See) +0( )(BSH;—BI;)dS_f g(Bg)df’Bg] quand £ — 0 ?
Ve le 0
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e Peut-on démontrer un résultat de type Bouleau-Yor pour le mouvement brownien fractionnaire d’in-
diceH = 2—1n ? La réponse a cette question est sirement positive et la démonstration devrait reposer sur
les relations (3.23)-(3.24) pour la (2n)-covariation [g(BY), B, ..., BY].

e Est-il possible de prouver un résultat de type formule d’It6-Tanaka avec les mémes outils ?

e Peut-on traiter le cas du mouvement brownien fractionnaire de dimension supérieure a 1 par la méme
approche ?

L’article [16] (qui est le prolongement naturel de [14] mais qui repose aussi sur [15]) est cité par plusieurs

auteurs (on a deja souligné [7] et [9], mais aussi [22]). [14] est cité par [9],[10] et [13].
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Chapitre4

Convolution stochastique en dimension
Infinie

4.1 Introduction

On considére I’équation de la chaleur stochastique linéaire avec un bruit blanc espace-temps additif

(0X/01)(t, X) = (8%X/dX3)(t, X) + (8°W/axdt)(t, x), sur 10, T[x]O, 1[
Xo =0, sur [0, 1] 4.2)
X:(0) = Xi(1) =0, sur [0, T],
ou dans sa forme d’évolution sur I’espace de Hilbert H = L2([0, 1]; R), avec des conditions Dirichlet au
bord
dX; = AX;dt + dW;, t€]0,T], Xo=0. 4.2)

Ici A = 9%/0x? est I’opérateur de Laplace sur [0, 1] avec des conditions Dirichlet au bord. Le processus
{X; : t > 0}, & valeurs dans H, est la solution mild de (4.2) ou la convolution stochastique du mouvement
brownien cylindrique {W; : t > 0} avec le semigroupe associé a I’opérateur A :

{
X; = f e=9%dws, te[0,T]. (4.3)
0

Le but de cette étude est d’obtenir des formules de type 1t6 et Tanaka lorsqu’on veut décrire I’évolution
de t = F(X;) pour des classes assez larges de fonctionnelles F. Il s’agit d’un premier pas dans une direction
assez peu explorée de la théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques. Cette étude est inspirée
des développements récents du calcul stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire de
dimension 1. L’intérét de ce travail est que ces idées sont adaptés au cadre de la dimension infinie.

Les résultats sont contenus dans la publication [7].

4.2 Cadre et résultats

Soit {en : n > 1} la base orthonormée trigonométrique de I’espace H, en(X) = V2sin(nrx), x € [0, 1],
n > 1 et notons que la décomposition spectrale de I’opérateur est Ae, = —Anen, OU les valeurs propres sont
An = ()2, n> 1.

Le mouvement brownien cylindrique est, par définition, la série W = >},,.1 Wi, ou {W" : n > 1} est
une suite de mouvements browniens linéaires standards. Bien que W; ¢ H, la famille de variables aléatoires
gaussiennes (WY = 3 .1¢en. y)1 1 y € H}, est bien définie et satisfait E]WY W] = (t A s)(y, Z)n.
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On rappelle que I’intégrale dans (4.3) est bien définie car il suffit ([6], p. 119) de remarquer que la
norme Hilbert-Schmidt [|e$|lus = cst.s™2, lorsque s — 0. Le processus solution X vit dans H et admet la
décomposition suivante dans la base {e, : n> 1} :

t
xt=2xt”en, ou X := j; ent=9dwWl, n>1, te[0,T], (4.9)
n>1

ou {X" : n > 1} est une suite de processus d’Ornstein-Uhlenbeck indépendants. En effet le processus X

existe a valeurs dans H car
t
1
271 _ —2An(t—9)
B(IX3] = § fo e ds< § <

n>1 n>1

Décrivons quelques propriétés simples mais importantes de la solution X. D’une part X est un pro-
cessus de Markov, mais aussi un processus gaussien centré, avec I’opérateur de covariance donné par
E [(Xs, Y)H{Xt, Z)H] = (Cx(S 1)y, )y et explicite. Précisément, dans la méme base orthonormée :

Cx(S Dnn = (1/22,)e "W sinh(An(sA L)), ste[0,T]. (4.5)

D’autre part, X est une limite d’une suite de semimartingales Xt(N) = Y 1<nen X{'€n, Mais X n’est pas une
semimartingale. Par exemple, en utilisant (4.4) on peut montrer qu’il existe deux constantes positives C; < Cp
telles que

cilt - §Y2 <B[IX - X7y | < colt - 972, vt s€ [0, T, (4.6)

Ainsi la trajectoire t — X; est holderienne de tout indice plus petit que %1.

Pour obtenir une formule de type 1t6 on a plusieurs possibles stratégies, basées sur les propriétés du
processus X.

Une approche de type markovien serait basée sur la décomposition de type Fukushima F(X;) = M¢+ N,
ou M est une martingale locale et N est un processus a variation quadratique nulle (ou d’énergie zéro). Mis
a part I’existence de cette décomposition, on ne connait pas bien les propriétés des processus M et N.

Une approche de type semimartingale serait la suivante : on peut écrire, pour une fonction Fy : RN — R
de classe C?:

t 1 t ,
PV = P+ Y [ anFuo@ad s 5 [T s e

1<n<N

Ici I’intégrale stochastique est au sens d’Itd. En faisant N — oo, on peut déduire une formule de type It6
pour des fonctionnelles F = limy_, Fn telles que Tr(F’) soit bornée. Toutefois, lorsqu’on veut obtenir une
formule de type Tanaka, les fonctionnelles typiques auxquelles on aurait besoin d’appliquer la formule d’1t6
sont F : H — R de la forme :

F(0) = fo ' f(L()e(dx, feC3R;R), el (0.1[R), (e H. (4.7)

Cette fonctionnelle, bien que de classe C? ayant les deux premiéres dérivées bornées, a une dérivée seconde
qui n’est pas a trace.

Nous avons utilisé le caractere gaussien du processus X. Gréce a I’effet régularisant du semigroupe
associé a A, Tr(e®) ~ cst.sV/2, quand s — 0, la formule de type 1td qu’il est possible de démontrer est
valide pour une classe plus large de fonctionnelles :

pour toute F : H — R de classe C? ayant les deux premiéres dérivées bornées,

F(X) = F(0) + fo t(F’(XS),6Xs>+% fo tTr(eZSAF”(XS))ds,te [0,T].
(4.8)
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Ici fot (F’(Xs), 6Xs) est une intégrale de type Skorokhod par rapport au processus gaussien X qui sera définie
au paragraphe suivant (voir (4.14)).
Le deuxiéme résultat central est une formule de type Tanaka pour le processus X. La fonctionnelle

typique que nous considerons est F, : H — R definie par F,(¢) = fol [E(X)|e(X)dx, ou ¢ € Cc(]0,1[; R),
¢ € H. On peut voir que, pour ¢, € H, [F(O](0) = fol sgn(£(xX))e(X)€(X)dx et on démontre que

t t 1
F0x) = [ (F0Q.0%0+ 5 [ [ doxe(9) Gastx 0 e(9eixels @9)

Ici {Ge(xy) :t > 0,xy € [0,1]} est le noyau de la chaleur de type Dirichlet sur [0, 1]

G0 = s D, (000 (Y == 202/(40) — exp (~ty + x= 202/ 4).

et 9p(Xs(X)) est une distribution au sens de Watanabe sur I’espace de Wiener associé a W. Ainsi le deuxiéme
terme joue le role d’un temps local associé a X et il sera noté Ly (X).

Enfin, signalons que simultanément et indépendamment de notre travail, L. Zambotti [14] a étudié le
méme probléme et a obtenu d’autres formules de type It6 et Tanaka, en utilisant une régularisation du noyau
e par le facteur e et un passage a la limite. Son approche est basée sur le formalisme de Walsh [12].

4.3 ldées de démonstration

D’abord il faut donner un sens a I’intégrale stochastique dans (4.8). Commengons par une explication
heuristique dans laquelle les calculs sont formels : I’équation (4.2) s’écrit : dX; = dW; + (fo Ae(t‘S)AdWS) dt,
d’ou, “par Fubini”, pour une fonction convenable h,

T T T T
— (t—-5)A
fo (h(t), dX;) j; (h(t), dWk) + j; <dWS, j; Aé h(t)dt>.

Notons que dans le deuxieme terme I’intégrale stochastique est anticipante. De plus, la norme de I’opérateur
||A(—:~(t‘5)A||OIO ~ cst.(t — 971, quand t — s, donc pour compenser cette divergence on devrait remplacer dans
cette intégrale h(t) par h(t) — h(s).

Décrivons maintenant les arguments rigoureux de la définition de I’intégrale par rapport a X.

On note Hy := L2([0, T]; H) I’espace auto-reproduisant associé a la famille gaussienne {W(h) : h €
Hw}, ot W(h) = Y1 fOT<h(t),en>HdV\/t”, h € Hyy. C’est une méthode classique, basée sur le calcul de
Malliavin pour définir I’intégration de Skorokhod des variables aléatoires a valeurs dans 74y par rapport a
W (voir par exemple [9] ou [8]). On notera par DW et 6" les opérateurs de dérivation de Malliavin et de
divergence, respectivement :

E[FsV(U)] = E(DYF, uygq, ], F € DGA(Hw), u e LOQ; Hu). (4.10)
On introduit les opérateurs linéaires G : Hy — Hw et G* : C4([0, T]; H) — Hyy définis par :
t
Gh(t) := f e=9n(g9)ds, he Hw, t€[0,T] (4.11)
0

et
G*h(t) := &T92n(t) + f ! A YA (h(s) — h(t))ds, he C5([0,T]; H), te[0,T], (4.12)
t
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ol C#([0, T]; H) est I’ensemble des fonctions e-hdlderiennes. On peut vérifier la propriété de dualité :
t t
f(G*h(s), k(s)ynds = f(h(s),Gk(dS))H, h,k e C*([0,T]; H), t e [0, T]. (4.13)
0 0

L’idée de la définition de I’intégrale par rapport & X est la suivante : formellement X = GW donc il suffit
de poser, au moins pour des fonctions h € C#([0, T]; H), 6%(h) = 6" (G*h).

On peut rendre rigoureuse cette idée (voir [1] pour le cas du mouvement brownien fractionnaire li-
néaire). On pose Hy = (G*)~L(Hw) I’espace auto-reproduisant associé a la famille gaussienne {X(h) :
h € Hx}. Son produit scalaire est donné par (Ljo.qY, Ljog2)#y = (Cx(St)y,Z)n. Si{u : t € [0, T]} est un
processus stochastique a valeurs dans H, alors I’intégrale stochastique de Skorokhod par rapport a X est

T T
f (Us, 6Xs) = 6%(U) := 6V(G*u) = f (G*Us, oWe)yy, VU € DYA(Hy). (4.14)
0 0

Ici DL?(Hx) := {u processus : ]EfoT IG*ul?dt < oo et ]EfoT dr fOT dt||G* D2, < oo}

Décrivons maintenant les idées de la démonstration de la formule d’It6 (4.8). Sans perte de généralité
on peut supposer que F(0) = 0. La veérification du fait que F(X) € I@)i’z(ﬂx) est un calcul technique basé
sur (4.10). Donc I’intégrale stochastique de F’(X) par rapport a X est bien définie.

Soit M I’ensemble des intégrales stochastiques multiples par rapport a W. C’est un ensemble dense dans
L2(Q; R) engendré par les variables aléatoires {Yp, : m> 0} : Yo = 1, Y = 6W(h®™), m> 1, h € Hyy. Pour
obtenir (4.8) il suffit de vérifier que, pour tout me N

t 1 t
E[YmF(X)] = ]E[me(; (F'(Xs), 6Xs)] + EE[Ymﬁ Tr(e®2F”(Xs))ds]. (4.15)

Bien que trop réducteur, le cas m = 0 illustre bien I’idée de démonstration de (4.15), le cas m > 1 impliquant
plutdt des calculs techniques basés essentiellement sur (4.10) ([7], p. 12-16). On pose ¢(t,y) = E[F(e?y +
X¢)], avecy € H. Alors 6§y¢(t, y) = AE[F” (e2y + X;)]. L’équation de Kolmogorov (voir par exemple [6],
p. 257) est :

1
Ohp = STHD5y) + (AY, Dyp)m. (4.16)
Pour y = 0 dans (4.16) on trouve :

t t t
EIFO)] = ¢(t.0) = [ dsp(s 0)ds=5 [ T e(s s =5 [ EITME@F (xads (@17

(Pintégrale stochastique (4.14) étant d’espérance nulle) qui est (4.15) pour m = 0.

Soulignons que I’idée de base est I’intégration par partie gaussienne. En effet, la variable aléatoire Xg,
gaussienne centrée de variance (1—e %) /(2.,) satisfait E[X2g'(XD)] = (1—-e 2"%)/(21,)E[g” (XD)]. Alors,
pour toute fonction g : R — R réguliére, telle que g(0) = 0,

t t t
Elg0)] = ~n [ EIXg(Dlds+ 5 [ Bl 0lds = ; [ &2 Blg (xDlds

égalité qui peut donner I’intuition du dernier membre de (4.17).

Enfin, on va donner les idées de démonstration de (4.9) : on doit régulariser la fonction valeur absolue
pour pouvoir appliquer la formule d’1t6 (4.8) et ensuite on doit passer a la limite. Soit ¢ € C¢(]0, 1[; R) fixée
et on va noter o, = | - | * p,, avec ps(X) = (2re) L/2eX*/(29) a densité gaussienne de variance & > 0. On

pose F.(€) = [ oo(£(x))e(X)dx, € € H. Alors, par (4.8),
t , 1 t .
R0 = [ (FL.0x9+ 5 [ 22ds (4.18)
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ou
Z8 = T FL/ (X)) = f " 7/ (Xe()Gas(x X0 () (4.19)
0

(comparable a (4.9)).
En utilisant la décomposition etn chaos de Wiener et la formule de Stroock (voir [7], p. 21-25), on
démontre que la variable aléatoire fo Z&ds converge, lorsque & — 0, a la fois dans L2(Q; R) et dans I’espace

de Sobolev Dy, %, le dual de Dy (voir [11], p. 259). Lors de cette démonstration nous utilisons d’une
maniére essentielle les inégalités classiques suivantes : pour tout > 0, il existe deux constantes positives
C1 < Cp telles que

t 1-n
ct 2 <Gxy) <ot et citt?< f f Gs(x, y)2dsdy < cotY/?,
0 Jn

la premiere pour tous x,y € [, 1 —n] et la deuxieme, uniformément pour (t, x) € [0, T] x [, 1 — 5] (voir [2],
p. 268). On identifie ensuite sa limite LY (X), qui est le deuxiéme terme au membre de droite de (4.9).

Comme lim._o F.(Xt) = Fg(Xt) dans L2(Q; R), on déduit que fJ(F;(xs),axg converge et il reste &
calculer la limite. On pose V&(t) = F.(X;) = o.(Xt)¢ € H et V(t) = sgn(X¢)¢ € H. On voit que pour trouver
la limite, il suffit de montrer que

lim G*V? = G*V dans L%([0, T] x Q; H).

Cette convergence est obtenue en adaptant les arguments utilisés dans [3] pour le mouvement brownien
fractionnaire de dimension 1.

4.4 Perspectives

L’objet des travaux en cours est de formuler et de prouver des résultats similaires (formules de type 1td
ou Tanaka) pour la solution issue de O de I’équation de la chaleur stochastique générale, par exemple :

dY; = AY, dt + o(Y)dW, ou méme dZ; = (AZ; + b(Z))dt + o(Z)dW,  t €]0, T]. (4.20)

On pourrait se demander que donne la méme étude si on remplace A par un opérateur plus général A?

Une autre direction serait I’étude de I’existence et de I’identification des mesures stationnaires pour des
équations aux dérivées partielles stochastiques.

Ainsi, une premiére question est la suivante : il est connu que la mesure invariante de la solution X de
(4.2) est la loi du pont brownien standard. Nualart et Pardoux [10] ont consideré une version de (4.2) avec
une condition de réflection au point 0 et dans [13] on a prouvé que la mesure invariante de la solution de
cette I’équation a pour mesure invariante la loi du pont de Bessel de dimension 3. Une question naturelle
serait de voir si Ui(x) = (XH(X)? + XZ(x)? + X3(x)?)V/2 satisfait I’équation de Nualart-Pardoux, lorsque X',
i =1,2,3 sont trois copies indépendantes du processus X solution de (4.2).

Dans la méme direction, une autre question serait de voir si, pour des équations aux dérivées partielles
stochastiques non-linéaires, comme I’équation de Burgers stochastique ([4]) ou I’équation des milieux po-
reux stochastique ([5]), une formule de type 1t6 pourrait simplifier I’étude de I’existence et de I’identification
des mesures stationnaires (cet étude étant généralement basé sur I’équation de Kolmogorov).
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Chapitre5

Mouvement brownien réfléchi dans le
disque unité

Il s’agit d’étudier la diffusion de la chaleur dans un domaine D ol I’on a placé un obstacle d. Supposons
que la frontiere du domaine est absorbante tandis que celle de I’obstacle est réfléchissante. Un probleme
classique d’optimisation (qui nous a été aussi inspiré par le travail [7]) est le suivant : ou faut-il placer une
source de chaleur dans D pour que la quantité de chaleur soit maximale ?

On considere la cas ou D et d sont deux disques (voir Fig. 5.1) de frontiéres oD = y, et dd = v,.

Supposons que D est le disque unité centré a I’origine et que d est un petit disque centré sur I’axe des
abscisses en un point ¢ €] — 1, 1], de rayon Ry €]0, 1 — |co|[. Le domaine situé entre les deux cercles sera
noté :

Q:={zeC:|3d <1, |z-cyl > Ry}.

Si une source est placée au point z € Q alors la quantité de chaleur est :

Q@ = fg; dw f; N u(t, z w)dt = cst.IE,(7). (5.1)

Ici u(-, z -) est I’unique solution du probléme suivant :

(Qu/ot)(t,zw) = (1/2)Au(t,zw), pour (t,w) e Ri xQ
u(0,z w) = dz(w), pour w € Q

(Gu/an)(t,zw) =0, pour (t,w) € R% Xy,
ut,zw) =0, pour (t,w) € R} X y,,

(5.2)

Nous avons noté dans (5.1) par 7 le temps de sejour dans Q du processus {X; : t > 0} :

t t
Xt = Bi— K¢, avec Kg=0, K; := f n(Xg)dK]s, |Kl; := f ]l{XSeyO}d|K|s-
0 0

Ici n est la normale a vy, extérieure par rapport a Q et {K; : t > 0} est un processus continu, localement a
variation bornée (voir aussi [5], p. 512). En fait le processus {X; : t > 0} n’est rien d’autre que le mouvement
brownien plan {B; : t > 0} issu de z réfléchi sur y, et absorbé sur y,. La deuxieme égalite de (5.1), est une
simple conséquence du calcul stochastique appliqué au processus réfléchi X ([2], p. 23). Le probléeme est
donc de maximiser IE,(t) pour z € Q.

De point de vue de la théorie du potentiel, Q est, a une constante multiplicative prés, I’intégrale sur Q
de la fonction de Green G associée au probléme (5.2) :

AGE®)(z W) = 5,(w), pour we Q
(G /an)(zw) =0, pour we vy, (5.3)
Gz w) =0, pour w e y,.
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Y1
Fic. 5.1 — Mouvement brownien réfléchi sur y, et absorbé sur vy,.

Précisement, on obtient par (5.1),
Ey(r) = -2 f GO (z wydw. (5.4)
Q

Lorsque Q est la couronne centrée en zéro et pour le cas d’un probléme aux limites de type Dirichlet
(les deux frontiéres absorbantes), le calcul de la fonction de Green remonte a [8] (voir aussi [6], p. 6.41).
Le calcul de la fonction de Green pour le probléme aux limites de type Neumann (les deux frontiéres
réfléchissantes) est traité dans [4]. Dans la publication [2], travail qui fait aussi partie de la thése [1], on a
étudié le cas du probléme aux limites de type mixte, pour lequel il semblait ne pas y avoir de référence.

Il est bien connu que s’il n’y a pas d’obstacle (Ry = 0), E (1) = (1/2)(1 — |2?) et son maximum est
atteinten z= 0.

Lorsque I’obstacle est bien placé, a savoir si les deux cercles, v, et y,, sont concentriques le calcul est
simple (voir par exemple [6], Chap. 6). On trouve E(t) = (1/2)(1 -2+ Rg In|Z?) et le maximum est atteint
quand z se trouve sur y,,.

On calcule aussi I’expression ([2], p. 25) de la fonction de Green G %) pour la couronne A, = {w €
C : Ry < |w| < 1} en utilisant la construction de la densité de probabilité du mouvement brownien plan
réfléchi sur y, et absorbé sur y,. Cette densité est connue pour le mouvement brownien linéaire réfléchi en
0 et absorbé en 1 (voir par exemple [3], p. 77-79). Pour le mouvement brownien plan on doit remplacer la
symeétrie et la translation par I’homothétie de rapport Rg et I’inversion de centre O et rapport Ry. On trouve :

) An o —3+2y 12
G(ARo>(z, W) = 1 Injwi? + * Z In 2= Wik |4|Z 1/(WR°4 ZI ,
4r Am S 1z- 1/(WRG) Pz - w/RST 2

Pour analyser la situation générale, on va passer du probléme sur Ag, au probléme sur le domaine Q. On
utilise la famille de transformations fractionnaires linéaires complexes :

Zcosh @ +sinh @
Zsinh @+ cosh @’

pour Z # W. (5.5)

() = 0eR,leC. (5.6)
Précisement, on peut montrer par calcul direct que G(AR)(a_p(z), a_p(w)), z# w, satisfait au probleme (5.3)
et donc, par unicité de la solution, elle coincide avec G. Ici G¥®) est la fonction de Green pour la couronne
A;={weC: R<|w <1}avec

1. (1+R)2-c2 1, (1+c)’-R
R = tanh {Z In m] E]O, 1[, et p= Z In m . (57)
Pour trouver [E,(7) on utilise (5.4) :
E,(7) = -2 f GR)(a_p(2), a_p(w))dw. (5.8)
Q
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Le calcul est technique et se fait a I’aide (5.5) et de la formule de Green. L’expression que nous avons
obtenu pour E,(7) n’est pas simple ([2], p. 21) :

|z cosh p —sinh p||zgsinh 2p —r|
|z sinh p — cosh p||zr — gsinh 2p|
|z cosh p —sinh p||zr — gsinh 2p||z2q(1 — g)sinh2p—9 —

|z sinh p — cosh p||zgsinh 2p — r||zs— 2q(1 — q) sinh 2p| " ; Sz PR, 59)

E,(t) = (1/2)(|zsinh p — cosh p|?> — |zcosh p — sinh p|?) — In

+(R?/r?)In

ou
q=(1-R%/2, r = (cosh p)2 = R(sinh p)%, s = (cosh p)? — R(sinh p)>. (5.10)

La suite sy(z p, R) est explicite et converge vers zéro, quand n — oo, uniformément pour z € Q, avec vitesse
R*. Pour ¢ = 0 ainsi que pour cg = Ry = 0 on retrouve les expression précédemment évoquées (par
exemple,sicop=0onap=0,R=Rpetr =1).

On utilise des approximations numériques (procédures Fortran) pour illustrer ces fonctions et pour
localiser le maximum (voir Fig. 5.2). On constate que lorsque Rg est petit, la position du point de maximum
est proche de zéro (comme dans le cas sans obstacle). Faire croitre Rp implique un déplacement du point
de maximum vers vy, (il s’éloigne de vy,). Enfin, si R est fixe, la distance entre le point de maximum et v,
semble dépendre linéairement de cp; en revanche si cg est fixe, il semblerait que la distance soit la méme
pour différents valeurs de Ry.

a. b.

Fic.5.2-Lecascyg=0,2et Ry =0,4.

Comme perspectives, on pourrait étudier les propriétés précédentes, concernant la distance entre le
point de maximum et y,, mais aussi un probléme plus proche de la réalité mais, bien sdr, plus complique,
celui ou I’on considére des domaines moins réguliers que les disques (avec des coins, par exemple).
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Chapitre 6

Etude statistique de la volatilité stochastique

6.1 Introduction

Soit X la diffusion définie par I’équation différentielle stochastique suivante :

t t
Xt = Xo + f 0(s, Xs)dBs +f b(s, Xg)ds, t € [0, 1], (6.1)
0 0

oU Xp € R et {B; : t > 0} est un mouvement brownien réel standard.

On suppose que les fonctions 6 et b sont inconnues et qu’on dispose d’une observation discrétisée de la
trajectoire de X sur un intervalle de temps donné, par exemple [0, 1]. La dérive étant considérée comme un
paramétre de nuisance, peut-on construire un estimateur du coefficient de diffusion de X ? Etant donnée une
fonction connue 9, est-il possible de décider si ¢ = 6 ou non ?

Dans la prépublication [10], qui fait aussi partie de la thése [13], nous étudions ces deux questions :
on observe X aux instants {i/2" : i = 0,...,[2"t] — 1} et on considere le processus primitive | ainsi que
I”approximation Ty, :

; R [2"]-1 ’
1(t) ::f 8(s Xgds et Tn(t) = > (xi_gr%—xzin) . te[0,1], ne N*. (6.2)
0 i=0

Nous recherchons, a I’aide du calcul stochastique, la vitesse de convergence vers | de I’approximation In,
en tant que processus. Cette approximation est ensuite utilisee pour définir une statistique de décision qui
permet de batir un test d’adéquation.

Signalons que la premiére question est classique dans le cadre paramétrique (6 une constante incon-
nue) et qu’il y a quelques références concernant I’estimation non-paramétrique et en utilisant des méthodes
diverses.

Nous nous concentrons seulement sur le cadre non-paramétrique, ¢’est-a-dire celui ot 6 est une fonction.
Lorsque le coefficient de diffusion ne dépend pas de t (i.e. (s, X) = 0(X)) on peut construire une estimation
de 8(x)? & partir d’une approximation discréte du temps local en x (voir [7]). Inversement, si on suppose que
le coefficient de diffusion ne dépend pas de X; (i.e. (s X) = 6(9)), on peut estimer fol h(s)8(s)?ds (h étant
une fonction réguliére quelconque). La fonction 82 est ensuite reconstruite en utilisant une base d’ondelettes
(voir [8]). Pour le cas de I’équation (6.1) on reprend I’idée de [8] et pour conserver |’aspect processus on va
prendre h = Toq : On trouve le processus primitive I.

Il est bien connu (voir [4]) que, pour chaque t > 0, Tn(t) converge presque sirement vers I (t). On peut
montrer, en fait, que limy_e In = | presque sdrement, uniformément sur tout compact de [0, 1]. L’intérét
central est de trouver la vitesse de convergence en loi du processus 1. L’idée principale est de se ramener &
un modeéle de type semimartingale qui semble avoir un intérét en soi.
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6.2 Le modele semimartingale

Soit . .
Yi = Xo +f o(s, Bs)dBg +f Mdds, t € [0, 1], (6.3)
0 0

ol la fonction inconnue o sera recherchée dans I’espace C2([0, 1] x R; R) et ayant des dérivées bornées
par rapport a la seconde variable et ou M est un processus continu adapté. Nous introduisons

‘ R [2]-1 )
J® ;:f o(sB)’dset Jn(t):= > (Yi 1—Yi) . te[0,1], ne IN*. (6.4)
0 I

N
: 2
i=0

Si t est fixé, Jn(t) tend presque sGrement vers J(t), lorsque n — oo. On peut voir que J, converge Vers
J presque srement, uniformément sur tout compact de [0, 1] (par exemple, en utilisant des arguments
similaires aux ceux utilisés dans [9] comme la régularité Holder des trajectoires et le lemme de Borel-
Cantelli). Dans [15] on trouve le méme type de résultat pour le mouvement brownien standard. De plus, on
donne une démonstration de la convergence en loi des processus (dans la topologie de Skorokhod, car Jn est
cadlag) : lorsque n — oo,

(2V2(Tn(t) - I(1) : t e [0, 1]} > (V2 f t (s, BD(9)%dpP(s) : t € [0, 1]}, (6.5)
0

ot BD et B3 sont deux mouvements browniens linéaires indépendants (un mélange de lois gaussiennes).
Jean Jacod nous a signalé qu’on pourrait obtenir cette convergence a partir des résultats du travail [11] non
publié (voir aussi [3] et [2] pour des questions similaires). Pour un résultat qui ne fait pas intervenir la
fonction inconnue o # 0, on introduit Vy(t) = 2" Zi[iz)t]_l(Y(Hl)/Z“ - Yi/)4 t € [0,1], n € IN*. Alors, pour
chaque t €]0, 1] fixé, lorsque n — oo,

on/2 (\Tn(t))‘% (3 - 30) = \/g N, 1). (6.6)

Ainsi la vitesse de convergence est 2"/2,
Donnons quelques idées de démonstration de (6.5). On commence par écrire 2"2(J, — J) comme un
processus 2"2j,, plus un reste qui converge en probabilité vers zéro, ol pour t € [0, 1]

t [2"]-1 [2"]-1
n/2; n/2 2 _o-n|loiy-n2 2
272j(t) = fo o(s BYZa(9) et Zn(t) = 2" Z(; @y -B,)2-27|22 Z(; (@ - 1). (6.7)
Ici {g; : i > 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi A(0, 1). On voit que, lorsque
o = 1, le résultat est une conséquence du théoréme central limite fonctionnel. Pour le cas ou la fonction
o est quelconque, on utilise des outils classiques de calcul stochastique pour montrer que, lorsque n — oo,
(o(t, B)2,Zn) — (o(t, BD)2, @) en loi, ou «(s) = s. La conclusion s’obtient en appliquant un résultat de
convergence en loi des intégrales stochastiques dans I’espace de Skorokhod (voir [12], p. 125).

Expliquons le probléme de test. Soit Cp,o I’ensemble des fonctions ¢ : R — R non-constantes, ana-
lytiques, ayant les deux premieres dérivées bornées et telles que ¢(0) = 0. On observe les valeurs {Yjon :
i =0,...,[2"t] — 1} d’une semimartingale de la forme Y; = o(B), oU o € Cp0 est une fonction inconnue.
Supposons que ¢ € Cpp connue et on voudrait batir un test d’adéquation pour

(Hs):o(l-)=c(-1) contre (As):o(-[)#c(-]). (6.8)
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Pour t € [0, 1] et n € IN* nous introduisons :

27 3207 0 ¢71)(Yiyn)?, si ¢ est une bijection strictement monotone
27" S PULE(Y ), si s vérifie (¢)2 = F(¢), F € CY(R; R),

ainsi que la statistique de décision

Ta(t) := \E 22 (V1))

Le test sera basé sur les deux convergences suivantes (n — o) :

Jn(t) = Jinty(t)|, te[0,1], ne N*. (6.10)

loi . .

sous (Hs), Yt €]0,1], Tn(t) 2 lal, tandis que sous (As), Yt €]0,1], Tn(t) P . (6.11)

Ici g est une variable aléatoire N'(0,1). La premiére partie est une conséquence de (6.6). Pour illustrer la

démonstration de la deuxiéme partie, considérons un des deux cas, par exemple que (s')?> = F(s) (pour
I’autre cas on fait un raisonnement identique). On a, pour t €]0, 1] fixé,

lim Tn(t)—JT\rﬂn(t)| = ‘ f t(cf’(Bs)z— F(G)(Bs)z)dS‘ p.s.
n—eo 0

Si on suppose que la variable aléatoire limite fot(O"(Bs)z — F(0)(Bs)?)ds est nulle avec une probabilité
positive, alors sa loi n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Par un résultat
classique (basé par exemple sur le calcul de Malliavin, voir par exemple [14], p. 87) on déduit que (c’)? =
F (o) et par I’unicité de la solution d’un probléme de Cauchy on contredit ensuite I’hypothése (As). 1l s’ensuit
que la variable aléatoire limite précédente est presque slirement positive, d’ou Tp(t) — oo presque slrement
([10], p. 14).

Considérons un exemple (procédure Matlab). On observe n = log,(10000) valeurs d’une trajectoire Y
donnée par Fig. 6.1. Comme Y; € [-1,1] pour t € [0,1], on va tester si Y; = o(B), avec une fonction o a

08

Fic. 6.1 — Semimartingale observée

valeurs dans [-1, 1]. Par exemple, on va tester (Hs) avec ¢(X) = (2/x) arctan x. On trouve Tp(1)(w) = 36,99
et comme IP(lg| > 36,99) < 0,01 on rejette (Hy).

6.3 Modele de diffusion

On passe a I’étude du modele (6.1) et on va supposer désormais que la fonction inconnue 0 sera re-
cherchée dans I’espace C([0, 1] x R;R) et admettant des dérivées bornées par rapport a la seconde va-
riable et que b € CL([0,1] x R;R). De plus, pour des raisons techniques on a besoin de supposer que
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infyer [B(X)] > 0 (0 est uniformément elliptique). On introduit les fonctions g et f par
T _dy
x O(LY)’

(F existe par le théoréme de Hadamard-Lévy [1], p.130) et on pose By := g(t, X;) & % = f(t, By). Par la
formule d’1t6 on peut voir que B, = B; — fotcsds ou cg := —(b/0 — (90/9X)/2 + (0g/t))(S Xs). Ensuite,
par le théoréme de Girsanov on peut déduire que B est un mouvement brownien sous une probabilité P
donnée par dP = exp(Z)dP. Ici on note Z := fol csdBs — (1/2) fot c2dset EF(¢7) = 1, aprés vérification du
critére de Novikov (basée sur les hypothéses sur 0 et b). La diffusion X est ainsi reliée, par un changement
de probabilité, a Y donné par une expression de type (6.3) :

o(t,x) := G(t, x) == (t, g(t, X)), F(tX) :=G(t,x) = (t f(t,X) (6.12)

dX; = 0(t, X;)dB; + b(t, X;)dt = O(t, f(t, B))dB + Mdt, M, = {[(88/8X)/2 — (8g/81)]0}(t, f(t, BY).
On applique (6.5) et on obtient la convergence en loi des processus (dans la topologie de Skorokhod),
lorsque n — oo :

2210 = 1(1) : t € [0, 1]} - (V2 f t o(s, f(s pP(9))%dpP(s) : t € [0,1]}, sous P, (6.13)
0

ot B et 3@ sont deux mouvements browniens linéaires indépendants sous P et ou f est donnée par
(6.12). Lorsquon note Un(t) := 2" 22071 (Xja1y/n — Xijn)*, t € [0, 1], n € IN*, alors, par (6.6), pour chaque
t €]0, 1] fixé, quand n — o,

on/2 (U\n(t))_% (E(t) - |(t)) LN \/gN(O, 1), sous P. (6.14)

(6.14) donne la vitesse 2"/ de convergence en loi sous P. La relation (6.15) ci-dessous donne une idée sur
la vitesse de convergence en loi sous IP (essentiellement la méme), tandis que (6.16) permet de construire
des intervalles de confiance asymptotiques pour I (t) : soit t €]0, 1] fixé et soit y >% ; alors, pour tout R > 0,

lim P (27“ (U\n(t))_%

N—oo

() - I(t)‘ > R) -1 (6.15)

et pour tout n > 0,

lim sup P (2”/2 (U\n(t))_%

N—oo

In(t) - I(t)| > n) <Pt e‘édx). (6.16)

1
) ( \/E f|;<|> \/377
Ici k > 0 est tel que EF(Z?) < k2 et b, (X) = xexp(—«/ v/X). Des résultats concernant la convergence en loi
sont démontrés dans [6] et nous ont été signalés a la fin de notre travail par un rapporteur anonyme.

Enfin, on va construire un test d’adéquation pour le modéle de diffusion. On note G, .. I’ensemble des
fonctions ¥ : R — IR non-constantes, analytiques, ayant les deux premieres dérivées bornées et qui ne
s’annulent pas. On observe {Xjn : i = 0,...,[2"t] — 1}, ou X est la diffusion donnée par (6.1) avec le
coefficient de diffusion qui ne dépend pas de t, @ € Cp_. inconnue et b € CH1([0, 1] x R;R) connue ou
inconnue. On se donne ¢ € Cp . connue et on voudrait tester

(Hg) : 82 =92 contre (Ag): 6% # 92 (6.17)
Soit, pourt € [0,1], ne IN* :

[2"t]-1
linty(t) ;= 27" ﬂ(xﬂiﬁ)z, te[0,1], ne IN*, (6.18)
i=0
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ainsi que la statistique de décision

Sa(0) = 327 (0n00)

Tn(0) - |TrEn(t)‘ , t€]0,1], ne N*. (6.19)

Alors, par la méme méthode de démonstration que pour (6.11), on montre que ([10], p. 14)

. 1 2
sous (Hg), Yt €]0,1],Yn > 0, limsup P (Sn(t) = 1) < d>;1 (— f e‘?dx),
N—co V2 Jixzn

tandis que sous (Ag), Yt €]0,1], Sn(t) 25 oo, lorsque n — oo
(6.20)

ol ¢, est comme dans (6.16).
Si on observe n = log,(10000) valeurs d’une trajectoire X (voir Fig. 6.2) sur I’intervalle [0, 10]. On va

Fic. 6.2 — Diffusion observée

tester (Hq) avec 9(X) = 1 + 2cos x et on veut savoir si X vérifie Xp = 5 et dX; = (1 + 2cos X;)dB; — dt,
X2 .

t € [0,10]. On trouve Sy(10)(w) = 115,26 et comme ¢ ((1/ V20 [ 1506 e—7dx) < 0,01 on rejette

(Hg) (procédure Matlab).

6.4 Perspectives

Plusieurs perspectives de ce travail (en révision) sont possibles. Premiére question est : peut-on avoir
des conclusions raisonnables des tests basés sur I’observation d’un seul instant t ? 1l faudrait préciser encore
mieux le probléme de test pour une utilisation pratique : comment doit-on modifier ces tests pour pouvoir
valider des modeles? En effet, les deux tests décrits peuvent servir surtout pour rejeter des modeles. On
présente des simulations avec Matlab, basés sur 10000 observations. En réalité on dispose plutdt de 365
jours d’observations (par exemple, en finance). Plus précisément, pour 10, 100 ou 300 observations peut-on
toujours obtenir des conclusions ?

Une autre direction serait de préciser mieux la convergence en loi, sous la probabilité P, dans le cas de
la diffusion : quel type de convergence et quelle vitesse ? Les résultats (6.15)-(6.16) donnent seulement un
apercu. Plus technique, la question suivante est légitime : peut-on remplacer la condition assez restrictive
EF(Z?) < «? par une condition d’intégrabilité EF(]Z|) < co? Au méme niveau, une autre question serait :
peut-on donner une preuve directe de la convergence en loi, dans I’espace de Skorokhod, de 2"2j, de (6.7)
(basée, peut-étre, sur la convergence en loi des marginales de rang fini et un critére de tension) ? Aussi :
peut-on trouver une autre approche qui permettrait d’enlever I’hypothése d’uniforme ellipticité ?
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Enfin, on pourrait reprendre les idées du modéle semimartingale pour étudier une intégrale stochastique
de la forme fot o(s, BY)dB ou B est le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H, a I"aide des
outils déja utilisés dans le travail [9] (voir aussi le travail récent [5]). L’étude des solutions des équations
différentielles stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire serait une suite naturelle.
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