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CHAPITRE 1

"QU'EST-CE QUE LA SUPERRADIANCE ?"



QU'EST-CE QUE LA SUPERRADIANCE ?

La superradiance est le phénoméne d'émission spontanée collective
d'un ensemble d'atomes ou de molécules initialement préparés dans un état radia-

tivement instable. Cette émission a lieu avec une constante de temps beaucoup

plus courte que la durée de vie naturelle de ces atomes ou molécules, la
"compression temporelle" du phénoméne étant proportionnelle au nombre N de
radiateurs. L'interprétation qualitative de l'effet est simple. Sous l'effet
de leur couplage avec le champ électromagnétique (initialement "vide"), les
dipéles €lectriques des différents atomes du milieu acquiérent une forte cor-

rélation et se mettent & émettre en phase. Il en résulte une interféreiice -

constructive des champs émis par ces atomes, conduisant a une intensité rayon-

~

née proportionnelle a N2, L'énergie totale a émettre étant seulement propor-

tionnelle & N, le systéme s'amortit nécessairement plus vite qu'en absence de

-1
ces corrélations et émet en un temps proportionnel a N .

Pour observer expérimentalement la superradiance, il faut préparer

l'ensemble des atomes dans l'&tat supérieur d'une trafisition optique en un
temps tré&s court. Pour réaliser cette préparation, on utilise généralement

-

une configuration de systéme & trois niveaux (figure I.1). La transition

|+ >

FIGURE 1.1



superradiante est la transition de 1'état + vers l'état —. Le systéme est
préparé dans l'état + par une impulsion lumineuse, résonnante sur la transi
tion £ - + & partir du niveau "fondamental" f. La population est ainsi initia-
lement et totalement inversée sur la transition + + -. Mé&me ainsi préparé, un
systéme atomique ne manifeste pas toujours le phénoméne d'émission collective.
Le schéma d'excitation que nous venons de décrire est celui d'un grand nombre
d'expériences de fluorescence atomique (battement quantique par exemple (!)),
dans lesquelles on sait bien que la lumiére réémise est simplement la somme

des intensités rayonnées indépendamment par chaque atome ou molécule. La super-
radiance ne peut en effet se manifester qu'au-dessus d'uii certain seuil (cor-
respondant & un nombre minimum d'atomes éu molécules excités), car le couplﬁge
radiatif entre les atomes est contrecarré par des effets géométriques (seule-
ment certains modes du champ, dépendant de la forme de 1l‘'échantillon, contri-
buent efficacement & ce couplage) et par des phénoménes de déphasage concurrents
qui affectent les dipdles mis en phase par la superradiance (émission spontanée

sur d'autres transitions, collisions, effet Doppler, etc...).

La superradiance ainsi décrite apparait comme étroitement apparentée
i l'effet laser ou maser sans cavité optique ("laser sans miroirs") (?). Le
schéma des niveaux de la figure I.1 rappelle en effet clairement le principe du
pompage d'une transition laser dans un systéme & trois niveaux. La condition
de seuil de superradiance est identique & celle d'un oscillateur laser dont le
milieu amplificateur serait 1l'échantillon superradiant. La différence essentiel-
le entre superradiance et effet laser ou maser "ordinaire" tient aux constantes
de temps des deux phénoménes. Un laser fonctionne en général en pompage "continu®
ou en pompade impulsionnel avec un temps d'excitation long devant le temps ca-
ractéristique d'évolution radiative du milieu amplificateur. En d'autres termes,
le couplage de ce milieu avec le champ est en compétition avec les processus
de pompage qui régénérent l'état excité. Un régime stationnaire ou quasi-sta-
tionnaire tend & s'établir, dans lequel les mécanismes de relaxation autres
que radiatifs jouent un rdle important. Dans un vrai systéme superradiant au
contraire, c'est l'évolution spontanée d'un systéme libre couplé au seul rayon-—
nement qui est le phénoméne essentiel et il faut donc réaliser une excitation
percussionnelle, trés courte devant le temps d'évolution radiatif du milieu.

En d'autres termes, la superradiance peut étre considérée comme le régime



transitoire limité de l'amplification laser pour des temps de pompage infini-
ment courts. Les deux "points de vue" de la superradiance que nous venons
d'indiquer (émission spontanée collective et amplification transitoire de
rayonnement) sont, bien entendu, équivalents, mais conduisent & des images

physiques trés différentes dont il est important de dégager la compatibilite.

Le but de ce mémoire est de présenter une analyse détaillée du
phénoméne de superradiance et de décrire un certain nombre d'expériences que
nous avons réalisées sur des systémes atomiques trés simples pour tester quel-
ques aspects de la théorie et démontrer les possibilités d'application pratique
de la superradiance. Notre travail s'est effectué parallélement a4 celui de
pPlusieurs autres groupes de recherche éui, ces derniéres années, ont également
étudié ce phénoméne, tant sur le plan théorique (3) (%) (5)(8) qu'expérimental
(7 (8) (9 (19) . 11 nous parait donc important, dans ce chapitre d'introduction,
de faire un point "historique” sur la superradiance, en précisant les problémes

théoriques et expérimentaux qui se posaient au début de ce travail et en résu-
mant briévement ce qui nous semble &tre notre contribution originale a la

cdmpréhenéion de ce phénoméne.

Pour préparer cette discussion, il peut &tre utile de commencer

par une analyse qualitative simple de la superradiance.

EMISSION SPONTANEE COLLECTIVE D'UN SYSTEME DE N ATOMES A DEUX NIVEAUX

Rappelons tout d'abord les prbpriétés bien connues de l'émission
spontanée d'un atome isolé (N=1). Un atome & deux niveaux + =, couplés entre
eux par une transition dipolaire électrique permise , préparé & l'instant t=0
dans l'état excité +, va se désexciter ensuite spontanément sous l'effet
de son couplage avec les modes vides du champ électromagnétique. Le systéme
global “atome + champ quantifié" é&volue de l'état initial |+, O > (représen-
tant l'atome dans l'état + en présence du vide) vers un continuum d'états
finals |~, 1 E Z > (représentant l'atome dans l'état ~ en présence d'un photon
de vecteur d'onde ; et polarisa;ion Z). La probabilité P+(t) de trouver &
l'instant t le systéme dans l'état l+, 0 > décroit suivant une loi exponen-

-1

tielle, avec la durée de vie caractéristique Tsp = F+ . F+ est la largeur

naturelle du niveau + donnée par la relation :



o w3 9
. [o) >
r, < —— |< +[3]- >| (1)
3me e
->
(wo : fréquence de la transition + > - ; < +|Dl— > : élément de matrice

-~
entre + et - du dipdle électrique atomique D). Au cours de tout le processus,

leAdipéle électrique de l'atome garde une valeur moyenne nulle :
->
<D>=20 (1.2)

En termes claésiques, on peut dire que le dipbdle, "induit" var les fluctuations
du vide, posséde une phase aléatoire équirépartie de 0 & 27. La valeur moyenne

< I > de l'intensité éléctromagnétique rayonnée par l'atome est proportionnelle

->
non & <D > , mais & < p? >, qui est non nul et proportionnel & la probabilité

de trouver l'atome dans le niveau + :

< I(t) >« <p2 >« T4t (1.3)

< I(t) > est donc maximale a t = 0 et décroit, tout comme P+(tL suivant la
=1
loi exponentielle de temps caractéristique F+ .

Considérons 3 présent un ensemble de deux atomes 1 et 2 identiques

et immobiles, initialement préparés dans l'état + et séparés par une distance

=

X1p petite par rapport 4 la longueur d'onde de leur rayonnement :
[x12] << A o (1.4)

L'intensité moyenne rayonnée par ce systéme est proportionnelle

au carré du dipdle total :
-> —> >
D =Dy + Dy

> ->
ol D; (Dy) est le dipdle de l'atome 1 (2).

A l'instant initial (t=0), le systéme se trouve dans l'état |+1,+2;0 >

et 1la valeur moyenne du carré du dipble s'écrit simplement :

<D?2>=<D12 >+ <py2> (1.5)



car les corrélations entre les deux atomes sont a cet instant nulles :
<D D, >=0 (a t=0) : (1.6)

L'émission spontanée commence donc comme celle de deux atomes indé-
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prendants, avec une durée caractéristique F+ .

En raison de la condition (I.4), l'interaction entre les deux ato-

mes et le rayonnement est invariante par permutation des deux atomes. Il en
résulte qu'aprés l'émission d'un photon,; le systéme atomique se trouve dans

1'état :

|s>=--'/1:2_-[|+1 f2>+|-1+2>} (I.7)

résultant d'une répartition symétrique de 1l'excitation entre les atomes 1 et 2.
Il est facile de voir que, dans cet état, les corrélations entre les deux atomes

sont importantes et 1l'on a :

> > -> >
< s{pyDa[s > =<+;[D|-; > < =|D|+3 > # 0 (1.8)

Le carré du dipdle total

>
<p2>=<p;2>+<Dy2>42<D; Dy > (1.9)

devient alors supérieur a& celui de deux atomes non corrélés et l'émission de-

vient ainsi plus forte et plus rapide :
SI>>< I >+ < Iy > (1.10)

En termes classiques, la relation (I.9) signifie que les deux dipdles, dont
les phases sont individuellement aléatoires (< E; > =< Bz > = 0) ont acquis
une différence de phase bien définie sous l'effet de leur couplage symétrique
avec le champ. L'amortissement superradiant résulte alors de l'interférence

constructive des champs émis par les deux dipdles ainsi corrélés.



Le méme phénoméne se généralise simplement au cas de N atomes que
nous considérerons, pour fixer les idéeé, répartis dans un volume cylindrique
allongé de dimensions grandes devant la longueur d'onde. On montfe alors que
1l'émission des premiers ohotons mgt_le systéme atomique dans une superposition
symétrique des états |+ >, et e-ikoxi l_ E) (;o est le vecteur d'onde moyen
de l'émission dans l'axe du cylindre, ;i la position de l'atome i). Cette
superposition symétrique correspond a la création de fortes corrélations entre
les dipdles d'atomes différents :

. . R
< Ei .,53..3«”|< +|p]- _>|2 e tho (Xi=x3) (T.11)
Le rayonnement €émis par le systéme est constitué de deux parties : une partie

incohérente et isotrope, proportionnelle & la somme des carrés des dipdles :

T o . 2
I1ncoh . ® -? < Di > (1.12)
et une partie "cohérente" provenant de 1'interférence des champs émis par des
atomes différents :
N R
-> -1 s W
iy « ) <B B, > e ikolxixy) (1.13)
coh 7 i 3
i#j
Le terme d'émission cohérent interfére constructivement dans 1l'axe du cylindre,
plus précisément dans un petit angle solide A autour de cet axe. L'intensité

cohérente dans cette direction est proportionnelle a cet angle solide et au

nombre des corrélations, c'est-a-dire & N2AQ -

Ioop © N2AQ (I.14)

Le terme isotrope d'émission incohérente est, lui, proportionnel a N et &

4T

I;ncon © 4TN . (1.15)

L'émission superradiante cohérente 1'emporte sur 1l'émission spon-

tanée ordinaire si la condition de seuil



N > ‘Z\g (I.16)
est satisfaite. On met souvent cette condition sous la forme :

Nu > 1 ' (I.17)
ol U= L2 | (1.18)

an

ne dépend que de la géométrie du milieu émetteur (11). Ce raisonnement suppose
implicitement qu'aucune cause de déphasage "parasite" n'affecte les dipdles.
Si ce n'était pas le cas, la condition de seuil devrait prendre une forme plus

restrictive que (I.17).

La discussion précéderite dégage clairement le double aspect du phé-

noméne superradiant : il est guantique dans la mesure ol la mise en phase ini-
tiale des dipdles atomiques résulte de la construction spontanée dans le sys-
téme de corrélations interatomicques impossible & comprendre & nartir d'un
traitement classique du champ électromagnétique. Il est classique dans la
mesure ol l'amortissement plus efficace de dip8les en phase est ﬁh phénoméne
d'interférence constructive parfaitement expliqué var la théorie des antennes,

4 partir des équations de Maxwell.

C'est la nécessité de prendre en compte le double aspect classique
et quantique de ce phénoméne dans une théorie consistante qui fait toute la
difficulté et la richesse de l'étude de la superradiance.

Notons, en conclusion de ce paragraphe, les principales propriétés
de la superradiance qui se dégagent de cette aescription qualitative :
® Un réseau cohérent de dipSles se construit dans le milieu initia-
lement inversé au cours de l'émission des premiers photons.
B Ce réseau rayonne de fagon constructive dans certaines directions
de l'espace sous l'effet d'interférences interatomiques définissant ainsi
l'angle solide d'émission AQ et le facteur géométrigue I.

® Il en résulte une émission plus rapide que l'émission spontanée

ordinaire, dans le rapport Nyu.



Le temps caractéristique d‘'évolution de 1l'intensité émise est donc :

T =~ (I.19)

Cette analyse qualitative ne constitue évidemment pas un calcul
de l'effet. Un certain nombre de questions théoriques plus ou moins fondamen-
tales, auxquelles nous n'’avions pas trouvé, dans la littérature abondante sur
cet effet, de réponse claire au début de ce travail, restent posées. Nous ré-

sumons l'essentiel de ces questions au paragraphe suivant.

LA SUPERRADIANCE : UN EFFET INTERESSANT SUR LE PLAN DE LA THEORIE

Parmi les problémes difficiles que posait le traitement théorique

de 'la superradiance, le premier concerne le double aspect classique et quan-
tigque du phénoméne et le choix judicieux du formalisme & choisir pour en rendre
compte :

(i) Faut-il adopter un formalisme classique ou quantiqﬁe ?

Si 1'¢n veut comprendre la mise en phase initiale des dipdles ato-

miques, il est clair que 1l'approche satisfaisBante est celle de 1'électrodyna-

mique quantique. Elle seule décrit correctement 1l'émission spontanéé qui est
& l'origine du “démarrage” de la superradiance. Cependant, une fois lqgﬁg;e-
m;ers’ghqtonsvépis, on se trouve confronté & un probléme dgvgggpggégigg du
cﬁgﬁgzéléét;omagnétique dans un milieu ggggggggt non ;isféigg, ce que l'on 7
ne sait pas commodément traiter en termes de processus d'absorption ou d'émis-~
sion de photons. ' '
L'approche semi-classique- (atomes traités quantiquement et champ
classiquement) est beaucoup mieux adaptée 4 1l'étude de la propagation du
champ, un fois qu'il s'est créé dans le systéme,comme en témoignent les mul-
tiples études de propagation de pulses dans des milieux non linéaires 12y (13).
Cette approche est, par contre, inapte & décrire le début de 1l'émission . Il
n'est pas évident enfin,que les effets quantiques ne continuent pas & se mani-
fester méme lorsgque le champ émis est devenu important. En d'autres termes,
ce champ est-~il "“classique" avec une phase bien définie, ou bien "incohérent"

avec un temps de corrélation beaucoup plus court que TSR ? Les champs émis
par différents échantillons superradiants sont-ils susceptibles ou non d'inter-

férer entre eux ? ...



Les différents auteurs qui, avant le début de notre travail, avaient

. traité de la superradiance s'étaient partagés en deux écoles, suivant qu'ils

privilégiajent l'aspect quantique ou classique. Dans le premier cas (1“), ils
étaient amenés en général 3 négliger coﬁplétement la propagation (modéle du

champ moyen). Dans le second (15), il leur fallait simuler de facon ad hoc la

phase initiale du phénoméne.
Il est évident, cependant, que si l'on cherche une compréhension

profonde de la supperradiance, le seul point de vue réaliste est l'approche

quantique qui contient toute la physique du orobléme -les difficultés de cette
approche étant seulement techniques et non de principe-~. L'approche classique

ne peut €tre adoptée que si elle est justifiée comme une approximation

valide du point de vue quantique, suivant des critéres précis de corkespondance

qui restaient -au début de ce travail- 3 définir et & préciser-

Nous adopterons'donc résolument, dans 15 suite de ce mémoire, le

point de vue de l'électrodynamique quantique.

(ii) Que mesure exactement une expérience de superradiance ? Quelles

sont les gquantités physiques & calculer ?

=

Immédiatement aprés la question du formalisme a adopter, se pose

la question des quantités physiques a calculer pour rendre compte des ocbser-
e i S e e
vations, Etant donné la complexité du probléme, il est clair en effet qu'il
est hors de question de calculer explicitement l'état global du systéme, mais
e - —”"‘“W . 5

qu'il faut restreindre la théorie & la détermination des quantités utiles a

A UURPUPEPSE T —— P

1'analyse d'expériences physiquement réalisables.. Se pose alors naturellement

la question suivaﬁtéﬂ?_éagﬁggaz:;;“ﬁesurer avec des détecteurs entourant
l'échantillon superradiant ?

La plupart des articles théoriques mettent l'accent sur le calcul
de (fiiEﬁaﬁiEé—QQXEﬂﬁi < I(t) rayonnée par le systéme..Celle-ci peut s'écrire
sous différentes formes équivalentes : elle est égale a la valeur. moyenne du
carré du champ électrique < |_E(t)|2 > , ou encore au carré du dipéle atomique
total < ]D|2 > , ou encore par conservation de l'énergie, & la dérivée changée
de signe de l'énergie atomique. Cette quantité évolue avec la constante de
temps Ts
et décroissant ensuite rapidement vers zéro (voir figure I.2 donnant 1l'allure

R’ suivant une courbe présentant un maximum au bout de quelques TSR

générale de < I(t) > telle qu'elle résulte qualitativement de toutes les théories);
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I(t)ﬁ\

quelqgues

a quelques dizaines de TSR

o = — -+ >
quelques

dizain de T
ines de SR

temps

FIGURE I.2

< I(t) > représente dans ces calculs une moyenne au sens de la mécanique

quantique, c'est-a-dire décrivaﬁt la moyenne d'un grand nomibre d'expériences

effectuées dans les mémes conditions initiales (méme nombre d'atomes excités

a t'= 0, méme géométrie, méme détecteur). Il est clair cependant qu'une réa-

lisation donnée de l'expérience ne donnera pas le signal < I(t) > . Dans le

cas de l'émission spontanée d'un seul atome, par exemple, on sait que le signal
.détecté én‘un coup par un photomultiplicateur est un pic discret représentant

1'arrivée d'un photon. < I(t) > v e L+t
" observé par addition d'un grand nombre de tels pics, ou encore représente la

est, dans ce cas, le signal analogique

probabilité P(t) d'observer un pic & l'instant t. Ainsi < I(t) > n'est que la
moyenne d'un signal présentant de grandes fluctuations d'une réalisation a
1'autre de la méme expérience. Il en est de méme dans le cas de la superra-
diance d'un grand systéme (N >> 1). Si un nombre de photons élevé arrive en
moyenne sur le détecteur pendant le temps de réponse fini 6; de celui-ci, le
signal détecté & chaque réalisation est lui-méme analogique, ce qui fait
apparaitre moins clairement la différence entre signal mesuré en un coup et
signal moyen. Il n'en reste pas moins que le signal observé & chaque expérience,
‘Idét(t)' n'a aucune raison d'étre identique au signal moven < I(t) >. Tout
comme dans le cas de l'émission d'un seul atome, Idét(t) va présenter d'un

coup au suivant des fluctuations intrinségues reflétant le caractére aléatoire
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de 1l'émission spdntanée des premiers photons dans le systéme. La question
importante qui se pose alors est de caractériser la forme des impulsions in-

dividuelles détectées et de déterminer leur statistique (fluctuations de

forme, d'amplitude, de délais, ...) (§§§§§:§E§EiEEIEGEWdepend-gx£ggmmentndes

e e ——— e v - o -
R i SR L

fonctions de corrélation d'ordre supérieur de l'intensité.
=one cnst

L'importance de ces fonctions de corrélation apparait également trés

clairement si on s'intéresse & l'évolution dé petits systémes superradiants,

pour lesquels N est assez faible pour qu'on puisse se poser la questlon physi-
que de la détection digitale des photons émis. Il faut pour cela que- l'lntervalle
moyen séparant dans le temps l'émission de deux photons successifs soit plus

grand que le temps Qe réponse du détecteur utilisé ot :

T - .
N <o | - (1.20)

Dans ce cas, le signal détecté pour chaque réalisation de 1'eXpérignce sera
une succession de pics discrets dont la forme sera bien slr trés différente
de < I(t) > . Pour caractériser ce signal et sa statistique, il fapt connaitre
-outre < I(t) > proportionnel a P(t)- les nfobabilités a n temps P(t), ty, ...

t ) de détecter une succession de photons aux instants t;, ts, ... t . Ces

probabilités sont proportionnelles aux fonctions de corrélation de l intensité
du champ électrique B .
: * *
< E (tl) E (t2) ceeses E-~(t2) E (tl) > . (I.21)

-

Si on s'intéresse non pas seulement a l'intensité émise et & sa

statistique, mais & la phase du chgggfemls et a3 ses propriétés de cohérence,

ce sont alors les fonctions de corrélation de l'amplitude, dont la plus simple

*
est < E(t) E(t - T)> qu'il faut pouvoir calculer.

. .I
Ainsi, l'interprétation compléte d'une expérience de superradiance

nécessite la détermination non seulement de < I(t) >, mais aussi d'un ensemble

de fonctions de corrélations de l'amplitude et de l'intensité du champ électrique

ae e TS = N i e T ST T\*__‘ - I

P o SRR SR SR N
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dont le calcul est évidemment a priori beaucoup plus compliqué.

(1ii) Comment calculer les fonctions de corrélations ? Le caractére

Markovien des équations de la superradiance.
La constante de temps caractéristique de 1l'évolution de l'intensité

moyenne du systéme est TSR = 1/NP+u. Il en résulte qu'une fonction de corréla-

g

tion d'ordre n du champ ou de l'intensité évolue en un temps caractéristique :

e

T

SR (1.22)
n

N photons étant émis, les fonctions de corrélation d'ordre le plus élevé
4 considérer évoluent donc en un temps :

T . \
SR 1
= (1.23) )

N
N2F+u

Ce dernier temps apparait d'ailleurs naturellement comme la constante des
temps d'évolution la plus rapide des €léments de la matrice densité du sys-~

téme superradiant. La question qui se pose alors concerne la description

rigoureuse de 1'évolution de quantités physiques aussi rapides.

Il est utile, pour analyser simplement ce probléme, de revenir

une fois encore au cas de l'émission spontanée d'un seul atome.

'évolutl%% du systéme atomique est alors décrite -dans la théorie

de Wigner-Weisskopf— par une éguation 1ntégrod1fferent1elle ayant un noyau de
temps de corrélation fini Té = A/c (période optique). Dans le langage habituel
de la relaxation, ceci signifie que le systéme atomique (ici 1l'atome & deux
niveaux) est couplé & un réservoir (ici les modes vides du champ e.m.) ayant

une trés grande dispersion en énergie, donc un temos de mémoire trés court.

Ce temps de mémoire étant trés petit devant le temps d'évolution 1/T, du systéme :
A )-1'

I nvoadw << [ —
+ o] C

(I.24)

(0@ : constante de structure fine), il est légitime de faire 1l'anproximation

-de Markov qui‘revient a4 négliger 1'évolution pendant le temps de mémoire fini
du résexrvoir et a remplacer l'équation d'évolution intégrodifférentielle par

une équation différentielle & coefficients constants. C'est cette derniére

équation qui conduit d'ailleurs & 1l'évolution exvonentielle de la probabilité
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de trouver l'atome dans l'état excité. L'approximation de Markov s'accompagne
en général, dans la théorie de la relaxation, de celle dé Born, qui consiste

a limiter le calcul & l'ordre le plus bas en puissances de l'interaction entre
1'atome et le champ. Dans le cas de l'émission spontanée d'un atbme isolé,
cette approximation est bien justifiée par 1l'équation (I.24) qui traduiﬁ env
fin de compte le caractére "faible" du couplage électromagnétique (o << 1) :
l'atome peut alors étre considéré comme un petit systéme couplé & un gros
réservoir dont il modifie finalement trés peu les propriétés (on peut négiiger'

la réaction sur le petit systéme de la modification du vide produite par 1'émis-

sion d'un photon).

Lorsqu'on considére maintenant la superradiance d'un systéme de

) -1 :
N atomes, il faut comparer au temps de corrélation non plus_P+ + ni méme TSR'

mais la constante de temps caractéristique T R / n de la quantité étudiée

(I.22). D'autre part, le temps de ccrrélatioi n'est plus A/c, mais.L/c, car
le systéme émetteur est & présent étendu sur une dimension caracﬁéristique
L >> A. On ne peut donc établir d'équation différentielle pilote pour le sys-
téme qﬁe si la condition, beaucoup plus restrictive que (I.24) :

~1 L )—1

nT = F+ n Nu << ( <

- ' (1.25)

est satisfaite, ce qui, pour n = N, donne la condition limite :

N2 T u << (%— )~ : (1.26)

F+ et L/c étant fixés ainsi que }, on voit que lorsque N augmente, le systéme
superradiant devient rapidement trop gros pour qu'on puisse_négliger'son évo-
lution pendant le temps de mémoire du réservoir et la réaction induite sur le

systéme par le remplissage des modes du champ. On ne peut plus alors utiliser
d'équation pilote simple pour déterminer 1l'évolution des fonctions de corré-

lation d'ordre élevé du champ.

Les quelques questions poséeé dans ce paragraphe montrent tout

1'intérét théorique du probléme de la superradiance.
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LA SUPERRADIANCE : UN EFFET AUX APPLICATIONS PRATIQUES INTERESSANTES

La possibilité d'obtenir des impulsions lumineuses intenses et
bréves donne également & la superradiance un grand intérét sur le plan des
iggl;qgt;gnsﬂfyeg;gg};es. Bien siir, la caractéristique d'une émission cohé-
rente en N2 n'est pas restreinte au phénoméne de superradiance seul : il
existe tout un ensemble d'autres effets transitoires ou des dipdles étomiques
ou moléculaires mis en phase rayonnent de facon renforcée dans certaines di-
rections (échos de photon (16), free induction decay (}7), nutation optigque
(18), etc...). Cependant, dans ces derniers cas, la mise en phase initiale
est assurée par un procédé d'excitation optique cohérente, alors que dans le

cas de la superradiance, cette mise en phase s'effectue spontanément, suivant

un pompage incohérent du niveau excité. Ce qui fait la difficulté théorique
du probléme ({Evsggactére spon§§§§ de la mise en ordre initiale.des dipOles)
en‘fait également l'ihtérét pratique : il est beaucoup plus simple expérimen-
talement d'obtenir l'émission cohérente superradiante que les signaux men-
tionnés plus haut, qui nécessitent la mise en oceuvre de techniques d'excita-

tion élaborées. Notons & ce sujet que certains auteurs (17 qualifient de
PP e .

"superradiance"” tous les effets d'émission transitoires en Nz, gque la mise

J - .. ————

Pt
en phase initiale soit spontanée ou non et réservent a l'émission spontanée

collective le terme de superfluorescence. Nous n'avons pas adopté cette dis-
tinction dans ce mémoire et réservons le terme de superradiance pour le seul

effet d'émission spontanée 34 N atomes.

Parmi les applications pratiques possibles de la superradiance,
notons la possibilité de réaliser des impulsions lumineuses extrémement courtes
et intenses (!5). Mentionnons aussi 1'intérét qu'il peut y avoir a faire émet-
tre de fagon coopérative un grand ensemble d'atomes pour obtenir -dans le cas
de trans;sions peu pg;g;§g§”eg\ggfgignligg— des signaux optiques intenses a
partir des&;;I;’E;;~;enseignements spectroscopiques peuvent &tre obtenus plﬁs
facilement que sur de trés faibles signaux de fluorescence (19). Le fait que
1'émission provient de l'interférence entre les émissions de différents étomes

ouvre également de nouvelles possibilités spectroséopiques : dans le cas de‘ﬁﬁ‘\

transitions ayant des fréquences légérement différentes (structures isotopi-~

ques en particulier), des battements liés & l'interférence des champs émis

par des atomes différents sont attendus (20y,
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Enfin, la superradiance'démarrant sur les fluctuations du champ du
vide doit étre modifiée sl le systéme est werturbé & l'instant t = 0 var un .
champ extérieur appliqué venant s'ajouter & ces fluctuations 9) (2. on-
peut songer & exploiter ces modifications pour mettre au point de nouveaux

types de détecteurs extrémement sensibles du rayonnement (22),

Toutes ces applications ~trés simples dans leur prihcipe— ont été
suggérées‘par différents auteurs soit avant le début, soit au cours de ce tra-.

vail, et ont constitué un stimulant important pour le développement des expé-

riences que nous avons réalisées.

LE DOMAINE DE RECHERCHE AU DEBUT DE CE TRAVAIL

L'histoire de 1'étude de la superradiance peut &tre schématiquement
divisée en deux périodes : du premier papier de DICKE (23) (1954), jusqu'a
1972, les études étaient exclusivement'théorigues. Un trés grand nombre d'ar-
ticles - (2%), qu'il est impossible de citer de fagon exhaustive, ont été con-~
sacrés all'étude de l'émission spontanée collective en adoptant en général un
point de vue entiérement quantique. Une part importanﬁe de ces papiers trai-
tait des effets géométriques de la superradiance (25) (comparaison des
émissions dans un petit et dans un grand volume, é&tude de -la directivité de
1'émission, ...). En général, les effets de propagation du champ étaient né-
gligés et le probléme traité dans le ca&re de l'approximation du champ moven.
Citons en particulier les nombreux travaux de BONIFACIO et al. (!%). '

En 1972, FELD et al. (2%) ont réalisé la premiére expérience de
superradiance dans l'infrarouge lointain en utilisant un laser & HF pour in-
verser les populations sur une série de transitions de rotation de la méme
molécule autour de 100 um. L'analyse de cette expérience, dans laquelle les
effets de propagation étaient apparémment importants, conduisit ces auteurs
4 adopter le point de vue semi-classique (26) (13) poﬁr décrire leurs expé-
riences, ouvrant la voie & une série de papiers (3)(27)(28)(29) traitant la
superradiance comme l'amplification transitoire du bruit d'émission spontanée.

L'analyse de ces expériences et la comparaison des points de vue quantique et
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classique conduisit alors & poser les différentes questions que nous avons
rappelées plus haut, et fit en méme temps apparaitre l'intérét pratique du

développement de telles expériences dans différentes gammes de longueurs d'ondes.

LES CONTRIBUTIONS DE CE TRAVAIL A L'ETUDE DE LA SUPERRADIANCE

=~

Tirant profit du développement des lasers & colorants pulsés accor-
dables qui constituent des sources idéales pour le pompage de transitions
superradiantes dane des échantillons atomiques, nous avons montré qu'il était
possible d'observer de fagon trés générale le phénoméne d'émission spontanée
collective : nous avons réalisé les premiéres expériences de superradiance

dans le proche infrarouge sur des atomes de Na (30), puis de\gg§igg“ Nous

[

avons également montré qu'il était possible d'étudier simplement la superra-

diance microonde entre états de Rydberg des atomes alcalins (22).

Nos premiéres expériences sui le Na ayaﬁt montré la facilité avec
laquelle on pouvait .ainsi induire et étudier la superradiance, de nombreux
autres groupes expérimentaux ont, en utilisant des méthodes analogues, mis
en évidence le méme phénoméne .sur un grand nombre de transitions infrarouges
ou visibles. Mentionnons en particulier les expériences de VREHEN et al.
concernant l'étude de la statistique | (31) ges pulseg/sunerradlaggfvegﬂla

R — -

premiére mise en évidence des effets de_battement t entre transitions ayant

des fréquences légérement différentes (7) ainsi que les expériences de

PILLET et al. sur les effets de 9olarisat10n des signaux superradiants (9.
Pour notre part, nous nous sommes attachés a démontrer et & exploiter le

caractére classique (cohérent) du champ superradiant en étudiant le battement
V

= e

entre des_classes d'atomes. phvs;guement dlfferents (20) et 1e battement héte-

. T de (32) .

rodyne de l‘emission superradlante avec une source cohérente de reference

Nous”avons également étudié la superradlance d'un ensemble d'atomes enfermes
ST

dans une cavité résonnante, cas qui corresoond a un traltement théorique trés
g Bttt

simple (tous les atomes émetteurs jouent un rdle symétrique) et nous avons
vérifié expérimentalement certaines des propriétés prévues de 1l'émission

dans ces conditions.
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Sur un plan plus appliqué, nous avons cherché 3 étudier diverses

applications possibles de la superradiance a la spectroscooie (19) ou au dé-

veloppement de détecteurs trés sensibles de rayonnement (32)(22)

s 13 R AT

O SN o mme e

- . L. . e aan somamarC T O N

Parallélement & ce travail expérimental -qui a fait l'objet de
plusieurs publications-, nous avons poursuivi un long effort de réflexion
pour comprendre le phénoméne et apporter des‘réponses aux questions énoncées
plus haut. Cet effort s'est poursuivi en paralléle avec de nombreux autres
groupes. Signalons en particuliér les contributions de RE SSAYRE et TALLET (%)
a4 l'élucidation des effets de propagation dans le formalisme quantique, les
papiers théoriques de GLAUBER et al. (°) et VREHEN et al. (5“) sur l'étude des
effets de fluctuation et le calcul de la statistique de l'émission superra-

diante, les études de CRUBELIER et al. sur les effets de polarisation et de

dégénérescence des niveaux (33).

Toutes‘ces études'théoriques peuvent se classer en deux catégories.
Dans une premiére, nous rangerons les études portant.sur;un systéme idéal
d'atomes 4 deux niveaux dans des conditions géométriques simplés, destinées
4 comprendre la "physique" fondamentale du phénoméne. Nous avons, sur un tel
systéme simplé, essayé deldévelopper des modéles analytiquement calculables
pour retrouver -au moins qualitétivement- tous les résultats statistigue ré-
sultant chez d'autres auteurs de calculs numériques sur ordinateur. Nous avons
également cherché a définir de fagon ptécise la nature des approximétions faites
pour décrire la superradiance -en particulier les approximations de BORN et
MARKOV~ et discuté leur validité suivant les différents types d'observables

que l'on cherche & calculer.

Une deuxiéme catégorie d'études théoriques consiste a essayer de
camprendre la superradiancé-dans la complexité de la réalité expérimentale :
détermination des effets liés a l'existence d'une multiplicité de sous-niveaux
dégénérés ou quasi-dégénérés, éffeté géométriques dépendant dg la forme et '
de l'extension spatiale de l'échantillon, etc... Nous avons cherché & compren-
dre ces effets et & montrer comment on pouvait les calculer en détail et al

en tenir compte pour décrire une expérience réelle.
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Pour donner a ce mémoire un caractére d'ensemble cohérent, nous
avons éonsidéré qu'il fallait y inclure une description théorique aussi com-
pléte que possible de la superradiance, sans se limiter de fagon stricte a
la description de notre contribution originale, cette contribution ne pouvant
ellefméme se comprendre sans référence aux autres travaux. Nous serons donc
amenés a inclure dans notré analyse des résultats établis par d'autres auteurs.
Nous préciserons évidemment>au fur et a mesure ce qui constitug_notre épport
propre, étant bien entendﬁ que la présentation de l'ensemble .-méme celle qui

se rapporte aux résultats établis par d'autres auteurs- est originale.

PLAN DU_MEMOIRE

Nous commencerons, au chapitre II, par une étude détaillée de la

superradiance dans le cadre du modéle simple du svstéme d'atomes & deux niveaux.
Nous dégageons dans ce chapitre la "physique" générale du phénoméne, montrons
comment on peut en calculer les différents §aramétres (intensités, délais,
fluctuations, etc...) et justifions les différentes approximations qui rendent

le calcul possible.

Le chapitre III reprend 1'étude du probléme dans le éas d'un systéme
d'atomes & plusieurs sous-niveaux. L'interférence entre les émissions des diffé-
rentes transitions quasi-dégénérées conduit 4 l'apparition de battements dans le

signal superradiant dont on étudie la fréquence, la phase et la profondeuf de

modulation.

Le chapitre IV aborde l'étude d'un phénoméne important qui se pro-
duit trés souvent dans une expérience de superradiance : celui de la superradiance
limjtée; lorsque différentes classes d'atomes se trouvent couplées de fagon non
équivalente au champ de rayonnement, il peut se produire un effet d'interférence
destructive entre les dipSles associés & ces différentes classes, qui stoppe
l'émission superradiante avant que le systéme -ait émis toute son énergie. Nous
décrivons plusieurs situations expérimentales oﬁ,un'tel effet se produit et

- analysons les caractéristiques générales de ce phénoméne.
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Le chapitre V cldt notre étude théorique en décrivant un exemple
trés simple de systéme superradiant, celui du maser en régime transitoire, qui
obéit a4 des équations d'évolution du type de celles introduites par DICKE (?3) et
qui permet de mettre en évidence les caractériétiques physiques essentielles

du phénoméne.

Le chapitre VI est consacré & la description de la premiére expé-
rience de mise en évidence du phénoméne dans le proche infrarouge. Le chapitre
VII décrit nos expériences de battement de suverradiance, le chapitre VIII ana-
lyse les expériences de superradiance entre é&tats de Rydberg en absence ou en
présence de cavité résonnante. Enfin, leé chapitre IX présente les résultats des

expériences de déclenchement de la superradiance gue nous avons effectuées dans

le domaine infrarouge et microonde.



CHAPITRE II

"LA SUPERRADIANCE D'UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX"



-20-

I - INTRODUCTION

A- Les deux points de vue de la superradiance :

Le chapitre 1 nous a permis de dégager 1'interprétation physique
générale du phénoméne de superradiance et de poser un certain nombré de
questions concernant sa description théorique. Le but du présent chapitre
est d'apporter une réponse a.-ces questions en présentant une anélyse
détaillée de ce phénoméne dans le cas simple d'un ensemble d'atomes & deux
niveaux distribués dans un volume de dimensions linéaires grandes devant la

longueur d'onde de rayonnement émis.

Historiquement, le probléme de la superradiance a été abordé
de deux points de vue différents. Un premier groupe d'auteurs, suivant 1l'ana-
lyse du papier original de.Dicke (23),a .adopté le point de.vue qui consiste
& considérer 1'ensemble des atomes comme unisystéme quantique global
décrit par sa fonction d'onde ou mieux par son opérateur densité - couplé
au "vide" du champ de rayonnement (%) (23)(23). un autre groupe d'auteurs a
préféré décrire la superradiance comme un effet transitoire d'amplification
du bruit de photons (3) (27)(8) . ce point de vue revient a étudier la pro-
pagation d'un champ électromagnétique dans le milieﬁ atomique-décrit en

chaque point par sa polarisation et son inversion de population.

La premiére approche revient & analyser l'évolution du systéme

"atomes + champ" couplés dans le point de vue de Schrodinger qui met l'accent

sur la description compléte du systéme quantique étudié, alors que la deu-

xiéme se place dans le point de vue de Helisenberg qui favorise l'étude direc-

te de l'évolution d'un nombre restreint d'observables (champ, polarisation
atomique, etc....) et ne se préoccupe pas de la fonction d'onde ou dé A
l'opérateur densité du systéme. D'autre péft, le premier point de vue est
essentiellement quantiqge, dans le mesure oud il met clairement:en évidence
les processus photoniques, alors que la deuxiéme approche se préte beaucoup
mieux & l'analyse semi-classique, les équations d'Heisenberg étant formel-
lement semblables aux équations-de Bloch-Maxwél décrivant 1'évolution couplée
d'un ensemble d'atomes a deux niveaux et d'un’champ électromagnétique clas-

sique.
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Le point de vue de Schfzdinger est le mieux adépté a l'étude
de la superradiance d'un petit nombre d'atomes (disons,pour fixer les
idées , de deux a quelques dizaines), car le caractére quantique du champ
émis est alors bien prononcé : on peut tout au moins théoriquement, compter
un 3 un les photons émis et imaginer des expériences permettant d'accéder
4 la mesure des différents éléments de la matrice densité du systéme A
atomique. Ceci explique la prépondérance générale de ce point de vue tant
que les seules études sur la superradiance restaient théoriqueé. A partir
du développement des premiéres expériences, qui pour des raisons pratiques
portaient sur des nombres d'atomes énormes (N %1012) (26), le point de vue
beaucoup plus économique de Helsenberg a &été dominant car il est mieux
adapté au calcul des quantités macroscopiques (champ émis, populations

atomiques) mesurées dans les expériences.

Les deux approches de la superradiance conduisent § des langages
et & des images physiqieées différentes : la premiére voit le phénoméne comme

l'émission spofitanée collective d'un ensemble d'atomes. La seconde parle

d'amplification , donc d'émission stimulée par certains atomes du champ

émis par d'autres. Les approximations faites pour résoudre les égquations
d'évolution dang les deux points de vue sont d'autre part trés différentes,

ce qui conduit encore a une dissymétrie apparente des deux descriptions.

Ces différences de présentation ont entrainé certains auteurs (34) a asso-
cier deux phénoménes distincts & chacun des deux points de vue. lLa “"superra-
diance de Dicke" est ainsi parfois opposée 4 la "superradiance laser" obsérvée
dans un amplificateur optique pompé en un temps trés court. Ces tentatives'

de distinction sé sont manifestées ainsi sur le plan sémantique (on a cherché
a opposer les notions de superradiance e£ de superfluorescence par exemple)

~

(1) et ont beaucoup contribué a teinter ce probléme d'un certain mystére.

Il nous a donc paru intéressant pour éclaircir ce probléme,
de développer dans ce chapitre de fagon paralléle les deux points de vue
de Schr;dinger et de Helsenberg de la superradiance et de montrer leur
€équivalence en ce qui concerne le calcul de 1l'évolution du champ rayonné
( et des observables atomiques définies dans le point de vue de Heisenberg)

Nous commencerons au paragraphe II par établir les équations d'évolution
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dans ces deux points de vue. Ces equations ont déja été obtenues par
différents auteurs, (35)(1“)(“), dont nous rappelons les contributions

au fur et & mesure dans le courant du texte. Il nous a semblé important de
reprendre en détail 1l'établissement de ces €quations, afin en particulier
de dégager clairement les approximations conduisant aux diverses équations

et de préparer le terrain pour la discussion physique quli suit.

" Une fois les équations obtenues et leur équivalence en ce qui
concerne 1l'étude du champ constatée, il reste bien sGr & résoudre les équa-

tions dans 1l'un ou l'autre de ces points de vue.

s s e e i e . g o i 5 i s i e e . e ey o S e i e e e A G e e e T S e e S . A > e e i o o

‘et son interprétation physique.
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Le paragraphe III est consacré & la résolution détaillée des

équations dans le cadre de 1'approximation du champ moyen qui consiste a

négliger complétement les effets de propagation. Cette simplification} qui
revient & traiter tous leé atomes de fagon équivalente (le systéme reste aﬁ
cours du temps dans un état symétrique par échange de deux atomes gquelcon-
ques), permet de dégager simplement les caractéristiques essentielles de-
l'émission et de développer des modéles simples utiles pour la résolution

plus compléte ott 1l'on tient compte de la propagatioh du champ.

On montre qu'il est poséible en introduisant‘des‘opérateufs
densités quasi classiques du systéme atomique et en décrivant celui-ci en
terme de superposition de ces opérateurs, de calculer entiérement 1l'évolution
du systéme en fonction du temps. Cette apprdche a l'avantage d'une.inter-
prétation physique trés claire. Les dpérateufs densité'huasi—classiques"
ainsi introduits sont éeux dans lesquelé le systéme se trouve automatiquement
réduit au cours d'une mesure donnée (principe de réduction du paquet d'onde)
et la superposition de ces opérateurs permet de définii'un état féspltant
d'une moyenne effectuée sur un grand nombre de réalisations statistiques
possibles, ce qui est bien la défiﬁition générale d'une matrice densité.
Ainsi trouve-t-on la réponse & une des questions posées au chapitre pfécé—
dent : chaque expériénce ne détecte qu'une réalisation d'un ensemble virtuel

de possibilités associées a chaque opérateur densité quasi classique. Nous
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montrons comment on peuty, & partir de la matrice densité du systéme, calculer
les lois de probabilité permettant de prédire la statistique des résultats
attendus sur un grand nombre d'expériences réalisées avec des conditions

initiales identiques (fluctuations du délai du pulse émis....).

Le paragraphe IV étend alors essentiellement le calcul du
§ IIXI au cas ou l'on tient compte de la propagation du champ émis dans
une direction. Le systéme devient alors trop compliqué pour permettre le
calcul de l'évolution de son opérateur densité. Aussi adopte-t-on d'emblée
ici le point de vue de Heisenberg et calcule-t-on les différentes "trajectoires”
quasi-~classique du champ (ou de la polarisation atomique) et leur probabilité
d'occurence dans une expérience. On moritre que ces lois de probabilité re-
flétent les fluctuations de la polarisation initiale du systéme , c'est-a-
dire les fluctuations du champ du vide responsables du démarrage de la
superradiance. Le point de vue développé ici suit dans ses grandes lignes
la théorie de Hagke et Glauber () de 1la superradiance & qui nous devons
la compréhension claire du lien entre les aspects quantique et classique
du phénoméne (une autre présentation en a été également donnée indépendamment
par Vrehen et al (5“)). Ces auteurs ont cependant développ&directement la
théorie dans le cas non analytiquehent calculable du modéle de propagation
4 une dimension du champ émis et ont effectué tous les calculs numériquement
sur ordinateur.>Le paragraphe III de ce chapitre, sans introduire &'idée
physique fondamentalement nouvelle, constitue & notre avis une des gontribu—
tion originales de ce mémoire, dans la mesure ol nous donnons une analyse du
probléme dans le cas plus simple du modéle du champ hoyen, avec des expres-

sions analytiques simples de la matrice densité et des lois statistiques.

0 o i e T e Sty e g S P B S W e T g > e B i o e T e e e

C- La disgg§sion des_approximations et _leur contenu physique

L'analyse menée aux § III et IV fait clairement apparaitre
la grande différence de "richesse" contenue dans les points de vue de
Schrodinger et de Heisenberg. Nous consacrons le § V a une comparaison appro-
fondijie de ces deux points de vue en discutant le sens physique des approxi-
mations faites pour aboutir aux éguations d'évolution du systéﬁe. Il est
clair que le point de vue de Schrédinger -~ qui a l'ambition de décrire toute

la matrice densité du systéme atomique global contient infiniment plus
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d' "informations" que le second. Quoique beaucoup moins économique que
l'autre, le point de vue de Schr;dinger mérite d'étre étudié si l'on

cherche 3 calculer 1l'évolution d'observables plus "fines" que celles

que l'on étudie généralement dans le point de vue de Heisenberg, comme les
corrélations d'ordre élevé du champ, des signaux de coincidence dans des
expériences de comptage de photons etc.... La plus grande richeésé d'infor~-
mation de ce point de vue se paye alors par des conditions de validité
plus restrictives des équations obtenues. Pour établir les équations de la
superradiance, on doit en effet faire les approximations fondamentales de
Born et Markov qui consistent & négliger 1l'évolution des observables étudiées
pendant le temps de corrélation des processus de couplage des atomes au champ
Il s'agit 1la en d'autres termes de l'approximation d'interactioﬁ faible entre
le systéme atomique étudié (1l'ensemble des N atomes & deux niveaux) et le
"réservoir" responsable de leur relaxation (l'ensemble'des modes du champ) .
Le temps de corrélation de ce réservoir est -suivant les cas- la période
optique A/C ou le temps de propagation de la lumiére dans le milieu L/C. Dans
le point de vue de Schrddinger , les "observables" étudiées correspondent

aux différents éléments de la matrice densité eux mémes qui évoluent avec

des constantes de temps tfés rapides comparées a celle du champ électromagnéti-
que rayonné (en fait avec des constantes de temps de l'ordre de TSR/N , donc
N fois plus courtes que le temps caractéristique de superradiance). Il en
résulte une condition de validité de 1l'approximation de Born-Markov beaucoup
plus restrictive que celle qui est nécéssaire a L'établissement des équations

d'Heisenberg qui se bornent a étudier 1'évolution d'observables "lentes" a

constantes de temps de l'ordre de T__. En d'autres termes, le point de vue de

SR
Schradinger conduit & des équations d'évolution de l'opérateur densité du
systéme atomique qui ne sont valables que pour de "petits" systémes (N pas
trop grand). Pour des systémes "importants", ces équations ne sont plus jus-
tifiées (en fait le développement des égquations en puissance de l'interaction
atomes-rayonnement n'est plus convergent), mais les équations d'Heisenberg
qde 1l'on peut déduire des équations de Schréﬁinger en prenant la trace du
prbduit des obsérvables champ ou polarisation avec l'opérateur densité res-

tent quant a elles valables. Ce résultat n'est qu'apparemment paradoxal,

puisque ces opérations de trace reviennent en fait a ne considérer que
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certaines combinaisons des éléments de‘matrice de l'opérateur densité

(qui évoluent "lentement") et a ne plﬁs s'intéresser & celles qui évoluent
trop vite. En'Q'autres termes, bien que l'opérateur densité du systéme

dans son ensemble n'obeisse plus & l'équation d'évolution simple obtenue ,

=

on peut continuer & utiliser cette équation a condition de se limiter au
calcul d'observables lentes et d ne pas chercher & donner un sens physique
a tous les éléments de matrice de cet opérateur. C'est ce qui justifie
que nous puissions résoudre au § III les équations d'évolution du champ
indifféremment dans les points de vue de Schf&dinger ou d'Heisenberg sans

nous restreindre au cas de "petits" systémes.

La question qui se pose alors concerne le calcul éventuel
a' "observableS rapides” (corrélations d'ordre élevé du champ par exemple)
pour des systémes superradiants "importants® tel que l'approximation de
Born-Markov restrictive n'est plus valable. Nous montrons que cette question
ne peut &tre séparée de celle de la mesure effective de ces observables qui
nécessiteraient en fait des "détecteurs idéaux" ayant un temps de réponse
plus court que le temps de corrélation du systéme superradiant lui méme,
ce qui est non physique. Ainéi . au dela de 1l'approximation de Born-Markov
restrictive, l'étude de l'opérateur densité tout entier du éystéme non seule-
ment n'est pas possible théoriquement & l'aide de l'équation de Schrodinger
que nous avons établie, mais n'a pas de sens physique. Cette condition permet
ainsi de distinguer le cas d'une superradiance "microscopique"”, pour laquelle
toutes les expériences de corrélation ou de comptage de photons sont non
seulement calculables, mais physiquement envisageables , du cas de la superra-
diance "macroscopique" pour lequel le concept d'opérateur densité global du
systéme atomique perd de plus en plus de sens , aussi bien théoriquement
qu'expérimentalement. Le paragraphe V de ce chapitre fait une analyse détail-
lée de ce probléme, précise les conditions de Born-Markov, et la notion de

"petit” et "gros" systémes superradiants.

L'ensemble de ce chapitre 2 apporte ainsi une.réponse aux
principales questions posées au chapitre d‘'introduction et donne un cadre
général pour le calcul du phénoméne de superradiance. Dans une situation

expérimentale pratique, d'autres questions se posent, liées i des .comnli-
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cations que nous qualifierons d' " jnessentielles" : probléme de diffrac--
tion et propagation de la lumiére & trois dimensions, existence de dégéné-
rescence dans les niveaux bordant la transition superradiante etc...

Nous laissons l'analyse de ces questions pour les chapitres suivants,
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II - EQUATION D'EVOLUTION DU SYSTEME ATOMIQUE

L'étude détaillée du phénoméne de superradiance est complexe
dans la mesure ou il s'agit d'un "probléme & N corps" consistant & étudier
1'évolution d'un grand ensemble d'atomes couplés & un nombre infini de modes
du champ électromagnétique. Nous nous proposons dans ce chapitre d'établir
les équations d'évolution de la superradiance, dans le cas idéalement simple
d'un systéme & deux niveaux. Aprés avoir introduit les notations générales
décrivant le couplage d'un systéme de N atomes & deux niveaux avec le champ
électromagnétique ( § A), nous commencerons par établir l'équation d'évolution
de la matrice densité du’systéme atomique (Point de vue de Schrodinger § B
puis nous décrirons les équations d'évolution des opérateurs atomiques
(point de vue de Heisenberg § C) et nous discuterons de l'équivalence des

deux points de wyue pour le calcul de la polarisation atomique et du champ

rayonné.

A - Position du probléme et notations

- o - - s T - — > - - - ——— o —

1°) Le systéme atomique

On considére un ensemble de N atomes a deux njiveaux + > et
|- > (figure II 1) séparés par 1l'intervalle d'énergie hwo . Les atomes
|+ >
%wo
[- > FIGURE II.1

gue l'on identifie par 1'indices 1,2,....1 «.....N sont situés aux points
> -»> -> > ’

de coordonnées X X X..00X
) N 2 L | "N

1'intérieur d'une région de forme cylindrique allongée de longueur L et de

. Ces points sont répartis au hasard &

surface a? (voir figure II-2)
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X ‘ ->
atome de coordonnée xi
\\\ aire a2
,... ‘;:' w od 4"- 1,%".< :
- et —~—y
k.-c. e o LA .s_~.-.. -
0 z aw
->
\ k
o < >

FIGURE II.2

A t = O les atomes sont tous dans l'état [+> et l'état initial
de la matrice densité atomique p est de la forme :

p = |+ e >, ... |+>N <+|

. i cee <#] s <l (ITo1I-1)

(|i>i représente l'état |i> pour l'atome i).
Les niveaux |+> et |-> sont couplés entre eux par l'opérateur
dipolaire électrique. Nous considérerons que le couplage se fait suivant

. . > :
la polarisation ¢ et nous .poserons :

<+[B.E.|->= p, _ # 0 8 (I I1-2)

On peut sans nuire & la généralité du probléme considérer que D+ _ est réel.

Il est commode de définir 1'opérateur dipolaire associé & chaque

atomeiitd‘intiodhire 4 la suite de nombreux auteurs (39) (23) (37) les matrices

+ - . . . . .
ri et ri qui respectivement excitent et desexcitent l'atome 1i.

r. ‘—>, = |+>, (IT II-3a)
i i i
r, |+>, = |->, (II 1I-3b)
i i i :
On peut également définir r3 .

r3 >, = $1/2 | £> : (IT II-3c)
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+ et r
ri ' ri 34
cinétique .

On a alors :

(VE 2

3—(++ T) D
i—ri ri +_.

obéissent aux relations de commutation d‘un moment

(II 11-4)

et le dipole de 1'ensemble des atomes s'écrit comme une fonction de la

position :

-
I D, . &(x-Xx,)
i 1 1

D(x) =

2°) Le champ rayonné :

(IT 1I-5)

Il est décrit 4 l'aide des opérateurs de création ou d'annihilation

e

—)

' a;g d'un photon de vecteur d'onde k
> >

a I ). Le champ électrique E(x,t) est un

linéaire d'opérateur'ai 4 et ar Z qu'il est
-’
E =

dites de fréquence positive et négative, ne

opéfateurs de création et d'annihilation.

-> -+
et de polarisation € { € orthogonal
opérateur qui est une combinaison

commode de séparer en deux partie

(II 1I-6)

contenant respectivement que des

r+ > g tkx
E (x,t) = -z 5 €44 aK E et % (II II-7 a)
K.,€ k e
_)..).
> > > + -ikx -
E (x,t) = -) € > > ar e (II II-7 b)
g k € ke
k,€
ol
> ~ Kok s
€ KZ =g V= est le champ €lectrique par photon

Zeolff

(V) étant le volume de la “cavité" dans lequel le champ est quantifié ).

3°) Hamiltonien du systéme atomes + champ

L'évolutipn du systéme est régie par l'hamiltonien suivant :
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H=H- + H + V (II II-8 a)
at ray .
ol ‘ ‘ '
H = h I - b
at wo R3 ‘ (IT I1-8 b)
+ .
= h - -
k,e
et ou :
> - + + -
V = -D.E = ;Z, g2 (@2 Ry +a,, R,, ) (IT I1-8d)
k’g k k € k €

sont respectivement les hamiltoniens du systéme atomique, du‘champ électromagné-

tigque et d'interaction. La définition des quantités apparaissant dans cet

hamiltonien est la suivante :

+
a R et R3 sont des pseudo moments cinétiques collectifs
= 3 : -
R, = Z ] (11 II-9a)
i.
+ ik x £ I-9b
* *+i : . I-
Re> = Y e Xy x; (IT I )
i

* g g est la constante de couplage entre les atomes et le mode

2 =g = V _hek (II II-10)

-
280

(on peut noter que comme l'on se limite au cas d'un systéme a deux niveaux le
.+
couplage ne se fait suivant une seule direction de polarisation € et l'on
->
peut donc supprimer les sommations sur € dans le hamiltonien (II II-8B) ainsi

>
que les indices €).
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i e s G e - = e = - T = " P - S S WS " - - T " —— —— - —— > ——

1° - Equation générale pour la matrice densité atomique :

s=

Le systéme "atome + champ" est décrit par sa matrice . densité P (t)

qui obéit a 1'équation générale.

ih 42 lu, ¢ | | (II-II-11)
adt ) - :

ol H est le Hamiltonien défini & 1'équation (II-II-8). L'équation (II-II-11)
doit étre résolue en tenant compté de la condition initiale
00y = [bo @l+ . \g)|+> @..axl+>” R R
-Y . l
% | lo> <o ] (1I-11-12)
-~ ray ray :
représentant - & 1'instant t =0 le systéme des N atomes totalement inversés en
présence du champ du vide.

Pour résoudre l'équation (II-II-11), il est commode de passer en re-
présentation d'interaction en définissant les quantités

” .' o . —. - .

dit) = oi[Hag + Bray Je/m e’ 1[5 + Hyay_| t/F (II-I1-13)

'\‘}'(t) _ el E’at + Hray] t/h Vv e iE’at + Hra'zl t/H (II-TI-14)

L'équation (II-II-11) devient alors

. ”~I ~ ~
ih &2 - (¥, 3] | (1I-11-15)

En résolvant (II-II-15) par itérations successives,on obtient 1'équation
exacte :

p i o
, = VI ’ $(0) dr | v(t) V(t-T). 6 (t - 1. ]
p” -y [V thl.u ]
(II-I1-16)
Nous nous intéressons ici a 1l'évolution de la partie atomigue du

systéme, complétement définie par la connaissance de la matrice densité atomique

qui, en représentation d'interaction, s'écrit
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- ~J
= Tr t II-1I1-17
p (t) ray p(t) ( )
L'équation d'évolution de'H se déduit de l'équation (II-II-16) en
prenant la trace des deux membres par rapport au rayonnement. Le commutateur
simple au second membre de cette équation donne une contribution nulle & cette

N
trace car ¢(0) n'a que des éléments de matrice diagonaux en nombre d'occupation
et a, . est entiérement non diagonal.
ke ke ! g

On obtient ainsi pour P l'équation encore exacte :

A%
de photons alors que V, linéaire en a

d’\l
at ° ° Tr

» drt [’G’(u ‘ [V’\(Jt -1, Bt - -r)”

J.t
ray 2
(II-1I-18)

En dépit de sa simple apparence, 1l'équation (II-II-18) est en fait trés compli-

quée car elle décrit une infinité de processus,ié tous les ordres en V impliguant
des corrélations a tous les ordres entre les atomes et le tayonnement, qui. sont

implicitement contenus dans Eat-T).'Il ne faut pas oublier, d'autre part que
Gdcontient une somme sur tous les modes du chaﬁp électromagnétique. Il est ins-
tructif de développer sur l'ensemble des modes chacun des quatres termes dans

le double commutateur de l‘équation (IT-II-18). On obtient alors

~ t ., }
do _ gi(k)g(k')_ 4+ -ic(k+k -2k,)(t-1;
dt k{l— 12 '[ dt Trray %ke Pre’ Ry P ©

o © ictk, -k)T

k'e e o

+ o+ - - ic(k+k =2k ) (t-1) =-ic(k,~-K)T

Tk frer R Ry e
+ + - ic(k'-k)(t~-1) ic(k, -kt

akea)de'RkRk"e e

+ -+ dc(k-k')(t~-1) —iek.-K)T L~

e ke R Ry © € ° f ¢ (-1

+ 3 autres termes semblables - (I1-11-19) .

Afin de résoudre pratiquement cette équation, on fait en général

plusieurs approximations que nous passons & présent en revue.
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2° - Approximation de Born et Markowv.

e

Il s'agit de l'approximation permettant de transformer 1'équation

(II-11-18) ed équation différentielle linéaire a coefficients constants, dite
équation pilote pour la matrice densité atomique. Elle consiste d'une part &
considérer comme infiniment petits les corrélations entre le systéme atomique
et le champ de tayonnemeht @ pproximation de Born) et d'autre part & considérer
comme trés court le temps de corrélation des atomeé au rayonnement (@ pproxima-
tion de Mérkov), Il s'agit 14 de deux aspects d'une m&éme approximation, 1l'une
ne pouvant, comme nous le montrons au § V,étre faite sans l'autre de fagon consis-
tante. D'oQl le nom condensé de Born - Markov donné & ces approximations. Notong,
que les hypothéses decorrélation faible entre l'atome et le champ, et de mémoire
courte de 1'intéraction, sont faitesde fagon trés générale dans tous les problémes
de relaxation,oﬁlun “petit systéme" (ici l'ensemble des N atomes) se trouve couplé
4 un grand réservoir (ici le champ é&lectromagnétique du vide), responsable de son
évolution(BB). En ce sens, on peut dire que l'apprdx;mation de Born-- Markov est
1l'approximation d ' " interaction faible" de la théorie de la relaxation. Elle ne
sera valable que si le nombre N d'atomes est assez petit. Nous reverrons ce voint
en établissant les limites de validité de cette approximation au § V.

Indi quons simplement pour l'instant -que dans le cas de l'émission
spontanée d'un atome isolé- cette méme approximation est connue sous le nom d'ap-

(39?. Elle est alors justifiée par le fait que

proximation de "Wigner - Weisskoff"
le temps caractéristique d'émission spontanée 1/T, est trés long devant le temps

de corrélation 1& = 1/w du processus de coyplage de l'atome au rayonnement

I « o (II-11-20)
C'est 1'établissement d'une condition équivalente & 1'équation (II-II-20), dans
le cas de la superradiance de N atomes,qui fera l'objet de la discussion du § V.
Laissant pour l'instant ce point de ¢c8té, nous allons successivement définir de

fagon précise les approximationé de Born et de Markov :

a) Approximation de Born

.‘_ V .'
Elle consiste simplement & remplacer ¢$(t-t1) par p (t-r)®|0> <0
dans le membre de droite de 1'équation (II-I1-18). Cela revient bien &, ray ray

négliger la construction des'corrélations entre l'atome et le champset les modifi-
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fications induites par ces corrslacions sur le "réservoir" électromagnétique. En
d'autres termes, on considére que les atomes émettent tout au long de leur évolu-
tion dans le "vide",et on néglige la réaction du petit systéme atomique sur le

champ. L'équation (II-II-18) devient alors simplement.

t
d ~ - _ -}- AL -~ A B -~ _ -
_5; [O(t)lgorn =T 32 £ dar Trray [.V(t), Lv(t. ), p(t r)-&|o;;y r;;o |J]
(ITI-I1-21)

On obtient ainsi une équation beaucoup plus simple que (II-II-18) qui ne fait
plus apparaitre que les éléments de la matrice densité atomique’B, L'équation
(II-I1-21) n'est en fait que le premier terme (au 2° ordre en ¥ d'un développe-
ment exact en puissances successives de V de 1l'équation (II-II-18). Ce développe-
ment peut s'obtenir simplement par itérations . successives de cette équation

(II-II-18). Nous le donnons ici car nous en aurons besoin plus loin :

t ~ . a~r A"'
4 %--2L Jarr ‘\V(t) , [V(t-T) , Bit-1 ®lo> <o|J] (II-11-22)
at ‘EZ -ray
o - . ray ray
. 1 t t _-\J ~ L oA d =T
s farfar T | VO ,LV(t-T+‘l') S Vie-1), pe-n1%l0> <o|_|l
o o ray ray 4.

t t t ~ '~ ~ .w ~ 5
L far IdT'TdT"TrrayEl(t) , [V(t-r+r') ,[V(t-'r +1), [Vt -1) plt-1® |o><0]]
o o o ray ray.

~ Nt -’v | ~ ]
- TI-:ra E(t)‘,[V(t—T+rl)’|o> <O|Trra I_V(t"T+T"),LV(t-T),p(t‘T)wlo> <0|J]’
Y ray ray y ' ray ray -

Ce développement n'est valable que parce que les hypothéses suivantes
(40)

sont satisfaites par la matrice densité globale ¢(o) et par le champ de rayon-
nement & l'instant t = O :

ol0) = p (o) ® o> <'0] ' (II-II-25)
ray ray

et . .
' > =0 o : IT-11-24
rI‘rray Eﬂray IO ray ra<y Ol] ¢ )
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Revenons & présent 4 l'approximation Born (Equ, II-II-21), et rem-
plagons y Glpar son développement suivant les modes du champ, comme nous 1l'avons
fait & 1l'équation (II-II-19). La trace revient & calculer la valeur moyenne dans
le champ du'vide de produits d'opérateurs de création et d'annihilation. Les geules

contributions non nulles viennent des produits ahsa:véﬂ avec k¢ = k'a!',
dont la valeur moyenne dans le vide est égale & l'unité. La contribution du terme

écrit dans la formule (II-IXI-19) se réduit alors & :

2
t .
d g (k) ictkg -K)T 4 o ~
= plt) = _Z—»“—Z— f dr e R? R? p(t - 1)
dt KL A o kK k
+ 3 autres termes semblables. (II-11-25)

(Les trois autres termes du double commutateur s'évaluent de la méme fagonl .
Aprés avoir resommé ces termes et séparé les partiesréelles et lmaalnalres, on

obtient finalement 1 eqqationintegro\dlfferentlelle suivante pourﬁ)(t)

4 v Z éi( k) t ]
— p(t) = - =" Jat cos clky ~K)T R*-R+ .p(t--ﬂ
dt P )?g 12 £ [
2(
-2 ik.&t"T)Rl"'i gz—%ﬁ— £ dtr sin c(k, k’T[RiR*oMt~Tﬂ

(II-TI-26)

b) Approximation de Markov

L'équation (II-II-26) décrit un processus a mémoire finie, la dérivée
de ‘B 4 1l'instant t dépendant des valeurs prises par 6’& des instants t -t anté-
rieurs & t. Le temps de mémoire caractéristique (temps de corrélation du processus)
peut &tre évalué .en développant ' l'équation (II-II-26) sur une
base d'états atomiques ]a>, ]s> ... (une base particuliére sera précisé plus loin}.

Un des termes de cette équation sera de la forme :

2% ¢ - ~
){“gz — [ dat cos ctk, -¥)T IR)?{ IR E’Isa Pgglt=T) + ...

O

dt Fha
(II-11-27)

Effectqonsvla somme sur K dans l'équation (II-II-27). Cette somme apparait
comme une intégrale sur k du produit de cos c(k, -k)Tt par la fonction
. s ) s ..
g(k)/ﬁ (R}() 6 ﬁoﬁa . Le cosinus a une période 1/ct. L’intégrale ne sera ainsi
notablement non nulle que si la condition
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1 5 A (II-I1-28)
CT . :

est remplie, Ak étant la largeur caractéristique dans l'espace des k de la

+ < - - .
fonction (R, ) , (R, ), . Une limite inférieure de Ak peut étre évaluée trés simple-

k aB k "Ba
ment : on tire en effet de (IXI-II-9)
‘i < '1 45 +
+ - ik x; -~ ik ¥ ~
> = 1
(RP) g (Rl iz. e” e <alr; |8><8|rj ‘°‘>_
] (II-11-29)
(RE?GB (R}ﬁea apparait ainsi comme le carré de la transformée de Fourier de la

: . + : . + . . I
distribution <a|ri |B> . En fait <0.|ri |B> varie sur des distances caractéris-
tigques de l'ordre de I, au plus (L est la dimension linéaire la plus grande de
l'échantillon). Sa transformée de Fourier a ainsi une extension én k plus grande

ou égale & 1/, :

Ak 2, 1 (II-T1-30)
L
Combinant (II-II-28) et (II-II-30) on obtient alors la condition
L
T < g (II-I1-31)

qui exprime que le temps de corrélation de la superradiance est de 1'ordre du
temps de propagation de la lumiére le long de l'échantillon. Il s'agit 1la bien

sGr d'un résultat physiquement évident, déja signalé par différents auteurs (36)

(41), qui signifie qu'un photon ne peut &tre émis collectivement par 1'échantil-.
lon avec un temps de corré&lation Plus court que le temps qu'il.faut 4 la lumiére
pour traverser le milieu. Si ce temps decorrélatign L /c est assez petit compa-
ré au temps caractéristique d'évolution du systéme (tout le probléme est évidem-
ment comme nous le verrons au § V de préciser ce que "assez petit"vsignifie) ;
on peut remplacer dans (II-II-26) E(t-r) par B(t) et étendre a 1'infini la |
limite supérieure des intégrales. On réalise ainsi 1l'approximation de Markov

qui revient & considérer que la mémoire du processus d'émission spontané est

infiniment court. L'intégration‘t de 1'équation (II~II-26) est alors immédiate.

On obtient
i . .
f dr cos c(k_-k)r = = &(k-k,) ' (II-II-32)
0
© 1 T
[ atsinck,-K)T = I PPy (12-11-33)

0
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et le systéme (II-I1I-26) devient un ensemble d'équations différentijelles linéaires,

appelé équétion pilote de la superradiance :

2
da ~ _ g_(k) oo Y = Yy Rt )
3¢ P8 "'"Zg4p ‘Mk—kg([RKR;.DH»]+-2R£ pit) RY
“-C
: 1
- ' ‘g (k) ) + - ~ 3 _ _
i}%_,—g» 2 PP o~ [ RpRp. (0] | (II-11-34)

( )(42)

Ces équations ont été obtenus par différents auteurs . La partie réelle

décrit un processus irréversible d'amortissement du systéme atomique. La partie

43
(43) dont elle

imaginaire est souvent assimilée & un terme de Lamb shift cpllectif
a la forme analytique. Il s'agit en effet d'une contribution de nature hamilto-

nienne a l'évolution du systéme (présenceé d'un commutateur) avec la forme dis-

persive caractéristique en . Nous verrons plus loin que,de fagon plus fon-

1
k ~k, _
damentalg ce terme imaginaire représente les effets de 1la propagation du champ

. . . 4
électromagnétique dans le milieu superradiant ( ).

3°)- Approximations géométrigues :

a) Forme du milieu atomique émetteur

Bien que beaucour plus simple que l'équation (II-II-18), 1l'équation
Pilote obtenue & l'approximation de Born-Markov est encore trés compliquée, le
second membre de 1l'équation (II-II-34) contenant une sommation sur tous les ato-
mes (qui intervient dans la définition de RE:, R}z) et une sommation sur tous

les modes du champ électromagnétique (sommation sur i ). Il est clair cependant
que ces deux sommes ne sont pasindépendantesies modes du champ auquel le sys-
téme atomique est effectivement couplé dépendent de la forme géométrique du
milieu émetteur, c'est-a~dire la répartition spatiale des N atomes. Le choix

de cette fofme géométrique est donc important, dans la mesure od il va per-
mettre de simplifier plus ou moiné non seulement la sommation sur les atomes,
mais aussi celles sur E. Celle que nous avons choisi,avec la plupart des auteurs
traitant du méme probléme, est la forme cylindrique ou parallélépipédique alon-
gée schématisée par la Figure (II-2) : le milieu initialement inversé est cons-

titué de N atomes répartis aléatoirement avec une densité moyenne uniforme dans

un volume de longueur L (orienté le-long de 0z) et de dimension latérale a2
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(la section latérale dans le plan x0y a pour aire a?)
et les inégalités suivantes seront supposées vérifiées. -
L » a » A (II-1I-35)

Une telle forme va comme nous le montrons conduire & une analyse géométrique re-
lativement simple du probléme. On peut de plus la considérer comme une idéalisa-
tion de la situation expérimentale courante ou l'inversion de population initiale
est réalisée par une impulsion laser dans une cellule de résonance. Dans ce cas
cependant, il est clair que la distribution transversale du milieu excitateur
n'est pas uniforme. On aura cependant une bonne description qualitative ge

cette situation en assimilant a au diamétre de ce faisceau d'excitation.

Il est clair gqu'avec la géométrie choisie, l'émission va se produire
essentiellement le long de l'axe du cylindre. Il est alors tentant de simplifier
le probléme en considérant que le champ électromagnétique a la structure géomé-
trique d'une onde plane se propageant le long de l'axe du milieu. Il apparalt

immédiatement qu'une telle hypothése se heurte a olu51eurs difficultés :

(i) L'émission a lieu en fait dans les deux directions opposées le
long de l'axe du milieu,. rien dans les conditions initiales choisies ne permet-

. - -
tant de favoriser l'émission vers 1l'avant (+ko).ou vers l'arriére (—ko).

(ii) méme en ne considérant l'émission que dans une direction, il
est clair que l'hypothése d'une onde plane est incompatible avec la théorie de
la diffraction : le milieu étant limité latéralement, le champ émis va présenter

-
une dispersion de direction des vecteurs d'onde k.

Il apparait ainsi que méme avec la forme simple choisie, le probléme de 1l'é-
mission superradiante reste essentiellement un probléme de propagation & ﬁrois
dimensions. Ce pfobléneétant‘trés compliqué , nous allons faire a présent deux
approximations'ébrrespondant‘é"un-niveau de simplification croissant, qui -
quoigue non strictement justffiées - conduisent ‘4 des équations solubles, tout
en permettant de tenir'cbmpte des effets essentiels du phénoméne de superradiance.
Il s'agit de l'approximation de propagation & une dimension et de l'approximation
du champ moyen. Ces approximations sont d'un ordre différent de celles étudiées

au paragraphe précédent. Alors que l'approximation de Born -Markov était essentielle
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pour obtenir une équation différentielle pour la matrice densité du systéme

~atomique, les approximations géométriques permettent de simplifier nlus ou
moins le probléme complexe de propagation a trois dimensions sans altérer la
"physique" du phénoméne de superradiahce. Ce point sera justifié lorsqu'au
paragraphe suivant, nous comparerons entre elles les solutions obtenues avec
les deux approximations géométriques. Nous verrons que -a quelques caractéris-

tiques segondaires prés- les formes de signaux obtenus auront des pronriétés

trés semblables.

Insistons, pour finir, sur le fait ¢i'il n'est pas cuestion ici
de justifier ces approximations. Nous nous contenterons de les définir en dé-
tail en précisant les hypothéses géométriques introduites vour simplifier les
égquations (II.IX.34). Nous indiqﬁerons également quelles sont les proﬁortions
& donner au milieu émetteur pour minimiser les erreurs introduites var ces
simplifications. Nous renvoyons le lecteur & l'apnendice I pour une analyse
plus détajllée des effets géométriques. Nous tontrons dans cet. anpendice que la
prise en compte de ces effets ne modifie pas de fagon importante les conclusions
obtenues a4 l'aide des modéles simples introduits ici.

-

b) Approximation de’oropggation 4 une dimension

Une premiére simplification importante consiste & supposer que
l'émission n'a lieu que dans un sens avec des vecteurs d'onde ﬁ dont la direc-
tion est voisine de l'axe du milieu émetteur (hypothése i). A ce stade, cette
hypothése n'apparait que comme une simplification formelle qui semble trés
arbitraire. Indiquons simplement ici que le fait de tenir compte de 1l'émission
dans les deux sens ne change, comme nous le verrons & l'apnendice I-A,

. que trés peu l'émission observée dans un sens donné, L'interoréta-
tion physique en est que les pulses,émis en sens inverse,le sont essentielle-
ment par des atomes distincts dans le milieu émetteur. Ajoutons également que
si les conditions injitiales de l'équation (IX.JIII.34) ne permettent pas de fa-
voriser 1l'un des deux sens d'émission, il est possible d'envisager des situa-
tions expérimentales légérement différentes (excitation balayée, milieu &

gain anisotrope (**)) o 1l'un des deux sens d‘'émission peut étre effectivement

favorisé.
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A_l;hypothééej(i) d'émission dans un séul sens, on ajoutera
1'hypothése suivante concernant la symétrie du systéhe étomique et de sa
matrice densité :

hypothése‘(iij': Le systéme atomique est symétriéue par permuta-
tion de deux atomes-quelconques dans une tranche perpendiculaire & l'axe du

milieu émetteur. Soit P;;. l'Opérateur de permutation de deux atomes‘i et it

quelconques situés dans la méme tranche (zi = 2, ,,}). On aura var hynothése :

il
P > P N 5 .I]AI II1.36
ii0 P Py =P (IT.II.36)
- r\l .' )
De fagon plus précise, on supposera que P peut se mettre sous la forme d'une
superposition d'opérateurs diadiques la > < B8] -
N
P =X py la><8| (II.II.37)
-~ aB '

ne faisant intervenir que des états Ia >, |B > du systéme 4 N atomes vrésentant

la symétrie de permutation par tranche :
P,., la>=|a> (siz, =z, ‘ (II.1I.38)

Physiquement, l'hyoothése (ii) signifie que le Milieu reste transversalement
homogéne tout au long de l'évolution du systéme. Ceci ne peut étre, bien sir,
qu'une approximation : la diffraction impliquant une variation transversale
du champ émis doit nécessairement entrainer une variatién transversale de la
polarisation et des populations atomiques incompatibles avec les conditions
(IT.II.36) et (II.II.38). Nous montrons cependant plus loin gque ces effets
transveréaux'peuVent étre minimisés pour un certain rapnort entre les dimen-

. sions transversales et longitudinales du milieu émetteur.

L'hyptohése (ii), tbut en simplifiant considérablemént'le probléme
de superradiahce en restreignant l'espacé'dans lequel peﬁt varier la matrice
densité du syst@me, a pour mérite de laisser la polarisation atoﬁi@ue varier
longitudinalement’ avec z, ce qui permet de tenir compte des effets essentiels

de propagation_du pulse superradiant dans le milieu émetteur.
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Ces hypothéses étant faites, choisissons (arbitrairement) un vec-
teur ﬁo' de module ko = wo/c, pointant dans la direction d'émission,-le long
de l'axe du milieu émetteur, ou dans une direction faisant un angle inférieur
a l'angle a/2L avec cet axé (voir figure I1I.2 ; a/2L = Bg sera appelé l'angle
géométrique d'émission du milieu). La sommation sur E dans (II.II.34) va es-
sentiellement porter sur des vecteurs pointant dans une direction voisine de

-+

->
ko' De fagon & particulariser ko dans cette somme, nous introduisons la nou-

velle notation :

+ + tilm v
ﬂ,; = r e*iKo-ri (II.11.39)

Compte tenu de (IT.II.9) et (II.II.39), 1l'éguation (II.II.34) peut alors

s'écrire :

+00 oo +4-00 . T > > >
n . - -ra
%t-om I J ak_ J ak J &, g?(k ) I ot (kko) (ri-xy)
(21[)3){20 —00 -0 ¥ ) i,3
1 —‘ D+ e Y
[nd(k k) + iPP . | J\,i Wy P (t) (II.I1I.40)

o .
+ 3 autres termes similaires.

’ >
Dans (II.II.40), nous avons remplacé la somme discréte sur k par

une intégraleitriple :

Y
L= l f dak [ dk [ dk : (II.IX.41)
¥ (@m3d *J) Y 2

dans laquelle apparait en facteur le volume T Qe quantification du champ
(ce volume qui apparait dans la constante de couplage gz(k ) disparait évi-
demment en fin de compte). Quant & la sommation sur la nolarisation du champ,
nous n'avons pas a4 en tenir compte dans la mesure oll nous considérons ici un
modéle atomique & deux niveaux. Le terme reorésenté dans (II.II.40) est celui
ol nous avons regroupé les premiers termes du commutateur et de 1'anticommu-

tateur de (II.II.34). Le lecteur pourra rétablir les 3 autres termes semblables.

En utilisant a présent l'hypothése (i) selon laqielle K est trés

-
voisin de ko, on neut dans (II.II.40) séparer les intégrations selon kx' ky

d'une part et kz. On a en effet :
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ce qui permet de remplacer dans les fonctions § et PP, k par kz. En effectuant

dans (II.II.40) les intégrations sur kx et ky et en réservant pour 1l'instant

celle sur kz, on obtient :

. o -
%EZ:- Y am2 g Jdk g%k ) {—Wﬁ(k %) +iPPkik ]l
(2m)3 K2c 1,3 z =L 2° z2 o -
etkzko) (21-23) @+ P Ts  (x 1x) 6, (y.-y.)
i 3 }\o i73 Ao i7]
+ ... (I1.11.42)

Dans (II.II.42), les quantités §, (xi—xj) et 6A (yi:yj) sont de pseudo distri-
o o A
butions de Dirac, de largeur de l'ordre de Ao = c/wo et de hauteur Vv 1/)\o

v

-

obtenues en effectuant dans (II1.II1.40) les intégrations sur kx et k :

+0 o0
J e, J dky eikx(xi-xj) eiky(yifyj) gz(k)
- 2 42 - - LII.
(2m) < g (ko) Gko(xi xj) Gko(yi yj) ‘ ‘ (I1.11.43)

GA (xi-xj) GA (yi-yj) apparait en effet comme la transformée de Fourier a
° ° o

deux dimensions d'une distribution g2(k) dont la largeur en kx et ky est de

1'ordre de wo/c (cf. équation (II.II.10)) ( Si g2 (k) restait constant lorsque
k et k varient, on aurait strictement des distributions de Dirac

8lxy=x,) 8ly;=y) ).

L'équation (II.II.42) montre que deux atomes 1 et j ne coonérent
a 1'évolution de B que- si-leur distance transversale xi—xj et yi—yj sont de
l'ordre de A. Cette condition est difficile a‘exprimer dans la sommation sur
i et j de l'équation (II.II.42) dans laquelle seule une fraction A2/a? ge

tous les termes possibles intervient.

On peut cependant remarquer que, du fait de 1l'hypothése (ii),

-Bl Ril @-—

D+ v
tous les termes ~J&j_ R 3 30 © tels que i, i' d'une part,
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j, j' d'autre part, appartiennent & une méme tranche 2y (reso. zj), vont donner
N j
la méme contribution & dp/dt. En effet, pour calculer la dérivée de chaque

élément de matrice gE'BaB , on a & sommer des contributions ol apparaissent

’

des éléments de matrice < of QI 2; J|8> et <al L'Q:. \2;. 818 > qui,
d'aprés les équations (II.II.36) et (II.I11.38), sont tous égaux. On neut donc,
en classant les atomes par tranche, relacher la contrainte imposée var les dis-

tributions 6A dans (II.II.42). En supprimant ces fonctions, on multiplie le

o
couplage effectif par Aoz et on somme un nombre de termes tous égaux en nombre

a2/\2 plus grand que ceux qui apraraissent dans (II.II.42). On rétablit le

2e membre de (II.II.42) a la méme valeur en le divisant donc pnar a? et on peut
écrire (II.II,42) sous la forme plus simple :
21 (2 I 1]
- - a_ (=) o2x)) I | wS(k -k ) + iPP ——
(2m) 32¢ z \a 2 4 L z o k, ko_]

a__ st
dat
ei(kz-,-ko)(zi-Zj) jg: VQ; ’5 + ... (II.II.44)

Remarquons que l'on aurait obtenu directement l'équation ci-dessus en rempla-
cant dans (II.II.40) la sommation triple sur kx, ky, kz nar l'intégrale simple
-—-) dkz, Ceci revient & admettre l'identité :

a
-00

= | k2 = 2
J dak J ak j dk I k? dk J an J ( 5 ) ek, (II.11.45)
ce qui signifie que les atomes ne sont couplés qu'aux modes du champ pointant

dans un angle solide AR autour de ﬁo tel que :

‘ 2 2 ‘
M =L (20)° - (1) (I1.II.46)
o
On retrouve ainsi que l'émission superradiante se produit dans un lobe de

diffraction correspondant & un demi-angle de diffraction GD :

A ' |
8, = 53 : (11.11.47)
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=

Il nous reste a effectuer l'intégration sur kz dans (II.II.44),

qui. fait simplement apparaitre la fonction de Heaviside :

k_-k

+o : - . -
j ax et *z7kKo) (z3-25) m8(k -k ) .+ iPP 1 J =27 H(z,-z.) (II.II.48)
~o 2 Tl 2o z o - b3

avec H(X) =1si X>0
H(X) =0 si X< 0
H(X) 1/2 si X = 0.

En numérotant les atomes par valeur croissante de z, de sorte que

z, -2,.>0 si i >3

i 3

on obtient finalement, & partir de (II.IIX.44) et (II.1I.48) :

a ¥ _ 3 ot Q- Y Rt -
— p = - L. +
dtB H[ij\/(_i JLJB DJ\J \/\,i]
i>3
(< i) - (! - ¢
+Tu [L @i'p\; ;7-2;+ ¢ jB' RI] (II.II.49)
3
i>3

Dans cette expression, on a regroupé les quatre termes initialement contenus
dans (II.II.44). On a exprimé le couplage dans la quantité T'u oid T est la pro-

babilité d'émission spontanée d'un atome isolé :

2, 3
o kg .
r=« —m —— (I1.11.50)
» 3T K g, ' ‘
" et M un facteur géométrique sans dimensions, proportionnel & l'angle solide

de diffraction (11) :

y .
=3 A2 (11.11.51)
) 8m 2 . .
. . a : .
(On vérifie facilement, en remplagant 92 par son.expression (I1.1X.10) et en
tenant compte de tous les facteurs numériques de (II.II.44), gue l'on trouve
bien le facteur I'u dans (II.II.49)). On écrira d'ailleurs souvent, pour des

raisons qui apparaitront clairement au paragraphe suivant :

1 :
W = — , : , (IT.II1.52)
NTSR
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TSR étant le "temps caractéristique de superradiance".

L'équation (II.III.49) constitue l'équation vwilote de la super-

radiance 3 1l'approximation gfométrique & une dimension. Cette équation a déja
été obtenue, 3 l'aide d'une démonstration différente, par RESSAYRE

et TALLET (4).

Il est instructif de donner une interovrétation djagrammatique de
cette équation, en décrivant, suivant une méthode classique (45), un é&lément
N
de matrice de P par un double propagateur représentant simultanément la partie

"bra” et la partie "ket" de l'opérateur densité. Pour cela, projetons l'équation
(I1.11.49) sur une base Ia >, IB > d'états svmétriques var tranche et écrivons

, - N 4
la variation d'un élément de matrice paB pendant un petit intervalle At :

By N o+ o n
d =" < LI
Pog (E+AEI =P g (t) =-Tuat é. oaf K R ot >0 14

i>3

-— _ ‘ o _
Tudt 2 ?)‘aB' < 8| \FR; 9-\1|6 > 4 I‘uAtZ__ < af iRi]a- >’Sa'6'. < B-lg?.;lf

’ al,B‘
1>3 1>3
- 4" ;
sruat 2 <ao| RIlo > p < B R > | (I1.1I.53)
a',B’ 3 a'B i _
£>3

Nous svmboliserons cette équation par la suite de diagrammes repré-
sentés sur la figure IX1.3 qui indiquent clairement que la variation de paB
entre les instants t et t + At provient de la somme de quatre contributions
qui correspondent & 1'évolution

a) d'éléments p dans lesquels l'état o' s'est transformé en état O par émis-

a'8 .
sion d'un photon var un atome j suivie de la réabsorption de ce photon par
un atome i tel que 25 > zj (ler diagramme de la figufe I1.3);

b) d'éléments paB' dans lesquels 1l'état B' s'est transformé en état B par une
transformation analogue & la précédente (2e diagramme de la figure II.3).

Ces deux premiers diagrammes correspondent & des processus ol le nombre

total de photons n'a pas changé.
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c) d'éléments pa;B, dans lesquels l'état a' et 1'état B' se sont transformés
en états o et B par émission d'un photon, l'émission du photon ayant lieu
en "amont" dans le milieu superradiant pour l'état f' (3e diagramme de la
figure II.3);

d) d'éléments pa'B' dans lesquels une transformation analogue a la précédente
a eu lieu, l'émission ayant cette fois eu lieu "en amont" pour l'état a'
(4de diagramme de la figure II.3). Ces deux derniers diagrammes correspondent
aux processus couplant pa,B, a po‘B , les états af ayant un atome excité de
moins que les états a',B' et correspondant donc aux processus oud un photon
est émis dans le milieu. On notera que dans €ette représentation, un photon
correspond a 2 fléches (l'une cotée "bra", l'autre cotée "ket") décrivant
l'interférence des processus d'émission des atomes i et j. On remarquera
'que la variable qui évolue de bas en haut dans ies diagrammes de la figure
II.3 représente aussi bien le temps (les états o /f' se transforment en a'et B):
que l'abscisse z le long du milieu superradiant (le vortex j doit apparaitre

toujours au-dessous du vortex i car zi > zj).

La discussion précédente fait apparaitre clairement la signification
physique de la condition i > j dans l'équation (II.II.49) : en dessymétrisant
1'"amont" de 1'"aval" dans le milieu superradiant, elle indique qu'un photon
émis par un atome ne pourra &tre réabsorbé que par un autre atome de z plus
grand, c'est-a-dire situé au-deld de l'atome émetteur le long de la direction
de propagation de la lumiére : cette condition décrit donc les effets de la
propagation du éhamp sur l'évolution de la matrice densité du systéme. Comme
cela a été noté par RESSAYRE et TALLET "y, la propagation est donc finalement
décrite par la fonction de Heaviside (II.IX1.48) qui provient de la partie ima-

ginaire dispersive des équations pilotes (II.II.34).

c) Aovproximation du champ moyen ou avproximation de DICKE

On peut encore simplifier l'équation (IT.IT.49) en renongant com-

=

plétement & décrire les effets de propagation. On remplace alors simplement

. 3 0] N : - .
dans (II.II.49) les sommations restrictives [/ par une sommation libre sur
. i>3 -
les indices i et j. Ceci revient encore & remplacer la fonction de Heaviside
dans (II.II.48) par une fonction constante, c'est-d-dire & négliger la partie

imaginaire dispersive des équations (II.II.34). On obtient alors les équations
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symétriques de DICKE que l'on peut mettre sous la forme :

n ~ -
B LT R R 5. R D 20 ]
ac = - L ‘/Li KA. p+p Vh,j Vk’i -231 Ao L/\,j_J (IT.I1.54)

2 :
13 ’ S
ou encore :
n, — - o
L--P| R Y ¥ g - ¥R (11.11.55)
o o o [0} o o

I+

=
1l
w3

en remarquant que I fja.
i

Comme nous le verrons au § III, cette équation, comnlétement sy-
métrique par échange de deux atomes quelconques du milieu, admet une solution
qui présente non seulement une svmétrie de permutation par tranche, mais mieux
une symétrie globale par permutation de deux atomes quelcoriues. L'opérateur
densité 3 agit dans l'espace a N+1 dimensions des états complétement symétriques
par permutation de deux atomes, ce qui constitue une simplification énorme par
rapport & l'espace réel & N dimensions du probléme. Ceci explicque le succés
de cette équation, établie par différents auteurs (25) (3%) (1%, rLe rrix & payer
pour cette simplification a été de perdre complétement tous les effets de pro-

pagation : tout se passe comme si tous les atomes "voyaient" un méme champ

=

moyen constant dans tout 1'échantillon, d'ou le nom donné & cette approximation.
Nous verrons que malgré sa grossiéreté apparente, cette approximation conduit
4 des résultats qualitativement semblables & ceux de l'approximation de propa-

gation a4 une dimension.

d) Discussion des approximations géométriques en fonction du nombre

de Fresnel E;rndu milieu émetteur

Nous avons vu que les approximations faites aux paragraphes pré-
cédents sont, a des degrés divers, incompatibles avec la théorie de la diffrac-
tion et de la propagation du champ électromagnétique. Nous allons cependant
montrer ici qu’il existe pour le milieu superradiant une relation "idéale"
entre L et 'a qui permet de "minimiser" les erreurs introduites par les hypo-
théses simplificatrices (i) et (ii) : il faut gue le nombre de Fresnel

:;* = a2/LA du milieu émetteur soit de l'ordre de 1l'unite.



-48-

Rappelons que le nombre de Fresnel s'interpréte comme é&tant &gal

au rapport de l'angle d'émission géométrique a/L et de l'angle de diffraction
Aa : '

9

H = 2—= eG (II.11.56)
LA D

L'hypothése (i) implique que l"angle géométrique d'émission doit
étre petit, c'est-a-dire que 6; § GD et CZT§ 1. Si cette condition n'est pas

->
réalisée, le choix d'une direction arbitraire d'émission ko n'a en effet plus

de sens : le milieu émettra en plusieurs lobes de diffraction et les équations

(II.II.49) ne seront plus valables.

L'hypothése (ii), quant & elle, implique que les effets de la diffrac-
tion sur la longueur L du milieu émetteur restent faibles et modifient peu'

son homogénéité transversale, c'est-a-dire que 1l'on a :

Axy

< a
a n,

ce qui implique au contraire (A z 1.

Les erreurs introduites par les hypnothéses (i) et (ii) seront donc

bien minimisées pour la valeur de compromis :

F =1

que nous supposerons toujours réalisée dans la suite.

C - EQUATION D'EVOLUTION_DES_OPERATEURS ATOMIQUES_ET_DU_CHAMP

(Point de vue de HEISENBERG)

Une approche alternative du probléme de la superradiance consiste
a4 établir les équations d'évolution pour les opérateurs du systéme atomique et
du champ. C'est le point de vue de HEISENBERG qui, comme nous l'avons remargué
au § A, présente sur le point de vue de SCHRODINGER l'avantage de mettre direc-
tement l'accent sur les quantités physiques étudiées sans passer par la matrice

densité du systéme qui contient en général trop d'information.
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Nous décrivons dans ce paragraphe les équations de HEISENBERG
dans le cadre des approximations géométriques déja introduites au § précédent
(approximation & une dimension et approximation du champ moyen). Nous montrons
également explicitement l'identité des deux points de vue de HEISENBERG et de

SCHRODINGER pour le calcul de la polarisation atomique et du chamn rayonné.

1°) Equations d'évolution des ovérateurs

a) Définition des opérateurs champ électrique, polarisation et

pooulations atomigques dans le cadre de l'approximation & une

dimension

En négligeant les variations spatiales en x et y des différentes

observables, on définit les opérateurs variant suivant z et t :

1
v/pn(z,t) = — I 2r_, 6(z -~ z.) (I1.I1.57-a)
a2 i 3i i
&(z,t)=-2% 2—2—‘3—0—; i oi¥z gilwot-ko2) (I1.11.57-b)
"k o
Q(z,t) = % LD,_ rI §(z-z,) e"i(mot = ko2) (II.I1.57-C)
a< i

qui représentent respectivement la différence de population des deux
niveaux, le champ électrique et la polarisation atomique par unité

de volume dans le cadre de l'approximation & une dimension.

b) Equation d'évolution de JQKJ & et 573 4 1l'approximation & une

dimension

L'évolution de ces opérateurs est donnée par l'équation d'HEISENBERG :

4ax X 1 - -
vl el v Lx, H | (I1.11.58)

ol X est l'opérateur &tudié et H l'hamiltonien (II.II.B) du systéme.

Pour simplifier 1l'étude, nous ferons l'approximation de propaga-

tion & une dimension gui éguivaut ~comme nous l'avons vu~- & restreindre la
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- ->
sommation sur k aux vecteurs d'onde kg de direction paralléle a Oz (identité

(II.11.45)). On peut alors, & l'aide de (1I1.11.45), remplacér la sommation

Ay

de l'hamiltonien (II.II.B) par :

2 U a2
L= J k2dk j aQ > L= = J k2dk (II.II.59)
kK  (2m3 k (2m3 a2
L'évolution de & est alors donnée par :
9
g & = =i
3t (z,t) 1mo &(z,t)
+ - » .
+ %K 2 T Mk Kck ar e ikz o 1(wot ko2)
k 2¢ V-
. o]
' - Z-2. .
+ o5 Mck 5 b ik 1) ‘ (II.II.60)

Mgy 2 TOF
o
—)
ot k est le module de k et ou 1> est le volume de quantification.

On peut remarquer que l'on a :

)

%__2 $ Wek Hck a; e-ikz e—i(wot—koz)
ik oy 2 V-
&
= -C _d&(z,t) + iw_ &(z,t) (II.II1.61)
9z o

et que l'on a également :

%— 2 Z Z ;@'7—— r-f’ e’lk (z—z-i) e—l((,l)ot—koz)
i K i 280 W += i
k ¢
- 2: \C/D(z't) (I1.11.62)
o

et au total, il vient :

3 19 )
( 5_z.+ - a_—.) a(z,t) = - (z,t) (II1.I1.63)
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On peut également écrire pour f?

3 @ s -
5E S (z,t) = mog’(z,t)
- %R-x Zﬁuo E ri 6(z-zi) e-l(wot_k°z)

‘/ﬁck + -ikz; -i(wet-ko2z) _
iﬁ z ZID | 5E;75: . 2r3i a e e S(z Zi)

(II1.1I.64)
qui devient :
2 O o, |
& e =y x f 2r, . 8(z-z;) )
Hcﬁuﬁ + =ik.z -i(wot-koZ)
X ( —22. EE——{§ ak e e ) (I1.11.65)
k o
et l'on obtient alors 1'équation d'évolution de SP
; ilo,_|”
3% D (z,t) =+ X &(z,t) ‘/l/)(z,t) (II.II.66)
Enfin, pour J@o(z,t), on a :

3 A Hck
o_ ji S _ACk
5e /0 (=0 =gk zz 2, _ e 17

+ ik2y © - 4+ —ikZ§
[:ri a e 6(z-zi) -r; g e G(Z—zi).] (II.I1.67)
qui devient :
3 r _i
I \,/1' (z,t) = 'EK X

'__ /Mck ) ikz _+i(wgt-kpz) e -i(w.t~ko2)
lﬁ L2 V 3¢ 37 lf' ace e o~ "o )X(i 2|D+_|r16(z zi)e o~ "0 )

(L Mck  _+ -ikz _-i(wot-ko2) S = £ (5 ) .

( E 2 2€01)’ake e )x(? 2|D+_|r16(z z;)e )

(II.11.68)

S

et 1'on obtient l'équation dt'évolution de J&p
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Ntz ey = %7 [& 0 Pzt -8 (0 9,0 | (II.1I.69)

En combinant (II.II.53), (II.II.56) et (II.II.59) et en introduisant le temps

retardé T = t - %-, on obtient alors les équations :

¢ ik
S -.__° g ' -
P N4 (II.II.70~a)

. | 2

9 J-|D+_l o 'l/.‘:

4 o P . i &/ : (II.II.70-b)
%T—JZ/’ = ;—}{ (8+g’ - & 9+) (II1.II.70~c)

) 7R ,’/) q

ou &, S , b sont des fonctions de z et de T ( &(z,1), ]‘(z,T) et é&r(z,T) ).

Ces équations entre opérateurs (II.II.70) sont la version quanti-
que des équations de Bloch-Maxwell de la théorie semi-classique du rayonnement
auxquelles elles sont formellement identiques. Elles en différent en toute
rigueur par le fait que les opérateurs & ,ud/’et €7) ne commutent pas exacte-
ment entre eux. Ce fait est indispensable pour expliquer le démarrage quantique
du systéme. Nous verrons plus loin qu'une fois le démarrage gquantigue assuré,

ces équations peuvent se ramener strictement aux équations semi-classiques.

Il est & noter ici que, pour &tablir les équations (II.II.70), nous

avons did faire 1'approximation du champ tournant. Nous n'avons gardé en effet
> > .
dans le terme de couplage ~-E.D que les termes qui conservent l'énergie comme

ak r ou ak r+ en négligeant ceux de la forme ak r+ ou ak r . Ceci se traduit

sur l'équatlon (I1.11.70) par le fait que (II.II. 70—b) couple \/ a & et

non a & et que (II.II.70-c) ne fait apparaitre que des produits en G+§?

ou & It et non des produits en & o9 ou &t P+, cette approximation est
( )

valide si le temps d'évolution T de l'émission superradiante est plus long que la

période optique wo 3

w T >> 1 (IT.I1.71)
o ev
On dit alors que §, gb et /Q/‘ évoluent lentement dans le temos. Nous avons

)
également supposé implicitement que & , €7 et ,@/ évoluent lentement dans

——— s - S T ———— ——_ " T "  ——— - — . T . —— " T o S ———— " — e T T —— T T " T o Yo Y S T — S " e v > o

Dans la plupart des cas, T,, est de l'ordre de Tgp donné par (II.II.52).
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l'espace sur des distances trés supérieures & A . Nous avons en particulier

utilisé cette propriété pour établir (II.II.62) et faire avparaitre une fonc-

tion 6(z—zi). Cette hypothése apparait €galement trés directement dans le cal-
cul classique lorsque l'on &tablit 1l'éguation de Maxwell formellement identique

a4 (II.II.70-a). On est amené alors & négliger dans le laplacien Adu

-iky2

. 9 -ikns2z
produit &(z,t) x e le terme en ( ——Z'g ) X e 0% devant le ter~
9z<

3 -i
me en =-ikg, ( 3z & ] x ¢ Mo (*). Si le gain sur une distance A est faible,

on peut remargquer que & é&volue lentement dans l'espace dés que (II.IT.71) est
vérifié, car la propagation sur des distances de l'ordre de A est alors quasiment
libre. JOO et S? gui se déduisent des équations de Bloch (II.II.70-b),
(II.II.?O—c) sont alors lentement variables dans l'espace, car les équations

de Bloch sont locales.

e
Au total, les équations (II.II.70) sont valides si &, Q? et v4
varient lentement dans l'espace et dans le temps; cette approximation est

appelée généralement approximation d'enveloppe lentement variable. Si le gain
sur une distance égale a A est faible, cette condition est réalisée dés que

(II.II.71) est vérifié.

c) Eguation d'évolution de ./yqet. EP a4 l'approximation du champ

moyen

Pour obtenir les équations d'évolution a cette approximation, il
suffit de définir les opérateurs moyens /70, & , %P obtenus comme moyenne
) ) < s < .
sur z des opérateurs Vﬂ’ , & et V' etde remplacer la premiére équation de
(I1.I1.70) par :
. L e
Lol

(I1.11.72-a)
480

& = -

les deux autres équations restant formellement identiques :

5 o, [ —
%Tg= j+ | &. /1 (II.II.72-b)
_g_f/: 'Z? (879 -&e97 ) (II.II.72~c)

——

VQ/3 sont des fonctions de T seulement.
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2°) Lien avec le point de vue de SCHRODINGER

Il est intéressant de comparer les équations ainsi obtenues
((IT.I1.70) ou (II.IX.72)) aux équations correspondantes du point de vue de
SCHRéDINGER ((II.II;49) ou (IT.IX.54)). Comme ce dernier point de vue ne
fait intervenir que le systéme atomique, il convient d'éliminer dans les
équations d'HEISENBERG l'opérateur champ en utilisant la relation (II.II.70-a)
intégrée :

P(z',T) dz* (I1.11.73)

&= - 35—

iko V4
ol
o]

o]

~

(dans le cas de l'approximation & une dimension), ou l'équation (II.II.72-a)

(dans le cas de l'approximation du champ moyen).

/>
En remplagant alors dans les deux autres équations ,/2 et &
+
par leurs expressions (II.II.57-a et b) en fonction des r{, on obtient, aprés

un calcul rapide, dans le cas de l'aporoximation & une dimension :

N o
d Ry _2 s RT ﬁ, (II.II.74-a)
at i 3 3i
SR J
i>j
n N Y]
a R -2 T R R (II.II.74-b)
dat i 3i 3
SR j
i>j
9—-% = - 1 z m*“}?’+ B - Tt II.I1.74-c
at Nag NT : (‘%j J‘i ]\>'j ]{’i) (f1.II. )
SR 3 ,
i>j
A + F + Fi - :
o 3?,; = 5‘2; o T H0oT * ot lwot-kozi) (II.1I.75-a)
n g 3
\7{31 = ‘/ZL)’31 =] (II1.11.75-b)

Le point de vue de SCHRODINGER conduit & des é&quations trés
semblables aux précédentes, entre valeurs moyennes. Pour calculeg‘dans ceqpoint
Y ey T ")
de vue l'évolution de la valeur moyenne de l'observable X (X = JQi ou &i3i)’
_ - . pE D 3 . s
qui correspond a l'observable X (X = \fLi ou JLBi) en représentation d'inter-

action, il suffit de remarquer que :
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d * 4 A A g v N
—<X>=_0r =T = JII.
s s r{p X) r 3t P, X _ , (II.IT.76)

",
En utilisant les équations (IXI.II.49) donnant dp/dt et en utilisant 1'algébre

>
des commutations des ri, on obtient, aprés un calcul rapide :

( ")
a + 2 A
— D m —— < . - -
= <3€1_ = £ &Zj 323i > (II.II.77-a)
SR 4
i>3
N
d ¢ - 2 AY 35_
< S = < S S -
| & R ] = g Ry R3> (II.11.77-b)
SR j .
1>
’ " Y N ",
_d‘—. D _ 1 /.S- ) + «D - oK - \.35 + .
gt < Y34 >—-——-—-l\,.1,SR § < (Jt,j Jni+J\,j "A,i ) > (II.II1.77-c)
i>3

Ces équations sont.identiques & celles que l'on obtient en prenant la valeur
moyenne dans (II.II.74) & condition de remplacer le temps retardé T par t.
On retrouve bien entendu la méme correspondance entre les deux formalismes
dans l'aﬁproximation du champ moyen qui conduit, dans le point ae vue de
HEISENBERG, &

n, n,

,

d N+ + A
— R I II.II.78-

- daT i NTs._ 3 J 3 ‘/\’31 , ( a)
LR -t ¢ & @m: (II.II.78-b)
ar Vi T, ¢ VY -1I.

d $ > ':__...1 (f\, + 25 ‘f\, - +
- \7?,31 T2NT ? Rj 33&,1 + Rj f}é,i (II.II.78-c)
SR

et pour les valeurs moyennes, dans le point de vue de SCHR&DINGER, a:
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4 f\J n,
d oD+ 1 +
R = —— < R 3\1 . > (II.1I.79-a)
dt i NTSR . 3 3i

3

J a 8- 1 n
SR T>= T o< \/f?, AT > (1I.1I.79-Db)
dt i NTSR i 3i 3

n — n, Y]
a (Ko A $o< (/{; f}é/ + RTRT> (II.II.79-c)

Le remplacement de T = t- %’par.t lorsqu'on passe du point de vue de HEISENBERG
au point de vue de SCHRODINGER n'est pas surprenant puisque, dans ce cas, on a
été amené a faire 1l'approximation de MARKOV qui revient & négliger le temps de
propagation L/c dans le milieu, c'est-a-dire encore a ne pas faire de différence
entre T et t. C'est le prix qu'il a fallu payer au § II.B pour avoir une équation
pilote simple décrivant 1l'évolution d'une matrice densité définie au méme instant

t pour tous les atomes du milieu.
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ITI. LA SOLUTION DU PROBLEME A L'APPROXIMATION DU CHAMP MOQYEN

=

L'étude du probléme de la superradiance & 1l'approximation du champ
moyen présente deux gros avantages.
i) Ce modéle donne lieu & des calculs simples et permet en général d'obtenir
des solutions sous forme analytique (é'est le cas en particulier pour la
matrice densité atomique p).
ii) Ce modéle, qui conduit aux mémes équations que le modéle original de

DICKE, permet de mieux comprendre la "physique" du phénoméne d'émission super-

radiante.

Nous avons pensé€ qu'il serait intéressant de résoudre ce probléme
dans les points de vue de SCHRéDINGER (¢hapitre II.III.A) et A'HEISENBERG
{chapitre II.III.C) qui, rappelons-le, correspondent & des compréhensions
physiques différentes du phénoméne : '

® Dans le point de vue de SCHRéDINGER, la superradiance est comprise
comme une émission spontanée collective. Il y a couplage du systéme
collectif avec le vide du rayonnement.

® Dans le point de wvue A'HEISENBERG, on considére par contre que
chaque atome est couplé individuellement au rayonnement, le couplage

entre atomes se faisant par l'intermédiaire de celui-ci.

Ce point de vue est plus habituel et l'émission superradiante

ressemble alors grandement & une émission laser ordinaire.

Au paragraphe A, nous présentons la solution des équations pour
l'opérateur densité du systéme des N atomes. Le paragraphe B donne une inter-
prétation physique de la solution. Le paragraphe C reprend le méme calcul dans

le formalisme d'HEISENBERG.

A. Solution pour la matrice densité du systéme collectif

(formalisme de SCHRODINGER)

Nous cherchons & obtenir, dans ce paragraphe, une expression ana-
lytigue explicite de l'opérateur densité p(t) solution de l'égquation (II.II.55). Nous

commengons par introduire, aprés bien d'autres auteurs, une base commode pour
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décrire cet opérateur, la base des états collectifs symétriques de DICKE

(§ A.1). Cette base introduit, de fagon naturelle, un nombre guantique m
représentant le nombre d'atomes restant excités & un instant donné et décri-
vant donc le "degré d'excitation" du'systéme. Ce probléme se raméne alors &
1'étude de l'évolution des éléments de matrice pmm(t). L'équation d'évolution
étant linéaire et du ler ordre en t, il en existe bien sfir une solution ana-
lytique exacte en terme de somme d'exponentielles. Nous présentons cette so-
lution, déja obtenue par d'autres (35), au § A.2, et indiquons pourquoi elle
est d'un emploi trés peu pratique pour N supérieur & quelques unités. Cette
solution se caractérise en particulier par un étalement trés important sur m
de la distribution pmm(t) & un instant donné, cet étalement reflétant le ca-
ractére quantique du systéme. Si l'on néglige toutefois cet étaiemenﬁ, on peut
obtenir une solution dite néo-classique dont 1l'allure générale est correcte,
mais qui ne donne que qualitativement 1l'évolution du systéme (§ A.3). Nous
présentons ensuite une solution originale, donnant une expression asymptotique-
ment exacte et bien meilleure que la solution .néo-classique (§ A.4). La mé-
thode de résolution consiste & superposer des "opérateurs quasi-classiques",
dont l;évolution obéit a la solution néo;classique rappelée au § A.3. Chacun
de ces opérateurs gquasi-classiques se construit lui-méme comme une superposi-
tion de projecteurs sur les états de DICKE ("paquets" d'états de DICKE ne
s'étalant pas au cours du temps). Cette solution, comme nous le montrerons

au § B , se préte a4 une interprétation physique trés simple.

1) Position du probléme et notations

a) La base des états de DICKE

Pour résoudre 1'éguation (I1.I1.55) il est naturel
q

d'introduire, aprés de nombreux auteurs (23)(“7), les états propres |r,m,0 >;

R a2 .1 ot o3 - oF 3,2 .
communs a4 R3 et IRK |¢ = Py (Rg' RE' + RE Rf ) + (R’)“ . Ces états consti-
o o o .

tuent ce que nous appellerons la "base de DICKE" et sont définis par les re-

lations :
L2 .
Lry ] lroma>g = r(r+1) [r,ma>2 (IT.11I.1-a)
° o o
R Jr, m, @ > =mn|r, m, o0 p ' . (II.III.1-b)

(o} o
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N N N 1
= _—_ - ... 0O —_ . .2~
ol Y 5~ 1 3 1 ou 5 (I1.1I11.2~a)
-r {mg+r (II.IIT1.2-D)

Les Izy m,a,ﬁ: sont obtenus en combinant les états atomiques individuels

o L :
]+ >i et l— >i enlkoxi de la méme fagon que l'on combine N spin %-pour batir
un moment cinétique de moment angulaire r et de pfojection m le long de Oz.
t est généralement appelé "nombre de coopération" et m "nombre d'excitation".
( §-+ m ) représente bien sir le nombre d'atomes excités. Le nombre guantique
supplémentaire « représente un facteur de dégénérescence lié au fait qu'il
est possible de combiner les N spin 1/2 de plusieurs fagon différentes pour

>
obtenir un méme r et un méme m. ( (R;‘)2 et R, ne constituent pas un ensemble
o

complet d'observables ). L'ordre de dégénérescence 0 dépend de la valeur de r.
Seuls les états correspondant 3 un. nombre de coopération r maximum ne sont pas
dégénérés (r = N/2). C'est en particulier le cas de l'état initial [t =0 >

et de 1l'état final lt = 4+© >

i

(1

i
N2

le=0>=fs++s.iv>=lr=2,n >h (II.III.3-a)

|.. - - - -> (II.III.3-b)

i

1
oz

\
=

It:"’“) |r=;§-’m

On peut noter que l'équation d'évolution (II.II.55) ne fait intervenir que
Rt;'. Elle ne couple donc entre eux que des états de méme r. Le systéme par-
tang de r = N/2, 1l'évolution ultérieure qui obéit & l'équation (11,11,55)

se fait dans le sous-espace non dégénéré r = N/2. Les états IEy m > , base

. = + - - .
de ce sous-espace sont obtenus en faisant agir R* (R»> ) sur l'état symétri-
v P . K ¥

o] o
que [+ + ... + > (| - .. =2 s
- _(N/2)-m
|2 n>= (R [+ + ...+ > (II.III.4-a)
2 O
+ (N/2)+m
Y, m>=(r) [- - ... - > (II.III.4-b)

Chacun de ces gtats combine de facon symétrique les états individuels [+ >i

-ikox%; . . - ; < - .
et |- > e 9t . L'excitation du milieu est uniformément répartie dans ces
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: > > >
. + - ik s =X
états. Il est facile de voir également que < r, X, oo (Xi-x3)

pas du couple i # j considéré. Les états "symétrigques" de Dicke correspondent

> ne dépend

donc & des états dont les dipdles ont des phases reliées entre elles. La phase
-

relative est la méme que pour une onde plane de vecteur d'onde +ko. De cette

fagon, l'émission se fait de fagon constructive dans la direction +§O dans

le lobe de diffraction associé & la dimension transversale du milieu a2.

b) Les équations de Dicke

En projetant 1l'équation (II.II.S55) dans la base
des états symétriques, on obtient l'équation pilote d'évolution de la matrice

densité. On obtient alors pour les éléments de matrice diagonaux : )

d d N N
& Pm "~ @ <zomlelzem>
= -Ty (g+m)(g_m+1)pmm (II.III.5)

oz

+Tu ( g-+ n+1)(=s-mn )

pm+1, m+1

Ces équations sont appelées équations de DICKE. Elles sont formellement iden-
tiques aux équations décrivant l'émission spontanée d'un moment cinétique N/2.

Le probléme est donc analogue au couplage d'un svstéme collectif (moment ciné-

tique N/2) avec le vide du rayonnement (émission spontanée) .

- ——— o o T 2 s W . o e e S e e e

Les équations de DICKE (II.III.5) peuvent étre résolues par
la transformée de Fourier (35) ou par la transformée de Laplace : le systéme
d'équations (II.III.5) devient un systéme linéaire d'éguations algébriques
permettanf de calculer par récurrence la transformée de Fourier (Laplace)

Omm 9€ Opy- Par transformée de Fourier (Laplace) inverse, il vient alors de
fagon exacte :

v A
(t) = Az e Vit pour m > 0 (II.I1I.6-a)

e e el B e s VI ) S Ty S s B P T . = S " T P G e T e B e T . S s A S P AP P . T T T o T — o S o Y T - T A e

=) Comnme 1'équation (II.III.S5), qui se déduit de (II.II.55), ne couple entre eux
que des éléments de matrice diagonaux, et comme le systéme est diagonal & t=0,
nous avons choisi d'écrire p en représentation normale et non en représentatior
d'interaction. C'est la raison pour laquelle, au cours du § III, seuls les p
apparatssent, alors qu'au § II seuls les p apparaissaient.
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N2 N/2
' m' LI}
Az' e~Mm't 5 A, (Put-B$ ye Vm't (II.III.6-Db)
=0

Dmm(t)
m'=-~m+2
pour m £ O

; L m' m'
Dans ces expressions, les coefficients vm, P Am et Bm ont pour valeur :

N N
v, = Tu (F+m )(F-m +1) (II.111.7-a)
N N/2
A:g = 2 [ I \—)———_—_——\)— ’ (II.III.7-b)
( N oo ) | k=m K m'
2 v #V
k" m'
N/2
Iy
g =) - (II.III.7-c)
m K=m vK vm'
\)K=. '

Dans le cas ol m est voisin de N/2, c'est-a-dire au démarrage de
l'8volution, il est possible de resommer les différents termes du développe-
ment (II.IIX.6-a) et il vient :

-TuNt ~TuNt g-— m

p_=e (1 -e (II.III.7)

On peut obtenir directement cette expression de la fagon suivante

Posons :
N
s =% -nm (IT.I11.8)
s est le nombre de photons émis & un instant donné et
- (II.III.O
pss pmm )

est la probabilité d'avoir émis exactement s photons.
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L'équation de DICKE (II.III.5) devient pour pss :
9F Pes = ~TU(N-8) (s+1) Dgg +TH(N-s+1).5.P5 1 53 ' (II.ITI.10)
ce qui, pour s << N (démarrage de 1'évolution) est trés voisin de :

—_— = -TuN(s+ + ' LITI.
Pes TuN (s+1) Pes TuNs ps_lls_1 (IT.III.11)

la solution est, de fagon évidente :

M -TuNt _s -TuNt ~-TuNt
~TuN
S TWNE (4 _ e )] =e exp (-s e ) (II.III.12)

At

t, fixe, pss(tl) varie exponentiellement en fonction de s (voir
figure I1I.4).

0 s(tl)A

S

exp (-Tuty) 7\\

_

PN

~.
S~

\ ' T — —

LT

° <N as- e s
>~ Ry > = exp (t) SR)

Z

FIGURE II. 4 : Allure de pss(tl) en fonction de s, au démarrage de
1'évolution.
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En développant l'équation (II.III.!2) par la formule du binéme, on retrouve

bien sir le développement exact (II.III.6-a) & la limite ol §-~m tend vers 0.

pss atteint son maximum au bout d'un temps ts donné par :
_1
ts = (NTu) Log (s+1) (II.III.13)

Le temps tj que met le systéme pour atteindre son maximum d'émission peut &tre

obtenu en évaluant le temps au bout duquel pm 0 0 est maximum, on obtient :
=0, m=

tD = TSR Log N (II.I11I.14)

En général, on ne s'intéresse pas a& l'évolution des éléments de matrice pmm
(ou pss)' mais plutdt & 1l'évolution de grandeurs macroscopiques comme 1l'inten-

sité lumineuse I émise par le systéme superradiant. On a pour la valeur moyenne

<I>deI:

*
< E(t) E (t) >

< I > =
+ -
=}iwom<%_{%_€ >
o] [o]
= #o_ Tn I (F+m)( g-— m+ 1) o (II.III.15)

m

+
(o1 Rﬁ est défini en (II.II1.9)).
o

Par conservation de l'énergie, il vient également :

d 3
<I>=-Hu, g¢g <R >

d
-ﬁwo i M 3% Pom (IT.IIT.16)

En utilisant 1'équation (II.III.16), on peut calculer exactement < I >. Mal-

heureusement, le calcul explicite du développement (II.III.6) est impossible
N P, s . .
en pratique dés que s = 3 -m est supérieur & quelques dizaines. En effet,
pour calculer p , i1 faut sommer une série alternée de s termes dont l'ordre
. ss

de grandeur est s!, le résultat de la somme &tant une probabilité comprise
entre zéro et un. Une méthode alternative consiste a intégrer numériquement

1'égquation (II.III.10) avec la condition initiale pss(t=0)=6s en considérant
o
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pss comme un tableau de dimension N+1 (s =0, 1, ... N). Il est possible ainsi

d'effectuer le calcul pour N de l'ordre de quelques centaines 3 quelques milliers

(N = 200 pour la référence (*9).

- >t S T . s - i L o T o i st o

Les égquations de DICKE peuvent étre également résolues de facgon

approchée (suivant en cela la voie inaugurée par DICKE (23y) en faisant 1'hypo-
thése de décorrélation (aporoximation néo-classique) sur les opérateurs

N,
— I Rq
2 3

(ITI.I11.17)

A
N1
I+
&
v
I
A
—
N2
+
&
S’
v

On peut alors négliger la dispetsion sur le nombre d'atomes excités (ou sur le

nombre de photons éiiis). On obtient pour l'évolution < Rz >

%F <Ry >=-Tp ( §.+ <Ry >) ( g.- <Ry >+ 1) ‘ (I1.III.18)

Cette équation peut &tre résolue exactement et l1l'on obtient la solution bien

connue en sécante hyperbolique (23 .

--(t--tD)/'rSR

d
< I(t) > = -fw_ So < Ry > = Hu_ N2 ° (II.III.19)

o dt -{t-t.)/T 2
(1+e‘ D SR ]

olt tp = Tgg Log N (I1.I11.20)

On obtient également pour < Ry >

<Ry >=2 d-e (II.III.21)
l+e

L'allure de < I > donné par l'équation (II.III.19) est représentée sur la

figure (II.5-a).
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La solution exacte des équations de DICKE esf caractérisée var
le grand étalement de la loi de probabilité psé (fig. 1TX.4), qui n'est pas pris
en compte dans la formule néo-classique approchée. On peut cependant obtenir,

a partir de cette solution néo-classique, une solution asymptotiquement exacte,
beaucoup plus maniable gque la série exponentielle (II.IIX.6). Le principe du
calcul est le suivant : on introduit, pour décomposer 1l'opérateur densité, une
nouvelle base dans l'espace de Liouville formée de superposition d'onérateurs
gym > < gym  décrivant des "paquets quasi-classiques" qui, eux, ne s'étalent
en s = g-— m que de fagon négligeable. Ces "paquets" évoluent simplement suivant
la loi néo-classique (II.IIX.21). Il suffit alers d'appliquer le principe de
superposition linéaire pour en déduire la loi d'évolution et l1l'étalement de la

-

matrice densité du systéme. Ce calcul conduit simplement & une formule analy-
tique trés maniable pour pss(t), qui est, & notre connaissance, 6riginale. L'in-
troduction faite ici des &tats "quasiclassiques" est & rapprocher de celle qui
consiste, dans un autre contexte, a définir des états cohérents du champ électro-
magnétique comme paquets d'états |n > A4 étalement négligeable. La différence
réside dans le fait que la superposition qui porte ici sur les atomes et non

sur le champ est faite sur les éléments diagonaux de la matrice densité et
non sur les vecteurs d'états. L'avantage essentiel de l'introduction de ces
opérateurs quasi-classiques est, comme nous le montrons plus loin, de permettre
une interprétation physique trés simple du processus de la mesure dans- une ex-
périence de superradiance (disons tout de suite gque la détection du signal re-

=

vient & réduire le “"paquet d'onde" & un état gquasi-classique).

a) Etats quasiclassiques du systéme atomique et trajectoires

classiques pour l'énergie

La résolution analytique de DICKE est fondée sur 1l'hypo-
N
thése de décorrélation des opérateurs E-i Ry (II.IIX.17). La validité de cette

hypothése dépend de la condition initiale choisie pour résoudre les équations
de DICKE. Dans le cas étudié ici (matrice densité complétement inversée a

t = 0), la variance O de l'opérateur :

A %

S = .’2‘l - Rg ) ' (II.1I1.22)

3 ;

( ) Dans tout ce paragraphe (Chap. II.III.A.4), nous conviendrons de noter X
avee maguscule et chapeau l'opérateur X pour éviter toute possibilité de
confusion avec la valeur propre associée que nous noterons x en minuscule.

Nous garderons cependant la notation Ry pour l'opérateur Rj
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est grande et l'hypothése (II.III.17) n'est pas réalisée. Il vient en effet :

A~ N 2
<s2>=<(3-Rry) > =180 (II.III.23-a)
S
<s>= <(8-Rry)> = zsop (II.III.23-b)
2 3 -

s

En utilisant l'équation (II.III.12) donnant pss au démarrage de l'évolution
et en remplagant les sommations sur s par des intégrales que 1l'on intégre par

partie, on montre sans peine que :°

2 2
<(§'Rs) >=2<g-33> (II.III.24)

Supposons maintenant qu'a t >ty , la matrice densité atomique 0

soit de la forme :

N N N N
= _— e - > £ -, — - o do .25
o] pcl,sl =‘SEO Psl(s,t)l 50 5 s 3" 5 s (11 ;II ).

ou Py est une distribution de probabilité représentée sur la figure I11.6

1 -
qui, a t=t;, est centrée autour de s = s et de largeur 0, obéissant a la

condition :
1 , 01<< 8] << N A (I1.III.26)

Pour définir de fagon précise 0, nous poserons :

02 = < sz > =« < s >2 (IT.II1.27)

L'hypothése de décorrélation (II.III.17) est alors vérifiée &4 t = t; et
~N

pCl,Sl . ) RN
1'on choisit judicieusement Psﬁs,t)qpe ce "vamuet" p

(t=t;) constitue un état "paquet" quasiclassique. Nous allons voir, si

iIn n

' cl,sl(t#tl)ne s'"étale
pas (ne s'élargit pas en s;). Nous reorenons ici sous-une forme trés voisine
. W
un calcul fait en référence (“0) ( ).

- - . - - e o e Y - Sy > = g P = = -~ ———— - -

Q * rd o 2 .
) Une démonstration plus générale de cette propriété (pour des "paquets"
fatsant intervenir 4 la fois l'énergie et la phase) est faite en

référence (“8).
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8

FIGURE II.6 : Allure de Ps (s)
" ' 1

N
Montrons tout d'abord que E‘— R3 neut étre décorrélé, et nour cela, étudions 1'évo-

lution de 02, qui se déduit de l'évolution de :

<sf>=1s" Py, (8,%) _ ' (II.TI1.28)
s .

Il vient pour < s >

a “n n d’Ps (s,t) .
| EE-< g >=°%¢ s —~§if—r- | (Y1.111.29)

S

Comme Pg (s) est un élément de matrice diagonal de pcl sy il obéit a
l'equation d'évolution de DICKE (équation (II.I1I.11)) et l'on a :

d_p (s) = ~Tu (s+1)(N-1)Ps (S)+Tu‘s(N—s+1) Psl(s-l) o (I1.111.30)
1 ' .

at Sl

En reportant déns (II.III.29) et en faisant le changeﬁent d'indice muet

s + s+1 pour la partieAen +Ty s(N-s+1) Ps (s-1) de 1l'équation (II.III.30),
. -

il vient :



-68~

d A ~ A PN y ~ A ~
a-€< s > = Ty < (s+1)(N=-s) > ; g'€< s2 > = Ty < (2s+1) (s+1) (N-s) > (I1.I111.31

On en déduit aprés un calcul simple :

a 2_a [ ~2 ] 5B > + 2Ne1)o?
dto - < s >*<S>']'ruE'(NS)(S*“>+2(N 1)o

-2 (< 83> -<s><g? >{]' (II.III.

Pour étudier l'étalement du paquet de probabilité, on forme le rapport 02/< s2 >

et on en calcule la dérivée logarithmique. Apré@s un calcul simple, on obtient :

A

_ ) ) .
%—-%E-Log g =2<g>+M<s>
W a < & 52 o2
2
+ 200 4N
<8 > o3
: : <833 -<g><g2 > < 8> (<8 >
- rgg—- -1 -2 == <8 >5s” > $s>(s>*) (11o111.33
<s?>? _ ‘ a? - a?

Faisant. 1l'hypothése ~-& vérifier a poéterio¢i— que 0 << < ; >, on montre saQ;
peine que'Lgs,termés“dé la de@xiéme‘liéne au second‘membré de‘(II.III.33)-soht
négligéabies devant ceqi'de la premiére ligne. Il est d'aﬁﬁre'pa:t facile de
montrer que lesUtermeslpositifs 1l'emportent sur les termes négatifs de la derQ
niére ligne : le rapport 0/< ; > est croissant. On majore sa variation én né-
gligeant la derpiére ligne négative et en remplacant N < g >/ct2 par sa valeur

maximale, atteinte 4 l'instant origine; on obtient l'inégalité :

2 ' . 2 ft ~ - a
Log < < Log [ffT%—F'Ffj + 2w | < s >dt + 2Ty ! E—S—E—é] t
A ~ L _J L
< g > d¢ <sg > t=t €, o? t=t,
(II.III.34)

Le maximum de 1l'émission étant atteint & t = TSR Log N, on remplace t par cette
. - - t A . A~
valeur dans (II.III.34) et on évalue l'intégrale J t< s > dt en tirant < s > =
g,- <R3 > de (II.1rr.21 =

frsn Loga N o s >atn NTgp . . (II.I11.35)

J
€

On en dédﬁit alors :

2 - 2 . S .
Log _.._C.’A_._ < [Log 9 J o+ 2+ ——1—- Log N (II.III.36)
< g >2 P
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soit encore :

. 1
g
o - R . '
-7 £ ; X N 1 (11.1I1.37)
< s > Sy

ol o, et s, sont les variance et position initiales du paquet.
Choisissant alors O "—(Log m)sy a0 - S . (II.III.38)

on obtient que :

‘c" ses/2 \/—5’-9-—3‘- o . o ) ’(II‘.III.39)
< 8> s1 ) S .

ce qui montre que si 51 . est assez grand -(devant Log N), le paquet de posi-
tion initiale sy et de larqeur inltialeipog N ) ']'édoit garder un étale-
ment relatif faible jusqu'au maximum q' em;ssxpn._On en déduit d'ailleurs par
1'absurde que tout paquet plus fih (de largeur initialg inférieure)'ne'puuxra

non plus s'étaler. En effet, le paquet éue nous avons considéré peut étre vu
comme une superposition de paquets plus fins 3 coefficients tous positifs (il
s'agit de paquets de probabilité). Si les paquets de cette superposition s'éta-
laient, le'paquet deilargeur initialg o devgait nécessajirement s'é;aLén davan- - :

1

tage. En conclusion, il suffit que s, 'soit assez grand pour que ;’on nuisse

construire des paquets classiques §& étalement négligeable passant par s,

4 1l'instant initial. Pour ces paquets s = H-- R3 est un opérateur classicue

(a corrélation négligeab;e) et on peut montrer qu'il en est de méme pour §-+ R3.
Il est d'ailleurs possible de comprendre physiquement pqurquOL un

paquet étroit issu 4'un état s # 0 s'étale beaucoun muins que la éolution iésue

de l'état g; = 0. L'équation (II.IIX.11) nous montre en effet que le vremier

photon superradiant émis a partir de 1l'état si l'est en un temps TSR / si, le

suivant en temps 'I'SR / s +l, etc..., les fluctuations de ces temps d'émission

étant bien entendu du méme ordre. AJoutant ces fluctuations en valeur quadra-

tique, on en déduit un ordre de grandeur ‘de’ la dispexsion du temps d'émission

& partir de l'état s :
1! 1 y % Ts
br (sp) =T, + + il + ._:I = —-]';5 v (II.III.40)
T lsy (spr1)? NS s o S

Cette fluctuation devient négligeable dés que s, est grand en valeur absolue,

ce qui entraine, bien entendu, qu'a t fixé, la dispersiqn des valeurs de s at-

teintes doit également rester trés faible (ce résultat-n'est bien gﬁumpas vala-

ble pour un systéme partant de s, = 0). ‘ ‘ ' ‘ |
En résumé, on neut construire des paquets cquasi-classiques pour les-

quelé il est possible de considérer alors R3 comme un nombre et la solution
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donnée au § précédent se trouve &tre valide. L'évolution de < I > et de < Ry >
est alors donnée par l'équations (II.III.19) et (II.III.21). La condition ini-

tiale fait bien sGr intervenir t, et s; et l'on a, dans (II.III,19) et (IT.ITI.21) :

. tD - tl = Ts :(Log N - Log Sy ) - A (II.III.41).

Cette solution en sécante hynerbollque est une traJectoire classique pour

—

1'opérateur énergie. Elle implique que l'énerg;e du systéme atomique : 7 + R3,
ainsi que l'énergie du champ : g—- Ry sont toutes deux des quantites clas~
siques dont la variance est négligeable. _

b) Les superpositions d'états auasi—*laqsiques :

Nous allons maintenant resoqdre 1'équation de DICKE ' dans le
cas ol le systéme est complétement inversé a t = 0 (condition (11.111.3-a)).
Pour cela, nous utiliserons les résultats des derniers péragraphes et‘nous pro-
céderons en trois étapes.

- At =t,, pendant le démarrage de l'évolution, nous décomposerons

" la matrice densité o, dont 1l'expression exacte est connue

cl,s

(;I.III.IZ), en "paquet“'quasi-classique'3 . (tl).
- Nous étudierons ensuite 1*évolution de chaque paquet entre t,

et t.

- Nous reconstituerons la matrice densité p en resommant les
a) - N

paquets" pcl, g(t).

Plagons nous donc & t = t, et décomposons la matrice densité o

dans la base des p cl.s (t ). A cet instant, p a pour expression :
’ _ ,
: N N - N N . 4 o o
ple1) =X pglt) |3, 3-s><5,5-s (I1.1I11.42)

S

ol pss(tl) est dgnné par (II.III.12).
I1 nous faut donc décomposer la distribution de probabilité

P (t1) (considérée comme fonction de s & t; fixé) (voir figure II.4), en une

somme de dlstrlbutxons quasi-classiques Ps (s} (voir figure I1,6). Comme la

largeur A de la distribution Ps (s) est tres petite . devant celle de o (t ),
: 1

on a :
=L t 0 t | IX1.ITI.43
p(t)) psl 51< )pcl’sl( ) ” ( I.43)
' .51 ‘ _
ou °c1 s est donné par (II.III.25) et obéit & (II.III.26).
1

" En comparant les équations (II.III.42) et (II.III.43), nous vovons

que nous avons représenté l'opérateur densité p a4 l'instant t) sur les deux
N N N N ~ - .
bases| > ,-5 -8 > < 5—, 3‘— s | et Oql,s par les mémes coefficients pss(t).

Cette approximation revient & négliger la largeur A des états quasi-classiques

>

devant la largeur en s de p g qui est de l'ordre de < s >.
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.

;qtilisons'maintenant les résgltats des paragraphes précédenté
A . - A . ~ . ) '~ » ' s _ .. - A
pour calculer pcl,sl(t)‘ pcl,sl(t)AeSt l'état .quasi-classique centré autour
de la valeur moyenpe atteinte par < p > a l'instant t sur la trajectoire qugsi-
classique passant par sy & 1l'instant t). Apoelons s (s), ty, t) cette valeur

moye;nne 3‘
s (s;,t1, ) =5 ~<Rg> . . (II.III.44)

od < Ry > est donné par'(II.III.21)4§£ (I1.I111.41). On a alors :

~ N N N N :
) = - —ag>< =, =
pcl.sj(t, 2 Ps(sl.tl.t)(s)-l 2°'2 S 22 s l . (IT.1I1.45)
Les deux équatjons (IT1.I1I1I1.44 et II.III.45) définissent complétement Bcl s (t).
. 'S)

L'équation d'évolution de la matrice densité p étant linéaire, on peut recons-
tituer la matrice densité p en resommant les "paquets" Scl S‘(t) et il vient
B . . ’ 1
de par (II.IIX.43) :
p(t) =L p (ty) o (t) o (I1.111.46)
s s} s) 71 cl,sy
1 ‘ o

ce qui, avec (II.III,12) et (II.III.45), rermet de déterminer p(t). On obtient
d'ailleurs une expression plus simple de p(t) én remplacant dans (II.III,46)

~ N N N N
la base des états p (t) par celle des états |§y§h-s§s1tt1,t)><§3§-~ﬁsl,t1,t)I,

cl,s1

ce qui revient & faire la transfermation inverse de celle qui nous a vermis de
passef‘de (ITI.IIX.42) & (II.I1I1.43) et qui est justifiée vour la méme raison
(A trés petit). On a alors finalement l'exnression impligite :

e N N ‘ N N -
plt) = 21 pslnsl(tl)l‘Eu 3 s(s1.ty,t) > < 50 5 = ss).t,.t) | (T1.111.47)
ou s(sl,ﬁl,t) est la fonction quasi-classique (II.III.44), et Ps 5 (tl) la
; 1'%y

distribution exponentielle (II.III.12).
En remplagant ces quantités par leur valeur, on obtient ; -

3 N N N
o(t) = Z-pss(t) IE' 3-8 > < 5
S

. ) ;
avec pss(t) = ( So)e X exp — e ;J» (IT1.111.48)
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FIGURE IT.7 : Allure de Oss(t) & t fixé

a) t = Tgg (Log N ~ 1,38)

b) t = TSR (Log N ~ 0,69)
c) t = TSR Log N

d) t = Tggr (Log N + 0,69)
e) t =T (Log N + 1,38)

SR
En haut, en encart, réseau de courbes similaires, calculé dans un cas parti-

culier : N = 200, en référence (%9)
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Notons qiue cette expression est valide lorsqu'il est possible de
définir des trajectoires-quasi-classiques, soit lorsque 1'0n as > 1et
N-s >> 1 simultanement (c! est-avdlre pour la maJeure partie de l'évolution).
L' equation (II IIT.48) est une excellente approximation du develonnement
série exact (II III. 6). Au démarfaoe de'l'évolution (pour s.<< N), - on peut

vérifier que l'on retrouve 1 expression aporochée (11, III 12) de p

Cette expression simple de la matrice densité (II.III.48) est, a
notre connaissance, originale. De nombreux auteurs ont 6tudié 1es pronrletes
statistiquesde 1'ém1551on superradiante dans le cadre Qe l'approx1mation du
champ moyen (“8)(“9)(50), mais en géneral ces auteurs (48) (59) se spnt inté-
ressés aux valeurs moyennes des fonctions de correlatlons des ooerateurs ato-

mlques ou du chamo et non & la matrlce densite.

Sur la figure II.7 , nous avons représenté 1'allure de o (t) donné oar
l'expression (II.III. 48) considérée en fonction de s & t fixé pour dlfferentes valeurs
de t. Nous avons €galement représenté (en encart) le resultat du calcul de oss(t)

obtenu par intégration numérique directe des équations de DICKE (II.III.5) avec
la condition inipiale pss(t=0) = 65. Cette intégration numérique n'est §ossible

que si N n'est pas trop grand. Le calcul a été fait pour N = 200 (“9). On constate
un excellent accord entre les deux calg¢uls. : '
Connaissant la matrice densité p (t), & tout instant, il est pos-

sible de calculer l'évolution de la valeur moyenne de n'importe quel opérateurxr
ou fonction de corrélation & un temps. Par exemple, pour < Rz > et

d . \
< I > = E . < Ry > il vient :
“wo at 3 '

= E. - ' ’ .4'.'
< Ry(t) > z ( 5 -8 ) e (0 (11.111 9)
< I(t) > = )imo i -(s+1)(Nl-s) Dss(t) (?11.111.50)

oua p_(t) eet donné var l'équation (II.III.48).
1] ‘ -

Nous avons représenté sur la figure (II;S-b) < I(t) > calculé
exactement par l'équation (II.III.50). Cette courbe est 3 comparer avec la
sécante hymerbolique < I(t) > du-calcul“héo-classique'approché dejDICKE
(fig. II.5-a) (23). L'aire'des deux ‘courbes proportionnelle a M est la méme,
la secante hyperbolique est plus etroite, elle a un max1mum plus eleve et le
maximum est trés légdrement: deplace Les deux courbes sont - cependant d'allure

voisine et le calcul neo-class;que de DICKE n'est finalement pas si mauvais.
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‘B, Ipterprétation vhysique des trajectoires classiques

1) Que mesure une exnérience de superradlance ?.

Les ‘trajectoires Quasirclassiques nous ont donc permis de donner
1l'expression de la ﬁatripe.densité atomique'g(t). Ces trajectoires quasi—cléssiques
sont bien plus que des intermédiaires de caicul,Aelles apparaiséent naturellement
pour décrire une expérience réelie eﬁ sont, au total, bien plus "physiques" que

les valeurs moyennes d'opérateurs comme < I >,

‘ Pour le voir, imaginons, pour commencer, Qne exnérience de fluo-
rescence. Soit un atome & deﬁx niveaux, et T laAprobébilité de transition de
1'état exqité vers lg fondaﬁental. At=20, 1'atome est porté dans l'état excité
et 1l'on observe le éignal de fluorgscence I. Le détectgur est‘supposé parfait

La valeur moyenne < I(t) > du signal de fluprescence attendu est (voir figure

IX.8-a) :
<I> = eTe ' o | (II,III.51)

Ce n'est cependant pas < I > que l'on observe directement, On observe ‘en fait

le vhoton émis sous la forme d'un pulse apparaissant & un instantvt (voir

figure II.7-b) avec la probabilité P(t) : ' ' ' ' )
P(t) = e | * _ (II.ITI1.52)

\ Tactects (P
N < I > (@)
\ : FIGURE II.8 : Allure du signal
L ’ de fluorescence I
g a) pointillé : valeur moyenne
\ b) ‘trait plein : signal typique-
~ tel qu'il est détecté expéri-
~ mentalement
S
~
™~
: N
JU

=1 ' - " temps
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La forme du signal physique ‘détecté n'a‘donc rien & voir avec < I.>.
Ce n'est gu'en rénétant un grand nombre de: fois l'expérience et en soﬁmant les

- signaux détectés que l'on veut reconstruire statistiquement < If>.

Dans le cas d'une expérience de superradiance, il en est de méme
et le signal'détecté "en un seul coup” n'a a priori rien & voir avec €< I > qui
ne décrit que la moyenpe d'un grand nombre d'exnériences'identiques. Nous allons
voir qu'en fait ce signal,mesure en un coup corresoond a une trajectoire quasi—
classique. A £t = 0, le gystéme de N atomes est orénaré dans yn état completement
inversé. Le nombre de photons & détecter étant trés grand, le détecteur.n est
'oas caoable dé détecter les photons un a un. On obSei’ve un i, gnal suoerradiant
. analogique, continu, qui a la forme d'une 1myulsion (figure I3.9) dont llaire

» est nronortionnelle a N,

Idétec:é' ’t‘ '

I(tl)

temps

FIGURE II,9

- Considérons que l'on fait, a t = t), une meshfe du hdmbne total s de rhotons
émis. Pour cela, on peut soit remarquer que s; est proportionnel a l‘aire du
signal entre zero et ty (partie hachurée de la flgure II.8), soit utiliser

le fait que s; est reljé a l'intensité emise I(tl) &t =ty par ;

I(t)) = Ty (sy + DN - sq) | - (II.III.52)

Aprés cette mesure, la distribution de probabjlité psg(tl) se trouve étre

complétement différente, car il ne peut plus y aveir de disversion autour
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de s,. En toute rigueur, la mesure.n'est pas parfaite et il reste une dispersion
de l'ordre de A (avec 1 << Q). Si le signal sort du bruit & t = ty , on a:de

plus nécessairement :

A <<.gy e -~ (II.III.53)

et les hYP?tpéses'(xI,III.26) du paragraphe (II.A) se trouvent étre vérifides
aprésALa_mesure. La matrice densité p devient alors‘quasizclassique et au total,

on a :

Mesure de l'opérateur I
& l'instant t,

p(ty) I ‘ —> Y
I-»1I

cl,s, (5 (II.I11.54)

L'évolution ultérieure reste alors quasi-classique et la courﬁe reorésentant

' rradi ' 5 ‘ . I .
l'’intensité émise par supgrrad}ance et que l'on détecte experimen;ale 2 tqétects
est une trajectoiré classique de l'opérateur I. C'est uhe sécante hyver-

bolique passant par le point Ij.a 1'instant t) :
=(t~ty) / Tg

R
e X .
. 2 '
Tastects (™) = Yo, N -(t-t ) / T 2 (II.I1I.55)
D SR , o
' [1 + e ]
avec tp tel que : v ‘ )
- Tistects'tl) = 11 R (II.III.56)

En effectuant un grand nombre d'expérienées, on obtient une dis-~
persion des délais ty dont la loi de probabilité ty est déterminée simplement
au paragraphe suivant. La moyenne des mesures redonne évidemment < I > calculé
par l'expression (II.IIi.SO): On montre ainsi quevia.sﬁperéosition'des sélutions
néo-classiques, présentée au § III.A comme un artificé de'calbul, a uﬁe base

physique.
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] 1 ] 1 | L

t_ =-2T t_ -7 t t  +T t +2T temns

R ~
DO S Do SR Do . DO SR DO SR . 1

FIGURE II1.10: Allure de la loi de distribution de probabilité P(t ) du délai TD

a l'approximation du champ moven (I1.I1.58) (& une Romothétie et

translation preés, P(t ) représente également en premiére approxi-
D

mation la loi de probabilité du délai & 1'approximation de propa-

gation a une dimension (1I1.IV.36)
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. 8) Les fluctuatlons dans le modéle "du chamn moyen” : loi de

----- q—--r---.—..-—- -----—--—-———-—-———-—--—-——-———-—v -

grobabilité P(tp) du délai

——————— - ""Y'-

La fotmqlg (I;.III.SS)_ montre que tous les signaux détectés ont —dans le
cadre du modéle du champ moyen- la méme forﬁé'etlée déduisent les uns des autres
par une translation dans le temps ayant un caractére aléatoire, ouishue dépendant
du résultat de la mesure (réduction du paquet d'ondes) & l'instant t1. Pour obte-
nir la loi'de probabilité P(t ), i1 suffit de considérer qu'au lieu de mesurer I
4 un instant donné t), on mesure 1° instant t' 1 ou le signal détecté atteint la va—
leur I, = “m Tu (s1 + 1)(N - s1). La probabilité P(t'i)dt'; d'atteindre I)
~entre t'; et t'l + dtYy; est alors : ' :

(t')) (II.111.57)

En effet; p# (t')) est la probabilité d'avoir exactement sy photons émis,

8

et Tu (s, + 1) (N - s,) le taux 'émission du (s; + 1)°'° photon . (on vérifie

d'ailleurs que dt'l P(t") = 1). En choisissant S = g' , on en déduit la
o

Drobabilité P(t ) dt d'atteindre le maximum d‘'émission entre t et tD + dt

il vient (équat;ons (II.III.57) et (II. III 48)) :

-X

P (tp)e —2—e (II.II1,58-a)
o | X =N et/ TsR , . (II.II1.58-Db)
] 9 - _
La encore,. on vérifie sans peine que dt' P(t y = 1. 'allure de P(t ) est
)

donnée par. la figure 17.10. Le maximum est atteint pour t_ = Log N et vaut

D
o
(e. TSR) 1, la largeur a mi-hauteur étant .= 3,5 TSR. La variance du délai se
déduit de (II, 111.58) et vaut : / , _
| [% T2 > -« T >2] 1,3 T ' (II.III,59)

50y )

ce qui est en bon accord avec la référence

- ——— o o e e o e ;-- n _---;__----_---,,77-9--,,,-? ............

) Lq référence (°%) . studie la statistique du delaz de l'émission SR dans le modéle
du charp moyen |, g mazs ne donne pas L'expression analytique de P(tp).
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3) gonc;ggi

- - - > - =

Différentes exgress ons_¢éguivalentes_des
- -y - e - ——'-w-————-—-

] ) Pour conclure, nous pouvons remarquer que nous sommes caoables
de calculer de differentes manleres ‘toute valeur noyenne ou fonction de corré-

lation a un temps..

-

Solt X un opérateur & un temps. On peut utiliser directement
l'exoression de la matrlce den81te~5' ) '
< X>=Tr (p.X) T {(I1.111.60~a)

ol p est donné par (II.III.48).

Pour < R3 > et < I > qgn a par exemple

. N
< > = ¥ —_— - ‘., - . . . '. et
R, 5 ( > - s) o _ , o (II.IT1.60-b)
et < T>=ho Tulls + DN - 8) pgg | (I1.T11.60-c)

s
Il peut étre beaucoup plus commode de décomposer £ sur la base des trajectoi-
res classiques P o1’ Ces trajectoires peuvent correspondre & une mesure de §

& un instant t; fixé (equatlon (I1,I111.61)) -mesure dont le résultat est s

avec la probabilité o (t,) donné par 1'éguation (II,III,48)). Elles peuvent

S1.81

également. correspondre & une mesure du délai entre l'instant zéro et l'instant
tD du maximum d'émission (équation (II,III.62)), la probgbilité d'avoir un

délai tp étant donnée par l'équation (II.III.58). Pour 1l'opérateur X, on a

alors :
<X >=F .0 (t.) < > R iI.IiI.Bl
X z psl sl(jl? -xcl,si,tl. ) . _..-( R )
sy 3] .. . :
+00 ) - Lo z .
< ¥ > = J QCD P (tD) < xcl,t > ’ . . (IT.I1I.62)
-0 . D .
- . - ¢ - ‘ N v c
ou < xcl Slrtl > et < xcl £ > renresentent 1'opérateur X réduit par la

nesure correspondante. Notons- que par decomp051t10n en tra]ecto}res classiques
(equatlons (II.III.61) et (II.III.62)), il est possible .de.calcunler directement
les valeurs moyennes d'opérateurs i deux temps (ou plus)-comme-I(t) X I(t-T)-

ce que l'on ne peut faire & partir de 1a matrice densité (8quation (II.III.GO-a).
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C. Solution dans le noint de wvue dA'HEISENBERG : probléme de la
T T > T fad T T T Ty

phase du champ émis

. Au cours du paragraphe III.A, nous avons résolu le probléme de la
superradiance & l'approximation du champ moyen dans le point dé vue de
SCHRODINGER en calculant l'expression de la matrice densité p. Pour ce faire,
nous avons décomposé p en une somﬁe'de “paqugts" quasi-classiques 851. gu o
paragraphe III.B, nous avons vu qu'd chaque terme de cette décomposition sont
associéesune énergie R3 et une intensité émise I classique. Le calcul de o
implique dqnq -le calcul des observables aésociéés a I‘et & R3, Comme R3A
est lié A Rk Rk ¢ le calcul de 0 implique donc également 'le calcul de 1'cb=- "

'O
servable associée au produit Rk Rk . Comme aucun des onérateurs cités :

I, Ry ou Rk Rf ne fait intervenlr la phase du champ émis, le calcul précé-

dent ne permet pas de calculer des fonctions de corrélation & plusieurs temps
faisant intervenir la ohase comme < E(t) E (t-T) >.

. _ Pour combler cette lacuyne et nresenten un calcul complet et va~-
rallele dans le ooint de vue d HEISENBERG, nous allons dtudier non plus l'obr
servable correspondant au progduit RQ- Rk . mais l'observable associée &

o o) :

Rk seul, De fagon plus précise, nous étudierons l'opérateur du voint de vue
d'HEISENBERG défini par :

= +
. = I
i

e

¢

‘; (II.1II.63-a)

Nous iqtroduirons €galement :

4V
R =L R, (II,III.63-b)
- _
et R_ =T 3{ ) o ' ' (II.II1.63-¢)
303 T3 ,

N
* D

a
ou (R.7; et R, sont définis par (II.II .75).
Comme au paragraphe‘III.A, nous distinguerons dans cette évolution

deux étapes. La premiére étape ou t est compris entre O et t1 correspond au

démarrage de l'évolution, c'est la péfiode durant laquelle les équation d'évo-
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lution des opérateurs sont linéaires, car :Z? peut &tre nrls egal & N/2.
La seconde période ou t est supérieur & t, correspond a des 51gnaux importants,

grands devant le bruit initial qui a déclenché 1' evolutlon. Ces deux pé€riodes

I

sont separees par un orocessus de mésure a4 t = ti. Nous verrons qu'aprés la
mesure, .?L deV1ent une grandeur classigue que nous noterons 32, (a) et que

nous éppellerons "trajectOLre“ classique a (par analogie: avec les paquets"x
clgssigues 891151 dofinis précédemment au § ' I1I.A). Nous décomposerons R
sur ces "trajectoires" classiques: Nous généraliserons cette notion en décom-
posant tout opératedraqudu point de vue d?HEISENBERG en trajectoires classiques
—-l(a) Nous calculerons ensulte la loi de probabilité associée a cette décom-
position en trajectOLres classiques. Ces trajectoires qui, cette f01s, font
1nterven1r la phase nous permettront de décrire l'évolution du systeme et de
calculer les fonctions de corrélations de la forme < E(t). E*(t—T) >. Nous
décrirons enfin la superradiance dans le modéle du vecteur de BLOCH et nous

ferons le lien avec le modéle de DICKE.

Pt~ Yyt iibe il - P, Puifuripuius il ha s Sl

Le principe du calcul de la valeur moyenne < v&o > de
< o + A : . Syl s - ,
1'opérateur OK/ peut étre obtenu par analogie avec le raisonnement que nous

avons déja effectué au § III.A dans le point de wvue de SCHRODINGER.

A un instant t; suffisamment grand pour que le systémé ait déja
émis be;ucoup de photons, mais assez petit nour que le régime linéaire des
égquations reste valable ( < 5&,3 > = g'), on suppose effectuée une mesure
de fi?ﬂ Appelons Pt () la probabilité pour que cette mesure donne le
résultat B (B est complexe).

Aprés cette mesure, on peut supposer gque l'évolution du systéme

est devenue classique. On a en effet, & partir de 1l'instant ty

N+ oy - I
< ‘A LR > >> N (car beaucoup de photons ont étéemis) et toujours

[‘/Q’ 2 - ] = N on peut donc négliger le fait que ‘//F\)' et J?P B
' T .

o

ne commutent vas pour t > t) et ecrlre les equatlons a' evolutlon suivantes

entre grandeurs classiques : LA"; et ‘2
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a mt _ 1 R »
{ w AT Vi Rag (II.III.64-a)
SR -
) '
a o I | D+ (D=
l Tt Kiel VT A o Acl (II.I1I.64-b)

—~ , e ; : _
Nous appellerons. R ‘cl(s,'tl) et :723cl (B, t1) la solution classique

: N .
de ces équations correspondant 4 la condition .Lxcl(tl) = B et nous lui

donnerqns'le nom de "trajectoire classique",'

Il est clair que la valeur moyenne (au sens de la mécanique quan-
A S D o =
tique) de.‘jz , K ou K.3 (et donc de n'impoxte quel opérateur X fonction
de ces opérateurs) s'cbtiendra en pondéranﬁ les trajectoifes claséiques par

leur probabilité de réalisation :

— . em— . .
@ - _ D .
< Ay 2ot I P B) A Bt @8 . (II.III,65)
- f - ' .
< X > =] R (B) X, (B, £1) a8 - (II.111.66)

et que l'on peut ainsi calculer a priori n'importe quelle valeur moyenne:

d'opérateur dans le point de vﬁe'd'HEISENBERG.

Ii est possible d'ailleﬁrs gé donnér'une forme légérement plus
simple ayx équations (II.III.GSf'et'(Ii.III.66) en né privilégiant plds un
instant t; arbitraire. La solution des équations (II.I1I,64), qui passe par
la valeur B & 1'instant t . posséde en effet 3 l'instant t = 0 une valeur
bien définie que nous appellerons a. o et B sont reiiés entre eux par une
relation trés simple qui résulte de la possibilité de linéariser 1'équation
(II.I1I1.64) entre O et ty. On a en effet 5§?3c1: g et :

a P+ 1 A .
e ‘/\’cl = - J\'cl | (ITI.III.67)
-~ + h+ ty/2T .
soit i;&cl(tl) = v\cl(O) e 1/2TsR © (II.IX11.68)

ce qui montre que l'on a simplement :

” ,
8 = ae®1/?TsR © (II.III.G9)
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En appelant P(0) la loi de probabilité de la variable a, qui

dépend &videmment de la loi P_ (B), on peut alors rééprire (II.III.65) et

ty
(II.IIXI.66) sous la forme :
< _Rcl J Pla) R°_ (@) da ' (II.11I.70)
<X > = I P(a) Ycl(a) da - ' (II.II1,71)

Tout le probléme consiste alors & déterminer la loi P(a), ce que nous faisons

au paragraphe suivant.

+
si B est le résultat de la mesure de :;i at=t, on dedult
de (II.III.63) que :
2 1 I
N N A 1
s-(7 -1812) 2 = o |8]2 (I1.I11.72)

. ~ N ;
-doit étre le résultat de la mesure de l'observables = 3 - \523.

Or le point de vue de SCHRODINGER (§ III.A) nous a donné la loi

. de probabilité du résultat de 1la mesure de S Si on compléte la mesure par

la détermination de la phase de B, ;Zl+ se trouve_entlerement mesuré., Toutes
les phases étant a priori équiprobables, on déduit alors de (II.III. 12) et
(II.II1.72).1la probabilité P_ ({B[) :

B 2 \
P =. - - II.II1.73-
tldi) ’B exp . | 8] | ( a)
o ’ o . t, - .
avec B, = V' Nexp zp— : (II.III.73-b)
P(hb s'en déduit alors en notant les identités :
. ' 2 . 2 2
P(ff) do = Pe @ 4
: 2 2
et etl/’TSR dH = dH
On obtieht simplement : I ”
. 1 a, - -
Pl = exp - —— <t Py = Y] P(l“") (II.III.74)
* N N

et les différentes trajectoires classiques obéissent 4 une statistique

gaussienne (ug) (50).
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3) Anpli¢ation des tra)ectoites classiques pOUr le calcul des

—— e St et ad o u-—zrv—,——:—fﬁ—
fonctions de corrélation d! ordre normal < (SR,) (RTYy >
et Dl b Ll Dt ol L ----r--—-v--r—-

Yy g o >

- Les relatlons (II.III1.71) et (II I1I. 74) oermettent & orésent de

calculer n'importe quel produit des foqctions ﬁQ et \/p . On a par exemple :

- - )
< (RHECRH™ >'=‘I ‘@‘” (a)) (2 o)® 4 P aa
- _ f’(ou...i.( | (I1.111.75)

Si on se limite aux temps courts ol l'aporoximation lineaire est valable,
:;& l(a) est donné par (;I III 68) et on a simplement ;
. : t :

- L * (9,+m)~—v'r C g ,

< (Q+ n )“‘ > = Ja (a )m . 2TgR ,-1-— > /N do (II.II1,76)
o) 4ol

Il est 1nstructif de comparer ce résultat a celui que donne un calcul quantique
direct de la méme quantité. A l'approximation linealre, .legl se réduit a

™ +
N/2 et 1'équation d'evolution de R * devient;

a_ CQ*;,.,L'_ 121 ' ' 0 (IT.III.T7)
Cac Tsr | -

‘On en déduit alors immédiatement :

2—,< ( RHYHR " > =~,2_9'_‘.'1‘: < (Jf)" “* s (II.I1I.78)
¢ Tsr '

avec la condition initiale a t‘= 0 :

g (&*)&(l")m >.':-==0 = < ( i I]z ( ;I:R; )ml>
i} | Tt R
= Q1 %m < [f J\.i "&1‘ .) >
=N 218 , o ' (11.I1I,79)
. . Lm : ) : . : ,

Il vient alorqq‘en intégrant aux ﬁemps.ﬁ courts :
L+ - L t/2T - '
< (R )2(1‘-)“’ > = 8% sm o thm) t/2 SR o (I1I.I11.80)
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L'identité des resultats (II III. 76) et (11 III 80) est alors im-
médiate en remarquant que l'6n.a : - . - : -

:
'

f o’ (@)™ oo I‘?" / M“Qﬁ_g N 218, . - (II.III.81)

Ce résultai, valable quels que soient £ et m, peut étre" considéré

comme une autre démonstration de la loi de probabilité (II.III.74) (°).

‘4) La nhase de_la_p lar risation gggg; ue et_du champ_rayonné

———————— - -——— - i ey e e o o e e s e

Les reiations (11,111,76) et (II}III.BO) montrent clairement-
que toute fonction de corrélation ol £ # m (en particulier < :;l+ > ou
< 52,-‘ > qﬁi correspond aﬁ cas £ =1, m = Olou.Q =0, m= 1)'a‘une valeur
moyenne nulle. Ceci correspond au fait ohysique que la phase du champ (et donc
de 1la polarisatlon atomlque) est aleat01re. La formule (II.III.75) montre que
la nullité de cette polarlsatlon resulte de la sommat;on de toutes les trajec-
toires classiques dont les phases sont équxreparties de O 2m. En d'autres
termes, la polarisation (ou le champ) mesurée au cours d'une expérience a une
phase bien définie, mais celle-qi varie aléatoirement d'une réalisation &

l'autre de la méme expérience.

Qalculons par exemple la fonction de corrélation du champ. En

faisant X = E(t) E (t-T) dans (ITI.III.71). et en rapvelant la relatlon (II.TIIL.15)

+ +
entre E et Rp ~ (donc f:l ), on obtient :
o
“LU —_— - - . . 1
* Y+ 1,3 - ' . .. L
< E(t) E (t-T) > = 2 I’ \,'\vcl(a,t) J\,C_l(oc,t-T) P(a) da (11,111.82)

SR /

On remarque alors que le produit VQ (a t)'-jz (a t- T) ne dépend pas de
la phase de a. Tout se passe donc pour le calcul de < E(t) E (t-T) > comme si
la phase de l'émission était a priori arbitrairement fixée. Ceci montre bien

que le champ émis est un champ cohérent (de phasé'aléatoire d'une réalisation

a4 l'autre de la méme expérience).
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5) Le_vecteur de Bloch et le “tinoing_anglel

Pour résoudre concrétement le probléme de la suoerradiance dans
le foxmalisme'introdu;t ici, il nous reste a calculer l'évolution de A,3 1(a)
“pour des temps arbitraires et non plus seulement aux temps courts. Remarquons
~ tout d'abord que 1° equation (I1.III. 64) conserve la norme du vecteux de Bloch

o (51
B (") de composantes s

———

’ + N ’ : _ :
Btransversa; —'S{cl(q) = 5 sin 8 exp (i¢) .- o (II.1I1.83-a) .

W
i

Blongitudinal = ”AL3¢1(Q) = 3 cos 6 .‘ : (11.111.83-b)

N , . ,
B est un vecteur de longueur N/2 de coordonnées cvlindriques ¢ et 6. La

' coordonnee longltudlnale corresnond a l axe Oz, la coordonnée transversale

au plan complexe x, y (voir figure II.111.

FIGURE T171.11
L
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1'équation d'évolution (II.III.64) devient alors :

d

EE'¢'= o - : ' : ] e . (IT.III.84-a)

4a.. .1 : I S Y o

— 0 =5 sin 0 (II.II1.84-b)

dt 2T , .
Cette équation est formellement identique & 1l'équation d'pn'pendule a

amortissement critique. Il vient en intégrant (II.III.B4-b):

e(t-O)
t = Log (tg g-) - Log (tg ) (I1.111.85)
<R ' ' '
qs Dot 5 L
On en déduit alors - ol (a) et nﬁa; l( o) pmar (II,ITXI.83) ainsi que tout
autre opérateur qui se decompose sur A,3 . On peut alors vérifier'oue lﬁgp"

£y - .
retrouve bien 1° expression (II.III,19) pour l'intensité I, (a) a /k () dt.ﬁl(a).

Donnons & présent la loi de vnrobabilité 9(6(t=0)) d‘avoir 9(t 0), loi
qui se déduit de P(a). A £t =0, on a :

\'7)"'
l(a) = Q0 (II.II1.806)
' N l(a)| 2 o
et 0(t=0) = ———"——'= T : f (I1.I11,87)
B | ' :

La loi de probabilité P ( B (t=0) ) se déduit de (II;IiI.74), il vient :

1 o
[le (t=0)] ) = %——18-{ exp ( - (—g— )? ) . - (II.I11.88-a)
o “ N .
o . .
ol 0 = 2 o '. (II.III.88-b)
o v N . :

8(t=0) est appelé le "tlpplng angle" (15)(21)(1g) C'est I;angle que fait le

vecteur de Bloch 4 t = 0 avec la dlrectlon oz. Cet angle ‘est une variable

2 Q
aléatoire gaussienne de variance 80 = 7::—(““)(5“LC est en donnant & cet an-
N o

gle une valeur non nulle & t=0 que 1l'on simule le bruit qui fait'démarrer
1'émission superradiante. '
Le vecteuyr de Bloch B n'est en fait rien d'autre que l'analogue

classique du moment cinétique J = N/2 qui apparait dans les éguations de

DICKE. Dans le cadre du modéle de DICKE, l'axe de quantification de J est
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1'axe Oz, A t=0, J; = N/2 est maximum et le vecteur J est vertical, En fait,
> : - -

J est un opérateyr quantique et qui n'est vertical qu'en valeur moyenne.

(3 fluctue autour de cette position m?yenne'verticale On peut tenir compte
‘ > - .
. de ces fluctuations en considérant que J fait yn petit angle 6 avec la

verticale. Pour évaluer l'ordre .de grandeur de 8 , il suffit alors de considérer

->
que J est classique, de composante sur -z :

Jz = N/2 N | (II.11I.89-a)
et de module : :

N N Al

|J| = [:g. (-54. 1 )_:]/2 » : (IT.II1.89-Db)
"On en déduit la composan;é sur x et y par le théoréme de Pythagore et la valeur

de 6 assqciée.'On trouve bien alors que 0 est de 'l'ordre de 2//N 2hy .

"6) Conclusion

.En'décomPOSant les différents opérateurs en trajectoires
classiques, il est possible de décrire exactement 1'évolution du systéme. On
conpait en effet la loi de prob&bilité associde aux diverses conditions ihi—
éiales possibles (II.III.74), ainsi que‘les trajectoires classiques corre;—'
pondantes (II.III.G4) . . En sommant sur. toutes ces trhjectoires
classiques, on peut calculer toute valeur moyenne d'opérateur (II,III.71).
Cette méthode a été utilisée pour calculer les valeurs moyennes de toutes les

. =+ - =
fonctions de corrélations & un temps de_SQ P K et 5233 (*8).

La connais-
sance de ces quantités peut permettre de déterminer la matrice densité. Un

tel calcul est cependant inutile puisqu'il est possible de déterminer celle-ci
directement (II.IIT1.48). Le calcul des valeurs moyennes de fonctions de corré-
lations & plusieurs temps de la forme (I.21) est égalemenﬁ possible et 1l'on '
peut ainsi entreprendre 1'étude théoridue de la statistique'de 1'émission
superradiante dans le régime de comptage de ophotons. Notons enfin l'intérét
des trajectoires élassiques.en‘tant que telles, dans la meéure ou elles re-
présentent des réalisations possibles de 1'évolytion du systéme, réalisations

que l'on observe expérimentalement.
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IV -~ LA SOLUTION DU PROBLEME DE LA SUPERRADIANCE A L'APPROXIMATION DU MODELE DE
PROPAGATION A UNE DIMENSION :

Nous généraliseronsici les résultats du paragfaphe'pfécédent en
tenant compte des effets de propagation le'long d'une diréction (Oz) . Nous raison-
nerons directement sur les:opérateurs chémp et polarisation atomique dans le point
de vue de Heisenberg et non sur l'opérateur de densité, trop compliqué a calculer
dans ce cas. Toutes les idées physiéués développées dahs le cadre de l'apptoxi—
mation du champ moyen éont comme nous allons le montrer directement transposables
au cas ol la propagation intervient : ici aussi, il est possible d'introduire
des trajectoires quasi classiques obéissant & des condjitions initiales aléatoires
dont lés lois de probabilité sont connues. Les grandeurs moyennes résultent alors
de la éommation sur ces trajectoires,chacune d'entre elles étant pondérée par sa

loi de probabilité. La complication liée & la propagation se manifeste cependant

a4 priori & deux niveaux :-

(i) les conditionszaléatoires initiales varient évidemment dans l'es-
pace d'un point & l'autre du milieu. Pour en tenir compte, nous serons alors amenés

d décomposer le milieu en "tranche" perpendiculaire a-l'axe du milieu émetteur

(tranches de méme abscisse. z). La polarisation & l'instant t = O apparait alors

'dans chaque tranche Z; comme une variabie aléatoire indépendante de la polarisa-~
tion des autres tranqhes et il faut donc introduire une loi ge probabilité a
autant de variables qu'il y a de tranches (lé résultat est heureusement peu sen-
sible comme nous le ;appelohs plus loin au ﬁombre de tranches. On prend pratique-
- ment un nombre compatible avec l'intégration numéridque deséquations sur ordina-
teur) . . . ;

_ . (ii) Méme si on adopte une condition initiale homogéne dans tout le
milieu (une seule tranche & t=0), la trajectoire classique qui s'en déduit ne
correspond‘plué'é 1'évolution-d'un milieu homogéneA: au bout d'un certain temps,
la polarisation commence & varier dans le milieu le long de 0Oz. Le systéme n'o-
béit plus & 1l'équation simple du. pendule & amortissement critique établie au §
précédént, mais & une équation du type Sine - Gordon décrivant le mouvement d'un
pendule oscillant. Ces oscillationslrep;ésehtent‘physiquement les effets d'ab-
sorption et deXéémission du champ le long de l'échantillon (effets de "ringings
cohérents"liés & la propagation).

Des deux effets "inhomogénes" (i) et (ii) mentionnés ci-dessus, le

(5)

2e est le plus important. Glauber et al ont en effet montré que le comportement
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du systéme superradignt était qualitativement trés b;eh décritvpaf 1'introduction
de conditiqns ;nitialeé homogénes dans tout le m;lieu, la prise en compte de
l‘existencé de plusieurs'trapchestﬂapolarisgtion'diffé;ente 4 t =0 ne modifiant
que trés légérement la forme et la statistique des tréjectoires classiques. Ce
résultat est heureux, car il est possible de donner des expressions analytiques
simples des trajectoires quasiciasgiques correspondant a des conditions initiales

homogénes, ce qui simplifie béaucoup l'énaiyse du prébléme,'

Noys' commencerons donc ce paragraphe par le rappel (§ Iv A) du calcul
des trajactoipés classiques a une dimension dans le cas de conditions initiales

(151); Nods analyserons les

homogénes (modéle ciésSique de Feld de la superradiance
diﬁfé:ehces'essentielles‘entre ces trajectojres et les solutions en sécantes
h&pérb@liques qui sontulés trajectoires clasSigpeéVCeresponQanc au modéle du’
champ ﬁOyén de Dicke. Nous indiquerons éﬁéuite (§ iv B) comment il fayt décrire -
en toute rigueur les céhdiéiohs initiales aldatoires de la superradiance et nous
,résuherons les résultaté statistiqué§ obgénus'par Glauber etial(s) sur'les‘leCr
tuations de délai, d'intensité et de forme des pulses 'Sdpérrédiahts. Nous don-
nerons alors (§ IV C) une apalyse éimplifiée de ces~fluctdations en:adqptant

une condition initiale aléatoire homogéne dans tout le milied (comme‘lé font
par.exempleV;ehenet a1(54{l Ceci reviént & décrire- la éqpétradiance comme une
superpqsitién de trajectoires semi=classiques de ?ela‘déprrtes.au §.IV'A, avec
des loié de'ppobapiiité analytiqqés dont nous indiquonﬁ'i;ekpreséioh. Bien que ce
‘ (5) et(54) :

§ IV reprenne essentiellement le point de vue des références. , il con-

tient certain calculs analytiques originaux (en particulier au §I1vo.

A - Trajectoires classigues a une dimension avec condition initiale
."'"W*P_?PP-P-?‘--",P" 0 D o NS D [ P Y T A S G S S W e e 7

- - ey uy

'Bappelpns la forme des équationé d'évolution des enveloppes lentement
ya:iables‘ﬁf}jet¢é:fqtmelleﬁént identiques aux équations de Bloch Maxﬁell (cf,

(II-X1I- 70))

s —§" lko ;/P

(IT~IV~ 1 -a), Equation de Maxwell
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’ D D - 2 I

S L el i
St ’ T

$ 4%" i > 3 oor
— = - ( & 4 ",v'.) )
st 2h “

(II-1v~-

(II-IV-

1 ~b)
Equations de

' Bloch
1 -¢) :

D'un point de vue semi classique, l'équation (II-IV-ia) n'est autre que
la traduction pour les enveloppes & et“j)de l'éqqation‘de Maxwell(46)

— E =, -
(St‘- o -

ey e e
rot*rot .E + ¢

(II-1IV~2).

qui lie le champ électrique émis E au dipole émetteur P. Les équations (IIPiV—lb)

etc) sont les expressions dans le formalisme du vecteur de Blbdh_devcémposante

ﬁlongitudinale"'p¥_ et transversa;gli), des équations d'évolu;iqn‘de';a_mat:ice

densité atomique sous l'effet du champ'cla§siqﬁe d'enveloppe &, o
Introduisons les opérateurs o ‘

B2 = (&*s + 8&4') (IT-1IyV-3a)

1 fre

OF

P2 = L@t .t

N je

(II-IV-3b)

on obtient un systéme 4'équations équivalent aux équations de Bloch-quQell_

{(II-IV-1)
; : »
2 (p2+p,_["A) =0 (1I-1v-4a)
st R
I i D ; k ) .
S A - A gyt (II-IV-4b)
st 2h
S g2, 18 2, ° iﬁ’; 0 (II-IV-dc)
.Gz CGt 2 Eo 6t .
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L'interprétation physique de ces équations est également trés simple.

L'équation (II-IV-4a)traduit simplement la'conservation de. la norme du vecteur
de Bloch (qui est voisine de dV; = ﬂ77t==0)). En'remarquant que & et q> sont
en quadrature, l'équation (II-IV-4b) traduit l'échangé local d'énergie entre

les atomeé et le champ au poinﬁ‘z. L'équation (II-IV-4c)traduit enfin la con-
servation globale de l'énergie du systéme atomes + champ : la variation dans

un pétit volume de l'énergie du systéme atomes + champ (;ermes enlgi ) se re-
trouve sous la forme du flux d'énergie électromagnétigue qui traverse la sur-

face de cet élément de volume (terme en gL ).
. z

L'approximation classique consiste & considérer dans les éqguations
' . s (P e . <
(11-1v-1) les différents opérateurs & ,5 etcﬂrcomme des quantités classiques notées
%ﬂJ(le étcﬂgl. Bien entendu & eti?.ﬁnﬂ:intervenir'une phase qui est aléa-

toire. On a donc

< & > = .0
<®s> = o . (II-1v-5).
et le systéme ne peut démarrer . Pour simuler les fluctuations quantiques qui

font démarrer le systéme il convient de fixer qette,bhase en donnant a‘S)
une valeur initiale non nulle. En reprenant l'analogié du pendule développée
au chapitre II, (§ III-C-5°), les fluctuatibns quantiques sont simulées en con-~
sidérant que le vecteur de Bloch E fait un pe;it‘angle 8 avec la verticale.
Dans le cas du modéle de Dicke, ﬁous avons mohtré que la valeur typ;qug de 6. ..

e 2 ;
était 0, = — (N nombre total d'atomes). Dans- ces condltlons(?? a une valeur

° T

initiale non nulle

(9(2 , £=0) = (iﬁ(z , t=0) = '2_: D ‘{f

(*)

Il est & noter ici que la valeur 6 du "tipping ‘angle" proposé initialement
par Feld et al (15) qul est beaucoup plus petite que N est visiblement
€éronnée. Cette valeur éronnée de 6, a conduit & des delais différents pour
les théories de Feld (19) et ge Dickegénéralisées & un milieu étendu (Bonifa-
cio) (14) | Avec 6 _= 7N Ce désaccord disparait. La mesure directe de l'ogrdre

de grandeur de 60(21) et {19) confirme par ailleurs la valeur attendue 75.
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et 1'évolution du systéme peut démarrer,

Pour résoudre (II-IV-1) faisons le changement de variables
T = t - z/c , (II-1Iv-7)

on est ramené alors & (II-II-70) avec la condition initiale (II-IV-6) a t=0,

équations que l'on peut résoudre numériquement.

c T :
si —SR 5 (II-IV~8)

L
(36)

(condition d'Arechi Courtens, voir },1la solution obtenue est la méme qde si

=

la condition initiale était prise a T4=0'et 1'on peut résoudre indifféremment les
équations (II-II-70) en t ou 1. Dans ce cas on peut simplifier grandement 1'étude

en posant
A= v A - |
= +J cos o A (I1-1V-8a)

P - -ip

+_.ﬁg sin @ (I1-1V-8b)

(changement de variable analogue A celui fait au (II-C-5°) et illustré par la

figure I1I-12)

.p -
WA .
“
\
L)
FIGURE 1I.12 : 8 .
1
[] >
—— Sy re— x 2
JyO 1~//D+-
o.
Les équations de Bloch (II-II-70b, et¢) conduisent alors a :
D,_ .
s . T ¢ . _ (II-1V-9)
St 4
et l'équation de Maxwell (II-II-70a) & :
2
§°8 = sin 6 ' (TI-IV-10)

§(z/L) & (T/TSR)
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avec la condition initiale &8 1 = 0 issue de (II-IV-~6)

2

6 = = - o : (II-1V-6)
o N | ' ,
Si llon . pose q = 2 (2 —L.,1/2 (II-IV-11)
: ~ L T
: SR o
et Y = 8(z , 1) " (II-IV-12)
: : (q) o ' ,
il vient . Y" + ¥'/q - sin¥Y ‘= 0 (II-1v-13).
avec. la condition initiaie Y(0) = 6, o (II-IV-14a)

Y'(0) = O (IT~-1V-14Db)

On voit immédiatement que cette équation a pour solution a q =+ «

Y@e) = 1 L o (II-1V-15)
Cela signifie'qu'a t=+ pour .z # 0, on a

O by = T o . (II-IV-16)
et le vecteur de Bloch est vertical orienté vers le bas. L'évolution ne cesse
donc que quand toute l'énergie a &téémise (position d'équilibre stable), et die
tous ies‘atomes ont transité vers l'état final. On dit alors que le'systéme a
émis un pulse 1II. 4 '

Pour étudier le démarragede 1'évolution quand 8 « 1, on peut rem-

placer sin§ par 6 dans (II.IV.13) et l'on obtient :

v o+ v'/g - ¥ = 0 S ' (1T-1v-17)

dont la solution est :

Yi(q) = Jo (iq ) ‘ ;'. (I1-1vV-18)
(ot Jo est la fonction de Bessel d'ordre 0)

ce qui conduit pour 86(t,L) &
! (—— " (II-IV-19)

i=0 (nt) 2 Tgp

O(t , L) = 60

Cette série converge trés vite et se calcule directement.

On peut évaluer le délai 1 en considérant que

0(tp , L) = 1 S . (II-IV-20)
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' . (5
Dans ce cas T est donné plus simplement par la loi approchee( 4)
T
Ty = ——jB[Log (/27 N))? (II-1V-21)

Nous avons représenté sur la figure (II-13) en fonction de N les
(figure(II~13-a)), par la loi approchée

numérique directe de (II-IV-~17)

délais obtenus par (II-IV-19 et 20)
(I1-1v-21) (figure II-13-b) et par intégration
(figure II-13-c).A titre de comparaison nous avons représenté également le délai

Ty = Tgg LogN du cas de Dicke (figure II-{3-d). Dans un cas expérimental ty-

pique (N~ 108) les délais du modéle a une dimension et du modéle de Dicke sont

du méme ordre (30 et 15 TSR respectivement) .

La figure 1I1.14 représente, en fonction du ﬁemps, l'intensité émise

I(t). I(t) est obtenue en intégrant numériquement 1'équation (II.IV.17) pour
N = 108 atomes. '

_ Dans le cas du modéle & une direction (figure II.14), l'émission se
fait sous forme de lobes successifs appelés généralement “ringings cohérents” (53).
L'importance de ces "ringings" cohérents dépend du nombre d'atomes ou plutdt
du "tipping angle* 90 choigsi. Nous avons représenté sur la figure II.15 la hau-
teur du premier et du deuxiéme lobe en fonction de (60)_1. On voit, sur la
figure, que plus 6o est petit, vlus les "ringings" sont importants : la hauteur
du premier lobe diminue alors que le rapmort des héuteurs des p:emier et deuxiéme

lobes augmente.

Notons que ces "ringings" qui résultent de l'intégration numérique
de l'équation (II-IV-13) ont une signification physique simple.'Les vecteurs de

Bloch des différentes classes d'atomes d'abscissesz différents ., évoluent exac-

tement de la méme  fagon mais 4 des vitesses différentes proportionnelles a z

2
(& cause duy changement de variable q = 2 (z 1)1/~ )

M

=

Etudions ce qui se passe pour les atomes situés & l'extrémité 2z

il
&

Pour ces atomes l'équation (II-IV~10) devient :
: ' L
d 1 .
—6(z =L) = = [ dz sin0(z,t) (II-1V-22)
dr L 2 .



Nombre d'atomes
N

1012

1011

1010 |

10°

108

107

106

1o

103

102

10!

100

FIGURE II.13 : Délai du pulse superradiant

(a)

(b)
(c)

(d)
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o - = (2 ()

n (n!')° SR : '

Tsr T
t = —— (Log v2mN)? ‘ (== —— —— )

D 4 .

Sine-Gordon o (— . — . )
t =T Log N ( )

D SR

1016
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'Au début de.i'évolution 8 (z=L) se met & augmenter suivant la loi

(II-1V-19). L'évolution se poursuit jusqu'au moment ot 6 (z=L) =m. A cet ins-
tant les atomes de l'extrémité z = L ont "basculé " et sont tous dans 1'état
final. Pour . z< L l'évolution a été plus lente et 6(z <L) reste inférieur a m.
Le deuiiéme membré de 1l'équation. (I1-IV-22) est alors positif et 1l'évolution
de 6{z = L) se poursuit au dela de 6 = w., Physiquement cela signifie que les

- atomes éituéé é i'éxtrémité (z = L) réabsorbeﬁt‘ .le rayonnement émis par les
atomes vqui-prééédent (z <L). Le vecteur de Bloch des atomes de "1l'extrémité

‘é = L se met alors & osciller autour de la position d'éduilibré stable g =

'qu'il,finit bien sir par atteindre puisque 6 (+ «) =7 (cf. II-IV-16).

'.Cés oscillations de 6 (z = L) autour de la position 6 = w donnent
.. alors naissance aux "ringings" cohérents..Comme 8(z = L) oscille autour de ™,
. ;famp;itude du}éhamp é@is &(z = L) qui est proportionnelle a g%-(cf7411—1§—§)
oscille en changeant de signe. L'émission se fait sous forme de lobes, deux

lobes ‘successifs correépondahts & des amplitudes & de signe opposés.

o B o A P S Al e T e e G T A B T . o . S T 7o ] —— ——— " —— o —

cas du modéle de propagation_a une dimension : Propriétés sta-

tiétiques de 1'émission superradiante .

A “

. 1° - Décomposition du milieu en "tranches" S

a) Décomposition du milieu en "tranches" de méme abscisse

Considérons que le milieu est découpé en I tranches d'abscisse 2

2 ~ b
i"-1) = <z < i X ) (II-1IV-24)
I I . -
ol i =1, ... I est 1'indice de la tranche. ’

' - - St T - .
On peut alors définir les opérateurs somme par tranche R3(i) ou i est 1l'indice
de la- tranche : - ‘ -

- + - A noE
R¥ (i) = Y T (II-Iv-25a)
- j de la "tranche" i J -
— n, .
R, (i) = <P (II-IV-25Db)
3 _ R S
j de la "tranche" i 3,3

. + . |
ol SQ’i et i%i sont définis par (II.II.75).
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et
Les équations d'évolution (II-II-74) de‘]% et de 5% jet qui sont

’

analogues aux équations de Bloch Maxwell,deviennent alors

#

a F 2 T T 2+ LT
5 R s g (0 RN R ¢ g RT) Ry )

N TSR ©
<) (II-1IV-26a)
a - 2 T 17 |
= R (i) = (L By(3) R + 5 Ry(4) R (4)
" CONTSR G z (II-1V-26b)
e : 1 ¥, T
4 Ry(i) = - ¢ TSR Z R (1)R (3) (IT-1V-26c)
de 1,3 .

Notons ici que cette décomposition en tranche n'a rien d'artificiel
et gque l'on fait ce decoupage (méme si on ne le dit pas) pour résoudre numérique-
ment les équations de Bloch Maxwell. Pour étudier Je démarrage de la superradiance
de..fagon rigoureuse, il faut done faire:appel a4 ces opérateurs par tranche. On
pourra alors déterminer les conditions initiales a utiliser dans une intéora-

tion numérique.

2° - La mesure &4 t = t) ; les trajectoires classiques

Considérons qu'a t = t) on fasse une mesure de tous les R+(i).
t; est choisi de fagon & ce que le nombre d'atomes avant superradié dans chadque
. tranche soit grand devant un et petit devant le nombre d'atomes restant
dans l'état initial (dans cette méme tranche). Si le nombre d'atomes total est
grand, le nombre d'atomes var tranches reste grand et il est toujours possible

de satisfaire 3 cette condition.

Aprés la mesure , R+(1) est classique. Il en est de méme pour
R (J). Ceci est vrai comme nous l'avons vu parce que l'on peut négliger a
t = t; les commutateurs de R (i) et R (j) devant les prodults correspondants.
En décomposant un opérateur X enunproduit de R+(1), R (i) et R3(k) on voit que
X devient classique. Nous noterons Xcl(a) 1’ operateur X réduit par la mesure
(postulat de réduction du paquet d'ondes). L'indice a = {ay,ap ... aI}

_— . s . s R + . ;
caractérise ici 1'état initial 3 t = 0 de R (i) dans chaque tranche i. On a alors :

_? . i = = - -
RT, (o, 1, £=0) a; o (II-1IV-27a)
’ *
l(a. i, t=0) £ qa i (II-IV-27b)
R (q, i, t=0) 2 N/21I (1I-IV-27c)

3,cl



qui conduyit aprés intégration des équations d'évolution (II-IV-26) réécrites

pour lesivariables classiques Rgcl(a) a t = t,
RY . (a,t=t)) = B | o © (II-Iv-28)
cl i . - AR

ol Bi est le résultat de la mesure de R (i) & t=t;. On peut donc. décomposer tout

opérateur - X en trajectgires classiques X(a) carespondant-d.tous les résultats de
mesure, X = f de P(a) X(a) , ' ' (I1-1V-29)

P(a) est ici la loi de probabilité associée a la tragectoire a .

3° - La loi de probabilité appliouée.é la traﬁectoire 0
La loi de probabilité P(a) -se déduit simplement.par géhéralisa4
tion des résultats obtenus a l'approximatiqn du»champ‘moyen. En effet, la probaw :

T , : : -
bilité Pi(ai) d'avoir R (i) = ai d t=0 est donnée par l'équation (II-II-74)

en remplagant N par n = N/I (car il y a'n = N/I atomes dans la tranche).

il vient : 2
P = mm oexe — | (11-1v-30)
On a alors P(a) = 1 -Pi(ai) : ‘ (II-IV-31)

i
Au totai dans le cas d'un milieu étendu a une dimension, on simulera
les fluctuations quantiques du bruit d'émission spontaﬁée'en faisant démarrer
les équations de Bloch Maxwell par une polarisation aléatoiré suivant la méme loi
qu'a l'approximation du champ moyen (IT-II-74) en remplagant le nombre total
d'atomes N par le nombre d'atomes par tranche, Cela revient en quelque sorte
4 associer & chaque atome un dipole classique‘ae module égal & D,_ et de phase
aléatoire d'un atome a l'autre. En sommant sur les n atomes de 15 tranchern sé
retrouve alors (II-IV=30), En terme de vecteur de Bloch gi de chague tranche,
cela signifje que’gi fluctue en direction & t=0, Les coordonnées angulaires Si-
et wi de gi son;‘des variables aléatoires. La phase inifialg wi (t =0) est équi-
probable, alors que le "tipping angle” dans chaque tranche ei(t.=0) suit la loi

de probabilité.
8, .,
exp -(‘5—1~)k ' (II-IV-32a)

o o

P (8, (t=0))
i

2 N
0 = e -IVv-32
ol 0 T . (II-1v-32b)
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Chaque courbe obtenue alors par intéqgration numérique des équations
de Bloch Maxwell est une trajectoire classique qui correspond & une réalisation
possible de l'expérience. Une réalisation typique est bbtehﬁé'néanmoins'en consi-
dérant : : o A

wi = 0 " (II-IV-33a)

2 . .
o, = 0 = v . ‘ (II-1V-33b)

c'est la trajectoire étudijiée au (§ IV-A). Pour faire une é&tude plus compléte,
il faut  tenir compte des fluctuations entre ces di&erses réalisations

possibles en étudiant les propriétés statistiques de la superradiance.

4° - Propriétés statistiques de l'émission superradiante (rappels des résultats

de Glauber et aL_if)

Nous avons vu que pour décrire les fluctuations quantiques du démarra-
ge de la superradance.il fallait résoudre les éQuations de Bloch éVec, é:t==0, une
polarisation initiale aléatoire d'un point & 1'autre. Nous allons ici rappeler

les résultats obtenus par Glauber et al(s)._

La figure (II-16-a) représenfe 1'histogramme des délais tD (t
max sur la figure extraite de (5))du premier maximum correspondant 4 un ensem-
ble de 150 trajectoires classiques. On notera la dissymétrie de cette courbe. La
Va;iance relative du délai est ici de 12% . Outre ces fluctuationé-du délai, on
observe également des fluctuations de ié’forme du pulse et en particuiier de sa

hauteur (variance relative de l'ordre de 18 %) (5).

5° - Calcul simplifié de l'émission superradiante. Démarrage sur une polarisation

aléatoire homogéne dans tout le milieu.

Nous allons comparer ici aux résultats du paragraphe précédent ceux.
que l'on peut obtenir & l1'aide d'un modéle simple dans lequel on envisagera que
la polarisation initiale reste uniforme le long de 1l'échantillon. On peut alors
considérer qu'un seul paramétre varie : l'angle 6(t =0) du vecteur de Blocch.
C'est le point de vue adopté par Vrehen et al (54). Nous allons voir, que dans

ce cas , il est possible de calculer analytiquement la forme des histogrammes.
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Distribution of delay times of first intensity maxima within
an ensemble of 150 trajectories calculated by using the random-
number realization of the tnitial polarization; the time is

normalized to the delay time of the mean intensity; again,

e = .3, N=4110°

FIGURE II.16 : a) histogramme des délais (traits verticaux) obtenu en intégrant
numériquement 150 trajectoires classiques (5) (voir légende

ci-dessus)
b) loi de probabilité du délai (courbe en pointillé) obtenue a
partir de (II.IV.36) (& noter que la courbe ici tracée est

homothétique de celle représentée sur la figure II.10).
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Etudions par-exemple:leS»fluctuationssdu_délai.'Si l'on considére
qu'd N fixé, 0 (t=0) fluctue suivant (II-III-88), le délai thu pulse superradant est

donné par une loi qui se déduit de (II-IV-21) en remplagant N par 2 o 2 (t=0)

= 2//N) : . ' _ ' .
"SR § . :
ty = —7 [(Log ¢/Br /6 (t=0)) } (II-IV-34)
Comme tD varie:logafithmiqdement'en fonction de 6 (t=0)--et que 0 (t=0) reste du méme
ordre que 6 , il vient : . ' _
4 Jo' T - . 8(t=0) (6(t=0))
by =t (6) ‘Log( 5
P 2% 0 % 7 d(Leg 8 (£=0))
- S
boa -§2§( Log Y27 N ) (Log’ (Bﬂﬂ))) + cte (II-IV-35)

' o : P : o : _
La loi de,prqbabilité du délai_P(tD)“se‘déduit de (II-III-88) et de (II-IV-35),
il vient : ' o "

. Ly - t/A ' -t/6. -

| P(tD ‘ tD(Go)L- e exp'(-e ' ) (IIeIV-36)
- Ts ..
ol ' A = Log Y2m N

4

v

On remarque que la loi de, probabilité du délai est la méme que dans
le cas de 1! approx1mation du. champ moyen & condition de remplacer TSR par A et
son allure est présenté sur la figure II-10.0n en déduit alors la variance rela-

~

- tive du délai o / tD- .4 partir de (II-III-59)
b .

o, /t. = 2,6/ Log (21 N) o (1I-1V-37)

on retrouve le resultat donné par la reference (54)

otB‘/ ty = (2,3 / Log N) + 10 % . o - (II-1v-38)
LT s _
Pour N = 4. 10% :on trouve une variance relative de 11 %.et qui est en bon ac-
cord avec les résultats de Glauber et al (5) . La figure (II-16-b) représente
1l'histogramme obtenu-.correspondant. On peut de méme celculer la variance des
fluctuations-de hauteurs. Cette fois l'accord est moins bon (= 10% au lieu de

18 %). On ne tient compte en effetidansvce-moeéle simplifié que d'une partie des
fluctuations de forme du.pulseet ce désaccord n'est pas étonnant. L'ordre de gran-

deur est néanmoins le bon.
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V. ‘Discussion de 1l'approximation de Born Markov

A. Raggel

1°) Point_de vue_de_Schriodinger

Pour &tablir l'é@quation pilote d'évolution de la matrice
densité atomique dans le formalisme de Schrodinger nous avons été amené &
faire 1l'approximation de Born Markov dont nous allons discuter ici la
validité. ‘ '

Rappelons d'abord briévement'comment nous avons établi
1'équation pilote. Dans un premier temps nous avons &tabli 1'&quation
d'évolution de la matrice densité globale du systéme atome + champ de rayon-
nement ¢! équation (II II-15). Nous avons ensuite obtenu 1'&quation
d'évolution de la matrice densité par trace sur les variables du champ.
Cette opération ne peut se faire simplement que si le couplage atome-champ
de rayonnement est suffisamment faible. C'est le cas si le systéme atomique
est suffisamment pétit. Les photons émis par le systéme éont alors neu
nombreux et ne modifient pas notablement le remplissage des mpdes du
champ électromagnétique. Pour &tudier 1'évolution du systéme atomique, on
peuf alors considérer que le champ électromagnétique est stationnaire et
qu'il est dans le méme &tat qu'd t=0, C'est 1'approximation de Born. -

Cette approximation est valide si le nbmbre de modes du champ EM couplés

au systéme atomique est grand. Le couplage se fait alors sur un domaine

de fréquence trés large, ou ce qui revient au méme en un temps T, trés
court. L'approximation de Markov consiste alors 3 négliger 1'&volution du
systéme atomique,qui est lente,pendgnt le temps de qorrélation T, du couplage.
L'équation intégrodifférentielle (II II-26) décrivant 1'évolution du systéme
atomique obtenue 3 l'approximation de Born se réduit alors 3 une équation
pilote différentielle (II II-34).Ces deux approximations sont intimement
liées. Elles correspondent 3 1'approximation de couplage faible en théorie
de la relaxation, le systéme atomique @tant considéré comme un petit systéme
couplé au champ électromagnétique qui constitue le grand réservoir. (On
néglige alors et la modification du réservoir sous 1l'effet du couplage avec

le petit systéme (Born)et 1'évolution lente du petit systéme le temps de
p y y P

correlation T du couplage avec le réservoir Markov)).
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Dans le cas de 1l'@mission spontanée d'un atome unique le temps
de corrélation du'éouplage est Tc=k[c alors que le temps d'évolution
du systéme atomique est r~! (durée de vie.du niveau). La condition de
Born-Markov est alors :

Tc
r Tc = << 1 (IT v-1)
(ol ¢ est 1la vitesse de la lumiére)
c'est la condition de Wigner - Weisskopf (39) qui est bien sir toujours
remplie caf la largeur naturelle d'une transition P-l est beaucoup plus
petite que sa fréquence (A/c)-'..Dans le cas d'une tramsition dipolaire
électrique de force d'oscillateur &gale 3 un,le rapport entre ces deux quan-
tités est égal a a3 (o a est la constante de structure fine).La validité
de 1'approximation de Born Markov résulte de la faible valeur de la cons-
tante de couplage des interactions'électromagnétiques.
Dans le cas de la superradiance, le temps de corrélation

du couplage avec le champ électromagnétiqué est beaucoup plus long que dans
le cas de 1'émission spontanée et vaut L/¢ (L est la longueur du milieu
superradiant) . En effet 1'émission éuperrédiante est une &mission collecti-
ve ol 1'on ne détermine pas quel est 1'atome émetteur.Comme le temps de
propagation d'un photon varie de L/c suivant que l'atome émetteur se situe
_& une extrémité ou 1'autre du milieu superradiant, on ne peut déterminer
1'instant d'émission 3 mieux_que L/c et T, est au moins égal i L/c. Comme
par ailleurs le temps caractéristiqué de 1'évolution superradiante est

.TéR,'la condition de Born-Markov fait intervenir le rapport cTSR/L.

2°) Point de vue d'Heisenberg

L'approximation de Born-Markov sous la forme indiquée plus
haut est propre au point de vue de SchrSdinger et n'apparait pas dans le point
de vue d'Heisenberg. Cependant pour obtenir 1'&quation d'évolution '
(II II-70) des enveloppes & , ;/ et Jd/’ qui sont équivalentes a 1'équation
pilote (voir § II II C~2°) , nous avons été amené 3 faire des approximations
similaires 3 1'approximation de Born-Markov.

En plus de l'approximation du champ tournant (valide si Tékﬁ»klc),
iwc(o gzt

nous avons &té amené 3 négliger dans les produits & .e ) voir

equatlon II II-60 et 64) les dérivées des enveloppes & (J ) devant les
dérivées du terme oscillant e loe . Cette approximation dite "approximation
d'enveloppe lentement variable " est valide si le temps d'&volution de & et

ég) est long devant A/c (on retrouve Tgp >A/c).

e
A
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La -condition TSR >> A/c correspond & la condition de

Wigher-Weisskopf -(3%) avec un. temps d'évolution du systéme atomique TSR
‘et un temps de corrélation A/c. Ce.temps de corrélation A/c est
beaucoup plus court que le temps de corrélation L/c obtenu dans le
formallsme de Schrodinger. Ce n'est pas étonnant. Les équations d'évolution
des enveloppes &, E? QO/) (équation II II-70) font intervenir le temps
retardé T =t - z/c. L'incertitude TE sur I"nstant retardé T d'émission
est alors egale au temps de corrélation intrins&que de 1l'interaction atome-
rayonnement soit X/c. Le temps de corrélation T est donc plus court en va-
. rlable "temps retarde"T(T c=Ae) qu'en variable ' temps non retardé'". t (t. —L/c)
' A Au total 1' approx1mat10n faite dans le point de vue d'Heisenberg,
'que 1 on peut appeler indifféremment : - ' : o,

® approximation du champ tournant

® approximation d'enveloppe lentement variable

® eu approximition de Born Markov en temps retardé
est L fois moins grossiére que celle faite dans le point de vue de Schrodinger.
Ce résultaﬁ n'est pas contradictoire avec 1l'équivalence des deux points
de vue qui conduisent a des 8quations trés semblables (II II-74) et (II II-77)
En effet dans un cas(Heisenberg: II II-74) , Ies’équations font apparaitre
1e temps retarde T , alors que dans 1'autre (Schrodxnger t II II-77) seul t

le'temps non retarde apparait,

3 ) Conclusxon K

- Dans le point de vue de Schrgainger comme dans celuihd'Heisenberg
on est amend pour étudier 1'évolution du systéme superradiant, 3 faire des
approximations du type Born—Mafkov?)

Dans le pfemier gasfl'état‘du systéme est caract@risé par la
" matrice densit@e globale du systéme atomique et seul le temps non retardé t a
un sens physique.-Le temps de corrélation du couplage est alors 1 _ = L/c et 1la

condition de:validité de 1 aoprox1mat10n d01t faire 1nterven1r le parametre cTS /L

-Dans le second cas au contraire (Helsenberg) on etudle
uniquement 1'évolution 4d' operateurs agissant localement et il est possible
de faire apparaltre explicitement- le temps retardé dans les équations d'évolution.
Le temps de corrélation du couplage- est alors T = A/c et la condition de

‘validité de 1' approximation doit faire 1nterven1r le parametre cT /A
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Etudions 3 présent plus en détail ces conditions de validité en nous
plagant, pour fixer les idées, dans le point de vue de Schiadinger (§ B et C)
(Nous general1sons,5 la f1n du § C, les resultats obtenus au point de vue

de Heisenberg. ).

B. Condition suffisante de validité dans le point de vue de

SchrBdinggr : Condition de Born-Markov restrictive

1°) Condition_de Markov

Pour discuter la validité de l'apprbximatibn de Markov
nous nous ‘placerons dans le cadre du modéle de chke a 1 approx1mat10n
du champ moyen. _ _ '

L'état du systéme se décombose sur la base des é&tats symétriF
qués |N/2,m > que nous avons representes sur la figure (II-I7) L'evolptlon
correspond a une depcente le long de 1' echel}e des niveaux IN/2,m ‘> » la
différence d énergie entre deux niveaux consécutifs est Mw et ‘m décr01t
dem = N/Z m= -N[2 t = + o , A chaque eCape.de pette_descente.m diminue

d'une unité et il y. a émission d'un photoh d'énergie hw,.

S— , . |N/2.4N/2 >
—L r— IN/2, N/2-1 >
\Lr . IN/2, N/2-2 >
uulo A L i IN/2o m >
rr —— |N/2, m-1 >

s — IN/2, -N/2 +1 >

— o |N/2, -N/2 >

FIGURE 1I.17
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:Le .nombre d‘étapes & parcourir étant N et le temps de corrélation du proces-
sus étant T, a chaque étape, 1' aporox1mqt10n de Markpv est vallde si NT

est plus court que TSR . En remarquant que (cf equatlon I1 II- 52)

Tt s

on obtient la condition de Markov "restrictive"

N2 Ty T, << S L (11 v-3)

soit N << l qu1 fait bien apparaltre le parametre eT /L,
eTgr “SR*

2° ) Condition de Born :

Nous avons vu au paragraphe (II II ‘B-2° a) -que 1'approxima-
t1on de Born consxste i ne prendre du’ developpement exact (IT 11- 22) (dévelop-
pement - de Born) que le 1er terme. Nous avons reporté en appendice (Appendice II)

1e calcul du terme suxvant (ler terme non Born) de ce developpement. Ce

-

terme est ;A

= N2 Ip T, (I1 V--4) ‘

Ter

fois plus petit que le terme principal. La paramdtre de convergence du
développement de Born est donc N2 Tut . -

Nous avons egalemenc remplace 1'équation 1ntergrod1fferent1e11e
obtenue a l'approx;matxon,de Born (QQuatlon II-II-26) par 'une équation
difféventielle faisant intervenir un développement en série de perturbations .
Ce développement, dont le premier terme corresoond au terme
apparaissant dans l'équatidn pilote, et que nous-appelerons développement
de Markov,fait égalemént apparaitre le paramétre de convergence NZFuch. On

retrouve bien la condition (II V-3).
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C. Que se passe-t-il, dans ie;goint de vue de Schrodinger si

N2Ty Lje >> 12

r Si la'condi;idn (I1.V-3) n'est plus remplie, on ne pégt plus donner

une forme simple 3@ 1'équation pilote du point de vue de Schrddinger. On peut

cependant se demander si l'on ne peut pas utiliser, malgré tout, 1l'équation

Pilote d 1'approximation de Born-Markov pour calculer i'évolutionAde certains

opérateurs atomiques.

Dans ce cas la validité de 1'opération dépend de 1'observable que 1'on

cherche & étudier. Il faut alors distinguer les observables & variation

lente, comme 1l'énergie du systéme atomique ou sa dérivée (qui évoluept en

-

un temps de 1'ordre de TSR),des observables & variation rapide,dont les temps

d'évolution sont de 1'ordre de T, /N. Un &lément caractéristique de la

SR

matrice QénSité, par exemple la population ®m.m d'un niveau m (cf figure II-17)

est un bon exemple d'observable 3 variation rapide. Nous avons vu en effet

d 1'approximation du champimoyen; que chaque élément'dg matrice de p se dé-

compose en une somme d'exponentielles dont les constantes de temps varient

ent;e,TSR

1°) Observable 3 &volution lente : énergie .et champ &mis

et ATSR/N. (équation II III-6).

Considérons une observable A qui &volue lentement (en

N
représentation d'interaction, A évolueenun temps de 1'ordre de TSR) et étu-

dions 1a validif@ de l'approximation de Markov pour cette observable.
A 1'approximation de Born 1'équation d'é&volution de la matrice

densité est de la forme (voir équation II 11—26{

dt

d

g (t)

Cette équation se met

la forme :

4
de

Dans .les équ,

de Liouville qui caractérise 1l'équation pilote et Ker(r) un poyau intégro-

différentiel

o ()

a

(IIV-5) et

normeé :

t ' . .
J dt Ker (1) QZ{ S(t-1) © (11 V-5)
0 .
l'épproximation de Markov . sous
5(1.3(t) = , S (11 V-6)

(11 V—6)"$2€ représente l'opérateur de l'espace
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© .
I = J Ker(t) dr . (11 V-7)
0
et de largeur T,
, 0.’ ' . ' - - )
T, v J Tc  Ker(t) dt - (IT v-8)
o - -~ A.,.. e ’
Etudions 17é}vq1uttion de <A> . | De (II V¥5),

en passant en teprésen;étion d'interaction,il vient :

Y

d
—— <A > = _.g.. Tr (A p) 1
dt ‘ .
I dt lxer(r) Tr (AL §(t=1) ) (1L V-7)
" qu1 se redult a 1 approxlmatlon de Markov a
t d. R '
%-—r‘ < A > =Tr[AZ9 ‘. p(t)] (11 V-8)
t , 3 .
' Markov - :
7. 11 vient donc ;
a v t Loy d
e <A>*T Jo dr  Ker(t) —3¢ <A(t ) >0 rkov (11 v-9)
c 1 I d_ ¥ " &yl sgal
| omme X evolue ent;ement —~d—-t-- et‘-T;—- A Markov e\‘r_ov uent également
'lent:ement . 81 T << Ter -'1‘1 vient : '
d : d Y ;
: dt < A(t T) Markov ~__—d't? < ,A(F)> Markov:
et 1'équation II V-9 conduit & :
N 4]
d_x>= 4« (11 v-10)

dt - o dt A->‘.‘ia.rkov.

- ’ ‘ ' .
_ dés que T, < < TSR, (car 7T est de l'ordre de rc).
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L'approximation de Markov est donc valide pour décrire 1'évolution de A |

dés que
. .
T = NTur << 1 - (I1 v-11)
SR ’ : -
Il en est de méme pour l'approximation'de Born. En appendice II, - nous avbns

: calculé exp11c1tement les premiers termes non Born et non Markov dans le poxnt de
vue de Schrodlnger et - nous avons montré d1rectement,pour chacun
d' eux, ‘ que 1'évolution d une observable lente comme 1'énergie n'est modifiée

que si L = L/c est de l'ordre de T.,. L'équation pilote (II V-6) a

1'approximation de Born Markov décr?t donc 1'évolution d'une observable lente
comme A d&s que la condition (II V~11) est femplié. Cette condition a été
introduite pour la premiére fois par Arecchiet Courtens (°6) et portera par
la suite ce nom. Cette condition est également la condition d'équivalencé
entre les variables t et T = t~«§' dans 1'é@quation de Bloch-Maxwell (II II-70).
Uéqud:iph de Blpchruakweil petmet.en effet de calculer les enveloppes & , \7)
et A/ qui ‘sont des observables lentes ‘et il est normal dans ce cas de '
retréuver.la condition (II V-11), | |

2°),gb$e;vab1és rapides

Pour &tudier de telles observables nous allons nous intéres-
ser 3 1'évolution d'un &lément de matrice bss de la matrice densité atomiﬁue
p i l'gpptoximation du champ moyen en ne faisant pas l'approximation
de Markov. L'équation intégro-différentielle décrivant cette évolution se
déduit de 1'équation pilote et il vient (nous nous 11m1terons pour s1mp11f1er

cette &tude au dematrage linéaire de 1° evolutxon)

d_ | £ ' } }
a9t Pss © ru N (s+1)J0 dt Ker(r) Ps,s (t-1) (IT V-12)
4T u N.s J dt Ker(r) ‘ps-l,s—l(tTT)

0

' : . PR - - 55
Dans le cas d'un milieu cylindrique allongé il a &té montré que (_ )_
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Ker(;) =~—§:f- (1- T/Té) pour 0 < T < T_ (ot 1. = L/C)

et Ker(r) = 0 en dehors de cet intervalle. ' o (11 v-13)

Le systéme d'équation différentielle (II V-12) péuc étre résolu exactement
~pour la transformé de Fourier (Laplace) as s Malheureusement le noyau inté-
Dy

gro~différentiel » (II V—13) ne conduit pas & une solutlon analythue 51mp1e

pour la transfotmee de Four1er 1nverse P . Aussi nous mod1f1erons 1

8,5
rement la forme du noyau Ker(T) en posant :
_Ker ( t)=——;L—— e~T/Tc - pour. - . T.>. 0 .
T
c ‘
Ker (T) =0 . pour. - T < O (I1 V-14)

. On obtient alors un- modele exactement soluble, qui condult a une solutxon

 ana1yt;que pour v En deflnxssanc,de nouvelles frequences propres

Ps,s

1 1

+ — - -
v = + V1~ 4(p+l 'T oo II V-15
p . | o 1 (p+1) i SR ( )
c c
On obtient pour b; s(ti) 1'eipfe§sioh analytique exacte '
. . ’ . - . ) .
. A . + -— . - e <
L(E) = Z , 5 — (v_.e Yp t - v e vp t ) (I1 V-16)
$ i \)+~ \l- M . .‘p., p e , -
P . P P
avec r
cp = S -
s

. p! (s-p)!

I1 est facile de voir qu'a la limite T, * 0 , 1'équation (II V-16) se réduit
d la solution de 1'équatioén de Dicke (IIIII—IZ);. Il est clair que les

"nouvelles" fréquences propres sont trds fortement modifées dés que To

devient plus grand, ou de 1'ordre de-TSR/4s. Certaipes fréquences propres
de l'équg;ion (II V-15) deviennent alors complexes, ce qui se traduit par

des oscillations de pss(t) considéré comme fonction du temps.
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Pour étudiegign détail. la fagon dont  p__(t), donné par
(1II V-16), différe de pss&;) d 1'approximation de Markov,donné par
(II I1I-12),nous avons choisi de donner au rapport TSR/T - une valeur
grande devant 1'unité - ‘ g

TersTe %15 - S ¢4 1))

et nous avons etudle 1'évolution en fonction du temps de Ia probab111te

P (t) dﬁavoir émis moins de 8, photons .
8.~ s . P, .p-}
0o - 0 c. (1) - - -
Py (t) = z Pg s(t) = X sf‘ - — (v* e.vpt v .e "V ©)
1] s=0 ’ p'l v’ - i\ p %
., . p
i - p
(I1 V-18)

(t) es: représenté sur la figure (II-i18- a,b,c,d)pour différentes valeurs
de 8 R Dans chaque cas nous avons represente en p01nt111e la courbe

P80 ,Dicke (t) correspondant a 1' approx1mat100 de Born Markov (solution de Dicke)
Il est clair que P (t) devient trés d1fferent de P
0

chke( ) pour

0 R 4 TSR/rc = 60 o (11 vvl9)

Quand 80 dépassge cette valeuf (t) commence 3 osciller.'(rigure I1~-17 b).
Si §, augmente encore 1! amplltude ge ces oscillations augmente trés brutale-

ment (Figure II 10c) et P, (t) peut meme devenir né