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Notations

Nous dirons qu'un ensemble algébrique (ou fermé de Zariski) est défini sur un corps

k C Q s'il est stable par Gal(Q/k). Le corps de définition d’un ensemble algébrique sera

le plus petit sous-corps de Q sur lequel il est défini. Une variété désignera un ensemble

algébrique irréductible sur son corps de définition.

Par abus de langage, on notera G, le groupe multiplicatif G”,(Q) isomorphe & (Q*)” :
k un corps de nombres ;

ky le complété de k pour la topologie induite par la valeur absolue v;

k[x] 'anneau des polynémes sur k en n variables;

k[x]<r, V'espace vectoriel des polynomes de degré total < L;

M. ensemble des places de k;

Oy, Panneau des entiers du corps k ;

S7*" I'adhérence de Zariski de S ;

pour tout A € N” notons [A| ;== A\ + -+ + A\, la longueur de X et

19 oM P
Al 8XA_)\1!"')\n! 8$i‘1 8:6'””7

DA =

on dira qu'un polynéme F' € C[x] s’annule en un point e avec multiplicité au moins
T € N si pour tout A € N™ tel que |[A| <T —1, on a Dx(F)(a) =0;

pour toute partie S de C" on pose :
Ep(S,L,T) :={F € k[x]<; | VB € S, F nul en 8 avec multiplicité > T} ,

autrement dit on a Ei(S, L, T) = [BD)], U {0} si S est une variété et P est 1'idéal
de définition sur k de sa cloture projective. De plus, si Hi (3, L) est la fonction de
Hilbert de 9B, alors on a dimy, Ex(S, L, T) = (“]") — Hy(, L);

pour p, A € N" on pose :
Y _(HL) o (Hn))
A A1 M)

pour tout e € G, on notera wy(a) := min { deg(F) | F € k[x] \ {0}, F(a) =0} ;

pour tout e € G, et tout A € Z", on notera o™ le produit ai‘l ceapn.
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CHAPITRE [

Introduction

En 1933, dans un article désormais célebre, D. H. Lehmer [Leh33] écrit :

The following problem arises immediately. If € is a positive quantity, to find

a polynomial of the form
flx)y=2"4+az" '+ +a,

where the a’s are integers, such that the absolute value of the product of those

roots of f which lie outside the unit circle, lies between 1 and 1 + €.

Ce probleme connu aujourd’hui sous le nom de conjecture de Lehmer reste ouvert, mais il

semble que la réponse soit non pour ¢ < 0,176.1

1 Conjectures et résultats en dimension 1

Définition 1.1 Soit F(z) = aH?Zl(:c — o) un polynome & coefficients complezes, on
définit la mesure de Mahler de F et on note M(F) le nombre : M(0) =1 et, si F # 0,

d
M(F) = |a| | [ max{1, |ay[}.
j=1
Si F' € Z[x], nous avons bien stur M (F') > 1. Un théoreme de Kronecker nous dit que si
de plus F' est irréductible et F'(z) # +x, alors
M(F) =1 <= F est un polynéme cyclotomique.

Définition 1.2 Soient a un nombre algébrique et k est un corps de nombres le contenant.

On appelle hauteur de Weil (logarithmique) de o et on note h(«) le nombre :

[kv : Qv]
ha) := ——— log (max{1, |a1|s}) ,
UEZMk [k : Q] i 1

ou I’on normalise une valeur absolue | - |,, si v divise un premier p, en prenant |p|, = p~!.

'La valeur 0,176 provient du polynéme ' + 2% — 27 — 2% — 25 — 2* — 2® + 2 + 1, pour lequel le produit

en question vaut environ 1,17628, exemple donné par [Leh33].
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Si a € Q et F son polyndéme minimal sur Z, on peut montrer que 1’on a h(a) = lfg(%fg]).

La question posée par Lehmer peut donc se traduire par la conjecture suivante :

Conjecture 1.3 [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout polynome non nul F €

Z|x] irréductible, F(x) # +x qui ne soit pas un polynéome cyclotomique on ait
log M(F) > c.

Nous travaillerons dans la suite dans G, le groupe multiplicatif Q" La conjecture 1.3

peut se traduire en terme de hauteur :

Conjecture 1.4 [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout o € G, de degré D sur

Q qui n’est pas racine de l'unité, on ait
c
h(a) > —.
(@)> =

En 1971, C. J. Smyth (voir [Smy71]) montre que 'on peut se réduire a I’étude des

entiers algébriques réciproques?, plus précisément :

Théoréme 1.5 (Smyth) Soit a € G, un nombre algébrique de degré D non réciproque.
Alors

log 6
hla) >
(0) = £2
ou 0 désigne la racine réelle du polynéme x> — x — 1.

Néanmoins le meilleur résultat aujourd’hui allant dans le sens de la conjecture 1.4 a été
trouvé par E. Dobrowolski en 1979 [Dob79] :

Théoréme 1.6 (Dobrowolski) Pour tout a € Gy, de degré D > 2 sur Q qui n'est pas

1 loglog D\ *
h(a) > (288
1200D log D

D’autres résultats plus forts, mais avec des hypotheses plus restrictives ont été trouvés.

racine de l'unité, on a :

Par exemple A. Schinzel [Sch73] montre que si a appartient & un corps de nombres Krone-

ckerien (c’est-a-dire soit un corps totalement réel, soit une extension quadratique complexe
1+v5

5.
En 2000, F. Amoroso et R. Dvornicich (voir [AD0OOb]) ont montré que si a appartient

logh .,
12 >

d’un tel corps) tel que || # 1, alors h(a) > 1 log

a une extension cyclotomique, alors h(a) > bien sur dans les deux cas on suppose «
non racine de I'unité et non nul.

Enfin, peu apres, F. Amoroso et U. Zannier généralisent ce résultat, en donnant une
minoration de la hauteur d’un nombre algébrique en fonction de son degré sur une extension

abélienne d'un corps de nombres K (c.f. [AZ00] et théoreme II1.12 page 46).

2(est-a-dire les entiers algébriques non nuls conjugués & leur inverse.
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2 Hauteur normalisée

Soit n un entier positif non nul. Dans la suite, nous considérerons le plongement naturel
de G?, := G"(Q) dans P, défini par

v (ar,can)— (Liag .o ap).

n

. nous noterons deg(V) le degré de I’adhérence

De plus si V' est une sous-variété de G
de Zariski® de (V') dans P"™. Nous utiliserons la structure naturelle de groupe commutatif
(donc de Z-module) de G}, ainsi, si « et [ désignent respectivement des éléments de GJ, et
de Z, alors, pour tout ensemble algébrique V' C G}, nous noterons o -V :={aB | B € V}
et [[]V:={8'|BeV}

La hauteur de Weil se généralise naturellement, via le plongement ¢ & un point a de
GJy, : ce sera la hauteur de Weil logarithmique du point projectif correspondant, soit, si k

est un corps de nombres contenant aj, ..., a, :

L [kv : @v]
h(a) = GZMk W1og (max{1, |a1]v, - . ., || }) -

Comme en dimension 1, la hauteur possede des propriétés intéressantes, compatibles avec
la structure de groupe de G7,,.
— Un point a de G}, est de hauteur nulle si et seulement si c’est un point de Z-torsion
(i.e. si ses coordonnées sont racines de l'unité) ;
— pour tout entier I € N et tout o € G?, on a : h(a!) = lh(a);
— pour tout a,3 € G}, on a : h(aB) < h(a) + h(3). En particulier si ¢ désigne un
point de torsion, alors h(¢3) = h(8);
— un sous-ensemble de G}, de points de hauteur et de degré (c’est-a-dire le degré du
corps engendré par les coordonnées du point) bornés est fini (théoreme de Northcott).
Nous allons maintenant nous intéresser a la hauteur normalisée. Celle-ci décrit d’une
certaine maniere la complexité arithmétique d’une variété. Dans [Phi91], P. Philippon défi-
nit, via les formes de Chow, la notion de hauteur normalisée h pour les variétés projectives,
puis généralise ceci aux sous-variétés de GJ}, avec S. David dans [DP99]. L’idée est de fixer
dans un premier temps, une hauteur locale (via une norme), puis globale, pour les poly-
nomes, et de définir la hauteur h d’une variété comme la hauteur d’une de ses formes de

Chow. On obtient alors la hauteur normalisée par un procédé limite a la Néron-Tate :

h(l]V) deg(V)

h(V) := lim =2 o

—Zar L. ——Zar
3En général, si S désigne une partie de G?,, on notera 57 pour désigner +(S) NG},.
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Dans le cas d’une hypersurface V de GI!, (plongé dans P" wvia ¢), définie sur Q par un
polynéme F de Z[x1, . .., zy], irréductible sur Z (c’est-a-dire irréductible sur Q et de contenu

1), la hauteur de V est le logarithme de la mesure de Mahler de F :

. 1 27 2 ) )
h(V) = log M(F) := W/o /0 log‘F(e’el,...,ew") do, ...do,.

(On peut montrer que cette définition coincide bien avec celle donnée en dimension 1.)
De facon plus générale, si V' est définie sur un corps de nombres k, nous avons :
~ 1

h(V) = Fa vg;k[kv : Q] log My (F) |

ou M, (F) est la mesure de Mahler de o(F') si v est archimédienne, associée au plongement
o, et My(F) := max{| coeff(F')|,} si v est ultramétrique.

Comme pour les hypersurfaces, la hauteur normalisée d’un point a peut étre aisément
décrite. En effet, on peut montrer que celle-ci est la hauteur de Weil de a.

On peut facilement étendre aux ensembles algébriques équidimensionnels (i.e. dont
toutes les composantes ont méme dimension) la définition de hauteur normalisée. En effet,
comme le degré, celle-ci est additive; plus précisément si W1, ..., W; désignent les compo-

santes géométriquement irréductibles d’une variété V on a :

(V) = h(W1) + - + h(W)).

On étendra ainsi dans la suite de fagon naturelle cette notion aux cycles (i.e. aux sommes
formelles de variétés de méme dimension).

La hauteur normalisée est toujours positive et est stable par translation par un point
de torsion. On sait de plus qu’elle ne s’annule que pour les cycles réunions (ou plutot
sommes) de variétés de torsion (i.e. une union de translatés de sous-tores? de G, par des
points de torsion) : ce résultat a été montré notamment par Lawton [Law77]| dans le cas
des hypersurfaces de G}, et par Zhang [Zha92] dans le cas général. La question qui se pose

alors naturellement est :

Quelle minoration de la hauteur normalisée d’ une variété qui n’est pas de torsion

peut-on espérer ?

Deux cas se présentent : arithmétique et géométrique.

40n appellera sous-tore un sous-groupe algébrique connexe.
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3 Cas arithmétique

3.1 Hypersurfaces

Soit V' une hypersurface irréductible sur Q, représentée par un polynéme F a coeffi-
cients entiers irréductible sur Z. On a vu que dans ce cas, la hauteur normalisée de V par
était simplement log M (F'). La mesure de Mahler des polynémes a plusieurs variables a
été étudiée par plusieurs auteurs. En particulier, Boyd, Lawton et Smyth ont montré indé-
pendamment (voir [Boy80], [Law77] et [Smy81]) que la mesure de Mahler d’un polynéme
irréductible

FelZx,...,xy), F(z1,...,zn) # £z,

est égale a 1 si et seulement si F' est un polynome cyclotomique généralisé, c’est-a-dire un
polynéme irréductible de la forme

X p(xH),
ou A\, p € Z" sont deux multi-indices et ¢ € Z[z] un polynéme cyclotomique. Les hy-
persurfaces définies sur Q de torsion sont donc celles qui ont pour équation un polynéme
cyclotomique généralisé. La conjecture 1.3 donne une minoration pour la mesure de Mahler
d’un polynome a coefficients entiers en une variable, qui se généralise naturellement aux

hypersurfaces :

Conjecture 1.7 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que, pour
toute hypersurface V- de G}}, définie et irréductible sur Q qui ne soit pas une variété de

torsion, on ait :

h(V) > ¢(n).

Notons que la conjecture 1.4 de Lehmer implique la précédente (avec c¢(n) = ¢), car il
est possible d’exprimer la mesure de Mahler d’un polynéme en n variables comme la limite
de celles de polynomes en une variable. Plus précisément, pour tout r = (rq,...,7,) dans
Z", notons :

p(r) :=min{||v|e | veZ",v#0,<v,r >=0} ,

ou < -,- > est le produit scalaire usuel de R™. Pour tout F' € Z[xy, ..., zy], notons Fy(z) :=
F(x™,..., 2" ), polyndéme en une variable défini & partir de F. W. Lawton et D. Boyd ont
montré le résultat suivant (voir par exemple [Boy80] or [Law77]) :
lim M(F,) = M(F).
p(r)—o0
Pour obtenir le résultat souhaité, il nous reste a montrer que, si F' n’est pas un polynoéme
cyclotomique généralisé, alors M (F}) est différent de 1, (donc supérieur a ¢(1) si la conjec-

ture est vraie en dimension 1) pour une infinité de r € Z™. Pour voir cela, il nous suffit
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d’utiliser un lemme de A. Schinzel (voir [Boy80, lemma 3]) qui nous dit que si M (F}) est
égal a 1, alors il existe un élément v de Z" tel que < v,r >= 0 et ||V||s < ¢(F), ou ¢(F)
est une constante ne dépendant que de F'. En particulier, pour tout r sauf un nombre fini,
on a M(Fy) > c(1).

Dans la direction de la conjecture 1.7, F. Amoroso et S. David (voir [AD00a]) obtiennent

le résultat suivant :

Théoreme 1.8 Soit V' une hypersurface de G}, irréductible sur Q de degré D. Si'V nest

pas une réunion de translatés de sous-groupes algébriques par des points de torsion, alors

R C (log ((TL + 1) log((n 4 1)D>))2+1/(n*5)
h(V) > (n 4 1)1+4/(n=s)(n — 5)2 : (log ((n N I)D))pr?/(nfs)

ot ¢ > 0 est une constante absolue et s est la dimension du stabilisateur de V.

Nous obtenons dans [Pon01] une version plus faible, mais complétement explicite de ce

théoréme :

Théoreme 1.9 Soit V' une hypersurface de G}, irréductible sur Q de degré D. Alors, si
V' n’est pas une réunion de translatés de sous-groupes algébriques par des points de torsion
de GV

s 0T @

log (nlog(nD")) ’
nlog(nD’)

h(V)>10"* . (

ou D' := max{16, D}.

3.2 Variété de dimension quelconque

Nous avons vu qu’il était possible d’obtenir des minorations de la hauteur normalisée
de certaines hypersurfaces en fonction de leur degré. Dans le cas général, le bon invariant

n’est pas le degré, mais ’indice d’obstruction :

Définition 1.10 Soit V une sous-variété algébrique de P™ et soit k un sous-corps de Q.
On appelle indice d’obstruction sur k& de V' et on note wi(V) le plus petit degré d’une

hypersurface définie sur k et contenant V.

De fagon générale, si V' et Z sont des variétés définies sur k telles que V' C Z, il découle
immédiatement d’un résultat de M. Chardin (c¢f. [Cha88], corollaire 2, chapitre 1, page 310
et exemple 1, page 311) 'inégalité :

wp(V) < ndeg(Z)Y codim(Z), (I.1)
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Nous donnerons une démonstration élémentaire de ce résultat dans le cas ou V est réduit
a un point et Z est une hypersurface (voir propriétés I11.1).

Dans [AD99] les auteurs proposent une conjecture (c.f. Conjecture 1.3°%) généralisant
la conjecture 1.4. Rappelons que n nombres ay, ..., a, sont dits multiplicativement indé-
pendants si

Vai,...an € Z, [Jofi=1 = Vi =0.

Conjecture 1.11 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que, pour

tout o € G}, dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes, on ait :

o c(n)
= wo(a)

On ne peut obtenir de minoration de ce type pour tous les points de G]' qui ne sont
pas de torsion, il suffit pour cela de considérer la suite de points ((21/d, ceey 21/d))d, dont
la hauteur tend vers 0 et dont l'indice d’obstruction vaut 1, d’ou I’hypothese « a est a
coordonnées multiplicativement indépendantes ». Cette derniere est en fait équivalente a
dire que a n’appartient a aucune sous-variété de torsion de G}, ; le cas ou a appartient
a une sous-variété de torsion de dimension r < n se ramene au probléeme de Lehmer dans
Gr,.

Nous utiliserons dans la suite la notion de minimum essentiel de V', noté fiess(V'), dont
Iidée remonte & L. Szpiro. Pour tout nombre réel 6 et toute variété V', notons V(6) le

sous-ensemble des points o de V' tels que h(a) < 6. Le minimum essentiel est défini par :
fless(V) 1= inf {0 >0 V(O = v} ,

ol (G)ZM est 'adhérence de Zariski de V(). Dans [Zha92] et [Zha95], S. Zhang montre
les inégalités suivantes® :
(V) V)

@) 1 1) dea(vy = PesV) = 3507

On peut alors donner une conjecture plus générale :

Conjecture 1.12 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que, pour

toute sous-variété V de G}, qui ne soit contenue dans aucune variété de torsion on ait :
c(n)
wo(V)

®Dans op. cit., indice d’obstruction wg(a) est noté é(ar).
511 montre en fait des inégalités plus fines sur des minima successifs.

,aess(v) >
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Dans op. cit., les auteurs montrent la conjecture I.11 a un facteur m log m pres. Plus

tard, dans [ADO1], ils généralisent ce résultat en dimension quelconque :

Théoréme 1.13 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que, pour
toute sous-variété V. de G}, définie sur Q, qui ne soit contenue dans aucune variété de

torsion, on ait :

fress(V) > - (log(3wg(V))) "™,

ot k(n) :=2n(n+ 1)!" — 1.

Enfin, en 2004, F. Amoroso et S. David approfondissent leur étude du probléme pour

les points, et obtiennent le résultat suivant :

Théoreme 1.14 Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur une extension cy-
clotomique K de Q, intersection d’hypersurfaces de G}, définies sur K de degré au plus
w.

Alors il existe une constante ¢'(n) > 0 (effectivement calculable) telle que l'on ait, pour

tout a € V n’appartenant a aucune sous-variété de torsion de V :

- (log(3[K : QJw)) "™ |

ot de nouwveau k(n) = 2n(n+ 1)I" — 1.

Ici on ne suppose donc plus o n’appartient a aucune sous-variété de torsion de G},
mais « n’appartient a aucune sous-variété de torsion de V. Pour arriver a ce résultat, les
auteurs montrent que si « est de hauteur trop petite, alors il appartient a une sous-variété
(propre) de torsion de GJ!, de degré controlé, ce qui leur permet de réduire le probleme a
une étude en dimension inférieure. Ainsi un raisonnement par récurrence sur la dimension

n leur permet de conclure.

4 Cas géométrique

Nous nous intéressons maintenant aux minorations de la hauteur de variétés indépen-

dantes de leurs corps de définition. On peut conjecturer le résultat suivant :

Conjecture 1.15 Soit V' une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G.,.

n

n ., alors

Si V' n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G

c(n)
wg(V)’

fress(V) =

ot ¢(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n.



4 — CAS GEOMETRIQUE 11

Comme dans le cas arithmétique, on ne peut pas donner de minoration du minimum
essentiel d’une variété géométriquement irréductible quelconque, ne dépendant que de son
indice d’obstruction. Remarquons que le cas des translatés de sous-tores se ramene es-
sentiellement au probleme de Lehmer pour les points de G}},; dans le cas général, on ne
peut pas minorer la hauteur d’une sous-variété V uniquement en fonction de son degré
géométrique si I’on ne fait aucune hypothese sur V. Pour voir cela, considérons une suite
de points (a;); de G, tels que h(a;) tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini (par exemple

a; = (3Y7,...,3%). Nous avons :

~

Mo - H) < ndeg(ay - H)fiess(at; - H) < ndeg(H)h(ay).

On peut toutefois énoncer des conjectures semblables a la conjecture 1.15 pour toute variété
V' qui n’est pas le translaté d’un sous-tore, en considérant un invariant plus fin, ’indice
d’obstruction relatif, qui prend en compte le plus petit translaté d’un sous-tore contenant la
variété. On pourra a ce propos consulter [DP99] (conjecture 1.1) et [ADO3] (conjecture 1.2).

De nouveau, dans op. cit., les auteurs montrent la conjecture I.15 & un m € m pres :

Théoreme 1.16 Soit W une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G,

de codimension k. St W n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G},

c(n)
wg(W)

alors

fess(W) (1og(3eg()) ",

ot ¢(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n et A(k) := (9(3k)k+1)k.

Considérons une variété V, composante isolée d’une intersection d’hypersurfaces de
degré au plus” w. Dans [ADO05], les auteurs montrent que si W est une sous-variété de V/
de codimension k, qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore de V', alors on a
d(n)

w

Iaess(W) > . (log(&"}))i)\(k) )

ou ¢’(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n. Remarquons qu’il s’agit bien 1a d’une
généralisation du théoreme 1.16, il suffit pour cela de prendre pour V une hypersurface de
degré minimal contenant W, auquel cas on a wg(W) = w.

Notons que dans ces deux résultats nous n’avons aucune information sur les points,
ceux-ci étant trivialement des translatés de sous-tores. Néanmoins on peut montrer que, si
I’on note V° la variété V privée de tous les translatés de sous-tores non triviaux contenus

dans V, il n’existe plus qu'un nombre fini de points de m petite m hauteur dans V°. Plus

"Dans [ADO05], les auteurs définissent ce nombre w comme étant I'indice de quasi-interpolation de V.
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précisément, en 1995, E. Bombieri et U. Zannier montrent (voir [BZ95]) que si V est
Iintersection d’hypersurfaces de degré < d, alors il existe deux nombres ¢ > 0 et € > 0 tels
que ’ensemble des points de V°, de hauteur < ¢, est fini, de cardinal au plus ¢q. Notons qu’ils
utilisent une hauteur légerement différente hg, correspondant au plongement s : GJ;, — P} ;
cette hauteur permet de définir, via Papplication (a, 3) — hs(a - 871), une semi-distance
sur G}},. Il est facile de voir que cette hauteur est équivalente a la notre, en effet pour tout
a € G?, nous avons : 2h(a) < hy(a) < nh(a) (plus généralement si ¢ : G, — G, est un
isomorphisme, alors la hauteur h o ¢ est comparable a h).
Ici, € et ¢ dépendent de n et de d et sont effectivement calculables. Peu apres, dans [Sch96],

W. M. Schmidt obtient notamment une version explicite de ce résultat :

Théoreme 1.17 Soit V une sous-variété de G}, intersection d’hypersurfaces de degré < d,
. (n+d
notons N(d) := ("}%) et
q(V) :=exp ((4n)2dN(d)) i

Alors les points a € V° tels que hs(a) < q(V)~! sont au plus q(V).
Remarquons que V° peut étre vide, comme on peut le voir dans ’exemple suivant :

Exemple : Soit C une courbe de G2, de stabilisateur discret et soit V :=C x G,, C G3,.

Comme V est une union infinie de translatés de sous-tores non triviaux, nous avons V° = ().

Plus récemment, dans [DP99], S. David et P. Philippon améliorent le résultat de W. M.
Schmidt :

Théoréme 1.18 Soit V une sous-variété de G, et notons

m?’

7dim (V)

q(V) = (27480022 deg (V) (log(deg (V') +1))/?)
Alors les points o € V° tels que hgs(a) < q(V)~3/* sont au plus (V).

En fait, comme les auteurs le remarquent dans [AD05], un résultat plus précis est montré
dans [DP99] (voir la proposition 5.6) : ’ensemble des points de V' de hauteur inférieure ou
égale q(V)_3/4 est contenu dans une réunion finie de translatés de sous-tores By, ..., Bn
tels que 71, deg(B;) < ¢(V). L’avantage de cette dernier résultat est que I'on possede des
informations sur V', méme si V° est vide. Ceci nous amenent & utiliser le dernier invariant
géométrique ﬂ?iim(V)(V) introduit dans [DP99] que nous noterons pour simplifier p°(V)
comme dans [ADO05] :

at (V) = sgp inf{h(a),a € V\Y}
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ou Y parcourt ’ensemble des unions finies de translatés de sous-tores, en particulier Y
peut contenir un nombre fini de points.
Dans [ADO05] (voir lemme 2.2), les auteurs donnent une caractérisation simple de p°(V),

plus précisément ils montrent :

po(V) = ilflvf fiess(W) (1.2)
ou W parcourt ’ensemble des sous-variétés de V' qui ne sont pas contenues dans un translaté
d’un sous-tore de V. On peut alors retranscrire le résultat cité apres le théoreme 1.16;

Théoréme 1.19 (Amoroso-David) Soit V' une sous-variété de Gj.,, composante iso-

lée d’une intersection d’hypersurfaces de degré au plus w. On a :

¢(n)

w

V) > - (log(3w)) M1

ot c(n) > 0 ne dépend que de n et A\(k) := (9(3]6);3_,_1)1@'
De plus, il existe un nombre fini de translatés de sous-tores By, ..., By, contenus dans

V tels que pour tout o € V'\ U;”ZlBj nous avons :

c(n)

w

h(a) > (log(3w)) A=Y,

On peut alors légitimement se demander s'il est possible d’obtenir, comme dans [DP99]
des informations sur la somme des degrés des B;. En effet comme on 1’a vu dans [DP99)], les
auteurs montrent en fait que 2°(V) > ¢(V)3/* et que les points de V' de hauteur < ¢(V)3/4
sont contenus dans des translatés de sous-tores dont la somme des degrés est inférieure a
q(V'). On ne sait pas grand chose dans le cas ou I’on souhaite une minoration quasi-optimale
du type du théoreme 1.19, toutefois, nous apporterons une réponse partielle a ce probleme
dans le cas G3,.

Pour plus de détails sur le sujet, on pourra notamment consulter [Dav] et [Amo04].

5 Contenu de la theése

Nous commencons le chapitre II par un certain nombre de rappels sur les sous-groupes
algébriques de G ; leur caractérisation assez simple nous permettra de ramener certains

problémes & une étude en dimension inférieure. Nous rappellerons ensuite les principales

propriétés liées a la multiplication par un entier dans G}},, ainsi que quelques inégalités
classiques et utiles. Dans la mesure du possible, nous démontrons les résultats cités.
Au chapitre III, on s’intéresse & des minorations de type arithmétique, en codimen-

sion 1 et 2. Notre principal résultat dans le cas arithmétique est le suivant, analogue du
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théoreme 1.14 ot 'exposant du logarithme (x(2) = 143) est sensiblement amélioré. De plus,

contrairement a ce dernier, il est completement explicite :

Théoréme 1.20 Soit V une courbe de G2, définie sur Q et Q-irréductible de degré w qui

ne soit pas de torsion, et soit o € V' \ (G2)tors, o0 a :

1n-16 nil
o2 LY (o)
w (logw’)

ot W' = max{w, 16}.

Notons qu’ici ’hypothése m a € V n’appartenant a aucune sous-variété de torsion de
V m se réduit a m a non de torsion m, hypothese minimale puisque les points de torsion sont

précisément les points de hauteur nulle.

F. Amoroso et S. David montrent dans [AD99], en corollaire de leur résultat principal,
que si a € G}, est un point a coordonnées multiplicativement indépendantes, alors il existe

une constante C(n) telle que :

1/n C(n)l/n —k(n)

(har) - -hlan)) " = =5 - (10g3D) ), (13)
ou D :=[Q(a) : Q] et k(n) est la méme quantité que dans le théoreme I.14. Une observation
de Bilu (voir [Bil]) méne a la minoration :

0(2)1/2

(hon)-+nan)) " = 2 10g3D) 2

En effet, il suffit pour cela d’appliquer I'inégalité (I.3) en dimension 2 pour (ay,as),...,
(n—1,an) et (an,a1). Le théoreme 1.20 nous permet d’expliciter la constante C'(2) et

d’améliorer I'exposant x(2) :

Corollaire 1.21 Soient a € G}, et o une permutation de {1,...,n} telle que, pour tout i
dans {1,...,n}, les coordonnées «; et Qg(j) soient multiplicativernent indépendantes, alors :
(@) +hlan)) " = = - (10g3D) 7,

ot D :=[Q(a) : Q).

Deés que l'on fixe un entier n > 3, ce résultat est moins bon que (I1.3) lorsque D est
grand, néanmoins il est bien meilleur pour les petites valeurs de D (rappelons que k(n) :=
2n(n + 1)!I" — 1), de plus il est entierement explicite et les conditions sur a sont un peu

plus faibles.
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Au chapitre IV, on s’intéresse & des minorations de type géométrique, en codimension
1 et 2. Le premier objectif est d’obtenir une minoration du minimum essentiel d’une courbe
de G2,, sous des conditions minimales. Pour cela on montre tout d’abord au paragraphe 3,
des minorations pour la hauteur d’hypersurfaces dans G}},, il s’agit d'un analogue comple-

tement explicite du théoreme 1.8 dans le cas de variétés géométriquement irréductibles :

Théoreme 1.22 Soit V' une hypersurface de G}, géométriquement irréductible de degré w.

Si V' n’est pas translaté d’un sous-tore de G}, alors
. —14 ny\2+2/(n—s—1)
V) > 10 . (log (nlogw'))
n (log <'()/)1—|—4/(n—5—1)

ot W' = max{nw, 16} et s est la dimension du stabilisateur de V.

Nous nous attardons ensuite au paragraphe 4 sur le cas des hypersurfaces de G2, et G3
cas qui nous intéresse plus particulietrement dans la suite. Dans le cas de G2,, on montre en
fait un résultat plus précis : on majore le nombre de petits points d’une courbe qui n’est
pas le translaté d’un sous-tore, ce qui est a peu pres une version optimale du théoreme 1.19

dans le cas de G2,. On obtient alors au paragraphe 5 le résultat suivant :
Théoréme 1.23 Soient V une surface de G2, de degré w et C C 'V une courbe, toutes deux
géométriquement irréductibles. Si V' et C ne sont pas translaté d’un sous-tore, alors

10797 (loglogw’)*
w (logw’)30

fiess(C) >
ot W' = max{16,w}.

Notons que I’hypotheése m C n’appartient a aucun translaté d’un sous-tore contenu dans

V mse réduit ici a V' et C ne sont pas un translaté d’un sous-tore. Si v désigne la quantité

1097 (loglogw’)?!
w (log w")30

pas inclue dans le translaté d’un sous-tore contenu dans V', vérifie fiess(W) > ~. Grace

, nous aurons a ce stade montré que toute sous-variété W de V', qui n’est

a (I.2), on en déduit : pu°(V) > ~, autrement dit il existe un nombre fini de sous-tores en
dehors desquels tout point de V' est de hauteur > ~. Comme dans le théoreme 1.19, nous
ne savons pas majorer la somme des degrés de tous ces translatés de sous-tores, néanmoins

nous obtenons une réponse concernant ceux de dimension 1 :

Théoréme 1.24 Soient V une surface de G, géométriquement irréductible de degré w,

qui n’est pas le translaté d’un sous-tore.
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Alors il existe un nombre fini de translatés de sous-tores By, ..., By de V tels que, pour
tout o € V\ By U---U By, on ait

-97 21
h(a) > 10 ~ (loglogw’)
w (logw’)30

De plus, si By, ..., By, sont de dimension 1 et Bp41,..., B de dimension 0 on a :

m
Z deg(B;) < 2- 10102 (log )32
i=1



CHAPITRE 11

Résultats généraux

1 Groupes algébriques dans G},

Nous rappelons ici un certain nombre de faits sur les sous-groupes algébriques de GJ.,
qui nous seront utiles par la suite. Ce paragraphe est principalement issu de [Sch96].
Rappelons qu’un groupe algébrique est simplement une variété algébrique munie d’une

structure de groupe compatible, i.e. : telle que les applications

p: GxGE — (G et t: GxG — (G

(x,y) — xy (x,y) — x '

soient des morphismes de variétés. Rappelons aussi que la topologie sur G x G est la
topologie de Zariski et non la topologie produit.

Le résultat suivant est un cas particulier du théoreme 1.1 p. 234 de [DGT0].

Proposition I1.1 Soit G C P" un groupe algébrique et soit G° sa composante neutre (i.e.
la composante conneze contenant e). Alors GO est un sous-groupe algébrique normal de G
irréductible, et les composantes géométriquement irréductibles (i.e. irréductibles sur Q) de
G sont des translatés de GO.

DEMONSTRATION - Supposons G non irréductible, en particulier il s’écrit comme

I'union finie
,
0__ 0
o=t
i=1

de ses composantes irréductibles (avec r > 2); de plus, G° étant connexe, cette union
n’est pas disjointe. Il existe alors deux points x,y de G° tels que x n’appartienne
qu’a une seule composante irréductible de G° et y & au moins deux. Comme G est
un groupe algébrique, on peut voir que les fonctions régulieéres au voisinage de x et
de y respectivement sont les mémes a translation pres; autrement dit les anneaux
locaux Oy et Oy sont isomorphes, ce qui est impossible car le premier est integre et

le deuxieéme non.
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Soient maintenant z dans G et H la composante connexe de G contenant z. Le
morphisme de translation 7 qui envoie e sur z est a la fois ouvert et fermé, en parti-
culier 7(G) est ouvert et fermé dans H, donc égal & H, ainsi toutes les composantes

connexes de G ont méme dimension.

1. GO est une

Montrons que G% est un groupe. Pour tout x € GV, I'ensemble x~
composante connexe de G, de plus e € x -G donc x~1-G? = G, ainsi (G°)~! = GY,
et par conséquent, G°G? = GV, donc G est bien un sous groupe (fermé) de G. Pour
voir que G est normal, il suffit de remarquer encore une fois que pour tout x € G,

x~ 1. GV x est une composante connexe de G et contient e, donc égale & GY. |

Définition I1.2 Soit H un sous-groupe algébrique de G" (Q). On dit que H est un tore

s’il est connexe.

D’apres la proposition précédente, un tore est géométriquement irréductible. Nous allons
dans la suite caractériser de fagon précise les sous-groupes algébriques de GJ},. Donnons dans

un premier temps quelques notations :

Notations :

Pour toute partie S de R™ on note Vect(S) le R-espace vectoriel engendré par S';

— soit A un sous-groupe de Z™, on note :
Hy:={xeG,, |Vac A, x*=1}

et p(A) 'indice de A dans Vect(A) NZ";

— pouri=1,...,n,onnote e; = (0,...,1,...,0) le i-ieme vecteur de la base canonique
de R™;
— pour 7 =1,...,n on note Gn=r) .= Hee, .. e >, autrement dit :
G(”*T):{XEG% |1 = =, =1}

Si A est un sous-groupe de Z", alors H(A) est un sous-groupe algébrique de G}, ; nous
allons montrer que ce sont les seuls (théoréme I1.6). Pour cela nous aurons besoin des deux

lemmes suivants.
Définition I1.3 Pour tout T € GL,(Z), on note ¢ l'automorphisme de G, défini par :
prla) = (7@, ar(e),

Nous dirons que deux sous-groupes algébriques H et H' sont équivalents et on notera H ~
H' s’il existe T € GL,(Z) tel que H = ¢, (H).
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Lemme I1.4 Soit A un sous-groupe de Z" de rang' r, alors
Hy=Fx M,
ot M ~ G et F est un groupe fini d’ordre p(A).

DEMONSTRATION - Soit 7 € GL,(Z) tel que 7(A) C Vect(eq,...,e;), on peut alors
identifier 7(A) & un sous-groupe A’ de Z". Ainsi H,(4) est 'ensemble des (x,x")
dans G!, x G tels que x’ € Hys. Comme A’ est de rang r, il est facile de voir que
Hyr C Gy, est fini d'ordre p(A') = p(A). Ainsi H.(4) = Har ¥ G, [ |

En particulier H4 possede p(A) composantes irréductibles; de plus, si B est un autre
sous-groupe de Z" de rang r contenant A, alors
Hg=F x M,
avec F' d’ordre p(B) contenu dans F'.

Lemme I1.5 Soit V C G%,(Q) un sous-ensemble algébrique défini par les polynémes

Y ier e x! (0=1,...,t), ot I est un ensemble fini de n-uplets. On note
D(I):={i—j|ijel}.

St H est un groupe algébrique mazximal contenu dans V', alors il existe un sous-groupe A

de Z" engendré par des vecteurs de D(I) tels que H = H 4.

DEMONSTRATION - Etant donné i € 7™, la restriction de I’application x — x! & H

est un caractere y; de H. Pour tout caractere x de H, notons
Lo:={iel|xi=x}

Pour tout x et tout x € H nous avons, par définition de I,
X =1 si i,jel,. (IL.1)

Ainsi, si A désigne le sous-groupe engendré par les vecteurs i —j, ot i,j € I, et x
parcourt l’ensemble des caracteres de H, on a H C H4. Comme I est une union

disjointe de I,y et H C V, on a sur H les relations :

Z Za&i x=0 pour £=1,...,t.

x  \i€ly

1Cest-a-dire la dimension sur Q de A ®z Q.
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Par le théoreme d’Artin sur les relations linéaires entre caracteres, celles-ci doivent

étre triviales; ainsi, pour tout £ et tout y on a

> agi=0. (11.2)
=
Pour tout x € Hy, la fonction i — x! est constante sur chaque I, car un tel x

vérifie (IL.1). Pour ¢ = 1,...,t, nous avons alors, d’apres (IL.2) :

Vx € Ha,  fox) = [ D ani | x(x) =0,

x  \i€ly

en particulier H4 C V. Par maximalité de H on en déduit H4 = H. |

reme I1.6 L’application A — Hy réalise une bijection entre les sous-groupes de Z"

sous-groupes algébriques de G, .

DEMONSTRATION - Montrons tout d’abord que cette application est injective. Soient
A et B deux sous-groupes de Z" tels que H4 = Hp. Pour tout (a,b) € A x B et tout
x € H, nous avons x = x° = 1, ainsi pour tout ¢ € A + B et tout x € Hy4 nous
avons X¢ = 1. On en déduit H4 C Ha4p et a fortiori Hy = H a4+ p, Pautre inclusion
étant évidente. D’apres le lemme I1.4, les sous-groupes A et A+ B ont méme rang et
p(A) = p(A+ B). On obtient alors A = A+ B et de méme B= A+ B d'ou A= B.
Pour conclure, il suffit de remarquer que tout sous-groupe algébrique H de G, est
un ensemble algébrique, donc, d’apres le lemme I1.5, de la forme H 4 pour un certain

sous-groupe A de Z". |

Une des conséquences de ce résultat est que tout sous-groupe algébrique de G}, est

défini

Nota

sur @, nous reviendrons sur ce point plus tard.

2 Stabilisateur et multiplication

tions : Soit [ € Z, nous noterons [I] la multiplication par | dans G}, :

[l : Gp, — G,

(87 Hal

le mot m multiplication m vient de la structure de Z-module de G7,) ainsi, si V C G on
p m m

aura :

[V ={a|acV} et [J7'V={a|a eV}
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Un cas particulier de groupe algébrique qui nous intéressera est le noyau de cette appli-
cation (ker[l]), qui n’est autre que I’ensemble des points de I-torsion, c¢’est-a-dire les points
dont les coordonnées sont des racines [-iemes de 'unité.

Remarquons que si V' est un ensemble algébrique irréductible, il en est de méme de

[[]V. Plus précisément, nous avons :

Proposition I1.7 Soit V une sous-variété de G}, définie sur un corps de nombres k et

soit | € N. Si 'V est irréductible sur k, alors il en est de méme de [[|V.

DEMONSTRATION - Remarquons tout d’abord que si une variété W est définie sur k,
alors il en est de méme de [I]W et de [[]"'W. Notons W1 U---U W, la décomposition

en composantes irréductibles de [I]V sur k; nous avons alors :

U ¢ v=0uv=0-"'wiu- Ul W,.
&eker([l]

Soit maintenant X une composante géométriquement irréductible de V' ; il existe un
indice i tel que [[]~!W; contienne X, et a fortiori V tout entier puisque [I[]~1W; est
définie sur k. Il vient :

[V C [u~'wi = w;,

en particulier [[|V est irréductible sur k. |

Lemme IL.8 Soit V une variété définie (et irréductible) sur un corps de nombres k. Pour

tout entier I >0 on a :

ﬂess([lW) = lﬂeSS(V)~

DEMONSTRATION - Soient 3 € G, et 6 > 0. On a :

< B e (V) 10).

ﬁe[ﬂ(vw))@{ﬂae‘ﬂa’:ﬁ @{ﬁemv

h(a) <6 h(B) <16

Donc
[ (V(0)) = ([]V) (16).

Ecrivons maintenant la série d’inclusions :

UIACHRSURACHRSIULE
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Ainsi, si 0 > fiess([I]V), alors [[]V = [[[(V(0)) d’ou V = V(0), en particulier

fress([[V) = Litess (V).

Soient B € G}, et 6 > 0. On a :

& Be (7)) ).

Bell (Vo) o { glev { Bell™v

hg') <6 h(B) <6/
Donc

1= (Vo) = (V) (0/0).

Ecrivons maintenant la série d’inclusions :

=T (Vo) U= (ve) cu'v.
Ainsi, si 0 > fiess([I]71V), alors [I[]71V = [I]714(V(9)) d'ott V = (V(6)), en particulier

fless([1]7'V) > “T(V)

En combinant ces deux résultats on obtient :

% > fiess(V)-

ﬂess(v) = ,aess ( U E . V) = ﬂess([l]_lmv) >

&cker|l]

Un cas particulier de sous-groupe algébrique de G}, qui nous intéresse est celui du

stabilisateur d’une variété. Le groupe G}}, agit naturellement sur lui-méme :
Gp xGh — G,

ou le produit est fait coordonnée par coordonnée.
Définition I1.9 Soit V un ensemble algébrique, on note Gy son stabilisateur :
Gy ={aeG) |a-V=V}

On peut en donner une autre caractérisation :



2 — STABILISATEUR ET MULTIPLICATION 23

Proposition I1.10 Soit V C G}, un ensemble algébrique, on a :

Gy = ﬂy_l-v.

yev

DEMONSTRATION - Soit x € G}, ; si x € Gy, pour tout y € V on a alors x-y € V';

1.V, d’ont une premiere inclusion. Réciproquement, si x €

autrement dit, x € y—
ﬂyev y_1 -V, alors pour tout y e Vonax-y €V, doux-V CV et la seconde

inclusion. |

En particulier, le stabilisateur d’un ensemble algébrique est un sous-groupe algébrique

de GI',. On déduit de cette proposition les propriétés suivantes :

Proposition I1.11 Pour toute sous-variété V de G}, on a :
dim(Gy) < dim(V) et deg(Gy) < deg(V)dm(V)=dim(Gy)+1

DEMONSTRATION - La premiere assertion est une conséquence directe de la pro-
position précédente. Posons d := dim(V) et s := dim(Gy ). L’idée est d’utiliser le
fait que, V' étant irréductible, il existe n — d hypersurfaces Hq,..., H, g4 de degré
au plus deg(V) telles que V' soit une composante isolée de Hy N --- N H,,_4 (voir par
exemple [Fal91, proposition 2.1]). On a en particulier, pour tout y € V, d’apres la
proposition II.10, I'inclusion Gy C y~! - H;, pour tout i.

Soit yo € V, comme Gy est un sous-ensemble algébrique de y L.V on peut montrer
qu’il existe yi,...,yq4_s tels que toutes les composantes géométriquement irréduc-
tibles de Gy soient des composantes isolées de yal -Vn yl_1 -Hin---N y;_ls -Hy_,.

Par le théoréme de Bézout on en déduit
deg(Gy) < deg(V)dm(V)—dim(Gy)+1,

Dans le cas ou V est irréductible sur son corps de définition, les stabilisateurs de V' et

de ses composantes connexes sont tres liés :

Lemme I1.12 Soit V une sous-variété de G}},. Alors, pour toute composante géométrique-
ment irréductible W de V et tout o € Gal(Q/Q), on a :

GJ(W) =Gw CGy et G(i)/V = G?/.
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DEMONSTRATION - Une conséquence du théoréme I1.6 est que Gy et Gy sont définis
sur Q; en particulier, pour tout o € Gal(Q/Q) et tout x € Gy, on a :

x-o(W)=0c(c"Yx)- W) Co(W),

d’ou la premiere assertion.

Pour le second point, il suffit de remarquer que I'image de 'application f : G?/ X
W — V, est connexe (la multiplication étant continue) et contient W. Elle est donc
égale a W puisque W est une composante connexe de V. On obtient ainsi la suite
d’inclusions :

GY CcGY CcGw C Gy,

d’ou la seconde assertion. [ |

Remarque : Si V est Q-irréductible, on a I'inclusion Gy C Gy et égalité des composantes
neutres de V' et de W. Néanmoins, on n’a pas toujours Gy = Gy . Voici un exemple : si

on prend V := {x € Gy, | zk = 2} et W une composante Q-irréductible, on a :
GW = {1} et GV = Uk

ou uy désigne I'ensemble des racines k-ieme de 1'unité.

Nous avons vu dans la proposition II.11 que la dimension d’une variété était supérieure
ou égale a celle de son stabilisateur. Le lemme suivant permet de caractériser précisément

les cas d’égalité.

Lemme I1.13 Une sous-variété géométriquement irréductible W de G}, est le translaté

d’un sous-tore si et seulement si on a dim(Gy ) = dim(W).

Etant donnée une variété V, le lemme I1.12 nous dit que toute composante Q-irréductible
W de V, vérifie dim(Gy ) = dim(Gy ). On déduit ainsi de ce lemme qu’une variété V est de
méme dimension que son stabilisateur Gy si et seulement si V' est une réunion de translatés

de sous-groupes algébriques.

DEMONSTRATION - Par définition, on a :

Gw = ﬂ yil-W
yeW

Si dim(Gw) = dim(W), alors, W étant irréductible, on a :

VyeW, Gw =y 1-W.



2 — STABILISATEUR ET MULTIPLICATION 25

donc W est le translaté de son stabilisateur.

Réciproquement, si H est un sous-groupe algébrique de G}, et  un élément de G},

tels que W =« - H, alors

Gw= (Vv ' W= Nw'a)-H=()h' - H=Gy=H.
yeW yeWw heH

Donc dim(Gw ) = dim(H) = dim(W). [

Rappelons quelques propriétés qui nous seront utiles par la suite :

Lemme I1.14 Soient W une sous-variété de G}, géométriquement irréductible, Gy son

stabilisateur et l > 0 un entier. On a :
1. A7 W) = 1 a1 (W) et deg([)]1W) = 1 dmW) deg(W) ;

(dim(W)+1 dim(W)

2. h([IW) = mh(w) et deg([I]lW) = Trerll] N G|

deg(W) ;
3. |ker[l] N G| = 19(EW) ker[l]] N (Gw /G| ;
4. si & est un point de torsion, on a h(€-W) = h(W).

DEMONSTRATION -
— Pour les points 1 et 4 on pourra consulter le lemme 6 de [Hin88] et la proposition 2.1
de [DP99].

— Pour le point 3, notons tout d’abord que l'on a :
ker[l] N Gw | = |ker[l] N GYy | - |ker[l] N (Gw /Gy )| -

D’apres le théoreme I1.6 et le lemme 1.4, le groupe connexe G?/V est équivalent a
Gdim(Gw)) (le sous-ensemble des points de G, dont les n — dim(Gyy) premieres co-
ordonnées sont égales & 1 ; voir définitions page 18). Il nous suffit donc de remarquer
que 'on a :

|ker[l] N GYy | = ‘ker[l] N G<dim<GW>>‘ — dim(Gw),

— Montrons maintenant le point 2. S’il existe &, &’ dans ker[l] tels que & - W = ¢ - W,
alors £ ¢’ € ker[l] N Gyy. On a donc

uw=J ew= U ew

£€ker[l] Ecker[l]/ ker[[jNGw
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Comme les fonctions deg et h sont additives, on obtient :

n -

_ "
:mh(W) et deg([I] W)

A W) - AT

deg(W) ,
car |ker[l]| = ™.
D’apres la proposition I1.7, la variété [[|W est géométriquement irréductible, on

peut donc lui appliquer le point 1 de la proposition :

A W) = 17 EmIDTE et deg([1) MW = 1Y) deg (W) |

car dim([/]WW) = dim(W). En combinant ces résultats on en déduit :

~

L ldim(W)—i—l . ldim(W)
W) = et Gwl

h(W) et deg([lJW) = el A G| deg(W).

3 Premiers exceptionnels

n

n , irréductible sur son corps de

Dans ce paragraphe, V' désigne une sous-variété de G
définition. Nous allons voir que pour tout nombre premier p sauf pour certains apparte-
nant & un ensemble exceptionnel E(V'), introduit dans [AD99], la variété [p]V a un bon

comportement, dans un sens que nous allons préciser.

Définition I1.15 On note Wy, ..., Wy, les composantes Q-irréductibles de V. On pose :

E(V):={leZ|3ij i<j; [Wi=[W;}U{leZ]| Fi; deg([JW;) < deg(W;)}.

La proposition 2.4 de [AD99] donne des informations sur cet ensemble ; nous en rappe-

lons quelques propriétés.

Proposition I1.16 Nous avons la majoration

dim(V) +1 log

) <
Card (E(V) N {p premier}) < log 2

(deg(V)).
De plus, si A est un ensemble fini de nombres premiers et si V' n’est pas de torsion, alors :

deg ( pg@}v) > Card (A \ E(V)) x deg(V).
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Nous utiliserons dans la suite cette proposition dans le cas ou A est ’ensemble des

premiers dans [N/2, N], pour un certain parametre N, d’ou la nécessité du lemme suivant :

Lemme I1.17 Pour tout réel z on note w(x) le nombre de premiers inférieurs ou égauz a

x. Pour tout N € N, on a

N
log N

m(N) —7n(N/2) > ¢(N)
ot ¢(N) > 0,41 si N > 41 et ¢(N) > 0,23 si N > 2.

DEMONSTRATION - Le théoréme 1 de [RS62] nous donne :

T n 3z > n(z) > x n T
logz  2(logz)? — i logz  2(logz)?’

Va > 59,

si on note ¢(N) :=log(N/2)/log(N) on en déduit :

T(N)—n(Nj2) > —~ N ( N SN >

logN T 200g N2 \26(N)Iog N ' 4(c(N)log N2

logLN (1 a 2c(1N) a (4(:(?\/)2 B %)loglN>

Ainsi, pour N > 5000, nous avons bien I'inégalité voulue et une vérification numérique

pour les petites valeurs de N nous permet de conclure. ]

4 Quelques inégalités

Nous utiliserons plusieurs fois I'inégalité suivante, valable pour tous réels a,b > 0 et

rz>1:

Fait I1.18

Lemme I1.19 Soient Q € C[z] et o € C. Nous avons :

[(z = a)Q(z)[]2 = [[(az — 1)Q(z)]]2.
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DEMONSTRATION - Ecrivons :

m

Qx) = Z cpat.
k=0
Ainsi, si on pose c_1 =¢pyp1 =0
m+1 m+1
Iz —a)Q@)5 = I Y (ch1—ack)a™|5 =D (k1 — ack) (@1 — ac)
k=0 k=0
m+1 m+1
= Z (ck—1Cr—1 + aackcy) — Z (el + acker—1).
k=0 k=0
De méme,
m+1 m+1
l(az —1)Q)5 = | Z(O_éckﬂ — cp)at|l5 = Z(O_éckﬂ — ) (ack—1 — Cx)
k=0 k=0
m+1 m+1
= Z(Ckc_k + aocy_1C—1) — Z (epCr1 + ackcr_1)
k=0 k=0
m+1 m+1
= Z(qu%q + adcycy) — Z (aerCr—1 + aCpcp—1)-
k=0 k=0
|
Propriétés I1.20 (Inégalité de Landau) Soit P € Clzy,...,z,], on a :
M(P) < |[P]]2-
En particulier, log M (P) < log || P/ + 5 log (deg(P) +1).
DEMONSTRATION - Nous avons, pour n > 2 :
1 2 )
log M(P) = 2—/ log (M(P(e”,:cg, . .,xn)))dt. (IL3)
T Jo
Nous allons donc raisonner par récurrence sur n. Supposons n = 1 et écrivons
d
P(z)=ao+ -+ g1z + agz? = ay H(x — o).
j=1
Siaq, ..., qp désignent les racines de P situées en dehors du disque unité, on sait que

M(P) = |aga . .. ag|. Notons :

d

k
R(z) := adH(onm—l) H (x_aj):bdl'd"i‘"'-f—bo.
j=1 j=k+1
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En appliquant k fois le lemme I1.19, on constate que || P||2 = || R||2. D’autre part nous
avons :
IRIIZ > [bal® + [bo|* = M (P)* + |agaq| M (P) % ,

d’ou l'inégalité pour n = 1.
Soit maintenant n > 2 tel que I'inégalité soit vraie jusqu’au rang n— 1. L’égalité (11.3)

et I’hypothese de récurrence nous donnent

1 2w )
M(P)? < exp <%/0 log (‘|P(€Zt7x27 . ,:vn)Hg) dt) .

De T’inégalité de Jensen

[ sl sotar <o ([ iscone)

on obtient alors

1 271' .
MPP? < oo [P )3
0
2
1 271' i1t
O Jopein | 41
Or, pour tout ja,...,Jn, On a :
2
1 27 i1t 2
o 0 Z aj17j2,~~~,jneml dt = Z ’aj17j27-~~:jn :
J1 7

On en déduit
M(P?* < > ajy..5.* = |1PI3,
J1yeensdn
d’ou la premiere inégalité pour tout n.
Pour la seconde inégalité, il suffit de remarquer que le nombre de coefficients non nuls

de P est majoré par

n

<n - deg(P)> < (deg(P) +1)".
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CHAPITRE III

Cas Arithmétique

Ce chapitre correspond, a peu de choses pres, a l'article [Pon05b] & paraitre dans la

revue Acta Arithmetica.

1 Schéma de la preuve

Dans un premier temps on développe les outils d’une démonstration de transcendance
(lemme de Siegel, extrapolation) et au paragraphe 4, on montre des minorations explicites
pour les courbes non de torsion de G2, et des points de G,,. La démonstration du théo-
reme 1.20 & proprement parler est 'objet du paragraphe 5. La stratégie est la suivante :
par I'absurde on suppose la hauteur de « petite, on peut alors construire un polynoéme
s’annulant sur V' avec multiplicité, de degré et de hauteur controlés via un lemme de Siegel
(proposition II1.3). Ensuite on extrapole dans le paragraphe 5.2 en montrant, grace a la
proposition ITI.8, que ce polynome s’annule sur les puissances aP?, ol p et ¢ parcourent
des ensembles de premiers P; et Ps.

Nous reprenons au paragraphe 5.3 le lemme de zéros de [ADO04] (théoreéme 2.6) ; nous
obtenons ainsi une suite décroissante Y7 O Yy D Y3 de sous-variétés de G?n contenant des
puissances aP? de a. Deux de ces variétés étant de méme dimension, on obtient une sous-
variété obstructrice Z, composante Q-irréductible de Y3 ou Y» contenant une puissance o
de a et dont on controle le degré. Deux cas se présentent alors.

Si la variété obstructrice Z est de dimension 0 (paragraphe 5.3), alors Z est simplement
I'union des conjugués de ae. Comme ici £ = 1, on arrive, grace notamment a I'inégalité (I1.1),

a un encadrement du type :
Card(P2)wg(a)? < Card(Ps) deg(Z) < (logwg(a)) wg(a)?

ainsi, de par nos choix de parametres, on arrive a une contradiction.
Dans le cas ou la variété obstructrice Z est de dimension 1 (paragraphe 5.3), la puissance

{ est a priori différente de 1. On peut obtenir 'encadrement :
Card(P;)wg(at) < Card(P;) deg(Z) < (logwg(a))wo(c)

31
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ainsi I'indice d’obstruction de a est tres petit par rapport a celui a. Ceci n’étant pas
suffisant pour conclure, dans [ADO04] les auteurs utilisent un argument de descente pour
arriver a une contradiction. Ici notre démonstration differe; des arguments plus simples
nous donnent de meilleurs résultats. On travaille avec la hauteur normalisée; on majore
celle de Z en fonction de la hauteur de notre fonction auxiliaire F', sur laquelle on a un
bon controle :
Card(Py)%h(Z) < h(F).

Si Z n’est pas une courbe de torsion, on arrive a une contradiction en utilisant une mino-
ration explicite de h(Z) (proposition IIL.10). Dans le cas contraire, on se raméne dans le
lemme II1.15 & une étude en dimension 1, auquel cas, via la proposition I11.13, on obtient

une minoration de h(a).

2 Construction de la fonction auxiliaire.

On cherche ici un polynéme F de degré < L nul en e & un ordre > 7. Nous aurons
besoin dans la suite d’encadrements pour l'indice d’obstruction wy () et pour la dimension
du k-espace vectoriel Ex({a}, L, T).

Propriétés III.1 Soientn e N*, a € G}, et L,T €N, on a :
1. dim B, ({a}, L,T) > (- Twrl@)tn),
2. 1 < wila) < nlk(a) : kY™

DEMONSTRATION -
1. Soit F' € k[x] non nul de degré wi(a) tel que F(a) = 0. Pour tout H € k[x] de
degré inférieur ou égal & L — Twy (), on a FTH € Ey(S, L, T), de plus le sous-
espace vectoriel de k[x] des polynémes de degré < L — Twi () est de dimension

(LiTw’;L(aHn), d’ou le résultat.

2. Posons w := [n[k(a) : k]'/"] et considérons I'application linéaire :
kx]<w — k(o)
pP — P(a).
Remarquons que dimy, k[x]<, = (“I™) > n " (w+1)" Or n " (w+1)" > [k(c) :
k|, cette application n’est donc pas injective, i.e. il existe P € k[x]<, non nul
tel que P(a) = 0, donc wy(a) < w < nfk(e) : kM.
|
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Nous allons faire apparaitre F' comme la solution d’un systeme linéaire :

Lemme II1.2 Soient n € N*, o € G}, et L,T € N, soient k un corps et N := (L;t") =
dimy(k[x]<r). On considére la matrice (TJF:LHI) x N définie par

= ((8))

ot les lignes (respectivement les colonnes) sont indexées par les multi-indices A € N"
vérifiant |[A| < T — 1 (respectivement par les multi-indices p € N™ vérifiant |p| < L).
Si lon identifie k[x]<r a kN de fagon standard, alors :

Ev({a),L,T) = {x e kN | Ax = o}.

DEMONSTRATION - Soit P un polynome de degré au plus L nul en @ a un ordre

> T'. Il s’agit ici en fait de traduire en termes matriciels le fait que ?Tf(a) = 0 pour

tout |A| < T — 1. On pose
= Z a xt.

|p|<L
On a alors :
orp Y
0= 8x)‘ Z a“ (- }\) al™,
|| <L
D’ou, en divisant par A! :
B\ A
0= p=X
> au(y)o

|u|<L

Les polynomes recherchés sont donc les solutions du systeme :

A x (a#)ng =0.

Ci-dessous nous donnons la version du lemme de Siegel que nous utiliserons dans la

suite (analogue a la proposition 2.1 de [ADO04]).

Proposition III.3 Soient 6 un réel > 0 et E C {a € G}, | h(ax) < 0} un ensemble fini
non vide. Soient k un corps de nombres et L,T € N. Si Ex,(E,L,T) est non réduit a {0},
alors il existe un polynome F € Ei(E, L,T) N Ok[x] non nul tel que :

h(F) < NT T((T—i—n— 1 log(L + 1) +L9) +log cp. (I1L.1)

ol ¢ = {(%)5\/ | Ak ]} " , s le nombre de places complezes de k et Ay, son discriminant,
N = dlmk k‘[X}SL et r:= dlmk k[X]SL — dlmk Ek(E, L, T)
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DEMONSTRATION - On reprend ici principalement les preuves de la proposition 4.2
de [AD99] et du théoréme 7 de [SV90]. Fixons un ordre sur E et sur N” et considérons
la matrice A de taille Card(E) - (Tt?*l) X (L:Lr”) définie par

()

ou les lignes (respectivement les colonnes) sont indexées par les couples (a, A), ou
a € E et A € N est tel que |A] < T —1 (respectivement par les multi-indices pp € N”
tels que |p| < L). Autrement dit, si on pose

A={xekV, Ax=0},

alors A = Ey(E, L,T) d’ou r = rang(A). Soit Y une matrice N x (N —r) a coefficients
dans k telle que A soit 'image de 'application k-linéaire définie par Y. Comme
Ey(E,L,T) est non réduit a {0}, on arang(Y) = N—r < N ;le théoreme 8 de [BV83|
appliqué a Y montre alors qu’il existe N — r vecteurs linéairement indépendants
ui,...,un_, de BN tels que, si 'on pose F; := Yu;, pour i = 1,...,N —r, on ait
F; e O,]CV pour tout i et :

N—r
Z hio(Fj) < hp,(Y)+ (N —r)logcy = hp,(A)+ (N —7r)logcy ,
j=1

ou hr,(Y) est la hauteur du sous-espace engendré par les lignes de Y (la hauteur non
logarithmique Hy, := exphr, est définie p. 499 de [SV90]). Rappelons que si [F est

un corps de nombres contenant les coordonnées d’un vecteur y, sa hauteur! Lo est

F,:Q,
b = 3 o el
VEMF v v

ou || - ||y est la norme du sup si v est ultramétrique, et la norme euclidienne sinon.

Remarquons que (Fy,...,Fy_,) est une base de A, en particulier il existe F' dans
AN OY non nul tel que

(N —7r)hr,(F) < hr,(A) + (N —r)logcg, (I11.2)

nous allons montrer que ce F' vérifie bien (IIL.1).

1A la différence de op. cit., nous notons hr, et pas h, car ils utilisent la norme euclidienne comme

métrique aux places infinies.
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Soit F la cloture galoisienne de k(E)/k, considérons la matrice :

0'1A

orA

ou les o; sont les éléments de Gal(F/k), et posons :
B:={yeF | By =0}.

On a alors dimp(B) = dimg(A) et Hy,(A) = Hr,(B) (voir [SV90], (2.31) page 506).

L+n
n

Soit B une sous-matrice de B de rang maximal (B est une matrice r x (1) de rang

r), par le principe de dualité, (voir [SV90] p. 500, (2.2)), on a :

HLQ(A) = HL2 (B) = HL2(B)'

En majorant Hy, (B) par le produit des hauteurs de ses lignes (inégalité de Hadamard,
voir [BV83], équation (2.6)), on obtient :

hi,(B) < rlogmax{HLQ(b(o")‘)) lacEet \[<T - 1}, (IIL3)

ol les b(®A) désignent les lignes de B :

BN = (b <, = <<l>f> aﬂ_x) '
[p|<L

Soit (o, A) un multi-indice réalisant ce maximum (|A| <7 —1), on a :

> (-2 ()

|| <L m=1  pp=1

L+1 L+1 .
<A1+1> <)\n+1>_( +1)

ol 'on a utilisé 25:1 (A) = (iﬂ) < (L + )M

Notons d le degré de F sur Q, en utilisant cette inégalité nous trouvons, pour toute

(]
Yy
> &
N———
vm
N}
\

place archimédienne v € My,

dy
HLQ,y(b(a’)‘))d = ( Z ]b&a’)‘)ﬁ) Y < (L41)THDd pax {1, |ealy, ..., ]an]V}Ld”.
lul<L

Pour v € M, ultramétrique, on obtient :

A Ld,
Hp,,(bl®N)d = max b |2 < max {1, |anly, - .., [an]y } .
ul<
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En faisant le produit sur toutes les places on obtient :
Hy, (bl®N)? < (L + 1) T D 2w & F (o)
soit, en passant au logarithme :
dhr,(b*N)) < d(T +n —1)log(L + 1) + dLh(c) ,
d’ot, en reprenant 'inégalité (II1.3)
1qﬂﬁAB)§r0T+n—4)mgL+1y+L@.
L’inégalité (II1.2) devient alors :

hr,(F) <
LZ() — N—T

r
<
N —7r

log Hy,,(B) + log ¢;,

. <(T +n—1)log(L+1)+ LQ) + log ¢k

Pour conclure, il suffit de remarquer que 'on a h(F) < hp,(F). [

Dans la suite, on utilisera cette proposition dans le cas n = 2 :

Corollaire I11.4 Soient o € G2,, T € N*, D le degré de Q() sur Q, et w > wo(a).
Si L = min{ 2wT? [(TD)1/2(T +1)]}, alors il eziste un polynome F € Eg({a},L,T) N

Z[x] non nul tel que :

hGUST%T«T+UbgL+U+LMa»

DEMONSTRATION - Comme D'/2 > swo(a), on a L > Two(a)(T + nrz >

wo(a)T', en particulier Eg({a}, L,T) n’est pas réduit a {0}, d’apres la proposi-

tion III.1. Considérons le polynéme F' donné par la proposition II1.3, on a :

h(F) <

ou r :=dimQ[x|<y, — dimg Eqg({a}, L, T) et N := dim Q[x]<7..
On a, si L = 2wT? :

((T +1)log(L+ 1)+ Lh(a)) ,

r (732 L+1 L+2
4_1: X _
N —r Gﬂgﬁ) L—wl+1 L—-—wl+2

L 2 2T \? 1
1= 1< —
L—wT 2T — 1 T-1

1

IN

IN
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Sinon, si L = [(TD)Y*(T +1)] :

R & ) LN T(T +1)D
N-r = () -"hp L+1)(L+2)-T(T+1)D
_ T(T +1)D 11
= (T+12TD-T(T+1)D STST_1

Nous aurons également besoin de ce second corollaire, qui est en fait a peu de chose
pres le théoreme 4.1 de [AD0Oa] :

Corollaire II1.5 Soient L,T € N et V un hypersurface algébrique propre de G, définie
sur Q et Q-irréductible de degré D. St L > DT alors il existe F' € Eg(V,L,T) N Z[x] non

nul tel que :
h(F) <

(T +n = 1)log(L+1) + Litew(V))

ou N :=dimQ[x]<y, et r := N — dimg Eg(V, L,T).

DEMONSTRATION - Nous reprenons I’argument de densité utilisé dans la démonstra-
tion du théoreme 4.1 de [AD00a]. Fixons un nombre réel 6 > [ioss(V) et considérons,

pour d € N* I’ensemble
sdz{aew ) | h(e) < 0 et [Q(a);@]gd}.

D’apres le théoreme de Northcott, celui-ci est fini, de plus, il est stable sous ’action
de Gal(Q/Q); V étant définie sur Q. Remarquons que S; C S; si 1 <i < j; de plus,
par définition du minimum essentiel, 'ensemble S := | J o+ Sa est Zariski-dense dans
V.

Considérons maintenant le Q-espace vectoriel de dimension finie A4 des polynémes

de Q[x]<z, nuls sur S; & un ordre > T, on a
A1D--DA; DD Eg(V,L,T)

et Eg(V, L, T) étant de dimension finie, il existe dy € N tel que A4 = Aq, pour d > dp.
Les polynomes de Ay, (que nous noterons désormais Ap) sont alors nuls sur S & un

ordre > T donc sur V. En effet, pour tout A € N” vérifiant |A| < T — 1, le polynéme
rp

ox est nul sur S, donc sur son adhérence de Zariski : V. On en déduit I'égalité

Ag = Eg(V, L, T).
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La proposition III.3 nous donne alors l'existence d'un polynéome Fy € Eg(V,L,T) N

Z[x] non nul de contenu 1 vérifiant :

h(Fy) <
(Fo) < v —

Comme Fy € Z[x] et de contenu 1, sa hauteur est simplement le maximum des valeurs

((T+ n—1)log(L +1) + Le).

absolues de ses coefficients. On remarque pour finir que ’ensemble des polynémes de
Z[x]<r, de contenu 1 et de hauteur bornée est fini; ainsi, en faisant tendre 6 vers

fiess(V'), on obtient le corollaire. [ |

3 Extrapolation

3.1 Lemme clef de Dobrowolski : cas de plusieurs variables.

Nous allons utiliser le lemme clef de Dobrowolski (c.f. [Dob79]) dans le cadre plus large
de polynomes a plusieurs variables a coefficients dans un anneau d’entiers d’une extension

cyclotomique de Q.

Lemme II1.6 Soient F un corps de nombres, aq,...,ay des éléments de F et v une place

finie de F. Il existe alors un élément 6 € Op tel que
daq,...,0a, € Op
et

18], = max{1, |1y, ..., |anl,} L

DEMONSTRATION - Fixons une place archimédienne quelconque vg, et notons X

I’ensemble fini :
Y= {v € Mp,v 100 et max{l,|ai|y,...,|anlv} > 1} U {y}

Pour toute place v € ¥, notons aussi 0! celui des éléments o, ..., a, (Vvus comme
des éléments du complété I, de F en v) de valeur absolue maximale en v (si v = v et
si maxj<j<n{|ail,} < 1, on posera 0, = 1). D’apres le théoreme de [CF67], chapitre

I1, §15, page 67, il existe un élément § € F tel que

|6 — 0p]p < max{1, |ai|y,...,|anl,} Y, pour tout v € X,
0], <1, sivg XU {v}.
Sachant que |0, = max{1,|a1ly,.-.,|an|,} ! pour tout v € ¥ et en utilisant 'in-

égalité ultramétrique, on en déduit :

|6, = max{1,|a1]y,...,|an],} !,  pour tout v € ¥,
0]y <1, sivégXU{vp}.
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En particulier, pour toute place finie v de F on a |6/, < 1 (et donc 6 € Op) ; de méme,

pour tout i, 1 < i < n, [dayly < ]y max{l, |a1|y,...,|an|,} <1 (et donc da; € OF).
Enfin, on a bien |6], = max{1,|a1]y, ..., |an],}7! (car v € ). Le lemme est donc
établi. |

Soient k/Q une extension galoisienne, p un nombre premier non ramifié dans k et @ un
idéal premier de Oy tel que Q|p. Si 'extension k/Q est abélienne, alors ’automorphisme

de Frobenius associé ¢g, € Gal(k/Q) ne dépend que de p et on le notera ¢, ; on a
Va € Ok, ¢p(a) =a? mod pO. (IIL.4)

Dans la suite de ce paragraphe, on supposera k/Q cyclotomique et on notera Ay son
discriminant. De plus o désignera un élément de G}, F la cloture galoisienne de k(a), et

L,T deux entiers naturels. Le résultat qui suit correspond au théoreme 2.2 de [AD04] :

Théoréme II1.7 Soit F' € Ex({a},L,T) N Oklx|; pour tout nombre premier p { Ay et

pour tout v € My divisant p, on a la majoration

[P (@), < p~"|Fly max{1, [aulu, ..., [ans 7,
ou l'on a noté o = (df,...,ah).

DEMONSTRATION - La démonstration originale de ce théoréme utilise des arguments
d’algebre commutative (voir [AD99] pour le cas k = Q et [AD04] pour le cas général) ;
nous donnons ici une preuve plus récente, trouvée par [Zan01]. Nous supposerons dans
un premier temps que aq, ..., a, sont dans Op.

Soit p { Ag un nombre premier, en particulier p est non ramifié, fixons v € Mg

divisant p. L’inégalité (II1.4) se prolonge :
Va € Ok, ¢p(a) =a? mod pOy,,. (IIL.5)

Remarquons tout d’abord que pour tout z € O, on a |¢p,(x)|, = |z|,. En effet,
écrivons x = p®y, avec a € R et y un inversible de O , comme ¢,(Of) C Oy, on a
¢p(y) inversible de Oy, ainsi |¢p(x)], = |p*|v|Pp(y)]» = |z|,. On peut donc supposer
que |F|, = 1.

D’apres [Ser68, Prop. 12, p. 66], il existe un élément monogene v pour Op,. En
particulier on a a; € Op, = Oy, [7] pour tout i :

i =ai(7), a; € O, [x],
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de plus on pose
ﬁi = afp(’yp) c O]Fl,-

Par l’inégalité (III5) O1l aura en particulier .
aof = ﬁ + pd; 0 @ 111.6
i i T D04, i € UF,. ( . )

Remarquons que Dx(F') € Ok[x]. Montrons que pour tout polynéme H € Ok[x| nul

en a avec multiplicité au moins ¢ on a :
H?(3)=0 mod p'Op,. (ITIL.7)

Soit I'(x) € O, [x] le polynéme minimal de v sur k, et soit U la plus grande puis-
sance de I' divisant G(x) = H(a1(x),...,an(x)), nous allons montrer que U > ¢, en
particulier nous supposerons G # 0. La dérivée G(U)(x) n’est pas divisible par I'(x),

de plus le polynéme GV (x) appartient & I'idéal engendré par

{DA(H)(GI(X),...,%(X» I < U},

ainsi il existe un n-uplet A € N avec |[A| < U tel que Dx(H)(a1(x), ..., an(x)) ne soit
pas divisible par I'(x). En évaluant x en 7 on obtient alors Dx(H)(a1,...,a,) # 0,

d’ol, puisque H est nul en o avec multiplicité au moins ¢ : |A| > ¢ et donc U > t.
On vient donc de montrer que I'*(x) € Oy, [x] divise H(a1(x),...,an(x)) € O, [x];

on peut donc écrire :
H?(a]" (x). ..., aif (x)) = Q¥ () (I ()", Q € Oy, [x].
En évaluant x en 7P dans cette équation et en tenant compte du fait que
[% (%) = (0(7))’ =0 mod pO, ,

on obtient (IIL.7).

Si on applique (II1.7) & H = Dx(F) et t = T — |A|, pour un n-uplet quelconque A
vérifiant |A| < T, on obtient :

DxA(F)*(8) =0 mod p" MO, . (IIL.8)
Enfin, en utilisant (I11.6) et la formule de Taylor :

For(aP) = > pMNE*DA(F)?*(8).
IAI>0
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On remarque que pMNd*Dy(F)?(8) est divisible par p! dans Op, pour tout A € N*;
en effet si |[A| > T, c’est évident, et dans le cas contraire, il suffit d’utiliser (IIL.8).
Le théoreme est donc démontré sous I'hypothese que agq,...,«q, soient des entiers
algébriques.

Dans le cas géneral, on se rameéne, comme dans [AD99] et [AD04] au cas précé-
dent en utilisant le lemme suivant qui est un corollaire du théoreme d’approximation

forte I11.6. Ce dernier nous dit qu’il existe § € O tel que

daq, ..., 00y € Of
et

18], = max{1, |1y, -, |an|,} 1

Le polynoéme

F(xo,. .. %n) = XOLF(ﬁ, o X—”) € O4lx]
X0 X0

est nul & un ordre > T en (0,0a1,...,00,) € (’){;H. On en déduit alors
|F(5p,5po/1’, L 0PaP)|, <p T,
par la premiere partie de la preuve. D’autre part,

P07, 8%af, ..., 8%ah)l, = 8[| F(aP)],

= |F(a®)|, max{1, ||, ..., |on|,} PE.

Le théoreme est donc maintenant completement démontré. |

3.2 Extrapolation dans une extension abélienne

Proposition II1.8 Soit F € Ex({a}, L,T) N O[x|. Pour tout nombre premier p 1 Ag, le

polynéme F» est nul en o & un ordre T} vérifiant :

Tl(log(L +1)+ logp> > Tlogp — h(F) — pLh(a) — nlog(L + 1).

DEMONSTRATION - Soit A € N” tel que |A| = T1 et Da(F)??(aP) # 0 (on peut
supposer 17 < T'). Soit v € My ; on déduit de I'inégalité

A A+l A+ 1
|p|<L

et de I'inégalité ultramétrique les majorations :

|D (F)¢P( p)| < |F|U.max{17|a1"uv"'a‘an’v}pL SiU)fOO et ’Ujfp
A )y >
(L 4+ D)X F|, - max{1, |ay]y, - . ., |an|o }PE si v | oo
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De plus, si v | p, le théoréeme II1.7 donne :
IDA(F)% (a?)| < p~ T~ F|, max{1, a1, - . - , oo }PE.
On a, par la formule du produit :

1= H ’DA(F)¢P(ap)’EFv:kv]/[F:k}.
UGM]F

En passant au log, et en utilisant les trois majorations obtenues ci-dessus on obtient :
0 < (JA] +n)log(L + 1) + h(F) + pLh(a) — (T — |A|) logp ,
soit

\A](log(L +1) —Hogp) > Tlogp — h(F) — pLh(a) — nlog(L + 1).

Dans le cas k£ = Q par densité on obtient un résultat analogue pour les variétés définies

et irréductibles sur Q, correspondant en fait au lemme 4.2 de [AD0Oa] :

Corollaire II1.9 Soient V une sous-variété propre de G, C P", définie sur Q et Q-
irréductible et F' € Eg(V,L,T) N Z[x]. Soit p un nombre premier tel que

Tlogp — h(F) — pLiess(V) —nlog(L + 1) > 0.
Alors, F est identiquement nul sur [p]V.
DEMONSTRATION - Soit hg > fless(V) tel que
Tlogp — h(F) — pLhy — nlog(L + 1) > 0.
D’apres le lemme I1.8, on a fiess([p]V') = pfiess(V), en particulier 'ensemble
{a? € G}, | a € V(hy)}

est Zariski dense dans de fiess([p]V). Il suffit ainsi de montrer que pour tout a € V(Q)

de hauteur h(a) < hg, on a F(a”) = 0, ce qui est bien le cas d’apres le lemme IIL.8.
|
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4 Versions explicites de certaines minorations

4.1 Une minoration pour les courbes

Dans [AD00a], F. Amoroso et S. David obtiennent une minoration de la hauteur d’une
hypersurface de G}}, définie sur Q et Q-irréductible qui n’est pas de torsion ; de plus notre
résultat principal dans [Pon01] donne une version explicite de ce résultat. Nous reprenons

celui-ci en améliorant la constante pour n = 2, cas qui nous intéresse ici.

Proposition II1.10 Soit V une courbe définie sur Q et Q-irréductible de G2, de degré D.

Alors, si V n’est pas de torsion, on a

- _ (loglog D'\ *
hV)>50 —=——=—
V)= < log D’ > ’

ou? D' := max{16, D}.
Notons que si P € Z[z1,x2] est irréductible sur Z (en particulier de contenu 1) et est
une équation de V, alors h(V') = log M(P), ot M(P) est la mesure de Mahler de P.

Supposons I'inégalité fausse pour une courbe V' de degré D définie sur QQ, Q-irréductible
qui ne soit pas de torsion. D’apres un théoreme de Zhang [Zha92] on a fiess(V) < %iz(V),

alnsi :

. 1 [loglogD'\?
v . I11.9
fess(V) < 5555 < log D’ (ILL9)
Choix des parametres et fonction auxiliaire
On pose
log D’
T.— |5 082
loglog D’
L := DT?
N .— 5 (log D")?
’ loglog D'

Notons que :

2 4 (In16)?
T>1[5e]>13, L>T*“>169 et N >5"——— > 4000.
Inln 16
2Nous avons choisi de mettre D’ dans le log car la fonction  — 10553(;()1) est croissante sur [16, +oo], et

afin de pouvoir minorer loglog D’ par 1 dans les calculs.
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Fait II1.11 On a
N/2 > (log D) et 6,1log(L + 1) < T'log(N/2).

DEMONSTRATION - Pour la premiere inégalité, il suffit d’utiliser (I1.18) avec (a,b) =

(0.01,1). Pour la seconde, on a :

log L < log D’ log T 2
Tlog(N/2) — Tlog(N/2) T log(N/2)

De plus, comme 7" > 13, la premiére inégalité du fait nous donne 7'log(N/2) >
9,2log D'. Ainsi, puisque N > 4000 :
log L 1 log 13 2 1

< .
Tlog(N/2) = 9,2 ' 13 1og(2000) — 6,2

IN

Pour conclure, il suffit de remarquer que log(L + 1) < 1,01log L, d’ou le résultat. B

En appliquant la proposition I11.3 & un ensemble fini suffisamment gros de points de V'

de hauteur < 6 ou

on trouve, par le méme argument que celui utilisé dans le théoreme 4.1 de [AD00a], un
polynéme non nul F' € Z[x], de contenu 1 et de degré au plus L, qui s’annule en tout point

de V a un ordre > T et tel que
A(F) < 1T+ 2)log(L +1) + Litess(V) },

ou

2 2
(5

. (L+2) _ (L*DTJrZ)

Extrapolation

Soit p un nombre premier dans [N/2, N| et notons
e = Tlogp— h(F)—2log(L+ 1) — pLjiess(V)
> Tlog(N/2)— (I(T+2)+2)log(L+1) — (N +1)Ljtess(V).

Le corollaire III1.9 nous assure que F' s’annule sur [p]V si e > 0 ; il suffit donc de montrer

que notre choix de parametres assure cette condition.
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Majorons tout d’abord [ :

L+1 L+2 L \? 2T — 1
I < X - 1<|{— -1=———=
L-DIr+1 L—-DT+2 L—-DT (T —1)2
en particulier, comme 7" > 13, nous obtenons :
272 + 37 — 2
(T+2)+2 < ——-—+—+2
T+2)+2 < T = 1) +
2(1? = 2T+ 1)+ 7(T—1)+3
2 < 5.
< T —1)7 +2<

Nous avons, puisque [ < 1 et N > 100 :
e>TlogN/2—>5log(L+1) —1,01N Lfiess(V).
Remarquons maintenant que, d’apres le fait II1.11 nous avons T'log(N/2) > 6,1log(L +1),
et d’apres (II11.9) nous avons N Lfiess(V) < log D’ <log(L + 1), ainsi € > 0.
Conclusion

Soit A l’ensemble des nombres premiers dans [N/2, N]; nous avons vu que, sous ’hy-
pothese (II1.9), F' s’annulait sur [p]V pour tout premier p € A. Comme N > 4000, la

proposition I1.16 et le lemme I1.17 nous donnent :

N 2
L> ( ) > ( a2 D)D. 111
> deg (V) > (0 g N~ log2 8 (IT1.10)
peEA
Minorons le membre de droite :
log log D’ S loglog D’ S 3
logN = 4logh5+2loglogD’ — 25’

d’ou

/ 2
N >3 5log D .
logN — loglog D’
En reportant ceci dans l'inégalité (I11.10) on obtient :

2 (loglog D')? log D' \?
0,4-3— (log log D) D (5 28Y
log2 52%2log D’ log log D’

2 (loglog16)?
> (12— (loglog 16)"Y
log2 5%log16

L

Y]

> L

d’ou une contradiction.
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4.2 Dans les extensions d’un corps cyclotomique

F. Amoroso et U. Zannier donnent une minoration de la hauteur d’un nombre algébrique

en fonction de son degré sur une extension abélienne d’un corps de nombres K (c.f. [AZ00]) :

Théoreme II1.12 Soient K un corps de nombres et . une extension abélienne de K.

Alors, pour tout v € @* \@:O,,S, on a :

C(K) <log log 5d> 18

>
hy) 2 d log 2d

ot d:= [L(v) : L] et C(K) est une constante dépendant uniquement de K.

Nous aurons besoin de ce résultat dans le cas particulier d’une extension cyclotomique,

aussi nous nous proposons d’en montrer une version faible, mais explicite :

Proposition I11.13 Soient k = Q((n) un corps cyclotomique et v € Q' \ Qy,,., alors :

10~3 [loglog D 3
h(v) >
() 2 d < log D > ’

oud:=lk(v): k], D:=[k(y):Q] et D > 2.

Notons ¢(m) l'indicatrice d’Euler de m ; nous pourrons supposer dans la suite p(m) =
D/d > 3*. En effet, supposons le contraire, en particulier [Q(v) : Q] < D = p(m)d < 3%d.
Si [Q(7) : Q] < 15, alors h(y) > 1072, et si 16 < [Q(7) : Q] < 3%d, le théoréme principal
de [Vou96] nous dit que :

h(v) =

1 (bglog[@(v)z@])‘”’
4Q(y): QI \ loglQ(): Q] /)

Par décroissance de la fonction x +— lolgol%

3 3
h(v) > 1 loglog D > 1 loglog D .
4D log D 324d log D

Notons qu’ici que nous traitons les cas de petits degrés avec [Vou96], ceci étant il est

sur [16, 4+o00] on en déduit

possible d’obtenir le méme résultat (avec la méme méthode) sans 'utiliser, avec toutefois
une constante un peu plus petite : 2.10~% au lieu 1073 (la différence étant due & une moins

bonne majoration de log(L + 1) dans I'extrapolation).
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Choix des parametres et fonction auxiliaire

Rappelons que nous nous sommes réduit au cas ou ¢(m) > 3*. Posons

( T - log D
loglog D
L = dI?
2
N = 1750eD]
loglog D

Fait II11.14 Nous avons : T > 8, L > 64, N > 175, T < 3D'/* ¢t
2,125log(L + 1) < 3,2log D — log ¢(m).

DEMONSTRATION - L’inégalité (I1.18) nous donne T > [3¢] = 8, (en particulier

L >64),et N > 175x2e > 951. Pour montrer 7' < 3D/, comme log D > log ¢(m) >

r _ 025z

4log 3, il suffit de remarquer que la fonction z — gz — © est négative en 4log 3

et de dérivée négative sur |1, +ool.

Pour la derniere inégalité nous avons :
logL = logD —logp(m)+2logT
< 1,5log D + 2log 3 — log ¢(m)
car T < 3DY4. Ainsi, puisque ¢(m) > 3% il vient
log L <1,5log D — %log w(m).
Comme L > 64 on a log(L 4+ 1) < 1,0038log L, ainsi

2,125log(L 4+ 1) < 3,2log D —log ¢(m).

Supposons par ’absurde :

103 [loglog D\?
h . II1.11
()< 1 (D) (1rt.11)

D’apres la proposition I11.3, il existe un polynéme F' € O[x] non nul, de degré au plus L,
et nul en v & un ordre > T tel que :

dr

F\ < ———
ME) < L+1—-4dT

(Lh(y) 4+ Tlog(L + 1)) + log ci,

< % (Lh(7) 4+ Tlog(L + 1)) + log p(m).
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En effet, comme A|m#(™) on a ¢; = 1/ %A}C/‘p(m) < 2?’" < (m). Ainsi, comme T > 8 :

Rh(F) < Lh(y) 4+ 1,1251log(L + 1) + log p(m). (II1.12)

Extrapolation

Soit maintenant p € [IN/2, N] un nombre premier ne divisant pas m (en particulier p {
A},) et soit v une place ne divisant pas p. Notons T} I’ordre d’annulation de F%» en 4” ; nous
devons donc montrer 77 > 0. D’apres la proposition I11.8, on a T} ( log(L + 1) + log p) > e
ou e :=Tlogp — h(F) — pLh(vy) — log(L + 1), il nous suffit ainsi de voir que ¢ est positif.
Par hypothéese sur F' on a :

e >Tlogp— Lh(y)(1+p) —2,125log(L + 1) — log ¢(m)
soit, d’apres le fait 1I11.14 :
e >Tlogp— Lh(v)(1+p) —3,2log D.

Nous allons voir que F® s’annule en 4?7, en montrant que £ > 0. Par hypothese p > N/2 >
(log D) (dapres (I1.18) avec x = log D, a = 0,01 et b= 1) et T > 8, ainsi :

8
e > (§(T+1)1,9910g10gD—3,210gD)—Lh(y)(1+p)

> 2logD — Lh(y)(1+ N)

(log D)*

> 2logD — 176 - 3%°d——2—"2
©8 (loglog D)3

x h(7).

Donc, d’apres (II1.11), on a € > 0, en particulier 71 > 0 et F% (yP) = 0.

Conclusion

Remarquons que si F?(4?) = 0 et si 7 € Gal(Q/k) prolonge qb;l, alors F(7(+?)) = 0.
Notons ¥ I’ensemble des 7(97), ou

— p parcourt ’ensemble des premiers p de [IN/2, N] ne divisant pas m,
— 7 € Gal(Q/k) prolonge gb;l.
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Sous I’hypothese (II1.11) sur la hauteur de v, nous avons vu que F' s’annule sur ¥. Pour
arriver a une contradiction, nous allons montrer que Card(X) > deg(F).

e Soient p; < - -+ < ps les diviseurs premiers de m dans {N/2,..., N}, nous avons :

e(m) > (p1 —)(p2—1)---(ps — 1) = (N/2 - 1),

en particulier
s < loslp(m)) _logD
~log(N/2—-1) — 6
e Remarquons maintenant que si p est un nombre premier tel que Q(~?) = Q(v), alors
k(vP) = k(v) c’est-a-dire [k(7P) : k] = [k(7) : k], auquel cas les k-automorphismes de Q
prolongeant ¢! sont au nombre de d = [k(y) : k].

Ainsi, d’apres la proposition I1.16 page 26, le nombre de premiers p tels que [k(4P) :
k] < [k(7) : k] ou tel que 7P soit égal & o(4P) pour un certain o € Gal(Q/k), o # id, est

inférieur a :
log([Q(y) : Q)) _ log D
log 2 ~ log2°

De plus, comme v n’est pas racine de 1'unité, +? et fyp/ ne sont pas conjugués si p # p/,
d’ou :

log 2
soit, d’apres le lemme I1.17 page 27 et (I[.18) avec x =log D, a=1et b=2:

Card(%) > d x <W(N) — 2 (N/2) - <L + é) log D)

N
> -
Card() d <0,410 1,71og D)

2 2
> afoa N g7 () (el )7
log N e loglog D
De plus, log N < (2 + log 175) log log D, donc :
0,4-175 logD \?
dX)>d| ——— —1 —_—
Card(%) 2 <2+log175 ><loglogD> ’

d’ou

log D 2
d(X 2l ———) .
Card(X) > 3 <10g10gD>

Ainsi Card(X) > L > deg(F') ; en particulier F' ne peut pas s’annuler sur ¥ tout entier,
contradiction avec I’hypothese (I11.11). [ |

La proposition I11.13 va en fait nous permettre, dans la démonstration du théoreme I.20,
de se ramener au cas oll notre point a n’est contenu dans aucune variété de torsion, comme

nous l'indique le lemme suivant.
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Lemme II1.15 Soit V une courbe de G2, définie sur Q et Q-irréductible de degré w qui
ne soit pas de torsion, et soit a € V \ (G2,)ors- S’il existe une courbe B de torsion définie

et irréductible sur Q contenant o, alors :

5.1074 <loglog(w deg(3)2)>3.

ha) > " log(w deg(B)?2)

DEMONSTRATION - Il existe un sous-groupe algébrique H de G2, et un 6 € (G2,)tors
tels que :
B= |J oOH
o€Gal(Q/Q)
Soient A1, Ay € Z tels que :

H = {(x,y) € an | :16’\11/’\2 = 1}.
Comme a € B, il existe n € (G, )tors tel que ai\lag‘Q = 1. Soit v une racine Ao-ieme

de a; (o n’étant pas de torsion, v € (G )iors), 0N @ @2 = 7y~ 12, En particulier,

il existe 7’ € (G )iors tel que ag = 7y~ Posons M := max{|\1],|X2|}, on a :

ha) > max{h(a1),h(a)}
> max{h(y*), h(n'y )}
> M- h(y)

Considérons

g(t) =G, ™) € Q(n)t),
ou G € Q[x] est une équation de V et A\ € Z est choisi le plus petit possible. En
particulier G est nul en a de degré w et a fortiorion a g(v) = 0. Notons que, comme
V n’est pas de torsion, le polynéme g est non nul. De plus, V étant irréductible et
non de torsion, V et B n’ont pas de composante commune, le théoreme de Bézout

nous donne :

D < deg(V) - deg(B) = wdeg(B),

ou D est le degré de a sur Q. .

Notons D, := [Q(n,v) : Q] et dy = [Q(n,7) : Q(n)]; I'extension Q(n)/Q étant
cyclotomique, la proposition I11.13 nous dit que :

1073 <log log(Dy)>3
d log(D-~) '

or dy < deg(g) < 2deg(G)M =2wM et D, < MD, d’ou :

5.107* [loglog(MD)\*
wM log(MD) ’

h(v) >

h(v) >
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ainsi :
hMa) > M- h(y)
5-10~4 [loglog(MD)\*
- w log(M D)

Pour finir, il suffit de remarquer que, comme H et B ont la méme dimension, on a

M < deg(H) <deg(B) et D <wdeg(B).

5 Démonstration du théoreme principal

Si Vo désigne la variété de dimension zéro définie sur Q par un point a de GJ,, c’est-
a-dire {o(a) | o € Gal(Q/Q)}, la propriété I11.1 nous dit
wo(@) < n(deg(Va))'/™.

Afin de pouvoir conclure leur démonstration, [ADO03] considerent des variétés de différentes

dimensions contenant un translaté de la variété qu’ils étudient, aussi ont-ils été amenés a

introduire l"indice d’obstruction généralisé de poids T :
w(T; @) := min{ (T deg(W))!/ codim(W)y

ou T est un réel > 0 et W parcourt I’ensemble des variétés définies sur Q et Q irréductibles
contenant «. Notons en particulier qu’aucune hypothese sur le corps de définition de V'
n’est faite ici. Nous utiliserons cet indice d’obstruction généralisé un peu modifié, en gros :

min{ 20T, (TD)W} :

ou D est le degré sur Q d’'un point a et le w le degré d’une courbe V' définie sur Q fixée
contenant a (voir dans le choix des parametres ci-dessous). Celui-ci dans notre cas n’est
pas nécessaire pour retrouver la minoration du théoreme 1.20 a une puissance du log pres,
néanmoins il permet de gagner non seulement sur la constante, mais surtout dans le terme

d’erreur (sur la puissance du log).

5.1 Choix des parametres et fonction auxiliaire

Notons D le degré de Q(ax) sur Q et rappelons que w’ := max{16,w}. Posons :

7 < |o logw' 2
N log logw’

L = min{2wT2, [(TD)W(TH)H.
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Notons ¢; := 3,7-10%, ¢o := 2,05 - 10° et considérons les réels Ny, No suivants :

- (10gw’)2
M Moglog
NS
Ny e )
(loglogw’)

Fait II1.16 Nous avons :
1. T > [9¢%] = 66 et N? < N».
2. log(L +1) <4,3logw.
3. log(N1/2) > 1,9991loglogw’ et log(N2/2) > 7,92loglogw’.

4. Les inégalités suivantes nous permettrons de magjorer le cardinal d’ensembles de pre-
miers exceptionnels :
Ny 2

log L < 1 t
log 2 0gL =00 log Ny ¢ log 2

Ny
log N2 '

log(N1L?) < 0,01

DEMONSTRATION -

1. Pour la premiere inégalité on utilise (II.18) avec a = b = 2. La seconde découle

immédiatement du choix des constantes.
2. Comme T > 66 nous avons L + 1 < 2w'T? +1 < 1,0002 - 2w'T? or :
logL < log2+logw’ + 2log(9/loglog16) + 4loglogw’
< <1 + (log2 + 21log 8,9 + 4loglog 16)/ log 16) logw’
< 4,299logw’
d’ou le résultat.

3. 1l suffit de remarquer que, d’apres (I1.18) avec (a,b) = (0.001, 1) puis (0.08,6)
nous avons :

N N. 0,08¢°
52 %1 -0,001e(loge) % et 2> %2 ( r 6) (log )92,
4. Comme log N1 < (2 +logey)loglogw’ on a
/ 2 . / /
0.01 Ny > c1 log w S 2-4,3logw logw
log N1 — 100(2 +logcy) \ loglogw’ log 2 (loglog w/)Q
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or 4,3logw’ > log L et d’apres (IL.18), _Jogw! 5 e 1, d’ou I'inégalité

(loglogw’)2 -4
voulue.
Enfin nous avons, puisque Ny > N :
N. N N
0,0l—=2— > 0,01N] ——— > 100 ———
log Ny 2log Ny log Ny
de plus
log(N1L2) = —— (log Ny + 2log L) < log N1 + 0,021
log 2 log 2 ~ log2 "log Ny

Le corollaire II1.4 nous donne un polynéme F' € E({a}, L,T) N Z[x] vérifiant :

h(F) < %((T +1)log(L + 1) + Lh(c))

Pour j = 1,2 posons P; := {p € [N;/2, N;] premier} U {1} et notons

Ty := min ordge (F),
pEP1

en particulier, comme 1 € P; nous avons 177 < T'. Nous allons montrer le théoreme 1.20 par

I’absurde, aussi nous supposerons dans la suite a de hauteur petite, plus précisément :

h(a) < T1 log No < (T—|—1)

II1.13
— 10N1NoL — 10L ( )

On a alors :

~
+
—

ME) < 7 (1 * 10log(L + 1)

ainsi, comme T' > 66 et L +1 > T3/2 > 500 on obtient

> log(L + 1)

h(F) <1,05log(L + 1).

5.2 Extrapolation

Proposition II1.17 Sous l’hypothése (II1.18) sur la hauteur de o, nous avons, pour tout
(p,q) dans Py x Pa,
F(a??) =0.
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DEMONSTRATION - Soit (p,q) € Py X Pa, puisque 71 < T et Ny > 100 nous avons
d’apres (II1.13)
Lh(e) < T1 log Ny < T log Ny
10N1 No 1000 No
Par décroissance de la fonction x +— log(x)/x, comme p < N3 < Ny/2 < ¢ < Ny il

découle
pLh(a) < 0,001Tlogp et pgLh(a) < 0,17 logg. (I11.14)

e Notons 71, 'ordre d’annulation de F' en o, comme h(F) < 1,05log(L + 1), la

proposition II1.8 nous donne :
T p(log(L + 1) +logp) > 0,999 logp — 3,05log(L + 1).

Deux cas apparaissent :

siL+1<p:
2T plogp > (0,9997 — 3,05) log p, (IT1.15)
donc, comme 7" > 66, on obtient 17, > 32.
siL+1>p:
(271 + 3,05) log(L + 1) > 0,999T log p > 0,9997T log(N1/2) (I11.16)

Comme T > 66, on a, d’apres le point 2 du fait II1.16 :

0,999T log (N7 /2)
2T kbl y JERY | =AY
1p + 3,05 > T+1( + )4,310gw’
099966  log(N1/2) log W'
67 43  (loglogw’)?

. . e ' 2
Soit, en utilisant les inégalités Ny /2 > Q(If)lglﬁ)ggll%)z) et (logl‘i(g)g“’w,)g > & (via (IL.13)) :

2T, + 3,05 > 45,05
car ¢; = 3,7.10%. Ainsi dans les deux cas on a Ty p > 22.

e Notons maintenant 75 p, I’ordre d’annulation de F' en a?? ; nous avons d’apres (I11.14)
pLh(af) = pgLh(a) < 0,17} ,logq. Comme h(F) < 1,05log(L + 1), de nouveau la

proposition IT1.8 nous donne :
T27pq(log(L +1) +log q) > 0,971 plog g — 3,051log(L + 1).

Il nous faut ici montrer que le membre de droite de cette inégalité est > 0. Si L+1 < p,
c’est évident, car T1 ), > 22 et ¢ > p. Supposons donc L + 1 > p ; comme 77, > 22
nous avons :

0,971, > 0,42(211 , + 3,05),
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ainsi d’apres (II1.16)

0,9997 log(Ny /2)
log(L + 1)

0,971, log(N2/2) > 0,42 log(N2/2).

D’on, d’apres les points 1,2 et 3 du fait I11.16 :

0,971 plog(No/2) > 0,42-0,999 - 88 . 1999 .7 99. 9]og
g o (I11.17)
> 13,5logw’.

Ainsi 0,971 , log g > 3,05 - 4,3logw’ > 3,05log(L + 1).

5.3 Lemme de zéros

Notons X ’ensemble algébrique définie par F' et posons :

Xy = ﬂ [p] 1 X1,

pEP1

Xz= () [pg ' X1

(p,q)EP1x P2

Notons que, puisque P; et Ps contiennent 1, nous avons les inclusions suivantes :
X3 (- XQ cX 1.

Nous travaillons ici avec ¢, aussi nous ne considérerons que les composantes de ces variétés
rencontrant une puissance de « ; plus précisément posons :
— Y7 l'union des composantes Q-irréductibles de X; contenant aP? pour au moins un
(p,q) dans P; x P
— Y5 'union des composantes Q-irréductibles de X5 contenant a? pour au moins un
q € P2
— Y3 'union des composantes Q-irréductibles de X3 contenant c.

On a les inclusions suivantes :
acYsCYyCY

En particulier, deux de ces trois variétés ont méme dimension ce qui nous permettra de

comparer leurs degrés ou leur hauteurs normalisées.
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Cas ou Y5 et Y3 sont de dimension 0

Soit Z une composante Q-irréductible de Y3 ; comme Z rencontre «x on a :

z= | ol.

0€Gal(Q/Q)
En particulier deg(Z) = D. De l'inclusion

U [q]Z g Y2 )
q€P2
on obtient une premiere inégalité :
deg( U [q]Z) < degYs. (II1.18)
q€P2
e Soient F1i,..., F, les facteurs Q-irréductibles de F'. Les composantes Q-irréductibles

de Xy de dimension 1 sont les Z(F}), ot :

Fj | pged ({F(xP), p € P1}).

Quitte a les réordonner, on peut supposer que 1,...,[ sont les indices i pour lesquels F;
ne divise pas pged ({F (xP), p € 731}). En particulier, comme Y5 est de dimension zéro par
hypothese, si j € {{+1,...,r}, alors F}j(a?) # 0 pour tout ¢ € P. Notons F:=F - F

et choisissons maintenant un polynéme G de la forme

Gx)= Y  MNE) MNeQ
peP1\{1}
tel que G ne soit pas un diviseur de zéro de Q[x]/(F). Un tel polynéme existe bien, il suffit

en effet de remarquer que pour tout j dans {1,...,1}, le sous-espace vectoriel

AeQUPIt| S R € (F))
peP1\{1}

est propre. Comme Yo C Z(F) N Z(G) et ce dernier est de dimension 0, le théoréme de

Bézout nous donne :
deg Yz < deg(F)deg(G) < N1 L? < NyDT(T +1)2.

e Considérons maintenant le membre de gauche de (III.18). Comme N > 5000, la

proposition I1.16 et le lemme I1.17 nous donnent :

No 2
41 — logD | D <d Z ).
(0’ log No  log2 °8 > - eg(qg la] )
2
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De plus, comme Z C Ys, on a D < deg(Ys) < N1L2?, soit, d’apres le point 4 du fait I11.16 :

2 No
log(N1L?) < 0,01 )
g2 0g(M1L%) <0, log Ny

log D <
log 2 o8 ~ lo

En reportant tout ceci dans (II1.18) on en déduit

0,4N2
log No

< N\T(T +1)2

D’o1, en utilisant les inégalités log No < (8 + log co) loglogw’ et T' > 66 :

2
07462 < 6193 6_7 )
8 + log co 66

contradiction, car ¢; = 3,7-10% et ¢ = 2,05 - 10°.

Cas ou Y et Y5 sont de dimension 1

Soit Z une composante Q-irréductible de Ys de dimension 1, et soit ¢ € Py tel que
alc /.

e Supposons dans un premier temps que Z soit de torsion. Si B désigne [¢]~1Z, alors B

est de torsion et contient av. Le lemme II1.15 nous dit alors :

5.1074 <loglog(wdeg(3)2)>3

h(e) > w log(w deg(B)?)

(111.19)

Comme Z et Y7 sont de méme dimension, on a :
deg(B) < Nadeg(Z) < Nadeg(Y1) < NoL < 2¢99%*w(logw) 2

Ainsi, comme w’ > 16 :

24

wdeg(B)? < (20292)2w3(10gw/)24 <w?(logw)™ < WM.

En reportant ceci dans (II1.19) on en déduit :

1079 <10g log w’> 3

w log w’

h(a) >

ce qui nous donne bien le théoreme 1.20.

e Nous supposerons dans la suite que Z n’est pas de torsion. Nous avons 'inclusion

U p]Z C Y1.

pEP1
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Comme les variétés Z et Y1 sont de méme dimension, on en déduit :

v = (U 0)2)-
pEP1
Notons Wy, ..., W} les composantes géométriquement irréductibles de Z. Comme Z n’est
pas de torsion, le lemme 2.3 de [AD99] nous dit que, si (p,i) et (p’,7) sont deux couples
distincts d’éléments de (P; \ E(Z)) x {1,...,1}, alors les sous-variétés [p|W; et [p']IW; sont
distinctes; ainsi z
h(Y1) = ) > h([pWi). (1I1.20)

pEP1 1=1
pZE(Z)

Si W désigne une composante géométriquement irréductible de Z, il nous faut donc majorer
le cardinal de E(Z) et évaluer h([p]W) en fonction de h(W). Rappelons que le stabilisateur
de W est par définition :

Gw:={yeGp |y W=w}=(y'W,
yeW
en particulier dim(Gyw ) < dim(W) = 1. Notons ici que les premiers divisant le cardinal de
Gw /Gy, (quotient de Gy par sa composante neutre GY) sont dans E(W)3. On sait de
plus, d’apres la proposition 2.1 de [DP99] que :

. pAim(W)+1

h(lpIW) (W),

SR
[kerlp] N G|

et | ker[p] N Gw| = pH™EW | ker[p] N Gw /GYy| < p - |ker[p] N Gw /GY,|. En particulier si
p & E(Z), auquel cas p ne divise pas |Gy /Gy |, on a :

h([pIW) = p- h(W).

La proposition I1.16 et le point 4 du fait I11.16 nous donnent de plus
2log deg(Z) - 2log L < 0.01 N

Card(E(Z) NPy) <

log 2 ~ log2 — 7 logNi’
Ainsi, en reportant ceci dans (I11.20) :
h(Y1) > ;I p-h(Z) > <7r(N1) —m(N1/2) - 0,0110‘;V]1V1> % - h(2).
p€E(Z)
Comme Nj > 5000, nous déduisons du lemme I1.17 :
. N2 N
h(Y1) > o,zlog}v1 “h(Z). (I11.21)

3dont le cardinal est indépendant du choix de la composante W.
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Comme dimZ = dimY; =dimX; = 1let Z C Y] C X; on a deg(Z) < degY; < L. La

variété Z n’étant pas de torsion, la proposition II1.10 nous dit :

loglog L) 3

hZ)>57
(2)25 ( log L

de plus, I'inégalité de Landau (propriété 11.20) nous donne :
2,051og(L + 1) > h(F) + log(deg(F) + 1) > log M(F) = h(X1) > h(Y1).

En reportant tout cela dans (I11.21) on obtient alors

S 57 N2 [loglog(L +1)\*
- log N1 \' log(L+1)

Remarquons maintenant que log N1 < (2 + logecy)loglogw’ et, d’apres le point 2 du
fait II1.16, que log(L + 1) < 4,3log w’, soit

2,05log(L + 1)

(logw’)4
(loglogw’)3

N} > i (logw’)4

>2,05-57-4,3"
log N1 — 2+logcy (10g10gw’)3

car ¢; = 3,7 - 10%, contradiction.

5.4 Conclusion de la démonstration du théoréme 1.20

L’hypothese (I11.13) est donc fausse, ainsi :

T1 log N2
h —2_
(@) = 10N Mo
Fait I11.18 On «
Ty log Ny > 15logw’

DEMONSTRATION - Soit (p, q) € Pi x Pa, tel que 'ordre d’annulation 7j , de F en
aP vérifie Ty, = T1. Si L+ 1 > p, c’est exactement I'inégalité (II1.17). Supposons
donc L +1 < p, comme Ny > NZ et Ny > p > Ny /2, 'inégalité (I11.15) donne :

T log No > 2T log N1 > (0,999T — 3,05) log(N1/2)
soit, d’apres le point 3 du fait I11.16 :

Tilog Ny > 1,999(0,9997 — 3,05) log log o’
> (T +1)loglogw’

(logw')?
> log log w’
> 9elogw’
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Par définition, L < 2wT?, le Fait II1.18 montre alors que

1,5 1 (loglogw)t
h > -
(o) 2 2-92¢cicow  (logw’)'3
ainsi,
1,2-10716 (loglogw') !
w (logw’)13

h(a) >

car ¢; = 3,7.10% et ¢p = 2,05.10°.

6 Démonstration du corollaire 1.21

Soient e := (ai1,a2) un point a coordonnées multiplicativement indépendantes. On
peut supposer sans perte de généralité h(ay) < h(az) < 1et D := [Q(a) : Q] > 2. Soient
A € N* et B := (f1,52) tels que B = a; et ﬁé“ = as. Comme 3 est & coordonnées
multiplicativement indépendantes, toute courbe Q-irréductible de G2, passant par 3 n’est

pas de torsion. D’apres le théoreme 1.20 nous avons alors :

1,2-10716 13
h(B) > ———— max {logwg,log 16} "~
(8) > 22 mox {logg. log 16}
On choisit maintenant :
2h(a2)] 2h(a2) h(as)
A= > —1>
{h(al) h(a1) ~ h(an)

en particulier

h(B) < h(B1) + h(fB2) = h(ar) + A~ h(az) < 2h(c)

et
wo(B) < 21Q(8) : Q' < 2AD)* < 2(2%1))1/2.

a1
Nous obtenons alors

1,2-10716 13

h(a
2(2 hgoj; D)1/2

2h(aq) > max {10g(2(AD)1/2),log 16}7
soit

3.10717
(han)h(2))'”* 2 Trs

Minorons le membre de droite, nous avons :

—13
max {1og(2(AD)1/2), log 16} . (I11.22)

1/2

aq
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Comme « est a coordonnées multiplicativement indépendantes, a1 n’est pas une racine de

I'unité et la version explicite du théoréme de Dobrowolski par Voutier [Vou96] nous donne :

On en déduit

IN

log (2(AD)1/2) log (4\/§D(log3D)3/2)

IN

2log(3D).

Comme D > 2, nous avons 2log(3D) > log 16, et, en reportant ceci dans (I11.22) nous

obtenons : 135 .
3-27%2.10"
(h(an)h(a2))'? > ==

Ainsi C(2)'/2 = 2.1072" et 5(2) = 13.

(log(3D)) .
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CHAPITRE IV

Cas géométrique

Ce chapitre correspond aux travaux [Pon05a] et [Pon05c|. Nous montrons ici principa-
lement les théoremes 1.22, 1.23 et 1.24.

1 Schéma des preuves

Comme dans le chapitre III, nous commengons par développer (paragraphe 2) les
outils d’'une démonstration de transcendance : nous utiliserons cette fois un lemme de
Siegel m absolu m, qui nous donne un polynoéme s’annulant avec multiplicité sur une variété,
indépendant de son corps de définition. On donne ensuite des résultats d’extrapolation
pour des polynoémes a coefficients algébriques quelconques, puis un lemme de zéros pour
des variétés géométriquement irréductibles.

Nous montrons au paragraphe 3 une minoration assez fine pour la hauteur d’une
hypersurface géométriquement irréductible, qui prend en compte la dimension de son sta-
bilisateur. Un argument de réduction proche de celui de [AD00a] (proposition 2.4) nous
permet de nous ramener au cas ou ce stabilisateur est connexe.

Dans notre étude de la hauteur d'une courbe de G3,, nous aurons plus particulierement
besoin de ce résultat pour les hypersurfaces de G2, et G3,. Nous ne pourrons pas dans
la suite exploiter la précision apportée concernant la dimension du stabilisateur. Aussi,
de la méme fagon qu’au paragraphe 4 du chapitre III, nous donnons au paragraphe 4
des minorations pour le minimum essentiel des surfaces de G3, (proposition IV.10) et des
courbes de G2, (proposition IV.9) qui ne sont pas des translatés de sous-tores. Ceci nous

permet notamment d’obtenir des constantes plus précises dans ces deux cas particuliers.
2

m?

hauteur exceptionnellement petite. Cela nous permettra dans notre étude de la hauteur

De plus, pour les courbes de G, nous arrivons a majorer le nombre de ses points de
d’une courbe C de G2, de traiter le cas o1 C est incluse dans un translaté de sous-tore de
dimension 2 dont on controle le degré.

Nous montrons le théoreme 1.23 au paragraphe 5. La stratégie est la suivante : par
I’absurde on suppose la hauteur de C petite, on peut alors construire un polynéme s’an-

nulant sur V' avec multiplicité, de degré et de hauteur controlés via un lemme de Siegel
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absolu (proposition IV.1). On extrapole ensuite en montrant que ce polynéme s’annule sur
les translatés € - C, ou € parcourt un ensemble de points de pg-torsion, pour des nombres
premiers p et g appartenant a deux certains ensembles P; et Ps.

Dans le cas géométrique, contrairement au cas arithmétique, on ne peut pas extrapoler
sur des multiples [pq]C, car cela ferait intervenir le corps de définition de C, ce que l'on
cherche précisément a éviter pour obtenir une minoration de type géométrique. L’idée est
que dans le cas de Q (ou pour certains corps de nombres), on utilise une congruence du
type

FP=F modp

lorsque F' est un polynome & coefficients entiers.

Au paragraphe 5.3 nous construisons, a l'aide d’un lemme de zéros, des suites décrois-
santes Y DY), D Y}, , de sous-ensembles algébriques de G3, contenant des translatés £y C
de C, ou p et q parcourent respectivement des ensembles P; et Py de nombres premiers.
Pour tous p, q, deux de ces ensembles algébriques étant de méme dimension, on obtient
une sous-variété obstructrice Z,,, composante Q-irréductible de Y), ; ou de Y}, contenant des
translatés &, - C de C, et dont on controle le degré.

Notons que dans tous les cas, en utilisant notamment 1’égalité

U ¢-c=lpd "pgc,

§€ker[pq]

on peut montrer I'inégalité w@([pq]C) < w@(C) pour un certain couple (p,q). Mais ceci
n’est pas suffisant pour conclure ; dans [AD03] les auteurs utilisent comme dans [AD04] un
argument de descente pour arriver a une contradiction.

Si une des variétés obstructrices Z,, est de codimension 2, alors Z,, est simplement un

translaté de C, auquel cas on arrive a un encadrement du type :
Card(Py)® deg(C) < deg(Yy,) < deg(F)?* < (logdeg(V))? deg(C).

Ainsi, de par nos choix de parametres, on arrive a une contradiction.

Sinon, la variété C est de codimension 2, il ne reste donc qu’une possibilité : celle
ou toutes les variétés obstructrices Z, sont de codimension 1. Dans la derniere partie du
paragraphe 5.3, on travaille alors de nouveau avec la hauteur normalisée ; on majore celle
de Z en fonction de la hauteur de notre fonction auxiliaire F', sur laquelle on a un bon
controle :

mpinp -h(Z,) < h(F).

Si aucun des Z, n’est un translaté d’un sous-tore, on arrive a une contradiction en utili-

sant une minoration explicite de H(Zp) pour l'ensemble de ces hypersurfaces Z, (propo-
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sition IV.10). Dans le cas contraire, on se ramene dans le lemme IV.12 & une étude en
dimension 2, auquel cas, via la proposition IV.9, on obtient une minoration de fiess(C).
Pour terminer ce chapitre, on s’intéresse au paragraphe 6 a 1’étude des petits points
d’une variété. Dans le théoreme 1.24, étant donné une surface géométriquement irréductible
V de G3, nous obtenons une majoration de la somme des degrés des translatés de sous-
tores de codimension 2 inclus dans V' contenant les petits points de V. L’idée de la preuve
est la suivante : on construit comme au paragraphe 5 un ensemble de variétés obstructrices
contenant les translatés des sous-tores exceptionnels. On montre ensuite en reprenant un
lemme du paragraphe précédent, que I'un d’eux au moins est de codimension 2, auquel cas,

grace au théoreme de Bézout, on majore la somme des degrés de ces sous-tores.

2 Transcendance

Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe 5.3, de nouveau bon nombre de résul-
tats sont proches de ceux que 1'on peut trouver dans [ADO03]. Comme dans op. cit., nous

utiliserons l"indice d’obstruction de V' de poids T', noté w(T; V) :
w(T; V) := min{(T deg(Z))"/ codm()

ou le minimum est pris sur ’ensemble des sous-variétés propres et géométriquement irréduc-

tibles de G}, contenant V. On peut montrer les inégalités suivantes (voir par exemple [ADO03]) :
n_lTl/COdim(V)w@(V) <w(T;V) < Twg(V).

Enon(;ons et démontrons tout d’abord un lemme de Siegel absolu, analogue de la pro-

position III.3.

Proposition IV.1 Soient 6 un réel > 0 et E C {a € G}, | h(ax) < 0} un ensemble fini
non vide. Sotent L et T deuz entiers. Si Eg(E, L,T) est non réduit a {0}, alors il existe
un polynome F € E@(E, L,T) non nul tel que :

h(F) < (T +m)log(L +1) + L6) + % log N,

—-r

ot N := dim@@[X]SL etr = dim@@[x}gL — dimg Eg(E, L, T).

DEMONSTRATION - Notons tout d’abord que, comme E est inclus dans G?,, lui-
méme plongé par ¢ dans P™, il peut étre vu comme une partie de I’hyperplan affine
{x¢ # 0}, on travaillera donc dans la suite dans Q[x] = Q[z1,...,z,]. Pour tout

D € N* considérons ’ensemble fini :

Ap ={a € E|[Q«):Q] <D}
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et notons Sp le sous-espace vectoriel de Q[x]<z, des polynémes nuls sur Ap avec
multiplicité supérieure ou égale a T' (autrement dit Sp = E(Ap, L,T)). On obtient

ainsi une suite décroissante
$1282---2EE,L,T)
d’espaces vectoriels de dimensions finies. Il existe donc un entier Dg tel que
Sp, = E(E,L,T).

Pour alléger nous noterons dans la suite S = Sp, et A = Ap,. Pour tout oo € A et
tout A € N™ de longueur |A| < T — 1 notons :

o 124 JTEDN
o= (1)) s

[n|<L

Comme on a pu le voir dans le lemme II1.2, les y o x sont des générateurs du Q-espace

vectoriel S+ (qui est de dimension 7), de plus leur hauteur Lo est majorée par

2
hry,(Yax) < (L — |A)h(a) + %log > (;‘) < (T +n)log(L+1)+ Lo
[n|<L

(voir la démonstration de la proposition I11.3 pour plus de détails). Rappelons ici que
si F est un corps de nombres contenant les coordonnées d’un vecteur y, sa hauteur

Lo est
[]FU : Qv]

hio(y) = Y m——=log |yl
UGM]F [FU ’ Q’U]
ou || - ||y est la norme du sup si v est ultramétrique, et la norme euclidienne sinon.

Par le principe de dualité, (voir [SV90] p. 500, (2.2)), et en majorant la hauteur
Hp, = exp(hr,) de S* par le produit de celles de ses lignes (inégalité de Hadamard,
voir [BV83], équation (2.6)), on obtient :

hL2 (S) = hLz(SL)

< dim(St) max hio(Yar) < r((T +n)log(L +1) + LG).

)

D’apres le lemme 4.7 de [DP99] (lui-méme basé sur une inégalité sur des minima
successifs de [Zha95]) et la remarque qui le suit, pour tout € > 0 il existe un élément

x de S tel que

hi,(x) < 11, (5)

1 :
< qim(S) + 3 log dim(S) + «.
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En appliquant ceci a
1 1 N
g:=—log ——
2 % dim(S)
on obtient, puisque dim(S) = N —r, existence d’un polynéme F' (vu comme élément

de §) vérifiant :

r
N—r

1
hi,(F) < ((T+n) log(L + 1) +L9) + 5 log N.

Corollaire IV.2 Soient V. C G}}, une variété géométriquement irréductible. Soient L et
T deux entiers tels que
L+1>nTw(T;V).

Pour tout réel 0 > 0, il existe un polynéme F € Q[x] non nul de degré < L nul sur V(0)

avec multiplicité au moins T tel que

h(F) < % ((T +n)log(L +1) + Le) + g log(L + 1).

En particulier, si T > 10%n et § < 10*3%, alors
h(F) < (1, 01 + g) log(L + 1). (IV.1)
DEMONSTRATION - En appliquant la proposition IV.1 & E := V(6) on obtient :

("I™) = dimg E(V(6), L, T)
dimg E(V(6), L, T)

1 L
h(F) < ((T+n) log(L + 1) +L9) + 510g< +”).
n
Soit Z une variété propre et géométriquement irréductible de GJ}, contenant V' telle
que w(T; V) = (T deg(Z))Y ©dm(Z) Le lemme 2.5 de [ADO03] nous dit que,

<L : n> _ iy BV, £, < <T - Clogiigizignw)) (L jﬁfé?f >> deg(2).

Rappelons que l'on a (LG) — dim@E@(V,L,T) = H@(‘B, L), ou P est l'idéal de

définition sur Q de la cloture projective de V et Hg (B, L) est la fonction de Hilbert

de . On obtient alors, si &’ désigne la codimension de Z :

(") - d(ii%;’f(v, LT) _ <T - ;/+ k) (L :ﬁ - k) (L + n>  tea(2)

n
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:n(n—l)-"(n—k'—kl)x (T+k -1)---T deg(Z)

K (L+n)---(L+n—k+1) )
En utilisant, pour 5 =0,...k" — 1, I'inégalité T + j < (j + 1)T', on en déduit :
(L:n) — dimg E(V, L, T) < nT k/d 7) 1 (nTw(T;V) K - 1
() = (L—+1> () =7 <L7+1> =70

T

d’ou .
(")) — dimg E(V, L,T) 1

n
dmgE(V,L,T)  ~T-1
Comme dimg Eg(V (0), L, T) > dimg E(V, L, T), en reprenant la majoration de la

hauteur de notre fonction auxiliaire F' on obtient

h(F) < %((T—i—n)log(L—i—l)—i—LG) +%log (L:n)

Si maintenant 6 est inférieur & 1073L il vient, puisque (L:”) <(L+1)™:
1
h(F) € =—— (T + ) log(L +1) +107°T ) + g log(L + 1).
Par hypotheses, on a L +1 > nTw(T; V) > e, ainsi

W) < 1,0017 +n

S —F_3 log(L +1) + z log(L +1).

2

Enfin on a supposé 7' > 10°n, ainsi 221" < 1,01, d’ott Vinégalité (IV.1). [ |

Le point clef de I'extrapolation ici est la m proximité m p-adique d’une racine p-ieme de
l'unité et de 1; plus précisément si p est un nombre premier, alors le polynéme (X — 1)?
est congru & X? —1 modulo p, ainsi il en est de méme de (X —1)P~! et ¢,(X). En évaluant

ces derniers en une racine p-ieme £ de 'unité, on obtient :

Yo |p, [€—1], <p VD <p7l/p, (IV.2)

Proposition IV.3 Soient 8 > 0, T, L des entiers et E un ensemble de points de hauteur

inférieur ou égale a 0. Soient F € Q[x|<r, un polynéme non nul s’annulant sur E avec

multiplicité au moins T.

Alors, pour tout nombre premier p et tout € € ker[p], lordre d’annulation T* de F sur
& - E vérifie :

1
T*(1+log(L +1)) > T in — h(F) — nlog(L + 1) — L#.



2 — TRANSCENDANCE 69
DEMONSTRATION - Soit & € E et A € N” de longueur |A| = T* tel que Dx(F)(&- )

soit non nul. Si G est un polynéme a coefficients algébriques, d’apres la formule de
TAYLOR nous avons :

G€-a)= ) Du(G)(@)- (¢ a—a)

peN™

Siw | p,alors |D,(G)(ax) - (€ - o — a)#|,, est majoré par :

‘G|v max{l, ‘041|v> sy |an‘v}deg(G)—\p,| max{|041§1 - a1|v> o ’angn - an’v}lm
soit d’apres 'inégalité (IV.2) :

IDu(G)(@) - (€ @ — )P, < |Glomax{1, ]y, .., [an, } B p K7

Appliquons ceci & G = Dy(F),

IDA(F)(& - )]y < W [Du(DA(E))(@)(§ - & — a)¥],

< |Flymax{1, |1, ..., |an|o}* p~T=T/P

car Dx(F') est nul en a & un ordre > T — T™. Nous avons ainsi :

|F |y max{1, |1, ..., |an|o} si vt oo
IDAF)(€ - @)l < { [Flomax{1,[ail, ..., |onl, = p=@=T/P sig | p
|F|y max{1,|ai|v, ..., ] }* L+ )T+ si 0| 0o
On déduit alors de la formule du produit
0< -1

logp + h(F) + (T" +n)log(L + 1) + Lh(cx),

I 1
7282 (R~ nlog(L +1) — Lo < T* < %8P | log(L + 1)) .
b

Corollaire IV.4 Soient V une sous-variété de G",. Soient T, L des entiers et F € Q[x]
non nul de degré < L, nul sur V' avec multiplicité au moins T

Etant donnés un nombre premier p et un € € ker[p|, l'ordre d’annulation T* de F sur

& -V vérifie :

1
T*(1+log(L+1))>T in — W(F) — nlog(L + 1) — Lftess(V).
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DEMONSTRATION - 11 suffit d’appliquer la proposition IV.3 & I’ensemble
E=V(0)={acV, | ha) <0},

qui est Zariski dense dans V' si 6 > [iess(V) et de faire tendre € vers fiess(V). [ |

Lemme IV.5 Soient W une sous-variété propre de G}, géométriquement irréductible et
N,ly deux entiers strictement positifs. On suppose que ly n’est divisible par aucun nombre

premier de [N/2, N] et est premier avec |Gw /GYy|.

1. SiW n’est pas le translaté d’un sous-tore de G?, et si N > 103>nlog (max{16, deg(W)}),

alors

B N IoN n+1—dim(W)
deg U [lop) ™~ [lop] - W | > 074m <OT> deg(W).
PE[N/2,N] &

p premier

2. Si le stabilisateur de Gy de W est conneze et si (N/2)"~4m(Gw) > 23 glors

N

~lop] - >0,22——

deg | | llop)™"lop] - W | > 0,227
PE[N/2,N]

p premier

deg(W).

N n—dim(Gw)
2)

DEMONSTRATION - Pour tout premier p dans [N/2, N] on a :

lop] ™ lop] - W = | i€y W,
CioCo

ot I'union est prise sur les ({;,,¢,) dans ker[lo] x ker[p]. De plus tous les translatés
C1yCp - W de W sont géométriquement irréductibles de degré deg(W). Ainsi, il nous

faut ici étudier a quelles conditions deux tels translatés de W sont égaux.

Considérons donc deux premiers p,p’ dans [N/2, N] et deux couples de points de
torsion (¢;,,¢,) € ker[p] x ker[p] et (&;,,€,) € ker[p] x ker[p'] tels que

ClOCp W= Slosp’ - W.

Nous avons donc Clglﬁlo ¢y lﬁp/ € Gy . Il s’ensuit, puisque [y est premier avec p et p’ :

CE)I&O €Gw et ('€ €Gw.
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Pour éviter cela il suffit que ¢;; et &, soient distincts modulo Gy, de méme pour ¢,
et £, sip= P, et que C;l et £, n’appartiennent pas a Gw si p # p’. Nous avons

donc

deg | | J [lop) " [lop] - >Z > deg(¢pCp- W) (IV.3)
pE[N/2,N] C1 Eker[p]/ Gy
P premier ¢pEker[p\Gy) /Gy

Notons A 'ensemble des premiers de [N/2, N] ne divisant pas |Gy /GY,|. Sip € A,

alors p est premier & |Gy /GY,|, de méme pour Iy, le lemme I1.14 nous donne alors :
| ker[lo] N Gw | = dlm (Gw) |ker[lo] N N (Gw/GY) )| = dlm (Gw)
| ker[p] N Gw | = pdlm(GW) ‘ker[p] N (GW/G?/V)‘ _ pdll’n(Gw)

En reprenant (IV.3) on en déduit que le degré de I’ensemble étudié est encore minoré

n—dim(Gw )
Card(A) <<E> - 1) AW qog (7). (IV.4)

par

2
Reste & compter le cardinal de A, soit les diviseurs premiers de |Gy /GY,| dans P.

1. Dans le premier cas, d’apres la proposition II.11, ceux-ci sont au plus au nombre

de :
log |Gw /Gy | logdeg(GW) < nlog deg(W)
og(N/2) = log(N/2) = log(N/2)
Ainsi, en utilisant I'inégalité N > 103nlog (deg(W)) et le lemme I1.17 :
103N
Card(A) > N)—m(N/2) — ———
wd(8) > w(V) - 7N/ - o
.10-3
s o N 210N
log N log N
N
> 0,408 .
- 7 logN

De plus, comme N > 103, on a

N n—dim(Gw) 1 N n—dim(Gw)
- _ > _ -
0,408 <2) 1) > O,408><<1 500><2>
n—dim(Gw )
()

En reportant tout ceci dans (IV.4) il vient :

deg | |J [op]'lop] - W | > 0,4

pE[N/2,N]
p premier

N N n—dim(Gw)
<lo—> deg(W).

log N \ 2
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Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme W n’est pas le translaté d’un
sous-tore de G}, son stabilisateur Gy est, d’apres le lemme I1.13, de dimension
au plus dim(W) — 1, d’ou :

N <ZON>n+1dim(W)

d lopl Hlopl - W | > 0,4
eg| |J [op) " [lop) > 045 (5

pE[N/2,N]
p premier

deg(W).

2. Dans le second cas, comme |Gy /G| = 1, on a, d’apres le lemme I1.17 :

Card(A) > n(N) —n(N/2) > 0’2310gN'

N)n—dim(Gw)

De plus, comme ici (5 > 23, en écrivant 0,23 - (1 — %) > 0,22, on

obtient bien la seconde inégalité du lemme.

3 Hypersurfaces de G,

Nous allons montrer dans cette partie le théoreme 1.22, donnant une minoration du mi-
nimum essentiel d’'une hypersurface géométriquement irréductible qui n’est pas le translaté
d’un sous-tore, en fonction de son degré et de la dimension de son stabilisateur. Rappelons

tout d’abord son énoncé.

Théoreme 1.22 Soit V' une hypersurface de G}, géométriquement irréductible de degré w.

n

n ., alors

Si V' n’est pas translaté d’un sous-tore de G

107 (log(nlog w’))ﬂz/("*s*l)
ns ’ (log w’)1+4/(”_5_1)

hV) >
ot W' = max{nw, 16} et s est la dimension du stabilisateur Gy de V.

Nous allons d’abord montrer une version plus faible, dans laquelle on supposera le

stabilisateur connexe.

Théoreme IV.6 Soit V une hypersurface de G}}, géométriquement irréductible de degré
w qui n’est pas translaté d’un sous-tore de GJ.,. Si le stabilisateur Gy de V' est conneze,

alors
3.10712 (log (n log w’))2+2/(”_5_1)

(0 >
Mess(v) = 8w (logw/)1+4/(n—s—1)

ot w' := max{nw, 16} et s = dim(Gy).
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Dans le cas général on peut en fait se ramener au cas ou le stabilisateur Gy de V est

connexe, quitte & perdre un peu sur la constante, via la proposition 2.4! de [AD00a] :

Proposition IV.7 Soient V une hypersurface géométriquement irréductible de G}}, de de-
gré D. Il existe alors une hypersurface Vi de degré < n?D dont le stabilisateur est connexe
et telle que h(Vi) < h(V) et dim Gy, = dim Gy .

DEMONSTRATION - D’apres la théorie des diviseurs élémentaires, il existe des entiers

di|---|d tels que Gy /GY, soit isomorphe &
Z]d\Z x -+ X L] dyZ.

Le lemme 2.3 de [AD00Oa] appliqué a Gy nous donne, pour [ = 1,...,k un élément
&, € ker[d;] de Gy de la forme :

A A
&=1,...,Lw,w " wt)

w; étant une racine primitive dj-ieme de l'unité, tel que leurs images dans Gy / GQ/
engendrent ce dernier. On pourra pour tout /, j imposer dans la suite 0 < \; ; < d;.

Considérons l'isormorphisme ¢ de G}, dans lui-méme défini par

et1) = t
A
o(t2) = 7t
Mo Den
ltppr) = 7" 6"t
Mo Aen
Oltpy2) = 674" by
Mo Aen
o(tn) = Pt

Si F € Q[x] est une équation de V, alors I'hypersurface ¢~ (V) est définie par

Péquation F'(¢(t)) = 0. Par construction, on a :
E=p,. w101, 1=1,...,k (IV.5)

ou le wy se trouve sur la [-ieme coordonnée. Ainsi, si p,; désigne le groupe des racines

d-iemes de 'unité, on a

By X oo X g X {1} < - x {1} C Go1(yy. (IV.6)

'Notons que celle-ci est énoncée dans le cas d’une sous-variété Q-irréductible, néanmoins la démonstration

est la méme dans le cas géométriquement irréductible.
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Cette inclusion montre qu’il existe un polynome H € Q[x] tel que
_ dq dg,
F(o(ty, ... tn)) = H(t, ... 0 by, - tn).

Considérons maintenant 1’application monomiale

Gty otn) = (8 b, )

et posons V; := 1 o p~}(V). En particulier cette hypersurface a pour équation H.
Vérifions que V7 vérifie bien les conclusions de la proposition IV.7. Pour [ =1,..., k,

d’apres (IV.5), on a ¢ o p~1(€,) = 1, on en déduit que le groupe :

Gy, = Gyop-1(v) = oo~ (Gy)

est connexe et de méme dimension que Gy . Calculons ensuite la hauteur normalisée
de V1. Le lemme 2.2 de [ADO00Oa] nous dit que

Ker(s)
ker(y)) N Gy

e (V) =h(V) et h(u(e (V) < A (V).

D’apres (IV.6), nous avons ker(¢)) C Gy, on en déduit donc :

B0 (V) = h(R) < h(V).

Il nous reste a majorer le degré de V. Notons tout d’abord que, par définition de ¢

on 8,22

degtl Z Alj degz (x))

pour [ =1,....k et deg, (F(p(t))) = degml( ) sinon. Par ailleurs, par construction
de H, on a :

deg (H() = 7 deg,, (Fle(t)

pour [ =1,... k et deg; (H(t)) = deg,, (F((p(t))) sinon. Finalement on obtient :
deg(V1) < Zdegtl (H

< Z e, (Fe(v) + > des, (Flp(t)

I=k+1

< Z— ZNJ deg, (1) | + Y der, (F

I=k+1

20n conviendra ici que A\;; = 1.
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Comme pour tout /,j on a A\j; =1 et A;; < d; on en déduit

deg(Vh) < Z

j=l+1 I=k+1
n min{k,j—1}

(dll degxl Z deg$ + Z degajl(F
i _1_2 Z deg, (F) + Z deg,, (F

A
M=
S

CD
§Q

=1 j=1 I=k+1
k n
1
< E%—l—l) deg,, (F) + (k+1) Z deg,, (F)
=1 l=k+1
< (142+--+k+(n—k)(k+1))deg(V)
<

(k+1) (n - g) < n?deg(V).

Nous pouvons maintenant montrer le théoreme 1.22 a partir du théoreme IV.6

DEMONSTRATION - Considérons I’hypersurface irréductible V; donnée par la propo-

sition IV.7. Son stabilisateur est connexe et w; := deg(V7) < n’w de plus
(Vi) <h(V) et dimGy, = dimGy.
En lui appliquant le théoreme IV.6 nous obtenons :

3.107'2 (log (nlog w’l))2+2/(”_5_1)
ndwy (log w/1)1+4/(nfsfl) ’

,aess(‘/l) >

ol, naturellement, wj = max{nwi, 16}. Remarquons que, comme w’ = max{nw, 16},
on a w) < (w')? et done, en utilisant Vinégalité h(V) > h(V1) > wifiess(V1), il vient :

WV 3.10712 (log (nlogw}))* %/ (=s=1) S 3.107'2 (log (nlogw’))**?/(n=s=1
) = ns (log | )1+4/(n=s-1) = 35,8 (log w')1+4/(n=5=1) )
d’ou la conclusion souhaitée. [ |

On s’intéresse désormais a la démonstration du théoréme IV.6.
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3.1 Parametres

Notons que le cas n = 1 est vide ; nous supposerons donc dans la suite n > 2. Rappelons
que s désigne la dimension du stabilisateur Gy de V' et w’ := max{nw, 16}. On pose,

(

n2 N 1(n—s-1)
N = 2 (10002 18"
log (nlogw’)
N1 !
T = |cp—8Y
log (nlogw’)
L = nwT?

ou 'on a noté ¢y :=10(n +1)(n — s — 1).

Fait IV.8 Nous avons
1. 3(n+1)log(L +1) < 0,978N

072 Nn75+1

DEMONSTRATION - Démontrons tout d’abord des inégalités concernant les para-

metres T et N qui nous serons utiles dans la suite. Comme N > 2 et ¢y > 10n nous

1 !/
T> |20 %Y |
log (nlogw’)

avons

il vient alors, en utilisant le Fait (I1.18) avec a = b = 1, I'inégalité :
T > [20e] > 27. (IV.7)

De plus

ansfl _ 2nfsfl .100n (CO logw/)Q
log(nlogw’)
(n logw/)0.01

) (colog w')l'gg

log(n log w’
ainsi, en utilisant (I1.18) avec a = 0.01 et b = 1, on obtient :

N1 > (eglogw’)192. (IV.8)

Finalement
log N < log(200nc?) + 2log(nlogw') ,

or, comme n > 2, w' > 16, et ¢y < 10n% on a :
200nc3 < 2 x 10%n° < 23(log 16)%n° < (nlogw’)® ,

d’out
log N < 10log(nlogw). (IV.9)
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1. Nous avons, puisque log N > nﬁgﬁl log(cplogw’) (d’apres (IV.8)) et T' < ¢oN log /',
I'inégalité :

log L < logw’ 4+ 2log N + 2log(cp logw’)

logN — log N
—_— —_— / —_— —_—
< (n—s—1) logw +2+2(12 s—1)
1,99  log(cologw’) 1,99

< (n—s—1) logw’ +6).
1,99 log(nlogw’)

L’inégalité m > H% valable pour ¢ > logn nous donne alors :

loglL  _ (n—s—1) loguw’
logN — 1,99  log(nloguw’)

log W'

(L+6(1+e"))

IN

5-(n—s—1)—2Y
(n—s )log(nlogw’)

On en déduit

Nlogw'

3
N x — DlogL, < 7.5- 1 —s—1)—
X 2(n—|— ) log < 7,5-(n+1)(n—s )log(nlogw’)

log N

< 0,75(T +1)log N.

Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme 7" > 27 (d’apres (IV.7)) et
L > T2, nous avons % < % et log(L +1) <1.0011log L.

2. On a:

—s+1 -1 n—s—1
0,2 N"=° Y 10 E N2w
2n=s log N log N \ 2

ainsi, comme log N < 10log (nlogw’) (d’apres (IV.9)) :

0,2 Nn*sﬂw _ 10PN ”‘5‘1N2w
2n=s log N log N \ 2
102 log w’)?
s M (oon LB 2,
log(nlogw’) log(nlogw’)
Nlogw' \?
> nw w Z L.
log(nlogw’)
[ |
3.2 Fonction auxiliaire et extrapolation
Raisonnons par ’absurde, supposons
log N
Litess(V) < T2 (IV.10)

10N~
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Remarquons que, comme L + 1 > ndeg(V)T? = nTw(T;V), I'espace vectoriel des poly-

nomes de Q[x] de degré < L nul sur V avec multiplicité au moins T est non réduit a {0}.

log N
10NL>

au plus L, s’annulant sur V() (donc sur V' puisque 6 > fiess(V)) avec multiplicité au moins

En appliquant le corollaire IV.2 a 6 =T on obtient un polynéme F' non nul de degré

L tel que :

h(F) < % <(T +n)log(L+1) + La) + glog(L +1).

d’ot1, puisque L < 10717 :

h(F) < %1 ((T +n)log(L+1) + 10*1T) + g log(L +1).

Par hypothéses, on a L + 1 > nT? > e, ainsi

1,17
h(F)<’4+n

n
S 10g(L+1)+§log(L+1).

Comme T > 10n on obtient finalement :

h(F) < z(n+3)log(L+1). (Iv.11)

N | =

Notons 7™ ’ordre minimal d’annulation de F' sur £-V, ot € parcourt ker[p] et le nombre

premier p parcourt [N/2, N]. D’apres le corollaire IV.4 nous avons :

T*(1+log(L+1)>T

log N
B — h(F) = nlog(L+1) — Ljiess(V)

soit, d’apres (IV.10) et (IV.11)

logN 3

T*(1+1log(L +1)) >0,9T N i(n + 1) log(L +1).

Ainsi, d’apres le fait IV.8-1, on a T > 0, autrement dit, F' est nul £-V, pour tout € € ker[p]
et tout p € [N/2, N| premier.

3.3 Conclusion

Nous avons montré que F' est nul sur £ - V, pour tout € € ker[p| et tout p € [N/2, N]|

premier. Le polynoéme F' étant de degré au plus L nous avons :

L>deg| |J 7'V

pE[N/2,N]
p premier
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Comme Gy est connexe et (N/2)"7° > 23 (ou s = dim Gy ), le point 2 du lemme IV.5 avec

lo = 1 nous donne :
0,22 Nn—stl
L> ———w,
— 2n=s Jog N

contradiction, d’apres le fait IV.8-2. L’hypothese (IV.10) est donc fausse, c’est-a-dire :

logN  log N

; > 7 -
fess(V) 2 TI0NT = 10007 N

log (nlogw’) log N

10nwcplogw’ N2
soit

1 1 (log (nlogw'))?+2/(n=s=1)

e (V) > -
fress(V) 2 40nco(100ncg)?/(m=s=D(n —s—-1) w  (logw’)1+4/(n=s-1)

Il reste a calculer la constante. Comme c¢o = 10(n + 1)(n — s — 1), on peut facilement voir

que le cas le plus défavorable est celui o n — s — 1 = 1 auquel cas :
40nc(100nc2)? =5V (n — s — 1) = 4.10"%03 (n + 1)° < 4 (3/2)° - 10'%0° |

puisque n > 2. D’ou

3.107"% 1 (log (nlog W'))2+2/(n—s=1)
n8 W (logw/)1+4/(nfsfl)

fless(V) 2

4 Hypersurfaces dans G2, et G3,

Nous donnons ici des minorations du minimum essentiel pour des hypersurfaces de
GQ

2 et G3,. Ces résultats sont moins précis que ceux du paragraphe 3, dans la mesure ou

ils ne prennent pas en compte la dimension du stabilisateur de ’hypersurface considérée.
Néanmoins nous obtenons de meilleures constantes dans ces cas particuliers, ce qui nous
sera plus utile, car dans la suite nous ne pourrons pas tirer partie de la dimension du
stabilisateur. Notons de plus que, dans le cas de G2,, nous obtenons un résultat plus précis :
le théoreme de Bézout permet de majorer le cardinal de ’ensemble des points de la courbe

de petite hauteur.

Proposition IV.9 Soit W une courbe géométriquement irréductible de G2, de degré w,

qui ne soit pas un translaté d’un sous-tore. On a alors :

1011 (log log w')* Y
Card {a e W, | (e < 2L _HoloBTL y ygurp _UoBe)
w  (logw')? (loglogw’)*
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ot W' = max{w, 16}. En particulier on a :

1071 (loglog w')*
w  (logw')s

fress(W) =

Proposition IV.10 Soit W une surface de G3, géométriquement irréductible de degré w

qui n’est pas translaté d’un sous-tore de G3,. Alors

3.107!2 (log log w')4
w (logw')®

ﬂess(W) >

ot W' = max{w, 16}.

Le déroulement de la preuve de ces deux résultats est similaire, nous les traiterons donc

ensembles ; seules les constantes changeront.

4.1 Parametres

Soit W une hypersurface de G, (avec n € {2,3}) géométriquement irréductible, de

degré w et notons w := max{w, 16}. On pose, pour n € {2,3} :

1 N2
N = 017( 0g )
log log w’
/
log log W'
L := nwT?

olc; =4.10*sin=3et ¢c; =2,5.10* sin = 2.

Fait IV.11 Nous avons
1. log N > 1,991oglogw’ ;
2. 0,927 N > (1,01 + 30 log(L + 1) ;

3. L<0,125w.

DEMONSTRATION -

1. On utilise ici le fait I1.18 avec a = 102 et b = 1 soit

N > (logw ) x 107%¢ - ¢; > (logw’)M%.
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2. On veut montrer, pour n =2 et 3 :
log N S 1,01 +1,5n
N 0,927
Comme log(L + 1) < 3max{log(nw),log(T + 1)} et T+ 1 < 1,0017, il nous
suffit de montrer que
lo]gVN > Tl—fl max{log(nw),log(T + 1)}.
Remarquons tout d’abord que 'on a, en utilisant le fait I1.18 aveca =b=1:

log(L +1).

/

1
T+1>10N—>2 _ > 10eN > 27N, (IV.12)

loglogw
— Supposons T+ 1 > nw. Comme 9log N > 9logc; > 18log 27, nous avons
27log N > 18log(27N), ainsi
lo;gVN > 18 10g2(72Z7VN)
11 suffit alors de remarquer que, d’apres (IV.12), on a T'+ 1 > 27N, et que la

fonction x — (logx)/x est décroissante sur [e, +-o00].
— Supposons maintenant 7'+ 1 < nw. Comme log N > 1,991loglogw’ (d’apres
le point 1) on a, par choix de T :
log N S log N 10logw’
N — T+ 1loglogw’

log w’

T+1

Comme 27¢; < 27TN < T 4 1 (d’apres (IV.12)) et T+ 1 < nw', on obtient
w' > 2Le; > 310 et donc 1, 1logw’ > log(3w’), d’ott

> 19,9

log N log(3w’
ogN _ glog(Bw)
N T+1
3. On a
9 logew’ \?
L=nwT*<nw|1l0N ———
log log W’
ainsi )
log N 3 logw’ 1
10L 10°nlog N (| —— | —.
N3 S VTR (log logw’ ) N
Notons maintenant que, puisque loglogw’ > 1, on alog N < (2+log ;) loglogw’,
d’on ( )2
log N 3 logw’)” 1
10L < 10°n(2+1 —
wN?3 n(2+log cl)loglogw’N

< 108 2tloea
C1

<1
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4.2 Fonction auxiliaire et extrapolation
Posons Tlos N T
08 <1073,
NL — L
Comme L + 1 > nwT? = nw(T; W)T (puisque W est de codimension 1), le corollaire IV.2

nous donne un polynéme F € Q[x] non nul de degré < L nul sur W () avec multiplicité

6 :=0,08

au moins T et tel que
A(F) < (1,01 + g) log(L + 1).

Notons 7™ I'ordre minimal d’annulation de F' sur & - W(6), ou € parcourt ker[p] et le

nombre premier p parcourt [N/2, N]. D’apres la proposition IV.3 nous avons :

log N
T*(1 +log(L +1)) > T"JgV ~ h(F) —nlog(L +1) — L#
log N
> 0,927 8 <1,01+37”> log(L + 1).

D’apres le point 2 du fait IV.11, cette derniere quantité est strictement positive, donc
T* > 0. Nous avons donc montré que F' s’annule sur & - W (#), pour tout & € ker[p] et tout
premier p de [N/2, N].

4.3 Conclusion

Supposons par I’absurde F' nul sur £ - W, pour tout £ € ker[p] et tout p € [N/2, N]
premier (ce qui est en particulier le cas si 6 > fiess(WW)). Le point 1 du lemme IV.5 appliqué
avec lp = 1 nous dit alors, puisque W n’est pas le translaté d’un sous-tore de G}, et
N > 10%nlogw/,

L>deg(F)>deg| |J [ 'p)-W

pE[N/2,N]
p premier

deg(W)

N <N>n+1dim(W)

A=
log N \ 2

3
> 0,1——
- logNw

ce qui contredit le point 3 du lemme IV.11. Il résulte une minoration du minimum essentiel :

fless(W) > 6.
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De plus, on obtient l'existence d’un premier p € [N/2, N] et d'un & € ker[p] tels que le

polynéme F' soit non nul sur & - W (#). Si n = 2, Bézout nous dit alors

log w')®
Card (W (#)) < deg(F) - deg(€ - W) < Lw < 200c5w (log log ')

Pour terminer les preuves des propositions IV.10 et IV.9, il nous reste a minorer 4. On a :

TlogN  0,08log N
NL  nw TN
0,08 loglogw’ log N

10nw logw’ N2

_ 0,08 loglogw’ [ loglogw’ 21 N
10nw logw’ \ c1(logw’)? ’

9 = 0,08

v

Or, d’apres le point 1 du fait IV.11, on a log N > 1,991loglog w’, d’ou :

0,08-1,99
10nc?

1 (loglogw')4
w (logw')d

0 > X

0’?5;’299 vaut donc 3.107'2 si n = 3 et 107! sinon (car ¢; = 4.10* si n = 3 et
1
c1=2,5.10%sin = 2).

La proposition IV.9 va en fait nous permettre, dans la démonstration du théoreme 1.23,

La constante

de se ramener au cas ou notre courbe C n’est contenu dans aucun translaté de sous tore de

G3,, comme nous Iindique le lemme suivant.

Lemme IV.12 Soient V une surface de G3, de degré w et C C V une courbe géométri-
quement irréductible qui n’appartient a aucun translaté d’un sous-tore contenu dans V. S’il

existe un translaté ¢ - H d’un sous tore H contenant C, alors :

5-107'2 (log log(2 deg(H )w'))*
5

,aess(c) > W (]0g(2 deg(H)w'))

DEMONSTRATION - Comme H est un tore de codimension 1, il existe A = (A1, A2, A3)

dans Z3 tel que ses coordonnées sont premieres entres elles et tel que
H={xeG: |x*=1}.
On peut de plus supposer que A3 = max{|A1], |A2|, |\3]}. Considérons I’application :
p: G, — G

(z1,m2) — (273,293, a7 May ™)
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qui est une paramétrisation de H (non nécessairement injective). Comme C n’est pas
réunion de translatés de sous-tores, ¢ =1 (¢ -lc ) non plus. La proposition IV.9 appliqué
a chaque composante de ce dernier nous dit alors que pour tout 8 € ¢~ 1(¢1-C) sauf

un nombre fini on a

101! (loglogd')*
"2 (e CT ) Gondy

ot d' := max{deg (¢ 1(¢"*-C)),16}.
Les sous-variétés o~ 1(¢71-C) € ¢ (¢ - V) de G2, sont de dimension 1, de plus
90_1(C_1 - V') est définie par un polynéme de degré majoré par

max{|As|, [A\1 + 2|} deg(V) < 2A3w

en particulier deg (cp*l(c -l.¢ )) < 2\3w. Considérons maintenant des éléments o € C

et B€ (¢ C) tels que a = ¢ - ¢(B) ; nous avons
h(e) = h((B)) > h(B1%, 3°) = Ash(B).

On en déduit que pour tout a € C sauf un nombre fini on a

107! (loglog 23w’ )%
2w (log2A3w’)5

h(a) >

Pour conclure, il suffit de remarquer que A3 < deg(H). |

5 Courbe dans G2,

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une minoration de la hauteur d’une

courbe géométriquement irréductible de G3,. Rappelons I’énoncé du théoreme 1.23 :

Théoréme 1.23 Soient V une surface de G2, de degré w et C C 'V une courbe, toutes deus

géométriquement irréductibles. Si V' et C ne sont pas translaté d’un sous-tore, alors

10797 (loglogw’)*!
w (logw?)30

fress(C) >

ot W' = max{16,w}.
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5.1 Parametres

Soit ¢5 := 84 on pose :

logw')7
Ny 1= 51012 UoBe)”
1 “ (loglog w’)*
logw')®
T = |13 8N(7
[ 1 loglog /)7
L = [3Tmin{wT, (deg(C)T)"/}]

\
Notons ici que L + 1 > 3Tw(T’;C). Soit de plus Ny > e tel que :

N2 N TlogN1
log No  8Nj(cslogw’))?’

Fait IV.13 On a les inégalités suivantes :
1. log(L+1) <cslogw;
2. N1/2 > Np > 101 log(L + 1);
3. log N1 > 6,9loglogw’ et log Ny > 5,9loglogw’ ;
3
40,450 (FR2)  deg(C) > L7 .

DEMONSTRATION -

1. Comme L > 13¢8 > 106, on alog(L+1) < 1,001 log L il suffit ainsi de remarquer

que

log L

IN

log(3w/'T?)

IA

logw' + 2(10g(5.1012 -13¢L®) + 151og logw') +log 3
log '
log 16
83,4logw’.

IN

logw’ + (2 log(5.10"2 - 13¢®) + 301og log 16 + log 3)

IN

2. Montrons d’abord l'inégalité N;/2 > N,. Par croissance de la fonction z +—

x/logx sur [e,4o00[, il nous suffit de vérifier I'inégalité

TlogN1 . N2 N1/2
8N1(cs(logw’)?2 — log No ~ log(Ni/2)’

soit

T
F(log N1)? < 42Ny (logw')?.
1
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Notons maintenant que l'on a les inégalités suivantes :

"8
T <138 (logw’)

S CSW et logNp < (10g(5.1012057,) + 7) loglogw'.
Compte tenu du fait que l'on a

logw')7
Ny = 510tz (e lose)”
1 =510 (loglogw’)* ’

2
il suffit donc de vérifier que 13¢8 - (log(5.10126g) + 7) < 5.10%%¢3.

Montrons maintenant la seconde inégalité, comme T > 2 nous avons :

NQ > g (T+ 1) logN1
log No = 3 8Np(log(L+1))%

Par définition de T et comme log(L + 1) < ¢5logw’ on a :

2 (T+1) log Ny < 2 13c8(logw’)®  loglogw’
3 8Ny (log(L+1))2 — 3 8(loglogw)” (c5logw’)?
o (logw')®
vl
(loglogw’)6
I vient ( o
Ny ¢ (logw
Ny > > . IvV.13
>~ log Ny — % (loglogw’)6 ( )

En utilisant le fait I11.18 avec (a,b) = (5,6) et a nouveau la majoration log(L +

1) < ¢slogw’ on obtient :

AN
Ny > c2 (g) - (eslogw’) > 101 log(L +1).

. On veut montrer les minorations

log N7 > 6,9loglogw’ et log Ny > 5,9loglogw’.

On utilise pour cela deux fois le fait I1.18.
— avec (a,b) = (1071,4), on obtient :

10~ 1e

4
Ny > 5.10"2] < ) (logw")*? > (logw')® ;

— avec (a,b) = (1071, 6) dans I'inégalité (IV.13) :

6
10
Ny > < ) - (logw")?? > (logw')>°.
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4. Comme L% < 973 deg(C), il nous suffit ici de montrer :

0,4 NNy o1
943 T3log Ny '

On a
0,4 N{N{ 0,4 T(logN>)? NNy \*
9-43T31og N, ~ 9-8 N '(Tlogj\@)
0,4 T(logNo)? log Ny \*
9.8 N ' (8(05 logw’)Q)

0,4 49T +1 (logNp)*(log No)3
~ 9.8 50 M (c5logw’)®

puisque 1" > 49. En utilisant le point 3 il vient :

0,4 N3N 0,4 13c8(logw’)® 6,9*-5,9% (loglogw’)”

. 1
9-43T31log Ny =~ 9-85  (loglogw’)” (c5logw’)® ~

5.2 Fonction auxiliaire et extrapolation

Comme L + 1 > 3Tw(T;C), le corollaire IV.2 nous donne un polynéme F € Q[x] non

nul de degré < L nul sur C( 1023T) avec multiplicité au moins T tel que

h(F) < 2,511og(L + 1).

Pour j = 1,2 posons P; := {p € [N;/2, N;| premier} et notons 7 I'ordre minimal d’annu-
lation de F' sur 5
107°T

ou p parcourt P et &, 'ensemble ker[p]. Notons que, puisque (1,1,1) € ker[p], nous avons

Ty <T. Posons maintenant
_ TylogN; _ 107°T

0:= <
10N, L L
Nous allons montrer le théoreme 1.23 par ’absurde, aussi nous supposerons dans la suite

le minimum essentiel de C petit, plus précisément :

En particulier C(0) est Zariski-dense dans C, et a fortiori F' est nul sur C.
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Proposition IV.14 Sous l'hypothése (IV.14) sur le minimum essentiel de C, pour tout
(p,q) dans Py x Py et tout (,,&,) € ker[p] x ker[q], le polynéme F' est nul sur §,€,-C. De

plus on a :
Tlogp

T, >0,8——9°P
! plog(L +1)

(IV.15)

DEMONSTRATION - Soient (p,q) € P1 x Py et (€,,€,) € ker[p] x ker[q]. Comme
fless(§p€q * C) = fless(&p - C) = fless(C) < 0,
il suffit de montrer que F' est nul sur {,§,-C (0). D’apres le fait IV.13-2 nous avons :
T <T et Ny/2<qg< Ny <Ni/2<p<N;

ainsi, par décroissance de la fonction z +— log(x)/x, il vient

71 log Ny . [Tlogp Tilogq
L = ————— < min , .
10Ny 10p 10q

(IV.16)

e Notons T, 'ordre minimal d’annulation de F' sur &, - C(0), ou §,, parcourt ker|p|.

La proposition IV.3 nous donne :

lo
Ti,(1+log(L+1)) > T ip

— h(F)—3log(L+1)— L0,

soit avec (IV.16), comme log(L + 1) > 10 et h(F) < 2,511og(L + 1)

1
1,117}, log(L + 1) > 0,97 —2F
P

— 5,51 log(L + 1).
FEn divisant par 1,11 :
log p
Ty plog(L+1) >0, 81T7 —5log(L +1). (IV.17)
D’apres le fait IV.13 (points 1 et 2), on a c5logw’ > log(L + 1) et Ny > 1011, d’ott
Tlogp S T log Ny 8Na

= log w')? > 5001log(L + 1

ce qui montre (IV.15).

e Notons maintenant 75, I'ordre minimal d’annulation de F' sur £,§, - C(f), ou
(&,,&,) parcourt ker[p] x ker[q]. En raisonnant comme précédemment, on obtient une

inégalité similaire a (IV.17) :

11,1
Typqlog(L +1) > 0,81,pT0gq

—5log(L+1)

9 T'logploggq

> 0,8
pqlog(L + 1)

—5log(L +1).
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Il nous suffit ici de montrer que le membre de droite de cette inégalité est > 0 pour

tout (p,q) € P1 X Pa, autrement dit que :
T'log Ny log Ny > 8Ny Ny (log(L + 1))?,

ce qui est bien le cas, par définition de Ny et puisque log(L + 1) < ¢5logw’. |

5.3 Lemme de zéros

Nous ne travaillerons dans la suite qu’avec des ensembles algébriques contenant au
moins un translaté de C par un point de torsion, aussi il nous sera utile d’utiliser la notion
de trace introduite dans [ADO3] :

Dans la suite dans toute union &, £, et &, parcoureront respectivement ker[p], ker[po]

et ker|[q] respectivement.

n
m’

Définition IV.15 Soient Z1 et Zy deux sous-ensembles algébriques de G\, on appelle
trace de Zy relativement a Zo, notée tr(Z1, Zs), la réunion des composantes isolées de Zy

contenant au moins une composante isolée de Zs.

Notons X 'ensemble algébrique de codimension 1 définie par notre fonction auxiliaire
F et

ve=tr [ X, |J | &¢,-C
Iq’gg; £,:&,

Ensuite, pour tout p € P; posons :

Xp=&" X = [p] )X
3

Y, o=tr | X, | | &4, -C

q9€P2 €€,

Enfin, pour tout g € Py posons :
Xpg= (166X = & X, = bd 'pgX
&€, &,
et

Ypq:=tr | Xpg, U £, C
€58,
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ott rappelons-le £, et £, parcourent ker[p] et ker[q] respectivement. Notons les inclusions

suivantes, pour tout (p,q) € P1 X Ps :
CCX,qCX,CX et CCY,qCY,CY. (IV.18)

En effet, comme F’ s’annule sur tous les §,€,,-C, la premiere série d’inclusions est immédiate.

La seconde découle du lemme suivant :

Lemme IV.16 Soient Z1, 71, Zs et Z), des sous-ensembles algébriques de G,

1. On a
Zl - Zi — tI‘(Zl,ZQ) - tI‘(Z{,ZQ) ;

2. si les composantes isolées de Zy et Zy sont de méme dimension :
Zy C Zé — tI‘(Zl,ZQ) - tI‘(Zl,Zé) ;

3. si % est un sous-ensemble fini de G, alors X - tr(Z1, Za) = tr(X - Z1,% - Z3).

m’

Ainsi, comme codim(C) = 2, deux des trois ensembles algébriques Y, Y, et Y}, ; ont méme
codimension ce qui nous permettra de comparer leurs degrés ou leurs hauteurs normalisées.
Notons que le point 3 du lemme I'V.16 nous dit en particulier que les groupes ker[p] et ker[pq]

stabilisent respectivement Y}, et Y}, ,.

Cas ol un Y), est de codimension 2

Comme tous les Y, sont propres et contiennent un translaté de C, il sont tous de
codimension 1 ou 2. Notons P; P'ensemble des premiers de P; pour lesquels 'ensemble
algébrique Y}, est de codimension 1 et supposons ici que |P1| < 0,999 - |Py|. Soit py € Py
tel que codim(Y},) = 2 et considérons un premier ¢ € Py. Comme C C Y, , C Y}, on a en
particulier codim(Y),) = codim(Y}, 4) = codim(C) = 2.

D’apres le point 3 du lemme IV.16, ’ensemble algébrique Y}, , est invariant par trans-

lation par un point de pgg-torsion, ainsi :

U ng’po CC Y})o,q - }/})0'
€4:6p

Ceci étant vrai pour tout ¢ dans P2 on en déduit :

U lpodl M podlC = | | €460 - C € Yo (IV.19)

q€P2 q€P2£,.€p,
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Les ensembles algébriques considérés dans cette inclusion sont de méme dimension, ainsi

nous allons pouvoir comparer leurs degrés.

e Notons F' le produit des facteurs irréductibles de F' s’annulant sur un translaté & »§q°C
de C; autrement dit (F) est I'idéal de définition de Y. L’ensemble algébrique Y), est de
dimension 1 ainsi que toutes ses composantes (car celles-ci contiennent toutes par définition
un translaté de C). Comme dans le paragraphe 5.3 du chapitre III, on peut trouver un

polynéme G premier a F de la forme :

G=) X, F(&, %), X, €Q,
€00

tel que (F, G) soit contenu dans 'idéal de définition de Yj,,. On en déduit alors :

deg(Yy,) < deg(F) deg(G) < (deg(F))* < L.

e Etudions maintenant le membre de gauche de (IV.19). Notons que P; C [IN1/2, Ni]
et Py C [Na/2, No], de plus le fait IV.13-2 nous dit que N;1/2 > Na, en particulier py est
premier & tout nombre premier de [N2/2, No]. Comme Ny > 10 log(L + 1) (fait IV.13-2)
et deg(C) < deg(Y,,) < L?, on obtient

Ny > 3-10%log deg(C).

Pour appliquer le lemme IV.5, il faut se ramener au cas ol pg est premier a |G¢/ Gg |. D’apres
la proposition II.11, le nombre de diviseurs premiers de [N1/2, Nq] divisant |Ge/G2| est

majoré par

log |Ge/GY)| _ 2logdeg(C) _ 4logL
log(N1/2) ~ log(N1/2) ~ log(Ni/2)
Or le fait IV.13-2 nous dit que N7 > 10* log(L + 1), donc
4log L 4-1071 N - _30,41N,
log(N1/2) — log(N1/2) — log Ny

Par hypothese on a |Py \ P1| > 1072 - |Py|, autrement dit le nombre de Y}, de codimension
2 n’est pas trop petit ; de plus d’apres le lemme I1.17, on a |P;]| > 0,41N;/log Ny, puisque
Ni > 41. On peut donc supposer pg premier a |Ge/GY|.

Comme C n’est pas le translaté d’un sous-tore, le point 1 du lemme IV.5 appliqué a

lg = pp nous donne alors :

0.4 No N1No
log No 4

Contradiction, d’apres le fait IV.13-4.

3
) deg(C) < deg(Yyy) < L2,
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Cas ou les Y}, sont de codimension 1

Supposons ici que Pensemble P; des premiers de P; pour lesquels I'ensemble algébrique
Y,, soit de codimension 1 vérifie |P;| > 0,999 x |P1]. Soit p € Py, par définition de la trace,
il existe une composante (irréductible) Z, de X, de codimension 1 (Z, est donc aussi une
composante de X) contenant un translaté £,€, - C de C.

Commencons par une petite réduction du probleme. S'il existe p € P; tel que Zy soit
le translaté £ - H d’un sous-tore H, alors, d’apres le lemme IV.12, nous avons :
5-107'2 (log log(2 deg(H)w'))*

w (log(2 deg(H)w'))?

Comme Z, et X sont de méme dimension, on a deg(H) = deg(Z,) < deg(X) < L, ainsi,

fless(C) > (IV.20)

d’apres le fait IV.13-1 nous avons log(2deg(H)w') < (2 + ¢5)logw’. En reportant ceci
dans (IV.20) on obtient, puisque c¢5 = 84 :
51072 (loglogw’)*
(24 ¢5)°w  (logw’)d
1072 (loglog w')?!
—  w  (logw)3o

fless(C) =

ce qui est la conclusion recherchée. Nous supposerons donc dans la suite qu’aucun des
Z, n’est translaté d’un sous-tore. D’apres le point 3 lemme IV.16, pour tout p € Py,

comme Y}, est stable par translation par un point de p-torsion, on a :

UU& % c Urncx

peP: &p pEPL
pour conclure, nous allons utiliser le lemme V.17 suivant dans lequel on encadre la hauteur
normalisée de ces ensembles algébriques. Ce lemme nous donne :
log(N1/2) (log(L + 1))
4,01 (loglog(L 4 1))*

Comme N;j > 41, le lemme I1.17 nous dit que le nombre de premiers dans [N1/2, Ni| est

Ny
log N1°

log(N1/2)
4,01

|P1| < 5.101!

supérieur a 0,41 en particulier :

108(N1/2) 4 9990, 41N

- |
Pl 2 4,01 log N;

Comme N; > 5102 > 1026, on a 0,999 - %&V{” > 10~L. On déduit alors des deux

inégalités précédentes :
(log(L + 1))7
(loglog(L + 1))*
Or le fait IV.13-1 nous dit que log(L+1) < ¢5logw’, d’olt une contradiction, par définition
de Nl.

Ny < 5.1012
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Lemme IV.17 Soient N, L deux entiers, avec L > 16 et P C [N/2, N| un ensemble de
premiers. Soient F € Q[x] un polynéme non nul de degré au plus L et tel que h(F) <
2,511og(L + 1). Pour tout p € P on considére une hypersurface Z,, géométriquement irré-
ductible qui n’est pas le translaté d’un sous-tore de G3,. Si F' est nul sur &, - Zp, pour tout

p € P et tout point de p-torsion §,, alors :

log N/2
4,01

11 (log(L+1))7
(loglog(L + 1))*

|P| < 5.10

DEMONSTRATION - e Placons-nous dans un premier temps dans le cas le plus défa-
vorable : celui ot pour tout p € P on a ker[p] C G z,- Dans ce cas, si X désigne le

lieu des zéros de F', on a :
U 'wz=UJUs 2= 2 cx
peP peEP &, pEP

Notons (', ..., s les classes d’équivalence pour la relation dans P :
p~p = Z,=2Zy

et pour tout j € {1,...,s} fixons un premier p; de C;. Nous allons voir que dans ce
cas le nombre s de classes est grand. Plus précisément, il existe un élément jo dans
{1,...,s} tel que

SCial = P

D’apres le lemme I1.13, pour tout p on a dim Gz, < dim Z, = 2 puisque Z, n’est pas

le translaté d’un sous-tore. De plus, le point 3 du lemme I1.14 nous donne :
P’ = |ker[p]| = |ker[p] N Gy, | = p™™ % [Gy, : GY |

et donc p?, et a fortiori le produit HPECjO p?, divisent [G Z, " G%p]. On en déduit, via

la proposition II.11 :

.0 .
log[GijO .Gzpjo] _ (dim Zp;, + 1)logdeg(ijO) - 3log L

| < .
il = 2log(N/2) 2log(N/2) ~ 2log(N/2)
Ainsi
p|2los(N/2)
— '3 logL

On en déduit :

V
»
z
=]
i>
<
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Ainsi

2 log(N/2) min h(Z,). (IV.21)

E(X)2|p|§ logL pepP

e Supposons maintenant qu’il existe un premier p de P tel que ker[p] ¢ G Z,, €N
particulier
ker[p] NGz, | < p*.

En utilisant le lemme I1.14 on en déduit :
7 7 -1 P3 2 2 N
MX) > h([p) P Zp) = mh(zp) > ph(Zp) =
ce qui implique l'inégalité (IV.21).
e Nous avons montré a ce stade que I'inégalité (IV.21) était toujours satisfaite. Re-
marquons maintenant qu’aucun des Z, n’étant le translaté d’un sous-tore, la propo-

sition IV.10 nous donne, puisque deg(Z,) < deg(X) < L :

On obtient alors, en utilisant 'inégalité (IV.21) :

(loglog L)*

h(X) > 21072 log(N/2)|P| - (log L)°

(IV.22)

e Rappelons que de fagon générale, si X est un ensemble algébrique défini par un
polynéme F' (donc équidimensionnel), a coefficients dans un corps k, alors sa hauteur
normalisée vérifie :

M) = :1@]

D [k s Qullog My (F)

VEMy

ou M,(F) = max{| coeff (F')|,} si v est ultramétrique et M,(F) = M(cF) si v|oco est
associé au plongement o. D’apres 'inégalité de Landau (propriété 11.20), nous avons

dans ce dernier cas :
log My(F) =log M(cF) < hy(F) + %log (deg(cF))

ou, hy(F) := max{| coeff (F')|3} pour toute place ¢ de k. On en déduit

3
v;\/[k[kv : @v]hv(F) + m Z[kﬁv : Qv] IOgL

M < g

v|oo

< h(F)+ ;logL

IN

4,01log(L +1).
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En reprenant l'inégalité (IV.22) on obtient :

log(N/2)
4,01

(log(L + 1))7
(loglog(L + 1))*

|P| < 5.101!

5.4 Conclusion

Dans tous les cas nous sommes arrivé a une contradiction ; 'hypothese (IV.14) est donc

fausse, autrement dit :
fiess(C) > .

Pour conlure la démonstration du théoreme 1.23, il nous reste & minorer 6. En utilisant la
formule (IV.15) de la proposition IV.14 on obtient :

0,8T10gN1 logN1
N 10g(L—|—1) 10N L

0,8(log N1)? 1
30w’'log(L+1) TN2?

Comme log(L + 1) < cslog(w’) et log(N1) > 6,9loglogw’ (Fait IV.13 points 1 et 3) il

vient :
0,8-(6,9loglogw’)?  (loglogw’)? 1
300’ (c5 log w') 138 (logw’)® N}
0,8-6,92 1 (loglogw’ ? (loglog w')* 3
30cs5 - (13¢) o’ log w’ 5.1012(¢5 log W)™

10797 (loglog w')?*
— W' (log u}/)30

6 Petits points d’une surface

On s’intéresse maintenant aux petits points d’une surface V' géométriquement irré-
ductible. Comme on a pu le constater dans l'introduction, si 'on souhaite obtenir une
minoration quasi-optimale pour la hauteur des points de V', alors on obtient dans le cas
de GI', quasiment aucune information quand au nombre (ou plus généralement la somme
des degrés) de translatés de sous-tores contenant les petits points. Dans le cas de G2,, on

arrive toutefois a obtenir quelques résultats. Rappelons I’énoncé du théoreme 1.24.
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Théoréme 1.24 Soient V une surface de G3, géométriquement irréductible de degré w,
qui n’est pas le translaté d’un sous-tore.

Alors il existe un nombre fini de translatés de sous-tores By, ..., B de V tels que, pour
tout a € V\ By U---U By, on ait

—97 N2t
h(a) > 10 ~ (loglogw’)
w (log w)30

De plus, si Bi,...,Bpy sont de dimension 1 et Byyy1, ..., By de dimension 0 on a :

Z deg(B;) < 2- 1002 (log )2
i=1

Notons
10797 (loglog ')
=

w  (logw’)30

D’apres la proposition IV.10, nous avons v < fiess(V'), en particulier, puisque V' est géo-
métriquement irréductible, 'adhérence de Zariski de V() (I’ensemble des points de V' de
hauteur majorée par v) est de dimension 1, écrivons sa décomposition en composantes
irréductibles :

V) " =BiU---UB,.

La premiere partie de I’énoncé est alors une reformulation du théoreme 1.23 : ce dernier
nous dit que les B; sont des translatés de sous-tores (propres) de G3,. On peut supposer
qu’il existe un entier 1 < m <t tel que Bpy11, ..., B; soient de dimension 0 et By,..., By
soient de dimension 1; dans la suite on ne s’intéressera qu’a ces derniers translatés de

sous-tores.

6.1 Parametres, extrapolation

Notre choix de parametres est proche de celui du paragraphe 4 dans le cas n = 3 :

' (loglog w’)*
/
log log w’
L = 3wT?

Fait IV.18 On a les inégalités suivantes :
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1. 0,92Tlog N > 5,51N log(L + 1) ;
12_(log(L+1)" .
2 NV 25 10 oy log T 1y

10737 1 TlogN
S T 21w Nt 7

DEMONSTRATION -

1. Le premier point se traite exactement comme le point 2 du fait IV.11 : notre

parametre N est simplement plus grand qu’au paragraphe 4.

2. Comme log(L + 1) < 3max{log(3w),log(T + 1)} nous séparons notre étude en
deux cas.

— Danslecasou T + 1> 3w, nous avons T+ 1 < 2T < N8/77 et

7 . 7 7
5. 1012 (log(L +1)) <5.1012 <3 8> : (log V) <N,

(loglog(L 4 1))4 7 loglog N)4

car, d’aprés le fait I1.18 avec (a,b) = (7,4), on a N > 6- 1023 (%)4.

— Dans le cas contraire, nous avons log(L + 1) < 3log(3w’) < 6logw’, ainsi :

5.102 (log(L +1))" <5.10'2. 67 (logw')" <N
(loglog(L +1))* — (loglog w’)4 '
3. On a
1073T o 1 TlogN _ logN 1
L =~ 108 NL  3-10°%w NT
1 1 loglogw’
> =R = Rl
— 3:-10%w N? logw'
10797 (loglogw)?!
w  (logw)30
|
Comme @ > 7 (fait IV.18-3), le corollaire IV.2 nous donne un polynéme F € Q[x]

non nul de degré < L nul sur V () avec multiplicité au moins T tel que

h(F) <2,51log(L + 1),

—Za

en particulier le polynéme F est nul sur V(7)"" 2 Ui~ B; avec multiplicité au moins 7.
Notons X ’ensemble algébrique défini par notre fonction auxiliaire F'. On peut supposer
que Byy1, ..., By sont les seuls B; inclus dans un translaté d’un sous-tore H; de codimen-

sion 1 contenu dans X . Pour tout i dans {r+1,...,m}, on al'inclusion B; C H;NV C XNV.
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Ainsi par Bézout on obtient, puisque V n’est pas le translaté d’un sous-tore de G3, :

deg( G Bi> < deg< O Hmv>

i=r+1 i=r 41 (IV.23)

< deg(V)deg(X) <wL.

Nous nous ramenons ainsi au cas ou aucun des B; n’est inclus dans un translaté d’'un

sous-tore contenu dans X de codimension 1. Posons

Soit P l’ensemble des nombres premiers contenus dans [N/2, N]. Notons 77 'ordre
minimal d’annulation de F sur &,,-V (), ot p parcourt P et £, parcourt ker[p]. Remarquons

de nouveau que, puisque (1,1,1) € ker[p], nous avons 71 < T.

Proposition IV.19 Pour tout p dans P et tout §, € ker[p|, le polynome F est nul sur
£, -C.

DEMONSTRATION - Soient p € P et &, € ker[p]. D’aprés le point 3 du fait IV.18, et

comme N/2 < p < N, la décroissance de la fonction = — log(z)/z nous donne

Tlog N Tlogp
< . V.24
NI <0,08 oL (IV.24)

7 <0,08
Notons T} I'ordre minimal d’annulation de F' sur £, - V(v), ou §, parcourt ker|p|.
La proposition IV.3 nous donne :

logp
p

Tip(1+1log(L+1))>T — h(F)—3log(L+1) — Ly

soit avec (IV.24), comme h(F) < 2,511log(L + 1)

1
Ty (1 +log(L + 1)) > 0, 92T% — 5,51 log(L + 1).

En utilisant le fait IV.18, on déduit que 7% , > 0, et a fortiori ' s’annule sur &,V ().

—— Zar
Pour conclure, il suffit de remarquer que §,-C C §, -V (v) ™ [
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6.2 Lemme de zéros

99

Rappelons que X désigne I’ensemble algébrique défini par notre fonction auxiliaire F'.

Pour tout p € P, posons :

X,= (] &'X

&, Eker[p]

et
v=tu|X )] U &C
pEP &, €ker|p]

Ensuite, pour tout p € P posons :

Y, =tr | X,, U §,-C
¢, cker[p]

Notons, comme page 90, les inclusions suivantes, pour tout p € P :

CcX,CX et CCY,CY.

Pour majorer le degré de C, nous allons montrer que I'un des Y, est, comme C, de codi-

mension 2, auquel cas le théoreme de Bézout nous permettra de conclure.

Cas ou tous les Y, sont de codimension 1

Dans ce cas pour tout p € P, il existe une composante Z, de codimension 1 de Y, et

ip € {1,...,7} tels que Z, contienne un translaté &, - B;, de B;,. Par hypothese aucun

des B; n’est inclus dans le translaté d’un sous-tore de X de codimension 1. En

particulier, comme Z, C X, aucun des Z, n’est le translaté d’un sous-tore de G3,.

D’apres le lemme IV.16, comme Y, est stable par translation par un point de p-torsion,

on a :

U U ¢ 2clncx

PEP €, €kerp] pEP
Le lemme IV.17 nous donne :

log N/2
4,01

11 (log(L+1))7
(loglog(L + 1))

|P| < 5.10

Comme N > 1025, en utilisant le méme argument que celui qui précede le lemme IV.17, on

obtient :
(log(L + 1))7

N L1012
<510 (loglog(L +1))*
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contradiction, par définition de N. Il existe donc un premier p dans [N/2, N] tel que Y,

soit de codimension 2.

Cas oul I'un de V), est de codimension 2

Supposons ici qu'il existe pg € P tel que codim(Y,,) = 2. Notons F le produit des
facteurs irréductibles de F' s’annulant sur au moins une composante d’un translaté §,,-C de C
(i.e. sur un des &-B;) ; autrement dit (F) est 1'idéal de définition de Y. L ensemble algébrique
Yy, est de codimension 2 ainsi que toutes ses composantes (car celles-ci contiennent toutes
par définition une composante d’un translaté de C). En particulier il existe un polynéme
G premier a F' de la forme :

G= Y XF(¢-x)

&cker[po]

tel que (F,G) soit inclu dans 1'idéal de définition de Yj,,. Comme C C Y, on en déduit

alors :
Zdeg(Bi) = deg(C) < deg(Yy,) < deg(F)deg(G) < (deg(F))? < L2 (IV.25)
i=1

Conclusion

En reprenant les majorations (IV.23) et (IV.25) on a donc :

. (log w')32
Zdeg(B@-) <wL+ L? <1007 < 10(6 - 10*) w? ——=——— |
i—1 (loglog w’)

d’ou le résultat souhaité.
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