N

N

Les fluctuations quantiques dans ’interaction d’un
systéme non-linéaire avec un réservoir harmonique
Jean-Michel Courty

» To cite this version:

Jean-Michel Courty. Les fluctuations quantiques dans 'interaction d’un systéme non-linéaire avec un
réservoir harmonique. Physique Atomique [physics.atom-ph]. Université Pierre et Marie Curie - Paris
VI, 1990. Francais. NNT: . tel-00011868

HAL Id: tel-00011868
https://theses.hal.science/tel-00011868
Submitted on 9 Mar 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00011868
https://hal.archives-ouvertes.fr

DEPARTEMENT DE PHYSIQUE
DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

THESE

présentée pour obtenir

le titre de Docteur de 1’Université Paris VI

spécialité: physique quantique

LES FLUCTUATIONS QUANTIQUES DANS L’ INTERACTION
D’UN SYSTEME NON LINEAIRE AVEC UN RESERVOIR HARMONIQUE

par Jean-Michel COURTY

Soutenue le 5 avril 1990 devant le jury composé de:

MM. S.HAROCHE (président)
C. COHEN-TANNOUDII (rapporteur)
M. DUCLOY (rapporteur)
D. ESTEVE '
P. GRANGIER A
S. REYNAUD (directeur)



THESE

présentée pour obtenir

le titre de Docteur de 1’Université Paris VI

LES FLUCTUATIONS QUANTIQUES DANS L’ INTERACTION

D’UN SYSTEME NON LINEAIRE AVEC UN RESERVOIR HARMONIQUE

par Jean-Michel COURTY

Soutenue le 5 avril 1990 devant le jury composé de:

Mr S. HAROCHE (président)

Mr C. COHEN-TANNOUDIJI (rapporteur)
Mr M. DUCLOY (rapporteur)

Mr D. ESTEVE

Mr P. GRANGIER

Mr S. REYNAUD (directeur)



Il est terrible [e petit bruit...

J. Prévert (Paroles)



Ce travail a ét€ réalisé au laboratoire de spectroscopie hertzienne de I’E.N.S.. Je remercie
Jacques DUPONT-ROC de m’y avoir accueilli.

Serge REYNAUD a assuré la direction de cette thése. Ce travail doit beaucoup a sa
profonde compréhension de la physique et surtout a 1’originalité de son approche. Par son
enthousiasme communicatif et son attention constante il a su m’initier de mani¢re stimulante
aux différents aspects du travail de chercheur. Je tiens a lui exprimer ici toute ma gratitude.

J’ai bénéficié des conseils de Claude COHEN-TANNOUDIJI qui a suivi ce travail depuis
le début. Sa grande expérience et son intuition physique ont rendu passionnantes et trés
enrichissantes les discussions que nous avons eues. Je 1’en remercie vivement.

Le groupe des "squeezeurs" m’a permis de réaliser ce travail dans des conditions
exceptionnelles. Je tient particulierement 2 remercier Antoine HEIDMANN qui a répondu
avec compétence et gentillesse & mes questions pendant toute la durée de ma thése et dont les
remarques se sont toujours avérées judicieuses. Je tient aussi 4 exprimer toute ma
reconnaissance a Claude FABRE et Elisabeth GIACOBINO dont les conseils avisés m’ont

beaucoup aidé.

Je remercie S. HAROCHE, M. DUCLOY, D. ESTEVE et P. GRANGIER pour I’intérét
qu’ils ont manifesté pour ce travail en acceptant de faire partie du jury.

Je souhaite enfin exprimer toute ma reconnaissance a Mlle GUILLAUME, Mme EMO,
Mlle LEFEVRE et Mlle GAZAN qui avec une grande gentillesse et une grande efficacité se
sont chargées de la frappe et du tirage de ce mémoire.



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION 9
I ETUDE GENERALE DU COUPLAGE AVEC UN RESERVOIR HARMONIQUE 14
LA Présentation du Hamiltonien modéle 17
LA.1 Introduction: particule couplée & une collection discréte d’oscillateurs harmoniques 17

1.A.2 Le modele définitif 20

I.A.3 Présentation de fonctions caractérisant le réservoir 22

LB Equations de Heisenberg, équations de Langevin 25
LB.1 Equations de Langevin retardées 25

L.B.2 Equations de Langevin avancées 28

LB.3 Le spectre normal 31

LC Relations du modéle étudié avec des situations expérimentales 32
I.C.1 Electrodynamique 32

I.C.2 Electronique 41

LD Un modéle de cavité 60
L.D.1 Modele avec propagation de champs 60

I.D.2 Modtle du réservoir harmonique 68

L.D.3 Comparaison des modeles: discussion physique 71

L.D.4 L’approximation d’une cavité 3 un mode 73

II LE SYSTEME A DEUX NIVEAUX COUPLE A UN RESERVOIR HARMONIQUE 88
IILA La relaxation du spin fictif 90
ILA.1 Le moddle du spin fictif ' 90

II.A.2 Etude d’un modele classique 95

ILB La relaxation de I’atome habillé 105
II.B.1 L’atome habillé 105

I1.B.2 Relaxation de I’atome habillé | 111

I1.C Le calcul des spectres 119
II.C.1 Le cas oi1 le réservoir est vide 119

I.C.2 Le cas oii le réservoir est non vide 126

II.C.3 Le calcul des fonctions de corrélation atomiques 132

II.D Atome en cavité (réservoir vide tricolore) 138

/ I.D.1 Etude de la relaxation 138

I1.D.2 Etude des spectres 142



ILE Atome en champ comprimé

ILE.1 Relaxation de I’atome habillé en champ comprimé

IL.E.2 Relaxation du spin fictif en champ comprimé: interprétation géométrique

I1.LE.3 Le spectre de fluorescence

III PRESENTATION DU FORMALISME GENERAL

IIILA Les outils
III.A.1 Espace de Liouville
III.LA.2 Evolution - propagateurs - résolvante
IIILA.3 Projecteurs

III.B Le modetle choisi: hypothéses et propriétés
1I1.B.1 Le modele et les hypotheses
II1I.B.2 Construction et propriétés des projecteurs
II1.B.3 Discussion des hypotheses

III.C La relaxation du systéme non linéaire
II.C.1 L’évolution réduite
OI.C.2 Le théor¢me de régression quantique
III.C.3 Résultats sous forme tensorielle

LD Le traitement des fluctuations
II.D.1 Equations de Langevin - Forces de Langevin
HI.D.2 Laréponse linéaire généralisée

OLE 'Discussion des approximations

APPENDICES
A; Propriétés des états comprimés

B; Oscillateur harmonique couplé & un réservoir harmonique

REFERENCES

149
149
167

171
173
173
179
180
183
183
184
186
188
188
193
196
199
199
202
204

76
79

208



INTRODUCTION

L’étude d’un systéme non linéaire excité loin de ’équilibre et couplé & un réservoir harmonique a donné
lieu a de trés nombreux travaux depuis une dizaine d’années. Il permet en effet de se poser d’intéressantes
questions. Quelle est P'influence des fluctuations quantiques du réservoir sur le comportement du systéme
non linéaire? Comment ces fluctuations sont-elles modifiées par I'interaction du réservoir avec le systéme
non linéaire? Ces problémes ont été abordés dans de nombreux domaines de recherche. Nous en donnons
maintenant quelques exemples afin de définir le contexte dans lequel se place ce travail de thése.

Un premier type de travaux est regroupé sous le nom d’électrodynamique quantique en cavité. Le
systéme considéré est un atome couplé au rayonnement électromagnétique. Lorsqu’un atome se trouve dans
Pespace libre, ce couplage donne naissance au phénoméne d’émission spontanée. L’utilisation d’une cavité
permet de changer de maniére importante la densité spectrale du couplage entre ’atome et le champ, ce qui
entraine une profonde modification de son comportement. En effet, le taux d’émission spontanée, donné par
la régle d’or de Fermi, est proportionnel & la densité de modes du champ électromagnétique & la fréquence
de la transition considérée. Dans une cavité, cette densité de modes est augmentée pour les fréquences
résonnantes alors qu’elle est diminuée pour les fréquences non résonnantes.

Il est, par exemple, possible d’inhiber ou d’augmenter le taux d’émission spontanée d’un atome de
Rydberg en plagant celui-ci dans une cavité micro-onde {1]. Ce phénoméne est un cas particulier du probléme
général de la relaxation d’un systéme dans un bruit coloré (appelé ainsi par opposition au bruit blanc
indépendant de la fréquence).

Une seconde catégorie d’études est consacrée 4 1’étude de ’influence de la dissipation sur les systémes
quantiques macroscopiques. L’un des objectifs de ces travaux est de comprendre comment ’apparition du
comportement classique d’un systéme est reliée & la dissipation due & son couplage avec I’environnement. Le
systéme privilégié pour Pétude expérimentale de ce systéme est constitué d’une jonction Josephson couplée
a une ligne dissipative. Placée dans certaines conditions, une jonction Josephson a en effet la particularité
de constituer un systéme quantique macroscopique: les grandeurs la caractérisant (tension, intensité, taille
du systéme, etc. ) sont macroscopiques et cependant 'utilisation de la mécanique quantique est nécessaire
pour comprendre son comportement. Il présente en effet une structure discréte de niveaux d’énergie dont
les fréquences de transition se trouvent dans le domaine des micro-ondes.

On peut d’autre part observer sur ce systéme le phénoméne d’effet tunnel ainsi que I’influence de la
dissipation sur cet effet, en particulier lorsque la densité spectrale du couplage dépend de la fréquence [2,3).

Un autre type de travaux a porté sur I’étude d’un atome soumis & un rayonnement monochromatique
intense. Le premier phénoméne a expliquer est la structure du spectre de la lumiére diffusée. Celui-ci se
présente sous la forme d’un triplet composé d’une raie centrée sur la fréquence du champ excitateur et de
deux raies latérales placées de part et d’autre de la raie centrale [4,5]. La méthode de I’atome habillé permet
de comprendre simplement ce spectre. Le principe consiste & considérer comme systéme non linéaire non
plus le seul atome mais I’atome couplé au mode pompe du champ électromagnétique. Les fréquences de
Bohr de ce systéme sont au nombre de trois et correspondent aux fréquences des différentes raies du triplet
de fluorescence [6].

Ce systéme permet aussi de s’intéresser aux propriétés non classiques du rayonnement électromagnétique.
La statistique du rayonnement de fluorescence présente en effet de telles propriétés: 1’exemple le plus connu
est le dégroupement de photons que nous discutons maintenant.

Un des moyens d’étude des propriétés statistiques du rayonnement consiste a mesurer les délais séparant
les arrivées des photons arrivant sur un détecteur. Lorsque le rayonnement est dans un état cohérent comme
par exemple pour un faisceau laser, on constate que les arrivées des photons ne sont pas corrélées. Lorsque le
rayonnement est bruité, comme c’est le cas pour un rayonnement thermique, les photons ont tendance a se
“grouper” (bunching): I’histogramme des délais présente un maximum pour les temps courts. Il est possible
de rendre compte de cette propriétés par un modéle classique de champ (7).

Par contre, la lumiére de fluorescence d’un atome unique excité par une onde laser présente un effet de
dégroupement (antibunching) [8]. L’histogramme des délais présente un minimum pour les temps courts.
Autrement dit, aprés la détection d’un photon, il faut attendre un temps minimum avant ’arrivée du
suivant. Ce phénomeéne ne peut pas étre expliqué par un modéle classique de champ et I’on parle donc de
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propriété “non classique” du rayonnement électromagnétique. Cette propriété peut s’interpréter simplement.
Immédiatement aprés I’émission d’un photon, I’atome se trouve dans I’état fondamental et il y reste pendant
un certain temps. Il n’est pas capable durant ce temps d’émettre d’autre photons.

Une autre propriété non classique a été trés étudiée ces derniéres années, la compression des fluctuations
quantiques. Lorsque 'on décrit le rayonnement a 1’aide de I’électrodynamique quantique, les deux quadra-
tures de 'amplitude du champ sont des variables conjuguées. Il existe entre elles une inégalité de Heisenberg
stipulant que le produit de leurs variances est dupérieur & une certaine valeur. Dans le vide ou les états
cohérents du champ, ces deux variances sont égales. Lors de toute mesure d’une composante du champ, il
existe donc¢ un bruit minimum d’origine fondamentale. Il est cependant possible de contourner le probléme,
car l'inégalité de Heisenberg fait intervenir le produit des variances. Rien n’empéche donc de réduire les
fluctuations d’une variance tant que I’on augmente ’autre afin de garder le produit constant. Lorsque I’on
fera une mesure sur la quadrature comprimée le bruit sera réduit [9,10,11,12].

Ces états comprimés sont obtenus par linteraction du champ électromagnétique avec un milieu non
linéaire. Un progrés marquant de ces derniéres années a été I’obtention expérimentale de compressions
importantes (60 % a 70 % de réduction de bruit) [13,14]. Les milieux non linéaires sont des cristaux non
linéaires ou des milieux atomiques. Il faut noter que le rayonnement produit par la fluorescence de résonance
que nous avons déja évoquée est comprimée [15,16).

Nous venons de voir qu’il est maintenant possible de produire du rayonnement comprimé. Un tel rayon-
nement posséde des propriétés statistiques trés différentes de celles du vide ou des rayonnements classiques
(états cohérents, états thermiques). Des études théoriques ont montré que la relaxation d’un systéme a deux
niveaux peut étre fortement modifiée lorsque celui-ci est soumis & un rayonnement comprimé plutét qu’au
rayonnement du vide. Lorsque I’atome n’est pas excité, le taux de relaxation d’une des cohérences est réduit
proportionnellement a la réduction des fluctuations. Lorsqu’il est excité par un champ monochromatique
intense, la largeur de la raie centrale du spectre de fluorescence est réduite lorsque le champ excitateur est
résonnant avec la fréquence de la transition atomique considérée [17,18,19]. Ces effets n’ont pas encore été
observés expérimentalement.

Le comportement de ’atome est modifié lorsque celui-ci est placé dans une cavité. Des modifications
des largeurs et des poids des raies du spectre de fluorescence lorsqu’un atome est placé en cavité ont été
observées [20-23]. Ce phénomeéne s’explique & Vaide de la méthode de 1’atome habillé. Les trois taux de
transition entre les différents niveaux sont modifiés de maniére différente par la cavité car ils correspondent
a des fréquences de Bohr différentes. Ceci explique d’une part la modification des largeurs et d’autre part la
modification des poids relatifs des raies [24].

Le dernier théme que nous abordons est celui de la mesure en mécanique quantique. Depuis quelques
années, ce probléme a été largement renouvelé. Par exemple le concept de mesures ” quantiques non déstruc-
tives” est apparu. Ce concept nouveau consiste & considérer action de mesure comme le résultat du couplage
du systéme mesuré avec un systéme mesureur [25-30]. Ce couplage fait apparaitre des corrélations entre les
deux systémes, corrélations qui sont utilisées pour obtenir de I'information sur le systéme mesuré a partir de
I’évolution du systéme mesureur. On peut alors se poser la question de la qualité de I’opération de mesure
en étudiant les deux caractéristiquues suivantes: la mesure est elle effectivement une mesure de Pobservable
recherchée? le couplage avec ’appareil mesureur perturbe-t-il ’évolution du systéme mesuré, et, si oui, cette
perturbation est elle inévitable?

Le probleme devient encore plus intéressant lorsque I’on introduit un réservoir dans ’appareil de mesure
[31,32]. En effet,ce réservoir fait apparaitre des phénoménes de relaxation. Il est alors crucial de comprendre
comment cette relaxation modifie le comportement du systéme observé ainsi que I’apparition des corrélations
entre celui-ci et les fluctuations du signal.

Apreés ce survol du domaine de recherche, nous pouvons maintenant définir le probléme général auquel
est consacré ce travail. Il s’agit de Pétude d’un systéme non linéaire couplé & un réservoir harmonique.
Le spectre de couplage entre le systéme et le réservoir est a priori quelconque, ce qui permet de traiter
les systémes en cavité. De méme les fluctuations initiales du réservoir sont quelconques, c’est-a-dire qu’elles
peuvent étre non classiques, en particulier comprimées et colorées (le spectre qui les caractérise peut dépendre
de la fréquence).
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Notre objectif est & priori d’étre capable de calculer a la fois la relaxation du systéme non linéaire,
les fluctuations du systéme non linéaire, les corrélations entre ces fluctuations et celles du réservoir et la
modification des fluctuations du réservoir.

Le théme principal de ce travail est d’essayer de mettre en place un traitement théorique englobant ces
différents aspects du probléme. En effet, comme nous allons le voir maintenant, les méthodes utilisées dans
ce domaine lorsque nous avons commencé ce travail étaient trés diverses et peu compatibles entre elles.

En ce qui concerne I’évolution du systéme non linéaire, les méthodes d’étude utilisées se divisent en
deux groupes.

Le premier type d’approche utilise la théorie de la relaxation. L’état du systéme et du réservoir sont
décrits par des matrices densité. Une approche perturbative de ’interaction permet d’étudier I’évolution
de la matrice densité réduite du systéme non linéaire. C’est ce type d’approche qui permet par exemple
d’obtenir les équations de Bloch optiques [33,34]. Dans la grande majorité de ces travaux, le réservoir est
initialement vide ou dans un état thermique.

Ces travaux ont permis en particulier d’étudier la fluorescence de résonance [4,6]. Les fonctions de
corrélation du champ sont reliées & celles du dipdle atomique. Bien que la théorie de la relaxation ne donne
que I’évolution des valeurs moyennes des opérateurs atomiques, il est possible d’étudier les fonctions de
corrélation atomiques en utilisant le théoréme de régression quantique {35).

Le second type d’approche, utilisé principalement pour ’étude de la dissipation quantique sur les sys-
témes macroscopiques, utilise le formalisme des intégrales fonctionnelles [36]. Des résultats trés intéressants
ont par exemple été obtenus sur I'influence de la dissipation dans I’effet tunnel [37,38] ; dans ces travaux, le
réservoir était initialement vide. Ces travaux utilisent une approche perturbative consistant & considérer les
fluctuations autour d’une trajectoire classique. Il est ainsi extrémement difficile de les utiliser lorsque 1’on
ne dispose pas de description classique du systéme non linéaire comme par exemple pour un systéme a deux
niveaux. Le probléme est encore plus délicat si le réservoir est comprimé.

Le second probléme est celui des fluctuations du systéme non linéaire. Les différents travaux sur ce sujet
ont parlé sur la réponse du systéme non linéaire 4 une fluctuation extérieure classique. La méthode d’étude
utilisée est la théorie de la réponse linéaire [39]. Dans ce cas la relaxation du systéme non linéaire est due a
son interaction avec le réservoir et la source de fluctuation est classique et extérieure. Cette méthode n’est
donc pas directement utilisable pour le probléme que nous avons posé car nous désirons connaitre la réponse
du systéme non linéaire & des fluctuations quantiques provenant du réservoir qui le fait relaxer.

Nous allons nous étendre plus longuement sur le probléme de la modification des fluctuations du réservoir
et en particulier sur la génération de rayonnement non classique.

La compression du rayonnement par un milieu non résonnant est maintenant bien comprise grace 3
une approche semi classique. La transformation de Wigner est utilisée ici afin d’obtenir une distribution de
quasi probabilité décrivant les fluctuations du champ. La méthode consiste a étudier la modification de cette
distribution de quasi probabilité lors des différentes interactions. Cette méthode permet d’interpréter quan-
titativement de maniére trés satisfaisante les résultats des expériences produisant du rayonnement comprimé
a I’aide d’un oscillateur paramétrique optique (OPOQ). On relie ainsi entre elles les fluctuations arrivant sur
la cavité, repartant de celle-ci, arrivant sur le milieu non linéaire et en repartant. Lorsque le milieu non
linéaire n’est pas résonnant, I’effet du cristal est uniquement de transformer les fluctations lorsque celles-ci
le traversent (il s’agit d’une interaction purement dispersive). En pratique, I’étude de cette modification est
une généralisation de la méthode classique d’analyse des fluctuations [40,41,42].

Le probléme devient plus délicat lorsque le milieu est résonnant. Le milieu ne se contente plus de
modifier les fluctuations du réservoir, il y ajoute ses fluctuations propres. Une description semi classique
devient alors trés délicate, en particulier pour décrire le systéme atomique.

Un autre type de probléme est lié a 'influence de la compression du rayonnement incident sur ’évolution
des systémes atomiques. Les fluctuations d’un rayonnement compriméne sont pas des fluctuations classiques.
Il faut donc s’attendre a ce que la relaxation d’un atome soumis & un tel rayonnement soit modifiée [17].
" Ce probléeme apparait par exemple lors de ’étude de la compression par un milieu atomique épais ol in-
terviennent des effets de propagation. Dans un tel milieu, les fluctuations quantiques du rayonnement sont
comprimées au fur et & mesure de la propagation. Les propriétés du milieu vont alors se trouver modifiées
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et la propagation ultérieure en sera affectée. Les méthodes d’approche utilisées pour ce probléeme utilisent
principalement une simulation stochastique des fluctuations. L’évolution du systéme non linéaire est décrite
par une équation adjointe dérivée des équations différentielles stochastiques [43-46].

Nous venons de voir que différentes approches étaient utilisées pour 1’étude de ces problémes bien que
ceux-ci soient intimement liés. Ces approches sont méme souvent incompatibles entre elles, en particulier
dans le cas de I'étude des systémes atomiques. On sait d’une part étudier la compression du rayonnement par
une couche mince par un type d’approche, mais une autre approche qui est utilisée pour étudier I'influence
de la compression sur la relaxation atomique. Il s’avére ainsi difficile d’étudier la compression par un milieu
épais en combinant ces deux approches. Il faut enfin noter que dans certaines méthodes, en particulier &
cause de leur complexité, de nombreuses approximations sont mal controlées,

Nous pouvons maintenant en venir a I’objectif de notre travail. Parmi les probléemes que nous venons
d’évoquer, nous chercherons a éclaircir les points suivants:

- faire une théorie totalement quantique de type entrée-sortie qui prenne en compte les fluctuations
quantiques provenant du milieu non linéaire.

- étudier I'influence de la compression des fluctuations incidentes sur la relaxation d’un systéme atomique
et étre en mesure de déduire de ces résultats les propriétés du rayonnement diffusé par un systéme placé
dans de telles conditions ;

- obtenir une meilleure compréhension des phénoménes et un meilleur controle des approximations.

Pour cela, nous allons étudier un systéme composé d’un réservoir non linéaire. Nous avons choisi
ce modéle car il permet une approche générale du probléme tout en correspondant a plusieurs situations
expérimentales intéressantes.

Notre étude s’articule en trois parties. Dans un premier temps nous étudions les propriétés générales
du réservoir harmonique afin de mettre en place une théorie quantique de P’entrée-sortie. Dans un second
temps, nous nous intéressons en détail aux propriétés d’un systéme a deux niveaux couplé i un tel réservoir
et en particulier aux propriétés statistiques du champ émis et a l'influence de 1’état initial du réservoir
sur le comportement atomique. Dans la troisiéme partie, nous revenons a 1’étude du probléme général en
développant une méthode globale d’approche des différents problémes.

Venons en maintenant plus précisément au contenu de ces trois parties.

Nous présentons tout d’abord notre modéle: un continuum harmonique monodimensionnel couplé & un
systéme non linéaire. Afin de fixer les idées, nous avons choisi, pour cette partie, de prendre comme systéme
non linéaire une particule placée dans un puits de potentiel.

Nous étudions ensuite les caractéristiques d’un réservoir harmonique, c’est-a-dire les propriétés générales
de notre modéle. Ceci nous permet d’une part de poser les bases de la théorie quantique de ’entrée-sortie et
d’autre part d’introduire des notions qui nous seront trés utiles par la suite: susceptibilité, densité spectrale,
champs entrants et sortants, etc.

Nous consacrons alors un chapitre & la présentation de situations physiques décrites par notre modéle.
Ceci nous permettra d’une part de montrer qu’il se préte & ’étude d’une grande variété de systémes et
d’autre part, une fois les liens établis, de bénéficier des interprétations et des images physiques propres a ces
systémes. Nous nous intéressons plus particulierement 4 deux domaines. Le premier est I’électrodynamique ;
nous étudions dans le détail le problme d’un atome placé dans D’espace libre ou dans une cavité. Le
second domaine est celui de ’électronique micro-onde ; dans ce cas, le systéme non linéaire est une jonction
Josephson.

Pour terminer cette partie, nous étudions la modélisation d’une cavité dans le cadre de notre approche.
Bien que cette étude laisse supposer que nous ne considérons ici qu’un cas particulier de réservoir, son intérét
est général. Elle permet en effet d’étudier dans le détail les propriétés d’un réservoir coloré (c’est-a-dire dont
la densité spectrale dépend de la fréquence). Son utilité est trés grande car, pour améliorer la compression
des fluctuations par un systéme, on est souvent amené & utiliser une cavité. Ce chapitre nous permet enfin
de soulever quelques points délicats qui apparaissent lorsque ’on étudie ’entrée-sortie pour une cavité.

La seconde partie est consacrée a I’étude d’un atome a deux niveaux excité par un champ monochroma-
tique intense. Une étude précise de différents efets liés a la compression du rayonnement est en effet possible
pour ce systéme particulierement simple.
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L’intérét de cette partie est double. D’une part, le modéle de 'atome & deux niveaux s’applique 2
de trées nombreux systémes quantiques lorsqu’ils sont excités prés d’une résonance. Les résultats que nous
obtiendrons seront ainsi directement utilisables dans des situations physiques. D’autre part, I'utilisation
d’images physiques telles que le spin fictif ou Patome habillé nous permet d’aborder de maniére simple les
méthodes que nous développerons dans la troisiéme partie.

Aprés une étude de la relaxation du spin fictif et de ’atome habillé en champ comprimé nous nous
intéresserons a deux situations physiques pour lesquelles nous avons obtenu des résultats originaux.

Un chapitre sera consacré i ’étude d’un atome placé dans une cavité et soumis aux fluctuations du
vide. Nous verrons que ’utilisation d’une cavité permet d’améliorer la compression du rayonnement de
fluorescence émis par un tel atome [24].

Un autre chapitre sera consacré a ’étude d’un atome soumis & un rayonnement comprimé. Nous verrons
que sa relaxation est profondément modifiée. Nous mettons en effet en évidence un phénomeéne de piégeage
de population dans un niveau habillé et cela quelques soit la compression du rayonnement incident. Ceci se
traduit sur le spectre de fluorescence par la disparition d’une raie latérale [47). Nous étudions d’autre part la
possibilité de modifier les largeurs des raies en influant sur la densité spectrale du réservoir et sur le spectre
de la compression des fluctuations.

La troisiéme partie est consacrée & une méthode formelle puissante qui peut étre utilisée pour étudier
les problémes discutés dans les deux premiéres parties. Notre but dans cette partie est d’une part de justifier
les approximations que nous avons faites dans la seconde partie et d’autre part de présenter une méthode
générale de résolution de notre probléme.
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I. ETUDE GENERALE DU COUPLAGE AVEC UN RESERVOIR HARMONIQUE :

Dans la premiére partie, nous nous consacrons a 1’étude des propriétés générales du modéle d’un systéme
non linéaire couplé & un réservoir harmonique. Ce modéle a joué un réle important dans la compréhension
des phénoménes de relaxation [48]. Il permet en effet de traiter de maniére hamiltonienne les phénoménes
dissipatifs [49]. Il a été utilisé en particulier pour étudier Peffet de la relaxation sur les systémes quantiques
macroscopiques [37]. Ce modéle se préte particuliérement bien a une étude par la méthode des intégrales
fonctionnelles [36] ou par les techniques de I'équation pilote [34]. 1l s’applique & des situations physiques trés
variées. Un atome couplé au champ électromagnétique par exemple peut étre considéré comme un systéme
non linéaire couplé & un réservoir harmonique. Il en est de méme pour P’étude de Jonctions Josephson couplée
3 une résistance puisque celle-ci peut étre modélisée par un réservoir harmonique {51}.

Par ailleurs, il nous faut rapprocher les problémes que nous étudions dans cette partie des travaux
portant sur 1’électrodynamique quantique en cavité. Différentes approches ont été utilisées pour étudier ce
probléme.

On peut considérer d’abord que la présence de la cavité change la densité de modes du champ électromag-
nétique [50]. C’est cette modification de la densité spectrale du réservoir qui est responsable de I'inhibition
ou de 'augmentation de I’émission spontanée. Il faut noter que cette notion de densité spectrale modifiée
n’est pas le propre de I’électrodynamique mais apparait aussi en électronique lors de ’étude de la relaxation
de systémes contenant des jonctions Josephson. Ces travaux mettent en évidence une équivalence entre les
notions de densité spectrale et et d’impédance électrique : & I’espace libre de 1’électromagnétisme correspond
une résistance électrique et 4 une cavité correspond un circuit dissipatif présentant des résonances.

D’autres travaux préferent considérer une cavité comme une collection discréte d’oscillateurs har-
moniques couplés au champ électromagnétique extérieur.En général un seul de ces oscillateurs joue effec-
tivement un rdle privilegié dans les effets étudiés [51]. Lorsqu’un systéme atomique se trouve dans la cavité,
le systéme étudié est le systéme atomique couplé & un oscillateur harmonique (le champ dans la cavité), cet
oscillateur harmonique étant lui méme couplé & un réservoir harmonique (le champ électromagnétique hors
de la cavité). Presque tous les calculs sur les propriétés statistiques du rayonnement émis par une cavité
contenant un milieu atomique ont été menés par cette méthode [52,53).

Dans notre travail, nous nous interessons a la modification des fluctuations du réservoir. La méthode
utilisée habituellement pour traiter ce probléme est une théorie quantique d’entrée-sortie [43). Il est aussi pos-
sible de développer une approche entrée-sortie dans le cadre d’une approche semi-classique [41]. L’approche
semi-classique met clairement en évidence le fait que ce probléme est trés analogue & la théorie classique
du Fabry Perot : des champs arrivant sur la cavité sont réfléchis sur les différents miroirs, interférent puis
finalement repartent de la cavité [42].

Le dernier sujet que nous évoquons maintenant est celui des fluctuations auxquelles le systéme non
linéaire est soumis. Leur étude se fait en mettant les équations d’évolution du systéme non linéaire sous la
forme d’équations de Langevin {43]. Cette approche est étroitement reliée i la théorie de ’entrée-sortie des
fluctuations [54]. 1l est en effet possible d’identifier les forces de Langevin qui apparaissent dans les équations
de relaxation habituelles aux fluctuations entrantes. Les fluctuations sortantes peuvent aussi s’identifier a des
forces de Langevin mais de maniére moins intuitive car cela se fait dans le cadre d’une relaxation privilégiant
le futur et non le passé.

Dans toute cette partie nous nous consacrons a I’étude des propriétés générales du modele d’un systéme
non linéaire couplé & un réservoir harmonique. Un des objectifs visés est d’aborder ces propriétés selon
un méme point de vue afin d’établir un cadre général qui nous permettra dans la seconde partie d’étudier
précisement le probléme d’un systéme & deux niveaux couplié & un réservoir harmonique.

Pour définir ce cadre général, nous considérons que le systéme non linéaire est une particule (de posi-
tion X et d’impulsion P) placée dans un potentiel V(X). Notre premier but est de caractériser ’action du
réservoir sur le systéme non linéaire par un certain nombre de fonctions et en premier lieu par la fonction
appelée densité spectrale du couplage avec le réservoir. Le second but est de mettre en place une théorie de
type entrée-sortie permettant de relier les fluctuations du réservoir avant et aprés interaction avec le systéme
non linéaire. Nous étudierons en particulier le cas important de la densité spectrale normale, qui correspond
a une force de friction proportionnelle 4 la vitesse de la particule.
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Comme nous ’avons dit, un champ d’application de notre modéle est celui des atomes couplés au
rayonnement par l’intermédiaire d’une cavité. Nous étudierons donc soigneusement comment il est possible
de modéliser une cavité par un réservoir monodimensionnel. Pour cette étude nous avons choisi d’utiliser
une approche semblable a celle de ’approche semi-classique et & la théorie classique du Fabry Perot. Ceci
nous permettra d’une part d’établir des équations quantiques d’entrée-sortie pour les champs arrivant sur
la cavité ou en repartant, et d’autre part de déterminer le modéle de réservoir harmonique qui permet
de traiter ce probleme. Il sera alors possible de mieux comprendre le modéle qui consiste a considérer
que la présence de la cavité change la densité spectrale du réservoir & cause de ’apparition de résonances
aux fréquences qui correspondent aux modes propres de la cavité vide ; toutefois, nous montrerons que ce
modele doit étre manipulé avec beaucoup de précautions lors de I’étude des relations d’entrée-sortie. D’autre
part, I’étude du modéle exactement soluble d’un oscillateur harmonique couplé & un réservoir harmonique
et & un second oscillateur harmonique nous permettra de faire le lien entre cette approche d’une cavité et
Papproche consistant & modéliser un mode de la cavité par un oscillateur harmonique (ce modéle est traité
dans ’appendice By).

Les propriétés que nous dégageons dans cette partie ne font intervenir que la structure du réservoir. Des
fonctions telles que la densité spectrale ne suffisent cependant & caractériser son action sur un systéme que
lorsque le réservoir est a I’équilibre thermodynamique (le vide correspondant au cas d’une température nulle).
Le théoréme ”fluctuation-dissipation” permet alors de relier toutes les propriétés du réservoir a la densité
spectrale. Par contre, pour un état comprimé du réservoir, il est nécessaire de définir indépendamment des
fonctions de corrélation caractérisant les fluctuations du réservoir. Dans cette premiére partie, nous ne nous
intéressons pas a ce probléme. Il jouera cependant un rdle essentiel dans les parties II et III. Nous avons
donc consacré un appendice & ce sujet afin de rappeler et discuter les propriétés des états comprimés d’un
réservoir harmonique (appendice Ay).

Dans un premier temps, nous présentons le modéle et les notations (§ I.A). Nous décrivons le modéle
utilisé fréquemment pour P’étude de la relaxation : une particule couplée par des ressorts a une collection de
particules. Nous mettons ensuite en évidence la relation entre ce modéle et I’électromagnétisme ce qui nous
permet d’obtenir la forme définitive que nous utilisons dans toute cette partie.

Le second chapitre (§ I.B) est consacré & ’étude des propriétés générales du modéle. A partir des
équations de Heisenberg, nous étudions en particulier les problémes de dissipation et de fluctuations. Ceci
nous permet de mettre les équations d’évolution du systéme non linéaire sous forme d’équations de Langevin
avancées ou retardées. Les forces de Langevin qui apparaissent dans ces équations sont des champs libres
qui correspondent aux fluctuations qui arrivent sur le systéme ou en repartent. Une identification des deux
équations obtenues nous permet alors d’établir la relation d’entrée-sortie des fluctuations. Nous montrons
en particulier que la différence entre les fluctuations entrantes et sortantes est liée & la partie dissipative de
Pévolution du systéme non linéaire. Nous terminons ce chapitre par I’étude de la densité spectrale normale
qui correspond & une force de friction proportionnelle a la vitesse de la particule.

Nous discutons ensuite des relations entre notre modéle et des situations expérimentales (§ I.C). Nous
nous interessons a deux domaines, I’électrodynamique et ’électronique. En électrodynamique, le systeme
non linéaire est un systéme atomique et le réservoir harmonique est le champ électromagnétique. Une étude
précise du cas d’un atome dans I’espace libre nous permet de montrer 1’équivalence totale entre notre modéle
et le Hamiltonien dipolaire électrique. Grace & ce résultat, nous sommes alors en mesure de donner une
image physique des fluctuations entrantes et sortantes qui avaient été définies formellement dans le chapitre
précédent : il s’agit des fluctuations du champ électromagnétique libre arrivant sur ’atome et en repartant.

~ En électronique, le systéme non linéaire est une jonction Josephson et le réservoir harmonique une
" résistance modélisée par une ligne coaxiale. Dans un premier temps, nous présentons les jonctions Josephson
et ’approche quantique de ces dipoles électriques. Nous faisons ensuite le lien avec notre modeéle d’une part
et avec I’électrodynamique d’autre part, en montrant en particulier qu’il est aussi possible de réaliser des
?cavités” électroniques.

Le dernier chapitre de cette partie (§ I.D) est consacré a I’étude du probléme d’une cavité. En nous
basant sur I’approche du Fabry-Perot, nous montrons comment il est possible de traiter le probléeme d’une
cavité dans le cadre de notre modéle. Nous montrons que la relaxation du systéme peut étre entierement
décrite par une densité spectrale modifiée. Par contre, la transformation des fluctuations entre ’entrée et la
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sortie de la cavité doit étre calculée avec beaucoup de précaution : il faut en effet tenir compte d’un filtrage
des fluctuations effectué par la cavité aussi bien a ’entrée qu’a la sortie.

Un second appendice est consacré a ’étude du cas ot le systéme est un oscillateur harmonique (Ap-
pendice Bj). Le probléme peut alors étre résolu de maniére exacte. Nous étudions en particulier le cas ou
cet oscillateur est couplé & un autre oscillateur harmonique qui est couplé au réservoir. Nous utilisons nos
résultats dans le chapitre I.D afin de faire le lien entre notre approche et celle qui consiste & modéliser la
cavité par un oscillateur harmonique.
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I.A. Présentation du modéle
I.A.1. Introduction: particule couplée & une collection discréte d’oscillateurs harmoniques

Dans cette partie, nous étudions les propriétés générales du réservoir harmonique. Cette étude est reliée
a deux domaines: d’une part la théorie de la relaxation et d’autre part, I’électromagnétisme. Pour présenter
notre modéle, nous allons donc procéder de la maniére suivante: dans un premier temps nous décrivons
le modéle qui est fréquemment utilisé pour I’étude de la relaxation. Nous mettrons ensuite en évidence le
rapport entre ce modéle et I’électrodynamique. Ceci nous permettra d’obtenir la forme définitive du modeéle
que nous utiliserons dans toute cette partie. L’analogie formelle entre notre modéle et 1’électromagnétisme
nous permettra dans un chapitre suivant (§ I.C) de discuter précisément les relations entre ce modéle et des
situations expérimentales réelles en électrodynamique.

Afin de fixer les idées et les notations, nous considérons que le systéme non linéaire est une particule S
placée dans un puits de potentiel. Cette particule est décrite par des opérateurs position et impulsion X et
P qui obéissent a la relation de commutation habituelle:

[X; Pl =i (I.A.11)
Le Hamiltonien qui donne I’évolution libre de cette particule est le Hamiltonien Hyg :

1, .
H, = 52 P’ + V(X) (1.A.1;2)

ol M est la masse de la particule et V(X) le potentiel dans lequel elle évolue.

Venons en maintenant au modéle de réservoir et 4 son interaction avec la particule. Ce modéle se
présente sous la forme suivante: la dissipation est due & l'interaction de la particule S (de position X) avec
une collection de particules par I'intermédiaire de ressorts. Chaque particule Ry a une masse m,. Elle est
décrite par des opérateurs position et impulsion z) et py. Le ressort reliant la particule Ry a la particule S
a une raideur k. Ainsi, chaque particule est décrite par un Hamiltonien hj :

1 1
by = — pi + z ka (22 — X)? 1.A.1;3
» = g=nt gk ) ( )
Nous noterons w) la fréquence propre de l’oscillateur harmonique que I’on obtient lorsque la particule
S est fixe. Cette fréquence est donnée par I’expression:

k
war = =2 (I.A.1;4)
my
Le Hamiltonien décrivant 1’évolution de la particule S couplée 3 la collection de particules R, est
obtenu en ajoutant au Hamiltonien Hg d’évolution libre de la particule S les Hamiltoniens hy qui régissent
I’évolution des particules R, :

H =Hs + Z’u
A

_ 1 5 L 1 _x\? .
=337 P* 4+ V(z) + ;2m)‘ px + 2);2 kx (22— X) (I.A.1;5)

Nous allons maintenant discuter le lien entre ce modéle et les formulations habituelles en électrody-
namique. Pour cela, nous allons décomposer I’expression du Hamiltonien que nous venons de donner en une
somme de quatre termes que nous discuterons successivement

H = H¢ + Hp + H;y + H, (I.A.1;6)
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= — p? AT
Hs 2MP + V(X) (I.A1;7.0)

Nous connaissons déja ce terme qui régit ’évolution libre de la particule S.

2m,,

1 1
HR = Z{ pA + 5 my UA 2)} (I.A.1;7.b)
A

Ceci est un Hamiltonien qui régit I’évolution libre d’une collection (discréte) d’oscillateurs harmoniques.

H ==Y muwlaX (I.A1;7.¢)
A

C’est un terme de couplage linéaire entre la particule et chacun des oscillateurs Ry du réservoir par
Pintermédiaire des constantes de couplage mj wf‘.

= %me w2 X2 (I.A.1;7.d)
A

Ce terme apparait comme un terme d’énergie propre de la particule dii au couplage avec le réservoir.
Ce terme est semblable au terme d’énergie propre qui apparait en électromagnétisme lorsque ’on passe au
Hamiltonien d’interaction dipolaire électrique (cf. § 1.C.1). I¢i, il s’agit d’une conséquence de l’invariance par
translation du Hamiltonien H (une “correction” au fait que les oscillateurs harmoniques de Hy sont reliés &
Porigine).

La nouvelle image que nous avons du modéle est donc celle d’une particule S interagissant avec un
réservoir constitué d’une collection d’oscillateurs harmoniques par un couplage entre ’opérateur position X
et une superposition linéaire des opérateurs (z,).

Poursuivons le rapprochement avee I’électrodynamique en décrivant les oscillateurs harmoniques par des
opérateurs création et annihilation d’excitation. Ces opérateurs a}‘ et ay sont définis de la maniére suivante:

myaw) .
ax ‘/ zy + i 2m,\w)\ (1.A.1;8.0)
t mywy _ .
a, = ‘/ Ty — i 2m,\w,\ (I.A.1;8.b)

Les opérateurs position et impulsion z, et p) s’expriment alors en fonction des opérateurs création et
annthilation de la maniére suivante:

1
1 .
z) T (ax + a)) (I.A.1;9.a)
mywy (a,\ - af\)
o=\ - (1.A.1;9.b)
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Les opérateurs création et annihilation obéissent aux relations de commutation suivantes:

[a,\;af\,] = 6,\;,\: (I.A.l; lO.a)
[ax;an] =0 (1.A.1;10.0)
[a};al] =0 (I.A.1;10.¢)

Réexprimons maintenant les différents Hamiltoniens & ’aide de ces opérateurs création et annihilation.
Le Hamiltonien Hg d’évolution libre du réservoir s’écrit maintenant:

1
Hp = Zﬁ""'\ (ala,\ + a,\a‘:\) (1.A.1;11)
A

Le Hamiltonien de couplage H; prend la forme d’un couplage linéaire entre la particule lourde et un opérateur
champ, que nous notons A et qui est une combinaison linéaire d’opérateurs création et annihilation:

H =—AX (I.A.1;12)
A =E my wi XA
A

=Y w52 (ar + a)) (1.A.1;13)
A
Nous noterons désormais o le coefficient
ay = m;“’* (1.A.1;14.0)
de sorte que A s’écrit:
A= §: wy ay (an + af\) (I.A.1;14.0)

Nous pouvons enfin réexprimer le terme H, pour faire apparaitre les coefficients o :

Hy = C4 X2 (1.A.1;15)
ou l'on a noté:
1 2
CA = E am,\wA
A

= wa al (I.A.1;16)
A

Nous pouvons remarquer que les grandeurs qui caractérisent les oscillateurs harmoniques et leur couplage
avec la particule S ne sont plus la masse m) et la raideur k) mais une fréquence propre wy et un coefficient
de couplage a,.
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I.A.2. Le modéle définitif

Nous pouvons maintenant présenter notre modéle sous sa forme définitive. Il s’agit d’un continuum
harmonique monodimensionne]l. Comme son nom l’indique, ce réservoir est une distribution continue
d’oscillateurs harmoniques que nous appelons aussi modes du réservoir. Ce réservoir est de plus monodi-
mensionnel ; ceci signifie qu’a chaque fréquence d’évolution correspond un seul oscillateur ; nous pourrons
ainsi désigner chaque mode par sa fréquence propre w.

D’un point de vue plus technique, nous obtenons ce modéle par un passage a la limite continue du
modéle de Caldeira et Legett. Pour ce passage & la limite continue, nous supposons que la densité de
mode est indépendante de la fréquence (parce que nous considérons un réservoir monodimensionnel). Nous
transformons ainsi les sommes ), en intégrales %"; Le principe est ici le méme que celui que I’on utilise
pour quantifier un champ monodimensionnel en quantifiant dans une boite dont on fait ensuite tendre la
taille vers 4+ oo.

Nous noterons a}, et a,, les opérateurs création et annihilation d’excitation dans le mode de fréquence
w. Ces opérateurs obéissent aux relations de commutation habituelles:

[au;all] = 27 6w — ) (I.A2;1.0)
[al;al] =0 (I.A.2;1)
[au;a.] =0 (I.A2;1.¢)

Le Hamiltonien qui régit I’évolution libre du réservoir est:
dw
Hp = | —wal a, A2,
R /27rwawa (1.A.2;2)
La particule est couplée linéairement au réservoir par 'intermédiaire de ’opérateur champ A :
H =-AX (1.A.2;3)
A=At + A- (1.A.2;4)

ol At (resp: A™) est la partie de A évoluant & des fréquences positives (resp: négatives). Ils sont définis
par les expressions suivantes:

At = / ;% wal, a, (I.A.2;5.a)
A = / ‘;—“’; w oy al (I.A.2;5.5)

Les coefficients o, et o, sont deux complexes conjugués précisant le couplage entre la particule et le
mode de fréquence w ; ils sont nuls pour les fréquences w négatives. Dans ce modéle, c’est la dépendance en
fréquence de ces coefficients qui permet de décrire les différents types de réservoir. Le coefficient du terme
d’énergie propre s’exprime de la maniére suivante en fonction de ces coefficients:

dw
Ca = /2—ﬂ_w o, af, (I.A.2;6)
Le Hamiltonien total du systéme constitué de la particule et du réservoir est ainsi le suivant:

P2 dw
= —_— t - 2 .
H oM + V(X) + /21r w ala, AX + CuX (1.A2;7)
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Dans la suite, nous décomposerons le Hamiltonien H sous la forme:

H = Hy + H, + H, : (I.A.2;8)
ou:
p? dw t
Hy =Hgs + Hy = m + V(X) + /—2—7; wa,a, (I.A.2,9.a)
Hy = —AX (I.A.2;9.)
H2 = CAX2 (I.A.2;9.C)

Dans la décomposition de H donnée dans I’équation précédente, Hy ne présente aucun terme
d’interaction, Hy correspond & une interaction (due & la présence de a,, ou a;) et H2 correspond & “deux
interactions” (présence d’un facteur a,af,). Ainsi, dans un traitement perturbatif de ’interaction, H, sera
traité comme un terme du premier ordre et Hy comme un terme du second ordre. En particulier, dans une
théorie de la relaxation ol I’on traite ’interaction au second ordre, on ne prendra en compte que les termes
ou H; apparait deux fois ou bien ou H, apparait une fois au plus.
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1.A.3. Présentation de fonctions caractérisant le réservoir

Dans cette derniére section, nous allons introduire différentes fonctions caractérisant le couplage du
systéme non linéaire avec le réservoir harmonique. Nous reviendrons plus tard sur la signification physique
de ces fonctions. Nous nous contenterons ici de donner leurs définitions et d’établir des relations entre elles.

Nous caractériserons le couplage par les deux fonctions:

Lw) = wa, a, (I.A3;l.a)
Jw) = v a, af, (I.A.3;1.0)

Une quantité importante est la densité spectrale du couplage. Elle s’exprime & ’aide de commutateurs
entre des opérateurs évoluant librement en représentation de Heisenberg. Notons donc O(r) I'opérateur
qui correspond (en représentation de Heisenberg) & une évolution libre (selon Hg) pendant une durée r de
Popérateur O :

%O(‘r) = i [Ho; O(r)] (1.A3;2.0)
O(r=0) = 0 (1.A3;2)

Pour deux opérateurs O, et Oy du réservoir, nous définissons la fonction £o,0,(7) de 1a maniére suivante:

£0,0,(1) = [01(7);02] (I.A.3;3.0)

Nous noterons £0,0,(w) la transformée de Fourier de cette fonction:
£0,0,(w) = / dr £0,0,(7) €7 (I.A3;3.)
Nous pouvons maintenant définir la densité spectrale du couplage avec le réservoir. Il s’agit de la

fonction £ 4.4(w). Celle-ci est reliée trés simplement & la fonction J(w) comme nous allons maintenant le voir.
En effet, avec ces notations:

At(r) = / (;w_w wal a, e (I.A3;4.a)
A (1) = / % wa, al e“T (1.A.3;4.0)

Ainsi:

a+a-(r) =[A%(r); A7]
:/%/‘;w—w [wora,e ™ ;waal)]

=/-‘i—w—w2awa:,e'i“"
27
[ dw

= / o Jw) e (1.A.3;5)

La transformée de Fourier de cette équation nous donne alors:
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Eara-(w) = J(w) (I.A3;6.a)

Un calcul similaire donne I’expression suivante pour &4+ 4-(w) :

§a-a+(W) = = €pta-(—w) = — J (-w) (1.A.3;6.b)

Ainsi, comme £ 44+ et £4- 4~ sont identiquement nuls, la densité spectrale £44(w) a pour expression:

€aa(w) =€a+a-(W) + Ea-4+(w)
=J(w) — J(~w) (I.A3;7)

A partir de cette densité spectrale, nous pouvons définir la susceptibilité linéaire du réservoir, quantité
qui caractérise la réponse du réservoir au mouvement de la particule. Nous noterons cette fonction x44(z) :

+° du Eqa(w)
= — 2287 I.A.3:
xa4(z) /_w 5 o — 2 (I.A3;8)
ol z est un nombre complexe.

La fonction x44(z) d’une variable complexe z nous permet de définir deux fonctions d’une variable
réelle w en prenant sa limite sur ’axe réel:

xiiaw) = HEm  xaa(w + i€) (I.A.3;9.0)
e— 0t

Xaaw) = lim  xaa(w — ie) (I.A.3;9.b)
e— 0t

Ces deux fonctions vérifient la propriété suivante:

- dw' 1 1 '
Xhaw) = xz4(w) = / or (w’ —w—ic W —w+ ie) IVICY (I.A.3;10)
= ifAA(w)

Les tranformées de Fourier de ces fonctions, que nous noterons X} ,(7) et X7,4(r) ont de méme des
relations avec £44(7) :

dw -t
XXA(T) =/ﬁ e~tr XXA(“’)

— dw dwl ~{WwT 1 ’
_/5;‘/%6 w’—w—iesAA(w)

=i £aa(r) 6(7) (I.A.3;11.a)
Xaa(r) =—iaa(r) 0 (-7) (I.A.3;11.6)

Remarquons enfin que nous avons déja rencontré x44(0) :
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xa44(0) = ;w—” %fAA(“’)

= [ 2 0w~ I(-o)

_ dw J(w)
=2 % v
x44(0) =2 / g‘% L(w) = 2Ca (1.A3;12)

Le facteur du terme d’énergie propre est ainsi relié 4 la susceptibilité statique du réservoir.

Nous allons terminer ce chapitre en présentant une derniére fonction que ’on notera (7). Cette fonction
est définie par analogie avec 1’expression (I.A.3;7) de & :

(1) = / gw; {L(w) + L(-w)} e (I.A.3;13)

Avec cette définition, 7(7) est, 3 un facteur multiplicatif prés, une primitive de €a a(7):

220 = [ g L@+ Hew) i)

=i [ 22 fur) - (~wL(-))e™"

= —i €44(7) (I.A.3;14)

c’est la primitive qui vérifie:

10 = [ 3 (L) + K-w)}
=x44(0) = 2Ca (I.A.3;15)
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I.B. Equations de Heisenberg - Equations de Langevin

Cette partie est consacrée a ’étude des équations de Heisenberg donnant 1’évolution du systéme non-
linéaire et du réservoir. Ceci va nous permettre d’établir des équations de Langevin pour I’évolution de la
particule. Dans ces équations apparaissent des termes d’amortissement et de fluctuations. En se basant
sur ces équations, nous mettrons alors en place une théorie quantique de ’entrée sortie pour les fluctua-
tions du réservoir. Nous terminerons cette partie en donnant des expressions plus explicites pour un cas
particuliérement important de réservoir: le réservoir normal.

I.B.1. Equations de Langevin retardées

En représentation de Heisenberg, 1’équation qui régit 1’évolution d’un opérateur O sous ’action d’un
Hamiltonien H est la suivante:

%O(t) = i [H;0(t)] (I.B-1;1)

H est le Hamiltonien présenté dans le chapitre précédent. Pour les opérateurs position et impulsion de
la particule, nous obtenons les équations suivantes:

d 1 '
5 X(@) = i P(t) (I.B.1;2.a)
%P(t) = - g—;— + A(t) — 2CAX(t) (1.B.1;2.b)

Nous reviendrons sur ces équations lorsque nous aurons étudié ’évolution de Popérateur du réservoir A(t).
L’évolution des opérateurs création et annihilation est la suivante:

é_it_ au(t) = —iwa,(t) + iwa, X (t) (I.B.1;3.a)
gt- al(t) =iwal(t) — iwal X(t) (I.B.1;3.b)

Ces équations sont des équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constant. Le
terme proportionnel & X(t) joue le réle d’un second membre. Ces équations s’intégrent ainsi de la maniére
suivante:

. t-to .
a,(t) = e wlt)q, (to) + iwaw/ dr e 7 X(t—1) (1.B.1;4.a)
0

. t—=to .
al(t) = et=)al (10) — iwal, / dr YTX(t — 1) (I.B.1;4.0)
0

On a noté ici ¢y 'instant ou ’on fixe les conditions initiales du probléme. Ces équations sont toutefois
valables que ¢ soit antérieur ou postérieur a t,.

&
Nous remarquons que ’on obtient une somme de deux termes. Le premier terme correspond a une
évolution libre et ne dépend donc que de la condition initiale & ¢o. Le second par contre est une réponse au
mouvement de la particule entre les instants ¢g et .

Nous allons maintenant utiliser ces équations pour obtenir une décomposition semblable du champ A(t).
Pour cela, nous utilisons les définitions du champ données aux équations (I.A.2;5.a et 5.b). Nous obtenons
alors les équations suivantes:
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At(@) = AF Q@) + i /O'-‘o dr Ep4a-(T)X( —T1) ' (I.B.1;5.a)
A™(t) = Ag() + i /ot—'o dr §4-24+(T)X(t=7) (1.B.1;5.b)

A(t) = Ao(t) + i /0 o dr §aa(r)X(t —7) (I.B.1;5.¢)

ol nous avons noté A;," , Ag et Ag les champs évoluant librement & partir de 2 :

At(t) = /-dﬂ w ol e~iwi=t) g (1) (1.B.1;6.a)
A5 (t) = / W ay el1=10) gt (20 (1.B.1;6.8)
Ao(t) = AT (t) + A5 () (I.B.1;6.c)

D’autre part une interversion de somme dans le second terme nous a permis de reconnaitre les fonctions £ (-r)
définies au (I.A.3;4) et au (I.A.3;5).Nous remarquons que la reponse du réservoir est obtenue de maniére
exacte. Ceci provient de la nature harmonique du réservoir.

Revenons maintenant sur I’équation donnant 1’évolution de la particule que nous rappelons:

d ov

5 PO = - 3% + A) - 2Ca X (I.B.1;7)

A(t) joue le réle d’une force provenant du réservoir. D’aprés la discussion que nous avons menée
précédemment, ce champ peut se séparer en un terme Ag(t) qui evolue librement et une réponse au mouve-
ment de la particule. Reportons I’équation (I.B.1;5.c) qui exprime ce fait dans 1’équation (I1.B.1;7):

v

%P(t) - 3x + Ao(t) + z/ot_to dr faa(n)X(t - 7) - 2C4X(1) (I.B.1;8)

Grice a cette transformation, nous avons supprimé le champ A en tant que variable dynamique. La
particule est alors soumise & trois forces:

* La premiére est due au potentiel V(X) :

ov

* La seconde force est due a Pinteraction avec un champ libre:
Fa(t) = Ao(t) (1.B.1;10)

* La troisiéme est due & la réponse du réservoir au mouvement de la particule. Nous avons adjoint a
cette réponse la force due a I’énergie propre de la particule. Nous allons voir tout de suite qu’une intégration
par partie permet simultanément d’éliminer le contre-terme et de mettre la force sous forme d’une force de
friction:
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Fp = /0 T dr iEan()X (¢ - 7) — 204X (2)
- - ‘/o‘—to dr (8rv(7))X(t — 7) — v(0) X (1)
- /0'-% dr (r) X(t — 7) + 7(t — t0) X (to) (1.B.1;11)

Nous avons utilisé les propriétés de la fonction ¥(7) définie dans la section I.A.3.

Jusqu’a présent, toutes les équations que nous avons étudiées sont valables que I'instant d’observation ¢
soit antérieur ou postérieur a 'instant ¢ oli ’on définit la condition “initiale”. Nous allons maintenant nous
intéresser & un cas limite en supposant la condition initiale fixée & un instant o infiniment éloigné dans le
passé.

Nous noterons a I’aide d’un indice “in” et appellerons champs entrants les champs évoluant librement
depuis une condition initiale trés loin dans le passé. Nous pouvons tout d’abord exprimer les champs At (t)
et A~(t) a I’aide des champs entrants en utilisant les équations (I.B.1;5.a.b.c) pour ¢, tendant vers — oo :

At(t) = AX @) + i /oo dt 44 4-(D)X(t— 1) (1.B.1;12.a)
0

A@) = AZ(@) + i / " dr €4-as (D)X (1) (1.B.1;12.5)
0

A(t) = Ain(t) + § [)w dr €44(T)X(t—-7) (1.B.1;12.c)

Nous donnons aussi les expressions correspondantes dans l’espace des fréquences en utilisant les suscep-
tibilités linéaires introduites en (I.A.3;9)

At(w) = At (w) + Xhia-(@) X(w) (1.B.1;13.a)
A~ (w) = AL () + xF- 44+ (@) X(w) (I.B.1;13.b)
Aw) = Ain(w) + x¥,(w) X(w) (1.B.1;13.¢)

Il est aussi possible d’obtenir ’équation d’évolution de 'impulsion de la particule:

iP(t)——ﬂ/--}—A (t)—/md‘r (r) X(t—71) (1.B.1;14)
dt = F3% in A Y 0.1,

Pour établir cette équation, nous avons utilisé le fait que, pour les réservoirs que nous étudierons, la
fonction ¥(t) a une limite nulle pour 7 tendant vers + 0o ou — oo. Il faut remarquer que la force de friction
est ici une force de friction retardée. La force Ain(t) qui provient du réservoir est une source de fluctuations
qui est appelée force de Langevin retardée.
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1.B.2. Equations de Langevin avancées

Dans la section précédente, nous avons dérivé une équation de Langevin (I.B.1;14) ou la force fluctuante
est reliée aux fluctuations du champ entrant. Autrement dit, nous avons introduit la notion de force de
Langevin entrante en prenant une condition initiale infiniment éloignée dans le passé. Nous allons maintenant
nous intéresser a une situation ol la force de Langevin correspond i des champs sortants. Comme nous allons
le voir, nous allons obtenir une équation de Langevin symétrique de la précédente par renversement du temps.
Alors que précédemment nous avions des champs libres avant interaction avec le systéme, nous allons avoir
ici des champs libres aprés interaction avec le systéme. Ceci nous permettra d’obtenir les fluctuations du
champ émis par le systéme.

Prenons donc maintenant une condition “initiale” & un instant ¢o infiniment éloigné dans le futur. Les
champs évoluant librement “depuis” cette condition seront appelés champs sortants et notés & I’aide de
Iindice “out”.

De méme que pour les champs entrants, nous pouvons obtenir I'expression des champs A*(t) et A=(¢) :

AY(t) = A.() —i /_ " dr Eata-(T)X(t—T) (I.B.2;1.a)

AT(t) = Aqe(t) —i /_0 dr §a-a4(T)X(t - 7) (I.B.2;1.b)
(/]

AQR) Aou(t) —i /_ dr £an(D)X(t = 7) (I.B.2;1.c)

Le changement de signe pour la réponse du réservoir (+ i devient — i) provient du fait que nous avons

rétabli le sens croissant entre les deux bornes de I'intégrale ( f; > dr devient — ff o 97). On peut exprimer
ce résultat dans I’espace des fréquences grice aux susceptibilités linéaires :

At (w) = AL (@) + Xgea-W@)XW) (1.B2;2.0)
A~ (W) = Asu(W) + x5-44W)X (W) (1.B.2;2.b)
AWw) = Aour(w) + xz4W)X(w) (I.B.2;2.c)

Poursuivons en donnant I’équation de Langevin avancée:

ov

d
PO =-3x

0
+ Aouslt) + / dr 1(r)X(t — 1) (1.B.2;3)
-00
Cette équation est semblable a ’équation (I.B.1;14) que nous avions obtenue dans la section précédente.
Nous avons en effet une force due au potentiel, une force fluctuante et une force de friction.

Notons cependant que la force de frictiondépend de P’évolution future de la particule et que son sens
est opposé au sens habituel. Ceci signifie que nous avons ici une force de friction avancée symétrique par
renversement du temps d’une force de friction retardée. Cetteforce de friction “accélére” la particule. Ce
paradoxe n’est qu’apparent : nous ne devons pas oublier la force de Langevin avancée qui provient de
fluctuations du réservoir aprés interaction avec la particule. Si on suppose que les fluctuations initiales sont
des fluctuations indépendantes du mouvement de la particule, les fluctuations aprés interaction sont corrélées
au mouvement de la particule. Or ’effet d’'une force fluctuante corrélée au mouvement est inhabituel et il
n’est pas étonnant que le terme de dissipation prenne aussi une forme inhabituelle.

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire les relations entre les fluctuations avancées et retardées.
Nous disposons actuellement de trois champs qui sont respectivermnemnt :

Ain(t) : ce sont des fluctuations libres qui proviennent du réservoir avant que celui-ci n’interagisse avec la
particule.
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A(t) :il s’agit de la valeur instantanée du champ qui interagit avec la particule

Aout(t) : ce sont des fluctuations libres du réservoir aprés que celui-ci ait interagi avec la particule.
Nous disposons d’autre part d’équations qui relient ces champs entre eux. '
* Une premiére relie A(t) & A;y(t), il s’agit de I’équation (I.B.1;2.c) que nous rappelons :

A(t) = Ain(t) + ¢ /ooo dr 44(7) X(t—1)

(Voir figure 1.1.a). A(t) et Ain(t) sont égaux pour un temps ¢o infiniment loin dans le passé, A évolue de
maniére couplée. Aj, évolue librement.

* Une seconde est 1’équation (I.B.2;1.c) qui relie A(t) & Aoue(t) :

A(t) = Aoul(t) — i/_(; dt §aa(r) X(t —7)

(Voir figure 1.1.b). A(t) et Aout(t) sont égaux pour un temps ¢, infiniment éloigné dans le futur, A évolue
de maniére couplée alors que A, est libre.

* 1l nous suffit de recoller les deux dessins en identifiant A(t) dans les deux cas pour obtenir les champs
sortants en fonction des champs entrants. (Voir figure I.1.c). On obtient 1’équation :

400
Aout(t) = Ai(t) + i /_ dr Ean(r) X(t = 1) (I.B.2;4.q)
Aout(W) = Ain(w) + i €aa(w) X(w) (1.B.2;4)

Nous obtenons ainsi une expression reliant les fluctuations entrantes aux fluctuations sortantes. Le but des
parties II et III sera d’étudier I’évolution du systéme non linéaire afin d’obtenir une expression de X (w) en
fonction des fluctuations entrantes pour connaitre plus précisément les fluctuations sortantes.
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Figure 1.1
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1.B.3. Le spectre normal

Nous terminons ce chapitre par ’étude du cas particuliérement important d’un spectre de couplage
normal qui correspond & une fonction L(w) constante:

L(w) = 2I 8(w) (1.B.3;1)

ou I est une grandeur caractérisant ’intensité du couplage.

Passons tout d’abord en revue quelques unes des fonctions que nous avons définies au I.A.3. La fonction
J(w) est linéaire en w :

J(w) = 2T §(w) (1.B.3;2)

La densité spectrale du couplage est donc la suivante:

aa(w) = Wl f(w) — 2I'(~w) O(-w)
=l w (I.B.3;3)

Une des fonctions caractérisant le réservoir est extrémement simple, il s’agit de la fonction ¥(7) :

o) < L
= 2I' §(w) (1.B.3;4)

Nous déduisons de cette relation une derniére équation:

€aa(r) = 2T &'(7) (I.B.3;5)

Nous pouvons ainsi donner les expressions que nous avons obtenues au début de ce chapitre dans le cas
particulier du réservoir normal. Les équations de Langevin deviennent:

d ov .
L P(t) =~ g + An(t) = TX() (I.B.3;6.q)
_ g}‘; + Aow(®) + TX(2) (1.B.3;6.b)

Nous remarquons que dans le cas du spectre normal, les forces de friction ne dépendent que de la vitesse
de la particule a I'instant considéré. Il s’agit de la force de friction visqueuse  laquelle nous sommes habitués.

Les relations entre champs entrant, sortant et instantané sont également trés simples:

Ague(t) = Ain(t) — 2TX(2) (I.B.3;7.a)
A(t) = Ain(t) + 2C4 X(t) — TX(2) (I.B.3;7.b)
A(t) = Aoue(t) + 2Ca X(t) + TX(2) (I.B.3;17.c)

Nous terminerons par une équation qui nous sera utile par la suite:

Alt) = % {Ain(®) + Aou()} + 2 Ca X(1) (I.B.3;7.d)
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I.C. Relations du modele étudié avec des situations expérimentales

Dans ce chapitre, nous discuterons les relations qui existent entre le modéle que nous utilisons et diverses
situations expérimentales. Nous considérerons deux domaines, d’une part 1’électrodynamique (atome couplé
au rayonnement électromagnétique) et d’autre part, I’électronique (dipoles électriques amortis par dissipation
résistive). Par cette discussion nous poursuivons un double objectif.

Tout d’abord, cette présentation nous permet de motiver les développements qui suivront. Nous verrons
en effet que le modéle que nous utilisons décrit des situations expérimentales réalistes et fournit ainsi des
résultats utilisables dans des situations pratiques.

Ensuite, lorsque nous aurons relié le modéle étudié avec ’électrodynamique ou l’électronique, nous
pourrons nous appuyer sur 'intuition développée dans chacun de ces domaines. Ceci nous guidera en nous
indiquant les caractéristiques importantes de notre modéle et en nous fournissant des images physiques pour
Pinterprétation des résultats.

I.C.1. Systémes électrodynamiques

Dans cette section, nous nous intéressons au cas d’un systéme atomique couplé au rayonnement électro-
magnétique. Nous étudierons tout d’abord le cas d’un systéme de charges localisées placé dans ’espace libre
puis celui d’un atome en cavité.

1.C.1.a. Systéme localisé de charges A

Pour étudier un systéme localisé de charges couplées au champ électromagnétique nous nous placerons
dans le cadre de I’approximation dipolaire électrique. Une comparaison détaillée avec le modéle que nous
utilisons sera alors possible. Pour ce faire, nous allons procéder de la maniére suivante. Nous présenterons le
systéme étudié et le Hamiltonien dipolaire électrique. Nous discuterons ensuite I’analogie entre cette situation
et le modéle que nous utilisons. Nous reviendrons alors sur la signification physique de certains objets du
systéme électrodynamique pour les utiliser dans notre modéle. Nous terminerons par une discussion des
différences entre les deux situations.

L’origine du Hamiltonien dipolaire électrique

Le Hamiltonien d’interaction dipolaire électrique est obtenu a partir du Hamiltonien standard de
I’électrodynamique en jauge de Coulomb grace a la transformation de Goppert-Mayer. Nous ne présenterons
pas en détail cette transformation. Néanmoins, il est important de se souvenir que cette transformation
consiste en une transformation unitaire. Ainsi, les opérateurs qui apparaissent dans I’expression finale du
Hamiltonien ont subi cette transformation unitaire. Cette précision est nécessaire pour leur donner un sens
physique correct.

Pour la présentation qui suit, nous avons utilisé les résultats du complément Ay, de “Photons et atomes”
tome I [34]. Nous avons quelque peu changé les notations afin de mieux mettre en évidence les analogies
avec le modéle que nous utilisons.

Venons en maintenant a la présentation du systéme. Il s’agit d’un systéme de charges localisées autour
de Porigine et couplées au champ électromagnétique. Les charges dont il est question sont des particules de
masse m, et de charge ¢, qui sont décrites par des opérateurs position et impulsion 7, et po. La charge
totale de ce systéme est supposée nulle et les particules sont supposées localisées autour de l'origine. Le
moment dipolaire électrique de la distribution de charges sera noté d:

d= Y Qofa (I1.C.1;1)
[+

Le champ électromagnétique, aprés décomposition en ondes planes se présente sous la forme d’un réser-
voir harmonique. Les modes propres de ce réservoir sont caractérisés par un vecteur d’onde k et une
polarisation €. A chacun d’eux correspondent des opérateurs création et annihilation de photons. a} . €t agp
Le Hamiltonien dipolaire électrique est:

H = Hs + Hp + Hy + H, (ICI,2)

32



ou les quatre termes sont les suivants:

1 .
Hg = E2ma P3+ Veoul (I.C.l;3)
o

Ce Hamiltonien régit I’évolution du systéme de particules non couplées avec le rayonnement ;Vcoy est le
potentiel d’interaction coulombienne entre les particules.

Hg (2 ¥ 2 Zw a;, 85z (1.C.1;4)

ol w est la fréquence du mode k;€ ; Hr est le Hamiltonien du champ électromagnétique non couplé aux
particules. Ce réservoir est ici constitué de deux continua harmoniques tridimensionnels.

H =-d. £ (1..1;5)
€o
ﬁ(O) est un opérateur du champ électromagnétique défini par:
o F(0) = (21r)3 Ew {O‘w“‘iz + a,éar, (1.C.1;6)
ou
a = — iy (I.C.1;7)
“ - 2€qw e

I1 s’agit d’un couplage linéaire entre le réservoir et le systéme de particules. L’opérateur ﬁ(O) représente ici
la valeur & ’origine de 'induction électrique.

H, (2 )3 Zw a, o, (€ d)2 (I.C.1;8)

Ce terme est un terme d’énergie propre dipolaire électrique du systéme de particules dans le champ électro-
magnétique.
Analogie des modéles

Les notations que nous avons utilisées pour présenter la situation mettent en évidence une grande
analogie entre le cas présent et notre modéle. Nous allons ici détailler cette idée.

Le systéme non linéaire est ici une collection de particules couplées entre elles par un potentiel, situation
analogue i celle de notre modéle: une particule placée dans un potentiel. Une différence provient du fait que
les particules se déplacent ici dans un espace & trois dimensions. L’opérateur intervenant dans le couplage est,
dans le cas présent une combinaison linéaire d’opérateurs position et est en quelque sorte une généralisation
de P’opérateur intervenant dans notre modéle.

La différence la plus importante vient de la structure des réservoirs. Dans le cas de 1’électrodynamique,
le réservoir est tridimensionnel (i.e.: les modes sont indicés par une grandeur de IR? et non de IR comme c’est
le cas pour notre modéle) et le champ intervenant dans le couplage est vectoriel contrairement a celui que
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nous utilisons qui est scalaire. Cette différence mise & part, nous allons voir qu’il y a concordance parfaite
entre les Hamiltoniens d’interaction et d’énergie propre.

Réécrivons pour cela le Hamiltonien d'interaction H) en utilisant la définition de #(0) :

Bk
Hy= - (27)3 [a apA€. J) + aua z(c J)] (1.C.1;9.0)
que ’on compare a celui de notre modéle
! dw - t
Hl = - E:; w [awawx <+ awan] (I.Cl; gb)

De méme pour termes d’énergie propre:

H, /(2 B Ew [aw(c J)] [aw(e J)] - (1.C.1;10.a)
H) = / o w [ X]awX] (1.C.1;10.8)

Nous allons maintenant nous intéresser a la valeur des coefficients de couplage qui sont ici imposés par la
théorie:

. 1
o, = —1 oo (1.C.1;11)
On peut donner la fonction L{w) qui correspond & ce couplage:
. 1
Lw) = wa,a, = — (1.C.1;12)
260

Cette fonction est constante, ce qui correspond & un couplage normal. Notons cependant que la densité
spectrale est différente de celle d’un reservoir monodimensionnel. Pour une dimension d’espace D, la densité
spectrale du couplage normal varie de la maniére suivante:

fw) x w? (1.C1;13)

Ce résultat nous fournit une image physique du réservoir normal monodimensionnel. Celui-ci s’obtient
en ne considérant que certains modes du champ électromagnétique. On ne considérera que les modes ayant
une direction de propagation fixée, par exemple ’axe des y, ceci pour passer de trois a une dimension, et
un sens de propagation (k, > 0) et une polarisation (€ selon I'axe 0,;) pour passer du caractére vectoriel
a un caractére scalaire et n’avoir qu’un mode par fréquence. Nous noterons d’un chapeau les grandeurs
€lectromagnétiques obtenues de cette maniére. Ainsi, les Hamiltoniens H; et H, deviennent:

Hy =—/ —2-— {wa ak,-i-wawa,: } dy, (1.C1;14)
)it —/m By agard? (1.C.1;15)
S A= WOy B

Nous disposons maintenant d’un moyen de passage entre ’électromagnétisme et le modéle du réservoir
normal monodimensionnel. Nous allons utiliser ce fait pour obtenir de nouveaux renseignements sur le
modele que nous utilisons grace & ce que nous connaissons de ’électromagnétisme.
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Utilisation de I’analogie

Dans la présentation que nous avons faite du modéle général, le réservoir n’était muni d’aucune structure
spatiale ; nous ’avons considéré comme une simple collection d’oscillateurs harmoniques. Nous allons utiliser
I’analogie électrodynamique pour donner une structure spatiale & ce réservoir.

En électrodynamique, nous avons rencontré I'opérateur F(0). Il s’agit de la valeur & l'origine du champ
F(7) dont voici I’expression:

1 g &k .o ikF ot =ik ? .
;F(F) = / (—2—“)—3¥w{awca,;?e + auéag,e } (1.C.1;16)

Nous déduisons de cet opérateur le champ F‘(y) en ne considérant que les modes se dirigeant selon Oy
dont le sens de propagation est fixée (k;, > 0) et de polarisation selon 0z :

1 2 — * dky . ik t —ik .
o F(y) _/o o Y {awak'e' W+ ayag e "’} (1.C.1517)

On peut maintenant donner une structure spatiale au réservoir normal monodimensionnel en définissant:

A(y;t) = / % walau (1)eY + wayal,(f)e Y (1.C.1;18.0)
An(ys) = / 5‘25“’; wolal(£)e Y + waalin(t)e— ¥ (1.C.1;185)
A%(y;t) =/§wa;azut(t)ei””+wawa1,°“‘(t)e"'""” (1.C.1;18.c)

L’évolution des champs A" et A°%* est libre, on en déduit que leur évolution est une propagation dans
le sens des y croissants:

An(y;t) = / -:‘—:— w a, alf e~w(t-v) 4 g qlingiw(t-y)

= A"(0,t - y) (I1.C.1;19.0)
A% (y;t) = A°(0;t —y) (C.1.1;19.%)

Nous venons donc de donner une image spatiale des champs libres. Le champ A(y;t) peut s’exprimer
en fonction des champs libres en procédant comme pour I’équation (I.B.1;12) et en utilisant I’expression de
€44(7) pour le spectre normal (eq. I.B.3;5):

A(y;t) = Ain(y;t) — 2T /:o dr §'(r—y)X(t-r1)
= Ain(y;t) — 2T / dr 8 (7 — y)[X(t - 7)0())]

= A(y;t) + 2T / dr 6(r — y)%[X(t T
A(y;t) = A™(y;t) + 2T6(y) X (t) — 2T X(t — y)8(y) (I.C.1;20.0)
De méme:
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A(y;t) = A%(y;t) + 2T6(y)X(t) + 2rX(t — 7)6(—y) (1.C.1;20.)

Enfin, en exprimant la relation qui donne le champ sortant en fonction du champ entrant on obtient:

A(y;t) = A" (y;1)0(-y) + A" (y;1)0(y) + 2T8(y) X (2) (1.C.1;2L.a)
- Ai“(t _ y)o(_y) + Aout(t - y)a(y) + 2F6(y)X(t) (1.C.1;21.b)

Remarquons tout d’abord que ces équations, prises en y = 0, permettent de retrouver les équations (I.B.3).
Pour cela, il faut utiliser les deux propriétés suivantes:

— La valeur & Porigine de la fonction de Heavyside 8(y) est 1/2.
— Pour prendre la valeur 4 Dorigine de la distribution de Dirac, il faut utiliser sa transformée de Fourier:

dw
) = [ &2 oo

Ainsi:
dw dw

On retrouve ainsi le coefficient du Hamiltonien d’énergie propre.

Venons en maintenant & la structure de A(y;t). Ce champ s’identifie au champ entrant pour les y
négatifs, cette partie du champ se propage vers le systéme. Il s’identifie au champ sortant pour les y positifs,
cette partie s’éloigne du systéme (cf. figure 1.2). Nous obtenons ainsi une image spatiale de 1’évolution du
champ A et de la relation entre champ entrant et champ sortant pour le réservoir normal monodimensionnel.

Il faut tout de suite préciser que cette image n’est valable que pour le réservoir normal. Pour d’autres
types de couplage, il faut s’en tenir 4 la définition temporelle des champs entrant et sortant. La raison en
est que dans les autres types de couplage, la réponse du réservoir n’est pas instantanée ce qui se traduirait
d’un point de vue spatial par une interaction non locale entre le systéme et le champ.

Nous allons terminer I’étude du réservoir normal en nous intéressant au troisiéme terme de I’équation
(I.C.1;21). II faut pour cela revenir au sens physique du champ F(F) : il s’agit ici de I'induction électrique.
Ce champ est relié au champ électrique E(F’) et a la densité de polarisation I-’.(i") par ’équation suivante:

1 F@® = E@ + 1 P (1.C.1;22)
€0 €0

Dans notre cas, ﬁ(r’-’) est la densité de polarisation créée par un dipole électrique d placé a lorigine ; son
expression est ainsi:

P = d &7 (1.C.1;23)

Ainsi, dans le modéle que nous utilisons et pour le réservoir normal, le troisitme terme de ces équations est
I’équivalent de la densité de polarisation électrique. L’équivalent du champ électrique est alors le champ:

A(y;1) 0(—y) + A (y;t) 6(y)

C’est un champ dont la seule singularité se trouve a 'origine et est due a ’émission d’un champ A% — Ain
par le systéme non linéaire.

36



Figure 1.2

Ain Aout

¢
Y

Interprétation spatiale de I’entrée sortie

Dans le cas d’un réservoir normal il est possible de donner un sens spatial aux champs
entrants et sortants. Le champ entrant correspond aux fluctuations qui se propagent vers le
systéme non linéaire. Le champ sortant coxféépond aux fluctuations qui partent du syst€me
non linéaire.
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Fluctuations du vide et réaction de rayonnement

L’étude que nous venons de faire sur le réservoir monodimensionnel est en fait équivalente & 1’étude de
la relaxation en électrodynamique, plus particuliérement lors de la séparation entre fluctuations du vide et
réaction de rayonnement.

Il a en effet été montré que le champ interagissant avec I’atome peut étre décomposé en deux termes.
Le premier est un champ évoluant librement et arrivant sur ’atome que 'on appelle fluctuations du vide, il
ne dépend pas de I’état atomique. Le second ne dépend que de la susceptibilité du réservoir et de 1’évolution
atomique, il s’agit d’un terme appelé réaction de rayonnement. Ces résultats ont été obtenus dans le cadre
d’équations de Heisenberg Langevin retardées. Dans notre étude du réservoir monodimensionnel, nous
avons aussi une décomposition du champ A(t) en fluctuations du champ entrant et réaction de rayonnement
retardée. Il existe une autre décomposition en fluctuations du champ sortant et réaction de rayonnement
avancée.

Un autre résultat de 1’électrodynamique concerne I’étude du champ en présence d’une source de ray-
onnement. Celui-ci peut se mettre- sous la forme d’une somme entre un champ du vide (champ évoluant
librement) et un champ des sources. C’est ce que nous faisons en exprimant le champ A(y; t) en fonction du
champ A™(y;t) et du champ émis par le systéme.

Différences entre modéles

La différence majeure entre le modéle que nous utilisons et 1’électrodynamique provient de la dimen-
sionalité du réservoir. Les conséquences peuvent étre importantes; alors que les modes ne sont pas dégénérés
dans le cas monodimensionnel , ils le sont dans le cas de 1’électrodynamique:d une fréquence correspon-
dent plusieurs modes propres. Cette dégénérescence autorise une redistribution des photons dans les modes
de méme énergie, il s’agit de la diffusion élastique des photons par un atome ou diffusion Rayleigh. Ce
phénomeéne physique est impossible pour un réservoir monodimensionnel car il n’y a pas de modes ou I’on
puisse redistribuer les photons.

La situation n’est cependant pas dramatique car les phénoménes de relaxation sont semblables dans les
deux cas. En effet, tout ce qui est lié au caractére harmonique des réservoirs est inchangé. Or le passage
aux équations de Heisenberg Langevin ne dépend que de ce fait.

Une seconde différence provient du caractére vectoriel de l'interaction électromagnétique, et ainsi des
problémes liés 4 la polarisation du rayonnement incident ou émis. Une bonne compréhension des phénoménes
qui se produisent dans le cas du réservoir monodimensionnel sera extrémement utile pour ’étude du champ
électromagnétique.
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1.C.1.b. Atome dans une cavité

Lors des derniéres années, 1’électrodynamique quantique en cavité a suscité de nombreuses études tant
théoriques qu’expérimentales. Un phénoméne particulierement intéressant est 'inhibition ou 'augmentation
de I’émission spontanée d’un atome placé dans une cavité.

On peut comprendre simplement ce phénoméne de la maniére suivante. L’atome est couplé au rayon-
nement par I’intermédiaire de la cavité. Celle-ci modifie le couplage entre ’atome et les différents modes
du champ. Les modes résonnants voient leur couplage avec ’atome augmenté alors que les autres le voient
diminué. Ainsi selon la position de la fréquence atomique, ’émission spontanée peut étre augmentée ou
diminuée.

Une cavité peut donc étre utilisée pour privilégier le couplage de I’atome avec certains modes du champ
électromagnétique. Les modes du champ doivent alors étre scindés en deux groupes: les modes dont le
couplage est modifié par la cavité et ceux dont le couplage n’est pas affecté.

Dans le cas d’une cavité ouverte, ces deux types de modes sont présents (voir figure 1.3.a). Les modes
entrant par le miroir sont affectés par la présence de la cavité. Les modes latéraux ne sont pas affectés par
la présence de la cavité. Cependant, leur influence relative est diminuée par rapport aux modes de la cavité
qui jouent un réle dominant. :

Dans le cas d’une cavité de type guide d’onde, tous les modes sont affectés (voir figure 1.3.b). Seuls
les modes entrant par le "miroir” dans la cavité sont présents. On considérera pour simplifier que cette
cavité sélectionne une seule direction de propagation et de polarisation pour les modes couplés & I’atome.
On retrouve Pidée d’un continuum harmonique monodimensionnel. Cependant, le spectre de couplage ne
sera pas le spectre normal mais présentera des résonances.

Pour de bonnes cavités (lorsque l'influence des modes latéraux est négligeable) ou pour des cavités
fermées, le modéle du continuum monodimensionnel est directement utilisable. Toutefois, il pourra étre
intéressant d’étudier des situations ou les modes latéraux restent présents. Nous considérerons alors un
modeéle plus général ou I’atome est couplé & deux réservoirs. Le premier de ces réservoirs est un continuum
monodimensionnel qui correspond aux modes de la cavité et dont la densité spectrale donc varier de maniére
trés importante avec la fréquence. Le second réservoir correspond aux modes latéraux. Il nous permet
de traiter de maniére simple les imperfections de la cavité. Pour simplifier, nous le supposerons aussi
monodimensionnel et nous prendrons une densité spectrale de couplage normale.
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Figure 1.3
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Deux types de cavité en électrodynamique _

-d- cavité ouverte

Il existe dans ce cas deux types de modes.

Les modes transverses: ces modes correspondent aux fluctuations qui arrivent sur
I’atome par les cotés de la cavité. Leur couplage avec ’atome n’est pas modifié par la cavité.

Les modes longitudinaux: ces modes correspondent au champ qui entre dans la cavité

par le miroir. Leur couplage avec I’atome est modifié.

-b- cavité fermée

Seuls les modes longitudinaux peuvent entrer dans la cavité. Le couplage entre ces

modes et I’atome est fortement modifié.
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1.C.2. Systémes électroniques

Aprés avoir étudié quelques problémes que ’on rencontre en physique atomique, nous en venons a un
autre domaine, celui des systémes électroniques dissipatifs. Le dipdle non linéaire sera par exemple une
jonction Josephson.

Comme les jonctions Josephson sont peu connues dans le domaine de la physique atomique, nous com-
mencerons cette partie par une présentation de ces systémes. Nous montrerons ensuite que leur couplage
4 des résistances peut étre modélisé par I’effet d’un réservoir harmonique monodimensionnel. Ceci nous
permettra de montrer que notre modeéle général correspond de maniére assez précise a ces systémes.

I1.C.2.a. Présentation du systéme '

Nous étudions d’abord un circuit LC afin de nous familiariser avec la description quantique d’un oscil-
lateur électrique. Nous traitons ensuite le cas d’un systéme contenant une jonction Josephson.

a. Le circuit LC

D’un point de vue classique,:I’état du circuit LC est décrit par la charge ¢ du condensateur et le flux
magnétique ¢ qui traverse 'inductance (voir figure 1.4). Deux grandeurs électriques caractérisent I’état du
circuit; il s’agit de la tension u aux bornes de la capacité et de D'intensité i parcourant le circuit.

Différentes équations relient les grandeurs que nous venons d’introduire. Il s’agit d’une part d’équations
caractéristiques des éléments présents dans le circuit:

g =Cu (I.C.2;1.0)
¢ =—Li (I.C.2;1.b)
ol C est la capacité du condensateur et L I'inductance de la bobine.

Nous avons d’autre part deux équations dynamiques reliant les grandeurs électriques a la dérivée tem-
porelle des variables du systéme:

g =t (1.C2;2.a)
6 = (1.C.2;2.6)

Nous obtenons ainsi un systéme d’équations régissant 1’évolution du systéme:

(I.C2;3.0)

€
it
Ql -

-}

]

|
o=

@ (1.C2;3.b)

Ce sont les équations d’évolution d’un oscillateur harmonique. Regardons tout de suite ’analogie avec
un oscillateur harmonique mécanique. Les équations d’évolution sont dans ce cas:

. 1
z ——
m

P (I.C2;4.0)
p z

(1.C.2;4.)

ol z est la position et p 'impulsion de P'oscillateur. L’analogue électrique de la variable position est donc ici
le flux traversant 'inductance.
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Figure 1.4

Circuit L C

La charge de la capacité C est q et le flux de ’inductance L est ¢.
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Par analogie avec la mécanique, nous choisissons ¢ comme variable dynamique pour mettre en place
une formulation Lagrangienne. Nous obtenons a I’aide de cette variable une énergie potentlelle E, et une
énergie cinétique E, :

1, .
E, = 2L ¥ (1.C.2;5.a)
E. = % C ¢? (1.0.2;5.)
Le Lagrangien du systéme est donc:
. | S 1
Lipip) = 5C¢* ~ 57 ¢° (1.C.2;6)

Ce Lagrangien nous permet d’obtenir la variable conjuguée de ¢ :
grang g

oc

-a—¢ = Cp = q (I.C.2;7)

La variable conjuguée du flux magnétique traversant 'inductance est la charge électrique du condensateur.
Le Hamiltonien du systéme est alors:

1
H(p;q) = 20 ¢ + 5L ? ©° (1.C.2;8)

On retrouve alors les équations du circuit LC' comme des équations de Hamilton:

. _OH 1

P = aq - 6 q (I.C.2,9.a)
.o 1 .
i=-=-v (1.C.2;9.5)

Nous pouvons maintenant passer 4 une description quantique de ce systéme en utilisant la procédure
de quantification canonique. Les variables g et ¢ deviennent deux observables @ et ¢. Ces deux opérateurs
conjugués vérifient la relation de commutation canonique:

[0:Q) = i (1.C2;10)
Le Hamiltonien régissant Pévolution de ce systéme est:

1

- — 0 — 2 .
Hy = 55Q" +37¢ (1.Cc.2;11)
Les équations de Heisenberg sont:
¢ =i[H,;¢] = éQ (I.C.2;12.a)
=i[H,;Q] = %«ﬁ (1.C.2;12.5)
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B. La jonction libre
Une jonction Josephson peut étre considérée comme une inductance non linéaire. En effet, la loi qui
relie intensité qui la traverse et le flux magnétique ¢ est la loi découverte par Josephson:

I = —Ipsin (2-) (1.C2;13)
¥o '

ou Iy est I'intensité Josephson, une caractéristique de la jonction et ol ¢p est le quantum de flux:

h
¥o % ( ’ )
On note que la charge ¢ = 2e¢ intervenant dans Pexpression du flux élémentaire provient de ’appariement
en paires des électrons dans un supraconducteur. Le systéme est schématisé figure 1.5. La capacité C est la
capacité de la fonction Josephson elle-méme.

La relation de Josephson peut étre comparée a la relation (I.C.2;1.b) que nous avons utilisée pour
Pinductance. L’intensité était alors une fonction linéaire du flux. C’est pour cette raison qu'il est possible
de dire qu’une jonction Josephson est une inductance non hinéaire.

De 1’équation de Josephson (I.C.2;13), nous tirons une équation d’évolution pour la charge ¢ du con-
densateur:

0

§ = —Ip sin (—;’i;) = -3 (—-(po Io cos ?c%) (1.0.2;15)

Il est encore possible d’utiliser un formalisme Hamiltonien avec:
H = @ + Up) (1.C2;16)
2C ’
ou Pon a noté
— b .
0

U(yp) est le nouveau terme d’énergie potentielle. Il remplace le potentiel harmonique de I'inductance. De la
méme maniére que pour l'oscillateur harmonique, nous pouvons quantifier canoniquement ce systéme. On
obtient ainsi le Hamiltonien Hs suivant:

=1 .
Hs = 5= Q* + U(9) (1..2;18)
et les équations de Heisenberg:
; 1
¢ = c Q (1.C.2;19.a)
» __0U(¢) _ . (¢ )
Q= 36 = Io Asm (‘Po) (1.C.2;19.b)
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Figure 1.5

jonction Josephson

La charge de la capacité C est g et le flux de I’inductance "non linéaire" est ¢.
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7. La jonction polarisée

En imposant un courant continu dans la jonction, il est possible de transformer le potentiel sinusoidal
que nous avons présenté. Les équations d’évolution sont en effet modifiées puisque 'intensité qui traverse la
jonction devient:

I = Ip - Io sin (i) (I.C.?;?O)
Yo

L’équation d’évolution de la charge q est alors

Q = —Ipsin (;’%) +Ip= - -a% (—Ip¢ — olpcos (g:)) (IC2,21)

Ceci correspond donc & un Hamiltonien:

Hs = '216 Q* + Uy(¢) (1.C.2;22.a)

ou

Up(¢) = — Ip ¢ — o I cos (%) (1.C.2;22.)

Lorsque Ip est inférieur & Ip ce potentiel présente des minima qui sont d’autant moins profonds que Ip est
proche de Iy (voir figure 1.6).
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Figure 1.6

4.\ Ul\'p) I? E3 - A ULKP) IP=&1I‘
c_&--[\\
N\ N » .

. ULP) T = T ' 4 YLe) I?=§.I.

Yoo

Potentiels U(¢) intervenant dans la description Hamiltonienne de la jonction Josephson

Les potentiels représentés correspondent 2 différentes intensités de polarisation I,. Pour
I{Ig, ce potentiel présente des minima; pour I Mg, il n’y a plus de minimum.
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6. Propriétés physiques d’une jonction Josephson

Les jonctions Josephson que nous considérons ici ont une taille de 25 um?. L'épaisseur de la barriére
isolante qui sépare les deux domaines supraconducteurs est de 'ordre du nanométre.Les grandeurs électriques
caractérisant ces systémes sont une capacité C de quelques picofarad et une intensité Josephson Ipde 10 uA.

Ces valeurs, ajoutées au fait que la réalisation de systémes comprenant ces jonctions se fait expérimen-
talement & I’aide de fils et de soudures indiquent qu'il s’agit d’un systéme macroscopique.

Au début de ’étude expérimentale de ces systémes, une description classique suffisait & expliquer leurs
propriétés physiques et en particulier leur caractéristique courant-tension (voir figure 1.7). Nous allons donc
commencer par discuter cet aspect du probléme.

La caractéristique est obtenue en faisant varier I'intensité & partir d’une valeur nulle et en ’augmentant
progressivement. On observe alors que la tension aux bornes de la jonction reste nulle puis, & partir d’une
intensité Ip passe a une valeur V, qu’elle conserve lorsque ’on continue a augmenter ’intensité. La tension
V, est la tension de switching dont une valeur typique est 2mV.

La description que nous avons faite de la jonction nous permet de comprendre cette caractéristique. La
variation de l'intensité I se traduit par une déformation du potentiel U(y) auquel est soumise la jonction
(figure 1.8). Lorsque l’intensité est nulle, le flux est au fond d’un puits, sa “vitesse” est nulle ainsi que la
* tension aux bornes de la jonction. Tant que 'intensité reste inférieure & 'intensité critique (qui est I’intensité
Josephson), le potentiel présente toujours des minima locaux; le flux est donc bloqué et la tension reste nulle.
Dés que ’intensité critique est dépassée, le potentiel ne présente plus aucun minimum, le flux se met donc &
“dévaler” la pente de plus en plus rapidement; la tension augmente simultanément. Les équations prédisent
alors que la vitesse de la phase (et donc la tension) devrait diverger. Cependant se produit alors de la
dissipation dans la jonction ce limite la tension & une valeur maximale, la tension de switching.

Récemment, un nouveau phénoméne a pu étre mis en évidence. En suivant la méme procédure que pour
tracer la caractéristique mais en s’arrétant avant d’atteindre I'intensité critique, on a observé que, alors que la
description classique prévoit que la tension doit rester nulle celle-ci pouvait passer a la valeur V, et ceci avec
une probabilité qui augmente lorsque Pintensité & laquelle on se place se rapproche de Pintensité critique.
On pourrait penser pouvoir expliquer ce phénomeéne par une activation thermique: plus I’on se rapproche de
I'intensité critique moins le puits de potentiel est profond et donc plus la probabilité d’activation est grande.
Lorsqu’on se place 4 trés basse température ce n’est pas la bonne interprétation

Bien que I’étude de ce phénoméne présente de grosses difficultés expérimentales, il a en fait été montré
que la “sortie” du puits de potentiel doit étre attribuée & un effet tunnel et non & une activation thermique.
Une description quantique de ce systéme électrique est donc nécessaire. Le traitement quantique que nous
avons présenté (qui consiste en une quantification canonique des équations classiques) permet une trés bonne
description de ce systéme quantique.

Ces mesures d’effet tunnel ont non seulement une importance théorique (mise en évidence de propriétés
quantiques d’un systéme macroscopique) mais aussi une trés grande importance expérimentale. Elles sont
en effet devenues un outil permettant de sonder les propriétés de ces jonctions. C’est ainsi que I'on a pu
mettre en évidence la présence de. niveaux discrets dénergiec dans le puits de potentiel: lorsque le flux
se trouve dans un état excité a l'intérieur du puits, sa probabilité de passage par effet tunnel est plus
importante que lorsqu’elle se trouve dans le fondamental (figure 1.9). La jonction, placée initialement dans
le fondamental, est excitée par un signal micro-onde sinusoidal. L’expérience, répétée pour des fréquences
d’excitation différentes montre que la probabilité de sortie par effet tunnel présente des résonances. Ceci est
la traduction du fait que, lorsque la micro-onde est résonnante avec une transition entre niveaux, la jonction
passe de ’état fondamental a I’état excité et la probabilité tunnel est augmentée.

On pourra donc dans certains cas considérer un circuit contenant une jonction Josephson comme un
“atome électrique” possédant des niveaux d’énergie discrets.
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Figure 1.7
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Caractéristique d’une jonction Josephson

Cette caractéristique est obtenue en partant de I=0. I est I’intensité Josephson et Vg la
tension de switching.
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Figure 1.8
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Les différents régimes pour I’évolution de la phase

Pour une intensité de polarisation inférieure a l'intensité Josephson, la phase reste
blogquée au fond du puits.

Lorsque I'intensité de polarisation est supérieure a I'intensité Josephson, il n’y a pas de
puits et la phase dévale la pente.
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Figure 1.9
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Sortie du puits par effet tunnel

La probabilité de sortir du puits par effet tunnel est plus importante lofsque le syst¢éme
est dans un état excité que lorsqu’il est dans le fondamental.
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1.C.2.b. Le systéme en présence de dissipation

Nous pouvons maintenant aborder le probléeme de la dissipation. Comme précédemment, nous consid-
érons d’abord le circuit LC. Nous établissons les équations d’évolution classique de ce systéme en présence
de dissipation. Nous présentons ensuite le point de vue quantique.

a. Point de vue classique

La dissipation est obtenue 4 I'aide d’une résistance R (voir figure 1.10). De méme que précédemment,
I’état du systéme électrique est caractérisé par la charge ¢ de la capacité et le flux ¢ de I'inductance. Les
grandeurs électriques & considérer sont au nombre de trois. Ce sont la tension u aux bornes de la capacité,
I’intensité { traversant 'inductance et l'intensité i traversant la résistance. Les équations qui relient ces
grandeurs sont les suivantes:

[

-i- équations caractérisant les éléments:

g =Cu (1.C.2;23.a)
¢ =—Li (1.C.2;23.h)
U = Rip (1.C.2;23.¢)
-ii- équations dynamiques:
§ =t — ip (1.C.2;24.a)
¢ =u (I1.C.2;24.b)
Les équations d’évolution du systéme sont ainsi
=1 (1.C.2;25.0)
$ =G4 .C.2;25.
. 1 1
i=-7¢- 551 (1.C.2,25.b)

Dans le traitement quantique, nous essayerons d’obtenir ces mémes équations de Heisenberg avec une for-
mulation Hamiltonienne. Or, les systémes Hamiltoniens sont des systémes conservatifs alors qu’ici, nous
désirons traiter la dissipation.

Il est possible cependant de contourner ce probléeme en suivant la méthode proposée initialement par
Nyquist [65]. Un équivalent électrique de la résistance est en effet une ligne coaxiale dont 'impédance
caractéristique est la résistance R. Une ligne coaxiale présente I’avantage de pouvoir étre modélisée par un
réservoir harmonique monodimensionnel. Nous n’étudierons pas comment ’on passe de la ligne au réservoir
mais nous verrons qu’en développant I'idée de réservoir harmonique, I'image d’une ligne coaxiale apparait
spontanément.
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Figure 1.10
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8. Point de vue quantique
Nous désirons maintenant trouver un Hamiltonien pour lequel les équations de Heisenberg sont:

¢ = X Q (1.C.2;26.a)

1

Q = ¢-§5

Q (1.C.2;26.b)

Considérons le systéme constitué du circuit LC couplé a un réservoir harmonique monodimensionnel et
utilisons pour cela le Hamiltonien de 1’équation (1.C.2;7) ol ’on a utilisé I’analogie électricité «— mécanique:

¢ — X
Q — P
1 C M
212
78 o V()
Celui-ci s’écrit:
H=56@ + 5 ¢+ [ Fruda, - 46 + Ca® (1.0.2;27)

Nous pouvons nous intéresser aux équations d’évolution qui éliminent la dynamique du réservoir, ¢’est-

a-dire aux équations de Langevin. Tout d’abord regardons les équations retardées (ce sont les équations
habituelles)

ét) =2 Q) (1.0.2;28.0)
Qt) =- %«ﬁ(t) - /0 " dr (1)t =) + Aun(d) (1.0.2;28.0)

Afin d’obtenir des équations sans force de Langevin, nous prenons la valeur moyenne de ces équations

<(t)> = Q(t) > (1.C.2;29.0)

QI

<Qt)y> =- —L- < ¢(t) > _‘/0‘00 dr y(7) < ¢(t -7)> (1.C.2;29.b)

Le choix du réservoir normal (y(7) = I'(7)) nous permet d’obtenir une dissipation proportionnelle 4 la valeur
instantanée de ¢ comme nous le désirons. Afin d’obtenir le bon coefficient de friction nous prenons:

r = (1.0.2;30)

1
R
L’équation d’évolution de la charge est ainsi:
0=-Lg- 1y ance 1.0.2;31)
= - é- é+ Ault) (1.c2;

Nous avons réussi a obtenir des équations de Heisenberg qui correspondent aux équations classiques en
présence de dissipation. Il y a neanmoins une différence importante: les équations contiennent une force
aléatoire A;i,(t). L’existence d’un théoréme de fluctuation dissipation justifie ce fait: on ne peut avoir de
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dissipation sans fluctuations. Les fluctuations que nous venons de trouver constituent le bruit Nyquist, un
bruit que ’on retrouve chaque fois que I’on utilise une résistance.

Il faut d’autre part noter que nous devons utiliser un réservoir normal. Utilisons donc les résultats
obtenus dans la partie précédente. Nous disposons d’un champ A(y;t) s’identifiant au champ sortant pour
les y positifs et au champ entrant pour les y négatifs, ces deux champs se propageant librement (voir
figure I.11.a). Définissons & partir de ce champ un champ B(y;t) pour les y positifs de la maniére suivante:

B(y;t) = A(y;t)0(y) + A(-y;t)6(—y) (1.C.2;32)

Il s’agit d’'un champ dont une partie (A'") se propage dans un sens et ’autre (A°**) dans I’autre (voir
figure 1.11.b). On retrouve ainsi la notion de ligne coaxiale dont nous venons, indirectement, de donner un
traitement quantique. Le schéma électrique du systéme devient alors celui de la figure I.11.c.

Ceci nous permet ainsi, dans le cadre des systémes électroniques, de donner une image physique des
champs entrants et sortants pour le réservoir normal. D’un point de vue pratique, le champ entrant corre-
spond aux fluctuations que I’on envoie dans la ligne et que ’on peut donc contrédler, soit en envoyant un état
comprimé, soit en n’envoyant rien (ce sera dans ce cas les fluctauations du vide). Cela montre aussi que les
fluctuations du champ qui reviennent dans la ligne sont les fluctuations du champ sortant.

Il est expérimentalement possible de contréler les fluctuations que ’on envoie tout en mesurant celles
qui reviennent. Ceci peut se faire en utilisant un circulateur (voir figure 1.12.a). Ce dispositif a la propriété
suivante: un signal qui arrive dans le circulateur par la voie A en repart par la voie B, un signal qui arrive
par la voie B repart par la voie C et un signal qui arrive par la voie C repart par la voie A(schéma de
la figure 1.12.b). L’émetteur de fluctuations permet de controler le champ A™ qui arrive sur le systéme
non linéaire. L’utilisation du circulateur permet alors de rendre possible une étude du champ A°“t en lui
imposant d’aller vers un détecteur au lieu de revenir sur ’émetteur.

Il faut enfin souligner que les circuits électriques peuvent eux aussi comporter ’équivalent de cavités
optiques: les “éléments réservoir” (“tank circuit”). Considérons par exemple le cas de deux lignes coaxiales
dont les impédances ne sont pas adaptées ; les champs qui se propagent dans ces lignes subissent alors une
réflexion au point de couplage de ces deux lignes; on dispose ainsi de 1’équivalent électrique d’un miroir. La
figure 1.13 montre comment ceci est utilisé pour réaliser une cavité en électronique.

En conclusion, nous venons de voir que dans le cadre de 1’électronique, on peut réaliser des “atomes”
(ie: des systémes & quelques niveaux), que le modéle du réservoir harmonique monodimensionnel s’applique
exactement et que P’on peut construire des cavités. On pourra donc concevoir des applications de notre
modeéle aussi bien en électrodynamique qu’en électronique. Nous reviendrons sur ce point dans la partie II.
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Figure 1.11
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Fluctuations entrantes et sortantes pour les circuits électriques
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Figure I.12a

Circulateur A trois entrées
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Figure L.12b
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Utilisation d’un circulateur pour éviter que les fluctuations sortantes retournent vers

P’émetteur de fluctuations
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Figure 1.13
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Cavité électronique et cavité optique
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I.D. Un modéle de cavité

Dans la partie 1.C, nous avons évoqué le role que peut jouer une cavité, en particulier par des effets
d’inhibition ou d’augmentation de I’émission spontanée. Nous avons expliqué ces phénomeénes par une
modification de la densité spectrale de couplage entre le champ et le systéme non linéaire. Le but de ce
chapitre est de préciser cette idée.

Pour cela nous allons dans un premier temps étudier un modéle réaliste de cavité obtenu & partir de
miroirs. L’étude de la propagation des champs nous permettra d’obtenir des équations de Langevin pour
I’évolution du systéme non linéaire. Nous montrerons en particulier que ’on peut relier les forces de Langevin
qui agissent sur le systéme non linéaire aux champs qui arrivent sur la cavité ou qui en repartent. Nous
montrerons ensuite qu’il est possible d’obtenir les mémes équations de Langevin pour I’évolution du systéme
non linéaire en considérant que celui-ci est couplé & un réservoir harmonique monodimensionnel dont la
densité spectrale refléte les résonances de la cavité.

Nous donnerons alors la relation qui existe entre les champs entrant et sortant de ce modéle et les
champs qui arrivent et repartent de la cavité. Nous obtiendrons ainsi une expression du champ qui repart
de la cavité en fonction du champ qui arrive sur la cavité.

Nous étudierons pour terminer la situation ou seul un des modes de la cavité est important.

LD.1. Modéle avec propagation de champs
I.D.1.a. Présentation

Le modéle de cavité que nous étudions correspond a des situations que ’on peut rencontrer en électro-
dynamique ou en électronique.

La situation en P’électrodynamique est celle d’'une cavité en anneau ol 'on ne considére qu’un sens de
propagation. Il correspond a la figure 1.14.a. Dans ce modéle, nous ne considérons pas les modes latéraux
du champ pour les raisons que nous avons évoquées dans la section I.C.1.

La situation en I’électronique est celle d’une cavité obtenue en couplant deux lignes dont les impédances
ne sont pas adaptées. Ceci permet de faire un “miroir” pour les signaux électriques (voir figure 1.14.b).

Dans les deux cas, les interprétations des champs et les relations qu’ils ont entre eux sont les mémes.

Il faut en particulier noter que les champs A™ et A°“* correspondent au champ extérieur a la cavité et
donc & un réservoir normal.

A" = [ = {wa’ad® + wa, a I.D.1;1.a
27r w W w
out dw = _out outt
A" = | —{wa,ad" + wa, a I1.D.1;1.b
27r w w

ol a,, est le coefficient de couplage qui correspond au réservoir normal:

_ % )
ay = ,/w (I.D.1;2)
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Figure L.14a
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Les champs dans une cavité en anneau
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Figure 1.14b
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Nous discutons maintenant les équations qui relient les champs:

i. Condition de passage sur le miroir

Ces équations relient les champs qui arrivent sur les miroirs aux champs qui en repartent:

E(lt) =T A™(t) + R E'(t) (I.D.1;3.a)
A%(t) = — RA™(t) + T E'(t) (1.D.1;3.b)

E et E’ sont les champs qui partent et arrivent sur le miroir & intérieur de la cavité. R et T sont la
réflectivité et la transmissivité en amplitude du miroir. Ces deux grandeurs vérifient la relation suivante:

R* + T2 = 1 (I.D.1;4)

ii. Propagation dans la cavité

Ces équations relient les champs F} 4 Eet Fy 4 E' :

R(t) =E(t - %) (I.D.1;5.0)
F(t) =F'(t + f2£) (I.D.1;5.b)

F; et F; sont les champs qui arrrivent et repartent du systéme non linéaire. 7. est le temps que met un
signal lumineux pour faire un tour dans la cavité.

iil. Relations au niveau du systéme non linéaire

Les équations dont nous avons besoin au niveau du systéme non linéaire sont de deux types:

- nous devons relier le champ F, qui part du systéme non linéaire au champ Fj qui y arrive

- nous devons obtenir une expression du champ F' qui interagit avec le systéme non linéaire et qui
intervient dans les équations de ce systéme.

Pour obtenir ces relations, nous allons utiliser 'interprétation spatiale des relations d’entrée-sortie que
nous avons faites dans la section I.C.1. Nous avons en effet montré & cette occasion que, lorsqu’un champ
électromagnétique qui se propage dans un espace 4 une dimension interagit avec un systéme non-linéaire, on
peut donner aux champs entrants et sortants la signification de champs qui arrivent et repartent du systeme
non linéaire.

Nous déduisons de ceci la relation suivante:

Fi(t) = Rt) — 27 X(@) (I.D.1;6)

Le champ F(t) qui interagit avec le systéme non linéaire a pour expression:

F) =% (F(t) + B} + 208X () (1.D.1;7.a)
=Fi(t) — v X() + 2CnX(t) (I.D.1;7.)
=FR(t) + 1X(t) + 2CnX () (I.D.1;7.c)

Ces équations sont obtenues 4 I’aide de la section I.C.1 ; le coefficient Cx est le coefficient d’énergie
propre pour un spectre normal.

Le champ F(t) est une force qui intervient de la maniére suivante dans ’évolution du systéme non
linéaire:
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X@) = Xli P(t) 4 (I.D.1;8.0)

ov

P(t) = - 5}

+ F(t) — 20X (1) (I1.D.1;8.b)

Nous disposons maintenant de toutes les équations nécessaires & la poursuite de notre étude. Nous
allons les récapituler en les exprimant dans I’espace des fréquences car c’est sous cette forme que nous les
utiliserons par la suite.

i. Equations au miroir

Ew) =T A™(w) + R E'(w) (1.D.1;9.0)
A"(w) =— RA"™w) 4+ T E'(w) (I.D.1;9.0)
ii. Equations de propagation
F(w) =e“% Ew) (I.D.1;9.c)
F(w) =e % E'(w) (1.D.1;9.d)

iii. Equations sur le systéme non linéaire

F(w) = Fi(w) — 29 gk(w) (I1.D.1;9.¢)
Fw) = Ii(w) - 7X(w) + 2CnX(w) (I.D.1;9.f)
Fw) = F(w) + vX(w) + 2CvX(w) (1.D.1;9.9)

I.D.1.b. Etude du modéle

Dans cette section, nous allons manipuler les équations que nous venons de présenter pour obtenir des
équations ayant la méme forme que celles du chapitre I.B. Il s’agit en particulier de mettre les équations
d’évolution du systéme non linéaire sous forme d’équations de Langevin en déterminant les forces de Langevin
avancées ou retardées et les forces de friction.

Pour cela, nous allons éliminer les champs qui se propagent dans la cavité pour ne conserver que les
champs A™® et A% et le champ U qui interagit avec I’atome.

Commencons par éliminer E et E'.
Nous noterons pour simplifier:

Q=uwr (1.D.1;10)

2 est un paramétre sans dimension.

Fi(w) =€% Ew)
=% {TAi"(w) + Re"g'Fz(w)}

=Te%A™(W) + ReTF(w) + R {-29X(w)}
2
Te_‘

= SR AW + ;_—.-nﬂ_—ﬁ {~2rx(@)} (I.D.1;11.a)
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On obtient de méme:

Q

Fa(w) = 7;, = A°(w) ~ e = {~ark @) (I.D.1;11)

Nous éliminons maintenant les champs F; et F2 pour obtenir une exprwsion de F en fonction de Ai®, le
champ qui arrive sur la cavité, ou de A°", celui qui en repart. Nous substituons pour cela P’expression
(I.D.1;11.a) de F; dans I’équation (I.D.1;9.f)

F(w) = Fi(w) - yX(w) + 2CnX(w)

Q
——
Te 2 - e"‘.n + R
=g AW -1 oy X(w) + 2Cn X (w) (1.D.1;12.q)
En substituant (I.D.1;11.b) dans (I.D.1;9.g) on obtient de méme:
Ry
Flw) = 22 gov(y b'e 2CNn X 1.D.1;12.b
W) =a—g ()+7,9R (w) + 2CnX(w) (I.D.1;12.b)

Afin de faire une comparaison précise avec le chapitre I.B. nous définissons deux champs Fi"(w) et FoU*(w)
et deux fonctions dépendant de la fréquence £+ (w) et £~ (w) :

2
in T e—' 2 in .
F (w) = m A (w) (ID1,130)
Q
u Te?2 ou
F(w) = g A°() (1.D.1;13.b)
PRl
+ R
(tw) =7 —_-m (1.D.1;14.a)
e=i0
- _ + R _
W =7_m_x (I.D.1;14.b)
Nous réécrivons maintenant les équations (I.D.1;12) & I’aide de ces notations:
F(w) = FP(w) — ¢t (w)X(w) + 2CrvX(w) (1.D.1;15.a)
F(w) = F"(w) + ("(w)X(w) + 2CNX(w) (1.D.1;15.b)

En reportant ces équations dans les équations d’évolution (I.D.1;8) nous obtenons finalement les équations
de Langevin suivantes:

P@t) = g; + Fin(t) - / dr (F(r)X(t-7) (I1.D.1;16.a)
p(t) =- % + FoR() 4 / dr ¢~ (1)X(t—1) (1.D.1;16.b)
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1.D.1.c. Discussion sur les forces de Langevin et la friction

Nous étudions tout d’abord les forces de friction. Les poles de la fonction ¢t (w) ont une partie imaginaire
négative. La transformée de Fourier inverse (¥(7) est donc nulle pour les temps négatifs. La situation est
symétrique pour ¢~ (w) dont les pdles ont une partie imaginaire positive et dont la transformée de Fourier
inverse est nulle pour les temps positifs.

Nous définissons ainsi la fonction {(7) :

() = ¢Hr) + ¢T(7) (I.D.1;17)

Cette fonction est reliée a {t et ¢~ par la relation suivante:

¢Hr) =¢(n)o(r) (1.D.1;18.q)
¢ (r) =((7)8(-7) (1.D.1;18.)

Les équations de Langevin s’écrivent ainsi de la maniére suivante:

P@) =— g.)‘% + Fing) — /o " dr (1) X(t - 1) (1.D.1;19.0)
P@) = g;(’ + Fout() + / dr ¢(1)X(t - 7) (1.D.1;19.8)

La friction due & {*(7) est ainsi une friction retardée et celle due & {~(7) est avancée.

Nous pouvons rapprocher ces équations de celles que nous avons obtenues au § I.B.: I’équation (1.B.1;14)
pour la friction retardée et I’équation (I.B.2;3) pour la friction avancée. Nous constatons que les forces de
friction sont identiques si ’on identifie {(7) & ¥(7). Nous allons maintenant regarder a quelle densité spectrale
cette force de friction correspond:

(W) =¢Hw) + (W)
B e 4+ R &% + R
=7 {e‘m “R T m + R}
1- R?

=Y R Res 0 (1.D-1;20)

Cette friction correspond & la densité spectrale:

T2
14+ R?2 — 2R cos Q

fw) = 2w (1.D.1;21)

La transposition dans ’espace des temps des expressions de Fy, Fy, Fi® et Ft est particuliérement
intéressante. En effet:

'w
dw T W -.| WwT,
27r e_:"c_R /__ Te' t,—iw 'Z%Rnem e
=Y TR (t- = + 1.D.1;22
$ e (- [ + ) woxa
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On déduit alors de I’expression (I.D.1;11.a):

F(t) = iTR"Ai“ (t -3+ n‘rc]) + i R" [-275((: - nrc)] (1.D.1;23.0)
n=0 n=1
F) = ?;TR"A'" (t- [7° +nr.]) (1.D.1;23.5)

Le champ Fj(t) qui arrive sur le systéme non linéaire est ainsi la somme du champ A'™ qui a traversé le
miroir et de ses réflections successives a I’intérieur de la cavité et des champs émis par le systéme non linéaire
qui ont fait eux aussi un certain nombre de tours dans la cavité.

Une méme étude est possible pour le champ Fy(t) ; on aboutit alors & 1’expression suivante:

Fa(t) = i T RP 40Ut (t + 12. + ,,fc]) - f‘; R*[-2vX(t + n7.)] (1.D.1;24.a)
n=0 n=1
Fout(t) '§TR"A°“‘ (t+ [% + nr.]) (I.D.1;24.6)

Il s’agit en fait des expressions (I.D.1;23) dans lesquelles on a inversé le sens du temps (et donc remplacé
A™ par A°" et changé le signe de X(t)).
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I.D.2. Modéle du réservoir harmonique

Dans la section précédente nous avons vu que les équations de Langevin du systéme non linéaire pour
le modéle d’une cavité “4 miroirs” sont semblables & celles que I'on obtient pour un réservoir harmonique.
Nous allons ici étudier plus précisément cette analogie.

Dans un premier temps nous allons choisir un réservoir harmonique pour lequel la force de friction est
la méme que pour le modéle “a4 miroirs”. Nous comparerons alors les forces de Langevin que l'on obtient
avec ce réservoir avec celles que nous avons obtenues dans la section précédente.

I.D.2.a. Le choix du réservoir

Dans ce chapitre, 1a lettre A est relative au champ qui arrive ou qui repart de la cavité. Nous utiliserons
donc la lettre B pour le réservoir harmonique.

Les opérateurs création et annihilation sont mnotés b}, et b,. Le Hamiltonien qui régit ’évolution du
systéme non linéaire couplé au réservoir est:

2
H = 2PM + V(X) + / hwbld, — A BX 4+ CpX? (I.D.2;1)

ou
B = / % (Wb, + w B (1.D.2;2)

Nous utilisons maintenant les résultats du chapitre I.B qui nous donnent:
* L’équation d’évolution de 'impulsion (eq. (I1.B.1;2.b))

5‘—};%2 = g; + B(t) + 2CsX(2) (1.D.2;3)

* L’expression de B(t)
B(t) = B™(t)— /0 " dr v8(T)X(t — 7) — 2CB X (t) (I.D.2;4.0)
B(t) = B°*(t) + /0 dr 73(7)X(t ~7)—2CpX(1) (I.D.2;4.h)

* Les équations de Langevin (eq. (I.B.1;14) et (I.B.2;3))

P(t) = g; + Bin(t) — / dr yp(r)X(t — 1) (I.D.2;5.a)
P@t) =- g— + B°U(t) +/_ dr yp(7)X(t - 1) (1.D.2;5.b)
18(w) = ‘%fBB(w) (1.D.2;6)

Afin d’obtenir la méme force de friction que pour le modéle “4 miroirs” nous devons prendre la densité
spectrale donnée par 1’équation (I.D.1;21):
TZ
{op(w) = 2w 1+ R? — 2RcosQ

(I.D.2;7)
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Ceci nous conduit a choisir les coefficients de couplage suivants:

T 2y _ T N
VI+ RZ—2Rcos! Vw = 1+ R?—2RcosQ

ol o, correspond au couplage du réservoir normal (eq. (1.D.1;2)).

Bo = ﬁ;: w . (ID2,7)

1.D.2.b. Comparaison des forces de Langevin

Dans le modele “4 miroirs” les forces de Langevin sont Fi® et F°%, Nous devons les comparer & Bi® et
Bout'

Pour cela, nous nous pla¢ons dans ’espace des fréquences et ne considérons que les fréquences positives
(les fréquences négatives sont obtenues par conjugaison hermitique).

Pour le modéle du réservoir, nous obtenons:

. . T * i .
Bm(w) =w ﬂ; b‘l‘? = W \/1 T R? — 2 Reostl [+ b‘l: (ID2, 80)
B™(w) =w T a2, bout (1.D.2;8.5)

V14 RZ = 2RcosQ

Pour le modéle “miroirs”, nous avons les relations suivantes pour les champs qui arrivent et repartent
de la cavité:

AMw) =wal g (1.D.2;9.a)
A (w) =w al, a2 (1.D.2;9.b)
Les forces de Langevin sont ainsi
0 Ry
in Te 2 Te 2 . i

F (w) = m Aln(w) = w F‘T:—R- o, a:j‘ (I.D.2; lO.a)

-Q -Q

Te? Te?

— out — * _out .

Fo(w) = pr A(w) = w AR % % (1.D.2;10.b)

Nous remarquons alors que les coefficients qui interviennent & une fréquence w pour les forces de Langevin
entrantes et sortantes des deux modéles ont méme module:

.Q .Q
Te 2| |Te?2 T

e~ O_R| T |e_R| T V14 R2 — 2RcosQ

(I.D.2;11)

Il nous est ainsi possible d’identifier les forces de Langevin des deux modéles. Pour faire correctement
cette identification, il est nécessaire de prendre en compte des déphasages a I’entrée et i la sortie. Nous
précisons maintenant ce point.

Notons 6, la phase définie par la relation:

Q
Te 2 0 T
—2 T _ et 1.D.2;12
e @R VI+ RZ — 2Rcosi? ( )
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L’identification des expressions (I.D.2;8) aux expressions (I.D.2;10) nous conduit a la relation:

bin = e gin (1.D.2;13.0)
b&ut = e~V ag“t (ID2, 13b)

Ces expressions nous montrent qu’il est impossible de se débarrasser du facteur de phase 6, en redéfinis-
sant 1'opérateur b, ou le coefficient de couplage B,.

1.D.2.c. Comparaison du coefficient d’énergie propre

Les comparaisons que nous venons de faire nous permettent d’identifier les forces de friction et de
Langevin des deux modéles. Les équations de Langevin (I.D.1;19) et (I.D.2;5) sont ainsi identiques. Pour
que I’analogie soit totale, il faut que nous puissions identifier le champ F(t) au champ B(t). La comparaison
des équations (1.D.1;15) et (I.D.2;4) nous indique qu’il nous reste 3 montrer I’égalité des coefficients d’énergie
propre Cn et Cg dont nous rappelons les expressions:

dw . * dw

Cn —/-ﬂ-wawaw = /0 5 2y (1.D.2; 14.a)
dw . ® dw T2

Cp = / o ¥ BuB;, = [) o 2y 1+ R — 2Rcosar, (1.D.2;14.b)

Ces deux intégrales sont divergentes. Il faut toutefois les comprendre en considérant que I’on intégre
jusqu’a une fréquence de coupure grande devant toutes les fréquences du probléme. Les coefficients d’énergie
propre que I’on obtient avec cette fréquence sont bien définies. En utilisant la périodicité et la parité de la
fonction qui intervient dans le coefficient Cp on se raméne 2 la comparaison des deux intégrales suivantes:

ve dw
In —-/0 o (1.D.2;15.q)
7 dw T?
Ig = — 1.D.2;15.b
B = J, 27 1+ Rz~ 2Rcoswr, (1-D.2;15.5)
Dans I’intégrale Ig, le changement de variable:
1+ R, wr
= tg — .D.2;1
v Tk %3 (1.D.2;16)
nous conduit a P’expression suivante:
Iy = - /°°d 1 (1.D.2;17)
B= o Js YT ¥ o2 B
Le changement de variable v = tg w transforme alors cette intégrale en I’expression (1.D.2;15.a) de Iy et

I’égalité des coefficients Cp et Cn est ainsi montrée.

Cette section nous a permis de montrer ’équivalence des deux modéles. Nous allons résumer la situation
dans la section suivante.
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I.D.3. Comparaison des modeles. Discussion physique

Dans les deux sections précédentes nous avons présenté deux modéles de cavité dont nous avons montré
Péquivalence. Le premier modéle se base sur ’approche physique d’une cavité réelle: on étudie les équations
de propagation des champs et les équations d’évolution d’un systéme non linéaire placé dans une telle cavité.
Le second modéle est celui d’un systéme non linéaire couplé & un réservoir dont la densité spectrale refléte
la présence de résonances dans la cavité.

Nous avons ainsi montré que, vu de ’atome, tout se passe de la méme maniére dans les deux cas: les
forces de Langevin et les forces de friction sont les mémes. Il faut étre plus prudent pour comparer les
résultats liés au réservoir. En effet, on ne peut pas identifier directement les opérateurs entrants ai® et bi®
et les opérateurs sortants a2 et b2"* car nous avons vu qu'il faut prendre en compte des déphasages. La
procédure pratique & suivre sera alors la suivante:

-i- Données du probléme

Les données du probleme sont les fluctuations du champ A qui arrivent sur la cavité, elles sont données
par les fonctions de corrélation des opérateurs ai® et a}i®.

-ii- Le filtrage des fluctuations & ’entrée

Ces fluctuations, qui correspondent au premier modéle, nous permettent d’obtenir les fluctuations du
champ entrant B'® (champ entrant au sens temporel):

= A™(w) (I1.D.3;1)

Le champ B™™(w) peut se concevoir comme le champ A™(w) filtré par la cavité. Les fonctions de
corrélation du champ B'" sont données par celles des opérateurs b et blin que ’on peut obtenir 3 I’aide des
fonctions de corrélation des a'® et ali®.

-iii- Etude de P’évolution du systéme non linéaire

Connaissant le champ Bi", on peut mener une étude de ’évolution du systéme non linéaire (cf. parties II
et III).

Il faut pour cela étudier les équations de Langevin suivantes:

1

X(t) =— = P(1) (I1.D.3;2.a)
P@) =~ g; + B™(t) — / dr yp(r)X(t - 7) (1.D.3;2.b)

On peut d’autre part établir une relation entre le champ entrant et le champ sortant (qui suppose connue
Pévolution du systéme non linéaire):

2
2RcosQ

) T .
out — mn - .
B (w) = B™(w) — 2v TR = X(w) (I.D.3;3)

-iv- Le filtrage des fluctuations & la sortie

De méme que ’on obtient les fluctuations B'® en filtrant A'®, on obtient les fluctuations B°"* en filtrant
Aout :

T _
Aout(w) — €

! R out .
—q ™) (1.D.3;4)
2
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-v- Transformation entrée sortie du systéme global
On déduit finalement de ce qui précéde une relation entre les fluctuations qui sortent de la cavité et
celles qui y entrent. On utilise les relations que nous venons de donner pour ne faire intervenir que le champ

A:
Q

Te

out — ————
A (W) = = _R

A™(w) -2y

e —_R X(w) (1.D.3;5)

e~ — R
Les fluctuations qui sortent de la cavité sont ainsi la somme:
- des fluctuations qui entrent dans la cavité déphasées par leur passage dans cette cavité
- du champ émis par le systéme non linéaire filtré par la cavité.

Nous venons ainsi de mettre en évidence les effets physiques suivants pour une cavité:

- vu de 'atome, la cavité modifie la densité spectrale du réservoir

- vu du champ, la cavité a un réle de filtre, que ce soit lorsque le champ entre dans la cavité ou lorsqu’il
en sort. C’est cet effet qui conduit & un déphasage du champ lorsque la cavité est vide.
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1.D.4. L’approximation d’une cavité & un mode

Le modéle de cavité que nous venons de présenter prend en compte tous les modes de la cavité. Toutefois,
dans certaines situations, et en particulier lors de I’étude d’un systéme résonnant, il peut se trouver qu’un
seul de ces modes intervienne.

Nous allons présenter une approximation du modéle de cavité qui consiste & ne considérer qu’une seule
résonance de la cavité. La fonction de filtrage est alors une Lorentzienne et non plus une fonction d’Airy.
En utilisant les résultats que nous venons de discuter nous pourrons faire le lien entre notre modéle et un
modele fréquemment utilisé qui consiste & modéliser la cavité par un oscillateur harmonique.

1.D.4.a. Présentation

Dans les sections précédentes nous avons obtenu les relations suivantes:

B™(w) = p(w) A™(w) (I.D4;1.q)

B (w) = B™(w) — 27 p(w)¢" (W) X(w) (I.D.4;1.)
B (w) = ¢*(w) A% (w) (I.DA;1.¢)

ol ¢(w) est la fonction filtre suivante:

pw) = P a1 (1.D.4;1.d)

Il est possible de décomposer cette fonction afin de mettre ses pdles en évidences. Pour cela, nous
I’écrivons sous la forme:

T
W) =—g—a
- i—
e —Re 2
2T 1
=2 : (1.D.4;2)
vE sin {% — -;—lnR}
Nous utilisons alors la relation suivante (cf. Gradshteyn et Ryzhik eq. 1.422):
1 2 1
—_ _1\n .
sin z Z (=1) z — nw (1.D.4;3)
n=-—0o
Nous obtenons ainsi ’expression suivante pour ¢(w) :
4T ¥ n 1
olw) = 7= 2 (D g —iln R — 2nn (1.D4;4)

n=-—00

Considérons maintenant le cas d’une cavité de bonne finesse, c’est-a-dire: T' < 1, ce qui se traduit par:

R=V1-T2=1- %Tz (I.D-4;5.a)

InR =--T? (1.D.4;5.b)



nous noterons maintenant:

1 .
r = 3 T2 (I.D.4;6)
Dans une telle situation, les modes sont bien séparés et lorsque ’on se trouve proche d’une résonance
seul I’'un des deux joue un role. Nous noterons £y = 2N (soitwy = 2Nx) 1a fréquence propre du

., rc
mode que nous considérons. Ce mode joue un role pour les fréquences positives autour de wp et pour les

fréquences négatives autour de — wq ; ces deux bandes de fréquence qui interviennent dans le probléme sont
bien distinctes, nous les traitons donc séparément.
Nous obtenons ainsi deux filtres: @4(w) pour les fréquences positives et ¢._(w) pour les fréquences

négatives. Le premier est obtenu en considérant uniquement le pdle de ¢(w) de partie réelle wp le second en
ne conservant que le péle de partie réelle — wy :

. 1

p4(w) =4iV2r (-1)V TR (I.D4;7.a)
y— 1

. (p_(w) = 4ivV2l' (—I)N m (I.D.4;7.b)

En notant O4 et O_ les parties de fréquence positive et négative d’un opérateur 0 les équations (I.D.4;1)
deviennent avec ’approximation & un mode:

BiM(w) = (,o.f(w) AiM(w) . (I.D4;8.a)
BS"(w) = BMw) — 27 ¢u(w) pi(w) Xu(w) (I.D.4;8.b)
B (w) = 5 (w) AZ*(w) (I.D4;8.c)

ou u représente l'indice + ou —.
Ceci nous donne les relations entrée sortie suivantes pour le champ A :

Q-Qo—il' ; 8iyV2T(—=1)N
out —_ m —_— —— i
AP W) = a0 T Al(w) a—0o 7T X4(w) (I.D4;9.a)
Q+ Qo —il 8iyV2r(—-1)V
out _ out .
A% (w) = QT FiT A2 (w) Q100 £ T X_(w) (1.D.4;9.0)

I1.D.4.b. Lien avec le modéle de Poscillateur harmonique

Un modéle fréquemment utilisé pour étudier ’effet d’une cavité consiste & modéliser celle-ci par un
oscillateur harmonique. La situation correspond & celle de la figure 1.15.

Le filtre que I’on obtient pour les fréquences positives est donné par I’équation (By.5; 3.a):

1
—iw + i(wy + A(w)) + I'(w)

p1(w) = (1.D.4;10)

La forme de ce filtre est semblable & celle du filtre ¢4 (w) (eq. (I.D.4;7.3)).

Nous constatons ainsi que, dans le cas ot seul un mode joue un role, ’approche consistant a étudier un
modéle “4 miroirs” puis 3 ne considérer qu'un mode est équivalente & une modélisation de la cavité par un
oscillateur harmonique.
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Figure L.15

Cavite

Reservoir harmonique

Systeme non lineaire

Modéle ot la cavité est modélisée par une collection d’oscillateurs harmoniques
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APPENDICE Af

Dans cette appendice, nous présentons les états comprimés d’un réservoir harmonique. Nous discutons
tout d’abord les propriétés d’un champ monomode. Nous donnons ensuite la généralisation de ces résultats
pour la compression a deux modes.

1-Compression & un mode

Dans cette section, nous ne considérons qu’un mode du champ. Il est décrit par un oscillateur har-
monique de fréquence propre w dont les opérateurs création et annihilation sont afeta. Ils vérifient:

[a;af] =1 (Ar;1)

Ces opérateurs évoluent aux fréquences w et —w :

a(t) = e *“*a(0) (Ar;2.0)
at(t) =e *“af(0) (Ar;2.b)

Les quadratures du champ sont les parties "réelles” et "imaginaires” de ces opérateurs:

ay =a+al - (Ar;3.a)
az = —i(a—al) (Ar;3.b)
L’évolution de ces opérateurs est:
a;(t) = coswt a;(0) + sinwt a2(0) (Ar;4.a)
as(t) = —sinwt a;(0) + coswt ax(0) (Ar;4.b)

Les deux quadratures ont la relation de commutation suivante:

[a1;a2] = 2i (Ar;5)

Leurs variances vérifient une inégalité de Heisenberg:

< (Aay)? >< (Aag)’ >> 11 (Ar;6)

Lorsque ’état du champ est le vide, rien ne distingue les deux quadratures et leurs variances sont donc
égales:

< (Aqy)? >=< (M)’ >=1 (AT

Ces variances correspondent aux fluctuations du vide ou & celles des états cohérents.

L’inégalité de Heisenberg n’impose de condition que sur le produit des variances. Il est en fait possible
de réduire ’'une de ces deux variances autant qu’on le désire. On appellera état comprimé un état dont 'une
des deux variances a des fluctuations inférieures a celles du vide; ’autre variance aura alors des fluctuations
supérieures pour que l’inégalité de Heisenberg soit vérifiée. De fagon générale, on considerera la quadrature
de phase ¢:

a, e a + e at (Ar;8)
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La variance de cette quadrature est:

< (Aay)? > =< Aa Ad' > + < Ad! Aa > +e*% < Aa Aa > +e%¥ < Aa' Aa > (Ar;9)

Dans cette expression interviennent les fonctions de correlation suivantes:

<Ad' Aa> =N (Ar; 10.a)
<AaAa'> =14+N (Ar;10.b)

<AaAa> =M =[M|e¥ (Ar;10.¢)
< Ad! Adt > = M* = M|’ (Ar;10.d)

Le nombre réel N correspond au nombre de photons dans le mode. Le nombre complexe M décrit les
corrélations entre les quadratures. La variance de la quadrature a,, s’écrit finalement:

<(Aay)’> =1 4 2N + 2|M] cos(f — 2¢) (Ar;11)

Lorsque ¢ varie, cette quantité évolue de 1 + 2N — 2|M| pour cos(§ —2p) = —-14a1 + 2N + 2|M| pour
cos(f — 2p) = 1. On voit qu’une quadrature est comprimée dés que |M| est plus grand que N.
Les valeurs minimalles et maximales obéissent & une inégalité de Heisenberg qui s’écrit:

(1 4+ 2N = 2IM|)(1 + 2N + 2|M|) >1 (Ar;12.a)

Soit:

IM| < VN+N) (Ar;12.)

Lorsque I’inegalité de Heisenberg est une égalité, on parle d’état comprimé minimal. Les états comprimés
minimaux peuvent étre obtenus a partir du vide par une transformation unitaire. Les opérateurs aetal sont
transformés en opérateurs betb! de la fagon suivante:

b = ché a + sht e % ot (Ar;13.a)
b' = shé ¢’ a + ch¢ o (Ar;13.b)

Leur relation de commutation est la méme que celle de aetat:

[6; 1] = ch®¢ — sh%¢ (AI;14)

Les fonctions de correlations du champ transformé sont aisément calculées dans le cas ol I’état de départ
est le vide (< at a >=<aa>=<al at >=0; <ada' >=1):

<btb> = N = sh%¢ (Ar; 15.0)
<bbl> = 14N = ch% (Ar;15.)
<bb> = M = ch¢ shg e~ (Ar;15%)
<bl bt > = M* = che sh¢ e (Ar;15.d)

L’état obtenue vérifie {M|= \/N(1+ N), c’est donc un état minimal.
Dans le cas ot 6 = 0, les variances des quadratures b, eth, s’écrivent trés simplement:
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< (Ab) > =1+2N+2M =X - (Ar; 16.a)
<(Ab)'> = 142N -2M =¢~* (Ar;16.)

2-Compression & deux modes

Nous donnons maintenant la généralisation des résultats précédents au probleme & deux modes. Ces
deux modes ont pour fréquence w + Aetw — A; ils sont décrits par les opérateurs a+etal d’une part et a_etal
d’autre part.

Nous nous intéressons aux fluctuations du champ A suivant:
A=a++as_+a_+a1_ (Ar;17)
Dans le référentiel du champ tournant (a la fréquence w) 1’évolution temporelle dg A est:
A(t) = e (a4 (0) + a1 (©)) + £ (a(0) +a_(0) (41318)

Pour un état stationnaire, les seules fonctions de correlation non nulles sont:

< af,_ ay > = N (Ar;19.0)
<ayal> = 1+ N, ' (Ar;19.5)
<al a_> = N_ (Ar;19.¢)
<a_al > =14N_ (Ar;19.d)
<apa.>=<a_ay> =M = |M|e™ ¥ (Ar;19.¢)

<al af >=<al al > = M* = M| (Ar;19.f)
N, est le nombre de photons dans le mode w + A; N_ est le nombre de photons dans le mode w — A. M

correspond aux corrélations entre ces deux modes. Les inégalités de Heisenberg & deux modes se traduisent
sur ces nombres par les relations:

M| < VN AFN2) (A1;20.b)
M| < VN-(1+Ny) (Ar;20.b)

La transformation unitaire suivante produits des états comprimés minimaux & partir du vide:

by = chf a; + shé e~ al (Ar;21.q)
b = shee® a_ + chédl (Ar;21.b)
b. = chf a_ + shé e** ai (Ar;21.¢)
b! = sh¢e® ay + chéal (Ar;21.d)
Ce qui correspond pour Ny, N_etMa:
Ny = N_ =sh% (Ar;22.a)
M = sh¢ ch¢ e~ (Ar;22.0)
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APPENDICE Bg

Introduction

Nous étudions dans cette appendice le cas ou le systéme non linéaire est un oscillateur harmonique.
Ceci nous permet de résoudre de maniére exacte non seulement les équations d’évolution du réservoir mais
aussi celles de Poscillateur.

Dans un premier temps nous étudierons le probléme d’un oscillateur couplé a un réservoir. Nous é-
tudierons ensuite le cas ol un second oscillateur est couplé au premier. Cette situation est fréquemment
utilisée comme modéle de cavité ; le premier oscillateur représente alors un mode propre de la caviteé.

1. Présentation du modéle

Le réservoir est une collection discréte d’oscillateurs harmoniques R . Chacun de ces oscillateurs a une
fréquence propre d’évolution w) et est décrit par des opérateurs création et annihilation a} et ay qui vérifient
la relation de commutation suivante:

[a,\;aL] = fxn (Br.1;1)

Le systéme est un oscillateur harmonique dont la fréquence propre est wy; il est décrit par les opérateurs
création et annihilation b! et b qui vérifient:

B0t = 1 (Br.1;2)
Le Hamiltonien H qui régit 1’évolution se décompose en trois termes:

H = Ho + Hi + H, (Br.1;3)

* Hy est le Hamiltonien d’évolution libre:

Hy = Ew,\aXa,\ + wobtd (Br.1;4)
A

* H; est un couplage linéaire entre le systéme et le réservoir:

H = - {A7b + At} (B1.1;5)
ou I’on a noté:
A- = Zw,\axai (B1.1;6.a)
A
At = Ew;\a;ax (Br1.1;6.)
A

Ce Hamiltonien ne couple pas les opérateurs qui évoluent librement & des fréquences positives a ceux
qui évoluent & des fréquences négatives; il s’agit ainsi d’une interaction qui se place dans le cadre de
I’approximation du champ tournant.

* Hj est un Hamiltonien d’énergie propre de I'oscillateur harmonique di au réservoir:

H; = C4 b (Br.1;7)

79



Ca = Y wamna} (Br.1;8)
: :

Ce terme d’énergie propre a été choisi pour compenser la susceptibilité statique du réservoir dans les
équations de Langevin de l'oscillateur (cf. discussion dans § I.B).

2. Equations de Heisenberg
Nous écrivons maintenant les équations d’évolution pour les opérateurs du systéme et du réservoir:

L 0(0) = iwob(t) + iA*(1) — iCab(E) (Br2;1.a)
gt-bt(t) = iwobt () — iA~(t) + iCabl(2) (Br.2; 1.b)
':iit‘ ar(t) = — iwrar(t) + wranb(t) (B1.2;2.0)
%af\(t) =iwal(t) — iwrajbl(t) (Br.2;2.b)

Dans le cadre de Papproximation du champ tournant, les opérateurs de création ne sont pas couplés aux
opérateurs d’annihilation. Nous poursuivrons dans les calculs avec les seuls opérateurs d’annihilation. Nous
nous placerons systématiquement dans ’espace des fréquences.

3. Equations retardées

Dans cette section nous fixons des conditions igitial&e atg = 0 et nous étudions I’évolution du systéme
pour des instants postérieurs a o. Nous noterons f(w) la transformée de Fourier de la fonction f(t) limitée
aux temps positifs:

Fw) = / dt @I £(1)0(2) (Br.3;1)

ol ¢ est un réel positif tendant vers zéro et 6(t) la fonction de Heavyside. Nous utiliserons par la suite les
deux résultats classiques:

-1- transformée d’une dérivée
Sig(t) = & f(t) alors:

i) = [ & @ o) (5 10))

= [t [ o) s
= (—iw + ¢) f(w) - £(0) (B1.3;2)

-ii- transformée d’une exponentielle:
Si E,(t) = exp{—ivt} alors:

Bw) = / 7 dp emivt gilurion
0

1
T e tiwte (Br3;3)
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Les équations différentielles (B;.2; 1.a et 2.a) deviennent des équations algébriques

(—iw + )b(w) — b(0) = — iweb(w) + iA*(w) — iCab(w) (B1.3;4.0)
(—tw + €)ar(w) — a(0) = — iwrar(w) + iwxa,\i)(w) (Br1.3;4.5)

Nous résolvons tout d’abord ’équation (By.3;4.b) :

1
—tw + Wy + €

&,\(w) = {a,\(O) + iw;a,\f;(w)} (31.3;5)

Une évolution libre de cet opérateur a, nous aurait mené a I’équation suivante:

ad(t) = e~"2f a,(0) (B.3;6.a)

a(w) = ———1——— ax(0) {B;.3;6.b)

~w +wy + €
En reportant cette expression dans I’équation (B;.3;5) nous obtenons:

wWray

&,\(w) = &g(w) + i m l;(w) (B[3;7)
En sommant sur tous les modes nous arrivons a:
At(w) = Atw) + Z-“-’éf‘i"*—b( ) (B1.3;8)

— 1€

Cette expression constitue la décomposition en champ libre et réponse au mouvement de 'oscillateur (com-
parer avec ’équation (I.B.1;5)).

Nous substituons maintenant cette expression dans ’équation d’évolution de b (Br.3;4.a) :
(—iw + )b(w) — b(0) = —iwob(w) + iAW) +i 3 Lﬁ"*_“i—uw) —iCab(w)  (Br.3;9)
0 T WA —w — i€ A

On remarque que:

2 * [

Wy — W —1€ W) —w—1
A WA z TR A €

Le premier terme compense exactement C4. Nous noterons dorénavant:

- iw 2 DR ) + iAW) (By.3;11.0)

Wy —w — i€

oll I'(w) et A(w) sont deux fonctions réelles de w :

Fw) =wn Ewaf\a,\ (w —wy) (Br.3;11.%)
A

1
w—wx

Aw) =w Zwa;a,\ P (Br.3;11.¢c)
)
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Ainsi I’équation (By.3;9) s’écrit sous la forme:

(—iw + €)b(w) - b(0) = [~i(wo + D)) = PW)lh(w) + iAF (w) (B1.3;12)

Cette expression est ’équation de Langevin pour le mouvement de l'oscillateur. I'(w) est le coefficient de
friction, A(w) est un terme de déplacement et AJ une force fluctuante. Dans le cas du systéme harmonique
auquel nous nous intéressons ici, il est possible de résoudre exactement cette équation d’évolution:

1

X —_ : At .
b(w) - T+ i(wo + A(w))+ I‘(w) {b(O) +1Ao (w)} (Bl-3:13)
4. Equations avancées
Nous étudions maintenant de la méme fagon I’évolution antérieure & un instant ¢{;, = 0 auquel nous
fixons les conditions initiales. Nous notons:
f@) = [a e o=t (Br.4;1)

Les propriétés (B;.3;2 et 3) se transposent de la maniére suivante:
-i-sigt) = £ f(t)

iWw) = (—iw—c¢) fw) + £(0) (Br4;2)
-ii- si B, (t) = exp{—ivt}
E,(w) = szlu—-F? (Br-4;3)

De méme, les équations (B;.3;4 et 9) deviennent:

(—iw — €)b(w) + b(0) = —iweb(w) + iA* (w) — iCb(w) (Br4;4.a)
(—iw - 6)&,\((.0) + aA(O) = —iw;ax(w) + iw,\a,\iz(w) (B1.4; 4.b)
&,\(w) = m a,\(O) (B[.4; 5)
W) = B)—i g ) (Br.4;6)
Atw) = &) + T _wima] b(w) (Br.4;7)

A Wa—w + 1€

On remarque alors que:

E wiaray E wiayay )
x Wy —w+ie X wy —w —t€
=Cs — AWw) — iT(w) (Br.4;8)

En reportant 1’expression (Br.4;7) dans I’équation d’évolution de & et en utilisant 1’équation (By.4;8), on
obtient:

82



(—iw — )b(w) + 5(0) = [—i(wo + A(w)) + T(W)]b(w) + iAf (w) (Br-4;9)
Nous pouvons résoudre exactement I’évolution de b pour les temps négatifs:

1

bw) = 7= @+ AWw) + T

) {5(0) — Af(w)} (Br.4;10)

Les expressions que nous venons d’établir correspondent en fait aux expressions de la section précédente
auxquelles on aurait fait subir un renversement du sens du temps. Ceci explique pourquoi que le terme de
déplacement A(w) agit dans les deux cas dans le méme sens alors que le terme de dissipation I'(w) a des
effets opposés (comparer (B;.3;12) a (Br.4;9)):

= [~i(wo + A(w)) — T(W)PW) + iAf (w) (Br.4;11.a)
= [i(wo + AW)) + D(w))b(w) +iAd (w) (Br-4;11.b)

S Do

5. Champ entrant - Champ sortant

Afin d’étudier les résultats concernant les champs entrants et sortants, nous adoptons I’approche suiv-
ante : nous choisissons un instant ¢y loin dans le passé et un instant ¢; dans le futur.

Les définitions de f(w) et f(w) sont les suivantes:

flw) = / % dt eiett—to) f(@) (B1.5;1.a)
to
fw) =‘/tl dt (=1 f(1) (By.5;1.b)

Les équations (B;.3;13) et (Br.4;10) deviennent:

§(w) = p1(w){b(to) + i@a“(w)} (B1.5;2.a)
bw) = pa(w){b(t1) — idg(w)} (Br.5;2.b)

1
<p1(w) = Tt i(wo T A(w)) T r(w) (31.5; 3.a)
p2(w) . (Br.5;3.b)

= w— i(wo + AW)) + T(w)

1

A+ — . .
Aj(w) = EA L Srrar ey ea)‘(to) (Br.5;4.a)
. . 1

AO (w) = EA Wy ma,\(tl) (B[.5,4b)
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Pour établir une relation entrée-sortie, il faut revenir dans ’espace des temps et faire tendre ¢p vers — oo
et ty vers + oo.

Appelons ®,(t) et ®2(t) les transformées de Fourier de ¢, (w) et p2(w). Les pdles de ) (w) ont une partie
imaginaire négative ; la fonction ®,(¢) est ainsi nulle pour les temps négatifs. La situation est symétrique
pour ,(w) qui a des pdles dont la partie imaginaire est positive ; la fonction ®,(t) est donc nulle pour les
temps positifs:

By(7) = &1(7) 6(7) (By.5;5.a)
®,(7) = B2(7) 6(-71) (Br.5;5.b)

L’expression temporelle de A7 (t) et A (t) est:

Af@) = Ew,\a; e~ iw(t=%) g, (to) 8 (t — to) (B1.5;6.a)
A

AF(t) =) waay e (1) a5 (1) 6 (4 — 1) : (Br.5;6.b)
A

En se référant a la partie I.B, on constate alors que:

lim  Af(t) = Af@) (Br.5;7.a)
to -t =00

lim  Af(t) = Ak, (t) (By.5;7.b)
t) - 40

La transformée de Fourier des équations B;.5 donne:
BE)O(t — to) = By (t — to)b(to) + i / dr &,(r)At(t - 1) (B1.5;8.0)
BE)O(ts —1) = Dalt — t1)b(t1) — i / dr ®a(r)A(t — 1) (Br.5;8.5)

En prenant les limites pour tg — —ooett; — +co, on obtient:

bt) =i / dr ®,(r) A} (t - 1) (By.5;9.a)
bt) = —i / dr ®3(7) A, (t— 1) (B1.5:9.5)
On a utilisé le fait que dans tous les cas qui nous intéressent, la densité spectrale est telle que

lim &,(7r) = lim @,(r) =0 (Br.5;10)

T — 00 T — —00

Nous revenons dans I’espacedes fréquences en notant la transformée de Fourier de f(t) de la maniére suivante :

flw) = / dt et f(t) (B1.5;11)
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On obtient alors (T'F des équations (Br.5;9.a et b))

bw) =ip1(w) AL (w) (Br.5;12.a)
b(w) = —i pa(w) Ak (w) (Br.5;12.b)

Ces expressions permettent d’obtenir le champ sortant en fonction du champ entrant :

Afy(w) =- ::E:; At (w) (Br.5;12.a)
== EZﬁ 128; m :;E:g At w) (Br.5;12.b)

L'effet de I'interaction du réservoir avec ’oscillateur harmonique est donc un déphasage dépendant de la
fréquence.

Remarquons que ’on peut écrire les équations (By.4;11) sous la forme:

lE(w) = [~i(wo + AW)) — T(w)Jbw) + i A (w) (Br.5;14.0)
b(w) = [—i(wo + AW)) + TW)b(w) + i A, (w) (Br.5;14.b)

En faisant la différence de ces équations nous obtenons :

At (w) = Af(w) - 2i T(w) b(w) (Br.5;15)

Cette relation est analogue & I’équation (I.B.2;4.b); elle exprime le champ sortant comme la somme du
champ entrant et d’un champ “émis” par la cavité qui est proportionnel & la partie dissipative de ’effet du
réservoir.

6. Cas de deux oscillateurs harmoniques

Nous couplons maintenant un second oscillateur harmonique au premier. La fréquence propre de cet
oscillateur est w;, il est décrit par des opérateurs création et annihilation c! et ¢. Cette situation correspond
a un modéle de cavité & un mode: 'opérateur b décrit la cavité et I’'opérateur ¢ un oscillateur harmonique
placé dans cette cavité.

Le Hamiltonien qui régit I’évolution de ce systéme s’obtient en ajoutant au Hamiltonien que nous avons
utilisé dans le début de cet appendice un Hamiltonien Hy d’évolution libre du deuxiéme oscillateur et un
Hamiltonien H{ qui le couple au premier oscillateur :

H' =Hy + Hy + H; + H6 + H{ (316,10)
Hy =w cfe (By.6;1.b)
H{ =— X (blc + c'b) (B1.6;1.c)

Comme précédemment, nous restons dans le cadre de 'approximation du champ tournant ce qui nous permet
d’étudier uniquement les opérateurs annihilation.

Les équations d’évolution de ces opérateurs sont:
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ax(t) = — iwyaxr(t) + iwraab(t) ' (B1.6;2.a)
b(t) = —i wob(t) + iA*(t) — iCab(t) + iAc(t) (B1.6;2.b)
é(t) =— wic(t) + iAd(t) (B1.6;2.¢)

Nous utilisons les mémes méthodes que précédemment pour étudier I’évolution du second oscillateur.

a. Equations retardées

Dans le formalisme retardé, les équations d’évolution deviennent:

(=iw + €)ar(w) — ar(0) = —iwrdx (W) + iwraab(w) (B1.6;3.a)
(~iw + €)b(w) — b(0) = —iweb(w) + iAt (W) — iCAb(w) + iNé(w) (B1.6;3.b)
(—iw + €)é(w) — ¢(0) = —iw,&w) + iAb(w) (B1.6;3.c)

La résolution des deux premiéres équations se fait de maniére identique i celles de la section Br.3. On
obtient :

2 *
UAaAaA

Atw) =A@ + T
A

b(w) = p1(w) {5(0) + iAF (w) + iré(w)} (B1.6;4.b)

b(w) (B1.6;4.a)

A—w—ic

Nous reportons maintenant ’expression (By.6;4.b) dans ’équation d’évolution de ¢ :

(—iw + €)&(w) ~ ¢(0) = —iw1&(w) + iApy (W){b(0) + iAF (W) + irAe(w)} (Br.6;5)

Nous notons I'(w) et A’(w) les fonctions:

oy NT(w) o
P = Gt Aw)F F TP (B1.6;6.0)
ey = AW = (wo + Aw))) :
A1) = o+ ALY + @R (Br.6:69)
Avec ces notations, on a:
Mo(w) =Mw) + i A (w) (B;1.6;7.a)
Apy(w) =TM(w) — i A (W) (B;1.6;7.b)

L’équation (By.6;5) devient:

(—iw + €)gw) ~ e(0) = [~i(w1 + A'(w)) — T'(W)Je(w) + A1 (W) {b(0) +iAT (W)} (Br.6;8)
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Nous résolvons ainsi exactement ’équation du mouvement de ¢ :

éw) = p1W){e(0) — Aoy (w)AF (w) + id1 (w)b(0)} ' (B1.6;9.0)
ou
/ _ 1 .
Piw) = — e T A TR (B1.6;9.b)

b. Equations avancées
Les étapes du calcul sont les mémes que pour les équations retardées. Nous ne donnons donc que les
résultats importants, & savoir les équations qui concernent I’évolution de c.

&w) = ph(w)He(0) + Ap2(w)AT (W) — iAp2(w)b(0)} (Br-6;10.a)
1 -
pyw) = S PR 7 W T (B;.6;10.b)

c. Relations entrée-sortie
La méthode employée est la méme que celle de la section By.5. On obtient les équations suivantes :

{w) =[i(wr + A'(w)) - T'(W)J&(w) — Ap1 (w) A () (Br.6;11.a)
{w) =[—i(w1 + A'(w)) + I (W)]E(w) — Ap2(w) AL (w) (Br.6;11.b)
{w) = —2¢)(W)er(W) AL (W) (Br-6;12.0)
&w) = Apy(w)pa(w) Ak (w) (Br.6;12.)

Nous remarquons que ’opérateur b de la premiére cavité est absent de toutes ces équations. D’autre
part, ces équations sont semblables a celles que I'on a obtenues lors de I’étude d’un_seul oscillateur : on
a remplace A(w) et T(w) par A'(w) et I'(w), p1(w) et p2(w) par ¢} (w) et ph(w), At (w) et APt(w) par
iAp1 At (w) et iApa(w)AL,(w). Les relations entrée-sortie sont les suivantes:

dpa(w)AL (W) = idp1(w)Af(w) — 20 (w)é(w) (B;.6;13.a)
idpo(w) AL, (w) = ‘P}E ; {ixp1(w) At (w)} (B1.6;13.5)
ou, autrement dit:
£1®@) oy D) o o 14a
out( ) P2 (w) ( ) A2 (w) ( ) (BI'G’ 14. ) '
991(“’)‘P1(“’) + .
out( ) P2 (w)pz(w) ( ) (B[6,14b)

Les équations (By.6; 13) montrent que la situation pour les relations entrée sortie est la méme qu’avec
un seul oscillateur a condition de considérer que les champs sont “filtrés”. Ce filtrage est di a la présence
de la cavité modélisée par Poscillateur b.

L’équation (Bj.6;14.a) indique que le champ sortant est la somme du champ entrant déphasé (par
réflexion sur la cavité, c’est a dire P’oscillateur b) et du champ émis par le second oscillateur filtré.

L’équation (By.6;14.b) montre que, comme le second oscillateur est harmonique, il faut ajouter au
déphasage di & la réflexion sur le premier oscillateur un déphasage di & la réflexion sur le second.
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II. UN SYSTEME A DEUX NIVEAUX COUPLE A UN RESERVOIR HARMONIQUE :

La seconde partie est consacrée a une étude détaillée du cas ou le systéme non linéaire est un systéeme
a deux niveaux.

Le probléme d’un atome & deux niveaux couplé au rayonnement électromagnétique est depuis longtemps
Pobjet de trés nombreux travaux [1,4-8,17-20]. En effet, tout systéme atomique excité par un champ
monochromatique a tendance a se comporter comme un atome & deux niveaux, du moins quand on peut
ignorer les effets dus a la dégénerescence des niveaux concernés.

Deux approches sont fréquemment utilisées pour son étude, celle du spin fictif et celle de I’atome habillé.

Un systéme & deux niveaux peut étre considéré comme un spin 1/2 fictif placé dans un champ magné-
tique. De nombreux phénoménes peuvent s’expliquer par analogie avec des effets de résonance magnétique.
Il s’agit par exemple de la précession de Rabi (analogie avec la précession dans un champ magnétique con-
stant) ou de la relaxation (analogie avec la relaxation d’un spin dans un champ magnétique fluctuant).
L’évolution du systéme atomique est alors décrite par des "équations de Bloch optiques” contenant des
termes de précession et des termes de relaxation [34,56].

Dans I’approche de ’atome habillé, le systéme étudié est constitué du systéme a deux niveaux couplé
au mode du champ excitateur, ou, autrement dit, habillé par les photons laser. Cette approche, introduite
dans le domaine microonde [42] peut aussi étre utilisée dans le domaine optique puisqu’elle permet de traiter
la relaxation par émission spontanée [5).

Un grand nombre de problémes ont été abordés dans I’étude du rayonnement diffusé par un atome & deux
niveaux excité par un champ monochomatique intense, c’est-a-dire ’étude de la fluorescence de résonance
[4,6]). La répartition spectrale de la fluorescence refléte la dynamique du systéme a deux niveaux excité par
le champ pompe. Plus précisément, le spectre de fluorescence peut étre relié a des fonctions de corrélation
du dipole atomique. Ces fonctions de corrélation atomiques peuvent alors étre étudiées a ’aide des équations
de Bloch optique grice au théoréme de régression quantique {58,33]. Dans la méthode de ’atome habillé,
les positions, les poids et les largeurs des raies ont des interprétations simples puisqu’elles correspondent
respectivement aux fréquences des transitions entre niveaux habillés, 4 D’intensité de ces transitions (taux
de transition multiplié par les populations des niveaux de départ) et aux taux de relaxation des dipoles
correspondants [6].

La lumiére de fluorescence présente d’autre part des propriétés statistiques non classiques. Les photons émis
par un seul atome & deux niveaux sont dégroupés : en effet, aprés I’émission d’un premier photon, I'atome se
trouve forcement dans I’état fondamental et il ne peut donc pas immédiatement émettre un second photon.
Cet effet peut se calculer avec les équations de Bloch optiques [33] ou par la méthode de I’atome habillé [6].
Ce dégroupement est & la source du caractére non poissonnien de la statistique de comptage du nombre de
photons pendant un temps T donné {8]. Enfin, les fluctuations du champ de fluorescence émis par un atome
a deux niveaux sont des fluctuations comprimées [15,16].

Un autre type de travaux a porté sur la modification de la relaxation atomique. Cette modification peut
se faire tout d’abord en changeant le couplage entre atome et le champ par 'utilisation d’une cavité. Deux
types de résultats ont été obtenus. Il s’agit tout d’abord de 'inhibition ou de I’augmentation de 1’émission
spontanée pour un atome en cavité, observée en mesurant la durée de vie radiative d’atomes placés dans la
cavité [1]. Par aileurs, la modification de I’émission de rayonnement par des atomes excité par un laser a été
observée par modification du spectre de fluorescence {20]. On peut aussi envisager d’étudier les propriétés
statistiques du rayonnement dans les mémes conditions [21].

Le comportement atomique peut aussi étre changé en modifiant les propriétés statistiques du champ
incident. Des études théoriques ont montré que la relaxation d’un atome soumis & des fluctuations com-
primées obéit & des équations ayant la méme structure que les équations de Bloch optiques mais des taux
de relaxation différents. La compression des fluctuations permettrait de réduire le taux de transition d’une
composante du dipole atomique [17-19]. Ceci se traduirait par une modification importante des spectres de
fluorescence [47].

Nous venons de voir que le probléme d’un atome & deux niveaux couplé & un réservoir harmonique a
été étudié sous de nombreux aspects ; il reste cependant une grande variété de problémes envisageables. Par
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exemple, il peut s’agir de 1’étude des propriétés statistiques du rayonnement émis par un atome en cavité,
ou de la relaxation d’un atome soumis & des fluctuations non classiques ayant une dépendance en fréquence.

Nous avons vu que deux approches sont possibles pour étudier un systéme a deux niveaux : le spin fictif
et ’atome habillé. Nous utiliserons ces deux images en tenant compte d’une part de la modification de la
densité spectrale (due par exemple & une cavité) et d’autre part des propriétés statistiques non classiques du
rayonnement incident sur 'atome.

Les deux premiers chapitres sont consacrés a ’étude de la relaxation d’un systéme a deux niveaux dans
un champ comprimé et (ou) coloré.

Nous étudions tout d’abord le modéle du spin fictif (§ II.A). Nous nous intéressons en particulier au
probléme de la relaxation sous l’effet d’un champ magnétique classique fluctuant. Cette approche permet
une premiére compréhension géométrique de I'influence de la compression du rayonnement sur la relaxation.
On montre en effet que le taux de relaxation d’une composante du spin est proportionnel a la variance du
champ magnétique qui lui est orthogonal. Il est aussi possible de s’intéresser aux situations oii le spectre des
fluctuations n'est pas blanc. Il apparait alors clairement que seules certaines composantes de fréquence du
bruit interviennent dans la relaxation.

Nous passons ensuite a une étude quantique du probléme en nous intéressant a la méthode de I’atome
habillé (§ II.B). Dans un premier temps, nous discutons les deux méthodes qui peuvent étre utilisées pour
la construction de P’atome habillé (en tant que systéme composé de 'atome et du mode pompe d’une part
et de la valeur moyenne du champ d’autre patt.) En nous inspirant de la procédure que nous avons suivie
pour établir les équations de relaxation du spin fictif, nous établissons ensuite les equa.t.lons de relaxation de
I’atome habillé en champ comprimé et coloré.

Le troisi¢tme chapitre (§ II.C) est consacré & I’obtention des spectres du champ émis par ’atome. Il
est connu que pour un réservoir plat et vide, les fonctions de corrélation du champ émis sont reliées a
des fonctions de corrélation atomiques ou les opérateurs sont rangés dans un ordre temporel précis. Nous
montrons que cette propriété se généralise au cas d’un réservoir vide coloré. Lorsque le réservoir n’est pas
vide, cette propriété n’est plus vraie. Nous montrons qu’il est cependant possible de résoudre le probléme
en utilisant une "réponse linéaire généralisée” de I’atome aux fluctuations quantiques du réservoir.

Nous présentons ensuite le théoréme de régression quantique qui permet d’obtenir les fonctions de
corrélations atomiques & partir des équations de relaxation. Une compréhension simple de ce théoréme nous
sera donnée par I'utilisation de la "réponse linéaire généralisée”.

Nous étudions plus en détail le cas d’un réservoir vide coloré (§ II.D). Les équations de relaxation
de P’atome habillé peuvent se comprendre & I’aide de taux de transition entre niveaux. Les trois taux
de transition qui interviennent sont directement reliés & la densité spectrale du couplage aux fréquences
de Bohr des transitions de ’atome habillé. L’utilisation d’une cavité, permet, par une modification de la
densité spectrale, de modifier séparement ces trois taux. Une cavité permet ainsi d’améliorer la compression
du rayonnement produit par un atome [24].

Nous étudions ensuite le cas d’un réservoir comprimé (§ II.LE). Les équations de relaxation de I’atome
habillé ne peuvent plus s’interpréter en termes de taux de transition. En effet, les corrélations des fluctuations
incidentes font apparaitre des couplages entre les populations et des cohérences entre niveaux de multiplicité
différentes. Cependant, lorsque le champ pompe est dans un état cohérent, il est possible de sommer
les équations de relaxation correspondant & des multiplicités différentes. Cette sommation conduit & une
interprétation géométrique des équations de relaxation. Cette interprétation nous permet alors de mettre
en évidence un effet étonnant: le piégeage de populations habillées. Un atome excité par un champ laser et
relaxant dans un réservoir comprimé peut voir sa population piégée dans un de ses états habillés [47]. Cela
se traduit en particulier par la disparition totale de I’une des raies latérales du triplet de fluorescence. Nous
montrons aussi qu’il est possible d’affiner toutes les raies du triplet de fluorescence lorsque la compression
du réservoir peut dépendre de la fréquence.
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II.A. La relaxation du spin fictif

Ce chapitre constitue une premiére approche de la relaxation d’un systéme a deux niveaux en champ
comprimé. Nous utilisons I’analogie entre le mouvement d’'un atome & deux niveaux excité par un laser
et celui d’un moment magnétique placé dans un champ magnétique fluctuant. La relaxation du moment
magnétique dans ce modéle classique sera due aux fluctuations d’un champ magnétique aléatoire. Cette
approche nous permettra de mettre en évidence un certain nombre de “propriétés géométriques”.

Nous présentons d’abord le Hamiltonien correspondant au cas d’un systéme & deux niveaux dans le
cadre de ’approximation de résonance. Nous établissons ’analogie entre ce systéme et le spin 1/2 et nous
obtenons les équations de Heisenberg.

Ceci nous permet de présenter le modéle classique d’un moment magnétique relaxant dans un champ
magnétique fluctuant.

I1.A.1. Le modéle du spin fictif

Le Hamiltonien que nous utilisons pour I’atome a deux niveaux se déduit de celui que nous avons
utilisé dans la premiére partie par quelques transformations. Nous utilisons en particulier I’approximation
de résonance pour écrire les équations dans le référentiel du champ tournant.

II.LA.1.a. Le systéme & deux niveaux

- Présentation -

Le systéme non linéaire présente une structure discréte de niveaux d’énergie. Lorsqu’il est excité par
une onde monochromatique dont la fréquence est proche d’une fréquence de transition, 'approximation de
résonance nous permet de le traiter comme un systéme 3 deux niveaux. Nous appellerons ces niveaux état
fondamental (| f >) et état excité (| e >); leurs énergies respectives sont Ey et E.. Le Hamiltonien qui régit
Pévolution libre de ce systéme est ainsi:

H, = E. |e><e| + Ef|f><[]| (I1.A.1;1)

- Papproximation du champ tournant -

Les fréquences d’évolution qui interviennent dans le probléme peuvent souvent étre séparées en deux
catigories bien distinctes. En effet, ces fréquences se trouvent dans deux bandes de fréquence centrées autour
de == Ef et — Ee - £L . Dans le cas de optique, ces fréquences ont une valeur de Pordre de 10 H:z. La
largeur de la bande de fréquence est donnée par les autres fréquences qui interviennent dans le probléme. Il
s’agit du désaccord de la fréquence excitatrice, de la fréquence de Rabi associée & cette excitation et de la
largeur de la transition considérée. Nous considérerons des situations ol cette bande de fréquence n’excéde
pas 10° Hz.

Le rapport entre la largeur de la bande et la fréquence de la transition est ainsi inférieur 2 10~5. 1l
est alors légitime de séparer les opérateurs en deux classes: opérateurs évoluant a fréquence positive et
opérateurs évoluant a fréquence négative. L’approximation du champ tournant consistera & négliger tout
couplage entre ces deux classes.

- Le Hamiltonien d’interaction -
Le Hamiltonien discuté dans la premiére partie s’écrivait:

H® = — AX (I1.A.1;2)

Nous avons déja défini les parties de fréquences positives et négatives de A (champs A et A~; cf. eqs. 1.A.2;5).
Nous allons procéder & la méme décomposition sur ’opérateur X couplé au champ:

X =Xt + Xx~ (I1.A.1;3.a)
Xt = z¢ |e>< f| (I1.A.1;3.0)
X~ =z5 | f><e] (I1.A.1;3.c)
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g . . Y . s . E., — E
En nous référant au Hamiltonien H, nous constatons que X* évolue librement a la fréquence — ==%—=L et

- . « Eo - . . - - 3.
que X~ évolue librement a L,‘—EL L’approximation du champ tournant consiste & ne considérer que les
couplages entre opérateurs d’une méme classe de fréquence. Ceci revient a ne conserver dans le Hamiltonien
H; que les termes évoluant autour de la fréquence nulle:

H = — (X4 A + X_ A") (I1.A.1;4)

- Le Hamiltonien d’énergie propre -

Dans le chapitre I.B nous avons discuté du réle du Hamiltonien H, d’énergie propre du systéme non
linéaire. Il compense la susceptibilité statique du réservoir dans les équations de Langevin. Dans le cadre de
P’approximation du champ tournant il prend la forme suivante:

Hy = CA X+ X_ (IIA1;5)

- Le référentiel du champ tournant -

Lorsque le systéme a deux niveaux est excité a I’aide d’un champ de fréquence wp, les valeurs moyennes
des champs At et A~ ont les expressions suivantes:

<AY(H)> = Ae wr! (II.A.1;6.0)
<AT(t)> = A* vt (I1.A.1;6.b)

L’évolution des valeurs moyennes des opérateurs X4 et X_ contient donc des termes oscillant a la fréquence
wp. Pour rendre ces termes statiques on passe dans le “référentiel du champ tournant”. On définit pour cela
les opérateurs:

Xi(t) = ert X, (1) (II.A1;7.a)
X_(t) = €&t X_(t) (I1.A.1;7.b)
At(t) = et At(1) (I1.A.1;8.a)
A™(t) = e~ A~ (1) (I1.A.1;8.b)

Dans ce référentiel, ’évolution est régie par le Hamiltonien H suivant:

- dw o - . -
= /g(w-wp)a‘t,aw %(|e><e;-|f><f|) - (A* X, + A~ X)) (ILAL9)

ol wy est le désaccord entre la fréquence de la transition et la fréquence excitatrice:

wo = E;_E! . (I1.A.1;10)

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre II.A nous resterons dans ce référentiel mais nous
omettrons les~pour simplifier les notations.
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I1.A.1.b. Le spin fictif

- Présentation -

Nous identifions tout d’abord le systéme & deux niveaux & un spin 1/2. L’état excité | ¢ > du systéme
a deux niveaux correspond a I’état | + > du spin (ie: spin dirigé selon Oz positif) I’état fondamental | f >
correspond & I’état | — > du spin. Afin d’obtenir une formulation géométrique du probléme nous utilisons
les opérateurs de spin:

Sz =%(|+><_| + |=><+4})) (I1.A.1;11.q)
S, = _2}; (+><—| = |=><+]) (I1.A.1;11.b)
S, = % (+><+] = |=><—]) (I1.A.1;11.c)

Ces opérateurs vérifient les relations de commutation habituelles:

[Sz; 8] = iS; (I11.A.1;12.0)
(Sy; S:] = iS: (11.A.1;12.5)
[S:;S:z] =S, (11.A.1;12.¢)
(B.S):;S] = -iB xS (I1.A.1;13)

ou S est le vecteur de coordonnées S;, Sy et S, et B un vecteur ou un opérateur vectoriel qui commute avec
S.
Nous utiliserons aussi les opérateurs Sy et S_ :

Sy = |+><—|= 8 + iS, (I1.A.1;14.q)
S. = |-><+|= 8. — iS, (I1.A.1;14.5)

- Expression géométrique du Hamiltonien -

Nous pouvons réexprimer le Hamiltonien donné par I’équation (II.A.1;9) en utilisant les opérateurs de
spin. Nous remarquons que:

X+ =29 S+ (II.AI; 15.(1)
X_ =zt S_ (I1.A.1;15.6)

Nous intégrons zo dans les coeflicients de couplage a,, et nous utilisons maintenant les équations (II.A.1;14)

pour changer la forme du Hamiltonien d’interaction:

AYS,  + A™S_ = A¥(S. 4 iSy) + A (S: —iSy)
= (At + A7)S; +i(At - A7)S, (I1.A.1;16)

Ceci nous conduit au Hamiltonien suivant:
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H = Hp + weS; + (A°S. + AYS,) (I1.A.1;17)

ou l'on a noté:
A* = — (At + A7) (I1.A.1;18.0)
AV = — i(At - A7) (I1.A.1;18.0)
Le Hamiltonien prend ainsi une forme de produit scalaire:

H = Hr + KBS (I1.A.1;19)

ou B estl’opérateur dont les coordonnées B;, By et B, sont définies par:

B, = A* (I1.A.1;20.q)
By, = AY (I1.A.1;20.5)
B, = wg (I1.A.1;20.¢)

On peut interpréter ce Hamiltonien comme I’énergie d’'un moment magnétique S placé dans un champ
magnétique B. L’opérateur B commutant avec S, nous pouvons dériver 1’équation de Heisenberg pour le
spin:

d, S'.(t) =i [H§§]
= B(t) x S(t) (IT.A.1;21)

L’évolution prend ainsi le sens d’une précession autour d’un champ magnétique E(t) (voir figure II.1).
Nous allons discuter cela en séparant, pour le champ A, valeur moyenne et fluctuations:

B(t) = Bo + h(t) : (I1.A.1;22.q)
By = < B(t) > (I1.A.1;22.5)
h(t) = B(t) - < B(t) > (I1.A.1;22.¢)

Les composantes du champ By sont, selon Oz le désaccord wq entre la fréquence atomique et la fréquence
excitatrice et selon Oz et Oy les champs associés aux valeurs moyennes < A% > et < AY > . Ces valeurs
moyennes sont indépendantes du temps dans le référentiel du champ tournant. Ce sont elles qui sont
responsables de la précession de Rabi.

Le champ l-;(t) est dans le plan zOy ; il décrit les fluctuations du champ A qui sont responsables de
la relaxation de ’atome. Dans Papproche habituelle, il s’agit des fluctuations du vide qui sont isotropes et
ont un spectre de bruit blanc. Nous allons nous intéresser ici 4 une situation nouvelle en considérant des
fluctuations qui peuvent étre comprimées et dont le spectre peut dépendre de la fréquence (spectre coloré
par opposition & un bruit blanc).
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Figure IL.1

Le modele du champ fluctuant

Le champ Bz correspond au désaccord entre la fréquence atomique et la fréquence
pompe.

Le champ se trouvant dans le pan xOy correspond 2 la fréquence de Rabi, il s’agit d’un
champ fluctuant.
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II.A.2. Etude d’un modele classique

Dans ce chapitre, nous étudions la relaxation d’un moment magnétique placé dans un champ h(t)
fluctuant classique.

I1.A.2.a. Présentation du modéle

Nous étudions dans cette section le modéle classique d’un dipdle magnétique 3 placé dans un champ
magnétique By statique et un champ h(t) fluctuant de valeur moyenne nulle (voir figure 11.2):

hi(t) = 0 (I1.A.2;1)

ou h;(i = z,y,2) sont les composantes de k. Ce champ aléatoire est supposé stationnaire: sa fonction
d’autocorrélation

Ci;(t) = hi(t)hj(t —71) | (I1.A.2;2.a)

ne dépend pas de ¢. Les fonctions J;j(w) sont les specties de bruit associés a la variable aléatoire h :

Jij(w) = /dT Cij(7) 7 (I1.A.2;2.b)
L’équation d’évolution du moment magnétique est:

d:.5(t) = Bo x S(t) + h(t) x S(t) (I11.A.2.3)
Pour faire le rapport entre ce modéle et le probléme de I’'atome couplé au réservoir harmonique, les différentes
composantes ont la signification suivante (cf. figure I1.2).
* B, est le désaccord entre la fréquence du laser et la fréquence de la transition
* B. et By sont les composantes d’un vecteur du plan zOy associé 4 la precession de Rabi
* l:(t) est un vecteur du plan zOy associées aux fluctuations du champ électromagnétique.

Dans un premier temps, nous supposons le champ statique nul. Nous considérerons ensuite le cas ou la
fréquence de nutation B est beaucoup plus grande que les autres fréquences.
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Figure I1.2

Le modéle du champ fluctuant: champ moyen nul

Le champ fluctuant est dans le plan xOy.
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I1.A.2.b. Relaxation & champ constant nul

- Equations de relaxation -
Quand le champ magnétique B est nul, ’équation d’évolution du moment magnétique s’écrit:

d.3(t) = A(t) x S() (I1.A.2;4)

Lors de cette évolution la norme de S reste constante, la valeur moyenne < §(t) > évolue cependant car S
précesse autour d’un champ aléatoire. C’est 1’évolution de cette valeur moyenne que nous étudions. Nous
noterons:

st) =< 5@) > (I1.A.2;5)
Intégrons formellement I’équation (I1.A.2;4):
t
St) = S(to) + / & B(e') x S (I1.A.2;6)
to

et reportons dans 1’équation d’évolution (II.A.2;4):

di:S(t) = A(t) x S(to) + / t di'h(t) x (A(t') x 5@t')) (I1.A.2;7)

Nous développons ensuite le terme qui se trouve dans ’intégrale en utilisant 1’expression du double produit
vectoriel:

Rty x (At = 1) x S(t—1)) =
h(t — 7)[R(t).5(t — )] — [R(t).k(t — T))S(t — 7) (I1.A.2;8)

Ceci donne par exemple pour le terme intervenant dans 1’évolution de la composante S :

ho(t — T)Ay ()Sy(t — 7) + h:(1)S:(t—7)] —
[hy(t)hy(t —T) + h.(t) h(t—7))S=(t - 7) (I1.A.2;9)

Nous prenons maintenant la valeur moyenne de I’équation d’évolution (I1.A.2;7) en utilisant le fait que A(t)
a une valeur moyenne nulle et en faisant tendre t; vers — 0o. Ceci nous donne 1’expression suivante:

dilt) = /0 Tdr <R x (it —1) x St - 1)) > (I1.A210)

En utilisant la forme développée (I1.A.2;9) pour les termes qui sont dans I’intégrale, nous obtenons des termes
qui ont la forme suivante:

< hi(t)hj(t — 7)Se(t — 1) > (I1.A.2;11)

Pour étudier plus précisément ’évolution de la valeur moyenne du moment magnétique, nous allons nous
placer dans le cadre d’une approximation du second ordre. Avec une telle approximation, on peut négliger
dans ’expression précédente les corrélations entre S et A. On remplace donc les termes de type (I1.A.2; 11)
par ’expression suivante:
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hi@®)hj(t—17) st —7) = Cij(T)se(t — 1) | (I1.A2;12)

On obtient par exemple pour la composante s, :

[ <]
dios) = [ dr {=(Cunlr) + Cur(rsclt = 7)
0
+ Cyz(7)sy(t — 7) + C.o(7)s:(t — 7)} (I1.A.2;13)
Pour obtenir les équations d’évolution des autres composantes il suffit de faire une permutation circulaire sur

les coordonnées z, y et z. Ces expressions se simplifient en prenant en compte le fait que dans notre modéle
la composante h; est nulle. Les équations de relaxation deviennent:

dise(t) = /ooo dr(—Cyy(1)s:(t — 7) + Cyz(T)sy(t — 7)) (I1.A.2;14.0)
disy(t) = /ow dr(—Czz(7)sy(t — 7) 4 Czy(7)s:(t — 7)) (I1.A.2;14.0)
dys.(t) = /o % dr = (Con(r) + Cyy ()5 (t = 7) (IL.A214.c)

- L’approximation de bruit blanc -

Les fluctuations du champ h sont caractérisées par un temps de corrélation 7.. Lorsque ce temps de corré-
lation est négligeable devant le temps caractéristique d’évolution du spin fictif, on peut faire I’approximation
suivante que 'on appelle approximation de mémoire courte:

hi(t)hj(t —7) = Cij(r) = Ci;8(7) (I1.A.2;15.q)

Ceci revient a considérer un bruit blanc puisque le spectre correspondant & (I1.A.2;15) est:

Jij(w) = Cjj (I1.A.2;15.b)

En pratique, la condition de validité de cette approximation est que le temps de corrélation 7. doit étre trés

petit devant le temps caractéristique d’évolution qui est ici -~. L’approximation sera ainsi valable lorsque:
Ci;

Cije € 1 (11.A2;16)

Dans le domaine des fréquences, ceci signifie que le spectre des fluctuations doit étre plat sur une zone de
largeur 7! qui inclue toutes les fréquences d’évolution intervenant dans le probléme.

Avec cette approximation les équations (II.A.2;14) deviennent des équations différentielles:

disz(t) = — -21-Cy,,s,(t)+ %C,ysy(t) (I1.A.2;17.a)
desy(t) = — %C,,s,,(t)+ %C,,,s,,(t) (I1.A.2;17.6)
dis(t) = = 3 (Cor+Cpy)ss ) (IL.A217.c)

La matrice des covariances (matrice carrée 2*2 dont les coefficients sont les C;;) est symétrique, il est
donc possible de la diagonaliser dans une base Oz’y’z obtenue & partir de Ozyz par une rotation autour de
Oz. Dans cette base, les équations de relaxation du moment magnétique sont particuliérement simples:
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disor(t) = — Yor500(t) ‘ (I1.A.2;18.0)

d¢syl(t) = — ‘yylsyl(t) (II.A2;18b)
dis,(t) = — 7,5:(2) (I1.A2;18.c)
1
T = 5 y'y’ (IIAZ; 190)
Yy = % Corpr (I1.A:2;19.)
1
Y: = 5 (Czlzl + Cylyl) = vty (IIA2; 19.6)

Chaque composante du spin est amortie avec un taux de relaxation proportionnel a la variance du champ
magnétique qui lui est orthogonal.

Dans le cas ot ’'on veut étudier des fluctuations qui correspondent a un réservoir vide, les fluctuations
sont les mémes selon les axes 0z et Oy :

Y= =y (I11.A.2;20.0)
Y: =29 (11.A.2;20.b)

On retrouve le fait bien connu que le taux de relaxation des cohérences est la moitié du taux de relaxation
des populations.

Nous donnons maintenant les équations de Bloch obtenues en tenant compte du fait que les fluctuuations
sont quantiques:

dt szl(t) = = Y« s,,:(t) (II.A2,21.(1)
di sy(t) = — 7y spe(t) (I1.A2;21.b)
di s, (t) = — v, 5,() - %q (I11.A.2;21.¢)
ol
n = 7, |réservoir (11.A.2;22)
vide

Les termes de relaxation sont exactemnent les mémes que ceux de ’équation I1.A.1;18. Ces termes sont
dis a la partie fluctuation de D’interaction entre I’atome et le champ magnétique. Il apparait par contre
un terme constant n dans 1’équation d’évolution de s,. Celui-ci intervient en particulier dans le calcul de
Pétat stationnaire. Ce terme est dii & la partie réaction de rayonnement de I'interaction avec le champ
électromagnétique ce qui explique que notre modéle classique ne nous permette pas de 'obtenir. Dans
le chapitre suivant, nous ferons une étude quantique de la relaxation atomique, nous obtiendrons alors
l’expression correcte de ce terme.
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Figure I1.3

XN

Le modéle du champ fluctuant: champ moyen non nul

L’axe Oz est aligné selon la direction du champ moyen By,

Le champ fluctuant n’est plus dans le plan xOy.
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II.A.2.c. Champ statique non nul

Nous reprenons maintenant I’étude du probléme dans le cas ou le champ magnétique statique est non
nul. En se plagant dans le repére qui précesse dans le champ Bo on obtient les équations de relaxation a
partir de I’équation (II.A.2;13). Nous considérons alors la situation ou le champ By est suffisamment intense
pour que le temps de précession soit trés petit devant le temps caractéristique de relaxation. Ceci nous
permet de faire ’approximation séculaire qui consiste a négliger les couplages entre les composantes du spin
qui évoluent & des fréquences différentes. Nous faisons alors ’approximation consistant & considérer que le
spectre est localement blanc autour de chacune des trois fréquences d’évolution libre des composantes du
spin fictif. Cette approximation qui généralise au cas d’un champ intense ’approximation de bruit blanc
sera appelée dans la suite approximation du “bruit tricolore”.

- Evolution libre dans ﬁo -

Lorsque seul le seul champ By est présent les équations d’évolution (I1.A.2;3) deviennent:

dg S+(t) =1 BO S+(t) (II.A2;23.G)

dy S,(t) =0 (I1.A.2;23.b)
dy S_(t) = — i By S_(t) (I1.A.2;23.c)

Les trois composantes Sy, S, et S, évoluent donc & trois fréquences différentes. Dans 1’étude de la
relaxation, pour By suffisamment intense, nous ne conserverons que les termes qui couplent Sy 4 Sy S, &
S: et S_ a S_. Nous allons maintenant établir ces équations de relaxation.

- Equations de relaxation -

Pour prendre en compte simplement ’effet de la précession, nous effectuons une rotation qui améne 1’axe
Oz dans la direction du champ statique B, (voir figure I1.3). Dans ce nouveau repére, le champ h, n’est plus
nécessairement nul, les champs h_ et h, sont eux aussi modifiés par la rotation. Nous discuterons en détail
ces transformations dans le chapitre I1.D. Le but principal de cette section est de discuter I’approximation
séculaire et de généraliser & ce cas I’approximation de mémoire courte.

L’axe Oz étant maintenant dans la direction de B.o, placons-nous dans un repére tournant autour de cet
axe:

i(t) = cos Byt i + sin Bot j (I1.A.2;24.a)
j(t) = — sin Bt i + cos Bot j (I1.A.2;24.5)
kt) =k (IT.A.2;24.c)

- - -
ou t,j et k sont les vecteurs unitaires du repére Ozyz.

Les composantes des vecteurs S et k sont obtenues par un changement de base habituel

Sy(t) = e tBots, (1) (I1.A.2;25.a)
S5_(t) = e'B'S_(1) (I1.A.2;25.5)
5.(t) =S.(t) (I1.A4.2;25.c)

Nous définissons d’autre part les champs hy et hA_ de la maniére suivante:

hy(t) = he(t) + i hy(2) (I1.A.2;26.a)
h_(t) = hy(t) — i hy(t) (I1.A.2;26.b)
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hy(t) = e *Beth (1) (I1.A.2;27.a)
h_(t) = eBoth_(t) (I1.A.2;27.b)

Les équations d’évolution sont des équations vectorielles qui se transforment bien dans ce changement de
repére:

d, 5(t) = h(t) x 5() (I1.A.2;28)

Nous utilisons donc les équations de relaxation que nous avons établies plus tot (I1.A.2;22). Cela donne par
exemple pour §; :

s, = /0 Cdr {=(Cyy(7) + &:2(7))3:(t ~ 7) (I1.A.2;29)
+Eyz(1')§y(t - T) + 61::(7')52 (t - T)}

- L’approximation séculaire -

Les remarques que nous avons faites a propos des équations (I1.A.2;23) se traduisent dans le repére qui
précesse a ne conserver que les termes qui couplent S; 4 54,5, 45, et S_aS_.

Commengons par S, ; son équation de relaxation est:

di5.(t) = /0 " dr {=(Ean(r) + Gy ()5l = ) (I1.A.2:30)
oy (7)52(t — 7) + 842 (7)5y(t — 7)}

On ne conserve donc que les termes suivants:

di3.(t) = — /0 ” dr(Erz(T) + Eyy(7))5.(t — 7) (I1.A.2;31.a)

Pour les composantes §; et §_ on procéde de la méme maniére, on obtient ainsi:

d3+(t) = - /ooo dr {';'(E"(T) +8(7) - (I1.A.2;31.0)
— 1Cry(T) + i€y (7)) + E.2(T)} 5_(t — 1)

di-(t) = - /0 ar {%(E"(T) E(T) + (I1.A.2;315)
¥ iy (1) = ye(r)) + (7)) 5-(t—7)

soit en utilisant les définitions de h, et h_ (eq. I1.A.2;26)

de3e(t) = - /000 dr 34(7) 5,(t—7) (11.A.2;32.a)
dis_(t) = — / P dr5_(r)5_(t—1) (I1.4.2;32.5)
di5.(t) = - /oo dr 7,(r) 5,(t = 7) (I1.A.2;32.¢)
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Fo(r) = % e (1) + E(r) (I1.4.2;33.0)
5_(r) = % Ep(r) + (1) (I1.4.2;33.b)
5:(7) :% (o (?) + E-p(D)} (I1.4.2;33.c)

Nous connaissons ainsi les taux de relaxation exprimés a ’aide des fonctions de corrélation du champ dans
le repére tournant. Nous allons les réexprimer 4 P’aide des fonctions de corrélation du repére non tournant.
On remarque que:

E_(r) =e BT, (1) (I1.A.2;34.0)
E_yp(1) =€BoTe_, (1) (I1.A.2;34.b)

Pour continuer, nous faisons une hypothése sur les corrélations du champ A :

he()hy(t—7) = hy()hs(t —7) (I1.A.2;35)

(soit eyz(T) = cgy(—T)).
Les fonctions de corrélation ¢y _ et c_4 ont ainsi les expressions suivantes:

C4—(7T) = czz(T) + cyy(7) + i(czy(7) (I11.A.2;36.a)
teyz(7)) + c2o(7) + cyy(7)
C—4(7) = czz(7) + cyy (1) (I1.A.2;36.b)

- L’approximation du spectre tricolore -

Comme précédemment, nous faisons une approximation de mémoire courte pour les fluctuations du
champ k. Autrement dit, nous supposons:

%i(r) = % é(7)

Cette approximation est moins restrictive que ’hypothése de bruit blanc faite dans la section 1 précédente. En
effet, I’hypothése de bruit blanc signifie que le temps de corrélation 7. des ﬂuctuatlons de h est négligeable
devant tous les temps caractéristiques d’évolution. Or le temps le plus court est ici 7, Puisque la précession

autour de By est plus rapide que la relaxation.

Ainsi, pour que I’approximation du bruit blanc soit valable, le spectre de bruit de h doit étre plat sur
une bande de fréquence dont la largeur est trés grande devant By (figure I1.4.a).

Dans notre cas, nous faisons une hypothése de mémoire courte dans le repére qui tourne. Le seul temps
qui intervient dans I’évolution de S est le temps de relaxation. Cela signifie que le spectre de bruit de A doit
étre plat sur une bande de fréquence dont la largeur est grande devant le taux de relaxation (cf. figure I1.4.b).

Nous pouvons maintenant revenir au spectre de k. Le champ h(w) s’exprime en fonction des champs
h( By), h(0) et h(By) (cf. eqs. I1.A.2;25). Notre hypothése sur h se traduit donc par le fait que le spectre
Jij(w) doit étre localement plat autour de B, 0 et — By (figure 11.4.c).

Par opposition a un spectre blanc et puisque J;; doit étre constant sur trois bandes de fréquence, nous
parlerons d’un spectre tricolore.

Cette situation est en fait analogue au traitement de ’émission spontanée dans un systéme & plusieurs
niveaux. La relaxation est supposée Markovienne sur chaque transition prise séparément mais on prend en
compte dans I’expression des taux de relaxation de la variation de la densité spectrale du couplage avec la
fréquence de transition (soit, pour le cas de I’espace libre, une variation en w?).
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Figure I1.4
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Spectres de bruit

-a- Bruit blanc: le spectre de bruit ne dépend pas de la fréquence.

-b- Bruit localement blanc: le spectre est plat sur un domaine de fréquence contenant les
fréquences d’évolution du systeme. Cette situation correspond a I’approximation de mémoire

courte lorsque le champ moyen est nul.

-c- Bruit tricolore: le spectre est localement plat autour de chaque fréquence d’évolution

libre du syst¢me. Cette situation correspond a 1’approximation de mémoire courte lorsque le

champ moyen n’est pas nul.
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I1.B. La relaxation de ’atome habillé

Dans ce chapitre nous étudions la relaxation d’un systéme a deux niveaux excité par un champ monochro-
matique intense et couplé & un réservoir harmonique en utilisant la méthode de I’latome habillé. Dans une
premiére section, nous présentons cette méthode. Nous établissons ensuite les équations de relaxation dans
le cadre de I’approximation du bruit tricolore.

I1.B.1. L’atome habillé

Nous étudions un systéme & deux niveaux excité par un champ monochromatique intense et couplé a un
réservoir harmonique. La méthode de ’atome habillé a pour but de permettre un traitement perturbatif de
la relaxation (c’est-a-dire de I'effet des fluctuations du réservoir) tout en traitant I'effet du champ excitateur
de maniére non perturbative. Il faut pour cela séparer le champ électromagnétique en deux parties: le
champ pompe d’une part et les fluctuations d’autre part. Cette séparation peut étre réalisée de deux fagons
différentes.

- Séparation du champ pompe et des fluctuations -

La premiére approche consiste a isoler le mode pompe des autres modes du réservoir. Le systéme non
linéaire est alors constitué du systéme a deux niveaux couplé 4 un oscillateur harmonique (le mode pompe) ;
son évolution libre peut étre étudiée de maniere exacte. On traite ensuite perturbativement la relaxation de
ce systéme.

La seconde approche consiste a séparer le champ en un champ moyen et en des fluctuations. En pratique
elle consiste & opérer une transformation unitaire de translation sur les opérateurs création et annihilation
en définissant:

a, = <ay,> + ba,
al, = <al > +éa}

ol < > sont les valeurs moyennes et ou 8a, sont des opérateurs décrivant les fluctuations quantiques du
champ. Les opérateurs 6a,, et éa!, ont exactement les mémes relations de commutation que les opérateurs
a, et al,. Le réservoir qu’ils constituent a ainsi la méme structure et les mémes fluctuations que le réservoir
initial.

Aprés cette transformation, on se trouve en présence d’un systéme a deux niveaux excité par un champ
classique monochromatique et couplé & un réservoir qui correspond & un champ fluctuant dont I’amplitude
moyenne est nulle. Le systéme non linéaire est dans ce cas un systéme & deux niveaux excité par un
champ monochromatique classique. Une transformation de Floquet permet de le remplacer par un systeme
équivalent constitué d’une échelle de niveaux {| e,n >;| f,n >}nez ol e et f indiquent I’état du systéme a
deux niveaux et ol n est un entier relatif correspondant 4 la multiplicité.

Dans ces deux approches, le systéme est constitué d’une multiplicité de niveaux. Dans la premiére
approche, I'indice n de la multiplicité est un entier positif correspondant au nombre de photons dans le
mode pompe. Dans le second cas, cet entier peut aussi étre négatif.

La différence majeure entre les deux approches tient au fait que dans le premier cas, les fluctuations du
mode pompe sont prises en compte dans le systéme alors que dans le second, elles sont prises en compte dans
le réservoir. Ceci se traduit par le fait que la précession de Rabi (due au couplage entre ’état | e,n > et ’état
| f,n >) dépend de la multiplicité ol ’on se trouve dans le premier cas alors qu’elle en est indépendante
dans le second.

Dans les situations auxquelles nous nous intéressons, le champ laser est intense; ainsi, les états impliqués
correspondent 3 un nombre n de photons trés grand et la fréquence de Rabi varie tres peu. Les deux
méthodes semblent alors tout a fait équivalentes. Il faut cependant rester prudent. En effet, le traitement
des fluctuations du champ pompe est différent dans les deux méthodes (si on s’interresse a ces fluctuations,
il est préférable d’utiliser 1a seconde approche). Pour I’étude des fluctuations du champ sortant dans les
autres modes (ce qui est en général le probleme étudié) les deux méthodes sont équivalentes.
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Nous présentons maintenant de maniére plus détaillée I’atome habillé tel que nous I'utiliserons par la
suite; il est construit & ’aide de la seconde méthode.

- Etats et opérateurs de 'atome habillé -

Les états de I’atome habillé sont formés de deux échelles {| e,n >} et {| f,n >} ; les indices e et f
correspondent respectivement a ’état excité et a 1’état fondamental de I’atome et le nombre n correspondrait,
si ’on avait utilisé la premiére méthode, & un nombre de photons. L’énergie de 1'état excité est hwy et celle
d’un photon pompe est wy,. La fréquence de Rabi caractérisant I'intensité du champ pompe est notée w,. Le
Hamiltonien de ce systéeme est ainsi:

— wo wo
Hs —; ((Wp - ) fin><fin]+ (nwp+ ) le,n ><e,n]|
+ 2L (len><fint D+ | fint1><e,n])) (ILB.1;1)
Les opérateurs caractérisant 1’état atomique sont:
Dy =le><fl= ) len><fn| (I1.B.1;2.q)
n

D_ =|f><e|l= ) |fin><en]| (I1.B.1;2.b)

D,

sUe><el=If><f))

5_‘,% (len><emn| = | fin>< fin]) (I1.B.1;2.¢)

n

On peut définir ’équivalent des opérateurs création et annihilation pour le champ pompe:

b=

Z(le;n—l><e,n| + | fin=-1>< fin)) (I1.B.1;3.0)
n

b+

i

Z(le,n+1>< en| + | fin+l>< fin)) (I1.B.1;3.b)

Il faut remarquer que, contrairement aux ”vrais” opérateurs création et annihilation les opérateurs b~ et bt
commutent.

Nous définissons un état cohérent du champ pompe comme état propre de 'opérateur b~ (qui est aussi
état propre de b%)

b lo>= €% |p> (I1.B.1;4.0)

ol ¢ est une phase. Cet état s’écrit:

lo>= D ™ |n> (I1.B.1;4.b)

n
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Figure IL5

e,N+ - q.n+2
e N g,n+
en -] g.n
.d.

L’atome habillé

-a- base non couplée

-b- base couplée
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Nous allons maintenant regrouper les états en multiplicités {M,} (figure I1.5.a). Chaque multiplicité
a une énergie moyenne de nhw,. Elle est constituée des deux niveaux | e,n > et | g,n +1 > . A lintérieur
d’une multiplicité, le Hamiltonien h, est le méme que celui d’un spin fictif:

b = Lo (len><en| - [fn+1>< fint1])
+ “%q en>< fin+l] + |[fintl><en| (I1.B.1;5)
Le Hamiltonien total Hg s’écrit ainsi:
Hs = Y nw(le,n><en|+|fint1>< fin+ 1))+ h, (I1.B.1;6)

A lintérieur d’une multiplicité M,, on peut diagonaliser le Hamiltonien k, en introduisant la base couplée
(figure 11.5.b)

|1,n>=cosf |e,n> +sind | fn+1> (II.B.1;7.0)
|2,n>= — sinf |e,n> +cosb | fin+1> (I1.B.1;7.b)
|e,n> =cosf |1,n> —sind |[2,n> (I1.B.1;8.a)
| fin+1>=5sinf |1,n> + cosf |2,n> (I1.B.1;8.b)
ol
20 = Arccos (w-—o—;—%) (I1.B.1;9.0)
A = \/(wo — wp)? + w? (I1.B.1;9.b)

Dans la base couplée, les hamiltoniens sont:

A
ha= T (ILa><Ln| - [2n><2n]) (I1.B.1;10.a)

Hs =) (nwp(|L,n><1,n|+]2,n><2,n]|)+ hn) (I1.B.1;10.b)

n

Puisque chaque multiplicité est équivalente & un systéme a deux niveaux, nous introduisons les opérateurs
de spin:

St = ¥ len>< fint+1] (I1.B.1;11.q)

S- = g: [fin+t1><en| (I1.B.1;11.b)
n

S: = 1 ';'[|e,"><€,ﬂ|—|f,n+1><f,n+1|] (I1.B.1;11.¢)
n

S: = 3 %[le,n ><fin+l|+|fin+l><en]| (I1.B.1;11.d)
n

Sy = % %He,n ><fin+l|=|fin+tl><en]] (I1.B.1;11.e)
n
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Nous introduisons d’autre part des opérateurs de spin correspondant a une quantification selon la direction
du champ statique, c’est-a-dire dont les états de base sont la base couplée:

Sy =) ILn><2n| (I1.B.1;12.a)

S. =) [2n><1,n| (I1.B.1;12.b)

S = Z% (L,n><1n|—]2,n><2,n|) (I1.B.1;12.¢)
, 1

S = Z—i(l Ln><2,n|+|2,n><1,n)) (I1.B.1;12.d)
1

Sy = Z.Q—i (lL,n><2,n|—=|2,n><1,n}) (I1.B.1;12.¢)

La relation entre les S, et les S, correspond & une rotation d’angle 20 autour de ’axe Oy

St = cos?0 S, + 2sind cos S, —sin’ S_ (I1.B.1;13.a)

S_ = —sin®0 S} + 2sind cosf S, + cos?d S_ (I1.B.1;13.b)
S; = —sinf cos@ S, + (cos®d —sin?6)S, — sinf cosf S (I1.B.1;13.c)
S: = cos20 S, + sin20 S, (I1.B.1;13.d)
Sy =8, (I1.B.1;13.¢)
S, = —sin20 S, + cos26 S, (I1.B.1;13.f)

On remarquera enfin que les relations qui existent entre les opérateurs de spin S, et les opérateurs du dipdle
D, définis par les équations (I1.B.1;2) sont:

D+ = S+ b+ (IIB.].; 14.0)
D_ =S_b (I1.B.1;14.b)
D, =S, (I1.B.1;14.c)

Par la suite, nous nous intéresserons a des états de I’atome habillés pour lesquels le champ est dans un état
cohérent | ¢ > (défini par I’équation (II.B.1;4)). Nous noterons:

e, > = Zei"“’ |e,n > (I1.B.1;15.a)

lfio>= D ™ | fin> (I1.B.1;15.b)

[Le>= ) e |1,n> (I1.B.1;15.c)

12,¢>= ) ¢ |2,n> (I1.B.1;15.d)
n
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Ces états vérifient les relations suivantes:

Je,p>= cosf |1l,p> —sind |2, > (I1.B.1;16.a)
| foo > = sinf e™° | 1,0 > + cosf e’ 2,0 > (I1.B.1;16.b)
|1,0> = cosf |e,o> +sinbe™® | f,o> (I1.B.1;16.c)
|2,0> = —sind |e,p> +cosf e | f,o> (I11.B.1;16.d)

- Le référentiel du champ tournant -

Nous nous plagons maintenant dans le référentiel du champ tournant. Dans la base couplée, un opérateur
| i,n >< j,m | évolue selon H, & la fréquence (m—n) wp, + (i—j) A. Le passage dans le référentiel du champ
tournant permet d’éliminer ’évolution rapide & (m — n)w, pour ne conserver que I’évolution qui correspond
au spin fictif. Nous définissons pour cela les états suivants:

lin>(t) = e ™ |in> (I1.B.1;17)

L’évolution dans cette base peut étre décrite par le Hamiltonien H :

- A —_ —_ —_—
H = Z;(l Ln><1l,n| — |2,n><2,n))

=AS (11.B.1;18)

Il faut noter que dans ce nouveau référentiel toutes les multiplicités ont la méme énergie; nous utiliserons
cette remarque lors de 1’étude de la relaxation. Dans toute la suite, afin de ne pas alourdir les notations
nous omettrons les “” tout en nous souvenant que nous sommes dans le référentiel du champ tournant pour
I’atome et pour le champ A.
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I1.B.2. Relaxation de Patome habillé

Nous étudions maintenant la relaxation de ’atome habillé. Nous utilisons pour cela le méme principe que
pour I’étude du spin fictif en nous plagant dans le cadre de ’approximation séculaire et de ’approximation
du bruit tricolore.

- Couplage avec le réservoir -

Nous utilisons le Hamiltonien d’interaction H; qui correspond a I’approximation du champ tournant
(voir eq. I1.A.1;4)

Hy = —(A*Dy + A"D.) (I1.B.2;1)

Pour ’étude de la relaxation, il est préférable, comme nous ’avons vu lors de 1’étude du spin fictif, de
réexprimer le Hamiltonien H; & ’aide d’opérateurs propres du Hamiltonien d’évolution libre et de mettre en
évidence les changements de multiplicité. Pour cela, nous utilisons les expressions (II.B.1;14) des opérateurs
D, et ensuite I’expression des opérateurs de spin obtenus par rotation (II.B.1;13). Ceci nous donne:

Hy = —{(cos?0 S’ + 2sinf cosd S, — sin’0 S’ )b* A+
+ (—sin®d S, + 2sinf cosf S, + cos?d SL)b~ A} (I1.B.2;2)

- Passage en représentation d’interaction -

Nous nous plagons maintenant en représentation d’interaction par rapport au Hamiltonien Hg. Cette
transformation est équivalente  celle que nous avons faite lors de I'étude du spin fictif quand nous nous
sommes placés dans le repére précessant autour du champ statique By. Nous définissons pour cela les opér-
ateurs Ty :

Ty(t) = e 'S, (2) (I1.B.2;3.a)
T.(t) = S:(¢) (I1.B.2;3.b)
T.(t) = €e2'S. () ' (I1.B.2;3.¢)

D’autre part, afin d’écrire le Hamiltonien d’interaction de maniére plus compacte et d’éviter la manipulation
d’un nombre excessif de sinf ou cosf pendant les calculs, nous définissons:

AL(t) = cos®d 21 AT (1) (I1.B.2;4.0)
A¥(t) = 2 sinf cosd A*(t) (I1.B.2;4.b)
A¥(t) = —sin%0 e84t (1) (I1.B.2;4.c)
A7(t) = —sin®0 2 A (1) (I1.B.2;5.a)
A7 (t) = 2sinf cosf A™(t) (I1.B.2;5.5)
AZ(t) = cos®d e A'A(t) (I1.B.2;5.c)

En reportant ces expressions dans le Hamiltonien H) de I’équation (IL.B.2;2) et en utilisant le fait que nous
passons en représentation d’interaction selon Hs nous obtenons comme Hamiltonien total:

H=— Y A%°T, (I1.B.2;6)

au
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ol = +,—etu = +,2,—.
- Dérivation des équations de relaxation -

L’équation d’évolution d’un opérateur X de I’atome habillé en représentation d’interaction selon Hg
est:

& X(t) = —i 3 AL Tu(t); X(2)] (I1.B.2;7)
Nous P'intégrons formellement:
X(@t) = —i / Tdr T A%t = D)PTu(t = 1) X(t — )] (I1.B.2;8)
0 a,u

Nous reportons dans 1’équation d’évolution (I1.B.2;7):

diX(t) =- /0 “dr T (AT (1) (Al — T Tu(t — ) X (2 - 7)]] (I11.B.2;9)
o p

u,v

Nous nous plagons maintenant dans le cadre d’une approximation au second ordre comme nous I’avons fait
avec le spin fictif en prenant la moyenne sur le réservoir et en négligeant les couplages entre le systéme et le
réservoir:

& X(t)= — /00 dr ¥ {<AP()A2(t — 1) > VPT, ()b Tu(t — 7); X (¢t — 7))
0 o, f

u,v

— < AX(t —1)AB(t) > [b°Tu(t — 7); X(t — T)PPT(1)} (I1.B.2;10)

Nous faisons maintenant une approximation de mémoire courte puisque nous recherchons un effet cu-
mulatif du bruit du réservoir ; la grandeur qui nous intéresse est alors I’intégrale des fonctions de corrélation.
Nous noterons:

< AZAP@) > = C2P s(t-t) (I1.B.2;11)

Lorsque nous exprimerons les coefficients C28 4 ’aide des fonctions de corrélation du champ A que nous avons
introduites dans ’appendice Ay, nous verrons que cette approximation de mémoire courte est I’approximation
du bruit tricolore que nous avons faite dans ’étude du spin fictif. En reportant ’expression (II.B.2;11) des
fonctions de corrélation dans I'équation de relaxation (II.B.2;10), nous obtenons:

of
dX(t)y=-3% —%"— {babﬂTuT,,X - T, XT,0* + XTuT,,b"bp} (I1.B.2;12)
aff .

- Approximation séculaire -

Nous faisons maintenant ’approximation séculaire qui consiste & ne conserver que les termes qui couplent
des opérateurs évoluant librement & la méme fréquence.

Dans I’expression (I1.B.2;12) que nous venons d’établir, les opérateurs couplés & X sont des produits de
b, 8%, Ty, T, et X lui-méme. Les opérateurs b> et b évoluent & fréquence nulle car dans le référentiel du
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champ tournant toutes les multiplicités ont méme énergie. Par contre, les opérateurs Ty, et T, correspondent
3 des opérateurs S, et S, qui évoluent respectivement aux fréquences — uA et — vA.

Ainsi, pour obtenir un opérateur évoluant & la méme fréquence que X il faut prendre les termes ol
u = — v. Nous utilisons le fait que:

T. = T4, (I1.B.2;13)

En faisant I’approximation séculaire dans I’équation de relaxation (I1.B.2;12) on obtient:

]
dX(t)=- % _03_2__.,_ (*VPT,TIX — BT XTI + XT,T16°0°) (I1.B.2;14)
o, B

Nous sommes maintenant en mesure de donner les expressions explicites des équations de relaxation des
opérateurs | i,n >< j,m | . Pour cela, nous allons expliciter les coefficients de relaxation C; ’p_u en fonction
de la densité spectrale du réservoir et des parameétres décrivant 1’état du champ.

- Coefficients de relaxation -

La premiére hypothése que nous faisons sur le bruit est que celui-ci est stationnaire. C’est-a-dire que
< A*(t)AP(t') > ne dépend que de (t — t’). En fréquence cela signifie:

< A°(W)AP (W) > = 2mé(w +uw') < A%(w)AP >
278(w + w')p*P (w) (11.B.2;15)

i

Nous avons d’autre part défini les champs AZ lors du passage en représentation d’interaction (IL.B.2;4 et 5):

A2(t) o« €8t A%(t) (I1.B.2;16)

ou le coeflicient de proportionalité est une fonction trigonométrique du paramétre de saturation 8. En fré-
quence cela signifie que:

Af(w) x A%(w + ul) (I11.B.2;17)

et donc:

< A(w)AB(W') > x 276(w + W' + A(u + v))p*P(w + ud) (I1.B.2;18)

Nous avons ensuite fait une approximation de mémoire courte. Cette approximation est justifiée dés que
le temps de corrélation 7. entre les champs AZ(t) et A?(¢) est négligeable devant le temps de relaxation

7r. En fréquence, cela signifie que le spectre p®?(w + uA) doit étre plat sur une largeur supérieure a #

autour de w = 0. Nous retrouvons I’approximation du bruit tricolore consistant a dire que le spectre p*?
est localement plat autour des trois fréquences — A,0 et + A. Nous supposons ainsi:
P%P(w + uld) = p*f(uh) (I1.B.2;19)
pour w & ;1;. Dans ce cas:
C2F, x p*P(uh) (11.B.2;20)

Rappelons maintenant les expressions des fonctions p*#(uA) que nous avons données dans P’appendice A;.
Nous sommes dans le référentiel du champ tournant; on a donc:

113



At (W) = (wp + W) O, 4w G, +w (I1.B.2;21.a)
A (W) = (Wp = W) Cupew 8o, (I1.B.2;21.)
nous notons Jy, Jo et J_ les densités spectrales:
Jy = (wp+A) au,4a 05 _a (I1.B.2;22.a)
Jo = w; au, ai, (I1.B.2;22.b)
Jo = (wp— AP ay,—a a}, _a (I1.B.2;22.c)

A fréquence nulle, les fonctions de corrélation du champ font intervenir le seul mode wy,. Nous notons:

No = <al a,, > (I1.B.2;23.a)
My = <ay,a0, > (I1.B.2;23.b)
My = <al_al > (I1.B.2;23.c)

A fréquences A et — A interviennent les populations des modes wp + A et wp — A et les corrélations entre

ces deux modes. Nous notons:

Ny =< al,’+A G, +4 >

N =< aIJ,-—A a“’r-A >

t t

M =< Qu,t+A Guy—A >=<0ay,-A Gu,+A >

1

- _ — t
M* = <a, 14 084,4>=<6,, _a G 4a>

(I11.B.2;24.a)
(I1.B.2;24.b)
(I1.B.2;24.c)
(I1.B.2;24.d)

Nous donnons maintenant P’expression des coefficients de relaxation C,, ’p_u a laide de ces fonctions:

CHt = —sin20 cosf ptt(A) =

ci- =

cit

CiZ =

++
ctt=

Cct: =
C:_':_' =

- =

Ciz
Ciz
Czz
C.”

P (8)=
(A =
— sin%0 cos®0p™"(A) =

cos?d

sin‘d

—sin%f cosf ptt(—A) =
p(-A)=
pH(-8)=
— 8in%0 cos?0p™ " (-A) =

sin?0

cos'd

= 4 5sinf cos?pt*(0) =
= 4 sin%0 cos?8pt—(0) =
= 45in%0 cos?0p™+(0) =
= 4 sin%8 cos?p~~(0) =

- Relaxation de | 1,n >< 2,m | -
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—sin0 cos?0\/T J_M
cos’d J+(1+Ny)
sing J_N._

—sin?0 cos?0\/T4J-M*

— 8in%0 cos?0\/T J_M
J_(1+N)
cos'f JeN4

— sin%0 cos®0\/J  J_-M"

sind

4 5in20 cos?0JoMp
4 5in%0 cos0Jo(1 + No)
4 sin’0 cos?6Jo Ny
4 sin%0 cos?0JoM;

(I11.B.2;25.a)
(I1.B.2;25.b)
(I1.B.2;25.c)
(I1.B.2;25.d)

(I1.B.2;26.a)
(11.B.2;26.b)
(I1.B.2;26.c)

(I1.B.2;26.d)

(I1.B.2;27.a)
(I1.B.2;27.b)
(I1.B.2;27.c)
(I1.B.2;27.d)



Nous allons maintenant détailler les calculs de 1’équation de relaxation pour 'opérateur | 1,n >< 2,m | .
Nous donnerons ensuite les résultats pour les autres opérateurs.

Appliquée a I’opérateur | 1,n >< 2,m |, ’équation de relaxation (II.B.2;14) devient:

di|,n><2n]= -

(IR

Y G, VLT | 1,n><2n|
aff
u

—2°T, | 1,n >< 2,n | T+ | 1,n >< 2,n | T, T1bbP)(11.B.2;28)

Dans un premier temps, nous explicitons la somme sur u en utilisant les relations suivantes obtenues & partir
des définitions (I1.B.2;3) de T, :

TWT-=Y |L,n><1n| (11.B.2;29.a)
n

T.T, =Y |2n><2n] (I1.B.2;29.5)
n

Nous obtenons alors 1’équation suivante:

d|1,n><2,n|= —-;— > {Ciﬁb"bpll,n><2,n| +Cfi|1,n>< 2,n | b°b°
N
+%Cgf(b°’bﬁ|1,n><2,n| + 2% [1,n><2,n |
+1,n>< 2,n|bbF)} (11.B.2;30)

Nous prenons maintenant en compte D’effet des opérateurs b* et b? en utilisant les relations suivantes:

*lL,n><2,m|=|Ln+1><2,m| (I1.B.2;31.a)
b [L,n><2m|=|Ln—1><2,m| (I1.B.2;31.b)
I Ln><2,mibt={,n><2,m—-1| (I1.B.2;31.c)
[,n><2,m|b" =|L,n><2,m+1]| (I1.B.2;31.d)

En utilisant ces relations et les expressions des coefficients de relaxation, nous obtenons 1’équation
suivante:

d|l,n><2m|=
1
- E(cos"ﬂ Jy (142N +sin*0 J_ (14+2N)) | L,n><2,m]|

1
+ -2-sin20 c0s?0 /T J_{M(J1,n+2><2,m|+|1,n><2,m~2])
+ M*(|,n-2><2,m|+|L,n><2,m+2|)}
1.
-3 sin?0 cos?0 Jo {2(1 + 2No) | 1,n >< 2,m |

+2(1+ No) |L,n+1><2,m+1|+2N, |1,n—1><2,m—1]|
+Mo(J1,n+2><2,m|

+2|L,n+1><2,m~-1|+|1,n><2,m-2])
+M5(|1,n-2><2,m|

+2i4,n-1><2,m+1]+|1,n><2,m+2|)} (I11.B.2;32.a)
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Nous donnons maintenant les équations d’évolution de | 1,n >< 1,n|et |2,n>< 2,n |:

di|l,n><1l,m|=
—(cos®0 Jy (14 Ny)+sin*0 J_ N2)|1,n><1,m]|
+sin*d J. (1+N.)|2,n+1><2,m+1|
+cos?d Jy Ny |2,n—-1><2,m—1|

+-21- sin?0 cos?0 /T J_{M(|1,n+2><1,m|+|l,n><1,m—2])
+ M*(|L,n-2><1lm|+|L,n><l,m+2])}
—sin20 cos?0 /T3 J_{M |2,n+1><2,m—1|+M* |2,n—-1><2,m+1]}
+-;- sin?6 cos?0 Jo {—2(1 +2No) | 1,n >< 1,m |
+2(14+No) |1,n+1><1,m+1{+42Ng |I,n-1><1,m-1]|
- M(|L,n+2><1,m|
+2|Ln+1><]l,m—-1]+|Ln><1l,m—2|)
-Mg(|l,n—-2><1,m]|
+2|L,n=1><1m+1|+|1,n><1,m+2}|)} (I1.B.2;32.})

d|2,n><2,m|=
—(cos*d J4 Ny +sin J_ (1+N_) |2,n><2,m|
+sin*@ J_ N_ |[L,n+1><1,m+1|
+cos®@ Jy (14 N;) | Ln—1><1,m—1}|

+-;— sin0 cos?0 /I J_-{M(|2,n+2><2,m|+|2,n><2,m~2])
+ M*(|2,n-2><2,m|+|2,n><2,m+2]|)}
—sin20 cos?0 /I J_{M |1, n+1><1,m—1|+M*|L,n-1><1,m+1]}

+—;- sin®6 cos?8 Jo {—2(1 + 2Np) | 2,n >< 2,m |

+2(1+MNo) |2,n+1><2,m+1|42Ny |2,n—-1><2,m—1]

M (|2,n+2><2,m]
+2|2n+1><2m—1|+|2n><2m 210)

-M; (|2,n-2><2,m|

+2|2,n—-1><2,m+1|+|2,n><2,m+2|)} (I1.B.2;32.c)

Nous allons maintenant donner les équations de relaxation d’opérateurs obtenus en sommant les opér-

ateurs | {,n >< j,m | . Dans un premier temps nous sommons 4 n — m = p constant. Pour cela nous
notons:
&= T lintp><ijn]| (I11.B.2;33)
n

Q}, représente la somme des cohérences | 1,n >< 2,n | sur toutes les multiplicités; Q3, et Q3, sont
respectivement les sommes sur toutes les multiplicités des populations des niveaux 1 et 2. Leurs équations
de relaxation sont obtenues & 1’aide des équations (I1.B.2;32) que nous venons d’établir:
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dQF, = - % (cos?0 J4(1 + 2Ny) +sin’d J_(1+2N_))QF,
+ sin20 cos?8 \/T1d_ (MQLF? + M*QT?)
— 2 sin?0 cos?8 Jo(1 + 2No)QP,
— 25in%0 cos?0 Jo(MoQFH? + M3 Q55 ?%) (I1.B.2;34.a)

diQF, = —(cos*d J4(1+ Ny) +sin*0 J_N_)QT,
+(cos*0 J4 Ny +sin*0 J_(1+ N_))Q5;
+sin?6 cos?0 /T J_(M(QTH? - Q5 + M*(QT2 - @57 2)) (I1.B.2;34.b)

diQF, = —(cos?0 J4 N, +sin%d J_(1 + N-))Q3,
+(cos*0 J4 (14 Ny) +sin*d J_N_)Qf;
+sin%6 cos?0 /T I (M(Q5? — QF D) + M*(Q5, 2 - Qi) (I1.B.2;34.c)
Enfin, pour nous rapprocher du spin fictif, nous allons calculer la relaxation des opérateurs qui correspondent

A un état cohérent du champ électromagnétique. Ceux-ci s’obtiennent comme somme des opérateurs que
nous venons de définir:

O;;= Y €™ e ™ |Ln><2,m|
nm
=3 €% QF (I1.B.2;35)
2

Nous obtenons ainsi les relations suivantes:

d®1y = — % {[cos®0 J4(1+2Ny) +5in?6 J_(1+2N_)

—25in%0 cos?0 /T, J_ (e HM + €% M*))
+4 5in20 cos?8 Jo(1 + 2Ny + e~ 29 My + %Y M)} @12 (II.B.2;36.a)

de®1y = — {cos0 J (14 Ny) +sin*0 J_N_
—sin?0 cos?d \/jzlt (e'zi”M + ezi‘PM‘)} ®yq
+ {cos®0 Jy Ny +sin*@ J_(1+ N_)
—sin?0 cos?0 /UL J_ (e BYM + e¥vM*)} &3, (I1.B.2;36.b)

di®y2 =~ {cos®d Jy Ny +sin?0 J_(1+ N_)
—sin® cos?0 /T J- (e %M + e¥*M*)} &3,
+ {cos*@ J1(1+ Ny) +sin*0 J_N_
—5in%0 cos?0 /T T (e"¥°M + eZ¢M*)} &y, (I1.B.2;36.c)
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Finalement, afin de pouvoir faire la comparaison avec le spin fictif nous allons introduire un opérateur @z
représentant la différence de populations:

bz = &, — P22 (I1.B.2;37)

son équation de relaxation s’obtient en faisant la différence des équations (I1.B.2;36.b) et (II.B.2;36.c):

d®z = — {cos?@ J_(142N_)+sin*0 J4(1+2Ny)
— 25in0 cos?0 /T - (e"¥TM + ¥ TM*)} &7
— {cos?@ J_ +sin%0 J.} (I1.B.2;38)
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II.C.1. Le cas ou le réservoir est vide

Pour un réservoir vide, lorsque le spectre est normal, il est établi que les fonctions de corrélation du
champ sortant s’obtiennent a partir des fonctions de corrélation atomiques prises dans un ordre temporel
précis.

Nous montrons dans cette section que ce résultat se généralise lorsque la densité spectrale n’est plus
normale. Nous retrouvons ensuite le résultat pour le réservoir normal comme un cas particulier de ’expression
que nous avons établie.

I1.C.1.a. Relations champ entrant - champ sortant

Dans le chapitre I.B, nous avons établi les équations reliant le champ sortant au champ entrant (egs.:
I.B.1; 12 et 13 ; I.B.2; 1 et 2). Nous n’avions alors pas encore fait I’approximation du champ tournant, il
nous faut donc maintenant obtenir les équations d’entrée sortie correspondant au nouvel Hamiltonien. La
démarche est identique & celle que nous avons suivie dans la section I.B.1 et les résultats ne sont que trés
peu modifiés. On obtient les équations suivantes:

- At (t) =AF () +i /o > dr &4 (T)S-(t—-1) (I1.C.1;1.a)
A=(f) A= () +i /o " dr €y (NS4t 1) (IL.C.1;15)

0
AH(t) =A% () — i / dr £4—(7)S—(t - 7) (I1.C.1;2.0)

0
A~ () =As(t) — i /_ dr £ (1)S4(t —7) (I1.C.1;25)

ou ’on a noté:

§4-(7) =€a+a-(7) (I1.C.1;3.a)
€-+(7) =€a-a+(7) (I1.C.1;3.b)

Les relations champ entrant - champ sortant sont ainsi:

400
AL O =A@ +i [ dre-ms-¢-1) (I1.C.1;4.)
o
Aa® =250 +i [ drey(Set-1) (IL.C.1;4)
—00
Soit, sous forme abrégée (o 4 = + ou —)

A(®) = LW +i [ dr fuou(D)Sut=7)

AL(t) +¢ / dt’ &, —u(t —')S_u(t') (I1.C.1;4.0)

Nous pouvons ensuite obtenir les fonctions de corrélation du champ sortant:
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< AGe()AZue(t) > = < AL(MDALE) >
+i / dr £u —u(r) < S—ult - TVAL@) >

+i / dr' fo_o(r') < AL()S—u(t' — ) >

- / dr d7' €y —u(T)omo(r) < S—u(t— T)S—o(t' — ') > (I1.C.1;5)

Les termes composant ’équation (I1.C.1;5) sont de trois types:
-i- des fonctions de corrélation du champ entrant < A} (£)Ap (') > qui sont supposées connues.

-ii- des fonctions de corrélation atomiques < S,(¢)S,(t') >: la seconde partie de ce chapitre consistera &
montrer comment on peut déduire ces fonctions de corrélation & partir des équations de relaxation.

-iii- des fonctions de corrélation champ entrant - atome < AY (2)S,(t) >: c’est a ces fonctions de corrélation
que nous consacrons la présente section. Nous allons montrer qu’il est possible d’exprimer ces fonctions de
corrélation tout d’abord pour un réservoir vide puis pour un état initial quelconque du réservoir.

I1.C.1.b. Le cas d’un réservoir vide

Lorsque le réservoir est vide, de nombreux termes de I’équation (II.C.1;5) s’avérent nuls. En effet, I’état
vide | 0 > vérifie les propriétés suivantes:

a"0> =0 (I1.C.1;6.q0)
<0]afir =0 (I1.C.1;6.b)
Ainsi, les champs A} () et A7 (') vérifient:
At@) [0>=0 (I1.C.1;7.a)
< 0| AL(t') =0 (I1.C.1;7.b)

Les seuls termes qui restent non nuls dans 1’équation (II.C.1;5) sont ainsi:

—i— <AR@®ALE) >

—ii— < Su(t)S,(t') >

—iii— < A (£)Su(t') > et < Su()AL(Y) >

Nous allons nous intéresser au calcul des termes -iii-. Ces termes sont des valeurs moyennes de produits d’un

opérateur du champ entrant et d’un opérateur atomique. Nous les transformons tout d’abord en valeurs
moyennes de commutateurs en utilisant le fait que le réservoir est vide. En effet:

<S(thAt(®)>=0 (I1.C.1;8)

Ainsi:

<AX@)S,(t) > = < AF()S, (') > - < S,(t)AL(t) >
=< AF(@®)S,(t) > — < S.(t)AL() > (I1.C.1;9.0)
N\ < Su(t)AZ(t) > = < [Su(t'); AL(D)] > , (I1.C.1;9.b)
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Nous allons maintenant calculer les commutateurs. Nous savons, que les opérateurs champ A* (') et A~ (¢')
commutent avec les opérateurs atomiques S, (t') et S_(t') pris au méme instant t. Pour utiliser cette pro-
priété, il nous faut exprimer le champ entrant a ’instant ¢ en fonction du champ a ’instant ¢'.

Dans un premier temps, nous allons utiliser I’expression (II.C.1;1) qui nous permet d’obtenir le champ
entrant a l'instant ¢ en fonction du champ au méme instant:

AL (®)

I

A(t)—i /0 Y dr € ()S_(t = 1) (I1.C.1;10.0)

450 = A0 /0 " dr ey (1)S4(t —7) (I1.C.1;10.b)

1l faut maintenant exprimer le champ a l'instant ¢ en fonction du champ a I’instant t'. Les résultats
obtenus dans la section 1.B.1., modifiés pour prendre en compte I’approximation du champ tournant, nous
le permettent. L’équation (I.B.1;5) nous dit que le champ A%(t) est la somme du champ AY(t) obtenu en
faisant évoluer librement le champ A%(t') de l'instant t’ & I'instant ¢ et du champ rayonné par le systéme
entre ces deux instants: '

A*(t)

At (@) +i /0 - dr €4 (T)S_(t—1) (I1.C.1;11.a)

A™(t) = A7 @)+ i/;q dr §_4(7)S4(t—17) (I1.C.1;11.0)

Ainsi, en reportant ces expressions dans les expressions (I1.C.1;10) du champ entrant, nous obtenons:

AR = Af () —i /t :oo dr £+ (7)S-(t—7) (I1.C.1;12.0)

Apt)=A5 ()i / +i° dr £ 4 (T)Se(t—7) (I11.C.1;12.b)

Les champs Af () et Aj(t) sont obtenus en faisant évoluer librement les champs A+ et A~ de t' 4 ¢, leur
expression est ainsi la suivante:

AFQ) = / % w ol au(t') e=ilt1) (I1.C.1;13.0)
- dw t 41y Hiw(t—t')
Ag (@) = 5 W o al(@)e (I1.C.1;13.%)

Ce sont des combinaisons linéaires d’opérateurs du réservoir a I’instant ¢’ ; ils commutent donc avec les
opérateurs du dipdle 4 l'instant ¢’ :

[45() ; Su(t)] = 0 (I1.C.1;14)
Les commutateurs apparaissant dans les équations (I1.C.1;9) ont finalement les expressions suivantes:
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+o0
L@ (0] =i [ dr e (nIS-(t - 7 S0)]

= i / Y £ (t —t")[S-(t"); Su(t)]O(' — t*) (I1.C.1;15.a)

00

+00
(SO0 AR =i [ dr € p(nS. () St - 7)

=—i / v dt” €. (t —t")[Su(t'); S+ (t")]6(t' —t") (I1.C.1;15.b)

Nous pouvons maintenant exprimer les corrélations du champ sortant en fonction des corrélations du systéme.

Nous avons quatre fonctions de corrélation & calculer. Nous réduisons tout d’abord ce nombre & deux
en remarquant que:

< Ag(®)Agu(t') > =< AL (t) ALk (1) > (I1.C.1;16.a)
< AL MAGL() > =< AS(t)AL(t) > + < [AS.(); A ()] >
=< A (t)A () > + &4 (t~1) (I1.C.1;16.b)

La fonction de corrélation de < A

T (1)AZ,(t') > ne présente pas de difficulté ; ’équation (II.C.1;5) nous
donne:

< Ag. ()AL > = - /dtl /dtz E—+(t—t1) &4 (' ~ t2) < Sy(t1)S-(t2) > (I1.C.1;17)

Les trois autres termes sont nuls car le réservoir est vide. Par contre, dans la fonction de corrélation
< AL ()AL, (t") >, est présente une fonction de corrélation atome - champ entrant non nulle:

+00
< AL (AL () >=i / dty £4-(t' — t2) < AF(t)S_(t2) >

-00

+o0 +00
- / dty [ dtz €4 (t—tr)€4—(t — t2) < S_(t1)S—(tz) >(IL.C.1;18)

—00 -—00

Nous transformons cette fonction de corrélation en une valeur moyenne de commutateur et nous utilisons
Pexpression (I1.C.1;15.a)

’ +o00 +00
<AL A5 > = [ oy /_ G- (- 1)
< [S=(t1); S-(t2)] > 6(t2 — t1)
- / * / Tty £o (= 1) (t — t2)
- < S._—(:)S_(tz) > (11.C.1;19)
Nous remarquons alors que les deux termes ont des formes semblables ; nous allons donc les regrouper:
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< ALOALE) > = [ " a / "ty €y (t - 1) (t— )
(< [S_(t1); S—(ta)] > 6(t2 — 1) < S—(11); S-(t2) >} (I1.C.1;20)

Nous remarquons que:

[S-(t1); S-(t2)] O(t2 — t1) — S-(t1)S-(t2)
= {S-(t1)S-(t2) — S-(t2)S-(t1)} 0(t2 —t1)
= S_(t1)S-(t2) {6(t1 —t2) + 6(t2 —t1)}
= {S-(t1)S-(t2) (s — t2) + S-(t2)S-(t1) 6(t2 —t1)} (I1.C.1;21)

La fonction de corrélation du champ sortant est donc:

< a5 0@ >= [ an [T it g-t) -t
{S-(t1)S-(t2) 0(t1 — t2) + S-(£2)S-(t1) 6(t2—t1)}  (11.C.1;22)

Nous résumons, maintenant les expressions des quatre fonctions de corrélations du champ sortant:

< A;ut(t)A:ut (tl) >=

- / dty / dts €4—(t — 11)E4_(t' — tz) < S4(t1)S_(t2) > (I1.C.1;23.0)

< A:ut(t)A;ut(tl) >=
o (t—1t)— / dty / disbs_(t—01)eso(t' — 13) < Sy(t2)S_(t1)> (IL.C.1;23.b)

< AL (DAZ() >=

—-/dt1 / dt, f.*._(t - tl)f+_(t’ - tz)
{< S-(tl)s_(tz) > 0(t1 - tz) + < S_(tz)S_(tl) > 0(t2 - tl)} (1101,236)

< A;ut(t)A;ut(tl) >=
—/dh / dt, f..+(t - t1)€_+(t' - t2)
{< S4+(t2)S+(t1) > 6(t, — t2) + < S¢(t1)S+(t2) > 6(t1 —t2)} (I11.C.1;23.d)

Pour écrire ces résultats de maniére plus agréable, nous définissons le Tproduit d’opérateurs S, et S_. I
s’applique & un produit d’opérateurs S; et S_ pris & des instants différents; ces opérateurs sont rangés de
maniére suivante:
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- les opérateurs Sysont mis & gauche et les S_ i droite;

- les opérateurs S} sont rangés de maniére & ce que les instants ot ils sont pris soient croissants de
gauche a droite;

- les S_ sont rangés par temps croissant de droite & gauche.

Les fonctions de corrélation du champ sortant pour ’ordre normal des opérateurs du champ s’écrivent:
(ordre normal est indiqué par le symbole ”: :”)

<t AG () Ague(t) > =
/ dty / Atz uult = 11)E0 —o(t! — t2) < T (Sult)Su(t2)) > (I1.C.1;24)

En procédant par récurrence, on peut montrer que ce résultat se généralise & un nombre quelconque
d’opérateurs du champ sortant:.

N
<t H Allty) > =

= N N N
/ Hdtfo) (pH "f«..—u,(tp—t;)) <T (;,H S_u,(t;)) > (I1.C.1;25)
=1 =1 =1

Cas particulier du spectre normal

Dans le cas d’un réservoir normal, la densité spectrale prend la forme suivante dans le référentiel du
champ tournant:

J(Ww) = 2(wp +w)lo(w, +w) (11.C.1;26)

Cette expression s’obtient 4 l’aide de ’expression (I.B.3;2). Remarquons que, dans le référentiel du champ
tournant, les fréquences sont mesurées relativement a la fréquence du champ pompe w,.

D’autre part, les fréquences w qui interviennent dans notre étude sont, comme nous P’avons déja dit,
petites devant la fréquence pompe w,. Nous utiliserons donc I’expression suivante pour la densité spectrale
du réservoir normal dans le référentiel du champ tournant:

J(w) = 2Tw I1.C.1;27
P

Les susceptibilités prennent les formes simples suivantes:

Ei-(w) =J(w) =2 w, (I1.C.1;28.a)
ejw)=—J(—w)=—-2Tw, (I1.C.1;28.b)

Ces fonctions sont plates dans I’espace des fréquences, ceci conduit & des distributions de Dirac dans I’espace
des temps:

€4-(7) =2T w, 6(7) (I1.C.1;29.0)
§4(7)=—2T w, (1) (I1.C.1;29.b)
Les relations entrée sortie prennent alors la forme suivante:
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AL () =AL(t) + 20T w, S_(2)
Ague(t) =AL(t) — 2i T wp Sy(2)

Les fonctions de corrélation du champ sortant sont ainsi:

< AL AL() > = - (2T wp)? < T (S-(1)S-(t')) >
< AS ()AL () > =(2T wp)? < S (1)S-(t) >
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II.C.2. Cas ou le réservoir est non vide

Lorsque le réservoir n’est pas initialement vide, nous ne pouvons plus dire a priori que certains termes
sont nuls et nous ne pouvons plus mettre les fonctions de corrélation champ entrant - ‘dipéle sous forme de
commutateurs du dipdle. La situation semble donc beaucoup plus difficile.

Comme nous allons maintenant le voir, il est possible de résoudre ce probléme en généralisant la théorie
de la réponse linéaire. Nous présentons maintenant les calculs de la fagon la plus simple possible. Dans la
troisiéme partie, lors de la présentation de la méthode générale, nous reviendrons de maniére plus rigoureuse
sur ce probléme.

La théorie de la réponse linéaire permet, sous sa forme habituelle, d’obtenir la réponse d’un systéeme
couplé a un réservoir et soumis a une force classique. Cette force dérive d’'un Hamiltonien d’interaction dont
la forme est la suivante:

V(t) = — (AH(t) Sy + A™(t) S-) (I1.C.2;1)

ot A(t) est une fonction classique du temps.

Dans notre cas la situation est différente. Nous voulons la réponse du systéme au champ Ai“(t). Ce
champ provient du réservoir et agit par ’intermédiaire du couplage Hy :

Hr = — (A*(t) Sy + A~(t) S-) (I1.C.2;2)

Le probléme que nous nous posons présente ainsi deux difficultés supplémentaires par rapport a la théorie
habituelle. Tout d’abord, la force dont nous cherchons I’effet est une force quantique A®(t) et non plus une
fonction classique .A(t). D’autre part, alors que, dans le cas habituel, la dissipation et la force proviennent
de deux sources différentes, (couplage avec un réservoir d’une part, Hamiltonien d’interaction V(t) d’autre
part), c’est ici la méme interaction qui joue les deux réles: la dissipation et la force proviennent du couplage
avec un meéme réservoir.

Avant de montrer comment nous avons résolu ce probléme nous allons présenter la démarche habituelle
de la réponse linéaire.

Rappel sur la réponse linéaire 4 une force classique

L’équation d’évolution d’un opérateur S, du systéme est la suivante:

diSu(t) = i [H;Su(t)] + i [V(2); Su(®)] (I1.C.2;3)

o H est le Hamiltonien correspondant & I’évolution couplée du systéme et du réservoir et V(t) le Hamiltonien
correspondant & la force classique (eq. I1.C.2;1).

Dans un premier temps, nous nous plagons en représentation d’interaction par rapport au Hamiltonien
H. Pour cela nous considérons des opérateurs O, qui forment une base de ’espace des opérateurs et qui
évoluent & des fréquences a, selon H :

i[H;0,) = —iwg O4 (11.C.2;4)

Il faut remarquer que les opérateurs O, ne sont pas forcément des opérateurs du systéme mais peuvent agir
sur le réservoir.

L’équation d’évolution de ces opérateurs est alors la suivante:

di04(t) = —iwa Oa(t) + i [V(t); 0al(t))] (I1.C.2;5)
Nous définissons I’'opérateur Oy (t) correspondant & la représentation d’interaction de la maniére suivante:
0a(t) = e=(t=1) 0 (1) (I1.C.2;6)
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L’équation d’évolution de cet opérateur est:

diOu(t) Ziwge=“=(t=1) O, (t) + e ™=(t=1) d,0,(t)
=e~Wal(t=t) § [V (t); Oalt)]
=i [V(t); 0a(t)] (I1.C.2;7)

Nous sommes maintenant en mesure de traiter perturbativement au premier ordre D’effet de la force A(%).
Nous décomposons pour cela Oq4(t) en un terme d’ordre zéro et un terme d’ordre un:

Oa(t) = Oalt)lo + Oalt)lr (I1.C.2;8)

En prenant I'ordre zéro et 'ordre un de Péquation d’évolution de O, (I1.C.2;7), nous obtenons I’équation
d’évolution de ces deux termes:

diOa(2) o =0 (I1.€.2;9.a)
di04(t) 1 =i [V(2);0a(?) lo] (I1.C.2;9.b)

La premiére de ces équations se résoud immédiatement:

Oat)lo = Oa(t) o (I1.C.2;10)

Nous pouvons maintenant passer & I’ordre un:

diOa(t) | =i [V(t); Oal(t) lo] i
= —i[(A* (#)S+(t) + A7 ()S-(2)); Oa(?) o] (11.c2;11)

Cette équation peut s’intégrer formellement & partir d’un instant ¢o trés éloigné dans le passé:

Oult) |y = —i /o " dr A+ (¢ = )[Sy (t - ) Oult = ) o]
- / ” drA=(t — 7)[S-(t — 7); Oalt — 7) }o] (I11.€.2;12)
(V] .

Comme & Pordre zéro I'opérateur O, est indépendant du temps, cette équation devient:

O.(t)h = —i/ooo drA*(t — 7)[S4(t = 7); Oal(t — o]
—i / " drA=(t = I)[S_(t = 7); Oa®) o] (I1.C.2;13)

Ainsi, en quittant la représentation d’interaction, nous obtenons I’expression

O.(t)|y =—-1 /ooo drA*(t — 7)[S4(t — 7); Oa(t) |o]
- i/co drA=(t = 7)[S-(t — 7); Oa(t) [0] (I11.C2;14)
0
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Nous utilisons enfin le fait que 'opérateur S, peut se décomposer sur la base des O, pour obtenir son
expression au premier ordre:

S = —i /0 " dr A (t = D[S, (t — 1) Sul®)]

—i / " dr A= (t - 7)[S-(t = 7): Su(®)] (I1.C.2;15)
0

Le résultat final de la réponse linéaire, c’est-a-dire la valeur moyenne de la réponse du systéme est donc le
suivant:

o0
<Sult)h > = —i / dr 3 xou(r)A"(E — 7)
0 v
= —i / dr x4 (At = 1)+ x-u(DA(t=7) - (I1.C.2;16)
i
ol Xuy(7) est une susceptibilité atomique définie par:

qu('r) =< [Su(t - T);Su (t)] > (IIC2, 17)

Cette susceptibilité est une fonction de corrélation atomique. Elle est calculée en tenant compte de
P’évolution amortie de S associée au couplage du systéme avec le réservoir.

La réponse linéaire aux fluctuations quantiques

Passons maintenant a 1’étude du probléme qui nous intéresse, c’est-a-dire la réponse aux fluctuations
quantiques A'™(t). La démarche que nous suivons est analogue & celle que nous venons de présenter; nous
insisterons donc principalement sur les modifications qu’il faut faire pour obtenir la réponse linéaire & une
force quantique qui provient du réservoir.

Regardons tout d’abord 1’équation d’évolution d’un opérateur S,(¢) :

diSu(t) = i [Ho;Su(t)] + i [Hr; Su(t)] (11.C.2;18)

Nous sommes en face d’une premiere difficulté: la relaxation et la dissipation proviennent du méme. Hamil-
tonien d’interaction Hy. Dans la méthode que nous présentons dans la troisi¢me partie l'utilisation de pro-
Jjecteurs permettra de séparer de maniére claire les effets de fluctuation et de dissipation dis a 'interaction
du systéme avec le réservoir. Nous allons ici faire cette séparation de maniére heuristique.

Dans le chapitre précédent, nous avons établi des équations de relaxation pour les valeurs moyennes
d’opérateurs du dipdle. Nous utiliserons ces équations pour identifier la partie dissipative de I’évolution. Ces
€équations correspondent & une friction retardée, nous prendrons donc comme force fluctuante les fluctuations
entrantes Ai"(t). Cette force correspond au Hamiltonien d’interaction

Hi(t) = —(AL@®)Ss + AL(8)S-) (I1.C.2;19)

Cet Hamiltonien prend une forme semblable & celle du Hamiltonien V/(¢) correspondant & la forme classique
A(t).

L’équation d’évolution de 'opérateur dipéle est alors la suivante:

d‘S"(t) = (dtsu(t))relax
— i {AL O[S+ () Su(®)] + AL DS-(1); Su(®)]} (I1.C.2;20)
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Cette équation est semblable & ’équation (II.C.2;3) car les effets de dissipation et de fluctuation sont
séparés. Un second probléme se pose pourtant. Dans le cas de la force classique, la partie dissipation se
traite de maniére Hamiltonienne et le passage en représentation d’interaction se fait de maniére simple. Ici,
I’évolution d’ordre zéro n’est pas Hamiltonienne car on utilise des équations de relaxation. II est cependant
toujours possible de trouver des opérateurs O, formant une base de I’espace des opérateurs du dipole et
évoluant a des fréquences @,. Ces fréquences sont alors complexes & cause de la dissipation. L’évolution
d’ordre zéro pour ces opérateurs peut étre écrite:

(d:0a(t))atax = —iFaOalt) (I1.C.2;21)

0,(t) = e@=(t=t)Q, (1) (11.C.2;22)

L’équation d’évolution dans cette représentation d’interaction est ainsi:

d0a(t) = —i {ARD[S+®); 0u(t)] + A7 (OIS (1): Oa(t)]} (11..2;23)

Le calcul perturbatif au premier ordre est identique & celui que nous avons mené pour la force classique.
Nous obtenons:

0ult)ly = —i [ " dr A (t = IS4 (t — 7); 0alt) o]

—i / " dr A= (O[S (t - 7);0a(t) lo] (I1.C.2;24)
0

Ainsi, en décomposant ’opérateur S, sur la base des O, on obtient au premier ordre

Su) =50k =i [ dr 4B = IS4 - 7 S.0)
~i / " dr A= @[St = 7); Su(0)] (11.C.2;25)
0

Une nouvelle différence apparait avec la théorie habituelle. Nous désirons ici, non pas une valeur moyenne
de la réponse aux fluctuations mais la fonction de corrélation < A}, ()Su(¢') > entre la force et la réponse.

Nous utilisons ’équation (II.C.2;25) pour écrire:

< AL()S.(t') > = < AL()S.(t') > —i / ” dr < AL ()AL — D[S —71);Su(t)] >
0

- i/oo dr < AL (WAL - 7)[S-(t' —7);Su()] > (11.C.2;26)
0

Le premier terme est nul. En effet, Popérateur du dipdle a I’ordre zéro n’est pas corrélé avec la force aléatoire.
La valeur moyenne de leur produit est le produit des valeurs moyennes. La valeur moyenne du champ entrant
étant nulle, ce terme est nul. Les deux termes suivants font intervenir le produit de deux opérateurs du champ
entrant et de deux opérateurs du systéme. Comme nous sommes au premier ordre, nous pouvons négliger les
corrélations entre le champ et le dipble et factoriser la valeur moyenne en un produit d’une valeur moyenne

129



portant sur le champ et d’une valeur moyenne portant sur le dipdle. Il s’agit de la méme approximation que
celle que nous avons faite lorsque nous avons dérivé les équations de relaxation. Nous obtenons ainsi:

<AL (@)Su() > = —i / > drz < AL (MARE ~ 7) > Xwult) (11.c.2;27)
o w

oll les fonctions xuu(7) sont les susceptibilités qui apparaissent déja dans la théorie de la réponse linéaire
classique (eq. I1.C.2;17).

Retour sur le réservoir vide

Lorsque le réservoir est vide, nous disposons de deux approches: la premiére utilise le fait que le réservoir
est vide pour transformer les corrélations champ entrant-atome en moyenne de commutateurs d’opérateurs
atomiques, la seconde utilise notre généralisation de la théorie de la réponse linéaire. Nous allons maintenant
comparer les résultats fournis par ces deux méthodes en étudiant la fonction de corrélation < A} (£)S¥(t') > .

Le résultat de la premiére approche est donné par ’équation (II.C.1;15.a) que nous rappelons:

< AT()SU(t) >= —i / i A", (t—1") <[S-(");S°(t)]> 6@t —t")  (I1.C.2;28)

e 2]

Le résultat de la seconde approche provient de ’équation (I1.C.2;27):

<AF@®S{H) > =
—i / " dr > < AH@OALE — ) > Xwe(T) (I1.C.2;29)
0

Reportons dans cette équation les fonctions de corrélation du champ entrant correspondant a un réservoir
vide:

< At @0AL@E) > =0 (11.C.2; 30.a)
< ALWALE) > =64t - 1) (I1.C.2;30.b)
On obtient:
<ALOS() > = —i / dr 0(7) E4-(t' —t—7) <[S_-(t' = 7);S,()]>  (I1.C2;31)
Le changement de variable t/ = t—17 hous conduit finalement & une expression identique a I’équation

(I1.C.2;28). Les deux méthodes conduisent donc au méme résultat lorsque le réservoir est vide.

Grice a notre généralisation de la théorie de la réponse linéaire, nous .avons pu étendre le calcul des
fonctions de corrélation du champ sortant au cas d’un réservoir dont la densité spectrale dépend de la fré-
quence et dont 1’état initial est quelconque. L’expression que nous obtenons pour ces fonctions de corrélation
est:
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< A A%(t) > = < AR (OAL(E) >
+00 00
dr S " fucult = t1)xw —u(7) < AL(t; — T)AL ('
4 [ dr bt~ txenulr) < Al = A >

+m 00
+ /_ dn /o dr’zw:f.,,_,,(t—tz)x.,,,_.,(r') < AL(D)AE(ta—T) >

[Tt [Tttt = 0ol - 1) < S(t)Sa(t) > (ULC232)

- 00 -—00

Soit dans ’espace des fréquences:
< AG(W)AQu (W) >=< AR (W) A (W) >
+ 3 bumu(@)Xd (@) < AL W) AR (@) >

+Eomo (@ o (W) < Al (W) AR (W") >

—u,—u(W)by -0 (W) < S_u(W)S-u(w') > (I11.C.2;32.b)

ou

X (W) = / dr Xuo(T)0(7) €7 (I1.C2;33)
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I1.C.3. Calcul des fonctions de corrélation atomiques

Nous venons de voir que les fonctions de corrélation du champ sortant s’expriment & ’aide des fonctions
de corrélation atomiques. Nous allons maintenant montrer comment calculer ces fonctions de corrélation
A partir des équations de relaxation. Nous nous intéresserons dans un premier temps a I'’état stationnaire
du dipéle. Nous montrerons ensuite comment le théoréme de régression quantique permet de calculer les
fonctions de corrélation atomiques.

I1.C.3.a. Equations de relaxation

Dans les chapitres précédents, nous avons établi, pour un systéme a deux niveaux placé dans un champ
comprimé et dans le cadre de I’approximation séculaire, les équations de relaxation suivantes:

disy =— A Sy — Yuv Su (I1.C.3;1.a)
disy =A sy — Yuv Sv (IIC3,1’))
disy =— Yu 8w — Nuw/2 (I1.C.3;1.¢)

olt u,v et w sont les axes du repére obtenu en faisant une rotation du repére O0zyz autour de I’axe Oy afin
d’aligner Q0w selon le champ constant (eq. 1.A.2.24-36).

Pour étudier de maniére plus générale le probléme, nous écrivons ces équations de relaxation de la
maniére suivante:

disi = 3, Aijsj - n:if2 (I11.C3;2)
ij

olt {A;;)} correspond & P’évolution Hamiltonienne du dipéle et & la friction et oit 7;/2 est un terme inhomogéne.
1l faut remarquer que ces équations sont des équations de relaxation retardées.

I1.C.3.b. Etat stationnaire

Le systéme évolue vers un état stationnaire que nous allons maintenant calculer en écrivant:

disi = 0 (I1.C.3;3)

Dans le cas général, ceci correspond 4 la résolution d’un systéme linéaire & trois inconnues:

> /S;,' sj = % (I1.C.3;4)
i

Dans notre cas, les équations sont les suivantes:

—A sy — Yuw Su =0 (I11.C.3;5.a)
Asy — Yuw 8y =0 (IIC3, 5b)
V5w = — /2 (I11.C.3;5.¢c)

En notant < S; >, la valeur moyenne de ’opérateur S; dans I’état stationnaire nous obtenons:

<SSy > =<8y >u=0 (I1.C.3;6.a)
= S )
< Sw >‘¢ -_— 27'” (II.C.3, 6.b)
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Nous introduisons d’autre part les populations II; et II; des états | 1 > et | 2 >:

Su = -;-(n1 - 1) (I1.C3;7.a)
o0 + 1, = 1 (11.C.3;75)

Les équations d’évolution de ces populations sont:

4l = —dl, = — Q_'e_‘_;_"xl o, + Slz%lw_) I, (I1.0.3;8)

On peut interpréter ces équations en termes de taux de transition I'j; de I'état | i > vers ’état | j >

dIl; = — Tl + TyoIl, (11.C3;9.a)
iy =T (I1.C.3;95)
Tz =%ﬁl (11.C.3;9.¢)

Les populations stationnaires sont alors:

T12
<I >y =2 11.C3;10.a
124 T+ T ( )
T2y
<y >y=——>—_ 11.C.3;10.b
27 T2+ T ( )

I1.C.3.c. Le théoréme de régression quantique

Nous desirons calculer les fonctions de corrélation & deux temps < S;(t)S;(t') > . Nous allons pour cela
utiliser le théoréme de régression quantique qui permet de relier ’évolution de ces fonctions de corrélation
aux équations d’évolution des valeurs moyennes.

Nous donnons tout d’abord un énoncé de ce théoréme: un opérateur S;(t) peut se mettre sous forme
d’une somme d’une valeur moyenne s;(t) et d’une fluctuation 6S5;(t):

Si(t) = si(t) + 6S:i(t) (I1.C.3;11)
L’évolution des valeurs moyennes est régie par les équations de relaxation:

dsi(t) = T Ay s(8) + 5 (I1.C.3;12)
j

Le théoréme de régression quantique dit que, pour ¢ > t les équations d’évolution des fonctions de
corrélation sont déduites des équations d’évolution des valeurs moyennes:

7 <SSt > =¥ Ajr < 6Si(1)8Sk(t') > (I1.C.3;13.q)
k

d .

- <655(#)5:(t) > = T Ajr <8Su(t)85:(t) > (I1.C.3;13.b)
k
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Ce théoréme peut étre démontré en utilisant la théorie de la réponse linéaire généralisée. Nous présentons
ici le calcul de maniére simple (un calcul plus détaillé est présenté dans la troisiéme partie).

Comme précédemment, nous séparons ’évolution atomique en deux termes: un terme de dissipation et
un terme de fluctuation. Pour obtenir les équations d’évolution des opérateurs, nous utilisons les équations
de relaxation en y ajoutant un terme de fluctuation que nous notons Fi(t). Cette force est une combinaison
linéaire des champs A} (t) et A (t) (comme nous I’avons vu pour la réponse linéaire). Ainsi, les équations
d’évolution des opérateurs du dipdle sont:

diSi(t) = E 5,‘,‘ Si(t) + m/2 + F(t) (11.C.3;14)
J

L’évolution de la partie fluctuante §S;(t) de I’opérateur S;(t) s’obtient en faisant la différence des équations
(I1.C.3;12) et (I1.C.3;14):

di6Si(t) = Y Ayj 85;(t) + Filt) (I1.C 3;15)
Jj

L’équation d’évolution de la fonction de corrélation < 6S;(t)6S;(t') > est donc:

Hd?' < 8S5;(t)8S;(t') >= E&i" < 8Si(1)8Se(t) > + < 8Si()F;(t") > (I1.C .3;16)

k

La réponse linéaire généralisée nous permet de donner I’expression du second terme:
t
< 6Si()5F;(t') > = —i / dt" 3 xuilt —1") < AL@E")Fi(t') > (C.I13;17)
—w u .

Comme Fj(t’) est une combinaison linéaire des Af(t’), la fonction de corrélation < AY(t”)F;(t') > est
du méme type que celles que nous avons rencontrées lorsque nous avons établi les équations de relaxation.
L’approximation de mémoire courte que nous avons alors utilisé signifie que cette fonction de corrélation
< AY (t'')F;(t') > est une fonction de t —t' dont la largeur 7. est trés petite devant le taux de relaxation
71 et dont I'intégrale est de ’ordre de 7.

Ainsi, pourt’ > t + 7, la fonction de corrélation < 6S;(t)6Fj(t') > est nulle. L’équation d’évolution
de la fonction de corrélation atomique est donc conforme au théoréme de régression quantique:

dp < 8S:(0)8S; (K'Y >= Y &jk < 6S;(t)6Se(t') > (11.C.3;18)
k

Nous étudions maintenant la contribution due 4 la fonction de corrélation atome-champ pour t/ < t + ..
L’ordre de grandeur de la susceptibilité xi; est 'unité. Ainsi, pour ¢’ < t + 7. la fonction de corrélation
< 88;(t)6F; (') > est de Pordre de lintégrale de la fonction de corrélation du champ, c’est-i-dire 4. Nous
voyons tout d’abord que pour ¢’ < ¢t il faut tenir compte de ce terme et que ’équation d’évolution ne se
réduit pas a la forme simple (I1.C.3;18). Nous pouvons ensuite évaluer la contribution de ce terme entre
tett + 7. : cette contribution est de P’ordre de ¥7. et est donc négligeable. Finalement, le théoréme de
régression quantique est vérifié.

I1.C.3.d. Calcul des fonctions de corrélation

Nous calculons maintenant les différentes fonctions de corrélation qui nous serviront lors de Pétude
des spectres du champ sortant. Nous nous intéressons tout d’abord aux valeurs moyennes de produits
d’opérateurs pris au méme instant < 85;()8S;(¢) >, qui serviront comme conditions initiales pour le calcul
des fonctions de corrélation i deux temps.

- équations d’évolution -
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Les équations de relaxation sont particuliérement simples dans le repére Oy, :

di sy =— A8y — Yuv 5u (I1.C3; 19.a)
di 8, =A 84 — Yuv Sy (II.C.3;19.b)
dt $w =~ Ywsw — % (I1.C.3;19.¢)
Soit, en notant:

S, =S4 + i8S, (11.C.3;20.a)

S =S, - i8S, (I1.C.3;20.b)
disy =(iA — 74) 8 (I1.C.3;21.a)
disl =(— A — yu) s_ (I1.C.3;21.b)
disy =~ Yo 8w — ﬂ_w_ (IIC3,2IC)

2

- Valeurs moyennes stationnaires des produits -
Nous calculons maintenant les valeurs stationnaires des produits des trois opérateurs §5’ , 65" et 6S,,.
Nous rappelons les valeurs moyennes stationnaires obtenues au début de ce chapitre:

< Su >.t = < So >'t = 0 (II-C-3; 21.a)
1
< Sw Dt ='2- ’(< O, >4 — <, >,¢) (II.C.3;21.b)

Les produits des trois opérateurs S}, S’ et S, sont:

1 Sl =0 (I1.C.3;22.0)
8,8, = — % s, (I1.C.3;22.b)
5.8 =M, (I11.C.3;22.c)
A =-21- s, (I1.C.3;23.0)
s.s! =41 (I1.C.3;23.6)
S,S. =— % S_ (I1.C.3;23.¢)

SLS, =, (11.C.3; 24.0)

s.s., =% s (I1.C.3;24.6)

5SS =0 (I1.C.3;24.c)

Les valeurs moyennes stationnaires de produits que nous cherchons sont obtenues en utilisant les relations
précédentes et:

<65i6Sj >t = <8iSj >0 — <Si>u <Sj>a (11.C.3;25)
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Six des neuf produits ont une valeur moyenne stationnaire nulle:

< 65465, >0 =<8S8,85,>4= 0 : (11.C.3;26.a)
< 65,65, >4 =<6S,6S. > =0 (11.C.3;26.b)
<85 688, >, =<65.65_ >,.=0 (11.C.3;26.c)
Les trois produits non nuls sont:

< 65,6S. >=<H; >u : (I1.C.3;27.a)
<8SL6S) >u=<3 >y (11.C.3;27.b)

< 65.,65!, > =%[1 —(< Iy >4 — <3 >,4)%
=<y >u< I >y (II.C.3; 27.6)

- Fonctions de corrélation -

Nous utilisons maintenant le théoréme de regression quantique pour calculer les trois fonctions de cor-
rélation non nulles < 6S% (t)6SL(t + 7) >, < 6SL(£)8S%(t+ 7) > et < 65, (2)6SL,(t+ 1) > .

Pour 7 positif, leurs équations d’évolution sont les suivantes:

d, < 6SL(2)6S_(t+ 1) >= (—iA — Yuy) < 8SL(t)6S_(t+ 7) > (11.C.3;28.a)
dy < 65 (1)6S,(t + 7) >= (iA = 7uw) < 6SL(1)5S', (t +7) > (I1.C.3;28.6)
dy < 85!, (1)65%,(t +7) >= —ve < 6S,()6SL(t+ 1) > (I1.C.3;28.¢)

Leur solution pour 7 > 0 s’écrit:

<8SL(1)ESL(t+ 1) >=TB-1 < 1 >, (I1.C.3;29.0)
< 8SL()8S4(t+7) >= (AT < 1y >y (I1.C.3;29.b)
<65,(8)8S,(t+ 1) >= €T <I; >5< Iz >0t (I1.C.3;29.c)

En procédant de la méme maniére on obtient aussi, toujours pour 7 > 0:

< 884 (t+ T)6SL() >= AT < ML >y (I1.C.3;30.a)
< 8SL(t+7)8S4 (1) >= (T <, >, (I1.C.3;30.5)
<65, (t+1)6S,(t) >=€T77 <1 >;< O3 >4 (11.C.3;30.c)

On utilise alors I’expression suivante valable pour tout 7 :
< 8S{(t)8S}(t + 7) >0 = < ES{(L)5Si(t 4 ) >4t O(7)+ < 6Si(t — 7)655(t) >4¢ 0(—7)I1.C.3;31)

On obtient finalement pour tout 7 :

<88, (1)6SL(t+7) > =e~A7 el <1, >, (11.C.3;32.q)
<8SL(1)8S4(t+ 1) > =Tl a1y >, (I1.C.3;32.b)
<88, (1)8S,(t+ 1) > =e7 TN <My >,< My >y (I1.C.3;32.¢)

Pour terminer, nous calculons les deux fonctions de corrélation que nous utiliserons lors du calcul des
spectres du champ sortant. Nous les notons Cy_(7) et Cy4(7) :
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Ce(r)=< S4(t)S-(t+7) >4 : (11.C.3;33.0)
C..._(T) =<T (S+(t)S+(t + 1’)) >st (IIC3,33.b)

Pour obtenir ces fonctions de corrélation nous décomposons S; et S. sur la base S, §'—, S;, et nous
obtenons, en ne conservant que les termes dont nous savons qu’ils ne sont pas nuls:

Ci-(1) = cos?® < S, (t)S.(t+r) > +sin’0 < SL(t)S,(t+7)>
+ 4sin26 cos?0 < S, (t)S,(t+71) >
=costd <y >, e A7 Teol7l 4 5int9 < 1I; >, 27717
+5in%0 cos?0 (< Iy >, — < O3 >,¢)? ‘
+8in20 cos?0 < My >,< M2 > e eIl (I1.C.3;34.a)

Ci4(1) =< S ()54t +7) > (1) + < S4(t+7)S4(t) > 6(—7)
=< 5 (O)S4(t+ [ 71) >
= — sin%0 cos?0 (< S{(A)S_(t+ |7 >+ <SL@)Se(t+7)>)
+ 45in%0 cos?0 < Su(t)Su(t+[7|) >
= - sin20 C0820 (< Hl St e(iA-7-v)lfl+ < H2 >at e(—"A"'Y-v)ITI)

+ sin%6 cos?0 (I1.C.3;34.b)
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II.D. Atome en cavité (réservoir vide tricolore)

Nous passons maintenant a la discussion de quelques effets physiques apparalssa.nt dans le cas ou le
réservoir est dépendant de la fréquence et initialement vide.

L’approche de 1’atome habillé nous permet d’interpréter de maniére simple l'effet de la dépendance en
fréquence de la densité spectrale sur la relaxation et de déterminer ’évolution atomique. Nous étudions
ensuite le spectre du rayonnement émis. En particulier, nous discutons des conditions optimales pour la
production de champ comprimé.

I1.D.1. Etude de la relaxation

I1.D.1.a. Les équations de relaxation de ’atome habillé
Dans le cas ot le réservoir est vide, de nombreux termes disparaissent dans les équations que nous avons
établies au chapitre IL.B. En effet, le nombre de photons dans les différents modes du réservoir est nul:

No=My =0 (I1.D.151.0)
Ny=N_=M=0 (I1.D.1;1.%)

Les équations de relaxation que nous obtenons & partir des équations (II.B.2;32) sont:

di|1,n><1,m|=—(cos*@ J; + sin?6 cos?0 Jop) | 1,n>< 1,m |
+sin*0 J_ |2,n+1><2,m+1]| +sin%0 cos?0 Jo|1,n+1><1,m+1|(I[.D.1;2.0)

di | 2,n >< 2,m |= —(sin*@ J- + sinf cos?d Jp) | 2,n >< 2,m |
+cos?0 Iy | L,n+1><1,m+1]| + sin? cos?d Jp | 2,n+1>< 2, m+1|(IIDl2b)

di|1,n><2,m|=—-sin?0 cos?0 Jo | L,n+1><2,m+1|
- -;— (cos0 J, + sin*0 J_ + 2sin?0 cos?8 Jo) | 1,n >< 2,m | (I1.D.1;2.¢)
Nous pouvons constater que les termes | i,n >< j,m | sont couplés & des termes | i,n’ >< j,m’ | avec

n' — m' = n — m. Ceci va nous permettre d’interpréter I’évolution de 1’atome habillé en terme de cascade
radiative.

I1.D.1.b. Etude des populations
Nous notons II; ,, 1a population de P’état | i > dans la multiplicité n :

i =<|i,n><i,n|> (I11.D.1;3)

L’évolution de ces populations est régie par les équations suivantes obtenues & partir de (I1.D.1;2):

Iy, =— (F11 4+ Toy)lMyp + Ty g1 + T2l ngr (11.D.1;4.a)
dillzn =~ (T12 + F22)l2,0 + P21 Iy ng1 + D221l 041 (I1.D.1;4.b)
ou l'on a noté:
Ty, =sin*d J_ (I1.D.1;5.a)
Ty; =Isy = sin%0 cos®8 Jo (11.D.1;5.b)
21 =cos*d J; (II.D.1;5.c)
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Figure IL6

(1. n+1>
g g 12,n+1>
M) Mo o) Ty
[1,n>
é i 2,n>

Etats habillés et leurs transitions

Le taux de transition I';; dépend de la densité spectrale a la frequence de Bohr
correspondant a la transition h n+1>-j j.n>.
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Les coefficients T;; s’interprétent comme des taux de transition de I’état | i,n 4+ 1 > vers ’état | j,n >
(cf. figure I1.6).

Ces taux de transition sont exactement ceux que I’on aurait obtenus a partir de la régle d’or de Fermi.
Celle-ci dit en effet que le taux de transition d’un état | a > vers un état | b > est le produit de la densité de
mode du réservoir a la fréquence de Bohr de la transition | a > — | b > par le carré du terme de couplage
entre le systéme et le réservoir. Dans notre cas, le couplage se fait par ’intermédiaire des opérateurs
| e,n >< g,n |, ce qui explique la présence des facteurs en sinf et cosf. D’autre part les fréquences de
transition sont w, — A, wp et w, + A ce qui explique la présence des densités spectrales J_, Jo et J,.

Nous pouvons d’autre part étudier les populations II; et II;, obtenues en sommant les populations
I;n et Oz, sur toutes les multiplicités. Leur équation d’évolution est obtenue en sommant sur toutes les
multiplicités les équations (I1.D.1;4):

M=) M, (11.D.1;6.a)
n
Oy =3 M3 (I1.D.1;6.)
n
dill} = -Tall; + Tyl (I1.D.1;7.a)
dellz = —Tyoll; + TN (11.D.1;7.b)
Les populations stationnaires sont obtenues en utilisant la condition de normalisation II; + I = letla

condition de bilan détaillé signifiant qu’il y a autant de transition de 1 vers 2 que de 2 vers 1:

[Py Iy = Tl (11.D.1;8)

Ainsi ces populations, notées II3* et II5* sont:

r

m: —I‘lz 121‘_21 (I1.D.1;9.a)
r

mg _rw 21r.2__1 (11.D.1;9.b)

Les populations relaxent vers cet état stationnaire avec un taux de relaxation que nous notons 7,4, et que
P’on obtient a partir des équations (II.D.1;7):

d,(IIl - Hz) = 7p°p(II1 - Hz) + (I‘zl - I‘lg) (II.D.].; 10a)
Ypop =12 + I'n (11.D.1;10.b)

II.D.1.c. Etude des cohérences

Nous nous intéressons maintenant & la cohérence entre I’état | 1,n > et I’état | 2,n > . En utilisant les
taux de transition que rious venons d’introduire, I’équation de relaxation de cette cohérence est:

1
dllLn><2,n}l= - 3 (1‘11+I‘12+I‘21+I‘22) |1,n>< 2,n|
Tnlln+1><2,n+1] (11.D.1;11)
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Le premier terme provient des transitions partant des niveaux | 1,n > et | 2,n > et est la demi somme
des différents taux de transition; le second est un transfert de cohérence de la multiplicité n + 1 vers la
multiplicité n. En resommant sur les différentes multiplicités, on obtient alors I’équation suivante:

P12 =<(X IL,n><2n|)> (I1.D.1;12.a)
n
d¢ p12 = — Yeoh P12 (I1.D.1;12.5)
1
Yoo == 5 (P +T12+T2+T2) + I'n (I1.D.1512.c)
Nous avons noté 9., le taux de relaxation des cohérences. On remarque que ce taux vérifie:
1
Yeoh = 3 Teop + 2I'm1 (I11.D.1;12.d)

I1.D.1.d. Discussion physique
Nous pouvons maintenant discuter I'influence de la densité spectrale sur la relaxation atomique. Dans
un premier temps nous réécrivons les populations stationnaires (eq. I1.D.1;9):

Iz sin‘g J_
o' = = I1.D.1;13.
! "T1p+Ty sin*d J_ 4 cosd J, ( @)
4
my =2 = cos 9 )y (I1.D.1;13.6)

T2+ T sin@ J_ + cos?d J,

Les taux de transition I'yy et 32 n’interviennent ni dans les expressions des populations stationnaires ni
dans le taux de relaxation des populations. Il est de méme pour la densité spectrale Jg.

Si on suppose que les densités spectrales J4 et J_ sont égales on retrouve les formules habituelles:

. 40
ot =— 207 II.D.1;14.
! Tsin'0 + costd ( a)
4
st cos*d
=— II.D.1;14b
2 Tsin%0 + cosd ( 14.8)
2
Yoop =J ﬁ—;’ﬂ (I1.D.1; 14.c)

onJ=Jy=J_

Par contre, lorsque ces densités spectrales sont différentes, il peut apparaitre des effets de pompage des
populations (réf. [20-22]).

Il nous reste & voir le taux de relaxation des cohérences:

1
Yeoh =5 Tpop + 2Tn
=l Ypop + 2 8in28 cos?@ Jg (I11.D.1;15)
2 pop

Dans le cas ol les trois densités Jp, J4 et J- sont égales nous retrouvons ’expression habituelle:

2
eoh = (._____1 + = 2 %sin220) J

2 + cos’
- 4

Il faut cependant noter la présence dans ’expression (II.D.1;17) d’un terme proportionnel & la densité
spectrale Jo. Nous reviendrons sur ce fait lorsque nous étudierons la compression du champ émis par un tel
systéme.

J (I1.D.1;16)
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I1.D.2. Etude des spectres

Nous étudions le champ émis par un atome couplé a un réservoir dont le spectre dépend de la fréquence:
le but est de calculer les propriétés du champ qui ressort d’une cavité. Il faut donc prendre des précautions
relatives au rapport cavité-spectre non plat comme nous I’avons discuté dans le chapitre 1.D.

I1.D.2.a. Fonctions de corrélation du champ sortant de la cavité

Nous rappelons ici le mode opératoire discuté dans la section I.D.3. en I’adaptant au probléme qui nous
intéresse.Les données du probléme sont les fonctions de corrélation du champ entrant qui correspond ici au
vide. le filtrage & ’entrée ne pose aucun probléme. En effet, ce filtrage modifie la densité spectrale des modes
dans la cavité de la maniére suivante:

T2

Jo =2yw, TF K2 =2 & coslopd] (I1.D.2;1.a)
T2

Ty =20 +A) [T RT3 R el T A0 (I1.D.2; 1)
2

J_ =2y(wp — A) T (I1.D.2% 1.c)

14+ R? -2 R cos[(wp — A)7 ]

L’état du réservoir est le vide aussi bien pour le champ arrivant sur la cavité que pour le champ arrivant sur
I’atome. '

- Relation entrée-sortie -
La relation entrée-sortie nous est donnée par les équations (II.C.1;17) et (I1.C.1;23):

< B ()BX.(t'") >= — / dt, / diaf_y(t—t1) E4-(t' —t2) Cy—(t1;t2) (I1.D.2;2.a)

< B ()BL(t') >= — / dt, / dtaby_(t—t)) Exo(t —13) C——(ts;ts)  (I1.D.2;2.8)

Ci=(t1;t2) = < S4(t1)S-(t2) > (11.D.2;3.a)
C__(t1;t2) = < T (S-(t1)S-(t2)) > : (11.D.2;3.b)

Nous avons conservé les notations de la section II.D.1. pour les champs: A pour le champ & P’extérieur de la
cavité (A™ pour le champ qui arrive sur la cavité et A°"* pour celui qui en repart) et B pour le champ du
réservoir a spectre modifié.

Les expressions précédentes s’écrivent dans Pespace des fréquences:

< Bop(w)Bhi(w') > = — €-4 (w)€4-(w')C4 - (wiw) (I1.D2;4.q)
< B}, (w)B}.(v') > = — & _(w)y-(W')C-_(w;w') (I1.D.2;4.5)

Dans le chapitre 1.D, nous avions obtenu la relation de filtrage entre les opérateurs création et annihi-
lation du réservoir normal et du réservoir modifié: il s’agit d’un déphasage a I’entrée et d’un déphasage & la
sortie (1.D.2;13):

o =ei0¢.ua‘i‘r’x (I1.D.2;5.a)
bZUt =e—89wa:>’ut (IID.Z; 5.b)

Le champ entrant est le vide, peu nous importe donc qu'’il y ait un déphasage a I’entrée (le vide déphasé
reste le vide). Un déphasage a la sortie pose par contre un probléme, d’autant plus qu’il dépend de la
fréquence.
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En notant Jy la densité spectrale du spectre de A, les relations entre les champs A et B i la sortie sont:

ALule) =\ 585 € Bhulo) | . (LD264)

out(w) = J(JN ) —‘a-“Bout(w) (IID2s6b)

Ces équations sont obtenues & partir de ’équation (I.D.3;4.b). Nous avons pris en compte le fait que nous
sommes dans le référentiel du champ tournant.

- transformation entrée sortie globale -

Nous reportons finalement les expressions que nous venons d’obtenir dans les fonctions de corrélation:

JNe‘(' ~wtbyr)

< AG ()AL (W) > = (&R ) < By (w) Bl (W) > (I1.D.2;7.0)
N Jne(@utonr) ” " '
< Al ()AL (W) >= __—"( 37 ) B, (w)BE, (W) > (I11.D.2;7.b)

Soit, en utilisant les expressions (I1.D.2;2) et en exprimant les susceptibilités en fonction de J(w) :

< AZ (WAL (W) >= INVI(—w)J(W)ei(-0-++0)C, _(w;0') (11.D.2;8.a)
< AL (WAL (W) >= —IN VI (W) (W)l CH)C__(w;u') (I1.D.2;8.b)

Du fait que les spectres sont stationnaires Cy,(t;t + 7) ne dépend que de 7 et nous pouvons définir:
Cuolw) = / dr 7 Cuu(t,t +7) (I1.D.2;9)

Les fonctions Cyy(w,w’) sont ainsi reliées & Cyy(w):
Cuv(wiw') = 276(w + w')Cuy(w’) (I1.D.2;10)
Les fonctions de corrélation du champ sortant ont finalement ’expression suivante:

< Ag(w)At, (W) > =276(w + ') INT (W')Cyp-(w) (I1.D.2;11.a)
< Al (WAL (W) > =276(w + ') IN VT (W) (') 2% C__(w") (I1.D.2;11.b)

II.D.2.b. Spectre de fluorescence
Dans un premier temps, nous nous intéressons au spectre de fluorescence de 1’atome. Celui-ci est obtenu
grice & la fontion de corrélation < A, (w)A,(w') >: Pintensité I(w) de la lumiére émise & la fréquence w
est définie par:
< As(W)AN (W) > = 278(w + W) (w) (I11.D.2;12)

Cette intensité est donc obtenue a I’aide de la fonction de corrélation atomique C;_(w) grace a ’expression
(I1.D.2;11.a) que nous venons d’établir:

I(w) = INJ(w)C-(w) (I1.D.2;13)
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Pour calculer cette fonction de corrélation, nous utilisons les résultats que nous avons établis lors du calcul
des spectres: la formule (I1.C.3;34.a) donne:

< S+(t)S_(t + 1) > = I¥ cosd e—iAT=Ycarl|
+ % sin?g AT Teorlrl
+ (I3 — I%¥)%sin%0 cos?0
+ 4II$*I% sin®@ cos?d e—ToorlTl (I1.D.2;14)

La fonction de corrélation Cy_(w) est done:

2')’coh
C W)= H cos 0 ey
+- ( ) 1 (A—w)2+7goh

2Ycoh
(A+w)? + 124
+ (I3 — 10%%)? sin24 cos?d §(w)

4 4““1]“ smzﬂ sza —e I11.D.2;15
1 2 ‘|,2 _,l 72 ( ’ )

+II sin¢

Considérons d’abord les raies latérales. Plagons nous dans un premier temps autour de la raie centrée sur
= Aetnotonsw = A + v. En utilisant le fait que la densité spectrale vaut J4 autour de A, on obtient:

I(A + II) = JNJ+C+_(A + V)

2')’coh
= JINJiI? costl ——<2
N+ l'2'*"7301'1

= Jylg 0§t V—f_'%‘;—h (I1.D.2;16.q)
Lels)

On obtient de méme: 9
I(~A+v) = JNTpIY —2—7—"—‘;— (I1.D.2;16.b)
+ Ycoh
Les poids des deux raies, que nous notons I; et I_ pour les raies centrées respectivement autour de A et de
—A sont:

I+ =JN 1‘21 H;‘ (IIDZ, 17.0)
I_ =Jn Ty, O (I1.D.2;17.)

Ces poids sont ainsi proportionnels aux nombres de transitions par unité de temps de 1’état 1 vers 2 pour
Iy et 2 vers 1 pour I_. Le bilan détaillé utilisé pour trouver 1’état stationnaire des populations nous indique
que ces deux nombres sont égaux et donc que les nombres de photons émis sur chaque raie sont égaux:

Ip = I_ = I I (I1.D.2;18)

Les deux raies étant des Lorentziennes de méme largeur y.on le spectre de fluorescence est symétrique.

D’aprés les expressions de I'y2 et de II§* (eqs. I1.D.1;5.a et 14.a), il apparait que le nombre de photons
émis dans les bandes latérales est indépendant de la densité spectrale Jy a la fréquence wqg. Par contre,
la largeur des raies yeon dépend de Joet est donc sensible a la relaxation intervenant a fréquence w, par
Iintermédiaire des transitions | {,n > — | i,n — 1 > et des transferts de cohérence. On peut donc
considérer la relaxation a la fréquence w, comme une relaxation supplémentaire. L’utilisation d’une cavité
non résonnante a la fréquence pompe peut permettre, en diminuant Jo, de diminuer la largeur des raies
latérales de fluorescence tout en conservant leurs poids.
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Nous terminons cette étude du spectre par la raie centrale, que nous pouvons séparer en une composante
élastique I;(w) et inélastique Io(w). Pour v situé autour de la fréquence nulle:

I(v) = Ii(v) + I(v) (11.D.2;18.a)

Ia(v) = Jn Jo (1§ — I15)? sin?@ cos?d 6(v) (I1.D.2;18.})
Io(v) = InJoII$* IS 4 sin%0 cos? -ﬁ"ﬁg—- (I1.D.2;18.¢)
v 4+ 72

Les poids de ces deux composantes I,; et Iy sont:

Iq = Jn Jo (I}t — I%)? sin%8 cos?d (11.D.2;19.a)
Iy = Jn Jo II{*II4 4 sin?0 cos?6 (11.D.2;19.b)

L’intensité totale de la raie centrale I, est donc:

I = Iel + I
= Jv Ty (11.D.2;20)
Ou bien, en utilisant 1’égalité de I';; et T'ay :
Ic = JN (I‘ulI{' + I‘22II;') (II.D.2;21)

Le nombre de photons émis autour de w, est proportionnel au nombre de transitions de la multiplicité n vers
la multiplicité n — 1 qui conservent I’état atomique (avec le méme facteur de proportionalité Jx que pour
les raies latérales). On remarquera que l'intensité totale de la raie centrale est indépendante des densités
spectrales J; et J_ mais que par contre, le rapport entre I'intensité des deux composantes en dépend.

11.D.2.c. Compression du rayonnement de fluorescence

Nous nous intéressons maintenant & la compression du rayonnement de fluorescence. La compression
du champ sortant est donnée par P’expression suivante démontrée dans ’appendice Ay :

1 - -
Sc(w) =._]';{< A:-ut(—w) Aout(w) >+ < Aout(_w) Ao+ut(w) >
=2 |< A (~w) AL (W) >} (I1.D2;22)

En utilisant les expressions des champs sortants en fonction des fonctions de corrélation atomiques, on
obtient:

Se(w) ={1 + J(W)C4-(w) + J(-w)Ci-(-w)
— 2T (@) (=) | C+(@) I} (11.D.2;23)

Ce spectre est symétrique en w. Considérons la région située autour de A :

Se(A+v) =14+ J4C4_(A+v)+J-Cy_(-A-V)
- 2\/ J+J_ I C++(A + V) | (IID2,24)

Les expressions des fonctions de corrélation Cy_(7) et Cy4(7) sont données par les équations (I1.C.3;34),
en ne conservant pas la raie centrale:

Cht (1) = If* cos®d etAT-Veorl™l 4 113t sintg AT~ Teorl"] (I1.D.2;25.a)
Cii(r) = — sin?0 cos?d [[jfeCA-Teonll"l 1 15t e(=i8=Tear)ir]] (I1.D.2;25.b)
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Soit, en les exprimant dans ’espace des fréquences:

29coh . 27coh
Clat = M%cosiy) —=2 4 N¥sintg ———22 I11.D.2;26.a
¥-(w) 18 oA + 12, 2T wF A 142, ( )
. 2(Ycoh +i4) 2(Ycon —1A) )
lat = _ gin2 2 st < st 1.D.2;26.b
Cli(w) sin“@ cos*d (II1 T+ (7oon T A + I3 T+ (oon — 1AV u ;26.b)

Nous nous plagons maintenant autour de A :

Ci-(A +v) =M{*cos*d -172-%‘:;—’;-— (I1.D.2;217.a)
coh
1 1
—_— ain2 2 st at .
Ci+(A +v) =— sin®6 cos®d {III Po— + I3 T iu} (11.D.2;21.b)

Nous pouvons alors écrire la compression du champ émis a la fréquence A :

S:(A) = 1 4+ J4Ch—(A) + J-Ci(-8) — 2/J4J-Cs4(8)

1 + Jycos®o 1, 2 + J- sin*0 Hzl —~ 2/7,J- sin?0 cos?0 1 (11.D.2;28)
Yeo Yeo Yeo

En utilisant les expressions suivantes, que nous avons établies au début de ce chapitre:

J+COS40 =P21 (IID?, 29(1)
J_sin*@ =Ty, (I1.D.2;29.b)

T2
m: =—— I11.D.2;29.c
! F12+4Ta ( )

I'2;
my = I11.D.2;29.d
! T2+ T ( )

1
Yeoh =5 (T12 4+ Ta1) + 2T (11.D.2;29.€)
On obtient:
1 4
S5.(4) =1 + { Tola \/rurm} (11.D.2;30)
Ti2+4 T2

3 (T12 + Ta) + 2I'y

Introduisons les deux parameétres suivants:

YANTIVT

T2+ Ty

8= I'n _ Jo
VANTI PN VI+J-

o =2 (I1.D.2;31.a)

(I1.D.2;31.0)

o est un paramétre de saturation valant 0 lorsque 'une des populations est nulle et 1 lorsqu’elles sont égales.
B représente I'importance relative de la relaxation a fréquence nulle par rapport a la relaxation aux fréquences
+A. La compression s’exprime de la maniére suivante a I’aide de ces deux parameétres:

o(l-o)

SC(A)=1—21—_,_——2§;

(11.D.2;32)
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- Discussion -

Pour un réservoir plat (J4 = J- = Jp), le coefficient 3 est égal & un, on retrouve le résultat connu
o(l — o) )
S.(A) =1 -2 1T % (I11.D.2;33)

La réduction est optimale pour ¢ =~ 0.27 et donne une réduction de 27 % (S =~ 0,73) (voir figure IL.7).

La relaxation a fréquence nulle peut étre modifiée par I'utilisation d’une cavité. Nous avons vu dans
I’étude du spectre de fluorescence que son seul effet sur les raies latérales est un élargissement a poids
constant. Diminuer ce taux revient & rétrécir les raies et donc & augmenter leur hauteur. Le méme effet
existe pour le spectre de compression (eq. I1.D.2;26): réduire la relaxation a fréquence (c’est-a-dire, diminuer
B) améliore la compression.

Considérons la situation idéale ol la relaxation & fréquence nulle est négligeable (soit 8 = 0). Ceci
est en pratique réalisé lorsque les raies latérales sont accordées sur deux modes d’une cavité alors que la
fréquence pompe est hors de résonance. L’expression du spectre de compression devient:

S(A) =1 + 20(0c - 1) (I11.D.2;34)

L’optimum de compression, réalisé pour ¢ = 1/2 est de 50 % de réduction. L’utilisation d’une cavité
permet donc d’améliorer la compression du rayonnement par fluorescence de résonance (voir figure I1.7).
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Figure IL.7

(a)

(b)

Amélioration de la compression par ’utilisation d’une cavité

Cette figure représente la compression S a la fréquence des raies latérales dans la limite
des raies bien séparées en fonction du parameétre de saturation G. '

-a- Spectre de couplage plat. La compression optimale est de 27% pour 0=0.27.

-b- Spectre de couplage dépendant de la fréquence choisi de maniére a ce que la
relaxation a fréquence pompe soit interdite. La compression optimale est de 50% pour 6=0.5.
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IL.LE. Atome en champ comprimé

Nous étudions maintenant la relaxation d’un atome soumis & des fluctuations comprimées. Nous nous
plagons dans ’approximation du bruit tricolore:la densité spectrale et la compression du champ peuvent étre
différentes pour les trois fréquences de transition de I’atome habillé.

Dans un premier temps nous étudions les équations de relaxation de I’atome habillé. Nous verrons en
particulier que la notion de cascade radiative ne s’applique plus lorsque les fluctuations sont comprimées.
Toutefois les équations du spin fictif restent simples et permettent de calculer toutes les propriétés de ’atome
et du champ de fluorescence.

Nous discuterons dans un premier temps ’état stationnaire atteint par P’atome. Nous montrerons
que la compression des fluctuations incidentes peut permettre de stabiliser ’'un des deux niveaux. Nous
discuterons ensuite les taux de relaxation, en particulier lorsque la compression dépend de la fréquence.
Nous déterminerons enfin comment se traduisent les différents effets discutés sur le spectre de la lumiére
émise par ’atome dans un second réservoir. Pour simplifier les notations, nous supposerons que ce second
réservoir ne perturbe pas la relaxation atomique.

I1.E.1. Relaxation de I’atome habillé en champ comprimé

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les équations décrivant la relaxation de 1’atome habillé
s’interprétent simplement en termes de cascade radiative lorsque le réservoir est vide. Autrement dit, elles
correspondent & des transitions par émission spontanée dans le diagramme de ’atome habillé, les taux de
transition étant donnés par la régle d’or de Fermi. Nous allons voir que ce n’est plus le cas dans un réservoir
comprimé. Ceci est lié au fait qu'un champ comprimé contient des photons, et queles processus d’absorption
et d’émission stimulée de ces photons doivent manifester. Nous allons dans un premier temps considérer un
modeéle de bruit thermique: dans ce cas, le nombre moyen N de photons par mode est non nul, mais il n’y a
pas de corrélation entre ces modes. Il est alors possible de comprendre I’évolution de ’atome habillé grace
des taux de transition prenant en compte non seulement 1’émission spontanée mais aussi I’émission stimulée
et ’absorption de photons du réservoir.

Nous étudions ensuite le cas d’un réservoir comprimé. La situation est plus compliquée puisqu’il y a
alors des cohérences entre des modes différents du réservoir. La relaxation couple les populations de ’atome
habillé & des cohérences entre niveaux de multiplicités différentes. En supposant que le mode pompe est
un état cohérent, nous montrerons qu'’il est possible de se ramener 4 des équations de relaxation sur le spin
fictif. Nous mettrons alors en évidence le fait que la compression des fluctuations permet de stabiliser un
niveau habillé.

II.E.1.a. Relaxation dans un réservoir thermique

Nous supposons que le réservoir est dans un état thermique, c’est-a-dire que les modes du champ
contiennent un nombre moyen de photons non nul, mais qu’ils ne sont pas corrélés entre eux. Ceci se traduit
sur les parameétres décrivant ’état du réservoir (que nous avons utilisés dans le chapitre II.B. lorsque nous
avons établi les équations de relaxation de I’atome habillé) par le fait que les corrélations M et My sont
nulles:

M=M =0 (IL.E.1;1)

Les seuls coefficients qui interviennent dans les équations de relaxation (I1.B.2;32) les sont N, No et N_ ,
ce sont les nombres moyens de photons par mode autour des fréquences w, + A, wp et wp, — A.

Avec ces hypothéses, on constate que les populations 7;,, = < (] i,n >< i,n |) > ne sont couplées a
aucune cohérence. Nous pouvons donc écrire I’évolution de ces populations de la maniére suivante:

dil10 =—(TF +TH + T3 +T)1a

+ Ty a1 + T 0o a1 + T a4+ T2 0 (I1.E1;2.a)
dillyn = — ([}, + T, + T, + T3)20

+ I‘;lnl,ﬂ'l'l + F;,Hz,,..u + P;-lnl‘,n—l + I‘;'zﬂz‘n_l (I[.E.l; 2.b)
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I, =(1+ N_)Ty3 =sin*@ (14 N_)J_ - (I1.E.1;3.a)

I}, =N_Ty, =sin0 N_J_ (I1.E.1;3.b)

Iy =3 =(1 4+ No)T'11 = sin8 cos®d (1+ No)Jo (I1.E.1;3.c)
If,=THL =N Ty, = sin26 cos?0 NoJo (I1.E.1;3.d)
1= 1+ NIy = cos*f (14 Ng)Js (I1.E.1;3.¢)
I'f,= Ny Ty = cos'd Ny J4 (I1.E.1;3.f)

I'{;est un taux de transition du niveau | §,n > vers le niveau | j,n+a > . Ces taux ont une interprétation
physique simple. Si| a > et | b > sont deux niveaux habillés de deux multiplicités consécutives, et si le
réservoir est vide, seule la transition de | @ > vers | b > est possible par émission spontanée avec un taux
I'sa. Lorsque le réservoir n’est plus vide, s’ajoutent & ce phénoméne I’émission stimulée et I’absorption de
photons du réservoir, avec deux taux de transitions égaux et valant NT;,, ou N est le nombre de photons
par mode. Le bilan final est ainsi un taux de transition I'y, = T'y(1+ N) de | a > vers | b > et un taux
Iy = TyaN de|b> vers | a > (cf. figure I1.8).

Sur la figure 11.9, nous comparons les cas d’un réservoir vide ou thermique pour les départs et les arrivées
sur un niveau de ’atome habillé.

Il faut noter que nous n’avons plus affaire & une cascade radiative mais plutét & une sorte de marche
aléatoire dans I’échelle de I’atome habillé avec un mouvement global de dérive vers le bas.
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Figure IL.8

.

(1+ ) r;-a.

N Moo

Transitions entre deux niveaux

-a- émission spontanée dans le vide

-b- réservoir dans un état thermique
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Figure I1.9
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-a- réservoir vide

-b- réservoir dans un état thermique
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ILLE.1.b. Atome habillé dans un_champ comprimé

Lorsque le réservoir est dans un état comprimé la situation est plus délicate car les modes du réservoir
sont corrélés. '
Les équations de relaxation sont reliées aux fonctions de corrélation N et M (eqs II.B.2;23, 24 et 32) qui
s’expriment en fonction du paramétre de compression €. Dans notre cas interviennent le paramétre £5 pour
la compression autour de la fréquence A et & pour la fréquence nulleainsi que les phases g et pa des
quadratures comprimées:

No =sh?, (I1.E.1;4.0)
My =sh& chg e?¥° (I1.E.1;4.h)
Ny =N_ =sh%, (II.E.1;4.¢)
M =shfa chfa e~i¥a (I1.E.1;4.d)

En reportant ces expressions dans les équations (II.B.1;32) nous obtenons:
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d|L,n><2,m|=

- %(cos‘*a T4 +sin%0 J_)(sh?€a + ch?€a) [ 1L,n >< 2,m |

+ % sin0 cos?8 \/T4J_ shéa chéa {e”*2(|L,n+2><2,m|+|1,n><2,m-2])
+ ePa(j,n-2><2,m|+|,n><2,m+2|)}
- % sin0cos®0Jo {2(sh?o + ch®6o) | 1,n >< 2,m |

+2ch% |1,n+1><2,m+1]|+2h%, |L,n—-1><2,m—1]
+sh&, chép e (| 1,n+2>< 2, m |
+2|L,n+1><2,m~-1|+]|1,n><2,m~2])
+sh&o chéo e¥°(| 1,n —2>< 2,m |
+2|L,n—-1><2,m+1|+]|,n><2,m+2])} (I1.E.1;5.a)

d|l,n><1lm|=
—(cos®@ J4 ch’€a +sin%d J_ sh’¢a) | L,n >< 1,m|
+sin®@ J_ ch%€a)|2,n+1><2,m+ 1|
+cos?0 Jy sh%a |2,n—-1><2,m~-1]

+—;~ sin20 cos?0 \/J,J_ sh€a chéa {e"“’“(l 1,n+2><1,m|+|1,n><1l,m-2))
+ e°a(|L,n—2><1,m|+ |, n><1,m+2))}
—sin?0 cos?0 \/T;J_ shéa chéa {2 |2,n+1><2,m—1]|+e¥> |2,n—1><2,m+1]}

+% sin?6 cos?8 Jo {—2(shzfo +ch?) |1, n>< 1,m|

+2ch% |1,n+1><1,m+1]|+42h% |[L,Ln—1><1,m—1|
—shég chép e~ °(| 1,n+2>< 1,m|
+2|L,n+1><1l,m—-1|+|,n><l,m-2])
—sh€p chép e°(j1,n—-2>< 1,m|
+2|,n=1><1,m+1|+4|l,n><1,m+2]|)} (I1.B.2;5.b)

d{2,n><2,m|=
—(cos?d J, sh%€a +sin®d J_ ch?€a) |2,n >< 2,m|
+sin*d J_ sh%a) | 1,n+1><1,m+1]|
+cos*d J, ch%a |1l,n—1><1,m—1|
1 .
+3 sin?d cos?0 \/J4J_ shéa chéa {e*?2(|2,n+2><2,m|+|2,n><2,m~2])
+ ea(|2,n—2><2,m|+|2,n><2,m+2))}
—sin%0 cos?d /J.J_ shéas chéa {e""‘"’ |Ln+1><1l,m-1] +e%2 | 1L,n—-1><1,m+11}}

1
+3 sin’0 cos?8 Jo {—2(sh®6o + ch’60) | 2,n >< 2,m |

+2ch%6 |2,n+1><2,m+1|+2h% |2,n-1><2,m—1|
—shéo chép e~°(} 2,n+2>< 2,m |
+2|2,n+1><2,m—1|+]|2,n><2,m~-2])
—shég chép e°(|2,n - 2>< 2,m |
+2|2,n-1><2,m+1|+|2,n><2,m+2|)} (I1.B.2;5.c)
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_Nous constatons qu’il existe des termes thermiques semblables a ceux que nous avons discutés plus
tét. Viennent s’ajouter A ceux-ci des termes diis aux corrélations entre modes. Nous constatons que ces
corrélations font apparaitre un couplage entre les populations | i,n >< ¢,n | et des cohérences entre niveaux
de multiplicités différentes | j,m +1 >< jyjm—1|et | j,m—1 >< jym + 1 | . Dans le référentiel du
champ tournant, bien que 'usage nous fasse représenter les niveaux d’énergie sous forme d'une échelle, les
différentes multiplicités ont une méme énergie. En d’autres termes, les fréquences de Bohr entre deux états
| 1> (ou |2 >) appartenant & deux multiplicités différentes sont nulles.

La fréquence d’évolution libre d’un opérateur | i,n >< j,m | ne dépend pas des nombres n et m. Le
couplage entre population et cohérences que nous obtenons ici reste donc dans le cadre de I’approximation
séculaire que nous nous étions fixé pour établir les équations de relaxation.

Nous allons maintenant supposer que le laser est dans un état cohérent | ¢ > . Nous calculons dans ce
cas 1’évolution des opérateurs | i, >< j,¢ |

[Le><jel= T €™ e ™ |in><jm]| (I1.E.1;6)
n,m

Nous noterons II;, II; et p;2 les valeurs moyennes des opérateurs | i, >< j,¢ |:

I =<(|Le><Lep|)> (I1.E1;7.a)
O =< (|2, >< 2,0 > (I1.E.1;7.b)
pz=<(|Le><2,p])> (I1.E1;7.c)

Il faut noter que ces opérateurs sont obtenus en sommant sur n et m indépendamment. Le terme II;
qui s’interpréte comme la population du niveau | 1 > du spin fictif est donc non seulement la somme des
populations des niveaux | 1,n > mais contient aussi des contributions dues aux cohérences | 1,n >< 1,m|.

Les équations d’évolutions de Iy, I, et p;2 sont obtenues en sommant sur m et n les équations (II.E.1;5):

d Iy = — 1L + Tyl (I1.E.1;8.a)

dll; = — TyoMl; + Iy 00, (I1.E.1;8.)
1

dip12 = = YeohP12 = — {5(1‘12 +Ta21)+ ‘n':oh} P12 (I1.E.1;8.0)

T2 = Jycos?9 sh? €54 + J_sin®0 ch®a
— 21/J,J_ sin%0 cos?d cos (2p — pa) sh€a chéa
= (VT4 cos®0 shéa — \/T_ sin?0 chéa)?
+ 2(1-cos(2¢ — pa)) V/I+J- sin’0 cos?d shéa chéa  (I1.E.1;9.a)

T21 = J, cos®@ ch®€a + J_sin*d sh%€a
- 2\/.7+T sin?0 cos?d cos(2p — pa) sh€a chéa
= (VJ4 08?0 chéa — \/J_ sin?0 sh€p)?
+ 2(1 - cos(2¢ — ¢a)) VT4 J_ sin®0 cos?d shéa chés  (I1.E.1;9.0)

vion = 2 Jo 8in%0 cos?0 [sh2€y 4+ ch?Eo + 2 shéo chép cos(2p — o))
= 2 Jo 8in20 cos?0 [(sh€o — ch&o)? + 2(1 + cos(2¢ — o)) sho chéo]  (I1.E.1;9.c)
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Les équations que nous obtenons peuvent maintenant s’interpréter a I’aide de taux de transitions. Le
taux de relaxation des populations v, est:

I, - 1I, I, — I, Ui .
dy (____2 ) = = Ypop (__2 - T2 (I1.E.1;10)
Ypop =I'12 + Ty (I1.E.1;11.a)
Tpop =I'21 — T12
=J, cosd — J_ sin'd (I1.E.1;11.b)
Ainsi: . ,
Yeoh = 3 Ypop + Yeoh (I1.E.1;12)

Nous remarquons tout d’abotd que les taux de transition I';2 et I's; dépendent des spectres aux fré-
quences A et — A comme dans le chapitre précédent. D’autre part, le taux de relaxation des cohérences
est la somme de la moitié du taux de relaxation des populations et d’un terme 7., dépendant du bruit &
fréquence nulle.

Nous allons maintenant étudier plus précisément les taux de transition I'yy et I'a;.
- Le piégeage de population -

Lorsque la phase ¢ de la quadrature du champ vérifie pa = 2¢p, les taux de transition I'y2 et Tsy
prennent une forme particulierement simple:

12 = (/T4 cos® shéa — \/J_ sin?0 chéa)? (I1.E.1;13.a)
T2 = (/T4 cos? chéa — /T~ sin®0 shfa)? (I1.E.1;13.)
Pour £a positif, il existe deux angles 8, et 82 pour lesquels les taux I'y2 et I'y; sont respectivement nuls.
(Pour €4 négatif, cette propriété est vraie pour pa = 2 ¢ + 7). Ces angles sont solutions des équations:
2 I+
tg°0, =théa 7 (I1.E.1;14.a)
1 J.
tg%0; =—— ‘/—*‘ II.LE1;14b
Pour un réservoir vide, soit o = 0, les solutions sont:
1
62 =0 (I1.E.1;15.b)
Ceci correspond dans le premier cas 4|1 > = | f > et dans le second 3 | 2 > = | f > . On retrouve la

situation habituelle ol les seules transitions sont dues a ’émission spontanée car ’atome n’est pas excité et
le réservoir est vide. Le taux de transition de I’état fondamental vers 1’état excité est nul.
Les relations que nous venons d’établir montrent que cette propriété de stabilité d’un niveau se généralise

au cas ou le réservoir est comprimé. Le niveau stable ne sera alors plus 1’état fondamental mais un niveau
habillé du spin fictif.
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I1.E.2. Relaxation du spin fictif en champ comprimé: interprétation géométrique

Dans la section précédente, nous avons étudié la relaxation de ’atome habillé en champ comprimé.
Nous avons montré que, pour un état cohérent du champ laser ces équations se raménent aux équations de
relaxation d’un systéme a deux niveaux et nous avons mis en évidence une propriété de stabilisation de la
population d’un niveau habillé.

Pour pouvoir discuter cet effet, nous allons maintenant nous appuyer sur I'image du spin fictif et sur
I’étude que nous avons faite au chapitre II.A. Nous allons montrer comment il est possible de retrouver de
maniére simple et géométrique les équations de relaxation d’un systéme a deux niveaux en champ comprimé.
Ceci nous permettra d’interpréter le phénoméne de stabilisation.

ILLE.2.a. Notations. Relaxation sans champ pompe
Nous considéros tout d’abord un spectre de fluctuations blanc. Les équations de relaxation du spin fictif
lorsque le champ pompe est nul s’écrivent:

di Se =— 7: S¢ (IIE2, l.a)
di Sy=— 14 Sy (I1.E.2;1.})
dS:=— 71: S; — 1:/2 (IIE2, l.¢)

Nous nous sommes placés dans un repére tel que les axes z et y représentent les axes de “Vellipse des
fluctuations”: z et y correspondent aux quadratures dont le bruit est respectivement maximal ou minimal.
Donnons maintenant les expressions des différents taux de relaxation en fonction du degré de compression
des fluctuations &:

Is =% ve % (I1.E2;2.a)
Y =% 7 % (I1.E.2;2.b)
T:=Yr + Ty = Ych 2% (I1.E2;2.c)

. L’image que nous avons développée dans le chapitre II.A. est celle d’un spin soumis & un champ fluctuant
h qui se trouve dans le plan z0y. Le taux de relaxation d’une composante de spin est donné par la variance
du champ qui lui est orthogonal:

% = % < AR > (I1.E.2;3)
Dans notre cas, ces variances sont:
< ARZ > =y X (I1.E2;4.0)
<ARI>=ye % (I1.E.2;4.b)
On vérifie ainsi que:
1 2 1 -2
T =5 <Ahy;>= 37e€ (I1.E2;5.a)
1
%y =% < AR > = 37 e® (I1.LE.2;5.b)
1
T=5 (SARI> + <ARL>) = ych% (I1.E.2;5.0)
On remarque que v, peut étre écrit:
Y:=ych2§& = v(1+2N) (I1.E2;6.a)
N =sh? ¢ (I1.E.2;6.b)
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ot N est le nombre moyen de photons par mode. Comme 4, est le taux de relaxation des populations, quand
le champ pompe est nul, on retrouve bien que dans ce cas la relaxation des populations est la méme que
dans un champ thermique. Le terme 5, di & la réaction de rayonnement est:

N o= (I1.LE2;7)

Ce terme ne dépend pas de 'état du réservoir.

Nous calculons maintenant 1’état stationnaire de ’atome et nous notons I (Z) et II_(Z) les populations
des niveaux | +; Z > et | —; Z > correspondent & une quantification selon Oz.

I,(2) + 0_(2)

Sz = 2 (I1.E2;8.a)
m;(2) + O_(2) =1 (I1.E.2;8.b)
L’équation d’évolution des populations s’écrit:
il (Z2) = -T_4(2) N4(2)+T4+-(Z2) I_(2) (I1.E2;9.a)
dlI_(Z) = -T4_(2)0_(2)4+T-4+(2)1+(2) (I1.E.2;9.b)

I'y—(Z) et T_4(Z) sont les taux de transition entre les deux niveaux | +;Z > et | —; 2 >:

Iy (2) = ”—z-%_ﬂi (I1.E.2;10.q)
T_+(2) = Z’Z_‘g__"i (I1.E.2;10.b)
L’état stationnaire est ainsi:
_ I‘_+(Z) _ Yz + nz .
o_(z) = D s T @)~ s (I1.LE.2;11.a)
Iy_(2) Yz — 1z

I = = FE.2;11.

+(2) ) 1 (@) 777 (I1.E.2;11.b)

On remarquera que, lorsque le réservoir est vide, les coefficients vz et 1z sont égaux, I’état stationnaire
correspond donc & un état | —; Z > contenant toute la population et un état | +; Z > vide.
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Figure IL.10

Y,V

Le spin fictif

Le repere Ouvw est obtenu & partir du repére Oxyz par une rotation d’angle 8 telle que
I'axe Ow' soit aligné selon le champ magnétique A. Les fluctuations du réservoir sont
représentées par une ellipse du plan xOy.
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I1.LE.2.b. Equations de relaxation dans un champ pompe intense

Nous soumettons maintenant 1’atome & un champ laser intense ce qui revient a placer le spin fictif dans
un champ magnétique constant. Dans un premier temps nous supposerons que ce champ est situé dans le
plan zOz.

Nous notons A la fréquence de précession autour de ce champ magnétique et 26 I’angle qu’il fait avec
P’axe Oz. Pour cette étude, il est préférable de se placer dans un repére Quvw obtenu en faisant tourner le
repére Ozyz autour de ’axe Oy d’un angle 20 (voir figure I11.10). Dans ce repére, les équations d’évolution
libre sont:

d¢ Sy =—AS, (I1.E.2;12.a)
d; S, =A S, (I1.E.2;12.b)
d; Sy =0 (I1.E.2;12.c)

Afin d’obtenir les équations de relaxation nous allons procéder en plusieurs étapes.

Nous faisons tout d’abord I’approximation des vitesses de variation indépendantes: on suppose que les
termes de relaxation sont les mémes en ’absence ou en présence de champ pompe.

d¢ Sa = di Sqliibre + di Sa |relax (I1.E2;13)

Ecrivons maintenant les équations de relaxation dans le repére Ouvw. Nous utilisons pour cela les relations
entre les opérateurs Sy S, Sw et S; Sy S: :

Su =Cos 20 Sz - Sin 20 Sz (II.E.Q; 14-0)
Sy =8y (I1.E.2;14.b)
Sw =sin 20 Sz + cos 20 S, (I1.E.2;14.c)

Ceci nous donne:

d; Sy |relax = — (7,cosz20 + 7,sin220)Su + sin20 cos26 (v; — vz)Sw + %sin?ﬁ 7. (I11.E.2;15.0)
d¢Sy lretax = — vy Su (I1.E.2;15.b)
1
d¢Sy [retax = — (7510220 + 7, c08226)S,, — 5¢0820 ; +sin28 co 20 (7; — =)y (I1.E.2;15.c)
Nous faisons ensuite ’approximation séculaire consistant & négliger les termes couplant des composantes

évoluant & des fréquences différentes. Nous ne prenons pas en compte les termes couplant S, et S, car S,
précesse autour du champ & fréquence A et S,, évolue a fréquence nulle. Les équations deviennent ainsi:

I ‘relax == Yu Su (IIE?, 160)
d¢Sy Jretax =— 70 Sy (I1.E.2;16.})
deSu lrelax == Yo S — = (I1.E.2;16.c)
ou ’on a noté:
Yu =c08%20 7, + sin*20 7, = 7, +sin®20 7, (I1.E.2;17.a)
To =Ty (I1.E.2;17.b)
Yw =sin®20 v + cos?20 v, = 7, + cos?26 v, (I1.E.2;11.c)
Tho =1 cos 20 (I1.E.2;17.d)
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Ces formules peuvent s’interpréter de la maniére suivante: nous savons que le taux de relaxation d’une
composante du spin est proportionnel & la variance des fluctuations qui lui sont orthogonales. Le champ
fluctuant, de composantes h. et h, se projette sur les axes Ou, Ov et Ow de la maniére suivante:

hy =hz cos20 (I1.E.2;18.q)
hy, =h, (I11.E.2;18.b)
hy =h, 8in20 (I1.E.2;18.c)

Le taux de relaxation de S, est, selon la régle que nous avons donnée, la variance du champ dans le plan

Ovw :

1
Yo = -2-(<Ah3> + < AR >)
1 2 2 02
=3 (< Ahy > + < Ah; > sin®20)
= 7; '+ sin*20 4, (I1.E.2;19.0)

Il ne faut pas oublier que 7. correspond aux fluctuations de hy et 7y, aux fluctuations selon h, (II.E.2;5).
On obtient de méme:

1
Y =3 (< AR > + < ARL >)

=7, (I1.E.2;19.b)
Yo ,—_% (< ARZ > + < ARZ>)
=7: + cos?20 v, (I1.E.2;19.c)

Le terme de réaction de rayonnement s’obtient de méme en projetant sur ’axe Ow un vecteur aligné
selon Oz de norme 7,.

Une derniére étape consiste & prendre en compte la précession autour du champ A. Les opérateurs S,
et Sy, précessent alors rapidement autour de ’axe Ow ce qui a pour effet de moyenner les taux de relaxation
qu’ils subissent. Les équations finales sont ainsi:

d‘ Su = - A Sv = Yuv Su (II.E.2; 20.“)
d¢ Sy = —A Sy — Yuw Sy (11.E.2;20.b)
dt Sw = =~ Tw Suu - "’g'”‘ (II.E?; 200)
1 , '
Yuo = 7“_“2“’_ = 5 (e +(1+s5in’26),) (I1.E.2;21)

IL.LE.2.c. Populations stationnaires

Lorsque I’atome est soumis & un champ intense, les états & considérer sont ceux de I’atome habillé. Pour
le spin fictif, cela revient a considérer les populations I (W) et II_(W) des états | +; W > et | —; W >:

Sy = I, (W) ; I (W) (I1.E.2;21.q)

L(W) + O_(W) = 1 (I1.E.2;21.b)
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Nous pouvons écrire leurs équations d’évolution a partir de celle de S, (II.E.2;14.c):

d,II+(W) = d¢ Sw

=~ 200 +M)L4(W) + 5(r0 = W)L (W) (I1.E2;22)

On définit ainsi deux taux de transition:
C_4(W) =3 (7o + 70) (I1.E.2;23.0)
Ly (W) =5 (ve = 7o) (I1.E.2;23.b)

Nous allons maintenant exprimer ces taux a I’aide du facteur de compression £ et de I’angle de rotation 28 :

1
T_s(W)= 5 (1= + cos™20 7y = 7)
= %(6-26 + cos?20 ¥ — 2)

= %(e"‘f — cos26 ef)? (I1.E.2;24.a)
T (W) = %(ef — cos2 e~€)? (I1.E.2;24.b)

Les populations stationnaires sont ainsi:

(e7¢ + cos20 ef)?
2(e=% + cos?20 %)
(e7¢ — cos20 €f)?
2(e=%¢ + cos?20 e¥)

n_(w) = (I1.E.2;25.q)

I (W) =

(I1.E.2;25.b)

On remarque alors que, lorsqu’il existe une relation précise entre £ et 8, I'un des taux de transition
devient nul et toute la population se retrouve dans I'un des deux états. Cette relation est:

% = |cos26 | (I1.E.2;26)

Il faut remarquer que, quelque soit la compression des fluctuations du réservoir, il existe un taux de
saturation de la transition pour lequel ce phénoméne se produit.

Nous allons maintenant donner une interprétation géométrique de cette condition.

On remarque tout d’abord que, lorsque le réservoir est non comprimé (¢ = 0) la situation ol une
population est piégée correspond & 8 = 0 : dans ce casl’atome n’est pas excité par un champ laser et I’etat
fondamental est stable. Dans cette situation, les fluctuations ont une distribution circulaire dans le plan
z0y.

Donnons maintenant une interprétation géométrique du taux de relaxation ¥, et du terme de réaction
de rayonnement 1, lorsque le réservoir est comprimé. Dans une telle situation, les fluctuations sont réparties
dans une ellipse. Nous supposons que les axes de cette ellipse sont Oz et Oy. Nous notons R. et Ry les
dimensions des deux axes de ’ellipse. Pour le vide, ces deux axes sont égaux et nous les normalisons 3 1:

R, = Ry =1 (I1.E.2;27)
Pour un état comprimé, ils prennent comme valeurs:

R =€t (11.E.2;28.a)
R, =e~¢ (I1.E.2;28.b)
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Le taux de relaxation 7, est proportionnel a la variance du champ qui lui est orthogonal soit:

v = %‘(Rﬁ + R?) (I1.E.2;29.a)

Le terme 7, de réaction de rayonnement est indépendant de la compression, comme 1’aire de ’ellipse.
Nous prenons donc comme expression de 7, :

7. = YR Ry (I1.E.2;29.b)

Nous vérifions maintenant que ces définitions géométriques se généralisent au cas ol I’atome est pompé.
Nous allons établir les coeflicients «,, et 1, & ’aide des expressions géométriques et vérifier que c’est bien le
résultat attendu.

Pour étudier la relaxation de S, il faut étudier les fluctuations orthogonales & 1’axe Ow et donc projeter
Pellipse sur le plan Ouv (voir figure 11.10). Nous obtenons une nouvelle ellipse d’axes R, et R,

R, =cos20 R, (I1.E.2;30.a)
R, =R, (I1.E.2;30.8)

Les coefficients v,, et 7, sont alors:

T =3 (R% + E})

=% (cos®20 R + R?) (I1.E.2;31.q0)
Tw =7 Ry Ry
=7 cos20 (I1.E.2;31.b)

En remarquant que les taux 7. et ¥, sont proportionnels respectivement aux fluctuations selon Oy et Oz
nous vérifions que ce sont bien les expressions attendues.

Ainsi, lorsque I'on autorise le réservoir & étre comprimé, cette définition géométrique de la relaxation
des fluctuations nous permet de remarquer une analogie totale entre les situations ou I’atome est excité et
celles o il ne P’est pas.

Lorsque I’atome n’est pas excité, il existe une situation bien particuli¢re lorsque ’ellipse est un cercle, ce
qui correspond 3 un réservoir vide. On a alors une égalité entre n, et 7, et ainsi I’un des taux de transition
s’annule et toute la population est piégée dans ’état fondamental.

Cette propriété peut se généraliser & une excitation quelconque: lorsque les fluctuations ont une distri-
bution circulaire dans le plan Ouv, la situation est identique a celle que nous venons de décrire et toute la
population est piégée dans un état. Cet état n’est plus ’état fondamental mais un état habillé du spin par
exemple | —,w > .

Ceci se produit lorsque I’ellipse du plan 2Oy correspondant a un état comprimé se projette sur un cercle
dans le plan uOv. Ecrivons la condition sur 6 et £ pour que cela se produise:

R, = R,

|cos20 | R; = Ry

[cos20 | ¢ = ¢

e X =|cos20 | (I1.E.2;32)

Il s’agit de la condition (II.E.2;20) que nous avions trouvée précédemment.
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Cette similarité entre les situations correspondant a des excitations différentes permet ainsi de transférer
la propriété de stabilité de 1’état fondamental (en ’absence d’excitation et pour une relaxation dans le vide)
a un état habillé.

II.LE.2.d. Les taux de relaxation

Lorsque l’on excite 1’atome, les taux de relaxation sont obtenus en faisant une rotation des axes. La
conservation de la trace d’une application linéaire dans une rotation nous permet d’établir la propriété
suivante:

Yo + Yo+ Yo = Y2+ Y +7: =27 (I1.E.2;33.0)
Yo + 270 = 27; (IIE2,33b)

Ainsi, la réduction éventuelle par la compression d’un coefficient de relaxation se traduira par une
augmentation de 'autre (il faut noter que la valeur minimale de v, est obtenue pour le vide).

Le taux de relaxation des populations ypop est ici 7w :

Yo =Yz + cos*26 Ty
=% {e=% + cos?20 €%} (I1.E.2;34)

A pompage fixé (8 constant) ce taux de relaxation peut étre réduit jusqu’a la valeur v,(8) = 3 |cos26 |
obtenue lorsque I'on se trouve dans la situation de piégeage de population.

Nous venons de voir que le taux de relaxation des populations peut étre réduit de fagon trés importante.
La régle de somme (II.E.2;28.b) que nous avons établie nous permet de voir que le taux de relaxation des
cohérences vy, (qui correspond & Yeon) sera alors augmenté. En particulier, celui-ci est supérieur & %- lorsque
le taux v, est réduit. L’expression de ce taux est:

1 .
Tuo =3 (= + (1 + sin?29) Ty)
=3 (€% + (1 + sin20) %) (I1.E.2;35)

A taux de pompage fixé, sa valeur minimale est:
Yuu(8) = % V1 + sin®20 (I1.E.2;36)
Cette valeur est toujours supérieure a la valeur obtenue quand le réservoir est vide et I’excitation laser

nulle. Il n’est donc pas possible de réduire le taux de relaxation de cohérences lorsque le spectre de bruit est
blanc (réservoir plat et compression indépendante de la fréquence).

IILE.2.e. La relaxation en bruit tricolore symétrique
Nous avons jusqu’a présent considéré que le spectre des fluctuations auxquelles I’atome est soumis était
plat. Nous nous intéressons maintenant au cas ol le spectre est tricolore.

Dans ce cas, les équations de relaxation ont toujours la méme forme:

d; Sy == A Sy — Yuv Su (IIE2, 37a)
d¢ Sy =B Su — Yuv Sv (I1.E.2;31.b)
dy Sy =~ Tw Sw — /2 (IIE2, 376)

Les coefficients de relaxation dépendent maintenant des spectres de bruit & fréquence nulle et & fréquence A
Nous notons 70 et 73 les taux de relaxation de S; et Sy correspondant & un spectre plat dont la compression
est celle des fluctuations & fréquence nulle et v2, 7vA le taux correspondant i un spectre plat a fréquence A.
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Ces taux dépendent de la densité spectrale et de la compression du réservoir aux fréquences correspondantes,
nous supposons ici que la situation est symétrique et nous reviendrons plus tard sur le cas non symétrique.

)0 =% 0 e~ %° (I1.E.2;38.q)
1

7 =kt e (I1.E.2;38.5)

v =% B 2% (I1.E.2;38.c)

s =% 8 22 (I1.E.2;38.d)

Etudions tout d’abord le taux de relaxation 7., des populations. La transition entre les états | +; W > et
| —; W > se fait & une fréquence de Bohr A. Les taux de relaxation qui interviennent dans v, correspondent
donc & un bruit & fréquence A. Nous avons déja observé ce fait lorsque nous avons étudié le cas d’un atome
en cavité. Le taux v, et le terme 1, sont ainsi:

Yo =75 + cos? 20 42 (I1.E.2;39.a)
T =cos 2 8 ¥2 (I1.E.2;39.b)

La relaxation des populations ne fait intervenir que le bruit a4 une seule fréquence. La nature tricolore
de ce bruit n’affecte donc en rien la discussion que nous avons menée pour les populations stationnaires et
le taux de relaxation des populations. On a ainsi les mémes propriétés de piégeage de populations et de
réduction des taux de relaxation. ’

Nous avons vu dans la section précédente, lors de ’étude de ’atome habillé, que le taux de relaxation
des cohérences est la somme d’un terme “inélastique” et d’un terme “élastique”. Le terme inélastique est égal
a la moitié du taux de relaxation des populations et le terme élastique dépend des fluctuations & fréquence
nulle:

Tuo = % Yo + Tuw (I1.E.2;40)
L’expression de v, nous est donnée par ’équation (IL.LE.1;9.c) en prenant g = 2¢p:
Yo = 2 Jo sin?0 cos?8 [sh2€o + ch®Eo + 2 shfochéo)
= -;- Jo sin?20 (sh%¢, + ch?&)?
L Jo sin?29 %o

2
= sin®20 ) (I1.E.2;41)

On vérifie que lorsque le spectre est plat ’expression de v, est I’expression que nous avons obtenue avec le
spin fictif:

1
Yuv = '2'710 + %
1 2 2
= 5(7, + cos°20 v,) + sin“20 v,)

1 .
=50+ 0+ sin220) v, ) (I1.E.2;42)

La situation est par contre totalement différente pour ce qui est des cohérences. En effet, la réduction du
taux de relaxation des populations est rendue possible par une réduction de 72 (bruit selon O, & fréquence
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A). Or le taux de relaxation parasite v, est proportionnel au coefficient 73 (soit un bruit selon Oz a
fréquence nulle). Pour un spectre plat, le produit de ces deux termes est constant et une diminution de 'un
se traduit par une augmentation de ’autre. Par contre, pour un spectre tricolore, ceci n’est plus vrai. On
dispose alors de deux moyens pour réduire le terme v;,,,.

Le premier est celui que nous avons utilisé dans le chapitre précédent. En plagant I’atome dans une
cavité bien choisie il est possible de réduire la densité spectrale i fréquence nulle (et donc le coefficient
7°). L’atome devient alorq insensible aux fluctuations a cette fréquence. En utilisant ce moyen il est ainsi
possible, avec un spectre de compression indépendant de la fréquence, de réduire simultanément et autant
que désiré les taux de relaxation des populations et des cohérences. On obtient dans ce cas a résonance:

tw =7 e Ha (I1.E.2;43.a)
7, =0 (I1.E.2;43.)

Le second moyen est encore plus surprenant car il ne nécessite I'usage d’aucune cavité (la densité
spectrale est alors plate). Il consiste & réduire le bruit selon Oz & fréquence nulle tout en réduisant le
bruit selon Oy a fréquence A ce qui revient & réduire 73 et 72. A résonance, I’expression des deux taux de
relaxation est:

Yo =y e 2 € (I1.E.2;44.a)
v, =y %’ (I1.E.2;44.b)

Ainsi, pour £2 > 1let £° < 1 les deux taux deviennent trés inférieurs 3 leur valeur dans le vide, la
compression du réservoir permet ainsi de découpler artificiellement ’atome et le réservoir.
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I1.E.3. Le spectre de fluorescence

Dans le chapitre précédent nous avons vu que la compression du rayonnement peut avoir des consé-
quences trés importantes sur la relaxation atomique. Nous allons voir que cette propriété se traduit par une
modification du spectre de fluorescence.

Nous allons considérer ici que ’atome est couplé a deux réservoirs: I’'un est comprimé et responsable de
la relaxation, I’autre de densité spectrale négligeable devant celle du premier, permet d’observer le spectre de
fluorescence. On peut considérer ce second réservoir comme une “fenétre” d’observation sur ’atome. Mais
on négligera son effet sur la relaxation atomique.

II.E.3.a. Les deux réservoirs

Nous considérons que ’atome est couplé & deux réservoirs A et B par I'intermédiaire du Hamiltonien
d’interaction Hy suivant:

Hy = —[A*S; + A™S.) - [BtS; + B™S.] (I1.E3;1)

Le réservoir A est celui que nous avons considéré jusqu'’ici: sa densité spectrale est tricolore et il peut
étre dans un état comprimé. Le réservoir B est un réservoir auxiliaire. 'En physique atomique il représente
les modes latéraux d’une cavité, en électronique une seconde ligne de trés forte impédance.

Nous supposons que le réservoir B est normal et initialement vide et nous nous plagons dans une situation
oli la densité spectrale Jp est négligeable devant celle du réservoir A ce qui nous permet de négliger Peffet
de B sur la relaxation.

Nous étudions le spectre de fluorescence de ’atome dans le réservoir B.

I1.LE.3.b. Le spectre de fluorescence

Nous avons calculé I’expression du spectre de fluorescence d’un atome dans un réservoir vide dans le
§ 1.C.; Pexpression que nous obtenons est:

I(w) = Igb(w —wp) + IoL(w — wp;Yw) + [1 L(w — wp = AjYuw) + I-L(w — wp + A; 7 I.E.3;2)

L(w — wp; 7) est une lorentzienne normalisée centrée sur wy et de largeur v et les poids sont:

I =(lf1£) sin?20 [IL (W) — O_(W)]? (I1.E3;3.a)
Iy =7 sin®20 M (W) MI_(W) (I1.E.3;3.b)
Iy = ('fl_") (1 + cos20)? IL (W) . (I1.E.3;3.c)
L= (%’1) (1 — cos26)? II_(W) (I1.E.3;3.d)

Reportons dans ces expressions les populations stationnaires que nous avons obtenues au § ILLE.2.
(eq. I1.LE.2;20)

I; = 45 sin? 260 cos? 26 (% + 0;22 feX)2 (I1.E 3;4.0)
Io = () sin’20 (;—;f-:cg?zooe:;)’ (I1.E.3;4.b)
Iy = (1’41) (1 + cos26)? 2((:_-; ; c::;g;fe);) (I.E3;4.c)
I = (%) (1 — cos26)? 2((:_';1 °c°::’292 ;?;) (I1.E.3;4.d)
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La figure I1.11 présente les spectres obtenus pour les fluctuations du vide et des fluctuations comprimées de

50% .

II.LE.3.c. Etude dus spectre. Intensités

Lorsque le réservoir A est vide, le spectre de fluorescence est symétrique. Par contre, pour un réservoir
comprimé, les poids des raies I; et I_ sont en général différents. Nous allons maintenant discuter plus
précisément les spectres obtenus dans différentes conditions:

- gpectre a fort désaccord -

Nous supposons tout d’abord | wp | 3> | w; | et nous nous plagons & désaccord positif soit § = 0 et
A = Wo.

Les différents poids sont alors les suivants:

Ii=Iy =1 =0 (I1.E 3;5.a)
sh?¢ N
Le=n G5 = v 1N

(I1.E.3;5.)

La raie I, est une raie centrée sur la fréquence w, + wo, c’est-a-dire la fréquence de la transition
atomique. Lorsque le réservoir A est vide, toutes les raies ont un poids tendant vers zéro lorsque le désaccord
augmente. Lorsqu’il est comprimé, une raie reste cependant dans le spectre: il s’agit de la diffusion élastique
des photons du réservoir A dans le réservoir B. Cette raie disparait bien sir si le réservoir A est vide de
photons (N = 0).

- population piégée -

Un autre cas intéressant est celui ot I'une des populations est piégée c’est-a-dire pour cos 29 = e~ % :
— (1Y qin2 .

Li=( : ) sin? 2 0 (I1.E.3;6.a)

Iy =0 (I1.E.3;6.b)

I, =0 (I1.E.3;6.c)

I =1f1£ (1 — cos 2 6)? (I1.E.3;6.d)

Le piégeage de population se traduit par la disparition totale de la raie centrée autour de wp, + A. Le
spectre ne comporte maintenant plus que deux raies. On remarquera aussi la disparition de la composante
inélastique de la raie centrale.

I1.E.3.d. Etude des spectres. Largeurs

Les remarques que nous avons faites sur les taux de relaxation s’appliquent aux largeurs des raies (v,
pour la raie centrale inélastique: 4, pour les raies latérales).

Un fait important est que les poids des raies ne dépendent pas de v/, : ainsi, une réduction de ce taux
permet une substantielle réduction de la largeur des raies latérales. Ainsi, & résonance, une compression
judicieuse permet d’espérer une réduction des largeurs de toutes les raies sans aucune modification de poids.
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Figure IL11a
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Spectres de fluorescence pour un réservoir vide

La fréquence de Rabi Q est constante et prise comme unité de fréquence. Les spectres
correspondent a des valeurs également espacées du désaccord €2, de -3 a 3. Les lignes A-A,
P-P et R-R correspondent respectivemém a la fréquence atomique (W=W,,), 2 la fluorescence
a la fréquence pompe (W=0,) et & une excitation résonnante (W, =W,).
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Figure I1.11b
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Spectres de fluorescence pour un réservoir comprimé de 50%

La fréquence de Rabi Q2 est constante et prise comme unité de fréquence. Les spectres
correspondent & des valeurs également espacées du désaccord Q4 de -3 a 3. Les lignes A-A,

P-P et R-R correspondent respectivement a la fréquence atomique (0=0,,), a la fluorescence
a la fréquence pompe (0)=0)p) et A une excitation résonnante (coal=cop).



III PRESENTATION DU FORMALISME GENERAL

Dans la troisiétme partie, nous revenons au probléme général d’un systéme non linéaire couplé a un
réservoir harmonique. Nous présenterons une méthode formelle d’étude de ce probléme. Cette méthode est
fondée sur 'utilisation de projecteurs dans 'espace de Liouville.

Les projecteurs dans I’espace de Liouville ont été initialement introduits en physique statistique pour
Pétude des phénomeénes de transport [59,60]. Le but est dans ce cas d’obtenir des équations d’évolution
de grandeurs macroscopiques en les séparant des degrés de liberté microscopiques. Ces techniques ont été
employées aussi bien dans le point de vue de Schrédinger (équation pilote pour une matrice densité réduite)
[61,62] que dans le point de vue de Heisenberg [63,62]. Dans ce second point de vue, l'utilisation des
projecteurs permet de mettre les équations d’évolution des observables étudiées sous la forme d’équations
de Langevin quantiques [59,64]. Dans ces équations d’évolution apparaissent des termes de relaxation (les
mémes que pour I'équation pilote) mais aussi des forces de Langevin représentant les fluctuations quantiques
associées aux degrés de liberté éliminés [59,65].

Un autre outil que nous utilisons est la résolvante. La résolvante est principalement utilisée dans
I’espace de Hilbert associé au systéme {34]. Les péles de cet opérateur correspondent aux énergies propres
du Hamiltonien. Des techniques de projecteurs (qui projettent sur des sous espaces de I’espace des états)
peuvent étre employés pour résoudre certains problémes. Cette méthode permet par exemple une étude trés
simple de la désexcitation d’un état discret couplé a un continuum [34].

Comme nous allons le voir, la conjugaison des méthodes de projecteurs et de la résolvante appliquées
a l’espace de Liouville associée au systéme quantique permet de mettre au point une méthode extrémement
générale et puissante.

Aprés avoir présenté le modéle d’un systéme non linéaire couplé 4 un continuum harmonique monodi-
mensionnel (partie I), nous nous sommes attachés & I’étude d’un cas particulier : 'atome & deux niveaux.
Ceci nous a permis de voir comment une dépendance en fréquence du spectre du réservoir ou une com-
pression des fluctuations incidentes peut affecter le comportement d’un systéme non linéaire. Lors de cette
étude, nous avons été amenés i faire diverses approximations ou & procéder de maniére heuristique, par
exemple quand nous avons séparé I’évolution du systéme 4 deux niveaux en une partie dissipation et une
partie fluctuation.

Nous allons maintenant reprendre Pétude de 1’évolution d’un systéme non linéaire couplé & un réservoir
harmonique de maniére plus générale. Le but de cette étude est multiple. Il s’agit tout d’abord de justifier
les différentes approximations de la partie II et de discuter précisément le traitement perturbatif. Il s’agit
ensuite de généraliser et d’étendre les résultats que nous avons obtenus. Il serait en effet fastidieux d’avoir
a refaire tous les raisonnements et calculs pour chaque nouveau systéme étudié. Nous essayerons donc de
mettre les résultats sous une forme directement utilisable. Il s’agit enfin de donner un cadre qui permette
d’aborder de nouveaux problémes tels que le calcul de fonctions de corrélation d’ordre plus élevées ou de
relaxation colorée.

La méthode que nous allons présenter est basée sur I'utilisation de I’espace de Liouville, de la résolvante
et de projecteurs. Le choix de ces outils se justifie par les remarques suivantes. Dans les parties précédentes,
nous avons pu remarquer que la représentation de Heisenberg se prétait bien a I’étude des problémes d’entrée-
sortie d’ou le choix de se placer dans I’espace de Liouville. Toutes les approximations faites & un moment
oll & un autre correspondent, comme nous allons le voir, & un traitement perturbatif de I'interaction entre
le systéme et le réservoir. Alors que dans I’espace des temps, le traitement perturbatif de Vinteraction fait
apparaitre des équations integro-différentielles, dans I’espace des fréquences, toutes les équations d’évolution
prennent une forme algébrique. Un traitement perturbatif peut alors étre mené de fagon naturelle par
I'utilisation de la résolvante. De plus, 'utilisation de projecteurs permet de résoudre de maniére non ambigue
le probléme délicat de la séparation entre fluctuaitons et dissipation.

Dans un premier temps, nous présentons les outils que nous utilisons dans toute cette partie (§ IIL.A).
Nous commengons par I’espace de Liouville. Nous insistons en particulier sur le fait que la structure des
équations d’évolution en point de vue de Heisenberg est la méme qu’en point de vue de Schrodinger. Nous
introduisons ensuite la résolvante dans I’espace de Liouville et nous montrons que cette méthode permet de
traiter sur un pied d’égalité les propagateurs avancés et retardés. Pour terminer ce chapitre de présentation,
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nous étudions les projecteurs dans I’espace de Liouville et nous décrirons des expressions donnant différentes
projections de la résolvante.

Dans le chapitre suivant (§ III.B), nous en venons au modéle d’un systéme non linéaire couplé a un réser-
voir harmonique. Nous rappelons ce modéle et nous précisons quelques hypothéses nécessaires a ’utilisation
des projecteurs. Nous construisons alors les deux projecteurs que nous utiliserons dans toute la suite et nous
établissons les propriétés propres a ces projecteurs. Nous revenons ensuite sur les hypothéses que nous avons
faites afin de les justifier et de les discuter.

Nous passons ensuite & ’étude de la relaxation du systéme non linéaire (§ III.C). Dans un premier
temps, nous calculons 1’opérateur relaxation et nous en donnons une expression explicite faisant intervenir
les fonctions de corrélation des fluctuations entrantes. Nous montrons ensuite comment obtenir les équations
d’évolution pour les valeurs moyennes d’opérateurs atomiques.

L’utilisation des projecteurs nous permet une dérivation simple du théoréme de regression quantique.
Pour determiner ce chapitre, nous donnons les différents résultats sous une forme telle qu’ils soient utilisables
directement lors de 1’étude d’un probléme particulier.

Nous en venons ensuite & 1’étude des fluctuations (§ I11.D). L’utilisation des projecteurs nous permet
de mettre les équations d’évolution des opérateurs du systéme non linéaire sous la forme d’équations de
Langevin quantiques. Nous montrons alors que dans le cadre d’une approche perturbative au second ordre,
les forces de Langevin s’identifient aux champs libres entrant et sortant. La différence entre le champ sortant
et le champ entrant est liée 4 la partie dissipative de la relaxation. Nous établissons ensuite les résultats
de la "réponse linéaire généralisée” qui nous permettent d’obtenir les corrélations entre les fluctuations du
systéme non linéaire et celles du réservoir entrant.

Un dernier chapitre est consacré a la discussion des approximations (§ III.E). Nous montrons que les
différentes approximations que nous avons faites dans les deux chapitres précédents se raménent i une
méme hypothése que nous discutons. Nous montrons ensuite que les projecteurs permettent d’obtenir un
développement perturbatif & des ordres supérieurs.
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IIL.A. Présentation générale du formalisme

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés générales du formalisme que nous utilisons: ’espace de
Liouville, la résolvante et les projecteurs. Nous évoquerons le cas d’un systeme couplé & un réservoir sans
toutefois faire référence au modéle particulier que nous étudions par la suite.

Nous débutons cette présentation par ’espace de Liouville et les différents objets qui lui sont reliés ; nous
introduisons & cette occasion une notation de Dirac pour les opérateurs qui nous sera utile pour présenter
certains résultats.

Nous passons ensuite 4 une étude de P’évolution qui nous permettra de présenter les opérateurs
d’évolution et les propagateurs, ce qui nous conduira naturellement & ’expression de la résolvante.

Nous terminons ce chapitre par 1’étude de projecteurs. En cherchant leur effet sur la résolvante nous
introduirons la notion de résolvante réduite a I'intérieur de I’espace d’un sous-systéme.

IIL.A.1. L’espace de Liouville

Nous présentons successivement ’espace des états, ’espace de Liouville et ’espace des opérateurs qui
agissent sur I’espace de Liouville. Dans chaque cas nous fixons les notations et nous mettons I’accent sur les
propriétés qui nous seront utiles par la suite. Nous étudions en particulier les structures qui apparaissent
lorsque le systéme est composé de deux sous-systémes. Nous terminons cette section par une présentation
d’une notation de Dirac pour Pespace de Liouville et 'utilisation d’une base de cet espace.

ITI1.A.1.a. L’espace des états

La stucture de base associée & un systéme quantique S est un espace de Hilbert appelé espace des états.
Les éléments de cet espace (les “kets”) sont notés | ¢ > . Les formes linéaires agissant sur cet espace (les
“bras”) sont notés < v | . La forme linéaire qui correspond au produit scalaire par le ket | ¢ > est noté
<e]|.

Lorsque le systéme est composé d’un sous-systéme S et d’un réservoir R, I’espace des états est le produit
tensoriel des espaces des états de S et de R. Une base de cet espace peut étre obtenue i I’aide d’une base
{l Yo >s} de I’espace des états S et d’une base {| Y3 >r} de l’espace des états de R. Elle est formée des
états {| o >s @ | ¥ >r}.

III.A.1.b. L’espace de Liouville

L’espace des opérateurs linéaires agissant sur ’espace des états est appelé espace de Liouville. Il est
muni d’une structure d’algébre: c’est un espace vectoriel possédant une loi de composition correspondant au
produit de deux opérateurs définie par:

(AB)|¢>= A(B|¢>) (I11.A.1;1)

Nous notons 1 1’élément unité de cette algébre.

Il est souvent utile de disposer d’une base de cet espace. La plus courante est obtenue a partir d’une
base {| ¢ >} de ’espace des états. Elle est formée par les opérateurs e, définis par

eap = |va>< sl (II1.A.1;2)
Un exemple d’opérateur de 1’espace de Liouville est le Hamiltonien H du systéme. En représentation

de Schradinger, ’équation d’évolution d’un état | ¢ > est obtenue a partir de cet opérateur de la maniére
suivante:

di |p()>= —i H |p(t) > (II11.A.1;3)

Cette équation est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre qu’il est possible
d’intégrer formellement & partir d’un instant ¢ :

le(t) > = exp {—i H(t—1to)} | p(to) > (II11.A.1;4)
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On peut alors introduire un autre opérateur, ’'opérateur d’évolution U(7) qui correspond a une évolution
selon H pendant un temps 7 :

le(t+7)> =U(r) | #(t) > (I11.A.1;5.a)
U(r) =exp{—i H 7} (IIT.A.1;5.)

On peut enfin définir des projecteurs. Le plus simple correspond & une projection sur un état | @o >:

P, =|po>< o | (I11.A.1;6)

Lorsque le systéme est composé d’un sous-systéme S, et d’un réservoir R l'espace de Liouville est le
produit tensoriel des espaces de Liouville de S et de R. Nous utiliserons trés souvent des opérateurs ayant
la forme suivante:

A=as ® 1g (II11.A.1;7.a)
B=1s ® bx (I11.A.1;7.3)

Leur action sur un état de la forme | >5 ® | ¥ >x est la suivante:

A(le>s ® |[Yv>r) = (as|le>s)® |¥>x (II1.A.1;8.a)
B(le>s ® |[¥v>r) =|¢>s @ (br |9 >r) (II1.A.1;8.)

Ces opérateurs commutent entre eux. Pour simplifier les notation, nous dirons que A est un opérateur du
systéme et B un opérateur du réservoir. Pour un opérateur C de la forme suivante:

C =as @ bg = (as @ Ir)(s ® br) (I11.A.1;9)

nous parlerons du produit d’un opérateur A du systéme et d’un opérateur B du réservoir.

III.A.l.c. Espace des opérateurs agissant sur espace de Liouville

La représentation de Schrodinger se préte mal aux calculs de relaxation. Par contre, la représentation de
Heisenberg est particuliérement bien adaptée pour I’étude de ces problémes. En représentation de Heisenberg,
ce ne sont pas les états, mais les opérateurs qui évoluent. Leur évolution est régie par ’équation de Heisenberg:

dy A(t) = i [H;A()] (I11.A.1;10)

Cette équation est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre semblable en tous points
a P’équation de Schrédinger (III.A.1;3). Ainsi, de méme que pour étudier I’évolution des états nous avons
eu besoin d’introduire Pespace de Liouville constitué des opérateurs agissant sur ’espace des états, nous
allons maintenant, pour étudier I’évolution des opérateurs, présenter ’espace des opérateurs agissant sur
I’espace de Liouville. Puisque I’espace de Liouville est une algébre, les structures obtenues sont nettement
plus riches dans le second cas, en particulier parce que I’évolution en représentation de Heisenberg préserve
non seulement la structure d’espace vectoriel, mais aussi celle d’algéebre.

A partir d’un opérateur O de ’espace de Liouville, il est possible de définir un opérateur o agissant sur
Pespace de Liouville de la maniére suivante:

0A = [0;4] (I11.A.1;11)
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L’équation de Heisenberg s’écrit avec cette notation:
dy A(t) = i H A(t) (II1.A.1;12)
Nous utilisons par la suite I’opérateur de Liouville £ défini par:
L=-H (I11.A.1;13)
Avec cet opérateur, I’équation de Heisenberg s’écrit:
d: A(t) = — i L A(?) (I11.A.1;14)

Comme nous I’avons fait en représentation de Schrodinger, nous pouvons introduire un opérateur d’évolution
U(r) correspondant a une évolution pendant le temps 7 :

A(t+ 1) =U(T) A(Y) (I11.A.1;15.a)
U(t) =exp{—i L 1} (II1.A.1;15.b)

Lorsque le systéme est composé d’un sous-systéme et d’un réservoir, on peut souvent décomposer le
Hamiltonien H comme somme de trois termes:

H = Hs + Hr + Hy (I11.A.1;16)

ol Hs est un opérateur du systéme (correspondant & une évolution libre du systéme), Hg un opérateur du
réservoir (correspondant & une évolution libre) et H; un Hamiltonien d’interaction.

11 est possible d’associer un opérateur de Liouville & chacun de ces Hamiltoniens:

Ls =— Hg (I11.A.1;17.0)
Lr=- Hg (I11.A.1;17.b)
Ly =— H; (IT1.A1;17.¢)

Ces opérateurs de Liouville ont alors les propriétés suivantes: pour S opérateur du systéme et R opérateur
du réservoir:

LsR =—[Hs;R]=0 , (I11.A.1;18.0)
Ls(SR) = - [Hs;SR]

= — [Hs;S]R = (LsS)R (II1.A.1;18.b)

LrS =0 (II11.A.1;18.c)

Lr(SR) = S(LrR) (I11.A.1;18.d)

- Notations de Dirac -
Pour écrire les résultats, il sera utile d’utiliser une notation de Dirac.

Nous appellons pour cela les éléments de I’espace de Liouville superkets et nous notons | A 3> le superket
correspondant & ’opérateur A. Les formes linéaires agissant sur P’espace de Liouville seront appelées superbras
et notées < x | . La fonction associant & un opérateur A sa valeur moyenne <A> est une forme linéaire,
pour un état décrit par une matrice densité p, nous noterons <<p | le superbra correspondant :
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LKplA>=<A>= Tr {pA} (I11.A.1;19)

Lorsque le systéme est constitué d’un sous-systéme S et d’un réservoir R et que ceux-ci ne sont pas
corrélés, la matrice densité p est le produit tensoriel d’une matrice densité og du réservoir et os du systéme.

Le superbra correspondant est alors le produit tensoriel de deux superbra:

<<P|=<<05| (b2 <<UR| (III.A.I;?O)

Il est possible dans ce cas de définir des traces partielles sur S ou sur R. Pour le produit d’un opérateur
du systéme S par un opérateur du réservoir R celles-ci s’écrivent:

Trs{os SR} =< os|S> R> (I11.A.1;21.a)
Trs{or SR} =|S>< or | R> (I11.A.1;21.5)

- Projecteurs -

A Paide de la matrice densité o, il est possible de construire deux projecteurs supplémentaires, P et
Q. Nous définissons P par son effet sur un opérateur

PO = Trr{or0O} ® 1r (I11.A.1;22.a)

Soit, en notation de Dirac:

P = ]15 ® I ll‘R_ >KL o | (III.A.1;22.b)

Vérifions que P est un projecteur:

p2

(s ® |Ir ><Kor |)(1s @ |1 ><K o |)

Is ® |1g > or |lIlr ><L or |

1s @ |1g > o |

=P (I11.A.1;23)

Pour R opérateur du réservoir (R = 1s ® r)

< R> = Trr{orr} (I11.A.1;24.a)
PR = TT‘R,{O"RR}
= 1s ® TrR{o'Rr} (IIIA1,24b)
Nous noterons donc:
PR =<R> (I111.A.1;25)

Avec cette convention, pour S opérateur du systéme:

P(SR) =<R> S (I11.A.1;26)

Le projecteur P projette ainsi sur l’espace de Liouville du systéme et laisse invariant les opérateurs du
systéme.
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Définissons maintenant Q par:

Q=1-7P (I11.A.1;27)

Q est un projecteur, en effet:

Q’=(1 - P)1 - P)

=1 -2P + P?

=1-7P

=9 (I11.A.1;28)

P et Q sont supplémentaires:

P+Q@=1 (II1.A.1;29.a)
PQ=P1l-P)=P P =0 (I11.A.1;29.b)
QP =0 (I11.A.1;29.¢)

II1.A.1.d. Notation tensorielle

Nous présentons une notation tensorielle qui nous permettra de mettre sous une forme directement
utilisable les résultats que nous obtiendrons. Pour cela, nous nous fixons une base de I’espace de Liouville
et nous exprimons les différents objets que nous avons rencontrés dans celle-ci.

Dans notre étude, I’espace de Liouville concerné sera celui du systéme non-linéaire.
- choix d’une base -

Les expressions que nous donnons sont valables quelle que soit la base choisie & condition qu’elle soit
composée d’opérateurs propres de 1'opérateur de Liouville correspondant A 1’évolution libre du systéme.

Une base particuliérement bien adaptée & notre probléme est constituée des opérateurs e; obtenus a
Paide d’une base d’états propres du Hamiltonien Hg.

Cette base est composée des kets | ¢, > d’énergie w,, :

Hs|lop>= wuleu> (I11.A.1;31)

L’opérateur e; est défini par:

e =|pu>< ol (I11.A.1;32)

L’indice i correspond au couple (4, v); il faudra cependant dans les calculs le considérer comme un indice
4 une dimension: si la dimension de Pespace des états est n, I’indice i varie de 1 4 n?. On pourra I’associer
a (p,v) par exemple par la relationi = p + (n— 1.

Tout opérateur Y se décompose sur la base des {e;}, nous notons ces composantes y* :

Y = E y’. €;
i
=y e (I11.A.1;33)

Nous adoptons par la suite la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés. Nous utilisons

d’autre part des indices covariants et contravariants, afin de préciser le comportement des différents objets
lors d’un changement de base.
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Nous introduisons maintenant le tenseur c,'-‘j intervenant dans la décomposition du produit de deux
opérateurs:

eiej = cij e (II1.A.1;34)

Nous pouvons calculer & partir de ¢ les composantes du produit de deux opérateurs z et y :
= cf 2y (I11.A.1;35)

Un opérateur M agissant sur I’espace de Liouville est représenté par un tenseur & deux indices M‘.’
défini par:

Me = Mg (I11.A.1;36)

Nous donnons un exemple, 'opérateur de Liouville £5. Son tenseur est particuliérement simple car nous
avons choist une base particuliére:

Lse;= —1i [Hs;l Pu >< Py I]
= (Wa — w) e
= w; € (II11.A.1;37.a)
Le tenseur est alors diagonal:
Lsi = (wi) 6 (IT1.A.1;37.)

oil 6{ est le tenseur de Kroneker.

A un état du systéme, on associe un tenseur & un indice correspondant & sa matrice densité et défini
par:

pi =<e> (I11.A.1;38)

La valeur moyenne d’un opérateur est ainsi:

<X>= z'p (II1.A.1;39)
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II1.A.2. Evolution - Propagateurs - Résolvante

Comme nous ’avons vu, l’équation d’évolution en représentation de Heisenberg est en tout points
semblable & P’équation d’évolution en représentation de Schrodinger. Les outils utilisés dans ce dernier cas
se généralisent sans aucun probléme pour la situation qui nous intéresse. Nous les présentons ici.

III.A .2.a. Opérateur d’évolution - Propagateurs

Dans la section précédente, nous avons présenté 1’équation d’évolution en représentation de Heisenberg
et l’opérateur d’évolution

d X(t) = —i £ X(1) (II1.A2;1.0)
U(t) = exp{—i L7} (I11.A.2;1.b)

Les propagateurs U1 (7) et U~ (7) sont les deux solutions de ’équation différentielle suivante respective-
ment nulles pour les temps 7 négatifs et positifs:

d, US(T) = —iLU(T) + §(7) 1 (I11.A.2;2)

Ces propagateurs peuvent s’exprimer a ’aide de Popérateur d’évolution:

u*(r) =U(r) 6(r) (II1.A.2;3.0)
U (r)=- U(r) 6(-r) (I11.A.2;3.b)
U(r)y =U*(r) — U (1) (I11.A.2;3.¢)

Nous calculons maintenant les transformées de Fourier de ces opérateurs que nous notons Gt(w) et G~ (w) :

GE(w) = / Y dr o U () (I11.A.2;4)

G*t(w) =[J°° dr exp{(iw — iL)7}
. 1

- + i - L

6~(w) =i —

w - te — L

(I11.A.2;5.a)

(I11.A.2;5.b)

ITI.A.2.b. Résolvante

Les opérateurs Gt et G~ peuvent s’exprimer a partir de la résolvante de ’opérateur de Liouville. La
résolvante G(z) est une fonction d’une variable complexe z définie pour les valeurs de z n’appartenant pas
au spectre de L :

G(z) = (z - £)! (I11.A.2;6)
Les opérateurs Gt(w) et G~ (w) sont ainsi:

Gt (w) =i G(w + ie) (IT1.A.2;7.a)

G~ (w) =i G(w — ie) (IT1.A.2;7.5)
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II1.A.3. Projecteurs
Nous donnons ici les expressions des projections de la résolvante par les deux projecteurs P et Q. Ce
sont des relations générales qui ne dépendent pas des projecteurs choisis.

Nous nous plagons ensuite dans le cas oll P projette sur l’espace des opérateurs du sous-systéme S.
Nous montrons alors qu’il est possible de définir une résolvante réduite correspondant a 1’évolution de ce
sous-systéme et nous donnons les expressions obtenues sous forme tensorielle en nous plagant dans une base
de I’espace de Liouville du sous-systéme.

II1.A.3.a. Relations générales

Nous donnons tout d’abord les différentes égalités qui nous intéressent, nous les démontrons ensuite.

* G(2) est la résolvante définie par I’equation (II1.A.2;6)
* P et Q sont deux projecteurs supplémentaires
* Go(z) est Popérateur défini par:

Golz) = z__l’g_c (I11.A.3;1)

Dans les équations que nous donnons, nous n’hésitons pas a utiliser de maniére redondante certains pro-
jecteurs afin de mettre clairement en évidence les différents facteurs de chaque produit.

Les relations sont les suivantes:

G(2) = Go(2) + G(2).PLGo(z) (IT1.A.3;2)
PG(2)Q = PG(2)P.PLQ.QGo(2)Q (I11.A3;3.a)
QG(z)P = QGo(2)Q.QLP.PG(2)P (IT1.A.3;3.)
2G(z) =1 + G(2).PL + Go(2).QL + G(2).PLQ.QGo(2)Q.L (I11.A.3;4)
zPG(2)P =P + PG(2)P.PLQ + PG(z)P.PLQ.QGo(z)Q.QLP (I11.A.3;5)
On introduit 'opérateur R(2) :
R(z) = PLQ.QGo(2)Q.QLP (II1.A.3;6)

Les relations suivantes sont alors vérifiées:
2G(z)P = P + PG(z)P.PLP + PG(z)P.PR(z)P (I11.A3;7)

! P
z — PLP — PR(2)P

PG()P = P (I11.A.3;8)

Nous donnons maintenant les démonstrations de ces expressions:
* Equation (II1.A.3;2)
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1
z—L
1

1
—z 90 ;—4¢
1

]

= -7 (z-L+PL) T3
1 1 1

ot T iz P iTac

G(2) =

* Equation (IT1.A.3;3.a)

1
ngQ(Z)Q = Pz m Q

P(z - QL)
= P9 =10

1
z— QL

Q
On multiplie alors ’équation (I11.A.3;2) & gauche par P et & droite par Q :

PG(2)Q = PGo(2)Q + PG(z) PLGo(2)2
= PG(2)P.PLQ.QGo(2)Q

L’équation (I11.A.3;3.b) se démontre de méme.
* Equation (III.A.3;4)

1
z—L

1
=1
+z—-£

2G(2) = =z

c

1
1 + o PL + P QL
1 4+ G(PL + Go(2)QL +G(2)PLGo(2)AL

* Equation (III.A.3;5)
Elle s’obtient en multipliant I’équation (III.A.3;4) a gauche et a droite par P.
II1.A 3.b. Propagateurs

On définit les deux opérateurs Rt et R~ de la maniére suivante:

RY(w) =t R(w + i€)
R (w) =i R(w — i)

Les propagateurs projetés ont ainsi les expressions suivantes:

1
w+ i€ —PLP + iPRY(w)P P

PGHw)P = iP
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1
— P
w—ie~PLP +iPR™(w)P

PG (w)P = iP (I11.A.3;14.0)

II1.A .3.c. Projecteurs sur un sous-systéme

Nous considérons maintenant le cas ou le projecteur P projette sur un sous-systéme S, comme par
exemple celui que nous avons défini en (II1.A.1;22).

Nous remarquons que ’expression (III.A.1;8) de PG(z)P ne fait intervenir que des opérateurs de la forme
PMP. Or, ces opérateurs, lorsuq’on les applique a un opérateur du sous-systéme, donnent un opérateur du
sous-systéme. Il est ainsi possible de les exprimer de maniére tensorielle & partir d’une base de ’espace du
sous-systéme:

PLP &  =[PLPY ¢; (II1.A.3;15.a)
PR(2)P ¢; =[PR(2)P]. ¢; (I11.A.3;15.)
PG(2)P e =[PG(2)PY e (I11.A.3;15.c)

Le calcul de R(z) nous obligera a travailler dans I’espace de Liouville complet; cependant, son résultat
pourra s’exprimer sous forme d’un tenseur n x n. Une fois ce calcul fait, le calcul de la résolvante réduite
PG(2)P consistera uniquement en l’inversion d’une matrice n X n.

Ainsi, alors que le calcul de G(z) serait en pratique impossible car la dimension de I’espace de Liouville
total est infinie, I’utilisation de projecteurs permet un calcul de Pévolution du systéme non linéaire et en
fait, comme nous allons le voir, permet d’obtenir des renseignements sur 1’évolution du réservoir.
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IIL.B. Le modéle choisi: hypothéses et propriétés

Nous en venons maintenant au modéle d’un systéme non linéaire couplé a un réservoir harmonique. Dans
un premier temps, nous discutons la structure du systéme étudié. Nous présentons ensuite les projecteurs
adaptés & notre probléme. Nous en déduisons les propriétés dues a la nature particuliére de ces projecteurs.
Nous terminons par une discussion des hypothéses faites afin de préciser les situations ou ce modéle peut
étre utilisé. '

III.B.1. Le modéle étudié

Le modéle étudié est, comme dans la premiére partie, un systéme non linéaire S en interaction avec un
réservoir harmonique R. Le réservoir est composé d’une collection d’oscillateurs harmoniques décrits par des
opérateurs création et annihilation af\ et a) obéissant a la relation de commutation suivante:

[ar;al] = &an (II1.B.1;1)

L’évolution libre de ce réservoir est régie par le Hamiltonien Hg :
Hr = ) wxa} ax (I11.B.1;2)
A

ou wy est la fréquence du mode A.
Nous ne précisons pas la nature du systéme non linéaire S. Il peut s’agir par exemple de:
* un atome & deux niveaux décrit par des opérateurs de spin S, S_ et S, et dont le Hamiltonien d’évolution

libre Hs est:
Hs = wy S; (I11.B.1;3.a)

* une particule de masse m placée dans un potentiel V(z) décrite par les opérateurs position et impulsion
X et P et dont le Hamiltonien d’évolution libre est:

P2
Hs = % + V(z) (III.B.1,3.b)

L’interaction du systéeme et du réservoir se fait par un Hamiltonien d’interaction H;. Nous le supposerons
de la forme suivante:

H = =) As Xa (II11.B.1;4)

ol les opérateurs A, sont des opérateurs du réservoir obtenus par combinaisons linéaires d’opérateurs création
et annihilation af\ et ay et ou les X, sont des opérateurs du systéme non linéaire.

Finalement le Hamiltonien total s’écrit:

ou Hj est un Hamiltonien d’énergie propre du systéme non linéaire.
A chacun de ces Hamiltoniens est associé un opérateur de Liouville:

L =—H (II1.B.1;6.a)
Ls =— Hs (I11.B.1;6.b)
Lr=— Hg (I11.B.1;6.c)
L =— H (II1.B.1;6.d)
Ly =— H, (II1.B.1;6.¢)
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II1.B.2. Construction et propriétés des projecteurs

Nous définissons les projecteurs adaptés a notre probleme en explicitant les hypothéses que nous utilisons.
Nous discuterons la pertinence de ces hypothéses dans la section suivante. Nous démontrons les propriétés
de ces projecteurs.

I11.B.2.a. Les hypothéses - les projecteurs

Pour pouvoir construire les projecteurs nous faisons les trois hypothéses suivantes:
- i - Nous connaissons la matrice densité d’un état du réservoir. Nous notons cette matrice densité o%.

- ii - La matrice densité 0% correspond & un état stationnaire du réservoir, soit:

[Hr;o%] = 0 (I11.B.2;1)

- 1ii - Les valeurs moyennes des différents opérateurs A, qui interviennent dans le Hamiltonien
d’interaction sont nulles lorsque le réservoir est dans I’état décrit par 0% soit:

Trr{Aao%} = 0 (II1.B.2;2)

Nous construisons avec cette matrice densité les projecteurs que nous avons donnés en exemple dans la
section II[LA.1.:

P O =Trr {020} ® 1z (II1.B.2;3.a)
Q =1-7 (I11.B.2;3.)

I11.B.2.b. Propriétés des projecteurs
Nous donnons tout d’abord les différentes propriétés que nous allons établir

(1) PLs =LsP (I11.B.2;4.a)
(1bisyPLsQ =Q LsP (I11.B.2;4.b)
2 LzxP =0 (I11.B.2;4.c)
() PLr =0 (I11.B.2;4.d)
(4) PLP =0 (I11.B.2;4.¢)
(4bis)PLy, =PL;Q (II1.B.2;4.f)
(4ter) ;P =QL,P (I11.B.2;4.9)

Nous les démontrons rapidement afin de préciser leur origine. Nous ferons toutes ces démonstrations en
utilisant le produit d’un opérateur S du systéme et R du réservoir.

Propriété 1 -

PLs(RS) = (- [Hs; RS))
=P (- R [Hs;S])
=<R> (- [Hs;S))
=< R> LsS
=Ls(< R>S)
=LsP(RS) (111.B.2;5)

Nous avons utilisé la définition de P et le fait que, Hs étant un opérateur de S, il commute avec S. La
propriété (1bis) est un corrolaire de celle-ci basée sur le fait que PQ = 0.
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- Propriété 2 -

LrP(RS)=Lr <R> S
=< R> {- [Hz;S]}
=0 (I11.B.2;6)

Nous avons utilisé la définition de P et le fait que, Hg étant un opérateur du réservoir, il commute avec

S.
- Propriété 3 -

P Lr(RS) =P (- [Hz, R]S)
=— <[Hg,R]>S (I11.B.2;7.a)

or 0% est un état stationnaire de Hy ainsi :

< [HR,R] >=Trg {0‘%[HR;R]}
=— Trg {[o%; Hr]R}
=0 (I11.B.2;7.b)

Cette propriété nécessite ’utilisation de I’hypothése - ii - selon laquelle I’état du réservoir 0% est stationnaire.
Ainsi, bien que les propriétés 2 et 3 aient des apparences semblables, leur origine est différente.

- Propriété 4 -

P £1P(RS) =P £1(< R> S)
=<R> P () Ax[Xs; S))

4
=<R> Y <Aa>[Xa;S]
a .
=0 (I11.B2;8)

Cette propriété découle de ’hypothése - iii - selon laquelle les valeurs moyennes des opérateurs A, sont nulles
lorsque le réservoir est dans P’état og.

Nous utilisons maintenant ces propriétés pour déduire des relations entre les projecteurs et ’opérateur
de Liouville du Hamiltonien total:

PLP =PLsP + PLRP + PLP

=PLsP (I11.B.2;9.a)
PLQ =PLsQ + PLrQ + PL;Q

=PL,Q (I11.B.2;9.b)
QLP =QL,P (I11.B.2;9.c)

Nous constatons que les projecteurs P et Q permettent de séparer les parties évolution libre et interaction
de ’opérateur de Liouville L.
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II1.B.3. Discussion du modéle et des hypothéses

Le modéle que nous avons présenté s’applique au cas général d’un systéme non linéaire couplé a un
réservoir harmonique. Nous avons certes fait une hypothése sur la forme du Hamiltonien d’interaction, mais
celle-ci est en fait peu restrictive et est vérifiée par les systémes usuels. Cette forme permettrait en particulier
de traiter le cas du champ électromagnétique de V’espace a trois dimensions.

Le point important de la discussion porte en fait sur la matrice densité 0% . Nous discutons tout d’abord
la signification physique qu’il faut lui donner, puis les conditions sur le réservoir qu’impliquent les hypothéses
-1i- et - iii -

II1.B.3.a. Remarque sur I’état du systéme en représentation de Heisenberg

En représentation de Heisenberg, ce n’est pas ’état du systéme qui évolue, mais les opérateurs de ’espace
de Liouville. Nous devons donc préciser le sens que nous donnons a “état initial” et 4 la notion d’état initial
factorisé.

Nous avons donné dans le premier chapitre une définition de la notion d’état factorisé, mais nous ne
considérions alors que la description du systéme a un instant et non son évolution. Nous dirons que 1’état
du systéme est factorisé a un instant ¢ quand la valeur moyenne de tout produit R(t) S(t) d’opérateurs R(t)
du réservoir et S(t) du systéme a l'instant ¢ est égal au produit de leurs valeurs moyennes. Il faut noter que,
puisque le systéme et le réservoir sont couplés, un opérateur R(t') du réservoir a un instant t’ n’est pas un
opérateur du réservoir 3 un instant t différent de t’. Ainsi, bien que ’état du systéme n’évolue pas, le fait qu’il
soit factorisé dépend de I’instant ou on I’observe a cause de ’évolution des opérateurs. La notion de valeur
moyenne d’opérateurs dans 1’état initial devra de méme étre comprise comme valeur moyenne d’opérateurs
O(to) considérés & I'instant ¢o initial.

III.B.3.b. Le choix de %

Nous voulons étudier I’évolution du systéme non linéaire et des champs émis en fonction des champs
entrants, c’est-a-dire considérés & un instant ¢y trés loin dans le passé. Dans ’étude de tels problémes, il est
usuel de supposer 1’état initial factorisé, soit:

p(to) = or(to) ® as(to) (I11.B.3;1)

Nous disposons ainsi d’un bon candidat pour 0% : I’état initial du réservoir.

Le role du projecteur P est de nous permettre d’obtenir des équations du systéme; nous désirons donc
que la relation suivante soit vérifiée:

<X({#)>=<PX(t)> (I11.B.3;2)

Calculons chacun des deux membres de cette égalité:

<X(t)> = Tr{p(to)X(t)}
Tr{(or(to) ® os(to)X(1)}
= Trs {Js(to)TrR{UR(to)X(t)}} (III.B3, 3(1)

<PX(t)> = Tr{p(to))Trr{ox X (t)}}
TrR{U‘R(to)TTS{O'g(to)Trz‘R{U%X(t)}}}

= Trs{os(to)Trr{c% X (t)}} (I11.B.3;3.b)

Nous choisissons donc:
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0% = or(to) (I11.B.3;4)

II1.B.3.c. Les hypothéses sur 1’état initial

Pour que les projecteurs vérifient les différentes propriétés désirées, nous avons dii faire des hypothéses
sur 0% ; nous devons maintenant vérifier que la matrice or(to) les vérifie.

Nous commengons par discuter ’hypothése - iii - selon laquelle les valeurs moyennes des champs A“
doivent étre nulles.

Nous avons en fait déja été confrontés a un tel probléme. En effet, dans la seconde partie, nous avons
étudié un systéme a deux niveaux excité par un champ monochromatique intense provenant du réservoir.
Nous avons en fait contourné le probléme en écrivant que le champ laser était la somme d’une valeur moyenne
et de fluctuations. La partie due & la valeur moyenne du Hamiltonien d’interaction a été incluse dans le
Hamiltonien d’évolution libre du systéme et a pu étre traitée exactement. Cette stratégie peut étre utilisée
dans le cas général et permet ainsi de vérifier ’hypothése - iii -. Celle-ci n’est donc ancunement restrictive.
Le réservoir est alors uniquement une source de fluctuations. L’hypothése - ii - signifie dans ce cas que ces
fluctuations doivent étre stationnaires. Ceci est le cas pour un état thermique du réservoir et pour un état
comprimé. Cette hypothése sera donc toujours vérifiée dans les situations qui nous intéressent.
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III.C. La relaxation du systéme non linéaire

Nous entamons avec ce chapitre I’étude perturbative de I'interaction entre le systéme non linéaire et le
réservoir. Cette étude se fonde sur 'utilisation de la résolvante et des projecteurs introduits dans le chapitre
précédent. Dans un premier temps (ce chapitre et le suivant), nous procédons a une étude perturbative au
second ordre en interaction. Nous discuterons précisément les approximations dans le chapitre IILE. Il y
sera aussi discuté la possibilité de faire des de développements perturbatifs & des ordres plus élevés.

Nous débuterons ce chapitre par une présentation du traitement perturbatif. Nous poursuivrons par un
calcul de la relaxation et de la résolvante réduite. Nous terminerons ce chapitre par 1’étude du théoréme de
régression quantique et des fonctions de corrélation atomiques.

III.C.1. L’évolution réduite

II1.C.1.a. Présentation

Nous désirons tout d’abord étudier la relaxation des oérateurs atomiques. Pour cela, nous allons utiliser
les projecteurs en nous appuyant sur la relation suivante:

<X@)>=<U(t—1ty) X (to) >
=<PUE—-1t) P X(to) > (I111.C.1;1)

Nous avons utilisé, pour établir cette relation, le fait qu’a 'instant initial ¢y le projecteur P ne modifie pas
les opérateurs du systéme non linéaire. Nous avons en fait & calculer 'opérateur évolution réduit, ce que
nous allons faire 4 I’aide de la résolvante réduite dont nous rappelons I’expression:

1
PG()P = P ——p5— PR)P P (I11.C.1;2.q)
soit, en utilisant les propriétés des projecteurs (II1.B.2;4)
PGP = P 1 (I11.C.1;2.)

z — [Ls+ (PR(2)P) + L3] P

Nous constatons que 'opérateur qui intervient au dénominateur est la somme de 1’opérateur L5 corre-
spondant a I’évolution libre du systéme et de Popérateur R(z) qui correspond a la relaxation et ou intervient
le Hamiltonien d’interaction £;. C’est ce terme R(z) que nous allons traiter perturbativement au second
ordre. Dans un premier temps, nous donnons une expression formelle de R(z) pris au second ordre, puis
nous calculerons son expression explicite qui fait intervenir les fonctions de corrélation du champ.

II1.C.1.b. Expression formelle de 'opérateur R@ au second ordre

Nous rappelons ’expression de R(2) :

R(z) = PLQ.Q ;——_ﬁ Q.QCP (111.0.1;3)

Nous utilisons alors une propriété trés importante pour nous dans toute cette partie:

PLO =PL,Q (II1.C.1;4.a)
QLP =QL,P (I11.C.1;4.b)
L’expression (ITI.C.1;3) s’écrit alors:
1
R(z) = PLiQQ —575 Q OLP (I11.C.1;5)

188



Si nous nous limitons au second ordre en £;, nous pouvons prendre le dénominateur a ’ordre zéro. Cette
approximation sera discutée dans le chapitre III.E. Nous notons R3(2) V'opérateur relaxation ainsi obtenu:

1
— Q(Ls + Lr)Q

Ra(z) = PLIQ - 0.9C,P (II11.C.1;6)

Afin d’obtenir une forme utilisable plus facilement dans les calculs explicites, nous allons éliminer les pro-
jecteurs superflus. Nous commengons par le facteur central:

Nous avons montré les relations suivantes:

QLr =LrQ (I111.C.1;7.a)
QLs =LsQ (I11.C.1;7.b)

On déduit de ces relations 'égalité suivante:

[Q(Lr + £5)Q)? =Q(Lr + L5)Q(Lr + L5)Q
=Q(Lr + L5)*Q (I111.C.1;8.0)

En procédant par récurrence on montre alors pour tout n entier:
[Q(Lr + L5)Q]" = Q(Lr + Ls)"Q (I11.C.1;8.%)

La relation suivante est ainsi vérifiée:

1 1

RApr, gy o R Sl ey 7 ey 8

Q (I11.C.1;9)

Le terme que nous avons fait apparaitre est en fait la projection selon @ de la résolvante correspondant
a une évolution non couplée du systéme et du réservoir que nous notons Go(2) :

Go(2) = po (E; TZs) = - —lﬁo (I11.C.1;10)
Nous reportons alors P’expression obtenue dans I’équation (III.C.1;5):
R2(z) = PL1Q Go(2) QLyP (I11.C.1;11)
En utilisant les propriétés de £;, nous supprimons finalement les projecteurs Q :
Ra(z) = PL1Go(2)L,1P (I11.C.1;12)

C’est cette expression que nous allons utiliser pour calculer explicitement Iopérateur Ro(z).

III.C.1.c. Expression explicite de Popérateur relaxation au second ordre

Le calcul que nous allons maintenant mener est relativement long. Cependant, I’expression définitive
pourra étre appliquée directement lors de ’étude d’un systéme particulier et il ne sera pas nécessaire de
refaire ce calcul.

Nous introduisons tout d’abord quelques notations.

Nous faisons le calcul de Rj(z) en I’appliquant & un opérateur Y du systéme non linéaire évoluant
librement a la fréquence w,, soit:
LsY = wY (I111.C.1;13)
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Nous utilisons une décomposition des opérateurs X, en somme d’opérateur X} évoluant librement a
des fréquences w,, soit:

X =3 X (I11.C.1;14.a)
m
LsX! = w, Xt (I11.C.1;14.)

Nous explicitons aprés chaque étape ce que nous avons fait ou la propriété que nous avons utilisée.
Nous écrivons la définition explicite de £; :

R2(2)Y = PL1Go(2)C1PY
PY AaXaiGo(2)[ X ApXpi Y]]

a B
= ¥ ¥ P [AcXa;Go(2)(Ap[Xp; Y])) (I11.C.1;15)
a f
L’opérateur Ag est un opérateur du réservoir; il commute avec Y:
Ra(2)Y = 3 T ¥ PlAaXa;Go(2)(Ap[X5; Y]] (I11.C.1;16)
a f p

Nous décomposons Xz en opérateurs propres de Ls. Nous allons ensuite utiliser la propriété suivante:

LsAplXf:Y]= ApLs[Xp;Y]
= Ap(wu +wy)[X5;Y] (I11.C.1;17)

Ls correspond au Hamiltonien du systéme et n’agit pas sur les opérateurs du réservoir. On déduit de cette
relation:

Go(=)(AplXS; V) = ———=(AalXf: Y]
T z—Lr —l(wp +wy) AplXp: Y]
= (Go(z —w, —wy)A4p)[X5;Y] (I11.C.1;18)

Nous reportons cette expression dans 1’équation (III.C.1;15):

Ra(2) Y = PlhaXa; (Golz —wu —wy) 4p) [X5;Y]]

afu
= %P{Aa (Go(z — wi — wy) Ap) Xa [X5:Y]
— (Go(z —wy — wy) 4p) Aa [X}:;Y] Xa}
= Z{< Ao (Go(z —wu —wy) 4p) > X [X4;Y]
" — < (Golz —wy —wy) Ap) Aa> [X4;Y] X} (I11.C.1;19)

L’expression de R2(z) que nous venons d’obtenir ne fait intervenir que des opérateurs du systéme et des
nombres.
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II1.C.1.d. Les fonctions de corrélation du champ
Nous allons maintenant relier ces nombres aux fonctions de corrélation du champ.

Nous considérons tout d’abord les fonctions de corrélation du champ évoluant librement & partir d’un
instant to. Nous noterons A%(t) le champ obtenu par une évolution libre de A, a partir de to. Les fonctions
de corrélation que nous considérons sont ainsi < A%(t + 1) A%(t) > . L’état du réservoir a to étant supposé
stationnaire, ces fonctions ne dépendent que de 7. Nous notons ainsti:

Pas(T) = < AQ(T) Ap >
=< Aa AJ(-7) > (IT1.C.1;20.a)

Comme précédemment, nous notons p.g(w) la transformée de Fourier de ces fonctions de corrélation:

Pap(w) = / dr €7 pos(r)

=< Ag(w) Ap >
=< Aq Af (~w) > (I11.C.1;20.b)

Nous notons:

§ap(w) = % / o’ — Pap(w’) (I11.C.1;21)

w—-w

ou % doit étre entendu comme la distribution partie principale.

Avec les notations que nous venons de donner, en notant Uy (t) et Uy (t) les propagateurs qui corre-
spondent 3 une évolution libre des champs:

< (Ut () Ag) Ag > =pap(T) 8 (7) (I11.C.1;22.0)
< A (UF () Ag) > =pas(~T) 0 (7) (I11.C.1;22.b)
< (U (1) Aa) Ap > =— pap(T) 0 (—7) (I11.C.1;22.c)
< Ao(Uy (7) Ap) > =— pap(—T7) 0 (-7) (I11.C.1;22.d)

G (w) et Gy (w) sont les transformées de Fourier des propagateurs Uy (1) et Uy (7). Nous utilisons alors les
relations suivantes:

/dr 0 (r) "  =méw) + ié (I111.C.1;23.a)
/ dr 0 (~7) €7 =7 §(w) - iz (II1.C.1;23.5)
et nous en déduisons:
< (65 (W)Ax)Ap >= %Paﬁ(w) + %Enﬂ(w) (I11.C.1;24.a)
< Aa(Gd (w)Ap) >= %Paﬂ("w) - %faﬁ(—w) (II1.C.1;24.b)
< (Gg (W)Aa)Ap >= — %Pap(w) + %fap(w) (I11.C.1;24.¢)
1 :
< Aa(G5 (@)Ap) >= — Spap(—w) ~ 3bap(-w) (IT1.C.1;24.d)
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Nous pouvons écrire ces expressions différemment;:

< ((6 W) — G5 (W))Aa)Ap > = pap(w) (I11.C.1;25.a)
< Aa((GF (W) — G5 (W))Ag) > = pap(—w) (I11.C.1;25.0)
< ((GF (W) + Gy (w))Aa)Ap > = i Eap(w) (I11.C.1;25.¢)
< Ao((GF (W) + G5 (W) Ap) > = —i €up(~w) (I11.C.1;25.d)

Nous allons maintenant utiliser ces expressions pour déterminer les opérateurs R (w) et R5 (w).

II1.C.1.e. Relaxation avancée - Relaxation retardée

Nous rappelons les définitions des opérateurs R*(w) et R~ (w) :

RY*(w) =i R(w + ie)
=i PLyGo(w + i€)1P

=PL1G§ (W)L P (I11.C.1;26.a)
R (w) =i R(w — i€)
=P LGy (w)L1P (I111.C.1;26.b)

R*(w) correspond & une évolution vers les temps positifs, soit une relaxation retardée alors que R~ (w)
correspond & une relaxation avancée. Nous allons séparer chacun de ces deux opérateurs en deux termes; le
premier, I'(w), qui change de signe lorsque 1’on passe d’une évolution retardée & une évolution avancée et
correspond donc a une friction; le second, A(w), dont P’effet est le méme dans les deux cas, correspond donc
a un déplacement:

I'(w) =-;—(’R,+(w) - R (w)) (I11.C.1;27.a)
A(w):%(k‘*(w) + R~ (w)) (II1.C.1;27.b)
RY(w) =T'(w) + iA(w) (II11.C.1;28.a)
R™(w) =—-T(w) + iA(w) (I11.C.1;28.b)

Les propagateurs avancés et retardés sont ainsi:

1
+ _ .
PGP = P T A T T (II1.C.1;29.0)
_ 1 - .
PP =P T @ T GI-T@) UILC1250)

Nous sommes maintenant en mesure de donner les expressions des deux opérateurs I';(w) et Az(w) au second
ordre en interaction en utilisant Pexpression (III.C.1;25) et les fonctions de corrélation du champ:

1
L@Y =33 {pap(-w + Wy +0y) Xal X8 Y] = ppalw — wu — wy)[XE; Y]Xa,}(III.C.l; 30.a)
afip

A@)Y = = 37 5 {Eap(—w + 0 + ) XalXE Y]+ pa(w = 0 — ) (XA YIXLFILC1;304)
afp

Par la suite, nous intégrerons I'opérateur de Liouville £, d’énergie propre dans I'opérateur déplacement car
il est lui aussi du second ordre.
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I11.C.1.f Etat stationnaire

L’évolution réduite conduit & une relaxation des opérateurs du systéme non linéaire vers un état sta-
tionnaire. Dans le cadre d’une relaxation retardée, cet état stationnaire est relié a une limite du propagateur
PUT(t)P pour les temps trés grands. Une étude de cette limite est possible a partir de PG*(w)P. Cet
opérateur présente différents poles. Tout péle dont la partie imaginaire est non nulle (négative par construc-
tion de PG (w)P) conduit & une décroissance exponentielle. Ainsi, seuls les péles de partie imaginaire nulle
contribuent a 1’état stationnaire. On sait que I’opérateur s ne relaxe pas, il y a donc un péle en w = 0).
L’étude de 'opérateur relaxation montre que (sauf cas pathologique) un seul des poles de PG*(w)P a une
partie imaginaire nulle. Ce pdle est un pdle simple qu’il est possible d’isoler :

lim PUY@Q)P = lim {- iw PG (w)P} (I11.C.1;31)

t — 00 w—90
Ainsi, pour un opérateur Y du systéme:
<Y>g= lim <Y(@)>= lim <(—-iw?PGHw)P)Y > (I111.C.1;32)
t— o0 w—0

L’opération qui consiste & associer la valeur moyenne < Y >, & un opérateur Y du systéme est équivalent
a Peffet d’une matrice densité o3 :

<Y > = Tr{Y o¥ (I11.C.1;33)
Cette matrice densité est définie par:
o ® 0% = lim (—iw PGt (w)P) (I11.C.1;34)
w—0 *

II1.C.2. Le théoréme de régression quantique

I11.C.2.a. Introduction

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions de corrélation & deux temps du systéme non linéaire.
Ces fonctions de corrélation sont < Y;(21)Y2(t2) > ol Y) et Y3 sont deux opérateurs du systéme non linéaire.
Pour utiliser la résolvante, nous exprimons cette fonction de corrélation a ’aide de I’opérateur d’évolution
et des opérateurs Y; et Y3 pris & ’instant initial £ :

< Yl(tl)Y2(t2) >=< u(t1 - to)[yl(u(tz - tl)Yzl >
< Yl(tl)Y2(t2) > =< u(tz - to)[(u(tl - t2)Y1)Y2] > (IIIC2, l)

Placons-nous dans le cadre d’une relaxation retardée ou ¢y est tres loin dans le passé: o < f; et ty < ta,
’équation (II1.C.2;1) s’exprime uniquement avec le propagateur U+ :

< Yl(tl)Y2(tz) >=< u+(t1 - to)[Yl(u+(t2 - tl)Y2] >
+ <Ut(ty — to)[U (t1 - t2)Y2)Y1] > (I11.C.2;2)

Nous sommes ainsi amenés, dans P’espace des fréquences, 3 étudier:

< G(2)M(G()Y2)] > (I11.C.2;3.a)
< G()(G(')M1)Y2] > (I11.C.2;3.b)

III.C.2.b. Le théoréeme de régression quantique

Nous allons maintenant chercher a faire apparaitre la résolvante réduite par l'utilisation des projecteurs
dans les expressions (I11.C.2;3).
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" Nous utilisons tout d’abord les deux propriétés suivantes:

<0>=<PO> (I111.C2;4.q)
Y, =PY: (I11.C.2;4.5)

ot O est un opérateur quelconque et Yz un opérateur du systéme. Nous obtenons ainsi :
< G()Ni(G()Y2)] > = < PG(2)[1(G(2')PY2)] > (I111.C.2;5)
Nous insérons la relation P + Q = 1 aprés G(z) et avant G(2') :

< G(2)[Yi(G(z")Y2)] > =< PG(2)P[V1(PG(2')PY2)] >
+ < PG(2)QM(PG(')PY2)] >
+ < PG(2)PV1(QG(2")PY2)] >
+ < PG(2)QIV1(Q6(2")PY2)] > (I11.C.2;6)

PG(2')PY> est un opérateur du systéme non linéaire, son produit par Y; I’est aussi et donc le projeté par Q
de ce produit est nul. D’autre part, le produit par un opérateur du systéeme d’un opérateur projeté par Q
tel que QG(2')PY> est dans ’espace image de Q et son projeté par P est donc nul. Le troisiéme terme est
ainsi nul. Il reste:

< G(2)[Y1(G(2)Y2)] >=< PG(2)PY1(PG(2)PY2)] > + < PG(2)Q[Y1(QG(2)PY>)] $I11.C.2;7.a)
On montre de méme:
G()(G(W1)Yz) >=< PG(2)P[(PG(2)P11)Y2] > + < PG(2)Q[(QG(2)PY1)Y2] XIII.C.2;7.b)

Dans chacune de ces deux expressions apparaissent deux termes: le premier ne fait intervenir que la
résolvante réduite PG(2)P et se calcule donc en restant dans I’espace du systéme non linéaire, le second
fait apparaitre la projection PG(2)Q ou QG(2)P. Le théoréme de régression quantique consiste a négliger ce
second terme.

Nous allons étudier ce terme plus précisément pour justifier ’approximation. Pour cela, nous reportons
la propriété (II1.B.2;9) dans les équations (II1.A.3;3)

PG(2)Q =PG(2)P.PLQ.QGo(2)Q
=PG(z)P.PL1Q.QGo(2)Q (I11.C.2;8.a)
QG(2)P =QGo(2)Q.QL, P.PG(2)P (I11.C.2;8.b)

En utilisant ces expressions, nous obtenons les équations suivantes:

< PG(2)QVi(QG(2)PYa)] > = < PG(2)PL1Go(2)Yi(Ga(2)L1PG(2)PYs)] > (II1.C.2;9.0)
< Pg(z)Q[(Qg(Z)PYI)Yzl > =< Pg(Z)P[,1GQ(Z)[(GQ(Z)ﬁl'PG(Z)'PYl)Yzl > (II1.C.2; 9.b)

Nous constatons alors que ces termes sont du second ordre par rapport aux premiers termes des expressions
(IT1.C.2;7). Ils sont donc négligeables et finalement:

< G(2)[Y1(G(2)Y2)] > = < PG(2)P[Y1(PG(z)PY2)] > (I11.C.2;10.a)
< G(2)[6(2))Y2)] > = < PG(2)P[(PG(2)PY1)Y2] > (I111.C.2;10.b)
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Ainsi, dans le cadre de notre approximation, les fonctions de corrélation peuvent étre obtenues a I’aide de
P’évolution réduite.

III.C.2.c. Les fonctions de corrélation atomiques

Nous revenons a l’expression des fonctions de corrélation atomiques et nous les exprimons uniquement
a ’aide de propagateurs retardés:

< Yl(tl)Y2(t2) >=< U(t1 - to)[yl(u(tz - tl)Yz)] > 0 (tz — tl)
+ < U(tz - to)[u(tl - t2)Yl]Y2 > 0 (tl - tz) (IIIC?, 11)

Soit, puisque to est infiniment éloigné dans le passé:

< Y1(t)Ya(t2) >=< u+(t1 - to)[Yl(U+(t2 —t;)Y2)] >
+ < Ut(ty — to)[(U (t1 — t2)Y1)Y2] > (I11.C.2;12)

Nous utilisons maintenant le théoréme de régression quantique et nous obtenons:

< Yi(t)Ya(t2) > = < PUt(t; — to)P[Vi(PUT(t2 — t1)PY?)] >
+ < PUT(ty — to)P[(PUT (1) — t2)PY1)Y2] > (I11.C.2;13)

L’instant ty est infiniment éloigné dans le passé, nous utilisons alors le fait que les opérateurs du systéme
relaxent vers un état stationnaire et la définition que nous en avons donnée (II1.C.1;31):

< Yi(t)Ya(tz) > = < Yi(PU (ta — 4;)PYs) >0 + < (PUT(ty — t2)PY1)Ys >, (I11.C2;14)
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II1.C.3. Les résultats sous forme tensorielle

Nous utilisons maintenant les notations tensorielles pour exprimer les différents résultats que nous avons
établis dans ce chapitre.

II1.C.3.a. L'opérateur relaxation

Nous commengons par les opérateurs I'(w) et A(w):

1
rWY = 3 {Pas(~w +wy + W) Xal X5 Y] = ppalw — wy — w, (XS YIXa} (II1.C3;1la)

AW)Y = — % {Eap(—w +wy +©,) Xal X8 Y] + Epalw — w, — 0, )[X43 V)X, } (IT1.C.3;1.0)

L’indice a correspond aux différents champs A, qui interagissent avec le systéme non linéaire. Nous
avons étendu la convention de sommation a cet indice.

Nous décomposons maintenant I’opérateur X, sur la base des ¢; et nous notons z’, ses coordonnées:
Xo = 1) ¢ (I11.C.3;2)

Cette décomposition est parfois différente de celle en X# que nous avons utilisée lors du calcul de R(z2).
Donnons en un exemple en considérant le cas d’un atome & deux mveaux.

Le Hamiltonien d’interaction est:
H = —(A+ S+ + A S2) (I11.C.3;3)

Ainsi X = Sy ouS_.
La décomposition en X% se fait a I’aide des S} par exemple:

Sy = cos?8 S + 2sinf cosf S, — sin?0 S’ (111.C.3;4)

La décomposition sur la base des | i >< j | est différente car S, ne fait pas partie de cette base:
Sy =cos?0 |1>< 2| +sind cosfd |1 >< 1| —sinf cosf |2>< 2| —sin?8 |2>< 1{III.C.3;5)
On voit sur cet exemple que les opérateurs X# sont des combinaisons linéaires d’opérateurs de la base {e;}

évoluant librement & une méme fréquence.

Nous reécrivons ’expression de I'(w) en utilisant cette décomposition:
1 , . : .
Iw)Y =3 {pap(-—w +wy +wj)zeilzhe; Y] — ppalw — wy — w;) [ze;;Y] :c:,e,-} (111.C.3;6)

Les éléments de matrice I'(w)}* s’obtiennent en appliquant 'opérateur I'(w) a 'opérateur e et en
exprimant le résultat dans la base:

Nw)ex = {pap(-w +wp + w,-)zf,z{se.- lej; ex] — ppa(w — wir —wj) z;zfe [ej;ex] e,-} (I111.C.3;7)
Nous calculons maintenant les produits d’opérateurs:

eifejier] = eiejer — eierej

= e.-c;-kez— ;kele;cijel
= cf(ch — cij) em (I11.C.3;8.a)
lejieelei = (chi — cij) citem (I11.C.3;8.b)
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On reporte ces expressions dans (II1.C.3;7):
1 i zJ m¢ 1 !
TWer =5 {Pap(-w +w; +wr)rhzhel (ch — ¢iy)
—ppaw —wj —wi) z{,z},(c;k - cij)cﬁ'} em (111.C.3;9)
Autrement dit, le tenseur I'(w)7* a pour expression:
1 .
Mw)s = 5 z,zh {pap(—w +w; +wk)c;?(c;'k - Cij)
—ppa(w — wj — w;,)(c;k - cij)c{;‘} €m (I11.C3;10)

L’opérateur déplacement s’obtient de la méme maniere:

AW)E = 5 zho) {Eap(—w — wj — we)cT (che — c}5)

+epalw +wj + wi) (chy — cij)elr } (I11.C.3;11)

N[ =

1I1.C.3.c. Propagateur réduit - état stationnaire

Les propagateurs G+ (w) et G~ (w) s’obtiennent par inversion de deux matrices carrées n?> x n? (ol n

est la dimension de ’espace des états):

G*(w)f =MH(w) )} (I11.C.3;12.a)
G~ (w); =M ()1} (I11.C.3;12.b)
ou les deux tenseurs a inverser sont:
M (W) = —iw 8 +iCk; +iA(w)f + T(w)} (I11.C.3;13.a)
M~ (w)f = —iw §F +iCk; +iA(w)} — T(w)} (I11.C.3;13.b)

L’état stationnaire est, comme nous ’avons dit, obtenu en prenant la limite de —iw G*(w) quand w tend
vers zéro (III.C.1;34). Il est ici possible d’en donner une expression explicite faisant intervenir les valeurs
des tenseurs A et I' & fréquence nulle.

Nous rappelons pour cela ’expression de I’'inverse d’une matrice:

Com(M(w))}

M@™ = Same)

(I11.C.3;14)
ol Com(M(w)) est la matrice des cofacteurs de M(w)} et Det(M(w)) le déterminant de M(w). La matrice

M(w) que nous étudions est telle que —i— Det(M(w)) tend vers une limite finie non nulle quand w tend vers
zéro. Nous noterons cette limite Dy :

lim D2oM@) _ (I11.C.3;15)
—
w—0
On obtient ainsi:
Com(M*(0)):
lim - iwGtW) = —ﬂl)_ﬂ (I11.C.3;16)
0

w—0
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Nous avons d’autre part montré que (eq.1.C.2;31 écrite en notation de Dirac):

im —-wPGtHW)P =|1><Kof
w—0
L’image de Y par ’opérateur que nous venons d’écreire est ainsi proportionnelle 3 'unité, soit en
utilisant la somme relation de fermeture, a la somme des opérateurs population €;, =| pa >< ¢o | . La
valeur moyenne < Y >, est le coefficient de proportionalité et donc la composante de I'image de Y sur un
vecteur population e;_ (cette composante ne dépend pas du vecteur population choisi). Ainsi:

8 1 s
o = Do Com(M*(0))}* (I11.C.3;17)

ITI1.C.3.d. Fonctions de corrélation atomiques

Nous donnons pour terminer ’expression des fonctions de corrélation atomiques obtenues a P’aide du
théoréme de régression quantique. Nous avons obtenu les expressions suivantes:

<Y(W")Z(w) >=276(w +w') < Y(PGH(W)PZ) >e (II1.C.3;18.a)
<Y(Ww)Z(w') >= 216(w + ') < (PGH(W)PY)Z >4 (I11.C.3;18.b)

Nous détaillons le calcul de la premiére expression. L’opérateur Z est un opérateur du systéme qui se
décompose en:

Z = ' (I11.C.3;19)
Le facteur PG (w)PZ est obtenu en faisant agir la résolvante projetée sur 2:
PGHW)PZ = 7 GH(w)le; (I11.C.3;20)

Nous reportons cette expression dans I’équation (II1.C.3;18.a) et nous décomposons Y sur une base:

<Y(PGH(W)PZ) >o =< YEGH(w)lerej >a
=< Y"z"g*'(w){-'C,"jeg >at
=Y AGH(w)ich;of (I11.C.3;21.0)

On montre de méme:

<Y (PGH(W)PZ) > = y'2*GH (W) c}p oft (I1I1.C.3;21.b)
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IIL.D. Le traitement des fluctuations

Nous allons maintenant étudier les problemes liés a la partie fluctuations de I’évolution du systéeme non
linéaire dans le but d’obtenir une théorie de I’entrée-sortie. L’utilisation des projecteurs permet de séparer,
dans 1’évolution du systéme non linéaire, la partie relaxation de la partie fluctuations. Nous allons tout
d’abord montrer que cette séparation conduit & des équations d’évolution ayant la forme d’équations de
Langevin.

Nous verrons alors que dans une approche perturbative au second ordre, les forces de Langevin
s’identifient aux champs entrants ou sortants. Nous montrerons alors que la théorie de la réponse linéaire se
généralise au cas des fluctuations quantiques provenant du réservoir ce qui nous permettra ensuite de calculer
les fonctions de corrélations du champ sortant. Nous terminerons en donnant les expressions matricielles des
résultats.

IIL.D.1. Equations de Langevin - Forces de Langevin

Nous écrivons ici, a I’aide de la résolvante, de équations d’évolution du systéme non linéaire séparant la
partie fluctuations de la partie dissipation.

Dans la partie générale sur les projecteurs, nous avons établi la relation suivante (III.A.3;4):

2G(z) = 1 + G(2)PL + Go(2)QL + G(2)PLQ.Go(2)QL (II1.D.1;1)

Nous appliquons cette relation 4 un opérateur Y du systéme, nous utilisons le fait que P projette un opérateur
du systéme sur lui-méme et nous reconnaissons R(z) :

2G(2)Y — Y = G(2).PLPY + Go(2).QLPY +G(2).R(2)Y (I11.D.1;2)

Nous utilisons enfin les propriétés des projecteurs:

G(Z)Y — Y = G(z)(LsY) + Ga(2)(L1Y) + G(2)(R(2)Y) (I11.D.1;3)

—iwGH (W)Y — Y = iGH(w) (LsY) + GT (W) RY(W)Y) — iGS(w) (£1Y) (II1.D.1;4.a)
—iwG~ W)Y — Y = —iG~(W) (LsY) + 6~ (w) (R™W)Y) — iG5(w) (£1Y) (II1.D.1;4.b)

Nous identifions maintenant les différents termes de cette équation comme les termes d’équations de Langevin.
Pour ce faire, nous les écrivons dans I’espace des temps.

- —iw QY W)Y - Y
Ce terme correspond a la dérivée temporelle de Y. Le terme Y provient du fait que I’on ne consideére ici
qu’un demi axe des temps,

[du®)o()  =d:uU()o(t)] - U)é(t)

=d,G*(t) — §(t) (I11.D.1;5.0)
—[dU(1)]6(—t) =di[-U()6(—1)] — U(t)é(2)
=dG™(t) - §(t) (I11.D.1;5.6)

-ii-: —iG%(w)[LsY]
Ce terme correspond a ’action du Hamiltonien d’évolution libre du systéme non linéaire. Si Y est un
opérateur propre de Ls correspondant a la fréquence wy, ce terme est la transformée de Fourier de:
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—iw, Y(1) (I11.D.1;6)

-iii-: G¥(w)[R*(w)Y]
Ce terme correspond a la relaxation du systéme non linéaire. Le produit en fréquence correspond a

une convolution en temps que nous allons exprimer en considérant une base de I’espace de Liouville ¢; et en
notant:

Rt(w)e; = r(w)le; (I11.D.1;7)

La force de friction retardée agissant sur e;(t) est ainsi:
00 »
- / dr ri(r) ej(t — 1) (I11.D.1;8)
0

-iv-: Go(w)C, Y

Ce terme est un terme que nous n’avions pas obtenu lorsque nous nous étions limités a ’évolution
réduite; il est obtenu en projetant selon Q I’évolution du systéme non linéaire. Il s’agit d’une force de
Langevin. Nous noterons ¥} (w) et F; (w) les forces de Langevin correspondant & I'opérateur Y :

1

w—ie— QLO £y
1

w+ic—QLO L1

].';'(w) — Y (I11.D.1;9.a)

Fyw)= Y (I11.D.1;9.b)

Il est possible d’obtenir une relation entre la force entrante et la force sortante en faisant la différece des
équations (III.D.1;5.a) et (II.D.1;5.b):

Fy(w) = FFw) = 67 (w) - GH(w)l(—iw +iPL)Y +
+(GH(W)R¥(w) - G~ (W)R™ (w))Y (I11.D.1;10)

Nous multiplions alors cette équation par —iw + iL :

(—iw +iL)(Fy W) — F} (W) = (RY(w) - R~ ()Y
= (W)Y (II1.D.1;11)

Soit finalement:
Fy W) = Ff(w) = 26 W) -G ()T W)Y

La différence entre la force de Langevin entrante et la force de Langevin sortante est ainsi liée a la partie
dissipative de la relaxation du systéme non linéaire.

II1.D.1.b. Traitement perturbatif

Nous avons obtenu une expression des forces de Langevin faisant intervenir le propagateur Gg. Lorsque
nous avons procédé au traitement perturbatif de la relaxation, nous avons remplacé ce propagateur par le
propagateur d’évolution libre Go. Nous faisons ici la méme approximation. Les forces de Langevin s’écrivent
alors:
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Frw) =G W) L1 Y
Go(w) (X Aq [Xa;Y))

4

Soit, en décomposant [{X4;Y] sur la base des ¢; :

FHw) =G5 W) L Aa zq ¥leiej))

[+ 4
=Y 7, Vi 6] (G (w — wi — wj)Aq)

[+

Ce qui se traduit pour le formalisme avancé et le formalisme retardé par:

}','f(w) = —f Eziyi[e;;ej]Ai;‘(w - w; — wj)

Fyw)y= —i o2ty [es; ej]Ag“t(w - w; —wj)

[44

(I11.D.1;12)

(I11.D.1;13)

(I11.D.1; 14.0)

(I11.D.1;14.5)

On a reconnu les champs A" et A%t obtenus par évolution libre d’une condition initiale infiniment

éloignée dans le passé ou dans le futur.

Dans le cadre d’une approche perturbative, la partie liée au champ des forces de Langevin est un champ
libre qui s’identifie au champ entrant pour une relaxation retardée et au champ sortant pour une relaxation

avancée.

Ces forces de Langevin correspondent & celles que nous avions introduites de maniére heuristique dans

la deuxiéme partie (équation I1.C.2;20).
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II1.D.2. La réponse linéaire généralisée

Nous voulons maintenant calculer les fonctions de corrélation qui apparaissent entre le systéme non
linéaire et les forces de Langevin, c’est-a-dire les fonctions de corrélations < AR (#)Y (t') > et < Y(t')AQ(¢) > .

En utilisant la résolvante, ces fonctions de corrélations s’écrivent < B(G(z)Y) > et < (G(2)Y)B > ou
B est un champ libre. L’opérateur B vérifie les propriétés suivantes:

PB =0 (I111.D.2;1)
On en déduit pour un opérateur O quelconque:
P(BO) =P(B(Q0)) (I111.D.2;2.0)
P(OB) =P((QO)B) (I111.D.2;2.b)
Nous savons d’autre part que (II1.B.3;2):
<0>=<PO> (I11.D.2;3)

On utilise alors relations pour réexprimer les fonctions de corrélation:

< B(G(2)Y) > = < P(B(G(2)Y)) >

= < P(B(QG(2)PY)) > (I11.D.2;4.0)
< (G(2)Y)B > = < P((6(2)Y)B) >
= < P((QG(z)PY)B > (II1.D.2; 4.8)

Nous avons aussi utilisé le fait que, Y étant opérateur du systéme, ¥ = PY.

Nous donnons maintenant une expression perturbative du propagateur @QG(z)P établie dans la partie
IILA:

QG(2)P = Go(2)QLP PG(2)P (I111.D.2;5)

Soit, en utilisant les propriétés des projecteurs:

QG(2)P = Go(2)L1PG(2)P (I11.D.2;6)

L’expression perturbative est obtenue en remplagant le propagateur Go(2) par le propagateur d’évolution
libre Go(2):

QG(2)P = Go(2)L1PG(2)P (I11.D.2;7)

Nous appliquons maintenant cet opérateur & un opérateur Y du systéme non linéaire et nous développons
l’opérateur L; :

QG(2)PY = Go(2)L1PG(2)PY
= Go(2)(Y_ AalXa; PG(2)PY]) (I11.D.2;8)

Nous décomposons pour terminer ’opérateur [X,; PG(2)Y] en opérateurs propres de Ls de fréquence propre
Wyt
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[Xa; PG(2)PY] = Y ([XaiPG(2)PY]), (I11.D.2;9)
n .
En reportant cette expression dans (III.B.2;8), nous obtenons:

QG(2)PY = Go(2)( 3 Aal([Xa; PG(2)PY]),)
ap
= Y (Go(z — wp)Aa)([Xa; PG(2)PY]),u (I11.D.2;10)
ap
Nous obtenons ainsi, sous une premiére forme, la réponse linéaire d’un opérateur Y du systéme aux fluctua-

tions du réservoir. Nous allons maintenant voir comment ceci se traduit sur les corrélations entre le champ
entrant et le systéme non linéaire.

Reportons I’expression (I11.B.2;10) que nous venons d’obtenir dans les fonctions de corrélation (II1.B.2;4)
et utilisons le fait que les expressions obtenoues sont des produits d’un opérateur du réservoir par un opérateur
du systéme non linéaire:

<B(G(2)Y) > =3 < B(Go(z -~ wu)A)([Xa; PG(2)PY ) >
ap

=3 < B(Go(z - wy)4a) >< ([(Xa;PG(2)PY))y >e  (II1.D.2;11.0)

ap
<(GRY)B> =) <(Go(z —wu)Aa)B >< ([Xa; PG(2)PY))y > (II1.D.2.11.)
ap

Ceci nous permet d’obtenir les fonctions de corrélation entre le champ entrant et un opérateur du
systéme non linéaire;:

<APW)Y (W) = —i T < APW)AR(W —wp) > < ([Xa; PGH(w)PY])y >o(I11.D.2;12.0)
ap
<Y(W)AP(W) = =i 3 < AW’ —w,) AP (W) > < [Xa; PG (W)PY])y > (I11.D.2;12.5)
ap

Les termes qui apparaissent sont des produits de fonctions de corrélation du champ entrant par des fonctions
de corrélation atomiques. La fonction de corrélation atomique qui correspond a la réponse au champ Ai®
de Y est le commutateur < [Xo;PGH(w)PY] >et . Nous retrouvons les susceptibilités de la réponse linéaire
que nous avons obtenues dans la seconde partie (équation II.C.2;17).

Nous décomposons maintenant les fonctions de corrélation atomiques sur une base comme précédemment
(II1.C.3;17 4 21)

< [Xa;Pg+(“’)P},] >st = z'a!f’M(“’); < [ei; ex] >st
oy M(w)F(cly — chi) < €1 >
2oy M(w)} (e — cis)ot* (I11.D.2;13)

soit, en reportant cette expression dans les équations (II1.D.2;12):

< AP W)Y (') > = —i < APW)ARW' — wi) > zh Y M(w)¥(Cly — Cl)of* (I11.D.2;14.a)
<Y(W)AP(W) > = —i < AW — w)AP (W) > zhy* M(w)5(Cly — cli)of*  (I11.D.2;14.b)

203



IILE. Discussion des approximations

Nous revenons maintenant sur les approximations que nous avons faites durant toute cette partie lors
des calculs perturbatifs. Ces approximations ont été faites pour établir la matrice R(z) au second ordre, pour
dériver le théoréme de régression quantique et les équations de Langevin et enfin pour établir les résultats de
la réponse linéaire généralisée. Ces approximations apparaissent soit comme une approximation de mémoire
courte (par exemple pour la relaxation) soit comme une approximation de faible bruit (par exemple pour la
réponse linéaire généralisée). Nous allons discuter plus précisément ces approximations et montrer qu’elles
se raménent en fait & une méme hypothése.

Nous montrerons pour terminer que la méthode des projecteurs doit permettre de mener les calculs
perturbatifs 2 des ordres plus élevés en prenant ’exemple de la réponse du systéme aux fluctuations et de
traiter un bruit coloré en prenant ’exemple de R(z).

III.E.1. Les approximations utilisées
IIL.LE.1.a. Introduction

Lors des différentes approximations nous ne nous sommes pas arrétés a un méme ordre: certaines ont
été faites au premier ordre, d’autres au second. Nous allons tout d’abord, en nous intéressant au résultat
final que nous recherchons, justifier ce fait et déterminer 1'ordre auquel il faut mener les calculs pour avoir
un résultat cohérent.

Le résultat final est 'obtention des fonctions de corrélation du champ sortant < A5**(w)Ag**(w') > dont
nous rappelons I’expression:

< APt (W)AH (W) > =< AP W)AF (') >
+ i3 (W) < Xor(w)AP(w') >
+ i) (W) < AP (W)Xp (W) >
- €' W) (") < Xa(w)Xp(w') > (IIL.E.1;1)

ou ’on a noté:

€' (W) = [Aa; (63 (W) ~ G5 (W) Au] (II1.E.1;2)

Nous introduisons maintenant les paramétres correspondant aux amplitudes moyennes des différents
paramétres qui interviennent:

— a est ’amplitude moyenne des fluctuations du champ A'®

— ¢ est le paramétre qui correspond & Go(w)A, c’est & dire a 'effet de ’amplitude de a pendant son
temps de correlation:

a
€= —=ar. (111.E.1;3)

We
ol w, est la fréquence caractéristique d’évolution des fluctuations c’est-a-dire 'inverse du temps de corrélation

Te
— z est 'amplitude moyenne d’un opérateur du dipole X,.

Avec ces notations, I'ordre de grandeur d’une susceptibilité £2'(w) est ac. Les taux de relaxation du systéme
non linéaire sont d’ordre z2ae. Ces taux de relaxation donnent la fréquence caractéristique d’évolution d’un
opérateur X, ; l'ordre de grandeur d’une fonction de corrélation < X,(w)Xg(w’) > est donc ;‘5—:—¢ = L.

Nous réécrivons maintenant ’expression (III.E.1;1) d’une fonction de corrélation du champ sortant en isolant
les termes d’ordre zéro (on les met entre crochet pour les repérer):
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[< A (w) A (') >] _ [< Ain(w)Alf (') >]

ac ae€

+ i [5_—:;(6“’)] < Xor(W) AP (W) >

.4 ' .
+i [%Z] < AP Xp(w') >

a’ 8’ w!
- [Ea (w)] [fﬁa(c )] [ae<Xa(w)Xp(w') >] (III.E.1;4)

ac

L’ordre le plus bas des corrélations champ entrant-systéme est donné par la réponse linéaire

< Xar(W)AP (W) > ~ < APW)AF(W') >< [Xp; Xor (W)] >
N [< A;“(w)A};‘(w’) >
ac

] f[ae < [Xp; Xoar(w)] >) (II1.E.1;5)

L’ordre le plus bas est I'ordre zéro. Nous constatons donc qu’il suffit de considérer la réponse linéaire du
systéme non linéaire pour avoir un résultat cohérent pour les fluctuations du champ sortant.

Ainsi, en considérant a et ¢ comme petits paramétres, la fonction de corrélation sortante est d’ordre
deux mais il suffit pour 'obtenir de calculer la force de Langevin ou la réponse linéaire généralisée a I’ordre
un.

IIL.E.1.b. Récapitulatif des approximations
Aprés cette présentation, nous allons détailler chacune des approximations que nous avons faites en
précisant ’ordre auquel nous 1’avons faite et en vérifiant sa cohérence avec les autres approximations.

Pour préciser la discussion, nous faisons auparavant un calcul qui donne une expression exacte de Gg(2)
en fonction de Go(z). Nous rappelons que

QLo = LoQ (II1.E 1;6)
Nous [’utilisons dans le calcul qui suit:
1
QGo(2)Q = @ 7-0C0 Q

1 1

= QT (Z—Eo)'z_—QC'éQ
1 1 1

=@ {z—[,o + z—Lq (QLQ — Lo) z- QCQ} Q
= Q {Go(2) + Go(2)L1Ge(2)}Q (I11.E.1;7)

Nous pouvons maintenant revenir sur chaque approximation. Nous donnons dans chque cas une expression
exacte (=) et I’expression approchée (=~).

-i- Calcul de 'R(_z_)_

R(Z) =P L:l GQ(z) C] P
=PL go(z) LiyP+ P L, go(z) L gQ(Z) Ly P (III.E.I;S.G)
~ P Ly Go(z) L1 P (I11.E.1;8.)
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Nous avons conservé un terme d’ordre ae et négligé un terme d’ordre ae?. L'ordre deux est le premier
qui apparait dans le calcul de R(z).

-ii- Théoréme de régression quantique

<G(Yi6(2)Ya > = < PG(2)PYiPG(2)PYz > + < PG(2)QY\G(z)PYz > (III.E.1;9.0)
~ < PG(z)PY1PG(2)PY2 > (I11.E.1;9.b)

Nous avons conservé le terme d’ordre le plus bas et négligé un terme qui est deux ordres plus loin. Dans
I’expression des corrélations sortantes, ce terme d’ordre le plus bas correspond & un terme du méme ordre
que les corrélations entrantes, il est donc suffisant.

-iii- Forces de Langevin

Fy(z) = Go(2) 4L Y
Go(2) L1Y + Go(2) L1 Go(2) Y (I11.E.1;10.a)
Go(z) 1 Y (I111.E.1;10.b)

R

Nous avons conservé un terme d’ordre ¢ et négligé un terme d’ordre ¢2. Nous avons vu que ’ordre un
était suffisant pour obtenir les corrélations du champ sortant.

-iv- Réponse linéaire généralisée

QG(2)P = Go(2)L1P G(2) P
Go(2)C1P G(2)P + Go(2)LrGo ()P G(2) P (I11.E.1;11.0)
~ Go(2)4P G(2) P (II11.E.1;11.b)

La discussion est la méme que pour les forces de Langevin: nous conservons I’ordre un qui est suffisant
et nous négligeons I’ordre deux.

Les approximations que nous avons-faites se résument ainsi toutes a considérer comme petit paramétre
Go(z)L, et & ne le conserver qu’a 'ordre le plus bas o il intervient. Appliqué & un opérateur Y du systéme
non linéaire, ce terme donne:

Go(2)L1Y = Go(z) 2 AalXa;Y] (I11.E.1;12)

Son ordre de grandeur est vr, ou v correspond & I’amplitude moyenne de la force de Langevin a laquelle le
systéme non linéaire est soumis et 7. le temps de corrélation de cette force. ’

Dans le cas ol le spectre de ces fluctuations n’est pas plat, il est possible de faire une estimation plus
fine de ce paramétre en décomposant [X,,Y] sur une base d’opérateurs propres de Ls :

Go(2)C1Y = zhy cf;erGo(w — wi)Aa (I11.E.1;13)
Nous avons alors autant de paramétre que de fréquences propres wi de Ls qui sont viT.x. Ils correspondent

a la composante de la force de Langevin située autour de la fréquence wy. Dans le cas ou le systéme non
linéaire est un systéme a deux niveaux, cette approximation correspond & I’approximation du bruit tricolore.
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III.LE.2. Au-dela de 'ordre deux

L’approche que nous avons utilisée lors de cette étude permettrait manifestement de poursuivre les
développements perturbatifs & des ordres plus élevés. Le principe de ces développements perturbatifs est
Pitération de la transformation suivante:

1 1 1 1
z—A ~ z-B + z—B(B_A) z—A

(II.E.2;1)

ol A et B sont deux opérateurs agissant sur 'espace de Liouville. Si ;25 (B — A) est considéré comme un
petit parameétre, 1’ordre zéro est:

1 1

o~ II1.E.2;2
z—A z—-B (1L.E%2)

Pour obtenir les ordres suivants, on itére ’expression (IILE.2;1):

1 1 1 1 1 1 1 .
7-A —7°B + z_B\B—A)—z_B + z-B(B_A)z—-B(B—A)z—A (I11.E.1;3)
et on obtient & I’'ordre un:
1 1 1 1

T4 "B + z-—-B(B_A);—_B- (I111.E.2;4)

Cette méthode permet dans chaque cas de se ramener & des calculs faisant intervenir comme seule résolvante
celle qui correspond a une évolution libre.
Nous donnons un exemple d’utilisation de cette méthode pour le calcul de la réponse du systéme a

Pordre suivant la réponse linéaire. Il s’agit de calculer @QG(2)PY ou Y est un opérateur du systéme non
linéaire:

QG(2)PY = Go(2)L1PG(2)PY

Go(2)LAPG(2)PY + Go(2) L£1Go(2)L1PG(2)PY (II1.E.2;5)

soit, en allant un ordre aprés la réponse linéaire:

QG()PY = Go(z)LrPG()PY + Go(2)L1Go(2)LrPG(z)PY (II1.E.2%;6)

Le second terme est celui que nous cherchons, un calcul long mais direct permet d’en obtenir une expression
explicite par l'utilisation d’une base de ’espace de Liouville du systéme non linéaire.
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