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RESUME

Les techniques de refroidissement d’atomes par laser dans les mélasses optiques con-
duisent a des “températures” minimales de quelques microkelvins. Dans ce régime ultra-
froid, le mouvement des atomes n’est plus descriptible en termes d’une force de friction
visqueuse et d’une diffusion en impulsion. Pour obtenir les limites du refroidissement, nous
avons donc développé de nouvelles approches, dont la plus fructueuse traite quantiquement
le mouvement atomique dans le potentiel créé par la lumiére. Les mélasses sont étudiées
pour les deux configurations laser modeéles a une dimension, 04 — o et Oz — Qy. Les
atomes ont alors une impulsion quadratique moyenne minimale d’environ 6hk, ou hk est

la quantité de mouvement d’un photon laser.

ABSTRACT

Laser cooling can lead to extremely low kinetic “temperatures”, in the microkelvin
range. In this coldest regime, one can no longer describe the atomic motion in terms of a
damping force linear with velocity and a momentum diffusion coefficient. New approaches
are described in the present work. The most fruitful one is based on a quantum treatment
of atomic motion in the optical wells created by the laser light. In the case of 1.D molasses,
the two laser configurations o4 — o_ and Oz — Oy are investigated. The minimum r.m.s.

atomic momenta are found to be of the order of 6 single-photon momenta.
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INTRODUCTION GENERALE

En 1988, les premiéres mesures précises [1-6] de la vitesse des atomes dans les “mé-
lasses optiques” ont montré que les techniques de refroidissement d’atomes libres par laser
permettaient d’atteindre des températures beaucoup plus basses que celles qui étaient
prévues [7-12]. Les “mélasses” les plus froides réalisées actuellement correspondent a des
températures de ’ordre du microkelvin [13] ; ce sont les températures cinétiques les plus
basses qui aient jamais été observées, ce qui offre la perspective d’applications promet-
teuses, comme la réalisation d’horloges atomiques plus précises [105,106]). L’objectif du
présent travail est d’essayer de rendre compte quantitativement de tels résultats expéri-
mentaux, au moyen de modeles simples a une dimension. Dans cette introduction, nous
rappelons d’abord, en un bref historique, les différentes étapes qui ont marqué le développe-
ment du refroidissement d’atomes par laser [109]. Nous soulignons ensuite les insuffisances
des traitements théoriques qui existaient au commencement de notre travail de recherche,
et nous donnons un apercu des différentes voies que nous avons explorées pour tenter de

remédier a ces insuffisances. Nous présentons enfin 1’organisation générale de ce mémoire.

Un bref historique

Dans la proposition initiale de Hansch et Schawlow [7], et dans les modéles qui ont
suivi et prévalu jusqu'en 1988, le mécanisme physique mis en jeu dans le refroidissement
radiatif a faible intensité laser est simplement l'effet Doppler. Les atomes sont considérés
comme des systémes a deux niveaux, sans structure dans I’état fondamental. Quand la

pulsation laser wy est choisie inférieure & la pulsation de résonance atomique w4 :

6=wL—wA<0 (1)

I’atome absorbe préférentiellement des photons laser d’impulsion %k opposée a sa vitesse,
de fagon que k- v soit négatif. En effet, ces photons ont pour ’atome une fréquence appa-

rente, décalée par effet Doppler, plus proche de résonance que celle des photons d’impulsion
—hk (voir fig. 1).

Lorsque la masse M de 'atome est assez élevée ou, ce qui revient au méme, lorsque

1



k —ky,

2 W O <N

W WL

o) VW= (O WU

Fig. 1 : Dans le cadre du refroidissement Doppler, les ondes laser dans le référentiel
du laboratoire (a) et telles qu’elles sont vues dans son référentiel propre par un atome
de vitesse v (b).

la largeur naturelle I' de I’état excité est assez grande :

MT > hk? (2)

hypothése que nous supposons réalisée dans toute la suite [14], on montre que la descrip-
tion du refroidissement Doppler présente beaucoup d’analogies avec celle du mouvement
brownien. L’effet de la lumiere sur le mouvement des atomes apparait en effet comme
équivalent a celui d’une force aléatoire, dont la moyenne est une force de friction linéaire
en vitesse, de la forme F = —av, et dont les fluctuations, dues au caractére aléatoire des
processus d’émission spontanée, sont responsables d’une diffusion en impulsion des atomes
caractérisée par le coefficient de diffusion D. Les équations sur lesquelles repose une telle
description sont obtenues par élimination adiabatique de ’état atomique interne au profit
des variables dites externes qui décrivent le mouvement du centre de masse de ’atome.
Ceci est légitime si le temps de relaxation Tj,, des variables internes est court devant le
temps de relaxation T4 de la vitesse atomique. Rappelons les ordres de grandeur de ces

différentes échelles de temps dans ce modéle d’atomes a deux niveaux :

1
Tni = g (32)



Text = (3b)

M M
o hk2s

Dans (3a), Tin: n’est autre que la durée de vie radiative de ’état excité. Dans (3b), nous
avons introduit s, parameétre de saturation de la transition atomique par le laser. Comme
nous sommes 3 faible intensité lumineuse (s < 1), on constate que la condition d’élimi-
nation de I’état interne T}, < Texe est en fait toujours remplie, dés que I'inégalité (2) est
vérifiée. La température optimale prédite par ce modéle de refroidissement Doppler vaut

alors :

1

kg (ID)opy = 5AT (4)

Elle est atteinte pour un désaccord entre la pulsation laser et la pulsation atomique
d=wp —wy =-T/2.

Dans la quasi-totalité des expériences réalisées, les hypothéses (1) et (2) sont rem-
plies. Aussi la surprise fut-elle grande quand les premiéres mesures précises mirent en
évidence des températures plus basses de plusieurs ordres de grandeur que les prédictions

(4) ! Qui plus est, on trouva que les mélasses optiques les plus froides étaient obtenues a
grand désaccord (|6] > T') au lieu de § = —-TI'/2.

Les premiéres explications des températures observées ne tardérent pas [2,3,15,16].
Elles reposent sur la structure en sous-niveaux Zeeman de 1'état fondamental, et sur la
dépendance spatiale de la polarisation du champ électrique laser. La dynamique atomique
interne est alors beaucoup plus riche que dans le modéle de ’atome & deux niveaux : les di-
vers sous-niveaux subissent des déplacements lumineux différents, d’ordre de grandeur hés,
et sont couplés entre eux par des processus de pompage optique, avec des taux typiques
de 'ordre de I's. Deux mécanismes distincts de refroidissement ont été identifiés dans des
modéeles & une dimension [16]. Le premier intervient par exemple en polarisations linéaires
croisées. Dans cette configuration laser, les déplacements lumineux dépendent de la posi-
tion ; ils ont, sur le mouvement des atomes, l’effet de potentiels périodiques, fonctions de
I’état atomique interne, et dont la modulation spatiale est de ’ordre de grandeur de hés.
Le refroidissement repose alors sur l'effet “Sisyphe”, analogue & celui déja étudié pour un
atome a deux niveaux [72] ou & plusieurs sous-niveaux [108] dans une onde stationnaire
tres intense : les corrélations existant entre les modulations spatiales des déplacements lu-
mineux et les modulations spatiales des taux de pompage optique sont telles que ’atome

en mouvement monte plus de collines qu’il n’en descend dans son diagramme d’énergie.
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Le second mécanisme de refroidissement se manifeste en polarisations circulaires o4 et
o, configuration laser dans laquelle ni les déplacements lumineux ni les taux de pompage
ne dépendent de la position. Ce mécanisme repose simplement sur un déséquilibre entre
les pressions de radiation de chaque onde ; ce déséquilibre, nul pour un atome au repos,
atteint sa valeur maximale a des vitesses atomiques beaucoup plus faibles que dans le cas

du refroidissement Doppler (kv ~ és au lieu de kv ~ §).

Pour ’étude de ces deux mécanismes de refroidissement, ’approche de type “mou-
vement brownien” précédemment évoquée peut étre utilisée lorsque Tipy < Text [17]. Sous
cette condition, on peut procéder a nouveau a une élimination adiabatique des variables
internes au profit des variables externes décrivant le mouvement du centre de masse. Ce-
pendant, des différences notables apparaissent par rapport a la théorie du refroidissement
Doppler d’atomes a deux niveaux. En effet, le temps de relaxation des variables internes

Tin: correspond maintenant & un temps de pompage optique :

T ~ = (5)
et peut étre spectaculairement allongé par rapport & celui donné en (3a), lorsqu’on est a
faible saturation de la transition par le laser. Le “retard” avec lequel les variables internes
suivent les variations du champ laser vu par I'atome en mouvement est alors beaucoup
plus important. Ceci entraine une augmentation de la force de friction aux faibles vitesses
et rend les nouveaux mécanismes de refroidissement beaucoup plus efficaces que le refroi-
dissement Doppler. Il s’ensuit un raccourcissement du temps de relaxation associé aux

variables externes, qui devient indépendant de l’intensité lumineuse et qui s’écrit :

(6)

\ ) 6
a un facteur fonction de T Pres. Les températures prédites pour les deux nouveaux mé-
canismes de refroidissement envisagés a une dimension correspondent finalement & une

énergie cinétique moyenne de ’ordre de grandeur des déplacements lumineux :

kgT ~ —hés (7)

lorsqu’on est & grand désaccord (|§] > T). Elles sont donc proportionnelles & 'intensité lu-
mineuse des ondes laser, ce qui est qualitativement conforme aux mesures expérimentales

pour des intensités pas trop faibles et constitue en soi un beau succés de ce modéle.
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Les insuffisances des traitements antérieurs

En dépit de cette réussite, les premiéres théories simples des nouveaux mécanismes de
refroidissement précédemment évoquées ne permettent pas de déterminer la température
la plus basse accessible. La relation (7) donne certes 'impression que 'on peut obtenir
des mélasses optiques aussi froides que 'on veut en diminuant suffisamment l'intensité
lumineuse. N’oublions pas cependant que cette relation a été obtenue sous I’hypothese
Tint K Teyt. Or, le temps de relaxation des variables internes (5) devient tres long lorsque
Pintensité diminue, alors que le temps de relaxation des variables externes (6) ne varie
pas ; ces dépendances en le parametre de saturation s des diverses échelles de temps,
tres différentes de celles rencontrées dans le refroidissement Doppler, rendent I’hypothese

Tine < Texy irréaliste et donc le résultat (7) incorrect a trés basse intensité.

Les résultats expérimentaux [4,13] confirment l’analyse sommaire que nous venons
d’effectuer : ils mettent en évidence & trés faible intensité un comportement de la tempé-
rature réellement différent de (7). On observe ainsi que la température diminue jusqu’a
un optimum puis se met a augmenter, lorsqu’on abaisse 'intensité. Les températures op-

timales obtenues correspondent toutes & des énergies cinétiques de 'ordre de quelques

(hk)?

énergies de recul , pour des atomes aussi différents que le césium, le sodium ou le

rubidium.

Le point tres positif a retenir de ces considérations est que la recherche de la tempéra-
ture optimale pose un nouveau probléme théorique fort intéressant, celui de la description
du refroidissement par laser lorsque les variables atomiques internes varient plus lentement

que la vitesse des atomes !

Mentionnons enfin une autre insuffisance des descriptions théoriques existantes : elles
prétent peu d’attention a la distribution spatiale des atomes dans les mélasses optiques.
Or, le mécanisme de refroidissement par effet Sisyphe conduit nécessairement a une ac-
cumulation des atomes au voisinage des minima des déplacements lumineux, puisque les
températures prévues (7) sont de I’ordre de grandeur de ces déplacements lumineux. La
localisation des atomes & l’échelle de la longueur d’onde optique qui en résulte semble
d’ailleurs avoir été mise en évidence expérimentalement [18,86]. Aussi nous a-t-il semblé

important d’étudier plus en détail ces caractéristiques spatiales de I’effet Sisyphe.



Les diverses voies que nous avons explorées

Un premier moyen d’étude, précis et général, du refroidissement des atomes par
laser consiste a décrire quantiquement tous les degrés de liberté atomiques, aussi bien in-
ternes qu’externes, et a résoudre numériquement les équations d’évolution qui en résultent.
L’avantage de ce traitement numérique brutal est d’identifier le régime le plus intéressant
pour le refroidissement. Nous avons pu ainsi prévoir que les distributions en impulsion les
plus froides sont obtenues a faible saturation de la transition par le laser. Nous avons éga-
lement montré qu’a valeur fixée des déplacements lumineux (és = cte), les températures

sont les plus basses & || > T, ce qui ne peut étre déduit de (7).

L’identification ainsi faite du régime optimal pour le refroidissement permet alors
d’effectuer d’importantes simplifications sur les équations d’évolution entiérement quan-
tiques de la matrice densité atomique. Tout d’abord, la faiblesse du parametre de satura-
tion permet une élimination adiabatique de I'état excité, ce qui conduit a des équations
d’évolution portant seulement sur la matrice densité atomique dans I’état fondamental. La
structure de ces équations fait apparaitre deux types de termes : d’une part, des termes

d’évolution hamiltonienne, le hamiltonien H correspondant étant la somme de 1’énergie
2

cinétique des atomes —— et d’un potentiel de couplage atome-laser, que nous appellerons
“réactif”car a l'origine des déplacements lumineux hés ; d’autre part, des termes de re-
laxation, que nous appellerons “dissipatifs” et qui décrivent les transferts par pompage
optique d'un sous-niveau a l'autre avec des taux I's. Une autre simplification importante
des équations intervient a la limite |§] > I' suggérée par I’approche numérique. Les termes
hamiltoniens sont alors prépondérants devant les termes dissipatifs, et ces derniers peuvent

étre traités perturbativement.

Nous sommes parvenus ainsi a un nouveau traitement simplifié mais entiérement
quantique du refroidissement d’atomes neutres par laser [19]. L’idée est de décrire d’abord
de facon exacte 'influence de la partie réactive du rayonnement 4 la fois sur 1'état interne
et le mouvement du centre de masse des atomes. Pour cela, on diagonalise le hamiltonien H
contenant 1’énergie cinétique et les déplacements lumineux, ce qui revient a introduire la
base de ses états propres |E,) . Il est ensuite facile, dans cette base, de prendre en compte
de fagon perturbative la partie dissipative du couplage atome-rayonnement, en évaluant
les taux des transitions qu’elle permet entre les différents états |E,) et |E,) . L’évolution
des populations II, des niveaux |E,) est alors régie par de simples équations de taux,
que ’on résout dans 1’état stationnaire. Cette démarche fournit une nouvelle image du

refroidissement, analogue dans le cas de I'effet Sisyphe a celle que ’on donne pour les ions
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piégés [8,20-24], et qui a ’avantage d’en contenir 'optimum.
Nous effectuons également une étude du mouvement atomique dans la limite “semi-

classique”, c’est-a-dire quand la longueur de cohérence spatiale des atomes A§ ~ h/Ap

est petite devant la longueur d’onde optique A:

kAE ~ LI (8)
Ap

Sous cette condition, qui est en fait assez bien satisfaite méme pour les situations de
mélasses les plus froides, on peut faire un développement jusqu’au second ordre en puis-
sances de hkd, des équations donnant 1’évolution entiérement quantique de la matrice
densité atomique en point de vue de Wigner W(z,p,t). On obtient alors un ensemble
d’équations aux dérivées partielles couplées entre les différents W;;(z,p,t), éléments de
matrice de W(z,p,t) entre deux états internes ¢ et j. On est ensuite confronté au pro-
bléeme de I’élimination de 1’état interne : il s’agit de réduire cet ensemble d’équations a
une seule, portant sur f(z,p,t) = Trin[W(2,p,t)], quasi-probabilité de trouver ’atome au
point z avec I'impulsion p indépendamment de son état interne. Dans le cas ol Tiny < Text,
comme nous l’avons déja mentionné, il est bien connu que ’on peut obtenir une équation
de Fokker-Planck pour f(z,p). C’est ce que nous appelons “approche semi-classique tradi-
tionnelle”. Notre apport a ce probléme a été de montrer que ’on peut également obtenir
une équation réduite en dehors de ’hypothése Tiny < Ty ; le prix a payer dans ce cas est
I'abandon de la simplicité de ’équation de Fokker-Planck, avec ou bien l'introduction de
nouvelles variables lentes autres que z et p, ou bien ’apparition dans ’équation réduite

de termes non locaux en z et p.

Organisation générale de notre mémoire

Au chapitre I est effectuée une description essentiellement qualitative des nouveaux
mécanismes de refroidissement pour les deux configurations laser envisagées ici : les confi-
gurations a polarisations linéaires Oz — Oy au §1 (refroidissement par effet Sisyphe) et a
polarisations circulaires o4+ —o_ au §2. L’approche semi-classique traditionnelle, en termes
de coefficient de friction a et de coefficient de diffusion en impulsion D, est rappelée. Ses
conditions de validité et ses prédictions sont énoncées, ses limites et ses insuffisances sont
soulignées. On trouvera également, dans les §1le et §2e, une présentation rapide de I’en-
semble de notre travail, avec ’exposé des méthodes nouvelles employées et des résultats

obtenus pour chacune des deux configurations laser.

Le chapitre II est consacré aux équations quantiques fondamentales et a quelques
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résultats généraux que 'on peut déduire de leur limite semi-classique. Nous rappelons au
§1 la forme des équations de Bloch optiques sur la matrice densité atomique lorsque le
mouvement du centre de masse est quantifié, et nous précisons leur condition de validité.
Est effectuée ensuite la réduction des équations quantiques dans 1’état fondamental pour
une configuration laser arbitraire, ce qui est une approximation légitime lorsqu’on se limite
a de faibles saturations (s < 1) et que 'on considére seulement des atomes de faible vi-
tesse (kv <« T'). Au §2, nous présentons la forme semi-classique des équations quantiques.
Une exploitation simple en est 1’étude des changements d’impulsion d’un atome de vitesse
v supposée pratiquement constante mais arbitraire, ce qui conduit & des expressions ex-
plicites pour la force moyenne F(z,v) et le coefficient de diffusion en impulsion D(z,v).
Finalement, nous formulons ’approche semi-classique traditionnelle comme un développe-
ment au second ordre de I'état stationnaire des équations quantiques en fonction d’un petit
parametre € que nous précisons. Une telle formulation raméne le calcul de la distribution
stationnaire f(z,p) a 'ordre 0 en € a une simple quadrature, avec prise en compte de la

dépendance spatiale des coefficients de friction a(z) et de diffusion D(z).

Les deux derniers chapitres exploitent les propriétés de symétrie de deux configura-
tions laser particuliéres. Il nous a semblé en effet plus intéressant d’illustrer les nouvelles
approches théoriques explorées dans ce travail sur des problémes concrets plutét que d’es-

sayer de présenter un traitement général, nécessairement plus abstrait.

La configuration laser 04 — o_ est analysée dans le chapitre III. Le §1 précise la
propriété particuliére de cette configuration (la redistribution cohérente de photons est
limitée entre les deux ondes) et I’exploite sous la forme d’une transformation unitaire. La
simplification des équations quantiques qui en résulte permet leur résolution numérique
au §2, sur la transition j; =1 — j, = 2 ; la part est faite entre les contributions du re-
froidissement Doppler et a nouveaux mécanismes, et ’on trouve que ’optimum absolu sur
I’énergie cinétique moyenne est atteint & faible saturation et lorsque |§| > I". Nous cher-
chons a retrouver les résultats quantiques au §3 par une approche semi-classique : aprés
étude des propriétés de la force moyenne F(v) et de la diffusion D(v), ces quantités sont
intégrées comme coefficients d’une équation de Fokker-Planck, dont la forme précise, ren-
due non évidente par la dépendance en vitesse de D, est soigneusement établie. L’examen
des conditions de validité de I'’équation de Fokker-Planck montre son incapacité & prédire
loptimum du refroidissement pour des transitions & moment cinétique élevé, car celui-ci
se trouve alors dans un régime de marche au hasard en p & grands pas. Nous mettons donc

en ceuvre, dans le §4, une méthode de réduction des équations quantiques dans la limite



|6| > T, valable pour un moment cinétique arbitraire, et qui traite perturbativement la

partie dissipative du couplage atome-rayonnement.

Le dernier chapitre IV étudie la configuration laser Oz — Oy, qui donne naissance a du

refroidissement par effet Sisyphe : les déplacements lumineux sont modulés spatialement,

avec une période —. Les atomes sont susceptibles d’osciller dans les puits de potentiel
correspondants, avec une pulsation Qosc, avant de changer de sous-niveau interne au bout
d’un temps typique de pompage optique 7,. On trouve au §1, par une résolution numérique
des équations quantiques, que les distributions en impulsion les plus froides sont obtenues
dans le régime Qosc7p > 1. On peut certes étudier ce régime, qui est a 'extréme opposé
du domaine habituel Tin, < Text, €n décrivant classiquement le mouvement des atomes ;
nous présentons ainsi, au §2 et sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, une méthode
originale de réduction des équations semi-classiques, lorsque Qosc7p > 1, ce qui conduit a
des résultats analytiques simples. Cependant, la description quantique de ce nouveau ré-
gime, au §3, nous semble particulierement fascinante, car elle suggere que la quantification
du mouvement des atomes serait observable dans les mélasses optiques. L’idée est d’'in-
troduire les états propres du hamiltonien H qui décrit le mouvement des atomes dans les
puits de potentiel lumineux. On trouve que le spectre de H est constitué d’une alternance
de bandes d’énergie permises et interdites, ce qui est typique des potentiels périodiques.

Les bandes d’énergie fondamentales sont bien résolues lorsque Qo5 Tp > 1, puisque leur

séparation en énergie hdosc est beaucoup plus grande que leur “largeur” radiative g
Dans ce cas limite, dit séculaire, I’évolution des populations des divers niveaux qqantiqu’és
peut étre décrite seulement par des équations de taux. Nous donnons ainsi une nouvelle
image de 'effet Sisyphe, qui est I’accumulation de l’essentiel des atomes dans les bandes
d’énergie les plus profondes. Nous en déduisons avec précision les distributions en position
et en impulsion des atomes sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2. Afin de prouver la

généralité de cette méthode, nous 'appliquons aussi a la transition j, =1 — j. = 2.

Concluons par quelques considérations d’ordre pratique. Afin de faciliter et d’alléger
la lecture du présent mémoire, nous avons reporté en appendice ’exposé de nombreux
points techniques et de quelques-unes de nos publications. Par ailleurs, les chapitres III
et IV peuvent étre lus de fagon indépendante, et ils n’utilisent chacun que les résultats
essentiels du chapitre II, auxquels il est fait référence de fagon précise aux endroits néces-

saires.



CHAPITRE 1

VUE D’ENSEMBLE SUR LES NOUVEAUX MECANISMES
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INTRODUCTION DU CHAPITRE 1

Cette premiére partie est consacrée a une présentation générale des nouveaux méca-
nismes de refroidissement dans des mélasses optiques & une dimension, formées par deux

ondes laser se propageant en sens contraire et de polarisations orthogonales.

Pour cela, il convient tout d’abord de rappeler les résultats essentiels qui étaient
établis au moment ol nous avons commencé notre travail [15,16]). Deux mécanismes de
refroidissement avaient été identifiés. Dans le premier (§1), mis en évidence en polarisa-
tions linéaires croisées, la modulation spatiale des déplacements lumineux des sous-niveaux
atomiques et la dépendance spatiale des taux de pompage optique entre ces sous-niveaux
sont corrélées de facon telle qu'un atome en mouvement est contraint & monter plus de
collines de potentiel qu’il n’en descend dans son diagramme d’énergie ; c’est ce que l’on a
appelé I'“effet Sisyphe”, par allusion & la mythologie grecque ; le second mécanisme de re-
froidissement (§2), présent en polarisations circulaires o — o _, consiste en un déséquilibre
entre les pressions de radiation de chaque onde d’une trés grande sensibilité a la vitesse

atomique.

Nous décrivons aussi en détail de maniére plus quantitative les résultats obtenus dans
I’étude de ces configurations par nos prédécesseurs, et nous précisons quelques notions trés
utiles pour la suite. Nous qualifions ainsi ’approche qu'’ils ont utilisée de “semi-classique
traditionnelle”. Semi-classique, parce qu’elle suppose que la longueur de cohérence spatiale
des atomes reste petite devant la longueur d’onde optique A. Traditionnelle, parce qu’elle
élimine ’état atomique interne sous I’hypothése que la position z et la vitesse v des atomes
changent trés peu pendant le temps de relaxation T},, des variables internes, donc sous la
condition “habituelle” Tip, < Text (ol Tex: est le temps typique d’évolution des variables
externes). Cette hypothése conduit & une description du mouvement atomique en termes
d’une équation de Fokker-Planck avec une force de friction linéaire en vitesse. Une telle
description permet de rendre compte du comportement des mélasses a faible désaccord
en fréquence entre atome et laser ou a relativement grande intensité, mais elle ne fournit
pas 'optimum en température. Les raisons de cette insuffisance sont analysées pour les
deux mécanismes de refroidissement. Dans le cas de l’effet Sisyphe, nous montrons que
Pexistence d’un temps externe trés court associé a 'oscillation des atomes au fond des
puits de potentiel rend la condition Tjp < Texe trop contraignante. Dans la configuration
o4+ — o_, les déplacements lumineux ne dépendent pas de la position et le probleme pré-

cédent disparait ; c’est alors I'exigence d’une dépendance linéaire en vitesse de la force de
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friction qui est trop restrictive.

Nous terminons cette premiére partie par une description bréve, mais complete, des
méthodes nouvelles que nous avons dii mettre en ceuvre pour obtenir I’'optimum du refroi-
dissement. Nous exposons tout d’abord une extension des méthodes semi-classiques a un
régime sinon complémentaire de celui de ’approche semi-classique traditionnelle (régime
Tint > Texy au §le), du moins défini par des hypothéses beaucoup moins contraignantes
(calcul d’une force de friction F(v) et d’un coefficient de diffusion en impulsion D(v) pour
une vitesse atomique arbitraire, au §2e). Nous exposons également des méthodes décrivant
quantiquement le mouvement des atomes. Ces méthodes se placent dans la limite “sécu-
laire”, qui permet de traiter perturbativement la partie dissipative du couplage atome-
rayonnement et qui contient dans tous les cas (§1le et §2¢) les distributions en impulsion

les plus froides.
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1 - REFROIDISSEMENT PAR EFFET SISYPHE A BASSE INTENSITE
a) Description du modéle

(i) Configuration laser

Dans la situation la plus simple, qui est celle que nous avons étudiée, le champ laser
est obtenu par superposition de deux ondes progressives selon Oz, de méme intensité, de
vecteurs d’onde opposés ke, et — ke, et polarisées linéairement selon Oz et Oy respec-
tivement. L’amplitude du champ électrique total en z est donnée, pour un choix de phase

approprié, par :

E(z,t) = EM(2) emirt 4 £0)(2) iwrt (Il1a — 1a)
ED(2)=&, [ezeikz—ieye_ikz] (I1a — 1b)

Introduisons la base des polarisations circulaires, o4 et o_, selon Oz :

1 .
uy = ——=[e; +2ey]
1\/5 ' (Ila — 2)
u_ = — [e;—tey]

V2

L’amplitude du champ de fréquence positive, £! (+)(z), se développe ainsi sur cette base :

ED(z) = P (2)uy + £ (2)u_ (Ila — 3a)

S_(++)(z) = —v/2Episin kz
avec (Ila — 3b)
5(_+)(z) = V2& cos kz

Avec le choix de phase précédent, le champ électrique est donc polarisé o_ en z =

0 A A..,04€nz A 34 5 linéairement sel ! (ez—ey)en A 53 9
s =y Aeees ==, —, —.., nt selon — (e, — z==, —, —...
2 + 21’4 et seon Tz Ty 8 8’8
elliptiquement pour une position z quelconque (cf. fig. I-1). Notons que I'intensité moyenne

,et

totale ne dépend pas de la position, car les deux ondes progressives superposées ont des
polarisations orthogonales.
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Fig. I-1 : Champ électrique dans la configuration Oz — Oy.

(ii) Transition atomique

Nous avons choisi également la transition atomique de type j — j+1 la plus simple
possible donnant naissance aux nouveaux mécanismes, soit j = 1/2. Les atomes, dans ce
modele, posseédent donc deux sous-niveaux dans ’état fondamental ; nous les choisissons
de moment cinétique mh bien défini selon Oz, soit |m = +1/2) et |m = —1/2).

Les amplitudes de transition par absorption d’un photon laser dépendent de la pola-
risation du photon absorbé (o4 ou o_) et de I’état atomique initial dans I’état fondamental
(m = £1/2). Cette dépendance est prise en compte par les coefficients de Clebsch-Gordan
représentés sur la fig. I-2. Ces amplitudes d’absorption sont de plus proportionnelles a
I’amplitude du champ laser g+)

+/-
laire électrique de ’atome. Pour caractériser ce couplage entre I’atome et la lumiére laser,

(z) selon o /_ au point considéré et au moment dipo-

nous introduisons la pulsation de Rabi §2 par onde progressive, définie par :

_2d&

Q= h

(TMla - 4)

Ainsi, par exemple, 'amplitude de transition de I’état fondamental |g + 1/2) vers 'état

excité e — 1/2) vaut au point z : —d - % . 8(_+)(z) = ﬁQ coskz.
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Fig. I-2 : Transition atomique 1/2 — 3/2 et coefficients de Clebsch-Gordan.

b) Dynamique atomique dans ’état fondamental

(i) Simplification & la limite des faibles intensités

Nous envisageons ici seulement le cas ol les atomes passent en moyenne trés peu de
temps dans I’état excité. Ceci s’exprime numériquement par la petitesse du parametre de

saturation sy de la transition par le laser :

92

- 2 —

Dans cette expression définissant sg, 6 = w; — w4 est le désaccord entre la pulsation laser
wy et la pulsation propre w4 de la transition atomique. I' désigne le taux de désexcitation
par émission spontanée ; c’est donc également la largeur naturelle de ’état excité. Rap-
pelons que ce parametre sg, lorsqu’il est faible, donne 1’ordre de grandeur (c’est-a-dire a un

facteur numérique preés) de la fraction d’atomes dans 1’état excité en régime stationnaire.

La dynamique atomique interne peut alors étre ramenée dans ’état fondamental,
d’autant plus facilement que la faiblesse de la vitesse atomique (k|v] < T') nous per-
met de négliger le déplacement du centre de masse atomique pendant le temps que passe
latome dans I'état excité [16]). Cette dynamique dans I’état fondamental est constituée de

la succession de cycles absorption d’un photon laser-émission stimulée dans un mode laser
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et absorption d’un photon laser-émission spontanée dans un mode initialement vide du
champ.

Les premiers cycles contribuent & la partie dite réactive du couplage de I’atome au
champ : les niveaux atomiques voient leur énergie modifiée par le laser, ces changements
d’énergie constituant les déplacements lumineux. Les seconds cycles donnent une durée de
vie finie aux niveaux fondamentaux ; ils contribuent a la partie dissipative du couplage
atome-champ. Les transitions réelles, avec émission de photons de fluorescence, qu'ils per-
mettent entre les niveaux, sont appelées processus de pompage optique, processus dont le

caractére aléatoire joue un role important dans la suite.

(ii) Déplacements lumineux

Comme le champ électrique laser ne comporte aucune composante de polarisation
selon Oz, il modifie le moment cinétique atomique interne de £# a 'issue d’une interaction,
de 0 ou £24 a l'issue de deux interactions, etc. Il ne couple donc dans 1'état fondamen-
tal que des sous-niveaux dont la différence des nombres quantiques m est paire. Dans le
cas de la transition 1/2 — 3/2 étudiée ici, les sous-niveaux m = +1/2 et m = —1/2
ne sont pas couplés entre eux par des processus absorption-émission stimulée. Les états
correspondants, |+ 1/2) et | — 1/2), sont donc des états propres du potentiel de couplage
atome-laser, et 'on note E; et E_, les énergies pfopres (déplacements lumineux) asso-
ciées (*) . Les grandeurs E, et E_ se déduisent aisément des composantes du champ laser
selon o4 et o_. Comme le processus stimulé suivant I’absorption d’un photon o4 (ou o_)
consiste nécessairement en ’émission d’un photon de méme polarisation o4 (ou o_), il

suffit d’additionner indépendamment les déplacements lumineux induits par 8_(:) et 5(_+),
proportionnels a ‘Ef,_+)}2 et ‘Ef:*')r , avec des facteurs d’intensité donnés par le carré des
amplitudes de la fig. I-2.

Le point crucial est alors que ces déplacements lumineux dépendent de la posi-
tion de 'atome selon l'axe Oz. Par exemple, en z = 0, la lumiére laser est purement

o_ : elle agit sur le niveau m = —1/2 avec une amplitude /3 fois plus grande (donc

avec une intensité 3 fois plus grande) que sur le niveau m = +1/2. On doit donc avoir

E (z=0)=3E4(2=0). Enz = e la situation est inversée : la lumiére est purement

(*) Nous utilisons E4 plutét que la notation plus correcte E, /2 afin d’alléger Décri-
ture. Cette simplification est effectuée également dans la suite sur les populations des

sous-niveaux et les taux de pompage entre sous-niveaux.
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A .
o4+ et 'on attend Eg (2) = 3E_ (-2) . Finalement, en z = 3 ou la lumiére est po-

larisée linéairement, donc comporte la méme teneur en o4 et o_, les deux déplacements
lumineux doivent coincider. Notons bien que cette variation spatiale des déplacements lu-
mineux n’'est pas due & une modulation spatiale de l'intensité lumineuse (I'intensité, ici,
est la méme en tout point) mais bien & une variation spatiale de la polarisation du champ

électrique laser et a la grande sensibilité de ’atome envers la nature de cette polarisation.

Un calcul simple de E,(z) et E_(z) donne les résultats suivants, qui vérifient effec-

tivement les contraintes énoncées en z = 0, 3 et 1°
3 2
E+(Z) = —EUO + U() cos® kz
3 (I1b - 2)
E_(Z) = —§U0 + Up sin® kz
Up est la profondeur des puits correspondant 4 E4(z) et E_(2) :
2
Uo = —§h630 (Ilb - 3)

Une démonstration de ces résultats est exposée dans le chapitre IV. Nous allons voir que le
refroidissement Sisyphe dans 1’état fondamental n’est présent que si Uy > 0, ce qui impose
le choix du désaccord négatif (wp < wy)-

(iii) Pompage optique

Les processus de pompage les plus intéressants sont ceux qui changent ’état ato-
mique interne. Celui permettant la transition de m = —1/2 vers m = +1/2, par exemple,
correspond a l’absorption d’un photon laser polarisé o, et & ’émission d’un photon de
fluorescence 7 (polarisé linéairement selon Oz). Il est caractérisé par le taux de pompage
~——+ proportionnel au carré de I’amplitude du champ laser selon o, et au carré du coeffi-
cient de Clebsch-Gordan de la transition 7. Nous obtenons ainsi les expressions suivantes,

en accord avec 'approche systématique du chapitre IV :

V—ay(2) = gl’so sin? kz
9 (Ilb - 4)
V4——(2) = 51"50 cos® kz
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Nous constatons effectivement que le taux de transition y—_4(z) de m = —-1/2 a

m = +1/2 est maximal lorsque z = = (la lumiére laser est purement o), alors qu'il
s’annule en z = 0 (point ou le champ laser est purement o_), ces conclusions étant inver-
sées pour Y4 (2).

D’autre part, il ne faut pas omettre les processus de pompage optique qui laissent
I’état atomique interne inchangé. Ils correspondent a ’absorption d’un photon laser o,
ou o_ et a ’émission d’un photon de fluorescence de méme polarisation. Le taux de ces
processus & partir d’un sous-niveau interne donné ne s’annule jamais : quelle que soit la
position atomique z selon Oz, il n’existe pas d’état interne fondamental non couplé au
rayonnement, comme ce serait le cas pour une transition 1/2 — 1/2 par exemple. Nous
verrons que ces processus jouent un réle important aux points ou y4—.—(2) ou y——4(2)

s’annulent.

Pour étudier de maniére plus quantitative le pompage optique, nous décrivons P’état
atomique interne par 'opérateur densité o restreint dans I’état fondamental. Dans la base
lm = £1/2), les éléments de matrice diagonaux de o constituent les populations I, et
II_ des sous-niveaux m = +1/2 et m = —1/2, et les éléments non diagonaux constituent
les cohérences entre ces sous-niveaux. Comme nous ’avons déja dit & propos des déplace-
ments lumineux, la lumieére laser, n’ayant nulle part de composante de polarisation selon
Oz, ne peut pas, en ’absence de processus d’émission spontanée, coupler les sous-niveaux
m = £1/2 entre eux. La prise en compte des processus d’émission spontanée fait certes
apparailtre des transferts par pompage optique entre m = +1/2, mais ceux-ci correspon-
dent, dans I’évolution de o, & une alimentation des populations par les seules populations
et a une alimentation des cohérences par les seules cohérences. Les équations de Bloch
optiques donnant ’évolution temporelle de o prennent donc la forme simple suivante pour

les populations :

d
T+ = == (AL () + 7=+ (2)I-(2)
(Ilb — 5)
dg - _4g
dt —~ dt T

Quant aux cohérences, elles relaxent vers 0 puisqu’elles ne sont pas alimentées par les

populations.

Pour donner aux équations de Bloch optiques une tournure plus suggestive, éliminons

II_(t) au profit de II;(t) et vice versa en utilisant la conservation de la population to-
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tale II.(t) + II-(¢) = 1. Nous faisons apparaitre ainsi la somme des taux de pompage

Yo (2) + 7-=4(2) = §I‘so(c052 kz + sin? kz). Cette somme qui, remarquablement, ne
1 AY

dépend pas de la position de 'atome, est identifiée comme étant — ou 7, est ce que nous

-
P
appelons le temps de pompage optique :

gf‘sorp =1 (I1b — 6)

Les équations de Bloch optiques prennent finalement la forme suivante :

%H,L(t) = —Ti (IL4+(¢) - I3 (2))
; ’ (Ilb — 7a)
aH_(t) = - (II-(t) — 1%(z))
H’_‘:(z) =sin’kz
avec (I1b — 7b)

I1°(2) = cos? kz

Les grandeurs II¥(z), fonctions seulement de la position z, représentent 1’état stationnaire
interne d'un atome maintenu immobile en z, l’écart a cet état stationnaire décroissant
avec le temps en e~/ s, T, s'impose donc comme le temps de relaxation typique des va-
riables atomiques internes. Notons que !’état stationnaire obtenu est fortement modulé

spatialement, ce qui joue un réle important que nous explicitons au §1d.

c¢) Dynamique atomique externe. Mécanismes de refroidissement pour une
énergie initiale au-dessus des puits de potentiel

Montrons maintenant comment les déplacements lumineux et les processus de pom-

page optique controlent la dynamique externe de I’atome.

(i) Probléme physique équivalent

Nous décrivons le mouvement du centre de masse atomique par I’évolution de sa
position z(t) et de sa vitesse v(t) en fonction du temps. Dans ce point de vue classique,
I’atome est soumis a une force aléatoire de la part de la lumiére, force dont les fluctuations
proviennent du caractere non déterministe de I’émission spontanée et sont responsables

d’un chauffage que nous discutons plus loin. La vitesse atomique est gouvernée par la
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force radiative subie par ’atome : cette force dépend de ’état atomique interne et I'on

peut montrer qu’elle est la somme de deux contributions [25-27,56).

La premiére contribution, dite réactive, est donnée simplement par 'opposé du gra-
dient spatial du potentiel décrivant la partie réactive du couplage atome-champ. Nous

avons vu que ce potentiel est diagonal dans la base | £ 1/2) et que ses énergies propres

dE
sont les déplacements lumineux E4(z). Cette force, appelée stimulée, vaut donc — dz+ (2)
(ou— ddE— (z)) pour un atome dans I’état interne |+1/2) (ou | —1/2)). Sa valeur moyenne
2

d ’, ’ e ’
est la moyenne des deux forces précédentes —— E(z) pondérées par les probabilités d’oc-

cupation II; des deux sous-niveaux +1/2.

La seconde contribution a la force, dite dissipative, provient des changements moyens
d’impulsion liés aux cycles absorption d’un photon laser-émission spontanée ; elle cor-
respond a la pression de radiation exercée par la lumiére. Il est facile de se convaincre
qu’ici, les pressions de radiation moyennes associées a chaque onde laser se compensent
en fait exactement. Si I’on ne considére que la valeur moyenne des forces radiatives, seule
la premiére contribution intervient donc et conduit a ’expression suivante pour la force

totale moyenne subie par I'atome :

(F(2)) = — |IL4(2)

S (a(0) + () S (2(1)) (e — 1)

Les pressions de radiation n’influent donc sur le mouvement de I’atome que par leurs
fluctuations ; nous les négligeons dans un premier temps, pour ne retenir que la premiére
contribution aux forces radiatives subies par ’atome, qui est celle des gradients de dé-
placements lumineux. Notre probléme est alors équivalent a I’étude du mouvement d’une
particule se déplagant dans un bipotentiel (E4(2), E_(z)) et effectuant des sauts aléatoires

d’un potentiel a 'autre avec des taux v4_,_(z) et y—_.4(2). Entre deux sauts, I’énergie mé-
1
2

. i 1 , 1
un mouvement oscillatoire pour E < —-Uj et un mouvement non borné pour E > —-2—Uo.

canique E = = Mv? + E;(z) associée au potentiel suivi reste constante, la particule ayant

Cette alternative introduit, comme échelle de vitesse importante, vo telle que :
Mvg = Uo (I].C - 2)

La suite va montrer I'importance d'une autre échelle en vitesse, v,, telle Qqu’un atome dont

la vitesse serait maintenue constante et égale a v, se déplace de o pendant le temps
s
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moyen nécessaire pour que l’atome change de sous-niveau dans l’état fondamental. Ce

temps moyen est estimé par la moyenne spatiale uniforme du taux de pompage d’un sous-
niveau vers 'autre ; il vaut 27, puisque (y-—~4(2)) = (14--(2)) = 51"30. Nous posons
alors par définition :

kve = %Fso (Ile — 3)

Les deux situations vy >> v, et vg € v. peuvent étre rencontrées physiquement, et le

rapport sans dimension 2 va jouer un grand role dans la suite (voir (I1d - 6b) et (I1d -
vC
3)).

(ii) Perte moyvenne d’énergie potentielle par effet Sisyphe pour un atome d’énergie
initiale élevée

Nous allons examiner ici le cas d’une particule suffisamment rapide pour que sa

vitesse v vérifie la double contrainte :

[v] > vo (Ilc — 4a)
lv| > v (Ilc — 4b)
ou les vitesses vy et v, sont définies selon (Ilc - 2) et (Ilc - 3). La premiére condition rend

tres faible la modulation de la vitesse v avec la position. Comme de plus |v]| > v., 'atome

parcourt plusieurs longueurs d’onde avant d’étre pompé dans ’autre niveau ; si I’atome est

initialement dans I'état | — 1/2), ce pompage se produit avec le taux maximal aux points
A 3X 5A . . . .
z= T Ces points correspondent aussi aux sommets des collines du potentiel

E_(z), pour le choix Uy > 0 donc é§ < 0. Ainsi (voir fig. I-3), les processus de pompage
optique font le plus probablement sauter I’atome du haut d’une colline de potentiel dans
le fond d’une vallée, ce qui est a l'origine de ’appellation “Sisyphe quantique” et cons-
titue I’essentiel du mécanisme de refroidissement. Nous supposons pour l'instant que la
transition +1/2 «— —1/2 se fait sans changement de vitesse atomique ; nous considérons
seulement la variation moyenne d’énergie potentielle lors d’un saut, obtenue, puisque nous

sommes dans le régime |v| > vp, par pondération spatiale uniforme, ce qui conduit a :

(AU,o1) = (1=—+(2) (E+(2) = E_(2))) _ —%Uo <0 (Il — 5)

{(Y-—+(2))
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Fig. I-3 : Mouvement typique d’un atome dans la configuration Sisyphe. E désigne
Pénergie mécanique %Mv2 + E4(2).

Notons bien que cette diminution moyenne de 1’énergie totale de ’atome survenue a l'is-
sue d’un cycle de fluorescence, entraine une augmentation moyenne de ’énergie du champ
quantique, égale au surcroit d’énergie du photon de fluorescence émis par rapport au
photon laser absorbé. La dissipation d’énergie dans le refroidissement Sisyphe est donc

assurée par des processus de diffusion Raman anti-Stokes.

Nous avons ajouté, a la contrainte %Mv2 > Uy, '’hypothese |v] > v.. Or, il est
possible que I'atome ait une vitesse v trés inférieure a la vitesse critique v., tout en gar-
dant une énergie cinétique bien supérieure a la profondeur des puits (cas v < |v| < v.).
L’'image précédente du refroidissement ne convient alors plus, 'atome pouvant effectuer
plusieurs transitions internes +1/2 «— —1/2 avant d’avoir parcouru une longueur d’onde.
Ce régime, au cours duquel I’état atomique interne varie beaucoup plus rapidement que
la vitesse du centre de masse, fait I'objet du traitement bien connu, que nous appelons
approche semi-classique traditionnelle, et dont nous exposons les prédictions quantitatives

au §1d. Nous n’en parlons pas pour l'instant.

Terminons cette section consacrée & la dynamique des atomes ayant une énergie ciné-
tique tres supérieure a Uy, par une discussion des phénomenes de chauffage, dont I’existence

impose un seuil de fonctionnement pour le refroidissement Sisyphe.
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(i11) Gain moven d’énergie cinétique di au recul des photons émis et absorbés

Précédemment, nous avons en effet négligé completement les fluctuations tempo-
relles des forces subies par ’atome de la part de la lumiere, pour ne raisonner que sur
la force moyenne. Examinons maintenant au cours d’un cycle absorption d’un photon
laser-émission spontanée, la variation de la quantité de mouvement de 'atome. D’une
part, le photon laser absorbé, que 'on choisit par exemple polarisé o4, a une impulsion
+hke, ou —hke, selon qu’il vient de I'onde polarisée selon Oz ou Oy, ce qui constitue une
premieére source de fluctuations. Le photon de fluorescence émis, d’autre part, a une impul-
sion de direction aléatoire. Le changement d’impulsion a l'issue du cycle, nul en moyenne
comme nous ’avons dit, est donc responsable d’une diffusion en impulsion de I’atome, qui
existe que ’atome change de niveau interne ou non. Cette diffusion se traduit par un taux
moyen d’augmentation de 1’énergie cinétique atomique %M v? de 'ordre d’une énergie de

(hk)?

recul Ep = saf P cycle, ce qui agit sur I’énergie E a contresens de la diminution

moyenne d’énergie potentielle permise par les transitions +1/2 «— —1/2. Rappelons que,

par définition, la valeur précise de ce taux moyen est I ou D est appelé coefficient de

diffusion en impulsion.

Indiquons rapidement comment prendre en compte quantitativement les changements
d’énergie cinétique atomique intervenant dans le chauffage [28]. Supposons que ’atome ait
accompli N cycles de fluorescence. Il s’agit d’abord de déterminer, pour chaque compo-
sante de polarisation suivant Oz, 04, o et m, le nombre moyen de photons de fluorescence
émis. En utilisant I’expression des composantes du champ laser selon o et o_ et en in-
troduisant les facteurs d’intensité donnés par les carrés des coefficients de la fig. I-2, nous
obtenons, pour un atome dans 1’état | + 1/2) et parcourant plusieurs arches de potentiel
pendant le temps de pompage 7, les taux moyens pour les cycles (04,04 ) (absorption d’un
photon laser polarisé o et émission d’un photon de fluorescence polarisé o), (6—,0_)
et (o_,m), soit I'sy <sin2 kz), I'sg (cos? kz) - % et 'sg (cos? kz) - g

D’une part, on en déduit par addition le nombre moyen de cycles de fluorescence par

unité de temps :

d(N) _ 2
_dt_ = §F80 (I].C - 6)

D’autre part, sur 6 photons de fluorescence, en moyenne 5 sont o4 ou o_ (il n’y a alors

pas changement de I’état atomique interne a ’issue du cycle), alors qu’un seul est polarisé
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. . 1 . 'z

7 (il y a alors diminution en moyenne de !’énergie potentielle de —_-Up, puisque 'état
interne a changé a l'issue d’un tel cycle). Si hk, désigne I'impulsion selon Oz du photon de
fluorescence, I'impulsion de I’atome selon Oz passe aprés émission spontanée de p a p—hk;.

La variation moyenne d’énergie cinétique selon Oz vaut alors pour ’atome :

Le terme en hk,p a une moyenne nulle, puisque I’émission spontanée se produit avec la
méme probabilité selon 2 directions opposées. L’émission spontanée a de plus un dia-

. s 2 s
gramme de rayonnement dipolaire, ce qui conduit a <(hk,)2> = 5( hk)? pour une émission

1 s . \
o4 ou o, et <(hk3)2> = g(hk)2 pour une émission 7 (voir II§lc). Apres N cycles de
fluorescence, la variation moyenne d’énergie cinétique atomique associée 4 I’émission de

photons de fluorescence est donc donnée par :

5

((AE),pont) = NER [6' + ]= U NEr (Ilc — 8)

30

| =
Ol

ot

Le dernier effet & prendre en compte est le gain moyen d’énergie cinétique pour
I’atome, dd a ’absorption de photons laser au début de chaque cycle de fluorescence. En
effet, apres N cycles, N, photons ont disparu de l'onde laser progressive polarisée selon
Oz, et Ny, = N — N, photons ont disparu de l’onde laser progressive polarisée selon Oy.
La variation moyenne d’impulsion atomique correspondante, soit (Ap) = (N, — N,) kk,
qui correspond a la pression de radiation moyenne exercée par les faisceaux laser, est
nulle, comme nous 'avons déja signalé ({N;) = (N,)). L’accés a sa variance, qui nous
intéresse ici, nécessite la connaissance de ( (N, — Ny)2 . Nous allons faire I’hypothese,
raisonnable a faible saturation de la transition et & vitesse atomique élevée, qu’il n’y a pas
de corrélation entre les impulsions des photons laser absorbés. Cette hypothése conduit
a <(N, - Ny)2> = (N; + Ny) = N, de sorte que le gain moyen d’énergie cinétique di 3
I’absorption de N photons laser vaut :

<(AEC)absorption> = NEpg (Ilc - 9)
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Si I’on utilise le fait qu’un cycle de fluorescence sur 6 entraine une transition +1/2 «—

1
—1/2, ce qui diminue en moyenne ’énergie potentielle de -3 Uy, nous obtenons finalement

la variation moyenne d’énergie totale de 'atome apres N cycles :

(AE) = N [é (—%Uo) + %ER + E’R] (Ilc — 10)

(iv) Existence d’un seuil pour le refroidissement

La prise en compte du détail des processus intervenant dans le chauffage conduit
1
2
de variation de 1’énergie mécanique, dont I’expression est déduite de (Ilc - 6) et (I1c - 10) :

donc, pour un atome trés rapide ( Mv: > U, jv|> vc) , a la vitesse moyenne globale

dE) 1 1 _
42D te L omd] e = )

Al 1 ’
ou f est un pur nombre (,B = —5—> , dépendant, comme nous 1’avons vu, de la propor-

tion de photons de fluorescence polarisés o4, o— ou 7 et de leur impulsion quadratique
moyenne selon Oz, en unité de hk. Nous arrivons ainsi, par des arguments élémentaires,
a la conclusion fondamentale suivante : le refroidissement Sisyphe, contrairement au re-

froidissement Doppler, est a seuil, il n’est efficace (c’est-a-dire qu’il diminue en moyenne

I’énergie des atomes) que pour une valeur assez grande de E_O (Uo > 2BER).
R

Signalons que 'on peut donner une formulation plus précise a cette condition : le
refroidissement Sisyphe conduit a des distributions atomiques stationnaires en vitesse nor-
malisables seulement si Uy > 28FERg, et d’énergie moyenne finie seulement si Uy > 68ER.

Nous renvoyons au chapitre IV pour cette discussion plus compleéte.

d) L’approche semi-classique traditionnelle. Rappel de ses résultats et démons-
tration de ses insuffisances

(1) Ce en quoi consiste I'approche semi-classique traditionnelle

Nous présentons ici les résultats de I’approche semi-classique traditionnelle. Semi-

classique signifie que cette approche traite classiquement le mouvement du centre de masse
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atomique et quantifie seulement 1’état atomique interne. Elle suppose donc que, dans son
interaction avec la lumiére laser, le centre de masse de I’atome peut étre considéré comme
localisé. Ceci est légitime tant que la longueur de cohérence spatiale A¢ associée a la
description quantique de 1’état du centre de masse est suffisamment faible devant la lon-
gueur d’onde optique A. La contrainte kA{ < 1 conduit, via la relation de dispersion de

Heisenberg, a la condition suivante sur la dispersion Ap de I'impulsion atomique totale :

Ap > hk (I1d — 1)

Un tel traitement semi-classique ne peut pas rendre compte de distributions atomiques en

impulsion présentant des variations notables sur une échelle de hk.

Considérons alors un grand nombre d’atomes soumis au refroidissement Sisyphe.
Cette assemblée est décrite semi-classiquement par une distribution dans ’espace des po-
sitions et des vitesses que nous notons II4(z,v,t) ou II_(2,v,t) selon 1’état atomique in-
terne. Nous admettons que ces distributions vont évoluer vers un état stationnaire unique,
indépendant donc de I’état initial de la collection d’atomes(*). L’objectif est de calculer ces
distributions stationnaires et de déterminer les paramétres du laser (désaccord § et pulsa-
tion de Rabi §2 ou, ce qui est plus commode, é et profondeur des puits Up) conduisant aux
distributions en vitesse les plus “froides”, selon des critéres que nous préciserons plus tard.
Pour simplifier le probléeme, on se place de plus dans la situation limite ou ’état atomique
interne atteint un régime forcé avant que la vitesse atomique n’ait eu le temps de changer
significativement sous 'effet des forces radiatives. Cette condition, qui s’exprime par 'iné-
galité Ty < Tex¢ entre les temps typiques de variation des variables internes (soit Tjpn.)
et externes (soit Ty ), constitue le fondement de I’approche semi-classique traditionnelle.
Elle permet en effet d’éliminer les degrés de liberté atomiques internes en les asservissant
au mouvement du centre de masse atomique. Cette élimination, qualifiée d’adiabatique,
conduit a I’étude, plus simple, du mouvement de particules sans structure interne, dont la

distribution dans l’espace des position-vitesse est II(z,v,t) = H4(z,v,t) + I_(z,v,t).

(*) L’aspect spatial rend en fait problématique l'atteinte de ’état stationnaire. Nous
contournons la difficulté en considérant la position z modulo A, ce qui autorise a se limiter

a des distributions périodiques en z.
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(i) Comparaison des temps interne et externes. Les divers régimes

Il s’agit d’abord de déterminer a quelle condition ’élimination des variables internes
est possible. Ces variables ont clairement une durée typique d’évolution Tip, = 7p, o 7 €st
le temps de pompage optique donné par (I1b - 6). Le temps Teyx: le plus court d’évolution

de la vitesse atomique est par contre plus délicat a caractériser.

Reprenons d’abord la discussion qualitative du §1c. Nous avons montré que les atomes
dont la vitesse v vérifie la double condition (Ilc -4a) et (Ilc - 4b) ont une vitesse de va-
riation de leur énergie donnée en moyenne par (Ilc - 11), ce qui conduit & une variation
relative d’énergie trés faible pendant T;,,, d’aprés (I1c - 4a). L’approche semi-classique tra-
ditionnelle est donc toujours justifiée pour de tels atomes. Néanmoins, lorsqu’on se place
nettement au-dessus du seuil du refroidissement Sisyphe, nous verrons que ces atomes
sont fortement minoritaires dans I’état stationnaire, et qu’ils ne jouent donc pas de role

important dans la présente discussion.

Examinons maintenant le cas, majoritaire, des atomes dont I’énergie cinétique viole
I'une des deux conditions (Ilc - 4a) ou (Ilc - 4b). La premiére condition (Ilc - 4a) n’est pas
respectée par les atomes se trouvant au fond des puits de potentiel ; il est alors pertinent
d’introduire comme échelle de temps externe la période d’oscillation des atomes dans la

partie harmonique des potentiels E4(z), période associée a la pulsation Qosc :

2k2U,
M

Qosc = (Ild - 2)
La vitesse atomique varie plus rapidement que 1’état interne si les atomes ont le temps de
décrire ne serait-ce que le quart d’une oscillation compléte entre deux cycles de pompage
optique £1/2 «— F1/2. Cette simple considération sur la dynamique des atomes a l'inté-
rieur des puits conduit donc a la condition nécessaire suivante d’application de ’approche

semi-classique traditionnelle :

QoscTp K 1 (I1d - 3)

Quant a la deuxiéme condition (Ilc - 4b), elle n’est pas respectée par les atomes de vitesse
v inférieure a la vitesse critique v.. Comme il est établi dans [16], ces atomes subissent,
dans le régime de I’approche semi-classique traditionnelle, une force de friction linéaire en

vitesse, F' = —aw, caractérisée par le coefficient de friction a :
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a= —3hk2% (Ild — 4)

« s N . . . )
Il est associé a cette force de friction un second temps externe, qui est le temps d’amor-
tissement de la vitesse, Ty;m. Par conséquent, une autre condition nécessaire pour utiliser

l’approche semi-classique traditionnelle est :

& Tom =2 (11d - 5)
(a4

Un calcul simple montre alors, ce qui est remarquable, que la condition (I1d - 3) implique
(I1d - 5) en fait, en vertu des identités :

8l [Ex

= Ild — 6
QoscTp =6 TV, (I a)
1
Uo 2 Vo
QoscTp <2Mvg ) %0, (I11d )
QarT, 1
ﬂ[p = § (QoscTP)2 (Ild - 6C)

Nous retenons donc (Ild - 3) comme condition nécessaire d’application de 'approche
semi-classique traditionnelle. Remarquons, en pratique, que, d’aprés (I1d - 6a), cette ap-
proche étudie, dans le cas du refroidissement Sisyphe au-dessus du seuil, la limite des puits

[U
profonds ( E—O > 1) a désaccord fixé, et que la condition Qos.7p < 1 apporte, en vertu
R

de (I1d - 6b), la simplification |v| < v, si 'on admet que la plupart des atomes ont une

énergie cinétique inférieure a Uy dans 1’état stationnaire.

(1ii) Rappel succint des résultats de 'approche semi-classique traditionnelle

Indiquons maintenant comment mener cette approche semi-classique traditionnelle.
La relation Tiny < Text permet de considérer que la vitesse atomique reste constante pen-
dant la durée d’établissement du régime interne forcé, régime noté Hi(z,v), qui est la
solution périodique des équations de Bloch optiques (I1b - 5) écrites pour un atome de
vitesse v imposée (2(t) = z¢ + vt). La connaissance de ce régime forcé permet d’éliminer

I’état interne au profit de ’état externe donc de se ramener 4 ’étude du mouvement d’une
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particule sans structure interne. Comme nous ’avons signalé précédemment, il suffit de

. . v . s . .
mener les calculs jusqu’au premier ordre en —, ce qui conduit a ’expression suivante :
Ve

f st dITg
I} (2,v) = D% (2) —vrp p (2) (Ild — 7)

Lorsqu’on reporte (I1d - 7) dans ’expression (Ilc - 1) de la force moyenne, on arrive a la

dépendance en position et en vitesse de cette force :

F(z,v)= —diU(z) — 2asin?(2kz)v (I1d — 8a)
z
U(z) = % sin?(2kz) (I1d — 8b)

U(z) représente le potentiel effectif dont dérive la force moyenne subie par un atome au
repos. Quant au coefficient de friction a, il vaut (I1d - 4). Notons que la moyenne spatiale
uniforme de F(z,v) donne une force de friction pure —av. Par ailleurs, on trouvera une
étude du comportement de F(z,v) pour une vitesse arbitraire dans [16], et le lien entre le

calcul de F(z,v) et des considérations d’optique non linéaire est exposé dans [64-66).

Il reste & prendre en compte les fluctuations de la force instantanée subie par les

atomes. Ces fluctuations ont deux origines distinctes.

La premiere correspond aux processus de chauffage évoqués au §lc, dus au caractere
aléatoire des changements de I'impulsion atomique & l'issue d’un cycle de fluorescence.
Elle est décrite par un coefficient de diffusion en impulsion, que nous appelons D;, qu’il

suffit de prendre ici & vitesse nulle, et que ’on peut décomposer ainsi :
D1(z) = Dyps(2) + Dspont(z) (I1d — 9a)

Dan(2) = %(hk)'*'l‘so [1 + sin? 2kz]
avec ) 7 (Ild - 9b)
Dspont(z) = 3(hk)2F30 [1 - ﬁ sin2 2k2]

Dypont correspond aux fluctuations de I'impulsion emportée par les photons de fluores-
cence. Il peut s’obtenir comme au §lc, a partir des taux moyens d’émission spontanée

de photons polarisés o4+, - ou 7 et des impulsions quadratiques moyennes selon Oz de
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ces photons de fluorescence, compte tenu de I’état stationnaire interne d’un atome au
repos. D,ps décrit les fluctuations de I'impulsion des photons laser absorbés par I'atome.
Le calcul correspondant effectué au §lc, a partir de <(Nz - Ny)2> en supposant que ces
variables étaient poissoniennes, ne s’applique plus au cas présent, de faible vitesse, comme
le prouve par exemple la forte dépendance spatiale de I’état atomique interne (I1b - 7b).
Nous obtenons heuristiquement D,ps(2) en considérant les transitions |¢g m) «—— |e m£1)
de notre systéme 1/2 — 3/2 comme une superposition d’atomes a deux niveaux, pour
lesquels le résultat est bien connu. Nous ajoutons ainsi indépendamment ’effet des compo-
santes o4 et o— du champ laser, comme on peut le faire dans le calcul des déplacements
lumineux du §1b, ce qui est justifié par I’absence de processus stimulé couplant ces deux
composantes. Le résultat obtenu pour D, coincide avec les calculs plus rigoureux de la

procédure générale exposée dans le chapitre II.

La deuxieme source de chauffage est mise en évidence par 1’élimination des degrés

de liberté internes. A chaque changement de niveau interne, la force —a—in(z) change de
signe. Cette source de fluctuations est prise en compte automatiquement lorsqu’on garde
II4 et II_ dans les équations d’évolution, puisque le signe £(¢) de la force est parfaitement
corrélé avec le signe de m = +£1/2. Il n’en va plus de méme lorsque toute référence a I’état
interne est supprimée. Le coefficient de diffusion en impulsion a vitesse nulle correspon-
dant, que nous appelons D,(z), est obtenu, comme en théorie classique du mouvement

brownien [29], par la fonction d’autocorrélation temporelle de la force aléatoire :

2 p400 ———— _2
Ds(2) = (-%) /0 dr [6(t)e(t—r) — &(t) (Ild — 10a)

2
Da(z) = 2(hk)?Ts, (%) sin? 2kz (Ild — 10b)

Le calcul détaillé de D;(z), effectué dans [16], conduit au résultat (I1d - 10b) annoncé.
Notons simplement que I'intégrale dans (I1d - 10a) est d’ordre de grandeur du temps de
corrélation de ¢(t), ce qui est clairement 7,,.

Comparons maintenant I'importance relative de D; et D,. Les processus correspon-
dant a D, sont responsables, en dehors des puits, de ’existence d’un seuil pour ——0-, comme

Egr

nous ’avons vu au §lc. Ils paraissent, pour des atomes immobiles, au premier abord né-

gligeables devant la diffusion décrite par D, dans les situations de grand désaccord en

, : y AN
fréquence entre atome et laser (|§] > T'), puisque D, bénéficie du facteur (f) . En
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fait, D; ne s’annule en aucun point contrairement a D, : D; joue donc un role essentiel
tout au fond des puits. Le chauffage que décrit D, limite I’accumulation des atomes aux
minima de E4(z), la ou les taux de pompage v+—5(2) et la force —EE:E(Z) s’annulent.
L’omission de ce chauffage conduirait a des distributions beaucoup trop froides et trop

modulées spatialement.

Dans ’état stationnaire, II(z,v) est donné, comme dans la théorie standard du mou-

vement brownien [29], par ’équation de Fokker-Planck :

v0,1I(z,v) = —0,[F(z,v)I(z,v)] + D(z, 0)6§H(z, v) (Iid — 11)

le premier terme décrivant l’effet sur II du vol libre des particules a la vitesse v. Cette
équation de Fokker-Planck fait apparaitre clairement les temps d’évolution typiques de
la vitesse atomique dans le régime semi-classique traditionnel. Le premier est associé au
mouvement des atomes dans le potentiel effectif U(z) de (I1d - 8b) ; nous le caractérisons
par la pulsation d’oscillation dans la partie harmonique de U(z), qui coincide avec celle (cf.
(I1d - 2)) des potentiels E4(z), ce qui montre que la condition de validité (I1d - 3) est aussi
suffisante. Le second temps externe T, décrit 'amortissement de la vitesse sous ’effet
de la force de friction contenue dans F'(z,v). Nous ’avons déja introduit dans (I1d - 5).
Le dernier temps Tyig décrit la diffusion en impulsion des atomes ; nous le caractérisons
par le taux d’accroissement relatif d’énergie cinétique pour un atome d’énergie cinétique
de l'ordre de Uj, ce qui est justifié par le résultat (I1d - 13). En nous limitant (c’est
important pour ’évaluation de Ty;f) aux situations pour lesquelles |§] > T, nous obtenons

finalement :

QoscT‘am ~ Qoschiﬁ' ~

>1 (Ild - 12)
oscTp
Ces relations sont en accord avec les considérations générales du I1§2c et montrent que le
mouvement des particules régi par (I1d - 11) est sous-amorti, ce qui permet de résoudre
I’équation de Fokker-Planck de fagon approchée [30,31].
Les résultats de 'approche semi-classique traditionnelle sont alors les suivants (voir le
chapitre IV). A la limite des puits Uy trés profonds, ’énergie cinétique moyenne des atomes

dans I’état stationnaire devient proportionnelle & Uy, avec un coefficient de proportionna-

lité qui dépend seulement (et faiblement) de (%)
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P 2 5)

PN~ Uy g(8/T) = —Zhéseg (= Id - 13
<2A4>UMER-+m 0 9(6/T) = -3 S°g<r ( )

2

2M
limite des puits profonds. Ajoutons que les distributions en vitesse obtenues ne sont pas

Remarquons en particulier que ne dépend plus de la masse M des atomes a la

rigoureusement gaussiennes. Nous renvoyons au chapitre IV pour une discussion plus ap-

profondie. Nous mettons en garde le lecteur contre les dangers de la notation abusive

2
<§pﬁ7> =Uog (%) . Une telle expression fait penser que I’approche semi-classique tradi-

tionnelle présente un comportement linéaire de 1’énergie cinétique moyenne avec Uy, pour
toutes les valeurs de U, ce qui conduirait, pour des profondeurs de puits de plus en plus
faibles (il suffit de diminuer l'intensité des faisceaux laser), & des distributions de plus en
plus froides, aussi froides que 'on veut. Or, 'approche semi-classique traditionnelle ne

prédit rien de tel puisqu’elle se place dans le cas limite Qs.7, < 1, ce qui correspond, a

’ VRN . . . “ U P .
désaccord fixé, a la limite des puits trés profonds (’ / —E—o— > 1) , €t le résultat ne renseigne
R

(p*)

finalement que sur le comportement asymptotique de i

lorsque Uy devient tres grand.

(iv) Impossibilité de trouver 'optimum & partir d’une telle approche. En quoi est-elle
défaillante ? ’

11 est possible, par des arguments physiques simples, de se faire une idée du compor-
(p*)
e 2M : . . .
cinétique moyenne va finir par augmenter, lorsque Uy devient assez faible : le refroidisse-

(r*)

2M

tement de avec Uy, lorsqu’on diminue Up. Nous savons en particulier que 1’énergie

ment Sisyphe est a seuil, comme I’a montré la discussion du §1c, et diverge lorsque

2

Uy se rapproche de 63ER. Nous en déduisons donc que atteint sa valeur optimale
pour une valeur finie de Uy, comprise entre le seuil et la région du comportement linéaire
donnée par (I1d - 13). Nous attendons d’ailleurs que <p2)% optimum reste supérieur a hk.
En effet, comme nous I’avons déja signalé, dans le refroidissement Sisyphe, un atome donné
décrit en permanence des cycles de fluorescence, avec un taux de 'ordre de =I'sq : ce
refroidissement tombe donc sous le coup d’un argument trés général (voir le II§1 et [32]),
selon lequel les processus d’émission spontanée limitent la cohérence spatiale atomique A¢
a des valeurs petites devant 1/k, ce qui en retour conduit a des distributions en impulsion
d’écart quadratique moyen Ap >> hk. Une telle prédiction ne s’applique pas au schéma

des résonances noires [33-35] dans lequel I’atome peut rester trés longtemps sans émettre
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de photon de fluorescence.

En conclusion, a cette étape de notre démarche, nous considérons comme raisonnable
I’affirmation suivante : ’'approche semi-classique traditionnelle ne donne pas ’optimum du
refroidissement Sisyphe, non pas parce que celui-ci correspond a une distribution en im-
pulsion trop étroite en unités de hk pour étre décrite semi-classiquement, mais parce que
cet optimum se trouve en dehors du régime Qos.7p < 1. Ce serait donc le. mot traditionnel
qu’il faut rejeter ici. Il est en tout cas nécessaire, pour accéder a la limite du refroidisse-
ment Sisyphe, de disposer d’une approche qui n’est plus soumise a la condition Tip, < Text-
Nous nous sommes tourné alors vers I’approche la plus rigoureuse et la plus fiable dans la
recherche des basses températures, qui consiste a traiter quantiquement le mouvement du
centre de masse atomique. Nous donnons une idée de ce traitement au §1le suivant, et nous
estimons qu’il est intéressant d’exposer déja une partie des résultats obtenus, mettant en
lumiere les limitations de I’approche semi-classique traditionnelle. Nous représentons sur la
fig. I-4a le comportement de 1’énergie cinétique moyenne en fonction de Uy en unité d’éner-

gie de recul. Le calcul est effectué & § = —2I', pour un atome ayant la masse du césium
(c’est-a-dire que -]Tt% = 1285), dans I’approximation de faible puissance (s9 < 1) et en né-
gligeant le déplacement du centre de masse pendant le temps que ’atome passe dans I’état
excité (k|v| < T). Les résultats présentés traduisent donc seulement 1’effet des nouveaux
mécanismes, en l’absence de refroidissement Doppler. De plus, le diagramme d’émission
spontanée a été simplifié (voir IV§1). La droite représente la direction asymptotique don-
née par (I1d - 13). Notons que les valeurs du parameétre de saturation correspondant aux
puits les plus profonds sur la fig. I-4a ne justifient plus notre approximation de faible puis-
sance (sp = 0.29 pour Uy = 1000ER). Cette difficulté, qui n’enléve en rien a la fig. I-4a
son role pédagogique, traduit le fait que le domaine dans ’espace des paramétres vérifiant
la double condition 47, < 1 et sp <K 1 est restreint, comme il apparait clairement sur
la fig. I-4b. Nous avons représenté sur cette figure, en diagramme log — log et pour la
masse du césium, les courbes donnant sg = 1, Qosc7p = 1 et le seuil de normalisabilité
correspondant a la véritable distribution d’émission spontanée, pour les distributions en
impulsion obtenues par les seuls nouveaux mécanismes de refroidissement. Dans la suite,
le domaine de validité de I’approche semi-classique traditionnelle est qualifié de régime
“sautant” (les atomes subissent plusieurs transitions +1/2 «—— —1/2 pendant une période
d’oscillation au fond des puits). Le domaine qui échappe a 'approche semi-classique tra-
ditionnelle (25sc7p > 1), et qui contient par ailleurs les distributions en vitesse les plus

froides, est qualifié au contraire de régime “oscillant”.
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Fig. I-4a : Energie cinétique moyenne dans ’état stationnaire en fonction de la profon-
deur des puits Ug. La courbe représente les résultats quantiques, la droite correspond
au comportement asymptotique prévu par I’approche semi-classique traditionnelle

(cf. (I1d - 13)). La masse est celle du césium (%ilcl'; = 1285) et le désaccord vaut
6 = =2I.

Fig. I-4b : Différents régimes du mouvement des atomes dans la configuration Sisyphe,
en fonction du désaccord atome-laser et de la profondeur des puits Ug, pour la masse
du césium. Les tirets correspondent au désaccord § = —2T".

e) Comment aller plus loin et obtenir I’optimum du refroidissement Sisyphe

L’obtention de l'optimum du refroidissement Sisyphe par I’approche quantifiant le
mouvement du centre de masse atomique constitue la contribution originale de notre tra-
vail [19]. Aprés une bréve description de cette approche, nous indiquons quelles sont les
valeurs des parametres qui, d’aprées notre traitement, conduisent aux distributions les plus
froides. Nous expliquons ensuite comment ces équations quantiques, écrites en représenta-
tion de Wigner, permettent de donner un sens précis a la notion d’approche semi-classique.
Nous indiquons la forme des équations semi-classiques portant sur II;(z,p) et II_(z,p) et
nous mentionnons la possibilité de réduire ce systéme & une équation intégro-différentielle
dans la limite Qosc7p > 1 (doﬂc lorsque Tine >> Text).
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(i) Traitement entiérement quantique. Grandes lignes et résultats

Donnons une idée de ce traitement entiérement quantique du refroidissement, ex-
ploité largement dans la suite de ce travail. La matrice densité o, représentant 1’état de
Patome couplé au rayonnement, agit maintenant également sur les degrés de liberté ato-
miques externes. Si l'on choisit comme base de ces états externes les ondes planes |p)
d’impulsion p (selon ’axe de propagation des ondes laser, Oz), o est caractérisé dans
I’état fondamental par tous les éléments de matrice (m, p|o|m’, p') avec m,m’' = £1/2. Le

mouvement libre du centre de masse est pris en compte par le terme d’énergie cinétique
2

oY dans le hamiltonien atomique, ou P désigne ’opérateur quantité de mouvement to-
ikz

tale de ’atome (toujours selon Oz). Les facteurs de phase e*** et e~*¥* intervenant dans le

couplage atome-laser donnent naissance, dans le point de vue entiérement quantique, aux
opérateurs e'*Z et e~**Z ol Z est I'opérateur position du centre de masse atomique selon
Oz. Ces opérateurs translatent en impulsion le centre de masse de hk et —hk respective-
ment ; ils traduisent les changements d’impulsion de ’atome accompagnant ’absorption
ou I’émission d’un photon laser. Le couplage de I’atome avec les modes initialement vides
du rayonnement (processus d’émission spontanée) est responsable de I’évolution non ha-
miltonienne de la matrice densité atomique o, et le changement d’impulsion de ’atome
consécutif a I’émission d’un photon de fluorescence d’impulsion kk, selon Oz est la aussi
pris en compte par |’opérateur de translation en impulsion e~*+Z, Les équations de Bloch
optiques, dites généralisées, qui gouvernent ’évolution temporelle de o, contiennent ainsi
toute la dynamique atomique, aussi bien interne qu’externe. Les processus responsables,
dans I'image semi-classique que nous avons donnée, de la force moyenne subie par ’atome

et des fluctuations de cette force, sont automatiquement pris en compte.

Voyons ensuite ce qu’apporte ce traitement quantique dans le cas du refroidissement
Sisyphe. D’un point de vue quantitatif, nous retenons ici simplement (voir le chapitre IV)

1
qu’il donne trés précisément la valeur minimale de (p2> L

inf <p2>% = 5.5hk (Ile — 1)

obtenue pour une profondeur de puits Uy = 95ER, a la limite d’un désaccord trés grand
entre atome et laser (|6] > I'). Nous constatons que 'optimum se situe dans le régime
QoscTp > 1, qui est I'extréme opposé du régime accessible & 'approche semi-classique
traditionnelle (Qosc7p < 1).
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(ii) Limite Tjny > Text- Quantification du mouvement atomique dans les puits de
potentiel lumineux

Par ailleurs, il faut souligner que ’approche entiérement quantique du refroidissement
apporte également un éclairage physique nouveau au probléme. Dans le régime Qo5 7p > 1,
’atome a le temps d’effectuer au moins une oscillation au fond des puits de potentiel E+(z)
avant d’étre pompé optiquement sur ’autre sous-niveau interne de 1’état fondamental. Il
est donc nécessaire de décrire correctement ce mouvement d’oscillation des atomes dans
les puits. Le traitement quantique prend en compte, naturellement, la quantification de

’énergie associée au hamiltonien externe :

2

Hyre = 4o+ Ba(2) (11e - 2)
Comme le potentiel E+(z) est périodique spatialement, le spectre de Hy,/, est consti-
tué d’une alternance de bandes d’énergies permises et interdites. Le traitement quantique
prévoit que, dans le régime Qqsc7p > 1, la matrice densité atomique stationnaire res-
treinte dans 1’état fondamental, soit o, est essentiellement diagonale dans la base des
états propres du hamiltonien H = E,,=4,/2|m)(m|Hp, oi Hiy /2 est donné par (Ile - 2).
Dans la situation optimale pour le refroidissement (Uy ~ 100ER), seulement six bandes
d’énergie permises se trouvent a I’“intérieur” du puits E4(z) (c’est-a-dire qu’elles ont une
énergie inférieure a — ﬂ), et plus de la moitié des atomes en moyenne se trouvent dans les
deux bandes les plus basses en énergie dans 1’état stationnaire. Ceci suggére que le carac-
tere discret de I’énergie serait observable sur le spectre de fluorescence ou le signal Raman
d’une mélasse optique [18,36]. On attend un spectre de raies centrées en des pulsations
wn nt correspondant a une différence d’énergie entre les états de deux bandes différentes

n et n' (ce qui donne wy, »» ~ Nosc pour les bandes profondes adjacentes) avec une largeur

1
de I'ordre de l'inverse du temps de pompage, soit —. La condition Qosc7p > 1 assure que
Tp

ces raies sont bien séparées <|wn,n:| > — ], ce qui constitue d’ailleurs une interprétation
Y . “, . Tp . ’ . - ~
entierement quantique de cette condition ! De telles considérations ne sont bien sir pas

naturelles dans le traitement semi-classique du refroidissement Sisyphe. Elles le sont par

contre tout a fait dans le cadre du refroidissement des ions piégés ! [8,21,22,24]

On peut se demander si les résultats précédemment donnés sont la preuve que les
états atomiques externes dans les mélasses optiques les plus froides sont essentiellement

quantiques, ce qui interdirait de mettre en place un traitement semi-classique, quel qu’il
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soit, du refroidissement dans le régime oscillant Qosc7p > 1. Nous avons indiqué par (I1d -
1) a quelle condition on pouvait ne pas quantifier le mouvement externe. Cette condition,
qui n’est pas en conflit avec (Ile - 1), est néanmoins seulement qualitative, et il était
difficile de savoir a priori que la limite (Ile - 1) est accessible semi-classiquement, comme

nous allons I’expliquer maintenant.

(iii) Comment obtenir des équations semi-classiques a partir du traitement

entierement quantique

Montrons d’abord comment obtenir, a partir des équations de Bloch optiques gé-
néralisées portant sur o, les équations semi-classiques complétes. Nous voulons dire, en
les qualifiant de completes, que ces équations, contrairement a (Ilb - 5), prennent en
compte aussi les processus de chauffage évoqués au §lc. Ces équations agissent sur les

distributions des atomes dans |’espace des position-impulsion II4(z,p,t), et 'on s’attend
2

a ce qu’elles comportent un terme de type diffusion en Pour les obtenir, écrivons les

II
op?
équations quantiques dans une représentation qui fasse apparaitre 1’équivalent, quantique,
des distributions II4+(z,p,t). La représentation dite de Wigner est, de ce point de vue,
parfaitement adaptée [37] ; nous rappelons ’expression W de la matrice densité o dans

cette représentation :

. “+oo
W(z,p,t) = — dg(p+ 2lolp — 2)et e/t (Ile — 3)
“HPY = o 9+ 5lolp—3)e
—oo

Notons que l'opérateur W{(z,p,t) n’agit plus que sur les degrés de liberté atomiques in-
ternes. Les éléments de matrice diagonaux W,,(z,p,t) dans la base |m = +1/2) don-
nent pour chaque sous-niveau une quasi-distribution de probabilité dont la limite semi-
classique correspond & II,,(z,p,t). Les équations de Bloch optiques généralisées rame-
nées dans I’état fondamental (voir le II§1) et écrites en représentation de Wigner don-
nent I’évolution temporelle de W,,(z,p,t). On constate alors que ces équations couplent
Wm(z,p,t) & Wy (z,p + Bk, t) (action du laser sur 'impulsion de I’atome) et a tous les
W (2,p £ hk + hk,), —hk < hk, < hk (effet d’un cycle absorption d’un photon laser-
émission spontanée d’'un photon d’impulsion hkg selon Oz). Si l'on sait que la condition
(I1d - 1) est remplie, il est légitime de développer ces équations aux différences finies en

puissances de hk :

(hk)?

W(z,p+hk) = W(z,p) + hkOpW(z,p) + “5— G W(z,p) + - -- (Ile — 4)
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On identifie ensuite W,,(z,p) et II,,(z,p), ce qui conduit, & l'ordre 2 inclus en hk, aux

équations suivantes pour Il4(z,p,t) :

(a, + %a, + (-%) a,) Ni(z,p,t) =
Vet ()1 (2, ;1) — Y4—~—-(2)114 (2, p, 1) (Ile — 5)
+05 (D4—t(2)14(2,p,1) + Doy (2)1_(2,p, 1))

L’équation d’évolution correspondante pour II_(z,p,t) se déduit de (Ile - 5) par change-
ment des indices + en leur opposé F. Les termes issus du développement (Ile - 4) a I'ordre

0 en hk correspondent aux équations de Bloch classiques (I1b - 5) écrites pour un atome

de vitesse constante, puisque 0; + —”-a, = 5; pour une particule libre. Les termes obtenus

a l'ordre 1 en hk sont en O,Il,, : ils décrivent l'effet sur le mouvement de 'atome de la

force radiative moyenne qu’il subit, soit ici —— E4(z), puisque les forces de pression de
q Pt puisq

. o d dE
radiation se compensent en moyenne. On retrouve bien pri O + _-J\Pl_az + “Tdz :) Op

pour une particule se déplagant dans le potentiel E4(z). Finalement, les termes a I’ordre 2
en hk donc en 8211,, sont nouveaux et ne peuvent pas étre déduits de (I1b - 5). Les coeffi-
cients de diffusion en impulsion correspondants Dy, (z), d’ordre de grandeur (%k)?I'sy,
décrivent I'effet de chauffage selon Oz des transitions permises par les cycles de fluores-
cence du sous-niveau m vers le sous-niveau m’. Donnons 'expression de ces coefficients,

compte tenu de la distribution dipolaire de I'impulsion des photons de fluorescence :

Dy_.4(2)= (hk)zl"sog—?;)[f) + cos 2kz] (Ile — 6a)

1
D _.i(2)= (hk)QI‘so%[ﬁ F cos 2kz] (Ile — 6b)

Nous constatons que ces coefficients dépendent faiblement de z et qu’ils ne s’annulent ja-
mais, quelle que soit la position de ’atome dans le champ laser. Cette derniére propriété,
que nous avons déja signalée au §1b pour les processus de chauffage sans changement de
sous-niveau, peut paraitre surprenante dans le cas du terme croisé D4 _.z(z), si 'on tient
le raisonnement naif suivant. Considérons un atome de vitesse moyenne nulle, dans un

état externe tres localisé autour de z = 0, suffisamment lourd pour qu’il y reste pendant
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un grand nombre de cycles de pompage optique. En z = 0, le champ laser est purement
o_ : au bout de quelques temps de pompage 7,, 'atome se retrouve dans le sous-niveau
fondamental m = —1/2. Il décrit alors seulement des cycles absorption d’un photon laser
o— et émission d’un photon de fluorescence o_ : aussi a-t-on D__,_(0) non nul. On s’at-
tend par contre & obtenir D__,(0) = 0, puisque ’atome ne peut pas faire de transition
—1/2 — +1/2 en présence de lumiére purement o_. L’expression (Ile - 6b) prédit au
contraire une valeur non nulle pour D__, . Ce paradoxe est identique a celui qui apparait
lorsqu’on étudie la diffusion en impulsion d’un atome a deux niveaux localisé au nceud
d’une onde stationnaire : dans ce cas-la, le coefficient de diffusion n’est pas nul non plus,
bien que I'intensité lumineuse soit nulle en ce point. En fait, il n’est pas légitime de consi-
dérer I’atome comme infiniment localisé spatialement, et ’extension spatiale, aussi petite
que I'on veut mais finie, de la matrice densité externe fait que ’atome a deux niveaux n’est
pas dans ’obscurité absolue, ou que notre atome, soumis au refroidissement Sisyphe, ne
voit pas de la lumiére totalement o4 ou totalement o_. Nous renvoyons a [25] pour une

discussion approfondie de ce phénomeéne.

Utilisons maintenant les expressions (Ile - 6) pour retrouver une partie des résultats
donnés dans le §1c et le §1d.

Considérons d’abord le mouvement d’atomes d’énergie trés au-dessus des puits de
potentiel E4(z), c’est-a-dire avec une énergie cinétique bien supérieure a Uj et a §M v2.
Comme nous l’avions fait pour déterminer le seuil du refroidissement Sisyphe, nous
pouvons négliger la dépendance spatiale de II1(z,p,t) et considérer que les atomes se

retrouvent avec la méme probabilité sur les deux sous-niveaux :

My(2,p,8) > M (z,p,1) = 5TI(p,)  sip— o0 (Ile — 7)

Sous cette hypothése, le coefficient de diffusion D, qui caractérise, pour des atomes tres
rapides, ’augmentation de la valeur moyenne 3 (pz) sous l'influence des processus de
chauffage mentionnés au §lc, est donné par la moyenne spatiale des Dy avec des

poids égaux a 1/2 :

41
> (Dmem(2)) = a5 (Ak)*Tso (Ile — 8)
m,m/'=%1/2

N =

dt | 2

4 [<p2>J = Doo =

en conformité avec (Ilc - 11).
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Retrouvons ensuite I’expression du coefficient de diffusion D;(z) décrivant la diffu-
sion en impulsion d’un atome au repos en z due aux cycles de fluorescence, a I’exclusion des
fluctuations de la force dipolaire —— E4. Il faut pour cela pondérer, dans la somme don-
nant D,(z), la contribution de D,,_.,/(2) par la population stationnaire II;} (z) explicitée
dans (I1b - 7b). On obtient ainsi :

11 4
Di(z)= Y, IH(2)Dmemi(2) = (hk)*Tso 3 + g5 sin” 2kz (Ile — 9)
mm'=%1/2
ce qui coincide avec I'expression (I1d - 9). Nous avons donc montré, sur deux exemples ex-
trémes (atome au repos et atome a grande vitesse), que les équations d’évolution (Ile - 5)
permettent de retrouver tres rapidement une partie des résultats obtenus par des argu-

ments physiques simples aux §lc et §1d.

Nous sommes maintenant en mesure de définir trés précisément ce que nous ap-
pelons approche semi-classique du refroidissement. Les équations d’évolution constituant
cette approche sont obtenues par développement au second ordre en hk des équations

du traitement entiérement quantique écrites en représentation de Wigner. Dans les situa-

tions que nous étudions, I'unique petit parameétre de ce développement est A_p’ ou Ap est
I'impulsion atomique quadratique moyenne. A priori, les temps d’évolution typiques des
variables atomiques internes, soit T},., et des variables externes, soit Ty, peuvent étre
dans un rapport quelconque. La résolution de ces équations (Ile - 5) et la comparaison
avec les prédictions du traitement quantique permettent de déterminer sans ambiguité
lorigine de I’échec de 'approche semi-classique traditionnelle exposée au §1d : cet échec
ne vient pas du traitement classique du mouvement atomique (qui nécessite Ap > hk),
mais de I’élimination adiabatique de I’état atomique interne (qui réclame Tjpy < Text),

comme nous allons ’exposer.

(iv) Quelques approximations permettant de résoudre les nouvelles équations semi-

classiques

Pour obtenir les prédictions semi-classiques, nous avons fait appel essentiellement a
deux méthodes. La premiére associe aux équations (Ile - §) un processus stochastique clas-
sique, qui est le mouvement brownien d’une particule classique dans le bipotentiel E4(z).
Il est nécessaire pour cela de négliger le phénomeéne de type “diffusion en impulsion aux
neceuds d’une onde stationnaire” que nous avons signalé précédemment. Ceci revient a an-

nuler dans (Ile - 5) les termes de diffusion croisés D4_z(z). La petitesse de ces termes
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négligés devant les coefficients D4 _. 4+(z) permet d’espérer qu’une telle approximation n’a
rien de dramatique. Ce processus stochastique classique est ensuite étudié par simulation
numérique Monte-Carlo du mouvement des particules. Le temps est discrétisé avec un pas
6t. L'utilisation d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires permet de faire sauter les
particules d’un potentiel E4(z) a 'autre, en accord avec la valeur des taux de pompage
Y+—x(2), et de décrire le chauffage interne 4 chaque sous-niveau par ’action d’une force
aléatoire f4, de moyenne nulle et dont la variance en z est reliée a la valeur des coefficients

de diffusion en impulsion D4_,4(2) :

%(fi) (2)6t = Dim—m(z), m=+1/2 (Ile — 10)

Les résultats obtenus pour ’état stationnaire sont en bon accord avec la résolution numé-
rique des équations quantiques, comme on peut le constater sur la fig. 4 de 'appendice
Ary.

La deuxiéme méthode, plus originale, raméne la résolution des équations semi-
classiques (Ile - 5) & la détermination d’une seule fonction inconnue, en se plagant dans
la limite 457, > 1. Comme nous I’établissons dans le chapitre IV, les distributions

stationnaires II,, (2, p) dépendent de ’énergie seulement, dans le régime oscillant :

2
Mn(z,p)~ @ (L + E'm(z)) lorsque  Qoscp > 1 (Ile — 11)

2M

La variable pertinente dans ce régime n’est plus la vitesse des atomes mais leur énergie to-
tale E. En effet, entre deux transitions 1/2 «— —1/2, E augmente lentement, sous 1’effet
des processus de chauffage qui préservent 1’état interne. Par contre, la marche au hasard
sur ’énergie E que représente la succession des changements d’état interne se fait avec des
pas de l'ordre de grandeur de la profondeur des puits Uy, ce qui interdit I’établissement di-
rect d’une équation aux dérivées partielles en énergie de type Fokker-Planck mais conduit
a une difficile équation intégrale sur &, puisque les distributions stationnaires attendues
ont une largeur en énergie inférieure a Uy. La résolution numérique de cette équation in-
tégrale permet de retrouver les résultats quantiques de maniere satisfaisante (cf. fig. IV-4
du chapitre IV).

Il est maintenant clair que I’approche semi-classique traditionnelle ne peut pas prévoir
l’optimum du refroidissement Sisyphe, non pas parce qu’elle est semi-classique, mais parce

qu’elle se place dans le régime Tin < Text, qui ne contient pas les distributions les plus
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froides. Remarquons alors que 'impossibilité de réduire les équations semi-classiques, soit
par I’élimination adiabatique traditionnelle de 1’état interne, soit par 'utilisation d’une
autre propriété particuliére du systéme physique, enléve a ces équations beaucoup de leur
intérét. En effet, pour les résoudre numériquement par exemple, on est amené a représenter
Op et 82 par des différences finies, ce qui conduit & un probléme numériquement équivalent
a la résolution des équations quantiques lorsque Ap vaut quelques ik ! Il devient en fait
plus avantageux de travailler directement avec la quantification du mouvement atomique,
en cherchant les situations limites intéressantes. Comme nous 1’avons déja suggéré, l'in-
troduction de la base propre du hamiltonien complet H (cf. (Ile - 2)) est parfaitement
pertinente dans le régime Q5. 7, 3> 1, et donne accés au spectre de fluorescence de la mé-

lasse optique, ce qui, dans ’approche semi-classique, n’est pas naturel conceptuellement.
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2 - CONFIGURATION o4-0o_, DITE EN “TIRE-BOUCHON”

a) Description de la configuration étudiée

(i) Polarisations des ondes laser

Le champ laser est obtenu par superposition de deux ondes planes se propageant
selon Oz dans des sens opposés, avec une polarisation circulaire o4 selon Oz pour l'onde
+ke., et une polarisation circulaire o_ pour 'onde —ke, [38]. Le champ électrique laser

au point z est donné par 1’expression suivante :

E(z,t) = EP)(2) e7irt 4 f:"(—)(z) e'wet
(I12a — 1)
g‘(+)(2) =& (eikzu+ + e—ikzu_)

La base (u4,u-) des polarisations circulaires est définie par (Ila - 2). En revenant aux

axes cartésiens (Oz, Oy), on obtient pour I’amplitude de fréquence positive du champ :

EH)(z2) = —i&yV/2 [sin kze, + cos kze,] (I12a - 2)

En tout point, le champ électrique total est donc polarisé linéairement selon €(z) =
sinkze, + coskze,, avec une amplitude indépendante de z (voir fig. I-5). Remarquons,
et ceci aura des conséquences importantes dans la suite, que €(z) se déduit de €(0) par la
rotation d’axe Oz et d’angle —kz. L’extrémité de (z) décrit une hélice de pas spatial A,

d’ou 'appellation “tire-bouchon” de cette configuration.

(i1) Transition atomique

Cherchons maintenant la transition atomique j — j + 1 la plus simple présentant
les nouveaux mécanismes de refroidissement dans ce champ laser. Considérons d’abord le
.cas d’une transition 1/2 — 3/2. Comme ’analyse du refroidissement Sisyphe 1’a montré
au §1 précédent, les nouveaux mécanismes reposent, pour cette transition atomique et
en ’absence de lumiére polarisée linéairement selon Oz, sur la modulation spatiale des

déplacements lumineux Ei,/;(2) et des taux de pompage 7+)/2—.51/2(2). Nous avons
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Fig. I-5 : Champ électrique dans la configuration o4 — o—.

constaté que cette modulation spatiale provenait de la dépendance en z de l'intensité des
composantes du champ électrique selon o et o_. Or, dans la configuration laser que nous
étudions, ces composantes ont seulement une dépendance spatiale en phase (e*““) , mais
pas en module. La transition 1/2 — 3/2 n’y subit donc que du refroidissement Doppler.
Comme nous allons le présenter en détail, la transition 1 — 2 est la plus simple bénéfi-
ciant des nouveaux mécanismes. Nous indiquons sur la fig. I-6 les éléments de matrice de
I’opérateur dipdle électrique atomique réduit pour cette transition (coefficients de Clebsch-
Gordan), par exemple dans la base {|g m),, |e m'),}des sous-niveaux fondamentaux et
excités de moment cinétique bien défini selon Oz. Nous nous limitons dans la suite aux

situations de faible saturation de la transition par le laser :

92

s=ﬁ<<l (I12a — 3)
4

Dans (I2a - 3), 2 désigne la pulsation de Rabi associée & chacune des ondes laser o et
o_. L’hypothése de faible saturation permet, selon la procédure habituelle, de ramener la

dynamique atomique dans I’état fondamental.

b) Dynamique interne pour un atome de vitesse v

Nous allons considérer la situation d’un atome de vitesse v, en négligeant les varia-
tions de v en présence des forces radiatives. Ceci permet d’étudier facilement ’effet du

mouvement sur la dynamique atomique interne et donne accés & des images physiques

46



N
I

9

Fig. I-6 : Coefficients de Clebsch-Gordan pour la transition atomique j = 1 — je = 2.

simples pour les nouveaux mécanismes de refroidissement. Une telle approche est réaliste,
bien sir, & condition qu’un régime interne forcé par le mouvement puisse s’établir avant
que la vitesse v ne change appréciablement : elle réclame une séparation nette des temps
d’évolution des variables internes T}, et externes Text, soit Tiny €& Text- Nous reviendrons

plus loin sur cette condition de validité.

(i) Référentiel tournant

Le mouvement de notre atome de vitesse v selon Oz est simplement déterminé par
z(t) = zo + vt. L’atome voit donc a I'instant ¢t un champ électrique a la pulsation wy, pola-

risé linéairement selon € (vt + 2¢), cette polarisation tournant au cours du temps autour

de 'axe Oz a la pulsation —kSZ = _kv. 1l est naturel alors d’introduire le référentiel
(OX,0Y) en rotation autour d’0Oz a la méme pulsation —kv et coincidant avec (Oz, Oy)
en z = 0. Dans ce référentiel, ’atome voit d’abord un champ électrique E(t) de direction
fixe, polarisé linéairement selon OY et qui dépend sinusoidalement du temps a la pulsa-
tion wy. Il voit de plus un champ magnétique fictif B, uniforme, constant, dirigé selon Oz,
proportionnel a la vitesse, et qui est le terme inertiel associé au changement de référentiel
non galiléen (cf. théoréeme de Larmor). Il peut étre établi simplement [16] que le terme de
couplage entre ’atome et ce champ magnétique fictif est kvj,, ol j, est 'opérateur moment
cinétique atomique interne selon Oz. Ce changement de référentiel a d’abord le mérite de
faire disparaitre toute dépendance explicite en position, ce qui donne & la configuration
04+ — o_ des propriétés particulieres, dont le chapitre III tire profit pour le traitement
quantique du refroidissement. Nous allons voir de plus qu’a E et B sont associées des

bases adaptées distinctes, et que ’essentiel des caractéristiques du refroidissement dans
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o4 — o provient de ce conflit entre E et B.

(ii) Action du champ électrique

Examinons ’effet du champ électrique E(t) seul sur la dynamique atomique interne,
effet que 'on peut considérer comme étant Stark alternatif. La polarisation du champ
électrique selon OY rend le systéme invariant par rotation d’axe OY et donne a E(¢) une
action particuliérement simple dans la base des états atomiques de moment cinétique bien
défini selon OY, soit {|m)y,m = 0,+1}. Cette base est la base propre des déplacements

lumineux : du carré des amplitudes associées aux transitions = (Am = 0) sur la fig. I-6,

1 Id
on déduit simplement que les états | & 1)y sont déplacés de §h63’ et que l’état |0)y est

déplacé de gTuS.s. La dégénérescence m «—— —m n’est pas levée par E(t), ce qui est le
produit d’une autre symétrie de Peffet Stark, I'invariance par réflexion de plan contenant
I’axe OY. De plus, les termes décrivant 1’effet de ’émission spontanée sur la matrice densité
atomique dans les équations de Bloch optiques habituelles sont entiérement invariants par
rotation. Ces états ont donc également un taux total de départ par pompage optique par-

. o 1 2 . fyos
faitement défini <§FS pour | £ 1)y, §Fs pour IO)y) . Finalement, cette symétrie d’axe
OY conduit, en présence de E(t) seul, c’est-a-dire pour un atome de vitesse nulle, & une

matrice densité atomique stationnaire o°* diagonale dans cette base. Les populations II,, y

correspondantes sont données au §2c¢ (cf. (12¢ - 7)).

(iii) Prise en compte du champ magnétique fictif

Passons a ’étude du champ magnétique fictif B, dirigé selon Oz. Son action est
simple dans la base des états atomiques de moment cinétique bien défini selon Oz, soit
{lm):,m = 0,41} :le niveau |m), est simplement déplacé en énergie de mhkv. La dégé-
nérescence m «—— —m est ainsi levée par B. Examinons ’effet du champ électrique dans
cette base. Sous I’action de E(t), un atome initialement dans I'état | + 1), n’y reste pas :
il est couplé par les processus absorption d’un photon o_ — émission stimulée d’un photon
o4+ al'état |—1),, et les pulsations associées a ce couplage correspondent aux déplacements
lumineux précédemment évoqués, donc sont d’ordre de grandeur és. Dans les équations
de Bloch optiques, ceci se traduit, dans la base selon Oz, par un couplage de grandeur és
entre les populations des niveaux |+); et |—). via les cohérences fondamentales ,(+|o|—),
et .(—|o|+)., ces cohérences ayant par ailleurs une pulsation propre d’évolution F2kv sous
I'influence de B.

A premiére vue, il pourrait sembler pertinent d’introduire, pour chaque vitesse v, la
P » P q s
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base atomique interne diagonalisant ’action conjuguée de E(t) et B, méme si cette base
ne correspond a aucune direction de quantification privilégiée. La partie hamiltonienne des
équations de Bloch optiques y est alors particuliérement simple. Il n’en va pas de méme
malheureusement pour la partie dissipative du couplage atome-champ quantique : les pro-
cessus de pompage optique, dans cette base, couplent les populations aux cohérences, et
aux populations, puisque les changements de moment cinétique de 'atome consécutifs a
I’émission d’un photon de fluorescence ne s’y expriment pas simplement. Nous verrons
néanmoins, dans le chapitre III, que cette base est tres utile dans le cas limite, dit sécu-
laire, ou les fréquences de Bohr associées a la partie hamiltonienne sont bien supérieures

aux taux de pompage optique, d’ordre de grandeur I's.

c) Force moyenne & nouveaux mécanismes subie par un atome de vitesse v

(1) Pression de radiation

Contrairement a la situation de Sisyphe quantique étudiée au §1, ce sont ici les forces
de pression de radiation qui sont prédominantes. Ces forces proviennent, rappelons-le, des
processus d’absorption-émission spontanée. Il est inexact, en général, de les obtenir comme
simple somme des pressions de radiation associées a chaque onde. Néanmoins, des considé-
rations trés générales montrent qu’il est légitime de procéder ainsi lorsque les deux ondes

laser ont des vecteurs d’ondes opposés, ce qui est le cas ici [25].

Nous allons utiliser simplement le fait qu’en présence de la seule onde o, ou de la
seule onde o-, les états fondamentaux [m), ont un taux total de départ par pompage
optique parfaitement défini, donné, en unité de —I's, par le carré de ’amplitude associée
a la transition |g m). — |e m + 1), ou |[g m), — |e m — 1), sur la fig. I-6. Dans le
cas de 'onde o4, le changement moyen d’impulsion aprés un cycle de fluorescence est
+hk, 'impulsion emportée par le photon de fluorescence étant nulle en moyenne. La force

moyenne de pression de radiation associée a cette onde vaut donc :

1 1 1
F+ = §hk1"s [H+,z + Eno,z + EH_'Z] (120 - 1)

ou II,, . représente la population de 1’état fondamental |m),. Le résultat équivalent pour

I’onde laser o_ est clairement :

1

1
_ = ~-hk -z
F. 5 Ps[l’l,+2

1
HO,z + 6H+'z] (120 - 2)
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ce qui conduit a la force moyenne de pression de radiation associée aux deux ondes :

1
Fpression = Ehkrs . g (H-{-,z - H_,z) (IQC - 3)

(1) Force stimulée

Passons au cas de la force stimulée. Elle est due 4 la variation d’impulsion de I’atome
a ’issue des processus absorption d’un photon laser dans une onde-émission stimulée dans
lautre onde. Ces processus constituent une redistribution des photons laser d’une onde
a autre par le systéme atomique. Il apparait que la configuration o, — o_ posséde la
propriété particuliere, largement utilisée dans le traitement quantique du refroidissement
(cf. chapitre III), de conduire & une redistribution limitée. Considérons en effet un atome
soumis seulement a I'action du laser (pas d’émission spontanée). A cause de la corrélation
parfaite entre I'impulsion +hk des photons laser selon Oz et leur polarisation o4 selon
le méme axe, la variation de l'impulsion de ’atome & I’issue de cycles stimulés le menant
de I’état fondamental a ’état fondamental, en unité de hk, coincide avec la variation de
son moment cinétique selon Oz en unité de h, donc ne peut excéder 2 en valeur absolue.

Cette particularité de 04+ — o_ explique pourquoi la force stimulée reste du méme ordre
1 2

de grandeur (5 hsz) que la pression de radiation, alors qu’elle atteint §hk5so dans le

cas de Sisyphe quantique.

Indiquons les grandes lignes du calcul de cette force stimulée, calcul effectué en dé-
tail dans [16]. Nous savons qu’elle correspond & la moyenne, selon I’état atomique interne,
de 'opposé du gradient spatial du potentiel de couplage dans 1’état fondamental entre
l'atome et la lumiére laser. Nous avons montré au §2b précédent, que les énergies propres
de ce potentiel (déplacements lumineux) ne dépendent pas du point z et que les fonctions
d’onde propres se déduisent des états de moment cinétique bien défini selon Oy par la
rotation d’angle —kz. Cette situation est exactement complémentaire de celle rencontrée
dans Sisyphe quantique. La force stimulée correspond donc ici purement & un gradient
spatial de fonctions d’onde, alors que c’était, pour 1/2 — 3/2 dans Oz — Oy, un pur

gradient de déplacement lumineux. Le calcul conduit alors & :

Fiim = %hkés . §Im z(—1|0|1)z<=:2"kz(')] (12¢ — 4)

ou Im désigne la partie imaginaire. Nous ne retrouvons pas a premiére vue sur cette ex-

pression le résultat de l’analyse physique précédente, selon laquelle Fy;y, ne dépasse pas
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-;—hkl"s. En fait, nous devons nous placer, pour toute cette analyse semi-classique, dans la
situation ou 1’état atomique interne atteint un régime forcé, dépendant seulement de la
vitesse v de ’atome et de sa position, avant que cette vitesse n’ait eu le temps de changer
significativement. Aprés un laps de temps de quelques —1—, on peut montrer que pour ce

I's

régime forcé :

é 2tk z(t) 1
29 - ikz(t)| _ _ . -5
I‘l'm [Z( 1llo|1)e ] (M4, -1I_;) (I2¢ )

Ceci confirme notre interprétation en terme de redistribution limitée de photons entre
les deux ondes laser et donne ’expression suivante pour la contribution des nouveaux
mécanismes a la force moyenne totale subie par I’atome dans le régime forcé :
1
Ftotale = ZL'pression + F’stim = Ehkrs (H+,z -1II_ z) (IZC - 6)

]

La derniére étape consiste a calculer explicitement le régime forcé pour I’état atomique in-
terne. Ce calcul est grandement facilité par 'introduction du référentiel tournant présenté
au §2b précédent. Nous avons déja constaté qu’apres ce changement de référentiel, toute
dépendance spatiale (ou temporelle via z(t)) disparait explicitement, puisqu’elle est prise
en compte implicitement par ’apparition du champ magnétique fictif B. Notre régime
forcé prend simplement ’allure, dans ce point de vue, d’un état stationnaire. Dans la suite

de cette discussion, nous raisonnons donc en terme des champs E(t) et B.

(111) Variation de la force moyenne avec la vitesse

A vitesse nulle, donc en ’absence de B, le bon axe de quantification est OY, dirigé
selon E. Dans I’état stationnaire, la matrice densité atomique o* est diagonale dans la
base {|{m)y} et ses populations s’expriment simplement & I’aide d’un bilan détaillé des flux

dus au pompage optique (voir la discussion précédant 1’établissement de (12e - 3)) :

4
H+’Y - H_,Y - ﬁ
(I2¢ - 7)
9
Moy =37

Le passage dans la base {|m).} fait apparaitre des cohérences (entre | — 1), et | + 1),)

pour o°', ce qui prouve bien qu’il est impossible, dans le présent cas, de raisonner dans
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cette base seulement & l'aide de taux de pompage. Nous obtenons IT% , = II% , = 34 €

qui donne finalement une force moyenne nulle a v = 0.

Placons-nous a vitesse non nulle, mais suffisamment faible pour que I'effet du champ
magnétique B puisse étre traité perturbativement. Un tel traitement est justifié si les élé-

ments de matrice de kvj, non diagonaux dans la base {|m)y } sont petits devant la diffé-

rence correspondante des déplacements lumineux, ce qui impose E |kv| < g |6s|®™). L’ac-

k
tion de B, calculée au premier ordre en 6—:, donne une différence de population IT , —II% ,
' k
et une force moyenne linéaires en —6—:- [16] :
Ft.ota.le = —av (I2C - 88.)
ou le coefficient de friction vaut :
120 or
= ———hk? I2c — 8b
*= T gy are (I2e )

Nous obtenons bien un coefficient de friction a indépendant de ’intensité laser. Les auteurs

de [16] interpretent ces résultats de la fagon suivante, a la limite des grands désaccords

(16| > T'). IIs introduisent la base { |m), m =0+ 1, , fonction de la vitesse v, diagona-

lisant la matrice densité stationnaire (dans ’état fondamental). Comme |6} > I', on peut

montrer que § |m) ¢ diagonalise 'action conjuguée de E(t) et B : c’est la limite séculaire,
dont tout l'intérét apparait dans le chapitre III. On constate alors que les populations

v
correspondantes de o' ne dépendent pas de v & 'ordre 1 en 55 alors que les vecteurs
s

|m) en dépendent. A cet ordre du calcul, tout 'effet est donc di & une contamination des

fonctions d’onde.

Examinons finalement ce que devient la force a grande vitesse. Grande vitesse signifie

que le champ magnétique B ’emporte sur E(t). B impose Oz comme axe de quantifica-

6
) A T proche de 0, la formulation correcte de cette condition tient compte des “éner-
gies” en —:hl's associées aux [m)y, qui traduisent le fait, comme nous ’avons dit au §2b,
que ces états ont un taux total de départ bien défini par pompage optique. Nous supposons

dans la suite 6 de 'ordre de I" ou plus, lorsque nous comparons I'influence de E(t) a celle
de B.
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tion, et les déplacements lumineux sont cette fois négligeables devant les déplacements
Zeeman induits par B : |kv]| > |6|s. Dans I’état stationnaire, les cohérences ;(+1|o|F 1)
sont alors trés petites devant les populations II,, .. Les négliger, c’est obtenir les équations
de Bloch optiques sous forme de simples équations de pompage entre ces populations, ce
qui conduit, pour des raisons de symétrie claires, a Il , = II_ , donc a une valeur nulle
pour la force moyenne associée aux nouveaux mécanismes. Nous allons utiliser d’ailleurs
ces équations de pompage au §2d suivant. En ce qui concerne la force Fyotale, nous ad-
mettons ici simplement qu’elle décroit en % lorsque |kv| > |6|s et nous en reportons le
calcul détaillé au chapitre III.

En conclusion, la force dans la configuration o —o_ provient d'un déséquilibre entre
les pressions de radiation exercées par chaque onde, déséquilibre induit par la vitesse de
I’atome. Notons bien que cette non-compensation ne provient pas de I’effet Doppler tra-
ditionnel lié au mouvement de I’atome, mais d’un couplage entre les populations IT4 , via
les cohérences fondamentales .(+1|o|F1),, ces cohérences étant trés sensibles a la vitesse.

Rappelons que dans toute cette discussion, nous avons omis cet effet Doppler, puisqu'’il
2

intervient pour des vitesses de 'ordre de T 6% + e ce qui correspond, a faible satura-
tion, a des vitesses bien supérieures a celles ou se manifeste la force Figiale des nouveaux

mécanismes.

d) Etude simple de la diffusion en impulsion

Dans I'étude du refroidissement, il ne suffit pas de déterminer la force radiative
moyenne subie par un atome de vitesse v. Il faut tenir compte également des fluctuations
de ces forces radiatives, responsables d’une marche au hasard de I'atome dans ’espace des
impulsions. Nous avons vu que la force moyenne correspond, dans la configuration o4 —o_,
essentiellement aux pressions de radiations exercées par les ondes laser. On s’attend donc
a ce que ce soient surtout les fluctuations de ces pressions de radiation qui contribuent a la
diffusion en impulsion. C’est ce que nous vérifions, dans un premier temps, sur un modele
purement probabiliste, qui néglige toute cohérence dans 1'état fondamental de la matrice
densité atomique dans la base {|m).}. Ce modéle prédit un accroissement considérable
de la diffusion en impulsion, par rapport & la transition 0 — 1. Nous verrons ensuite,
sur le cas simple d’un atome au repos, que les processus stimulés, méme s’ils ne changent
pas efficacement 1'impulsion atomique, peuvent avoir un effet non négligeable sur la dyna-
mique atomique interne, et qu’ils raménent dans ce cas, heureusement, 'importance de la

diffusion a une valeur normale. Nous analysons en détail la dépendance du coefficient de
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diffusion en fonction de la vitesse atomique, du désaccord atome-laser é et de la pulsation
de Rabi 2 dans [39). Ce comportement du coefficient de diffusion a été prévu également,

partiellement, par d’autres auteurs, & vitesse nulle pour [16] et & grande vitesse pour [15].

(i) Modéle probabiliste de la diffusion

La discussion au §2c précédent du comportement de la force moyenne a grande vitesse
a montré qu’il est légitime de négliger les cohérences ,(+1|o|F 1), dans I’état fondamental
lorsque ’effet du champ B motionnel I’emporte sur celui des processus stimulés induits
par E(t). Cette condition est vérifiée & grande vitesse (k|v| > |6|s). La matrice densité o
dans la base {|m).} comporte alors uniquement des populations II,, ,(m = 0,%1) dont
P’évolution provient seulement des cycles de fluorescence et est décrite par des taux de

pompage optique. Les taux de départ par absorption d’'un photon laser o4, en unité de

r
—s-, sont donnés par le carré des amplitudes |g m), — |e m £ 1),, de la fig. I-6, et la

probabilité d’émettre un photon de fluorescence 04,0 ou 7 par désexcitation de |e m),
est égale au carré de I'amplitude correspondante |[e m), — |g m + q)., (¢ =0, £1) sur

la méme figure.

Lorsque ’atome se trouve dans le sous-niveau fondamental |0)., sa situation res-
semble a celle d’un atome dans ’état fondamental d’une transition 0 — 1 : il absorbe
avec le méme taux dans chaque onde o, et o_, puisqu’elles bénéficient du méme fac-
teur d’intensité 1/2. Il n’en va pas de méme lorsque l'atome est dans I’état |1),. Un tel
atome effectue en moyenne 6 cycles d’absorption dans ’onde o4+ —émission spontanée‘d’un
photon o4, qui le reconduisent tous dans |1),, avant d’absorber un photon laser o_. Le
meéme phénomene se produit a ’autre extrémité, en | — 1),, avec la polarisation o_, si
bien que, en moyenne, I'atome passe effectivement autant de temps dans les deux sous-
niveaux |+ 1),. On concoit néanmoins que les fluctuations autour de cet état moyen soient

importantes.

Ceci a un effet spectaculaire sur la marche au hasard de ’atome dans 1’espace des
impulsions, précisément parce qu'il y a correspondance parfaite entre la polarisation des
photons laser et leur quantité de mouvement. Notons d’abord que les pas successifs de ce
mouvement brownien ne sont pas indépendants, ils sont au contraire fortement corrélés
via ’état interne, comme nous ’avons vu. Plus généralement, on constate que ’effet d’une
absorption dans l'onde o, est d’augmenter la probabilité d’absorber dans la méme onde
o4+ au cours du cycle de fluorescence suivant, pour un atome initialement dans un mélange

statistique quelconque des états |m),. Nous avons obtenu une représentation imagée de
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I’effet de ces corrélations sur la marche au hasard en impulsion grice a une simulation
Monte-Carlo du “mouvement” de 15 atomes dans le cas d’une transition 0 — 1 (fig. I-7a)
et d’une transition 1 — 2 (fig. I-7b). Pour obtenir cette simulation, nous sommes passés
d’une évolution paramétrée en temps & une évolution paramétrée par N, nombre de cycles
de fluorescence effectués (voir 'appendice Aj). Les taux de pompage optique entre sous-
niveaux dans I’état fondamental conduisent dans cette représentation a des probabilités
de transition a l'issue d’'un cycle. Nous faisons ensuite sauter les atomes d’un sous-niveau
a lautre, a ’aide d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires, d’une facon qui respecte
ces probabilités de transition. La différence (N4 — N_)hk, ou N4 est le nombre de photons
absorbés dans 'onde o, représente directement la variation d’impulsion des atomes de-
puis le début de la simulation, & condition que I'impulsion des photons de fluorescence,
source supplémentaire de diffusion, soit négligée. L’augmentation de la diffusion dans le
cas J = 1 est alors claire : les cycles o4 (ou o_) a répétition a ’extrémité |1), (ou | — 1);)
font apparaitre un pas effectif de la marche au hasard, que ’on estime intuitivement étre

de longueur 6hk, ce qui a fait qualifier ce processus de “diffusion a grands pas” [16].

(i1) Coefficient de diffusion & vitesse élevée

Le modeéle probabiliste précédent permet le calcul du coefficient de diffusion en im-
pulsion Dy, pour un atome de vitesse élevée (klv| > |6]s mais k|v| < |§]). Rappelons
que D, est défini par le comportement aux temps T longs de ’accroissement d’impulsion

atomique carré moyen :

((Ap)*) ; ~  2DaT (12d - 1)

Nous ne prenons en compte que les cycles de fluorescence, a ’exclusion des processus sti-
mulés ; au bout du temps T, N4 photons laser o d’impulsion ik et N_ photons laser o_
d’impulsion —hk ont été absorbés, N = N, + N_ photons de fluorescence, d’impulsion
hk; (1 < i < N) selon Oz ont été émis. A ceci est associé le changement d’'impulsion

atomique :

N
§p=(Ny —=N_)hk =Y _ hk; (12d - 2)

1=1

Le premier terme de §p correspond aux pressions de radiation exercées par les deux ondes
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20 — a) —

Fig. I-7 : Simulation Monte-Carlo du mouvement de 15 atomes dans la configuration
oy —0o—

a) pour la transition jg =0 — je =1

b) pour la transition jg = 1 — je = 2.

Apr(és ;V cycles de fluorescence, N4+ (N_) photons ont été absorbés dans I’onde
o4+ (0-).
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laser. En moyennant sur toutes les séquences possibles d’absorption-émission spontanée,
nous obtenons (N4) = (N_) (symétrie + «— — et effet Doppler négligé) et (hk;) = 0
(’émission spontanée se produit avec la méme probabilité dans deux directions opposées).
Nous retrouvons bien la force moyenne nulle 4 grande vitesse ({Ap) = 0) pour les méca-

nismes a gradient de polarisation. Pour connaitre D, nous devons évaluer maintenant :

N 2
((ép)?) = ((N+ - N_)2> (hk)? + <(Z hki) > (I2d - 3)

Le dernier terme de cette expression correspond aux fluctuations de 'impulsion emportée
par les photons de fluorescence. Sa contribution Dspon, au coefficient de diffusion D, ne
dépasse pas (hk)*T's. Nous nous concentrons donc sur le premier terme, dont la contribu-
tion a Do, appelée D,ys, correspond aux fluctuations des pressions de radiation exercées
par les deux ondes. Nous allons voir qu’elle est numériquement beaucoup plus importante.

Nous pouvons récrire :

N
Ny—N_=) ¢ (I2d — 4)
. 1=1

ol ¢; = +1 ou — 1 selon que le :¥*™¢ photon laser absorbé est polarisé o4 ou o_.

Dans le cas de la transition 0 — 1, les variables aléatoires ¢; sont indépendantes :

(E,’&j) = 5,'_,' (12d - 5)

ce qui conduit immédiatement & :

<(N+ —N_)2> =N (I2d — 6)

La complexité de ’état fondamental pour la transition 1 — 2 induit des corrélations entre
ces variables aléatoires, une absorption o passée favorisant une absorption o4 & venir .
Juste avant la 71*™¢ absorption, I’atome est en moyenne dans 1’état interne stationnaire ;

la corrélation entre la 71*™¢ et la j**™¢ absorption (j > i) donne alors :

(eie;) = § (g)j_i (I2d — 7)
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ce qui conduit, & la limite des grands nombres N de photons absorbés, au comportement

asymptotique :

<(N+—N_)2> ~ ON (I2d — 8)

N—oco
Nous renvoyons a I’appendice Aj pour ’établissement des relations (12d - 7) et (I2d - 8).
. N .
Si ’on prend en compte correctement le taux moyen global d’absorption T (qui, dans

le cas j = 1, est plus petit que dans le cas j = 0 d’environ un facteur 2), on trouve les

coefficients de diffusion suivants (écrit sous la forme Dabs + Dspont) :

Do = (% + %) (hk)2Ts (12d — 9a)
225 23
Do j=1 = (g + %> (hk)?T's (I2d — 9b)

Do, ;=1 'emporte donc sur Dj—¢ d’'un facteur presque 4, puisque la somme entre paren-
theéses vaut 0.7 pour (I2d - 9a) et est de ’ordre de 2.7 pour (I12d - 9b).

(iii) Forte dépendance en vitesse du coefficient de diffusion

Il est important de savoir si cette accélération de la diffusion induite par les corré-
lations se maintient lorsque les processus stimulés ne sont plus négligeables. Placons-nous
dans ’autre situation extréme, celle d’un atome au repos. Nous savons alors que la bonne
base est {|m)y} et qu’il est impossible de négliger les cohérences dans 1’état fondamental
entre les éléments de la base {|m).}. A défaut de pouvoir utiliser une approche probabi-
liste simple, nous nous limitons maintenant a des considérations qualitatives. L’effet du
champ E(t) dans la base {|m).} est de redistribuer de fagon cohérente les atomes de ’état
[1). vers I’état | — 1), et inversement avec une pulsation typique és (cf. §2b). Un atome

initialement dans I’état |1), n’aura pas le temps de faire plusieurs cycles de fluorescence

. . 1 _—
(avec absorption o4 ), chaque cycle durant environ —, avant que 'oscillation temporelle

I's
induite par E(¢) ne devienne importante, si |é|s - % > 1 soit |6] > T'. Pour des valeurs
élevées du désaccord en fréquence entre atome et laser, on s’attend donc a ce que les cor-
rélations dans la marche au hasard en impulsion soient détruites et que le coefficient de
diffusion a vitesse nulle D(v = 0) prenne des valeurs comparables & Dypon,. Ceci est con-
firmé par un calcul traitant quantiquement 1’état atomique interne et externe, et exposé
en détail dans [16] :
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D(v = 0) = Daps(v = 0) + Dypont (v = 0) (I2d — 10a)

38 4
=0 =]|—2_ 4+ | (k)2 I2d — 10b
Dyps(v = 0) 1+ 216‘2 + 17 (hk)‘T's ( )
Dypont(v =0) = %(hk)zl“s (I2d — 10c)

Le premier terme de (I12d - 10b) a une dépendance inhabituelle en fonction du désaccord.
Il correspond & la diffusion supplémentaire due aux corrélations, est effectivement prépon-
dérant lorsque — reste proche de 0 mais devient négligeable dans la limite |6] > T', ou la
contribution de D,ps(v = 0) & la diffusion se limite au second terme de (12d - 10b).

Une conséquence importante des résultats présentés est la forte dépendance du coeffi-

cient de diffusion en impulsion D(v) en fonction de la vitesse atomique v, lorsque |6| > T :

9 1171
D en unité de (hk)?T's passe dans ce cas de % ~0.34 a 4470 ~ 2.66 pour v allant de 0
) .
a des valeurs grandes devant % Il est donc nécessaire de disposer d’une méthode géné-

rale de calcul de D(v). Une premiére approche consiste a évaluer I'intégrale de la fonction
d’autocorrélation temporelle de 'opérateur force F(t) en point de vue de Heisenberg ; il
est alors habituel, pour obtenir la valeur de la moyenne & deux temps (F(t)F(t — 7)),
d’utiliser le théoréme de régression quantique comme il est fait dans [40]. Cette méthode
n’est pas la plus directe et elle peut conduire & des calculs assez lourds, dans lesquels il est
difficile de prendre immédiatement en compte la simplification apportée par la faiblesse du
parametre de saturation. Nous exposons, dans le chapitre II, une autre approche, fondée
sur les équations de Bloch optiques généralisées dont nous avons parlé déja au §le. Le
traitement quantique du mouvement prend en effet automatiquement en compte les chan-
gements d’impulsion de 1’atome en interaction avec la lumiére. Il est possible de décrire

quantiquement la situation d’un atome de vitesse v imposée en remplacant ’'opérateur
2

énergie cinétique 577 Par I’opérateur Pug, ou1 vg est un pur nombre. Aprés cette substitu-
tion, les équations d’évolution de la matrice densité atomique complete o décrivant 1’état
atomique interne et externe fournissent aisément le comportement aux temps longs de
(p)(t) = Tr[Po(t)] et de (p?) (t). Comme ces équations ont, en ce qui concerne 1'état ato-
mique interne, la méme structure que les équations de Bloch ordinaires, il est élémentaire
d’y effectuer les simplifications physiquement pertinentes (prise en compte de la faible sa-
turation, choix de la base interne adaptée, etc). Pour conclure, nous donnons sur la fig. I-8

la dépendance en vitesse du coefficient de diffusion D(v), dépendance obtenue par cette
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derniere méthode [39]. On retrouve sur cette figure tous les comportements de D décrits
précédemment : valeur élevée & grande vitesse, comme prévu par ’approche probabiliste,

et effondrement lorsque la vitesse s’annule, si |6] > I'.

O-OOZIIIIIIIlllllll?]llllI
¢oco0t6f = —
B ]
& _ i
;:,Q L _
£ 0.001}— —
> b -
> _
= N _
0.0005 |— ' ' —
OTIIlllllLJllllIlllIllJlll—

—-0.02 -0.01 0 0.01 0.02

kv/T

Fig. I-8 : Coefficient de diffusion D(v), pour la transition j = 1 — je = 2 dans
la configuration o4+ — o, exprimé en unité de (hk)’T', comme fonction de la vitesse

v, en unité de +-. La pulsation de Rabi dans chaque onde laser vaut Q = -—1—]_" et le

désaccord vaut § = —3I'. Les lignes tiretées représentent les résultats de I’approche
probabiliste pour les transitions j =0 — je =l et j =1 — je = 2.

e) Problémes liés 4 I’établissement d’un traitement semi-classique du refroi-

dissement

Dans I’étude classique que nous venons d’effectuer du mouvement d’un atome en
interaction avec deux ondes laser polarisées o4 et o_, nous avons supposé que 1’état ato-

mique interne atteint un régime forcé avant que la vitesse v de I’atome n’ait le temps de
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changer significativement (condition Tyt < Text). Cette hypothése nous a conduit natu-
rellement & la caractérisation du changement moyen d’impulsion atomique par la force
F(v), et des fluctuations en impulsion autour de ce changement moyen par le coefficient
de diffusion en impulsion D(v). A partir de ’expression supposée acquise de F'(v) et D(v)
pour la transition j = 1 — j. = 2, nous devons maintenant déterminer explicitement
la distribution stationnaire en vitesse et 'optimum du refroidissement. Nous examinons
d’abord les prédictions de I’approche semi-classique traditionnelle, qui fait appel seulement
au comportement de F(v) et D(v) au voisinage de v = 0. Aprés avoir mis en évidence
I'incapacité de cette approche a déterminer la distribution la plus froide, nous discutons
la possibilité d’écrire une équation de Fokker-Planck prenant en compte la dépendance
compléte en vitesse de F(v) et D(v). Cependant, nous donnons quelques raisons de douter
de la validité d’une telle équation de Fokker-Planck dans le cas de transitions & moment
cinétique élevé (7 = 4 est pris comme exemple). Nous présentons donc finalement une mé-
thode de résolution des équations entiérement quantiques du refroidissement, dans le cas
limite des grands désaccords (|§] > T'), méthode qui est la transposition a la configuration

o4+ — o_ de 'approximation séculaire du §le.

(i) L’approche semi-classique traditionnelle

Nous avons déja vu au §1d que cette approche effectue un traitement perturbatif des
équations semi-classiques dans la limite T}, < Tey;. Dans ’examen de cette condition de
validité, il est possible de donner du temps interne le plus long T}, une définition sans
ambiguité. Considérons en effet un atome de vitesse v fixée, et d’état interne décrit par
la matrice densité o restreinte dans ’état fondamental. L’évolution temporelle de o est
gouvernée par les équations de Bloch optiques habituelles, que nous écrivons dans le réfé-
rentiel tournant OXY 2 défini au §2b, ce qui fait disparaitre toute dépendance temporelle
explicite et transforme le régime forcé en état stationnaire pour o. Ces équations sont alors

de la forme :

do
+ = Bloch(v)[o(1)] (I2e — 1)

ou Bloch(v) est un opérateur linéaire constant, fonction de la vitesse atomique v, dont
les coefficients se déduisent aisément des équations d’évolution pour les populations
O (m = 0,+£1), la partie réelle et la partie imaginaire de la cohérence ,{1|o| — 1), dans
P’état fondamental, équations données explicitement par [16]. La diagonalisation de 1’opé-

rateur Bloch(v) conduit & des valeurs propres de la forme — [v,(v) + twn(v)], ol 7, > 0 et
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n va de 0 a 4. Une seule d’entre elles, d’indice n pris égal a 0, est nulle : son existence est
liée & la conservation de la population totale de o par les équations de Bloch (12e - 1), et
il lui correspond la matrice densité atomique dans 1’état stationnaire, 0% (v). Aux autres
valeurs sont associés les modes propres o,(v) (n = 1 & 4) de relaxation de I'état atomique
interne. Nous appelons ainsi T} (v), pour un atome de vitesse v, le temps associé au mode

interne décroissant le plus lentement :

1
T = —_— = 1 3 4 I2e - 2
int(V) max{%(v) n a } ( )
) s
Nous trouvons toujours ce temps interne de 'ordre de 'inverse du taux typique 3 de

pompage, méme si la dépendance en vitesse de T, n’est pas négligeable.

Nous avons besoin essentiellement de ’expression de Tj (v = 0) puisque ’approche
semi-classique traditionnelle se place au voisinage de la vitesse nulle. Nous savons que,
pour un atome au repos, la bonne base est {|m)y,m = 0,+1}. Dans cette base, le champ
électrique E(t) ne change pas le nombre quantique m, et les processus d’émission spon-
tanée dans (I2e - 1) entrainent, pour les populations des sous-niveaux |m)y, un couplage
entre plus proéhes voisins seulement. On obtient ainsi que la population du sous-niveau

|1)y alimente celle du sous-niveau |0)y avec un taux qui est le produit du taux de départ

. S “qes s , . . e e
de |1)y, soit ) (cf. §2b) par la probabilité de désexcitation par émission d’'un photon de

.y . 1
fluorescence polarisé o4 selon OY, soit = (cf. fig. I-6). Le taux de transfert correspondant
donne justement le temps interne le plus long & vitesse nulle, comme le confirme un calcul

élémentaire, a condition que |6 > T :

1
575 Tine(v=0,|6] >T) =2 (I2¢ - 3)

Notons simplement que, dans le cas |§] < T, le temps interne le plus long correspond a la
disparition d’éléments non diagonaux y(m|o|m')y, m # m'.

Lorsque la vitesse atomique est tres élevée (k|v| > |6|s), I'effet du champ magnétique
fictif B I’emporte sur celui du champ électrique. Les cohérences dans 1’état fondamental
pour la base {|m).,m = 0,+£1} jouent alors un réle négligeable et, comme on l’a utilisé
au §2d, I'essentiel de la dynamique est décrit en termes de taux de pompage entre sous-
niveaux. On constate alors, par la diagonalisation de la matrice associée 4 (A — 3a), que
Tint correspond au taux de départ le plus faible, qui est le taux de départ du sous-niveau

|1): (ou | — 1),) par absorption d’un photon laser polarisé o_ (ou o4) :
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%Ps-:nm(klvl > 16ls) = 6 (12¢ — 4)

Cette dépendance en vitesse de T, est d’autant plus dramatique que les transitions
jg — je + 1 envisagées sont & moment cinétique j, élevé. Pour j, = 4 et 6] > T, Tine(0)
est environ deux fois plus grand que pour j, = 1, alors que Tjn(kjv| > |6|s) est presque
30 fois plus grand que son homologue pour j, = 1.

Passons maintenant a 1’estimation de T,,.;. Dans le cas du refroidissement Sisyphe,
nous avons mis en évidence (cf. §1d) un temps externe réactif Tsc, période du mouvement
d’oscillation des atomes au fond des puits de potentiel, et un temps externe dissipatif,
T.m, associé a ’amortissement de la vitesse sous 'effet de la force de friction —av. Dans
la présente configuration o4 — o_, les déplacements lumineux sont indépendants de la

position (voir §2b), ce qui réduit Ty au seul temps dissipatif :

M
(04

Texe = (Ize - 5)

A partir de ’expression (12¢ - 8b) du coefficient de friction a et de la valeur (I12e - 3) du
temps interne a vitesse nulle, nous obtenons, 4 grand désaccord (|6| > I'), la formulation

suivante pour la condition Tjny < Text :

hléls _ 120
> ~

= 2 —
2Fg 17 7 (12 6)

Avant de commenter plus avant cette condition, donnons les résultats de I’approche semi-
classique traditionnelle, telle qu’elle est menée dans [16]. Les auteurs se limitent aux dis-
tributions en vitesse contenues dans la plage de linéarité de la force, ce qui impose a la
vitesse quadratique moyenne Av l'inégalité suivante, déduite de ’expression (III3b - 8) de

la force a grand désaccord :

1 /17
kAv < Z\/Eléls (I12¢ = 7)

Cette hypothése permet de réduire la force F(v) & son comportement linéaire prés de
v = 0, et de réduire le coeflicient de diffusion en impulsion D(v) & sa valeur a vitesse nulle.
Aussi parlons-nous pour (12e - 7) de condition de linéarisation. L’absence de dépendance
en position conduit a ’équation de Fokker-Planck habituelle suivante sur la distribution

en impulsion stationnaire II(p) :
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0 = 8p[avII(p)] + D(0)8211 (I2e — 8)

Le coefficient de friction o est donné par (I2c - 8b), et le coefficient de diffusion a vitesse

nulle par (I12d - 10). La solution de (I2e - 8) est une gaussienne, de température T vérifiant :

2

__<L> = kT ——Dio) (I2¢ — 9a)
() _h0? [ 29 254 L
M " |6 (300 75 624

(I12e — 9b)

Nous constatons immeédiatement que cette prédiction sur I’énergie cinétique moyenne
souffre de la méme pathologie que dans le cas du refroidissement Sisyphe : elle donne I'im-
pression que 1’on peut obtenir des distributions en impulsion aussi étroites que ’on veut
(il suffit de diminuer Q?, donc l'intensité lumineuse, a fréquence laser fixée). En fait, on
s'attend a ce que Ap reste plus grand que hk, et que le refroidissement présente méme
un seuil sur k|é|s ! Ce paradoxe doit étre levé par la prise en compte des conditions de
validité (I2e - 6), qui exprime que Tin¢ < Text, €t (I2e - 7), qui légitime la linéarisation de
la force.

A titre de comparaison, appuyons-nous sur la situation rencontrée dans le refroidis-

sement Sisyphe. La condition Tjs, < Text, traduite par Qosc7p < 1, impose :

1 1
3Us\? _ [Hhlbls)? 16|

ce qui est tres sévere a grand désaccord : lorsque |§| > T, 'optimum du refroidissement
Sisyphe, correspondant a une valeur finie de _gg_ (cf. (Ile - 1)), ne vérifie pas (12¢ - 10). On
peut espérer qu’il n’en va pas de méme pour le refroidissement par o, — o_. La condition
(I2e - 6) fait intervenir en effet une valeur numériquement tres faible des déplacements lumi-
neux (quelques énergie de recul), a grand désaccord. L’étude plus approfondie, quantique,
effectuée dans le chapitre III, confirme en partie cet espoir : I’optimum du refroidissement

a nouveaux mécanismes, obtenu pour |§] > I, correspond 4 :

hlé|s

(p*)? ~ 10.2hk (I2¢ — 11b)
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Pour comprendre 1’échec de ’approche semi-classique traditionnelle dans la configuration
o4+ — o—, il est donc nécessaire d’examiner la condition de linéarité de la force (12e - 7).

En utilisant la limite de (I2e - 9b) aux grands désaccords :

(r*) _ 29
)22 12 — 12
= Ta0els (I2e )

nous obtenons (I2e - 7) sous la forme :

1
nls\? _ 2 [638
2 /638 /& I2e — 13
(ZER> >3\ ~ Ve (12e )

Cette condition désigne comme petit parametre de développement :

12Fg 3
= [ === I2¢ — 14
© (hléls) (12 — 14)

donc est bien plus contraignante que ’exigence Tin, < Text, qui présente trompeusement
p g g q
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comme petit paramétre (a 'optimum (I2e - 11a), € ~ 0.15 et €2 ~ 0.02). L’absence de
temps réactif rend, en fait, la situation présente trés différente de celle du refroidissement
Sisyphe et ne permet pas de justifier la linéarisation de la force par la seule condition
Tint < Tex:- Rappelons en effet que, dans le cas de Sisyphe, la condition Ty < Text (soit
QoscTp K 1) et celle de linéarité de la force (soit Av < v, ) sont équivalentes (voir remarque
apres (I1d - 6)). Nous renvoyons aux considérations du chapitre II pour I’élucidation de ces
propriétés de I’approche semi-classique traditionnelle et la justification, dans un cadre gé-
néral, de I'introduction de (12e - 14) comme petit paramétre vrai de développement. Nous
retenons ici simplement la conclusion importante suivante : il est nécessaire de renoncer a
la condition de linéarisation de la force en fonction de la vitesse, explicitée par (I2e - 7),

si ’on veut obtenir I’optimum et le seuil du refroidissement & nouveaux mécanismes.

(ii) Equation de Fokker-Planck avec dépendance en vitesse compléte de F'(v) et D(v)

La discussion précédente a montré la nécessité d’inclure, dans le calcul des distribu-
tions en impulsion II(p), I’expression exacte, non linéarisée, de la force moyenne F(v) et
du coefficient de diffusion D(v) en fonction de la vitesse. Cette expression exacte étant
rendue accessible par le II§2b, il reste & déterminer la forme convenable de 1’équation
de Fokker-Planck sur II(p), ainsi que sa véritable condition de validité. Nous présentons

maintenant une simple discussion de ces problémes, qui seront résolus dans le chapitre III.
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L'écriture de ’équation de Fokker-Planck est rendue problématique par la dépen-
dance en vitesse de D(v). La forme la plus générale assurant la conservation de la proba-
bilité s’écrit en terme d’un courant de probabilité J[II] [40] :

8,11 + 8,J[II) = 0 (I2¢ — 15a)
J[M)(p) = F(v)II(p) — Di(v)3,1I — 8, (Da(v)II) (I2 — 15b)

La seule condition a priori sur les coefficients D, et D, étant :

D(v) = Dy(v) + Ds(v) (I2e — 16)

Intégrons la forme stationnaire de (I2e - 15) dans le cas limite ou 'un des deux coefficients

coincide avec D(v), I’autre étant nul. On obtient :

I (p) = I1,(0) efo 4P FO/DG)
si D1(v) = D(v),D2(v) =0 (I2¢ — 17a)
D(0)

® o' Fv' o
,(p) = 112(0)mefo dp' F(v')/ D(v')

si Di(v) =0,D2(v) = D(v) (I2e — 17b)

La variation brutale de D(v) en fonction de v dans les situations de grand désaccord entre
laser et atome (|6] > I') (voir fig. I-8) donne aux distributions stationnaires II, (p) et II(p)
des comportements aux faibles vitesses réellement distincts. Notons que la configuration
laser o4 — o_ est d’autant plus intéressante pour ’examen de ce probléme de la place du
coeflicient de diffusion qu’aucune difficulté supplémentaire liée a la dépendance spatiale

de la distribution stationnaire n’y apparait.

Afin de lever cette indétermination sur ’expression exacte du courant (I2e - 15b),
nous allons avoir recours, dans le chapitre III, aux équations du mouvement semi-
classiques, déduites des équations entiérement quantiques dans la limite Ap > hk. Nous
avons déja indiqué, au §le, la démarche générale & suivre pour effectuer cette approxima-

tion semi-classique. On utilise la représentation de Wigner W(z, p) de la matrice densité
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atomique compléte (supposée ici non restreinte 4 1’état fondamental). Les équations quan-
tiques sont non locales en impulsion : 0; W(z,p) est coupléa W | z,p £ _712_k par ’échange
d’un photon laser et & W (z,p + hks) par I'émission d’un photon de fluorescence d'impul-
sion hkg selon Oz. On effectue, sous I’hypothese ik < Ap, un développement au second
ordre des termes non locaux en impulsion. On aboutit & une équation aux dérivées par-
tielles en position et impulsion sur les coefficients de la matrice W(z, p), équation qualifiée
de semi-classique. Dans le cas de la configuration o, — o_, nous avons vu au §2b qu’il est
pertinent d’introduire le référentiel tournant, ce qui se décrit au point z par 'opérateur

rotation de 1’état atomique interne d’angle —kz selon 'axe Oz :

R(z) = e'*=3: /% (I2¢ — 18a)
W(z,p) = R(z)"*W(z,p)R(z2) (I2¢ — 18b)

Les équations semi-classiques sur VV(z, p) ne comportent alors plus de dépendance spa-
tiale explicite ; on peut se limiter aux distributions W(z, p) indépendantes de la position,

puisque cette classe de distributions contient 1’état stationnaire.

Il s’agit, en derniére transformation, d’éliminer 1’état interne dans les équations semi-
classiques, pour obtenir la relation cherchée sur la seule distribution en impulsion II(p, t).
Une telle élimination peut étre faite de fagon systématique (élimination adiabatique [41])
dans le cas ou l'on s’intéresse au comportement de II(p,t) a des échelles de temps tres
longues devant le temps de relaxation T}, des variables internes : lorsque t > Tj,,, I’état
atomique interne est “asservi” a la distribution externe II(p,t) par la relaxation, et peut
donc étre éliminé. Notons en particulier que cette procédure, n’'introduit en elle-méme
aucune erreur dans le calcul de I’état stationnaire, a condition qu’elle soit menée de fa-
con exacte : ’approche semi-classique traditionnelle avec force linéarisée en vitesse, par
exemple, réalise I’élimination de ’état interne par une approximation pas toujours accep-
table dans le cas des nouveaux mécanismes de refroidissement. Nous montrons en fait, dans
le chapitre III, que le résultat de ’élimination adiabatique rigoureusement menée ne prend
pas en général la forme d’une équation de Fokker-Planck. Une telle équation de Fokker-
Planck n’est légitime que dans le cas limite ou le pas effectif dpes de la marche au hasard
en impulsion, compte tenu des corrélations entre les cycles successifs de fluorescence, reste
petit devant la largeur de la distribution II(p,t). Nous reportons a ce chapitre III I’exposé

de la procédure itérative conduisant, lorsque dp.sg < Ap, a I’équation de Fokker-Planck
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cherchée, et nous en indiquons ici seulement le résultat. L’équation obtenue est bien de la
forme (I12e - 15)(*). D;(v) est la valeur supplémentaire de la diffusion due a la corrélation
entre les pas de la marche au hasard (cf. §2d), alors que D,(v) est la partie dite “normale”
de la diffusion, celle qui existe en 1’absence de corrélations. Par exemple, & vitesse nulle,
D;(0) est le premier terme de (I12d - 10b), alors que D,(0) contient le second terme de
(I12d - 10b) et celui, Dspont(0), décrivant I'effet des fluctuations de I'impulsion emportée
par les photons de fluorescence (cf. (I12d - 10c)).

L’examen de la validité de 1’équation de Fokker-Planck réclame la définition pré-
cise de épesr. Le formalisme mis en jeu dans le chapitre III permet de répondre a cette
question. Nous ne disposons ici d’une image claire de la marche au hasard que dans le
domaine d’application du modéle probabiliste de la diffusion du §2d, qui se limite aux

vitesses atomiques élevées (k|v| > |6|s). On est conduit dans ce cas & poser :

bpess = lim <(N+ _ N_)2> hk

-1
N—+4o0 N (Ize 9)

Le domaine k|v| > |6|s n’est pas le plus intéressant, puisqu’il ne contient pas les distribu-
tions stationnaires en vitesse au-dessus du seuil de refroidissement. La définition (12e - 19)
de épeg ne permet donc pas de prouver la validité de ’équation de Fokker-Planck. Elle
met cependant en évidence, dans son propre domaine de validité, une différence spec-
taculaire entre la portée des corrélations dans la marche au hasard pour une transition
J=1— j. =2 et pour une transition j = 4 — j. = 5, cette derniére étant utilisée

expérimentalement dans les mélasses optiques sur le césium :

Opesr,j=1 = Rk (I2¢ — 20a)
6peﬂ',j=4 ~ 335hk (126 - 20b) )

Le calcul est effectué dans le cadre de I’approche probabiliste de ’appendice Aj. Ces écarts
sur épeg se comprennent qualitativement si I’on considére, pour un atome dans ’état in-
terne |j)., le rapport des taux d’absorption de photons o et de photons o_. Ce rapport,

dont nous avons vu la pertinence au §2d, vaut, pour une transition de moment cinétique

(*) Elle porte cependant, en toute rigueur, non pas sur la distribution en impulsion II(p),

mais sur IIr(p) définie par (III3c - 5).
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arbitraire, (j + 1)(27 + 1) (voir le tableau de la fig. II-4 pour 'expression générale des
coefficients de Clebsch-Gordan dans le cas d’une transition j — j. = j + 1). Il passe
ainsi, en valeur numérique, de 6 a 45 lorsque j saute de 1 a 4. Tout ceci justifie finalement
la mise en oeuvre d’une résolution directe des équations quantiques, d’une part pour con-
firmer les prédictions de I’équation de Fokker-Planck sur la transition 1 — 2, d’autre part
pour effectuer une étude compléte de la transition 4 — 5, que I’on soupgonne fortement,
au vu de (I2e - 20b), d’échapper a une description par Fokker-Planck, du moins pour les

distributions les plus étroites en impulsion.

(iii) Etude entiérement quantique du refroidissement

Nous avons déja mis en évidence quelques propriétés particulieres de la configuration
laser 04 — o_ : d’une part, la possibilité d’éliminer toute dépendance spatiale de I’état
stationnaire par passage dans le référentiel tournant (voir §2b et (I12e - 18)) ; d’autre part,
le caractére limité de la redistribution cohérente de photons entre les deux ondes laser (voir
la discussion sur la force stimulée au §2c). En fait, ces deux propriétés sont profondément
liées, et il est possible d’en tirer parti, dans 1’étude de I’évolution entiérement quantique

de la matrice densité compléte p, a I'aide de la transformation unitaire suivante, dite “des
familles” [14,42,61] :

Sp = e'*2:/h (I2¢ — 21a)
pr = Sg'pSF (I2¢ — 21b)

La transformation unitaire Sr, qui agit a la fois sur les degrés de liberté atomiques internes
(par j.) et externes (par Z), a une signification géométrique claire. L’action de Sr sur un
état atomique dont le centre de masse est parfaitement localisé en z, est en effet simple-
ment celle de la rotation interne R(z) de (I12e - 18a). Les équations d’évolution quantiques
pour pfr, déduites de celles de p, sont alors particuliérement simples en représentation p.
Dans ces équations, les processus stimulés ne changent pas le nombre p : tout se passe,
dans la représentation des familles (I2e - 21), comme s'il n’y avait plus de redistribution
entre les deux ondes laser. Seule I’émission spontanée peut modifier p, mais elle le fait
de facon non cohérente, couplant les éléments de pr diagonaux en p & des éléments de
pr également diagonaux en p. Il suffit donc, lorsqu’on cherche I’état stationnaire, de se
limiter aux matrices densité pr diagonales dans la base p, ce qui constitue une réduction

considérable du probléme.
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La réduction du probléme apportée par la transformation (I2e - 21) est telle qu’elle
rend possible la résolution numérique, directe et brutale, des équations quantiques sta-
tionnaires pour la transition j = 1 — j. = 2. Nous verrons dans le chapitre III que
les prédictions de ’équation de Fokker-Planck (I2e - 15) reproduisent de facon satisfai-
sante ces résultats numériques. Les deux approches, numérique et semi-classique, placent
Poptimum absolu du refroidissement & nouveaux mécanismes (I2e - 11) dans la limite des
grands désaccords en fréquence entre atome et laser (|6| > I'). Dans cette limite, le refroi-
dissement a nouveaux mécanismes adopte un comportement presque universel, en ce sens
que la distribution stationnaire en impulsion, pour p exprimé en unité de hk, dépend du

hlé|s

seul parameétre
2ER
intéressante, et nous indiquons ici, pour finir, comment réduire les équations quantiques

. L’étude quantique de cette limite [§] > I est donc particuliéerement

en conséquence, ce qui rend accessibles les transitions atomiques a moment cinétique élevé
(7 =4).

Rappelons d’abord la situation rencontrée pour le refroidissement Sisyphe, dans le
§1le. Le refroidissement optimal est atteint dans la limite Qo5.7p > 1 et ne dépend plus
alors que du paramétre g%. Nous avions décrit I’approche quantique adaptée a ce régime.
Elle consiste a introduire la base propre de la partie hamiltonienne des équations de Bloch
optiques généralisées (voir (Ile - 2)). Le spectre correspondant a une structure de bandes
dont la séparation minimale est de I’ordre de AQus. (voir (I1d - 2) pour ’expression de
Qosc), donc beaucoup plus grande, dans le régime oscillant, que la largeur des niveaux,

de l'ordre de — due aux processus de pompage optique. La matrice densité atomique

(interne et externe) stationnaire est alors essentiellement diagonale dans la base propre,
donc est déterminée par la seule connaissance des taux de transition entre les niveaux, ce

qui constitue une réduction importante du probléme.

Nous transposons cette approche aux transitions j — j. = j + 1 dans la confi-
guration o4 — o_. La partie hamiltonienne des équations de Bloch optiques généralisées

ramenées dans 1’état fondamental fait intervenir 'opérateur suivant :

P2
H= m + Hlaser(z) (12e - 22)
Haser(Z) est le hamiltonien dont les énergies propres constituent les déplacements lumi-

+2ikZ | qui décrivent effet

neux. Il contient des opérateurs de translation en impulsion e
sur 'impulsion atomique des cycles stimulés donc de la redistribution de photons entre

les ondes laser. Le passage dans le référentiel tournant OXY z correspond quantiquement
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3 la transformation unitaire (I2e - 21a). Il fait disparaitre du hamiltonien les termes de
redistribution pour conduire & un hamiltonien d’effet Stark (action de E(t)), opérateur

purement interne :

Sp' Hiaser(Z2)Sr = Hstark (12¢ — 23)

Il transforme I’énergie cinétique en faisant apparaitre le couplage avec le champ magnétique
fictif B et un terme supplémentaire, de I’'ordre de quelques énergies de recul, inaccessible

aux considérations classiques du §2b :

_, P? (P +kj.)? P? P . k25?2
1+ = < — i z
SF om°F oM ont TRt o

Rappelons que j, est 'opérateur moment cinétique atomique interne selon Oz. Nous cons-

(I2¢ — 24)

tatons ainsi que le hamiltonien Hr = Sp'HSF est diagonal en impulsion p. Les états
propres de Hr sont donc de la forme |n,p) @ |p) oun =1 4 25 + 1 et ou |n,p) désigne le

ni®Me ¢tat propre du hamiltonien purement interne Hp(p) :

. 2
HFr(p) = b Z:j‘) + Hstark (I2e — 25a)
HF(p)In,p) = En(p)in, p) (I2e — 25b)

D’apres ce que nous avons déja dit, il suffit d’étudier la partie de la matrice densité op
(restreinte dans I’état fondamental) diagonale en p, soit or(p). Il est nécessaire a priori,
pour connaitre or(p), de déterminer tous les éléments de matrice (n,p|or(p)|n',p). En
fait, lorsque toutes les différences d’énergie |E,(p) — En(p)|,n # n' sont beaucoup plus
grandes que la largeur des niveaux due aux processus de pompage optique, les éléments
de matrice non diagonaux (n,plor(p)|n',p),n # n', dans ’état stationnaire sont né-
gligeables devant les éléments diagonaux (n,p|or(p)| n,p). Dans cette limite, qualifiée

traditionnellement de séculaire, 0%+ est essentiellement diagonale dans la base propre de
Hp :

+oo
~ st ~ d Hn 9 s 12 _ 26
’ IE,,—EH,|>>%;,I~8/_°° P; (p)In, p) P} {p|{n, P| (12¢ )

Le calcul direct des courbes paramétrées en p, E,(p), montre que la valeur minimale de

|En(p) — En:(p)|,n # n', atteinte au voisinage de p = 0, devient proportionnelle a %|§]s,
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lorsque %|6|s > ERr (la contribution du dernier terme de (I12e - 24) est alors négligeable -
voir discussion plus approfondie dans le chapitre III). La condition de ’approximation
séculaire coincide dans ce cas avec la limite des grands désaccords : |6] > T", dont nous
avons dit qu’elle conduit sur la transition j = 1 — j. = 2 4 ’optimum absolu du refroi-

dissement o4 — o_.

Nous mettons en oeuvre dans le chapitre III ’approche quantique adaptée a la limite

séculaire. Indiquons simplement ici I’optimum absolu pour j = 4 prévu par cette méthode :

inf (p?)? = 6.5hk (I2e — 27)

obtenu a la limite des désaccords trés grands, lorsque :

(hk)*

o (I12¢ — 28)

% hés = —420



Appendice A

Modéle probabiliste de la diffusion en impulsion

Nous sommes dans la configuration laser 04 — o_. La trés faible saturation de la
transition (s < 1) nous permet de ramener la dynamique dans 1’état fondamental, et nous
voulons déterminer le coefficient de diffusion en impulsion pour des atomes tres rapides,

dont la vitesse v vérifie :

klv| > |6]s (A; — 1a)
klv| > T's (A; — 1b)

klv| < \/52 + %IW (A; — 1¢)

Les deux premiéres conditions assurent que l'effet du champ magnétique fictif B introduit
au §2b I’emporte de beaucoup sur l'action du champ électrique E(t), responsable de dé-
placements lumineux d’ordre %és (condition (Aj — la)), et sur les processus de pompage
optique, responsables d’une largeur des sous-niveaux dans I’état fondamental d’ordre AI's
(condition (Aj — 1b)). Il est alors légitime de négliger les processus stimulés et de con-
sidérer la matrice densité atomique o comme diagonale dans la base {|m),,m = 0,1}

adaptée a ’action de B :

oY Tylm),.(m| (A; - 2)

L’évolution temporelle de ces populations, due seulement aux cycles de fluorescence, est
(£)

m'—m le

déduite des taux de pompage entre les sous-niveaux Zeeman : nous désignons par v
taux de pompage de I'état |m), vers ’état |m'), par absorption d’un photon laser polarisé
o+. Lorsque (A; — 1c) est vraie, ce taux en unité de =I's est obtenu, pour la transition
J =1 — j. = 2, par le produit des carrés des coefficients de la fig. I-6 associés aux
transitions |g m) — |e m+ 1) et |e m £ 1) — |g m'). Avec cette notation, les équations

de pompage prennent la forme suivante :

d e
Fm®) = =mIm(®) + D > 7o T (1) (Ar ~ 3a)
e=+1 m’
Tm= )Y Y. (A; — 3b)
e=%1 m’
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Dans (A — 3), vm désigne le taux total de départ par pompage optique du sous-niveau
Im)..

Nous souhaitons passer, dans la description de ’évolution du systéme, de 'usage de
la variable continue ¢, temps écoulé, a celui de la variable discréte N, nombre de cycles de
fluorescence effectués. Pour cela, suivons pendant un temps T long (I'sT > 1) I’évolution
d’un atome. Le temps moyen passé par cet atome dans le sous-niveau |m), est II;; T, ou
I3, est la solution stationnaire normalisée de (A; — 3a). L’atome a effectué en moyenne
(N) cycles de fluorescence, et nous introduisons la probabilité P35y telle que (N) Py} soit
le nombre de cycles pour lesquels 'atome était initialement dans I'état |m),. Comme a
chacun de ces cycles d’état initial |m), est associé un laps de temps moyen —, nous

m
obtenons les relations de passage de la description temporelle a 'image probabiliste :

S 7"11—13:1
P = =% (A[ — 4a)
T
Z Pn=1 (A; — 4b)
N s
(—T—) = E%nnnt; (A) — 4c)
Nous avons déduit ’expression (A; — 4c) du taux moyen de pompage ) par insertion

de la valeur (A| — 4a) de P3¢ dans (A — 4b). L’objectif essentiel de cet appendice est le
calcul de <(N+ - N_)2> a la limite des grands nombres de cycles N, Ny désignant le
nombre de photons laser polarisés o4+ absorbés. Pour ceci, il est commode, a l'issue de
N cycles de fluorescence, de mieux préciser le chemin suivi par ’atome, en introduisant
P (N4, N_), vecteur dont la composante m donne la probabilité pour que, aprés N cycles
de fluorescence, I’atome ait absorbé N4 photons o4, N_ photons o_ et se retrouve dans

le sous-niveau |m),. La condition de normalisation associée a cette probabilité s’écrit :

> un-P(N4,N_)=1 (A; — 5)
Ni+N_=N

ou un est le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Nous disposons alors de la

relation de récurrence suivante :

P (N4, N_) = My [P (N4 — 1, N_)| + M_ [P (N4, N_ - 1)] (A - 6)
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valable pour (N4, N_) # (0,0) avec la convention P (N4, N_)=0si Ny <0ou N_ < 0.
Les matrices M+ comportent au croisement de la ligne m et de la colonne m' la probabilité
pour un atome de sauter du sous-niveau |m'), vers le sous-niveau |m), en absorbant un
photon polarisé o4, a I'issue d'un cycle de fluorescence. D’aprés (A} — 3a) on obtient pour

cette probabilité :

) V(i) ,
Tm'

Nous donnons explicitement les matrices M, et M_ pour la transition j = 1 — j, = 2,

avec 'ordre m = 1, m = 0, m = —1 pour les trois composantes de P, lues de haut en
bas :
6 1 1
7T 4 42
1 2
M, = I A/ — 8a
+=[0 7 3 (3 )
1
0 0 o)
1
5 0 0)
2 1
M_=| 2= _= A, -8b
1 l 6)
42 4 7

Il s’agit maintenant, en prenant comme condition initiale pour (A — 6) 1’état stationnaire :

P(0,0) = P** (A; — 9a)
(M, + M_) [P*] = P* (A, — 9b)
un-Pst =1 (A; — 9¢)

de déterminer le comportement asymptotique de <(N+ - N_ )2> avec N :

<(N+ ——N_)2> ~ AN (A; - 10)
N - 400
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Nous proposons deux méthodes de calcul. La premiére, assez formelle, utilise la technique
des séries génératrices. La seconde introduit la fonction de corrélation entre les pas suc-

cessifs de la marche au hasard de I’atome selon la variable N, — N_.

Méthode des séries génératrices

Introduisons la double série génératrice a valeurs vectorielles :

glz,y)= Y zVyN-P(Ny,N-) (A —11)
Ny N_

En multipliant (A1 — 6) par zV+y- et en sommant sur {Ny > 0, N_ >0, (N4+,N_) #(0,0)},

on obtient ’expression explicite suivante pour g(z,y) :

g(z,y) — g(0,0) = (z M4 + yM_)[g(z,y)] (A; — 12a)

1
T, 1y F (0 0) (A; — 12b)

donc g(z,y) =

ou I désigne la matrice de 'identité. La série génératrice des moments <(N+ - N-)2> ,

soit h(z), s’obtient par dérivation a partir de g(z,y) :

h(z)=un- Y  P(Ny,N_)(Ny— N_)*zN+¥N- (A; — 13a)
N4,N_
h(z)= <(N+ - N-)2>N 2N (A; — 13b)
N
h(z) = (zaz - yay)2 un- g lz=y=z (AI - 130)

Pour mener les dérivations de (Aj — 13c) nous conseillons d’effectuer le changement de

variables :

u= %(m +v)
(A — 14)

v=-;-(x—y)

et d’utiliser la propriété suivante, associée a la conservation de la probabilité totale dans

(A1 —6) :
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‘(M4 + M_)[un] = un (A — 15)

La prise en compte explicite de la condition initiale (A; — 9a), dont la valeur de A dans

(A1 — 10) ne dépend bien sir pas, conduit a ’expression simple suivante :

z 222 1

h(z) = + 2un-(M+—M—)I_z(M++M_)

(1-2)2  (1-2z) (My - M) [P¥]

(A — 16)

Un calcul élémentaire, diagonalisant éventuellement My + M_, montre que A est donné

par le résidu du poéle double z =1 de h(z) :

1
I—(Ms + M_

/\=}i_r3(1—z)2h(z)= 1+ 2un.- (M4 — M) )(M+ - M_) [P*]

(A = 17)
Le terme 1 au début du dernier membre de (Aj — 17) correspond au résultat poissonien
(I2d - 6), donc le second terme représente ’effet des corrélations dans la marche au hasard
de 'atome. L'inverse de I — (M4 + M_) s’entend dans le sous-espace associé aux valeurs

propres de M, + M_ différentes de 1. Le calcul pour j = 1 montre que :

(My — M) [PSt] = §P6/7 (A; — 18a)
(M ~M_)[un] = 2Pg/r (A; - 18b)

ou Pg/7 = (1,0,—1) est un vecteur propre de M, + M_ associé & la valeur propre 6/7.
Ceci était prévisible par des considérations de symétrie sous ’échange m «— —m. On

retrouve finalement le résultat annoncé dans (I2d - 8) :

A=142-2. —— .2 . (Pe7r-Pgsr) =9 (A; — 19)

Approche en terme de fonction de corrélation

Nous partons de la décomposition (I12d - 4) et nous voulons calculer la fonction de

corrélation (e;e;). En régime stationnaire, cette grandeur ne dépend que de j — i, ce qui
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nous rameéne i 1’évaluation de {ege;), I > 1. La probabilité d’absorber un photon o4 a
partir de I’état stationnaire PS* vaut p4, et cette absorption fait passer de la distribution

P** a la distribution P4, avec :

p+ = un- My [P*] (A; — 20a)
st
P, = M [P (A; — 20b)
P+

L’évolution ultérieure comprend ! — 1 cycles de fluorescence, pour lesquels on ne mesure
pas la polarisation du photon absorbé. En utilisant (A — 6), nous montrons que 'effet de

ces | — 1 cycles est de conduire en moyenne a la distribution :

Qs = (My + M) [Py] (Ay - 21)

En utilisant les probabilités d’absorption de photons polarisés o., a partir de ’état Q_.,

nous obtenons pour [ > 1 :

(e081) = ec'un- M, (M4 + M_)"!' M, [P (A; — 22a)
1

e, e’'=%1

(oct) = un- (M4 — M_)(My + M) (My — M_) [P**]  (A; — 22b)

L’utilisation des relations (A — 18) conduit pour j = 1 au résultat (12d - 7) :

276\ . . _ .
(eiej)=§(—7-) si >t (A; — 23)
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CHAPITRE 11

LES EQUATIONS QUANTIQUES FONDAMENTALES
QUELQUES APPLICATIONS DE LEUR LIMITE SEMI-CLASSIQUE
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INTRODUCTION DU CHAPITRE 11

Nous donnons, dans cette partie, la forme des équations d’évolution de la matrice
densité atomique compléte, avec quantification des degrés de liberté externes associés au
mouvement du centre de masse de ’atome. La situation considérée est celle des mélasses
optiques : I'atome comporte un état fondamental et un état excité, avec des sous-niveaux
Zeeman |g m) et |e m'), et la transition supposée fermée entre |g) et |e) est excitée par
des ondes laser monochromatiques quasi-résonnantes. Les équations d’évolution portent
alors le nom d’équations de Bloch optiques généralisées et nous indiquons comment les
réduire lorsque les atomes sont suffisamment lents et que la transition est trés peu saturée
par le laser ; elles agissent dans ce cas sur la restriction de la matrice densité dans 1’état

fondamental.

Dans le §2, nous donnons une représentation quantique de la situation d’un atome
2

de vitesse v imposée, en substituant a ’opérateur énergie cinétique oM I’opérateur P - v.
Dans le cas des mélasses optiques a une dimension, nous étudions, a partir des équations
de Bloch optiques généralisées écrites en représentation de Wigner, le comportement de la
quasi-quantité de mouvement d’un tel atome de vitesse v, ce qui nous permet de définir
une force et un coefficient de diffusion en impulsion fonction de la position z et de la
vitesse v. Finalement, nous donnons une premiére utilisation des valeurs de la force et du
coefficient de diffusion dans ce qui constitue ’approche semi-classique traditionnelle, et

nous montrons les insuffisances de cette approche.
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0 - DEMARCHE GENERALE SUIVIE DANS CE CHAPITRE I1I

a) Equations d’évolution de la matrice densité atomique

Les situations physiques que nous étudions peuvent étre modélisées par I'interaction
d’'un “petit systéme” et d’'un réservoir & trés grand nombre de degrés de liberté. Le ré-
servoir est constitué par le champ quantique initialement dans 1’état vide de rayonnement.
Le petit systéme est un atome, dont 1’état interne comporte des sous-niveaux excités |e m)
et fondamentaux |g m) reliés par transition optique, et dont le mouvement du centre de
masse est quantifié. Nous expliciterons au §la le hamiltonien du systéme total atome +
champ quantique utilisé. Nous nous intéressons ici seulement a I'influence du réservoir sur
la dynamique du systéme atomique : les fluctuations quantiques du champ entrainent une
relaxation du petit systéme, dont le processus physique est 1’émission spontanée, caracté-
risée par le taux de désexcitation I" de ’état excité. Le temps de relaxation correspondant,
Trelax = %, étant beaucoup plus long que le temps de corrélation du réservoir 7¢, de
Pordre de la période optique, il est possible d’éliminer, par ’approximation markovienne
habituelle, les degrés de liberté du champ quantique pour obtenir les équations d’évolution,
dites de Bloch optiques généralisées, de la matrice densité atomique compléte p, qui décrit
P’état atomique interne et le mouvement du centre de masse. Ces équations comportent
une partie réactive, hamiltonienne, dans laquelle intervient le potentiel purement atomique
Var(t) décrivant 'influence du champ électrique laser moyen sur la dynamique atomique.
Ces équations comportent également une partie dissipative, non hamiltonienne, donnant

I'effet des processus de relaxation sur ’état interne et le mouvement de 1’atome.

partie classique atome : rayonnement t1
1 Var(t) état interne et -D-E, A e, , ‘?\%an”lque
du champ — - dans l'état “vide” :
mouvement .
laser oz fluctuations du champ
quantifiés

. 1 e 1
temps de relaxation Tyelax = T > temps de corrélation 7¢ ~ -

(4

Fig. II-1 : Modélisation de l’interaction atome-champ laser
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Nous réalisons explicitement au §1b 1'élimination des degrés de liberté du champ
dans I’approximation de mémoire courte (I'7¢ < 1) [43], avec prise en compte de la quan-
tification du mouvement du centre de masse atomique [11,17]. Nous rappelons d’autre
part, au §1c, comment séparer la partie classique et les fluctuations quantiques du champ
a l’aide d’une transformation de Mollow [44], lorsque le champ quantique est initialement
dans un produit d’états cohérents. Le lecteur familier avec les considérations de ces deux

paragraphes peut en négliger la lecture.

b) Adapter les équations d’évolution a I’étude du refroidissement

(i) Réduction des équations quantiques

Les équations quantiques dont nous disposons sont extrémement générales. Or, nous
allons les utiliser pour étudier plus particuliérement les nouveaux mécanismes de refroidis-
sement dans les mélasses optiques. Il convient donc d’effectuer certaines transformations et
certaines approximations, conduisant a des équations toujours quantiques, mais réduites,

donc plus faciles & manier.

D’une part, les configurations laser considérées dans le présent travail sont toutes
unidimensionnelles, c’est-a-dire qu’elles sont obtenues par superposition d’ondes progres-
sives de méme axe de propagation Oz. Seule 'impulsion du centre de masse atomique
selon Oz est alors intéressante, ce qui permet de réduire la matrice densité p a une matrice
p, décrivant complétement 1’état atomique interne mais ne donnant que le mouvement
atomique selon Oz. La trace partielle des équations quantiques sur les degrés de liberté
externes selon Oz et Oy, conduit sans approximation, dans le cas unidimensionnel, aux

équations d’évolution quantiques sur p.

D’autre part, nous étudions essentiellement les nouveaux mécanismes pres de 'opti-
mum du refroidissement. Or, il se trouve que cet optimum correspond a des valeurs faibles
du parametre de saturation sp de la transition par le laser : 'atome passe, en moyenne,
une partie également faible de son temps dans 1’état excité. De plus, les vitesses atomiques
sont trés basses, ce qui assure que ’atome parcourt, pendant qu’il reste dans 1’état excité,

. . , . 2w -
une distance petite devant la longueur d’onde optique A = — : nous avons affaire a des
distributions en vitesse de largeur Av telle que kAv < T, ce qui permet de négliger les

mécanismes du refroidissement Doppler. Par élimination adiabatique de ’état excité et par

. . <1 v, . .
développement des équations quantiques a 1’ordre 0 en T il est alors possible d’obtenir

des équations d’évolution quantiques mais approchées sur la matrice densité atomique o
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restreinte dans 1’état fondamental. La dynamique est ramenée dans 1’état fondamental et

il ne reste, en termes de refroidissement, que les nouveaux mécanismes.

Nous résumons sur la fig. II-2, les deux réductions des équations quantiques, 'une

exacte, |'autre approchée, que ’on peut bien sir effectuer en cascade.

équations quantiques générales sur
(P, g/elelp’. g/e)
I |

exact approché
! 1
ondes toutes progressives selon Oz : so K1, kAv kT :
équations quantiques sur —— | refroidissement Doppler négligé, équations
(pz.9/e|plp%. 9/€) quantiques sur (p, glo|p’, 9)

Fig. II-2 : Les deux réductions des équations quantiques

(i1) Approximation semi-classique des équations quantiques

Dans les configurations que nous allons étudier, qui sont celles des mélasses optiques,
les atomes décrivent en permanence des cycles de fluorescence. On congoit alors, intuiti-
vement, que la largeur en impulsion Ap des distributions stationnaires les plus froides ne
puisse étre tres inférieure au recul associé a I’émission d’un seul photon hk. Ceci signifie,
d’apres les inégalités de Heisenberg, que la longueur de cohérence spatiale des atomes, A€,
reste plus petite que la longueur d’onde optique A. Il semble donc pertinent, en premiére
approximation, de traiter classiquement le mouvement du centre de masse atomique, tout
en maintenant la description quantique des degrés de liberté atomiques internes, ce qui a
fait qualifier cette approche de semi-classique.

Pour obtenir de fagon systématique la limite semi-classique des équations quantiques,
il est commode d’écrire la matrice densité atomique en représentation de Wigner. Dans
ce point de vue, I’état atomique est défini par la donnée, en chaque point (z,p) de ’es-
pace des positions-impulsions, d’une matrice densité interne W(z, p,t), dont la trace in-
terne, f(z,p,t), constitue une distribution de quasi-probabilité en positions-impulsions.

Dans I’évolution temporelle de la distribution de Wigner déduite des équations quan-
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) . . .
tiques, ,W(z,p) est couplé a W (z, p+ -—25 par interaction avec les modes laser, et a

W (z,p + hks) par émission spontanée d'un photon d’impulsion hkgs. Dans la limite semi-
classique Ap > hk, il est légitime de développer ces termes non locaux en p au second
ordre en hk : les équations aux dérivées partielles obtenues sur W(z,p) ne sont autres

que les équations semi-classiques cherchées. Nous les présentons au §2a.

Cependant, ’analyse des équations semi-classiques reste difficile, & cause du couplage
étroit entre les degrés de liberté internes (éléments de matrice de W(z,p)) et le mouve-
ment du centre de masse (distribution f(z,p)). Pour éliminer I’état atomique interne en
I’asservissant aux degrés de liberté externes, il est habituel de se placer & des échelles de
temps t beaucoup plus longues que Tiy¢, ou Tip, est le temps typique de relaxation des

variables internes.

Nous effectuons au §2b une telle élimination, dans la situation modéle et unidimen-
sionnelle d’'un atome de vitesse constante vy. Dans ce modéle, nous prenons en compte
de fagon exacte les changements des moyennes (p) et (p2) de I'impulsion atomique sous
’effet des forces radiatives, dans le cas limite ou les changements correspondants pour
la vitesse atomique peuvent étre considérés comme négligeables. Au bout de t > T,
I’état atomique interne atteint un régime forcé, déduit des équations de Bloch optiques
ordinaires, qui permet de calculer la force radiative moyenne F (z,vq) subie par 1’atome.
Nous obtenons également, au prix d’une seconde intégration des équations de Bloch, 1’ex-
pression du coefficient de diffusion D (z,v0), qui caractérise les fluctuations de ces forces

radiatives.

En fait, et c’est 13 tout I'intérét du probléme, les forces radiatives modifient aussi
la vitesse atomique. Au bout d’un temps que nous appelons Ty, la variation de vitesse
typique correspondante év est telle que les régimes internes forcés aux vitesses vg et vg +6v
deviennent sensiblement différents. Les résultats du modeéle précédent, déduits de régimes
forcés, ne sont donc a priori pertinents qu’aux instants ¢ tels que Tjny < t & Texe, ce qui
suppose en particulier que Tiny < Tex¢ et exclut Pétat stationnaire (¢ = oo). Il semble
ainsi plus intéressant d’effectuer une élimination de 1’état atomique interne qui soit va-
lable aux instants t tels que : Tipy < t > Text. Une telle élimination, dite “adiabatique”,
conduit formellement, & partir des équations semi-classiques, & une loi d’évolution pour
la seule distribution en position-impulsion f(z,p,t), loi que nous notons symboliquement
0.f + L[f] = 0. Précisons tout de suite que 'expression de I'opérateur £ est en générale

tres complexe, faisant intervenir des dérivées en p a un ordre arbitraire et étant non locale
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en position. Nous ne donnons pas, dans le présent travail, ’expression générale de £, peu
exploitable. Une question plus intéressante est ’examen de la possibilité d’obtenir une
expression simplifiée de £ sous la forme d’un opérateur de Fokker-Planck contenant la
force moyenne F (z,vp) et le coefficient de diffusion en impulsion D (z,v,), ce qui rendrait
tout son intérét au modele simple de I’atome & vitesse imposée. Une telle possibilité a
été réalisée, & I’époque du refroidissement Doppler, dans ce que nous appelons I’approche
semi-classique traditionnelle. Nous résumons la présente problématique sur la fig. II-3,
avant de passer a l'insuffisance de ’approche semi-classique traditionnelle en présence des

nouveaux mécanismes de refroidissement.

équations quantiques en représentation de
Wigner W(z, p, 1)
I
Ap > hk
!

développement au second ordre en hk
équations semi — classiques sur W(z, p, t)

| -

T}nt < t < Text Tint < t Z Text
! 1
v~ cte = vy élimination adiabatique
régime interne forcé de l'état interne
calcul de F'(z,vo) et D(z,vp) of+L[f]=0
L£=?

Fig. II-3 : Les équations semi-classiques et le probléme de I’élimination de ’état interne

c) L’approche semi-classique traditionnelle

Cette approche, dont ’'objet était originellement le refroidissement Doppler, est pré-

sentée habituellement comme un développement perturbatif au second ordre en Tl 2 de
xt
P’opérateur £ du §b précédent [17], ce qui conduit & une équation de Fokker-Planck co;npor—

tant un terme de friction linéaire en vitesse et un terme de diffusion en impulsion calculé
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pour des atomes au repos. Au §2c, nous donnons a cette approche, dans le cas unidi-
mensionnel, une formulation différente, qui procéde par développement perturbatif de la

distribution stationnaire f.

(i) Les petits parameétres physiques du développement

L’approche semi-classique traditionnelle se place dans un régime tel que, pendant le
temps typique de relaxation des variables atomiques internes, ni la position ni la vitesse

des atomes n’ont le temps de changer significativement.

L’exigence de faible déplacement spatial pendant T}, est particulierement contrai-
gnante. Dans les situations de mélasses optiques que nous étudions, la présence de gradients
de polarisation de période la longueur d’onde optique A donne au régime interne forcé pour
un atome au repos une forte dépendance spatiale, de méme période A. L’approche semi-

classique traditionnelle exige donc que :

klo|Tine < 1 (II0c — 1)

Notre modéle d’atome de vitesse imposée vy, au §2b, qui permet le calcul de la force ra-
diative moyenne F'(z,vp) et du coefficient de diffusion D (z,v¢), réclame certes, pour étre
pertinent, une faible variation de la vitesse pendant T},., mais il n’impose rien sur le dépla-
cement spatial du centre de masse pendant Tj,,. En général, la condition (II0c - 1) assure,
en fait, que les vitesses atomiques considérées se trouvent dans le domaine de linéarité de

la force moyenne F(z,v) avec la vitesse :

F(z,v) ~ —%g —a(z)v (II0c — 2)

La force réactive, dérivant du potentiel dipolaire U, est de moyenne spatiale nulle, contrai-
rement au terme de friction, dissipatif. La condition (II0c - 1) permet également d’oublier

la dépendance en vitesse du coefficient de diffusion D(z,v) :

D(z,v) ~ D(z,v=0) = D(z) (II0c — 3)

Remarquons tout de suite un point qui jouera un réle important dans la discussion qui va

suivre : par construction, a(z) et D(z) sont indépendants de la masse atomique.

L’examen de la condition de faible variation de la vitesse pendant T}, est grande-

ment facilité par les résultats précédents. Nous caractérisons ’effet de chaque terme de
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(II0c - 2) sur le mouvement des atomes par deux échelles de temps externes. Au terme

. dUu . (e
réactif (—d—) est associé le temps externe réactif :
z
T(l) — 2r

ext Qosc

(II0c — 4)

oll Qs est la pulsation d’oscillation au fond des puits de U(z). Au terme dissipatif (—av)

est associé le temps externe dissipatif :

7@ M (II0c — 5)
o

. . . . ..
ou i est le taux d’amortissement de la vitesse sous l'influence de la force de friction.
Pour que la vitesse atomique moyenne varie peu en valeurs relatives pendant Tj,, les deux

conditions suivantes doivent étre satisfaites :

Tine < TS0 (II0c — 6a)
Tine < TS (II0c — 6b)

(i1)) Comment mener le développement perturbatif ?

Nous résumons, dans 1’état stationnaire, les trois conditions de validité (II0c - 1), ‘

(II0c - 6a) et (II0c - 6b), par 'introduction d’un seul paramétre formel de développement :

€= VMo (II0c - 7)

vM

ou I’échelle de masse My, fonction de hk,T,... est précisée plus loin. En effet, nous nous

attendons, comme dans la théorie standard du mouvement brownien, a ce que cet état sta-

tionnaire soit caractérisé par une température T telle que kgT ~ —, indépendante donc
de la masse atomique M. Dans ce cas, ’énergie cinétique moyenne dozlms I’état stationnaire
n’en dépend pas non plus, ce qui donne en fonction de la masse M la loi d’échelle v ~ ¢
pour la largeur en vitesse de la distribution. La condition (II0c - 1) exprime alors simple-
ment que € < 1, lorsque la seule dépendance en masse est prise en compte. (II0c - 6a)
lui est, de ce point de vue, équivalente : le potentiel U(z) ne dépend pas de la masse de

I’atome, donc la constante de raideur de la partie harmonique de U(z) n’en dépend pas
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non plus, ce qui désigne € comme la loi d’échelle de la pulsation Q,s. avec la masse. On
constate finalement que (II0c - 6b) introduit un petit parameétre du second ordre en ¢,
puisque Te(ft) est proportionnel a M. Cette simple analyse donne de fagon plus précise les

petits parametres d’ordre 1 de I'approche semi-classique traditionnelle :

(II0c — 8)

Nous effectuons, au §2c, le développement suivant de la matrice densité en représen-

tation de Wigner et de la distribution f(z,p) qui lui est associée par trace interne :

W=wO 4w L 2w® 4 | (II0c — 9a)
f=F04 efW 2@ 4 (II0c — 9b)

Nous substituons ces développements dans la forme stationnaire des équations semi-
classiques et nous identifions les termes de méme ordre en ¢. Nous montrons qu'il est
nécessaire d’aller jusqu’a ’ordre 2 en ¢ dans le développement (I1I0c - 9a), pour déterminer
complétement la distribution f(°), dont nous donnons une expression explicite. On peut
en déduire I’énergie cinétique moyenne seulement a ’ordre 0 en ¢, bien qu’on ait calculé

jusqu’a ’ordre 2.

(iii) Insuffisance des résultats pour les nouveaux mécanismes de refroidissement

Par sa nature méme, comme nous venons de le voir, I’approche semi-classique tra-
ditionnelle, a I'issue du développement & ’ordre 2 en ¢, prédit des énergies cinétiques
moyennes indépendantes de la masse M de ’atome dans 1’état stationnaire. Dans le cas
modele du refroidissement Sisyphe du I§1, ces énergies cinétiques prédites sont proportion-
nelles a la profondeur des puits de potentiel que constituent les déplacements lumineux.
On réalise rapidement que de tels résultats sont incomplets. Par exemple, I'optimum du
refroidissement & nouveaux mécanismes, dont nous verrons par ailleurs qu’il correspond
a une énergie cinétique de 'ordre de ’énergie de recul, inversement proportionnelle & M,

tend vers 0 et donc disparait dans la limite M — +oo0.

Nous examinons, a la fin du §2c, la possibilité (théorique) de pousser les développe-
ments (II0c - 9) & des ordres supérieurs en €. Nous constatons alors que méme les calculs &

'ordre 6 en €, qui conduiraient & des distributions stationnaires correctes jusqu’a ’ordre 4
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en £, ne sont pas satisfaisants, en particulier en ce qui concerne le seuil du refroidissement.
Il est donc nécessaire de faire appel a d’autres approches, non perturbatives en €, que nous
présentons sur des configurations laser particuliéres, dans les chapitres III et IV, et dont

nous comparons les prédictions aux résolutions numériques des équations quantiques.
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1 - OBTENTION DES EQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES GENERALISEES

a) Hamiltonien du systéme atome+champ quantique

(i) Cas de ’'atome

Nous nous limitons, en ce qui concerne la structure atomique interne, a un état fon-
damental, noté g, et un état excité, noté e. Ces états comportent éventuellement plusieurs
sous-niveaux Zeeman, associés au moment cinétique total j, dans I'état fondamental et j.
dans 1’état excité. Nous utiliserons souvent la base des états propres de 'opérateur mo-
ment cinétique interne j, selon I’axe Oz, soit {|g m).,]e m'),}. Le hamiltonien associé a
ces degrés de liberté internes de I’atome prend la forme suivante, lorsqu’on choisit 1’état

fondamental comime origine des énergies :

HM = Ry P, (Illa — 1)

Dans (IIla - 1), wp représente la pulsation propre de ’atome nu et P, désigne le projecteur

orthogonal sur I’état excité :

Je
Po= ) lem).:(em] (Illa — 2)

m=-—j,

Le mouvement du centre de masse atomique est traité quantiquement dans la li-
mite non relativiste. En particulier, nous négligeons la dépendance de la masse atomique
M avec I’état interne. Le hamiltonien associé aux degrés de liberté externes de I’atome

correspond donc a 1’énergie cinétique du centre de masse :

P2
°M

ext __
Hat -

(IINa - 3)

Nous utiliserons souvent la base des états propres de ’opérateur quantité de mouvement
totale P. Il est traditionnel de choisir comme volume de quantification une boite cubique
de c6té L, associée aux axes cartésiens Oz, Oy et Oz, avec des conditions aux limites

périodiques. L’état |p) prend alors la forme suivante en représentation position :

(rlp) = \/%efp-'/" (Illa — 4)
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avec les contraintes associées a la périodicité :

pj=nj2LLh, n,€Z e j==z,y,2 (Illa — 5)

(11) Cas du rayonnement quantique

Nous nous plagons en jauge de Coulomb (div A = 0, ou A est le potentiel vecteur
dont dérive le champ magnétique B) donc nous ne quantifions que la partie transverse
E,j du champ électrique, suivant la procédure habituelle [45]. Le champ quantique est
décrit par une superpésition d’oscillateurs harmoniques linéaires y dont les excitations
€lémentaires sont les photons. A chaque indice u correspond un mode du champ trans-
verse E | , que nous choisissons étre 1'onde plane de vecteur d’onde k,, de pulsation w, et

de polarisation éventuellement complexe €,

ke, || = =2 (Illa — 6a)

C
k, €, =0 (Illa — 6b)

Le volume de quantification choisi pour le champ coincide avec celui choisi pour les atomes
du (i), puisque ces deux systémes sont amenés a interagir. Chaque impulsion Ak, est donc

de la forme (IIla - 5). Le hamiltonien du champ s’exprime en terme des opérateurs création
P P

aL et annihilation a, d’un photon dans le méme mode p :

Hp = Z hw, (a;“a“ + %) (Illa — 7)
m

(iii) Couplage entre atome et rayonnement quantique

Pour décrire ce couplage, nous nous placons dans ’approximation dipolaire électrique
valable lorsque I’extension spatiale des états atomiques internes, décrivant le mouvement
relatif des électrons par rapport au noyau, est petite devant les longueurs d’onde perti-
nentes du rayonnement, qui sont ici dans le domaine optique. Notons bien que la légitimité
de cette approximation dipolaire électrique n’est pas affectée par la cohérence spatiale
importante, supérieure & la longueur d’onde optique, acquise par le centre de masse ato-
mique dans certains schémas de refroidissement [34,53,54], puisque seul le mouvement

relatif entre en ligne de compte. Le couplage dipolaire électrique s’exprime simplement en
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terme de 'opérateur dipole électrique atomique D et de I'opérateur champ électrique E

évalué en R, opérateur position du centre de masse atomique*) :

Var = -D-E_ (R) (ITlta — 8)

L’opérateur dipdle électrique D n’agit que sur les états atomiques internes. C’est
un opérateur impair, donc tous ses éléments de matrice sont nuls & 'intérieur de 1’état
fondamental et de 1’état excité, qui sont des états de parité bien définie. C’est de plus
un opérateur vectoriel. Comme 1’état fondamental et 1’état excité sont de moment ciné-
tique (respectivement j, et j.) bien défini, nous pouvons, par application du théoréme de
Wigner-Eckart [52], mettre ’opérateur D sous la forme :

D =dA (Illa ~ 9)

Le nombre d, moment dipolaire électrique typique de la transition, peut étre rendu réel
par un choix de phase global sur ’état excité. L’opérateur dipole réduit A est tel que
ses éléments de matrice sont les coefficients de Clebsch-Gordan associés a ’addition de
moments cinétiques 1 + j, — j.. Les moments cinétiques de 1’état fondamental et de

I’état excité doivent donc souscrire a la condition :

l7¢ —jgl <1 (IIla — 10)

si 'on veut relier ces états par une transition dipolaire électrique. Décomposons d’une part
Popérateur dipéle réduit en une partie ascendante A1), qui fait passer de I’état fonda-
mental & 1’état excité, et une partie descendante A(~), qui fait passer de 1’état excité &
I’état fondamental :

A = p,AP, (Illa — 1la)
A =P AP, (Illa — 11b)

(*) En toute rigueur, signalons que ce couplage est obtenu aprés transformation unitaire
a partir de la jauge (A, p) : I'opérateur E |, qui s’exprime comme ’opérateur champ élec-
trique transverse en jauge (A, p), ne représente pas ’'observable champ électrique dans la
jauge (D, E), mais 'observable induction électrique, & un facteur ¢¢ pres [46].

95



Comme d est choisi réel, ces deux parties se correspondent par conjugaison hermitienne.

Introduisons d’autre part les composantes du vecteur A dans la base standard (ug),_ 4, °

Ay =A-u, (IIla — 12a)
A_g= (1A} ¢=0,%1 (Illa — 12b)

Les vecteurs u, et u_, associés aux polarisations circulaires droite et gauche (o4 et 0_),
sont donnés par (Ila - 2). up est simplement le vecteur unitaire e, selon I'axe Oz (po-
larisation 7). L’action de A est alors simple dans la base des états propres du moment

cinétique interne j, :

Ag"”)lg m) =cl le m+q) (IIla — 13a)
Ag‘)le m) = (=1)%c;%,lg m +q) (IIla — 13b)

avec la convention e m+¢q) = 0si [m+gq| > je et |gm+gq) =0si jm+q| > jg. Les
coeflicients de Clebsch-Gordan ¢, sont donnés dans la table II-4 pour les transitions de
type 7 — 7,7 £ 1. Dans notre travail, nous n’avons considéré que des transitions de type
J¢g =7 — je = 3 + 1. Ce sont les seules pour lesquelles 'atome n’a jamais de sous-niveau
dans 1’état fondamental non couplé a la lumiére, que cette lumieére soit polarisée selon o,
o_ ou 7 (les coefficients ¢, —j < m < j et ¢ = 0, £1 sont tous non nuls). La pré-
sence d’une combinaison linéaire dans I’état fondamental non couplée a la lumiére (voir
par exemple le schéma des résonances noires sur la transition j, =1 — j. = 1{34]) peut
conduire a des situations physiquement trés différentes de celles des mélasses optiques. On

pourra consulter [107] pour une étude expérimentale du refroidissement avec j. = j, — 1.

Rappelons la forme que prend le champ électrique transverse E, (r) développé sur

les ondes planes que sont les modes g :

EL(r)=E’(r)+E(r) (Ila — 14a)
EE:')(r) = Z E.e e Ta, (IIla — 14b)
n
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g i—i-1 i—3 j—+1

1l [GHm)Gem-1) | [G+1-m)j+m) \ﬁj+1—m)(j+2—m)

2j(25 +1) 2j(5 +1) (25 +1)(25 +2)

0 (j —m)(j +m) L G+1-—m)(ij+14+m)
¥V oi@+y V(i +1) \[ 27 +1DG +1)

V| fGoiemGom | [GemanGom | [GritmG+2+m)
2j(27 + 1) 2i(j + 1) (2 +1)(% +2)

Fig. II-4 : Coefficients de Clebsch-Gordan c}, de I’équation (Il1a - 13) pour les 3 tran-
sitions dipolaires électriques permises & partir de 1’état fondamental de moment ciné-
tique j [47].

EC)(r) = [E‘j)(r)]t (Illa — 14c)

£, = "i\/zhwfs (Illa — 14d)
€0

Nous avons décomposé d’abord le champ en sa partie de fréquence positive ES'_H et sa

partie de fréquence négative EEL—). La partie de fréquence positive, dont nous avons donné
Pexpression en (IIla - 14b), s’appelle ainsi car chacune de ses composantes évolue tempo-
rellement avec un facteur de phase e~*“»! en représentation de Heisenberg pour le champ
libre. Ceci est di au fait que cette partie comporte seulement des opérateurs annihila-
tion de photons; quant a E(J_—), il ne comporte que des opérateurs création de photons.
Nous avons indiqué finalement la convention habituelle pour I'amplitude élémentaire £,

du champ dans le mode u. Le terme L3 correspond bien stir au volume de quantification.

Le couplage décrit par (II1a - 8) a maintenant un sens physique clair. Les processus
élémentaires qui lui sont associés (dans un développement diagrammatique par exemple)
sont ’absorption ou I’émission d’un photon, avec changement d’état interne de ’atome
(9 «— e€). Si l’atome absorbe (action de a, dans ES'_H ) un photon polarisé u, selon Oz,
son moment cinétique interne selon Oz augmente de gh, grace aux propriétés de ’opéra-

teur A - u, (voir (IIla - 13)). Si I’atome émet (action de aL dans ES_-)) ce méme photon,
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Paction de A -u; = (—1)?A - u_; diminue le moment cinétique interne de gh. L’état

atomique externe est également modifié par ces processus. Les opérateurs e*ks R inter-
venant dans (IIla - 8) ont en effet I’action suivante sur le mouvement du centre de masse

I . . -
en représentation impulsion :

ek R |p) = |p + kk,) (Illa — 15)

Ce sont donc des opérateurs de translation en impulsion qui diminuent 1'impulsion ato-
mique de celle du photon émis (action de e~*k» R dans EfL—)(R)) ou augmentent I'impulsion

atomique de celle du photon absorbé (action de e’ ® dans ET)(R))

Nous allons, pour finir, simplifier le couplage dipolaire électrique dans 1’approxi-
mation dite du champ tournant [48]. Pour cela, récrivons (IIla - 8) en introduisant la
décomposition de D en parties ascendante et descendante, et celle de E; en parties de

fréquence positive et négative :

Var =-DP . EPR)-DO.EQP(R
1 (R) L (R) (s — 16)
- D™ . ET(R) - D) - E(R)

Les processus élémentaires associés a la premiere ligne de (IIla - 16) sont ceux qui intervien-
nent dans les diagrammes habituels de diffusion de la lumiére par les atomes : I’absorption
d’un photon fait passer I’atome de I’état fondamental a ’état excité, et I’atome se désexcite
en émettant un photon. Ces processus donnent naissance a des dénominateurs d’énergie
résonnants dans le calcul perturbatif des amplitudes de diffusion. Par contre, les processus
élémentaires associés a la deuxiéme ligne de (IIla - 16) changent 1’énergie non perturbée
H,: + Hp du systéme d’une grandeur de ’ordre de % (wy + wy), ou wy et w, sont pour
nous en pratique dans le domaine optique. Ils ne conduisent donc pas & des dénomina-
teurs d’énergie résonnants dans ’interaction lumiére-matiére, mais ils sont a l'origine, par
exemple, du déplacement de Lamb de ’état fondamental [48] ou de 'interaction de Van
der Waals entre deux atomes dans ’état fondamental [49]. Nous allons ainsi négliger les
termes de cette deuxiéme ligne, ce qui est nécessaire si 'on veut étre cohérent avec le
modele de la transition fermée entre deux niveaux atomiques. Donnons la forme définitive
du potentiel de couplage entre atome et rayonnement, utilisée dans tout notre travail, et

décomposée en parties ascendante et descendante :
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V=v® 4y (Illa — 17a)

v = E h_guapeik,,.RAH) Y (IIla — 17b)
m
Q, = —228“ (IIla — 17¢)

Nous avons défini dans (IIla - 17c) la pulsation de Rabi §2,, qui caractérise I'importance

du couplage entre 'atome et le champ électrique élémentaire £, du mode u.

b) Relaxation de I’atome en ’absence de champ laser

Nous sommes confronté ici au probléme suivant. Un atome dans ’espace libre, ini-
tialement (a ¢ = 0) dans I’état excité, est couplé au champ quantique dans 1’état vide de

rayonnement par (IIla - 17). Nous savons que cet atome va se désexciter et que I’état du

systeme au bout d’un temps long devant l, ou RI' est largeur naturelle de 1’état excité,
est celui d’'un atome dans I’état fondamental en présence d’un état du champ contenant
un photon et ayant la forme d’une onde divergente s’éloignant de I’atome & la célérité c.
Cette évolution est irréversible parce que le spectre en énergie des modes du rayonnement
est continu. Il en serait autrement dans une petite cavité a tres grand facteur de qualité :

I’atome pourrait alors réabsorber le photon réel qu’il a émis.

L’approche naturelle pour la résolution de ce probléme est la résolution directe de

Péquation de Schrédinger portant sur le vecteur d’état du systéme atome-rayonnement :

ih%ld;) = Hp) (Ilb — 1a)
H=H,+Hrp+V (IIlb - 1b)

avec la condition initiale :
14(0)) = |o) , ® [0)r (IIlb — 2)

ou |1}, désigne 'atome excité dans un état externe quelconque et |0)g est le vide du
rayonnement. Cette approche, qui renseigne & la fois sur la dynamique de ’atome et du

champ, est difficile a généraliser en présence d'un faisceau laser qui peut en permanence
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réexciter I’atome. Nous faisons donc appel a une autre méthode, bien connue par ailleurs
[43], avec la particularité ici que nous quantifions le mouvement du centre de masse ato-
mique. Cette méthode permet d’obtenir une équation différentielle, dite équation pilote,
relative a la seule matrice densité atomique p4(t), ce qui nous suffit puisque nous étudions
les seules observables atomiques. La possibilité d’obtenir une telle équation repose sur le
fait que le champ quantique dans I'état |0)g a un temps de corrélation 7¢ extrémement
court devant le temps de relaxation typique de ’atome, ce qui permet de traiter perturba-
tivement les corrélations entre ’atome et le champ (approximation dite de mémoire courte

du champ).

Appelons p(t) la matrice densité du systéme complet (atomique et de rayonnement) a
I'instant t, en point de vue de Schrédinger. La matrice densité atomique p4(t) est obtenue

par trace partielle sur tous les états du rayonnement :

pa(t) = Trr[p(t)] (Il1b — 3)

Il est naturel de passer en représentation interaction vis-a-vis du hamiltonien non per-
turbé Hy = H,, + Hpg, pour éliminer les rotations de phase rapides dues a la pulsation
propre de l'atome, wo, par exemple. Tout opérateur représenté par X(¢) en point de vue

de Schrédinger donne en représentation interaction :

X(t) = e'fot/h x (¢)e—Hot/M (Illb — 4a)
Ho=Hy + Hp (II1b — 4b)

Nous indiquons, pour fixer les idées, la forme des opérateurs associés aux observables

pertinentes en représentation interaction :

R(t)=R + % (Illb — 5a)
D) (t) = ¢"otDH) (II1b — 5b)
ay(t) = e"*nla, (II1b — S5¢)

La matrice densité compléte vérifie alors I’équation d’évolution suivante, déduite de (II1b -
1) et (II1b - 4a) :
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dg 1 4

== — [V, 50)] II1b — 6

= == [V@.80) ( )
équation que I’on met sous forme intégrale (point de départ de beaucoup de traitements

perturbatifs) :

(1) = 4(0) + = /0 ar [V(t =), it = 7) (b — 7)

En substituant & j(t) l'expression (II1b - 7) dans le second membre de (II1b - 6), nous

obtenons :

L = [Pw.a0)] + (;%)2 /0th 7@, [P -n.ae-n]] b - 8)

C’est maintenant qu’intervient ’hypothése cruciale, dite de factorisation, qui considere
comme légitime, a l'intérieur du double commutateur de (II1b - 8), I’approximation sui-

vante pour p(t —7) :

A(t') =~ pa(t') ® (10)rR(O]) (Il1b — 9)

Dans (II1b - 9), le champ se trouve dans ’état correspondant aux conditions initiales
(II1b - 2), ce qui suppose, & juste titre, que le rayonnement quantique est trés peu per-
turbé par ’atome ; par contre, ’évolution du systéme atomique est prise en compte par
la présence de g4(t'). Il semble & premi‘efe vue que ’on perde ainsi toute corrélation entre
I’atome et le champ. En fait, I'expression approchée (II1b - 9) est insérée a l'intérieur du
double commutateur de (IIlb - 8) : entre les deux interactions atome-rayonnement repré-
sentées par V(t) et V(¢ — 7) apparaissent des corrélations entre les deux systémes, dont
Peffet sur la dynamique de p4 est ainsi pris en compte et dont on peut montrer qu’elles

sont, de ce point de vue, les seules importantes dans notre situation [43]. Nous allons

. . . . d. . - .
voir que ces interactions ont un effet sensible sur — g4 a condition que le champ n’ait
pas perdu a l'instant ¢t toute mémoire de son état a l'instant ¢t — 7, ce qui conduit a des

temps 7 nécessairement trées courts, de 'ordre d’une période optique —, beaucoup plus
wo

) . . 1
courts que le temps typique d’évolution de 4(t), soit —=.

r
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Nous remplacons dans (II1b - 8) j(t — 7) par I'expression approchée (II1b - 9), et
nous prenons la trace partielle sur le rayonnement de (II1b - 8) ainsi transformée. La trace
partielle de I’expression [V(t), 5(0)] donne 0. En développant le double commutateur ex-
plicitement, nous faisons apparaitre deux types de termes, ceux dans lesquels les deux

opérateurs V se trouvent d’un méme c6té de g4 :

(2) =7=-% dr [R(OIT()7(¢ = 7)I0)ralt — )+

(II1b — 10)
palt = MRV (¢ - 1)V (8)|0)z]
et ceux dans lesquels les opérateurs V encadrent PA -
ds 1 t . -
) =T=Tre | ar [V(t)pA(t — 7)0YrR(OIV (¢ — 7)+
2 0 (II1b - 11)

V(t = 1)palt = 7)) R IOV (1)]

1) Les termes de départ de ’état excité
(i)

Considérons d’abord les termes du premier type. En remplacant dans (II1b - 10) le
potentiel de couplage V' entre atome et rayonnement par son expression (IIla - 17) et en
utilisant le comportement (II1b - 5) des opérateurs en représentation interaction, on fait

apparaitre sous 'intégrale sur 7 'opérateur purement atomique suivant :

We-(r)= Y DPID{Peiomg (1) (Illb — 12a)

Hhi=z,y,2

g;u(r) =g (O|EH (R(t),t) E() (R(t—r),t—r) |0)r (II1b — 12b)

L’opérateur g;:(7) agit seulement sur les degrés de liberté du centre de masse de ’atome ; il
représente la fonction de corrélation temporelle du champ vu par I’atome, compte tenu du
mouvement libre du centre de masse. Notons que le développement complet de (I1I1b - 10)
donne également des termes que ’on noterait W, 4, W_ | et W_ _ dans le méme esprit

que (II1b - 12a) ; il est facile de constater qu’ils sont nuls en fait.
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Il est instructif de calculer explicitement 'opérateur de corrélation g;i(7), pour véri-

fier en particulier qu’il ne dépend pas de t. Il s’agit dans un premier temps d’évaluer :

eik“.ﬁ(t)e—ik“.ﬁ.(t—r) — eiH;;“t/he.'k,,-Re-ik,-ﬁ(—r)e—m::“t/h (Illb — 13)
ce que l'on peut faire & ’aide de (II1b - 5a) et de la formule de Glauber [50] :

e~ku [R—Fr7] _ o—iky Rgiku-fyro—ikkir/(2M) (IIlb — 14)

ce qui fait apparaitre 1’effet Doppler sur le champ lié a la vitesse de I’atome, ainsi que
I’énergie de recul associée a I’émission d’un photon d’impulsion fk,. Comme P commute

avec HE*t, nous obtenons finalement pour ’opérateur de corrélation :
at ¢ P

hw * ik, Er _—ihk?r —twy,T
03(7) = 3 gt (), (e3), o Frmeminklr/(a) iy (mb - 1)
“

Nous constatons ainsi que g;;(7) est diagonal en représentation impulsion, ce qui était
que g; £ P
prévisible puisque 1’état du rayonnement |0)z est invariant par translation. En passant &

la limite d’un volume infini de quantification :

m elk

hk2
et en négligeant la contribution des termes de recul en exp (—i —L£ 71, nous obtenons

2M

9;1(7) comme une intégrale sur la pulsation w et la direction n du photon émis et absorbé :

h +oo

i2n. B r_ —iwr
9(7) = SR Jy d“’“’a/ d*n (81— njn)e’s" W Te (Il1b — 17)

Considérons 'action de g;i(7) sur 1’état atomique externe |p) d’impulsion p. Nous in-
troduisons comme nouvelle variable d’intégration la pulsation w' décalée de w par 'effet

Doppler :
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w'=w(1—%-n) (Illb — 18)

. v
3, exacte au premier ordre en —

Ceci fait apparaitre une correction a la densité d’états en w -
et qui, a cet ordre, s’annule aprés sommation sur la direction du photon émis et absorbé.
Malgré le mouvement de ’atome, nous retrouvons donc, a cet ordre de ’approximation
non relativiste, la forme habituelle de la fonction de corrélation temporelle du champ en

un point donné de 1’espace, qui est, au sens des distributions :

gil(t) = g(7)é5 (IIlb — 19a)
(r)= h d—35 (1) (II1b — 19b)
9T = 6m2egic3 dr3 M

+o0 .

5M('r)=/ dw e™*" (II1b — 19¢)
0
Nous pouvons maintenant récrire I’expression de (II1b - 10) au premier ordre en % :
1 [t "
Ti=—2 / dr [D®) . DOeiwg(r)pa(t - 1)+

h* Jo . (IIb — 20)

e=*7g(r)a(t — D . D]

Nous allons simplifier cette expression en comparant les échelles de variation temporelle
des grandeurs en présence sous I'intégrale de (II1b - 20). Le temps typique d’évolution de
la matrice densité atomique en représentation interaction, p4(t), est simplement le temps
caractéristique de relaxation de $4(t), que nous notons Tyelax. Notons que Tyelax €st a priori
bien plus long que les temps associés & p4(t), car le passage en représentation interaction
a fait disparaitre les fréquences d’oscillation trés rapides (certaines sont d’ordre wp) de
Pévolution libre de la matrice densité atomique. Par contre, e!°Tg(r) est une fonction
extrémement étroite en temps : nous caractérisons sa largeur effective par 7¢, le temps de
corrélation du champ en un point donné de ’espace. On peut montrer que la présence du

facteur '“°” rend ¢ de l'ordre de grandeur d’une période optique :

TC ~ — ’ (Hlb - 21)
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Nous allons supposer, pour progresser dans l’'obtention de I’équation pilote, qu’il y a trés
nette séparation des temps d’évolution du réservoir (i.e. le champ) et du petit systéme

(i.e. Patome) :

Trela.x > TCc (IIlb - 22)

-

Cette inégalité permet d’effectuer ’approximation markovienne suivante, qui consiste
remplacer sous l'intégrale (II1b - 20) g4(t — 7) par 54(t) et & étendre l'intégration a
0 < 7 < +00. En remarquant, d’apreés (IIla - 13), que A . A(=) n’est autre que P,
projecteur orthogonal sur ’état excité, et en utilisant la décomposition habituelle suivante

en partie réelle et imaginaire :

+oo d2 . 1
/ dr —e™7g(r) = =T +:iA. (IIlb — 23a)
0 B >
2wl
=0 1b — 23b
3weohcd (I )

nous obtenons la contribution de 7, a I’évolution de 4 sous la forme d’un hamiltonien
effectif :

d . 1 . S

(ap,‘)l = 7'1 = -Z-E (Heﬂ'PA - pAHeff) (Hlb - 248.)
r

Heg = (hAe - ihg) P, (II1b — 24b)

Le hamiltonien effectif Heg constitue une modification de ’énergie interne de I’état ato-

mique excité sous l’effet du couplage de 'atome avec le rayonnement dans 1’état vide. A,

est le déplacement de Lamb de ’état excité, que I’on réincorpore dans la pulsation propre

de I’atome nu, ce qui donne la pulsation de résonance atomique w4 proprement dite :

wa =wp + A, (IIlb - 25)

Le caractére non hermitique de H.g traduit le caractére instable de ’état excité, que

I’atome quitte, avec un taux I', par émission d'un photon de fluorescence. kT est appelée
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traditionnellement la largeur naturelle de I’état excité, “naturelle” signifiant qu’elle ne cor-
respond qu’a la relaxation due au couplage avec le rayonnement quantique, a ’exclusion
d’autres processus, collisionnels par exemple. La condition de validité de ce traitement,
(II1b - 22), peut étre récrite :

T < wp (Ilb — 26)

condition qui est toujours largement vérifiée dans les transitions que nous allons considé-
rer. En conclusion, nous retrouvons ici ’expression du taux de relaxation I' donnée pour
un atome de masse infinie : le mouvement de ’atome libre est sans effet sur I a ’'ordre 1

v < 4y s ;. « el .
en —, ce qui était prévisible dans le cadre de la Relativité restreinte.
c

(i1) Les termes d’alimentation de 1’état fondamental

Passons maintenant a 1’étude des termes du deuxiéme type, désignés par 7, dans
Pexpression (II1b - 11). Nous effectuons sur ces termes la trace partielle sur les degrés de
liberté du rayonnement et nous utilisons 1’évolution libre de ’opérateur dipdle atomique
(II1b - 5b) et des opérateurs de champ (II1b - 5¢). Avec les notations de (IIla - 17), nous

obtenons finalement :

2
9_/‘ A(—) . E‘; [e—ikp-ﬁ(t)ﬁA(t _ T)eik“.f{(t—r)ei(w“—wo)r

Tz=/td'rz
0

m

| (II1b — 27)
yemikuR(-—T) 5 (p T)eikp-mt)e—«'(wp—wo)r] A e,

Les propriétés des opérateurs A(~) et A(+) montrent que 7 joue un réle uniquement dans
I’évolution des éléments de matrice de p4 dans I’état fondamental, et qu’il s’exprime en
fonction seulement des éléments de matrice de p4 dans 'état excité. 7 décrit donc 1’ali-
mentation de I’état fondamental induite par la décroissance de 1’état excité, décroissance

prise en compte par les termes précédents 7.

En cherchant a reproduire pour 7; ’analyse effectuée sur 73, nous constatons qu'’il
n’est pas possible, sur T3, de faire apparaitre directement ’opérateur de corrélation du
champ (II1b - 12b) : les opérateurs de translation eZiks R(et eFikuR(1=7) zissent de
part et d’autre de g,4(t — 7) et, comme ils ne commutent pas en général avec la matrice

densité atomique, on ne peut pas les regrouper. Cette difficulté n’intervient pas dans le
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traitement habituel, qui traite la position du centre de masse atomique R comme un pur
nombre. Pour surmonter cet obstacle, il est commode de travailler en représentation posi-
tion et de négliger I’effet du vol libre des atomes pendant 7 en identifiant R(t) et R(t—17),
vol libre dont on a vu d’ailleurs pour 7; qu’il ne jouait pas de réle sur la dynamique de

pa. Nous obtenons alors ’expression suggestive suivante :

—~ (d_ —~ 1 -
1 (554) W= [ 5 DOTIaac - 0§
2 hi=z,y,2 (IIlb — 28)

[e™*“°"gji(r2 — 11, —7) + €°"gji (r; — r1,7)]

Ir) désigne, en représentation interaction & l'instant ¢, I’état du centre de masse localisé
en r. g;i(r,7) est la fonction de corrélation du champ dans I’état vide entre I’événement

(ro,to) et I’événement (r + ro, 7 + tp) :

gi(r,7) =r (OIET (r,7)E7(0,0)|0) (IIlb — 29a)
hw * i T—wy T
gﬂ(r,r)=22€ £ (e4); (5), e nmenn) (Illb — 29b)

En passant a la limite continue (L — +00), il est bien connu que ’on peut calculer ex-
plicitement le tenseur de corrélation g;(r,7) [45,51]. Dans la présente discussion, il nous

suffit d’en relier la trace & la fonction g(7) introduite en (II1b - 19) :

(IIlb — 30)

Les temps retardés (7-— ”—Zﬂ) et avancés (T+ Iz ”> ont l'interprétation physique

claire habituelle. Il intervient donc, sous l'intégrale de (IIlb - 28), la fonction de 7,

e*“°Tgii(rz — r1,7), de largeur le temps de corrélation 7¢ introduit au (i), mais centrée
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1 .. . . .
en - ||r2 — r1|| et non plus en 0. L’approximation markovienne habituelle peut donc étre
c

effectuée, a condition que :

”!‘2 - 1'1” & cTrelax ~ % (Hlb — 31)

L’équation pilote obtenue aprés une telle approximation ne peut donc pas étre utilisée
pour décrire I’évolution des cohérences spatiales entre deux points trop éloignés (condition
(II1b - 31)). En fait, nous verrons que ’émission spontanée détruit les cohérences sur des
distances beaucoup plus petites que celles correspondant a (II1b - 31). Effectuons donc
I’approximation markovienne habituelle sur (II1b - 27) : p4(t — 7) est assimilé a p4(t), et
Pintégrale sur 7 est étendue a [0, +00[. Nous omettons I’évolution libre de R pendant 7, ce
qui revient, comme on I’a vu au (i), a négliger le décalage par rapport a wy de la pulsation
du photon de fluorescence wg, di a ’effet Doppler et a I’effet de recul. Nous obtenons ainsi,
en représentation interaction, ’alimentation de 1’état fondamental par I’état excité, sous
forme d’une somme sur la direction d’émission n et sur la polarisation eLn du photon de

fluorescence :

d 3r 2 By —

R = = (=) . ~*,—ikon-R(2t) » ikon-R(1) A (+) | _

(dtpA)2 T, _87r/d neE-LnA e*e pa(t)e A e (II1b — 32a)
Wo

ke = — (ITlb — 32b)

C

Le taux d’émission spontanée I" est explicité par (II1b - 23).
Il est intéressant d’utiliser maintenant (II1b - 28) dans I’approximation markovienne

. . . .4 T D s
pour estimer 'importance du terme d’alimentation (r'| (?12 pA) |r'"), ce qui revient a ef-
2
fectuer explicitement dans (II1b - 32a) 'intégration sur la direction d’émission du photon

de fluorescence. On obtient ainsi, avec les notations de (II1b - 28) :

— /d — ———
(rs] (EZPA) )= > ATrilpat)ir) AP G (r2 — 1) (Illb — 33a)
2 j‘l=z,y12
d2 +oo ] )
Gji(rz —r;) = "'_1'2‘/ dr [e7*°7gji (ra — r1,—7) + €7 g1 (r2 — 11, 7)]
0
(II1b — 33b)
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Pour estimer l'ordre de grandeur de G,i(r), nous calculons seulement la trace de ce ten-
seur, ce qui permet de s’affranchir de dépendances angulaires inessentielles ici et d’utiliser
directement (II1b - 30) :

_ZG“( ) =T sm(kor) . (b — 34)

Nous voyons donc que le caractére aléatoire de la direction du photon de fluorescence fait
qu’a 'issue d’une désexcitation spontanée, I’état atomique externe ne peut pas présenter
de cohérence spatiale sur une longueur beaucoup plus grande que la longueur d’onde op-
tique Ao{*. Indiquons qu’il en va de méme dans toutes les situations de mélasses optiques
que nous allons étudier, car les atomes ne cessent pas, dans ces configurations, d’effectuer
des cycles de fluorescence. D’un point de vue pratique, pour nous, la condition (II1lb - 31)

est équivalente & : A\g <« cI'™!, ce qui n’est autre que (II1b - 26).

Nous avons donc rappelé 'obtention de 1’équation pilote sur la matrice densité pg
d’un atome & deux niveaux couplé au vide du rayonnement. Les termes de relaxation ob-
tenus (départ de 1’état excité (II1b - 24a) et arrivée dans ’état fondamental (II1b - 32a))
prennent en compte la quantification du mouvement du centre de masse, ce qui ne change
pas de fagon observable la condition de validité (I' « wp) du traitement. Tout 1'intérét
pour nous de cette équation pilote se réveéle en fait dans ’étude de la relaxation atomique

en présence de lumieére laser, comme nous allons le voir.

c) Evolution de la matrice densité atomique en présence de laser

Nous donnons ici les équations quantiques fondamentales que nous utilisons dans la
suite de ce travail pour étudier le mouvement des atomes dans les mélasses optiques. Elles
sont obtenues essentiellement, en point de vue de Schrédinger, par addition aux équations
de relaxation du §1b précédent, d’un commutateur décrivant ’effet des faisceaux laser sur

I’évolution de la matrice densité atomique.

(i) Description de la lumiére laser

Classiquement, la lumiére utilisée pour le refroidissement d’atomes correspond, pour

le champ électrique, a une superposition d’ondes planes progressives polarisées selon ¢; et

(*) On notera cependant que le schéma dit des “résonances noires” permet de donner &

une certaine classe d’atomes une cohérence spatiale plus grande que \g [34].
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de pulsation wj, ce qui conduit a I’expression suivante pour la partie de fréquence positive

du champ électrique classique :

EX) (r,t) = Zs ejei(kiTmwit) (Illc — 1)

class
j=1
La description quantique standard correspondante assigne a chaque onde classique 7 un
mode du champ quantique u;j, mode qu’elle met initialement dans un état cohérent bien
choisi. Il est possible alors d’effectuer une transformation unitaire sur le champ, dite de
Mollow [44,45]). Cette transformation, qui dépend du temps et agit uniquement sur les
degrés de liberté du champ, fait apparaitre dans le hamiltonien complet un terme supplé-
mentaire, fonction du temps, noté V41 (¢). Ce terme représente le couplage de ’atome a

la moyenne du champ prise dans ’état initial :

Var(t) = =D . &8 (R,t) - D) - €

class

) (R, t) (Illc — 2)

cla.ss

Dans le point de vue de Mollow, le couplage entre ’atome et les fluctuations du champ
est entierement contenu dans V4g. L’intérét de ce point de vue est donc de prendre en
compte tous les processus stimulés par un opérateur purement atomique, ce qui permet,
tout en traitant perturbativement 1’effet de Vg, comme nous allons le faire, de décrire a

tous les ordres I'effet du laser proprement dit.

Le point délicat est que V41(t) dépend explicitement du temps. Heureusement, dans
le cas, qui est le notre en pratique, ol toutes les ondes laser ont la méme pulsation wy,
il est possible, dans le cadre de ’approximation de ’onde tournante (déja effectuée sur
(ITlc - 2)), d’éliminer cette dépendance par une seconde transformation unitaire. Cette
transformation est appelée traditionnellement “passage dans le référentiel tournant a la
pulsation wp”, et réduit V4 (t) & sa valeur at = 0, que nous notons dans toute la suite V4.
Nous la décrivons plus en détail, ainsi que la transformation de Mollow, dans I’appendice

Aj1. Nous supposons ainsi, dans toute la suite :

wj =wr, j=1laN, (IIlc - 3)
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(i1) Equation pilote en présence des lasers

A Daide de deux transformations unitaires en cascade, nous nous sommes ramené
essentiellement a la situation du §1b, la seule différence importante pour la dynamique

étant la modification du hamiltonien atomique par le potentiel de couplage V4.

Une premiére conséquence de ’action du laser est de permettre a ’atome d’émettre
en permanence des photons de fluorescence, au lieu de 'unique photon de désexcitation
du §1b. On peut montrer en fait que, dans ’espace libre, chaque photon de fluorescence
s’éloigne de 'atome sous forme d’une onde pratiquement sphérique et de célérité c. L’atome
n’interagit donc plus jamais avec le photon de fluorescence qu'il a émis, et I’approximation
(II1b - 9) reste justifiée.

D’autre part, les expressions de A(t) et R(¢) en présence de V4, prennent une forme
plus complexe que (II1b - 5), faisant intervenir en particulier les pulsations de Rabi §;
associées a chaque onde laser (cf. (IIla - 17)). Une conclusion importante du §1b était
que la durée d’interaction cohérente 7¢ entre ’atome et le rayonnement est de ’ordre de
grandeur d’une période optique (cf. (II1b - 21)). Nous avions pris en compte alors de fagon

exacte I’évolution libre du dip6le atomique pendant 7¢, a la pulsation wy. L’effet du laser

est une modification de cette pulsation d’ordre de grandeur éw ~ [(wL —wo) + Qz] N ,
ou § est une pulsation de Rabi typique. Nous n’examinons dans la suite que des situations
dépourvues de toute pathologie : le désaccord en pulsation entre atome et laser est de
Pordre de quelques dizaines de largeurs naturelles ' au plus, et Q reste comparable a T.
Dans ce cas, éw - ¢ < 1 au méme titre que (II1b - 26) et c’est une excellente approxi-
mation que de reprendre (II1b - 24a) et (II1b - 32a) comme équations d’évolution de la

matrice densité atomique, avec prise en compte bien sir de V4 dans le calcul de g4(2).

Donnons maintenant la forme explicite de ces équations, dites de Bloch optiques
généralisées, en point de vue de Schrodinger. Nous appelons p(t), au lieu de p4(t), la ma-
trice densité atomique dans le référentiel tournant. Il est commode d’introduire la notation

suivante par blocs, a 1’aide des projecteurs P, et P, sur 1'état excité ou fondamental :

pab = P.pPp avec a,b=¢€ ou g (IIlc - 4)

ainsi que la variable §, qui mesure le désaccord entre la pulsation laser w; et la pulsation

propre de résonance wy4 (cf. (II1b - 25)) :
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ce qui conduit a la forme explicite suivante de 1’équation pilote :

d o I+ i[P
gePee = T Pee T Th oM

d T 1 [P L [ +)
2, = _ 1 1P 1 ~ .
dtPeg (16 2) Peg + ih [2Mapeg] + ih [VAL Pgg peeVAL ] (IIlC 6 )

1 -
,Pee] + Y [V“(‘t)pge —pegV‘,(‘L)] (IIlc — 6a)

d . F 1 P2 1 (._) (_)
qiPee =~ (15 + 5) Pge + ih [mapge] + ih [VAL Pee — PggVaL ] (Illc — 6c)

d 1 [ P2 1 (-) +)
a9 = [fm”’”] * [VAL Peg = PocVAL ]
+ Z_P / d?n ) AL . gremikonRy ikonRAM) . ¢ (Illc — 6d)
™

eln
Notons que V“(‘I) représente la partie ascendante du potentiel de couplage atome-laser :

N

VD =Y h_;’_f'efkn,--RAm e (Illc - 7)

Jj=1

1
et que Vfd) = (VX}:)) en est la partie descendante. Dans (IIlc - 7), k désigne la norme

commune des vecteurs d’onde laser k; = kn; :

k=L (Illc — 8)

[

Dans la suite, nous identifierons kg a k dans (IIlc - 6d).

(ii1) Réduction de 1’équation pilote dans I'état fondamental

Les équations de Bloch optiques généralisées que nous venons de donner constituent
une description compléte du refroidissement tel que nous ’avons modélisé, car elles pren-
nent en compte tous les mécanismes concernant ’évolution des observables atomiques,
sans faire d’hypothése contraignante sur la puissance des lasers, la vitesse des atomes ou
h’k?
2M

le rapport entre la largeur naturelle k" et ’énergie de recul Eg = . Elles permettent
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en particulier I’étude générale du refroidissement Doppler. Nous les avons utilisées [14]
dans la situation la plus pure possible, qui est celle d’une transition j, = 0 — je = 1
(il n’y a pas de sous-niveau dans ’état atomique fondamental) dans la configuration laser
o+ — o_ (absence de redistribution entre les deux ondes). Le seul mécanisme de refroidis-
sement est alors ’effet Doppler, tel qu’il a été initialement introduit [7]. Dans le cas d’un
atome assez lourd (Er < hT'), nous avons ainsi retrouvé la température Doppler optimale

a une dimension :

si Erp < T, ICBT;))IDt = -210721" (IIlec - 9)

Pour l'obtention de cette température, la quantification du mouvement atomique peut
sembler un luxe inutile, puisque I’approche semi-classique traditionnelle conduit a (IIlc -
9). Il n’en va pas de méme dans le cas d’une raie étroite (AiI' < ER). Le refroidissement
Doppler conduit alors a des distributions en impulsion dont les plus froides n’ont rien

d’une gaussienne et sont de largeur inférieure & l'impulsion d’un seul photon laser :

si Ep > hl, (p?)°™" ~ 0.53(hk)? (Illc — 10)

On ne peut plus se contenter dans ce cas d’un traitement semi-classique du refroidissement,
et il est nécessaire de résoudre exactement la forme stationnaire de (IIlc - 6).
Cependant, nous souhaitons essentiellement étudier, dans ce travail, les caractéris-
tiques du refroidissement & gradient de polarisation. De ce point de vue, pour mettre en
évidence les nouveaux mécanismes, il est conceptuellement nécessaire de simplifier le jeu
d’équations (IIlc - 6), en négligeant les termes a l'origine du refroidissement Doppler. Il est
bien connu que ces termes interviennent sur des échelles de vitesse atomique v telles que
I’effet Doppler soit comparable 4 la largeur naturelle. Une premiére condition, nécessaire,

pour les négliger, est alors que :

kAv < T (Illc — 11)

ou Av donne la largeur de la distribution en vitesse. Notons qu’elle exclut le cas des atomes

légers (A" ~ Ep ou moins) lorsque Av ~ 7 puisque le Av obéissant a (Illc - 11) devrait

étre tres inférieur a la vitesse de recul i Par ailleurs, il n'est pas légitime physique-

ment d’éliminer le refroidissement Doppler dans les situations stationnaires telles que les
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nouveaux mécanismes, agissant seuls, ne conduisent pas a une distribution en vitesse vé-
rifiant (IIlc - 11). Nous allons donc nous placer, pour effectuer la réduction de I’équation
pilote, prés de l'optimum des nouveaux mécanismes, qui, pour des atomes assez lourds
(RT > ER), se produit a faible saturation de la transition par les lasers. Nous caracté-

risons cette faible saturation de la transition par la petitesse des parameétres de saturation

associés a chaque onde pour un atome de vitesse v K 7 e choix de v étant légitimé par

(Illc - 11) :

2
3 192;]

Il se produit alors une séparation nette des temps d’évolution des différents éléments de
matrice de p. Au bout de quelques =, la relaxation conduit les variables rapides pee, peg

et pge & une valeur asservie a pyy, qui, variable lente, a un temps de relaxation de 'ordre

de —, beaucoup plus long que T Il est légitime d’éliminer adiabatiquement [41] les va-

Ts;

riables rapides en fonction de pyy si I'on ne s’intéresse pas au régime transitoire précédant
I’asservissement. En particulier, cette élimination adiabatique n’introduit en elle-méme
aucune erreur sur la détermination de ’état stationnaire. Nous savons cependant que,
sous les conditions (IIlc - 11) et (IIlc - 12), elle conduit & une expression des €éléments
de matrice de I'opérateur densité atomique dans I’état excité de 'ordre de s; fois plus
petite que les éléments de matrice dans I’état fondamental. Ceci nous conduit a effectuer
la simplification habituelle, qui néglige le couplage de pe,y et pye avec p. dans (IIlc - 6b)
et (IIlc - 6¢).

Il nous reste maintenant a identifier les termes de (IIlc - 6) responsables de ’appa-

. , . r .
rition de I’échelle de vitesse —. Pour montrer que ces termes ne sont autres que certains

2

des commutateurs 7 [-Q—M—, p] de (Illc - 6), qui décrivent effectivement le vol libre des
?

atomes, il est commode de les exprimer en représentation de Wigner (Ile - 3) :

1 [ P2 Wigner
5 [‘)M,p] £ » —v -0 W(r,p) (II1c — 13)

Pour évaluer leur ordre de grandeur, placons-nous dans 1’état stationnaire. W(r,p) est
alors, dans les situations que nous étudions, une fonction périodique de r, et nous ap-

pelons 7 le nombre d’harmoniques spatiales significatives. Ceci donne pour les termes de
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vol libre ’ordre de grandeur kAv relativement & W. Il est légitime de les négliger lors-
qu’ils sont dominés par le taux de relaxation de ’élément de matrice de W correspondant.

Ceci est le cas pour W, W, et W, dés que le déplacement des atomes pendant le temps

Tl_; est négligeable devant les échelles de modulation spatiale de W(r,p) :

akAv < T (Illc — 14)

ce qui est plus restrictif que (IIlc - 11) du fait de la présence de 72, dont des valeurs typiques
sont données dans ’appendice Byy. Notons que, par contre, ’effet du vol libre des atomes
dans ’état fondamental est & comparer a des taux de relaxation d’ordre de grandeur I's;,
beaucoup plus faible que I" d’aprés (II1lc - 12). Le commutateur = -21)—];, Pgg| » qui nest
donc pas négligeable méme si (IIlc - 14) est vérifiée, permet ’apparition de 1’échelle de
vitesse —2 caractéristique des nouveaux mécanismes de refroidissement. La réduction des

équations de Bloch que nous sommes en train d’effectuer peut étre considérée finalement

kv . v, .. .
comme un calcul & ’ordre 0 en —— mais a tous les ordres en —, a la limite des faibles

T Ts 3j
saturations.
Donnons finalement la forme explicite des équations de Bloch réduites dans 1'état
fondamental. La mise en oeuvre des approximations décrites précédemment permet d’ex-
primer aisément les matrices p.g, pge €t pee €n fonction de I’opérateur densité dans I'état

fondamental, que nous appelons o :

o = pgq (IIlc - 15)

Nous obtenons par exemple I'expression de p., asservie a la variable lente o & partir de la

forme stationnaire (% Peg = 0) de (IIlc - 6b) :

1 +
Cette expression donne accés au dipdle atomique moyen forcé a la pulsation wy. Dans
(IT1lc - 16), V/ﬁ) est la partie ascendante du couplage atome-laser (cf. (IIlc - 7)). Pour
donner al’équation d’évolution sur o la forme la plus suggestive possible, nous introduisons

la notation suivante :
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vt = ?v(“ (Illc — 17)

ou 2, réel, désigne une pulsation de Rabi typique associée aux faisceaux laser. Le parameétre

de saturation so correspondant est défini par :

102
5§

ae (Illc — 18)

So

La connaissance de p.q, et donc de pge par conjugaison complexe, donne acces, par sa

substitution dans (IIlc - 6a), a I’expression approchée de p.. :

1 -
pee = == (VP poe = peVi7| (Illc — 19a)
Pee = %sov("')av(-) (IIlc — 19b)

Nous vérifions ainsi que le parameétre de saturation sg représente bien la proportion
d’atomes dans l’état excité. Il reste a reporter ’expression (IIlc - 19b) de p.. dans le
terme intégral de (IIlc - 6d) pour expliciter en fonction de o le terme d’alimentation de
I’état fondamental par émission spontanée. Quant au commutateur de (IIlc - 6d) décrivant
Paction du laser, on peut lui donner une forme suggestive en décomposant le préfacteur

de (IIlc - 16) en partie réelle et partie imaginaire :

2 1 1.
Epeg = (5630 - ZZPSO) A (IIlc — 20)
ce qui fait apparaitre ce commutateur comme somme de deux termes, chacun ayant une

signification physique claire :

Ly, _, o] L _! (=) p(+) -
= [VAL Peg pgeVAL] = ih[U(R)’a] 4Pso {V V ,a}(IIlc 21a)

avec UR) = %h&sov(_)v(” (ITlc — 21b)

Le potentiel U(R), qui contribue a 1’évolution de ¢ par un commutateur, correspond a la
partie réactive du couplage atome-rayonnement. Il décrit, a faible saturation, le déplace-

ment des niveaux d’énergie atomiques sous 'effet du laser. Ses valeurs propres, associées a
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des états atomiques parfaitement localisés, constituent les déplacements lumineux, d’ordre
de grandeur hésy. D’autre part, le terme en iI'sq de (IIlc - 20) est a l'origine dans (IIlc -
21a) d’un anticommutateur, dont la trace n’est pas nulle. En écrivant I'effet de ce terme
dans la base propre de I'opérateur positif V(7)V(+) | qui est aussi celle des déplacements lu-
mineux, on constate qu'il se réduit 4 un terme de départ des niveaux déplacés avec des taux
de l'ordre de I'sg. Ceci correspond a la partie dissipative du couplage atome-rayonnement :
l’action du laser ramene dans I’état fondamental I’'instabilité des états excités due a I’émis-
sion spontanée. Dans le cas d’atomes a plusieurs sous-niveaux dans I’état fondamental, les

taux correspondants sont simplement ceux du pompage optique.

Il est possible finalement d’écrire les équations de Bloch optiques généralisées réduites

dans ’état fondamental sous la forme :

do 1 do
do _ 1 do lc — 22
&~ bl (dt)relax (Ile 2)
P2
H= 5+ UR) (Illc — 22b)
do 1
—_— = _= (=) p(+H)
<dt>,e1ax 7050 YOV}
1 3 [ ., .
+5Ts0- 87/d n? W.(n)oW,(n) (IIlc — 22¢)
t .
W.(n) = (A("') -e) e~k RY(+) (Illc — 22d)

(IIlc - 22) a donc essentiellement la méme structure que les équations traditionnelles du
pompage optique [55], mais a I’avantage essentiel pour nous de traiter quantiquement le

mouvement du centre de masse. Cette quantification a pour effet en particulier d’ajouter,
2

dans le hamiltonien effectif H, I’énergie cinétique oYY potentiel U(R) des déplace-
ments lumineux. La quantification du mouvement fait également intervenir ’impulsion
des photons de fluorescence émis par ’atome dans le terme de relaxation (IIlc - 22c)
proportionnel au taux de pompage optique lI"so, ce qui interdit I'intégration que ’on ef-
fectue d’habitude sur la direction d’émission n dans le terme d’alimentation de (IIlc - 22¢).
Notons que cette impulsion n’apparait pas dans I’anticommutateur donc dans le terme de
départ de (IIlc - 22c), en vertu de la regle de sommation suivante, qui assure d’ailleurs la

conservation de la probabilité (Trin¢ exto = 1) :
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3 [ 42 t — p(=)p+) _
o / d n%j WH(n)W,(n) = VOV (e — 23)

Nous ferons dans la suite un usage abondant des équations réduites (IIlc - 22).

(iv) Réduction de 1’équation pilote & une seule dimension d’espace

Les situations de mélasse optique que nous allons étudier sont en fait unidimen-
sionnelles, c’est-a-dire que toutes les ondes laser introduites pour le refroidissement se
propagent dans la méme direction, que 'on choisit comme axe Oz. Comme le potentiel
de couplage entre atome et laser change seulement, dans ce cas, le mouvement du centre
de masse atomique selon Oz, il est possible, sans approximation, de prendre la trace de
I’équation pilote sur les degrés de liberté du centre de masse selon les axes Oz et Oy, pour
obtenir une équation portant sur la matrice densité atomique p ainsi réduite, qui seule

d’ailleurs admet un état stationnaire :

/3=/dpzdpy (Pzy Pyl PPz, Py) (Illc — 24)

1 ’ ’ . . ’ \
Le commutateur 7 [VaL,p) et les termes de départ par émission spontanée sont compléte-
0
ment transparents a I’égard de cette trace partielle. Seul le terme d’alimentation de 1’état
fondamental par émission spontanée réclame quelque soin, comme nous allons ’expliquer

maintenant.

L’expression du terme d’alimentation par émission spontanée que nous donnons dans
la deuxiéeme ligne de (Illc - 6d) comporte une somme sur la direction d’émission n du
photon de fluorescence. Il est commode d’introduire I’angle polaire 8 (angle entre e, et n)
et 'angle azimutal ¢ du systéme de coordonnées sphériques d’axe Oz. L’effet de la trace
partielle sur p, et p, est simplement de faire disparaitre les opérateurs de translation en
impulsion associés aux composantes du vecteur d’onde kn selon Oz et Oy, en laissant

intacte la contribution de la composante selon Oz, kcos8 :

dp:dpy (Pz,pyl e " Rp e*m R |p, p,) = emikEcos b5 gikZcosb Ilic — 25
Yy Yy Yy

Ceci permet d’effectuer partiellement 1'intégrale sur la direction d’émission spontanée : on

peut a angle 8 fixé, intégrer librement sur ¢. Il faut d’abord, & direction n fixée, sommer
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sur la polarisation € du photon de fluorescence, comme il apparait dans (IIlc - 6d). Pour
ceci, il est agréable de décomposer le vecteur € sur la base standard (ug) g=0,41 adaptée a
Paxe Oz (cf. (IIla - 12)) :

€= Z EqUq (IIlc — 26)
¢=0,%1

Selon la procédure habituelle, on aboutit aux égalités suivantes, a 8 fixé :

2r 87
/(; de ZSGEZ' = ?6qq,Nq(0) (IIlec — 27)
eln

ou l'on a introduit les notations :

N(6) = g (1 + cos? ) (Illc — 28a)

No(6) = %sinZO (IIlc — 28b)

qui correspondent aux distributions angulaires classiques de rayonnement pour un dipdle
oscillant polarisé circulairement par rapport & Oz ou linéairement selon Oz. Remarquons
I’apparition, aprés somme sur ¢ dans (IIlc - 27), de la régle de sélection ¢ = ¢, qui est
particuliere au cas unidimensionnel, et sur laquelle nous reviendrons.

Pour donner la forme finale du terme d’alimentation de p par émission spontanée,
nous introduisons comme variable d’intégration, plutét que I’angle polaire 6, la composante

p' de la quantité de mouvement du photon de fluorescence selon Oz :

p =hkn-e, = hkcosd (IIlc — 29)

Ce changement de variable fait apparaitre, & partir des fonctions Ny(6) de (IIlc - 28), les
densités de probabilité N;(p') de la variable aléatoire p' dans Vintervalle [—kk, hk] pour

une polarisation ¢q :

Ni(p') = —— (1 LAY IIlc — 30
3 3 2]




Ces distributions sont bien sir normalisées a ’unite :

hk
dp'Ny(p') =1 (I1lc — 31)
k

Avec ces conventions, le terme d’alimentation de 5 prend la forme suivante :

hk » t »
ipgg =T Z / dpqu(pl)e—tp Z/n (Ag-i-)) peeAg+)e:p Z/h (Il1c — 32)
dt ES hk

Nous voyons qu’une conséquence importante de la régle de sélection de (IIlc - 27) est que
I’élément de matrice (g m|p|lg m') dans la base des états propres du moment cinétique
interne selon Oz est couplé par (Illc - 32) seulement aux éléments (e m + q|ple m' + ¢)
avec ¢ = 0,%1. Il n’en va pas de méme dans une situation générale de refroidissement a
deux ou trois dimensions, le couplage se faisant alors vers tous les (e m + g|ple m' + ¢')
avec ¢, ¢’ = 0,%1. Cette particularité du cas unidimensionnel, que I'on peut interpréter en
terme d’invariance de ’évolution de p par rotation des degrés de liberté internes autour
d'O:z instaurée par la trace sur p, et p,, jouera un role important dans la configuration

04+ — o_ du chapitre III.
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2 - APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE DE L’EQUATION PILOTE.
FORCE MOYENNE ET DIFFUSION EN IMPULSION.
CAS LIMITE D’UN ATOME TRES LOURD

Nous nous limitons ici au cas de deux faisceaux laser se propageant selon Oz avec des
vecteurs d’onde opposés, ceci par commodité d’exposition, et parce que notre travail porte
sur les mélasses optiques unidimensionnelles. Les considérations exposées maintenant, a
Pexception du §2c, dépendent en fait peu de la dimensionalité des mélasses, seule leur
mise en oeuvre explicite peut étre plus ou moins complexe (voir en particulier [57] pour le

calcul de la force a plusieurs dimensions ; on consultera aussi [58,59]).

a) Passage en représentation de Wigner et forme semi-classique

(i) Equations gquantiques en représentation de Wigner

En représentation de Wigner, la matrice densité atomique est caractérisée par la
donnée, en chaque point de I’espace des phases classique (z, p), d’un opérateur W(z, p) qui
agit seulement sur les degrés de liberté atomiques internes, et dont ’expression en fonction

de p en représentation impulsion correspond a (Ile - 3). La forme que prennent les termes

. d ey 2 . .

d’évolution ° et d’énergie cinétique 7 [m, p] ‘est celle de la dérivée hydrodynamique
i

0, +v0, (voir (IIlc - 13)). Pour transformer les termes de couplage avec les faisceaux laser,

il est commode de décomposer V41 selon ses composantes de Fourier :

Vap = Vye'*Z 4 V_e~ 2 (I12a — 1la)
Ve = (Vo)! (I12a — 1b)

Les processus élémentaires pris en compte dans V., sont la modification de ’état atomique
interne consécutive a ’absorption d’un photon laser d’impulsion fke, (partie ascendante
de V4) ou a I’émission stimulée d’un photon dans le mode laser de vecteur d’onde —ke,
(partie descendante de V). L’action de V4 devient ainsi en représentation de Wigner,
compte tenu de (Ile - 3) :

p—e

. Wigner . .
eka g !kZW ( hk)



1 Wigner 1 ikz hk —ikz hk
'i—ﬁ[VAL’p]—__""E V+e W(Z,p—y) +V_e W(z,p+ 2
-W (z,p+ %) V.,.e"” -W (z,p - ?> V_e"""]
(I12a — 2)

Quant aux termes de relaxation associés a 1'émission spontanée dans (IIlc - 6), seul le
terme intégral d’alimentation de ’état fondamental par I’état excité est non trivial. Il

suffit d’utiliser la relation suivante :

" 1., Wigner
=¥ Z etz B o BEY) (I12a — 3)

pour obtenir la forme du terme d’alimentation :

hk 1
o S NG (Ag’f)) Wee(z,p + P, 1)AD (1122 — 4)
: ¢=0,%+1

[atwgg(z’p’ t)]relax = r/

ou l'opérateur Agﬂ est défini en (IIla - 11a) et (II1a - 12a) et ou les distributions d’émission
spontanée N,(p'), dépendant de la composante de polarisation g(o4,0- ou 7 selon Oz)

des photons de fluorescence, sont données par (IIlc - 30).

(i1) Limite semi-classique

A partir de ces équations quantiques écrites en représentation de Wigner, il est fa-
cile d’obtenir la forme générale des équations semi-classiques. Nous constatons que les
équations quantiques obtenues sont non locales en p a cause des changements d’impulsion
discrets de ’atome associés aux processus élémentaires d’échange de photons. Lorsque

W (z,p) varie peu a ’échelle de ces pas discrets :

hk[0,W (2, p)ll < W (2, p)| (1122 — §)

il est légitime de développer les différences finies en puissances de hk. Il est habituel de
limiter ce développement a 'ordre 2 en hk, ce que nous commenterons plus bas, et ce qui

donne la structure suivante aux équations semi-classiques :

(Be +v8.) W(z,p,t) = [Mo(2) + Mi(2)8, + My(2)82] [W (2, p, 1)] (II2a — 6)
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Les opérateurs My, M;, M,, fonctions de la position z, agissent dans I’espace de Liouville
interne, c’est-a-dire que ce sont des matrices agissant sur W(z,p,t) considéré comme un
vecteur. Mp(z), obtenu a l'ordre 0 en hk, est simplement l'opérateur des équations de

Bloch optiques habituelles écrites pour un atome localisé en z :

My(2)[W] = [V e** + V_e™t*: W]
—TW.. + (i6 - g) Wey + (-i& - g) Wie

+T Y (A<+>) WA (I12a — 7)
¢=0,%x1

Rappelons sa propriété essentielle, qui est de conserver la probabilité :

Trinn Mo(2)[W] =0 Yw (I12a — 8)

Cette relation (II2a - 8) assure que la matrice densité interne, pour un atome localisé en
z, dont I’évolution est donnée par les équations de Bloch habituelles, garde une popula-
tion totale constante au cours du temps. L’opérateur M;, obtenu & l’ordre 1 en hk, est
exempt de contribution des termes de relaxation, car I'impulsion moyenne des photons de
fluorescence est nulle. Il s’exprime donc simplement en fonction du potentiel de couplage

atome-laser, et le développement de (II2a - 2) donne :

M, (2)[W] = % {8: (Vye** + V_e'ikz) W} (II12a — 9)

ou {A, B} désigne 'anticommutateur AB + BA. Nous mettons en évidence le gradient du
potentiel de couplage atome-laser, ce qui désigne —M;(z) comme l'opérateur force, ainsi
qu’il sera confirmé plus bas. Quant & M>(z), il contient d’une part les premiéres corrections
quantiques au mouvement classique dans le potentiel V4, d’autre part une contribution
des termes de relaxation, proportionnelle au carré de 'impulsion quadratique moyenne des

photons de fluorescence selon les distributions M,(p') :
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k2 . .
M, (2)[W] = -i% [V+e"" + Veem % W]

+T Z = (%), (A<+)) W, AL (I12a — 10a)
q=0,:i:l
hk
(%), = / dp' Ny(p') p"° " (II2a — 10b)
—hk

Il est tentant d’interpréter M,(z) comme ’opérateur de diffusion en impulsion. En fait,
comme nous allons le voir, la trace de M;(2) donne accés au coefficient de la diffusion en
impulsion liée aux fluctuations de la quantité de mouvement emportée par les photons de
fluorescence (seule la deuxiéme ligne de (II2a - 10a) contribue, le terme de la premiére
ligne étant de trace nulle), mais M,(z) ne contient pas les contributions a la diffusion des
fluctuations de la force dérivant du potentiel V41 qu’exercent les faisceaux laser sur les
atomes. Il est donc important de prouver, comme nous allons le faire, que les équations
semi-classiques (II2a - 6) contiennent toutes les images que ’on donne habituellement du
refroidissement, ce qui justifie en quelque sorte que 'on ait arrété le développement en

puissances de hk a ’ordre 2.

b) Evolution de I’impulsion pour un atome de vitesse vy

(i) Introduction

Nous nous plagons ici dans ’optique de l’approche semi-classique traditionnelle :
la grande séparation des temps internes et externes (Tjn, < Tex:) permet 1’établissement
pour I'état atomique interne d’un régime forcé, avant que la vitesse de 'atome n’ait eu
le temps de changer significativement. Ceci autorise & calculer ce régime forcé en considé-
rant le cas modéle d’un atome de vitesse imposée vy. Pour déterminer ne serait-ce que la
force moyenne subie par ’atome en régime forcé, il est cependant nécessaire de prendre en
compte correctement les changements d’impulsion atomique pendant T},,, méme si ’on ne
répercute pas leur effet sur la vitesse de I’atome. Or, les équations traitant quantiquement
le mouvement atomique prennent en compte naturellement ces changements d’impulsion.
Nous allons donc utiliser ces équations pour le calcul de la force moyenne F(vg) et du
coeflicient de diffusion en impulsion D (vg), la situation de 1’atome de vitesse vy imposée
étant obtenue quantiquement par la substitution suivante, portant sur le hamiltonien du

centre de masse atomique :



P2
2M

ext __
Ha.t -

— HE = Puy (II2b - 1)

On peut vérifier que cette substitution a l'effet désiré en calculant ’évolution de I'opéra-
teur position du centre de masse en représentation de Heisenberg, a partir du hamiltonien

total (II1b - 4b) modifié selon (II2b - 1) :

d 1
3 2(t) = =[2(t), H] = (9pH) (t) = v (I12b - 2)

Une justification équivalente du choix de (II2b - 1) est la forme des équations quantiques
en représentation de Wigner, dont seul le terme de vol libre est modifié par (II2b - 1), et

de la fagon attendue :

p (I2b — 1)
(a,+-Maz)W——. (8; + v0d;) W (I2b — 3)

La discussion qui va suivre s’appuie exclusivement sur la représentation de Wigner.
Il est donc utile de rappeler les notions de quasi-impulsion moyenne (p)(z,t), de quasi-
impulsion au carré moyenne (p?)(z,t), au point z-& 'instant ¢. Ces définitions font inter-

venir la densité atomique spatiale moyenne en z, f(z,t) [60] :

flz,t) = /dp Tr;m(W(z,p,t)) (I12b — 4a)
Fz o)z t) = / dp p- Trins(W(z, p,1)) (I12b — 4b)
F(2) (07) (2r1) = / dp p* - Trim(W(z,p,1)) (II2b — 4c)

La dépendance en position de (p)(z,t) et (p?)(z,t) permet de définir la force moyenne

F (z,v9) et le coefficient de diffusion en impulsion D (z,v) au point 2z :

F(z,vo)— hm —(p)(z t) (II2b — 5a)

D(z,v) = lxm 53; [(p?) (2,t) = (p)(2,1)?] (II2b - 5b)

125



Dans ces relations, la limite t — +o0 signifie en pratique t 3> Tj,,, pour un état initial
quelconque donné & ¢t = 0, comme nous ’exposons dans I'appendice By1. La dérivation

temporelle est totale, donc s’entend au sens hydrodynamique :

d

3; PNz 1) = (0 + 00:) {p) (=, 1) (II2b — 6)
Les moyennes de 'impulsion vraie, (P) et <P2> , se déduisent aisément des moyennes de la
quasi-impulsion, & I’aide de la distribution spatiale f(z,t). On dispose en effet de I’égalité

suivante, pour un entier n arbitraire :

(P) () = / dz f(z,1) (") (,1) (112b — 7)

ce qui prouve en particulier que la force F (z,vg) moyennée selon la densité f(z,t) donne
la vitesse d’accroissement de 'impulsion atomique moyenne aux temps longs devant Tjy,.
Cependant, en général, cette propriété ne s’étend pas a la diffusion en impulsion, c’est-a-
dire que la variance de 'impulsion vraie AP? ne s’exprime pas seulement & partir de la
moyenne spatiale de la variance en z de la quasi-impulsion Ap?(z,t), comme le montre la

relation suivante :

AP%(t) = /dz f(z,)Ap*(z,t) + [/ dz f(z,t){p)(z,t)* — (P)? (II2b — 8)

Le terme entre crochets dans (II2b - 8) est responsable d’une divergence de AP2(t) qua-
dratique en temps pour t 3> T;,, sauf cas particulier, comme celui de la configuration laser
o4+ — o (voir le chapitre III), dans laquelle F' (z,vp) ne dépend en fait pas de la position.
Nous renvoyons a [60] pour une discussion approfondie, sur le modéle de ’atome a deux

niveaux dans une onde stationnaire.

Voyons maintenant comment obtenir les comportements des différentes valeurs
moyennes (p")(z,t) aux temps longs devant Tj,,. L’idée est d’écrire des relations de

récurrence entre les différentes matrices internes W,(z,t), dont la trace donne accés a

(") (2,1) :

W,,(z,t):/dp p"W(z,p,t) (II12b — 9a)
Trine (Wa(2,1)) = f(2,1) (p") (2,1) (II2b — 9b)
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La matrice Wy(z,t) a un sens physique clair, que ’on obtient facilement en utilisant

pour (II2b - 9a) la définition de la transformée de Wigner en représentation position :

Wi t) = 5o [ 46l = 3Elpb)]z + 3O (1I2b — 10)

On trouve que Wy(z,t) n’est autre que (z|p(t)|z), matrice densité atomique interne au
point z, dont la trace donne la probabilité de détecter la particule en z. Les matrices
Wa(2,t), n > 1, ont une signification moins évidente, et il suffit de les considérer ici
comme des intermédiaires de calcul permettant d’accéder a I’évolution de (p") (z,t). Les
relations de récurrence cherchées sont déduites des équations quantiques en représentation
de Wigner par multiplication par p°, p!, p?,... respectivement et par intégration sur la
quasi-impulsion p de —oo a +00. Nous allons donner la démarche générale des calculs, qui
montre la nécessité de la substitution (II2b - 1), avant d’entrer dans le détail.

Soient donc les équations quantiques portant sur W(z, p,t), multipliées par p", a in-
tégrer sur p. Les termes de décroissance par émission spontanée font intervenir de simples

coefficients constants ; ils ne posent donc aucune difficulté. Voici par exemple la contribu-

tion du taux de départ de 1’état excité :

/dp(—p"FWee(z,p,t)) = —T'(W,).,, (z,t) (II2b — 11)

Le couplage avec le laser et le terme d’alimentation de ’état fondamental par émission
spontanée font intervenir des termes non locaux en p. Cette difficulté est éliminée par

translation de la variable d’intégration p. Prenons ainsi I’exemple du premier terme de

(II12a - 2) :

n 1 thkz hk - hk " 1 tkz
/dpp ihV+e W(z,p 5 ,t) —/dp (p+ 7) z.hV+e W(z,p,t)

1 : hk (RE\"
5‘/_*_elkz [Wn(z,t)+n?Wn_1(z,t)+...+ (—2—) Wo(Z,t)}(Ilzb - 12)

Quant aux termes de vol libre, ils ne posent pas de probléme lorsque la substitution (I1I2b -
3) est effectuée :

/ dp p" (81 + v08.) W(z, p,t) = (s + v00.) Wal(z,2) (II2b — 13)
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On obtient alors une relation de récurrence sur Wy(z,t), dont la structure générale est :

(8¢ + v08;) Wa(z,t) = Mo(2) [Wa(z,t)] + Sn(z, ) (II2b — 14)

L’opérateur My(z), défini précisément en (II2a - 7), est celui des équations de Bloch op-
tiques habituelles écrites pour un atome localisé en z. Le terme souce S,(2,t) dépend
seulement, et de facon linéaire, des matrices W,/ (z,t) avec n’ < n — 1. En particulier, il
est nul pour n = 0, ce qui permet de déterminer ’évolution de Wy(z,t). Le calcul de la
force et du coefficient de diffusion nécessite donc seulement la résolution d’équations de
la forme (II2b - 14), ou le terme source est connu. Nous en indiquons dans I’appendice
By les différentes étapes. Notons bien que la structure simple de (I1I2b - 14) est due a la

substitution (II2b - 1), qui fait qu’on étudie la situation d’un atome de vitesse imposée.

2
Si I'on utilise le véritable hamiltonien HE = 2PM (II2b - 13) doit étre modifiée comme
suit :
/dp p" (00 + £8.) W(z,p,8) = BWa(z,t) + Lo Waii(zt) (II2b — 15)
M z 1N 8] n b M E n ’

L’équivalent de (II2b - 14) donne alors seulement W, 4, en fonction des Wy, n' < n, a
une constante pres. L’élément initial de la récurrence, Wy, n’étant pas connu, la suite du

calcul devient problématique !

(11) Matrice densité interne au point 2

Nous avons vu que 'intégration directe sur p des équations quantiques, moyennant
la substitution (II2b - 1), donne 1’équivalent des équations de Bloch optiques ordinaires

pour la matrice densité interne au point z :

in(z t) = Mo(2) [Wo(z,1)] (II2b — 16)

ou le symbole de dérivation % est celui de (II2b - 6). Une conséquence importante de

(II2b - 16), obtenue en en prenant la trace, compte tenu de (II2a - 8), est la contrainte

suivante sur la densité spatiale f(z,t) :

d
&f(z,t) =0 (I12b - 17)
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qui, a l'instant t, se déduit donc simplement de sa valeur a t = 0 par translation spatiale
de vot. D’autre part, il est bien connu que la partie dissipative de Mp(z) conduit 1'état
atomique interne a un régime forcé, fonction seulement de la position, que nous notons
Wdf (z;v0) . Nous nous plagons dans les situations ou il y a unicité de ce régime forcé

(on s’attend & ce que ce soit le cas pour les transitions atomiques j, — je = j, + 1),

que la périodicité spatiale de My(z), de pas A\ = %, permet de définir comme suit
(voir 'appendice B;; pour l’existence) :

w08 W (2;v0) = Mo(2) [Wof (z;vo)] (II2b — 18a)

Wi (z 4 Av0) = WY (2;00) (II2b — 18b)

Tring (Wof (z;'vo)) =1 (II2b — 18c)

Nous aboutissons ainsi a I’expression générale du régime forcé de (1I12b - 16) :

Wo(z,t) = flz, W] (z100) (I12b — 19)

(iii) Quasi-impulsion moyenne au point z._Force moyenne

Pour obtenir I’évolution de la quasi-impulsion moyenne {p)(z,t), il nous faut 1’ex-

pression du terme source S;(z,t) dans (II2b - 14). On peut la déduire des équations quan-
tiques selon la procédure indiquée au (i). Il est également possible d’utiliser les équations
semi-classiques (II2a - 6) (puisqu’elles ont été obtenues par développement a l’ordre 2), a
condition d’effectuer la substitution (II2b - 3). Aprés multiplication par p et sommation

sur p, on integre par parties :

[ @p oM 8,9 (2,561 = =3 oz, ) (Ii2b — 20a)

/ dp pM; [B2W (z,p,1)] =0 (II2b — 20b)

D’ou ’équation d’évolution pour Wi(z,t) :

-(%Wl(z,t) = Mo(2) [Wi(z,1)] — My(2) [Wo(z,1)] (II2b - 21)
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En prenant la trace de (II2b - 21) sur I’état interne, nous accédons a 1’évolution de la

quasi-impulsion :

d __ TrinMi(2) [Wo(2,1)] -
G P(at) = - (1126 — 22)

et donc, en utilisant (II2b - 19), a la force moyenne subie par un atome dont la vitesse

reste constante et égale a vy pendant ¢t 3> Ti,, ce qui met son état interne en régime forcé :

F (z,v9) = =TrineM;(2) [Wof (z;vo)] (II12b — 23)

Ceci confirme l'identification de —M;(z) comme opérateur force que nous avions faite a
propos de (I12a - 9).

La connaissance de ’évolution temporelle pour ’état interne de Wj(z,t) n’est donc
en rien utile au calcul de la force moyenne. Elle est par contre indispensable pour la déter-
mination du coefficient de diffusion en impulsion, comme nous le verrons bientét. Le calcul
aux temps longs de Wj(2,1) ne consiste pas directement en la recherche d’un régime forcé.
En effet, (p)(z,t) n’admet a priori pas de limite finie avec le temps. Par exemple, lorsque
vo = 0, la quasi-impulsion moyenne en z diverge linéairement avec t, proportionnellement
a F(z,0). Une partie de W;(z,t) est donc susceptible de diverger aux temps longs, partie

que ’on met en évidence par la transformation suivante :

Wi(z,t) = (p)(z,t)Wo(z,t) + Wi(z, 1) (II2b — 24)

Cette relation constitue une définition de la matrice interne Wj(z,t), de trace nulle en
raison de (II2b - 9), et dont ’équation d’évolution est donnée dans I’appendice By;. Nous
prouvons, également en Bjj, I’existence d’un régime forcé pour W,, fonction de la position
seulement et de période spatiale A. Nous indiquons ici seulement les relations de définition

de ce régime Wlf (z5v9) :

000; W{ (2;90) = Mo(2) [Wlf (z: vo)]
— My(z) [Wof (z;vo)] — F(2,00) W/ (z;v0)(112b — 25a)
Wi (z + A;v0) = W (2;v0) (II2b — 25b)
Trine (W,f (z;vo)) =0 (II2b — 25¢)
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On obtient ainsi, pour la matrice interne V~V1(z, t) aux temps longs, I'équivalent de (II2b -
19) :

Wi(z,t) z f(z)W] (200) (II2b — 26)

(iv) Variance de la quasi-impulsion au point z._Coefficient de diffusion en impulsion

Il nous reste finalement & étudier I’évolution temporelle de la quasi-impulsion au
carré moyennée sur 1’état interne, (p?) (z,t). Comme nous ’avons constaté pour le calcul
de (p)(z,t), seule nous est nécessaire la trace du terme source S;(z,t), dans (II2b - 14)
écrit pour n = 2. Nous utilisons, comme au (iii), les équations semi-classiques, compte
tenu de (II2b - 3). La multiplication par p?, la sommation sur p et I'intégration par parties

conduisent a :

Sa(z,t) = —2M;(2) [Wy(z,1)] + 2M2(z) [Wo(z,1)] (II2b — 27a)
d Trine (S2(z,
3 () (zt) = fﬁzfg) )

Nous modifions la premiere égalité (II2b - 27a) en prenant en compte la décomposition
(II2b - 24) de Wy (z,t) :

(II2b — 27b)

$a(2,8) = =2My(2) [Wo (2, )] p) (2, t) — 2M1(2) [Wi (2, 1) + 2M3(2) [Wo (2, )]
(II2b — 28)

Nous constatons alors que le premier terme de (II2b - 28) donne précisément naissance,

dans (II2b - 27b), & 2(p)(z,t)a‘it(p)(z,t) = % ((p)(z,t)?), en vertu de (II2b - 22), ce qui

conduit finalement a I’évolution de la variance de la quasi-impulsion :

Trin (~Mi(2) [W(2,8)] + Ma(2) Wo(2,2)
f(2,1)

| e

[(72) (2,) = ()2, )*] =

N =
(W)

t
(II2b — 29)

Pour obtenir le coefficient de diffusion en impulsion au point z a la vitesse constante
vp, il suffit de se placer a des temps longs devant Tj,,, ce qui autorise & faire usage des
comportements asymptotiques (II2b - 19) et (II2b - 26) :
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D(z,v5) = Do (2,v9) + D; (2, v9) (II2b — 30a)
Dy (z,v9) = Trine (Mg(Z) [Wdf (z; vo)]) (II2b — 30b)

Dy (z,v0) = =T'rint (Ml(z) [Wlf (z;vo)]) (II12b — 30c)

Nous obtenons ainsi D (z,v9) comme somme de deux termes d’origines bien distinctes, ce

qui est d’ailleurs bien connu [17].

Le premier terme Dy (z,v9) dépend seulement du régime forcé Wdf (z;v0) des équa-
tions de Bloch ordinaires. Il est facile de 'interpréter physiquement a partir de la forme
(I12a - 10a) de I'opérateur M,, en effectuant explicitement le calcul de T'rip, dans la base
des états propres du moment cinétique interne selon Oz. La premiére ligne de (II2a - 10a)
est un commutateur, donc est de trace nulle. Seule la deuxiéme ligne de (II2a -10a) a une

contribution non nulle, contribution qui fait intervenir les populations excitées de Wof :

Do (z,v9) =T Z % (p'2>q z (c‘fn_q)2 (e m|W{ (z;v0) |e m) (II2b — 31)

¢=0,%1

Nous voyons apparaitre les taux de désexcitation spontanée de chaque sous-niveau excité

|e m) vers les sous-niveaux fondamentaux |g m — ¢), ¢ = 0,1 :

Pem—gm-q =T (c%_,)’ (II2b — 32)

Les coefficients de Clebsch-Gordan ¢, sont donnés dans le §1. De plus, chaque transition
le m) — |g m — ¢q) par émission spontanée augmente I'impulsion atomique carrée moyenne
de (p' 2)q , d’aprés (II2a - 10b). L’expression (II2b - 31) désigne donc clairement Dy (2, vo)
comme le coeflicient de diffusion décrivant les fluctuations de 'impulsion emportée par les

photons de fluorescence :

Dy (2,v0) = Dgpont (2, v0) (II2b - 33)

Le second terme D, (z,vy) fait intervenir seulement les changements d’impulsion ato-
mique par échange de photons avec les modes laser, a ’exclusion de 'impulsion des photons

de fluorescence. Il contient ainsi ’effet sur le mouvement du centre de masse atomique des
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fluctuations de la force exercée par les ondes laser sur ’atome. Il est bien connu [17], dans

le cas d’un atome au repos (vo = 0), que D; (z,v9) est obtenu comme l'intégrale de la

dP .
fonction d’autocorrélation (F(t)F(t — 7)) de 'opérateur force F(t) = (3) en point
laser

de vue de Heisenberg. Ce résultat peut étre généralisé pour un atome en mouvement [25],
et I'on peut montrer que I'utilisation du théoréme de régression quantique [62,40] aboutit
a une formulation équivalente a la nétre, avec apparition du systéme (II2b - 21). Nous ne
souhaitons pas ici adopter le point de vue de Heisenberg. Néanmoins, nous établissons,
dans By (cf. (B — 26)), une forme intégrale suggestive de Wlf (2;v9), en terme de
I'opérateur d’évolution associé aux équations de Bloch habituelles, qui conduit a une ex-
pression pour D, (z,vo) aussi claire physiquement qu’en point de vue de Heisenberg, mais

plus directement opérationnelle.

c) Développement asymptotique de I’équation pilote pour un atome trés lourd

Nous abordons maintenant, dans le dernier paragraphe de ce chapitre, une résolu-
tion approchée des équations du mouvement de la matrice densité stationnaire d’'un atome

dans une onde lumineuse.

Nous nous plagons ici exclusivement dans la situation des mélasses optiques station-
naires a une dimension, et nous étudions le cas limite d’un atome de masse tres élevée,
tous les autres parametres (désaccord entre atome et laser, pulsation de Rabi en unité
de largeur naturelle I') étant fixés. Le temps typique T}, associé aux variables atomiques
internes est lui aussi fixé, puisqu’il ne dépend pas de la masse M de ’atome. Par contre,
I’atome devenant de plus en plus lourd, et les forces radiatives restant bornées, il est clair
que Ty, associé au temps de variation de la vitesse atomique en valeurs relatives, va
augmenter indéfiniment, selon des lois que nous précisons plus loin. La limite M — +o00
doit étre considérée ici comme un moyen assez formel d’accéder avec certitude au régime
de I'approche semi-classique traditionnelle (Tip; < Text) - Nous effectuons ainsi le dévelop-

pement de ’équation pilote au second ordre en ¢ = T ce qui nous donne explicitement

la distribution en position-vitesse dans 1’état stationnaire a ’ordre le plus bas, c’est-a-dire
a 'ordre 0 en €. Notre démarche est donc complémentaire de I’approche semi-classique
traditionnelle telle qu’elle est formulée dans [17] : les auteurs obtiennent, par élimination
adiabatique de I’état atomique interne, une équation de Fokker-Planck donnant 1’évolution
temporelle de la distribution en position-vitesse, mais ne proposent pas de forme explicite

pour 1’état stationnaire.
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(i) Parametre ¢ du développement

Le paramétre physique dont la petitesse motive notre développement est le rapport
du temps atomique interne T, au temps externe réactif Te(:t), période du mouvement des
atomes dans les puits de potentiel que sont les déplacements lumineux (cf. §0). Nous asso-

cions a cette grandeur physique le parameétre ¢ de développement formel ayant la méme

dépendance en fonction de la masse atomique que —'(';—t), soit :

ext

€= - (II2¢ - 1)

VM

Bien entendu, ce parameétre n’est pas sans dimension. Ceci ne pose cependant pas de
probléme : nous allons effectuer dans un premier temps un développement formel en puis-
sances de € ; nous identifierons ensuite comme véritables petits parameétres physiques les
rapports des termes successifs de la série formelle, ce qui fera apparaitre, comme prévu,

Avant d’effectuer ce développement, il nous est nécessaire de connaitre la loi d’échelle
qui fixe la largeur en p de la distribution stationnaire, 3 la limite M — +o00, les autres
parametres (6, §2) étant maintenus constants. Nous laissant guider par la situation bien
connue du refroidissement Doppler, dans laquelle I’énergie cinétique moyenne dans I’état
stationnaire ne dépend plus de la masse lorsque ’atome est assez lourd, nous allons ad-
mettre que, dans les situations de mélasses optiques a une dimension qui nous intéressent,
conduisant en particulier & un refroidissement autour de la vitesse nulle, la propriété sui-

vante est vérifiée :

2
. P’ \ _ _
Mlivrﬁoo <2M> = ¢(6,9) (II12¢ - 2)

les autres parametres (6, 2) étant maintenus constants. Nous excluons ainsi les configura-
tions de refroidissement avec champ magnétique ou a tres forte intensité [82-85,72]. Ceci
étant admis, nous en déduisons la renormalisation en impulsion & effectuer pour qu’il y ait
convergence de la distribution en position-impulsion f(z,p; M) vers une distribution finie

lorsque M — 400 :

p=VMu (II2¢ - 3a)
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3 lim f(z,fAZu;M) = FO(z,u) & 60,z et u fixés (II2c — 3b)
M—4+

Notons qu’au pas élémentaire en impulsion des équations quantiques, soit ik, correspond
le pas infiniment petit hke sur u. La limite (II2c - 3b), qui donne la distribution en

position-vitesse a ’ordre 0 en ¢, est donc naturellement semi-classique.

(ii) Développement & l'ordre 2 inclus en ¢

L’objectif du présent calcul est la détermination explicite de la distribution limite
fO(z,u) définie dans (II2c - 3b). Il est nécessaire, pour ceci, d’effectuer un développe-
ment des équations quantiques au second ordre en €. En effet, comme nous allons I’établir
ci-dessous, 'ordre 0 renseigne sur l’état interne ; 'ordre 1 montre que la fonction de
deux variables f(°)(z,u) dépend en fait d’une seule variable E, qui est 1'énergie totale des
atomes dans un potentiel effectif U(z) ; ’ordre 2 donne la dépendance en E correspon-
dante. Comme le développement est effectué simplement jusqu’a ’ordre 2, il est équivalent
d’utiliser les équations quantiques stationnaires en représentation de Wigner ou la forme
stationnaire des équations semi-classiques (II2a - 6). Par commodité, nous choisissons ces

dernieéres, ainsi transformées selon (I12c - 3a) :

ued,W(z,u;€) = [Mo(2) + e M;(2)0, + 2 M,(2)02] [W(z,u; )] (I12¢ - 4)

avec la notation suivante :

W(z,u;€) = W(z,p; M) (I12¢ - 5)

Le développement en puissances de ¢ prend la forme suivante :

W(z,u;e) = WO(z,u) + e WD (z,u) + WP (z,u) +... ([I2c — 6a)
f(z,u;€) = TringW(z,u;€) (II2¢ — 6b)
f(z,u;6) = FOz,u) + efV(z,u) + €2 FP(2,u) + ... (II2¢ — 6¢)

Nous allons obtenir, a partir de (II2¢ - 4) écrite aux ordres successifs en ¢, des relations

matricielles sur les opérateurs W(®, W) Nous exploiterons de fagon systématique ces

135



relations en les projetant sur Wof (z;v = 0) (état stationnaire interne des équations de
Bloch ordinaires pour un atome immobile en z) et sur le sous-espace des matrices internes
de trace nulle, comme nous I’avons déja fait en (B;; — 5). La projection sur Wof (z;v=0)

revient simplement a prendre la trace sur 1’état interne des relations matricielles.

Nous aurons besoin également du développement des solutions forcées définies par
(II2b - 18) et (II12b - 25), pour une vitesse v = % = ue :

Wof(z; ue) = W{O(z2) + 6uW0f(1)(z) + ... (I12¢ - 7a)
Wi (z;ue) = W/ O(2) + euW]M(2) + ... (I12c — 7b)
Par exemple, les termes successifs de (II2c - 7a) sont définis, en plus de la périodicité spa-

tiale (II2b - 18b), par les contraintes suivantes, obtenues par développement de (I1I12b - 18a)

en puissances de € :

([ My(2) [Wof(o)(z)] 0
< (II12¢ — 8a)
| Trine (W{0(2)) =1

[ Mo(2) [WIO(2)] = SWO(2)
z (I12¢ — 8b)

| Trin (Wof “)(z)) =0

Il est important de remarquer que la substitution de (II2c - 7a) dans ’expression de la
force (II2b - 23) conduit au développement de F(z,uc) en puissances de ¢. Le terme cor-
respondant a l’ordre 0 en ¢ n’est autre que la force moyenne subie par un atome au repos ;
cette force dérive d'un potentiel U(z) puisque nous étudions le cas unidimensionnel. Le
terme correspondant a I’ordre 1 en € est linéaire en vitesse ; il constitue, dans les situations
de refroidissement qui nous intéressent, une force de friction caractérisée par le coefficient

de friction a(z). Toutes ces grandeurs sont définies ainsi :

F(z,ue) = —Edz-U(z) —afz)ue (II2¢ — 9a)
—-;—ZU(z) = —Trint (Ml(z) [Wof<°)(z)]) (II2c — 9b)
a(z) = Triy (Ml(z) [Wof(l)(z)]) (IT12¢ — 9¢)
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De méme, la substitution de (II2c - 7) dans (II2b - 30) fournit le développement du co-
efficient de diffusion en impulsion D(z,ue) en puissances de €. Seule nous sera utile ici la

valeur de ce coefficient pour un atome au repos :

D(z) = D(z,0) = Trins (Mz(z) [WJ(°>(2)]) — Trine (Ml(z) [Wlf(o)(z)]) (I12c — 10)

Effectuons maintenant le développement de (II2c - 4) en puissances de €. L’écriture

a l'ordre 0 de (II2c - 4) conduit a I’équation suivante :

Mo(2) [W(o)(z,u)] =0 (II2c — 11)

dont la solution, compte tenu de (II12¢ - 6) et (II2c - 8a), est :

WO (z,u) = FO>z, )W O(2) (I12c — 12)

A Yordre le plus bas, ’état interne des atomes en z correspond a [’état stationnaire des
équations de Bloch optiques ordinaires pour un atome au repos. Ce que nous voulons

déterminer ici, c’est la distribution f(®(z,u).

Utilisons maintenant (II2c - 4) & 'ordre 1 en ¢, ce qui conduit a :

wd; WO (2,u) = My(2) [W“)(z,u)] + My(z) [auW(o)(z,u)] (I12c — 13)

En prenant la trace de (II2c - 13) sur 1’état atomique interne, nous obtenons, a 1’aide de
(IT2¢c - 12), et compte tenu de (I12a - 8) :

ud. fO(z,u) = 0 F Oz, u)Trime (Ma(2) [WO(2)] ) (I2c — 14)
Il est possible alors de donner a (II12¢ - 14) la forme suggestive suivante, grace a (I12¢ - 9b) :

[uaz + (—Ccll—g) 3.,] fO>z,u) =0 (II2¢ - 15)

qui montre qu’a 'ordre 0 en ¢, la distribution en position-impulsion est stationnaire pour
le mouvement dans le potentiel U(z). Pour résoudre (II2¢c - 15), il est commode de se

placer en représentation position-énergie :
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Z =z

1 (I12¢ — 16)
E=-u®+U(2)

2

Pour qu’il y ait une correspondance biunivoque entre les deux représentations (z,u) et
(Z,E), nous nous limitons aux vitesses u positives. Pour faire le lien avec le domaine
u < 0, nous constatons qu’il y a formellement invariance de (II12¢ - 4) si 'on change simul-
tanément € en —¢ et u en —u. Par unicité supposée de I’état stationnaire, nous bénéficions

donc des propriétés de parité :

f(")(z,—u) = (-1)"f(")(z,u) (II2¢ - 17)

ce qui nous suffira pour conclure. En représentation (Z, E), (I112¢ - 15) devient simplement :

0zf(Z,E)=0 (I12¢ — 18)

Les positions Z a priori accessibles pour les atomes d’énergie E sont une réunion d’inter-

valles, éventuellement infinis, de bornes X ;(E) et Y;(E), comme on le voit sur la fig. II-5 :

(2/U(2) < E} = Y[X,(B), Y;(E)] (I12c - 19)

La solution générale de (II2c - 18) est donc constante vis & vis de Z sur chacun de ces

intervalles :

VZ € [X,(E), Y;(E)], fO(Z, E) = ¢;(E) (I12c — 20)

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que f(®)(Z, E) représente simplement la
distribution dans ’espace des position-vitesse f(°)(z,u) écrite en fonction des nouvelles
variables Z et E. Si 'on veut en déduire la densité dans I’espace des position-énergie, que
nous notons §(?)(Z, E), il ne faut pas oublier le jacobien, associé & la transformation (I12¢ -

16), qui exprime le rapport entre les volumes élémentaires dZ dE et dz du. Un calcul simple

. 1
montre que ce jacobien vaut précisément u, ce qui donne §(V(Z, E) = ——— f(9(Z, E).

u(Z,E)

Le facteur supplémentaire —, proportionnel a l'inverse de la vitesse, exprime le fait que
u
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" U(z)

N2 N4
N2V

X,(E) Y,(E) X,(E) YTo(E) 2

>

Fig. II-5 : Intervalles en position accessibles & une particule classique d’énergie E dans
le potentiel U(z).

les particules oscillant dans le potentiel U(z) restent d’autant plus longtemps au voisinage

d’un point z que leur vitesse y est plus faible.

Il nous reste maintenant a déterminer les fonctions ¢ ;(E), ce qui nécessite le calcul
de W, et la prise en compte des termes d’ordre 2 dans (I12c - 4). En retirant a (II2¢ - 13)

I’équation (I12¢ - 14) multipliée par Wof (9)(2), nous obtenons la condition sur W (z,u) :

Mo(2) [0 (2,w)] =uf® (z,0) W O(2)
- (270) {aa(a) [ )] -

—zWof(")(z)} (I12c — 21)
Nous constatons que la premiere ligne du second membre est proportionnelle au second
membre de (II2c - 8b), et que la seconde ligne est proportionnelle au terme source de
(II2b - 25a) écrit pour v = 0. Comme les solutions déja introduites dans (II2¢ - 8b) et
(II2b - 25) sont de trace interne nulle, la solution générale de (I12c - 21) s’écrit, compte
tenu de (II12¢ - 6¢) et (I12¢ - 8a) : ‘

WO (z,u) = Oz, ) WSO (2) + uf Oz, u)Wf D(z) - (a., f<°>) W/ () (I12c — 22)

Les deux premiers termes de (II2c - 22) sont le développement & 1’ordre 1 de f(z, u; s)WJ (z;ue),

dont (II2¢ - 12) était le développement a I'ordre 0. S’il n’y avait le troisiéme terme, moins
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intuitif, 1’état atomique interne coinciderait, jusqu’a 'ordre 1, avec le régime forcé d’un
atome de vitesse imposée cu. Nous verrons, dans le cadre de la configuration o4 — o
(chapitre IIT), dans quelle mesure cette propriété (présence de f (z,v)Wof (z;v) dans l'ex-
pression de la distribution de Wigner vraie W(z,v)) se généralise a tous les ordres en
E.

Pour obtenir finalement la dépendance en E de f(®)(z,u), il nous reste & développer

(I12c - 4) a 'ordre 2 en ¢, ce qui donne :

wd, WW(z,u) = My(z2) [W<2>(z,u)] + My(2) [a.,W“)] + My(2) [a};W(")] (II2c — 23)

En prenant la trace de cette égalité sur 1'état atomique interne, nous obtenons, a 1’aide de
(I12c - 22), (I12¢ - 9) et (I112c - 10) :

[ua, + (—(31—(2]) au] fO(z,u) =8, {a(z)uf(o)(z,u) + D(O)(z)auf_(o)(z,u)}
) (I12¢ — 24)

Le premier membre incite & passer en représentation (Z, E), comme nous ’avons fait
pour (II2c - 15), ce qui donne la forme suivante & (II2c - 24) sur chaque intervalle

[X5(E), Y;(E)) :

827 (z,u) = 8 {a(Z)u(Z,E)goJ-(E) + DO (Z)u(Z, E)cp;(E)} (II2c — 25a)
avec u(Z,E) = /2(E -U(2)) (II2¢ — 25b)

Pour éliminer la fonction inconnue f(), supposée parfaitement réguliére, nous uti-
lisons la propriété qu’elle a d’étre impaire en u a position z fixée, d’apres (I112c - 17), ce qui
montre qu’elle s’annule en u = 0. Dans le cas ou l'intervalle d’indice j associé a 1’énergie

FE est borné, on a donc :

FO(X;(E),E) = fY(Y;(E),E)=0 (I12c — 26)

L’intégration de (II2c - 25a) sur Z a énergie E fixée, sur l'intervalle borné [X;(E),Y;(E)],

conduit alors & ’équation différentielle ordinaire sur ;(E) :
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d _ _&i(E) c —
aiE (Ingp;(E)) = —Dj(E) (112 27a)

Y;(E)
&;(E) = / dZ o(Z)u(Z, E)
avec Xi(®) (II12¢ — 27b)

Y; (E)
D,(E) = / dZ D (Z)u(Z, E)
X; (E)
Lorsque Vintervalle [X;(E),Y;(E)] est non borné, la dérivée logarithmique de @;(E) est
simplement donnée par la limite du rapport (II2c - 27a), lorsque la borne supérieure ou
la borne inférieure des intégrales (II2c - 27b) tend vers l'infini. Dans les situations que
nous allons rencontrer au chapitre IV, le potentiel U(z) est de période la longueur d’onde
optique A, et cette limite correspond simplement au rapport des intégrales de (II2b - 27b)
calculées sur une période, comme on peut le vérifier directement en utilisant la périodicité
de f)) et en intégrant (II2c - 25a) sur l'intervalle [0, \]. Nous attirons par ailleurs I’atten-
tion du lecteur sur le fait non intuitif que les moyennes (II2¢ - 27b) ne correspondent pas
en général a celles que 1'on effectuerait spontanément sur la trajectoire d’énergie fixée E ;

par exemple :

_ Y;(E) (0)
byEy# [ az 2D

2 4) I2c — 28)
X; (E) u(Z,E) (

(ii1) Discussion physique

Nous allons maintenant interpréter le développement formel que nous venons d’effec-
tuer, en montrant qu’il repose sur une séparation bien nette entre les différentes échelles
de temps intervenant dans une expérience de refroidissement. L’opérateur intervenant a
I'ordre 0 du développement en ¢, dans (II2¢ - 11), concerne seulement la dynamique ato-
mique interne au point 2. Il s’agit simplement de ’opérateur de Bloch habituel Mg(z) écrit
pour un atome localisé en z, et qui permet de définir le temps de relaxation interne le plus
long, soit Tiy, indépendant de la masse M et associé aux valeurs propres de My(z) non

nulles et de parties réelles les plus proches de 0.

A Yordre 1 en ¢, apparait dans (II2c - 15) 'opérateur :

dU
D, = {vaz + (—E) 8,,} (112(: - 29)
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qui décrit le mouvement classique des atomes dans le potentiel moyen U(z) ; ses valeurs

) ) T
propres associées aux trajectoires bornées d’énergie E sont les multiples entiers de T(T)’
ou T(E) est la période du mouvement classique & 1’énergie E. Ces T(E) constituent une

premiere famille de temps externes Te(;t) , purement réactifs :

2inmw .
Spec (Dl) = {m,n € Z} (112C — 308,)
T = VM v _dz_ (II2c — 30b)
ext — X; U(Z,E)

Les pulsations correspondantes sont effectivement proportionnelles a €, ce qui justifie leur

apparition a cet ordre du développement.

Finalement, & I'ordre 2 en ¢, nous obtenons, dans le second membre de (I112¢c - 24),

I’opérateur externe :

D, =0, {a(z)v + D(°>(z)a,,} (II2c — 31)

qui décrit la thermalisation en z d’une particule soumise & une force aléatoire, dont la
moyenne est une friction linéaire en vitesse et dont les fluctuations introduisent une dif-
fusion en impulsion caractérisée par D{®)(z). Les valeurs propres de cet opérateur cor-
respondent aux taux d’amortissement de la vitesse sous l'influence de la force de friction.

On peut montrer que :

Spec(Dy(2)) = {—naﬁ),n € IN} (II12¢ — 32a)
@ _ M . _
et = 573 (112 32b)

ce qui constitue une deuxieme famille de temps externes, purement dissipatifs, proportion-
nels & M donc inversement proportionnels & €2, ce qui justifie leur apparition & I’ordre 2
du développement. Notons que la valeur du coefficient de diffusion n’introduit pas d’autre
temps dissipatif que (II2c - 32b), ce dont on peut se convaincre soit par une diagonalisa-
tion exacte de D, [63], soit par un raisonnement élémentaire du type de celui qui nous a
conduit a (I1d - 12).

142



Cette hiérarchie temporelle nous permet de préciser, autrement que formellement, les
conditions de validité de notre résultat (II12c - 27). Il faut d’abord pouvoir éliminer adiaba-
tiquement 1'état atomique interne, ce qui impose |[Mp|| > ||D; || donc Tipy < Te(it) : Iétat
atomique interne atteint son régime forcé bien avant que ’atome n’ait le temps d’effectuer
une oscillation compléte dans les puits de potentiel U(z). Il faut ensuite que || Dy || > || Dz]|,
donc Te(,:t) <L Te(ft), ce qui signifie que ’atome a le temps d’effectuer plusieurs oscillations
dans les puits de U(z) avant que sa vitesse ne soit amortie de fagon significative par la
force de friction. (II2¢ - 27) n’est donc valable qu’en régime sous-amorti pour le mouve-
ment externe. Pour admettre (I12c - 27) comme solution stationnaire, il est finalement

nécessaire que :

T < T < T2 (II2¢c — 33)

ext ext

Cette chaine d’inégalités se réduit a Tjp, < Te(ft) en ’absence de dépendance spatiale (cas
du chapitre III).

L’examen des conditions de validité du présent traitement n’est a priori pas épuisé
par la comparaison précédente des temps interne et externes. En particulier, il reste a
vérifier que les expressions (I12¢ - 9a) et (II2¢ - 10) constituent une approximation ad-
missible de la force et du coefficient de diffusion sur toute la largeur en vitesse Av de la
distribution stationnaire. Nous exigeons en pratique que l’essentiel de cette distribution

soit contenu dans le domaine de linéarité en vitesse vy, de la force. Notons que cette

oy . . o . . A . . N . L34
condition, qui introduit le petit parametre 2v proportionnel a ¢ d’apres la loi d’échelle
in

(II2¢ - 2), légitime de fagon indirecte le développement (I12c - 7) des régimes forcés Wof et
Wlf , développement dont les expressions (II2c - 9a) et (II2c - 10) sont finalement issues.
Dans le cas général des nouveaux mécanismes de refroidissement, la force moyenne est
dominée par les processus stimulés, du moins & grand désaccord (|§] > T'). Le domaine
de linéarité v);, est alors inversement proportionnel & kTim, et la condition Av < vy,
est automatiquement vérifiée lorsque T, < Te(,tt), comme nous !’avons constaté pour le
refroidissement Sisyphe du I§1 (cf. remarque apres (I1d - 6)). Cette condition de linéarité
n’apporte donc, dans le cas général, rien de plus que la chaine d’inégalités (II12¢ - 33).
Elle est par contre intéressante pour la configuration particuliére o, — o—. L’absence de

dépendance spatiale réduit (II2c - 33) dans ce cas a la condition T}, < T?) ce qui, de

ext)

facon trompeuse, désigne i(';t) comme petit parameétre de développement de 1’approche

ext
semi-classique traditionnelle, ainsi que nous I’avons écrit naivement en (I2e - 6). En fait
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comme nous l'avons vu au I§2e, le calcul explicite de v, & partir des résultats de I1§2,

1/2
v T . N
rétablit comme véritable petit parametre ~ ( 'm> effectivement utilisé par les

wn \ Teq)
auteurs de [17].

Etablissons une comparaison rapide de ces résultats avec les prévisions de ’approche
semi-classique traditionnelle formulée en termes habituels d’équation de Fokker-Planck.
Pour ceci, résumons la démarche des auteurs de [17], qui differe essentiellement de la notre
dans son esprit. Le point de départ est toujours constitué par les équations quantiques
en représentation de Wigner. La premiére étape consiste en 1’élimination adiabatique de
I’état atomique interne, a des temps t =~ Toyy > Tint, ce qui permet formellement de définir

un opérateur d’évolution £ pour la seule distribution en position-impulsion :

df + L[f]=0 (II2c — 34)

L’expression de £ étant trés complexe, les auteurs de [17] effectuent, dans une seconde
étape, un développement des coefficients de £ jusqu’a P'ordre 2 en puissances des deux

petits parametres :

€1 = Lo <1 (II12¢ — 35a)
Ap
&2 =k{(v?) T, <1 (I12c — 35b)

1 cs 1os -
Dans (112¢ - 35b), Tine = T car les auteurs avaient a 'esprit, a I’époque, le refroidissement
Doppler. Remarquons que les deux nombres ¢; et €2 sont en fait proportionnels & notre
parametre ¢, si 'on admet le comportement asymptotique (II2¢ - 2). Avec nos notations,

ce développement de £ prend la forme d’une équation de Fokker-Planck :

L=D;-Dy+.. (I12c — 36)

Les auteurs développent donc un opérateur, £, en puissances de ¢, alors que nous avons
développé une distribution, la distribution stationnaire, en puissances de ¢. Il est alors
possible, pour établir I’équivalence entre les deux points de vue, de résoudre I’équation
de Fokker-Planck de [17] dans le cas stationnaire en traitant perturbativement 1’action de
D, devant celle de D; : c’est la limite dite des frictions faibles, dont la solution [30,31]
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coincide avec (II2c - 27a). Il est donc important de remarquer que, par développement
de 'opérateur £ au second ordre en ¢, on ne peut obtenir mieux que la distribution en
position-vitesse & 1’ordre 0 en ¢, soit f(®(z,u). Cette propriété est générale : il est néces-
saire de développer les équations quantiques & 'ordre n + 2 en ¢ si 'on veut calculer la

distribution stationnaire a ’ordre n en €.

(iv) Insuffisances de ’approche semi-classique traditionnelle

Pour finir, indiquons les limites de I’approche semi-classique traditionnelle, dans la
formulation de [17] ou dans la présente formulation. Pour rendre la discussion plus claire,
nous allons nous appuyer sur une expression approchée de 1’énergie cinétique moyenne
dans I’état stationnaire de la configuration Sisyphe du I§1. Par résolution des équations
semi-classiques dans les situations ol la modulation spatiale de la distribution est tres

faible, nous obtenons en effet dans ’appendice Ajv, lorsque |§| > T :

Us

(p?)
2 Us — 68ER

~1
=1

4 (I12¢c — 37)

B est un pur coefficient numérique, dont nous donnons la valeur aprés (Ilc - 11). Il est
facile de voir que (II2¢ - 37) contient les caractéristiques du refroidissement par effet Si-
syphe discutées dans le I§1. On constate en effet ’existence d’un seuil sur Up pour le
refroidissement : il faut que Uy > 68Eg pour que ’énergie cinétique moyenne soit finie
dans 'état stationnaire. On obtient aussi une valeur approchée de ’optimum de <p2) , soit
63(hk)?, atteinte pour une profondeur de puits Uy = 123ER. Ces valeurs sont & comparer

aux résultats plus exacts du traitement quantique, donnés en (Ile - 1).

Voyons si Papproche semi-classique traditionnelle peut rendre compte de la forme
(IT2c - 37). Rappelons briévement les calculs effectués. Nous avons développé les équations
quantiques a l'ordre 2 en ¢, ce qui donne seulement la distribution stationnaire a 1’ordre 0,
F©(z,u), et ce qui ne suffit pas pour déterminer 1'ordre suivant f((z, u). Nous obtenons

donc uniquement !’énergie cinétique moyenne a la limite M — 400, 3 § et 2 fixés donc

2
a U, fixé dans (II2¢ - 37). Pour visualiser la convergence de <2[fM>
2
avons représenté sur la fig. I1I-6 la variation de —<2%-4— correspondant a (II12¢ - 37) en fonction

2
de Uy, pour des valeurs croissantes de la masse en unité de ——. Le cas limite M = oo

lorsque ¢ — 0, nous

correspond aux prédictions de ’approche semi-classique traditionnelle menée a ’ordre 2 :
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2
1

Physiquement, il s’agit cependant de déterminer, & masse fixée, ’optimum du refroidisse-

ment. Nous voyons sur la fig. II-6 que (II2¢ - 38) donne simplement la direction asympto-

2
tique des courbes <p )
confirme notre affirmation de (I1d - 13), mais ne dit rien sur la position et la valeur du

en fonction de Up, pour des profondeurs de puits élevées, ce qui

minimum de I’énergie cinétique.

LT O T B B [T T T[T
0.08 — ]
— N - M'= 500hk?
& 0.06 - MI'= 770hk?
= - — MI'=1285hKk?
8 B P M=oo
N — ~
NA B -
n, 0.04 |— —
v — -1
— 1
0.02 — —
0 PR RN RN
0 0.05 0.1 0.15 0.2

U,/ (Hr)

Fig. II-6 : Dans la configuration Sisyphe, dépendance de 1’énergie cinétique moyenne
avec la profondeur de puits Uy, d’aprés la loi approchée (I12c - 37). Les courbes sont

données pour différentes valeurs du paramétre de masse ToR

Comme (II2¢ - 38) ne conduit pas a ’optimum du refroidissement & masse fixée,

on peut étre tenté d’améliorer le résultat en poussant le développement de ’approche
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semi-classique & des ordres plus grands que 2 en puissances de €. La relation (II2¢c - 25a)
donne la dépendance, en Z de f(1)(Z, E), a une “constante” d’intégration prés C(E), qui
dépend en fait de I’énergie E. Le développement des équations quantiques a l’ordre 3 en ¢
permet en théorie d’accéder a la dépendance en E de C(E) donc de déterminer complete-
ment f)(z,u). On constate malheureusement que la connaissance de f(})(z,u) n’apporte
aucune correction & 1'énergie cinétique moyenne, car f(!)(z,u) est une fonction impaire
de la vitesse (cf. la relation de parité (II12c - 17)). Pour obtenir la premiére correction a

(I12c - 38), il est nécessaire d’aller & Vordre 4 en ¢ ! Le résultat correspondant se déduit

E
aisément du développement de (II2¢ - 37) & 'ordre 2 en € donc a 'ordre 1 en FR- :
0
2
() _1 3 4
== = I12¢ - 39
Wi 4U0+2,3ER+0(5) (112c )

L’effet du terme en Eg est une simple translation de I'énergie cinétique, a masse fixée.
(p*)
i . . M ) .
des puits U, tres profonds, mais ne donne pas le minimum cherché. Allons donc, ce qui

(IT12¢ - 39) donne maintenant I’asymptote de en fonction de Uy, a2 masse fixée, pour

est en pratique peu réaliste, jusqu’a ’ordre 6 en € dans le développement des équations

quantiques. On obtient alors ’expression des f_(")(z,u), pour n = 1 a 4, et la valeur de

2
<21.)M jusqu’a 'ordre 4 en €, qui, déduite de (I1I12¢ - 37), s’écrit :
<p_2_> = ﬂ’..{.gﬁE +9ﬂ2_%+0(56) (II2¢ — 40)
oM ~ 4 | 277R Uo

L’expression (I12c - 40) prédit une valeur acceptable de 'optimum de <p2> a M fixée, soit
9

5 B(hk)?, mais place cet optimum & une profondeur de puits 68ERr, pour laquelle (p2>
diverge en fait, d’aprés (I12c - 37) ! On constate que la divergence de (p?) dans (I12c - 40)

se produit a la mauvaise position Uy = 0. Nous résumons les résultats (II12¢ - 38) (calculs
a 'ordre 2 en ¢), (II2c - 39) (calculs a 'ordre 4 en €) et (II2¢ - 40) (calculs a I’ordre 6 en ¢)

sur la fig. II-7, tracée pour la masse du césium ol 1285) ; nous avons représenté

également la loi prise comme modele, (I12¢ - 37). En poussant le développement en ¢ & un
ordre arbitraire mais fini, on améliore certes I’estimation de ’optimum mais la divergence
de I'expression de { p2> se produit toujours en Uy = 0. La raison en est fondamentalement
que le développement de (II2c - 37) en puissance de €2 ne converge uniformément sur
aucun intervalle en U; contenant le seuil 68ER. L’approche semi-classique traditionnelle

n’est donc pas pertinente dans I’étude des nouveaux mécanismes a gradient de polarisation,
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lorsqu’on cherche 'optimum ou le seuil du refroidissement correspondant.

0.1

T T 7 T T 1 T T T T T
N

R _
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e 0.06 f— f=o —
= — _
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~ - ]
N I _
a, 0.04 — |
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.
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Fig. II-7 : Pour la masse du césium (MI" = 1285ﬁk2) , dépendance de I’énergie ci-
nétique moyenne en fonction de la profondeur de puits Uy prédite par I’approche
semi-classique traditionnelle menée a 'ordre n = 2, 4 et 6 en ¢, si 'on prend comme
loi modéle (II2¢ - 37) (considérée comme n = oo).

Il est en fait nécessaire, pour décrire de fagon satisfaisante les mélasses optiques a
nouveaux mécanismes, d’effectuer une resommation infinie de la série de perturbation en
€. Nous ne désirons pas donner ici de fagon systématique la procédure de resommation,
celle-ci conduisant dans le cas général & une expression extrémement complexe, non lo-
cale en z, de 'opérateur £ de (II2¢ - 34), qui rend préférable la résolution directe des
équations entiérement quantiques. Nous allons plutét étudier de fagon spécifique les deux

configurations laser déja introduites dans le chapitre I.

Dans la configuration o4 —o_ (voir le chapitre III), I’absence de dépendance spatiale

explicite dans la base des familles permet d’effectuer, sans trop de douleur, une resom-
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mation partielle, satisfaisante, de la série en €. Néanmoins, I’opérateur £ obtenu ne prend
la forme simple d’une équation de Fokker-Planck avec toute la dépendance en vitesse de
la force et du coefficient de diffusion, que dans le cas des transitions de moment ciné-
tique assez faible (j; =1 — j. = 2). Il est nécessaire de faire mieux pour la transition
Jg =4 — j. = 5 par exemple.

Quant a la configuration dite Sisyphe quantique (voir le chapitre IV), une telle tenta-
tive de resommation s’est révélée peu praticable dans la recherche de ’optimum absolu du
refroidissement. C’est que cet optimum est atteint, comme nous 1’avons dit en I§1, dans la
limite Qosc7p 3> 1, ce qui correspond formellement (cf. (I1d - 6a)) & la limite ¢ — +00. Il
est plus fructueux, dans ce cas, d’effectuer un développement des équations semi-classiques

ou méme des équations quantiques en puissances de — !
: €
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Appendice Ay

Transformation de Mollow et passage dans le référentiel tournant

Nous donnons ici rapidement les deux transformations unitaires appliquées sur le

systeme atome + rayonnement au §lc.

La premiére, dite de Mollow [44], est intéressante particulierement lorsque chaque
mode du champ se trouve initialement dans un état cohérent. Prenons ainsi comme vecteur
d’état initial pour le champ le ket |) g(0) associé au champ classique de refroidissement
(ITlc - 1). A chaque onde classique j est associé le mode du rayonnement quantique y;, et
I’état cohérent |a;) u; - Les autres modes sont pris dans ’état vide au départ. On choisit
les nombres complexes a; de fagon que la moyenne de ’opérateur champ électrique libre

enr, <F~3_L(r,t)> coincide avec & ass(r,t) :

M,
[¥)r(0)=1| ® lej),. ] & 10)u (A — 1a)
j=1 r€{u;}
a,; |aj)”j = q; Iaj)”j (A — 1b)

Si ’on quantifie dans le cube de c6té L, I'indépendance de ’amplitude £; vis a vis de L
rend «; proportionnel 4 VL3, ce qui correspond & une densité finie n; de photons du mode

p; dans le volume de quantification :

al.a,, 12
< el > = o] = |5j|22ﬂ (A - 2)

METTIE T3 hw;

Il est trés commode, comme nous ’avons dit, d’effectuer sur le champ une transfor-

mation unitaire dépendant du temps, dite de Mollow [44,48] et définie par :

_ E p—twit o _twjt
(a]C a”j aJC a”j
J

SMollow(t) =e€ (AII - 3)

Ceci revient a translater les opérateurs de champ, 4 chaque instant ¢, de la valeur moyenne
qu’ils ont dans Iétat [¢)) g de (A — 1a) aprés évolution libre pendant ¢ ; en particulier,
le champ électrique se transforme ainsi :
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SMotiow ()E L(r)SMoltow (1) ™! = EL(r) + Eclass(r, 1) (A — 4)

Dans cette représentation, que nous adoptons dans tout ce travail, le hamiltonien du sys-

teme (II1b - 1b) dépend explicitement du temps par le terme inertiel V4 (t) :

= 1 . [ d -

H(t) = SMollow(t)HSMollow(t) ! +:h (a‘t'SMollow (t)) SMotlow (t) !
Var(t) = =D - 00 (R,t) - DO £ (R, 1) (Ay; — 5b)
Ceci fait apparaitre tout I'intérét de cette transformation : dans H(t), le couplage entre
I’atome et le champ laser moyen est décrit par le potentiel purement atomique V4r(t),
alors que le couplage entre ’atome et les fluctuations du champ est pris en compte par H.

Comme D’état initial du champ dans la représentation de Mollow est le vide du rayonne-

ment :

SMollow (0)|¥)r = |0) R (A — 6)

nous nous rapprochons de la situation du §1b.

Nous allons maintenant nous restreindre au cas ou toutes les ondes laser ont la méme
pulsation wy, ce qui est effectivement vérifié dans les mélasses optiques habituelles et per-
met d’exploiter une seconde transformation unitaire. Cette hypothése n’est pas nécessaire
a 'obtention de I’équation pilote que nous cherchons, mais nous aurions tort de nous
en priver puisque toutes les situations que nous allons étudier y obéissent. Introduisons
d’abord la notion de nombre d’excitations élémentaires du systéme, observable représentée

quantiquement par ’opérateur :

Nexc = Pe + Z aLau (AII - 7)
" .

Cette notion correspond simplement au nombre de photons dans le champ, augmenté
d’une unité si 'atome est dans 1’état excité. On vérifie alors que, grace a I’approximation

dite du référentiel tournant (cf. §1b), le nombre d’excitations est une quantité conservée
q
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par I’évolution sous le hamiltonien H. Par contre, en représentation de Mollow, la con-
tribution du champ & N, est celle des seuls photons de fluorescence, et Nexc n’est plus
une constante du mouvement. On constate néanmoins que les termes augmentant Nexc
d’une unité (absorption d’un photon laser par ’atome) sont affectés du facteur de phase

—iwpt

e , alors que les termes diminuant Nex. d’une unité (émission stimulée par 1'atome

d’un photon dans un mode laser) sont affectés d’un facteur de phase e'“**. Cette remarque
donne I'idée de la transformation unitaire habituelle suivante, qui constitue le passage dans

le référentiel tournant a la pulsation wy, [48] :

SRT(t) = eiNexcht (AH _ Sa.)
(H) gy = H — hwp Nexe + Var(0) (A, — 8b)

Le terme inertiel associé a la dépendance temporelle de Sgr7(t) a pour effet en particulier

d’amener la “pulsation propre” de I’atome 3 wy — wp.
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Appendice By

Régimes forcés a la vitesse vg

Nous avons fait intervenir au §2, dans le calcul de la force et du coefficient de dif-
fusion pour un atome de vitesse vy imposée, deux matrices internes Wy(z,t) et Wi(z,1),

dont les équations d’évolution sont de la forme générique (II2b - 14) :

(8t + v00:) Wo(z,t) = Mo(2) [Wo(z,1)] (By — 1a)

(8 + v08:) Wi(z,t) = Mo(2) [Wh(z,1)] + S1(2,1) (By — 1b)

Sl(z,t) = '—Ml [Wo(Z,t)] (BII - 1C)

Le terme source est nul dans (B;; — 1a), alors qu’il dépend linéairement de Wy(z,t) dans
(Bir — 1b). Nous souhaitons rappeler les propriétés utiles des solutions de (By; — 1) aux

temps longs, dans le cas ou l'opérateur de Bloch Mj(z) et 'opérateur force —M;(z) sont
de période la longueur d’onde optique A. Notre seule hypothése cruciale concerne 'unicité
du régime forcé défini par (II2b - 18), hypothese qui parait raisonnable dans les situations

que nous avons étudiées (transitions atomiques j; — je = j, +1).

(i) Le cas élémentaire vo = 0

L’examen de ce cas particulier, qui permet de raisonner & position z fixée, donne une
bonne idée du traitement général a vitesse non nulle. Il est d’abord essentiel de remarquer
que I'opérateur de Bloch Mj(z) envoie toutes les matrices densité sur I’hyperplan H des
matrices de trace nulle (équation (II2a - 8)). Cette propriété assure que la trace de Wy(z,t)
ne dépend pas du temps dans (B;y — 1la). On la note ¢(z). Elle prouve également que
Popérateur de Bloch n’est pas inversible, donc que (By; — 1a) admet, a z fixé, un état
stationnaire en temps. Nous voulons que cet état stationnaire, noté Wof (2;0), soit unique,

de trace 1 :

Mo(2) [W{ (20)] =0 (B — 2a)
Trine (Wof(z;O)) =1 (B — 2b)

et que toute solution de (B;; — la) & vy = 0 converge aux temps longs vers cet état

stationnaire, a un facteur pres :
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Wo(z,1), —_@(z)WJ(2:0) (By —3)

Pour obtenir ces propriétés, nous allons faire I’hypothése suivante sur la restriction de

My(z) & Phyperplan stable H, restriction notée My(z) :

toutes les valeurs propres de My(z) sont de partie réelle < 0 (By — 4)

Ces valeurs propres ne sont pas nulles, ce qui assure 'unicité de Wof (z;0). Elles sont de
partie réelle négative strictement, ce qui nous donne la propriété (B;; — 3). Notons bien
que, dans les situations que nous avons étudiées (transitions atomiques j — j + 1),
I’hypothése (B — 4) est parfaitement vérifiée.

Pour obtenir ’évolution temporelle de W;(z,t), il est agréable de décomposer W, (z,t)
selon W/ (z;0) et H :

Wi(z,t) = Wi(2,t) + Tring (Wi (2, 1)) W (2;0) (By; — 5)

On définit de méme cette décomposition pour Sy(z,t), et la restriction de M;(z) a H qui,
remarquons-le, contrairement & My(z), dépend explicitement du choix de Wof (z;0) pour

compléter H en une base, puisque M;(z) ne laisse en général pas stable ’hyperplan :

My(2)[W] = My(2)[W] = Triae (My(2)[W)]) W (2;0) (By; — 6)

Il reste alors a projeter (Byy — 1b) de la méme facon, en utilisant (B;; — 2a) :
atT‘T‘jnt (WI(Z,t)) = TTjnt (Sl(Z, t)) (BII et 7&)
8Wi(2,8) = Mo(2) [Wi(2,8)] + Si(z,1) (Byy — 7b)

Le comportement aux temps longs de (Byy — 7a) se déduit de celui de S;(z,t) donc de

(Bn - 3) :

BT rin (Wi(2,1)) = ~Trint (Ml(z) [«p(z)W'of (2;0)]) (By — 8)

t—
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Si cette limite n’est pas nulle, T'ri,. (W;(2,t)) diverge linéairement en ¢ aux temps longs.
Par contre, W;(z,t) admet un état stationnaire, noté Wlf(z; 0), unique, puisque Mp(z) est
un opérateur inversible, d’aprés I’hypothése (B;; — 4) :

Wl(z,t)t::roo w(2)W{ (2;0) (B — 9a)
W/ (2;0) = Mo(z)" My (2) [Wof(z;O)] (B — 9b)

utile pour évaluer le coefficient de diffusion a vitesse nulle au point 2. Nous voyons ainsi
tout le mérite de la transformation (B;; — 5), qui élimine la partie de W;(z, t) susceptible
de diverger aux temps longs. Nous supposons dans toute la suite que la vitesse atomique

v n’est pas nulle, et nous la choisissons positive par commodité.

(ii) Obtention d’un systéme différentiel par élimination du vol libre

Il est possible de ramener les équations aux dérivées partielles que constituent
(Bn — 1a)et (Byir — 1b) & des systémes différentiels ordinaires, en considérant successi-

vement les trajectoires t — 2(t) = zp + vot d’origine zo. A 2o fixé, définissons en effet :

Wo(z) =Wy (Z,t = z ;020) (BII - 10&)
W](Z) = W1 (Z,t = ad ;020) (BII - 10b)
S5:(z2) =5 (z,t =z ';020) (B;; — 10c¢)

Ces matrices internes, qui “suivent” les atomes dans leur vol libre a la vitesse vg, obéissent

aux relations suivantes :

vO%WO(z) = Mo(2) [Wo(2)) (B — 11a)
vo;—zWI(Z) = Mo(z) [W](Z)] -+ Sl(z) (BII - 11b)
S1(2) = —My(z) [WO(Z)] (Byy — 11c)

Comme 2z n’apparait pas explicitement dans ces relations, z; intervient donc seulement

dans Pexpression des conditions initiales W (z9) = W (20,0). L’objectif de ce qui suit est
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’étude, & z fixé, des comportements de Wy(z) et W;(z) aux temps longs c’est-a-dire pour

zZ— zp — +00.

(iii) Régime forcé pour Wo(z)

Nous sommes confronté & (By; — 1la), équation de Bloch ordinaire pour un atome
de vitesse vy. Nous savons que cette équation conserve la trace, qui dépend donc seulement

de I’état initial, donc de z¢ :

Trint (Wo(z)) = cte = ¢ (29) (B — 12)

et qu’il est pertinent d’introduire 'opérateur d’évolution depuis un point z; arbitraire jus-
qu’a z. Cet opérateur, noté U (z « 2;), & action dans l’espace des matrices W, est défini

par :

d
’UOEU(Z —z1)=My(2)U (2 — 2) (Byy — 13a)

U(Z] — Zl) =1 (BII b 13b)

Dans (By; — 13b), I désigne 'opérateur identité. Le nom d’opérateur d’évolution se jus-

tifie par le résultat suivant :

Wo(Z) = U(Z — 21) {Wo (Z])] (BII - 14)

ol Wy(z) est une solution arbitraire de (B;; — 11a). L’opérateur d’évolution vérifie en

conséquent la propriété essentielle, dite de composition, qui contient son inversibilité :

U(zz & 22)U (22 < 21) =U(23 & 21) (Byy — 15)

Pour réduire le probléme, nous allons maintenant utiliser explicitement la périodicité des
opérateurs My(z) et M;(z) de pas A, et nous concentrer sur 'opérateur U(A « 0). La
transposition a cet opérateur de I'invariance de la trace (By; — 12) montre que U(A « 0)
laisse stable le sous-espace H des matrices W de trace nulle, et nous allons faire I’hypothese
suivante sur U (A « 0), restriction de U(A — 0) & H :

toutes les valeurs propres p; de U(A «— 0) sont de module |u;| < 1 (B — 16)
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Ceci est ’équivalent & vy # 0 de Passertion (Byy — 4). Le fait que |ui| < 1 traduit bien le
role attendu de la partie dissipative des équations de Bloch, qui doit imposer I'existence

d’un régime forcé lorsque z — zg — 0o0. On constate immédiatement que ce régime forcé,

s’il existe, est nécessairement de trace non nulle. Toute solution de (Byy — 11a) de trace
nulle tend en effet vers 0 aux grands z, en vertu de (B — 16)
U(nr «0)= (U =0)" — 0  (By - 17)

Ce régime forcé, que nous notons Wof (2;v0), est donc le vecteur propre, choisi de trace
interne unité, associé a I'unique valeur propre de U(A — 0) de module 1. Il reste a prouver
que cette valeur propre vaut 1, ce qui désigne le régime forcé comme 1’'unique solution

périodique de (By; — 1la) de trace 1 :

U(x < 0) [W{(0;0)] = W (0;0) (By - 182)
Trin (W (0 0)) =1 (By; — 18b)
Pour ceci, remarquons, en prenant la trace interne de (B;; — 13a), que la forme linéaire

sur P'espace des W T'rin {(U(z « 0) — I)[:]} est constante et vaut 0 d’aprés (Bir — 13b),
ce qui montre que U(z « 0) — I est & valeurs dans H pour tout z. U(A « 0) — I n’est

pas inversible, d’ou 'existence de Wof (0) défini par (By; — 18). Par retour au probléme
initial (Byy — 1la), nous obtenons le régime forcé pour Wy(z,t) :
Wo(z:t), = @ (z —vot) W (z;00) (By — 19)

(iv) Régime forcé pour Wi(z)

Nous allons exprimer formellement la solution de (Byy — 11b) a ’aide de ’opérateur

d’évolution, en effectuant au préalable la décomposition suivante, analogue a (By; — 5) :

Wi(2) = Wi(z) + (Trin (Wi(2))) WY (23 v0) (By — 20)

V_E/l(z), de trace nulle, se trouve donc dans H. Par projection de (By; — 11b) selon
(Bir — 20) sur H et sur Wojr (2;v0), nous réduisons le systéme a deux équations indé-

pendantes :
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Vo dizTrim (Wl(z)) = Trint (Sl(z)) (By — 21a)
d

v Wi(2) = Mo(2) [Wl(z)] + 5.(2) (By; — 21b)
La premiére relation, purement scalaire, est résolue par intégration directe sur z. Elle con-
cerne la partie de W;(z) susceptible de diverger lorsque z — zp — +o00. Pour obtenir la

solution de (Bj1 — 21b) avec la condition initiale en zq, nous la cherchons sous la forme :

Wi(z) = U (z — z) [f/(z)] (By — 22)

Cette méthode de variation de la constante permet de déterminer f/'(z) par simple qua-

drature, d’ou I'expression suivante de la solution :

Wi(e) = 0 20) Wi (a0,0) + [ S50 = 2) [ (By - 23)

Zo0

Le régime forcé de (B;; — 21b) est ce vers quoi tend fol(z) lorsque zg — —o0 & W; (20,0)
fixé. Définissons un régime forcé de référence en remplagant, dans S;(z), la matrice Wy(2)

par WJ (z;v0) :

z d ! , - ,
Wi (ziv0) = | UGz = 2) |5 (00) (By — 24a)
5 (z;00) = —My(2) [Wof (z;vo)] (By — 24b)

Le régime forcé pour Wy(z,t) est alors, compte tenu des conditions initiales en zo donc de
(B — 19) :

Wi(z,t), = o (z — vot) W{ (z;v0) (Byy — 25)

Ceci conduit a la forme annoncée, 4 la fin du §2b, de la partie D; (z;vq) du coefficient de
diffusion, forme proche de l'intégrale de la fonction d’autocorrélation de la force en point

de vue de Heisenberg :
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t

dr Trint {Ml(z(t))U(z(t) — (7)) My (2(7)) [W (2(7); vo)]}
(By — 26)

Dy () = |

had @ ]

avec z(t) = zg + vot.

Pour achever cet appendice, montrons que Wlf (2;v0) est obtenue également comme
I’unique solution périodique de (Bjy — 21b) écrite pour le terme source supposé pério-
dique 5'{ (2;v0) . Pour cela, calculons d’abord cette solution périodique WP (2;v,) a 'aide
de (B — 23) :

A
WE (ivo) = WP (000) = U(A = OW] (O50) + [ S D(x = 2) [§] (21 v0)]
0o Yo
(B — 27)
La propriété (By;; — 16) assure l’existence de W7 (0; vo) donc de WP (z;v0)
P F_ T -1z &f
WY (0;v9) = (I —U(X « 0)) — U(A « 2) [Sl (z;vo)] (By; — 28)
o Vo

Il suffit alors de développer l'inverse de I — U(A « 0) en puissances de U()A «— 0) et

d’utiliser la relation :

UN =0T\ —2)=U(0 — z—(n+1)A) (Byy — 29)

ainsi que la périodicité de S'If (z;v9) de pas A, pour faire apparaitre le second membre de
(Bin — 24a) écrit en z = 0.
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CHAPITRE III

REFROIDISSEMENT DANS LA CONFIGURATION o;-0-_
POUR DES TRANSITIONS ATOMIQUES jg; — je= jg+1
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INTRODUCTION DU CHAPITRE III

Nous avons déja signalé, dans la partie qualitative I§2, ce qui constitue la particula-
rité de la configuration laser o, — o_ : la redistribution cohérente de photons entre les
deux ondes laser est limitée. Cette propriété, que nous exploitons de facon quantitative

dans la présente partie III, a les conséquences importantes suivantes.

Considérons d’abord les équations fondamentales associées au traitement comple-
tement quantique du refroidissement. Il est possible d’exploiter le caractére limité de
la redistribution de photons par une transformation unitaire, qui introduit la base dite
des familles, et permet d’éliminer la dépendance en position de la matrice densité sta-
tionnaire (§1). Cette réduction considérable du probléme rend accessible la résolution
purement numérique des équations quantiques les plus générales pour la transition ato-
mique j, = 1 — j. = 2. Cette résolution permet de faire la part entre le refroidissement
Doppler et les nouveaux mécanismes. Elle prouve que 'optimum du refroidissement a gra-
dients de polarisation se produit dans la limite des grands désaccords (}6] > I'), pour une

valeur bien déterminée du déplacement lumineux hés (§2).

Envisageons ensuite le traitement semi-classique du refroidissement. Le caractere
limité de la redistribution de photons entraine ’absence de dépendance spatiale des dépla-
cements lumineux. La force stimulée, due a un pur gradient de fonction d’onde, est alors du
meéme ordre de grandeur que la force de pression de radiation, comme nous l’avons vu dans
le I§2. Ceci fait disparaitre un temps caractéristique de la dynamique externe, la période
d’oscillation des atomes au fond des puits de potentiel associés, dans une configuration
générale de refroidissement, aux déplacements lumineux. Rappelons que, dans la configura-
tion appelée Sisyphe quantique (cf. I§1), c’est I’existence de ce temps externe d’oscillation
qui limite le domaine de validité de ’approche semi-classique traditionnelle. Puisque ce
temps est au contraire absent de la configuration o, — o_, il est possible sans restriction
de réduire, dans le cas de la transition j, = 1 — j. = 2, 'approche semi-classique 4 une
équation de Fokker-Planck, avec prise en compte de toute la dépendance en vitesse de la
force F(v) et du coefficient de diffusion en impulsion D(v). Les distributions stationnaires

en vitesse prédites sont alors en bon accord avec les résultats numériques quantiques (§3).

La derniére étape de notre traitement du refroidissement o, — o_ est ’examen de
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transitions & moment cinétique j, plus élevé (j, = 4 sur le césium). Une premiere idée
consiste & résoudre 1’équation de Fokker-Planck pour j, arbitraire. En fait, les images
physiques simples fournies par I’approche semi-classique mettent en évidence une corré-
lation forte entre les pas successifs de la marche au hasard de ’atome dans ’espace des
impulsions. Cette marche a grands pas n’est plus descriptible de fagon satisfaisante par
une équation de Fokker-Planck, lorsque les distributions stationnaires ont une largeur en
impulsion qui n’est plus trés grande devant le pas effectif de la marche au hasard, ce qui
se produit dans le cas j; = 4, pour certaines valeurs des parameétres. Nous allons donc,
pour obtenir 'optimum du refroidissement sur des transitions & moment cinétique élevé,
avoir recours a nouveau au traitement entiérement quantique (§4). Nous réduirons les
équations de Bloch optiques généralisées a4 des équations de taux entre des populations,

par approximation séculaire dans la limite des grands désaccords (|6] > TI').
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1 - PROPRIETES DE SYMETRIE POUR LA CONFIGURATION o,—0_ :
LA METHODE DES FAMILLES

Nous cherchons & donner ’écriture la plus simple possible des équations de Bloch
optiques généralisées. Ces équations régissent ’évolution temporelle de la matrice densité
atomique p, décrivant quantiquement 1’état atomique interne et le mouvement du centre
de masse selon la direction de propagation des ondes laser. Il nous faut trouver la base des
états atomiques la plus pertinente, qui prenne en compte les régles de sélection induites par
les symétries de la configuration laser. Il est commode de chercher de telles symétries en
considérant d’abord, dans le couplage atome-champ, seulement la partie réactive, décrite
par le potentiel V4, et en voyant ensuite dans quelle mesure ces symétries sont partagées

par les termes de relaxation de la matrice densité atomique.

a) Evolution temporelle en I’absence d’émission spontanée

Dans la présente configuration, le champ électrique laser est obtenu par superposi-
tion de deux ondes progressives, polarisées respectivement o4 et o_ selon 'axe Oz, et de
vecteurs d’onde ke, et —ke,. L’interaction du dipole atomique avec chacune des ondes est
caractérisée par les pulsations de Rabi Q. et {2_, apparaissant dans 1’expression suivante

de la partie ascendante du potentiel de couplage atome-laser :

KO
2

vi(z)= 22 aW) 4 5‘22—‘5‘*2&“ (Ila — 1)
Les éléments de matrice de 'opérateur dipéle réduit sous forme standard A, sont donnés
par (ITla - 13) et dans la fig. II-1. En 'absence d’émission spontanée, 1’évolution de la

matrice densité atomique est gouvernée, dans le référentiel tournant, par le hamiltonien :

P2
H = m - héPe + VAL(Z) (IIIla - 2)

ou P, est le projecteur orthogonal dans 1’état excité et P l'opérateur quantité de mou-
vement de ’atome selon Oz. Nous allons chercher, dans ’espace des vecteurs d’état de
l’atome, des sous-espaces laissés stables par H. Les deux premiers termes de H, I’énergie
cinétique et ’énergie atomique interne, ainsi que la direction de propagation des fais-
ceaux laser, désignent comme naturelle la base {|g m).|p), |e m);|p)}. Pour déterminer

des sous-espaces laissés stables par V41, qui le soient en définitive par H, nous procédons
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par itération de ’action de V4 a partir d’un |a m).|p) arbitraire (a = e ou g). Nous notons
a chaque étape la liste des vecteurs de base sur lesquels les vecteurs images par V41 ont
une composante non nulle, et nous soumettons ensuite cette liste a ’action de V4. On
obtient ainsi les sous-espaces suivants, appelés familles et indexés par p, invariants sous

I’évolution hamiltonienne régie par H :

Fi(p) = Vect {|g m).|p + mhk), m + j, pair;
le m).|p + mhk),m + j, impair} (IIlla — 3a)

F2(p) = Vect {|g m).|p + mhk),m + j, impair;
le m).|p + mhk),m + j, pair} (Illla — 3b)

Une représentation graphique en est donnée sur la fig. III-1. Notons bien que l'existence et
Pexpression de ces familles, déja introduites dans [61], ne préjugent pas du fait que j. = j,
ou j, + 1, le cas j. < j, ayant d’ailleurs été étudié intensivement & propos du schéma dit

“des résonances noires” [33-35).

jg entier

demi—entier

Fig. III-1 : Vecteurs de base des familles F, (p) (reliés par un trait) et Fo(p) (reliés
par des tirets) pour une transition j¢ — je = jg + 1, avec jg entier et j4 demi-entier
respectivement.
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b) Prise en compte de 1’émission spontanée

Prenons en compte maintenant les processus d’émission spontanée, a l’origine des
termes de relaxation de la matrice densité, et examinons dans quelle mesure la structure
en familles (III1 - 3) est préservée. Les équations d’évolution de p sont déduites de celles
de la matrice densité compléte (IIlc - 6) par prise de la trace sur les degrés de liberté du
centre de masse selon les directions Oz et Oy. Nous avons effectué cette trace partielle a

la fin de II§1c. Les équations de Bloch sur p prennent alors la forme suivante :

d 1, ) d

ou le hamiltonien H est celui de (IIIla - 2) et ou le terme d’alimentation par émission

spontanée est donné par (IIlc - 32).

(i) Les éléments intrafamille

Considérons d’abord I’évolution temporelle d’un élément de matrice de p intrafamille,
c’est-a-dire d’un élément de matrice de p entre deux vecteurs d’'une méme famille F;(p)

ou F3(p) ; il suffit de se limiter aux éléments de la forme :

(p + mhk|.(a m|p|la’ m').|p + m'kk) (III1b — 2)

ou a et a' désignent ’état excité e ou I’état fondamental g. Il est alors clair que le terme
hamiltonien et les termes de départ par émission spontanée de (III1b - 1) couplent 1’élé-
ment (III1b - 2) a des éléments eux-mémes intrafamille et associés a la méme famille
Fi(p) ou F2(p). Pour savoir si le terme d’alimentation par émission spontanée partage

cette propriété, il est commode d’écrire son action dans la base {|a m),|p)} :

d
5;(Pl=(9 mlplg m').|p') |es =
hk (III1b - 3)

T ) chel /hkdps Ny (ps) (p+ ps| :(e m+ glple m’ + ¢): |p’ + ps)
¢=0,%1 -

ol les coefficients de Clebsch-Gordan ¢, sont définis dans le II§1a. Il est alors important
de remarquer que les éléments de matrice figurant dans la double somme de (III1b - 3)

se déduisent de ’élément qu'’ils alimentent par une translation en impulsion & gauche et
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a droite de la méme grandeur ps (—hk < ps < hk), ce qui découle de la conservation de
la quantité de mouvement du systéme atome+champ, mais également par une transla-
tion en moment cinétique interne selon Oz a gauche et a droite de la méme grandeur
gh(g = 0,%1), ce qui est particulier des configurations unidimensionnelles, comme nous
P’avions remarqué apres (IIlc - 32). L’élément de matrice intrafamille (III1b - 2), avec
a = d' = g, est donc alimenté, par émission spontanée, seulement par des éléments de
matrice dans ’état excité de la forme (p+ ps+ mhk|,(e m+q|ple m'+q).|p+ ps+m'hk),
visiblement intrafamille d’indice p + ps — hkq distant de p d’au plus 2hk. Les éléments de
matrice intrafamille de la matrice densité p pour le mouvement réduit selon Oz sont donc
couplés seulement entre eux par évolution temporelle compléte, a la fois sous 'influence du
hamiltonien atomique propre, du couplage avec les faisceaux laser et de I’émission sponta-
née. La réduction du probléme qui en résulte est de grande importance pratique, puisque
nous sommes intéressés essentiellement par la distribution en impulsion, qui se déduit des
seuls éléments intrafamille (p|,({a m|p|a m).|p). Nous allons faire usage de cette réduction

dans la suite de fagon systématique.

(ii) Les éléments interfamille

Pour achever cette analyse, examinons briévement 1’évolution temporelle des élé-
ments de matrice interfamille, éléments de matrice de p entre deux états appartenant a
des familles distinctes. Il est facile de constater, par un raisonnement identique au pré-
cédent, que les éléments de matrice interfamille sont couplés seulement entre eux. Plus
précisément, les éléments entre les familles F(p) et F(p'), p # p', sont couplés a des élé-
ments entre les familles F (p + ps — hkq) et F(p' + ps — hkq), avec —hk < ps < hk et
g = 0,£1; I’étude de I’évolution temporelle de ces éléments a p—p’ fixé est donc de la méme
complexité que celle des éléments intrafamille. Nous n’allons cependant pas réaliser cette
étude dans la suite. En fait, ces éléments interfamille ne sont utiles que si I’on considére

P’évolution de la densité spatiale des atomes, comme le prouve la relation suivante :

1 . ’
(2l (mlplm).le) = 5— / dp dp'e"P~P)*/"(p 1+ mhk|, (mlp|m).|p' +mhk) (II1b — 4)

Examinons seulement intuitivement ce que nous attendons d’une telle étude, méme si nous
ne ’avons pas menée rigoureusement. L’évolution temporelle de ’ensemble des éléments
interfamille de différence d’indice p — p’ fixée est régie par un opérateur qui est une restric-

tion de 'opérateur de Bloch associé aux équations d’évolution sur la matrice p compléte.
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Dans le cas limite intrafamille (p — p' = 0), nous savons que cette restriction d’opérateur
n’est pas inversible : la trace de p sur tous les degrés de liberté réalise une combinaison li-
néaire d’éléments intrafamille conservée par évolution temporelle, ce qui assure 1’existence
d’un état stationnaire pour ces éléments, éventuellement non normalisable. Dans le cas ou
p—p #0,il n’y a plus cette quantité conservée : I'on s’attend & ce que 'opérateur régis-
sant 1'évolution temporelle pour cette valeur de p — p’ soit inversible et que les éléments
interfamille associés relaxent vers 0, avec un temps d’autant plus long que p — p' est plus
proche de 0, donc que 1’échelle de variation spatiale considérée dans (III1b - 4) est plus

grande.

En conclusion, dans la présente configuration o4 — o_, nous ne nous intéressons pas
a la distribution spatiale des atomes, qui tend a s’uniformiser par diffusion spatiale, mais
nous limitons a la distribution en impulsion, qui nécessite seulement la considération des

éléments de matrice de p a 'intérieur de chaque famille F;(p) et F2(p), pour tous les p.

c) Interprétation géométrique de la méthode des familles et forme des équa-
tions quantiques

Nous avons effectué, jusqu’a présent, un choix de base judicieux, défini par (IIlla -
3). Pour obtenir une compréhension plus profonde de la méthode des familles, nous allons
montrer que ce changement de base est celui qui décompose la représentation, dans 1’es-
pace des états de ’atome, d’un groupe continu de symétrie en somme de représentations

irréductibles.

(i) Le groupe de symétrie

L’identification du groupe de symétrie découle naturellement de la variation spatiale
du champ électrique laser que nous avons déja étudiée au I§2a. La propriété qu’a l’extré-
mité du champ électrique de décrire une hélice de pas ) incite & considérer le sous-groupe

suivant des vissages d’axe Oz :

{V(a) = emiPelheiteir/t o ¢ R} (Illc — 1)

obtenus par composition de la translation spatiale de a selon Oz et de la rotation interne
d’angle —ka. On vérifie aisément que le hamiltonien de (IIIla - 2) commute avec toutes
les transformations V'(a). Les termes de relaxation de la matrice densité p réduite a une

dimension d’espace sont également invariants au sens suivant :
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V(a)sples Via) = < [V@)pV (@] Izs (e - 2)

Cette invariance est claire sous les translations spatiales. Elle ’est également sous les ro-
tations, d’axe Oz, mais agissant a priori, avec le méme angle, a la fois sur les degrés de
liberté atomique internes et externes. Il faudrait donc rajouter & V(a) l'effet de la rotation
externe d’axe Oz et d’angle —ka. En fait, I’équation d’évolution sur p a été obtenue par
prise de trace sur le mouvement du centre de masse selon les axes Oz et Oy, et cette trace

trivialise l’action sur p des rotations externes d’axe Oz.

Comme le groupe (IIIlc - 1) est commutatif, les représentations irréductibles unitaires
sont de dimension 1. Chaque représentation irréductible agit dans un espace engendré par
lg m).|p) ou |e m),|p), et est caractérisée par le nombre pr = p — mhk, en ce sens que
deux telles représentations sont équivalentes seulement si elles ont le méme nombre pr.
pr n’est autre finalement que l'indice p des familles introduit dans (IIIla - 3). Nous cons-
tatons alors que le nombre de représentations irréductibles équivalentes, qui détermine
la dimension des familles, est fini et égal a la dimension de ’espace des états atomiques
internes, soit 2(j, + je + 1). Cette situation trés favorable provient fondamentalement
du caractére continu du groupe de symétrie (IIllc - 1). Dans la configuration laser du
chapitre IV (refroidissement Sisyphe), nous n’obtiendrons que des groupes de symétrie
discrets, ce qui conduit a des familles de dimension infinie. Cette conclusion justifie a nos
yeux les considérations de symétrie abstraites développées ici, qui permettent finalement
une compréhension assez profonde de ce qui fait le statut particulier de la configuration

04 — 0.

(i1) Une transformation unitaire judicieuse

Le groupe de symétrie introduit en (IIIlc - 1) est en fait isomorphe au groupe plus
familier des translations spatiales selon Oz. Il est utile de chercher & se ramener au groupe
des translations, aussi bien par commodité d’écriture que pour la compréhension physique
du mouvement des atomes. Nous allons construire explicitement cet isomorphisme sous la

forme d’une transformation unitaire S :

T(a) = $tV(a)S Va (Illlc — 3)

ou T'(a) désigne la translation du centre de masse atomique de a selon Oz. Nous choisissons

comme expression de S la solution la plus simple de (IIllc - 3) :
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S = Sp = e'*2i:/? (Illlc — 4)

ou j, est la composante selon Oz de 'opérateur moment cinétique atomique interne. Ce
choix de S nous fait retrouver ainsi naturellement le référentiel tournant du I§2 et la
transformation (I2e - 21a), dont nous avions déja commenté la forme. Sr, qui n’est autre
que la matrice de passage entre la base {|g/e m).|p)} des représentations irréductibles des
translations et la base des familles, est I’équivalent quantique (i.e. pour des degrés de li-

berté atomiques externes quantifiés) du passage semi-classique dans le référentiel tournant

du I§2b.

Apres transformation unitaire par Sr, la réduction des équations quantiques sur la

nouvelle matrice densité :

pr = SkpSF (Illlc — 5)

est maintenant immeédiate. L’évolution temporelle pour pr ne peut coupler que des repré-
sentations irréductibles équivalentes du groupe des translations dans 1’espace de Liouville
des matrices densité. En d’autres termes, (p;|pr|p2) est couplé seulement aux (p}|or|ph)

avec pj — p; = p2 — p1. Nous avons expliqué au §1b que seule nous intéresse la partie
diagonale en p de pp :

pr(p,t) = (plpr(t)|p) (Illlc — 6)

11 doit étre clair que, dans cette représentation, p désigne en fait 'indice des familles pr

et non pas la véritable impulsion de ’atome.

(1ii) Equations quantiques dans la base des familles

Pour obtenir les équations d’évolution sur pp(t), il suffit de transformer (IIIlb - 1)
selon Sp. Considérons d’abord la partie hamiltonienne associée 4 H. La transformation

de I’énergie cinétique et du potentiel de couplage atome-laser est élémentaire :

P? (P+kj.)? P2 P . k%2
1 _ ) _ r Jz _
Sk 537 SF Sir 577+ ¥ T 5ag (Illc — 7a)
hQ hQ_
stvi(zyse=viDo) = —Tal + TA(_+) (Illlc — 7b)
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Le terme linéaire en P, dans (IIllc - 7a), est justiciable de I'image du champ ma-
gnétique fictif déja donnée classiquement dans I1§2b. Ce champ est d’ailleurs d’autant plus
fictif qu’il se couple au systéme atomique avec des facteurs de Landé de méme valeur dans
I’état excité et dans 1’état fondamental. Notons néanmoins ’apparition du terme supplé-
mentaire de recul quadratique en j., dont I’effet n’est a priori pas négligeable pour des
transitions & moment cinétique j, élevé. Dans le cas ou les pulsations de Rabi sont égales

et réelles :

‘ce qui correspond aux situations envisagées dans toute la suite, il est possible de donner

a (IITlc - 7b) I'expression simple :

viD(o) = ﬂzTA(;) (Illlc — 9a)
Qr = —ivV2Q (Illlc — 9b)

L’atome voit dans ce cas, dans la représentation des familles, le champ laser sous forme
d’un champ électrique uniforme & la pulsation wy,, polarisé linéairement selon Oy, dont la

pulsation de Rabi associée est S27.

Passons maintenant a la transformation des termes de relaxation par émission spon-

tanée. Celle-ci nécessite seulement la connaissance de la relation :

SLAD eirsZih gy = A gilps =hka) 2/ (Illc — 10)

Le terme d’alimentation transformé garde donc sa structure originelle, seule “I'impulsion”
effective des photons de fluorescence est modifiée. L’effet important de Sr sur les équations
de Bloch est donc de rendre la partie hamiltonienne de ces équations entierement locale
en p, le seul terme non local étant celui d’alimentation par émission spontanée. Ceci se
fait bien str au prix de I'introduction de termes supplémentaires a ’énergie cinétique (cf.
(Illlc - 7a)). Comme nous sommes intéressés en particulier par (IIIlc - 6), nous donnons
de facon explicite les équations d’évolution quantiques seulement pour la partie de pp

diagonale en p (éléments de matrice intrafamille) :
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22
uor(p,t) = 5 [ Bie 4 S22 4 Vas(0) = h6Pus (o)
T (pr)e (9) = 3 [(oF)ey () + (0, ()] (Ime ~ 11)
kk 1
+T ) /  dps N (ps) (A§+)) (PF)ee (p+ Ps = Rikg) At

ou les distributions d'impulsion des photons de fluorescence N, (ps) figurent dans (IIlc -
30).
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2 - RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS QUANTIQUES
POUR LA TRANSITION je=1 — jo= 2

Nous effectuons ici la résolution numérique de la forme stationnaire de (IIIlc - 11)
discrétisée en p, dans le cas de la transition atomique j, = 1 — j. = 2, sans faire
Phypothése de faible saturation de la transition par le laser, ni ’hypothese de faible vi-
tesse (kjv| < T'). Le ;J)\r})lg‘rarmne utilisé [67] est donc valable pour une valeur arbitraire du

etre d —
parametre de masse 7

a) La méthode de calcul

Pour donner une formulation matricielle a (IIIlc - 11), il est nécessaire d’effectuer
une discrétisation sur la variable p. Le seul terme non local en p étant le terme d’alimen-
tation par émission spontanée, il suffit de préciser les valeurs discrétes que 'on autorise
a ps, composante selon Oz de I'impulsion des photons de fluorescence. Par commodité,

nous choisissons une discrétisation uniforme de l'intervalle [—hk, hk] :

ps € {z—shk,—n <ig < n} (Il12a - 1)
n
Il reste a fixer la discrétisation du nombre p. Nous la choisissons dans le prolongement de
(II12a - 1) :
p= %hk, i€l (Ill2a — 2)

Le terme d’alimentation par émission spontanée de (IIIlc - 11) est donc représenté dans

ce modele discret par :

i is ) t t+1g
Rk ;ﬂz N, (—n—hk)n(zs;n) (a4") (,,F)ee( 2 hk—hkq) NS
g=vq, is=—n
(II12a — 3)

ou les IT(¢s;n) sont les poids d'intégration. Le facteur hk est introduit pour rendre ces

poids sans dimension, ce qui donne la forme suivante & leur condition de normalisation :

zn: I (is;n) = 2 (Il12a — 4)

is=—-n
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Comme nous voulons que (III2a - 3) conduise & une forme discréte de (IIIlc - 11) con-
servant la trace totale de la matrice densité pr, nous exigeons que les poids d’intégration

satisfassent de plus a :

n . iS
hk | Z O (is;n) N, (—n—hk) =1, g=0,%1 (IT112a — 5)

is=—n
Remarquons en particulier que les poids de la méthode des rectangles ou des trapezes
ne vérifient pas rigoureusement (III2a - 5). Comme les distributions N, (ps) sont des po-
lynémes de degré 2 en ps (cf. (IIlc - 30)), nous avons choisi les poids d’intégration de

Simpson [68] :
. 1
II(ig;n) = ?3—(1,4,2,...,4,1) (II12a - 6)
n
Comme ces poids sont issus d’une interpolation par des polynémes de degré 2 sur des

intervalles |25~ 1 hk, ts+1
n n

hk| , ils vérifient exactement la condition (II12a - 5).

Apres discrétisation du probléme, nous obtenons ’opérateur de Bloch restreint aux
éléments intrafamille sous forme d’une “matrice infinie”. Cette “matrice” n’est pas inver-
sible, puisque la somme de ses lignes vaut 0. Nous allons voir qu’on peut lui donner une
structure de matrice de bande réelle. A indice p fixé, I’'opérateur interne pr(p) est en effet

hermitien ; ses composantes sont réelles dans une base de la forme :

1
{3tam)(a’ ml + 1’ m')a mi),
1 ! [ [ ! '
-5-2,-(|a m){a' m'| — |a' m'){a m|) (IlI12a — 7)
ol a et a’ désignent 1'état interne e ou g. Nous utilisons, & p donné, la structure en double

famille interne, reflet dans la représentation S de ’existence des deux familles F(p) et

F2(p) de (II1la - 3). Ecrivons pour j; = 1 ’expression de ces deux familles internes :

I, = Vect{le —2),lg —1),|e0),|g 1),le 2)} (I112a — 8a)
T2 = Vect{le —1),]g 0),]e 1)} (I112a — 8b)
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Comme tous les éléments de matrice de pr(p) entre I, et I, sont nuls dans I’état station-
naire, il suffit de se limiter dans (III2a - 7) aux dyades telles que m — m' soit pair lorsque
a = a' et impair lorsque a # a'. Les dyades de cette forme et linéairement indépendantes
sont au nombre de la somme des carrés des dimensions de Z; et I,, soit 5% + 32 = 34. Nous
les désignons par ||j)int, = 1 & 34, suivant une numérotation arbitraire. De méme, nous
notons ||t)ext, ¢ € Z, la dyade |p)(p|, ot le nombre p vaut %hk. La partie diagonale en p

de la matrice densité pr prend ainsi la forme suivante :

34
di Coen .
PE8 =35 pr(i, )15 ine 18)exe (1122 — 9)
i€Z j=1
ou les coefficients pp(2, j) sont tous réels. Nous souhaitons considérer cette partie diagonale
comme un vecteur, et nous ordonnons pour cela les couples (¢, ) selon 1'ordre lexicogra-

phique. Une définition possible des composantes X de ce vecteur est la suivante :

pr(1,7) = Xj+34i (II12a — 10)

Dans ce point de vue, la restriction de 'opérateur de Bloch a la partie diagonale en p de

pr est une “matrice” infinie M telle que :

X = M[X] (I112a — 11)

Comme pF reste hermitique sous évolution temporelle, la “matrice” M est nécessairement
a coefficients réels. Montrons qu’elle a de plus une structure de bande. Considérons pour
cela I’évolution temporelle de la composante X, o k = j + 34:. Par (III2a - 11), Xy est
couplé a des X+, ou k' = j'+34:'. Nous savons en fait que I'indice p’ associé a Xy ne peut
pas différer de l'indice p associé & X de plus de 2kk, puisque soit p' = p (énergie atomique
propre, effet du laser et termes de départ par émission spontanée), soit p' = p + ps — hkgq
(terme d’alimentation de I’état fondamental par émission spontanée). Il en découle que
|t —i'| <2n et |k — k'| < 34(2n + 1). D’oti la propriété essentielle de la “matrice” M :

Mpw=0 si |k—k'|>34(2n+1) (I112a — 12)

Pour déterminer numériquement la solution stationnaire de (III2a - 11), il est néces-

saire de se limiter & un nombre fini de composantes de X ; pour ne pas heurter l'invariance
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par parité de la distribution en p stationnaire, nous choisissons un échantillon symétrique

par rapport a l’origine :

pe {%hk,—N <i gN} (Il12a — 13)

N

Il reste a déterminer de quelle fagon effectuer la coupure en £pmax, Ol Pmax = ;hk ren
d’autres termes, il faut associer a la “matrice” infinie M une matrice finie A, telle que le

systéme :

0= AkwXe, M < kK <N, (Il12a — 14)
Y

noté A[X] = O, soit une bonne approximation de la forme stationnaire de (III2a - 11).
Les valeurs des bornes N, et A, se déduisent aisément de la numérotation (III2a - 10)
et de (II12a - 13). Les conditions aux limites périodiques (identification de pnax + 6p et
6p — Pmax) ont 'inconvénient de briser la structure de bande (1II2a - 12), & moins qu’on
ait pris soin de replier la matrice M sur le sous espace des composantes a p > 0 en utilisant
I'invariance par parité, ce qui constitue une difficulté d’écriture supplémentaire. Les con-
ditions aux limites parfaitement réfléchissantes (identification de pmax + 6p €t Pmax — 6p)
ont le mérite de conduire a une matrice A de bande et non inversible puisqu’elle conserve
la population totale dans [—pmax, Pmax] - La solution finalement retenue par Klaus Mglmer
[67]) consiste & mettre & zéro, dans les équations X = 0, N7 < k < N,, déduites de
(III2a - 11), toutes les variables X telles que k' ¢ {MN),...,N2}. Dans (III2a - 14), ceci
revient donc a prendre simplement Ag y» = Mj rs. La matrice A obtenue est inversible,
en toute rigueur, mais nous nous attendons bien a ce que ceci ne constitue pas un réel

probléme numériquement. .

En derniére étape, nous nous ramenons, par une formulation judicieuse du probléme,
a un calcul numérique classique, pour lequel il existe des algorithmes standards, la résolu-

tion du systéme linéaire :

BX]=Y (Ill2a — 15)

ou B est une matrice inversible et ou le second membre Y est non nul. Pour construire
la matrice B a partir de A, nous renongons a l'une des équations (III12a - 14), celle cor-

respondant a k = ko, et nous la remplacons par une condition de normalisation :
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D ewXp =1, |k’ — ko| < 34(2n + 1) (IlI2a — 16)
kl

Les autres lignes de B sont prises identiques & celles de A. Dans (III2a - 16), ex
vaut 1 lorsque X/ correspond a une population de la matrice densité pr dans la base
{lg/e m).|p)} (cas ot ||j)int = |@ m){a m]|), et ex vaut 0 dans les autres cas. L’intervalle
de variation de 'indice k' est choisi pour préserver la propriété (II12a - 12) : B est donc
aussi une matrice de bande, mais la solution correspondante de (III2a - 15) ne sera pas cor-
rectement normalisée. L’'indice kg est tel que le nombre p associé a la composante Xi, est
proche de 0, de fagon que les populations intervenant dans (III12a - 16) soient parmi les plus
grandes de ’état stationnaire. Cette procédure, qui rameéne la résolution de A[X] = 0 a
celle de B[X] =Y, ou Y} = é; i,, est parfaitement rigoureuse mathématiquement lorsque
A est non inversible. En fait, lorsque N est choisi assez grand dans (II12a - 13), la par-
tie numériquement significative de la solution X de (III2a - 15) issue de cette définition
(II12a - 16) de B dépend trés peu des conditions aux limites choisies pour A.

La résolution explicite de (III2a - 15) est effectué en FORTRAN a l'aide de la procé-
dure LSLRB ou DLSLRB de la bibliothéque mathématique IMSL, selon que les variables
sont écrites en simple ou double précision. Cette procédure prend en compte explicitement
la structure de bande de la matrice B. Nous diminuons le pas de la discrétisation en im-
pulsion ép = ﬁ et nous augmentons pmax, valeur maximale de p considérée, jusqu’a ce
que I'impulsion quadratique moyenne calculée n’en dépende plus. Dans le cas d’atomes de
masse €élevée (M I > hk?), les distributions les plus froides sont bien décrites par ép = kk
et Pmax = 50 ou 100hk. Dans le cas d’atomes légers (MT < hk?), les distributions opti-

males sont beaucoup plus étroites, et nous avons choisi §p = — et pmax = 10 ou 20hk.
La matrice B comporte donc typiquement 34 x200 lignes et une largeur de bande de 6x34
a 22x34, ce qui conduit & des manipulations de tableaux de plus de 10° éléments et des
temps d’exécution d’une a quelques minutes sur un calculateur vectoriel CONVEX. Apres
obtention de la valeur stationnaire de pc},jag, il ne faut pas oublier, pour obtenir la distri-

bution en la véritable impulsion, de quitter la base des familles selon (IIllc - 5) inversée.

b) Les résultats pour le refroidissement sur raies larges trés peu saturées

Nous connaissons deux mécanismes de refroidissement pertinents pour la configu-
ration 0, — o_. Le premier, seul présent sur les transitions j,, = 0 — j. = 1 et

Jg = 1/2 — j. = 3/2, est bien connu : c’est le refroidissement Doppler [38,14,40]. Le
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second a été décrit qualitativement dans le I§2 : c’est le refroidissement a gradient de
polarisation [16], qui intervient pour les transitions j, — je = jg + 1 avec jg 2 1. Nous
allons mettre ici en évidence, a partir de la résolution numérique des équations quantiques
pour j, = 1, des situations dans lesquelles tour a tour I'un des deux mécanismes impose
presque seul I'impulsion quadratique moyenne stationnaire. L’idée essentielle est de se pla-
cer & treés faible saturation s de la transition, de fagon que les échelles de vitesse des deux
mécanismes (kv ~ & pour la force Doppler et kv ~ s pour les forces a gradient de polarisa-
tion) soient tres distinctes. Nous avons choisi ici de caractériser la distribution stationnaire
par Iimpulsion quadratique moyenne plutét que par une mi-largeur a mi-hauteur, pour

obtenir une séparation plus nette des différents mécanismes de refroidissement.

(i) Les deux minima du refroidissement & saturation fixée

Pour deux valeurs fixées et trés faibles (respectivement 10”2 et 10™%) du paramétre
de saturation s, nous représentons sur la fig. III-2, le carré de 'impulsion quadratique
moyenne en unité de hk dans ’état stationnaire, en fonction du désaccord é en pulsation

entre atome et laser. Nous adoptons la définition suivante du parametre de saturation :

102
5§

s= =t (III2b — 1)
82+

ou 2 = Q4 = §)_ représente la pulsation de Rabi dans chaque onde laser progressive (cf.
(IIIla - 1)). Les masses choisies pour 'atome correspondent successivement a celles du
césium (MF = 1285hk2) , du rubidium (MP = 770hk2) et du sodium (MI‘ = 200hk2) .
Notons que les transitions utilisées expérimentalement pour l'obtention de mélasses op-
tiques avec ces atomes sont en fait de moment cinétique j, plus grand que 1, et qu’elles
correspondent toutes & des raies larges (MT > hk?) . Le calcul numérique est effectué avec
une discrétisation en impulsion de hk et une valeur maximale de p de 100%kk, ce qui n’est
pas tout a fait suffisant pour les distributions les plus chaudes de la fig. III-2, comme nous
le verrons plus loin. L’intervalle de variation du désaccord é en unité de largeur naturelle I’
n’est pas couvert expérimentalement, mais son extension va prouver 'intérét, d’un point

de vue théorique, du cas limite des grands désaccords (|6] > TI').

Considérons d’abord la raie la plus large, associée a la masse du césium. Lorsque le

parameétre de saturation s vaut 1073, (p2> présente nettement deux minima locaux. Le

. : . . 1
premier, de loin le plus chaud, est atteint pour un désaccord atome-laser proche de —51".

Le second, plus froid d’un ordre de grandeur ({p?) ~ 100(%k)?), est atteint a trés grand
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Fig. III-2 : Pour différentes masses atomiques, et sur la transition jg =1 — je = 2,
carré de l'impulsion quadratique moyenne stationnaire en fonction du désaccord

atome-laser §, & une saturation s fixée de 10™2 et 10™3. (pz) est en unité de (hk)2,
et 6 est en unité de I'. Une étude de ’allure des distributions en impulsion pour cha-
cun des deux minima de <p2> est effectuée au §2b(ii) (voir fig. I1I-3) et au §3c (voir

fig. I1I-14) respectivement.
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désaccord (6 ~ —200T"). Le comportement de ces minima avec le parametre de saturation
s est tres différent. Lorsque s passe 4 1072, le premier n’est plus qu’a peine esquissé ; sa
position en fonction du désaccord a peu changé (6§ ~ —0.7T") mais sa valeur est plus froide.
C’est qu'il subit I'influence, en quelque sorte, de ’autre minimum, qui s’en est rapproché
fortement en terme de désaccord (§ ~ —20I') mais dont la valeur de (p?) n’a pas bougé.
Un calcul a saturation plus élevée montre que le premier minimum finit par disparaitre,

et que le second, tout en se rapprochant de § ~ —TI', devient plus chaud.

Il est bien siir naturel d’interpréter ainsi ces observations. Le premier minimum,
beaucoup plus chaud que le second, est une signature du mécanisme de refroidissement

Doppler, ce qui explique sa position en désaccord (rappelons que le refroidissement Dop-
1
pler pour un atome & deux niveaux est optimal a faible saturation et lorsque 6 = —EF)'

L’autre minimum, beaucoup plus froid, est dii aux nouveaux mécanismes de refroidisse-
ment. Il se produit a un désaccord tel que és = cte, et 'impulsion quadratique moyenne
correspondante, de l'ordre de 10hk, ne dépend pas de s tant que ce parametre reste assez
faible. Le fait que le minimum de <p2> attribué au refroidissement Doppler varie significa-
tivement lorsque s passe de 103 & 10~2, semble indiquer en ce point une situation mixte,

participant aussi des nouveaux mécanismes de refroidissement.

Examinons maintenant les résultats de la fig. III-2 pour des valeurs plus faibles de
MT
hk2 ' - - - .
plus nette. D’une part, le premier minimum est bien marqué, méme pour s = 1072. Sa

La séparation entre les deux minima précédemment observés est alors beaucoup

position en désaccord atome-laser est nettement 6 = —11". La valeur de (p2> associée
est pratiquement insensible, & masse fixée, au choix du parametre de saturation, et varie
proportionnellement a la masse de I’atome M. Ce comportement est compatible a priori
avec une température optimale indépendante de la masse et de la saturation, ce a quoi
nous ont habitués les théories du refroidissement Doppler sur raie large. D’autre part, il
est trés net que le second minimum est porté rapidement vers des valeurs tres élevées de
g lorsque la masse diminue, jusqu’a sortir de l'intervalle en désaccord é choisi pour la

fig. ITII-2. On vérifie que le mouvement de ce minimum est compatible avec la loi simple
h|b|s
2Ep
de (p2> associée ne dépend pratiquement pas de la masse, et est donc rattrapée par le

= cte, la constante étant un pur nombre, que I’on peut estimer ici a 250. La valeur

premier minimum, lorsque M diminue.
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(ii) Etude simple du refroidissement Doppler

Nous voulons ici identifier quantitativement le premier minimum sur <p2> comme da
au refroidissement Doppler. Nous adaptons pour cela I’approche semi-classique tradition-
nelle de ce refroidissement au cas de la transition j, = 1 — j. = 2. Considérons donc, a
trés faible saturation s, des distributions en vitesse telles que(® :

I6]s < kAv < |8 (III2b - 2)

ce qui est vérifié pour le premier minimum & la masse de I’atome de sodium (MT = 200hk?) .
La premiére inégalité dans (III2b - 2) nous permet, dans le prolongement de I’analyse des
I§2c et 1§2d, de négliger les cohérences de la matrice densité atomique interne entre des
sous-niveaux de moment cinétique différent selon l’axe Oz, et ceci pour l’essentiel des
atomes dans I’état stationnaire. Les équations de Bloch optiques habituelles peuvent alors
étre ramenées a de simples équations de taux entre populations, et nous prenons en compte
ici, contrairement au chapitre I, I'influence de 'effet Doppler sur ces taux de pompage.
La force moyenne issue des nouveaux mécanismes de refroidissement est négligeable, dans
ces conditions, devant la force Doppler. La deuxiéme inégalité dans (III2b - 2) assure que
la plupart des atomes se trouvent dans le domaine de linéarité en vitesse de cette force
Doppler, ce qui permet de la caractériser par le coefficient de friction ap. Un calcul un
peu long, mais sans difficulté particuliére, conduit pour la transition j, =1 — j. =2 a

P’expression suivante :

ap = _2 hk? 2

4

()
Seul le facteur numérique L? n’est pas intuitif. La double condition (III2b - 2) permet d’ac-

céder également facilement au coefficient de diffusion en impulsion D. Comme k|v| < |$|,
nous négligeons dans le calcul de D, selon la procédure habituelle, ’effet Doppler. Les
taux des équations de pompage sont alors exactement ceux qui ont servi a la détermi-
nation de Do, dans I'approche probabiliste du 1§2d (voir appendice Aj). Ceci autorise
I'identification D = D, I’expression de D, étant donnée par (I12d - 9b). Dans ce mo-
déle simple, nous considérons finalement que la distribution en vitesse stationnaire est

boltzmanienne de température T telle que :

Z
(*) Si I'on n’a pas |6] > T, remplacer |6| par \/62 + I;—
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2 2 I?

(p*) D 1171, 62 + &
A LA == =- III2b — 4
TS 1T L ( )

. . 1 ,
dont 'optimum, atteint pour é = —EF, ne dépend pas de s et vaut :
1171

inf (p?) = —— II2b — 5
inf (p*) IOOOHFM ( )

Il est important de remarquer que cet optimum est environ le triple de celui de la transi-
tion j, = 0 — j. = 1. Ce rapport défavorable est dii & la valeur plus élevée du coefficient
de diffusion sur j, = 1, conséquence des corrélations entre les pas de la marche au hasard
analysées au 1§2d. L’accord de (III2b - 5) avec les résultats numériques de la fig. III-2
pour la masse du sodium est remarquable. Le fait qu’il soit moins bon pour la masse du
rubidium et du césium est justiciable a priori de deux explications. La premiére est révélée
par la dépendance en s de <p2> du premier minimum, en particulier pour la masse du
césium, ce qui est en contradiction avec (III2b - 5) et prouve que les nouveaux mécanismes
de refroidissement ne sont pas sans effet sur (p?) pour ces valeurs de la saturation. La
deuxieme est d’ordre numeérique : la valeur maximale de p prise en compte, s0it Pmax,
est seulement de 100hk, ce qui est insuffisant lorsque 'impulsion quadratique moyenne
atteint presque 40hk. Pour prendre en compte ces deux explications, il suffit de reprendre
le calcul, avec ppmax = 150kk, en choisissant une saturation suffisamment faible pour que
la condition (III2b - 2) soit largement respectée pour la masse du césium, soit s = 10™*.
Nous obtenons alors une impulsion quadratique moyenne de 38.7hk, dont (III2b - 5) est

remarquablement proche.
Le modele simple que nous venons d’exposer prédit de fagon acceptable I'impulsion
. . .. 1 . .
quadratique moyenne du premier minimum { § ~ —51" , des que la saturation est assez

faible, ce qui est d’autant plus facilement vérifié que ’atome est plus léger (cf. (III2b - 2)).
Le fait que <p2> soit bien estimé ne prouve pas cependant qu’il y a bonne prédiction de
toute la dépendance en vitesse de la distribution stationnaire. Si la saturation n’est pas
assez faible, les nouveaux mécanismes de refroidissement peuvent étre responsables d’un
écart non négligeable au comportement gaussien de la distribution du voisinage de v = 0,
écart pour cette raison de peu de conséquence sur <p2> . Une illustration spectaculaire en
est donnée pour la masse du rubidium, sur la fig. III-3, dans un cas ou (III2b - 5) est une

approximation de I'impulsion quadratique moyenne a 3 % prés par excés.
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Fig. III-3 : Distribution en impulsion stationnaire pour la masse du rubidium
1 . - .
(MF = 770hk2) , & un désaccord 6 = —51" et une saturation s = 10~ 2. La courbe tri-
angulaire est issue de la résolution numérique des équations quantiques avec ép = hk,
Pmax = 150hk. La gaussienne en pointillés représente la prédiction du modéle simple
de refroidissement Doppler (voir (III2b - 5)). Les deux courbes sont normalisées &
Paire unité.
c) Recherche numérique de I'optimum absolu du refroidissement sur une raie
large

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence, & saturation s fixée tres
faible, deux minima de (p2> en fonction du désaccord. Le premier, proche de § = —-;—I‘,
est interprétable essentiellement en terme de refroidissement Doppler. Le second bénéficie
surtout des nouveaux mécanismes de refroidissement. Lorsque MT > hk?, il est beaucoup

plus froid, a faible saturation, que le minimum Doppler. Nous allons montrer que 1’op-
MT

timum absolu sur (p?) & ——= fixé en est issu, en effectuant un calcul pour des valeurs

hk?

arbitraires de s. Nous chercherons ensuite une estimation assez précise de cet optimum.
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(i) Le devenir des deux minima & saturation plus élevée

Nous généralisons les résultats de la fig. III-2 pour la masse de I’atome de rubidium
(MT = 770hk?) & des valeurs plus élevées du parametre de saturation s avec les mémes
valeurs de pmax et ép. Le calcul jusqu’a s = 1 suffit pour comprendre ’évolution des deux
minima (voir fig. I11-4).

| T T T 1T R ] LT TTTI S=1
1500 .
- 1 s=107"
C\;\ B
~ 1000 —
IS} i i
A i i
C\IQ-| | |
v 900 -
i Y s=107°
- = s=1072
O i | | lllllll 1 ] LJIIIII 1 11 1 t11]

0.1 1 10 100
_5/T

2
Fig. I11-4 : Valeurs de (<:k)>2 en fonction du désaccord é en unité de I', pour la masse

du rubidium (MI‘ = 770hk2) . Le parameétre de saturation est fixé successivement &

s = 10_3,10—2,% et 1.

Lorsque le parametre de saturation augmente, le premier minimum de <p2> finit par
disparaitre, sous I'influence de la proximité du second minimum, dont la position en dés-
accord se rapproche de l'origine. Il est clair, d’autre part, sur la fig. II1I-4, que le second

minimum, qui finit par étre le seul, devient plus chaud lorsque le paramétre de saturation
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est trop élevé. Ces courbes suggerent, quand MT > hk2, que I'optimum absolu sur < p2)
se produit a faible saturation (sans préjuger de la valeur précise de s correspondante). Cet
optimum est donc issu du second minimum, au voisinage duquel nous allons maintenant

faire une étude plus précise.

(ii) Evolution de (p?)_selon un nouveau paramétrage

Pour déterminer 'optimum absolu de (p2> , nous devons nous placer au voisinage du

second minimum a s fixé. Il a été constaté, dans le §2b(i), que ce minimum suit, comme

fonction de 6 et de la masse, la loi approchée > = cte. Nous en déduisons un premier

<R

parametre pertinent :

hés
2ER

(IlI2c — 1)

Ug =

Le nombre sans dimension ug représente, au signe prés, une valeur typique des déplace-
h2k?

ments lumineux a faible saturation, mesurée en unité d’énergie de recul Eg = oA Sui-

vant la convention choisie, ug est positif puisque le désaccord § est négatif. Nous choisissons

comme second parameétre —, plutét que la saturation s. Il est clair que le parameétrage
. . . 6 .
(uo, T est équivalent a la représentation plus habituelle T'T d’un point de vue

mathématique, mais nous allons voir qu’il est bien mieux adapté a I’étude des nouveaux

mécanismes de refroidissement.

Pour les trois valeurs de M—l; de la fig. III-2, correspondant a la masse du sodium, du

hk
2
rubidium et du césium, nous représentons, sur la fig. III-5, la valeur de z<hpk_)>2 dans ’état

stationnaire en fonction du déplacement lumineux réduit ug, a = fixé. Le calcul numérique
est effectué sur 'intervalle [—100%k, 100hk] avec une discrétisation de pas hk.

La séparation entre les courbes associées a des valeurs différentes du désaccord n’est
pas toujours trés nette sur la fig. III-5. Il est possible néanmoins d’effectuer les constata-

tions suivantes.

Pour un désaccord donné, le minimum de <p2> est atteint au voisinage d’une valeur
fixe de ug, du moins pour la gamme des désaccords envisagés, valeur de ug que ’on peut
estimer a 250, pour toutes les masses M considérées. Notons bien que ce minimum se

produit en fonction de la saturation, a désaccord fixé, ce qui est un point de vue différent
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Fig. III-5 : Pour différentes masses atomiques, carré de l'impulsion quadratique
moyenne stationnaire en fonction du paramétre ug de (III2c - 1), & un désaccord § fixé

de —5T, —10T, —50T et —100T respectivement. <p2> est en unité de (hk)%. et le calcul
est effectué sur l'intervalle [—100hk, 100hk]. L’existence, & é fixé, d’'un minimum pour
<p2> en fonction de ug est expliquée au §3c(v).
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de celui des fig. III-2 et III-4.

La fig. III-5 montre également ’'intérét des situations a grand désaccord (|6 > T').
Les valeurs de <p2> pour la masse du sodium et du césium sont nettement différentes a
§ = -5, alors qu’elles sont trés voisines a § = —100I". Cette limite a donc d’abord une
vertu universalisante. Elle a de plus ’intérét de conduire aux situations les plus froides.

L’optimum absolu de <p2> , s'1l existe, se produit a trés grand désaccord.
Cherchons maintenant, sur la fig. III-5, cet optimum absolu. On constate, pour les

) MT . , o .
trois valeurs de el et & une valeur donnée de u, assez élevée (uo > 800), 'existence

o . . .
d’une valeur de = minimisant <p2> . Lorsqu’on se rapproche de uy = 250, la situation est
moins claire. Pour la masse du sodium, on observe, au voisinage de uy = 250, et lorsqu’on
dispose de la version originale de la figure, que la courbe donnant <p2> a 6 = —100T se

trouve au-dessus de celle a § = —50I'. Ceci suggéere fortement l’existence d’un optimum

’ , MF ’
absolu sur <p2> pour cette valeur de la masse. Les valeurs plus élevées de Yol réclament
un examen plus soigneux.

Afin de mettre en évidence numériquement un optimum absolu sur (p2> pour les

trois valeurs de la masse de la fig. III-5, nous allons simplement montrer que (p2> est, a ug

. . . . 6 ,
fixé, une fonction asymptotiquement croissante de I—I Nous représentons sur la fig. III-6

r
les valeurs de <p2> , calculées sur [—~100%k,100%k] en double précision, pour § = —50T et
6 = —500T", cette derniére valeur du désaccord étant assimilée a la limite l%l — 4-00.

Les résultats de la fig. III-6 suggeérent ’existence d’un optimum absolu sur (p2> .
Cependant, la variation relative de (p?) avec le désaccord sur la fig. III-6 est extrémement
faible. En fait, cette variation est inférieure a I'incertitude sur (p2> issue de la troncature

en p, comme le prouve le tableau suivant.

11 est donc difficile numériquement, lorsque MT > hk2, de prouver 1’existence d’un
optimum absolu sur (p2> et de déterminer précisément cet optimum, s’il existe. Cette
difficulté est cependant sans conséquence physique, puisqu’elle met en jeu des variations
extrémement faibles de <p2) , non mesurables. Il est seulement important de retenir que

les situations les plus froides, lorsque MT > hk?, sont obtenues dans la limite |§] > T
. h|éls

a UYg
2Egp
la distribution en impulsion stationnaire, ne dépendent alors plus de la masse de ’atome,

fixé. La moyenne (p?) et, de fagon plus générale, la partie significative de

mais seulement du parameétre ug. Nous résumons ainsi cette limite universalisante :
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Fig. III-6 : Pour différents paramétres de masses, en fonction de ug, & un

(hk)?
désaccord fixé é§ de —50I" et —500T. Le calcul est effectué en double précision sur
[—100Ak,100%k], avec 6p = hk et un pas de 5 sur ug.

pmax = IOOhk pmax - 120hk

6 = =50 103.70 104.76

6 = —500T 103.90 104.99

2
Fig. III-7 : Valeurs de # pour ug = 250, en fonction du désaccord et de pmax. La

masse est celle du césium (MF = 1285hk2) .
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MT > hk? (IlI2c — 2a)

16| > T (IlI2c — 2b)
hés
" 2ER

up = = seul parametre (IT112¢ — 2¢)
Nous allons montrer, dans la suite de ce chapitre III, que cette limite universalisante
peut étre étudiée a partir des équations quantiques ramenées dans ’état fondamental (cf.
I1§1c(iii)). En d’autres termes, elle est descriptible a partir des seuls nouveaux mécanismes

de refroidissement, a ’exclusion du refroidissement Doppler.
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3 - ANALYSE SEMI-CLASSIQUE DU REFROIDISSEMENT
APPLICATION A LA TRANSITION jg=1 — je= 2

L’approche entiérement quantique du §2 précédent montre que la dispersion Ap
des distributions en impulsion stationnaires reste supérieure a 10hk, sur la transition
Jjg =1 — j. = 2. Il semble donc possible de retrouver ces résultats quantiques avec une
bonne précision a partir d’un traitement semi-classique du refroidissement. Un tel traite-
ment est intéressant lorsqu’il débouche sur une équation cinétique, de type Fokker-Planck,
portant sur la distribution en vitesse [9,11,17,69]. Nous nous attendons a ce qu’une telle
équation fasse intervenir la force moyenne F(v) et le coefficient de diffusion en impul-
sion D(v). Nous indiquons au §3a comment utiliser la procédure générale de calcul de
F(v) et D(v) exposée au II§2 en tirant parti des propriétés particulieres de la configu-
ration o4 — o_. Nous donnons au §3b le comportement de F(v) et D(v) dans le cas de
la transition j, = 1 — j, = 2. Le §3c est consacré & 1’établissement de ’équation de
Fokker-Planck, dont nous avons signalé au I§2e que la forme n’était pas prévisible a priori,
a cause de la dépendance en vitesse du coefficient de diffusion D(v). Nous exploitons au
§3d la forme stationnaire de cette équation de Fokker-Planck pour la transition atomique
Jg =1 — j. = 2, sur laquelle les résultats quantiques sont disponibles, et nous examinons
la validité de ’équation de Fokker-Planck pour ’étude des transitions & moment cinétique

plus élevé (j, = 4 est pris comme modéle).

a) Equations générales pour la force moyenne F(v) et le coefficient de diffusion

D(v)

(i) En point de vue de Wigner

Nous disposons, pour le calcul de la force moyenne F(v) et du coefficient de diffusion
en impulsion D(v), du formalisme général développé dans le 1I§2b, dont le cadre naturel
est la représentation de Wigner W(z,p,t). Nous avons vu que la connaissance de F(v) et
D(v) découle de celle des régimes forcés Wof et Wlf selon (II2b - 18) et (II2b - 25). La

forme générale du systéme différentiel a résoudre pour obtenir Wof et Wlf est la suivante :

v0, W = My(2)[W] + S(2) (I1I3a — 1)

ou My(z) est 'opérateur associé aux équations de Bloch ordinaires au point z. Le terme

source S(z) est nul lorsque W = W/, et se déduit de ’action de I’opérateur force —M,(z)
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sur Wof lorsque W = Wlf .

Effectuons maintenant la transformation purement interne suivante sur W(z) :

Wrr(z) = e %23 /by () etk is /b (11132 — 2)

Cette transformation, qui n’est autre que le passage dans le référentiel tournant du I§2b,
fait disparaitre les dépendances explicites en z des opérateurs My(z) et M;(z), et fait
apparaitre le champ magnétique fictif proportionnel a la vitesse. Ainsi, I’équation sur Wof

prend la forme :

1 .
08, Wir o = {E [kvjs, ]+ Mo(z = 0)} [WI{T'O] (Il3a — 3)

Dans les notations opératorielles utilisées dans (III3a - 3) et dans la suite, nous marquons
par un - la place de 'argument. L’équation (III3a - 3) admet une solution WI{T,O indépen-
dante de z, et c’est la solution cherchée, si I’on admet qu'il y a unicité. Par conséquent,
le terme source qui détermine W}{T,o ne dépend pas de z, et WI{T,I non plus. La déter-
mination des régimes forcés, aprés passage dans le référentiel tournant, se raméne donc

simplement au calcul d’états stationnaires, solutions des équations linéaires :

1
= [kvj,, Wak o] + Mo(0) [W3t. ] = 0
ik [ vy RT,O] of )[ RT,O] (Il3a — 4a)

Tr [Wiho] =1

1 , S S 8 S S
ik [k”Jz’WREr,l] + Mo (0) [WRtT,x = M;(0) [Wpfr,o] - REI‘,OT"' {MI(O) [WREr,o]}
Tr [Wr,] =0
(III3a — 4b)

ce qui constitue une grande simplification et conduit naturellement a F(v) et D(v) indé-
pendants de la position, a 'aide de (II2b - 23) et (II2b - 30).
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(i1) Dans la base des familles

Nous avons montré, au §lc, 'intérét, pour ’étude des équations quantiques, de la
transformation unitaire S associée au passage dans la base des familles. Il suffit alors, si
I’on n’est pas intéressé par le phénomeéne de diffusion spatiale, d’étudier la partie diagonale
en p, pr(p), de la matrice densité. Nous désirons maintenant définir une force moyenne
Fp(v) et un coefficient de diffusion Dp(v) pour un atome de vitesse v imposée en travail-

lant directement dans la représentation des familles :

) d
t_l}inooa(p)p = Fp('v) (III3a - 5a)
. 1d
:-lf?oo’z'a_t [(P2>p — (p)}] = Dr(v) (III3a — 5b)

Nous reportons a ’appendice Ajyp le soin de prouver que ces définitions vont conduire
en fait a Fp(v) = F(v) et Dp(v) = D(v), ce qui n’est pas évident puisque c’est P + kj,
et non pas P qui est I'opérateur impulsion dans la base des familles. Dans la suite, nous
maintiendrons les notations Fr(v) et Dp(v) pour rappeler que le calcul est effectué dans

la représentation des familles.

Les valeurs moyennes de p et p? sont déduites de pr(p), lorsque ’évolution tempo-
relle de pr(p) correspond a la situation d’un atome de vitesse imposée. Le hamiltonien

externe correspondant, apres action de S, s’écrit :

HE': = SLPuSp = Pv + kvj, (11132 — 6)

et contient seulement comme terme supplémentaire le couplage au champ magnétique fic-
tif, a I’exclusion du terme quadratique en j, de (IIllc - 7a). On obtient donc 1’équation
suivante pour pp(p) :

1 .
atPF(P, t) = ;ﬁ [kv]z + VAL(O) - h‘SPespF(p)] + atPF'(p) Il‘elax (IIIBa' - 7)

les termes de relaxation étant exactement ceux de (IIIlc - 11). Selon la procédure exposée
dans II§2b, le calcul des comportements asymptotiques (III3a - 5) se déduit de (III3a - 7)
par intégration sur p, aprés multiplication par p°, p! et p? successivement. Les matrices

Wo(z) et Wi(z) sont remplacées ici par :
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Wra = [ dp pr(p) . (Il3a - 8a)

Wra = /dP prr(p) (I113a — 8b)

dépendant seulement du temps (et plus de la position !), dépendance régie par des équa-

tions de la forme :

%Wp,o = Mr, [Wr,] (I1I3a — 9a)
d
_d_tWF'l = MF,() [WF’1] - Mp,l [WF,()] (III3a - gb)

Les expressions des opérateurs Mpgq et Mp,, ainsi que celle de Mg, utile pour le calcul

du coefficient de diffusion, se déduisent de (II13a - 7) selon la procédure indiquée :

1
Mp,o = z—F; [kvjz, ] + Mo(z = 0) (III3a - 10a)
t
Mpy=-RD > q(AM) [] A (11132 — 10b)
g=0,%1
1 t
Mpa =5 Z <(ps - hkq)2>q (Ag’”) ['] Ag'*') (II13a — 10c)
~ ¢=0,%1

Dans (II13a - 10c), ps désigne 'impulsion des photons de fluorescence selon ’axe des ondes
laser Oz. La moyenne notée ( ), est effectuée sur ps selon les distributions AV (ps) données
par (IIlc - 30). Les états stationnaires utiles pour le calcul de la force moyenne et de la

diffusion en impulsion sont définis, a I'image de (I1I3a - 4), par :

Mg, [W;{o] =0
(I1I3a — 1la)

Tr [W;‘,O] =1

MF, [Wzs?t,l] = MFp, [W;t,o] - Wi‘foT" {MFJ [W?,O]}
(IlI3a — 11b)

Tr [Wg ] =0
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On constate, en rapprochant (III3a - 4a), (III3a - 10a) et (III3a - 11a), que les états sta-
tionnaires internes Wls{’r,o et WIS;‘,O coincident exactement. Cependant, cette propriété ne
s’étend pas a priori a W% | puisque l'opérateur force —~M;(z = 0) dans le point de vue
de Wigner est différent de 'opérateur force associé a (III3a - 10b). Alors que M;(z = 0)
fait intervenir dans son action en particulier les cohérences optiques de la matrice densité
interne, Mp; ne fait intervenir que les éléments de la matrice densité dans 1’état excité.
La raison en est que les termes non locaux en p ne sont pas les mémes dans les deux re-
présentations. Dans le point de vue habituel, c’est le couplage entre atome et modes laser
qui contribue au changement moyen d’impulsion, les photons de fluorescence emportant
une quantité de mouvement ps nulle en moyenne. Comme ce couplage se fait par l'inter-
médiaire du dipdle atomique, T'r (M; [W;]) dépend directement des cohérences optiques
de Wy. Dans la représentation des familles, p ne représente plus 'impulsion atomique, et
I’on constate sur (IIIlc - 11) que seuls les processus d’émission spontanée peuvent modifier
le nombre p, d’'une grandeur qui n’est pas simplement ps. La force moyenne déduite de

(III3a - 10b) a d’ailleurs ’expression suggestive :

Fp(v) = =Tr (Mp, [Wg]) (I1I3a — 12a)
= ) hkq) Tem—gm—gle m|Wilem)  (IlI3a — 12b)
¢=0,%£1 m

ou les taux de désexcitation I'.pn— gm sont définis par (II2b - 32). Cette expression (II13a -
12) prouve de fagon trés générale que, dans la configuration laser 0, —o_, la force moyenne
F(v) est inférieure & hkT fois la fraction d’atomes excités dans ’état stationnaire interne 3
la vitesse imposée v. Cette propriété n’apparait pas clairement en point de vue de Wigner,

comme nous ’avions déja constaté au I§2c.

Pour étudier la forme que prend le coefficient de diffusion dans la représentation des
familles, reprenons la décomposition (II2b - 30a) en D = Dy + D; du coefficient de diffu-
sion. D est la composante de ce coefficient directement déductible de 1’état stationnaire

interne W3, via l'opérateur Mp,. On peut 1’écrire sous la forme :

Dro(v) = Tr (Mrz [Wio]) (I3a — 13a)
1
=3 Zil <(PS - hk4)2>q Z Lem—gm—g{e m|Wgole m) (III3a — 13b)
q=09 m
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Dp, differe donc de son homologue Dy calculé en point de vue de Wigner, ce dernier dé-
crivant seulement les fluctuations de I'impulsion emportée par les photons de fluorescence.
Nous précisons plus loin ce que représente alors Dpg(v). Quant & D, il se déduit de la

somme dans (III3a - 12) par changement de W3, en W§,

Dpy(v) = =Tr (Mp; [WE]) (I113a — 14a)
= Z hqurem_.gm_q(e m|Wg,|e m) (III3a — 14b)
g=0,%1 m

Il differe également de D; calculé en point de vue de Wigner, puisque 'on doit avoir

Dp(v) = Dfro(v) + Dp1(v) = D(v), comme le prouve l'appendice Ayry.

Nous allons donner pour terminer une interprétation physique des expressions (1113a -
12) et (III3a - 13) de la force moyenne et de la composante Dg g de la diffusion. Cette
interprétation repose sur le fait déja signalé que, dans la représentation des familles, seuls
les processus d’émission spontanée peuvent changer le nombre p, une diminution du mo-
ment cinétique atomique interne de gh selon Oz & l'issue de ’émission d’un photon de

fluorescence d’impulsion ps changeant p de :

ép = hkq — ps (I1I3a — 15)

Il est instructif d’examiner les prédictions d’un modéle extrémement simple [12]. Consi-
dérons les changements de nombre p associés aux émissions spontanées successives comme
des variables aléatoires ép,. Plagons-nous dans le régime ou ces variables aléatoires sont
stationnaires, ce qui revient a choisir un intervalle de temps T tres long devant le temps

de relaxation T;,, des variables atomiques internes :

(6p;) = (6p) Ve (I1I3a — 16a)
<(5p,~)2> = ((6p)?) Vi (IlI3a — 16b)

I est facile de déterminer, & partir de W', les moyennes (ép) et <(6p)2> , si l’on sait que
le flux d’émission spontanée depuis le sous-niveau excité |e m) avec diminution du mo-

ment cinétique atomique interne de gh selon Oz est Lem—gm—q (e m|W3yle m). 1l reste
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alors & sommer sur la direction d’émission du photon de fluorescence a ¢ fixé. On obtient

finalement :

((ép)™) = F:uo

Y ((hkg=ps)")y D Tem—gm—gle m[Wilsle m) (1132 — 17)
¢=0,%1 m

ou 'on a introduit le flux moyen de fluorescence :

Thuo =T D (e m|Wtole m) (I1I3a — 18)

Nous voulons calculer les moyennes de Ap et (Ap)?, ot Ap désigne le changement de

nombre p pendant T :

N
Ap=)_ép; (I113a — 19)
=1

Notons que N, nombre d’émissions spontanées pendant T, est également une variable
q P p g

aléatoire, dont nous connaissons déja la moyenne :

(N) =TT (I113a — 20)

Le calcul de la force moyenne ne présente pas de difficulté particuliére. Moyennons d’abord

(IlI3a - 19) & N fixé, sur la séquence des émissions spontanées, puis moyennons sur N 3

T fixé :

(Ap)n = (6p) N (Il13a — 21a)
(Ap)T = (6p)(N)T = Fr(v)T (11132 — 21b)

On retrouve ainsi exactement ’expression (I1I1I3a - 12b). En ce qui concerne la diffusion en
impulsion, nous allons faire des hypotheses simplificatrices, dont 1'intérét est de préciser

le sens physique de Df . Supposons que les variables aléatoires ép; sont indépendantes :

(6pibp;) = (6pi) (6p;) si  i#j (IlI3a — 22)
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et que N obéit a une statistique poissonienne :

(N(N = 1)) = (N)% (IlI3a — 23)

Sous ces hypotheéses, il est possible de calculer la moyenne de (Ap)? & N fixé puis & T

fixé :

((Ap)z)N = N ((6p)?) + N(N - 1)(6p)® (III3a — 24a)
((Ap)*)r = (N)T ((ép)®) + (N)3(ép)* (Il13a — 24b)

Le coeflicient de diffusion en p correspondant :

o [(89)%) 7 = (8p)}] = 2Tauo ((6)?) (11138 — 25)

vaut exactement Dpgo(v), d’apres (III3a - 13b). Ce modéle simple donne donc seulement
une partie de la diffusion, ce qui était prévisible puisque 'on sait que les variables aléatoires
0p; ne sont en fait pas toujours indépendantes (voir 1§2d). Le calcul que nous venons d’ef-
fectuer est néanmoins intéressant, puisqu’il prouve Que la composante D ; de la diffusion,
donnée par (III3a - 14), représente tous les écarts & ce modéle simple, qu’ils soient dus a
une statistique non poissonienne sur N (ce qui est visible, pour des variables §p; indépen-
dantes, seulement si (6p) # 0) ou & des corrélations entre les ép; successifs. C’est sur Dp
que se manifeste 1’effet de mémoire discuté a propos de la transition j, =1 — j, = 2
dans le I§2d. Cette interprétation est confirmée par un calcul de Drg et Dp; & vitesse
nulle, pour la méme transition atomique j, = 1 — j. = 2 et sans hypothése de faible

saturation de la transition [39].

b) Contribution & F(v) et D(v) des nouveaux mécanismes de refroidissement

Nous nous limitons aux situations de faible saturation, qui conduisent aux dis-
tributions les plus froides d’apreés les résultats quantiques du III§2. Nous présentons
d’abord un calcul numérique de F(v) et D(v), réalisé sans approximation sur la tran-
sition j, =1 — j. = 2. Grace a la grande différence de leurs lois d’échelle en vitesse a
faible saturation, nous pouvons séparer ainsi la contribution du refroidissement Doppler

de celle des nouveaux mécanismes. Nous étudions ensuite la force F(v) et la diffusion
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D(v) associées au refroidissement a gradient de polarisation. Nous présentons un traite-
ment adapté i la limite des grands désaccords, qui permet d’obtenir, lorsque |6| > T', une

expression de F(v) et D(v) pour j, =1 — j. = 2.

(i) Séparation a faible saturation des nouveaux mécanismes et du refroidissement

Doppler sur la transition j, =1 — j. = 2

Le calcul est effectué dans la représentation des familles. Les deux systémes d’équa-
tions linéaires (I113a - 11a) et (III3a - 11b) sont résolus numériquement dans la base {|m).}
[70]. Comme la matrice Mo n’est pas inversible, on supprime 'une des équations dans
chaque systéme pour la remplacer par la condition de “normalisation” portant sur la trace
de W§, et W§ . La structure a coefficients complexes des matrices est conservée pour
la facilité d’écriture. Le résultat numérique est valable pour des valeurs arbitraires de la

vitesse atomique et de 'intensité laser.
Examinons d’abord la dépendance en vitesse compléte de la force et du coefficient
de diffusion. Nous nous plagons a faible saturation (s =%/ dans 'intention de pouvoir

séparer aisément les contributions des nouveaux mécanismes et du refroidissement Dop-
pler. Nous choisissons de plus un désaccord assez élevé (§ = —5I'), ce qui nous situe au
voisinage de 'optimum absolu sur (p2> dans ’état stationnaire pour un atome fictif de
masse telle que MT = 2500hk2, d’apres les calculs numériques quantiques du III§2. Les
comportements de F(v) et D(v) en fonction de la vitesse, pour ce choix des parameétres,

sont représentés sur la fig. I11-8.

La variation de la force moyenne avec la vitesse v, sur la fig. III-8, est, au premier
coup d’oeil, tout a fait typique du refroidissement Doppler, puisqu’elle présente bien les
résonances attendues, centrées en v = iz. Un examen plus attentif révele un comporte-
ment a trés courte échelle autour de v = 0, attribuable au refroidissement a gradient de
polarisation, que nous allons étudier plus loin. L’allure générale du coefficient de diffusion
comme fonction de la vitesse est également de type Doppler résonnant. La structure en
double pic en v = :i:; est plus délicate a interpréter ; pour la comprendre, il faut réaliser
que le parameétre de saturation de la transition dans ’onde polarisée o4 compte tenu de

la vitesse de ’atome :

102
2
(6 — kv)? + iPZ

s+(v) = (III3b — 1)
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F(v)/(Hikr)

D(v)/((¥ik)?r)

Illllllll

I
o
20

-0.4

0.2
0.15
0.1
0.05
0
—10
kv/T
Fig. III-8 : Pour un désaccord § = —5T et un paramétre de saturation s = 0’

comportement, sur la transition jg = 1 — je = 2, de la force moyenne F(v) et du
coefficient de diffusion en impulsion D(v). La vitesse atomique est en unité de T

F(v) et D(v) sont exprimés respectivement en unité de hkT" et (hk)T.
204



vaut environ 2 sur la fig. II1I-8 (puisque Q ~ I'), ce qui place les pics de résonance Doppler
en dehors du régime de faible saturation. En utilisant ’expression bien connue du coeffi-
cient de diffusion en impulsion d’un atome & deux niveaux dans une onde plane progressive
[9], on vérifie que la structure en double pic en v = j:-‘Z— est due au caractéere subpoisso-
nien de la statistique des absorptions de photons par ’atome. Quant a la contribution des
nouveaux mécanismes a la diffusion en impulsion, elle est ici parfaitement claire et prend

la forme d’une “singularité” en v = 0.

Concentrons-nous maintenant, dans le régime s < 1, sur la contribution des nou-
veaux mécanismes a F(v) et D(v). Il est agréable, pour cela, d’effectuer quelques chan-

gements d’échelle. D’une part sur la vitesse : la discussion qualitative du 1§2d désigne

3 k
# lorsque é est proche de I') au lieu de ﬁ ou —.
s

] r

D’autre part sur les grandeurs étudiées elles-mémes : nous savons que, au voisinage de
[ 1

v = 0, F(v) reste inférieure & §th‘s et que D(v) est d’ordre de grandeur (hk)?I's. On

s’attend alors a ce que ces changements d’unité absorbent I’essentiel de la dépendance en

N . kv
comme parameétre pertinent > (ou

s de F(v) et D(v) a désaccord fixé, du moins lorsque I'influence du mécanisme Doppler est
petite. Cette prédiction est confirmée par la fig. III-9, obtenue pour § = —5T" et diverses

. : . 1
valeurs du parametre de saturation. Le comportement de F(v) et D(v) a s = — est encore

10
marqué fortement par le refroidissement Doppler, comme le montre son écart a la courbe
s = 0, obtenue par extrapolation a la limite s — 0. Il n’en va plus de méme 2 s = —. On

peut vérifier que cette extinction de la contribution Doppler a la limite s — 0 se produit
de fagon relativement uniforme en désaccord § en reprenant le calcul pour les valeurs de s

de la fig. III-9 mais pour une valeur plus forte du désaccord (§ = —50T" par exemple).

(ii) Force et diffusion dues aux nouveaux mécanismes

Dans le paragraphe précédent, nous avons constaté numériquement que la force
moyenne F(v) et le coefficient de diffusion D(v) admettent, & désaccord fixé et lorsque le
parametre de saturation tend vers 0, une limite finie, & condition d’effectuer des change-

ments d’échelle judicieuse, en particulier sur la vitesse, que nous rappelons ici :

. 1 |6]s 6\ K
; 1 6s & 6
im ———— ] L .o _
Pt (ﬁk)zl-\sD (v W F,s) D (u, I‘) (I1I3b 2b)

Cette propriété est générale, puisqu’elle est vérifiée pour toute transition j, — j. =
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F(v)/(hkTs)

e 17 0T 11
§ s=0
s=1/50
s=1/10
n R
—~
)
~~
~
=
N’
S
s=0 >
Z
s=1/50 a 1
s=1/10
el ENENENE AN 0
-1 0 -1 0 1
kv/(|6]s) kv/(|é]s)
Fig. III-9 : Pour un désaccord § = —5I', comportement de F(v) et D(v) pour
Jg = 1 — je = 2 au voisinage de la vitesse nulle. Les valeurs du paramétre de
saturation s sont 1—10-, 5—10 et la quantité trés faible s = 10™* prise comme limite s = 0.

Les unités de vitesse (6—:—) , de force (hkI's) et de diffusion ((hk)2l"s) sont adaptées

aux nouveaux mécanismes de refroidissement.

Jg + 1. Nous allons ici identifier F(u) et D(u) comme les contributions des nouveaux mé-

canismes de refroidissement et étudier leur comportement en fonction de u. Notons que

ce comportement de F et D a 6 = —5I" et pour la transition j; =1 — j. = 2 a déja été

représenté, sur la fig. III-9 (courbe correspondant au cas limite s = 0).

Les comportements asymptotiques (III3b - 2) peuvent étre établis a partir de la pro-

cédure standard de réduction des équations de Bloch dans I’état fondamental. D’une part,

la faiblesse de kv devant I' a la limite s — 0 permet de négliger I'influence de la vitesse

de I'atome (donc, dans la présente configuration laser, du champ magnétique fictif) sur

I’évolution des cohérences optiques et des éléments de matrice dans 1’état excité. Cette



approximation fait disparaitre les échelles de variation kv ~ T ou kv ~ é de F(v) et de
D(v), donc fait disparaitre tout ce qui, sur la fig. III-8, était typique du refroidissement
Doppler. D’autre part, la faiblesse du parametre de saturation s permet de négliger le

couplage des cohérences optiques aux éléments de matrice dans ’état excité.

Cette procédure de réduction de la dynamique dans ’état fondamental a été effectuée
en détail sur les équations entierement quantiques dans le II§1c. Il suffit de la reprendre
en 'appliquant aux équations quantiques (III3a - 7) écrites dans la représentation des fa-
milles pour un atome de vitesse v imposée. Nous donnons simplement la forme du résultat.
Nous utilisons la notation g pour indiquer qu’il y a eu réduction dans I’état fondamental,
et nous omettons 'indice F' associé au passage dans la représentation des familles pour

alléger Iécriture. L’évolution temporelle de p(p,t) = (pFr),, (p,t) s’écrit alors :

8uplp,t) = = [A(v), 7] = 3Ts VIOV H(0), 5}

hk t
dpsN, (ps) (A57) VED(0)5(p + ps — hkg) V(I (0) AL

+%Fs Z

¢=0,%1"7 —hk
(III3b - 3)

Le hamiltonien interne paramétré par la vitesse H(v) décrit I’effet dans I’état fondamen-
tal d'un champ magnétique proportionnel a la vitesse et d’un champ électrique uniforme

polarisé linéairement selon Oy :

H(v) = kvj, + %hasv(->(0)v(+)(0) (I1I3b — 4a)
t
VH(0) = (v<->(0)) =AM + A (III3b — 4b)

Pour obtenir, dans le cadre des approximations de cette réduction, les expressions de la
force moyenne F(v) et du coefficient de diffusion en impulsion D(v), il suffit de reprendre
la procédure générale du I1§2b. Cette procédure générale a déja été adaptée a la représen-
tation des familles au §3a(ii). Les états stationnaires restreints dans ’état fondamental,
notés W§t et W5, sont les solutions d’équations de la méme forme que (I1I3a - 11), & con-
dition que tous les opérateurs M et les matrices W soient remplacés par les opérateurs
M et les matrices W. Donnons ’expression des opérateurs M déduits de (III3b - 3) par

développement en puissances de hk :
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ity [W] = = [A(v), W] = 7Ts (VO @v(0), W}

+irs > (Ag+>)'v<+>(0)Wv<->(0)Ag+> (III3b — 5a)
2 ¢=0,%1
- - t -
M, [W] = ~1rs > hkg (Ag+>) VR )Wy oyalh (III3b — 5b)
2 ¢=0,%1
- - t -
i, [W] =§I‘s S [(h), + k3¢ (a50) VR @)W V(0)A5H
g=0,%1
(I1I3b — 5c¢)

Il doit étre alors clair que la force moyenne et le coefficient de diffusion obtenus a partir

des relations habituelles :

F(v) = =Tr (M, [W§']) (III3b — 6a)
D(v) = =Tr (M [Wi*]) + Tr (M, [W5']) (III3b — 6b)

et qui sont dus aux nouveaux mécanismes, permettent de calculer les limites (III3b - 2) :

_ kv §
D(v) = (hky?TsD (£, & (III3b — 7b)
- |6]s’ T

Nous allons étudier maintenant, a titre d’exemple, la dépendance en u de la force F
et de la diffusion pour la transition atomique j, = 1 — j. = 2. Les matrices densité dans
I’état fondamental sont alors de petite taille. La structure en sous-famille interne (II12a - 8)
permet de caractériser ces matrices par 5 composantes réelles associées a la base interne
{lg m).}, & savoir les 3 populations IlI,,, m = 0, %1 et les parties réelle et imaginaire de
la cohérence entre |g — 1), et |g 1),. Ces composantes ne sont pas indépendantes en fait,
puisque les matrices W5t et W3' sont soumises & la condition I} + T+ II_; = 1 0ou 0
respectivement. La forme de I'opérateur My, ainsi que d’autres éléments utiles au calcul
de F sont donnés dans [16]. Nous nous contentons ici d’aligner les résultats, les calculs

étant lourds et de peu d’intérét conceptuellement.
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Il est possible d’obtenir ’expression exacte de la force moyenne des nouveaux méca-

nismes :

6 30 u
Flu2)=-= III3b — 8
(u I‘) 171+ 357 +33- 1842 ( )

Cette expression est donnée pour é§ < 0, il suffit d’en changer le signe si § > 0. On retrouve
en particulier, & partir de (III3b - 8), ’expression (12¢ - 8b) du coefficient de friction cal-
culée dans [16]. On remarque de plus que le terme dominant du comportement de F(u)

a grande vitesse ne dépend pas du désaccord. On peut déduire également de (III3b - 8)

la valeur maximale de F(u) a T fixé. Cependant, la remarque la plus intéressante a faire,
dans le cadre de la recherche des basses températures, concerne la variation du module de
14]

la force a vitesse fixée en fonction du désaccord : |F(u)| croit lorsque — augmente.

r

Le calcul analytique complet de D(u) est beaucoup plus lourd et nous n’en don-
nerons pas ici le résultat (voir néanmoins ’appendice Byy1). En fait, des valeurs de D(u)
ont été déja présentées dans le I§2d. La limite de D(u) a grande vitesse (Ju| — +o00) peut
étre obtenue a l'aide de ’approche probabiliste de ’appendice Aj, les cohérences dans la
base {|g m).} devenant négligeables. Le calcul est également simple & vitesse nulle : le
champ magnétique fictif est absent et ’atome “voit” seulement, dans la représentation des
familles, un champ électrique uniforme polarisé linéairement selon Oz. Un tel calcul est
décrit en détail dans un appendice de [16], dans la base {|g m).}. Il est en fait possible
d’obtenir D(0) en travaillant dans la base {|g m),}, ’action du champ électrique y étant
grandement simplifiée [39]. Pour la commodité de la lecture, rappelons les expressions de

Dau=0etoo:

§\ 225 23
(825 % _
e (“ r) 88 T 220 (1136 — 9a)
5§\ 36 1 29
pooy=3%_1 .29 1I3b — 9b
( r) 11+ 8 ( )

On notera que la limite (III3b - 9a) ne dépend pas du désaccord, et que la valeur de

r

fet de mémoire a grand désaccord, désigne comme trés favorable le cas limite |§] > T.

6 ) 6
D (0; f) diminue lorsque I——I augmente. Ce dernier point, da a la destruction de 1’ef-

Pour voir ce qu'il en est & des vitesses intermédiaires, nous avons effectué une résolution

numérique des équations conduisant & D(u). Les résultats correspondants, ainsi que le
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comportement de la force moyenne, sont I'objet de la fig. I1I-10 pour différentes valeurs du

désaccord. On y constate que la limite |§| > I' conduit trés nettement aux valeurs les plus
6 1 . .
faibles de D { u; T ) pour lu| £ 3 cette tendance finissant par s’inverser pour des valeurs

plus élevées de |u|, mais de fagon pratiquement négligeable. Cette étude de la transition
Jj¢ =1 — j. =2 présente donc comme le plus favorable le régime |6| > T, ce qui va tout

a fait dans le sens des résultats numériques quantiques du §2.

0‘2llllllllllllllllllIlllll_l_ 3 |||||]lll||l||Illllllllll
6=—50T - B
6=—5T _
é=—2I
6=—T —
6=-T/2 -

F(u)

: 1= 6—2]‘—
—-0.1}— ~ T
N : §=-5T
— N ’ 6=-50T _
_0.2Tllllll'llll|llll|llll|lT Oll|llll’lllllllllJllll|ll
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
u u

Fig. I1I-10 : Sur la transition jg = 1 — je = 2, comportement de F et D en fonction
de u, pour différentes valeurs du désaccord (6 = —-;—I",—I‘,—QF,—5F et —50I'). Les

tirets représentent la prédiction de I’approche probabiliste.

Nous avons réalisé une étude numérique du comportement de F et D en fonction des
parametres u et é pour une transition j, — j. = jg+1 a moment cinétique j, arbitraire.
Nous en donnons les résultats pour j, = 2 et j, = 4 (transition utilisée sur les atomes
de sodium et césium) sur la fig. III-11. On constate d’abord que les valeurs maximales
de la force F(u) sont sensiblement plus élevées que sur la transition j, = 1 — j, = 2.
C’est trés net pour j, = 4, la force se rapprochant du maximum §hk1"s que l'on attend

d’une pression de radiation. Pour voir si les transitions & moment cinétique élevé peuvent
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conduire a des distributions plus froides, considérons le comportement du coeflicient de
diffusion. Celui-ci parait au premier abord extrémement défavorable. La valeur maximale
de D(u) a |u] > 1 augmente de fagon spectaculaire avec j,. En effet, comme le suggere
I’approche probabiliste de la diffusion, les corrélations entre les pas successifs de la marche
au hasard dans ’espace des impulsions sont & trés longue portée, lorsque j, est élevé (voir
discussion autour de (I2e - 20)). Cependant, les valeurs de D au voisinage de u = 0 sont
beaucoup plus faibles & grand désaccord, l'effet de mémoire étant détruit(*), et sont alors

de 'ordre de grandeur de celles sur jo =1 — jo. =2 :

0.3097... pour j, = 2
im D (0; ﬁ) _}02941..  pourj, =4 (II3b — 10)
oo r 11

0= 0.275 pour j, = 400 entier

c s . 29 . S s
limites & comparer a — =~ 0.3411... pour j, = 1. On s’attend donc intuitivement a des

situations beaucoup plus froides lorsque j, est élevé.

En conclusion, I’étude de la force moyenne et.du coefficient de diffusion suggere que
le régime le plus intéressant pour le refroidissement est celui des grands désaccords entre
atome et laser (|6| > T'), et ceci pour toutes les transitions atomiques (dés que j, > 1 bien
entendu). Voila qui nous motive donc pleinement pour le calcul des limites de F et D &

grand désaccord :

) lim F (u,%) = Feolu) (III3b — 11a)
=%

) 6
\ lim D (u; f) = Doo(u) (ITI3b — 11b)
T—T®

d’autant plus que ces limites sont atteintes trés rapidement (|§| > 2T") lorsque le moment
cinétique j, est élevé. Nous donnons dans ’appendice Byyi, 'expression de Doo(u) pour la

transition j, = 1 — j. = 2, obtenue selon une méthode générale adaptée au cas limite

(*) On peut montrer que D;(0), déduit de Dpi(v = 0), ne tend vers 0 lorsque |§] > T

que pour j, entier ; il tend vers une valeur de ’ordre de Dy(0) pour j, demi-entier.
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Fig. III-11 : Valeurs de F et D en fonction de la vitesse renormalisée u et pour diverses

valeurs du désaccord :

a) sur la transition jg =2 — je = 3,6 = —

b) sur la transition jg =4 — je = 5,6 = —

%r,-r, —9T, —5T et 50T
%r, _T et —50T.

Les tirets représentent la prédiction de ’approche probabiliste.
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|6] > T, et qu’il est facile d’appliquer numériquement aux transitions a moment cinétique

Jg arbitraire.

c) Equation de Fokker-Planck sur la distribution en impulsion

Nous avons étudié, dans le paragraphe précédent, le comportement de la force
moyenne F(v) et du coefficient de diffusion en impulsion D(v) en fonction de la vitesse
et des différents parameétres (saturation, désaccord). Nous voulons maintenant utiliser les
valeurs de F(v) et D(v) pour obtenir les distributions en impulsion stationnaires et déter-
miner I'optimum du refroidissement. Il est bien connu qu’il est possible, dans le cas d’une
particule soumise a des forces aléatoires dont la moyenne (caractérisée par F') et les fluc-
tuations (caractérisées par D) sont connues, et sous certaines conditions (pas de la marche
au hasard petits devant la largeur de la distribution), de déterminer 1’évolution temporelle
de la distribution a I’aide d’une équation aux dérivées partielles du second ordre, appelée
équation de Fokker-Planck. Une telle approche est habituelle dans ’étude du mouvement

brownien [29]. Nous allons chercher ici a obtenir une telle équation de Fokker-Planck.

Nous choisissons comme point de départ les équations de I’approche semi-classique
(cf. 1I§2a). Ces équations sont certes aux dérivées partielles du second ordre, mais elles
portent aussi bien sur I’état atomique interne que sur le mouvement du centre de masse. Il
faut donc réaliser d’abord une élimination adiabatique de ’état interne pour obtenir une
équation sur la seule distribution en impulsion II(p,t), en se placant & des instants ¢ tels
que t > Ti,,. Nous allons voir qu’il est nécessaire d’effectuer une approximation supplé-
mentaire pour que cette équation sur II(p,t) prenne la structure de Fokker-Planck. Apres
avoir précisé aussi bien la forme de ’équation de Fokker-Planck, rendue non évidente par la
dépendance en vitesse de D(v) (voir la discussion du I§2e), que ses conditions de validité,
nous chercherons a retrouver les résultats quantiques sur la transition j, = 1 — j, = 2,
et nous examinerons la possibilité d’étudier, par Fokker-Planck, les transitions & moment

cinétique élevé (j, =4 — j. = 5).

(i) Principe de ’élimination adiabatique de 1’état interne

Nous avons dit que le point de départ, dans la réalisation du programme fixé ici,
est constitué par les équations de ’approche semi-classique traditionnelle. Ces équations,
valables lorsque les distributions envisagées varient peu a ’échelle de 'impulsion ik d’un
seul photon, sont obtenues a partir des équations quantiques écrites en point de vue de

Wigner sur W(z, p,t), suivant la procédure décrite au I1§2a. Dans le cadre de la présente
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configuration o4 — o, la seule source de dépendance en position de Trin [W(z,p,t)] est
le phénomeéne de diffusion spatiale, dont nous avons dit au III§1b(ii) qu’il était décrit par
I’évolution des éléments de matrice interfamille. Comme ce phénomeéne ne nous intéresse
pas ici, nous allons nous placer directement dans la représentation des familles et effectuer
le développement semi-classique sur les équations d’évolution (IIIlc - 11) de pr(p,t). Nous

nous limitons aux matrices densité pr(p,t) telles que :

Rk [|0p (PF)ee (P, )| < [[(PF)ee (P, )] (IlI3c — 1)

ce qui nous permet de développer le terme d’alimentation par émission spontanée en “puis-

sances de hk” :

1
(PF)ee (P + ps — hkq) = (pF).. (P) + (ps — hkq) Op (PF).. + 5 (ps — hkq)® 2 (pF)ee + -

(III3¢ — 2)
On obtient alors, en utilisant les identités (III3a - 10) :
Oipr(pst) = Mpo [pr) + MF1 [0ppF] + MF2 [Bﬁpp] (III3c — 3)
a condition de poser, dans la définition (III3a - 10a) de Mg, :
v=2L (IlI3c — 4)

M

(nous ne supposons plus ’atome de vitesse imposée !) et de négliger, dans la premiére ligne

de (IIllc - 11), le terme quadratique en j2(*),

Nous cherchons a obtenir, a partir de (III3c - 3), une équation portant seulement sur

la distribution en p :

IIr(p,t) = Trine [pr(p, t)] (III3¢ - 5)

(*) Sur la transition Jg =1 — 3. = 2, ce terme est sans influence sur I’évolution des
éléments de matrice.intra.famille, puisqu’il est scalaire dans chaque famille F;(p) et Fa(p).
Sur la transition j; =4 — j. = 5, nous avons vérifié que son réle est négligeable dans le
domaine de validité de I’équation de Fokker-Planck.

214



qui differe, rappelons-le, de la distribution en la véritable impulsion II(p,t). Il est pos-
sible d’obtenir une telle équation sur Il #(p, t) a condition de se limiter, pour les variations
temporelles de cette distribution, & une échelle de temps beaucoup plus longue que celles,
Tin(v), de la relaxation de ’état atomique interne. Dans ces conditions, on peut, avec
une bonne précision, exprimer ’état interne en fonction de Il f(p,t), dans un sens que
nous allons préciser. On parle d’élimination adiabatique [41] des variables “rapides” dé-
crivant 1’état interne, par asservissement a la variable “lente” Il p(p,t). Notons que, sur
les transitions qui nous intéressent (du type j; — je = jg + 1), le systéme finit toujours
par atteindre le régime de ’approximation adiabatique, puisque Tjn(v) est uniformément
borné en vitesse. En particulier, cette élimination adiabatique de 1’état interne, si elle
est effectuée rigoureusement, n’introduit aucune erreur dans la détermination de I'état

stationnaire.

Pour séparer les variables rapides de la variable lente, il est efficace [71}, & nombre
p fixé, de projeter pp(p,t) sur les matrices internes de trace nulle, parallélement a ’état

stationnaire W}fo des équations de Bloch ordinaires, défini par (III3a - 11a) :

PF(P,t) = HF(Pat)WIs'{O(v) + ﬁF(P,t) (III3C - 6)

Dans cette expression, v correspond a (III3c - 4) et gr(p, t), de irace interne nulle, contient
les variables & éliminer adiabatiquement. Nous pouvons, de ’application de ’opération de
projection (III3c - 6) aux équations semi-classiques (III3c - 3), déduire sans aucune ap-

proximation les relations suivantes :

0 p(p,t) = —8, (F(v)Ip(p,t)) + 8% (Dro(v)IF(p, 1))
+ Trint (OpMF,1 [pF] + 03 MF 2 [prF)) (III3c — 7a)
8epr(p,t) = MFo [pr) + Mp, [BppF] + MF, [azpp] (IlI3c — 7b)
Dans ces expressions, v dépend de p selon (III3c - 4), donc 'opérateur de dérivation 3,
agit sur F(v) et Dro(v), grandeurs que nous avons fait apparaitre dans I’équation d’évo-
lution de IIr(p,t) grace aux identités (III3a - 12a) et (III3a - 13a). L’équation (III3c - 7a)

contient ainsi, déja, une partie de I'opérateur de Fokker-Planck recherché. Dans ’écriture

de (III3c - 7b), sont utilisées les notations de forme générique :

M [pF] = M [pF) = W Trint (M [oF]) (I3c — 8)
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On remarquera que Mpg = M F,0 et que 3,,M # M 0p. Nous allons en fait utiliser, dans
la discussion qui va suivre, une forme approchée des équations (III3c - 7b), obtenue en

négligeant la contribution du terme en M, ce qui conduit 4 :

(—a, + Mpo + Mp,,a,,) [5F) = —Mp [0, (TIFWE,)] (3¢ — 9)

Adoptons, pour expliquer I’élimination adiabatique de pr(p,t), un point de vue
temporel. L’équation (III3¢ - 9), qui régit ’évolution de jr, contient des termes de re-
laxation (ceux de MFo) et un terme source dépendant du temps par l'intermédiaire de
IIp(p,t). Sous l'influence des termes de relaxation, gr tend a s’ajuster aux valeurs suc-
cessives du terme source, aprés un éventuel régime transitoire qui dure Ti,,, temps de
relaxation des variables atomiques internes. pr tend donc vers un régime forcé, qu’il est
possible de calculer en théorie et d’injecter ensuite dans (III13c - 7a). Cependant, I’équation
ainsi obtenue sur IIp(p,t) n’est pas locale en la variable ¢, puisque le régime forcé pour
pr dépend a priori de toutes les valeurs Il p(p,t — 7), ou le laps 7 > 0 reste de I'ordre de
Tint. Le calcul est heureusement grandement facilité lorsque le terme source, donc IIr(p, t),
varie trés peu pendant T;,, : il est possible alors d’obtenir le régime forcé avec une bonne
approximation en négligeant le terme de dérivation temporelle 9; dans (III3c - 9) [41]. On
parle, dans ce cas, de suivi adiabatique de II¢(p,t) par gF, et I'on note 5332® la valeur de

pr correspondante :

(MF,o + Mp,la,,) [632] = —MFp, [8, (TpWi)] (Il13c — 10)
Il reste & résoudre (III3c - 10) pour exprimer 53!*® en fonction de IIp(-,t) ; la substitu-

tion de pp par ﬁ‘;;-%“ab dans (III3c - 7a) conduit & une équation d’évolution temporelle sur

IIp(-,t).

(i1) Régime de marche au hasard a petits pas effectifs

Il est possible d’obtenir une expression formelle de 53%2P en fonction des dérivées

successives de IIp(p,t) par rapport a p. Multiplions pour cela (III3c - 10) & gauche par

I'inverse de la restriction de Mr o a I’hyperplan des matrices de trace nulle :

(f+M;5MF,lap) [5352%] = — M7} M8, [Lr W] (IlI3c — 11)

On utilise ensuite le développement en série formelle de l'inverse de (I + X), ot X est un

opérateur quelconque, ce qui donne pour gr en régime de suivi adiabatique :
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+oo
pEib(p,t) = ) (-1)" (M;,(‘,Mp,la,,)" [HrWE) (IlI3c — 12)

n=1
Compte tenu de (III3c - 6), pr(p,t) est donné par une somme équivalente, commengant
a4 n = 0 au lieu de n = 1. Cependant, cette expression de 5312®(p,t) ne fait pas notre
affaire. En effet, elle donne, par report dans (III3c - 7a), une équation comportant des
dérivées en p de IIr(p, t) d’ordre arbitraire, alors que nous cherchons une équation de type
Fokker-Planck, limitée a ’ordre 2. On constate en fait que, dans (III3c - 7a), jr apparait
toujours dérivé au moins une fois en p, puisque M, et Mr; ne dépendent pas de p. Il faut
donc chercher & obtenir une expression de 53412® qui dépende linéairement seulement de
I r(p,t) et 3,I1p(p,t), au prix d’une résolution nécessairement approchée de (III3c - 10).
11 suffit de se placer, pour cela, dans des situations telles que ’on puisse se limiter au seul
terme n = 1 dans (III3c - 12), ce qui revient, comme on peut le vérifier, a négliger le terme

en 8,p%12b dans (1I13c - 10).

Nous allons identifier ces situations par une analyse simple du probléme, qui a le mé-
rite de conduire & une condition de validité pour I’équation de Fokker-Planck facilement
interprétable. L’idée est de comparer le terme en M p,la,,ﬁ}di‘b au membre de droite de

I'égalité (II13c - 10). On peut espérer alors que ce terme est négligeable lorsque :

16525 (p, )|| < Tr(p,t) [[Wito(v) (IlI3c — 13)

ce qui conduit a I’expression approchée suivante :

pFeP ~ —MEIMF, [0, (TFrWE,)] (IlI3c — 14)

Interprétons physiquement la condition (III3c - 13). Au sens strict, elle signifie, si ’on
se souvient de la décomposition (III3c - 6), que ’état interne adiabatique de l’atome asso-
cié au nombre p est trés proche de ’état stationnaire W}fo des équations de Bloch optiques

. . . Y2 . R ’ . .
ordinaires a la vitesse v = I Pour accéder a une compréhension plus profonde, estimons

I'ordre de grandeur de 332> donné par (I113c - 14). MF,, est obtenue & partir de Mr;, qui
est I'opposé de 'opérateur force dans la représentation des familles, par soustraction de
la force moyenne parallélement & 1’état atomique interne. Mg, [W}‘o] représente donc les
fluctuations des forces radiatives autour de leur valeur moyenne. Ces fluctuations, que nous

notons symboliquement AF(v), correspondent microscopiquement aux pas successifs de
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la marche au hasard en p de ’atome, chaque émission spontanée changeant p de hkq — ps.
Nous avons vu, dans le I§2d, que ces pas successifs sont susceptibles d’étre corrélés via
’état atomique interne. Les fluctuations AF(v) restent ainsi corrélées pendant le temps
typique d’évolution de 1’état interne, Tin.(v), ce qui permet de définir un pas effectif de

marche au hasard de ’atome autour de son mouvement moyen :

6pen(v) = |AF(0)Tima(v)] = | Mz M [WH]

] (I3 — 15)

L’approche probabiliste de la diffusion du I§2d a montré, a faible saturation s et pour
klv| > |6|s, que ’atome peut effectuer un grand nombre de cycles de fluorescence pendant
Tint, ce qui donne alors & 6pe des valeurs beaucoup plus élevées que hk (cf. (I2e - 20))™*).
Si IIp(p, t) varie plus rapidement en p que I’état stationnaire interne W', ce qui est le

cas en général, on peut simplifier (III3c - 14) et 'on obtient :

”ﬁ}diab” ~ |GpI1F| 6pest (ITII3c — 16)

ceci permet d’exprimer (III3c - 13) sous la forme :

6pest |OpI1F| < IIp (IlI3c — 17)

ce qui indique simplement que la distribution IIr(p,t) doit varier peu a I’échelle du pas
effectif de la marche au hasard en p. Cette contrainte est tout a fait habituelle dans 1'éta-
blissement d’une équation de Fokker-Planck. Ce qui est moins habituel, c’est I’existence
de deux pas de marche au hasard : I'un élémentaire, hk, qui reste petit a I'échelle des
distributions étudiées ici, ce qui permet de passer a la limite semi-classique (la condition
(ITI3c - 1) est toujours vérifiée), et 'autre, effectif, épesr, qui peut devenir de l'ordre de
grandeur de la largeur en p de IIp. C’est ce second pas qui compte pour I'établissement

de ’équation de Fokker-Planck, et la condition (III3c - 17) n’est pas toujours vérifiée.

(iii) Equation de Fokker-Planck

Plagons-nous dans le régime de marche au hasard a pas effectifs petits : la condition

(ITI3c - 13) est satisfaite, et il est légitime, d’apres ’étude du (ii) précédent, d’adopter

(*) Notons que la définition de ép.g(v) dans (III3c - 15), bien qu’assez formelle, conduit
a des valeurs qui sont a peu pres celles de (I2e - 20) lorsque k|v| > |6|s, & condition de
remplacer ||W| par [2TrW]|.
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’expression (III3c - 14). Afin de la reporter efficacement dans (III3c - 7a), développons-la,
en faisant usage de (III3a - 11b) et (III3c - 4) :

W = MF—',(IJMF',I (W) (III3c — 18a)

padisb ~ — (,IIF) W, + IpéWr (IlI3c — 18b)
-~ 1 -

§Wrp =~ MpoMry [0.WEy] (II3c — 18c)

ot M est la masse de I’atome. La matrice §Wr constitue une petite correction a 1’état
atomique interne, due au fait que la matrice stationnaire Wf,"o(v) varie lorsque ’atome se
déplace en p de §peg. Utilisons de plus la faiblesse de 5312 devant [FW§, pour négliger
le terme en 82MF,; de la seconde ligne de (II3c - 7a) :

Trine (Mp2 [MEWE,]) > Trin (Mp [53820]) (Il13c — 19)

En transformant, selon (III3c - 18b), le terme en 8, M, de la seconde ligne de (III3c - 7a),

on aboutit a :

8pTriny (Mp,1 [53%2P]) = 8, [DF1(v),I1F] — 8, [6F(v)IIF] (I113c — 20)

Le terme de diffusion provient, grace a (I1I3a - 14a) et (1II3c - 18a), du premier terme de
(III3c - 18b). La correction & la force moyenne, §F(v), issue de §Wr dans (III3c - 18b),

vaut :

§F(v) = ~Trins (Mg, [6WF]) = -A%Tnm (Mra M3 Hrs [0.WE]))  (lI3c — 21)

Tout ceci conduit finalement a I’équation de Fokker-Planck cherchée :

BI1£(p,t) = =8, [(F(v) + 6F(v))I(p, )]
+ 8, (D (v)8TF(p, )] + 82 [Dro(v)IF(p,t)] (II3c — 22)
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L’équation de Fokker-Planck (III3c - 22) a bien la structure annoncée au I§2e ;
elle a en particulier, et heureusement, la propriété de conserver la population totale
J dp p(p,t). Nous savons maintenant préciser la place de chaque composante du co-
efficient de diffusion par rapport aux dérivations en p. La diffusion compréhensible par
un modeéle simple, au sens du I1I§3a(ii), négligeant en particulier les corrélations entre les
pas élémentaires successifs de la marche au hasard en p, se place sous 3:. Cette partie
est petite et dépend en fait peu de la vitesse v imposée a l’atome : on peut s’en con-
vaincre sur ’expression analytique (Bir — 16) de Dfo(v) dans le cas de la transition
J¢g =1 — je = 2 & grand désaccord, et cette propriété est générale. Ceci signifie, en
pratique, que la place précise affectée & Do est de faible importance. Il n’en va pas de
méme pour l'autre composante Df;, responsable de la sévére dépendance en vitesse du
coefficient de diffusion représentée sur la fig. III-8 ou sur la fig. III-11. Il est donc impor-
tant de maintenir D, dans I’équation de Fokker-Planck, entre les deux opérateurs de
dérivation 8,. Notons que, selon (III3c - 20), l’existence de Dfr;, qui domine Dpg sur
une grande plage de vitesse, est due au fait que 1’état interne d’un atome en régime de
suivi adiabatique (¢ 3> Tin.) différe de I'état stationnaire W§'y(v) des équations de Bloch
ordinaires a la vitesse v. La différence est supposée ici assez petite, puisqu’elle est traitée
perturbativement, mais les corrélations entre états atomiques internes et externes qu’elle
représente ont quand méme une influence essentielle sur I’évolution diffusive de II p(p, t).
En ce qui concerne la correction a la force, § F(v), nous en reportons ’étude aux calculs
explicites sur la transition j, =1 — j. = 2.

Nous ne nous intéressons pas ici a ’aspect temporel du refroidissement, aspect qui
peut étre caractérisé par les modes propres de I’équation de Fokker-Planck. Disons sim-
plement que la détermination de ces modes peut étre ramenée a la diagonalisation d'un
opérateur hermitien [63] et que toutes les valeurs propres de 'opérateur de Fokker-Planck
sont réelles négatives. Nous utiliserons par contre, dans la suite, I’expression de la distri-

bution stationnaire II%(p) :

%(p) =H§§(0)exp{/ov dv'M‘SF;(f,")'D”} {/ dv’ g%v:;M} (IlI3c — 23)

Le premier facteur exponentiel ne dépend pas, & v fixé, de la masse de ’atome (méme
si Pexpression M6F(v') semble indiquer le contraire ; voir (III3c - 21)). Son échelle de

variation en vitesse est essentiellement celle de 1’état stationnaire interne a la vitesse v,

220



Wi (v), donc celle de F(v) et D(v). Ce premier facteur constitue, en général, une ampli-
tude lentement variable. Il n’en va pas de méme pour le second facteur, dont ’exposant est
proportionnel a la masse. La présence de M, et le fait que MT > hk? dans les situations
étudiables ici, peut donner a ce facteur une variation trés brutale avec v, beaucoup plus
brutale que celle de —gg—:g C’est la toute la clé du refroidissement. La forme de ce facteur

dominant montre clairement que, ce qui importe pour obtenir une distribution stationnaire

tres froide, c’est d’avoir non pas une force de friction F intense, mais un rapport D le
plus négatif possible. L'intensité de F' agit par contre, bien siir, sur le temps nécessaire

pour atteindre I’état stationnaire.

Nous pouvons, pour terminer, a ’aide de (III3c - 23), exprimer a quelle condition
’état stationnaire II%(p) est bien prévu par ’équation de Fokker-Planck. De facon a obte-
nir un critére simple, placons-nous dans le cas ou Wi (v) varie beaucoup plus lentement
que II$(p). Négligeons donc le dernier terme en §Wr dans (III3c - 18a), ce qui revient &
omettre la dépendance en p de I’amplitude lentement variable dans (III3c - 23). L’inégalité
(ITI3c - 13) est assimilable alors a (III3c - 17), ce qui, avec (III3c - 15) et (I1I3c - 18a),

conduit a la condition :

F(v)|

wg l—- 1 ITI3¢c — 24
IWEs )l - 5y < ( )
a satisfaire pour toutes les vitesses v telles que II$}(p = Mv) ne soit pas extrémement faible.
Dans le méme ordre d’approximation, la condition qui exprime que le premier terme né-
gligé dans (III3c - 12) (d’indice n = 2) est petit devant le terme pris en compte (d’indice

n = 1) peut s’écrire :
|F(v)|

D) < ||[W3 (v)|| (I113c — 25)

| (uraites) W)

Nous exploiterons ces deux critéres de validité de 1’équation de Fokker-Planck sur les

exemples & venir.

(iv) Comparaison sur j, = 1 — j, = 2 du traitement quantique et de ’approche

par Fokker-Planck

La détermination au (iii) précédent de la forme de I’équation de Fokker-Planck nous
permet d’effectuer des prédictions sur les distributions en vitesse stationnaires sur la tran-

sition j; = 1 — j. = 2. Nous comparons ici ces prédictions avec les résultats numériques

221



d - Id - r \ ’ .
quantiques du §2, pour une masse atomique réduite =) correspondant a celle du césium.

La plupart des coefficients de ’équation de Fokker-Planck sont déja connus : la force
moyenne F(v), les deux composantes Dpo(v) et Dp1(v) du coefficient de diffusion D(v)
sont obtenues aprés résolution des systémes linéaires (III3a - 4a) et (III3a - 4b), sans
approximation de faible vitesse (k|v| < T') ou de faible saturation de la transition. La
connaissance de la matrice purement interne §Wr(v), définie par (III3c - 18c), nécessite
la résolution d’un troisiéme systéme linéaire, lui aussi de la forme Mp[W] = S. On déduit
alors de §Wr la correction 4 la force moyenne §F(v). Il reste & calculer numériquement les
intégrales dans (III3c - 23) pour obtenir la distribution en nombre p stationnaire, II%(p).
Comme nous sommes intéressé par la distribution stationnaire en la véritable impulsion
II*t(p), nous n’oublions pas de quitter la représentation des familles, en inversant la rela-
tion (IITlc - 5). Cette conversion nécessite la connaissance des populations de la matrice
p%(p). Nous les déduisons de (III3c - 6) et de l'expression (III3c - 18b) de la premieére

correction a l’état interne par rapport a W}‘,O(v).

Pour effectuer une comparaison soigneuse entre les résultats quantiques et le calcul
par Fokker-Planck, il ne faut pas oublier que les équations quantiques ont été discrétisées
au §2, avec un pas en p de ép = hk. L'effet de cette discrétisation est de remplacer le véri-
table diagramme d’émission spontanée par un diagramme approché. C’est ce diagramme
approché que nous allons utiliser dans le calcul du coefficient de diffusion D(v). Seule la

partie sans mémoire de la diffusion, D o(v), est affectée ; nous utilisons dans (III3a - 13b)

121 .
les valeurs des moments <p§)q déduites des poids de Simpson (— —) associés au pas

6’3’6
ép = hk :

1
(p5), = 5(711»*)"’,0,%()%)2 avec ¢ =-1,0,1 (II3c — 26)

Cette précaution étant prise sur I’équation de Fokker-Planck, nous choisissons, pour
la figure comparative, deux situations complémentaires. La premiére est & faible désaccord
(6 = —T') et comporte des points a forte saturation, pour lesquels il est difficile de ramener
la dynamique dans I’état fondamental. La seconde, & désaccord élevé (§ = —5T'), contient
des distributions proches de 'optimum sur <p2> , dont nous nous attendons a ce qu’elles

soient dominées par les nouveaux mécanismes de refroidissement. Nous représentons sur

hés
2ER’

le comportement de 'impulsion quadratique moyenne carrée <p2> et de p?, ol p. désigne

la fig. III-12, pour ces deux valeurs du désaccord et en fonction du parametre uy = —
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la mi-largeur & la hauteur relative e~1/2? de la distribution en impulsion stationnaire. L’in-
troduction d’une mi-largeur pour IIs(p) permet de mieux caractériser la forme en p de
I’état stationnaire ; le choix particulier de la hauteur relative e~!/2 fait que Ap et p, sont
égales pour des distributions rigoureusement gaussiennes en p. Nous constatons, dans les
deux situations de la fig. III-12, que les deux grandeurs (p?) et p? ont qualitativement le
méme comportement en fonction du parametre ug : toutes deux dépendent linéairement
de up aux grandes valeurs de ug, et remontent brutalement aux faibles valeurs de u,.
Il est cependant quantitativement tres différent de minimiser (p2> et p?, optimum sur
p? étant bien plus faible et se produisant & saturation plus basse. Le fait que p. < Ap
correspond, comme nous ’avons vérifié, a ’apparition de longues ailes sur II**(p), ce qui
est discuté physiquement au (v) suivant. Nous prenons ici simplement note de ’accord
satisfaisant entre les résultats numériques quantiques et les prédictions de ’approche par

Fokker-Planck sur la transition j, = 1 — j. = 2.

Nous ne serions par ailleurs pas complet si nous ne donnions pas une idée des résul-
tats de Fokker-Planck lorsque la véritable distribution d’émission spontanée est prise en
compte. Les seconds moments des diagrammes N, (ps) ne sont plus donnés par (III3c - 26),

mais par :

(r%), = %(hk){%(hk){%(hk)’é’ avee ¢=-1,0,1 (Il13c — 27)

Nous calculons alors la valeur du coefficient de diffusion D(v) associée aux poids (I113c -
27). 1l faudrait ensuite en toute rigueur reprendre la fig. I1I-12 avec D(v) ainsi corrigé.
Nous nous contentons d’indiquer, simplement, que cette correction sur D(v) fait passer
Ap de 109 Ak a 10.8 hk, dans le calcul par Fokker-Planck, lorsque uy = 250, § = —5T
et pour le parameétre de masse du césium. Ceci suggere que 'optimum sur Ap prévu pour
Jg = 1 par le calcul numérique du §2 est trop chaud d’environ 0.1 kk. Nous avons vérifié
que c’est le bon ordre de grandeur en faisant passer la discrétisation en p de hk a %hk
dans le calcul quantique du §4b suivant, effectué dans la limite |§] > T pour la méme
valeur de ug. Dans toute la suite du présent §3, le calcul par Fokker-Planck est effectué

selon le véritable diagramme d’émission spontanée.

(v) Interprétation des différents régimes du refroidissement

Nous voulons présenter ici une vision synthétique du refroidissement sur la transition

J¢g =1 — j. = 2. Rappelons que la résolution numérique des équations quantiques du §2 a
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Fig. I1I-12 : Sur la transition j; = 1 — je = 2, variation de (p2> et p? en unité
de (hk)? en fonction de ug, pour la masse de I’atome de césium (MF = 1285hk2) et
un désaccord 6 = ~T ou 6§ = —5I". Pour chaque valeur du désaccord, les prédictions

du calcul quantique (6p = hk, pmax = 100hk), notées Q, et de 'équation de Fokker-
Planck (méme valeur de pmax, moments (III3c - 26)), notées F P, sont représentées.
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mis en évidence, & désaccord fixé assez élevé et pour des atomes assez lourds (MT > hk?),
un domaine de comportement universel des distributions stationnaires, celles-ci dépendant
de u( seulement. Nous allons nous placer au voisinage de ce comportement universel en
résolvant ’équation de Fokker-Planck en présence des seuls nouveaux mécanismes de re-
froidissement. Nous étudions ensuite la forme des distributions en dehors de ce domaine,
toujours a I’aide de Fokker-Planck, en particulier sous le seuil des nouveaux mécanismes ; il
est alors nécessaire de prendre en compte 1'effet Doppler dans le calcul de la force moyenne
et du coefficient de diffusion. L’intervention d’une trés grande échelle de variation de la
distribution stationnaire (échelle associée au refroidissement Doppler) oblige & considérer
des intervalles tres larges en p, ce qui rend le calcul quantique numérique trés cotiteux et

constitue une bonne illustration de 'intérét de I’équation de Fokker-Planck.

Dans un premier temps, nous allons effectuer quelques approximations sur 1’équa-
tion de Fokker-Planck (III3c - 22). L’intérét n’est pas seulement calculatoire, il est aussi
d’obtenir une expression ne contenant pas d’autres fonctions que la force moyenne F(v) et
le coefficient de diffusion en impulsion D(v), ces fonctions ayant un sens physique clair et
ayant fait 'objet d’une étude détaillée aux §3a et §3b. Pour cela, négligeons la correction a
la force § F((v) dans (III3c - 22), regroupons Dpo(v), qui dépend peu de v, avec Dp,;(v) et
assimilons IIg(p) a la véritable distribution en impulsion II(p). Ceci conduit & ’équation
de Fokker-Planck simplifiée :

81l(p) = ~ B, F(v)1I(p))] + &, [D(v)3,11(p)] (I3 — 28)

Nous avons calculé P'erreur qu’entraine cette approximation dans 1’état stationnaire, pour
un désaccord § = —5I et le parameétre de masse de ’atome de césium, et pour différentes
valeurs de ug. On constate, sur la fig. I1I-13, que son effet va toujours dans le sens d’un
accroissement de Ap et p., d'une quantité d’autant plus petite que ug est plus grand.
Comme tous ces accroissements, calculés sur un grand intervalle en ug, sont trés faibles

en valeur relative, nous utilisons, dans toute la suite du présent (v), seulement la forme
simplifiée (III3c - 28).

L’équation de Fokker-Planck simplifiée (III3c - 28) permet une étude analytique
simple des nouveaux mécanismes de refroidissement. Elle conduit, en I’absence de refroi-

dissement Doppler, a la distribution en impulsion stationnaire :
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ug 50 | 100 | 250 | 2500
(Ap)ex |38.39|17.34 |10.79 | 20.72
(Ap)simp | 39.36 | 17.70 | 10.78 | 20.73
(Pe)., | 443| 5.58| 8.11[20.11
(Pe)simp | 447| 5.61| 8.12[20.12

Fig. III-13 : Sur jg = 1 — je = 2, pour § = 5T et la masse du césium, valeurs de Ap
et pe pour différents ug, calculées selon I’équation de Fokker-Planck exacte et selon
P’équation simplifiée (I113¢c - 28). L’intervalle en impulsion correspond a pmax = 400hk,

et la discrétisation en p est de Ehk'

_ _ p/(hkuo) £ (y.
I1°**(p) = II**(0) exp uo/ du—-iu;—) (I1I3¢ — 29)
0 D(U;

)

ou, selon les notations du §3b, F et D désignent la force moyenne et la diffusion des

o jtlon

nouveaux mécanismes convenablement renormalisées. La forme (III3c - 29) permet d’ex-
pliquer le comportement universel (III2¢ - 2) prévu numériquement. D’abord, il est
clair qu’elle conduit & une distribution stationnaire II%*(p) fonction seulement de -lé- et
ug = —hés/(2ER), lorsque 'impulsion p est exprimée en unité de ik ; le troisieme pa-
rametre MT/(hk?) n’intervient plus, alors qu’il est nécessaire si l'on veut caractériser
compléetement 1’état stationnaire, c’est-a-dire en tenant compte du refroidissement Dop-
pler. De plus, I’étude effectuée au §3b(ii) a montré que F(u; -lé-) et D(u; -Ié) ne dépendent
pratiquement pas du désaccord losqu’il est assez grand (voir fig. III-10). Dans la limite
|6} > T, F(u; g) et D(u; é) peuvent étre remplacés avec une bonne approximation par
Foo et Do de (III3c - 11), dont les expressions explicites figurent, pour j, = 1, dans

I’appendice By ; la distribution (III3c - 29) ne dépend alors plus que de uyg.

Pour comprendre le comportement de II°*(p) en fonction de uy, il suffit de remarquer
bv
[é1s

fet, I'intégrale dans (III3c - 29) est toujours négative lorsque § < 0, donc ’argument de exp

que la largeur en u = de II%*(p) a la propriété de diminuer lorsque uo augmente. En ef-

devient d’autant plus négatif que uq est plus élevé, ce qui accélére la décroissance de IIs*(p)

en fonction de |u|. Cette propriété désigne immédiatement le régime des ug élevés comme

Ap
. . . hk'U.o
assez faible, ce qui autorise la linéarisation en u de la force et de la diffusion. On retrouve

celui de I'approche semi-classique traditionnelle : si uy est assez grand, Au =

la gaussienne habituelle, de température donnée par (I2e - 9b). Par contre, aux faibles
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valeurs de ug, on est dans la situation inverse : les distributions stationnaires deviennent
tres larges en u, ce qui autorise & remplacer F et D dans (III3c - 29) par leur dévelop-
pement asymptotique au voisinage de u = co. On obtient ainsi, & ’aide de (III3b - 8) et
(ITI3b - 9a) et pour 6 < 0 :

)
}-(”’g) 21 (IlI3c — 30)
D(u;r) u—oo 1171 u

6 . e
résultat qui, remarquons-le, ne dépend pas de = et donne, aprés substitution dans (III3c -

29), la décroissance asymptotique de [It(*) :

fiet ik T 3¢ — 31
0, 504 (5) (mse — 31)

Ceci permet d’établir une propriété fondamentale des nouveaux mécanismes, qui est d’étre
a seuil en fonction de l'intensité laser. En effet, II**(p) n’est pas d’énergie cinétique finie

lorsque ug est inférieur a la valeur critique :

(uo)seuil = 32_;3 ='140.52 (III3C - 32)

Lorqu’on abaisse encore la valeur de ug, la distribution II**(p) finit méme par devenir non
normalisable. On congoit alors que de longues ailes apparaissent sur II°*(p). Par contre,
les nouveaux mécanismes, toujours efficaces au voisinage de p = 0, imposent a la distri-
bution une mi-largeur en p trés faible. En guise de confirmation, nous avons représenté,
sur la fig. I11-14, des distributions IT**(p) pour deux valeurs de ug, I’une bien sous le seuil

(uo = 10), 'autre au voisinage de I'optimum sur Ap(u¢ = 250).

Apportons maintenant quelques corrections au modele simple précédent. Ainsi, au
sens strict, la divergence sur < p2> constatée en présence des seuls nouveaux mécanismes ne
se produit pas physiquement. Le refroidissement Doppler vient en effet limiter ’extension
des ailes de la distribution, et I’on s’attend & retrouver simplement, lorsque ug — 0, les
#*)

M
été vérifié numériquement au §2b, et nous avons donné a cette occasion, en (III2b - 4)

valeurs de associées a la température Doppler Tp sur j, = 1 — j. = 2. Ceci a

(*) On peut montrer que la prise en compte du préfacteur dans (III3c - 23), en présence

des seuls nouveaux mécanismes, ne change pas ’exposant dans (II13c - 31).
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Fig. III-14 : Sur jg = 1 — je = 2, distributions en impulsion stationnaires calculées
selon ’équation de Fokker-Planck simplifiée, en présence des seuls nouveaux méca-
nismes de refroidissement, pour ug = 10 et ug = 250. Le désaccord vaut § = —5T
pour les courbes en trait plein ; les pointillés correspondent a la limite |6] > T (F
et D remplacés par Foo et Doo dans (I1I3c - 29)). Les courbes sont normalisées sur
[-100Ak,100%k]).

’expression de Tp, qui conduit & Ap ~ 87hk pour la masse du césium et § = —5I*),
Par ailleurs, les prédictions de (III3c - 29) ne sont pas non plus correctes aux tres grandes
valeurs de ug, 'importance du parameétre de saturation s ne permettant plus de ramener la
dynamique dans I’état fondamental. Nous avons donc repris le calcul de la solution station-
naire de I’équation de Fokker-Planck simplifiée (III3c - 28) sans faire ni ’approximation
de faible vitesse (k|v| < T') ni celle de faible saturation dans I'obtention des coefficients
F(v) et D(v). La dépendance correspondante de Ap et p. en fonction de ,/ug, toujours
pour § = —5T, fait 'objet de la fig. III-15. Nous avons représenté également, en pointillés,
les valeurs “universelles” de Ap et p. obtenues par la distribution approchée (I1I3c - 29).
On confirme ainsi que I'influence des mécanismes Doppler sur p. se produit a partir de

valeurs de ug beaucoup plus faibles que pour Ap.

(*) Nous avons également constaté numériquement (voir fig. III-3) que, dans ce domaine
des valeurs de ug, II**(p) présentait une structure trés étroite autour de p = 0 [5], due
aux nouveaux meécanismes de refroidissement. On peut montrer alors que la condition
(ITI3c - 13) de marche a petits pas effectifs n’est pas vérifiée au niveau de cette structure,
lorsque ug est tres faible, ce qui interdit localement 1’'usage de 1’équation de Fokker-Planck
complete (III3c - 22).
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100 ¢ ' —

p./(tik) et Ap/(hk)

Fig. III-15 : Sur j, = 1 — je = 2 et pour la masse du césium, dépendance de Ap
et pe (en unité de hk) en fonction de \/ug, telle qu’elle est prédite par I’équation de
Fokker-Planck simplifiée (II13c - 28), avec les valeurs exactes de F(v) et D(v), et pour
é = —5I. Les prédictions de (III3c - 29) sont représentées en pointillés. Les calculs
sont effectués sur l'intervalle en p [-400hk,400hk].

(vi) Difficultés de I'approche par Fokker-Planck sur la transition j, =4 — je =5

La comparaison directe avec le calcul quantique a montré que les prédictions de
Fokker-Planck étaient fiables sur la transition j; = 1 — j. = 2. Nous souhaitons montrer
que ce n’est plus le cas sur la transition j, = 4 — j, = 5 de I’atome de césium. Afin
de donner plus de poids & la démonstration, nous nous plagons ici systématiquement au
voisinage de 'optimum du refroidissement, dans le régime |§| > T, avec prise en compte
des seuls nouveaux mécanismes de refroidissement. Nous examinons d’abord pour quelles
valeurs de la vitesse atomique v les conditions de marche a petits pas effectifs, soit (III3c -
24) et (III3c - 25), sont remplies lorsque j, = 4. On trouve ainsi que k|v| doit étre assez
faible en unité de |6|s. Pour mieux évaluer ’échec de ’approche par Fokker-Planck, nous

utilisons ensuite, de facon anticipée, les résultats quantiques du §4, toujours pour j, = 4.

Nous avons vu, au (iii), que I’équation de Fokker-Planck est obtenue a ’aide d’une
approximation du développement en série (III3¢c - 12) par troncature, le premier terme

négligé étant d’indice n = 2. La fig. III-16 représente donc, en fonction de la vitesse renor-

malisée u = ﬁ, la grandeur des termes successifs d’indice n = 0, n = 1 et n = 2 dans
le développement de I'IS‘_(p) p7(p)- Le calcul est effectué, pour j, =1 et j, = 4, selon les
F
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considérations de 1'appendice Byjj, et 'expression retenue pour II%(p) est celle déduite de

(I1I3c - 23) par omission de I’amplitude lentement variable.

R TTTTTTTT T T I I I T T 7TTT - O O
n lj=1I S - j‘J—-4 | ]
1.5 [— — 1.5 |— —
% - _ % [ _
=] = - = - -
> — n=0 - > ~ ]
g IF - g 'F n=0 .
= — — = — 7
0.5 — __J 0.5 n=2 —_J
— n=1 ] [ _
. o Lo o DT 0 C o b b o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.05 0.1 0.15

kv/(|é]s) kv/(|6]s)

Fig. III-16 : Pour les transitions jg =1 — je = 2 et jg = 4 — je = 5, comporte-

. v . . .
ment en fonction de u = ——, des trois premiers termes du développement de p’}"(p)

|6]s
déduit de (III3c - 12). Le calcul est effectué dans le cadre de ’appendice Byyy.

Nous constatons, sur la fig. III-16, que le premier terme négligé dans Fokker-Planck
(d’indice n = 2) est trés petit lorsque j, = 1, quelle que soit la vitesse atomique. La con-
dition de marche a petits pas effectifs est donc parfaitement vérifiée sur cette transition,
ce qui explique le succes de Fokker-Planck constaté au (iv). Il n’en va pas de méme sur la
transition j, =4 — j. = 5 : pour certaines valeurs de la vitesse, le premier terme négligé
est plus grand que les termes d’indice n = 0 et n = 1, ce qui suggere une divergence du
développement (III3c - 12) en ces points ! On remarque cependant qu’il est raisonnable
d’estimer la condition de validité de Fokker-Planck satisfaite sur j, = 4 lorsque la vitesse

est assez faible :

lu| <1072 donc  klv| < 1072%}é|s (IlI3c — 33)
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L’équation de Fokker-Planck ne peut donc pas rendre compte, sur la transition j, = 4 —
je = 5 du césium, de distributions II(p) dont la vitesse quadratique moyenne Av est tres
en dehors de la plage (III3c - 33).

Il est important de remarquer, & ce stade, que nous pouvions étre certain de l'exis-
tence d’un intervalle de vitesse autour de 0 sur lequel I’équation de Fokker-Planck est
utilisable. En effet, il a été prouvé (voir [17] et le II§2c) que l'on peut écrire, dans le
cadre de ’approche semi-classique traditionnelle, une équation de Fokker-Planck avec une
force linéaire en vitesse et un coefficient de diffusion constant. La condition de validité
de Fokker-Planck ainsi “linéarisée” est simplement Av < vjn, ot vy, est le domaine de
linéarité en vitesse de F(v). Un examen d’un agrandissement de la fig. III-11 permet d’es-
timer vy, pour la transition j, = 4 — j. = 5 dans la limite |§] > T, ce qui conduit a
une condition de méme forme que (III3c - 33) pour la validité de I’approche semi-classique

traditionnelle, si ce n’est que l'inégalité (<) est remplacée par la domination () :
q g p p

kAv < kv ~ 1072|6]s (IlI3c — 34)

Notre équation de Fokker-Planck écrite sur j, = 4 — j. = 5 avec toute la dépen-
dance en vitesse de F(v) et D(v) semble donc souffrir des mémes limitations que I’approche
semi-classique traditionnelle. On s’attend a ce qu’elle soit valable aux grandes valeurs de
ug, pour lesquelles nous avons vu que la largeur de u de la distribution en vitesse devient
tres faible, mais on peut douter qu’elle permette d’obtenir I’optimum du refroidissement.
Pour répondre a cette question, nous faisons appel de facon anticipée aux résultats quan-

tiques du §4 suivant. La méthode utilisée est valable dans la limite des grands désaccords,
et permet de choisir une discrétisation en p assez fine | ép = —hk) pour décrire fidele-

ment le véritable diagramme d’émission spontanée. Dans le calcul par Fokker-Planck, nous
retenons une forme simplifiée de (III3c - 23) en omettant ’amplitude lentement variable
mais, au vu des résultats de la fig. III-16, nous devons effectuer de fagon rigoureuse le
passage de la représentation des familles & la représentation habituelle, en prenant en
compte la premiere correction a I’état interne (d’indice n = 1) par rapport a la solution
stationnaire des équations de Bloch ordinaires. Le comportement de (p2> avec ug selon les
approches quantiques et de Fokker-Planck est représenté sur la fig. III-17a, la direction
asymptotique de <p2> aux grands ug étant obtenue par I’approche semi-classique tradition-
nelle. Nous avons choisi, a I’aide de cette figure, deux valeurs de ug, I’'une (uo = 100) pour

laquelle Fokker-Planck est inapplicable, 'autre (uo = 500) pour laquelle Fokker-Planck
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convient. Les distributions en impulsion quantiques et de Fokker-Planck correspondantes
sont ’objet de la fig. III-17hb.

200 j

100

(p%)/(hk)?

0 5000 10000
Uy

Fig. III-17a : Pour la transition j, = 4 — je = 5 dans 1a limite |§| > T, variance
<p2> de I'impulsion en unité de (hlc)2 en fonction de ug, selon le calcul quantique

(Q) du §4 et selon Fokker-Planck (FP). La ligne pointillée représente la prédiction de
Papproche semi-classique traditionnelle. Dans le calcul numérique, pmax = 100hk et

1

Les résultats de la fig. III-17a confirment ’analyse des conditions de marche a petits
pas effectifs : I'approche de type Fokker-Planck est légitime pour ’obtention des distribu-

tions stationnaires sur des transitions & moment cinétique élevé (j, = 4) seulement lorsque

ug est assez grand, ce qui correspond a des valeur faibles de Au = ﬂg—o’ I’accord avec le
calcul quantique étant alors remarquable (voir la fig. III-17b pour uy = 500). Par contre,
elle est tenue en échec pour des valeurs plus faibles de uo : on constate sur la fig. III-17b
qu’elle prédit, lorsque up = 100, une distribution trés froide, d’allure gaussienne, alors que

la véritable distribution stationnaire présente de trés longues ailes.

Notons, pour terminer, que notre équation de Fokker-Planck, méme si elle est in-

capable de déterminer précisément 'optimum sur (pz) , a quand méme l'avantage, sur
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Fig. III-17b : Dans les conditions de la figure a, distributions en impulsion station-
naires quantiques (Q) ou par Fokker-Planck (F P), sur l’intervalle [-50hkk, 50hk}, pour
ug = 100 et up = 500 respectivement.

I’approche semi-classique traditionnelle, de rendre compte exactement de ’existence d’un
seuil en uy pour les nouveaux mécanismes de refroidissement. Il est en effet un autre
domaine de vitesse, hors de l'intervalle choisi pour la fig. III-16, sur lequel I'usage de

Fokker-Planck est légitime. C’est celui des vitesses élevées (k|v| > |6|s), pour lesquelles,

suivant les notations de (III3c - 15), 5peﬁ'|£1)l peut étre rendu arbitrairement petit, puisque
Opesr tend vers une valeur finie (voir (12e - 20)), alors que m tend vers 0. Ceci signifie
que I’équation de Fokker-Planck donne la bonne loi de puissance en u pour la décroissance
de IT*(p) a l'infini, donc la bonne valeur du seuil sur up dans la condition d’existence de
(pz) en I'absence de refroidissement Doppler. Ceci constitue cependant une trop maigre
consolation pour que nous ne nous attaquions pas, dans le §4 suivant, & la résolution des

équations entierement quantiques avec j, arbitraire.
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4 - ETUDE ENTIEREMENT QUANTIQUE DU REFROIDISSEMENT
POUR UNE TRANSITION j; — je= j;+1 ARBITRAIRE

Nous avons montré, au §3 précédent, que I’étude semi-classique du refroidissement,
conduite dans I’approximation supplémentaire de la marche & petit pas i.e. sous la forme
d’une équation de Fokker-Planck, est mise en échec pour certaines valeurs des parametres,
lorsque j, = 4. Nous reprenons donc comme point de départ, pour déterminer les dis-
tributions en impulsion les plus étroites sur les transitions a moment cinétique élevé, le
traitement entiérement quantique du refroidissement. Nous présentons ici deux méthodes
de résolution des équations quantiques. La premiére réalise ’évolution temporelle selon
les équations de Bloch complétes, sans hypothese de faible vitesse (k|v| < I') ou de faible
saturation. La seconde, adaptée a la recherche de 'optimum du refroidissement sur raies
larges (MT > hk?), effectue dans la limite des grands désaccords (|6| > I') I’approxi-
mation séculaire sur les équations quantiques ramenées dans 1'état fondamental, seuls les

nouveaux mécanismes étant pris en compte.

a) Résolution numérique des équations quantiques complétes

Nous voulons déterminer numériquement 1’état stationnaire des équations de Bloch
quantiques, en prenant en compte aussi bien le refroidissement Doppler que les effets de
saturation a forte intensité laser. La premiére étape, comme au §2, qui traitait du cas
particulier j, = 1, est d’écrire I'opérateur de Bloch régissant I'évolution des éléments de
la matrice densité intrafamille. Nous travaillons dans la représentation des familles (voir

le §1) ce qui donne :

Opr(p,t) = (Blochr [pF]) (p,t) (IlI4a — 1)

L’action de Blochp, indépendante de ¢t mais non locale en p, est indiquée dans (IIllc -
11). Nous discrétisons le nombre p, avec le choix des poids de Simpson pour l'intégrale
d’alimentation par émission spontanée, puis nous effectuons une troncature sur p, selon
les conditions aux limites choisies dans le §2a. Nous utilisons la structure en familles in-
ternes, comme au §2a, mais nous choisissons, pour la simplicité d’écriture, la base des
dyades internes |a m)({a’ m'|[, ou a,a’ = e ou g, et m — m' est pair ou impair selon que
a = a’ ou a # a'. Le point important est que la matrice Blochr posséde dans cette base

un petit nombre d’éléments non nuls sur chaque ligne (cf. §2a). Le terme d’alimentation
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par émission spontanée est décrit par une somme sur g et ps non locale en p mais dont les
poids sont simplement des produits de coefficients de Clebsch-Gordan, comme le prouve
(I1I1b - 3). L’expression de ces coefficients pour un moment cinétique j, arbitraire fait
I'objet de la fig. 11-4.

La deuxiéme étape consiste en la recherche de la solution de (III4a - 1) indépendante
du temps. Lorsque j, est élevé, nous ne pouvons plus procéder par inversion directe d'une
grosse matrice de bande, comme nous ’avions fait a l’aide de la bibliothéque IMSL pour
Jg = 1. Le nombre de lignes de la matrice a inverser, a ép et pmax fixés, varie en effet
comme (274 + 1)2 + (274 + 3)2 . L’astuce consiste alors a effectuer une évolution tempo-
relle selon (I114a - 1) pour un état initial pr(p,0) quelconque, pp(p,t) convergeant lorsque
t — 400 vers l'unique état stationnaire p%¥(p). La méthode d’intégration numérique
choisie est celle de Runge-Kutta & I'ordre N, dont la forme est ici particuliérement simple
puisque (III4a - 1) est linéaire a coefficients constants. Elle consiste & exprimer de fagon
approchée pp(t + dt) en fonction de pp(t), par un développement de la solution exacte a
I’ordre N en dt :

N
pr(t+ dt) = e¥Blohr [pp()] ~ > % (Blochpdt)” [pr(t)] (Ill4a — 2)

n=0

Le polynéme en dt dans (III4a - 2) est évalué selon la méthode de Horner [68], ce qui
permet d’éviter le stockage des coefficients des puissances successives de Blochpg. Il reste
a choisir 'ordre N de fagon que le nombre d'opérations & effectuer pour faire évoluer
pr pendant T soit minimal. Comme ce nombre varie proportionnellement a e il nous
reste a déterminer, en fonction de N, le pas dt maximal admissible. Notons bien que notre
objectif n’est pas de réaliser une simulation fidele de ’évolution temporelle de pr, mais
de construire une suite qui converge en le minimum d’opérations vers p%. La contrainte
sur dt est donc seulement une condition de stabilité de l'itération de (IIl4a - 2), qu’il
est facile d’écrire en diagonalisant formellement ’opérateur Blochr. Elle fait intervenir le
spectre z; = —«v; + tw; de cet opérateur, ou 7; > 0 sauf pour I’état stationnaire d’indice
Jst (2j,, = 0). On obtient alors que I'interaction converge toujours vers I’état stationnaire

sl et seulement si :

Vi#jsedt-z; ECN (II14a — 3a)
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N n

>

n=0

CN={ZEC/

< 1} (Ill4a — 3b)

Les frontiéres de C; et C; sont représentées sur la fig. III-18. On y constate que C; est

contenu dans C;. Ceci ne prouve pas directement que le choix N = 4 ’emporte sur N =1,

dt . o , ,
puisque c’est — et non pas dt qu’il faut maximiser. Nous représentons donc également sur

N .
la fig. I11-18 les ensembles “renormalisés” Cy tels que :

~

Cn = {%/z € Cn} (Ill4a — 4)
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Fig. III-18 : Comparaison des ordres N = 1 et N = 4 de la méthode d’intégration
de Runge-Kutta pour les systémes linéaires a coefficients constants. Sont représen-
tées, dans le plan complexe, les frontiéres des domaines de stabilité C; et C4 (voir

(ITl4a - 3b)) en a, et les frontiéres de Cy et Cy (voir (IIl4a - 4)) en b.

Comme é’l et C~’4 ne sont pas emboités, le choix N = 4 ou N = 1 'emporte suivant la
nature des z;. Si les z; sont prés de ’axe réel, N = 1 est préférable d’un facteur ~2.5 en
temps de calcul, puisque la frontiére de C; coupe l'axe des réels négatifs en (—2), au lieu de
(~ —3) pour Cjy. Il n’en va pas de méme pour des z; proches de I’axe des imaginaires purs.
Le choix N = 4 ’emporte alors N = 1 de facon spectaculaire, le domaine de stabilité Cj
contenant méme des complexes de partie réelle positive ! Dans le probleme particulier qui

nous intéresse, les z; ont une partie dissipative de ’ordre de I" au plus, alors que leur partie
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oscillante vaut couramment plusieurs I, dés que |é| > I' par exemple. Physiquement, nous
serons donc confronté & des valeurs propres a petite partie réelle mais a partie imaginaire
élevée, ce qui rend de loin préférable le choix N = 4, choix dont on peut montrer en fait
qu’il est optimal au voisinage de ’axe imaginaire, en étudiant tous les ensembles Cn. Nous
effectuons pour cette raison 1’évolution temporelle avec N = 4, et nous retenons comme
critére de stabilité approché |wmaxdt| < 2v/2, oll Wmax est la valeur maximale estimée des
parties imaginaires des z; et +21/2 sont les ordonnées des points d’intersection, autres
que lorigine, de I’axe imaginaire avec la frontieére de C4. Une estimation grossiere de wmax

conduit au choix heuristique :

kpmax 1514 101] dt = 2.5 < 2v/3 (Ill4a — 5)

2(jg +1) =2

ou la pulsation de Rabi ) est définie par (IIIlc - 8) et (IIIla - 1).

Comme premieére illustration de cette évolution temporelle numérique, nous choi-
sissons une situation, analogue a celle de la fig. I1I-4, trés en-dessous du seuil des nouveaux
mécanismes de refroidissement. Ceux-ci interviennent alors seulement au voisinage de la vi-
tesse nulle, par formation d’une structure treés étroite sur la distribution en impulsion II(p).
Il est donc nécessaire, pour obtenir précisément cette distribution, de prendre en compte a
la fois les nouveaux mécanismes et le refroidissement Doppler. La transition considérée est

celle utilisée expérimentalement sur ’atome de sodium : il s’agit de j;, =2 — j. =3, de

masse réduite Yo 200. Les valeurs des parametres (5 =-3ls= 10‘2) permettent la
comparaison avec des mesures expérimentales faites & une dimension [6]. La distribution
en impulsion présentée sur la fig. III-19 est issue de ’évolution pendant 9000I'~! d’un
état initial thermique d’impulsion quadratique moyenne 40%k, les modifications survenues
a II(p) depuis l'instant 6000I"~! étant négligeables. Les valeurs du nombre p prises en

compte sont les multiples de ik dans l'intervalle [-200%k, 200kk].

Nous avons appliqué ensuite de fagon systématique cette approche a la recherche de

Poptimum du refroidissement sur la transition j, = 4 — j. = 5 utilisée expérimenta-
lement sur ’atome de césium (%g = 1285) . Afin de mettre en évidence, comme pour
Jg =1 — je = 2, 'intérét de la limite universalisante (III2¢ - 2), nous représentons, sur
la fig. I11-20, le comportement de <p2> en fonction de up = —;—E—}S, pour différentes valeurs

du désaccord 6. En pratique, comme on s’attend a ce que les distributions stationnaires

dépendent peu de T a up fixé dés que |6| > T, on calcule a ug fixé pour les valeurs succes-
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Fig. III-19 : Sur la transition jg =2 — je = 3 du sodium (MF = 200711::2) , résultat

de I’évolution temporelle pendant 9000~ d’une distribution en impulsion initiale
thermique de Ap = 40hk. Le désaccord entre atome et laser est § = —3I, le para-
métre de saturation par onde vaut s = 10™2. Les choix pour le calcul numérique sont
6p = hk, pmax = 200hk et dt = %I’—l.

sives du désaccord, en choisissant comme état initial la matrice densité considérée comme

stationnaire pour la valeur précédente de —.

r
Bien qu’elle constitue un traitement numérique assez brutal du probléme, la présente
approche a pour nous le mérite de prouver que la situation est qualitativement la méme
pour j, = 1 et j, = 4 : les distributions en impulsion les plus froides sont obtenues,
sur les raies larges, & faible saturation et & grand désaccord. Cette approche va permettre

également d’estimer la pertinence des traitements approchés & venir.

b) Réduction des équations quantiques au voisinage de ’optimum du refroi-

dissement

La résolution numérique précédente des équations quantiques complétes nous in-
cite, dans la recherche du minimum de (p2) , a effectuer d’importantes réductions de ces
équations. La premiere réduction exploite la faiblesse du paramétre de saturation et de
Peffet Doppler (kAv <« T') dans les situations stationnaires les plus froides. Elle consiste
a ramener la dynamique dans I’état fondamental, ce qui fait disparaitre le mécanisme de
refroidissement Doppler. Cette réduction, effectuée en détail dans le II§lc, conduit, dans

la représentation des familles (il suffit d’effectuer la transformation (IIIlc - 5)), aux équa-
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Fig. III-20 : Sur la transition jg = 4 — je = 5 du césium (MF = 1285hk2) , compor-

2
. . , . p .
tement, dans 1’état stationnaire obtenu par évolution temporelle, de (<fz_k)>5 en fonction
de ug, pour différentes valeurs du désaccord : § = —2I', =5I" et —10T". Le calcul est

effectué sur lintervalle en p [-50hk,50hk], avec un pas ép = hk.

tions d’évolution suivantes pour la partie diagonale en p de la restriction pr de pr dans
’état fondamental :

. 1 (-
0pr(p,t) = = [HF(P), ] + (BihF)reax (Ill4b — 1a)
(p+ k)" | BEs, ) gy | _
Hr(p) = 37—+ =5V (OV™(0) (Ill4b — 1b)

Les termes de relaxation dans (III4b - 1a) sont identiques & ceux des équations (III3b - 3)
que nous avions écrites pour un atome de vitesse v imposée. Il n’en va pas de méme pour
la partie hamiltonienne : Hr(p) contient, dans (III4b - 1b), le terme quadratique en j,
déja rencontré au §1, et qui est absent de (III3b - 45).

Nous voulons effectuer ici une seconde approximation sur les équations quantiques,

en réduisant la forme stationnaire de (III4b - la) dans la limite |6] > T, selon une tech-
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nique déja utilisée pour le calcul de F et Do, dans I’appendice Byjy, et qui est celle de

’approximation séculaire.

(i) Etude de la partie réactive des équations quantiques dans 1’état fondamental

Il s’agit de déterminer les fréquences de Bohr les plus faibles associées au commu-
tateur de (III4b - 1a). Cette détermination passe par la diagonalisation, pour toutes les
valeurs utiles de p, du hamiltonien purement interne Hr(p) ; les états propres correspon-

dants, également purement internes mais fonction de p, sont notés |n,p) :

Hr(p)|n,p) = En(p)|n, p) (Ill4b — 2a)
{n, pIn’, p) = én,n (Ill4b — 2b)

Il n’y a, sauf cas particulier, pas d’axe de quantification privilégié, Hr contenant, en con-
flit, des termes imposant I'axe Oz (champ magnétique fictif et terme de recul en j2) et
d’autres imposant 1’axe Oy (champ électrique). Nous avons choisi, par simplicité, la base
des états fondamentaux de moment cinétique bien défini selon Oz, {|m).; —j, < m < j4},

dans laquelle ’action de Hp est :

_ + hkm)?  hés _
Ar(pim). =[S 4 2 7k 22| o,
+ — [ehempalm +2): + cmet _,lm —2).] (III4b - 3)

2

Les coefficients de Clebsch-Gordan ¢, sont donnés dans la fig. II-4. Le couplage dans
(ITI4b - 3) modifie le nombre quantique m d’un nombre pair, ce qui est le reflet de la
décomposition en deux familles internes stables par Hr(p), familles internes déja présentes
dans (IIIla - 3). A D'intérieur de chaque famille, la matrice représentant Hr(p) est symé-
trique tridiagonale, donc tombe sous le coup d’algorithmes de diagonalisation numérique

efficaces [68]. Nous donnons le résultat d’un tel calcul pour la transition j, =4 — j. =5

sur la fig. ITI-21 : les niveaux d’énergie, diminués du terme cinétique 2p—M, sont représen-
tés dans chaque famille interne, en unité d’énergie de recul, comme des fonctions de la
grandeur sans dimension % Avec ce choix d'unités, ces courbes d’énergie ne dépendent
plus que du parametre ug, dont la valeur est prise & 500 sur la fig. III-21. Notons qu'il

est possible, apres un effort calculatoire modéré, d’obtenir analytiquement, pour j;, = 4,
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le spectre E sous la forme (
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Fig. III-21 : Pour la transition atomique jg = 4 — je = 5, représentation du spectre

de Hp(p) diminué de 2P_M et exprimé en unité de recul

(hk)?

. P
t de —.
, en fonction de oE

Le seul paramétre ajustable, ug, vaut 500. La figure a correspond a la famille interne
dans l’état fondamental & m + j4 pair, b correspond & m + j, impair.

La forme des spectres de la fig. III-21 est facilement interprétable & grande vitesse

p
hkuo

assez grand

: effet du champ magnétique fictif kvj. est alors dominant dans

A 2
Hp(p), et E, (p) — ‘)p_ devient équivalent a hk%m, ou —j, < m < jg, ce qui permet

d’ailleurs une numérotation des courbes E.(p). A p =0, il est cependant important de

remarquer que l'on n’est pas exactement dans la situation d’un atome de vitesse nulle

imposée : Hr(p = 0) differe de son homologue (III3b - 4a) pris & v = 0 du terme de recul

k252

. La présence de ce terme empéche de diagonaliser rigoureusement Hp(p = 0) en se

placant dans la base |m),, comme nous aurions pu le faire au §3c. C’est seulement a la

limite des grands uo que ce terme de recul devient négligeable devant 1’action du champ

électrique correspondant aux déplacements lumineux :

E.(p=0) bo oo hés 22
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La connaissance du spectre E,(p) permet la détermination de la grandeur impor-
tante en vue de ’approximation séculaire, c’est & dire la fréquence de Bohr la plus petite
imposée par Hr(-). Notons bien qu’il faut se limiter en fait aux fréquences de Bohr entre
des états |n, p) d’'une méme famille, puisque toutes les cohérences interfamille sont nulles
dans ’état stationnaire. L’omission de cette simplification conduirait & l'introduction de
fréquences de Bohr beaucoup trop petites (de I’ordre de ’énergie de recul) lorsque ug > 1,
ce qui donnerait I'impression trompeuse que la limite séculaire est trés difficile a atteindre.

Soit donc a calculer :

AEM™ —inf {|En(p) — En(p)|, 1 #n' dela méme famille} (Ill4b — 5)
P

Nous représentons, sur la fig. I1I-22, AEIM™ en unité d’énergie de recul, en fonction de
ug, pour j, (pair) allant de 1 & 4. Lorsque ug est assez grand pour que le comportement

asymptotique (I1I4b - 4) soit valable, AE"}™ est atteint tout pres de P

e i 0, et devient

proportionnel a hés :

h|6|s
Jg +1)(2j +1)

AERE o, hlels () = ()] = (e = 6)

uo-—~+

Lorsque uq est plus faible, on constate que le comportement de AE'"™ est bien différent,
0 ) p inf .

sauf pour j; = 1 ; on peut prouver, par exemple, que AE! ™ varie comme uy’ au voisinage

de up = 0*). Ce domaine des valeurs faibles de uy n’est cependant guére intéressant ici,

puisqu’il se trouve, comme nous le verrons plus loin, sous le seuil du refroidissement a

nouveaux mécanismes.

(i1) Forme des équations quantiques dans ’approximation séculaire

Nous définissons le régime de ’approximation séculaire comme ’ensemble des situa-
tions dans lesquelles la partie réactive des équations quantiques dans 1’état fondamental,
représentée par le hamiltonien Hp, introduit dans I’évolution du systéme des pulsations

de Bohr intrafamille 7 (En — Ep'),n # n', toutes bien plus grandes que les taux de re-

laxation associés a la partie dissipative de (III4b - 1a). Une estimation grossiere, a -2-Fs,

de ces taux de relaxation aboutit & la condition suivante d’approximation séculaire :

(*) Utiliser la méthode de la résolvante en p = 0.
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Fig. I1I-22 : Pour les transitions j; — je = jg + 1, oll 4 entier va de 1 & 4, compor-
tement de AE]N™ (défini par (I1I4b - 5)) en unité d’énergie de recul en fonction du

1
paramétre ug. Les courbes prises de haut en bas correspondent & des valeurs crois-

santes de jg.

AEM™ > %hl‘s (IIl4b — 7)

L’étude spectrale de Hr précédente permet de situer assez précisément le domaine
défini par cette condition, a ’aide en particulier de la fig. III-22. Il est possible de fournir
une écriture simple de la condition (II14b - 7) lorsque le parameétre ug est assez élevé. Nous
bénéficions alors de ’expression asymptotique (I1I4b - 6), et la contrainte de sécularité de-
vient une exigence de grand désaccord, comme c’est toujours le cas pour la transition

Jg=1—>j.=2:

6 : .1
s G416, +3) (b~ )
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mais l’on constate que la borne sur — devient de plus en plus défavorable lorsque j,
augmente. La condition (III4b - 8) parait méme particulierement sévére pour j, = 4.
Il faut noter cependant que (III4b - 7) est seulement qualitative, puisqu’elle repose sur
une estimation assez crue de la partie dissipative des équations de Bloch. Nous attendons
donc, pour juger tres précisément du domaine de validité de ’approximation séculaire, une

confrontation avec les résultats numériques de I’évolution temporelle du §4a précédent.

Effectuons maintenant le développement des équations quantiques (III4b - 1a) dans
P’état stationnaire en puissances du petit parameétre défini par (III4b - 7), ce qui prend la

forme suivante pour la matrice densité stationnaire :

st _ =(0) | -(1)

Pr=pPr +pp +.. (I114b - 9)

On obtient ainsi, a ’ordre 0 :

[Hp, -‘°’] =0 (Ill4b — 10)

L’absence de dégénérescence intrafamille des |n,p) a p fixé, absence a l'origine de I'ap-

proche séculaire, conduit de fagon nécessaire a une matrice densité p F)(p) diagonale :

P (p) = Znn(pnn p)(n,p| (Ill4b — 1la)

1= / dp I,.(p) (IIl4b — 11b)

A D'ordre 1, nous sommes conduit a 1’égalité opératorielle :

T i [HF 7] + (o _(0)),e,ax (Ill4b — 12)

dont les éléments diagonaux dans la base |n,p) sont exempts de toute contribution de
~(1)
PF

{n,p| (atl_’(p(?)) |n,p) =0 (I114b — 13)
relax
et dont les éléments non diagonaux fournissent, en fonction de 5 F) , les cohérences de p( )
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—ih _
(n,plﬁ(pl)ln',p) =E ) = Eu(p) (n,p| (6,p(£))relax |n',p) n#n (III4b — 14)

Cette derniére relation, qui conduit a des cohérences pour g% d’ordre de grandeur
kTs/ (2AE§,‘1‘}'3) fois plus petit que ses populations, ne nous intéresse pas vraiment ici.
Nous allons voir que I’équation (III4b - 13), jointe a la condition de normalisation (III4b -
11b), suffit a déterminer les II,,.

Montrons maintenant que le systéme (III4b - 13) peut étre mis sous la forme d’équa-

tions de taux :

0= —7n,plla(p) + Z / dp’ Yn',pr—n plne (P") (Ill4b — 15)

ou tous les coefficients introduits sont positifs. Pour cela, explicitons & ’aide de (III3b - 3)
les termes de relaxation dans la représentation des familles. Une premiere partie décrit le

départ par cycle de fluorescence :

départ 1
(a0) " = =30s (Vv (0), 52} (IIll4b — 16)

relax

dont ’élément de matrice dans {|n,p)}, compte tenu de (III4b - 11a), conduit a :

, 1
TP = —5Ts(n, p|V D (0)VH(0)|n, p)ILa(p) (Ill4b — 17)

-

Une deuxiéme partie, non locale en p, décrit les retombées a I'issue des cycles de fluores-

cence
@\&m 1 hk 0
0?) o (=35 > [ dps NyW,s® (p+ ps — hka) W] (Ill4b — 18a)
relax 2 g=0.%1 —hk
X |
W, = (A;-O')) VH)(0) ' (I114b — 18b)

L’élément de matrice de (III4b - 18a) diagonal en |n,p) apporte, compte tenu de (II14b -
1la) :
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. 1 hk
T =3 5T 3 [ dps Ny (05) (W', p+ ps = hka) * T (p + ps — k)
n' q=0,%1 —hkk

(IIl4b — 19)
Cette expression suggere fortement I'introduction des taux de transition ¥, p—ns p de I'état
|n,p) vers I'état |n',p’), taux dont la valeur, tout & fait conforme a l'intuition, est nulle

pour |p —p'| > 2hk :

1 hk
Yap—nipt = 508 Y / _ dps Ny (ps) (7', p'[WyIn, p)|" 8 (p + hkg — ps — p')
T g=0,k1YThRE

(I114b — 20)
Il est possible de calculer le taux total de départ de I’état |n,p) en sommant (III4b - 20)

sur toutes les valeurs de n' et p'. A 1’aide des relations de fermeture suivantes :
D

S p')n' P =P, ¥ P . (Il4b — 21a)
.
> AP (af) =P, (Ill4b — 21b)
¢=0,%1

ou P, et P, représentent les projecteurs internes sur ’état fondamental et excité, on ob-
tient :

Ynp = Z/dp' Ynp—n' p (IIl4b — 22a)

1
Tnp = 50s(n, p[V7(0)VH)(0)In, p) (IlI14b — 22b)

ce qui permet de mettre le systeme (III4b - 13) sous la forme annoncée (III4b - 15).

(iii) Résolution numérique des équations de taux

Nous allons déterminer numériquement les populations dans {|n,p)} de la matrice
densité stationnaire p%(p) a 'ordre 0 de I’approximation séculaire. Il est d’abord néces-

saire, pour cela, de connaitre les états internes |n, p) en fonction de p : la diagonalisation
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numérique de Hr(p) a déja été envisagée au (i) précédent. Il faut ensuite discrétiser les
équations quantiques en la variable p, suivant une procédure décrite en détail dans le
§2a. L’opération de discrétisation, de pas §p, revient ici a évaluer 'intégrale sur ps dans
(I1I14b - 19) selon la méthode de Simpson, avec les poids (III2a - 6). I serait maladroit
de discrétiser directement la forme (III4b - 15), les taux yn p—n’ p tels qu’ils sont définis
par (III4b - 20) n’étant pas des fonctions réguliéres de p', mais devant étre considérés
comme des distributions (des effets de bord apparaissent lorsqu’on cherche a évaluer, par
exemple, Yn p—n’ p+2nk). Aprés troncature sur p comme au §2a, le systéme a résoudre est
de la forme A[X] = 0, ou la matrice réelle A, de bande, conserve aux effets de bord prés

la population totale prise a I'unité :

N
op .
- > > Ha(isp) =1 (Ill4b — 23)
i=—N n
On peut se ramener, comme au §2a, & un systéme A'[X] = B, que 'on résout ensuite a

’aide d’algorithmes exploitant la structure de bande de A’. On peut également utiliser une
simulation Monte-Carlo, puisqu’il s’agit de résoudre des équations de taux. Une troisiéme
voie détermine les populations comme le résultat stationnaire d’une évolution temporelle.
La réduction considérable sur ’état interne que constitue ’approximation séculaire (il est
décrit par seulement 23, + 1 populations, au lieu de j: +(jg + 1)2 nombres réels indépen-
dants associés aux populations et aux cohérences) permet d’envisager des transitions a

moment cinétique élevé (j, = 10, par exemple !) ou des discrétisations en impulsion plus
. 1 . .

fines que hk ; le choix de ép = §hk au lieu de ép = hk diminue d’un facteur 2* = 16 ce

que ’on propose habituellement comme majoration de I’erreur commise par Simpson [68],

et donne comme seconds moments des distributions d’émission spontanée NV, (ps) :

- — - — avec q= -]_,0,1 (III4b - 24)

ce qui constitue effectivement une bien meilleure approximation des valeurs exactes (I1I113c -

27) que celle fournie en (III3c - 26) par ép = hk.

Nous présentons les résultats de ’approche séculaire en trois figures. La premiére
compare les prédictions séculaires avec celles obtenues par évolution temporelle des équa-
tions quantiques complétes. L’intérét de la fig. I1I-23 est double. Elle permet d’abord
d’évaluer, par le choix de deux désaccords (§ = —5T et § = —10I'), dans quelle mesure
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Papproximation de sécularité est justifiée. Elle donne ensuite des valeurs de uo pour les-
quelles il est manifestement légitime de ramener la dynamique dans 1’état fondamental. Le
calcul est effectué pour la transition j, = 4 — j. = 5 du césium. On constate ainsi que
6 = —10T est mieux décrit par la limite séculaire que la condition (III4b - 8) ne le laissait
prévoir, et que le refroidissement Doppler est effectivement négligeable au voisinage de

Poptimum.

L
100 —
o L
3 -
£ T
~N
N/\ 50 E_
Q, -
\V4 B —_
O-IIIIIlIlllJllllllllllJLl
0 200 400 600 800 1000
ug=—tés/(2Eg) -
Fig. III-23 : Pour la transition jo, = 4 — je = 5 de l'atome de césium
2
(Ml" = 1285hk2) , comportement de (<:k)>2 avec ug, oll p désigne 'impulsion. Les
points, obtenus par évolution temporelle des équations quantiques complétes, cor-

respondent, de haut en bas, 8 § = —5I et § = —10I'. La courbe est issue de ’ap-
proximation séculaire (I1I4b - 15) et dépend donc seulement de ug. Dans tous les cas,
op = hk et pmax = 50hk pour le calcul numérique.

Mis en confiance par la fig. I1I-23, nous disposons, sur la fig. III-24a, la courbe de

(p2) en fonction de uy, telle qu'elle est prédite dans la limite séculaire, pour j, entier

allant de 1 & 5, en nous offrant le luxe, & pax = 100kk, de la discrétisation fine §p = %hk.
Pour tous les j,4, le comportement de <p2) avec ug est qualitativement le méme : brusque
remontée pres du seuil, et comportement linéaire aux grands up. Il est & noter que les
pentes de cette partie linéaire sont d’autant plus faibles que j, est plus élevé. On sait que
ces pentes sont accessibles par I’approche semi-classique traditionnelle (voir la discussion
pour j, =1 au §3c(v)). Leur comportement sur la fig. III-24a avec j, est bien en accord

avec l'observation, au §3b, que D.(0) dépend peu de j,, alors que la pente & l'origine
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pour Fo.(u) augmente avec j, (voir la fig. III-11 par exemple). On remarque d’autre part,
sur la fig. I1I-24a, que 'optimum sur (p2) se produit pour des ug croissants, lorsque j,
augmente au dela de 2, et surtout que la valeur correspondante de (p2> devient nettement
plus faible lors du passage de j, = 1 a j. = 2. Quant aux valeurs des minima pour j, = 3,4
et 5, ils sont tout juste classables graphiquement. Nous donnons donc leurs valeurs et leurs
positions sous forme numérique, dans la fig. III-24b. On constate que la transition j, = 4
sort vainqueur, d’une fraction de hk. Pour voir le r6 le de la discrétisation en p, nous
avons examiné l'effet du passage ép = hk a ép = -;—hk. Les valeurs de Ap diminuent alors

d’environ 5.10~2 hk, pour ces trois valeurs de Jg-
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Fig. III-24a : Comportement de limpulsion quadratique moyenne au carré, (p2> , en
fonction de ugp, calculé dans la limite séculaire, pour jg allant de 1 4 5. Les minima
se déplacent vers des valeurs croissantes de ug lorsque j;, augmente (34 > 2). Pour le

calcul numérique, ép = —;—hk et pmax = 100hk.
1. Ap
Jg lnfﬁ (uo)optimum
6.59 315
6.51 425
5| 6.68 535

Fig. III-24b : Dans les mémes conditions que la fig. a, valeurs et positions en ug des
impulsions quadratiques moyennes minimales.
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Appendice Ay

Equivalence des représentations de Wigner et des familles

pour le calcul de F(v) et D(v)

Nous avons défini, au §3a(ii), une force moyenne Fr(v) et un coefficient de diffusion
en impulsion Dp(v) a partir du comportement aux temps longs des moyennes du nombre
p dans la représentation des familles (voir (III3a - 5)), pour un atome de vitesse imposée
(le hamiltonien externe a la forme (III3a - 6) dans le point de vue des familles). Il n’est
pas clair a priori que Fr(v) et Dp(v) coincident avec les grandeurs F'(v) et D(v) calculées
en point de vue de Wigner, puisque c’est P+ kj., et non pas P, qui représente 'impulsion
atomique dans la représentation des familles. Nous nous plagons, pour tout ce qui suit,

dans cette représentation, et nous calculons les moments de la véritable impulsion.

Examinons d’abord le cas de la force moyenne, a partir de I'identité :

F(o)= lim_ < liphr +k (Gu)p) (A = D

La valeur moyenne (j.), se déduit simplement de la matrice interne Wgo définie en
(I113a - 8a) :

(jz)p =Tr [szF,o] (Am - 2)

Comme Wro(t) tend (exponentiellement) vers I’état stationnaire W3y, (j:) tend vers

une valeur finie, donc ne contribue pas & (A;;; — 1). On a ainsi obtenu facilement que

F(v) = Fr(v).

Le cas de la diffusion en impulsion est a peine plus délicat. Le point de départ est le

meéme :
D) =3 Jim S [((o+5?) ~(phr +k (o) )] (A - 3)

En développant les carrés dans (Aq; — 3) et en omettant les termes (jf)F, (j1>§7 qui

admettent une limite finie aux temps longs, nous obtenons :

D(v) = Dr(v) + Jim < [(pie)p = (B} (7)) (A = 4
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La moyenne (pj.)p se déduit de la matrice Wg,;, définie en (III3a - 8b), selon :

(pj:)p = Tr[j:Wr,] (A — 9)

Nous avons vu que, pour ’étude aux temps longs, il est utile de décomposer Wr; selon

I’hyperplan des matrices de trace nulle et la matrice Wgg (voir (II2b - 24)) :

We1 =Wey + (p)FWrp (A — 6)

Dans cette expression, W, r1 admet un état stationnaire, alors que le terme proportionnel
a (p)r diverge linéairement en temps comme tF(v)Wg, (lorsque F(v) # 0). En utilisant

la décomposition (Aj;; — 6), on peut récrire (A;;; — 5) sous la forme :

(piz)p=Tr [szVF,l] +(P)F{J:)p (A = 7)
et (Ay; — 4) ainsi :
. d G
D(v) = Dr(v) + tl}_fgloo ET" [J:WF,I] (A — 8)

Comme Wp; converge (exponentiellement) vers ’état stationnaire W;‘;‘ 1, la différence entre

D(v) et Dp(v) est nulle, ce que nous voulions établir.



Appendice By

Force et diffusion dues aux nouveaux mécanismes pour

[6> T sur jg=1— je=2

Dans le §3b, nous montrons que le refroidissement di aux nouveaux mécanismes
est optimal a la limite des grands désaccords (|6] > T'). Nous voulons ici calculer les li-
mites correspondantes Foo(u) et Doo(u) pour la force et le coefficient de diffusion (voir

(ITI3b - 11)) dans le cas de la transition j, =1 — j. = 2.

La premiére étape consiste & montrer que la limite |6| 3> T coincide essentiellement
avec le régime de I'approximation séculaire, régime dans lequel la partie dissipative des
équations de Bloch (voir (III3b - 5a)) peut étre traitée perturbativement. Nous établissons
ce fait de facon générale, sur les équations entiérement quantiques, dans le §4, et nous
nous contentons ici d’en indiquer les grandes lignes. Donnons 1’écriture de 'opérateur de

Bloch Mj associé a la décomposition en parties réactive et dissipative (6 < 0) :

iy [W] = = [A(v), W] + Relax [7] (Byy — 1a)
H(v) = %hl&ls [2ulh- - v(->'(0)v(+)(0)} (Byp — 1b)

Relax [W] = —i-rs (Voo (0), W)

¥ -
+ =Ts Z (A(q+)) Y 0)wy0)alt (Byyy — 1c)

¢=0,%1

o —

Introduisons la base propre de H(v) pour la transition j g =1 — j. =2, base propre qui
dépend de la vitesse renormalisée u seulement, d’aprés (B;; — 1b), et que nous notons
In)u, n=10,%1 :

_ 1 o

H(v)[n}u = 3 HlélsEn(u)]in)y (B — 2)
Dans les calculs qui vont suivre, nous allons utiliser implicitement la structure en double
famille interne (II12a - 8), et nous ne considérerons que les éléments de matrice intrafamille
pour W, et W,. Le calcul du spectre réduit En(u) pour j, = 1 — j, = 2 est sans difficulté
compte tenu des carrés des coefficients de Clebsch-Gordan, directement accessibles sur la
fig. I-6 :



Ey(u) = -1 (Byy — 3a)

v 7 1
E:t](‘u) = —-6 :t ‘,4112 + % (BIII - 3b)

Indiquons également ’expression des vecteurs propres associés :

|1)u = cosf|g 1). +sinblg —1). (Byp — 4b)
| —1), = —sinflg 1), + cosflg — 1), (By — 4¢)

la dépendance en u de ’angle de rotation 6 étant telle que :

12u

COS 20 = m (BIII - 58.)
Sin2 = (By — 5b)

V1 + 144u?

Nous sommes dans le régime de ’approximation séculaire & condition que la différence
d’énergie entre ||1), et || — 1),, qui traduit I'importance de la partie réactive de My(v),
soit beaucoup plus grande que les éléments de matrice de la partie dissipative de My(v),

éléments de matrice que nous estimons grossi¢rement par le taux de pompage §Fs. Ceci

6 / 1

La condition de sécularité (B;;; — 6) est donc essentiellement une condition de grand dés-

1impose :

accord ; pour que (B — 6) soit satisfaite uniformément en vitesse, il faut que :

6] > 3T B =7

ce qui n’est pas trop contraignant. Il est alors possible de traiter perturbativement la partie

dissipative de M, devant la partie réactive, comme nous allons le faire maintenant pour
obtenir W§' et Wit.



Cherchons d’abord ’état stationnaire W§', matrice densité de trace unité telle que :

Mo(v) [W§'] = = [H(v), W§'] + Relax [W5'] =0 (B — 8)

1

th
; r . -

A l’ordre 0 en 5k on ne garde que le commutateur (partie réactive de M,) dans (By; — 8).

On trouve alors que Wg* a l'ordre 0, noté W3(%), commute avec H(v), donc ne comporte

que des populations dans la base {||n).} :

WetOw)= > Ton(w)n)u(nll (Byr — 9a)

n=0,%1

D> Hom(u)=1 (B — 9b)

n=0,%1

L’écriture de (Bj;; — 8) a l'ordre 1 en % donne :

% [8(0), W3] + Relax [W3®] =0 (By; — 10)

On se débarrasse de la contribution de I'ordre 1 de W§' en considérant seulement les
éléments diagonaux dans la base propre de la relation matricielle (B;;; — 10) : le commu-

tateur disparait et ’on obtient :

«(n||Relax [WS‘(O)(U)] In)e =0, Vn (Byp — 11)

En utilisant la forme des termes de relaxation (B;; — 1c) et ’expression (B;; — 9a), on

accéde a des équations de taux sur les populations Ilg (u) :

0 = —Ya(Wo n () + D Ynr—en()omr(u) (Byyy — 12a)
Ta(w) = 3Ts LAV OV O)fn). (Bry — 12b)

1 2
w(nll (A5P) VG lIn')a

Yni—n(u) = %I‘s Z

¢=0,%1

(Bm — 12¢)
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Le terme contenant le taux total de départ du niveau ||n)y, soit yn(u), provient de 'an-
ticommutateur dans (By;; — 1c). Les taux de transition ¥n/—n(u) de ||n'), vers ||[n), (avec
éventuellement n = n') proviennent des termes d’alimentation par émission spontanée
(derniére ligne de (By;; — 1c)). L'interprétation de 7,(u) comme taux total de départ de

In). est justifiée par I'identité :

Yn(u) = Z'Yn—»n'(u) (BIII - 13)

Donnons l’expression des taux yp—n/(u) pour la transition jg =1 — jo =2 :

( 31 7 1
= — + — sin20 — = sin® 26
Y4—+(u) 36 + T 0 5 sin
§ Ypm(u) = 1.3 sin 260 + lsin2 26 (By — 14a)
36 36 3
1 1.,
{ ’)’+_.o(’u) = 5 + § sm20
( 1
Yo—o(u) =3
1 1.,
1 1
\ Yo—t(u) = 7 " z°5mo 26
( 37 5 1
= — + —sin20 + = sin? 2
Vot () 36+36 sin 9+3sm 0
3r 7 1
{ Yoo (u) = 36 36 sin 26 — 3 sin® 26 (Byyp — 14c¢)
\ Y——o(u) = 3739 sin 26

On en déduit, par résolution d’un systéme 2x2 (il suffit d’éliminer Il o(u) grace a

(Byyy — 9b)), la valeur de W§t, ce qui permet de calculer la force moyenne :

30 u

17 1 + 16x33,,2 (Byy — 15)
- 17

Foolu) = —% cos20 [lIg 4+ — Mo -] = —

T r
sance des II,(u) permet également d’obtenir la composante D de la diffusion a la limite

Cette limite de F ( u; é) lorsque — — —o0 est en accord avec (III3b - 8). La connajs-
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|6l >T :

23 1 21 1
_ 1 2t 1 B, — 16
Do,eo(u) [220 + 40"] * [88 16”] (B = 16)
ou l'on a posé :
2 10 1
o =Ilpo(u) - = (B — 17)

11~ 11 17 + 16 x 33u?
Le premier crochet de (B;;; — 16) correspond aux fluctuations de I'impulsion emportée

par les photons de fluorescence.
Pour obtenir la seconde composante du coefficient de diffusion, il reste a calculer Wi

a l'ordre le plus bas en —. W5t est la solution de trace nulle de I’équation matricielle :

81"

0 = Mo(v) [W3*] + S(u) | (Byy — 18)

Le terme source §'(u) est obtenu par projection de S (u) sur les matrices de trace nulle,

parallélement & W5t :

S(u) = S(u) - Tr [S(w)] W5t (u) (Byp — 19)
Quant au terme S(u), il se déduit au signe pres de (III3b - 5b) par division par AkI - s (cf.
(I113b - 7)) :

1
2

_ t -
Swy=3 Y. ¢(a) v Ows v o)A (Byy — 20)

¢=0,%1

A lordre 0 de I'approximation séculaire, W' est diagonal dans la base {lin)e} :

Wit ® =3 "1 u[n)u o (n]| (Byy; — 21a)

> Ma=0 (Byy — 21b)

R I 12 . T :
Au méme ordre en m, seuls les éléments diagonaux de S(u) interviennent, et ( By — 18)

devient :
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0= "7n(u)nl,n(u) + Z 7n’—-n(u)nl,n'(u) +u (nllé(O)(u)|n>u (BIII - 22)

La notation $(®)(u) signifie que $(u) est calculé selon (By;; — 20) lorsque W§* est remplacé

par sa valeur a ’ordre 0 en Un calcul assez long conduit a :

m.
2(0) 1 35 5 . .,
u(+”S (u)||+)u = —3 cos 26 3—6-H0 + = %HO -+ :—3—6 sin 0(H0 + — Ho _) (BIII - 23&)
= 1 1 35 5
u<_“S(O)(u)”—)u =-3 cos 26 [%Ho, 36H0 -7 36 sin 26 (IIo,+ — Ilo —)](BIII — 23b)
W (015 ()[|0)y = 0 (B — 23¢)

La résolution de (B — 22), facilitée par la prise comme nouvelles inconnues de II; 4 +

II, —, conduit enfin & D) o (u) :

Di,00(u) = —1 cos26(II; y — II; _] (By — 24a)

72u2 985 11 x 107

‘72] (Bypy — 24b)

o est défini par (By;; — 17). Il est important de remarquer que le trindme en o dépend
faiblement de u, comme on peut le constater sur la fig. Byj; — 1. Selon que u est proche de

0 ou 00, on peut obtenir une bonne approximation de D; o (u) en remplagant le trinome

4 .
) ou a grande vitesse (soit 1).

d By — 24b 1 1t
en o dans (Byy ) par ses valeurs au repos (SOI 12739
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Fig. By — 1 : Dépendance en la vitesse renormalisée u du terme entre crochets
dans I’expression (Byj; — 24b) de la composante du coefficient de diffusion déduite de

W),
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CHAPITRE 1V

CONFIGURATION LASER
A POLARISATIONS LINEAIRES ORTHOGONALES
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INTRODUCTION DU CHAPITRE IV

Nous avons déja vu, par des considérations essentiellement qualitatives au I§1, que
cette configuration laser donne naissance au refroidissement par effet Sisyphe sur la tran-
sition j, = 1/2 — j. = 3/2. Rappelons que les ingrédients importants étaient la dé-
pendance spatiale des déplacements lumineux et des taux de départ par pompage optique
de chacun des sous-niveaux |¢g =+ 1/2), de I’état fondamental. Cette configuration laser,
obtenue par superposition de deux ondes planes progressives de vecteurs d’onde ke, et
—ke, et polarisées linéairement respectivement selon Oz et Oy, est donc tres différente de
la configuration o4+ — o_ du chapitre III. Dans la configuration Oz — Oy, les distributions
ne sont plus caractérisées seulement par leur largeur en impulsion, mais il est nécessaire
de déterminer également leur modulation spatiale & 1’échelle de la longueur d’onde optique
A. Cette propriété la rend d’intérét plus général que o4 — o, puisque les situations de
mélasses optiques a trois dimensions présentent nécessairement une dépendance spatiale.
Elle rend cependant I’étude de cette configuration plus délicate, aussi bien d’un point de

vue quantique que semi-classique.

D’une part, la configuration laser Or — Oy rend délicat le traitement quantique gé-
néral du refroidissement, & cause de la redistribution non limitée de photons entre les
deux ondes. Ainsi, par la seule action du laser, un vecteur d’état d’impulsion p dans I’état
fondamental est couplé & un nombre infini d’états fondamentaux d’impulsion p + 2nkk.
Les objets & manipuler (matrice densité) sont alors de trés grande taille. Nous verrons
cependant, au §1 et sur la transition j; = 1/2 — j. = 3/2, que la bonne utilisation des
symétries de 1’état stationnaire en point de vue de Wigner permet de simplifier la réso-
lution numérique des équations quantiques réduites dans ’état fondamental, ce qui sera
utile pour tester les approximations a venir.

D’autre part, nous allons voir, au §2 et sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2,
qu’il est difficile d’extraire des équations semi-classiques une équation utilisable de type
Fokker-Planck, portant uniquement sur la distribution en position-impulsion II(z,p,t). La
dépendance spatiale de la distribution des atomes a 1’échelle de la longueur d’onde optique
A, jointe au fait que 1’état atomique interne des atomes en mouvement garde une mémoire

des variations du champ électrique ressenti pendant le temps typique de pompage optique
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7p, rend en général non locale en z I’équation sur II(z, p). Nous obtiendrons donc une équa-
tion de Fokker-Planck seulement dans deux cas limites. Dans le premier cas, les atomes
ne sont pas localisés dans les puits de potentiel, et la dépendance spatiale de II(z,p) est
tres faible. Dans 'autre cas, les atomes peuvent étre localisés au fond des puits mais leur
pulsation d’oscillation Qs est suffisamment faible pour que Q5. 7p < 1 (régime sautant),
ce qui permet d’éliminer 1’état atomique interne selon ’approche semi-classique tradition-
nelle. En ce qui concerne le régime oscillant (4s.7, 3> 1) avec forte modulation spatiale de
II(z, p), nous renongons a écrire une équation sur II(z, p), mais nous étudions Il /2(z, p)
en utilisant comme nouvelle variable lente ’énergie mécanique E.,/, des atomes dans

chaque sous-niveau.

La difficulté de mise en ceuvre de I’approche semi-classique dans le régime oscillant,
régime qui contient I'optimum absolu du refroidissement, incite & un retour vers les équa-
tions quantiques, au §3. L’idée essentielle, qui aboutit a une description du refroidissement
proche de celui des ions piégés, est d’introduire les états propres de ’énergie associés a la
quantification du mouvement des atomes dans les puits de potentiel que constituent les dé-
placements lumineux. Comme ces potentiels sont périodiques spatialement, le spectre est
constitué non pas de niveaux discrets mais d’une succession de bandes d’énergie. L’écart
en énergie entre les bandes les plus profondes est d’ordre de grandeur £§ys.. Dans le ré-

gime oscillant, cet écart doit donc étre beaucoup plus grand que la “largeur” des niveaux,
h . .
d’ordre de grandeur — associée a leur durée de vie rendue finie par le pompage optique,

ce qui constitue une interprétation entiérement quantique de la condition Qosc7p > 1.
Nous montrons alors que, dans ce régime, on peut considérer que la matrice densité sta-
tionnaire comporte seulement des populations dans la base des états propres de 1’énergie.
C’est 'approximation séculaire, qui nous ramene a de simples équations de taux entre po-
pulations et nous permet d’estimer I’optimum absolu du refroidissement sur la transition
Jg=1—j. =2

Pour terminer, décrivons la présentation adoptée pour ce chapitre IV. L’étude de
la configuration Oz — Oy a fait 'objet de notre part de publications, regroupées dans
les appendices Ajy et Dy, et dont plusieurs parties du présent chapitre ne sont que
des guides de lecture. L'appendice Ay réalise le programme du §1 sur la transition
Jg = 1/2 — j. = 3/2; il ne remplit pas completement celui du §2, puisqu’il présente
seulement la forme limite des équations semi-classiques pour Qosc7p <€ 1 €t Qosc7p > 1.
La résolution de ces équations doit figurer dans un article & venir ; nous en présentons

donc ici briévement le résultat, sans donner trop d’intermédiaires de calcul. L’appendice
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Div exploite la réduction des équations quantiques dans la limite séculaire (Qosc7p > 1)
sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2. Nous apportons ici quelques précisions utiles pour
la compréhension et la mise en ceuvre pratique de cette méthode, ainsi qu’un exposé bref

de ses prédictions sur la transition j, =1 — j, = 2.



1 - FORME GENERALE DU TRAITEMENT QUANTIQUE

Nous présentons dans la partie 3 de ’appendice Ajv des méthodes de résolution nu-
mérique des équations de Bloch optiques généralisées et leur application a la transition
jg = 1/2 — j. = 3/2. Les résultats numériques obtenus seront utiles pour tester les
approximations & venir. D’une part, nous nous sommes attaqué aux équations quantiques
complétes, sans approximation de faible vitesse (k|v| < I') ou de faible saturation de la
transition par le laser. La grande taille des systémes d’équations mis en jeu dans le calcul
de la matrice densité stationnaire interdit, d’un point de vue pratique, de les résoudre par
inversion directe. Nous faisons donc appel a la méthode d’évolution temporelle, exposée
en détail pour la configuration o4 — o_ dans le III§4a. Les temps de calcul nécessaires
interdisent a cette approche une étude exhaustive dans ’espace des parameétres (M, 6, ).
D’autre part, nous avons résolu numériquement, par inversion directe, la forme stationnaire
des équations quantiques réduites dans ’état fondamental. L’omission du refroidissement
Doppler et des effets de saturation, jointe a I'utilisation judicieuse des symétries de 1’état
stationnaire dans la représentation de Wigner (voir I’appendice Byy pour plus de préci-
sions), permet une réduction considérable du probléme et une exploration méthodique de

Pinfluence des divers paramétres.

Qu’il s’agisse des équations quantiques complétes ou ramenées dans 1'état fonda-
mental, la résolution numérique exploite I'existence de familles F;(p) et F2(p), stables
par l'action du laser et du hamiltonien atomique. Tout l'intérét de ces familles repose
sur le fait que les éléments de matrice intrafamille (c’est-a-dire entre deux états d’une
meéme famille) de I'opérateur densité atomique ne sont couplés qu’entre eux par évolution
temporelle, méme lorsqu’on prend en compte également les processus d’émission sponta-
née. Nous donnons explicitement ’expression de ces familles dans le cas de la transition
Jg=1/2— je=3/2 :

Fi(p) = Vect {le —3/2): @ |p+ (2n + 1)kk),|lg —1/2). ® |p + 2nhk),

le1/2). @ [p+ (2n + 1)hk), n € Z} (IV1 — 1a)
Fa(p) = Vect {le —1/2). @ |p+ (2n + 1)kk),|g 1/2). ® |p + 2nhk),
le 3/2): ® [p+ (2n + 1)hk), n € Z} (IV1 — 1b)

Nous avons déja rencontré une structure en familles dans la configuration laser o4 — o_

(voir le III§1). Cependant, les familles F;(p) et F2(p) sont ici non plus de dimension fi-
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nie mais de dimension infinie, ce qui traduit simplement le fait que la redistribution de
photons laser entre les deux ondes progressives polarisées Oz et Oy n’est plus limitée. On
remarque de plus que les familles F;(p) et F;(p') ( = 1 ou 2) coincident dés que p et p’
different d’un multiple entier de 2hk. L’indice p des familles n’a donc de sens que modulo
2hk, il peut étre choisi dans lintervalle | — hk, hk]. Notons que l’existence des familles
est liée a la périodicité spatiale du champ électrique laser, qui se reproduit identique a
lui-méme (au signe prés) tous les —. On observe en effet que les états d’une famille d’in-

dice p se comportent de la méme facon au signe pres sous l'effet de la translatjon spatiale

ipA
du centre de masse de 5 puisqu’ils prennent un facteur de phase texp (—f—h) , selon

4

qu’ils sont fondamentaux ou excités. En fait, notre indice p n’est autre que hg, ou g est
I'indice de Bloch que l'on introduit couramment dans la diagonalisation des hamiltoniens
périodiques. Nous retrouverons ces notions au §3. En ce qui concerne la réalisation pra-
tique du calcul numérique, nous avons cherché a limiter au minimum le nombre d’indices
P (modulo 2kk) & prendre en compte. Pour cela, nous avons choisi un diagramme simplifié
d’émission spontanée : les photons de fluorescence sont soit polarisés circulairement selon
Oz, avec une impulsion thke,, soit polarisés linéairement selon Oz, avec une impulsion
perpendiculaire a cet axe. Ceci permet de retenir comme seuls indices p les deux valeurs
Po et po + hk, ou pg est choisi librement. Notons que I’évolution temporelle a été effectuée
avec pyp = —%hk, et que la résolution dans le point de vue de Wigner utilise po = 0, les

propriétés de symétrie imposées n’étant pas les mémes dans les deux cas.

Les résultats exposés dans la partie 3 de ’appendice Ajv concernent essentiellement
le calcul a basse vitesse et faible saturation, et caractérisent de fagon précise seulement

le comportement de la distribution en impulsion en fonction de la profondeur des puits

Up = —-éhéso pour diverses valeurs du désaccord. La fig. IV-0 est une vue d’ensemble
de ce comportement ; elle représente les courbes de niveaux pour 'impulsion quadra-
tique moyenne Ap dans l'espace des deux parametres ﬁ, —-1{—) , lorsque les équations
quantiques sont réduites dans I’état fondamental. Nous re\IfZiendrons au §3 sur 'optimum

du refroidissement et la modulation spatiale, & 1’aide d’un calcul quantique plus précis,
valable dans la limite §2o5.7, > 1 mais reproduisant fidélement la véritable distribution
d’émission spontanée. Nous exposerons également sur la transition j, =1 — j. = 2 une
prédiction de ’évolution temporelle. A ce stade, le point important & retenir des résultats
quantiques de I'appendice Ay est 'existence pour la configuration Oz — Oy d’une limite

universalisante :



MT > hk? (IV1 — 2a)
|6| [Er

Qosc"'p = 6? —U: >1 (IvV1 - 2b)

ug = — = seul parameétre IVl — 2¢)
Cette limite ressemble beaucoup a celle qui a été étudiée dans la configuration o4 — o—

(voir (III2¢ - 2)), la condition de grand désaccord prenant ici la forme un peu différente

(IV1 - 2b), ce qui sera justifié quantiquement au §3.

10000

. ] Ap = 24hk
/ .
1000 ¢ a2 : 12.0 1 Ap = 12hk
L -
6.6
\'t\-q:.u “2.0 o4 +— seuil sur Ap
= =
=50 =
[—e0.8 60.8
10
_1 -10 — 100
5/T

Fig. IV-0 : Lignes d’isovaleurs de I'impulsion quadratique moyenne stationnaire Ap
en unité de hk, obtenues par résolution numérique des équations quantiques ramenées
dans I’état fondamental (kv € T',sp € 1), en fonction des deux paramétres Uy/ER
et §/T. Le diagramme d’émission spontanée est simplifié ; le seuil sur Ap vaut alors
Up = 66ER. Les lignes en pointillés correspondent a sp = 1 et QoscTp = 1 pour la

masse de ’atome de césium (MI‘ = 1285hk2) .



2 - APPROCHE SEMI-CLASSIQUE
POUR LA TRANSITION jg=1/2 — j.= 3/2

Les équations semi-classiques sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2 ont été données
au I§le, dans l'approximation des faibles vitesses et des faibles saturations. Rappelons
qu’elles portent sur les distributions dans 1’espace des position-impulsion I14,/2(2,p,t)
associées aux sous-niveaux fondamentaux |g + 1/2),, et qu’elles sont déduites, par dé-

veloppement au second ordre en A’ des équations quantiques en point de vue de Wigner

ramenées dans 1’état fondamental (voir ’appendice Bjv). Pour résoudre les équations
semi-classiques, une démarche naturelle consiste a tenter d’éliminer 1’état atomique in-
terne, de facon & obtenir une équation portant seulement sur la distribution II(z,p,t).
Nous mettons en ceuvre une telle démarche au §a. Cependant, nous ne sommes pas par-
venu & obtenir une équation simple sur II(z,p) dans le régime oscillant (Qosc7p > 1), du
moins lorsque la dépendance spatiale de II(z,p) n’est pas trés faible. Comme ce régime
oscillant contient I’optimum du refroidissement, nous faisons appel au §b & une approche
entierement différente, qui ne cherche plus & éliminer 1'état interne mais subtitue, a la
représentation habituelle en position-impulsion, un paramétrage en position-énergie sur

chaque sous-niveau interne.

a) Obtenir une équation sur Il(z,p,t)

(i) Considérations générales sur ’élimination de 1'état interne

Nous avons décrit en grand détail comment éliminer I’état interne dans le cas de la
configuration o4 — o_, de fagon a obtenir une équation de Fokker-Planck sur la distribu-
tion en p (voir III§3c). Nous nous contentons d’expliquer ici qualitativement dans quelle
mesure on peut espérer généraliser une telle approche dans la configuration Oz — Oy, con-
figuration qui impose une dépendance en position & la distribution des atomes dans l’état

stationnaire, contrairement a o4 — o—.

Pour mener cette discussion, appuyons-nous sur le résultat suivant, que 'on peut
démontrer en généralisant la procédure d’élimination de 1’état interne exposée au II1§3c.
Il est possible d’obtenir, & partir des équations semi-classiques et de facon entiérement
formelle, une équation d’évolution sur la seule distribution II(z,p, t), valable au bout de
quelques temps de pompage 7, apres le branchement du couplage atome-champ et ayant

la structure :
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0 I1(z,p,t) = /dz'dt' N, p' 2, p, OI(Z, p', t') (IV2a — 1)

Notons que le noyau N intervenant dans (IV2a - 1) est en général extrémement singulier
(c’est-a-dire qu’il doit étre compris au sens des distributions). Nous allons dans la suite
mesurer la non-localité en ¢, p et z qu'il introduit, en estimant ’écart a ¢,p et z des points

t',p' et 2’ ayant une contribution non négligeable dans l'intégrale de (IV2a - 1).

La non-localité en t est facile a estimer : elle correspond au temps de relaxation ty-
pique des variables internes, de 'ordre du temps de pompage optique 7p, ce qui conduit a
|t' —t| < 7p (avec t' < t bien entendu !). Cette non-localité temporelle devient négligeable
si on attend suffisamment longtemps aprés le branchement du couplage atome-champ.
II(z,p,t) varie alors peu pendant 7, et ’on peut raisonnablement assimiler II(2',p',t') &
(z',p',t) dans (IV2a - 1).

L’action des forces radiatives pendant 7, est responsable de la non-localité en impul-
sion. Dans la configuration o4 — o_, nous avons estimé 'ordre de grandeur de |p' — p|, soit
dpefr, et nous avons montré (voir I1I§3¢c) qu’il est nécessaire de se placer dans I’approxi-
mation des petits pas effectifs (II(p) varie peu & 1’échelle de peg) pour que ’équation
de Fokker-Planck soit valable. Dans la présente configuration Oz — Oy, il est possible de
déterminer qualitativement 'importance de épesr. Supposons d’abord que ’on est sous le
seuil des nouveaux mécanismes de refroidissement (Uo < S0F R) , la majorité des atomes
ont une énergie E bien supérieure a Uj ; leur variation d’énergie pendant 7, est alors trés
faible en valeur relative, comme on I’a vu au I§1 (voir (Ilc - 11)), ce qui correspond a un
pas Opes petit devant leur impulsion typique. La variation de II(z,p) sur dpes est donc
également petite, et ’on peut développer N(p'; p)II(p') au second ordre en p—p'. Plagons-
nous maintenant dans le cas ou la plupart des atomes ont une énergie cinétique inférieure
a la profondeur des puits Uy (nous sommes donc assez au-dessus du seuil : Uy > 100ER).
Lorsque €2osc7p < 1, 'atome n’a pas le temps de décrire une oscillation pendant 7,, et

6pesr correspond & l'action de la force typique kU, pendant 7, :

Opest ~ kUopTp (IV2a — 2)

Comme I’énergie cinétique associée & Ap est de I’ordre de Uy, la condition de marche &

petits pas effectifs dans le régime sautant est automatiquement vérifiée :
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5peﬁ'
Ap

~ QoseTp < 1 (IV2a — 3)

Par contre, dans le régime Qo5 7p > 1, I’atome peut décrire une oscillation complete pen-

dant 7,, et le changement d’impulsion correspondant est de 1’ordre de grandeur de Ap :

Opet ~ Ap (IV2a — 4)

ce qui met en échec ’approche par Fokker-Planck.

Le déplacement spatial des atomes pendant 7, est responsable de la non-localité en
position (|z — z'| ~ 8z ), ce qui constitue une difficulté nouvelle par rapport a o4 —o_.
Comme cette difficulté n’existe pas sous le seuil du refroidissement (la dépendance en
position de IT y est négligeable), nous nous placons directement, pour estimer cette non-
localité, assez au-dessus du seuil (Up > 100ER). Il existe alors une modulation spatiale de
II(z,p) a ’échelle de %/\, liée a la localisation des atomes au fond des puits. Dans le régime

sautant, la vitesse atomique change peu pendant 7,, ce qui conduit a I’estimation :

A
Bzeft ~ ﬁpr,, (IV2a — 5)
" . . TP . 1 .
La non-localité spatiale peut alors étre négligée si §z.g est petit devant 5/\, ce qui est

automatiquement le cas :

kbzer ~ QoscTp K 1 (IV2a — 6)

Id . ’ . 1 .
Par contre, dans le régime Qqs.7, > 1, ézeq n’est plus négligeable devant 5/\, ce qui nous

interdit d’obtenir, par notre approche, une équation locale en z.

En conclusion, dans le domaine des valeurs de Uy conduisant & une modulation spa-
tiale de la distribution II(z, p, t), notre tentative d’écriture d’une équation de Fokker-Planck
sur II(z,p,t) n’aboutit que dans le régime Qus.7, < 1 ; elle est doublement compromise
dans le régime Qosc7p > 1, parce que 8pesr et dzeg sont simultanément trop grands. Par
contre, dans le domaine de faible modulation spatiale de II(z,p), l’approche par Fokker-
Planck est toujours justifiée. Nous résumons cette discussion sur la fig. IV-1. Notons que
le régime Q.. 7, < 1 en I'absence de localisation spatiale correspond a des situations de

faible désaccord (|6] <« T'), trés chaudes et peu intéressantes en pratique.
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QoscTp K1 | QoseTp > 1

sans modulation spatiale
de II(z, p)

avec modulation spatiale

de I1(z, p)

oui (1) oui (3)

oui (2) non (4)

Fig. IV-1 : Possibilité, suivant les différentes situations, d’écrire une équation de
Fokker-Planck (locale en z et en p) sur la distribution II(z,p).

(ii) Le régime Qosc7p < 1 _pour |§| > T'_(case (2))

Ecrivons explicitement la condition §24s.7p < 1 sous la forme :

Uo 6]

—— > 6 IV2a — 7
Comme nous n’envisageons ici que des désaccords § tels que |§] > T, la condition (IV2a - 7)
impose que 'on considére des puits Uy trés profonds en unité d’énergie de recul. Comme on
peut le vérifier a ’aide des calculs quantiques exposés au §1, ’énergie cinétique atomique
moyenne devient proportionnelle & U, dans I’état stationnaire, et une forte modulation

spatiale de II(z, p) apparait.

Il s’agit donc d’étudier ici, & o fixé, la limite Tiny < T ot TSL) désigne, sui-
vant les notations du chapitre II, le temps externe associé au mouvement d’oscillation des
atomes au fond des puits. Nous sommes alors dans le régime de ’approche semi-classique
traditionnelle. La démarche habituelle dans ce cas consiste & écrire une équation de Fokker-
Planck avec force linéaire en vitesse et coefficient de diffusion pris a vitesse nulle. Nous

reproduisons cette démarche dans I’appendice Ayy.

Rappelons que I'équation de Fokker-Planck obtenue décrit le mouvement d’une par-

ticule sans structure interne dans le potentiel dipolaire moyen :

U(z) = %sin2(2kz) (IV2a — 8)

en présence de forces aléatoires de moyenne la force de friction —a(z)v et dont les fluc-
tuations sont décrites par un coefficient de diffusion en impulsion a vitesse nulle D(z).

L’expression de ces différentes grandeurs figure dans le I§1 et dans ’appendice Ajy. Les
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temps caractéristiques d’évolution introduits par cette équation de Fokker-Planck concer-
nent bien sur seulement les variables atomiques externes, puisque les variables atomiques
internes ont été éliminées par remplacement par leur régime forcé a la vitesse v. Le premier
temps externe Te(;t) associé a I’équation de Fokker-Planck est réactif et décrit le mouve-
ment d’oscillation de la particule au fond du puits de potentiel U(z). On trouve que la
pulsation d’oscillation correspondante est exactement 2,5 car U(z) est quatre fois moins
profond que Uy, 2(2) et a une période spatiale deux fois plus faible. Le second temps
externe T %) est dissipatif, c’est I'inverse du taux d’amortissement 2 de la vitesse par la

ext M
force de friction. Un calcul simple montre précisément que :

a(z)
AlQosc

< Qosch K1 (IV2a - 9)

ce qui correspond a Te(:t) < Te(ft), donc a un mouvement fortement sous-amorti pour la
particule fictive dans le potentiel dipolaire moyen U(z). Ceci permet de résoudre 1’équation
de Fokker-Planck de fagon approchée, en traitant perturbativement ’action des termes de
friction et de diffusion. C’est la limite des frictions faibles [30,31] dont le domaine de vali-
dité, soit Te(,:t) < Te(fz , coincide d’apres (IV2a - 9) avec celui de I’équation de Fokker-Planck

elle-méme.

La démarche exposée au I1§2¢ va nous permettre d’arriver plus directement au méme
résultat. Rappelons-en les grandes lignes. Le développement des équations semi-classiques
au second ordre inclus par rapport au parameétre Qos.7p, permet d’obtenir la distribution
I1°*(z,p) & l'ordre 0 en QoscTp. On trouve qu’a l'ordre 0, cette distribution dépend seule-

ment de I’énergie mécanique totale de la particule fictive dans le potentiel dipolaire moyen

U(z) :

2

Hst(O)(z,p) = (‘7p_M + U(z)) (IV2a — 10)

La fonction ¢(FE) est déterminée par ’équation différentielle ordinaire :

[ Z(E)
d - dz v(z, E)a(z)
75 lne(E) = - fz(zéf) (IV2a — 11)

Z2(E) dz v(z, E)D(z)

Lorsque I’énergie E est inférieure a la valeur maximale de U(z), soit %Uo, —Z(E)et Z(E)

désignent les points de rebroussement de la trajectoire d’énergie E oscillant autour de
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1 A . . "y
z = 0. Lorsque E > ZUO’ il suffit de prendre Z(E) = =, ce qui correspond a la moitié¢ de
la période spatiale du mouvement, cette fois non borné. Dans (IV2a - 11), v(z, E) désigne

simplement la vitesse en z pour une particule d’énergie E :

si ~Z(E)<2<Z(E) v(z,E)= \/%(E - U(z)) (IV2a — 12)

Le second membre de (IV2a - 11) vaut donc simplement le rapport des moyennes de
a(z) et D(z) sur la trajectoire d’énergie E, moyennes calculées selon un poids il est vrai
peu intuitif. On vérifie bien que ce rapport, donc ¢(E), ne dépendent pas de la masse de
I’atome, ce qui est normal puisque nous sommes dans le cadre de ’approche semi-classique

traditionnelle.

Bien que les intégrales définissant les moyennes dans (IV2a - 11) ne soient pas calcu-
lables analytiquement (elles font intervenir des intégrales elliptiques de seconde espeéce), il
est possible d’étudier leur comportement pour les valeurs extrémes de I’énergie E. Nous ne
détaillons pas ici les calculs, qui feront 1’objet d’une publication. D'une part, I’annulation
du coefficient de friction (mais pas celle de la diffusion !) au fond du puits de U(z) en

z = 0 conduit a :

d
E‘P(E) |lE=0 =0 (IV2a - 13)

. . 1
ce qui prouve que II*Y%) n’est pas gaussienne en p lorsque E <« ZUO. D’autre part, aux

Id . I ’ 1 . 1 . ’ - Id .
énergies élevées (E > ~U; mais E < =Mv? pour rester dans la plage de linéarité en vi-
tesse de la force de friction), on peut négliger la modulation spatiale de la vitesse v(z, E), et
I’on retrouve partiellement le comportement exponentiel qu’aurait une distribution ther-

mique :

A
~ — e BFE -
i, ek (IV2a — 14a)
1 185
¥ = %m (IV2a — 14b)
1 (D(z)) 3 74T
- = ==-Uy |14+ —= IV2a —
3= (az) _8°°| T 1358 (V22 — 14c)



Cette “température”, déja obtenue par les auteurs de [16] lorsque |6| > T, ne permet a
2

priori pas, en toute rigueur, d’obtenir 1’énergie cinétique moyenne 53 puisqu’elle inter-
vient seulement dans un comportement asymptotique. Cependant, nous avons constaté

numériquement sur 'intervalle en désaccord (I" < |§] < 5T") que la formule approchée :

[ — & -

constitue une approximation a mieux que 20 % de la valeur véritable déduite de toute la

dépendance en E de ¢(FE).

Pour clore cette discussion sur le régime Qo5 7, < 1, nous comparons les prédictions
de Vapproche semi-classique traditionnelle aux calculs quantiques du §1. Pour une valeur
assez faible du désaccord (6 = —T') et une profondeur de puits élevée (Uy = 1000ER) , nous
calculons, par résolution des équations quantiques ramenées dans 1'état fondamental, la
trace interne f(z,p) de la distribution de Wigner stationnaire. Comme la condition (IV2a -
7) est satisfaite, f(z,p) doit dépendre seulement de ’énergie mécanique E des atomes dans

U(z), et selon une loi qui coincide avec p(E). Pour vérifier ceci, il est commode de re-
Pa
2M k
indices de discrétisation n (en impulsion) et n’ (en position). Le nuage des points ainsi

présenter graphiquement les + U (zn'), f(zn,pn)) pour les différentes valeurs des
obtenus doit former une courbe, et cette courbe doit étre proche du graphe en E de ¢(E).
Nous avons effectué ces représentations sur la fig. IV-2, ce qui permet de constater le bon

accord entre les résultats quantiques et ceux de ’approche semi-classique traditionnelle.

Nous n’avons pas eu a préciser la masse de I’atome pour obtenir la fig. IV-2, puisque

les seuls parameétres du calcul quantique dans I’état fondamental sont =% et =, lorsque E

Erp T

est exprimée en unité de Up. Si nous voulions néanmoins proposer une valeur réaliste pour

la masse, il faudrait choisir celle-ci assez élevée, de fagon que le parametre de saturation

kAv

so et 'effet Doppler moyen soient assez faibles pour justifier nos approximations.

On peut vérifier sur la fig. I-4b que, méme dans le cas de 'atome le plus lourd utilisé

habituellement ( = 1285 sur le césium), le régime sautant Qosc7p < 1 est d’extension

. hk?
réduite.

(ii1)) En l’absence de modulation spatiale sur Il(z, p)_(cases (1) et (3))

Nous démontrons dans ’appendice Ay le résultat suivant, indépendamment de toute
hypothese sur la valeur de §2,5.7p. Lorsque la modulation spatiale de II(z,p) dans 'état

stationnaire est suffisamment faible sur l'intervalle en impulsion I, :
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Fig. IV-2 : Sur la transition jg = 1/2 — je = 3/2, pour § = —T et Uy = 1000ER,
2
dépendance en !'énergie £ = QPW + U(z) des distributions en position-impulsion

obtenues par le calcul quantique (nuage de points) et par I’approche semi-classique
traditionnelle (trait continu). Dans cette derniére approche, le coefficient de diffusion
D(z) prend en compte le diagramme simplifié d’émission spontanée utilisé pour le
calcul quantique. L’énergie E est exprimée en unité de Uy.

sup II(z, p) — inf II(z, p)

= = IV2a — 16
el OO = SrE TG < (V22 = 16)

alors la distribution en impulsion II*'(p) = [ dz II**(z,p) vérifie sur Vintervalle I, une
équation différentielle ayant la forme d’une équation de Fokker-Planck(*). L’idée de la
démonstration est d’obtenir une équation intégrale en z sur II°*(z,p) exacte dans la li-
mite semi-classique et de négliger la dépendance en position de II%(z,p) sous l'intégrale.

Il est facile de résoudre explicitement I’équation différentielle sur II**(p), et l'on obtient

(*) L’équation obtenue sur II°*(p) n’est pas la “véritable” équation de Fokker-Planck au
sens du chapitre III, car le coefficient de diffusion effectif qui intervient dans cette équation
differe de la moyenne spatiale du coefficient de diffusion “vrai” D(z,v) lorsque |v| < v,

(cf. remarque dans 'appendice Ayv).
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finalement, sur tout intervalle I, vérifiant la condition (IV2a - 16), la dépendance en p

suivante :

A
(1+p2/p2) e
1/2

2
Pe =34/ i—(l)Mvc l:g—g + (%) ] (IV2a — 17b)

Les valeurs données dans (IV2a - 17) different de celles figurant dans I’appendice Ajv car

II**(p) = (IV2a — 17a)

nous avons pris ici en compte le véritable diagramme d’émission spontanée.

Cherchons maintenant a caractériser les situations dans lesquelles la condition (IV2a -
16) est vérifiée. Il s’agit pour cela de déterminer I'intervalle I, admissible en fonction des

divers paramétres de la transition atomique et du laser. Une premiére contrainte sur I,
2

vient naturellement a ’esprit : il s’agit d'imposer que I’énergie cinétique %/I— soit plus
grande que la profondeur des puits Uy. Nous prenons note de cette contrainte intuitive,
mais nous constatons qu’elle n’est pas suffisante. Plagons-nous en effet dans le régime sau-
tant (QoscTp < 1), & une énergie cinétique intermédiaire entre Uy et —Mv?. L'expression
approchée (IV2a - 14) est alors utilisable et permet le calcul de la modulation spatiale de
II**(z,p) a p fixé. On trouve C(p) =~ 0.32, ce qui n’est pas trés petit devant 1 et ce qui
interdit en toute rigueur d’utiliser (IV2a - 17a). Pour obtenir une seconde contrainte sur

I, cette fois non intuitive, nous avons eu recours a un développement asymptotique des
équations semi-classiques du I§le en puissances de —. Nous présentons ici seulement les

résultats d’un tel calcul. On trouve que la dépendance spatiale de II**(z, p) est négligeable
lorsque |p| > P, ou p. est défini par (IV2a - 17b). On vérifie également que la loi de puis-
sance avec laquelle IT1**(p) décroit aux grands p est exactement la méme que celle déduite
de (IV2a - 17a) :

s A
I t(p) ~ ]

- IV2a — 18

Nous déduisons en particulier de ’exposant apparaissant dans (IV2a - 18) que I’action des
seuls nouveaux mécanismes (en l'absence de I'effet Doppler) conduit a une distribution

stationnaire d’énergie cinétique finie seulement si :
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246
Us > _5—ER (IV2a - 19)
Nous prouvons également que le seuil déduit de considérations heuristiques au I§lc cor-

respond précisément a la limite de normalisabilité de II**(p).

En guise de conclusion a ce §a, voyons dans quelle mesure les éliminations de 1’état
interne décrites successivement permettent d’estimer 'optimum du refroidissement. Les
résultats de la case (2) indiquent simplement que l’énergie cinétique moyenne devient
proportionnelle a la profondeur des puits Up, lorqu'on augmente suffisamment Uy a dés-
accord T fixé. Si I'on cherche les distributions les plus froides, on est conduit naturelle-
ment & diminuer Uy, ce qui nous fait sortir de ladite case (2). Nous nous retrouvons ainsi
dans 'une des cases (1), (3) ou (4). Supposons, dans un premier temps, que 'optimum
du refroidissement soit trés peu modulé spatialement. Sous cette hypothése, 'expression
(IV2a - 17a) est utilisable. Elle place alors, comme il est montré dans ’appendice Ary,
loptimum du refroidissement dans la limite des grands désaccords (donc dans le régime
QoscTp > 1), la valeur et la position en Uy prédites pour I'optimum sur <p2) (avec prise

en compte du vrai diagramme d’émission spontanée) étant :

Ap =/ —hk ~ Thk (IV2a — 20a)
Uo = — Ep (IV2a — 20b)

On constate cependant que Z;TP; et Uy sont alors du méme ordre de grandeur, ce qui rend
suspecte I’hypotheése de tres faible modulation spatiale. L’optimum absolu du refroidisse-
ment se trouve donc selon toute probabilité dans la case (4), ce qui rend nécessaire la mise
en oeuvre d’'un traitement des équations semi-classiques adapté au régime Qoec7p, > 1 et

indépendant de toute hypothése sur la dépendance en position de II%'(z, p).

b) Etude du régime Qoscmp> 1

Comme nous ’avons exposé au §2a précédent, on ne peut pas obtenir, dans le régime
oscillant, une équation simple sur la distribution II*(z,p) qui soit locale en position et
en impulsion. Nous faisons donc appel ici & une approche différente. Nous ne cherchons

plus a éliminer 1’état atomique interne, mais nous effectuons un traitement perturbatif des
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équations semi-classiques sur IIZ, /2(z,p), par développement de la solution stationnaire

. 1 , Uo , )

en puissances de o pour une valeur fixée de B L’équation obtenue n’est pas locale
oscTp R

mais a ’avantage de porter sur une fonction d’une seule variable E, ce qui rend accessibles

certains résultats analytiques simples.

est effectué dans ’appen-

Le développement en puissances successives de
oscTp
dice Arv. Rappelons-en les principales étapes. A 'ordre 0, les populations stationnaires

s, /2(2, p) dépendent seulement de l'énergie mécanique des atomes dans le potentiel

Ugt1/2(z) associé a chaque sous-niveau :

2
s p

H;(lo/)z(z,p) = (;M + Up cos® kz ) (IV2b — 1a)
st(O) P2

1/2( z,p) = (W + Upsin kz) (IV2b — 1b)

C’est la méme fonction @ qui intervient pour m = +1/2 et m = —1/2, a cause de la pro-

priété de symétrie (B}, — 10). L’écriture des équations semi-classiques a l’ordre 1 conduit,

st(1)

aprés élimination de Il selon une procédure proche de celle du 11§2¢, & une équation

intégro-différentielle sur ®(E) :

2B dz
0= —}{_Z(E) m7—1/2~1/2(z)¢(E)

Z(E) dz
U
+?{Z(E) oz B r-12(2)® (E + Uy jo(Z) - U_y2(2))

Z(E)
405§ AZo(2,B) [Dosjpmspa( 2)053( BN+

—-Z(F)

Dyj2——172(2)0p® (E + Uv2(Z) — U—1,2(2))]
(IV2b - 2)

On a introduit la notation v(Z, E) pour désigner la vitesse algébrique en Z des atomes
d’énergie E = lM v? + Up sin? kZ dans le sous-niveau |¢g —1/2) : v > 0 lorsqu’on intégre
dans le sens des Z croissants, v < 0 sinon. Lorsque les atomes ont une énergie inférieure
aux collines du potentiel (E < Uy), Z(E) est le point de rebroussement positif de la tra-

jectoire passant par z = 0 et d’énergie E dans le potentiel U sin® kz. Lorsque E > Uy, la
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1
trajectoire d’énergie E n’est plus bornée, et ’on montre qu'’il suffit de prendre Z(E) = Zz\,

demi-période spatiale du mouvement. On constate que I’équation (IV2b - 2) sur ®(E) se
compose de deux parties distinctes. La premiére, constituée par les deux premiéres lignes
de (IV2b - 2), exprime les transferts de population d’un sous-niveau a ’autre par pompage
optique ; elle fait donc intervenir les taux de pompage v+ /2—51/2(2) définis par (I1b - 4).
La deuxiéme partie, constituée par les deux derniéres lignes de (IV2b - 2), contient des
termes de diffusion décrivant les fluctuations de I'impulsion atomique a I'issue d’un cycle
de fluorescence, ce cycle s’accompagnant d’un changement (derniére ligne de (IV2b - 2))
ou non (troisieme ligne de (IV2b - 2)) de sous-niveau interne ; les coefficients de diffusion
correspondants, d’ordre de grandeur (%k)?I'sy, ont une dépendance spatiale précisée par

(Ile - 6). Nous allons étudier successivement la contribution de ces deux parties.

(i) En ’absence des termes de diffusion

, hk\?
Par une analyse rapide, nous constatons que les termes de diffusion sont Ap fois

plus petits que les termes de pompage. Lorsque 1’énergie cinétique moyenne est de I'ordre

de grandeur de la profondeur de puits Uy, le rapport de la diffusion au pompage varie donc

comme 7:. Cette constatation donne 'idée d’étudier la limite des puits trés profonds a
l’aide du modéle simple qui consiste a négliger les termes de diffusion dans (IV2b - 2). La
fonction ®(E) vérifie alors I’équation obtenue en ne retenant que les deux premieres lignes
de (IV2b - 2).

Avant d’étudier ’équation simplifiée sur ®(FE), montrons comment ’obtenir de fa-
¢on intuitive. Comme les termes de diffusion sont négligés, I'énergie E.,/, des atomes
sur chaque sous-niveau interne reste constante entre deux transitions +1/2 «—— F1/2,
et ces transitions se font avec des taux 7.4;/2—51/2(2) sans changement d’impulsion ato-
mique. L’équation sur ®(E) est alors déduite d’une simple comptabilité des départs et des
arrivées pour un paquet spatialement localisé d’atomes d’énergie E dans le sous-niveau
lg — 1/2) par exemple. Considérons le cas des atomes d’énergie inférieure aux sommets
du potentiel Upsin® kz. Ces atomes ont en moyenne le temps d’osciller entre les points
de rebroussement —Z(FE) et Z(FE) avant d’étre pompés optiquement vers le sous-niveau
lg 1/2), puisque Q457 > 1 par hypothése. Le nombre de départs, en valeur relative, du
paquet localisé d’atomes pendant une période d’oscillation est obtenu par intégration sur

la trajectoire d’énergie E du taux v_;/2—.41/2(2), compte tenu du fait que le temps mis par

ce paquet pour parcourir dZ n’est autre que - Comme nous avons intégré sur une pé-
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riode compléte, le taux de départ obtenu pour un paquet localisé d’atomes ne dépend pas
de la position initiale du paquet, et s’applique aussi a la classe totale, de population ®(E),
des atomes d’énergie E dans |g —1/2). On obtient ainsi la premiére ligne de (IV2b - 2). Le
flux d’arrivée est déduit par un raisonnement similaire, en prenant en compte le fait que
les atomes contribuant & ce flux d’arrivée ont subi, a la transition interne +1/2 — —1/2,
un changement d’énergie di a la variation brusque d’énergie potentielle. En effet, si la
transition effectuée en 2z les a amenés sur la trajectoire d’énergie E, c’est que leur énergie
initiale était E + U;/p(z) — U—1/2(2). On obtient ainsi la deuxieéme ligne de (IV2b - 2),
la présence du méme facteur - qu’en premieére ligne de (IV2b - 2) (alors que le mouve-

ment se fait maintenant dans le potentiel Up cos? kz) découlant du fait que la transition

1/2 — —1/2 s'effectue sans changement de la vitesse atomique dans le présent modéle.

Passons maintenant a I’étude de ’équation simplifiée sur ®(F). Le terme d’alimen-
tation précédemment décrit rend cette équation intégrale fortement non locale en E. Il
est en particulier impossible de se ramener a une équation différentielle ordinaire en effec-
tuant un développement de la deuxiéme ligne de (IV2b - 2) en puissances de Uy, puisque
’échelle de variation attendue pour ®(FE) est précisément Up. On peut par contre obtenir

les comportements asymptotiques de ®(E) pour les valeurs extrémales de 1’énergie.

Envisageons d’abord le cas limite 0 < E « Up. Les points de rebroussement —Z(E)
et Z(E) sont trés proches et dans le domaine de variation harmonique de U sin® kz et
de ¥-1/2—+1/2(2) avec 2, ce qui permet d’estimer !'intégrale dans la premiere ligne de

(IV2b - 2) :

9
v(Z,E) E<§uo¢\/f4' (E — Upk222) (IV2b — 3a)

/Z<E> dz () ~ TE/Us
Z(E) 'U(Z, E)7—1/2—’+1/2 z E(ZUO 2 QOSCTp

(IV2b — 3b)

L’intégrale de la deuxiéme ligne de (IV2b - 2) fait intervenir les valeurs de ® au voisinage
du maximum du potentiel Uy cos? kZ, donc au voisinage de Uy, puisque Up sin® kZ et E

sont trés petits devant Uy. Si 'on admet que @ varie peu au voisinage de Uy :

& (E +U1/2(2) = U-1o(2)) = & (Up) (IV2b ~ 4)

nous pouvons sortir ce terme non local en E de 'intégrale et évaluer comme précédem-

ment :
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o _dz_ L IV2b — 5)
/ ) TEE =) 12 T (IV2

Nous aboutissons finalement au comportement asymptotique :

®(E) ~ %Q(Uo) (IV2b — 6)
EQU, E

Les distributions IT3, /z(z,p) obtenues par ce modéle simple sans diffusion ne sont donc

pas normalisables : les atomes s’accumulent sans limite au fond des puits de potentiel de

Uii1/2(2), car le taux de départ du fond des puits intégré sur une période d’oscillation

s’annule linéairement en E (cf. (IV2b - 3b)), alors que le taux de pompage optique au

voisinage des collines de potentiel est maximal donc non nul !

Considérons, pour terminer 1’étude de ce modeéle simple, le comportement de ®(E)
aux grandes énergies. Lorsque E > Uy, il est légitime de négliger la dépendance en position

de la vitesse :

2FE
Z,E) ~ — IV2b - 7
En effectuant cette approximation sur v dans les deux premiéres lignes de (IV2b - 2), on

est conduit, apres le changement de variable z = kz, & :

1 Uo n/2 n/2
0 ~ — —/ dzsin® z @(E)+/ dz cos?z & (E + Ug cos 2z)
E>U, Qosch FE -n/2 —n/2
(IV2b — 8)

Cette équation admet une exponentielle comme solution exacte, la “température” cor-

respondante pouvant étre déterminée numériquement. On en déduit :(*)

®(E) ~ Ae PE (IV2b — 9a)
E>U,
BU, = 3.1718...° (IV2b — 9b)

(*) Un calcul plus précis fait intervenir une amplitude lentement variable, qui est une

puissance non entiére de E.



Nous savons en fait que les I, ,,(z, p) décroissent en -I—l—a aux grands p (voir (IV2a - 18)),
ce qui est a 'origine de ’existence d’un seuil pour le refroidissement. Nous avons vu, dans
la discussion qualitative du I§lc, tout le role de la diffusion en impulsion qui accompagne
les cycles de fluorescence : c’est I’échauffement qu’elle produit qui est responsable du seuil,

ce dont notre modele simple sans diffusion ne peut évidemment pas rendre compte.

(ii) Prise en compte des termes de diffusion

La prise en compte de la diffusion grace aux deux derniéres lignes de (IV2b - 2)
permet de résoudre les problémes rencontrés précédemment. Ceci introduit en effet une
unité d’énergie autre que Uy, ’énergie de recul Egr. Nous allons voir que Eg se combine
avec Uy pour donner deux échelles d’énergie sur lesquelles la présence des termes de diffu-
sion modifie profondément les comportements asymptotiques (IV2b - 6) et (IV2b - 9). La
premiére échelle d’énergie, que nous appelons E;, est d’ordre de grandeur /Uy ER, donc
beaucoup plus petite que Uy. La présence des termes de diffusion restreint le domaine de
validité de la loi (IV2b - 6) en % pour ®(E) a E > E;, et donne a ®(F) un comportement

non divergent au fond du puits de potentiel. La seconde échelle, E,, est proportionnelle a
2

EOI;, donc beaucoup plus grande que Up. Pour des énergies E > E,, la loi exponentielle
(IV2b - 9a) n’est plus valable lorsque la diffusion en impulsion est prise en compte ; nous
allons constater qu’elle doit étre remplacée par une loi de puissance en E~7. Ces résultats,

et leur comparaison avec la forme de ®(E) en ’absence de diffusion, sont résumés sur la

fig. IV-3.

Examinons d’abord le comportement de ®(E) pour E <« Up. Nous effectuons sur les
deux premieres lignes de (IV2b - 2) les approximations précédentes (IV2b - 3) et (IV2b -
4). Nous négligeons de plus les termes non diagonaux D,,,—._,,(z) du tenseur de diffusion
dans (IV2b - 2), ce qui est justifié par leur faiblesse relativement aux éléments diagonaux
(voir (Ile - 6)). La diffusion est alors décrite seulement par la troisiéme ligne de (IV2b - 2),
a laquelle la petitesse de kZ (pour |Z| < Z(E)) nous permet d’apporter les simplifications

suivantes :

Z(E) A Z(E)
dZv(Z,E)D_ /9. _ Z) ~ D_i/9_ 0 / dZv(Z,F) (IV2b — 10
/_Z(E) ( ) 1/2 1/2( )E<<UO 1/2 1/2( ) 28 ( ) ( a)

14 E.-FEp
>~ —7
E<<U0 5 Qosch

(IV2b — 10b)
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S(e)
V(Ep/Uy) |—

|
V(U ER) U, U,2/Eg E

Fig. IV-3 : Représentation schématique des différentes échelles d’énergie E et des
comportements de ®( E) associés, lorsque ®( E) est la solution de I’équation (IV2b - 2)
du régime QoscTp > 1. Le trait plein correspond & la solution de ’équation intégro-
différentielle compléte, le trait pointillé correspond au modéle simple qui néglige les
termes de diffusion.

ce qui nous amene a l’équation approchée pour ®(E) au fond du puits :

™ E 14
ELUs Qogery “QUO‘I’(EH‘I’(U«JHgERBE(EaEQ(E))] (IV2b — 11)

Nous déduisons de (IV2b- 11) ’échelle de variation typique de @ pour E <« Uy imposée

par la diffusion :
14
E, = \/?UOER (IV2b - 12)

En effet, un simple changement de variables montre que, dans le domaine de validité de

(IV2b - 11), &(E) peut étre mise sous la forme :

Uof. - E _
¥E) = 55 (e = ) (IV2b — 13)
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ou la fonction S(¢) est la solution, réguliére en 0% et de limite nulle en ¢ = +o0, de
I’équation réduite :
1
0= —5€S(e) + (Vo) + 0 [0 S(e)) (IV2b — 14)

Nous laissons le soin & I’appendice Civ d’établir mathématiquement les propriétés de S(e).

Nous retenons ici seulement les résultats que I’on en déduit pour $(E) :

3(0) = -%-@(Uo) (IV2b — 15a)

Sl

1
2U,
®(E ~ —& (U IV2b - 15b
( )E1<<E<<Uo E (o) ( )

ce qui constitue une heureuse correction a (IV2b - 6) en supprimant la divergence en
E =0 :il n'est pas légitime de négliger la diffusion au fond des puits de potentiel lorsque
E < El.

La deuxiéme échelle E, introduite par la diffusion intervient pour des énergies tres
au-dessus des puits de potentiel. Elle restreint le domaine de validité de (IV2b - 9) a un

domaine borné :

®E) ~  Ae PP (IV2b — 16)
UoKEKE,

en dehors duquel ®( E) adopte le comportement asymptotique correspondant a (IV2a - 18).

Nous définissons ainsi E» par :

AI
2(E) o5, [EQ+E+.)]) (IV2b = 17)

ou v peut étre déduit de (IV2a - 18). En procédant par développement asymptotique de
®(F) dans ’équation compléte (IV2b - 2) : -

A vE;
®(E) esE, BT [1 5 + ] (IV2b — 18)

Vs

Er

on aboutit, apreés des calculs assez longs, & E; d’ordre de grandeur (pour Uy > ER).
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(iii) Comparaison avec le calcul quantique

De facon a obtenir toute la dépendance en E de ®(FE), nous avons résolu nu-
mériquement 1'équation intégro-différentielle sur ®, en négligeant le couplage par diffu-
sion en impulsion entre les deux sous-niveaux 1/2 et —1/2 (derniére ligne de (IV2b -
2)). Nous devons ensuite vérifier que la distribution stationnaire IT%, /2(2, p) déduite des

équations quantiques ramenées dans l’état fondamental dépend seulement de !’énergie
2

E=2L2_ + Uy sin? kz, et que cette dépendance est bien décrite par ®(E). Il est commode

d’utiliser pour cela la méme méthode graphique qu’au §2a(ii), en représentant, sur une

2
seule fig. IV-4, le graphe de ®(E) et le nuage de points (Qp_]rj +Up sin? kzp, Hs_tl/2 (2n'ypn))-
La profondeur de puits choisie (Uy = 500FR) est assez grande pour que la plage de dépen-

dance de ®(E) en % soit visible.

[y
—
—
-4
-
-
—

o o o
N o @
ARRRRRARNRRRRRRRRED!

Q(E) et n-l/z(zn'pm)

o
)

lIllIIIllIllIlIllllIllll

N

0.5 1 1.6
E/U,

Fig. IV-4 : Sur la transition jg = 1/2 — je = 3/2, pour Uy = 500ER et dans la
limite QoscTp > 1, comparaison des dépendances en E de H‘f‘_‘l /2(z,p) associées a la

o

distribution de Wigner quantique (nuage de points) et & la distribution ®(E) semi-
classique (trait continu). Le calcul quantique est effectué a4 § = —50T. L’équation sur
®(E) prend en compte la distribution simplifiée d’émission spontanée (voir le §1).

Nous effectuons dans I’appendice Ay une comparaison plus globale entre le calcul

(r*)

quantique et le calcul semi-classique de ®(F), en représentant la dépendance de (7152— en
fonction de EO-. L’accord entre les différentes prédictions est alors tout a fait acceptable.
R
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(iv) Cette approche est-elle généralisable a d’autres transitions ?

Nous avons prouvé, sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, l'efficacité d’une nouvelle
méthode de développement des équations semi-classiques. Le petit parametre est I'inverse
de celui, Qqsc7p, utilisé dans 'approche semi-classique traditionnelle. L’équation obtenue
est trés différente d’une équation de Fokker-Planck, puisqu’elle est intégro-différentielle,
et qu’elle ne porte pas sur II°*(z, p) mais sur Hil/z(z,p) ou IT, ,(z,p).

Examinons donc brievement la possibilité d’étendre cette méthode a des transitions

de moment cinétique j, plus élevé. Il faut d’abord résoudre les équations semi-classiques

a ’ordre 0 en , ce qui conduit de fagon générale au systeme :

Qosc Tp

0. WO = lr ez, wo] + {o.u(z),0,w) (IV2b — 19)

m

U(z) est opérateur purement interne, paramétré en z, dont les valeurs propres sont les
déplacements lumineux. La résolution du systéme (IV2b -19) est sans difficulté lorsqu’on
peut trouver une base de vecteurs propres de U(z) indépendante de z ; c’est la situation
rencontrée sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2. Il en va autrement sur la transition
Jg =1 — je =2 :on peut étre tenté alors de négliger dans (IV2b - 19) le couplage des
populations aux cohérences de W'®) dans la base propre de U(z). La justification d’une
telle approximation adiabatique réclame cependant une étude sérieuse : on sait qu’il existe
des situations dans lesquelles les transitions non adiabatiques jouent un réle important,

comme celles donnant naissance aux dopplerons [73,40].

Nous ne nous sommes donc pas engagé plus avant dans la réduction des équations
semi-classiques a l’aide de §2osc7p > 1. Nous avons préféré nous tourner vers la réduction
des équations quantiques, qui est conceptuellement aussi simple et introduit des images

physiques esthétiques et originales.



3 - APPROCHE QUANTIQUE ADAPTEE AU REGIME OSCILLANT

a) Introduction

L’étude du refroidissement par effet Sisyphe sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2
aux §1 et §2 précédents a montré l'intérét du régime oscillant Q2557 > 1. Nous avons
constaté, par résolution numérique brutale des équations quantiques au §1, que ce régime
contient 'optimum du refroidissement par nouveaux mécanismes. L’analyse semi-classique
du §2 a prouvé que ce régime est nouveau, en ce sens qu'il est a I’extréme opposé du do-
maine de 'approche semi-classique traditionnelle, et qu’il n'est pas descriptible par une
simple équation de Fokker-Planck sur II(z,p,t).

Nous allons développer un moyen de réduction des équations quantiques adapté au
régime 457, > 1, et dont on peut donner la présentation intuitive suivante. Nous avons
déja vu que l'influence du rayonnement sur la dynamique atomique présente une partie
réactive hamiltonienne (couplage de I’atome aux modes laser) et une partie dissipative non
hamiltonienne (couplage de I’atome aux fluctuations du champ). Lorsque la dynamique
atomique est ramenée dans 1'état fondamental et que ’énergie cinétique des atomes est
prise en compte, la partie réactive décrit le mouvement des atomes dans les puits de po-
tentiel lumineux Uy, 2(2) (cf. 1§1c). Nous introduisons les niveaux d’énergie qui lui sont
associés, afin d’étudier quantiquement ce mouvement(*). On constate qu’ils imposent une
pulsation de Bohr typique §,sc dans 1’évolution de la fonction d’onde du centre de masse
atomique, ou {2, est la pulsation du mouvement classique d’oscillation des atomes dans les
puits ; en effet, k5. est aussi la différence d’énergie typique entre niveaux d’énergie voi-
sins. Prenons en compte maintenant la partie dissipative du couplage atome-rayonnement.
La durée de vie finie de ’état atomique excité, ramenée dans 1’état fondamental par le
laser, rend instables les niveaux d’énergies précédemment introduits ; on attribue ainsi a
ces niveaux une “largeur” en énergie, de ’ordre de ot ou 7, est le temps typique de pom-
page optique. L’interprétation entiérement quantiqu’é de la condition Qosc7p 3> 1 est alors
claire : cette condition réclame simplement que 1’écart entre les niveaux d’énergie soit plus
grand que leur “largeur” (fig. IV-5). Dans ce cas, il est connu [48] que la matrice densité

du systeme dans 1’état stationnaire o' peut étre décrite avec une bonne approximation

(*) Une telle introduction a déja été effectuée pour un atome & deux niveaux dans une
onde stationnaire, en ’absence d’émission spontanée pour [78] et avec prise en compte de

I’émission spontanée dans une méthode numérique de “splitting” pour [79].
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par les seules populations des différents niveaux d’énergie, 'effet de la partie dissipative
étant des transferts de population entre ces niveaux. Les équations de Bloch optiques gé-
néralisées se ramenent ainsi simplement a des équations de taux dans 1’état stationnaire.
Ce régime, et la description approchée en termes de populations que 'on y effectue sur

0%, sont qualifiés couramment de séculaires.

U-x/z(z)

0 N4 z

Fig. IV-5 : Pour j; = 1/2, représentation naive des niveaux d’énergie dans un puits
de U_,9(z) ainsi que leur “largeur” due au départ par pompage optique, dans le
régime Qosc Tp > 1. Nous verrons que ces niveaux d’énergie ne sont pas discrets mais
sont en fait groupés en bandes d’énergie continues. La largeur de ces bandes, due &
un effet purement hamiltonien (passage par effet tunnel d’un puits de U_y/2(z) & un

puits voisin de U_, /5(z)), devient vite négligeable devant T_T:’, lorsque Uy > Eg.

L’introduction des niveaux d’énergie associés & la quantification du mouvement des
atomes dans les puits de potentiel fait penser aux situations rencontrées dans le refroidis-
sement d’ions piégés [8,21,24]. Il est possible d’ailleurs de pousser I’analogie tres loin, en
proposant des schémas de refroidissement de type Sisyphe pour les ions [74]. En général,
les puits de potentiel utilisés dans les expériences sur les ions peuvent étre considérés, avec
une approximation suffisante, comme harmoniques. Dans le cas des atomes neutres, par
contre, nous sommes confronté a des situations plus complexes, et il convient d’apporter

quelques corrections a I'image naive de la fig. IV-5.

L’étude de la transition j, = 1/2 — j. = 3/2 nous permet de présenter, de facon
simple, au §b, quelques propriétés du spectre en énergie que ’on ne retrouve pas chez

les ions piégés. Les potentiels lumineux Uy, /2(2) dans lesquels évoluent les atomes sont
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périodiques : les spectres des hamiltoniens correspondants sont constitués en fait d’une
alternance de bandes d’énergie permises et interdites. Comme une particule oscillant au
fond d’un puits de U_;/,(2) a une amplitude tres faible de passer par effet tunnel dans un
autre puits de U_; /5(z), dés que la profondeur de puits Uy dépasse quelques énergies de

recul, on s’attend a ce que les bandes d’énergie profondes soient tres étroites, méme par
rapport a —. L’écart entre les bandes est donc bien de I'ordre de hf2sc, ce qui convient
T,

pour effectlfer I’approximation séculaire. Cependant, nous avons vu qualitativement au
I§1c qu'’il est important de bien décrire aussi le mouvement des atomes au-dessus des puits
de potentiel, si I'on veut connaitre le seuil du refroidissement. Or, on s’attend a ce que les
bandes se touchent presque donc que le spectre soit pratiquement continu pour des énergies
supérieures aux collines des potentiels U, /2(2). Ceci semble remettre en question la possi-
bilité d’effectuer toute approximation séculaire sur les équations quantiques. Nous verrons
heureusement qu’il n’en est rien au §c, et nous donnerons la forme réduite des équations
quantiques stationnaires a la limite Qqsc7p > 1. Ces équations portent seulement sur les
populations des niveaux d’énergie, dont elles expriment le couplage mutuel a ’aide de taux
de transition. Nous identifions au §d, sur la transition j, = 1/2 — j, = 3/2, Deffet sur
la dynamique atomique externe des divers taux, certains étant associés au refroidissement
par effet Sisyphe (transitions avec changement de sous-niveau interne fondamental), les
autres n’introduisant que du chauffage (transitions a l'issue desquelles le sous-niveau in-
terne fondamental n’est pas changé). Les expressions approchées obtenues pour les taux
donnent acces, au §e, & une estimation des valeurs relatives des populations des bandes
d’énergie les plus profondes. Quant aux distributions en impulsion et position, déduites
de la résolution numérique des équations quantiques séculaires, elles font 1’objet du §f,

toujours dans le cas j, = 1/2.

Le refroidissement des atomes neutres présente une autre différence avec celui des
ions piégés. Dans la situation qui nous intéresse, ce sont les faisceaux laser de refroidis-
sement eux-meémes, et non pas un autre champ électrique, qui créent le potentiel. Ainsi,
les ions réagissent au champ extérieur indépendamment de leur état interne, alors que
les déplacements lumineux subis par les atomes en dépendent manifestement. Lorsque les
états internes de déplacement lumineux bien définis dépendent de la position, le modele
simple de l'effet Sisyphe incarné par la transition j;, = 1/2 — j. = 3/2 ne suffit pas. Une
telle difficulté surgit dans I’étude de la transition Jg =1 — je = 2. Nous consacrons ainsi
tout le §g a la réduction des équations quantiques dans le régime Qo5 7, > 1 sur cette

transition, et ceci pour prouver la généralité de notre approche.
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b) Etude de la partie réactive sur la transition jg=1/2 — je= 3/2

(i) Expression du hamiltonien

La réduction des équations quantiques dans 1’état fondamental en régime de faible
saturation (so < 1) et de faible vitesse atomique (k|v| < T') a été effectuée dans le cas
général au II§lc. Les équations quantiques portent alors sur la matrice densité atomique
o, interne et externe mais restreinte dans 1’état fondamental. Rappelons que ’expression
correspondante (IIlc - 22) pour 3—: comporte un commutateur ‘i['H,a], qui contient la
partie réactive du couplage atome-rayonnement dans 1’état fondamental et fait intervenir

le hamiltonien :

H=L2+h530

o7 T 5 V@2 (IV3b — 1)

V+)(Z) et V(=)(Z) désignent la partie ascendante et descendante du couplage réduit entre
Patome et les modes laser (cf. (IIlc - 17)). Pour le choix de phase des ondes polarisées
selon Oz et Oy du I§1, qui est aussi celui de ’appendice Ay, nous obtenons ’expression
(Brv — 2) de V(+)(Z), dont nous déduisons la valeur explicite du hamiltonien H sur la

transition j, = 1/2 — j, = 3/2 :

P2
H= o3z +U(2) (IV3b — 2a)
U(Z)= ) Un(2)lg m)::{g m| (IV3b — 2b)
m==%1/2

ou les potentiels U,,(2) ne sont autres que les déplacements lumineux des sous-niveaux

lg m):, dont nous avons déja vu toute I'importance au I§1 :

U_1/2(z) = Upsin?(kz) — gUo (IV3b — 3a)
l7+1/2(2) = Uo COSz(kZ) - gUo (IV3b — 3b)
La profondeur de ces puits est notée Uy et vaut :
2
Uo = —§h680 (IV3b - 4)

296



Il s’agit maintenant de caractériser I'importance de la partie hamiltonienne des équations

de Bloch, ce qui permettra de la comparer a leur partie dissipative. Cette caractérisation
est effectuée a ’aide des pulsations de Bohr associées au commutateur ﬁ[H’ o], que 'on

déduit de la diagonalisation de H, ce a quoi nous nous consacrons maintenant.

(i1) Utilisation de quelques symétries de H

Une premiére propriété importante du hamiltonien H est que le potentiel U(z) qu’il
contient est périodique spatialement, de plus petite période 3 Cette propriété vient du
fait que U(z) dépend quadratiquement du champ électrique laser, qui se reproduit spa-

tialement, identique & lui-méme au signe prés, tous les —. Cette périodicité du potentiel
U(z) nous incite & utiliser le théoréme de Bloch [52,75], qui autorise & chercher les états

propres de H sous la forme :

[)g = €%10), (IV3b — 5)

ou I'indice de Bloch g est réel et ou le vecteur d’état |p), est périodique spatialement de

. AL, TP
période —. L’état [p), est ainsi défini par :

2

2
E220 4 0(2)] o)y = Erle)y (IV3b — 6a)
Ve (2 ledy = (el (IV3b — 6b)

Tout l'intérét de cette décomposition est qu’a g fixé, les énergies E, solution de (IV3b - 6)
forment, a cause de la condition (IV3b - 6b), un spectre discret, que I'on peut indexer
par des entiers. Pour effectuer au mieux cette indexation a ¢ fixé, numérotons les énergies
propres par (n,r), ou n est un entier positif et r désigne des nombres quantiques associés
a des symétries du hamiltonien H autres que la périodicité spatiale de = (cf. ’appendice
Brv). Il n’y a alors, a g et r fixés, plus de dégénérescence en énergie, sauf accidentelle. On

aboutit finalement a la structure suivante pour le spectre complet de H :

Hlnv qar) = En,q,r|ni q,7‘) (IV3b — 7)

Dans la suite, compte tenu de la périodicité spatiale de 3 du hamiltonien, nous choisirons
P'indice de Bloch ¢ a valeurs dans 'intervalle :

297



—k<qg<k (IV3b — 8)

Cet intervalle est appelé premiére zone de Brillouin en physique de I’état solide.

Le hamiltonien (IV3b - 2) posséde une autre propriété, particuliere cette fois a la
transition j, = 1/2 — j. = 3/2 : il conserve le moment cinétique interne selon Oz.
Ceci est dii au fait que la lumiére laser ne peut, dans 1’état fondamental, coupler que des
états dont la différence des nombres quantiques m est un nombre pair. Cette propriété
autorise a chercher des états propres de H de moment cinétique interne m bien défini, soit
m =+1/2 (r = +), soit m = —~1/2 (r = —). On se raméne ainsi a ’étude quantique du
mouvement d’une particule sans structure interne évoluant dans un potentiel Un(z). Il

suffit alors de diagonaliser le probleme pour m = —1/2 seulement, les états propres pour

Pautre potentiel U, ,/5(z) s’en déduisant par translation spatiale de 1 et ayant bien sar

la méme énergie :

(zln,q, =) =lg — 1/2) ® (z|n,q) (IV3b — 9a)
A

(sln.q,4) = g +1/2) © (= FIn,q) (1V3b — 9b)

Eng+ =FEng-=En, (IV3b — 9c)

On a noté |n,q) I'état externe de |n,q,—), et E,, son énergie. On se raméne ainsi, en
’

considérant seulement m = —1/2, & la résolution de :
H= P Upsin®(kZ 3U IV3b 10
= 537 T Vosin®(kZ) - SUo ( — 10a)
Hin,q) = Eq 4In,q) (IV3b — 10b)
A .
(2 = Sln,q) = 79 (z]n,q) (IV3b — 10c)

avec des conventions de normalisation exposées dans I’appendice Fiv. Notons que le sys-
téme (IV3b - 10) n’est autre que la célébre équation de Mathieu, dont on peut montrer que
les solutions |n, ¢) a g fixé ne présentent aucune dégénérescence en énergie, lorsque Uy # 0
bien entendu [76]. On peut lui donner une formulation universelle en choisissant comme

variable d’espace sans dimension z = kz. On vérifie alors que le spectre E, , exprimé
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en énergie de recul et les états propres |n,q) considérés comme fonctions d’onde en z ne
Uo

dépendent que de —.
Epr

(iii) Le spectre du hamiltonien calculé numériquement

Donnons maintenant quelques représentations graphiques du spectre de H, obtenues
par résolution numérique de ’équation de Mathieu, selon une procédure exposée dans
I’appendice Fv.

Plagons-nous d’abord & profondeur de puits fixée : Uy = 100ERg, ce qui est une valeur
proche de ’optimum sur ( p2) . La dépendance en ¢ des premiéres fonctions E,  (n =0a7)
pour ce choix de Uy est I'objet de la fig. IV-6a. On constate que, pour les faibles valeurs de
n (0 < n < 4), la dépendance en g de E,, ; est pratiquement négligeable. En particulier,
Pamplitude de variation de E,—¢,4 est de ordre de 107°Eg. L’interprétation physique
de cette faible amplitude de variation est, bien entendu, la petitesse du couplage par effet
tunnel entre les minima voisins de U_, /,(2), lorsqu’on considére des états localisés au fond
des puits de potentiel. Par contre, pour n plus élevé (n > 6), E, , présente une tres forte
modulation en ¢. De plus, on observe alors une quasi-dégénérescence au voisinage de ¢ = 0

et ¢ = xk, tandis que les courbes ¢ — E, , étaient bien séparées pour n < 5.

Etudions ensuite la dépendance du spectre en fonction de la profondeur de puits Up.
Il est commode, pour cela, d’adopter une terminologie habituelle en physique des solides. A
Uy fixé, I’ensemble des valeurs d’énergie du spectre est une réunion d’intervalles I, ; chaque
intervalle I, regroupe tous les E, 4, —k < ¢ < k et porte le nom de “bande” d’énergie
permise. Les écarts entre les intervalles I, forment les “bandes” d’énergie interdites. Nous
représentons en gris sur la fig. IV-6b, et pour chaque valeur de Up, les différentes bandes
d’énergie permises I, (Up). On voit ainsi trés nettement que la frontiére en énergie entre
le domaine des bandes trés étroites et le domaine des bandes larges dépend linéairement

1 , ) .
de Uy, comme —;Uo. Or cette valeur de I'énergie n’est autre que celle séparant les mou-

-

) , 3 1 . ,
vements classiques bornés (—;Uo <EXL —§Uo) des mouvements classiques non bornés

U
(E > —-?0) dans le potentiel Uy, /2(z). Aussi appelons-nous dans la suite bandes “liées”

celles qui contiennent des énergies inférieures a —§Uo, et bandes “quasi-libres” toutes les

autres.

(iv) Etude analytique des états “liés”

Nous voulons rendre compte ici des propriétés des bandes d’énergie “liées” mises en
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Fig. IV-6 : Valeurs propres En ¢ du hamiltonien sur la transition jg = 1/2 — je =
3/2, en unité d’énergie de recul. Sur la fig. a est représentée la dépendance en q pour

Up = 100ER et 0 < n < 7. La fig. b montre, en fonction de

U

Ex’ DPévolution des

premiéres bandes d’énergie permises (zones grisées).
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évidence numériquement au paragraphe (iii) précédent. Il est pour cela utile de partir d’'un
résultat général, bien connu en physique de I’état solide, et dont nous rappellerons ensuite
Pinterprétation intuitive. Ce résultat affirme la possibilité d’exprimer, sans approximation,
tous les états d’indice de Bloch ¢ (—k < ¢ £ k) d’'une méme bande d’énergie, d’indice n,
a l’aide d’une seule fonction d’onde @, appelée fonction de Wannier. On dispose ainsi de

la relation suivante :

N

. A
= I igld -1= IV3b — 11
(zIn, q) Nlﬂlw:;]ve ®n(z = 13) (IV3b )

La démonstration, exposée en détail dans [75], utilise essentiellement le fait qu’a z fixé,
(z|n, ¢) puisse étre considérée comme une fonction périodique de g, de période 2k, dont
(IV3b - 11) n’est autre que le développement en série de Fourier. Il est facile d’inverser
(IV3b - 11) pour exprimer la fonction de Wannier ®,,(z) en fonction des états de Bloch de

la bande d’indice n :

1 k
d,(2) = 5 dg (z|n, q) (IV3b - 12)

Cette relation (IV3b - 12) montre clairement que des fonctions de Wannier ®,, et &,
d’indices n et n’ distincts sont orthogonales, puisqu’elles sont des combinaisons linéaires
d’états propres du hamiltonien associés & des bandes d’énergie différentes. Cette rela-
tion permet également de prouver qu’une fonction de Wannier ®,,(z) est orthogonale a
toutes ses translatées &, (z —1 ’5\) d’un nombre entier ! de périodes 5 ce qui est plus
remarquable ! On peut donc générer ainsi, a 1’aide des fonctions de Wannier, une base

orthonormale indexée par les deux entiers (I,n) :

+o0 by Y
/ dz @3(z = 15)8w(z = I5) = bnurbi (IV3b — 13)

- 00

Notons qu'il est possible d’effectuer un choix de phase sur les états propres |n, g) de telle

fagon que les fonctions de Wannier soient réelles et de parité bien définie :

®,(z2)= <‘I>,,(z)’t (IV3b — 14a)
Qn(—2)=(-1)"®,(2) (IV3b — 14b)
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Ceci tient au fait que le potentiel dans (IV3b - 10a) est a la fois réel et pair, ce qui fait
que les fonctions d’onde ({z|n, ¢))* et (—z|n, q) sont des solutions du méme probléme aux
valeurs propres (IV3b - 10) que (z|n, —gq), avec I'énergie E,, , ; comme ces fonctions sont de
la forme de Bloch (IV3b - 5), avec un indice (—g) au lieu de g, elles sont proportionnelles
a (z|n, —q). Seule l'alternance de la parité en (—1)" dans (IV3b - 14b) n’est pas évidente.

Les propriétés énoncées jusqu’a présent sont vérifiées sur toute I’étendue du spectre.
Examinons maintenant plus particulierement le cas des bandes “liées”, en nous plagant
a des profondeurs de puits Uy assez élevées pour que la largeur de ces bandes soit négli-
geable devant leur séparation en énergie. On voit sur la fig. IV-6b que c’est le cas lorsque
Uy > 25ER. L’extréme étroitesse de ces bandes est révélatrice de la faiblesse de I’amplitude
de passage par effet tunnel d’un puits a un puits voisin distant de %, pour une particule
oscillant au fond du puits. On a envie alors d’introduire la notion d’“état propre d’un seul
puits”, localisée a l'intérieur d’un puits. L’intérét des fonctions de Wannier est qu’elles
constituent une réponse idéale a cette question. Pour des puits Uy assez profonds, on peut

vérifier en effet que les états ®,(z), pour les premiers indices n, sont localisés spatialement

autour de z = 0, sur un domaine petit devant 5 Il est naturel de construire les états

&

de Bloch |n,q) comme une superposition des états localisés ®,(z — l%), avec des ampli-
tudes dépendant de ! de telle facon que (z|n,q) prenne un facteur de phase e~7% sous
I'effet d’une translation spatiale de 5 Cette superposition est trés précisément celle qui
est effectuée dans (IV3b - 11). Dans cette image, qui est & la base de 'approximation des
liaisons fortes courante en physique de I’état solide, la largeur des bandes est due au fait

que ®,(2) n’est pas exactement un état propre du hamiltonien ; une particule initialement

. . . A :
dans 'état ®,(z) a une amplitude non nulle de transition vers ®,(z + 3) sous l'action de

H. Un calcul assez classique montre précisément que :

E,g>~E,+6E,cos (q%) (IV3b — 15a)
E, = (®,.|H|®,) (IV3b — 15b)
6FE, = 2(<I>n|HT_;_ |®,.) (IV3b — 15c¢)

\ I . b ’ - . . A . . .
ou T% désigne 'opérateur de translation spatiale de —. Nous profitons ici du fait que
I’équation de Mathieu est un sujet abondamment traité (et depuis longtemps !) dans la

littérature. Les résultats d’une étude asymptotique des solutions de (IV3b - 10) & la limite
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des puits profonds, disponibles par exemple dans [76], permettent d’estimer la mi-largeur

de la bande n ; ceci donne, avec nos notations :

§E, ~ (\/1;)" (ER) ( \/—) -2/ U/Er g (IV3b — 16)

Cette expression conduit rapidement, lorsque %:; augmente, & des largeurs de bande
“liées” extrémement faibles. On trouve ainsi, selon (IV3b - 16) et pour Uy = 100ER, une
largeur de la bande fondamentale de I'ordre de 10~¢Eg, ce que confirme d’ailleurs le calcul
nurnerique du spectre. Ceci montre que les intervalles sur lesquels les fonctions de Wannier

®,.(z — l ) et ®,.(z—-1'= ) avec | # I', prennent des valeurs non négligeables peuvent,
avec une excellente approumatxon étre considérés comme disjoints. Nous utiliserons cette
remarque dans la suite, pour le calcul d’éléments de matrice définissant les taux de tran-

sition entre états propres |n,q,r), au §3d. La connaissance des largeurs de bande permet

également d’estimer le temps de délocalisation spatiale, sous 1’action de H, d’un

état initialement localisé au fon((siEc(l)’un des puits de U_,2(z). Notons que ce processus de
délocalisation, associé a une évolution purement hamiltonienne (passage par effet tunnel
a travers la barriere du potentiel U_, /7(z) séparant deux sites voisins), ne doit pas étre
confondu avec le phénomeéne de diffusion spatiale qu’entrainent les cycles de fluorescence

(passage d’un puits de potentiel de U_,/2(z) & un puits de potentiel de U, /,(z) décalé de

rike Pissue d’un changement d’état interne). Le temps associé a la diffusion spatiale, de

I'ordre du temps de pompage optique, est en général beaucoup plus court que —

SEy’

Nous allons terminer cette étude des bandes “liées” en proposant une expression ap-
prochée des fonctions de Wannier au voisinage de z = 0. Cette approximation, qui définit
ce qu’on appelle le régime de Lamb-Dicke [77] (en particulier dans le refroidissement des
ions piégés [24]), exploite le fait que ’extension spatiale des premiéres fonctions de Wan-
nier ®4(z), ®;(z), ... devient beaucoup plus faible que Py lorsque Uj est assez grand. Dans

ce cas, il est légitime de remplacer U_, /,(z) par son approximation harmonique :

3 277 .2
U_yy2(z )” el 2Uo +k“Upz (IV3b — 17)

La fonction de Wannier ®,(z) ressemble alors a 1’état propre d’indice n, |[n)oy, de 'os-

cillateur harmonique associé a (IV3b - 17), du moins pour k|z| < 1. Les énergies des
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premiéres bandes des puits profonds sont ainsi bien approchées par les niveaux d’énergie

de l'oscillateur :

E, ~ —gUo + <n + %) Rfosc (IV3b — 18a)
FEQosc = 2/ UoER (IV3b — 18b)

ou {2osc désigne, comme auparavant, la pulsation d’oscillation du mouvement harmonique
classique. On vérifie effectivement, sur la fig. IV-6b, que les premiéres bandes “liées” sont
pratiquement équidistantes, lorsque Uy est assez grand. Nous rappelons, pour finir, ’ex-

pression de 1’état fondamental de l'oscillateur harmonique :

. 1/8 _1 ‘22 U
C0)on = (U°> e FH YV Ex (IV3b — 19)

wl/4 E_R
On en déduit son extension spatiale Az, donc le petit paramétre de développement dans

le régime de Lamb-Dicke :

Az ~ (ﬂ) <1 (IV3b — 20)
U

Cette condition est certes bien plus contraignante que celle qui permet de négliger le
recouvrement des fonctions de Wannier prises en des sites voisins, puisque cette derniére
bénéficie d’une décroissance exponentielle (cf. (IV3b - 16)). L’approximation harmonique
peut néanmoins étre considérée comme raisonnable pour Uy > 100ER, dans la mesure ou

le développement correspondant va jusqu'a ’ordre deux inclus en kAz.

(v) Etude analytique des états “quasi-libres”

Pour achever notre étude analytique du spectre de H, passons a 1’étude des bandes
“quasi-libres”. Afin d’obtenir des résultats simples, limitons-nous & ’examen des bandes
dont les énergies E,, ; sont supérieures aux maxima (soit —%Uo) des potentiels U, /2(2) de
plusieurs profondeurs de puits. On pourrait étre tenté alors d’assimiler les états propres de
H correspondants a ceux d’une particule libre. Cependant, ceci est impossible : ’écart des
fonctions (z|n,¢) aux ondes planes, méme s’il est petit, joue un role essentiel pour décrire
le refroidissement Sisyphe, car il traduit la modulation de la vitesse de la particule en mou-

vement dans le potentiel Uy,/2(2). On obtient une description plus satisfaisante des états
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propres |n,q) dans le cadre de 'approximation WKB [80,81]. Rappelons que les fonctions
d’onde WKB d’¢énergie E, , dans le potentiel U_, /5(z) introduites habituellement sont le

-1
produit d’une amplitude lentement variable, de la forme [En,q -U_, /z(z)] i et d'une

+iS(z)/h

combinaison linéaire d’ondes progressives e , ou la phase Sy, 4(2) vaut :

Sn,q(z)=/zdz'\/2M (Eng — U_1/2(2")) (IV3b — 21)

Nous nous limitons ici aux ondes progressives, et nous exploitons I’hypothése sur les fortes
valeurs de E,, , en négligeant la dépendance en position de ’amplitude lentement variable

et en simplifiant celle de la phase S, ¢(z). On retient ainsi :

(z]|n,q) ~ AetSna(2)/h (IV3b — 22a)
E,q,+ U : U o

n ~ -— ez —_— 2k —_ 2b

Sng(z)>~h ( En ) [k + 5 (0o + En) sin(2kz){ (IV3b — 22b)

La condition de quantification associée & ce traitement par WKB est plus facile a obtenir
que dans le cas d’une particule liée, dans la mesure ou elle n’est pas confrontée au pro-
bleme de la réflexion de 'onde incidente par le potentiel. Elle exprime simplement le fait

que [n,q) est de la forme de Bloch (IV3b - 5), c’est-a-dire que la phase accumulée par

e~'9%(z|n,q) sur une période — est un multiple entier de 27 :

2
1 A
g [Sn.q ("

La valeur des énergies correspondant a (IV3b - 23) est déduite alors de (IV3b - 22b) :

+2Ix avec [ entier (IV3b — 23)

o] >

) = 5na@)] =4

[SV]

_ R (g+20k)

Eng >~ oM Uo (IV3b — 24a)
h*(q + 21k)?
E,, ~ ‘(—q‘)]\—l—)—' + <U__1/2(z)> (IV3b — 24b)

L’expression (IV3b - 24b) est assez parlante, puisqu’elle fait intervenir la moyenne spatiale
du potentiel Uy, /2(2). Pour établir le lien entre I'entier [ de (IV3b - 23) et 'indice de bande
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Fig. IV-7a : Pour Uy = 10ER, premiéres bandes d’énergie en fonction de I'indice de
Bloch q. En trait plein sont indiqués les résultats du calcul numérique. La relation
approchée (IV3b - 24) est représentée en pointillés, avant et aprés repliement dans la
premiére zone de Brillouin.

-k<qg<0|0<g<k
. 1 1
n parr —_—n -n

2 2
. . 1 1
n impair -5(n+1) —3(n+1)

Fig. IV-7b : A partir de la fig. a, valeur de I’entier | dans la condition de quantification
(IV3a - 23) en fonction de I'indice de bande n et de Iindice de Bloch q. L’exclusion
des valeurs q = 0 et ¢ = k est justifiée dans le texte.
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n, nous étudions le cas Uy <« ERg, qui tend vers celui bien connu d’une particule libre.

Nous comparons sur la fig. IV-7a la relation de dispersion E, 4 calculée numériquement

a la loi approchée (IV3b - 24) ; la loi approchée est obtenue graphiquement en repliant,
2

dans la premiere zone de Brillouin | — &, k], la parabole E = A Uy, ce qui donne en

2M
fig. IV-7b la correspondance ! < n attendue.

Le calcul sommaire que nous venons de présenter, 3 ’aide de ’analyse WKB, prévoit
des dégénérescences en énergie pour les valeurs particuliéres ¢ = 0 et ¢ = k, ce qui donne
comme image du spectre un continuum sans hiatus en énergie, les bandes d’indice n et
n + 1 se rencontrant en ¢ = k ou en ¢ = 0 selon que n est pair ou impair. Cette dégéné-
rescence a Uy # 0 est infirmée aussi bien par la propriété fondamentale de 1’équation de
Mathieu mentionnée apres (IV3b - 10), que par les résultats numériques de la fig. IV-7a :
les bandes d’énergie permises sont séparées par des bandes d’énergie interdites, de largeur
devenant trés faible devant Er mais jamais rigoureusement nulle, lorsque n augmente.
Notons de plus que les états propres |n,0) et |n, k) sont de parité bien définie (—1)", en
vertu de (IV3b - 11) et (IV3b - 14b) ; les états d’indice de Bloch ¢ = 0 (ou ¢ = k) situés
de part et d’autre d’une méme bande d’énergie interdite (donc quasi-dégénérés) sont de
pantés différentes. Cette remarque va jouer par la suite un réle important dans la possi-
bilité d’effectuer 'approximation séculaire sur les équations quantiques dans le domaine

des bandes “quasi-libres”.

c) Présentation de I’approximation séculaire sur jg=1/2 — je= 3/2

Nous avons étudié, au §3b précédent, les propriétés de la partie réactive des équa-
tions de Bloch entierement quantiques ramenées dans 1’état fondamental, pour la transition
Jg¢ =1/2 — j. = 3/2. Nous voulons maintenant identifier le régime dans lequel cette par-
tie réactive 'emporte sur la partie dissipative des équations de Bloch. Il est alors possible,
dans ce régime dit “séculaire”, de traiter perturbativement les processus de relaxation. Le
calcul perturbatif correspondant a déja été mené en détail, au III§4b, dans le cas de la
configuration laser o4 — o_, et 'on sait qu’il conduit a réduire les équations quantiques
a des équations de taux entre les populations des niveaux d’énergie de H. Nous passerons
donc ici assez rapidement sur ces calculs, et nous renvoyons le lecteur 4 ’appendice Fyy

pour quelques compléments sur la mise en ceuvre pratique de I’approximation séculaire.

(i) Le régime de 'approximation séculaire

Afin de rappeler, dans un premier temps, I'idée essentielle de ’approximation sé-
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culaire, il est commode d’écrire ainsi les équations quantiques sur la matrice densité o

restreinte dans 1’état fondamental (cf. le II§1c) :

do 1 do
7 ih[H’a] + (dt)relax (IV3c a)
(9£) - 1R (IV3c — 1b)
dt relax Tp

Le hamiltonien H est défini par (IV3b - 2). Par mise en facteur du taux de pompage typique
75! dans la partie dissipative, nous mettons en évidence dans (IV3c - 1b) des termes de
relaxation R “réduits” dont les coefficients sont d’ordre de grandeur I'unité. L’expression
explicite de ces termes réduits figure dans ’appendice Dyy. Projetons maintenant la forme
stationnaire de (IV3c - la) dans la base propre {|n,q,r = +)} de H, en ne considérant
que les éléments de o' diagonaux en r, puisque les autres sont rigoureusement nuls par

symétrie de o°'. On obtient :

1

0= E (Eﬂ,q - En',q’) (n’ q,TlO’s"ITl', q',"') + Ti(nv Qar|R [USt] |n,’ q’sr) (IV3C - 2)

P

L’approximation séculaire dans 1’état stationnaire consiste alors simplement a négliger les

éléments de matrice de o°* entre deux états dont la différence des énergies AE est grande

h .
devant —. On constate en effet, a I’aide de (IV3c - 2), qu'ils sont fois plus petits

Tp AE.1,
que les éléments diagonaux de o°* intervenant dans le terme de relaxation réduit. Il nous

reste a examiner I'importance des différences d’énergie E, ; — E,./ o+ a I’aide de ’étude du

spectre effectuée au §3b précédent. Nous allons voir que les différences d’énergie a prendre
“en compte pour l'approximation séculaire sont d’ordre Af,sc ou plus, lorsqu’on utilise les
propriétés de symétrie de o°*.

On constate immeédiatement que l’approximation séculaire ne s’applique pas entre
deux éléments |n,q) et |n,¢’') d’'une méme bande d’énergie “liée”. La différence AE cor-
respondante est en effet inférieure a la largeur de la bande ; le temps N associé est donc,
nous ’avons vu, beaucoup plus long que le temps de pompage optique 7,. Heureusement,
il est possible de prouver que les éléments (n, g,r|0%*|n,¢',r) sont en fait rigoureusement

nuls lorsque g # ¢'[2k]. L’idée est que les équations de Bloch généralisées (IV3c - 1) sont
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. . A . .
invariantes par action de Ty, translation spatiale de 5 ©si o(t) est solution de ces équa-

tions, T_:fu o(t)T} est donc encore une solution. L’unicité de I’état stationnaire conduit alors
3

nécessairement a :

0%t = Tyo™T] (IV3c — 3)
2

Or, les états propres |n,q,r) se transforment de facon bien précise sous l'action de Ty,
cette propriété étant d’ailleurs a la base du théoréme de Bloch. On obtient, a partir de

(IV3b - 5) :

Tyln,q,r) = (T%eiqZT;) Tsle)q (IV3c — 4a)
= e_iq

N>

|n,q,r) (IV3c — 4b)

L’égalité (IV3c - 3) prend ainsi la forme simple :

(n,q,r|o™|n',¢',r) = eT97903 (n, g, 7|0 In', ¢', ) (IV3c — 5)

Il est facile de vérifier que —27 < (¢ — q')% < 2m, lorsque —k < q,¢' < k. Le facteur de
phase au second membre de (IV3c - 5) est donc différent de 1 lorsque ¢ # ¢'[2k], ce qui

conduit a ’annulation souhaitée :(*)

(n,q,r|o™|n’,q',r) =0 si g # ¢'[2K] (IV3c — 6)

et ce qui permet de formuler la condition d’approximation séculaire de fagon mieux adap-
tée a notre probleme : on peut négliger la cohérence de |n, g, r) avec tout autre état propre

si:

h

AEi(n,q) > — (IV3c — T7a)
Tp

AEixt(n,q) = i;lf, |Eng — Enr gl (IV3c — 7b)

(*) On remarquera que cette annulation correspond simplement & celles des éléments de

matrice (p|o®*|p'), ol |p) et |p') ne sont pas couplés par le laser (éléments interfamille, au
sens du IV§1).
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La contribution a AEj,; des bandes liées pour des profondeurs de puits U, assez grandes

est ensuite déduite directement de I’approximation harmonique (IV3b - 18a) :

AEN(n, q) > hs (IV3c — 8)

La condition (IV3c - 7b) d’approximation séculaire restreinte aux éléments de matrice
entre des états de ces bandes liées n’est donc autre que §osc7p > 1. On retrouve ainsi
quantiquement la définition semi-classique du régime oscillant et l’on justifie I'image naive
de la fig. IV-5.

Examinons maintenant la possibilité d’effectuer I’approximation séculaire sur les élé-
ments de matrice de o' entre des états de bandes “quasi-libres”. Notons bien que cet
examen n'a rien d’académique : méme si ’on s’intéresse aux situations telles que la po-
pulation totale des atomes “hors” des puits de potentiel soit trés faible, il est absolument
nécessaire de décrire correctement le devenir de ces atomes, si 1’on veut obtenir la valeur
exacte de I'impulsion quadratique moyenne Ap dans 1'état stationnaire. A I'aide de la
forme approchée (IV3b - 24) du spectre “quasi-libre” et du tableau de la fig. IV-7b, nous

obtenons pour des indices n assez grands :

i—li [Eng +U .o ( lal lq
quasi—libres ~ g 0 191 _ 4l _
AEmf (n’ q) En_q_>Uo 2 U() (hQOSC) lnf ( k ? 1 k (IV3C 9)

La seule condition Qqsc7, > 1 suffit donc largement a justifier ’approximation séculaire
parmi les états quasi-libres, sauf lorsque ¢ est proche de 0 ou k. On a vu en effet, au (v)
du §b précédent, qu'il apparait une quasi-dégénérescence en énergie pour ces valeurs de
g- I est ainsi impossible d’invoquer 1’approximation séculaire pour négliger les cohérences
(n,k,r|o%|n + 1,k,7) (n pair) ou (n,0,r|0%*|n + 1,0,7) (n impair). Heureusement, nous
sommes sauvé une nouvelle fois par les propriétés de symétrie des équations de Bloch.

Elles sont invariantes par parité (z — —z) ce qui impose & 'unique état stationnaire :

(z]o%t)z) = (—z|o®| = 2) (IV3c — 10)

Or les états |n, 0 ou k) quasi-dégénérés sont de parités opposées, comme nous ’avions noté
au §3b(v), ce qui prouve que les éléments de matrice de o sont rigoureusement nuls entre

eux. Des arguments de continuité conduisent a penser que les éléments (n, g, 7|0 |n+1, ¢, r)
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restent faibles au voisinage de ¢ = 0,k ; on est donc amené a retenir comme condition
nécessaire et suffisante d’approximation séculaire sur I’ensemble du spectre en énergie :
Qosc"'p >1 (IV3C - 11)

On aboutit ainsi a la condition de limite universalisante (IV1 - 2b) vérifiée numériquement
au §1.

(ii)) Réduction des équations quantiques stationnaires pour Qos.7p > 1
Supposons donc maintenant la condition (IV3c - 11) satisfaite et déterminons la
forme réduite correspondante des équations quantiques, en développant la matrice densité

. . . -1
stationnaire en puissances de ($2osc7p)

ot =o® oM 4 .. (IV3c — 12)

A Tordre 0, les termes de relaxation dans (IV3c - 1a) sont négligeables, ce qui donne :

0= % [H, a<°_>] (IV3c — 13)

La solution générale de (IV3c - 13), compte tenu des propriétés de symétrie de o%* donc

de 0®, ne comporte que des populations dans la base propre de H :

k
o0 — Z Z/ dg I, 4.7 |n, q,7)}{n, g, 7| (IV3c — 14)
k

r=4% n -

A Tordre 1 en (Qosch)—l , on voit apparaitre la matrice a priori non diagonale o(1) :

1 do(®
0=— |H,oV +( ) (IV3c — 15)
th [ J dt relax

dont on se débarrasse en n’envisageant les éléments de matrice de (IV3c - 15) qu’entre

deux mémes états |n,q,r) :

do(®)
0= (0l () e (V3 ~ 16)
relax
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Comme les termes de relaxation ont essentiellement la méme structure que pour la tran-
sition o4 — o—, I’évaluation explicite de (IV3c - 16) s’effectue comme au III§4. On sait
en particulier qu’on aboutit nécessairement a des équations de taux sur les populations

I, 4, qui déterminent de facon unique ces populations (compte tenu d’une condition de

normalisation) :
k
0= —771,?,7‘11",9," + Z Z/ dq' 7n’,q’,r’—’n,q,rnn’,q',r’(IVBC - 173)
» r'=+ n' -k
k
Tn,q,r = Z Z/kdql In,q,r—n', g’ ,r' (IV3c — 17b)

r'=4 n'

Il est intéressant de garder une formulation assez générale pour le calcul des taux de tran-
sition, ce qui aboutit a des expressions plus suggestives et qui nous seront utiles pour
la transition j, = 1 — j, = 2 au §g suivant. Ne prenons donc pas en compte tout de
suite le fait que nous étudions la situation particuliére de j, = 1/2 — j. = 3/2 dans la
configuration laser Oz — QOy. Les considérations trés générales du II§lc conduisent a la

forme suivante des termes de relaxation de la matrice densité atomique :

do 1
—_— = —= -) (+)
(dt )relax 4I‘so {V (Z)y (Z),a}

1 hk
+5Tso > dps Nys (ps) Wys (ps) oW} (ps) (IV3c — 18a)
- gs=0,+1 Y —hk
. t
W5 (ps) = e~ Ps 21" (Agj’) VH)(Z) (IV3c — 18b)

ce qui nous permet d’expliciter (IV3c - 16). En utilisant de plus la propriété (IV3c - 14)

qu’a 0{® d’étre diagonale dans la base propre de H, on est conduit aux simplifications :

(m, g {VOVE 06O} I, 4,1) = 2(n, g, 1V VD, g, )L (IV3c — 19a)

k
(n, g, 7[Wys (ps) oW (ps)Ingr) = > ) / ) dg' [{n,q,7|Wys (ps)In'q's#') [P g1 v

r'=x n'

(IV3c — 19b)



L’équation (IV3c - 16) conduit donc bien & un systéme de méme structure que (IV3c - 17a),

pourvu que l’on affecte la valeur suivante aux coefficients :

1 -
Tngr = 5Ts0(n, g, 7V (Z)WVH(Z)In, g, 1) (IV3c — 20a)
1 hk
Tn,g,r—n’ g\ v = §F30 Z ) dps NQS (pS) l(n’a q'sr'Iqu (PS) In’ q,r)]z(IV3c - 20b)

gs=0,+1" ~hk

On constate que les éléments de matrice dans (IV3c - 20) ne dépendent en fait que du

. . UO ’ A ’, ’ N
rapport sans dimension F,» comme nous I’avons remarqué aprés I’énoncé du probleme aux
' R

1 . )
valeurs propres (IV3b - 10). Le facteur §Fso commun a tous les coefficients vp g,r—n’,q’,r
a certes une influence sur le temps de relaxation typique de la matrice densité atomique
vers o', mais il n’en a aucune sur la valeur de ¢%* 4 ’ordre 0 en (Qosc'r,!,)_1 , puisqu'il peut

étre simplifié dans (IV3c - 17a). Les populations II,, 4,» de ¢(®) sont donc des fonctions de

0 el e . . .
—— seulement : la limite séculaire envisagée ici est donc bien universalisante au sens de

Egr
(IV1 - 2).

On vérifie de plus que v, ,r—n’ ¢~ €st toujours positif, ce qui est nécessaire si I’'on
veut l'interpréter comme un taux de transition. L’expression (IV3c - 20b) est d’ailleurs
assez parlante. L’élément de matrice (n',q',r'|W,, (ps) |n,q,r) qu’elle fait intervenir est
clairement proportionnel a I'amplitude de transition de |n,g,r) vers |n',¢',7') par absorp-
tion d’un photon laser et émission d’un photon de fluorescence d’impulsion ps selon Oz,
avec diminution du moment cinétique atomique interne de gsh selon Oz. En effet, dans
I'expression (IV3c - 18b) de W, (ps) , V{*)(Z) décrit I'absorption d’un photon laser, avec
prise en compte, bien sir, de la cohérence entre les deux ondes laser Oz et Oy ; 'atome
passe dans I'état excité et 'impulsion atomique est changée. L’opérateur dipdle réduit

t
(A(q-:)) ramene ’atome dans 1’état fondamental, ce qui correspond & 1’émission d’un

=irsZ/k finalement, translate 'impulsion atomique

photon de fluorescence. L’opérateur e
de —pgs selon Oz, ou ps est la composante selon cet axe de la quantité de mouvement
du photon émis spontanément. Toutes ces amplitudes de transition sont ajoutées de fa-
¢on incohérente (addition des modules au carré), par somme sur gs et sur 'impulsion
Ps, et compte tenu du diagramme d’émission spontanée Ny (ps) ; cette addition inco-
hérente n’est pas surprenante puisque les différents états finals du champ quantique sont

orthogonaux. L’expression (IV3c - 20b) coincide donc avec celle que 'on pourrait écrire
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intuitivement. L’avantage de notre démarche sur ’approche intuitive est simplement d’in-
diquer précisément a quelle condition on peut se ramener & des équations seulement de
taux. Notons, par ailleurs, que 7, 4, donné par (IV3c - 20a) coincide avec le taux total
de départ de ’état |n,g,r) au sens de (IV3c - 17b). On peut le vérifier directement par
sommation de (IV3c - 20b), en faisant apparaitre une relation de fermeture dans la base
In',q',r'). C’était de toute fagon prévisible, puisque les termes de relaxation de la matrice

densité conservent la population totale de o.

Pour terminer cette discussion générale sur les taux de transition entre états propres
de H, signalons l’existence d’une régle de sélection sur l'impulsion selon Oz du photon

émis spontanément pour qu’il y ait couplage par cycle de fluorescence entre |n,q,r) et

Inl’ q,’ r’)

gtk = -”h—s + ¢'[2k] (IV3c — 21)

En effet, I'indice de Bloch ¢ de I’état initial |n,q,7) est modifié de +k par absorption d’un
photon laser, et de _I%s par émission d’un photon de fluorescence d’impulsion ps selon
Oz, toutes ces modifications étant comprises a 2k preés, bien entendu. Cette propriété de
I'indice de Bloch, qualifiée de conservation de la quasi-quantité de mouvement en physique

de I’état solide [75], conduit & la contrainte (IV3c - 21) annoncée.

d) Analyse des différents taux de transition pour jg=1/2

Nous présentons ici, pour j, = 1/2, quelques approximations permettant d’évaluer
analytiquement les taux de transition d’un niveau quantique |n,g,r) a un autre |n’, ¢',r').
Ceci a d’abord I’avantage d’établir un lien entre notre traitement quantique du refroidis-
sement et les images semi-classiques qui en sont données habituellement. En particulier,
on confirme ainsi l'influence des différentes transitions sur le mouvement des atomes :
celles qui se font avec changement de sous-niveau interne (r' = —r) sont & l’origine de
I’effet Sisyphe, les autres (r' = r) n’introduisent que du chauffage. Cette connaissance,
meéme approchée, des taux de transition nous permettra ensuite, au §e suivant, d’obtenir
simplement une loi de variation des populations stationnaires des bandes “liées” les plus

profondes.

(i) Expression explicite des taux

Nous avons donné jusqu’a présent seulement 'expression formelle des taux de transi-

tion d’'un état propre du hamiltonien H a I’autre. Passons a une écriture explicite dans le
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cas de la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, 4 I'aide des expressions de la partie dissipative
des équations de Bloch entiérement quantiques figurant dans I’appendice Dv. Pour arriver
a une forme la plus simple possible des éléments de matrice intervenant dans la définition

des taux de transition, on peut utiliser 'invariance du probléme sous l’action simultanée

A .
du changement de m = £1/2 en —m et de la translation spatiale T% de 1 Cette action

simultanée est représentée par l'opérateur T, qui vaut pour j, = 1/2 :

T={(lg —1/2)(g 1/2| + 19 1/2)(g - 1/2]]® Ty (Ivad — 1)

et dont nous avons montré qu’il est bien une opération de symétrie dans ’appendice
Bpv. Cette opération de symétrie a déja été utilisée pour exprimer |n,q,+) en fonction
de |n,q,—) ; elle nous permet de n’avoir & diagonaliser que le hamiltonien décrivant le
mouvement d’une particule dans le potentiel U_,/5(z), ce qui constitue le probléeme aux
valeurs propres (IV3b - 10) :

In,g, =) =lg —1/2) ®n,q) (IV3d — 2a)
In,q,+) = T|n,q, —) (IV3d — 2b)

L’invariance par T impose également les relations suivantes entre les taux de transition

d’un niveau d’énergie a 'autre :

7n)qv+_’n"qu+ = 771,9,——‘71',4',— (IV3d - 3a')
7n’q:+_’"lyq’v- = 7";‘1,——‘"'7‘]'y+ (IV3d - 3b)

ce qui conduit a la propriété pour les populations stationnaires :

| S | S (IV3d — 4)

et autorise a ne calculer que les taux de départ d'un niveau d’énergie d’état interne
lg — 1/2),. A Taide des résultats de I’appendice Dy, on est conduit apres des calculs

sans difficulté aux valeurs suivantes pour ces taux :
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2 hk ) ;
Togi—ntrs+ = 5T50 / dps No (ps) |(n, alsin(k2)e s /M Ty n', ') (IV3d - 5a)
k

h

k
1 , ;
7n,q,——»n’,q’,— =F30 / hk dps [§N+ (pS) I(n’ qI Sln(kZ)e PSZ/hIn" q,)|2

+N- (ps) |(n.al cos(kZ)e'?s /P |n!, g\ (1V3d - 5b)
Ces taux sont associés aux deux types de cycles de fluorescence : ceux a l’issue desquels
P’état atomique interne n’a pas changé (cas de (IV3d - 5b)), et ceux a l'issue desquels

I’atome a changé de sous-niveau interne (cas de (IV3d - 5a)). Nous allons étudier succes-

sivement les propriétés de ces deux catégories de taux.

(i1) Les transitions d’un sous-niveau interne fondamental & l’autre

Les taux de transition associés a un changement d’état interne m — —m sont a
Porigine du refroidissement par effet Sisyphe, selon 'image semi-classique du I§1c. Ils cor-
respondent a des cycles de fluorescence tels que la désexcitation spontanée se fasse sans
changement du moment cinétique atomique interne ; on vérifie en effet que seule la dis-
tribution d’émission spontanée Ny (ps), a I'exclusion de NV} (ps) et N_ (ps), intervient
dans (IV3d - 5a).

Pour accéder d’abord a une vision globale des propriétés de ces taux y__, il est
utile de calculer le taux total de départ d’un niveau |n,gq,—) donné vers tous les sous-
niveaux |n', ¢',+). La sommation des taux vn,4,——n’,¢',+ sur les indices n' et ¢’ peut étre

effectuée a ’aide de la relation de fermeture :

k
) / dg’ |n',¢')(n', ¢'| = Lext (IV3d - 6)
n' -k

ou I représente l'identité sur les variables atomiques externes. On arrive ainsi a :

k 2
2. / dg' Yng,-—ntqr+ = 5Ts0(n, qlsin?(kZ)in, q) (IV3d - 7)
— J—k :

ce qui est particulierement suggestif puisque-ce n’est autre que le taux de pompage semi-

classique v_;/3_.41/2(2) moyenné selon la densité spatiale déduite de la fonction d’onde
(z|n, q).
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Il est possible, en fait, de caractériser plus précisément les taux y__4, en utilisant
une expression approchée pour les états propres |n, g), & I’aide de la méthode WKB [80,81).
Nous renvoyons a l'appendice Epy pour le détail de calculs par ailleurs assez classiques,
et nous donnons simplement les résultats. On obtient d’abord une expression suggestive
pour le taux de départ de |n,q,—) vers l'ensemble des |n’,¢', +), en calculant I’élément de

matrice de sin?(kZ) dans l'état |n,q,—) :

Z/k dg’ ~ }f dz 2 sin(kz) (IV3d — 8a)
et BT R S w59

T(Eng) =f vii(zz)

Nous avons introduit la période temporelle T (E, ¢) et la vitesse v_(z) au point z pour le

(IV3d — 8b)

mouvement classique d’énergie E, , dans le potentiel U_,/5(2). On retrouve ainsi exacte-
ment, dans (IV3d - 8a), la moyenne du taux de pompage du sous-niveau |¢g — 1/2) vers
le sous-niveau |g 1/2) sur une période d’oscillation, moyenne qui était intervenue dans la
forme limite (i.e. pour Qg5 7p 3> 1) du traitement semi-classique (voir le §2b). L’approche

WKB permet également d’accéder au taux de transition vers un niveau |n’,¢’, +) donné :

%I"so sin? (kzo) .
v(20) T (En,y)

ou la valeur de 'angle ¢ figure dans 'appendice Ejy. Intervient d’abord, dans cette ex-

620
on'

-2sin2§ (IV3d — 9)

7n,9--—'n',q',+ ~ hNO (pS) :

pression, la distribution Ay de I'impulsion selon Oz des photons émis par désexcitation
spontanée avec Am = (. Cette expression est prise en ps, valeur de 'impulsion permet-
tant la transition par un cycle de fluorescence de |n,q,—) vers |n',¢', +), compte tenu de
la régle de sélection (IV3c - 21). Les autres termes de (IV3d - 9) dépendent du point z,
en lequel s’effectue le cycle de fluorescence couplant |n,q,—) & |n’,¢',+). A des termes de
recul pres, négligés dans le calcul de 'appendice Ejy, ce point est tel que la vitesse v (zp)
de 'atome en zg soit la méme sur la trajectoire classique d’énergie E, , dans U_, /5(2) et

sur la trajectoire d’énergie E,: o dans Uy /5(z), ce qui conduit a la relation déja rencontrée
dans le §2b :

1
§Mv(zo)2 = Eng—~U_1/2(20) = Enr,gr — Uy 2 (20) (IV3d — 10)
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Nous reconnaissons dans (IV3d - 9) le taux de pompage optique semi-classique évalué en
29, soit ¥_j 2172 (20) = =T'sg sin? (kz9). Le troisieme facteur de (IV3d - 9) n’est autre
que l'inverse de la densité de modes d’indice n’' en fonction du point de transition zo. Sa
présence assure qu’aprés sommation de vn,q,——n’,¢',+ sur ¢’ (ce qui revient a sommer sur
ps dans [—hk, hk]) et sur l'indice n’', on retrouve le taux total de départ de |n,gq,—) vers
les niveaux d’état interne |g 1/2), tel qu’il figure dans (IV3d - 8a). La dépendance en
I’angle ¢ du dernier facteur de (IV3d - 9) provient de l'interférence entre deux chemins
permettant la transition de |n,q,—) vers |[n',¢',+). Ce dernier point est discuté plus en
détail dans I'appendice E;v. On constate également, dans cet appendice, que 'expression

(IV3d - 9) constitue en fait une approximation trés grossiére du véritable taux de transition

7"yq,-"’n',9':+ .

(i11) Les transitions sans changement de sous-niveau interne fondamental

Passons maintenant a 1’étude des taux décrivant les cycles de fluorescence a 'issue
desquels I’état atomique interne n’est pas changé. Comme le champ électrique laser n’a
pas de composante de polarisation selon 'axe Oz, ces cycles font intervenir seulement
les processus d’émission spontanée changeant le moment cinétique atomique interne de
+h ; voila pourquoi seules les distributions Vi (ps), a 'exclusion de A (ps), intervien-
nent dans 'expression (IV3d - 5b) de ces taux de transition. Nous voulons confirmer ici
la discussion semi-classique qualitative du I§lc, en montrant que ’effet de ces cycles de

fluorescence est simplement un chauffage des atomes, d’ordre de grandeur de 1’énergie de

recul ( 5 M2 par temps de pompage 7,. Nous considérons pour cela 1’évolution des popula-
tions des niveaux quantiques |n, g, —) obtenue en ne prenant en compte que les transitions
vers les |n',¢', —). Dans ce modéle simple, la forme non stationnaire de 1’équation pilote
(IV3c - 17a) se réduit a :

d

k
annvq»_ = Z / E dq' [7n,1q’1—_’nqu'—nn'1q’7— - 7"10,——'71',9',—1-171#17-] (IV3d - 11)

Il est possible de prévoir 1’évolution correspondante des populations si 1’on réalise

que les taux de transition y__._ mis en jeu sont invariants par échange de I’état initial et
de Iétat final(*) :

(*) Cette propriété n’est bien entendu pas vérifiée pour les taux de transition avec chan-

gement de sous-niveau interne : on a en général Tn,g,——n' g+ F Tn' g 4 —n,q,—-
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7n,q,——~n’,q',— = 7n',q’,——on,q,— (IV3d - 12)

ce qui est une conséquence, dans (IV3d - 5b), de I'invariance des distributions V4 (ps) par
le changement de ps en —ps. L’équation d’évolution (IV3d - 11) peut alors étre récrite

ainsi :

d ko,
na- = > / kdq Yrrgim—nt gt e (Mt gt — T g ] (IV3d — 13)

Ceci met en évidence clairement 'effet des transitions & m = £1/2 fixé, qui est de tendre

a I’égalisation des populations des différents niveaux quantiques.

Il est possible de caractériser plus finement l'effet des transitions m — m sur le
mouvement des atomes en déterminant, a partir de (IV3d - 11), I’évolution de I’énergie

moyenne (cinétique et potentielle) des atomes :

k
(B} ) =% [ g Bugllng -t (1IV3d — 14)

La méthode de calcul de la vitesse de variation de (E_)(t) est la méme que celle déja
utilisée dans le cadre du refroidissement des ions piégés [8]. Rappelons que l'idée est sim-
plement de faire apparaitre des relations de fermeture associées a la base des états externes

|7, g), en se livrant a des transformations du type :

Enql(n’,¢'|OIn, ¢)I* = (n',¢'|OH|n, g)(n, ¢|O"[n’,¢") (IV3d — 15)

ou O est I'un des opérateurs, fonction de Z, intervenant dans I’expression (IV3d - 5b) du
taux Yn,g,——n’,¢’,—- On obtient, aprés le calcul de quelques commutateurs et la prise de
moyenne sur l'impulsion du photon de fluorescence, 1’évolution suivante en 1’absence de

toute transition m — —m :

d g D_(Z
T (E-)(t) = zn:[_k dg(n, g} 1\(4 )In,q)Hn,q,_ (IV3d — 16a)
D_(z)= (hk)21‘301i8 [7 - 1—52 cos(2kz)] (IV3d — 16b)
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Nous avons fait intervenir D_(z), de méme dimension qu’un coefficient de diffusion en
impulsion. Comme D_(z) est positif pour toute position z, on déduit de (IV3d - 16a) que
les transitions de |n, g, —) vers les |n’, ¢', —) font toujours augmenter I’énergie moyenne, et

ceci pour des populations II,, 4 _ arbitraires.

Il est, par ailleurs, utile de comparer la valeur de D_(z) a celle du coefficient de
diffusion en impulsion D_;/2_._y/2(2) interne au sous-niveau |g — 1/2) qui apparait dans
les équations d’évolution semi-classiques sur II_, /5(2,p,t) du I§le. On constate, a l'aide
de (Ile - 6a), que ces deux expressions sont trés proches et qu’elles different d’une quantité
proportionnelle & cos(2kz) donc de moyenne spatiale nulle. On peut montrer que cette dif-
férence est compensée exactement par la contribution a la diffusion des termes décrivant le
passage par pompage optique du sous-niveau |g — 1/2) vers le sous-niveau |g 1/2). Cette
contribution est nécessairement absente de (IV3d - 16b), puisque les équations d’évolution

(IV3d - 11) ne prennent en compte que les transitions m — m.

(iv) Les taux de transition dans la limite de Lamb-Dicke

Nous allons pour terminer donner des expressions approchées pour les taux de tran-
sition entre les états de bandes “liées” pour des puits assez profonds. Ces expressions
seront utiles, au §e suivant, pour évaluer les populations des premiéres bandes. Le fait de
se restreindre a ces bandes fondamentales permet d’effectuer d’utiles simplifications dans
le calcul des éléments de matrice définissant les taux. Nous avons ainsi utilisé le fait, au
§3b(iv), que les fonctions de Wannier ®,,(z) associées aux états de Bloch de faible indice
n avaient une extension spatiale Az beaucoup plus faible que la longueur d’onde optique
A. Dans ce régime, qui est celui introduit par Dicke [77], la fonction de Wannier &,(z)

ressemble, pour |kz| < 1, a la fonction d’onde propre de 'oscillateur harmonique (z|n)ox,

et son recouvrement avec les ®,(z — I=), Il # 0, peut étre négligé. Nous retenons donc

Pexpression approchée pour les états |n,¢) d’une bande “liée” assez profonde :

N
1 Y l
~ ] —_— 'ql- —_
|n1q> —= Nllf_l*’_l 5N 1 1 I=E_N6 2 (T%) |'n)0H (I\/3d 17)

ou T% représente la translation spatiale de 5 et ou I'on a introduit un facteur de norma-
lisation 1/v/2N + 1.

La connaissance des taux de transition d’un niveau [n,q,—) a un autre |n’,q',-)

nécessite seulement celle d’éléments de matrice de la forme (n, gle’*'Z|n’', ¢'), avec hk' =
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ps + hk, comme en témoigne ’expression (IV3d - 5b). Nous effectuons d’abord le calcul
de cet élément de matrice a N fixé dans (IV3d - 17), puis nous faisons tendre N vers
I'infini. L’approximation de non-recouvrement évoquée précédemment entre les fonctions

de Wannier conduit alors & :

Y . A ik
(moale*ZIn',g) = Jim B [ +4' = )5 | ontale® Zinlon (1v3d — 15a)

N

1 ]
Fn(6) = o3 — IZN et (IV3d — 18b)

A 6 fixé, on constate facilement que Fn(8) tend vers 0 pour N arbitrairement grand, sauf
lorsque 6 est un multiple entier de 27, ce qui rend Fy(6) égal a I'unité. Nous aboutissons

ainsi au résultat :

“Zn'Yon  siq =g-KI[2k] 1y3q4 _ 19

iz 1 n _ ) or{nle
(e 2 g1y = { 07717 1

On retrouve ainsi la régle de sélection (IV3c - 21). Puisque nous sommes a g et ¢’ fixés,
appelons ps la valeur de I'impulsion du photon de fluorescence pour laquelle I’élément de
matrice (IV3d - 18a) n’est pas nul. L’intégration sur I'impulsion du photon de fluorescence

dans 'expression (IV3d - 5b) des taux sélectionne (*) cette valeur de ps, ce qui donne :

1 : ips Z/h| 1 2
Tngim—rt = = Dol (ps) |5 | on(nl sin(kZ)e?s 2/ n") o |

. 2
+loy(nlcos(kZ)e"’sZ/hIn')oH’ ] (IV3d — 20)

La seule dépendance en q et ¢’ de cette expression étant contenue dans ps. Puisque nous
sommes dans la limite de Lamb-Dicke, développons, sur le support des fonctions de Wan-

nier (k|z| < 1), les différentes fonctions de la position au second ordre inclus en kz, et

(*) Une procédure de calcul convaincante est donnée dans ’appendice Fyy. Elle consiste
a quantifier dans une boite avec des conditions aux limites périodiques, ce qui a pour effet

de discrétiser q et pg.

321



utilisons les éléments de matrice de Z et Z2 dans la base des états propres de l'oscillateur

harmonique. A I'issue de calculs sans difficulté de principe, on trouve ’expression des taux

au premier ordre inclus en (kAz)? ~ \ / % ; a cet ordre du calcul, la bande d’indice n est
0

couplée seulement a ses proches voisines :

1
Tn,g,——ng',— = [S0hNz (ps) [1 - (1 + (-Z—Z) ) \/ :(n + 5)

Yn,g,——n+1,¢',— = lFSohNi (ps) [ ] ‘/ (n + 1) (IV3d - 21b)

Tng——n-1,¢',— = sPsohN: (PS)[ ] \/ (IV3d — 21¢)

On constate, sur ces expressions, que les transitions d’'une bande & elle-méme se font avec

(IV3d — 21a)

(&)

IO!—‘

un taux de 'ordre de l'inverse du temps de pompage 7,, alors les taux de transition vers

les bandes voisines sont beaucoup plus faibles pour les puits profonds, d’un facteur \/—E—Uz .
Le temps effectif d’évolution des populations des bandes sous I’influence des transitiogls
m — m peut donc étre nettement plus long que 7,, lorqu’on considére les états propres
de H de plus basse énergie. Nous allons voir que cette conclusion est maintenue pour les

transitions m — —m.

Passons maintenant a I’expression des taux associés aux transitions internes + «——
—. Pour caractériser la diminution de la population de la bande (n,—) sous 'effet des
transitions — «— +, il suffit d’évaluer le taux total de départ (IV3d - 7) d’un quelconque

des niveaux |n, g, —) vers les états de m = 1/2 :

‘)
Tng——mt = sto(n,q|sin2(kZ)|n,q) (IV3d - 22)

ce que I'on peut faire & ’aide des approximations précédentes :

f)

Fn‘__..*. o~ ér‘so OH(nl(kZ)zin)OH (IV3d - 23a)
2 ER 1

| A -

On trouve ainsi, comme annoncé, que le dépeuplement de la bande (n,—) se fait sensi-

blement avec la méme rapidité par transition — — + que par couplage avec les bandes
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(n',—) voisines. Le fait que cette rapidité soit plus faible que Tl était cependant ici plus
facilement prévisible, puisque le taux de pompage semi-classique v_;/2.1/2(2) s’annule
en z = 0. Pour étre complet, il resterait a évaluer les taux décrivant I’alimentation des
populations des premiéres bandes liées II,, 4 — sous P’effet des transitions + — —. Cepen-
dant, nous savons, grace a la condition (IV3d - 10), que les états profonds du potentiel
U_1/2(z) sont alimentés essentiellement par les |n’,¢',+) d’énergie proche du maximum
du potentiel Uy 2(2), états qui ne sont pas du tout dans le régime de Lamb-Dicke et qui
échappent donc aux approximations effectuées ici. Nous verrons néanmoins que des hypo-

théses raisonnables sur les populations de ces |n’,¢’,+) permettent de contourner cette

difficulté.

e) Loi de variation des populations des premiéres bandes “liées”

Il est particuliérement intéressant d’étudier la variation avec l'indice n des popula-
tions des bandes d’énergie les plus profondes. D’une part, c’est dans la partie correspon-
dante du spectre que la quantification du mouvement apporte des renseignements nou-
veaux, que ne fournit pas directement I’approche semi-classique de ’effet Sisyphe. D’autre
part, on s’attend (et ceci sera confirmé par le calcul numérique au §f suivant) a ce que les
bandes “liées” contiennent la majorité des atomes, lorqu’on est assez au-dessus du seuil
du refroidissement ; la connaissance des populations de ces bandes caractérise alors assez
bien I’état stationnaire %' du systéme. Nous considérons ici le cas de puits assez profonds
( %ﬁ- > 1) , ce qui permet d’utiliser les expressions approchées des taux de transition

du §d précédent.

(i) Une hypothése raisonnable sur les termes d’alimentation

Nous avons vu au §d que les résultats obtenus dans le régime de Lamb-Dicke ne
permettent pas a priori d’estimer le terme d’alimentation d’un niveau |n, ¢, —) des bandes

“liées” profondes par les niveaux d’état interne |g 1/2) :

d oy
(a?n,,,q,_) => / qu Vot g b —errng— et g7 4 (IV3e — 1)
alim n Yk

En effet, lorsque I'indice de bande n est assez faible, les indices n’' ayant une contribution
non négligeable dans (IV3e - 1) sont proches de I’ indice de la bande “liée” d’énergie maxi-

male, indice noté ici N. Les états |n’, ¢, +) correspondants sont donc hors du régime de
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Lamb-Dicke. Nous allons en fait contourner la difficulté a 'aide d’une hypotheése raison-
nable, qui considére que les populations I, 4 + dépendent peu de n' et ¢' lorsque n' est

proche de N ; ceci permet de les relier a la population totale Il y 4 de la bande (N,+) :

Hnlyqu.g, g %HNH. si n'~N (IV3e - 2)

et de sortir ces populations de la double somme dans (IV3e - 1) :

d ) 1 /" ,
—II, 4 - ~ —TIIn, dq’ Ynr gt +—n,q,— (IV3e — 3)
<dt ") atim 2K N ; -k o

On peut ainsi faire apparaitre, a ’aide des expressions (IV3d - 5a) des taux, une relation
p PP P

de fermeture associée a la base externe |n,¢). On obtient :

k 2
Z/ dq' Vn g t—nyg,— = Sl"so(n,qlcos2 kZ|n,q) (IV3e — 4)
n vk

L’élément de matrice dans (IV3e - 4) est alors facile a estimer dans le régime de Lamb-
Dicke. Nous retenons pour la suite la valeur approchée du terme d’alimentation par tran-

sition + — —

dH ~2F 1I'I IV3 5
dg e alim—§ 30'2—k- N+ ( e — 5)

(i1) Variation avec n des populations des bandes profondes

Nous supposons connue la population I1y + de la bande (N, +) et nous déterminons
la dépendance en I'indice n des I, ,,_ & partir des expressions (IV3d - 21) et (IV3d - 23)
des divers taux. Dans I’état stationnaire et sous 'approximation (IV3e - 2), les valeurs des
populations II,, , _ sont toutes proportionnelles & I , et indépendantes de 'indice de
Bloch ¢, puisque ni le taux de départ de |n,q,—) par pompage optique vers |g 1/2) (cf.
(IV3d - 23b)) ni le terme d’alimentation (IV3e - 5) par |g 1/2) n’en dépendent. Il suffit

donc de caractériser ces populations stationnaires par celles des bandes (n,—) :

1
st - st -
.- = 5 M- _ (IV3e — 6)
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Le systéme linéaire sur ces populations de bandes ne fait intervenir que les sommes sur
g des différents taux vn,q,——n',g',—. Ces sommes sont aisées a calculer, si 'on sait que

'impulsion ps est de variance —(%k)? selon la distribution Az (ps). On obtient ainsi les

taux de transition entre bandes voisines :

_—on’_ / dq ‘Yn’q,__.n',q (IV3€ bt 78.)
23 |[Epg
——n == 1 IV3e — 7b
Fny +1,— 9F$0 0 UO (Tl + ) ( € )
2
Fp——n-1- §I‘so z %@n (IV3e — 7c)

L’équation d’évolution des populations des bandes profondes dans notre modeéle prend
finalement la forme :

d 2 ER 1
ann,— = ’érso [_ Uo (TI. + - ) Hn,— + HN,-!-J

(IV3e — 8)
+ Fn+l,——»n,— (Hn+l.— - Hn,—) + Fn—l,—-—'n,— (Hn—l,— - Hn,—)

Si 'on ne retient que la premiére ligne de (IV3e - 8), ce qui revient a négliger toute
transition — — —, les populations stationnaires des bandes profondes sont faciles a déter-
miner :

Uy 1 2U
Hit'_ = -—0 N &+ = -——-—0

Er n+] Iy + (IV3e — 9a)

ce qui conduit aux rapports de populations indépendants de Iy 4+ :

Iy _ _2n-1
I, T 2n+41

pour n>1 (IV3e — 9b)

La derniere égalité dans (IV3e - 9a), déduite de I’expression (IV3b - 18a) de ’énergie E,

de la bande d’indice n, permet de montrer ’analogie de ce résultat avec celui (IV2b - 6)
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de I'approche semi-classique du §2b. Cependant, les nombres d’atomes dans les bandes
d’indice n = 0 et n = 1 prédits par (IV3e - 9) sont trés différents (II§'_ = 3ITI5'_), et
I'on s’attend a un effet notable sur ces populations des transitions — — —, dans le sens
bien entendu d’une égalisation. Il est donc nécessaire de résoudre exactement la forme
stationnaire de (IV3e - 8), ce que 'on peut faire de fagon plus élégante que par le calcul

numérique, en introduisant la série génératrice des populations :

+oco
g(z) =) z"O5_ (IV3e — 10)

n=0

En multipliant la forme stationnaire de (IV3e - 8) par z™ et en sommant sur n > 0, on

obtient en effet, a ’aide de relations de la forme :

nryst —_ -

’; nz"Il5 _ = xdx (IV3e 11a)
+o0 1
» an= (IV3e — 11b)
= 1—1z

66 dg 33 S

2

——z+1]2 -2 = -

(:1: 55° + ) iz + (m 23) g+ T 0 (IV3e 12a)
20 [Up g

S = 23 _ERHN'+ (IV3e — 12b)

La solution générale de (IV3e - 12a) se déduit par variation de la constante d’une solution

go(z) de I’équation homogéne associée :

go(z) = L (IV3e — 13a)

2 _ 66
T 23.1:+1

o(z) = [g(o) - [ as' qota")

]go(x) _ (IV3e — 13b)

1-1z'
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La valeur de g(0) est telle que g(z) soit réguliére sur | — 1, 1[, donc telle que I'expression
entre crochets s’annule en T = xo, oll zo est le pole de go(z) dans |0, 1. Tout ceci donne

acces a :

s 20 23 Uo s

It =g(0) = ‘fﬁArctan ( ?) ‘/E_R N+ (IV3e — 14a)
s / Uo s

HO';— ~ E;Hl\t,'-*- (IV3e - 14b)

On calcule ensuite par récurrence, selon la forme stationnaire de (IV3e - 8), les différentes

populations IT3 _ en fonction de II%; | donc de II§'_. On obtient par exemple :

N

$_ 33 3
1,— 23
= = VY~ 061 IV3e — 15
Hs‘,_ 23 23 0.6 ( © )

5

Arctan

Comme notre modele simple ne permet pas d’obtenir I} _ , nous retenons comme informa-
tion utile simplement le rapport des populations des bandes profondes successives. Nous
résumons ces résultats sur la fig. IV-8, en comparant les prédictions de (IV3e - 9) et de
I’équation (IV3e - 8) & celles obtenues par résolution numeérique des équations de taux

complétes (IV3c - 17a) exposée au §f suivant.

On constate que les prédictions du modele simple sont d’une précision tout a fait
satisfaisante. Quant a l'influence des transitions |n, g, —) — |n’, ¢', —) sur les rapports des
populations des bandes stationnaires II3} _, elle n’est sensible que pour la bande fondamen-
tale (d’indice n = 0). Sil’on voulait caractériser la portée en énergie de cette influence des
taux Yn,g,——n’¢’,—, ON serait donc amené a choisir la différence d’énergie entre la bande
fondamentale et la premiére bande excitée, soit £Qqsc = 2/ UgER d’apres (IV3b - 18b) ; on
retrouve alors 1’échelle d’énergie (IV2b - 12) de la diffusion en impulsion au fond des puits

de potentiel, mise en évidence par I’approche semi-classique dans le régime Qosc7p > 1.

f) Etude numérique des propriétés de ’état stationnaire pour jg=1/2

L’approche quantique, telle que nous I’avons réduite dans la limite séculaire, décrit
la matrice densité atomique stationnaire par ses populations dans la base propre |n,g,r).

L'objet de cette partie est la détermination numérique de ces populations. Par ailleurs,
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n 2n-1 ( 1§ b > ( s} )
2n+1 [\ II$_, ap m, /.

1 0.33 0.61 0.63

2| 0.60 0.66 0.69

3{ 0.71 0.72 0.74

4| 0.78 0.77 0.77

Fig. IV-8 : Rapport des populations stationnaires des bandes d’indice 0 < n < 4,
pour des puits profonds (\/UO/ER > l) . Les résultats de la premiére colonne sont

ceux de (IV3e - 9), obtenus en négligeant les transitions |n,q,—) — |n',q¢',~). La
seconde colonne correspond aux prédictions du modéle simple (IV3e - 8) obtenu en
effectuant ’approximation (IV3e - 2). Les valeurs figurant en troisiéme colonne pro-
viennent de la résolution numérique des équations de taux complétes (IV3c - 17), pour

une profondeur de puits Uy = 250F .

nous nous intéressons également aux distributions en impulsion II*(p) et en position p(z)

des atomes, qui sont des quantités qui apparaissent plus naturellement dans les mesures

expérimentales faites sur les mélasses optiques. La connaissance de II**(p) permet en effet

de déterminer 'optimum du refroidissement. Celle de p*t(z) prouve que le refroidissement

par effet Sisyphe entraine une modulation de la distribution spatiale des atomes & 1’échelle

de la longueur d’onde optique A, ce qui semble avoir été mis en évidence expérimentalement

[18].

(i) Le principe du calcul numérique

Le calcul de IT**(p) et p**(z) nécessite bien entendu la détermination des états propres
|n, g) de (IV3b - 10) et des populations de o5, selon :

k
Hst(p) — Z Z [k dg Hn,q,rl(pln’ q)|2

n r=%

P (z) = p2(2) + p3(2)

k
=Y / g g -|(eln, o)

k
e =3 [ daTg,
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On notera que nous avons décomposé p*'(z) en somme des densités spatiales pour les
atomes de sous-niveau interne |g — 1/2) et |g 1/2) respectivement. La détermination des
In,q) et des I, , . a été effectuée numériquement de la fagon suivante. En utilisant le
théoréme de Bloch, on se raméne a la recherche, selon (IV3b - 5), de fonctions d’onde

périodiques que 1’on développe en série de Fourier :

(2lp)g = ) arge?™* (IV3f — 2)
]

Les relations de récurrence sur les coefficients de Fourier (ai,g) déduites du probléeme aux
valeurs propres (IV3b - 6) sont données dans I’appendice Fiv. En tronquant le développe-
ment (IV3f - 2) aux indices =V <! < N, on se rameéne a la diagonalisation d’une matrice
réelle symétrique tridiagonale, dont les 2NV 4+ 1 vecteurs propres cbrrespondent a autant
de bandes d’énergie. La seconde étape est le calcul des éléments de matrice définissant les
taux de transition. On y est confronté au méme probléme que pour les états stationnaires
quantiques d’une particule libre : les états de Bloch |n, ¢), délocalisés spatialement, ne sont
pas normalisables. Ce probléme est résolu de la fagon habituelle, qui consiste & quantifier
dans une boite de dimension finie, dont on augmente ensuite indéfiniment la taille. Nous
choisissons ici des longueurs de boite L compatibles avec la périodicité spatiale des po-
tentiels ; 'indice de Bloch ¢ et I'impulsion des photons de fluorescence selon Oz prennent

alors seulement des valeurs discréetes :

L=M\ M entier (IV3f — 3a)
q-—-%k -M<Il<M (IV3f — 3b)
p5=%hk -M<I<M (IV3f - 3c¢)

En pratique, les choix M = 2 (4 états par bande) et M = 3 (6 états par bande) conduisent
a des distributions en impulsion presque identiques. Nous renvoyons le lecteur & ’appen-
dice Frv pour plus de détails sur la discrétisation et la vitesse de convergence en fonction
de M. Les taux de transition étant connus, il reste & résoudre numériquement les équa-
tions de taux (IV3c - 17), en se limitant au nombre fini de bandes 2N + 1 précédemment
mentionné. Le choix de N est dicté par celui de I'impulsion maximale pyax & prendre en

compte dans II**(p) pour obtenir ’énergie cinétique moyenne avec une bonne précision.
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En effet, 'onde de plus grande quantité de mouvement retenue dans la forme tronquée du

développement (IV3f - 2) est d’impulsion :

Pmax = 2Nhk (IV3f - 4)

Nous sommes allés jusqu’a N = 80, ce qui permet d’étudier les situations a puits trés
profonds, comme Uy = 1000ERg ; la plupart des bandes considérées sont alors “quasi-
libres”, et la dépendance approchée (IV3b - 24) de leur énergie en l'indice n permet de
retrouver (IV3f - 4).

(i1) Les populations stationnaires : dépendance en g et en n

Donnons d’abord les résultats du calcul numérique dans la base |n, ¢, r). Nous testons
la dépendance en l'indice de Bloch ¢ des populations II, ; = II,, 4 4 +II,, 4 - sur la fig. IV-
9, pour une profondeur de puits Uy = 100Eg. Le spectre présente alors 6 bandes “liées”,
d’indice n compris entre 0 et 5. On constate que, pour les plus profondes de ces bandes,
II,.,; ne dépend pratiquement pas de ¢q. Cette remarque permet de récrire la contribution
On,— de ces bandes a la matrice densité o°* restreinte au sous-niveau interne [¢ —1/2). La

faible dépendance en ¢ de II,, ; donne d’abord & un facteur prés :

k
On-~ oz [ daln,ainugl (V3 - 5)
TS

Utilisons ensuite la décomposition (IV3b - 11) des états propres |n, q) sur les fonctions de

Wannier, ce qui fait apparaitre une double somme dans oy, —

On,—~ ~ lim

d .
N o Z / q :q(l I),TI lq) )(@any (IV3f _ 6)

Il=-N

ou T% représente la translation spatiale de 5 et ou l'on a fait intervenir le facteur de

normalisation 1/(2N + 1). La sommation sur I'indice de Bloch ¢ :

/ dg e-1% = §,, _ (IV3f — 7)
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0.1 o= =
= n==2 =
0.05 = =
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= [~ n=4 7
0.02 I
| ]
- m
0.005 ] | N O I | L1 1 1 ]

Fig. IV-9 : Pour une profondeur de puits Uy = 100E g, dépendance en l’indice de
Bloch ¢ des populations des bandes “liées” (0 < n < 5) et des premiéres bandes
“quasi-libres”, pour I’ensemble des deux sous-niveaux internes m = #1/2. Le calcul
numeérique est effectué avec prise en compte des bandes d’énergie d’indice au plus 39,
avec 12 valeurs différentes de l'indice de Bloch q. Les courbes continues représentées
sont le résultat d’une interpolation.

montre que o, _ n’est autre qu'un mélange statistique des translatés d’un méme état

localisé |®,) sur tous les sites ! 3

-

N
> T} 1a) (24l TY (IV3f - 8)
2 2
I=-N

. 1
T Wi N A1

La contribution de 0, + s’en déduit bien entendu par translation de —.

Pour terminer cette discussion dans la base propre |n,q,r), nous représentons, sur
la fig. IV-10a, la dépendance en la profondeur de puits Uy des populations totales II,, des
premieres bandes (0 < n <4) :

k
I, = Zi/_kdq | S | (IV3f — 9)
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On constate ainsi que les atomes se trouvent majoritairement dans les états correspondant
a ces premiéres bandes, & condition bien sir que les puits de potentiel Uy, /2(z) soient assez
profonds (dans le cas limite Uy = 0, toutes les populations II, sont égales) mais pas trop
profonds (lorsque U, augmente, les atomes se répartissent parmi un nombre croissant de
bandes “liées”). Les populations des bandes II,, admettent ainsi toutes un maximum en
Up. Celui de Iy, assez marqué en Up ~ 60ER, est de 'ordre de 0.34. Celui de n = 4 se
situe au voisinage de Uy = 200Eg. On vérifie de plus, a 'aide de la fig. IV-10b, que la
proportion d’atomes se trouvant dans des bandes “quasi-libres” (i.e. celles dont toutes les
énergies E,, ; sont supérieures ou égales a —%—Uo) devient plus faible lorsque la profondeur

des puits augmente.

04 7T [T T T T 174 a 1T T T [T T T T ]7
— b 3 —
- — 4 Y =]
— - N [+ .
— ~ 5 08— —]
03— —] o — -
~ o [+ .
— 3 08— —
£ 0.2 - »
= 0.2 a) _§ . -
2 04—, —
o [ ‘ ]
0.1 § E . -
S 02— e —
_g — N —
2 — "’”’“m«mw.» ort
0 Al S S T T N S N T B s
0 100 200 0 100 200
Uo/Eg Uo/Ep

Fig. IV-10 : Evolution, en fonction de la profondeur de puits Uy exprimée en unité
d’énergie de recul, des populations (IV3f - 9) des différentes bandes d’énergie. Sur
la fig. a sont représentées les populations des premiéres bandes (0 < n < 4). La

fig. b donne la population cumulée des bandes “quasi-libres” (E'n,q > —%Uo) . Dans

les deux cas, le calcul numérique est effectué avec 6 états par bandes et 80 bandes
d’énergie.

(iii) La distribution en impulsion

Passons maintenant a 1’étude de la distribution en impulsion stationnaire, déduite de
o®* selon (IV3f - 1a). Comme cette distribution II**(p) n’a pas de raison d’étre thermique,
il est impossible de la caractériser entiérement par la donnée d’un seul parameétre qui serait

une température. Nous arrivons en pratique a une description satisfaisante de II**(p) en
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introduisant deux grandeurs bien choisies. La premiére est simplement I'impulsion qua-
dratique moyenne Ap. La seconde, notée p., est la mi-largeur & la hauteur relative e~*/2
de II**(p). L’introduction de p, permet d’estimer 1’écart de II**(p) a la forme gaussienne,
puisque p. et Ap coincident exactement pour une gaussienne. De plus, p. nous semble
correspondre assez bien a ce qui est mesuré expérimentalement (largeur d’'un temps de
vol) alors que Ap est plus difficilement accessible. Nous représentons, sur la fig. IV-11, la
dépendance en Uy des carrés des grandeurs Ap et p., plutot que ces grandeurs elles-mémes,

dans ’espoir de mettre en évidence un comportement simple (linéaire) aux puits profonds.

0 100 200
UO/ER

Fig. IV-11 : Valeurs de I'impulsion quadratique moyenne au carré, Ap®, et de la mi-
largeur au carré, p?, en unité de (hk)2, en fonction de la profondeur de puits Uy en
unité d’énergie de recul. Les valeurs des paramétres du calcul numérique sont celles
de la fig. IV-10. Les tirets désignent, de bas en haut, Ap? et p? pour la distribution
en p correspondant aux seules bandes “liées”.

La dépendance de Ap? en Uy est somme toute assez naturelle. L’existence d’un seuil
du refroidissement est manifeste aux faibles Uy, et Ap? tend a présenter un comporte-
ment linéaire avec Uy aux grandes profondeurs de puits. L’optimum du refroidissement est

caractérisé par :

Ap ~ 5.5kk (IV3f — 10a)
Uy ~ 95ER - (IV3f — 10b)

333



On remarquera que la valeur (IV3f - 10a) est inférieure d’environ hk a la plus faible im-
pulsion quadratique moyenne obtenue dans la configuration o+ — o_ (cf. fig. I1I-24b), ce

qui affirme la supériorité du mécanisme de refroidissement par effet Sisyphe.

Le comportement de p? avec Uy présente plusieurs caractéristiques intéressantes. On
remarque d’abord que p? reste notablement plus faible que Ap? : la distribution II%*(p)
présente des ailes plus longues que la gaussienne d’écart-type p.. C’est ce que nous avons
cherché a montrer sur la fig. IV-12, en représentant, pour Uy = 100Eg et Uy = 1000ER,
II**(p) et la distribution gaussienne de méme mi-largeur que ITI°t. Notons que p. continue
a décroitre lorsque Up passe sous le seuil, jusqu’a un minimum de 2hk ; nous avions déja
ce méme comportement dans la configuration laser o0, — o_. Le point nouveau, ici, est en
fait essentiellement que p. présente un comportement non linéaire en Uy, méme pour Uy
assez grand. Voila qui nous rappelle, de fagon probante, que nous ne sommes pas dans le

régime de ’approximation semi-classique traditionnelle, régime tel que Ap? ~ p? ~ U,.

o'l_lllllllllllllllll_ 0-1_1||||1|1|||||||||_
— U,=100Eg - — U,=1000E, -
0.08 — —] 0.08 — —
.06 — —] —~ 0.06 — —
= - © - -

04 — — = 0.04 —
0.02 — — 0.02 — —]

o CLLL SNEERE U NN 0 EERENEEE
—40 -20 0 20 40 —40 —20 0 20 40
p/(fik) p/(Xk)

Fig. IV-12 : Distribution en impulsion dans D’état stationnaire IIS*(p), pour une
profondeur de puits Uy = 100Eg et Uy = 1000ER, sur l’intervalle en impulsion

[-40hk,40hk]. La courbe en pointillés est la gaussienne de méme mi-largeur a e~ 1/2
que II**(p). Le calcul numérique est effectué sur 120 bandes, avec 6 états par bandes.

Pour comprendre ces divers comportements, et en particulier la variation non linéaire
de p? avec Uy, nous allons maintenant chercher & tirer parti du modeéle simple du §e pré-
cédent, qui fournit une loi de variation approchée pour les populations des bandes dans le

régime de Lamb-Dicke.
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Supposons d’abord que la distribution en impulsion p soit déterminée, au moins
sur un intervalle contenant [—pe, p.], seulement par la contribution des états des bandes
“liées”. Ceci parait raisonnable, d’une part parce que la proportion d’atomes dans les
bandes “quasi-libres” devient vite faible lorsque U, augmente (comme en témoigne la
fig. IV-10b), d’autre part parce que ces bandes contiennent des états d’impulsion élevée.
Une telle hypothese ne serait par contre pas admissible pour une estimation de Ap, car
cette grandeur est trés sensible au comportement asymptotique de II%(p), qui est le fait
des états d’indice n élevé. Pour confirmer ces différentes affirmations, nous avons porté
en pointillés, sur la fig. IV-11, les grandeurs (Aplié'“’)2 et (plgée)2 des distributions I (p)
calculées en ne retenant dans (IV3f - 1a) que les états des bandes “liées” (i.e. dont 'une

des énergies E, ; est inférieure a —;Uo) et en normalisant par la somme des populations

de ces bandes “liées” :

DIMPY SR UD DI | SN [0 VL
k
Zgzo f-—k dq Zr:i anqu

L’entier N est I'indice maximal des bandes “liées”. On constate que la mi-largeur pli¢® de

Miee(p) = (IV3f — 11)

I35, constitue une bonne approximation de la mi-largeur p, de la distribution compléte

I1%*(p), dés que Uy est assez grand :

pi=p, & 5%pres pour Uy > 100ER (IV3f — 12)
Il n’en va pas de méme pour 'impulsion quadratique moyenne Ap.

11 est difficile d’évaluer la mi-largeur de II}% (p) par des arguments simples. Heureu-
sement, nous remarquons que cette mi-largeur est assez proche de Ap'¢® pour les puits
assez profonds de la fig. IV-11. Nous allons donc chercher a déterminer plutét Ap'iée. Ceci
est sans difficulté lorqu’on se limite aux bandes dont les éléments sont bien décrits par les
états propres de l'oscillation harmonique, au sens de (IV3d - 17). D’aprés les résultats du

§e précédent que nous simplifions légérement, les populations de ces bandes vérifient :

211,
2n+1

si 1<n<nham (IV3f — 13)

~
n —-_—

OU Mparm correspond a la limite d’harmonicité des bandes. Pour n < nyarm, 'énergie ciné-
tique moyenne dans I’état |n, g) est moitié de I’énergie propre, lorsque l’origine des énergies

potentielles est prise au fond des puits :
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P2 1 1 .
(n’ QImlnv Q) = 72' (n + 5) thsc S1 0 £ n < Nharm (IV3f - 14)

Il est certes bien entendu que toutes les bandes “liées” ne sont pas dans le régime de Lamb-
Dicke. Nous allons cependant, de fagon heuristique, nous comporter comme si toutes les
bandes “liées” vérifiaient les relations (IV3f - 13) et (IV3f - 14). L’indice maximal des

bandes “liées” est estimé dans cette optique par :

(N + é) 1 Qose = Us (IV3f — 15)

et I’énergie cinétique moyenne dans les bandes “liées” est donnée, dans cette limite harmo-

nique, par :

(At )2 TN 1 (n+ 1) Ao,
2M Do Il

(IV3f — 16a)

(IV3f — 16b)

1 .
Le numérateur de (IV3f - 16b) est exactement §Uo d’apres (IV3f - 15). Quant a la somme
apparaissant au dénominateur de (IV3f - 16b), il est possible de bien ’approximer par une
intégrale :

N N+1
> 1 :/ %: In(N +1) (IV3f — 17)
n=] 1

1
n -+ 2
Tout ceci conduit & la prédiction suivante :
Yo
E

1
(Apkéen)” = (hk)? 2B (IV3f — 18)
1
1+ (4 (1+/%)]

si ’on fait usage de (IV3f - 16a) et de 'expression Aosc = 2/Uo ER.

La fig. IV-13 récapitule ’ensemble de ces résultats et permet de constater que 'ap-

proximation harmonique, bien qu’apparemment tres discutable, permet en fait de rendre
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compte de maniére trés satisfaisante de la variation de la mi-largeur p. de la vraie dis-
tribution en impulsion, sauf pour des valeurs trop élevées de U ! Cet échec aux puits

profonds provient du fait que Ap'i€e, toujours assez bien estimé par Apji¢e  (a 0.5 hk prés

par exces), s’écarte significativement de pli¢® lorsque Uy augmente.

_U_o Pe plice | Apliée | Apliée
Er | Rk | Rk hk hk
100 |4.48|4.38| 3.97 4.30
150 |5.19| 5.00 | 4.73 5.09
200 }5.72}5.37| 5.37 5.75
250 |6.15(6.01| 5.94 6.32

1000|9.4219.22| 11.0 11.5

Fig. IV-13 : Pour différentes profondeurs de puits en unité d’énergie de recul, on
donne dans les colonnes successives la mi-largeur pe de la distribution II®*(p) cal-
culée numériquement, la mi-largeur p'i¢® et I'impulsion quadratique moyenne Aplice
pour II}% _(p) définie par (IV3f - 11), ainsi que I’approximation grossiére harmonique

(IV3f- 18) pour Apliée. Les conditions du calcul numérique sont celles de la fig. IV-10.

(iv) La distribution en position

Pour achever cette étude, considérons les propriétés de o' en représentation posi-
tion. Examinons d’abord qualitativement le comportement des éléments non diagonaux
(z|o®t]z"). Rappelons que ces éléments tendent vers 0 lorsque |z — z'| excéde AE, ou A€
est la longueur de cohérence spatiale de o°'. Nous voulons estimer ici ’ordre de grandeur
de AE. Il est commode d’utiliser pour cela I’écriture approchée (IV3f - 8) ; on constate en
effet immédiatement sur cette expression que la cohérence spatiale de la contribution o,
des états de la bande d’indice n a4 ¢** n’est autre que I’extension spatiale des fonctions de
Wannier |®,), dont on a vu qu’elle est inférieure & 5 (cf. (IV3b - 20)) pour les premieéres
bandes des puits assez profonds. On en déduit ainsi que A€ reste petite devant la longueur
d’onde optique A. Ceci est en conformité avec l’argument trés général, que nous avons
rappelé au II§1b (cf. (IIlb - 34)) : des atomes qui ne cessent pas de décrire des cycles
de fluorescence, comme c’est le cas dans le refroidissement par effet Sisyphe, ne peuvent
pas acquérir une cohérence spatiale plus grande que A, a cause du caractére aléatoire de

I'impulsion des photons d’émission spontanée. On notera donc que la propriété qu’a o
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d’étre diagonale dans une base d’états |n,q,r) entiérement délocalisés n’entraine pas né-
cessairement que la cohérence spatiale de % soit infinie. Il est d’ailleurs un autre exemple
que 'on peut donner de mélange statistique d’états entiérement délocalisés et qui soit a
cohérence spatiale finie : c’est celui d’une distribution thermique de particules libres ; il

est connu que sa longueur de cohérence est la longueur d’onde thermique de de Broglie.

Passons maintenant a ’examen des éléments de 0%t diagonaux en z. Nous avons in-
troduit en (IV3f - 1c) et (IV3f - 1d) les densités spatiales des atomes dans le sous-niveau
interne |g — 1/2) pour p_(z), et dans |g 1/2) pour p4+(z). Ces deux distributions, de

période spatiale 5> Se déduisent 'une de 'autre par translation spatiale de —, & cause de
Pinvariance de %% par I'opérateur T' de (IV3d - 1). On a vu, pour des puits assez profonds,
que la plupart des atomes se trouvent dans les bandes fondamentales (cf. fig. IV-10). Or
la contribution de ces bandes fondamentales & 0% prend la forme d’un mélange statistique
(IV3f - 8) d’états |®,) d’extension spatiale petite devant A\. On s’attend donc a une forte

modulation spatiale sur p_(z) et p4(z), p—(2) devant présenter des pics de densité sur les

sites 15, emplacement des fonds des puits de U_,2(z), et p4(z) présentant ces pics en

1\ A
(l + 5) 5 Il est possible d’estimer la mi-largeur z. de ces pics 4 la hauteur relative e~1/2

en assimilant les [®,) & des états propres de l'oscillateur harmonique ; comme les éner-
gies cinétique et potentielle moyennes sont identiques dans le cas harmonique, on déduit

directement z, de I’approximation (IV3f - 18) :

Apli¢e )2
k2 22 ~ ( harm _
Uz, oM (IV3f 19a)
1 77 —-1/2
kze~ {2+ 2In | = [ 144/ (IV3f — 19b)
2 Ep
. . Uo s
Cette expression dépend assez peu de B et conduit a des valeurs de z. proches de
R

0.42%, pour Uy de I'ordre de 100 ou 200ERg, ce qui est en bon accord avec le calcul numé-
rique. Nous avons étudié également la modulation spatiale sur la densité totale des atomes
p(z) = p4+(z) + p—(z), de période 7 ) nous caractérisons cette modulation par le rapport
des valeurs extrémales de p(z), dont nous avons trouvé, a partir des calculs numériques,

qu’il vérifie assez bien la loi :
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sup p(z) , (Vo \* (IV3f — 20)
inf p(z) = \10Epg

dés que les puits sont assez profonds (Up > 20ERg). Signalons sans donner la démonstra-

tion, que la forme de cette loi peut étre déduite, dans la limite E—Z — +00, de ’approche
semi-classique du §2b adaptée au régime Qosc7p > 1. Afin d’illustrer la présente discussion
sur la distribution spatiale des atomes, nous représentons, sur la fig. IV-14, les densités
p+(2), p—(2) et p(z) pour une profondeur de puits Uy = 100Eg proche de ’optimum sur
Ap (IV3f - 10). On constate que la dépendance en position de p(z) est significative, mais

qu’elle reste nettement plus faible que celle de p4(2) ou p_(z).

0 | | .
0 A/8 A/ 4

Fig. IV-14 : Pour Uy = 100EpR, valeurs des densités spatiales d’atomes par sous-
niveau interne, p4+(z) et p_(z), ainsi que de la densité globale p(z) = p4+(2) + p-(z),
normalisée sur [0,)]. Les conditions du calcul numérique sont celles de la fig. IV-10.

g) Approximation séculaire sur la transition jg=1 — je= 2

Nous avons réduit, dans les paragraphes précédents, les équations quantiques sur la
transition j, = 1/2 — j. = 3/2 a des équations de taux entre populations, dans la limite
séculaire o575 > 1. Cependant, il a été fait usage, pour cette réduction, des propriétés
particulieres de la partie réactive des équations quantiques sur j, = 1/2 — 3. = 3/2,
qui permettent de se ramener a la recherche des états stationnaires d’'une particule sans
structure interne dans le potentiel U sin?(kz). Afin de prouver qu’une procédure de réduc-

tion des équations quantiques peut étre appliquée a des transitions de moment cinétique
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plus élevé, donc plus proches des conditions expérimentales, nous traitons ici le cas de
Jg=1-—> 73 =2

L’étude réalisée dans ce §g est cependant plus sommaire que pour j, = 1/2. Nous
nous contentons en particulier d’appliquer ’approximation séculaire 4 un modele simplifié,
dans lequel les photons de fluorescence ont une impulsion soit nulle, soit £hk le long de
I’axe Oz, selon qu'’ils sont polarisés linéairement ou circulairement par rapport a cet axe.
Ceci a ’avantage de permettre une comparaison directe avec la résolution numérique des
équations quantiques complétes, effectuée au §1 par évolution temporelle pour le méme
diagramme simplifié d’émission spontanée. L’inconvénient en est une surestimation pro-

bable de I’optimum du refroidissement.

(i) Expression du hamiltonien H

L’expression générale de la partie hamiltonienne des équations de Bloch entiérement
quantiques ramenées dans I’état fondamental a été obtenue au II§lc. Elle fait intervenir
le hamiltonien H, somme de ’énergie cinétique de ’atome et du potentiel U(Z) qui décrit
la partie réactive du couplage atome-rayonnement (cf. (IIlc - 22)). L’action de U(z) sur
’état atomique interne est déduite des parties ascendante V(1)(z) et descendante V(~)(z)
du potentiel de couplage atome-laser convenablement réduit, dont on peut trouver les
expressions pour la configuration laser Oz — Oy dans ’appendice Bjy. Il est seulement
important de savoir ici que I’amplitude du champ électrique laser est proportionnelle a
sin(kz) pour la composante polarisée o4 selon Oz, et & cos(kz) pour la composante polari-
sée 0. Les transitions permises par l'action du laser seul sont représentées sur la fig. IV-15
pour la transition j, = 1 — j. = 2, avec les coeflicients de Clebsch-Gordan associés. L’ab-
sence de composante de polarisation selon Oz fait apparaitre deux sous-espaces atomiques
internes stables par U(Z) et donc par H, ce qui correspond graphiquement a la structure
en V et en W visible sur la fig. IV-15.

Comme T’état |g 0) est le seul sous-niveau fondamental de la structure stable en V,
il est nécessairement vecteur propre de U(z), donc de déplacement lumineux bien défini.
I1 est facile de confirmer ceci par le calcul ; chaque sous-niveau du V dans 1’état excité
étant relié a un seul sous-niveau fondamental par le laser, il suffit d’additionner indépen-
damment les déplacements lumineux associés aux composantes de polarisation o et o_,

comme nous ’avions fait sur j, = 1/2 — j. = 3/2 :
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9-1 90 9.1

Fig. IV-15 : Transitions induites par le laser et coefficients de Clebsch-Gordan associés,
pour la configuration Oz — Oy sur la transition jg =1 — je = 2.

1
U(2)lg 0) = hbs | 5 - sin(kz) + 3 - cos?(k2)| |g 0) (IV3g — 1)

On constate de plus, sur (IV3g - 1), que 1’égalité des coefficients de Clebsch-Gordan pour
le départ de |g 0) par transition o4+ et o rend le déplacement lumineux de ce sous-niveau
proportionnel a l'intensité lumineuse totale au point z, intensité indépendante de la po-
sition dans la configuration Oz — Oy. La restriction Hy du hamiltonien H aux vecteurs

d’état interne |g 0) présente donc un terme d’énergie potentielle constant :

Pz 1
HV = m + Eh&su (IV3g - 2)

Les états propres sont simplement ceux d’une particule libre, ce qui constitue une propriété
particuliére a la transition j, =1 — j. = 2.

La diagonalisation de H restreint au systéme en W est, elle, bien plus difficile. En
effet, les contributions aux déplacements lumineux des composantes o, et o_ ne sont plus
indépendantes, le sous-niveau excité |e 0) servant de relais pour le couplage entre |g 1) et
g — 1) par absorption d’un photon laser o_ et émission stimulée d’un photon laser o..
On obtient ainsi, a partir du sous-niveau |g 1) :

U(z)|g 1) = héso |1 -sin®(kz)|g 1) + - cos®(kz)|g 1)

=

+é - cos(kz) - (=i sin(kz))lg — 1) (IV3g — 3)
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La restriction Hw du hamiltonien H aux vecteurs d’état interne |¢ =+ 1) peut étre mise

sous la forme :

2
Hw = 5o = 3Us +Us [cos (kD)) (] + sin*(£2)] =) (-]
+35 SIn(2EZ)(1H) (=] - |=)(+D)|  (IV3g — 4a)
U1 = —gﬁ(SSo (IV3g - 4b)

ou la notation |m) tient lieu par commodité de |g m). Les éléments diagonaux de Hw
dans la base |+) sont certes similaires & ceux de H sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2,
ce qui nous a permis d’introduire selon (IV3g - 4b) une “profondeur de puits” U;. Ce-
pendant, I'existence d’éléments non diagonaux pour Hw (seconde ligne de (IV3g - 4a)),
nous interdit de considérer comme indépendantes les composantes des états propres de
Hw selon |+) et |—), et nous contraint a chercher ces états propres sous la forme la plus

générale, spinorielle :

(29} =d4(2)lg 1) + ¥_(2)lg —1) (IV3g — 5)

(i1) Etude simple de Hy/

Nous envisageons maintenant deux approximations différentes, trés simples, permet-
tant de se faire une premiére idée du spectre de Hy,. Ces approximations peuvent étre le
départ de traitements perturbatifs, mais nous ne les poussons pas ici plus avant, car nous

exposerons, au (iil), une procédure beaucoup plus efficace d’un point de vue calculatoire.

La premiere approximation consiste & traiter perturbativement le couplage dans Hw
entre |g 1) et |g — 1). A l'ordre 0, ce terme non diagonal est simplement négligé. On se
retrouve alors précisément dans la situation de la transition j, = 1/2 — j, = 3/2, avec
des états propres d’état interne |g 1) ou |g — 1) bien défini, associés & un potentiel en
U, sin’(kz) ou en U, cos?(kz), de période 5 Ces états propres peuvent donc étre numéro-
tés comme au §b, sous la forme |n, ¢, =), ou1 I'entier n est I'indice de bande et g €] —k, k] est
Pindice de Bloch. A cet ordre du calcul, les états |n,g,+) et |n,g,—) ont la méme énergie
Ey,q ; les bandes d’énergie sont trés étroites lorsque E, , < —=Uj, et sont pratiquement

jointives pour des énergies supérieures. Cette situation est résumée sur la fig. IV-16a et b.
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Achevons la discussion de la premiére approximation par un examen qualitatif du
spectre & l'ordre suivant en la perturbation. On sait qu’a l’ordre 1, il convient de diagona-
liser cette perturbation a l'intérieur de chaque sous-espace dégénéré {|n,q, +),|n,q,—)},
Peffet attendu étant une levée de dégénérescence. On constate facilement que cette le-
vée de dégénérescence ne se produit pas pour la valeur particuliére ¢ = 0 de I'indice de
Bloch ; c’est que les fonctions d’onde {z|n,0,+) et (z|n,0,—) sont de méme parité, alors
que la perturbation en sin(2kz) est impaire. Par contre, on peut montrer que cette levée
de dégénérescence a bien lieu pour ¢ # 0, et qu’elle est maximale en bord de zone de
Brillouin (¢ = k), ou les états (z|n, k,+) et (z|n, k, —) sont de parités opposées. Il se pro-
duit donc, comme sur la fig. IV-17, un dédoublement des bandes en deux branches, ce qui
s'accompagne d’un élargissement. Il reste a examiner I'importance de la levée de dégéné-
rescence en fonction de 'indice de bande n. Il suffit pour cela d’estimer le recouvrement
spatial entre les fonctions d'onde (z|n,q,+) et (z|n,q,—). L’approximation WKB nous
apprend que ces fonctions d’onde sont non négligeables essentiellement en les régions per-
mises pour le mouvement classique d’énergie E,, ; dans les potentiels U; cos?(kz) — gU 1 et

U, sin®(kz) — gUl respectivement. On peut vérifier que ces régions sont disjointes lorsque

1 7 .
E.q < §U 1= BU 1 = —l—OU 1, alors qu’elles s’intersectent pour des énergies supérieures.

On s’attend donc a ce que le couplage par processus stimulés entre les sous-niveaux |g +1)
provoque un élargissement notable des bandes seulement pour des énergies au-dessus de

la mi-profondeur des puits de la fig. IV-16a.

E/U, A a) b)
-1/5 +>
—7/10
-6/5 |->
| N 1 L, IR
X kq -k X
0 A/2 z -> 3 > 3

Fig. IV-16 : Lorsque le couplage par processus stimulés entre |g 1) et |g —1) est négligé,
potentiels intervenant dans Hyy (a) et structure de bande du spectre correspondant

(b).
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l L\
/

—k 0 k q

Fig. IV-17 : Sous Iinfluence du couplage entre |g 1) et [g — 1), levée de dégénérescence
dans la structure de bande. Les deux bandes dégénérées non perturbées, représentées
en tirets, sont choisies dans la partie “liée” du spectre de la fig. IV-16b. Le calcul des
bandes perturbées est effectué a tous les ordres, selon les résultats du (iii).

La seconde approche que nous présentons maintenant est d’un esprit différent ; elle
consiste a ramener la diagonalisation de My & un probléeme aux valeurs propres avec
des termes d’énergie potentielle diagonaux, et a faire I'hypothese de suivi adiabatique des
états propres du potentiel U(z) par la fonction d’onde. On introduit donc pour cela la

base propre de U(z) en chaque point z :

U(z) = Ex(2)1)(1] + E2(2)12)(2| (IV3g — 6a)
1) = cosb(z)lg 1) +isinf(z)|lg — 1) (IV3g — 6b)
|2) = —sinf(z)|g 1) +icosb(z)|lg —1) (IV3g — 6c)

Les potentiels E,(z) et E;(z) sont représentés sur la fig. IV-18a. Ils sont proches des élé-

ments diagonaux de U(z) dans la base |g + 1), en pointillés sur la fig. IV-18a, sauf au
.. . . AA .

voisinage des points de dégénérescence z = 3 [Z] , en lesquels les termes non diagonaux

en 75 sin(2kz) sont responsables d’un anticroisement. Par rapport aux potentiels non per-

turbés de la fig. IV-16a, la période spatiale est abaissée a 1 et la profondeur de puits n’est

2 . - \ ,
que de 5 U;. L’introduction de cette base conduit donc a chercher les états propres de Hyy

sous la forme :
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(z|9) = $1(2)[1) + ¥2(2)[2) (Iv3g — 7)

L’action de U(Z) sur [¢) est alors diagonale. Cependant, comme la nouvelle base dépend
2

du point z considéré, I’expression de 1’énergie cinétique oYY est en contrepartie beaucoup
plus complexe, puisqu’elle introduit un couplage “inertiel” entre les deux composantes 1,

et ¥, du spineur. On aboutit finalement au systeme suivant :

2 h?

H .
—2_M¢l + Ey(2)) + oM
R: h?
—md)ﬁ + Ea(2)Y2 — oM [

[2056' + 120" + 64| = Eyy (IV3g — 8a)
2016' + 16" — 679, = Etpy (IV3g — 8b)

L’approximation naturellement issue de (IV3g - 8a) consiste & traiter perturbative-
ment les termes en 6, 8" et 8’2, donc & exploiter une éventuelle lente variation de I’angle 6

avec la position, ce qui, d’aprés ’expression :

5k

0'(z) =
(z) 1 4 24 cos?(2kz)

(Iv3g — 9)

est bien le cas au voisinage de z =0 1l A l'ordre 0, on ne retient que les deux premiers

termes dans le membre de gauche de (IV3g - 8a) et (IV3g - 8b) ; les deux composantes sont
découplées et I'on peut chercher les vecteurs propres avec 12 = 0 ou %; = 0. On suppose
donc, a cet ordre du calcul, que les atomes sont en chaque point z dans un état interne
|1) ou |2) bien déterminé, ce qui constitue finalement une hypothése de “suivi adiabati-
que”. La forme correspondante du spectre de Hw est représentée sur la fig. IV-18b. On

obtient deux structures en bandes E,, 4, et E, 42 associées aux potentiels E(z) et E,(z).

Comme ces potentiels sont de période —, 'indice de Bloch ¢ est compris entre —2k et 2k ;
si 'on souhaite se ramener a la zone de Brillouin pour les potentiels de la fig. IV-16a, il
est nécessaire de replier les bandes E,, 4, et E, ;2 dans l'intervalle | — k, k] pour g, ce qui
leur donne une structure en double branche, comme sur la fig. IV-17. De plus, on peut
estimer que les états “liés” du potentiel E;(z) représentent une bonne approximation du
véritable spectre de Hw, car ces états sont bien sépa.rés en énergie de ceux du potentiel

E,(z). On s’attend donc a ce que les bandes d’énergie de Hyy soient étroites tant que
g q

leur énergie reste inférieure a —BUI. La situation est moins claire pour les états “liés” du
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potentiel F2(z), qui sont dégénérés avec les états “quasi-libres” du potentiel Ey(z) ; on
peut admettre raisonnablement que tous ces états donnent naissance, aux ordres suivants

du calcul perturbatif, & une structure en bandes élargies d’énergie comprises entre ——5—U1

1 1 s .
et —gUl. Ce calcul est cependant plus difficile & conduire que dans le cadre de la pre-
miére approximation du présent (ii), les potentiels Ey(z) et E;(z) ayant une dépendance

en position assez complexe.

E/U, A a) b) ! l
-1/5 E.(z)

-3/5
~4/5 L
-6/5
| | | LS | 1, 1 L,
-2k 2k q -2k 2K
0 A/2 Az > <9 2> ¢ 1

Fig. IV-18 : Dans I’hypothése de “suivi adiabatique” (8' ~ 0 et " ~ 0 dans (IV3g -
8)), dépendance en z des potentiels E1(z) et Eo(z) (a), et forme schématique des deux
structures en bandes d’énergie pour chacun des potentiels (b).

(ii1) Calcul du spectre de Hw

Abordons maintenant le calcul exact du spectre de Hyy . En utilisant les propriétés de
symétrie du hamiltonien H, nous allons ramener la diagonalisation de Hy & un probléme
aussi simple que dans le cas de la transition j, = 1/2 — j, = 3/2, probléme qu'il est

ensuite facile de résoudre numériquement.

L’étude des symétries de la configuration laser Oz — Oy fait 'objet de ’appendice
Biv ; on y met en évidence, pour une transition & moment cinétique Jg arbitraire, un
groupe de symeétries engendré par deux éléments, T (comme “translation”) et 7 (comme
“inversion”). La diagonalisation simultanée de Hw et T fait apparaitre une indexation du
spectre par deux nombres quantiques : I'indice de Bloch ¢, avec —k < ¢ < k, et le signe

et = *. De plus, elle établit un lien entre les deux composantes (IV3g - 5) du spineur :

A

w+<z)=ere"q%w_(z—z) (IV3g — 10)
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ce qui permet de réduire la diagonalisation de Hw & un probléme aux valeurs propres sur

une seule composante du spineur, que nous choisissons étre ¥_(z). On arrive ainsi a :

h? .
_m_af - g—Ul + U, sin®(kz) — Eq,”] Y-(2)
—%sTeiq% Ui sin(2kz)yp—(z — -2) =0 | (IV3g — 1la)
$_(z— %) =e 3 yp_(2) (IV3g — 11b)

Ce probleme est certes non local en position, mais nous verrons que ceci ne rend pas sa
résolution numérique plus difficile que sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2. A cause de
la condition (IV3g - 11b), les énergies propres E, ., forment, & g et e fixés, un ensemble
discret. Nous sommes ainsi parvenu a indexer le spectre de Hw par (n,g,er), ou n est

entier :

Hw Ina q, ET) = En,q,sT |n’ q,ET) (IV3g - 12)

Il reste a utiliser I'invariance de H,y par Z. Celle-ci est cependant de porté plus limitée ; il
est en effet impossible de diagonaliser simultanément Hw, T et T car les opérateurs T et
7 ne commutent pas. Elle fournit néanmoins le renseignement suivant sur le spectre (voir
I’appendice Byy) :

Enger =FEn—g—cr (IV3g — 13)

ce qui permet de se restreindre au calcul des bandes d’indice e = +.

Passons a la résolution numérique du probléme aux valeurs propres (IV3g - 11). Il
est commode, pour prendre en compte la condition aux limites (IV3g - 11b) et pour gérer
la non-localité en z du potentiel effectif de (IV3g - 11a), de décomposer ¥ —_(z) en série de

Fourier de la facon suivante :

. +w «
v_(z) = e'%* Z ae?itk: (IV3g — 14)

l=—00

Le systéme aux valeurs propres correspondant pour les coefficients de Fourier est trés

simple :
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{

20

erUy (aj41 —aj—y) =0
(IV3g — 15)

Il differe du systéme équivalent pour j, = 1/2 (cf. appendice Fiv) essentiellement par le

R%(g+21k)2 6 1 1
[_—(qQM ) — BUI + EUI - Eq,er al—ZUI (a1+1 + 01_1)—(

terme proportionnel & e, qui provient du couplage entre |g 1) et |¢g — 1) par les processus

stimulés.

La dépendance en fonction de I'indice de Bloch ¢ des énergies E,, ; + & parameétre U;
fixé fait I’objet de la fig. IV-19a. On y retrouve une structure en bandes d’énergie continues
alternativement permises et interdites, comme pour la transition j, = 1/2 — j. = 3/2,
avec la différence que les bandes permises présentent une double branche correspondant
aux deux signes + du nombre quantique e7. L’évolution du spectre de Hw en fonction
du parametre U, est représentée sur la fig. IV-19b, les bandes d’énergie permises étant
repérées par les zones grisées. On remarque alors, a la différence de la fig. IV-6b, 'exis-
tence d’'un domaine intermédiaire entre le régime des bandes “quasi-libres” (qui semble
bien commencer a £ > —lUl) et des bandes tres étroites donc vraiment “liées” ; dans ce

domaine intermédiaire, les bandes d’énergie sont a la fois larges et bien séparées.

Toutes ces caractéristiques du spectre de Hy ont déja été discutées qualitativement

au paragraphe (i1) précédent.

(iv) Le modéle a émission spontanée simplifiée

Désormais, nous limitons notre étude de la transition j, = 1 — j. = 2 au cas parti-
culier d’un diagramme simplifié d’émission spontanée. Ce diagramme a déja été évoqué au
§1 ; il attribue aux photons de fluorescence une impulsion de +%k selon Oz lorsqu'’ils sont
polarisés circulairement par rapport a cet axe, et une impulsion nulle selon Oz lorsqu’ils
sont polarisés linéairement le long de cet axe. Son intérét est d’étre compatible avec une
discrétisation trés grossiére de I'impulsion atomique selon Oz. En nous laissant guider par
les considérations de symétrie de 'appendice By (iii), nous choisissons pour des atomes

d’état interne |g 0) une impulsion multiple pair de hk.

Voyons quels sont les vecteurs propres du hamiltonien H sélectionnés par ce modeéle.
En ce qui concerne le systéme en W, la discrétisation choisie permet d’obtenir n’importe
quel état propre de Hw, pourvu qu'’il soit d’indice de Bloch ¢ = k. Nous utilisons pour

ces états la notation suivante :

348



Or—rT—TTT 7T T T T T T T T T T T T T T

[+ 4
g
)
o]
=
-100 — —
oo e T T T
-1 -0.5 0 0.5 1
q/k
200

n,q,:h/ER

4)

- 400

0 U,/Eg 250

Fig. IV-19 : Spectre d’énergie de H restreint aux sous-niveaux |g % 1) sur la transition
Jjg =1 — je = 2. Sur la fig. a est représentée la dépendance en l'indice de Bloch
q de En g4 (en trait plein) et de En 4 — (en pointillés) pour les premiéres bandes
(0 < n<9), lorsque Uy = 100Eg. Sur la fig. b, les zones grisées correspondent aux
énergies permises, pour Uy variant de 0 a 250Eg. Les lignes en pointillés représentent
la variation avec Uy, des fonds des puits et des sommets des collines pour les potentiels
E’l(z) et E'g(z) dont la dependance en position est donnée sur la fig. IV 18a. Toutes
les énergies sont en unité d’énergie de recul Eg.
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In,er)w = In,qg = k,eT) (IV3g — 16a)

et nous remarquons (cf. appendice Byyv) qu’ils sont de symétrie bien définie sous l’action
de 'opérateur 7, ce qui permet de leur attribuer un nombre quantique ¢z défini comme

suit :

Quant aux ondes planes états propres de Hy, il est commode d’en effectuer des com-
binaisons linéaires de parité bien définie, la restriction de 7 au sous-niveau |g 0) étant

simplement 'inversion spatiale :

1 .
In,ez)y = ﬁlg 0) ® [lp = 2nhk) + ez|lp = —2nhk)] sin#0 (IV3g — 17a)
10,+)v =g 0) ® [p = 0) (IV3g — 17b)

Ces combinaisons ont aussi I’avantage d’étre vecteurs propres de T' :

T||n,e1)y, =er]||n,e1)y,  avec er =(-1)" (IV3g — 18)

(v) Le régime de ’approximation séculaire

Nous reprenons la démarche de réduction des équations quantiques dans I’approxima-
tion séculaire, telle qu’elle a été présentée au §3c, en la transposant au modele a émission
spontanée simplifiée sur la transition j, =1 — j. = 2.

La premiére étape consiste en la détermination de la condition d’approximation sé-
culaire, qui rend légitime le traitement perturbatif de la partie dissipative du couplage
atome-rayonnement. Comme il n’existe aucune cohérence entre les systéemes en W et en V
dans I’état stationnaire, il suffit d’examiner successivement les écarts d’énergie minimaux
AFE;,f pour le spectre de Hy et le spectre de Hw, et d’imposer finalement AFE;,; > %hI’so.

Les premiers niveaux d’énergie de Hy intervenant dans le modele a émission sponta-
née simplifiée sont représentés sur la fig. IV-20, d’une part sans distinction des propriétés
de symétrie, d’autre part avec classification selon les deux nombres quantiques (e7,€e1).

Nous savons que, dans 1’état stationnaire, la matrice densité atomique ne présente aucune
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cohérence entre des états de symétries différentes pour T ou Z. On constate ainsi que
des quasi-dégénérescences dans le spectre de Hw, qui semblent & premiére vue remettre
en question la possibilité de toute approximation séculaire, ne jouent en fait aucun role,
lorsque ’écart d’énergie minimal pertinent, c’est-a-dire entre états de mémes 1 et €7, est

considéré :

w . : w w _
AEg = inf n_nlln]fm#o |EY. —EY, | (IV3g — 19)
La discussion du paragraphe (iii) a montré que le spectre de Hw posséde une structure
plus complexe que celui de H sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2. Il est possible ce-
pendant de chercher a estimer (IV3g - 19), en supposant que I’écart minimal en énergie est
atteint dans la partie quasi-harmonique du spectre associée au potentiel U; sin® kz — gUl,

ce qui conduit a :

AEY ~ 4\/U,Eg (IV3g — 20)

hypothése raisonnablement bien vérifiée, méme pour d’assez faibles valeurs de U;, comme
le montre la fig. IV-21.

€T= €T=+ €T=— €T=—
€]=+ €= €l=+ €=—
a) b)

Fig. IV-20 : Les dix premiers niveaux (0 < n < 4) du hamiltonien Hy restreint aux
états (IV3g - 16) du modéle i émission spontanée simplifiée, pour U; = 100Eg. Sur
la fig. a, ces niveaux sont présentés sans considérations de symétrie. Sur la fig. b, ils
sont partagés en quatre piles, selon les valeurs (+,4) des deux nombres quantiques
ET et er.
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Ur/Er |4/U1/Er | AEY/ER
0 0 8.00
25 20 15.59
100 40 32.30
2925 60 53.46

Fig. IV-21 : Pour diverses valeurs de Uy, comparaison de la valeur exacte de AE&/{ (cf.
(IV3g - 19)) obtenue numériquement et de son estimation harmonique (IV3g - 20).

Dans le cas du systeme en V, le calcul analytique du spectre est sans difficulté. On
définit, a partir des états (IV3g - 17) et en directe analogie avec (IV3g - 19), I’écart minimal

d’énergie pertinent pour effectuer I’approximation séculaire :
AE-V = 3 'nf 1% _ VI IV3 _ 21
inf eirifi n—rz’pair;éo lEn,ez En \E€T | ( g )

La valeur précise de cet écart, bien entendu indépendante du paramétre U,, est donnée

par:

AEY, = 16Ep (IV3g — 22)

Cette valeur est plus faible que AEY dés que U; dépasse 25FEg ; c’est alors elle qui

détermine la condition globale d’approximation séculaire :

16ER > Shlsg (IV3g — 23)

ce qui équivaut a, compte tenu de (IV3g - 4b) :

16l o 3 Us
sy 271 IV3g — 24
T ~ 80 Egr (IV3g — 24)
La deuxiéme étape dans la mise en ceuvre de I’approximation séculaire consiste en le
calcul des taux de transition entre les différents niveaux d’énergies [|n,e7)y, et ||n,ez)y -
L’expression générale de ces taux a été obtenue, pour une transition arbitraire, au §3c (voir

plus particulierement (IV3c - 20)). Il reste & la transcrire de facon plus explicite pour la
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transition particuliére j, = 1 — j. = 2, compte tenu de la simplification apportée au dia-
gramme d’émission spontanée. Les formules correspondantes que nous avons obtenues sont
regroupées en fin d’appendice Fjv, et nous nous contentons ici d’'une bréve interprétation
physique.

On peut exprimer les taux de transition entre états propres |) et |#') du hamiltonien
Hw, de facon a ne faire intervenir que des éléments de matrice d’opérateurs atomiques
externes entre les différentes composantes |4 ) et |1/);:> des spineurs. Ces opérateurs ato-
miques externes réalisent essentiellement des translations en p, puisqu’ils décrivent les
changements d’impulsion de ’atome a I'issue d’un cycle absorption d’un photon laser-
émission d’un photon de fluorescence. On voit ainsi apparaitre deux types d’amplitudes.
Celles du premier type sont des éléments de matrice entre les composantes des deux spi-
neurs 1) et ') associées au méme état interne |g +1). Celles du second type comportent
des éléments de matrice entre Iz/ﬁ,_) et [¢-),ou |z/)'_> et |¢4+), donc sont “croisées” en ce qui
concerne I’état atomique interne. Bien que ces deux sortes d’amplitudes soient ajoutées de
facon cohérente dans ’expression des taux, leurs contributions au refroidissement sont trés
différentes. On peut montrer, par exemple, que la prise en compte des seules amplitudes
du premier type conduit a des taux de transition invariants sous I’échange de 1’état initial
[¥) et de ’état final |3') ; on a vu au §3d(iii) qu’une telle propriété entraine, sous évolution
temporelle, une égalisation des pbpulations des différents niveaux. Cette symétrie des taux
est rompue par la contribution des amplitudes du second type, amplitudes qui sont donc
a l'origine du refroidissement. Notons qu'’il est possible de comprendre grossiérement cette
différence des roles des deux types d’amplitudes, si ’on admet, en suivant la premiére

approximation du paragraphe (ii), que les composantes |4} et |[¢—-) du spineur |) sont
assez proches des états propres des potentiels Uy cos?(kz) — gUl et Uy sin?(kz) — gUl . Les
amplitudes du premier type sont alors ’équivalent des transitions a état interne donné
Y——— €t ¥4 4 sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, qui entrainaient seulement du
chauffage ; quant aux amplitudes du second type, elles jouent le role des transitions y_ .4
et y4+——, a l'origine de 'effet Sisyphe.

La dynamique du refroidissement sur j, = 1 — j. = 2 fait encore intervenir d’autres
catégories de transitions. Celles entre états propres de Hy correspondent purement a de la

diffusion en impulsion ; I'état ||n,ez),, est couplé a ses proches voisins ||n’,e%), (au sens

. 1 . .
ou |n —n'| = 1), avec un taux de 51"50 si n et n' sont non nuls, et un taux de 1—6Fso si
n =0 oun' = 0. Quant aux taux de transition entre états propres de Hy et états propres

de Hw, ils sont simplement proportionnels au produit scalaire carré entre la partie externe
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de ||n,ez)y et la partie périodique, visible sur (IV3g - 14), de 'une des composantes du

spineur |[n',e7)y, .

(vi) Les propriétés de 1'état stationnaire

Pour terminer, aprés le calcul des divers taux de transition, il reste a déterminer,
dans I’état stationnaire, les populations des niveaux d’énergie. Cette détermination, effec-
tuée numériquement avec 80 bandes (0 < n < 79), nous donne accés en particulier a la
distribution en impulsion, que ’'on compare au calcul quantique par évolution temporelie
du §1.

Caractérisons d’abord la matrice densité atomique stationnaire o dans la base propre
de H. Il est agréable d’introduire, a cet effet, les populations des bandes d’énergie pour le
systéme en W et en V respectivement. Dans notre modéle a émission spontanée simplifiée,
nous ne prenons en compte qu’un seul indice de Bloch ¢ par bande. Les populations des

bandes sont alors définies par :

Y = Y winerlolner)y (IV3g — 25a)
er==%

Iy = Y vinerllolner)y (IV3g — 25b)
er==%

La dépendance des IIY en fonction du parameétre de déplacement lumineux U, est repré-
sentée sur la fig. IV-22a. Comme pour la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, on constate
que les populations des bandes admettent un maximum en fonction de U;. D’autre part,
les valeurs obtenues pour les IIY sont nettement plus faibles ; aussi se contente-t-on de
montrer, sur la fig. IV-22b, la proportion d’atomes dont 1’état interne se trouve dans le

systéme en V.

Examinons ensuite la distribution en impulsion p. Comme pour la transition j, =
1/2 — j. = 3/2, nous la caractérisons par l'impulsion quadratique moyenne Ap et par
Pe, mi-largeur a la hauteur relative e~!/2. On vérifie, sur la fig. IV-23, que Ap? varie pra-
tiquement linéairement en U, lorsque ce paramétre est assez grand, et que Ap? décroit
brutalement aux plus faibles valeurs de Uj, cette variation brutale correspondant bien
entendu a l'existence d’un seuil pour le refroidissement. Quant a p?, il reste inférieur a
Ap?, ce qui est le signe de distributions en p non gaussiennes, et peut atteindre des valeurs

beaucoup plus faibles que Ap? aux faibles valeurs de U;.
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Fig. IV-22 : Dans ’état stationnaire, sur la transition j¢ = 1 — je = 2, populations
des premiéres bandes d’énergie pour le systéme en W (fig. a) et population totale des

bandes pour le systéme en V (fig. b), en fonction du paramétre Uy = —6h6so en

unité d’énergie de recul. Le modéle utilisé est & émission spontanée simplifiée, avec
0<n<T79.

Pour terminer, nous effectuons, sur la fig. IV-24, une comparaison entre les pré-
dictions du calcul quantique complet réalisé par évolution temporelle au §1 et celles de
Papproche quantique dans le régime de I’approximation séculaire. Nous représentons a cet
effet les distributions en impulsion obtenues par les deux méthodes pour U; = 153.8Ef.
Dans le cas de I'évolution temporelle, il convient de préciser non seulement la valeur
du désaccord (6 = —10T', compatible avec (IV3g - 24)), mais aussi la masse de ’atome
(M I’ = 1285hk?), puisque le refroidissement Doppler est pris en compte. On peut ainsi

vérifier que ’accord est satisfaisant entre les deux approches.

En conclusion, nous avons donc déterminé les limites du refroidissement Sisyphe pour
la transition j, = 1 — j. = 2, dans le cas particulier de ’émission spontanée simplifiée.
On pourrait bien entendu, au prix de calculs plus compliqués, traiter le cas d’une émission
spontanée plus réaliste. Sans faire ces calculs, indiquons-en les tendances probables, par

comparaison avec ce que nous avons obtenu pour j, = 1/2 — j. = 3/2. Notons pour
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Fig. IV-23 : Valeurs de 'impulsion quadratique moyenne au carré, Ap2, et de la mi-

largeur au carré, p?, en unité de (hk)?, en fonction de U en unité d'énergie de recul.
Le modéle est a émission spontanée simplifiée, avec 0 < n < 79.

cela que 'optimum prédit par le présent modele, Ap ~ 6.2%k, est comparable a celui
(Ap ~ 6.6hk) calculé sur j, = 1/2 — j. = 3/2 avec prise en compte du diagramme
- simplifié d’émission spontanée. Or, on peut raisonnablement espérer que le passage du
diagramme simplifié au vrai diagramme fasse gagner environ hk sur la valeur minimale de
Ap ; un tel abaissement de hk se produit en effet sur j, = 1/2 — j. = 3/2 (comparer les

résultats de (IV3f - 10) a Ap = 6.6hk). Nous comptons vérifier ceci dans un avenir proche.
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Fig. IV-24 : La distribution en impulsion notée QS est déduite de ’approximation
séculaire, pour Uy = 153.8ER. Celle notée QC est obtenue par évolution temporelle

pendant t = 20 000T' ™! d’une distribution initiale gaussienne de Ap = 6.5kk, et ceci
pour les équations quantiques complétes au sens du §1, avec § = —10T", Q@ = 1.2T et

la masse de ’atome de césium (MF = 1285hk2) . Dans les deux cas, le diagramme
d’émission spontanée est simplifié.
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THE LIMITS OF SISYPHUS COOLING
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Appendice Ay

Abstract: We present a theoretical analysis of the Sisyphus cooling occuring in a 1-D
polarization gradient molasses. Starting from the full quantum equations of motion, we show
that, in the limit of large detunings, the steady state atomic densily matriz depends only on a
single parameter Up/ER, where Uy is the depth of the optical potential wells and Eg the recoil
energy. The minimal kinetic energy is found to be on the order of 40 Er and is obtained for
Ug ~ 100 ER. We derive also simple analytical equations of motion which confirm the physical
picture of Sisyphus cooling. Steady state solutions of these equations are obtained in the two
limiting cases of jumping particles (optical pumping time Tp shorter than the oscillation period
27 [Q,5c in an optical potential well) and oscillating particles (Qo5.7p > 1).

1. INTRODUCTION
Laser cooling is known to have led to extremely low atomic kinetic temperatures in the
recent years [1}. Initially it was thought that Doppler cooling [2, 3] was sufficient to explain these
temperatures. This type of laser cooling is based on the radiation pressure forces, exerted by
identical counterpropagating laser waves on a moving atom, which become unbalanced because
of opposite Doppler shifts. The temperatures achievable by Doppler cooling can be shown to be
limited by the lower bound Tp:
kgTp = hT'/2 . (1.1)

However, the discovery in 1988 [4] of temperatures well below this theoretical Doppler limit Tp
initiated a search for new cooling mechanisms, more effective than Doppler cooling.

First qualitative explanations were given soon after this experimental discovery [5,6] and
were followed by more quantitative treatments [7,8]. They are based on the internal atomic
ground state dynamics induced by the atomic motion in the polarization gradients of the molasses
laser fields. These dynamics arise from the fact that the ground state of the atoms experimentally
studied (Na, Cs) is degenerate. This had been left out of the previous theoretical models, which
were dealing only with two level atoms. The internal atomic dynamics lead, for very low laser
intensities, to long internal atomic pumping times which, when associated to differential light
shifts of the various ground state sublevels, may be at the origin of a strong cooling and of sub
Doppler temperatures.

_ In this paper, we restrict ourselves to 1D molasses. In such a case, two distinct cooling mech-
anisms in a laser polarization gradient can be identified [7]. The first one, on which we will focus

(*) Laboratoire associé au Centre National de la Recherche Scientifique et a I'Université Pierre
et Marie Curie.
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will focus in the following, occurs in the lin 1 lin configuration, formed by two orthogonally
linearly polarized, counterpropagating plane waves. It arises from a “Sisyphus” effect: due to
the spatial modulation of light shifts and optical pumping rates, the atom “ascends” more than
it “descends” in its energy diagram. The second 1-D mechanism occurs in a superposition of
two counterpropagating waves with o, and o_ polarizations. For a J, = 1 «— J. = 2 atomic
transition for instance, a strong cooling occurs, due to a differential scattering force induced by
a very sensitive velocity-selective population difference appearing between the two ground state
sublevels |J;,m, = 1) and |Jg,m, = —1) .

When the detuning § = wi —w4 between the laser and atomic frequencies is large compared
to the natural width T, the Sisyphus mechanism leads, for very low velocities, to a cooling force
and to a momentum diffusion coefficient stronger by a factor 62 /T'? than the ones for the second
mechanism. We will therefore focus in the fbllowing on the Sisyphus cooling.

We will first (§ 2) give a qualitative description of Sisyphus cooling, restricting ourselves to
aJy = 1/2 «— J. = 3/2 transition. We will then present (§ 3) numerical results concerning the
temperature achievable by this cooling. These results have been derived from a full quantum
treatment of both internal and external degrees of freedom of the atom. Finally, we present in
§ 4 some elements for a semi-classical treatment of this process, in which the external motion
can be analyzed in classical terms. We show that this approach allows some simple physical
pictures, while giving results in good agreement with the exact quantum treatment.

2. QUALITATIVE DESCRIPTION OF SISYPHUS COOLING

2.1 The Laser Field

In this section, we outline the physical mechanism which leads to Sisyphus cooling for a
Jy = 1/2 «— J, = 3/2 atomic transition (Fig. 1a). The laser electric field resulting from
the superposition of two counterpropagating waves with respective polarizations €; and ¢,
respective phases at z = 0 equal to 0 and —# /2, and with the same amplitude & can be written:

E(z,t) = £¥(2)e " 4 c.c. (2.1)
with :

£¥(2) = £ (€' - ie e 'k?)

=\/'2'£( P el kﬁ-’fl) 2.2
o | coskz 7 + isinkz 7 (2.2)

The total electric field is the superposition of two fields respectively o_ and o4 polarized and
with amplitudes £v/2cos k2 and £,v/2sin kz. Therefore the resulting ellipticity depends on z.
Light is circular (o) at z = 0, linear along (e, — €,) /v2 at z = A/8...(Fig. 1b).

2.2 The Atomic Internal Dynamics

We now determine the positions of the light shifted energy levels, assuming here that the
laser intensity is low, so that we can restrict our analysis to the ground state density matrix.
Furthermore, since the laser polarization is a superposition of o4 and o_, and since J;, < 1, the
optical excitation cannot create Zeeman coherences with Am = +2 in the ground state so that
we can restrict our discussion to populations. '
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Fig.1a: Atomic level scheme and Clebsch-Gordan coefficients for a Jg = 1/2 «— J. = 3/2
transition.

Fig.1b: The resulling polarization in a lin L lin configuration.

Suppose, for example, that z = 0 so that the polarization is o_ (Fig. 1b). The atom is
optically pumped into g_,/2 so that the steady-state populations of g-1/2 and g/, are equal
to 1 and 0, respectively. We must also note that, since the o_ transition starting from g_,;
is three times as intense as the o_ transition starting from g,, the light shift A'_ of g_,,; is
three times larger (in modulus) than the light shift A’} of g,/;. We assume here that, as usual
in Doppler-cooling experiments, the detuning :

§=wL —wy (2.3)

between the laser frequency w; and the atomic frequency w4 is negative so that both light shifts
are negative.

If the atom is at z = A\/4, where the polarization is o4 (Fig. 1b), the previous conclusions
are reversed. The populations of g_,; and g,/; are equal to 0 and 1, respectively, because the
atom is now optically pumped into g;/,. Both light shifts are still negative, but we now have
Ay =3A"_.

Finally, if the atom is in a place where the polarization is linear, for example, if z =
A/8,3)/8,..., symmetry considerations show that both sublevels are equally populated and un-
dergo the same (negative) light shift equal to 2/3 times the maximum light shift occurring for
a o4 or o_ polarization.

All these results are summarized in Fig. 2a which shows as a function of z the light shifted
energies of the two ground-state sublevels. The analytic expression for these light shifted energies
hA4(2) can be derived simply from the expression for the laser field (2.2) and from the intensity
factors of the various o4 and o_ transitions given in Fig. 1a. One can indeed add independently
the two light shifts created by the two o and o_ standing waves appearing in (2.2), since g/,
and g_;,; are not connected to the same excited level :

hA(z) = hésgsin kz + -ls-hbso cos’kz = —-Up + Yo cos2kz = -% +Us(z) (24a)

2
2 1 . 2 Uo 3V,
hA_(2) = hésgcos® kz + 5&630 sin kz = ~Up — > cos2kz = -5 +U_(2). (2.4b)
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with:

U4(z) =Up cos® kz (2.4c)
U-(2) =Upsin*kz . (2.4d)

The saturation parameter sq is defined as :

Q?/2

8 = m, (2.5)

where § is the Rabi frequency for each of the two running waves, calculated for a Clebsh-Gordan
coefficient equal to 1 and for a reduced dipole moment for the transition equal to d :

Q = —2d& /h. (2.6)

The energy Up introduced in (2.4) :
2
Uo = -3-h(—6)so >0 (2.7)

represents the modulation depth of the oscillating light shifted ground state sublevels. In the
same way, one can derive the expression of the rate y4 at which the atom jumps from g,/; to

g-1/2:

1 .. \2 2 2
= | - - - kz. .
T+ (3 I'sg cos kz) 39 I'sp cos® kz (2.8)

This is the probability per unit time of absorbing a o_ photon from g,/,, and then decaying
from e_;/3 to g_y/; by emitting a 7 photon. In the same way, one gets :

v =

oI

I'sosin? kz . (2.9)
The characteristic internal relaxation time 7, (i.e. optical pumping time) is then given by:

29s
— =y 4. = 20 (2.11)

2.3 Sisyphus Effect for a Moving Atom

We now consider an atom moving along Oz in the bi-potential Us(2z). We suppose for
instance that the atom is initially in the state g,;, with a kinetic energy much larger than the
modulation depth Up (Fig. 2b). As the atdm moves in U;(z), it may undergo a transition to
g-172- The rate 74 at which such a transition occurs is maximal around the tops of U, (z),
the atom being then put in a valley for U_(z). This transition decreases the potential energy
of the atom, while leaving its kinetic energy unchanged, if one neglects the momentum of the
fluorescence photon involved in the process. From g_,;; the same sequence can be repeated
so that the atom on the average climbs more than it goes down in its energy diagram. An
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Fig. 2a: Light shifted energies and steady-state populations for a J, = 1/2 ground state and for
a negative detuning. The lowest sublevel, having the largest light shift, is also the most populated
one. We have plotted in broken lines the average potential U(z) seen by the atom in the jumping
case (§ 4.3).

Fig. 2b: Atomic Sisyphus effect. Because of the spatial modulation of the transition rates 74,
a moving atom sees on the average more uphill parts than downhill ones and its velocity is
damped. The random path sketched here has been obtained for 6 = -5 T and Q = 2.3 T, and for
the Cesium recoil shift hk?/mT = 7.8 1074.

example of a sequence of successive discontinuous changes of the total atomic kinetic energy is
represented in Fig. 2b. This constitutes an atomic realisation of the Sisyphus myth.

The intuitive limit of this type of cooling is the modulation depth Up of the potential:
cooling is efficient until the average kinetic energy is so low that the atom cannot reach the top
of the hills. (see for example the last jump represented in Fig. 2b). We will see in the following
using a more rigorous treatment that the kinetic energies achievable by Sisyphus cooling are
indeed on the order of a fraction of Up.

3. QUANTUM TREATMENT OF SISYPHUS COOLING

3.1 Principle of the Quantum Treatment

In order to make a quantitative treatment of Sisyphus cooling, wé have made a numerical
integration of the equation of motion of the atomic density matrix o, involving both internal
and external degrees of freedom. From the steady state value of o, we can then derive several
features of the atomic stationary distribution. For instance, the quantity:

x(p) = ) _(int,plofint, p), (3.1)
int
where the sum bedrs on all internal atomic states, gives the 'stationary momentum distribution.
Similarly,

P(z) = Z(int,zlalint,z) . (32)

int

363



gives the spatial repartition of the atoms, etc...
The equation of evolution of o is [9):

o = +o.H)+ (@)sE (3.3)

where the total hamiltonian H involves the center of mass kinetic energy term P?/2m, the
atomic internal Hamiltonian H;,, and the atom laser coupling V4 :

32

Hint = E ﬁwAlJcamc)(Jumel (343)
m,=-3/2

: hQ . 1 -t
VaL = A kZ (Ies/z)(gn/zl + 7§-|€1/2)(9-1/2l) e~*t* + h.c.
+ D conkZ (lews)g-upl + Jeleyaaval ) st b he.  (3.4)
7 ~3/M9-172l + le-12 Xy

where Z represents the atomic center of mass position operator. The term (d)sg describes the
relaxation of o due to spontaneous emission processes.

To solve the equation of evolution (3.3), we expand ¢ in the momentum basis and we look
for the evolution of matrix elements of the type (i, plo]i’,p'), where i and i’ stand for two internal
states of the atom, and p and p’ for two momenta. We get for instance :

. ' : pP-p*\ T ‘
"(91/2,}’;83/2,1’) =- (' (5 + mh ) + 5) 0(91/2,11; 63/2,1’)

1Y)
t 57 (912, plolgr 2, 0" + Bk) — (912, Plolgr /2, p' — Bk))
i , ,
+ 23 ((es2,p + hklolessz, p') — (€372, p — hklolessa, P'))
11
W ((e-1/2,p + hkloless2,p') + (e_1/2,p ~ hklolesss,p')), (3.5)
where we have put :

o(91/2, P €372, P') = (@172, plolesse, p') exp(—iwpt) (3.6)

and where we have used :
e**Z|p) = |p £ hk) . (3.7

In order to minimize the number of matrix elements involved in the calculation, we have
chosen to discretize the momenta on a grid with the largest step compatible with equations such
as (3.5). Thus we have chosen

hk
for g172,€1/2,€-372, P= Y + 2nhk
hk
for g_iy2.€32,6-1/2, P= - + 2n'hk (3.8)

where n and n' are positive or negative integers, and where the terms +hk/2 have been put
to keep the symmetry between g,/ and g_ /3. One can easily check that this momentum
discretisation allows the integration of the evolution equation of optical “coherences” (matrix
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elements involving one g and one e) such as (3.5) or of ee matrix elements (terms involving two
excited states). On the other hand the evolution of ground state matrix elements (terms with
two g) is more complicated because of the feeding of these terms by spontaneous emission. For
instance, one gets [9]:

((91/2:P16191/2,9')) g5 =T / dp"Na, (p")eas2, p + p"|oleas2, o' + p")
o
+ 3 [ N Neraip + Blolersa,p + )

r
+3 / dp"No_(p")(e-1/2,p + P"lole-1/2, 0" + p") (3.9)

where A, (p")dp" is the probability that, when a fluorescence photon with ¢ polarization is
emitted, it will have a momentum along z between p" and p” + dp” (dipole radiation pattern).
Since p"' varies between —hk and +hk, the only way to make (3.9) consistent with the momentum
discretization is to take :

Noy (") = No_ (9") = 5(6(6" = BE) + 6(5" + k)
N(p") = 6(p") . (3.10)

This means that we will consider in the following that o4 fluorescence photons are emitted
along the Oz axis, while 7 polarized fluorescence photons are emitted orthogonally to the z axis.
This constitutes a simplification of the real atomic dipole radiation pattern, but the modifications
induced on the final calculated atomic distribution are small.

Once this approximation is made, we are left with a set of coupled differential equations
that we truncate at a large value p;,q- of p and p’ (pmar ranges between 40 ik and 100 hik). We
can numerically integrate these equations until the density matrix elements reach their steady
state values, which are checked to be independent of the truncation p,q. Three independent
parameters are necessary to specify the steady state : the reduced Rabi frequency Q/T, the
reduced detuning §/T and the reduced recoil shift hk?/mI. Before giving the results of this
integration, we now indicate how these equations can be simplified in the low intensity limit
which is of interest here.

3.2 The Low Intensity Approximation

The previous equations such as (3.5) contain all the physics of the motion of a Jg = 1/2 «—
Je = 3/2 atom in a lin L lin configuration. They are valid for any laser intensity and detuning,
provided that the error introduced by the truncation on p is small. In particular they can
describe saturation effects, if so becomes of the order or larger than 1, and also Doppler cooling
when the momenta p are such that kp/m is not negligible compared to I'.

Since we are dealing here mainly with low intensity situations, we can simplify these equa-
tions of motion which makes the numerical resolution much faster. The approximation consists
in neglecting excited state matrix elements in comparison with ground state matrix elements.
This allows a direct calculation of optical coherences and excited state coherences and popu-
lations only in terms of ground state matrix elements. Eq. 3.5 gives for instance in steady
state:

in/2v/2
0(91/2,}1; 63/2spl) = i(6 + (pz — p’z)/2mh) T r/2((91/2,1’|‘7|91/2,?' + hk)

~ {9172, plolg1/2, 0" — hE)) . (3.11)
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We then replace these expressions for eg, ge and ee matrix elements in the equation of evolution
of the ground state matrix elements so that we are left with equations involving only terms such
as (9+1/2,Plolgs1/2,p'). This constitutes a considerable simplification of the initial numerical
problem.

A second simplifying approximation consists in neglecting the kinetic energy term (p? —
p?)/2mh appearing in the denominator of (3.11). Indeed this term can be written [(p +
?')/m){(p— p')/h] where (p+ p')/m is a typical atomic velocity &, while (p— p')/h is the inverse
of the characteristic length of the spatial distribution, i.e. k (this will be made more clear in the
Wigner representation in § 4). This approximation therefore amounts to neglecting the Doppler
shift kv in comparison with I'.

Note that on the contrary we do not neglect the term (p? — p'2)/2m in the evolution of
(91/2,plolgl/g,p'), because this term has then to be compared with the feeding terms appearing
in (3.9) such as I'{e3 2, ploless2, p') ~ I'so, and we do not make any assumption on the respective
sizes of k¥ and I'sg.

Once these two approximations are made, the quantum problem becomes very close to the
simple model presented in § 2: all the dynamics is restricted to the ground state, and the residual
Doppler cooling has been neglected so that one is left only with Sisyphus cooling.

3.3 Results of the quantum treatment

Since we have developped the two versions of the program solving the set of differential
equations, either keeping all terms (§ 3.1) or restricting the set of equations with the low intensity
assumption (§ 3.2), we can check whether the approximations presented above are justified. We
have found that for |§] > 3I', and sy < 0.1, the results obtained by the two methods are close.
For instance, for hk?/mI’ = 7.8 10~* (corresponding to the Cesium atom recoil shift), and for
QN =T,8§=-3I, we get a steady state momentum distribution with p, 5. >~ 7.4 hk using the
complete set of equations, and with p,m., ~ 7.7 hk neglecting Doppler cooling and saturation
effects. Consequently, we will only present in the following results obtained in the low power
approach, which is much less computer-time consuming, keeping in mind that the addition of
Doppler cooling could slightly reduce the width of the momentum distributions.

We have given in Fig. 3a a set of results for the momentum distribution obtained for the
cesium recoil shift and for a detuning 6 = —5I'. The Rabi frequency  varies between 0.1T
and 2.0T. All distributions are equally normalized on the interval [-40 fik,40 hk]. It clearly
appears that there exists an optimal Rabi frequency around 0.5T for getting a high and narrow
distribution.

To get more quantitative results, we have plotted in Fig. 3b the average kinetic energy
Ex = (Pr.m.».)?/2m in units of the recoil energy Eg = h%k?/2m. Ej is calculated on a range
[-100 hk, 100 fk} for various sets of parameters §,  and Ak?/2m. For a given recoil shift and a
given detuning, Ex is remarkably linear with the laser intensity 022, provided Q? is sufficiently
large. When Q? is decreased, Ex reaches a minimum value and then increases again as 022 tends
to zero.

Data of Fig. 3b also clearly show that, for large é, EK/ER is actually a function of a single
parameter, mQ?/|6|kk?, which is proportionnal to Up/ Er. The minimal value of Ex is obtained
for:

Uo =~ 105 Eg (3.12)
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and is found to be:
(Ex)min 240 Ep — (Pr.m.s.)min = 6.3 hk. (3.13)

One can see from Fig. 3b that Up =~ 100 ERr appears as a threshold potential for having good
Sisyphus cooling: below this value, the steady-state kinetic energy increases very rapidly as Up
decreases.

Now, one might ask whether these momentum distributions are Gaussian and can be as-
signed a temperature. In Fig. 4, we have plotted, for § = —15T, both p,.m .. and épy; /2 (half
width of the distribution at 1//e of full height) vs Q/I. For a Gaussian distribution, these two
quantities are equal. Here, one clearly sees that a discrepancy appears either for very low or
high Rabi frequencies. In both cases, p,.m.,. is larger than ép,, «, indicating the presence of
large wings in the momentum distributions. The minimal value reached by ép,;  is only:

(h’l/ﬁ)min ~ 3 hk (3.14)

and is obtained for:
Uo~25 Ep . (3.15)
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Fig. 3a: Steady-state momentum distributions obtained for a detuning § = —5T for various
Rabi frequencies §1.

Fig. 3b: Average kinetic energy Ek in units of the recoil energy Er versus Ug/Er. The
results of the semi-classical treatment (§ §) are indicated in dotted lines (spatial modulation
neglected) and in broken lines (spatial modulation included for the case of “oscillating particles”).

Finally, we have looked for the spatial atomic distribution P(z). This distribution is mod-
ulated in 2 with a period A/4. The distribution is found to be nearly uniform for small Ug
(Uo < 100 ER); the atoms are on the contrary localized around the points z = nA/4 for large
Us.

To summarize the results of this quantum treatment, we have shown that, for large detun-
ings, the steady state momentum distributions obtained by Sisyphus cooling depend only on a
single parameter Up/ER when hk is chosen as the momentum unit. This has to be compared
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Fig. 4: Comparison between the r.m.s. momentum p, .., and the width at 1\/e of the
steady-state momentum distribution, for the cesium recoil shift and for a detuning of —15T.
These two quantities would be equal in the case of a Gaussian momentum distribution. The dots
indicate the results of @ Monte-Carlo treatment (see § {).

with the result for Doppler cooling where the momentum distributions are Gaussian with a tem-
perature (in units of Al'/kp) depending only on §/T'. Here the situation is more complex since
the momentum distributions are not always Gaussian. Therefore they cannot be characterized
by a single number such as a temperature. Depending whether one looks for a “compact” mo-
mentum distribution (small p,,,,.,,:) or a very narrow central peak (small ép, / ve) the optimal
value for the “universal parameter” Ug/ER changes by a numerical factor of the order of 4.

3.4 Physical discussion

We now compare the results of this quantum approach with the ones obtained from a
simple analytical treatment [7]. That treatment was limited to a situation where the cooling
could be described, after a spatial averaging, by a force linear with the atomic momentum p
and a diffusion coefficient independent of p. It led to Gaussian momentum distributions with
an average kinetic energy given by Ex = 3Up/16.

Here we recover this linear dependence of Ex vs Up over a wide range of parameters. The
slope (@Ek /8Up) is 0.14 instead of 3/16 =~ 0.19, which is in remarkable agreement if one takes
into account all the approximations introduced in the analytical treatment of {7].

There is however a discrepancy between the results obtained here and the predictions of [7].
It indeed appears from the results of this full quantum treatment that Sisyphus cooling works
better than what was expected! In |7}, Sisyphus cooling was expected to be efficient as long as
the cooling force was linear with p over all the steady-state momentum distribution which has
a typical width p,,,. This requirement led to a minimum kinetic energy given by:

. 8

Ex > E_nﬁ . (3.16)
On the contrary, the minimal kinetic energy found here is independent of the detuning & even
for very large detunings. This will be explained further as due to the fact that Sisyphus cooling
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works even if the r.m.s. momentum is outside the range of linearity of the force. For such large
momenta, indeed, the diffusion coefficient, and therefore the heating, decrease when p increases
so that Sisyphus cooling may remain efficient.

Another unexpected feature of the results of this quantum approach concerns the devia-
tion from a Gaussian of the steady-state momentum distribution obtained for large modulation
depths Up (Fig. 4). This deviation has to be connected to the apparition of an important mod-
ulation of the spatial atomic distribution P(z) in steady-state. Such a localization of the atoms
had not been taken into account in [7] because of the spatial averaging of the force and of the
momentum diffusion coefficient.

We now present an analytical treatment which gives a good account for these two features,
minimum of Ex vs Up at low Ug, and localization of atoms for large Up.

4. SEMI-CLASSICAL TREATMENT OF SISYPHUS COOLING

In order to get some physical insights in the results given by the quantum treatment pre-
sented in the previous section, we now turn to an approach in which the external motion can
be analyzed in classical terms. The corresponding equations of motion can be derived from an
expansion in hk/p < 1 of the quantum equations of evolution. We will see that this expansion
validates the physical pictures given in § 2, and that it gives an interpretation for most of the
results given by the quantum treatment.

4.1 Expansion of the Equations of Motion
The principle of the calculation is very similar to the one developed for a 2-level atom by
various authors [10]. We start from the Wigner representation of the atomic density operator:
1 v, - i2v
)=+ = - = —). )
Wiept) = [ do o+ Slolp= 3) exp(20) (41)
Note that W(z,p,t) is still an operator with respect to the internal degrees of freedom. For
instance, (3.5) can be written:

a —-iw , r 9 —iw
5“(3 "‘(91,2|W(z,p,t)|e3/g)) =-(i6+ ) + % 3;)(91/2|W(2,P,‘)|33/2)e Lt

i ., hk
+ me"‘ (912IW (2,2 + 5,091 /2)
i

—iks hk
= me 'k (91/2IW(z,p - —2—,‘)|91/2) ' (4.2)

where we have neglected, in the low intensity limit, the two last lines of (3.5) since they involve
only matrix elements of W between excited states.

Now, since we have seen in § 3 that the momentum extension p, .., of the steady state
remains larger than hk, we can expand W in the following way :

ow
W(z,p + hk) = W(z,P)+hk5;(z,P) + -

We note that the atomic kinetic energy contribution, leading to the free flight term p/m-0W/dz,
_is easy to evaluate in the Wigner representation since 9W/8z is of the order of kW. In expressions
such as (4.2), this contribution is therefore negligible if kp/m < T. '
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We now proceed in the same way as in § 3.3. We eliminate optical coherences and excited
state populations and coherences to get two equations dealing only with:

wi(z,p,t) = (921721W (2, P, t)l921/2) - (4.3)

After some algebra we obtain:
0 pd dU; Q3 _
(E + moz —d—z—a—p)w:!: =F (1+(2)wy — 7-(2)w-)
ﬁ2k2r80 6’

18 57 ((10 - cos 2k2z)wy + wg) (44)

This equation is a straightforward validation of the physical picture given in § 2. It describes
the motion of a particle with mass m, moving on the bi-potential U;(z) given in (2.4), with
random jumps between the levels g/, with rates 73(z) (Eqs. 2.8,9). The second line in (4.4)
corresponds to the atomic momentum diffusion in absorption and emission processes due to the
discretness of the photon momentum. For instance the atom on level g, /2 can jump to e3/; or
e_1/2 by absorbing a laser photon, and come back to g,/; by emitting a fluorescence photon.
The ground state sublevel is not changed in such a process but there is 2 momentum diffusion
due to the randomness of the momentum (+hk) of both the absorbed laser photon and the
emitted fluorescence one. We note that the momentum diffusion coefficient appearing in (4.4)
has the same order of magnitude (A?k%I'sy) as the one found for a two level atom in a weak
standing wave.

The last term of the second line of (4.4) describes a diffusive coupling between w4 and w_.
It does not vanish for the values of z for which v4(z) and y_(2) vanish, and where one would
expect that no transfer is possible between g_;/, and g1/;. The existence of such a term is
actually due to the fact that the atomic wave packet has a finite extension Az ~ h/Ap, which
gives rise to correction terms for the transfer rates of the order of (Az/%)? ~ h%k?/Ap®.

4.2 The Steady-State Distribution in the Limit of Negligible Spatial Modulation

We now turn to the research of an analytical solution to the semi-classical equations of
motion (4.4). We begin in this section by introducing a rather crude approximation which
however gives results in good agreement with the ones obtained from the quantum approach.
We look for the evolution of the atomic distribution function given by:

W(z,p, 1) = wy(2,p,t) + w_(2,p,1) (4.5)

and we make the very simple assumption that i is actually independent of z, i.e. the total
atomic distribution function has a negligible spatial modulation in steady state. We will come
back to this hypothesis at the end of the calculation.

Summing the two equations (4.4) for wy and w_, we get in steady state:

POy o

Oy
maz - —-F(Z)E;; + Do'a—p? (4.6(1)
with:
Y
e 0 (4.6b)
_ dUy _dU_ .

F(z)= 5 4L " kUo sin 2kz (4.6¢)
w(z,p,t) = wy (2, p,t) — w_(2,p,1) . (4.6d)
Do = 11h%k?T'50/18 . (4.6¢)
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Note that we have neglected the modulation in cos2kz of the momentum diffusion coefficient
appearing in (4.4).
Now the evolution of the difference ¢ between w, and w. is obtained also from (4.4):
d pd 8y 1,3, ¢
=+==—)p=-F— - - - =h°k’Tso— . 4.7

The last term of (4.7) is small compared to (74 + 7= )¢ = (2I'so/9)p since p > hk and will be
neglected in the following. In steady state, (4.7) can then be integrated to give for p > 0:

z , , o
olep)= 2 [ dessinta= ((7- ) () - F(z )a—‘ﬁ) (4.8a)
with:
kpe _ Too
e o0 (4.8)

Replacing 7+ and F by their expression (2.8-9 and 4.6c) and with the assumption that ¢ is
independent of z, we get :

1+ (p/pc)? c

We now put this expression for ¢ in (4.6a) and we average the result over a wavelength, in
order to be consistent with the assumption that ¢ is not modulated in steady state. This gives:

- =plee (g Pe _ mb _ Py A
o(z,p) = [(sm2kz+ > cos2lcz) P % (cos2kz > sin 2kz) ap) (4.9)

() v+ (i + ™) 52)
0=2 + +Dp ) 2% 4.10
g \\ 15677 ) Y T \T5omr T 20) B (4.10)
with:
_kU _ 28
a= e -3hk T (4.11a)
_kng 5242 62
1=t = MR (4.11b)

Expression (4.10) has a straightforward interpretation: in steady state, the momentum distri-
bution results from an equilibrium between a cooling force due to the Sisyphus effect:

o) = - (4.12)

and heating due to momentum diffusion described by the diffusion coefficient:

D,
1+ (p/p:)?

The expression (4.12) for the cooling force has already been derived elsewhere [7]. It is equal
to the average of the two state dependent forces — (dUy /dz), weighted by the steady state
populations of these states for an atom moving with velocity v = p/m.

The momentum diffusion (4.13) has two contributions. The term Dy has been discussed
above; it corresponds to the fluctuations of the momentum carried away by the fluorescence
photons and to the fluctuations in the difference between the number of photons absorbed in
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each of the two laser waves. The term proportional to D, corresponds to the fluctuations of the
instantaneous gradient force Fy(t) oscillating back and forth between —dU, /dz and —dU_/dz
at a rate 1/7p. It is approximatively equal to the time integral of the correlation function of

Fy(t) :

0= (Fy(t = )y (D) positond

__ D - 5/4 + 1
LHO/p)’ | 140/ (14 p/p)?)”

which gives a good understanding of the variation with p of this diffusion term: if the atom
moves slowly (p € p.) it travels over a small fraction of a wavelength during the correlation
time 7p. Then there is a strong correlation between Fy(t — 7) and Fy(t) and [ is large. On the
other hand, if p >» p., the atom travels over many wavelengthes before changing level and the
value of I is decreased since the correlation between Fy(t — 7) and Fy(t) becomes small.

Remark: many terms have been left out in the procedure which led to (4.10) and it is
possible to get a more accurate (but more complicated) equation for ¢ if one keeps some
of these terms. For instance, for p = 0, there is a discrepancy by a factor 4/3 between the
momentum diffusion coefficient D(p) found here and the value of I(p). This discrepancy
can be lifted if one lakes into account more spatial harmonics in the derivation of the
Fokker-Planck equation (4.10).

We now look for the solution of (4.10). This solution can be written:

¥(p) = ¥(0)exp ( o,, é—((?;%dp’) (4.14)

We first note that, if Dy is neglected, this momentum distribution is Gaussian with kT =
Dy/a = Up/2, since f/D is linear in p. Therefore we see that Sisyphus cooling may lead to
narrow momentum distributions even if the cooling force is not linear in p over the steady-state
momentum distribution. This is due to the fact that the momentum diffusion associated with
the Sisyphus mechanism actually decreases faster (in 1/p?) than the cooling force (in 1/p). We
therefore understand in this way why the real lower bound on Ej is actually smaller than the
one given in (3.16).
We now take into account Dy. We then get :

_ ¥(0)
¥(p) = A1 rR) (4.15)
with :
-c 1 U
Pe =pc‘/1 + DI/DO = % =~ \—/—S_.S-E-;); for |6| >T (4.160)
2
_ ap,. _ Uo
A “2mD, 44 Ep’ (4.166)

Expression (4.15) exhibits several features similar to the ones derived from the quantum treat-
ment. First we see from (4.16a,b) that, if we express p in units of ik, the steady-state distribution
depends only on Up/Eg. One finds for the r.m.s. momentum after some algebra:
- 1 vd
Ex = § Go—e6En
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the integral giving < p* > diverging for Up < 66 Egr. The variations of Ex as a function of Up
have been plotted in dotted lines in Fig. 3b. They are in good qualitative agreement with the
quantum results for small values (< 100) of Us/Eg. As Up/ER increases, a discrepancy between
the two results appears. This is due to the fact, for large Up, the particles become localized in
the potential valleys (Fig. 4b), and the hypothesis that ¥ is not spatially modulated becomes
very unrealistic.

We also note that for Upg < 22 Eg, Eq. 4.15 leads to a non normalisable distribution
(A < 0.5), which means that the Sisyphus cooling is then too weak to maintain the particles
around p = 0 in steady state.

To summarize, one should consider this analytical approach as a good qualitative treatment,
valid mainly around and below the minima of the average kinetic energy plotted in Fig. 3b. On
the other hand, much above these minima, i.e. for large Up/ER, this treatment predicts that
Ex becomes on the order of Up/4. With such a kinetic energy, much smaller than the potential
depth U, the hypothesis of non localised particles which is at the basis of this treatment is very
unrealistic. We therefore present now some elements concerning this regime where the particles
get localized.

4.3 Taking into Account the Localization
An important parameter for characterizing the motion of trapped particles is the ratio
between the harmonic oscillation frequency of the particles in the wells:

_ ’4’1’6[80‘72

and the rate 1/7p at which the particles jump from one level (g+) to the other one (g5). This
ratio is:

m30F2

= Uo
= \/W . (4.19b)

If QoscTp > 1, we are in a situation where the particles make several oscillations before changing
level. On the other hand, if Q,,cTp < 1, the particles can make several transitions between g, /2
and g_;,; in a single oscillation period. These two regimes have been represented in Fig. 5 as
a function of |6]/T and Q/T, for the cesium recoil shift.

In order to show more clearly the relevance of this parameter Qo 7p, it is worthwhile to
rewrite (4.4) in terms of a reduced set of parameters:

hk2|5| ER 62
QO‘CTP = \/27"—— = Jaﬁﬁ;ﬁ (419&)

T =kz (4.20a)
u =pfv/2mU, (4.20b)

In steady state this leads to:

owy 1

a 1 2
u%iESin 2z —= = (:F (w+ cos® z — w_sin? ::) + Er 8

U Bu?

Ou  Qosetp ((10 - cos 2z)ws + w;))

(4.21)
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Fig. 5: Various regimes for the motion of an atom (with the cesium recoil shift) in the linllin
configuration. Depending on the value of the detuning and the Rabi frequency, the atom is either
in the “oscillating” case or in the “jumping” one.

We now present for each of these regimes an analytical approach based on an expansion of this
equation in powers of the small parameter Q44 7p (jumping situation) or (Qpsc Tp)_l (oscillating
situation). Here, emphasis is put mainly on the derivation of equations of motion. A detailed
analysis of the solution of these equations and of the corresponding results for the position,
momentum, energy... distributions will be presented in a subsequent paper.

4.3.a The case of jumping particles: Q,,.7p € 1

We first note from (4.19a) that, in this domain, the potential Up is much larger than 36 Eg
(for |8] > T') so that we are in the linear domain of variation of Ex with Uy (Fig. 3b). On
the other hand, (4.19b) implies that Up is much smaller than p?/2m, so that ik € prms < pe.
We are therefore in the domain where the cooling force is linear with p, and where the diffusion
coefficient is independant of p. We now show that it is possible in this case to derive a Fokker-
Planck equation for ¥(2,p,t). Note that the condition Q,,.7p < 1 can also be written as
Tint € Tezy, since the optical pumping time 7p can be considered as a characteristic internal time
Tint, whereas the oscillation period 27 /€, in a potential well is a typical external time T,,.
It is then well known that such a separation of time scales allows one to eliminate adiabatically
the fast variables and to derive a Fokker-Planck equation for the slow variable ¢(z,p,t).

Starting from (4-8), in which we keep the spatial modulation of ¥, we get at the lowest
order in hk/p :

¥(z,p) = — cos 2kz Y(z,p) (4.22)
Indeed the kernel exp (—2kp.(z — z')/p) is nearly equal to §(z ~ z')p/2kp,, since |p] € p.. Note
that (4.22) can be rewritten as wy(z,p) = sin? kz ¢(z,p) and w_(z,p) = cos? kz ¢(z,p), which
corresponds to the internal stationary state of an atom at rest in z and which gives the solution
of (4.21) at order 0 in QoscTp and for Up 3> Er. We now insert (4.22) in the equation of evolution
of ¢ (4.6a) which gives still at lowest order:

2O _ dd
s F(z)cos2kz ap (4.23)

At this order, the particles move in an average potential U(z), plotted in dotted lines in Fig.2a,
and given by [7]:

U(z)= %sin’(ﬂcz) . . (4.24)
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At the next order we get after some calculation and using (4.23):

: (4
p(z,p) = - (cos 2kz + pﬂcsm 2kz)) ¥(z,p) + 2—:—cos 2kz-a—z - 2k - F(z )

~ — (cos 2kz + ;)Esin 2kz) ¥(z,p) - F(z)(l — cos 2Icz)a (4.25)

which gives when inserted in (4-6a):
pd¢y _ 0 ((dU  alz)p k4 4.26
mdz dp ((dz t ¥)+(Di(2) + Do) 5z op? (4.26)

with :
2 [ -0

a(z) =6hk T sin? 2kz (4.27a)
Di(z) =2h%K? 6F spsin? 2kz (4.27b)

This equation describes the Brownian motion of a particle in a potential U(z), with a linear
friction force —a(z)p/m, and with a spatially varying diffusion coefficient Dy(z) + Do. We
recover here the results already obtained in [7] from the usual theory of radiative forces in the
limit of well separated time scales (Ti,¢ < Tez:). We can note that the oscillation frequency

Qpsc in U(2):
) X)
Qose = 1 200 (4.28)
m
is always larger than a(z)/m:

& 2
agz) = 4/36 En —6—sm 29kz < QoseTp < 1 (for jumping particles). (4.29)
mQosc UO I

This means that the motion in the average potential U/(z) is underdamped so that Eq. 4.26
could now be solved by successive approximations if one parametrizes the motion with z and
E = U(2) + p*/2m, instead of z and p [11].

4.3.b The case of oscillating particles: Q. 7p > 1

We suppose now that the particles make several oscillations in a potential well before being
optically pumped into another sublevel. The characteristic time for z and p, 1, is then shorter
than T, = 7p. There is however another external variable which varies slowly, the total energy
E = Ui + p?/2m. We therefore parametrize the motion with the new variables z and FE instead

of z,p. Using:
p(o Y _, (8
m (az),”‘z) (3).- ”(az)E

where v stands for /2(E ~ U4 (z)/m, we get at order zero in (NoscTp)

8w$’)
( = ) =0 : (4.30)
E
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which gives:
v (z,p) = &(E) . (4.31a)

In the same way, we obtain by symmetry:
w®(z2,p) = ®(E - Uy(2) + U_(2)) . (4.31b)

We now write (4.4) or (4.21) at order one in (Qopc7p) '

ng) (0) (0)
1| SE] =@l + 1
E

22
+ ﬁfﬁlﬁv% (v% ((10 ~ cos 2kz)w ) + w‘_‘”)) , (4.32)

We now divide this equation by v and integrate over an oscillation period for £ < Up:

0=-§ Zri()8(E)+ § 2 - (B(E - Us(2) 4 U-(2))

h2k?Tsg

= 5‘_’5 ( }{ dz v ((10 — cos2kz)®'(E) + '(E — U4 (2) + U-(z)))) - (4.33)

For E > Uy, a similar equation holds, where the integral is now taken over a spatial period. Eq.
4.33 has a clear physical meaning: The first line just expresses that the rate at which particles
with energy E leave level gy, to g_y,2 is equal to the rate at which particles arrive from g_,,,
to g1/2 with the same energy E. The second line of (4.33) corresponds to the correction to this
balance due to the heating leaving the particles on the same level. For Up 3> Eg, this heating
is for most energies E negligible. However it should be kept to prevent particles to accumulate
in the bottom of the well U; (resp. U_), where the departure rate v; (resp. y-) vanishes. It is
indeed easy to show that without this term the solution of (4.33) would diverge as 1/E around
FE = 0, and would therefore not be normalisable.

We have performed a numerical integration of this equation whose result is plotted in broken
lines in Fig. 3b. One immediatly sees that it reproduces in a very satisfactory way the results
of the quantum approach in the limit of large detunings and for a given Uy, i.e. in the limit
Qosc"'P > 1

To summarize, we have been able in both situations (jumping or oscillating) to obtain
a single equation for ¥(z,p) or ®(E). The regime of jumping particles can be treated with
concepts usual in laser cooling theory: a force deriving from a potential plus a cooling force
linear with the atomic momentum, and a momentum diffusion coefficient independent of p. It
should be emphazised however that the range of parameters (detuning, Rabi frequency) leading
to this regime is rather small (see Fig. 5). In particular, the perturbative treatment used here is
valid only if s € 1 and this condition, for large detunings, immediately leads to the oscillating
situation rather than to the jumping one.

The theoretical study of the oscillating regime is very different from the jumping one. The
equation (4.33) for ®(E), probability for finding an atom with energy E on level g/, is not a
differential equation, contrarily to what is usually found in laser cooling. This is due to the
non-locality of the atom dynamics: as the atom jumps from level g/, to level g_j 2, its energy
changes suddenly from U, (z)+ p?/2m to U_(z2) +p;/726m. Since p?/2m is of the order of Up, this



change cannot be treated as a small variation, which prevents deriving a Fokker-Planck type
equation for ®(E).

4.4 Monte-Carlo Approach

Finally, an alternative approach consists in performing a Monte-Carlo simulation of this
problem. Such a simulation is made possible because no coherence appears between levels
g+1/2, contrarily to what would occur for a more complex atomic transition. Furthermore, in
order to be able to associate to (4.4) a classical stochastic process describable by a Monte-Carlo
simulation, we have chosen to slightly simplify the second line of (4.4) by taking as a diffusion
term Dp8*wy /6p®. '

This approach is then directly connected with the physical picture presented in § 2. It
consists in a numerical integration of the equation of motion of the particles on the bi-potential
U4(z), with random jumps from one potential to the other one, and also a random heating cor-
responding to the simplified diffusion term described just above. We record for given interaction
times the position and the momentum of the particle. The steady state distributions are found
to be in very good agreement with the results of the quantum treatment (see Fig. 4).

A first advantadge of this Monte-Carlo method lies in the fact that it can be run on a small
computer. Also it can be generalized, for the Jg =1/2 «— J. = 3/2 transition, to the case of
2 or 3 dimensional Sisyphus cooling, provided that the laser configuration is such that the light
polarization is always a linear combination of o4 and o_ polarizations with no # component.
In these conditions indeed, no coherence is built between g, and g_,/; and the simple picture
of a particle moving on a bi-potential can be applied.

CONCLUSION

To summarize, we have presented here both a full quantum and a semi-classical treatment
for the 1-D cooling of a J, = 1/2 «— J. = 3/2 atomic transition in a lin Llin laser configuration.
The mechanism at the basis of the cooling is a Sisyphus effect in which a given atom climbs more
than it goes down in its potential energy diagram. These two treatments are in good agreement
concerning the minimal “temperature” achievable by this cooling mechanism (Egs. 3.12-15).

We have also shown that, for light shifted energies much larger than the ones minimizing the
atomic kinetic energy, the atoms get localized around the minima of the potential associated with
the light shifts and we have indicated the two possible approaches to this situation depending
on the nature of the atomic motion around the position of these minima (see Fig. 5).

We should emphazize that there are many other schemes leading to a Sisyphus type cooling,
not necessarily requiring a gradient of ellipticity of the polarization of the laser light. For instance
a combination of a o standing wave and of a magnetic field can lead in 1-D to a cooling of the
same type {8, 12].

In a similar way, in 2-D or 3-D, the superposition of 2 or 3 standing waves having the
same phase leads to a situation where the light is linearly polarized in any point, with a rotating
polarization and with a spatially varying intensity, with nodes and antinodes. As the atoms move
in this configuration, a Sisyphus effect may occurs for J, > 1: it would involve a randomization
of the population of the various ground-state sublevels around the nodes due to Landau-Zener

type transitions, and optical pumping back into the most light shifted energy levels around the
anti-nodes.
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Consequently the model studied here should be considered as a particularly simple prototype
of this type of cooling, but, on the other hand, the detailed algebra has probably to be readjusted
for the study of any other Sisyphus type cooling mechanism.

We thank W.D. Phillips and C. Salomon for many stimulating discussions.
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Appendice Brv

Groupe de symétrie pour la configuration Ox — Oy et applications

Considérons les équations de Bloch optiques généralisées réduites dans ’état fonda-

mental et & une dimension d’espace. Elles peuvent étre notées symboliquement :

d
—0 = By -1
° Bloch[o] (Brv )

L’opérateur de Bloch associé, indépendant du temps, est écrit a 'aide de (IIlc - 22) et
(IIlc - 32). Nous sommes ici dans la configuration laser Oz — Oy, pour une transition
atomique j, — j. quelconque, et 'opérateur réduit V(1) décrivant la partie ascendante

du couplage atome-laser vaut, selon les choix de phase de ’appendice Ary :

V) = _iv2sin(k2)AY + V2 cos(k2)A (Biv — 2)

(1) Le groupe de svmétrie

Pour ce choix de V{t), nous cherchons les symétries des équations d’évolution
(Brv — 1). Ces symétries sont représentées par des transformations unitaires S, agissant
sur les degrés de liberté atomiques internes et sur le mouvement du centre de masse selon

Oz, et vérifiant la propriété :

SBloch([c]S" = Bloch [So ST] Vo (Biv — 3)

Le groupe de symétrie le plus gros que nous ayons mis en évidence est celui engendré par

deux éléments 7 et T, dont ’action est définie comme suit :

1
T|z) ® Im). = |Z+Z'\)®l—m)z (Bv = 4a)
I|z) @ Im). = |~ z) @ e ™% |m), (Bv — 4b)

. A - .
T translate le centre de masse spatialement de e et change le moment cinétique interne

selon Oz en son opposé. T réalise une inversion spatiale et une rotation interne d’angle —.

2
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On notera que 7 et T ne commutent pas en général. Pour vérifier que T et T constituent
bien des opérations de symétrie au sens de (Brv — 3), il suffit de disposer des résultats

intermédiaires :

TW, (ps) Tt = ie'3?Ps/RW_ (ps) (Biv — 5a)
IW, (ps)It = ie'3 W, (—ps) (Brv — 5b)

L’opérateur W, (ps) intervient dans le terme d’alimentation par émission spontanée :

t .
W, (ps) = (A§+)) V) emips 2/ (Brv — 6)

et son comportement sous une transformation unitaire S permet de prouver 'invariance de
VY done de la partie hamiltonienne et des termes de départ par pompage optique,

puisque :

VOV = N (W, (ps))' W, (ps) Vps (Biv — 7)
¢=0,%1

Les éléments T? et 72 donnent naissance, remarquons-le, aux symétries que 1’on prévoit
pour une configuration laser générale de refroidissement & une dimension. T2 représente
Vinvariance par translation spatiale de A/2 attendue pour les équations quantiques dans
I’état fondamental, et I'invariance sous 72 correspond & ’existence des deux sous-familles
internes, les sous-niveaux fondamentaux de chaque famille étant associés & une méme va-
leur propre de I? (+1 lorsque j, est entier, i lorsque Jg est demi-entier). Les symétries

par T et 7, par contre, sont spécifiques de la configuration Oz — Oy.

(i1) Application &létat stationnaire en point de vuede Wigner
(Jg =1/2 — je =3/2)

La connaissance du groupe de symétrie est utile & la détermination de 1’état station-
naire 0** des équations quantiques. L’unicité de o** (a un choix de normalisation prés)

assure qu’il commute avec toutes les opérations de symétrie :

So*tSt = o VS symétrie ‘ (Biv — 8)
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Nous allons utiliser cette propriété pour simplifier le calcul numérique de o sur la tran-

sition jg = 1/2 — j. = 3/2.

Il est particulierement commode de se placer en point de vue de Wigner. La struc-
ture en deux familles internes autorise & décrire la matrice de Wigner stationnaire par les

populations des deux sous-niveaux |g =+ 1/2)., soit II%, /2(z, p). Comme ces populations

. , . .
sont de période spatiale 5 Dous les développons en série de Fourier :

+co
Y, 5(z,p) = Y TE(p) e?inks (Biv - 9)

n=-—0oo

Exploitons maintenant les symétries spécifiques de la configuration Oz — Oy, représentées
par T et Z. L’invariance par T permet d’éliminer la population du sous-niveau |g —1/2),

au profit de celle de I'autre sous-niveau :

1
I, 2 (2,p) = M3Yy(2 - Z/\,P) (Brv — 10)

relation qui devient bien entendu locale apres transformée de Fourier :

I7)(p) = (-1)"I(p) (Brv —11)

L’invariance sous ’action de T précise le comportement des populations sous la parité :

%1 2(2,p) = %, 5(—2,—p) (Biv — 12)

ce qui permet d’éliminer les coefficients du développement (Brv — 9) de II;/, pour des
valeurs négatives de p :

n$H(—p) = 0% (p) (Bv — 13)

Comme les populations 14, /5(z,p) sont de plus réelles, les coefficients de Fourier ne sont

pas indépendants :

1) = [ )] By -1
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Il suffit donc de représenter la matrice densité stationnaire par les nombres complexes
I'I$1+)(p) ou p et n sont choisis > 0, ce qui constitue une réduction notable du probleme.
En pratique, 'impulsion p va de 0 a 100%k, avec un pas hk, et le nombre d’harmoniques
spatiales n prises en compte est choisi entre 2 et 20, suivant que la profondeur du puits Uy
entraine une faible (Uy < 100ER) ou une forte localisation spatiale des atomes dans 1’état

stationnaire (nous sommes allés jusqu’a Up = 103E R) .

Pour terminer ce paragraphe, donnons la forme explicite des équations quantiques en
point de vue de Wigner, ramenées dans 1’état fondamental sur la transition j, = 1/2 —
Je = 3/2. Pour alléger I’écriture, les quasi-distributions en position-impulsion I, /2(z, p,t)
sont notées II+(z, p,t). On obtient, & I’aide des résultats du II§1c et de la définition (Ile - 3)

de la transformation de Wigner :

(G +v0,) I, = il"so {—gm + g cos(2kz) (IIT + II7) + %% sin(2kz) (I - II7)

hk
+ / dpsNy (ps) [T + 115 — 2cos(2k2)T14] (2,p + ps, )
hk

hk

2 .
+ 9 dpsMN (ps) [H'f +II” - 2cos(2kz)H_] (z,p+ ps,t)
k

1 hk
+§ dpsN_ (ps) [T} + NI + 2 cos(2k2)14] (2,p + ps, t)}
—hk

(B]v - 158.)

ou sg désigne le parameétre de saturation par onde progressive,et ou I’on a introduit les

notations :

Hﬂ:(zapat) = (g + l/zlvv(z’p’t)lg == 1/2) (BIV - 15b)
OE(z,p,t) = Op(z,p £ hk, t) (Brv — 15¢)

L’équation sur II_ se déduit de (Brv — 15a) en remplagant II,, par II_,,, cos(2kz) par
—cos(2kz) et sin(2kz) par —sin(2kz).
Les distributions d’émission spontanée N, (ps) sont données en (IIlc - 30).
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(iii) Application & I'’étude de la partie hamiltonienne des équations gquantiques

(jg=1_"je=2)

Nous allons établir quelques propriétés des opérateurs T et Z, qui seront utiles

pour étude du refroidissement sur la transition j, = 1 — j. = 2 dans la Ii-

mite séculaire, au IV§3g. Cette étude nécessite en effet de diagonaliser le hamiltonien
2

H= 2P;M + %hésov(_)(Z)V("')(Z), qui comrmute, avec T et T.

Cherchons d’abord les valeurs propres r et les vecteurs propres associés |¢), de I'opé-

rateur T :

T|p), = rld), (Biv — 16)
. ) ) A
Nous avons déja remarqué que T? n’est autre que la translation spatiale de 5 ionen
déduit :
T%hp)r = "'2"(/))1' (BIV - 17)
Les états propres |¢), sont donc nécessairement de la forme de Bloch :
), = eiqzl‘P)r (BIV — 18a)
Ty |p). = e79% [p), (Brv — 18b)

ou le spineur (z|p), a toutes ses composantes selon les sous-niveaux fondamentaux de

A
période spatiale 35 Des égalités (Bry — 18b) et (Bjy — 17), on déduit :

r= eTe_iq% avec er =% (Biv — 19)
Les fonctions propres de T sont ainsi repérées par 'indice de Bloch ¢, choisi dans la pre-
miére zone de Brillouin | — k, k], et par le signe 7.

Cherchons a exploiter maintenant I'invariance du probléme par 'opérateur 7 dans

le cas de transitions & moment cinétique j, entier. Il est d’abord manifeste que Z2 et T
q g q
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commutent alors, ce qui permet leur diagonalisation simultanée et conduit a I'introduction

d’un nombre quantique 1 déja mentionné au paragraphe (i) :

I |$), = nlth), (Biv — 20)

Par contre, les opérateurs T et 7 ne commutent pas en général, comme en témoigne 1'iden-

tité opérationnelle :

I'TT = T'1? (Brv — 21)

On en déduit cependant, & nombre 7 fixé, que T a ’action suivante sur les nombres quan-

tiques er et ¢ :

T (Z|$),) = nere'd (T|4),) (Biv — 22)

Dans le cas de la famille {|g 1),|g — 1)} sur la transition j, = 1 — j, = 2,  vaut (—1)
et €, q sont simplement changés en leurs opposés par Z. La relation (Bry — 22) montre
également que |¢), et I|¢), correspondent & des valeurs propres différentes de T, sauf

pour des valeurs particuliéres de 'indice de Bloch :

g=k pour n=-1
(Biv — 23)
g=0 pour gn=1

Pour ces choix particuliers de g, il est possible de diagonaliser simultanément les opéra-
teurs T, 7 et le hamiltonien H. Cette constatation est a la base d’un modéle & émission
spontanée simplifiée (cf. le IV§1), qui est celui choisi pour I’étude, dans le régime séculaire,

du refroidissement sur la transition j, =1 — j, = 2 au IV§3g.
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Appendice Civ
Quelques propriétés de S(e)

L’analyse des équations semi-classiques sur la transition j, = 1/2 — j. = 3/2, dans

la limite Qo5 Tp 3> 1, fait intervenir au §2b I'équation différentielle suivante :

0= —-;—eS(e) + d%[eS'(e)] +A (Crv — 1)

ou A désigne une constante arbitraire. Nous sommes intéressé ici par la solution de cette

équation qui reste bornée lorsque ¢ — 0% et ¢ — +oo.

(1) Résolution par transformée de Fourier

En introduisant la transformée de Fourier $(7) de S(e), on raméne (Cp, — 1) &
une équation différentielle du premier ordre en 7, l’abaissement d’une unité de ’ordre de
I’équation traduisant ’élimination des solutions de (C}, — 1) divergentes pour € — +o0.

Si l'on définit la transformée de Fourier par :

~ +w .
S(r) = / deS(e) et (Crv — 2)

la fonction S(7) est solution de I’équation :
1 .
0= -—51'5"(7') - deiT

ou 6(7) est la fonction delta de Dirac. La résolution de 1’équation homogene associée a

(TS”(T)) + 21 A8(T) (Cpy — 3)

(Crv — 3), puis la méthode de la variation de la constante donnent accés a la solution

générale de (C;, — 3), dépendant d’un seul parameétre arbitraire \ :

s

S(1) = ———

) - iv2(¥(r) - Y(-7)] (Crv — 4)
724+ 1

ou Y(7) est la fonction créneau d’Heavyside. Par transformation de Fourier inverse, on en

déduit des solutions de (C;,, — 1) décroissantes & I'infini :

_ [*, Xcos(er) + V2Asin(er)
S(e) = /0 dr Yo | (Cpy - 5)
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Nous nous limitons dans la suite & ¢ positif ; le changement de variable u = €7 met alors

(Ciyv — 9) sous la forme :

too ) 24 5si
S(e)-—/ du cosu + V2Asinu
0 /u2 + %62

(i1) Etude au voisinage de 0

(Crv — 6)

On constate facilement, sur (C;y, — 6), que la contribution a S(¢) proportionnelle au

parametre \ est divergente lorsque ¢ — 0% :

) (Cry = )

+oo
COSU
/ 0/ dy——— ~+ (
0 u? 4 12 7 /u2 + 1g2 o0

Comme nous cherchons bien entendu une solution réguliére en ¢ = 0%, nous retenons
finalement pour S(e) 'expression déduite de (Cy, — 6) en posant A = 0, expression qui

admet une limite finie :

lim S(¢) %M/ du 2 (Cpy — 8a)

e—0+ U

= 7§—A (CIV - 8b)

(i1) Comportement asvmptotique pour ¢ grand

Ce comportement se déduit d’une intégration par parties de (Cp, — 5), la fonction

1\—1/2

sin(eT) étant intégrée et (72 + 1) étant dérivée :

24 m
5@;71——/ 2T cos(eT) (Cry — 9)
T

[

Comme 'intégrale dans (C;, — 9) tend vers 0 aux grands €, ce qu’on peut vérifier au prix

d’une seconde intégration par parties, on obtient la décroissance de S(¢) a I'infini :

S) ~ 24 (Crv — 10)

e—-+4o00 £
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Appendice Dpy
Quantization of Atomic Motion in Optical Molasses.
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PACS. 32.80P - Optical cooling of atoms; trapping.
PACS. 42.50 - Quantum optics.
PACS. 42.60 - Laser systems and laser beam applications.

Abstract. - We present a quantum treatment of laser cooling of neutral atoms. The cooling
mechanism studied is the «Sisyphus» process for 1-dimensional optical molasses. We first derive
the energy eigenstates for the atom moving in the potential associated with the light-shifts due
to the laser. Then, taking into account optical pumping, we calculate the steady-state
populations of these quantum levels in the secular approximation. This approach allows us to
determine the atomic eigenfrequencies in the optical wells, as well as momentum and position
distributions. In particular, the minimum r.m.s. atomic momentum is =6 single-photon
momenta; this result was not accessible to previous semi-classical treatments.

Laser cooling of free atoms in «optical molasses» has led in the recent years to extremely
low atomic kinetic temperatures, in the micro-Kelvin range[1-3]. We present here a
theoretical approach to this cooling; it is based on a quantum treatment of the external
atomic motion for the case of 1-dimensional optical molasses, formed by the superposition of
two opposing travelling waves. Our approach is in some ways similar to the one developed
for trapped ions [4], although in our case the trapping potential is created by the laser light
itself. Therefore this potential depends on the atomic internal state and is periodic, so that
the energy spectrum consists of bands. From the steady-state populations of these energy
levels, we then obtain the position and momentum distributions of the atoms inside the
molasses. We also discuss various ways for measuring this energy spectrum.

We study here the simple case of «Sisyphus» cooling for an atom with a transition
between a J, = 1/2 ground state and a J, = 3/2 excited state (fig. 1a)) [5]. The laser field is
formed by the superposition of two plane waves, with a wavelength A = 2r=/k, travelling
along the + z and — z directions, and respectively polarized along Oz and Oy. The resuiting
polarization of the light presents a spatially periodic gradient of ellipticity: for a convenient
choice of phases, it is o_ at 2=0, linear at 2=A/8, o, at 2=24,....

(* Laboratoire associé au CNRS et 3 'Université Pierre et Marie Curie.
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e;J=3/2

c)

Fig. 1. — a) Atomic-level scheme and intensity factors (square of the Clebsch-Gordan coefficients) for a
Jg =12 J, = 3/2 transition. b) Semi-classical description of Sisyphus cooling, with a «typical» random
path showing a decrease of the total atomic energy (kinetic + potential) as the atom moves in the
optical bipotential U.(z). ¢) Quantum description of Sisyphus cooling, showing the energy jumps
sketched in b) as transition between eigenstates of the total atom-laser Hamiltonian. The energy
spectrum corresponds to U, = 100E'g. In the steady state, atoms are mostly localized in the wells, i.e.
more than half of the population is on the two lowest bands.

We restrict ourselves to the low saturation domain: Q2 /2
v = —— 1

So= Q% >1, IR S ! < (D

+I

which is known experimentally to lead to the lowest temperatures. When (1) is fulfilled, the
atoms remain mainly in their internal ground-state sublevels. In (1), Q = —2dE/A is the
Rabi frequency characterizing the coupling between the atomic dipole d and the field
amplitude E|, in each travelling wave, I' is the natural width of the atomic excited state, and
¢ =wy — w, is the detuning between the laser (wp) and the atomic (w,) frequencies.

We also limit our treatment to situations where the average Doppler shifts can be
neglected compared to I. This means that we do not take into account here «Doppler
cooling» [4], and that we are left only with «polarization gradient cooling» [5, 6]. The effect of
the atom-field coupling on the atomic dynamics can then be split into two parts [7].

First, the reactive part of this coupling (light-shift) consists in a periodic potential U.(z),
depending on the atomic ground-state sublevel g.:

U.(z)= %(— 2+cos(2kz)) with Uy=- %hé‘so . )
For instance, at z =0 where the light is o_, the sublevel g_ is three times more light-shifted
(—=3Uy/2) than the level g, (— U,/2) because of the intensity factors sketched in fig. 1a); this
is reversed at z= /4 where the light is o..

Second, the atom-field coupling also has a dissipative part because of processes involving
the absorption of a laser photon and the emission of a spontaneous photon. This dissipative
coupling causes in particular real transitions to occur, via optical pumping, between g. and
g- and thus gives the states finite lifetimes.

If one treats classically the motion of the atom in the bi-potential U.(2), the analysis of
Sisyphus cooling is then straightforward [5]. Take a negative detuning ¢ so that U, >0, and
suvpose that the atom starts on level g_ (see fig. 1b)). As the atom moves in U_(2), it may
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undergo a transition to g.. This transition occurs preferentially where the laser light is
mostly ¢, polarized, which corresponds to the tops of U-(z). The atom is then put in a valley
for U.(z). This transition decreases the potential energy of the atom, while leaving its
kinetic energy unchanged, if one neglects the momentum of the fluorescence photon
involved in the process. From g., the same sequence can be repeated so that, on the
average, the atom ascends more hills than it descends, which damps its velocity.

- We now turn to the quantum treatment of Sisyphus cooling. We start with the master
equation describing the time evolution of the atomic density matrix, including both internal
and external degrees of freedom [8]. If (1) is fulfilled, we can adiabatically eliminate optical
coherences as well as the excited-state part of the density matrix. We then get an equation
of motion involving only the ground-state part o of the density matrix and acting in the space
generated by the vectors.|g.,p) (atom in internal state g. and with momentum p) [9]:

(1) =%[Ho,a<t)] + (6(t))rins @)
with

P U2 9.)(g: | + U@ g-){g-| @

H0=2M

and

(e = = 5 (Aot®) + o) A) + 10 fk dp' S, Na(p') Blexp[—ip’ ZIk] o(t) explip’ Z/h]) Bm. (5)
~hk m

M is the atomic mass, P and Z are the momentum and position operators of the atomic
centre of mass and y, = 2I's,/9. The Hamiltonian H, contains the atomic kinetic energy and
the potential energy corresponding to the reactive part of the atom-field coupling. The
relaxation term (5), corresponding to the dissipative part of this coupling, has two
contributions: the first one describes the departure from a given level, for instance from
|9+, 1) to other levels, either |g., p.) or |g-, p.), via an absorption-spontaneous emission
cycle. The second term in (5) describes the reverse process, e.g., the feeding of |g.., p,) from
either |g., p;) or |g_, ;). The integral is taken over the momentum p’ of the spontaneous
photon along Oz; the index m represents the projection of the photon angular momentum
also along Oz and the functions N, (p’) stand for the normalized distribution pattern for the
spontaneous photon [8). The operators A and B,, can be written as

=%((2-c032kZ)|g+)(g...|+(2+cosZkZ)|g-)(g_|), (6a)
By=cos(kZ)|g.){g-|+sin(k2)|g-){g.|, (6b)

in (k k
B=20D) 51000 +19-00- s Ba=23%2D 10.3(g. | +319-)(g-). (60)

Ve

We now look for the steady-state solution of (3). Here, we will restrict our analysis to the
situation where the Hamiltonian part of (3) is predominant over the relaxation part. This
requires that a typical Bohr frequency of the Hamiltonian H,, i.e. the oscillation angular
frequency we. of the atom in the bottom of the wells of U.(z), be much larger than the typical

damping rate y,: .
/ 2| ¢
mo.,= 27hk | |=6_|_6‘_| ER>>1’ (7)

e N Marz °r \NT,
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where Ey = #*k%/2M is the recoil energy. We see from (7) that our treatment is valid, for a
given potential depth Uy, in the limit of large detunings. This is known experimentally to
lead to the lowest temperatures [3]. Classically, this situation corresponds to the case of
particles performing a large number of oscillations on a given potential U .(z) or U-(2) before
jumping to the other one.

When (7) is satisfied, the procedure is straightforward. We first look for the eigenstates
and the energy spectrum of H,. We find, as usual for periodic potentials, alternating bands
of allowed and forbidden energies (fig. 1c)). The eigenstates can be labelled as |n, g, ),
where 7 is an integer = 0 labelling the band, and where ¢ = + 1 stands for the internal state
gs. q is the Bloch index, chosen in the first Brillouin zone (— k <g=<k), and which takes
discrete values since we use here standard periodic boundary conditions in a box with a size
large compared to the spatial period A/2. We note that the two states |z, g, ) have the
same energy E,, due to the symmetry between U.. This eigenvalue problem can be cast
into a universal one (Mathieu equation) if one expresses both U, and E,, in terms of the
recoil energy Ex (fig. 2a)) (}). For a «typical» laser cooling situation, U, = 100Es, obtained
with cesium atoms for instance with ¢= —20I" and Q = 1.5I", one finds we./27 =40 kHz,
with 6 bands corresponding to bound states (E,, < — Uy/2); the width of the lowest band,
n=0, is extremely small (<107¢Epg). The number of such «bound bands» increases as
VUyJER, as does the splitting #w,. between two adjacent bands.

Now we take into account the relaxation part of (8), which causes transitions between the
various |n, g, &) (fig. 1¢)). Since y, is very small compared t0 we., We can use a secular
approximation and assume that ¢ is diagonal in the basis |n,q, ) in steady state(®.
Averaging (5) in a given |n, ¢, ¢), we find the following relation between the steady-state

0.4 60
n E
n n=0 E; SOF E,
0.3
4OF
0.2 3of Ey
20f
0.1
10
b) c)
0 100 200 0 100 200 0 100 200
Upl Eq Up/Eq Uo/Eq

Fig. 2. — a) Band structure of the energy spectrum of Hy, plotted as a function of the potential depth
Us. The shaded areas correspond to allowed energies. For a given U,, the energies above — Uy/2
corresponding to an above-barrier motion (see eq. (2)) are mostly allowed (quasi-free motion). On the
opposite, energy bands corresponding to a bound classical motion (—3Uy/2 <E < — Uy/2) are very
narrow except in the immediate vicinity of — Uy/2. b) Steady-state population of the various energy
bands, as a function of U,. ¢) Steady-state kinetic energies Ex = p? ., . /2M and Eg = 5p%/2M (where
&p. is the halfwidth at 1/\/e of the momentum distribution) as a function of U,. These two quantities
would be equal for Gaussian momentum distributions.

(*) A similar treatment has been applied to the case of a 2-level atom moving in a standing wave, in
the absence of spontaneous emission [10]. .

(® If o is a solution of (3) in steady state, then ToT", where T is the A/2 spatial translation operator,
is also a solution. The uniqueness of steady state therefore implies ¢ = ToT'", so that any nondiagonal
matrix element inside a band (n, q;, ¢|o|n, g2, €) is zero, although the secular approximation
argument cannot be applied to it. On the other hand, one can show that the spatial coherence of ¢ in
steady state is restricted to a fraction of wavelength because of spontaneous emission processes.
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population II, . 4
0 =I.Iﬂ.q.t == Yn.q.cnn,q.x + E Y(n,’ q’r e — n,q, E)Hn’,q',x' ’ (8a)

n',q',¢
Tnge= Yo(‘n, q¢ | A I n,q, 3) ’ (8b)

rn',q¢',ed—>n,q,9=r fdp' SNV (n',q',¢' | Buexplip’ Z/h]|m,q, €} |*.  (8c)
—hk m

This expresses an equilibrium between the population leaving |n, ¢, &) (first term of (8a))
and the population arriving in |n, g, ¢) (second term of (8a)). By introducing a closure
relation into (8¢c), we can show that v, calculated from (8b) is equal to the sum over the
primed variables of the y(n, ¢, e— 7', ¢’, ¢’). Equation (8a) associated with the normalization
condition allows one to completely determine the various populations IT,,, in equilibrium,
and therefore to characterize the steady state completely. This steady state usually depends
on two parameters, Rabi frequency Q and detuning ¢, or equivalently U, and y,. We have
already noticed that the energy spectrum of H, depends only on U,. Now, we see that y, can
be factorized in eq. (8a), which means that the steady-state populations II, ;. do not depend
on y, in the limit (7). In this limit, U, is therefore the only important parameter to
characterize the steady state.

On the other hand, the rates (8b) and (8c) are proportional to y,, which indicates that the
«cooling time» varies as v;'. Two types of transitions are involved in the relaxation process.
Consider first a transition where there is a change of internal state: g.— g_.. These are, as
we have seen in the semi-classical approach, at the origin of the Sisyphus cooling (fig. 15, ¢)).
The corresponding departure rate ¥,,, from a given level |n, g, ¢) to all |n’, ¢', —¢) is found
to be equal to the average in the state |n,q, ¢) of the semi-classical rates of transfer
vo cos?kz (v, sin’kz) from g, to g- (g- to g.). If these transitions ¢ — — ¢ were the only ones,
one would find a strong accumulation of the atoms in the lowest band » = 0, where 7, is
very small. Actually, this strong accumulation in the lowest level is partially
counterbalanced by transitions ¢— ¢ with different values of ¢ and n. These transitions
correspond to a heating, due for instance to the randomness of the momenta of the emitted
fluorescence photons.

In order to calculate numerically the steady-state populations, we have taken into
account the first 80 bands, with 6 values for ¢ in each band corresponding to the discrete
values of ¢ for our chosen boundary conditions. We have checked that a larger quantization
volume makes no noticeable difference. On the other hand, 80 bands, among which less than
10 are bound, are required to get accurate values for steady-state r.m.s. momenta. The
variations of the total populations =, of the first five bands vs. U, are shown in fig. 2b): for
instance, =, is maximal around U, =60Ey, and reaches 0.34; in this case, the total population
of unbound bands (E,,= — Uy/2) is 0.2, which suggests a spatial localization of the atoms.
This is confirmed by the calculation of the spatial distribution ¢(z) using the z representation
of the |n,q, ). The modulation »=max(g)/min(g) of these distributions follows the
empirical law n = (Uy/10Eg)4, from U, = 20E} up to the largest U, that we have considered,
i.e. 1000Eg. Such a localization of atoms in 3D Na molasses has recently been observed [11].
The set of IT, ,, also gives the momentum distribution in steady state. We have plotted in
fig. 2¢) the average kinetic energy, Ex =pi../2M, as a function of U,. It is minimal for
Uoy=95E3, Pr.n. being then of the order of 5.54k. We recall that one finds experimentally
for 3D Na or Cs molasses a minimum p, ., of 3 or 4%k [3,12](®).

() Experimental measurements are usually done by a determination of the width of momentum
distributions, which is more in the spirit of the curve E§ of fig. 2c).
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These results can be compared with the ones given by usual semi-classical
approaches [5, 6]. We note that the validity condition (7) is the reverse of the one required
for these approaches, where one assumes that the atoms move sufficiently slowly so that
their internal state can follow nearly adiabatically their external motion; when (7) holds, it is
not possible to describe the atomic motion in terms of a friction force linear in velocity and a
constant momentum diffusion coefficient. Actually, in spite of these opposite conditions on
Wese/Yo, DOth approaches predict a similar linear dependence of Ex with U, for large U,; the
slopes are comparable, 0.14 here (fig. 2c)) instead of 0.19 semi-classically [5]. On the other
hand, even when (7) holds, a semi-classical treatment is possible. It uses as a slow variable
the total atomic energy instead of the atomic velocity and gives results close to the ones
obtained here [9].

In addition to momentum or position distributions, this approach gives other observable
quantities of laser-cooled atomic samples, more deeply connected to the quantization of
atomic motion. The fluorescence spectrum of the atoms inside the molasses [11] can give a
way for observing this discrete structure of the energy spectrum. It requires that the
induced radiative width =y, of the ground-state sublevels should be smaller than the
splitting between the bands, = w.., which just corresponds to the condition of validity of our
treatment (7). One could also measure, inside the molasses, the absorption or the
amplification of a weak probe laser with a frequency shift from «; of the order of * wee.

. Finally, we note that our treatment can be generalized to more complicated physical
situations. We have recently extended it to the case of a J;=1+J, =2 transition in the
same laser configuration. The generalization of this treatment to 2 and 3 dimensions is also
under way. The diagonalization of H, is then much more complicated because the eigenvalue
problem is not factorizable into 2 or 3 1D problems.

* %k %k

The authors are indebted to C. COHEN-TANNOUDJI for many helpful discussions. They
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Appendice Erv
Estimation des taux 4__4 par WKB

Nous sommes dans le cadre de ’approche quantique séculaire sur la transition
Jjg = 1/2 — j. = 3/2 (régime Qosc7p > 1). Il s’agit ici de déterminer une expression
approchée des taux de transition entre les états propres du hamiltonien H associés a des
sous-niveaux fondamentaux différents, soit |n, g, —) et [n',q",+). On utilise pour cela I’ap-
proximation WKB [80,81]. La discussion est menée pour des états des bandes “liées”, mais

elle est généralisable aux bandes “quasi-libres”.

(1) Introduction des fonctions de Wannier

Comme on peut le constater sur (IV3d - 5a), la connaissance du taux de transition

de |n,q,—) vers |n',¢',+) découle de celle d’éléments de matrice de la forme :

A =(n,ql0(Z2)T3 I, q') (Evv — 1)

. : : A . .
ou T est la translation spatiale de 1 et ou l'opérateur O(Z) vaut :

0(Z) = sin(kZ)e'Ps Z/* (Eiv — 2)

L’objectif de ce paragraphe (i) est d’éliminer de ’expression (E;y — 1) les états de Bloch
complétement délocalisés |n,q) et |n’,q’'), & I’aide des fonctions de Wannier |®) et |®'),
déja introduites au §3b, et qui ont 'avantage d’étre localisées au voisinage de z = 0. On

dispose ainsi de la relation :

N
1 . 1A
,vq) = i — E 97 |9 -
Ina) = Jlim s = ) (Brv = 32)
@) = Ty |®) (Erv — 3b)
Par substitution directe de (E;yv — 3a) et de I’expression équivalente pour |n',g’') dans
(Erv — 1), on aboutit a :
1 N
- n i’V ~qA/2 ", _
A= Im o ,,2__:Ne (2I0(Z)T3 12 (Ev - 4)
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Nous considérons dans la suite seulement les transitions entre états assez profonds
des bandes “liées”. Comme on I’a vu au §3b, on peut alors, avec une bonne approximation,
négliger le recouvrement entre des fonctions de Wannier associées & des sites séparés de —

ou plus. Ceci permet d’effectuer une importante simplification dans la somme (Ejyv — 4) :

compte tenu de la translation spatiale de 7 onne retient que les termes tels que I’ = et
'=1-1.

Il reste ensuite a exploiter le comportement de 'opérateur O(Z) sous la translation
spatiale de lé, pour obtenir une expression de ’amplitude 4 en termes de |®) et |®')
plutét que |®); et |®')y. Cette derniére étape est menée en détail au §3d(iv) ; on trouve
que A s’annule a la limite N — +o00 si la regle de sélection (IV3c - 21) exprimant la
conservation de la quasi-impulsion (hq' + ps = hq + hk[2hk]) n’est pas observée. Pour
des indices de Bloch ¢ et ¢' fixés, on constate qu’une seule valeur de 'impulsion pg du
photon de fluorescence convient en général (¢ # ¢'). Pour cette valeur de ps, sélectionnée
par l'intégrale dans (IV3d - 5a), ’amplitude A vaut :

A =(B|0(Z2)T5|2') + (2|0(Z)T} |@")e~14'*? (Ewv — 5a)

Il est des a présent manifeste, sur (E;yv — 5a), que le taux de transition v, 4, ——n',¢',+
va présenter une dépendance en ¢’ traduisant le phénomeéne d’interférence entre les deux
chemins, visibles sur la fig. E;y — 1, permettant le passage de l'atome de |n,gq,—) vers
|n',q',+).

Avant de passer a I’évaluation des deux éléments de matrice de (Ejy — 5a) grace a
I’approche WKB, il est commode de se ramener a des éléments de méme forme en faisant

usage du comportement (IV3b - 14) des fonctions de Wannier sous la parité :

A= (2|0(2)T3|®") + (—1)"*" e~ V2(8|0(- Z)Tx |2') (Erv — 5b)

(i1) Forme WKB des fonctions de Wannier

L’approche WKB donne accés a une approximation des fonctions d’onde propres
|n,q) du hamiltonien H. Elle est menée en détail dans [76], avec prise en compte du
caractére périodique du potentiel U_,/5(z). Nous mettons en ceuvre ici un traitement
plus simple. Assimilons d’abord les fonctions de Wannier des bandes profondes aux états
propres du potentiel associé a un puits unique (celui contenant l'origine) de U_;/9(z) ;

ceci semble légitime au moins dans la région permise classiquement : .

394



-200

o

&

~

N

3 )

=] b ‘
: . :
. ' :

-7/2 a o &b b /2

Fig. Erv — 1 : La transition entre les états délocalisés |n,q,—) et |n',q’,+) se fait
par deux chemins (passage d’un puits de U_, /, & I'un ou l'autre des puits voisins de

U, /2) , dont les amplitudes interférent. Les fonctions d’onde représentées sont réelles ;

elles correspondent & (n = 4,9 = 0) et (n' = 8,q = k) pour une profondeur de puits
Uo = 400ER. On notera le changement de signe de {z|n',q' = k,+) par passage d’un
puits de Uy /,(z) & ’autre.

z ~——A—/—-cos 5-(2) — 6a

(e18) = — T con (552) (B - 62)
z 2

=B LU ) e p(e) 20 (Eyy — 6b)

S-(z):/ de'p-(2') ~ 2h (Epy — 6¢)

L’impulsion p_(z) est celle de la particule classique au point z de la trajectoire d’énergie

E., q dans le potentiel U_;/5(z). a désigne le point de rebroussement classique d’abscisse
, . . ™ . s

négative (voir fig. E;y — 1), et la phase (_Z> provient de la procédure de raccordement

habituelle avec la forme WKB dans la région interdite [80,81]. Nous aurons besoin dans

la suite de la fonction de Wannier associée a 1’état propre |n’,q',+) pour le mouvement

dans le potentiel U, /3(2) ; elle se déduit de (E;y — 6) par translation de " (ce qui revient

& substituer & p_(z) I'impulsion p,(z) dans U, ;) , et par changement-de E, 4 en En o/ :
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(Z|T%|q") = —NI—COS (S+(Z)) (Epy — Ta)

p+(z) h
2
Ep g = p';x!) +Uyj2(z) et pi(2)20 (Epy — 7b)
S4(2) = [ de'pa() = (Ery = 7c)

Le point de rebroussement a’ du mouvement classique d’énergie E,: , dans le potentiel

Uy/2(z) est représenté sur la fig. E;y — 1.

Les calculs qui suivent reposent sur le fait que les phases S4(z)/h varient beaucoup
plus rapidement spatialement que p4(z), hypothése bien entendu tout a fait habituelle et
a la base du traitement WKB. On en déduit ainsi facilement, par exemple, ’expression des
facteurs de normalisation A et A'. Lorsqu’on intégre en position |(z|®)|? sur toute la ré-
gion permise classiquement, cette propriété de S_(z)/h autorise en effet & remplacer dans
intégrale cos? (S_(z)/h) par sa valeur moyenne, soit 3 Si l'on exige que cette intégrale

vaille I'unité, on aboutit a :

2M.

NP = 2L
W= T &

(EIV - 8)
ou T(E) désigne la période temporelle du mouvement classique d’énergie E dans le po-
tentiel U_;/5(2).

Nous allons aussi, de fagon plus spécifique & notre probléme, utiliser la faible va-
riation, a I’échelle de h/p4(z), des fonctions de période A (comme sin(kz)) intervenant
dans les éléments de matrice (IV3d - 5) définissant les taux. On obtient ainsi le taux de

départ de |n, g, —) vers tous les états |n',q',+) en remplagant, dans I'intégrale définissant

I’élément de matrice (IV3d - 7), cos? (S_(z)/h) par 3 sans affecter le facteur sin®(kz) :

Z/k dq' Vng,——nt q'+ = L f dz -2—Fso sin’(kz) (Ev — 9)
— -k 4, L' T(En,q) v_(z) 9 v

expression déja apparue dans la forme limite (i.e. pour Qosc7p > 1) du traitement semi-

classique (voir le §2b).
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(iii) Principe du calcul des éléments de matrice

Nous ne considérons pas le cas ou les régions permises classiquement pour le mou-
vement dans U_,/,(z) & ’énergie E, , et le mouvement dans U;/2(z) a I'énergie E,: g

sont disjointes. Appelons donc [a’,b] l'intervalle de recouvrement des régions permises

(voir fig. E;y — 1). Les produits scalaires intervenant dans (Ejy — 5), aprés usage des
expressions WKB (Ejy — 6) et (E;v — 7), se mettent sous la forme :
b .
/ dz A(z)e'SD/h (Ery — 10)

ou 'amplitude A(z) varie lentement & 1’échelle de h/p+(2), et ou S(z) = S4+(2) £ S_(2).
La méthode adaptée au calcul d’intégrales comme (E;, — 10) est celle de la phase sta-

tionnaire, dont nous rappelons les grandes lignes.

On peut montrer que la contribution majeure a (E, — 10) provient du voisinage
des points zy en lesquels la dérivée de S(z) s’annule. Un tel point n’existe pas lorsque
S(2z) = S4(2) + S_(z) puisque S'(z) est alors la somme de deux grandeurs positives p.(z)
et p—(z) ; l'intégrale (E;, — 10) peut étre considérée dans ce cas comme petite. Dans
lautre situation S(z) = S4(z) — S—(2), la transition de |®) vers Ty |®') s’effectue avec un

taux significatif & condition que S'(z) puisse s’annuler, ce qui impose :
gn q p q p

J2¢ tel que  S'(zp) = p4+(20) —p-(20) =0 (Ey —11)

Cette contrainte a d’ailleurs une signification claire : elle affirme simplement que les tran-
sitions les plus probables d’un niveau de m = —1/2 & un niveau de m = 1/2 s’effectuent
prés de zg, sans changement de position ni de vitesse pour I’atome(*). Elle permet d’obte-
nir I’énergie E,+ , des niveaux alimentés de fagon significative par des transitions depuis
In’ q’ _> :

En’,q’ = En,q + U]/g (Zo) - U_1/2 (20) (EIV — 12)

(*) Si ’on ne suppose plus que sin(kz) varie peu & I’échelle de h/p(z), on est conduit &
rajouter des termes de 'ordre de ik dans (Ej, — 11), qui décrivent le changement d’im-
pulsion de ’atome a l'issue du cycle de fluorescence responsable de la transition et sont a

l'origine d’un chauffage.
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Cette relation entre énergies est déja intervenue dans 1’équation intégro-différentielle du

§2b consacré a ’é¢tude semi-classique du régime Qo5 7p > 1.

L’étape suivante dans la méthode de la phase stationnaire consiste & remplacer S(z)

par son développement au second ordre au voisinage de zo :

S(z) =~ S (z0) + ;— (z = 20)2 8" (20) (Ey - 13)

et a remplacer I’amplitude lentement variable A(z) par sa valeur A(29) en z9. On étend
ensuite 'intervalle d’intégration sur z a | — o0, +00[, ce qui conduit a I’expression approchée

suivante :

b ; 2rh X iS(s
[ A 2 4 (a0) [T et st (Ery — 14)
a’ 0

ou le signe + est celui de S" (2).

(iv) Taux de transition de |n,q,—) vers |n',q',+)

Appliquons la méthode de la phase stationnaire au calcul du premier élément de ma-
trice (®|0O(Z )T% |®’) dans (E;v — 5) ; le point de phase stationnaire 2z associé se trouve
par hypothése dans l'intervalle [a', b] (voir fig. E;y — 1). Le calcul de S” = S —S” conduit

en zo a ’expression suivante, visiblement positive :

2 dng
- > —_
v (7o) dz (20) 20 (Erv 15)

S" (ZO) - _

ou v (2o) désigne la vitesse commune en z; aux trajectoires dans U, /2 € U_1/2. On en

déduit ’approximation :

. . ipszo/h 2V
(@10(2)T3 |9 & —m k2] T °S[S(ZO) +1]
: Vv (20)T (Eng) T (Ew ') | LU, 5 (20)]? oo
(E;y — 16a)

La valeur du second élément de matrice dans (Ejv — 5b) s’en déduit directement, seule

l’amplitude lentement variable A(z) étant différente :

(Bl0(-2)T3|@") ~ —e‘2ip5’°/"(<I>|O(Z)T%l<I>’) , (E;y — 16b)

398



L’évaluation du taux de transition vng,——n',¢',+ & partir de (E;v — 16) fait inter-
venir un facteur cos?(S(zp)/h + 7m/4), que nous remplagons, dans I’esprit de la méthode
de la phase stationnaire, par sa valeur moyenne 1/2. Nous parvenons ainsi a I’expression

swivante :

2 sin? (kzg)  2rhsin?(8/2)
n,g,——n'q,+ = -T's hN S . (E - 17&)
7 i N g+ 9 0 0(p ) T(En,q)v(Zo) T(Enl,ql)lad;Ul/2 (Zo)l v
ou ’angle ¢ est donné par :
6= (n—n')yw —2PS% _ g2 (Eyy — 17b)

) 2

La premiére partie de ’expression (Ejy — 17a) est satisfaisante physiquement. On
y reconnait le taux de pompage semi-classique 7_j/2—1/2 (20) = -3—1"30 sin® (kzo), et la
dépendance en les indices de Bloch ¢ et ¢' intervient essentiellement par le choix de ps
qu’ils imposent. Pour accéder a la signification de la seconde partie, il est utile d’établir la
correspondance entre la variation de zg et celle de I'indice de la bande d’arrivée n’. D’une

part, P'accroissement de 1’énergie E,/ o en fonction de n' peut étre déduit de la condition
de quantification WKB par différentiation [80] :

6E,,:,q, _ 2nh
On' ~ T(En.q)

D’autre part, I’évolution de 2o avec I’énergie E, o est donnée par (E;, — 12) :

aEnl’ql _ dU1/2
0zg =2 dz (20)

(Erv — 19)

Le dernier facteur dans (E;, — 17a) est donc inversement proportionnel & la densité de

modes d’indice n’' par rapport & la variable zg, puisque cette densité vaut :

on' on' OE . ¢

B2 |~ 'aEn,,q, ' ’ 320 (Ery — 20a)
_T(Enyg) ,|dUsy2
= 27rh . 2 I dz (Zo) ' (EIV ot 20b)

399



Le dernier facteur dépend également d’un angle ¢ mesurant l'interférence entre les deux
chemins menant de |n,q,—) a |n’, ¢',+) que 'on a représentés sur la fig. E;v — 1. La pré-
sence de cet angle ¢ assure en particulier que vp0,——n' k,+ s annule lorsque n' — n est
impair, ce qui était prévisible puisque les états initial |n,0,—) et final |n’,k,+) sont de
meéme parité dans ce cas (cf. (IV3b - 14b) et (IV3b - 9b)).

Notons pour terminer que 'expression approchée (Ejy — 17a), déduite des approxi-
mations WKB et de la phase stationnaire effectuées en cascade, donne seulement tres
approximativement l’ordre de grandeur du taux de transition. La comparaison avec les
valeurs exactes obtenues numériquement selon la procédure de ’appendice Fiy met en
évidence, pour Uy = 400ER, une erreur d’un facteur 2 pour (n = 4,n’ = 6) et une erreur
d’un facteur presque 10 pour (n = 4,n’ = 8), la dépendance en ¢' étant cependant repro-

duite de facon satisfaisante par (Erv — 17a), grice en particulier au terme en sin®(¢/2).
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Appendice Frv
Discrétisation et résolution numérique des équations quantiques séculaires

La diagonalisation de la partie hamiltonienne des équations de Bloch optiques fait
apparaitre une base d’états délocalisés [n, ¢, 7). Il est pertinent d’utiliser une décomposition
en série de Fourier pour le calcul de ces états ; c’est ce que nous exposons ici pour 7, = 1/2,
le cas j4 = 1 faisant 'objet du §3g. Par ailleurs, le caractére non normalisable de ces états
rend problématique la définition des éléments de matrice qui interviennent dans ’expres-
sion des taux de transition. Nous montrons donc comment discrétiser le probleme dans une
boite, avec les habituelles conditions aux limites périodiques, et nous examinons numéri-
quement, pour j, = 1/2, la dépendance de la matrice densité stationnaire avec la taille de
la boite. Pour terminer, on donne 'expression des taux de transition sur j, = 1 — j. = 2

dans le cas du diagramme simplifié d’émission spontanée.

(i) Le calcul des états propres pour j, = 1/2

P2

Nous avons fait apparaitre, au §3b, un hamiltonien purement externe H = oY
+U_1/2(Z), dont nous cherchons les états propres |1) sous la forme de Bloch :

) = e'|p) (Fv — 1)

ou l'indice ¢ est dans | — k, k]. On se rameéne ainsi au calcul des états propres de période

spatiale 3 du hamiltonien :

. o 2
=97 a7 = (_}# + Up sin2(kZ) — gUo (Fry — 2)

Toute la simplification repose sur la périodicité imposée & (z|p), qui rend le spectre (a ¢

fixé) discret et nous permet d’effectuer une décomposition en série de Fourier :

+o00

(zlp) = Z aje® !t (Frv —3)

l=—o00

Les coefficients (a;) vérifient la condition de récurrence suivante, déduite de (Fy, — 2) :

2 1
m(zlk +9)*=Up - E] a; — ZUO (ai41 +a1-1) =0 . (Frv — 4)
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Ils sont de carré sommable lorsque I’énergie E est dans le spectre.

On procede ensuite par troncature du systéme (F;, — 4), en se limitant aux indices
l tels que —N <! < N dans (F}y — 4), et en posant anyy; = a_(n+1) = 0. On se raméne
ainsi a la diagonalisation d’une matrice réelle symétrique tridiagonale, ce qui est un pro-
bléme bien connu [68] et ce qui permet de choisir les coefficients a; tous réels. On obtient
numériquement, a N fixé, des valeurs propres EM ,0< n<2N, et les vecteurs propres
associés | 1[),(,N) > . Lorsque les énergies EM sont rangées par ordre croissant, n n’est

autre que l’indice de bande et :

EM Netoo Enyg (Fry — 5a)
| M > N:’wlnaQ) (Frv — 5b)

Les états stationnaires |n,q) pour le mouvement dans le potentiel U_,/5(2) étant

connus, ceux associés au potentiel U;/5(z) s’en déduisent par translation spatiale de 1
effet de cette translation sur la partie périodique |¢) est simplement de changer le signe

des coeflicients de Fourier d’indice [ impair, a; étant transformé en (—1)'a; dans (Fy, — 3).

(i) Discrétisation par quantification dans une boite

Afin de n’avoir & manipuler que des fonctions d’onde normalisables, nous appliquons
la prescription habituelle, qui consiste a quantifier dans une boite de taille finie et & faire
tendre, tous calculs faits, le volume de la boite vers 'infini. La longueur L de notre boite

doit étre compatible avec la périodicité des ondes laser, d’ou le choix :

L=MX avec M entier (Fry — 6)

Nous imposons des conditions aux limites périodiques. La discrétisation correspondante

pour ps, I'impulsion selon Oz des photons de fluorescence, est :

ps = hk%:?s avec —M<Ims<M (Fry = 7)

Toutes les fonctions d’onde atomiques considérées doivent étre invariantes par translation

de L, ce qui revient a sélectionner les 2M valeurs discrétes suivantes de 'indice de Bloch ¢ :
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q=k‘% avec ~-M<m<M (FIV - 8)

Nous choisissons de plus, a taille L fixée, la définition suivante pour le produit scalaire

entre deux fonctions d’onde 1, (z) et ¥2(z) dans la boite :

.
(ilbe) =1 [ dz i(diata) (Frv - 9)

Ceci donne comme condition de normalisation des états propres de H :

“+ oo

> Jal* =1 (Fpy — 10)

l=—o0
ou les coefficients a; sont ceux de (F;, — 3).

Nous avons besoin de la forme séculaire des équations quantiques dans une boite de
taille finie. Nous partons pour cela d’une forme discrete des équations de Bloch, qui prend

en compte (Fyy, — 7)

do 1 1
= - _ (-) (+)
— = =[",0] - 1Tso {v (Z)V (Z),a}

1 M
+sTsg Y. > hkNy (ps) I (ms; M)W, (ps) aWY, (ps)

= gs=0,+1 mg=—M
(FIV - 11)

avec les notations du II§1c. Les poids d’intégration II (ms; M) sont normalisés ainsi :

M
> H(ms;M)=2 (Fry — 12)

ms=—-M

et sont tels que les équations d’évolution (F;, — 11) conservent la trace de o, ce qui

impose :

M
> hkII(ms; M) Ny (ps) =1 pour gs=0,1 (Frv — 13)

mg=-M
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Comme les distributions Ny (ps) sont des polynémes de degré 2 en ps, les poids de
Simpson vérifient exactement (F;, — 13), puisqu’ils sont déduits d’une interpolation par

des morceaux de parabole :

I (mg; M) = %(1,4,1) §M=1 (Fpy — 14a)

- 3—;-4-(1,4,2, 1) siM>1 (Fpy — 14b)

En effectuant la démarche de réduction des équations (F},, — 11) dans la limite sé-
culaire, telle qu’elle a été exposée dans le §3c, on aboutit a ’expression suivante pour les

taux de transition dans le modeéle discret :

M
1 2
Tgr—nigw =5Ts0 3 D0 hkNgs (ps) T (ms; M) |(n',¢',r'|Wys (ps) In,g,7)]
¢gs=0,x1msg=—M
Simplifions la somme sur 'impulsion ps dans (Fj, — 15) & 'aide de la régle de sélection

(IV3c - 21), qui exprime la conservation de la quasi-impulsion. Dans notre modele discret,

_cette régle impose, pour une transition de |n,q,7) vers |n',¢',r') :

La résolution de cette équation, compte tenu de I’encadrement —M < mgs < M, conduit

a une valeur unique pour mg, sauf dans le cas particulier ¢ = ¢' :

sim=m':mg=4M (Fiy — 17a)
sim>m' :mg=m-m'-M (Fry — 17b)
sim<m':mg=m-m'+ M (Fiy — 17¢)

La somme sur mg dans (F}, — 15) comporte donc en général un seul terme non nul.
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(iii) Expression explicite des taux pour j, = 1/2

Nous supposons connues les parties externes |¢) et |¢)') des états propres |n,g,T) et
|n',¢',r'), sous la forme des coefficients de Fourier (a;) et (a}) de leurs parties périodiques

lp) et |¢'). Nous indiquons comment en déduire le taux de transition ¥n,g,r—n’ g’ -

On remarque d’abord, sur (IV3d - 5), que la connaissance du taux de transition

nécessite seulement le calcul des amplitudes :

A:i: — (¢l|e:hikZe—ipsZ/h|¢) (FIV _ 18)

Il suffit en effet, pour cela, de décomposer les opérateurs sin(kZ) et cos(kZ), qui correspon-
dent aux composantes du champ électrique laser selon o, et o, en somme d’exponen-
tielles.

Evaluons ensuite ces amplitudes en introduisant selon (F[,, — 1) les parties pério-

diques |p) et |©') :

As = (g|eflomars /M Z itz (Fry — 19)

Or, la valeur (ou les valeurs, si ¢ = ¢') de ps apportant une contribution non nulle a
Ay peut étre déduite de (F;y — 17). Pour cette valeur de ps, A4 vaut I'un des trois élé-
ments de matrice (p'|exp(2iukZ)|p), ot u = 0, +, éléments de matrice dont ’expression

est simple en point de vue de Fourier :

+oo
(@] o) = > . ajaiy (Fv — 20)

I=—o0

(iv) Résolution numérique des équations discrétes

Afin de déterminer numériquement les populations statiormaires II, 4 , nous effec-
tuons, en sus de la discrétisation déja mentionnée, une troncature dans le développement
en série de Fourier des parties périodiques |¢). On se limite dans (F}, — 3) aux indices !

tels que :

-N<I<N . (Fpy — 21)



les coefficients d’indice hors de ce domaine étant pris nuls, comme on ’a fait au paragraphe
@3).

Cette approximation par troncature oblige & prendre une précaution dans la forma-
tion de la matrice des équations de taux (IV3c - 17a). En effet, le taux total de départ du

niveau |n, q,r) doit étre défini par :

2N M
Yagr = D DD Yngr—ntghr (Fry — 22)

n'=0m'=~M+1r'=%

ce qui ne coincide avec (IV3c - 20a) qu’a la limite N — 4o00. La définition (Fy, — 22)
nous assure de la non-inversibilité de la matrice des taux, donc de ’existence d’un état
stationnaire. On notera cependant que des différences notables entre les valeurs de v, ¢,r
définies par (F}y — 22) et (IV3c - 20a) apparaissent surtout pour un indice de bande n
proche de I'indice de bande maximal 2N.

Les grandeurs sensibles au choix de N sont celles qui dépendent essentiellement du
comportement asymptotique (c’est-a-dire pour n élevé) des populations des bandes. C’est
le cas par exemple de 'impulsion quadratique moyenne des atomes, mais ce n’est pas le
cas de la mi-largeur en impulsion p, de la modulation spatiale (définie par (IV3f - 20))
ni des populations des premiéres bandes. La fig. F;y — 1 permet d’apprécier, pour une
profondeur de puits Uy = 100ERg, les variations de ces grandeurs avec le parameétre N. Elle
montre que la prise en compte d’une vingtaine de bandes d’énergie conduit, pour cette
valeur de Uy, & une approximation satisfaisante de toutes les grandeurs considérées, sauf

de Ap qui nécessite environ 80 bandes.

Etudions pour terminer la vitesse de convergence des diverses grandeurs de la
fig. F;v — 1 avec la taille de la boite de quantification. On choisit pour cela un para-
metre de troncature N conduisant a une bonne estimation de Ap (soit N = 40, avec
Uo = 100ER). Les résultats obtenus pour diverses valeurs de M sont présentés sur la
fig. Fyy — 2 ; on constate qu'ils varient trés peu avec la longueur de la boite lorsque celle-
ci excede 2).
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N=5(N=10|N=20(N=40|N =60
Ap/(Rk) | 4414 | 5.290 | 5.612 | 5.6581 | 5.689
pe/(hk) | 4.648 | 4.641 | 4641 | 4.641 | 4.641
supp/infp| 1.655 | 1.653 | 1.649 | 1.649 | 1.649
II, 0.330 | 0.314 | 0.312 | 0.312 | 0.312
1011 0.213 | 0.208 | 0.207 | 0.207 | 0.207

Fig. Fiv — 1 : Pour une profondeur de puits Uy = 100ER sur la transition jg, =
1/2 — je = 3/2, et pour divers paramétres de troncature N, valeurs dans la limite
séculaire de I'impulsion quadratique moyenne Ap, de la mi-largeur en impulsion pe
, de la modulation spatiale et des populations des bandes
d’indice n = 0 et n = 8. Dans tous les cas, la boite de quantification est de longueur A
(M =1) et la mi-largeur pe est calculée par interpolation linéaire de la distribution

a la hauteur relative e~1/2

en impulsion.

M=1\M=2\M=3|M=4

Ap/(Rk) | 5.681 | 5.534 | 5.525 | 5.523
p./(hk) | 4.641 | 4.487 | 4.478 | 4.470
supp/infp| 1.649 | 1.717 | 1.724 | 1.726
II, 0.312 | 0.325 | 0.326 | 0.326
1011, 0.207 | 0.194 | 0.194 | 0.194

Fig. Frv — 2 : Pour une profondeur de puits Uy
Jg = 1/2 — je = 3/2, et pour diverses longueurs de quantification M\, valeurs
des paramétres déja cités en fig. Fry — 1. Dans tous les cas, le paramétre de tronca-

ture est N = 40.

(v) Les taux de transition du modéle & émission spontanée simplifiée pour j, =1

100ER sur la transition

Les caractéristiques du modéle a diagramme d’émission spontanée simplifié, ainsi que
les conditions d’approximation séculaire qu’il impose, sont analysées au §3g. Nous donnons
ici simplement les taux de transition correspondants entre les divers niveaux ||n,eT)y, et
In’,e7)y . Le calcul est effectué a ’aide des expressions générales (IV3c - 20b), avec une dé-
finition du taux total de départ d’un niveau dans ’esprit de (Fy, — 22). Dans le cas d’une
transition entre états propres de Hyy, il suffit d’effectuer ce calcul pour (¢s = 1, ps = hk)
et d’en déduire le résultat pour gs = —1 ou ps = —hk & I'aide de (B;y — 5).
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Décrivons les notations utilisées. On envisage la transition d’un état initial, de
nombres quantiques n,er et €7, vers un état final de nombres quantiques n',eT et ef.

Lorsque le niveau considéré est un état propre de Hy, on appelle |¢p_) ou |Lp'__ ) la partie
A .

périodique, de période - (voir la décomposition de Bloch (Fy,, — 1)), de la composante

du spineur selon le sous-niveau interne |g — 1). Lorsque le niveau considéré diagonalise

Hv, |1e) ou |1pg) désigne sa partie externe. Les taux ont alors I’expression suivante :

1 1 -1 : I
yw—w = T30 |~ (p- |2 ~ 1]pL) — exeh (p_| 47 + 1] )

2
1 "
+66T (go_]T; (e¥*Z 4+ 1) |<p'_> (Frv — 23a)

V 1
TW—w = ZPSO 11— erelp|’ | (%o |50'_>|2 sier = €T

(Frv — 23b)
=0 si €1 75 EII
TwW—v =0 ' siez = e
1 ' . '
= gTso L+ ererl’ lfos o)l siez#ep
=2 [spd sin=0
TV = 16 S00n' 1 1n=
= =Tsob,s sin' =0 (Fpv — 23d)
1 .
= 3—211306,,,_,,:],1 sin#0etn'#0

L’opérateur de translation spatiale de 2 qui intervient dans (F},, — 23a) provient de 1'éli-
mination de la composante du spineur selon [g 1) au profit de celle selon |g — 1), a ’aide
de (IV3g - 10). On rappelle que e7 vaut (—1)" pour I'état ||n, 1),y , et que er vaut (—1)"
pour I'état ||n,ez7),, . On notera que vy .y n’est autre que gl“so [(%o] e2t%2 Iz/)f,)lz , et que
(Fry — 23d) est obtenu aprés usage de I’expression explicite (IV3g - 17) des états In,ez)y,

et ”n’ve'I)V .
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Comme ’expose le présent mémoire, nous sommes parvenu a déterminer les limites
du refroidissement d’atomes par laser pour les deux configurations modeles de mélasses
a une dimension, les configurations 04 — o_ et Oz — Oy. Dans les deux cas, 'optimum
sur 'impulsion atomique quadratique moyenne Ap est atteint & grand désaccord en fré-
quence entre laser et atome (|§| > T'), et pour un déplacement lumineux ghéso dépendant
seulement, lorsqu’il est mesuré en unité d’énergie de recul ERr, de la transition atomique
Jjg — Je = jg + 1 considérée. Les valeurs de Ap correspondantes sont de 'ordre de 5 a
6 hk, si 'on excepte la transition j, = 1 — j. = 2 dans o4 — 0_, qui conduit a des

distributions plus chaudes.

Nous avons montré qu’a 'optimum du refroidissement, la description du mouve-
ment d'un atome dans une mélasse optique en termes simplement d’une force de friction
visqueuse et d’une diffusion en impulsion n’est plus correcte. Ceci interdit 'usage de 1’ap-
proche semi-classique traditionnelle, fondée sur ces deux notions de force et de diffusion,
pour la détermination des “températures” les plus basses. Nous avons donc été amené a
développer des approches semi-classiques plus performantes, ainsi que de nouveaux traite-
ments s’appuyant sur une description quantique du mouvement atomique dans les mélasses
optiques. Nous avons pu également associer a ces approches des images physiques nouvelles

pour les deux configurations modéles envisagées.

Dans ’étude de la configuration laser o, — o_, le principal phénomeéne physique
nouveau que nous avons rencontré est l’existence de corrélations entre les pas successifs
de la marche au hasard des atomes dans l’espace des impulsions. Ces corrélations sont
induites par le pompage optique et par la grande sensibilité des probabilités d’absorption
de photons o4 ou o_ a I’état atomique interne. Sur la transition j, =4 — j. = 5, dans
les situations les plus froides, le pas effectif de la marche au hasard en impulsion n’est plus
négligeable devant la largeur de la distribution, ce qui interdit 1’écriture d’une équation
de Fokker-Planck. Nous avons alors mis en ceuvre un nouveau moyen d’étude, qui consiste
en une réduction des équations entiérement quantiques a des équations de taux, dans la
limite “séculaire” ol les écarts entre les déplacements lumineux des divers sous-niveaux

sont beaucoup plus grands que leur largeur due au pompage optique.
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Dans la configuration laser Oz — Oy, les déplacements lumineux des sous-niveaux

Id . A .’ Id
fondamentaux sont fortement modulés spatialement, avec une période 5 Cette propriéte,
27
QOSC ’

période du mouvement d’oscillation des atomes dans les puits de potentiel lumineux. Nous

absente de la configuration o4 — o_, introduit un nouveau temps externe Texy =

avons montré que l'optimum du refroidissement par effet Sisyphe auquel donne naissance
cette configuration, se situe dans le régime Qsc7p > 1, ou 7, est un temps typique de
pompage optique. Ce régime est a I’extréme opposé de celui étudié habituellement dans
le refroidissement d’atomes neutres, puisque la vitesse atomique y évolue plus rapidement
que I’état atomique interne (Tine > Text). Cette propriété, jointe a ’apparition d’une lo-
calisation spatiale des atomes a 1’échelle de A, interdit d’écrire une équation de Fokker-
Planck sur la distribution atomique II(z, p). Nous avons été conduit alors a faire appel
d’'une part a un traitement semi-classique plus sophistiqué, d’autre part a une nouvelle
approche quantique. Cette derniére approche s’est avérée la plus fructueuse. Elle conduit
a une description du refroidissement proche de celle utilisée pour les ions piégés. On in-
troduit d’abord les états propres du mouvement des atomes en présence du potentiel,
agissant sur la position z du centre de masse et sur I’état atomique interne, que constitue

la partie réactive du couplage atome-rayonnement. Comme ce potentiel est périodique (de

période é), le spectre obtenu est constitué d’une succession de bandes d’énergie permises.
L’écart entre les bandes les plus profondes est de I'ordre de Af2osc. On prend ensuite en
compte perturbativement 1’effet des cycles de fluorescence pour déterminer les populations
stationnaires des différentes bandes permises. Nous avons pu montrer qu’a 'optimum du

refroidissement, plus de la moitié des atomes se situent dans les deux premieres bandes.

L’observation de cette structure en bandes des énergies atomiques serait une mise
en évidence de la quantification du mouvement atomique par la lumiére. Un premier pas
dans cette voie a été fait récemment grice a la mesure de spectre de résonance Raman
d’une assemblée d’atomes de césium froids placés dans la configuration laser unidimen-
sionnelle Ox — Oy. Des structures trés étroites ont été observées, dont la position semble
correspondre aux principales transitions interbandes attendues (voir fig. 1). Le formalisme
mis en ceuvre dans notre travail devrait fournir un cadre théorique adéquat pour 1’étude
détaillée de ce type de signaux [36,86]. Ces mesures expérimentales, ainsi que d’autres
[18], prouvent toute I'importance de la localisation spatiale des atomes & ’échelle de ),

phénomeéne souvent ignoré dans les études passées des mélasses optiques.

Un prolongement direct du travail présenté dans ce mémoire concerne 1’étude de con-
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Fig. 1 : Transmission d’un faisceau sonde (de pulsation wp) & la traversée d’une mé-
lasse optique & une dimension sur le césium, dans la configuration Oz — Oy (ondes
laser de pulsation wy ). Sur la fig. a, la sonde est polarisée orthogonalement a I’onde
de mélasse de méme vecteur d’onde ; sur la fig. b, la polarisation de la sonde est pa-
ralléle a celle de 'onde de mélasse de méme vecteur d’onde. On remarque la présence
de deux bandes latérales étroites (35 kHz sur a et 50 kHz sur b pour la largeur a
mi-hauteur), symétriques par rapport & wy, et dont I’écart & wy correspond & Sosc,
pulsation d’oscillation des atomes au fond des puits de potentiel. De si faibles largeurs
peuvent étre interprétées en terme d’effet Dicke pour les atomes localisés au fond des
puits. Les résonances centrales encore plus étroites sont dues & des effets plus subtils
(cf. [86], dont cette figure est tirée).

figurations de refroidissement plus proches de la plupart des réalisations expérimentales,
c’est-a-dire a trois dimensions. Cette étude devra en particulier déterminer la sensibilité
du refroidissement aux phases relatives des ondes composant la mélasse. Il a ainsi été mon-
tré récemment, dans le cadre de ’approche semi-classique traditionnelle, que ces phases
pouvaient avoir un effet important sur les valeurs des forces et des coefficients de diffusion

agissant sur les atomes [87]. Il serait intéressant de voir si une telle sensibilité se manifeste
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dans les généralisations des approches développées ici (comme la méthode des bandes)
ou pour d’autres approches quantiques (simulation Monte-Carlo d’évolution de fonctions

d’onde [88]), et si I’on peut en espérer une mise en évidence expérimentale.

Enfin, a plus longue échéance, notre travail pourrait fournir une base adéquate pour
aborder les problemes fondamentaux que pose ’étude des assemblées d’atomes ultra-froids,
qu’il s’agisse de collisions [89-93], de la possible mise en évidence de phénomeénes quantiques
collectifs, comme la condensation de Bose [94-102] ou encore des effets de dégénérescence

dans une cavité & atomes [103,104].
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SUJET : Les limites du refroidissement laser dans les mélasses optiques & une dimension

RESUME

Les techniques de refroidissement d’atomes par laser dans les mélasses optiques condui-
sent & des “températures” minimales de quelques microkelvins. Dans ce régime ultra-froid,
le mouvement des atomes n’est plus descriptible en termes d’une force de friction visqueuse
et d’une diffusion en impulsion. Pour obtenir les limites du refroidissement, nous avons donc
développé de nouvelles approches, dont la plus fructueuse traite quantiquement le mouve-
ment atomique dans le potentiel créé par la lumiére. Les mélasses sont étudiées pour les
deux configurations laser modéles & une dimension, o4 — o— et Oz — Oy. Les atomes ont
alors une impulsion quadratique moyenne minimale d’environ 6%k, ou hk est la quantité de
mouvement d’un photon laser. ‘

ABSTRACT

Laser cooling can lead to extremely low kinetic “temperatures”, in the microkelvin
range. In this coldest regime, one can no longer describe the atomic motion in terms of a
damping force linear with velocity and a momentum diffusion coefficient. New approaches
are described in the present work. The most fruitful one is based on a quantum treatment
of atomic motion in the optical wells created by the laser light. In the case of 1D molasses,
the two laser configurations o4 — o~ and Oz — Oy are investigated. The minimum r.m.s.
atomic momenta are found to be of the order of 6 single-photon momenta.

MOTS CLEFS

Quantification du mouvement — Potentiels périodiques — Approximation séculaire — Pom-
page optique — Gradients de polarisation — Forces radiatives — Diffusion en impulsion —
Equation de Fokker-Planck



