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Résumés

Résumé francgais

En 1994, Perrin-Riou a donné un procédé général de construction de fonctions L p-adiques
des motifs a partir d’'un systeme d’éléments « globaux ». Ce procédé fait intervenir une appli-
cation « exponentielle de Perrin-Riou » qui interpole les exponentielles de Bloch-Kato associées
a la représentation p-adique étudiée tordue par les puissances du caractere cyclotomique. Ces
résultats ont ensuite été développés, avec en particulier la preuve par Colmez de la loi de récipro-
cité explicite conjecturée par Perrin-Riou. Plusieurs travaux récents suggerent que ces résultats
peuvent se généraliser en y remplagant les extensions cyclotomiques par les extensions associées
a un groupe de Lubin-Tate. Cette thése donne une telle généralisation pour la construction de
I’application « logarithme de Perrin-Riou » trouvée par Colmez.

Résumé anglais

In 1994, Perrin-Riou described a generic construction of p-adic L-functions of motives, given a
system of "global" elements. Part of this construction is the definition of a map, the "Perrin-
Riou exponential", which interpolates Bloch-Kato exponentials for twists of the representation by
powers of the cyclotomic character. This work has been extended by Colmez, who among other
things proved the explicit reciprocity law conjectured by Perrin-Riou. Recent works suggest that
these results can be generalized by replacing cyclotomic extensions by Lubin-Tate extensions.
This thesis demonstrates such a generalization for Colmez’s construction of the "Perrin-Riou
logarithm".
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1 Introduction

1.1 Les séries de Coleman

On suppose ici que p est un nombre premier, F' une extension finie de Q, (dont on fixe doré-
navant un plongement dans C,), ¢ = p" le cardinal du corps résiduel kr de F, et F un groupe de
Lubin-Tate d’anneau des endomorphismes ’anneau O des entiers de F'. Notons 7 une unifor-
misante de O, F,, I'extension de F' engendrée par les points de nf-torsion de F, et Foo = |J F),.
Soit (n,) un générateur du module de Tate de F (i.e. la limite projective des modules des points
de m-torsion de F). Si K est une extension finie de F', on note K,, = K F,, et Koo = K Fi.
Enfin, on note Gx = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K, et ' = G /Gxk._. Enfin, on
note xr le caractere associé au groupe de Lubin-Tate F.

Dans [Col79], Coleman a montré le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1. Soit u = (uy,) un élément de lim OF,, ot la limite projective est prise pour
les applications normes. Alors il existe une unique série entiére Col,, (X) € Op[[X]] telle que

Coly(nn) = up pour tout n € N.

On trouve ainsi un morphisme injectif de lim O, dans Op[[X]]. De plus, les séries f, vérifient

Il Colu(X +7a(m)) = Colu([rr] £ (X)).
ceGal(Fy/F)

Ce morphisme (ou une variante, selon les auteurs) est habituellement appelé I'isomorphisme de
Coleman.

Ce résultat joue un role fondamental dans 1'étude des fonctions L p-adiques (en particulier
avec F' = Q,, F = Gy, pour la fonction ¢ de Kubota-Leopold, ou avec le groupe formel associé
4 une courbe elliptique & multiplication complexe dans [CW78]).

1.2 L’exponentielle de Perrin-Riou et son inverse

Dans [Per94], Perrin-Riou donne une généralisation de ce résultat, sous la forme d’une appli-
cation « exponentielle », qui permet de reconstruire I'inverse de I'isomorphisme Coleman dans le
cas ou F = Gy, et en est ainsi une généralisation.

Plus précisément, si V' est une représentation p-adique de Gg, avec K une extension finie de
Q,, la suite exacte fondamentale

0 Q, Be=! Bar/Bjr—0

max

(cf. par exemple [Col98]) donne naissance & la suite exacte longue de cohomologie suivante.

OHVQKH(Btpzl ®q, V)QKH'((BCIR/B:R) ®q, V)gK ﬂHl(K, V)y——...

max
On pose Deis(V) = (Buax ®q, V)9%, et on note H!(K, V) le noyau de la fleche
HY(K,V) — HY(K,Bf7l ®q, V).

max

On a alors la suite exacte

OHVQK HDcriS(V)WZIH((BdR/BIR) ®Qp V)gK mH@l (K’ V)HO



L’application expy, est appelée exponentielle de Bloch-Kato.

Perrin-Riou construit une famille d’applications (qu’elle appelle « applications des périodes »)
qui en un sens interpolent les exponentielles de Bloch-Kato des représentations obtenues en
tordant V' par les puissances du caracteére cyclotomique. On pourra consulter [Per94] et [Pe95a]
pour I’énoncé précis des résultats en question. Si 'on étudie la représentation Qy,(1), U'inverse de
I'exponentielle de Perrin-Riou redonne I'isomorphisme de Coleman (cf. [Per94] et [CC99]).

Ces résultats s’inscrivent dans le cadre d’un procédé général (mais conjectural) de construc-
tion de fonctions L p-adique, & partir d’un systeme d’éléments « globaux » (comme les unités
cyclotomiques).

Perrin-Riou se restreint au cas ol la représentation V' est cristalline. Dans [Col98], Colmez
donne une construction explicite de 'exponentielle de Perrin-Riou (et de sa réciproque, appli-
cation « logarithme de Perrin-Riou ») pour toute représentation de de Rham.

Notons HL (K,V) = H'(Gx,Ax ® V), avec A = O[[['k]]. Comme les éléments de Ag
peuvent étre vus comme des mesures sur 'k, & un cocycle 7 — p, représentant un élément de
H} (K,V) on peut associer la famille de cocycles

Comme cette famille est compatible aux corestrictions, ce qui permet d’identifier HY (K, V) avec
Q® liﬁlHl(KmT) pour T un réseau de V.
Colmez obtient le résultat suivant (version simplifiée du théoreme VI.3.1 de [Col98]).

Théoréme 1.2.1. Soit K une extension finie de Q. Soit V une représentation de de Rham
telle que pour tout n € N, on ait (B{L+ ®q, V)95n = 0. (On peut se placer dans ce cas en

max
tordant V' par une puissance du caractére cyclotomique). Soit u € HL (K, V) tel que

/ pe€ HY(K,,V) quel que soit n > 1.
Prn

Finalement, soit T — u, un cocycle continu représentant p et, sin € N, soit ¢, € (B¥;1 ®q, V)
tel que l'on ait

(1—7)(cp) = / e quel que soit T € G,
Tk,

Alors la suite de terme général p"c,, converge dans l’espace de Banach p-adique B¥,} ®q, V,

max
vers un élément de (BEL) ®q, V)95~ noté Logg/l)(u).
Cette application Logg})(u) est lapplication logarithme de Perrin-Riou. (La correspondance
entre la formulation en terme de séries utilisée par Perrin-Riou, et les distributions de l'article
de Colmez découle des résultats d’Amice, cf. [Ami78]).

1.3 Le logarithme de Perrin-Riou pour une extension de type Lubin-
Tate

Les résultats de Perrin-Riou et Colmez utilisent la tour d’extensions cyclotomique. I1 est
tentant de vouloir les généraliser a la tour d’extensions engendrée par les points de torsion d'un
groupe de Lubin-Tate. On a vu que 'isomorphisme de Coleman est bien défini dans ce cadre.
L’objet de cette these est de donner une construction du « logarithme de Perrin-Riou » qui
généralise le résultat de Colmez.
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Soit V une F-représentation de de Rham. Comme dans le cas cyclotomique, on a une expo-
nentielle de Bloch-Kato, qui est définie & 'aide de la suite

0—=V9% —=((B}

max,F’

[t1])#r=! @ V)95 —=((Bar/Bp) ®q, V)9 S H (K, V)—>...
On note H} ,(K,V) le noyau de la fleche H'(K,V) — H'(K,(B,, p[t™'])?"= @p V). Si
k € Z est assez grand, on a H€17F(K, V(X’C“yclo)) = HY(K, V(Xfyclo)) (0 Xeyclo désigne le caractere
cyclotomique).

On peut également regarder la suite

0—= V9K — (B} o [t5])77 =) @5 V)% — > (Bar/Bly) ©r V)% 2 H (K, V)—>. ..

outr € B$ax  est la période associée au groupe de Lubin-Tate F, et on définit H;,F7id(K, V)
comme le noyau de la fleche HY(K,V) — HY(K, (B:;ax,F[t}lD“’F:l Qr V).
Le résultat suivant est démontré dans cette these.

Théoréme 1.3.1. Soit F un groupe de Lubin-Tate, défini sur une extension finie F' de Q. Soit
K une extension finie de F. Soit V une F-représentation de de Rham de G . On suppose que

Orn
pour tout n € N, on a <(BJr [t 1=t @p V) "~ 0. Soit w € HE (K, V) tel que

max,F
/ e HelyF(Kn,V) quel que soit n > 0.
Crp,

Soit T +— ur un cocycle continu représentant p. Pour tout n € N, soit

e, € (BE

max,F

)=l @V
tel que
(1-=7)c, = / Lhr quel que soit T € G, .
Pk,

Alors la suite de terme général q"c,, converge dans lespace (Bl . [t71])?*=t @r V, vers un

max,F

élément de (Bl plt=1))77 =" ©p V)95, que l'on note Logy, (k).

(On démontre en fait un résultat un peu plus général, avec des cocycles & valeurs dans un
espace de distributions d’ordre assez petit).

Notons que dans le cas d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1, une telle généralisation a été
établie par Shaowei Zhang ([Zha04]). Cependant, ce cas n’est pas fondamentalement différent du
cas cyclotomique.

Pour un groupe de Lubin-Tate de hauteur plus grande que 1, la construction de Colmez ne
s’étend pas directement. Plus précisément, cette construction se divise en deux grandes parties.
Tout d’abord, on descend de B, @V a (B, ®V )% en utilisant le fait que I'extension K /K,
est presque étale. Cette partie est essentiellement inchangée dans le cas Lubin-Tate. La difficulté
apparait dans la seconde partie, ou on utilise des « traces de Tate normalisées » pour étudier
'action de Gal(K o /K) sur (B, ® V)9, Pour construire ces « traces de Tate normalisées »,

max
dans le cas cyclotomique, on définit des applications continues de CgK >~ dans K, en associant a x
la limite lim,, . o0 p"~™ Trg,, /K, (). Or, cela ne fonctionne pas pour un groupe de Lubin-Tate
de hauteur plus grande que 1 : Trg, ., /k,. (Ok,,.,) n'est pas contenu dans p"Ok, . On montrera
ici (cf. partie 2.6) qu’il n’existe en fait pas d’application linéaire continue Galois-équivariante de

ng,K” dans K qui ne soit pas identiquement nulle.
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Il faut noter toutefois que ce résultat n’exclut pas qu’il soit possible de construire des sortes de
traces de Tate normalisées associées a un groupe de Lubin-Tate, si I’on accepte de considérer une
forme un peu plus générale. Les méthodes employées dans la partie 2.6 suggerent en particulier
qu’il pourrait étre nécessaire de considérer des applications & valeurs non pas dans K, mais dans
un anneau plus grand, contenant en particulier les périodes du groupe de Lubin-Tate.

1.4 Questions en suspens
1.4.1 Lien avec la théorie des (¢,I')-modules

Dans le cas cyclotomique, on peut étudier (cf. [Ben00], [Ber03] et [CC99]) la théorie d’Iwa-~
sawa des représentations p-adiques via la théorie des (¢,T')-modules de Fontaine. La théorie
des (p,T')-modules s’étend naturellement au cas Lubin-Tate : ’anneau A} (que Fontaine note
Wo,(R)) contient un élément wr qui vérifie pp(wr) = [7r] £ (wr) et yY(wr) = [xF(V)] £ (@F)

—

pour tout v € Gr (cf. partie 3.6). Si on note A le sous-anneau Op|[[wr]|[wz'] de Ar (ou
Wo, (Frac R) dans les notations de Fontaine), et A C Ap le complété p-adique de la cloture
séparable de A, il n’est pas difficile de prouver, en adaptant les arguments de Fontaine, que
V = D(V) = (A ®0, V)9%= définit une équivalence de catégories entre les représentations
p-adiques de G et les (o, I')-modules étales sur Ay = A9,

Malheureusement, le probleme avec les traces de Tate normalisées se retrouve aussi du coté
des (p,T')-modules : 'opérateur ¢ qui joue le rdle des traces de Tate normalisées dans la théo-
rie cyclotomique, et dont le role est fondamental en théorie d’Twasawa (on a un isomorphisme
HL (K,V)~ D(V)¥=!) n’a pas d’équivalent dans le cas d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur
plus grande que 1.

1.4.2 Lois de réciprocité explicites

Colmez obtient également, dans le cas cyclotomique, la loi de réciprocité explicite qui était
conjecturée par Perrin-Riou. Cette partie de [Col98] n’est pas généralisée ici, car elle fait intervenir
de maniere plus centrale les traces de Tate normalisées.

Méme en I'absence de traces de Tate normalisées, un certain nombre de travaux récents sug-
gerent fortement que les résultats déja connus dans le cas cyclotomique s’étendent aux extensions
associées a un groupe de Lubin-Tate.

o Schneider et Teitelbaum, dans 'article [ST01] ont montré que 1'on peut relier les distribu-
tions sur O aux séries entieres convergentes sur mc,, de manieére analogue aux résultats
d’Amice.

« Kato ([Kat93]) obtient une loi de réciprocité explicite pour les représentations données par
les puissances du caractere associé au groupe de Lubin-Tate.

o Tsuji, dans l'article [Tsu04], étend la loi de réciprocité explicite de Kato & un caracteére
« de de Rham » général.

1.4.3 Lien avec I’isomorphisme de Coleman

Si
: ]&DK; - HIIW(KvF(chclo))

est lapplication fournie par la théorie de Kummer, et si ’'on note [z] € At le représentant de
Teichmiiller de z € ET, alors pour tout u = (uy) € lim Ok , ona:

LOg p(yeyero),(8(1)) = ¢~ log[Col,, (w7,

12



ouTF € E+ désigne la réduction de wr modulo 7r. En I'absence de traces de Tate normalisées,
il est toutefois difficile de donner une formule explicite redonnant les séries de Coleman a partir
de ’application logarithme construite ici.

1.5 Plan de cette these

Cette these est organisée en trois parties. La premiere est consacrée a rappeler des résultats
bien connus autour des groupes de Lubin-Tate, leurs périodes dans C,, et les traces de Tate nor-
malisées partielles. On y trouve aussi une démonstration n’utilisant pas les anneaux de Fontaine
du résultat suivant, originellement démontré par Fontaine dans [Fon04].

Théoréme 1.5.1. Soit K une extension finie de Q,, et soit f une application Qp-linéaire
continue de C,, dans C,, que l'on suppose de plus G -équivariante. Alors il existe un A € K tel
que f = Aid.

La preuve donnée ici s’appuie sur les propriétés des périodes des groupes de Lubin-Tate.

La deuxiéme partie commence par des rappels rapides sur les définitions des anneaux de
Fontaine dont on aura besoin par la suite et la définition d’une valuation p-adique sur B:lax’ -
On y montre ensuite que les éléments d’ordre 1 de B;;ax’ p s’écrivent de maniere unique sous la
forme _

Z Tmlan] avec a, € ET,

nez
ce qui permet en particulier d’étudier simplement les actions de groupes de Galois sur ces élé-
ments. Enfin, on rappelle quelques résultats de cohomologie continue (tirés de [Col98], en adap-
tant les énoncés aux groupes de Lubin-Tate).

La troisieme partie est consacrée a la construction de I'application logarithme. Apres quelques
rappels sur les distributions, la partie la plus difficile de la construction est de démontrer le lemme
4.2.1, dont lanalogue dans 'article [Col98] est démontré & laide des traces de Tate normalisées.
La preuve donnée ici ne fait intervenir (indirectement) que les traces de Tate normalisées associées
a des Zp-extensions, mais fait appel a des descriptions plus précises des éléments des anneaux
de Fontaine (comme la description des éléments d’ordre 1 de B}, obtenue dans la deuxieme
partie, et la description de Bqr comme complété de Q, donnée pa7r Colmez dans [Col94]). Une
fois ce lemme démontré, le reste de la construction est trés proche de celle de Colmez dans
[Col98].

2 Rappels sur les groupes de Lubin-Tate
2.1 Définitions

Cette partie est consacrée a quelques rappels élémentaires, et vise surtout a fixer les notations.

Soient F' une extension finie de Q,, et mr une uniformisante de F'. Notons O 'anneau des
entiers de F', mp son idéal maximal, et kr son corps résiduel. Posons ¢ = p" = |kp|, et notons
er le degré de ramification de F.

Soit [1p]z (T) € Op[[T]] vérifiant

77|z (T) = 7T (mod T?) et mp](T) =T (mod 7).

D’apreés [LT65], il existe alors un unique groupe de Lie formel F, commutatif, de dimension 1,
défini sur F, tel que si 'on note T +x T" € Op[[T,T"]] sa loi, on ait

T+rT' =T+T (mod T?,TT,T?) et [rp]p(T)+r[rr)s(T") = [7pl (T +£T").

13



De plus, on a une action de O donnée par des séries [a] - (a € OF), qui sont caractérisées par

la,=al (modT? et ol (fnrl, (7)) = lrel 5 ([al - (T)).

Ce groupe formel F est le groupe de Lubin-Tate associé a la série [7r] -. L’action de OF en fait
un Op-module formel. A isomorphisme pres, ce module ne dépend que de 7y et F.
Pour F = Q, et [p], (T) = (14 T)? — 1, on retrouve le groupe multiplicatif G,.

La série n T
log o (T) = lim )z

n—-+00 71'?,

=T+ € F[[T]]

définit un morphisme de groupes formels de F dans le groupe additif G,. Son rayon de conver-
gence est 1.

De méme que 'on a un logarithme logr : F — G,, la série formelle réciproque donne une
exponentielle exp » associée au groupe de Lubin-Tate F.

On va maintenant s’intéresser aux points de torsion de F et aux extensions qu’il définissent.

Notons que si z € mg, vérifie [1] - (z) = 0 et [ "] - (z) # 0, alors les points de 77-torsion
de F sont exactement les [a] - (z) pour a € Op /73OF.

Fixons dorénavant une suite (1,) d’éléments de C, telle que

* Tlo = 07 m 7& 0

o [Tr]z (Mnt1) = np pour tout n > 0.
Cela correspond a fixer un générateur du module de Tate

f

T, F = limker [1}] - = Or - (1).

L’action du groupe de Galois absolu de F, Gp = Gal(F/F) sur T,F permet de définir un
caractere x5 : G — O} associé au groupe de Lubin-Tate F. Il est caractérisé par la relation

o(in) = x7(@)lz (M) (Vn €N, Vo € Gr).

Posons F,, = F(n,), pour tout n > 0. Ce sont des extensions galoisiennes finies totalement
ramifiées de F'. Pour n > 0, I'image par xr de Gp, est 1 + 7OF.

Posons F, = Un>0 F,, et f; son complété p-adique. Alors on a Gp = gF/; = ker x£.

Notons que tout ceci généralise le cas ou F' = Q,, F = G, h = 1, qui donne pour F;, la tour
d’extensions cyclotomique. Le caractere xg,, que 'on trouve alors est le caractere cyclotomique

Xeyclo-

2.2 La tour d’extensions d’un groupe de Lubin-Tate

On va maintenant étudier de plus pres la tour d’extensions formée par les corps Fy,, n > 0.
Commencons par rappeler les groupes de ramification (en numérotation inférieure et supérieure)
de ces extensions.

Lemme 2.2.1. Sin>1, ona

Gal(F,/F) si—1<v<0
Gal(F, /F1) si0<v<g—1

Gal(F,,/F), = { Gal(F, /Fy) sig—1<v<g® -1
1 sig" "l —1<vw.

14



Preuve : En effet, pour n > 1, 0, est une uniformisante de F;,, et pour tout entier ¢ > —1, on a,
pour tout o € Gp :

omodGr, € Gal(F,/F);
= vy, (L=0)(n,) Z2i+1

xF(o) -1 :
= Up, (Un - (nn +F Tr,UWF(X]__(U)_l)‘| (nnfvwF (X}'(O’)l)))) Zi+1
f

F
<~ Up, (nn—’UwF(X}'(U)—l)) >i1+1 sin> Unp (X]:((T) — 1)

sin > vg,(xr(o) — 1)

= ¢ @D 311 sin > v, (xr(0) — 1)

0 €Gp, oui < gUrrOE@D 1,

On en déduit le lemme analogue en numérotation supérieure.

Lemme 2.2.2. Sin>1, ona

Gal(F,/F) si—1<v<0

Gal(F,,/F1) si0<v<l
Gal(F,/F)" = { Gal(F, /F) sil<v<?

1 sin—1<uw.

Par passage & la limite, on obtient les groupes de ramification de I’extension F,/F.

Lemme 2.2.3. On a

Gal(Fw/F) si—1<v<0
Gal(F /F)” = Gal(Foo/ F1) si0<v<l1
o - Gal(Fy /F») sil<v<?2

Rappelons le théoreme suivant, di a Herbrand.

Théoréme 2.2.4. Si L/K est une extension galoisienne, de groupe de Galois G, et si H est un
sous-groupe distingué fermé de G, alors pour tout v on a

(G/H)” = G*H/H.

Ce théoreéme est démontré dans [Ser68], chapitre 4, paragraphe 3.
On en déduit les groupes de ramification de F,,/F,,, pour n > m > 0.

Lemme 2.2.5. Sin>m >0, on a

Gal(Fn/Fm) st —l<v<gm™—1
Gal(Fn/Ferl) sigq"m—1<v< qm+1 -1

Ga’l(Fn/Fm)u = Gal(Fn/Ferg) S qm+1 —1<v< qm+2 1
1 siq"t—1<uw.
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On en déduit les groupes de ramification en numérotation supérieure.

Lemme 2.2.6. Sin>m >0, on a

Gal(F,/Fy)"

Gal(F, /F,,) si—l<vr<gm—1
Gal(F,/F11) siqhm—1<v<(¢"m—1)+q¢" Hqg—1)
= Gal(F,/Fpi2)  si(@"=1)+q¢" (g—1) <v< (@™ —1)+2¢" (¢ 1)

1 si(gq"—1)+(nm-—m-1)¢" 1 qg—1)<v.
De 14, on trouve les groupes de ramification de l'extension Fi,/F,, pour m > 1.
Lemme 2.2.7. Sim >1, on a
Gal(F/F,,)"
Gal(F/Fy) si—l<v<gm—1

Gal(Foo/Ft1)  siq™—1<v<(¢"=1)+¢" " (¢—1)
Gal(Foo/Frnt2) si(qm—1)+q¢" Hg—-1)<v<(¢m—1)+2¢" (g 1)

On en déduit en particulier quelques calculs de différentes.

Lemme 2.2.8. Pour toutn > 1, on a

1 1
o= (o 1)

er q—1

en notant D, p la différente de l'extension I,/ F.

Preuve : En effet, d’apres [Ser68] (chapitre 4, paragraphe 1, proposition 4), on a

® )1/+°° I S O
SR = ) Gal(F,/F)"|)

donc, d’apres le lemme 2.2.2,

1 1 1 1
IFSPETRE N (N S SR

Le fait que la différente croisse linéairement dans la tour d’extensions est un cas particulier
d’un résultat plus général que 'on trouve dans [Sen72].
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Lemme 2.2.9. Soient K une extension finie de Qy, et L une extension finie de K. Alors, pour
tout n € Z, on a Trp x(mf) = mY, avec

e
r = \"RK + eK’Up(@L/K)J
er

(ot Uon note |x| le plus grand entier inférieur ou égal o x, et de méme on note par la suite [x]
le plus petit entier supérieur ou égal a x).

(Cf. [Ser68], chapitre 5, paragraphe 3, lemme 4).

Preuve : En effet, Try ,x (m}) est un idéal de Ok, donc c’est une puissance de my. D’autre part,
pour tout r € Z, on a

—1
L/K

Trp/x(m}) C my <= mj C miD
= n>rt_ ervp(Dr/K)
ex
e
<— r < nei + GKUP(QL/K)7
L
d’ou le lemme 2.2.9. |

Lemme 2.2.10. Si L est une extension galoisienne finie de F', et si l’on pose L, = L-F,, alors

on a
1

w®rm), 5. 0(2).

Preuve : En effet, on a

I 1 1
WD) =2 | <|Ga1<Fn/F>v| ) |Ga1<Ln/F>v|> d”‘
Le théoreme de Herbrand (2.2.4) montre en particulier
Gal(L/F) = {1} < Gal(L,/F)" C Gal(L,/L)

et
Gal(F,/F)” = Gal(L,/F) / (Gal(Ln/F)” N Gal(Lyn/F,)).

Comme Gal(L,,/L) N Gal(L,/F,) = {1}, on en déduit
|Gal(L,/F)"| = |Gal(F,,/F)"| si Gal(L/F)” = {1}.

Soit A > 0 tel que Gal(L/F)# = {1}. On a alors
o(Dp 5 ) < - /A 1 4
PRI SIS o | Gal(Fa /)]

d’apres le lemme 2.2.2. |
On en déduit la proposition suivante (cf. partie 2.2 de [Tat66]).
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Proposition 2.2.11. Si L, est une extension finie de Fuo, et si My, est une extension finie de
Lo, alors lidéal my,  est contenu dans Try /. (mpr,).

Preuve : D’apres [Ser68] (chapitre 5, paragraphe 4, lemme 6), il existe un ny € N* et une extension
finie L de F},,, linéairement disjointe de Fi, telle que Lo, = LFo = Un>0 LF,. De plus, on peut
supposer que 'extension L/F,, est galoisienne. De méme (quitte & augmenter le ng précédent),
on peut trouver une extension galoisienne finie M /L, linéairement disjointe de F, telle que
My =MF, = Un>0 MEF,.

On est donc ramené au cadre du lemme précédent, et donc en particulier,

li = t li =
nigl}oo IUP(@Ln/Fn) 0 e nJToo UP(QM%/F”) O’
donc

nl{r-&l:loo Up(g]w"/L") =0.

De plus, on a lim,_. 4 en,, = +00. Or, d’apres le lemme 2.2.9, on a

{eL” +6L”Up(zhwn/Ln)J

eM,,
Tra, /r, (Mar,) =mp ,

donc tout élément de my__ se trouve dans Trpy, /7, (myy, ) pour n assez grand.

2.3 Rappels sur le théoreme d’Ax-Sen-Tate

Nous allons rappeler ici le théoreme d’Ax-Sen-Tate (cf. [Ax70]) et quelques-uns de ses corol-
laires, qui interviendront souvent par la suite.

Théoréeme 2.3.1. Soit x € Cp,, et soit L une extension finie de Q,. Supposons que lon ait :
vz —o(x)) =2 A pour tout o € Gy,.
Alors il existe y € L tel que vp(z —y) > A — ﬁ.
On en déduit le corollaire suivant (qui est le théoréme d’Ax-Sen-Tate & proprement parler).

Corollaire 2.3.2. Soit G un sous-groupe fermé de Gq,. Alors Cf est 'adhérence de Qipc dans
C,.

En particulier, on a CJ* = F et CgF‘” = F.e.
La preuve d’Ax du théoreme 2.3.1 repose sur le lemme suivant.

Lemme 2.3.3. Soit P € @[X] un polynome unitaire de degré n dont toutes les racines «
vérifient vy(a) = A (pour un certain A € R).
e Sin = phd, avec d > 1 non divisible par p, alors la dérivée p*-iéme de P, P(pk), a au
moins une racine § vérifiant v,(8) > A.

1

e Sin=pFtt alors P®") a au moins une racine B vérifiant v,(5) > A — =T

Preuve : En effet, écrivons

PX)=X"4a, 1 X" '+ +a1X + ao.
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On a alors vp(a,—;) > 1A d’apres hypothese sur les racines de P, et
nfpk .
Pot) = 3 (" et
i=0

En particulier, le produit des racines de P®") st 4 22t

(o)
On a

(i) eonen ()

n(nl)...(npk+1))
ph(pk—1)...1 ’

or n est un multiple de p*, donc on a vp(n — ) = v,(i) pour tout ¢ compris entre 1 et pF—1,

donc
apk k <n>
v >(n—p")A—uv, | — |.

Ceci étant la somme des valuations des n — p* racines de P(pk)7 on en déduit que P®") a une
racine § vérifiant

1
vp(f) 2 A= ——w, ( k1

n o A si n = pFd, avec d > 1 non divisible par p
n—p P

A— m sin=p
d’ou le lemme.

On en déduit le théoreme 2.3.1. En effet, soit x € C, comme dans 1’énoncé du théoréme. Soit
P le polynéme minimal unitaire de x sur L, et soit n le degré de P. On va montrer par récurrence
sur n > 1 qu’il existe un y € L tel que

UfépJ—l 1 +o00 1 D
vple —y) > A - S R P SR
o7 =) kZ:O pE(p—1) kzzop’“(p—l) (p—1)

Pour n =1, le résultat est évident avec y = .

Pour n > 1, on peut appliquer le lemme 2.3.3 au polynéme P(X + x), puisque n est de 'une
des deux formes considérées. On trouve alors que P(pk)(X + ) (k étant défini comme dans le
lemme) a une racine yy de valuation supérieure ou égale a A si n n’est pas une puissance de p,
ou?aA—m sin=phth.

Le polynéme P®") est alors de degré n — p*, et 'on a

Llog(n pk)J _ {k + {MJ si n = p*d avec d > 1 non divisible par p

log p
logp k sin = pht!

_JE+ Ugiﬂ si n = p¥d avec d > 1 non divisible par p
k sin = pht!
“((EZJ si n n’est pas une puissance de p
{—ﬁgﬂ -1 si n est une puissance de p.
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En appliquant I’hypothese de récurrence a x + yg, on trouve qu’il existe un y € L tel que

[ess]-1_ 1 L1551

A 1=0 Pp—1) 1
vp(z+yo —y) = - = A= T
g 4 ity b2 DD =
=0 pt(p—1)°
Enfin, on avait
. . log nJ 1

A si n n’est pas une puissance de p Tos p 1
0p(t0) > 1 | | R —

A— =T si n est une puissance de p — P (p—1)

d’ou la récurrence, et le théoreme 2.3.1.

2.4 Les périodes d’un groupe de Lubin-Tate

Avant d’aller plus loin, il nous faut introduire les périodes du groupe de Lubin-Tate F (dans
C,). Commengons par rappeler quelques résultats dus a Tate (cf. [Tat66]) sur lesquels on s’ap-
puiera par la suite.

Théoréme 2.4.1. Soit K une extension finie de Q,. Alors on a H*(K,C,) = K, et H' (K, C,)
est un K-espace vectoriel de dimension 1 sur K.

De plus, si x est un caractére continu de G dans K*, si Ko, est l’extension de K déterminée
parker x, et 8’il existe une extension finie L de K, contenue dans K, telle que Uextension Ko, /L
soit totalement ramifiée et telle que Gal(Koo/L) soit isomorphe d Zy,, alors H°(K,Cp(x)) =0
et HY(K, Cy(x)) = 0.

Il s’agit des théorémes 1 et 2 du paragraphe 3 de [Tat66]. Notons que H°(K,C,) = K a été
démontré au corollaire 2.3.2.
Parmi les nombreuses conséquences de ce théoréme se trouve le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.2. Soit K une extension finie de Q,. Alors sin € Z\ {0}, on a

HO(K7 CP(X?yclo)) = 0 et Hl(K7 CP(ngclo)) = O
Preuve : En effet, le caractere xg, ., vérifie les hypotheses du théoreme 2.4.1.

Lemme 2.4.3. Si xr est le caractére associé au groupe de Lubin-Tate F sur I, alors :
e le Gr-module Cp(xr) est isomorphe & Cp(Xeyclo) 5
e sip € End(F,Cy)\ {1}, le Gr-module C,(po xx) est isomorphe ¢ C,.

Ce résultat est démontré dans [SKL68] (lemme 2 de la partie A5 de lappendice), et est
essentiellement une application des résultats de [Tat66] (précisément du corollaire 2 du théoréme
3 dans le paragraphe 4).

En particulier, pour tout p € End(F, Cp) \ {1}, il existe un §, € C; (unique & multiplication

par un élément de F™* pres) tel que p(xr(0)) = %7 pour tout o € Gr. En revanche, il n’existe
P
pas de £, pour p =1 (par exemple parce que H'(F,C,(x)) = 0, ce qui se déduit du théoréeme

2.4.1 appliqué & Np/q, (XF))-
On appellera ces éléments ¢, € C;, /F* les périodes de F. Notons qu’ils ne peuvent pas étre
algébriques sur Q,, puisqu’ils ont une infinité de conjugués sous I’action de Gr.
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Notons qu’il est aussi possible de construire directement les £, € C,, en démontrant que

£ = lim  p(7p) logl (1)

n—-+oo

convient, ol, si p agit comme = — 2P sur kp et log(T) = Z:ﬁ a,T™, on a noté
+oo )
logl(T) = Y plan)T”"
n=1

(cf. [Col93)).

Corollaire 2.4.4. L’image dans H'(F,C,) du cocycle o — log x z(c) est non nulle.

Preuve : En effet, si cette image était nulle, il existerait une constante ¢ € C,, telle que I'on ait
c—o(c) = log xr(c) pour tout o € Gr. Si n € N est assez grand pour que exp(p”c) converge
dans C,,, posons alors £ = exp(p™c). On trouve alors xF(o)?" = % pour tout o € Gr, et donc

HO(F,Cy(x% ) = H(F,C,). Or, le premier point du lemme 2.4.3 et le corollaire 2.4.2 donnent

HY(F,C,(xy ) = HY(F,Cp(x%0) = 0,

chclo

ce qui contredit le fait que H(F, C,) = F d’apres le théoreme 2.4.1.

2.5 Un résultat de Fontaine

Nous allons redémontrer le résultat suivant, tiré de Particle [Fon04], & 1’aide des périodes des
groupes de Lubin-Tate.

Théoréme 2.5.1. Soit K une extension finie de Qp, et soit f une application Qp-linéaire
continue de C,, dans C,, que l’on suppose de plus G -équivariante. Alors il existe un X € K tel
que f = Aid.

Preuve : Supposons d’abord K = Q,, et considérons une telle application f, une extension
galoisienne finie F' de Q,, et un groupe de Lubin-Tate F comme ci-dessus.
Comme f est Gq,-équivariante, on a

F(F) = £ (C5) € £(C,)¥ € Cr = F.

En particulier, la restriction f|r de f & F' est un endomorphisme Gal(F/Q,)-équivariant de F'.
Or Endq, (F') est engendré comme F-espace vectoriel par Gal(F/Q,), donc f|p s’écrit :

f|F = Z )‘Ppa
pEGal(F/Qp)

avec A\, € I

L’argument essentiel de la preuve sera d’étudier I'image par f des logarithmes des périodes
de F, pour en déduire que seul A\; peut étre non nul.

Soit 7 € Gal(F/Q,) \ {1}. Pour tout o € G, on a

(1 —0)(log&r) = 7 (log x# (),
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donc

(1—0)(f(log&)) = f((1—o)(log&y))
= > Ap(r(logxz(9)

pECAI(F/Qy)

=Y () (ue))
pEGal(F/Qp)
= A1 logxr(o) + Z Ap(1 = 0o)(log&pr),
pEGal(F/Qp)\{T~1}

donc le cocycle o — A, -1 log x#(c) est nul dans H'(F,C,), donc A,-1 = 0 d’apres le corollaire
2.4.4.
Ceci étant vrai pour tout 7 € Gal(F/Q,) \ {1}, on en déduit que f|p s’écrit

flr = A1id,

avec A1 € F. On a alors A; = f(1), donc A1 € Q,, et A\; est indépendant du choix de F'.
Comme ce raisonnement est vrai pour toute extension galoisienne finie de Q,, on trouve

[l = F)id.
Enfin, par continuité de f, on obtient

f=r)id,

avec f(1) € Qp, comme voulu.

Considérons maintenant le cas général. La Gx-équivariance de f montre que f(1) est dans
K, donc il suffit de montrer que f est une homothétie. En particulier, on peut remplacer K
par une extension finie de K. Ceci permet en particulier de supposer que l'extension K/Q, est
galoisienne.

Comme f est Gr-équivariante, I’application o o f o c~!, pour o € gq,, ne dépend que de la
classe de ¢ modulo Gk . On peut donc considérer ’application

g= Z coa(f—f(1)id) oo™,

0€Gq, /9K

pour a € K. Cette application est Q-linéaire, continue. De plus, elle est Gq, -équivariante. En
effet, pour tout 7 € Gq,, on a

Tog= Y (roo)oa(f— f()idos !

0€8q, /9K
= Y (roo)oalf—f()id)o(roo) o
0€0q, /9K
= Z o oa(f— f()id)oo' tor
0'€Gq, /9K
avec 0’ =10
=gorT.
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On peut donc appliquer le cas particulier précédent a cette application, et en déduire que c’est
une homothétie. Or on a g(1) =0, donc g =0, et

Z ol@)oo(f—f(1)id)oo ™t =0 pour tout o € K.
0€Gq, /9K
Comme les ¢ sont linéairement indépendants sur C,, (d’apres le théoreme d’Artin d’indépendance
linéaire des caracteres), on trouve
oo(f—f(1)id)joo =0 pour tout o € Gq,,
donc f = f(1)id. [ |

2.6 Pourquoi le cas cyclotomique ne se généralise-t-il pas simplement ?

Nous pouvons maintenant expliquer pourquoi la construction de I'application « Logarithme
de Perrin-Riou » donnée dans [Col98] pour la tour d’extensions cyclotomique ne se transpose pas
immédiatement au cas de la tour d’extensions associée a un groupe de Lubin-Tate.

La difficulté apparait dans la construction de traces de Tate normalisées. Dans le cas cyclo-
tomique, on considere les applications

1

pm—n

Tre,. /F.s

pour des valeurs de m de plus en plus grandes, et ’on obtient une application linéaire continue
de C;g,Foo dans F},, qui est Gp-équivariante et qui est I'identité sur F,.
Pour i > 1, la construction analogue serait de considérer les

1

qm—n

Trg, /7,

afin d’avoir toujours des projections sur F,. Malheureusement, si + € Op_, on ne peut pas
affirmer que Trp, /g, est dans ¢" °OF, pour une constante ¢ indépendante de m. En effet,
d’apres le lemme 2.2.9, on a
__m-—n
TanL/Fn (OF7YL) _ﬂ-F Fy-

Pour v,(mr) < h, on ne peut donc pas passer & la limite pour définir une application linéaire
continue sur C57> .

Non seulement la construction employée dans le cas cyclotomique ne fonctionne pas, mais
il y a un réel obstacle a l'existence d’une application analogue dans le cas considéré ici. Plus
précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 2.6.1. [l n’existe pas d’application linéaire continue f de CgF“’ dans F,, telle que
f soit Gp-équivariante et f|p, = id.

Preuve : Il suffit de regarder quelle serait I'image du logarithme d’une période du groupe de
Lubin-Tate. En effet, on aurait, pour tout o € Gp :

(1—0)(f(log&,)) = f((1 —o)(log&,))

= f(log p(xr(0)))

= log p(x7(9)).
Comme f(log&,) a donc une infinité de conjugués sous l'action de G, il ne peut pas étre algé-
brique, et ne peut donc pas étre dans Fj,. |
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2.7 Traces de Tate normalisées dans une tour d’extensions

Dans la partie 3.1 de l'article [Tat66], Tate étudie les H'(K, C,(x)) pour certains caractéres
X, a l'aide des traces de Tate normalisées. Cette partie reprend les résultats de larticle de Tate
en prouvant que les constantes qui apparaissent sont uniformes pour les corps K = F),.

Dans cette partie, on va fixer un morphisme p : Gg, — Z, (pour n > 1), trivial sur Gp__.

. R . . . —k
Comme Gr, /Gr__ est isomorphe & 1+ 7%Op, il est facile d’en construire. On note F, o = F op
er_

-1 m
—p " (p™Z,) . N . . \
et Fpym=1F ™2y . On se restreint tres vite dans cette partie au cas ou n > -

Commencons par étudier les groupes de ramification de la tour d’extensions des F, ,,,. D’apres
le théoréme de Herbrand (2.2.4), on a p(Gal(F, «/F,)") = p(Gal(Fe/F,)"), donc, d’apres le
lemme 2.2.7, on trouve pour n > 1 :

p(Gr,) si—-l<v<gt—1
y p(Gr, sigq"n —1<v<(¢"—1)+q¢" Hg—1
p(Gal(Fn,oo/Fn) ): ( +1) . n n—(l ) ( n ) n—1
pGr,.)  si(@"=1)+q"Hg—1)<v<(¢"—1)+2¢"""(¢—1)
De plus, si n > 5, on a (Gr, /Gr.. ) = GF,,., /9F.., donc il existe un entier b € {0,...,ep —1}
tel que
p(an) == p(an+b) = Z;D et p(an+b+1) == p(an+eF) = pZP'
On a donc
p(Gal(Fh 00/ Fn)Y) =
Z, si—1<v<(¢"—1)+bg" (g—1)

pZy si (" —1)+0¢" qg—1)<v<(¢"=1)+ (b+er)g" ' (¢g—1)
p*Z, si(@"—1)+b+er)g Hg—1)<v<(@®—1)+ (b+2er)g" g —1)

Lemme 2.7.1. Pourn > -2£ fizé, on a

p—1’
b,
UP(DFn,m+l/Fn,m) =1- m
p
la suite (by,) ne dépendant pas de n et vérifiant
-1

0<b, <1-— M

erp(q—1)

Preuve : En effet, on a

@)= [ (1 1 ‘
= — - l/
Up From/Fn er, J_-1 |Ga,1(Fn$m/Fn)y| ’

er, = epq" Y(q—1) (car F,,/F est totalement ramifiée) et, d’aprés le théoreme de Herbrand

n
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(2.2.4),

|Gal(F,, m/Fn)"| =

" si—1<v<(¢"—1)+bg" g —1)

prt o si(@t = 1) +bg" g - 1) <v
pm—Z si (qn _ 1) + (b—|— eF)qn—l(q _

<(¢" =1+ (b+er)d" M g—1)
1) <v<(¢"—1)+(b+2er)g" (g —1)

1 si(g" =1+ (b+(m—1er)q" t(g—1) <v,

donc
Vp(DF, . F) = erd 1 g—1) (1 + (" =1+ (b+(m—1er)g" "(g—1)
14" =D +bg" Ng—1) erq" 'g—1)  erq" '(g— 1))
pm pmt P ’
donc ) )
q p
= — (Lt -2 ) (1-=).
UP(QF”,m/Fn) m+ <6F‘ <q_1 +b> p_1> ( pm)
On a donc

1 /1 q p 1
D =1+ —(—(——4b)-—"—)(1=-=).
0D/ Fue) T (ep (q—1+ ) p—1>( p)

Comme 0 b<epetg=p>1,ona

bm

Il
\
PR
)
5=
~~
[
|
—
+
~

\Y%
O
iS]

| |+~

—_

|

o

]

T -

\

= —
~_—
/N

—

|

D=
~

= 0,
et
b, < ( p q
<1t 7
erp(q—1)
d’ou le lemme.

er

On suppose désormais n > >

T
Lemme 2.7.2. On a les propriétés suivantes.
e Six € Fy oy, alors

’Up(’I‘I'F
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e Siz € F, , alors

vp(Trp, . p, (7)) = vp(x) +m — 5 pi : <1 () ) _

erp(g—1)

e Six € Fymy1 et sio estun générateur de Gal(F, o/ F),), alors
1 m
Up T — 2; TroL,'r7L+1/F7L,77L ('r) 2 U;D (SC - O.p (I)) - 1'

Preuve : Si x € F;, 41, d’apres le lemme 2.2.9, on a

1

€Fpnm

vp(Trp, iy /F, . (T) 2 ler, . (vp(z) + Up(QFn,mH/Fn,m))J )

donc, en utilisant le lemme 2.7.1 et en supposant n > 1 :

by, 1
vp(Tan,7n+1/Fn,m (‘T)) 2 ( ) + 1- pim - q _ 1)qn 1pm
1 q )
> +1——(1- +
»(@) pm ( erp(q — 1 er(q—1)q
1
>+ o (1- (p )
pm er erplqg—1) "
1
> vp — <1
S erp(q — 1

Six € F, m, on en déduit

vp(Trg, . /F, () = vp(x) +m — (1 — q(p_2)> (1 + ;17 4t 1 )

erp(q—1) pm-t

> vy(x) +m— (1 ‘p_m)p% (1 - Q(p_z)>

1 erp(qg—1)
» a(p —2)
>Up(x)+m7p_1 <1 er(q_l)).

RN . m
Pour le troisieme point, posons 7 = ¢? . On a

p—1
bxr — ’I‘an,m+1/Fn,,m, (33) =pr — Z Tz(x)
=0
p—1
=) (1—=7)(x)
i=1
p—1

A+74+-+77H(1 = 71)(),

Il
—

i

donc v, (w - %Trpn,m“/pnym(x)) > vp((1—7)(z)) — 1.

Soit ¢, 'application Fj,-linéaire de F;, - dans F}, définie par :

1
tn(x) = p—mTrpn)m/Fn(x) six € Fym.
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Lemme 2.7.3. Si o est un générateur du groupe Gal(F), /Fy,), alors pour tout x dans F,

on a :
1 (1 ) >
p—1 erp(q —1)
Preuve : On suppose pour démontrer cela que x est dans F), ., (avec m > 0), et 'on montre par
récurrence une inégalité

vp(@ — t(z)) > vyl — 0(x)) — 1 -

vp(z = tn(2)) 2 vp(x — o(2)) = Cp.

On peut prendre C; = 1, d’apres le lemme précédent. Pour m > 1, on a

— ptn(2))
= vp(Tan,m,/Fn,m—l (x

Up(Tan,m/Fn,7n—1 (‘T

vp(Tan,M/Fn,m—l (.’L')

VoWV

) —
) —

tn(Trr, /Py s (T)))
U(TI“Fn ) Fnm1 (7)) = Cm—1
o)(x))) = Crm—1

/Up(Tanﬂn/Fn,?nfl ((1

1 q9(p—2)
> o= o)) +1- i (1- 2022 )

— pty(x)), on obtient

+ 5 (T, /P (7)

1 alp—2)
vp((1 = 0)(x)) — pr 1 (1 T erplg—1

)~ o)
> ({1 - 0)(e)) — max (1, (1= 222 6 )
> 0p((1— )(&) ~ O

C’m = max <1, 1 1 (1 - q(p — 2) ) + Cm—l) .
pme erp(qg—1)

Comme C7 =1, on en déduit par récurrence :

avec

11 1 a(p —2)
Cm=1+(++--~+ )(1—
p P2 pmt erp(q—1)
1—p-(m=1 -2
e (1 _ Q<p>>
p—1 erp(q —1)
1 a(p —2) )
<1+ (1 _ ,
p—1 erp(q—1)
d’ou le lemme. |

Notons F/'n:) le complété de F, . Alors le lemme 2.7.3 a en particulier pour conséquence

que P'application ¢, se prolonge par continuité a }'{n;, et I’application prolongée vérifie :

1 (_ q(p—2)
p—1 erp(q—1)

Vp(tn(2)) = vp(x) — 1 — ) , pour tout x € I*fnto

27



Désormais t,, désignera cette application prolongée. Notons qu’elle vérifie I'inégalité du lemme
2.7.3 pour tout z € I}, .

2.8 Cohomologie continue de C,

Comme dans la partie précédente, on suppose dans cette partie que 'inégalité n > pe%l est
vérifiée.
Lemme 2.8.1. Soit A € OF,, tel que

1 q(p—2)
o1 =2 > 1 o= (1er<q—1>)’

et soit o un générateur de Gal(F), «/F,) (comme ci-dessus). L'opérateur A — o est bijectif d’in-
verse continu sur kert,, et l'on a

» 1 q(p —2)
vp((A =) (@) 2 vplz) — 1= (1 ~erplg - 1))

pour tout x € kert,.

(Notons que 'on a 1+ p%l (1 - %) < p%l, donc on peut remplacer 'hypothese sur A

par vy(1 — A) > —E5 et la conclusion par v,((A — o) Hz)) = vp(z) — 577+ Clest ce qui est fait
dans la suite de cette partie, pour simplifier les formules).
Preuve : Commencons par le cas A\ = 1. L’opérateur 1 — ¢ réalise une injection continue de
F,.m Nkert, dans lui-méme, donc une bijection. On obtient ainsi un inverse sur Fj, o, Nkert,.
De plus, d’apres le lemme 2.7.3, si @ € F}, oo Nkert,, on a

Up((l = 0)*1(1')) > ’Up(x) 11— 1 (1 B qlp—2) ) |

p—1 erp(q—1)

donc (1—0)~! est continu et se prolonge par continuité & tout ker ¢,,. De plus, I'inégalité ci-dessus
est vraie pour tout x € kert,.
Pour traiter le cas général, on écrit

1-0)'A=0)=1-(1-N{1-0)",

Grace a 'hypothese v,(1 —A) > 1+ p%l (1 - (1(”772)0, la série

erp(q—1
+o00 i
> (=N -0
=0

converge ; A — o est donc inversible, d’inverse continu, et ’'on a

—+o0

A=0)l=1-0) > (1-NA-0))".

=0

On en déduit I'inégalité

» 1 a(p —2)
vp((A =) (@) 2 vplw) =1 = 2 (1 ~erplg - 1))
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pour tout x € kert,. |

Considérons maintenant un caractere continu x de Gr, dans O%, trivial sur Gp,

n, 00

et tel que

(1 —x(o)) > ]% quel que soit o € G, .

Lemme 2.8.2. Le Of, -module
H*(Gal(F, nyoo/Fn), /;(X))

est annulé par multiplication par tout élément u € OF, vérifiant

> — — .
vp(u) = _1+Ugéfpnvp(1 x())

Preuve : Soit ¢ € G, , engendrant Gal(F,, »/F},), et soit 7 +— ¢, un cocycle représentant c. Alors

c est entierement déterminé par ¢, € OE—;( ). Posons x = tff;?g; € F,,. Alors on a
vp(x) Z v (u)—L—U (I=x(0))=w (u)—L— inf v,(1—x(7)) = 0.
P P p— P P p—1 1€Gr, ©

D’autre part, uc, — (1 — x(o))x est un élément de kert,,. Posons
y=(1-x(0)o)™" (ucs — (1~ x(0)))

[uce — (1 — x(0))x étant considéré comme un élément de 1*{71,?0, sans torsion par le caractére x].
D’apres le lemme 2.8.1, on a

1
> min (vp(u),vp(u) - pfl> — I%
p

2 ’Up(u) — 2;
> inf v,(1—x(0)) — P

o€Gr, P p—1
> 0.

On a alors uc, = (z +y) — x(0)o(z +y), et © +y € Op—, d’ou le résultat. |

Lemme 2.8.3. On a H'(F, «,mc,) = 0.

Ce lemme est démontré dans [Col98], en employant la méthode qui servira ici pour la propo-
sition 3.10.3. On peut aussi le démontrer avec les arguments employés par Tate dans la partie
3.2 de [Tat66).

Proposition 2.8.4. Le O, - module HY(F,, (’)C (x)) est annulé par multiplication par tout élé-

ment u de OF, vérifiant vy(u) > = Lo+ enil(l) +infregp, vp(1— x(7)).
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Preuve : On a la suite exacte d’inflation-restriction
g n,oo
0 — H'(Gal(Fy.00/Fn), (Oc,)”™> (x)) = H'(GF,, Oc,(x)) — H' (GF, .., Oc,)-

D’apres le théoreme d’Ax-Sen-Tate (2.3.2), on a (Ocp)gF"*‘X’ = Oz—. D’autre part, d’apres le
lemme précédent, H'(Gp, ., Oc,) est annulé par tout élément de O, de valuation strictement

positive, comme par exemple g, (qui est de valuation m), et il suffit alors d’employer
le lemme 2.8.2. [}

Donnons pour finir une conséquence de cette proposition qui est utilisée dans la preuve du
lemme principal (partie 4.3).

Corollaire 2.8.5. Il existe une constante ¢ € R (dépendant seulement de F), ¢ > 0, telle que
sia, b et ¢ sont trois idéaux fractionnaires de Cp, avec ¢ C a C b, alors pour n > %, le noyau
de Uapplication

HO(Fy, (b/a)(xx)) — H'(Fp, (a/¢)(x5))

est annulé par multiplication par tout élément u € OF, vérifiant

vp(u) > i +u,(a) — vy(c) + .

Preuve : Quitte & diviser les trois idéaux par le produit des périodes (cf. lemme 2.4.3) du groupe
de Lubin-Tate F, on peut remplacer le caractére xr dans ’énoncé précédent par le caractere
X = Nr/q, © Xr. Comme n > 1, 'image de GF, par ce caractere est isomorphe a Zj,. De plus,
comme n > 1%’ on a

vp(l —x(o)) > % pour tout o € G,
donc on peut utiliser les résultats précédents.

Considérons maintenant un = € b(y) représentant un élément de H°(F,, (b/a)(x)) dont
I'image dans H'(F,, (a/c)(xx)) est nulle. Ce représentant est déterminé & un élément de a(x)
prés, et la classe du cocycle o — (1 — o)(z) dans H'(F,,a(x)) est 'image d'un élément de
HY(F,,c(x)). Autrement dit, quitte & ajouter & x un élément de a(), on peut supposer que le
cocycle o — (1 — o)(x) est a valeurs dans (). D’apres la proposition 2.8.4, cela entraine que
pour tout ug € F), avec

2 + inf w,(1—x(7)),

Uy (o) = +
p(uo) > p—1 epq"tqg—1) 7€Gr,

upx est dans ¢(x). Enfin, on a

o o= x(m) = int w1~ Nejq, (),

donc, pour n assez grand,

. n
B 00 = [ lora)
par le lemme 2.2.9.
Prenons alors
1 | per 2

c=—
er Lﬂ— 1 g ig—1)

+ eFUp(gF/Qp)—‘ ;
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et ug € F, vérifiant v,(ug) = -5 + ¢ Siu est comme dans I'énoncé, on trouve alors

vp(uz) = (vp(u) = vp(uo)) + vp(uo) = (vp(a) — vp(c)) + vp(c) = vy(a),

donc ux € a, d’ou le corollaire.

3 Anneaux de Fontaine

Cette partie a pour but d’introduire certains anneaux de Fontaine, de fixer les notations, et
de donner certains résultats a leur sujet. Pour plus de détails, on pourra consulter par exemple
[Fon94] ou [Col02].

3.1 Le corps E

On note ici F™ P'extension maximale non ramifiée de F', et F},; la plus grande extension non
ramifiée de Q,, contenue dans F'.

On définit E comme I'ensemble des suites (2(™)) d’éléments de C,, vérifiant (212 = £(n),
On définit la somme (s(™) et le produit (¢™) de deux éléments (z(™) et (y™) de E par les
formules :

m

s™ = lim (x(m+") + y(m+"))p

m—-+o00

$n) — () ()

On sait qu’on obtient ainsi un corps de caractéristique p, algébriquement clos, et complet pour
la valuation vg définie par vg(z) = v, (2(0). De plus, il y a une action évidente des groupes G,
sur E. B B

On note O ou E* lanneau des entiers de E (qui correspond a 'anneau R de [Fon94]), et

m= ou E* son idéal maximal. Le corps résiduel k est isomorphe a F,.

Lemme 3.1.1. L’anneau OE est isomorphe a

lim (Oc, /{v, > a} « Oc, /{vp > a} «— ---)
(les fléches correspondant a des élévations a la puissance p), pour tout 0 < « < 1.

On a clairement un morphisme de OE vers cet anneau, et le morphisme réciproque s’obtient en

envoyant la suite (z, mod {v, > a}) sur (limmHJroo "

m +n> (ces limites existent et ne dépendent
pas des choix des ).

Une conséquence immédiate du lemme 3.1.1 est que E* a une structure naturelle de F7P—
algebre.

3.2 Lien avec le corps des normes

Revenons a la tour d’extensions (F),). Si z € Op,

1, la théorie de la ramification supérieure
donne que pour tout ¢ € G, , on a vy(xz —o(x)) >

m. On en déduit que
1

vy (Np, ., /r, (2) —27) > (a=Dep
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et 'on obtient ainsi (par exemple via le lemme 3.1.1) une injection ¢ de lgn Op, (les applications
de transition étant données par la norme) dans ET.
Notons 1 I’élément de ET* associé & la suite (,,) par Papplication ¢ (les n,, se correspondant

par la norme). On a vg(n) = 7- Notons Ep le sous-corps kr((n)) de E, et E la cloture

q
E er(g—1
séparable de Er dans E.

La théorie du corps de normes permet de montrer les résultats suivants.

Proposition 3.2.1. L’application v induit une bijection de @OFW, sur l'anneau E;C des entiers
de Ep. Plus généralement, si L/F est une extension finie, on a une bijection de @OL.FH sur

lanneau Ezr des entiers de E;, = E9L P

Proposition 3.2.2. Si L est une extension finie de Fa, E9- est une extension finie séparable
de Ep, de degré [L : F], et E=|JE[ est une cléture séparable de Ep.

(En effet, Fio/F est strictement arithmétiquement profinie, au sens de [Win83], et cette

proposition découle alors des résultats de cet article, en particulier le corollaire 4.3.4 et le théoreme
3.2.2).

3.3 Les anneaux A, B, A", B, Bar, Amax, Bmax

Les résultats énoncés ici sont démontrés dans [Fon94] ou dans [Col02].

On définit A = W(E) Panneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E, B = A [ﬂ,
At =W(E'), Bt = At [%] (L’anneau A* correspond & W (R) de [Fon94]).

La structure de E—alg‘ebre de E* donne sur AT une structure de OQ;;:-—algébre. On dote AT

de la topologie produit issue de celle de E* :si [x] est le représentant de Teichmiiller de x € E*,
et si p est un élément de ET vérifiant (0 = p, alors les idéaux (p™, [p]™) forment une base de
voisinages de 0 dans A™.

On a un morphisme d’anneaux surjectif 6 : AT — Oc,,, défini par

Zp (@) ZP o

GEJr

qui se prolonge naturellement & B . _ N
On définit (comme dans l'article [Col02], excepté pour les notations) AL = AT ®@p,  Op et

]§;C = KJF [i] =B+ ®p,, F, afin d’avoir des Op-algebres. On peut prolonger 6 a A; et E;

Notons que les éléments de At 1 s’écrivent de maniere unique sous la forme
+oo
m
E TR [xm]v
m=0
avec T, € ET, et que 'on a

+00 too
’ (z wmm) = 3wl



L’idéal ker 6 C A; est alors principal, et il est engendré par tout élément Z;;O:OO T [Tm] de

ker 0 vérifiant vﬁ(xo) = é En particulier, si 7 est un élément de E+ vérifiant 7?}(0) = TR,
alors [Tr] — mp engendre ker 6.

On a un automorphisme ¢p de A}, (et B}) défini par

+00 +00
o (z wmm) S )
m=0 m=0

On définit aussi Bl; = @E*/(ker 0)". D’apres [Fo82a] ou [Col02] (proposition 7.12),
@E; /(ker )™ est isomorphe a Bl (via le morphisme naturel de B, dans cet anneau). Le
morphisme 6 se prolonge naturellement a B;R, et BIR est un anneau de valuation discrete, de
corps résiduel C, et d’idéal maximal ker 6. (Notons qu'un élément de BIR qui a une image non
nulle par 6 est inversible dans Bj‘R).

On note Bggr le corps des fractions de B(TR. Notons que si w est un générateur quelconque de
ker 6 dans BjR, alors on a Byr = BZ{R [%] Le corps Bggr est doté de la filtration donnée par :
Fil' Bgr = w'Bj;.

Soit w un générateur de ker 6 dans A; (par exemple [Tr] — 7). On note A ax r le séparé
complété pour la topologie p-adique de la sous—jﬂi}—algébre de fi; engendrée par 1 et ﬁ On

écrira Apax pour Apax,q,. On pose B;;ax,F = Apax,F [#} ,et Bf = Bilax’Qp. D’apres [Col02]
(proposition 7.13), Bjna& 7 est isomorphe & F' ®p,, B, .. Tous ces anneaux sont indépendants
du choix du générateur w.

Le morphisme ¢ se prolonge de maniere naturelle en un endomorphisme injectif de B

max,F'*

3.4 Anneaux de Fontaine et séries entiéres

Lemme 3.4.1. Il existe une section Op-linéaire continue du morphisme surjectif 0 : ./NX; — Oc,-

Preuve : Soit (e;)icr une famille d’éléments de Oc, dont les classes modulo 75 forment une base
de Oc, /mrOc, sur kr (le corps résiduel de Or). Choisissons aussi des ¢; € E tels que e~i(0)

Tout élément x de Oc¢,, s’écrit alors sous la forme

T = E Zi€q,

i€l

= €.

avec x; € O, tendant vers 0 selon le filtre des complémentaires des parties finies de I. On pose

s(z) = sz[é‘l] € AJI,C

icl

L’application s est alors linéaire et continue (par construction), et 'on a 0(s(z)) = «. [ ]

Lemme 3.4.2. Soit s une section Op-linéaire continue de 0 : A; — Og,,, et soit w € AJFr un
générateur de ker . Tout élément v € Apax p s’écrit de maniére unique sous la forme

=3 st (2,

o
n=0 F

avec ap, € Oc, vérifiant lim,, 4 o a, = 0. De plus, siz € A;, alors on a vy(an) > ﬁ pour tout
n € N.

33



Preuve : Posons xg = . Si #, € Apax,r, n € N a été défini, on pose a, = 0(z,) € Oc,.
Alors x, — s(an) € Apax,F est dans le noyau de 6, donc dans #Ama,gp, et 'on définit alors
Tnt1 = 72 (xn = s(an))-
On obtient ainsi deux applications Op-linéaires continues de Apax r dans (Apax, F)N et
(Oc, )N respectivement, qui & z font correspondre respectivement la suite (x,,) et la suite ().
On va maintenant montrer que la suite (z,,) tend vers 0 pour la topologie p-adique. Comme
an = 6(zy), cela a pour conséquence que la suite (a,) tend aussi vers 0, et comme, pour tout

N>0:
N—-1 w n w N
=X sen () ()

TF

on en déduit aussi, par passage a la limite, la relation

z= f s(an) (”)n

™
n=0 4

Considérons d’abord le cas ou x est dans 11; Alors, pour tout n € N, z,, est dans w’lé;;}
et a, est dans m3Oc,, donc en particulier les suites (z,,) et (a,) tendent vers 0, et 'on a au
passage montré la dernieére affirmation du lemme.

Notons maintenant que les suites associées a #x sont ﬁx, To,X1,T2,... €t 0,a9,a1,as,....
Par linéarité, on en déduit que les deux suites associées a un élément de 11;2 [ﬁ} tendent vers
0 pour la topologie mp-adique.

Enfin, 11} [ﬁ] étant dense pour la topologie p-adique dans A,,axr (par définition de

Anax.r), on en déduit par continuité que les suites (z,,) et (ay,) associées & tout élément x
de A ax r tendent vers 0.
Tout élément de Anax,r s’écrit donc sous la forme annoncée. Enfin, si 'on applique la

construction ci-dessus a
—+o0 w n
e (2) <A
9o
n=0
avec b, € Oc, et (b,) tendant vers 0, on trouve
+oo w k—n
Ty = Z s(b.) <7TF> et a, = by,
k=n
d’ou I'unicité. [ |

Corollaire 3.4.3. Soit s une section Op-linéaire continue de 6 : A; — (’)cp. Tout élément
T € Amax,F s’écrit de maniére unique sous la forme

= ()’

™
n=0 F

n

avec b, € Og,, vérifiant lim, ;o b, = 0. De plus, si x est dans 11;, alors on a vy(by) > o

pour tout n € N.
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Preuve : On peut appliquer le lemme précédent avec w = [7p| — 7, ce qui permet d’écrire x sous

la forme . - .
o= stan) (T -1}

n=0

avec (a,) une suite d’éléments de Oc, qui tend vers 0. On a alors
e e (FEL
T = s(an) Z f (-1) E
k=0
S (M) st ) ()
ok k " TR ’

donc x s’écrit sous la forme annoncée, avec

by = f:o (Z) (—1)"*aq,.

n=~k

(Comme la suite (a,) tend vers 0, ces sommes convergent, et la suite (b,,) tend vers 0).
Montrons maintenant 'unicité. Par linéarité, il suffit de montrer que si

oS ()

™
n=0 F

alors les b,, sont tous nuls. Commencons par refaire a ’envers la transformation précédente. On

o (S (5-))
(3 ()sem) (5-)

n=~k

0

“+oo
s
n=0
400
k=0
donc, d’apres le lemme précédent,

+o00 n
Z (k) b, =0 pour tout k£ € N.
n==k

Supposons maintenant que les b,, ne sont pas tous nuls. Comme la suite (b,,) tend vers 0, il existe
un N € N tel que

o vy(by) = infrenvp(by);

o pour tout n > N, v,(by) > vp(bn).

Or on a
o0 n
bN = - Z (N)bna

n=N+1

donc v, (bn) > vp(bn), d’ot la contradiction recherchée.
La derniere affirmation découle directement de la propriété analogue dans le lemme précédent,
et de ’expression de b,, obtenue ci-dessus. |
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3.5 Sous-espaces propres sous ’action de g

Lemme 3.5.1. Sivy(a) <0, on a (B:lax )= ={0}.

Preuve : Cela découle du fait que Anax, r est stable par ¢p. |

Lemme 3.5.2. On a A?7=1 = (AL)#r=1 = Op.

max,F

s =1 R . .
Preuve : En effet, considérons un z € A?" ... D’apres le corollaire 3.4.3, on peut écrire x sous
la forme
“+oo —~ n
[7F]
T = E Ty | — | ,
™
n=0 4

avec x, € A; et lim, 4 z, = 0. Pour tout m € N, on a alors

T =g ()

m

~—1ng

_ *f N
P Pr (Tn e
= o (x0) (mod 7TF 1AmaX F)

donc, par passage a la limite, x appartient a K; On est donc ramené a la seconde égalité.
Enfin, pour montrer celle-ci, il suffit de remarquer que (ET)¥#=! est (canoniquement) iso-

morphe a kr, et 'on a donc le lemme 3.5.2. |
Si vp(a) = 0, alors (B$Etx 7)PF=" est contenu dans F™. Plus précisément, on a le lemme

suivant.

Lemme 3.5.3. Sia € OF, alors (B$aX7F)WF:“ est un sous-F'-espace vectoriel de dimension 1
de F™.

Preuve : Les modules H'(Gal(kp/kp), kr) et H (Gal(kp/kp), kr ) sont nuls (Hilbert 90), donc,
par dévissage, H'(Gal(kp/kr), Ofu:) = 0 1 bien qu’il existe un z’ € F™ tel que ¢p(2’) = az’.
+

Alors '~ 'x est un élément de (B, »)?7=' = F, d’olt le lemme. |

3.6 Les périodes d’un groupe de Lubin-Tate

On va maintenant définir dans ces anneaux quelques éléments associés au groupe de Lubin-
Tate F considéré. _

On avait déja défini dans la partie 3.2 un élément n € ETT associé & F.

Comme l'application [rr] - o ¢5' est contractante sur chacune des classes de

{z € 11; / 0(z) e mg,} modulo WFJNX;,

pour tout z € ET la suite

(7wl 0 w2")" (1))

converge vers un élément de A}ﬁ noté {z}r qui est 'unique élément de :&J}; dont la réduction
modulo mp est x et qui vérifie pp({z}r) = [1F] ({2} F). (C'est le lemme 8.3 de [Col02]).

n
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On pose en particulier wz = {n}x. Alors % est un générateur de ker 6 dans A;, et
= F

@y lui-méme engendre (1,5, ¢p" (ker 9|X;)' (Ct. proposition 8.6 dans [Col02]).

Si o € Gp, alors on a o(n) = [xr(0)] £ (n) par construction de 7, donc

o(wr) = [x7(0)] £ (wF).

Posons tr = logz(wr) € Amax,r. Il vérifie op(tr) = mptr, et I'idéal de Bjnax’
par tr est (),so0@p (ker@|g+ ). (Cf. proposition 8.10 dans [Col02]).
= max,F

Pour tout 0 € Gr, on a o(tr) = xr(0)tF.
Notons que pour tout p € Hom(F, Q,), on peut définir de maniere naturelle un morphisme

d’anneaux p : BIT]ax,F — B;ax,p(F)V dont la restriction & F' est p et dont la restriction & B, .

r engendré

est de la forme wap, avec 0 < i < h (Paction de p sur Fj, donnant la bonne valeur de 7).
Posons tr, = p(tr) € B

max,p

(ry- Pour tout o € G, on a alors o(tr,) = p(xr(o))tr,,. Alnsi,
+
max,p(F)
Contrairement & ce qui se passait dans C,, on a aussi une période pour p =1 (& savoir, tx).
On peut montrer (cf. [Col02]) que §(p(tr)) n’est nul que pour p = 1, si bien que les périodes

€, coincident avec les images par 6 des périodes dans B;ax’ - De plus, HpeHom( Fay) p(tr) est

les tF , constituent les analogues dans B des périodes ¢, € C,, définies précédemment.

égal & la période t associée & Gy, & multiplication par un élément de (F™)* prés. En particulier,
tr divise t dans BT

max,F'"

Lemme 3.6.1. Pour tout a € O, on a la suite exacte

)WF:WFG 4

OH—(BJr HCPH—O

max,F)LPF:at]:H'(B+

max, F
Preuve : Comme B:lax’p est integre et @p(tr) = mptr, Uexistence et I'injectivité du morphisme
(Brf]ax’F)wF:“t}- — (Bi]aX,F)“”F:”F“ ne posent pas de probléme.
On a 0(tx) = 0. D’autre part, si z € (B$aX)F)“’F=”F“ vérifie 6(x) = 0, alors pour tout n € N
on a @h(x) € kerd, donc z est multiple de tx.

Il reste donc a montrer la surjectivité de . Comme 6 est un morphisme d’anneaux, il suffit
de montrer que 6 ((Bgax’F)“’F:a) n’est pas réduit & 0 et que 6 ((B$ax7F)¢F=”F) =C,.

D’apres le lemme 3.5.3, 0 ((BXiaX’F)“"F:a) n’est pas réduit a 0 si v,(a) = 0. Si de plus on
arrive & montrer 6 ((Bﬁlax)F)WF:”F) = C,, on en déduira que ¢ ((leax’F)wF:a) n’est pas réduit
a 0 pour tout a € Op.

11 suffit donc de montrer 6 ((Bimx’F)WF:”F> = C,. Cela est fait dans I’article [Col02]. |

3.7 Généralités sur les vecteurs de Witt

Lemme 3.7.1. Il existe des polynomes
Sp € kp[Xo, Yo, X_1,Y_1,..., X, Y )]
tels que
e Sn(Xo,Yo,... ,XQ;L%J ,Yf; L] ) est homogéne de degré 1 ;
o S, est invariant par interversion des lettres X etY ;
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° SO(X()aYOaOaO;"') :X0+}/b;

° n+1(X07 YO? v 7X7na an; anfla 0) = Sn(XOa Yba s aX:nvyfn) 5

e si Z::E) x| et ::6 7[yn] sont deuz éléments de B}, (en particulier, on a alors
T = Yn = 0 pour n assez petit), alors leur somme est

+oo

§ n 1/p 1/p
7T'F[Sn(l"m Yn>Tn—1,Yn—1,- - - 7~T'n—eFayn—ep)]'

n=0

Preuve : Pour F' = Q,, er = 1, mp = p, cela découle de la construction des anneaux de vecteurs
de Witt (cf. [Ser68], chapitre 2, paragraphe 6).

Dans le cas général, c’est 'existence de polynomes .S, vérifiant la derniére propriété qui est
le point difficile, les autres propriétés découlant assez aisément de leur construction et de la
propriété analogue dans le cas F' = Q,,.

Pour montrer 'existence, on va considérer le cas plus général d’une somme

+o0

SN aimlw,,

n=0:€l,

2L et montrer par récurrence que

avec I,, des ensembles finis, a;, € Op vérifiant v,(a; ) = Py

cette somme s’écrit, pour tout N € N, sous la forme

N-1 +o00
Trlyal + D Y bvgaleninl,
n=0 n=N jEJN

avec Jy,, des ensembles finis d’indices, by ;. de valuation ﬁ, et avec y, et 2y, donnés par

n

N °F N 7 . .
des polynomes en z; ,, ..., 2% , homogenes de degré 1 en x; 5, ..., Tj0, et invariants par
;

échange permutation des indices i.
Pour N = 0, la propriété est immédiate. De plus, le passage de N a N + 1 peut se faire en
appliquant le cas N =1 a

“+oo b
N,j,

S S enginl
o

n:NjEJN,n
En effet, une expression homogene de degré 1 en by jn, ..., by j~ est homogene de degré 1 en
-] -| =]
A p L eF N p Ler
Tin, - Ti0, € un polynéme en by jn, ..., bN,jJ\, est un polynome en z;n, ..., T; g

o 2]+ [ < 22

On est donc ramené au cas N = 1. Ecrivons maintenant
—+oo
aip = E w?[ci,k] avec ¢; € kp.
k=0
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Alors on a

+o0 too
Z Z i |Tin] = Z a;olxio] + Z Z i [T n)

n=0:€l, i€ly n=1i€l,
—+o00 —+o0
k
= whleinziol + DD ainlwin
1€lp k=0 n=14el,
= E C'LOx'LO + § § 7TFczksz + E E aznxzn
i€ly =1i€ly n=14€l,

Enfin, d’apres les formules d’addition dans les anneaux de Witt, on a

ZCZO(EZO Zp

iclo

avec d,, un polyndme en les xfo , homogene de degré 1 en les z; ¢. De plus,ona dy = Ziel Ci,0Ti,0-
On trouve donc

“+o0 “+o0 “+o0 “+o0
Z Z @i n 20| = [do] + ZP” [d,] + Z Z W?[Ci,kxi,o] + Z Z @i n[Tin),

n=0:€l, n=1 k=11i€ly n=14€l,
ce qui permet de conclure la récurrence, et le lemme s’en déduit. |

En fait, les polynémes S,, peuvent étre obtenus a partir d’'une méme série formelle en une
infinité de variables. Plus précisément, on a le lemme suivant.

Lemme 3.7.2. I existe une série (précisément une somme formelle dénombrable de monémes
de degré total fini)

S € kp([Xo0,Y0, X 1,Y_1,X 9, Y 9,...]]

telle que
e pour tout n > 0, S(Xo,Yo,..., X1,Y_,,0,0,0,0,...) est un polynéme en Xy, Yo, ...,
X pn, Yop;
e pour toutn = 0,

S(XO; Y07 X—la Y—la s 7X—6F+1a Y—€F+13 Xi/eI;wY—lélp)w ey Xgn
est homogene de degré 1 en Xo, Yo, ..., X_n, Y0 ;
o S est invariante par interversion des lettres X et'Y ;
L4 S(Xo,Y0,0,0,...) = X0+Y0;
e pour tout n > 0, S(Xo, Yo,...,X_1,0,0,0,0,0,...) ne dépend pas de X_,, (autrement dit,
tout mondme faisant intervenir X _,, fait aussi intervenir un Y_,, pour m =n);
o Si Y cnTh[Tn] et Y, o mh[yn] sont deux éléments de EJ} (en particulier, on a alors
n = Yn = 0 pour n assez petit), alors leur somme est

1 1
§ W?[S(xnaynawn—layn—la e xn/pepayn/pep, .o )]
neZ
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Preuve : Le point essentiel est le dernier. Quitte & multiplier par une puissance de 7r, on est
ramené au cas de deux éléments de A} = W(E™T) ®0, Or. On a alors x, = y, = 0 pour n < 0.
On sait alors, d’apres le lemme précédent, que ’on a

ST wpleal |+ { S wplyal | = 3 7S, @t Ty )
n>0 n>0 n>0
Il s’agit donc de prouver que 'on a une série S vérifiant
S(Xo, Y0, X-1,Y_1,..., X_,,,Y_,,0,0,0,...) = S, (X0, Y0, ..., X 0, Y_,),
ce qui découle du fait que l'on a, pour tout n > 0,
Sn+1(Xo, Y0, ..., X, Y_,,0,0) = S (Xo, Yo,.. ., X, Y_p).

A partir de 13, les autres points se déduisent des propriétés des S,,. ]

3.8 La valuation p-adique de B}

max,F

Le but de cette partie sera de définir une valuation p-adique sur Bmax P

Commencons par définir ladite valuation sur les éléments de A}. Si
x = Z T [@n) avec z, € E*

est un élément de A}, on pose

neZ \ ep

. n
Umax, 7 () = min < + v~(xn)) .
On a alors les résultats suivants.

Lemme 3.8.1. Six et y sont deux éléments de AF, alors on a
O Umax,r(z) = +00 si et seulement si x =0;
O Umax, F\T + ) mln(vmax F( ) Umax,F(y)) ;

(
(
Umax, rlxy) = Umax, r(x) + Umax,F(y) ;
(
(

O
g Umax,F [T‘-F] = Umax F(7TF) = LF ;
O Vmax,r(z) > lF, avecn € N, si et seulement si x est dans [’idéal de A engendré par T,
n—1 n
T [7F]s s [TE]"

Preuve : Le premier et le quatrieme points découlent directement de la définition.
Pour le deuxieme point, posons

+00 00 +oo
IZZW%[IVL] ) y:ZW?«“[yn] ) Z:xJFy:Zﬂ'??[Zn]
n=0 n=0 n=0
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avec Ty, Yn,2n € ET. Alors, pour tout n € N, 2, est donné par une expression homogene de

degré 1 en xg, Yo, 1, Y1, - - -, Tn, Yn (d’apres le lemme 3.7.1), donc on a
vz (2n) = min (vﬁ(mo), v5(Y0)s - -+, Vg (Tn), vﬁ(yn))
. 0 0 n n
2 min (Umax,F(x) — T 'Umax,F(y) T T e avma,x,F(x) — T Umax,F(y) - )
€r €Fr €F er
. n
2 Min (Vmax, 7 (), Vmax, 7 (Y)) — —,
er

donc Umax,F(2) = Min(Vmax, 7 (), Vmax, 7 (¥))-
Notons qu’on peut en déduire qu’il y a égalité si vVmax,#(Z) €t Vmax, r(y) ne sont pas égaux.
Passons au troisieme point. Posons

+oo
w=xy = Zﬂ}é[wn]
n=0

Soient ng,n; € N tels que

n .

— 4+ v=(Tn) > Vmax,F (T) sin < ng
er E

1o

op T VB(En0) = Vmas,p(2)
n .

—+ ’U~(an) P Umax,F(‘T) S1 N > nyg
e E
n .

—+ Uﬁ(?!n) > Umax, 7 (Y) sin < ng
er

n1

o § U5 (Uny) = Vmax, 7 ()
n .

—+ UE(yn) = Umax,F(y) S1nm >nj.
€Fr

On a alors ‘ A
Umax,F (ﬂ-}?‘ [fz] . 7'[-%7' [y;]) 2 'Umax,F(-T) + Umax,F (y);

donc, par le deuxiéme point,

Umax,F(w) > Umax,F (LC) + Umax,F(y)~

Or on a
w = zyY
no—1 ni—1 )
= (Z Tplw] + 7 [T, +> > mlys) + 7 ] + -
i=0 =0
no—1 ni—1 )
= (% i) (35 b
=0 7=0
ni—1 ) no—1
+ e | D mhly] | + (Z W’p[ﬁ]) T3 [Yna ]
§j=0 i=0
+ 7T20+711 [Inﬂynl] (mOd 7T20+n1+1)7
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or

’I’Lofl
Umax, F (Z 7TZF [mz]> > Umax,F(m)
=0

1’7,171
Umax,F Z ﬂ}?[yj] > Umax,F(Y)
j=0
Umax,F (ﬂjFL‘OJrnl [xnoynl]) = 'Umax7F(x) + vmax,F(y)7

donc, & 'aide du deuxiéme point, on en déduit Vmax, F(W) = Umax, F(Z) + Umax, 7 ().
Pour le sixieme point, I'implication
n

x € (W?,w’;fl[fr}], L [TE]Y) = Vmax,rp(2) 2 .
F

découle des points quatre et cing. Pour montrer 'implication réciproque, écrivons

—+oo
x = Z T [Xn].
n=0

Si Vmax,r(z) = 7%, alors on a vﬁ(xo) > i, vﬁ(xl) > ”E—F, . vﬁ(zn_l) > é, donc x est bien
dans ’idéal (wF,ﬂg YaE), .. [T,
Ceci conclut la preuve du lemme 3.8.1. |

Etendons maintenant vmax r & A; [%]

Soit x € 11; [[:—i]] Il existe alors un n € N tel que 732 soit un élément de K;,C On pose
alors n
Umax,F<x) = Umax,F(ﬂ-?‘x) - -
er
D’apres le lemme 3.8.1, cette définition ne dépend pas du choix de n et est cohérente sur les
éléments de A;. Etendons les résultats précédents.
Lemme 3.8.2. St x ety sont deux éléments de AJIS [%], alors on a
O Vmax,r(z) = +00 si et seulement si x =0;
g 'Umax,F(l' + ) mln(vmax F( ) Umax,F(y)) ;
g vmax,F(xy) VUmax F( ) + Umax,F(y) 5
( 1
(

O Umax,F [WF]) = Umax F(7TF) er 5

O Umax,p(z) = 2, n € N si et seulement si x est dans 71'?;11} [%}

Preuve : C’est une application immédiate du lemme 3.8.1 et de la définition étendue de vax 7. B

On peut maintenant définir vmax r sUr Apax, r tout entier.

Lemme 3.8.3. La fonction vmax, r se prolonge par continuité a Amax r, et vérifie les propriétés
sutvantes. Si x et y sont deux éléments de Apnax, alors on a
O Umax,r(z) = 400 si et seulement si x =0;

g VUmax F($ + y) mln(vmax F( ) vmax,F(y)) ;
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g Umax,F (l'y) = Umax,F(z) + 'Umax,F(y) 5

O vmax,F([ﬁ}z) = Umax,F (WFI) = Umax,F (:C) + é 5
n_

o NE N si et seulement si x est dans TpAmax-

U Umax,F(x 2

Preuve : D’apres le lemme 3.8.2 (cinquiéme point), si une suite d’éléments de A;C [%] tend
mr-adiquement vers 0, son image par Umax,r tend vers +oo. D’apres le deuxieme point du méme
[rr]

- } (qui est dense dans A,ax F, par

lemme, on en déduit que si une suite d’éléments de K;C [
exemple d’apres le corollaire 3.4.3) converge dans A .« pour la topologie mgr-adique, alors son
image par Umax,F soit est stationnaire soit tend vers +oo (auquel cas la suite tend vers 0). On
trouve donc que Umax r Se prolonge par continuité a Apax r, et vérifie le premier point. Les

autres résultats se déduisent alors par continuité. |
Enfin, on peut prolonger vmax, 7 en une valuation sur Biax  en posant
_ n
Umax,F (anx) = ’UmaX,F(x) -
er
pour € Apnax,r et n € N.
Corollaire 3.8.4. Soit x € B;;ax - Alors x est dans Apyax,p st et seulement si Vmax,r(z) > 0.
La topologie définie sur B$aX’F par la valuation vmax, F est la topologie wp-adique (i.e. la topologie
+
naturelle de B ).
Preuve : C’est une conséquence immédiate du cinquieéme point du lemme précédent. |

+

)
max,F Notons que l'on a

On a donc obtenu une valuation p-adique vmax,7 sur I'anneau B
_ _ _ 4
Vmax,F (tF) = Vmax,F(@F) = Py Py
Pour finir donnons un lemme qui servira & calculer la valuation des éléments d’ordre 1 de

Bt dans la partie suivante.

max,F?

Lemme 3.8.5. Soit (z,,)necz une suite d’éléments de ET, qui vérifie

lim 4 v=(2,) = +
n~l>IElooeF vg () = +00.

+

max,F'’

Umax.F (Z w;i[xn]> = inf (” +v~Ev(xn)> )

e
neZ F

Alors la somme ), 5 Tplxy,] converge dans B et l'on a

Preuve : En effet, on a
Im  Vmax, p(TE[z,]) = 400

n——oo

par hypothese, et
m  Vmax, r(Tp[2n]) = +00

n—-+4oo

car vﬁ(xn) > 0, ce qui montre la convergence de la somme.
De plus, par construction de vmax,F, o1 a

N

n - L

Ymax, F ( ZN ﬂF[xTJ) - —ngnigN er T og(en).
n=—
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et donc

T (z mm) = int (24 vl )

neZ

3.9 Eléments d’ordre 1

Les éléments de BJI,C s’écrivent de maniére unique sous la forme

Z T [xn] avec x,, € E*, nul pour n assez petit.
neZ

Si I'on considere maintenant une suite (,,) d’éléments de ET telle que

lim v=(z,)+ S +o0,

n——oo E er
alors la série
n
§ T[]
nez

+

max, F d’apres le lemme 3.8.5. De plus, les éléments ainsi obtenus sont denses pour

(car on obtient en particulier tous les éléments de .&; [@} ,
F

converge dans B
Jr

max,F'

la topologie p-adique dans B

qui est dense dans A .y r). Ceci conduit naturellement & se demander si tous éléments de B:lax P
peuvent s’écrire ainsi (question dont je ne connais pas la réponse). Cependant, si une telle écriture
existe, elle se comporte de maniere beaucoup plus désagréable qu’on ne le voudrait. Par exemple,

sip>2et F'=Q, , on peut regarder la suite des

2n 2N
YN = (Z [ﬁ]) + [ppN S B;;ax.

n
neN p
2N
Notons que [’;}—N tend vers 0 quand N tend vers l'infini, et que ’on peut écrire

yv =y wpleY)]
nez

avec :z:%N) € E. On constate alors apres calcul que les suites (z%N)) NeN, a n fixé, ne convergent

pas dans E+, ce qui est un peu désagréable.

A défaut d’obtenir une telle description des éléments de B

max,F
plus petit. (C’est en fait sur des sous-espaces propres de ¢p dans Bilax, r que l'on se servira des
résultats de cette partie). Un premier candidat naturel serait

B:gg,F = m @T}? (Bilax,F) :
neN

on va considérer un ensemble

Cependant, cela ne donne pas encore des conditions assez fortes pour la méthode employée ici.
On dira qu’'un élément z de BIgF est d’ordre r € R ¢’il existe un A € R tel que, pour tout
n € N, il soit de la forme
nh

— A +
r = QDF(J:TL)’ avec T S Bmax,F7 Umax,F(-’L‘n) 2 A - 7
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On va montrer que tout élément d’ordre 1 de B;'Eg  s’écrit sous la forme

Z s [In]

neZ

avec lim infna,oop”/eFvE(mn) > 0.
Pour tout a > 0, posons

n 1 —n/e
on = {T;’R'F[In] /V’I’L cZ max (vﬁ(an k)gp) 2 ap / F} C B$aX,F

et

X = U Xo = {Zw}%[mn] /Liminfp"/eFUE(xn) > 0} C BjnaX’F.

——00
a>0 nez

Notons que la condition

max <vﬁ(xn) > > ap~n/eF (Vn e Z)

"logp
équivaut a
e
v=(xy) = ap/er pour tout n < —— log(alog p).
E log p

L’objectif de cette partie est de montrer que X coincide avec I’ensemble des éléments d’ordre

1 de ﬁ;’;g - Pour cela, on va d’abord montrer que I'ensemble X est stable par addition, puis

donner quelques résultats de nature topologique sur X. Ceux-ci servent ensuite pour montrer que
X est 'ensemble des éléments d’ordre 1 de B:;g - Une fois ce résultat connu, le reste de cette

partie sera consacré & montrer que X est en fait homéomorphe & une partie de (E*)Z muni de

la bonne topologie, puis a appliquer ces résultats aux sous-espaces propres de ¢ dans B;ax’ IR

3.9.1 Stabilité par addition
Montrons que X, est stable par addition. Pour cela, commengons par le petit lemme suivant.
Lemme 3.9.1. Soient ¢y, ...,c,—1 des entiers naturels, avec ¢y > 0, et supposons de plus
cot+per+...p" teno1 = kp",
avec k € N*, alors on a

co+er+--+epm1z2np—1)+plk—1)+1.

Preuve : On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, on considére un entier naturel ¢y > 0,
vérifiant cg = kp, et on a alors bien

co=(p—1)+pk—1)+1=kp.

Supposons maintenant le résultat vrai pour un n donné, et considérons un des entiers naturels
Co, -+, Cn, avec ¢ > 0, vérifiant

co+per+ .. .pTen, = kp™ L
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Comme ¢y > 0, on a nécessairement c¢,, < kp, donc

n

co+per+...p"Trep1 = (kp — ¢,)p"

avec kp — ¢, € N*. Par hypothese de récurrence, on en déduit
cotea+-+epaznlp-—1)+pEkp—c,—1)+1,

donc
cotea+-Feznp—-1D+pkp—1)+1—cy(p—1).

Comme ¢,, < kp — 1, on trouve
cotea+-+enzpp—-D+kp—-1)+1=n+Dp-1)+pk-1)+1,

d’ou le lemme.

Lemme 3.9.2. Soit o > 0, et soient

e=3 e ot y=3 whly]

nez neZ

deuz éléments de X,, avec max (vﬁ(xn), @) > ap "/°F et max (vﬁ(yn), @) > apn/er.
Alors, pour tout n € Z, la suite
=)

(S(xnvynw'-axg@ ‘ aygm

converge. On notera

S(Tn, Yny - -, 2, yeut)
sa limaite.

De plus, pour m < mg = min (n -1, Lsgp log(alogp)D, on a

L]
vg S(TnyYny o) = S(@Tny Yns - -5 Y0, ,0,0,...)

« mo+1—m
z—— |1 -|—);
pr/er ( o ){ er J)

U~(S(xn7yn7 A 07 0’ ce )) > ap_n/eF et 'U"’(S(!L'n, Yny - -+ )) 2 ap—n/ep.

L o J - L o J

et sin < i log(alogp), on a

Preuve : Fixons n € Z, et considérons un mondme faisant intervenir z2, ouyb, (avec
_Lnfmflj _LnfmflJ
, p er D 33 . s
m < n), éventuellement x,, yn, ..., T, ou Y11 , mais pas d’autres facteurs.

Autrement dit, on regarde un monoéme de

] L)

S(xnvynw"axgﬁ: ) gﬁ: 7070,...)
_ LnfemflJ _ LnfamflJ
*S(l’n7yn,...7x£1+1 r 7y7€1+1 r 7O,O,...).

46



Il est de la forme L J L J
| n=m-—1 | n=m-1
b n—m °F br—m eF
R Yo"
avec ag, ..+, Gn_m, 00y, 0pn_m = 0¢et ap_,m > 0o0u b,_,, > 0.
D’apres le cinquieme point du lemme 3.7.2, on a en fait a,,_,, > 0 et b,,_,, > 0. D’autre part,
d’apres le deuxiéme point, on a

ao+bo+ o T o

R
donc apn_m + bn—m est multiple de p, et I'on a ag = by = -+ = Gep—1 = bep—1 = 0 et

Gn—m + bp—m = p. On peut alors appliquer le lemme 3.9.1 aux entiers an—m, bn_m; -- -, Gn_mgs
bp—mo Pour m < mo < n (en les regroupant selon la puissance de p en facteur). En effet,

(anfm + bn7m> +--- 4+ (anfmo + bnfmo)pL%J

n—m | __ n—mgp—1
est un multiple strictement positif de pL °F J L °F J donc

(an—m +bnm)+ -+ (@n—mg + br—my)
R R e

€r €Fr er

Prenons maintenant

mo = min <n -1, LeF log(alogp)J>

ogp
comme dans ’énoncé. On a alors

vg(em) = ap™ ™ et vp(ym) = apTm/er

pour tout m < mg. Comme

aovg (Tn) + bovg (Yn) + - + Gnmp =] V5(Tm) + bn—mp =] vz (Ym),

on a alors

n—mq n—mq

z an—mopiL °r J vﬁ(zmo) +bn—meD LTJ Uﬁ(ymg)

n—m n—m

+ ot Upmp L?J ’I)E(.%m) +bp—mp \‘WJ 'UE(ym)

g pn/er ((an—mo + bn—mo) + -+ + (@n—m + bp—m))

« mog+1—m
> g (10 [P0 ).

Quand m tend vers —oo, cette valuation tend vers l'infini, d’ou la convergence.
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Enfin, le deuxieme point du lemme 3.7.2 et la définition de X,, donnent la minoration

05 (S(@n,Yns - --,0,0,...)) = ap™"/er

pour n < 1§§p log(alog p), ce qui conclut la preuve du lemme. |

Pour montrer la stabilité par addition de X, on va maintenant prouver le lemme suivant, qui

permet de passer de la convergence des « composantes » S(zp, yn,--.,0,0,...) & une convergence
dans BF

max,F*
Lemme 3.9.3. Soit (™)) une suite d’éléments de X,,, avec

2™ =% " rpla™],
nez

et max (vﬁ(a%m))a 10;17) > ap ™" pour tout n € Z et tout m. Supposons que pour tout n € Z,

la suite (aﬁf”))m converge dans E vers an. Alors la suite (™)) converge dans B:lax’F vers

x = Z Tglan] € Xq.
neZ

Preuve : Soit A > 0. Comme les ("™ sont dans X4, on a

lim (n +vﬁ(a5¢m))> = lim <n Jrvﬁ(aglm))) = +o00,

n——oo er n—-+o0o er

uniformément en m. En particulier, on peut trouver des entiers M < N tels que ﬁ—}—vﬁ(a%m)) > A
pour tout m et pour tout entier n en-dehors de l'intervalle [M, N].
On a alors aussi J- + vg(as) > A pour n en-dehors de [M, N].

D’autre part, ZHN:M T [aslm)] tend vers Zi:’:M 7wh[ay], donc pour m assez grand on a

N N
VUmax,F <Z ﬂ-?‘[an] - Z W}L'[aglm)]> 2 A.

n=M n=M

On en déduit alors, pour m assez grand,

- (Z Tplan) = > w;i[a;m)]) > A,

neZz neZ

c’est-a-dire vmax, p(z — x(m)) > A. [ ]

Corollaire 3.9.4. Soient
= mplz] et y=Y_ iyl
nez nez

deux éléments de X, avec x, et y, comme précédemment. Alors x + y est un élément de X,

et on a L,,, J ti J
rty= Y TS @ Yn,o ol yh )
nez
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Preuve : Cela découle de l'application du lemme 3.9.3 a la situation décrite dans le lemme 3.9.2. B
On a alors immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 3.9.5. La différence de deux éléments de X, est dans X, et X est stable par addition

et soustraction.

Preuve : En effet, si 2 = Y _, 7i[a,] est dans X, alors —z = >, 7h[—ay] y est aussi.
Comme X est la réunion des X, sa stabilité s’en déduit immédiatement. [ |

3.9.2 La topologie naturelle de X

On munit X d’une distance ultramétrique (z,y) — e~ wx (=) en posant
wx (z) =sup{a>0/z€ Xa}.

Nous allons relier cette distance & la définition des éléments d’ordre 1.
Notons tout d’abord que 'on a X C ¢r(Xa/q) C Xo/q, donc p(X) = X. En particulier,

=+
X est contenu dans Brig’F.

Le lemme suivant montre (avec des constantes explicites) que X est inclus dans 'ensemble
des éléments d’ordre 1, et que si ’'on muni X de sa topologie naturelle et ’ensemble des éléments
d’ordre 1 de la topologie p-adique, alors cette inclusion est un homéomorphisme sur son image.

Lemme 3.9.6. Six € X, alors on a

log log p ) _ logwx () h log(q — 1) — logh
T < f h max m - g .
log p meN (mh + U, (95" (2))) logp qg—1 log p

Preuve : En effet, on a, pour tout m € N :

Umax,p (7" () = inf (n + vﬁ(x")>

neZ \ ep qm
_ . 1
S g [Ty gom (P (@) ST ek (2) > g
nezZ \ ep 0 sinon
> min ( inf (t+p mhwx(2), inf t> .
1 log(vx (@) logp) 1> los(vx (@) log p)
= log p = log p
La fonction ¢ + t + p~*~™hwy (x) atteint son minimum pour ¢ = W — mh, si bien
qu’on trouve
_ . log(wx () lo 1  log(vx(x)lo
Umax,F(QOFm(x)) > min g( X( ) gp) — mh + 7 g( X( ) gp)
logp logp logp
1 1 1
> —Og(wx(x) 08 ) + min ( —— —mh,0 ],
logp lo

donc

meN meN

. B . log(wx () log p) : 1
inf (mh + Umax,F(@Fm(x))) 2 inf <10gp i @’ i

< log(wx (x) log p)
- log p

9
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d’ou la minoration donnée par le lemme.
Montrons maintenant la majoration. Posons

A= WIIIEI{\I (mh + Umax,F(¢F (x))) .

Pour tout n € N, on a

Vm € N —
€F+ qm

donc

vg(2,) = sup pmh (A —mh — n) .
meN €r

La fonction t — p? (A — % — t> est strictement croissante de —oo a A — > — puis stric-

er logp?
tement décroissante jusqu’a +oo. Pour minorer

sup p’ (Ant>,
tehN er

commengons par résoudre I’équation

pth (A”t+h> = pt <Ant).
er €r
On trouvet:Afif— On a alors

er q—

n h

_h AT T a1 o _n _ _h
v~<xn>>{q-1p FTTT S0 A- -y

E A— i sinon.

1
n/er ~
< e < ng’vE(z")D
¢ h 1
> min inf  max ( P A_qﬁ1> , inf p'max (,A — t) .
t<A- oy logp’q—1 t>A- By log p

Remarquons que q%l <

On a alors

= inf
nez

En effet, la fonction u — u—l est décroissante pour v > 0. On

logp
trouve alors h . N
> mi [ Aiq}il Ai% = — Aiq}:l
wx () > min <q1p Toap? 1’ :
puis
log wx (x) h log(q — 1) — logh
- g + 9
log p q—1 log p
d’ou le lemme. |

Corollaire 3.9.7. L’ensemble des éléments d’ordre 1 de B o F contient X. De plus, les inter-

sections
m + Vmax,F =A—mh
X N ﬂ YFr ((Bmax,F) 'F/ )7
meN

pour A € R, forment une base de voisinages de 0 dans X.
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Preuve : Ceci découle immédiatement du lemme 3.9.6.

Jusqu’a présent, il n’a jamais été nécessaire de supposer que ’écriture des éléments de X sous
la forme ) _, 7% [x,] est unique. Le lemme suivant permet d'une part de montrer cette unicité,
et d’autre part de traduire la topologie naturelle de X directement en termes des composantes
Ty

Lemme 3.9.8. Soient x et y deux éléments de X, avec

w=Y mplea et y=> Ty

nez nez

comme précédemment. On a :

1
’U}X(,I — y) = ;Ielgpn/eF max (’UE({ETL — yn)a 1ng) .

Preuve : Posons

rT—y= Zw’l}[an

neZ

avec z, = S(Zn, —Yn,- .- ), et montrons d’abord que 'on a z, = S(yn, zn, - . . ). Notons que méme
six =y+ (z —y), ce résultat n’est pas complétement évident puisque I'unicité de I'écriture de
x n’a pas encore été démontrée.

Posons

L) L)

S(Tny —Yny- -, 2, , yP ,0,0,...) sin>m

(m) —

Zn,

0 sin < m,

de sorte que

D whleal = 30 wiblun) = 37wl

n=m n>=m n=m

. m .. g N . . ;.
et lim,,—_ oo z,(L ) — zn. Par addition dans B; (ol 'on sait que 'on a unicité des écritures sous

cette forme), on trouve

T, = S(yn,z(m),...,yﬁ:

n
D’apres le lemme 3.9.2, on en déduit par passage a la limite m — —oo :

-] -1

_ P
Ty = S(Yn»2Zns - Yy ) 2, o)y

comme voulu.

_ | n=k
D’aprés le cinquiéme point du lemme 3.7.2, z,, —y,, est dans l'idéal engendré par les 2} L 3 J

avec k < n. Pour tout £k < n < W, on trouve :

n—=k k

v (2 )>:Dﬂ °F J;D_awx(x*y) > p M P wx (z —y).
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log(wx (z—y) log p)
=S 268 donce

On a alors vx(z, — yn) = p~ "/ *Fwx (z — y) pour tout n < Tog p

E

1

inf p™/°F max <v~(xn —Yn), ——
E "logp

> — ).
o ) Z Wx (.’L‘ y)

Posons

e 1
[ :érelgp / F max <'U’E‘:’(1'n —yn),logp) .

Comme S(xn, —Yn,...) s’annule si xx = yx pour tout k < n, on déduit du lemme 3.7.2 que

-1

2, est dans l'idéal engendré par les (zj — yi)P
ep

n< gk log(wx (x — y)logp) :

, avec k < n. On trouve donc, pour tout

n—k
UE(ZTL) > inf p~ L?Jp—k'/eFa > p_"/eFa,
<n
donc
d’ou le lemme. -

Corollaire 3.9.9. Soit x un élément de X, il s’écrit de maniere unique sous la forme

z= Y bz

neZ

avec I, € E"’, liminf,_,_ o p”/eFUE(ﬂcn) > 0.
Preuve : C’est une conséquence immédiate du lemme 3.9.8 et du lemme 3.8.5. |

Corollaire 3.9.10. L’espace X, muni de sa métrique naturelle, est homéomorphe a

n——oo

{(mn) € (Eﬂz/nmmfpn/ewg(mn) > 0}

muni de la norme

_onlep,
[(#5)]lx = sup min <e‘1,p P FvE(xn)> .
nez

De plus cet homéomorphisme et sa réciproque sont uniformément continus.

Preuve : C’est une conséquence immédiate du lemme 3.9.8. |

Pour montrer que X est I’ensemble des éléments d’ordre 1, on va étre amené a utiliser des
convergences pour la topologie induite par vmax,r, qui est plus faible que la topologie naturelle
de X.

+

Lemme 3.9.11. Soit (™)) une suite d’éléments de X,, qui converge dans B ax s

o = 3 wple)
neZ

avec

et xﬁ{”) comme précédemment. Alors, pour tout n € Z, la suite (x%m))m converge dans E*.
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Preuve : Posons y(™ = gz(m+1) — z(m) — Y onez W’Ié[y,(Lm)], avec yém) comme précédemment.
Comme lim,, 400 ¥ = 0, d’apres le lemme 3.8.5, on a limy, ;o y,(lm) =0.

D’apres le corollaire 3.9.4 et le corollaire 3.9.9, on a alors
2D = §(z (™) L),

(m)

or limy, 4o yn = = 0, donc, d’apres le lemme 3.9.2 et le cinquieme point du lemme 3.7.2,
S(:cglm), y,(lm), ce) = x%m) tend vers 0, autrement dit xﬁf”“) — :c&{") tend vers 0 quand m tend vers

Iinfini, d’ou le lemme. n
Corollaire 3.9.12. Les espaces X, sont complets pour la valuation vmax, -

Preuve : Cela résulte du lemme 3.9.11 et du lemme 3.9.3. |

3.9.3 X est ’ensemble des éléments d’ordre 1

En utilisant la stabilité par addition (corollaire 3.9.4) et le fait que les X, sont complets

POUL Upax,F (corollaire 3.9.12), on va maintenant montrer que X est dense dans l'ensemble des
éléments d’ordre 1 de B;E& 7 pour la topologie donnée par vmax r, €t donc (puisqu’on a montré
que X est complet pour cette métrique) que ces deux ensembles sont égaux.

Fixons une section F-linéaire continue s de 6§ : Bf, — C,, telle que s(Oc,) C Aj. (Il en

existe d’apres le lemme 3.4.1). D’apres le corollaire 3.4.3, tout élément x de Apax p s’écrit de

manieére unique sous la forme
S e\
x = Z s(an) | —

s
n=0 F

avec (an) une suite d’éléments de Oc, qui tend vers 0. Etendons d’abord ceci en une description
de ((BJr F)“"'HX’F>A>, pour A € R.

max,

Lemme 3.9.13. Soient A € éZ et m € N, et soit x un élément de

5071? ((B$ax,F)vmax'F>A) C (B;ax,F)vmax'F>A

Alors x s’écrit de maniere unique sous la forme

e S ()

s
n=0 F

avec (a,) une suite d’éléments de C, vérifiant :
e vp(an) = A pour tout n € N ;
o lim, i vp(a,) =400,
e vplap) = A+ ﬁ — =2 pour tout n € N.

q7er

Preuve : D’apres le corollaire 3.4.3 (appliqué a ﬂ'ﬁeFx), T € B:;ax p va s’écrire de maniere unique

sous la forme - o
= s(an) (W)

o
n=0 F
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avec (a,) une suite d’éléments de C, tendant vers 0. Il s’agit de montrer que cette suite (ay)

vérifie les propriétés annoncées, les deux premieres découlant directement du corollaire 3.4.3.
On a supposé de plus que = est dans ¢} ((BltaX’F)”'“aX’F?A). Il existe donc un y € Bme,F?

avec Umax,r(¥) = A, tel que z = ¢ (y). Ce qui précede s’applique tout aussi bien & y, et on peut

donc écrire (de manieére unique)
'S 7]\ "
v=3sten) (75

™
n=0 F

avec (c¢p,) une suite d’éléments de C,, vérifiant :
o Up(cn) = A pour tout n € N;
o limy, o0 Vp(cn) = +00.

On a alors
=S o) (=) - S i (s(en) ()

™
n=0 F n=0 F

On va maintenant chercher a relier ces deux formes.
Pour tout n € N, ¢(s(c,)) est un élément de B}, vérifiant vpax, 7 (97 (s(cn))) = A. D’apres
le corollaire 3.4.3, on va pouvoir ’écrire de maniere unique sous la forme

+oo

ep(s(en)) = Z S(dn,k)[ﬁ]kv

k=0

avec dp i € Cp, vp(dp i) = A, limg_ 4 oo dy i, = 0. On a alors

. isa’;(s(cn)) (=)

= 53l

donc, pour tout j € N :

DU
J n ’
TF k,neN F
k+ng™=j

donc

Corollaire 3.9.14. Avec les notations du lemme précédent, on a, pour tout n € N :

ﬁ'v " Vmax /A,L
sten) () € X 1 (B4 75).
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Preuve : En effet, on a v,(a,) > A et s(Oc,) C K;, donc 29n) est dans wﬁeF”’K;, donc

L
s(an) ([7TF]> IS 71'?”7";&; c X.

De plus, I'inégalité v,(a,) > A+ o= q%F montre de méme que

s(an) c 7TAeF*(q_mn] At
F okl

Umax,F (‘PFm (S(Qn) ([7;}})”)> > A _eLq_MM * qmnep

1
214_7’
er

donc

B!

d’ou le corollaire. [ ]
Lemme 3.9.15. Pour tout A€ R, on a

) e (Blap) 22 m) € X
meN

Preuve : Soit A € R, et soit
ve () o ((Blap)™=rztm).
meN
D’apres le lemme 3.9.13, on peut écrire

S 7] \"
T = Z s(an) ()
n=0 F
avec (ap) une suite d’éléments de C,, vérifiant :
o vplan) = L‘ZFJ pour tout n € N;
o limy,—yoo vp(an) = +00;

o vp(an) = %fthrﬁf Fren pour tout m € N et tout n € N.
En particulier, cette série converge dans B:;ax’ - Or, d’apres le corollaire 3.9.14, ses termes sont

dans
lAep|—1
1 >
XNy ((B—Fmax,F)Umx’F/ er ) .

D’apres le lemme 3.9.6, ils sont donc dans X, pour

h lAep]—1 Ll
a=——p °F T,
g—1"
D’apres le corollaire 3.9.4, les sommes partielles de cette série sont aussi dans X,. Enfin, d’apres
le corollaire 3.9.12, la somme de cette série, c’est-a-dire z, est dans X, donc dans X. |
Corollaire 3.9.16. L’ensemble X est l’ensemble des éléments d’ordre 1 de ]~3;§g’F.
Preuve : En effet, on sait d’apres le corollaire 3.9.7 que les éléments de X sont des éléments

d’ordre 1 de B:;g et le lemme précédent donne l'inclusion réciproque. |
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3.9.4 Application aux sous-espaces propres de pp

Lemme 3.9.17. Pour tout A € Op vérifiant v,(A) < h, on a Uinclusion

(B},

max,F

)er=A c X.

Preuve : En effet, soit 2 € (B

IIlax,F)@F:A' Onaz= (P? (Aiml'), donc

r e ﬂ (P}m ((BIJ’I_la.X F)vmax,F>vmax,F(1)*mh) ,
m2>=0
d’ou le lemme. |

Les résultats connus sur X s’appliquent donc aux éléments de (Blflax’ P

)#E= pour v,(\) < h.

Lemme 3.9.18. Soit A\ € Op vérifiant v,(\) < h, et soient

r=> mplz. et y=> mply
neZ nez
deuz éléments de (Bilax,F)“’F:A. Alors la différence

. n vp(A)
max - - f L
Umax, 7 (T = Y) nez (eF * hlogp

log U’E(l’n - yn)>
est bornée uniformément en x et y.

Preuve : On a
—m

inf (mh + Vmax,r (95" (T = ¥))) = Vmax,r (T — ¥),

meN

donc, d’apres le lemme 3.9.6,

7logwx(m—y)< h +log(q—l)—logh

< max - =~
V(2 ) log p g—1 log p

D’autre part, d’apres le lemme 3.9.8, on a

1
wx(x —y) = igfzpn/eF max (’UE(JJ” — Yn), logp) .

Posons v,, = v~Ev(xn — y,) pour simplifier les notations. On obtient alors

log 1
06 08P < Umax, r(T —y) — inf (n + max (

logv, loglogp . h N log(q — 1) —logh
logp n€Z \ ep S g '

logp’  logp -1 logp

Appliquons ceci & @ () = Nz et ¢ (y) = Ay, pour m € Z. On trouve

loglogp ) n log v, loglogp
——— < Vmax - - f{— - T T
log Vmax, 7 (T — V) nf {2 + max Iog +m(h —vp(N)) log mup(A)

h log(q — 1) — logh
+ .
q—1 log p

~X
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Or, on a

logv, vy(A)  loglogp (1 3 vp()\))

logp h logp h
. log vy, loglog p
< _ __o Vel
< nllréfz max ( Togp + m(h —vp(N), oz p mup ()
< log v, vp(A)  loglogp 1 vp(A) o, (1- vp(A) ’
logp h logp h P h
donc
vp(A) loglog p ) n (A logu,
TN < max - - f T
h log p Umax, P (T = Y) TILIElZ er + hlogp
h log(q — 1) —logh log log p vp(A)
< A)——=—=>>)[1- ==,
q—1+ logp + (™) logp h
d’oti le lemme. ]

Pour finir, donnons une conséquence intéressante de ces calculs.

Corollaire 3.9.19. Pour tout a vérifiant 1 < a < hep, Uapplication

o, : (E++)“ . (B;aX’F)W:WF

—h|n/a]
n p
(ai)ogi<a E T |:a’nfa,|_n/aj:|
nez

est un homéomorphisme, et ®, et ®1 sont uniformément continues.

Preuve : L’injectivité résulte du corollaire 3.9.9, la surjectivité résulte du lemme 3.9.17, et de la
définition de X, et la continuité uniforme de ®, et ®,* résulte du lemme 3.9.18. ]

3.10 Cohomologie continue dans des anneaux de Fontaine

Cette partie est consacrée a énoncer et rappeler les démonstrations des résultats cohomo-
logiques intervenant dans la construction de ’application logarithme. Les énoncés et preuves
donnés ici sont des adaptations de ceux de [Col96] et [Col98].

Lemme 3.10.1. Soit A un anneau local valué complet muni d’une action de Gr__ vérifiant les
deuz conditions suivantes.
e Quelle que soit l'extension finie L de Fu, lextension Frac(A9%)/Frac(A% =) est une
extension séparable de degré [L : Fy].
e Si L est une extension finie de F, Uidéal mazimal de A9 n'est pas réduit & zéro, et si
Lo C Ly sont deux extensions finies de Fso, alors limage de Uidéal mazimal de A9%1 par
Uapplication Trp, /1, est égale a lidéal mazimal de AYro.
Soit ™ un élément de A% wvérifiant va(r) > 0. Si Lo est une extension finie de Fy, n un entier
supérieur ou égal a 2, et T — U, un 1-cocycle continu de Gr, dans 1 + 7" My(A), alors il existe
M €1+ 7" T My(A) tel que le cocycle 7 — MU, 7(M) soit ¢ valeurs dans 1+ 7" 1 M4(A).
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Preuve : On considere pour cela L; une extension finie de Ly telle que U, se trouve dans
1+ 7" 2My4(A) pour tout T € Gr,,, puis un o € Frac(A91) tel que

Trr, /r,(c) =1 et vala) = —va(m).

Alors, si T' est un systeme de représentants de G, /Gr, , la matrice M = ) __, 7(a)U; convient.
|

Corollaire 3.10.2. Soient A et m comme dans le lemme 3.10.1. Soient L une extension finie de
Fy et 7+ U, un 1-cocycle continu de Gy, dans 1+ w2My(A), alors il existe M € 1+ mMy(A)
tel que 'on ait U, = MT(M)~! quel que soit 7 € G,.

Preuve : 11 suffit d’utiliser le lemme 3.10.1 pour construire une suite de matrices (M,,) telle que

n -1 n
(H Mi> Uyt (H M) €1+ "2 My(A) (V1 €Gy),

i=1

et de prendre M = [[2, M;. [ ]

Proposition 3.10.3. Soit A comme dans le lemme 3.10.1. On a
e HY(F,,GLg4(Frac(A))) = {1}
e H(F.,Frac(A)) = 0.
Si de plus la restriction de va & A9F~ nlest pas discréte, alors
o Hl(FOC,mA) =0
o Hl(Foo, 1+ Md(mA)) = {1}

Preuve : Pour le premier point, considérons un 1l-cocycle continu 7 +— U, sur Gp_, a valeurs
dans GLg4(Frac(A)). 11 existe alors une extension L de F telle que 'image de Gy, soit contenue
dans 1+ 72M4(A). Le corollaire 3.10.2 donne alors une matrice M telle que 7 +— M ~1U,7(M)
soit trivial sur Gy. D’autre part, comme I'extension Frac(A9%)/ Frac(AY9F=) est séparable (par
hypothese), le théoréeme 90 de Hilbert donne que H'(Gr_/Gr,Frac(A9%)) est trivial. On en
déduit que le cocycle 7 +— M ~1U,7(M) est trivial, et de méme pour le cocycle d’origine.

Pour le deuxiéme point, soit 7 — ¢, un cocycle continu de Gr_ dans Frac(A). Soit o un
élément non nul de A9~ tel que 7 — ac, soit & valeurs dans 72A. On peut alors appliquer le
1 ac,

0 1 ) On en déduit que 7 — ac, est trivial, d’ou le

corollaire 3.10.2 au cocycle 7 +— U, = (

résultat.

Les deux points suivants se traitent de la méme maniere que les deux premier, apres avoir
remarqué que, puisque Gr  est compact, on peut choisir un m € m g, tel que le cocycle
considéré soit & valeurs dans m2my4 ou 1 + 71'2Md(m A) respectivement. [ |

Proposition 3.10.4. On a
e HY(Gp._,GLy(Bjy/Fil'Blr)) = {1} pour tout i € N* ;
e H'(Gr.,GLa(Bgg)) = {1}.

Preuve : Comme Oc, vérifie les conditions du lemme 3.10.1 (cf. la proposition 2.2.11), la propo-
sition 3.10.3 donne le premier point pour ¢ = 1. On procede ensuite par récurrence, a ’aide de
la suite exacte

1 — 14 My(Fil' Bl /Fil'" BJ) — GL4(Bl/Fil'"' Bjy) — GL4(Blz/Fil' Bl;) — 1.
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Comme le Gr_-module 1 + My(Fil' BJ, /Fil'"' BJ;) est isomorphe & M4(C,), la suite exacte
de cohomologie associée donne le résultat pour tout i. Le second point s’en déduit par passage a
la limite. ]

Lemme 3.10.5. Soit V une F-représentation de Gp. Alors :
e Bl ®rV estisomorphe a (BjR)W™FV comme Gr_-module, donc (Bl @p V)97 est un
(Bir)97= -module libre de rang dimp V ;
e (Bix/Fil'Blg) ®p V est isomorphe i (Biy/Fil' Bfg)™rV comme G, -module, donc
(Bix/Fil' Bly) ®@p V)97 est un (Bir/ Fil' Biz )97 -module libre de rang dimp V ;
e Bur®rV est isomorphe a (Bqr)¥™F V' comme Gr. -module, donc (Bar ®F V)gFoo est un

ng‘” -espace vectoriel de dimension dimg V.

Preuve : En fixant une base de V sur F', on peut voir la représentation comme un 1-cocycle continu
de Gp_ dans GL4(F) C GL¢(BJR) (avec d = dimp V). D’apres la proposition 3.10.4, ce cocycle
est trivial dans H'(Gr._,GL4(BJR)). Cela signifie que le Gr_-module B} @ V est isomorphe
a (Bj{R)d7 d’ot1 le premier point. Les deux autres points se traitent de la méme maniere. [ ]

Théoréeme 3.10.6. Si V' est une F-représentation de Gr._, alors on a
o HY(Fo,(Blg/Fil'BlR) @ V) = 0 quel que soit i € N*;

HY (F,Bir ®@r V) =0;

e H'(Fu,(Bar/Bgg) @ V) =0;

HY(Fy,Bar ®r V) = 0.

Preuve : D’apres le lemme 3.10.5, le premier point de ce théoreme se ramene a démontrer que
H'(Fy,Blz/ Fil' Bl est trivial. On considére un cocycle 7 — ¢, a valeurs dans B / Fil' B};,

et on lui associe le cocycle
1 ¢
T Ur = (0 1T.>

D’aprés la proposition 3.10.4, H'(Gr._,GL2(BJ,/Fil'Bl;)) est trivial, et 'on en déduit que
T ¢, est trivial dans H*(F,, B(TR/ Fil’ B(’;R), d’ott le premier point.
Les trois autres points s’en déduisent par passage a la limite. |

Lemme 3.10.7. L’anneau E* vérifie les conditions du lemme 3.10.1. De plus, UE(EgFoo) n’est
pas discret.

Preuve : La premiere condition du lemme 3.10.1 découle de la théorie du corps des normes (cf.
lemme 3.2.2 et article [Win83]).

La seconde condition découle du fait que les extensions E9. /EQLO sont séparables, et de la
stabilité de I'image de la trace sous I'action du Frobenius et de son inverse.

Le fait que vE(EgFoc) ne soit pas discret découle de la stabilité de E97~ sous I’action du
Frobenius et de son inverse, et du fait que UE(EgFoo) n’est pas réduit a 0 (EgFoo contient par
exemple 1’élément 7). [ |

Lemme 3.10.8. Soit T une kp-représentation de Gr . Alors

e le sous-ET-module de E* @, T engendré par (EYF @y, T)9%~ est égal o Bt @, T ;
e ona H' (Fs,ETT ®;, T) = 0.
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Preuve : Comme l'anneau ET vérifie les conditions du lemme 3.10.1, on peut lui appliquer la
proposition 3.10.3, et en déduire que H'(F, GLd( )) est trivial, donc que > E®@p,, T est isomorphe

a E¢ comme Gr..-module. On peut donc trouver une base fi,..., fq de E Qpp T sur E, qui est

fixe par G, et I'on peut supposer que ses éléments sont dans E++ ®pp I'. Soient également une

base e1,...eq de T sur kr, et M € My(ETT) la matrice de f1,..., fs dans la base e1, ... eq.
On a

. (—m _
Jim vg(e™" (det M)) =0,
donc tout élément de E¥*®;,, T est dans le ET-module engendré par ¢ ="(f1), ..., ¢ "(f4) pour
un n assez grand, d’ou le premier point. B

Soit 7 + ¢, un cocycle représentant un élément de H'(Fy, Ett @, T). Comme Gr_ est

compact, il existe un a > 0 tel que les coordonnées de ¢, dans la base eq,...,eq soient dans
E"t”". Comme lim;,— 4 oo v5 (™" (det M)) = 0, on peut trouver un n tel que pour tout 7 les
coordonnées de ¢, dans la base ¢ "(f1),...,¢ "(fq4) appartiennent & E++7 ce qui ramene le
second point a prouver que Hl(Fm,E++) est trivial, ce qui découle du lemme 3.10.7 et de la
proposition 3.10.3. |

Lemme 3.10.9. Si T est une Op-représentation de Gr._, alors
e ona Hl(FOO,W(E++) ®op,. T)=0;
e le sous-AT-module de W(E*++) Qo T engendré par (W (E++) ®0p T)9F= est égal a
W(E++) R0p,, T.

Preuve : En effet, soit 7 — ¢, un cocycle représentant un élément de H'(F,, W (E*+) ®og,, T)-
Posons cS-O) = ¢,, puis procédons par récurrence en supposant que 'on a défini un cocycle
T — cT . Comme le lemme précédent implique que H'(Fa, E++ ®op,, T') est trivial, il existe
un ¢ € W(EtT) ®o, T tel que le cocycle 7 A — (1 = 7)(e™) soit & valeurs dans

pW (E+T) ®0p,, T. On pose ped" ™ = & — (1 = 7) (™). Par construction, on a alors

e =(1-71) (ch )

0 — HO(Foo, pW (E*T) ®0,, T) — H(Foo, W(ET) @0, T) — H*(Fu, E** ®0,, T) — 0

d’otu le premier point.
On en déduit que la suite

est exacte. Comme H(F, E**@oﬂ“ T) engendre le ET-module E*++ Qo T), d’apres le lemme
précédent, on trouve que tout élément de W(ET*)®¢,, T est limite, pour la topologie p-adique,
(i’éléments du sous-A f-module engendré par HO(F., W(ETH) ®op,, 1), d’olt le résultat, puisque
AJFr est complet pour la topologie p-adique. |

Corollaire 3.10.10. Soit V une F-représentation de Gp. Alors (ﬁ; @F V)9 engendre le
B:{R-module B(TR QRr V.

Preuve : Soit T" un réseau de V stable sous Gr_. D’apres le lemme précédent, le sous—glt—module
de W(E**)®0,. T engendré par (W(EtH)®p, T)9%= est égala W(EtH)®0,, T.Par consé-
quent, le sous-Bf-module de B ®p V engendré par (Bf. ®p V)97 contient W(E*") ®0,, V.
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Or, Pimage de W(E*+) par 0 est mc,, par construction, donc W (E*T) contient des éléments
qui ne sont pas dans ker#, donc des éléments inversibles dans B:{R. Le sous—B;C—module de
Bl ®p V engendré par (Bf, @p V)97~ contient donc en particulier 1 ® V, d’olt le corollaire. W

Corollaire 3.10.11. Soit V est une F-représentation de Gp. Il existe une base du (BIR)gFoo -
module libre (Bl ®p V)97 formée d’éléments de (A} ®cp, V)9%=.

Preuve : D’apres la proposition 3.10.5, on sait que le B;fR-module B(‘fR ®pr V admet une base
formée d’éléments fixes par Gr . Comme (]?3); ®F V)97~ engendre le B z-module Bl ®p V,
on en déduit que I'on peut trouver une famille génératrice finie de B:{R ®Qp V formée d’éléments
de (ﬁ; ®@p V)9%<. En en extrayant une famille génératrice minimale, on trouve une base du
BXR—module B:{R ®r V, et le corollaire s’en déduit. |

Lemme 3.10.12. Il existe un unique ur € E*T tel que
tr = Z L.
neZ
De plus, ur est fixe sous Uaction de Gr__, et l'on a

’UE(’U,]:) = L
er(qg—1)
Preuve : Comme t£ € (B;ax #)¥F=Tr Texistence et I'unicité de uz découlent du corollaire 3.9.19.
Comme tr est fixe sous I'action de Gr__, ur l'est aussi.

Enfin, on a vmax r(tr) = ﬁ, donc
. n _ q
inf —+q¢ "vz(up) = ———
neZ ep 4 E( 7) er(g—1)

d’apres le lemme 3.8.5, donc

o (e
nez er(q—1) er er(qg—1)

Lemme 3.10.13. Soit z € A; Alors

e pour tout k € N, la somme

meZ km
€ T

B v ‘|‘L>
+ =mp .
e D ez est dans (B, p)?"="F ;

e 0N a
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Preuve : En effet, si m € Z et k € N*, on a (dans BT ) :

PrL
e | jur ™ |2
> quq_ 1 _ kﬂ
=

Umax,F

b
mhm ger er
or lim,, 4+ quge_pl — E—T: = 400, donc la somme
RS
ep | |ur " |2
Z km
meZ F
d B
converge dans B = .
On a
2 2
A IR
m—+1 2
YF Z km = Z km
mezZ T meZ TF
2_q
m qu2
o | |ug x
= Z k(m—1)
meZ U
w (] F5
R | |ur x
_ _k
=Tg ﬂ_km )
meZ F

d’ot1 le deuxiéme point.

: mg—1 _ m q—1
Enfin, inf,, N+ (q 7er eF) > oo donc

d’ou le troisieme point. |

Proposition 3.10.14. Soit V est une F-représentation de Gr. Il existe une base du Bgf,;’” -espace

. -1 _ gFoc
vectoriel (Bqr @5 V)97~ formée d’éléments de D1 (V) = ((B+ tF])er=! @F V) .

max, F’

Preuve : D’apres la proposition 3.10.5, (Bqr @ V)97~ est un Bgf;"" -espace vectoriel de dimension
dimp V. Fixons une base (ej,...,eq) de V sur F, et, a l'aide du corollaire 3.10.11, une base
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(v1,...,v4) de (Biz ®F V)97= sur (Bl;)9"= formée d’éléments de (A; ®0, V)9%=. Comme
(B(TR ®@p V)9~ engendre le BIR—module BXR ®p V (cf. la proposition 3.10.5), 'image par 6 du

déterminant de (v1,...,vq) dans la base (eq,...,eq) est non nulle. Posons alors
PRt
oF | |ur” Ui
Uik = Z W’;,ﬂm .
meZ

D’apres le lemme précédent, I'image par ﬁ@ du déterminant de (v1 g, ..., vqx) dans la
base (e1,...,eq) tend vers I'image par 6 du déterminant de (vy,...,vq) dans la base (eq,...,eq),
qui est non nulle. Donc, pour k assez grand, le déterminant de (vq,...,vax) dans la base
(e1,...,eq) sera inversible dans B(J{R, et (t%vlvk""’t%vdvk) est alors une base de Bgqr @r V

F F
formée d’éléments de Dy (V') (et donc, en particulier, fixes sous Gr__ ), d’ou la proposition. |

Lemme 3.10.15. Si V est une F-représentation de Gr_, alors l’image de H'(Fy,V) dans
HY(F,, t;l((B:rnaX,F)“”F:”F ®F V) est nulle.
Preuve : Soit 7 +— ¢, un cocycle représentant un élément de H'(F,,, V). Comme Gx_ est compact,
on peut trouver un réseau 1" de V, stable sous Gr_, tel que ¢, soit a valeurs dans T'. D’apres le
premier point du lemme 3.10.9, il existe un ¢ € A} ®o, V (et méme dans W(ETT) ®0, T) tel
que 'on ait
[ugler = (1 =7)(c) (VT €GR.).
Posons maintenant
—1
1 eE ([U‘} ]C)

m
TE

/
C

ﬂ-Ft]: meZ

Comme vmax’p([uq}fl]) > 0, cette série converge dans B:lax’F ®p V, et elle définit un ¢ qui est

dans t7' (B, ;)¢7="F @p V). De plus, si 7 € G, on a

max, F’

(1=m)()=(1=7)

TPF e F
m -1
RS (10 =7)(@)
TrtF meZ T(?‘J

I
/N
—
] 3
=
5[99
pl
N
3
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d’ott la nullité de 71— ¢, dans H'(Fao, t7' (B

max,F)LPF:ﬂ-F QF V))
Théoréme 3.10.16. Si V est une F-représentation de G, alors on a :
. Hl(Fm,t}’((B:lax,F)“’F:”} ®F V)) =0 quel que soiti € N*;
o H'(Fo,(B, plt7z )= @p V) =0.
Preuve : Le second point se déduit immédiatement du premier par passage a la limite inductive.
Pour le premier point, on considere la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite
exacte

0—V —t7((Bf,, )"~ @p V) — Fil ((Bar/Bly) ®# V) — 0

max,F

D’apres le lemme précédent, la fleche

H'(Foo, V) — H'(Foo, t7 (B p)P7="F @5 V)

max,F

est nulle (elle se factorise par H'(Fio, ' (B

max,F

)PF="F @p V))), donc la fleche

H (Foo, t7 (B )7~ @5 V) — H' (Foo, Fil ((Bar/B{jy) ®r V)

max,F
est injective. Or, d’apres le premier point du théoreme 3.10.6, H!(F,, Fil_i((BdR/B:{R) ®@rV))
est trivial, donc

H' (Foo, t7 (B, )" ="F @p V)) = 0.

max,F

4 Construction de ’application logarithme

4.1 Distributions

Commengons par rappeler quelques résultats sur les distributions p-adiques, adaptés de
[Col96] au cas considéré ici.

4.1.1 Distributions continues, distributions tempérées

Considérons X un ouvert compact de Op. On notera LPT(X) le F-espace vectoriel des fonc-
tions localement polynomiales sur X, et LA(X) ensemble des fonctions localement analytiques
sur X.

Sin € N est tel que les boules a + 7 Op, avec a € X, soient contenues dans X (ce qui est
le cas pour tout n assez grand, par compacité de X), on note LA, (X) I'ensemble des fonctions
qui sont développables en série entiere sur chacune des boules a + 7%Op. Alors LA(X) est la
réunion des LA, (X). On peut munir LA, (X) d'une norme ||-||z4, de la maniére suivante.

Soit f € LA,(X). Par définition, pour tout a € X, f se développe en série entiere sur la
boule a + 14 OF :

+o0 _
f@) = 3 bi(a)(x —a).

On pose alors

[fllza, = sup sup |bj(a)my

nj’
a€X jeEN
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Notons que supjeN\bj(a)ﬂ;j | ne dépend pas du choix de a dans une boule donnée (mais il peut
bien sir dépendre de la boule considérée).

Pour une fonction f € LA(X) donnée, la suite (||f||za, ), est décroissante.

Si B est un espace de Banach sur F', on définit 'espace des distributions algébriques sur X a
valeurs dans B, D;‘lg(X , B), comme I'espace des homomorphismes F-linéaires de LPT(X) dans
B, et l'espace des distributions continues sur X & valeurs dans B, Deont (X, B), comme espace
des homomorphismes F-linéaires continus de LA(X) (muni de la topologie de la limite inductive)
dans B.

Pour tout n € N, la norme ||-||14, sur LA, (X) donne une norme sur Deont (X, B) :

la = s I Srlls

(VM S Dcont(X7B))-
rera,xnoy Ifllpa,

Pour une distribution continue donnée s, la suite (||i|[z4, ), cn €St croissante.

Posons R~ = {r~ /r € R}, et définissons une application ¢ : RUR™ — {£1} par «(r) = +1
sireRet(r)=—1sireR". On peut munir RUR™ d’une relation d’ordre total en posant
que 7~ est strictement inférieur a tous les réels supérieurs ou égaux a r, et strictement supérieur
& tous les réels strictement plus petits que r. Enfin, on dira qu’une suite est (+1)-bornée si elle
est bornée, et (—1)-bornée si elle tend vers 0.

Pour tout r € RUR™, on définit 'espace des distributions tempérées d’ordre r, sur X et a
valeurs dans B, par

D.(X,B) = {/i € Deont (X, B) / la suite (”W?«“TNHLAn)n est L(r)—bornée}.

On peut munir D,.(X, B) d’une norme |||, en posant
el = sup 175" pll 4, -
neN

Enfin, Pespace Diemp (X, B) des distributions tempérées sur X & valeurs dans B est la réunion
des D, (X,B) pour re RUR™.
Notons que si 7 < 0, alors D,.(X, B) est réduit & la distribution nulle.

4.1.2 Distributions tempérées et distributions algébriques

Proposition 4.1.1. Soient B un espace de Banach sur F, X un ouvert compact de Op, et
r € RUR™. Lapplication naturelle D, (X, B) — D:lg(X, B) induit un isomorphisme d’espaces
de Banach de D.(X, B) sur

{uergn /

(Vj eN) la suite <sup
acX

ﬂg(’”—j) / (z — a)’ u(x) > est L(r)—bomée}.
a+mROF n

Preuve : On procede comme dans [Vis76], en approchant les fonctions localement analytiques par
des développements tronqués sur des boules de plus en plus petites (de maniére analogue & des
sommes de Riemann).

Considérons une distribution algébrique p € D

sup
aceX

+

alg(X, B) telle que, pour tout j € N, la suite

).

=) / (x — ay ()
a+7r§’7(9p
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soit ¢(r)-bornée. Il s’agit de montrer que p se prolonge en un élément de D,.(X, B). Pour cela,
fixons une fonction localement analytique f € LA,,(X), et notons

Zb (x —a)’

le développement de f sur la boule a + 7 OF.
Soient m € N, n > ng, et soit A un systeme de représentants de X modulo 7%Op. On définit

Smnalfn) =Y [ (@) (@ — a) pla).

ach’atTE OFj 0

On va montrer que si m + 1 > r, alors lim,,— 4o Sym.n.a, (f, 1) existe et ne dépend ni de n assez
grand ni de la suite de systémes (A,) choisie.

Montrons d’abord la convergence. Pour cela, on fixe une suite de systémes de représentants,
(A,). Fixons n € N. Pour tout a € A, 1, notons @ 'unique élément de A,, qui soit congru a a
modulo 7%OF. On a alors, pour n > ng :

HSmmH,AM(f,u)* manta (19

- Z/ b;(a)(z — a)’ Z/a j(a)(a —a)’ p(x)

€At +7TF+IOF]' 0 ach,, +7TFOF] -0 B
- [ (Eh@e-a - Y@ - | )
€Ay VTR OF \ j=0 =0 5
< sw ||f S b —ay — Y @@ -a) | wa)|
a€lhni1 a+7r;+l(9p =0 =0
B

or :

Il Il Il Il
¢ M L
M NE 8 3
g
L 1Ms T
= = 8
M= LM 7 T~
=~
T TR — =
— ~— = a
s} — — <
| QI &8l )
S = |
= 2l | 2l
< - Q =
D = = <
| )
| /—Q\ —
S 8 )
=< B |
o
o )
g - \< ~—
—~
&l = ! !
N—
| NERNINGE
M £ 3
S 23
faly D 8
&8l | |
0 2l 2l
| -
&l
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donc on a

[ s () = S, ()]

< io <.I;> bi(@)(a a)kj> /a+7r;+1oF (z —a) p(z)

k=m+1
/ (z — a) u(z)
a+7r;;+1 Or

k —noYk—nj; =
< sup sup < sup \WF"“_(" mo) mbk(a)|>
0<j<ma€eA, 11 \k>m+1

< sup  sup
0<j<ma€A, 11

B

0<j<ma€eA,, 11 \k>m+1

< sup  sup (sup w;“—”bk(an)‘
B

/ RO

(n—no)(m+1)—nj _ )
TR /a+ﬂ;i+1op(x a)’ p(z)

B

< sup  sup |[fllza,,
0<j<m a€hpt1

B

< |mp| ) £l L, sup sup

no :
0o<j<maeX

an(m1=3) /a e, (z — a)? p(z)
F B

n+1)(m+1—73 ;
miDlmL=d) /+ g (z —a)’ p(x)
a+mp P

)

B

< Jrp| "o FDED | El Ly sup sup
® 0<j<maeX

et ce dernier majorant tend vers 0 quand n tend vers l'infini, si m + 1 > r, donc la suite
(Smn,A, (f, 1)) converge si m+1 > 7.

Comme la suite converge quel que soit le choix de (A;), sa limite est indépendante de ce
choix.

Montrons maintenant que cette limite ne dépend pas du choix dem+1>r. On a:

[0 = Sena(F)]

S [ bl @
aGA a+71’2;(9p

B
<Pl o g | [ @) )
a€h ||Jat+mOp

/ (z — )™ p(a)
a+ﬂ'}f,OF

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, si m + 1 > r, donc la limite ne dépend pas du choix
de m (assez grand).

B

< mp| 7D | £l a,, sup
aceX

)
B

On peut donc poser

[ 1it0) = Jim_ S (0
X

Montrons que 'on a ainsi défini un élément de D,.(X, B).

L’application f +— fo i(p) est bien définie sur tout LA(X), et elle est F-linéaire par
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construction. De plus, si f € LA, , on a

Filw|| < max (| Smngnn (f0)| o sup
X B B

n>=ngo

St 1,8n11 (Fs 1) = Smna,, (f ’U)HB>

)

< max| sup sup
0<j<m a€A

b [ g ) )

B
e [V P
sup sup sup ﬂ%"+1)(m+1_j)/ (x —a)? p(x)
n>ng 0<j<maeX a+7r;+1OF B

)

B

< | fllea,, max<7rF|—"0m sup sup
0<j<maeX

/aJm"o or (z = a) ()

g |~ (o D4 D)

sup sup sup
n>ng 0<j<m aeX

(n+1) (1) iy
s [ e u
F

)

donc on a bien défini une distribution i(u) € Deont (X, B).
Enfin, on a

)

B

I i), < maX( sup sup

e [ @) ula)
0<j<m aeX at+m X OF

F

|ﬂ_F|ng(7‘—m—1)—m—1

sup sup sup
n>2ng 0<j<maceX

(n+1)(m+1—j) j
wpr e [ el o)
a 7TF F

)

i

0<j<maeX B

Z sup sup

n>no o<j<maeX

gmax< sup sup W;‘J(T_j)/ . (x —a)’ p(z)
a+7r; Op

no(r—m—1)—(m+1)+(n+1)(m+1—j)
Tp

)

/ (z — a) p(a)
a+7'r;+1(')p

[ @) )
a+7rn0 Of

Z |71_F|(n+1—n0)(m+1—r)—(m+1)

nz=ng

< max( sup sup

0<j<macX B

sup sup
o<j<maceX

(n+1)(r—j) )
w0 [ @) ute)
a 7I'F F

)

Le premier terme est ¢(r)-borné et le second tend vers 0 quand ng tend vers I'infini, donc (u)
est dans D, (X, B).
Il reste & montrer que 'application naturelle D,.(X, B) — D;Eg(X , B) est injective. Pour cela,

on considere une distribution p € D, (X, B), et I'on doit montrer que on a p = i(p).
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Soit f € LA,,(X). On a

<sup|| [ S bi(a)@ - a) pla)

B acN +7OF j=m+1

H/ f,u - Sm,n,A(va)
X

B

< lpllza, sup sup [bja)ri?|
a€N j>m+1

<lullza, lwp| ="+ f pa,,

_ 1
< e 7D Y o U ang Ll

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, donc fX fu= fX fi(u). Ceci conclut la preuve de la
proposition 4.1.1. [ ]

4.1.3 Cohomologie galoisienne dans un espace de distributions

Si B un espace de Banach sur F' muni d’une action de Gi (pour K une extension de F'), on
définit une action de Gx sur D,(I'r, B) (ou D} (I'r, B)) par :

alg

rot=o ([ storuin).

FF FF

Notons que xr permet d’identifier I'r & O%.

Proposition 4.1.2. Soient B un espace de Banach sur F muni d’une action de Gp_, X
un ouvert compact de Op, et r € RUR™. Notons B (Gr_, B) l’ensemble des 1-cobords sur
Gr,., a valeurs dans B, et Zl(ng,B) l’ensemble des 1-cocycles sur Gr,, a valeurs dans B. St
BY(Gr._, B) est fermé dans Z*(Gr., B), alors l'application naturelle de H*(Fy, D, (X, B)) dans
Hl(FOO,D;g(X, B)) est injective.

(Notons que 'action de Gg_ sur X est triviale, puisque Gr_ est le noyau de x ).

Preuve : Comme B!(Gr_, B) est fermé dans Z'(Gr_, B), c’est un espace de Banach sur F.
L’application linéaire
{ B — Bl(gpoo,B)

z +— (r—(1-7)x)

est continue et surjective, donc, d’apres le théoreme de I'image ouverte, elle admet une section
continue s.

Soit 4 € H'(F.,D.(X,B)), d'image nulle dans HI(FOO,D;g(X,B)), et soit 7 — p,; un
cocycle représentant p. Alors, pour tout f € LPT(X), 7 +— fX fur est dans BY(Gr_, B).

Soit A € D (X, B) la distribution définie par

alg
/. fA:s(m /. fm) (V] € LP*(X)).

Comme s est continue, on a alors

sup W;(r_j) /+ . (z — a)? \(z)
a+mROF

aeX

< C sup sup
TEGF,, a€X

)
B

Al e
B a+7r§’7(9p
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pour une certaine constante C, or, pour tout 7 € Gr_, u, est dans D, (X, B) donc la suite

(sup >
acX B/ n

est t(r)-bornée, donc, comme Gr_ est compact, la suite
B) n

Al e
a+7r}ﬁ(9p

(sup Wg(r_'j)/ (x — a)’ \(x)
acX a+mkOF

est ¢(r)-bornée, donc, d’apres la proposition 4.1.1; A se prolonge en un élément de D,.(X, B), que
I’on notera aussi A.

Alors, pour tout T € Gp,_, la distribution u, — (1 — 7)(\) € D,(X, B) est nulle sur LP*(X)
(par construction de \), et donc elle est nulle par la proposition 4.1.1, ce qui prouve la proposition
4.1.2. |

Lemme 4.1.3. Soient B un espace de Banach sur F' muni d’une action de Gr__, et € RUR™.
Si HY(Fs, B) =0, alors on a H*(Fso, D, (T, B)) = 0.

Preuve : Comme H!(F,,B) = 0, on a Hl(Foo,D:lg(FF,B)) = 0. D’autre part, pour la méme
raison, BY(Gr_, B) est fermé dans (et méme égal &) Z'(Gr_, B). D’apres la proposition pré-
cédente, on en déduit que I’application naturelle H'(F, D, (X, B)) — Hl(FOO,D:lg(X, B)) est
injective, d’ou1 le lemme. |

Corollaire 4.1.4. Soient V une F-représentation de Gr etr e RUR™. On a :

r

FFquR QQF V)) =0; »

e HY(F.,D, FF7t}l((B$aX7F)“"F:“3‘“ ®rV))) =0 quel que soiti € N*;
=0.

H(Cr, (Bl plt7 )97 @F V)

Preuve : C’est une application directe du lemme précédent aux résultats du théoreme 3.10.6 et
du théoréme 3.10.16. ]

4.2 Le lemme principal

Le point difficile de la construction sera de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.2.1. Soit a € F. Il existe une constante C € R (dépendant de F et de a) telle que

pour tout A € R il existe un entier ng > 1 tel que pour tout n > ng et tout x € (B;ax’F)*”F:“
vérifiant

Vmax,F (1 — 0)(2)) 2 A+ vmax,r(2) pour tout o € Gp,

on ait :
Umax,7 (1 —0)(2)) 2 A+ vmax,p(z) = C pour tout o € Gp, _,.
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Notons que si I’on remplace (B;ax, 7)PF= par C,, le résultat devient faux. En effet, pour tout
n > 0, on peut prendre z dans Op, tel que infoeg, Umax,7 (1 —0)(zn)) =
lemme 2.2.5).

Avant de démontrer le lemme 4.2.1 (ce qui sera objet de la partie suivante), nous allons
examiner quelques cas particuliers.

Si vp(a) < 0, comme on a Umax, 7 (@r(T)) = Vmax,r(r) pour tout x € B

Wl—l) (d’apres le

+

max,F (ceci découle

immédiatement de la construction de Umax r), et l'on a (B .)?7=% = {0}. Le lemme est donc
trivial dans ce cas.

Si vy(a) = 0, alors (B .)?7=% est contenu dans F™ d’apres le lemme 3.5.3. Le lemme

4.2.1 s’en déduit alors (pour cette situation particuliere), grace au résultat suivant.

Lemme 4.2.2. Soit x € F™, vérifiant
vplz —o(x)) > A (Vo € Gr, ),
pour un certain A € éZ et un certain n > 1. Alors on a

vp(x —o(x)) = A (Vo € Gr).

Preuve : En effet, quitte & multiplier « par une puissance de mg, on peut supposer v,(z) > 0. On
procede alors par récurrence sur A.

Pour A <0, le résultat est immédiat.

Si A > 0, plagons-nous modulo 7. La classe de x est alors un élément de kp, qui est fixe sous
laction de G, . Or extension F,,/F est totalement ramifiée, donc elle est linéairement disjointe
de F™ /F| donc la classe de x est en fait fixe sous Gg, donc elle est dans kp. Quitte & soustraire
a x un élément de O, on peut donc supposer vy (z) > é On est alors ramené a ’hypothese de
récurrence en divisant x par wp. |

Les cas évidents étant maintenant mis de coté, voici une preuve du lemme 4.2.1 dans le cas
0 < vp(a) < h, qui s’appuie sur la description de (B ,.)¥#=% obtenue dans la partie 3.9.

Lemme 4.2.3. I existe deux constantes A, B > 0 (ne dépendant que de F) telles que simn > 1
et si v € ETT vérifie
vg—o(@) >2A  (Voebp,,,)

alors on a
vg(r —o(x)) =2 B (Vo € G, ).

Preuve : En effet, prenons A = 1, et considérons un = € E*+ vérifiant
’UE(,T—O'(Z‘)) >1 (Vo € Gr,,.)-
D’apres le lemme 3.1.1, (9 € mc, vérifie alors
v, (20 — o (20)) > 1 (Vo € Gr,.,)-

D’apres le théoréme d’Ax-Sen-Tate (2.3.1), on peut donc écrire (pour p > 2) :

0 0
ROV ORI
~— ~—
€l’nFnﬁ»l Upglfﬁ
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la théorie de la ramification supérieure (cf. le lemme 2.2.5) donne :

1
(g —Der

Comme m(()o) €O0r,. 1,

vzl — o(z§”)) = (Vo € G,),

donc

v (2@ — (2(9)) > min <(q —11)eF 11— v f1)2> (Vo € GF,),

donc, & ’aide du lemme 3.1.1,

vg(z —o(x) > B (Vo € Gr,)

avec B = min <( — (pfl)Q ), ce qui démontre le lemme dans le cas p > 2.

L1
g—1l)er’
Pour p = 2, prenons A = 4. d’apres le lemme 3.1.1, 2(?) € mc, vérifie

’Up(x(z) - U(x(Q))) 21 (VO’ € an+1)7

donc z(©

= (@)t ¢ mc, vérifie
vp(x(o) —o(z®) >3 (Vo € Gr,,)-

On peut alors procéder comme dans le cas p > 2, et 'on trouve que

= min L — b = !
b= ((q—l)eF’3 (p—1)2> (¢ —Der

convient, ce qui démontre le lemme ci-dessus dans le cas p = 2.

Corollaire 4.2.4. Soient C >0 et n > 1. Soit v € E+7 vérifiant
Uﬁ(w - U(l‘)) >C NU € an+1)7
alors on a
vg(r —o(x)) = cC (Vo € Gg, ),

pour une certaine constante ¢ > 0 indépendante de x, n et C (mais dépendant de F).

Preuve : En effet, soient A et B comme dans le lemme précédent. Posons

N = [logA - logC—‘
log p

de sorte que vﬁ(:sz fa(sz)) > A pour tout o € Gr, ,,. (Rappelons que E est de caractéristique
p). Alors on a

e — o NEB (o eGr),

donc
vg(r —o(x)) 2 p VB (Vo € Gr,).
Enfin, on a
_log A—log C B

p NBzp  wmr 'B=—C,
pA

donc ¢ = % convient.
p

On en déduit alors le lemme suivant.
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Lemme 4.2.5. Soit a € Op avec 0 < vy(a) < h. Il existe une constante ¢ € R, dépendant
seulement de F et a, telle que pour tout A € R, tout n > 1 et tout x € (B} VPE=A vérifiant

max,F'
Umax,F(x - U(I)) 2 A NU € an,+1)7

on ait :
Vmax,p(z —0(z)) =2 A—¢ (Vo € GF, ).

Preuve : Cela découle directement du lemme 3.9.18 et du corollaire précédent. |

Ce lemme démontre en particulier le lemme 4.2.1 sous la condition 0 < v,(a) < h.

Malheureusement, la condition 0 < v,(a) < h intervient de maniere essentielle dans la partie
3.9, pour assurer ’existence des limites étudiées. Nous allons donc employer une autre méthode
pour montrer le lemme dans toute sa généralité.

4.3 Preuve du lemme principal

Le cas vp(a) < 0 (et méme vp(a) < h, bien que cela ne serve pas ici) ayant été traité dans
la partie précédente, on suppose dorénavant v,(a) > 0. La preuve fonctionne par récurrence sur
vp(a) € éN.

On considere donc un A € R. L’entier ng considéré sera n’importe quel entier assez grand
pour vérifier :

e ng > ;1; <L (afin de pouvoir utiliser les résultats de la partie sur les traces divisées, et en
particulier le corollaire 2.8.5);

e ng = 1+ Aep (afin que tx soit fixe modulo les éléments de valuation supérieure ou égale
a A, sous laction de Gg,_,).

. PR BY +
Puis on considére un n > ng et un x € (Bmax’F

)PF=2 tel que
Umax, 7 (T — 0(2)) 2 A+ Vmax,F () (Vo € GF,).
On veut montrer que l'on a
Umax, 7 (2 — 0(z)) 2 A+ Upax,r(z) = C (Vo € Gr,_,),

C € R ne dépendant que de F et de a (en particulier, C' ne dépend pas de A, n ou x).

4.3.1 Réductions préliminaires
La premiere étape est une succession de réductions visant a passer d'un = quelconque dans

(B;EaX’F)“’F:“ a un élément dont I'image par 6 est dans le noyau de Trg, /p,_,-

Pour tout 0 € Gf,, on a
vp(0(2) — 0(0(2))) = vp(0(x = 0(2))) Z Vmax,p (¢ = 0(2)) = A+ Vmax,F (2),
donc, d’apres le théoreme d’Ax-Sen-Tate (2.3.1), on peut écrire

_r
(p—1)%

L’application @ : (B$ax #)PF=% — C, est un morphisme surjectif et continu d’espaces de Banach

O(z) =yo+ro, avecyy € F, et rg € Cp, vp(ro) = A+ Vmax r(x) —

p-adiques. Elle a donc une section linéaire continue s : C, — (B:lax) #)¥7=% Notons que I'on
peut choisir s ne dépendant que de F' et a. Comme s est continue, il existe une constante ¢y € R
telle que Umax, 7 (s(y)) = vp(y) — co, pour tout y € C,,.

Posons donc z1 = x — s(rg). On a alors
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O Vmax,p (21 —0(21)) = A+ Umax,p(z) — ﬁ — ¢p pour tout o € Gp, ;
O 6(x1) =yo € Fin;

0 max,p(z = 1) 2 A+ Vmax, 7 (T) — G5z — 0’

O Umax,7(%1) 2 Umax,r(2) + min (A - ﬁ - 00,0>.

Soient 7y, ..., Ty4—1 des représentants des classes de Gr, , modulo G, . Posons
qg—1
1
r = - E Ti(l'l).
17>

1
On a alors 0(r1) = ; Trp, s, (40)-
Sio € Gp,_,,onnote 7/ P'unique élément de {7, ...,7,_1} tel que 7/~ 'o7; € Gp,. (Sio € Gp,,
on a 7/ = 7;). On trouve alors :

qg—1

(1= o)) =1 — £ S (om)e)
i=0
=r] — 1 qz_:l(T’T'_laT')(m )
— 71 q ilq 3 1

i=0

Q
|
-

/(1 - Ti'_lan)(:cl)

192
=T 6275(901) +
i=0

SE R

3

Il
<

192 .
= 527’{(1—7’{ o) (x1).
i=0

Comme 7/ ot € Gk, , on en déduit donc
Umax,7 (11 — 0(r1)) 2 A+ Vmax,r(z) — ﬁ —co — h.
Posons 29 = 1 — r1. On a donc alors :
O Vmax,r(z2 — 0(x2)) 2 A+ Vmax,p(z) — ﬁ — ¢p — h pour tout o € G, ;
0 6(z2) =yo — 5 Trr,/p,_, (Y0) € Fu;
O 0(x2) € ker Trp, /5,
O Ymax,r(z — o(z)) > min ('Umax7F(:r2 —0(x2)), A+ Umax,p(x) — ﬁ —co— h), quel que
soit 0 € G, ;
O Umax,F(z2) > min (A — ﬁ — CO,O> + Vmax,r(x) — h.

On est donc ramené & trouver une minoration convenable de Vmax,r((1—0)(22)). C’est Pobjet
des deux lemmes suivants.

4.3.2 Deux lemmes différentiels

Rappelons que si K est une extension algébrique de F', alors D i/ p est 'annulateur de Q}DK JOw
(cf. [Ser68], chapitre III, paragraphe 7, proposition 14), et qu’on a

1 1
D = — - —
v ( F,L/F) or (n q— 1)
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d’apres le lemme 2.2.8.

Lemme 4.3.1. Soient M € N, y € Op, ety € j&; tel que O(y) = y. Notons dy € Q%of/oF la
F

différentielle de Kdhler de y. Il existe une constante ¢y (dépendant seulement de F) telle que, si

n > P25 et siy est five dans AL /(7 ([mF) — 7Fr)?) sous Uaction de Gr, , alors dy est annulé

1
par tout élément de F,, de valuation supérieure ou €gale a "S_FM +c1.

Preuve : Comme y € Op,, dy est annulé par Dp_ ,p (cf. [Ser68], chapitre III, paragraphe 7,

proposition 14). D’autre part, d’aprés [Fo82b] (théoréme 1), Q%?—/Op est isomorphe & (F'/a) (x),
F

ol

o={:eF [0 > ~0@mn) - 5 }

Ceci permet de considérer dy comme un élément de (’D;j /P8 / a) (xF)-

D’autre part, d’apres [Col94], Q%of/oF est isomorphe & Fil' Byg / (w./i'l'; + Fil> Byg), l'iso-
F

morphisme faisant correspondre dy et y —y. Si 0 € G, , on a par hypothese :
(1-0)@) e ™AL +W?Af et (1-0)(y) =0,
donc (1 — o)(y — y) est un élément de 77%11; + Fil? Byr. D’autre part, c’est un élément de
Fil! Bugr, si bien qu'’il est en fait dans ﬂ'}VIwA; + Fil® Byg.
Considérons maintenant la classe de zr;ﬁ dans Fil! B4r / (w.&} + Fil? Bar) ~ Qé?/OF'
Elle est annulée par 7D F,/F et elle est fixe sous I'action de Gr,, donc c’est un élément de
H° (Fn, ((F;NIQEI/FU.) / a) (XJ—‘))- En multipliant par 7, on trouve alors que dy est 'image

d'un élément de H° (Fn, (@;:/Fa / ﬂljﬁfa) (X]-_)) dans la suite exacte de cohomologie :

D a D% a
017 (Fas s ) — 10 (B 250 () ) —= 10 (1, 25227 1)

H (Fn,%(”)) - ...

On trouve donc que dy est un élément du noyau du morphisme
HY(F,, (Dg) pa [ a)(xz)) — H'(Fy, (a [ 75 a)(x5))-

Le corollaire 2.8.5 démontre alors le lemme 4.3.1. [ |

Lemme 4.3.2. 1] existe une constante co € R, co > 0, dépendant seulement de F', telle que si
y € O, est tel que dy = 0, alors y est somme d’un élément de F,,_1 et d’un élément de F,, de

. . , \ _ 1 1
valuation supérieure ou égale a vy (QF"/F) —C= - <n — f> —Ca.
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n—1
—1)-1 —
Preuve : Comme 1, an,ﬂ%;n, ceey W%ﬂ (@=D=1 oot une base de OpF, sur Op, on peut écrire y sous

la forme
" H(g-1)-1

Y= Z yiﬂ-}:‘"a
i=0
avec y; € Op. On a alors
" '(g—1)—-1

0=dy= Z iyiﬂ'};l drp,,
i=1
donc
q"t(g—1)-1 ‘
> iy € Dpyp,
i=1
donc

Up(iyi) = Up (@Fn/p) —1.

En particulier, si ¢ 114, on a v,(y;) > vp (@Fn/p) — h.
D’autre part, pour n > 1, on a

ﬂan =np,_, (modnp),

donc, par récurrence,

k . log(-27er
57 sik < (IZg; )
oo (n®" _ 2P 1og( 25 er)
p Fp Fn_1) = | ( » ) log p
og(21er p -
k \‘ g p J + ppe sinon,

donc

donc, pour tout j > 1,

Si ¢ | ¢, on trouve donc

log (Lep)
i i p—1
Up (yan — yiwfff_l) > v (@Fn/F) -1 - 7

logp ’
donc, finalement,
" *(g-1)-1 log (L€F>
. p—1
v |y — Z ijﬂ—%n,l > vy (@Fn/p) — max h’l+W ,
=0
€Fn1

N log(-25er
d’ot le lemme, avec ¢y = max (h, 1+ % )
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4.3.3 Fin de la démonstration

Appliquons le lemme 4.3.1 & la situation décrite lors des réductions préliminaires. Posons

_ . N+1 Yr=a N+1
N = —|epUmax,r(x2)], afin d’avoir 7y " o € TrAL L s et done O(rp " x2) € mpOp,.
N+1

D’apres le lemme 3.4.2, on peut trouver un z3 € A;C qui est congru a mp
([7F) — TF)?Apax.r. Notons que la classe de x3 modulo

<WL<A+vmax=F<w)—<p%z—co-h>”+N“J (77 - ”“2)

zo modulo

est alors fixe sous 'action de G, .
Le lemme 4.3.1, appliqué avec y = 0(z3) = 9(71'?“1‘2) et ¥ = x3, donne que dy est annulé
par tout élément de F), de valuation supérieure ou égale a

n 1 P
— — — || A+ Vmax ————— —cg—h N+1
6F+Cl er {( + Umas, P () (p—1)2 0 >6F+ +J

P N
72+h—A———vmax,F(x).

n
gi
€F+CO+61+(I9—1) €F

Si 'on applique le lemme 4.3.2 a

W}[an+eF (CO+Cl+ﬁ+h7A7Uruax,F(w))~| 0(1’3)

_ '/TL”+1+€F (coter+ 2z +h—A—vmax r (@) | 0(s)

(dont on sait que la différentielle est nulle), on trouve que 6(z2) est somme d’un élément y, de
F,,_1 et d’'un élément ry de F), avec

1 1 1
vp(r4)><n—> —cz—e— {n—l—l—l—ep (co+cl+pz+h—A—vmaX7F(x)>-‘

€F q—1 F (p—1)
> A+ (x) ! 2 P h
> Umax,F(Z) — ————— — — —cg— €1 — Ca — — h.
F er(a—1) er 0 —C1—C2 17
D’autre part, comme 0(z2) € ker Trg, /p,_,, on a
i == Trr, /p,_, (r),
donc 1 5
> A max - N = - - - - 2h7
Up(y4) + Umax,F () erlq—1)  er Co—C1—C2 (p—1)2
puis
(0(2)) > A+ v ) — — 0~ Doy~ 2h
vy (0(x2)) = Vmax, () — ———— — — —cg— €1 — g — ————— — 2h.
P S VR

Posons x4 = x5 — s(6(x2)), ot s est la section de 6 : (B

or=a i h i
max,F) — C,, utilisée ci-dessus
pour définir z;. Pour simplifier les notations, posons aussi

1 2
+ —+2c+c1+co+ P

_ —— +2h
erla—1) Ter w12 "

Cq =

On a alors :
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O Vmax, (24 — 0(24)) = A+ Umax,7(z) — ca pour tout ¢ € Gp, ;

O 0(xs) =0;

O Vmax,r(z — o(z)) = min (Vmax, (T4 — 0(24)), A + Umax, 7 (z) — ¢4) pour tout o € G, ;
O Vmax,p(z4) = min(A — c4, —h) + Vmax, £ (T).

Comme 0(x4) = 0, d’apres le lemme 3.6.1, 24 est multiple de tz. Posons donc

T4 + =
Ty = E € (Bmax,F)¢F a/TrF'

On a alors, pour tout ¢ € G, , :
(1 —=0)(za) = tr(1 —0)(@s) + o(zs)(1 —0)(tr),
donc

'Umax,F(xS - 0(%5)) = _’Umax,F(t]-') + min (Umax,F(xél - 0(1'4)), Umax,F(U(xS)(l - U)(t}-)))

q .
= —m + min (Vmax, 7 (24 — 0(4)), Vmax,r(0(25)(1 — 0)(t£)))
et
Umax,F (4 — 0(24)) > min (eF(qq—l) + Vmax, 7 (€5 — 0(25)), Vmax, 7 (0(z5)(1 — a)(t;:))) .
Or on a

UmaX,F(O—(x5)) = Umax,F(xE’))
q

:%%ﬂuywmw@ﬁ;mMA—%—M+%mﬂ@_;@fﬁ,

et on a choisi ng > 1+ Aep et ng > 1, donc

Umax, 7 ((1 — 0)(tF)) > max(4,0),

donc

Umax,F(U($5)(1 N J)(t]:)) Z mln(A —h,A— 64) + 'Umax,F(x) - ﬁq—l)
q

> A+ vmax r(2) —C4 — ———.
7F() 4 ep(q—l)

On obtient donc :

O x5 € (B+

pr=a/7TF .
max,F) ’

O Vmax,p (25 —0(25)) 2 A+ Vmax,p(T) — ¢4 — 2% pour tout o € G, ;

0 Vmax,p(z—0o(x)) > min (’Umaxvp(.’t5 —0(x5)) = ooy A+ Vmax,p(2) — 4 — ﬁ) quel

que soit 0 € G, ;
0 Vmax,r(25) > min(A = 1, —h) + tmax, 7 () — iy

78



On s’est donc ramené a un élément de (B;flax’ )P =a/7rF qui vérifie des hypotheses analogues
a celles vérifiées par z. La constante A est remplacé par A+vmax p(2)—ca —2$ —Vmax, F(T5),
qui est inférieur & A puisque ¢4 > h. Par hypothese de récurrence, on trouve qu’il existe une
constante ¢5 € R (le C associé & a/7p) telle que pour n assez grand (en fait, n > ng, avec le ng

choisi ci-dessus, convient), on a

q

S SE— pour tout o € Gp,,_,.
er(g—1) 1

Umax,F(IS - U(Is)) 2 A + Umax,F(z) — C4 — 2

Finalement, en se servant du troisieme point ci-dessus, on obtient
Umax, (2 — 0(z)) 2 A+ Umax,r(z) = C pour tout o € Gp,_,,

avec
q

q
er(qg—1) ep(q— 1)) ’

d’olt la récurrence. (En suivant les calculs d’'un peu plus pres, on trouve plus précisément

C’max(c4+2 + c5,c4 +

C = (ep04 + 2(}3—1) vp(a)). Ceci conclut la preuve du lemme 4.2.1.

4.4 Construction de I’application « logarithme de Perrin-Riou »

Les énoncés et la méthode employés ici sont tirés de [Col96] et [Col98]; la fin de la démons-
tration est toutefois un peu plus délicate que dans le cas cyclotomique.

On va en fait montrer deux résultats assez proches, correspondant & deux applications « lo-
garithme » apparentées.

Définissons H, -(Kn,V) et H} 1iq(Kn, V) comme dans 'introduction.

Théoréeme 4.4.1. Soit K une extension finie de F. Soit V' une F-représentation de de Rham
de G, soitr € RUR™ tel quer < [F : Q,], et soit u € HY(K,D,(T'k,V)) tel que

/ RS H;F(KTHV) quel que soit n > 0.
Trn

Soit T — ur; un cocycle continu représentant u. Pour tout n € N, soit

cn € (B

max,F[til])g}F:1 QF Vv
tel que

(1=7)en, = / o quel que soit T € Gk, .
FKn

Alors la suite de terme général q"c, converge dans l’espace
(Blurlt™ D7 2r V) [ W,

vers un élément de (B L[t71])?F=t @ V)95~ /W, ou

max,F
1 =1 Gicn
W= @ (Bl )= ar V)
neN

est de dimension finie.
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Le second résultat est le raffinement suivant. (Notons que B .[t7'] ¢ Bf L[t71]).

max,F max,F

Théoréme 4.4.2. Soit K une extension finie de F. Soit V une F-représentation de de Rham
de G, soitr € RUR™ tel quer < [F : Q,], et soit u € HY(K,D,(T'k,V)) tel que

/ We H;FJd(Kn, V) quel que soit n > 0.
FKn

Soit T — u, un cocycle continu représentant u. Pour tout n € N, soit

cn € (Bl pltz 1) @p V

max,F'
tel que
(1-7)c, = / Iy quel que soit T € Gk, .
FKn

Alors la suite de terme général q"c,, converge dans [’espace

(Bl )7 06 V) [ W

vers un élément de ((B;ﬁax’F[t}l])“"F:l ®p V)95 /W, ot

W= @ (Bl Do 0r V)

neN

Ok,

est de dimension finie.

Notons que ¢,, est bien défini modulo W, dans les deux cas.

Alors que le premier énoncé peut étre relié relativement aisément aux séries de Coleman,
pour le second il n’est pas tout & fait clair qu’il existe des u € H'(K, D, (I'k,V)) non nuls qui
en vérifient les hypotheses. Cette question n’est pas résolue ici, et demande encore un peu de
travail.

Quitte a remplacer V par la représentation induite & G, on peut supposer K = F, ce que
lon fait ici.

Dans la suite de cette partie, on notera T soit ¢ soit tr, afin de démontrer les
deux énoncés simultanément.

4.4.1 Descente de Gr a I'p

D’apres le corollaire 4.1.4, on a H'(F,, D, (T'r, t}l((Br’;aXyF)@F:”F ®@r V))) = 0. On obtient
donc le diagramme suivant.

HY(F,D,(Tr,V))

l

H'(Tp, Dp(Tp, (t7' By p) P~ @ V)97 )) = HY(F, Do (T, ((t7 Bl p)97 = @1 V))) = 0

max, F'

Si u est comme dans I’énoncé du théoreme 4.4.2, soit y' € HY(I'p, D, (T, Fil ™! D1y (V))) ayant
méme image que p dans H(F, D, (Tr,t7 (B, p)?*~™F ®@rV))), et soient 7 — p! un cocycle

max,F’

représentant p' et v € DT(FF,t;}((B;aXVF)“’F:“F ®rV))) tels que pr — p.. = (1 — 7)v. Posons

= on / v e (Bl rT D @pV,
g, ’
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de sorte que

(1—"7)u, = / wh (Vr € Gr,),
T'r,

[T—l])sapzl F V)QFOQ.
Comme v est d’ordre 7 et r < [F : Qp], on a lim,_ 4 ¢" fFF v = 0, et il suffit donc de

et donc en particulier uy, € (Bf,,, 5

montrer que la suite (¢™u,) converge.
D’autre part, siT =t¢, on a

/ MEH;,F(FTHV)?
FFn
et H} p(F,,V) est Vimage de F,, ®q, Dar(V) par I'exponentielle de Bloch-Kato, donc

un, € F, ®Qp DdR(V) + B(TR ®Qp V C B(—ii_R ®Qp DdR(V) + Bzii_R ®Qp V.

Deméme, siT =tr,ona [, p€ H. pg(Fo, V), et Hl piq(F, V) est I'image de F,, @ p Dar(V')
par 'exponentielle de Bloch-Kato, donc

Uy € F, Qp DdR(V) + B(jl_R RprpV C B(TR RF DdR(V) + BIR Rr V.
Soit k € N* tel que Fil ™% Dgr(V) = Dgr(V), alors Bgr @ Dar (V') C T"“BjR ® V et, comme

T "Bl N (B},

max, F’

T)er=t = (1B

=1
max,F)LpF

)

on a dans les deux cas u, € (T7*B _,)¥*=! @p V). On est donc ramené 4 montrer la
proposition suivante.

Proposition 4.4.3. Soient p € H'(Tr,D;- (Tr, ((B:;ax,F[T‘l])“oF:1 @pV)9F=)) et k € N* tels
que pour tout n = 1 l'image de fFFn w dans HY(Tg, ((T*kBr‘flaX’F)@F:l @p V)97=) soit nulle.
Soit T+ 1. un cocycle représentant i, et pour toutn > 1 soitu, € (T7*Bf . )¢F=t@pV)9r=
tel que prn pr = (1 —T)uy,.

Alors la suite de terme général ¢"u,, converge dans ((T‘kBIf]a&F

)w=1 QF V)QFOO / w.

4.4.2 Action de I'r sur q"u,

Soient 0 €T, et T€TE,. Ona fig-1, = flg-1 +0 iy €t flg—17 = flrg—1 = flr + Tlig-1,
donc o~ iy = pr — (1 — 7)pig—1, puis

Amﬁw=a<ﬁmalm>
(L) ()
—o(1-7) <u -/ ) %1) ,

Q=g =Q1-7) Y o (un - /FF u(,_1> ,

O-EFanl /FFn

donc
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donc

Up_1 = Z o (un —/ ,u01> (mod W),
FF77,

aernil/FFn

qnun - qn_lunfl = q"_l Z ((1 — U)Un + 0o (/ MU—1>) .
Lr,

o€lr, ,/TF,

donc

Comme o — p,-1 est une application continue du compact I'p dans les distributions d’ordre r,
avec r < [F': Q,], la suite de terme général ¢"o (fl“pn uT) tend vers 0. Il suffit donc de montrer
que si (0,,) est une suite d’éléments de I'p vérifiant 0, € T'p, _,
q"(1 — oy )uy, tend vers 0.

Sitelp,ona(l—71)u, = fl“pn L, €t pr varie dans un compact des distributions d’ordre
r,r < [F:Qp]. On en déduit donc :

alors la suite de terme général

lim sup [[(1—7)(¢"uy)| =0.

n=te0 regp,

Le probleme est alors, sachant que ¢"u,, « bouge peu » sous Gg,, de montrer qu’il « ne bouge
pas beaucoup plus » sous l'action de Gp, .

4.4.3 Décomposition de ¢"u,, dans une base adaptée

D’apres la proposition 3.10.14, il existe une base eq,...,eq de (Bar ®p V)gFoc sur Bdgl‘?o
formée d’éléments de (B _ .[T71])?*=! @p V)9¥=. On souhaiterait décomposer ¢"u,, comme

max,F
une combinaison linéaire des e; & coefficients dans (B .[T71])##=1 afin de travailler sur les

max,F'
coefficients. Cependant, ceux-ci sont a priori dans Bgf;"", et il va falloir multiplier ¢"u,, par un
élément de (B .[T71])9%~ pour obtenir des coefficients dans (B} .[T71])9%.

max,F max,F'
. _\¢d + —17\pr=1
Soit v1,...,v4 une base de V sur Q. Posons e; = > 5, a; jvj, avec a; j € (B, p[T71])?771,

la décomposition de e; dans la base 1 ® vy, ...,1 ® vg. Comme les e; sont fixes sous Gr_, on a
det(o)o(det(a; ;) = det(a; ;) pour tout o € Gp__.
La représentation detp (V') est une F-représentation de de Rham de G, et elle est de dimen-

sion un. En particulier, elle est de Hodge-Tate, et le corollaire du théoreme 2 de ’appendice de
[SKL68] affirme qu’une telle représentation est de la forme

o [ (oxs),

T€Hom(F,Q,)

avec 7 un caractere d’ordre fini, 1) un caractere non ramifié sur F, et k. € Z. Notons N 'ordre

de n et B I'image par ¥ du morphisme de Frobenius relatif. Soit 2 € F™ C B;;ax’ r tel que
er(2) = B71Q. Posons A = (Qdet(a;;))Y, alors A est un élément de (Bilax’F[T*l])gFoo. De

plus, comme A est multiple de det(a; ;) dans Bﬁla& rI T, Aq"u, s’écrit comme combinaison
[T-1])$r=a97< ot a = 37N € F (et méme dans

(T—*B  )$F=29F= quitte & augmenter la valeur de k trouvée précédemment).

. s . . . N . . . +
linéaire des e;, & coefficients dans (B, p
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4.4.4 Utilisation du lemme principal

Notons .,
Aq"u, = Z bi(n)e;,
i=1

avec b;(n) € (T~*BF

R L =@.9F% la décomposition obtenue ci-dessus. On a

A(l =) (q"un)

d d
=> (1= o)(TFbi(n) T Fe; + > a(TFbi(n)) (1 — o)(T%e;) — (1—0)(A) o (q"un).
i=1 i=1 —0 —0

La fin de la démonstration consiste & appliquer le lemme 4.2.1 aux suites (b;(n)),,. Pour arriver
au résultat, on va suivre deux fois le méme raisonnement : d’abord en multipliant tout par une
suite tendant assez vite vers 0 pour que les suites considérées soient bornées, en en déduisant
que la suite (¢"uy,) est elle-méme bornée, puis en travaillant directement sur (¢"uy,).

Soit (cv,) une suite bornée d’éléments de Q,, telle que la suite (e, ¢"u,,) soit bornée. Comme

li inf max 1- " n)) = ;
niIJIrloo Té%an 7F(( T)(q b )) oo

on déduit de la formule ci-dessus que

lim  inf vpaxr ((1— U)(Oénkai(n))) = +o0,

n—+o00 0€Gp,

pour tout i € {1,...,d}. D’apres le lemme 4.2.1 et comme la suite de terme général o, T*b;(n)
est bornée, on en déduit

lim inf Umax,F ((1 - U)(ankal(n))) = +OO’

n—+oo o€Gr,

puis, en utilisant & nouveau I’hypothése que (a,¢"uy,) est bornée, on obtient que si (o,,) est une
suite d’éléments de T'p vérifiant o,, € T'r,_, alors la suite de terme général oy, (1 — o) (¢"up)
tend vers 0, puis (d’apres la partie précédente) que v, (q"u, — ¢" ‘u,_1) tend vers 0.

Notons ||-|| une norme p-adique sur ((T-*B _.)?*=! @p V)97~ . Considérons d’abord

max,F
1 st |lq"un| <1
« =
" pri(n) sinon,

ou k(n) € Z est tel que % < p~*")||¢"u,|| < 1. (On a en particulier x(n) > 0, dans le second
cas). On a alors, par construction

lomg " unll < 1
<1

oy, ;

donc on se trouve dans les hypotheses précédentes. On en déduit que o, (¢"up, — ¢ *u,_1) tend
vers 0. Or on a

||anqn71un—1|| < max (Han(qnun - qnilun—l)H 5 ||Oénqnun‘|) y
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avec égalité si les deux normes dans la parenthese sont différentes. Supposons n assez grand pour
que

1
||an(qnun - qnilunfl)H < ];

On a alors deux cas :
o soit [|q"un| < 1;
o 801t ||¢"up| > 1, et on a alors ||a,q"uy, || > % par construction, et les résultats précédents

-t ”_1un—1|| = ||q"un||

donnent Hanq” un_lH = ||anq"uy||, donc ||q
La suite (¢"uy,) est donc bornée.
On peut alors réappliquer les résultats précédents avec a,, = 1. On obtient que la suite de
terme général ¢"u, — ¢" ‘u,_1 tend vers 0, donc que la suite de terme général ¢"u,, converge,
ce qui conclut la preuve du théoréeme 4.4.2.
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