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Chapitre 1

Régression non-paramétrique par la
méthode du noyau

1.1 Introduction

La théorie de I'estimation est une des branches les plus basiques de la statistique. Cette
théorie est habituellement divisée en deux composantes principales, a savoir, I'estima-
tion paramétrique et l’estimation non-paramétrique. Le probléme de l’estimation non-
paramétrique consiste, dans la majeure partie des cas, a estimer, a partir des obser-
vations, une fonction inconnue, élément d'une certaine classe fonctionnelle. Rappelons
qu’une procédure non-paramétrique est définie indépendamment de la distribution ou loi
de I’échantillon d’observations. Plus particuliérement, on parle de méthode d’estimation
non-paramétrique lorsque celle-ci ne se raméne pas a ’estimation d’un nombre fini de pa-
rametres réels associés a la loi de I’échantillon. Un des problémes centraux en statistique
est celui de I'estimation de caractéristiques fonctionnelles associées a la loi des observa-
tions, telles que, par exemple, la fonction de densité ou la fonction de régression (dans un
modéle multivarié).

Un des modéles le plus fréquemment rencontré en statistique paramétrique ou non-
paramétrique est le modéle de régression, dont nous donnons ci-dessous une description
sommaire.

On dispose d'un échantillon, composé de n couples indépendants de variables aléatoires
(X1,Y7),...,(X,,Yy,), et on dénote par (X,Y) un élément générique de cet échantillon.
Dans le modeéle de régression non-paramétrique, on suppose typiquement 1’existence d’une
fonction m(-) qui exprime la valeur moyenne de la variable réponse Y en fonction de la
variable d’entrée X :

Y, =m(X;)+¢, pourl<i<mn, avece <en~N(u,o2). (1.1)

L’erreur commise est, dans le cas classique, modélisée par une variable aléatoire gaus-
sienne, qui sera généralement choisie indépendante des observations {X; : 1 < i < n},
et de moyenne p nulle. Cette derniére hypothése simplifie considérablement les calculs et
I’expression des propriétés asymptotiques liées a 'estimation de la fonction de régression,
sous un tel modéle simplifié, ne sera pas considérée dans nos travaux. Nous considérons
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le probléme plus délicat posé par I'estimation de la fonction de régression, sans hypothése
particuliére sur la loi du couple (X,Y’) autre que celui de I'existence de m(:) (supposée
suffisamment réguliére), et de moments supérieurs d’ordre convenable de X et Y.

Il existe deux cas principaux pour le modéle (1.1), dépendants de la nature probabiliste des
données {(XZ-, Vi):1<i< n} Le premier cas est le plus simple, et est appelé dispositif
expérimental a effets fizes (ou “fized design”). 11 correspond a la situation ou les X; = x;
sont fixés (c’est & dire, des constantes p.s., ou, de maniére équivalente, déterministes ou
dégénérées).

Exemple 1.1.1 Le dispositif expérimental régulier.
On suppose X; = x; = i/n et m(-) une fonction de [0,1] dans R telle que

Yi=m(i/n)+¢, pourl<i<n.

Le deuxiéme cas, dit de dispositif expérimental o effets aléatoires (ou “random design”)
désigne le modeéle ou les données {Xi 1 << n} sont strictement aléatoires (ou non-
dégénérées). Nous étudierons essentiellement ce dernier modéle, qui est clairement plus
général. Précisons également que seuls les modéles & observations indépendantes seront
analysés, I’étude du cas de dépendance ne rajoutant que des difficultés de nature technique.

Nous allons présenter maintenant la fonction de régression de maniére plus explicite, dans
le cadre du modéle aléatoire univarié. Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles
admettant une densité jointe sur IR? notée fxy et une densité marginale fx. La variable
Y est supposée intégrable, i.e. IEHYH < 00. Nous pouvons alors définir proprement la
fonction de régression ou espérance conditionnelle de Y sachant X = x, par

/ ny,Y(xvy)dy T(l‘)
m(z) :=E[Y|X =] = <& =: (1.2)

/ fxy (@, y)dy fxtw)
R

lorsque la densité fx(z) est différente de zéro. Le probléme de 'estimation de m(-) est
du type non-paramétrique, i.e. la fonction de régression appartient a un ensemble non-
paramétrique (infini-dimensionnel). Par exemple, nous pouvons supposer que m(-) appar-
tient & la classe de fonctions F constituée des fonctions continues sur [0, 1] (cf. exemple
1.1.1 ci-dessus), lorsque le support de la densité est I'intervalle [0, 1]. Pour I’étude des pro-
priétés minimax des estimateurs de la fonction de régression, les classes non-paramétriques
de fonctions rencontrées sont de type Holder, Sobolev ou Besov. La fonction de régression
m(z) définie ci-dessus en (1.2) réalise (pour tout z fixé) la meilleure approximation de Y
sachant X = z, au sens des moindres carrés, en supposant Y de carré intégrable. Dans ce
premier chapitre, nous discuterons de quelques méthodes de construction des estimateurs
de la régression par la méthode du noyau. Puis, on concentrera nos travaux sur les pro-
priétés statistiques des estimateurs (convergence, vitesse de convergence) ainsi que leur
optimalité.

Les estimateurs que nous considérons appartiennent & la vaste classe des estimateurs
linéaires (i.e. linéaires en tant que fonction des observations Y;) :
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Définition 1.1.1 Un estimateur m,(z) de m(x) est dit estimateur linéaire de la ré-
gression non-paramétrique si

ou la fonction de poids W,,;(+) ne dépend pas des observations Y;.

La classe des estimateurs linéaires regroupe la majorité des estimateurs de la régression,
c’est a dire les estimateurs par fonctions splines, par projection ou séries orthogonales,
par ondelettes, et par la méthode du noyau. Dans la section suivante, nous présenterons le
célébre estimateur a noyau de la régression introduit par Nadaraya et Watson et quelques
unes de ses propriétés essentielles. Nous nous intéresserons ensuite a l'optimalité asymp-
totique de cet estimateur, puis, a ’estimation localement polynomiale de la régression,
qui constitue une des approches les plus performantes actuellement. Pour une revue bi-
bliographique des travaux plus anciens concernant la régression non-paramétrique, nous
citons les articles de Collomb [19] et Stone [129].

1.2 L’estimateur de Nadaraya-Watson

Supposons que l'on dispose d'un n-échantillon (Xi,Y1),...,(X,,Y,) de variables aléa-
toires a valeurs réelles, de méme loi que le couple (X,Y). On se propose de construire
un estimateur m,(z) de la fonction de régression a partir des couples d’observations
{(Xl,Yl), o (Xn,Yn)}. Le premier estimateur rencontré dans la littérature est l'esti-
mateur & noyau de Nadaraya-Watson (cf. [108] et [149]), noté estimateur [NW]. Il est
construit & partir d’'une fonction noyau K (-) et d’'une fenétre h, de maniére analogue a
I'estimateur & noyau de la fonction de densité fx(-) introduit par Parzen [111] et Rosen-
blatt [116], noté estimateur [PR]. On rappelle la définition de I'estimateur [PR],

fX;n(m) :%ZK(:U_}LX1>, ZEE]PL. (13)
=1

Dans un premier temps, nous désignons par fenétre une suite {hn ‘n > 1} (possiblement
aléatoire) de nombres strictement positifs vérifiant

h, — 0, lorsque n — oc.
La fenétre h = h,, dénote une suite indexée par n = 1,2, ..., mais la dépendance en n ne

sera pas toujours précisée afin d’alléger les notations.

La fonction noyau K : IR — IR sera supposée mesurable et satisfaisant certaines hypo-
théses basiques parmi celles énoncées ci-dessous :

(K.1) K est bornée, i.e. sup | K (u)| < oo;
ueR

(K.2) lim |u|K(u)=0;

ul—o0
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(K.3) K(-) € Li(R 1€/|K )|du < oo

K4/K u—l

L’estimateur [NW] se présente sous la forme d’une moyenne locale pondérée des valeurs
Y; et est défini par,

SR(UTE)
PELAE = SN 1§ oY (i) I S Y

()T

ot I{-} := 1I;,; désigne la fonction indicatrice. On rappelle que, pour tout événement A
Borel-mesurable,

1, si A est vérifié,
I(A) =
0, sinon.

De maniére similaire, nous pouvons définir I'estimateur [NW]| par,

( n
=L <x Y > , lorsque Z K(x —th> #0,
mNW (z) = ;K< h ) . (1.5)

n
1 .
—E Y;, sinon.
n <
\ =1

Le noyau K détermine la forme du voisinage autour du point x et la fenétre h controle la
taille de ce voisinage, c’est a dire le nombre d’observations prises pour effectuer la moyenne
locale. Intuitivement, il est naturel que la fenétre h soit prépondérante pour la consistance
de l'estimateur [NW]. Cette observation sera confirmée dans la prochaine section et dans
le paragraphe suivant la remarque 1.2.1 ci-dessous.

En posant

1« - X
Tn(T) := " ZY;K(x ; Z) {estimateur a noyau de r(z) (cf. (1.2))}, (1.6)
i=1

nous remarquons que lestimateur [NW] peut s'écrire mNW () = #,(x)/fxm(z). Cette
derniére formulation est courante dans la littérature et consiste en une bonne premiére ap-
proche de l'estimateur [NW]. De facto, on traitera séparément le numérateur et le dénomi-
nateur aléatoires afin d’obtenir les propriétés asymptotiques usuelles de 'estimateur [NW],
car il est difficile de travailler directement avec un quotient aléatoire. La méthode consiste

4
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alors a linéariser la déviation mNW () —m(z) en fonction de fy., (z)— fx () et 7 (z)—r(z).

Cette technique est centrale (voire systématique) en régression non-paramétrique, elle sera
développée en détails dans les sections suivantes et particuliérement lors des démonstra-
tions (cf. section 1.2).

- Premiéres observations sur ’estimateur [NW] :

L’estimateur [NW] (1.4) est bien linéaire au sens de la définition 1.1.1 avec comme fonction
de poids W¥W (.) définie par,

) s v

()

Remarque 1.2.1 Pour une discussion plus générale sur la fonction de poids dans le cadre
de la régression non-paramétrique et une exposition de certaines conditions nécessaires a
sa consistance, nous citerons l'article pionnier de Stone (1977) [129]. Notons aussi que,
en restreignant notre étude aux noyaux positifs (c’est a dire, tels que K > 0), la fonction
indicatrice, présente dans (1.4), disparait.

Wn]\ZW(m) =

Parmi les deux paramétres K (fonctionnel) et h (numérique) a selectionner, la fenétre
h détermine le degré de lissage de l'estimateur [NW/|. Supposons que estimateur soit
seulement évalué aux points d’observations {X; : 1 < ¢ < n}, alors, lorsque K est a
support compact, nous obtenons

lim 7, (X;) = K (0)Y;/K(0) = Yi.

Plus précisément, nous avons

Y;, lorsque z=2X;, VI1<i<n,
lim MW (z) =
h—0o "

0, sinon.

Lorsque h tend vers zéro, I'estimateur [NW| a donc tendance a reproduire les données, la
courbe obtenue est proche d'une interpolation des points {(X;,Y;) : 1 <i <n}. C’est un
phénomeéne de sous-lissage, la variance de 'estimateur est trop grande. De 'autre coté,

SEOY
Jim " (2) = S = 23OV
> K(0) i=1
i=1

Lorsque h tend vers 'infini, nous avons un phénomeéne de surlissage, 'estimateur m " (z)
tend vers n' """ | 'Y; qui est une fonction indépendante de z. L’erreur déterministe (ou

5
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biais) est trop grande. Ce constat nous indique que les propriétés statistiques de 'esti-
mateur [NW| dépendent bien de la fenétre ou paramétre de lissage h, qu’il faudra choisir
afin d’équilibrer le biais et la variance.

A présent, nous allons aborder une des multiples fagons de construire I'estimateur de la
fonction de régression introduit par Nadaraya et Watson. Pour une justification intuitive
de lestimateur [NW]|, rappelons la définition de I'estimateur a noyau de la densité bivariée,
extension naturelle de (1.3),

Fxym(,y) = #Zﬂ:K(:ﬁ ;LXZ')K@;YZ'). (1.7)

i=

En remplacant dans (1.2) la densité jointe fyy et la densité marginale fx par leurs
estimateurs & noyaux [PR] respectifs, nous retrouvons l'estimateur [NW] défini en (1.4)
ou (1.5). Il s’ensuit la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 Si le noyau K est symétrique (ou d’ordre 1), nous obtenons les éga-
lités suivantes

/ Yfx (2, y)dy
R
/fAX,Y;n(Iay)dy
R

riy " (x) =

- /R Uy, v)dy ] Fron() (1.8)

D’apreés (1.7), nous avons

[tz = 3w (52) [ (5

De méme,
Ayfx,y;n(x,y)dy = #Xn;f{(x;&)/}%ydg_}bn)dy
NI C S R A G I C
+

R
O )

|
3
/N
8
|
>
N— N——
X
—
>
T
I
=
2
QU

I
+
=<
T
)
E
oY

N
—
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ce qui démontre (1.8). O

La définition (1.7) nous conduit & introduire I'estimateur [NW| dans le cadre multivarié.
Lorsque la variable explicative ou prédictive X est a valeurs dans IRP, pour un certain
p € IN fixé, les estimateurs |[PR]| et [NW] sont définis par,

n

From(x) = —— ZK(X _hX) x € R?, (1.9)

nhp P
> K (=)
— n —X;
MW (x) = =L X ]I{ZK(X );Ao}. (1.10)
S I
: h
=1
Ci-dessus, K : IR? — IR désigne une fonction multivariée définie comme le produit de
noyaux univariés K; (possiblement identiques pour 1,...,j, cf. (1.7)), tels que

et

K(u) = K(u,...,u) = [ Kj(u;), ueRr.

j=1
Remarque 1.2.2 Soit
H:={h=(h,...,h,): min h; >0},

1<5<p

un sous-ensemble de IRP correspondant a l’espace de toutes les fenétres possibles. La défi-
nition (1.9) de 'estimateur a noyau [PR] de la densité est un cas particulier de I'estimateur
suivant :

1 n
= Z Kun(x— X;), (cf. [33], chapitre 12),
n 4~
avec
P 1 €
MR
j[[l hy N hy
I est possible de présenter 'estimateur [PR| multivarié dans un contexte encore plus
général. Soit H une matrice p x p non-singuliére (i.e. n’admettant pas de valeur propre

nulle et donc inversible) appartenant a 'espace des matrices carrés M, (IR). On utilise un
noyau multivarié K : IR? — IR qui satisfait les conditions suivantes :

K(u)du = 1,
RP
/ uK(u)du = 0 propriété de symétrie.
RP

Alors, I'estimateur & noyau de la densité est défini, sous sa forme la plus générale, par

Fxm(x) = ’H’ZK{H x—X,)}, xeR? (1.11)
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ou |H| dénote le déterminant de la matrice H. En reprenant les notations ci-dessus dans
les définitions (1.9) et (1.10), la matrice fenétre est de la forme H = hI,, ou I, désigne
la matrice p X p identité. En d’autres termes, nous avons choisi dans chaque direction la
méme fenétre h = h;, i = 1,...,p. Le noyau K peut étre également a support sphérique,
c’est a dire tel que

K(u) = W(]ull,),

ou W dénote un noyau univarié a support compact et || - ||, est la norme Euclidienne sur
IRP. Par contre, lorsqu’on se base sur la définition (1.9), le support du noyau est plutot
de forme rectangulaire. On se référe a Scott (1992), p. 152-155, [122], pour plus de détails
sur I'estimation de la densité et de la régression dans le cadre multivarié.

-Estimateurs alternatifs

Le dénominateur aléatoire dans (1.4) est un inconvénient majeur, notamment pour I’étude
des dérivées de I'estimateur [NW]. Dans le cadre du dispositif expérimental ou les variables
X; sont ordonnées, Gasser et Miiller (1979) [52| ont proposé I'estimateur suivant :

MM (z) ::i{/:ll(<x;t)dtx}/i}, (1.12)

1=

avec s; = (X; + Xi11)/2, Xo = —o0 et X,,41 = +00. Cet estimateur est bien linéaire au
sens de la définition 1.1.1, avec une fonction de poids sans dénominateur et sommable &
1. D’apres (1.12), la fonction de poids est définie par,

WEM (4) .= / K(x;t>dt.

L’estimateur |[GM| de Gasser et Miiller est une modification d’une version antérieure
développée par Priestley et Chao (1972) [113]. Pour une étude compléte de I'estimateur
|GM], nous citons l'ouvrage de Miiller (1988) [104].

Lorsque la fonction de densité marginale fx est connue, il existe une version légérement
différente de I'estimateur [NW], proposée par Johnston (cf. [81] et [82]),

7ﬁww=$;;mdx;&whu> (1.13)

L’estimateur m(-) se référe également au dispositif expérimental a effets fixes car la
fonction de densité fx est connue. Le biais de Pestimateur m; est proche de I'estimateur
[NW] (cf. proposition 1.3.4, sous-section 1.3.2, ci-aprés). En suivant Wand et Jones (1995),
p. 152, [148], nous présentons l'estimateur

x_Xi), (1.14)

) o= S () YR (T
=1

qui a un meilleur biais que l'estimateur [NW] ou l'estimateur m; (z). Le biais de l'esti-
mateur défini en (1.14) est équivalent a celui de I'estimateur localement linéaire, défini
ultérieurement dans la section 1.7.



1.3. Consistance de l'estimateur [NW]

La restriction de notre présentation des estimateurs de la régression a la méthode du noyau
peut étre excuser par la remarque suivante : deux autres classes importantes d’estimateurs,
les splines et les plus proches voisins correspondent a des estimateurs a noyaux construits
avec des fenétres particuliéres, de la forme f“, 0 < o < 1 (cf. Jennen-Steinmetz et Gasser
(1988), [80], pour des références appropriées).

1.3 Consistance de D'estimateur [NW]

L’estimateur a noyau de la régression est donc dépendant du choix de deux parameétres, la
fenétre h et le noyau K. Nous verrons dans les sections suivantes que le paramétre crucial
est la fenétre pour obtenir de bonnes propriétés asymptotiques. Toutefois le noyau ne doit
pas étre négligé, il permet de réduire le biais de notre estimateur en s’appuyant sur les
propriétés de régularité de la courbe de régression. Dans cette section, nous déterminerons
les conditions sur la fenétre et le noyau nécessaires a la consistance de 'estimateur [NW].

Nous obtenons la consistance des estimateurs du type [NW|, via la décomposition biais-
variance suivante,

E[ (" () — m(x)}] = Var[nl ()] + {E[m" @)] ~m(@)} . (L15)

2
On dénote par = (respectivement E) la convergence en norme L? (resp. en probabilité).
Lorsque (1.15) tend vers zéro, il s’ensuit
2 NW

miW (z) 5 m(zx), ce quiimplique, m, " (z) LA m(z). (1.16)

En vue de (1.16), une simple étude des critéres de convergence vers zéro du biais et de
la variance ci-dessus nous précisera les conditions nécessaires a la consistance de I'estima-
teur [NW]. On note également que la perte L? caractérisée ci-dessus est une mesure trés
pratique de la performance de notre estimateur, elle sera utilisée afin de déterminer les
paramétres optimaux asymptotiquement (cf. section 1.4).

1.3.1 Calcul de la variance

Nous débutons ’étude de 'estimateur [NW] par le calcul de sa variance et son expression
asymptotique. Le noyau K est supposé vérifier les hypothéses (K.1-4). On note que (K.1)
et (K.3) impliquent le fait que K (-) soit de carré intégrable. Nous posons, par convenance,

le(l") /nyX’Y(x’y)dy — {m(x)}",

o*(z) := Var[YV|X = z] =

lorsque cette expression est bien définie.

Proposition 1.3.1 On suppose IE[YQ] < 00. A chaque point de continuité des fonctions
m(z), fx(x) et o*(x), tel que fx(z) >0,

Var[m)" (z)] = % X {;X((i)) /RKQ(u)du}(l +o(1)), (1.17)

ou le terme o(1) tend vers 0 lorsque h — 0.
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En utilisant le lemme de Bochner (cf. résultat A.2.1, situé en annexe), nous obtenons
aisément

Valfe)] = Bl ()] e[ ()]
_ %{/RKZ(u)fX(x—hu)du—h{/RK(U)fX(x_hu)du}z}
_ ime /KQUdu (14 0(1)),

lorsque h — 0. Soit la fonction s(z) := [ y?fxy(z,y)dy. Nous avons,
. 1 9 2(T— X\ r—X
Varffa(a)] = W{E[Y ()] P ()]

_ nh{/z@ s(a — hu)du — h/K r( — hu)du}}

_ nh /RK2 Wdu (1+o(1)).

De méme,

D {{fx;ncc) — B[ fxn(@)] H{u(2) = Bin(@) }} = (o) /R K2 (u)du (1+o(1)).

Soit le vecteur .
fxin(2)
Ap(x) = :

et $[A,(z)] sa matrice de variance covariance. Il s’ensuit

fx(x) r(z)
S[AL(2)] = % ( W s )/RKz(u)du (1+o0(1)).

En remarquant que,

__ (@)
(_ r(z) 1 ) fx(z) r(@) {fX(x)}2 _ s(z) {T(l‘)}z
(@} K@)\ ) i {Ix@}) {fx@)}”
fx(x)

on obtient alors,

Var[mV (z)] = Lh{{sz)r {{]; }/K2 )du (1 + o(1))

_ %x {;;((Z))/RW du}(l—i—o(l)).

10



1.3. Consistance de l'estimateur [NW]

Remarque 1.3.1 Dans I'expression asymptotique des termes de variance d’estimateurs
a noyau, nous retrouvons invariablement la quantité :

/K2(u)du— 1P (118)
R

Pour s’assurer de la finitude de cette intégrale, nous pouvons choisir la fonction noyau
K(-) a variation bornée sur IR et & support compact, en remarquant que ces derniéres
hypothéses impliquent clairement (/£.1-3). En vue d’optimalité asymptotique, la variance
minimale sera obtenue en minimisant (1.18) suivant /& dans une certaine classe de noyaux
fixée. Pour une expression explicite des noyaux de variance minimale, nous citons I'article
de Gasser, Miiller et Mammitzsch (1985) [54]. Notons également que Ihypothese IE[Y?] <
oo est indispensable, afin de s’assurer de l'existence de la variance conditionnelle o%(z).

En conclusion, si la fenétre h,, satisfait les conditions

h, — 0 et nh, — oo lorsque n — oo,
la variance de l'estimateur [NW| tend vers zéro.
-Extension multidimensionnelle : X € IR?

Soient x et u des vecteurs de IRP. La variance asymptotique a une expression similaire au
cas univarié. On rappelle que

S
" o) = S x1{ YK (2 2o},

ot K : IR? — R fonction noyau, produit de noyaux univariés vérifiant (K£.1-4).

Proposition 1.3.2 Nous supposons IE[Y2] < 00. Alors, a chaque point de continuité des
fonctions m(x), fx(x) et 0%(x), tel que fx(x) >0, nous avons,

Var [ (x)] = - x {;X((’;)) 5 K2<u>du}<1 +o(1)), (1.19)

ot le terme o(1) tend vers 0 lorsque h — 0.

Nous obtenons,

Var [fxm(x)} = #{f}((x) - KQ(u)du}(l +o(1)),

et
1

Var[f,(x)] = W{s(x) .

Le reste de la démonstration est similaire au cadre univarié et ne sera pas présenté par
souci de concision. O

K2(u)du}(1 +0(1)).

Lorsque la fenétre h,, satisfait
h, —0 et nh? — oo lorsque n — oo,

la variance de 'estimateur [NW] multivarié tend vers zéro.

11



Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

1.3.2 Calcul du biais

Le traitement du biais est purement analytique et repose essentiellement sur le développe-
ment de Taylor. Il nous faut supposer certaines conditions de régularités sur les fonctions
m(-) et fx(-) qui détermineront 'ordre du biais asymptotique en fonction du paramétre
de lissage h. L’estimateur [NW]| se présente sous la forme d’un quotient aléatoire, c’est
pourquoi on utilise généralement comme terme de centrage ’approximation suivante

_ Bl
E[me(x)}

La formule (1.20) est plus facile & manipuler et permet notamment la linéarisation de la

(1.20)

déviation dy,(x) := )" (z) — IE[m;V W{(z)]. Nous avons, par exemple,
(@) = {7u() = Bia(@)]} m ~ {frnl@) — E[fxan(@)]} x —Zéf”}f;’;fﬁ)'

La proposition ci-dessous démontrée par Nadaraya (cf. p. 116-117, [109]) justifie le choix
du terme de centrage (1.20).

Proposition 1.3.3 Lorsque Y est bornée et nh — oo,
E[i)" (2)] = E[iy" (2)] + O((nh)™). (1.21)
Lorsque IE[Y?] < oo et nh* — oo,
E[nh" (2)] = B[m)" ()] + O((n'/?h) ™). (1.22)

Nous utilisons I'identité suivante,

A

_ 1 _ _ 1 _ fX;n( ) [.an } + {an r)— [ X;n(x)}
fX,n(x) E[fX,n(x)} {]E[fX,n :U)] }2 an(l'){ [fX,n(z)]}
On multiplie par 7,(x) des deux cotés, puis on passe a I’espérance,
~ E | {#a(x) = Blrxn(@)] H o) ~ B[ fxn(@)]}]
A A {]EQ[fX;n w>]}2
x){fX,n($) - IE[fX,n(x)] }
Fen(@) (B [ ()]}
s an () + by ()
= E[mYW(x)] + . 5
O T o)

Soit s(z) = [ ¥*fxy(x,y)dy. Nous calculons la variance asymptotique de 7, () puis

fxn(), via le lemme de Bochner (cf. résultat A.2.1 en annexe),
1 2
Var [, () / K*(u)s(x — uh)du — —{ / K(u)r(x — uh)du}
ntJR

12



1.3. Consistance de l'estimateur [NW]

Q

%s(x)/RKQ(u)du.
Var[fxm(x)] = %/RKQ(u)fX(a:—uh)du—%{/RK(u)fX(:c—uh)du}Z
%fx(x)/RKQ(u)du.

Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz combinée aux formules ci-dessus, on obtient

() = O(%) (1.23)

Lorsque la variable Y est bornée, i.e. |Y| < M pour une certaine constante M fixée, nous
remarquons que l'estimateur [NW] est lui aussi naturellement borné,

k() (55
_ a=1 < =1

o ()

PR o S — < =M (1.24)
X;n\T Tr— Ay r— A4
SR R ey
Cette derniére inégalité (1.24) permet de borner b, (z),
balw) < M X E[{fxn(@) = B[ fxn(0)]}’]
M 1
~ EfX(x)/RKQ(u)du:O<E>. (1.25)

Les relations (1.23) et (1.25) entrainent (1.21).

Lorsque IE[Y?] < 0o, nous avons

bu(x) < B[ max [Vil{ frn(e) — B[ frn(0)] )]

1<i<n

< {2} Bt - Bl ]}
_ \/E{IE:[YQ] }1/2 x 0(%) - O(ﬁ). (1.26)

Les relations (1.23) et (1.26) impliquent (1.22), la démonstration est achevée. O

1/2

Nous sommes maintenant préts pour énoncer le biais asymptotique de I'estimateur [NW].
Nous supposerons la variable Y bornée, de telle sorte que (1.21) soit vérifiée. Nous verrons
que le biais de 'estimateur [NW], suivant les propriétés de régularité de la courbe de
régression, est une fonctionnelle des dérivées de la régression.

13



Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Proposition 1.3.4 Supposons que m(-) et fx(-) sont de classe C*(IR) et que le noyau K
est d’ordre 2, i.e. tel que

/RK(u)du: 1, /RuK(u)du: 0 et /Ru2K(u)du < 00.

Nous avons alors, lorsque h — 0 et nh — o0,

E [ ()] - m(z) = h; x {{m”(m)—i—Qm’(x)jZi—g;}/RuZK(u)du}(1+0(l)). (1.27)

Remarque 1.3.2 Notons que le terme o(1) dans (1.27) ci-dessus se décompose comme
suit {O(h) + O((nh)™)}, d’apres (1.21).

%
v |
X
=
b
=
—
|
X
—
ﬁ\
3
=
|
=
8
N~—
I
=
——
X
=
I
¥
=
£
QU
<

h? { " f5 (l“)}
= — x<<m"(x) +2m/(x) L X/uQKudu. 1.28
G {2 @ R [ g (1.28)
Le signe =~ ci-dessus dénote une erreur de 'ordre O(h) ou o(1) d’aprés le lemme de
Bochner. La proposition 1.3.3 et (1.28) impliquent (1.27). O

Le terme de biais asymptotique fait apparaitre la dérivée des fonctions m(:) et fx(:).
Ceci est da au fait que 'estimateur [NW| réalise une approximation des moindres carrés
localement constante des valeurs Y; (cf. section 1.7). L’estimateur [NW]| souffre donc d’un
biais élevé dans la région ou la dérivée de la vraie fonction de régression est grande. Le
biais peut également étre grand lorsque f%(z)/fx(x) est grand. En comparaison, sous
des hypothéses similaire & celles de la proposition 1.3.4, estimateur [GM] a un meilleur
biais : )

B[S (2)] — m(z) = % x {m"(z) x / K (w)duf(1+0(1).  (1.29)

R

La forme du biais asymptotique ci-dessus est préférable d’un point de vue statistique,
car elle ne dépend pas de la densité fx et de sa dérivée. Par exemple, si la courbe de
régression est une droite, le terme de biais principal disparait quelque soit la forme de
la densité marginale fx. De nombreuses techniques ont été développées dans la derniére
décennie pour remédier & ce mauvais biais de l'estimateur [NW], nous citons les articles
de Miiller et Song (1993) [107], Linton et Nielsen (1994) [93] Mammen et Marron [96],
Miiller (1997) [105], Choi, Hall et Rousson (2000) [15] et Hall et Miiller (2003) [64], pour
une exposition des différentes méthodologies existantes.

Lorsque la fonction de régression admet des conditions de régularité supplémentaires, il
est possible de réduire le biais asymptotique de I'estimateur [NW]| en utilisant un noyau
d’ordre supérieur. Soit ¢ un entier naturel fixé.

14



1.3. Consistance de l'estimateur [NW]

Définition 1.3.1 Le noyau K est appelé noyau d’ordre ¢ si il vérifie les conditions
suivantes :

/K(u)du:l, /qu(u)du:O, j=1,...,q—1, et /qu(u)du<oo.
R R R

Pour illustrer 'utilité des noyaux d’ordre supérieurs, nous considérons ’exemple simple
de 'estimation de la densité. Le biais de I'estimateur a noyau de la densité s’écrit

Hﬁmﬂ—hwz/ﬁﬂw%w—hwﬂmww

A présent, supposons que la densité fx(z) admet des dérivées bornées jusqu’a l'ordre ¢
dans un voisinage du point x. Nous obtenons donc, via le développement de Taylor,

q—1

B[ fxn(r)] — fx(2) = {ME%LQ%@/Qqum}+oww (1.30)

k=1
La formule (1.30) ci-dessus montre clairement I'importance des noyaux dont les premiers

moments sont nuls : un noyau d’ordre ¢ permet de réduire le biais a 'ordre O(h?) modulo
quelques hypothéses de régularité.

Dans le cadre multivarié, nous avons les conditions d’orthogonalité suivantes,
/ {Huf’} x K(uy,...,up)duy ...du, =0, lorsque Zsi =1,2,...,g—1. (1.31)
RP =1 i=1

Si (1.31) est vérifiée ainsi que

/\mmemm<m,
RP

le noyau multivarié K (-) est appelé noyau multivarié d’ordre ¢, c’est a dire tous ses mo-
ments jusqu’a l'ordre ¢ — 1 sont nuls.

Par convenance, nous dénotons par [4;(K)] le moment d’ordre j associé¢ a la fonction
noyau K (-), lorsque j € IN.

Proposition 1.3.5 Supposons que m(-) et fx(-) sont de classe C1(IR) et que le noyau K
est d’ordre q, c’est a dire tel que

o(F)] =1, [(K)] =0, 1<j<qg—1, et [u(K)]<o0.
Lorsque h — 0 et nh — 00, nous avons

IE[mNW(:U)} —m(z) = % X {{m(q)(:c) +q¢xm9Y(z)

fx(z)
fx(z)

K01 b1 +o1). (132
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Dans un premier temps, on considére l'espérance de 7, (z) :

E[i,(x)] = /R/RyK<x;Lt>fX,y(t,y)dtdy:/f{K(xf_Lt)r(t)dt

= /RK(u)r(x — hu)du = r(z) + gr(‘”(x) X [pq(K)](1 4 o(1)).

Puis,
ha

E[fxn(@)] = fx(z) + af;(?)(w) X [1g(K)](1 + o(1)).

Le reste de la démonstration est similaire a la démonstration de la proposition 1.3.4 et ne
sera pas présenté par souci de concision. O

-Extension multidimensionnelle : X € RP

On précise quelques notations nécessaires a la présentation du biais asymptotique dans le
cadre multivarié. Soit f : IRP — IR une fonction multivariée quelconque. Nous désignons
par (Q 'opérateur sur f défini par,

Q@) = | (9 )] K (i

ot V2 f(x) dénote la matrice Hessienne des dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f(-)
au point x.
Proposition 1.3.6 Lorsque Y bornée et nh? — oo,

E[n" (x)] = E[md"Y (x)] + O((nh?)™). (1.33)

Supposons que m(-) et fx(-) sont de classe C*(IRP) et que le noyau K est d’ordre 2. Nous
avons alors, lorsque h — 0 et nh? — oo,

B[ )] — i) = 5 { LI IARIOI Y oy

On peut également formuler le biais asymptotique (1.34) de maniére plus explicite mais
moins compacte :

h;{ i{;—;m(x) —I—Q{%m(x)}{%fx(x)}fxl(x)} X /RP u;"'K(u)dU}' (1.35)

j= J

1.4 Optimalité asymptotique et choix des paramétres

Dans la section 1.2, nous avons établi les conditions nécessaires et suffisantes sur la fenétre
h,, pour obtenir la consistance de 'estimateur [NW] :

h, —0 et nh, — oo lorsque n — oo.
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1.4. Optimalité asymptotique et choix des parametres

On se propose a présent de déterminer la fenétre optimale, au sens d’'un certain critére
d’efficacité asymptotique. Nous chercherons la fenétre qui minimise la perte L, associée a
I'estimateur [NW] en fixant le noyau K dans une certaine classe. Puis, on s’intéressera a
I'optimalité du noyau.

On désigne par K[qg| la classe des noyaux d’ordre ¢ & support compact et bornés. Nous
supposons, tout au long de cette section, que le noyau K € Klg|. L’hypothése K borné
et a support compact est trés classique en régression non-paramétrique, elle implique
notamment l'intégrabilité des divers moments de la fonction noyau K(-).

Sous les hypothéses de la proposition 1.3.5, nous avons,

B[ @) - e = S Lm0 +ox mo 0@ DY 4o
_ %x bz 9)] (1 + o(1)). (1.36)

Sous les hypothéses de la proposition 1.3.1, via (1.17), il s’ensuit
1 o?(x)
Var )" = — x 9 —=%[u(K?*)] (1401
alif™ (@] = o SR+ ol1)

_. n_lh % [0(2)] (1 + o(1)). (1.37)

Ces développements asymptotiques sont récurrents en optimisation asymptotique, car la
fenétre optimale équilibre le biais et la variance. On distingue essentiellement deux types
de procédures pour la sélection du parameétre de lissage : ’approche locale et 'approche
globale. En vue de résultats ponctuels ou uniformes, nous choisirons la procédure adé-
quate, c’est a dire I’approche locale pour les résultats de type convergence ponctuelle et
I’approche globale pour les résultats de type convergence uniforme.

-critére de sélection local : AMSE

Nous considérons comme critére d’efficacité la célébre erreur quadratique moyenne ou
MSE (“mean squared error”). D’aprés les formules (1.36) et (1.37), nous pouvons présenter
le théoréeme spécifiant le comportement asymptotique exact du risque quadratique de
Iestimateur [NW] m2" au point .

Théoréme 1.4.1 Sous les hypothéses des propositions 1.3.5 et 1.3.1, nous obtenons,
IMSE[{mW (2)} = E[{mnNW(x) - m(x)}g]
h2a 2 1 9
= {W X {[b(x, q)}} + o X [0*()] }(1 +o(1)). (1.38)
D’aprés (1.36) et (1.37),

IMSE]{r"V ()} = {E[mNW(x)} - m(x)}2 + Var [ (z)]
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

- (Z—!; X {[b(x; q)} }2(1 +o(1)) + % X [UQ(.I‘)] (1+o0(1)).

|

D’aprés le théoréme 1.4.1 et la formule (1.38), nous obtenons ’expression de l'erreur
quadratique moyenne asymptotique ou AMSE (“asymptotic mean squared error”) :

h?4
(¢1)?
Notons que le risque quadratique asymptotique (1.39) dépend du noyau K et de la fenétre
h associés a l'estimateur [NW]. Nous supposons, dans un premier temps, le noyau K fixé.

La fenétre optimale, au sens du critére local de minimisation de ’AMSE au point z, est
alors obtenue en minimisant suivant b la quantité (1.39), c’est a dire

AMSE[{m™ (2)} =

X {[b(x;q)}}Q + % x [v*(z)] =: [AMSE|(h, K).  (1.39)

hMSE () = WMSE(K) = arg mhin [AMSE]|(h, K).

n,opt

La fenétre hMS®(K) est solution de I’équation suivante :
29 1941 . 2 1 2

Lorsque [b(m; q)} = 0, nous obtenons

MSE Uiy [ (@) [0R(x)] MY
RMSE(fry  —  p-l/ern)) LY ]
" {261{[5(96;61)}}2}

alla = D5 H ()} }vmm

= n Y <2q+1>{ (1.40)
q g—1 [x(r)\? 2
2{m@(@) + g x ml Mmh@gUMKn

La fenétre hMS¥(K) minimise donc asymptotiquement la MSE de l'estimateur [NW| au
point x (critére local). Apres calculs, il s’ensuit

mhin [AMSE|(h, K) = {(q!)—2((1+1)/2q+1{ (q—1)! }Zq/2q+1 N {M}mqﬂ}x

2 2
{[v*@)

2/2q+1

2¢/2q+1
} 9/24 n—24/2a+1

b(z;q)]

Pour simplifier notre écriture, on peut considérer le cas particulier ¢ = 2, qui correspond
au cadre d’étude ou le noyau est positif ou d’ordre 2. D’apreés (1.40), lorsque g = 2,

e ). )’
BN e )

hMSE(K) — n1/5{
fx ()

{m”(x) +2 x m/(x)
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1.4. Optimalité asymptotique et choix des parametres

Nous obtenons, en conséquence,

m”(x) +92x% m/(x) féf(‘/E) ‘2/5[,“0([{2)}4/5[M2(K)]2/5n4/5'

nin [AMSE] (1, K) = 5{ o’ (z) }4/5 e

4 fx(z)

Par convenance, nous introduisons les notations :

Glg] = {(q!)‘2(q+1)/2q+1{(q -1 }2‘1/2q+1 N {C]!(q - 1)!}—1/2q+1}7

2 2
C[K,q] = [NJO(KQ)]?‘]/(?!H-U[MQ(K)]Q/(Qq-H)'

Il s’ensuit le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.1 On suppose les hypothéses du Théoréeme 1.4.1 vérifiées. Nous avons, si
mNW () est construit avec la fenétre h = WNSE(K) (estimateur oracle),

nlLH;o an/2q+1]E[{mgW<x) - m(ﬂﬂ)}ﬂ = G[q]‘m(q)(:c) +q X m(ql)(:c)jzi—gi 2Rt
L) e

Remarque 1.4.1 La fonction aléatoire mY"V () définie en (1.5) avec la fenétre hMSE(K)
n’est plus un estimateur, stricto sensu, car elle dépend de la fonction de régression a
estimer. Ce type de fonction est appelée pseudo-estimateur ou estimateur oracle dans la
littérature. Le corollaire ci-dessus n’a donc aucun intérét en pratique car il ne permet pas
de construire un estimateur. Il est possible toutefois de remplacer les quantités inconnues
par des estimateurs préliminaires consistants. Cette procédure, dite plug-in, conduit a
des algorithmes itératifs tels le plug-in itéré (voir, Biau [10]). Pour d’autres procédures
conduisant au choix de la fenétre dans le cadre de l'estimation de la densité fyx, nous

citons 'ouvrage de Eggermont et LaRiccia (2001), chapitre 7, [34].

La fenétre optimale hMSE(K) permet de déterminer la vitesse de convergence optimale du
risque quadratique (proche de 1/n) lorsque le noyau est fixé dans la classe de fonctions
K[g]. On s’intéresse a présent a 'optimalité du noyau sur K[g]. Il faut remarquer que le
choix du noyau n’a d’impact que sur la constante limite, par 'intermédiaire de C[K, q].
Le probléme du choix optimal du noyau K se résume ainsi :

KO o= arg min { o (BP0 g (R)P/Cr) | (1.41)

On note que le noyau d’Epanechnikov (ou Bartlett-Epanechnikov, [6] et [44]) est solution

de la problématique (1.41) lorsque ¢ = 2 et le support du noyau [—1,1]. On rappelle la
définition du noyau d’Epanechnikov,

K®(u) = Z{l —u’ }I{[u| < 1},
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

qui fournit la valeur minimale C[K¥, 2] = 3%/557%/5. Nous pouvons alors donner I'expres-
sion de la fenétre optimale correspondante :

o*(z) s
hMSE(KE) — n1/5{ 15{fX(l’)} : 2} / .
{m”(az) +2x m’(x);igg }

Pour d’autres développements et perspectives autour de I'optimalité des noyaux d’ordre
¢levés, on cite les travaux de Granovsky, Miiller et Pfeifer (1995) [59] ainsi que l'article
récent de Mammitszch (2001) [97].

-critére de sélection global : AMISE

A présent, on s’intéresse a l’estimation de la fonction de régression sur un intervalle I C IR
et au risque global de 'estimateur [NW] sur cet intervalle. On introduit pour cela I’erreur
quadratique intégrée moyenne ou MISE (“mean integrated squared error”),

MISE[{ ™ (2)} = E[/{mgW(x)—m(x)}de]
[ MSEY @) o
/IIE] {miLVW(a;) —m(x)}Z] dz,

d’apreés le théoréeme de Tonelli-Fubini.

Théoréme 1.4.2 Supposons les hypotheéses des propositions 1.3.5 et 1.5.1.

b(x;q) } dx + —/ 1 (14+0(1)). (1.42)

La fenétre optimale, au sens du critére global de minimisation de 'AMISE (“asymptotic
mean integrated squared error”) sur 'intervalle I, est donnée par,

MISE -1 !y [ } V)
Popt (T) =10 /(2q+1){ L } . (1.43)
2 [ {[bas )] } da
De nouveau, la fenétre optimale dépend de paramétres inconnus et n’est donc pas utilisable
en pratique. On se propose de remédier a cet obstacle via une méthode de référence, la
validation croisée, présentée dans la section suivante.

[MISE]{m" (

Le choix optimal de la fenétre dans le cadre multivarié est fondé sur les formules asympto-
tiques (1.35) et (1.19), en supposant vérifiées les hypothéses des propositions 1.3.2 et 1.3.6.
Nous citons les articles de Mack et Miiller (1987) [94] ainsi que Miiller et Prewitt (1993)
[106], qui ont démontré la consistance d’estimateurs & noyaux de type [NW|, construits
avec une fenétre asymptotiquement optimale, via la méthode plug-in. Les estimateurs pro-
posés sont alors asymptotiquement efficaces (au sens MSE) et on note que la technique de
démonstration repose sur I’étude de la convergence faible d’un certain processus d’erreur
(cf. [1] et [87] dans le cadre de 'estimation de la densité). A ce titre, nous rappelons que
la convergence faible d’un processus stochastique s’appuie sur deux arguments, I’étude de
la convergence faible en dimension finie combinée & une hypothése d’équicontinuité.
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1.5 La validation croisée

Dans cette section, nous supposons le noyau K fixé, et on ne s’intéresse qu’au choix de
la fenétre h. Nous avons observé dans les précédents paragraphes que l'efficacité de I'es-
timateur [N-W] est liée au paramétre de lissage, la fenétre h. Il faut choisir la fenétre
afin d’équilibrer un terme stochastique (la variance) et un terme déterministe (le biais), si
possible indépendamment des propriétés de régularité de la courbe de régression. Dans la
précédente section, la fenétre optimale qui minimise le risque quadratique intégré (MISE)
est obtenue sous des hypothéses de régularité spécifiques et dépend alors de quantités
inconnues, fonctionnelles de la distribution du couple (X,Y’). Afin de construire un es-
timateur non oracle qui minimise l'erreur quadratique, il faut utiliser d’autres méthodes
dont la plus commune est appelée la procédure de validation croisée. L’idée principale de
la validation croisée consiste & minimiser, par rapport a h, I’estimé d’une mesure de la
MISE. La fenétre h n’est alors plus déterministe, elle dépend des observations, a l'instar
des méthodes plug-in dont nous reparlerons dans le paragraphe suivant.

Cadre de travail

Soient (X,Y), (X1,Y71), (X3,Y3),..., des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans IR? x
IR. Nous considérons des estimateurs a noyaux, avec fenétre aléatoire (ou “data-driven
bandwidth”) de la forme,

h=h,=h{(X1,01),. .., (X, Y,);x} € Hy, x€TR?,

lorsque H,, désigne un sous-ensemble de IR"} (i.e., la zone de variation de hy). Soit d(-, )
une certaine distance, utilisée pour définir le risque, qui servira a mesurer l'efficacité d’un
certain estimateur m,, de la fonction de régression. Afin de simplifier ’exposition de la
procédure de validation croisée, nous travaillerons avec I'estimateur [NW] de la régression,
qui sera noté my pour souligner sa dépendance en h,

> v (X n
i (x) == = ( " ), lorsque ZK(X _th) # 0.

saS) S

La méthode de sélection de la fenétre h est dite asymptotiquement optimale par
rapport a la distance d lorsque nous avons

d N S.
lim [ 20m) | ey (1.44)
n—oo | inf d(my, m)
heH,

N . p.S. 4, . , ., ~ . L, .
ou la notation '="désigne une égalité presque stre. Par la suite, nous désignons par w(-)

une fonction de poids positive et arbitraire. Les différentes distances considérées dans
cette section sont :
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

-PErreur Moyenne Quadratique :

. I~ . 2
i=1
-’Erreur Quadratique Intégrée :

di(m {m (%)} w(x) fx (x)dx

-’Erreur Quadratique Intégrée Moyenne Conditionnelle :

dC(mam> = ]E[df(mam)’le s >Xn}

Remarque 1.5.1 Chacune de ces mesures d’erreur d;, d; ou do se décompose en un
terme de biais au carré et un terme de variance. Par exemple, la variance de ’estimateur
mNW(x) est proportionnelle a fx(x)™! d’apres (1.19). Il s’ensuit un choix naturel de
w(x) = fx(x) lorsque l'on travaille avec I'estimateur [NW] (voir Nadaraya (1982) ou
Hérdle et Kelly (1987) [71]).

Maintenant, nous allons présenter la procédure de sélection de la fenétre aléatoire h pour
la distance d;. On peut décomposer d;(my, m) de la maniére suivante,

il m) = [ (00) = m() Fu(x) fx (x)dx
= /Rp X) fx(x)d(x) — 2 . mp(x)m(x)w(x) fx (x)d(x)
m® (x)w(x) fx (x)d(x).

RP

Comme la derniére intégrale est indépendante de h, pour minimiser la perte associée a la
distance d; en fonction de h, il suffit de minimiser

/R ) ) fx(x)d(x) =2 | in()m(x)uw(a) fx (x)d(x). (1.45)

Cependant, ceci n’est pas réalisable en pratique car cette derniére quantité dépend de
fonctions inconnues m(-) et fx(-). La méthode classique pour contourner cette difficulté
consiste & remplacer ces termes par leur versions empiriques. Nous remarquons que le
deuxiéme terme de l'intégrale

i (x)m(x)w(x) fx (x)d(x) = E [, (X)Yw(X)].

RP

Il s’ensuit comme estimateur naturel,

%Z {riny(X0)Yiw(Xi) },
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1.5. La wvalidation croisée

ou 1;(+) est 'estimateur dénommé “leave-one-out”, défini par,

>nK(*5)
m;(x) := 7

>(5)

JFi

L’estimateur “leave-one-out” est simplement U'estimateur [N-W| construit avec les (n —1)
couples aléatoires {(Xl, Y1), .., (Xic1, Y1), (Xig1, Yiea), -« o, (X, Yn)} De méme, il est
possible d’approximer le premier terme intégrale de (1.45) par,

M LHIGEGHS

En somme, il parait raisonnable de choisir la fenétre A qui minimise la version empirique
de (1.45), c’est & dire h qui minimise :

LS () - 23 (i (XY}

=1

Cette derniére quantité est égale a

% Z [m(X) — Vi Y w(X,) — % STV w(X)).

1=

ou le deuxiéme terme ne dépend pas de h et n’intervient donc pas dans la minimisation.
Le critére de sélection de la fenétre se réduit & :

-choisir h qui minimise

1 < ) >

CV(h) =~ g {¥; = mi(X0) }w(X). (1.46)
Cette méthode est bien connue dans la littérature statistique et est appelée procé-
dure par validation croisée. Les références principales a ce sujet sont Hall (1984)
[61], Hardle et Marron (1985) [73], Hérdle et Kelly (1987) [71], concernant l’estimation
non-paramétrique de la régression. La procédure de validation croisée peut s’interpréter
comme étant le meilleur choix de h qui fait de 7;(X;) un estimateur efficace de Y; au
sens de (1.46). Sous les hypothéses (A.1-6), p. 1467-1468, [73], nous avons le théoréme

suivant :

Théoréme 1.5.1 Hérdle et Marron (1985)
La procédure de validation croisée, choisir h qui minimise C'V (h), est asymptotiquement
optimale, au sens de (1.44), par rapport auz distances dyy, dj et de.
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Autres méthodes de sélection

En supposant le noyau K fixé, sélectionner la meilleure fenétre h & partir des données
consiste & définir une fenétre aléatoire de la forme h((X1,Y;),...,(X,,Y,)) approchant
au mieux la fenétre optimale (cette fois-ci déterministe) au sens d’un certain critére (gé-
néralement minimiser une erreur liée a une distance ou une norme). Il est important de
remarquer que 'optimalité n’est pas un concept absolu mais est liée au choix d’une fonc-
tion de risque (MSE ou MISE par exemple). Si la procédure de sélection de la fenétre ne
requiert aucun choix de paramétre a priori, nous dirons qu’une telle méthode est auto-
matique. Le praticien qui cherche a trouver le paramétre de lissage optimal en fonction
des données a le choix entre deux méthodologies principales. La premiére méthodologie
comprend des procédures de sélection traditionnelles, essentiellement des variations de la
validation croisée définie dans la section précédente. Ces procédures sont automatiques et
asymptotiquement équivalentes d’aprés l'article de Hérdle, Hall and Marron (1988) [69].
Un des problémes majeurs (ou point faible) lié & la validation croisée est son manque de
robustesse par rapport aux changements de taille de 1’échantillon. Plus précisément, le
parameétre de lissage optimisant une certaine mesure d’erreur ne peut étre approché qu’a
la vitesse n'/19. La principale alternative a la validation croisée est d’utiliser une procé-
dure de selection de fenétre dite “de deuxiéme génération”. Ces procédures, développées
principalement dans les années 90, sont de type plug-in et donnent de meilleurs résultats
théoriques et pratiques. Il convient de citer I'article de Jones, Marron and Sheather (1996)
[83]) pour des références complétes et une étude comparative des différentes méthodes de
sélection, mettant en exergue 'avantage des méthodes plug-in sur la validation croisée
classique. Par exemple, dans I'article de Hardle, Hall and Marron (1992) [70], la vitesse
de convergence de la fenétre aléatoire vers la fenétre théorique est optimale, c’est a dire
de 'ordre O(n=1/2), telle que

nl/Q{h;hO} LN,
0

ou hgy dénote la fenétre optimale, h son estimé et A une variable aléatoire gaussienne.
Pour des travaux plus récents concernant les méthodes de sélection de fenétre avec vitesse
de convergence y/n dans un cadre multivarié, nous citons enfin Wu et Tsai (2004) [150].

1.6 Normalité asymptotique

La premiére démonstration de la normalité asymptotique de l'estimateur [NW] est due
a Schuster (1972) [120]. On se référe également aux théorémes 1.3 et 1.4 p. 117-120 de
Nadaraya [109] et au théoréme 4.2.1 p. 99 de Hérdle (1990) [66], qui proposent d’autres
méthodes de démonstration. Le noyau K est supposé borné, a support compact et d’ordre
2. La fenétre h, est choisie égale a en=1/5.

Théoréme 1.6.1 Hardle (1990)
Supposons Y bornée ou admettant un moment d’ordre l > 2. Les fonctions fx(-) et m(x)
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1.6. Normalité asymptotique

sont supposées deuz fois continiment dérivables sur R. A chaque point de continuité de
o?(x), tel que fx(z) >0,

(nh)'* {1 (2) = m(a)} 5 N(B(x), v*(x)), (1.47)
avec )
V(1) = o(z) / K?(u)du, (la variance asymptotique),
fx(z) Jr
et )
B(z) = {m"(x) + 2m'(x)fx—(x)} X / w?K (u)du, (le biais asymptotique).
fx(z) R
Pour un nombre d de points x1,...,xq de continuité, nous avons,
1/2 mgw(%) — m(z;) ; £ d
{(nh) { e } y Na({B(z)}i . 1a), (1.48)

ou I; dénote la matrice identité d-dimensionnelle.

-Extension multidimensionnelle : X € IRP

Afin d’énoncer proprement le théoréme concernant la normalité asymptotique, nous réca-
pitulons certaines hypothéses essentielles, liées au controle du biais et de la variance dans
le cadre multivarié.

Soit Vi un voisinage du point x. On suppose les conditions suivantes sur la distribution
du couple (X,Y).

-Toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de m(-) existent sur Vi ;

-toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de fx(-) existent et sont continues sur Vi, de plus
fx(u) >0, pour tout u € Vi

-la densité jointe fxy(u,y) est continue sur Vi x IR, et toutes les dérivées partielles d’ordre
2 par rapport aux composantes du vecteur u existent et sont continues sur Vi x RR.

Dans le cadre multivarié, la fonction noyau K : IR? — IR satisfait :
celles - K est a support compact tel que K?*(u)du < oo;

RP
- K est d’ordre 2.

La fenétre h = h, vérifie h — 0 et nh? — oo. Plus précisément, en vue d’'un équili-

brage biais-variance, nous choisissons h de l'ordre n~'/*?)_ On rappelle 'expression de

la variance et du biais asymptotiques de 'estimateur "W (x) : via (1.19),

1 {Var VX =x]
X

nhp Ix (X) RP

K (u)du} = LT

" nhp

et d’apres (1.34),

h? 1 Qrl(x) — m(x)QUfx](x)\ _. 2
5{ o } —: i’ B(x).

En supposant les hypotheéses ci-dessus vérifiées, il s’ensuit la normalité asymptotique dans
le cadre multivarié. D’aprés la proposition 3, p. 243, de Miiller et Song (1993) [107] :
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Théoréme 1.6.2 Miiller et Song (1993)

{nhP}I/Q{mgW(x) - m(x)} £ N (B(x),1*(x)).

1.7 Estimation par la méthode des polynémes locaux

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polynémes locaux est fon-
dée sur une simple généralisation de 'estimateur [NW|. L’idée maitresse de I’approche
localement polynomiale est de considérer le probléme de la régression sous ’angle des
moindres carrés. Intuitivement, cette démarche est pleine de bon sens, en dénotant que la
fonction de régression m(-) est elle méme solution d’un probléme de moindres carrés. Par
convenance, nous rappelons la définition de I'estimateur [NW] : lorsque K > 0,

B ZY;KCU;nXi) Po()

Yu(t) el

Nous avons, lorsque K > 0,

{fn(x) - mfsz(x)fX,n(x)} =0.
L’estimateur de la régression 2" (z) peut donc étre regardé comme la solution du pro-

bleme de moindres carrés pondérés suivant :

. & - 2 T — Xz)
arg min ;{Y; 0} K<—hn . (1.49)

En d’autres termes, 'estimateur m " (z) est obtenu par une approximation des moindres

carrés localement constante. Le principe de 'estimation localement polynomiale consiste
en 'ajustement local d’un polynéme de degré p aux données {(X;,Y;) : 1 <i < n}. Le
but de cette section est de présenter les estimateurs localement polynomiaux ainsi que
leurs propriétés statistiques fondamentales.

1.7.1 Construction et définition des estimateurs localement poly-
nomiaux

Soit p un entier naturel fixé. Nous cherchons a ajuster le polynome

Bo+ B —x)+ Bol- — )+ ...+ B(- — )P

aux données (X;,Y;), via la méthode des moindres carrés pondérés .

Premiérement, on suppose 'existence de la (p+1)-iéme dérivée de la fonction de régression
m(-) au point x. Cette hypotheése, bien que difficile & vérifier en pratique, est essentielle
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pour valider théoriquement la construction de ’estimateur localement polynomial. Nous
pouvons alors approximer localement la fonction de régression m(x) par un polyndéme
d’ordre p. Il s’ensuit, via le développement de Taylor autour du point x,

m” (z m® (z
m(z) ~ m(z)+m'(z)(z —z)+ 2< >(z —z)* + p!< >(z —x)?
P om (g , Ld ,
~ 2 ﬂ( )(z—x)] = ;@(z—xy, (1.50)

lorsque z est situé dans un voisinage du point x.

A présent, nous ajustons localement le polynome (1.50) aux données {(X;,Y;) : 1 <i <n}
par la méthode des moindres carrés pondérés avec comme fonction de poids K{(-—z)/h, }.

Il faut minimiser par rapport au vecteur 3 = (3, ..., 3,)" € RP*! la quantité suivante
=S gy V(R
- (X, — . 1.51
Do ey K () (151
=1 7=0
Comme pour l'estimateur [NW], les paramétres K et h,, déterminent la forme et la taille
du voisinage autour du point z. Soit 3 = (5o, ...,3,)" € RP™, le vecteur qui minimise
Pexpression (1.51). D’aprés I'égalité en (1.50), la dérivée k-ieme m® (x) peut étre donc
estimer par G X k!, pour k =0,1,...,p. Il s’ensuit la définition suivante :

Définition 1.7.1 La statistique
) (z;p) = B x k!, 0<k<p, (1.52)

est '’estimateur localement polynomial d’ordre p de la dérivée k-iéme de la régression
m®*) (z), et noté estimateur [LP](p) de m® (z).

Lorsque k = p = 0, on retrouve bien lestimateur [NW], i.e. m,(z;0) = mY¥"(z). Un
exemple particuliérement intéressant est le cas p = 1 et k = 0. L’estimateur m,,(z;1) de
la fonction de régression est appelé I'estimateur localement linéaire et noté mi%(z).
D’aprés (1.51) et (1.52), il est égal a By lorsque 3 = (30731) désigne le vecteur solution
de I’équation des moindres carrés suivante :

e 3 {0 - 0 ) (5.

Plus explicitement, I'estimateur [LL| est défini par :

mLL(x> — 7in70(37) :n72(37) - Azz,l(x)fn,l(z) (1.53)
" fn,O(x) n,2($> - fn,l(x)fn,1<$)’
ou
; 1l <~ (Xi—z\y (X;—x ,
fail@) = o { hon }K< hon ) 7=012
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R 1 — X, —xYJ X, —=x .
Pog(T) = nhnZYi{ " }K( " ) ji=0,1.
=1

Nous constaterons, par la suite, que les estimateurs [LP] sont supérieurs aux estimateurs
a noyaux [NW| (1.4) et [GM] (1.12) dans le cadre du dispositif expérimental aléatoire.
D’aprés Fan (1992) [45], Pestimateur [LL| ou [LP|(1) a un meilleur biais que l'estimateur
[NW] et une meilleure variance que l'estimateur [GM]|. De plus, l'estimateur [LL| a de
bonnes propriétés minimax, il est le meilleur estimateur sur la classe des fonctions de
régression a dérivée seconde bornée, parmi tous les estimateurs linéaires (cf. Fan (1993),
[46]). On se référe aux ouvrages de Wand et Jones (1995) [148] et Fan et Gijbels (1996)
[49] pour une exposition compléte des propriétés des estimateurs [LP| avec de nombreuses
applications statistiques.

1.7.2 Biais et variance des estimateurs localement polynomiaux

Les estimateurs localement polynomiaux sont issus d’un probléme de moindres carrés.
Il est préférable d’adopter une notation matricielle dans ce contexte. Soit X, la matrice
associée a notre dispositif expérimental :

1 (Xl —Z') (Xl —.Qf)p
X, =X=|: :
_ A
1 (Xp—2z) ... (X,—2) (1)
Nous posons
Y Bo
y=1| : et =1 :
Ya nx1 ﬂp (p+1)x1

On désigne par W, la matrice diagonale n x n de poids :

W, =W = diag{K(Xih_ x) }

n

La problématique des moindres carrés (1.51) peut se résumer ainsi :

,in (y - X0)"'W(y - X5),

ou le signe 7 dénote la transposition, pour un vecteur ou une matrice. On suppose doré-
navant l'inversibilité de la matrice carré X7 WX € M, ,1(IR).

Remarque 1.7.1 Plus généralement, si la matrice X”WX € M, ,;(IR) est définie po-
sitive l'estimateur |LP|(p) appartient a la classe des estimateurs linéaires (cf. (1.60) ci-

apres).
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D’aprés la théorie des moindres carrés, le vecteur de solution est donné par
— XWX} 'X"Wy. (1.54)

Cette derniere égalité (1.54) permet de formuler aisément le biais et la variance condi-
tionnels de 'estimateur (. Nous rappelons la définition du vecteur j3,

d’aprés (1.50). Soit X l’ensemble des variables X;, 1 <1 < n. Nous définissons,
m = {m(Xy),... ,m(Xn)}T et r=m— X3 le vecteur des résidus.
Il s’ensuit, d’apres (1.54),
E[§1X] = {X"WX} 'X"Wm
= B+ {X"WX} 'X"Wr, (1.55)
Soit

Y= diag{K%?) }02(Xi) e M,(IR),

n

ou o%(z) = Var[Y|X = x] La matrice de variance-covariance conditionnelle est
Var[ 3X] = {XTWX} {XTeX XWX} (1.56)

Les expressions (1.55) et (1.56) ne sont pas directement utilisables, car elles dépendent de
quantités inconnues : le vecteur des résidus r et la matrice . Ruppert et Wand (1994)
[118] ont obtenu des développements asymptotiques pour le biais et la variance de esti-

mateur localement polynomial m,&’“)(x; p) défini en (1.52). Avant d’énoncer leur théoréme,
on rappelle quelques notations utiles. Les moments de K et K2 sont dénotés par

[Mj<K)]:/Rqu(U)du et [uj(K2)]:/Rqu2(u)du respectivement,

avec 7 € IN. Soient

5 = (’u]H >o<Jz<p € My (R)
S = (My+l+1 K)] )09713} € My (R)
S = (MJH >0<j,l<p € Mp1(R)
T
Cp = (Merl [M2p+1(K)]> e R7
~ 4 +1
Cp = ( fp2 (K], - [popia (K )]) € R"™.
Nous désignons par e, 1 = (0,...,0,1,0,...,0)T le (k+ 1)-iéme vecteur unité dans IRP+1.
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Théoréme 1.7.1 Ruppert et Wand (1994)
Nous supposons fx(z) > 0 et les fonctions fx(-), mPT(-) et o*(-) continues dans un
voisinage du point x. La fenétre h vérifie h — 0 et nh — oo. Alors, nous obtenons,

AV [A(k)( . )|X] —(k')2>< r g-1gg-1 —02(:5) + (—1 > (1.57)
ar (1, (z;p = (k! €t ek+1nh1+2kfx(l') op i) )

Lorsque p — k est impair,

Biais [ (z;p)|X] = k! x e} ;57 ( j_pl)‘m(p“)(x)hpﬂk +op(hPTIF). (1.58)
P .

Lorsque p — k est pair, en supposant fi(-) et mP+2(.) continues dans un voisinage du
point & ainsi que nh® — oo, le biais conditionnel asymptotique est donné par,

Elx 65“5-1 Cp {m(p+2)($) + (p_|_2)m(p+1)(x) fx(x)}hp+2—k+op<hp+2—k)_

(p+2)! fx(z)

D’aprés le théoréeme ci-dessus, il apparait clairement une différence entre le cas p — k pair
et le cas p—k impair. Lorsque p—k pair, le terme de biais principal en O(hP*1) s’annule via
la symétrie de noyau K. Par contre, lorsque p — k impair, le terme de bais asymptotique
a une expression simple ot ne figure pas de termes de dérivées tels f%(z). On remarque
que lorsque p = k = 0, on retrouve bien le biais asymptotique de I'estimateur [NW|. D’un
point de vue pratique et théorique, nous privilégierons le cas p — k impair (cf. la section
3.3 de [49]), o la forme du biais est plus appréciable d'un point de vue théorique.

La meilleure représentation des estimateurs [LP] est obtenue par la méthode des “noyaux
équivalents”, c’est a dire en réécrivant asymptotiquement les estimateurs |[LP] sous une
forme plus classique proche de 'estimateur [NW/|. Nous introduisons la notation suivante :

Snj = zn: (X, —x)jK<Xih;x>. (1.59)

Soit S,, = XTWX la matrice carré de dimension p + 1 définie également par,
D’apres (1.54),
Bk = egﬂﬁ = €£+1S;1XTWY

- ng(h—l")i/ (1.60)
i=1 n
On remarque que
K ()
XTW = - -
X — X, —
(Xl—x)pK( ! "”) (Xn—x)pK< i x)
hn hn (p+1)xn
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1.7. FEstimation par la méthode des polynéomes locaux

Il s’ensuit

>ovin (%)

X'Wy =

> v —a)w(F5 )
i=1 (p+1)x1

Nous obtenons finalement,

X; —
wy <—h a:) = 1S, X

. WE(t) = ef Sy {1, th, ..., (th)p}TK(t). (1.61)

L’estimateur Bk a donc une forme conventionnelle, excepté que le noyau W}' dépend des
points X; et de leur localisation. Ceci explique intuitivement pourquoi I’estimation locale-
ment polynomiale s’adapte aux différents dispositifs expérimentaux ainsi qu’a I'estimation
aux bornes du support de la densité. Nous énongons a présent une propriété fondamentale
des estimateurs [LP|(p).

Lemme 1.7.1 La fonction de poids W}'(-) satisfait la condition suivante :

Z (Xi —x)'Wy <¥> =0kg, 0<k,q<p

=1

Ci-dessus 0y 4 dénote le symbole de Kronecker.

1

Z (X’ o x)qW£<Xih: x) - 6;{+1S¢;1 g (Xz - x)q (XZ _ :r) K(th; x)

(X~ 2)’

_ T o1 _ T _
= €19, On€qi1 = €y X €q1 = Opyg -

Comme conséquence du lemme 1.7.1, le biais a distance finie de 'estimateur Bk est nul
lorsque la fonction m®(-) a estimer est un polynome de degré inférieur ou égal a p. Cette
propriété met en exergue un des avantages pratiques de l'estimation par la méthode des
polynémes locaux pour la réduction du biais, en comparaison avec I'utilisation de noyaux
d’ordres élevés. En effet, le biais est nul a n fixé et non asymptotiquement. En d’autres
termes, l'estimateur [LP](p) posséde la propriété de reproduire les polyndomes de degré
q < p (cf. proposition 1.12, p. 32, [142]).
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Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

Nous continuons l'investigation des propriétés de la fonction de poids W}'. Nous notons
que, lorsque h — 0 et nh — oo,

Snj = ]E[Sn’j]_’_O]P( Var[Sn,j])

= nhit! /Rqu(u)fX(ac + hu)du + O]p< IE[S;‘;]])
— b fx(@) 5] (K) + o(1) + Op (1/v/nh) }
= " fx (@) () (K) {1 + op (1) },
via une application du lemme de Bochner et de la loi des grands nombres. Il s’ensuit
Sp=nfx(@)HSH{1+ op(1)}, (1.62)

ou H = diag{1,h,...,h"}. En substituant la formule (1.62) dans la définition (1.61) de
W} (), nous obtenons

1

Wii(t) = nhTfXUGk—H

b, Y K1+ op(1)}.

Il en découle,

A

O = nhk“fx ZYKk(

){1 +op(1)}, (1.63)

avec

Ki(t) == el 571, h, . P} K (1), (1.64)

Le noyau en (1.64) est appellé noyau équivalent (“equivalent kernel”) et est trés utile pour
exprimer les propriétés asymptotiques de 'estimateur |[LP|(p). Le noyau (1.64) vérifie les
conditions de moments suivantes :

/ WK (u) =0kg  0<k,q<p. (1.65)
R

Le noyau équivalent K (u) est donc simplement un noyau d’ordre (k,p + 1) (cf. (A.24)
ou définition A.6.2 en annexe). On le note en conséquence Kj (u) afin de souligner la
dépendance en p. Pour plus de détails concernant les noyaux équivalents et le lien entre
I'estimation |[LP]| et les autres méthodes d’estimation (|[NW] et [GM]), nous nous référons
aux articles de Lejeune (1985) [90] et Miiller (1987) [103].

La variance et le biais conditionnels de l'estimateur mg)(x p), spécifiés en (1.57) et

(1.58) respectivement, peuvent étre exprimés en fonction du noyau équivalent Kj (),
nous conduisant aux expressions asymptotiques suivantes :

1 o?(x)

Var [mﬁf)(x,p)\xq = {nh1+2’f X fX(x){(k!)z/R{K,’;p(u)}2du}}{1 +op(1)}, (1.66)
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et

mP+ (z)

Biais [m{® (z;p)|X] = {hp“_k X TESH

{k‘!/Rup"‘lK;;p(u)du}}{1—|—0p(1)}. (1.67)

Ces développements asymptotiques sont obtenues aisément en s’appuyant sur les formules
(1.63) et (1.65).

La fenétre optimale au sens du critére local de minimisation de ’AMSE est obtenue a
partir de (1.66) et (1.67) :

9 1/(2p+3)
hMSE(x) _ Ck,p(K) o (17) - nfl/(2p+3),
Fx(@){mrt) ()}

avec

_ [l ner+ A,
Crp(K) == { 2(p+ 1 — k) [ppar (K7, (w))] } :

A partir de ces formules, il existe différentes procédures pour choisir la fenétre optimale &
partir des données. Citons l'article de Fan et Gijbels (1995) [48] qui combine les notions
de la validation croisée et du “plug-in” ainsi que le papier de Ruppert, Sheather et Wand
(1995) [117] qui propose plusieurs méthodes de sélection globale de la fenétre, adaptations
de techniques de type plug-in développées dans le cadre de I’estimation de la densité. Leurs
travaux sont fondés sur la minimisation de la MISE conditionnelle, définie par,

MISE [1it, (2; p)|X] = IEUR{mn(x;p) —m(x)}ZfX(x)d:p}X{].

La fenétre MISE-optimale a donc pour expression asymptotique, d’aprés (1.66) et (1.67),

1/(2p+3)
MISE 0 () Juo (e n Ve (168)
Ji fx (@) {m®+D(z)} da

On rappelle que les stratégies de type plug-in sont basées sur le remplacement dans (1.68)
des intégrales inconnues par des estimateurs consistants. On peut citer également ’article
de Wand et Gutierrez (1997) [147] qui proposent une approche intéressante, fondée sur
I'expression du risque exact (i.e. & distance finie) et non des formulations asymptotiques.

La question du choix du noyau optimale est traité dans Fan, Gasser, Gijbels, Brockmann
et Engel (1995) [47]). La normalité asymptotique est discutée dans l'article de Tenreiro
(1997) [139] notamment. Pour une étude du cadre multivari¢, on se référe au chapitre 7
de Fan et Gijbels (1996) [49] et a larticle de Ruppert et Wand (1994) [118].

Enfin, pour un état de 'art comparatif des différentes techniques d’estimation de la fonc-
tion de régression par la méthode du noyau, nous citons Chu et Marron (1991) [16] et
Hastie et Loader (1993) [75].

33



Chapitre 1. Régression non-paramétrique par la méthode du noyau

34



Chapitre 2

Lois uniformes du logarithme pour les
dérivées de la régression

2.1 Introduction

L’objet central de cette thése est de présenter de nouvelles lois uniformes du logarithme
concernant une large classe d’estimateurs non-paramétriques de la fonction de régression
ainsi que ses dérivées.

La méthodologie la plus ancienne permettant 1'obtention de lois du logarithme itéré
concernant les estimateurs a noyau est fondée sur un principe d’invariance fort démontré
par Komlos, Major et Tusnady [85] et noté [KMT]. Par principe d’invariance fort, nous
entendons ’approximation presque siire du processus empirique par un certain processus
gaussien. Le [KMT] consiste donc en 'approximation du processus empirique uniforme
par une suite de ponts browniens et est utilisé par Hall (1981) [60] pour démontrer une
loi du logarithme itéré pour I'estimateur [PR] de la densité. En s’appuyant sur la théorie
des processus empiriques et certains résultats (cf. [132]) concernant le module d’oscil-
lation du processus empirique uniforme, Stute (1982) [133] a établi la premiére loi du
logarithme uniforme concernant 'estimateur [PR] de la densité. Ces résultats seront raf-
finés par Deheuvels et Mason en (1992) [26]. En ce qui concerne I'estimation [NW| de la
régression, il existe une version bivariée du [KMT], développée par Tusnady (1977) [143]
en s’appuyant sur la transformation de Rosenblatt (1952), qui pourrait aider & déterminer
la vitesse de convergence optimale de U'estimateur [NW]. Toutefois, cette approximation
n’est pas vraiment appropriée a I’étude du comportement asymptotique de 1’estimateur
[NW] (cf. remarque 5, p. 81, [41]). En effet, 'approximation de Tusnady n’est valide que
pour un échantillon de taille fixée et ne permet pas I’écriture rigoureuse de lois limites. Il
est possible cependant de préciser la vitesse de convergence exacte et la constante limite
associée en utilisant des techniques de démonstration plus sophistiquées. Tout au long de
ce chapitre, nous utiliserons la notation suivante m" (z) = m,(z) (cf. (1.4)). Pour éviter
toute valeur négative du logarithme, nous introduisons la convention log(u) = log(u V e).
D’apreés les travaux récents de Deheuvels et Mason (2004) [29] (voir les travaux de Ein-
mahl et Mason (2000) [42] pour la convergence p.s.), sous certaines hypothéses classiques,
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

nous avons la loi uniforme du logarithme de 'estimateur [NW] :

ot )~ Bt} -t 2t

ou o, (I) (cf. (2.5) ci-aprés) désigne la borne limite qui dépend de la variance asympto-
tique de l'estimateur [NW] et I dénote un intervalle compact arbitraire. Cet intervalle
sera supposé contenu dans le support de la distribution afin d’éviter les valeurs nulles de
la densité marginale fx (cf. (1.17)). La méthodologie employée repose sur la théorie mo-
derne des processus empiriques et, plus particuliéerement, I’étude du processus empirique
indexé par des classes de fonctions vérifiant certaines propriétés combinatoriales. En effet,
aprés linéarisation, nous remarquons que la déviation m,(x) — IE[m,(x)] a le méme com-
portement limite que le processus empirique indexé par une certaine classe de fonctions
uniformément bornée. Il existe alors des inégalités exponentielles pour la déviation par
rapport a l'espérance de la norme du supremum du processus empirique indexé par des
classes de fonctions uniformément bornées (cf. section 2.14.3 dans [145], [88] et [137]).
Nous verrons en annexe, section A.3, que ces résultats font appels a4 une borne de mo-
ment, c’est & dire pour majorer la norme L; du processus empirique indexé par certaines
classes de fonctions particuliéres dites de Vapnik-Chervonenkis ou, plus explicitement,
des classes de fonctions a nombre de recouvrement uniformément polynomial. Ces inéga-
lités exponentielles, issues de la théorie moderne des processus empiriques, permettent de
trouver la borne limite supérieure ci-dessus lorsque la norme du supremum est bornée ou
plus précisément de controéler les oscillations du processus empirique, étape classique de
la technique de chainage en vue de démontrer des résultats de nature uniforme. La mé-
thodologie employée n’utilise pas de principe d’invariance fort, contrairement a certains
résultats ponctuels de type loi du logarithme itéré (cf. Einmahl et Mason (1997)-(1998),
[40] et [41]).

L’objet de ce chapitre est d’établir des lois limites, similaires a des lois du logarithme
itéré, pour la déviation uniforme des estimateurs [NW| des dérivées de la régression et
de généraliser ces résultats au modéle multivarié. En fin de chapitre, nous présenterons
une extension de ces résultats a l'estimation localement polynomiale ainsi que certaines
applications statistiques.

2.2 Le cadre univarié

Soient (X,Y), (X1,Y1), (X2, Ys),..., des couples aléatoires indépendants et identiquement
distribués (i.i.d.) a valeurs dans IR?. Le couple de variables aléatoires (X,Y") est supposé
admettre une densité jointe sur IR? notée fxy(-,-) et nous désignons par fx(-) la densité
marginale (par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR) associée a la variable aléatoire X.
Dans ce chapitre, nous considérons une version plus générale de la fonction de régression
qui permettra de traiter diverses fonctionnelles de la densité conditionnelle de Y sachant
X =z, telle la fonction de répartition conditionnelle F'(-| z) = P{Y < :|X = z}. Soit

1
fx(z)

(@) == E[p(Y)|X = 2] = /R B(y) fr (. 9) dy, 2.1)
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ou ¢(+) dénote une fonction a valeurs réelles, supposée mesurable et bornée sur tout inter-
valle compact dans IR. Cette hypothése peu restrictive sert a borner ¥ (Y), lorsque nous
travaillerons sous I’hypotheése (F.3), présentée ci-dessous. Nous définissons deux intervalles
compacts I = [a,b] et J = [¢, d], contenus dans R, tels que

—o<ec<a<b<d<oo.

Nous supposons certaines conditions sur la distribution du couple (X,Y’) parmi les hy-
pothéses (F.1-5) énoncées ci-dessous. Soit k un entier naturel fixé désignant le degré de
dérivation, tout au long de ce chapitre.

(F.1) fxy(-,-) est continue sur J x R;
(F.2) fx(-) est continue et strictement positive sur J;
(F.3) YI{X € J} est bornée.

Pour le cas non-borné, c’est a dire lorsque (F.3) n’est plus vérifiée, il nous faut une
condition de moment liée & la troncation,

(F.4) sup]E[‘@/J(Y)‘S‘X = x} < 00, pour un certain s > 2.
zeJ

Enfin, en vue du traitement du biais ou de la construction d’intervalles de confiance pour
la dérivée k-ieme de la régression, nous supposerons

(F5) fx et fxy sont k-fois continiiment différentiables sur J x IR.

Nous avons clairement (F.3) implique (£.4). L’hypothése (F.3) permet de borner les va-
riables {Y; : 1 < i < n} et nous sera trés utile pour la démonstration de nos prochains
résultats. On note que cette hypothese de bornitude est récurrente en régression non-
paramétrique. Elle entraine 'existence des divers moments de la distribution condition-
nelle, notamment celui d’ordre deux. En fin de section nous traiterons le cas non-borné, en
s’appuyant sur ’hypothése (F.4), équivalente & un moment d’ordre strictement supérieur
a deux. Cette fois-ci, (F.4) requiert une hypothése supplémentaire, liée & s, concernant la
fenétre h,, associée & notre estimateur.

Remarque 2.2.1 Sous (F.1-3), la fonction de régression my(-) est proprement définie,
Vx e J, par

1 . C))
mole) = 5 [ 0 v (o npy =

oll nous notons par convenance,

TW@=A¢@&y@w@

Sous (F.1-3), la variance conditionnelle de 1(Y") sachant X = x est également bien définie,

1 2

7t(a) = Var [p(V)X =] = [ {0l) = mu@)} frrlendy. (22
fx(@) Jw

Sous les hypothéses (F.1-3), nous pouvons démontrer la continuité uniformément sur

Vintervalle I des fonctions ry(-), my(-) et o7 (z), via une application du lemme de Scheffé
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ou du théoréme de convergence dominée de Lebesgue (voir la section A.5 en annexe). Si, en
outre, I'hypothése additionnelle (F.5) est vérifiée, nous obtenons également la continuité
des dérivées k-iemes de 74(-) et my (), uniformément sur /.

Les estimateurs des dérivées de la régression seront de la méme forme que ceux du pré-
cédent chapitre. Ils sont construits a partir de 'estimateur [NW|. On rappelle qu'une
fonction mesurable H : IR — IR est a variation bornée sur IR lorsque,

/ |dH (u)| == |H]|, < oo,
R

ou |H|, désigne la variation totale de la fonction H(-) sur IR. En vue d’une estimation des
dérivées de la régression, le noyau K et ses dérivées successives jusqu’a 'ordre k satisfont,

(K.1) K(-) est a variation bornée et continue (& droite) sur IR ;

(

2) K(u )— 0 pour u ¢ [—£/2;&/2), pour un certain 0 < £ < 0o}
K23) [g K(u)du=1;
4)

K est k-fois dérivable avec |[K®|, < oco.

(

Remarque 2.2.2 L’hypothése (K.2) nous assure que le noyau K et ses dérivées succes-
sives jusqu’a ’ordre k sont a support compact. La valeur du nombre réel £ est arbitraire et
sera choisie égale a 1 sans perte de généralité. Autrement, la valeur de £ n’interviendrait
que dans des constantes ou pour régler le pas de la discrétisation. Dans certains cas, il est
possible de s’affranchir de cette hypothese, d’aprés Deheuvels (2000) [22]. On note que
la condition (K.1), i.e. K(-) a variation bornée sur IR, est impliquée par les hypothéses
(K.2) et (K.4), lorsque k > 2 (voir, par exemple, [76]). L’assertion (/K.3) intervient uni-
quement lorsqu’on considére l’estimation de la densité, ou pour obtenir des estimateurs
asymptotiquement sans biais, via le lemme de Bochner. Notons que sous I'hypothése (K.3)
I'estimateur [PR]| est une fonction de densité. Enfin, I'hypothése de continuité en (K.1)
sera utile pour des problémes liés a la mesurabilité (cf. lemme A.3.3 en annexe) et le
prolongement par continuité de classes de fonctions dénombrables.

Nous travaillerons avec une fenétre h,,, suite de nombres réels positifs, vérifiant certaines
des conditions suivantes :

H.1) h, — 0, lorsque n — o0}

nhy,/logn — oo, lorsque n — oo ;

2)

.3) nh2**1/log(1/h,,) — oo, lorsque n — o0 ;
A4) h, \, 0 et nh, / oo, lorsque n — 00;
5)

| log h,|/ loglogn — oo, lorsque n — oo.

Remarque 2.2.3 Si nous travaillons sous I'hypothése (F.4), c’est a dire dans le cadre o
Y n’est plus bornée, nous nécessitons une hypothése plus forte que (H.2), notée (H.2)*,

(H.2)* n'=%h, logn — oo, lorsque n — oo, et avec s > 2.
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Les hypothéses (H.1-2) sont souvent, nécessaires et suffisantes pour la convergence uni-
forme en probabilité de la déviation associée aux estimateurs |[PR| et [NW]. Plus précisé-
ment, les hypothéses (H.1-2) sont nécessaires et suffisantes pour la consistance forte des
estimateurs [PR| et [NW] mais, pour démontrer des lois limites uniformes presque stre, il
nous faut également supposer (H.4-5). La condition (H.3) est spécifique a la consistance
des estimateurs & noyaux des dérivées d’ordre k des fonctions fx, ry et my,. A ce sujet,
nous citons le théoréme D, p. 1278 et p. 1281-1282 dans [26]. On peut également consulter
la proposition 3 de Collomb (1979) [18| qui spécifie une condition nécessaire et suffisante
de convergence uniforme p.s. et p.co. d'un estimateur des dérivées de la régression, i.e.

nh2k+1
lim n = 0.
n—oo logmn

Cette derniére condition est équivalente & (H.3) sous (H.1-2), c’est a dire lorsque h,, =
Cn ™ avec 0 < a < 1 et C > 0. Les deux derniéres hypothéses (H.4-5) sont donc
spécifiques a la convergence presque siire. En fait, les hypothéses nh,,/log(1/h,) — oo et
log(1/h,,)/logyn — oo sont indispensables afin d’établir une loi limite uniforme presque
stre (cf. Mason, Shorack et Wellner (1983) [100]). A ce propos, nous rappelons qu’'une
suite de constantes {a, : m > 1} est supposée satisfaire les conditions dites de Csoérgo-
Révész-Stute [CRS| lorsque :

0<a,<1, a, \\0O et na, 7 oo, lorsquen — oc;
log(a,) ™' /loglogn — oo, lorsque n — 0o;

na,/logn — oo, lorsque n — oo.
9

Nous pouvons maintenant présenter les estimateurs a noyaux de fx(z), ry(x), my(z) et
leurs dérivées jusqu’a l'ordre deux.

nle) = oK (T,

Funle) = — gwm)K(x;f"),

nhy,
M7 lorsque ]EX;n(:C> # 0,
fX;n(‘r)
mw;n(‘r) - <
1 n
_Zw(y;), sinon,
n 4
\ =1
A 1 <& r—X;
fralo) = 7z 2K (57
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Hnlt) = o SR (),
n =1

n

Pn®) o) ficn()
A/;n($> fX;n(x) f?{,n(x)

, lorsque fX;n(:L‘) # 0,

0, sinon,

A 1 © r—X;
//. — K//( 1)

() = == YR (S ),

) = @) @) 4 Fen@) @) | 2@ a2
e @) [Fxn(@)]) [Fean@]”

lorsque fy.n(z) # 0.

Remarque 2.2.4 Le traitement des autres dérivées pour k£ > 2 est similaire et ne sera
pas présenté ici par souci de clarté. Nous avons, plus généralement,

A(k) k) X
> et 7’¢m$ h1+k Zw K( (h—n>

Pour I'estimation de la dérivée d’ordre k£ de la régression, via le développement de Leibniz,
nous obtenons

fX in h1+k (

waz Fran) 117, orsque fra(z) 0.

Dans la présentation de nos estimateurs, nous avons choisi comme fenétre h,,. Il est possible
toutefois d’adapter la fenétre plus précisément, c’est & dire en fonction de l'ordre de
dérivation de I'estimateur considéré. Nous introduisons alors I’hypothése suivante, quelque
soit k € IN,

(H.k) nhi’fﬁl/log(l/hn) — 00, lorsque n — oo.

Nous construisons alors les estimateurs des dérivées d’ordre k de fx(-) et 74(-) en utilisant
la fenétre h,, ; appropriée. Il s’ensuit,

an h1+k Z (

Ce raffinement n’a aucune incidence sur les démonstrations et ne sera pas présenté par la
suite afin d’éviter des notations trop lourdes. Par contre, ces notations rejoignent certains

> et ﬂ(fi(a: hlszw K(k< ; Xi).

n,k
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2.3. Théorémes

résultats développés par Deheuvels (2000), p. 942-943, [23|, qui permettent de conjecturer
un équivalent pour les dérivées de la régression (avec d’autres méthodes de preuve). Ces
travaux traitent de I’approximation forte du processus de quantile uniforme, noté 3, (t),
par une version itérative du célébre processus de Kiefer.

Nous définissons la notation suivante, concernant les termes de centrage,
k A(k k L (k
fen(e) = Bfg @), ri (@) = B[ ().

Pour les estimateurs de la régression et sa dérivée, nous posons,

IE (11 ()] = f;i_g))
E[m;/;,n<l’)] = ;ii((?) Tl/),n()f()j();;(x)’

en procédant identiquement pour les dérivées successives de 7y, () jusqu’a ordre k.
Remarque 2.2.5 Notons que l'espérance de mq(le(a:) ne coincide pas avec ’approxima-
tion ci-dessus. Toutefois leur différence est négligeable et asymptotiquement nulle, via
un argument similaire a la démonstration de la proposition 1.3.3 (voir la section A.7 en
annexe). De lautre coté, cette approximation permet la linéarisation de la déviation par
rapport a I'espérance modifiée :

. (k = A (k

g () = B[ (),
et son expression comme une fonctionnelle linéaire du processus empirique. Cet argument
est un élément essentiel de la démonstration du théoréme 2.3.2 ci-dessous (cf. lemme 2.4.8
en fin de preuve). L’idée est d’exprimer la déviation m;kL(x) —E [rhfle (x)] en fonction des
autres déviations,

Pn(®) =il (@) et f,(0) = fil(2), 0<I<k.

2.3 Théorémes

Les lois concernant la déviation maximale de nos estimateurs sont obtenues a partir d’un
théoréme limite général énoncé dans le théoréme 2.3.1 ci-dessous. Pour cela, nous intro-
duisons le processus suivant, étant donné deux fonctions ¢(-) et d(-) supposées continues
et bornées sur J, nous posons, pour tout x € J,

Wan(z,0) = Zn: (el i) + d(2)) KO (2 ;f)

i=1

— B (cwpp(v) + d)) KO (1 ;nX ) (2.3)
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Théoréme 2.3.1 Supposons (F.1-3), (H.1-2), (K.1-4). Lorsque n — 00, nous avons,
~1/2
HQWM log(l/hn)} sug){ + Wz, ¥)} — aW([)‘ =op(1),
BAS

ol

73 (1) = sup B[ (c(r)o(v) + () | X = o] o) / KO@Pd.  (2.4)

zel R

Supposons (F.1-3), (H.2-4-5), (K.1-4). Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

= o(1).

‘{2nhn 10,5.);(1/%)}_1/2 Sg}g]) { £ Won(z, )} —ow(])

Corollaire 2.3.1 Supposons (F.2), (H.1-3), (K.1-3). Lorsque n — 00, nous avons,

nh2k+1 1/2 R
(s} s 0~ 10} = 05D = on(1),

ol

1 =sup {fx()} [ (KO

Supposons (F.2), (H.3-5), (K.1-3). Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

nh2k+1 1/2 k)
Hm} ité};:l:{an Xm(m)} - O'f(])‘ =o0(1), presque sirement.

Corollaire 2.3.2 Supposons (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4). Lorsque n — 0o, nous avons,

nhik‘-f—l 1/2 *)
‘{2log(1/hn)} S;él[)i{rw" Twn(x)} _UT(I)‘ = op(1),

ou
(1) = sup {3(@) f(o) } [ (K (0)ar.
zel R
Supposons (F.1-3), (H.3-5), (K.1-4). Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

—h% R up & i) —o,(I)| = o(1 p
n r s 1 t.
’{2log(1/hn)} ie[ {Twn wn(x)} ( )’ o(1) resque siremen

Théoréme 2.3.2 Supposons (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4). Lorsque n — 00, nous avons,

{3 sup 1) — Bl 0]} = o) = ow(),
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2.4. Démonstration des théorémes

ol

o2 (1) :ii?{;i—g} /R ) (1))t (2.5)

Supposons (F.1-3), (H.3-5), (K.1-4). Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

H nh2k+1 }1/2 “ j:{m(k) () E[m(k) (q:)]} (I)‘ o(1) resque surement
[ L — — — Om = , .
5 log(l/hn) xEII) Pin Pin presq

Ces théorémes et corollaires ont été obtenus par Deheuvels et Mason (2004) [29] lorsque
k = 0 pour la convergence en probabilité. Einmahl et Mason (2000) [42] ont également
démontré les théoremes 2.3.1 et 2.3.2 pour le mode de convergence presque stire et k£ = 0.

2.4 Démonstration des théorémes

La démonstration du théoréme principal se divise en deux parties : la borne supérieure
et la borne inférieure. Ce schéma est classique pour l'obtention de lois du type loi du
logarithme itéré. La borne supérieure repose sur deux inégalités exponentielles, dont I’in-
égalité de Bernstein, et est scindée en deux sous-parties : discrétisation et oscillation. La
borne inférieure est obtenue en approchant le processus empirique par un processus de
Poisson (cf. [35] et [26] pour un exposé plus détaillé de cette méthodologie). Les résultats
seront démontrés uniquement pour la convergence en probabilité qui est suffisante pour
les applications statistiques. Le passage a la convergence presque siire s’effectue en choi-
sissant une sous-suite de nature géométrique du type n; = 27 (cf. “blocking argument”),
en combinaison avec le fameux lemme de Borel-Cantelli.

2.4.1 Borne supérieure

Le but de cette sous-section est de prouver que, Ve > 0, nous avons

Wi (, )| _
]P{ S > (1+¢) O—W(f)} — o(1), (2.6)

avec ow (I) définie en (2.4). La démonstration de ce résultat en probabilité sera divisée
en deux parties : discrétisation et oscillation.

Discrétisation

Premiérement, nous examinons le comportement du processus W, x(+, 1) pour un nombre
fini de points appartenant a lintervalle I = [a,b]. Ce procédé permet de ramener le
supremum sur / & un maximum sur un nombre fini de points. (On note que ce procédé
analytique est utilisé de maniére systématique lors de démonstrations de résultats de
nature uniforme.) Pour cela, nous exprimons W, x(-,7) comme un processus empirique
fonctionnel, c¢’est & dire indexé par une classe de fonctions. La classe de fonctions sera
elle-méme indexée par les points de la discrétisation.
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Soit a,,(+) le processus empirique bivarié fondé sur les n couples de variables aléatoires
(X1,Y1),...,(X,,Y,) et indexé par une classe G de fonctions g : IR? — IR. Par définition,
pour g € G, nous posons,

Z (9., 7)) - E[g(X:, 7)), (2.7)

Pour une classe de fonctions G arbitraire, nous désignons par
Hnl/Qogan—zlelp}nlh <g)|7

1/2

la norme maximale de n'*/“«,, sur la classe G.

Pour n’importe quelle fonction ¢(-) mesurable et bornée, on introduit la fonction suivante,
pour tout x € J,

r—Uu

hn

N (U, V) 1= (c(x)w(v) + d(:z:))K(k)< ), pour u,v € IR. (2.8)

Ainsi, d’aprés les précédentes définitions en (2.3), (2.7) et (2.8), nous pouvons écrire

Wn,k($a 'QZ}) = nl/Qan(nn7x,k)~ (29)

L’é¢tude du comportement limite de W, x(x, ) sur lintervalle I se réduit donc a 'étude
du comportement limite du processus empirique «,(-) indexé par la classe de fonctions

{nn%k T € ]}.

Pour n’importe quelle fonction ¢ & valeurs réelles définie sur un ensemble B C IR, on pose
|6l B = sup,cp |¢(2)], et lorsque B = IR, on écrit simplement ||¢||p = ||¢||. On désigne
par |u] la partie entiére de u, telle que |u] <u < |u] + 1.

Aprés ces quelques notations préliminaires, nous pouvons commencer la discrétisation.
Soit 0 < ¢ < 1 fixé, nous allons diviser 'intervalle I = [a, b] en segments de longueur dh,,
(c’est a dire dh,, dénote le pas de discrétisation). Nous posons, pour chaque n > 1,

i = a+idh,, 0<i<l,:=|(b—a)/(0h)]. (2.10)

Pour simplifier notre écriture, on définit
Ini(U,0) = Ny k(w,0), 00 <1, (2.11)

Nous considérons alors le processus empirique indexé par la classe de fonctions suivante,
pour n > 1,

G, = {gm- 0<i < ln}.

Nous pouvons maintenant travailler avec le processus empirique a,(g) indexé par g € G,
(c’est & dire la version discrétisée de notre processus) et montrer le résultat suivant.
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2.4. Démonstration des théorémes

Proposition 2.4.1 Supposons que (2.10) soit vérifiée pour un certain 0 < § < 1/2, alors
pour tout T > 0, nous avons

IP{ max |an(9n,i)}
0<i<ln y/2h,, log(1/h,)

> ow(1)(1+7) } = O(hi/) = o(1).

Cette proposition s’appuie sur une inégalité exponentielle de type Bernstein que nous rap-
pelons ci-dessous. Notons que c’est 1'inégalité de Bernstein qui nous permet de déterminer
la constante ou borne limite oy (I). La deuxiéme inégalité exponentielle en dimension in-
finie n’est pas assez précise mais nous permet de controler les incréments du processus.
Par contre, I'inégalité de Bernstein & la bonne constante multiplicative gaussienne sur la
droite (cf. (2.12) ci-dessous).

-Aparté : Inégalité de Bernstein et borne Gaussienne

Soit € une variable aléatoire gaussienne réelle A/(0, 1) centrée réduite. Nous avons 1'enca-
drement suivant :

1 1yexp{—t/2} Lexp { —t%/2}
{___}—m gIP{gzt}<¥—m .

t 3
Le facteur important est exp { —t?/ 2}, car il implique une décroissance rapide de la queue
de la distribution considérée. Nous remarquons également que l'inégalité de Bernstein est
un cas particulier de I'inégalité de Bennett (cf. Pollard (1984) [112], p. 191-193). Ces
inégalités exponentielles sont applicables lorsque les variables aléatoires considérées sont
bornées, ce qui justifie notre emploi de (F.3).

Nous présentons la version maximale de I'inégalité de Bernstein, conséquence directe du
lemme 2.2, p. 1393, [39].

Résultat 2.4.1 Soient Z,...,7Z, des variables aléatoires centrées de variance identique
0 < 02 < 0o. De plus, nous supposons qu’il existe un certain M > 0 tel que |Z,| < M,
r=1,...,n. Alors, pour tout réel t > 0, nous avons

3t?
P{Z+ o+ Zy > 1} S exp{ — o |- (2.12)

Le choix naturel pour les Z, est
Zr :gn,i(Xr‘?Y;“) _E[gn,z(Xr,Y;)], r = 1,...,TL.

Ces variables sont bien centrées et de méme loi, vérifions qu’elles soient bornées. Pour
tout 1 < r < n, nous avons, via (F.3) et (K.4),

‘Zr’ - |gn,z<Xr>}/T)_]E[gn,z<Xr7§/r>”

< gni(X0, V)| + [E[gni(X,, V)]

IN

2 {llell < [l + lldlf 1P| = M. (2.13)
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Remarque 2.4.1 La fonction K*) est a variation bornée, ce qui implique ||[K®| < oo
clairement (cf. Natanson (1955) [110] ou Schuster (1969), p. 1188, [119]).

Il reste a controler la variance des Z,, V1 <r <n,
Var [Z,] = Var [gm-(X, Y) — E[gn(X, Y)]]
= Var [gm-(X, Y)}
< ]E[ngz,z‘(Xv Y)}
En utilisant un argument de conditionnement, nous pouvons majorer ce terme en faisant

apparaitre la variance conditionnelle, terme crucial lors de démonstrations de lois limites
uniformes du logarithme (et de lois du logarithme itéré),

1) = sup B[ (e(a)o V) + d(w) | X =] () [ (K 0) e

zel R

Nous avons, via (F.1) et (K.2),

E[g2,(X,Y)] = /R [c(zn,i)@b( )+ d(z,.)) }X-t}fx(){ “”(%j)}zdt
o) / fx(®) x{mk)(M)}th

f [K(k)<'U)]2d'U |2n,i—t|<hn/2 fX(an) hn
0 (I) n 1/2 fX(zn,z hnu) (k) 2
= f_lﬁz[K(’f)(v 2dv J-1p2 Sx(zng) AR () du

ce qui, d’aprés (F.2) et le développement limité de la fonction fx(-) autour du point z, ;,
nous donne finalement

Var [Z,] < o3, (I)hy + o(hy,).

Notons que c’est 'hypothése (F.2) qui est fondamentale pour obtenir la borne sur la
variance. Ainsi, quelque soit 7 > 0, lorsque n est suffisamment grand, il s’ensuit la borne
suivante :

max Var[gn:(X,Y)] < op,(I) (1 +7) hy. (2.14)
Nous pouvons alors appliquer le résultat 2.4.1 avec t = oy (I)(1 4 7)+/2h, log(1/h,,) et
conclure que, lorsque n est suffisamment grand, via (2.14),

’an(gn,iﬂ
P{ oy S togimy il

< 2+ 1)exp{ B 262, (I)(1 + 7)hy log(1/hy,) }

2N, log(1/hy)

n

208, (I)hn + 2Mow (I) %
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2.4. Démonstration des théorémes

Nous avons d’aprés (H.2) ou (H.3) lorsque k = 0,

I nh,
oo log(1/hy)
Il s’ensuit loa(1/h
a1/l _
n

ainsi le deuxiéme terme du dénominateur est négligeable asymptotiquement. Nous obte-
nons, en conséquence, pour n suffisamment grand,

|tn (Gn,i)|
]P{Orgg(n TNV ow(1)(1 +T)} < 2L, +1)exp{ — (1+7)log(1/hn)}

< 2L, + 1R/
= O(h;/?),

en utilisant (2.10), i.e. [, = O(h,!). O

Nous avons ainsi montrer la borne supérieure pour le processus W, x(-, ) sur le maillage
représenté par la classe de fonctions G,,.

Remarque 2.4.2 Nous présentons brievement la méthodologie pour passer de la conver-
gence en probabilité a la convergence presque siire. Comme les arguments sont toujours
similaires, ils ne seront pas répétés dans les démonstrations. L’hypothése additionnelle
(H.5) sur la fenétre nous servira a controler des séries en vue d’'une application du lemme
de Borel-Cantelli et I'hypothése (H.4) de monotonie des suites h,, et nh, est utile pour
des détails techniques. Le lemme de Borel-Cantelli est un outil classique lors des démons-
trations de résultats presque strs. Soit (€2, 4,IP) un espace de probabilité quelconque.
Nous désignons par {An in > 1} C A une suite d’événements mesurables. On pose

limsup A4, = ﬂ{ U Am} et ligglfAn = U { ﬂ Am}.

e n>1 m>n n>1 m>n
Soit A = Q — A le complémentaire de A.
Résultat 2.4.2 Lemme de Borel-Cantelli

Pour toute suite {An n > 1} C A d’événements mesurables, nous avons

ZIP(An) < oo = P(limsup4,) =0 & P(liminf 4,) = 1.
i=1

n—00 n—00

Lorsque les événements A, sont indépendants, nous avons également

ZIP(An) =00 = P(limsup 4, ) =1 < P(liminf 4, ) = 0.
i=1

n—00 n—00
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Intuitivement, cela signifie que si la somme des probabilités pour qu’'un événement arrive
a l'instant n, pour n € IN, tend vers I'infini , alors ’événement a une probabilité 1 d’avoir
lieu une infinité de fois. De ’autre coté, si la somme des probabilités converge, I’événement
a une probabilité 1 d’avoir lieu un nombre fini de fois.

On choisit une sous-suite géométrique n, = 2" ou n, = |\"| avec A > 1. Posons :
Zpi = a+i6h,,, 0<i<l :=[(b—a)/(0hy,,)],

et
gr,i(uﬂ]) = Mg zr ik 0<i<i.

En reprenant les arguments précédents, on obtient

|an(gri)|

IP{ max max ’ > ow(D(1+7
{ 0<i<ly np—1<n<ny \/2]7/1% 10g<1/hnr) W( )( )}

<2l + 1) exp (= (14 7)log(1/hn,))

<2, + 1)Lt/

= O(hgiz) (215>

Nous rappelons la condition (H.5) sur la fenétre

Hoghn‘
- -

0o, lorsque n — oo.
loglogn

Cette hypothese nous assure que
o0
2
Z h;{ < 00.
k=1

La convergence de la série ci-dessus combinée avec la borne (2.15) implique

(G
limsup max  max [n(91) <ow(I)(1+7) presque sirement,

r—oo 0Zi<lynr_1<n<ny \/2hnr log(l/hnr) B

via le lemme de Borel-Cantelli.

On note enfin que pour l'obtention d’inégalités presque siires, l'inégalité maximale de
Montgomery-Smith (A.22), présentée en annexe, s’avére un outil de choix (cf. [56]).

Oscillation

Il reste & étudier le comportement du processus W, i (-, 1) entre les points du quadrillage.
Nous cherchons & démontrer que les incréments sont négligeables sur les segments délimités
par les couples de points (z,, znit1), pour 0 < ¢ < [,. Par convention, nous posons
Zn 1,41 = b afin d’étre stir de couvrir exactement l'intervalle 1.
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2.4. Démonstration des théorémes

Nous considérons le processus empirique indexé par la classe de fonctions suivante :
/ [yp— .
g n,g - {gn,z — Nnzk * ”ni S z S Zn,iJrl}-

Cette classe permet 1’étude de 'oscillation maximale sur un des intervalles engendrés par
la discrétisation. Par la suite, nous constaterons que la partie due a l'oscillation est négli-
geable. Le principal outil de la démonstration est une remarquable inégalité exponentielle
pour le processus empirique indexé par des classes de fonctions démontrée par Talagrand
(1994) [137], combinée & une borne pour la norme L; du processus empirique symétrisé et
index¢ par des classes de fonctions de type Vapnik-Chervonenkis (cf. [42] et les résultats
A.3.2 et A.3.4 en annexe).

Proposition 2.4.2 [l existe une constante A > 0 telle que, quelque soit € > 0, nous
pouvons trouver un 6. vérifiant (2.10) avec 0 < 6 < 0, de sorte que

lanllgr, ,
P{ max o > ow(l)AvVer = o(1).
{ max e ~ oD Vel = o)

La démonstration de la proposition 2.4.2 est basée sur quatre lemmes.

Comme K®) est continue et a variation bornée sur IR, nous avons la décomposition
suivante K®) =: K (k) Kg(k), avec K ") et Ky M) deux fonctions croissantes, continues

et a variations bornées sur IR telles que |K®)|, = |K1( |l + |K |U On note que cette
décomposition est directement liée & la définition de la notion de variation totale d’une
fonction, elle reste notamment valable pour une fonction multivariée.

Lemme 2.4.1 Nous supposons les hypotheéses (K.1-2) wvérifiées. Soit 0 < 6 < 1/2 arbi-
traire. Nous obtenons, uniformément en z1, zo € I vérifiant |z; — z3| < dhy,

_ — 2
M) _ K(’f)(M)’ < Chg hn,

n n

E‘K(k)<

ol

Crs = KW fx]l 6.

De plus, pour n suffisamment grand, nous pouvons remplacer || fx|| par ||fx||; ci-dessus.

Remarquons que

)|
< [P -2 s e + k0),

Ainsi, via I'inégalité de Holder, nous avons la borne suivante

w0 (22) - (25 ]
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

< |K(k)!U/IE‘]I{Z2_X
R hn

< o [ pe@anfat s )+ 600)

2—hny

> y} = II{ZI,;X > y}’d{Kl(k)(y) + K37 (y)}

< KW fx|l x {|K®)|,6h,}, (2.16)

ce qui nous donne la premiére partie du lemme. La fonction K *)(-) est & support compact.
Dans 'avant-derniére inégalité, la variable y est donc bornée. En conséquence, lorsque n

est suffisamment grand (i.e. h,, suffisamment petit), on peut remplacer ||fx|| par || fx|s
dans (2.16). O

Aprés ce lemme technique, on cherche une borne pour la variance du processus empi-
rique, indexé par la classe de fonctions G',;, qui dépende de 0 h,. En d’autres termes,
il sera démontré que la variance du processus empirique engendré par les incréments est
arbitrairement petite.

Lemme 2.4.2 Lorsque (2.10) est vérifiée pour 0 < § < 1/2, nous avons, uniformément
en 0 <1 <lI,, z €I satisfaisant z,; < 2 < Zpit11, €t Gni — Mz € G,

B (904(X, ) = 1oi(X,7))°] < Caghn, (2.17)
ol
Cop =40 foHJ{{wf(Mn) V@ (O0ha) HIE N + {llell7 v [} 01,6}7
avec
ws(9) = sup{|o(x) = o(y)|: [z —y|<8; etw,y €T},
et B = |[¢)*+1< 0.

D’aprés les définitions (2.8), (2.11) et via I'inégalité (a + b)? < 2(a? + b%), nous obtenons

E [(gm(X, Y) = nai(X, Y))Q] =E [(nn,zn,i,k(X YY) = Nz (X Y))Q]

— E[{(elan V) + ) KO (25 ) = (elapu(r) + (o) kO (5]

< 2B ({e(zng) — () }0(Y) + {d(z0:) = d()})*{ KO (%) }2]
+ 2B[(l)uly) + d(e)* {0 (2= - kO ()}

< 4p{wi(6h,) V wi(dh,)} x E[K(k) (Znh—_Xﬂ

n

el v i3} < B[{KW (222 - k0 () < 0+ ),

Le noyau K® étant a support compact d’aprés (K.2), nous avons aisément

nz_X 2

n
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2.4. Démonstration des théorémes

En passant a I'espérance et en effectuant un changement de variable classique, on obtient
alors une borne pour (), uniformément en 0 <4 <I,. Pour n suffisamment grand,

(1) <46 {w?(0hn) V wi(0hn) } > | K@ h | fx |l - (2.18)
Afin de borner (I7), nous inférons du précédent lemme 2.4.1 que
(1) <4B{llell5 v lldl[7} x Cr6 hn- (2.19)
En combinant (2.18) et (2.19), il s’ensuit
(1) + (1) < Ca6 hn,

ce qui clot la démonstration. O

Pour simplifier les notations, nous posons, pour 0 <i </,

o?(¥) = sup { Var[g(X,Y)] : g € G'ui }.
Une application directe du lemme 2.4.2 implique le lemme ci-dessous.

Lemme 2.4.3 Pour e > 0 fizé, on peut trouver d. tel que, pour n suffisamment grand,

2() < 2
omax 0 (¥) < ehnoyy (1),

lorsque (2.10) est vérifiée avec 0 < 6 < 0.

D’aprés I'inégalité (2.17), nous avons
2
Var [gn,z(Xa Y) - 77n,z,k<X7 Y)] S IE [(gn,l (Xa Y) - nn,z,k(Xa Y)) :|
S 02,5 hn
Il suffit de choisir J, suffisamment petit, tel que
Cys. <eaiy(D),

ceci étant possible grace a la continuité des fonctions ¢(-) et d(-) notamment. O

Nous avons donc démontré que sur chaque sous-intervalle symbolisé par la classe de fonc-
tions G',,;, nous avons une borne pour la variance, uniformément en 0<¢</[,. Nous
introduisons alors

g,n = U g,n,ia

0<i<l,

: v terv _ . . o
la classe qui recouvre totalement l'intervalle I = |a, b| ou qui considére tous les incréments
possibles sur [ suivant la discrétisation précédente.

Il faut que la classe de fonctions G’,, satisfasse une condition d’entropie, afin de pouvoir
appliquer efficacement I'inégalité exponentielle de Talagrand (cf. résultat A.3.1 situé en
annexe), c’est a dire pour satisfaire les conditions du résultat A.3.2.
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Une classe de fonctions G vérifie la condition [£] si :

i) il existe une fonction enveloppe G(-) & valeurs finies satisfaisant G(z) > sup,c¢g[9(z)]|
pour tout x € X;

i1) pour certaines constantes Cy > 0 et v > 0,

N(e,G)<Che™”, 0<e<1 (condition d’entropie). (2.20)

On se référe a I'annexe, définition A.3.3, pour une définition précise du nombre de re-
couvrement N (e, G). Si la classe G vérifie la condition [£], elle est aussi appelée classe de
fonctions & nombre de recouvrement uniformément polynomial.

La condition d’entropie (2.20) est vérifiée pour des classes de fonctions particuliéres, appe-
lées Vapnik-Chervonenkis graph class (VCGC) ou classes de graphes VC (CGVC). Comme
pour les ensembles, le nombre de recouvrement des classes de fonctions VC a une vitesse
de croissance polynomiale.

Définition 2.4.1 Le graphe G; d'une fonction f : X — IR mesurable est le sous-
ensemble de X' x IR défini par

Gy ={(z,t) e X xR:0<t< f(z) ou f(z) <t <0}

Définition 2.4.2 Une collection F de fonctions mesurables est appelée une classe de
graphes VC, si la collection de tous les graphes indexée par les fonctions f € F forme
une classe VC d’ensembles dans X x IR

On rappelle qu'une classe ou une collection d’ensembles mesurables est appelée une classe

VC si son index VC est fini.

Remarque 2.4.3 Les auteurs Van der Vaart et Wellner parlent plutot de “between”
graphs qui forment une classe VC d’ensembles si et seulement si la classe est une VC-
subgraph class.

Classe VC d’ensembles

Soit C une collection de sous-ensembles d'un ensemble dénoté X, i.e. avec C C 2. Un
ensemble arbitraire de n points {xl, e ,xn} posséde 2™ sous-ensembles. On dénote par
|F'| le cardinal d’un ensemble F' arbitraire. Une collection C est appelée une classe VC
(ou CVC), si elle vérifie la condition suivante :

ds € Ntel que VEF C X avec |[F|=s, A°(F) < 27, (2.21)

ot A°(F) := {FNC :C € C} La condition (2.21) signifie que la classe C, ou plus
généralement qu'une CVC, n’est pas trop riche d'un point de vue combinatoire. C’est a
dire, pour tout ensemble F' C X de cardinal s, il existe au moins un sous-ensemble F’' C F
tel que F' # F N C pour tout C € C.

Une autre formulation possible est : C est une CVC lorsque,

35 € IN tel que m€(s) < 2%,
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2.4. Démonstration des théorémes

avec m€(n) := max {A°(F) : F C X,|F| =n},n € IN. Alors le nombre V(C) := min {s €
IN : m€(s) < 25} est appelé I'index de Vapnik-Cervonenkis de la collection C.
Dans le cas particulier ot X = R et C = {(—oo,t] 1t e ]R}, (2.21) est vérifiée dés lors

que s = 2. Donc l'index VC de la collection de fonctions C est de deux. La justification
est immédiate :

VF = {Z)’Jl,l’g}, r < 9 — F,:{JZQ}%FO(—OO,t], vVt e R.

Comme deuxiéme exemple dans IR, nous considérons la collection C = {(a,b] : (a,b) €
]RQ} de tous les intervalles de la forme (a,b]. L ’index VC est alors de trois,

VF = {1, 19,13}, 11 < 79 < 13 = F' = {21,723} # FN(a,b], ¥ (a,b) € R

Ces deux exemples se généralisent dans IR? avec comme index VC, d + 1 et 2d + 1,
respectivement.

De l'autre coté, une collection d’ensembles C n’est pas une CVC si,

Vne€IN3IF C X avec |F|=n, tel que A°(F) =2".

D’aprés le théoréme 2.6.7, p. 141, [145], énoncé ci-dessous, nous savons qu'une CVC de
fonctions F, munie d’une fonction enveloppe mesurable F(-), vérifie bien la condition
d’entropie [£].

Théoréme 2.4.1 Pour une CVC de fonctions munie d’une fonction enveloppe mesurable
F etr>1, on a, pour toute mesure de probabilité Q telle que ||F||g,r > 0,

)

N (el Fllgr, F, L(Q)) < Kv(}-)(we)v(f){%}r(v(f)1)

pour une constante universelle K et 0 < e < 1.

Ce théoréme est apparemment une version du lemme 2.7 de Alexander (1984) [2|, confer
également le lemme 25, section I1.5, de Pollard (1984) [112]. Notons qu’il existe plusieurs
variantes dans la littérature pour la démonstration de ce type de résultat. Pour notre
part, I’essentiel est de retenir qu’une classe de graphe VC est & nombre de recouvrement
polynomial.

Remarque 2.4.4 Le théoréme 2.4.1 sera appliqué dans nos travaux pour le choix parti-
culier r = 2 correspondant a la distance L.

Nous énoncons a présent un lemme trés utile qui permet de caractériser rapidement une

CGVC de fonctions.

Lemme 2.4.4 Un espace vectoriel F de dimension finie, composé de fonctions mesurables
f:X =R, est un CGVC d’index inférieur ou égal a dim(F) + 2.
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Voir, par exemple, la démonstration du lemme 2.6.15, p. 146, dans Van der Vaart et
Wellner (1996) [145]. Pour des références plus précises, voir p. 271, [145]. O

Soient les classes de fonctions
H = {u+z:2€R},
K; = {Ki(u+2z):2z€R},
K, = {Ky(u+z):z€R}.

En appliquant le lemme 2.4.4 ci-dessus pour la classe de graphes IH puis le lemme 2.6.18,
partie (viii), p. 147 de ([145]) pour IK; et IK, fonctions monotones, nous obtenons que
H, IK; et IK; sont des CGVC. Ce dernier point confirme que la condition (K.1), c’est a
dire K(+) a variation bornée sur IR, est probante pour obtenir la condition d’entropie. Par
la suite une application directe du théoréme 2.4.1 implique que les classes H, IK; et IK,
vérifient la condition [£]. En conséquence, comme K = K; — Ky, il s’ensuit

K ={K(u+z):z € R} satisfait [£].
A présent, considérons la classe de fonctions suivante
F={ap(v)+b:]a| <C,|b|<C},

ou C' > 0 borne les deux fonctions ¢(+) et d(-) dans (2.3). En utilisant les méme arguments
que précédemment nous concluons que F vérifie [E]. Alors, une simple application du
lemme A.3.4, situé en annexe, entraine que, pour une certaine constante 0 < C' < oo, la
classe produit

{(av(v) + b)K(u+ z) : z € R, |a| < C, |b| < C} satisfait [£].
Il en découle aisément que la classe de fonctions définie pour u,v € IR par
G = {(a() +H)K(u+2) = (ad(v) +V)K(u+2):
zeR,Z € R, |a| <C,|d|<C,|b| < C,|b| < C} satistait [£].

Comme G',, C @', la classe G',,, qui sert a controler les incréments du processus empirique,
appartient bien a la classe des fonctions mesurables avec nombre de recouvrement unifor-
mément polynomial. Cet argument va nous servir & démontrer le lemme central de cette
section concernant les oscillations du processus empirique.

Lemme 2.4.5 Sous les conditions du lemme 2.4.3, il existe une constante B > 0 telle
que, lorsque (2.10) est vérifiée pour 0 < § <0,

lewllg, _
IP{ N B\/E} = o(1). (2.22)

o4



2.4. Démonstration des théorémes

On rappelle que 0 < M = 2{||¢|| x [[¢]| + ||d||} || K®]|| < oo d’aprés (2.13). Nous remar-
quons alors que, uniformément en g € G',,,

g1l < Ngnill + N7,z 4]l < M.

De plus, le lemme 2.4.3 implique I'existence d'un 6. > 0 tel que, lorsque (2.10) est vérifice
pour 0 < § <., nous avons

og = sup Var[g(X,Y)] <eh, o5, (I). (2.23)

9€G’'n

Ainsi d’aprés le résultat A.3.1, Vt > 0 et pour A;, Ay des constantes convenablement

choisies, il s’ensuit
g = A1 <]EH ZEZ‘Q(XuYz‘) . + t)}
i=1 "

< 2 { exp { ;?g{ﬁ } + exp { _]\iﬂ }} (2.24)

Ensuite, en utilisant le résultat A.3.2 (ou sa version améliorée, le résultat A.3.4) pour la

classe de fonctions G = G',, la fonction enveloppe G(-) = sup,cg, |g(-)| et la variance

0% = 0¢, , nous obtenons la borne suivante

]P{”nlﬂozn‘

IEHZaig(Xi,Y,;) o < Asy/venh,log(1/hy), (2.25)
i=1 "

ot Az > 0 désigne une constante. Ainsi, en combinant U'inégalité (2.24) avec (2.23) et
(2.25), lorsque t = Az\/venh, log(1/h,), il s’ensuit

—AyA2vlog(1/hy,)
1/2 2413V 108 n
]P{Hn an‘ g = 2A,Asr/venh,, log(l/hn)} < 2 { exp{ (D) }
— Ay Az\/venh, log(1/h,)
—i—exp{ 7

= o(1), via(H.1)et (H.2).

En posant B = 2A; A3/v ci-dessus, nous concluons a (2.22), ce qui clot la démonstration.
a

Démonstration de la proposition 2.4.2
Comme G',,; € G',,, pour tout 0 <i <[, nous avons

lomllg,.. lomllg,
max < -
0<i<in \/2h, log(1/hy) ~— \/2h,log(1/h,,)
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

D’apreés (2.22),

lanllgr, _
IP{ o Toa(1 /i) > B\/E} =o(1).

Ainsi, en fixant A = , nous obtenons

B

lomllgr,..
P ax = > ow(I)Avepr = o(1),
{Oglign S Tog (L7 w(I) \f} (1)

lorsque (2.10) est vérifiée pour 0 < 6 <J..

Conclusion

Finalement, en combinant les propositions 2.4.1 et 2.4.2, nous concluons qu’il existe une
constante A > 0, tel que pour n’importe quel € > 0, nous puissions trouver un o, > 0
vérifiant la condition (2.10) pour 0 < § <4, et V1 > 0,

}Wn,k<x7 w) |
B o Tog 1)

S ]P{ ax |04n(gn,l)
0<i<ln /2h, log(1/hy,)

lanllgr, ,
4+ IP{ max o > ow(l)AvVer = o(1).
{ max e s ~ oD Vel = ()

> {1471+ A\/E}JW(I)}

> ow(I)(1 —I—T)}

Pour finir, € et 7 étant arbitrairement petits, nous les choisissons tels que € > 7 + Ae, ce
Y ) Y
qui nous donne clairement la borne supérieure (2.6) énoncé en début de section.

2.4.2 Borne inférieure

Le but de cette sous-section est de prouver que,

P
lim inf sup Wi, ) 20
T Tog (L)

w(l). (2.26)

Résultats nécessaires pour le traitement de la borne inférieure

Soit Z = Zy, Z, ..., une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. a valeurs dans IR%. Pour chaque
n > 1, on considére la fonction de répartition empirique, basée sur les n premiers vecteurs
aléatoires, définie par

n

1
Gn(s) = EZ][{Zi §s}, s € R?,
i=1
ou z < s signifie que chaque composante de z est inférieure ou égale a la composante de s
correspondante. Ensuite, pour n’importe quelle fonction mesurable g(-) a valeurs réelles

et définie sur R? (g : IR? — IR), on pose

Gn(g)z/RQg(S)dGn(S), w(g) =E[g(Z)] et a(g) =4/ Var[g(Z)].
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2.4. Démonstration des théorémes

Soit {a, : n > 1} une suite de constantes positives convergeant vers zéro. On considére
une suite G, = { gin) :i=1,...,k,} d’ensembles de fonctions mesurables a valeurs réelles

sur IR?, i.e. pour chaque n > 1 la classe G, contient k,, fonctions de la forme gfn)() Ici,
le (n) exprime la dépendance en n et non une puissance ou un degré de dérivation. Pour

chaque fonction gi(") € G,, les conditions suivantes sont vérifiées,

kn
P{o"(2)£0, " (2)£0} =0, Vi<izj<hi Y P{o"(Z2)#0}<1/2. (22)

De plus, on suppose les hypothéses suivantes,

(R.1) pour un certain 0 < r < oo, la suite a,k, — r lorsque n — oo ;

(R.2) pour certains —oo < pi1, iz < 00, uniformément en i = 1,...,k,, et pour n suffi-
samment grand,

anpir < p1(9") < anpin; (2.28)
(R.3) pour certains 0 < 0y < 03 < 00, uniformément en i = 1, ..., k,, et pour n suffisam-

ment grand,
Vano < 6(g§n)) <.\/a,09; (2.29)

(R.4) pour un certain 0 < M < oo, uniformément eni = 1,..., k,, et pour n suffisamment
grand,

9| < M.

Lemme 2.4.6 Sous les conditions (R.1-4), pour chaque 0 < e <1

max
195k (o) 2 log (/)

)

1/2 (n) (n)
IP{ nHGale") —1le)} —e} 1 (2.30)

Remarque 2.4.5 Ce lemme est la clef de notre démonstration pour la borne inférieure.
Il repose sur une approximation poissonienne du processus empirique (voir proposition
2.2 dans Einmahl et Mason (2000)).

Soit nll, un processus de Poisson sur IR? tel que, pour tout borélien A de IR?,
nlE[IL,(A)] = nlP{Z € A}.

Lemme 2.4.7 Soit {gz-(n) 1< < kn}, un ensemble de fonctions mesurables telles que
les conditions (2.27) soient vérifiées. Alors, pour tout boréliens By, ..., By, de R, on a

kn,
IP{Gn<gl(n)) €Bi=1,.. vkn} < QHIP{Hn<gi(n)) € Bl}
=1
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

La démonstration est similaire a celle du lemme 2.1, p. 1253-1254, [26]. O

Pour chaque 2 =1, ..., k,, on dénote par Aﬁ") I’événement :

n2{G(g") = (g™}

— <1l-—e
5(9") /2108 (1/a)

D’apres le lemme 2.4.7, il s’ensuit

lorsque B}' dénote 1’événement :

n!2{TL, (™) — (g™ }

) <1-—e.
7(o7) /2 Tog(1/an)

On rappelle que

nll,(s) £ Z I{Z; < s},

1<7n

ou 7, désigne une variable aléatoire P(n) (i.e., une v.a. de Poisson de moyenne n) indé-
pendante des {Zl- D> 1}. A présent, choisissons un § > 0 tel que duz/o1 < (€/2)?, en
vue de (2.28) et (2.29). Nous avons clairement,

P{(B1)} = S P{(B)[m = m}P{m, =m}

m>1

> P{(B) |r0 = mpP{m, = m}.

In—m|<évm

v

Cette derniére quantité est supérieure ou égale a, d’aprés 1’égalité en distribution ci-dessus,
€+ —
7(9")\/210g(1/a,) o1

wer]
xIP{m, =m}

1/2 (n) ()
Z ]P{n/ {(m/n>Gm(gz )_(m/n)u(gi )}>(1_5)2 nn—m}

7(9:") v/210g(1/a,) )
Nous obtenons (2.30) ou sa version presque siire en suivant les arguments p. 26-27 [42].

> P{n1/2{(m/n)Gm(g§”)) — (m/n)u(g")} Sy O

[n—m|<§/n

v

[n—m|<sv/n
XIP{?Tn = m}

La démonstration de la borne inférieure (2.26) est équivalente a la preuve de la proposition
ci-dessous.
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2.4. Démonstration des théorémes

Proposition 2.4.3 Sous les hypothéses du théoréme 2.3.1, pour tout 0 < € < 1/2, nous
avons,

W k(e
Ip{sup £@ ) g g)a(w)} — o(1). (2.31)
vel \/2nhy, log(1/hy,)
Cette proposition est une conséquence du lemme 2.4.6. Il faut donc vérifier les conditions
du lemme 2.4.6. La premiére étape consiste a choisir un sous-intervalle Iy = [ay, b;] de
I = [a,b] tel que, pour € > 0,

inf B (c()o(Y) + d(@))|X = 2] fx(a) / [K(k)(t)rdt S o2 (D)(1—e/2),  (2.32)

zelh R
ol o,(I) est définie en (2.4) et
P{Xel,}<1/2. (2.33)

Ceci est possible d’aprés (F.1-2) qui impliquent la continuité sur I de la fonction

2= B [(ela) + o)) |X =] fu(a) [ [KO0)] e

R

Afin de satisfaire les conditions du précédent Lemme, on discrétise 'intervalle I; en k,
points :
Tin = a1+ 2ih,, pouri=1,...,[(by —a1)/2h,] — 1 :=k,.

D’aprés cette définition de k,, I'hypothése (R.1) est bien vérifiee avec a, = h,, i.e.
limy, oo hpkn = [ (b1 — ay1)/2].

Pour chaque z;,, 1 <7 <k,, on associe la fonction

o () 1= (el ) + (i) KO (F575).

Ainsi, la condition (R.4) est bien vérifiée, uniformément en 1 <i <k, nous avons
g1 < {llells o]l + N1l 1@,

Maintenant, rappelons que le noyau K (-) vérifie

K(u) = 0pouru¢ [—1/2,1/2] donc
K®(u) = 0pouru¢|[—1/2,1/2] et alors
gz(”)(X’Y) # 0 = [Tin — X[ < hy/2
|0 — X| = |Tjn — Tin +Tin — X| > 2h, — hy, /2 pour ij.

En conséquence, pour 1 <i#j <k,

]P{ g™ (X,Y)£0 et g™ (X, Y)%O} ~0.
Par la suite, on remarque que
Var(g(X,Y)) < B[(¢M(X.Y))"]
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LTin — T

_ /RIE[(c(xi,nm(Ydem) X = o] [ ( o )]Qfx(x)dx

Une application du lemme de Bochner (résultat A.2.1) nous indique que

Tin — T

hn

/RE[(C(.Q?i,n)w(Y) + d(zn) |X =z [K(k)< )]2fx(x)da: —

B[ (clw ) 0(Y) + )| X = 2] i) /R (K9] “du
< o (I).

Nous obtenons alors la borne supérieure de (R.3); pour tout € > 0, si n suffisamment
grand, uniformément en 1 <7 <k,,

Var (¢ (X,Y)) < huo (1)(1 + €).

En outre, une application du lemme de Bochner combiné avec (2.32) nous donne, pour n
suffisamment grand, uniformément en 1 <i<k,,

Var(ggn)(X, Y)) > hpop (I)(1 —e).

Au final, oy (I) étant positif,

Viow(Dy/ =9 < [Var(g (x. )] = 5(6) < Viow ()T + 6,

toujours uniformément en 1 <17 <k, et pour n assez grand.

Nous procédons identiquement pour montrer 1’équivalent de (R.2) avec a,, = h,,. On note

que
5(91(”))(1—5 ) > ( 1—6\/1—6\/_0-W 1—6)3/2 W(I)\/h_n.

En conséquence,

IP{ max UQ{G o) —nlo”)} > 1_6}
1<i<kn —( ) 210g(1/h(n) a
n2{Ga(a™) = (g™} . an
= P{lgi’%n 2hn10g(1/h ) == UW(I)}

En appliquant le lemme 2.4.6 avec a,, = h,, il s’ensuit

n2{ G (g™ ()
]P{ max 1Gnl0) — o)) > (1- 5>3/20W(I)} —1
1<i<kn 2hy, log(l/hn)

" n'2{Gu(g) — u(9)} B
Py may <o e)ow (1)} = o(1),
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2.4. Démonstration des théorémes

avec (1 —€)*? = 1 — £. Finalement, 'inégalité

1/2f (n)y _ (n)
sup Wn,k(xv 1/}) Z max n { n(gz ) :u( ) ) }
wel \/2nhylog(1/h,) — 1<i<kn 2h, log(1/hy,)

?

entraine (2.31) et la validité de la proposition 2.4.3.

Le cas "—" est similaire et ne sera pas présenté ici par soucis de concision. O

2.4.3 Démonstration du théoréme 2.3.1

Premiérement, nous remarquons que

:EWnyk(I,w)
P{sup Janhostiyiny e (D)}
< lP{sup Wi, ¥) > (1+¢) Uw<[)} =o(1),

wel +/2nhy, log(1/hy,)

en se référant a (2.6). Ceci, combiné a (2.26), entraine

:i:Wn,k ($, W
sup
zel +/2nhy, log(1/h,)

— ow(D)| = or (1),
ce qui compléte la démonstration du théoréme 2.3.1.

2.4.4 Démonstration des corollaires 2.3.1 et 2.3.2

En appliquant le théoréme 2.3.1 pour le choix particulier de fonctions ¢(x) = 0 et d(z) =1
puis, pour le choix ¢(x) = 1 et d(z) = 0 nous obtenons les corollaires 2.3.1 et 2.3.2,
respectivement. Plus précisément, lorsque ¢(z) = 0 et d(z) = 1,

Wiz, 9) = nhi fE () — FE) ()}
De méme, lorsque ¢(z) =1 et d(x) =0,
Wiz, ) = nh* 8 (@) — ) (1)),

2.4.5 Démonstration du théoréme 2.3.2

La démonstration du théoréeme 2.3.2 est une conséquence du lemme 2.4.8 ci-dessous. En
posant c¢(z) = 1/fx(z) et d(z) = —my(z)/fx(z) dans la définition (2.3.1) de W), x(z),
nous obtenons

- (k) (k) (k) (k)
) = nhktt Tw;n(x) o Tw;n(x) Tw(l") {an(x) - X;n(‘/lj)}
W i(z) = nhy, { fx(z) Ix(@)  fx(z) 8 fx(x) '
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Remarque 2.4.6 Dans les précédentes démonstrations nous avons supposé que les fonc-
tions ¢(-) et d(-) étaient continues et bornées sur U'intervalle I. Sous les hypothéses (F.1-3)
cette condition est bien vérifiée lorsque c(x) = 1/ fx () et d(z) = —my(z)/ fx(x), d’aprés
la remarque 2.2.1 combinée a la compacité de l'intervalle I.

Lemme 2.4.8 Sous les hypothéses du théoréme 2.5.1, nous obtenons l’approximation sui-
vante, lorsque n — o0,

en = {00} 2 sup [Wi () — nhgﬂ{mgj;(x) — B[ (2)] H — op(1),

ver
ot
0, = nhy, log(1/hy,).
On commence par k = 0. Nous remarquons que,
Fuan () = Tysn (@) = m(@){ Fxn(2) = Fral@)} =
{Fxan(@) = fxn(@) v () = m(@) } + fxn (@) {rgin (@) = E 1y (@)] }.

Il s’ensuit

. =~ 1 . .
g () = B iy ()] = [ () = rasn() = @) { Frea(r) = Frn(2)}}
fxn ()
- {m¢;n(x) - ml/m(@} X {fX,n(x) - fX,n@)} X {fX;n(x)}_l-
Comme, sous nos hypothéses, I'estimateurs 7., () est consistant, uniformément sur 7, la

deuxiéme partie du membre de droite de 1’égalité ci-dessus est négligeable, via le corollaire
2.3.1.

On traite & présent le cas ou k = 1. La généralisation découlera d’un simple argument de
récurrence.

nhg 1/2
"= %%umm} et

_ f.ip,n(x) f¢§n(x>f§(;n(‘r> Tv/,lz;n(aj) . T’@p’n(l’)f}—’n(ﬂf)

nhg 1/2
B %%umw} g

P ()

 fxn(@) (@)

(@) i@ rp(@)  {fn(®) — Fla(@)}

@) fx@)  fx@) fx(@)

e ) i H{Fxale) — 1200}

-2

{Fra(@) = Fxn@) } + {fxan@) @)} x
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N
{fX;n(x)fX;n(I)}Q

{Fren@) = Froa@ H{rom@) @) = ro(@) (@)}

{Baalrinto) = fonle) o)} |

Maintenant, en appliquant le théoréme 2.3.1 avec ¢(z) = 0 et d(z) = 1 puis ¢(z) = 1 et
d(x) = 0 pour k = 0,1, nous obtenons

II=

(e Y™ s falw) ~ Fxal)] . 0(1) = o),

=
S
>
N
I
=5
=

h3 1/2 )
{log?l#} Sup ‘T¢;n(m) - rzﬁ;n(x)‘

zel

~

nh3 1/2
{m} SUp [ ficn (2) = ficn ()

I
S
=

nh? }1/2 , , P
—_— SUp [Ty (@) = Ty ()| = O(1).
{log(l/hn) ver | (@) = Tnl2)] S
De plus, une application directe du lemme de Bochner implique les égalités suivantes,

Sup | fn(x) = (@) = 0(1) et supry(a) = ry(z)] = o(1).

En utilisant les derniéres égalités ci-dessus, il s’ensuit aisément

€n = op(1),

ce qui clot la démonstration. Notons qu’il faut décomposer, via des linéarisations succes-
sives, chacune des expressions de €, de maniére a faire apparaitre les déviations ci-dessus.
O

En combinant le lemme 2.4.8 avec le théoréme 2.3.1, nous obtenons directement le théo-
réme 2.3.2.

Remarque 2.4.7 Nous pouvons remarquer que dans I'étude asymptotique des estima-
teurs des dérivées de la régression mfﬁl(m), les termes fl(le(x) et f)(f)n(x) sont prépondé-

rants, ce sont eux qui déterminent la vitesse exacte de convergence.

2.4.6 Le cas non-borné

Dans cette section, nous ne supposons plus les variables {Y; : 1 < ¢ < n} bornées (cf. la
condition (F.3)). Nous travaillons désormais sous ’hypothése (£.4), que nous rappelons
ici, par convenance,

(F.4) supIE[W(Y)‘S‘X = x} < 00, pour un certain s > 2.
xzeJ

Cette condition de moment est nécessaire pour traiter le cas non-borné, elle nous servira
notamment a traiter la partie aléatoire du reste, via l'inégalité de Markov.
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Par la suite, en outre des hypothéses classiques sur la fenétre h,, nous nécessitons une
hypothése sur la fenétre plus forte que (H.2), liée a 'hypothése (F.4),

(H.2)* n'"?*h,logn — oo < n'~**h, log(1/h,) — co.

A présent, nous pouvons énoncer, ci-dessous, le théoréme 2.3.1 principal sous sa forme la
plus générale.

Théoréme 2.4.2 Supposons les hypothéses (F.1-2-4), (H.1),(H.2)* et (K.1-4) vérifiées.
Alors nous avons, lorsque n — oo,

){thn log(l/hn)}_l/2 S;é}}{ + Wz, )} — aW([)‘ L o(1).

La démonstration du théoréme est classique, elle procéde d'un argument de troncation
essentiellement. L’idée est de tronquer la partie de W, x(z, 1) qui dépend des variables Y;
et de montrer que le reste est négligeable pour notre vitesse de convergence (en s’appuyant
sur '’hypothése de moment (F.4) et la condition sur la fenétre (H.2)* ci-dessus).

Pour cela, nous introduisons donc un nouveau processus ot nous pouvons étudier de plus
prés le comportement du processus général W, i (z, ), lorsque la variable Y n’est pas
bornée,

) =) S0 (522) -t sy (525

D’aprés (F.4), nous remarquons que sup]E[W(Y)mX = a:] < 0.
zed

Proposition 2.4.4 Sous les hypothéses du précédent théoréme, il existe une constante
absolue B > 0 telle que, nous avons,

11 |Vn,k(xv¢)| =0
IP{ M Rhlog( /) ﬂ2(¢)} M),

ol

Bol) = sup | {u(¥)}’[X = 2]

-Démonstration de la proposition 2.4.4

La démonstration de la proposition 2.4.4 sera une conséquence de deux lemmes, présentés
ci-dessous. Dans un premier temps, nous introduisons quelques notations et définitions.

Nous définissons V;, x(z,1,,), la partie tronquée de V,, x(x, 1), telle que
Un(y) = L) (y)] < n'/*}.

Pour x € J, nous posons

Up o ke (U, V) = Uy 5 (1, v) 1= c()n(v )K(k ( hnu>’ pour (u,v) € IR?. (2.34)
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2.4. Démonstration des théorémes

Ainsi, nous pouvons écrire
Vi@, ¥n) = 0!/ %0 (vnz).

Pour n > 1, soit la classe de fonctions

H, = {vn@ tx € ]}.
Nous avons clairement,

2ol [Vasta )

2l log(1/h) el /2nhn Tog(1/hn)

La proposition 2.4.4 est liée au lemme suivant.

Lemme 2.4.9 Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, nous avons, pour C' > 0
constante convenablement choisie,

P{llanllre, > Cv/Ba(@)hnlog(1/hn) } = o(1).

La démonstration du lemme 2.4.9 est comparable & celle de la borne supérieure (cf. la
sous-section 2.4.1) mais en plus simple. Ceci est di au fait que nous ne cherchons pas a
déterminer une borne exacte mais juste la vitesse de convergence uniforme. Plus précisé-
ment, I'argumentation sera similaire a la partie oscillation de la sous-section 2.4.1. Dans
un premier temps il faut déterminer une borne pour le composant tronqué v, ,. D’aprés
la définition en (2.34), il s’ensuit

lonll < llellllEM ) x nt/s = M ntle.

En suivant le schéma classique développée dans la précédente démonstration de la borne
supérieure, pour pouvoir appliquer la fameuse inégalité exponentielle de Talagrand, il nous
reste & borner un terme de variance :

Var[v,.(X,Y)] < E[v?,(X,Y)] <E {(c(xw(y))?{ K® (9” ; X ) }2} ,

n

En utilisant un argument de conditionnement combiné avec (K.2) et (F.2), nous obtenons,
lorsque n est assez grand,

—

<[ P = [0 ()
< HCH252(77D) /|z—t|<h o fx(t) [K(k) <$h—nt)]2dt
< el [ Pl — By [0 ()] *du
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

< h, ”6”2 Bo () || fx || HK(k)Hg cf. [lemme de Bochner].

Cette inégalité est vraie uniformément en x € I. Pour n suffisamment grand, il s’ensuit,
T = up Ve [0, (X, V)] < el Bo0) el 1K (2.35)

A présent, remarquons que H,, satisfait la condition d’entropie [£], c’est a dire
N(e,H,)<Ce™”, 0<e<l.

Ainsi d’apreés le résultat A.3.1, V¢ > 0 et pour certaines constantes A;, A convenablement
choisies, nous obtenons
+ t) }
Hn

P{ I anlhe, = A1 (B[ > eg(Xi,Y:)
i=1

< 9 { exp (;fgtz) +exp (%;ff) } (2.36)

Ensuite, en appliquant le résultat A.3.2 pour G = H,,, il s’ensuit la borne suivante :

B[ 3 aax. )

i=1

< Asy/Ba()n, Tog (L), (2.37)

ou Aj désigne une constante strictement positive. Ainsi, d’aprés (2.36) combinée a (2.35)
et (2.37), nous avons, pour t = Az+/Sa2(¢))nh, log(1/h,),

P{ 0t 20 |, 2241 A3 /B () nho Tog(1/hy) | <

— Ay A3 log(1/hy) —As Ay /Ba ()b log(1/ha) \\ _
e (i, xop) o ( T )} = o),

oil nous justifions I'usage de (H.2)* n'~%/*h, log(1/h,) — oo afin d’obtenir la derniére
égalité en o(1).

En résumé, pour le choix de C' = 2A4; A3, nous validons la démonstration du premier
lemme. O

A présent, nous étudions le reste de la troncation. Notre but est de démontrer que le reste
est négligeable asymptotiquement. Pour cela, posons

pae) = el i, (V) KO (* A_hj( )] (2.38)

ol

DY) = (y) — ¥aly) = L)L [Y(y)] > n"/*}.

-La partie stochastique
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Lemme 2.4.10 Sous les hypothéses de la proposition 2.4.4, nous obtenons

|t ()]

sup — 0, lorsque n — oo.
zel \/nhy,log(1/h,)

Soit
B(w) = sup | [(V)[| X = a.

zeJ
D’apreés (2.38), il s’ensuit

(@) < [lc|nE {w(y)]{{w(Y) > nl/s}[((k) (m ; X)l

n

1

< nlleln D8, () / Fx (@ — o) K ()| du
-1

< han el B fxlly [E®) =: hun*C,.

Pour n suffisamment grand, il s’ensuit

212/s 2/s—1
[2n () _ Mt o [
\/nhy,log(1/hy,) nhy, log(1/h,) log(1/hy,)
ce dernier terme convergeant vers 0 d’aprés les hypothéses (H.1) et (H.2)*. O

-La partie aléatoire

Nous pouvons a présent terminer la démonstration de la proposition 2.4.4. La fin de la
démonstration repose sur I’hypothése (F.4) f5(¢) < oo, combinée a 'inégalité de Markov.
On remarque que d’aprés (F.4) il existe un 7 € IR tel que 2 < r < s et

suplEW )I'|X = ac] < . (2.39)

zeJ
Il s’ensuit également, via (2.39),
E|[p(V) T{X € J}] < oc.
D’aprés l'inégalité de Markov a 1’ordre 1, nous obtenons donc,
P{ max [W(V)IL{X; € Ty | = nP{[p(Y)'H{X € Jy=n"/"} < O(n'~"") = o(1).

On peut résumer l'inégalité ci-dessus par

{ max [p(V){X; € 7} = nt/*} o0, (2.40)

1<i<n

Par la suite, en décomposant suivant la troncation,

Vi u(z, Zd} K(k (h—n)(]> — c(z)nlE [1/J(Y)K(k) (I ;HX>]
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n

= Vil ) + () 3w (Y] 2 0ty KW

j=1

hn ) - ,Un(x)a

ou le deuxiéme terme est asymptotiquement nul en probabilité, d’aprés (2.40). Ainsi, avec
probabilité convergeant vers 1 lorsque n — oo, nous obtenons la borne supérieure désirée,
uniformément en x € I,

su Vo (z, )] < su Vo (,9)| b ()|
< p + sup
wel +/2nhy log(1/hy,) sel /2nhylog(1/h,)  zel \/2nh,log(1/h,)

< COV262(v),

ce qui clot la démonstration de la proposition 2.4.4, avec B = C'v/2.

Démonstration du théoréme 2.4.2

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 2.4.2. Il suffit de com-
biner la proposition 2.4.4 avec un peu d’analyse. Soit v > 0 un nombre réel arbitraire.
Nous posons,

Uy (y) =) [(y) <~} et by (y) =y |[v(y)] > v}

Lorsque nous considérons le processus W, i (-, 1, ),0on remarque que 'hypothése (£.3) est
bien vérifiée. Ainsi, d’apres le théoréme 2.3.1, il s’ensuit que, pour n’importe quel v > 0
fixé,

‘{2nhn log(l/hn)}fl/2 ilé?{ £+ Wi(z,y) } — Jw([)‘ = op(1).

De l'autre coté, en appliquant la proposition 2.4.4 a 1%, nous obtenons,

V(2,95 -0
P W b dog( 2(6,)} = ol

Enfin, comme s > 2,

B(y) = supB[v(YI{[g()] > 1}|X =]

zeJ

< swE | I{[v) > 1}X =] x>

zeJ
< Bs(w)

Ceci implique, comme [4(¢)) < o0,

lim By(t,) = 0.

Y—00

Ainsi, il suffit de choisir un v suffisamment grand, de telle sorte que la partie non-tronquée
devienne négligeable asymptotiquement.
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2.5 Généralisation multidimensionnelle
du théoréme 2.3.2

2.5.1 Lecasou X € RP

Le passage au cadre ou la variable explicative (ou prédictrice) X € IR? ne présente pas
de difficultés particuliéres. Il suffit d’adapter les hypothéses portant sur le noyau et la
fenétre au contexte multivarié. Notons que 'argument de poissonisation utilisé pour la
démonstration de la borne inférieure reste valide quelle que soit la dimension des variables
aléatoires considérées. Avant de présenter nos théorémes, nous rappelons quelques uns des
résultats centraux de la littérature. Les premiers résultats de la forme loi limite uniforme
du logarithme dans un modéle multivarié¢ sont dus a Stute (1984) [134]. Sous des hypo-
theéses classiques, proches de celles énoncées ci-aprés (cf. corollaire 2.5.1), il obtient une
loi limite uniforme pour l'estimateur & noyau [PR] de la densité multivariée. Soient x et
u des vecteurs de IRP.

Théoréme 2.5.1 Stute (1984)

: nhg 1/2 {fX;n(X) _fX;n<X>‘ o 1/2
nh—>nc}o {W} ilég fX(X) = { - K2<U)dU} . (24.1)

Ce théoréme est valable uniformément sur les parallélépipeédes (ou hyper-rectangles) V
compacts tels que la fonction de densité fx(-) soit différente de zéro. En ce qui concerne
la convergence ponctuelle, nous citons le résultat de Deheuvels and Mason (1994) [27]
(cf. la remarque 3.4, p. 1657), fondé sur une belle loi du logarithme itéré fonctionnelle
concernant une version du processus empirique local (ou processus empirique indexé par
un certain ensemble de IR? du type voisinage d’un point).

Théoréme 2.5.2 Deheuvels and Mason (1994)
Sotent x;, © = 1,..., N, des points distincts de IRP. L’ensemble limite de la suite de
vecteurs aléatoires dans RN définie par

R R A

est presque sirement égal a la boule unité de RV .

Signalons également l'article de Hall (1991) [62| qui utilise une méthodologie différente
pour prouver une loi du logarithme itéré pour l'estimateur [NW] dans le cadre du plan
fixe multidimensionnel, avec variance conditionnelle supposée unitaire.

Théoréme 2.5.3 Hall (1991)

lim sup {n—hﬁ}m{mn(x) — E[mn(x)} } p-s. {2 | K*? }1/2

n—ooo \loglognhl fx(x)
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Parmi les travaux actuels relatifs aux vitesses de convergence uniforme d’estimateurs a
noyaux dans le cadre multivarié¢, Giné et Guillou (2002) [56] ont complété les résultats
de Silverman (1978) [125] et Stute (1984) a propos de I'estimateur a noyau de la densité
[PR]| multivarié. Leur méthode de démonstration est également fondée sur les travaux
de Talagrand ([137] et [138]) et notamment la fameuse inégalité exponentielle de type
Borell-Bernstein pour la déviation par rapport a l’espérance de la norme supremum du
processus empirique indexé par une classe de fonctions bornée. Comme nous 1’avons remar-
qué précédemment, dans la démonstration de la section 2.4, cette inégalité exponentielle
générale est particuliérement efficace lorsque la classe de fonctions considérée satisfait une
condition d’entropie (cf. (2.21)) associée a certaines hypothéses de mesurabilité nous per-
mettant d’éviter les mesures de probabilités extérieures. Leur théoréme principal, énoncé
ci-dessous, établit une loi limite uniforme du logarithme concernant la norme uniforme sur
IR? (et non plus sur un pavé compact) de la déviation par rapport a I'espérance de ’es-
timateur & noyau de la densité [PR] multivarié. Fait remarquable, ce résultat ne requiert
pas la stricte positivité de la densité fyx.

Théoréme 2.5.4 Giné and Guillou (2002)
On suppose les hypotheéses (K.1-3) sur le noyau (cf. ci-dessous) et la densité fx(-) bornée
et uniformément continue sur RP. La fenétre h, satisfait

hn \, 0, nhl/|logh,| — oo, |logh,|/loglogn — oo et nht /oo,

pour un certain ¢ > 0. Il s’ensuit

nh? 1/2
lim {—”7} sup
n—oo \ 2log hy,”

A

Fn) = Fxn(x)| = sup { fx()

xeRP xeRP

Kz(u)du}l/z.

RP

Ce résultat a été également démontré par Deheuvels [24] lorsque la variable X est a valeurs
réelles. Récemment, Mason [99] a établit une loi fonctionnelle uniforme du logarithme
concernant le processus empirique local au point z € IR? indexé par g € G, défini par,

En(z,9) = W ; {g(hgl/d(z — Z;)) — Bg(h, (2 - Zi))},

avec {Z; : 1 < i < n} des vecteurs aléatoires i.i.d. a valeurs dans IR?. La méthodologie
employée reprend des arguments similaires a [26], mais en utilisant les travaux récents sur
le processus empirique indexé par des classes de fonctions, parmi lesquels les principes
de grandes déviations fonctionnelles démontrés par Arcones [3] et [4]. Notons que la loi
fonctionnelle uniforme du logarithme de Mason permet de nombreuses applications dans
le cadre de 'étude de la consistance presque siire d’estimateurs a noyaux multivariés et
régle également le probléme de I'uniformité par rapport au noyau.

Cadre de travail et hypothéses

Nous disposons d’un n-échantillon de couples aléatoires (X,Y’) a valeurs dans IR? x IR.
La convergence uniforme sera établie sur des hyper-rectangles contenus dans le support
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de la densité. Soient Z = [[0_[ai, bi] et T = [[7_,[a}, 0] D T deux hyper-rectangles tels
que,
a; <a; <b;<b, 1<i<p.

Les hypotheéses sur la distribution du couple (X, Y) restent inchangées et ne suscitent pas
de remarques complémentaires.

(F.1) fxy(-,-) est continue sur J x IR ;
(F.2) fx() est continue et strictement positive sur J ;
(F.3) Y x I{X € J} est bornée.

Par contre, le noyau et la fenétre doivent étre adaptés au cadre multidimensionnel avec
quelques modifications. Le noyau K (-) est a présent une fonction supposée mesurable
définie sur IR et & valeurs réelles, c’est a dire K : IR”? — IR. Il faut notamment ajuster
les hypothéses sur K afin que la classe de fonctions

]Kz{K(%):erRp,h>O}

soit une classe de fonctions mesurable ponctuellement (cf. définition A.3.7) et & nombre
de recouvrement uniformément polynomial. Dans le modéle univarié, le noyau K était une
fonction continue, supposée a variation totale bornée sur IR. Dorénavant, nous supposerons
les hypothéses suivantes, avec u € IRP,

(K.1) K(-) est une fonction bornée, de carré intégrable et de la forme K (u) = ¢(P(u)),
P(-) désignant un polynéme en p variables et ((-) une fonction mesurable & valeurs réelles
et a variation bornée sur IR ;

(K.2) K(u) =0 pour u ¢ [—&/2;£/2]P, pour un certain 0 < £ < 0o}
(K.3) [go K(u)du =1;
(K.4) K est k-fois différentiable, avec des dérivées partielles vérifiant (K.1).

Lorsque, par exemple, nous choisissons K (-) comme le produit de noyaux univarié¢ K;(-),

1=1,...,p:
p

K(u) = [ ] Ki(w),
i=1
la condition (K.1) est bien vérifiée dés lors que chaque K; est & variation bornée sur IR.
Cette construction rejoint la notion de fonctions multivariées & variation bornée au sens
de Hardy et Krause (cf. [76] et [91] pour des travaux plus récents concernant la variation
totale d'une fonction multivariée).

Les fonctions fx(:), 74(-) et my(-) sont définies sur IRP. Afin d’estimer leurs dérivées
partielles, nous introduisons un opérateur de différentiation adéquat. Pour chaque vecteur
x = (21,...,2,) € J fixé et chaque p-uplet k = (ky,...,k,) € IN?, nous désignons par
D®) Popérateur défini par

D<k>:( 0 )k(i)k dordre |k| =k = ki + ... + k.

@_1:1 oz,
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Par la suite, pour toute fonction h : R? — IR, on dénote par h® =: DX} sa dérivée
partielle d’ordre k, associée au p-uplet k.

Sous les conditions (K.1-4), pour chaque p-uplet k dont la somme de ses éléments est
égale a k, la classe de fonctions liée a ’estimation de dérivées partielles d’ordre k :

K, = {K“‘(%) x€RP, h > 0}

satisfait la condition d’entropie suivante, pour n’importe quelle mesure de probabilité
(c’est & dire indépendamment de la distribution du couple (X,Y)),

pour certains C' > 0, >0, N(e,IKy)<Ce”, 0<e<]l.
De I'autre coté, le fait que K soit continue (ou continue & droite) entraine que la classe
de fonctions Ky est mesurable ponctuellement (cf. lemme A.3.3 en annexe).

Les modifications sur la fenétre sont minimes. En résumé, h? sera substituée a h,, dans
les hypothéses (H.1-5) de la précédente section.

H.1) h, — 0, lorsque n — o0}

H.2) nh? /logn — oo, lorsque n — oo}

(
(
(H.3) nh®*?/log(h;?) — oo, lorsque n — o0 ;
(H.4) hy, \, 0 et nh? " oo, lorsque n — o0

(H.5) log h,;?/loglogn — oo, lorsque n — oo.

En vue d’une présentation rigoureuse des estimateurs des dérivées partielles, nous pré-
sentons quelques notations additionnelles qui serviront ultérieurement lors du passage
au cadre strictement multidimensionnel (c’est a dire lorsque Y n’est plus une variable
aléatoire réelle et que my, : IRP — IRY).

Soit g = (g1,...,9a4) avec g; : R» — IR, j =1,...,d. Pour tout p-uplet k = (ki,..., k)
d’éléments de IN, tel que k := |k| = k; + ...+ k, , on définit

D(k)g = g(k) = (D(k)gh RN D(k)gd)a

ou pour tout j =1,...,d:

D¥yg; = g, = <a%1>kl i (ai%>kpgj'

Remarque 2.5.1 Pour les p-uplets de IN, kg tel que |ko| =0, et k;, 1 < j < p, tels que
|k;| = k; = 1, nous avons :

_ dg dg
ko) = g = (gy,... i <kﬂ>=(—1... —d>
g g (gla ’ gd) € g 8:1:] ) ) al'j

On rappelle la définition des estimateurs a noyaux de fx(x), ry(x) et my(x) :

Frab) = K)o = oy w0k (50,
=1 =1

n
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Mym(X) = J?"i?) lorsque fx.n(x) # 0.
X;n

Les estimateurs des dérivées partielles d’ordre k de fx(x) et ry(x) sont définis par :

FEL) = DY () =~ 3RO (),

k
() ) (4 1 < W (X=X
Tw;n(X) D )(Twm(x)) - nhﬁ—&-p ;1,1/’0/2)K( )< I, )

Pour la fonction de régression, nous limitons notre exposition au cas ot k = k; = 1 (cf.
remarque 2.5.1 ci-dessus) par souci de concision. Lorsque fx.,(x) # 0,
5 (k) . F(k;)
~ (kj) RS Tw;n (X) Tyin (X) fX;n (X)
g, (%) = DY (11,0 (%)) = = -—
fX;n(X) fX;n(X>
(k)

et plus généralement ;. (x) = D™ (17,,,(x)). Les termes de centrages seront de la méme
forme que dans le cas univarié.

Théorémes

Théoréme 2.5.5 Supposons les hypothéses (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4) vérifiées. Alors,
nous avons, lorsque n — oo,

{2nn, 10g(h;p)}” "sup { £ W, 1)) — ow(T)| = op(1),

x€L
ou

53 (T) = sup B[ ()0 () +d(x)) | X = x] Fx(x) / (K% () du. (2.42)

xeT RP
Si la fenétre satisfait (H.3-5), nous obtenons,

~1/2
}{2nhﬁ log(h;p)} sup { £ W, (x,¢)} — aW(I)‘ =o(1), presque sirement.

xel

Corollaire 2.5.1 Supposons les hypothéses (F.2), (H.1-3), (K.1-4) vérifiées. Alors, nous
avons, lorsque n — oo,

nh%k-i-p 1/2 () "
‘{W} ilélz)j:{me(X) - X;n(x)} - O—f(z—)‘ = 0]p(1),
ol

THI) = sup fe(x) [ KO )P

xeT
Si la fenétre satisfait (H.3-5), nous obtenons,

nh2k+p 1/2 () )
. sup + (X)) = fxn(x)p —op(Z ‘ =o(1), resque strement.
HZIog(hnp)} sup £{ /i (%) = Sxn ()} = 05(D)] = o(1). - presq
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Corollaire 2.5.2 Supposons les hypotheses (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4) vérifiées. Alors,
nous avons, lorsque n — oo,

nh2k+r y1/2 A() w0
(Gt} s {60 —rif 60} = on (@] = on(),

ol

D) = sup () (x) [ (KO

x€T
Si la fenétre satisfait (H.3-5), nous obtenons,

nh2k+p 1/2 (x ) )
Y sup £q7° -r v ) =o0(1), presque stirement.
H2log(hnp)} p { wn(X bin(X x) } (Z) (1), presq

Théoréme 2.5.6 Supposons les hypothéses (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4) vérifiées. Alors,
nous avons, lorsque n — oo,

e} sup (8,0 ~ B0} — 00| = on(),

ol

[\

02 (T) = sup { 7 (%) } /R K ().

xez | [x(x)

Si la fenétre satisfait (H.3-5), nous obtenons,

h2k+p 1/2
H#m} igi{mfﬁ( X) — ]E[mfj‘;( )]} —am(I)‘ =o(1), presque sirement.

La démonstration des théorémes et corollaires ci-dessus est similaire au cas réel. Cette
fois-ci la discrétisation s’effectue sur un hyper-rectangle p-dimensionnel.

Idée de démonstration

Nous fixons p = 2 afin d’éviter des notations trop lourdes. Nous posons, pour n > 1,

( ay+idhy, 0< i< by = | (b1 — a1)/(6hn)],
o = < as + joh, ) forsque { 0 < < loi= |(ba — a2)/(5hn)).

Pour u € R? et v € IR,
gn,i,j(uu U) = nn,znyi,j,ka 0 S { S ln,l et 0 S ] S ln,27

en référence a (2.11). Nous étudions le processus empirique sur la classe de fonctions
suivante, pour n > 1,

G, = {gn,i,j 0<i<lp1, 0<5< ln:Q}'
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Puis, nous déterminons une borne pour la variance, uniformément en 0 < ¢ < [, et
0 <j <l,2. Lorsque n est suffisamment grand,

Var(gn,i’j(X, Y)) <o (T)h2(1 4+ 7),

avec 7 > (0 arbitraire. Il s’ensuit, via une application de I'inégalité de Bernstein ou résultat
2.4.1, pour n suffisamment grand,

|t (Gnij)] 2(147/2)
I} < T
P{quﬁ%%qm o os (17 >aW(I)(1+T)} < 2l + 1) (lna + )02

. T\

= O(hy,) = o(1).
Cette derniére inégalité constitue la premiére étape de la démonstration de la borne supé-
rieure. Par la suite, on cherche & controler les incréments du processus empiriques sur des

petits pavés p multidimensionnels. On ne rentrera pas dans les détails de la démonstration
par souci de clarté, mais les arguments restent identiques au cadre univarié.

2.5.2 Le cas strictement multivarié : ¢(Y) € R?

Rappelons que d’apreés le théoréme 2.5.6 (lorsque ¢(Y) € IR), sous les hypothéses (F.1-3),
(H.3-5) et (K.1-4), nous avons, lorsque n — oo

nhilwrp 1/2 Lk —_— -,
{2} s (8 — B8 1}~ (D] 2 o),
oo (T) = sup {;jf;; } /Rp (K1 (w)]*du = sup o2 (x). (2.43)

Remarque 2.5.2 D’aprés les résultats énoncés dans le premier chapitre concernant la
normalité asymptotique et 'étude de la variance dans le cadre multidimensionnel, o2 (Z)
correspond également au supremum sur le pavé Z de la variance asymptotique de v/nh,, X
k) (x) — E[m® (x)]}. Ainsi, les lois uniformes du logarithme ésent
o b : , g que nous présentons
peuvent étre vues comme une version uniforme presque siire du théoréme central limite
(cf. |89], chapitre 8, pour plus de détails).

Le but de cette section est de généraliser le théoréme 2.5.6 au cas multidimensionnel, ¢’est
a dire lorsque 1 (Y) € RY, avec d > 1. Il est toutefois plus difficile d’obtenir des théorémes
limites pour la convergence uniforme. La difficulté majeure est liée a la localisation du
supremum de suites de variables multivariées a valeurs dans un espace euclidien de dimen-
sion strictement supérieure a un. De plus, la méthode développée par Finkelstein (1971)
pour étendre au cadre multidimensionnel la loi du logarithme itéré de Hartman-Wintner
se préte mal au caractére uniforme de nos résultats. Néanmoins, on peut contourner ce
probléme, via une normalisation adéquate. Nous citons, en avant-propos, quelques résul-
tats remarquables démontrés par Einmahl (cf. [37]) concernant la loi du logarithme itéré
de variables aléatoires a valeurs dans un espace de Banach et, plus particuliérement, dans
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un espace euclidien de dimension 2. Ces travaux nous donnent un apercu des ensembles
limites possibles.

Nous désignons par B un espace de Banach séparable, de norme | - ||, et B* son dual
topologique. Nous supposons que X, Xi,..., sont des variables aléatoires i.i.d. a valeurs
dans B, telles que 0 < IE[||X]||] < co. Dans un premier temps, nous présentons une
notion délicate, introduite par Klass (1976) [84] qui permet de normaliser la somme de
variables aléatoires a valeurs dans un espace de Banach et, de facto, de formuler des Lois
du Logarithme Itéré dans un cadre trés général (cf. [36], [37] et [38]). Pour n’importe
quelle variable aléatoire & a valeurs réelles, telle que 0 < ]EUf H < 00, On associe une
fonction K¢(-), définie comme la fonction inverse d’une fonction auxiliaire Gg(-), donnée
par

Ge(y) = y?{ /0 "E[jn{je > u}]du}_l, y> 0.

Maintenant, pour n’importe quelle fonctionnelle f € B* telle que IE[ f(X)] >0, soit Ky
la K-fonction correspondant a la variable aléatoire f(X) a valeurs réelles, et posons

K(y) :=sup {K;(y): |fl <1}, y>0,

Y = \/§f((n/ log, n) log,n, n >3,
ot log, n désigne le logarithme itéré.

On se concentre, a présent, sur le cas particulier o B = R? et || - || désigne la norme Eu-
clidienne. Soit X = (X®, X®) un vecteur aléatoire bidimensionnel et soient X7, ..., X,,
des copies indépendantes du vecteur aléatoire X. On pose, par convenance,

S = xW oy xO et §@ = xP 4 XO)

Comme l'espace IR? est clairement un espace de Banach de type 2, en adaptant le corollaire
2, p. 2017, [36], Einmahl présente le résultat suivant.

Théoréme 2.5.7 Einmahl (1995)
Soit X = (XM, X@) un vecteur aléatoire centré, tel que 0 < IE[||X||] < co. Alors, nous
avons,

Sl p.s.
lim sup [5ull 5. 1, (2.44)
n—00 Tn
st et seulement si,
Y P{XY| > 7.} <00, i=12 (2.45)

Soit. A I'ensemble limite de {Sn / %}, constitué de tous les points ou valeurs d’adhérence.
Nous remarquons, d’aprés (2.44), que A est un sous-ensemble du disque unité et, de plus,

sup {||z|| : v € A} = 1.

Einmahl [37] démontre également que ’ensemble limite A est symétrique et étoilé par
rapport a l'origine. Si nous supposons ’assertion suivante vérifiée,

les composantes X et X® sont indépendantes, (2.46)
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2.5. Généralisation multidimensionnelle du théoréme 2.8.2

les différents ensembles limites sont alors contenus dans une classe d’ensembles pouvant
étre représentés comme les fermetures d’unions d’ellipses dénombrables.

Pour finir cet exposé, nous présentons quelques résultats instructifs concernant le cas
indépendant, toujours d’aprés Einmahl (1995). On pose, pour 0 < a,b < oo,

E(a,b) = {x: (z1,2) € R?: {E}Q + {%}2 < 1}

£(a,0) :=[—a,a] x {0}, &(0,b) := {0} x [=b,b], pour a,b> 0.

On désigne par cl(M) (en référence a “closure”) la fermeture d’un sous-ensemble arbitraire
M appartenant & IR?. Nous définissons,

et

5]
o1 := lim sup ,
n—oo ’Yn
et
i
09 = limsup —,
n—00 Tn

en observant que oy V oo < 1, d’aprés (2.44).

Théoréme 2.5.8 Einmahl (1995)
Soit X un vecteur aléatoire satisfaisant les conditions (2.45) et (2.46). Alors, nous avons,
pour des suites convenables 0 < a,, < o1, 0 < b,, < 09,

A =E(01,0) UE, 03) U cl{ G E(am, bm)}.

Théorémes et démonstrations

L’approche développée par Einmahl et Mason (2000) et Deheuvels et Mason (2004) n’est
pas directement applicable dans le cadre strictement multivarié¢, ot 1 (Y) € IR?. En effet,
la majorité des travaux sur les processus empiriques indexés par des classes de fonctions
sont concernés par des classes de fonctions a valeurs réelles. Plus particulierement, 1’ar-
gumentation principale concernant la démonstration de la borne supérieure et le controle
des oscillations du processus empirique repose sur une borne exponentielle pour le supre-
mum du processus empirique indexé par une classe de fonctions mesurables et a valeurs
réelles. Par contre, si nous examinons la convergence ponctuelle de la déviation par rap-
port & l'espérance de notre estimateur multivarié de la dérivée partielle d’ordre k de la
fonction de régression, il est aisé de démontrer une loi du logarithme itéré, via les travaux
de Einmahl et Mason [40] et [41] combinés au lemme 2 de Finkelstein (1971) [50].

Le cas ponctuel

Nous supposons que la fenétre satisfait les conditions suivantes :
(H.6) h, \,0, nh, / oo, nhn/loan — 00.

Pour démontrer notre théoréme principal, on s’appuie sur le résultat ponctuel suivant ou
loi du logarithme itéré, lorsque ¥(Y) € IR (d = 1) :
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Chapitre 2. Lois uniformes du logarithme pour les dérivées de la régression

Théoréme 2.5.9 Sous les hypothéses (F.1-3), (H.6), (K.1-4), nous avons,

. nhi’”p 1/2 . (k) = (k) p.s.

imsup { 2123 (60— Bl 01} 2 ).

C’est une légére modification de la démonstration du théoréme 3, p. 80, de Einmahl et
Mason (1998) [41], qui constitue la premiére démonstration valide de loi du logarithme
itéré concernant 'estimateur de la régression [NW]. O

Remarque 2.5.3 Ce dernier théoréme s’appuie donc sur les travaux de Einmahl et Ma-
son. Dans un premier temps, ils ont établi une approximation forte du processus empirique
local, extension d’une notion plus ancienne développée par Deheuvels et Mason (1994)
[27]. Cette approximation forte permet alors de formuler une loi du logarithme itéré com-
pacte pour le processus empirique local. Enfin, ils en déduisent diverses lois du logarithme
itéré concernant l'estimateur a noyau de la densité ou de la régression (cf. exemples A.1.2
et A.1.3 en annexe).

Dans le cadre multidimensionnel, la fonction (-) est supposée mesurable et bornée sur
tout compact dans IR?. L’hypothese (F.1) devient

(F.1) Pour chaque x € J, lim Jny(:L",y) = fxy(z,y) pour presque tout y € R?.
' —xx’ €

Remarque 2.5.4 Plus généralement, nous pouvons supposer les variables Y;, 1 < i < n,
a valeurs dans IRY et v : IR — IR? une fonction borélienne bornée.

Les hypothéses sur le noyau et la fenétre sont inchangées mais nous avons a intro-
duire certaines notations. Par la suite, nous ferons souvent référence a la matrice de
variance-covariance asymptotique suivante (sous réserve de son existence), équivalente
d-dimensionnelle de o2 (x) définie en (2.43),

V= { ! / [K<k>(u)]2du} x Dy(x), VxeT, (2.47)
fx(x) Jro

ol ¥y (x) désigne la matrice de variance-covariance de 1(Y’) conditionnelle & X = x. Sans

perte de généralité, la matrice X, (x) sera supposée strictement définie positive afin de

garantir son inversibilité. Notre premier résultat constitue une simple extension multidi-

mensionnelle du théoréme 2.5.9. Soit

nh%k—&-p 1/2 . ~
Myato)i= {324 {00~ B[ 0]}

La matrice Vy étant strictement définie positive et inversible pour chaque x € 7, nous
obtenons le lemme suivant.

Théoréme 2.5.10 Sous les hypothéses (F.1-3), (H.6), (K.1-4), nous avons, pour chaque
x e,

C’({and}(x)> e {y € R y'V ly < 1} = &,

et
C(V;W{Mn,d}(x)) Py eRY:yTy <1} = B, (2.48)
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La démonstration s’appuie sur une adaptation du lemme 2 de Finkelstein (1971) (cf.
annexe, section A.4). Nous posons

nhik-‘rp ~ (k =~ (k
ok {210g n} et Dpxalx):= :I:{mfp;zl(x) - ]E[mgb'i(x)]}’
2

ou k désigne le degré de dérivation et d la dimension du vecteur aléatoire Y.

Le théoréme 2.5.9, qui traite le cas ot Y est a valeurs réelles, est alors équivalent &
. 1/2 5.
tmsup {8} /(Do ()} ().
n—oo

Soient y un vecteur de IR? et y? son transposé. Maintenant, en utilisant le fait que la
matrice Vi est inversible, nous obtenons, Vy € R¢,

lim sup {9n7k}1/2yT{Vx_1/2{Dn,kyd(x)}} = ||y|la, presque strement. (2.49)

Remarque 2.5.5 La matrice de variance-covariance asymptotique associée au vecteur
aléatoire {Vx_l/ 2{Dn,kd(}{)}} est la matrice identité d-dimensionnelle.

D’aprés (2.49), pour un choix convenable d’une suite de vecteurs { yn}n>1, il s’ensuit
lim sup {Qnﬁk}l/z X “VX_1/2{Dn7k,d(x)}”d =1, presque strement. (2.50)

Soit Sy := {y € R*: |ly|l¢ = 1} la sphére unité d-dimensionnelle. Pour chaque yo € Sy,
via (2.49) et (2.50), nous avons

. 1/2 —1/2 2 o ~
lim inf H {an} {Vx {Dmk,d(x)}} — Yo L= 0, presque stirement. (2.51)
Les équations (2.50) et (2.51) entrainent,
C(VX_I/Q{Mmd}(X)) CB; p-s., (2.52)
et
C(V;l/Q{Mn,d}(x));Bd ps. (2.53)

D’aprés (2.52) et (2.53), nous obtenons bien (2.48). La deuxiéme partie du lemme vient
en utilisant Vi /? comme un opérateur linéaire sur des ensembles de IR%. Il s’ensuit,

C({Mpa(2)}) = Vxl/z{Bd} =&y, presque srement.

Le cadre uniforme

En argumentant comme précédemment, nous obtenons également une extension du théo-
réme 2.5.6. Soit

i N ™ = (k)
Rona(x) = {m} =+ {mwm(x) = I8 11y, (%] }
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Théoréme 2.5.11 Sous les hypothéses (F.1-3), (H.3-5), (K.1-4), nous obtenons,

lim sup {V V2R ,a(x } =1 {y € R?: yTy = 1} = S, (2.54)
n—00 xeT
Remarque 2.5.6 La généralisation multidimensionnelle s’appuie donc essentiellement
(k) (k)
sur une normalisation appropriée de la déviation r,, (x) — IE[W% (x)]. Par contre, il
apparait plus difficile de déterminer I’ensemble limite de

nh2+ 12 *) )
{ZIOg(hnp)} ilérz)i{mwn( x) - IE[mw’ (x )}}

On pourrait conjecturer que l’ensemble limite est contenu dans une union infinie d’ellip-

soldes de la forme :
U &
xeT

Une application utile : estimation de la fonction de répartition conditionnelle

Nous finissons cette section, en présentant un exemple d’application pour la fonction .
Dans le cadre multidimensionnel, on a supposé la fonction ¢ : IR? — IR¢ mesurable
et bornée sur les ensembles compacts de IR?. On peut proposer une formulation plus
générale :

la fonction 1 : R — IR? est borélienne et bornée,

ou g € IN quelconque. Cette hypothése nous permet de traiter aisément le cas particulier
de l'estimation non-paramétrique de la fonction de répartition conditionnelle & partir
d’un échantillon de méme loi que le couple (X,Y) & valeurs dans IR? x IR%. On pose, pour
y € RY,

Y(y) =I{y < t}, avect e R? arbitraire mais fixé. (2.55)

En remplacant la définition (2.55) de #(-) ci-dessus dans la définition de la fonction de
régression (2.1), nous obtenons la fonction de répartition conditionnelle, définie par,

F(tx) = IE[][{Y <t}|x = x} - ]P{Y <t|X = x}, Y x € RP.

On rappelle la définition de I'estimateur a noyau de la fonction de répartition condition-
nelle, V x € IRP,

n

Sy <t}K (> = )
E,(t]x) .= = —
> K(5)

et son terme de centrage associé,

b =5 an( )

lorsque 1) vérifie (2.55). Il s’ensuit, d’aprés le théoréeme 2.5.6 avec k = 0, le corollaire
suivant.

X]I{an #0}7
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Corollaire 2.5.3 Supposons les hypotheses (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4) vérifiées. Alors,
nous avons, lorsque n — oo,

‘{2107;?2?) }1/2 ilégi{ﬁn(tlx) — Fu(tx)} — O'F(I)‘ = op(1),

o F(thx) {1 - F(t]x)}
fx(x)

Si la fenétre satisfait (H.3-5), nous obtenons,

o3(T) = sup {

xeT

} 5 K2(u)du.

M A 2B (k) — Fultho)} — on(@)] 22 o(1)
—_— su n(tlx) — Fu(tjx); — o = o(1).
210g<h;p) XEIZ) F

Ce dernier résultat améliore les résultats antérieurs de Stute (1986) (|135] et [136]). En
s’appuyant sur les travaux de Einmahl et Mason (2000), nous obtenons également le
raffinement suivant :

. nh? 1/2 ~ .S. .
tim { e ) S sup{Aalth - Fulth} ™ K/ {2inf VFx(0},
Cette derniére loi limite uniforme du logarithme est une extension directe du corollaire 2,
p. 6, [42]. Ce dernier corollaire s’appuie sur leur théoréme 1, p. 4-5, présenté ci-dessous
dans le cas borné. Soit F une classe de fonctions f mesurables et a valeurs réelles. Pour
chaque fonction f € F et toutes fonctions ¢y et dy définies sur un intervalle J, on pose,
pour x € J,

Wo(z, f) = i:(cf(x)f(m+df(x)>[((m ZnXZ)

i=1

= ] (s + ) () |

Théoréme 2.5.12 Einmahl et Mason (2000)
Supposons les hypothéses du théoréme 2.3.1 vérifiées. Nous supposons que F est une VC
classe de fonctions mesurable ponctuellement et bornée. Alors, nous avons,

lim {2nhn\loghn\}_l/2 supsup |W,(z, f)
n—0o0 feF zel

p-:8- O'W<F7 [)7

ot
ow (F,I) =supow(I).
ferF

A présent, nous remarquons que la classe de fonctions F = {fi(-) = I{- < t} : t €
IR} est clairement une classe VC' de fonctions bornée. En somme, si F désigne une
classe dénombrable (ou “pointwise measurable”) VC de fonctions uniformément bornée
ou admettant une fonction enveloppe mesurable avec un moment d’ordre p > 2 fini, nous
pouvons indexer notre estimateur de la régression par F et obtenir également une loi
limite uniforme du logarithme. La constante limite est alors le supremum sur la classe F
et 'intervalle I de la variance asymptotique.
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2.6 Lois limites presque stires pour les estimateurs lo-
calement polynomiaux

La méthodologie que nous utilisons permet également de traiter la convergence uniforme
presque stre d’estimateurs plus sophistiqués tels les estimateurs [PL|, introduits dans la
section 1.7. Nous rappelons que les estimateurs [PL] ou par polynémes locaux possédent
de meilleures propriétés théoriques et pratiques que les estimateurs des dérivées de la
régression de type [NW], notamment en ce qui concerne le biais. L’idée de démonstration
consiste simplement & approcher la déviation (par rapport a I’espérance modifiée) associée
a ces estimateurs par une version linéarisée, équivalente au processus empirique indexé
par une certaine fonction bornée.

Dans cette section, nous démontrons donc une loi limite uniforme du logarithme concer-
nant la déviation maximale de l'estimateur localement linéaire [LL| (i.e. l'estimateur
[PL]|(1)). Puis, nous présentons une généralisation de cette loi a l’estimation localement
polynomiale d’ordre [ > k£ > 1 des dérivées d’ordre k de la fonction de régression. Ces
résultats, associés a la construction d’intervalles de confiance, peuvent donner des infor-
mations visuelles intéressantes sur les propriétés de régularité de la courbe de régression
du modele considéré. D’autre part, en notant que les estimateurs par lissage polynomial
local reproduisent les polynomes, il serait intéressant de construire un test statistique
asymptotique via nos lois limites.

Premiérement, nous rappelons certaines notations du premier chapitre intervenant dans
la construction des estimateurs [PL] :

n

Sy = 3 (- 0) 'K (55),

i=1

ce qui implique
Sn,j = nh]fx(x),uj [K]{l + OP(l)},
ot p;[ K] désigne le moment d’ordre j du noyau K.

L’estimateur |[LL] de la régression, noté mi¥(x), est défini par :

mil(z) = el S 'XTWy  (lorsque p = 1)

— A i o1 {Smg g K(th: l’) — Spa ZXZ; Yi(X; — $>K<th: $> }

Nous posons,

file) = =S (),

nh, — h,
) = {5 ()
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) = = {5 R (5,
Po(z) = nzniYK(E;nX)

1 r—X; r—X;
An = Y;{ - }K( : > .
Faa(e) = - Z; h h
Les termes de centrage sont définis par :

fulz) = E[fn(x)]a ra(z) = E[fn(x)]a
fur() = E[fu1(@)], rui(@) =E[fxni(2)]
faz(z) = E[fu2(2)].

L’estimateur localement linéaire peut donc étre écrit comme suit :

PR 1 C. ) fu2 (@ >—m< ) fui (2) 0 56
) Ful@) fa(@) = { fur(2)}? (256)

Nous considérons I'approximation suivante de I'espérance de mL®(z) :

[~ LL LL () fr2(x >_Tn1( ) fua (@ )
E\m“(x) =m. " (x) =
[y ()] = my* (@) 1 o) — L fon ()}

qui est équivalente asymptotiquement a IE [mn (:1:')]

Nous remarquons que, via le lemme de Bochner, sous (F.1-3) et (K.1-2) (cf. section 2.2),

fanla) = {fx(x)LuK(u)du}(1+o(1)):0(1),
ror(z) = {r(:c)/RuK(u)du}(l—l—o(l)):0(1),
o) — {fx(x)/Ru2K(u)du}(1+0(1)).

Ci-dessus, nous utilisons le fait que le moment d’ordre 1 du noyau K est toujours nul, ce
qui explique intuitivement la formulation de l'estimateur [LL] (2.56). Plus précisément,
les termes 7,1 et f,1 convergent vers zéro et on retombe alors sur l'estimateur [NW].

Afin d’étudier le comportement limite de ’estimateur localement linéaire, nous introdui-
sons le processus empirique suivant, pour tout x € J et 7 =0,1,2,

Wn,k,j(x,w) = Zn: <C(5E)¢(Yz> i d(x)) (x ; Xi>jK(k) <ZL‘ ;nXZ>

n

- n_]E{ (c(w)w(Y) + d(a:)) (9‘5 ;nX )j K® (x ;nX ) } (2.57)

En reprenant les hypothéses et notations de la section 2.2, nous obtenons le théoréme
suivant.
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Théoréme 2.6.1 Supposons (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-4). Nous avons, lorsque n — oo,

{20n, tog(1/n,)} sup { & Wy (@,6)} = o (1)] = om (1),
ou )

a1 = swp B[ (cla)i(¥) +d(@)) | X = 2] fx(2) /R KO ()] dt.
Sous les hypothéses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-4), nous obtenons,

{2t t0g(1/8)} " sup { £ W )} = s (D] 2 00,

La démonstration est similaire a celle du théoréme 2.3.1 et ne sera pas présenté par souci
de concision. O

Nous présentons quelques corollaires pour les cas particuliers & = 0 et ¢ = Id, spécifiques
a I’étude de 'estimateur localement linéaire.

Corollaire 2.6.1 Supposons (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3). Nous avons, lorsque n — oo,
nh 1/2 .
__ M L ()= [ (x)) — .[‘: 1),
HZIog(l/hn)} sup {fni(@) = foj(@)} = op5(1)| = op(1)

ol

0% ;(I) = sup fx(z) /R[t]K(t)] dt.

zel

Sous les hypotheses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-3), nous obtenons,

= 0(1).

{4 sup £ { (@) — fug(@)} — ops(0)
2log(1/h,) S ey Wi\ T Ind s O s
Corollaire 2.6.2 Supposons (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3). Nous avons, lorsque n — oo,

Kamatm) sty st =@} =enst] =)

ol

(1) = swpa) f(o) [ PR

xzel

Sous les hypothéses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-3), nous obtenons,

Hﬁ%}m ilé]?i{f”vj(x) - Tn,j(if)} - Ur,j([)‘ 22 0(1).

Il s’ensuit les assertions suivantes, sous les hypothéses du théoréme 2.6.1,

(g} i) — 4@} = o),
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hn 1/2 A
Sloa i) Sy = oale) = a0

2log(1/hy, zel

{ﬁ%}lﬂ sup £{7,(z) — r,(2)

nh,, 1/2 X
(g} sl =l

zel

}
{__yﬁ—jrﬂ$mi{ﬂﬂ@-zmx@}1§ O(1),

}

}

Notons que ces approximations sont aussi vraies pour la convergence en probabilité. Nous
avons a présent tous les éléments essentiels pour la démonstration d’une loi uniforme du
logarithme de Pestimateur [LL], ¢’est a dire nous avons établi des lois limites pour chacune
des déviations de ses composantes (cf. (2.56) et les corollaires 2.6.1 et 2.6.2). Il nous reste a
prouver que la déviation Mm% (z) —mEL(x) est proche d'une certaine fonctionnelle linéaire
du processus empirique. Soit

en::sup{{mTLlL(x) }_fX ){{ (2)} —m(x {an() an(:v)}}}

zel

Nous cherchons a démontrer que,

w»

p.

€n

nh, —-1/2
(ommrt )

Nous décomposons 'erreur stochastique,

N

A{Pa(@) fa2(@) = (@) frp(z )+7“n1( ) fua(€) = 71 (2) f 1 (2) }
fX;n( fn2 {fnl }

) fo () = 1 (@) fun (7 {an Jfn2(@) = fula) foola +{fn1 2~ @)}y
(fX;n( fn2 {fnl })(fX,n< fn2 {fnl })

Pour simplifier notre ecnture, on supprime la dépendance en r momentanément,

_|_

~LL . LL _ {fnfm — TS+ Tnifan — f’n,1fn,1}
o fafoz = {fun}
Tnfn2 — Tn,lfn,l{fnfn,2 — fnan + {fn,1}2 - {fn,1}2}
(Fafnz = {Fan}") (Fofuz = {far})

Avec un peu de calculs, on obtient aisément, que la quantité ci-dessus est équivalente &,

- {fn}ng X {{fn - rn}fn,2 + Tn{fn,Q - fn,Z} + {Tn,l - fn,l}fn,l + fn,l{fn,l - fn,l}}

Tnfn,Q

S —— n_An An2—|—n nQ_An2+
fnfn,anfn’Q 8 {{f f }f’ f {f7 f, }
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{fn,l - fnl}{fnl + fn71}}}(1 + 0(1))

s
»

’ﬁn_rn fn_fn nhn -1/2
[ O({zlogu/hn)} >
1

A . ) nh, ~1/2
I X {rn—m}—7 X {f"_f”}+0({m} )

D’aprés le lemme 2.4.8, nous obtenons en conséquence une loi limite uniforme du loga-

rithme pour Pestimateur localement linéaire XL

s
n

Théoréme 2.6.2 Supposons (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3). Nous avons, lorsque n — oo,

{iomme} " sup (@) — mE )} — ()] = (1),

2
oz (I) = su {U (I)}/KQtdt.
D= @ S S
Sous les hypotheses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-3), nous obtenons,

ol

Hn—hn)}lﬂ SUp:I:{mﬁL(x) . mﬁL(x>} — oI p-s. o(1).

2log(1/hy, vel

Ce résultat s’appuie intuitivement sur ’équivalence asymptotique de la variance asymp-
totique des estimateurs [NW] et [LL|. En reprenant les arguments de cette section, nous
pouvons généraliser la proposition ci-dessus au cas des estimateurs [PL|(l) des dérivées de
la régression d’ordre k < [, en s’appuyant sur (1.66) que 1’on rappelle par convenance,

Var [m® (z;1)[X] = {nh}% x ;;((i)){(k!)ZA{K,;,(u)}2du}}{1+op(1)},

Il s’ensuit le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.3 Supposons (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3). Nous avons, lorsque n — oo,

nh2k+1 1/2
_ M R o Iy ) _

ol

oty = sup{ O w2 [ {3, 0l

xzel X(x)
Sous les hypothéses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-3), nous obtenons,

2 0(1). (2.58)

nh2k+1 1/2
- 05 E) (o 1) — ) (1)) — I
HQIog(l/hn)} e {n (@30) = m? (@: )} = oma(1)

Ce théoréme se généralise également au cadre multidimensionnel, en reprenant les argu-
ments présentés dans les sections précédentes de ce chapitre.
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2.7 Applications statistiques

2.7.1 Un critére simple de choix de fenétre
pour la convergence uniforme presque siire

L’objet de ce paragraphe est la présentation d’une nouvelle procédure de sélection de la
fenétre, appropriée a la convergence uniforme presque stire. En s’appuyant sur les travaux
de Stute (|133] et [134]), il est possible de formuler une fonction de risque globale adaptée
a la convergence uniforme presque stre, similaire au risque quadratique ou MISE pour la
convergence Ls.

Le couple de variable aléatoire (X,Y’) est supposé a valeurs dans IR x IR et nous nous
concentrons sur la fenétre optimale liée & I'estimation de la simple fonction de régression.
Notons que notre approche du choix optimal de la fenétre reste valide lorsque les variables
aléatoires sont multivariées et également pour I'estimation des dérivées de la régression.
Nous définissons la fonction de risque suivante, pour un estimateur 7, (z) de la régression,
uniformément en x € I, ot / C IR dénote un intervalle compact.

[RPS]{r,(z)} = sup {Thn(x) — E[ri,(z)] }2 + sup {E[mn(x)] — m(x)}Q. (2.59)

zel zel

Exposons notre idée plus précisément et expliquons rapidement pourquoi cette défini-
tion du risque est censée. Nous considérons l'estimateur localement linéaire mZ%(z) qui

constitue un estimateur performant de la régression. D’aprés le théoréme 2.6.2, sous les

hypotheses (F.1-3), (H.3-5) et (K.1-3), nous avons,
@)Y [ e }”2
i (m)} /R K2(#)dt S . (2.60)

A présent, nous supposons le noyau K d’ordre 2 et (F.5) vérifiée pour k = 2 (cf. le début
de la section 2.2, ainsi que les paragraphes 1.3.2 et 1.7.2 consacrés au biais). Alors, le biais
de l'estimateur localement linéaire est controélé par,

nh 1/2 s.
lim {—"} sup |[mEl(z) — mEL(z)| = {su {

lim 2h,”sup |mL"(z) — m(z)| = sup |m” (z)| / 2K (t)dt. (2.61)
I zel R

n—oo re

Par la suite, lorsque la fenétre h,, satisfait

h? log(h 1)y 1/2
b;ﬁﬁo, c’estadirehizo({%:)} ),

le terme déterministe de biais est asymptotiquement négligeable. Il s’ensuit,

i i) syt i (s {5 [ s

De l'autre coté, si h,, vérifie
)

5

nh;

log(h, )\ V2 .,
s g

— 00, C'est a dire { .
nivy,
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nous obtenons,

lim 2{h, } sup [kt (x) — m(z)| = sup |m” () |[p2(K)).

n—oo xE
Ci-dessus, le terme stochastique est négligeable et la loi limite ne dépend plus de la
variance asymptotique mais du biais asymptotique. Nous savons que la fenétre optimale
est obtenue en équilibrant le biais et la variance. En conséquence, il parait raisonnable
de déterminer la fenétre optimale, en minimisant asymptotiquement le risque presque sir
défini en (2.59), c’est a dire

[RPS){ il (2)} = sup {mE(x) — mEE ()} + sup {mEE(x) — m(2)},

n
zel zel

D’apreés (2.60) et (2.61), nous cherchons & minimiser suivant h,, la quantité suivante,

{2 o+ S (o) o)

qui est presque stirement égale au risque [RPS]{m,LZL(x)} asymptotiquement. Si on note

hit5 (K) la fenétre optimale, il s’ensuit, aprés calculs,

o’ () "
hRPS (F) = BRPS(K) = {bﬁ}% :ceI { (33)} o) (2.62)

n,opt n ilé}[) {m >}2[ ]

L’étape suivante consiste & remplacer les termes inconnus par des estimateurs uniformé-
ment consistants. On obtient alors une fenétre aléatoire de type plug-in, asymptotique-
ment optimale. Il serait intéressant de continuer ce travail, en démontrant par exemple la
vitesse de convergence de cette fenétre plug-in vers la fenétre optimale théorique (2.62).
Enfin, notons qu’il est possible de formuler un risque presque str local, en utilisant des
résultats de convergence ponctuelle de type lois du logarithme itéré (cf. théoréme 2.5.9,
par exemple). La fenétre optimale est alors de I'ordre {log,n/n}'/°, lorsque le noyau

K € K[2].

2.7.2 Fenétre adaptative et intervalles de confiance

Cette sous-section propose une méthodologie, inspirée fortement par les travaux de Deheu-
vels et Mason (2004) [29], qui permet la construction d’intervalles de confiance uniformes
et asymptotiquement optimaux pour différents parameétres fonctionnels de la distribution.
Dans la littérature statistique classique, on utilise souvent la normalité asymptotique et
les lois qui en découlent afin de construire des intervalles de confiance. Nous remarquons
que nos lois limites uniformes du logarithme ainsi que les lois ponctuelles du logarithme
itéré sont des extensions des lois asymptotiques normales a des modes de convergence plus
forts (probabilité et presque stre). Evidemment, du point de vue statistique, la conver-
gence en probabilité est une notion suffisante. La convergence presque stire, bien que plus
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raffinée, nous oblige a supposer des conditions additionnelles sur la fenétre. De plus, le
mode de convergence presque stire n’est pas naturel, par rapport a la définition classique
des intervalles de confiance. En conséquence, les lois limites uniformes du logarithme que
nous avons présentées dans ce chapitre seront utilisées pour le mode de convergence en
probabilité, afin de déterminer des intervalles de confiance. Notons également que ce mode
de convergence est particuliérement appropriée pour déterminer des bornes de confiance
et nécessite des hypothéses peu restrictives sur la fenétre.

Nous introduisons un estimateur consistant de la variance conditionnelle ai(a:), défini par,

zn: {@ZJ(Yz) - mw;n(m>}2K<x ;an> n v
N (v —X, H{ZK(C hnXZ>7é0}'

Sous les hypothéses du théoréme 2.3.2, cet estimateur est bien consistant uniformément
sur I'intervalle I. Nous avons, pour tout € > 0, lorsque n — oo,

~9 i=

an(x) =

52 (x
]P{sup wén( ) —1’26}—>0.
z€el Uw(x)

De la méme facgon, nous obtenons, pour tout € > 0, lorsque n — oo,

JEX;n(x)
]P{s;é;[) Fe(@) — 1‘ > e} — 0.

Il s’ensuit le corollaire suivant, via Slutsky:.

Corollaire 2.7.1 Nous supposons les hypothéses (F.1-3), (H.1-3) et (K.1-3) vérifiées.
Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

\ TTogto 77 }m o {{ffjé; }1/2 L) () — B il (o) }} [ K]

La construction d’intervalles de confiance & partir de nos lois uniformes du logarithme
implique implicitement la négligence du biais, car ces lois ne concernent que la déviation
maximale par rapport a 'espérance. Afin de traiter le terme de biais, nous introduisons
I’hypothése suivante :

(F.6) (i) fx admet des dérivées continues jusqu’a 'ordre [ sur Uintervalle J;

(77) fxy est [-fois contintiment différentiable sur J x IR.

Lorsque la distribution du couple (X,Y") satisfait (F.6) et que le noyau K est d’ordre
[ > k ou de maniére équivalente si le noyau K*) est d’ordre (k, 1), il s’ensuit

sup { B[ (, ) = m{(2)} = O(L®),

zel
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Ainsi le biais est négligeable lorsque h,, est de l'ordre n=°% avec (21 + 1)_1 <4 <1 En
conséquence, si nous supposons la fenétre telle que h, = n~/*+Y sous les hypothéses
(F.1-3), (F.6) et (K.1-3) (et K comme ci-dessus), nous obtenons, lorsque n — oo,

(e 1 e { Lo P50 ) 0} 2 [ (1

zel U¢w1

Cette version de la loi limite du logarithme nous permet de construire directement des
intervalles de confiance pour la dérivée d’ordre k de la fonction de régression, uniformément
en r € I. Par convenance, nous posons,

Lo(x) = {210g(1/hn) o On () }1/2[/R [K(k)(u)]zdu} v

71h%k+1 kaﬁn(x)

Pour tout 0 < € < 1, lorsque n — o0, il s’ensuit
P{m (@) € [l (2) = (1 + ) La(@), ), (2) + (1 + ) Lu(2)] Vo € I} — 1
o win nA ) Won, b ’
et
]P{m(k)(x) € [m(’“) () = (1 —€)Ln(z) il () + (1 = €)Ly(2)],Va € I} —0
p pin n » U hin " ’ ’

En conséquence, nous dirons que les intervalles

n

[0,(@) = La(@), S, () + Lo(2)| (2.63)

constituent des bornes de confiance asymptotiquement optimales (ou & un niveau de

confiance asymptotique de 100 %) pour mfpk) (x), uniformément en = € .

Il est possible également de déterminer des intervalles de confiance de la forme (2.63)
lorsque la fenétre est dépendante des données et donc aléatoire. Plus précisément, nous
choisissons la fenétre associée a nos estimateurs de la forme

H,(z)=H,(X1,...,X,;2) pourn > 1.

Afin de controler le comportement limite des estimateurs & fenétre aléatoire H, (x), nous
admettrons qu’elle est assez proche de la fenétre classique h, dans un certain sens (cf.
hypothéses (B.1-2) ci-dessous).

Pour chaque n > 1, nous supposons que la fenétre adaptative H,(X1,...,X,;x) est une
fonction mesurable des X7, ..., X, et de x € I. Comme ceci ne garantit pas la mesurabilité
de

inf H,(Xy,...,X;2) et sup H,(Xy,..., X, 2),

zel zel
par rapport aux Xi,...,X,, nous utiliserons la convention suivante. On désigne par
(Q, A, IP) I'espace de probabilité sur lequel nos variables aléatoires sont définies. Lorsque
{A,, : n > 1} sont des sous-ensembles (éventuellement non-mesurables) de €2, nous écri-
vons IP(A,) — 1 (ou bien IP(4,,) — 0, avec A := Q— A le complémentaire de A), lorsqu’il
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existe une suite {4, : n > 1} C A, telle que A,, C B,, pour chaque n > 1, et IP(B,) — 0.
Cette convention est proche de la notion de IP-mesurabilité définie en annexe et rejoint
celle de complétion d’'un espace.

Avec ces conventions, nous supposons que H,(z) =: h,C,(x), x € I, vérifie certaines
hypothéses parmi (B.1) — (B.2) ci-dessous. Soient 0 < ¢; <c¢g < 0o deux constantes et
soit {C(z) : @ € I} une fonction positive fixée, continue et différente de 0 sur 'intervalle

1.

(B.1) ]P(clhn < ing H,(z)<sup H,(z) < Cghn> — 1, quand n — 00}
ze zel

H,(z
(B.2) ]P<sup h( ) — C(a:)‘ > e) — 0, lorsque n — oo, pour € > 0.
zel n
Lorsque (B.1) ou (B.2) est vérifiée, nous pouvons alors définir des intervalles de confiance
asymptotiquement optimaux en remplacant dans (2.63) h, par H,(z). Pour cela, il faut
étendre le théoréme 2.3.2 au cadre suivant. Soit ¢ > 0 un nombre réel fixé. Nous désignons
par mfﬁfp(x, ¢) Pestimateur [NW| de la dérivée k-iéme de la régression construit avec une

fenétre de taille ch,,, c’est a dire

lorsque

) et Fealmo )
et Tyn(x,c)= )
ch,, b3

S ey (o

fX;TL(x? C) =
nch, —

nch,, 4 -
=

En s’appuyant sur I’article de Deheuvels et Mason [29], I'idée est de faire varier la constante
¢ > 0 dans un certain intervalle qui délimitera alors la zone de variation de la fenétre h,,.
Nous présentons donc une extension du théoréeme 2.3.2, dans le cadre ou la fenétre A,
n’est plus strictement fixée.

Théoréme 2.7.1 Nous supposons les hypotheses (F.1-3), (H.1-3), (K.1-3) vérifiées et
nous firons 0 < ¢; < 1 < ¢y < 00. Alors, nous avons, lorsque n — oo,

" {Qfﬁgﬁf;];; }1/2 ap i{mgj;(x, ¢) = B[m") (z, ¢)] } _ o—m(f)( — op(1),
o0 = {5} [ e

La démonstration de ce théoréme reprend les arguments principaux de la démonstration
du théoréeme 2.3.2 mais en ajoutant une dimension supplémentaire a la discrétisation.
Nous nous référons également a la démonstration du théoréme 3.1 de [29]. O
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Chapitre 3

Maximum de vraisemblance local et
régression non-parameétrique

Ce travail se situe dans le cadre de I'estimation d’un parameétre fonctionnel lié & une fonc-
tion de régression. Nous considérons des estimateurs a noyaux d’une fonction de régression
particuliére, fondés sur un maximum de vraisemblance pondérée. En s’appuyant sur les ré-
sultats du précédent chapitre (en particulier la section 2.2), nous obtenons des lois exactes
concernant la convergence uniforme presque stire de ces estimateurs. Ces lois limites per-
mettent la construction de bornes de confiance uniformes et asymptotiquement optimales
pour certains paramétres de la distribution dans un cadre semi-paramétrique. Ce dernier
chapitre montre une fois de plus la puissance du formalisme de la théorie des processus
empiriques. A cet effet, on cite en avant-propos le fameux livre de Sara van de Geer
(2000) [144] qui présente de nombreuses applications en statistique non-paramétrique,
en arguant de la théorie récente sur les processus empiriques indexés par des classes de
fonctions. Ses investigations concernent les propriétés asymptotiques des M-estimateurs,
et plus particuliéerement les estimateurs du maximum de vraisemblance et des moindres
carrés. Les ouvrages de référence des auteurs Van der Vaart et Wellner (1996) (8.3, [145])
ainsi que Van der Vaart (1998) [146] illustrent également 'utilité de la théorie moderne
des processus empiriques, ou théorie des processus empiriques indexés par des classes de
fonctions, pour démontrer des résultats de nature statistique. Ces livres présentent des ap-
plications variées dans de nombreux domaines de la statistique, notamment en estimation
semi-paramétrique et M-estimation.

3.1 Introduction

L’estimation du maximum de vraisemblance local est un sujet relativement peu abordé
dans la littérature statistique. Le cadre de notre travail sur ’estimation du maximum de
vraisemblance local étant trés proche de celui de la M-estimation, il nous parait intéressant
de rappeler certaines notions clés de la M-estimation, afin de recentrer notre propos. Ces
notions rejoignent également ’estimation non-paramétrique de la régression et ouvrent de
larges perspectives d’études.

La méthode la plus importante de construction d’estimateurs statistiques consiste & choisir
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un estimateur minimisant ou maximisant un certain critére fonctionnel. De tels estima-
teurs sont appelés M-estimateurs dans la littérature statistique. Premiérement, notons
que la dénomination de M-estimation vient du simple fait que I'on cherche & minimiser
ou maximiser une certaine fonctionnelle, c¢’est & dire M correspond & un minimum ou un
maximum. Dans de nombreuses situations, ces estimateurs, qui maximisent ou minimisent
une certaine application, sont aussi solutions d’un systéme d’équations. Par exemple, dans
ce chapitre, nous considérons les propriétés asymptotiques d’une certaine statistique, 1’es-
timateur du maximum de vraisemblance local, solution d’une équation (cf. (3.8) ci-apres).
Dans le cadre d’observations i.i.d., les M-estimateurs sont donc simplement les zéros d’ap-
plication du type :

Ce type d’estimateurs sont aussi appelés Z-estimateurs (cf. section 3.3 dans [146]). Ils
sont définis par une équation de la forme :

~

¢n(9n) = 07

ou 1, désigne une application aléatoire définie sur ’espace produit de I'espace des para-
meétres © et un certain espace de probabilité. La forme des M ou Z-estimateurs, présentée
ci-dessus en (3.1), nous incite & orienter la recherche des propriétés générales de ces esti-
mateurs via la théorie des processus empiriques indexés par des classes de fonctions.

-Présentation générale de la M-estimation

Pour toute fonction v (z,t), nous pouvons associer une fonctionnelle 7}, définie sur sur
les fonctions de répartition F, telle que Ty (F') soit la solution ¢, de I’équation suivante :

[ vt w)apa) =0 (32)

Nous appelons Ty (+) la M-fonctionnelle correspondant a 1. En suivant (3.1), a partir
d’un n échantillon de variables aléatoires {X; : 1 < i < n}, le M-estimateur corres-
pondant a v est donc la statistique T, (IP,,) = T, solution de ’équation :

Z¢(Xi,Tn) =0. (3.3)

Notons que les équations (3.2) et (3.3) peuvent admettre plusieurs solutions.

Dans le cadre standard, I’équation (3.2) correspond a la réalisation d’une condition de
premier ordre liée & la minimisation ou maximisation d’une certaine fonctionnelle

/p(a:,to)dF(x).

La fonction ¥ peut donc étre regardée comme la dérivée d’une certaine fonction p(x, -)
dérivable, telle que

wlant) = e {ple.)},

ol ¢ désigne une constante arbitraire.
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Exemple 3.1.1 Estimation du maximum de vraisemblance
Soit F = {F(+6) : § € ©} une famille paramétrique de distributions. Soit ¥ = ¥(z,1)
une fonction telle que

/ U(x,0)dF(2;60) = 0.

C’est exemple est bien une M-fonctionnelle au sens de (3.2) pour F' = F(-;0) et la
solution de (3.2) coincide alors avec 6. En d’autres termes, la M- fonctionnelle T}, satisfait
Ty(F(-0) = 6. L’estimateur naturel de 6 est donné par 6, = Ty(IP,) d’apres (3.3).
Suivant le choix de 1), nous obtenons différents estimateurs. Lorsque les distributions
F(-;0) admettent des densités f(-;6), 'estimateur du maximum de vraisemblance
correspond aux choix :

p(z,0) = —log f(x:0),
Va,6) = o log f(x:60)

-M-estimation et localisation de paramétre

Un autre cas particuliérement intéressant de la M-estimation, qui englobe le probléme de
I’estimation non-paramétrique de la régression, est le suivant. Supposons que la fonction
Y est de la forme 9(x,t) = (x — t), alors la M-fonctionnelle associée Ty, (F') est appelée
paramétre de localisation (ou “location parameter”). La M-fonctionnelle Ty, (F') est
alors la solution 6 de I’équation :

/w(:v —0)dF(z) = 0.

A présent, si la fonction de répartition F est symétrique par rapport a 6 (ici, 6 désigne un
paramétre informel), tout choix de fonction (-) antisymétrique nous donne clairement
Ty (F) = 0. Ainsi, lorsque nous disposons d’une classe de fonctions () antisymétriques,
en remplacant la mesure F' par la mesure empirique IP,, nous obtenons une classe d’es-
timateurs de 6. Pour un choix de 1 convenable, cet estimateur posséde des propriétés de
robustesse, ou résistance aux données aberrantes (“outliers”). En effet, une propriété fon-
damentale de la M-estimation est sa capacité a transférer au M-estimateur les propriétés
intrinséques de la fonction ¥ qui lui est associée. Comme nous allons le voir ci-dessous, le
choix de la fonction ¥ nous conduit également & des estimateurs variés et robustes dans
le cadre de l'estimation d’une fonction de régression. Un exemple célébre d’estimation
robuste est donné par les estimateurs de Huber (cf. [77] et [78]), solutions de

> V(Xi=0)=0

lorsque ¥(+) est de la forme suivante

—k six < —k,
Y(x)=[2)"), =< a silz| <k,
k six > k.
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Ces estimateurs sont robustes et, suivant la valeur de k, se comportent comme la moyenne
classique (k grand) ou comme la médiane (k petit). Ainsi, les estimateurs de Huber vont
de la moyenne non-robuste a la médiane trés robuste. Ce point de vue a été repris par
Arcones dans un article récent [5] concernant la convergence du M-estimateur optimal
parmi une famille paramétrique de M-estimateurs. Nous nous référons aux pages 246-248
de Serfling (1980) pour une présentation d’autres exemples liés au modéle de localisation
de parameétre ou “location parameter estimation” et a I'exemple 5.4, p. 42-44, de van der

Vaart (1998) [146].
-Régression et M-estimation

Soient (X,Y), (X1,Y7), (Xs,Y5),..., des couples de variables aléatoires a valeurs réelles,
indépendants et identiquement distribués. Soit ' = F(xy) la fonction de répartition
jointe associée au couple générique (X, Y). Le probléme de la régression non-paramétrique
consiste a estimer la courbe de régression de Y sachant X. Il nous faut donc déterminer
m(z) = my,r(z) & partir des données {(X;,Y;) : 1 <i < n}. Ici, le paramétre fonctionnel
Y est lié & la forme de la courbe de régression, voir (3.4) ci-dessous. Suivant le choix de
1, nous obtenons comme fonction de régression, par exemple, la moyenne conditionnelle
ou la médiane conditionnelle. Plus précisément, la fonction m,, p vérifie

E [w(y —m(x))| X = x] ~0. (3.4)

Si ¢¥(u) = u dans (3.4), il s’ensuit comme définition de la courbe de régression m(x) =
E [Y|X = x] , ¢’est a dire la moyenne conditionnelle IE [Y\X = :L‘} minimise la perte Ly par
rapport a la distribution conditionnelle de Y| X = z. Pour le choix de ¢(u) = 1/2 —I{u <
0} ou ¥ (u) = signu, nous obtenons

m(z) = med[Y|X =z], la médiane conditionnelle.

La médiane conditionnelle minimise la perte L; par rapport a la distribution condition-
nelle de Y| X = x. Notons que l'estimateur de la médiane conditionnelle (cf. [141]) est
plus robuste que l'estimateur [NW/|. Par exemple, en présence de données aberrantes ou
extrémes, il est plus approprié d’utiliser comme estimateur de la régression la moyenne
conditionnelle. Suivant le poids de la queue de distribution ou le type de distribution,
I’estimateur de la moyenne ou de la médiane conditionnelle ont des performances bien
distinctes. Dans le cadre ou la distribution est dans le domaine d’attraction gaussien, il
est préférable d’utiliser la moyenne mais lorsque la distribution est de type exponentielle,
la médiane s’avére plus efficace. En reprenant le point de vue d’Arcones [5], il serait in-
téressant de proposer un estimateur de la régression adaptatif dans ce sens, suivant un
critére d’erreur spécifique tel 'erreur moyenne quadratique intégrée.

En conséquence, nous pouvons estimer, de maniére générale, la fonction de régression
m(z) par 'estimateur m,,(z), solution (par rapport a 6) de

ZWm(wwm —0)=0,
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avec W,;(+) fonction de poids arbitraire. Nous remarque immédiatement que lorsque

Y(u) =u et Wm(x):K<x_hXi),

nous retombons sur 'estimateur [NW| classique.

On se réfere aux travaux de Hérdle (1984) [65], Hardle et Luckaus (1984) [72], Hérdle,
Janssen et Serfling (1988) 68|, Hardle et Tsybakov (1988) [74], ainsi que Truong (1989)
[141] pour une exposition des différentes propriétés de ces estimateurs robustes de la
régression et un approfondissement des notions présentées ci-dessus.

3.2 Hypothéses de travail

Soient (X,Y), (X1,Y1), (Xo,Y5),..., des couples de variables aléatoires a valeurs réelles,
indépendants et identiquement distribués. Le couple (X,Y") est supposé admettre une
densité jointe sur IR? notée fxy et nous désignons toujours par fx la densité marginale
de X. Soit © désignant une collection de fonctions 6 : IR — IR. Pour (z,y) € IR?, la loi
conditionnelle de Y sachant X = x est définie par sa densité, notée fy|x(y,x), et supposée
de la forme :

frix(y, @) = g(y; 0(x)), (3.5)
ot g(+;-) est une fonction supposée de forme connue. Cette hypothése est fondamentale
pour 'exposition de nos travaux et souligne le caractére semi-paramétrique de notre étude.

Exemple 3.2.1 Lorsque la loi conditionnelle de Y sachant X = x est une Exponentielle
de parameétre fonctionnel #(x) inconnu, alors g est de la forme :

1
;0 = ¥/0@ >0 et O(z)>0.
9(y; 0(z)) ) ¢ Y et 0(z)
Nous avons alors IE[Y|X = z] = 6(z), donc 'estimation du parametre fonctionnel 6(z)
est ici équivalent a l’estimation de la courbe de régression classique. De méme, lorsque

1 1
0(x)) = ex {—— —9:1:2}.
ol 0(0) = <= exp { = 50— 0(2)
Le parameétre 6 € © désigne donc une fonction a valeurs réelles, supposée deux fois
continiiment différentiable (voir (F.5) ci-aprés). Dans ce chapitre, nous travaillons avec
x € J intervalle compact de IR et nous posons 1" := {6(1‘) 0eored }, qui constitue
un intervalle compact de IR.

Les résultats seront établis uniformément sur un intervalle compact I C J, comme dans
le précédent chapitre.

Rappelons que la fonction §(z) vérifie par définition, en tant que paramétre de la distri-
bution conditionnelle,

O(z) = arg Iglng{IEm [log g(Y;t)]}, ou bien IE, [¢(Y;6(z))] =0, (3.6)
avee B, = B[ [X = ] et 0(y; ) = o log g(y: ).
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Remarque 3.2.1 L’équation (3.6) est équivalente a

/ V(y; 0(x)) fyx (y|x)dy = 0.

D’aprés la formulation en (3.2), nous sommes exactement dans le contexte de la Z-
estimation ou M-estimation.

Nous utiliserons souvent la variance conditionnelle de la variable w(Y; 0(1‘)), notée

lo() := E”[ {%15 (¥ t)the(x) =B, Hw(Y;t)}? t=0(x) (87)

qui désigne également I'Information de Fisher locale.

Nous imposons certaines conditions sur la distribution du couple (X,Y), parmi les hypo-
theéses (F.1-6), présentées ci-dessous.

(F.1) fx(-) et Iy(-) sont continues et strictement positives sur J;
(F.2) YI{X € J} est bornée.

(F.3) Les dérivées partielles d’ordre 1,2, 3 (par rapport a t) de log g(y, t) existent et sont
continues sur IR x 7.

(F.4) 11 existe des fonctions H;(y) intégrables telles que
‘3Z log g(y; t
ot
(F.5) Les dérivées f'(z), I'(x), ¢'(x) et 8”(x) sont continues et bornées.

(F.6) Il existe des constantes positives C et Cy telles que

‘<H , pouri=1,2.

inf IE, [ — @Z/(Y; 0(z) + e)} > (Cy >0, lorsque |¢| < .

zel

L’hypothése (F.1) est fondamentale car si la densité marginale fx ou l'information de
Fisher locale Ip(z) sont nulles, le paramétre fonctionnel §(z) ne peut pas étre estimé. Par
contre, nous remarquons que la continuité et la bornitude de Iy(x) sont impliquées par
(F.2-3-4). L’hypothése (F.2) est classique en régression non-paramétrique. Notons qu’il
est possible également de supposer un moment d’ordre s > 2, en utilisant un argument de
troncation combiné & une hypothése supplémentaire sur la fenétre. Les hypothéses (F.3—
4) sont des extensions naturelles de conditions nécessaires a la théorie du maximum de
vraisemblance pour obtenir les propriétés usuelles de consistance et normalité asympto-
tique (cf. § 4.2.2) p. 144-149, [123|) dans les modéles paramétriques. Plus précisément, la
condition (F.3) nous assure que la fonction de score ¥ (y;t) admet un développement de
Taylor, comme fonction de ¢. L’hypothése (F.4) permet la différentiation par rapport a ¢
sous le signe intégrale et justifie les formules (3.6) et (3.7).

Eaoit@)] = [ P gty
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9g(y; ) 9 / 0
= dy=— [ gy;t)dy = —(1) =0.
/R ot ot Jr (%) 815( )
Nous obtenons également

B, H(Z{} (v; t)H B /R{g(yl; t)a ga(tyz; 0 (g@l; ) aggf t>)2}g(y;t)dy

/R 8—295(5 Dy - /R (g@l; 0 ) oty
= 0-E, [zﬂ(y; t)z} = -, [w@; tﬂ-

L’hypothése (F.5) est utile pour controler le biais et la condition (F.6) est raisonnable
d’aprés les définitions en (3.6).

L’estimation de 6(z) est fondée sur la maximisation d’une vraisemblance locale (cf. (3.8)
ci-dessous). Cette technique d’estimation dénommée “local likelihood estimation” a pour
origine une idée développée par Tibshirani et Hastie (1987) [140]. La normalité asympto-
tique a été discutée par Staniswalis (1989) [128] dans le cadre du plan fixe, c’est a dire
lorsque les X; = x; sont déterministes. En s’appuyant sur la méthodologie de Hardle,
Jansen et Serfling (1988) [68], Zhao (1994) [151] a démontré la convergence uniforme avec
vitesse optimale de ’estimateur ényh(q:), défini ci-dessous.

Théoréme 3.2.1 Zhao (1994) Sous les hypothéses du théoréme 2.2, p. 82, [151].

A p-s. logn Y 1/2 9
ilé}lb 0.0 () H(ZE)’ = O<{ — } +h* ).

D’aprés (3.6), I'estimateur du maximum de vraisemblance local 6, () est solution
(par rapport a t) de I’équation suivante

Tnn(x,t) = Z@/} Vi t) K (

ot K (-) est un noyau et h désigne la fenétre ou parameétre de lissage (par la suite, nous
supprimerons la dépendance en h). Le noyau K(-) est supposé satisfaire :

- X
) =0, (condition du premier ordre) (3.8)

(K.1) K est continue et a variation bornée sur IR ;
(K.2) K est a support compact ;
(K.3) K noyau d’ordre 2.

Pour étre plus précis, la fonction K est seulement continue par morceaux mais continue
sur son support compact. D’une maniére générale, une grande majorité des noyaux sont
des fonctions polynomiales par morceaux. Notons enfin que I’hypothése (K.3) est assez
arbitraire, elle nous servira notamment a expliciter le biais asymptotique. Il est possible
de choisir un noyau avec des conditions de régularité différentes mais pour le praticien un
noyau d’ordre 2 est souvent suffisant.
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Afin d’éviter les valeurs négatives du logarithme, nous considérons la notation suivante
logu = log(u V e). Nous travaillerons avec une fenétre h, > 0, indexée par n = 1,2...,
vérifiant certaines conditions parmi les hypothéses (H.1-5) ci-dessous.

Remarque 3.2.2 Sous certaines conditions de régularités, I'hypothése (H.3) permet de
négliger asymptotiquement le terme de biais qui est de 'ordre O(h?2), via la condition de
moment (K.3). Cette condition est nécessaire pour ’obtention d’une loi limite concernant
la déviation maximale sup,; {émh” (z) — 0(x)}. Si nous choisissons le noyau K d’ordre
q > 2, 'hypothése (H.3) devient

log(1/hy,)/nh27™ — 0o, lorsque n — oo.

Dans la prochaine section, nous montrerons une nouvelle loi limite uniforme pour la
convergence en probabilité et presque stire de la déviation {6, (z) — 0(z)}. Cette loi limite
uniforme du logarithme, présenté dans le théoréme 3.3.1 ci-dessous, permet la construc-
tion d’intervalles de confiance asymptotiquement optimaux pour le paramétre fonctionnel
O(z) et raffine les précédents résultats de Zhao (1994) [151]. On note toutefois que la
construction de ces intervalles de confiance nous améne a négliger le biais ou terme déter-
ministe (cf. remarque 3.2.2), afin d’obtenir une loi uniforme exacte. La section 3.4 présente
une extension du théoréme 3.3.1 au cadre multidimensionnel, avec quelques applications
statistiques intéressantes. La section 3.5 est consacrée a la démonstration de nos résultats.

3.3 Reésultats

L’estimateur du maximum de vraisemblance local est solution de l'équation (3.8). Nos
hypotheses garantissent l'existence d’une racine a cette équation. Afin de se prémunir
d’éventuelles solutions multiples, nous supposerons que la suite de solutions 6,,(x) satisfait

sup |0,(z) — 0(z)| < o presque strement,
xel

ol « désigne une constante suffisamment petite. Ainsi, toutes les racines de I’équation
(3.8) sont proches les unes des autres, voire égales. Pour plus de détails concernant cet
argument, nous renvoyons a Zhao, p. 83, [151].

Théoréme 3.3.1 Supposons que les hypotheses (F.1-6), (H.1-3) et (K.1-3) soient véri-
fiées. Alors, nous avons, lorsque n — oo,

Hﬁ%}m%i{gnm—e(x)}—ag(f)‘:op<1), (3.9)
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ol

oe(I) = sup {ﬁ /R[KQ(U)}du}l/Z =: sup {Vb(a:)}l/z.

zel )]9(37) zel

Si la fenétre satisfait (H.2-5) nous obtenons, lorsque n — oo,

Hﬁ%}ln leéll) i{én(x) - 9(5’3)} - 09([)‘ =o(l) presque sirement.  (3.10)

Construction d’intervalles de confiance

Par convenance, nous introduisons ’estimateur a noyau Vp(z), lorsque K > 0,

o) = { - iiW(Y%;t)K(x N [ e

Sous les hypothéses du théoréme 3.3.1, cet estimateur est uniformément consistant sur 7,
c’est a dire

Va(x) P Va(2) pes.
su —1‘—>0, ou su — 1] = 0.
ver | V(@) vet | V()

En s’appuyant sur un argument du type Slutsky, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 Sous les hypothéses (F.1-6), (H.1-3) et (K.1-3), nous avons, lorsque
n — oo,

Hﬁ%}lm legl);t{{vn(w)}lﬂ X {én(aj) — 9($)}} — 1‘ = op(1). (3.11)

Si la fenétre satisfait (H.2-5) nous obtenons, lorsque n — oo,

Hn—h”)}lﬂ sup :i:{{f/n(w)}flﬁ o {én(x) B Q(x)}} _q|ps o(1). (3.12)

2log(1/hy, vel

Soit

Ry, () = {{M} " {Vn(:c)}}l/2

nh,

D’aprés (3.11), il est possible de construire des intervalles de confiance pour 6(x), unifor-
mément en x € [. Précisément, nous avons, pour chaque € > 0, lorsque n — oo,

IP{H(Q:) € [0n(x) = (1+ &) Rop (), 0n(x) + (1 + &) Rpp, (2)], V2 € 1} 1

et
]P{Q(x) € [0,(x) — (1 = ) Ry (), 0n(2) + (1 — &) Rop ()], Vo € 1} 0.

Ainsi les intervalles [én(x) — Rop, (), 0,(2) + R, (x)] constituent des intervalles de
confiance pour la fonction 0(x) (z € I), & un niveau de confiance asymptotique de 100%.
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3.4 Extension multidimensionnelle

Dans de nombreux cas d’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance, le

paramétre 6(z) est a valeurs dans IRP, avec p > 1. Nous considérons alors la déviation

unidimensionnelle sup £u’ {6, (z) — 6(z)} ot u € IR? est fixé et u” dénote son transposé.
xel

Afin de proposer une extension multidimensionnelle du théoréme 3.3.1, nous introduisons
quelques notations. Soit la matrice Iy(z), supposée définie positive,

Iy(x) = {IE:E sz (V5 0(z))y; (Y;6(x)) }H ,  (équivalente a Iy(x) lorsque p = 1)

pXp

ol ; (Y; t) désigne la i-iéme composante du vecteur des dérivées partielles w(Y; t) e R?.
Soit .

fx(x)

En adaptant de maniére convenable les hypotheéses sur la distribution au cadre multivarié,
nous obtenons le théoréme suivant.

S, o= {Ip(z)} " x

Théoréme 3.4.1 Supposons que les hypothéses (F.1-6), (H.1-3) et (K.1-3) soient véri-
fiées. Alors, nous avons, lorsque n — oo,

(s} s {Aa(o) ~ 00} = onu(D)] = opl1), (313)

opu(l) = sup {uTExu/R[K2(U)]dv}l/2.

zel

Si la fenétre satisfait (H.2-5) nous obtenons, lorsque n — oo,

nh 1/2 .
Toa(1/n +u’ {0,(z) — 0 — ogull ’ =o(1 i t.
Hmog(l/hn)} Sup {0n(z) = 0(x)} —ogu(l)| = 0(1)  presque siremen

Applications statistiques

Lorsque p = 2, nous appliquons le théoréme 3.4.1 et (3.13) pour les choix particuliers de
vecteur u; = (1,0)7 et uy = (0,1)7 afin d’obtenir des intervalles de confiance uniformes
en z € I pour chacune des composantes du vecteur de parameétre 6(x) = (0;(x), f2(z))”.

Exemple 3.4.1 Si nous supposons que Y|X = z suit une loi Gamma (a(z),3(x)) a
deux paramétres. Nous posons alors §(z) = (a(x), 5(z)), avec a(x) > 0 et f(z) > 0. Nous

avons, (y)a(ﬂﬂ)_l exp [ - y/ﬂ(x)}
0(z)) = ’
g9(y; 0(x)) B(x)*“(a(z))

lorsque x € I et y > 0.
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3.5. Démonstration

Exemple 3.4.2 Lorsque Y| X = z suit une loi Weibull 0(z) = (¢(x), a(z)) & deux para-
métres. La densité conditionnelle est donc de la forme suivante

9(y:0(x)) = i(é,)) (ﬁ)m_l exp ( - {ﬁ}%

avec ¢(z) >0, a(z) >0,z € lety > 0.

En conclusion, si nous travaillons dans un cadre semi-paramétrique, ot la loi conditionnelle
de Y sachant X = x est supposée proche d’une certaine famille de distributions, notre
méthode permet de construire des intervalles de confiance asymptotiquement optimaux
pour les différents parameétres de la distribution modélisée. Nous notons également que
les hypothéses faites sur la distribution sont faciles a vérifier en pratique et les conditions
sur le noyau et la fenétre ne sont pas restrictives.

3.5 Démonstration

Posons, pourx € T et t € T,

Ny 0 1l & r— X,
(e, t) = goia(, 1) = ;¢ (Vis ) K = ).
et
N 82 “ 1 - ” ) xr — Xz
) = (1) = nhn;¢ (Vis ) K ( = ).
0 2
avec ¥ (y;t) = —(y;t) et " (y;t) Y(y; t) proprement définis via (F.3).

ot T o
La démonstration est fondée sur un résultat remarquable de Einmahl et Mason (2000)
[42]. Par convenance, nous désignons par F = {f(-;t) : t € T} une classe de fonctions
indexée par le paramétre t € T'. Nous posons,

() = ifm;tm(ﬂf =

) Lo(z,1) = E [Zn(x, t)} .

Théoréme 3.5.1 Supposons les hypothéses (K.1-3), (H.2-4-5) vérifiées. Nous supposons
également que

fx est continue et strictement positive sur J,
fxy est continue sur J x IR.

Si la classe de fonctions F est bornée, nous avons

lim supsu = or,
n—oo tEIP erI) \V/2nh,, log(1/h,,) d
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ot
2
03 1= supsup B, | { /(Y 0)}] fe (@) 1K1
teT ael
Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme 1, p. 4, [42]. a

A présent, nous considérons les classes de fonctions suivantes
Uy = {¢(-;t) te T},
U, = {w’(.; t):te T},
U, = {w”(-;t) te T}.
Les hypothéses (F.2-3-4) nous assurent que ces classes sont bornées. Nous pouvons donc

appliquer le théoréme 3.5.1 et conclure que, sous les hypothéses du théoréme 3.3.1, nous
avons, lorsque n — oo,

. s log(1/h, 1/2)

£ a(m,t) —ra(z,t)p 2O, 3.14

S+ Fun,1) — (e, <{ ) (3.14)
. s log(1/h, 1/2)

i (zt) =z, t)p O, 3.15

Sup sup {Tn(w ) = (@ )} ({ e } (3.15)
. s. log(1/h, 1/2)

iz t) =iz, t)p 2O =L ). 3.16

supsup {m(w ) = (@ )} ({ e } (3.16)

Ces résultats nous serons utiles au cours de la démonstration.

Dans le cadre de l'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance ou plus
généralement de la M-estimation, 'obtention de lois limites ou 1’étude du comportement
limite de M-estimateurs se décompose en trois étapes principales :

- consistance
- vitesse de convergence
- loi limite exacte.

Sous les hypotheses du théoréme 3.3.1, il est facile de montrer l'existence d’une suite
d’estimateurs 6,,(x) solutions de (3.8) et consistants (voir, par exemple, Serfling (1980),
p.147-148, [123]), i.e. telle que

~

0, () L 0(x), lorsque n — oo. (3.17)

Ci-dessous, nous démontrerons l’existence et la consistance forte de 6,,(x), avec une vitesse
de convergence préliminaire.

-Consistance de I’estimateur 0, (z)

Nous introduisons une sous-classe de Vg, définie par,
U, = {w(-,e(:c) L) < a}.
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3.5. Démonstration

D’aprés 'hypothése (F.1) nous admettons I'existence de

my == inﬁmin{fx(x),lg(:x)} > 0.
BAS

Par convenance, nous rappelons I’hypothése (F.6) : il existe des constantes positives C}

et Cy telles que

inilEx [ - w'(Y;H(m) + e)] > (Cy >0, lorsque |e] < Cf.
Te
Comme la fonction 60(-) est continiment dérivable sur .J, nous avons, uniformément en
x,z €1,

wp(h) = sup |0(z) —0(2)| = O(h).

|lz—z|<h

D’aprés (3.14), lorsque n — oo, nous obtenons

s 1/2
< o, x {M} — Lo (3.18)

ol 0(2) £ €0) = (0, 0(2) £ ) i

Ci-dessus, nous posons €, = max{?)Ln’a / (mng),ng(hn)} qui tend vers zéro lorsque
n — oo. En utilisant un argument de conditionnement, nous avons

ral(@,0(z) + €,) = /R hUE, [w(Y, 0(z) + en)]K<xT_t> Fx(t)dt.

Nous effectuons a présent un développement de Taylor de la fonction ¢ (y, 6(x)+¢,) autour
de 0(t). Nous obtenons,

x—t

o, 0(2) + €6) = —/Rhllat{—wy,e(twg)]f(( )fX(t){en— (0(t) — 0(x)) }dt,

ou [¢| < e, +wy(h) < Cf, lorsque n suffisamment grand. En conséquence, comme le noyau
K est a support compact, i.e. |t — x| = O(h) = o(1), nous concluons que

r—1t

ro(2,0(2) + €,) < —moCa{e, — wo(h)} /Rth( >dt < —moChen/2,  (3.19)

d’aprés la définition de €,. De la méme maniére, nous obtenons, lorsque n — 0o,
ro(x,0(x) — €,) > moCaep /2. (3.20)

Maintenant, en combinant (3.18) avec (3.19) et (3.20), il s’ensuit les inégalités suivantes,
lorsque n — oo, pour tout x € I, avec probabilité un,

To(x,0(x) +€,) < Lpo—moCa€,/2 <0,
Tn(x,0(x) —€,) > Lpo —moCaen/2 > 0.
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Chapitre 3. Maximum de vraisemblance local et régression non-paramétrique

Les deux inégalités ci-dessus impliquent que, pour tout = € I, presque stirement, il existe
une solution 0, (z) € [0(z) — €, 0() +¢,] de (3.8) telle que 7, (x, 0, (z)) = 0. En conclusion,
nous avons prouvé l'existence d’une suite 6,,(z) de solutions de ’équation (3.8), telle que

sup |0, () — 0(:1:)‘ <'€,, Dpresque sirement.

zel

Cette derniére inégalité est équivalente a

e O({%}”ﬂhn) — o),

Sous des hypothéses un peu moins fortes sur la fenétre, nous obtenons également

b, (z) — Q(x)‘ Lo ({%}m + hn) = o(1), (3.21)

qui implique bien (3.17).

() — ()

zel

sup
zel

-Vitesse de convergence pour ’estimateur én(x)

La fonction de vraisemblance locale définie en (3.8) admet un développement de Taylor
autour de §(x) d’apres (F.3). Nous avons, lorsque [£|<|6,(z) — 6(z)],

Po(2,0,(2)) = Pu(z,0(2)) + 7 (2, 0(2)) {0 (z) — 0(2)}
+{0n () — 0(2) } 7, 6(x) + ©),

ol le dernier terme constitue le reste de Lagrange d’ordre 1. Nous obtenons, via la propriété
de consistance de notre estimateur (3.21), lorsque n — oo,

P2, 0,(2)) = Pz, 0(2)) + 7. (x,0(x {9 —0(z)} + op(1). (3.22)
D’aprés (3.8), nous pouvons écrire (3.22) ainsi

(2, 0())

Remarque 3.5.1 L’approximation (3.23) est un argument essentiel de notre démonstra-
tion. Le comportement asymptotique associée a la déviation {én( —0(x } se réduit a
I’étude d’un terme de régression. Ainsi, nous pouvons appliquer la methodologle dévelop-
pée dans la section 2.2 afin de démontrer (3.9) ou (3.10). Notons enfin que le terme en
op(1) ci-dessus est tel que 'approximation (3.23) est équivalente a

ooty — (@ 0@) | [log(h,))
{0n(x) —0(z)} = 7:;1(];,9(;5))+ P({ nhy, } >

En conséquence, nous avons

nh, VY2 N
{log(};l;l)} {6,(z) — 0(z)} = {ﬁ} {WM} + op(1). (3.24)

n
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3.5. Démonstration

Dans un premier temps, nous considérons le terme du numérateur 7,(x, #(x)). Nous avons
clairement d’aprés (3.6) combinée au lemme de Bochner,

E[i(z,0(x))] = o(hy).
Une étude plus précise du biais est présenté dans le lemme 3.5.1 ci-dessous. Nous posons

vp(z) := fx(x)ly(x), sp(z) :=E, [v"(Y;0(x))], et
b(a) 1= {0"()uol) + 205 ()0 (2) + {9'(2) ) () ) bal ).

Lemme 3.5.1 Sous les hypotheéses du théoreme 3.3.1, nous obtenons, lorsque le noyau
K est d’ordre 2,

sup
zel

E[#(x, 0(x ‘ — O(n2). (3.25)
Si les conditions de régularité en (F.5) sont vérifiées, il s’ensuit,

7 (. 0(2))] | = %b(x)hi(l +o(1)). (3.26)

B[ (2, 0(z))]

[t () £ [ 6@
- /R K (u) fx (2 + wha) B, [0(Y, ()] dat.

En développant ¢ (y, 8(z)) autour de 0(z + uh,,) :

D(y,0(x)) = Py, 0(x +uhy)) + {0(x) — O(x + uhn) }¢'(y, 0(x + uhy))
{0 ) — 0(z + uh,, } V" (y, 0(x + uhy,) + €),
avec [¢|<[0(x) — O(z + uhy)| — 0. 1l S'ensuit, via (3.6) et (3.7),
E[f (2, 0(z / K (u)va(@ + uln) {6(z + uhy) — 0(x) Ydu

4 % / K () fx (@ + uhn) Egpun, [0V, 0(2) + €] {0(z) — 0(z + uhy,) } du
R

= (1) + (1)
Nous avons,
2
O(x + uh,) — 0(x) = uh,0'(z) + (u};") x 0" (z + e),
et
uhy,)? "
(x + uhy,) = vo(x) + uh,vy(x) + 5 X Vp(x + €3).
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Chapitre 3. Maximum de vraisemblance local et régression non-paramétrique

avec ¢; — 0, ¢ = 1,2. En utilisant les propriétés du noyau K (-), nous obtenons finalement,

(1) =" {8 (o) + 20 (o }/ (w)du + o(R2),

et
(II) = i {(9’( ) fx(z)se(x }/ (u)du + o(h?).

|

Le lemme 3.5.1 ou (3.25) combiné a I'hypothése sur la fenétre (H.3) nous donnent 'ap-
proximation suivante

{ﬁ%}uz n(T,1) = {ﬁ%}m{f”(x,t) — rn(gg,t)} + o(1), (3.27)

ol ry(z,t) = E[#,(2,t)]. La démonstration de (3.9) repose maintenant sur la proposition
3.5.1 ci-dessous, qui établit une loi uniforme du logarithme sur 'intervalle I concernant
la déviation {7, (z,0(z)) — rn(z,6(z))}.

Proposition 3.5.1 Supposons (F.1-4), (H.1-2), (K.1-3).
Alors, nous avons, lorsque n — oo

Hﬁ%}m igl;i{fn(x,9<x>> —7n(,0(2)) } — w(f)] = op(1),

ot
o2(I) = sup / K*(
zel
La démonstration est une légére modification de la preuve du corollaire 2.3.2. En effet, en
reprenant les notations de la section 2.2, nous avons

Fo(z,0(z)) = fw,n(xh

pour le choix particulier de ¥(-) = ¥(+;t) avec t = 0(x). La déviation {7, (x,t) — r,(z,t)}
peut étre vue comme un certain processus empirique indexé par une classe de fonctions
dépendante de t ou indexée par le paramétre ¢. Soit «,(-) le processus empirique bivarié
basé sur les couples d’observations (Xi,Y7),...,(X,,Y,) et indexé par une fonction m :
IR? — IR & déterminer :

o (m) \/_Z{ m(X;, Y;) - B[m(X;, ¥)] }.

Lorsque (u,v) € I x R, pour le choix de m(u,v) = my(u,v) := ¢(”5t)K<x}: u)’

(e t) = e 8)} = e ().

Les arguments utilisés pour conclure sont identiques a ceux du chapitre précédent. Ils ne
seront pas répétés, par souci de concision. O

-Obtention de la loi limite uniforme du logarithme
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3.5. Démonstration

Lemme 3.5.2 Sous (F.14), (H.1-2), (K.1-3), nous avons, lorsque n — oo,

sup o

zel

Nous remarquons que, via le lemme de Bochner,

sup |7, (x, 0(2)) | = sup ) (2, 0(2)) = ~Iy(x) fx () + O(h).

xzel zel

De plus, nous avons, lorsque n — oo,

sup {f%(gy,@(m)) — r;(x,e(x))} L O({M}w),

xel nhn

d’aprés la version en probabilité de (3.15). O

En combinant (3.24) et(3.27) puis le lemme 3.5.2 et la proposition 3.5.1, nous obtenons
clairement la borne asymptotique (3.9). Le passage a la convergence presque stre (3.10)
s’appuie sur le lemme de Borel-Cantelli (voir, par exemple, [42]). Le théoréme 3.4.1 est
une conséquence directe du théoréeme 3.3.1.
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Annexe A

A.1 Processus empirique et
estimation fonctionnelle non-paramétrique

Le but de cette section est d’exhiber le lien qui existe entre I’estimation non-paramétrique
de certaines fonctionnelles de distribution et I’étude du processus empirique. De maniére
générale, la théorie sur les processus empiriques est trés utile car de nombreuses statis-
tiques peuvent s’exprimer comme des fonctionnelles de la fonction de répartition empirique
notée F,,. Soit {Xi D> 1} une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans X = IR?,
deéfinis sur un espace de probabilité (€2, A, IP). Plus précisément, on peut voir la variable
X; comme une application telle que X; : Q@ — X, pour chaque ¢ >1. La fonction de
répartition empirique basée sur les X, ..., X,, est définie par

1 1 <
F.(t)=—-#{X;<t:1<i<n}=— I X; <t} telR’. Al
O = #{Xistiisisap =00 M{Xi<y) (A1)
Pour insister sur le fait que la fonction F), est aléatoire, c¢’est a dire dépendante de w € (2,
on peut utiliser I’écriture suivante :

n

F,(t,w) = %Z]I{Xi(w) <t}, teRR”

=1

La théorie sur la fonction de répartition empirique a été essentiellement élaboré pour
p = 1, i.e. pour des variables aléatoires réelles. On se référe a I'article de Gaenssler et Stute
(1979) [51] et au livre de Shorack et Wellner (1986) [124] pour une exposition compléte des
propriétés de F;, dans le cadre univarié. On remarque, dans un premier temps, que F;, est la
fonction de répartition associée & la mesure empirique du n-échantillon {X,- 1< < n},

définie par,
1 n
P, =— 0x,,

ol dx dénote la mesure de Dirac au point x € IRP. Lorsqu’on regarde F, comme une
mesure aléatoire discréte, il s’ensuit, pour une fonction de score ¢ donnée,

| et0Rd) = 1 3ol
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Anneze A.

Alinsi, pour ¢ intégrable, on obtient clairement,
/ o(t)F,(dt) — e(t)F(dt) = E[p(Y)], presque sirement.
RP Rr

Exemple A.1.1 Pour le choix particulier de ¢(-) = h™PK ( . ) nous retrouvons ’es-

timateur a noyau |[PR| multivarié de la densité (cf. (1.9)) :

om0 = 255 K (%),

1=

Le processus empirique «,, est défini par,
an(t) == n'2{F,(t) — F(t)}.

En s’appuyant sur le théoréme des quantiles, on peut restreindre 1’étude du processus
empirique au cas ou la distribution des variables est uniforme sur [0, 1]7.

Soit Uy, Us, .. ., une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. uniformément distribués sur [0, 1]7.
D’aprés le théoréme des quantiles, nous avons,

Nous dénotons par F), et &, la fonction de répartition empirique et le processus empirique
fondés sur le n-échantillon {Ui 1< < n} Il s’ensuit,

E,(t) = F,(F(t)) et o,(t) = a,(F(t)).
Ainsi, lorsque F' est continue,

sup |a,(t)| = sup |an(u)).
teRP uel0,1]p

Nous pouvons donc travailler avec U; : Q — [0, 1]? et,
B p
P{U; <t} = F(t):=[]t;, Vt=(tr,....t,) €[0,1]".
7j=1

Le processus stochastique &, = {dn(t) cte(0,17 } est alors appelé processus empi-
rique uniforme multivarié de taille n. L’étude du processus empirique uniforme permet
d’obtenir des lois limites du type loi du logarithme itéré pour 'estimateur [PR| de la den-
sité. La méthodologie employée s’appuie sur I’étude du comportement limite du module
de continuité associé au processus empirique uniforme. En suivant les travaux de Stute
[132], on introduit le module d’oscillation (ou de continuité) du processus empirique, qui
est défini, pour chaque 0 < h < 1, par

wy,(h) ::sup{o_zn(t—i-s)—o?n(t):Ogt,t+s§1,0§s§h}.
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A.1. Processus empirique et estimation fonctionnelle non-paramétrique

ou, de maniére équivalente,
wn(h) := sup {&n(t) —an(s): [t —s| < h}

Sous les hypothéses [C-R-S] sur h,,, Stute obtient la loi uniforme du logarithme suivante,
concernant le module d’oscillation,

wy, (hy,)
im
n—co  /2h, log(h 1)

=1, presque stirement.

Deheuvels et Mason [26] ont amélioré les travaux de Stute, en démontrant une loi uniforme
fonctionnelle du logarithme pour un certain processus d’incrément défini sur [0, 1] par,

{&i(hn,t;+) : 0 <t <1—h,}
ou, pour chaque 0 <t <1 — hy, &,(hy,t;-) est la fonction définie défini sur [0, 1] par,
En(hn,t;8) = ap(t+ hps) — ay(t), 0<s<1.

Ils démontrent que le processus d’incrément a pour ensemble limite la boule de Strassen,
presque stiirement. Cette loi fonctionnelle leur permet de déterminer la vitesse exacte de
convergence presque sire de certains estimateurs non-paramétriques de la densité, parmi
lesquels I'estimateur a noyau et I’estimateur par la méthode des plus proches voisins. Plus
récemment, en s’appuyant sur une idée développée par Deheuvels et Mason [27], Einmahl
et Mason [40] et [41] ont obtenu une loi du logarithme itéré pour 'estimateur a noyau de
la régression, via I’étude du processus empirique local.

Le processus empirique local indexé par des ensembles

Soit Uy, Us, ..., une suite de vecteurs aléatoires indépendants et uniformément distribués
sur [0,1]%. En suivant les notations de Deheuvels et Mason (1994) [27], soit B la classe
des Boréliens sur [0, 1]¢ et soit I une sous-classe quelconque de B. On introduit alors le
processus empirique uniforme indexé par ’ensemble D, défini par

an(D) :=n"?{\,(D) = ND)}, DeD,
ot A désigne la mesure de Lebesque sur IR? et )\, est la mesure empirique uniforme

indexée par B, telle que,

M(B):=n""Y T{U; € B}, BEe€B.

=1

Soit t € [0, 1]¢ un point de IR? fixé et soit C une classe particuliére de Boréliens de [a, b]¢,
lorsque a < bavec b—a = 1, a,b € RR. Nous considérons alors la classe D = {t+ C : C' € C}
telle que : t + C C [0,1]¢, VC € C. Ces définitions nous permettent d’introduire le
processus empirique local au point t indexé par ’ensemble C :

0.(C) == 0,(C,hy) = b, ?a, (t + hYC)
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Anneze A.

= h;l/Q{ i]{{Ui ct+ h}/dc} - nhnA(C)}, C eC.

i=1

L’étude de ce processus par Deheuvels et Mason a permis de généraliser la loi fonctionnelle
du logarithme itéré de Mason (1988) et notamment d’améliorer les résultats de Hall (1981)
concernant la consistance ponctuelle presque stire de U'estimateur [PR| multivarié¢ de la
densité. Entre autres, ils établissent également une notion d’indépendance asymptotique
intéressante (cf. théoreme 1.2, p. 1622, [27]).

L’approche du processus empirique local

Soient &;, j € IN, des vecteurs aléatoires i.i.d. & valeurs dans IR, définis sur un espace
de probabilité arbitraire (2, 4,IP) et de fonction de répartition commune G(-). On fixe
t € R% et J € B(IRY) D B, cest a dire Pensemble J est dans la classe des boréliens de
IR¢. Alors, pour toute transformation bimesurable inversible h : IR — IR?, on pose

A(h):=t+hJ (avec hJ := {h(x) :x € J}).
On peut visualiser A(h) comme un voisinage du point t de la forme hJ. Par exemple, si
d =2, J = By (la boule unité de IR?) et h = Id, alors A(h) est la boule unité¢ de centre t.

A présent, soit (h,),en une suite de transformations bimesurables inversibles et supposons
que, pour

A, = A(h,) et a,:=P{ €A}, nelN,
les conditions suivantes sont vérifiées
(A1) a, >0,Vn e IN;
(A.2) na,, — oo, lorsque n — 0o
(A.3) a, — 0.

Pour chaque n € IN, nous pouvons alors définir la mesure empirique locale au point t,

Vn(t, B) == % > I{&et+h,(INB)}, BeB(RY.

i=1
Il apparait clairement que, par sa forme, la mesure empirique locale est un outil approprié
pour I'étude des estimateurs a noyaux de la densité ou de la régression.

Maintenant, nous considérons F une classe de fonctions mesurables f : R? — IR de
supports contenus dans J (i.e. Vf € F, f(x) = 0 lorsque x € {IR?/J}). On peut alors
introduire la mesure empirique locale indexée par F,

valt, f) = / f(X)Vn(th)Zn—;Zf(hf(&—t))» fer,

ou h,' dénote l'inverse de h,. En suivant Einmahl et Mason (1997) [40], on définit le
processus empirique local au point t, indexé par F,

Lo(t, f,hy) = (nan)l/z{un(t,f) — E[va(t, f)] } (A.2)
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Exemple A.1.2 Soient &;,&,. .., des variables aléatoires réelles i.i.d., de densité fe(-)
continue et positive dans un voisinage d’un point z € R fixé. On pose J = [—1/2,1/2]
et on définit h,(z) := h, X z, telle que h,, > 0 et h, — 0 lorsque n — 0. On considére
comme classe de fonctions F = {K }, avec K (-) fonction noyau vérifiant les hypothéses
classiques. Alors, d’aprés (A.2),

n

Ly(x, K, h,) = L ZK(:U _ €l> = hpay fem ().

na,, 4 hy,
=1

Exemple A.1.3 Soient d = 2 et & = (X;,Y;), i € IN, des variables aléatoires i.i.d. a
valeurs dans IR?, admettant une densité jointe fyy et des densités marginales fx et fy.
On pose J = [-1/2,1/2] xR, t = (£,0), t € R, et, pour (z,y) € R?, h,(x,y) := (hnx,v),
telle que h,, > 0 et h, — 0 lorsque n — 0. Nous considérons alors comme classe de
fonctions F = {R}, avec

R(z,y) =y x K(z), (x,y9) € R

Il s’ensuit, via la définition (A.2),

(2, Ry hy) = — i}gK(m — Xi) = hna in(2).

n . n
na h
=1

A.2 Le lemme de Bochner

Le résultat présenté ci-dessous est une version du lemme de Bochner (cf. Bosq et Lecoutre
(1987) [13], Einmahl et Mason (2000) [42], p. 27, lemme 2.9), qui constitue un outil clas-
sique pour traiter le biais d’estimateurs a noyaux. On rappelle la définition de 'uniforme
équicontinuité, qui est une généralisation de I'uniforme continuité.

Définition A.2.1 Soit F une famille d’applications f : X — Y ou X et Y sont des
espaces métriques. On dit que F est uniformément équicontinue si, pour tout € > 0,
il existe n > 0 tel que, pour tout couple (x,z) € X? vérifiant d(x,z) < n, et toute fonction
feF, onaitd(f(x),f(z)) <e.

Les classes de fonctions rencontrées sont toujours relativement compactes par rapport
a la topologie de la norme du supremum, ce qui est équivalent & 'uniforme équiconti-
nuité d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli. Si les classes de fonctions sont définies sur des
ensembles compacts, ceci implique également ['uniforme bornitude.

Soit Z un pavé compact de IRP fixé. Pour un certain 7 > 0, nous désignons par J =77 le
T-voisinage du pavé Z dans IRP défini par :

J={ueR’,3Ivel:|u-v|; <7},

ou || - ||+ désigne la norme maximum sur R?, i.e. ||u|,+ = max ;.
ISP

115



Anneze A.

Résultat A.2.1 Lemme de Bochner : version multidimensionnelle

Soit F une classe de fonctions f : RP — IR, uniformément équicontinue et bornée sur
le pavé J. Soit K : R? — IR une fonction intégrable (i.e. K € Li(IRP)). Nous avons,
uniformément en f € F,

D(f,h) := sup ’f * Kp(x) — f(x) K(u)du’ — 04, lorsque h \, 0,
x€T Rp
ol

-t
fx Kp(x):=h7? f(t)K(XT)dt et 04 dénote le vecteur nul de R%.
RP

Premiérement, nous remarquons que

’hfp Rpf(t)K<XT_t>dt—f(x) 5 K(u)du):‘hP/Rp{f(x—z)—f(x)}K<%)dz,

suite aux changements de variable z = x — t et z = h X u respectivement.

Par la suite, en séparant le domaine d’intégration, lorsque h — 0, uniformément en f € F,

D(f,h) < sup sup |f(X—z)—f(x)|/”z” <5h_pK<%>dz

x€T [z +-<5

+2sup | £(x)] h‘W((%)dz

x€T lel] 4 >

IN

sup sup |f(x—z)— f(x)| X/RP‘K(quu

x€T |zl|+ <5

+ 2sup | f(x)| ></ | K (u)|du,
lull+>8h-

xeT

ce qui tend bien vers 04, d’aprés 'hypothése d’equicontinuité (pour le premier terme) et
d’uniforme bornitude sur le pavé J de la classe de fonctions F combinée a la décroissance
vers zéro de h et I'intégrabilité de K (-) (pour le deuxiéme terme). O

Remarque A.2.1 Les fonctions fx(-), 74(-) et my(+) sont uniformément continues (cf.
section A.5) et bornées sur le pavé J d’aprés les hypothéses (F.1-3) dans le cadre multi-
varié (X €e R?, Y € R% et (V) € RY) :

(F.1) fxy(,-) est continue sur J x IR¢;

F.2) fx(-) est continue et strictement positive sur 7 ;
(

(F.3) YI{X € J} est bornée.

On rappelle que la fonction 1 : IR? — IR? est borélienne et bornée sur les compacts de
IRY. La suite {h,, : n>1} est supposée vérifier simplement h,, \, 0, lorsque n — oco. Nous
supposons les hypothéses (F.1-3) vérifiées, ainsi que

(F.5) fxy(-,-) et fx(-) sont k-fois contintiment différentiables sur J x IR%;

116



A.3. Inégalités exponentielles en dimension infinie

Nous obtenons alors, comme conséquence du lemme A.2.1 de Bochner |,

k k
S| fi0,00) = £ )] = o(1)
K k
sup |7“1(p;7)1(x) - rfb )(X)‘ = o(l)
x€ZT
k k
sgg |mfp;31(x) — mfb )(x)’ = of(1).

Ci-dessus, la notation o(1) désigne I'extension multidimensionnelle ou g-dimensionnelle

de o(1).

A.3 Inégalités exponentielles en dimension infinie

Cette section est consacrée a la présentation de résultats nécessaires a nos démonstra-
tions. Les résultats principaux sont une inégalité exponentielle de type Borell-Bernstein
en dimension infinie et une borne de moment, concernant la norme du supremum du pro-
cessus empirique indexé par une classe de fonctions. Par souci de clarté, nous présentons
un résumé des étapes essentielles qui permettent de démontrer de telles inégalités, en
introduisant certaines notions clés.

Premiérement, on se place dans un cadre trés général. Soient X, X7,...,X,, des variables
aléatoires i.i.d. définis sur un espace de probabilité (X, .A,IP) de distribution commune
notée . Afin d’obtenir les propriétés asymptotiques du processus empirique indexé par
une classe de fonctions, une des approches principales est dénommée la symétrisation
(symmetrization ou randomization, en anglais). L’idée sous-jacente de la symétrisation
ou du principe de symétrisation consiste a remplacer le processus empirique classique
par une version “symétrisée” proche d’un certain processus sous-Gaussien, le processus
de Rademacher. Avant de présenter la définition formelle du processus de Rademacher
et ses propriétés fondamentales, nous introduisons quelques notations nécessaires a son
introduction. Soit d; la mesure de Dirac au point ¢.

Définition A.3.1 Toute suite de variables aléatoires {¢; : 1 < i < n}i.i.d. de distribution
1 1
L(g;) = =0_1+ =041,
(€i) 50-1 + 50+1

est appelée suite de Rademacher.

Nous notons que la distribution des ¢; est symétrique, telle que E[g;] =0, 1 <i < n.

Soit IP,=n"1>"" | 0x, la mesure empirique associée a 1’échantillon de variables aléatoires
{X1,...,X,}. La mesure empirique IP,, peut étre regardée comme une mesure aléatoire
discréte mettant le poids 1/n & chaque observation, c’est a dire une combinaison linéaire
des mesures de Dirac associées aux observations.

Soit F une classe de fonctions mesurables f : X — IR. En référence a [145], nous utiliserons
la notation suivante : pour une fonction f mesurable et ) une mesure signée, on note
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Qf = [ fdQ (en particulier IPf = IE[f(X)]). La symétrisation est fondée sur 'argument
principal suivant : au lieu du processus empirique, de la forme (modulo /n)

1 n
f=Pu=P)f=—> {f(X;)-Pf},
i=1
on consideére le processus symétrisé suivant
1 n
IF)O = — 7 Xl )
foPhf = Z sif (X))

ou (&;)i<n désigne une suite de Rademacher indépendante des {Xl, o ,Xn}. Remar-
quons dans un premier temps que ces deux processus sont naturellement centrés (car
]E[ei f (XZ)|XJ = 0, via la propriété de symétrie des ¢;). Puis, en conditionnant le proces-
sus symétrisé IP¢ f par rapport aux variables X;, nous obtenons clairement un processus
de Rademacher, c’est a dire un processus de la forme

X, = Z a;e;, avec a = (ay,...,a,) € R". (A.3)
i=1

Soit z; € X la réalisation de la variable X;. Plus précisément, nous obtenons,

n{]P‘T’Lf‘XZ-,l <i< n} = Xix = Zf(:cz) g;, avec f{x} = (f(z1),..., f(z,)) € R™

i=1
On rappelle la définition d’'un processus sous-Gaussien :
Définition A.3.2 Un processus stochastique {Xt 1t e T} est appelé sous-Gaussien

par rapport a la semi-métrique d si il vérifie 'inégalité suivante sur ses incréments :

IZ

2d2(s, t)
Le processus de Rademacher vérifie, via 'inégalité de Hoeffding (cf. p. 100-101, [145]),

]P{\XS—Xt\>3:}§2exp{ }, pour tout s,t € T, x > 0.

2

IP{‘ Zaiei‘ > x} SZexp{ — ﬁ},
i=1

ou ici || - || dénote la norme euclidienne sur IR™. Il s’ensuit, via (A.3),
2

x
P{X— ol > ) 2o - 2L
‘ bl > ¢ <2exp 2a b

Cette derniére inégalité nous assure que le processus de Rademacher est sous-Gaussien par
rapport a la métrique ou distance Euclidienne sur IR™. Cette propriété est particuliérement
intéressante car les processus sous-Gaussiens ont des bornes connues sur leurs incréments
qui vont faire apparaitre la fameuse entropie (c’est a dire le logarithme du nombre de
recouvrement). A ce propos, nous citons le corollaire 2.2.8, p. 101, dans [145]. Notons
que, via une inégalité liée a la norme d’Orlicz du maximum d’un nombre fini de variables
aléatoires, combinée aux controle des incréments (“chaining method” ou chainage) décrit
ci-dessus, nous pouvons alors obtenir une majoration du supremum d’un nombre infini de
variables.
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Définition A.3.3 Nombre de recouvrement

Soit {.7-“ ,d} un espace métrique. Le nombre de recouvrement, noté N(e, F,d), est
le nombre minimal de boules de d-rayon e (c’est a dire, par rapport a la métrique d)
nécessaires pour recouvrir F.

N(e, F,d) :argglellr\ll{gB(xi,e) DF 6.7:}.

(Dans les démonstrations, nous considérons des espaces normés, du type Lo(Q), @ dési-
gnant une mesure de probabilité quelconque).

Aparté Il existe une notion similaire au nombre de recouvrement, appelée packing number
ou nombre d’emboitement, qui est rencontrée fréquemment dans la littérature.

Définition A.3.4 Nombre d’emboitement

Soit {f,d} un espace métrique. Le nombre d’emboitement, noté D(e, F,d), est le
nombre maximal de points e-séparés dans F. On appelle z,y € F deux points e-séparés,
deés lors que d(z,y) > €.

Pour clore cette digression, nous présentons un petit lemme qui confirme la similitude de
ces deux notions.

Lemme A.3.1 Soit {F,d} un espace métrique. Alors, N(e, F,d) et D(e, F,d) sont deux
fonctions décroissantes en € satisfaisant, pour chaque € > 0,

N(e, F,d) < D(e, F,d) < N(€/2,F,d).

Nous faisons I'hypothése suivante, sans perte de généralité, il existe au plus n = D(e, F, d)
points e-séparés {r1,...,x,} € F. Alors, les boules

B(z;,€) = {xef:d(x,xi) S(—:}, i=1,...,n,

doivent recouvrir 'espace F. Sinon, il existerait un point y € F tel que d(y, x;) > €, pour
i =1,...,n. Cette derniére assertion est en contradiction avec I’hypothese de départ, car
x1,...,Tn, Yy seraient alors e-séparés. Donc

FC U B(z;, €),
i=1
ce qui implique la partie gauche de I'encadrement N (e, F,d) < D(e, F,d). Maintenant,
via 'inégalité triangulaire, nous avons, pour 1 < i # j <mn,
e < d(zs, ;) < d(zi, z) + d(z, ;) < 2max {d(z;, z),d(z, ;) }.

En conséquence, chaque boule B(x,€/2) contient au plus un des n points {x1,...,z,}. 1l
s’ensuit la partie droite de 'encadrement, D(e, F,d) < N(e/2,F,d). O

Reprenons le cours de 'exposition des étapes permettant d’obtenir la borne exponentielle
de type Bernstein concernant le supremum du processus empirique indexé par une classe
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de fonctions. Il serait intéressant de pouvoir borner la norme sup du processus P, — IP
par celle du processus symétrisé puis grace aux propriétés énoncées ci-dessus, d’appliquer
une inégalité maximale de type Bernstein, en conditionnant toujours par rapport aux
{Xl, e ,Xn}. Avant de présenter ce résultat, il faut prendre garde a la possible non-
mesurabilité du supremum |IP,, — IP|| . Les résultats seront alors formulés en termes
d’espérances extérieures ou outer expectations.

Définition A.3.5 Soit (€2, A, P) un espace de probabilité arbitraire et 7' : Q — IR une
application quelconque. L’intégrale extérieure de T' par rapport a P est définie par :

E* [T} = inf {]E[U} U >T, U :Q — IR mesurable et telle que IE[U] existe}

Nous pouvons maintenant énoncer le lemme central de notre argumentation.

Lemme A.3.2 (Symétrisation)
[P, — | < T [2P5)1], (A.4)

Le lemme de symétrisation est valable quelle que soit la classe de fonctions F considérée.
Aprés avoir approché le supremum ||IP,, — IP||# par le supremum du processus symétrisé
|IP2|| £, il reste & appliquer une inégalité maximale au membre de droite de 'inégalité
(A.4), conditionnellement aux {Xl, o ,Xn}. En d’autres termes, on peut continuer a
majorer la norme ||IP,, — IP||» en utilisant les propriétés structurelles des processus sous-
Gaussiens. A ce stade du développement, il manque dans la littérature une version générale
du théoreme de Fubini pour les intégrales extérieures. Pour contourner ce probléme, on
utilise alors une hypothése de mesurabilité appropriée. Il faut s’assurer que 'intégrande
|IPS]| 7 est conjointement mesurable en { X7, ..., X,,€1,...,,}. Comme les variables de
Rademacher sont discrétes, ceci est vérifié si et seulement si les applications

(X1, Xn) = || Zeif(Xi)Hf

sont mesurables pour chaque n-uplet (eq,...,e,) € {—1,1}". Il s’ensuit la définition
suivante.

Définition A.3.6 Une classe G de fonctions mesurables g : X — IR sur un espace de
probabilité {/'\,’ VA, IP} est appelée une classe IP-mesurable si I'application

(X1, Xy) — H Zeif(Xi)Hv

est mesurable sur la complétion de ’espace produit {X A" ]P"}, pour tout choix de n
et tout vecteur {ei,...,e,} € R"™

Pour nos applications, nous utilisons la notion suivante qui implique la IP-mesurabilité.
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Définition A.3.7 Supposons qu’il existe une sous-classe dénombrable G, contenue dans
G telle que pour chaque fonction g € G, il existe une suite de fonctions {g, : n>1}
appartenant a G, vérifiant

lim g, =g (i.e. lim g,(z) = g(x), pour chaque z € X).
La classe F est alors appelée pointwise measurable ou mesurable ponctuellement
(ou encore mesurable point par point) et notée [m.p.].

Lorsque la classe F est mesurable (dans le sens décrit ci-dessus), les mesures extérieures
redeviennent des mesures et I’enveloppe mesurable de F coincide alors presque partout
avec le supremum. En somme, le lemme de symétrisation permet de trouver des bornes
pour le supremum du processus empirique indexé par F. La présence d’'une hypothése
spécifique sur la mesurabilité est une conséquence de la fagon dont I’entropie uniforme
est utilisée pour controler le supremum via randomisation ou symétrisation associé au
manque d'une version générale du théoréeme de Fubini pour les intégrales extérieures.
Dans la plupart des cas, il suffirait de supposer la classe dénombrable afin de simplifier
I’exposition des résultats.

Nous sommes maintenant préts pour présenter 1'inégalité exponentielle en dimension infi-
nie qui est l'outil central de nos démonstrations. L’inégalité suivante est due a Talagrand
(1994) [137] (voir aussi Ledoux (1996) [88]). Comme nous allons le constater, les condi-
tions d’entropie servent pour borner I’espérance du processus mais n’ont aucune incidence
sur le controéle de la déviation du processus par rapport a I’espérance. Dans la forme, cette
inégalité est aussi proche de 'inégalité exponentielle de Borell concernant la probabilité
de déviation par rapport a I’espérance de suprema de processus Gaussiens séparables. On
reprend les notations usuelles pour le processus empirique.

Résultat A.3.1 Soit G une classe [m.p.| (i.e. mesurable ponctuellement) de fonctions
g : X — IR satisfaisant, pour un certain 0 < M < oo,

19llc :=sup[g(x)| <M, Vgeg.
zekX

Alors, pour tout t > 0, nous avons, avec Ay, As > 0 des constantes convenablement

choisies,
g+t>}§2{exp<— 12:;) +exp<—%)}, (A.5)

IP{Hoang > 4, (| éeig(m

ot 0% = sup Var[g(X)].
z€G

Le résultat A.3.1 est une conséquence du théoréme 2.14.25, p. 255, de Van der Vaart et
Wellner (1996), lui-méme version du théoréme 3.5, p. 45, [137]|. Ce résultat est valable
pour toute classe de fonctions uniformément bornée et la taille de la classe de fonctions
n’intervient qu’'a travers la norme Ly : IE|| Y " | £,9(X;)||g. Bien sur, sans 'hypothése de
mesurabilité, il faut remplacer IP et IE par IP* et IE*.
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Pour la convergence presque siire, on utilise la version suivante de l'inégalité (A.5), en
combinaison avec 'inégalité de Ottaviani :

g+t>}§2{exp(—i?§>+exp(—%>}.

Le résultat A.3.1 permet de réduire de nombreux problémes de convergence presque stire
a l'étude de la quantité de moment suivante :

1<m<n

IP{ max HamHg > A (EH Zn;gig(Xi)

IEH > eig(Xi)
i=1

‘g'

L’obtention de bornes pour cette quantité est liée a certaines conditions d’entropie, comme
nous l'avons remarqué dans le paragraphe concernant la symétrisation (et plus particu-
lierement, le chainage).

Soit G(-) une fonction enveloppe mesurable a valeurs finies satisfaisant, pour tout z € X,

G(x) > sup|g(z)|.
geg

Nous introduisons le nombre de recouvrement lié au nombre d’entropie.

N(€> g) - Slclsz(€ V Q(G2)7 g7 dQ)a

ol le supremum est pris parmi toutes les mesures de probabilités ) sur (X ,.A) pour
lesquelles 0 < Q(G?) < oo. Ainsi les résultats présentés sont valables indépendamment de
la mesure de probabilité IP associée aux variables aléatoires X;, 1 < ¢ < n. La distance
dg est la métrique sur L*(Q), définie par

do(1.9) = daalfg) = { [ (7 -9riQ} "

et N(e,G,d) désigne le nombre minimum de boules B(g,€) := {f : d(g, f) < €} pour
recouvrir I'ensemble G (cf. la définition A.3.3). Nous pouvons remarquer que le nombre
de recouvrement N(e,G,d) est proche du nombre de points (ou de fonctions g € G)
constituant un e-réseau de ’ensemble G.

D’aprés Einmahl et Mason (2000) [42], la quantité de moment intervenant dans (A.5) est

bornée sous certaines conditions précisées ci-dessous.

Résultat A.3.2 Einmahl et Mason (2000)

Soit G une classe |m.p.| de fonctions bornées, mesurables et & valeurs réelles. La classe
de fonctions G est telle que, pour certaines contantes 3,v,C > 1,0 < 1/8C, les quatre
conditions suivantes sont vérifiées :

(C.1) E[GH(X)] <5?;
(C2) N(,G)<Ce™, 0<e<]1;
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(C.3) 0¢ :=sup E[¢*(X)] <o?;

geg

() sup g < 5 /T3 1),

Alors nous avons, avec Az > 0 constante universelle,

E| iag(x
=1

La démonstration s’appuie sur le lemme 5.2, p. 963-964, de Giné et Zinn (1984) [58] et
certains résultats bien connus concernant les processus subgaussiens. Nous nous référons
au prochain résultat pour une idée de démonstration. Nous introduisons la distance d,,
métrique sur Ly(IP,), avec IP,, mesure empirique associée & x = (z1,...,2,) € X",

) . < Ag\/vno?log(pV 1/0). (A.6)

n

oo = {23 (o))} mseo

i=1
Nous rappelons que la distribution commune des variables {X; : i > 1} est notée p.
Résultat A.3.3 Giné et Zinn (1984)

Soit G une classe |[m.p.| uniformément bornée de fonctions a valeurs réelles et définies sur

X. C’est a dire, pour tout g € G,
19lloc <M.

Alors, lorsque t > 32y/nod >0 etm > 1, on a

IP{ sungQ(Xi) > t\/ﬁ}gélu”{x :N(p/n'*,G, dns) > m} + 8mexp ( — t\/n/64M?),

9€9 im

ot of :=sup E[¢*(X)], p = min {V/1/8,n'/*} > 0.

geg

En reprenant les arguments de la démonstration du résultat A.3.2 avec quelques modifi-
cations mineures, Einmahl et Mason (2005) [43] obtiennent une borne similaire mais sous
des hypothéses plus souples.

Résultat A.3.4 Soit G une classe [m.p.| de fonctions mesurables bornées et a valeurs
réelles telle que, pour certaines contantes C,v > 1 et 0 < o < 3, les quatre conditions
sutvantes sont vérifiées :

(C1) B[(G(X)*] <5
(C2) N(e,G)<Ce™”, 0<e<l;

(C.3) 02 := sup]E:(g(X))Q} <o?;

geg

no?

1
C.4) su o < =y | ———, avec C, = CV" Ve.
(€4 sup o] _4\/1/1%(015/0) 1
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Alors nous avons, pour une certaine constante A; > 0,

IEH Zsig(Xi) g§A7a\/anog (C18/0). (A7)
i=1

En utilisant l'inégalité de Hoffman-Jgrgensen sur l'intégrabilité de somme de variables

aléatoires indépendantes (voir, par exemple, la proposition 6.8, p.156, dans Ledoux et Ta-

lagrand (1991) [89] ou le résultat A.3.1 ci-aprés), nous pouvons borner E|| Y7 £;,9(X;)|lg

(norme L;) lorsque cette somme est bornée en probabilité (norme Lg). Ainsi démontrer

I'inégalité (A.6) est équivalent & prouver que, pour une certaine constante A4, nous avons

tn S A4U\/Vn 10g(C’1ﬁ/0),

ou
>t}< 1}
G —24)°

En bref, il nous faut démontrer que, lorsque ¢ est de ’ordre O'\/ vnlog(Cy183/0), la probabi-
lité ci-dessus est inférieure ou égale a 1/24. Ceci implique que, pour n suffisamment grand,
I'inégalité (A.7) est bien vérifiée, en remarquant que le premier terme de la borne [H-J|
sera négligeable d’aprés les conditions (C.3-4) par exemple. Plus précisément, le terme

t, = inf {t >0: ]P{H igig(Xi)

6 x ]E[ max {Supg(Xi)}}

1<i<n © geg

est négligeable asymptotiquement face a 6t,,.

Nous commencons par séparer le domaine d’intégration via

1 n
F, = {x e X" —sungZ(xi) §6402}
" 9eG o]
et

G = {X ea": %ZilGZ(xz) §25652}.

Alinsi, pour ¢t > 0, nous avons

IP{ H €i9(X; > t} <
; 9(X)],
/ IP{H > eigla)|| > t},un(dx) +M(F) + pm(GE),  (A8)
FonGn p G
ou p" désigne la mesure produit associée au n-échantillon (X, ..., X,). Dans un premier

temps, nous cherchons & borner le terme de gauche dans (A.8). En appliquant un résultat
de Jain et Marcus (1978) [79] concernant les processus subgaussiens (ici de Rademacher),
nous obtenons que, pour n’importe quel vecteur de réalisations x € X",

]E” Z eig(w;)
i=1

; < ]E’ Z €igo(z;)
=1

+ L\/ﬁ/oo \/log N(e, G, dy2) de, (A.9)
0
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A.3. Inégalités exponentielles en dimension infinie

avec L constante universelle et gy fonction arbitraire appartenant a G. Nous pouvons
également trouver une version de ce résultat dans le livre de Van der Vaart et Wellner
(1996), corollaire 2.2.8, p. 101, [145]. Via I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons sur
le sous-ensemble F}, de X",

E’ Z gigo(T:)
=1

De plus, pour x € F,, et g1, g2 € G,

1/2

<{ igaui)} <8yfo. (A.10)

{d272(gl,gz)}2 = % Z {g1(2:) = 92(33i)}2

2 n
< =) Aol + g}
i=1
< 4x640°

En d’autres termes, la distance Ly(IP,,) au carré entre 2 fonctions choisies arbitrairement
dans G est inférieure ou égale a 256 o2, lorsque x € F,,. Il s’ensuit, N(e,G,d,2) = 1 pour
e > 160, lorsque x € F,.

Soit @, = 1/n(dzy + ...+ ds,) = P, la mesure empirique associée a ’échantillon x =
(x1,...,2,). Lorsque x € G,,, nous avons la borne 1/Q,(G?) < 165. En remarquant que
N(e,G) décroit en €, nous obtenons, pour tout x € G,

NeGda) = N(VQu(C)e/VQuE). G, dno)
< N(\/Qn((ﬁ) €/163, G, dmz) (car x € G, = /Qn(G?) < 168)
< sgp N(\/Q(G2)€/16ﬁ, g, dQ)

= N(e/1603,G). (A.11)
Nous rappelons I'hypothése (C'.2),

N(e,G)<Ce™” avec 0 <e<l.

On pose € := €/163 par convenance. Pour 0 < € <160, nous avons bien ’encadrement
suivant -
0<eg<=<1.
5

Nous concluons que, via (A.11), pour x € G, et 0 < € < 160,

@}'{

€

N(e, G, dys) < Ce” = c{

On rappelle que C; = C'¥ \ e. Ainsi sur F,, N G,,, nous avons

/ VIog N(e. G, d, ) de
0
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160 0o
= / VIog N(e, G d,o) de + / VIog N(e. G d,») de
0 160
160 v
< / \/log C @} )de (e>160 = N(¢,G,dp2) =1 sur F,)
\// Cll6ﬁ} )
de

< Aso/vlog(Ci8/0), (A.12)

ol la derniére inégalité suit apres quelque intégration par partie.

IN

Remarque A.3.1 On note immédiatement que l’expression log(Ci3/0) nous permet
d’obtenir du log(1/h,) lors de I'application du résultat A.3.2 dans nos démonstrations.
Pour cela, il suffit de contrdler en h,, la variance de la classe G (cf. p. 1406 de [99]).

En combinant (A.9) avec (A.10) et (A.12), il s’ensuit, sur F,, N G,,

] 3 et

ou Ag désigne une constante absolue. Cette derniére inégalité (A.13) entraine, pour
t> 96A60\/1/n10g(6’1ﬁ/0) et lorsque x = {xy,...,2,} € F, NGy,

Pl $eatal, 2 = ESea
=1 1 =1

<

; < Ago/vnlog(Cif/0), (A.13)

x 71
g

% .

En conséquence, d’aprés (A.8), il reste a démontrer que

(R + (G < 5.

Et alors, nous pouvons poser t,, = 96A60\/ vnlog(Cy /o) ou A7 > 96 A puis conclure.

Pour borner p™(G¢), nous utilisons 'inégalité de Markov,

ph(Ge) = {Z(ﬂ ) > n2565°}

< M < 1 (par définition de f3)
= T 62 256 © ‘
Enfin, il faut démontrer I'inégalité suivante :

n

7
"FC:IP{ 2(X;) > n64 2}<—.

9€9 iy
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A.3. Inégalités exponentielles en dimension infinie

C’est maintenant que nous allons faire usage de I'obscure condition (C'.4) et du lemme de
Giné et Zinn (the “square root trick”) :

1 no?
su S| =M
geg gl 4\/1/10g (C18/0)

En appliquant le résultat A.3.3 pour le choix de t = 64,/no? et en ajustant les diverses
constantes convenablement, nous obtenons, pour m > 1,

pt(ES) < 4pt{x: N(p/n** G, d,5) > m} +8m exp{ - t\/ﬁ/(64M2)}

= 4,u”{x - N(p/n*'*,G, dn2) > m} +8m exp{ — 161/10g(01ﬁ/0)}

On rappelle que,
p=min {V#/8,n'/*} = min {n1/40, n1/4},

ce qui entraine, pour o < 1,
Pt (FS) <4p™{x: N(0,G,d,2) > m} +8mexp{ — 4(v + 1)log(C13/0)}.

Ensuite, sur ’événement ou sous-ensemble G,,, nous avons

N(e,G,dp2) < C{@}V-

€

3

1 v
En choisissant m = 2 X C{iﬁ} .

€

168yv
p"(FS) < 4,u“{x : N(0,G,d,2) Zm} + 120{%} exp{ — 41/10g(016/0)}
1
< . _4
< 64—1—120(015/0)
Sl 1T
~ 64 256 256

|

Il est possible d’étendre ce résultat en affaiblissant la condition (C.4), qui est quelque peu
restrictive ou du moins plus difficile & manipuler. Il s’ensuit le corollaire suivant, toujours
d’aprés Einmahl et Mason (2005) [43] :

Corollaire A.3.1 Einmahl et Mason (2005)

Soit G une classe de fonctions comme ci-dessus, satisfaisant les conditions (C.1-3) et, a
la place de (C.4),

1

C5 o <U, ot <<’ t(Cy = ————.
( )225”9” <U, ot og bv/nB et Cy e

Nous avons,

2hagres

. < A7{ao\/yn log (C18/00) + 2v Ulog (an(ﬁ/U)Q)},
avec C3 = C}/16v et A7 définie en (A.T).
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La démonstration se scinde en deux parties.

U< L X na%
Ve log (015/00) ’

en appliquant le résultat A.3.4 avec o0 = 0, nous obtenons

1] Lorsque

IEHZQQ(XZ-) g§A7\/Vna§ log (C1/09). (A.14)
i=1
2] Lorsque
1 nog

< U < Cyv/np.

4/v - log (015/00)

En remarquant que la fonction ¢t — t2{ log(t™1) }71 est monotone, il est possible de trouver
un unique o €|oy, 3] tel que

no? _n o

1
V=17 = . A15
1o N\ og (C1f)0) — 4y s (C/0) (A.15)
Il s’ensuit, via (A.15),
IEH ;é?ig(Xi) . < A7\/yn02 log (C’lﬁ/a) = 4A;0U X log (Clﬁ/g), (A.16)

On rappelle que, par définition, C; > e et donc C15/0 > e d’aprés la définition de
o €]og, f]. On obtient alors,

1 1 Jn y e
p < p x 4/log (C’lﬁ/a) = W en utilisant encore la définition de U en (A.15).

Il s’ensuit,

5o yEs NG
Cp < g x g = VO x G

D’aprés (A.16) et l'inégalité ci-dessus, nous avons :

IEH > eg(X)|| | <2450 x log (Can(B/U)). (A.17)
i=1
En combinant (A.14) et (A.17) la démonstration du corollaire est achevée. O

Ce dernier corollaire peut étre combiné au résultat A.3.1 pour obtenir des versions direc-
tement applicables (cf. théoréme 2.1 et corollaire 2.2, p. 909-910, [56] et surtout I'inégalité
1, p. 1406, de Mason [99]). Nous citons également la section 19.6, de Van der Vaart (1998)
[146], pour d’autres résultats concernant les inégalités maximales mais avec des conditions
sur le nombre de crochets ou “bracketing number” (cf. lemme 19.34).
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Exemple de classe mesurable ponctuellement

Dans cette sous-section, nous allons donner un exemple de classe |[m.p.| suffisant pour la
plupart de nos applications. Soit K(-) une fonction a valeurs réelles, continue a droite et
définie sur IR. Nous introduisons la classe de fonctions

G={K(y-+t):v€R,t € R}.
D’apres le lemme 5.1 de Deheuvels et Mason (2004) [29], nous avons I’assertion suivante :
Lemme A.3.3 La classe de fonctions G est mesurable ponctuellement.

D’aprés la définition A.3.7, il faut démontrer I'existence d’une sous-classe dénombrable
de fonctions Gy, telle que

Vg € G, 3(gm)m > 1 € Gy vérifiant g,,(x) — g(x),z € R.
On dénote par IQ 'ensemble des nombres rationnels et on introduit la classe de fonction
Go={K(v-+t) : v € Q,t € Q},

cette classe étant clairement dénombrable et contenue dans G. Pour n’importe quelle
fonction g(u) = K(yu +1t) € G, u € IR, nous posons, pour m > 1,

gm(u) = K(ymu + tn), avec v, = #[mlyj + % et t, = %Lmtj + %
Soient €, = Yy — ¥ €t O, =t — t. On peut alors décomposer la différence
Ay =Y+t — (Yu 4+ 1) = €U + O,
pour u € R fixé. En utilisant les encadrements suivants,
Im*y] < mPy < |mPy]+1 et
Imt] < mt < |[mt] +1,

nous obtenons,

< O <

S [

1 1
0<en<—5 et —
m m

Ainsi, pour m suffisamment grand, il s’ensuit
Ay = 0m(140(1)) > 0.

Donc ~,,u + t,, se trouve bien & droite de 7,,u 4+ t. Ceci, combiné avec la continuité a
droite de la fonction IC et le fait que v,,u + t,, — Ymu + t, implique

lim g, (u) =g(u), YueR.

m—00

La démonstration est alors achevée. O
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Ce lemme se généralise aisément pour IC(-) fonction a valeurs réelles, continue a droite
et définie sur IRP. En conclusion, la continuité a droite de la fonction K®)(.) nous assure
que la classe de fonctions

Ky — {K<k>(%> x e R, h > o}

est bien mesurable ponctuellement. Lorsqu’on passe aux autres classes de fonctions (cf.
démonstration de la borne supérieure, arguments précédents le Lemme 2.4.5), on s’appuie
sur la continuité des fonctions c(-) et d(-).

Condition d’entropie pour le produit de classes de fonctions

Nous présentons un lemme utile concernant I’entropie ou nombre de recouvrement du
produit de classes de fonctions mesurables. En suivant précisément 1’argumentation de
Einmahl et Mason (2000), nous obtenons que le produit de deux classes de fonctions
mesurables & nombre de recouvrement polynomial, I'une étant uniformément bornée et
I’autre possédant une fonction enveloppe & valeurs finies, reste une classe de fonctions a
nombre de recouvrement polynomial. Cette derniére propriété est trés utile, au cours de
la démonstration de nos théorémes, afin d’appliquer la borne exponentielle de Talagrand
combinée au contrdle de la norme L; du supremum du processus empirique symétrisé
démontré par Einmahl et Mason.

Soient F et G deux classes de fonctions mesurables, a valeurs réelles et définies sur X . La
classe F est supposée uniformément bornée, c’est a dire il existe une constante Mz > 0
telle que

8161213|f(l‘)‘ = || flleo < Mz, pour chaque f € F.

xX

La classe G vérifie la condition d’entropie notée [£], i.e.

suplo(@)| <G(x), € X,
geg

avec G : X — IR fonction enveloppe mesurable & valeurs finies. Nous avons également,
pour vg,vr, Cg, C'r, des constantes convenablement choisies,

N(e[Q(GH)V?,G,dg) <Cge™™, 0<e<1, (A.18)

et
N(éM]:,JT,dQ)SCy:€_Vf, 0<e<l, (Alg)

ou la premiére inégalité est valable pour toutes les mesures de probabilité @) telles que
0 < Q(G?) < oo d’aprés (2.20), et la seconde est vraie pour toute mesure de probabilité Q.
Nous rappelons que les hypothéses (A.18) et (A.19) spécifient exactement que les classes
G et F sont & nombre de recouvrement polynomial.

Lemme A.3.4 Sous les hypothéses précédentes, nous avons,
N(EM]:[Q(G2)]1/2,fg,dQ) SC]:géfi(ngLV}-), 0<e<l,

pour une certaine constante Crg > 0 finze.
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Nous suivons la démonstration du lemme A.1, p. 35-36, de Einmahl et Mason (2000) [42].
Les deux inégalités (A.18) et (A.19) nous assurent l'existence d’un nombre ng < Cge™"9

de fonctions g1, ..., gy, et d'un nombre ny < Cre™” de fonctions fi,..., fu, tels que
sup min do(g, ;) <e[Q(G?)]?, (A.20)
geg 1<j5<ng
et
sup min dg(f, fi) <eMpg. (A.21)

feF 1<i<ng
Ces inégalités sont une conséquence directe de la définition du nombre de recouvrement.

Remarquons que (A.21) est vraie pour n’importe quelle mesure de probabilité, en parti-
culier on peut écrire
sup min  dg (fa fl) < EM]——a

fe]:1<7,<’n]:

ot Q est la mesure associée a la Q-fonction de densité z — G2(z)/Q(G?). 1l s’ensuit,

supmindg(f-g, firg;) < sup min d@(fg,fg])+sup min d@(fg,fz 9)
f 1,7 f.9 1<j<n
1g ’ 7

< My:sup mln dQ(g gj)—i-sup mln dQ(Gfoz)
geg 1

< Mz xe[Q(GH)]Y? +[Q(G?)]Y? x sup  min d(f, ;)

fe_']:1<l<n]:

< 2e My [Q(GP)]'2.
La derniéere inégalité implique,
N(2eM[Q(GH)]'?, FG,dg) < Cr Cgevetvr),

ce qui clot la démonstration. O
Nous terminons cette section par quelques inégalités qui sont utiles a nos démonstrations.
-Quelques inégalités utiles

Pour I'étude de l'intégrabilité de sommes de variables aléatoires indépendantes, il existe
plusieurs types d’inégalités, dont certaines célébres sont isopérimétriques (inégalités de
concentration). Pour notre part, nous présentons une version de la fameuse inégalité de
Hoffman-Jgrgensen, notée inégalité [H-J|, qui introduit une notion d’équivalence entre
différents modes de convergence. Plus précisément, si les sommes de variables aléatoires
sont controlées en probabilité, on peut en déduire des bornes pour la norme L, (p > 0)
de cette somme, en s’assurant que le maximum parmi les variables aléatoires est bien
borné pour la norme L,. La version énoncée de I'inégalité |H-J| concerne des variables
aléatoires symétriques, ce qui est bien le cas dans (A.6), d’aprés la définition des variables
de Rademacher. Ci-dessous, B désigne un espace de Banach.
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Proposition A.3.1 Inégalité [H-J]

Soit 0 < p < oo et sotent {Xi}z‘<N des variables aléatoires indépendantes dans L,y(B).
Posons Sy = vazl X;. Lorsque les X; sont symétriques, et ty = inf {t > 0; P{Sy >t} <
(8- 3p)*1}, alors, nous avons,

B|Sx[l” < 237 B [ max | X,|P] +2 (3t0)"

Confer les pages 156 et 157, [89]. O
La proposition A.3.1 est utilisée dans la démonstration de (A.6) avec p = 1. Cette propo-
sition permet d’établir aisément des équivalences de moments comme le montre le théo-
réme 6.11, p. 158-159, [89]. Ces équivalences incluent notamment la partie indépendante
du lemme de Borel-Cantelli.

L’inégalité maximale de Montgomery-Smith, (1993) [101] :

t
1P{ max ||awlg > t} < 9113{||anug > —}, pour tout t > 0. (A.22)

1<m<n 30

Cette inégalité est, par nature, applicable lors de démonstration de résultats presque sirs.
Par exemple, nous avons l'inégalité suivante

t
IP{ max  |agllg > t} < QIP{Hanng > —}, pour tout ¢ > 0.

ngp_1<n<ng 30

A.4 La loi du logarithme itéré multidimensionnelle

Le but de cette section est de présenter la démonstration compléte de la Loi du Loga-
rithme Itéré de Hartman-Wintner dans le cadre multivarié. Soit y € IR¢, un vecteur
arbitraire. On note y7 le vecteur transposé de y vérifiant

d
Yy =Y vl =yl
i=1

ot || - || := | - ||« dénote la norme euclidienne dans IR? et y; désigne la i-iéme composante
du vecteur y.

Le lemme qui suit est un outil essentiel de la démonstration de la loi du logarithme
itéré pour la fonction de répartition empirique. Cette loi fonctionnelle du logarithme itéré
compléte notamment les travaux de Strassen (1964) [131]. Soient 04 et 1; le vecteur nul
et la matrice identité d-dimensionnels respectivement.

Lemme A.4.1 Finkelstein (1971)
Soient Y, Y1,Ys, ..., des vecteurs aléatoires a valeurs dans R? indépendants et identique-
ment distribués, tels que IE[Y] = 04 et IE[YTY] = 1. Nous posons, pour n > 3,

Ly = ZK/\/inoan.
i=1
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Alors, la suite {Zn n > 3} est presque stirement relativement compacte et a pour en-
semble limite L =By = {y € R?: ||y|]| < 1}.

Lorsque d = 1 les variables Y; sont a valeurs réelles et nous pouvons donc appliquer le
théoréme de Hartman-Wintner qui spécifie : pour X, X;, X, ... des variables aléatoires
réelles i.i.d. telles que IE[X] = 0 et Var[X] = IE[X?] = 02, nous avons la loi du logarithme

1téré suivante
n
Zi:l Xi ps.

~ [_07 0]7
\/2nlogyn

ot la notation X5 signifie presque strement relativement compacte, c’est a dire la suite
ci-dessus est p.s. relativement compacte avec comme ensemble limite U'intervalle [—o, o].
A présent, pour tout vecteur y dans IRY, les variables yY, y7Y;, y'Ys, ..., sont i.i.d. a
valeurs réelles. En conséquence, nous obtenons, d’aprés la LLI de Hartman-Wintner et la
propriété de séparabilité de IR,

limsupy’ Z, = |lyl, Vy € R% (A.23)

Il s’ensuit, d’aprés (A.23),
comme <y, Z,>=y Z, < |yl x|[Z]
lyll < limsup||Z,] x ||y]| (en passant & la limsup)

n—oo

donc limsup ||Z,| > 1,

n—oo

toutes les inégalités ci-dessus étant vraies presque siirement.

La prochaine étape consiste a démontrer que, via (A.23), limsup, .|| Z.| = 1 exacte-
ment. Nous supposons que limsup,,_, || Z,(w)|| = 1+ n. Il est alors possible de choisir
une suite (y,),>3 de vecteurs dans IR? de norme 1 tels que Vn > 3, cos(y,, Z,) =1 (i.e.
chaque direction y; est orthogonal au d-vecteur Z;). Nous avons

limsup y,, Zn = limsup | Z,[| x |yl X cos(yn, Z,) = 1 +1.

n—oo n—oo

L’ensemble {y € R : |ly|| = 1} est compact donc la suite (y,),>3 admet une limite 1 de
norme 1 également. En utilisant (A.23), il s’ensuit

limsupy’ Z, = [[1| =1 p.s.,
donc n = 0. En conséquence
limsup || Z,|| =1 ps.,

n—oo

c’est a dire I’ensemble de points limites £ de la suite {Z,, : n > 3} est contenu dans la
boule unité B, d-dimensionnelle presque stirement.
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Pour la borne inférieure, nous utiliserons un argument de récurrence sur la dimension aprés
avoir démontré que chaque point de la sphére unité est atteint par I’ensemble limite. Soit
Si={y € R?: |ly|| = 1} la sphére unité dans IR%. D’apres (A.23), Vy, € Sy,

limsupy? Z, = |lyol = 1.

n—oo

On évalue a présent la distance entre y, et Z,,,
2
1Zn = yol|” < lyoll® + |1 Zal* — 2y¢ Za-

En passant a la limite supérieure des deux cotés, nous obtenons clairement que cette
distance tend presque stirement vers 0. Donc chaque point de la sphére est atteint par la
suite (Z,)n>3, avec probabilité 1.

Nous considérons alors des variables auxiliaires V7, Vs, ..., i.i.d., a valeurs réelles, centrées
réduites et indépendantes des vecteurs Y; et nous construisons des vecteurs aléatoires a
valeurs dans IR%*! centrés et de matrice de variance-covariance identité,

Soit Z% = >" | R;/v/2nlog,n. En utilisant un argument de récurrence, chaque point
de la sphére de dimension d + 1 est presque stirement atteint par la suite {Z) : n > 3}.
Ainsi, P'ensemble de points limites £* associé a la suite {Z* : n > 3} contient Szy1. En
appliquant la projection 7 définie par

T Rd—‘rl _ Rd

(Cl?l,...,.rd_t,_l) B (xla"wxd)

nous obtenons que l'ensemble de points limites de la suite {7(Z*) : n > 3} contient
7(Sa+1), 1.e. I'ensemble de points limites £ de la suite {Z, : n > 3} contient By (ces
assertions étant vraies presque strement). O

Lorsque la matrice de variance-covariance associée aux Y; est supposée strictement définie
positive ou inversible, il s’ensuit le corollaire suivant.

Corollaire A.4.1 Soient Y, Y1, Ya, ... des vecteurs aléatoires i.i.d. & valeurs dans IR?
tels que E[Y] =04 et E[YTY] =% avec ¥ strictement définie positive. Soit

Ly = Z}Q/\/inoan,
i=1
alors la suite {Z”}n>3 est presque strement relativement compacte et a pour ensemble
limite ellipsoide Es, = {y cRe:yIyu-ly < 1}.

La matrice de variance-covariance Y étant inversible, nous pouvons normaliser les variables
{Y; : 1 <4 < n} en leur appliquant I'opérateur linéaire ¥~%/2 : R — IR%. On pose
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X; = Y712y, 11 s'ensuit B[X] = 04 et E[X]X,] = ¥7/22%"Y2 = I,. Donc, nous
obtenons,

Z {271/21/;}/\/2n10g2 n 23 By
i=1
Il s’ensuit,

Z}Q/\/inoan?\'f% 21/2(Bd).
i=1

Examinons 'ensemble limite $'/2(B,). Soit z un vecteur de IR? appartenant a £'/%(By).
Nous avons,

z = XY%y pour un certainy € By
y = N1/2g
yTy = (2—1/2Z)TE—1/2Z
— ZTE—I/ZE—l/QZ
= z'y71z,
ce qui clot la démonstration. O

A.5 Continuité des fonctions ry(-), my(-) et o;(-)

Soit ey (o)
_Jxy(Z, Y

la densité conditionnelle de Y sachant X = z. On rappelle les hypothéses classiques sur
la distribution du couple (X,Y) :

(F.1) fxy(-,-) est continue sur J x R;
(F.2) fx(-) est continue et strictement positive sur J;
(F.3) YI{X € J} est bornée;

Fixons x € J. Soit {x, : n > 1} une suite de points dans J telle que x,, — x, lorsque
n — oo. Les hypothéses (F.1) et (F.2) entrainent

nh_}n()lo frix(ylen) — frix(ylz), pour tout y € R.
Le théoréme de Lebesgue implique alors,
T}LI{}OL {Frix(ylzn) — frix(ylz) {0 < fyx (y|zn) < fyix (y]z) fdy = 0.
Via le théoréeme de Scheffé, nous obtenons plus précisément, lorsque z — z,
D(eva) = [ | fixlz) = ol ldy — .
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A présent, en utilisant le fait que (-) est bornée sur les intervalles compacts combiné a
(F.3), nous obtenons, pour p € IN,

I(z,x) = ‘/Rw”(y){fyx(y!@ - fywx(ylx)}dy) <D(z,z) — 0,

ol ¢ dénote une constante finie. Cette derniére inégalité appliquée lorsque p = 1, 2 entraine
la continuité sur J des fonctions ry(-), my(-) et o7 (-).

A.6 Construction des noyaux d’ordre élevés

Dans cette section, nous présentons une méthode élégante permettant la construction de
noyaux d’ordre [ et plus généralement des noyaux d’ordre (s, 1), lorsque (s,1) € IN? tels
que 0 < s<[—2.

Définition A.6.1 Une fonction mesurable L : IR — IR est appelée noyau d’ordre (s, 1),
si elle vérifie :

0 pour j € {0,...,s—1,s+1,...,1—1},
/ 2/ L(z)dx = { (=1)®)s!  pour j = s, (A.24)
R
la#0 pour j =[.

Nous rappelons qu'un noyau d’ordre (s,l) est approprié pour l'estimation de dérivées
s-iemes de fonctions appartenant a C'(IR).

Lemme A.6.1 Si un noyau K est d’ordre | et s-fois différentiable, alors K est un
noyau d’ordre (s,[).

On a
(1)

s!

/ K(u)du=1= / W K9 (w)du = 1,
R R

O

Pour illustrer 'utilité des noyaux d’ordre (s,1), on considére 1’exemple de I'estimation de
la dérivée s-iéme de la densité f)((s ),

~(s 1 " s ZL'—XZ
)((;)n(x):nthZK()( h >’ z € R.

1=

On suppose le noyau K a support compact. Le biais de I'estimateur a noyau de la dérivée
d’ordre s de la fonction de densité s’écrit, aprés intégrations par parties,

E[f$L@)] - f{(@) = /Rh_sK(s)(U)fX(x — hu)du — ()
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= [ {fO —hu) — £ () } K (u)du

Si la densité fx(z) admet des dérivées jusqu’a l'ordre [ bornées dans un voisinage du point
x, via le développement de Taylor on obtient,

E[f) (« Zhﬂ L () / w K (u)du + O(h*). (A.25)

D’aprés (A.25) et (A.24), I'utilisation d’un noyau K d’ordre (s,l) permet de réduire le
biais de f)(f)n(:c) a Pordre O(h!=*).

Construction d’un noyau d’ordre (s,!)

On peut construire des noyaux d’ordre élevé en utilisant des polyndémes par morceaux
([127], [102] et [54]) ou via une transformation de Fourier ([30], Hall and Marron (1987)).
Dans cette section, on s’intéresse a la théorie développée par Berlinet ([8]), qui permet de
classer les différents noyaux a partir d’une belle hiérarchisation fondée sur la théorie des
espaces autoreproduisants.

En suivant 'article de Berlinet, il est possible de formuler une caractérisation des noyaux
d’ordre élevés équivalente a (A.24). On pose [ = r 4+ 1. Tout au long de cette section, on
dénote par V,. l'espace des polynomes de degré au plus r.

Définition A.6.2 Une fonction mesurable K est appelée noyau d’ordre (s,r + 1) si et
seulement si

VPV, / P(z)K (x)dx = P®)(0)

et / 2K (x)dx = ¢,1 # 0.
R

En d’autres termes, si K est un noyau d’ordre (s,r + 1), la forme linéaire sur V,

o /R P(2) K (2)dz (A.26)

est I’évaluation de P®) au point zéro, d’aprés A.6.2. Ceci nous conduit & introduire la
notion de sous-espace de Hilbert & noyau autoreproduisant de I’espace L? et plus particu-
lierement des espaces de polynomes car sur de tels espaces, les applications telles (A.26)
ont une représentation agréable en termes de bases orthogonales. On utilisera comme dé-
nomination leur abréviation anglo-saxonne RKHS correspondant & Reproducing Kernel
Hilbert Subspaces. La construction d’une hiérarchie entre noyaux d’ordre élevé est éta-
blie a partir de la théorie des espaces autoreproduisants, via une succession de noyaux
autoreproduisants appliqués & un noyau de base.

Soit Ky dénotant une fonction de densité (notre noyau de base) et soit V le RKHS de
L*(Ky). L'espace de fonctions V' muni du produit scalaire (p,v) = [ ¢(x Ko(x)dx
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est un espace de Hilbert de fonctions & valeurs réelles et il existe une fonction K(z,y)
(appelée le noyau autoreproduisant) telle que

Ve eR, K(z,) €V,
Vee VYo e R, [ Kl wp(w)Ko(u)du = olz).
R
La derniére égalité est la propriété de reproduction. L’existence du noyau autoreproduisant
IC est équivalent a la continuité sur V' de toutes les évaluations de la forme f — f(z).

Si la suite {p;}iercn est une base orthonormale dans V', il s’ensuit la décomposition ou
écriture suivante :

VeeR, K(@-)=> ¢ilx)al).
icl
Si K a ses moments finis jusqu’a l'ordre 2r, alors V,., ’espace des polynémes de degré
au plus 7, est un RKHS de L?(K;,) comme n’importe quel sous-espace de fonctions de
dimension finie. Soit (P;)o<;<, la suite des (r+ 1) premiers polynémes orthonormaux dans
L*(Ky). Pour s € IN, nous posons

K () = 3 PO)P(x) = 30 PO()Pi).

car les polynomes P; sont exactement de degré ¢. La fonction IC,(,S)(x,y) représente la
dérivation d’ordre s.

Lemme A.6.2 Pour tout ¢ € L*(K,),

| @k e = 5 )

ou I1, dénote la projection de L*(Ky) sur V;.

Soit Q(x) = >"'_, a;P;(x) un polynéme de degré au plus r. Nous avons

| K Kale)ds = " 0P ) = Q).
R i—0
Il s’ensuit, pour ¢ € L?(Ky),

AIC,ES)(:c,y)SO(l')Ko(ﬂf)dx = /R’Cff)(w,y)Hr(sO)(x)Ko(:v)dx =— ).

D’aprés (A.26) et le lemme A.6.2, le produit IC,ES)(-, 0)Ko(-) désigne exactement un noyau
d’ordre (s,7 + 1) (confer également les théorémes 73 et 78, p. 138 et 159, [9]).
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Théoréme A.6.1 Soient P un polyndéme de degré au plus r, Ko une densité dont les
premiers moments sont finis jusqu’a Uordre (2r + 1) et IC,. le noyau autoreproduisant de
Uespace V, dans L*(Ky). Alors, P(z)Ky(z) est un noyau d’ordre (s,r+1) si et seulement
5%

VeeR, P(z)=K(z,0)

/ 2" P(2)Ko(2)dr = 1 # 0.
R

Soit R(x) € V, un polynéme de degré au plus r qui admet donc une décomposition dans

la base {1,z, 2% ...,2"}. Nous avons

/ R(z)P(x)Ky(x)dx :/ R(z)K®) (x,0)Ko(z)dz = R®(0).
R R
O

D’aprés le théoréeme A.6.1, la hiérarchie de noyaux associée a K est la famille de noyaux :

K (x,0)Ko(x ZPS) Ko(z), (r,s)€I* r>s.

Chaque noyau &.* (x,0)Ko(x) avec un moment d’ordre (r + 1) fini et non nul est bien un
noyau d’ordre (s,r + 1). En somme, les noyaux peuvent étre regroupés dans différentes
hiérarchies possédants la propriété suivante : chaque classe ou hiérarchie de noyaux est
identifiée par une fonction de densité (ou noyau de base) Ky, qui appartient a cette classe,
et contient des noyaux d’ordre 2, 3,4, ..., produits de polynomes avec Kj.

Cette méthodologie développée par Berlinet, (1990) [7], (1993) [8], nous permet de re-
trouver la hiérarchie des noyaux de MSE ou MISE (cf. [54]) asymptotiquement minimale.
La famille des noyaux d’ordre (s,7 + 1) de AMISE minimale est identique a la hiérarchie
associée au noyau d’Epanechnikov. On rappelle la définition du noyau d’Epanechnikov

j44], 3
KE(r) = S(1-a%),, (A.27)

et minimise la AMSE et la AMISE parmi tous les noyaux d’ordre 2, comme nous 1’avons
remarqué dans la section 1.4. Les noyaux K d’ordre (s,r + 1) de support [—1,1] et de
MISE minimale sont solutions du probléme suivant :

2s+1

r+1—s
T(K) = {f K?(x dx} ‘fil K (x)dz|
Minimiser (A.28)
avec K tel que VP €V, [' P(z)K(z)dz = P®)(0).
On obtient le théoréme suivant :

Théoréme A.6.2 Le polynome solution de (A.28) et de support (—1,1) est donné par

K(a) = gpﬂomm SN

ot les P; sont les polynomes orthogonauz dans L*(KF).
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A.7 Remarque sur le terme de centrage

L’objectif de cette derniére section est de montrer que la différence entre ’espérance de

mif)n(x) et approximation Iﬁ[mfbkl(x)] est asymptotiquement négligeable.Nous avons,

k .
il =3 (5 ) i et}
=0

d’aprés le développement de Leibniz.

Proposition A.7.1 Lorsque Y est bornée et nh'*t?¢ — oo, nous obtenons,

E[r),(v)] = B[, (@)] +O((nh')7"). (A.29)
La démonstration est similaire & celle de la proposition 1.3.3. O

Cette derniere proposition nous permet de remplacer, dans nos lois uniformes du loga-
rithme, "approximation E[mfi(m)} par le terme exact de centrage. Il suffit de constater
que, via (A.29),

zel

~ log(h1)y1/2
~ (k ~ (k g/,
sup {8 (0)] ~ B[, o]} = o {2521} ").
n n
Il s’ensuit le théoréme suivant, en reprenant les hypothéses et notations de la section 2.2.

Théoréme A.7.1 Supposons (F.1-3), (H.1-3), (K.1-4). Lorsque n — 00, nous avons,

(e} sup (i 2) ~ B, ) — o ()] £ o),

Supposons (F.1-3), (H.3-5), (K.1-4). Alors, nous obtenons, lorsque n — oo,

nh2k+1 1/2 .
{3 sup- ()~ B2 2]} — (D] o)
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