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Introduction

Le sujet de ma theése est I’étude des propriétés multiplicatives des opéra-
teurs de Toeplitz sur l'espace de Bergman L?(D) du disque unité D.

Soit ¢ une fonction bornée dans D. On appelle opérateur de Toeplitz de
symbole ¢, et on note T}, 'opérateur défini par :

T,: L2(D) — L2(D)
[ Pof),

ol P est la projection orthogonale de L*(ID,dA) sur L?(D).

Plusieurs questions naturelles se posent. Parmi elles, nous discuterons
dans le cadre de la thése les deux questions suivantes :

1) Sous quelles conditions le produit de deux opérateurs de Toeplitz est-il

un opérateur de Toeplitz ?

2) Sous quelles conditions deux opérateurs de Toeplitz commutent-ils ?
I1 est clair que si le symbole ¢ est une fonction analytique bornée sur ID alors
Popérateur de Toeplitz T, n’est autre que I'opérateur de multiplication par ¢
dans L2(D). Dans ce cas, la réponse & ces deux questions devient évidente
puisque d’une part le produit d’opérateurs de multiplication est toujours un
opérateur de multiplication et d’autre part les opérateurs de multiplication
commutent.

Dans [13], Brown et Halmos donnent une réponse compléte a ces deux
questions pour les opérateurs de Toeplitz définis sur 'espace de Hardy H?(T)
du cercle unité T. Ils montrent que pour deux fonctions ¢ et ¢ bornées sur T :

i) le produit T;,T est un opérateur de Toeplitz T, si et seulement si ¢ est
analytique ou v est analytique, et dans les deux cas w = ¢ (Théoréme
1.5.1). Dans 'espace H?(T), une fonction est dite analytique si tous ses
coefficients de Fourier d’indice négatif sont nuls.

ii) Les opérateurs T, et T, commutent si et sculement si ¢ et ¢ sont
toutes les deux analytiques, ou si ¢ et 1) sont toutes les deux analy-
tiques, ou bien si ¢ est une fonction affine de ) (Théoréme 1.6.1).

Dans 'espace de Bergman, la situation est beaucoup plus compliquée et
intéressante. Les questions 1) et 2) ci-dessus résistent encore aux spécialistes
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6 Introduction

et ne sont résolues que dans des cas spécifiques.

Dans [3], Ahern et Cuckovié montrent qu'il est possible d’avoir un résultat
analogue & celui de Brown et Halmos (ce que I'on appelera plus tard un
théoréme de type Brown-Halmos) en imposant aux symboles de vérifier des
conditions bien particuliéres. Dans [1], Ahern résout la question 1) pour les
symboles harmoniques bornés. Soit ¢ une fonction harmonique bornée sur D
alors il existe deux fonctions ¢, et ¢o dans 'espace de Bloch telles que

¢ = 1+ ¢o. (1)

Considérons alors deux symboles ¢ = ¢ + &2 et 1 = 14 + 1), harmoniques
bornés sur I et regardons le produit 7T,T,. Nous verrons au chapitre 4 que
si le produit Ty, Ti; est un opérateur de Toeplitz alors le produit 7,7, P'est
aussi. C’est « le coeur » de larticle [1| dans lequel Ahern caractérise, via la
transformation de Berezin, toutes les fonctions analytiques bornées ¢ et
telles que le produit 7473 soit un opérateur de Toeplitz (Théoréme 3.1.5).
Par conséquent, Ahern donne une condition nécessaire et suffisante pour que
le produit de deux opérateurs de Toeplitz de symboles harmoniques bornés
soit un opérateur de Toeplitz (Corollaire 3.1.6).

Voyant que la question est résolue pour les opérateurs de Toeplitz de sym-
boles harmoniques bornés, qu’en est-il du cas des symboles plus généraux,
telles les fonctions bornées sur D7 Sur cette voie et dans un travail en col-
laboration avec Elizabeth Strouse et Lova Zakariasy [23], nous avons résolu
la question 1) pour les opérateurs de Toeplitz & « symbole quasihomogéne ».
On dit qu'une fonction f est quasihomogéne de degré p si f(re?) = e ¢(r),
ol ¢ est une fonction radiale. Nous nous sommes intéressés aux fonctions
quasihomogeénes car toute fonction f de L*(D,dA) admet la décomposition

polaire suivante :
“+oo

flre) = e filr)
k=—o0
ot les fonctions f; sont dans L?([0,1],7dr). Donc le fait d’avoir des résul-
tats sur les Toeplitz de symboles quasihomogénes nous permettra d’en dire
plus sur ceux de symboles généraux. Les techniques utilisées dans [23] dif-
ferent complétement de celles utilisées dans [1] et [3] puisque la décomposition
(1) n’est plus valable. Elles consistent essentiellement en 'utilisation de la
transformation de Mellin et de la convolution de Mellin dans I’étude des opé-
rateurs de Toeplitz. Nous avons obtenu une condition nécessaire et suffisante
pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz de symboles quasihomo-
geénes soit encore un opérateur de Toeplitz (Théoréme 3.2.12). De plus, nous
sommes capables d’exhiber le symbole de 'opérateur produit puisque ce der-



Introduction 7

nier vérifie une équation de convolution de Mellin (qui reste parfois difficile
a résoudre) faisant intervenir les deux premiers symboles (Théoréme 3.2.16).

Quant a la question 2), Axler et Cutkovié ont résolue pour les opérateurs
de Toeplitz a symbole harmonique. Ils montrent dans [8] que si ¢ et ¢ sont
deux symboles harmoniques bornés (et donc la décomposition (1) est dans
ce cas valable) et si T, commute avec T, alors nécessairement ¢ et ¢ sont
tous les deux analytiques, ou ¢ et 1 sont tous les deux analytiques, ou
bien ¢ est une fonction affine de ) (Théoréme 4.1.1). Avec Rao dans [9],
ils donnent la réponse a la question dans le cas des symboles analytiques.
En effet, ils prouvent qu'un opérateur de Toeplitz analytique (de symbole
une fonction analytique) ne commute qu’avec un opérateur de Toeplitz de
méme type, c’est-a-dire analytique (Théoréme 4.1.4). Comme dans le cas du
produit, on voit que la commutativité des opérateurs de Toeplitz de symboles
harmoniques bornés ne se produit que dans le cas trivial. Dans [18], Cuckovié
et Rao donnent une caractérisation compléte des opérateurs de Toeplitz de
symboles bornés qui commutent avec un opérateur de Toeplitz de symbole
de la forme e®%r™ ol p et m sont deux entiers positifs (Théoréme 4.2.1,
Théoréme 4.2.2 et Théoréme 4.2.3).

Dans une deuxiéme collaboration avec Lova Zakariasy [24], nous nous
sommes penchés sur la question 2). Les résultats que nous avons obtenus se
résument dans ce qui suit. Soient p > 1 un entier positif et ¢ # 0 une fonction
radiale bornée :

i) Si f(re?) = 32,20 e™* f.(r) est une fonction bornée telle que T

commute avec TLipog4, alors Teiko s, commute avec Tiipoy pour tout k € Z.
ii) S’il existe k < —1 tel que Tyioy, commute avec Tyipo, alors nécessai-

rement f; = 0. En d’autres termes si Ty commute avec T, alors la

partie d’indice négatif dans la décomposition polaire de f est nulle.

iii) S’il existe & > 0 tel que Ty ;, commute avec T, alors fj, est unique

a une constante multiplicative pres.

Dans [22], je me suis intéressé a la partie positive dans la décomposition
polaire de f et il s’est avéré qu’il y a un lien « intime » entre la commutativité
et la puissance (donc le produit) des opérateurs de Toeplitz. En effet nous
montrons que si k > 0 et si TLiroy, et TLis, commutent alors (Teike fk)p =
(Teip%)k. De plus si k£ est un multiple de p, par exemple £ = np, on obtient
que Teinpog, = (Teipﬂd))n.

Pour bien exploiter ce résultat, j’ai dii introduire une nouvelle notion,
la « T-p*™ racine » quasihomogéne. On dit qu'un opérateur 7. eivoy admet
une T-p*™ racine s'il existe une fonction ¢ # 0 radiale bornée telle que
Teivoy = (Teie¢)p . Cette nouvelle notion de la T-p*™ racine nous a permis de
donner une réponse compléte a la question 2) (Théoreme 5.3.1). En effet nous
avons montré la chose suivante : Soit T, un opérateur de Toeplitz borné
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ieme

de degré quasihomogene p > 1 et supposons que T.is, admet une T-p
racine Ti,. Si f(re??) = 3120 e fi.(r) est une fonction bornée telle que T’
commute avec T.ips4 alors pour tout k£ > 0 :

i) Si (T ei%)k est un opérateur de Toeplitz alors ou bien T,ire;, = (Tei9¢)k

ou bien f; = 0.

i) Si (T eiew)k n’est pas un opérateur de Toeplitz alors f = 0.
En d’autre termes les opérateurs de Toeplitz qui commutent avec T,ips, sont
des sommes (parfois infinies) de puissances de la T-p®™¢ racine de T,ive . Par
ailleurs, nous appliquons nos résultats dans [22] a ceux de Cuckovié et Rao
dans [18| pour voir que opérateur T,ipo,m, étudié dans 18|, admet toujours
une T-p®™¢ racine. Ceci nous a permis de simplifier les Théoréme 4.2.1,
Théoréme 4.2.2 et Théoréme 4.2.3, dans [18] et de leur donner une nouvelle
interprétation.

L’une des conséquences majeures du Théoréme 5.3.1 est la construction
d’un symbole non trivial (non analytique) tel que la n’®™¢ puissance de I'opé-
rateur de Toeplitz associé est toujours un opérateur de Toeplitz, et ce pour
tout n € N. C’est un résultat intéressant car avant, on avait des difficultés a
trouver méme un symbole ¢ tel que Tq% est un opérateur de Toeplitz.

La thése est organisée de la fagon suivante. Le chapitre 1 est consacré a
I’étude des opérateurs de Toeplitz sur 1’espace de Hardy du cercle unité. Nous
présentons les résultats de Brown et Halmos dans [13], tout en insistant plus
particuliérement sur la différence qu’il y a entre les opérateurs de Toeplitz
définis sur I'espace de Hardy et ceux définis sur I'espace de Bergman. Dans
le chapitre 2, nous introduisons la notion classique du noyau reproduisant.
Nous nous intéressons particuliérement au noyau reproduisant de l'espace
de Bergman du disque unité car c’est & travers lui que nous considérons les
opérateurs de Toeplitz a symbole dans L'(DD, dA). Nous définissons ensuite
I'opérateur de Toeplitz sur ’espace de Bergman et nous discutons les points
de différence entre cet opérateur et celui défini auparavant sur ’espace de
Hardy. Le chapitre 3 traite de la question du produit de deux opérateurs
de Toeplitz. Plus précisement, quand ce produit est-il un opérateur de Toe-
plitz? Nous commencons par exposer les résultats de Ahern et Cuckovié
dans [3], puis ceux de Ahern dans [1| qui donnent la réponse a la question
pour les opérateurs de Toeplitz & symbole harmonique. Nous introduisons
ensuite notre travail sur cette question dans [23] et nous donnons la solution
a cette question pour les opérateur de Toeplitz & symbole quasihomogéne.
Le chapitre 4 discute la commutativité des opérateurs de Toeplitz. Quand le
produit de deux opérateurs de Toeplitz est-il commutatif 7 Nous expliquons
tout d’abord les résultats d’Axler, Cuckovi¢ et Rao dans [8] et [9] concer-
nant la commutativité des opérateurs de Toeplitz & symbole harmonique.
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Puis nous présentons notre contribution a cette question a travers notre tra-
vail dans [24] qui traite de la commutativité des opérateurs de Toeplitz &
symbole quasihomogeéne. Le chapitre 5 est une suite logique du chapitre 4.
En effet nous utilisons les résultats de [24] exposés au chapitre 4 pour ca-
ractériser tous les opérateurs de Toeplitz & symbole général qui commutent
avec un opérateur a symbole quasihomogéne. Nous faisons alors apparaitre
un lien entre la commutativité et la puissance des opérateurs de Toeplitz.
Ceci nous a permis de simplifier les résulats de Cuckovié et Rao dans [18] et
de leur donner une nouvelle interprétation. Nous espérons que ce lien mis a
jour entre la commutativité, les puissances et les racines des opérateurs de
Toeplitz ouvrira la porte a d’autres questions sur le sujet et permettra d’en
élucider certaines encore ouvertes.






Chapitre 1

Opérateurs de Toeplitz sur
I’espace de Hardy

Nous avons choisi de commencer ce chapitre en introduisant les opéra-
teurs de Laurent sur L?*(T). Ces derniers étant en relation étroite avec les
opérateurs de Toeplitz qu’ils permettent dés lors de définir. En effet 'opéra-
teur de Toeplitz sur H?(T) n’est autre qu'un opérateur de Laurent suivi de la
projection de Riesz. Nous dirons que l'opérateur de Toeplitz est la compres-
sion de l'opérateur de Laurent & I’espace de Hardy. Sachant que le produit
de deux opérateurs de Laurent est, d’'une part un opérateur de Laurent, et
d’autre part commutatif, qu’en est-il du produit de deux opérateurs de Toe-
plitz 7 La réponse a cette question a été donnée en 1963 par Brown et Halmos
[13], qui ont su avec élégance donner une caractérisation compléte de la paire
d’opérateurs de Toeplitz dont le produit est un opérateur de Toeplitz ou celle
dont le produit est commutatif. Nous verrons a travers les deux principaux
résultats de [13], Théoréme 1.5.1 et Théoréme 1.6.1, qu’il est rare que le pro-
duit de deux opérarteurs de Toeplitz sur l’espace de Hardy soit encore un
opérateur de Toeplitz. Par le mot « rare », nous voulons dire que le produit
n’est un opérateur de Toeplitz que dans des cas bien particuliers que nous
discuterons plus tard.

Soient T le cercle unité de C et du = % la mesure de Lebesgue normalisée
sur T de sorte que u(T) = 1.

On note par L*(T) l’ensemble des fonctions de carré intégrable sur T par
rapport & la mesure dy. Il est bien connu que L?(T) muni du produit scalaire
défini par

(f.g) = /T fgd

est un espace de Hilbert et que la suite des fonctions (e, ),cz, définies par
en(z) = 2™, est une base orthonormée de L?(T).

11



12 Opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy

On notera par |||z la norme dans L*(T).

1.1 Opérateurs de Laurent

Définition 1.1.1 Soient ¢ une fonction dans L*(T) et D(Lgy) ’ensemble des
fonctions f dans L*(T) telles que le produit ¢ f soit dans L*(T). On appelle
opérateur de Laurent, ou encore opérateur de multiplication, de symbole ¢
sur L?*(T) Uopérateur défini par

Ly : D(Lg) C L*(T) — L*(T)
[ — Lsf =0f.

Il est clair que D(Ly) est dense dans L*(T) puisqu’il contient espace des
fonctions continues & support compact sur T qui lui est dense dans L?(T)

Indiquons un résultat classique des opérateurs de Laurent que nous utili-
serons dans la suite du chapitre.

Proposition 1.1.2 Les assertions suivantes sont équivalentes
i) ¢ est borné surT.
i) D(Ly) = L*(T).
i) Ly est borné sur L*(T).

Preuve :

i) = ii) Il est évident que si le symbole ¢ est borné sur T alors le pro-
duit ¢ f est dans L*(T) avec || f|l2 < ||é]loo]l f]]2 ceci pour toute fonc-
tion f € L*(T).

ii) = iii) Il suffit de montrer que 'opérateur de Laurent, défini cette fois-
ci sur L*(T) tout entier, est fermé puis d’utiliser le théoréme du graphe
fermé pour conclure que Ly est borné. Soit (f,,), une suite dans L*(T)
telle que

{ fo— f en norme ||.||2,

Lyf, — g ennorme ||.|2.

On veut montrer que f € L?*(T), ce qui est évident car L?(T) est
complet, et que g = L, f. Comme (f,,),, converge en norme |||y vers f,
on peut alors extraire une sous-suite (f,,)r de (fn)n telle que (fn,)x
converge simplement vers f p-presque partout. Ceci implique que

b fr, R ¢f p — presque partout. (1.1)

De la méme maniére (quitte & extraire une autre sous-suite) on montre
que
Ly fn, = Ofn, —_ g j—presque partout. (1.2)
— 400
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De (1.1) et (1.2) on déduit que g = ¢f p-presque partout i.e. g = Ly f.

iii) = i) L’astuce de la preuve est due & Morris Schreiber comme le pré-
cisent les auteurs de [13]. Si L, est borné sur L*(T) alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que ||Lyfll2 < ¢||f|2 pour toute fonction f
dans L*(T). En particulier

[oll = l|Lgeollz <cllecfla =¢
et
1%l = 1Ll < cllolls <

En itérant ce procédé n fois, on obtient ||¢"||2 < ¢™ pour tout entier n

positif, ce qui signifie que
/ 21 < 1.
T C

Supposons que u({|%| > 1}) > 0. Il est simple de voir que
¢ ] ¢ 1
{| cl e | c| * m

avec pour tous entiers mso > my

(51 2y e {1 L)

({12 1) = ({1214 1))

Comme par hypothése ,u({|%| > 1}) > 0, il existe un entier mgy > 0 tel

que
u({l% S 14 m%}) > 0.

En notant Ey = {|¢| > 1+ ;L-}, nous obtenons

1
J18duz [ (2> (4 (B, oz,
T C B, C mo

ce qui est absurde car (1 + mLO)Z" —— +o00. Donc |¢(z)| < ¢ pour

n—-—+00
presque tout z € T et par suite ¢ est bornée.
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Remarque 1.1.3 D’une maniére analogue, on peut définir les opérateurs de
Laurent dans L*(D) par

Ly : D(Lg) C L*(D) — L*(D)
f— Lof =0f.

Comme dans le cas de L*(T), Uopérateur de Laurent défini sur L*(D) est
borné si et seulement st son symbole l’est aussi.

Etant donné un opérateur M borné de L?*(T) dans L?*(T), quand est-
il possible d’affirmer que M est un opérateur de Laurent ? Pour répondre a
cette question il faut tout d’abord introduire un opérateur important qui joue
un role vital dans la théorie des espaces de Hilbert, & savoir la translation
bilatérale.

Un opérateur U sur un espace de Hilbert H est appelé translation bila-
térale (communément connue aussi sous le nom du shift bilatéral ; voir [25,
p. 4] et [27]) §’il vérifie les conditions suivantes :

i) U est unitaire i.e. UU* = U*U = I ou [ est l'opérateur identité. En

particulier l'inverse de U est U* et U est une isométrie.

ii) S’il existe un sous-espace fermé L de H tel que d’une part UPL 1 UL
+o0

pour p, g entiers quelconques, p # q et d’autre part H = @U "L.
L’opérateur de Laurent de symbole e; est une translation bilatérale.
Nous avons une premiére caractérisation des opérateurs de Laurent don-
née par le théoréme suivant [13, p. 109].

Théoréme 1.1.4 Un opérateur borné de L*(T) dans lui-méme est un opéra-
teur de Laurent si et seulement s’il commute avec la translation bilatérale L., .

Preuve : Soit Ly un opérateur de Laurent borné sur L?(T). Pour toute
fonction f dans L*(T), on a LgLe, f = ¢e1f = e1¢f = Le, Ly f, ce qui prouve
bien que L, et L., commutent.

Réciproquement, soit M un opérateur borné sur L?(T) commutant avec L., .
On veut montrer I'existence d’une fonction bornée ¢ telle que M = L. Si
¢’était le cas, alors pour tout z € T, on aurait

¢(2) = ¢(2)eo(2) = (Lgeo)(2) = (Meg)(2).
On pose donc ¢ = Megy. Par définition ¢ est dans L?*(T). Par suite, d’aprés
la Proposition 1.1.2, 'opérateur L, défini par :
L¢ . D(L¢) g L2(T) — L2<T)
[ —Lsf=0f
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est fermé & domaine dense. Pour tout entier n, on a :

. Sin >0 alors Me, = ML} eg = Ly Mey = Ly, ¢ = e, = ¢e,, = Lgey,.

. Sin < 0 alors Me, = ML} "eg. Or M et L commutent. En effet
comme ML, = L, M alors, en composant a droite et a gauche par L7,
et utilisant le fait que L., est unitaire, il vient que ML} = L} M. D’ot :

Me, = ML: "eq=L: "Meo = (e_1) "¢ = €,¢ = de, = Lyen.

On en déduit que Me, = Lge, pour tout n € Z. Grace a la linéarité de M
et Ly, on a encore Mp = Lyp pour tout polynéme trigonométrique p (com-
binaison linéaire finie de e,). Puisque L, est fermé a domaine dense et
’ensemble des polynémes trigonométriques est dense dans L?(T), Il vient
que D(Ly) = L*(T) et que Ly, = M sur L*(T). Or par hypothése M est
borné donc Ly est borné et, par la Proposition 1.1.2, ¢ I'est aussi. |

1.2 Matrices de Laurent

Soit ¢ une fonction dans L*(T) et notons par gg(n) le coefficient de Fourier
d’indice n de ¢ :

R s ) d
on) = [ o 5

Le théoréme de Riesz-Fischer d’une part et de Parseval d’autre part affirment
que Papplication de L?(T) dans ¢*(Z), I'espace de Hilbert des suites com-
plexes de carré¢ sommable, qui & toute fonction ¢ lui associe sa suite de coef-
ficients de Fourier (¢(n))nez est un isomorphisme [29, p. 92|. Du coup, tout
opérateur de Laurent borné sur L?(T) peut étre vu comme opérateur borné
de (*(Z) dans lui-méme. En effet il suffit de considérer sa matrice dans la base
orthonormée de (*(Z) qu’on notera (e, )nez ot €, = (...,0,...,1,...,0,...)
et la n-iéme coordonnée vaut 1.
Ceci nous améne 4 introduire les matrices de Laurent [15, p. 3.

Y

Définition 1.2.1 Soit (a,)nez une suite de nombres complexes. On consi-
dere A la matrice bilatéralement infinie suivante :

ap a-1 QA_—92 a_3 Q_4
aq Qo a_1 a_o9 a_3
A= cee a9 aq Qo a_1 a_9
as a9 aq ao a_q
Qg as (05} aq a_o
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dont les éléments d’une méme diagonale sont égauz. La matrice A est appelée
matrice de Laurent.

Quelles sont les conditions sur les coefficients d’une matrice de Laurent
pour que celle-ci définisse un opérateur borné sur ¢%(Z) et donc sur L*(T)?
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que
cela soit vrai [15, p. 3-4].

Théoréme 1.2.2 Soit A = (an)nez une matrice de Laurent. A définit un
opérateur borné sur (*(Z) si et seulement s’il existe une fonction ¢ bornée
sur T telle que (an)nez est la suite des coefficients de Fourier de ¢.

Preuve : Supposons que A définit un opérateur borné sur £%(Z). Soit ® I'iso-
morphisme de L*(T) dans ¢?(Z) qui a toute fonction associe sa série de coeffi-
cients de Fourier. Posons alors ¢ = ®~!(Aep) otteg = (...,0,...,1,...,0,...)
(défini auparavant) est 1'élément de la base orthonormée de ¢?(Z). Si Ly est
I'opérateur de Laurent de symbole ¢ alors sa matrice dans la base orthonor-
mée (e,)nez n'est autre que la matrice A. Or par hypothése, A définit un
opérateur borné sur ¢*(Z). Donc forcément L, est borné et par suite ¢ lest
aussl.
Réciproquement, soit ¢ dans L>°(T) et soit A la matrice définie par :

L B0) H-1) d(-2)
A=| . 61) 60 d(-1)
42 1) ()

Comme le symbole ¢ est borné, l'opérateur de Laurent L, est borné. De
plus sa matrice dans la base orthonormée (e, )ncz de (2(Z) est la matrice A.
Donc A définit bien un opérateur borné sur (%(Z). [

Une deuxiéme caractérisation des opérateurs de Laurent est donnée par
le théoréme suivant [13, p. 92].

Théoréme 1.2.3 Un opérateur borné M de L*(T) dans lui-méme est un
opérateur de Laurent si et seulement si sa matrice dans la base orthonormée
de L*(T) est une matrice de Laurent.

Preuve : Si L, un opérateur de Laurent borné et si A = (a;j); jez est sa
matrice dans la base orthonormée (e,,),cz. Alors

{ Qij = (Lgej, 1) = (dej, e:),

Qi k,j+k = <¢€jek7€k€i> = <¢ej7€fk€k€i> = <<Z5€j; €i>-
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Donc a;; = @ity j+r pour tout k dans Z et A est une matrice de Laurent.

Réciproquement, soit M un opérateur borné sur L*(T) dont la matrice
dans la base orthonormée de L?(T) est une matrice de Laurent i.e. pour tout
couple (i,j) € Z%, (Meji1,e;11) = (Mej, e;). Pour prouver que M est bien un
opérateur de Laurent il suffit, d’aprés le Théoréme 1.1.4, de prouver que M
commute avec la translation bilatérale L., , ce qui est vrai car :

<MLelej7 €i> =

{
(

= (Mej, L¢ i)
(Le,Mej, e;), pour tout (i,5) € Z°.

1.3 Matrices de Toeplitz

Définition 1.3.1 On appelle matrice de Toeplitz toute matrice unilatérale-
ment infinie, définie par une suite de nombres complexes (ay,)nez et ayant la
forme suivante :

apg a_—1 a_9
aq Qo a_q
az ap Qo

Comme dans le cas des matrices de Laurent, il est intéressant de savoir
quand est-ce qu’une matrice de Toeplitz peut définir un opérateur borné
sur (*(Z)? La réponse a cette question a été donnée par le théoréme suivant
de Otto Toeplitz [14, p. 1].

Théoréme 1.3.2 Une matrice de Toeplitz A = (a,)nez définit un opérateur
borné sur (*(Z,) si et seulement s’il existe une fonction bornée ¢ sur T
telle que les nombres a,, (n € Z) sont ses coefficients de Fourier i.e. :

1 2w ) )
ap = —/ o(e?)e ™do, n e 7.
2w Jo

Dans ce cas la norme de l'opérateur engendré par A est égale a

[@lloo := supess,er [o(t)].
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Preuve : Soit ¢ € L*(T) la fonction dont les coeflicients de Fourier sont
les éléments a, de la matrice A et soit L, l'opérateur de Laurent de sym-
bole ¢. On sait que L, est borné si et seulement ¢ est aussi borné, auquel
cas || Lg|| = ||¢]|co. On note par M, la matrice de 'opérateur L, dans la base
orthonormeée (e, )nez de (*(Z) :

apg a_—q aQ_o9 QA_3 Q_4
aq Qo a_1 Qa_o9 Q-3
M¢ = (05} aq Qo a_1 Qa_9
as (05} aq a_og a_1
ay as a9 aq Qo

D’aprés le Théoréme 1.2.2, My définit un opérateur borné sur (%(Z) si et
seulement si ¢ € L>(T) et dans ce cas ||My|| = ||¢||- Par ailleurs on re-
marque que la matrice A n’est autre que le quart inférieur droit de la matrice
My ; autrement dit, si on note par P, la projection orthogonale de (?*(Z)
dans (*(Z) alors A = P, M,. Ceci implique que si ¢ € L>=(T) alors

AT < [[Mg]| = [@loo- (1)

Réciproquement, on suppose que A définit un opérateur borné sur ¢2 (Z4).
Pour tout entier positif n, on considére S, la projection de ¢*(Z) dans (*(Z)
définie par :

Sn : (tk)kEZ I ( .. ,O, ce ,t,n,t,nJrl, RN ,to,tl,tg, . )

La matrice de l'opérateur S, M,.S,, dans la base orthonormée (e_,,;);>0 de Im S,
résulte de la matrice M, en supprimant toutes les lignes et les colonnes d’in-
dices {—(n+1), —(n+2),...}; elle n’est autre alors que la matrice A, ce qui
montre que :

|A]| = ||SnMySy||, pour tout n € N. (%)

D’autre part il est clair, par définition méme de S, que la suite (S,).>0
converge fortement vers 'opérateur identité de £*(Z) quand n tend vers +oc.
Ceci implique que (S, MySy,)n>0 converge fortement vers M, et donc :

| M| < liminf 15,0, | (%)

Les relations (%) et (#x) impliquent que :

M| < I A]l, (2)
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et alors, par le Théoréme 1.2.2, les a,, sont les coefficients de Fourier d’une
fonction ¢ bornée sur T.

Finalement la matrice A = (a,)nez définit un opérateur borné sur (*(Z, )
si et seulement s’il existe ¢ € L>(T) telle que pour tout entier n, g/g(n) = ay,
et dans ce cas les égalités (1) et (2) donnent que ||A|| = ||¢|co- [ |

1.4 Opérateurs de Toeplitz

Définition 1.4.1 L’espace de Hardy H*(T) est l’espace des fonctions ¢ dans
L*(T) telles que ¢(n) = 0 pour tout n < —1.

L’espace de Hardy H?(T) est un sous-espace fermé de L*(T) ayant (e,)nez,
pour base orthonormée. Notons par P, la projection orthogonale de L?(T)
dans H*(T) dite aussi projection de Riesz.

Définition 1.4.2 Soit L, un opérateur de Laurent borné sur L*(T). On ap-
pelle opérateur de Toeplitz de symbole ¢ et on note Ty l'opérateur défini par :

T,: H¥(T) — H*(T)
[ — PiLyf =PL(of)

L’application qui a toute fonction bornée ¢ associe I'opérateur de Toe-
plitz T} est injective. En d’autres termes, si T = 0 alors nécessairement ¢ =
0. En effet, si pour toute fonction f dans H?(T), T, f = 0 alors en particulier
Tye, = 0 pour tout entier n > 0, ol les e, sont les éléments de la base ortho-
normée de H2(T). Si ¢ = 3" a;e; est le développement en série de Fourier
de ¢ ou a; = (¢, e;) alors pour tout entier positif n le développement en série
de Fourier de ¢e,, est ¢e, = Zfz a;eiin. Dire que Tye,, = Py (¢e,) = 0 pour
tout entier positif n revient a dire que les a; sont tous nuls pour ¢ > —n. On
en déduit donc que a; = 0 et ceci pour tout ¢« € Z et donc ¢ est nulle.

Nous allons voir dans le prochain chapitre que cette propriété reste vraie
pour les opérateurs de Toeplitz définis sur 'espace de Bergman L2(D).

Nous avons trouvé judicieux d’insister dans la remarque suivante sur le
lien qui existe entre les opérateurs de Laurent et de Toeplitz.

Remarque 1.4.3 i) Soit H un espace de Hilbert, IC un sous-espace fermé
de 'H et P la projection orthogonale de H dans IC. Considérons deux
opérateurs S de H dans H et'T' de K dans H. On dit que S est une dila-
tation de T' (ou encore que T est une compression de S) si Tf = PSf
pour tout élément f de K. En particulier si H est l’espace L*(T), K
est l'espace H?(T), P est la projection de Riesz Py, S est 'opérateur
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de Laurent Ly et T est lopérateur de Toeplitz Ty, alors Ly est une
dilatation de Ty. On a l'identité fondamentale suivante :

P TyP f =P LyP.f

pour toute fonction f dans L*(T).

i1) Pour tout couple de fonctions f et g dans H*(T) on a :

(Lofrg) = (Tsf, 9)-

En effet comme f et g sont dans H*(T) et P; = Py, on a tout de suite
que :

<L¢fﬂ g> = <L¢f> P+g> = <P+L¢f7 g> = <T¢fvg>

iii) L’opérateur Ty est positif si et seulement si Ly est positif. En effet,

comme
<T¢f7f> = <L¢f7f>
pour toute fonction [ € H*(T), il vient que :

(Tsf.f) =0, Vf € HY(T) <= (Lysf,f) >0, Vf € H*(T).
Maintenant il suffit de monter [’équivalence suivante
(Lgf, f) >0, Vf € HT) <= Ly est positif.

Pour tout n € Z, on rappelle que l'opérateur L7 est unitaire. D ot pour
toute fonction f € H*(T) et tout entiern € Z :

<L¢f7 f) >0 <L21L¢fv L;f) > 0.

Mais, d’apres le Théoréme 1.1.4, Ly commute avec L.,. Donc pour
toute fonction f € H*(T) et tout entiern € Z on a :

(Lof, [) 20 = (L{ Lo f, L f) 20 <= (LyLg, f, L7, f) = 0.
En particulier si f = eq, on obtient que :
(Lgen,en) >0, VneLZ.

Or le sous-espace engendré par les {e, }nez est dense dans L*(T), d’ou
(Lo f, f) = 0 pour toute fonction f € L*(T), ce qui est équivalent a dire
que Ly est un opérateur positif sur L*(T).

Regardons maintenant les propriétés élémentaires de 1'opérateur de Toe-
plitz.
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Propriétés 1.4.4 a) L’opérateur identité I de H*(T) est l’opérateur de
Toeplitz de symbole ey (la fonction constante qui vaut 1 sur T) et
l’opérateur nul est [’opérateur de Toeplitz de symbole 0.

b) L’opérateur de Toeplitz est linéairement dépendant de son symbole i.e.
si (o, 3) € C* et si ¢ est une fonction bornée alors Toyrp = Ty + (I

¢) L’adjoint d’un opérateur de Toeplitz T, est l'opérateur de Toeplitz de
symbole ¢, le conjugué de ¢. En effet soient f et g deux fonctions
dans H?(T). D’apres le point iii) de la Remarque 1.4.3 on a

<f7 T¢g> = <f7 L¢g>
Or l’adjoint de "opérateur Ly est Ly alors

(f,Tsg) = (Lgf, 9)-

Par le méme argument on a

<f7 T¢g> = <Tq§f7 g>7

et ceci pour toutes fonctions f et g dans H*(T). Ce qui prouve bien

que T3 =1T5.
d) L’opérateur de Toeplitz T, est hermitien, c’est-a-dire Ty =1y, si et
seulement si ¢ = ¢. En d’autres termes l'opérateur de Toeplitz est

hermitien si et seulement si son symbole est réel.

e) La matrice d’un opérateur de Toeplitz dans la base orthonormée de H*(T)
est une matrice de Toeplitz. En effet, soit (aij)ijcz, la matrice d’un
opérateur de Toeplitz T, dans la base orthonormée (ey)nez, de H*(T),
alors pour tout entier positif k on a :

Qitkjrk = (To€jtk, €itk) = (P€jr, €irn) = (D€, €) = (Tpej, €;) = aij.

Comme on vient de le voir dans la propriété précédente, la matrice d’un
opérateur de Toeplitz, dans la base orthonormée (e,,)nez, de H*(T), est une
matrice de Toeplitz. Dans [26], Nikolski définit (Définition 4.1.1, p. 243) les
opérateurs de Toeplitz comme étant les opérateurs bornés sur H*(T) dont la
matrice dans la base orthonormée (e,),>o est une matrice de Toeplitz, puis
il montre (Théoréme 4.1.4, p. 244) que tout opérateur de Toeplitz sur H?(T)
est de la forme donnée par la Définition 3.16.

Le théoréme suivant [13, p. 93| montre que si la matrice d'un opérateur
borné sur H?(T) est une matrice de Toeplitz alors nécessairement cet opéra-
teur est un opérateur de Toeplitz.

Théoréme 1.4.5 Tout opérateur borné sur H*(T), dont la matrice dans la
base orthonormée de H*(T) est une matrice de Toeplitz, est un opérateur de
Toeplitz.
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Preuve : Soit T un opérateur borné sur H*(T) tel que
<T6j+1, €i+1> = <T€j, 6i> VZ,] Z 0.

Pour tout entier n > 0, on considére 'opérateur 7;, = L:TTPJFLZI défini et
borné¢ de L?*(T) dans L?*(T). Pour tout couple (4, ) d’entiers positifs, on a :

(Thej,ei) = (Lt TPyL e e;)
= <TP+LZ1 6]', L?l €i>
<TP+€j+nv ei+n>
(T€jyn, Citn)
= <T6j, 67;>.

Si i et j sont tous les deux négatifs, il existe toujours un entier positif NV tel
que pour tout entier n > N, les entiers ¢ + n et j + n soient tous les deux
positifs et donc

<Tn6ja €i> = <TP+ej+na €i+n> = <Tej+n7 €i+n>‘

Puisque la matrice de T est une matrice de Toeplitz, le terme & droite dans
I’égalité précédente est indépendant de n. Il vient alors que pour tous ¢ et j
dans {0,£1,£2,4...}, la suite ((T,e;,e€;))n>0 est constante & partir d'un
certain rang et donc convergente. Par conséquent, si p et ¢ sont deux poly-
nomes trigonométriques alors la suite ((7,,p, ¢))n>0 est convergente. Comme
'ensemble des polynoémes trigonométriques est dense dans L?(T), alors pour
tout couple de fonctions f et g dans L*(T) la suite ((T}.f, g))n>0 €st conver-
gente. Ceci implique que la suite (T}, f),>o converge faiblement dans L*(T).
On note T, f sa limite faible.
L’opérateur T, défini de la maniére suivante :

Ty : L*(T) — L*T)
[o— Tuf

ou Ty f est la limite faible de (7,,f),>0 dans L*(T), est un opérateur borné.
En effet la convergence faible de (75, f),>0 vers T., f implique que :

1T ll2 < lim inf [T, f .

or liminf,, |75, fll2 < [ITl[|fll2, car [ To]l < 1.
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Pour tous 4,j € {0,£1,+2,+...} ;ona:

(Toej, €;) = nl_igloo (Thej, e:)
= lim (LITP.Lfc; )
= lim  (LITTPL e )
= lim (L "TPL €ji1,€i11)
= ngrfoo (Thejt1,€it1)
(T:

oo€]+17 ez+1>

ce qui prouve que la matrice de 'opérateur 7T,,, dans la base orthonormée (e, )nez
de L?*(T) est une matrice de Laurent et donc, par le Théoréme 1.2.3, I'opé-
rateur T, est un opérateur de Laurent.

Pour tout couple d’entiers positifs (k,7), on a :

(PiToej, er) = (T'wej, er)
= lim (LE'TP.L! ej,er)
= lim (TP L” e, L7 ey)
= lm (TPi€jin, €xin)
= ngrlloo (T€jins €hin)
= (Tej, ex).

Puisque I'ensemble des polynémes trigonométriques est dense dans H?(T),
on déduit du calcul précédent que, pour toute fonction f dans H?(T)

P.Tof=TF.

Grace a la Remarque 1.4.3, on conclut que T est une compression a H?(T)

de 'opérateur de Laurent T, et donc T est un opérateur de Teoplitz.
[ |

La matrice d'un opérateur de Toeplitz défini sur ’espace de Bergman
L?(D) n’est pas forcément une matrice de Toeplitz, sauf s’il s’agit de 'opéra-
teur nul ou de 'opérateur identité de L?(ID). Du coup la caractérisation des
opérateurs de Toeplitz donnée par le théoréme précédent n’est plus valable
pour les opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Bergman.

Remarque 1.4.6 Soit (a;;)ij>0 la matrice d’un opérateur de Toeplitz T,.
Comment peut-on récupérer le symbole ¢ a partir de cette matrice ¢ En effet
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pour tout couple d’entiers positifs (i,j), on a :
aij = (Tgej, e:) = (0€;, €i) = (¢, €ij).

Ceci nous permet d’avoir les coefficients de fourier de ¢ puisque :

{ oi) = (Tseo,er) = aig

~

o(—j) = (Tyej,e0) = ag;-

Donc le symbole ¢ est la fonction dont les coefficients de Fourier d’indice
positif sont les termes de la 0-iéme colonne et ceux d’indice négatif sont les
termes de la 0-iéme ligne. L’unicité de ¢ est assurée grace a l'unicité des
coefficients de Fourier.

Corollaire 1.4.7 L’opérateur de Toeplitz sur H*(T) est compact si et seule-
ment si son symbole est nul.

Preuve : Soit T, un opérateur de Toeplitz compact. Pout tout entier k € Z
et tout entier n > 0 telsquen+k >0, on a:

<T¢)€n7 en+k> = <¢€n7 en+k> = <¢7 €k>'

D’autre part, puisque la suite de fonctions (e, ),>o converge faiblement vers 0
et comme par hypothése T} est un opérateur compact, alors (Tye,, ),>o converge
en norme |.|[2 vers 0. D’oit pour tout € > 0, il existe N, € N tel que pour
tout n > N, on a :

I Tyealz < e

Soit € > 0. Pour tout entier k € Z, si on prend n > sup{N., —k}, on voit
que R
[0(B)| = (¢, )| = [(Toen, ensi)| < [[Toenll2 <,

d’ou a(k) = 0 pour tout k € Z et donc ¢ est 'application identiquement
nulle.

Réciproquement, si le symbole est nul alors 'opérateur de Toeplitz est
nul sur H%(T) et donc compact. |

Remarque 1.4.8 Un opérateur de Toeplitz défini sur ’espace de Bergman
peut étre compact sans que son symbole soit nul. En effet, nous allons voir
a travers la Proposition 2.3.2, que si le symbole est une fonction a support
compact sur D alors l'opérateur de Toeplitz associé est compact.

La convergence faible établie dans la preuve du Théoréme 1.4.5 est, en
réalité, une convergence forte comme le prouve le théoréme suivant.
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Théoréme 1.4.9 Si ¢ est une fonction dans L>°(T), alors la suite des opé-
rateurs (LY Ty Py L), tend fortement vers Ly quand n tend vers +oo.

Preuve : Par définition de T et puisque L., est unitaire, on a :
LTy PL Ly = L P LyPy LY = (L' Py L7 ) (L L L ) (Ly Py Ly ).
Pour tout 7 € Z, il existe un entier N tel que Vn > N :
i1+n>0
Dans ce cas :
LIPLLY €= L' Preiyn = L'ein = €,

c’est & dire que pour tout ¢ € Z, (L;" P, L7 e;), tend en norme ||.[[2 vers e;.
Comme le sous-espace engendré par les (e;);cz est dense dans L?(T) et
comme L}" P, L} est borné pour toute n on en déduit que la suite (L;" P, L7, ),
tend fortement vers 'opérateur identité de L?(T).

D’autre part puisque Lg4 est un opérateur de Laurent, il vient d’aprés le
Théoréme 1.1.4, que Ly et L., commutent. Comme L., est unitaire, on a
bien que pour tout n > 0 :

LI LgLy = Lg.
Ces deux arguments permettent de conclure que (L% TyP, L ), tend forte-

ment vers L. |

Remarque 1.4.10 Le théoreme précédent permet aussi de démontrer que
1T6[l = | Zoll = l¢llo-
En effet, par définition méme de l'opérateur de Toeplitz, il évident que :
1T6]l = 1P+ Lol < [|Loll- (%)
D’apres le Théoreme 1.4.9, on a :

LY TP LY f —— Lgf, pour toute fonction f € L*(T). (1.3)

D’autre part, il est clair que :
ILe, To P L, | < 1Tyl (1.4)
Les arguments (1.3) et (1.4), moyennant le théoréme de Banach-Steinhaus
[12, p. 17], impliquent que :
1Zo]| < liminf || L, TP L7 | < (1T ()

Enfin (x) et (+x) donnent ||Ty| = || Loll = l|¢]l-
Par conséquent, on redémontre que Uapplication ¢ —— T}, est injective.
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Un opérateur V sur un espace de Hilbert H est appelé translation unila-
térale (voir |25, p. 2|) s’il vérifie les conditions suivantes :
i) V est une isométrie i.e. V*V =1 ou I est Popérateur identité.

ii) Il existe un sous-espace fermé L de H tel qu’on ait V"L L L, pour
“+oo

tout entier n > 1, et H = EBV”L.

0

L’opérateur de Toeplitz de symbole e; est une translation unilatérale. En
effet, il est clair que pour tout couple de fonctions (f,g) € H*(T) x H?*(T)
on a:

(Te, [, Teyg) = (enf,erg) = (f,ere1g) = (f,e_1e19) = (f, 9).

Pour le sous-espace L de H?(T), il suffit de prendre le sous-espace engendré
par le vecteur ey de la base orthonormée de H?(T).

La translation unilatérale est pour les opérateurs de Toeplitz ce que la
translation bilatérale est pour les opérateurs de Laurent.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer une deuxiéme caractéri-
sation des opérateurs de Toeplitz [13, p. 95] qui fait intervenir la translation
unilatérale T¢,. Ce résultat est analogue au Théoréme 1.1.4.

Théoréme 1.4.11 Un opérateur borné T sur H?(T) est un opérateur de
Toeplitz si et seulement s1 T TTe, =T

Preuve : Grace au Théoréme 1.4.5, on sait que 71" est un opérateur de Toe-
plitz si et seulement si pour tout couple d’entiers positifs (7, j), on a :

(Tejir,eir1) = (Tej, e;).
Or :
€ji+1 = P+€16j = P+L61€j = Telej.
D’ou :
<T6j+1a 6i—l—l> = <TT61 ej7Te1ei> = <Te*1TT€1€j7 €i>'

Comme le sous-espace engendré par les (e,),>0 est dense dans H?(T), on a
donc bien T TT,, =T sur H*(T) . |

Remarque 1.4.12 ][] est important de signaler que [’opérateur de translation
unilatérale T, n’est pas unitaire. De la la différence entre les conditions né-
cessaires et suffisantes données par le Théoréme 1.1.4 et le Théoreme 1.4.11
a savoir :

L.,T=TL.,, <= T estun opérateur de Laurent,
T;TT., =T <= T estun opérateur de Toeplitz.
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Dans H?(T), une fonction est dite analytique (resp. anti-analytique) si
ses coefficients de Fourier d’indice négatif (resp. ses coefficients de Fourier
d’indice positif) sont tous nuls. Un opérateur de Toeplitz est dit analytique
(resp. anti-analytique) si son symbole est analytique (resp. anti-analytique).

Théoréme 1.4.13 Soit T, un opérateur de Toeplitz borné sur H*(T). T,
est analytique (resp. anti-analytique) si et seulement s’il commute avec la
translation unilatérale T,, (resp. avec T}, ).

Preuve : Si Ty est un opérateur de Toeplitz analytique, c’est-a-dire ¢ €
H>(T) ou H>(T) est I'ensemble des fonctions analytiques qui sont bornées
sur T, alors pour toute fonction f dans H?(T), on a

TyTe,f = ToPrlenf) = Pi(gerf) = derf = erof = 1., Ty f.

Donc TyT,, = T., T, sur H*(T).
Réciproquement, soit 7T un opérateur de Toeplitz borné qui commute
avec T,,. Pour tout entier n > 1, on a

(1) = (B, e-n) = (den, €0) = (Tyen, €o).

D’ou
¢p(—n) = (Tyen, €o)
= (TuT €0, €0)
= <Te7§ T¢€0, €0>
= <T¢€0, Te*ln 60).
Or

%
Teleo = T87160 = P+L671€0 = P+€_1 = O,

car pour tout entier n > 0, (e_y,e,) = 0. Ceci prouve que les coefficients de
Fourier d’indice négatif de ¢ sont tous nuls et donc 7}, est bien un opérateur
de Toeplitz analytique. R

Si ¢ est anti-analytique, c’est-a-dire si ¢(n) = 0 pour tout entier positif n,
alors ¢ est analytique. Il vient que si T, est anti-analytique alors son adjoint
T} = Ty est analytique et donc, moyennant ce qui précéde, TT., = T¢, T}.
Par passage a I’adjoint, on obtient que 77Ty = T4T7 . |

Remarque 1.4.14 La matrice de Toeplitz d’un opérateur de Toeplitz ana-
lytique (resp. anti-analytique) dans la base orthonormée (e,)nez, de H?(T)
est une matrice triangulaire inférieure (resp. triangulaire supérieure).
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1.5 Produits d’opérateurs de Toeplitz sur I'es-
pace de Hardy

Il est clair que si ¢ est une fonction dans H>°(T), alors 'opérateur de
Toeplitz Ty n’est autre que I'opérateur de multiplication par ¢ sur H*(T).
Du coup, si ¢ € L*(D) et v € H*(T) alors pour toute fonction f dans
H?*(T), on a

TTyf =Ts(Wf) = Pr(ovf) = Ty f.

Donc le produit 7,7y est Popérateur de Toeplitz de symbole ¢¢p. Maintenant

si ¢ est anti-analytique i.e. ¢ est analytique et si ¢ est bornée alors pour
toute fonction f € H*(T), on a

(TyTy)" = TyTs = Ty = (Tpy)"

Donc T¢T¢ = T¢¢.

En resumé, si ¢ est anti-analytique, bornée ou si 1 est analytique alors
le produit 7,7} est un opérateur de Toeplitz de symbole ¢p. On appelera
le cas trivial le fait de se retrouver dans I'une ou l'autre des deux situations
précédentes.

La question est donc de savoir quand est-ce que le produit de deux opéra-
teurs de Toeplitz est un opérateur de Toeplitz? En effet, ’ensemble des opé-
rateurs de Toeplitz n’est pas du tout stable par multiplication. En d’autres
termes, si Ty et T, sont deux opérateurs de Toeplitz bornés alors le pro-
duit TyT,, n’est pas en général un opérateur de Toeplitz.

Le théoréme suivant di & Brown et Halmos [13, p. 96|, donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs de Toe-
plitz sur H?(T) soit un opérateur de Toeplitz et montre que cela n’arrive que
dans le cas trivial.

Théoréme 1.5.1 Soit ¢ et ¢ deux fonctions bornées sur T. Le produit T,T,
est un opérateur de Toeplitz si et seulement si ¢ est anti-analytique ou st
est analytique. Si cette condition est satisfaite alors TyTy = Tyy.

Preuve : Soient (a;—;); j>0, (bi—j)ij>0 €t (¢ij)ij>0 respectivement les matrices
de Ty, Ty et TyT,, c’est-a-dire que pour tout n € Z, les a,, sont les coefficients
de Fourier de ¢ et les b, sont ceux de 1. Pour tout couple (i,j) d’entiers
positifs, on a

—+o00 “+00

Cij = E ai—kbr—j et cip1 41 = aip1b_j 1 + E a;—by—j,
k>0 k>0
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c’est-a-dire que
Cit1,j+1 = Cij + Qip1b_j_1.

Il vient que pour tous entiers positifs i et j
si Ci+1,j+1 = Cij alors CLiJrlb,j,l = 0.

Si la matrice (c¢;;); ;>0 est une matrice de Toeplitz, et donc d’aprés Théoréme
1.4.5 le produit T,T, est un opérateur de Toeplitz, alors a;4; = 0 pour tout
entier positif ¢ ou b_;_; = 0 pour tout entier positif j, ce qui est équivalent
a dire que gg(n) = 0 pour tout entier n > 1 i.e. ¢ est anti-analytique, ou
@(n) = 0 pour tout entier n < —1 i.e. ¥ est analytique.

Réciproquement si 1) est analytique alors T}, est 'opérateur de multipli-
cation par ¢ et donc pour toute fonction f dans H?(T) :

ToTyf =To(Vf) = Pr(ovf) = Ty f-
Si ¢ est anti-analytique alors son adjoint ¢ est analytique et alors :
(ToTy)* = T5T5 = Tyg = (Tsy) ",

et par un deuxiéme passage a I’adjoint, on obtient que T, T3 = Ty |

Le corollaire suivant montre clairement que ’ensemble des opérateurs de
Toeplitz sur H%(T) n’a pas de diviseurs de zéro.

Corollaire 1.5.2 Le produit de deuz opérateurs de Toeplitz est nul si et
seulement si l'un des facteurs est nul.

Preuve : Soit ¢ et ¢ deux fonctions bornées telles que 74T, = 0. Comme
I'opérateur nul est un opérateur de Toeplitz alors, d’aprés le théoréme précé-
dent, ou ¢ est anti-analytique ou v est analytique ; de plus ¢v» = 0. Si ¢ était
analytique et non identiquement nulle (donc ¢ € H*(T)) alors 1’ensemble
des zéros de 1 serait de mesure nulle et dans ce cas ¢ = 0 impliquerait que
la fonction ¢ serait nulle presque partout sur T et donc T} = 0. ]

Remarque 1.5.3 Cette question de diviseurs de zéro, pour l'opérateur de
Toeplitz sur l’espace de Bergman, est encore une question ouverte. Dans le
Théoreme 3.2.2/ je présente le dernier résultat a ma connaissance qui traite
de cette question.

Corollaire 1.5.4 Si T, est un opérateur de Toeplitz inversible sur H?(T)
alors son inverse est un opérateur de Toeplitz si et seulement si ¢ est analy-
tique ou si ¢ est anti-analytique.
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Preuve : Notons par T ! Tinverse de I'opérateur Ty S1T, ! est un opérateur
de Toeplitz, i.e. 8il existe une fonction bornée ¢ telle que T ''=T,, alors :

TyTy =TyTy =1="T,,.
D’ou d’aprés le Théoréme 1.5.1

¢ est anti-analytique ou 1) est analytique (%)
et
¢ est analytique ou ¢ est anti-analytique. ()

Si ¢ n’est pas anti-analytique alors, d’aprés (xx), 1 est analytique et comme v
est supposée non constante alors forcément elle n’est pas anti-analytique et
donc par (%), ¢ est analytique.

Réciproquement, si ¢ est analytique alors, d’aprés le Théoreéme 1.4.13, T,
commute avec T,, et on a alors

T, ' TyT., =T, 'T., T}
En composant & droite par T ! dans ’équation précédente, on obtient
-1 —1
.7, =T, T,.

Ceci prouve bien que T ! est un opérateur de Toeplitz analytique.

Si ¢ est anti-analytique alors ¢ est analytique et d’aprés ce qui précéde
on a
T;Tel = TelT;.

Par passage a ’adjoint dans cette égalité, on a bien que

* -1 — 1%
T61T¢ :T¢ Tz

Donc, grace au Théoréme 1.4.13, T 1 est un opérateur de Toeplitz anti-
analytique. ]

Il découle de ce corollaire que les seules matrices de Toeplitz inversibles
sont les matrices triangulaires.

Corollaire 1.5.5 Un opérateur de Toeplitz Ty est une isométrie si et seule-
ment si ¢ est analytique et |¢| est la fonction constante eq.

Preuve : Si T, est une isométrie alors T;Ty = 15T, = I. D’ou d’apres le
Théoréme 1.5.1, ¢ est analytique ou ¢ est anti-analytique (i.e ¢ est analy-
tique) et |¢|? = ¢¢ = ey car 'opérateur I n’est autre que T,,.
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Réciproquement si ¢ est analytique et ¢¢ = e, alors
TyTy =TTy =T, =Te, = 1.

Donc Ty est une isométrie. |

Corollaire 1.5.6 Les seuls opérateurs de Toeplitz unitaires sont les opéra-
teurs de multiplication par un scalaire de module 1.

Preuve : 51 Ty est un opérateur de Toeplitz unitaire alors Ty et T sont tous
les deux des isométries. D’ou, d’aprés le corollaire précédent, ¢ est analy-
tique, ¢ est analytique et |¢| est la fonction constante ey. Donc ¢ est constante
et |¢] = 1. [ |

Corollaire 1.5.7 Les seuls opérateurs de Toeplitz idempotents sont [’opéra-
teur nul et l’opérateur identité.

Preuve : Un opérateur de Toeplitz Ty est idempotent si T, = (T¢)2 . Dans
ce cas Ty(I —Ty) = 0. Il vient donc d’apres le Corollaire 1.5.2 que, T}, est ou
bien est nul, ou bien égal & I. |

Ce corollaire permet de redémontrer que le produit T¢, T} n’est pas un
opérateur de Toeplitz. En effet si T, T7 était un opérateur de Toeplitz et
puisque T, T*T, T* =T, T*, il serait alors un Toeplitz idempotent. Donc

€1—-e1 €17 e1 €1-ey?
ou T, T = I, ce qui est absurde car il est facile de voir par exemple
que Te, T} eg = 05 ou T, T} = 0, ce qui est évidemment faux puisque ni 7T,

ni son adjoint n’est nul.

1.6 Commutativité des opérateurs de Toeplitz
sur H*(T)

Nous nous intéressons maintenant a la question de la commutativité de
deux opérateurs de Toeplitz sur H?(T). Si ¢ et ¢» sont deux symboles analy-
tiques bornés alors T}, et Ty sont deux opérateurs de multiplication sur H?(T)
respectivement par ¢ et 1 et donc ils commutent. Par ailleurs si ¢ et ¢ sont
tous les deux anti-analytiques alors

(TyTy)" =TTy = TyTy = (T, Ty)

et donc T,T, = TyTy. Comme dans le cas du produit des deux opérateurs
de Toeplitz, on appelera, ces deux situations précédentes, le cas trivial.
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Considérons maintenant 'opérateur de translation unilatérale 7., et son
adjoint T . Comme la translation unilatérale est une isométrie on a 77 T¢, =
I.Or 1} T, 1T, =1 # T,1T;. Dou, d’apres le Théoréme 1.4.11, T, T}
n’est pas un opérateur de Toeplitz et donc 17 T¢, # T¢, T} .

A travers cet exemple, il est clair que le produit de deux opérateurs de
Toeplitz n’est pas toujours commutatif. Nous allons voir quelques lignes plus
loin, grace au théoréme suivant de Brown et Halmos [13], que cela n’est

possible que rarement.

Théoréme 1.6.1 Deux opérateurs de Toeplitz sur H*(T) commutent si et
seulement s’ils sont tous les deux analytiques, ou s’ils sont tous les deux
anti-analytiques ou si l'un est une fonction affine de ’autre.

Preuve : Soit T} et T, deux opérateurs de Toeplitz bornés tels que
TyTy =TyTy.

Notons par (ai,j)iﬂ'zo, (bi7j>i,j20, (Cij>i,j20 et (dij)i,jZO, respectivement les
matrices de Ty, Ty, TyTy et T,T,. Pour tous entiers positifs ¢ et j, on a

Cit1,j+1 = Qip1b_j_1 + ¢
et
dit1j+1 = a—j—1bip1 + dij

Comme T}y et T}, commutent alors nécessairement c;; = d;;. Donc
(li+1b_j_1 == a_j_lbi+1 VZ,j Z 0. (*)

11 suffit maintenant de montrer que si I'égalité (x) est vraie alors nous sommes
forcément dans 1'une des trois situations suivantes :

(1) ¢ et 1) sont tous les deux analytiques.
(2) ¢ et 9 sont tous les deux anti-analytiques.
(3) Il existe deux constantes a et § dans C telles que T, = aTy, + 8T, .

Supposons que 1'égalité (x) soit vraie et que les deux situations (1) et (2)
soient fausses. Alors, ou ¢ est égale & une constante ¢ auquel cas ¢ = 0.9 + ¢
et nous sommes donc dans la situation (3), ou il existe un ig > 0 et jo > 0

big+1

tels que a;o+1 # 0 et a_jo—1 # 0 . Si c’est le cas alors, en posant A = .
20

on obtient & partir de 1'égalité (%) que :

biv1 = At Vi > 0,
et
b,j,1 = )\CL,J',1 \V/j > 0.
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Ainsi, les matrices des deux opérateurs de Toeplitz AT}, et T}, différent seule-
ment par leurs diagonales principales (la premiére a Aay sur sa diagonale
principale alors que la seconde a by sur sa diagonale principale). Donc

T¢ —bol = )\(T¢ - CLQ[) i.€. T¢ = )\T¢ + (b() — )\CLO)[.

Réciproquement si ¢ et 1 sont tous les deux analytiques (resp. anti-
analytiques) alors les deux opérateurs Ty et Ty, (resp. leurs adjoints T et
TE) sont les opérateurs de multiplication respectivement par ¢ et i (resp.
par ¢ et ¢) et donc commutent (resp. leurs adjoints commutent et donc eux
aussi commutent).

S’il existe deux nombres complexes a et 3 tels que ¢ = ap+ 3 alors grace
a la linéarité de 'opérateur de Toeplitz par rapport & son symbole et parce
que Ty commute avec lui-méme et avec I'identité, on a bien que T} et T}
commutent. ]

Corollaire 1.6.2 Les seuls opérateurs de Toeplitz normauz sont les combi-
naisons lineaires finies d’opérateurs de Toeplitz hermitiens.

Preuve : Si T, un opérateur de Toeplitz normal i.e 15T, = TyTy alors
d’aprés le théoréme précédent, deux possibilités se présentent :

¢ est a la fois analytique et anti-analytique
ou
T} est une fonction affine de T

ce qui est équivalent a

¢ est constante sur T
ou
T} est une fonction affine de T3

Si ¢ est égale a une constante c sur T alors Ty = ¢/ et 'opérateur identité /
est hermitien.
S’il existe un couple (a, 3) € C? tel que

T, = a5+ B,
alors , par injectivité de 'application ¢ —— T}y, on a
¢ = ag+ B.
En décomposant ¢ en partie réelle et partie imaginaire, on obtient que

Ro +iSp = a(Rep — iSP) + 5.
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Donc

(1+ a)iSp = (o — )Re + 5.

i%¢:(a_i)%¢+—ii—

Sia+1+#0, alors

a+1 a1’
ce qui implique que
2c o)
— R+ 2
¢ (Cl/ + 1> o+ oa+1
et donc 9 5
a
Ty = (== ) T+ — 1.
¢ at+1/) " * a+1
Or Ty, est hermitien car ¥¢ est une fonction réelle. Maintenant si v = —1
alors 5
Rp = —
¢ 2
et donc
30

T¢ - ZTg¢ + 7[,

ot T4 est hermitien. |



Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur
I’espace de Bergman

Nous commengons ce chapitre par rappeler la topologie de A(D) I'espace
vectoriel des fonctions analytiques sur D. A4 (D) est muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact. Dire que la suite f,, converge vers f
signifie que, pour tout compact I de D, et tout ¢ > 0 il existe N tel que,
sin> N,

fu(z) = f(2)| < (z€K).

Nous allons voir que ’espace vectoriel topologique A(D) est métrisable. Soit £,
une suite exhaustive de compacts de D, c’est-a-dire que KC,, C K11, et que
tout compact de D est contenu dans I'un des /C,,. On pose, pour f et g dans

A(D),

My(F) = sup [£(2)], 6(F) = 3 = inf(Ma(£), 1), d(f. 9) = 6(f — g).

z€Kn n—1 2n
Alors d est une distance sur A(D) et la topologie définie par cette distance
est la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Nous rappelons le théoréme suivant de Weierstrass.

Théoréme 2.0.3 Si fi est une suite de fonctions analytiques dans D qui
converge uniformément sur tout compact, sa limite f est analytique. De
of

plus, % converge vers z; uniformément sur tout compact.

Ce théoréeme a les conséquences suivantes :
- A(D) est fermé dans C(DD), espace des fonctions continues muni de la
convergence uniforme sur les compacts.

35
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- A(D) est complet, c’est donc un espace de Fréchet. Rappelons qu'un
espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique qui est localement
convexe, métrisable et complet.

2.1 Noyaux reproduisants

Un espace hilbertien de fonctions analytiques sur I est un sous-espace H
de A(D) qui est muni d’une structure de hilbert telle que I'injection

H — A(D)

soit continue, ce qui se traduit par la propriété suivante : pour tout com-
pact K C D il existe une constante ¢ = ¢(K) telle que

VieH, Vze K, [f(2)] </l

Un tel espace posséde un noyau reproduisant. L’espace de Bergman en est
un exemple de base.

Soit ‘H un espace hilbertien de fonctions analytiques sur . Pour z € D,
I’application

fr— 1), H—C,

est continue. Donc, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe
une unique fonction K, € H telle que

f)=(f.K.) (f€H).

Le noyau K, K(w, z) = K,(w), est appelé le noyau reproduisant de H.
Voici quelques propriétés classiques du noyau ( voir [6] et [10]). Le noyau

reproduisant K est hermitien et de type positif. En particulier K,(z) > 0 pour

tout z, et K,(z) = 0 si et seulement si f(z) = 0 pour toute fonction f € H.
Rappelons qu'un noyau K est dit hermitien si

K. (w) = Ky(2),

et de type positif si

N
Vzi,-++ .2y €D, Yaq,--- ,ay € C, Z K. (z1)oja, > 0.

Jk=1

En effet, par définition méme du noyau, il résulte que

Kz(w) = <K27Kw> = <KwaKz> = Kw(z)v
K.(z) = K| =0,
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et aussi que

2
> 0.

N N N
Z K. (z)a 0, = Z (K., K., )a 0y = H ZOészj
j=1

jk=1 jk=1

Le noyau reproduisant K, (w) est analytique en w, anti-analytique en z.
Du théoréme de Hartogs [5, p. 413] on déduit que K;(w) est analytique
sur D x . En particulier le noyau reproduisant est continu sur D x D.

Proposition 2.1.1 Pour toute base hilbertienne e, de H,

KZ(w) = Z en(w)en(z)a

n>0

la convergence étant absolue et uniforme sur tout compact de D x D.

En particulier le noyau reproduisant est indépendant du choix de la base
hilbertienne.
Preuve : pour tout compact I de D, on a

sup{[nzool]en(z)ﬂ%} = sup{ ‘ nzoolanen(z)‘ : [nzool\an\zr = 1}

zeK zeK
= sup{|f()l Il =1} < ex.

+00
I1 vient que la série Zen(z)en(w) converge uniformement si z et w sont
n=1
+o0
dans des compacts de ID. Maintenant si f € H, alors f = Z( fren)en. La
n=1

série converge dans H, donc converge uniformement sur les compacts de D
(converge pour la topologie de A(D)). En particulier, si z € D, alors

F(2) =D (fren)en(z) = () eal2)en) = (F(), D enlz)en()).

Puisque Zen(z)en(.) € H, alors l'unicité de la représentation de Riesz

n=1
montre que

K.(w) = en(2)en(w).
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De I'inégalité

(S lea@lleatw))” < 3 lenz)P S lealw)?

il résulte que la convergence est absolue et uniforme sur tout compact de I x
D. |

2.2 L’espace de Bergman L2(D)

On note par dA(z) = rdr% la mesure de Lebesgue normalisée sur le
disque D.
Soit. L?(ID, dA) T'espace des fonctions f definies sur le disque D telles que

nmw=AUWA<m

L*(D,dA) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel donné par

%mzémw.

On définit 'espace de Bergman L?(ID) comme étant ensemble des fonc-
tions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la me-
sure dA,

LZ(D) = A(D) N L*(D, dA).

Dans la suite nous allons montrer que I’espace de Bergman L?(ID) est un
sous-espace fermé de L?*(ID, dA).

Lemme 2.2.1 Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout
compact K de D, Uapplication restriction définie par :

(D)) — (€(®).sup])
f — fx
est continue.

Preuve : Soit K un compact de D, ¢ = %dist(lC, D) et zy quelconque dans
IC. Tl est clair que

B(zg,e) :={z € Ctel que |z — 2| <e} CD
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Soit f € L?(D). Comme la fonction f est analytique dans D alors elle est

developpable en série entiére dans . Soit R > ¢ tel que D(zp, R) C D,

alors il existe une unique suite (a,),>o de nombres complexes telle que pour

tout z € D(z,, R), f(z) = Zan(z — 2p)" et la convergence de cette serie
n>0

vers f(z) est uniforme sur B(zg,¢). D’ou

[irerase) = [ iseradc)
= / Z|an]2|z—zo|2"dA(z).

B(z0,¢) n>0

Gréce a la convergence uniforme de la série entiére vers f(z), on peut inter-
vertir les signes » et [ et on obtient :

[irerare) = ([ a0 iae)

n>0
> |a0| mes(B(zo, £)),

= 1f(o)'mes(Blz0. ).

ot mes(B(zop,¢)) est la mesure de la boule fermée B(zg,¢). Puisque le z, est
choisi arbitrairement dans K, on obtient :

Sup| /(=) suplmes(B(z, N < | flle.

zeK

Remarque 2.2.2 Une autre preuve du lemme précédent est la suivante :
Pour z quelconque dans D, soit r, = 1 — |z| ; alors la propriété de la valeur
moyenne appliquée a la fontion f € L2(D) permet d’écrire :

fe =g [ swaa)
o | Il _ U/
2 2
Ry [ Il < B =

1l vient que pour tout compact K de D

sup{f(:)]:2 €K} < swp{ s 2= € K]
1

m”f”%
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et ceci grace au fait que le compact K est inclus dans le disque fermé de
rayon 1 —dist(K,0D). Donc pour tout compact IC de D il existe une constante

K = m, dépendant seulement de IC, telle que

sup{[f(2)] : 2 € K} < x| fll2-

Une conséquence du Lemme 2.2.1 est que I’espace de Bergman L2 (D) est
un espace de Hilbert (voir [20, p. 3] et [31, p. 47]).

Proposition 2.2.3 L?(D) est un sous-espace fermé de L*(D,dA).

Preuve : Soit (f,), une suite de Cauchy, pour la norme ||.||2, dans L?(D).
Par le lemme précédent, la suite (f,), est aussi de Cauchy pour la topologie
de A(D) et alors pour tout compact K de D, on a

sup | fn(2) = frm(2)| ——— 0.
zek nm— oo

Or A(D) est complet pour la convergence uniforme sur les sous-ensembles
compacts de D. Il existe alors f € A(D) telle que

sup | fn(z) — f(2)] —— 0, VK compact de D. (1)

zeK n—+0o0

D’autre part L?(ID, dA) est un espace d’Hilbert, il existe donc une fonction

g € L*(D,dA) telle que
[fn = gll2 e 0.

Quitte a extraire une sous-suite de (f,,), qu’on notera encore (f,),, on a

fo —— g . (2)

n—-4o00

(1) et (2) donnent que f = g presque partout et donc f € L2(D). Ce qui
prouve que L?(D) est complet et donc sous-espace fermé de L?*(D,dA). N

Du Lemme 2.2.1, on déduit en particulier que I’application évaluation
de L?(D) dans C, qui & toute fonction f lui associe sa valeur au point z, est
bornée. D’otl1, d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe une
unique fonction K, € L?(D) telle que pour toute fonction f € LZ(D)

1) = / f () K (w)dA(uw).
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Le noyau reproduisant K de I’espace de Bergman LZ?(D) est appelé le noyau
de Bergman de D.

On peut montrer aussi (voir |7, p. 3]) que pour tout 1 < p < oo les espaces
de Bergman L?(D) admettent un noyau reproduisant.

Nous allons utiliser la Proposition 2.1.1 pour donner explicitement 1’ex-
pression du noyau reproduisant de L?(ID). En effet les fonctions

en(2) =vn+12" (neN)

constituent une base hilbertienne de L2(D) et alors

o0

K. (w) = Z(n—kl)é"w”

n=0

1
(1—zw)?
Rappellons que l'espace de Bergman L2?(D) est un sous-espace fermé
de L*(D, dA) et donc la projection othogonale, dite aussi projection de Berg-

man, de L?(D, dA) dans L2 (D) est bien définie. Notons par P cette projection.
Pour toute fonction f € L?(D,dA) et tout z € D, on a

donc P est un opérateur intégrale donné par

Pf(z) = /D Flw)K-(w) dA(w). (2.1)

Initialement la projection de Bergman P est définie sur L*(ID, dA), mais
I'intégrale (2.1) a un sens si f € L'(D,dA), ce qui étend le domaine
de P a L'(D,dA). En particulier on peut appliquer P a toute les fonctions
dans LP(D,dA) pour 1 < p < oo. Néanmoins la projection P est bornée
de LP(D,dA) dans l'espace de Bergman L?(ID) seulement pour 1 < p < o0
(voir par exemple |7, p. 5] et [31, p. 54]).

2.3 Opérateurs de Toeplitz sur L?(D)

Etant donné une fonction ¢ bornée sur le disque D, on définit opérateur
de Toeplitz Ty sur L2 (D) par

Ty: Ly(D) — Ly(D)
for— Tof = P(of).
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La fonction ¢ est dite symbole de 'opérateur 7.

Si f € L?(D) alors Pf = f et donc ||Pf|l2 = ||f|l2 i-e. la norme de la
projection P est égale & 1. D’ott || T < ||¢]| -

En utilisant la représentation intégrale de I, nous pouvons voir 7y comme
un opérateur intégrale donné par

p(w) f(w)
Tof(2) = P(of)(2) = (of K) = | 75 dA(w), VzeD.
p (1 —2w)

Il découle de la définition de 'opérateur de Toeplitz sur L?(D) ces pro-

priétés immeédiates.

Proposition 2.3.1 i) L’opérateur de Toeplitz de symbole la fonction qui
vaut 1 sur D est lidentité de L(D).
ii) L’opérateur de Toeplitz sur L2(D) est linéairement dépendant de son
symbole.
iii) L’adjoint T de Ty est Uopérateur de Toeplitz de symbole & le conjugué
de ¢.

iv) T, est nul si et seulement si son symbole ¢ est nul.

Preuve :1i),ii) et iii) découlent immédiatement de la définition de 1'opérateur
de Toeplitz.
Pour iv), si Ty est nul alors pour tous m et n dans N on a

(Toz",2") = (P(¢z"),2™)
= (92", 2")
= (,2"2")

0.

D’oul ¢ est orthogonale a I’ensemble des polynémes en (z, Z). Or cet ensemble
est dense dans L?*(ID, dA) et donc ¢ est nulle. |

Malgré ces points en commun entre 'opérateur de Toeplitz défini sur
I’espace de Bergman et celui défini au chapitre 1 sur I’espace de Hardy, ces
deux opérateurs différent sur plusieurs autres points comme la continuité et
la compacité.

Dans cette définition de 1'opérateur de Toeplitz sur L?(ID) nous avons
supposé que le symbole ¢ était borné, ce qui nous a assuré que 'opérateur 75,
est lui aussi borné. En réalité contrairement a I'opérateur de Toeplitz défini
sur 'espace de Hardy H?(T) (il est borné si et seulement son symbole est
borné, et il est compact si et seulement si son symbole est nul), I'opérateur
de Toeplitz sur I'espace de Bergman L?(D) peut étre borné sans que son
symbole ne soit borné.
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Soit ¢ € L'(ID,dA) et considérons I'opérateur T¢, appelé aussi opérateur
de Toeplitz, défini sur A>*(D), 'ensemble des fonctions analytiques bornées
sur D, par

Tyf(z) = (of, K.) = A % dA(w) VzeD. (2.2)

Puisque la projection de Bergman P peut s’étendre a L'(ID, dA), il vient que
pour toute fonction f € A% (D), Vécriture Ty, f(z) = P(¢f) & un sens. Comme
A®(D) est dense dans L2(D) et si T, est borné alors T}, se prolonge par
continuité sur LZ(D). Quand c’est le cas nous noterons tout simplement T}
pour désigner T¢.

Dans la suite, nous allons montrer que si ¢ est une fonction intégrable
sur D et & support compact K C D alors I'opérateur T} est non seulement
borné mais aussi compact. La preuve de cette assertion nécessite I'introduc-
tion des automorphismes du disque unité D.

On rappelle qu'un automorphisme du disque unité est une application bi-
jective biholomorphe de D dans D. Tout automorphisme ¢ de D peut s’ecrire
comme p(2) = pq(€z), ot a = p(0) € D, |¢| =1, et

a—z
#al2) 1= 1—az
Le Jacobien de I’application ¢, est
dA(QOa(Z» _ |§0/ (Z)P _ (1 B |a|2)2
dA(z) ¢ 1 —az|*’

D’autre part 'inverse ¢, ' de 'automorphisme ¢, n’est autre que ¢, lui
méme. L’ensemble des automorphismes du disque, appelé aussi groupe de
Mébius, est noté Aut(D).

Proposition 2.3.2 Si ¢ est une fonction intégrable et a support compact
dans D alors Ty est compact.

Preuve : Soit (f,) une suite bornée dans L?(D). Pour z € D, on définie
o, € Aut(D) par o,(w) = 12 _EU , Vw € D. Comme les fonctions f, sont
— Zw

analytiques et donc harmoniques sur D alors en particulier elles vérifient la
propriété de la valeur moyenne invariante & savoir :

Fu(2) = ful(0)) = / fulos(w)) dA(w).



44 Opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Bergman

Le changement de variables y = o,(w) donne

/ [0l Y

11— zy|4

. Donc pour tout n, on a

fal2)] = / Ifn(y)lﬁdfl(y)-

Pour tout compact K de D, Il existe 0 < r¢ < 1 tel que K soit inclus dans le
disque fermé D(0, ), et alors, pour cet ri, on a

11
(T=lzh* = A =re)t

Par la suite pour tout entier n et tout compact K de D, il existe 0 < rg < 1
tel que

Vz e K.

sup | fu(2)] < [foll1-

2K (1 —rg)?
D’ot1 pour tout compact K de D, on a

1
sup(sup | fn(2)|) < ——sup||f]|1-
(s |f,(2)) < =57 sup 1
D’aprés le théoréme de Montel [5, p. 92|, la suite (f,) admet une sous-
suite (f,,) qui converge uniformement sur tous les compacts I de D vers
une fonction f analytique sur .

Soit Ky le support compact de la fonction ¢. II vient que

1

(| 6P = S dAw))’
< ||¢||zsup|fm() el

z€¢

[0.fn; = 0 f 2

Comme sup |f,,(2) — f(2)] — 0 quand n;, — +o0, alors ¢f,, — ¢f en
ZG’C¢

norme ||.||2. D’autre part la projection de Bergman P est continue sur L?(D),
donc P(¢fn,) converge vers P(¢f) en norme ||.|[2 quand n; — +oo i.e. Tyy,
converge vers Ty, dans LZ(D). Donc T}, est bien un opérateur compact.

|

D’une maniére générale, si le symbole ¢ est intégrable sur D et s’il existe 0 <
r < 1 tel que ¢ soit borné sur une couronne {z € D : 0 < r < |z| < 1}
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alors l'opérateur de Toeplitz T}, défini par (2.2) est borné sur L2(ID), puisque
le symbole ¢ peut s’écrire comme somme d’une fonction bornée et d’une
fonction intégrable a support compact :

¢ = ¢X{ZEID) 0 0<|z|<r} + d)X{ZE]D) s r<|z|<1}y

ou xg est la fonction caractéristique usuelle qui vaut 1 si z € F et 0 sinon.
Un tel symbole est appelé fonction presque bornée (3, p. 204]. Donc, on
peut étendre notre définition de l'opérateur de Toeplitz & beaucoup (mais
pas toutes) de fonctions intégrables sur D.

Malheureusement et & nos jours, nous n’avons pas une caractérisation
compléte des opérateurs de Toeplitz bornés. Autrement dit il n’existe pas
de conditions nécessaires et suffisantes qui nous assurent que I'opérateur de
Toeplitz sur 'espace de Bergman est borné. C’est une question ouverte qui
résiste encore & un bon nombre de spécialistes.

Dans la suite, nous allons présenter quelques situations ot nous pouvons
affirmer que l'opérateur de Toeplitz est borné. Pour cela il nous faut intro-
duire tout d’abord la transformation de Berezin qui joue un role crucial
dans la théorie des opérateurs de Toeplitz.

Pour une fonction f € L'(D,dA) et z € D, la transformation de Berezin
de f est I'opérateur intégrale défini par

1—|Z!)

T s dA(w), (2.3)

BI) = (ko) = [ fw)
ol k,(w) = (1 — |2|*)?K.(w) est le noyau de Bergman normalis¢ de L?(D).
Il est important de signaler que le noyau reproduisant normalisé k, posséde
une propriété fort intéressante qui est la suivante.

Proposition 2.3.3 k, tend faiblement vers 0 quand |z| tend vers 1.

Preuve : Pour tout polynéme analytique p sur D, on a

(p, k) = (1= [2[*)(p, K=) = (1= [2*)p(2).

Il est clair que cette derniére expression tend vers 0 quand |z| tend vers 1.
Comme l'ensemble des polynomes analytiques est dense dans L2(ID) alors
(f,k.) — 0quand |z| — 1 pour toute fonction f € L?(D) et par conséquent k,
tend faiblement vers 0 quand |z| — 1. |

Cette propriété nous sera d'une grande utilité plus tard quand nous an-
noncerons un deuxiéme résultat sur la continuité des opérateurs de Toeplitz.
D’aprés (2.3), il vient que
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et
f>0= Bf >0.

Proposition 2.3.4 La transformation de Berezin est injective.

Preuve : Soit f € L'(D,dA) telle que Bf = 0. Pour tout z € D, on pose

F(2) :/DMCM(U)) N )

1 —zw]? (1—1z?)?
Par hypothése, pour tout z € D, Bf(z) = 0. Ainsi, F'(z) = 0 et donc

o
gzngen ) =0

Pour tous z € D et w € D, on a

0

0z [|1 —1zu7|2} T oz [(1 - zw)l(l - Zw)}
1 0 1

(1-— zw)&[(l - zw)]
1 w

(1—zw) (1 —zw)?

En dérivant m fois par rapport a z, on obtient

0 [ 1 ]_ 1 mlw™
oz L1 — zw2] (1 — zw) (1 — Zw)m 1
De la méme maniére, en dérivant n fois par rapport a z, il vient que
0 [ 0 < 1 >] B nlwo™ mlw™
0z Lozm \|1 — zw|2/] (1 — z0)" ! (1 — Zw)m+1’
D’ou
) = [ w0 dAw) =0 (2.4
= | mnlw™@" f(w w) = 0. .
oznoz™ D

Comme les polynémes en (z,z) sont denses dans L?*(ID, dA), alors 1’équation
(2.4) implique que la fonction f est orthogonale a I’ensemble des polynoémes
en (z,2) et donc || f||2 = 0 et par la suite || f||; = 0. |

La transformation de Berezin est étroitement liée aux automorphismes
du disque D. En effet, en effectuant dans (2.3) le changement de variables

w = @z(y)v
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il vient que
BIG) = [ fo.0)dA).

Ainsi I'équation (2.3) est équivalente a
Bf(z) = / flo(w))dA(w),  pour tout ¢ € Aut(D) tel que p(0) = 2.
D

Une autre propriété importante de la transformation de Berezin est don-
née par la proposition suivante. Elle nous permet de trouver des astuces de
calcul de quelques transformations de Berezin en général difficile a faire.

Proposition 2.3.5 Pour tout ¢ € Aut(D) et toute fonction f € L'(D,dA)
B(fop)=(Bf)ow.

Preuve : Soit 0 € Aut(D) et z € D. On pose

z—w o(z) —w
L(w) = — et donc @ (W) = —EF=——.
pa(w) = - ot (W) = or
Il vient que
Po(z) 00 09:(0) = @ox)(0(2)) =0
Yoy 000, € A(D)
Yoy 00 0@ (D) = D, et vy 000, est une bijection .

D’oti, d’apres le lemme de Schwarz [29, p. 241], il existe une constante com-
plexe ¢ de module 1 telle que pour tout w € D

Po(z) © 0 0 P (W) = cw
Pour f € L'(D,dA), on a

(1 =12

11— zy|* 4A)

B(foo) = /D(foa)(y)
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En effectuant le changement de variables y = ¢, (w), on obtient
B(foo)s) = [(forop)w)dAtw)
= [ (o o paaro ) w) dAw)
= [(Fopmn)wdaw)

- / (f © Po(ey) (u) dA(u)

Bf(o(2))
= (Bf)oo(z).
|

Lemme 2.3.6 La transformation de Berezin laisse invariant les fonctions
harmoniques.

Preuve : Si f € L'(D, dA) est une fonction harmonique sur D alors f o est
aussi harmonique pour tout ¢ € Aut(D). D’aprés la propriété de la valeur
moyenne, pour tout ¢ € Aut(D) tel que p(0) = z, on a

F(2) = fop.(0) = / f 0 pa(w) dA(w) = B(2).

Il faut faire attention au fait que B n’est pas une projection sur I’ensemble
des fonctions harmoniques autrement dit B f n’est pas toujours harmonique.

Si Bf = g est harmonique alors B(f — g) = 0. Or B est injective, ce qui
implique que f = g et donc f est harmonique. En d’autres termes Bf est
harmonique si et seulement si f est harmonique.

Dans [4], Ahern et Rudin montrent que si une fonction intégrable f est
telle que Bf = f alors nécessairement f est harmonique sur D.

Soit ¢ € L'(D, dA). 1l est simple de voir & travers (2.3) que

Bgzﬁ(z) = <¢kzu kZ> = <¢kz7PkZ> = <P(¢kz), k2> = <T¢kZ= kz)

Nous avons alors un deuxiéme résultat sur la continuité des opérateurs de
Toeplitz |31, p. 107].

Proposition 2.3.7 Si ¢ € L'(D,dA) est une fonction harmonique sur D
alors Ty, est borné si et seulement si ¢ est bornée et T, est compact si et
seulement st ¢ est nulle.
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Preuve : Il est clair que si ¢ est bornée (resp. ¢ est nulle) alors T}, est borné
(resp. Ty nul donc compact).

Réciproquement, si T, est borné, et comme k, est unitaire dans L2(D),
alors pour tout z € D

[Bo(2)| = (Tokz, k)| < (| Tyl

Or ¢ est hamonique i.e. By = ¢, car B laisse invariant les fonctions harmo-
niques, et donc ¢ est bornée.

Si T, est compact, comme k, tend faiblement vers 0 quand |z| tend vers 1,
alors ¢(z) = Bo(z) = (Tyk., k.) tend vers 0 quand |z| tend vers 1. D’o1,
d’aprés le principe du maximum, ¢ est nulle sur D. |

Si ¢ est une fonction continue sur le disque unité fermé D alors B¢ est
continue sur D et ¢ coincide avec B¢ sur la frontiére OD de D. En effet,
si zp € 0D alors 'automorphisme ¢, (w) tend vers zy quand z tend vers z
pour tout w € D. Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
on a

Bo(z) = lim ¢ o p.(w) dA(w) = ¢(20).

z—zo0 J

Ceci nous ameéne a un troisiéme résultat sur la compacité des opérateurs
de Toeplitz [31, p. 107].

Proposition 2.3.8 Si ¢ est une fonction continue sur D alors T, est com-
pact si et seulement si ¢ est nulle sur OD.

Preuve : Si ¢ est continue sur D et nulle sur D alors il existe une suite (¢,,)
de fonctions continues & support compact sur D telle que

I = dnllooc = 0 (n — +o00).

Or
1T = To, |l = [[To—6, | < 16 — Pnllc-
D’ou la suite des opérateurs (T}, ) tend fortement vers T, quand n — +o0.
Puisque les opérateurs Ty, sont compacts, donc Ty est un opérateur compact.
Réciproquement, si T}, est compact alors B¢(z) = (Tyk., k) tend vers

0 quand |z| — 1 car k, converge faiblement vers 0 (|z| — 1). Ainsi ¢ = 0
sur 0D, puisque B¢ = ¢ sur JD. [ |

D’autres résultats traitant de la continuité des opérateurs de Toeplitz sur
lespace de Bergman existent. Voir par exemple [31].

Dans mon travail en collaboration avec E. Strouse et L. Zakariasy, nous
étions confrontés & cette question de continuité de l'opérateur de Toeplitz
sur l'espace de Bergman. Cette difficulté de caractériser les opérateurs de
Toeplitz bornés nous a poussé a introduire la notion de la T-fonction.
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Définition 2.3.9 Soit ¢ € LY(D,dA). La fonction ¢ est dite une T-fonction
si Uopérateur T, défini par (2.2) est borné sur L2(D).



Chapitre 3

Produits d’opérateurs de Toeplitz
sur I’espace de Bergman

Ce chapitre est consacré a ’étude du produit de deux opérateurs de Toe-
plitz sur espace de Bergman LZ(D). Nous commengerons par analyser les
résultats de Ahern et Cuckovié dans [3], puis ceux de Ahern dans [1]. Nous
essayerons tout le long de ce chapitre de comparer la situation dans L?(DD)
avec celle des opérateurs de Toeplitz sur le Hardy H?*(T) et donc avec le
Théoréme 1.5.1 de Brown et Halmos. Ensuite nous présenterons nos résul-
tats de [23| qui traitent des opérateurs de Toeplitz quasihomogénes. Cette
nouvelle notion nous permettra de considérer des opérateurs de Toeplitz a
symbole plus général et non plus seulement a symbole harmonique comme
c’est le cas dans [3] et [1]. Nous donnerons a travers le Théoréme 3.2.12 des
conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit de deux opérateurs
de Toeplitz quasihomogénes soit encore un opérateur de Toeplitz. Enfin nous
allons exploiter ce théoréme pour mettre ’accent sur la difficulté de caracté-
riser les paires d’opérateurs de Toeplitz quasihomogénes dont le produit est
un opérateur de Toeplitz.

3.1 Opérateurs de Toeplitz & symbole harmo-
nique

Dans [13], Brown et Halmos ont montré que pour deux symboles ¢ et 1)
bornés sur le cercle unité T, le produit 7,7, défini sur 'espace de Hardy H*(T),
est un opérateur de Toeplitz si et seulement si ¢ est anti-analytique ou si 1
est analytique. Existe-t-il un résultat analogue sur l’espace de Bergman ?
Plus précisément peut-on trouver des conditions nécessaires et suffisantes (
ou, au moins nécessaires ou suffisantes) pour qu’étant donné deux opérateurs

o1
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de Toeplitz Ty et T,, définis sur L2(ID), dont le produit 7,7 est un opérateur
de Toeplitz alors ¢ est anti-analytique ou v est analytique? Un tel résultat
s’il existe sera appelé théoréme de type Brown-Halmos.

Il est clair que si ¢ € A>(DD), 'ensemble des fonctions analytiques bornées
sur D, alors T, n’est autre que opérateur de multiplication sur L2 (D) par la
fonction ¢. Par la suite si ¢ est une T-fonction et si ¢p € A*(D) alors pour
toute fonction f € LZ(D)

LT f = ToP(Wf) = To(0f) = P(¢yf) = Tou f-

Donc le produit 7,7} est Popérateur de Toeplitz de symbole ¢1. Par ailleurs
si ¢ € A*(D) et si ¥ est une T-fonction alors

ce qui signifie que TyTy, = Tyy.

En résumé, si ¢ est anti-analytique ou si ¢ est analytique alors le pro-
duit TyT, est I'opérateur de Toeplitz Ty,,. Comme pour les opérateurs de
Toeplitz sur I'espace de Hardy, nous appellerons ces deux situations le cas
trivial.

Nous allons voir que contrairement & ce qui est connu sur le produit des
opérateurs de Toeplitz sur I’espace de Hardy, pour les opérateurs de Toeplitz
définis sur ’espace de Bergman il existe des T-fonctions ¢ et i telles que
le produit 7,7}, est un opérateur de Toeplitz mais ni ¢ est anti-analytique,
ni ¢ est analytique. Néanmoins, on peut obtenir un théoréme de type Brown-
Halmos en exigeant des symboles de vérifier des conditions bien précises.

Si ¢ est une fonction harmonique bornée sur D alors elle se décompose de
la maniére suivante ¢ = ¢; + ¢,, ot les fonctions ¢; et ¢, certe ne sont pas
nécessairement bornées mais elles sont dans ’espace de Bloch. On rappelle
que I'espace de Bloch est ’ensemble des fonctions analytiques f sur D telles
que

sup{(1 — |2|?)|f'(2)| : z € D} < +o0.

En effet, en écrivant ¢ = Ro + iS¢, on a que Rp et F¢ sont deux fonc-
tions harmoniques réelles. Donc si f et g sont les deux uniques fonctions
analytiques telles que

Rop =Rf et f(0)=0,

et
I¢ = Rg et g(0) =0,
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alors

o = Rf+iRg

S+ D) +islo+9)
1 . l—
= S(f+ig)+5(f —ig).

En posant ¢; = 1(f + ig) et ¢o = 3(f — ig), on a bien que ¢ = ¢ + @,.
Maintenant, sachant que la projection de Bergman P est un opérateur borné
de L>(D) dans l'espace de Bloch (voir [7, p. 13] et [31, p. 78]), il vient que les
fonctions P(¢) = ¢1 et P(¢) = ¢, appartiennent toutes les deux & I’espace
de Bloch.

Cette décomposition précédente des fonctions harmoniques bornées sur D
est analogue & la décomposition des fonctions dans BMO. En effet par le théo-
réme de Fefferman (voir [19]) une fonction ¢ est dans BMO si et seulement

si elle admet la représentation suivante

¢=/f+Pig

ou f et g sont dans L>(T), et P, la projection de Riesz.

Soit ¢ = ¢y +pa et b = 1y +1hy ol1 les Py, o, 1y et 1Py sont des T-fonctions
analytiques sur D. Il découle de la linéarité de I'opérateur de Toeplitz par
rapport a son symbole et des cas triviaux mentionnés auparavant que :

TyTy = (Ty, + T—2) (T, + T—2) =Ty g + Ty, + Ty + T, Ty, (3.1)

car trois des quatre termes dans la somme au dessus ont ou le premier opé-
rateur de Toeplitz est a symbole anti-analytiques ou le second est & symbole
analytique. Ainsi si Ty, 77 est un opérateur de Toeplitz alors Ty,T) le sera
aussi. Si de plus, Ty, Tir> = T, 7> alors nous aurons TyTy, = Tyy.

Dans [1], Ahern donne, via la transformation de Berezin, une caractérisa-
tion compléte des T-fonctions analytiques ¢ et ¢ telles que le produit 7,7
soit, un opérateur de Toeplitz. Son résultat repose sur la proposition suivante
[3, p. 204].

Proposition 3.1.1 Soit ¢, 1 deur T-fonctions analytiques sur D et u une
T-fonction. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) T,T5="T,.
(i) ¢ = Bu.
(11i) Pour tout couple (z,w) € D x D on a
_u(®)
(1 —&2)%(1 — §w)

o= = (1 = 2u)? | daA(g).
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Preuve : T¢TE =T, si et seulement si T¢TEKZ = T, K, pour tout z € D.
Or, pour tout w € D

Dou TyT;K.(w) = ¢(2)p(w)K.(w), V2 € D et Yw € D. Donc pour
tout (z,w) € D x D

Ty =T, <= o)) = TPk

= (1 -zw)*(uk., K,)

_ — sw)? u(§)
= 050 [ i O

En remplagant z par Z dans cette derniére expression, on obtient bien 1’équi-
valence entre (i) et (iii).

Maintenant, en remplagant dans (iii), w par z on obtient (ii).

Pour clore la preuve, il reste & montrer que (ii) implique(iii). Soit F' et G
les fonctions définies et analytiques sur D x D par

F(z,w) = ¢(2)¢(w),
— 2 u(§)
G(z,w) = (1-2z2w) /D<1-§Z>2(1_£_w)2 dA(¢).

L’assertion (ii) est équivalente & dire que la fonction F' est égale a la fonc-
tion G sur 'ensemble {(z,2) : z € D}. Comme F' et G sont toutes les deux
analytiques sur D x D, on a bien que F' = G sur D x D. ]

Remarque 3.1.2 Dans la preuve précédente nous avons utilisé le fait sui-
vant : Si F est une fonction analytique sur D x D et si F' et nulle sur l’en-
semble {(z,Z) : z € D} alors F' est nulle sur D x D. En effet, pour tout réel 6
fizé, considérons la fonction Fy définie sur D par Fp(z) = F(e?z,2). Fy est
analytique sur D et pour tout réel r € [0, 1), nous avons que
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Dot Fy est nulle sur le segment {e~r : r € [0,1)} et donc Fy est nulle
sur D. Comme 6 est choisi arbitrairement, il vient que F(z,w) = 0 a chaque
fois que |z| = |w|.

Maintenant, soit wy quelconque dans D et considérons cette fois-ci la fonc-
tion F,, définie sur D par F,,(z) = F(z,wy). Fy, est analytique sur D et
nulle sur le cercle {z : |z| = |wy|}. Donc F,, est nulle sur D. Comme wy est
choisi arbitrairement dans D, nous déduisons que I est nulle sur D x D.

Il résulte de cette proposition que pour deux fonctions analytiques ¢ et 1),
le produit T T7; est un opérateur de Toeplitz si et seulement si ) = Bu pour
une certaine fonction u qu’on ne demande a priori que d’étre intégrable sur .

Supposons que l'une des deux fonctions ¢ ou 1 est constante alors ¢
est une fonction harmonique et donc ¢ = B(¢)) car B laisse invariant les
fonctions harmoniques. Il vient alors que B(¢v) = B(u), et comme B est
injective on aura que ¢p = u. Cette situation correspond au cas trivial. En
effet dans la décomposition ¢ = ¢1 + @, et 1) = Y1 + 109, dire que ¢y ou 1, est
constante revient a dire que ¢ est anti-analytique ou 1) est analytique. Et donc
le produit T, T3 est 'opérateur de Toeplitz Ty,. Sous certaines conditions ce
cas trivial est 'unique situation ot on peut avoir Ty, Ty = Tiy.

Une réciproque « partielle »de ce résultat a été donnée par la Proposition
2 de [3, p. 206], qui fait intervenir le Laplacien invariant. Rappellons que le
Laplacien invariant, noté souvent A, est égale & (1 — |z[2)2A.

Proposition 3.1.3 Si ¢ et ¢ sont analytiques et si ¢ = Bu pour une
certaine fonction u € L'(D, dA)NC*(D) telle que le Laplacien invariant de u
est borné sur D alors ¢ ou 1) est constante.

Néanmoins, dans de nombreuses autres situations il existe une fonc-
tion u € L'(D,dA) telle que u = ¢1p ot ¢ et 1 sont toutes les deux ana-
lytiques mais ni ¢, ni ¢ est constante. Les deux exemples suivants, |3, p. 208|
et [1, p. 208|, illustrent bien cela. En outre, ils montrent que la condition
sur Au de la proposition ci-dessus n’est pas nécessaires.

Lemme 3.1.4 i) 2z = Buy(2), ov ui(z) =1+ log|z|>.

i) 2Z° = Buy(2), ot up(z) =22 — —.
2

Il est clair que ni uy, ni up n’appartient & C*(D). De plus les u; et uy ne sont
pas bornées mais elles sont presque-bornées.
Il résulte de la Proposition 3.1.1 que

T.T: = T1+10g |z|2
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et
T. T =T,

z—1-
z

Plus loin nous allons pouvoir vérifier ces deux exemples avec notre Corollaire
3.2.17 de [23].

Remarquons que dans les deux exemples la fonction ¢ (qui est égale & z)
et la fonction 1 (qui égale & z pour le premier exemple et z* pour le second)
sont toutes les deux des polyndémes analytiques dont le degré de leur produit
est inférieur ou égale a 3. Par ailleurs, d’aprés la Proposition 2.3.5, nous avons
pour tout ¢ € Aut(D)

W@ = B(ul o ¢)7
et
9@ = B(ug 0 ),

ce qui est équivalent, d’aprés la Proposition 3.1.1, a

1,15

ol =T,

UuU10py

et
T¢T¢2 = Tupop-

Nous allons voir, a travers le théoréme suivant 1, p. 207|, que toutes les
fonctions analytiques ¢ et v telles que ¢ = Bu pour une certaine fonc-
tion u € L*(D,dA), doivent étre de cette forme, c’est-a-dire chacune de ces
deux fonctions est la composée d’un polynéme analytique et d’un automor-
phisme du disque. De plus le degré du produit des deux polynémes ne doit
pas dépasser 3.

Théoréme 3.1.5 Si ¢ ety sont deux fonctions analytiques sur D, toutes les
deux non constantes et telles que ¢p = Bu ot u € L'(D,dA) alors il existe
deuz polynémes analytiques non constants p et q dont le degré du produit est
inférieur ou égale a 3 et il existe un zp € D tels que ¢ = poy,, et P = qoy,,.

Ce théoréme est en réalité une généralisation de la Proposition 3.1.3, puis-
qu’on se débarasse de la condition sur le Laplacien invariant de la fonction w.
En effet, si on regarde les deux exemples du Lemme 3.1.4, on se rend compte
que les deux fonctions u; et us ne sont pas dans C%(D) et donc leurs Laplacien
n’est méme pas défini.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la caractérisation de toutes
les T-fonctions harmoniques ¢ et 1 telles que le produit 7,7, soit un opéra-
teur de Toeplitz.
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Corollaire 3.1.6 Soit ¢ = ¢; + ¢, et ¥ = P + 1y, telles que ¢1, ¢a, Y1
et ¥y sont des T-fonctions analytiques et ni ¢y, ni 1y est constante. Les deux
assertions sutvantes sont équivalentes :
i) Il existe une T-fonction v telle que TyTy = T,,.
i1) Il existe deuzx polyndomes analytiques non constants p et q avec le degré
du produit pqg < 3 et il existe zp € D tels que ¢1 =pow,,, Y2 = qop,,
et v soit de la forme

V=110 Py + azwl + ¢1¢1 + 52@27
ot la fonction u est définie par pg = Bu.
Preuve : Si T,T, =T, alors, d’aprés 'équation (3.1), on a
Lo T, = 1o giin—ds1 301>
d’ot, d’aprés la Proposition 3.1.1,

G110y = B(v — d1thy — dythr — 9300y). (3:2)

Il vient, par le Théoréme 3.1.5, que ¢; = po ., Y2 = qo ., avec p et q
deux polynomes analytiques tels que deg pg < 3 et ¢,, € Aut(D). L’équation
(3.2) devient alors

(Pq) © ¢z = B(v — ¢1th1 — 521% - 52@1)-

Utilisant le fait que la transformation de Berezin B laisse invariant les fonc-
tions harmoniques et qu’elle est injective, on obtient que

v = (pq) © 2 + G101 + Poth1 + Gyy.

Réciproquement, si ¢1 = po ¢,, et si Yo = q o p,, alors, d’apres la
Proposition 3.1.1, T, Tj; = T(pg)op.,- Donc I'équation (3.1) devient

T¢Tw = T¢1¢1 + T%dq + T$2@2 + T(PQ)OWZ()?
c’est-a-dire TyTy, = T,. |
Remarque 3.1.7 Sous les hypotheses du corollaire précédent, si TyTy =T,

et sip(z) = ag+aiz et q(z) = bo+biz+by2%, ol ay et by sont deuzx constantes
non nulles, alors

v = aghy+ Gob_l@;o + ao@@i + a1bopz, + arbi|ps, |2
+ a1bap, B2, + Gyth1 + G1iby + Dythy.
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D’ou, d’apres les deuz équations (3.1), (3.1) et la Proposition 2.3.5, on a

v = aghy+ aoli@o + aobéﬁzo + a1bop, + a1by B(uy © )

+ arbyBug 0 0z) 4 dothy + G191 + Gothy
= aobo + agh1 @, + aghs P’ + arbopz, + arbi (1 +log |, [*)

b mba(25,, — ) + G + o + G5,
20
On remarque que si la fonction v est bornée sur D alors nécessairement a; = 0
ou by = by = 0. Mais a; = 0 implique que ¢1 = ag et donc ¢ est anti-
analytique. Ainsi on obtient un théoréme de type Brown-Halmos. De la méme
maniére et en inversant les réles de p et q (p devient le polynéme de degré 2
et q celui de degré 1) on montre que si v est bornée alors i est analytique.
En resumé, si ¢, 1 sont deux T-fonctions harmoniques et v est une fonc-
tion bornée telles que TyTy, = T, alors ou ¢ est anti-analytique ou 1 est
analytique, et dans les deur cas on a v = .

Un résultat immédiat découle de cette remarque, qui est que ’ensemble
des opérateurs de Toeplitz & symbole harmonique n’admet pas de diviseurs
de zéro [3, p. 202

Corollaire 3.1.8 Si ¢ et ¢ sont deux T-fonctions harmoniques telles que
T,Ty = 0 alors nécessatrement ¢ =0 ou ¢ = 0.

Preuve : D’aprés la remarque précédente, ¢ = 0 sur D, mais comme ¢ et ¢
sont harmoniques sur D alors au moins 'une des deux fonctions est nulle.

Il faut bien préciser que le probléme des diviseurs de zéro pour les opéra-
teurs de Toeplitz définis sur I’espace de Bergman est encore a nos jours un
probléme ouvert. On sait répondre dans des cas particuliers comme le montre
le corollaire ci-dessus ou comme nous allons voir plus tard quand les symboles
sont des fonctions quasihomogénes. Mais d’une maniére générale, étant donné
deux T-fonctions ¢ et 9 telles que TyT,, = 0, rien n’affirme que ¢ est nulle
ou ¢ est nulle. Récemment dans [17], Cuckovi¢ regarde le produit 7, oly =0
quand ¢ est une fonction quelconque dans L°(D) et 1(z) = 27 — 2!, et il
montre que ¢ est nécessairement nulle.

Une autre version du Corollaire 3.1.8 est la suivante [3, p. 202].

Corollaire 3.1.9 Si ¢, ¥ et v sont des T-fonctions harmoniques telles que
Ty Ty = T4T, et ¢ non identiquement nulle alors ¢ = v.
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Preuve : Si T,T,, = T,T, alors TyT,_, = 0 et donc, d’aprés le Corollaire
3.18, Yy —v=01ie Y =wv. |

On rappelle que sur l'espace de Hardy H?*(T), les seuls opérateurs de
Toeplitz idempotents sont I'opérateur nul et 'opérateur identité. La méme
situation est encore vraie pour les opérateurs de Toeplitz & symbole harmo-
nique sur l'espace de Bergman L2(ID).

Corollaire 3.1.10 Si ¢ est une T-fonction harmonique telle que [’opérateur
de Toeplitz T}, soit idempotent alors ¢ =0 ou ¢ = 1.

Preuve : Si T, = T, alors T; — Ty = Ty(T, — I) = 0. Comme lidentité /
de L?(D) n’est autre que opérateur Ty de symbole la fonction qui vaut 1.
Ainsi T? = T, implique que TyTy 4 = 0. Il vient donc d’apreés le Corollaire
3.1.8 que p =0ou ¢ = 1. |

3.2 Opérateurs de Toeplitz quasihomogénes

Voyant que la question quand le produit de deux opérateurs de Toeplitz a
symbole harmonique est un opérateur de Toeplitz a été résolue avec élégance
en partie par Ahern et Cuckovié¢ dans [3] puis par Ahern dans [1], nous avons
songé a regarder la méme question mais pour une autre classe de symboles.
Sur cette voie et dans un travail en collaboration avec Elizabeth Strouse et
Lova Zakariasy [23|, nous nous sommes intéressés a 1'étude du produit de
deux opérateurs de Toeplitz & symbole quasihomogéne.

Définition 3.2.1 Nous dirons qu’une fonction f est quasihomogéne de de-
gré p € 7 s’il existe une fonction radiale ¢ telle que pour tout z = re’ € D

fre) = e™o(r).

Si une telle fonction f est le symbole d’un opérateur de Toeplitz alors nous
dirons que l’opérateur de Toeplitz T est quasithomogéne de degré p.

Rappellons qu’une fonction ¢ est dite radiale si pour tout z € D

¢(z) = o(lz]).

Dans toute la suite nous assimilerons les fonctions radiales dans L'(ID, dA) &
des fonctions dans L*([0, 1], rdr).

Pourquoi regarder une telle classe de symboles? Soit R 1’ensemble des
fonctions de carré intégrable sur [0, 1] par rapport a la mesure rdr. Comme
d’'une part les polynéomes en (z,%) sont denses dans L?(D,dA) et d’autre
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part pour deux entiers k; # ko, e*'%R est orthogonale & e*2R il vient la
décomposition suivante de L*(ID,dA) a savoir :

(D, dA) @ IR,

keZ
Ainsi toute fonction f € L*(D,dA) admet la décomposition suivante :

—+00

foe?y =" e*fi(r),  fieR.

k=—o00

De plus si f € L>®(D,dA) C L*[D,dA) alors pour tout r € [0,1) et
tout k € Z, on a

R =3| [ s a] <o),

z€D

et donc toutes les fonctions fi sont bornées sur .

Méme si ce genre de décomposition n’a pas lieu pour L'(DD,dA), nous
espérons que le fait d’avoir des résultats sur le produit d’opérateurs de Toe-
plitz & symbole quasihomogéne, nous permettra de dire plus sur ceux dont
les symboles sont des fonctions beaucoup plus générales.

Les techniques utilisées dans [23], comme nous allons le voir, différent
complétement de celles de [3] et [1] puisque la décomposition du symbole en
somme de deux fonctions analytiques appartenant a ’espace de Bloch n’est
plus valable dans notre cas car le symbole que nous regardons n’est presque
jamais harmonique. Ces techniques consistent a utiliser la la transforma-
tion de Mellin et la la convolution de Mellin dans I’étude des opérateurs
de Toeplitz. L’idée d’utiliser ces deux notions dans la théorie des opérateurs
de Toeplitz est die & Cuckovié et Rao dans [18].

Soit p € N, ¢ une T-fonction radiale et regardons les images par l'opéra-

teur de Toeplitz T, de tous les éléments 2" (n € N) de la base orthogonale
de L2(D) :

—ip@ w™
T, og(€%)(2) = / L T

(1 — zw)?

" (i(n—p)0 — b —iko k dp
_ rhet(n—p k 1 et d
/ / o(r Z( + rdr—

1 +oo 2 do
_ / ¢(T) Z/ ez(n p—k)o rn—i—k k rdr.
0 — /o

™
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Or si n < p — 1 alors il impossible d’avoir n = k + p avec k > 0. Par contre
si n > p alors il existe toujours un k£ > 0 tel que n = k + p. Par ailleurs

Qwei(n—p—k)Hd_e_ 0 Slk+p7£n7
0 r |12 sik+p=n.

Donc
0 sin<p-—1,
Tfip " - !
=os(€) () = o pa 1) | otmrmrias sy sinzp
0

De la méme maniére, on montre que pour tout entier n > 0

1
Towogs(§")(2) =2(n+p+ 1)/0 G (r)r2 Pl dp e,

On définit la transformation de Mellin d’une application ¢ par

o(z) = (r)yr= tdr.
0

Dans notre cas, nous traitons les fonctions radiales définies sur D et donc
nous les considérons nulles sur l'intervalle [1, +00). Ainsi si ¢ est une fonction
radiale dans L'([0, 1], rdr) alors

b(z) = /0 1 d(2)r "V dr.

Il est clair que pour une fonction radiale ¢ € L'([0,1],rdr), I'applica-
tion z +— ¢(z) est bornée sur le demi-plan {z : Rz > 2} et analytique sur le
demi-plan {z : Rz > 2}.

1
Pour z € {z : Rz > 2}, la quantité / G(r)r* 1 dr est appelée le coeffi-
0

cient de Mellin de ¢ d’indice z et sera notée dorénavant par ¢(z). En resumé
nous avons le lemme de calcul suivant que nous utiliserons souvent.

Lemme 3.2.2 Si p est un entier positif et ¢ une T-fonction radiale alors
pour tout entier n € N, on a :

Toinog(€)(2) = 2(n + p + 1)$(2n + p + 2)2"7,

et
0 stn<p

Te—m(f”)@) = { 2(n —p + 1);5(271 —p+2)2"P sin>p
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Remarque 3.2.3 La matrice d’un opérateur de Toeplitz quasihomogéne dans
la base orthonormée de L%(D), est une matrice dont les éléments sont nuls
sauf sur une diagonale. Par exemple, si p € N, si ¢ une T-fonction radiale et
si A = (ay;) est la matrice de T,wog dans la base orthonormée (Vk + 127)5>q

alors
{ 0 Sii—j#p
CLij:

~

27 +1+p+1)o(2) +p+2) sii—j=p

Proposition 3.2.4 Soient ¢ une T-fonction radiale et p € N. Alors
(i) Ty est borné si et seulement si

sup |2V + 1(k +p+ 1)3(2k + p + 2)| < +oc.
k>0

(ii) Ty est compact si et seulement si

lim [2VE + 1(k+p+ 1)p(2k +p+2)| = 0.

k—4o00

Preuve : Notons par Ay = 2vk + 1(k+ p+ 1)¢(2k + p+2). Le point (i) est
trivial puisque sup |A;| n’est autre que la norme de I'opérateur T,ips,. Pour
k

le (ii), si T,y est compact et comme la suite (v/k + 12%);>0 tend faiblement
vers 0 quand k£ — +oo alors

| Toivoy(VE + 127)]|l2 — 0 quand k — +o0,

i.e.
li x| = 0.

Réciproquement, considérons I'opérateur diagonal de rang fini 7,, défini
sur L2(D) par

kp g
nvireh = { T AR

0 si k> n.

Il vient que
(Ts = Tonn) (VE+ T2 < sp .
>n

Or, lim sup |\;| = 0 car par hypothése klim |[Ax| = 0. D’ou la suite d’opé-
——+00

n—=F00 kp
rateurs compacts (7},) converge fortement vers T,iwo, et donc Tiiy est lui
méme compact. ]

Le théoréme suivant |28, p. 102 , que nous avons choisi de rappeler, nous
permettra de déduire que la transformation de Mellin est injective.
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Théoréme 3.2.5 Soit ¢ wune fonction analytique bornée sur le demi-
plan {z € C : Rz > 0}. Si ¢ est nulle sur une suite de points distincts
21,22, - . ., VETifiant
(1) inf|z,| >0;
1
n>1 n
alors ¢ est identiquement nulle sur {z € C : ®z > 0}.

Corollaire 3.2.6 Soit (ny)r>0 une suite d’entiers positifs supérieurs ou égales
a 2 vérifiant la condition
1
S e
N,

k>0

Si ¢ € LY([0,1],rdr) est telle que a(nk) = 0 pour tout k > 0, alors ¢ est
nulle.

1
Preuve : Si ¢(ng) = / (r)r™ L rdr = 0 pour tout k alors, d’aprés le
0

théoréme précédent, ¢(z) = 0 pour tout z € {z € C: Rz > 2} et donc ¢ est
nulle.

La question que nous nous sommes posés dans [23] est la suivante : Quelles
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit de deux
opérateurs de Toeplitz & symbole quasihomogéne soit encore un opérateur de
Toeplitz et est-ce possible d’expliciter le symbole de I'opérateur produit 7

Pour répondre a cette question il fallait tout d’abord passer par une étape
clé qui est de déterminer la nature du symbole du produit quand ceci est un
opérateur de Toeplitz. Plus précisement est-il nécessaire que le symbole de
lopérateur produit soit lui aussi une fonction quasihomogéne ? Et si c’est le
cas quel est son degré? La réponse est affirmative et repose sur la notion de
la radialisation (voir [32]).

Soit ¢ une fonction intégrable sur . On définit la radialisation de ¢, et
on note rad(¢), par

rad(@)(2) = = [ o(c2) do. (3.3)

:270

L’intégrale existe et est finie presque partout car ¢ € L'(D,dA). 1l découle
directement de cette définition qu’une fonction ¢ est radiale si et seulement

si ¢ = rad(¢).
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Lemme 3.2.7 Pour toute T-fonction ¢ et tous entiers positifs j et k, on a

k k . .
ko (Tp2" 2% sik=3
<T7"fld(¢)z 7Z>_{ 0 si k éj

Preuve : Pour tous entiers positifs k et j
] 2m
(Traas)2", 27) = / 5 / o w) dow*w? dA(w)
T

- 6 k537 A )
27r/0 /ng(e w)w w! df dA(w)

En effectuant le changement de variables z = e¢®w, on obtient

. 1 2w
(Tt ) = o / W ap) [ o)+ dAe)

27
— 2i( / e (k=08 d@) (Ty2", 27)
T™NJo
B <T¢zk,zk> sik=7
N 0 sik#j

Ce lemme est essentiel dans la preuve du théoréme suivant qui permet,
a partir des images des éléments de la base orthogonale de L?(ID) par un
opérateur de Toeplitz, de déterminer si ce dernier est quasihomogéne auquel
cas donner son degré quasihomogéne.

Théoréme 3.2.8 Une fonction f est quasihomogéne de degré p € 7 si et
seulement si pour tout entier n € N il existe une constante \,, dépendant
seulement de f, telle que

n 0 si n < sup(—p,0)
T3(E")(2) = { An2™P sin > sup(—p,0) (3.4)

Preuve : 1l est clair, d’aprés le Lemme 3.2.2, que si f est quasihomogéne de
degré p alors I’équation (3.4) est vraie.

Réciproquement, supposons que I’équation (3.4) est vraie, il vient que :
Si p > 0 alors pour tout couple d’entiers (m,n) € N x N, on a :

0 sin#m
(Topp2", 2™) = (f2", 2™1P) = Am

_ sin=m
m+p+1
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et si p < 0 alors pour tout couple d’entiers (m,n) € N x N, on a :

0 sin#m
(Togs 2" = (P =8 Dy
m+ 1

Ainsi, si on définit une fonction ¢ d’étre

6= ZP f sip>0
| zPf sip<O

alors, d’apreés le Lemme 3.2.7, il vient que pour tous entiers m,n > 0
(Traa)z"; 2™) = (Tp2", 2™),

et donc Tj.q4) = Ty. D'oit rad(¢) = ¢ i.e. ¢ est radiale. Or, par définition
méme de la fonction ¢, ceci implique que f est quasihomogéne de degré p.
]

On déduit de ce théoréme que si le produit de deux opérateurs de Toe-
plitz quasihomogénes est lui méme un opérateur de Toeplitz alors il sera
quasihomogéne de degré la somme des degrés des deux premiers.

Corollaire 3.2.9 Soient [ et g deux T-fonctions quasihomogénes de degrés
respectivement p et s. S’il existe une T-fonction h telle que TyT, = T}, alors
nécessairement h est quasithomogéne de degré p + s.

Preuve : Soient ¢ et 1) deux T-fonctions radiales telles que f = e®¢ et g =
eis@w_

Premier cas : D’aprés le Lemme 3.2.2, si p et s sont deux entiers positifs
alors pour tout n € N

Ty Tisoy,(€7)(2) = A2 P72,
ol Ay =2(n+p+s+1)p(2n+p+2s+2)2(n + s + 1)(2n + s + 2). Mais
si TeivogTeisoy, = Ty, alors pour tout n € N on a T,ipeyTriso, (") = Th(£™)
c’est-a-dire
Th(€")(2) = A2™P%, Yn €N,

et donc, d’aprés le Théoréme 3.2.8, h est quasihomogéne de degré p + s.
Deuxiéme cas : Maintenant, si p est positif et s est négatif alors pour
tout n € N

| | . o sin < —s=sup(—s,0)
Tezpe(b 6159w<§ )(Z) - { Anzn—’—p—’—s Sl n 2 _87
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donc si TiipsyTLise, = Ty, alors, d’aprés le Théoréme 3.2.8, h est quasihomo-
geéne de degré p + s.

Troisiéme cas : Si p et s sont tous les deux négatifs et si T ipo T yiso,, = T},
alors, par passage a ’adjoint, on aura

Te—isewTe—ipr - TB,

ou cette fois-ci —p et —s sont positifs et donc, d’aprés le premier cas pré-
cédent, h sera une fonction quasihomogéne de degré —p — s ce qui équivalent
a dire que h est quasihomogéne de degré p + s.

Si p est négatif et si s est positif alors, par passage a 1’adjoint, on se
raméne au deuxiéme cas. ]

Le corollaire suivant montre qu’il n’existe pas d’opérateurs de Toeplitz
quasihomogénes de degré non nul qui soient idempotents.

Corollaire 3.2.10 Tout opérateur de Toeplitz quasihomogéne de degré non
nul ne peut étre idempotent.

Preuve : Soient p un entier non nul et ¢ une T-fonction radiale. Si 1o,
était idempotant i.e. (T eiped,)z = T.ivs4, on aurait, d’apres le Corollaire 3.2.9,
que 1o, est quasihomogene de degré 2p ce qui est absurde. |

En réalité les seuls opérateurs de Toeplitz quasihomogénes idempotents sont
I'opérateur nul et 'opérateur identité.

On sait maintenant que si p et s sont deux entiers et ¢ et 1 sont deux
T-fonctions radiales telles que le produit TiipeyT,ise,, soit un opérateur de
Toeplitz alors le symbole de ce dernier sera de la forme e*®+9%u. ot w est
une fonction radiale. La deuxiéme étape sera donc de déterminer la fonction
radiale associée au symbole quasihomogéne de 'opérateur produit.

Soit p et s deux entiers positifs tels que p > s. S’il existe une T-fonction
radiale w telle que Tyipoy 1,0y, = T,ip-5)6,,, alors pour tout entier positif k et
tout z € D, on a :

Teiped)Tefis@d}(fk)(Z) = Tei(pfs)Gw(fk)<Z).
Il vient du Lemme 3.2.2 que

OR2k+p—s+2)=0 si0<k<s-—1, (3.5)

OR2k+p—s+2) =2(k—s+1)p(2k+p—25+2)(2k—s+2) sik > s. (3.6)

Sachant que = ﬁ(2k — 25+ 2), ou 1 est la fonction qui vaut 1

1
2(k—s+1)
sur D, alors pour tout k£ > s I’équation (3.6) est équivalente a

o~ o~

T(2% —25+2)0(2k+p—s5+2) = o2k +p— 25+ 2)(2%k — s +2). (3.7)
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En posant n = k — s, ’équation (3.7) s’écrit sous la forme suivante

~

L(2n + 2)r7Hw(2n +2) = (20 + 2)rb(2n +2) ¥Yn>0.  (3.8)

Maintenant le produit des coefficients de Mellin 1(2n + 2)@(271 +2)
peut étre écrit de la maniére suivante :

o~

11
1(2n + 2)rrtsw(2n + 2) = / / r2 (O dr dt.
0 Jo

En effectuant le changement de variables rt = u et t = v, I'intégrale au dessus
devient alors

~ — n dud
1(2n + 2)rtsw(2n +2) = // (9)2 Hw(v)v%“ﬂ
0<u<v<1 U v

_ /01 u%ﬂ[/ul 1(=)w(v) %} du.

Définition 3.2.11 Soient f et g deuz fonctions dans L*([0,1];rdr). On dé-
finit la convolution de Mellin (dite aussi la convolution multiplicative) de f
et g par :

Lo dt
o)) = [ 10T
.y b dv ) o
L’intégrale | 1(—)w(v) — sera donc notée par (1 #y w)(u). Ainsi, on ob-
v v

u
tient la chose suivante :

—_—

L(2n + 2)rPtsw(2n +2) = /1(]1 sar w) (Wu M du = (1 % w)(2n + 2).
0
De la méme maniére, on montre que
320 + 207 P(2n + 2) = (1P wag 1) (20 + 2).
Donc I'équation (3.8) est équivalente a
(1L 5pg 77550) (20 + 2) = (196 %31 759) (20 +2) ¥ > 0.
D’otu, d’aprés le Corollaire 3.2.6, on a
1 ospr 775w = 1P sy 11, (3.9)

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le théoréme principal de
[23] qui donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit de
deux opérateurs de Toeplitz quasihomogénes soit un opérateur de Toeplitz.
Nous avons choisi de donner I’énoncé pour deux opérateurs de degrés quasi-
homogénes opposés (I'un est de degré positif et I'autre est de degré négatif).
Nous discuterons plus tard tous les autres cas.
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Théoréme 3.2.12 Sip et s sont deux entiers positifs tels que p > s et st ¢ et
Y sont deux T-fonctions radiales alors le produit T i ,T,-is0,, €st un opérateur
de Toeplitz si et seulement s’il existe une T-fonction radiale w vérifiant les
conditions suivantes :

(a) W2k+p—s+2)=0pour0<k<s-—1,

(b) W spp rPT5w = 1P xpy o).
Dans ce cas ToivoyTo—isoyy = Tio-s)0,,-

€

Il faut remarquer que si s = 0 alors la condition (a) n’a plus lieu d’étre.
Preuve : Si T,ipoyT,-is0, est un opérateur de Toeplitz alors nécessairement,
d’aprés le Corollaire 3.2.9, il est de la forme 7.i—s)s,,, 01l w est une T-fonction
radiale. Maintenant la condition (a) n’est autre que 1'équation (3.5) et la
condition (b) n’est autre que I’équation (3.9).

Réciproquement si w est une T-fonction radiale vérifiant les conditions
(a) et (b) alors l'opérateur borné T.i,-ss, coincide avec le produit borné
Triv0yTis0, sur tous les éléments (£"),>¢ de la base orthogonale de L2(D) et

donc les deux opérateurs coincident partout.
|

Exemples
1) Pour tout entier non nul n, on a :

2
(Tz"2"> = 7j|z|2"(1—l-10g [2|2)»

et
Tzn+12nTzn2n+1 — 7—“2|2n[1+(n+1) log |Z|2] .

2) Pour tous entiers non nuls m et n tels que m # n, on a :

n m
Tzngnszzm — Tznzn - 7szzm7
n—m n—m
o +1 +1
n m
Tzn+15nsz2m+1 Tznzn - 7sz5m.
n—m n—m

3) L’exemple suivant a été donné par Daniel Suédrez dans [30] mais sans
expliquer comment expliciter le symbole de 'opérateur produit. Pour
cette raison nous avons choisi de le démontrer. Pour tout 0 < r < 1
et toute T-fonction radiale ¢, si x, est la fonction caractéristique du
disque {z : |z| < r}, alors

TXTT¢ = TXT¢(;) :

En effet, comme Y, et ¢ sont deux fonctions radiales (c’est a dire qua-
sthomogenes de degré 0) ainsi si le produit T, T} est un opérateur de
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Toeplitz alors, d’aprés le Corollaire 3.2.9, il est nécessairement de la
forme T, ou w est une fonction radiale vérifiant, d’aprés le Théoréme
3.2.12, I’équation de convolution de Mellin suivante :

I xp w = Xy ¥ O

D’out pour tout 0 <t <1

[om® = [woy &

u u u

sit>r

0
- /gb(i)d—u sit<r.
. ulwu

t
En posant, pour ¢ < r, le changement de variables y = —, on a
u

"ot du ! dy
/tqﬁ(a);:/% ¢(y);-
0 sit>r

1 dy 1
29 d
/tw(y) y [gb(y)?y sit<r.

En dérivant ce systéme par rapport & la variable ¢, on obtient

0 sit>r
“’(t):{ G(L) sit<r

Donc

ce qui est équivalent & dire que pour tout 0 <¢ <1

wlt) = o (0o(L).

r
Remarque 3.2.13

i) Sip et s sont deuz entiers positifs et si ¢ et | sont deux T-fonctions radiales
alors le produit T.iwe,T,is0, est un opérateur de Toeplitz si et seulement s’il
existe une T-fonction radiale w telle que

7k ar TPw = 1P x50 1.

i1) Sip et s sont deux entiers positifs et si ¢ et b sont deur T-fonctions ra-
diales alors le produit T,-ipoyT,iso,, est un opérateur de Toeplitz si et seule-
ment si son adjoint Tisoy e, est un opérateur de Toeplitz et donc si et
seulement si la condition du cas 1) est vérifiée tout en inversant les roles de p
et s et de ¢ et .
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iii) Si 0 < p < s et si¢ et sont deur T-fonctions radiales alors le pro-
duit TiipoyT—is0, est un opérateur de Toeplitz si et seulement si son adjoint
TeisoyTe—ivoy U'est aussi et donc si et seulement si les conditions du Théoréme
3.2.12 sont vérifiées tout en inversant les roles de p et s et de ¢ et 1.

Dans [8], Axler et Cuckovié¢ introduisent, pour ¢ € Aut(DD), 'opérateur U,
de L?(D) dans L?(D) défini de la maniére suivante :

Usf = (fop)e (3.10)

Cet opérateur U, est devenu un outil de base dans la théorie des opérateurs
de Toeplitz. U, est un opérateur unitaire et U; = U, -1 o o~ ! est 'automor-
phisme réciproque de . En effet pour toutes fonctions f et g dans L3(DD),
on a

(U.f.g) = / (f 0 9)(€)2 (€)@ dA)
_ / F2) e lale T @le" (2) P dA(2), en posant = = (€)
_ / F@)e e (2" (2)gle ()T () dA(2).

Or ¢lp~"(2)]l¢™" (2) = (o ™")(2) = L. Done

(U.f,g) = /f (g0 o) (2)p " (2) dA(2)
= Up-19).

D’autre part, pour toute fonction f € L2(D), on a

UpiUpf = Upn[(fo @)@ ] = (fopop ™)@ op e =,
et
U f =Upl(fop ™)™ = (fop T op)(¢ ™ op)y = f.
Le lemme suivant est une propriété bien connue de 1'opérateur unitaire
U, (voir [8, p. 7]).
Lemme 3.2.14 Pour toute T-fonction 1 et tout automorphisme ¢
de ]D), U@TwU; = Td)ocp-
Preuve : Pour ¢ € Aut(D), on définit 'opérateur V,, par :
V,: L*(D,dA) — L*(D,dA)
f— (fop)¥



3.2 Opérateurs de Toeplitz quasihomogénes 71

V., est un opérateur unitaire (on le montre exactement de la méme maniére
que pour U,) dans L*(D,dA) et V. = Vy-1. D’autre part

V = ULp i.e V@f = U(pf ,Vf € LE(D)

¥ /L2 (D)

Comme U, f € L2(D) ,Vf € L2 alors V,, envoie L2(D) dans LZ(D).
Quen est-il de L2 (D) ? Soient f € L2 (D) et g € L2(D) deux fonctions
quelconques, on a :

(Vo fog) = (f, Vpm1g9) =0, car V-9 € L (D),

d'ot, Vf € LZ (D), V.., f appartient a L2 (D). Or Vi, = V. \ =V, et
donc V, envoie L2 (D) dans L2 (D).
Si f € L2(D)

ViPf =V,f et PV,f =V,f = V,P = PV, sur L}(D), (3.11)
et si f € L2 (D)
V,Pf=V,0=0et PV,f =0 = V,P = PV, sur L2 (D).  (3.12)
Les équations (3.11) et (3.12) impliquent que V,,P = PV,, sur L*(D,dA).
Soit f € L?(D) quelconque, alors :
TyeiUpf = Tuop((fo0)e!) = P((Wo)(f o))
= P(vwn) =v(rwn)
= U (P(¢f)> = U, Ty f.

D'ou Tyo,U, = U,T, sur L2(D). Comme U, est unitaire on a bien
donc Tyo, = UwTwU;‘,.
|

En combinant le Théoréme 3.2.12 avec le lemme précédent, nous pouvons
obtenir le méme résultat mais pour une classe de fonctions beaucoup plus
compliquées.

Corollaire 3.2.15 Soient p, s, ¢, ¢ et w comme dans le Théoréme 3.2.12.
Si o € Aut(D), f = (ePpop), g= (e o) et h=(eP~u o) alors

TiT, = T.
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Preuve : Comme p, s, ¢, 1 et w verifient les conditions du Théoréme 3.2.12
alors
Teip0¢T67i561j) - T i(p—s)0,-

e

Comme U, est unitaire, on a

U@Teip9¢U(PU;T€7i591j)U(: - U@Tei(p—s)QwU;7
et donc le Lemme 3.2.14 achéve la preuve. |

Dans plusieurs cas il est difficile d’exhiber le symbole de 'opérateur pro-
duit. En effet, il n’est pas toujours facile de résoudre ’équation de convolution
de Mellin de la condition (b) du Théoréme 3.2.12. Par contre si le membre
de droite de cette méme équation est différentiable alors il est possible de
donner explicitement le symbole de I'opérateur produit.

Théoréme 3.2.16 Soient p > s deux entiers positifs. On considére deux
T-fonctions radiales ¢ et i telles que la fonction A définie par :

A(r) = (rPé=u r°)(r)
soit presque partout différentiable sur [0,1]. Soit
w(r) = —rl_(P'FS)A/(T)a

alors le produit Ty yT,—is0,, est un opérateur de Toeplitz si et seulement si
(a) w est une T-fonction,
(b)) “2k+p—s+2)=0pour0<k<s—1.

Dans ce cas ToivoyTo-is0y = T io-s)0,,-

€

Preuve : 11 suffit juste de remarquer que w est une solution de I’équation de
convolution de Mellin
sy 7P 5w = A

si et seulement si
! dt
/ o & A,
g ¢
Maintenant, en dérivant cette équation par rapport & la variable r, on obtient
w(r) = —rt= PN’ (7).,

Dans la suite une application simple mais intéressante de ce théoréme.
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Corollaire 3.2.17 Si p > s sont deux entiers positifs et si Iy et ly sont
deuz réels supérieurs ou égales a —1, alors le produit T o1, T,—is0,1, €St un
opérateur de Toeplitz si et seulement si
(i) lo—p>—-1,11—s>—1,ets=0o0ul,
ou
(1)) h=p=0ouly=s5=0.

Preuve : En gardant les mémes notations du Théoréme 3.2.16, soient ¢(r) =
ri et (r) = r'2. 1l est clair que la fonction A définie comme dans le Théo-
réme 3.2.16 est différentiable sur [0,1]. Ainsi le produit T,ipe,i, T, -is0,1, €st un
opérateur de Toeplitz de symbole ¢/P~5%, si et seulement si la fonction w
donnée par :

l2+8 lo—p l1+p 11— .
e N 1, _ 1—S8 I, — I, —
w(r) = lo+s—1i—p l2+8—l1—pr sih—s7bL—p
rll_s[l + (I3 + p) log ] sily —s=1Iy—p.

vérifie les conditions (a) et (b) du Théoréme 3.2.16.

En regardant I’expression de la fonction w, on remarque que si l; — s ou
si Iy — p est inférieur & —1 alors w n’est pas intégrable et donc ne peut étre
une T-fonction. Par contre, w est bornée ou presque bornée si la condition
(A) suivante est satisfaite :

Lh+p#0,ls+s#0, 1 —s>—letly,—p>—1,;
ou
(A) l2—|—S:O€tll—82—1;
ou
Ltp=0etly—p>—1;

Par conséquent w est une T-fonction, et donc la condition (a) du Théoréme
3.2.16 est satisfaite, si et seulement si (A) est vérifiée.

Par ailleurs, si (A) n’est pas vérifiée alors on ne peut pas parler de tous
les coefficients de Mellin de w puisque cette derniére ne sera pas intégrable.
Donc on ne peut discuter la condition (b) du Théoréme 3.2.16 que lorsque
(A) est vraie. Dans ce cas, un calcul direct des coefficients de Mellin de w
montre que pour tout entier m > 2, on a :

(I) :Sily+p#0etly+s#0 alors

m— (p+s)
(i —s+m)(la—p+m)

(IT) : Sily+p #0etly+s =0 alors

5(m) =

li+p
(ll—s+m)(l2+s—l1—p)'

D(m) =
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(II) : Sily +p=0-et Iy + s # 0 alors

lQ‘i"S
(lo—=p+m)(la+s—hL—p)
(IV):Sily+p=0etly+s =0 alors

5(m) =

N 1
0o=—".
m— (p+s)
On voit bien que &(m) = 0 n’est possible que dans le cas (I), c’est-a-

dire @(m) = 0 si et seulement sim = p+s,l+p # 0et ly+s # 0.
Donc

OR2k+p—5+2)=0 <= k=s—1, 1+p#0etily+s#0.

Par la suite la condition (b) du Théoréme 3.2.16 est satisfaite si et seulement
si s =0 (ce qui correspond au cas ot la condition (b) n’a plus lieu d’étre) ou
sis=letli+p#0etly+s#0(danscecask=0etp—s+2=p+set
donc la condition (b) du Théoréme 3.2.16 se résume a avoir W(p + s) = 0, ce
qui est vrai par (I)). En résumé, si le produit 7 ,ipe,u T, —is0,1, €st un opérateur
de Toeplitz alors ou bien « s =0 et (A) est vraie » ou bien « s =1, (A) est
vraie, [; +p # 0 et I5 45 # 0 ». Il est clair que ces deux conditions impliquent
soit (i), soit (ii).

Réciproquement, la condition (i) implique la condition (A). Donc, d’aprés
le Théoréme 3.2.16, le produit 7 ,ipe,:, 1, —is0,1, sera un opérateur de Toeplitz. Si
la condition (ii) est satisfaite alors au moins 'un des deux opérateurs Tz,
et T, is0,1, sera l'identité et donc le produit sera encore un opérateur de
Toeplitz. |

Si0 < p < s alors, par passage a 1’adjoint, on obtient un résultat analogue
au Corollaire 3.2.17, & savoir : T ipe,1, 1, —is0,1, €st un opérateur de Toeplitz si
et seulement si

(i) h—s<-1,ls—p<—letp=0oul,

ou

(i) h=p=0ouly=s5=0.

Nous remarquons que la condition (A) de la preuve précédente montre
clairement que le produit 7.iye,1, T.—is0,1, peut étre un opérateur de Toeplitz &
symbole borné comme il peut étre un opérateur Toeplitz & symbole presque
borné. De 1a tout 'intéret d’étendre la définition des opérateurs de Toeplitz
a des symboles qui sont dans L*(D,dA).

Remarque 3.2.18 Sily et ly sont deux entiers positifs et sip =1y et s = Iy
(i.e. €P'rti = 2P et e7®0rl2 = 2%) alors le corollaire précédent nous affirme
que le produit T,»T5s est un opérateur de Toeplitz si et seulement si
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x) p=0ous =0 cequiest équivalent a dire que l'un des deuzx opérateurs
est lidentité.
ou

xx) s =1, dans ce cas le (i) du corollaire implique que 1—p > —1 c’est-
a-dire p < 2. Donc T, T: est un opérateur de Toeplitz si et seulement
sip =0, oul ou 2, ainsi la somme p + s est toujours inférieure
ou égale a 3. Et on redémontre donc le Théoréme 3.1.5 de Ahern [1]
pour les mondmes. Dans notre tentative de montrer le Théoreme 3.1.5
pour les polyndmes en (z,z), nous nous sommes heurtés a la question
ouverte suivante : Soient m, n, p et s, quatre entiers positifs tels
que TomTon + TopT5s soit un opérateur de Toeplitz. Peut-on affirmer
que chacun des produits T,mTsn et T,oTss est opérateur de Toeplitz 7 A
priori il N’y a aucune raison pour que ceci Soit vrai.

Cette méthode de résoudre 1’équation de convolution de Mellin et de re-
trouver le symbole de I'opérateur produit ouvre la porte a d’autres questions
intéressantes et surtout permet d’avoir beaucoup d’exemples non triviaux
d’opérateurs de Toeplitz & symbole non harmonique dont le produit est en-
core un opérateur de Toeplitz et de plus le symbole du produit n’est autre
que le produit des symboles. La encore, on voit toute la différence entre les
opérateurs de Toeplitz définis sur ’espace de Hardy et ceux définis sur I'es-
pace de Bergman. J’ai choisi d’exposer dans la suite un exemple inspiré de
larticle |2]. 11 est intéressant dans le sens ot il prouve encore une fois que sur
L?(D) il est possible d’avoir des produits de type 75Ty = Ty, et ni f ni g est
analytique. L’exemple est le suivant : Etant donné un réel 0 < r < 1 et un
entier p > 0, on cherche & trouver une T-fonction radiale ¢ telle que

T,

e

ip0¢T - - Teip9¢xr, (313)

ot x, est la fonction caractéristique du disque {z : |z| < r}. Sil'égalité (3.13)
est vraie alors d’aprés la Théoréme 3.2.12, on a :

1L %0 Pdxr = 7760 %11 X (3.14)
Or,
0 sit>r
P = " d
(L sar 776X, (1) / Folp) L sit<r,
] u
et

0 sit>r

(1P *a xr)(t) = /: uP(p) %‘ sit<r



76 Produits d’opérateurs de Toeplitz sur LZ(D)

Donc ’équation (3.14) implique que pour tout ¢ < r, on a :

[ o) % = [Cwow 2.

— =
En dérivant cette équation par rapport a la variable ¢, on obtient :

o(1) = —o(1). (315)

Donc Pégalité (3.13) est vraie si et seulement si P'égalité (3.15) est vérifiée
pour tout ¢t < r.

Soit ¢ une fonction radiale bornée définie initialement sur la couronne {#:
r < |z| < 1}. Pour tout ¢ € (0,1), il existe k € N tel que r*** < ¢t < r*. On
note par ¢ la fonction radiale définie sur D par

1 ~t
o(t) = e (ﬁ)’ pour 7" < ¢ < rk. (3.16)

Alors pour tout ¢t < r, on a :

o(1) = ~o(1).

Donc la fonction ¢ définie par (3.16) vérifie bien (3.13). Du coup, grace a
cette construction, nous avons une application injective de 1’ensemble des
fonctions bornées sur la couronne {z : r < |z| < 1} dans l'ensemble des
fonctions radiales ¢ telles que Tipo Ty, = Tiivogy, -

Toutefois il est difficile de caractériser les paires d’opérateurs de Toeplitz
dont le produit est un opérateur de Toeplitz. En effet, le théoréme (voir |23])
que nous allons énoncer dit clairement qu’il existe des opérateurs de Toeplitz
quasihomogéne dont le produit est un opérateur de Toeplitz quasihomogéne
comme il existe d’autres tels que leur produit n’est pas un opérateur de
Toeplitz. Nous aurons besoin dans la preuve de notre théoréme du lemme
(voir [23]) suivant concernant les coefficients de Mellin des polynomes.

Lemme 3.2.19 Pour tous entiers p et s dans N, il existe un polynéme non
nul q tel que :
(i) q(r) =aogr? + a;r?™ + -+ + a,rPt
et
(i) q2k+2) =0 pour0<k<s—1.
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Preuve : En calculant les coefficients de Mellin du polynoéme ¢, il vient que
pour tout 0 < k<s—1,ona:

G2k +2) = > a2k +2)
n=0

S

1
B ;a”2k+p+n+2'

La condition (ii) est alors équivalente au systéme suivant de s équations & s

inconnus
.

@2 = Y aur(2) = 0
n=0

§(2s) = Y aurt(2s) = 0
n=0

Prouver l'existence du polynéme ¢ revient alors & montrer ’existence d’'un

\

vecteur non nul v = (a1, as,- - ,as) tel que
Mv = c,
ou
1 1 _ 1
fp-{3 pt+4 T p+§+2
+5 6 T prsth
M — p . p ‘ p -
1 1 1
p+2s+1  p+2s+2 7 p+3s
et
ag
p+2
ag
+1
c=—| "
ag
p+2s

Or la matrice M est une matrice de Cauchy (voir [21, p. 36]) et donc inver-

sible. En effet : )

- (M)i,jzl
et son déterminant est :

s(s—1)

2T(1!2! . (3 _ 2)!(3 _ 1)!)2

det(M) =
et(M) I<ijes(n +2i + )

£ 0.

Par conséquent le polynéme ¢ existe et vérifie la condition (ii). [ |
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Théoréme 3.2.20 Soit p > s deux entiers positifs. Alors :
(i) 1l existe deux T-fonctions radiales ¢ et v telles que TyipoyT,~isoy SO
un opérateur de Toeplitz.
(ii) Il existe deux T-fonctions radiales ¢ et 1) telles que Tipo T —is0, ne
soit pas un opérateur de Toeplitz.

Pour la preuve, nous aurons besoin de la notion du « degré minimal » d’un
polynéme ¢(r) défini d’étre le plus grand entier n tel que le quotient @
soit encore un polynéme. g
Preuve : Soient ¢(r) = r° et (r) = rq(r), o q(r) est le polynome de
degré p + s du Lemme 3.2.19. Comme r**q est un polynéme de degré mini-
mal p 4 2s alors la fonction A, du Théoréme 3.2.16, définie par :

A =Pt 5y, %

est aussi un polynome de degré minimal p + s. Ainsi A est différentiable et
la fonction radiale w donnée par :

w(r) = —r=PEIA’ (1)
est encore un polynéme, donc une T-fonction. Ce qui prouve la condition
(a) du Théoréme 3.2.16. Pour montrer que cette méme fonction w vérifie

la condition (b) du Théoréme 3.2.16, il suffit de calculer ses coefficients de
Mellin. En effet pour tout 0 < k< s—1,on a

1
OR2k+p—s+2) = / _rl_(P+S)A’(r)T2k+p—s+1 dr
0
1
— _/ A/(T)r2k72s+2 dr.
0

En faisant une intégration par partie et en remarquant que A(1) = 0, on
obtient que pour tout 0 <k <s—1:

1
D2k +p—s5+2) = —[A@r)r? 242 4 (2 — 25 + 2) / A(r)r?h=2s41 gy
0
1

= (2k—25+2) [ A(r)r* 2 ap,
0

A(r) = (77 sar t2°q)(r) = r* (1" %1 @) (1)
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D’out pour tout 0 < k< s—1:
1
B2k p—s+2) =(2k = 25+2) [ (¢ w0
0

—(2k — 25 + 2) (175 %1 q)(2k + 2)
—(2k — 25 + 2)r7—5(2k + 2)q(2k + 2)

car q(2k+2) = 0 pour 0 < k < s—1. Ce qui prouve que w vérifie la condition
(b) du Théoréme 3.2.16 et donc le produit T,ipe,T,-is0,, est un opérateur de
Toeplitz. D’ou le (i).

Pour le (ii), il existe évidemment beaucoup d’exemples d’opérateurs de
Toeplitz quasihomogénes dont le produit n’est pas un opérateur de Toeplitz.
Ainsi dés que p ou s est plus grand que 1, le Corollaire 3.2.17 montre qu’en
posant [y = p — 2 et o = s — 2, le produit 7,ipe,1, T, is0,1, n’est plus un
opérateur de Toeplitz. Sip = s = 1l oup = 1 et s = 0, et en prenant
¢(r) = r~' et ¢(r) = r~*, le Théoréme 3.2.16 montre que si TioyT—isoy,
était un opérateur de Toeplitz alors son symbole serait e!®=*)%r~2 qui n’est
pas une T-fonction et donc le produit ne peut pas étre un opérateur de
Toeplitz.

Le cas p = s = 0 est le plus difficile & traiter. Il faut trouver deux
T-fonctions radiales ¢ et 1 telles que T}, T}, ne soit pas un opérateur de Toe-
plitz. L’idée de la construction de ces deux T-fonctions radiales nous a été
proposée pas A. Borichev. Elle consiste a remarquer que pour toute fonction
radiale w € L'(D, dA) et pour tout réel a € (0,1), la fonction 1l *; w est
bornée sur l'intervalle [o, 1]. En effet, pour tout ¢ € [, 1], on a :

Kqu|§/W|—<—ww

Donc si on construit une T-fonction radiale ¢ telle que la fonction ¢ *,; ¢
ne soit pas bornée sur [«, 1] pour un certain a € (0, 1) alors il n’y aura pas
de fonction radiale w solution de I’équation ¢ *,; ¢ = 1 *3; w, ce qui est
équivalent a dire que le produit TyTy n’est pas un opérateur de Toeplitz.
Pour cela, soit (tx)72, une suite dans [,1) qui tend vers 1, et soit (g5)72,
la suite définie par :

1

1 1
£ = min <t,§ —t (5)™(1 - t;)6>.

Maintenant, soit ¢ la fonction radiale définie sur [0, 1] par :

2 _z2
r) = Z €k SX[tk—Sk,tk-i-&k](T)'
k=0
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¢ € LY([0,1],rdr). En effet

1 1o,
[ e = [ e e ) v
0 0

k=0
+oo 3 1
= ngd/ X[tk*Ek,tk+5k}(r)/rdr
k=0 0
T, pliter
= Zek3/ rdr
k=0 ek
1 +o00 _% ) )
= 52_% [(tr +ex)” — (tr —er)7]
k=0

400 1
k=0

1
Comme e;, < (3)%(1 — )5 et ¢, < 1 alors g, < (3)%. Donc

1
2
1 oy
/0 [o(r)[rdr <2 ()" < oo.
k=0

Il reste & vérifier que ¢ est une T-fonction. Pour cela il suffit, d’apres la
Proposition 3.2.4, de montrer que la suite (n¢(n))s2, est bornée.

1 too
ng(n) = n/ D ek Xitn—eptnten (r)r" dr
0 k=0

= >t — )" — ()"

Le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction ¢ — ¢ sur
I'intervalle [ty — e, tx + £x] implique qu’il existe un réel

1
ty € (ty — e, tp + ) C (tp — &, t7)

tel que :
(ty — &)™ — (ty, + )"

25 = n(t;)nfl
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Ainsi

+o0
~ 1
ng(n) = 2ny & (t)""
k=0

>,
2y it
k=0

IN

1
car tj, < t;. Dot

+o0 +o0o 1
Z n&”) < 2 Z £k Z te)"
n=2 n=

<oy T
k=0 1_tk)
< QZ(i)k
k=0
< —Ho0.

La série converge et donc son terme général mg(n) est borné et par la suite
¢ est une T-fonction. Par ailleurs, pour tout ¢, on a :

1

r beter r €, 3
(6 %01 6) m-/ oo Lz [T oo L 2

T £ ror €k+tk

=

€

Or —~ tend vers 400 quand k tend vers +oo car € tend vers 0. Donc
€k

le produit de convolution ¢ #,s ¢ ne peut pas étre bornée sur [3,1] et par la

suite le produit 7,7, n’est pas un opérateur de Toeplitz. |

Remarque 3.2.21 Un autre exemple de T-fonction radiale ¢ telle que T,T,
ne soit pas un opérateur de Toeplitz a été donné par Ahern et Cuckovié dans
[2]. En effet si ¢ est une T-fonction radiale telle que TyTy = T, alors, d’aprés
le Théoreme 3.2.12, pour tout z dans le demi-plan 11 := {z : Rz > 2}, on a
AT w(2)
S)0() = 22
En particulier, comme la transformation de Mellin est bornée sur le demi-
plan 11 alors il existe une constante positive c telle que :

6(2)b(2)| < ﬂ
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Donc lidée est de trouver une fonction radiale ¢ telle que m ne soit pas
un O(é) Tout d’abord, on commence par calculer :

6/5(2 +142") = /01 o(r)r' =" dr.

t

Puis, on effectue le changement de variables r = e™" et on obtient :

H(2+i2") = +°o ple e e " dt. (3.17)
0

Ensuite, on définit ¢ de la maniére suivante :
2 oo iok¢

dleNe™=q 6 K

0 - sinon .

st 2w <t < d4m,

La constante —”6—2 est choisie de sorte que ¢(e 2 )e 4 et ¢p(e=*™)e 8™ soient

nulles. En effet :

o 4 72 I gizven T2
¢(6 )6 :_F_‘_; :_F ZkQZ 3
car Z i . Idem pour ¢(e=™)e 8. Donc la fonction ¢ ainsi définie

est contmue a support compact sur (0,1) (en effet pour pour tout 2w <
t < 4rm, et € (0,1)). Maintenant, dans l’équation (3.17), en permutant
les signes . et [, il vient que :

R o R R,
2442") = —— Tt — It dt
(2 +i2") G /27r e +;k2 /27T e

Or i .

o 2w stk =n.
D’ou ~ o
et

(G B2 +i2) = T

1l est clair que 47%2 n’est pas un 0(2%) et donc TyTy n’est pas un opérateur de
Toeplitz.
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Dans notre étude des opérateurs de Toeplitz quasihomogénes, nous nous
sommes aussi intéressés a la question des diviseurs de zéro qui, rappelons
le, est toujours une question ouverte pour les opérateurs de Toeplitz sur
I’espace de Bergman. La technique de regarder les coefficients de Mellin a
permis d’éliminer plusieurs cas et de pouvoir affimer que si le produit de
deux opérateurs de Toeplitz, dont I'un est de symbole quasihomogéne et
I'autre de symbole une T-fonction quelconque, est nul alors forcément 1'un
des facteurs est nul.

Le théoréme suivant est dit & Ahern et Cuckovié dans [2].

Théoréme 3.2.22 Soient p un entier positif, f une T-fonction et 1 une
T-fonction radiale tels que TyT oy, = 0 alors f ou 1) est nulle.

Preuve : Si T{T ., = 0 alors, d’aprés le Lemme 3.2.2, pour tout & € N, on
a:
(2k + 2p + 2)1(2k + p + 2)T4(24?) = 0. (3.18)

Soit E = {k € N : 9(2k + 2p + 2) = 0}. Si

1
Z2/~c+22+o®

keE

alors, d’aprés la Proposition 3.2.6, 7?P) = 0 et donc v est nulle. Sinon, on a

nécessairement : .
I
keEe 2k +2

ou E° est le complémentaire de ’ensemble F dans N. Pour tout & € E°
I'équation (3.18) implique que T;(2*™) = 0. Dol pour tout k € E° et
tout n € N, on a:

(T2, 2y — /D F(2) 545 dA(z) = 0.

Par passage en coordonnées polaires, on obtient pour tout £ € E° et tout
entier n :

™

1 2 o do
/ phrmered / fre?)eth=ntpf — gr — 0.
0 0

Soit m € Z un entier fixé; il existe toujours un n € N tel que m +n — p soit
dans E£°. Pour tous lesn € N telsque m +n —p € E° on a:

1 2 ) ) do
/ T,m+2n+1 f(,r,ew)ezmé’ dr=0.
0 0 ™
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Or, il est clair que :

1
Z m+2n+1 = too

ne
m—+n—pel°©
D’ot, d’aprés le théoréme de Miintz-Szasz :

2
o o dl
f(rew)ezm@ =0
0 s
pour presque tout r € [0, 1]. Mais ceci reste vrai pour tout entier m. Donc f

est nulle. [ |

Remarque 3.2.23 Sip € N et si T{1T.,-isy, = 0 alors, en composant a
droite par T.», on se ramene a Ty1T,py, = 0. Or le symbole 171 est une fonc-
tion radiale, en particulier elle est quasihomogéne de degré 0, et donc par le
théoreme précédent on peut affirmer que f =0 ou rPy =0 i.e. ¢ = 0.

D’autre part si TepeyTy = 0 alors par passage a ['adjoint on
aura TFT,~iwoy, = 0 et donc le méme raisonnement est encore valable.

Récemment, dans [17], Cuckovi¢ conjecture que, si le produit de deux
opérateurs de Toeplitz est nul et si I'un des symboles est une fonction har-
monique alors nécessairement 'un des facteurs est nul. Pour aboutir a ce
résultat, 1'idée de Cuckovié était de combiner les transformations de Berezin
et de Mellin. Il obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.24 (1) Soit f € L>*(D,dA) et soit g la fonction définie
par g(z) =29 — 2, ou j, L € N. Si T4T, =0 alors f = 0.
(2) Soit f(re?) = Zeikefk(r) € L*(D,dA) et soit g = g1 + G2, ou les

k<0
deux fonctions g1 et go sont dans A>®(D). Si TyT, = 0 alors f =0

ou g = 0.

Comme corollaire de ce théoréme, Cuckovié¢ obtient le résultat suivant.

N
Corollaire 3.2.25 Soit f(re') = Z e fi(r) + Z e fi(r) € L(D, dA)
k<0 k=0

et soit g = g1 + G2, ot g1 et go sont dans A*(D). Si TyT, =0 alors f =0
ou g =0.

Preuve : On suppose que 17T, = 0. En composant & gauche par Ti~+1, on
obtient :
Ton1TiTy = Tona T, = 0.
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Or zV*1f n’a que des composantes d’indice négatif dans sa décomposition
polaire. En effet :

~1
V) = 3 @ fna )+ S I e ().
k<—-N-1 -N-1
Donc le théoréme précédent implique que, V' f =0ie. f =0, 0oug=0. W

La question, qui reste & résoudre, est donc de savoir ce qui se passe si la
fonction f avait une infinité de composantes positives dans sa décomposition
polaire.






Chapitre 4

Commutativité des opérateurs de
Toeplitz

Si ¢ et ¢ sont deux T-fonctions analytiques alors T}, et T, sont les opé-
rateurs de multiplication sur LZ(ID) respectivement par ¢ et 1 et donc ils
commutent. Par ailleurs si ¢ et ¢ sont deux T-fonctions analytiques alors

(TyTy)" =TTy =TTy = (TyTy)

et donc Td)Tw = T¢T¢.

Nous avons vu que sur l'espace de Hardy H?(T), Brown et Halmos ont
montré que deux opérateurs de Toeplitz commutent si et seulement si leurs
symboles sont tous les deux analytiques, ou tous les deux anti-analytiques, ou
I’'un est une application affine de I’autre. La situation sur I’espace de Bergman
est complétement différente et beaucoup plus compliquée. Par exemple deux
opérateurs a symbole radial commutent. En effet, si ¢ est un symbole radial
(en particulier ¢ est une fonction quasihomogéne de degré 0) alors d’aprés
la Remarque 3.2.3 la matrice de l'opérateur de Toeplitz T, dans la base
orthonormée de L2(D) est une matrice diagonale avec pour éléments sur la
diagonale principale la suite {Vk + 1(2k + 2)6(2k + 2)}k>0. Comme deux
matrices diagonales commutent toujours, donc les opérateurs de Toeplitz &
symbole radial commutent.

Dans la suite nous présentons les travaux de Axler, Cuckovié¢ et Rao
concernant la commutativité des opérateurs de Toeplitz a symbole harmo-
nique.

87
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4.1 Commutativité des opérateurs de Toeplitz
a4 symbole harmonique

Dans [8], Axler et Cuckovié¢ étudient la commutativité des opérateurs de
Toeplitz & symbole harmonique sur 'espace de Bergman L?(DD) et montrent
un résultat analogue au Théoréme 1.6.1 de Brown et Halmos sur I'espace de
Hardy H?(T). Rappelons que la preuve du Théoréme 1.6.1 repose essentiel-
lement sur les manipulations des matrices de Toeplitz dans la base orthonor-
mée de H?(T). Ces matrices ont la particularité d’étre constantes sur toutes
les diagonales. Cette propriété n’est plus vraie sur l'espace de Bergman. La
preuve d’Axler et Cuckovié¢ utilise des propriétés de type la valeur moyenne
invariante. Leur théoréme est le suivant |8, p. 2|.

Théoréme 4.1.1 Soit ¢ et ¢ deux fonctions harmoniques bornées sur D.
Alors
TyTy =TyT,

si et seulement si
(a) ¢ et ) sont toutes les deux analytiques sur D,
ou
(b) ¢ et sont toutes les deur analytiques sur D,
ou
(c) il existe deux constantes complexes non nulles o et [3 telles que

¢=ayp+p.

La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant qui dit qu’une fonc-
tion est harmonique sur le disque ID si et seulement si elle vérifie la propriété
de la valeur moyenne invariante pour les surfaces et si sa radialisation, défi-
nie auparavant par (3.2.7), peut étre prolongée par continuité sur le disque
fermé D.

Lemme 4.1.2 Soit u € C(D) N L'(D,dA). u est harmonique sur D si et
seulement si

/ uohdA = u(h(0))

et
rad(u o h) € C(D) pour tout h € Aut(D).

Nous présenterons dans la suite la preuve du Théoréme 4.1.1 pour voir
comment les techniques utilisées sont complétement différentes de celles utili-
sées par Brown et Halmos lorsqu’ils ont résolu la question de la commutativité
des opérateurs de Toeplitz sur 1'espace de Hardy H?(T).
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Preuve : Comme nous ’avons déja vu auparavant si ¢ et ¢ sont deux fonc-
tions harmoniques bornées sur DD alors elles se décomposent de la maniére
suivante a savoir :

¢=¢1+daet ) =1+,
ol ¢1, ¢9, U1 et 1), sont dans 'espace de Bloch.
En appliquant l'opérateur 7,7}, a la fonction 11, on obtient :

T,Tpll = Ty[P(ihr + ¢(0))]
= Ty(r +¢2—(0))
= P([¢1 + ¢2][t1 +¢2—()])
= 11 + ¥2(0)1 + P(dathr) + ¢2(0)12(0).

(T,TyL, 1) = | d1tpr +¢a(0)d1 + Gathn + d2(0)1h2(0) dA
D

Comme ¢; et 11 sont des fonctions harmoniques sur D alors d’apreés le Lemme
4.1.2, on a :

(ToTy I, 1) = $1(0)11(0) + ¢1(0)2(0) 4 ¢2(0)1) / P21 dA. (4.1)
De la méme maniére, on montre que :
(LLT0,1) = 61(0)03(0) + 8a(0701(0) + 5200002 0) + [ oniadd. (42

Si TyTy, =TT alors, d’aprés les deux équations (4.1) et (4.2), on obtient
que :

D@m — ¢102 dA = $2(0)11(0) — ¢1(0)1(0). (4.3)

Soit h € Aut(D) et U, 'opérateur unitaire défini dans le chapitre précé-
dent par (3.10). Si 7,7y, = T,,T, alors :

U T,U, U Ty U, = Uy T, U UVT U,
D’ou d’aprés le Lemme 3.2.14 :

ToonTpon = TyponTpon-

Sachant que ¢poh = ¢y oh-+dy0h et 1) oh = b o h+ 1y o h, I'équation (4.3)
devient :

/D (@261 — 6132) 0 hdA = Bo(h(0))1 (h(0)) — 61 (h(0)) b2 ((0)).
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En posant u = 9101 — ¢11)9, la derniére égalité est équivalente & :

/D (wo h)dA = u(h(0)).

En d’autres termes u posséde la propriété de la valeur moyenne invariante
pour les surfaces.

Ce qu’il faut montrer maintenant est que u est harmonique sur . Pour
cela il suffit, d’aprés le Lemme 4.1.2; de prouver que rad(u o h) € C(D).
Comme ¢ o h et 11 o h sont dans I’espace de Bloch alors elles sont develop-
pables en série de Taylor, c’est-a-dire qu’il existe deux suites complexes (a,)
et (b,) telles que pour tout z € D

n=0
et
(l/Jl o h)('Z) = anzna
n=0
avec
D anl* < oo et > [ba|” < o0, (4.4)
n=0 n=0

car 'espace de Bloch est inclus dans 'espace de Hardy H?(D). Ainsi pour
tout z € D, on a :

1 2w

rad@an) o bl(:) = o [ @ W )0 o h)(e)ds

2w Jo
o0

= > anby|2™
n=0

D’aprés 'inégalité de Cauchy- Schwarz, (4.4) implique que pour tout |z| < 1:

Slaballel < (Elaal) ()’
n=0 - OO7T:O n=0

Donc rad[(¢po1)1) o h] converge uniformement sur D, ce qui implique que :

rad|(¢z11) o h] € C(D).
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De la méme maniére, on montre aussi que rad[(¢112) o h] € C(D). Donc,
d’aprés le Lemme 4.1.2, u est harmonique. Par la suite :

0z

42 (8u> _ 4% (5(%@/}18; ¢1%)>

0z
o .
= 4o (62t — $10),

car % = (%) =0 et a{% = (%) = 0 puisque ¢, et 1), sont analytiques

sur D. D’ou :

0 (0u — ,—
i5-(52) = 4@ -6
= 0.

Donc : o L
u est harmonique sur D <= ¢htp; = ¢}, sur D. (4.5)

Regardons maintenant comment cette équivalence (4.5) implique l'une des
trois situations (a) ou (b) ou (c) du théoréme :
Premier cas : Si ¢} = 0 sur D, alors (4.5) implique que, ou bien 1}
ou bien ¢} est identiquement nulle dans D. D’ou :
(i) Si 4 = 0 sur D, alors ¢ = 1); + 1), est constante sur D et alors en
prenant a = 0 il vient que a¢ + 1 est constante sur D.
(ii) Si ¢} =0 sur D, alors :

o¢ _ 9 0d | 04

g—% = % (01 + ] = 55% + 535 = ¢ =0
. 1 2 o
% - o (1 + 1] = Fr + s Yy = 0.

et donc ¢ et ¢ sont analytiques sur D.
Deuxiéme cas : Si ] et v} sont toutes les deux non identiquement
nulles sur D. Puisque ¢ et ¥}, sont analytiques dans D alors I’ensemble des
zéros de 1] et celui de ¢}, sont de mesure nulle. Donc (4.5) implique que :

&

o ¢’2). (4.6)

Il
~~
@‘
o=

/

La fonction —} est méromorphe dans surD. En effet elle est analytique

1
/

sur D\{ les zéros de 1}, de méme ¢—Z est analytique sur D\{ les zéros de ¢4 }.
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/

. . . 1 - . . , P
(5.2) implique que la fonction — ainsi que sa conjuguée sont méromorphes

1
/

dans D. Donc forcément -— est constante sur D\{ les zéros de ¢ }. Il existe

1
alors une constante ¢ € C telle que :

¢ —cp =0 surD,
oh —cy =0 sur D,

ce qui est équivalent & :

¢1 — )y est constante sur D, (1)
¢o — C1)9 est constante sur D. (2)

En passant au conjugué dans (2) et en sommant avec (1), on obtient :

(¢1 + b2) — (b1 + 103) est constante sur D,

c’est-a-dire ¢ — ¢ est constante sur D.

Il découle de ce théoréme le corollaire suivant concernant les opérateurs
de Toeplitz normaux.

Corollaire 4.1.3 Soit ¢ une fonction harmonique bornée sur D. Alors l’opé-
rateur Ty est normal i.e. TyT; = T;Ty si et seulement si I'ensemble ¢(D) wvit
sur une droite du plan complexe C.

Preuve : On suppose qu’il existe deux constantes non nulles « et 5 dans C
telles que :
o(2) =az+ [ ,Vz €D,

alors B¢(2) — afBz = |B|*> € R et ceci pour tout z € D. En notant a = 3

et b = —af, il vient que 'opérateur a¢ + b est a valeurs réelles sur D. Ainsi :
;¢ =1 adih = Topss 1e. Topyy est auto-adjoint, donc normal .

Comme T, = a™*(Ty44p — bI), alors T, est aussi un opérateur normal.

Réciproquement, on suppose que Ty est normal. Comme la fonction ¢
est harmonique et bornée dans I, ¢ est aussi harmonique et bornée dans D.
Alors d’aprés le théoréme précédent, il vient que :

(1) ¢ et ¢ sont toutes les deux analytiques dans D,
ou bien

(2) 3(a,b) # (0,0) € C? tel que ap + be est constante dans .
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(1) implique que ¢ est constante dans D et donc I'ensemble ¢(ID) est inclus
dans une droite de C.

(2) implique D'existence d'une constante ¢ € C telle que a¢ + bp = c sur D
c’est-a-dire (a + b)R¢ + i(a — b)I¢ = ¢, d'out :

&1

Sia—b=0 alors Ro(z) = 7
a

Sia—l—szalors%gzﬁ(z):ib, Vz €D, ol ¢, € C;
a_
Sia+b#0eta—b#0alors ¢(z) =c3, V2 €D, oucz € C.

, VzeD, ouc €C;

A la fin de leur article [8], Axler et Cuckovié se posent la question sui-
vante : Est-ce que le Théoréme 4.1.1 est valable pour un domaine borné 2
quelconque de C? Dans ce cas 'opérateur de Toeplitz sera défini dans 'es-
pace de Bergman L2(2) associé¢ au domaine . La preuve du Théoréme 4.1.1
utilise souvent les automorphises du disque . Or il est généralement difficile
de donner explicitement le groupe d’automorphismes d’un domaine borné
quelconque de C. Donc la preuve du Théoréme 4.1.1 n’est plus valable si le
disque D est remplacé par ).

Dans [9], Axler, Cuckovi¢ et Rao donnent non seulement la réponse a
cette question mais également ils prouvent qu'un opérateur de Toeplitz ana-
lytique (c’est-a-dire & symbole analytique) ne peut commuter qu’avec un
opérateur de Toeplitz de méme type. Du coup leur résultat est une généra-
lisation d'un résultat da a Cuckovié dans [16] qui montre que dans l'espace
de Bergman L2(D) si ¢(z) = 2" et si ¢ est une fonction bornée telle que Ty
commute avec T, alors nécessairement v est analytique dans ID. Le théoréme
énoncé par Axler, Cuckovi¢ et Rao dans [9] est le suivant.

Théoréme 4.1.4 Soit ) un domaine borné quelconque de C. Si ¢ est une
fonction analytique non constante sur ) et si 1) une fonction bornée sur €)
telle que Ty et T, commutent alors v est analytique sur €.

La preuve de ce théoréme repose sur un résultat, di a Bishop dans [11],
sur ’approximation des fonctions continues par des fonctions analytiques et
des fonctions harmoniques.

Dans [2], Ahern et Cuckovié¢ utilisent le Théoréme 4.1.4 pour obtenir le
résultat suivant sur le produit de deux opérateurs de Toeplitz.

Théoréme 4.1.5 Si ¢ = ¢; + ¢, ol ¢y et ¢o sont dans A®(D), si ¢ est
dans L>(D), et si TyTy, = Tyy alors ¢ est analytique ou ¢ est analytique.
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Preuve : Grace a la linéarité de l'opérateur de Toeplitz par rapport & son
symbole, on a :

T,Ty =Ty, Ty + T35, Ty = Ty, Ty + T

G297
et
Top = Ty + 15,
Ainsi
TyTy =Tyy = Ty, Ty = Tp,yp-
Or
Ty = TyTy,.

Donc

Ty, Ty = TyTy,.

Maintenant, si ¢; est constante alors ¢ est analytique. Et si ¢; est non
constante alors, d’aprés le Théoréme 4.1.4, 1) est nécessairement analytique.
|

4.2 Commutativité des opérateurs de Toeplitz
quasihomogénes

Dans [24], nous nous sommes intéressés & la commutativité des opérateurs
de Toeplitz quasihomogénes. Plus précisement nous obtenons une caractéri-
sation des opérateurs quasihomogénes qui commutent.

Nous commengons par rappeler la décomposition suivante de L*(ID,dA)
& Savoir :

L*(D,dA) = P *R,
k€EZ

ot R est I'ensemble des fonctions dans L?([0, 1], rdr).

La question de commutativité des opérateurs quasihomogénes a été déja
étudiée auparavant dans un cadre particulier par Cuckovié et Rao dans [18],
ou ils ont caractérisé toutes les fonctions ¢ bornées sur D telles que T
et T.ipo,m commutent, avec p et m sont deux entiers positifs. Nos résultats
dans [24], généralisent ceux de [18] et les simplifient. Nous avons choisi ici de
présenter les trois théorémes de [18].
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“+oo
Théoréme 4.2.1 Soient ¢(re'’) = Z e*0ih(r) et p(re™™) = 0™ deus
k=—o00
fonctions dans L>*(D,dA), ou ¢ € R, m € N, 6 € N. Alors T, et T},
commutent si et seulement si pour tout k € Z, il existe des constantes agy(k),
a(k), b(k), c(k), et d(k) dans R telles que :

(226 + a(k))D(2/26 + b(k))

O(2) = ao(k) [(2/26 + c(k))T(2/26 + d(k))’

ot T' est la fonction Gamma. De plus, les constantes valent a(k) = k/20,

b(k) = (m + 6 — k) /26, c(k) = (26 — k) /26, et d(k) = (k + 6 +m) /2.

Théoréme 4.2.2 Soit 1 (r) une fonction bornée sur [0,1) pour tout k € 7Z,
telle que :

@/b\( ) ['(z/20 + a)l'(2/20 + b)

Z) =

g T(2/20 + ¢)[(2/26 + d)’

ot a, b, c, et d sont comme dans le Théoreme 4.2.1, satisfont la condition a+
b—c—d= —1 etd € N. Alors 1, est une fonction rationnelle si et seulement

si l'une_des quantités a —c, ou a —d, oub—c, ou b —d est un entier. Dans
ce cas Yy est une fonction rationnelle propre avec le degré du dénominateur
est égale au degré du numérateur plus un. De plus :
(a) Sia—c=X2>0 alors Y(r) existe pour tout k = (A + 1)0 et a la
forme suivante :

Ur(r) =26 Z Ajr®tetd)
Jj=0
(A6—m)/20)<j<A

pour certaines constantes A; € C.
(b) Sia—c=—X\ XA>0 alors Yy(r) eziste pour tout k = (1 — \)J et a
la forme suivante :

Yp(r) =20 Z Ajr25(“+j)

(A-1)/2<5<A-1

pour certaines constantes A; € C.
(c) Sia—d est un entier alors a —d = —X, A > 0 et la solution ¥y (r)
existe pour tout k € Z et a la forme suivante :

Bl =2 Y A
a+3>0
0<i<A-1
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Théoréme 4.2.3 Soit (1) une fonction bornée sur [0,1) pour tout k € Z,
qui vérifie :

I'(2/20 + a)l'(2/20 + b)

['(2/20 + ¢)'(2/20 + d)’

Ui(z) =

ou a, b, ¢, d, et 6 sont comme dans le Théoréeme 4.2.1. On suppose que
nia—c, nia—d, nib—c et ni b—d est un entier. Alors la solution 1, existe
pour tout k > 0 et a la forme suivante :

Yi(r) = c[h(r®) + (hxar A)(r™)],

ol

1
) =0 [ (s =0 L syt s
t
avec ¢y = c+ [k/d], dy = d — [k/] (ici [.] désigne la partie entiére) et

/3] |
At) =) Apht

=0
pour des certaines constantes A; € C.

Le lemme suivant est intéressant dans le sens ot il montre qu’ un opérateur
de Toeplitz T3, dont le symbole 1 est une fonction bornée, commute avec un
opérateur quasihomogéne si et seulement si ce dernier commute avec tous les
opérateurs Tire,, Ol ey, sont les éléments de la décomposition polaire de
P i.e.

@D(Teike) _ Z 6ik9¢k(T).
kez

Ce résultat nous permettra a travers la manipulation des opérateurs de Toe-
plitz quasihomogénes de pouvoir déduire des résultats sur des opérateurs de
Toeplitz de symboles bien plus généraux.

Lemme 4.2.4 Soit € ¢ une fonction quasihomogéne bornée de degré I’en-
tier positif p et soit

@D(T@ike) _ Z eikgqpk(r).

kEZ

Alors

Teip0¢Tw = TwTeip9¢ <~ Teip9¢Teik9¢k = TeikewkTez'p%, Vk € Z.
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Preuve : Soit n un entier positif. d’aprés le Lemme 3.2.2, pour tout k € Z
on a :

_— () = 0 sik<-n-—1
et ethty, |2 an®(2n + 2k + p + 2)r(2n + k + 2)2"FP sik > —n,

et

- __ 0 sik<-n—-p-—1
SISO buthe(2n+ k4 2p+2)(2n +p+2)2" T sik > —n—p,

outa,=2n+k+p+1)2n+k+1)etb,=2(n+k+p+1)2(n+p+1).
Donc pour tout entier positif n, on a :

Teng(bTw Z Teng(bTeszwk y
k+n>0
et
Tw ezp9¢ Z zk@wk ezped)z
k+n+p>0

Ainsi pour tout couple (m,n) d’entiers positifs, on a :
<Teip9¢TwZn, Zm> = <T€ip0¢Tei(mfnfp)9wm_n_pZn, Zm>7 (47)

et
<T¢Te¢p9¢zn, Zm> = <T€i(m—n—p)8wmin7pTeip9¢zn, Zm>. (48)

D’autre part :

sim#k+n+p
ezp0¢ z(m—n—p)@wminipzn, Zm> sim==Fk +n 4+ P,

{ sim#k+n+p

<Teip0¢Teik9wk Zn, 2™

(Toivo T2, 2™) sim=k+n+p,
et

sim#k+n+p

Triroy, Toivo 2" .
< € keq’[)k € p9¢z 72 el(m n— p)G,d}m e pTeip9¢Zn, Zm> S1m = k + n +p7

] 0 sim#k+n+p
| (TypTeiwegz™, 2™)  sim=k+n+p.

Ceci prouve que, si T, Ty = Ty T, alors pour tout couple (m,n) € NxN
et pour tout £ € Z, on a :

<7;m0¢jlﬁﬂwk2n,2n§ :3<12Mﬁ¢k7;w0¢2n72n§,
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et donc
TeipquTeikak = Teik9¢kTeip8¢, Vk € Z.

Réciproquement, si pour tout k € Z, Tpie T ,irey, = Tyirey, Trivey, alors en
particulier pour tout couple (m,n) d’entiers positifs, si m = k + n + p, on
obtient :

<TeiP9¢Tei(m*"*1’>9¢m,n,pZn7 Zm> = <Tei(m*"*1’)9wm7u,pTe”’e(ﬁznv Zm>

D’ow, grace aux équations (4.7) et (4.8), pour tout couple (m,n) € N x N,
on a:
<T6¢pe¢T¢Zn, Zm> = <T¢,Teip9¢zn, Zm>,

c’est-a-dire
Teiped)sz — TwTepo(b

Pour caractériser donc les fonctions bornées 9 telles que 7, commute
avec TLips 4, nOUS pouvons regarder séparément la partie d’indice négatif et la
partie d’indice positif dans la décomposition polaire de 1. Dans ce sens, nous
avons obtenu dans [24] un premier résultat qui affirme que deux opérateurs
de Toeplitz quasihomogénes non triviaux dont les degrés ne sont pas de méme
signe, ne peuvent jamais commuter.

Proposition 4.2.5 Soient p et s deuz entiers strictement positifs tels que p >
s et soient ¢ et ¢ deux fonctions radiales bornées. Si

Teip6¢T€—isG¢ — Te—isGwTeipG(b,
alors ¢ est nulle ou 1 est nulle.

Preuve : Si
Teipe(bTe—isGw — Te—isﬁ'djTeiqug

alors pour tout n € N et tout z € D
Toino g Te-i00 (§")(2) = Tomisoy Tewoy(§")(2).
D’ou, d’aprés le Lemme 3.2.2, pour tout entier n > 0, on a :
dn+p+2)@n+2p—s+2)=0 sin<s—1, (4.9)
et

5(2n+p+2)$(2n+2p—5+2) = cn$(2n—|—p—2s+2)$(2n—s+2) sin > s,
(4.10)
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n—s+1
niptl
De I'équation (4.9), on déduit que pour tout entier ng < s — 1 il existe

une suite (ng)x>o définie par ng1 = ny + p ou ng + s pour laquelle on a :

ou ¢, =

O(2ny, +p + 2)P(2ng + 2p — 5+ 2) = 0. (4.11)
En effet, soit ng < s — 1 tel que :
$(2n0 +p + 2)1h(2n0 +2p — s +2) = 0.
Il vient que :
$(2n0 +p+2)=0o0u 12(2n0+2p—s—|—2) =0.

Si </;§\(2n0+p+2) = 0 (resp. @(2n0+2p—5+2) = 0) alors, en posant n; = ng+s
(resp. ny = ng + p) et en remplagant dans 'équation (4.10) n par ng, on
obtient :

(201 + p+2)V(2n1 +2p — 5+ 2) = 0, (200 + p + 2)V(201 — s + 2).

(resp.(2n1+p+2)1)(2n1+2p—5+2) = Ca, (201 +p—25+2)h (2n0+2p—5+2))
Comme ¢(2ng + p+2) =0 (resp. ¥(2ng + 2p — s + 2) = 0), il vient que :

~ ~

#(2ny +p+2)Y(2n1 +2p —s+2) = 0.

Ainsi en réitérant le méme procédé, on arrive & construire une suite n; d’en-
tiers positifs vérifiant 1’équation (4.11). De plus il est simple de voir que pour
tout k > 1,

2ng + 1 < 2(ng + kp) < 2(k+ 1)p,

car ng < s < p. Donc

1
> = +o0. (4.12)
e 2nk + 1

Soit E; et E5 les deux ensembles définis par :
E,:={keN: $(2nk+p+2) =0} et By :={keN: @(an+2p—s+2) =0}.

Il est clair que :

1 1 1
Zan+1 é Zan—Fl—i_Zan—Fl.

keN keEy kEE>
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1
D’oii, d’aprés I'équation (4.12), au moins 1'une des deux séries Z
2ng + 1
keFE;
1 . : 1 1
et Z o 1 est divergente. Si Z 1l oo (resp. Z v 00)
ke E> keEq keFEs

alors d’apres le Corollaire 3.2.6, r’¢ = 0 et donc ¢ est nulle (resp. r**~5¢ = 0
et donc ¢ = 0).
|

Remarque 4.2.6 510 < p < s et si Topoyl -0y, = To-isoyT,ive, alors par
passage a [’adjoint on a

TeisewTe—ip0¢ — Te—ipe (bTeisGw .

En appliquant le Théoréme précédent en remplagcant p par s et ¢ par ¥, on
obtient que ¢ =0 ou 1) = 0.

La proposition suivante montre qu'un opérateur de Toeplitz & symbole
radial ne peut pas commuter avec un opérateur quasihomogéne de degré non
nul.

Proposition 4.2.7 Soit e’¢ une fonction quasihomogéne bornée de degré
p > 0 et soit b une fonction radiale bornée. St T.ioy commute avec Ty alors
nécessairement ¢ = 0 ou 1 est constante.

Preuve : Si TyT,iys = T,imyTy alors, d’apres le Lemme 3.2.2, pour tout
entier n > 0 :

D20+ p+2)1(2n + 2p + 2) = cad(2n + p + 2)D(2n + 2), (4.13)
. 2n + 2
ouc, = ———.
2n +2p+ 2
Soit F :={n € N: g/g(Qn +p+2)=0}. Si neZE 1= alors d’aprés
1
le Corollaire 3.2.6 7”7¢ = 0 et donc ¢ = 0. Sinon T; o = ot E€ est

le complémentaire de ’ensemble E dans N. D’aprés 1’équation (4.13), pour
tout n € £, on a:

-~ ~

2n+2p+2)Y(2n+2p+2) = (2n+ 2)Y(2n + 2). (4.14)

Il existe au moins un ng € E° pour lequel 22(2710—1—2) # 0 et 12(2n0+2p+2) #0
(sinon d’aprés le Corollaire 3.2.6, 1) = 0 car Z

nek°

il o0). En prenant
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dans I’équation (4.14), n = ng + p on obtient :

o~

(2n0 +4p + 2)1(2ng + 4p +2) = (2no + 2p + 2)1(2ng + 2p + 2)

~

Ainsi en répétant le méme procédé, on montre que pour tout entier k> 1 :

~ ~

(2no + 2kp2)1(2no + 2kp + 2) = (2ng + 2)Y(2ne + 2).

En notant par C' la constante qui vaut (2ng + 2)12 (2ng + 2), il vient que pour
tout entier k > 1 :
(2ng + 2kp + 2) = ¢ CT(2n0 + 2kp2)
0 b © 2ng +2kp2 0 p2).
Donc, d’aprés le Corollaire 3.2.6, ¢ = C11.
|

Remarque 4.2.8 Sip > 0 et si Ty Ty = TyT.-ivy alors par passage a
l’adjoint, on a :
TwTeipg(b — Teind)Tw.

On se rameéne ainsi aux hypothéses de la proposition précédente, et donc ¢ = 0
ou 1 est constante.

De ces deux propositions, on conclut que si une fonction bornée sur D
commute avec un opérateur de Toeplitz quasihomogéne non nul de degré
positif alors nécessairement sa partie d’indice négatif dans sa décomposition
polaire est nulle.

Théoréme 4.2.9 Soit p un entier positif et ¢ une fonction radiale bornée
non constante. S’il existe une fonction

Y(re) = eMiy(r) € L®(D, dA)
keZ
telle que Tiipoy Ty = TyT,ine s alors 1, = 0 pour tout k < 0.

Preuve : Si T, et Ty, commutent alors, d’aprés le Lemme 4.2.4, T ipe , com-
mute avec Tyiro,, pour tout k& € Z. Donc, d’aprés la Proposition 4.2.5, ¢y, = 0
pour tout £ < 0 car la fonction ¢ est supposée non constante. |

Corollaire 4.2.10 Un opérateur de Toeplitz a symbole radial ne commute
qu’avec un opérateur de Toeplitz de méme type.
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Preuve : Soit ¢ une fonction radiale bornée non constante et soit

Y(re) = Z e*yhy(r) € L(D, dA)

keZ

telle que 74T, = T},T,. D’aprés le Lemme 4.2.4, pour tout k € Z, on a :
T¢Teik9wk = eikewde).

Par la Proposition 4.2.7, on a ¢4 = 0 pour tout £ > 0. La Remarque
4.2.8quant a elle implique que ¢, = 0 pour tout k£ < 0. Finalement ¢ = 1)
et donc 1 est radiale. [ |

Qu’en est-il maintenant de la commutativité des opérateurs de Toeplitz
quasihomogénes dont les degrés sont de méme signe ? Dans [18], Cuckovié et
Rao montrent qu’il existe plusieurs opérateurs de Toeplitz quasihomogénes
de degré positif qui commutent avec T,ipo,» Ol p et m sont deux entiers
positifs. Néanmoins nous avons obtenu dans [24] un résultat d’unicité trés
important.

Proposition 4.2.11 Soit p et s sont deux entiers strictement positifs et
soit ¢ une fonction radiale bornée non identiquement nulle. S’il existe une
fonction radiale bornée b non identiquement nulle telle que

Teip9¢Teisl9¢ — TeiSGwTein(b,
alors 1 est unique & une constante multiplicative prés.

Preuve : On suppose qu’il existe deux fonctions radiales bornées 1/, # 0 et

Wy # 0 telles que :
TeiPG¢T6iSGw1 — TeisﬂwlTeipﬂd),

et
Teip9¢Tei59¢2 — eisi?w2 Teip9¢.

Alors pour tout entier n > 0, on a :

SN+ p+25s+2)hi(2n+5+2) = cad(2n+p+2)0(2n+2p+ 5+ 2),
d2n+p+2s+2)(2n+s+2) = c,0(2n+p+2)(2n+2p+ s+ 2),
1
ou ¢, = w Soit F I'ensemble des entiers défini par :
n+s+2

E:={neN:o2n+p+2)6(2n+p+2s+2) #0}.
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1
Il est clair que Z = 00 car par hypothése ¢ n’est pas identiquement

2n+1
nek
nulle. Le systéme d’équations précédent implique donc que pour tout n € E :

@/D:(2n+s+2)@(2n—l—2p+s+2) = @/D:(Qn+2p+s+2)1/bz(2n—l—s+2). (4.15)

Comme on a supposé que ¢, est non nulle alors il existe au moins un en-
tier ng € F tel que %11 (2ng+2) # 0. Soit maintenant F' I’ensemble d’entiers
défini par : -

F .= {/{? eN: Tswl(Qno + Qkp—l— 2) 7£ O}

1
k; m = 00 car 1y est supposée non identiquement nulle. Pour
tout k € F, 'équation (4.15) implique que :
1 (2n + 2)r* (200 + 2kp + 2) = 7501 (200 + 2kp + 2)7502 (200 + 2),
ce qui est équivalent & dire que pour tout k € F :

(F*1by — crsen ) (2ng + 2kp +2) = 0,

o200 + 2)
TS¢1<2710 + 2)

En résumé nous avons le théoréme suivant.

avec ¢ = . Donc, d’aprés le Corollaire 3.2.6, ¥ = ci/;. ]

Théoréme 4.2.12 Si (re?) = Zeikewk(r) € L>*(D,dA) et si Ty com-
keZ
mute avec un opérateur quasihomogéne non constant et de degré non nul

alors Y, = 0 pour tout k < 0 et les Y pour k > 0 sont uniques a une
constante multiplicative prés. En particulier 1 est constante.

Dans [18], Cutkovié et Rao donnent explicitement, quand elles existent,
les fonctions radiales bornées v, telles que TLirs,, commute avec T ipo,m. Dans
le prochain chapitre nous allons voir que la question de commutativité des
opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogéne est étroitement lice aux
puissances et racines de ces mémes opérateurs. Du coup nous allons, dans un
premier temps, simplifier les résultats dans [18] et leurs donner une nouvelle
interprétation, puis dans un deuxiéme temps les généraliser.






Chapitre 5

Puissances et racines d’opérateurs
de Toeplitz

Dans ce chapitre nous exposerons les résultats de [22|. Nous nous ren-
drons compte que la question de la commutativité des opérateurs de Toe-
plitz quasihomogénes est intimement liée & la notion de « la puissance »et la
« T-racine »de ces mémes opérateurs.

Les résultats de [22] simplifient ceux de [18], & savoir les Théorémes 4.2.1,
4.2.2 et 4.2.3, et leurs donnent une nouvelle interprétation en terme de puis-
sances et de T-racines d’opérateurs de Toeplitz. Plus particuliérement et &
partir des techniques de calcul dans [18|, nous déduisons une construction
simple d’une large famille de symboles quasihomogénes non triviaux dont les
opérateurs de Toeplitz associés élevés a la puissance n, pour n’importe quel
entier n € N, sont toujours des opérateurs de Toeplitz.

Nous nous intéressons dans ce chapitre seulement aux opérateurs quasi-
homogénes dont les degrés sont de méme signe. En effet, grace au Théoréme
4.2.12, si 9 est une fonction bornée telle que 7T}, commute avec un opérateur
quasihomogéne non constant et de degré strictement positif alors la partie
négative dans la décomposition polaire de 1 est nulle. De méme et par pas-
sage a l’adjoint, si T}, commute avec un opérateur de Toeplitz quasihomogene
non constant de degré strictement négatif alors la partie positive dans la dé-
composition polaire de 1) est nulle.

Notre idée de départ dans [22] est simple. Etant donné deux entiers posi-
tifs p, s et une T-fonction radiale ¢ ; si (Teip%)s est un opérateur de Toeplitz
alors, d’aprés le Théoréme 3.2.8, il sera un opérateur de Toeplitz quasihomo-
géne de degré ps. De plus il est clair que cet opérateur commute avec T ipo .
Or la Proposition 4.2.11 du chapitre précédent montre que s’il existe une
T-fonction radiale non nulle ¢ telle que T,ips; commute avec Tyipso,, alors i
est unique & une constante multiplicative prés. Donc grace a cette unicité,

105
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cet opérateur T,ips0,, ne peut étre, a une constante prés, que I'opérateur de
Toeplitz (Teq-,p%)s.

Est-il possible que tout opérateur de Toeplitz non nul de degré quasi-
homogéne un multiple de p, par exemple ps avec s € N, et qui commute
avec T.ipoy est de cette forme, c’est-a-dire la s®me puissance de I'opérateur
Teipo, lui méme ? Que se passe-t-il si (T eip9¢)s n’est pas un opérateur de Toe-
plitz ? Est-ce que cela signifie que dans ce cas il n’existe pas un opérateur de
Toeplitz quasihomogene de degré ps non nul qui commute avec 7Ly, 7

Tout le long de ce chapitre nous allons répondre a ces questions et mettre
en évidence la relation qui existe entre, d’une part, la commutativité et,
d’autre part, la puissance des opérateurs de Toeplitz quasihomogénes.

5.1 Puissances d’opérateurs de Toeplitz quasi-
homogénes

Nous commencgons tout d’abord par introduire un lemme de calcul im-
portant que nous utiliserons souvent dans notre analyse des puissances des
opérateurs de Toeplitz quasihomogénes

Lemme 5.1.1 Soient n, p deuz entiers positifs et ¢ une T-fonction radiale.
Pour tout k € N, on a :

n—1

(Toino )" (EM)(2) = [H 2k + jp+ p+ 1)p(2k + 2jp + p + 2)] P

7=0
n—17 .
[1= ¢(2k +2jp +p+2) ktnp
175 (2K + 2jp + 2p + 2)

Preuve : D’aprés le Lemme 3.2.2; pour tout £ € N, on a :
Ty (€5)(2) = 20k + p + 1)p(2k + p + 2)2"*7.

En appliquant n—fois I'opérateur T.ips, au vecteur ¢* de la base orthogonale
de L?(D), on obtient :

n—1

()" (€")(2) = [T 20k + jp + p + 1)(2k + 2jp + p + 2)] 2477
§=0
Sachant que pour tout 0 < j <n —1,
1

2k +jp+p+1) == . :
1(2k + 2jp + 2p + 2)
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donc

[1/=0 (2K + 2jp + p+ 2)

1= T2k + 2jp +2p + 2)

k+np

(Tuirng)"(€")(2) =

Remarque 5.1.2 Sin = 0, nous considérons que (Teip%)o =1 ou I est
Vopérateur identité de L2 (D).

Nous rappelons, & travers le théoréme suivant, les résultats essentiels du
chapitre précédent.

Théoréme 5.1.3 Soient p un entz’er strictement positif, ¢ une T-fonction

radiale non nulle et 1 (re Z e*r(r) € L°(D,dA). Alors :

k=—0c0

(a) Ty commute avec Ty si et seulement siTyiro,, commute avec Tyipoy
pout tout entier k € 7.

(b) S’il existe un entier k < —1 et une T-fonction radiale 1y, tels que Tire,,
commute avec Ty alors 1y, est nécessairement nulle.

(c) S’il existe un entier k > 0 et une T-fonction radiale 1y, tels que Tioy,
commute avec T,ipo,, alors 1y, est unique a une constante multiplicative
prés. En particulier 1y est une constante.

Pour éviter de répéter a chaque fois qu'un opérateur ou un symbole est
unique a une constante multiplicative prés, nous allons adopter la notation
suivante : Si S et T sont deux opérateurs (resp. deux fonctions) et s'il existe
une constante non nulle ¢ telle S = ¢T" alors nous noterons S = T.

La proposition suivante constitue le premier pas vers la réponse aux ques-
tions posées au début du chapitre.

Proposition 5.1.4 Soient p et s deux entiers positifs et soient ¢ et ¢ deux
T-fonctions radiales non nulles. Si

Teip0¢Tei59¢ — Tei59¢Teip9¢7

alors
(Teip%)s = (Teisew)p.

La preuve de cette proposition nécessite les deux lemmes techniques sui-
vants.
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Lemme 5.1.5 Soient (a,)nen €t (bp)nen deuzr suites non nulles et p et s
deux entiers positifs tels que pour tout n € N, on a :

an+sbn = anbn+p. (O].)
Pour tout k € N, si on pose :
s—1 p—1
A = Hak+jp et By = kuﬂs,
j=0 j=0

alors
AkBk+p = Ak-i—ka-

Preuve : En prenant dans I'égalité (5.1),n =4k, k+s,...,k+ (p—1)s, on
obtient :

aptsby = apbpgp
ak+25bk’+s = ak+sbk+p+s
UypsDrtr(p-1)s = Okt (p—1)sDkt(p—1)s4p-

Si on multiplie ces équations membre & membre et si on divise les deux
membres de I’égalité résultante par les termes a; qui se trouvent des deux
cotés de 'égalité, on obtient :

Qf+-ps Biyp

Qk+ps By = ap By, c’est-a-dire = )
ay By,

Or, par définition des A, on a :

Qf+ps Ak+p
ag Ay, .

D’ou le résultat. ]

Lemme 5.1.6 Soient F' et G deux fonctions analytiques bornées sur le demi-
plan I1 = {z € C : Rz > 2} et non identiquement nulles. S’il existe un
entier p € N tel que :

F(2)G(z+4p) = F(z+p)G(2), (5.2)

alors
F=G.
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Preuve : En remplagant dans (5.2), z par 2, = z+nppourn =0,...,k—1,
on obtient les k équations suivantes a savoir :

F(2)G(z+p) = F(z+p)G(2)
F(z+p)G(z+2p) = F(2+2p)G(z +p)

F(z+ (k—=1)p)G(z+ kp) = F(z+kp)G(z+ (k—1)p).

En multipliant ces équations membre & membre et en divisant 1’équation
obtenue par les termes F'(z + np) et G(z + np) qui se répétent dans les deux
membres de I’équation, on aura :

F(2)G(z + kp) = F(z + kp)G(2). (5.3)

Comme G est par hypothése non identiquement nulle alors il existe un zy € 11

tel que G(zo) # 0. Soit E := {k € N: G(zy + kp) = 0}. Si

1
% _— ) =
Z (|Zo + k;pl) o

keE

alors, d’apreés le Théoréme 3.2.5, GG est nulle ce qui est en contradiction avec

les hypothéses. Ainsi
1
R(—————) = o0,
Z <|Zo + /fp’)

keEc

oll E¢ est le complémentaire de £ dans N. Pour tout k£ € £, I'équation (5.3)

implique que :
F(zo+kp) F(20)

G(z0+ kp)  G(z0)

|

EZO), alors (F' — c¢G) (29 + kp) = 0 pour tout k € E° et donc
20

par le Théoréme 3.2.5, F — c¢G = 0 sur [l i.e. F = G.

Si on pose ¢ =

Q

Nous allons maintenant pouvoir donner la preuve de la Proposition 5.1.4.
Preuve : Si T,ipo g1 is0 = T.iso T iv,, alors pour tout £ € N

Teip6¢Tei59w(£k)(Z) = TeisewTeipG(;g(fk)(Z).
D’aprés le Lemme 3.2.2, pour tout £ € N on a :

62k +p+25+2) v(2k+s+2)  dRk+p+2) D(2%k+2p+s+2)

N2k +2p+2s+2) L2+ 425 +2) L(2k+2p+2) L(2k+2p+ 25 +2)
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Si pour tout £ € N on pose :

-~

02k+p+2) O(2k + 5+ 2)

— =

T2k +2p+2) L(2k+2s+2)

alors I’équation précédente est équivalente & :
ak+sbk ::akbk+p.

D’otu, d’aprés le Lemme 5.1.5, pour tout k € N :

s—1 p—1 s—1 p—1
1T cwsim [T 0spss = T anspsin [ [ rsss (5.4)
J=0 Jj=0 J=0 J=0

Soient F' et G les deux fonctions analytiques bornées sur le demi-plan II,
définies par :

p—1 s—1
F(z) =[] 1(= +2js +2s) [ [ (= + 2jp + p),
=0 j=0
et
s—1 p—1 R
G(2) = [Tz + 2jp +2p) [ [ 9= + 2js + 9).
Jj=0 j=0

L’équation (5.4) est alors équivalente & :
F(2k + 2)G(2k + 2p + 2) = F(2k + 2p + 2)G(2k + 2), Vk € N,
D’ou, d’aprés le Théoréeme 3.2.5,
F(2)G(z 4+ 2p) = F(z 4 2p)G(Z), pour tout z € II.

Maintenant, le Lemme 5.1.6 implique que F' = G sur II, en particulier pour
tout k € Non a:

[ 0(2k+2ip+p+2) [T 02k + 2js + 5 +2)
[[Zo 02k +2jp+2p+2)  [[02, L(2k + 2js + 25 +2)

ce qui signifie, d’aprés le Lemme 5.1.1, que

(Toino ) (£")(2) = (Tosoy)"(€¥)(2), Vk € N.

Puisque les deux opérateurs T.ips, et T,iso,, sont bornés et coincident sur les
éléments de la base orthogonale de L2?(ID), donc

(Tez‘p9¢)s = (Tei59¢)p.
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Remarque 5.1.7 Sip et s sont tous les deux négatifs et si
Teipe(j)Teis@w - TeisewTeip9¢’
alors par passage a l’adjoint, on obtient
TefisﬁwTefipﬁqg - Tefipﬂ(z)TefisOw.
Maintenant, la Proposition 5.1.4, implique que
(Tefipgqg) o = (Tefisew)_p.

En passant encore une fois a l’adjoint dans cette derniére égalité, on obtient

(Tuig) ™ = (o) ™.

La proposition suivante permet de déduire que si deux opérateurs de
Toeplitz quasihomogénes commutent et si le degré quasihomogéne du premier
est un multiple du degré du second alors forcément le premier opérateur est
une puissance du deuxiéme.

Proposition 5.1.8 Soient n, p et s trois entiers positifs et soient ¢ et 1)
deuzx T-fonctions radiales non identiquement nulles. Si

(Teipse¢)n — (Teisew)np

alors
Tez‘p50¢ — (TeiSQ,[p)p .

Preuve : Pour tout £ € N, on pose
ap =2(k +ps+ 102k +ps+2) et by =2(k+s+ D02k +s+2).

D’apres le Lemme 5.1.1, on a :

n—1 np—1
(Teipsﬂ(b)n - (TeiSQw)np < Hak+jp5 - H bk+j57 \V/kf G N,
j=0 J=0
et
p—1
Teipsg(b = (Tei39w>p < ap = H bk+js, Vk € N.
7=0

Ce qu’on va montrer est la chose suivante : Si

np—1

n—1
H Aot jps = H bptjs pour tout k € N, (5.5)
=0

J=0
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alors

p—1
Aenps = H binps+js ~ pour tout k € N. (5.6)
=0

Pour cela on va procéder par reccurence. En prenant £ = 0 dans 1’équation
(5.5), on obtient :

n—

H
3

T
A

Qjps = bjs
=0

Par ailleurs
n—1 n—1
[Taw = a]]am
§=0 j=1

n—1
= Qo H Aps+jps-
J=0

Or, I'équation (5.5) implique que

n—1 np—1
H Aps+jps = H bps-+js-
Jj=0 J=0
Donc
p—1
ag = H bjs-
Jj=0

Maintenant, on suppose que ’équation (5.6) est vraie a l'ordre knps et
on montre qu’elle est encore vérifiée & l'ordre (k + 1)nps. En remplacant k
par (k + 1)nps dans le terme de gauche de 1'équation (5.5), on a :

n—1 n—1
| | Aknps+ips — Qknps | | Aknps+jps
=0 j=1

n—2

=  Qknps H aknps+ps+jps-
J=0
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En multipliant cette derniére équation par ax1ynps, on obtient :
n—1 n—2
A (k+1)nps H Aknpst+ips =  Qknps@(k+1)nps H Qknps+ps+jps
j=0 Jj=0
n—1
=  QAknps H Qknps+ps+jps-
j=0
Or, d’aprés I’équation (5.5), on a
n—1 np—1
H Qknps+ps+jps — H bknps+ps+js-
=0 =
D’ou
n—1 np—1
A (k+1)nps H Qknps+jips = Aknps H bknszrszrjs-
j=0 7=0
Comme par hypothése
Aknps = H bknps+j87
alors
n—1 np—1
A (k+1)nps H Aknps+jps = H bknps+]s H bknps—l—ps—l—js (57)
Jj=0
Maintenant :
np—1 np+p—1
H bknps+js H bknps+ps+js = H bknps+]s H bknps—i—js
np—1 np+p—1
= H bknps+]s H bknps—i—]s H bknp5+]8
np—1

H bknps—l—js H b (k+1)nps+js-

Ainsi I'équation (5.7) est équivalente a

n—1 np—1

A (k+1)nps H Qknps+jps = H bknps+]s H b(k+1 )nps+js-

Jj=0
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Donc, grace a I’équation (5.5), on a bien

p—1

A(k+1)nps — H b(kJrl)nszrjs-
J=0

Ainsi, on a montré que ’équation (5.6) est vérifiée pour tout & € N; et en
remplacant ay et by par leurs valeurs, il vient que pour tout k € N :

p—1
2(knps+ps+1)p(2knps+ps+2) = H 2(knps+js+s+1)(2knps+2js+s+2).
=0

En introduisant dans cette derniére équation la fonction 1, on obtient pour
tout k € N :

I
—
I
-

p p
¢(2knps+ps—|—2) (2knp3+2js+25—|—2) = H(anps+2ps+2) Y(2knps+2j5s+s+2).

<.
Il

o
<.
Il

o

Enfin, et grace au Corollaire 3.2.6, on a pour tout k£ € N :

;Z(zk:+2js+s+2)7

=7

p—1
o(2k+ps+2) [ [ L(2k+2js+25+2) = 11(2k:+2ps+2)

Jj=0 0

<.
Il

ce qui est équivalent & écrire que pour tout k£ € N :

1025 (2k + 2js + 5+ 2)
le (2k + 2js + 25+ 2)

2(k +ps + 1)&5(2!6 +ps+2) =

Donc, d’aprés le Lemme 5.1.1, on conclut que pour tout k£ € N

Tews@¢>(§k)(2) :( ew%) (fk)( ).

Les deux opérateurs T.ipso,4 et (Teisew)p sont bornés et coincident sur les
éléments ¢ de la base orthogonale de L2(ID), donc ils coincident partout
c’est-a-dire

Tyivsog = (Toisoy)”.

|
Remarque 5.1.9 Dans la Proposition 4.2.7, nous avons montré que si p est

un entier strictement positif, si ¢ une T-fonction radiale non identiquement
nulle et s’il existe une T-fonction radiale v telle que Ty, commute avec T,ipo
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alors nécessairement 1 est constante. Ici nous allons redémontrer se résultat
en utilisant les deux propositions précédentes. En effet si

Teip9¢Tw — TwTeiped),
alors d’aprés la Proposition 5.1.4, on a

(Tuws) = (T,)"

Sachant que (Teip9¢)0 =1, alors (T¢)p = 1. Mais on peut toujours écrire que
I? = [. Ainsi on arrive d avoir

(Ty)" =17

D’ou, d’aprés la Proposition 5.1.8

Donc ¢ = 1, puisque lidentité I n’est autre que l’opérateur de Toeplitz de
symbole 1.

5.2 Racines d’opérateurs de Toeplitz quasiho-
mogenes

Nous venons de voir, a travers la Proposition 5.1.4, que si Tiipoy, €t Tis0,,
sont deux opérateurs de Toeplitz quasihomogénes de degrés strictement po-
sitifs et s’ils commutent alors

(Toimog)” = (Tyiso)" (5.8)

Supposons maintenant qu’il existe une T-fonction quasihomogéne f telle
que
(T7)" = Teimng,
alors d’aprés le Lemme 5.1.1 , 'opérateur 7 est nécessairement quasihomo-
géne de degré 1 i.e. f = e®w ol w est une fonction radiale. Ainsi I’équation
(5.8) devient
(Tuo)" = (Tuiony)"-

Donc, d’aprés la Proposition 5.1.8, on obtient

Teisew = (Teiew)s.
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Définition 5.2.1 Soit ¢ une T-fonction radiale non identiquement nulle et
soit p un entier strictement positif. On dit que T.iwe, admet une T _pieme
racine, s’il existe une T-fonction ¢ telle que

Teip9¢ = (Teww)p .

Nous avons choisi la terminologie « T-p*™¢ racine »pour la raison simple
suivante : Etant donné un opérateur de Toeplitz T, est-il vrai que s’il existe un
opérateur S et un entier p tels que S? = T, alors S est forcement un opérateur
de Toeplitz? En d’autres termes, est-ce que les racines d’un opérateur de
Toeplitz sont aussi des opérateurs de Toeplitz ?

Remarque 5.2.2 (i) La T-p"™ racine d’un opérateur de Toeplitz qua-
sihomogene, si elle existe, est unique. En effet, supposons que T.ive,
admet deuzr T-p*®™° racines Teioy et Tez‘ng. Alors

(Teioy)" = (Tog)"-
D’ou d’apres la Proposition 5.1.8

Teie,[p - Teig{j)’.

Done, d’apres le point (iv) de la Proposition 2.3.1, 1) = {E

(ii) Nous avons une définition analogue de la T-p"™® racine pour les
opérateurs de Toeplitz quasihomogénes de degré négatif. Si p est un
entier positif et si ¢ est une T-fonction radiale alors nous dirons que
To-iw0y admet une T-p'™e racine s’il existe une T-fonction radiale 1)
telle que

Tp-ivog = (To-iy)" .

En passant a l’adjoint dans cette derniere égalité, mous mous rendons
compte que T.-iwo, admet une T-p'“™¢ racine si et seulement si son

adjoint Tyipe, admet lui ausst une T-p*“™° racine.

Si un opérateur de Toeplitz quasihomogene T.ipo s admet une T-p'®me ra-
cine, alors la méthode la plus simple pour la déterminer est la suivante :
Chercher la T-fonction radiale 9 telle que T, commute avec T4 En
effet, si

Teip9¢T€i9¢ — TeiGwTeipG(b,

alors d’apres la Proposition 5.1.4

Teip0¢ = (Teiew)p.
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Nous avons utilisé cette méthode pour trouver les deux exemples suivants.
Nous n’allons pas donner les détails du calcul qui sont loin d’étre compliqués.
Exemples

1) T,
(2)

. , . 2
0 est la T-racine carrée de T,2i0,6 i.e. (Tew . +2T5) = T 2i0,6.

~

L0 3r+205 4319 est la T-racine carrée de 7.2i0,.10.
8

5.3 Reésultats principaux

Soit TLisy la T-p®™¢ racine de 7, civoy. Ol k est entier positif et si (Teiew)k
est un opérateur de Toeplitz, alors, d’aprés le Théoréme 3.2.8, il sera un
opérateur de Toeplitz quasihomogéne de degré k. De plus, d’apres la Propo-
sition 4.2.11 il sera I'unique (& une constante multiplicative prés) opérateur
de Toeplitz quasihomogéne non nul de degré £ qui commutera avec T,ips .
Nous allons caractériser tous les opérateurs de Toeplitz qui commutent avec
un opérateur de Toeplitz quasihomogéne qui admet une T-racine. Nous ver-
rons que si un opérateur de Toeplitz quasihomogene 7.ir6,, admet une T-pieme
racine alors tout opérateur quasihomogéne non nul, dont le degré quasiho-
mogene est de méme signe que celui de p, et qui commute avec T,ipe, est
nécessairement une puissance de la T-p*™¢ racine Teioy.

Théoréme 5.3.1 Soient p un entier strictement positif et ¢ une T-fonction
radiale non nulle. On suppose 1.y admet une T-p**™¢ racine Teioy. Sl
ezxiste une fonction

+o00
f(re?) = Z e fio(r) € L=(D, dA)
k=—oc0
telle que
Teip9¢Tf — TfTeip9¢,
alors

(i) fr =0 pour tout k < 0.
1) Sik >0 etsi(T.o " est un opérateur de Toeplitz alors ou bien f, =
¥
0 ou bien Tiikes = (Teiew)k.
191) Stk >0 et st (1o " West pas un opérateur de Toeplitz alors né-
iy p P 14
cessairement fr, = 0.

Preuve : D’aprés le Lemme 4.2.4, T,iro, commute avec T si et seulement si
pour tout k£ € Z

Teipéd)Teiprk — eip@fk Teip9¢.
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Ainsi I'assertion (i) est une conséquence immédiate de la Proposition 4.2.5.

Pour montrer ’assertion (ii), soit k& un entier positif. On suppose (Tez%)k
est un opérateur de Toeplitz alors c¢’est un opérateur quasihomogéne de de-
gré k qui commute avec T,ipe. Or la Proposition 4.2.11 implique que s’il
existe une fonction fj # 0 radiale bornée telle que T,irof, et Tiipo, com-
mutent alors Tixes, est unique & une constante multiplicative prés. Donc

Teikefk = (Tei9¢)k.

Finalement pour prouver I'assertion (iii), soit k > 0 tel que (Teié)w)k n’est
pas un opérateur de Toeplitz. S’il existe une fonction radiale bornée f; # 0
telle que TLiwo s, et T.ipsy commutent, alors d’apres la Proposition 5.1.4

(Tunoz,)” = (Toimy)".

racine de T.ipo 4, On a

(Teikefk )p = (Teww) kp.

Donc, d’aprés la Proposition 5.1.8, on obtient

ieme

Comme Tio,, est la T-p

Teikefk = (Te¢9¢)k,

ce qui contredit nos hypothéses.
|

A partir des calculs techniques et astucieux dis & Cuckovié et Rao [18],
nous sommes arrivés a pouvoir affirmer que pour tout entier p > 1 et tout
entier m > 0, 'opérateur de Toeplitz T,ipo,m admet toujours une T-pieme
racine.

Théoréme 5.3.2 Soient p > 1 et m > 0 deux entiers. Pour tout entier s tel
que 1 < s < p, il eziste une fonction radiale bornée v telle que

TeipGTmTei59¢ - TeiSGwTeipGT‘m. (59)

Nous avons préféré omettre de la preuve la partie trés longue qui consiste
a montrer que la fonction radiale ¢ est bornée (voir [18, p. 208-213]).
Preuve : Soient f et g les deux fonctions radiales définies par

fr) = 2pr®* (1= 1) 75 et g(r) = 2pr™*P(1 — 1%)5 ",
Soit 1 la fonction définie par

r* = f g
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La fonction 1, ainsi définie, vérifie 'équation (5.9) si et seulement si pour
tout £ € N et pour tout z € D, on a

TeinTmTeiSG,w(gk)(z) — TeiSGwTeipGTm (gk)(z)7
c’est-a-dire, d’aprés le Lemme 3.2.2; si et seulement si pour tout £ € N, on a

U242 — %4242  —
(24 2p+2) = D(2k+2). (5.10
drmipra VR = e o o Wk +2). (3.10)

Pour tout £k € N, on a :

-~

2k +2) = F(2k+2)5(2k +2)

1 . 1 .
_ 4p2/ 7,25(1 . T2p)—§r2k+l dr/ T,erp(l . 7,2p);—17,2k+1 dr.
0 0

En posant le changement de variables t = r?p dans les deux intégrales au
dessus, on obtient :

1 2k—2p+2s+2 2k+m—p+1

1
rop(2k +2) = /t—zp (1—t)?dt/t o (1—t)r tdt
0 0
2k + 2s 4 2 S 2k+m+p+2 s
2p ’1_1_9)3( 2p ’13)’

ol B est la fonction Béta, définie sur le demi-plan Rz > 0 par :

= B( (5.11)

1
Blz1, 2) / 11— )= gy,
0

De la méme maniére, on montre que

2p p 2p p
(5.12)

@(2]{—}—2}3—1—2):B(2k+2p+28+2,1—f)B(2k+m+3p+2 f)‘

Soit I' la fonction Gamma définie sur le demi-plan Rz > 0 par :

['(z) = / e 'ttt
0
On rappelle que pour tous z; et z; tels que Rez; > 0 et Rezy > 0, on a

['(21)(22)

B = .
(21, 22) (21 + 22)

Ainsi

2%+p+2+2 ﬁ)_F(%”’i#)F(l—i)_

2p ) T(EEE L)

B(



120 Puissances et racines d’opérateurs de Toeplitz

Sachant que pour tout z tel que Rz > 0, on a

I'(z+1) = 2I'(2),

alors :
2k‘+2p+28+2 s 2p F(2k+2];;28+2)11(1_§)
B( ’1__) = 2k+2p+2
2p D 2k +2p+2 F(E—fr)
2%k 425+ 20 (BE)I(1-2)
= %
2k +2p + 2 F(%)
2k +25+2 (2k‘—|—25—|—21_§)
2k +2p+2 2p
De la méme facon, on montre que
B(2k+m+3p+2 f)_ 2k+m+p+2 B(2k+m—|—p+2 f)
2p ) 2k+m+p+2s+2 2p "p’

11 vient donc, d’aprés les deux équations (5.11) et (5.12), que pour tout k € N

(2k 4+ 25+ 2)(2k + m +p + 2)

o (2K + 2p + 2) =
reu(2k+2p +2) (2k+2p+2)(2k +m+p+2s+2)

o (2k + 2),

ce qui est équivalent a I’équation (5.10).
|

Remarque 5.3.3 (i) Comme l'opérateur T ipo,m commute avec lui méme
alors st s = p la Proposition 4.2.11 implique b = r™
(i) Si m = (2n + 1)p pour un entier n € N alors la fonction 1 existe
pour tout entier s € N. En effet, l’équation (5.10) et le Corollaire 3.2.6
implique que pour tout z € Il = {z € C: Rz > 2}

—

@(z +2p)F(z) = rsyp(2)F(z + 2p), (5.13)

ou F est la fonction définie par

r z+2s r z+m+p
Py - TR

) (z+m+p+28) :

EA
2p 2p

I3
En remplacant m par (2n + 1)p, on obtient
L'(%,

)F( +n+1)
(£ + 1)P(Z:§js +n+1)

P

F(z) =



5.3 Résultats principaux 121

En applicant, lidentité I'(z + 1) = zI'(2), on a

105 (= + 2jp + 2p)
F(z) =2p=5 5 29
[Tj—o(z + 2jp + 2s)

Maintenant, on wvoit que F(z) est une fraction propre en z puisque
le numérateur est un polynome de degré n et le dénominateur est un
polynéme de degré n + 1. Donc il existe des constantes ag,aq,...,a,
dans C telles que

a.
F(z) = S —
(2) jgo z 4 2jp+ 2s
Sachant que pour tout 0 < j <mn
L )

z+27p+2s
alors

F(z) =3 arivs®(z).
§=0

Il découle de ’équation (5.13) et du Lemme 5.1.6 que

n

@(z) = Z aﬂm(z).

J=0

Donc le Corollaire 3.2.6 implique que
n
by = 3 agrive
§=0
Dans la suite, nous présentons des conséquences et des applications inté-

ressantes du Théoréme 5.3.2.

Corollaire 5.3.4 Pour tous entiers m > 0, p > 1 et s > 1, il existe une
fonction radiale bornée v telle que

P _
(Tei59¢) = etpstpm.

Preuve : Soient m > 0, p > 1 et s > 1 trois entiers. Le Théoréme 5.3.2
implique qu’il existe une fonction radiale bornée ¢ telle que

TeiséwTeipserm — Teip.sGTm Teisew .
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Par la Proposition 5.1.4 on obtient
(Toiso)™ = (Toinsoym)”.
Donc, d’aprés la Proposition 5.1.8, on a
(Tyis0)” = Toinsorm.

Un autre résultat positif sur le produit d’opérateurs de Toeplitz est donné
par le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.5 Soient m > 0 et p > 1 deux entiers. Si l'opérateur de
Toeplitz T.ivo,m admet une T-p'*™ racine TLioy alors pour tout entier k tel
que 1 < k < p, le produit (Teiew)k est un opérateur de Toeplitz.

Preuve : D’aprés le Théoréme 5.3.2, on sait que pour tout entier 1 < k < p
il existe une fonction radiale bornée ¢ telle que

Teik9¢TeipG7nm — TeipgrmTeikG(z).
D’otu, d’aprés la Proposition 5.1.4, on a

(Tur0g)” = (Toinoym )" (5.14)

Comme T i, est la T-pme racine de Tipe,m, alors I'équation (5.14) est équi-

valente a
(Teik0¢)p = (Tez‘ed,)kp.

Donc, d’aprés la Proposition 5.1.8, on a bien

(Teiéd))k = Leikbgp.
u

Nous avons déja vu que si ¢ est une fonction analytique bornée sur D alors
I'opérateur de Toeplitz T, n’est que I'opérateur de multiplication dans L?(DD)

par la fonction ¢. Ainsi pour tout entier positif k, le produit (T¢)k est toujours
un opérateur de Toeplitz de symbole ¢*.

Dans le corollaire suivant nous construisons des symboles quasihomogénes
non triviaux dont les opérateurs de Toeplitz associés, élevés a n’importe quelle
puissance restent toujours des opérateurs de Toeplitz.

Corollaire 5.3.6 I existe une fonction radiale bornée v telle que pour tout
entier positif k, le produit (Teiw)k est toujours un opérateur de Toeplitz.
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Preuve : Soient n > 0 et p > 1 deux entiers. D’aprés le Théoréme 5.3.2,
lopérateur de Toeplitz T,ips,2n+1)» admet une T-p*™¢ racine Tiie,. D’autre
part, I’assertion (ii) de la Remarque 5.3.3 affirme que pour tout entier k& > 1,
il existe toujours une fonction radiale bornée ¢y telle que

T iper(2n+1)pTeik9¢k - Teik0¢kTeip9r<2n+1)p.

e

D’otu, d’aprés la Proposition 5.1.4

(Teiper(2n+l)p)k = (Teik0¢k)p.

Comme Ti0,, est la T-p®™e racine de T.ips,.2n+1)p, alors

(Teww) P = (Teik9¢k )p.

Il vient donc d’apreés la Proposition 5.1.8 que

(Teiew) g = Leikbg, -
|

Les deux exemples d’opérateurs de Toeplitz T o2 et T i Brs20040,9 , don-

nés auparavant a la fin de la section précédente, verlﬁent le corollalre précé-
dent.
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