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CONTRIBUTION

1’ETUDE DES SYSTEMES MULTIFORMES

Par J. KUNTZMANN,

Agrégé' prépafateur 3 I’Ecole Normale Supérienre.

INTRODUCTION

On peut dive que jusqu'd une épogue trés récente, les opérations multiformes
avaient soit sernblé sans intérdl, soit inspiré une crainte bien injustifiée aux mathé-
maticiens qui les avaient rencontrées dans leurs vecherches, Cest ainsi que Grass-.
" mann écrit @ « ... wie denn liberhaupt alle in diesem Sinn mehrdeutigen Grissen
afis der Mathematik zu verbannen sind, weil sich atis sie keine mathematische For- |
mel mit 'Sicherheit anwenden lasst (*). » (Ansdelmu‘ngslehre von 1862, Fuvres,
tome I, part:ue. 2, p. 224.) :

Le premier exemple d'opération multiforme que nous aycns retrouvé est db & .
Young (d{gébra of many valued quanh!:es Mathematische Annalen, 104, 1931, P- 260).
Mais le systdme introdnit est tout A fait particulier.

La premiére définilion générale est due & Marty et date de 1934. Dans les travaux
de M. Marty (*) les opérations multiformes sont surtout un instrument: Son butvest
pas leur étude en soi, On peutl en dire autant des travaux de M. Krasner(®).

Lésiappiicatioas qu’ils ont faites ne sont d'ailieurs pas les seules possibles, Pour
ciler un exemple,les classes suivant vn idéal non bilatére pelwe‘n't 8tre- organisées
en systéme muliiforme. La considération de ce systéme ménerait peut-8ire & de nou-
veaux résullats sur les idéaux. ‘

Dans vine antre direction, des mathématiciens américains, en pacticulier M. Ore ("),

-

L. ..... cOmme zussi il fact bannir des matixemahques toutes les grandeurs 2 plusieurs
determmahons, car on. ne peut leur apphquer avec certitude ancunc formule malhéma-
tique. .

2. Voir la blblmgraphxe 4 la fin.
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ounl considéré les opérations mulliformes sans avoir en vue une application immé-
diate. .
L’intérdt de ces recherches est double : d’uue part elles étudient systématique-
ment les opérations multiformes qui appéraissentcomme un auxiliaice indispensable
dans certaines questions, D'aulre part elles seraitachent & toule une série de travaux
cousacrés & des généralisations de la notion de groupe, qui se sont multipliés depuis-
une dizaive d’années. On y suppose l'opération uniforme, mais la considération
d'ane opératibn multiforme ne semble pas dénaturer la question; elie est méme' tout
& fait naturelle. N
Une des tendances les plus netles des malhématiques modernes est de distinguer
dans chaqué question les hypothdses indispensables de ceiles qui ne le sont pas.
Cette maniére de faire a conduil & dégager les notions de groupe, corps, anneau, eic.
On peut chercher & analyser a son tour une notion abstraite comme celle de

groupe : Voir comment les diverses propriétés qu'on lni connail résistent & une géné- .

2

ralisation convenable? Comment elles reprennect peu & peu leur forme habituelle
par I'adjonction de nouvelles restrictions? Telles sont les questions qui en dehors de -
toute application jusﬁﬁeraieht‘déjé ces 1‘echer¢hes. On ne fera évidemment pas ces
générélisatians au hasard, Or gne pourrail-on trouver de plus naturel que des sys-
témes qui se sont présentés d’eux-mémes. '

Mais alors gue dans les applications éludiées jusqu'ici, des nolions asses res-
treintes comme celles d’&rypm*grmx?e des calégories on d'hypergroupe des classes &
gauche étaient suffisantes, iciil y a’in Lérg‘al, comme 'ont fait constamment les Amé-
ricains, 4 considérer des cas plus géréraux, multigroupe ou systéme quelcongue. On
arrivera ainsi 4 analyser des nolions comme celles d'unité on d'inverse. .

Je me suis proposé d'étudier les opérations multiformes en vue de généraliser et
d’analyser Ia notion de groupe(’). Lorsgue cela n’exigeait pas d'hypothése supplé-
mentaire, j'ai considéré le cas le plus général et on pourrait trouver la le point de

- départ d’autres études analogues (par exemple pour la notion d’anneau).

Le premier chapitre est consacté i des définitions générales. Sauf en ce gqui con-
cerne les identités remargnables; il s’agil de notions bien connues que j'ai présentées
sous leur forme classigue. J'ai cru utile d’employer les fermes de multigroupe (des
auteurs américains) et d’hypergroupe (di & M. Marty) avei} des sens différents.

Le deuxiéme chapitre donne des exemples de sysidmes susceptibles de conduire
4 des applications.

Les chapitres suivants se groupent aniour de la’ notion centrale d’homomorphie.
{Temploie ce lerme dans un sens vagne; il y a lien de dislinguer des degrés dans

VYhomomorphie.)

1. Remarquons en passant que la notion de groupe est la seule jusgqwici qui ait été
étudide de cette manitre.
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Le troisiéme chapitre contient 1a description des diverses sortes de sous-systémes
et de divisions en classes. On montre comment on peut y associer des systémes mul-
tiformes. ‘

Le quatridme chapitre est. consacré & Tétude des semi-homomorphies puis des
homomorphies.

Le cinquidme chapitre montre quelques applications de ces theories générales,
en particulier aux notions élémentaires d'unité, d'inverse, etc.

Le sixiéme chapltre étudieles svntemes particuliers : hypergroupes, hypergmupes
inversables.

Ces resultaLs ont éLé préparés pag plusieurs Notes (’) aux Comples Rendus.

# .

Qu'il me sait permis d'exprimer ici ma trés vive reconnaissance & M. Valiron gui
m™’'a encouragé a terminer ce travail; & M. Julia gui a présenté plusieurs de mes
résultats et accepté la présidence du jury; a M. Denjoy qui a bien voulu se joindre
A eux el proposer le sujst de la seconde thése, enfin A M. Marty qui m'a donné & plu-

-sleurs zeprzsas de precleu\ conseils.

1. Voir la bibliegraphie 41a fin, ‘ . -







CHAPITRE |

- Définitions générales.

4. — Opération.

A un couple ordouné (a, &) d'éléments pris dans un ensemble § faisons corres~
pondre un sous-ensemble & de §. (L'ensemble vide n'est pas écarté pour le
moment.) On dit dans ce cas quon a défini une opération (*). L'opération sera dite
parlaite si EJ; w'est jamais I'ensemble vide, L'opération sera dite uniforme si &,
comprend exactemeint un elemenb‘

@

Notations. — Nous désignerons I'ensemble des résultats d’une opération appli-
quée au couple (a, &) par des symboles tels que

ab aob ele.

Dans tous les cas ot aucune confusion ne sera i craindre nous emploierons la

notation ab. . .
Si Vensemble §, ainsi défini n'est pas vide nous nommerons détermination de

Popération et nous dvésigneron‘s respectivement par les symboles

ab aodb ele ' L

.

I'un quelconque des éléments de §. ‘
Dans certains cas nous aurons A considérer des déterminations dcperatmng

comme inconnues. Nous remplacerons alors le + par x. Exemple a,b.

Table de Lopéralion. — On peut raprésen‘ter les résultats d’une opération par une
table & double entrée analogue & la table de multiplication.

Exemple.
' a. b
" aja b
bib a, b

Systéme. — Nous nommerons systéme un ensemble entre les éléments duquel on .
, - : «
a défini une on plusieurs opérations. ‘ "

1. On pourrait encore geéndraliser en prenant a, b et les ab dans des enserbles différents.
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- Comme nous avons principalement en vue de généraliser ia théorie des gronpes,
nous désignerons habituellement par le seul mol systéme un systéme 4 une seule
opération bien déterminée lonjours la méme, Quand nous voudrons au contraire

“employer le lerme de sysidme dans son sens ordinaire, nous parlerons de systéme

par rapport 3 telle on telle opéralion.

Uniformisalenr. — Dans un sysléme uniforme une expression telle que (ab)e
est définie par elle-méme. Ici au contraire (ab) désignant son pas un élément mais
un ensemble (qui peul étre vide) il faut faire une nouvelle convention. Nous allons la

présenter d’une maniére qui sera susceptible de généralisations ().

Soient des opérations multiformes définies dans un_ensemble &.

Soit E 'ensemble des sous-ensembles de §. Soient E,, £, des éléments de E.
Nous définirons dans E les opérations suivanles : ‘ '

E, E, = Réunion de tous les ¢,e,, E oF, ... Réunion-de tous les ¢, 6 ¢,

é{ parcourant B, e, parcourant I . ‘ '

$i E, ou E, etc. sont Uensemble vide, E, E, E, oF, ... seront également l'en-

semble vide.

Ces opérations sont uniformes et parfaites.
Soit un ensemble quelcomque de E; et ZE; leur réunion on a visiblement :

) F'(SE) = SE'E,
X .
_ ( ' (SE)E = “E.F

de méme pour les autres opérations. IEn parliculier si E, vE, désigne la réunion de
E et E ona '

CE,(E,uE)==EEuEE,
(E,wE)E, =EEvEE, . .

On obtient ainsi V'aniformisatenr du systeme donné. Inversement si dans 'ensem-
ble E des sous-ensembles d'un ensemble § on a des opéralions salisfaisant anx con=
ditions (1) on est en présence de Funiformisatenr d’opéralions bien déterminées que
Ion obtient en considérant les E, formés d'um seul élément de §&. Grifliths a.consi-
déré des cas plus généraix ol Yon ne suppose plus obligatoirement I'opération défi-
nie pour tous les éléments de K ef qui par suile n’ont pas en général de rapporls
avec une opération multiforme. Nous n"aurens pds 4 mous en occuper. '

, 1. Vair Kuntzmann 3). Ces questions ne seront pas aborddes ici.
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Eapression ralicanelle. — Une expression rationuelle est Uindication d’une suile
d’opérations bien déterminées & effectuer sur certains éléments.

L’axpreséian sera dite numérique si les &léments gui y figurent sont lous bien
déterminds. L'expression sera dite liltérale il y figure des éléments arbitraires
(ue nous représenterons par des tefires. On suppose essentiellement gue ces éléments
arbitraives soni indépendauts, ce gue nous melttrons en évidence en les désignant
par des lettres différentes. ‘ '

Une expression mmmérique posséde un sens bien délerminé dans Unniformisa-
teur. Par convention, nous nommerons valeur de cetie expression dans le sysiéme '
multiforme l'ensemble valeur de cette expression dans Puniformisateur guand.on
remiplace chaque élément par 'ensemble formé de ce seul élément. 11 est fasile de
- voir gue ceci ne conduil A aucune contradiction dans les cas ot vue définition directe

est possible.”

Semi-identilé. ldentité. — Sotent Ria, b, c...), Wi, &, ¢...) devx expressions
ratioonelles littérales formées des mémes letires (chaqhe lettre ne figurant bien
entendu gu'une fois dans chague expression).

Nous dirons qu'il y & entre ces deux expreséions une semi-identilé réguliere si on '
a R(a, b,c...) > W{a, b, c...) quels que soient les élémenis par lesquels on rem-
place a, &, c. ' '

Nous dirons qu'il ¥ a une identilé régulid¢re si on a dans les mémes condilions

R(a, b,¢...)==R'{a,b,c...).
Une identité 1ésnlte visiblement de denx semi-identités de 5ens conharres_

Tukorime, — Toute semi-idenlité (identite) réguliére vraie dans un systéme est
encore vraie dans Unniformisatedr. S :

Montrons-le pour les semi-identiiés.

Soit R(a, b, c...) > Ria, b, c...).

Remplagons a, b, ¢... par E B E ... el les sléments fixes par les sous-ensem-
bles formés de ces senls éléments. '
Ona RELEE, . .)==2R{ee...)
RY(E EE,. ..)=2R{eee. ..}

$i I'un des E, B, E,_ est vide, R ot R’ sont vides.
Daas tous les cas, R(E,E,E,.. ) > R'(EEE...).

Remarque. — Le méme raisonnement est encore valable daus le cas o les deux
expressions ne sont pas formées des mémes letires & condition d’exclure Pensemble
vide. Par contre, il continue & étve essentiel que chaque fettre ne figure qu'une fois

dans chaque expression.
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3. — Identités remarguabies.

Soil une opération mnuitifornie que nous noterons ab.

@ | _b désignera Vensemble des tels que « = 0. =,

b _la désignera Pensemble des « tels que z. & == .

Ces deux nouvelles opérations sonl dites inverses de la premiére (b _] a inverse
4 gauche).

Les inverses de a|_ & sont ba et a _|b.
Les inverses de & |« sonl ab et b|_ a.

Nous allons étudier les expressions rationanelles consiruiles au moyen des ab,

al beta_]lb.
A) Les semi-identités snivantes sont équivalentes :

" {abye > (a)be (b_la e >b_ja]_c
b_1(c_ta)> be_|a al-_be > (al_#)]_e.

Montrons par exemple que la prémidre entraine la seconde.

be _|a représente Pensemble des i tels que ®(b.c) = a pour un b.c convenable.

Or pour ¢ces %, {x.b)c > a, cest-d-dire x ¢ b_|le_|a).

On démontre de méme gue la seconde entraine la premiére el ainsi de suile.
On peut égalemeont remplacer partout > par ¢ ou par =,
Daus ce dernier cas on dit qu’il y a associaliviié.

B) Pour que Yon ait 'une quelcongue des conditions
c_lab>alc |6 abf _ec>(a] cyb
¢ _Jab> (b _Je) _Ja ab |l ecdal {¢]_&
il faut et il suffit gue pour a.b, b.c quelconques on ait

(a.b), ¢ =a_ib.c).

Démontrons-le pour la premiére identilé, Soit afc | b).
Posons ¢ | b=y ay=zx.

H fant que  x.¢ = a.b yc==a on encors que  (w.yy ¢ = a,{y.c}.
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On peut encore exprimer celte condition de la maniére suivanie :
Il faut et il suffit qune a]_c¢ » b _jd non vide entraine ab o~ ¢d non vide.
Il n’est pas non plus sans inlérdt de constater que cetlte condilion avail déja été

donnée par Brandt (') dans le cas uniforme imparfail.
Une opération qui satisfait & cette condition sera dite normale.

C) Pour que FPon aitl les conditions précédenles changées de sens il faul et il
suffit que )

a.b == ¢.d enlraine l'exislence d’nn j tel que
a:c.j- ©od = j.b.
Démontrons-fe tonjours pour la premidre semi-identité.
¢ | ab est I'ensemble des x tels que
Or il en résulte en vertu de 1a condition

w=a.] o bi—j.(‘ J=c.b.

Dot w=a.(c_| b).
[nversement la premidre identité exprime que
w.c = a.b entraine x=ua.j ¢ _|b=j ou b=jc

ce qui est bien la condition.
Cetle condition s’exprime encore de la maniére suivanie :

ab ~ cd non vide eniraine a |__¢ ~ & _] d non vide. C'est iout siraplement la
réciproque de la condition donnée tont & Fheure.
Une opération satisfaisant A cetle condition sera dite résoluble.

D} Dés qu'il y a une semi-identité entre
alec _| b)‘ et (b _fc¢)y |a onenlre (a| )b el (al_e)|_ &
on a’les deux identilés :

alc_{hy=(_le)_|a @l_e)b=(al_a]_b,

1. Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs. Mathemnlische Annalen, g6,
1926, p. 360,



CONTRIBUTION A L'4TUDE DES SYSTEMES MULTIFORMES. g

-e} pour cela il faut et il suffit que Pexistence de a.j et de j.b enlraine
al_(ajy=(.b)_lb.

La démonstration est anssi facile gue dans les autbres cas.

Nous appellerons parfois cette condition vésolubilité de seconde espéce. Remar-
quons qu’une opéralion vésoluble (comme plus haut) et normale est résoluble de

--deuxiéme espéce. ,

Sauf si nous le mentionnons explicitement, les propriétés énoncées pour la réso-
{ubilité ordinaire s’appliqueront également A la résolubilité de deuxiéme espéce.

Les identilés ainsi obtenues sont en un cerlain sens les seules possibles @ ce sont
les senles qui ne supposent ancune commulativité. '

Les conditions trouvées : normalité, résolubilité, associativité ont des rdles difté-
rents. L'associalivité et la normalité porleni sur I'opération directe. La réversibilité
fait intervenir au conlraire Uopération inverse. )

Nous allons maintenant donner quelques régles de calcul qui seront utiles pour

da suite.

On démontre facilement gue pour une seule opération associative, loules les
expressions rationnelles que 'on peal former au moyen de cette seule opération avec
n éléments pris dans un ordre déterming sont égales par exemple :j

((ab) ¢)d=a ((be) d) ete...

Pour le cas d’une opération qui est de plus normale on a la propriélé suivanle :

Considérons n éléments pris dans un ordre ;déterminé, et une détermination
pour chacun des n — 1 produils denx & deux d’éléments conséculifs. Répartissons
-ces produits arbitrairement en deux groupes. ()n ‘peut trouver une détermination
.du produit des n éléments qui se laisse écrire 4 la fois & parlir de deux groupes de
produits. '

Par exemple (a.8), (c.d) =a, (b.c), d.

La démonstration se fait par récurrence.

Soit un élémenl b qui ne soit pas un élément extréme et Lel que ses produiis avec
Télément A droite et 'élément A ganche ne soient pas donnés dans la méme expres-

&i01.

On peul supposer le probléme résolu pour les éléments p & ganche de 6 et pour
les éléments ¢ A droite de 6. On a alors (p.b), ¢ ==p, (b.¢) ce qui démontre la
Ppropriété. '
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4. — Scalaires unités inverses.

Dans tout ceci nous considérons une senle opération que nous nolerons ab. A la
suite de Dresher Ore nous appelierons scalaire & gauche un élément o tel que =za
soit formé d'un seul élément guel que soit a. On définit de méme un scalaire &
droite. Un scalaire est un élément gqni est scalaire A 1a fois a droite et A ganche.

Hn’y a pas forcément de scalaive méme & gauche. '

Tounjours 4 la suite de Dresher Ore nous nommerons unilé & ganche un élément
¢ tel que ea == @ pour iout a, -

On définit de méme une wnilé & drode. Une unité est un élément qui est unité &
la fois & droite et 4 gauche.

 Une unité scalaire (A gallche) est un élément gui est a la fois unité (& gauche) et
“scalaire (& gauche).

Tl n'existe pas toujours nne unité {(méme d'un seul coté), Il peut exisler plusieurs
unités. Une théorie des unités et des scalaires a é1é présentée par Dresher Ore. Nous.
en extrairons seulement le théoréme seivant qui ne suppose nullement 'associati-
vilé.

St un systéme posséde une unité scalaire A ganche ¢ et uneunité & droile e, cette

unité & droite coincide avec 1'nité scalaire en coffet

ee, =g, e, > e donc e =¢,.

Par conséquent il w’y a pas d'avire vnité & droile et pas d'aulre unité scalaire 3

gauche.
En particulier s’il ¥ a une unité scalaire il n’y a pas d'auire uniié (A ganche ou &

droite).

Inverse & gauche. — Soit une uniié (& ganche pour fixer les idées) ¢: un élément.
7 sera dit inverse & gauche de @ st da > e.

On définirait de méme un inverse & droile relatif & la méme nnité e,

Un inverse es\ un élément qui est inverse & la fois & gauche el & Jdroite.

N r'y a pas forcément d'inverse (méme d’un seul cdié), ‘

Nous étudierons plus tard d’une mauniérs détaillée les propriéiés des unités ot des.

inverses et les géndralisations gu'on peut en donner.

5. — Multigroupes. Hypergroupes.

Les systémes que nous allons inlreduire seront soumis & deux sorles de condi-

iious. Les unes porteront sur Pexistence d'éléments partienliers @ scalaires, unilés,

inverses..
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Les autres consisteront en identités du type de celles que nous avons données
an § 3.

Muliigroupe. — Un systéme & une opération sera dit un multigroupe si Popéra-
tion ainsi que des deux inverses sont parfaites, ¢’est-A-dire si quels que soient a et
b il existe au moins un élément ¢ tel que ab > ¢, un élément d tel que ad > b
et un élement f tel que fa > b. '

Si de plus le systéme est semi-associatif, associatif, normal, résoluble, le multi-
grounpe sera dit semi-associatif, associalif, normal, résoluble.

Un multigroupe ne contient pas toujours d'unité (méme d’un seul coté). Mais dés
qu’il contient une unité {& gauche par exemple), chaque élément posséde au moms
un inverse & droite el un inverse & gauche.

On peut également définiv des multtgmupes @ gauche dans lesquels on suppose
‘seulement que F'opération directe et son inverse & gauche sont parfaites.

Multigroupe inversable. — Dresher-Ore appellent mu]tigroupe inversab]e () un
multigroupe conlenanl une unité au moins d’uu coté et tel que a.b == ¢ — d.c — b
a=c.b. ‘ : .

@ et b étant des inverses de a et b (d’un coté guelcongue pour le moment). .

Comme cas particulier des multigroupes inversables on peut citer los mu!tlglm]—
pes résolubles admetlant nune umte & droite el noe unité 4 gauche.

B effet de a.b = c.e on tiré

@ =C.h e==7.b.

" Hypergroupe. Hypergroupe inversable. — Un hypergroupe est un multigroupe.
associatif qui posséde une unité scalaire bilatére et un inverse unique de chaque
-cOté.  Nous reviendrous nltérieurement sur Pétude des condilions minima ponr
quun multigroupe soil un hypérgroupe. ‘

Pour les hypergroupes, les condition d’inversabilité, de normalité, de résolubilité
coincident comme nons le monirerons ultérieurement. Les hvpergroupes ainsi défi-

nis seront dils Aype qroupes inversables.

— Multigroupes et Groupes.

La notion de multigroupe a visiblement pour but d'étendre au cas mulliforme
les propriétés des groupes. On sait en effet qu’un sysléme associalif qui posséde une
-opération uniforme parfaite et telle que les deux opérations inverses soient pari‘altes s

eskun groupe.

1. Dans le cas associatif. Nous étendons cette définition au cas général.
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Antrement dit un multigroupe associatif & multiplication uniforme est un groupe.
On montre d’abord qu’il existe un élément e lel que ea = a. Pour cet élément.
on a e(ub) = ab c'est doncune unité scalaire i gauche. 11 ¥ a aussi une unité sca--
laire & droite donc une seule unité. Tout élément a un inverse hilatére. On vérifie-

bien lous les axiomes du groupe. ]
Remarguons encore que dans wo multigronpe & multiplication uniforme la nor--

malité se réduil & 'associativité.
M. Marty a démoutré de méme qu'un multigroupe associalif o la division & gan-

che est uniforme est un groupe ().

.

1, Voir Marty (I}
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Exemples de systémes multiformes.

1) MULTIGROUPES QUOTIENTS DANS UN GROUPE.

Soit un groupe G. Les classes suivani un sous-groupe invariant g forment un
groupe qui est dit groupe quotient de G par g et qui se note &/g.

C'esi en cherchant » étendre cetle construction aux sous-groupes non invarjants
que F'on rencontre les premiers exemples de systémes multiformes ().

Considérons les classes 4 gauche ag, elles sont dlsjomtes On peut les ﬁrgamser
en multigroupe de la maniére suivante :

Boit A ==ag B=hyg.
Les éléments cig by remplissent un certain nombre de classes C; on pasé
AB=C,.

Considérons plus généralement deux Sous‘—gmupes g, ¢, et les ensembles de la
forme g, a'gg; ils sont deux & deux disjoinis.

Nous les nommerons classes mizles (*) suivant g, el g, el on peot définiv de
méme le produit de deux tels ensembles A =g, ag, B =g, bg,.

" A.B = ensemble des complexes g, ag, g, b9,-

Un cas particulier trés important est celui ot g, et g, sontle méme sous-gronpe.
On a alors affaire aux catégories suivant un sous-groupe. Le cas des classes i gau-
* che est un autre cas particulier, celui ot on prend g, réduit 4 I'élément unilé.

On vérifie sans peine que le systéme des classes mixtes est un multigroupe asso-
ciatif, résoluble, normal. 1l posséde une unilé gui est la classe mixte de I'élément
nnité du groupe. ‘

11 est possible de déterminer les inverses relatifs & cette unité. 1ls sont tous bila-
t&res. Le multigroupe des classes & gauche posséde une unité qui est de plus scalnire
A droite et qui est la seule unité, '

Le-systéme des catégories esl un groupe inversable,

1. Cetle définition est celle de Van der Waerden (Moderne Algebra Spl*ingm". Berlin
1gd0, t. [, p. 26). D’autres auteurs appellent ces mémes classes classes & droite,
2. La définition est due 3 Walk.
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II) AureEs MULTIGROUPES ATTACHES A UX GROUPE.

. Hypergroupe des classes de conjugués. — Soit un groupe G et un groupe d'opé-
ratears de ce groupe T. On appelle conjugué d’on élément a de G son transformé
par V'une quelconque des transformations de T, '

Les conjugués d'un méme élément forment une classe. Les classes ainsi définies
sont disjointes puisqure T est un growupe. ‘

On peut organiser ces classes en hypergroupe de la maniére suivante (Marty, 1).

Lss produits d’un é[ément'que}cannﬁ de la classe A par un élément quelcongue
de la classe B parcourent un certain nombre de classés qui constituent les diverses -
déterminations du produit A B. o

En particulier on peut considérer le groupe des antomorphismes internes; on
obtient alors les classes de conjugués au sens ordinaire.

Dans tous les cas le systbme obteno est un hypergroupe inversable.

Daus le cas des classes de coujugués an sens ordinaire, il est de plus commudtatif.

1) CLASSES SUIVANT UN IDFAL GAUGHE.

Les classes suivant un idéal bilatése formeni un anneau. De méme que nous avons
dtendu les propriétés des sous-groupes invariants aux saus—grohpés non invariants.
Nous allons étendre aux idéaux gauches les définitions relatives aux idéaux bilatéres.

Soit [ un idéal gauche i < § quel gue soit L. '

La elasse de I'élément o est Pensemble des o + i.

Les classes sont disjcirites.

Nous définirons le produit des deux classes A B comme étant ensemble des
classes contenant des produits d'un élément de A par un élément de B. Nous
n’avons plus ici comme pour les classes suivant un groupe la propriété que les pro-
duits Céléments de A B vemplissent un certain nombre de classes. - ‘

L’opération ainsi définie posséde les propriétés suivantes :

v {AB)C > A(B C) semi-associalivité.

2* Normalite. -
(A+BC=aC+BC.
 AB+AC»AB+ Q).

5 1l existe un élément O tel que OA == 0.

O+ A=A+0=A4A,

Le systéme ainsi défini est iniéressani pour plusieurs raisons. D’abord il nous
montre un systéme a denx opérations qui par rapport & l'une n'est nullement un
multigroupe. Ensuite il nous mountie un systéme non associatif. '
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1V) CoMPOSITION DES FONCTIONS. .

Composition des polynémes & dewx variables. (Voir Mariy, 2.) — Les éléments du

. systéme seront les polyndmes ‘irréductibles & deux variables f{x, ¥) sur nn corps
#, les deux variables étant prises dans uri certain ordre. :

Soient deux polyndmes f(x,y) (premibre variable) g(z, 1) (z premiére variable}.

L’opération consistera a prendre le vésultant de f(x, y), g{y, z}. Nous obtien-
drons aussi un on plusienrs pelyndmes irréductibles Az, 2) (x premiére variable).
Nous noterons 'opération (fg).

Nous excluons complétement les conslantes et les polyndmes qui dépendraient
selement d'une variable. Il est clair que te résultant de f(z, y), g(y, 2) ne contient
aucun facteur dépendant d'une seule variable soit en effet p(x) un tel factene

p(x) = O exprimerail que les denx squations f(x, y)= 0. g(y,z) = O ont une
racine commune quel que soit z. ¢g(y. ) == O aurait nn facteur indépendant de z.

‘Nous n’aurons pas non plus a faire inlervenir les constantes. Il est clair de méme
égue dans le cas expliqué plus haut que.le résultant n'est pas identiquement nul. Il
ne se réduit pas non plus & une constante différente de O car pour x donnéil ya
des valeurs de z tellas que les deux équations aient des racines communes.

Nous (lésigneroris par ¢ le polynéme x —y et par flxz, v), le poiyur‘ame
S, ®).

Sanfly,sy=e ef=f, Je=/[.
11 v a donc une unité scalaire et un inverse bilatére pour tout élément.

il y a associativilé car pour le résultant
(Vo By=( gn).

Enfin tout élément a un inverse unigne.
En effet f(x v) g(y, z) > e signifie que
=g (y;, z) divisible par = — z,
7y (¥, ) = O ou g(y, ®) = f(y, %) H{y, o),

¢ élant irréductible, H est une constante, ce qni démontre la propriété.-

De plus ab=ba.

Ces propriétés caractérisent comme nous le verrons plus tard un hypergroupe
inversable. |

La compositon des fonctions analyligques (non nniformes naturellement) permel-
trait de définir un sysiéme analngue.

Un autre exemple gue nous nous contenterons de citer est la composition des
polyndmes A deux variables f{x, y) avec f{0, 0) = O quand on prend senlement
ceux des facteurs ¢ dn résultanl pour lesquels g{0, 0) = 0. :







~CHAPITRE T

Etude des sous-systémes. Divisions en classes.

b Sous-systime. SOUs-MULTIGROUPE. SOUS-SYSTEME FERME.

. Nous appellerons sous-sysiéme d’un sysieme 8 pourve d'uune ou plusieurs opéra-
tions un ensemble d'éléments de S qui avec deux éléments a et b contient toutes

les déterminations des opérations appliquées & a et b.
II est visible que la partie commune & un ensemble quelconque de sous-sysiémes

est encore un sous-systdme ou est vide.
Il en résulte que I'on peut définir une réunion d'un eusemble quelconque de sous-
systémes comme étant la partie commune 4 tous les sous-systémes conlenanl les

sous-systémes donnés.
I existe an moins un tel sous-systéme 4 savoir 8 lui-méme et la parlie commune

n'est certainement pas vide.
Les sbus-systémes forment donc une structure ().

Sous-mulligroupe. — Un sous-multigronpe d’an multigroupe ou plus générala-
ment d'un systéme guelconqne est un sous-systéme (quand 'on considére t'uniqus
opération produit) qui esl un mulligroupe. '

Tout sous-multigroupe d'un groupe est un sous-groupe. Un groupe cyclique d'or-
dre infini posséde déji un sous-systéme qui n'est pas un sous-groupe.

La méme propriété peut déji avoir lieu pour un maultigroupe infini comme le

montre Uexemple :

e a b e, @ formant un sous-sysléme qui n'est pas
ele - a =~ b un seus-multigroupe.
aja a e, a,bh
blb g,a,b b

On peut également définir des sous-multigroupes & gauche (3 droite) dans les-

quels on suppose seulement 'opération inverse & gauche (i droite} parfaite.

1. Pour Ia définition, voir par exemple Ove : Siructures and gi'oup theory [ Duke Jour-
nal, 3, 1937, p. ho-174,
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On peunt enfin définir des sous-systémes non plns suivant Uopéraiion directe mais
snivant I'utie ou l'autre des opérations inverses.

Alors que la partie commune & deux sous-groupes esl encore un sous-groupe, ici
nous ne pouvons plas affirmer gue la partie commune & deux sous-multigroupes est
-encore un sous-multigroupe. On pourrait avoir en effet « et b élant dans la partie

commune & S, et 8

ax-db ay>h x<8§ zdt 8 Yol ydis,.

a

Sous-systéme fermé & gduche ("}. — Un sous-sysléme sera dil fermé & gauche pour
“umne opération 8’il est un sous-systéme non seulement pour Popération direcie mais
-encore pour Yopéralion inverse & gauche.

Un sous-systéme fermé & droite et & gauche sera dit fermé. Un sous-systéme
fermé (2 gauche) d’'un multigroupe est un sous-multigroupe (a gauche). 11 contient
«de plus toutes les unités 4 gauche et lous les inverses & gauche relatifs anx unités

qu’il contient. .

D’aprés ce que nous avons démontré sur les sous-systénies, les sous-systémes
fermeés & gauche qui sont des sous-systémes par rapport & lopération direcle et
Topération inverse & gauche forment une structure. _

‘Si un systére est associatif, normal, il est clair que ses sous-systémes sont asso-
-ciatifs, normaux. Par confre les propri¢tés de résolubilité, inversabilité ne s'éten-

dent qu'aux sous-systémes fermés,

11) CoMPLEXE UNITAIRE. — SOUS-SYSTEME UNITAIRE.

Nons nommerons complexce unilaire & ganche an ensemble d’éléments 17 tel que
1"a > a, quel que soit a.

Tonte unité & gauche est un complexe unitaire 4 gauch'e.

Tout ensemble qui contient un complexe unitaire & gauche en esk un. Le systéme
Tui-méme ¥l est un multigroupe a gauche est un complexe unitaire 4 gauche.

Nous nommerons sou.s-systéme unitaire, sous-multigroupe unitaire, elc., un
-sous-systéme, un sous-multigroupe qui est en méme lemps complexe uniiaire.

Tuéorime. — Un sous-systéme fermé & gauche a toujours une parlie commune
-avec un complexe unitatre &4 gauche, el la partie commune est unitaire dans Ie sous-
systéme. ,

En effet, si @ est dans le sous-systéme, les éléments # tels que xa > a v sonl
aussi et I'ensemble des ¢ relatifs aux divers « constitue hien un complexe unitaire

4 gauche.

1. Par rapport 4 Dresher Ore, nous avons interverti les mots droite et gauche.
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IIl, CrAsSES SUIVANT UN S0US-S¥STEME.

.Nous supposons maintenant que le sytéme-est associatif..

Nous nommerons classe.d@ gauche C, de a suivant un sous-sysléme g Pensem-
ble des éléments @ el ag, g parcourant le sous-systéme. Si le sous-systéme est uni-
taire @ est lui-méme de la forme ag et réciproquement. .

Les classes & gauche ainsi définies posseédent Ja propriélé suivante : Si C, > b,
C, > C,. _

Nous considérons deux classes comme ideniiques si et senlement elles coinci-
dém_ en tant qu'ensembles. L'élément a sera dit élément génératenr de la classe C,.
Une classe peut avoir plusieurs éléments généraleurs, mais tout ¢lémenl n'est géné-
raleur dans tonte classe le conlenant, que si les classes sont disjointes. '

On peut en particulier définir dans un systéme les classes suivant ce systéme.

On peul énoncer ainsi la condition pour gu'un sysiéme soit un multigroupe, il
faut que les classes A droite et A gauche sunivant ce systéme soient réduites i une
,seni,e.‘ _ ' ) ) '

On définirait de méme les classes mixtes suivant deux sous-systémes.

Remarquons une petite différence avec la théorie des groupes. Sauf si le systéme-
posséde une unité scalaire, les classes & gauche ne sont pas un cas particulier des

classes mixtes,

Sous-systeme reversible & gauche. — Un cas parliculier important qui a été
introduit et étudié par Dresher Ore esi celui ou les classes sont des ensembles
disjoints. '

Un sous-systéme sera dit reversible d gaunche (*) si les classes 3 gauche suivant ce-
sons-systéme sont disjointes.

Un sous-systéme reversible A droite et & gauche sera dil reversible.

Un sous-sysléme reversible & gauche est fermé & gauche, car ag, = g, entraine
Q== §.,- '

- Un sous-systéme reversible est fermé.

La partie commune i deux sous-systémes reversibles n’est pas en général rever-
sible {pour une raison analogue 4 celle qui a-été donnée pour les sous-systdmes).

“Généralisant un théoréme de Dresher Ore, on peul montrer que la réunion de
deux sous-systémes reversibles &4 gauche (gqni n'est pas autre chose que leur produit.

libre) est encore reversible & gauche.

En effet, soit wa,ba b, ...—=y,a <A, b < B, ona, en vertn de la reversibilité

parrapporta A et B, x=y ... b a' b 4.
Les'systémes reversibles 3 gauche forment donc une stracturve.

1. Par rapport & Dresher Ore, nous avons interverti les mots droile el gauche.
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Les classes mixles suivant deux sous-systémes reversibles I'un & droite (indice 1),
Tautre Hg:auche (indice 1), sont disjoinies, car de m,.a.m, = m'.b.m* on lire
a==m.b.m, . Mais cetle condilion suflisante @est nullement nécessaire.

Un sous-systéme reversible & gauche est un complese unitaire i droile, car

@=bm, b =am’ entrainent a = am”.

IV) DivisioN EX GLASSES.

Nous dirous qu'nne familie de sous-ensembles d'un ensemble E définit une divi-
sion en classes si & tout.élément a de 'ensemble on sait faire correspondre un des
sous-ensembles gque nous désignerons par C,{(")(*). Les ensembles n’étant pas sup-
posés disjoints, un méme élément peut étre dans plusieurs classes. [’élément a sera
dit élémen! générateur de la classe C,. Une classe peul avoir plusieurs éléments
généralteurs. N ‘

Un exemple de classes est fourni par les classes suivant un sous-systéme ; pounr
les dislmgum, nous les nommerons classes modulaires.

Remarquons encore gu'une classe ne conlient pas forcement son element géné-

ratenr,

Division en classes particalitres. — Classes réguliéres : Nous nommerons division
en classes réﬂuli-éres une division en classes satisfaisant a4 Ia condition suivante .,
C, > b entraine C, > C,. '

Les classes modulaueb sont réguliéres car ag > b enlraine bg = agg = iyg. Les

classes mixtes le sont aussi,

Classes disjoinles (*). — Une division-en classes sera dile division en classes dis-
Jointes si elle est réguliére et si de plus €, > b entraine C, > a. On en déduit
C,>a el C, 5 C,. Les classes sont alors des ensembles-disjoints et réciproquement.

Les classes modulaires sont disjointes dans le cas réversible. Une division en
classes disjointes équivaut & une correspondance univoque mais non biunivogue.

Opérations sur les divisions en classes. — Divisions en classes consécutives : Une
division en classes C sera dite consécutive & une division €' si pour tout element
ona C»>C.

1. L'ensemble vide n’élant pas exclu, on peut supposer qu'a tout élément correspond
une classe : 8'il ne lui en correspondait pas, nous lui donnons comme classe 'ensemble
vide.

2. Pour cerlaines parties de ce qui va suivre, il sulfirait de supposer V'existence d’une
famille de sous-ensembles, sans gqu'il soit nécessaire d’établir une correspondance avee les
éléments du systéme. Nous signalerons au passage les cas olt cefte.hypothése est suffi—
sante, '

3. Pour une étude détaillée des dwlstons en classes disjointes voir Dubreuil et Dubreuil-

Jacolin.
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Pour des divisions en classes régulidres el contenani leurs €léments géné-
rateurs;-on a la propriété : 8i C' > C,C’ pent Sobtenir de la maniére snivante : on
définit parmi les classes C une division en classes régulitres el contenant leurs élé-
ments générateurs, soit C' et on prend pour division C' la division oblenue. en
prenant les éléments des classes qui composent €' c,: En effet on obtient bien ainst
une division en classes réguliéres. D'antre part si ¢, > & C', > G, donc €', est une
réunion de classes G, peut donc se définir comme une division en classes parmi
les C, division en classes qui contiennent leurs éléments génératenrs el soni régu-
lidres car si C’Ca > C, il contient b donc €', donc Q’C§.. ‘

Partie commune et réunion. — On nommera partie commune, réunion de deux
divisions en classes C et C’ les divisions en classes que Y'on obtient en faisant cor-
réspondre & chaque élément a respectivement les ensembles C, ~ ¢, G, v .

La partie commune conserve les propriétés d'étre régulidres, disjointes.

Composition, — Nous nommerons composée de denx divisions en classes G et
¢’ la division C"(a) = G(C'(@)) v C'(a) v G(a) == CC'(a).
- On peul caractériser les divisions régulidres par la propriété G(C) =C.

Composition forle. — La composée de deux divisions réguliéres n'est pas en
général régulidre. On peut définir une pouvelle opération qui jouisse de cette pro-
pristé. Nous nommerons composée forte de deux divisions en classes la division en
classes réunion des divisions C', G(C"), € (C(Q)), C(G'(C(C’))), elc.

(Chacune de ces divisions est d’ailleurs contenue dans les suivantes). L'ensemble .
ainsi obtenu contient aussi les G, C'(C), etc.

La composition forte est une opération commutative. Sigoalons également en
passant que la compdsition forte est une 6pérati¢m associative.

La composée forte de deux divisions en classes est tonjours une division en
classes régulidres. Sans en donner une démonstration compléle gui serait assez lon-
gue on peut dire que la composée forte doit contenir avec chaque élément sa classe
C elsa classe (. La propriété est alors jntuitive.

Nous noterons la composition forte CoG'.

En particalier CoC est la plus pelite division en classes régulidres qui admette

¢ comme conséculive. ‘
C’est ce que nous nommerons Uenveloppe réguliére de la division en classes (') (). -

i. On peut de méme attacher a toute division en classes une plus petite division en
classes disjointes 3 laguelle elic est consdculive. {Enveloppe disjolnte.} On I'oblient en réu-
nissant de proche toutes classes ayant des éléments communs.

2. Signalons sans le démontrer on délail qu'a toute division en classes, on peut alla—
cher une plus grande division en classes réguliére gui lai soil consécutive (tott an moins
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8i C est une division réguliére CoC = C.
La composée forte de deux divisions en classes suivant deux sous-systémes est la
division en classes suivant leur réunion. II suffit de I'écrire pour le voir. '
La composée forte de deux divisions en classes disjointes est encore une division
en classes disjointes. En effet ona C, 26 Cyoa C,2b Cp2a CGC)>b
entraine C'(C;) > a et ainsi de suite.

Condition de Dedekind. — Soient trois divisions en classes A, B, C A > C A esi
de plus supposé régulier et € est supposé satisfaire & la condilion C, > & entraine
C, > a (Par suite les classes G sont disjointes si elles sont réguliéres).

On a les deux relations :

CBrnA=GCG(AnB) AnBC=(AnB)C

Démontrons par exemple la premiére :

It suffit de considérer les éléments de  C(B) m A B,>b C,o¢ A D¢
eniraine C,>b A > b dod A, 246 (AnB),20 CAnB),2c¢
C(AnB)>CBnA. '

Quant & la seconde partie G(A » B) ¢ CB ~ A elie esl évidenle car A > G(A ~ B)
el GB > C(A B). '

Un contre exemple montre que Pon n’a pas de plopnele 'malogue pOlll la compo-

sition forte.

Associabilité. — La composition ordinaire el la composition forte ayant chacune
des propriétés importantes, il n'est pas sans intérét d’étudier. un cas ou elles sont

confondues.
Nous dirons que la division régulidre C est assomable a4 C'si CC' > C'C. Gela

n’entraine pas en général que C' est associable & C.
Tutonime : S C, C' et CC' sont des divisions en classes disjointes et si C est
associable & C', (' est associabled C.

Eneffet C,>% Cy>c¢ entraine C, 56 Cy2a ou CC >a doi
C'C,oe cestadire C,>d G, ,>¢ on CCcCC.

si le systéme est fini). Soit un élément a, on prendra tous les b tels que C; > « eton
définira la nouvelle classe de a comme étant la partie commune A toutes les Gy et & C,-
En recommengant un nombre fini de fois, on arrivera aux classes désirées. Comme on a
enlevé chaque fois uniquement ces éléments qui ne pouvaient pas faire partie d'une classe
régulitre et consécutive & G, on-a biep les plus grandes classes possibles.
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‘ THEOREME. — 8i C est associable & G a composée forte de C el T est précisé-
ment CC'.

En effet C{C'(CCN) ¢ C(C(C'CY) ¢ CU', ete.

Signalons encore que 'on peul étendre & Vassociabilité ainsi défiinie la pluparh
des propriélés établies par M. Dubreuil, Par exemple si R est associabled § etk
T il est associable & SoT etsi & et T sont associables & ‘R SoT est anssi asso-
ciable 4 R. | B

. Une structure de divisions en classes régulibres el associables deux & deuxest gne
structare de Dedekind : cela résulte de la condition de Dedekind el du fait que la
composée forte de deux divisions cégnliéres est la plus pelite divigion réguliére qui.
ies contienne toutes deux. '

Relations enire une classe et ses généraleurs. — Avec la définition que nous avons
donnée, un élément ne fait pas partie obligatoiremeat de sa classe. On peat modi-
fier une division de facon i obtenic des classes contenant leurs éléments générateurs,
Sion pose G, =€, v a, on oblient bien le vésultal désiré, mais des éléments qui
avaienl méme classe auparavaal 1wWont pins en général méme classe aprés cetle modi-
ficalion. On peut aussi adjoindre & une classe lous ses générateurs ; mais si on avait
des. classes régulidres on n’aboutit pas en général & des classes régulidres, '

, Noyau. — Nous nommerons noyau d'une classe Uensemble des -génératenrs de

cetie classe. Les noyaux définissent une division en classes disjoinies puisque chaque
élément posséde une seule classe. Ty a de plus une correspondance hiunivoque enlre
les classes et leurs noyaux, C

Une division en classes réguliéres conlenant leurs éléments générateurs admet
la division en noyaux comme consécutive, peut donc s'obfenir 4 parlir, des noyaux
par le procédé de la page 29 qui se présente ici avec la particularité suivante : chague
classe de noyaux a un seul élémenl générateur.

On a encore la propriété suivante : : i

Pour une division en classes régulidres, la partie commune & la division donnée
et & la division définie par les noyaux est la plus grande division en classes disjointes
cousécutive i la division donnée.

Fa effet les classes obtenues sonl disjointes puisquun élémenl est générateur
d'une seule classe. D’autre part un élément b de D, pour convenir doit posséder la
propridté C, > @ on C; > G, cest-d-dire éire-un généraleur

11 en résulte gue 'on peut attacher & toute division en classes une plus grande

division en classes disjointes qui lui soit consécutive.

V) BysthMES ATTACHES A UNE DIVISION ES GLASSES,

Une division en classes permet de définir de diverses maniéres un systéme mul-

tiforme & partir d'un systeme déja connu,



CONTRIBUTION A L'FTUDE DES SYSTEMES MULTIFORMES. 23

Soient deux classes C,, C,. Nous désignerons les noyanx correspondants par
N_, N,. Onprend un élément a' dans C, {on dans N,) wn élément 4" dans G,
(on dans N,). Soit a'd’ = ¢. On considére les classes €, > ¢ (o les C, tels que
N, > ¢} comme les déterminations do produit C,C,. On oblient ainsi huit défini-

P

tions possibles. Nous nommerons d’une maniére générale les correspondances ainsi
définies des Symorphies. o ‘ o

Si les classes sont disjoinies, lontes ces définitions coincidenl. Nous dirons qgue
la symorphie est siricle.

Une symorphie stricte est nne correspondance univogue a — a avec les condi-

fions smivantes : .

ab = ¢ eniraine ab=c;

ab == ¢ entraine I'existence d'un @' -»a. d'un § — b, d'un ¢ ¢ avec a'b =<',

C'est exaclement ce que M. Marly nomme nne semi-isomorphie (Marty 4).

Les symorphies ont été définies an moyen de I'opération directe. On voit sans
difficulté que les opérations inverses dans le systéme des C, se définissent égale-
ment par des symorphies 4 partir des opérations inverses dans le systéme donné.

En particulier une symorphie siricte st 2 Ia fois directe droite et ganche.

Type d’une symorphie. — En cas de besoin, nons distinguerons les diverses sortes
de symorphies par trois lettres (chacune de ces letires étant N.ou C). La letire C
venant premiére. indiguera qne le factenr de gauche dans 'opération décrit la classe
C. Lalettre N 4 la méme place indiquerait gue le méme facteur parcourt la classe
N. La seconde lettre corvespond de méme an facteur de droite et Ja troisidme an
résultat,

i.’ensemble de ces trois leltres constitue le type de la symorphie’.

Pour ancune symorphie, on ne pent démontrer qu'elle respecte les idenlilés.

Les symorphies sont surtout intéressantes dans un. cas particnlier auguel va
&tre consacré le chapitre suivant. Cependant nous les rencontrerons a nouveau a

diverses occasions, en particulier au chapitre V.

1. La symorphie (CCG) se laisse définix pour une famille quelcongue de ses ensem--
bles. La symorphie (NNN) ne fait pas-inlervenir les classes C : c’est la symorphie stricte la

plus générale.




CHAPITRE IV

Correspondances entre systémes multiformes.

1) IsoMoRPHIE.

Deux systémes définis sur deux ensembles & et & seront dits isomorphes si on
peut établir entre leurs éléments une correspondance biunivoque a — a’ telle que
ab — o'b' {et de méme pour les autres opérations).

L'isomorphie est évidemment réflexive transitive et symétrique.

1) Sza-pomomorpmis(').

On pourrait generahser ce qui préctéde en considérant comme en théome des
groupes des correspondances unnoques a — a'- La notion de division en classes
définie au chapitre précédent va tious permetire de traiter un cas plus général.

Une symorphie directe d’un Lype quelconque sera une semi-homomorphie direcle
si elle satisfait snivant les cas & Pune ot 'autre des conditions suivantes :

@) Si elle est d'un type (..C) et si C. = - C. tout éldment de G, est de la
forme a'b' (&, b’ étant svivant le type dans C. ou Nay Cp ou Np). '

b) Sielle est d° un type (. \T) tout lément de C, est dans les mémes conditions
de la forme o'b'. -

On définirait de méme des semi-homomorphies & droite et & gauche relatives &
chacune des opérations inverses (*). *

1l est facile de voir que Vopération directe peut &ire une seml-hemomsrphze sans
que les opérations inverses en solent également.

Si les classes sont disjointes, la semi-homomorphie est dite siricte. Une semi-
homomerphie directe stricte est une correspondance univoque a -> a satisfaisant
aux conditions suivantes :

a.b=c eniraine c—t, b=c;
a.b ==¢ entraine que pour tout ¢' - ¢ il existe un @ -»a et un b -» b

tels que a, b == ¢ ).

. Voir Dresher-Ore. La semi-homomorphie est ce que les auteurs nomment strong-

homﬂmc}rphlsmus
a. §i les classes contiennent leurs noyaux, le nombre des types de seml—homomorphles

s¢ réduit & quatre {XYC) et (X¥N) étant confondus.
3. Ce que je nommais homomorphie T (Kuntzmann 2) est une scmbbomemorplne

dmite et gauche.



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES SYSTEMES MULTIFORMES. 23

Semi-fhomomorphie et classes réguliéres, disjoinles. — Soit uwne semi-homo-
morphie de tfp_e (..N), les déterminations de C,Cp formen! une réunion”d’enve-
loppes réguliéres. '

‘Pour les types (..C) les déterminations de C,Cp forment une réunion d’enve-
loppes disjointes. .

En effet dans le premier cas, on doit avoir avee C, toutes les classes dont I'élé-
ment générateur est dans C,, dans le deuxiéme cas toutes les classes qui ont avec
€, uo élément commun. Cest bien de celte manidre que l'on oblient les enveloppes.

Semi-homomorphie et identilds. — La semi-homomorphie directe de type (CCC)
ou (NNN), conserve l'associalivité; il en est de méme de toutes les semi-homo-
morphies directes si les classes contieunent leurs noyaux.

Faisons la démonstration pour le second cas.

(Cacb) Cﬂ = Cdcg - C,d'(:’.

En efiet tout élément de la classe considérée est de la forme d'c¢’ donc en parli-
-culier les éléments générateurs, de méme Cg o = Cuw pr o = Cu(Cp Ci).

Dans les mémes conditions la semi-homomorphie directe conserve {a résolubilité.

Démontrons-le cetle fois dans le premier cas,

C,Co =C,C, entraine a'd' == c'd
doit @ =¢j d=jb e GC,=0C,C,C,=C,Co.

Pour la normalité, il fant supposer que la semi-homomorphie est de plus droite
et gauche.

~ Classes modulaires el semi-homomorphie. — Nous ne passerons pas en revue lous -
1es types possibles de symorphie.

Occupéns—nous des classes 4 gauche.

Considérons le type (GCN). Il définit une semi-homomoi‘phie directe dés que
les classes contiennent leurs générateurs, c’ést—é—gdire dés que le systime est unitaire
4 droite.. '

En effet de agbg’ = c on tire agbg” = ¢’, ¢’ pouvant étre nen seulement un
slément due noyau mais encore un élément quelconque de la classe. Le type (CNGC)
définit de méme une semi-homomorphie droite.

On répéterait tout ce qui précéde & propos des classes mixies ou des catégories.

Un cas important est celui ot les classes sont digjointes. Les diverses sortes de
syrﬁdrphie sont alors c_bnfondues. Par suite la semi-homomorphie est 4 la fois directe
et droite. ‘ '

Systéme quotient & gauche suivant un sous-systéme. -— Nous nomrmerons ainsi le
systéme défini par la semi-homomorphie du type (CCN) engendrée par ]es classes
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2 ganche suivant un sous-systéme. 11 est associalif, lorsque ce sons-sysiéme est uni-

{aire a droile.
.

; g LG
Nous emploierons la notation —.
' g

Nous reviendrons au chapitre suivant sor Félude des nnités du systéme quolient.

Un sous-systéme G du systéme donné tel que Gg < G donne par la semi-homo-
moyrphie un sons-systéme Ju systéme quotient (La condition esl. toujonrs remplie
81 G > g). ‘ :

_La proposition est évidente. Ktndions la réciproque. Considérons tous les &lé-
ments u dont les classes sont dans un sons-systéme S dua.sysiéme quotient. 8 pro-
vient par semi-homomorphie d'un satjs‘-sysjtéme du systéme donné et seulement st
avec toule classe S contient ces sous-classes. Celte condition est certainement rem-
plie si 8 =8 car alors toute classe C f‘gme dans an moins un prodnit et ses sous-
clssses 'y figurent également. Elle est également remplie si les classes sont dis-

jointes.

11 HosmoMOBRPBIE.

Une division en classes sera dite définir une homomorphie d:recte si ou a entre
tes classes nune opération salisfaisant i la condition 1 CoCp = Cu.

L'opération ainsi définje est manifestement une symorphie du type (NNN).

On définirait de méme une homomorphie droite et une homomorphie qauche an
mmoyen de deux opérations inverses.

Une homomorphie directe est-une semi-homomorphie droile et gauche (mais pas
en général directe).

[-Ionmnwrpfzie el'aniformité. — L’homomorphie conserve visiblement la propriété
pour une opération d'étre uniforme, parfaite, réversible & droile et 4 gauche,

Homemerpbze et identités. — L'h(mmmmphw regpecte les identités mguhews an
sens du chapitre T oll ne ﬁgurent que des opéralions parv rapport anxqnelles il y &
. homomorphie. - ‘

On démontre en effet par recurrence que G (R(e,b...)) =R (Ca, Cp ..

Un cas trds important pour la suite est celui o les cl ses sont régulidres el ol
-1homommpl’ne satisfait de plus a Izg condition G, > Cy  Cp 2 Cpr  entraine
Cuﬁ 5 Carar. - -

Une telle homomorphne sera dite farle Remaiquons que la condition dmmee
conlient la condition d’ homomorphm ordinaire. :

Homomorphies particuli¢res. — On pent donner facilement une condition sulli-
sante ponr que les classes modolaives définissent une homomorphie, Gonsidérons
les classes & ganche ag et supposons g unilaire 3 droile de maniére que les classes.
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& gauche conliennent leur noyau. Le sous-systéme g sera dil semi-invarianl & gas-
che si ag > ga pour tout a(’).

Les classes suivanl nu sons-sysiéme invariant & ganche définissent uoe homo-
morphie directe et droite forte car si @', b’ sont denx nouveaux génératenrs

@ =ag b =by @b&= a&bg ¢ abg.

Remargnons que le systérae ainsi défini ne coincide pas avec le systéme quotient:
Pour le cetrouver, il faudrail adjoindre A chaque produit comme nouvelles détermi-

natious toutes les sous-classes des classes-qui y figurent déja.

IV) THEOREME DISOMORYHIE.

"Soit une homomorphie. direcie (pour fixer les idées) el d'un type T gui fait
passer d'un systéme S & un systéme 8 el une seconde hemomorpbie direcle du
méme Lype T qui fait passer de § & S8(%). La correspondance entre S el 5° esi
aussi une symorphie directe du méme type. '

Démontrons-le pour le type (CCC). A une classe de S correspond une classe de-
&' donc une classe de 8". Désignons pai C les classes’ S8’ par C' les classes 55"
par C" les classes 88", .

G C" = G équivaul A CeaGlep = Clee donc & Cur Cpr = Cut
avec C'ead Cor, elc. donc & a"d"=c¢" si C,2>a’, etc. or o' <€l
Inversement on montre que a"b"==¢" entraine C"C"p = C'%.

Remarquons en passant qus si les classes S8 et les classes 8’8" contiennent
leurs éléments générateurs on sont disjointes, il en est de méme des classes SS".

TakoREME DE TRANStTIVITE. — Si les correspondances S — § et 8 8 sont
des symorphies strictes, des semi-homomorphies d'un méme Lype, des homomor-
phies, des homomorp_hies‘fortes, il en est de méme de S — 8. .

Démontre-le par exemple pour l’homomorphie : on a en gardant les notations
précédentes  CaCo = Cas  Dcal'co ='coco=T"cas e qui est bien la defi- -
nition d’une homomorphie.

On pourrait multiplier les théorémes du -méme genre, Cilons senlement le sui-
vant relatif aux semi-homomorphies modulaires.

8i 8 -~ 8" est une semi-homomorphie modulaire suivant un sous-systéme ¢ et
8" - 8" une-semizhomomorphie snivant vn sous-systéme provenant d'un sous-
-systéme G 8§ —~ ¥ est une semi-homoruorphie suivant le sous-systéme ¢G.
Ona Ggc G

1. Gette notion est due & M. Krasner iKrasger I). )
2. On a vu au chapitre TII que pour des ciasses régulidres conlenant leurs éiéments
.généraieurs cela équivalait & 8" 2 3"
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Premier théoréme d'isomorphie on théoréme de régressivité. — Si 8 — §' et
S - 8 sont des symorphies directes du méme type, des semi-homomorphies direc-
tes du méme type, des homomorphies, des homomorphies fortes il en est de méme-
de & > §". (On suppose bien entenda que $' 2 été défini comme une division en
. classes dans 8).
La proposition est & peu prés évidente pour la symorphie. Remarquons que si
les denx symorphies données sonl strictes it en est de méme de la troisidme.
Faisons la démonstration dans le cas de la semi-homomorphie (CCC). Pour
tout ¢’ ona  a@'d'=c¢" a"cPea B oles @ ¢ Cu, elc. CpCp= Gy
Co ¢ 'ca, etc. )
Ce qui démontre la propriété.
La démonstration est analogue dans les autres cas, ‘
Contentons-nous également de signaler le théoréme suivant : 8i S —» § at.
S -> 8 sont des semi-homomorphies modulaires il en est de méme de &' -» §".

Deuxidme théordme d'isomorphie. — Soit une division en classses réguliéres R.
of un ensemble J. On peut tablir une correspondance biunivoque entre les classes
R ayanl leur élément générateur dans J et lés classes R » J. Ea effet deux classes.
dont un élément générateur est dans J et qni ont méme inlersection avec J cofnci--
dent car C.> 6, Gp > a. ' '

Supposons maintenant que les classes R définissent une homomorphie forte et

_que J soil un systéme.

Alors 1) R(J) est un sous-sysléme.

2) Les R ~ ] définissent une homomorphie forte dans J.

On désigne par R(J) I'ensemble des éléments contenus dans les classes ayant
Teurs éléments générateurs dans J. :

Soient deux éléments o et & de R(J), ils sonl dans des classes G, Cs ¢ et &
dansJ GeCa=0Ces cd ¢ Ca ¢ G ¢ R{J). Ce qui démontre la premiéré partie.

Posons Ral=8 85,8, =8, estbien une hontomorphie forte, car les S cor-
respondent d’une maniére biunivogue aux R. Le systéme des 8§ est donc isomorphe
an systéme des B ayaoi un élément génératenr dans J.

Aﬁplica!ion an théordme de Jordan Holder Schreier(’)(*), — Le théoréme de
Jordan Holder Schreier el ses généralisations ont fait I'objet de nombreuses études
nons nous con-ten'terons de démontrer la propriété qui en constitue la base :

Soit un sysltéme 8 deux sous-systémes invariants do méme cdié

Y S" et S; nS =7 ) 5" =R8R.

1. Voir par exemple van der Waerden Moderne Adgebra (Springer Berlin, rg30), & I,

p. 135,
2. Yoir Dresher-Ore.
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11 faut montrer que R est ausssi un sous-systéme invariant du méme coté. Cela a

bien lien car: as's' ¢ s'as” ¢ §'s"a.
n

I1 faut ensuite montrer gue §= 7" Or le deuxiéme théoréme d’isomorphie
s’applique pourvu que 3" en tant gue classe soit stricte ce qui signifie que 3" est
un sous-multigroupe. Le second théoréme sous sa forme habituelle s’appligue donc

anx nnitigroupes.

V) PROPRIETES DE STRUCTURE DES HOMOMORPHIES FORTES.
Soient deux homomorphies fortes 8 et 8 S w8 =R 8§ 8§ =T.

1) R est aussi une homomorphie forte.
En effet les homomorphies fortes sont définies par la condition

Caou Chow Cap > Cuw

On en déduit immédiatement C'(Cap) > C'{Cun), elc.

‘o BRap > Byw. :
© . 2) Le systéme des ' définit nne homomorphie forte dans le sysiéme des T. Le
systéme des R définit une homomorphie forte dans le systéme des S

En effet il faut démontrer que C'(Tg) > C'(Ty) CG'(Ty) > C{T,) entraine
C'(Tap) > €' (Tus) - o1 'C’(.T) = (', ce qui démontre la premiére partie.

La seconde partie résulte du théoréme de régressiviié, sans nouvelle démons-

tration. ' :
Les deux correspondances T — G G'— R  qui sont des correspondances
uniformes appliquent I’homomorphie T —> ¢’ sur 'homomorphie C’ - R pourvu
gque G" soit associable 4 C, On a effet alors G"(C")y > R on démontrerait tonjours
dela méme maniére que la correspondance respecle Jes homontorphies ('), '

It maﬁque pour pouvoir énoncer un équivalent exact du théoréme de Jordan
Holder de pouvoir remplacer cetie homomorphie par une isomorphie.

Pour terminer remarquons que les homomorphies définies par des sous-systémes
invariants d’un certain cdté sont associables deux 4 deux, si bien que le théoréme
que nous venons de démonlrer est une généralisalion de celui qui avait été donné
d’abord. _
Cela résulte immédiatement du fait que g,9, > g,9, enitaine que la réunion de
ces deux sous-systémes est ¢,9,. '

" On en déduit que les sous-systémes invarianls d’on cbté formant une struciure

de Dedekind ().

1. Comparer avec Dubreil et Dubreil-Jacolin.
z. Voir chapitre I, page 175.




'CHAPITRE ¥

Eléments et systémes particuliers.

Daus ce chapitre nous allons montrer cominent les théories qui précédent per-
metlent de présenter sous un jour nouveau les résultals relatifs aux unités, inverses

et & leurs généralisations.

1) Ep[’-}MEN’Ts ET COMPLEXES IDEMPOTENTS.

Nous nomimerons ainsi un élément, un complexe lels que =¢ G'=QG..
Un complexe idémpotent est donc un sous-systéme tel que tont élément soit déter-
mination d’un’ produit. D'autre part les puissances d'une unité engendrent un
compiexe idempotent. Nous ne reviendrons pas sur les propriétés élémentaires des
unités telles qu’on les trouve exposées par exemple dans Dresher-Ore. . Les considé-
rations qui suivent sont des applications des chapitres Il et IV,

Considérons les classes définies de la maniére 'suivanle : L, ensemble des élé-
ments ag g < G. S8i le complexe est idempotent, les classes sont régulitres
(aG) G = aG {cest une condition suflisante mais non nécessaire). Les classes défi-
nissent une semi-homomorphie directe du type (CCN) : en effet si

ag, by, =c agby, =cy

quel que soit ¢ pour g, g, convenable.

Considérons le systéme. quotient & gauche : il posséde un complexe unilaire &
droite car (aG)G == aG et ce complexe est presque scalaire en ce sens que G,Cs
est formé seulement de C, et de ses sous-classes.

Le complexe est une unité si G est vn multigroupe (ousi onaun élément idem-
ﬁotent). _ ' '

On aurait des propriétés analogues pour le sysiéme des catégories. La seule
différence est que le complexe est unité des deux cotés et non plus d’'un seul.

Les résultats se simplifient si on suppose les classes disjointes. Ceci revient &

dire que le multigroupe est réversible. Le systéme des classes & gauche a alors une
" unité scalaire A droite et le systéme des catégories une unité scalaire,

Symorphie. Semi-homomorphie idempotente, unitaire. — Soit un systéme possédant
un élément idempotent, une unité, Nous nommerons symorphie, semi-homoniorphie
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idempotente une symorphie, une semi-homomorphie dans lesquelles 'élément idem-
polent, 'unité constitue une classe 4 lui lout seul. Le nouveau systéme obtenu est
alors également un systéme possédant un élément idempotent, une unité. On a le
théoréme :

Toute symorphie, semi-homomorphie donnant un systéme unitaire, peut se
décomposer en une symorphie, semi-homomorphie des classes suivie d’une symor-
phie, semi-homomotphie idempotente.

La seule partie & démontrer est que la seconde correspondance oni une fsymm-
phie, semi-homomorphie. Or cela résulte du théoréme de regressivité.

Nous n’avons pas parlé d’homomorphie unitaire.

Nous verrons au ‘chapitre VI que dans un hypergroupe lldentlte est la seule
Ahomomorphie unilaire. ‘

Unités et homomorphie. — Proposonis-nous d’étudier les homomorphies fortes
qui donnent un systéme ayant nn éiément idempetent. Désignons cet élément par ¢
et la classe qu’il représente par C,. '

Ona GC,C,==C, deplus une sous-classe de G, multipliée par une autre sous-
classe ne donne que des sous-classes donc ‘G, est un sons-systéme.

Si on suppose de plus que e est une unité scalaire, on a pour la méme raison
an désignant par E T'ensemble des élémentsde G, C, > aE C, > Ea Ca > EaE.

On peut donner la condition nécessaire et suffisante pour que ces différentes
sortes de classes définissent des homomorphies. Dans le dernier cas par exemple
cest que aBb ¢ EabE.
~ On pent également caraclériser les homomorphies ainsi obtenues : Considérons
par exemple 'homomorphie définie par un systéme invariant & droite. L'homomor-
phie est aussi une homomorphie & gauche : en effet Ea Eb = Eab.

Inversement nne homomorphie possédant une unité scalaire et qui sodt & la fois
directe et gauche est engendrée par les classes suivanl un sous-sysidéme invariant a
droite car de- G;, G,=GC, onlire ue=2>4 b étant un élément quelconque de
C, et u un élément convenable de C,.

On caractérise de méme les homomorphies définies par les sous- systemes inva-
‘riants des deux cotés comme des homomorphies & la fois directes, droiles et

gauches.

i) ETUDE DE LA NOTION D'INVERSE.

Soit un systéme associatif possédant un élément ou up complexe privilégié que
nous désignerons par e, G sans avoir besoin de sapposer pour le momenl du moins
gue c’est une unité (méme d’un seul coté).

Dans tont ce qui suit nous nommerons inverse a gauche pour cet élément on ce

complexe et nous désignerons par & un élément tel gque un > e, u unG.
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Nous nommerons de méme inverse & droile el nous désignerons’ par u un élé-
meni tel gue wiye nanG. i

Nous allons mainterant supposer que tout élément posséde au moins un inverse
a droite et un inverse & gauche pour le complexe considéré. Cette condition n'est
pas suffisante pour que le systéme soil unmulligroupe comme le montre I'exemple -

e a b
ele - b b T =-eab e est un complexe par_rapport aunquel
tout-¢lément a un inverse.
alb T T
blb T T

Par contre la condition devient suflisanle si on suppose-le complexe unitaire :

TaioriME. -~ La condition nécessaire et suffisante pour gu'un systéme associatif
so0it un multigroupe est qu’il contienne vu complexe unitaire & droite C et un i
gauche C' et que toul élément posséde un inverse 4 gauche pour le complexe uni-
taire 4 gauche et un inverse & droite pour le complexe & droite de manidre que
aX>C Aa>C A ensemble des inverses a gauche de @ A ensemble des
inverses & droite de a. . ‘

La condition est visiblernent nécessaive. Si elle est remplie on a :

(aa)b = b= a(ab).

Les opérations inverses sont donc bien parfaites.

On peut donner également une condition pour que lout sous-systéme soit un
sous-multigroupe. A ppelons élément régulier un élément tel que le sous-systéme
qu'il engendre contienne un complexe unitaire 3 droite et vo complexe unitaire A
gauche. Un sons-systéme dont tous les éléments sont réguoliers est un sous- -multi-
groupe. En effet le sous- systeme contient avee toul élément a un element a tel que
aa=u bu==b6 dou b(aa):—:b: (ba)a

En particulier si tous les éléments sont réguliers le systéme est un multigroupe.
Cette condition n'est nullement nécessaire. Mais elle définit un type de muli-
groupes : les multigroupes réguliers, Dans un multigroupe régnlier tous les sous-
systémes sont des sous-multigroupes unitaires. Réciproquement ceite condition
suffit a les caractériser.

On peut enfin douner une condition pour qu’un sous-systéme soit fermé :

Pour qu'nn sous-systéme soit fermé il faut et il suffit qu’il contienne un com-
plexe et avec un élément tous ses inverses relatifs A ce complexe. En effet on déduit

de ax> b B(ax)n C (Ba)znC dot ba=7= donc % est dans le sous-
systéme el par suite # aussi. La condition est visibiement nécessaire.
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On peut interpréter de la maniére suivante la condition pour qu’un sous-systéme
0il fermé d'un certain coté

L]
il faut et i suffit que dans le sysiéme des classes
suivant ce sous-systéme, le bous—systeme soit une classe qui est son senl inverse par
rapport & elle-méme.

I1I) IXVERSES ET SEMI~HOMOMORPHAE

De al > ¢ on-déduit en introduisant les-inverses par.capport A un certain com-
. X

plexe [& abc A G pms beoa le point indiguant qu 11 g'agit d’'on inverse donné
et I'x qu’il s’agit d’un inverse convenable.

Cette condition pourrait s"interpréler comme I'analogue d’une semt-homomorphxe

droite du type (NCC). Ce w'est effectivement une semi-homomorphie que si ab > ¢
“entraine ab > ¢ car alors- abe ~ C équivaut & ab > c.

On peut remarquer gue celte condition ést en particulier remplie si toul éiémeni
posséde un inverse unique i droiie et 4 gauche,

Apphquons plusieurs fois la relation précédemment obtenue. On obtient & la
: = X :

[

X T
troisiéme fois ab > c.

Ou peut interpréler ceci comme une sur-opération de l'opé-
ration donnée dans un systéme ot les inverses sont hilatdres. (On nomme sur-
-opération d’une opération ab une opération a b telle que a,b > ab)

Conditions d'inversabilité, — Nous avons déja renconiré cette condition au chapi-
tre 1; nous allons la preclse1 en méme lemps que nous étendrons au cas général,
Nous supposerons que ab > ¢ entraine ue > b (Invelsablhte a dro:te)

On en déduit en vertu-de 1'égalité écrite plus haut :

Basc.
On peut ml;erpretel cette condition au moyen de la seml-homomorphle On

réunit dans une méme classe les éléments qui ont un inverse commun soit du méme

-cdté soit de cdtés différents. Les classes ainsi définies sont dlS]O]nleS et définissent
. X %

: >( )(
une semi-homomorphie directe car si

ab>¢ ab>sec.

Un complexe par rappott auguel il ¥ a inversabilité & droite n'est pas quélcbnque
Adjoignons & un tel complexe des éléments de manidre & le transformer en complexe

contenan| avec tout élément ses inverses a droite et & gauche par rapport & lni-méme.
‘On obtient un sous-systéme réversible 4 droite

En effet de ne =4 on lire a = Eb, les classes & droite sont done disjointes. On
Adeplus wu=v entraine ue > u donc le complexe contient v
11 en résulte quele nonveau complexe est unitaire

gauche. I est de plus fermsé
Le systéme quotient & gauche est inversable car de aub=c¢ on tire ac = ub
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8i le systéme est inversable & droite et 3 gauche, le sysiéme quotient posséde
une unité scalaire et est inversable 3 droite ef & gauche, C'est un hypergroupe inver-
sable.

L'une des propriétés que nous vénons de donner se laisse générvaliser de la-
maniére suivante : o

Tout sous-systéme fermé et contenant C est réversible, i droite.

Eneffet de na=~5 ontire u.b=a et le systéme quotient est inversahle, car

a'b = ¢' entraine a'.¢'=¥.

1V) PERMUTATIONS MULTIFORMES.

Nous nommerons permutation -multiforme el nous représenterons par la nota-

tion

,( ;: _f:’ z" A, ={a, a, ¢, ..), elc.

1 r n

une correspondance entre un élément d’un systéme ek un sous-ensemble de ce méma
systéme. Cette définition est due & Dresher Ore. On voit que cette définition n'est.
pas autre chose que celle des classes les plus générales. Nous garderons néanmoins
le terme de permutation dans ce qui va suivre car il fait plus image. .

On peut définiv le produit de deux permutations comme la succession de ces.
deux opérations. C'est une opération autre que celles qui onl été définies A propos
des classes. On peut définir également la réunion de deux permutations comme la
permutation qui donne comme résultat la réunion de ce que donnaient les deux per-

mutations.,

Représentation réguliére dun sysi¢éme. — Sans développer complétement une
théorie analogue a celle de la représention des groupes par des permutations, on
peut cependant généraliser la notion de représentation régnlidre. Considérons ies.

" permutalions

On voit immédiatement que P, P, = P,, ¢ parcourant les délerminations de ab.
On obtient ainsi ce que 'on nomme la premitre représentation réguliére do systéme.

. Les permutalions peuvent conduire i des propriéiés imporiantes des systémes.
Signalons par exemple la suivante. Si de la permutation altachée 3 un élément a
on peut extraire une permutation uniforme contenant un élément arbitraive & {mafs.
pas forcément une permutation nnique contenant tous les élémenis) a esl régulier

et réciprogquement.
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En effet si a est régulier (e, @*... a*) contient un complexe unitaire, ‘douc
a"u > u on peul donc choisir les déterminations de un, au, o’u de manidre & ce
que une expression des éléments ainsi obtenus soit . )

Réciproquement, si on peut trouver une permutation partant de tout élément ot
si n désigne le nombre maximum d'éléments permutés par ces permulations
{a, a*, ..., @") est bien un complexe unitaire car a"n > u pour toul n.

Cherchons maintenant comment la donnée de Ia représentation réguliere (*) déter-
mine le systéme dont on est parti. La détermination est évidemment parfaile si on
se donne les permutations et la maniére dont elles correspondent aux tlémenis.

Daus le cas on le systéme posséde une unité scalaire, on peut décrire cette cor-
respondance sans utiliser complétement la composition de chaque permutatlon.

Considérons les classes suivantes G, sera 'ensemble des permutations telles qne‘
'unité ait .« parmi:ses transformés. Ces classes sont réguliéres. Le noyau d’une telle
classe est formé du seul élément P, On obtient le systéme & partir de la division

n classes en appliquant la symorphie directe du type (NNC). En-effei ceci revient
& prendre les classes telle que ¢ donne une des déterminations de ab.

Ce théoréme présente un certain intérét puisqu’il donne une maniére d’obtenir

‘un systéme assujetii & la seule condition d’avoir une unité scalaire.

~ Pour illustrer ce qui précéde nous allons encore démontrer la propriélé sui-
vante : : “ : l
Uné_ division en classes dans un sysiéme normal (donc en particulier uniforme)
définit par symorphie du type (CCC) un systéme qﬁi n'est pas guelconque. Soient
A, B,C,D quatre classes quelconques A.B, C.D deux déterminations des pro-
duits AB et CD on peut trouver une deﬁermmahen B.C duproduit BC de maméie
que (A.B)C n A(B C) soit non vide (B.C)D ~ B(C.D) soit non vide. En effet A.B
est nne classe qui contient un certain élément a.& A>a B>b. De meme C.e
est une classe conienant un certain élément ¢.d - prenons pour B.C une classe
contenant Uélément be tel que {g.B)e nalb.c) non vide (b.e)d ~ b(e.d) non
vide. Cela est possible en veriu du théordme démontré page 10, ‘ ,
~ On a bien les conditions écrites plus haut car les deux prodnils contiennent les
classes contenant U'éldment «.b.¢c pour la premiére, b.c.d pour la seconds. |

i. Un ensemble quelcongue de permulations ne se laisse pas transformer d'une
‘maniére unique en ensemble provenant d’an systéme multiforme comme cela a Hen pour
‘les groupes, car le produit de deux permutations pourra en général éire décomposé de
_plusieurs manitres en vne somme de permutations.




CHAPITRE VI

-Hypergroupe, hypergroupe inversable.

1) ETons DE LA SOTION D'HYPERGROUPE.

_ Nous avions caractérisé la notion d’hypergroupe par U'existence d'une unité uni-
que et d’'un inverse unique de chague cdté. .

Nous allons voir que ces conditions se laissent véduire pour les systémes finis.

1) Soit un mulligroupe fini et un complexe par rapport anguel tout élément a un
inverse unigque d'un cbté. -

Tout élément a aussi un inverse unigue de l'autre cdté. Car dans un systéme fini
une correspondance nnivogue ne conserve le nombre déléments que si elle est bi--
univogue. Il en résulte que le complexe se compose d'un seul élément {(toujours en
supposant le systéme fini). '

En effel en désignant ce complexe 'par Eooita aa 5 E. Soil u un élément de
5 ‘(a?z);i 5 E donc zu > a ou puisque tout lément est inverse & gauche an > a
en particulier w'u > v’ ceci contredit I'unicité de l'inverse si 2’ $u.

De plus u est unité car u est unité et vue unité coincide foujours avec son:
nwex‘ae donc au > a. Eufin cetle unité est umqu& car si v élaif une aulre umte'
uv 2w ce gui contredit U'unicité de Uinverse.

Tout complexe unitaire coatient celte unité car Ca > a enlralue Ceve dom
Cosa.

. Enfin Punité est scalaire car si ea D & eab > e ab>e ce qui contredit luni~
cité de I'inverse. ‘ i ‘

Un exemple simple montre que ceei wentraine nullement gne U'inverse est bila-

tére,
Nous n'examinerons pas le cas des systémes infinis.

11} SoUs-HYPERGROUPES.

On nomme sous-hypergronpe d'un hypergroupe un sous-multigroupe qui
contient Punité. I est clair que ceci entraine que le sous-nultigroupe est un hyper-
groupe, }

L'exemple donné page 23 montre qu'an sons-systéme d'un hypergmnp& peut dre

un hypergroupe sans &ire un sous-hypergroupe.
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Par contre un sous-multigroupe unitaire est ioujﬂurs un smxs-hypergmupe, car
tout ccmplem unitaire contient I'unité. '

Théoréme. — Un <0us—hypergmupe est un sous~systeme ferme. -

Cela résulle du théoréme de la page, 53 puisque tout élément a un seul inverse.
Etudions maintenant la correspondance a — a,. Nous désignerons ainsi I'inverse
& gauche de a. Nous poserons de plus {a}, = a_, elc. ‘

"Ona ab, =c (') la correspondance ¢ —» u, est donc une momorphle du sys- -
téme sur lni-méme ou pour employer les mémes lermes qu ‘ent thémxe des groupes
une automorphie. Les automorphies forment un groupe. Il pent bien entendu ¥y
avoir d’aul;res automorphies que celles qui viennent d'étre signalées.

}H} HYPERGROUPE INVERSABLE.

Dans un hvpmgmupe inversable ‘fout inverse -est hziatere car de "aa E on tire
ac=a d'ot a=a. ; :
Le systéme ainsi obtenu.est exactement ce que nous avions appelé antérieurement

hypergroupe inversable.
Nous V' 'tudlerons en détail dans la section V..

1V) Erupe pEs CONDITIONS DE RESOLUBILITE T DE mnnfgmré.

 Résolubilité. — Dds qu’un systéme résoluble contient un complexe unitaire &
" droite et tn & gauche c’est un multigroupe. En effet on a alors' ab = ¢d entraine
a=¢. - ‘
De plus tont sans—mntmgmupe ferme est ‘réversible car de ag = b on tire
ag'=by" a=bj ¢'=Jg'" ' '
Théoréme. — Par rapport 4 un complexe unitaire bilatére un element d’un 8ys-
téme résoluble posséde nn inverse bilatére. ‘
Eneffet u.b==bu' entraine b. b=1u b—u. 4
Etudions en particulier les systémes ont il y a un inverse umque d’uu cbté. S8iun
tel systeme est-résoluble il y a un seul inverse qui est bilatére. On retrouve ainsi
encore une fois la notion d*hypergroupe inversable. '

" Nous n’étudierons pas le cas de la résolubilité de seconde espéce.
Normalité, — Soit un sous-systéme d'un systéme normal, et deux éléments

inverses par rapport, i ce sous-systéme : aa = a.
. Tout élément au (@' dans le sous-systéme) est aussi inverse de a. En effet

a (a. u’) == (a.a)zu’ = u" ce qui démontre la propriété.

1. En vertu du résullat démoniré page 54,
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On houvera au para:rraghe suivant une étude de la candmen de normalité dems
le cas de I'hypergroupe inversable. .
V) CARACTERISATION AXIOMATIQUE DE LHIPERGRODPE xwmsmm

A cause de son importance nous donnerons de I’hygerﬂroupe mversabl& une défi-

nition amomahque tout & fait indépendante dé ce qui ‘précéde.
Un systéme qui satisfait aux conditions snivantes: -~

a) L'opération est npormale;
b) 11 y a une unité scalaire ¢;
¢) Tout élément a au moins un inverse A gauche

est un hypergroupe inversable.

It est inutile de supposer I'opéiation parfalle cela résulte des hypothéses car
- de I'existence de eb on déduit celle de (aa)& donc celle de ub. “

Tout ﬁiement a un inverse unigue car aae > e lzc:, 3 ¢ entraine (r. (aa) Ca) 4/
=e,a= a == == a.

I y a associativité car (a (b. c)) wa({b ). c) Prenons (b.c)c tel qu'il soit
gremsemem; ézal & b. Od en déduit (a(b e:))z: =ab a.lb ) == (a.b) c.

L’hypergroupe ainsi défini est resoluble car: a.b=c.d entraine d=c. (a by
_(c a) b a= c(c a) 1l est par suite mversahle a.x =8 équivaut i x =a.b.
Enfin Uinverse de a.b est b.a.

Ou démontre facilement la réciproque.

Appllcatlon un hypergmu pe cammutatlf’ et dans lequel chaque element est son

propre inverse est inversable car premsement linverse de ab est ba.

Soﬁs-hypergraupes d'un hypergroupe inversable, — L’exem ple de la page a3 montre
gqu’un sous-systéme n'est pas toujours un sous-multigroupe. Par contre un sous-
multigroupe unitaire est toujours un sous-hypergroupe normal. Cela résulte immé-
diatement de ia propriété pour les hypergroupes (page 61). Les sous-hypergroupes
&tant inversables, sont réversibles.

V1) HoOMOMORPHIE DIREGTE DANS LES HYPERGROUPES ET LES GROUPES,

Commengons par la remarque évidente suivante : tous les homomorphes directs
d’un systéme possédant une unité, un élément idempotent une nnité scalaite possé-
dent de mame une unité, un élément idempoteut, une unité scalaire.

"Cherchons 4 quelle condition 'homomorphe peut étre un hypergroupe.

On a le théordme suivant : il fant que les classes soient disjointes pour gue
{’homomerphe soit un hypergroupe. En effet, soit une classe C etun e sous-classe:
¢’ et soit & Tinverse de €' d'un certain cdté CC doit contenir G donc G
aurait denx ipverses C et G’ tous les deux du méme cdté. ’
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Réciproguement : 8i des classes disjointes définissent une homomorphie directe
dans un hypergroupe, le sysléme homomorphe est aussi un-hypergroupe.
En effet si C,C, > C, cela veut dire qn’a tout élément de C, on peut associer '

un élément de C, tel que @b > & 4 élant un élément de C,; on en lire abu > e

bE: a b= Eu'. Or G, ccmiient avec un élément &' tous les &'u; il y adonc aun
plus une classe inverse d’'une classe donnée d'un certain coté. Le systéme quotient
est done bien un hypergroupe. On voit de plus le vésultat fondamental siivant ¢

Les seuls homomorphes directs stricls d’un hypergr oupe sont ses liypergroupes
quotients.

Nous ni'étudierons pas en détail les homomorphies non strictes. Conlentons-nous
du théoréme suivant : ’

Dans.un hypervroupp otl tout mverse est bilalére, il n’y 4 pas de soas-systéme
invariant d’un seul cité.

Eneffetde au>b b ua ontire a ¢ bu actb.

Soit maintenant un hypergroupe inversable. On a de plus ia propriété tous les
homomorphes slricts sont des hypergroupea inversables, car 'homomorphie siricte
respecte la condition de normalité,

Il se présente dans ce cas d'autres simplifications. Tonte homomorphie stricte
est A la fois directe droite et gauche, En effet les opérations directes el inverses ne

sont pas distinctes car de ab—=c¢ on tire ac=~h et réciproquement. Or I’homo-
morphie respecie la correspondance @ —~ a donc toute homomorphie est 4 la fois

directe droite et ganche.

Donuons encore pour terminer un exemple d’homomorphie non stricte dans un
, groupe.: soit de groupe cyclique d’ordre infini a® et le sous-systéme @°, a*, a®;. les
classes suivent ce sous-systéme définissent un systéme qni est isombrphe au gronpe

cyclique d’ordre infini.
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‘MarTy. 1) Sur une généralisation de la notion de groupe {Congrds des mathématiciens scan~
dinaves, Stockholm, 1934).
2) Recherthes sur les groupes finis de fonclions algébrigues. Sometas Scientiarum
Fennica Commentationes Physico mathematicae VI, 12, 1934. :
3} Sur le role de la notion d'hypergroupe dans l’etude des groupes non abéliens (G. R
A. 8., t. 201, 1035, p. 636).
4} Sur les groupes el hypergroupes. allachés d une f‘mctwn ratfonnelle (Annales de
) },‘Eﬁole normale, t. 53, 1436, p. 83)..

“WarL, Hypergroups {American journal of mathemaucs, 5q, 1937, p. 77)
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